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Résumé

Résumé

Nous étudions I'influence des perturbations géométriques des parois d’un domaine sur
les solutions d’équations aux dérivées partielles & valeurs vectorielles, & travers un effet
géométrique appelé Veffet de rugosité. Cet effet consiste & transformer des conditions de
non pénétration imposées sur une suite de parois oscillantes convergeant vers une paroi
lisse, en une condition qualifiée de glissement dirigé avec friction, ou friction-driven, dont
une formulation générale a été obtenue en 2010 par Bucur, Feireisl et Necasova. Nous
caractérisons 'effet de rugosité produit par des parois périodiques ou cristallines & ’aide
des mesures de Young et de mesures capacitaires permettant de comprendre l'effet des
oscillations des vecteurs normaux. D’autre part, nous démontrons la stabilité de la trajec-
toire d’un solide déformable & faible nombre de Reynolds, par rapport aux déformations
qu’on lui impose, et proposons un schéma numérique de résolution du modele. C’est une
premiére étape vers la compréhension d’un effet de rugosité dynamique produit par une
famille continue de micro-déformations du bord. Enfin, nous considérons le probléme de
la trainée d’un solide immergé dans un fluide visqueux, avec des conditions friction-driven
sur la paroi solide. Aprés avoir montré que le probléme est bien posé, nous décrivons le
probléme de minimisation de la trainée en termes de micro-structure de la paroi associée a
la condition friction-driven. A 1’aide d’outils de gamma-convergence, nous montrons que ce
probléme de micro-optimisation de forme posséde une solution. Nous validons ces résultats
par des exemples numériques et mettons en oeuvre une méthode numeérique d’optimisation.

Mots-clefs

Effet de rugosité, micro-optimisation de forme, minimisation de la trainée, Gamma-
convergence, couplage fluide-structure.

Influence of Geometric Perturbations of Domains on the
Solutions to Partial Differential Equations
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Abstract

In this thesis, we are interested in the influence of geometric perturbations of the bound-
aries of domains on the solutions to partial differential equations with vector values, by a
geometric effect of the perturbations that is called the rugosity effect. This effect consists
in transforming non penetration conditions imposed on a sequence of oscillating bound-
aries, that converges in a certain geometric sense to a smooth boundary, into a so-called
friction-driven boundary condition, which was introduced by Bucur, Feireisl and Necasova
in 2009. We characterize the rugosity effect produced by different types of boundaries,
periodic or not, relying on the use of Young measures and capacitary measures, that allow
us to understand the oscillations of the normal vectors by Gamma-convergence tools. We
prove the stability of the trajectory of a deformable self-propelled solid, at low Reynolds
number, with respect to the deformation vector field that is imposed on the solid, and pro-
pose a numerical method to solve the model in dimension 2. We study the well-posedness
of the problem of the drag associated to a solid with friction-driven boundary conditions.
Using the rugosity effect, we set the problem of drag minimization in terms of the micro-
structure of the boundary, and prove that this problem admits a solution. We illustrate
the theoretical results by numerical examples and carry out a numerical optimization al-
gorithm.

Keywords

Rugosity effect, micro-shape optimization, drag minimization, Gamma-convergence,
fluid-structure coupling.
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Introduction

De nombreux problémes issus de la physique, de la chimie ou de 1’économie, peuvent
étre décrits mathématiquement & 1’aide d’équations aux dérivées partielles satisfaites a
I'intérieur d’un certain domaine d’étude, auxquelles il convient d’ajouter des conditions
aux limites et, dans le cas de problémes d’évolution, des conditions initiales ou terminales.
D’une maniére générale, les équations traduisent certaines propriétés constitutives du mo-
deéle étudié, tandis que les conditions aux limites sont plus naturellement associées & des
contraintes imposées aux solutions du systéme sur le bord du domaine. Un exemple clas-
sique de modéle stationnaire de diffusion de ce type est fourni par les équations de Poisson,
définies sur un ouvert borné, complétées par des conditions aux limites de Dirichlet.

Ces modéles sont souvent obtenus & partir de simplifications de phénoménes que ’on
souhaite décrire, dont le principe général consiste & remplacer la description exacte des
interactions complexes ayant lieu au sein du systéme considéré, par la description d’une
tendance « moyenne ». Ainsi, en mécanique des fluides, la notion de particule fluide a été
introduite pour décrire I’état moyen du fluide au voisinage de chaque point du domaine.
De méme, dans le cas d’un domaine physique délimité par des parois solides, les détails
microscopiques des parois ne sont généralement pas pris en compte dans les modeles,
notamment pour des raisons de cofits de calcul.

La question de la justification de ces simplifications géométriques a suscité l'intérét
de nombreux mathématiciens. Elle peut s’exprimer en ces termes : des perturbations géo-
métriques des domaines peuvent-elles modifier les opérateurs et les conditions aux limites
associées 7 Certaines exemples classiques ont apporté une réponse affirmative. En 1979,
Cioranescu et Murat [27] ont proposé un exemple de perturbations géométriques d’un do-
maine, consistant & « percer » des ouvertures circulaires de méme diameétre, disposées sur
des grilles réguliéres. Ils ont montré que, pour un choix astucieux des suites décroissantes
définissant le diameétre des ouvertures et leur écartement dans chaque configuration, les so-
lutions de probléme de Poisson posés sur les domaines criblés convergeaient en un certain
sens vers la solution d’un autre probléme elliptique posé sur le domaine initial plein, et dans
lequel I’équation de Poisson comportait un terme supplémentaire, dépendant de la taille
des perforations considérées. Les auteurs 'ont appelé le terme étrange venu d’ailleurs. L’ap-
parition de ce « terme étrange » peut s’interpréter a 'aide d’arguments de I'-convergence,
notion introduite par De Giorgi (voir [35], [34]), et dont les propriétés sont décrites dans
les ouvrages de Dal Maso [31] et Braidas [12].

La question de la stabilité des solutions d’un probléme par rapport a des perturbations
géométriques des domaines peut étre abordée sous un angle différent, qui conduit a la pro-
blématique suivante : peut-on expliquer certains phénoménes physiques macroscopiques
en utilisant les propriétés géométriques microscropiques des domaines 7 Autrement dit, ce
type d’instabilité peut-il fournir des arguments dans la modélisation de phénoménes macro-
scopiques 7 Dans le cas de modéles de fluides visqueux, cette approche a été suivie en 2003
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par Casado-Diaz, Fernandez-Cara et Simon [22], afin de justifier la condition d’adhérence
généralement imposée aux fluides visqueux sur les parois des domaines. Leur démarche re-
pose sur une analyse asymptotique basée sur 'observation que les parois lisses des modéles
mathématiques correspondent dans la réalité & des parois physiques rugueuses, qui pré-
sentent des aspérités microscopiques du fait de leur structure moléculaire. En considérant
une paroi plate, limite d’une suite de parois périodiques réguliéres, dont ’amplitude et la
période (équivalentes a une constante multiplicative prés) tendent vers 0, ces auteurs ont
démontré qu’une suite de champs de vecteurs définis sur les domaines perturbés, et satis-
faisant la contrainte minimale de non pénétration sur les bords périodiques, convergeait
en un certain sens vers un champ de vecteurs satisfaisant la condition plus forte d’adhé-
rence totale sur la paroi limite. Ce résultat est valable dés lors que la suite de fonctions
considérée est & énergie uniformément bornée dans les espaces de Sobolev correspondants.
En particulier, ce comportement asymptotique ne dépend pas de 'équation satisfaite par
les champs de vecteurs & 'intérieur des domaines & paroi oscillante, mais uniquement de
propriétés géométriques de la suite de parois rugueuses.

Ce phénomeéne a été baptisé [’effet de rugosité, et a donné lieu & de nombreux travaux
récents, parmi lesquels on peut citer les articles de Bucur et al.[19, 18, 16|, de Bfezina [14]
et de Dalibard et Gérard-Varet [33]. L’effet de rugosité peut se définir comme un processus
asymptotique par lequel des conditions de non pénétration d’un fluide sur une famille de
parois imperméables, issues de perturbations géométriques d’une paroi limite réguliére, se
transforment en une condition plus forte satisfaite par le fluide sur la paroi limite. Dans le
cas d’un fluide visqueux dont le mouvement est décrit par les équations de Stokes ou de
Navier-Stokes, cet effet a été décrit récemment, sous une forme trés générale, dans article
de Bucur, Feireisl et Necasova [18], ou le résultat suivant est démontreé.

Théoréme 0.1. Soit N € {2,3} la dimension de l'espace el soit un réel T > 0. Soit
{Q:}es0 une famille de domaines contenus dans un owvert D de RYN, qui satisfont une
condition de cone uniforme. Soit ug € L?(D,RN), g € L>(0,T; L*(D,RY)), et

u € L0, T; L*(Q, RY)) N L*(0, T; H' (2=, RY))
une suite de solutions faibles du systéme de Navier-Stokes
ou. +div (u: ® u.) —div D(u.) + Vp:. =g dans (0,T) x Q,
divu=0 dans (0,T) x Q,
u.-n. =0  sur 9,

[D(u)n],,, =0 sur 99,
u:(0,-) = uy,

tan

satisfaisant l'inégalité d’énergie

1 T
/ f|us| d:z:Jr/ / (ue) \2 dz dt < / §|u0]2 dx+/ / g - u. dr dt,
Q. . Q. 0 Jo.

pour presque tout réel T appartenant o (0,T). Alors il existe un triplet {u, A, V}, indépen-
dant de g, o
— | est une mesure capacitaire a support dans 0S,
— A est une fonction matricielle symétrique et positive,
-V ={V(x)}reoq est une famille d’espaces vectoriels, ot pour quasi-tout x dans OS2,
V(x) est un sous-espace vectoriel de [’hyperplan tangent ¢ 0 au point x,
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et il existe une sous-suite de u., noté avec le méme indice, telle que
lg.u. — lqu faiblement * dans L>(0,T;L*(D,RY)),
19.Vu. — 1oVu  faiblement dans L*(0,T; L*(D,RV*N)),

ot u est une solution faible du probléme

Ju+div (u®u) —div D(u) + Vp=g dans (0,7) x €,
divu=0 dans (0,T) x Q,
u(x) € V(z) p.p.x e 0,
[D(u)n + pAu] - ¢ =0 pour tout ¢ € V(z),
u(0, -) = uy,

dans le sens o
u e L=(0,T; L(Q,RY)) n L*(0, T; H' (2, RY)),

div u =0 dans (0,T) x Q,
u(t,z) € V(z) pour quasi-tout x € 0 et presque tout t € (0,7T),

et u satisfait [’égalité intégrale

T
/0 /Q(u-atip‘F[u@u];V@_D(u):D(W)) de dt

T T
:—/uo-go((),-)dx—/ /g'goda:dt+/ /Au-cpdu.
Q 0 Q 0 Q

En général, il est difficile de déterminer le triplet {u, A,V} associé & une famille ar-
bitraire de parois. Une maniére d’obtenir des informations & la limite est d’imposer des
contraintes géométriques sur les parois oscillantes. Certains auteurs imposent ainsi des
contraintes de régularité et de périodicitée ([4], [22], [16], [14]), ou limitent & un nombre
fini le nombre de vecteurs normaux & des familles de parois lipschitziennes (cas des pa-
rois cristallines [16]). Ils obtiennent alors que la condition d’adhérence est satisfaite a la
limite. Dans le cas d’une paroi faiblement rugueuse, modélisée par une paroi périodique
d’amplitude trés petite devant la période, Casado-Diaz, Luna-Laynez et Suarez-Grau [23]
ont démontré l'existence d’un rapport d’échelles critique, en-dessous duquel aucun effet
de rugosité n’est produit, et en-dessus duquel il est possible de générer & la limite une loi
de Navier caractérisée par un frottement constant arbitraire, en ajustant le rapport entre
Pamplitude et la période des oscillations. L’effet directionnel, c’est-a -dire le cas de figure
ou la dimension des sous-espaces V(z) est comprise strictement entre 0 et 2, a quant a lui
été obtenu dans le cas de parois de type riblets, c’est-a -dire de parois périodiques suivant
une direction et constantes suivant la direction d’un champ de vecteurs donné [17].

Résultats principaux de la thése. Ce travail s’articule autour de deux axes princi-
paux :
e ’étude de l'effet de rugosité produit par certains types de familles de parois (chapitres
2 et 3);
e l'application de I'effet de rugosité a des problémes de mécanique des fluides :
— stabilité des trajectoires d’'un solide déformable par rapport aux déformations de
sa paroi, au cours d’'un mouvement auto-propulsé & faible nombre de Reynolds
(chapitre 1) ;
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— réduction de la trainée d’un obstacle par I'effet de riblets et de micro-rugosités sur
la paroi (chapitre 4).

Dans le chapitre 1, on considére un modéle de mouvement auto-propulsé d’un solide
déformable, en dimension 2 d’espace, a faible nombre de Reynolds. A chaque instant t,
le solide est représenté par le domaine S(t), caractérisé par la position £(t) du centre de
gravité, par 'angle 6(t) définissant ’orientation du solide par rapport & un axe fixe, et par
la déformation imposée ©*(t) relativement & la configuration de référence So. A chaque
instant ¢, on note F(¢) le domaine occupé par le fluide. On note m la masse (constante)
du solide et, a chaque instant ¢, on note I(¢) son moment d’inertie par rapport a un axe
orthogonal au plan et passant par le centre d’inertie de S(t).

On impose une déformation réguliére du solide, caractérisée par un champ de vecteurs
variable en temps ©* appartenant & C1([0, 00),C3(Sp, R?)) tel que le champ de déformation
X* du solide est défini par

X*(y,t) =y +O0"(y,1), (y,t) € So x [0, 00).

On suppose que la déformation satisfait les hypothéses suivantes :
(H1) Pour tout t > 0, application y — X*(y,t) est un difféomorphisme de classe C* de
Sp dans S*(t) := X*(So,1).

Pour tout ¢ > 0, on note Y*(-,¢) 'application réciproque de X*(-,t). Soit pg la densité
du solide dans la configuration de référence Sy. La densite p* du solide déformé est définie
par

’ det (VX*)(Y*(z*,t),t)
On définit la vitesse de déformation du solide en coordonnées eulériennes par
00*
ot

On suppose que les w* satisfait les hypothéses suivantes :

(H2) / w*(z*,t) - n(z")ds(z*) =0, t >0 (préservation du volume du solide),
aS* (1)

ou n(z*) est le vecteur normal unitaire & 0S*(t) au point z* et ds est la mesure de surface

sur 9S*(t) ;

t>0, z*eS*1).

wH(z*,t) =

(Y*(a*,t),t)  t>0, a*e8* ).

(H3) pr (", t)yw* (2", t)dz* = 0, t >0 (conservation de la quantité de mouve-
ment) ;S "
(H4) / p*(z*, t)z*t - w*(z*, t)dz* = 0, t > 0 (conservation du moment ciné-
tique),s v

otl pour tout point z = (21, 22) de R?, on note zt le vecteur x- = (—xa, z1).

On suppose qu’a chaque instant t > 0, la paroi du domaine solide S*(t) génére une
friction caractérisée par un coefficient de friction f*(¢) dans L>°(9S*(t)). On suppose qu’a
chaque instant, 8*(t) est positif et que I'application ¢t > 0 — §*(t) o X*(-,t) € L*(9Sp)
est continue. On note [(£(t),0(t),t) le coefficient de friction correspondant sur la paroi
OS(&(t),0(t),t), défini par

BER),0(t),t)(x) = B (t)(R_gry(z —&(1))),  t20, 2 dS(E(@),0(1),1).
Le champ de vitesse eulérien du solide est défini par

w(a, ) =€ () +0'(t) (@ — W) +wlz,t), 20,  xeSER)0)1),
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W(1:7 t) = Re(t)W*(R—G(t) (I - f(t)), t)v t =0, LS S(g(t)v H(t)’ t)'

Le mouvement du solide est décrit par le systéme d’équations suivant :

me'0 =~ [ olupnds, e,
)

ﬂ@ﬂﬂz—zgﬂdean—almv te (0,7),

ot pour tout ¢ dans (0,T), le couple (u,p) dans H'(F(t)) x L3(F(t)) est la solution du
probléme suivant :

—vAu+ Vp =0 dans F(t),
divu=0 dans F(t),

u=0 sur 0f,
u-n=u’-n surdS(t),

[o(u,p)n],,, + fu=pu’ sur IS(t).

La condition aux limites imposée sur OS(t) a chaque instant est une condition de glissement
de Navier :

u-n=u’-n surdS(t)

[o(u,p)n],,, + fu=pu’ sur S(t).
Elle peut étre remplacée par la condition d’adhérence
u=u® surdS(t).

Dans le systéme précédent, v > 0 est la viscosité du fluide et u et p sont respectivement
le champ de vitesse eulérienne et le champ de pression du fluide. n représente la normale
unitaire & 0S(t) orientée vers le solide. Le tenseur des contraintes o est défini par

o(u,p) = 2vD(u) — pld

ot D(u) est la partie symétrique de Vu et Id est la matrice identité dans Ma(R). Enfin,
on a noté [ le coefficient de friction B(£(t), 6(t),t), défini ci-dessus.
Le systéeme précédent est complété par les conditions initiales

£(0) =0, 6(0) =0,
€'(0) = &, 0'(0) = 6.
Soit K € (0, 1) une constante fixée, telle que (H1) soit vérifiée pour tout ©* appartenant
a CY([0, ), C3(Sp, R?)) satisfaisant la condition suivante :

W20 67l < K.
L’ensemble D des déformations admissibles est défini par
D= {@* e C([0,00),C3(Sy,R?)) | V=0

||@*(t)||c3(§0’R2)) <K, W*(.I‘*,t) . n(x*)ds(x*) =0,
85 (1)

/ pr(x*, tyw* (z*, t)dz™ = 0, / p*(x*, )zt wr(a*, t)da* = 0.}
*(t) *(t)
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Les principaux résultats du chapitre sont les suivants.

Théoréme 1.1. Soit (ég,éo) € R? xR et ©F € D. I existe Typaz > 0 tel que
— pour tout T € (0, Tpayz), le systéme précédent, complété par les conditions initiales
ci-dessus, admetl une unique solution sur l'intervalle [0,T] ;
— lalternative suivante a lieu :
(1) Trmaz = 00 ; 0U
(i) liminf, 7, . dist(S(t),00) =0;

De plus, si 'on impose la condition d’adhérence a Uinterface solide-fluide, alors Tpe. = 00.

Théoréme 1.2. Soit (£,0p) € R?x R et ©* € D. Soit (€,0) la solution mazimale associée
i ©*, avec les conditions initiales définies par (€, 6p). Soit (0})nen une suite de déforma-
tions convergeant vers ©* dans D, pour la norme C1([0, 00),C3(Sp, R?)). Pour tout n € N,
on note (&,,0,) la solution mazimale associée o OF avec les mémes conditions initiales.
Alors :
— il existe Ty > 0 tel que (§,0), (&n, 0n) existent sur Uintervalle [0,T1] pour tout n € N;
— la suite (&, 0n)nen converge vers (€,0) uniformément dans CL([0, T*],R3), pour tout
T* > 0 tel que la solution (&,,0,) soit bien définie sur [0,T*] pour tout n.

La démonstration que nous proposons consiste & réécrire le systéme d’équations couplées
en un systéme d’équations différentielles ordinaires en les variables & et 6, dans lequel la
déformation ©* joue le role d’un paramétre.

Pour étudier la régularité de 'opérateur associé a ce systéme, il faut étudier la régularité
de la solution du probléme de Stokes par rapport & la forme du domaine, mais également
par rapport aux conditions aux limites. Nous adaptons pour cela des techniques de dérivées
de formes, introduites par Murat et Simon [65] et Sokolowski et Zolésio [73]. Pour traiter
les conditions aux limites de glissement, il faut comprendre comme la déformation du solide
transforme le champ de vecteurs normaux, pour pouvoir mettre en bijection ’espace des
champs de vecteurs tangents au solide déformés et I’espace des champs de vecteurs tangents
au solide dans sa configuration de référence. Ce type de probléme est peu fréquent dans
la littérature traitant des questions de régularité par rapport au domaine, qui considérent
généralement des conditions de Dirichlet homogénes. Pour ces derniéres, la composition
des fonctions de classe C* & support compact dans le domaine déformé, par le champ de
déformation lui-méme, définit une bijection naturelle entre les espaces de fonctions test
dans le domaine déformé et le domaine initiale.

Le traitement de conditions aux limites non homogeénes, et qui dépendent de la défor-
mation du domaine, souléve également des difficultés liées & la régularité de 'opérateur de
relévement, nécessaire pour démontrer la régularité des solutions au voisinage du bord du
solide. Cette difficulté a pu étre levée grace a un résultat récent de D. Mitrea, M. Mitrea
et S. Monniaux [61].

L’avantage de cette démarche est qu’elle permet de déduire facilement la stabilité sé-
quentielle des trajectoires du solide par rapport aux déformations qu’on lui impose. Pour
obtenir ce résultat, on adapte des techniques classiques de démonstration de la régularité
des solutions d’équations différentielles ordinaires par rapport & un paramétre, pour traiter
le cas ol le paramétre appartient & un espace de dimension infinie. Ce résultat constitue
une premiére étape vers la mise en évidence d’un effet de rugosité dynamique, par lequel
des oscillations rapides de la paroi d’un solide immergé dans un fluide pourraient engendrer
des conditions évolutives & l'interface, permettant de controler la trajectoire du solide.

Dans ce chapitre, nous proposons enfin une méthode numérique de résolution du sys-
téme précédent, qui nous permet de simuler deux exemples de déformations satisfaisant
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numériquement les principes de conservation du volume et de la quantité de mouvement
du solide. Les résultats numériques que nous présentons illustrent certaines propriétés des
mouvements auto-propulsés a faible nombre de Reynolds, décrites par Purcell [68], & savoir,
I'inefficacité des cycles de déformations réversibles et 'efficacité des mouvements ondula-
toires. Enfin, nous observons numériquement qu’a déformations identiques, la vitesse de
déplacement d’un solide dans un fluide de Stokes augmente si le coefficient de frottement
associé a sa paroi diminue.

Le chapitre 2 est consacré a 1’étude de conditions géométriques imposées sur des parois
périodiques ou cristallines, qui entrainent un effet de rugosité uniforme, c’est-a -dire un effet
qu’on peut estimer indépendamment de la famille de champ de vecteurs non pénétrants
que 'on se donne. Cet effet a été étudié récemment par et Bfezina [14] et par Dalibard et
Gérard-Varet [33].

On note (£2:):>0 la famille d’ouverts

Qe = {(z1,22,23) | (x1,72) € (0,1)%, =1 < 23 < pc(21,22) },

ol (pe)e>0 est une suite de fonctions supposées au moins continues, qui converge unifor-
mément vers 0. On note (I'c).>0 la famille de parois définies par

ng{xeaﬁezm;;}O}.

Si . est seulement continue, on dira qu'une fonction v € H'(Q., R?) satisfait la condition
de non pénétration (au sens faible) sur I'; si la condition suivante est vérifice :

i € C(D) / (div v)ib + v - Vei]da = 0.

Qe

On dit que D'effet de rugosité est uniforme si I’estimation suivante a lieu :

3C > 0,3eg > 0,Veg > e > 0,¥v € HY(Q.,R?) t.q. v-n. =0 sur I,

/v2ds<CHcpeHoo/ Vv de.
r Qe

Le premier résultat fournit la caractérisation des parois périodiques continues qui gé-
nérent un effet de rugosité uniforme.

On considére tout d’abord des structures périodiques générées par des fonctions ¢,
définies par

ou ¢ est une fonction continue définie sur le tore bidimensionnel 72 = [0, 1]?|40 1}, étendue
sur R? par périodicité.

On dit qu’une fonction ¢ est un riblet s’il existe un couple (c1,co) dans R? \ {0} tel
que pour tout (x1,r2) dans R? et pour tout h € R,

o(x1 + her,xo + hea) = (a1, x2).

Théoréme 2.1 (Caractérisation de 'effet de rugosité uniforme dans le cas périodique).
Supposons que @ est une fonction continue et strictement positive sur T?2. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :
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(i) il existe C > 0 et eg > 0 tels que pour tout e > & > 0 et pour toute fonction v
dans H'(Q:,R3) satisfaisant la condition de non pénétration sur I'- (sous sa forme
intégrale faible), l'inégalité suivante est vérifiée :

/1“ lv|?ds < ECHVVHsz(QE),

(ii) ¢ n’est pas un riblet.

Ce théoréme fournit & notre connaissance le résultat le plus général sur Ueffet de ru-
gosité uniforme produit par des parois périodiques, dans la mesure oil il supprime toute
hypothése de régularité sur les parois, qui sont supposées uniquement continues. C’est un
résultat technique qui améliore les résultats existant dans la littérature, démontrés en im-
posant une certaine régularité sur les parois périodiques considérées : graphes de fonctions
de classe C? [22], lipschitziennes [19] ou « quasi-lipschitziennes » dans le sens ou on peut
les approcher par une suite croissante de fonctions lipschitziennes [14]. La difficulté ma-
jeure de la démonstration de ce théoréme est la caractérisation géométriques des conditions
abstraites qui apparaissent lorsque I'on cherche a contredire Ueffet uniforme. Pour y par-
venir, nous avons interprété des conditions intégrales portant sur des familles de fonctions
test, en termes de dérivées directionnelles au sens des distributions. Cette approche nous
a permis de comprendre le role joué par les riblets, qui, dans le cas des parois continues,
sont les graphes de fonctions dont la dérivée au sens des distributions est nulle suivant une
direction du plan.

Nous abordons briévement la question des parois semi-continues inférieurement, et
proposons une formulation faible de la condition de non pénétration qui prend en compte
les parois verticales correspondant aux points de discontinuités des graphes de fonctions
semi-continues. Cette approche, qui est nouvelle a notre connaissance, pourrait mener a
une compréhension trés générale de 'effet de rugosité produit par des parois périodiques,
méme trés irréguliéres.

Le second résultat de ce chapitre concerne des parois cristallines arbitraires. Nous com-
mencons par définir les parois cristallines. Nous dirons qu’une fonction ¢ dans W1°((0, 1)?)
est admissible si, pour presque tout y dans (0,1)2,

p(y) €[0,1] et Vo(y) € K.
Pour toute fonction admissible ¢, nous définissons la paroi cristalline
FAO = {(1'1,%2,(,0(371,1'2)) ‘ (mlaxQ) € (07 1)2} )

et le domaine correspondant
Q, = {(:Cl,ajg,xg) | (x1,22) € (0,1)2, =1 <23 < go(x1,x2)}.

Théoréme 2.2 (Cas des parois cristallines) Il existe C > 0 et €9 > 0 tels que l'inégalité
2 2 2
JivPas+ [ vPas < Cllolel 9¥Ia,
©

a lieu pour toute fonction admissible ¢ telle que g9 > ||p|loc > 0, et pour toute fonction v
dans Hl(QWR?’) satisfaisant la condition de non pénétration sur I',.

Notre démonstration s’appuie sur un usage fin des familles de mesures de Young asso-
ciées a la suite des gradients des fonctions renormalisées, qui nous permet de tirer parti des
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spécificités de la structure cristalline pour montrer 1’existence de deux directions normales
indépendantes possédant une influence asymptotique sur les champs de vecteurs non péné-
trants sur les parois oscillantes. Cette démarche est un approfondissement de la, démarche
proposée par Bucur, Feireisl et Ne¢asové [19], qui ont introduit l'utilisation des mesures de
Young dans le contexte de effet de rugosité.

Le chapitre 3 présente une approche alternative a I’approche développée au chapitre
2, qui consiste & mesurer 'effet induit par une famille de parois dans la direction d’un
champ de vecteurs fixé, & ’aide d’une mesure capacitaire que I’on nomme une mesure de
rugosite.

Soit 2 un ouvert lipschitzien inclus dans D, tel que

QccD.

Soit (£2:) une suite de perturbations de 2 qui satisfait les propriétés suivantes :
i) (€¢) est une suite d’ouverts lipschitziens qui vérifient une condition de cone uniforme ;
ii) () converge au sens de la distance de Hausdorff complémentaire vers €.
Soit V. € Wh(D,RY). On note My '’ensemble des mesures p dans Mo(D) telles que
pour toute suite de fonctions u., dans H'(f,,R"Y), satisfaisant la condition de non pé-
nétration
u., -n, =0 sur 0,

et telles que

u., — u faiblement dans H}(D),

alors la limite faible u satisfait l'inégalité suivante :
/ IV(u-V)[’dz + / (u-V)2du < liminf/ IV (ue, - V)[2dz.
D D k—o0 D

Définition 3.22. On appelle mesure de rugosité associée a 9 dans la direction du champ
de vecteurs V, la mesure v définie par

prv = sup{p : pp € Mvy}.
Nous démontrons les propriétés fondamentales suivantes des mesures de rugosité, qui

découlent directement de cette définition.

Proposition 3.23. Soit V un champ de vecteurs dans W (D,RY), qui est non nul
quasi-partout dans D. Alors la mesure de rugosité pv est a support dans OS2 et ne dépend
pas de Uouvert D.

Proposition 3.24. Si l'on note n = ey le vecteur normal 6 I', alors la mesure p(n) est
infinie sur I

Proposition 3.25. Soit V un champ de vecteurs dans WH(D,RN), qui est non nul
quasi-partout dans D, et tel que

Ve>0 V-n.=0 sur 09..

Alors pv est nulle.
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Proposition 3.26. Soit K un sous-ensemble HN ~t-mesurable de 0. S’il existe N champs
de vecteurs V1, Va, ..,V dans WH®(D,RY), qui sont linéairement indépendants en
quasi-tout point v de K, et tels que

Vi=1,...,N, u(V;)|x= K,
et s7il existe une fonction u dans H'(D,RN) telle que
Vi=1,..,N, u-V;eL*D,u(Vy),

alors u est nulle quasi-partout sur K.

Afin de pouvoir appliquer ces propriétés dans des situations géométriques spécifiques,
nous introduisons une méthode de construction de mesures de rugosité approchées, notées
1, qui repose sur les propriétés de la vy-convergence des mesures capacitaires, démontrées
dans [30] et [32].

Définition 3.14. On dit qu’une suite de mesures (i, )nen dans Mo(D) v-converge vers
une mesure p dans Mo(D), et on note
p=v— lm pn,

si la suite de fonctionnelles (F),,)nen de L*(D) a valeurs dans R U {400}, définies pour
tout n € N par

Yu € L*(D) F,Ln(u):/ \vu|2da;+/ w?d gy,
D D

I-converge dans L?(D) vers la fonction F),, définie par
Vu € L*(D) F(u) :/ Vu|2dx—|—/ u?dp.
D D

L’introduction des mesures de rugosité approchées est justifiée par les propriétés sui-
vantes.

Proposition 3.27. La mesure pS; définie ci-dessus est a support dans OS.

Théoréme 3.28. L’inégalité suivante est satisfaite :

Wy < pv-

L’approximation des mesures de rugosité nous permet de fournir une nouvelle démons-
tration de D'effet de rugosité dans le cas des parois périodiques.

Théoréme 3.29. Soit h: RN~1 — R une fonction lipschitzienne et périodique de période
(0, 1)N=1. Pour tout n dans N, on définit la fonction h, : (0,1)V =t — R par

1
hy(2) = gh(nx’) vz’ € (0,1)N 1

On considere la suite (Qp)nen de perturbations de Q définie par

Vn e N Q,={(,zn) eRY : 2/ € (0,1)V7L, -1 < 2y < hy(2))}.
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Alors, pour toute direction & dans RN satisfaisant la propriété de densité suivante :
Vo >0 HNTT{(@ b)) 2’ € (0,11) x ... x (0,Ix_1) : |€ —n(z’, h(z))| < 6}, D) >0,

la mesure de rugosité pe est infinie sur I'.

Corollaire 3.31. Sous les hypothéses du théoréme 3.29, si la fonction h est de classe C*,
alors
— si a’ est un point firé dans (0,1) et si on définit la direction n = n(z’, h(z)),
alors la mesure de rugosité p, est infinie sur I,
— sin est un vecteur de R de la forme

N-1

n=mn x{0}

ot ' est un vecteur de RN~ tel que la fonction h soit invariante le long de toute
droite paralléle a ', alors pu, est nulle.

Nous donnons une démonstration détaillée de ces résultats, qui s’appuie sur 'utilisation
de critéres géométriques et capacitaires sur les familles d’ouverts {Qc}c~0, permettant de
démontrer la y-convergence des suites de mesures capacitaires associées. Cette démons-
tration présente des difficultés essentiellement techniques, liées & la nécessité d’établir des
estimations fines sur la capacité de certaines régions des parois oscillantes afin de démontrer
la y-convergence de la suite d’ouverts (€2.) vers leur limite géométrique.

Nous proposons ensuite un exemple d’effet de rugosité dans le cas de parois rugueuses
présentant une symétrie radiale. A titre de comparaison avec le théoréme 2.2 démontré
dans le chapitre 2, nous traitons également le cas des parois cristallines.

Nous introduisons pour cela une famille finie F' = {¢1,..,&} de vecteurs de SN—1,
différents du vecteur ey, et dont la N—iéme composante est positive. Soit h, : (0, I)N*1 —
R une suite de fonctions telle que pour tout n dans N, h,, est continue et affine par morceaux,
et en tout point ou la normale au graphe de h,, existe, elle appartient & la famille F'. On
suppose enfin que la suite (h,) converge uniformément vers zéro. Nous démontrons le
résultat suivant.

Théoréme 3.33. En quasi-tout point x de I', il existe deur normales &, §; dans F' telles
que, & une sous-suite prés, pour toute suite de fonctions u. dans H'(Q.,RN), satisfaisant
la condition de non-pénétration u. - n. = 0 sur L'z, et qui converge faiblement vers une
fonction u dans H} (D) (au sens des extensions), on a u(x) - & =0 et u(z) - & = 0.

Nous rappelons ensuite un exemple tiré de [17], dans lequel la rugosité produit un effet
qui ne peut étre mis en évidence & ’aide des mesures de Young, mais nécessite l'utilisation
des mesures de rugosité. Les techniques développées dans ce chapitre permettent de justifier
rigoureusement ce résultat annoncé dans [17].

Soit ¢ : (0,1)? — R la fonction définie par
q(z1,2) = min{|z1|, |1 — 21|} V(z1,z2) € (0,1)%

Pour tout k € N, on définit la fonction ¢y : R? — R par

qk(th):{ %Q(kafhkl?) si (z1,22) € [0,1/k] x [0,1/k],

0 sinon.
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Soit &1, & les deux normales associées au graphe de g. De méme que dans le cas cristallin,
on montre que si k est fixé, les mesures de rugosité associées a la famille des graphes des
fonctions ¢y, . définies par

Ok (21, 72) = eq (w1 /e, 32/¢)  V(21,22) € (0,1)7,

sont infinies dans les directions &1, &o.

Cet exemple illustre ’apport des mesures de rugosité dans certaines situations ou les
mesures de Young ne permettent pas de conclure a 'effet de rugosité.

Nous concluons ce chapitre par un exemple d’effet de rugosité complexe, dans lequel
I'utilisation des mesures de rugosité permet de mettre en évidence un effet asymptotique
non seulement directionnel, mais également d’orientation du flot suivant un sens prescrit
a laide de singularités verticales convenablement distribuées sur la famille des parois ru-
gueuses. La mise en évidence de ce type d’effet de rugosité complexe est un résultat nouveau
4 notre connaissance, et qui ouvre des perspectives de modélisation de phénoménes com-
plexes en mécanique des fluides, tels que l'injection ou 'aspiration de fluide & travers une
paroi, par des mécanismes appelés synthetic jets.

Dans le chapitre 4, nous analysons le probléme de la réduction de la trainée d’un solide
grace & des micro-structures présentes & sa surface. Nous formulons ce probléme en termes
d’effet de rugosité associé aux conditions aux limites de types friction-driven, introduites
par Bucur, Feireisl et Netasova [18] (voir le théoréme 0.1). Cette formulation nous permet
de démontrer l'existence d’une micro-structure optimale qui, schématiquement, peut étre
approchée par une suite de riblets présentant des aspérités.

Le cadre dans lequel on se place est le suivant. Soit N € {2, 3} la dimension de ’espace.
On considére un obstacle S, que ’on suppose un ouvert borné et lipschitzien de RY. Soit
U un vecteur de RV, qui correspond & la vitesse du fluide loin de I'obstacle. Afin de
définir la trainée de l’obstacle dans la direction u,, on introduit un ouvert borné €, tel
que S CC , et on définit le domaine fluide 7 = Q\ S. Soit {u, 4, V} un triplet satisfaisant
les propriétés du théoréme 0.1 sur la paroi 0S. On considére le probléme suivant : trouver un
couple (u,p) dans H'(F,RY) x L3(F), solution du systéme de Navier-Stokes stationnaire
suivant :

—div (o(u,p)) + (u- V)u =0 dans F,
div u = 0 dans F,
u = Uy sur 0f2,
u(z) € V(z) p.p.z € 9S,
[2vD(u)n + pAul - ¢ = 0 pour tout ¢ € V(x), = € 9S,

AN TN N N S
W N
R N N N

ou o(u,p) est le tenseur des contraintes défini par o(u,p) = 2vD(u) — pId, v > 0 étant la
viscosité du fluide et D(u) la partie symétrique de Vu. La relation [2vD(u)n+pAul-¢ =0
pour tout ¢ dans V(z) est une relation ponctuelle formelle, dont le sens exact est le suivant :

2v D(u)n-¢dm+/ Au-¢ du=0.
aS oS

Si A = Id et pulss= ooss, ou si pour quasi-tout point x sur 9S, V(x) = {0}, les
conditions (4) et (5) correspondent & 1’adhérence totale sur 9S. Si A = 0, u = ds pour
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une certaine fonction positive 3, et si V(x) est ’hyperplan tangent a S en quasi-tout point
x de 98, alors la condition directionnelle (4) correspond a la condition de non-pénétration

u-n=0sur JS, (6)
et la condition de frottement (5) s’écrit sous la forme d’une loi de friction de type Navier

2v [D(u)n],,,, + fu =0 sur JS. (7)

tan

Pour définir les solutions faibles du systéme précédent, on définit les ensembles suivants :

K ={ve H(F,RY) | divv=0dans L*(F), v(z) € V(z) q.p.z € IS, v = Uy, sur IN}
et
V ={¢pc HY(F,RY) | div ¢ = 0 dans L*(F), v(z) € V(z) q.p.z € IS, ¢ = 0 sur IN}.
Dans le cas particulier des conditions aux limites de type Navier, on note
H, = {v e H(F) | div v = 0 dans L*(F), v-n = 0 sur S},
et on définit, comme précédemment,
K. ={veH; |v=uysur I}

et
Vi={p€H, | ¢d=0sur 00}.

Définition 4.1. On dit qu’une fonction u dans H!(F) est une solution faible du systéme
(1)-(5) si u appartient & K et si pour toute fonction ¢ dans V,

21//fD(u):D(qb) dx+/F[(u'V)u}~¢dx+ 88Au-¢du:0.

On définit ensuite la trainée associée au systéme de Navier-Stokes stationnaire avec
conditions aux limites friction-driven.

Définition 4.2. Le vecteur us et la viscosité v étant fixés, on associe & tout triplet
{1, A, V} et a toute solution faible u du systéme (1)-(5) une trainée T'(u, A, V,u) définie
par

T(u, A,V u) = 21// ID(u)|* da +/ Au-u dpu.
F oS

Nous étudions I'existence et 'unicité des solutions faibles du systéme précédent.

Théoréme 4.5. Etant donnés un réel v > 0 et un vecteur Uy dans RY, il existe au moins
une solution faible du systéeme (1)—(5). De plus, il existe une constante M > 0 dépendant
uniquement de v, Uso, 2 et S, telle que toute solution faible u dans K satisfasse l'estimation
susvante :

[uflg < M.
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Théoréme 4.6. Il existe une constante C = C(2,S) > 0 telle que, pour tout vecleur u
dans RY, il existe un réel vy > 0 satisfaisant

vp < C(|uss| + |u00|2)1/2

et tel que pour tout réel v > vy, le systéeme (1)—(5) ait une unique solution faible u dans
K. En outre, cette solution satisfait ['estimation suivante :

[ufla: < C'(v + [us)),

ot C' est une constante positive dépendant uniquement de Q et S.

Pour démontrer ces résultats, nous suivons une démarche standard de la théorie des
équations de Navier-Stokes stationnaires (voir par exemple [46]), que nous adaptons aux
conditions aux limites friction-driven.

Nous étudions également la différentiabilité de la trainée par rapport au frottement.
Soit un vecteur Uy, dans RY et un réel vy > 0 satisfaisant les propriétés du théoréme 4.6.
On fixe un réel v > vy, de sorte que pour tout coefficient de friction 8 dans L2(9S), le
systéme (1)—(3), (6)—(7) admette une unique solution faible. A chaque coefficient de friction
B dans L?(0S), on peut donc associer une trainée T'(3) définie par

7(3) =2 [ P@Par+ [ sufas,

ol u est 'unique solution faible de ce systéme.
Soit le sous-ensemble ouvert suivant de L2(dS) :

O={pecL*0S)|s>0qp. sur IS},

et 'application R : 8 € O — u € H;, ot u est I'unique solution faible du systéme (1)—(3),
(6)—(7). Nous démontrons le résultat suivant.

Théoréme 4.7. L’application
S €O — R(B) e H,

est différentiable, et pour tout coefficient de frottement 3 dans O, sa différentielle DR(() €
L(L?(0S),H,) au point B est définie par

DR(B)h=w  Vhec L*S),
ot w est l'unique solution du systéme

—div (o(w,p)) + (w-V)u+ (u-V)w =0 dans F,
divw=0 dans F,

w=0 surof,

w-n=0 surdS,

2v [D(w)n],,, + 8w = —hu  sur 0S,

dans le sens suivant : w appartient ¢ V; el pour toute fonction ¢ dans Vi,

QV/}_D(W):D(QS) dx+/

[(W-V)u+ (u-V)w]- ¢ dz + ﬂw-gbds:—/ hu- ¢ ds.
F oS oS
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Nous démontrons le corollaire suivant, qui a des applications intéressantes, notamment
du point de vue numérique.

Corollaire 4.8. L’application
LeO0—-T(P) eR

est différentiable, et pour tout B dans O, sa différentielle DT(3) € L(L?*(0S),R) au point
B est définie par

DT(B)h =2 <2V/]:D(u) : D(w) dz + . Bu - w) - /88 hlu* ds  Vh € L*(dS)

ot u = R(B) et w = DR(B)h est la solution du systéme (4.17). Pour tout 8 dans O,
le gradient de T au point B, au sens de la topologie L*(0S), est donné par la formule
susvante :

VT'(B)=(u+v)-u g.p.surdS,

ot u = R(B) et est l'unique solution du systéme

—div (o(u,p)(¥,p)) + (V)T — (u- V) =2(u-V)u dans F,
divy =0 dans F,

Yv=0 surdf,

Yv-n=0 surdS,

2v[D(Y)n],,, + Y =0 surdS,

au sens ou Y appartient & V. et pour toute fonction ¢ dans V;,

QV/]:D(w) : D(4) d:r—i—/

]:

uT —(ua- . X . S = u- ul- xX.
(V)74 — (u- V)¢]-6d +/&Sﬁw¢d 2/]:[( V)u] 6 d

La preuve du théoréme 4.7 repose sur le théoréme des fonctions implicites et sur les
estimations d’énergie satisfaites par les solutions du systéme (1)—(3), (6)—(7), établies aux
théorémes 4.5 et 4.6.

Nous introduisons la famille des micro-structures admissibles. Pour cela, on adapte le
cadre défini par le théoréme 0.1 au cas du probléme de la trainée.

Théoréme 4.14. Soit {u.}.~¢ une famille de solutions faibles du systéme de Navier-Stokes
(1)-(3) dans F-, avec conditions de glissement parfait sur 0S.. On suppose que ces solutions
sont & énergies uniformément bornées, c’est-a -dire qu’il existe une constante M > 0 telle
que

Ve >0 HUEHHl(}—E) < M.

Alors, il existe une sous-suite de (S:)e>0, que l'on note avec le méme indice, telle que
17 u. — 1ru fortement dans L?(R3,R3),

17 Vu. — 1xVu faiblement dans L*(R3 R3*3),

et il existe un triplet {u, A,V} indépendant de u, tel que
— 1 est une mesure capacitaire a support dans 0S,
— A est une fonction matricielle symétrique et positive définie sur 0S,
-V ={V(x)}zeaq, ot pour quasi-tout x dans 02, V(x) est un sous-espace vectoriel de
I’hyperplan tangent ¢ 02 au point x,
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et u est une solution dans F des équations de Navier-Stokes avec conditions auz limites
friction-driven (4.1)-(4.5).

Par abus de langage, on appelle micro-structure un tel triplet {u, A, V}.
Définition 4.15. On dira qu’une micro-structure {u, A, V} est admissible si elle est obte-

nue par effet de rugosité, c’est-a -dire comme limite pour une suite (S:):>o dans le cadre
du théoréme 4.14.

Puisque les matériaux parfaitement glissants n’existent pas, dans la pratique, cette
famille doit étre restreinte & l’ensemble des v-limites de suites de domaines rugueux satis-
faisant une loi de friction déterminée par un coefficient de friction 8 positif, définie comme
suit :

Us = {1, AV, S} : 3(S)em0 tel que {3ds, 14, R2 S} 5 {1, 4,V, S} }.
On consideére une suite d’ouverts {S: }.~o convergeant vers au S au sens de la topologie

de Hausdorff complémentaire.

Définition 4.16. Pour tout € > 0, on considére une micro-structure {p., Ac, Ve} as-
sociée & 0S.. On dit que la suite ({ue, Ae, Ve, Se})e>0 y-converge vers une micro-structure
{p, A, V,S} associée & un domaine S, si (S:)->¢ converge vers S au sens des fonctions
caractéristiques et de la topologie de Hausdorff complémentaire, et si les fonctionnelles
(F:)eso deéfinies par

/ ID(v)[2dz +/ Acv-vdpe siv e HJ(Q,R3), divv=0dans Q\ S.,
< S
F.(v) = v(z) € V-(z) q.p. x € 0S.,

400 sinon,

[-converge vers F dans L2(2,R3), ot1 F est définie par

/ ID(v)|?dz + / Av-vdp sive HYQ,R?), divv=0dans Q\S,
F oS
F(v)= v(z) € V(x) q.p. z € 98,

+0o0 sinon.

Nous démontrons les résultats suivants.

Théoréme 4.21. Les familles U et Ug, munies de la topologie de la v-convergence, sont
compactes.

Théoréme 4.22. La trainée est ~y-continue pour les équations de Stokes et de Navier-
Stokes.

En appliquant la méthode directe du calcul des variations, nous en déduisons le théo-
réme suivant.

Théoréme 4.23. Le probléme de minimisation de la trainée sur U, respectivement sur Ug,
posseéde au moins une solution.

La derniére partie de ce chapitre est consacrée a I’étude d’exemples numériques visant &
confirmer les résultats théoriques que nous avons obtenus, et a justifier la démarche d’opti-
misation. Dans ces exemples, nous fixons la dimension de ’espace & N = 2, et considérons
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le probléme (1)—(3) complété par la condition de non pénétration (6) et la condition de
Navier (7) sur dS. A I'exemple 4.28, nous démontrons numériquement que pour certaines
formes d’obstacle, la trainée est susceptible de décroitre lorsqu’on augmente le coefficient
de frottement dans certaines zones de la paroi. A I'exemple 4.29, nous mettons en oeuvre la
démarche d’optimisation décrite au cours du chapitre 4. Nous fixons pour cela une valeur
minimale du frottement autorisé sur la paroi, et nous appliquons un algorithme de gradient
projeté. A partir d’un frottement initial constant, nous observons aprés quelques itérations
une augmentation du frottement dans certaines régions de la paroi, qui conduit & une baisse
de la trainée de l'ordre de 3%. Ce résultat offre des pistes nouvelles pour la réduction de la
trainée grace a des rugosités. Dans la pratique, cette augmentation localisée du coefficient
de frottement pourrait étre réalisée en s’appuyant, par exemple, sur le résultat récent de
Casado-Diaz, Luna-Laynez et Suarez-Grau [23].






Chapitre 1

Stabilité de la trajectoire d’un solide
auto-propulsé par rapport a sa
déformation

1.1 Introduction

Les mécanismes de locomotion des organismes aquatiques ont suscité 'intérét des zoo-
logues, des ingénieurs et des mathématiciens depuis de nombreuses années, et font I’'objet
d’une vaste littérature. Le lecteur pourra se référer aux articles de San Martin, Scheid, Ta-
kahashi et Tucsnak [69] et de Munnier [64] ainsi qu’aux références qu’ils contiennent pour
avoir un apercgu des travaux qui ont été menés sur ce théme. Récemment, des chercheurs
ont tenté de concevoir des véhicules sous-marins qui se déplacent en modifiant leur forme
et n’utilisent aucun systéme de propulsion. A notre connaissance, les premiers travaux en
ce sens ont été menés par M. Tryantafyllou et G. Tryantafyllou [76]. Ce type de mouvement
est appelé mouvement auto-propulsé. Le principe est le suivant : la déformation de 'objet
entraine une réaction du fluide, ce qui en retour modifie la quantité de mouvement et le
moment cinétique du véhicule et le met en mouvement.

La modélisation du mouvement auto-propulsé nécessite de coupler les équations du
mouvement du corps immergé et les équations du mouvement du fluide. Le corps est
modélisé par un solide déformable et son mouvement est décrit par les lois du mouvement
de Newton. Dans plusieurs travaux, les auteurs considérent un fluide irrotationnel et non
visqueux. Dans ce cas de figure, aprés résolution d’un probléme aux limites elliptique, le
systéme couplé se raméne & un systéme d’équations différentielles ordinaires impliquant
uniquement les degrés de liberté du solide. Cette approche a notamment été développée
par Bressan [13] et Munnier [64]. Pour prendre en compte les effets visqueux et les effets
d’inertie du fluide, San Martin et al. [69] ont proposé de modéliser le mouvement du fluide
par les équations de Navier-Stokes stationnaires. Ils ont obtenu D'existence et I'unicité
globales de la trajectoire d’un solide déformable sur lequel on impose des déformations
réguliéres. Cependant, a faible nombre de Reynolds, les effets inertiels sont négligeables par
rapport aux effets visqueux, et par conséquent les équations de Stokes sont bien adaptées
a la description du flot. Ainsi, les équations de Stokes conduisent & des modéles pertinents
pour étudier le mouvement des micro-organismes tels que les bactéries ou certaines espéces
d’amibes. Initiée par les travaux de Taylor [75], Berg et Anderson [8] et Purcell [68], I'étude
de la nage a faible nombre de Reynolds a fait 'objet de plusieurs articles récents. Dans
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[71], Shapere et Wilczek ont introduit un cadre d’étude géométrique général, qui a par la
suite été développé par Cherman, Delgado, Duda, Ehlers; Koiller, Jair et Montgomery [25]
dans le cas bidimensionnel. Mentionnons également les travaux d’Alouges, DeSimone et
Lefebvre [3], qui ont prouvé que le systéme connu sous le nom de nageur a trois sphéres,
immergé dans un fluide de Stokes, est globalement contrélable.

Dans ce chapitre, nous considérons un modéle simplifié de mouvement auto-propulsé
a faible nombre de Reynolds. Ce modéle consiste en un solide déformable immergé dans
un fluide de Stokes, en domaine borné. Le déplacement du solide est décomposé en une
partie rigide, correspondant & un déplacement global, et une partie due a la déformation.
Nous faisons ’hypothése que nous pouvons imposer la déformation et déduire le dépla-
cement rigide grace a l'interaction entre le solide et le fluide. Récemment, cette difficulté
a été surmontée dans plusieurs articles, dans le cas de solides rigides immergés dans un
fluide visqueux incompressible (voir, par exemple, Desjardins et Esteban [37]|, San Martin,
Starovoitov et Tucsnak [70], Feireis] [40] ou Gunzburger, Lee et Seregin [48]) et dans le cas
de solides élastiques ou viscoélastiques (voir, par exemple, Coutand et Shkoller [28, 29],
Chambolle, Desjardins, Esteban et Grandmont [24], Desjardins, Esteban, Grandmont et
Le Tallec [38], et Boulakia [10]).

Dans ce chapitre, nous fournissons une preuve nouvelle de ’existence globale et de
I'unicité de la trajectoire d’'un solide déformable, immergé dans un fluide visqueux incom-
pressible & faible nombre de Reynolds, et sur lequel la partie non rigide de son déplacement
est imposée. La preuve donnée dans [69] pour un fluide visqueux incompressible général
repose sur la transformation d’un probléme non cylindrique en un probléme cylindrique,
et sur un argument de point fixe. Le principe de notre preuve, quant a lui, est similaire
a Papproche adoptée par Munnier [64] dans le cas d’un fluide potentiel : nous utilisons
I’existence, 'unicité et la régularité de la solution des équations de Stokes, pour écrire
le systeme d’équations couplées issu de ’application des lois du mouvement de Newton,
sous la forme d’un systéme d’équations différentielles ordinaires. Pour établir la régularité
de l'opérateur qui intervient dans I’écriture de ce systéme, nous avons besoin d’établir la
différentiabilité de la solution faible du probléme de Stokes, non seulement par rapport a
la partie rigide et & la partie non rigide de la déformation du solide, mais également par
rapport aux conditions aux limites & l'interface solide-fluide. Dans ce but, nous utilisons
des méthodes de dérivées de forme qui ont été introduites par Murat et Simon [65] et So-
kotowski et Zolésio [73|. Plusieurs difficultés apparaissent ici, dues au fait que nous traitons
a la fois des conditions de type Dirichlet et des conditions de glissement, qu’il s’agisse du
glissement parfait ou d’une loi de friction de type Navier. En particulier, ces conditions de
glissement ne sont pas fréquentes dans la littérature, et nécessitent un soin particulier pour
prendre en compte les déformations du champ de vecteurs normaux a la paroi du solide.
En outre, pour traiter de conditions aux bords non homogénes et qui, de plus, dépendent
de la déformation du solide, nous avons besoin de résultats de régularité d’ordre élevé pour
I'opérateur de Bogovskil, qui ont été démontrés récemment par D. Mitrea, M. Mitrea et S.
Monniaux [61].

L’un des intéréts majeurs de notre approche est de permettre de démontrer la stabilité
séquentielle des trajectoires du solide par rapport aux déformations qui lui sont imposées,
en traitant le champ de déformation comme un paramétre dans le systéme différentiel. La
stabilité des trajectoires est une étape cruciale pour parvenir & un contréle dynamique de
forme du corps immergé. Bien que cet objectif n’ait pas encore été atteint, il a constitué la
premiére motivation de ce travail. Une maniére de traiter ce probléme pourrait étre d’impo-
ser une condition de glissement parfait & 'interface, de considérer de petites déformations
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du bord et de produire des conditions aux limites dynamiques grace a Ueffet de rugosité
(voir Casado-Diaz et al. [22], Bucur et al.[19]).

Ce chapitre est organisé comme suit. Aprés avoir présenté le modéle dans la section
1.2, nous énongons les résultats principaux dans la section 1.3. La preuve du théoréme 1.1
fait lobjet de la section 1.4 et le théoréme 1.2 est démontré & la section 1.5. Enfin, la
derniére section est consacrée a la description d’une méthode numérique d’approximation
du modéle, qui est mise en oeuvre sur différents exemples.

1.2 Présentation du modéle

Tous les résultats de ce chapitre sont valables en dimensions 2 ou 3 d’espace. Par souci
de clarté, nous présentons le modéle bidimensionnel, qui a été adapté de [69]. Cependant,
la dérivation de ce modéle et son étude mathématique peuvent s’adapter au cas de la
dimension 3 sans faire apparaitre de difficulté mathématique fondamentale supplémentaire.

1.2.1 Un modéle cinématique de mouvement auto-propulsé dans un
fluide

Soit © C R? le domaine occupé par le systéme solide-fluide, que ’'on suppose un ouvert
borné et régulier. On appelle configuration de référence I’état du systéme & 'instant initial.
On note Sy C Q le domaine occupé par le solide, et Fy := Q\ Sy le domaine occupé par
le fluide dans la configuration de référence. On suppose que Sy est un ouvert de classe C3.
On suppose également qu’a instant initial, le solide se situe & une distance strictement
positive de la frontiére du domaine, c’est-a -dire qu’il existe un réel § > 0 tel que, si 'on
définit le sous-ensemble suivant de €2 :

Q_s = {z € Q|dist(z,00) > 6},

alors
So C Q.

On considére un référentiel fixe, dont l'origine coincide avec la position du centre d’iner-
tie du solide & l'instant initial, ainsi qu'un référentiel mobile, dont I'origine coincide avec le
centre d’inertie du solide a chaque instant. Dans la suite, on utilise la convention suivante.
Les lettres o, y sont réservées aux variables spatiales dans le référentiel fixe, tandis que x*
désigne une variable spatiale dans le référentiel mobile. De méme, les champs de vecteurs
dont les composantes sont exprimées dans le référentiel mobile sont signalés par une étoile.

On impose une déformation réguliére du solide, c’est-a -dire que ’on considére un champ
de vecteurs variable en temps ©* appartenant & C1([0, 00),C3(Sp, R?)) tel que le champ de
déformation X™* du solide est défini par

X*(y,t) =y +0%(y,1),  (y,t) € So x [0,00). (1.1)

On suppose que la déformation satisfait les hypothéses suivantes :
(H1) Pour tout t > 0, Iapplication y — X*(y,t) est un difféomorphisme de classe C* de
Sp dans S*(t) := X*(So, t).
Pour tout t > 0, on note Y*(-,¢) I'application réciproque de X*(-,¢). On définit la
vitesse de déformation du solide en coordonnées eulériennes par
00*

wia't) = (V'@ . 20, 2" e S,
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On suppose que le volume du solide est préservé au cours de son mouvement, ce qui se
traduit par la contrainte suivante sur w* :
(H2) / w*(z*,t) - n(z")ds(z*) =0, t>0,

8S*(t)
ou n(z*) est le vecteur normal unitaire & 0S*(t) au point z* et ds est la mesure de surface
sur 0S*(t).

L’hypothése d’un mouvement auto-propulsé conduit a considérer des déformations X*
qui préservent la quantité de mouvement et le moment cinétique du solide. L’expression
de cette propriété nécessite de définir la densité p* du solide. Soit pp la densité du solide
dans la configuration de référence Sp. La forme locale de ’équation de conservation de la
masse dans le solide conduit & I'expression suivante de p* :

po(Y™(z",1))

P = e e (20 CESW, (1.2)

Puisque lorigine du systéme de coordonnées fixe coincide avec le centre d’inertie de Sp,
la conservation de la quantité de mouvement et du moment cinétique se traduit par les
contraintes suivantes sur w* :
H3 (" t)w* (", t)dx* =0 t>0
( P (", : : ,

S*(t)
(H4) p*(z*, )™t - wH(z*, t)dz* = 0, t>0,

S*(t)
otl pour tout point z = (21, x2) de R?, on note x+ le vecteur x —Z9,T1).

Soit X le mouvement du solide. On suppose qu’il existe un déplacement rigide X® tel

L=

que
X(y,t) = X®(X*(y,t),t), t=0, yeS.

Le mouvement rigide X® : R? x [0, 00) — R? est défini par
X®(x*,t) = £(t) + Rypya™,

ou, pour tout ¢ > 0, £(t) est la position du centre de gravité du solide a l'instant ¢, 0(t)
est I’angle définissant I’orientation du solide par rapport & un axe fixe dans le systéme de
coordonnées de référence et Ry, est la matrice de SOa(RR) associée & la rotation d’angle
6(t). On note S(&(t),0(t),t) le domaine occupé par le solide a I'instant ¢, défini par

S(§(t),0(t),t) = RoyS™(t) + £(t),  t=0.

(Voir aussi la figure 1.1.)

On suppose qu’a chaque instant ¢t > 0, la paroi du domaine solide S*(¢) génére une
friction lors du contact entre le solide et le fluide, qui est caractérisée par un coeflicient de
friction *(t) dans L>°(0S*(t)). On suppose qu’a chaque instant, 8*(t) est positif et que
I'application

t>0— () o X*(-,t) € L>=(0Sp)

est continue. On note [(£(t),0(t),t) le coefficient de friction correspondant sur la paroi
0S(&(t),0(t),t), qui s’exprime en fonction de 5*(t) selon la formule suivante :

BE(),0(t), t)(x) = B*(t)(R_gy(z —&(1)),  £20,  xe€dS(E(),0(t),1). (1.3)
Le champ de vitesse eulérien du solide est défini par

w(z,t) =€) +0t) (@ - E0)T +wla,t), =0, xeSE®),0),1),
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FiGure 1.1 — Configuration initiale du solide Sp, solide déformé S*(¢) et position
S(&(t),0(t),t) du solide apres déformation, rotation d’angle 6(t) et translation de vecteur

£(t)-

ou
w(z,t) = Royw* (R_g(py(x — £(1)),1),  t20,  xe€S8((1)0(t),1).
La densité du solide est définie par

p(x,t) = p*(RfH(t)(x - f(ﬂ)?ﬂv t =0, S S(f(t% Q(t),t), (1'4)

ou p* est donné par (1.2). La masse m du solide et son moment d’inertie I(¢) par rap-

port & un axe orthogonal au plan du mouvement et passant par le centre d’inertie de
S(&(t),0(t),t), sont définis par

m = / p(x,t)dz, (1.5)
S(E(1).0(t),t)

I(t) = / p(z,t)|x — &(t)Adz,  t>0. (1.6)
S(&(1),6(t).t)

Remarquons que d’apres les équations (1.2), (1.4), (1.5) et (1.6), les relations suivantes
sont vérifiées :

m= [ po(y)dy,
So

1(t) = /3 P X (.t dy, >0,

En particulier, comme X* appartient & C*(Sp x [0,00), ), 'application t > 0 — I(t) € R
est de classe C!.
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1.2.2 Le systéme complet

S’il n’y a pas de risque de confusion, on note

le domaine occupé par le solide & l'instant £, et
F(t) =2\ S()
le domaine occupé par le fluide. On pose Fy = F(0). Pour k = 1,2, on définit
HY(F (1)) = HY(F(1),R?)

ot H¥(F(t),R?) désigne l'espace de Sobolev usuel d’ordre k. On note LZ(F(t)) le sous-
espace de L%(F(t)) constitué des fonctions & moyenne nulle.

On considére le probléme suivant : trouver un réel T° > 0 et des fonctions & dans
C2((0,T),R?) NCY([0,T),R?) et 6 dans C%((0,T),R) N C*([0,T), R) solutions du systéme

me"(t) = — /as(t) o(u,p)nds, te(0,7), (1.7)
(16" (t) = — /as(t) o(u,p)n - (x — &)+ ds, te (0,T), (1.8)

oil pour tout ¢ dans (0,7, le couple (u,p) dans HY(F(¢)) x L3(F(t)) est la solution du
probléme suivant :

—vAu+ Vp=0 dans F(t), (1.9)
divu=0 dans F(t), (1.10)

u=0 sur 0, (1.11)

u-n=u’-n surdS(t), (1.12)
[o(u,p)n],,, + fu=pu’ sur IS(t). (1.13)

Dans le systéme précédent, v > 0 est la viscosité du fluide et u et p sont respectivement
le champ de vitesse eulérienne et le champ de pression du fluide. n représente la normale
unitaire & 0S(t) orientée vers le solide. Dans (1.7)-(1.8), une prime représente la dérivation
par rapport au temps. Le tenseur des contraintes o est défini par

o(u,p) = 2vD(u) — pId

ot D(u) est la partie symétrique de Vu, définie par

D(u) = = ((Vu) + (Vu)T)

N

et Id est la matrice identité dans Ms(R). Enfin, on a noté 8 le coefficient de friction
B(&(t),0(t),t), défini par (1.3).

Soulignons que les intégrales (1.7)-(1.8) requiérent une régularité H' de o(u,p) au
voisinage de dS(t), pour que o(u, p)n soit bien défini dans L?(0S(t)), au sens des traces.
Cette régularité sera établie a la section 1.4.
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Notons que les équations (1.12)-(1.13) expriment une condition de glissement de Navier
& l'interface solide-fluide. Les théorémes démontrés dans ce chapitre restent vrais si I'on
remplace (1.12)-(1.13) par la condition d’adhérence

u=u® surdS(t). (1.14)
Le systéme (1.7)-(1.13) est complété par les conditions initiales

£(0) =0, 6(0) =0,

£'(0) = &, 6'(0) = by. (1.15)

1.3 Enoncé des résultats principaux

Nous reprenons les notations de la section 1.2. Définissons tout d’abord ’ensemble D
des déformations admissibles ©*.

Soit K appartenant & (0,1) une constante fixée. Comme C3(Sp, R?) est un espace de
Banach, ’hypothése (H1) est vérifite pour tout ©* appartenant a C'([0,00),C3(Sp, R?))
satisfaisant la condition suivante :

F20 07t los s pey < K- (1.16)

Quitte & diminuer K, on peut supposer que pour tout ©* dans C'([0,c),C3(Sy, R?))
satisfaisant (1.16), la propriété suivante est également vérifiée :

vVt >0 S*(t) C Q_s2- (1.17)
L’ensemble D des déformations admissibles est défini par

D= {@* € C1([0,00),C3 (S, R?)) | V>0

* R < * * . * * —
1© (t)||c3(SO,R2)) S K, 88*@)“’ (2%, 1) - n(z")ds(z%) = 0, (1.18)
/ o (@, w* (2%, 1)da” = 0, / o Dt w (o, )da” = 0.
S*(t) S*(1)

Le premier résultat concerne existence et 'unicité des solutions du systéme (1.7)-
(1.13).

Théoréme 1.1. Soit (£9,00) un vecteur de R? xR et ©* une déformation dans D. Il existe
Tmaz > 0 tel que
— pour tout T appartenant & (0, Tpag), le systeme (1.7)-(1.13), complété par les condi-
tions initiales (1.15), admet une unique solution sur l'intervalle [0,T ;
- Dalternative suivante a lieu :
(i) Tras = 00 ; ou
(1) liminf, 7, dist(S(t),00) = 0.

De plus, dans le cas bidimensionnel, si l’on impose la condition d’adhérence (1.14) a lin-
terface solide-fluide, alors Thar = 00.

Pour étudier la stabilité des trajectoires du solide par rapport aux déformations, on
munit ensemble D de la norme C*(]0, 00), C3(Sp, R?)).
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Théoréme 1.2. Soit (&o,00) un vecteur de R2 x R et ©* appartenant o D. Soit (&,0)
la solution mazimale du systéme (1.7)-(1.13) associée a4 OF, avec les conditions initiales
(1.15). Soit (OF)nen une suite de déformations convergeant vers ©* dans D. Pour toul
n € N, on note (&,6r) la solution marimale associée a O] avec les mémes conditions
initiales. Alors :
— il existe Ty > 0 tel que (§,0), (§n, 0n) existent sur Uintervalle [0, T1] pour tout n € N;
— la suite (£,,00)nen converge vers (€,0) uniformément dans C*([0, T*],R3), pour tout
T* > 0 tel que la solution (§,,0y) soit bien définie sur [0, T*] pour tout n.

1.4 Preuve du théoréme 1.1

Dans cette section, on fixe une déformation ©* appartenant & D est fixée. Pour prouver
Pexistence et l'unicité locale des trajectoires, nous allons réécrire le probléme (1.7)-(1.13)
sous la forme d’une systéme d’équations différentielles ordinaires du second ordre satisfait
par les fonctions inconnues &, 8, et appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

1.4.1 Transformation du systéme couplé en un systéme d’équations or-
dinaires du second ordre

Pour tout t > 0 et tout (£, 6) dans R3, on note S(&,6,t) le domaine
S(§,0,t) = £+ ReS™(1).

Rappelons que le coefficient de friction 5(¢, 0, t) correspondant, qui appartient a L2(0S(&, 0,t)),
est défini par

Vit >0, Vo € 0S(&,0,t), B 0,t)(x) =B"(t)(R_g(x —&)). (1.19)

D’aprés 1’équation (1.17), il existe un ouvert YW de R? contenant 0, et tel que

Vt>0,VY(¢,0) €W, S(€,0,1) C Q.

Pour tout ¢ > 0 et tout (&,0) dans W, on note F(¢,0,t) le domaine

F(&0,t) =Q\S(,0,t).

Dans la suite, on désigne par la lettre a un quadruplet (&, 6, é, 49) dans RS, appartenant
I’ensemble des quadruplets admissibles U que ’on définit par

U=W xR (1.20)

Pour tout (a,t) dans U x [0,00) on définit (W, Pat) dans HY(F(E,0,t)) x L3(F(£,0,t))

comme étant la solution du probléme suivant :

—vAugs + Vpar =0 dans F(E,6,1),
div ue =0 dans F(£,0,1),
u,; =0 sur 09, (1.21)
Ugt-Nggy = uit ‘negy sur 0S(E,0,1),
[0 (U ts Pa,t) 0,10 + Be0,t0at = 55,9,t1127t sur 0S(¢,0,t),
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oll n¢ g, représente la normale unitaire & S(€, 6, t) orientée vers S(§, 6, t). La fonction ug,t
est définie par

ul,(z) =€+ 0(x — O + Row* (R_g(z — €),t),  z € IS(E,0,1),

et L3(F(£,0,t)) est le sous-espace des fonctions a moyenne nulle de L?(F (€, 6,1)).
Précisons le sens du systéme (1.21). Pour tout (§,0,t) dans W x [0, 00), on définit le
sous-espace suivant de HY(F(€,0,t)) :

H71'(]:(€, 9, t)) = {sz) € Hl(‘/—:(g, 9’ t)) : ,QZ} ‘Nggtr = 0 sur 8]:(579, t)’ w = 0 sur aQ}
(1.22)
Le couple (U ¢, pat) dans HY(F(E,0,t)) x L3(F(,0,t)) est solution du systéme (1.21) au
sens faible, c’est-a -dire qu’il vérifie les propriétés suivantes :

div ua, =0 dans L*(F(&,0,1)),
u, ¢ satisfait les conditions aux limites
Uy =0 sur 09, Ugt - Ng gt = uit ‘negy sur 0S(&,0,t)

au sens des traces, et pour toute fonction test 1) appartenant & HL(F(¢,0,t)),

l// Vuy:: Vo dx—/ Pa,t(div ¥)dz + / Beo,iUay - 1) ds
F(£,0,t) F(&,0,t) 0S(&,0,t)

= / Be gl ;-1 ds. (1.23)
98(8,0,t)

Pour exprimer la régularité H2 x H' locale de (Uqt,pat) au voisinage de dS(€,6,t), on
introduit un vosinage ouvert Q' de Sy dans Q tel que

Sy cc Y cco.

On définit
Fo=FonQ. (1.24)

Par des résultats classiques de régularité pour le probléme de Stokes avec conditions aux
limites de type Navier (voir par exemple [74], [6]), pour tout ¢ > 0 et tout (&,6) dans
W, le probléme (1.21) admet une unique solution faible (uq.t, pat) dans HY(F(E,0,t)) x
L3(F(£,0,1)). De plus, cette solution satisfait

(ua’t,paﬂg) S H2<X§,9,t<]:(l)>) X Hl (X&g}t(]:(/))) (125)

On définit & présent les opérateurs

F:Ux[0,00) =R? G:Ux[0,00) = R, (1.26)
par
1
Fla,t) = —— U(ua,bpa,t)ngﬁ,t ds,
m Jas(,0,t)

1 .
G(a7 t) = / U(ua,tvpa,t)néﬁ,t ) (x - g)J_ ds + I/(t)9 .
I(t) \ Jas(e0.
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Avec ces notations, le probléme (1.7)-(1.13), complété par les conditions initiales (1.15),
peut se réécrire de la maniére suivante : trouver T' > 0 et des fonctions € dans C2((0,T), R?)N
CL([0,T),R?) et § dans C2((0,T),R)NC([0,T),R) solutions du systéme

(€®),0"(1) = (F,G) (€1, 00),£ 0,001,  teOT), o

(£(0),6(0),£'(0),6'(0)) = (0,0,&,60)-
Remarque 1.3. Puisque la dépendance de S(&,0,t), nggy et (Uay, Do) au parameétre
temporel ¢ apparait uniquement & travers ©*(t) et (0*)'(¢) (par l'intermédiaire de S*(t)
et des conditions aux limites sur 9S(,0,t) dans le systéme (1.21)), le systéme (1.27) peut
s’écrire sous la forme suivante :

(£"(1),0"(t)) = (F,G)(&(1),0(1),€'(1),0'(1),07(1), (©7)' (1)),  t€(0,T),
(£(0),6(0),£'(0),6'(0)) = (0,0,%o,00).
(1.28)
Dans cette formulation, le couple (0*(t), (©*)'(t)) apparait comme une variable de controle
naturelle pour le systéme (1.28). Cependant, puisque nous cherchons a étudier la stabilité
du systéme solide-fluide par rapport aux déformations ©* dans D, et pour simplifier les

notations, nous utiliserons la formulation (1.27) dans la suite du chapitre.

1.4.2 Reégularité de la solution du systéme de Stokes par rapport a (o, t)

Pour démontrer que les fonctions F, G sont continues et localement lipschitziennes par
rapport & «, il faut étudier la régularité de la solution du systéme (1.21) par rapport a («, t).
Pour cela, nous introduisons un difféomorphisme X¢ g, de classe C3 de Q dans lui-méme.
La construction de ce difféomorphisme est présentée dans le paragraphe suivant.

Le principe est d’étendre la déformation X™* sur un voisinage de Sy, puis de transporter
cette déformation par le flot d’'un probléme de Cauchy, défini de telle sorte que la restriction
de X¢ & Sp coincide avec la déformation effective du solide, c’est-a -dire :

Xeoi(y) =€+ RoX"(y,t),  ye€So. (1.29)
Pour tout ¢ > 0, on définit ©*(¢) dans C3(Sp, R?) par
O*(t) = 0%(, ).
On considére un opérateur d’extension
£:C%(Sy, R?) — C3(Q,R?),
que l'on suppose linéaire et borné, et qui satisfait
(EO"(1)(y) =O0"(y,t), © €D,  yeS.

L’existence de & résulte de la régularité de 0Sy. Soit ¢ une fonction de classe C*° a support
compact dans §2_s/o, et qui est égale & 1 dans un voisinage de €_5. On définit le champ

de déformation étendu X* par
X*(y,t) =y + (€07 (1) (y)s(y) t=0, yeQ (1.30)

Par définition de € et ¢, et puisque ©* € D, 'application X* appartient & C!([0, 00), C3(2, R?)).
De plus, par continuité de £, en supposant que la constante K qui apparait dans la défini-
tion de D est suffisamment petite, pour tout ¢ > 0, I'application X*(+,¢) est un difféomor-

phisme de classe C3 de Fy dans F*(t) := Q\ S*(¢), qui vérifie
Vy e Fo  dist(y,00) < §/2 = X*(y,t) = y. (1.31)
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Pour traiter la partie rigide de la déformation du solide, pour tout (£,6) dans W, on
introduit la fonction x¢ ¢ définie par le flot du probléme de Cauchy suivant :

dxe.o
%(2,8) - Z&g(X&“’Q(Z,S),S), (132)
xeo(2,0) = 2z, ze€Q,
out la fonction z¢ g est définie pour tout (z,s) dans R? x R par
2e0(x,8) = (E+0(x — s£)")s(a).

Puisque z¢ g est de classe C* et que pour tout s > 0, z¢ (-, s) est a support compact dans
Q, le probléme (1.32) posséde une unique solution sur U'intervalle [0, 1]. De plus, pour tout
z € 8y, cette solution est définie par

Xe,0(2,8) = sE + Rspz, s €10,1]. (1.33)
Puisque 'application
(2,8,£,0) € R x Ry x W — 2 4(z,5) € R?
est de classe C*°, 'application
(2,£,0) € A xW = xepo(2,1) € Q

est également C*. La fonction z¢y étant & support compact dans Q, xeq(-,1) est un
difféomorphisme de classe C*° de © dans lui-méme. Pour tout (¢, 6,t) dans W x [0, 00), on
définit alors

Xeor(y) = xeo(X*(y,1),1)  ye (1.34)

En appliquant la relation (1.33) avec s = 1, on vérifie que X¢ g, satisfait la condition
(1.29). Par conséquent, pour tout (£,6,t) dans W x [0, 00), la restriction de X¢ g, a Fo est
un C3-diffeomorphisme de Fy dans F(€,6,t). Par composition, I’application

(57977573/) €W x [0700) X Fo — Xﬁ,@,t(y> S R? (135)

est de classe C*° (W, C1([0, 00), C3(Fo, R?))).
La proposition qui suit consitue le point crucial de la démonstration du théoréme 1.1.

Proposition 1.4. L’application
(a,t) €U x [0,00) = 0(Uq,t; Pay) © Xeor € Hl(f6)4
est de classe CL.

Preuve de la proposition 1.4. La preuve repose sur des techniques développées par
Simon [72]| et par Bello, Fernandez-Cara, Lemoine et Simon [7], pour démontrer la dif-
féerentiabilité de la solution du probléme de Stokes (resp. Navier-Stokes stationnaire), par
rapport & des déformations lipschitziennes du domaine. Le principe est de transformer
des équations a coeflicients constants, posées sur un domaine mobile, en un probléme &
coefficients variables posé sur un domaine de référence fixé, par I'intermédiaire d’un chan-
gement de variable convenable et d’une transformation des fonctions inconnues. Ensuite,
on applique le théoréme des fonctions implicites. L'une des principales différences vis-a -vis
des travaux précédemment cités est que nous imposons des conditions de friction de type
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Navier, ce qui nous oblige & prendre en compte les variations de la normale & Sy induites
sous l'action du diffeomorphisme X¢ ;. D’autre part, les conditions a l'interface sont non
homogénes et dépendent des paramétres a et t. Pour traiter ces conditions aux limites,
nous utilisons un opérateur de relévement afin de transformer le probléme non homogéne
en un probléme homogéne avec terme source. Une autre difficulté apparait alors : afin de
préserver la régularite H? x H' de la solution au voisinage du solide, nous avons besoin
d’un opérateur de relévement & valeurs dans des espaces de Sobolev d’ordre plus élevé que
'opérateur usuel de Bogovskii (voir par exemple [9] ou [43]). L’existence d’un tel opéra-
teur, défini sur un sous-espace de H%/2 & valeurs dans H!, a été démontrée récemment par
Mitrea, Mitrea et Monniaux [61].

Pour tout (£,6,t) dans W x [0,00), on note Jg g, € C?(Fo,R)* la matrice jacobienne
de la restriction de X¢ g, & Fo. En utilisant les propriétés (1.31) et (3.26) et les formules
de Taylor, on obtient le résultat suivant :

Lemme 1.5. L’application
(é’eat) €W X [0700) — Jf,@,t S W27OO(F0)4
est de classe CL.

Dans le paragraphe suivant, on utilise la restriction de X¢ g ; & Fo pour écrire le probleme
(1.21) dans le domaine de reference Fy. On note Je g le déterminant de Jeg ;. On peut
supposer sans perte de généralité que

Teor(y) >0 Y(E0,t,y) € W x [0,00) x Fo.

Rappelons que F|, est défini par (1.24). Le changement de fonctions que nous allons utiliser
est motivé par le résultat suivant :

Lemme 1.6. Soit (£,0,t) dans W x [0,00) et (u,p) € HY(F(£,0,t)) x L2(F(&,0,t)). Soit
(U, P) le couple de H(Fy) x L*(Fo) défini par

U= TJeps Jggl,t<u o Xegt), P=Jcoi(poXeoyr)

Les propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) p € L3(F(£,0,1)) si et seulement si P € LE(Fy),
(i) (u,p) € H2(X¢p1(Fp)) x HY (Xe1(Fp)) si et seulement si (U, P) € H*(F)) x
HI(F),
(i) div u =0 dans L*(X¢ 9+(Fo)) si et seulement si div U = 0 dans L?(Fp).

Preuve du lemme 1.6. Pour démontrer la propriété (i), il suffit de remarquer que par le
changement de variable © = X¢ g+(y),

/ p(x)de = / Te0.:(y)(po Xeo)(y)dy
}—(fﬁ,t) Fo

= [ P(y)dy.
Fo

La propriété (ii) provient du fait que les coeflicients de Je g4 et Je, Qlt appartiennent a
W?22(Fy) et que X¢ g4 appartient & C?(Fo, R?). Pour démontrer (iii), on effectue le calcul
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suivant. Pour toute fonction ¢ dans € CL(F(¢,0,t)), en utilisant la formule de Green, le
changement de variable x = X¢ 9,(y) et la formule de dérivation composée

V(CoXeo) W) = [Jeos()]" VC(Xeou(v), v € Fo, (1.36)

on obtient les égalités suivantes :

/ (div u)(2)C(x) do = — / () - Ve(x) da
F(&,0t) F(&,0,t)
== | o Xea ) - (Ueart) ™) V(Co Xeo) ) Teant) dy

=— | Teos) ([Jeoa(w) '] (wo Xep1)(y)) - V(Co Xege)(y) dy

Comme 'application
¢ € C2(F(E,0,1) = ¢ o Xegp € Co(Fo)

est bijective, cela prouve I'équivalence (iii) par densité dans L? des fonctions de classe C*
a support compact. 0

Pour tout a = (¢, 0,5, 9) appartenant & U et tout ¢t > 0, on définit le changement de
fonctions suivant :

Ua7t = j£701t<];617t (uOLﬂf ° XE,Q,t)7 POévt = j£797t (pOé,t © ngevt)’ (1'37)

ot le couple (Uq.t,pat) appartenant a HY(F(£,0,t)) x L3(F(,0,t)) est la solution du
probléme (1.21). Ce changement de fonctions a été introduit par Inoue et Wakimoto [55]
dans le cas particulier Jep; = 1. D’apres I'équation (1.25) et le lemme 1.6, (Uqy, Pat)
posséde la régularité suivante :

(Uqt, Pay) € H2(F)) NHY(Fo) x HY(F) N LA(F). (1.38)

Nous allons montrer que (Uq,,Pas) est solution du probléme (1.21) si et seulement si
(Uqyt, Pat) est solution du probléme suivant :

p

ST v div(Li(€.0,6)Uap) + > 05 (M (£.0,8)Pay) | VXy, = 0 dans Fy,
i J

divU,; = 0 dans Fo,

Uy = 0 sur 0,

Uyt -ng = Uit-no sur 08y,

STULi(€,0.)Uny) mol VXS, | +B(E,0.)Uay = B(E.6,1US, sur 9,

tan

(1.39)
dans un sens qui sera précisé plus bas. Dans le systéme précédent, ng est la normale unitaire
a 08y orientée vers Sy. Pour tout (a,t) dans U x [0,00), la fonction Uit appartenant a
C3(Sop, R?) est définie par

*

US,(4) = Fean)(DXE ()" (Rolé Fx ot 4 X

ot (yvt)) ) Yy e SOa
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ou DX} désigne la matrice jacobienne de X*(-,t). Remarquons que
Jeo1(y) = ReD X (y), y € So.
M(&,0,t) € W2®(Fo)* est defini par

ME0,6)(y) = [Tean) ], veF (1.40)

Pour i = 1,2, L;(&,0,t) € LH2(F) N HY(Fo), HY(F)) N L?(Fy)?) est Vopérateur borné
défini par

Li(&,0.)U = Jepu g M(E,0,)V (T 4, VX), - U) VU € B(F) nHY(F). (1.41)
Enfin, B(¢,0,t) € L(H?(Fy) N HY(Fo), L2(0S0, R?)) est défini par

B(&0,)U = |13, 0| (1) 0 X*(1) (Veoul JeosU) s, YU € HEA(F) N H(F).
(1.42)

Précisons le sens que 'on donne au systéme (1.39). On définit le sous-espace suivant
de H'(F) :

HL(F) ={pcH (F): ¢ ng=0sur dFy, ¢=0surIN}.
Le couple (Ugqy, Po,¢) satisfait (1.39) dans le sens suivant :
div Uyy =0 dans L*(F),
U, satisfait les conditions aux limites
Uyt =0 on 09, Uq:-ng = U§7t -ng  on 9S8y

au sens des traces, et pour toute fonction test ¢ dans HL(Fp),

/fz (6.0,)0a) -V (VX5 -0) | ) dy
- /F Faslw) Z [(M(&,0.09(VX(), - 9)) )] Yy
+/@SO (B(£,0,t)Uqy) - ds = /880 (B(&,0,1)US ) - ds. (1.43)

Remarque 1.7. Le systéme (1.39) s’obtient formellement & partir des équations (1.43)
par les calculs suivants. Si (Uq,, Pa,) est suffisamment régulier, alors pour ¢ = 1,2, pour
tout ¢ dans HL(F),

/f [(Li(g,e,t)Ua,t).v< VX, qb)}()
_ /f [(div (Li(€,0,6)Ua)) (1) VXY, ()] - 6ly)dy

[ (@ 8.0U0 ) 10(0) VXG )] - 0t0) ds(r (1.4
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et
- /; Fasly) [(M(g, 0.0)V(VX),- ¢)> (y)} Yy

- /f > [0 (Mis (€. 0.0)Pa) (VX (0)] - 6l0)dy

- [ Pw) S Mm99, 0] - swasiy). (1.45)

J

En utilisant les définitions (4.14), on obtient

[ o > (M m ) VX, ) - 6(w)ds(w)

= Jos P(y)(M(&,0,t)(y)no(y)) - (Jeo.(y)o(y))ds(y)

= P(y)no(y) - o(y)ds(y)
9S8y
= 0.

Ainsi, en sommant les équations (1.44)-(1.45) sur ¢ = 1,2 et en injectant le résultat dans
Péquation (1.43), on obtient le systéme (1.39).

Pour montrer que les probléemes (1.21) et (1.39) sont équivalents via la transformation
(1.37), on montre tout d’abord que les espaces de fonctions test HL(Fy) et HL(F(€,0,t))
(définis par (1.22), p.39) sont en bijection.

Lemme 1.8. Pour tout v dans HL(F(£,0,1)), si l'on définit la fonction ¢ : Fo — R? par

o(y) = Jeos(y) " (o Xeot)y),  y € Fo, (1.46)
alors ¢ € HL(Fy), et lapplication
v € HL(F(&,0,1)) = ¢ € Hi(Fo)
est une bijection.

Preuve du lemme 1.8. Soit ¢ une fonction dans H'(F(£,0,t)). Clairement, d’aprés la
régularité de X¢ g4, la fonction ¢ définie par (2.10) appartient & H(Fp) et sa trace sur 99
est nulle. Il faut démontrer I’équivalence suivante :

Yeomggy =0 surd5(E,0,t) <= ¢ mg=0 surdS. (1.47)

Par densité de C1(F(&,0,t)) dans HY(F(&,0,t)), on peut supposer que 1) appartient &
CY(F(€,0,t)). En introduisant une paramétrisation v de dSy et la paramétrisation corres-
pondante X¢ g 0y de OS¢ g4, on peut exprimer la normale unitaire ngg; en fonction de
ng et des dérivées partielles premiéres de X¢ p; par rapport aux variables d’espace, de la

maniére suivante :

[Jeo: ()] no(y)
ng g+ (Xe ot = , 0Fo. 1.48
sl Xeod)) = L ) VS (1.48)
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Par conséquent, pour tout point y de 085y,

(w o Xg,e,t)(y) . ng,97t(X§,97t(y)) =0 <= (1/} o X&,G,t)(?J) . ([Jg,e,t(y)*l]T no(y)) —0
= (Jeor(y) (o Xeor)(y)) -mo(y) =0
< ¢(y) ~no(y) = 0.

Cela prouve ’équivalence (1.47). O
Montrons & présent que pour toute fonction ¢ dans HL(Fp), si 'on définit ) dans
HL(Fy) par (2.10), alors les relations (1.43) et (1.23) sont équivalentes. En remarquant

que pour ¢ = 1,2,
Yo Xegs =YX, ¢ (1.49)

et en appliquant la formule (1.36) a la fonction ¢ = 1 o X¢ 0, on obtient la formule de
dérivée composée suivante :

Vo (Xeaa(y)) = (MEODVVXG, - 0)w). v e Fo.
Par le changement de variable x = X¢ g4(y), on obtient
/ S vl (z) - Ve (z)de
a,t
FEo) S
:%;}:QQ@MN§9JWNVX$¢WQ§JMAD(w-@ﬂ&&ﬂvﬁuf@~@>@ww
0

_ /f D> [(Li(e.0.00U0) -V (VXE), - 0)] () dy
et

/ pos () (div ¥) (z)da
.7"(579,15)

:Lgmw;KM@mwwgﬁwﬁmW@.

Pour traiter les termes de friction apparaissant sous la forme d’intégrales sur 0S¢ g, et sur
0S¢ 9+ dans les relations (1.43) et (1.23), on utilise la formule de changement de variable
dans les intégrales curvilignes (démontrée, par exemple, dans [53] p.190). On introduit
pour cela le jacobien tangentiel de X¢ g+ sur 0Sp, noté Jian(Xe ), défini par

jtan(Xéﬁ,t) = ' [Jg_,el,t]T o

Te.0.t- (1.50)

En remarquant que, d’apres la définition (1.19) et la condition (1.29),

B(ga 97t) © X{,@,t = 5*(t) © X*(t)v
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on obtient les égalités suivantes :
| B0 0 s
08¢ 0.t

= s B(&,0,t) 0 Xegr (Uat 0 Xay) - (Yo Xeor) Ttan(Xe o) ds
0

[ 500X 0) (T TeoiVas) - Ueaid) ' e o

‘7519775 ds
0So

_ / (B(€,0,)Uay) - 6 ds.
0S80

En remplacant Ug g, par U? £o.t dans cette série d’égalités, et en utilisant le lemme 1.8, on
conclut que les problémes (1 21) et (1.39) sont équivalents.
Pour prouver la régularité de la solution du probléme (1.39) par rapport a («,t), nous

avons besoin de relever la condition aux limites. Pour cela, on introduit le sous-espace
suivant de H>/2(08y)?

G(0Sy) = {r e H3?(88,)? | I'-nyds= o} .

0So

On considére un opérateur borné
IT: G(9S) — H?(Fo)
tel que pour tout I' € G(0Sp), si 'on définit
K=IIT,

alors K satisfait les contraintes suivantes :

div K = 0 dans Fo,
K = 0 sur0{,
K = IT' sur9S8p.

L’existence d’un tel opérateur II est démontrée dans [61] (corollaire 1.4). Pour tout (a,t)
dans U x [0,00), on définit la fonction K, ¢ appartenant a H?(F) par

Ko =102 ,.
Comime II est borné et que 'application
(a,t) €U x [0,00) — U3, € HY?(8S))>
est de classe C!, par composition, on montre le résultat suivant :
Lemme 1.9. L’application
(o, t) €U x [0,00) = Koy € HA(F)

est de classe CL.
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On définit la nouvelle fonction inconnue
Va,t = Ua,t - Koa,t-

V.. appartient & H2(F)) N HL(Fo) et (Uqy, Payt) est solution du probléme (1.39) si et
seulement si (Vq,1, Pat) est solution du probléme suivant :

Sil-v div(Li(€.0,8) [V + Kagl) + 3, 05(Mij(€,0,6)Poy)] VXY, = 0 dans F,
div Vo = 0 dans Fo,

STULAE0.)[Vay + Kai)) no] VXL, | +BE0,)Vay = 0 sur 9Sp.
7 tan
(1.51)
En utilisant (1.51), on peut caractériser (V ¢, Py ¢) comme le zéro d’un opérateur borné
dépendant du parameétre (o, t) dans U x [0,00). Pour définir cet opérateur, on introduit
'espace L2(F), défini par

L2(Fo) = {b € L*(0Sy) | b-ng = 0 sur 680} )
On définit alors les espaces de Banach suivants :

A =H2(Fp) WHL(Fo) x H'(Fg) N L3 (Fo),
B = L*(Fp)* N (Hy)' (Fo) x H(F5) N L§(Fo) x LE(Fo),

munis des normes :

[(V.P)la = (Va2 + IV ) + 1Pav ) + 1Pz
[(£.9. D)5 = [fllezzye + €l @y ) + |9l + l9llze ) + 1PllLe)-

Dans la définition de B, (HL)'(Fy) désigne 'espace dual de HL(Fy) pour la topologie forte.
On définit enfin 'opérateur
H:Ux[0,00)xA— B

par
H(a,t;V,P) = (Q,R,T)(c,t;V,P), |
Qo t;V,P) = Y[~ div (Li(£,0,)[V + Kay)) + X, 05(My(€.0,6)P)) VXS .
R(a,t; V,P) = divV,
T(a,t;V,P) = [Z[(a-(g,e,t)[vug,t])-nowxéfz,t + B(£,0,1)V.
7 tan

(1.52)

Remarque 1.10. Pour tout V dans & HL(F), div V appartient & Lg(]-"o), ce qui justifie
la définition de B. En effet, par la formule de Stokes,

/ div Vdx = V -ngds
Fo
= 0.
Avec ces notations, le systéme (1.51) peut se réécrire sous la forme implicite suivante :

H(O‘7t§va,tapa,t) = 0. (153)
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L’étape finale est de montrer que 'application
(Ct,t) eU x [0, OO) — (Voz,ty Pa,t)

solution de (1.53), est de classe C'. Pour cela, on applique le théoreme des fonctions im-
plicites. Soit (o*,t*) un point donné dans U x [0, 00), ou o™ = (£*,£*,0%,0%). On introduit
les notations suivantes :

X = Xeegepey J = Jer g, T = Ter o010,
M = M(£*70*7t*)7 L’L = Lz(f*ae*vt*)7

B =B, 0% t"),B* = B, 0%,t"),

F =X (Fo), F' = X(F),

(V*7P*) = (Va*,t*y Pa*,t*)~

On applique le théoréme des fonctions implicites a la fonction H définie par (1.52), au
point (a*,t*, V*, P*) dans U x [0,00) x A.
~ H est une application de classe C' de U x [0,00) x A & valeurs dans B. En effet,
~ comime les applications (£,60,t) € W x [0,00) — Je gt € WH™(F)* et (,0,1) €
W x [0,00) = Teor € W2°(Fp) sont de classe C1, d’apreés le lemme 1.9 et par
continuité du produit W2 (Fy) x H3(Fy) N HY (Fo) — H*(F)) N HY(Fo), pour
1 = 1,2, 'application

(o, t, V) €U x [0,00) x H2(F)) N H(Fp)
— Tig VXL - [V + Koy € HYF)) N H (Fo)
est de classe C'. Rappelons que pour i = 1,2, L;(£,0,t) est défini par (1.41)
(p-44). L’inversion matricielle étant une opération C>° de GL2(R) dans lui-méme,

et comme la dérivation dans les espaces de Sobolev est un opérateur borné, on
obtient que pour ¢ = 1, 2, I'application

(o, t, V) € Ux[0,00) x HA(FH)NHY(Fo) — Li(€,0,0)[V+K,,] € H (F)NL*(Fo)?
est de classe C!. Par conséquent, application
(o, t, V) €U x [0,00) x HX(F)) N HY(Fo)
— (div (Li(€,0,8)[V + Ka))) VXL, € LA(F))? N (HL) (Fo)

T

est de classe C!. Par les mémes arguments, application
(o, t, P) € U x [0,00) x HY(F}) N L*(Fo)
= D0 (M (€,0.0)P) VX, € L*(F)* N (HL (Fo)
J

est de classe C'. Par conséquent, @ est une application de classe C* de U x [0, 00) x A
& valeurs dans L?(F})? N (HL)'(Fy). De méme, en utilisant la définition (1.42), on
montre que T est de classe C! de U x [0,00) x A dans L2(F);
— R est indépendant de la variable (o, t) et induit un opérateur linéaire continu défini
sur A a valeurs dans H'(F}) N L3(Fo). En particulier, R est de classe C'.
— Par définition, (V*, P*) satisfait

H(a*, t5V*, P*) = 0.
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— Montrons que 'opérateur A := Dy pyH(a*,t*, V*, P*) est un isomorphisme bicon-
tinu de A dans B. A est défini pour tout (V, P) appartenant & A par

A(V,P) = (A1, A, A3)(V,P),

M(V,P) = Yi[—v div(LiV) + >, 8;(M;; P)] VX,
Ay(V,P) = divV,

A3(V,P) = [, [(LiV)-ng] VX, + BV.

D’apreés ce qui précede, A appartient L(A, B). Il faut prouver que A est inversible et
que son inverse est continu. Soit donc (f, g, b) dans B. Il faut montrer qu’il existe un
unique couple (V, P) dans A tel que

(f,g,b) = A(V, P),
c’est-a -dire, qu’il existe une unique solution au probléme suivant :

Sol—v div(LiV) + 32, 0;(MyP)] VX® = £ dans Fo,
divV = g¢ dans Fy, (1.54)

[S(LiV) ng)VXD],  + BV = b sur dS.

tan
Il faut également prouver que cette solution satisfait des estimations naturelles par
rapport & (f,g,b). Dans ce but, nous utilisons le changement de fonctions inverse
du changement (1.37), qui transforme le probléme (1.54), posé sur le domaine de
référence Fy, en un probléme de Stokes posé sur F. L’existence et 'unicité de la
solution du probléme (1.54) résultent alors de l'existence et l'unicité de la solution
du probléme de Stokes sur F, wvia la transformation (1.37). On utilise ensuite des
estimations classiques sur la solution du probléme de Stokes avec conditions aux
limites de Navier, ainsi que la régularité du difféomorphisme X, pour contréler la
norme de (V, P) dans A par la norme du terme source (f,g) dans B.

On définit les fonctions v, p, f, g et b par les relations suivantes :

voX = J IV,

poX = J'P
foX = JIMf,
goX = Jlg,
boX = Jun(X)'[J b

(F,3.b) € (HLY(F) N L2(F')? x HY(F') N LE(F) x L2(F) et (v,p) est solution du
probléme suivant :
trouver (v,p) € HL(F) x L%(f)

tel que
—vAv+Vp = f dans F,
divv = g dansF, (1.55)
o(v,p)n],,, +Bv = b sur dS.

D’apres les résultats de [74], le probléme (1.55) admet une unique solution, cette
solution posseéde la régularité

(v,p) € HY(F') NHL(F) x H'(F') N L§(F)
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et il existe une constante C' > 0 dépendant uniquement de (a*,t*), telle que

IVl + IVIE ) + 1Pl vy + Il 2

- < - ~ ~ 1.56
< (Bl + By + Il e + e + Blzos)) - 0

Par construction de X, les dérivées partielles de X (resp. X 1) jusqu’a I'ordre 2, sont
uniformément bornées sur Fy (resp. F). Les domaines Fy et F étant bornés, il existe
deux constantes C1,Cy > 0 (qui dépendent uniquement de (o, t*)) telles que

IV, P)lla < C1 (V) + IVIa @z + 12l a ) + 122 ) (1.57)
et : 3
£l z2rry2 + 1€l ey 7y + 19l 7y + N2 m) < C2ll(£ 9)]| - (1.58)

Finalement, d’apres les inégalités (1.56)-(1.58), il existe une constante C' > 0 telle
que
(V. P)la < ClI(£,9)l 5

ce qui prouve que A est inversible dans L(A, B).
D’apres le théoréme des fonctions implicites, 'application

(a,t) €U x [0,00) = (Vait, Pat) € A

solution de (1.53), est de classe C! au voisinage de (a*,t*). (a*,t*) étant arbitraire, cette
application est de classe C! sur U x [0,00). En utilisant le lemme 1.5 (p.42), la formule
(1.37) (p.43) et le lemme 1.9, on obtient le résultat suivant.

Proposition 1.11. L’application
(a,t) €U x [0,00) = (uay 0 Xe g, Pat © Xeon) € H(Fg) N H(Fo) x H' (Fp) N Lj(Fo),
ot (Wat, Pat) est la solution du probléme (1.21), est de classe C'.

La proposition 1.4 est une conséquence directe de cette proposition. O
1.4.3 Continuité de F, GG et condition de Lipschitz locale par rapport a

«

Rappelons que F, G ont été définis par (1.26) (p.39). En utilisant la formule de change-
ment de variables dans les intégrales curvilignes, on transforme les intégrales sur 9S(&, 0, t)
en des intégrales sur la paroi fixe 0Sp. On note & nouveau Jian(X¢ g,+) le jacobien tangentiel
de X¢ g4 sur 0Sp, défini par (1.50). Pour i = 1,2,, on obtient les expressions suivantes :

. 1 :
FO(at) = m aS(¢,0 )(U(ua,tapa,t))(z) "Nggds
C ,0,t
1 .
=—— (0(Wats Pat) © Xe o)D) - (ng s 0 Xe .4) Tran(Xeo,0)ds.
m Jas,

Par la formule (1.48) (p.45), la derniére égalité peut se réécrire sous la forme suivante :

_ 1 _ ;
F(a,t) = —— [ e (Vs (Wt pag) 0 Xeg) V) -mo ds. (1.59)
0
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D’apres le lemme 1.5 (p.42) et la proposition 1.4, Papplication
() €U % [0,00) = Te0.4Tg g4 (0 (o, o) © Xe o)™ € HY (F)

est de classe Cl. L’opérateur de trace de H!(F)) dans L?*(9Sy, R?) et le produit scalaire
avec le champ de vecteurs ng dans L%(0Sp, R?) étant des opérateurs linéaires continus, on
en déduit que pour ¢ = 1, 2, application

(a,t) €U x [0,00) = FD(a,t) e R

est de classe C'. En particulier, F' est continu et localement lipschitzien par rapport a a.
La continuité de G et son caractére localement lipschitzien résultent du méme argument,
et du fait que les applications

EeR? = (-— &)t e L20S))

et
te€[0,00) = I(t) eR

sont de classe CL.

1.4.4 Conclusion de la démonstration

Le probléme (1.27) (p.40) est équivalent au probléme suivant : trouver un réel 7' > 0
et une fonction o dans C2((0,T),R%) N CL([0,T),RY) tels que

{a’(t) = Aat) + H(a(t),t) ¥t e (0,7), (1.60)

a(0) = ao,

ou ag = (0,0,&,600), A € Mg(R) et H sont définis par

000100 0
000010 0
000001 0

A_OOOOOO’H_F(U
000000 F®)
000000 G

D’apres les résultats de la section 1.4, le systéme (1.60) satisfait les hypotheses du théoréme
de Cauchy-Lipschitz. Cela prouve le premier point du théoréme 1.1.
Pour prouver le second point, nous allons montrer que si Thax est fini, alors

lim inf dist(S(t), ) = 0. (1.61)

t—Tmax
Raisonnons par l'absurde et supposons que (1.61) n’a pas lieu. Par conséquent, il existe un

réel 0% > 0 tel que
Vt € [0, Thmax) dist(S(t),00) > 25™. (1.62)

D’autre part, puisque la solution (&, 6, f , 9) ne peut pas étre prolongée localement au voi-
sinage de Tiax,

lim (10(t)] +[€'(t)] +[6"(t)]) = oo. (1.63)

t—Tmax
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Les parois S(t) étant uniformément lipschitziennes sur U'intervalle [0, Tinax), la norme de
la trace de H(F(t)N§_s) dans L?(0S(t)) est bornée indépendamment de ¢. Le périmétre
des parois 0S(t) étant également borné, par I'inégalité de Holder, il existe une constante
C > 0 telle que

Vt € [0, Timax) llo(a,p)llz1as)re) < C (||11||H2(f(t)m,5*) + HPHHl(f(t)mQ,é*)) . (1.64)

Puisque le champ de déformations ©* € C1([0, 00),C3(Sp, R?)), les parois dS(t) sont uni-
formément de classe C3 sur I'intervalle borné [0, Tiax ). Par conséquent, d’aprés les résultats
de [74] (théoréme 2 p.195), en chaque instant ¢ € [0, Timax), la solution (u,p) du probléme
de Stokes (1.9)-(1.13) (p. 36) posseéde la régularité

(u,p) € HA(F(t) N Q_g+) x HY(F(t) N Q_s+),
et il existe une constante C' > 0 telle que, a chaque instant ¢ € [0, Tmax),
Il F@ne_s) + 1Pl m Fone_s) < Clu® [l se r2)- (1.65)

Rappelons que le champ de vitesse eulérienne du solide est défini pour tout ¢ € [0, Tmax)
par

u’(z,t) = &' (t) + 0'(t)(x = £(1)" + Royw* (R_gy (x — £(1)),1), V€ S(t),
ou w*(-,t) est la vitesse lagrangienne déformation du solide a I'instant ¢, définie par

00"
ot

w*(z* t) = (Y*(x*,t),t) Vz* € 08 (t).

Les périmétres des parois S(t) étant uniformément bornés, ainsi que l'application %, il

existe une constante C' > 0 telle que, pour tout ¢ € [0, Trax),
0¥ L2(s () r2) < C(1+[€(8)] + 16/ (1)]). (1.66)

En combinant les estimations (1.64), (1.65) et (1.66), on obtient l'existence d’une constante
C > 0 telle que

lo(w, p)ll L1 (as () ey < C(L+ /(1) + 10°(2)]).- (1.67)

En prenant le produit scalaire avec &'(t) dans la relation (1.7) et en multipliant par
0'(t) dans la relation (1.8), on obtient a chaque instant ¢ les relations suivantes :

1d 1
1P == o(u,p)n-&(t)ds,

td e - L olu,p)n- (x — &) ds + ()¢ !
P OP =5 (/W (wp)n- (- )" d +1<t>9<t>)0<t>.

Les quantités 1/1(t) et I'(¢) étant bornées, on déduit de ces relations et de 'estimation
(1.67) les estimations suivantes, uniformes par rapport a t :

%Ié’(f)l2 <SC(L+[EWI+10mI) €@l

%W’(t)l2 SCA+[E@+10'@®)) 10'E)]-
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En utilisant les inégalités

L+ E0P

/ 2
EWI@] < DR+ 10 DR), €0 SOF ) < LEEOP

/

N |

on obtient ’estimation suivante :

%(1 +HIEDP+10OF) <CA+IEOF + 100,

ou C' est indépendant de ¢. On en déduit que pour tout ¢ € [0, Tinax),
(L+ €@ +16'(D)) < (1 + (&0l + 00]*) exp(Ct).

Par conséquent, & et ' restent bornés sur [0, Tax). Puisque, en chaque instant ¢,

0(t) = 0o + /Ot 0'(s) ds,

la fonction 6 est également bornée sur [0, Tmax). Cela contredit la propriété (1.63). Par
conséquent, la propriété (1.61) est satisfaite.
Enfin, le troisiéme point du théoréme est une conséquence du résultat d’Hillairet [54].

1.5 Preuve du théoréme 1.2

Pour étudier la stabilité des trajectoires par rapport aux déformations ©*, nous allons
traiter ©* comme un parameétre dans le probléme de Cauchy (1.60). On utilise les mémes
notations qu’a la section 1.4. On considére le sous-ensemble ouvert & C RS défini par (1.20)
(p. 38) et on définit le probléeme de Cauchy suivant, a paramétre ©* :

{o/(t) = L(a(t),t,0%),

a(0) = ap,
ou «g est une donnée initiale fixée dans U et L est défini par
L(a,t,0%) = Aa + H(a, t,0%), (o, t,0") € U x [0,00) x D.

Ici, nous avons traité ©* comme une variable dans la définition de H donné & la section 1.4.
(Rappelons que X¢; dépend de ©* & travers les formules (1.30) et (1.34).) En adaptant
la méthode utilisée & la section 1.4, on peut montrer facilement que L est continu sur
U x [0,00) x D.

On peut & présent démontrer le théoréme. Soit ©* une déformation donnée dans D
et (0 )nen une suite de déformations qui converge vers ©* dans D. On note (CP)g- le
probléme de Cauchy associé & ©* avec la donnée initiale «g, et « la solution maximale
de (CP)e~. Pour tout n € N, on note (CP)e; le probléme de Cauchy associé¢ a O, avec
la méme donnée initiale g, et o™ la solution maximale de (CP)g:. Par un argument de
topologie standard, I’ensemble

K ={0%,n e N}U{0%}

est compact dans D. U étant ouvert, il existe rg > 0 tel que

B(Oé(),’l“()) cUu.



1.5. PREUVE DU THEOREME 1.2 55

Fixons ¥ > 0 et définissons Vo C U x [0,00) x K par

Vo = B(ag, 1) % [0,9] x K.
Par continuité de L, il existe M > 0 tel que
L. t, )| < M, (et x) € Vo (1.68)

Fixons & présent 17 > 0 tel que

T} < min <19, TMO) . (1.69)

D’aprés (1.68)-(1.69) et d’apres le théoréme de Cauchy-Peano, pour tout n € N, (CP)e-
et (CP)ex possédent une solution définie sur [0, T1]. D’aprés les résultats de la section 1.4,
chacune de ces solutions est unique sur [0,7}], et par maximalité de «, ", chacune d’elle
coincide nécessairement avec av ou un certain o™ sur [0, 71]. Par conséquent,

a(t), an(t) € B(ag, o) Vn e N, Vtel0,T1].

Cela prouve le premier point du théoréme 1.2. Soit T5 > 0 tel que pour tout n dans N,
les solutions (&, 6,,) sont bien définies sur U'intervalle [0, 7»]. La fonction L étant continue
sur ’ensemble compact K, elle y est uniformément continue. 11 existe donc une fonction
continue

n:RT - RT,
telle que
[L(a"(t),1,05) = L(a"(t),t,07)[ < n (|6, = ©%[p),  t€[0,T]

et lim, ,o+ n(u) = 0. Ainsi, pour tout n dans N, o™ est une solution e,-approchée de
(CP@*)a ou

en =1 ([6; — ©7[lp).

D’apres les résultats de la section 1.4, on peut supposer qu’il existe k > 0 (dépendant de
©%*) tel que I'application

(a,t) € B(ag,ro) x [0,T] — L(a,t,0%) € B(ag, o)

est k-lipschitzienne par rapport a «. Par conséquent, par le lemme de Gronwall (voir par
exemple le livre de Demailly [36]), on obtient I’estimation

kt_l
L )

la”(#) = e < en t € [0, 2],

et ainsi :

ekTg -1 . .
sup [|a”(t) — a(®) < —— 1 (|©, — ©"[lp).
te[0,7]

En passant a la limite quand n — oo, on obtient le second point du théoréme 1.2.
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1.6 Simulations numériques

Dans cette partie, nous proposons une méthode numérique d’approximation des solu-
tions du modéle d’interaction fluide-structure décrit a la section 1.2. En particulier, notre
objectif est de générer des déformations admissibles au sens de la définition (1.18), ca-
pables de mettre en mouvement le solide, et de fournir quelques résultats numériques sur
la dépendance de la trajectoire par rapport aux conditions aux limites a l'interface.

Pour garantir que I’évolution du systéme solide-fluide ne soit pas influencée par des
déplacements de masse a 'intérieur du solide, mais dépende uniquement de la déformation
de sa paroi et de la loi de friction & l'interface, on suppose que le champ de déformation
X* défini par (1.1) (p.33) satisfait la propriété suivante :

V(y,t) € Sp x [0,+00) det(VX*(y,t)) = 1. (1.70)
Pour simplifier, on considére un solide homogéne, dont on fixe la densité initiale a
po = 1. (1.71)

D’apres la propriété (1.2), les relations (1.70) et (1.71) conduisent & la propriété suivante :
Vit >0, Vz*eS*(t), p'(z*t)=1.

D’autre part, on s’intéresse ici uniquement & la translation du solide dans une direction
fixée. Par conséquent, on néglige les effets de rotation induits par les déformations qu’on
impose aux parois du solide, ce qui se traduit par :

0'(t)=0 Vt=0.

Alinsi, le systéme d’interaction fluide-structure que I’on consideére est constitué des équations
(1.7)—(1.11), complété par les conditions aux limites de friction (1.12)—(1.13) ou d’adhérence
(1.14) sur la paroi du solide.

1.6.1 Schéma numérique

Soit v > 0 fixé. Soit At > un pas de temps fixé et (tx)ren la suite définie par t, = kAt
pour tout k£ dans N. On fixe la vitesse initiale du centre de gravité du solide a éo =0.On
présente le schéma numeérique dans le cas des conditions de friction (1.12)—(1.13). Par souci
de clarté, on se place dans le cas d'un frottement constant défini par la donnée d’un réel
positif 5. On introduit le réel Tyax > 0 défini par le théoréme 1.1, et la solution maximale
& associée. Pour tout k, on introduit les approximations suivantes a l'instant ¢, :

&~ E(tr), &~ & (t), Fr~ F(te),

uf ~ uS(-,tk), u, ~ u(ty), pr =~ p(t).

On définit I'approximation du domaine solide S ~ S(t) par Sy = Q\ F%. On note wy,
I'approximation de la vitesse eulérienne de déformation du solide S, et on définit uf
par uf = & + wg. Le couple (ug,pg) est défini comme étant une solution approchée du

probléme de Stokes défini sur Fj, par

—vAuy + Vp, =0 dans Fp, (1.72)

div uy =0 dans F, (1.73)

u, =0 sur 09, (1.74)

u; - ny = uf -ny  sur 0S8, (1.75)

[0 (g, pp)n],,, + fug = fuy  sur ASy, (1.76)
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ol ny est la normale unitaire & dSy, orientée vers Si. Enfin, on note f;, la quantité vectorielle
fk = —/ o(uk,pk)nk ds. (177)
oSk

Si’on est capable de définir 1a déformation wy, sur le bord du solide Sy, qui satisfasse les
contraintes de préservation du volume et d’invariance de la quantité de mouvement, alors
on peut résoudre numériquement le modele (1.7)—(1.13) en suivant l’algorithme suivant.

On suppose ék; & et Fi connus a 'instant ¢;. On procéde selon les étapes suivantes :

1. calculer (ug, pk), solution approchée du probléme de Stokes (1.72)-(1.76), et la force
f). définie par (1.77);

2. calculer la forme Fiy1 du domaine fluide;

3. calculer‘la nouvelle position du centre de gravité &1 du solide Siy1, et la nouvelle
vitesse &1 par le schéma d’Euler

. . At
Shy1 = &§k + — fi.
m

Remarquons que cette approche nécessite uniquement de triangulariser le domaine
fluide Fj. Cette triangularisation est obtenue par un algorithme de type Delaunay-Voronoi,
mis en oeuvre en utilisant les fonctionnalités du logiciel FreeFem++ [49].

Décrivons plus en détail les étapes de l'algorithme. Supposons donnés un maillage du
domaine Fy, la position du centre de gravité & et une vitesse de translation .

Reésolution du probléme de Stokes. Pour définir la vitesse uf , il faut définir une
vitesse de déformation wy qui satisfasse les contraintes de préservation du volume et du
centre de gravité. Pour cela, on se donne une vitesse wy, définie par une approximation
d’un champ de vitesse continu w satisfaisant la propriété

/ w-nds=0.
6S(§k3707tk:)

On calcule la position qu’occuperait le centre de gravité du solide, si le bord 08y était
déformé d'une quantité Atwy,. Pour cela, on fait appel & la commande movemesh du langage
FreeFem++. On obtient un maillage fluide Fy 1, sur lequel on peut calculer la position du
centre de gravité ;1 grace a la formule suivante :

~ 1
Sl = o (/Qx dr — /kax d:z:) . (1.78)

On peut choisir €2 rectangle, de sorte que la premiére intégrale soit donnée par une formule
explicite. La seconde intégrale est calculée par une méthode de quadrature sur le maillage
Fi+1- On peut alors définir la vitesse de déformation corrigée

- 1 ~
Wi = Wi — E(§k+1 — &),

qui préserve la position du centre de gravité entre les instants ¢ et tx41.

De maniére classique, la discrétisation des équations de Stokes est réalisée par des
éléments finis P pour la vitesse et P, pour la pression (voir [46], [47]). La contrainte
d’incompressibilité (1.73) est traitée par un multiplicateur de Lagrange, et la condition
de transmission des vitesses normales (1.75) est traitée par pénalisation (voir par exemple

[59])-
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Mise a jour du maillage. Pour mettre a jour le maillage du domaine fluide, on pro-
céde en deux étapes. Tout d’abord, on utilise la commande movemesh pour déformer la
paroi 08y suivant le déplacement Atuf . Pour éviter que les déformations successives des
maillages n’entrainent des erreurs dues & des renversements de triangles, et pour conserver
des maillages réguliers, on procéde ensuite & une adaptation du maillage déformé. Cette
adaptation est réalisée par la commande adaptmesh, décrite dans [50], dont le principe
est d’adapter maillage suivant les variations d’une fonction f donnée en paramétre. Le
maillage obtenu sera trés fin dans les zones de fortes variations de f, et plus grossier dans
les zones ou f varie peu. Pour obtenir un maillage trés fin prés du bord du solide, et s’as-
surer que le contour JS soit finement discrétisé, on détermine la fonction f en calculant
une approximation d’une régularisée de la fonction indicatrice du solide. Plus exactement,
on résout ’équation de la chaleur

¢ = A¢ dans Fy,
o = 1 sur OSy,
o = 0 sur 0f),

¢(0) 0,

et on définit f = ¢(s) pour un instant s choisi convenablement suivant la qualité de maillage
souhaitée.

Mise a jour de la position et de la vitesse du centre de gravité. Pour calculer la
position du centre de gravité du solide dans sa nouvelle configuration Si41 (définie comme
le complémentaire de Fjy1 dans §2), on utilise le maillage fluide Fj 1 et une formule
analogue & (1.78).

1.6.2 Illustration de la réversibilité des équations de Stokes

Comme nous allons le voir, une des principales difficultés pour faire avancer un solide
dans un fluide de Stokes en le déformant, est la nécessité que la suite des déformations forme
un cycle irréversible, c’est-a -dire qu’il ne soit pas invariant par changement de variable
temporelle ¢ — —t. En effet, les équations de Stokes étant réversibles, une déformation
elle-méme réversible entraine un déplacement moyen nul du solide déformé. Dans le cas
d’un solide possédant un seul degré de liberté mécanique, cette propriété est connue sous
I’appellation imagée de « théoréme de la coquille Saint-Jacques », ou scallop theorem dans
la littérature anglo-saxonne (voir [68]). Ce principe explique l'inefficacité, a 1’échelle des
micro-organismes, de certains types de nage pourtant trés efficaces a I’échelle humaine (voir
126]).

Pour illustrer ce phénomeéne, nous considérons une forme de « haricot », obtenue a
partir d’un demi-disque dont la paroi plate a été creusée en son centre et bombée prés
de ses extrémités (pour conserver un volume constant). Le mouvement qu’on impose au
solide consiste & se gonfler pour expulser le fluide qui remplit sa cavité, jusqu’a inverser la
concavité de la paroi, puis & se creuser & nouveau. On a représenté a la figure 1.2 différentes
étapes de ce cycle de déformations, en tenant compte de la correction de la position du
centre de gravité décrite plus haut.

La figure 1.3 représente la vitesse horizontale et ’abscisse du centre de gravité du solide
sur lequel on a imposé le cycle de déformations représenté a la figure 1.2, pendant cing
périodes successives. On fixe t; =1, to = 2, t3 = 2.5 et t4 = 3. Le pas de temps choisi est
égal a 0.02 sur la période de poussée [0,%2] et et a 0.01 sur la période de retrait [ta, 4],
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de sorte que chacune de ces deux phases soit discrétisée par le méme nombre de points.
La boite Q est le rectangle [0,20] x [0, 15] et le rayon du demi-cercle rigide est R = 1.5. A
I'instant initial, le solide est centré verticalement.

On observe qu’aprés une premiére période d’initiation du mouvement, la vitesse hori-
zontale et ’abscisse du centre de gravité suivent une évolution pratiquement cyclique, qui
entraine un déplacement net trés faible au terme de chaque période. Cet exemple illustre
I'inefficacité d’'un mouvement réversible pour se déplacer dans un fluide de Stokes, et ce,
méme si les phases de poussée et de retrait n’ont pas la méme durée : leffet a lieu dés lors
que la famille des formes décrivant le solide peut étre parcourue indifféremment dans le
sens d’écoulement du temps ou dans le sens opposé.

1.6.3 Exemple de mouvement ondulatoire efficace a faible nombre de
Reynolds

L’une des méthodes proposées par Purcell [68] pour se déplacer dans un fluide de Stokes
consiste & imposer un mouvement oscillatoire sur un bras élastique. Ce type de mouvement
a été étudié dans le cas de bactéries comme E. coli |60]. Dans la nature, il est également
utilisé par des animaux de taille plus importante, de 'ordre du millimétre. Citons par
exemple V'espéce turbatriz aceti, plus communément appelée « anguille du vinaigre » (voir
la figure 1.4).

Dans cette sous-section, nous considérons un mouvement ondulatoire imposé a un so-
lide en forme d’anguille (voir la figure 1.5). Nous avons pu constater que ce mouvement
ondulatoire entrainait un déplacement du solide dans la direction des ondulations et dans
le sens opposé. Nous avons comparé la vitesse de déplacement du solide suivant la valeur
du coefficient de friction . La tendance observée est que plus 5 est petit, plus la vitesse
du solide est élevée. Pour illustrer cette observation, nous avons représenté a la figure 1.6
deux états du systéme solide-fluide, a U'instant initial ¢ = 0 et & Uinstant ¢ = 1.5 (c’est-a
-dire au terme d’une oscillation et demie), pour les coefficients de frottement 5 = 0.01
et 8 = 100, et un pas de temps At = 0.0025. Les couleurs correspondent & la norme de
la vitesse du fluide aux instants considérés : les zones bleues indiquent les régions ol le
fluide est pratiquement au repos, et les zones rouges celles ot la vitesse du fluide est la
plus élevée.

On peut constater que pour 8 = 100, la vitesse du fluide au voisinage de la paroi
du solide est beaucoup plus élevée que pour 8 = 0.01, ce qui, sur le plan mécanique, peut
s'interpréter de la maniére suivante. Dans les deux cas, la composante normale de la vitesse
du solide est transmise au fluide (du fait de I’équation (1.75)). Cependant, si 5 est élevé,
alors I'équation (1.76) entraine qu'une grande partie de la vitesse tangentielle du solide
est également transmise au fluide. A I'inverse, lorsque 3 est petit, une faible part de cette
vitesse tangentielle est transmise au fluide. Ainsi, de maniére schématique, si le frottement
est faible, 'ondulation du solide entraine une moindre perturbation du fluide, et la réaction
du fluide sur le solide est donc moins importante. Ainsi, le solide se déplace & une vitesse
plus grande.

Ce résultat numérique doit étre mis en relation avec le résultat de monotonie de la trai-
née générée par un solide dans un fluide de Stokes, par rapport au coefficient de frottement,
qui est démontré au chapitre 4.
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= t—t1/2 =

t—t1+t2—t1 = t =1ty + t3—t2

t=1t3 t=ts+ (tg — t3)/ t =14

FicUrkg 1.2 — Différentes étapes d’un cycle réversible de déformations d’un solide.
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FIiGURE 1.3 — Vitesse horizontale et abscisse du centre de gravité d’un solide subissant la
déformation décrite par la figure 1.2, avec t1 =1, to = 2, t3 = 2.5 et t4 = 3.

FIGURE 1.4 — L’espéce turbatriz aceti se déplace par un mouvement ondulatoire.
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Fi1GURE 1.5 — Différentes étapes d’un cycle de déformations ondulatoires d’un solide.
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FIGURE 1.6 — Vitesses du fluide aux instants t = 0 (& gauche) et ¢ = 1.5 (& droite), pour
des coefficients de frottement 8 = 0.01 (en haut) et 5 = 100 (en bas).



Chapitre 2

Etude de leffet de rugosité uniforme
dans le cas des parois périodiques ou
cristallines

2.1 Introduction

On admet généralement que les fluides visqueux adhérent aux surfaces rugueuses. Une
explication mathématique de ce phénoméne repose sur ce qu’on appelle 'effet de rugosité.
Dans le cas des équations de Navier-Stokes, des conditions de glissement parfait sur une
surface rugueuse se transforment asymptotiquement en des conditions d’adhérence, quand
I'amplitude des rugosités tend vers zéro, dés lors que l'énergie des solutions est bornée
uniformément et que les parois oscillantes présentent une rugosité suffisante. Nous ren-
voyons & ’article fondateur de Casado-Diaz, Fernandez-Cara et Simon, ol ce résultat est
démontré dans le cas de parois périodiques auto-similaires et de classe C? [22]. Dans leur
démonstration, les auteurs prouvent de maniére implicite que D'effet de rugosité revét un
caractére uniforme, au sens ol le taux de décroissance de la vitesse moyenne du fluide sur
une couche fine proche de la paroi limite, peut étre estimé uniformément.

Des résultats récents obtenus dans [19, 18, 16] (voir aussi [56, 63]) fournissent une
description assez compléte de 'effet de rugosité pour des parois arbitraires. Dans le cas de
domaines équi-lipschitziens, si ). est une perturbation géométrique d’un domaine  (au
sens ou la distance de Hausdorff dg (€2, Q) tend vers zéro), la suite des solutions (u.) du
probléme de Stokes dans 2. avec conditions de glissement parfait sur le bord, converge
vers la solution u du probléme de Stokes dans €2, complété par des conditions aux limites
baptisées conditions de glissement dirigé avec friction (friction-driven boundary conditions
dans l'article [18]). Ces conditions aux limites s’énoncent de la maniére suivante. Il existe
un triplet {u, A, V}, ou

— b est une mesure capacitaire concentrée sur 0f2,

— A est une fonction matricielle symétrique et positive,

-V = {V(z)}zean est une famille d’espaces vectoriels, telle que pour quasi-tout = dans

09, V() est un sous-espace vectoriel de I'hyperplan tangent a 02 au point x,
et tel que la condition aux limites vérifiée par u s’écrive formellement de la maniére sui-
vante :

u(z) € V(x) q.p.z € 09, (2.1)
2vD(u)n + pAu] - ¢ =0 pour tout ¢ € V(x), x € IN.
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Dans la condition précédente, n représente le vecteur normal unitaire extérieur a 952, et
v > 0 est la viscosité du fluide.

La condition (2.1) exprime que le flot est dirigé par la famille d’espaces vectoriels
{V(2)}zeoq- La relation (2.2) est une relation ponctuelle formelle, qui doit étre comprise
globalement sur 0. Plus précisément, la condition (2.2) a lieu si

2v D(u)n~¢d:r—|—/ Au-¢pdp=0
89 19)

pour toute fonction ¢ dans H!(Q) telle que
o(z) € V(z) q.p. x € 9N.

En particulier, la condition (2.2) est une condition de friction, caractérisée par la mesure
1 et la matrice A.

On dit que l'effet de rugosité a lieu en quasi-tout point de 02 si, dans ce qui précéde,
V(x) peut étre remplacé par {0} pour quasi-tout = sur 0€2, ce qui implique que la vitesse
du fluide u soit identiquement nulle sur 9€2. Cependant, méme si la norme des vitesses u.
est uniformément bornée dans H'(Q.), estimation du taux de décroissance de la vitesse
du fluide au voisinage de la paroi limite est délicate. Cette estimation consiste & majorer

la quantité suivante :
. faQE |u€|2ds
lim sup

e—0 dH (Qsa Q) .
Dans des situations générales, on ne peut pas s’attendre & ce que cette quantité soit finie.
Si toutefois c’est le cas, on dit que effet de rugosité est uniforme. La plupart des résultats
précédents dans la littérature qui fournissent une borne supérieure pour (2.3) ont été énon-
cés dans le cas de parois périodiques auto-similaires, en affaiblissant ’hypothése originale
de régularité C? utilisée dans [22]. Nous renvoyons & I’article récent de Biezina [14], dans
lequel I’hypothése de régularite C? a été affaiblie en une condition de quasi-lipschitziannité
des parois (voir la définition précise de cette notion dans [14]). D’autre part, en 2010,
Dalibard et Gérard-Varet [33] ont obtenu des estimations d’erreur dans le cas de parois
rugueuses lipschitziennes, satisfaisant la condition de non-dégénérescence introduite par
Bucur et al.[19] (voir également [5, 45]). Pourtant, au moins intuitivement, des parois
moins réguliéres devraient renforcer Ueffet physique des rugosités. Néanmoins, une baisse
de régularité des frontiéres génére de nouvelles difficultés techniques.

Dans ce chapitre, nous proposons une analyse de perturbations géométriques générales
d’un domaine & paroi plate, pour lesquelles une borne supérieure a la quantité (2.3) existe.
D’une part, nous supprimons toute hypothése de régularité et montrons que Veffet de ru-
gosité est uniforme pour des parois périodiques continues et auto-similaires qui ne sont pas
des riblets. Ce premier résultat est une amélioration technique des résultats précédents de
[22, 19, 14] et met en jeu une interprétation faible des riblets associés a des parois continues,
qui ne requiert pas 'existence d’un gradient. Dans une seconde étape, nous supprimons
I’hypothése de périodicité et démontrons que pour des parois cristallines arbitraires, satis-
faisant une condition de non dégénérescence peu restricive, ’effet de rugosité est & nouveau
uniforme. Ce résultat s’appuie sur une utilisation fine des mesures de Young qui permet de
comprendre les oscillations du bord au second ordre, c’est-a -dire les oscillations des champs
de vecteurs normaux aprés changement d’échelle local. Généralement, des comportements
uniformes sont difficiles a mettre en évidence dans le cas de structures non périodiques.
Dans le cas de figure que nous considérons, nous y parvenons en exploitant la spécificité des

(2.3)
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FIGURE 2.1 — L’ouvert 2 a paroi lisse I' est approché par des ouverts (). & parois rugueuses
r..

structures cristallines. Nous renvoyons également a l’article [5] pour un résultat différent
mettant en jeu un comportement uniforme dans le cadre d’une répartition aléatoire de la
rugosité.

2.2 Enoncé des résultats principaux

Dans tout le chapitre, on fixe la dimension de ’espace & N = 3. Sans perte de généralité,
on peut supposer que le domaine Q est le cube (0,1)% x (—1,0). On considére une suite
(¢e)e=0 de fonctions semi-continues inférieurement (s.c.i.) définies sur (0,1)? & valeur dans
[0,1]. On suppose que la suite (). converge uniformément vers zéro quand e tend vers
zéro. Pour tout € > 0, on note (). la perturbation géométrique de ) définie par

Q. = {(ﬂfl,xg,xg) | (:El,SEQ) € (0, 1)2, -1l <x3 < (,05(161,&72)} . (24)

La suite (:)e>0 est une suite d’ouverts qui converge en un certain sens géométrique vers
2, quand ¢ tend vers zéro (voir la figure 2.1). Dans cette configuration, il est commode de
remplacer dans l'expression (2.3) la distance de Hausdorff par amplitude des rugosités,
deéfinie par ||pc||co- Notons que les points de discontinuité des fonctions ¢, sont a priori
admissibles, et correspondent & des points de trés forte rugosité sur la paroi. On définit
enfin le domaine D = (0,1)? x (—1,2), de telle sorte que

Q.CD Ve>0.

2.2.1 Condition de non pénétration

On note H!(€.) 'espace de Sobolev usuel H*(., R3). Pour une fonction v appartenant
a H'(Q.), la condition de non pénétration v - n. = 0 sur

. ={z €09 : 23 >0},
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doit étre comprise en un sens faible, dés lors que la normale n. n’est pas bien définie sur
I'.. Plus précisément, si la fonction . est lipschitzienne, la trace de v sur I'c et la normale
n. sont définies ponctuellement, presque partout pour la mesure de surface sur I'.. En
revanche, si . est seulement continue, on dira qu'une fonction v dans H'(£2.) satisfait la
condition de mon pénétration sur I'; si la condition suivante est vérifiée :

v € C1(D) /Q [(div v)eb + v - Veilda = 0. (2.5)

Si . est semi-continue inférieurement, cette forme faible de la condition de non pénétration
est incompléte, et il faut préter une attention particuliére aux points de discontinuité. La
forme suivante de la condition de non-pénétration s’avére équivalente a (2.5) dés lors que
la paroi est représentée par le graphe d’une fonction continue, mais capture également de
I'information aux points de discontinuité :

v € H'Y(9.) /ﬂ (div v)v + v - Viildz = 0. (2.6)

2.2.2 Effet de rugosité et taux de décroissance uniformes

L’expression mathématique de l'effet de rugosité est la suivante. Soit une suite de fonc-
tions (Ve)es0, il pour tout € > 0, v. appartient & H(£),) et satisfait la condition de non
pénétration sur I, et telle que (1o, Ve, 1o, VVe)eso converge faiblement dans L?(D, R12)
vers (Lov,1qVv). Alors v =0 sur I = (0,1)? x {0}.

L’effet de rugosité est dit uniforme si ’estimation suivante a lieu :

34C > 0,3eg > 0,Veg > e > 0,Vv € HI(QE) t.q. v-ng = 0 sur Iy,

/|v|2ds < cymm/ Vv da. (2.7)
r Qe

Notons que dans cette inégalité, on n'impose pas que v soit nulle sur une autre partie de la
frontiere de Q.. Par continuité de 'opérateur de trace, 'estimation (2.7) montre que U'effet
de rugosité a lieu, en passant & la limite quand ¢ tend vers zéro.

Si la famille de fonctions {.}eso est équi-lipschitzienne, on peut remplacer dans es-
timation (2.7) 'intégrale sur I" par une intégrale sur I'c, pour obtenir I'inégalité suivante :

/ |V|2ds<C’\<p5Hoo/ IVv|2dz. (2.8)
Ie Qe

Cette inégalité fournit un majorant & la limite supérieure (2.3). Si les fonctions ¢, ne sont
pas réguliéres, la trace sur I'. n’est pas définie. Dans ce cas, on peut uniquement chercher
des estimations du type (2.7).

2.2.3 Cas des parois périodiques

On considére tout d’abord des structures périodiques générées par des fonctions ¢,

définies par
1 T2
(ps(-rh 1'2) = ESO(?v ?)7 (29)
oil ¢ est une fonction continue définie sur le tore bidimensionnel 72 = [0, 1]2|{0,1}, étendue
sur R? par périodicité. Nous allons caractériser les fonctions continues ¢ telles que lesti-

mation (2.7) a lieu, en supprimant '’hypothése de « quasi-lipschitziannité » considérée dans
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[14]. De maniére intuitive, on s’attend a ce que des parois non réguliéres provoquent un effet
de rugosité plus important que des parois lisses. Cependant, pour des raisons techniques,
les résultats que nous allons démontrer concernent uniquement des parois continues. Nous
discuterons briévement du cas des parois singuliéres dans la derniére section de ce chapitre.

Pour étudier leffet de rugosité provoqué par des parois périodiques, I'une des notions
clés est la notion de riblet. On dit qu’une fonction ¢ est un riblet s’il existe un couple
(c1,c2) dans R2\ {0} tel que pour tout (z1,z2) dans R? et pour tout h € R,

o(x1 + her,xe + hea) = (a1, x2). (2.10)
Dans le cas ou ¢ est différentiable, cette condition est équivalente a la condition
Vo(z1,z2) - (c1,62) =0 V(z1,22) € R2.

Théoréme 2.1 (Caractérisation de 'effet de rugosité uniforme dans le cas périodique).
Supposons que @ est une fonction continue et strictement positive sur T?2. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :
(i) il existe C' > 0 et g > 0 tels que pour tout eg > € > 0 et pour toute fonction v dans
H!(Q.) satisfaisant la condition de non pénétration sur T. (sous sa forme intégrale
faible), l'inégalité suivante est vérifiée :

[ 1vPds < Vv, (2.11)

(ii) ¢ n’est pas un riblet.

Dans le cas de parois semi-continues inférieurement, ce théoréme peut étre reformulé,
mais fournit un critére d’uniformité abstrait, dont 'interprétation géométrique parait plus
délicate.

2.2.4 Cas des parois cristallines

Le second résultat de ce chapitre concerne des parois cristallines arbitraires. En par-
ticulier, I’hypothése de périodicité est supprimée. Nous allons démontrer que 'estimation
(2.7) a lieu sous une hypotheése de non-dégénérescence peu restrictive, introduite dans [19].
On considére un sous-ensemble K de R?, qui est fini et satisfait la condition de non-
dégénérescence suivante :

Yy, ye € K, 0¢ [y1,y2] (2.12)

Cette condition permet d’éviter la création de riblets au sein d’une structure cristalline.
On dira qu’une fonction ¢ dans W°°((0,1)?) est admissible si, pour presque tout y dans
(0,1)%,

p(y) €[0,1] et Vop(y) € K.

Pour toute fonction admissible ¢, on définit la paroi cristalline

Iy = {(21, 22, p(x1,22)) | (21,32) € (0,1)*},

et le domaine correspondant

Qp = {(21, 32, 23) | (z1,22) € (0, 1)2, —1<a3< o(z1,22)} .
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Théoréme 2.2 (Cas des parois cristallines). Il existe C > 0 et eg > 0 tels que l'inégalité

[ ivPas+ [ vPdas < Cllolel 9¥IEa, (2.13)

Ly

a liew pour toute fonction admissible ¢ telle que g9 > ||¢|loc > 0, et pour toute fonction v
dans H' () satisfaisant la condition de non pénétration sur T'y,.

Comme il a été démontré dans [19], les mesures de Young sont un outil efficace pour
traiter le cas des parois cristallines. Cependant, dans notre cas de figure, les arguments
utilisés dans [19] doivent étre raffinés pour permettre de comprendre les oscillations locales
des parois re-dimensionnées.

2.2.5 Geénéralisation aux espaces WP

Tous les résultats de ce chapitre sont donnés dans les espaces H', mais ils peuvent étre
étendus aisément aux espaces WP, Par exemple, I'inégalité (2.13) devient

IVlizary + [IVliLar,) < Cllels Vi a,)- (2.14)

Cette estimation a lieu pour toute fonction admissible ¢ dans W1°°((0,1)?) telle que
g0 > ||¢llec > 0 et pour toute fonction v dans WHP(Q,, R?) satisfaisant la condition de
non-pénétration sur I'y, ou

2 3 2

l<p<d, 1<g< —, a=1——+—.
3—p P q

2.3 Démonstration du résultat dans le cas périodique

Avant de démontrer le théoréme 2.1, nous énoncons deux résultats plus généraux sur
les parois semi-continues inférieurement.

Tout d’abord, nous rappelons le lemme de Poincaré suivant, qui ne requiert aucune
régularité sur la frontiére. La preuve de ce résultat est standard, et s’obtient en intégrant
sur des lignes verticales.

Lemme 2.3 (Lemme de Poincaré pour les parois s.c.i.). Soit ¢ : (0,1)% = [0, 1] une fonc-
tion semi-continue inférieurement. Il existe une constante K > 0, dépendant uniquement
de @, telle que

/ lul’dz < K (/ |Vu2dx+/ yu|2ds> vu € H'(Q,) (2.15)
9) Qp r

©

ou €, est l'ensemble ouvert défini par
Qp = {(z1,22,23) | (z1,22) € (0, 12, —1<x3< o(x1,22)} .

Lemme 2.4. On suppose que ¢ : T2 — [0,1] est une fonction continue. Pour tout € > 0,
on définit la fonction p. par (2.9). Les énoncés suivants sont équivalents :
(i) la seule constante c € R? telle que

Vip € CH(D) / c-Vidz =0, (2.16)
1951

estlc=0;
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(i) il existe une constante C' > 0 et un réel g > 0 tel que pour toult eg > ¢ > 0 el
pour tout v € HY(Q.) satisfaisant la forme faible de la condition de non pénétration
(2.5), linégalité suivante a lieu :

/F v[’ds < eC[ V|72, (2.17)

Preuve du lemme 2.4. Supposons que la condition (i) est réalisée, et montrons (i7). En
considérant une subdivision de (0,1)? en des carrés (S5); de cotés e paralléles aux axes, il
suffit de démontrer que pour tout ¢, 'inégalité suivante est vérifiée :

/S v[2ds < O 9|22 (2.18)
#x{0)

ou 'on a noté V;° I'ouvert

Ve ={(x1,x2,23) | (x1,22) € S5, —e < x3 < p(x1,22)}

)

(voir la figure 2.2). En effet, si (2.18) est vérifiée, alors en sommant sur les indices i et en

remarquant que
Ui‘/ig - Q67

on en déduit estimation (2.17). Quitte a effectuer une translation, on peut supposer que
le carré S; coa ncide avec (0,¢) x (0,¢). En utilisant le changement d’échelle

r1 T2 I3

Hs:(xl,xg,xg)ERgﬁ(g, )ERg,

)
9 9

on obtient que l'estimation (2.18) est équivalente & 'inégalité suivante :
/F v’ ds < C|[VV[72(q,)- (2.19)
En effet, d’apres la définition (2.9),
H.(VE) = Qu.

En particulier, I'image de V;° par la dilatation H. ne dépend pas de ¢.
Par I’absurde, supposons qu’il existe une suite (v )ren de fonctions H'(Q1) satisfaisant
la condition de non-pénétration (2.5) et telle que

/ vi?=1 VkeN (2.20)
r
et

khjglO ”VV]CHLZ(Ql) =0. (2.21)

D’aprés le lemme 2.3, (v) est bornée dans H'(£2;), et par conséquent il existe une fonction
v* dans H'(Q1) et une suite extraite de (v4), notée avec le méme indice, telles que

v — V7 faiblement dans H'(Qy).
Par conséquent, d’aprés (2.21) et par unicité de la limite faible,

Vo™ L2(,) = 0.
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L3 A

11

F1GURE 2.2 — La partie de {2, située & distance inférieure ou égale & e de la paroi limite T,
est partitionnée en des ouverts V;°.

Ainsi, il existe un vecteur ¢ € R? tel que
v*=c p.p. dans Q.

Par compacité de 'opérateur de trace de H'(Qy) dans L?(T'), quitte & extraire & nouveau
une sous-suite de (vg), on peut supposer que la trace de (vy) sur la surface fixe I" converge
fortement vers la trace de v* sur I', dans L?(T', R3). En passant & la limite dans 1’égalité
(2.20), on obtient donc ’égalité suivante :

/ V2 ds = 1,
r

qui implique en particulier que ¢ est non nul. En passant & la limite dans la condition de
non pénétration (2.5) appliquée a vi, on obtient finalement

Vi € CL(D) / ¢ - Vidz =0
951

Cela contredit I’hypothése (i).

A présent, supposons (ii) et montrons (i). Par I’absurde, supposons qu’il existe un
vecteur ¢ dans R3 \ {0} satisfaisant la propriété (2.16). Alors, la fonction v dans H!(£2;)
définie par

v=c
satisfait la condition de non pénétration sous sa forme faible (2.5), mais contredit I'inégalité
(2.11) pour tout k € N et tout & > 0. O

Preuve du théoréme 2.1.

Montrons que la condition (i) implique la condition (ii). Par ’absurde, supposons que
@ est un riblet au sens de la définition (2.10). D’aprés le lemme 2.4, il suffit de montrer
I'existence d’un champ de vecteurs constant de la forme

vV = (0176270)7
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ol (c1, ¢2) est un vecteur non nul de R?, satisfaisant la propriété (2.16) (ou la propriété (2.5),
qui lui est équivalente puisque v est a divergence nulle). Cela contredirait immédiatement
I’hypothése (i).

Puisque ¢ est un riblet, il existe une suite de fonctions réguliéres (6, ),en qui converge
uniformément vers ¢ sur R x {0} x {0}. A I'aide de ces fonctions, on peut construire une
suite de riblets réguliers, dans la direction (c1,c2,0), que 'on note (©y)nen. Pour tout
n € N, O, est défini par

O, = {(x1,x2,23) | (x1,22) € (0, 1)2, —1 < z3 < Op(z1,22)}.

Par construction, pour tout n € N, le champ de vecteurs constant v = (c1, ¢g,0) satisfait
la condition de non pénétration sur la paroi définie par le graphe de la fonction 6,. En
écrivant cette condition au sens faible, on obtient pour tout n € N,

Vi € CH(D) / (c1,¢2,0) - Vipdz = 0. (2.22)
@n

En remarquant que
lo, — 1q, fortement dans L'(R?),

on peut passer a la limite dans (2.22) et contredire la propriété (i) du lemme 2.4.

Montrons enfin que la propriété (ii) du théoréme 2.1 implique la propriété (i). Pour
cela, on a besoin du résultat suivant concernant 1’unicité de la structure en riblet associée
a une fonction continue, périodique et non constante.

Lemme 2.5. Soit ¢ € C(T?) une fonction non constante, étendue sur R? par périodicité.
Supposons qu’il existe (c1,c2,c3), (ci,ch,c3) deur vecteurs non nuls de R3 tels que pour
tout (x1,72) dans (0,1)? et tout h réel,

o(x1 + hey, o + hes) = (a1, 22) + hes, (2.23)
o(x1 + hel,xo + hey) = p(z1,72) + hes. ‘
Alors soit c3 est nul et (c1,c2), (cf,c5) sont colinéaires, soit (c1,c2) et (¢, c3) sont égaus.

Preuve du lemme 2.5. Supposons qu’il existe un réel a tel que

Alors, d’aprés les relations (2.23), pour tout h réel, on obtient la relation suivante :
hes = haces

Ainsi, soit c3 est nul, soit « est égal a 1.

Supposons a présent que (c1, c2) et (cf, ¢5) ne sont pas colinéaires. Nous allons prouver
que la fonction ¢ est constante, ce qui contredit I’hypothése du lemme. Soit donc (z1, z2)
dans (0,1)2. Pour tous réels «, 3 strictement positifs, on définit le vecteur suivant :

(d1,d2) = afcr, c2) + B(cT, ). (2.24)
D’aprés la formule (2.23), la relation suivante est vérifiée :

o(x1 +di, x2 + d2) = p(x1,22) + (. + f)cs. (2.25)
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La fonction ¢ étant continue et périodique, et puisque le vecteur (di,ds) est arbitraire, la
relation (2.25) entraine que c3 est nul, c’est-a -dire que ¢ est constante. O]
Preuve du théoréme 2.1 (suite). Raisonnons & nouveau par l’absurde, et supposons
que la condition (i) du théoréme 2.1 n’a pas lieu.

Si ¢ est constant, alors la relation (2.10) a lieu pour tout vecteur (c1, c2) dans R?\ {0}.
Supposons & présent que ¢ n’est pas constante. D’aprés la preuve du lemme 2.4, il existe
un vecteur ¢ = (¢, 2, c3) dans R?\ {0}, qui satisfait la relation (2.16). Nous allons prouver
que pour tout (x1,r2) dans (0,1)% et tout h réel tels que

(CL‘l + hCl, Tro + hCQ) S (0, 1)2,
la relation suivante est vérifiée :
o(x1 + hey, xa + hea) = (21, x2) + hes. (2.26)

Soit p un noyau régularisant défini sur R3. Pour tout € > 0, on définit la fonction p, par
la formule suivante :

1 T 3
pg(:v)zg—gp (g) Vo € R°.
Soit 1 une constante fixée dans (0, 1). On introduit le sous-ensemble ouvert suivant de D :
D, ={x € D | dist(z,0D) > n}.
Nous allons montrer que pour tout € dans (0,7), tout x dans D, et tout réel h tels que
x + hc € Dy,
I’égalité suivante est satisfaite :
1o, * pe(x + he) = 1q, * pe(z). (2.27)

Soit ¢ une fonction de classe C! a support compact dans D, telle que son support soit
inclus dans D,), et soit € dans (0,7). La fonction v * p. étant C} & support compact dans
D, on peut lui appliquer la propriété (2.16), pour obtenir 1’égalité suivante :

/ 1g,c- V(¢ * p.)dx =0,
D
qui entraine
/ (1, * pe)c- Vipdz = 0.
D

Aprés intégration par partie, on obtient la relation suivante :

8(191 * pE) _

Comme D'égalité (2.28) a lieu pour tout fonction 1 de classe C! & support compact dans

Dy, et que la fonction 1o, * p. est de classe C°° sur Dy, elle entraine la relation ponctuelle

suivante :
d(1q, * pe)

90 () =0 Vo € D,,.

Cela montre l'identité (2.27).
Notons I'y la partie supérieure de 0€)1, définie par

Iy = {(z1,22,73) | (z1,22) € (0,1)%, 33 = p(21,22) } .

Nous allons utiliser le résultat suivant.
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Lemme 2.6. Soit ¢ : R — R une fonction qui satisfait la propriété suivante :
WBeR, VzeR, VyeR o¢(z) >y=VheR ¢(x+h)>y+ hb. (2.29)

Alors pour tout réel h,

¢(h) = ¢(0) + bh.

Preuve du lemme 2.6. D’une part, pour tout £ > 0, en appliquant la propriété (2.29)
avec £ = 0 et y = ¢(0) — ¢, on obtient la propriété suivante :

Vh € R, ¢(h) = ¢(0) — e + hb.
En passant a la limite quand ¢ tend vers 0, on obtient
Vh € R, ¢(h) = ¢(0) + hb.
Supposons par 'absurde qu’il existe un réel hg tel que
¢(ho) > ¢(0) + hob.
Il existe donc un réel § > 0 tel que
o(ho) > ¢(0) + hob + 6.
D’apres la propriété (2.29), on obtient donc pour tout réel h :
¢(ho + h) = ¢(0) + hob + & + hb.

En appliquant cette derniére inégalité avec h = —hg, on aboutit & une contradiction. [
Dans la suite de la démonstration, nous allons montrer que pour tout x dans D et tout
réel h tels que x + hc appartienne & D, 'implication suivante est vraie :

re=x+hceQ Ul

ou, de maniére équivalente, que la propriété (2.29) est satisfaite par la restriction de ¢ a
n’importe quelle droite paralléle & (c1, o).
Soit donc x dans 2; et h dans R tels que x + hc appartienne a D. Il existe un réel
n > 0 tel que
x,x + hc € Dy,

Ainsi, I’égalité (2.27) a lieu pour tout e dans (0,7). ¢ étant continue, € est ouvert, donc il
existe un réel 71 > 0 tel que la boule B(x,n;) soit contenue dans 2. En particulier, pour
tout € > 0 inférieur strictement au minimum de 7 et 7y,

1g, * p(x) = 1, (z) = 1. (2.30)

Pour montrer que z+hc appartient a 21 UI'1, nous raisonnons par ’absurde. Supposons,
au contraire, que x + hc appartienne a D \ (27 UT'1). Comme ¢ est continue, 'ensemble
D\ (1 UT) est ouvert, ainsi par le méme argument que précédemment, on montre qu'il
existe un réel 19 > 0 tel que

1g, * pe(x 4+ he) =0 Ve € (0,m2).

Cela contredit les propriétés (2.27) et (2.30).
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En appliquant le lemme 2.6 & la fonction
h € R — ¢o(x1 + hey, xg + heg),

on obtient ’égalité (2.26).

Pour montrer que c3 est nul, nous allons reproduire les arguments précédents en considé-
rant p périodes de , ot p est un entier naturel non nul fixé. On introduit les sous-ensembles
suivants de R3 :

Q) = {(z1,22,23) | (z1,22) € (0,p)%, -1 < x3 < p(21,22)},
D = {($17$27$3) | (xl,.’L'Q) € (O>p)27 -1< T3 < 2}7
F, - {(I1,$2,$3) ‘ (l‘lal‘Q) S (0,]))2,1'3 = O} .

Comme précédemment, il existe un vecteur ¢’ = (c}, ch, c4) de R? tel que
/Q/ - Vydr =0 Wy eCl(D), (2.31)
1
que l’on peut normaliser en fixant la contrainte suivante :
(0'1)2 + (0’2)2 + (63)2 =1 (2.32)
Prouvons dans un premier temps que
¢ = +c.
D’aprés la propriété (2.31), pour tout (x1,2) dans (0, p)? et tout réel h tel que
(€1 + hey, x2 + héy) € (0,p)?,
la relation suivante est vérifiée :
o(z1 + hey, zo + heh) = p(x1,22) + hh. (2.33)

Comme ¢’ et ¢ ont la méme norme euclidienne, il suffit de montrer qu’ils sont colinéaires.
Rappelons les relations suivantes :

o(z1 + her, xa + heg) = (21, 22) + hes, (2.34)

o(z1 + h*c), xe + h*ch) = p(x1,32) + h*d, (2.35)

qui ont lieu pour tout (z1,x2) dans (0,1)? et tout réels h, h* tels que (z1 + hey, x9 + hea),
(z1 + h*c), w2 + h*ch) appartiennent & (0,1)2.
Si ¢ est nul, alors on obtient immeédiatement que c3 est nul. Supposons que c§ est non

nul. En choisissant h* = h$} dans la relation (2.35), on obtient pour tout (z1,r2) dans
3

(0,1)2 et tout réel h suffisamment petit,

C3 C3
o(r1 + hc—,c'l,:cg + hc—,c'Q) = ¢(x1,x2) + hcs. (2.36)
3 3
Le lemme 2.5 et les relations (2.34)-(2.36) impliquent que les vecteurs (i—gc’l, i—gcé) et (c1,c2)
sont colinéaires, ce qui conduit a I’égalité suivante :

c3 (010'2 — c’102) =0.
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Si ¢35 n’est pas nul, d’apres les relations (2.34)-(2.35), on obtient que chacun des vecteurs
(c1,c2) et (¢}, ch) est non nul. Il existe donc un réel A non nul tel que

(1, c2) = A(c), c).

En choisissant h* = Ah dans la relation (2.35) et en utilisant ’égalité (2.34), on obtient
finalement

c3 = A\,
et par conséquent ¢ = A\c’.

Ainsi, pour tout entier naturel p non nul, la relation (2.33) a lieu avec le méme vecteur
c. La fonction ¢ étant bornée, cela impose que c3 est nul, et ainsi ¢ est un riblet. O

2.4 Rappels sur les mesures de Young

La théorie générale des mesures de Young, présentée par exemple dans [39, 66], fournit
un outil précis pour comprendre Veffet de rugosité. Par souci de clarté, nous rappelons le
théoréme fondamental des mesures de Young.

Théoréme 2.7 (Théoréme fondamental des mesures de Young). Soit U un ouvert de R"™
et K un sous-ensemble compact de R™. On considére une suite (fx)ren de fonctions dans
L>(U, K). Alors il existe une sous-suite (fx;) et pour presque tout y dans U, une mesure
de probabilité borélienne sur R™, notée R, telle que pour toute fonction F dans C(R™),

F(fx;) =~ F faiblement «x L>=(U),

o

F)= [ F2)iR,(2) ppyel.
La famille {Ry}ycu s’appelle une famille de mesures de Young associée a la sous-suite
(f;)-

Remarque 2.8. Pour une suite (fx)ren donnée, la famille de mesures de Young {Ry}ycvr
n’est pas nécessairement unique. De plus, le support de la mesure R, noté spt(R,), satisfait
la propriété suivante :

spt(Ry) C K p.p.yeU.

En particulier, dans le cas cristallin ott K est fini, le support des mesures R, est discret.

Remarque 2.9. Soit () une suite bornée dans W1>°((0,1)2,[0, 1]). Quitte & renommer
les indices, on peut supposer qu'il existe ¢ € W1H°((0,1)2,1[0,1]) tel que

©r — ¢ uniformément sur (0,1)%, Ve — Vi faiblement-* L>((0,1)%).

Soit {Ry}ye(0,1)2 une famille de mesures de Young associée a une suite extraite de
(Vor)ken. Alors

/R2 ZARy(Z) =Ve(y) pp.y € (0,1)%

C’est une conséquence directe du théoréme fondamental des mesures de Young, appliqué
en choisissant F' égale a I’identité.
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Lemme 2.10. On reprend les notations de la remarque 2.9. Pour tout k € N, on définit

Qp = {(z1,22,33) | (w1,22) € (0, 12, —1<a3< or(T1,22) } -

On considére une suite de fonctions uy € HY (), satisfaisant la condition de non péné-
tration
u, -ng =0 surly={xecdQ:xzs>0}

et convergeant faiblement dans H(D) vers ¢ = (c1,c2,c3) € R3.
Alors, pour tout g € C(R?,R), la relation suivante est vérifice :

(c1,c2) - /RZ‘ 9(Z)ZdRy(Z) = c3 /R2 9(Z)dR,(Z) p.p.y € (0,1)%

Preuve. Soit ¢ une fonction dans C(R?). Nous allons prouver que pour toute fonction v
dans C((0,1)2, R),

v) |(enea)- [ VIFTEPE@)20R,(2) = 0 | VTTTEPE2)R,(2)] dy =0,

(2.37)
Le vecteur normal ng(y, ¢r(y)) étant colinéaire au vecteur (—Vpg(y), 1), la condition de
non pénétration sur I'y, peut s’écrire

(0,1)

A V(W)E(Ver(y)(=Ver(y), 1) - uk(y, pr(y))ds = 0,

ol ds désigne la mesure de surface sur I'y. Par le changement de variable

(¥,0) € T x {0} = (v, ¢x(y))

de T" sur I'g, en écrivant u; = (u,lg, u%, u%), on obtient la relation suivante :

PWEVerW)Veory) - (up(y, or®), ui (W, o6 @) V1 + [Ver(y)2dy  (2.38)

(0,1)

= Jonr W)E(Veor ) ui (Y, ox(W))V1 + [ Ver(y)|Pdy
Sans perte de généralité, par densité de H'(D) N C®(D) dans H'(D), on peut supposer
que uy appartient 3 H'(D)NC>®(D,R3). Alors, en intégrant sur des lignes verticales et en
appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient ’estimation suivante :

/(0 e [k (v, o (¥) — wr(ys (1)) dy < [lor — @llool Vgl L2(py-

Puisque la suite (uy) converge faiblement dans H! (D), elle est bornée dans H!(D). Comme
la suite (¢x) converge uniformément vers ¢, en passant a la limite quand & tend vers 'infini
dans l'estimation précédente, on obtient

lim [k (y; 0(y)) — wi(y, o(y))| dy = 0.
k—o0 (0,1)2
On peut alors passer a la limite dans la relation (2.38) pour obtenir I'identité (2.37). Le
choix de la fonction ¢ étant arbitraire, on conclut la preuve en appliquant la relation (2.37)
a la fonction £ définie par
9(%)

_ 2
S(Z)—im VZ € R2.
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Lemme 2.11. Soit (¢)ren une suite bornée dans WH>((0,1)?). Soit (Ry)ye(0,1)2 une
famille de mesures de Young associée & une suite extraite de (V oy )ken, et soit N un vecteur
de K. On note par | - | la mesure de Lebesque d’un sous-ensemble de R%. Si I’hypothése
suivante est vérifiée :

E&ig {y € (0,1) | Vor(y) = N}| >0, (2.39)

alors
| {y € (0,1)* | N € spt(Ry)} | > 0.

Preuve. Par ’'absurde, supposons que
| {y € (0, 12| Ne spt(Ry)} | = 0.

Comme pour presque tout y € (0,1)2, le vecteur N n’appartient pas au support de la
mesure R, il existe un réel 7 > 0 tel que pour presque tout y dans (0, 1)?,

Ry(B(N7 T)) =0,

ott B(N, r) est la boule ouverte de centre N et de rayon r dans R2. Soit ¢ une fonction C°
4 support compact dans R?, dont le support est inclus dans la boule B(N,7), et telle que

$(N)=1, ¢(n)=0 VneK\{N}. (2.40)

Par définition des mesures de Young, quitte & extraire une sous-suite et a renommer les
indices, on peut supposer que

Y(Vey) — 0 faiblement  dans  L°((0,1)?).

Par définition de la convergence faible * L, on en déduit que

lim PY(Ver)dr = 0.
k—o0 (071)2

Comme 1) satisfait les propriétés (2.40), cette relation est équivalente a
lim [{y € (0,1)% | Vir(y) = N}|[ =0,
k—00

ce qui contredit I'hypothése (2.39). O

2.5 Démonstration du résultat dans le cas cristallin

Preuve du théréme 2.2. Puisque ¢ est une paramétrisation de I', dans W1 dont la
norme est bornée indépendamment du choix de ¢ parmi les fonctions admissibles, il suffit
de montrer qu’il existe une constante C' > 0 et un réel g > 0 tels que

[ vPds < Clloll VI, (2.41)
I

pour toute fonction admissible ¢ dans W1°((0,1)?) telle que

0 < [¢lloc < €0,
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et toute fonction v dans H'(Q,) satisfaisant la condition de non pénétration sur T'y.
Soit un réel M > 0, dont la valeur ne dépend que du compact K, et qui sera fixé au
cours de la preuve. On note I'y; le carré

v = (0, M)? x {0},

et on introduit la fonction @ : [0, M]?> — R, définie par

- 1
sO(whwz):H Plllellocrt, lolloz2)  V(x1,22) € (0,M)?,

¢lloo
ainsi que 'ouvert
U, = {($1,l’2,l‘3) ’ (271,332) € (O,M)Q, —-1l<x3< ¢($1,$2)} .

Par le méme changement d’échelle que dans la démonstration du théoréme 2.1 (formelle-
ment, en remplacant € par ||| ), il suffit de prouver l’existence d'une constante C' > 0
telle que

/F [vi2ds < CIIVV |22 (2.42)
M
pour toute fonction admissible ¢ dans W1H°((0,1)?) telle que

0 < [llloc < €0,

et toute fonction v dans H'(Q,) satisfaisant la condition de non pénétration

/ [(div V)¢ + v - Vip|dz =0 Vep € CL((0, M)? x (—1,2)). (2.43)
U

®

Par ’absurde, supposons qu’il existe une suite de fonctions admissibles (g )ren et une
suite de fonctions vi dans H (U, ), satisfaisant la propriété (2.43), telles que

/ VilPds =1 et [[Vvillpae,, ) — 0. (2.44)
T

La suite (Pr)ren étant uniformément bornée dans W1H°((0, M)?), il existe une fonction
lipschitzienne ¢ dans C((0, M)?) telle que, quitte & extraire une sous-suite si nécessaire,

Ok — P

uniformément sur (0, M)? et faiblement * dans W1>°((0, M)?).
Définissons & présent

U .= {(xl,xg,xg) ’ (1‘1,%2) S (O, 1)2, —1l<zx3< cﬁ(xl,xg)}.

Clairement,
1y,

©

, — 1y fortement dans LY(R?). (2.45)

D’aprés le lemme 2.3, il existe une constante C > 0 telle que

Vk e N Hvk|’H1(U¢k) < Ch.
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Notons Dy = (0, M)? x (—1,2). La famille d’ouverts {U,, }; étant équi-lipschitzienne,
il existe une famille d’opérateurs d’extension

P, :H'(U,,) — H (Dy)
et une constante Cy > 0 tels que
[P <C2  VEEN.

Par conséquent, la suite (v;) (identifiée & (Pyx(vy))) est bornée dans H(Dyy), et donc il
existe une fonction v* dans H!' (D)) et une suite extraite (v;) (notée avec le méme indice),
telles que

v — Vv* faiblement dans H'(Djy). (2.46)

D’aprés les propriétés (2.44), il existe ¢ = (cy, c2, c3) dans R3 tel que
vi=c p.p. dans U,,.
Par compacité de 'opérateur de trace de H(U) dans L?(T'/), on obtient que

M?||c|? =1, (2.47)

et ainsi ¢ est non nul.
Ainsi, d’aprés le lemme 2.10, pour toute fonction g dans C(IR?), la relation suivante est
satisfaite :

@) [ o22aR(2) = s [ 9(2)0R,(2) by (0,01

D’aprés la remarque 2.9,
[, 24%,(2) =Vt .y e 000" (2.48)

Le vecteur normal a la paroi supérieure de U, étant colinéaire au vecteur (—V,1), la
condition de non pénétration sur cette paroi est équivalente & la relation suivante :

—(c1,¢2) - Vo(y) +e3 =0, p.p.ye€ (0, M)Q. (2.49)

Finalement, pour toute fonction g dans C(IR?),

g(Z)dRy(Z)} =0, p.p.-ye 0 M)>

(2.50)
Nous allons utiliser cette relation pour montrer que (¢, c2) est orthogonal a deux vecteurs
indépendants de R?, et par conséquent

(c1,¢0) - [/RQg(Z)ZdRy(Z)—/W ZdRy(Z)/

]RQ

(c1,¢2) = 0.

Si en un certain point y dans (0, M)?, le support de la mesure R,, contient deux vecteurs
indépendants de K, notés Ny et Na, alors (c1,c2) est nul. Pour le montrer, il suffit de
choisir des fonctions test g de la forme

g = ag1 + bga,
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otl a, b sont des réels et pour i = 1,2, g; est une fonction continue de R? & valeurs dans R,
qui est égale & 1 au point N; et nulle en tout point de K \ {IV;}. Par la relation (2.49), on
obtient également que c3 est nulle, ce qui contredit la relation (2.47).

On peut donc supposer que pour presque tout y dans (0, M)?, le support de Ry
contient uniquement des vecteurs colinéaires dans K. Rappelons que ’hypothése de non-
dégénérescence implique que tous les vecteurs colinéaires de K sont dans le méme sens.
D’apres la relation (2.48), pour presque tout y, il existe donc un réel oy, > 1 et un vecteur
N, dans K tels que

V& (y) = ayNy.

On peut choisir le vecteur N, comme le plus petit vecteur dans chaque famille de vecteurs
colinéaires dans K.

Si ¢z est nul, d’aprés 1’égalité (2.49), tous les vecteurs N, coincident avec un vecteur
N* fixé dans K, autrement (c1, co) serait nul. Par conséquent,

99
ON*

(y) = |N*|* p.p.ye (0,M)>

Puisque ’ensemble K est fini, et que d’aprés la condition de non-dégénérescence, il ne
contient pas le vecteur nul, il existe un réel m > 0, qui ne dépend que de K, et tel que

¢

o= (W) =m pp.y € (0, M)

Ainsi, en fixant une valeur de M suffisamment grande, et qui ne dépend que de K, on
conclut que

d’ou la contradiction.
Supposons enfin que ¢z est non nul. D’aprés la relation (2.49),

1
—g(01,62)ayNy +1=0 p.p.ye(0,M)>2
Cela implique I'existence d'un demi-plan contenant presque tous les vecteurs N,. Ainsi, on
peut répéter 'argument précédent en considérant un vecteur N* appartenant a ce demi-
plan, et tel que, pour presque tout y, le produit scalaire N* - N, soit minoré par une
constante strictement positive qui ne dépend que de K.

2.6 Quelques remarques sur les parois rugueuses singuliéres

Supposons que la fonction ¢ : T2 - [0,1] n’est pas continue mais seulement semi-
continue inférieurement, et notons & nouveau . la fonction définie par

905(1'17$2) = 590(7a 7) \V/($1,£L'2) € <Oa 1)2'

Notons que pour tout € > 0, les sous-graphes des fonctions ¢, sont des ouverts de R3.
A cause de la semi-continuité inférieure, des rugosités singuliéres peuvent apparaitre au
voisinage des points de discontinuité. Dans ce cas, la condition de non-pénétration doit
étre affaiblie, au sens de la condition (2.6). En effet, autour des points de discontinuité
de ¢, des obstacles verticaux apparaissent. La condition (2.5), dans laquelle les fonctions
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¥1/3

/0 1 L1
FI1GURE 2.3 — Exemple de paroi générée par un profil semi-continu inférieurement et pro-
duisant un effet de rugosité uniforme.

test sont de classe C! dans D, ne permet pas de traduire la non pénétration sur des parois
verticales.

Dans le cas oll ¢ est semi-continue inférieurement, une version adaptée du lemme 2.4,
dans laquelle la condition de non pénétration (2.5) est remplacée par la condition (2.6),
peut s’interpréter comme une caractérisation de ’effet de rugosité uniforme. Cependant,
une difficulté demeure : celle de fournir une interprétation géométrique correcte de la
notion de riblet pour les parois semi-continues, similaire a l’interprétation obtenue dans le
théoréme 2.1.

De fait, autour des points de discontinuité de ¢, les surfaces verticales dont la capacité
est strictement positive jouent un réle crucial dans 'effet de rugosité. Ce type de situation
sort du cadre de la définition (2.10), et ne peut pas étre prise en compte, d’un point de vue
technique, par les techniques de démonstration du théoréme 2.1. En effet, les méthodes
de convolution que nous avons utilisées dans la preuve de ce théoréme, « ignorent » les
ensembles négligeables par rapport & la mesure de Lebesgue, méme s’ils sont de capacité
strictement positive.

Si Deffet de rugosité uniforme n’a pas lieu, on peut démontrer, en utilisant les techniques
de convolution du théoréme 2.1, qu’en tout point x de 21, il existe un réel € > 0 et un
vecteur ¢ = (c1, ¢2,0) non nul tels que, pour tout réel h,

| N B(x + he,e)| = 0.

Si en tout point zg dans 72, la valeur de ¢ en x( coincide avec sa limite inférieure approchée
en ce point :

¢(xg) = ap ylim o(y), (2.51)

—T0

alors le lemme 2.6 s’applique, et on obtient que ¢ est un riblet. Le théoréme 2.1 peut donc
s’étendre & ce type de fonctions semi-continues inférieurement. Un exemple de fonction
semi-continue inférieurement vérifiant en tout point la propriété (2.51) est donné par la
fonction

©:T? =R, geénérée par V(x1,22) € [0,1)% o(21,29) = 1.

La fonction ¢y /3 est tracée a la figure 2.3






Chapitre 3

Mesures de rugosité sur une surface.
Exemples et applications a l'effet de
rugosité

3.1 Introduction

Comme nous ’avons vu au chapitre 2, les mesures de Young sont un outil puissant
permettant de caractériser l'influence asymptotique des oscillations de certains types de
parois, notamment les parois cristallines. Plus précisément, elles permettent d’exhiber des
directions normales particuliéres, qui auront une influence, & la limite, sur le comportement
des champs de vecteurs non-pénétrants. Ces directions sont celles qui appartiennent au
support des mesures de Young R, associées & la suite des gradients des fonctions définissant
les parois oscillantes, en tout point y appartenant & un ensemble de mesure de Lebesgue
strictement, positive (voir le lemme 2.11). Si 'on montre 'existence de deux directions
vérifiant cette propriété, et qui forment une famille libre du plan, alors on peut conclure a
Peffet de rugosité.

11 existe cependant dans la littérature des exemples de parois rugueuses dont les oscil-
lations ne sont pas assez « visibles » & I'échelle de la mesure de Hausdorff bidimensionnelle,
et dont ’effet asymptotique ne peut étre mis en évidence a ’aide des mesures de Young. Un
tel exemple est fourni dans [17], et sera présenté dans la sous-section 3.5.4 de ce chapitre.
Typiquement, en reprenant les notations du chapitre 2, si les parois I'c sont les graphes de
fonctions . telles que la suite (Ve )eso converge fortement vers 0 dans L'((0,1)2,R?),
alors en presque tout point y de (0,1)2, le support de la mesure de Young associée & une
sous-suite de (Ve)eso est réduit a {0}. Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que,
pour une sous-suite,

V. =0 pp.ze(0,1)%

et ainsi

/ ZdR,(Z) =0 p.p.y€ (0,1)%
R2

Par conséquent, pour presque tout y dans (0, 1)2, le support de R, est contenu dans {0}.
On conclut en notant que, puisque les mesures de Young sont des mesures de probabilité,
leur support est non vide.

Afin de pouvoir prendre en compte des phénomeénes plus fins, invisibles pour la mesure
de Hausdorfl bidimensionnelle, nous introduisons dans ce chapitre des mesures capacitaires
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associées & un champ de vecteurs V, que nous appelons des mesures de rugosité. Sur le
plan technique, les mesures de rugosité sont liées aux phénoménes de relaxation et a la
I-convergence pour les problémes scalaires de type Dirichlet (voir [32], [30]). L’idée est de
considérer des suites de fonctions vectorielles u., non-pénétrantes sur I'c, et d’étudier le
comportement de la suite de fonctions scalaires (ue-V).q, par des outils de I'-convergence.
En particulier, si 'on posséde des estimations uniformes sur u. - V dans certaines régions
des parois oscillantes, et que ces régions satisfont certaines contraintes géométriques et
capacitaires, alors ces estimations seront satisfaites par la limite u-V sur la paroi I.

Un autre intérét de lintroduction des mesures de rugosité est qu’elles permettent
de mettre en évidence des phénoménes de rugosité plus complexes, dans lesquels des
contraintes non seulement directionnelles, mais aussi sur le sens des champs de vecteurs u.
sur les parois, peuvent passer & la limite. Ce type de phénoméne correspond par exemple &
ce qu’on appelle les synthetic jets, qui consistent & éjecter ou aspirer du fluide grace & des
appareils électroniques, a travers de petites perforations de la surface (voir [62]).

Apres avoir rappelé quelques résultats utiles sur la topologie des ensembles et introduit
I’espace des mesures capacitaires muni de la topologie de la «-convergence, nous définirons
les mesures de rugosité associées & un champ de vecteurs et donnerons une méthode d’ap-
proximation de ces mesures. Cette approximation nous permettra de retrouver des résultats
connus sur les parois périodiques ou cristallines, et d’établir de nouveaux résultats dans le
cas radial et dans le cas d’une rugosité « rare » évoqué précédemment. Nous conclurons ce
chapitre par un exemple d’effet de rugosité complexe.

3.2 Différentes topologies sur les ensembles

Soit N € {2, 3} la dimension de 'espace.

Convergence au sens des fonctions caractéristiques.

Définition 3.1. Soit (E,),cn et E des ensembles mesurables de RY. On dira que (Ep,)nen
converge au sens des fonctions caractéristiques vers F quand n tend vers l'infini, si

1p, — 1p fortement dans LP (R™Y),Vp € [1, 00).

Convergence des ouverts au sens de Hausdorff complémentaire. Dans ce para-
graphe, on suppose que tous les ensembles considérés sont contenus dans une boule fermée
B de RY. On note d(-,-) la distance euclidienne dans R". On considére I'ensemble Kp des
compacts non vides contenus dans B. Rappelons tout d’abord la définition de la distance
de Hausdorff sur Kp.

Définition 3.2. La topologie de Hausdorff sur ’ensemble Kp est générée par la distance
dp définie par

di(Ki, K2) = max{ sup d(z, K3), sup d(z, K1)} VK1, K> € Kp.
€K1 z€K>

dp est une distance sur Kp, appelée distance de Hausdorff. Par passage au complé-
mentaire, elle permet de définir une topologie sur les ouverts contenus dans B.

Définition 3.3. La topologie de Hausdorff complémentaire sur I'’ensemble des ouverts
contenus dans B, est générée par la métrique dge définie par

die(Q1,Q2) =dg(B\ Q1, B\ Q)
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pour tous 1, Qo ouverts inclus dans B.

Remarque 3.4. La distance de Hausdorff complémentaire ne dépend pas du choix de la
boule fermée B. En effet, si B est une autre boule fermée contenant les ouverts ;1 et o,
alors

dg(B\ Q1, B\ Q) = dg(B\ Q1, B\ Q).
Nous utiliserons fréquemment la propriété suivante.

Proposition 3.5. Soit (Q,)nen une suite d’ouverts de RY, tous contenus dans une méme
boule fermée B, et qui converge au sens de Hausdorff complémentaire vers un ouvert ().
Alors, pour tout compact K de RN contenu dans ,

dngpeN, VneN n>=nyg= K CQ,.

Un résultat de compacité. La définition suivante est tirée de [53, définition 2.4.1].

Définition 3.6. Soit y un point de RY, ¢ un vecteur unitaire et h un réel strictement
positif. On appelle céne épointé de sommet y, de direction ¢ et de dimension h, le cone
noté C'(y,&,h) (privé de son sommet) et défini par

Cly,&h) ={z € RV : (z = y,€) = cos(h)|z —y| et 0<|z—y|<h},

On dit qu’un ouvert £ inclus dans D satisfait la propriété du cone uniforme s’il existe un
réel h > 0 tel que, pour tout x € 91, il existe un vecteur unitaire &, tel que

Vy € QN By C(y,&z,¢) C Q.

On note Oyy;y la classe des sous-ensembles ouverts de D qui satisfont la propriété du cone
uniforme.

Rappelons le résultat de compacité suivant, qui est démontré, par exemple, dans [53].

Théoréme 3.7. Soit (2,)nen une suite d’ouverts dans la classe Oypnip. Alors il existe un
ouwvert Q dans Oynir et une suite extraite (Qn, )ken qui converge vers Q a la fois au sens
de Hausdorff complémentaire et au sens des fonctions caractéristiques. De plus, (Qy, ) et
(0Q,,) convergent au sens de Hausdorff vers Q et 09, respectivement.

3.3 Mesures capacitaires et y-convergence

3.3.1 Quelques rappels sur les capacités

Définition 3.8. Soit D un ouvert borné de RY. On définit la capacité d’un sous-ensemble
E de D par

cap(FE, D) = inf{/ Vul*dz :uelUp},
D
ol Ug est ’ensemble des fonctions u dans 'espace de Sobolev Hol(D) telles que

u > 1 presque partout dans un voisinage de F.
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Si une propriété P(z) a lieu pour tout = dans E & 'exception des élements d’un sous-
ensemble Z de E de capacité nulle, on dit que P(z) a lieu quasi-partout (q.p.) dans E.
L’expression presque partout (p.p.) fait référence, de maniére usuelle, a la mesure de Le-
besgue. Un sous-ensemble A de D est dit quasi-ouvert si pour tout réel € > 0, il existe un
sous-ensemble ouvert A, de D, tel que

ACA, et cap(A.\A,D)<e.

Une fonction f : D — R est dite quasi-continue si pour tout € > 0, il existe une fonction
continue f. : D — R telle que

cap({f # fe}, D) <&,

ou{f#f-}={xe€D: f(x)# fo(x)}. D’aprés un résultat bien connu (voir, par exemple,
Ziemer [79]), toute fonction u de 'espace de Sobolev H'(D) posséde un représentant quasi-
continu, qui est défini de maniére unique aux ensembles de capacité nulle prés. Dans la suite
de ce chapitre, on identifiera toute fonction u dans H'(D) avec son représentant quasi-
continu, de sorte qu'une condition ponctuelle puisse étre imposée & u(z) en quasi-tout
point x de D.

Définition 3.9. Si A est un sous-ensemble quasi-ouvert de D, on définit
HY}(A) ={u € H}(D) :u=0q.p. dans D \ A}.

D’aprés un résultat da a Hedberg, [51], si A est ouvert, alors cette définition coincide
avec la définition usuelle, & savoir la fermeture de ’ensemble des fonctions de classe C* a
support compact dans A, pour la norme H?'.

L’ensemble des quasi-ouverts de D n’est pas une topologie sur D. Cependant, & un
ensemble de capacité nulle prés, tout sous-ensemble quasi-ouvert coincide avec un sous-
ensemble ouvert pour une certaine topologie, appelée la topologie fine, et définie comme
suit.

Définition 3.10. On appelle topologie fine sur RV la topologie la moins fine qui rend
continues toutes les fonctions surharmoniques définies sur RY. Un sous-ensemble ouvert
de RY pour la topologie fine est appelé un ouvert fin.

La relation entre les quasi-ouverts et les ouverts fins est étudiée dans [1], [42], [58].
Retenons le résultat suivant.

Proposition 3.11. Soit A un sous-ensemble de D. Alors A est quasi-ouvert si et seulement
si A est la réunion d’un ouvert fin et d’un ensemble de capacité nulle.

3.3.2 Topologie sur I’espace des mesures capacitaires

Définition 3.12. On note Mg(D) ’ensemble des mesures boréliennes positives p, définies
sur D & valeurs dans R U {+o0}, telles que

i) u(B) =0 pour tout borélien B C D tel que cap(B, D) =0,

i) w(B) = inf{u(U) : U quasi-ouvert, B C U} pour tout borélien B C D.
Une mesure p dans Mo(D) est appelée une mesure capacitaire. On dira qu'une mesure
satisfaisant la propriété ¢) est absolument continue par rapport o la capacité.
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Soulignons que les mesures dans M (D) ne sont pas nécessairement finies, et peuvent
prendre la valeur +o0o sur des parties importantes de D.
Un exemple important de mesures capacitaires est donné par la définition suivante.

Définition 3.13. Etant donné un sous-ensemble arbitraire K de D, on note cog la mesure
définie par

i) ook (B) = 0 pour tout borélien B C D tel que cap(BN K, D) =0,

ii) ook (B) = 400 pour tout borélien B C D tel que cap(B N K, D) > 0.

Etant donnée une mesure p dans Mo(D) et un sous-ensemble K de D, on note | €
My(D) la restriction de p & K, définie par

pulr(B) =pu(BNK) pour tout borélien B C D.

Dans la suite du chapitre, on munit I'ensemble My(D) de la topologie dite de la +-
convergence.

Définition 3.14. On dit qu’une suite de mesures (p,)nen dans Mo(D) y-converge vers
une mesure p dans Mo(D), et on note

p=7— lm pp,
n—roo

si la suite de fonctionnelles (F),, )nen de L*(D) a valeurs dans R U {400}, définies pour
tout n € N par

Vu € L*(D) Fun(u):/ |Vu|2dx—|—/ w?d i,
D D

I'-converge dans L?(D) vers la fonction F),, définie par

Vu € L*(D) FM(u):/ vu|2dx+/ u?dp,
D D

c’est-a-dire que les propriétés suivantes sont satisfaites :
— pour toute suite de fonctions (u,)neny dans L?(D) convergeant fortement vers une
fonction u dans L2(D),
Fu(u) < liminf F, (u);

n—oo

— pour toute fonction u dans L?(D), il existe une suite de fonctions (uy, ),en convergeant
fortement vers u dans L2(D), telle que

F,(u) > limsup Fy,, (un).

n—oo

Pour les principales propriétés de la I'-convergence, nous renvoyons & 'ouvrage de Dal
Maso [31].
On munit 'ensemble Mo (D) de la relation d’ordre suivante :

p1 < p2 st VACD, A quasi-ouvert, p1(A) < pa(A). (3.1)

Remarquons que toute suite monotone de mesures est y-convergente (voir [15], [30]).
Le résultat suivant est démontré dans [32].

Proposition 3.15. L’espace My(D), muni de la topologie de la ~y-convergence, est un
espace métrique compact. De plus, I’ensemble des mesures de la forme copy 4, ot A est un
ouvert (que l'on peut choisir régulier), est dense dans Moy(D).
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Notons que la y-convergence est métrisable par la distance d. définie par

V:ULMQ S M(](D) d’}’(/-”b,“?) = /D ‘w,ul - w#2|dx7

ol w,, est la solution variationnelle de I’équation
—Awy, +pw, =1 dans Q,  wy, € Hy(D)NL*(D,p) (3.2)

voir [15]). Le sens précis de cette équation est le suivant : w,, appartient a Hj (D)NL?(D, p
I 0
et pour toute fonction ¢ dans H&(D) NL%(D, p),

/IDunvqs d:v+/DwM¢ d,u:/DgZ)dx.

Si A est un sous-ensemble quasi-ouvert de D, alors
Hg(D) N L*(D,cop\a) = Hy(A)

(voir [15]). D’apreés le résultat de Hedberg [51], si 2 est un sous-ensemble ouvert de D, la
solution associée a la mesure ocop\q est précisément la solution au sens des distributions
de I’équation

—Awg =1 dans Q, wq € H}(Q). (3.3)

3.3.3 ~y-convergence et convergence au sens de Mosco

Dans la suite de ce chapitre, on identifie tout sous-ensemble quasi-ouvert A de D avec
la mesure cop) 4. Le résultat suivant est démontré dans [15] :

Proposition 3.16. Si Q est un sous-ensemble quasi-ouvert de D et (Qp)nen est une suite
de quasi-ouverts, alors on peut établir I’équivalence suivante (voir [15]) : la suite ()
y-converge vers Q) si et seulement si la suite (H}(,)) converge au sens de Mosco vers
HOI(Q), c’est-a-dire qu’elle vérifie les propriétés suivantes :

1. V¢ € HY(Q) 3¢n € HF (D) tels que ¢, — ¢ fortement dans H (D) ;
2. 8i ¢n, € HY (D) est telle que ¢, — ¢ faiblement dans H} (D), alors ¢ € HL(Q).

Une maniére d’obtenir la convergence au sens de Mosco des espaces H} (€2,) vers HE (Q),
est d’imposer des contraintes géométriques et capacitaires sur les ouverts €2, et Q.

Contraintes géométriques. Si (€,) est une suite d’ouverts qui converge au sens de la
topologie de Hausdorff complémentaire vers un ouvert {2, on peut montrer facilement que
la premiére condition de Mosco est satisfaite. Fn général, la seconde condition de Mosco
n’est pas satisfaite, sauf si I’on impose des contraintes capacitaires sur les domaines €2,
(voir [20], [15]).

Contraintes capacitaires. Pour tout x dans D et tout réel R positif, on note B, g la
boule ouverte de centre z et de rayon R dans RY. Pour tout sous-ensemble ouvert € de
D, on note ¢ son complémentaire dans D.
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Définition 3.17. Soit des réels ¢, > 0. La classe des domaines qui satisfont la condition
de densité capacitaire (c,r)-uniforme est constituée par les sous-ensembles ouverts € de
D, tels que pour tout x dans 02, I'inégalité suivante est vérifiée :

Cap(QC N B$,t7 B:c,Qt)

Vit 0 >
€0 cap(By,¢, Bz ot) ¢

(3.4)

Le résultat suivant est prouvé dans [20] (voir également Frehse [41]).

Théoréme 3.18. Soit () une suite d’ouverts satisfaisant la condition de densité ca-
pacitaire (c, r)-uniforme. Supposons que (2,,) converge vers Q0 au sens de la topologie de
Hausdorff complémentaire. Alors (€y,) y-converge vers €.

En particulier, la seconde condition de Mosco est satisfaite pour la suite d’espaces
(HE(Qy)) et sa limite H ().

La condition de densité capacitaire uniforme 3.18 peut étre relaxée en une condition
plus faible, appelée critére de Wiener.

Définition 3.19. On dit qu'un domaine 2 inclus dans D satisfait le critére de Wiener
uniforme si pour tout point x de 02,

>g(r,R,x) pourtout 0<r < R<1,

/R Cap(Qc N Bm,ta Bac,Qt) ﬁ
r Cap(Bx,t> Bz,Qt) t

oug:(0,1) x (0,1) x D — R est fixée, et vérifie

VR € (0,1) lin%) g(r,R,x) = 400 localement uniformément en x.
—

Le critere de Wiener permet d’obtenir un résultat analogue au théoréme 3.18, démontré
dans [21] :

Théoréme 3.20. Soit (2,) une suite d’ouverts satisfaisant le critére de Wiener uniforme.
Supposons que (£2,) converge vers Q au sens de la topologie de Hausdorff complémentaire.
Alors () y-converge vers Q.

3.4 Mesures de rugosité sur le bord
Soit  un ouvert lipschitzien inclus dans D, tel que
QccD.

Soit (£2¢) une suite de perturbations de  qui satisfait les propriétés suivantes :

i) (€¢) est une suite d’ouverts lipschitziens qui vérifient une condition de cone uniforme ;

ii) () converge au sens de la distance de Hausdorff complémentaire vers €.
D’apreés le théoréme 3.7, ces deux hypothéses impliquent une convergence géométrique forte
des frontiéres des ouverts, au sens ot 92, converge également vers 9€) pour la métrique de
Hausdorff. De plus, les ouverts ). étant lipschitziens, le vecteur normal unitaire extérieur
n. est défini quasi-partout sur 0€).. Enfin, la condition de céne uniforme implique que
la constante de Lipschitz des frontiéres, vues localement comme le graphe d’une fonction
lipschitzienne, est uniformément bornée.

Le paramétre € peut étre continu ou séquentiel.
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3.4.1 Définition et premiéres propriétés des mesures de rugosité

Soit V dans W1>°(D,R¥). Nous allons construire une mesure & support sur 9Q qui
décrit la rugosité asymptotique des parois 0€2. dans la direction du champ de vecteurs V,
quand ¢ tend vers 0. Rappelons tout d’abord la définition du support d’une mesure.

Définition 3.21. Soit u une mesure borélienne positive, définie sur D. Le support de p,
noté spt(u), est un sous-ensemble fermé de D, défini par

spt(n) = {z € D : VO C D ouvert, x € O = p(O) > 0}.

On considére la famille de mesures My, constituée par les mesures p dans Mo(D) telles
que pour toute suite de fonctions u., dans H 1(Q5k,RN ), satisfaisant la condition de non
pénétration

ug, - ng

, =0 sur 0Q, (3.5)

k

et telles que
—u faiblement dans H3 (D), (3.6)

Ug,

alors la limite faible u satisfait l'inégalité suivante :

/ V(u-V)2dx+/(u.V)2du<hminf/ IV (ug, - V)[*dz. (3.7)
D D k—oo Jp

L’égalité ue, - n., = 0 a un sens ponctuel, en tout point ou la normale existe et pour un
représentant quasi-continu de u,, .

Notons que 'ensemble M~y n’est pas vide, puisqu’il contient toujours la mesure nulle.
On peut donc introduire la définition suivante :

Définition 3.22. On appelle mesure de rugosité associée & 9€) dans la direction du champ
de vecteurs V, la mesure v définie par

pv =sup{p: p € Mvy}.

Dans cette définition, le supremum est pris au sens de la relation d’ordre (3.1) sur
les mesures. Notons que, par passage au supremum, la propriété (3.7) est vérifiée par la
mesure /1y, pour toute suite de fonctions ue, et toute fonction u qui satisfont les propriétés
(3.6)—(3.7). Cette propriété permet de démontrer le résultat suivant.

Proposition 3.23. Soit V un champ de vecteurs dans W1 (D, RY), qui est non nul
quasi-partout dans D. Alors la mesure de rugosité v est a support dans OS2 et ne dépend
pas de Uouvert D.

Démonstration. Soit € D\ 9. Nous allons montrer que x n’appartient pas au support
de mv -

D\ 09 étant ouvert, il existe un rayon R > 0 tel que la boule fermée de centre x et de
rayon R, notée B, g, soit incluse dans D \ 2. Puisque la suite de fermés (9€.) converge
au sens de Hausdorff vers 092, d’aprés la proposition 3.5 appliquée aux complémentaires
de ces fermés dans D,

Jeo >0, Ve >0 e<eg= B, rC D)\ .

Notons O la boule ouverte de centre z et de rayon R/2. Soit ¢ une fonction dans H} (D, RY),
telle que
¢=V q.p.dans O. (3.8)
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On considére la suite constante (u.) définie par u. = ¢ pour tout e > 0. D’apres l'inégalité
(3.7),

[ v ram —o.
D

D’apres la relation (3.8), on obtient en particulier

/ 'V[*duy = 0.
@

Ainsi, puisque V est non nul quasi-partout dans D,
MV(O) =0,

ce qui montre que x n’appartient pas au support de pv.
Le fait que la mesure de rugosité ne dépende pas de 'ouvert D provient du caractére
local de la condition de non-pénétration (3.5). O
En général, la construction des mesures de rugosité peut s’avérer difficile. Cependant,
nous allons voir que de notre point de vue, il importe avant tout de déterminer dans quelles
zones la mesure de rugosité s’annule, et dans quelles zones elle prend des valeurs infinies.
Plus précisément, les propriétés fondamentales des mesures de rugosité sont les suivantes.

Proposition 3.24. Si l'on note n = ey le vecteur normal a T, alors la mesure py est
wnfinie sur .

Démonstration. Soit u,, une suite de fonctions dans Hg(Q,, RY), satisfaisant la condi-
tion de non-pénétration (3.5) sur I',, et convergeant faiblement vers une fonction u dans
H¢(D,RY). Montrons que u est nulle quasi-partout sur I'. Soit ¢ une fonction de classe
C* a support compact dans D. Par intégration par parties, ’égalité suivante est satisfaite
pour tout n dans N :

/ (div up)p dz = / u, -npe dHN T - / u, Vo dz.
D 0 D

Le résultat s’en déduit en appliquant la condition de non pénétration (3.5) et en passant
& la limite dans cette égalité. O

Proposition 3.25. Soit V. un champ de vecteurs dans W1 (D, RY), qui est non nul
quasi-partout dans D, et tel que

Ve>0 V-n.=0 sur 09..

Alors pv est nulle.

Démonstration. En effet, en choisissant pour tout k € N
U, =V,
et en passant au supremum sur 4 dans 'inégalité (3.7), on obtient I'inégalité suivante :
[ I9vRds [ (VERduy < timint | [90VE)Rde.
Ainsi,

/ VI = 0.
D

Par conséquent, la fonction |V|* étant strictement positive quasi-partout dans D, la mesure
wv est nulle quasi-partout. O
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Proposition 3.26. Soit K un sous-ensemble HYN ~'-mesurable de 0. S’il existe N champs
de vecteurs V1, Va, ..,V dans WH(D,RY), qui sont linéairement indépendants en
quasi-tout point x de K, et tels que

Vi=1,..,N, pv,| k=K, (3.9)
et s’il existe une fonction u dans H'(D,RN) telle que
Vi=1,.,N, u-V;cL*D,uy,),
alors u est nulle quasi-partout sur K.

Démonstration. Puisque u-V; € L*(D, uv,), cela d’aprés la propriété (3.26), la fonction
positive (u - V;)? est nulle quasi-partout dans K. En particulier,

u-V; =0 quasi-partout dans K.

Les champs de vecteurs V1, ..., Vy étant indépendants quasi-partout sur K, la fonction u
est nulle quasi-partout dans K. O

3.4.2 Approximation des mesures de rugosité

Soit V un champ de vecteurs dans W (D, RY). Dans cette sous-partie, nous propo-
sons une méthode permettant de construire une mesure u5; qui approche la mesure py par
valeurs inférieures, c’est-a-dire

py < pv

au sens de la deéfinition (3.1). Pour cela, nous allons prendre en compte les régions ou
le champ de vecteurs normaux est proche de V. L’intérét de cette démarche est de nous
permettre d’identifier certaines régions oiu la mesure de rugosité est infinie : en effet, si uS;
est infinie sur un ensemble K, alors, par monotonie, la mesure pvy est également infinie sur
K.

Soit § > 0. On introduit ’ensemble suivant :

U(V,0,e) = {x € 09 : n.(x) existe et [n.(z) — V(z)| < d}. (3.10)

U(V,0,¢) est un sous-ensemble borélien de 9€)., qui en général n’est pas fermé, sauf si Q.
est de classe C!. Cet ensemble est défini & un ensemble de capacité nulle prés.
Pour tous réels € > 0 et § > 0, on introduit la mesure

pd = ooy v,s5,0) € Mo(D). (3.11)
Remarquons que pour 0 < §; < dz, U(V, d1, ¢) est inclus dans U(V, d2, €), et par conséquent
e < pl (3.12)

Pour tout & > 0, on note M®(V) I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u)e-o
dans My(D), pour la topologie de la y-convergence. L’espace M(D) étant compact pour
cette topologie (voir la proposition 3.15), I'ensemble M®(V) est non vide. Le réel § > 0
étant fixé, on introduit la mesure suivante :

po (V) =inf{p: pe MO(V)} (3.13)
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Pinfimum étant pris au sens de la relation d’ordre (3.1).

Notons que I'application 6 — 1°(V) est décroissante et que, par conséquent, elle admet
une unique v-limite quand J tend vers 0. En effet, soient deux réels d1, 2 tels que 0 < §; <
S2. D’apres la relation (3.12), pour toute mesure pp dans M?%(V), il existe une mesure i
dans M% (V) telle que p; < p2. On conclut en prenant Uinfimum sur p; puis sur e que
WV < (V).

Dans le cas ot la suite (ud(V))eso 7-converge quand e tend vers 0, alors pd(V) est
précisément sa y-limite. Nous verrons des exemples dans la partie 3.5.

On définit la mesure uS, par

g
py = = lim 2 (V).
Proposition 3.27. La mesure u3; définie ci-dessus est a support dans 0€).

Démonstration. Soit z un point dans D \ 02. Montrons que z n’appartient pas au
support de ug;. On reprend les notations de la démonstration de la proposition 3.23. Soit
donc R > 0 tel que By r € D\ 09, et on note O = B, /. On montre tout d’abord que

1 (V)(O) = 0 pour tout § > 0, ce qui revient a montrer que
V6 >0, Yue MO(V) pu(O)=0. (3.14)

Fixons donc un réel § > 0 et une mesure u dans M°®(V). 1l existe une suite extraite de
(18), notée (,ugk), telle que

p=ry = lim gl
De méme que précédemment,
Jko €N, Vk €N k>ko= B, r C D\T,,.
En particulier, puisque pour tout k, U(V,d,er) C I';,, d’aprés la définition (3.11),
Vk > ko pl,(Bagr) = 0. (3.15)
Soit u une fonction dans Hi (D), telle que
vw>0, u=1ldans O, w=0dans D\ B,p.

Par définition de la y-convergence,

/Vu|2dx+/u2d,u<hminf/ |Vu|2dx+/u2d,ugk.
D D k—oco Jp D

Ainsi, puisque d’aprés (3.15)
/ u2d,ugk =0,
5 ,

en utilisant la positivité de u, on obtient finalement que

/duzO.
O

La propriété (3.14) est démontrée. On montre de méme qu’un point n’appartenant pas au
support des mesures £°(V) ne peut pas appartenir au support de leur y-limite K, ce qui
achéve la démonstration. O
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Théoréme 3.28. L’inégalité suivante est satisfaite :

Hy < v (3.16)
Démonstration. Soit une suite de fonctions u., dans H'(f,,RY) satisfaisant la condi-
tion de non-pénétration (3.5), et soit u € H}(D,RY) vérifiant la condition (3.6).

En tout point = de U(V,d,¢ex), on peut écrire I’estimation suivante :

ug, - V(2) = ue, -0y ()] < ug [[V(2) — ng ()]
<

et puisque u., - n., (z) = 0, on obtient I'inégalité suivante :
lug, - V()] < dlug,|.

Par conséquent,
(Jus, - VI =dlus,[)* € Hy(D\U(V,8,e)).

Ici, la définition de I'espace de Sobolev H} (D \ U(V,d,¢e)) est prise au sens de Hedberg
[51, 52]. En passant & la limite quand k tend vers l'infini et en utilisant la y-convergence
de la suite de mesures ooy (v s5.,), on obtient 'inégalité suivante :

[ 190uVI=slal)* ot [ [(uVi=dal*Pan’ < minf [ V(e VISl ) .
D D k—oco D

En faisant tendre ¢ vers 0 et en utilisant la y-convergence de (u)s-o associée a la conver-
gence forte de (ju- V| — §lu)* vers |u- V| dans H}(D,RY), on obtient que le premier
membre de cette inégalité est minoré par la quantité

/|V|u-V\|2dx+/ lu-V2dud.
D D

D’autre part, on peut estimer le second membre de I'inégalité en écrivant

liminf/ IV(lug, - V| = 8lug, |)T|?de
D

k—o00

k—o0

< liminf/ IV(ju., - V| = dlug, |)|*dz
D

< lim inf/ IV|ug, - V|[2dz 4+ 26M + 6> M,
k—oco Jp

ot M est une constante qui ne dépend que de lanorme de V et de limsupy,_,, [[ue, | 3 (o rv)-
Ainsi, en passant & la limite quand ¢ tend vers 0, on obtient 'inégalité suivante :

Vliu-V|2dz + [ |u-V|?dpé <liminf [ |V|u, - V]|[*dz.
vV k
D D k—oo D

La fonction u et la suite (u., )ken étant arbitraires, le théoréme 3.28 est démontré. O
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3.5 Applications & I’effet de rugosité

3.5.1 Cas des parois périodiques

Le résultat suivant est une application du théoréme 3.28 au cas de parois oscillantes
périodiques. En particulier, il permet de démontrer un résultat plus général que le résultat
démontré dans [22], en supprimant I’hypothése de régularité sur les parois oscillantes.
Comme nous ’avons fait au chapitre 2, on peut supposer sans perte de généralité que €2
est 'hypercube (0,1)V~=1 x (—=1,0), et que seule sa paroi supérieure

r=o00n{zy =0}

est perturbée.
Pour tout vecteur ¢ dans R, on note également ¢ le champ de vecteurs constant tel
que V(x) = £ pour tout 2 dans D. Alors le résultat suivant est vrai :

Théoréme 3.29. Soit h: RV=1 — R une fonction lipschitzienne et périodique de période
(0, VN=L. Pour tout n dans N, on définit la fonction hy, : (0, )N=1 — R par

1
hn(2') = Eh(nw’) va' e (0,1)N L

On considere la suite (Qp)nen de perturbations de Q définie par
Vn € N Q, ={(@,zy) eRY : 2/ € (0,1)V 7, =1 < 2y < hy(2))}.
Alors, pour toute direction & dans RY satisfaisant la propriété de densité suivante :

Vo >0 HNTT{(@ hz") 2’ € (0,11) x ... x (0,Ix_1) : |€ —n(z', h(z))| < 6}, D) >0,
(3.17)

la mesure de rugosité pe est infinie sur I'.

Ici, on a noté HN~! la mesure de Hausdorff (N — 1)-dimensionnelle.
Démonstration. Afin de prouver que

pe [T = oor,

nous allons évaluer la mesure de rugosité approchée y¢ et utiliser I'inégalite (3.16).
Pour tout n € N, on note I', 1a paroi

Fn = {($/,hn(1’/)) : $/ € (0, ll) X ... X (07ZN—1)}7

et, par analogie avec la définition (3.10), on introduit pour tout réel § > 0 le sous-ensemble
suivant de I'y, :

Un(€,6) = {2’ € (0,1)N71 : n(2/, hy(a')) existe et [n(2, hy(2')) — £ < 5}

En général, 'ensemble U, (§, ) n’est pas fermé, mais d’aprés 'hypothese (3.17), il est de
capacité strictement positive. Quitte & le remplacer par sa fermeture pour la topologie fine,
qui est un quasi-fermé de capacité & nouveau strictement positive, on peut supposer que
U, (&, ) contient un sous-ensemble fermé noté U, de capacité strictement positive (voir la
proposition 3.11). On note D,, I’ensemble ouvert

D, = D\ U,.
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Montrons tout d’abord que la suite d’ouverts (D,,) y-converge vers D \ I". On utilise
pour cela le théoréme 3.20. Puisque la suite de fonctions h,, est uniformément lipschitzienne
et qu’elle converge uniformément vers 0, on montre facilement que (D,,) converge vers D\T
pour la topologie de Hausdorff. 1l reste a vérifier que pour tout n dans N, D,, satisfait un
critéere de Wiener uniforme. Il suffit pour cela de démontrer I'existence d’une constante
B > 0, telle que, pour tout n dans N et tout point xg appartenant a I,

lim inf cap(Un N Byt Bao 2t)

> 8, 3.18
n—00 cap(Bzom Bafm?t) ( )

et d’appliquer le lemme de Fatou. En effet, rappelons le résultat suivant, démontré dans
[15, lemme 4.8.10] :

Lemme 3.30. Il existe une constante strictement positive ¢, dépendant uniquement de la
dimension de l’espace, telle que pour entier naturel n, pour tous réels R > r > 0 et tous
points x1, 1z dans RN tels que

d(z1,x2) < 1/2,

l'estimation suivante a lieu :

Cap(Bwl,t7B.’L'1,2t) t

/R cap(Un N Bay ., By, 20) At _ C/R/2 cap(Up N Byy 1, By .ot) dt
r S A cap(Bayt; Bey2t) t

D’aprés ce résultat, si le point zg est suffisamment proche de I', on peut le remplacer
par un point de I' et modifier la constante dans le second membre de 'inégalité (3.18).
Soit donc un point zp sur I'. Afin de démontrer l'inégalité (3.18), on procéde a une
symétrisation de Steiner par rapport a 'hyperplan {2y = 0} pour obtenir I'inégalité sui-
vante :
lim inf Cap(Dn N on,h B:co,Qt) > lim inf Cap(Kn N Bzo,ta B:ro,Qt)
n—o0 Cap(on,h on,2t) n—oo Cap<Bx0,t> Bmg,2t)

)

ot on a noté K, = {(2/,0) : («/, hn(2’)) € Uy,}. Puis, en utilisant une symeétrisation de
Schwarz par rapport a la droite orthogonale a 'hyperplan {x = 0} et passant par zg, on
montre

Cap(Kn N on,t7 Baco,2t) Cap(on,mty Baco,2t)

lim inf > lim inf =4 >0,
n—00 Cap(Baco,ta on,Qt) n—oo Cap(on,ta Bwo,Qt)
oit m > 0 ne dépend que de la mesure HV ! dans la relation (3.17). O

Puisque la suite d’ouverts (D,,) 7-converge vers D \ I', on peut appliquer le méme
raisonnement que dans la démonstration de la proposition 3.16 pour obtenir l'inégalité
suivante :

oor K e

Cela conclut la démonstration du théoréme 3.29. O
Le résultat de [22] est contenu dans ’énonceé suivant.

Corollaire 3.31. Sous les hypothéses du théoréeme 3.29, si la fonction h est de classe C',
alors
— si @' est un point fixé dans (0,1)N~1 et si on définit la direction n = n(x’, h(z')),
alors la mesure de rugosité , est infinie sur I ;
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— sin est un vecteur de RV de la forme

n=mnx{0}

o ' est un vecteur de RN"! tel que la fonction h soit invariante le long de toute
droite paralléle a n', alors i, est nulle.

Démonstration. La premiére affirmation résulte du théoréme 3.29. En effet, puisque h est
de classe C!, la condition (3.17) est satisfaite par continuité du champ de vecteurs normaux,
puisque tout sous-ensemble ouvert non vide de I' est de capacité strictement positive. La
seconde assertion est une conséquence directe de la proposition 3.25. O

3.5.2 Cas radial
A titre d’exemple, on considére un cylindre
Q={(z,y,2) eR3: 2 + > < 1,-1< 2 <0}
dont on perturbe la paroi supérieure I' := 9Q N {z = 0}. Pour tout n dans N, on note I,
la perturbation radiale définie par

1
I, = {(rcosf,rsinb, ﬁh(nr)) :r€[0,1),0 € [0,2n]},

ot h:[0,1] — R est une fonction de classe C!. Si I'on définit le champ de vecteurs V par
V(‘/I"’y7 Z) = (—y,l‘,O) V(:c,y,z) E]R37

d’aprés la proposition 3.25, la mesure de rugosité dans la direction de V est nulle. A
I'inverse, si I'on considére le champ de vecteurs

V(z,y,2) = (z,y,0) Y(z,y,2) € R3,

par un argument similaire & celui du corollaire 3.31 associé a une condition de densité
capacitaire, on obtient, comme au théoréme 3.29,

wv LFZ oor.

Ainsi, sur la paroi supérieure I', on obtient une condition d’adhérence dans la direction
radiale et une condition de glissement parfait dans la direction tangentielle.

3.5.3 Cas des parois cristallines

Soit F' = {£1, .., &} une famille finie de vecteurs de SN~1, différents du vecteur ey, et
dont la N—iéme composante est positive. Soit h, : (0,1)V =1 — R une suite de fonctions
telle que pour tout n dans N, h,, est continue et affine par morceaux, et en tout point oul
la normale au graphe de h,, existe, elle appartient a la famille F'. On suppose enfin que la
suite (hy,) converge uniformément vers zéro.

Nous commencons par énoncer un résultat technique.

Lemme 3.32. I existe deux constantes c1,co > 0 telles que ¢y < 1 et pour toute fonction
h dans WH*(T), affine par morceauz et dont les normales appartiennent a la famille F, et
pour toute boule By g dans RN™1 de rayon R > co||hlleo, Uinégalité suivante est vérifiée :

Vie{l,..k}  HV T (Byrn{z € (0,)N " in(@, h(2) = &}) < MV (Bo ).
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Démonstration. C’est une conséquence directe de I’argument unidimensionnel suivant.
Soit un réel R > 0, qui sera fixé par la suite, et soit f : [0, R] — R une fonction continue
et affine par morceaux, de pentes si, ..., 5. 1l existe une constante ¢ > 0, telle que

Vie{l,...,k}  H'{f =s}) <cR. (3.19)
On peut supposer que |sg| = max; |s;|, et quitte & changer f en —f, on peut supposer

que s = 0. Remarquons tout d’abord que

R
/0 F(@)dz < 2] fllsor

d’ou
siH' ({f" = si}) <2/ flloo + |sk|(R = H' ({f" = s:})),

et par conséquent,

HU{F = sib)(si+ Isel) < @I floo/ R + |sk]) R.

Ainsi,
2||flloo/ R + skl
H! F = i) < R.
{f" = si}) 51+ 5%
On choisit R tel que ||f||oo/R < |Sk|/2. On obtient alors l'inégalité (3.19) ou c est définie
par ¢ = max; jrlil

Pour démontrer le lemme 3.32, on applique cet argument unidimensionnel sur des lignes
de I' N B, g paralléles aux directions & — (&; - ey)en et on intégre sur un parallélépipede
contenu dans la boule B, g. O

Théoréme 3.33. En quasi-tout point x de I, il existe deuxr normales &,&; dans F' telles
que, G une sous-suite prés, pour toute suite de fonctions u. dans Hl(QE,RN), satisfaisant
la condition de non-pénétration u. - n. = 0 sur Iz, et qui converge faiblement vers une
fonction u dans H}(D) (au sens des extensions), on a u(z) - & =0 et u(z) - & = 0.

Démonstration. Pour tout i € {1,...,k} et tout € > 0, on note w5 := WD\ {zm, (z)=¢;}» €
on définit la fonction ‘

fE=T0 s
On observe que f! s’annule quasi-partout sur le graphe de h., sauf dans les régions ou la
normale est égale a &;. Puisque

fi— Hé‘?:l’#iwj faiblement dans H',

et que la région ou f! s’annule est dense au sens de la définition 3.18 (d’aprés le lemme
3.32 par les mémes arguments que dans le cas périodique), on obtient que

k
Uiy jsw; =0 qp.sur I
Cette relation étant vraie pour tout ¢ = 1, .., k, la conclusion du théoréme en découle. [

Remarque 3.34. Dans le cas N = 2, cela implique que u est nulle quasi-partout sur I'. En
effet, le produit scalaire de u avec e et avec I'une des directions &;, qui sont indépendantes
de eq, s’annule quasi-partout sur I'.

Dans le cas N = 3, si pour tout couple &;,§;, la famille de vecteurs {es, &;,&;} est libre,
I’argument précédent reste valable, et ainsi u est nulle quasi-partout sur I'. S’il existe deux
vecteurs &;, &; tels que la famille {es, &, §;} soit liée, alors u peut satisfaire une condition de
glissement parfait dans la direction e3 x §; et avoir une composante nulle dans la direction

éi - (52 : 63)€3~
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3.5.4 Exemple tiré de [17]
Soit ¢ : (0,1)?> — R la fonction définie par

q(z1,z2) = min{|z1]|, |1 — 21|} V(z1,22) € (0, 1)2.

Pour tout k € N, on définit la fonction g : R? — R par

1 :
(2, 29) = { (ka1 ka) si (a1,72) € [0,1/K] x [0,1/K],
0 sinomn.

Soit &1, &2 les deux normales associées au graphe de ¢. De méme que dans le cas cristallin
(voir la section 3.5.3), on montre que si k est fixé, les mesures de rugosité associées a la
famille des graphes des fonctions ¢ . définies par

Ore(T1,29) = eq (w1 /e, 29/€)  V(x1,22) € (0,1)%,

sont infinies dans les directions &1, £&». Par une procédure diagonale basée sur la métrisabilité
de la vy-convergence, il existe une suite k,, — oo, une suite €, — 0 et une suite de fonctions
Ok, en QUi génere également des mesures de rugosité infinies dans les directions i, &2, sur
la paroi limite (0,1)2 x {0}. Puisque la famille {e3, &1, &} est libre, cela montre que Deffet
de rugosité a lieu. Cependant, puisque k, — o0, la suite (Vg ¢, Jnen converge fortement
vers 0 dans L1((0,1)%,R?). Ainsi, les familles de mesures de Young associées a cette suite se
réduisent & des masses de Dirac centrées en zéro, et ne fournissent donc pas d’information
sur leffet de rugosité.

3.6 Exemple d’effet de rugosité complexe

Dans cette section, nous fixons la dimension de I'espace & N = 3. Nous nous placons
dans le cadre des chapitres 1 et 4, c’est-a-dire que nous considérons des domaines solides,
notés S ou S;, immergés dans un fluide, et tels que le domaine solide-fluide occupe un
domaine borné € de R3.

L’objectif de cette section est de donner un exemple de phénomeéne de rugosité com-
plexe, dans lequel une distribution de singularités verticales convenablement choisie produit
I’effet suivant sur le flot :

— d’une part, le flot est dirigé suivant la direction des riblets, comme attendu dans le

cadre des conditions de glissement dirigé avec friction ;

— d’autre part, le sens d’écoulement est également prescrit sur la totalité de la paroi
limite, et résulte de 'effet asymptotique d’injections de fluides & travers de micro-
perforations de la paroi.

Soit © un domaine borné de R3 et (S.)s>0 une suite de sous-ensembles ouverts de §)
satisfaisant une condition de céne uniforme, et qui converge pour la topologie de Hausdorff
complémentaire vers un ouvert S. On suppose que les parois dS,. sont divisées en trois ré-
gions : une « grande » région parfaitement glissante G, et deux « petites » régions I, et A,
qui correspondent & des régions ot du fluide est injecté ou aspiré. Ces régions sont consti-
tuées de micro-perforations distribuées arbitrairement sur les parois S.. On considére une
suite de fonctions u. dans H'(, R3) satisfaisant la condition de non-pénétration

/ u; - n.ds =0,
0S:
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qui converge faiblement vers une fonction u dans H'(Q,R3), et satisfait les conditions
suivantes :

- U - Nng = we, sur G,

- U -ne 2 o, sur I,

- u.-ng < —0, sur A..
Ci-dessus, les fonctions w. sont dans L>°(I';), et vérifient

1. oo — U.
tim el o ) = 0

Ces fonctions correspondent aux vitesses normales (éventuelles) de déplacement des parois
glissantes I'c, qui peuvent étre générées par des mouvements de forme des solides. Suivant
la maniére dont les perforations sont distribuées sur les parois, & la limite, il est possible
d’obtenir la condition de non-pénétration u-n = 0 sur 9§ et, par exemple, d’annuler 'effet
de 'aspiration du fluide pour rendre global I’effet des injections de fluide, en contraignant
le flot & suivre une certaine orientation sur toute la surface 0S. Plus précisément, on peut
s'attendre a I'existence d'un champ de vecteurs tangents & : S — S?, qui ne dépend que
du comportement asymptotique de la famille {I;}.~0, et tel que

u(z)-&(x) > a q.p.sur 0S.

Nous donnons un exemple en dimension trois, concernant des rugosités construites &
partir de pyramides élémentaires similaires a la pyramide ABC DE (voir la figure 3.1), dont
les sommets ont les coordonnées suivantes : A(L,0, h), B(0, %, 0), C(0, —é, 0), D(L, —%, 0),
E(L, é, 0). Les parois rugueuses que 1’on considére sont constituées par une réunion arbi-
traire de pyramides similaires & ABCDEY?, ot ¢ décrit un ensemble d’indice noté J., qui
sont de tailles aléatoires (h$,[5, L7), et qui s’aplatissent dans le sens o

supmax h; — 0 quand € — 0.

e>0 1€Je
Pour simplifier I’exposé, nous choisissons A. = () et a = 0. De méme, sur les parois qui
s’aplatissent [ABC]; U [ACD]; U [AEB];, la composante normale du flot est donnée par
la fonction we, tandis que sur les faces verticales [ADE];, cette composante normale est
positive.

Plus précisément, pour tout € > 0, on note R; 'image par la projection canonique sur

R? de la base [BCDE); de la i-iéme pyramide, défini par la donnée de son coin inférieur
gauche (z5,y7) suivant la formule

RS = (25 + L) x (y5,yf +15).

On suppose que les rectangles RS sont disjoints et contenus dans le carré [0,1]2. On note
0¢ la famille de points du plan définie par

oo = {(25,98),i € 1.}y C [0,1]%

79

On suppose enfin qu’il existe deux constantes 0 < ¢; < ¢3 telles que ¢; < % < cg et on
définit 1

Soit . : [0,1]? — R, la fonction semi-continue supérieurement définie par

ol = max {5 + 0,12\ Usey, RS

€ €
)

pe(w,y) = 0 pour z € (0,1) \ Uies, B;, oo = max @. pour = € Uje . R,
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&3

A A

Zo

Y

FiGURE 3.1 — Forme élémentaire de la rugosité.

ot QL : EZE- — R est la plus petite fonction concave satisfaisant

£

- , IE
Oe(xs + 01 L5,y +0205) =0 Vo1,02 € {0,1},  @i(xf + L5, y5 + 51) =C°LS.

On introduit les domaines fluides F., définis par
Fe={(w,y,2)|(z,y) € (0,1)% p:(a,y) < 2 < 1}.

On note n. la normale extérieure & 0F; et on sépare la paroi inférieure de 0F;, notée I'¢,
comme suit :
- Ge =T.n{(z,y, pc(z,y)|(z,y) € Ujcr. RS}, est la partie glissante ;
- L =T.n{(z,y,2)|lzr =2 + L5,y € (yi,yi +15),0 < 2z < p(x,y)}, est la partie ou le
flot est injecté;
— F. =T.Nn{z =0} est la partie plate résiduelle de la paroi.

Proposition 3.35. Supposons que ||oc|| — 0. Il existe C° — 0 tel que pour toute suite de
fonctions u. dans H'(Q,R3) satisfaisant

u. —u,

u. =0 sur I'e \ (Ge UL U Fy), [|[ue - e poo(ay — 0,ue - me > 0 sur I, ue - ne = 0 sur Fr,

alors
u-e3 =0 sur (0,1)2x {0}, u-e; >0 sur (0,1)* x {0}.

Démonstration. Tout d’abord, nous démontrons que pour toute suite C* — 0, la condi-
tion de non-pénétration u - ez = 0 sur (0,1)? x {0} est vérifice. Dans une seconde étape,
nous obtiendrons 'orientation du flot u - ey > 0 sur (0,1)? x {0}, par un choix judicieux
de C*=.

En effet, supposons que C° — 0, alors ||n. — e3]| o (.) — 0. Pour presque tout (z,y)
dans (0, 1)2, I’égalité suivante est vérifiée :

e\ Iy el 757)02 Jdv
(o) —ueen0) = [ T
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ou, en multipliant par n.(z,y, p:(z,v)),

u5<l’, Y, (,05(%, y)) . ng($, Y, Qpé(x?y)) - ué(x7y70) : nf(xa Y, (,05(33, y))

we(,y) 8118
= (A 82dz> : ng($,y7@6($ay))‘

On obtient ainsi l'inégalité suivante, pour presque tout (,y) dans [0,1]? :

|u€(x7ya 0) ' €3| < |u€(m,y,5€(3:,y)) ’ n€(x7y7 806(x7y>)|+

p(@y) Au, 12
(e Ol — eallzman + e | [ 1550 )
0 z

Par conséquent,

/ ‘ua(xayvo) ' 63‘2d1’dy g 3’u6(w7y7 ‘Pe(%?ﬂ) ' ns(%y: 908('%.73/))‘20
(0,1)2x {0}

2
ou,

0z

3l = colfey [ e 0Py -+l |

)

2)

En faisant tendre e vers zéro, par continuité de la trace de H'(2) dans L?((0,1)? x {0}),
on obtient la condition de non pénétration sur 9S.

Pour démontrer que le flot est orienté si 'on choisit la suite C*¢ de maniére adéquate,
nous allons employer les techniques de densité capacitaire développées dans les sections pré-
cédentes et utiliser la métrisabilité de la y-convergence. Supposons dans un premier temps
que C¢ = C est une constante indépendante de . Par conséquent, les parois verticales I
satisfont une condition de densité capacitaire uniforme, et ainsi

2\ L(C) = 2\ [0,1]* x {0}.
Par un procédé diagonal, il existe une suite C* — 0 telle que
O\ L(C) = @\ [0,1]% x {0}

Puisque u. - e; > 0 sur I, alors (u. - e;)” = 0 sur I.. On peut donc passer a la limite
quand € tend vers zéro, pour obtenir (u-e;)” = 0 sur [0, 1]? x {0}.
O

Remarque 3.36. Si les régions S; ont une sous-région A, dans laquelle le flot est aspiré,
c’est-a-dire que u. - ne < 0, sans aucun controle sur la norme L de u. sur A, mais si la
capacité de A, tend vers zéro, alors la conclusion de la proposition précédente reste vraie.
Dans ce cas de figure, 'effet d’aspiration est complétement annulé et Deffet d’injection se
transmet asymptotiquement sur toute la paroi.



Chapitre 4

Micro-optimisation de forme, riblets
et minimisation de la trainée

4.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’analyser le probléme de minimisation de la trainée liée
& la micro-structure présente a la surface d’une forme. La minimisation de la trainée par
rapport & la forme d’un obstacle est une question trés débattue. Etant donnés un modéle
de mouvement du fluide et une loi de contact a U'interface (par exemple, les équations de
Navier-Stokes stationnaires avec adhérence totale sur la paroi du solide), on peut déter-
miner des formes optimales qui minimisent la trainée grace & des techniques classiques
d’optimisation de forme. Ces techniques sont décrites, par exemple, dans le livre de Henrot
et Pierre [53]. La régularité de la trainée par rapport a des déformations lipschitziennes des
domaines a été notamment étudiée par Simon [72] et par Bello, Fernandez-Cara, Lemoine et
Simon [7]. Pour des applications de 'optimisation de forme & des problémes d’optimisation
de la trainée, nous renvoyons aux ouvrages de Mohammadi et Pironneau [62] et Plotnikov,
Ruban et Sokolowski [67], ainsi qu’aux travaux de Jager et Mikelic [57] et de Gao, Ma et
Zhuang [44]. Dans ce chapitre, nous abordons le probléme de la minimisation de la trainée
sous un angle différent. Notre probléme est le suivant : étant donnés une forme fizre S et
un matériau non parfaitement adhérent, peut-on réaliser une structure microscopique a la
surface de cette forme, qui fasse diminuer la trainée ¢ Pour situer cette question dans un
cadre mathématique, nous la formulons en terme d’effet de rugosité associé aux conditions
aux limites de glissement dirigé avec friction (ou friction-driven) introduites dans I'article
de Bucur, Feireisl et Necasova [18]. Cette formulation nous permet de démontrer I'existence
d’une micro-structure optimale qui, schématiquement, peut étre approchée par une suite
de riblets présentant des aspérités.

De prime abord, l’idée de diminuer la trainée en créant de la rugosité sur la paroi d’un
obstacle parait contredire I'intuition selon laquelle un matériau lisse devrait engendrer une
trainée inférieure & celle produite par un matériau rugueux. Comme nous le verrons 4 la
section 4.3, cette intuition se révéle exacte si ’on se place dans des conditions pour lesquelles
le mouvement du fluide peut étre décrit par les équations de Stokes. Pourtant, il existe
de nombreux exemples qui montrent que, dans le cas ol le flot est régi par les équations
de Navier-Stokes, 'utilisation de surfaces rugueuses peut conduire & une réduction de la
trainée. Un des exemples les plus frappants est peut-étre celui de la peau du requin, dont le
toucher est souvent décrit comme semblable & celui du papier de verre (voir la figure 4.1).
Ce type de structure a été exploité dans 'aéronautique pour diminuer la trainée des avions
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grace a des sillons ou riblets creusés dans la coque (voir par exemple article de Viswanath
[77]). Les caractéristiques de la peau du requin ont également inspiré certains modeéles
de combinaisons de natation en polyuréthane, utilisés depuis 2008, et dont Defficacité a
conduit & l'interdiction de leur utilisation en compétition en 2010.

Dans ce chapitre, nous définissons un cadre mathématique pour ce probléme de micro-
optimisation de forme, nous démontrons 'existence d’une micro-structure optimale et nous
produisons des exemples numériques qui illustrent nos observations. Notre démarche s’ap-
puie sur une observation mathématique fondamentale : créer des micro-structures sur un
matériau parfaitement adhérent (grace a des riblets ou des denticles, par exemple) produit
nécessairement une variation infime de la trainée, puisque les variations de la solution des
équations de Navier-Stokes sont elles-mémes trés petites. Ce résultat mathématique a pu
étre confirmé dans de nombreuses situations expérimentales, dont certaines sont décrites
dans I'ouvrage de Vogel [78]. A I'inverse, créer des micro-structures sur un matériau glis-
sant peut modifier significativement la solution des équations de Navier-Stokes. Ainsi, de
maniére surprenante, il est possible de réduire la trainée en ajoutant de la rugosité. Ce
phénomeéne peut se produire dés lors que la trainée n’est pas une fonction croissante de
la « quantité de rugosité » (dont nous verrons une définition précise a la section 4.3), ce
que nous avons pu observer numériquement dans le cas d’un flot régi par les équations de
Navier-Stokes. A I'inverse, si le flot est décrit par les équations de Stokes, nous démontrons
rigoureusement que ’ajout de rugosité ne réduit jamais la trainée de ’obstacle.

Le cadre dans lequel nous situons le probléme est le suivant. Nous supposons que la
forme de ’obstacle est fixée et que le matériau qui le compose n’est pas parfaitement adhé-
rent. Pour simplifier 'exposé, nous considérons méme un matériau parfaitement glissant.
Nous définissons ’espace de controle comme la famille des conditions aux limites friction-
driven, que nous appellerons plus simplement des micro-structures dans la suite du cha-
pitre (voir la section 4.3), et qui résultent du comportement asymptotique des rugosités a
la surface de 'obstacle. Nous étudions l'influence de ces micro-structures sur la trainée, et
analysons le probléme d’optimisation de la trainée par rapport aux micro-structures, & la
fois dans le cadre des équations de Stokes et de Navier-Stokes stationnaires. Nous démon-
trons que, dans le cas des équations de Stokes, la trainée satisfait une certaine propriété de
monotonie par rapport aux micro-structures, de sorte que les riblets ne peuvent pas étre
utilisés pour diminuer la trainée d’un obstacle dans un fluide de Stokes. A 'inverse, cette
propriété n’est plus vérifiée dans le cas des équations de Navier-Stokes. Bien entendu, on
peut s’attendre a ce que la trainée soit généralement plus faible si 'on impose des condi-
tions de glissement parfait que si I’on considére la condition d’adhérence & l'interface, et ce
méme si le mouvement du fluide est régi par les équations de Navier-Stokes. Néanmoins,
puisque les matériaux parfaitement glissants n’existent pas, il faut plutét envisager la ques-
tion sous l'angle suivant : étant donné un matériau satisfaisant une certaine loi de friction,
et recouvrant un obstacle, est-il possible de réduire la trainée en modelant des rugosités
convenables a la surface ? Puisque, en général, il n’existe pas de propriété de monotonie par
rapport & la rugosité, on peut s’attendre & une réponse affirmative. Dans la derniére partie
de ce chapitre, nous montrerons & travers des exemples numériques qu’il est possible de
réduire la trainée en créant de la rugosité dans certaines zones de la surface de I’obstacle.

Meéme si nous ne sommes pas encore en mesure d’apporter une réponse compléte au
probléme d’optimisation, les objectifs principaux de ce chapitre sont les suivants :

— introduire un cadre mathématique pour le probléme d’optimisation par rapport a la

micro-structure de la surface. Pour cela, nous développons des outils de I'-convergence
et nous étudions la trainée comme une fonction de la micro-structure ;
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F1GURE 4.1 — Photographie d’une peau de requin par micrographie électronique. La peau
est recouverte de rangées d’écailles, appelées denticles. Source : Rocky Mountain Labora-
tories, NIAID, NIH.

— démontrer que dans le cas des équations de Navier-Stokes, le probléme est bien posé
et admet une solution formulée en termes de conditions aux limites friction-driven ;

— montrer que dans le cas des équations de Stokes, la trainée ne peut pas étre minimisée
en utilisant Ueffet de rugosité;

— obtenir des résultats numériques pour conforter les résultats théoriques. Ces calculs
justifient ’approche d’optimisation et confirment la non monotonie de la trainée par
rapport aux micro-rugosités dans le cas des équations de Navier-Stokes.

L’organisation du chapitre est la suivante. Dans la section 4.2, nous définissons le pro-

bléme de la trainée associée aux conditions aux limites de type friction-driven, introduites
dans [18]. Nous étudions ensuite l'existence et l'unicité de la trainée dans le cas d’un flot de
Navier-Stokes, ainsi que sa différentiabilité par rapport au coefficient de frottement dans
le cas particulier, utile pour les simulations numériques en dimension 2, des conditions
aux limites de type Navier. Dans la section 4.3, nous définissons le cadre mathématique du
probléme de minimisation de la trainée, démontrons I’existence d’un minimum et discutons
la monotonie de la trainée par rapport a la micro-structure. Enfin, & la section 4.4, nous
donnons des résultats numériques qui confirment la non monotonie de la trainée dans le
cas des équations de Navier-Stokes, et mettons en oeuvre une méthode d’optimisation de
type gradient projeté.

4.2 Définition de la trainée. Existence, unicité et différentia-
bilité par rapport au frottement

4.2.1 Définition de la trainée d’un obstacle avec conditions aux limites
de type friction-driven

Soit N € {2,3} la dimension de I’espace. On considére un obstacle S, que 'on suppose
étre un sous-ensemble ouvert, borné et lipschitzien de RY. Soit us un vecteur de RV, qui
correspond & la vitesse du fluide loin de 'obstacle. Afin de définir la trainée de ’obstacle
dans la direction us, on introduit un ouvert borné Q inclus dans RY, tel que S cC Q, et
on définit le domaine fluide

F=0Q\S.
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Soit 1 une mesure capacitaire sur €, & support dans dS, A une fonction matricielle symé-
trique et positive définie sur 9S, et V = {V(z)},cas une famille d’espaces vectoriels, telle
que, en tout point x de S o 'hyperplan tangent a S existe, V(z) soit un sous-espace de
cet hyperplan.
On note
H!(F) = HY(F,RY),

et L3(F) le sous-espace de L?(F) constitué des fonctions & moyenne nulle. On considére le
probléme suivant : trouver un couple (u,p) dans H*(F) x LZ(F), solution du systéme de
Navier-Stokes stationnaire suivant :

—div (o(u,p)) + (u- V)u =0 dans F, (4.1)
div u = 0 dans F, (4.2)

u = Uy sur 02, (4.3)

u(z) € V(z) q.p.z € S, (4.4)

[2vD(u)n + pAu] - ¢ = 0 pour tout ¢ € V(z), = € 9S, (4.5)

ou o(u,p) est le tenseur des contraintes défini par
o(u,p) = 2vD(u) — pld,
v > 0 étant la viscosité du fluide et D(u) la partie symétrique de Vu, définie par

D(u) = = ((Vu) + (Vu)T) .

N

Dans la condition (4.5), n représente le champ de vecteurs normaux a 0S orienté vers le
solide.

La condition (4.4) exprime que le flot est dirigé par la famille d’espaces vectoriels
{V(2)}reos- Ci-dessus, la relation [2vD(u)n + pAu] - ¢ = 0 pour tout ¢ dans V(z) est une
relation ponctuelle formelle, qui doit étre comprise globalement sur dS. Plus précisément,
la condition (4.5) est vérifiée si

2v D(u)n~d)dx+/ Au-¢dp=0
oS oS

pour toute fonction ¢ dans H!(F) telle que ¢(z) appartient & V(x) pour quasi-tout z

sur OS. En particulier, la condition (4.5) est une condition de friction, caractérisée par la

mesure 4 et la matrice A.

Pour définir les solutions faibles du systéme (4.1)-(4.5), on introduit les sous-ensembles
suivants de H!(F) :

K ={v e HY(F) | div v =0 dans L*(F), v(z) € V(z) q.p.z € 8S, v = uy sur 9N}
et
V ={¢p € H'(F) | div ¢ = 0 dans L*(F), v(z) € V(z) q.p.x € dS, ¢ = 0 sur IN}.

Dans la suite, on supposera toujours que la famille V a été choisie de sorte que V soit non
vide. En particulier, V est un espace de Hilbert séparable pour le produit scalaire H'. On
note V' son dual pour la norme H'.
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Définition 4.1. On dit qu’une fonction u dans H!(F) est une solution faible du systéme
(4.1)-(4.5) si u appartient & K et si pour toute fonction ¢ dans V,

21//FD(u):D(¢) dx—l—/}_[(u-V)u}-d)d;r—l—/asAu-quM:O. (4.6)

Définition 4.2. Le vecteur u,, et la viscosité v étant fixés, on associe & tout triplet
{1, A, V} et a toute solution faible u du systéme (4.1)-(4.5) une trainée T'(u, A, V, u) définie
par

T(p, A, V,u) = 2V/ ID(u)|* d +/ Au-u dpu. (4.7)
F oS

Remarque 4.3. Si u est une solution réguliere du systéme (4.1)-(4.5), alors la trainée
T(u, A, V,u) définie par (4.9) coincide avec la trainée physique T définie par

T = —/ o(u,p)n ds.
oS

En effet, puisque u est réguliere, d’aprés 1’équation (4.1), la relation suivante a lieu dans
L3(F) :
div o(u,p) = (u- V)u,

et ainsi

T =- /}_[(u -V)u] - ue dz + /dQ o(u,p)n - uy ds. (4.8)

En appliquant la formule de Stokes & o(u,p) et u, on obtient

AQU(U,P)n-uOOdSZ/f[(u.V)u]-udx+/fa(u,p):D(u) dx/asa(u,p)n-uds,

d’o 'expression de la trainée :

T:/I[(u~V)u]~(u—uoo) dx—l—/

Fa(u,p) :D(u) dx —/ o(u,p)n-uds. (4.9)

oS

En appliquant la relation (4.5) point par point sur dS, on obtient

—/ a(u,p)n-uds:/ Au - u dp,
aS oS
et comme u est & divergence nulle,
/ o(u,p): D(u) dz = 2y/ |D(u)|? dz.

F F

Enfin, remarquons que
1., 9
[(u-V)u] - (u—uy) = 5d1v (Ju - us|*u) . (4.10)

En effet,

O, (\u — uoo|2ui) =2(u— Ux) - Oz, (U — ux)u; + |u— uoo|28mz.ui,
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d’ou la relation (4.10) puisque u est a divergence nulle. Ainsi,
1 ) 5
[(u-V)u]- (u—uy) dz == [ div (Ju—ux|’u) dz
F 2JF
:2/ lu — ue|?u-n ds
OSUON
=0.

L’expression (4.9) se simplifie donc en
7':21// |D(u)|2dx+/ Au-u dp.
F aS

Remarquons que si A = Id et p|lgs= oogs, ou si pour quasi-tout point z sur 9IS,
V(x) = {0}, les conditions (4.4) et (4.5) correspondent & ’adhérence totale sur 9S. Si A = 0,
p = Bds pour une certaine fonction positive 3 dans L?(9S), et si V() est U'hyperplan
tangent & S en quasi-tout point x de S, alors la condition directionnelle (4.4) correspond
& la condition de non-pénétration

u-n =0 sur IS, (4.11)
et la condition de frottement (4.5) s’écrit sous la forme d’une loi de friction de type Navier

2v [D(u)n],,, + fu =0 sur JS. (4.12)

tan

Ici, pour tout champ de vecteur v, défini sur 9S, on a noté [v]i, sa partie tangentielle,
définie par

[V]tgn =V — (V-n)n.
Dans le cas particulier des conditions aux limites de type Navier, on note
H, = {v e HY(F) | div v = 0 dans L*(F), v-n = 0 sur S},
et on définit, comme précédemment,
K. ={veH;|v=uysur I}

et
Vi={p€H, | ¢d=0sur 00}.

Définition 4.4. On dira qu’une fonction u dans H!(F) est une solution faible du systéme

(4.1)-(4.3) complété par les conditions (4.11)-(4.12) si u appartient & K, et pour toute
fonction ¢ dans Vi,

21//}_D(U.)2D((Z§) dac—i—/F[(u-V)u}'Qde—i-/asﬂu-d)ds:O. (4.13)

Remarquons enfin que si § = 0, le systéeme (4.1)—(4.3), (4.11)—(4.12) correspond aux
équations de Navier-Stokes stationnaires avec glissement parfait sur 0S.
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4.2.2 Enoncé des résultats d’existence, d’unicité et de différentiabilité
de la trainée par rapport au frottement

Théoréme 4.5. Etant donnés un réel v > 0 et un vecteur uss dans RY, il eziste au
moins une solution faible du systéme (4.1)-(4.5). De plus, il existe une constante M > 0
dépendant uniquement de v, U, () et S, telle que toute solution faible u dans K satisfasse

l'estimation suivante :
lu|lg < M. (4.14)

Théoréme 4.6. [l existe une constante C = C(QQ,S) > 0 telle que, pour tout vecteur Uy
dans RY | il existe un réel vy > 0 satisfaisant

vo < O|Juse| + [use?)!/? (4.15)

et tel que pour tout réel v > vy, le systeme (4.1)—(4.5) ait une unique solution faible u dans
K. En outre, cette solution satisfait 'estimation suivante :

[ullg < C'(v + [usl), (4.16)
ot C' est une constante positive dépendant uniquement de ) et S.

Soit un vecteur us, dans RN et un réel vy > 0 satisfaisant les propriétés du théoréme
4.6. On fixe un réel v > vy, de sorte que pour tout coefficient de friction 3 dans L?(9S), le
systéme (4.1)—(4.3), (4.11)—(4.12) admette une unique solution faible. A chaque coefficient
de friction 8 dans L?(9S), on peut donc associer une trainée T'(3) définie par

T(3) —2u/f\D(u)\2d$+/&Sﬁu\2ds,

ol u appartient a K, et satisfait (4.13).
Afin d’étudier la différentiabilité de la trainée par rapport & (3, on introduit le sous-
ensemble ouvert suivant de L%(9S) :

O={BeL*S)|B>0qp. sur IS},

et on définit 'application
R: O — H;
g o=

ol u appartient a K, et satisfait (4.13). On peut alors énoncer le résultat suivant :

Théoréme 4.7. L’application
B €O — R(B) e H,

est différentiable, et pour tout coefficient de frottement 3 dans O, sa différentielle DR(() €
L(L?(0S),H,) au point B est définie par

DR(B)h=w  Vhe L*S),
ot w est l'unique solution du systéme

—div (o(w,p)) + (w-V)u+ (u-V)w =0 dans F,
divw=0 dans F,
w=0 surod, (4.17)
w-n=0 surdS,
2v [D(w)n],,, + fw = —hu  sur 0S,
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dans le sens suivant : w appartient ¢ V; et pour toute fonction ¢ dans Vi,

QV/]:D(W)ID(gb) dav—i—/f[(W'V)u-i-(u‘V)VV}~qbdxvL asﬂw~¢d3:—/88hu-(i);i;

Le corollaire suivant sera utilisé & la section 4.4 pour mettre en oeuvre une méthode
de descente de gradient visant & minimiser la trainée par rapport a .

Corollaire 4.8. L’application
BeO—=TP)eR

est différentiable, et pour tout 8 dans O, sa différentielle DT (B) € L(L?*(0S),R) au point
B est définie par

DT(B)h =2 <2V/]:D(u) :D(w) dz + . fu - W> + /88 hlul? ds Vh € L*(9S)

ot u = R(S) et w = DR(S)h est la solution du systéme (4.17). Pour tout B dans O,
le gradient de T au point B, au sens de la topologie L?(0S), est donné par la formule
sutvante :

VT'(B)=(u+v)-u gq.p.surdS, (4.19)
ot u= R(B) et 1 est l'unique solution du systéme
—div (o($,p)) + (V)T — (u- V) = 2(u- V)u  dans F,
divy =0 dans F,
=0 sur oS, (4.20)
Yv-n=0 surdS,
2v[D(Y)nl,,, + =0 surdS,

au sens ol Y appartient ¢ V, et pour toute fonction ¢ dans V;,

: i uT —(ua- . s . S = u- ul- xZ.
2u/fD<w>.D<¢>d +/f[<v>w (u- V)g]-6d +/as,8¢¢d 2/f[( V) 12;)

4.2.3 Preuve des théorémes 4.5 et 4.6.

Pour démontrer les théorémes 4.5 et 4.6, nous suivons une démarche standard de la
théorie des équations de Navier-Stokes stationnaires (voir par exemple [46]), que nous
adaptons aux conditions aux limites friction-driven.

On définit la forme bilinéaire ag : HY(F) x HY(F) — R par

ap(vi, ve) = 2V/ D(v1) : D(vg) dz +/ Avy - vodp Y(vi,ve) € HY(F) x HY(F),
F oS

(4.22)
et la forme trilinéaire a; : H'(F) x HY(F) x H(F) — R par

ai(v,vy,va) = /}_[(v V)vi]-vadz  Y(v,vy,ve) € HY(F) x HY(F) x HY(F). (4.23)

Soit une fonction ug dans K telle que

[ugle < Colus| (4.24)
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ou Cy > 0 dépend uniquement de F. L’existence de Cy et d’une telle fonction ug sont
démontrées dans [9]. En notant u = u — ug, on obtient qu'une fonction u appartenant a
K satisfait la propriété (4.13) si et seulement si u appartient a V' et satisfait la propriété
suivante :

VeV  ao(u,d)+ai(uo,u,¢) + ai(a,ug, ¢) +ai(u,u, ¢)
= _a0(u07 ¢) —ai (u07 Ug, (b) (425)
Introduisons & présent 'application a : HY(F) x H(F) x H'(F) — R, définie par

a(v,v1,va) = ap(vi, va) + ai(ug, v, vi)+ai(v,ug, vi) + ar(v, vy, va)

Y(v,vi,v1) € H(F) x HY(F) x HY(F),
(4.26)

et définissons la forme linéaire f = f(ug) appartenant a V’, par

<f7 ¢>V’><V - _G‘O(u07 ¢) - al(an Up, ¢) V(b c V.

Le probléme que ’on considére est équivalent au probléme suivant : trouver ug dans K et
u dans V tels que

a’(ﬁa ﬁv QS) = <f(u0)a ¢>V’><V \VIQZ) eV. (427)

Rappelons les résultats suivants, qui sont démontrés dans [46].

Théoréme 4.9 (existence). Supposons que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
(i) pour toute fonction v dans H'(F), Uapplication (vi,vs) — a(v,v1,Va) est continue
sur HY(F) x HY(F) ;
(i) il existe une constante o > 0 telle que

a(¢,6,0) > alldlin Vo € V; (4.28)
(iii) Uespace V' est séparable et, pour toute fonction ¢ dans V', lapplication
v — a(v,v, )

est séquentiellement faiblement continue sur V', c’est-a-dire que pour toute suite de
fonctions (Vin)men dans V,

Vi, — v faiblement dans V. = Yo eV h_I}Il a(Vim, Vi, @) = a(v,v,¢). (4.29)

Alors le probleme (4.27) posséde au moins une solution.

Théoréme 4.10 (unicité). Supposons de plus que
(i) la forme bilinéaire a(v,-,-) est uniformément V -elliptique par rapport a v, c’est-
a-dire qu’il existe une constante o > 0 telle que

a(v,0,0) = alélin V(v,6) €V xV; (4.30)

(v) il existe une fonction continue et croissante L : Ry — Ry telle que pour tout réel
p >0,

la(v1, vi,v2) — a(va,vi,v2)| < L(p)|[vilm vl [[vi — vallme
Vvi,ve €V, Vi, va e Sy={veV ||v|]m < u} (4.31)
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Alors, sous la condition
Elv/ @) L(E v /o) < 1, (4.32)

le probleme (4.27) admet une unique solution u dans V, et cette solution satisfait l’esti-
mation sutvante :

[allgr < [[f]lv /e (4.33)

Preuve du théoréme 4.5. Fixons us, dans RY et v > 0. Il faut démontrer que appli-
cation a définie par (4.26) satisfait les hypotheéses du théoréeme 4.9.

D’aprés le théoréme d’injection de Sobolev (voir le livre d’Adams [2]), H!(F) s’injecte
de maniére compacte dans L*(F,RY) pour N = 2,3. Ainsi, d’aprés l'inégalité de Holder,
Papplication aq définie par (4.23) est continue. Puisque ag, définie par (4.22), est également
continue, on en déduit que a est continue. Par conséquent, le condition (i) du théoréme
4.9 est satisfaite.

Pour démontrer la condition (ii), nous allons démontrer la condition plus forte (iv).
Nous utilisons I'inégalité de Korn suivante, qui est démontrée par exemple dans [11] (voir
la preuve du lemme VIIL.3.5, p. 329) :

Lemme 4.11. [ existe une constante C1 > 0 telle que, pour toute fonction ¢ dans V,

Vo2 < C1]|D(8)] L2

Par conséquent, d’aprés I'inégalité de Poincaré, il existe une constante Co > 0 telle que,
pour tout ¢ dans V,

1
@Hcm\%p < 2[[D(9)]3-. (4.34)

Soit v et ¢ deux fonctions dans V. Observons que

CL(V, ¢a ¢) = CL()(QZS, ¢) + a1 (¢a Up, d))

En effet, ai(ug, ¢, ¢) =0 et a1(v, ¢, ) = 0, comme le montre le calcul suivant :
1 2
asto0.0) = 5 [ (w0 9)(10P) da

_1 2 . 2 .
—2</6$|¢] ug nds—l—/ém]qﬁ] ug nds). (4.35)

Puisque ¢ appartient a V, sa trace est nulle sur 02, et comme ug appartient & K, ug-n =0
sur 0S. Ainsi, les intégrales de surface précédentes sont nulles. En remplagant ug par v,
on obtient le résultat annoncé.

Pour toute fonction uy dans K satisfaisant (4.24), on note p(ug) la meilleure constante
positive telle que

|a1(¢, 10, 9)| < p(uo)|[dllF Vo V. (4.36)

Alors on peut énoncer le résultat suivant :

Lemme 4.12. Pour tout réel 6 > 0, il existe une fonction uy dans K satisfaisant (4.24)
et telle que

pl) < 6. (4.37)
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Démonstration. On considére un opérateur d’extension, borné,
P:HY(F) —» H}(Q,RY).

L’existence de P provient du caractére lipschitzien de S. Soit § > 0. D’aprés la preuve du
lemme 2.3 dans [46] (chapitre IV), il existe une fonction g dans H' (€2, RY) telle que

divag = 0 dans €,
Ug = Uy sur 01,
u = 0 au voisinage de S,

et telle que pour tout ¢ dans Hy(Q,RY),

- o)
/ (o~ V)0 - ¢ dz| < 2 lloll s omemy- (4.38)
o 1P|

Soit donc ¢ dans V. D’apres 'inégalité (4.38), on obtient

- 1)
/Q (Po)- V)] - (Po) do < Tl Polm

< O|@ll (7)-

Puisque ug s’annule sur S, et que

/ (P@) - V)i - (Po) du = / (8- V)To] - 6 da,
Q F

la fonction ug définie par ug = (o), appartient a K et satisfait I'inégalité (4.37). O]
Soit ug dans K telle que p(ug) < v/Cs, ou Cy satisfait (4.34). D’apres les conditions
(4.34) et (4.36), pour toutes fonctions v, ¢ dans V,

v

olv.6.6) > (g = pt0)) 613

Par conséquent, la condition (iv) est satisfaite avec v = v/Cy — p(up).

Pour démontrer la condition (4.29), le passage a la limite dans les termes linéaires étant
immédiat, il suffit de considérer le terme non linéaire a1 (v, Vi, ¢). En intégrant par parties
et en utilisant la condition d’incompressibilité, on obtient ’expression suivante :

a1(Vin, Vi, ¢) = —/

F

[(Vin - V)] - vdz + / (Vi - @) (Vi - ) ds.

OSUON

Puisque ¢ et v, appartiennent a V', on conclut comme ci-dessus que

al(Vm,Vm, ¢) = _/ [(Vm : V)¢] - v dx.

F

Par injection compacte de H(F) dans L*(F,RY), on conclut alors que

lgn (Il(Vm,Vm, ¢) = (Il(V,V, ¢)

Cela prouve que la condition (iii) est satisfaite.
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A présent, soit u appartenant a4 K une solution faible du systéme (4.1)—(4.5). On définit
u = u — up. En appliquant la relation (4.27) a la fonction ¢ = u, et en utilisant l'inégalité
(4.30), on obtient I'inégalité suivante :

[aller < —[[f (o)l

QI+

~—

Par I'inégalité triangulaire, estimation (4.14) a donc lieu pour M = ||ug || +1/a|f(up)]|v-
Cela termine la preuve du théoréme 4.5. 0l

Preuve du théoréme 4.6. Fixons un vecteur us, dans RYV.
Pour montrer que la condition (v) est vérifiée, remarquons que pour toutes fonctions
V,V, V1, Vo appartenant a V,

a(v,vi,vy) —a(v,vi,ve) = a1(v — v, vy, va).

En introduisant
al (V, Vi, Vz)

N = sup

, (4.39)
vvivee\ {0y [IVIEe [Vl [Vl

on vérifie ainsi que la propriété (4.31) est satisfaite si L est définie par L(u) = N pour
tout p > 0.
Définissons

vy = inf {Cg [p(uo) + (NHf(ug)HV/)l/Q} , up € K satisfaisant (4.24)} .

L’estimation (4.15) résulte de 'existence d'une constante C3 > 0 telle que, pour toute
fonction ¢ appartenant a V,

[{£(u0), @)y | < Cslluo[mr (1 + [[voller )| dller-

Par conséquent, d’aprés l'inégalité (4.24), il existe une constante Cy > 0 telle que
1£(a0) [y, < Caluco|(1 + [uccl).
Ainsi, l'inégalité (4.40) implique Pexistence d’une constante Cs > 0 telle que
2 2
vy < Os(Juse| + [use|%),

ce qui démontre l'estimation (4.15).
Soit v > 1. Par définition de l'infimum, il existe une fonction ug dans K qui satisfait
Pinégalité (4.24), et telle que

v < Cs [ pl(o) + (N £(uo) ) /2] < v. (4.40)

Définissons a = v/Cy — p(ug). D’aprés 'inégalité précédente, @ > 0 et par le méme
argument que précédemment, o satisfait la propriété de V-ellipticité (4.30). A présent, soit
u appartenant & K une solution faible du systéme (4.1)-(4.5), et soit u = u — ug. La
condition (4.32) s’écrit

N f(uo)[lvr < o,

ce qui équivaut a

(N (uo)llv)? < v/C2 — p(uo). (4.41)



4.2. DEFINITION DE LA TRAINEE. EXISTENCE, UNICITE ET DIFFERENTIABILITE PAR
RAPPORT AU FROTTEMENT 115

D’apres linégalité (4.40), cette inégalité est satisfaite. D’aprés le théoréme 4.10, u est
I'unique fonction dans V' qui satisfait la propriété (4.27). En utilisant les estimations (4.15)
et (4.41), on obtient I'estimation suivante :

il < (C - p<u0>) . (1.42)

Par conséquent, d’aprés l'inégalité (4.24) et I'inégalité triangulaire,

1
lufla < Coluc| + 4757,

NCy

ce qui prouve 'inégalité (4.16).

Pour v > vg, en prenant 'infimum sur toutes les fonctions admissibles ug, on obtient
Punicité de la fonction u appartenant & K et satisfaisant la propriété (4.25). Par conséquent,
le systéme (4.1)—(4.5) admet une unique solution faible ug + 1 € H!(F). O

4.2.4 Preuve du théoréme 4.7

Dans cette sous-section, on suppose que V() coincide avec I'hyperplan tangent a 9S en
quasi-tout point x du bord, A = Id et u est absolument continue par rapport & la mesure
de surface sur dS, avec une densité 3 appartenant & L2(9S).

Fixons uss dans RY. Soit vy > 0 comme dans le théoréme 4.6, et v > 1. Soit une
fonction ug dans K satisfaisant I'inégalité (4.24) et telle que

v < Cz [ p(uo) + (W (uo) ) /2] < v. (4.43)

On utilise les formes bilinéaires et trilinéaires introduites a la sous-section 4.2.3. On définit
la forme linéaire continue g = g(ug) dans V. par

(8, P)vrxv, = —ao(ug, ) — ai(ug, g, ) Vo € V..

Le probléme que 'on considére est équivalent au probléme suivant : trouver une fonction
ug dans K- et une fonction u dans V; telles que

a(ﬁa ﬁ? ¢) = <g(u0)7 ¢>V4><VT ng) S VT- (444:)

Preuve du théoréme 4.7. La démonstration est basée sur le théoréme des fonctions
implicites. Nous allons prouver que ’application

e —ueV;

ou u satisfait la propriété (4.25), est différentiable. On introduit le sous-ensemble ouvert

de V. suivant :
1 v
o= {ee vl < 5 (& - otun)) .

et on définit 'application
F:OxVy—V!

par

V¢ € V’T‘ <F(67 V)7 ¢>VT’><VT = GO(V, (b) + al(u07v7 (Z)) + al(V, U, ¢) + al(V,V, (Z))
+ ap(uo, ¢) + ai(ug, ug, ¢). (4.45)
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L’application F' est bien définie et elle est de classe C*°. D’aprés la preuve des théorémes
4.5 et 4.6, pour toute fonction 5 dans O, il existe une unique fonction u dans Vj satisfaisant
la propriété (4.25). Il faut démontrer que pour tout couple (3,v) appartenant a O x Vj,
DyF(B,v) € L(V;,V]) est inversible et que son inverse est continu.

Pour tout couple (8,v) dans O x Vi, Dy F(B3,v) € L(V;, V) est définie par

VS, ¢ € VT <DVF(/37V)‘£7 ¢>V4><V-r - a0<§7 ¢) + al(u07§7 ¢) + a1(§7 uop, (b)
+ al(&a v, (b) —+ CL1(V, 57 ¢)

Il faut montrer que pour tout (3,v) dans O x H, il existe une constante C' > 0 telle que
pour toute forme linéaire h dans V. il existe une unique fonction £ dans V; telle que

DVF(B? V)f = h? (446)
et que cette fonction satisfait ’estimation

1€l (7 < Clh|ly:. (4.47)

Fixons un couple (3, v) dans O x V(. Nous allons démontrer que la forme bilinéaire associée
a Dy F(f,v) satisfait les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram. La continuité résulte
de la continuité de ag et a1, et la coercivité est une conséquence de la définition de V. En
effet, d’apres le calcul (4.35), pour toute fonction ¢ dans V;,

<DvF(B7V>¢7 ¢>VT’><V7— = a0(¢7 (b) + a1(¢7 Ug, (b) + a1(¢,v, ¢>

Par conséquent, en utilisant la propriété (4.34) et les définitions (4.36) et (4.39), on obtient,
pour tout ¢ dans V,

(DVF(B,3)6, Svexy, > (C ~ o) —NHVHH1) 1610

Puisque v appartient a V),

12
- p(ug) = N||v||g > 0.
2

On en conclut que I'application
BeO—ueV,,

ou u satisfait (4.44), est différentiable. Par conséquent, puisque pour toute fonction S dans
O, R(B) = up + u, R est différentiable sur O. De plus, pour tout § dans O, DR(8) €
L(L?(0S),H) est définie par

DR(B) = — [DuF(B. R(B) — wo)] ™ DgF (8, R(8) — o).
Puisque pour tout couple (3,v) dans O x Vo, DgF(3,v) € L(L*(S), V) est définie par

Vhe L2(0S),¥é € Vi (DsF(B,v),h) = / h(v + 10) - ¢ ds,
a8

en notant w = DR(B)h ol h est une fonction fixée dans L?(9S), on obtient que w appar-
tient a V. et satisfait la propriété suivante :

Vo e V; ag(w, @) + ai(ug, w, @) + a1(w, ug, ¢) + a1(w, R(S) — uop, ¢)
T+ au(R(B) - wp,w,6) = — / hR(B) -  ds.
oS
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En utilisant la linéarité de a; par rapport & la troisiéme variable, on obtient 1’égalité
(4.18). O

Démonstration du corollaire 4.8. En remarquant que pour toute fonction ¢ dans V,

(V)" 9]¢ =[(¢ V)u] - ¥

- [l vy do = [ (- V)al v e

f
la relation (4.21) peut s’écrire sous la forme suivante :

Vo e V, 2V/FD(¢);D(¢) dx+/f¢'[(¢-V)u+(u-V)¢] dz + asﬁw-qﬁds
:2/[(u.V)u}.¢dx. (4.48)
]_‘

Fixons 8 dans € O et h dans L%(0S), et notons u = R(B) et w = DR(B)h. En
choisissant ¢ = w dans I’égalité (4.13), on peut exprimer DT(S)h sous la forme suivante :

DT(B)h = 2/}_ [(u-V)u]-wdzr+ /88 h|u|?ds. (4.49)

En outre, en choisissant ¢ = 1 dans la relation (4.18) et ¢ = w dans (4.48), on obtient les
égalités suivantes :

21//D da:—i—/f[(w-V)u—i—(u-V)w]~wdx+/886w-wds
—/ hu - ¢ ds,
2V/D dx+/¢ w-Viu+ (u-V)w| dz + Sﬁw-wds
lAKuV)]wdm

En soustrayant ces égalités, on obtient

—2/f[(u~V)u]~de:/8$hu~¢)ds,

et finalement, d’aprés la relation (4.49),

Dﬂmhzégm+¢ymh®.

Cela démontre l'identité (4.19). O

Remarque 4.13. La coercivité de la forme bilinéaire associée a la formulation faible (4.48)
résulte de l'estimation suivante (voir la preuve des théorémes 4.5 et 4.6) :

p(u) < p(uo) + p(u)
< p(ug) + N[al| g

N

v
Co
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4.3 Optimisation de la trainée par rapport & la micro-structure

Tout d’abord, nous introduisons la famille des micro-structures admissibles. Pour cela,
nous nous basons sur le résultat principal de [18]. On considére une suite (S;)s>0 de sous-
ensembles ouverts équi-lipschitziens, et convergeant vers un ouvert S au sens de la métrique
de Hausdorff complémentaire (définie au chapitre 3, section 3.2). Pour tout € > 0, on note
Fe := Q\S: le domaine fluide correspondant, et comme précédemment, on note F := Q\S.
Enfin, soit us un vecteur de RY, correspondant a la vitesse du fluide loin de l'obstacle.
Le résultat suivant est démontré dans [18].

Théoréme 4.14. Soit {u.}.~0 une famille de solutions faibles du systéme de Navier-
Stokes (4.1)-(4.3) dans Fe, avec conditions de glissement parfait sur 0S.. On suppose que
ces solutions sont a énergies uniformément bornées, c’est-a-dire qu’il existe une constante
M > 0 telle que

Ve >0 HllgHHl(]:s) < M.

Alors, il existe une sous-suite de (S:)e>0, que l'on note avec le méme indice, telle que
17 u. — 1ru fortement dans L*(R3 R?),
17 Vu. — 1xVu faiblement dans L*(R3 R3*3),

et il existe un triplet {u, A,V} indépendant de u, tel que
— 1 est une mesure capacitaire @ support dans 0S,
— A est une fonction matricielle symétrique et positive,
-V ={V(x)}reaq, ot pour quasi-tout x dans 0S, V() est un sous-espace vectoriel de
I’hyperplan tangent ¢ 0S au point x,
et u est une solution dans F des équations de Navier-Stokes avec conditions auzx limites
friction-driven (4.1)-(4.5).

Soulignons que le triplet {u, A, V} est de nature géométrique, et qu’il est indépendant
de us. Par abus de langage, on appelle micro-structure un tel triplet {u, 4, V}.

Définition 4.15. On dira qu’une micro-structure {u, A, V} est admissible si elle est ob-
tenue par effet de rugosité, c’est-a-dire comme limite pour une suite (S:)c>o dans le cadre
du théoréme 4.14.

Pour des raisons techniques, on suppose que la famille d’objets rugueux S C €2 posséde
un caractére lipschitzien uniforme, a savoir qu’elle satisfait une condition de céne uniforme
(voir la définition 3.6). On suppose également que la suite d’ouverts {S:}e~o converge au
sens des fonctions caractéristiques vers un ouvert §. D’aprés le théoréme 3.7, & une suite
extraite pres, la suite des domaines converge également vers S au sens de la topologie de
Hausdorff complémentaire.

Définition 4.16. Pour tout € > 0, on considére une micro-structure {u., Ac,Ve} asso-
ciée & 9S.. On dit que la suite ({ue, Ac, Ve, Se})e>0 7y-converge vers une micro-structure
{p, A, V,S} associée & un domaine S, si (S:)->0 converge vers S au sens des fonctions
caractéristiques et de la topologie de Hausdorff complémentaire, et si les fonctionnelles
(F:)eso deéfinies par

21// \D(V)]de +/ Acv-vdpe sive HH(Q,R3), div v =0 dans F,
B 0S:
F.(v) = v(z) € Vo(z) q.p- x € 0S.,

100 sinon,
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I-converge vers F dans L%(2,R?), ott F est définie par

2V/ |D(v)[*dx +/ Av-vdu sive HHQ,R?), div v =0 dans F,
F oS
F(v) = v(z) € V(z) q.p. = € IS,

+0o0 sinon.

Remarque 4.17. Remarquons que la v-convergence définie ci-dessus implique la conti-
nuité des solutions du probléme de Stokes par rapport & la micro-structure. En effet,
considérons le probléme de Stokes dans F. avec conditions de type glissement dirigé avec
friction, déterminées par le triplet {uc, Ae, Ve }, et qui s’écrit

—div o(u,p) = 0 dans F, (4.50)

div u = 0 dans F;, (4.51)

U = Uy sur 02, (4.52)

u(z) € V.(x) q.p. x € 9S., (4.53)

[QZ/D(U)I’I + ,uAgu] -v=0pour v € V.(x), =z € IS.. (4.54)

La solution faible u. du systéme d’équations (4.50)—(4.54) est également I'unique minimi-
seur de la fonctionnelle H. définie par

H.(v)= 21//}_ ID(v)|?da + /88 Acv-vdp. Vv e HY(F), (4.55)

sur 'ensemble

C. = {V € HY(F.,R?) ‘ div v = 0 dans F;, v(x) € V-(x) q.p. € 0S;,V = Uy sur BQ}.

C. étant un sous-espace fermé de H'(F.,R3), le théoréme classique de Lax-Milgram et
I’inégalité de Korn fournissent I'existence et I'unicité de la solution.

Notons & nouveau U, une extension dans H'(2, R?) du champ de vecteurs Uco|p0, qui
est identiquement nulle dans un voisinage de S, et remarquons que pour toute fonction v
dans H'(Q,R3) telle que v = Uy, sur 952,

H.(v) =F.(v—ux)—4v [ D(v):D(uy)dz + 2V/ |D(uy)|2da.
Fe Fe
Par conséquent, la suite (H.).~o I'-converges dans L?(2,R?) vers H, et donc la suite des
minimiseurs u. converge également dans L?(Q2,R3) vers le minimiseur de H. C’est une
conséquence immédiate du fait que la suite des minimiseurs est uniformément bornée dans
H'Y(Q,R3). Or pour tout € > 0, le minimiseur de H. est précisément la solution faible du
probléme de Stokes (4.50)—(4.54).

Remarque 4.18. En termes de «-convergence, le théoréme 4.14 affirme que
{0,0,R%, 8.} 5 {u, A, V, S}

De fait, la preuve de ce théoréme est basée sur la I'-convergence des fonctionnelles d’énergie,
et sur le fait qu’une perturbation continue d’une suite I'-convergente est & nouveau I'-
convergente, de telle sorte que la conclusion du théoréme 4.14 demeure valide si la suite
({pe, Acy Ve, S2})es0 y-converge vers {u, A,V,S} (voir le théoréme 4.22). Soulignons que
Peffet géométrique des rugosités (c’est-a-dire la y-limite) est le méme sur les équations de
Stokes et de Navier-Stokes.
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Remarque 4.19. La topologie de la y-convergence est métrisable. C’est une conséquence
de la coercivité uniforme de la suite de fonctionnelles (F;).>o (voir [31]). En effet, on peut
formellement modifier les fonctionnelles pour les rendre équi-coercives en fixant la valeur de
F.(v) a +oo dés que la norme L? de v dans S. n’est pas équi-dominée par f]:s |D(v)|?dz,
c’est-a-dire

e /F D(v)[2dz,

ou C' est une constante bien choisie, qui dépend de la borne uniforme des normes des
opérateurs d’extension de H'(F.) dans H}(€).

Remarque 4.20. Etant donné un obstacle S, la famille des micro-structures admissibles
a la surface de S est définie par

U= {{M, AV, 8} 3(S:)eno tel que {0,0,R2, 8.} {M,A,V,S}}.

Cependant, les matériaux parfaitement glissants n’existent pas. Ainsi, dans la pratique,
cette famille doit étre restreinte & I’ensemble des ~-limites de suites de domaines rugueux
satisfaisant une loi de friction déterminée par un coefficient de friction 5 positif, définie
comme suit :

Z/{ﬁ = {{M7A7V7S} : 3(88)8>0 tel que {6d871d7R278&‘} l> {,LL, A7V7S}}

Théoréme 4.21. Les familles U et Uz, munies de la topologie de la v-convergence, sont
compactes.

Démonstration. Puisque la «-convergence est métrisable, il suffit de démontrer la com-
pacité séquentielle. On fait la preuve pour U, la démonstration pour Ug est similaire. Soit
({ttn, An, Vi, S})nen une suite de micro-structures appartenant a (. Par définition de U,
pour tout n dans N, il existe un ouvert S, tel que

d,({0,0,R?, S}, {ptns Any Vi, S}) + du (S, S) <

S|

D’apres le résultat du théoreme 4.14, et la remarque 4.18, il existe une sous-suite (Sp, )keN
et un triplet {u, 4,V,S} tels que

Y,
{07 07 RQ» Snk} — {:u7 A> V7 S}
Finalement, on conclut que
kli{go d'Y({/'Lnka Ankv Vnk 9 8}7 {/,L, A7 Vv S}) - 0

O

Théoréme 4.22. La trainée est y-continue pour les équations de Stokes et de Navier-

Stokes.

Démonstration. Pour le probléme de Stokes, l'expression de la trainée associée a un
quadruplet {in, Apn, Vn,Sn} est la suivante :

T({ttns Ay Vs Sn}) = — / o (U, o) - o dls.
oS,
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Par un calcul semblable & celui décrit a la remarque 4.3, on montre que cette quantité est
égale & deux fois I’énergie du systéme de Stokes, qui est définie par

1// ID(u,)* dz + % Acuy, - updpy,
n oS
ol u, est la solution faible du systéme de Stokes (4.50)-(4.54). D’apres la remarque 4.17,
dans le cas du probléme de Stokes, le théoréme 4.22 est une conséquence directe de la
convergence des minima dans le cadre général de la I'-convergence.

Comme la solution du systéme de Navier-Stokes stationnaire (4.1)-(4.5) n’est pas né-
cessairement unique, I’affirmation du théoréme 4.22 doit étre comprise de la facon suivante.

Supposons que
{1ty Ay Vo, Su} 2 {p, AV, S},

et soit (u,)nen une suite de solutions faibles du probléme de Navier-Stokes stationnaire
associé au quadruplet { iy, Ay, Vi, Sp}. Pour tout n dans N, on note T'({ in, A, Vi, Sn}s up)
la trainée correspondante. Si la condition

SupT({Nm Ana Vn, Sn}a un) < 400

est satisfaite, il existe une sous-suite et une solution u du probléme de Navier-Stokes limite,
tels que

kli{{olo T({:U’nka Ank ) Vnk; Snk}; uk) = T({M7 AV, 8}7 u)-
En effet, puisque sup T'({ptn, Apn, Vn, Sn}, up) < 400, on peut supposer que la suite u,
n

est bornée dans H'(2,R3), et par conséquent, qu’il existe une sous-suite (notée avec le
méme indice) telle que

u, — u faiblement dans H'(Q,R?).

En particulier,
17,1, — 1ru fortement dans L?(R3 R?),

17,Vu, — 1xVu faiblement dans L?(R? R>*%).

Pour tout n dans N, on définit alors f, = —1£, (u,-V)u, dans H~1(Q, R3), et on remarque
que la suite (f,)nen converge fortement dans H (€2, R3) vers la fonction f définie par
f=-1ru-Vu.

Puisque (Hj,)nen [-converge vers H, la convergence suivante a lieu :

1 r 1
o Hn ()= < far >-r1@umi@)— 5HO = < fo >n-v@xmi@) -

Les fonctions u,, étant des minimiseurs des fonctionnelles modifiées qui convergent vers u,
on obtient que u est un minimiseur de $H(-)— < f,- >p-1(Q)x HL(0)- Par conséquent, u
est une solution faible du probléme de Navier-Stokes stationnaire associé au quadruplet
{u, A, V, S}, puisqu’elle satisfait I’équation d’Euler associée au minimiseur.

En choisissant u,, — u et u — us, comme fonctions test dans les formulations faibles
respectives, on obtient ’expression suivante :

T({/"L’nn An; VTM STL}7 un) -

2u D(u,) : D(uy)dz + Apuy, - Ueodp+ < fr,un — Uy > H-1(Q)x HY(Q) -
ANSn Sy, 0
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Le second membre de cette égalité passe a la limite car (u,),en converge faiblement dans
H'(Q,R?), le terme de bord fasn Apuy, - usdp s’annule et (fy,)nen converge fortement vers
f dans H~1(Q,R3). O

Le théoréme 4.22 fournit deux informations. La premiére est d’ordre pratique : la trainée
associée & des conditions de glissement orienté avec friction est proche de la trainée associée
aux domaines rugueux qui y-convergent. Ainsi, des conditions de glissement orienté opti-
males peuvent étre approchées par des domaines rugueux. D’autre part, du point de vue
mathématique, si deux micro-structures sont proches au sens de la ~y-distance, les trainées
associées sont également proches.

Théoréme 4.23. Le probléme de minimisation de la trainée sur U, respectivement sur Ug,
posseéde au moins une solution.

Démonstration. C’est une conséquence directe des théorémes 4.21 et 4.22. O

Monotonie de la trainée pour les équations de Stokes. On considére le probléme
de Stokes avec conditions de glissement orienté (4.50)-(4.54) associé & un obstacle fixe S
et différentes microstructures {u, A, V}.

Théoréme 4.24. Supposons que {u1, A1, V1} < {2, A2, Vo} dans le sens suivant :
e H(F) [ mgedn < [ A
oS aS

pour quasi-tout x € 0S, Va(z) C Vi(x).

Alors
T({,U’lv A17 Vl? S}) g T({M?) A27 V?) S})

Démonstration. La preuve est une conséquence directe de la formulation énergétique des
équations de Stokes et de 'inclusion des espaces d’énergies. O

Remarque 4.25. Puisque les conditions de glissement parfait correspondent a
Ap = 0,1 =0,V(z) 2 R?,

et 'adhérence, a
A2 = Id, M2 = O0HS, VQ(JJ) = {0},

la trainée d’un obstacle sur lequel on impose le glissement parfait est inférieure & celle que
I'on obtient en lui imposant une adhérence compléte.

Remarque 4.26. Considérons une structure en riblets définie par
A=0,p=0,V(x)=£&(z) R,

ot1 £ est un champ de vecteurs donné défini sur 9S a valeurs dans la sphére S2. Clairement,
la valeur de la trainée associée & cette structure se situe entre les deux valeurs extrémales
précédentes. Cependant, la monotonie n’est pas stricte car un bon choix des riblets peut
fournir la trainée optimale associée au glissement parfait pour une vitesse u,, donnée.



4.4. ETUDE NUMERIQUE 123

uOO -‘\‘\ Fl
e \\
— ,
H I'
S So

FIGURE 4.2 — Deux formes différentes pour le solide : un disque et une arche.

4.4 Etude numérique

L’objectif de cette section est de fournir des illustrations numériques des résultats
théoriques de la section 4.3, en particulier de montrer concrétement qu’en ajoutant de
maniére adéquate de la rugosité a la surface d’'un obstacle, dans un flot décrit par les
équations de Navier-Stokes, la trainée est susceptible de baisser. On fixe la dimension de
I’espace & N = 2. Dans ce cas de figure, la partie directionnelle des conditions aux limites
friction-driven est triviale puisque la dimension des sous-espaces V(z) ne peut valoir que
0 ou 1, ce que 'on peut traiter simultanément par une loi de friction.

On consideére le probléme (4.1)-(4.3), complété par les conditions aux limites (4.11)—
(4.12), que l'on rappelle ici :

u-n =0 sur 98,
2v[D(u)n)ien + fu = 0 sur JS.

Ci-dessus, [ est une fonction borélienne positive, a valeurs dans RU{+o0}, et qui représente
une distribution du coefficient de friction sur le bord du solide. Remarquons que si g =0,
ces conditions aux limites correspondent au glissement parfait, et que I’adhérence compléte
est obtenue formellement en fixant 5 = +oo.

Pour toute fonction 5 comme ci-dessus, et toute solution faible u du probléme (4.1)—
(4.3), (4.11)-(4.12), on note T'(f,u) la trainée correspondante, définie par

T(B,u) = 21//]: ID(u)|* dz + /885|u|2ds.

Dans les simulations numeériques, le domaine 2 est le disque unité et on fixe uy, = (1,0)
et v = 1073, On considére deux formes différentes pour le solide : une forme convexe
S1, qui est simplement le disque de rayon R = 0.1 centré a l'origine, et une forme non
convexe So, qui sera qualifiée d’arche dans la suite de cette section. Le bord de S est
constitué par la réunion de quatre demi-cercles I'; de rayons r;, pour ¢ = 1...4, définis par
r1 =0.1,r9 = r4 = 0.02 et 73 = 0.06 (voir la figure 4.2). Le centre de I'; coincide avec le
centre de Q.

De manieére classique, la discrétisation des équations de Navier-Stokes est réalisée par
des éléments finis P, pour la vitesse et P; pour la pression, sur un maillage triangulaire
obtenu par un algorithme de type Delaunay-Voronoi. Dans les deux configurations, 120
noeuds sont situés sur le bord de §2. Dans la configuration Sp, la paroi du solide est
discrétisée en 50 segments, et le maillage comporte 9868 triangles. Dans la configuration
So, 80 noeuds sont situés sur le bord de 'arche, et 9476 éléments sont utilisés. Les équations
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FIGURE 4.3 — Valeurs de la trainée pour des coefficients de frottement constants.

de Navier-Stokes stationnaires sont résolues par un schéma de point fixe classique (voir par
exemple I'ouvrage de Girault et Raviart [46]). La contrainte d’incompressibilité est traitée
par un multiplicateur de Lagrange, et la condition de non pénétration 4.11 est traitée par
pénalisation.

Exemple 4.27 (comportement de la trainée par rapport a des coefficients de frottement
constants). Dans cet exemple, nous analysons la trainée correspondant a des valeurs du
coefficient de frottement 8 que I’on suppose constantes sur le bord des obstacles S1 et Ss.
Les résultats sont représentés a la figure 4.3. Nous remarquons que, dans les deux cas, la
trainée est croissante par rapport aux fonctions 8 constantes, ce qui confirme l'intuition
commune selon laquelle; en général, la trainée est plus élevée pour les matériaux adhérents
que pour les matériaux lisses (méme si ce résultat n’est pas démontré mathématiquement
dans le cas des équations de Navier-Stokes). Plus précisément, les deux courbes ont ’aspect
d’une sigmoide : schématiquement, la trainée est pratiquement constante pour 8 < 0.001,
puis elle croit pour atteindre sa valeur maximale et rester quasiment constante pour g > 1.

Exemple 4.28 (non monotonie de la trainée par rapport a ). Dans cet exemple, on
considére des coeflicients de frottement S constants par morceaux. On impose différentes
valeurs constantes du frottement sur I'y et on fixe 8 = 10 sur le reste de la frontiére. Les
résultats sont représentés a la figure 4.4. Nous remarquons que la trainée est globalement
décroissante par rapport a la valeur de 8 sur 9S; \ I'1 et 952 \ I'1. Ce comportement est
plus marqué dans le cas de ’arche. Par exemple, dans cette configuration, la valeur de la
trainée pour 5 = 10 sur 9S8y \ I'1 est inférieure de 3.23% & sa valeur pour § = 0.001.

Cet exemple montre que dans certaines configurations, la trainée peut diminuer si ’on
augmente la valeur du coefficient de friction dans certaines régions spécifiques de la paroi
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FIGURE 4.4 — Valeurs de la trainée pour des valeurs de 3 constantes sur 9S2 \I'; (en haut)
et sur 951 \ I'1 (en bas), avec § = 10 sur I';.

du solide.

Exemple 4.29 (optimisation de la trainée par rapport a 3). Dans cet exemple, on consi-
dere la forme de I'arche Sy (voir la figure 4.2 p. 123). Afin de se rapprocher de situations
réelles, on fixe une valeur minimale du frottement [, > 0, et on considére le probléme
d’optimisation suivant :

min {T(8,u) | 8> Bumin} - (4.56)

Pour traiter ce probléme d’optimisation sous contrainte, on utilise une méthode de gra-
dient projeté. Pour effectuer le calcul du gradient de la trainée par rapport au frottement,
on applique le corollaire 4.8. On fixe une valeur constante du pas h = 6000 dans la descente
de gradient et un critére d’arrét € = 5 x 107° pour la norme L? du gradient projeté. Le
coefficient de frottement initial a une valeur constante § = 5, et on fixe la valeur minimale
du frottement & B, = 0.5.

Dans le tableau 4.1, nous donnons la valeur de la trainée et de la norme L? du gradient
projeté au cours de la descente de gradient. La valeur minimale obtenue est inférieure de
3.14% a sa valeur initiale pour 8 = 5. A titre de comparaison, la valeur de la trainée
pour 8 = Bmin (que nous avons calculée pour tracer la courbe 4.3) est égale a 0.159271.
Cela confirme que la distribution uniforme S = 0.5 n’est pas optimale pour le probléme
d’optimisation (4.56).

A la figure 4.5, nous avons tracé le coefficient de friction de chaque coté de la frontiére de
Parche, ¢’est-a-dire, sur I'oUT's UT'y (en haut) et sur I'; (en bas), en fonction de 'ordonnée
des points sur le bord, aprés une itération et & convergence de l'algorithme. Le coefficient
de frottement optimal sur le bord du solide Sy est représenté a la figure 4.6. A convergence,
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Itération | Trainée | Norme L? (x1079)
0 0.163 33.1
1 0.160 10.5
2 0.158 9.65
3 0.158 5.34
4 0.158 4.17

TABLE 4.1 — Trainée et norme L? du gradient projeté au cours de la descente de gradient.

on peut observer que le frottement a globalement augmenté sur les parties saillantes de
I'obstacle, c¢’est-a-dire les demi-cercles I'y et 'y, pour atteindre entre trois et quatre fois sa
valeur initiale, & ’exception d’une petite région autour des points de jonction avec I'; o1,
au contraire, le frottement a diminué jusqu’a ce que la contrainte 5 > Binin soit saturée. A
I'inverse, la valeur du frottement dans la partie creuse de la paroi, c’est-a-dire le demi-cercle
I'3, n’a pas été modifiée au cours du processus d’optimisation. De 'autre co6té de ’arche,
on observe une hausse significative du frottement sur un large voisinage des extrémités de
I'1, & exception d’une région trés réduite prés de ces points extrémaux, ou le frottement
a diminué pour atteindre a nouveau la valeur minimale [, et coincider avec sa valeur
de l'autre coté des points de jonction avec I's et I'y. Enfin, dans la région médiane de I'y
située au voisinage de 'axe y = 0, la valeur du frottement demeure proche de sa valeur
initiale 8 = 5.

Cet exemple confirme que 'utilisation de rugosités pour augmenter la valeur du coeffi-
cient de frottement, sur certaines régions spécifiques de la paroi du solide, peut contribuer
& une réduction de la trainée.
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FIGURE 4.6 — Représentation du frottement optimal sur le bord de Ss.






Conclusion et perspectives

Ce travail de thése s’est axé autour de deux thémes principaux : la compréhension de
I’effet de rugosité produit par des parois avec une régularité minimale, et son application
A des probléemes de mécanique des fluides liés a des intéractions fluides-structures.

Nous avons montré que des parois périodiques supposées uniquement continues pro-
duisaient un effet de rugosité uniforme, dés lors qu’elles ne possédaient aucune direction
d’invariance. Nous avons pour cela eu recours a une formulation faible de la condition de
non pénétration et interprété la création de riblet en termes de dérivée directionnelle au
sens des distributions. Nous avons également montré qu’une classe de parois non pério-
diques, qualifiées de cristallines dans le sens ot les normales appartiennent a un ensemble
fini et fixé, produisait un effet de rugosité uniforme, si les normales satisfaisaient une condi-
tion de non dégénérescence prévenant 'apparition de directions privilégiées au sein de la
paroi. La preuve repose sur l'utilisation de mesures de Young associées a la famille de pa-
rois re-dimensionnées, permettant de sélectionner parmi les normales communes certaines
directions particuliéres exercant une influence & la limite. Cette influence se traduit par
I’existence d’un ensemble non négligeable, au sens de la mesure de Hausdorff bidimen-
sionnelle, de points de la paroi limite en lesquels la normale est donnée par une direction
fixée.

D’autre part, nous avons donné une interprétation de I'effet de rugosité d’un point de
vue variationnel, en nous appuyant sur des méthodes de relaxation et sur la I'-convergence
des fonctionnelles d’énergie afin de mesurer l'influence de la rugosité dans une direction
fixée. Ce cadre permet de mettre en évidence le réle de la capacité de Sobolev dans le
phénomeéne de rugosité et de montrer que 'effet de rugosité peut avoir lieu dans certaines
configurations & « faible » rugosité, c’est-a-dire mettant en jeu des phénomenes oscillatoires
invisibles pour les mesures de Hausdorfl surfaciques, mais que les mesures capacitaires que
nous construisons permettent de détecter. Enfin, ces mesures de rugosité directionnelles
permettent de décrire un effet de rugosité que nous qualifions de compleze, 1ié aux jets de
synthése, qui montre qu'un choix adapté de parois rugueuses, associé a certaines conditions
d’aspiration ou d’injection du fluide & travers la paroi, permet de générer des conditions
aux limites nouvelles qui imposent non seulement la direction du flot, mais également le
sens de I’écoulement.

Sur le plan des applications, nous nous sommes intéressés, d’'une part, au probléme
du contréle de la trajectoire d’un solide déformable auto-propulsé, a faible nombre de
Reynolds, & I'aide de déformations de son bord et de variations de la friction générée par
la paroi. La premiére étape de ce travail a consisté & montrer le caractére bien posé du
probléme d’interaction fluide-structure, avec des conditions au bord de type adhérence
ou de type friction de Navier avec coefficient § variable, dans lequel les déformations du
solide sont prescrites par une famille de difféomorphismes qui préservent la quantité de

mouvement et le moment cinétique du solide. Nous avons également démontré la stabilité
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séquentielle de la trajectoire du solide par rapport aux déformations imposées. Nous avons
illustré le modele étudié par des simulations numériques, qui nous ont permis de retrouver
des résultats connus sur 'inefficacité des mouvements réversibles pour la nage a faible
nombre de Reynolds, et de mettre en évidence l'effet de ralentissement du déplacement
généré par la friction.

D’autre part, nous avons considéré le probléme de la minimisation de la trainée d’un
obstacle & l'aide de micro-rugosités placées sur sa paroi, la forme macroscopique de ’ob-
jet étant fixée. Nous avons défini ’ensemble des micro-structures admissibles a l'aide du
triplet {u, A, V}, qui détermine 'intensité de la friction, la direction dans laquelle elle
s’applique ainsi que d’éventuelles directions d’écoulement imposées le long de la paroi. Un
tel triplet fournit une micro-structure admissible s’il est issu de 'effet de rugosité. Nous
avons montré que ’ensemble des micro-structures admissibles est compact pour la topologie
de la y-convergence associée & l'effet de rugosité, et que la trainée est continue pour cette
topologie, aussi bien pour le probléme de Stokes que pour le probléme de Navier-Stokes sta-
tionnaire. Nous en avons déduit 'existence d’un minimiseur de la trainée parmi I’ensemble
des micro-structures admissibles. En utilisant I’énergie associée au systéme de Stokes, nous
avons démontré que la trainée minimale est obtenue en minimisant la friction sur la paroi
du solide. Ainsi, les rugosités ne permettent pas de faire baisser la trainée dans le cas
d’un écoulement de Stokes. En revanche, dans le cas d’un écoulement de Navier-Stokes
stationnaire, nous avons montré par des calculs numériques qu’'une hausse du coefficient de
frottement dans certaines zones spécifiques de la paroi du solide, obtenue dans la pratique
par 'ajout de rugosité, permet de diminuer la trainée subie par I’obstacle.

Les perspectives qu’ouvre ce travail concernent, d’une part, la généralisation de l'ef-
fet de rugosité & des parois encore moins réguliéres. Dans le cas de parois périodiques,
il s’agirait de traiter le cas de parois semi-continues inférieurement, ce qui suppose de
travailler avec une condition de non pénétration encore plus affaiblie, permettant d’im-
poser 'imperméabilité des parois verticales correspondant aux points de discontinuité des
graphes. Concernant les parois cristallines, il serait utile d’étudier la dépendance de la
constante de type Poincaré qui quantifie ’effet de rugosité uniforme, par rapport aux pro-
priétés géométriques du compact K décrivant les normales aux parois. Cela permettrait
de mieux comprendre quelles propriétés de K déterminent le comportement asymptotique
des champs de vecteurs non pénétrants sur les parois. En outre, dans la démonstration
que nous proposons, il apparait que le caractére fini de ’ensemble des normales pourrait
étre relaxé, pour lui substituer la contrainte moins restrictive que K soit un ensemble com-
pact. Physiquement, cela permettrait de généraliser notre étude au cas de cristaux dont
les directions normales subissent de petites variations autour d’une position moyenne, dues
par exemple & certaines imperfections du cristal. Cela offrirait également la possibilité de
prendre en compte d’éventuelles incertitudes expérimentales dans la mesure des positions
des normales.

Sur le plan des applications, le plus grand défi que souléve ce travail est sans doute le
traitement numérique du probléme d’optimisation de la trainée, en dimension trois, par
rapport a la micro-structure {u, A, V}. L'une des difficultés majeures liées a cette question
est la manipulation des ensembles V de sous-espaces vectoriels des plans tangents a la paroi
du solide. En effet, ’existence de tels sous-espaces admissibles résulte d’arguments abstraits
issus de la théorie de la I'-convergence, qui, en général, ne donnent pas d’information sur les
propriétés des ensembles V. Pour obtenir des informations supplémentaires, il est nécessaire
de fixer des contraintes géométriques sur les suites de parois perturbées, et de se placer dans
un cadre plus spécifique. Ainsi, la description des ensembles V admissibles nécessite & la
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fois de comprendre Veffet local de la rugosité, mais aussi quelles propriétés géoémétriques
macroscopiques des formes considérées peuvent contraindre 'orientation des riblets ou
imposer l'existence de zones d’adhérence totale. Une autre difficulté majeure réside dans la
compréhension de l'influence des directions d’écoulement au bord sur le comportement des
solutions des équations de Navier-Stokes associées. Cette compréhension est indispensable
pour définir une structure sur les ensembles V admissibles qui soit compatible avec les
équations de Navier-Stokes. Cela permettrait de décrire des perturbations de V par rapport
auxquelles la trainée est continue, et d’envisager la question de la différentiabilité de la
trainée par rapport a V.
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