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Cette thése est dédiée a mon oncle,
a Fanny et a Liora.

Voila donc les débris de I’humaine science !

Et, depuis cing mille ans qu’on a toujours douté,
Apres tant de fatigue et de persévérance,

C’est la le dernier mot qui nous en est resté!

Ah! pauvres insensés, misérables cervelles,

Qui de tant de facons avez tout expliqué,

Pour aller jusqu’auz cieux il vous fallait des ailes;
Vous aviez le désir, la foi vous a manqué.

Alfred de Musset, 1838.
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Résumé

Cette these s’intéresse a la recherche de points rationnels sur les courbes elliptiques.
Darmon et Logan ont proposé une construction conjecturale de points rationnels sur des
courbes elliptiques modulaires définies sur un corps de nombres totalement réel. Cette
construction va au dela de la construction classique des points de Heegner. C’est sur la
généralisation de ces travaux que porte cette theése. Aprés un premier chapitre de rappels
concernant essentiellement les variétés de Shimura, on construit, dans le chapitre deux une
forme différentielle dont I’ensemble des périodes est, sous une conjecture due a Yoshida,
un réseau. On y définit aussi un ensemble de cycles dont la classe d’homologie est de
torsion. A l'aide de ces données, on énonce au chapitre suivant une conjecture généralisant
celle de Darmon et Logan. On s’interesse aussi aux propriétés de ces nouveaux points,
principalement en lien avec les théoremes "classiques' de Gross-Zagier et Gross-Kohnen-
Zagier. Le chapitre 4 tente de rendre holomorphes les opérations du chapitre 2, et le
chapitre 5 de les rendre plus explicites. Cette thése comporte une annexe concernant les
vérifications informatiques de la conjecture de Darmon.

Mots-clefs

Courbes elliptiques, points de Heegner, formule de Gross-Zagier, points de Stark-
Heegner, variétés de Shimura, algebres de quaternions.

Abstract

This thesis deals with rational points on elliptic curves. Darmon and Logan proposed a
conjectural construction of rational points on modular elliptic curves defined over a totally
real number field. This construction goes farther than Heegner points’ classical construc-
tion. This thesis generalize Darmon’s construction. The first chapter essentially recalls
some basic facts concerning the cohomology of quaternionic Shimura varieties. In the sec-
ond chapter is built a differential form, whose set of periods is a lattice, under a conjecture
due to Yoshida. The end of chapter two focus on special cycles, which homological classes
are torsion. These new objects allow us to generalize Darmon’s conjecture in the beginning
of chapter 3. We state for this family of points a conjectural Gross-Zagier formula and try
to relate them with some kind of Gross-Kohnen-Zagier theorem. In the last chapters we
explicit the former constructions. This thesis ends with a survey of numerical evidences
for Darmon’s conjecture.

Keywords

Elliptic curves, Heegner points, Gross-Zagier formula, Stark-Heegner points, Shimura
varieties, quaternion algebras.
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Introduction

Le but de cette these est de généraliser les travaux de Darmon [Dar04] concernant la
construction de points de Stark-Heegner, c’est-a-dire de points rationnels sur une courbe
elliptique définie sur un corps totalement réel. Rappelons tout d’abord quelques travaux
antérieurs concernant la construction de points rationnels sur les courbes elliptiques.

Points de Heegner Soit E une courbe elliptique sur Q et N son conducteur. On sait
depuis [BCDTO01] qu'une telle courbe est modulaire, c’est-a-dire qu’il existe une forme
modulaire parabolique de poids 2 de niveau N vérifiant 1’égalité des fonctions L :

3
Vs € {z € C Re(s) > 5} L(E,s) = L(f,s).
Il en découle une uniformisation modulaire

obtenue en composant I'application

z
z€Hvr— c/ 2im f(2)dz,
100
ol ¢ désigne la constante de Manin, avec I'uniformisation de Weierstrass donnée par la
fonction p.

Soit K un corps quadratique imaginaire et zy € H N K. Sous 'hypothese (dite de
Heegner) que le conducteur N de la courbe se décompose dans K, la donnée d’un point de
Heegner est essentiellement celle de 2i7 [0 f(z)dz modulo les périodes de f, i.e. I'image
par application d’Abel-Jacobi de zp dans C/Agp ~ E(C). La théorie de la multiplication
complexe montre que ces points sont définis sur certains corps de classe de K. En particulier
si le point zy € I'o(IV)\'H vérifie I'égalité suivante

{7 € Mo(N) ~z20 =2} U{0} = Ok,

le point P; obtenu est défini sur le corps de classe de Hilbert K[1] de K. L’interét de ces
points est qu’ils fournissent des exemples de points d’ordre infini, et qu’il est possible de
les calculer explicitement.

Lien avec la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer Notons Px € F(K) la trace
de P, a K. La formule de Gross-Zagier [GZ86] lie la hauteur de Néron-Tate hnt(Px) de
Py ala dérivée de la fonction L de E/K en son centre de symétrie :

hNT(PK) = cste X LI(E/K, 1),
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ol cste désigne une constante non nulle dépendant de K et de I'uniformisation modulaire
de E. Ce résultat, conjugué au théoreme de Kolyvagin qui affirme que si Px n’est pas de
torsion alors le groupe de Mordell-Weil E(K) est de rang un, c.f. [Kol88b, Kol88a, Dar04],
fournit un résultat partiel dans le sens de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer :

Théoréme. (Gross-Zagier,Kolyvagin) Si E/Q est une courbe elliptique et si
ords—1 L(E, s) < 1, alors
rang(E(Q)) = ordsmr L(E, ).

Dans ce cas la position des points de Heegner dans le groupe de Mordell-Weil ont été
précisés dans [GKZ87].

Généralisation aux courbes de Shimura La construction de points de Heegner a été
généralisée dans le cas ou 'on s’interesse a une courbe elliptique qui peut étre uniformisée
a l'aide d’une courbe de Shimura. Ce type de méthode permet d’alléger I’hypothese de
Heegner, c.f [Dar04]. On obtient de maniére analogue des points définis sur des corps de
classe de corps quadratiques imaginaires. Le lien entre ces points et la conjecture de Birch
et Swinnerton-Dyer est encore satisfait, via la formule de Gross-Zagier, dont la preuve est
due & Zhang [ZhaOla]. Un inconvénient de cette généralisation est qu’elle dépend de la
théorie de la multiplication complexe, qui ne permet a priori de ne traiter que le cas des
extensions de type C.M.

Philosophie des points de Darmon Dans [Dar01] Darmon propose une construc-
tion conjecturale de points rationnels sur des courbes elliptiques modulaires. Le principe
de cette construction est d’utiliser 'analyse p-adique pour obtenir des points locaux, et
de conjecturer que ces points sont globaux. Des évidences numériques sont fournies dans
[DG02, DP06] pour appuyer cette construction. L’idée de Darmon, qui revient essentielle-
ment & construire certains cycles et a en prendre I'image par une application d’Abel-Jacobi,
s’est peu a peu développée. Le lien avec les fonctions L est établi, au moins conjecturelle-
ment c.f. [Dar06] ainsi qu'une évidence théorique [BD09]. Un analogue de la construction
de Darmon est proposé par Trifkovié¢ dans [Tri06] pour les courbes définies sur des corps
quadratiques imaginaires. Une construction archimédienne est proposée dans [DL03]| pour
les courbes définies sur des corps de nombre totalement réels, construction qui est le point
de départ de cette these.

Toutes ces methodes, bien que conjecturales, élargissent la possibilité de construire des
points rationnels bien au dela de ce que permettait de faire la théorie de la multiplication
complexe. Mentionnons de plus que les idées sous-jacentes a la construction de Darmon
ont aussi permis la construction de généralisations d’unités elliptiques [CD08, DD06], ainsi
que la mise en ceuvre d’algorithmes pour construire des courbes elliptiques modulaires,
[Dem08] plus précisement pour expliciter le réseau des périodes d’une forme modulaire de
Hilbert.

Points de Darmon pour les extensions ATR Rappelons ici les grandes lignes de la
construction des points de Darmon, que 'on peut trouver dans [DLO3] (et dans [Dar04]
pour des corps de base qui ne sont pas quadratiques). Soit F' un corps quadratique réel de
nombre de classe au sens restreint égal & un. On se fixe une unité ¢ vérifiant 1 := 7(¢) > 0
et €9 := 19(e) < 0 o 71, 7o désignent les places archimédiennes de F'. Soit E/F une courbe
elliptique modulaire et N son conducteur. On note f la forme modulaire de Hilbert associée
a E et I' = Ty(N). La forme différentielle wy = —47? f(21, 22)dz1dzs, qui est définie sur
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la surface modulaire de Hilbert T'\H? est naturellement attachée & f. Soit w;[ la forme
différentielle modifiée suivante, ot d est un générateur totalement positif de la différente

de F
i 472

Wwr =
/ m1(d)m2(d)
Cette forme différentielle est I'-invariante et on a

Yz2 YZ4 z9 z4
Vyel / w;[ = / / w;[.
YZ1 YZ3 21 zZ3

Darmon introduit alors un certain ensemble de périodes Ay qu’il conjecture étre un
réseau de C commensurable au réseau de Néron Agp de E, en reformulant une conjecture
due a Oda [Oda82]. Soit er I'exposant de l'abélianisé Iy, de I' (c.f. proposition 1.3 de
[DLO3]) et Af = ep'Ay. Ceci permet de définir pour 7,z,y € H une intégrale semi-définie

Ty -
mT{x—>y}:/ / w;GC/A}'.

Cette intégrale satisfait les propriétés suivantes :

T rx2 n T rx3 n T rx3 n
[ L] Lei=] L g
x1 T2 Tl
T2 €2 + T1 xr2 + T2 €2 +
[l L= @
T 1 o Ja
Soit K/F une extension quadratique ATR « almost totally real » de F, c’est-a-dire
que K est complexe au dessus de 1 et réelle au dessus de 75. Soit

(f(Zl, 22)d21d22 + f(alzl, Egﬁ)d(&‘lzl)d(z’fg@)) .

U: K — My(F)
un plongement vérifiant la condition d’optimalité
U(Ok) =V (K)NMs(OF),

ou Op et O désignent respectivement I'anneau des entiers de F' et de K. Le groupe
U (0x)NT est de rang un modulo ¥(Oj) et a un unique point fixe 7 € 7 (K) N'H. Soit
7, un générateur de ce groupe et x € H. Darmon pose

T [ YT
+ _ +
AT

et vérifie que cette intégrale ne dépend pas du choix de x, seulement de ’orbite de 7 sous I'.
Soit
I'uniformisation de Weierstrass, et £ € Zx¢ tel que {Ay C Ap et Darmon définit le point
P par

P =),
La conjecture s’énonce alors de la maniere suivante :

Conjecture. (/DL03], conjecture 2.3, [Dar04] conjecture 8.17)
Soit K[1] le corps de classe de Hilbert de K, alors le point local P} € E(C) est dans

Remarquons que Darmon précise 'action de Gal(K[1]/L) sur ce point a I'aide d’une
action sur les plongements optimaux de K dans Ma(F'), et considére des points plus
généraux, définis sur le corps de classe de Hilbert au sens restreint K[1]* tout en précisant
'action de Gal(K[1]7/K[1]) sur ces points.
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Objectif de cette thése Dans cette theése, nous généralisons la construction archimé-
dienne de Darmon, en allégeant la condition de ramification sur ’extension quadratique K
ce qui se fait principalement en échangeant le role joué par la variété modulaire de Hilbert
avec une variété de Shimura quaternionique. Ceci permet d’avoir une formulation adélique
de la construction, et d’énoncer une conjecture sans supposer que le corps de base est de
nombre de classe au sens restreint égal a un.

Le nouveau cadre obtenu, naturellement automorphe, se préte plus facilement a une
éventuelle étude théorique des points de Darmon. Il permet par exemple d’obtenir une
formule unique pour décrire I'action de Gal(K?®P/K), sans avoir & séparer I’action de la
partie archimédienne de celle de la partie finie. On peut aussi construire plus facilement
une forme linéaire invariante sur I’espace des formes automorphes. Dans ce cadre, une
formule de Gross-Zagier conjecturale prend naturellement sa place.

L’objectif secondaire de cette these est de placer la construction de Darmon dans
le cadre de la théorie de Kudla [Kud97] des cycles sur les variétés de Shimura de type
orthogonal. Les cycles nécessaires a la construction des points de Darmon apparaissent
alors comme des cas particulier des cycles utilisés par Kudla, qui ont ’avantage d’étre
naturellement « en famille » ce qui ouvre de multiples perspectives.

Contenu du manuscrit Décrivons un peu plus les grandes lignes de cette these.

Soit F' un corps de nombres totalement réel de degré d, et 7p,..., 74 ses places archi-
médiennes. On se fixe r € [2; d] et B/F une algébre de quaternions qui se décompose
en 7i,...,7, et se ramifie en 7,.41,...,74. Soit F I'anneau des adéles finies de F. On note
B* = BX@p F et on se fixe un sous-groupe ouvert compact H de B*. Soit alors Shy la
variété de Shimura quaternionique dont les points complexes s’identifient a

Shy(C) = B*\(C\R)" x B*/H.

Soit E/F une courbe elliptique modulaire. Il existe donc une forme modulaire de
Hilbert ¢ vérifiant
L(E,s) = L(g,s).

Nous supposerons que @ est dans l'image de la correspondance de Jacquet-Langlands
pour B, c’est-a-dire qu’il existe une forme automorphe ¢ € So(B)) vérifiant 1'égalité entre
représentations automorphes

m(¢) = JL(7())-

La forme automorphe ¢ correspond naturellement a une forme différentielle holo-
morphe de degré r sur Shy(C) que I'on note w,. A l'aide de « conjugaisons complexes
partielles », il est possible de modifier w, en w:,‘ , dont I’ensemble des périodes est, sous
une conjecture due a Yoshida, un réseau comparable au réseau de Néron Ap de E : il
existe une constante £ telle que

& _1A4p C Ag.
Soit K une extension quadratique de F' dans laquelle les places 7o, ..., 7, se décom-
posent et les places 7, 741, ..., Tq se ramifient. On se fixe un plongement
q: K — B.

Il y a alors une action de (K ® R)*/(F @ R)* sur (C\R)" qui permet de construire une
sous-variété 7° de (C\R)" et, pour b € By fixé, un tore .7,° sur Shy(C), de dimension
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r — 1. A T'aide d’un théoréme de Matsushima et Shimura, on peut alors construire une
r-chaine Ap sur Shy(C) vérifiant
ng,’ = 0A}

pour un certain entier n.
Soit
¢ :C/Ag — E(C)

I'uniformisation de Weierstrass et
recg @ K — Gal(K*/K).
On peut maintenant énoncer la conjecture principale

Conjecture. (Conjecture 3.1.1.1, page 53)
Le point P;" = @ (5 ng w:,‘) € E(C) s’identifie a un point de E(K?®) et

X + _ pt

Va € Kj reci(a)P,” = P

Remarquons que pour simplifier la présentation de cette conjecture, nous ignorons

volontairement l’effet d’un certain caractere 3, remplacé par le signe + en exposant ici.
Les détails trouvent naturellement leur place dans le corps du texte.

Plan de la thése Ce manuscrit est découpé en cing chapitres et une annexe.

Le chapitre 1 regroupe les définitions des objets utilisés : variétés de Shimura qua-
ternioniques, formes automorphes, leur correspondance avec les formes différentielles, le
théoreme de Matsushima - Shimura. On y définit aussi des opérateurs ¢}, qui permettent

d’obtenir la forme différentielle w;f , désignée par wg par la suite.

Le chapitre 2 est consacré a la construction des objets nécessaires a la définition des
points de Darmon. On utilise dans un premier temps une conjecture de Yoshida pour mon-
trer que 'ensemble des périodes de w;‘ est un réseau. Cette étape correspond a 'utilisation
de la conjecture d’Oda chez Darmon. Dans une deuxieme partie plus ou moins indépen-
dante, nous donnons une description de l'action de (K ® R)*/(F @ R)* sur (C\R)". On
y étudie les orbites sous cette action et ’on montre que leur projections sur les variétés
de Shimura sont des tores .7,°. A 'aide du théoréeme de Matsushima - Shimura on peut
alors construire les chaines Ap. On étudie ensuite I'effet des différents choix, que 'on est
amené a faire, sur les tores .7,°. Enfin on fournit des informations concernant 'action de
différents groupes sur I’ensemble des tores .7,°.

Le chapitre 3 contient 1’énoncé principal de cette these, qui généralise la conjecture de
Darmon. On y étudie les corps de définition des points de Darmon, ainsi que les liens entre
I’algebre de quaternions et les signes de certaines équations fonctionnelles. On y énonce
ensuite une formule de Gross-Zagier conjecturale, apres avoir construit une forme linéaire
invariante dont les points de Darmon devraient constituer des vecteurs test. Enfin on se
place dans le cadre des variétés de Shimura de type orthogonal, pour énoncer des conjec-
tures qui devraient fournir des analogues, dans le cas des points de Darmon, au théoréme
de Gross-Kohnen-Zagier dans le cas des points de Heegner classiques.
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Le chapitre 4 définit les opérateurs de Hecke archimédiens, qui sont un analogue des
opérateurs t; qui permettent d’obtenir la forme différentielle w;f et les points de Darmon.
On donne une définition de ces opérateurs en terme de structure de Hodge pour I'espace
symétrique Hermitien associé a la variété de Shimura quaternionique. On montre aussi
que ces opérateurs peuvent étre vu comme des applications holomorphes sur une variété
qui est union de certaines variétés de Shimura. Cette étude suggere ainsi de se placer sur
une variété plus grosse qu’une variété de Shimura, afin d’obtenir des objets naturellement
holomorphes.

L’objectif du dernier chapitre est de se fixer des isomorphismes entre I'algebre de qua-
ternions B et certaines algébres de matrices pour fournir des illustrations aux 4 premiers
chapitres. On revient en premier sur les opérateurs de Hecke archimédiens, puis sur l'ac-
tion des opérateurs ¢; sur les formes automorphes et les formes modulaires de Hilbert.
On prouve alors que les opérations que l'on effectue au chapitre 2 sur la forme différen-
tielle w,, correspondent bien aux opérations de Darmon. On fournit ensuite des figures qui
représentent les cycles spéciaux .7° ainsi que leurs images par la conjugaison complexe.
Pour finir on donne une version matricielle des espaces quadratiques considérés a la fin du
chapitre 3.

L’annexe A fait un bref survol des évidences numériques connues a ce jour en faveur de
la conjecture de Darmon et fournit un premier résultat numérique d’un travail en cours en
collaboration avec R. Cosset. Ce travail devrait permettre de calculer systématiquement
les points de Darmon dans le cas de corps de base de nombre de classe au sens restreint 1
et d’extensions quadratiques ATR, a l'aide du logiciel Magma.



Notations

Les notations suivantes sont valables pour la totalité du manuscrit :

— Notons Q C C la cléture algébrique du corps des nombres rationnels Q.

— F est un corps de nombres totalement réel de degré d .

— T1,...,7q4: F —— Q désignent les d places archimédiennes de F.

— Si K/Q est un corps de nombres, Ok (respectivement O ) est son anneau des entiers
(respectivement groupe des unités).

— Si v est une place de K, K, est le complété de K en v.

— Si K/F est une extension, pour toute place v de F, K, = K ®p F,.

— Si K/Q est un corps de nombres, on notera hx son nombre de classes, h}; son nombre
de classes au sens restreint. . .

— Si K/Q est un corps de nombres, K, (respectivement K , K, K*) désigne anneau
des adeéles de K (respectivement les adeles finies de K, les ideles de K, les ideles
finies de K).

— B/F désigne une algebre de quaternions, Ram(B) I'ensemble des places de F' en
lesquelles B se ramifie.

— Bpy = B®p Fy (respectivement B=B®r ﬁ) les points adéliques de B.

— H est le demi-plan de Poincaré.

Sauf mention contraire, nous supposerons que B # My(F), que d > 2 et qu’il existe
r € [2; d] tel que les places archimédiennes de F' en lesquelles B se décompose soient
exactement 71,..., 7.






Chapitre 1

Rappels autour des variétés de
Shimura

Ce chapitre est consacrés aux rappels et définitions nécessaires a la construction des
points de Darmon. Toutes les notions sont plus ou moins classiques. Les principales ré-
férences concernant les courbes de Shimura sont les articles [Car86], [CV07, CV05] et
[Nek07]. Le livre [Rei97] introduit aux variétés de Shimura quaternioniques et [Mil05] sert
de référence générale sur les variétés de Shimura.

1.1 Généralités

1.1.1 Définitions

Soit B/F une algebre de quaternions ramifiée en les places

{TrJrl, oo >Td} U {U € SB}’
ou Sp désigne un ensemble fini fixé de places finies, tel que |Sp| = d — r mod 2.

Exemple 1.1.1.1. On peut supposer que 'on est dans une situation analogue a celle de
[Dar04] chapitre 4. Soit N un idéal de Op que 'on décompose en N = Ny N_, avec N
et N_ idéaux premiers entre eux et N_ produit de ¢ idéaux premiers distincts p1, ..., ps,
ou t =d—r mod 2. Il existe alors une unique algebre de quaternions B/F' vérifiant

Ram(B) = {r41,...,7a} U{p1,...,pe}-

1.1.2 Variétés de Shimura quaternioniques

Posons G' = Resp/gB™ la restriction a la Weil du groupe B*. Pour toute Q-algebre
commutative A, on a ainsi G(A) = (B ®g A)*. Notons G; le groupe algébrique réel
Gi =G ®Fs; Retnr: G — Resp/gGyy, la norme réduite. On pose S = Resc/R(Gm@).

Structure de Hodge et donnée de Shimura

Rappelons que S = Resc/rGy,c est un tore réel, vérifiant S(R) = C* et S(C) =
C* x C*. On a un isomorphisme S¢ ~ G, ¢ X Gy,c et Hom(Sc, Gy, c) est engendré par
deux caracteres z et Z, tels que la composée

2,z

S(R) — S(C) 25 ¢~
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est l'identité (respectivement la conjugaison complexe).
Soit V' un R-espace vectoriel et V¢ son complexifié. A toute représentation

h:S— GL(V)

on peut associer une structure de Hodge sur V¢ : le sous-espace VP4 de Vi est défini
comme étant le sous-espace sur lequel S agit par z7Pz7¢. Ce choix nous permet d’étre
cohérent avec le choix que nous ferons ultérieurement de normaliser la loi de réciprocité
d’Artin par des Frobenius géométriques.

Nous noterons F'(h) la filtration de Hodge sur V¢ :

F(hy =@ vre.

p'2p
Soit Lie(G) l'espace de la représentation adjointe de G et Lie(G)c son complexifié.
Nous désignerons par G2 le quotient de G par son centre Z(G).

Définition 1.1.2.1. Une donnée de Shimura est un couple (G, X) ou G est un groupe
réductif sur Q et X est une G(R)-classe de conjugaison de morphismes

h:S— Gpr

vérifiant
SD1. Pour tout h € X, le type de Hodge de Lie(G)c est {(—1,1),(0,0),(1,—1)}
SD2. G n’a pas de Q-facteur sur lequel la projection de h soit triviale.
SD3. Pour tout h € X, 'automorphisme intérieur ad(h(i)) défini par h(i) fournit une
involution de Cartan de G&1.

Remarque 1.1.2.2. — L’hypothése SD1 revient a supposer que les seuls caracteres
de S qui agissent sur Lie(G)c sont z/Z,1 et Z/z.
— L’hypothese SD3 impose que le groupe

{9 € Gr(C), g =ad(h(i))(9)}
soit compact, ou g — g correspond & la conjugaison complexe sur Gg(C).

Définition des variétés de Shimura

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons au cas ott G = Resp/gB*. Notons Z = Z(G)

le centre de G. Si H est un sous-groupe compact ouvert de G(@) = EX, on peut lui
associer une variété analytique Shy (G, X)(C) définie par

Shi (G, X)(C) = GQ)\ (X x GQ)/H)) = BX\ (X x B*/H)
ou 'action de B* & gauche et de H a droite est définie par
Vk e B*Vhe HYf e F*VY(z,b) € X x B* k- (x,b)-hf = (kx, kbhf).
De maniere analogue, on définit la variété analytique Shy(G/Z, X)(C) par

Shr(G/Z,X)(C) = GQ)\ (X x GQ)/HZQ)) = BX\ (X x B*/HF).
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Nous noterons par la suite [z,b]y un élément de Shy (G, X)(C) et [z,b], 5, les élé-
ments de Shy(G/Z, X)(C). La théorie générale des variétés de Shimura (c.f. par exemple
[Mil05]) montre que Shy (G, X)(C) constitue les points complexes d’une variété algébrique
Shy (G, X) qui admet un modele sur un corps de nombre, appelé corps réflexe. Dans notre
cas particulier, le corps réflexe F(G, X) est

T

F'=F(G,X)=Q (er(a), aeF) cQcc,

i=1
etona F(G/Z,X)=F(G,X).

Remarque 1.1.2.3. Comme nous supposons que B # My(F'), les variétés de Shimura
que nous considérons sont compactes.

Les variétés de Shimura forment un systéme projectif {Shy (G, X)}y indexé par les
sous-groupes compacts ouverts de B*. Les applications de transition sont les

pr: Shy(G,X) — Shy/ (G, X)
définies pour H C H’ sur les points complexes par :

Shy(G,X)(C) — Shy(G,X)(C)
[w,b]H L [.%',b]H/

Le groupe B* agit sur le systéme projectif {Sh¢ (G, X)} g par multiplication & droite.
L’action est définie sur les points complexes de la fagon suivante :

] Shp(G,X)(C) — Shy-1,(G, X)(C)
91 [x,b] g — [x,bgl g

Remarque 1.1.2.4. Dans la suite de ce manuscrit, toutes les formes automorphes ont un
caractere central trivial, le choix de faire le quotient par le centre dans la définition des
variété de Shimura n’est donc pas essentiel. Nous utiliserons la variété Shy(G/Z, X)(C),
qui est plus agréable d’un point de vue pratique.

Action de la conjugaison complexe

Notons hj : S — Gjr le morphisme construit a partir de h et X; la classe de G-
conjugaison de h;. On a une factorisation de X en X; x --- x X,., qui découle de la
factorisation naturelle Gg ~ G g X --- X Gy et fournit une factorisation du morphisme
hen (hj)jeri;q) avec hj: S — Gjg.

Fixons j € [1; r] et soit x; € X;. Par définition x; est une application h, : S — G;r.
L’image Im(h,) s’identifie & un R-tore maximal anisotrope de Gjr. Notons

‘.- { X; — {R — tores maximaux anisotropes de G}
J z; +—— Im(hy)

Proposition 1.1.2.5. Avec les notations ci-dessus, pour tout x; € X, l’ensemble Kjl(ﬁj(mj))
est constitué d’exactement deux éléments de X;.
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D’apres la proposition 1.1.2.5, il existe une unique involution
t]’ . Xj — Xj
qui est antiholomorphe, G g-équivariante et telle que

Voj € X; o 6 ((g)) = {aj. ()}

On introduit maintenant une notation utile par la suite.

Notation 1.1.2.6. Pour o = (0j)2¢j<r € [[j_o{£1} posons e; € {0,1} tel que o; =
(—1)%. Nous noterons par la suite

‘o X — X
Tl — [ty

Définition 1.1.2.7. Les applications ¢; (resp. t,) sur 'espace symétrique X induisent des
applications naturelles

[ Shu(G.X)(©) — Shy(G, X)(C)
g 2V — [tj(x), bl
Ces applications sont explicitées page 27.

Remarque 1.1.2.8. Dans le chapitre 4, nous expliquerons comment faire en sorte d’ob-
tenir une application holomorphe dont I'action est la méme que celle de ¢;. On retrouve
la conjugaison complexe a la proposition 4.0.3.11.

1.1.3 Correspondances de Hecke

On se réfere ici a [CV07], section 3.4.
Soient Hy et Hy deux sous-groupes compacts ouverts de B*. Pour tout ¢ € B*, nous
disposons de deux applications de projection

pry :ShHlmgH29_1(G,X) — Shy, (G, X)
pr2 N ShglelgﬂHg (G,X) — Sh]’—[2 (G,X)

définies sur les points complexes par

pry ['I’b]Hﬂ'\gHgg_l — [‘T>b]H1
prQ : [x7b]glelgﬁH2 — [x7b]H2

Définition 1.1.3.1. Le diagramme suivant

ShHlﬂgHgg—l(G’X) & Shg_lngﬂHg (G’X)
pry pra
ShH1 (G7X) 7777777777777 >ShH2(G7X)
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définit une application multivaluée, appelée correspondance de Hecke
[HigH3| : Shy, (G, X) — — > Shy, (G, X).

Pour expliciter I'expression de cette correspondance sur les points complexes des va-
riétés de Shimura, fixons ¢g; € B* tels que HigHa = [; g;H2. On obtient alors :

[ngHQ] : [.%',b]Hl — Z[x’bgl]HQ

Remarque 1.1.3.2. Le degré de cette correspondance est [H{F* : (Hy N gHyg ') FX].
Si OF C Hy N Ho, le degré se simplifie en [Hy : Hy N gHyg™!].

1.1.4 Formes différentielles
Définitions

Supposons dans un premier temps que Shy (G, X) soit lisse. Dans ce cas, si Qp désigne
le faisceau des différentielles de degré r sur Shy (G, X) et Q37 le faisceau des différentielles
holomorphes de degré r sur Shy (G, X)(C), le principe GAGA permet d’écrire

F(ShH(G,X), QH) ®F(G,X) Cc = F(ShH(G,X)(C), Q?}l),

ou I'(Shy (G, X), Q) désigne les sections globales de Q.
En général les variétés Shy (G, X) ne sont pas lisses. Dans ce cas, nous nous fixerons
un entier n > 3 tel que
Vp € Ram(B) p 1t nOp,

et des isomorphismes ¢,
Yo | nOp Ly : By — May(F,).
Le groupe

H = {(hv)v € H, tels que Yv | nOp  1y(hy) = <(1) (1)> mod n(’)pv}

est d’indice fini dans H et Shy/ (G, X) est lisse. L’application
est un revétement fini et on définit dans ce cas
1
QH = (QH/)H: I ——— Z g QH"
[H : H'] CHIH

On définit de méme Q%'
Par un abus de langage, nous appelerons les sections globales de Q%

F(ShH(G7X)(C)7QEI?) - ( Z U) P(ShH/(G7X)(C)7 afgfl’)
oeH/H'

des formes différentielles holomorphes de degré r sur Shy (G, X)(C).

Remarque 1.1.4.1. Le systeme injectif {I'(Shy (G, X)(C), Q3')} i est muni d'une action
a gauche de B* donnée par le tiré en arriere de l'action [-¢] sur {Shy (G, X))}y :

[g]* : T(Shy-171,(G, X), Qg1 17) — T(Shir (G, X), Q).
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Action de la conjugaison complexe

Notons, pour € € {£1}" et I'(Shy (G, X)(C), (257)F) Pespace des formes différentielles
de degré r sur Shy (G, X)(C) qui sont holomorphes (resp. antiholomorphes) en la j-ieme
variable z; si ¢; = 1 (resp. si g; = —1).

Les applications t; : Shy (G, X)(C) — Shy (G, X)(C) définies en 1.1.2.7 se tirent en
arriere en des applications

£} : T(Shy (G, X)(C), (2)7) — T(Shy (G, X)(C), ()

ouey =¢epsik#jet e;» = —¢;. Nous appellerons opérateurs de Hecke archimédiens ces
applications.
Rappelons la notation déja introduite apres la définition 1.1.2.7 :

Notation 1.1.4.2. Soit # un caractere 3 : [[;_o{£1} — {£1}.
Pour o = (0j)2gj<r € [[joo{*1} posons e; € {0,1} tel que o; = (—1)%. Notons

tr =Ilj=at;”.
Siw e I'(Shy (G, X)(C), (Q3)¢), on posera

S= Y Bosw e @ T(Sha(G X)), Q).

oce{+1}—1 e{x1}r—{+1}

1.2 Rappels dépendants de choix d’isomorphismes
Pour tout i € [1; d], on note B;, = B ®p, R et on fixe
Ki: By, =B®p, R—My(R) sii€[l;r]
Ki:Br, =B®p;R-"H siter+1;d]
Les isomorphismes x; induisent les isomorphismes suivants de R-groupes algébriques :
G; = GLy siie[l;7]
G —H* siie[r+1;d]
1.2.1 Définition des variétés de Shimura

Soit X la G(R)-classe de conjugaison du morphisme hcan de S = Resc/r(Gim,c) vers
Gr = Gy x -+ x Gy~ (GLg)" x (H*)4", défini sur les R-algébres A de la fagon suivante :
sixz,y € A, alors z +iy € S(A) = (A®r C)* et

hean (% + iy) = (fy i)(_xy i>,1,...,1 € GLy(A)" x ((H g A)*)"".
d—r fois
r fois

On obtient ainsi des applications
S(4) — Gj

hj7can: x4y — (.%' y)
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Notons G(R) = Stabg(r) (hcan) le stabilisateur de hean sous 'action de G(R) par conju-
gaison. G(R) s’identifie au groupe (R*SO5(R))” x Gri1(R) X - -+ x Gg(R) via les isomor-
phismes x;, et fournit une bijection

GR)/GR) — X
g — ghcangi1

Par ailleurs, les r premiers facteurs de G(R) agissent sur C\R par homographie, ce qui
fournit une bijection

GR)/GR) —  (C\R)
g — g (iy...,19)
——

r fois

Ces deux bijections permettent d’identifier X a (C\R)" et de le munir d’une structure
complexe, point qui sera expliqué plus en détail au chapitre 4.

Le couple (G, X) est appelé donnée de Shimura. Si H est un sous-groupe compact
ouvert de G(@) =B X, on peut lui associer une variété analytique Shy (G, X)(C) définie
par

Shy (G, X)(C) = B*\ ((C\R)" x B*/HF*),
ou 'action de B* & gauche et de H a droite est définie par
Vke BXVhe HYf e F* VY(x,b) € X x BX k- (x,b)-hf = (kx,kbhf).
Rappelons que nous notons [z, by un élément de Shy (G, X)(C).

Exemple 1.2.1.1. Dans le cas ou B est choisie comme a 'exemple 1.1.1.1, on pourra

supposer que H est de la forme H =[], Hy, ou

vfoo

Uo(ai")  siv| Ny =T[q"
H, =< Of siv=p; | N_ :
GL2(OpF,) sinon

ot Up(q;") désigne I'ensemble des matrices de GLa(Op,) qui sont triangulaires supérieures
modulo ¢;*. De maniére plus condensée, H = (R ®z Z)* ou R C B est un ordre d’Eichler
de niveau N..

Action de la conjugaison complexe

Si on identifie X; avec C\R par ghjwng*1 — ¢(i), I'application /¢; utilisée pour la

définition 1.1.2.7 vérifie
) Ty
Uiz +1y) = {(_y x)}

6;1(@(90 +iy)) = {z +iy,x — iy}.

et
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1.2.2 Formes automorphes
Définitions

Soit H un sous-groupe compact ouvert de B*. Soit Sf,___72’07m70(B1§) I’espace vectoriel
complexe des fonctions
v: B ~GR)x B* — C

vérifiant les propriétés suivantes :

1. Pour tout g € B* et tout b € By,
(gb) = ¢(b),

2. Pour tout g € (R*)" x Gr41(R) X --- x G4(R) C G(R) et tout b € B,
(bg) = ¢(b),

3. Pour tout h € H et tout b € By,
p(bh) = ¢(b),

4. Pour tout g € By et tout (61,...,0,) € R",
cosfy —sinb, cos @, —sind, 1 1) =
v\ sinf;  cosb; 77\ sinf,. cos, Ty a
X

672i€1 NEEED 4
5. Pour tout g € B}

, lapplication

1 y1 T Yr Ty
yﬁp(gl( 0 1 ),...,( 01 R |

est holomorphe sur le produit H" de r copies du demi-plan de Poincaré.

(1 + Y1, ..., + iy,) —
Y1

Par la suite, nous noterons pour simplifier S3(B}) ou S I'espace S2H,...,2,0,...,0(B§)-

Remarque 1.2.2.1. 1. Nous n’avons pas besoin d’imposer ici de condition de parabo-
licité puisque nous supposons B # My (F).

2. Le groupe BX agit a gauche sur Sy = (Jy S¥ par,
Vg € BX Vo € S5 V€ Bj g-p(x) = ¢(xg).
et S4T est bien I'espace des H-invariants de Ss.

Pour la suite nous aurons besoin de la définition un peu plus générale suivante :

Définition 1.2.2.2. Soit € : {r1,...,7.} — {£1} et & = &(7;). Nous noterons (55)
I’espace des fonctions
¢: B ~GR)x BX —C

vérifiant les conditions 1-3 ci-dessus et
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4’. Pour tout g € By et (0;...0,) € R
cosfl; —sinby cosf, —siné, 1 1
v\ sinf; cosb; L sinf, cos6, Ty
— e—2i5101 N 6—2i5r0r80(g)

5. Pour tout g € B; lapplication

. . 1 Y1 1 Yr Ty
(xl_i_zyl""’xr_'_ZyT)Hyl-..yr¢<g<< 0 1 )VU’( 0 1 Lol

est holomorphe (resp. antiholomorphe) en la variable z; = x; +iy; € Hsie; =1
(resp. g5 = —1).

Remarque 1.2.2.3. Nous noterons S (resp. (S5)F ) les invariants par F* de Sy (resp.
de S5), c’est-a-dire la partie de Sy (resp. de S5) ou le caractere central est trivial.
Lien avec les formes différentielles

Nous adaptons dans cette section la section 3.6 de [CV07] dans le cadre des variétés de
Shimura quaternioniques, pour décrire ce que sont les formes différentielles sur ces variétés
et 'action des correspondances de Hecke.

La proposition suivante donne un lien entre formes différentielles et formes auto-
morphes.

Proposition 1.2.2.4. [l existe une bijection Bx—équivariante

11LQF(ShH(GI’)()(C)a Q?’—?) — S2(B1>§)
H

qui induit une bijection entre T'(Shy (G, X)(C), Q%) et Si.
Démonstration. Notons G(R)*" la composante neutre de G(R) et posons
G@Q" =GR NG(Q).

Soit C C B* un systeme fixé de représentants des doubles classes G(Q)*\B*/H. La
décomposition

B =[] GQ)(aH x GR)") = [ B (eH x G(R)™)

aeC aeC

fournit pour tout g € B une factorisation de la forme g = gg(ah x gﬁ{), ou gg € B,
a€C,heHet gﬁ{ € G(R)™. On notera de plus, si a € C,

I't =aHoa 'NGQ)T cGR)T et T =Im(} — PGLI(R)").
L’application suivante

uC:{ Haee Ta\H™ — Shy(G, X)(C) W)

I’;_:c — [, o]y

est une bijection (c.f. [Mil05], proposition 4.18). Remarquons que les Tj \H" sont connexes
et qu’on obtient ainsi une décomposition de Shy (G, X)(C) en composantes connexes.
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Soit, pour a € C fixé, w € I'(Shy(G, X)(C), Q) et w, sa restriction a la compo-
sante connexe f;r\H” de Shy (G, X)(C). Le tiré en arriere de w, sur H" est une forme

crrs . =t . . PR . . .
différentielle I', invariante, associée a une certaine fonction ¢, i.e.
*
wh = ¢a(z1,..., 2 )dz1 A+ Adzy,

ol ¢, est une fonction holomorphe sur H" vérifiant pour tout z = (z1,...,2,) € H"

arz1 + by arzy + br)

Vy = e Y f+ o = det(v;)(cizi + d; —2 oz(
=01 m) €Tg, daly(2) l;[1 et)leizi +di) 6o ( S o
= ¢a(2)

Soit ¢ € BS et giy,...,01, les r premieres composantes de g. Si gola'h’ x gr)
est une autre factorisation possible de g, on a alors nécessairement o = o’ et g(g 19(@ €
GQ*NaHa ! =T,. Ainsi

-1
¢a"(gﬁg:17 ce ,gﬁ{}) = ¢a‘g(,@ gQ(g[?é;p ce 79[&7-) = (ba‘(g]g,l? s 79[&27*)7

ce qui montre que l'application

{ By — C
g — (dalledy i) Good)

est bien définie. De plus ¢, € S3.
Réciproquement, si ¢ € S, on peut définir une forme différentielle w, holomorphe de

degré r sur Shy (G, X)(C) en imposant que la restriction de w, a T;\Hr ait pour tiré en

arriere
! vy Yr Tyr
ylyr¢<<< 0 1 ),...,( 0 1 ,1,...,1 , dzl/\,.‘/\dzr
sur H".

Montrons maintenant que la bijection Si — T'(Shy (G, X)(C), Q%) que I'on vient
d’expliciter est indépendante du choix des représentants C.

Par définition, la bijection uc¢ est inchangée si 'on remplace o € C par ah avec h € H.
Par contre, si on remplace o par ya ot 7y € G(Q)*, on obtient, si on tire en arriere
une forme w, associée a p € S§ de I'(Shy (G, X)(C),Q31) sur T:\Hr (respectivement
fja\Hr) une forme du type

ba(2)dz  (resp. dra(2)d2).
Le diagramme commutatif suivant

fzxi—ﬂx,a}}[

To\H" Shy (G, X)(C)
]| Ta e (@)
T\’ - Shy (G, X)(C)

T (@) —y(@)aln
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montre que 'application [y:]* est une bijection entre les formes sur fja\Hret les formes
sur T;L\HT. De plus, les formes ¢q(2)dz et ¢q(2)dz vérifient

h/']*(gb'ya(z)dz) = <;5a(z)dz.
En effet d'une part [v:]*(¢ya(2)d2) = ¢ya(v2)dyz = ¢ya(2)dz car ¢q est une forme

modulaire de Hilbert, et d’autre part on a, puisque v € G(Q) et que ¢ est invariante a
gauche sous G(Q),

_ 1 Yy Yr Ty
¢"/04(z)_y1yr(p<<<0 1 )7"'7( 0 1 717"'71 , Y&
1 y1 T Yr Ty
= 1,...,1 .
yl,,,yrgo<<< 0 1 )7 7( 0 1 ) ) ) 7a

Concernant ’espace S5 de la définition 1.2.2.2, la proposition 1.2.2.4 a pour analogue
la proposition suivante :

Proposition 1.2.2.5. II existe une bijection entre (S5) et 'espace des formes différen-
tielles de degré r sur Shy(G,X)(C) qui sont holomorphe (resp. antiholomorphe) en la
j-iéme variable z; sie; =1 (resp. sie; =—1) :

(55) ~ T (Sh (G, X)(C), (4F)°).

Démonstration. La preuve de cette proposition est identique a celle de la proposition
1.2.2.4, dont nous conservons les notations. Posons

- dz; sie;=1
dz5 = J J
% {dz_j sig; =—1

Si ¢ € (95), la forme w, de I'(Shy (G, X)(C), (231)%) associée peut étre définie telle
que son tiré en arriere via u¢ vaille

1
da(z)dz® = (p((( yol 9U11 ),...,(%T xlr ),1,...,1) ,a) dz®,
Yyr---Yr

ou dzf = dzf' A--- AdzEr. O

Corollaire 1.2.2.6. Des propositions 1.2.2.4 et 1.2.2.5 on déduit qu’il existe des bijections
(Sh(G/Z, X)(C), Q3f) — S5~

et
T(Shy (G2, X)(C), (Q)°) — (S5)"F”



32 CHAPITRE 1. RAPPELS AUTOUR DES VARIETES DE SHIMURA

1.2.3 Théoréeme de Matsushima-Shimura

Nous rappelons dans cette section un théoréme qui fournit une décomposition de la
cohomologie des variétés de Shimura quaternioniques, c.f. [MS63]. On se réfere a [Fre90)]
pour des énoncé plus précis et les preuves.

Définition 1.2.3.1. Soit H};, est le sous-espace de H™(Shy (G, X)(C),C) engendré par

univ
les formes invariantes sous un certain produit de SLa(R) :

dz; A dz;

e = Vect /\ 5
i€aC1l;r—1] Yi

la|=m/2
. , v
Le théoréme s’énonce alors de la facon suivante

Théoréme 1.2.3.2. On a la décomposition suivante, pour m € [0; 2r] :

m

univ sim 7& r

H™(Shp (G, X)(C),C) ~ i}
Hiliy © @eeqrry (55)7 sim=r

m

univ sim 7& r

Hm(ShH(G/Z,X)(C)7C) ~ _
Hy ® @,cqonr (5577 sim—1

Remarque 1.2.3.3. On a de plus dim(H;,) = (2%:) si m est pair, 0 sinon. Notons que

la partie « parabolique » n’intervient qu’en degré r.

Remarque 1.2.3.4. Dans le cas ou B = My(F), il faut ajouter a la décomposition de

Matsushima-Shimura un sous-espace associé¢ aux séries d’Eisenstein. Le théoréeme est dans
ce cas du a Harder (c.f. [Fre90]).



Chapitre 2

Périodes et orbites toriques

Dans ce chapitre, nous étudions un certain ensemble de périodes a l’aide d’une conjec-
ture due a Yoshida. Nous associons ensuite a certaines extensions quadratiques de F' des
cycles « spéciaux » sur la variété de Shimura Shy(G/Z, X)(C).

2.1 Périodes

Soit E//F une courbe elliptique. Dans cette section nous utilisons une conjecture due
a Yoshida [Yos94] pour montrer que les périodes d’une certaine forme différentielle sur
Shy (G/Z, X)(C) constituent un réseau de C, « proche » du réseau de Néron de £ ®@p ., C.
La conjecture de Yoshida joue le role de la conjecture de Oda dans les travaux de Darmon,
c.f. [Dar04] et [Oda82].

Dans la suite du manuscrit, E désigne une courbe elliptique sur F'.

2.1.1 Hypothéses concernant la courbe elliptique

Dans toute la suite du manuscrit, nous ferons les hypothéses suivantes concernant la
modularité de la courbe elliptique E :

Hypotheése 2.1.1.1. [ eziste une forme modulaire de Hilbert ¢ € So(GLa(Fa)) parabo-
lique de poids deuzx, propre pour les opérateurs de Hecke et vérifiant

L(E,s) = L(¢,s).

La représentation automorphe m(¢) de GLg engendrée par ¢ est dans l'image de la cor-
respondance de Jacquet-Langlands

Jp € So(BE)  7($) = JL(x(p)).

Plus précisement, nous supposerons que @ € S5 (B}) pour un certain sous-groupe ouvert
compact H de B*. Le caractére central de ¢ est trivial, de méme que celui de p. On a
donc ¢ € SHF™

Pour plus de simplicité, nous ferons pour I'instant 'hypotheése de « multiplicité un »
suivante
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Hypotheése 2.1.1.2. Soit 7 = 7(p) = Q. 7, la décomposition en produit tensoriel res-
treint de la représentation automorphe de By /F associée a ¢. Notons m; = @
partie finie. Nous nous placerons dans le cas de ’hypothése suivante :

/
vioo Tv 80

. H
dlm 7Tf =1.

Remarque 2.1.1.3. Dans le cas ou H = [[, H, est décomposé, '’hypothese de multiplicité
un s’écrit
Ho 1.

Vv { 0o dim "
L’hypothese de multiplicité un est par exemple vérifiée dans le cas ou H est choisi
comme & ’exemple 1.2.1.1.

2.1.2 Conjecture de Yoshida

Rappelons que 'on note F’ = Q (Z§:1 7i(a), a € F) le corps réflexe de Shy (G, X).
Dans toute la suite de ce chapitre, nous utilisons le langage des motifs, en tant qu’outil.
Nous nous référons a [Jan90] pour le langage motivique, ainsi qu’a [Man68|.

Soit M = h'(E) le motif sur F & coefficients dans Q associé a la courbe elliptique
E. Yoshida dans [Yos94] sections 2 et 5, conjecture l'existence d’un motif M’ sur F’ a
coefficients dans Q de la forme M’ = @, .1 Resp/p M. Ainsi le rang rg(M') de M’
devrait étre égal a rg(M)".

La conjecture « motivique » de Yoshida est la suivante :

Conjecture 2.1.2.1. Notons H*(Shy (G, X)) la partie de la cohomologie de Shy (G, X)
propres pour les opérateurs de Hecke, dont les valeurs propres sont égales aux valeurs
propres de E. Sous l'hypothése de multiplicité un, le motif M' est isomorphe au motif

associé a H" (Shy (G, X))P).

La réalisation f-adique de cette conjecture est la conjecture cohomologique de Lan-
glands. Cette conjecture est montrée a semi-simplification pres par Brylinski et Labesse
dans le cas ou B = Ms(F'), [BL84], Langlands (aux places de bonne réduction dans le cas
ou B # My(F), [Lan79b]) et Reimann [Rei97] dans un cas plus général.

Rappelons que nous notons Q C C la cléture algébrique de Q dans le corps C. On a
donc une suite d’inclusions I’ € Q C C. Yoshida explicite les décompositions suivantes,
c.f. [Yos94], section 5.1.

Réalisation de Betti
L’application
T
I My — Q) Mg, (2.1)
j=1

est un isomorphisme de Q-espaces vectoriels.
Remarque 2.1.2.2. Dans l'article de Yoshida [Yos94], I'isomorphisme (2.1) est écrit pour
tout 7 € Hom(F',Q) et 7/ € Hom(Q, Q) vérifiant 7 |m= 7'. Nos hypothese fournissent

des inclusions naturelles F/ € Q C C, donc des morphismes privilégiés 7/ : F' — C et
7:Q— C.
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Réalisation de de Rham

L’application
. Gal(Q/F")

J Mg = | Q (Mar @55, Q) (2.2)

j=1
est un isomorphisme de F’-espaces vectoriels. Le produit tensoriel ®§:1 (MdR QF,r; @)

est pris sur Q et 'action de o € Gal(Q/F") s’écrit, pour 1, ...,z € Mgr et a1,...,a, € Q

Q) (@s®rsas)— Q) (25 ®pes0(as)).
se{r1,...,7r} se{r1,...,7r}
Isomorphismes de comparaison
Pour tout j € [1; r], 'application
I, : Mg, ®9 C —— Mar ®F,; C

est un isomorphisme de C-espaces vectoriels. On dispose aussi d’un isomorphisme
I M}g ®q C AN MéR ®p C.

Soit I = ®’_; Ir;. Les applications

Io (f XQ id(c)
et

(f @pide)ol’
sont des isomorphismes entre les espaces suivants

T
Mp ®9 C — ® (MdR QF,r; C) .
j=1

Ces deux isomorphismes sont égaux :
T
Io (j RXqQ id(c) = (/ R pr id(c) ol : M;_g 03¥0) Cc = ® (MdR ®F77—j C) (*)
j=1

La conjecture des périodes de Yoshida consiste en 'existence des isomorphismes .#,
Z, I et I' vérifiant 1’égalité (). Elle correspond a la réalisation de Hodge-de Rham de la
conjecture motivique 2.1.2.1.

Conjugaison complexe

Notons ¢;; la conjugaison complexe sur Mg ;. Nous ferons I'hypothése suivante, qui
permet de comparer l'action de ¢, et celle des opérateurs ¢} sur M, 4r®pC. Cette hypothese
est naturelle vis a vis de la définition de ;.

Hypotheése 2.1.2.3. Pour tout j € [1; r], Uaction de t;‘» sur Mg ®@p» C correspond via
l’isomorphisme

(7 @gide) o (I) ™+ Mg ®p C — Mf ®g C — <® MB,m> ®q C,
k=1

a l'action de la conjugaison complexe c.; sur le facteur Mg r, .
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Remarque 2.1.2.4. En général ¢} ne conserve pas l'espace H/g (Shy (G, X)/F'). Donnons
un contre-exemple. Supposons que d =r =1, que F = F(G, X) = Q et que Shy (G, X) =
E’ soit une courbe elliptique. La courbe E’ admet une équation de Weierstrass courte

y? = 42 — gow — gs,

oil g2,93 € Q. La conjugaison complexe agit sur I’homologie Hi(E’,7Z), notons T* des
générateurs des espaces propres pour les valeurs propres +1 :

H\(E'\7Z)* = 7Y%,

Dans ce cas dz = df et p(z)dz = &;1907 on a
dx xdx dz
Hiz(E/Q) =Q= eQ™= ot F'HR(E'/Q) =Q=—.
Y Y Y
Soit
dz xdx
w4 = — et N+ = / _
Tt Yy Ty Yy

A une isogénie de degré au plus 2 pres, on a
FE'(C) =C/(Zwy & Zw_).

On a de plus tj(dz) = dz par définition. Ainsi

/ t] <—> = —w4 et / t] <—) =w_.
Ty Y - Y

Décomposons t7 (i—x) = a%“” + b%. On a alors le systeme linéaire suivant :

Wi T+ a )\ _ [ —wW+
w_ M- b w_ ’
la résolution de ce systeme, compte-tenu de la relation de Legendre win_ —niw_ = 27
donne
. (d:c) wWin— +nyw_ dx
=) ==
27 Y

Comme 7
*
par tj.

Wan—Aniw— A ; 1 / ) ,
== nlest en général pas un rationnel, Hijg(E'/Q) n’est pas conservé

2.1.3 Réseaux et périodes

D’apres 'hypothese de multiplicité un, dimp F" M)y = 1. Fixons une forme w, non
nulle de F" M}y, . Par définition de M’, on a

Vo &S, Tyw, = ay(E)w,,

ou S est un ensemble fini de places de F' contenant les places archimédiennes et les places
de mauvaise réduction.
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Remarque 2.1.3.1. Précisons 'origine de cette notation w,. On dispose d'une inclusion
naturelle F" M)y C (F"M}g) ®@p C et ce dernier espace (F"M/)p) ®@ps C est, d’apres la
proposition 1.2.2.4, en bijection avec I'espace (S4)(F) suivant
(S5 ={we sy, tq Yo ¢S, T, =a, (B},
et w,, est associée A une certaine forme automorphe ¢ de (S5 )E)
0# wy € F"Mig C (F"Mgg) @p C.
Notons Qg le faisceau des différentielles de £/F. On se fixe

0#n € HE,Qp/p) = F' Mgr.
Pour tout j € [1; ], on pose
nj=n®r.,1€H (E ®F Q Q(mﬁ@/@) = (F'Mar) @5, @
i)
Proposition 2.1.3.2. On a
s

énj € (@ (FlMdR ®F,r @)
=1

j=1

Gal(Q/F")
) = / (FTM(/iR) :

Démonstration. Soit o € Gal(Q/F'). On a

T T T T
o ®77z =0 ®U®F,Ti 1= ®77®F,O'-Ti 1= ®77i7
i=1 i=1 i=1 i=1
d’apres la description de ’action de Galois. ]

Corollaire 2.1.3.3. Sous l'hypothése de multiplicité un 2.1.1.2, dimp/ F" M}y = 1 et il
existe a € F'* tel que

/(aww):nl(g"'@nr-

Pour j € [1; 7], notons E; = £ ®f,, C. La conjugaison complexe agit sur H1(Ej,Z),
on désignera Hy(Ej, Z)i les espaces propres associés a +1 pour cette action. Notons Qj €
R\{0} et ;" € iR\{0} les périodes réelles et complexe de Ej, déterminées par exemple en
imposant que Re (Qj) >0 et Im (Qj_) >0.0na

{/T . T e Hl(Ej,Z)i} —z0*

et
A= {/ m, T1 e Hl(El,Z)} — 297 + 297
T

Soit

B {1} x ﬁ{il} {41}

Jj=2
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un caractére fixé. Ce caractere se décompose en 8 = [[7_, 8; ot B; : {1} — {£1}. On
rappelle la notation 1.1.4.2 :

WE = S B | we =TT (1+8(-18) w,.
ae{l}XH;.:Q{:I:l} Jj=2

De maniere analogue, nous noterons

5 TT 05D
) _1'[2ij :
j:

Remarque 2.1.3.4. On peut voir ( ;7:1 MB,TJ.) ®g C comme un espaces d’homomor-
phismes de la fagon suivante :

(® MB,Tj) XQ C= ®H0mz(H1(Ej,Z),(C) = Homy, <® Hl(Ej,Z),(C) s

=1 j=1 j=1
ou le premier produit tensoriel est pris en tant que Q-espaces vectoriels, le deuxieme en

tant que C-espaces vectoriels et le dernier en tant que Z-modules.

D’apres la conjecture de Yoshida, 'image de wg par I'application

(f ®0 ld(c) OIl—l — I_l o (/ X pr ld(c) : M(/iR Rpr C — (®MB77—J,) ®QC
j=1

est, en vertu de la remarque 2.1.3.4, la forme linéaire
i1 H,(E;,Z) — C
Ti@ 0T — freoer ®u (1+5(-DE) 1

L’hypothese 2.1.2.3 permet d’expliciter cette application linéaire. En effet, si T1®---®
T, € Qi H{(E;,Z), on a

(2.3)

T

/n@--@ng (1 +6j(—1)t§) n; = (/n nl)gAj(1+5j(_1)t;)nj
N (/Tl 771) }_IQ /Tj+ﬁj(—1)cﬂj Ch

Ainsi la forme linéaire définie par 'équation 2.3 est & valeurs dans A; Q7.
Apres application de I'isomorphisme dual .#* de .7, les réseaux

QB 2) € @ oMy,
=1 =1
et
I (H, (Sh(G/Z,X)(C),Z) — (Mp)")

sont commensurables : il existe £ € Z\{0} tel que

¢Im (H,(Shy(G/Z,X)(C),Z) — (Mp)*) C .7* ((é)ZHl(Ej,Z)> .

j=1

On a ainsi prouvé la proposition suivante
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Proposition 2.1.3.5. Sous les hypothéses 2.1.1.1, 2.1.1.2, 2.1.2.3, et la conjecture 2.1.2.1,
on a lexistence de a € F'* et de £ € Z\{0} tels que

Wy € Hy(Shy (G, X)(C),Z), V3 : ﬁ{il} o {£1), g/awg e M Q5.
j=2 g

2.1.4 Cas ou la multiplicité n’est plus 1

Dans ce paragraphe nous expliquons comment faire dans le cas ou ’hypothese de
multiplicité un 2.1.1.2 n’est pas vérifiée. Dans ce cas, si my(7) = dim Wf, la conjecture
attendue est la suivante :

Conjecture 2.1.4.1. Le motif H" (Shy (G, X))®) correspondant a la partie (E)-propre

mp ()
pour les opérateurs de Hecke est isomorphe au motif < (%) ResF/F/M> .

{T17"'=7—7"}

Le motif H"(Shg(G, X)) n’est donc pas en général de rang 27. Le but est donc de
construire les réalisations de Betti et de de Rham d’un sous motif M’ ¢ H"(Shg(G, X))
de rang 2" et un isomorphisme M’ —— & {(r1,...,0} Resp/p M. Le but final étant de chercher
une forme différentielle w sur Shy (G, X), associée & E, telle que w? ait pour ensemble des

périodes un réseau proche du réseau de Néron de FE.
On cherche donc un élément 0 # w, € F"Hig (Shy(G/Z, X)/F')F) vérifiant

Réalisation de de Rham
L’espace vectoriel sur F”
Mg = ( ) Ct;(%m)) N Hig (Shy(G/Z, X)) F')F)

oe{x1}"

est de dimension
dimF/(MéR) =27, (24)

Ce qui permettra dans ce cas d’avoir de maniére analogue au cas de multiplicité un

F" Mg = Ml 0 F" Hi (Shur(G/2, X)) F) ) = Flo,

Réalisation de Betti
Notons I’ 'isomorphisme de comparaison
I': H(Shy(G/Z, X)(C), Q)" @q C - Hig(Shy(G/Z, X)/F)P) @p C.
Si on a su construire M}y, le Q-espace vectoriel suivant
My = I' (Mg ® C) N HE (Shu(G/Z, X)(C), Q)

est de dimension

dimg (M) = 2" (2.5)

Remarque 2.1.4.2. Un énoncé analogue concernant la réalisation étale serait vrai, a
I'aide de 'isomorphisme de comparaison, et fournirait un Q-espace vectoriel M.

Définition 2.1.4.3. L'élément w, € F"Hiy(Shy(G/Z,X)/F")F) est dit rationnel lors-
qu’il satisfait les équations 2.4 et 2.5.
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Isomorphismes de comparaison

De méme que dans le cas ou 'hypothése de multiplicité un est vérifiée, il existe un
isomorphisme de (Q-espaces vectoriels

™
L~
I M —>®MBW,
j=1

un isomorphisme de F’-espaces vectoriels

, Gal @/ F)
J i Mg — (®(MdR ®F,r; @)) :

J=1
des isomorphismes de comparaison de de Rham

I, : Mg, ®9 C — Mar ®F,, C

J

qui permettent de définir I = ®§:1 I, vérifiant

Io (S @gidc) = (F @pide) o I': M 0 C > Q) (Mar ®r, C) . (%)
j=1

On peut alors appliquer un raisonnement analogue a celui précédant la proposition
2.1.3.5 pour montrer que

Proposition 2.1.4.4. Soit w, € F"Hig(Shy(G/Z,X)/F")E) une forme rationnelle.
Sous les hypothéses 2.1.1.1, 2.1.2.3, et a condition que la conjecture 2.1.4.1 soit vérifiée,
il existe v € F'* et & € Z\{0} tels que

Vy € H,(Shy (G, X)(C),Z), Vf : ﬁ{il} — {£1}, g/awg e A OP.
j=2 v

Exemple 2.1.4.5. Si my(7) = 1, tous les éléments de F"H'y (Shy(G/Z, X)/F")E) non
nuls sont rationnels. Dans ce cas on a

M = Hip(Shp(G/Z, X)/F')F)
et

My = Hp(Shu(G/Z, X)(C),Q)"),

Exemple 2.1.4.6. Soient Hy, Hy C B* des sous-groupes ouverts compacts tels qu’il
existe g € B* vérifiant g 'Hig C Hs. La proposition 2.1.4.8 ci-dessous explique comment
construire un élément w,, € F"Hig(Shpy, (G/Z,X)/F") ) rationnel & partir de w,, €
FTHx (Shy, (G/Z, X)/F')®) rationnel.

Le diagramme suivant défini une application

pr, : Shy, (G/Z,X) — Shp,(G/Z, X) :

Shy, (G/Z, X) ) Shy-157,4(G/Z, X)

pr

Shy, (G/Z, X)
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ol
pr:Shy-1p,,(G/Z, X) — Shy,(G/Z, X)

est donnée sur les point complexes par

[x7 b]g—1H1g — [x7 b]HQ
et

[g] : ShHl (G/Za X) B Shg*Ing(G/Z7 X)

par

[,0] g, — [m,bg]g_lng.
Remarque 2.1.4.7. Si H; et Hs sont fixés il n’existe qu'un nombre fini d’applications
du type pr,.

Soit 0, € Q et wy, € F"Hiz (Shy,(G/Z,X)/F')¥) un élément rationnel. Posons

R *
Wiy -= Z 99 prg(wslm)a
geBX
t.q. g~ H1gCHo>

(M{)ar = <Z Og Pf;) (M3)ar
g

(M) = (Z Oy Pf;) (Ms)B.
g
On a alors la proposition

Proposition 2.1.4.8. Si w,, # 0, alors "application ) Ogpry est in-

g61§X t.q. g1 H1gCH>

jective sur @ i1y Cto(we, ®1), et wy, € FTHx (Shy, (G/Z,X)/F')P) est rationnel.

Démonstration. Calculons le noyau de la restriction a @  Ct;(wy, ® 1) de >-0ypry.
oe{£1}"

Soit pour tout o € {£1}" Ay € C et w = 3, cr41yr Aotowy, tel que 30 fypry(w) = 0. On

a alors les égalités suivantes :

Z Ogprow = Z O4pr, Z Aot g,
9 g o
= Z Aot Z 0gPryw e,
o 9
Z Ogprow = Z Aot g,
g o

Ainsi

Z)\Ut(’;w% =0¢ @ Ctiwy,,

g oe{£1}”
et

Vo € {£1}" Aotiwes, = 0.
Les applications ¢} sont involutives donc bijectives, et wy,, est supposé non nul. On ob-
tient donc que pour tout o, A\, € 0 et la premiere partie de la proposition. L’appli-
cation degx b, g-LH1gCHo gpry, commute aux opérateurs de Hecke T}, v ¢ S et est
un isomorphisme entre P Ctjw,, et @ Ctiw,, donc les dimensions sont respectées et
Wy, € (@Ue{il}r Cty(wp, ® 1)) N F"Hig (Shy, (G/Z, X)/F")E) est rationnel.
O
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Remarque 2.1.4.9. En particulier ’égalité (x) pour M/ se déduit de celle pour M) par

*
ZgEBX t.q. g~ H1gCHo> ngl'g.

2.2 Tores et cycles spéciaux

Soit K/F une extension quadratique satisfaisant les conditions de ramifications sui-
vantes :

1. Les places 7o,..., 7, de F se décomposent dans K.
2. Les places 71, Tr41, . . ., T4 se ramifient dans K.
Sous ces hypotheses il existe un plongement de F-algebres

q: K — B.

Un tel plongement est unique a conjugaison pres, d’apres le théoreme de Skolem-Noether
([Vig80], page 6). Pour j € [1; r], nous noterons ¢; 'application K — By, suivante

qj:K<—>B<—>B®F7Tj]R.
De maniere analogue,
c?f(\<—>§ et qn : Ky — By

désignent les extensions de ce plongement aux adeles.
Le but de cette section est d’étudier des cycles associés a K dont le comportement est
analogue a celui des points CM sur les courbes de Shimura quaternioniques.

2.2.1 Cycles spéciaux sur X

Notons
T = Resg/g(Gm)/Resp/o(Gm).

On a, pour toute Q-algebre A :
T(4) = (K ®g A)*/(F ©g A),
d’apres le théoreme « Hilbert 90 ». On fixe, dans toute la suite du manuscrit, un plongement
q: T — G/Z(G).

Le groupe T'(R) s’identifie &
d

RS

j=1
ce qui fournit des applications
05 K /P — G

Notons mp(7T'(R)) I'ensemble des composantes connexes de T(R) et T'(R)° sa composante
neutre, dont on fixe une multi-orientation (dans le produit H;lzl K /F). Daprés les
conditions de ramification de K/F, on a

mo(T(R)) = T(R)/T(R)° = T (1}

Le groupe ¢(T(R)°) agit sur X = X; X --- x X4 par conjugaison et l'action de
qj (K7 /F7) sur X; est libre. On a la proposition suivante :



2.2. TORES ET CYCLES SPECIAUX 43

Proposition 2.2.1.1. Toute ¢(T'(R)°)-orbite T° de X est un produit d’orbites de X; sous
¢;(T(R)°) et admet une multi-orientation induite par celle de T(R)°.

Démonstration. La premiere partie de la proposition découle du fait que X est naturelle-
ment un produit d’orbites de
hj = pI‘j :S — GjR?

ol pr; : G — G est la projection naturelle.
Montrons que la multi-orientation de .7° est bien définie. Soit x € .Z°. On a

T =q(T(R)°) - .
Chaque facteur ﬂjo est une orbite :

T = g (K2 JEX)°) - prj ().

Mais ¢;((K7 /F7)°) =~ RY et laction de R} sur lui-méme par multiplication conserve
Iorientation. L’orientation de ﬂjo est donc indépendante de x. La multi-orientation de
7° ne dépend pas du choix de . O

Nous noterons par la suite, pour j € [1; d]
prj: X =X3 X X Xg — X;
la projection sur le j-ieme facteur de X.

Définition 2.2.1.2. Une ¢(T(R)°)-orbite .7° de X est dite spéciale si sa projection
pr;(:7°) sur X; est un point, nécessairement fixe sous 'action de ¢;(7'(R)®).

Remarque 2.2.1.3. Comme C*/R* est connexe, ¢1(T(R)°) = ¢1(T'(R)).

Dans la suite de ce manuscrit, nous nous fixons .7° une ¢(7T'(R)°)-orbite spéciale de X,
que nous utiliserons pour construire des parties de Shy(G/Z, X)(C). Si on se fixe des
isomorphismes B, ~ Ma(R) pour tout j € [1; 7], X s’identifie & (C\R)". On peut alors
décrire géométriquement les orbites. Les illustrations qui en découlent se situent page 99
de ce manuscrit. Précisons la structure d’une orbite spéciale :

Proposition 2.2.1.4. J° est une variété analytique réelle connexe multi-orientée de
dimension r — 1.

Démonstration. En effet, .7° s’écrit par définition ¢(7'(R)°) - = pour un certain x € X.
D’apres la proposition 2.2.1.1 cet espace est naturellement un produit

T =7 X xT.
Par hypothese .77 est un point. Les facteurs .7}, pour j € [2; r] s’identifient a
T = q; (K7 /FX)°) - prj(x)
et
(KX JF)) = KX, JFE,
ou K, i désigne les éléments z € K ®p,; R € K; de norme positive. Le groupe

q; (K% /F7)°) s'identifie donc & RY, et .7} est une variété analytique de dimension réelle
un et connexe, ce qui permet de conclure. O
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Corollaire 2.2.1.5. .7° s’identifie a un produit
T = (a1} X X X

ot z1 est un point de Xy et y; une sous-variété conneze et orientée de dimension réelle
un de X;, pour j € [2;r].

Notation 2.2.1.6. Nous noterons par la suite {z1,¢1(2z1)} 'ensemble des points fixes de
X1 sous qu(T(R)°) = 1(T(R)).

2.2.2 Tore sur Shy(G/Z,X)(C)
Nous allons maintenant étudier une partie .7,° de Shy (G/Z, X)(C) = B*\X x BX/HF*.

Définition 2.2.2.1. Soit b € BX. On définit Z,° de la maniere suivante :

T =1T°0] a5 = {[x,b]HﬁX, z e 90}.

Proposition 2.2.2.2. La partie J,° est un tore réel orienté de Shy(G/Z, X)(C), de di-
mension réelle r — 1.

Démonstration. Nous allons identifier .7;° comme espace principal homogene sous ’action
d’un groupe isomorphe au quotient (R/Z)" 1.
Remarquons tout d’abord que si z,2" € 7° et b € B*, on a les équivalences
(2,8 5 = [2/,b] 5 <= 3k € B et he HF* (k' kbh) = (x,b)
= 3ke BXNbHF*b™'  ki' ==z
Comme la projection de .7° sur X; est un point, on a nécessairement k € BN q1 (K, ) =

@1 (K) et R
keq(K*)NbHF*b™ 1

Ainsi le stabilisateur 7 de .7}° sous 'action de q(K*) est
W = q(K*)N (bHF*b™).

Ce stabilisateur # est commensurable & Oy 4/ Op qui est de rang r — 1 sur Z d’apres
le théoreme des unités de Dirichlet :

Ok . /Op =~ torsion x /A

et la partie de torsion est finie. L’action de T'(R) sur .7°° est induite par celle de [[j_o (K7 /F7)°
et le logarithme fournit un isomorphisme

T
[T/ F) =R
j=2

L’image O de Ok /OF dans R™~! est isomorphe a Z* avec s < r — 1. Notons O} l'image
de OF dans (K ® R)* Nx/e=l Comme

K RX,NK/Qil
M &:/pr o EERT

J J X
ig¢l2;r] Ok
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sont compacts,
R™/0O

est compact donc I'image de O, /OF dans R~ est un réscau.
L’espace .7;° est donc un espace principal homogene sous

oK) /W~ (R/Z) .
C’est un tore réel de Shy(G/Z, X)(C) de dimension r — 1 d’orientation induite par celle
de 7°.
O
Action de Gal(K*"/K)
Dans ce qui suit nous noterons K2 I'extension maximale abélienne de K et
recg : K — Gal(K™/K)

I’application de réciprocité d’Artin, normalisée en imposant que les uniformisantes s’en-
voient sur les applications de Frobenius géométriques. Cette application est triviale sur
K*

recg @ K /K — Gal(K*/K).

Rappelons que nous nous sommes fixé une ¢(7'(R)°)-orbite spéciale de X. Pour tout
u € mo(T'(R)) et b € B*, notons

‘%u = {[Q(u) ':Uab]H}/r'\x’ S (7-0} .
D’apres 2.2.2.2, 7" est un tore réel orienté de dimension r — 1.

Définition 2.2.2.3. Le groupe K agit sur {F}", b e B*, u € my(T(R))} par

o X _ 1% 77X X u _ gra(ac)u
Va = (as,ap) € K = K x K* Vbe B a"%’_%(af)b .

Démonstration. En effet, si a,a’ € K2 x K*, on a q(aa’) = q(a)q(a’) donc
ad - G =a-d - F".
U

Remarquons que le choix de travailler avec Shy (G/Z, X)(C) est important car il justifie
que laction de F est triviale dans la proposition suivante :

Proposition 2.2.2.4. L’action de K*F; sur { 7", be B*, u e mo(T(R))} est triviale.
On a donc une action de K /K*F; sur {Z", be B*, ue ny(T(R))}.

Démonstration. Considérons dans un premier temps 'action de K*. Soit k € K*. Comme

q(k) € B*, on a, par définition de Shy(G/Z, X)(C) :

k- T = la(B)a(w) 72, G0, = = [a(u)T° ], = T

HEX

Soit maintenant a = (axs,ay) € Fy'. Comme g(ay) commute aux éléments de B* et

q(a0o)q(u)7° = q(u)7°, on a

0 T = [las)a() 7, @ap) 7 = [0 7% 7 = T
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Remarque 2.2.2.5. Pour tout tore du type Z" = [q(u)7°, b, 5, il existe un sous-

groupe ouvert de K, donc de K /K*, agissant trivialement sur Z;". Ainsi I'action de
K[ se factorise & travers recg, et, plus précisement, & travers

K} /K> F} — Gal((K*)rexF) /).

La proposition suivante précise la dépendance des tores construits suivant le choix du
plongment ¢ : T'— G/Z(G).

Proposition 2.2.2.6. L’ensemble de tores
{3, be BX, uem(T(R)}
est indépendant du choix de q : K — B.

Démonstration. Soit ¢ : K — B un autre plongement. D’apres le théoreme de Skolem-
Noether, il existe o € B> tel que

Vk e K q(k) = ag(k)at.

Soit xg € X. Supposons que .7° = ¢(T(R)°) - zp, donc que q(u).7° = q(uT'(R)°) - xo. Alors
J°, orbite spéciale construite a partir de g et a(zg) est ¢(T'(R)°) - a(xg) = - 7°. Pour
u € mo(T(R)) on a ainsi

o

a-qu)- 7°=quT(R)°) - «a-x.

Soit b € B*. Notons j?bv“ le tore construit a partir de g. Comme o € B*, on a

Ty = A Te0] o = la-glw) Ty = [alw) - Toa7t b o= T,
Comme b — o~ 'b est une bijection, les ensembles
{F", be B, uem(T(R))}
et
{Z%, be B*, ue m(T(R)}
sont égaux. O

Remarque 2.2.2.7. La preuve ci-dessus montre que déja les ensembles { ", b € B *}
pour u € (T (R)) fixé sont indépendants du choix de gq.

Remarque 2.2.2.8. Les tores 7" se comportent de maniére analogue aux points CM sur
les courbes de Shimura quaternioniques d'un point de vu de I'action de Gal(K?"/K). Dans
le cas des points CM, il est possible de montrer qu’ils sont définis sur certains ring class
field de K, comme conséquence du théoreme de la multiplication complexe. On pourra se
reporter par exemple a [ST61] ou [Lan83].
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2.2.3 Classe d’homologie des tores .7,

Le but de ce paragraphe est de construire une chaine différentiable de degré r sur
Shy(G/Z,X)(C), qui sera un des ingrédients essentiels de la construction des points de
Darmon. La proposition suivante explicite le comportement de la classe d’homologie des
tores .7;°.

Proposition 2.2.3.1. La classe d’homologie [7,°] € H,_1(Shy(G/Z,X)(C),Z) de F,°
est de torsion.

Démonstration. Rappelons que 7° se décompose en
T ={z1} Xy X X7
Notons pr 'application
pr: X x {b} — Shy(G/Z, X)(C).
Z,° est inclus dans I'image de pr et

pr () = ({z1} x 72 x -+ x 3,) x {b}.

Soit w € H™~Y(Shy(G/Z, X)(C),C). D’aprés le théoréme de Matsushima-Shimura, w
se décompose en

W = Wyniv T Wparab-

Comme 7 — 1 # r le théoreme affirme plus précisement que w = wyniy-
— Dans le cas oul r — 1 est impair, on sait alors que H"~!(Shy (G, X)(C),C) = {0}
donc que tous les éléments de H,_1(Shy (G, X)(C),Z) sont de torsion.
— Sir—1 = 2s est pair, w correspond au tiré en arriére de Shy(G/Z, X)(C) & X d’une
forme du type A§:2 w9 ot & une constante pres,

G) _ 1 ou

W= dxy#;‘ly de degré 2
J

Reprenons les notations de la preuve de la proposition 2.2.2.2. .7;° est un espace

homogene sous un certain # . Notons # un domaine fondamental de % dans le

produit 45 X -+ X 7. On a alors

/ w:/~w<2m...w<r>:o
.bo /4

car chaque v; est de dimension 1, alors que les w) sont de degré 2.
Ainsi

Vw € H™\(Shu(G/Z, X)(C),C) /yo w=0,

Ce qui prouve que [7°] = 0 € H,(Shy(G/Z,X)(C),C), puis que la classe [7;°] de J°
dans H,(Shy(G/Z, X)(C),Z) est de torsion.
U

Remarque 2.2.3.2. Le cas ou r — 1 est pair est le cas traité par Darmon dans [Dar04].
Remarquons que dans le cas ou B = My(F), il faut aussi traiter la partie Eisenstein de la
cohomologie.
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Définition 2.2.3.3. Soit n € Zs( 'exposant de H,_1(Shy(G/Z, X)(C), Z)tors- 1l existe
une chaine Ay de degré r, différentiable par morceaux telle que

W] = A,
Une telle chaine sera appelée chaine spéciale.

Remarque 2.2.3.4. La r-chaine A} est I'analogue de la r-cochaine . de [Dar04] page
90. De méme .7,° correspond a 6, c.f. [Dar04] page 92.

D’apres la proposition 2.1.3.5 ’élément

1
(W&X /Af; wﬁ)

est défini modulo A;. Il nous faut encore montrer que cette valeur est indépendante du
choix fait pour .7°, o T'(R)° est fixé, et pour Ay. C’est I'objet de la proposition suivante

Proposition 2.2.3.5. Soient 7° et 7'° deux cycles spéciauzr de X tels que pry(T°) =
pry(77°) = {21} et tels que pr;(T°) et pr;(T'°) soient dans la méme composante connexe
de X pour tout j € [2; r]. Notons n l'exposant de H,_1(Shy(G/Z, X)(C),Z)iors et soil
Ay et Ap tels que

n[ 7S] = A} et  n[F)°] = 0Ay.
On a

/ wg = wg (mod £ ta™tQPA).

A9 AP

Démonstration. Par définition on sait que .7° et 7'° se projettent en {z1} sur le premier
facteur X de X, ce qui permet d’affirmer que A}’ — Ay se décompose de la fagon suivante

by — Ay =pr({z} xC)+D,
ol D est un cycle : 9D = 0 et pr est 'application
X — Shy(G/Z,X)(C)
pr:
r [x’ b]Hﬁx
Montrons que ngo_Ag wg c & lam1OPA,.
Notons

wh=) we € &b (Shu(G/Z,X)(C), ()%
€ ef{r1,..., {1}

la décomposition de wg. Chaque facteur w, € I'(Shy(G/Z, X)(C), (237)%) vérifie
pri(we) = dz; Awl

par définition de wg, qui ne fait pas intervenir ¢j. On a

/ We = dz; Awl = 0.
pr({z1}xC) {z1}xC

5 =0.
/{Zl}XC w<p

Par ailleurs, d’apres la proposition 2.1.3.5, on a

/Dwg e latOPA,,

Ce qui montre que

ce qui permet de conclure. O
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D @ Dy oo
7y A;

‘ ‘ > > %iﬁ

%Io
- pr({z1} x C)
Ay

F1GURE 2.1 — Hlustration de la preuve de la proposition 2.2.3.5 lorsque r = 2.

Corollaire 2.2.3.6. La valeur de

1
il B
(Qﬁga /Ag wg;) (mod Ay) € C/Ay
est indépendante du choiz de la T(R)°-orbite spéciale T ° dont la projection sur Xi est
{z1} et de A} vérifiant n[.Z,°] = 0A}.
On peut enfin définir ’élément essentiel a la construction des points de Darmon :

Définition 2.2.3.7. On note Jbﬁ I’élément suivant

1
Iy = m{a/mwg €C/\

b

2.2.4 Etude de J;

Pour tout u € my(T'(R)), choisissons A} vérifiant

n {[q(u) - T°,b) = 0A}.

HﬁX]
par exemple, on peut prendre Ay = g(u)Aj.

La proposition suivante fournit une formule un peu plus pratique de Jbﬁ

Proposition 2.2.4.1. On a

W= gpta X 8w [

w‘P'
uemo(T(R)) Ay

b
Démonstration. Montrons que ng wg = Y uemo(T(r)) B(u) ng w,. Pour cela, rappelons que
wl = Y oeqr1y—1 B(0)ts (wy). Identifions mo(T'(R)) et [[j_o{+1} en imposant que I'image

%)
de T'(R)® soit (1,...,1). On obtient ainsi

Wg = Z Blu)t,, (Ww)

uemo(T(R))
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et

/A wf,: Z B(u) /tuAg We.

b ueno(T(R))

Mais t,Ap est dans la méme composante connexe que A}, ce qui montre, d’apres 2.2.3.5,

que
Wy = w
® / @
/tqu ;

et permet de conclure.

Remarque 2.2.4.2. Notons

/=3 Bwz"

uemo(T(R))
ou l'on désigne par —.7," le tore .7;" dont on a changé 'orientation. Alors on a, pour tout

0= (assag) € K = KX x K~

a7 = Z A W) T2 = Blace) 74
u67r0 (

Si on choisit Af € C"(Shy(G/Z,X)(C),C) de sorte que
n[ 7] = A},

alors la proposition 2.2.4.1 montre que

B _
J; —/Afww.

Analysons maintenant 'influence des différents choix que nous avons été amené a faire.

Orientation

Les tores .7,° sont orientés suite au choix d’une multi-orientation de T'(R)°. Changer
'orientation en un facteur X, j € [2; r] change le signe de Jf. Ainsi un changement de

multi-orientation de T'(R)° induit un éventuel changement de signe de Jbﬁ indépendemment
du choix de b et de .

Choix de 7°
Soit z; € X1, stable par ¢(K})). On a la proposition suivante :

Proposition 2.2.4.3. Soit 7° et T'° deux q(T(R)°)-orbites spéciales tels que pry(T°) =
pri(77°) = {z1}. Alors il existe un unique u € mo(T(R)) tel que pour tout j € [2; 7],

pr;(77) et pry(q(u) - 7°)

sont dans la méme composante conneze de X;.
. . . / . \ .
Ainsi, si on note Jbﬁ le nombre compleze construit a partir de 7'°, on a

TP = pu)JP.
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Démonstration. Soit z,z’ € X tels que 7° (resp. .7'°) soit l'orbite de x sous ¢(T'(R)°)
(resp. de 2'). Il existe u € mo(T'(R)) tel que pour tout j € [1; r], prj(q(u) - z) et pr;(z’)
soient dans la méme composante connexe de X;. Ceci montre la premiere partie de la
proposition.

Si on reprend maintenant les notations de la démonstration de la proposition 2.2.4.1,
comme J"° = q(u) - 7°, la chaine A}> construite & partir de [7'°,b] , &, n’est rien d’autre
que A}. Ainsi

> o) |

1!
w'eno(T(R)) A

Wy = Z Bu') /

uul
W emo(T(R)) Ap

=B Y B [,

w'emo(T(R)) b

ce qui permet de conclure. O

Choix de ¢

La proposition 2.2.3.5 montre que la valeur de Jf € C/A; dépend uniquement de la
composante connexe dans X du cycle spécial .7°. La proposition suivante décrit I'influence
du choix de ¢q. Nous savons déja grace a la proposition 2.2.2.6 que I’ensemble des tores
spéciaux est indépendant de ¢. La démonstation de cette proposition fournit de maniere
analogue la

Proposition 2.2.4.4. Soient q,q¢' : K — B deux plongements et x € X, T° (resp. T'°)
la q(T(R)®) (resp. ¢'(T(R)°)) orbite de x. Alors il existe a € B> tel que

"

d’apres le théoréme de Skolem-Noether. Pour j € [1; ], pr;(7°) et pr;(F'°) sont dans
la méme composante connexe de X; si et seulement si 7j(nr(a)) > 0.

La proposition 2.2.4.3 donne alors le
Corollaire 2.2.4.5. Avec les notations de la proposition ci-dessus, posons

Q= (Sgn © Tj(nr(a)))je[[l;r] € {il}r_la
on a
/,
B = Bla) ).

Action de ¢

Notons Npx (K*) le normalisateur de K* dans B*. Soit a € Npx (K*)\K*. Quitte &
remplacer a par aa’ avec a’ € K* on peut supposer que

Viel2;r] 7j(nr(a)) > 0.
On a d’une part
pri(g(a) - 7°) = t1(z1)
et
viel2;r]  prjla(a) - T°) =pry(7°)
mais les orientations de pr;(q(a) - 7°) et de pr;(.7°) sont opposées.

Ainsi

[t1.7°,b]

avec une orientation multipliée par (—1)
sinon. D’ot la

= lq(a) 7", ]

r—1

=[7°,q(a)""0)

c’est-a~dire inchangée si r est impair, opposée

HE* HE* HE*
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Proposition 2.2.4.6. Les tores 7,° et t1.7%

q‘za)b ne différent éventuellement que par leur

orientation.



Chapitre 3

Points de Darmon généralisés

Dans ce chapitre, nous énoncons la conjecture principale et en analysons les consé-
quences.

3.1 Analogue de la conjecture de Darmon

3.1.1 Enoncé de la conjecture

Soit
(I)l : (C/Al L) El((C)

I'uniformisation de Weierstrass, qui est I'inverse de l'application d’Abel-Jacobi, définie
par 71. Pour tout ao, € KX, on se fixe une r-chaine ¢(an) - Af vérifiant

n[a(ass) - 7)) = qlace) - A,

Blaso) = ﬁ Ié; (sgn (H aoo,w)) .
J=2 w|T;

La conjecture suivante généralise la conjecture de Darmon [Dar04]

et notons

Conjecture 3.1.1.1. Le point
8 _ 1 _ 3. ()0
Pl =a, <m£a/A5 wq,> — 0,(J) € Ey(C)
est rationnel : Pbﬁ € B(K®) et

e}
Va = (aooaaf) c Kg I‘eCK(CL)Pb'B =, m /q(aoo).AE Wy | = ﬁ(aoo)P;(af)b-

q(ay)b
Définition 3.1.1.2. Les points Pbﬁ sont appelés points de Darmon.

Remarque 3.1.1.3. La conjecture 3.1.1.1 affirme qu’'un élément de E;(C) est dans
E(K?). Ces deux objets sont comparables grice au raisonnement suivant. Le choix de

a(K7) 4, . N .
21 € X, (K7 détermine entierement le morphisme

hi:S — G,
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donc un morphisme
C* =S(R) — G1r(R) = B}, = (B®Fpn R)™
tel que hy(C*) = q1(K). Tout ceci détermine un plongement
Tk K—C
tel que le diagramme

h
Cx ' (B QFm R)X

)

q1

(K @rr, R)*
soit commutatif. On peut alors se fixer
7~'1 . Kab — (C

qui étend 71 g, c’est-a-dire tel que 'on ait le diagramme commutatif suivant :

F R C
A

‘T

K I{Eab

Maintenant il nous faut encore montrer que l'action galoisienne décrite dans la conjecture
3.1.1.1 ne dépend pas du plongement 77 choisi. Mais I'isomorphisme

{Gal(Kab/K) Hadt Gal(ﬂ(Kab)/ﬁ,f((K))

o — TioooT

ne dépend pas du choix de 7;. En effet, si 7 est un autre plongement de K" dans C qui
étend 11, on a 7| = 7 0 ¢’ pour un certain o’ € Gal(K*/K) et

Vo € Gal(K*®/K)  Flooo7 t=Fod'oo’ torl=Foco7 !

car Gal(K?P /K) est abélien, ce qui permet de conclure.
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3.1.2 Conséquences

On donne ici deux corollaires qui précisent laction d’éléments particuliers de K
sur Pbﬁ .

Corollaire 3.1.2.1. Sous la conjecture 3.1.1.1, on a :
Vas € K2 recK(aoo)Pbﬁ = B(aoo)Pbﬁ.

Remarque 3.1.2.2. Le corollaire 3.1.2.1 ci-dessus est ’analogue de la conjecture 2.3 de
Darmon et Logan c.f. [DL03]. Pour compléter I'analogue de cette conjecture, on étudie
plus précisement le corps de définition de Pbﬁ a la sous-section suivante.

Corollaire 3.1.2.3. Sous la conjecture 3.1.1.1, on a :
Va € F recK(a)PbB = Pbﬁ.

Démonstration. D’apres la conjecture 3.1.1.1 on a pour tout a € Fy recK(af)Pbﬁ = pY

alag)b’
Mais la proposition 2.2.2.4 montre que
g _ g8
Titan = o
ce qui permet de conclure a l’aide de la proposition 2.2.2.4, car
q(aoo)Af = Ag .
O

3.1.3 Corps de définition

Nous allons plus ou moins expliciter le corps de définition de Pbﬁ . On prendra garde au
fait que les corps Kj et K ; définis ci-dessous dépendent du choix de ¢ : K — B.
Notons BY ={be B*, ¥j €{2,...,r}, 7;(nr(b)) > 0}, que l'on plonge diagonalement
dans (B ® R)* et
Kl;i— _ (Kab)recK(qgl(bHﬁXb_lBji))
la sous-extension de K#" fixée par recK(qgl(bHﬁXb_le_)). On a l'inclusion suivante

K, = (Kab)reCK(qgl(bHﬁxb*lBX)) c K;f
ou Kj est le corps fixé par recK(qgl(bHﬁbelBX)).
Proposition 3.1.3.1. Le point Pbﬁ est défini sur K;r.
Démonstration. Soit a € qul(bHﬁbele), que 'on décompose en
(Loo, bha b ) (aoe, 1)
avech € H,ay € FX et as € q&l(Bi). D’apres le corollaire 3.1.2.3 et la corollaire 3.1.2.1,
on a

rec(a)Pbﬁ = rec(qa” " ((1so, bhafbil))Pbﬁ

0
= Pohasp-1

la derniére ligne étant due & I'invariance A droite des points de Shy (G/Z, X)(C) par HE*.
Donc Pbﬁ est défini sur K;' = (Kab)recK(qgl(bHFXb_lBi))_ H
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Remarquons que 'application de réciprocité reck induit une surjection

(K ®gR)™
(F ®q R)*(K ®@gR)}

R :mo(T(R)) = o~ f[{il} — Gal(K; /Ky),
j=2

ot (K ® R) désigne les éléments dont la norme a F est positive en toute place réelle de
F.

On a alors la proposition

Proposition 3.1.3.2. Le points Pbﬁ est défini sur le corps KP = (KgL)R(Ke’r B fixé par
R(Ker ().

Démonstration. Les éléments de R(Ker ) sont de la forme (ax,1f) avec f((signe o 7; o
Norme)agj<r(aoo) = (1,...,1). La proposition est alors une conséquence du corollaire
3.1.2.1 qui montre que rec(ano, 1f)Pbﬁ = Pbﬁ pour de tels éléments. ]

Remarque 3.1.3.3. Comme Ker 3 est d’indice 1 ou 2 dans [[;_5{+1}, le corps Kf est
de degré 1 ou 2 sur K.

Cas ou H est du type Uy Supposons que B est du type de I'exemple 1.1.1.1. Soit

R C B un ordre d’Eichler de niveau N,. Posons H = (R ®z 2) “ 1l existe alors un ordre
de K sur Of de conducteur f,

Ofb == OF + beK7
tel que
reci : K /K" F} (K @gR)* O} > Gal(K,/K)
reci : K /K" F} (K ®gR)10) = Gal(K,"/K)

Ainsi K} est le ring class field d’ordre Oy, et K gr son ring class field restreint, qui est aussi
le ring class field de conducteur fpfso, avec foo = H§:2 Tj.
Dans le cas ou I’aplication

K /K*F{ (K ®q R)i@g — K JK*FJ (K ®q R)X(Dfxb
est injective, on a
(K, @ KG) =271
et une présentation de Gal(K;— /K3) par générateur et relations est

Gal(Kgr/Kb) =< 09,...,0p | 0]2:1>.

Ceci montre que Gal(K," /Kp) ~ (Z/2Z)"! et que chaque o; correspond a la conjugaison
complexe ¢, a la place 7;. Dans cette situation, les caracteres non triviaux 3 sont en

bijection avec les extensions quadratiques K bﬂ de K} contenues dans K ; .
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3.1.4 Choix de z;
Nous avons été amené, pour formuler la conjecture 3.1.1.1 a fixer un plongement
K% C

au dessus de 71. Notons ¢; la conjugaison complexe associée a ce plongement.
Soit Pﬁ le point de Darmon construit a partir d’un cycle spécial 7° dont la projection
sur X1 est t1(z1).

L’étude menée avant la proposition 2.2.4.6 incite a énoncer la conjecture suivante :

Conjecture 3.1.4.1. On a

Vbe BX  «(P])= P/

3.2 Détermination de B a I’aide des facteurs ¢

Dans cette section, nous expliquons de quelle maniere le choix de l'algebre de qua-
ternion B influe sur les propriétés des points Pbﬁ . On montre que si les points construits
ne sont pas de torsion, alors B est entierement déterminée par la donnée de K et de la
classe d’isogénie de E. Ceci peut étre mis en parallele avec la condition de Heegner qui,
dans le cas classique (c.f. [Dar04] hypotheése 3.9 pour GLy et lemme 4.17 dans le cas des
courbes de Shimura) conditionne I'existence de points de Heegner. Dans le cas des points
de Darmon, ’analogue est supposé lors de I’hypothese 8.15.

3.2.1 Facteurs ¢ et vecteurs test
Notons 7 la représentation automorphe de B associée a ¢ et

le caractére quadratique associé a l'extension K/F. Dans ce qui suit, pour toute place v
de F' nous noterons inv,(B,) I'élement suivant

| [ 1 sivé¢Ram(B)
IDVU(BU) - { -1 sive Ram(B)

Soit b € BX et
X : Gal(Kgr/K) — Cx

un caractere, que ’'on identifiera au caractere suivant
K™% Gal(K*™*/K) — Gal(K, /K) 2% C*.

Soit L(m x x,s) la fonction L de Rankin-Selberg associée a 7 et y, c.f. [Jac72] page
132 et [JL70] section 12, ou [Bum97] page 369. En général cette fonction se prolonge en
une fonction méromorphe sur C, vérifiant I’équation fonctionnelle

L(m x x,5) = e(m x x,s)L(F x x 1,1 —5),

ou 7 est la contragrédiente de m. Comme 7 est a caractere central trivial, la fonction
L(m x x, s) est entiére et vaut L(# x x~!,s). L’équation fonctionnelle devient ainsi

L(ﬂ- XX, S) = 8(71' XX, S)L(ﬂ- X X 1- S)’
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et la parité de l'ordre d’annulation en s = 1/2 de la fonction L(m x x,s) est régie par la

valeur de 1
e(m x x, 5) =+l

Si 'on décompose les représentations en produit tensoriel restreint :

!/
7T:®7Tv et Xo : K — C*
v

on obtient, c.f. [Jac72], des équations fonctionnelles locales et des facteurs € locaux e, (m, X
X, 3), parfois liés au caractére g, de F,* et a la valeur de inv,(B,) de la fagon suivante :

niw(—1)e(my X X, %) = inv,(By) (3.1)

Le théoréme suivant précise dans quelles conditions ’équation (3.1) est vérifiée :

Théoréme 3.2.1.1. 1. Sil’équation (3.1) est vérifiée, alors il existe une forme linéaire
non nulle
by 1Ty X Xy — C

unique a un multiple scalaire prés et vérifiant
Va € K Yu € m, Co(go(a)u) = xo(a) 1y (u),
c’est-a-dire que £, : w1, — C(xp 1) est qu(KX)-invariant.
2. Dans le cas ot (8.1) n'est pas vérifiée, une telle forme £, n’existe pas.
Démonstration. c.f. [Tun83| et [Sai93]. O

Exemple 3.2.1.2. Si v se décompose dans K, on a d’apres [Nek06], 12.6.2.4

1
Nk, (=1)e(my X X, 5) =1
et inv,(B,) = 1, donc (3.1) est vérifiée.

Définition 3.2.1.3. Dans le cas du point 1 du théoréme 3.2.1.1, on appelle vecteur test
de ¢, un élément u € 7, vérifiant £, (u) # 0.

3.2.2 Détermination de B

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Proposition 3.2.2.1. Soit b € B* et supposons que la conjecture 3.1.1.1 soit vraie. Si le
point
x(B)= Y xo)eF eB(K) L
o€Gal(K,M/K)
n’est pas de torsion, alors :
1. )
Vo oo Niw(—1)e(my X Xo, 5) = invy,(By).

En particulier, B est uniquement déterminée par K et la classe d’isogénie de E/F.

2. Le facteur e global vaut e(m x ¥, %) =—1.
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Remarque 3.2.2.2. Cette proposition est analogue, dans le cas de I’étude des points CM
sur les courbes de Shimura quaternioniques & la proposition 2.6.2 de [AN10].

Remarque 3.2.2.3. Si 3 est différent de la partie archimédienne x, de ¥, alors eY(PbB )=
0. En effet, si as € KX est tel que reck (as) € GalK, /K), on a

ex(P)) = 2 pecal(i; /i) X(0) © Py
= Loeaar; /i) X(000) @ Py
Xoo(@oo) ZoeGal(K;/K) x(0) ® P{?
= Xoolaso)ex(Fy)

mais d’autre part
reci (aoo)ex(P)) = Blace)ex(Py)

ce qui permet de conclure. Dans la preuve qui suit, on supposera donc que

ﬁ:Xoo-

Démonstration. Nous suivons le plan de démonstration de [AN10].

Principe de la preuve La plupart des cas se traitent a ’aide de la proposition 12.6.2.4
de [Nek06]. Pour les cas restant, le principe consiste en application du théoréme 3.2.1.1.
Nous allons construire une forme linéaire ¢,(K.) invariante £, : m, — C(x, '), pour v
variant dans un certain ensemble de places S’. Comme nous serons capables par construc-
tion d’exhiber un vecteur test pour cette forme, nous serons dans le cadre d’application
du théoréme 3.2.1.1 qui permettra de conclure. Les constructions qui suivent utilisent
le méme genre de manipulation que les preuves du corollaires 3.1.2.3 et de la corollaire
3.1.2.1. Malheureusement, nous manipulons ici des quantités qui ne commutent pas. On
introduit donc dans le prochain paragraphe une application j, : K — B, telle que les
éléments ¢, (K)-invariants d gauche soient exactement les éléments j, (K, )-invariants d
droite.

De ¢, a j, Soit S’ un ensemble fini de places non-archimédiennes de F' contenant les
places en lesquelles B, m ou 'extension K, gr /F' se ramifient, et telle que 'application

r=(ry: K — Gal(K; /K))pes’
définie comme étant la composée

re ] B — KX =5 Gal(K*/K) — Gal(K, /K)
veS’

est surjective.
Posons, pour v € S’
. K, — B,
Ju { koo by lgu(k)by

et

Jj= (jv)veS/ : H Ky — H By.

ves’ ves’
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Comme S’ ne contient aucune place archimédienne de F', on a

Va € H K;( [yo’ a(a)b]Hﬁx = [yo’ b](a)]er\x
ves’
et
B g _ _ pb
Va € ];[S Kl WbeB*  recx(a)Py) = Po =Py,
v
Notons
(K;)° C K
le relevement de
(KO )T € KOk .
On a
0 si v est inerte dans K/F
K} /0% FY —5{ Z/2Z siv se ramifie dans K/F
Z si v se décompose dans K/F

le quotient (K )°/F) est compact et

~ Z si v se décompose dans K/F
o X X\o
Dy i= Ky J(K) — { 0 sinon

o ~ 7./27 si v se ramifie dans K/F
(K7)° JOF B { o /

sinon

Pour v € §’, le groupe
C, = OIX(,U N Ker (ry)

est un sous-groupe ouvert de O et le quotient

Ve = (KJ)°ESCy

v

est fini.
Nous allons maintenant définir une partie V' de la fagon suivante :
— Si v ne se décompose pas dans K/F,

Vy =K /F)Cy,

v

et on pose V, := V.
— Si v se décompose dans K/F, on se fixe une section de la surjection
K - K)/(K))° 7

v

On a alors
K = (K;)" x Dy

et l'existence de n, > 1 tel que
Ker (ry |p,) = nyDy.
Soit D! C D, un systéme de représentants de D,,/n,D,, on pose alors

V, =V°D, c KX/FXC,.
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Ceci définit un ensemble

v=1]][wc ][] KS/FC

veS’ veS’

stable par multiplication par le groupe abélien V° =[] g V;7 et tel que 'application

Ve [[ KS/F}Cy > Gal(K, /K)

veS!
ait toutes ses fibre de cardinal Vi
]Gal(K; /K)]
et soit surjective. On a alors
4 3 V] 5
e e(F) = Y x(0)®o- P
(Gal(kf /)| Gal(K; /K)‘ seGat /)
- Z X b](a
acV

Changement de niveau Fixons un sous-groupe ouvert compact

Hyc () j(a)Hj(a)™"
acV

Les applications

Shyr, (G/Z, X) Y Sh o1 s (G2, X) 25 Shy (G2, X),

définies sur les points complexes justifient les calculs suivants, puisque V est un ensemble

fini :

Wf = x(@)[5(a)] L.

aeV

Construction d’un vecteur invariant Si

v ;
Gal(K, /)| xh agx ) € ZIx] @z B(Ky") C Z[X] @2 C/ A

n’est pas de torsion, il existe o : Z[x] — C tel que

S @@l ¢ QI A

b acV
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ou 7y = o o x. En particulier, le vecteur

“wi = 3 “xa)l5(a)]"wp € 71 N T(Sha, (G/Z, X), U)
acV

est non nul et invariant sous j([,cq (K)°) pour v € S car V est stable par multiplication
par V°. De plus

Vae [[(K))°  jla)w =7x "a)w.
veS’

Notons

aes/ . ® 0771} N (C(UX—l)

veSs’

la projection j([],ecq (KS)°)-invariante sur Cwy.

Si v € S’ ne se décompose pas dans K Dans ce cas (K, )° = K et “¢g induit une
forme linéaire 74, j, (K )-invariante, donc ¢, (K )-invariante et 7¢,(wq,,) # 0, ol

wiw= Y Txory(ay)|-ju(a)] wy.
ayEVy

Comme &,(7m, X7 Xy, %) est indépendant de o : Z[x] — C, on a d’apres le théoreme
3.2.1.1

1 .
Niw(—1)e(my X Xo, 5) = invy(By).
Si v € 8’ se décompose dans K On est dans le cas de 'exemple 3.2.1.2 et

Ly 1 vy (By).

nK,v(_l)e(ﬂ'v X X, 5

Sivé¢ S Alors B se décompose en v et T, est une série principale. Dans ce cas le calcul
de [Nek06] proposition 12.6.2.4 montre que

1 .
niw(—1)e(my X Xo, 5) =1 =1inv,(By).
On a bien dans tous les cas

1 .
Niw(—1)e(my X Xo, 5) = invy(By).

Preuve de 2. Si v = 7; est une place archimédienne de F', alors e(m, X X, %) =1. On
a de plus
B 1 sije[2;r]
(1) = { —1 sinon

et, par construction

) 1 sije[l;r]
invy(By) = { —1 sinon
Ainsi
Ix1 osij=1
K (—1)inv, (B,) = I1x1 sije[2;r]

—1 x —1 sinon
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et

, 1 , 1 osij=1
Vie{l,...,d} eu(my X Xo, 5) = nKp(—1)inv,(B,) X { 1 sij>1

D’ou

e(m x x, %) =— Han(—l)invv(Bv) = -1

3.3 Formule de Gross-Zagier

La formule de Gross-Zagier liant les points de Heegner aux dérivées de fonctions L, c.f.
[GZ86], est un élément essentiel en faveur de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.
Dans [YZZ] Yuan, Zhang et Zhang démontrent une formule analogue en toute généralité
pour GLg, généralisant le travail Zhang [ZhaOla, Zha04] dans le cadre d’une extension
K/F de type CM.

Rappelons brievement le cadre étudié par Yuan, Zhang et Zhang. Soit 7 une représen-
tation parabolique de GLo(Fy), K/F une extension quadratique et

x: K /K* — C*
un caractere fini, vérifiant, si on note w, le caractere central de 7,
X | prwn =L

Notons 1
Y= {U, e(my X X, 5) - XvnK,v(_l)} .

Dans ce cas, (m x ) = (—1)*l. On distingue alors les résultats obtenus dans le cas

« pair », i.e. e(m x x) = 1, du a Gross [Gro04], Waldspurger [Wal85b] et Zhang [ZhaOla,
Zha04, Zha01b], du cas impair, étudié dans [YZZ].

Le cas « pair » Soit B I'unique algebre de quaternions sur F' vérifiant
Ram(B) = X.

On se fixe un plongement de K dans B et on note 7’ la représentation de B* qui est en
relation avec m par la correspondance de Jacquet-Langlands. Dans ce cas

dimCHomKAx (r®x,C)=1

et I'application de Hom .x (1 ® x, C) suivante
A
p 7 — C
X f | ng/KXFg f(m)x(x)dx
satisfait la propriété

1
€X7é0<:>L(7rxx,§)7éO.
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Le cas « impair » Supposons maintenant K est une extension CM de F', que pour
toute place archimédienne v de F', 7, est une série discrete de poids 2. Dans ce cas, et que
B est comme précédemment 'algebre de quaternion vérifiant Ram(B) = X. Dans [YZZ],
Yuan Zhang et Zhang montrent que L'(m x ¥, %) s’annule si et seulement si un certain
diviseur CM n’est pas de torsion dans la Jacobienne d’une courbe de Shimura. Dans cette
section, nous allons donner une version conjecturale de ce résultat.

3.3.1 Construction d’une forme linéaire invariante

Soit b € BX et H C BX un sous-groupe ouvert compact tel que
H R* = q(K}).

Dans cette section nous aurons besoin de mentionner la dépendance de .7;° en H on
notera donc, pour u € my(T(R))

Tty = {la(we,b] 5, 7€ T°}

Soit Ay, € C"(Shu(G/Z,X)(C),Q) une r-chaine différentiable par morceaux a coeffi-
cients rationnels de Shy(G/Z, X)(C) telle que

aNf{,b = n[yﬁ,b]-
Rappelons que les chaines A}be satisfont la propriété suivante :
vu' € mo(T(R)) tw A, = Ay

Soit 7y la représentation archimédienne associée a 7. On se fixe g, € T un vecteur
de poids minimal (2,...,2,0,...,0) de T et une forme rationnelle (c.f. définition 2.1.4.3)
——

w, de la forme '
Wy = Poo @ P € Too @ Ty C Sa2(BY).
Définition 3.3.1.1. On notera g7y le sous Q[B*]-module de 7y engendré par ¢y.
Proposition 3.3.1.2. L’espace gmy est un Q-espace vectoriel et l’application
o7y ® € — my
est surjective.

Démonstration. L’espace Im (gmy ®g C — m¢) est un sous-espace non nul de 75 invariant
sous l'action de By . Comme 7 est irréductible, on a nécessairement

Im (g7y ©g C — mf) = 7y
et 'application gmy ®g C — 7y est surjective. ]

Remarque 3.3.1.3. Ce type d’espace a été étudié par Waldspurger dans [Wal85a], qui
caractérise leurs éléments en termes d’intégrale le long de tout tore maximal de PGL,.
Ces résultats ne s’appliquent pas ici.
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Comme au chapitre précédent, on se fixe n € HY(E,Qp /r) une forme différentielle non
nulle. Comme wy, est rationnelle, il existe o € F'* tel que

I (awy) = 1.
Pour simplifier un peu les notations, a savoir éviter le facteur £, nous allons nous intéresser

a F1(C) ®g Q ~ C/QA; plutot qu’a E1(C) ~ C/A;.
Soit x un caractére continu d’ordre fini de K /K*F;* :

x: K /KXFS — Zx|*.

Fixons un sous-groupe compact ouvert Hy de B*. Soit H' C Hy un sous-groupe ouvert
compact de B* vérifiant

X (qul(H'FAX)) =1.

Notons pr : Shy/(G/Z, X) — Shy,(G/Z, X) la projection naturelle définie sur les points
complexes par
{ Shy(G/Z,X)(C) — Shp,(G/Z,X)(C)
pr:

[x’b] — [xab]HOﬁx

H/Fx
La formule
1

[Ho : H')deg( T, 2 T )

fx(wl) =

3 x(@) /A o (32)

a€K} Jq, H(H'F))(K@R)S H' q(a)

définit une forme linéaire

b+ 837 NQIG(Af)lwy — Qx) ®g (C/Qa™ "> Ay).
Notation 3.3.1.4. Pour éviter d’alourdir les formules dans ce qui suit, nous noterons
5?{/,1{0 = deg(ﬂﬁ/’b — yﬁo,b)

et
Wi = K a5 (H'FY) (K 9 R)Y.

Avec ces notations, (3.2) devient

N ; / /
b)) = [Hy : H']6Y,, Z x(@) Aa)u “

7H0 GEWHI H’,q(a)

Remarque 3.3.1.5. Moralement, on a {,(w) = [, x ® w ott A est I'image de ga(K)
dans Sh(G/Z, X) = lim  Shy(G/Z, X).

Proposition 3.3.1.6. 1. Soient H" C H' C Hy un sous-groupe ouvert compact. Rap-
pelons que x(qa " {(H'FY)) =1 et notons

pr* : S(BY) — S5 (B)).
Si W' e SH'(BX) NQ[B*|w,, alors la relation de compatiblité suivante
Uy (W) = Ly (pr™(w))

est vérifiée et y, définit une forme linéaire sur Q[Ex]wg,.
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2. On a - R
Va € K* Yw € Q[B™ |w, l([-q(a)]*w) = Xf(a)flfx(w).

3. Si x se factorise par Gal(K, /K) et si Pf = P, <fNi1 bwﬁ), alors
0
x(B=) = > xlo)o- B> € Qx) ®¢ E(K;) C Qx) ®g (C/QA1)
Gal(K, /K)
est, a un facteur rationnel pres, égal a ®1(ly(t, o [-b]*wy)).

Démonstration. La preuve de cette proposition est principalement calculatoire.

=A% et

Preuve de 1. Soit a € K*. On a pr(A%, la )) = A4 o

/ pr*w/ = deg(<7.];1f//717 — yﬁ/’b)/ w/ = (S}L;[//J_[// w'.
AY AY AY
H'" b H'b H'b

Soient a,a’ € K} /gy '(H'F;)(K @ R)Y = Wy tels que

a=d mod g, (H'FY).

alors
q(aso)u q(als)u a(aso)
PY(AH,,@(G)) - pr(AH”,E(a’)) H',q(a)
Comme x(qa~ (H,FA ))=1,ona
1
6 (pI‘ w ) // Z X(a)/ pr*w/
[H H ]6H” Ho acWyn A(;I(//f\()a)
H// H' /
(5[u{// JH Z X /Aq(aoo)“ “
0 a€EWpyn H' q(a)
0: H” Ho aeWy, AH’ 1q(a)
[Hl : H”] ,
= . S0 Z X(a’)/ (aco)u w
[Ho : H60 4, &7, atloze)
g gx((,()/).

Preuve de 2. Supposons que le sous groupe ouvert H” de H' soit suffisamment petit
pour que
~ Hll
ta(as) [@(@)] Priw € 557

Le point 2 de la proposition est une conséquence du changement de variables a” = aa’

dans le calcul suivant :
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O gan MA(@)]"w) = (00 [G(@)] Prw)

RET H}’]%II,HO .57, /Aiizegu, lifan) ()] P17
1q(a’)
N [HO : HI/](S}L;I”7H0 a/E;H// X(a ) /Aj{(:l/(,)s\(a;o:/))u o
1 n_—1 «
N [HO : H”](s[u{u,HO a”EZWH,, X(a a )/A;(Z%\();/) pr w
= -1 1 " «
= X((Z) [HO . HI/](S}L'—[”7H0 a//EZWH” X(a )/A‘;I(Z%\()Zl) prw

= x(a) "y (pr'w)
= x(a) "y (w)

Preuve de 3. Comme
wy € S2(By) =S5 (BY),

il existe H' suffisamment petit tel que
Wy € S et [0 w, € Sit.

On peut supposer K /g, ' (H'F))(K ® R)Y ~ Gal(K; /K). Notons

1
V= .
[HO . H’]deg(ﬂH/ — yHo)
On a
0 (t 0 [D*w,) = v Z Xf(af)Xoo(tso) /Aq(aoo) b wy,
Kli( H/’zl\(a)

a€—g X X
q, (HES)(K®R)Y

= VZX(af)ZXoo(aoo)recK(af) : /A“ trecK(aoo)wtp

af oo H' b

=v Z X(O’)/ ZXoo(%O)treCK(aoo)wW

+ Au/ a
aeGal(Kb /K) H',b doo

Y e e

o€Gal(K, /K) H'.b Goo
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donc
eY(PbXOO) = D1 (L (ty o [-b]"wy).

3.3.2 Formule de Gross-Zagier conjecturale

Considérons la hauteur de Néron-Tate
hnt @ E(K*) x E(K*) — R
que 'on étend en une forme hermitienne
hnt @ E(K*®) @ C x E(K*)® C — C.

Une formule de Gross-Zagier pour les points de Darmon devrait étre, sous I’hypothese

1 .
You 7é 71 5(771) X Xuvs 5)771(71)(_1) = 1an(B)7

l'existence d’une constante k(b,w,,) telle que
1
Vo : Q(x) = C  hnr(eog(P)r>)) = k(b,w,)L (7 x 7, 5)

Cette formule devrait expliquer les équivalences suivantes :

Conjecture 3.3.2.1. Soit K, le corps de définition de x. Si

1 .
VU#Tl E(ﬂ'v XXUai)nK,U(_l) :anU(B)a

alors il existe un choix de b et de w, de sorte que k # 0.
On a les équivalences suivantes :

by #0 <= 3be B tel que K, C K, et ex(PX*) € Z[x] ® E(K,") n’est pas de torsion
1
<= J0:Q(x) — C L'(wx"x,§)7é0

1
<~ Vo:Q(x) —C LI(TFXJX,§) # 0.
Expliquons l'origine de la derniére équivalence ci-dessus : 1'espace E(K gr ) ® Q est une
représentation Q-rationnelle du groupe abélien Gal(K gr /K). Il se décompose en une somme

de caracteres qui sont conjugués deux a deux. L’annulation de I'un entraine I’annulation
des autres.

3.4 Variétés de Shimura de type orthogonal
La formule de Gross-Zagier donne explicitement la « longueur » des points de Heegner :

Jk #0 tel que hnt(Px) = kL' (E/K,1).

Dans leur article [GKZ87] Gross, Kohnen et Zagier cherchent & préciser la position
exacte des points de Heegner dans le groupe de Mordell-Weil. L’origine de ce résultat
vient de la mise en relation de la formule de Gross-Zagier et d’un théoreme de Waldspurger
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concernant les valeurs spéciales de fonctions L. Précisons cette relation. Considérons une
courbe elliptique E sur Q de rang 1. Si —d désigne le discriminant d’un corps quadratique
imaginaire, notons L(E,d, s) la fonction L tordue, qui est aussi la fonction L de la tordue
quadratique de E. Notons P; le point de Heegner de niveau d et Fy un générateur de
la partie libre de E(Q). Il existe un entier b(d) vérifiant P; = b(d)Py. La hauteur de Py
s’exprime alors

hnt(Py) = b(d)?hnt(Pp).

Mais la formule de Gross-Zagier montre que hyt est proportionnelle a
L(E/Q(V—=d),1) = L'(E/Q,1)L(E_4/Q,1),

ot E_4 désigne la tordue quadratique de E par Q(v/—d). Soit maintenant f la forme
modulaire parabolique de poids 2 associée a E, que 'on sait modulaire. Cette forme f est
associée, via la correspondance de Shimura-Kohnen a une forme modulaire de poids 3/2,
g, dont on note ¢(d) les coefficients de Fourier. Un théoréme de Waldspurger et Kohnen
[Wal81] montre que L(E,d, 1) est proportionnel & c(d)?.

Le théoréme de Gross-Kohnen-Zagier consiste alors en 'affirmation suivante :

Vd  b(d) = c(d).

La preuve originale de ce théoreme, c.f. [GKZS87], reprend le principe de la preuve de la
formule de Gross-Zagier. Cette preuve est plutdt calculatoire, et on y trouve le calcul
général de (Pg, Py)nt ol (, )N désigne la forme bilinéaire associée a hnr.

Dans [Zag85], Zagier fournit une preuve qui fonctionne au cas par cas, mais beaucoup
plus géométrique. Cette preuve consiste a reconnaitre les points de Heegner comme points
d’intersection de certains cycles sur une variété modulaire de Hilbert. Ces cycles, appelés
cycles de Hirzebruch-Zagier sont étudiés dans [HZ76].

La preuve géométrique que I'on trouve dans [Zag85] est le point de départ des considé-
rations de cette derniére section. Cette preuve a en effet été généralisée par Yuan, Zhang
et Zhang dans [YZZ09]. Notons M ’ensemble des cycles CM définis dans [YZZ09]. Ce sont
des cycles de la jacobienne d’une courbe de Shimura quaternionique. Le théoréme obtenu
par Yuan, Zhang et Zhang est le suivant
Théoréme 3.4.0.2. (Yuan, Zhang, Zhang)

~

Pour tout G(Q)-module 7¢ de caractére central trivial,
dimCHomG(@) (M, 7Tf) <1

Si HomG(@) (M, 7¢) nest pas trivial, alors oy ® 02, 2) €st une représentation automorphe

parabolique de GLa(Fy), ot oy est la représentation de GLQ(F\) associée a Ty par la cor-
respondance de Jacquet-Langlands, et oy . o) la série discrete holomorphe de GLy(F) de
poids paralléle (2,...,2).

La preuve se décompose en plusieurs étapes. La premiere est I'utilisation d’un résultat
de modularité du a Kudla et Millson [Kud97, Kud04, KM90]. Kudla et Millson montrent
qu’une certaine série génératrice de classe d’homologies de cycles spéciaux construits sur
des variétés de Shimura orthogonales est une forme modulaire. A 'aide de ce résultat,
Yuan, Zhang et Zhang montrent la modularité d’une série génératrice de classe de Chow
de ces méme cycles spéciaux, ce qui leur permet de conclure a ’aide d’'un procédé récursif
dt a W. Zhang, c.f. [Zhal.
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Dans cette section nous donnons un énoncé conjectural de ce type de résultat concer-
nant les points de Darmon. Pour cela, apres avoir étudié des questions de signes concernant
ces points, nous reformulons la construction des points de Darmon dans le langage des va-
riétés de Shimura orthogonales. Ces variétés sont associées a des espaces quadratiques sur
F' de signature a l'infini du type

(n,2) x (n+1,1)""t x (n4+2,0)4"

la ou ceux considérés par Kudla, Millson, Bruinier [Bru|, Funke sont de signature (n,2) x
(n+2,0)%1. Un tel énoncé est motivé par le travail récent de Darmon et Tornarfa [DTO08]
qui obtiennent un résultat en ce sens pour la construction p-adique des points de Stark-
Heegner.

3.4.1 Discussion sur les signes

Jusqu’a la fin de ce chapitre on se fixe une courbe elliptique modulaire E//F' on note
N son conducteur et B est de la forme de 'exemple 1.1.1.1. C’est-a-dire que N = Ny N_
est une décomposition admissible,

Ram(B) = {7p41,...,7ay U{v | N_}

et K une extension quadratique de F' de discriminant relatif dg/p vérifiant I'analogue de
la condition de Heegner suivante :

Hypothése 3.4.1.1. Toute place v | Ny se décompose dans K, toute place v | N_ est
inerte dans K.

En particulier dg/r et N sont premiers entre eux. Soit R un ordre d’Eichler de B de
niveau N, . On suppose que K est maximalement plongé dans B pour cet ordre, i.e. si K
est identifié & son image dans B par ¢

KNR=0kg.
Le niveau de la variété de Shimura considérée est supposé étre H = R*. On a ainsi
HF* = R*F*.
Rappelons que I'on dispose d’'un plongment
T,k K—C

défini par h,,. Notons c la conjugaison complexe pour 71 x. Supposons que la conjecture
3.1.1.1 soit vérifiée, posons 3 =1 et

P = TrKj/KPl € E(K).
Le but de cette section est de montrer la

Proposition 3.4.1.2. Soit € le signe global de E/F, i.e. N(E/F,s) = eA(E/F,2 — s) ou
A est la fonction L complétée de E/F. Alors

¢(P) = —¢P.



3.4. VARIETES DE SHIMURA DE TYPE ORTHOGONAL 71

Démonstration. Notons K = F(i) et B = K(j), avec i2 = a, j2 = b et ij = —ji. Rappelons
que

T =17 U ypo

avec .7° ={z1} X 72 X -+ X 7. Ainsi

o(7°) = {trar} x 2 % x e g = (C) T H(T0), ] e

et
-1 .
(7°) = (D) 1T Al g
car j € B*. Ce qui montre que ¢(Py) = (—1)""1P;. Nous allons exprimer P; en fonc-
tion de P;. Pour cela, nous noterons (par abus) pour toute place v de F, j, I’élément
(1 1...) € B}. Nous allons montrer le lemme suivant :

a-"ala jva
N~
v

Lemme 3.4.1.3. Soit b € B* et v une place de F. On suppose que b, =1. On a

—5vPb si v | N_
By, = eyreck(ky )P, siv| Ny
Pb siv J[ N

Démonstration. Rappelons que si v { dg /P, On a les équivalences suivantes pour v inerte
dans K/F
inv,(B) =1 <= B, ~ My(F,)
> beNg, 5 (K))=0F Ff?
<= 2| ord,(b)

Comme j = —j, on a nr(j) = —j? = —b et

inv,(B) =1 <= 2| ord,(nr(jy,)).

Cas ou v | N_ Dans ce cas H, = OEU est 'unique ordre maximal de B, donc H, < B,f
et B)Y/H) ~ Z via le choix d’une uniformisante. Comme H, est distingué dans B,
I’application

(] - Shy(G/2, X)(C) — Shy, 115, (G/Z, X)(C)

est bien définie sur Shy(G/Z, X)(C). On a donc

[yo7bjU]Hﬁ>< - ['jv][y()?b][_]ﬁx
et
A%%ZAWszAJMMw

La composante locale de la représentation automorphe m associée a E se factorise de
la maniere suivante :

Mt BX B X 2 g 797 — {£1).
Notons « le caractére non ramifié

a:FX2 7 797 — {£1}
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tel que
Ty = QO NT.

Comme v | N_, on sait que F est a réduction multiplicative en v. Le type de réduction est
caractérisé par « : ce caractere est trivial si et seulement si F est a réduction multiplicative

déployée en v, c’est-a-dire si et seulement si €, = —1.
Finalement
Cs . ) wy sia=1
[]v] Wy = ()Z(DI'(]U))W@ - (_1)Ordv(nr(j))w¢ sinon.
Mais v | N_ donc v € Ram(B) est inerte dans K/F et inv,(B) = —1 donc 2 {
ord,(nr(j)). Ainsi
R . . ) wyp = Wy, sia=1
-] Wy = O‘(nr(]v))ww - { Wy, = —EyW, sinon,

et
ijv - —e’;‘UPb.

Cas ou1 v | N;  On se fixe dans ce cas une uniformisante w, de F,, ainsi qu’un isomor-
phisme B, ~ My (F,), pour lequel K, s’identifie & I’ensemble des matrices diagonales et
R, s’identifie & Uo(wgrd”(N+)).

Comme inv,(B,) = 1, 'élément j, est une norme locale : il existe k, € K, tel que
Jv =Nk, /F, (k,). Quitte & substituer k; 17, & j,, on peut supposer j2 = 1. De plus, j, est

1
dans le normalisateur de K dans B)’. On peut donc identifier j, a la matrice <(1) 0).

o 0y _ (1t 0 0 1
v = wgrdv(N+) 0 - 0 wgrdv(N+) 1 0

Cet élément de B, normalise R,,. Notons k, I’élément de K qui s’identifie a

1 0
0 wgrdv (Ny) | -

On a kyj, = W, et, comme W, normalise H, :

Posons

(72, bjul e = [7°, bk Wl e = [WLT°, bk

HFx HFX HF*"
Pour analyser l'effet de [-W,] on décompose w, = QN Wo @ W' ol w, est un vecteur

nouveau en v, c’est-a-dire que [-Wy]*w, = g,w, et

Wy =€ Wep-
/O. <p v/o SO

bjv bk; 1

Puisque b, =1,
Py, = eyreck (ky 1) Py

Cas ou v{ N Un calcul analogue au cas ot v | Ny montre que

Py, = recg (k') Py
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Conclusion Finalement on obtient que

c(P)=(-1)"" 1 H —&y) H eyreci (k, )Pl,

v|N- v Ny

et plus précisément

Va € K} c(reck(a)Py) = )t H —€yp) H eorecy (k, Drec(a)Py.
v|N_ v| N4

On en déduit, puisque P € E(K) donc que recx(k~1)P = P que

o(P)= (-1 T] (=eu) [ eoP = (1)1 (=)=} T e, P. (3.3)

v|N_ v| Ny vfoo

Il nous reste & montrer que (—1)"1 [Lojn_(—v) 1w, €0 = —€. Pour tout v | oo, on a

=-—1,ona[fe = (—=1)% et le signe qui intervient dans I’équation 3.3 est

dH8 _pyHIN

\,_/
=€

Mais {v | N_} = Ram(B) N Sy et Ram(B) est de cardinal pair, donc

(_1)\{U|N_}| _ (_1)\Ram(B)ﬂSoo| _ (_1)dfr.
On obtient bien

o(P) = (=1)4e(=1)"H(=)!IN-Hp = _cp,
O

Remarque 3.4.1.4. Le calcul explicité ci-dessus est un cas particulier d’un résultat de
Prasad, [Pra96] théoréme 4, qui montre que, dans le cas ou Hom .~ (my, 1) # {0} lac-
tion de Iélément non-trivial de Npx (K)\K; sur Hompx (my, 1) est donné par le signe
inv,(B)e, = inv,(B)e(my, 3).

3.4.2 Variété de Shimura orthogonale et cycles spéciaux

Jusqu’a la fin de ce chapitre, supposons par commodité que h; =1.

Définitions

Nous rappelons ici les définitions de quelques objets étudiés par Kudla, dans le cas ou
r=1.
Soit n € N un entier et (V,Q) un espace quadratique de dimension n + 2 sur F', de
signature a l'infini
(n,2) x (n+1,1)""1 x (n +2,0)97".

Notons G = ReSF/QGSpin(V) et D l'espace symétrique associé a V. D est le produit des
espaces symétriques associés a V; =V @, r R dont on a fixé une orientation. Ainsi

D =Dy x...Dy,
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ou D; est I'ensemble des sous-espaces positifs orientés de dimension maximale de V;. Pour
tout & € V notons x; sont image dans V;. Soit € V' tel que Q(x) soit totalement positif.
Notons V, = 2+, G, = Resp/pGSpin(V;) et, pour tout j € [1; d]

ij = {Z € Dj z L xj}.
L’objet étudié par Kudla est le suivant :

Définition 3.4.2.1. Soit H un compact ouvert de G(Q) et g € G(Q). On définit alors le
cycle Z(x,g; H) par

Go(Q\D; x G,(Q)/H! — G(Q\D x G(Q)/H
G(Q)(y,u)HY —  GQ)(y,ug)HF*

ot HY désigne G,(Q) NgHg™".

Z(x,9;H) : {

Exemple Le cas qui nous intéresse dans cette these est le cas ou n = 1, et ou 'on
dispose d’un isomorphisme exceptionnel avec I’algebre de quaternions B. C’est le cas que
nous décrivons dans la sous-section suivante.

Lien avec les tores .J;°

Soit B/F Palgebre de quaternions que nous avons considéré dans ce manuscrit. Soit
Dy € F vérifiant
Tj(DO) >0 sije {1,7“+1,...,d}
7;(Dg) <0 sije[2;7r]

L’espace quadratique sur F'
(V, Q) = (BTr:Oa DO : IlI‘)

est isomorphe & (B0 nr) et (V ®F,r, R, 7j 0 Do - 1r) a pour signature
(1,2) sij=1

(2,1) sije[2;r]

(3,0) sije[r+1;d]

Soit G = Resp/oGSpin(V). L’action de B* sur V' par conjugaison induit un isomor-
phisme
B* = GSpin(V)
b — (vebob )

donc G >~ Resp /@(BX). L’espace symétrique D associé a G est un produit
D=Dyx---xD,

ot Dj s’identifie a I'espace symétrique de V ®@p,; R.
Soit z € V vérifiant
viel[l;d]  7(Q(x)) >0,
et x; son image dans V' ®Fr; R.
Proposition 3.4.2.2. L’ensemble
Dy =Dy X+ XDy,

est un cycle spécial de D associé a l’extension quadratique K = F + Fx de F.
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Démonstration. En effet, comme = € V, on a Tr(x) = 0 et 22 = —nr(z) = —%ﬁj) € F*.
Soit j € [15 r]. On a 7;(Q(x)) > 0 donc 7j(z%) est du signe opposé de 7j(Dy). Ainsi 71 se

ramifie dans K tandisque 7o, ..., 7, se décomposent.

O

Dans ce cas le groupe G, est isomorphe & K* et Z(x,1; H) est 'image de K*\D, x
K*/H dans Shy (G, X)(C). L'espace D, est naturellement multi-orienté par le choix des
orientations fait pour les V;. En effet les Dj, j € [2; r ] sont des ensembles de plans positifs
orientés. Les éléments de D, sont donc des droites dont l'orientation est naturellement
induite par celle de Rz;.

Enfin remarquons que dans ce cas

Z(x, L H) = T +1(7)).

ou ‘711 - [UuEﬂ'o(T(R))Q(u) : yo’ 1]H}/7'\>< :
On revient sur I’étude de ce cas a la toute derniere section de ce chapitre.

Série génératrice de Kudla

Nous revenons a présent au cas général ou V' est de dimension n sur F'.
Soit t € F' vérifiant
Vie[l;r] 7;(t) > 0.

On note

O ={zecV(F), Q)=t}
Remarquons que G(@) agit par conjugaison sur §2;.

Définition 3.4.2.3. Soit ¢ une fonction de Schwartz sur V(F). On suppose Q # @ et
on choisit z € ;. On définit alors

Z(t, p; H) = > olg ™! 2)Z(x,9:H)
9€GL(Q\G(Q)/HFx

Nous avons vu lors de la proposition 2.2.3.1 que les classes d’homologies cycles spéciaux
[Z(z,9;H)] € H—1(Shu(G/Z,X)(C),C) étaient nulles dans le cas ou n = 1. Ceci nous
empéche d’énoncer une conjecture dans 'esprit des travaux de Kudla/Millson. Il devrait
cependant exister une classe raffinée de cycles, analogue aux classes de Cheeger-Simons
par exemple, qui fournirait la conjecture suivante :

Conjecture 3.4.2.4. [l existe une classe de cycle raffinée {Z(t,p; H)} de Z(t,p; H) telle
que la série
> {Z(t,p; H)}q'

teOp
t>>0

soit une forme modulaire de Hilbert de poids 3/2.

Une telle classe raffinée, pour étre intéressante doit vérifier les trois propriétés sui-
vantes :
~ JHeOp, t>0 {Z(t,p; H)} #0.
— Une compatibilité vis a vis des plongements entre espaces quadratiques du type
Ve — V.

— L’application d’Abel-Jacobi ne s’annule pas sur ces classes.
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Ces propriétés sont les propriétés essentielles satisfaites par les classes de Chow dans
Iarticle de Yuan, Zhang et Zhang. Comme ils considerent des diviseurs sur une variété
projective lisse complexe, le groupe de Chow correspond a la cohomologie de Deligne. On
peut donc chercher notre classe raffinée parmi les analogues de la cohomologie de Deligne.
Si une telle classe de cycle existait, on pourrait appliquer la démarche de [YZZ09] pour
démontrer la conjecture ci-dessus, c’est-a-dire :

— Prouver, pour n > 2 fixé 'analogue du résultat de Kudla/Millson [KM90] pour les
espaces quadratiques de signature a Pinfini (n,2) x (n41,1)""! x (n42,0)%" avec
r#1.

— Procéder par récurrence descendante sur n en adaptant le résultat di a W. Zhang.

— En déduire la conjecture dans le cas particulier ou n = 0.

Dans ce procédé itératif, on voit apparaitre ’analogue de la situation de Zagier dans
[Zag85]. En effet considérons (W, Q) un espace quadratique de dimension 4 sur F' et de
signature a l'infini

(2,2) x (3,1)"71 x (4,0)47".

L’espace symétrique D associé a W est de dimension réelle 4 4+ 3 x (r — 1) = 3r + 1, et ses
composantes connexes peuvent s’identifier a

HZ x H® x .. x HO)

ott H®) désigne Iespace hyperbolique de dimension 3. On peut construire une variété
analytique réelle VW de dimension 37 + 1 en considérant le quotient

G(Q\D x G(Q)/HF*.

Cette variété W joue le réle de la surface modulaire de Hilbert de Zagier. En effet,
soit x1 et x5 deux vecteurs de W tels que Q(z1) et Q(x2) soient totalement positifs. Alors
si Vi = a1 et Vo = x5 sont en position générale, ce sont des espaces de dimension 3, de
signature a l'infini

(1,2) x (2,1)"71 x (3,0)4"

qui fournissent deux variétés de Shimura quaternioniques Vi et Vy de dimension réelle
2r et se plongeant dans W comme des sous-variétés de codimension r + 1. Ces variétés
s’intersectent, en position générale, suivant des variétés de codimension 2r + 2 donc de
dimension r — 1, qui est la dimension de nos cycles spéciaux. Vi et Vo sont alors les
analogues des cycles de Hirzebruch-Zagier.

3.4.3 Un exemple d’énoncé du type Gross-Kohnen-Zagier

A propos de ’arbre de Bruhat-Tits Dans ce qui suit nous nous référons a [CJ] !,
ainsi qu’a [Vig80] page 37 et suivantes.

Soit v une place de F. L’arbre de Bruhat-Tits de PGL2(F,) a pour sommets les ordre
maximaux de My (F},). De tels ordres maximaux sont des anneaux d’endomorphismes de ré-
seaux de 2 (c.f. [Vig80], lemme 2.1). Deux sommets O; = End(L;) et Oy = End(L3) sont
liés par une aréte (orientée de Oq vers Oy) s’ils vérifient Ly C Ly et Ly /Ly ~ Op, /w,OF,.
Les chemins de taille n correspondent alors aux ordres d’Eichler de niveau v™, si on consi-
dere l'intersection de ses extrémités.

1. Tous mes remerciements & Christophe Cornut pour m’avoir communiqué les résultats de ce preprint.
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Soit K/F une extension quadratique. Cette donnée permet de privilégier une organi-
sation de 'arbre de Bruhat-Tits décrit ci-dessus. Soit ¥ : K, < My (F},) un plongement
de K,. Un tel plongement est dit de niveau IV relativement a Ok, s’il vérifie

V(Ok,) = ¥(Ky) N Mo(N).

On ordonne alors I'arbre de Bruhat-Tits en « étages ». Chaque étage de I’arbre correspond
a un niveau de plongement relativement a O, ; tous les ordres de méme niveau sont dans
une méme K ‘-orbite. Les ordres maximaux de PGLgy(F),) qui se plongent maximalement
relativement a O, sont situés au plus bas dans I’arbre.

Nous donnons une illustration de I’arbre suivant le type de ramification de v dans K
aux figures 3.1, 3.2 et 3.3.

Un exemple. Rappelons que R est un ordre d’Eichler de B de niveau Ny, que H =
(R®z Z)*. On suppose que K = F + Fx satisfait la condition de Heegner suivante :

Hypothése 3.4.3.1. Pour tout p | Ny premier, p se décompose dans K et pour tout
p | N_ premier, p est inerte dans K.

Posons
Y= ]‘E’I‘r:()‘
On obtient ainsi une proposition analogue & la proposition A.I.1 de [Kud04], dans le cas
ot N =1, B = My(F), R= MyOp) et K = F + Fz est tel que K N R = Ok et
O =0r + Opx :

Proposition 3.4.3.2. Si N =1, B = My(F), H = R* avec R = My(OF) et si K est une
extension ATR (c’est-a-dire si r = d) telle que Oxg = Op + Opx, alors la série Z(t, p; H)
s’identifie a

2@ H) = B+ (R = T — e

Remarque 3.4.3.3. Dans le cadre restreint de validité de la proposition ci-dessus, € =
(—1)% et le cycle obtenu est nul si d est pair.

Démonstration. Par définition,

Z(t, o H) = Y. lano(g”'-2)Z(z,g; H).
gef(x\gx /ﬁx

On est donc amené a déterminer les g € K \EX/}ARX vérifiant g~ 'zg € RT=0 ¢’est-a-dire
z € gR™=0¢~1. Mais

K\B*/F*R* = [['K;\B)/R} = [['KX\B) /F) R}
v v
car F* C K*. On peut donc travailler localement en toute place sur K, \B, /F) R}
qui s’identifie aux K ‘-orbites d’ordres maximaux de PGLy(F;). On obtient la condition
locale
Vv Ty € ngvgv_l-

Dans un premier temps considérons les g, € B /RS F) tels que z, € guRyg, L. Ce
sont les ordres maximaux qui contiennent x,,, mais comme par hypothese O = Op+Opx,
on a I’équivalence

Ty € ngvgvil — ngvgvil NK, = OKU-
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c’est-a-dire que I'ordre maximal g,R,g, ! est maximalement plongé dans K, : il est de

conducteur 0 et s’identifie & un des nceuds de conducteur 0 dans ’arbre de Bruhat-Tits.
Mais tous les nceuds de méme conducteur sont dans une méme orbite sous K, ainsi on a
nécessairement

Yo o g,=1€ K \B)/FSR).

Ceci montre que
Z(t,p; H) = Z(x,1; H)

Comme l'espace D,, est constitué de deux points, Z(x, 1; H) s’identifie naturellement &
T+ cei( ) = T — et d’apres la proposition 3.4.1.2.
O

Remarque 3.4.3.4. Soit w, une uniformisante de F,. Si on suppose que Ok, = Of, +
Op,w, " x,, le méme argument montre qu’il y a n, + 1 possibilités de K -orbites d’ordres
maximaux pour g,. On peut ainsi calculer le nombre de termes dans la somme Z(t, @; H).
Ainsi si Op + Opx est de conducteur un idéal ¢, le nombre d’élément dans la somme

Z(t,p; H) est égal au produit [, (k, + 1) ou k, est la valuation en w, de c.

Dans le cas ot N = Ny N_ # 1 est premier a di,p et satisfait les hypotheses de
I’exemple 1.1.1.1 et hypothese 3.4.3.1, on obtient la proposition suivante, valable méme
si B # Ma(F) pour R ordre d’Eichler de niveau N, et K tel que O = Op + Oz :

Proposition 3.4.3.5. Soit N le conducteur de E. Si N est premier a dip, alors

Z(t, 03 H) = [[(1 + invy(B)e,) Z (x, 15 H)
v|N

Démonstration. La preuve est analogue a celle de la proposition 3.4.3.2. Calculons dans un
premier temps le nombre de termes intervenant dans Z(t,¢; H). On doit donc déterminer
pour tout v le nombre de K -orbites de segments orientés de taille N4 dans I'arbre de
Bruhat-Tits, qui correspondent au nombre de g, tels que

T, € goRugy

— Si v N, le calcul fournit & la proposition 3.4.3.2 montre qu’il n’y a dans ce cas
qu’une seule orbite.

— Siv | N_, par hypotheése B, est ramifié et v est inerte dans K. Dans ce cas on sait
que K)\B) /RS F) = {1,m,} ou m, € B} est un élément de norme réduite w,. Cet
élément correspond a 'involution d’Atkin-Lehner.

— Siv | N4, v est décomposée dans K et I'arbre correspond a la figure 3.1. Notons
v° le niveau de lordre R,. Tout ordre d’Eichler de niveau v° est l'intersection des
extrémités d’'un chemin orienté de 'arbre de taille §. De méme qu’a la proposition
3.4.3.2, ces ordres sont par hypothese maximalement plongés dans K,, et la totalité
de l'arréte correspondant & g,R,g, " est incluse dans le « sol » de I’arbre. Comme
K¢ agit par translation sur cet étage, il y a exactement deux K ‘-orbites dans I’arbre
correspondant a g,. Ces deux classes sont données par leur orientation : on obtient
eux éléments g et g, échangés par I'involution d’Atkin-Lehner correspondant &
la matrice (1) Zg” .La place v contribue donc pour deux termes dans la somme
Z(t,p; H).
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Au final, si n désigne le nombre d’idéaux premiers intervenant dans la décomposition
de N, la somme Z(t,¢; H) comporte 2" éléments. notons W l'ensemble de ces éléments.
Par définition, Z(z,g9; H) = [-g]Z(x,1; H). Rappelons que le calcul mené lors de la pro-
position 3.4.1.2 précise le signe dans I'action des opérateurs d’Atkin-Lehner. On obtient
donc comme annoncé

Z(t,p; H) = > [g]Z(x,1;H) = [[ (1 + invy(B)ey) Z(z, 1; H).
geEW v|N

O

Une conjecture concernant les points de Darmon Supposons pour finir ce chapitre
que E(F) est de rang 1. Nous noterons Py un générateur de sa partie libre. Pour tout
t € Op totalement positif, tel que (¢) est sans facteur carré et est premier a dg /F, notons

K [t] Pextension quadratique
K[t] = F(v/—=Dot),

qui satisfait les hypotheéses de ramification pour la construction des points de Darmon.
Notons P, ; le point de Darmon obtenu pour ce corps K[t] et de niveau b = 1. Enfin, soit

P = TrK[t}f/FPtvl'
Le point P; est alors dans E(F) et il existe un entier [P;] € Z tel que
P, = [P]P,.
L’énoncé attendu, dans l'esprit de la conjecture 5.3 de [DT08] est alors le suivant :

Conjecture 3.4.3.6. Il existe une forme modulaire de Hilbert g de poids 3/2 tel que les
[P}] soient proportionnels a certains coefficients de Fourier de g.

Remarque 3.4.3.7. En poussant 'analogie avec le théoreme de Gross-Kohnen-Zagier, on
s’attend & ce que les coefficients [P;] soient essentiellement les racines carrées de valeurs
spéciales de fonctions L(E_p,,x,s) ou E_p, est la tordue de E par —Dy et x parcourt
certains caracteres quadratiques de F' de signature (1,1,...,1).
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FIGURE 3.1 — Arbre de Bruhat-Tits de PGLy(F,) pour v décomposée.

FIGURE 3.2 — Arbre de Bruhat-Tits de PGLy(F,) pour v ramifié.

FIGURE 3.3 — Arbre de Bruhat-Tits de PGLy(F,) pour v inerte.



Chapitre 4

Opérateurs de Hecke archimédiens

Nous avons introduit une opération sur les formes différentielles d’une variété de Shi-
mura lors de la notation 1.1.4.2. Cet opération, a valeur dans une somme directe externe
d’espaces vectoriels est construite a partir des application ¢;. Dans ce court chapitre, nous
construisons une variété analytique . (C) qui permet de réaliser la projection w — wh
de la notation 1.1.4.2 comme étant a valeur dans un espace de forme différentielles holo-
morphes sur .5 (C).

Les références pour cette section sont [Mil90, Mil05] et [Del71].

Rappels sur les espaces symétriques presque complexes

Nous aurons besoin par la suite de la notion de structure presque-complexe sur une
variété, que nous rappelons ici :

Définition 4.0.3.1. Soit M une variété analytique réelle. Une structure presque-complexe
sur X est la donnée d’une application

Vpe M Jp + Tgt,M — Tgt, M

vérifiant
Vpe M J? = —1.

Structure analytique presque-complexe sur X

Expliquons maintenant comment munir X d’une structure analytique complexe. Soit
X7T une composante connexe de X. Il y en a un nombre fini, et si nous les munissons
toutes de la méme maniere d’une structure analytique complexe, nous aurons défini une
telle structure pour X tout entier. Suivons pour cela [Mil90]. Rappelons que G(R)™ désigne
la composante neutre de G(R).

Soit h € Xt et K}, le sous-groupe de G(R)* fixant h pour l'action de conjugaison.
L’action de G(R)" sur X induit une bijection

GR)T /K, — X,

qui fournit & X une structure de variété analytique réelle. Comme K}, est fixé par ad(h (7)),
I’hypothese SD3 montre que K}, est compacte modulo son centre.
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Exemple 4.0.3.2. Au chapitre précédent nous avons utilisé le fait que K, était iso-
morphe, via les #;, au groupe (R*SO9(R))" x (H* )4,

Soit ¢, = Lie(K}). L'espace Lie(G) se décompose en
Lie(G) = &, + I,

ou €, (resp. [p,) est I'espace propre pour I'action de ad(h(7)) sur Lie(G) associé a 1 (resp.
—1).

Le choix de la structure analytique réelle sur X permet d’identifier [;, & l'espace
tangent Tgt, (X ') de X* en h. On peut alors munir Xt de deuz structures analytiques
presque-complexes différentes.

1. La premitre, que l'on notera X[ , en imposant que Paction de i sur Tgtj,(X™)

corresponde & Daction de h(e') sur [.

2. La seconde, que I'on notera X en imposant que I'action de i sur Tgt, (X)

antican?
us
4

corresponde & P'action de h(e™1) sur [,.

Quelque soit le choix parmi ces deux structures complexes, X devient un espace
symétrique hermitien. Le premier choix semble étre le plus présent dans la littérature.

Pour munir X d’une structure analytique complexe, il suffit maintenant de munir
toutes ses composantes connexes X du méme type de structure X2 ou X} . On
obtient ainsi deux structures analytique sur X, notées Xcan et Xantican-

Exemple 4.0.3.3. Supposons que F' = Q et B = Mjs. Dans ce cas G = GLs et il existe
deux classes de G(R)-conjugaison de morphismes h : S — Gg vérifiant SD1 — 3. La classe

X de
. xT
hcan:x"i_zy'_) (_y i)a

et la classe Y de hgl. Nous munirons systématiquement X de sa structure analytique

complexe Xcan et Y de sa seconde structure analytique complexe. Nous pouvons alors
désigner sans conflit Xaptican la classe Y munie de sa structure complexe, c¢’est-a-dire

Xantican ‘= Yantican-

Union de variétés de Shimura

Dans cette sous-section, nous munissons une certaine union de variétés de Shimura
d’une structure analytique complexe .77 (C). Cette structure permet de voir les opérateurs
de Hecke archimédien comme des application holomorphes sur cette variété ./ (C).

Rappelons que

G(R) = (B KF R)X ~ Gl(R) X o+ X Gd(R),

ou G1(R),...G,(R) sont isomorphes & GLa(R) et Gy41,...,G4(R) sont isomorphes & H*.
Nous ne nous fixons pas d’isomorphismes dans cette section.

Remarque 4.0.3.4. Les groupes G1(R), ... G (R) ont chacun deux composantes connexes
tandis que les G,41,...,G4(R) sont connexes.

Tout morphisme
h:S— Ggr
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se décompose en h = (hy,...,hq), ol
hj:S— Gjr

est obtenu en composant h avec la projection Gg — G r. Le groupe G;r est un groupe
algébrique sur R, isomorphe & GLg ou & H* suivant que j € [1; rJouj € [r+1; d]. Les
morphismes hq, ..., h, fournissent des structures de Hodge sur R?. Nous serons ammenés
a faire ’hypotheése SD’1 suivante, qui permet de considérer uniquement les morphismes
analogues a ceux de la section 1.1.2, c’est-a-dire que les morphismes hq, ..., h, sont ceux
du type de I'exemple 4.0.3.3.

Viell;r] Gjr est de type {(1,0),(0,1)} ou {(-1,0),(0,-1)}

Vjelr+1;d] hjesttrivial. (SDT)

Remarque 4.0.3.5. Soit j € [1; r]. Dire que G;r est de type {(—1,0), (0, —1)} revient
a dire que 'on a muni R? d’une orientation, si on se fixe un isomorphisme entre Gjr et

GLos.
Soit X I’ensemble des morphismes h : S — Gg vérifiant SD1’ et SD2-3 :
X ={h:S — Gg, SD1’, SD2, SD3}.

Pour tout sous-groupe compact ouvert H de B* on note i (C) la variété analytique
réelle suivante

Z1(C) = GQ\X x G(Ay)/H = B\X x B*/H,

ou 'action de B* & gauche et de H a droite est définie par
Vk € B*Vhe HY(z,b) € X x BX k- (z,b) - h = (kx, kbh).

Le paragraphe ci-dessous explique comment munir .7 (C) d’une structure presque-
complexe.

Remarque 4.0.3.6. Grace a ’hypothése SD’1, les morphismes h € X sont tels que pour
J€[1;7] hj = hcan ou h; =h !

can*

Compatibilité des structures complexes

Fixons un morphisme hcay, : S — Gr. Soit h : S — Ggr un morphisme de X. On peut
écrire h = (h1,...,hq) avec h; : S — G;(R). Si j € [r+1; d] alors h; est trivial par
hypothese. Si j € [1; 7] il y a deux possibilités : soit h; est dans la classe de conjugaison

X;»r de hcan,j, soit dans celle de hga; ;» notée X .. On définit alors le morphisme suivant :

{r,....,7} — {£1}"
€: +1 sihje X;_
. N
7J —1 si h]‘ € X;

Nous noterons alors X, la classe de conjugaison de h. La classe X, est munie d’une

structure analytique complexe de la facon suivante. On décompose X. en un produit

§:1 X;(Tj) et on munit Xj(Tj) de la structure Xcan si e(75) = 1, de la structure Xantican

sinon.
Le lien entre les différents X, tient dans la proposition suivante :
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Proposition 4.0.3.7. L’application

X, — X_.
-

h — 1

est anti-holomorphe.

Démonstration. Comme le groupe G est naturellement un produit, il suffit de vérifier la
condition d’antiholomorphie au neutre de chaque facteur. Notons Lie(G;(R)) = [; +
la décomposition de Lie(G;) en espaces propres pour ad(h(i)), [; étant l'espace fixe. Le
diagramme suivant

Gi(R) e Gi(R)
Ad(hi(e'T)) Ad(hi(e"T)™1)
GZ(R)/KhZ P GZ(R)/K 1,_1

se différentie en le diagramme suivant :

g——g

L+ 8 L+ 8
ad(hi(e'T)) ad(hi(e"1)™1)
Tgt Gi(R)/Kp, — Tgt Gi (R)Kh;l

Ce dernier diagramme anti-commute. En effet, comme Ad(h;(e'T)!) = (Ad(hi(ei% ))) -1
on a ad(h;(e5)™1) = —ad(hi(e'%)) donc si v € [; + £ on a

s

ad(hy(e') ™) (=v) = v = — [~ad(hi(e'T)) (v)]

et le diagramme anticommute.

Action de G(R)
L’hypothese SD’1 ci-dessus fournit la proposition suivante

Proposition 4.0.3.8. Il y a exactement 2" orbites sous l'action de G(R) par conjugaison
sur X.

Démonstration. L’hypothese SD’1 impose exactement deux choix de type de Hodge pour
les facteurs de X. Comme 'action par conjugaison conserve le type de Hodge, on obtient
exactement deux classes de Gj(R)-conjugaison possibles de morphismes h; : S — G si
je[1;r] et une seulesi j € [r+1; d]. Ce qui fournit bien 2" classes de conjugaisons
différentes. O
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Nous noterons (X¢)e.fr,,...7,}—{+1} 'ensemble des 2" classes de G(R)-conjugaison de X.
Pour tout € : {7y,...7.} — {£1}, le couple (G, X;) est une donnée de Shimura. On a alors
la

Proposition 4.0.3.9. .75 (C) est l'union disjointe de 2" variétés de Shimura ayant méme
structure analytique réelle :

Su(C) = 11 Shy(G/Z,X.)(C).
e{ri,.. 7 }—{£1}

Démonstration. La preuve de cette décomposition découle immédiatement des définitions
de 1 (C) et Shy(G/Z, X)(C). O
Formes différentielles

De maniere analogue au cas des variétés de Shimura, la variété . (C) n’est lisse que
si H est suffisamment petit. On est alors amené a faire le méme abus de langage qu’a
la section 1.1.4 pour parler de formes différentielles de degré r sur ./ (C). On a alors la
proposition suivante, qui est une conséquence de la proposition 4.0.3.9, et de 'aspect local
du faisceau des différentielles.

Proposition 4.0.3.10. Le faisceau des formes différentielles holomorphes de degré r sur
1 (C) se décompose de la fagon suivante :

CC)= D 0Ehw(G/ZX)©).
e{r1,...,7r —{£1}

Action de Aut(S)
Le groupe Aut(S) a 4 éléments :
Aut(S) = {id, —id, ¢, —c},

ou ¢ coincide sur S(R) = C* avec la conjugaison complexe.
Le groupe Aut(S) agit sur X de la facon suivante :

Va € Aut(S) Vo +iy € S(A) Vhe X a - h(zx +iy) = h(a(z +iy)).
En particulier, on a la proposition suivante :
Proposition 4.0.3.11. Soit ¢ : {7y,..., 7} — {£1}". L’application

X, — X.

h +— hoc
est anti-holomorphe.

Démonstration. De maniere analogue a la preuve de la proposition 4.0.3.7, le groupe G est
naturellement un produit, et il suffit de vérifier la condition d’antiholomorphie au neutre
de chaque facteur. Remarquons tout d’abord que le morphisme h o ¢ a méme type de
Hodge que h, donc I'application annoncée dans la proposition est bien définie. Notons
Lie(G;(R)) = [; +¢; la décomposition de Lie(G;) en espaces propres pour ad(h(7)), [; étant
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l'espace fixe. Fixons un isomorphisme entre G;(R) et GL2(R) et M € GL2(R) la matrice
( 0 1). Le diagramme suivant

-1 0
Gi(R) Ad(M) Gi(R)
Ad(hi(e'T)) Ad(hi(e'T))
Gi(R)/ Ky, = X, Gi(R)/Kp, = X;
h+—hoc

commute car M - h = MhM~' = ho c et se différentie en le diagramme suivant :

ad(M)
L+ & L+ 8
ad(h(e'T)) ad(h(e'T))
TgteGi (R)/Khz TgteGi (R)Khi

Ce dernier diagramme anti-commute. En effet, Ad(M)Ad(h;(e'7)) = Ad(hoc(e'T))Ad(M) =
—Ad(h(eT)).
O

Remarque 4.0.3.12. Chaque facteur X;(Tj )
sont permutées par 'application h; +— h; o c.

comporte deux composantes connexes qui

Opérateurs de Hecke archimédiens

Fixons-nous j € [1;r]ete:[1;r] — {£1}". Soit &’ I'application définie par

() = { e(m) sil#j

—e(m) sil=y

Soit A : S — Gr que 'on décompose en (hi,...,h,) ou by : S — Gg,. Posons b/ =
(hy,...,hl) ou
" :{ hy sil#j

hiloc sil=j

D’apres les propositions 4.0.3.7 et 4.0.3.11, 'application

. X& — Xal
iy n — w

est bien définie et holomorphe, car holomorphe sur chaque facteur. Elle induit une appli-

cation holomorphe
tj: X — &
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Définition 4.0.3.13. On appelle opérateur de Hecke archimédien le tiré en arriére t; de
tj a Zu(C).






Chapitre 5

Ou 'on fixe des isomorphismes

Le but de ce chapitre est de réécrire ce les résultats des chapitres précédents lorsque
I'on choisit des isomorphismes entre B ®p ., R et Ma(R) pour j € [1; r].

Nous commencons par reprendre la définition des opérateurs de Hecke archimédiens
du chapitre 4, puis nous explicitons leur action sur les formes modulaires de Hilbert. Enfin
nous illustrons les cycles spéciaux et les variétés de Shimura orthogonales.

5.1 Structure analytique « concrete »

Dans la suite de cette section, nous nous fixons des isomorphismes

Ki: B, =B®p, R—5MyR) siie[l;r]

Kki: B, =B®p,; R-—H siier+1;d]

qui permettent d’identifier une classe de G(R)-conjugaison X de morphismes de S — Ggr
avec (C\R)". Nous expliquons ci-dessous de quelle maniére cette identification peut étre
rendue compatible avec le choix des structures complexes X..

Structures complexes sur (C\R)"

Soit € : {71,..., 7} — {£1}" une application. Nous désignerons par ((C\R)",¢) l'es-
pace (C\R)" muni de la structure complexe suivante :
— Sipour j € [1;7], e(r;) = 1, le j-ieme facteur C\R est muni de la structure
complexe habituelle, pour laquelle 'application z — z est holomorphe.
— Sieg(rj) = —1, on muni le j-ieme facteur C\R de la structure complexe pour laquelle
I’application z +— Z est holomorphe.

Compatibilité des structures complexes

Soit h : S — Ggr un morphisme. En identifiant le produit Gir x --- x G,r a GL3,
les r premiers facteurs des éléments g = (g1, ...,9q4) de Ggr agissent par homographie sur
(C\R)". On se fixe un morphisme canonique

Pean : S — Gr ~ GLL x (H*)4"

défini sur les points complexes par

HW((ﬂU y)( y),l...,1>.
-y -y
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On peut ainsi parler de la classe X, de h définie par rapport a ce morphisme Ac,n, que
I’on muni de sa structure analytique complexe définie & la section précédente. Ainsi, tous
les éléments de X, sont conjugués d’'un méme morphisme h. vérifiant, sur chaque facteur
de X, :

hs,j — hE(Tj)

can,j*

Le choix des structures complexes sur ((C\R)",e) est alors justifié par la proposition
suivante.

Proposition 5.1.0.1. L’application

X —  ((C\R),e)
gheg™ — (g-i,...,9-1%)

est un isomorphisme de variétés analytiques complezes.

Démonstration. Ceci découle de la définition de la structure analytique presque-complexe

de X.. O

Remarque 5.1.0.2. On voit ainsi que X est de dimension réelle 27, et on obtient des
cartes dans lesquelles les propositions 4.0.3.7 et 4.0.3.11 ont une démonstration plus claire :
dans ces cartes, I’application h — h~! correspond z +— z de ((C\R)",¢) dans ((C\R)", —¢)
qui est antiholomorphe et h +— h o ¢ correspond a z — Z, de ((C\R)",¢) dans lui-méme,
aussi antiholomorphe.

Opérateurs de Hecke archimédiens sur (C\R)"

A Taide de la proposition 5.1.0.1 nous pouvons maintenant donner une version plus
concrete de la proposition 4.0.3.13.

Proposition 5.1.0.3. L’application t; : X. — X de la définition 4.0.3.13 correspond,
via l’isomorphisme décrit a la proposition 5.1.0.1 a lapplication suivante :

. (C\R)"e) —  ((C\R)",)

(21,-0y20) > (21, 1%, %)
Démonstration. Soit j € [1; r]. Par définition e(r;) = &'(7) si | # j, Iapplication t;,

restreinte aux facteurs X, I # j est I'identité. Supposons par exemple que €(7;) = 1. Dans
ce cas, hj : S — G g est dans la classe de

. x Yy x oy
hcan,j:x+zyn—><<_y x),...,(_y x),l...,l).

Soit g = <CCL Z) € G;(R) ~ GLy(R), tel que hj = ghean ;g ' D'une part, le morphisme

h; correspond alors au point g-i = ZZ—jr'db = z de C\R. D’autre part, 'application ¢; envoie
hj = ghcam]’g_l sur hj_l oc= gh;,jmj ocg~!. Soit x +iy € C*. On a

—1
- 1
hzah,jocwwy):h;az,xx—iy):(x y) ] ( y)

y oz 2y \-y @
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Cette derniére matrice s’écrit encore

1 (1 0\(z —y\(1 o\ (1 0\, (10
2? +y? (O _1> (y x)(O _1>_< _1> Mo (2 10) (O _1>.

1 1
Ceci montre que le morphisme gh_ cgt=yg ( 0 ) h;fn,j < _01> g~ ! s’iden-

o

can,j © 0 -1 0

tifie au nombre g - ((é _01> z) =g-(—i) = % — =

O

Remarque 5.1.0.4. L’application z — —z étant holomorphe, on aurait pu faire en sorte
que la proposition ci-dessus affirme que ¢;(2) = (21,...,—%;,...,2;), ce qui correspond aux
applications utiliser par Darmon dans [Dar04]. Ce choix n’a pas vraiment de signification
comme le montre 'exemple suivant.

Exemple 5.1.0.5. Prenonslecasou F' = Q, H = Uy(N) et B = M(Q). Alors Shy(G/Z, X)(C)
est la courbe modulaire Xo(/N). La conjugaison complexe correspond a priori a z — —Z.
En effet :

_ e2z7rz — e2z7rz _ ef2z7rz.

q

Notons I'T(N) = {(Z Z) € GLy(Z), N | c}. On a

To(B)\H = T (N)\(C\R)
[o(N)z +— TE(N)z

Mais (é _01 € I'F(N) donc T'F(N)z = TE(N)(—=2), ce qui montre que la conjugaison

complexe sur Xo(N) provient aussi de z — Z.

5.2 Opérateurs de Hecke archimédiens

5.2.1 Opérateurs de Hecke archimédiens et formes automorphes

Définition 5.2.1.1. Soit g = (goo,9s) € G(R) x B* ont on identifie G(R) & GLy(R)" x
(H*)4=". Pour j € [1; ], notons & 'élément de {+1}" défini par &, = &; si i # j et
/

I
e; = —¢;. Laplication

Ty = (55)" — (55)"

vérifiant

1 0 1 0 1 0

est appleé opérateur de Hecke archimédien.
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On définit T; : T(Shy(G/Z, X)(C), (Q2)%) — T(Shy(G/Z, X)(T), ()% par le

diagramme suivant :

(55)" & (85"

T'(Shy (G/Z, X)(C), Q) I'(Shy(G/Z, X)(C), Q5

T;
ol les fléches verticales sont données par la proposition 1.2.2.5.
La proposition suivante explicite les T} :

Proposition 5.2.1.2. Soit, pour j € [1; r], t; Uapplication

" { (C\R)" — (C\RY

(21, s Zjy s 2r) = (21,03 Zjy ey 2r)

Alors
Vw € I'(Shy (G/Z, X)(C), (QF)7)  Tj(w) = tj(w).

Démonstration. Soit @ € B*, T'q = aHa ' N G(Q) et Ty = Im(Iy — PGLy(R)").
L’application
. Fa\(C\R)T — ShH(G/Z’X)((C)
Yol T — [z,0] 5
est un plongement ouvert. Soit w € I'(Shy(G/Z, X)(C), (23})%). La proposition 1.2.2.5
montre qu’il existe ¢ € (S5)%, tel que le tiré en arriére de la restriction de w & Im (uy)

soit
1 Yyir T1 Yr Typ
g __ €
da(z)dz —yl.”yrap<<< 0 1 ),...,( 01 J1,...,1 ) ,a ) d2°.

Notons par commodité w,, la forme w pour indiquer sa dépendence en .
Par définition, on a avec la méme notation Tjw, = wr,, et

uo(Tjw,) = ua(Wrye)

= 1 ) o Yr Ty o

_yl...yr(TJSD)<<<0 1 >""><0 1 1,001, ) dz

- 1 S0<<<y01 a;‘:[)’...’(_oyj 3;:j>’...’<y0r ﬁr>717--.71>7a>d26l
Y1 ---Yr

= (45 = —y;)" (da(2)d2%)

= 1 (0 (@),

ce qui est le résultat annoncé.
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La proposition suivante montre que les opérateurs de Hecke archimédiens commutent
aux correspondances de Hecke.

Proposition 5.2.1.3. On a
Vge B Vie[l;r] VweT(Shu(G/Z,X)(C),0)° [ oTj(w)="Tjo[-g]"(w).

Démonstration. Soit g € B, et j € [1;r]. Dapres la proposition 1.2.2.5 il suffit de
montrer que les applications [-g]* et Tj commutent sur I'espace (S5)H.
Soit a = (as,af) € By = G(R) x B*. D’une part

[-g]"v(a) = p(aco, arg),

d’autre part

J
O
Proposition 5.2.1.4. On a
Vge B [g"(w”) = ([g"w)’.
Démonstration. Ceci est une application directe de la proposition 5.2.1.3. O

5.2.2 Opérateurs de Hecke archimédiens et formes modulaires de Hil-
bert

Dans cette section, explicitons les opérateurs de Hecke archimédiens dans le cas ou
h}j =1 et H est de la forme Up(N).

Rappelons que si X est une composante connexe de X et C un ensemble de repré-
sentants de G(Q)T\B*/H, alors Shy(G/Z, X)(C) se décompose en [[,cc 1“_OC+\XJr (c.f.
équation 1.1 dans la preuve de la proposition 1.2.2.4). Comme ’G(Q)+\§X/H‘ =ht=1,
sous les hypotheses de cette section, Shy(G/Z, X)(C) est connexe.

Nous supposons dans un premier temps que B = My(F') et r = d, pour retrouver les
opérateurs introduits par Darmon.
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Opérateurs de Hecke archimédiens, si hj =1, B = My(F), r =d et H = Uy(N)
Rappelons que Tj : (S5)7 — (S5)7 est défini par

1 0 1 0 1 0
oo [ (3 0) (3 %) (20 ) o]

H—/
j
ol g = (9oo,9f) € G(R) x Bx.
Soit j € [1; r]. Comme h} = 1, il existe une unité e € O vérifiant 7;(c) > 0 si i # j

et 7j(e) < 0. Soient 21,...,29 € H que l'on écrit 2, = 1, + iy;. La forme automorphe
¢ € SI(GLy(Fy)) correspond & la forme modulaire de Hilbert

. 1 Y1 n Ya Td
gb‘(Zl"”’Zd)'—)yl...yd¢<<< 0 1 >,"'a< 0 1 >>’1f>,

et o' =Tjp a

. 1 / Y T Yd T4
¢ .(21,...,Zd)|—>y1.”ydgp <<< 01 ),...,( 0 1 )),1f>

Si g € Fy, alors comme le poids est pair en toutes les variables, on a

v =¢(oxn (5 ) =elon (V1))

0 ) € GLQ(F) = B*,

1

, e 0 -1 0
@(9)2@((0 1>><9><Tj< 0 1))

Ainsi, puisque < g (1) ) € Uyp(N), on obtient :

A ) (5 5) )

De plus, comme ( (8)
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Mais 71(g)72(e) . .. Ta(e) = Np/g(e) = —1; donc

(b/(zl, o ,Zd) = (b(Tl(E)Zl, R ,Tj(e’:‘)?j, R ,Td(E)Zd)

et la forme différentielle wr;,p est la forme notée w}l""’_l""’l)

page 87, a une normalisation pres.

par Darmon dans [Dar04],

Opérateurs de Hecke archimédiens, si h} =1, B # My(F) et H = Uy(N).

Dans ce dernier paragraphe, on explicite le méme calcul, dans le cas ou B # My (F).
Ce calcul présente un intérét en vu de calculs effectifs.

On se fixe des isomorphismes k : B ®p,, R = M5(R) pour 1 < k < r. Comme
|C| =1 pour tout j € {1,...,r} il existe des éléments a; € B* N H vérifiant

+1 sij #k

Vke{l,...,r} sgn detky(a; ®p 7, 1) = { 1 osij—k

Remarquons que dans le cas ot B = M (F') on pouvait prendre a; = ( 66 (1) )

Soit g € F comme les formes sont de poids pair, on a :

, 1 0 -1 0
¢(9)=w<g><7j<0 _1>>=s0<9><7j< 0 1))

et comme a; € G(Q) N H,

@=¢(axgxr 1Y

SO g SO ] g J 0 1 N
Il vient

/ yr Yr Ty
¢<1f,<<0 1)( - >11>>

Yy x1 —Yj Zj
:@<<Kl(aj®F,n 1)( 0 1 ),...,Kj(&j@Fﬂ_jl)( O] 1]),...

X
Cy nr(aj QF 7, 1) < yOT 17’ ) 7nr+1(aj ®F7Tr+1 1),. .. ,Iﬁ:d(a]‘ QF7, 1)) ,aj7f>

T s T
:(p((/ﬂ(aj@)pﬂ—ll)(yol 11>,...,l€j(aj®p77j1)< Oy] f),...

T
...,:‘ir(aj ®F77'r 1)( %T 1T >7lr+17---71d>71f>

ap by
Notons < o dn ) = rr(a; @, 1),
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alors
a i\ Yk Tk ) _
Ck dk 0 1
]czk—i—d]Q 0 " Y T " cos @, —sin O
0 ]czk—i—d\Q 0 1 sinf, cosO ’

N o . } _ cprrt+d n ¢ /A . Qg bk:
ou zp = xp + 1Yk, cos O = \fz:qtd:w sin @, = %, et z;, = a2, + iy, = ( ds )z

Ck

akck(miyz)Jr(dkakerkck)karbkdk et y/ — (akdkfbkck)yk
|czp+di|* k lczptdi|>
En utilisant les propriétés 1-4 des formes automorphes, on obtient :

/ y1 1 Yr Tp
A 1),...,(0 o))
Yy, 1 1)1 - —2i6),
) ) ) T e
k=1

@ (
_ (H akdk—bka)>¢(Zi"”’z_j/"”’zé)He—mk‘

I
On a z) =

|cxzr, + di|? pie
Comme 20 — Ckl“kerkJrZCkyk) — (Ck2k+dk)2 ,ona:
|cx 2+ |* ek zp+di|
(ardy — bcy,
& (21,020 :H 2) (2] Z .2
(crzi + di)

k=1

Remarque 5.2.2.1. On a aid, — bycp, > 0si k # j et a;d; — bjc; < 0.

5.3 Cycles spéciaux de X

Dans cette section, nous reprenons de maniere plus visuelle la section 2.2.1. Le groupe
T(R) agit sur X par conjugaison. Cette action se traduit en une action de PGLy(R)" sur
(C\R)" par homographie via le r-uplet (q1,...,qr).

Soit z € K\F'. Si j € [2; r], ¢;(2) est cette fois une matrice hyperbolique Mj. Cette
matrice a exactement deux points fixes z;, z; dans P!(R), qui sont indépendants du choix
de z € K\ F. On supposera par la suite que z; > z; avec éventuellement z; = oo.

Soit v; 'une des deux géodésiques de C\R reliant z; a z , que l'on oriente dans le sens
directe : la géodésique contenue dans le demi-plan de Pomcare est orientée de z; vers zj
La partie

T ={z1} xy2 x -+ x . C (C\R)"

est un cycle spécial de (C\R)". En effet ; est I'orbite d’un de ses points sous l'action de
q; (K™).

En général les cycles spéciaux de X identifié a (C\R)" sont des produits d’arcs de
cercles passant par z; et z}. Ces arcs de cercles sont définis par le fait qu’ils passent par
zj et z;, et par leur courbure. Des illustrations sont fournies aux figures 5.1 et 5.2.

Le cas des T'(R)-orbites fournit des cercles de C\R privés de deux points, et des droites
privées d’un point, comme on le voit aux figures 5.3 et 5.4.
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FIGURE 5.1 — Différentes T'(R)°-orbites dans le cas d’arcs de cercles. En gras la géodésique.
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FIGURE 5.2 — Différentes T'(R)°-orbites dans le cas de demi-droites. En gras la géodésique.
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FIGURE 5.3 — Différentes T'(R)-orbites dans le cas d’arcs de cercles. En gras la géodésique.
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FIGURE 5.4 — Différentes T'(R)-orbites dans le cas de demi-droites. En gras la géodésique.



5.3. CYCLES SPECIAUX DE X 101

Si on ne s’interesse qu’a un facteur X; ~ C\R de X, la conjugaison complexe corres-
pond au changement de composante connexe de la proposition 2.2.4.3. Comme 'affirme
la proposition 2.2.3.5 'intégrale Jbﬁ qui est 'objet principal pour construire les points de
Darmon est indépendante du choix, pour j € [2; r], de Porbite pr;(7°) tant que celle-ci
reste dans la méme composante connexe de X;. Dans le cas particulier ou on considere

des géodésiques (en gras sur le dessin), 'arc de cercle est symétrique, c.f. les figures 5.5 et
5.6.
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FIGURE 5.5 — Action de la conjugaison complexe sur les orbites.
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FIGURE 5.6 — Action de la conjugaison complexe sur les orbites — cas des demi-droites.
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5.4 Points de Darmon et variétés de Shimura de type or-
thogonal

Dans cette section expliquons comment voir les résultats de la section 3.4 a I’aide des
isorphismes «; et du dictionnaire de [Bru] et [Kud04].

Cas de la signature (1,2)
Soit (V, Q) V'espace quadratique sur Q défini par

V,Q) = <{ (2 _m;l> € MQ(@)} ,det) .

Posons G = GSpin(V') et
D={zCcV(R)dim(z) =1@Q |.,>0}.
G agit par conjugaison sur V :
VgeGYX eV ¢g-X=gXg L
Pour identifier le demi plan de Poincaré H avec D, on se fixe un point X(zp) =

Vect (_01 (1)> de D. L’application

z:x+iyeH»—>X(z):gz-<0 1),

-1 0
Y2 py—1/2
oug, = 0 Y12 vérifie g,-i = z pour 'action par homographie, permet d’identifier
H et D par

z — Vect X (2),

S B
X(z):< Yoo v

-y xy -

car

det X(z)=1letg-X(2) =X(g-2).
2

Siz= <_I;a _cb> € V(Q) vérifie Q(x) > 0, c’est-a-dire b? — 4ac < 0, alors

1 b 2c
Vioe P (—2a —b) =X()

pour z € H tel que az® + bz + ¢ = 0.
Un vecteur de norme positive dans V' correspond donc & un point CM de D. On pose

D — {—b—i—i\/—b2—|—4ac}

2a

alors

Remarque 5.4.0.2. Si 'on considére des droites orientées, I'espace symétrique associé
est C\R :
Doy = {2 C V(R) dim(z) = 1 z orienté Q |,> 0} ~ C\R
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Remarque 5.4.0.3. Suivant [Kud97] on peut remarquer que (G, D) est une donnée de
Shimura au sens de Deligne. Le morphisme h : S — Gg correspondant étant

- S — Gr
' :C—{—iy — xfg—{—yX(Zo).

Cas de la signature (2,1)

Soit maintenant (V, Q) 'espace quadratique

(V.Q) = ({ (i; _xle> € MQ(Q)} 7—det> .

La forme bilinaire symétrique associée est (X,Y) — 2Tr(XY). Notons encore G =
GSpin(V) et D l'espace symétrique

D ={zcV(R)dim(z) =1 Q |.< 0}.

Comme @ ((_01 é)) < 0, application

-1

e S =i
z =z + iy — Vect X (z) = Vect v,
-y Ty

permet encore d’identifier D et H.

Soit x = <_l;a Ecb> €V, tel que Q(x) = —det(z) = b> — 4ac > 0. Notons

D,={z€eDzlz}={2€eH X(2) La}.

o1 2P
X(Z)J_x<:>Tr[< xyl y1><b 26)]:0
-y xy —2a —b

oy o a?ty?
— Ty [ 7TV b 2a—y * —0
* —2cy~t — bay !

=y ta(@® +y?) +br+ =0
= alzP+b(z+2) +c=0

b, o b>—dac
(x_Qa) Ly

Ainsi D, s’identifie a un arc de cercle dans H (et Dy o & I'union de deux arcs de cercles

dans C\R).

Cas général

Dans le cas de l'espace (V, Q) = (BT™=°, Dy - nr) de la section 3.4.2, on peut identifier
pour j € [2; 7] (V ®Fr,; R,7j0 Dg-nr) &

T x
<{ (3:; _;1> x1,To,T3 € R} ,75(Dy) - det) .






Annexe A

Calculs effectifs des points de
Stark-Heegner

Le but de cette annexe est d’expliquer quelles sont a ce jour les vérifications numériques
de la conjecture 3.1.1.1. Le calcul des points de Darmon pour des courbes elliptiques de
conducteur premier est issu d’une collaboration avec Romain Cosset !

A.1 Vérifications de Darmon et Logan

Darmon et Logan on vérifié la conjecture 3.1.1.1 dans [DLO03] pour trois courbes définies
sur Q(v/29), Q(v/37) et Q(v/41). Ces courbes (étudiées par Shimura dans [Shi71a, Shi72,
Shi71b]) ont la particularité d’étre de bonne réduction. Ce choix a deux avantages :

— Le premier est que les courbes de bonne réduction sur les corps quadratiques réels ne
sont pas uniformisées par des courbes de Shimura. La méthode de Darmon et Logan
permet ainsi de calculer des points sur des courbes pour lesquelles il n’était pas
envisageable d’adapter une méthode du type point de Heegner/points CM classique.

— Le second est algorithmique. L’algorithme exposé dans [DL03] utilise a plusieurs
endroits le fait que le conducteur des courbes elliptiques considérées est trivial. Les
modifications & apporter pour adapter le programme Pari/GP de Darmon et Logan
pour pouvoir considérer des courbes de conducteur premier sont résumées dans la
section suivante.

Rappelons que la conjecture vérifiée par ces calculs concerne le cas ou F' est quadratique
réel de nombre de classe au sens restreint h;{ =1, G = GLy et ou les extensions quadra-
tiques K sont du type ATR (ce qui signifie qu’il y a exactement une place archimédienne
de F' qui se ramifie dans K).

A.2 Cas des courbes de conducteur premier

Motivé par les travaux de Darmon et Tornaria [DT08] nous avons voulu tester un éven-
tuel théoreme de Gross-Kohnen-Zagier pour les points de Darmon. Comme ce théoréeme
concerne les courbes elliptiques de rang (algébrique) 1, nous avons été amené a considérer

la courbe (Ec;) définie sur F' = Q(v/13).

Y2+ (1+V13)zy+(2+V13)y = 2° — <%> z? + <%> T+ <1+T\/ﬁ> (Ecy)

1. www.loria.fr/ cossetro/
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étudiée par Cremona et Serf dans [CS99].

L’avantage de cette courbe est qu’elle est de conducteur premier (de norme 127 plus
précisement) de rang algébrique 1 et définie sur un corps quadratique réel F' vérifiant
hJI,C = 1. Les points de Darmon pour les corps ATR K satisfaisant la condition de Heegner
(c’est-a-dire dans lesquels le conducteur N de (Ecy) se décompose) devraient donc étre
définis sur F', si K est de nombre de classe 1.

Romain Cosset a réecrit 1’algorithme de Darmon et Logan pour 'application Magma, en
I’adaptant pour qu’il soit un peu plus souple, le but étant a terme de pouvoir calculer les
points de Darmon de n’importe quelle courbe elliptique définie sur un corps quadratique
réel. Mais déja I’adaptation au cas des courbes de conducteur premier a posé quelques
problémes qui forment un obstacle aux calculs en général.

Le calcul de l'intégrale
T [Yr-00
J = / / wj[
o0

a l'aide de l'algorithme des fraction continues proposé par Darmon et Logan (c.f.[DLO03],
section 4) ne peut pas s’adapter immédiatement au cas de courbes de conducteurs non tri-
viaux. En effet, 'intégrale J n’est invariante que par I'g(IV) et non par SLy(Op) (comme
ce serait le cas si N était trivial) ce qui fait que les matrices fournies par 1’algorithme des
fraction continues ne permettent pas de décomposer l'intégrale J comme expliqué par
exemple apres I'équation 78 de [DLO03]. D’autre part le calcul de I'intégrale

TO+
[ [
oo

est lui aussi compromis par le fait que la matrice

L)

n’est pas dans I'g(N). L’involution de Fricke Wy n’est pas un remplacant adéquat.

Le programme écrit par Romain Cosset ne permet a I’heure actuelle de calculer les
points de Darmon sur des courbes de conducteur premier que dans le cas de corps ATR
K vérifiant la condition que la pointe ~; - 0o associée admette une bon développement
en fraction continues (qui ne fait intervenir que des matrices de I'o(IN) et permettent
de décomposer l'intégrale J en un nombre pair de termes dans le cas ou le signe de
I’équation fonctionnelle est —1). Le calcul des points de Darmon sur la courbe (Ec;) est
donc fortement compromis car nous ne connaissons a I’heure actuelle que trois corps pour
lesquels la décomposition en fractions continues est suffisemment bonne. Le premier est
de nombre de classe 1 et nécessite de lourds calculs (évalués a plusieurs mois malgrés les
nombreuses optimisations du calcul dues a R. Cosset), les deux autres sont de nombre de
classe respectifs 2 et 4 et fournissent des intégrales calculables en un temps un peu plus
raisonnable.

Exemple de calcul qui a abouti : Nous avons pu tester le programme Magma sur les
exemples traités par Dermon et Logan, mais aussi sur une courbe de conducteur premier

définie sur Q(+/5) :
y? 4+ ay +wy =% — (w+ 1)z? — (30w + 45)z — (11w + 117)

ol w = 1+T\/§ Cette courbe utilisée par Greenberg (c.f. [Gre06]) est de conducteur de
norme 31. Elle est de rang 0 sur F.
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Le corps K = F[X]/(X? +w — 1) = F(a) vérifie toutes les hypothese : il est ATR, de
nombre de classe 1, satisfait a I’hypothese de Heegner, et la décomposition en fraction conti-
nues utilisée fait intervenir des matrices de I'g(N). Le groupe E(K) est de rang 1 modulo
torsion 2, le point suivant, donné par la fonction PseudoGeneratorsFreeMordellWeil,
engendre un sous-groupe d’indice fini de la partie libre de F(K) :

P, = G(—11\/5+ 7): %(—31\/5+ 25)a + %(9\/5— 9) : 1) .

Le calcul de l'intégrale JI via les fonctions de R. Cosset fournit la valeur suivante :
JT = —3.21930248203 + i x 1.38922811525.
Le point de Darmon obtenu est alors reconnu comme étant le point
®(JH) = 18P,.

Remarque A.2.0.4. La courbe elliptique sur Q(\/g) considérée ci-dessus n’est pas iso-
géne a son conjugué galoisien, au contraire des exemples traités dans I'article [DLO3]. Les
courbes elliptiques définies sur des corps quadratiques réels qui sont isogénes & leur conju-
gué sous Galois constituent une classe particuliere de courbes, étudiée par Darmon, Rotger
et Zhao dans leur article [DRZ]. Dans cet article, ils donnent une relation entre les points
de Darmon et les points de Heegner, ce qui leur permet d’obtenir de meilleurs résultats
numeériques.

A.3 Cas ou G # Gl

Dans le cas ou les points de Darmon sont définis a I’aide d’une algebre de quaternions
non décomposée les calculs nécessiteraient de pouvoir calculer sur les variétés de Shimura
quaternioniques. Ces variétés n’ont pas de pointes et il faut donc trouver un moyen de
calculer sans utiliser de développement en série de Fourier. Cet aspect n’est pas encore
tres développé, méme dans le cas des points CM de courbes de Shimura (c.f. [Voi06] pour
un cas particulier).

Un autre aspect possible serait d’utiliser une uniformisation analytique rigide, comme
dans [Gre06] pour les points de Heegner CM. Une telle approche se rameénerait a priori au
travail en cours de Greenberg [Gre09].

2. La partie de torsion est isomorphe & Z/27Z x 7 /2.
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