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1.1. Contexte

CONTEXTE
Enjeux et motivations

La construction de modeles de taux d’intérét fiables et adaptés a la fois a 1'utilisation pra-
tique et a 'économie représente un enjeu majeur de la théorie actuelle des mathématiques
et probabilités appliquées. Les taux d’intérét apparaissent dans toutes les transactions, y
compris les plus simples comme les emprunts ou les préts. Depuis quelques décennies,
leur importance et les instruments financiers connexes se sont développés en suivant
I’évolution de I’économie mondiale, et la nécessité pour les investisseurs de pouvoir pré-
dire avec acuité le niveau futur des taux d’intérét s’est par conséquent elle aussi accrue.
En particulier, il est aujourd’hui d’une importance cruciale de savoir comprendre et gérer
les risques associés aux divers taux d’intérét (courts, instantanés, longs etc...) qui ont

souvent des comportements eux-mémes tres variables.

Depuis environ 40 ans, la modélisation des taux d’intérét est un probléme de recherche
a part entiere. Jusqu’'a présent, aucun modele satisfaisant n’a pu étre élaboré au sens ot
pas un seul modeéle ne permet d’expliquer tous les comportements des taux observés sur
le marché ainsi que leurs intéractions théoriques et pratiques, tout en impliquant une

utilisation pratique aisée.

Objectifs et présentation générale

Les principaux objets d’étude de cette thése sont les modeles de taux d’intérét a un seul
facteur, donnant lieu a des résultats numériques explicites et fermés, et notamment le

modele de Dothan [22].

Ce travail est constitué de 5 chapitres, dont nous allons détailler le contenu dans la suite
de cette introduction. Nous présentons maintenant les résultats obtenus ainsi que les
objets mathématiques considérés dans les chapitres suivants. Nous rappelons également
quelques rudiments de vocabulaire relatifs aux mathématiques financiéres, et notamment

aux domaines des taux d’intérét et de I'analyse de sensibilités d’options.

Les chapitres 2 et 3 sont d’abord consacrés a I'étude des fonctionnelles exponentielles du
mouvement brownien et au modele de Dothan. Nous donnons une preuve intégrale et
directe qui complete celle du résultat établi dans [22]. Nous utilisons pour ce faire des
noyaux de la chaleur ainsi qu'une nouvelle représentation pour le module au carré de la

fonction Gamma d’Euler.

Nous nous intéressons ensuite, dans le chapitre 4, aux fonctionnelles périodiques du
mouvement brownien. Nous suivons la méme méthode que dans les chapitres précédents

afin d’obtenir des expressions explicites de transformées de Laplace de densités de telles
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fonctionnelles et d’appliquer ces résultats aux mathématiques financiéres et a la phy-
sique. Nous évoquons, en appendice de ce chapitre, le projet d’élaboration de nouveaux
modeles de taux sur des groupes de Lie, inspiré par I'étude du modele de Dothan. Nous

y présentons les quelques résultats obtenus et les perspectives de cette recherche.

Dans le dernier chapitre, nous abordons le probleme du calcul de sensibilités par le calcul
de Malliavin. Nous cherchons plus particulierement a donner des expressions explicites
de l'indicateur delta pour les prix d’options asiatiques et d’obligations dont le modele de

taux court sous-jacent a été étudié dans les chapitres précédents.

FONCTIONNELLES EXPONENTIELLES DU MOUVEMENT BROWNIEN

Les chapitres 2 et 3 de cette thése sont consacrés aux fonctionnelles exponentielles du
mouvement brownien, et en particulier a I'étude de 1’équation aux dérivées partielles
donnant le prix de I'obligation zéro coupon basée sur un taux d’intérét court modélisé

par un mouvement brownien géométrique. On pose pour o > 0et A € R
T
Ar = / exp(oB; — 0?t/2 + At)dt, T >0,
Jo

ol (Bt)¢ est un mouvement brownien réel standard.

Ces fonctionnelles exponentielles jouent un réle important dans la physique statistique
des systemes désordonnés, ot Ar est la fonction de partition et log A1 représente
I'énergie libre du systéme, cf. [17]. Nous nous intéresserons ici a leurs implications en
mathématiques financiéres, telles qu’elles apparaissent dans les références [7], [14], [24],

ou [50].

Le modele de taux a un facteur que nous allons considérer a été introduit pour la premiére
fois dans [22] et c’est un cas particulier du modele général présenté dans [16].

Le processus de taux d’intérét court (r¢);cg, y est représenté par un mouvement brownien
géométrique

dry = Aredt 4+ oridBy, (1.2.1)

ot la volatilité o > 0 et le drift A € R sont des constantes, et oit (B;);cg, est un mouvement
brownien standard. Le taux court r; demeure positif, tandis que le terme de volatilité
proportionnelle or; rend compte de la sensibilité de la volatilité du taux par rapport au
niveau du taux r; lui-méme.
Par ailleurs, le modele de Dothan est le seul modele de taux court lognormal qui permette
d’obtenir une formule analytique pour le prix de l'obligation zéro coupon d’échéance T,
au temps ¢

P(t,T) =E[e” S rsds

ft}, 0<t<T,

cf. [22], et il est bien souvent cité dans la littérature, cf. [12] ou [11].
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Par commodité, nous posons p = 1 —2A/¢?, ce qui permet de réécrire I'équation diffé-

rentielle stochastique (1.2.1) sous la forme
dry = (1 - P)%O’z”tdt + ordBy, (1.2.2)

avec pour solution

e = 1o exp ((TBt — p0'2t/2) , teRy,

ot po/2 s’identifie au prix de marché du risque (en anglais, market price of risk), cf. [55],
Section 4.2. Par la propriété de Markov de (r¢);cg, le prix de I'obligation P(t, T) est une

fonction F(t,r¢) du temps restant avant ’échéance 7 = T — t et du taux r¢,

P(t,T)=F(t,r) =E {e* i rsds

rt} , 0<t<T. (1.2.3)

Le prix d’obligation zéro coupon est donné page 64 dans [22], cf. aussi [12] page 63, par

F(t,r) =
xP/2 22 00 0 2,2 Tu u\ |2
—o2tp?/8 . . . —u“c°t/8 - _p U
—5e /0 s1n(2\/§s1nha)/0 usin(ua)e cosh( > ) ‘F( 5 —1—12)‘ duda
2xP/?
+=—K,(2vx), (1.2.4)
1—~<p) P( )

avec x = 2r/0? et ol
too
I'(z) = / # et gt zeC, R(z)>0,
0
est la fonction Gamma, et
® o xcosh L (7% rcoshzt
Ko (x) :/ e Y% cosh(wz)dz = E/ e X COSNETWES, x €R, (1.2.5)
0 —00

est la fonction de Bessel modifiée de deuxiéme espéce d’ordre w € C, aussi appelée
fonction de MacDonald, cf. [1] page 376 ou [63] page 181 ou encore [6]. Une preuve de
(1.2.4) est donnée dans [22] pour le cas o1 p = 1, mais I'argument fourni n’est pas complet

pour le cas général p € R.

Nous montrons en particulier dans le chapitre 2 que (1.2.4) ne satisfait pas correctement &
la condition initiale F(0,7) = 1 pour toutes les valeurs du parametre p. Plus précisément,

lorsque p € (—1,0), la formule (1.2.4) devienten T =0

F(0,r) =1+ 2rx<—};/)21<,,(2ﬁ) £1,

alors que (1.2.4) est vraie pour p = 1.

Dans [64], Proposition 2, la densité de probabilité jointe du couple

T
</ 6‘7357”‘725/2515, BT> , >0,
0
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est calculée dans le cas ot ¢ = 2, cf. aussi [45]. Dans la proposition suivante, nous établis-
sons a nouveau ce résultat pour un parametre de variance ¢ arbitraire, par changement
d’échelle brownienne.

Soit 6(v, t) la fonction définie par

Z)€7T2/ (2t)  foo

Nl o~ 62/ (2t) ,~vcosh sinh(¢) sin (7t /t) d¢, v,t> 0. (1.2.6)

6(v,t) =

Proposition 1.2.1  Pour tout T > 0, 0n a
T oBs—po2s/2
P / e7Ps TP %ds € du, By € dy (1.2.7)
0

o o_ 22 1+4e% 4e7Y/2 g2\ du
—  Z,—poy/2—p°oc°T/8 _9 0 A Rl
2°¢ exp( o2u ) ( 24 ) uY

u>0yek

En calculant 1'espérance conditionnelle (1.2.3) avec (1.2.7), nous obtenons facilement le

résultat qui suit.

Proposition 1.2.2  Le prix d’obligation zéro coupon P(t,T) = F(T —t,r¢) est donné pour tout p € R

par

2(1+22) 4z 27T\ du dz
—0’ p 27/8 il S v
F(t,7) / / " exp ( = ) 0 ((72 ) ) i (1.2.8)

La formule ci-dessus fait apparaitre une intégrale triple, qui est compliquée a utiliser
en pratique des qu’il s’agit de faire des calculs de prix. Dans le chapitre 2, ainsi que
dans [51], nous présentons des formules alternatives de représentation de la solution qui
font plus simplement intervenir une intégrale double et des fonctions spéciales, ce qui
les rend plus appropriées pour les calculs numériques. On remarque que les techniques
associées s’appliquent a la détermination de prix d’options asiatiques, cf. [7], [14], [24] et

les références contenues dans ces articles.

Par un argument trés classique d’arbitrage, ou en utilisant le calcul stochastique et la

formule de Markov appliquée a P(t, T), on peut montrer que F(7,r) vérifie 'EDP suivante
oF 1 , ,0°F

1) =50 —(7,7) —i—)tra—F

B_T(T’ ) = 52 E» (t,r)—rF(T,71)

(1.2.9)
F(0,r) =1, reR;.

Décrivons la méthode de noyau de la chaleur utilisée dans le chapitre 2. Il est bien connu

que 'EDP de Black-Scholes (voir par exemple [55] ou [35])

2
rf 0 = L e e0) 4 22T L)

f(T,x) = h(x)
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peut étre changée en une équation standard de la chaleur

g 1 82g

g( Y) = Ew(t/y)
g(0,y) = h(e%),

apres la transformation

glby) = e F(T — 1,500,

Dans ce chapitre 2, nous procédons sensiblement de la méme maniére afin de réécrire

(1.2.9) comme une équation de la chaleur avec potentiel de Sturm-Liouville.

Proposition 1.2.3  Soit U(s,y) la solution de

ou 192U 1
—(s,9) = 555 (5,y) — 5 (¥ + p*)U(s,y)
Js 2 ay? 2 (1.2.10)

u,y)=-e", y€eR

32 i \" (o2t 312\ /r
F(t,r) = (%) U<T,log <2 (7\/_>>

est solution de (1.2.9).

Alors

Remarquons que (1.2.10) se réécrit sous la forme

ou _ P>
T =—(H+ 5 ) uty)
ou 5
12 1,
= ——— —ecY
H 28y2+26

est un opérateur hamiltonien avec potentiel de Sturm-Liouville, cf. [30], donc la solution

U(s,y) de (1.2.10) est donnée par
U(s,y) = E_SPZ/Z/ qs(y, x)e”Pdx, (1.2.11)

ott gs(x, ) est le noyau de (¢ *H) g, .

Par conséquent, le prix de l’obligation zéro coupon P(t,T) = F(T —t,r;) est donné pour

tout p € R par

3/2 b 2 3/2
e = (B u (e (250))
2P (2)P/2 o2p2T o 2/2r
((777’)@(19 (— g )/_oog qungM <log< - ),y) dy.

Dans la suite du chapitre, nous discutons de 1'usage de plusieurs représentations inté-

grales du noyau g;(x,y) qui permettent de réduire le calcul de F(t,r) a celui d’une inté-

grale double sous certaines conditions d’intégrabilité.
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Nous retrouvons ensuite le résultat (1.2.8) ainsi que d’autres formules de représentation
pour le prix de l'obligation zéro coupon P(t,T) en utilisant des noyaux de la chaleur,

comme en particulier dans les deux corollaires suivants, qui reposent sur l'identité

ZV oo z22\ du
Ky(z) = W/o exp (—u — E) sy v ER, (1.2.12)

pour les fonctions de Bessel modifiées de deuxiéme espeéce, cf. [63] page 183, pourvu que
R(z%) > 0.

Corollaire 1.2.4 Le prix de 'obligation zéro coupon P(t,T) = F(T — t,r¢) est donné pour tout p € R
par

F(T,T’) _ 8\/; efazpzr/8+2r(2/(azr)

(1.2.13)
o2/ 3t 3

© [ 2,20 800 (E) sin (478 / (0°7)) ~ dz
b Jeroerey (Ve raer o) al

Le corollaire suivant fournit une autre expression pour le prix de l'obligation contenant

une intégrale double, mais cette formule n’est cette fois valide que pour p < 1. Nous y
utilisons la majoration

10(v, )| < C(t)ve™®, v,t>0, (1.2.14)

C(t) IO e h(¢)dg
= \/m e Sin

Vit/2
_ Let/zmz/(zt)/ e dx < o0, £ 0.
v 3 0

Corollaire 1.2.5  Le prix de l'obligation P(t,T) = F(T — t,r¢) est donné pour tout p < 1 par

oo /2 2 do
F(t,r) = Ze_‘TZF’ZT/S/ (vz +8r/(72)p 0 (U g T) K, (\/ 02 +8r/02) - (1.2.15)
0

4

Puis, par le méme argument que dans le Corollaire 1.2.4, nous avons une formule analy-

tique pour le prix d’une option sur une obligation avec fonction de rétribution /(x)

T
E [exp (—/ rsds) h(P(S—T,rT))‘ft}, 0<t<T<S,
t

en utilisant la fonction densité de probabilité (1.2.7).

Proposition 1.2.6  Le prix d'une option sur une obligation avec pour fonction de rétribution h(x) est

donné pour tout p € R par

E [exp (— ./t‘Trsds) WE(S T, rT))‘]-"t]

= Iy |2 (E(s — T me 2
o2V 0 '

o ,262/(azr)sinh(§) sin (4%@‘/027) NG : ~
X/o e VT ( \/z+e )(z+e ))dédz.




1.2. Fonctionnelles exponentielles du mouvement brownien

Dans la proposition suivante, nous donnons l’expression du noyau de la chaleur, qui
apparait dans l'article [2] p.24, et que nous utilisons immédiatement apres pour établir

une autre formule de représentation intégrale de la solution de I'équation (1.2.9).

Proposition 1.2.7 Pour t > Oet x,y € R, le noyau q;(x,y) est donné par

' ue*lﬂf/z SiDh(ﬂM)Kiu(ey)Kiu(ex)du' (1.2.16)

wxy) =5 |

En utilisant cette derniére représentation intégrale (1.2.16) du noyau g¢(x,y), il vient di-

rectement la proposition suivante.

Proposition 1.2.8  Le prix de I'obligation zéro coupon P(t,T) = F(T —t, r¢) est donné pour tout p € R

par
For) = (1.2.17)
%e—rﬂﬂr/s /0°° o~ PY /Ooo u sinh(nu)e—uzﬁzT/gKiu(@/V)Ki“<ey)d”d]/'
r>01>0.

Nous obtenons encore en corollaire une autre représentation intégrale pour la solution de
I’EDP donnant le prix de 1'obligation pour p € (—o0,0), et qui se rapproche de la formule

originale de Dothan (1.2.4). Pour p < 0, ce résultat ne coincide clairement pas avec celui de

p/2
Dothan (1.2.4), et cela est dii & I’absence du terme %Kp (2y/x) dans la formule (1.2.18)

ci-dessous.

Corollaire 1.2.9  Le prix de I'obligation zéro coupon P(t,T) = F(T — t,r¢) est donné pour tout p < 0

par
F(t,r) = (1.2.18)
xP/2 5 b i 2 U u\ |?
_Ps/4 : . —us/4 ‘ _p_u ‘ ;
¢ /0 sm(2\/3_csmha)/0 ue cosh( 5 ) T( 5 —l—zz) sin(ua)duda,

r>0,7T>0,avecx =2r/c%ets = c%t/2.

Dans la Proposition 1.2.10 ci-dessous, nous vérifions de plus que la condition F(0,7) =1
est satisfaite par la fonction donnée par (1.2.18) pour tout p € (—1,0), ce qui confirme que
la formule de Dothan (1.2.4) ne satisfait pas la bonne condition initiale pour tout » > 0,
bien qu’elle satisfasse F(7,0) = 1 pour tous p > 0 et T > 0. Plus précisément, la formule

(1.2.4) de Dothan vérifie

F(O,r) =1+

op/24+1,p/2 (@
Ky

T (p) = ) #1, p <0. (1.2.19)

Proposition 1.2.10  Pour tout p € (—1,0), la fonction F(T — t,r) donnée par (1.2.18) satisfait la condi-
tion initiale F(0,7) = 1 pour tout r > 0.
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Dans le chapitre 3, nous poursuivons le travail du chapitre 2 et nous nous intéressons

toujours a la fonctionnelle exponentielle du mouvement brownien
T 2
-AT — / eawsfrf s/2+)\sdsl T>0
0 -_ 4

dont la transformée de Laplace

T
F(T, r) = E [exp (—1’/ eawsazs/2+)\sds)] , reRs, T>0,
0

est solution de I'EDP (1.2.9), et nous cherchons a prolonger a R le résultat (1.2.18) obtenu
en Corollaire 1.2.9 pour p =1 — 20 /0% < 0.
La densité de probabilité ¥ (t,y) de A;, définie par

F(t,x) = /‘oo e VY (t,y)dy, t,x € Ry,

est solution de 1’équation de Fokker-Planck
oY 15 02

) d b4
E(t,y) 27 a2 (y ‘Y(t,]/)) a A@ W¥(ty) = @(t,y), (1.2.20)

¥(0,y) = do(w)-
La solution de l’équation (1.2.20) est donnée dans [59] grace a des développements
spectraux, et cette solution est notamment citée dans [2, (0.5) p.16] et communément
utilisée aussi bien dans la littérature de la physique mathématique, cf. [17], [18], [19] et

les références qu’ils contiennent, qu’en finance, cf. [44].

Cependant, le calcul complet des constantes de normalisation associées au spectre
continu n’est pas clairement détaillé dans [59], cf. page 1641 ou le résultat y est simple-
ment énoncé; cela est di a de grandes complications analytiques lors du calcul de ces
constantes, avec 'apparition de fonctions spéciales de Meijer. Récemment, le calcul du
développement en série de fonctions propres a été fait dans [44] par le biais d’un passage
a la limite dans des versions approchées de I'équation (1.2.20). Néanmoins, cette méthode

repose sur un argument délicat et complexe de passage a la limite.

Nous proposons dans le chapitre 3 de donner une solution directe de (1.2.9) et (1.2.20) via
un argument simple basé sur les noyaux de la chaleur, comme dans le chapitre 2, ainsi
qu'une nouvelle représentation intégrale (1.2.21) pour le carré du module de la fonction

Gamma

’r (—— +z - 4/ < > (x) (1 —O<Ep/2%l<p_2m(x)> i—x.
(1.2.21)

Cette approche repose sur des arguments de prolongement analytique, des développe-
ments asymptotiques et sur des identités combinatoires pour les fonctions de Bessel mo-

difiées qui présentent un intérét scientifique pour elles-mémes, telles

p—2k
Zklp k:—(p 26)(y) =0, ye€R, peN.
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Ainsi, il vient la proposition suivante, qui donne la solution de I'équation (1.2.9), valable

pour tout parametre réel p.

Proposition 1.2.11  Pour tout p € R la solution de (1.2.9) est

p/2 oo 2
(2r) / pe— 0 (PP+u2)T/8 sinh(7u) ’1" (_g +iﬁ)‘ K, (@) du
0

Fp(mr) =5 50 2 v

(1.2.22)

+(2V)p/2 = Z(P_Zk)+ea2k(kfp)r/21< V8r
o &= k(p—k)! e W

r>01>0.

Par inversion de la transformée de Laplace, nous obtenons dans la proposition suivante
la densité de probabilité ¥ de A;, solution de I'équation de Fokker-Planck (1.2.20). Cela
fournit une autre expression pour la densité d'une fonctionnelle exponentielle A;, que
l'on peut comparer avec celles de [64], Proposition 2, et de [45], comme il est noté dans

[17], [18] ou encore [19].

Proposition 1.2.12  Pour tous t,z > 0, nous avons

-1/ (%) (P—1)/2 00 2
Yy(t z) = S ( 2 ) / ssinh(7'(5)67‘72(1’2*52)”8 ‘T (—g —l—iz)‘ Woir <i> ds

4z 772 o2z Jo 2 25 \ o2z
_1_672/((722) Z (—1)"1 (%)p—m p_2m efazm(p,m)t/ng—Zm (%) ,
o<mepr2 Z 02z (p—m)! 02z
(1.2.23)

ot Wy 1) /2,is/2 €t LS[Z’" sont respectivement une fonction de Whittaker et un polynéme de La-

guerre généralisé.

Afin de retrouver la forme (1.2.4) pour le prix d’obligation dans le modele de [22], la

Proposition 1.2.11 permet d’écrire

Fy(t,7) =
(27’)?’/2 /00 . \/g . /'oo _gz(p2+u2)T/8 U p U\ |2 .
27207 Jo sin | —— sinha Js ue cosh (7) ‘I“ (_E + 15)‘ sin(ua)duda
+M Meﬂzm(m—p)r/ZK —2m @ 7 (1.2.24)
oP 0<m<p/2 m!(p —m)! b o

pour tous p € R, r > 0, et T > 0. La formule ci-dessus étend le Corollaire 1.2.9, qui est
aussi le Corollaire 3.2 de [50], a tout parametre p > 0, et elle corrige le prix d’obligation
zéro-coupon (1.2.4) donné dans [22] page 64, cf. aussi [12] page 63, qui est seulement

valable pour p € (0,2], cf. [50].

11
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1.3

FONCTIONNELLES PI:ZRIODIQUES DU MOUVEMENT BROWNIEN

Le chapitre 4 traite essentiellement des fonctionnelles périodiques du mouvement brow-

nien standard (B;)o<;<T de la forme

T
Ar = ./0 (B + acos(wB; + ) )dt.

Comme nous le détaillons dans la suite de cette introduction, on trouve des applications
aussi bien en mécanique qu’en mathématiques financieres de la fonctionnelle Ar. Le
chapitre 4 met en évidence les applications aux mathématiques financieres, sous la forme
d’un article en préparation, puis dans une courte section, nous présentons les implications
mécaniques et physiques de 1’étude de telles fonctionnelles. La derniére section est consa-
crée a la modélisation des taux d’intérét sur les groupe de Lie, en tant que prolongement

du travail mené dans les sections précédentes.

Depuis environ 20 ans, les fonctionnelles du mouvement brownien sont largement étu-
diées avec bien souvent des applications financiéres en ligne de mire : en effet, les prix
d’options exotiques telles que les options asiatiques dépendent d’un processus stochas-
tique sur un intervalle de temps complet [0, T], d’out le qualificatif de dépendant du chemin
(path-dependent en anglais) qu’on donne généralement a ces options, et l'utilité de 'étude
de fonctionnelles de la forme .
Ap= [ o,
ainsi que de leurs propriétés mathématiques.
Par exemple, on est souvent amené a considérer le mouvement brownien géométrique

comme processus régissant une option asiatique, c’est a dire avec ¢(x) = exp(cx), ot on

cherche a expliciter des quantités telles que

e[ (2 ([ epiom ) ) |.

Pour ce faire, on peut simuler ou faire des approximations mathématiques en appliquant
les techniques numériques des équations aux dérivées partielles, voir [24] et les références
qu’il contient. Une autre facon de procéder est de déterminer les lois explicites pour les
processus qui apparaissent lorsqu’on cherche a expliciter des prix d’options. En ce qui
concerne le mouvement brownien géométrique, nous nous référons a [10] qui rassemble
un grand nombre de formules associées a des fonctionnelles du mouvement brownien,

ainsi qu’aux articles [64], [45] et les références qu’ils contiennent.

En théorie de la modélisation des taux d’intérét, si le processus de taux instantané est
noté (rs)s, alors nous rappelons que le prix de I'obligation zéro coupon associée au temps

t pour I'échéance T > t est donné par la formule

P(t,T) = E; {exp <— /tT 1’st>} ,
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qui se calcule a partir du moment ot on connait de fagon explicite la distribution de
exp (— /t ! rsds) , ou lorsqu’on peut au moins la caractériser en fonction des dynamiques
du processus r, conditionnellement a I'information disponible au temps t. Pour un mo-
dele donné de taux court 7, la formule de Feynman-Kac (voir par exemple [57]) permet de
construire des algorithmes numériques et de calculer des prix en utilisant des simulations
de Monte-Carlo. Cependant, il subsiste toujours un gouffre entre les implications théo-
riques et pratiques de n'importe quel modele de taux, et tout le probleme est de trouver
des modeéles de taux qui puissent a la fois représenter fidelement la réalité des marchés

et permettre de calculer des prix explicitement et rapidement.

Les modeéles classiques les plus connus pour le processus r de taux court instantané
donnent avec 'hypothése d’absence d’arbitrage des formules explicites pour les prix
d’obligations P(t, T). Ces prix proviennent de la résolution d’une équation aux dérivées
partielles que le processus de prix d’obligation satisfait. Certains modeles donnent donc
des prix explicites et utilisables en pratique (comme celui de Vasigek, 1977), mais ils ont
I'inconvénient majeur de permettre aux taux de devenir négatifs ou non bornés, alors que
d’autres modeles sont trop simples ou au contraire ne permettent aucun calcul utile en
pratique, voir par exemple [12], [51], [52] et les références contenues dans ces documents.
Jusqu'a présent, mis a part le mouvement brownien géométrique, d’autres intégrales de
chemins browniens ont été étudiées avec des perspectives d’applications financieres, et
les principaux résultats obtenus sont regroupés dans [34]. Récemment, le cas général des
fonctionnelles ¢(x) = |x|V a été traité, montrant que des lois faisant intervenir unique-
ment des fonctions spéciales usuelles ne pouvaient étre explicitées que dans les cas p = 1
et p = 2, voir a nouveau [34], ainsi que [36] ou encore [62]. Il semble qu’assez peu de
choses aient été dites sur les fonctionnelles périodiques et hyperboliques du mouvement
brownien en termes de lois explicites. Par conséquent, il parait raisonnable de creuser un

peu cette question de taux d’intérét positifs et bornés de la forme
re = B+ acos(wBi+ ) >0, (1.3.1)

avecy € R, t >0, >a >0,u € [0,71] et w > 0, qui pourraient donner des prix
d’obligations explicites et représentatifs de ceux qu’on trouve sur le marché.

Il semble clair en effet que les marchés financiers et d’assurances sont cycliques : en pé-
riodes d’expansion ou de récession économiques, les mesures prises par les investisseurs
financiers ou les assureurs pour faire du profit sont stratégiquement différentes et ont de
I'influence sur les marchés. Par exemple, les taux d’'intérét ont tendance a revenir vers des
niveaux moyens variables qui dépendent du cycle des affaires (en anglais, business cycle, cf.
[21]). La variabilité des taux d’intérét influence ainsi les décisions économiques et d'inves-
tissements. Les investisseurs changent d’attitude vis a vis de la gestion des actifs risqués
tels que les actions et les obligations, en fonction de 1’état des marchés. Ces différentes

attitudes et stratégies peuvent étre naturellement représentés mathématiquement par des

13



Chapitre 1. Introduction

14

fonctions périodiques telles que les fonctions trigonométriques, et il parait donc naturel
de calculer des prix d’obligations avec des taux d’intérét courts sous-jacents modélisés
par (1.3.1). Ces implications financieres sont détaillées dans le chapitre 4. En particulier, la
Relation (1.3.9) nous permet de faire des calculs exacts de prix d’obligations zéro-coupon,

et on obtient

P(t,T) =F(T —t,r) (1.3.2)
2 2 n 4na wr+p 4ne
d (nB+w?ay, (4na/w?)/4)(T—t) ane Mo
ﬂ; {/0 cez"(’ )dx}ce"( 2w )

Dans le domaine de la physique, comme il en a déja été question dans le chapitre 3, les
fonctionnelles exponentielles du type A7 " apparaissent quand on étudie les propriétés
de transport de systémes chaotiques de longueur finie L, ou quand on s’intéresse aux
mouvements d’'une particule brownienne dans un potentiel brownien, voir [37], ou en-
core en physique statistique des systemes désordonnés, voir [19]. Dans ce contexte, il
faut connaitre la moyenne de 1’énergie libre sur 1’ensemble du désordre afin d’obtenir
des informations sur les propriétés thermodynamiques du systéme désordonné concerné.
L'énergie libre est une quantité fondamentale de la physique quantique, modélisée par
—alog(A7F), avec A7P qui représente la fonction de partition du systeme. La formule
de Feynman-Kac (voir par exemple [57]) appliquée a 'équation de Schrodinger permet en-
suite de construire des algorithmes numériques et de calculer la moyenne sur le désordre
de I'énergie libre d’un systéme donné, de sorte qu'on obtienne les propriétés thermody-
namiques de ce systeme. Comme cela est proposé en Section 7.2.2 dans [5], nous nous
intéressons particulierement dans le chapitre 5 a des équations de Schrodinger dépen-
dant du temps, faisant apparaitre des potentiels trigonométriques, et nous donnons une

expression explicite de la transformée de Laplace

F(t,y;n) =E [exp (—17 /Ot(,B + acos(wBs + y))ds)] ,

sous forme d’une série absolument convergente, a vitesse de convergence exponentielle
de fonctions spéciales de Mathieu. Il s’agit des fonctions propres périodiques associées a

I'équation dite de Mathieu,
y"(x) + (a —2qcos(2x))y(x) =0, a €R, g > 0. (1.3.3)

Les fonctions de Mathieu sont notées ce;, lorsqu’elles sont paires, et se; lorsqu’elles sont

impaires, pour tout n € N. Initialement, elles ont été introduites par E. L. Mathieu en

1868 afin de résoudre le probleme de Dirichlet dans une ellipse, cf. [1], [13] ou encore

[32]. L'équation de Mathieu (1.3.3) est fortement liée & I'équation des ondes plane et a
I'équation de Schrodinger avec potentiel périodique en temps, voir par exemple [42], [61]

ou [30] p.119.

Nous rappelons dans le chapitre 4 quelques éléments importants de la théorie des fonc-

tions de Mathieu, en utilisant [13] et [29, p.950] et en gardant leurs notations. D’apres les
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résultats sur le développement spectral pour des opérateurs de Schrodinger avec potentiel
de Sturm-Liouville de [43] et [44], nous pourrons ensuite résoudre 1’équation de Mathieu

avec dépendance au temps.

A partir de I'équation (1.3.3), notons H, I"hamiltonien de Mathieu, c’est a dire 1'opérateur

différentiel du second ordre suivant
[(Hy +a)y](x) :==y"(x) + (a —2q cos(2x))y(x) =0, a € R, 4 > 0. (1.3.4)

Des éléments essentiels concernant la théorie des fonctions spéciales associées a cet opé-
rateur seront donnés en Proposition 4.2.1.

Nous résolvons ensuite I'équation de Mathieu standard avec dépendance au temps

S (tx) = [(Hy + a)f](t, )

Pourt>0,>a>0,u€0,] etw >0, soit

A = /Ot (B + acos(wBs + p)) ds, (1.3.5)

avec (B;); un mouvement brownien réel standard. Par la Proposition 5.8 p.51 de [56], qui

est une version de la formule de Feynman-Kac, pour tout # > 0 fixé, la fonction
F(t,y;n) = E, [e‘”““’} , YER >0 (1.3.6)

et solution de I'équation aux dérivées partielles suivante

oF 19°F

o by = 55— (Lyn) = {p +acos(wy + )} F(ty;n), £20,

ot 2 dx (1.3.7)
F(0O,y;1) =1, y€R.

Nous allons donner une solution exacte et explicite de 1'équation de Mathieu standard dé-

pendant du temps (1.3.7) sous forme d'un développement en série de fonctions de Mathieu

paires et 7r-périodiques, telles que définies dans la proposition 4.2.1.

L’équation (1.3.7) est une équation de la chaleur avec potentiel de Sturm-Liouville. Pour
la résoudre, nous commencons par faire la transformation R(t,x;1) = F(t,y;7), avec
x = B+ acos(wy + p), pour nous ramener a sa forme algébrique, ou forme de Fokker-
Planck.

Proposition 1.3.1  Pour tout 1 > 0 fixé, la fonction R est la solution principale de I'équation

oR w? [, ,1 0°R w? oR
Stxn) = o |02 = (x = B)?| S (b xim) — = (x = B) 5 (b xim) — yxR(,x;m),

(1.3.8)
avec la condition initiale R(0,x;n) = 1, pour x € (B — o, p + «).

Nous donnons maintenant le résultat principal du chapitre 4.

15
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Proposition 1.3.2  Soient 7 € Ry et (1) = 4nya/w?. Pour t > 0, y € R, nous avons

o a " +
F(t,y;ﬂ) = 2 w?t(qB/a+ 2n(‘7))/4A(2 )(Q)Ce2n (wyz ‘u/Q) (1.3.9)
n=0

2 X us wy +
z y_; 2¢(qB/ a+az(q)) /4 / y+u
T { ) C92n<x1q)dx}ce2n < > q) -

Comme application directe de cette Proposition 1.3.2, calculons le prix d’une obligation

zéro-coupon dans le cas ot le taux court sous-jacent est périodique, ensuite de quoi nous

donnerons un résultat important de vitesse de convergence des séries apparaissant dans

(1.3:9)-

Supposons que le taux court (¢);cg, soit modélisé par
rt =B+wacos(wBt), B>a>0, w>0,1t>0,

de sorte que (rt); reste positif et borné. Ce genre de taux peut correspondre aux cycles
commerciaux qu’on peut observer sur les marchés, cf [21].

Pour 0 < t < T, le prix de l'obligation zéro coupon est donné par

P(t,T) = E [~ I s

]-“t] =E [exp (— /t‘T {B +1xcos(wBs)}ds) ‘Bt:| = f(T —t,By).

Proposition 1.3.3 Pour 0 <t < T,

o N w?(gB/atan(q))(T—t) /4 4 (20) wx
P(t,T) zngbe 2 AC(g)cezn (511) .

Enfin, il nous faut remarquer le résultat de convergence suivant, qui permet de tronquer
les séries apparaissant dans la relation (1.3.9) de fagon a effectuer des calculs pratiques

concrets en des temps raisonnables.

Proposition 1.3.4  Pour tous parametres B > w, w, n € Ry fixés, avec q(17) = 4na/w?, et pour t > 0,
la relation (1.3.9) définit F comme étant une série absolument et uniformément convergente, et

plus précisément, pour tout N > 1, nous avons la majoration

su t ; -2 e q.B/“JfaZn( ))/4A(2n) ce <w]/+‘u ) < \/E f(l’],Ber2N2)‘
yellz Y 2 0 (q) 2n ) ’ \/ﬂw

(1.3.10)

La motivation initiale de ce travail de thése était de considérer de nouveaux modéles
de taux d’intérét sur des groupes de Lie compacts, comme suggéré dans [49] et [33].
Nous avons déja souligné le fait que le taux court r; est une quantité fondamentale des
mathématiques financiéres, qui sert notamment a déterminer les prix d’obligations zéro
coupon, et dont la modélisation est un probléme majeur : en effet, le prix d’une obligation

zéro coupon d’échéance T > 0, au temps ¢t < T est donné par

P(t, T) = [e_ ftT’(S)dS |_7.‘t} =T, {e— ftTr(s)ds} ,
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et nous constatons bien que la courbe de prix est entierement caractérisée par 1’évolution
de la seule quantité r; : comme nous l’avons déja dit, de nombreux modeéles de taux avec
leurs avantages et leurs inconvénients ont été proposés depuis une quarantaine d’années,
mais la question de comment concilier théorie et pratique dans le domaine des taux
d’intérét reste ouverte. L'enjeu crucial reste de choisir le bon cadre de travail et le bon
modéle pour obtenir des formules permettant des calculs pratiques, des résultats, des

prix cohérents en un temps de calcul satisfaisant.

Dans la derniére section du chapitre 4, nous présentons les premiers résultats obtenus
dans 'optique d’une modélisation des taux d’intérét sur les groupes de Lie. Ces modeles
font le lien avec le début du chapitre, car ils impliquent des fonctionnelles périodiques de

mouvements browniens standards.

Nous commencgons avec les taux d’intérét sur le cercle en posant G := SO(2), (Bt); un
mouvement brownien réel standard et G 1'algebre de Lie associée au groupe de Lie.

La solution de 1’équation différentielle stochastique sur G suivante
dX = XdM (1.3.11)

est le processus X, qui s’écrit

X, — cos(wBt + 6y) —sin(wB; + 6y)
'™ \sin(wB; +6y)  cos(wB; +6) )’

pour tout t > 0, avec la condition initiale 6y € R. Le taux court 7; est ensuite défini par
rX)=B+Tr(SX), S=S", >0 (1.3.12)

et
ry = V(Xt), t Z 0.

Nous obtenons la proposition suivante.

Proposition 1.3.5  L'équation régissant I'évolution du processus ry défini ci-avant par (1.3.11) et (1.3.12)

est

1 1
dry = Er(dXt) — Z(rt - ,B)dt

Avec les notations ci-dessus, pour > 0, posons ) = 0 et S = al; avec 0 < a < B. Alors
r¢ = B+ a cos(wBy) la proposition 1.3.3 nous donne immédiatement le prix de 'obligation

zéro coupon associée, au temps ¢ > 0 pour une échéance T > t donnée

P(i’, T) -9 i efw2(4[3/w2+a2,,(4oc/w2))(T7t)/4A((]2n) (4_“) ceon (wx 4“)

bt ]
= w? 2 w? ) lx=8,

Nous présentons une généralisation du modele au groupe de Lie SO(3), en posant

Xy =exp(Wy), t>0

17
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0 Wi (t) 0

avec W; = | —W(t) 0 W,(t) | un mouvement brownien a valeurs dans l'al-
0 —Wz(t) 0

gebre de Lie § = s0(3). Ses composantes réelles W; et W, sont des mouvements brow-

P

. . . 1
niens de matrice de covariance 1

>, avec 0 < p < 1. Nous établissons la proposition

suivante.

Proposition 1.3.6  Le processus X s’écrit

1.4

1.4.1

K K
1- 5(31 —By)*> —V2k(B1 + By) E(B% — B3)

x— | V2K V2k

~~(Bi+By) 1-K(B?+B}) —*=(Bi—By) |- (1.3.13)

£

=(Bf — By) V2k(By — By)  1—=(By + By)?

2 2
— i / 2 2
avec B] = —1(W1 + Wz), B2 = L(V\/z - W]), kt = sm Bl(t) +B2<t) et Ky =
V2 V2 B1(t)2 4 By(t)2

1 — cos y/By(t)? + By(t)?
By(t)% + By(t)?

, pour t > 0.

L’idée est ensuite de considérer un taux court r; de la forme
re =a+ Tr(QX¢),

ou Q, matrice symétrique a composantes réelles, et x € R sont choisis de sorte que r;
reste positif pour tout t > 0. I s’avere que le prix de l'obligation zéro-coupon associée
est solution d'une équation aux dérivées aprtielles en dimension 3 dont 1’étude n’a pour
I'instant rien donné d’explicite.

Une tentative de modélisation sur le groupe SL(2), bien qu’il s’agisse d’un groupe non

compact, offre des perspectives de recherche sur les fonctionnelles hyperboliques.

CALCUL DE SENSIBILITES VIA LE CALCUL DE MALLIAVIN

Dans le chapitre 5, nous appliquons le calcul de Malliavin a quelques exemples pratiques

de calculs de sensibilités d’options, aussi appelées grecques.

Calcul de sensibilités : le B.A.-BA

Lorsqu’on gere un portefeuille d’options, I'un des buts principaux est de controler 'ex-
position de ce portefeuille aux risques inhérents au marché. Savoir calculer la sensibilité
du portefeuille ou du contrat aux variations des parametres du modele sous-jacent, c’est
savoir anticiper ou estimer quantitativement les variations des prix d’options en fonction
de facteurs déterminants tels que la volatilité ou la condition initiale. Cela permet surtout
de gérer les risques d’évolution défavorable de ces contrats ou portefeuilles.

De maniere informelle, on peut voir les sensibilités comme étant des dérivées du prix par

rapport a un parametre A
0



1.4.2

1.4. Calcul de sensibilités via le calcul de Malliavin

ott ¢(S(T)) est la fonction de rétribution (ou payoff, en anglais) et S(T) est l'actif sous-

jacent, qui dépend du parametre A et du temps T.

Trois indicateurs de sensibilités jouent un réle fondamental dans la pratique : le delta

est la sensibilité du prix d’option par rapport a la valeur initiale de l'actif, § = F
0

—; et le theta est la
oo

o oy B J J
sensibilité par rapport au temps restant avant 1’échéance de 1'option, 6 = 37 = T
ou T = T — t. Citons également le riio qui mesure la sensibilité de l'option a la variation

le vega est la sensibilité par rapport a la volatilité implicite, }V =

du taux d’intérét court, p = = ; et le gamma qui mesure le taux de variation du delta

2
Pl
On comprend alors aisément d’olt vient le qualificatif de grecques pour ces différents

or

par rapport au prix de I'actif sous-jacent (convexité par rapport au sous-jacent), y =

indicateurs de sensibilités.

Les grecques sont des quantités non observables du marché, et afin de les estimer correc-
tement, il faut soigneusement choisir un modele pour l'actif sous-jacent.

Si on note comme d’habitude {r;};>¢ le taux d’intérét court, et si on considere la fonction
de payoff f : Ry — R, alors la sensibilité § du prix d’option a la variation de r, le taux

court initial, s’écrit

- 4B _ g £k
drg drg

De telles quantités sont bien stir calculables par approximation de Monte-Carlo. Seule-
ment, la convergence est particulierement lente dans le cas de fonctions f aux dérivées
discontinues (ce qui est souvent le cas en pratique), et les estimations ne sont générale-
ment pas satisfaisantes, avec une variance et/ou un biais trop grands (voir [8]), etc...
L’objectif, en utilisant le calcul de Malliavin, est de se ramener a une expression ne faisant
plus intervenir la dérivée de la fonction f, de sorte qu’on pourra prendre pour payoff f

n’importe quelle fonction d’une régularité non nécessairement D°.

Les articles de référence en matiere de calcul de Malliavin appliqué a l'analyse des
grecques sont [27] et [28] qui utilisent pour la premiére fois, et sur des exemples concrets,
la formule d’intégration par parties, pivot du calcul de Malliavin, pour calculer les déri-

vées du prix d"une option.

2 2

Calcul de Malliavin pour des diffusions a générateur infinitésimal hy-
poelliptique

Dans le chapitre 5, nous nous intéressons particulierement aux processus régis par une
équation différentielle stochastique a générateur infinitésimal hypoelliptique, aux for-
mules d’intégration par parties obtenues dans ce contexte par le calcul de Malliavin, et

aux calculs explicites de sensibilités J qui en résultent.
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Soit M une variété lisse de dimension n. On considere I'équation différentielle stochas-
tique au sens de Stratonovich suivante

(SXt(X) = A(Xt(x))(SZt + A(](Xt(x))dt

(1.4.1)
Xo(x) = x.

avecx € M, Ay € T(TM), A € T(R" ® TM) pour tout r et Z un mouvement brownien
standard a valeurs dans R’sur un espace de probabilité filtré donné.
Les solutions de (1.4.1) sont les diffusions de générateur infinitésimal donné par
17
L=Ao+; l; A2, (1.4.2)

avec A; = A(-)e; € T(TM) ot ¢; est le i-eme vecteur unité de la base canonique de R'.

Soit

(Pef)(x) = E[(f o Xi(x))] (1.4.3)
le semi-groupe associé a I'équation (1.4.1), agissant sur les fonctions bornées et mesurables
f:M—R
La propriété de Markov forte établit que si on pose F(t,x) := Pr_;f(x), alors F(t, X¢(x))
est une martingale locale, et F(T,x) = f(x). Par conséquent, le processus dérivé
dF(t,-)TxX; est encore une martingale locale. Ces fonctionnelles sont tres utiles en ma-
thématiques financiéres pour le calcul des grecques, en particulier celles associées aux
options asiatiques et aux prix d’obligations, voir par exemple [12], [15], [24], [50] ainsi que
les références contenues dans ces articles. Dans certains cas, F(T, x) est un prix d’option
asiatique, et si on souhaite calculer des grecques, une relation de la forme suivante s’avere
pertinente

dxPif (0) = E[f(Xi(x))¢ro],

avec ¢ un poids qui ne fait intervenir ni la fonction f ni ses dérivées. En effet, cela
nous permet de choisir une fonction de payoff f non nécessairement réguliere. Nous
développons cet intérét financier dans le chapitre 5 sur des exemples concrets de prix

d’obligations associés a des modeles usuels de taux d’intérét.

Nous adoptons dans la suite les notations de [4]. Soit X;(x) la solution de 1’équation
(1.4.1). Rappelons que la condition d’hypoellipticité de Hormander,voir par exemple [48]

Pp-49, s’écrit dans notre contexte
Lie (A;, [Ao, Ail :i=1,...,r) (x) = TxM pour tout x € M. (1.4-4)

Le théoreme de Hormander (voir [48] p.50) dit que (1.4.3) est, sous la condition (1.4.4),
un semi-groupe de Feller fort qui envoie les fonctions bornées mesurables sur M sur les
fonctions bornées continues sur M. Le but est a présent d’obtenir des représentations
stochastiques pour la différentielle de ce semi-groupe d(P;f) qui ne fassent pas apparaitre

les dérivées de la fonction f, toujours sous la condition (1.4.4).



1.4. Calcul de sensibilités via le calcul de Malliavin

Définition 1.4.1  La matrice de Malliavin de X;(x) ou matrice de covariance de Malliavin est
définie par
ot
Ci(x) == /0 (XZ1A)(XS1A) 2ds.

Soient A € T{ M et dB* = dB + aAdt avec
as = (X' A)L (1.4.5)

Le théoréme suivant, établi et démontré dans [4], Theorem 3.2 p.5, donne une expression

pour d(P;f) qui ne fait pas intervenir la dérivée de la fonction f.

Théoréme 1.4.2  Soit M une variété compacte, f € C1(M) et x € M. Supposons que la condition (1.4.4)

soit vérifiée. Alors pour chaque v € Ty M,

d(Pif),v=E[(foXi(x))pi],

ot ¢ est un processus adapté prenant ses valeurs dans T} M, tel que ¢y soit LP pour tous 1 < p <

oo et t > 0, et donné par
prv = (/(;t (X;lA) dBS) C H(x)v (1.4.6)
1 J A 1 K
P2 (oo [rrlsw]aw),

En guise d’application, nous commengons par considérer des options asiatiques. Un actif

St dirige une option de la forme

el (1)

pour une échéance T > 0 et une fonction mesurable f de croissance au plus exponentielle
a l'infini données. Par exemple, dans le cas d'un Call, on pose f(x) = (x —K)4, ot K > 0
est fixé et correspond au prix d’exercice de l'option (en anglais, le strike).

On veut calculer le delta
oV

T
On pose At = / Sidt. Supposons aussi que le couple (S¢, A¢) soit régi par le systeme
0
d’EDS suivant
dS; = U(St)dBt + }l(St)dt
dAt = Stdt, t> 0, (148)

Sp €R,
ot les fonctions o et u appartiennent a C'(R) et B est un mouvement brownien réel
standard. Ainsi, le processus X; = (S, A¢) est une diffusion hypoelliptique avec (Sy,0)
pour condition initiale, mais il peut aussi étre vu comme une extension du cas elliptique

traité dans [27] et [28].
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Proposition 1.4.3 Pour tous T > 0 et Sg € R, la matrice de Malliavin de Xt est donnée par

t
1 — /0 Ysds

T
Cr(s0) = [ yio(si? dt, (1.4:9)

ot t 2
—./0 Ysds (/0 ysds)

t ot
avec y; = exp (/ 0’ (Ss)dBs + / y/(Ss)ds) pour t > 0.
0 Jo

Dans [27] p.404, le delta est calculé dans le cas elliptique unidimensionnel sous la forme

f(Ar) /OT 2;((5?)2 </OTY(s)ds> o dBt] , (1.4.10)

ott (Y(t),t > 0) est le processus de variation du premier ordre, donné par

50 = ]ESO

EZYYT(’S) = /' (Sy)dt +0'(S1)dBy, Y(0) = 1.

Cette formule plutdt générale conduit a 1’obtention d’expressions simples pour le poids
¢ sur de nombreux exemples, comme nous le détaillons dans le chapitre 5. Cependant,
¢t est donné sous la forme d'une intégrale de Skorohod, alors que le Théoreme 1.4.2
donne un poids sous forme d’intégrales d’It6, qui peuvent étre calculées numériquement
dans tous les cas via des sommes de Riemann ou des méthodes de Monte-Carlo. En outre,
le Théoréme 1.4.2 permet de considérer des fonctions de rétribution plus générales du
couple (St, Ar) et reste valable dans n’importe quelle dimension, tandis que (1.4.10) ne

s’applique qu’en dimension 1 et & des fonctions de rétributions du seul processus Ar.

Dans le cas trivial du processus de Langevin, évoqué p.19 dans [4], le processus (S¢, A;) est
solution d'un systeme d’équations différentielles stochastiques qui n’est autre que (1.4.8)

aveco(S;) =oc>0etpu=0.

Proposition 1.4.4  Le processus de Langevin (A, St), avec (0, Sg) pour condition initiale, est un proces-

sus gaussien donné par
St = U’Bt + S(),

t
AtIO'/ Bsds +tSg, t >0,
0

avec pour fonction de densité

p(u,v; So)dudv = Ps, ((At,St) € dudv) (1.4.11)

V3 6(u—tS9)* | 6(u—1tSp)(v—Sp) 2(v—Sp)*
T 2™ {_ 28 22 o2 } dudo.

Dans le corollaire suivant, pour toute fonction f mesurable et a partir des relations (1.4.7),
E[f(Ar,S7)] = // f(u,v)p(u,v; Sp)dudv et (5.3.3), nous obtenons le méme résultat que

RZ
celui donné par le Théoreme 1.4.2.



1.4. Calcul de sensibilités via le calcul de Malliavin

Corollaire 1.4.5 Pour tout T > 0,

)

E[f(Ar,S1)¢7] (1.4.12)
//f(u,v)aan(u, v; So)dudv

: 0
R2

6 u 25 +v
= ﬁ //f(u,v) <? _ 03 ) p(u,l),’ So)dudz)
RZ

= % .//f(u,v) (% —~ 250; v) exp {_6(”0—2;50)2

R
L6 —tSp) (0= So) _ 2(v— S0)* } ,

o212 o2t

avec ¢ explicitement donnée par

6 (1 (T 1
=— (= [ Bdt—=Br).
¢r 0T<T/o ' 3T>

Comme nous l’avons déja dit, les fonctionnelles exponentielles du mouvement brownien
jouent un role important en mathématiques financieres, notamment pour établir des prix
d’options asiatiques ainsi que dans certains modeles de prix d’obligations. En effet, si le
processus de taux court {r;};>0 est modélisé par un mouvement brownien géométrique,
alors on se situe dans le cadre suivant :

dry = oridBy + urdt
dX; =rdt, >0, (1.4.13)

(1’0, XO) € Rz/

ol B est un mouvement brownien réel standard, o > 0 est la volatilité du modele, # € R

est le drift et la condition initiale est x = (rg, Xo) € R2.

Proposition 1.4.6  La solution de (1.4.13) est

o2
Tt = g exp ((TBt + <;4 — 7) t>

ot ot
X = Xo+ / rsds = Xog + 1o / EUBS+<]4
JO JO

(1.4.14)
a2
-7

)Sds, t>0.

Notons
o2 t
Yt 1= exp {O‘Bt + (V - 7) t} et z; = /0 Ysds, (1.4.15)

de sorte que r¢(x) = roy: et Xi(x) = Xo + roz¢. D'apres les relations (1.4.3) et (1.4.14), il

vient

(P4f) ) = B exp(~X,(x)] = ¢ 0E |exp (—ra [ e"Bs*@‘”f)Sds)] ,

et par le Théoréme 1.4.2, nous obtenons
t 2
d(Pif),v=eXE {exp <—r0/ eUBS+<”7)sds) (ptv] ,
0

23



Chapitre 1. Introduction

24

avec un poids ¢; donné par la Proposition 1.4.7 ci-apres. Cela correspond au calcul de

OP(T, T +1)
art ’

Proposition 1.4.7  Soient v = (v1,v;) € R?, t > 0 et z donné par (1.4.15), alors
v (1.4.16)

{ / / — zy)zsdByds

+0¢t/0 /0 /0 /0 {(zs — zx) (zr + 22u) + 2c (25 — zu) 2 (25 sz)desdxdu} v

t ot
Loy {(7_1 / / (zs — zu)dByds
0 Jo

t et ptops
—Hx,/o /0 /0 /0{(Zzs—zx)(zx—zr)+zx(zr—zu)}drdsdxdu} vy,

ap = lt /Ot z2ds — (/Otzsds>2] - = {2 /Ot(t —5)Ys /OS Tyrd"rds} 71.

Le modele de Black-Scholes pour les options asiatiques correspond au cas ot 0(S) = ¢S

aovec

et u(S) = uS avec ¢ > 0 et y € R dans l'équation (1.4.8). En d’autres termes (S¢, A;) est
solution de (1.4.13) avec (Sp,0) pour condition initiale. D’apres (1.4.14), on a

o2
St = Spexp ((TBt + (]/t - 7) t)

2

t a
Ay = 50/ EUBS+<]4_T)SEZS, t>0.
0

(1.4.17)

La proposition suivante est alors conséquence de la relation (1.4.10).

T
Proposition 1.4.8 Le delta aa?v =E { f ( / Stdt) n] = E|[f (A7) 1] est explicite, avec le poids 1t
Jo

donné par

2 St-S§ 2
T 0+#

= 500'2 AT (7250.

Nous pouvons finalement écrire une formule explicite permettant de calculer éy, comme

dans le Corollaire 1.4.5.

Proposition 1.4.9  Soient o > 0 et y € R. Pour T > 0, nous avons

ciani= (2)" [~ e (&

(1.4.18)
et pour toute condition initiale Sy,
]
b = s E[f(Ar)] (1.4.19)
dSy

2p+1 too +o0 p—p T/2 2 2uv?
( ) / / arorrif () exp (_E_ 8 )Q(U’T)

o3v? 2 clp+1) 1
pr 2P dud
% < 16 ¢ T 25 (fu2) nae,

avec p =2u/0? —1, T = 0>T/4 > 0 et 0 défini par (1.2.6).
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La fin du chapitre 5 est consacrée au calcul de grecques pour des prix d’obligations zéro
coupon avec des taux courts suivant le modele de Vasicek a un ou plusieurs parametres.
Soient d’abord B un mouvement brownien réel standard, ¢, a et b des constantes réelles
a# 0etx = (x,%) € R% On considére le processus de a deux composantes réelles
X = (th, th), solution de I’EDS suivante

dX} = odB; +a(b— X})dt
dX? = X}ldt, t>0, (1.4.20)
Xé =xp et Xg = Xp.

Proposition 1.4.10  Pour toute condition initiale x = (x1,x;) € R? et pour tout t > 0, la solution

Xt (x) de 'EDS (1.4.20) est donnée par

ot
Xf=xie " +b(1—e ™) +0e / e"dBs
Jo

—at

t t 5
X? =xp + / Xlds = xp + bt + (x1 —b) + (T/ e_‘“/ ¢""dBds, t> 0.
0 0 0

(1.4.21)
Toujours grace au Théoréme 1.4.2, nous obtenons le poids suivant.
Proposition 1.4.11  Soit v € R?, alors pour tout t > 0
2 't :
(1— ") By +2 (1+at — e / ¢ dB;
an J0
Prv = = v, (1.4.22)

ot
a(e* —1)B; +2a(1 — ™) / ¢*dBs
Jo

avec
-1
= [atezﬂt — 202" gt — 2+ 46”} .

Une application pratique intéressante au calcul du delta est donnée dans le corollaire

suivant.

Corollaire 1.4.12  On considere un taux court défini par
dry = 0dBy 4+ a(b — r;)dt,
alors pour tout T > 0, nous avons

1) 9 E ! d

= — — t
o o2 (-, )
T anrt aT\2 aT T as
= E |exp —/ rpdt = (1—e")*Br+2(1+aT —e )/ e™dBs ¢ | .
Jo Jo

Puis, nous donnons une formule analytique pour J.
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T
Proposition1.4.13  Pour tout T > 0, posons R = / r¢dt. Alors la grecque 6 est donnée explicitement
0

sous forme d’intégrale double par

_ mar // { 14 2aTe"T — > T)y — 2Fa(aTe"‘T + T — ) (x — my) } f(Ry,By) (%, y)dxdy,
) (1.4.23)
oit my = %0(1 —e ) + E(IZT + e "T — 1) et la densité jointe f(Ry,By) du couple (R, Br) est

donnée par

fre ) () = o ¢— ( 1(x y) M 1(;)),(964)61%2,

avec ,
3 2 1 1 1
U—Z(T —5 ST - 2—e—2aT) g(T — =4 =)
Mr=|a Qi a2 a a a
—(T— =+ —e™T) T
a a a

Dans la fin du chapitre 5, nous généralisons ces résultats sur le modele de Vasigek au cas
de la dimension n > 2. On considére le systeme d’équations différentielles stochastiques
suivant
dxW = ay (b — xV)dt + 51dBY
dx? = ay (b, — X\P)dt + 7,dB?
» (1.4.24)
dx" = a, (b, — X")dt + ¢,dB",
ax" ™ — (x4 xP + .+ x"dt, t>0.
Ici les parameétres o; > 0, a; et b; sont des constantes réelles avec a; # 0, foralli € {1,...,n }
et (Bt(l), Bt(2), s Bt(")) désigne un vecteur brownien de dimension #n avec pour matrice de
corrélation ¥, € Sym,(R). Le Théoréeme 1.4.2 nous permet d’obtenir le poids explicite

suivant.

Proposition 1.4.14  Pour tout t > 0, le poids ¢y est un élément de My ,11(R) et s’écrit

t
[4)t]thJk{ [1+ayt — '] Ha]+224 [ it — 2)eit 4 gt — 2+ut]Ha }/ ewsdBd)
0

j#k i#k j#ki

th)tﬁkz{al3 1) H(x}/o e"sdB.)

2
izk (% ki

n . .
—Dt‘BkHthEﬂBfl), 1§k§1’l,
[T =

et

(oo =D 2 KH ) T[T [ evant }
i1 % 1 j#i
Ui2 2a;t _Ui2 a;t 2 :
avec o; = 2—ai(e -1),Bi = 22 (e"" —1)" pour touti € {1,--- ,n} et

N

a

-1
n (74 (7.2
{Z‘{—l{at— )Z”ft+4e“"t—(al-t—l—Z)}l;Iz—;j(ert—l)} .
i= i J#i



LLE MODELE DE DOTHAN REVISITE

SOMMAIRE
2.1 INTRODUCTION .« « t vttt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 29
22 THEDOTHANPDE . . . . .. ... . 32
....................... 34
.................... 39
2.5 APPENDIX - v v v v et e e e e e e e e 43

( f E chapitre, écrit en collaboration avec Nicolas Privault, est la version augmentée d'un
article a paraitre dans la revue Mathematical Finance sous une forme plus synthétique

et intitulé The Dothan pricing model revisited (voir [50]).

27






2.1

2.1. Introduction

Abstract

We compute zero coupon bond prices in the Dothan model by solving the associated
PDE using integral representations of heat kernels and Hartman-Watson distributions.
We obtain several integral formulas for the price P(t,T) at time + > 0 of a bond with
maturity T > 0 that complete those of the original paper [22], which are shown not to

always satisfy the boundary condition P(T,T) = 1.

INTRODUCTION

In the Dothan [22] model, the short term interest rate process (7¢);cg, is modeled accor-

ding to a geometric Brownian motion
dry = Aredt + ordBs, (2.1.1)

where the volatility o > 0 and the drift A € R are constant parameters and (B;);cg, is a
standard Brownian motion. In the Dothan model, the short term interest rate r; remains
always positive, while the proportional volatility term or; accounts for the sensitivity of

the volatility of interest rate changes to the level of the rate r;.

On the other hand, the Dothan model is the only lognormal short rate model that allows

for an analytical formula for the zero coupon bond price

P(LT)=E [3_ ST reds

.7:,5}, 0<t<T,

cf. [22], and this model is commonly referenced in the bond pricing literature, cf. e.g.
[12]. Other lognormal interest rate models include the Brace Gatarek Musiela or BGM (or

BGM) model, better known in the litterature as LIBOR market model, see [11].

For convenience of notation we let p = 1 — 21 /¢? and rewrite (2.1.1) as
1
dre = (1— p)iazrtdt + oridBy, (2.1.2)

with solution

e = 1o exp ((TBt — p(f2t/2) , teRy,

where po /2 identifies to the market price of risk, cf. e.g. [55], Section 4.2. Because r and B
have the same filtration and by the Markov property of (7;);cgr,, the bond price P(t, T) is

a function F(7,r;) of r; and of the time to maturity T =T — ¢ :

P(t,T) = F(t,r) = E [e, ST rods

rt} , 0<t<T. (2.1.3)
The zero coupon bond price given in [22], page 64, cf. also [12] page 63, is

F(t,r) =

xP/2 ol 2,8 [ . .

—e 7P / sm(Z\/Esmha)/
0

0

b 2,2 Tu uy |2
. —uco°t/8 _p .U ‘
p usin(ua)e cosh( 3 ) ‘F( 5 —1—12) duda
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+2957’/2
I'(p)

with x = 2r/02, where

(2\/_) (2.1.4)

400
I'(z) = / et dt, zeC, R(z)>0
JO
is the Gamma function and
Ky(x) = / e_XCOShZcosh (wz) =5 / g Ycoshztwzg, x €R, (2.1.5)
0

is the modified Bessel function of the second kind of order w € C, cf. page 376 of [1] or
page 181 of [63]. A proof of (2.1.4) is given in [22] in case p = 1, while the argument given

therein is not complete in the general case p € R.

We will show in particular that (2.1.4) does not satisfy the correct initial condition F(0,r) =
1 for all values of the parameter p. More precisely it follows from Proposition 2.4.4 below
that when p € (—1,0) the formula (2.1.4) yields

F(O,r) =1+ 2rx<p/)2 L2VF) #

at 7 = 0, while (2.1.4) is valid for p = 1.

In [64], Proposition 2, the joint probability density of

T
</ e"BS*pazs/st, BT> , >0,
0

has been computed in the case ¢ = 2, cf. also [45]. In the next proposition we restate this
result for an arbitrary variance parameter ¢ after Brownian rescaling. Let 6(v,t) denote

the function defined as

9( ) Z)e7T2/(2t) &/ (2t) ,—vcosh& nh(g) ( z/ )dé ( )
v,t) = —— e e si sin (¢ /t) dé, u,t>0. 2.1.6
V23t Jo
Proposition 2.1.x  For all T > 0 we have
T 2
P (/ e7Bs=PoS/24s ¢ du, B, € dy) (2.1.7)
0
o o_ 2.2 1+ e% 4¢7Y/2 o217\ du
—  Z,—poy/2—p oiT/8 _ 1 2=
2°¢ exp( 2 o2u )9<02u "4 udy'
u>0yek

By computation of the conditional expectation (2.1.3) using (2.1.7) we easily obtain the

following result.

Proposition 2.1.2  The zero-coupon bond price P(t, T) = F(T —t, ;) is given for all p € R by

_2p21/8 p— (1+Z) 4z o1 du dz
F(t,r)=e o*p / / exp< 6 2 1) (2.1.8)



2.1. Introduction

Proof. We have

F(T—t,r) = P(t7T)
T
= E {exp <—/ rsds> ‘Ft]
t
T
= E {exp (—T’t/ e”(BS‘B’)‘”Z”(S‘t)/st) ‘ft] (2.1.9)
t
[0 9) [o 0] T 2
= / / e P (/ e7Bs=Po%s/205 € du, B, € dy) ,
0 —0o0 0
and the conclusion follows from the change of variable z = ¢”¥/2, using (2.1.7). O

The above formula involves a triple integral which is difficult to evaluate in practice.
In this paper we present alternative representation formulas that involve only double
integrals and special functions as in [22], and are more appropriate for numerical compu-
tation. We note that related techniques have been applied to the pricing of Asian options,

cf. e.g. [7], [14], [24], and references therein.

In Section 2.2 we state the bond pricing PDE satisfied by F(7,7) and transform it into a
simpler equation with a Sturm-Liouville potential. In Section 2.3 we recover (2.1.8) as the
solution of the bond pricing PDE (2.2.1) and state several double integral representations

using heat kernels.

As an example, Figure 2.1 provides a numerical comparison between the result of Corol-
lary 2.3.3 below and Relation (2.1.4) as functions of T > 0 with » = 0.06, ¢ = 0.5 and
p = —0.8441, in which the bond price given by (2.1.4) appears to be an underestimate that

can become negative and does not match the terminal condition P(T,T) = 1.
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2.2

F1G. 2.1 — Comparison between Relations (2.3.7) (straight line) and (2.1.4) (dotted line).

We also prove an analytical formula for the pricing of bond options in Proposition 2.3.4.
As can be expected from (2.1.3), tractable expressions for the bond price P(t, T) are more

difficult to obtain for large values of p € R.

In Section 2.4 we present other expressions for P(t, T), which are closer to the original
formula (2.1.4) using a heat kernel representation via Gamma functions. This allows us
to confirm that the boundary condition F(0,7) = 1 is not satisfied by (2.1.4) when p €
(—1,0). In Proposition 2.4.3 we also obtain another probabilistic interpretation for P(t,T),
under the form

23p/2rp/2

F(t,r) = T(—p) T /8 [Zpe—UZTZf,/S sinh(an)Kizp(\/g/U)} ,

toP

r >0, T >0, where Z, is an hyperbolic cosine random variable with parameter —p > 0.

For convenience, some useful identities for special functions that are difficult to find in

the literature are proved in the Appendix Section 2.5.

TaE DoTtHAN PDE

In this section we transform the bond pricing PDE satisfied by F(t,r) into a simpler
equation with a Sturm-Liouville potential. By a standard arbitrage argument, or using
stochastic calculus and the Markov property applied to P(t, T), one can show that F(7,r)

satisfies the PDE
oF 1 , ,0°F oF
g(’l’,?) =50 W(T, r)+ )U’g(’[, r) —rF(t,r) (221)

F(0,r)=1, reR,.



2.2. The Dothan PDE

Let us describe the heat kernel method used in this paper. It is well known that the Black-
Scholes PDE

2
rftx) = Lty 1l 1,2+ 2022 2L 1),

f(T,x) = h(x)

can be turned into the standard heat equation

%2 (1) = 128,

oY =gt

8(0,y) = h(e),

under the transformation

o2
glt,y) =& f(T 1V,

Here we perform a similar transformation in order to rewrite (2.2.1) as a heat equation

with Sturm-Liouville potential.

Proposition 2.2.1  Let U(s, y) denote the solution of
ou 19°U

- 1 2
55 (99 = 5z (¥) — 5 (¥ +p)U(s ) o)

u@o,y)=-e"*, yeR

o (220 (2 (225

Proof. Clearly, the condition U(0,y) = e~ *¥ is equivalent to F(0,7) = 1. Next, under the

Then

solves (2.2.1).

changes of variables y = log(2v/2r/c) and s = 0?7 /4 we get
U(s,y) =e PYF (45/0’ o e2y/8)

Since F is solution of (2.2.1) we have

102U 1
EW@,]/) — E(e2y + pz)U(s,y)

cte® 9’F (p—1)c? ,, OF ey
= e PV - M )T 2y _
e ( 5 92 (t,7) 1 eV = (t,7) 3 F(T,r))

9%F oF 4y
- 2
= e PV <2r W(T r)—2r(p— 1)6—( 1) — ﬁHT"’))

4 0% 9*F oF
— VY 27 Y2 i _
e (r 7 52 (T,7)+ Ar pw (t,7) rF(T,r)>
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2
Note that (2.2.2) rewrites as aau (s,y) = <H + %) U(s,y) where

19> 1,
A= =3a7 *3"

is a Hamiltonian operator with Sturm-Liouville potential, cf. [30], hence the solution

U(s,y) of (2.2.2) is given by
U(s,y) =e°F /2/ qs(y, x)e~P*dx, (2.2.3)

where gs(x,y) is the kernel of (¢75)cg, .

As a consequence the zero-coupon bond price P(t,T) = F(T —t,r;) is given for all p € R

by
3/2 b 2 3/2
o 4 o
2P (2r)P/2 a2p2T\ [° 24/2r
((777’) exp (— g ) /_oog qungM <log <T> ,y) dy.

In the sequel we will discuss the use of several integral representations of the kernel

F(t,7)

gt(x,y) that can reduce the computation of F(7,r) to a double integral, depending on

integrability conditions.

2.3 PDE SOLUTION USING BESSEL FUNCTIONS

In this section we recover (2.1.8) using heat kernels, and state other representation formu-
las for the zero-coupon bond price P(t, T). The heat kernel method will also be used for

the integral representations obtained in Section 2.4.

Proposition 2.3.1  The zero-coupon bond price P(t,T) = F(T — t,r¢) is given for all p € R by

22 4 x(1+2° dx dz
F(z,r) —e"”T/S/ / ep(—m— (2 ))Q(xz, 4)xzp+l’ (2.3.1)

r,T>0.

Proof. From Relation (2.2.3) above and the expression

qe(x,y) = /OooexP <—§ - e2x;;fzy> 0 (ex:,t> d—g >0

of the kernel of the heat semi-group (e *H),cg, given in Proposition 2.3.5 below we get

P(2r)P/2
F(t,r) = % UZPZT/S/ 9027 /4 <log <2\/_> y) e Pdy (2.3.2)
p ~00 oo r/o2ae 2
— e PT/8 (E) (V2r)P / g—m’/ i o 219 (2\/_ey, z T) —dy
g J—o0 0 g
2 -
_ o8 C4Ar x(1+2%) dx dz
= / / exp ( > 0| xz, — 1 <
after the changes of variables z = ge¥/ (2\/— r) and x = 8r/(&c?). O



2.3. PDE solution using Bessel functions

Note that (2.3.1) actually involves a triple integral, which can lead to difficult computa-
tional issues. In the next corollary we reduce the computation as a double integral under

some integrability conditions.

The two following corollaries rely on the identity

zv [ 22\ du
Kv(Z) = W /0 exp (—M — E) W, S R, (233)

for modified Bessel functions of the second kind, cf. [63] page 183, provided R (z?) > 0.

Corollary 2.3.2  The zero-coupon bond price P(t,T) = F(T —t,r¢) is given for all p € R by

8\/7_’ efa2pzr/8+2r(2/ (azr)

o2\ 3T

o oo o sinh(E) sin (478 / (02T)) ~ dz
b= ey (B ot o)

Proof. From Relation (2.2.3) above and the expression of the kernel g;(x,y) of the heat

F(t,r) = (2.3.4)

semi-group (¢~ '?);cg, given in Proposition 2.3.6 below we get

14 o]
F(rr) = 2P [~ g, (log (@) ,y> ey (235)
_ 2RI oo -otpress [ [T e sin ) sin (@)
oPt2V/ 3t —c0J0 o2t
Ky <\/8r/¢72 + €2Y 4 2¢¥+/8r(cosh u) /a>
X e PYeVdudy

\/Sr/(72 + e +2¢Y+/8r(coshu) /o

_ 8yr PT84/ (07) /°° /°° 22/ (0%0) sinh () sin (47tu/ (0%7))
o2Vt 0o Jo V14 2zcoshu + 22

K <@¢1 +2zcoshu +ZZ)> dui—j,

after the change of variable z = oe¥/ \/8r. O

The next corollary provides an alternative expression for the bond price using a double

integral, which is however valid only for p < 1. We will use the bound

10(v,t)| < C(t)ve™®, v,t>0, (2.3.6)
where
2
e /(2t) oo 5
Ct) = —— [ e &/ ginh(g)de
Y= EEih ©
_ Let/zwz/(zt) /‘/t/_2 e dx < oo, > 0.
V3 0
Corollary 2.3.3  The zero-coupon bond price P(t, T) = F(T — t,r) is given for all p < 1 by
00 2
— n,—0p?T/8 2 2\ /2 ot /2 7\ _dv
F(t,r) =2e /0 (v —|—8r/0) 0o, 1 Kp( V2 +8r/0 ) g (2.3.7)
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Proof. From Proposition 2.3.1 and the change of variable v = zx in (2.3.1) for fixed z > 0,

we get

0 oo 2
e [T ot LU 2y Bz do dz
F(t,r)=e A oo, )P ZZ(z +1) 2o ) o P

then, (2.3.6) leads to

o roo o’ v o drz\ |dv dz
bl ’9(2"7) exp (‘2““ *%) T
o [ 4rz dz
< 2 _v 2y _ Tz 4z
< C(o T/4)/O /0 exp< 22(1+z ) 0%) depH

= 47\/5(?(0‘21’/4) /O‘ooKl (@\/14—22/0) _z 4z

z+1zpt1
< oo,

for all p < 1, since from [1] page 378 we have

[ 7T
~ Y

Hence by the Fubini theorem and by Relation (2.3.3) we get
00 2 00
= e | gy L0 (v ) bz o
F(t,7) e Js 9(0, 7)), P2 z 2+(720 o

2 p/2
e [T (5T (24 AN
= 2 /0 0(0, 1 v +02 K, v +U2 g

O

Figure 2.3 provides a numerical comparison between the result (2.3.7) of Corollary 2.3.3
and (2.1.4) as functions of r > 0 with T —t = 10.8, ¢ = 0.6, and p = —0.48. Here the
bond price given by (2.1.4) may also become negative and does not match the terminal
condition F(0,r) = 1. In addition it is numerically less stable than (2.3.7), given that the

same numerical algorithm has been used for the discretization of integrals.



2.3. PDE solution using Bessel functions

* T T T T T T T 1
9:62 0.04 0.06 0.08 0.10

-0.5 -
F1G. 2.2 — Comparison between Relations (2.3.7) (straight line) and (2.1.4) (dotted line).

When r = 0 we check that, as shown by (2.1.9) and as observed on Figure 2.3, F(7,0)
given by (2.3.7) satisfies

F(7,0)

2
\/— 22 o?p’t
= . (027 S )/0 sinh (u sm( )
2 2.2 .
= Lexp ((ZTL—M) ( )e 2”/‘TT51r1h (pu)du
2

e—Zu/UT i —vcoshuK ( )dvdu

osin(pm)y/mtT 2T 8
_ oynt V8 212 o?p’t proit 2
/8 osin(pn)y/rT P (ﬁ 8 ) P ( 8 ﬁ) sin(p7r)

= 1,

aslongaspe (—1,1).

Next, using (2.1.7) and the same argument as in Corollary 2.3.2 we derive an analytical

formula for the price

T
E [exp (—/ rsds) h(P(S—T,rT))‘ft}, 0<t<T<S,
t

of a bond option with payoff function /(x), using the probability density function (2.1.7).

Proposition 2.3.4  The price of a bond option with payoff function h(x) is given for all p € R by

E [exp (— /tT Vsd5> h(F(S — T,VT))’}_t]

37



Chapitre 2. Le modele de Dothan revisité

38

8\F P2/ ()=t T/ / N z*P*lh(F(s — T, re P22
o>V 0

" 2g2/(o27) Sinh(E) sin (4m¢ /o) (W : ~ )
X_/O e NI \/Z+e )(z +e¢) ) dEdz.

Proof. We have

E [exp (— /tTrsds) WE(S—T, rT))}ft]

- E {exP <—Vt /'Teg(Bth)pZUZ(st)Mds) h(E(S — T, rie"" 2(T—t)/2+0(Br— B, ‘Ft}
Jt

[ 2(14e%) 40°Y/2 52 dud
= Ze—ngz’r/S/ / e—rru—pay/zh(F<S _T, rte_png/zegy)) 200 62 ) o°T auay
2 —e /0 oc2u 4 u

= P8 /oo z7p1 /oo e "Mh(F(S—T, rte*pazr/zzz)) 1;2 6 < 422 E) dud
0 0 ccu 4

— PPt/ /Oo -1 /oo 6—47‘}/(72‘0],1(1:(5 —T rte—pUZT/ZZZ))e—v(1+22)/29 (ZJ _) dvdz
0 0 4 v
- 8\/— F PSS [ Uy (B(S — T, e PT222))
o2 0 ’

. . . 2
« / e—zéz/(azT) sinh(¢) sin (478 /0°T)) Xy <\/8rt \/1 4 2zcosh ¢ +z2> dédz,
0 \/1+2zcosh& + 22 v

after the changes of variable z = ¢’Y /2 and v = 4/ (0’21/[). O

The expression of the heat kernel given in the next proposition has been used in Proposi-

tion 2.3.1.

Proposition 2.3.5  The kernel q;(x, y) of the semi-group (e~'1);cg, is given by

) 2x 2 X+
qt(x,y):/O exp (_%_e ;;y)e(egy,t) d—g, t>0, x,yeR. (2.3.8)

Proof. From Lemma 2.5.1 in the Appendix and the relation for the product I, (x)K}(y)

of modified Bessel functions of [25] page 53, the Green function G(x,y; p) of H + p?/2

satisfies

G(x,y;p) = 2Ip(x)Ky(y)
_ [T =y aeg (XY 46
= e, (T

= /Oooexp(—i—x )Ip( )

= /Oooexp( x )/Ooo Zt/ze(xg,t)dtdg
¢
2

_ [T szﬂ/ <— —x+-‘/)9<ﬂt>@dt 0<x<
/Oe I exp 2 (;“ g ’ XY,

where we used the relation

+y
4y
2¢

Ip(r) = / e_pZt/Zg(r,t)dt, r>0, peRy, (2.3.9)
0

cf. page 342 of [45].



2.4. PDE solution using the Gamma function

We conclude by Laplace transform inversion via the relation

G(x,y;p) = /0 57p2t/2Qt(X,y)dt, x,yER, (2.3.10)

2\ —1
(H n P_> B /oo e P2 tH gy,
2 0

The next proposition has been used in the proof of Corollary 2.3.2.

which follows from

Proposition 2.3.6  The kernel q;(x, y) of the semi-group (e~'1),cg is given by

q:(x,y)

00 —C ey +C 4 oY
I (et @ +e))sinh(§)sin<n—§>d§
73t 0 t ’

V(=8 +ev) (ev+E + o)

t>0x,yeR

Proof. From Proposition 2.3.5 and the definition (2.1.6) of 6(v, t), the integrand defining
q+(x,y) in (2.3.8) as a double integral belongs to L!(R? ) since it is bounded by

1 ¥ty 22 & e e
il (me—u?)/(2t) g _y_c e
(u,8) 2 27_[3te sinh(u) exp ( 5 2 )

Next, from the Fubini theorem we have

o0 2x 2y x+y d
o = [ om(3-242)0(5) 8

o0 eXty e2x+e2y o ; do
- /0 b (_ 20 2ot ) (@0

€7T2/(2t) 0 »
= o= Jy ¢ ¢/ sin(nig/t)sinh()
I
o0 ety e 4 2e¥ TV cosh & + e
/0 exp (— 55 Y oty ) dvdg,

Fix ¢ > 0, then from (2.3.3) and the change of variable 2v = ¢*/u, we obtain

oo ( ety e 4 2e"Y cosh & + eZy)
/ exp | — dv

20 207+

eXty oo e2¥ +2e*tY cosh & + e®\ du

= exp | —u — —
2 4u u
2x X+y 2y
26X+yK1 (\/6 +2¢¥tY cosh§ + e )
\/e2* + 2¢¥tY cosh & + e
hence the proposition. O

2.4 PDE SOLUTION USING THE GAMMA FUNCTION

In this section we derive another integral representation for the solution of the bond

pricing PDE for p € (—co,0), which is closer to Dothan’s original formula (2.1.4). Clearly
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for p < 0 this result does not coincide with Dothan’s (2.1.4) due to the absence of the

p/2
%KP(Z\/J_C) in formula (2.4.2) below.

Bessel function term

Using the integral representation (2.4.5) of the kernel g¢(x,y) proved in Proposition 2.4.5

below we directly obtain the following proposition.

Proposition 2.4.1  The zero-coupon bond price P(t, T) = F(T —t, ;) is given for all p € R by

Flrr) = (2.4.1)
2P+1@p_22 o« 00 . )
%e par/s/o e py/o wsinh(rtu)e "0 T/8K,, (V81 /o) Kiu (¥ ) dudy,
r>0,7>0.

From a computational point of view the above formula actually involves a triple integral
of a Bessel function, which can be simplified to a double integral of a Gamma function
under some additional conditions on p. Note the absence of the additional Bessel function

term in (2.4.2) below compared to (2.1.4).

Corollary 2.4.2  The zero-coupon bond price P(t,T) = F(T — t, 1) is given for all p < 0 by

F(t,r) = (2.4.2)
xP/2 _ , 00 00 2 Tu u\ |2
o Ps/4 : : —us/4 ’ _pP_ U ‘ '
e /0 sm(2\/§smha)/0 ue cosh( 5 ) T( 5 —l—zz) sin(ua)duda,

r>0,7>0,withx =2r/c%and s = 0?1/2.

Proof. First, from (2.4.1), after the change of variable z = €Y, we notice that

dz

p/221+3p/2
= g

F(t,7) oy

e PioiT/8 / / e uT/8 sinh(7tu) K, (z) Ky, (@/0) du
Jo Jo
and we note from that Lemma 2.5.2 in the Appendix Section 2.5 we have

/ % }ue_gz"zf/S sinh(7tu) Ky, (2) Ky (@/U) }dudz
0 z 0

< C/ ue~ 7 /8 sinh(7ru)du x sup z7P™
0 weR 4 0

Kiw(z) ’dz
< o,

where C > 0 is a constant. From this bound we can apply the Fubini theorem, hence from

Proposition 2.4.1 and Relation (2.5.1) below we get

2P+ (\/2r)P © °°

WDV _pn e [© —i2otss [ dx_

= #e P ‘TT/S/O u sinh (7tu) Ky, (V81 /o) 40 7/8 /0 Kz‘u(x)xp+1d”
P 00 2
_ %eﬁﬂws/ usinh () K, (vVBr/@)e 8|0 (=L i) au,
Jo

p/2 00 2

= —Zﬂz e’s”2/4/0 u675”2/4sir1h(7w)l<iu(2\/§) ‘1" (—g—l—i%)‘ du (2.4.3)



2.4. PDE solution using the Gamma function

xP/2 o, 2 (aTANN uy |2
— . ,-sp/4 —su~/4 fded . . . ‘ _E U ‘
e ./0 ue cosh( 5 )/0 sin(2y/x sinh a) sin(ua)da F( 5 +12) du,

which yields (2.4.2) for all p < 0, where x = v/2r /¢ and we used the integral representa-
tion of Lemma 2.5.3 in the Appendix. g

In the next proposition we obtain another probabilistic representation of the bond price
which can be useful for Monte Carlo estimation, using the hyperbolic cosine distribution
with characteristic function u +— (coshu)?, cf. [26], page 476, for p = —1, and [53] for

p<0.

Proposition 2.4.3  For all p < 0 we have

23p/2rp/2
— €

F(t,r) = T(—p) ~2Tp /8 [Zpe—UZTZ;%/S sinh(an)Kz‘Zp(@/U)} ,

toP

r >0, T > 0, where Z, is an hyperbolic cosine random variable with parameter —p.

Proof. We use Relation (2.4.3) above and Relation (2.5.2) in the Appendix, which shows
that the density of Z,, is given by

2-p—2 b 1 e
P\ _ 1 y ,
(=) ’r( 2 12)‘ 27 /_Oo e "(coshy)Pdy, uekR

O

In Proposition 2.4.4 below we check in addition that the condition F(0,7) = 1 is satisfied
by (2.4.1) for all p € (—1,0), which confirms that Dothan’s formula (2.1.4) does not satisfy
the correct boundary condition for any r > 0, although it satisfies F(7,0) =1 for all p > 0
and T > 0. More precisely, the formula (2.1.4) of Dothan satisfies

op/24+1,p/2 (@
Ky

F(O,r) =1+ T (p) =

) £1, p <O. (2.4-4)

Proposition 2.4.4 For all p € (—1,0), the function F(T — t,r) given by (2.4.2) satisfies the initial
condition F(0,r) =1 for all r > 0.

Proof. From (2.4.2) taken at T = 0 we have, using Relation (2.5.2) in the appendix,

F(0,r) = %22 Ooo sin(2y/xsinh a) /Oooucosh (%) ‘F (—g —i—i%) ’2sin(ua)duda

p+1 ) ) +o0 .
= xr’/227r(—p)/0 sin(2\/3_csinha)/0 u sin(ua) cosh (%)/ (coshy)Pe™dyduda

—00

p 0 o) —+o0 .
_ xwﬁf(—P)/o Sin(zﬁsinha)/ usin(ua) cosh (%)/ (coshy)Pe"™Vdyduda,

—00 —00

for all » > 0. From the Fourier transform

/‘ usin(ua) cosh(mu/2)e dudy
7
= 5 Oarin/2(@y) + 0L izj2(AY) = Gainesa(dy) = Oz o(dy))
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in distribution sense, where J; (dy) is the derivative of the Dirac distribution at b € C, we

get

/ / usin(ua) cosh (7ru /2) e¥" (cosh y)? dydu

= 7| (cosh(y—in/2))" &' o(dy) + T [ (cosh(y+im/2))P ¢ 4(dy)
_§ "~ (cosh(y — i /2))" & (dy) —% " (cosh(y +im/2)) 3}(dy)

— —mpsinh(a + in/2) (cosh(a + i /2))’ ! — psinh(a — ir/2) (cosh(a — irt/2))P !
= —pmcosha (sinha)P ™1 (¢P7/2 4 ¢7iP7/2)

= —2pmcosha (sinha)? ! cos(pr/2),

and as a consequence we have

p+1 0
F(0,r) = —27;91"(—;9) cos(prc/2)x7’/2/ (sinh(a))? " sin(2y/x sinha) cosh a da.
0

The change of variable u = 2+/x sinh a leads to

2 o /oy \PT du
F(r,0) — —Epf(—p)cos(pn/Z)xp/z/() (ﬁ) sin(u) 7
= —%pl’(—p) cos(pm/2) /Ooo uP~Lsin(u)du

_ I'((14+p)/2)
= —ﬁpl"(—p) cos(pn/Z)W,

where the latter integral converges only for p € (—1,1), which is the case here since

—1 < p <0. Finally from Legendre’s duplication formulae

NG

il =r(5)r (PTH> r(5)r(1-%)= sin(;[p/z)' Pr(pIT(=p) = sin_(;)’

cf. [25] pages 3-5, we find

_ 2pI(=p)I(p) cos(rtp/2) _ 2cos(mtp/2) sin(mtp/2)
[(p/2)T(1—p/2) sin(7tp)

F(0,7) = =1

In addition for p < 0 we have the equivalence
F(r,t) ~ e T/8, r > 0.
7—0
In the next proposition we compute the expression of the heat kernel used in the proof of

Proposition 2.4.1.

Proposition 2.4.5 For t > 0 and x,y € R, the kernel g;(x,y) is given by

q(x,y) = /°° ue™"*t/2 sinh(71) Ky (¢¥) Ky (%) du. (2.4.5)

2 Jo

Proof. From Lemma 2.5.1 and the relation

. 2 [® u .
Iy (MK () = ?/0 mSmh(”“)Km(@’y)Kiu(ex)d”r
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2.5. Appendix

p €R, (x,y) € R%, cf. [30] page 228, we have
4 [ u .
G(x,y;p) = ?/0 2y sinh(7tu) Kiy (¢¥) Kiy, (€* ) dut. (2.4.6)

By inversion of the Laplace transform

G(x,y;p)Z/O e P2, (x,y)dt,  x,y R,

of Relation (2.3.10) and using the Fubini theorem, we get

1 +ico
q(x,y) = : / e*'G(x,y; V2z)dz

_E —ico
e8] .
= %/700 e“G(x,y; V2iz)dz
2 [

. [ee] u .
T P em/o mSmh(”“)Kz‘u(ey)Kiu(e")dudz

"0 00 ezzt

_ 2 u sinh(7tu) Ky, (e¥) Ky, (€¥) /

— ———dzdu,
3 Jo J oo U2 + 2iz

and the last integral can be computed as the Fourier transform
© eizt )
/ —  dz= e /2 u>0.
—co U2+ 2iz

O

Remark The latter Proposition shows a deep connection between the distribution of an
exponential functional with drift and the Kantorovich-Lebedev transform (see [41] or 9.6-3
p-516 in [54]). It is indeed defined on R for a given function f by

F() =/

| K x)ax

with the Kantorovich-Lebedev inversion formula

2 o

2% Jo usinh(7ru) Ky, (x)F(u)du, x € Ry.

flx) =

APPENDIX

In this appendix we state and prove some useful identities for special functions that are

not easy to find in the literature and have been used in the previous sections.

Lemma 2.5.1  The Green kernel associated to the operator (H + p?/2) ! is given for all p € R by

G(x,y;p) = 21 (e") K (e¥), x,y €R.
Proof. For simplicity it suffices to consider the case p > 0. Let
Glx,y;p) = 20" PIp(x)Kp(y),  0<x<y,
denote the Green function associated to

19> 2p+10

1
T 20x2 2x ox 2’

Gp
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cf. [10], page 115, where I, is the modified Bessel function of the first kind and order p.

Next we note that for all smooth functions f and g on R we have

(@) (e) = —e 02 (1 + B (o),

and oo -1
((H + %) g) (logx) = x"G, ! (z7"?g(log2)),
hence
o 2\ !
[T eupg@ar = (148 sw)
= "G, (y " %g(logy))
= el /Ooo G(x,e¥; p)x P2 (log x)dx
— el /o:o e~ (PHOXG (%, e¥; p)g(x)dx, v €R,
and

G(x,y;p) = ePXe=(PHIYG (0¥, e¥;p) = 21,(e)Kp(e).

O
Lemma 2.5.2 Forall w € Rand p < 0 we have
e dt
sup [ [Kiu(t)] oy < 00
weR 4 v t1+p
and the integral representations
_romypo [T,
‘1’( 5 12)‘ =277 J, t Ky (t)dt, w €R, (2.5.1)
and
2 +oo .
‘1" ( L zg)‘ = 2p+1F(—p)/ e (coshy)Pdy, uneR (2.5.2)

Proof. Lemma 2.5.2 recalls integral representations for the square modulus of the Gamma
function (see [1] p.668 or Relation (6.561.16) p 676 of [29]). We first check the integrability
condition. Note that for all « > 0, there exists a constant ¢, > 0 such that cosh x > c,x*
forall x > 0. Leta >1and 0 < 8 <1, then from (2.1.5) and for all p,w € R, we have

i dt Bl e —tcoshx dt
A KiZU<t) ’ t1+p S / / e dx—t1+p

—tcax —tc ;vcf'3
/ / dx t1+P +/ / ’ 1+P

T(1/a) (1 dt I (1/B) dt
o (Ca)l/l)é /0 t1+p+1/l¥ IB (Cﬁ)l/ﬁ t1+p+1//5

1 dt 00 dt

IN
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Since «, B > 0 can be chosen arbitrarily, it follows that for all p < 0, the integrand t —
t~17PK;(t) is in L'(R4), uniformly in w € R. Then from the integral representation of

Bessel functions given in [63] page 183, we have

0o At . 0 . 0 t2 .
/ KiW(t)tl—er = 2_”"_1/ t_l_p‘“w/ exp (—x - E) x T dxdt
0 0 0

. o0 . ~00 . 2
2—110—1/ x—zw—le—x/ t_l_p-'_lwe_ﬂdtdx
0 0

(<] . . 0 .
— 2727;)/ xfzwflefxxflfp/2+zw/2/ uflfp/2+zw/2efududx
0 0

_ o2y (_g +i%) /:’ o lepl2-iw/2,x g
- wr(fed)r(48)
Finally, from (2.1.5) we note that
N I et
— op#l /0°° —p-1 /j: e~ teoshy iy gy

+oo
2p+11"(—p)/ e (coshy)Pdy, neR.

O
Lemma 2.5.3 We have the integral representation
K ! o h d R R
‘ S B i inh t) sin(ut)dt, , ) 5.
in(z) Sinh (7/2) /0 sin(z sinh t) sin(pt) zeRy, pe (2.5.3)

Proof. For all v € C with R(v) € (—1,1) and for z € R}, we have

1 —vin /2 oo —izsinht—vt
Ky(z) = 5¢ e dt,

1 .. ’ +oo . inh
KV(Z):Eevm/ / plzsin t—vtdt,

cf. page 182 of [63]. In the particular case v = iy, with y > 0 we have
1 oo ‘
K _ ;u‘r/2/ 7zzsmht71ytdt
114<Z) 26 i e
and
K _ 1 —um/2 T i sinht+ipt g,
in(z) = 5¢ i e ,

which leads to

(26””/2 — 26‘“”/2) Kl-y(z) = /

—00

Foo .. . .
e—lzsmht (ezyt _ e—lyt) dt,

and

. _ i teo —izsinht _;
Kiy(z) = 2sinh (1/2) /700 e sin(put)dt.

Finally, (2.5.3) is obtained by separation of the real and imaginary parts in the latter inte-
gral. g
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Remark

The result of Corollary 2.4.2 can be extended to all p € R using spectral expansions for

the Fokker-Planck equation, cf. [52] and the references therein.
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3.1

3.1. Introduction

Abstract

The solution of the Fokker-Planck equation for exponential Brownian functionals usually
involves spectral expansions that are difficult to compute explicitly. In this paper we pro-
pose a direct solution based on heat kernels and a new integral representation for the
square modulus of the Gamma function. A financial application to bond pricing in the

Dothan model is also presented.

INTRODUCTION

Brownian exponential functionals of the form
t
At _ / EVWS*UZS/2+/\SdS £>0
O - 7

where (Ws)ser, is a standard Brownian motion, play an important role in the statistical
physics of disordered systems where 4; is the partition function and log .A; represents
the free energy of the system. It is also used in financial mathematics for the pricing of

Asian options and of bonds, cf. e.g. [7], [14], [24], [50], and references therein.

The Laplace transform

t
F(t,x)=E {exp (—x/ e‘TWS‘ﬂs/z*Asds)} , x € Ry,
0

of A; is known to solve the PDE

oF 1, ,0°F oF
g(t,x) = 50X 5 (t,x)+ Ax pp (t,x) — xF(t,x) (.10
F(0,x) =1, x € Ry,
and the probability density ¥ (t,y) of A;, defined by
F(t,x) = / e VY (t,y)dy, x,t € Ry,
satisfies the Fokker-Planck equation
oY 1,0/, 0 oY
a9 = 5075 (P ) = A5 6 () = 5o (6y) -

¥ (0,y) = do(y)-
The solution of (3.1.2) has been given in [59] using spectral expansions, and this solution
is commonly used in the mathematical physics literature, cf. e.g. [17], [18], [19] and

references therein, as well as in finance [44].

However, the full derivation of the normalization constants in the continuous spectrum

was not presented in [59], cf. page 1641 therein, due to severe analytical difficulties in
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the computation of the normalization constants in the spectral expansion via the use of
Meijer functions. Recently a computation of the spectral expansion has been given in [44]
using a limiting procedure, nevertheless this method relies on a complex and delicate

limiting argument.

In this paper we propose a direct solution to (3.1.1) and (3.1.2) via a simple argument
based on heat kernels and a new integral representation (3.1.9) for the square modulus
of the Gamma function. This approach relies on asymptotic expansions, cf. Lemma 3.3.1,

and on combinatorial identities for modified Bessel functions such as

. p—2k
k;]ml*(p*%)(y) =0, yeR, peN,

cf. Relation (3.3.9) below, which might be of independent interest.

Under the change of variable

P
Fy(t,x) := (@) Up <0—2t @> , x,t>0, (3.1.3)

8 o

and p = 1 —2A/0?, we can rewrite (3.1.1) as the modified Bessel heat equation

ou
Sl = (H=p?) Upsy),  sy>0,
(3.1.4)
Up(0,y) =y7,
where H is the operator
H = 7-8_2 + i — 1?
which is known to admit the modifed Bessel function
Ky(t) = / e~teOh X cosh(wx)dx, teR, (3.1.5)
0

of the second kind with parameter w € C as eigenvector with corresponding eigenvalue

w? (see e.g. [63] or [6]).

Using the integral representation (3.4.2) of the kernel g¢(x,y) of (¢/f);cg, proved in Pro-

position 3.4.2 below, the solution
25 [%
Up(s,y) =eF s/_oo Up(0,x)qs(x, y)dx (3.1.6)

of (3.1.4) is given by

~00

2
Up(s,y) = ?./0

Rl —(2412)s dx
Up(0,2) [ wsinh(u)e™ K () K (W)an,  G17)
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z € R, s > 0. As noted in Relation (3.6) page 640 of [17] and in Corollary 3.2 of [50], when

Up(0,y) =y~ P and p < 0, the Fubini theorem can be used to derive the expression

27r1

/(;oo e~ (P25 sinh () ‘1‘ (—g + iz) ‘2Kiu(y)d1/l/

up(s, y) = 2

T2

based on the integral representation

ﬁ(—g+4§ﬂ2:4éw<§>pkﬁww% SER, (3.1.8)

which is only true for p < 0 due to integrability restrictions, cf. Lemma 3.4.1 in the
Appendix. In case p > 0, the Fubini theorem does not apply and one generally relies on
the spectral expansion of the density ¥ (s, y), cf. [17], page 640. Here the problem amounts
to decompose the initial condition y~7 into an integral series of Bessel eigenfunctions K,
of H. However, although

is formally self-adjoint with respect to dy/y, the computation of this expansion involves

several divergent terms, cf. Relation (3.2.3) below.

In this paper we give a simple solution to (3.1.1) by noting that the Fubini theorem can

still be applied when p > 0, provided we use the extension

(B = () (10§ T E )
(3.1.9)

of 3.1.8) to all p+is € C, p ¢ Z, proved in Corollary 3.3.4 below, where
x! =T(x+1) € (0,00], x € R, denotes the generalized factorial. In particular this al-
lows us to recover the complete spectral expansion of the Hamiltonian H in a simple way,

as shown in Proposition 3.2.1 below.

The remaining of this paper is organised as follows. In Section 3.2 we present the main
result and its proof, with a financial application to bond pricing in the Dothan model,
extending to p > 0 the expansions given in [50]. In Section 3.3 we prove the integral
representation (3.1.9) and the associated integrability property using combinatorial argu-
ments and analytic continuation. The results of Section 3.3 may be already known, but,
since we were not able to find them in the literature, we provide their complete proofs. In
the Appendix Section 3.4 we derive some identities for special functions that are used in

the paper and might also be difficult to find in the literature.
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3.2 MAIN RESULT AND ITS CONSEQUENCES

In the next proposition we provide a simple derivation of the spectral expansion of H

using Relation (3.1.9) which is proved in the next sections.

Proposition 3.2.1  The solution Up(s,y) of (3.1.4) is given for all p € R by

2P oo un 2
Up(s,y) = ﬁ/ ue_(p2+”2)ssinh(7ru) ‘T (—g—l—z%)’ Kiy, (y)du (3.2.1)

_ 2k _
+2 2 kf’ Ak (K p>st72k(y), JER, sER,.
Proof. From the integrability property established in Lemma 3.3.2 below we may apply

the Fubini theorem, hence from (3.1.6), (3.1.7) and the integral representation (3.1.9) of
Corollary 3.3.4 we get, for p € R\ Z and s € Ry,

Up(s,y) = eV /Ooox*” qs(x, y)dx
00 1-p _
e_pZS/ x—pqs(x’y) <1 . Z 2 (P Zm)
0

0<m=p/2 m!(p —m)!
2'"P(p —2m)
0<m=p/2 m!(p —m)!

2 (> -
= F/o usinh(7tu)Kj, (y)e (p*+u)s

g ./O.oo xipKiu(x) (1 _ Z pr_zm(x)> d_xd

0<m=p/2 m!(p —m)!
2
+e P )

2P (p —2m)
0<m=p/2 m!(p —m)!

KP_Zm(x)> dx

te P

/0°° qs(x, y)Kp—Zm(x)dx

" eSHKpf2m (v)

27F e 2,2 u\ |2
= = i s [p (ZF 4Bk
o /0 usinh(7u)e ( 5 + 12)’ Ki, (y)du
o2 s 2P (p — 2m)
+ el(p=2my—p?))s2__P — ) g 2 . (3.2.2)
Ogn;pﬂ m!(p—m)! 4 m(]/)
The formula extends to p € Z by continuity and dominated convergence. O
Taking s = 0 in (3.2.1) yields the spectral expansion
_ 27P oo p U\ |? _ 2(p—2k)*
| — _C — . ¥ A
v = 5 [ usinn(on) 1 (<2 +i2) | K (n)du+27 2 s )
(3-2.3)

y > 0, of the initial condition y~* in terms of the modified Bessel eigenfunctions of H.
The knowledge of this expansion is sufficient to recover Proposition 3.2.1, however (3.2.3)
can not be obtained by a simple orthogonality argument because the functions K;,, and

K, ok are not in L2(Ry,dy/y), cf. e.g. Relation (6.576.4) page 684 of [29].
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From the change of variable (3.1.3) we recover the expression of the Laplace transform

Fy(t, x) in the next corollary.

Corollary 3.2.2  For all p € R we have
p/2  poo 2 Vi
Fy(t,x) = (2x) / e~ (PP WSsmh (rtu ‘F (—— +i= )‘ Ki, (ﬁ> du
0

2m2gP

u

2

+(2X)P/2 © 2(p—2k) zk(k pt/zK o \/_
o = k!(p—k)!

(3-2.4)
x>0,t>0.

By inversion of the Laplace transform, in the next proposition we obtain the probabi-
lity density of A; solution of the Fokker-Planck equation (3.1.2). This provides another
expression for the density of the exponential functional A, to be compared with [64],

Proposition 2, and [45], as noted in [17], [18], [19].

Proposition 3.2.3 Forall t,z > 0 we have

671/(‘722) 2 (P=1)/2c0 o2 (p2 42 2
L : ~2(pP+s)/8 | p (P 4 c
¥y(t z) - (UZZ) ./0 ssinh(7ts)e ‘F ( 2 ) \/\45131’,27S (022) ds

+e—2/(022) Z (_1)m (%)p " p—2m 7 2m(p— m)t/ZLP 2m (%)
0<m<p/2 * ez (p—m)! 02z

(3-2.5)

where W, 1 1) /2,5 /2 and Lf,fm are respectively the Whittaker function and generalized Laguerre

polynomials.

Proof. From Relation (9.237.3), page 1028, Relation (13.6.27), page 510, and Rela-
tion (7.629.2) page 828 of [29] we get

- ® i 2 —2m 2
(=1)"(e*/2) /0 z exp< Xz 0'2z> Ly, <0’2Z>dz
= (_1)m/Oooyp—m—le—y—2x/(azy)Lgi—Zm(y)dy
1 [ 3
- %/ Y e VP EIW, o g (y)dy

(P 1)/2 2 (r=1)/ p+1 2x
_ /(o
= - ((72) / y ey y)V\(p+1)/2,p/2—m (Fy) dy

(2x)P/2 8x
= 2WKP—2W1 ﬁ , 0 <m< p/2

Next from Fubini’s theorem and Relation (7.629.2), page 828 of [29], we have

Je'o) 2
e X%y 7(p+l)/2 —1/(c < \dz
/0 Wp—&-l /12is/2 \ 2,
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33

~00

— (122 /
JO

/ 8 /2 /8x
= ;xp Kis ( ﬁ) .

We conclude the proof by Corollary 3.2.2 and uniqueness of the Laplace transform. [

o 2,y Zb=1 2x
e Y/ (Y= Wp1)/2is/2 (0_2y) dy

The knowledge of the density ¥,(t,z) allows in principle one to compute the prices of

Asian options of the form

Elp(Ar)] = /OOO<P(Z)‘YP(t,z)dz,

where ¢ is a sufficiently integrable payoff function.

We close this section with an application to bond pricing in the Dothan model in which

the short term interest rate process (t);cr, is given by

dry = (1-— p)%azrtdt + oridBy,

where po/2 identifies to the market price of risk, which is usually non-negative. Using

Lemma 3.4.3 below, the zero-coupon bond price

T
P(t,T)=F,(T—t,r)=E [exp <—/ rsds> ‘rt}
t
in the Dothan model [22] is given, from Corollary 3.2.2 and Relation (3.1.3), by

Fy(t,7) =

(Zr)F’/2 /‘°° i \/g i /oo *02(p2+u2)~r/8 TTU p uN |2 .
27207 Jy sin | — sinha A ue cosh( > ) ’F( 2—1—12)‘ sin(ua)duda

4 (21’)?/2 2 2<p — 2711) azm(mfp)T/2Kp_2m (@) ,

e
oP 0<m=p/2 m!(p —m)!

(3.2.6)

forall p € R, r > 0, and T > 0. The above formula extends Corollary 3.2 of [50] to p > 0,
and it corrects the zero coupon bond price given in [22], page 64, cf. also [12] page 63,

which is only valid for p € (0,2], cf. [50].

INTEGRAL REPRESENTATIONS AND BESSEL FUNCTIONS

In this section we prove the extension (3.1.9) of Relation (3.1.8) to p > 0 using asymptotic

expansions, combinatorial and integrability arguments, as well as analytic continuation.

Consider the modified Bessel function of the first kind, defined for all p € C as

ad 1 x\ P2
Ip(x) = E)W (E) , x €R, (3-3-1)



3.3. Integral representations and Bessel functions

cf. Relation (9.6.10), page 375 of [1], where x! = T'(x +1) € (0,00], x € R, denotes the
generalized factorial and z — 1/T(z) extends by continuity to all z € C. Recall that I (x)

is analytic in both x € C and p € C, and from (3.3.1) we have in particular the equivalence

Ip(x) = ﬁ (;)p +o(xf),  x—0, (33-2)

for p > 0.

Lemma 3.3.1  Letn € Nand p € R such that p < 2n + 2. We have

Zky

foralle € (0,2n+2 — p).

p2k

i P
=i (-2 W) = sn(pr) <g> o), y—0 (3:33)

T Yy

Proof. From (3.3.1) we have, for all p € Rand n € N,
p— 2k g2k & 1 Y\ 2+
(z) Zk' ~(p-20)( ,;)kv( Zz' (I—(p—2k))! (2)

_ [eS) y 2m MAn p_zk
o E()(Z) ];)k!(m—k)!(p—k)!(k—l—m—p)!

sin(rrp) y~ (=D ¢ m T(p—k—m) sy\2m
S Lo (R e- e 6)

o y 2m I p—2k
+m§+1(2) lgk!(m—k)!(p—k)!(k+m—p)!’

where we used Euler’s reflection formula

1 mSin( 7T

cf. e.g. Relation (6.1.17), page 256 of [1], extended by continuity to all p € R. Next, using
the Pfaff-Sallschiitz (or Vandermonde) binomial identity
L /n
@+ 0= ¥ (1) @0
k=0 k

for the Pochhammer symbol (x), defined for x > 0 by

T(x+n) I'(x+1)

=" =Dy

cf. Theorem 2.2.6 and Remark 2.2.1 of [3], or § 2.7 of [60], we find that for all m > 1 and

pER\Z,
i m I'(p—k—m)
k;](—l)k(k)(l?—zk)m (3-35)
B UL k(M I'(p—k—m) mfl_ w(m—N\T(p—k—m—1)
= L (e 2 s (")

55



Chapitre 3. Fonctionnelles exponentielles du mouvement brownien

T "/

N p+1 kg)(k) k(P —2m)
m m—l

+2m P 2 k;) ( 1)(1_p)k(p_2m)m1k
- M o) o1 —
o T'(p) ((=2m)m +2m(1 —2m),_1)
_ I'(p—2m) " .
I (oo )

= 0

As a consequence, for all p € R\ Z we have the identities

p—2k
=0, >1,
I;)k!(m—k)!(p—k)!(k—i-m—p)! "
which extends to all p € R by continuity, and
2k _ sin(pr
2m [ m> p—2k
+ Y ’
L@ L (e
which is also valid for all p € R, and proves (3.3.3) when p < 2n + 2. g
Lemma 3.3.1, Relation (3.3.2) and the identity
T
Ky(x) = W<Lp(x) -I(x),  pxeR (3-3.7)
also yield the expansion
p—2k 1 /2\7 .
gk =3 (3) +ow),  yo0 639)
0<iz 2 Ki(p = F)! (p—2k) 2 \y

foralle € (0,(p—2n)AN(2n+2—p))and p € (2n,2n+2),n € N.

When p € Z, Relation (3.3.6) yields

Zky

Next from Lemma 3.3.1 we prove an integrability result which is essential for the ap-

2k
P , —(p-2w) =0, yeER (3-3.9)

plication of the Fubini theorem in the proof of Proposition 3.2.1 and for the proof of

Lemma 3.3.3 below.

Lemma 3.3.2 Foralln € Nand p < 2n + 2 we have

~00

sup [Kis(y)|
seR /0

sin(pm) P2k dy
s (2) Z k!(p —k)! I (p-20() yltr <




3.3. Integral representations and Bessel functions

Proof. For all & > 0 there exists a constant ¢, > 0 such that coshx > c,x* for all x > 0.

Hence by Relation (2.1.5) and Lemma 3.3.1 we have, for alls € Rand a > 1/¢,

Jy st 2 - (3)' X

p— 2k dy

p 2]() (3/) ‘ y1+p

< C/ / e—ycoshxdxl_}{E
< / / eV gy cllyg
r(1/a) 1 dy
= 1/0(/ e SER
a(cq) 0y

Finally, the bound |K;s(y)| < Ko(y), y,s € R4, that follows from (3.4.1) below, and the
equivalences Kjs(y) ~ e7¥\/7/(2y) and I_(,_;)(y) ~ ¢¥//2my as y — oo, show that

y— ﬁKis(y) (% (2) Z k'p = v —(r= 2k)(y)>

is integrable on [1,00), uniformly in s € R. O

By (3.3.8) and the same argument as in the proof of Lemma 3.3.2, or by Relation (3.3.1)
and the equivalence (3.3.2), for all n € N and p +is € C such that p < 2n+ 2 we also have

sup | |Kis(y)
seR 70

2k d
(2) Z k(p 2 (pzk)(y)‘ yl—i]{p < . (3-3.10)

In particular, the bound (3.3.10) shows that

[

smh 7ru) (]/)Kiu(x)‘

2 0§m<p/2m'(P m)
< Cp'y./o ue‘”zssinh(nu)du

< oo,
where Cpy > 0 is a constant, as used in connection with the Fubini theorem in the proof

of Proposition 3.2.1 above.

In the next lemma, using analytic continuation, we prove an integral representation for-

mula which will be applied to the proof of Corollary 3.3.4.

Lemma3.3.3 Foralln € Nand p+is € C\ (2N) with p < 2n + 2, we have

© i 2k d
/0 Kis(y) (% (2) Z klp —(p— 2k)(y)> yl’—zl (3-3.11)

in(p 2-p
szp(f;n)’ ( )‘ _Zk' p22k <Zs2il({;)o k)

I EN 2p=2m) M()du%
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Proof. First, we check that both sides coincide on {p +is : p < 0, s € R}. This follows

from the integral representation (3.1.8) for p < 0, and from the relation
[ dy 2—2
Kis(y)I =
A zs(y) —(p—2k) (3/) y (p — Zk)z ¥s2
which is valid for all s € R and p < 2k < 2n, cf. Lemma 3.4.1 in the Appendix. Next, in
order to extend the identity to all p +is € C\ (2N) with p < 2n+ 2, we check that both
sides of (3.3.11) are analytic functions on this domain of C. This is clear for the right-hand

side, which is analytic in p +is € C \ (2N). Concerning the left-hand side, the function

1 in(p 2k
Yy WKis(]/) (% (2) Z k'Pp k | —(p—2k)(]/)>

is integrable on R for all p < 2n+2 and s € R by Lemma 3.3.2, and by dominated

convergence the left-hand side of (3.3.11) is an analytic function on
{p+is : p<2n+2,s€R, p¢2N}.

Indeed, the integrand is analytic in p 4 is € C for all fixed y, and its derivative remains
bounded locally bounded in p and s by an integrable function, as can be checked from
Relation (3.3.6) and Lemmas 3.3.1 and 3.3.2. Consequently, the integral remains differen-
tiable in p and s and the Cauchy-Riemann equations remains satisfied after integration,
showing that the integral is an holomorphic function of p + is. Finally the identity is ex-
tended by analytic continuation to all p +is € C\ (2N) with p < 2n + 2, since both sides
are analytic functions that coincide on {p +is : p < 0, s € R}, cf. e.g. Theorem 1.2 of

[40]. O

Note that (3.3.9) and (3.3.11) also imply the identity

3 p— 2k _
LG 0

forall p € Z and s # 0.

Lemma 3.3.3 shows in particular that for all p +is € C \ (2N) we have

100 in(pr — 2k d
[ (MR T ) s

0<k<p/2
sin(pm) P S\ ]P 2727P(p — 2k)
W+ ]r( 2+12)‘ O<k§/2 k((p— 262 +s2)(p— k)’

by choosing n € N such that 2n < p < 2n + 2 when p > 0, whereas the formula is known

to hold when p < 0 by Lemma 3.4.1 in the Appendix.



3.3. Integral representations and Bessel functions

Next, we prove the integral representation which is used in the proof of Proposition 3.2.1

and extends (3.1.8).

Corollary 3.3.4 Forall p+is € C with p ¢ Z we have

_ p+1
‘ (__ +l ‘ - 2/ il (1 - %)p0<§p/2 HKP%(W> (5) v
(3:3-13)

Proof. First we note that the integrability follows from the bound (3.3.10) above. Next,

from Relations (3.3.7), (3.3.12), and Lemma 3.4.1 we have, forall p+is € C, p € Z,

o0 p 2(p —2k) d
| Kew) (1—(%) I szkm)y,,—il

0<k<p/2

_ T . sin(prr) Y\P p — 2k
- sin(pr)/O Kis(y) <77r - (E) Oglgp/zw —(p—20 )

Y\P p—2k dy
QL ) 2
(2) Oglgpﬂk!(p—k)! b yp 1

B T o sin(pm) Y\P p—2k dy
= Sin(pﬂf) /0 Kzs(y) ( T - (E) 051;;:/2 k!(P _k)!I(P2k)(y)> W

)| /Ooo Kis<y)1p72k(]/)d_y

+— S
sin(pr) 0<k=p/2 k!(p —k)! y

B s . sin(prr)  (y\? p—2k dy
= S h KW)( — (3) o =B 2 )> gpi
p—2k

T p—2k

2—
B WIS e e T
2, p—2k
= 2" Z‘F( J”z)’ -2 p0<k§/2 K ((p—2k)2+2)(p—k)!
p—2k
SN W o g s T

0<k<p/2
- 2P 2‘1’( Pii2 )’2
2
O

Corollary 3.3.4 can be extended by continuity to all p +is € C with p € 2N, although this
is not necessary for the proof of Proposition 3.2.1. The extension to all p+is € C\ (2N)

should be more difficult, for example when p = 0 and s # 0, Relation (3.3.13) reads
LA L /‘°° (Y
r(=5+i5)[ =4/ Kulw) .

but the function y — Kjs(y)/y does not appear to be in L (R).
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3.4 APPENDIX

In this appendix we give the proof of some basic identities that have been used in this
paper. In particular, the second part of Lemma 3.4.1 provides a simplified version of

Relation (6.576.5) page 684 of [29] in a particular case.

Lemma 3.4.1  Forall p < 0and s € R we have the integral representations

p dy 1 00 dy
‘1‘ (——+z —4/ < > y and P :4/0 Kis(y) I-p(y) —=

Proof. From the integral representation of Bessel functions

1

is [0 .
Kfs(y)ZE(%) /0 x ol (Wgy, (3.4.1)

cf. [63] page 183, and the Fubini theorem, we have

/'OOK‘ (t) dt — p-is—1 /oo g~ 1=p+is /oo e—xftZ/(A}x)xfisfldxdt
Jo TEY P 0 0
y—is—1 /oo xois—1p—x /oo t—l—p+ise—t2/(4x)dtdx
0 0
© . . S .
— 2727;)/ xfzsflefxxfp/2+zs/2/ uflfp/2+zs/2efududx
0 0

— o-2-pr (_g+i%) /oox—l—p/z_is/Ze—xdx
0

= o2 (B S \r (P2

27 (=5 +i3) T (-5 -13)

This relation is also given in Relation (6.561.16) p.676 of [29]. By the equivalence (3.3.2)
and the above argument, y +— K;s(y)I-,(y)/y is integrable on R, for all p < 0, and we

have

/0 Kis(y)lp@)j—y =271 /0 y L p(y) /0 eV Wi gy

_ pis— 1/ 5= 1, —X/ y—1+15 —*/( ()1 p(y)dydx

_ 272/0 xfzsfl/2e*x/0 Z*1+15/2e*21,p(2\/zx)dzdx

_P s
(g
IR
92

In the above calculations we have used the relations

) (—E + ii,l - P x) = Mxp/z / e’zzflﬁs/z[*p@\/ﬁ)dz
22 r (_E + ii) Jo
2 2



3.4. Appendix

cf. (6.643-2) and (9.220-2), pages 709 and 1024 of [29], and

0 2-is/2-1 p,.s
/ 77 P/2718/27 1,2 (———i—i—,l—p,z) dz =
0

A (N AN S

cf. (7.621-7) page 822 of [29], where ®(a, b, z) is the degenerate hypergeometric function,

which are valid for all p < 0 and s € R. O

In the next proposition we compute the expression of the heat kernel used in the proof of

Relation (3.1.6).

Proposition 3.4.2  For t > 0 and x,y € R, the kernel q;(x,y) of exp(tH) is given by

2

[ee] 2 .
2 ue™ " sinh(7tu) Ky, (x)Kiy, (v)du. (3-4.2)

qt(x,y) =

Proof. We start by computing the Green kernel associated to the operator (H — p?)~1,
and for simplicity it suffices to consider the case p > 0. From [10], page 115, the Green

function associated to
- 92 2p+10
Hp=gmt 5™
is given by

G(x,y;p) ="y PL(0)Kp(y),  0<x<y.

Next, noting that for all smooth functions f on R we have

(Fpf) ) =y "2 (H=p?) 0" (),
we get
o 1
Glx,ysp) = yPx P3G (x,y;p) = _Ip(x)Kp(y)-
On the other hand, from the relation

u

w2 p2 sinh (7ru) Ky, (y) K (x)du,

I (min(x, y))Kp(max(x, y)) = % /:’

p €R, (x,y) € R%, cf. [30] page 228, we get

2 i u .
G(x,y;p) = W/o P sinh (7ru) Ky, (x) Ky, (y) du. (34-3)

By inversion of the Laplace transform

G(x,y;p) = —/0 e lg(xy)dt,  xyER,

that follows from

(H - p2) e /Ooo e PletH gt
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and using the Fubini

qt(x,y)

theorem, we get

ztG(x y; \/‘)

i +ico
- 27'[ ,/—zoo
— __/ zztG x y; )

— zzt /
x7T3

sinh (7114) Ky () Ky () dudz

u2 + iz
1 00 . 00 izt
= 57 ) u sinh(7ru) Ky, (x) Ky, (y) /_oo uz——l—idedu’
and the last integral can be computed as the Fourier transform
0 izt 2
/ B dz = 2me ¥, u>0.
—oco U=+ 12
O
The next lemma has been used in the proof of Relation (3.2.6) above.
Lemma 3.4.3 We have the integral representation
1 e
Kiu(z) = sinh (2/2) /0 sin(z sinh t) sin(put)dt zeRy, peR (3-4-4)

Proof. For all y > 0 we have

1 oo .
K; (Z) — _eyn/2/ efzzsmhtfzytdt
# 2 J—oo
and
1 +oo .. .
Kiy(z) _ Eefyrr/2/ efzzsmhtJrzytdt,
—00

cf. page 182 of [63], which leads to

+oo . . .
(zeyn/Z _ 2e—yn/2) Kiy(z) _ / p—izsinht (ezyt _ e—lyt) dt,

—00

and
i

too
. —izsinht _:
Kiy(z) = Ssinh (71/2) /_oo e sin(ut)dt

Finally, (3.4.4) is obtained by separation of the real and imaginary parts in the latter inte-

gral.

O
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E chapitre regroupe plusieurs travaux autour des fonctionnelles périodiques du mou-
vement brownien. Les trois premiéres sections correspondent a un article en prépa-
ration, avec pour titre provisoire Periodic functionals of Brownian motion and cyclic interest
rates. La section suivante contient quelques remarques sur 'interprétation physique des
résultats précédents. En appendice, nous présentons en francais quelques résultats concer-

nant la modélisation des taux d’intérét sur les groupes de Lie.
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4.1. Introduction

INTRODUCTION

Let (Bt):er, be a standard real Brownian motion starting from 0. Brownian functionals of
the form
T
AL = /0 ¢(B)dt, T>0

play an important role in financial mathematics through Asian options pricing and interest
rate modelling.
In this paper, we derive explicit zero-coupon bond prices associated to short interest rates

modelled according to a trigonometric functional of (Bt)o<t<T,

T
Ar = ./0 (B + acos(wBy + ) )dt.

For about 20 years, functionals of Brownian motion have been widely studied with ma-
thematical finance purpose : indeed, financial option prices such as Asian option prices
depend on the values of a stochastic process over a whole time interval [0, T], whence
the qualification of path-dependent given to these options and the utility of studying A({i
functionals and their mathematical properties.

More precisely, when the matter is to compute prices for Asian options, we have to deal
with the so-called geometric Brownian motion, i.e. ¢(x) = exp(cx), for a given ¢ > 0. We

then have to calculate quantities such as

e[ (2 ([ epiom ) ) |.

To this aim, one can simulate or do some mathematical approximations as well as apply
numerical partial differential equation techniques (see [24] and references therein). Ano-
ther way is to give explicit laws for processes appearing when prospecting explicit values
for Asian options. Concerning exponential Brownian motion, we refer to [10] which ga-
thers a large number of formulae associated to functionals of Brownian motion and to
[64], [45] and references therein.

Within the theory of interest rate modelling, if the instantaneous spot rate process is

denoted by (r5)s, the zero-coupon bond price at time ¢ for the maturity T is given by the

P(t,T) =E, [exp (— ./t‘T rsds)} ,

which can be easily computed whenever we explicitly know or are at least able to cha-

formula

racterize the distribution of exp (— /t ! tsds | in terms of the dynamics of the process 7,
conditionally on the information available at time ¢. For a given model of rate, Feynman-
Kac formula, see e.g. [57], enables to construct numerical algorithms and compute prices
via Monte-Carlo simulation. However, the gap between theoretical and practical implica-
tions of any interest rate model is often huge and the point is to provide some tractable
models that both fit reality of the market and allow for explicit prices computations at the

same time.
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Famous classical models for the instantaneous short rate process r allow for explicit for-
mulae for bond prices, with hypothesis of no arbitrage. Those prices come from solving
a partial differential equation to be satisfied by the bond price process. Some models give
tractable explicit prices (such as Vasicek model, 1977) but allows for negative or unboun-
ded rates, when other ones are too simple or hardly analytically tractable, cf. e.g. [12],
[50], [52] and references therein. So far, apart from geometric Brownian motion, some
other Brownian paths laws have been studied with relation to financial applications and
results are gathered in e.g. [34]. It seems that only few work has been done in studying
periodic and hyperbolic functionals of Brownian motion with explicit law densities. There-
fore, it seems reasonable to investigate further on positive and bounded short rate models

leading to explicit zero-coupon bond prices, such as
re = B+ acos(wB; +u) >0, (4.1.1)

withn € R, t >0, >a >0, u € [0,7] and w > 0. It is indeed obvious that business and
insurance markets are cyclical : during economic recession or expansion, the measures
taken by the financial investors or insurers to make profit are noticeably different and
have influence on the market. For instance, interest rates are pulled back to various
reversion levels that depend on the business cycle, cf. [21]. The variability of interest rates
affects decisions about how to save and invest. Investors differ in their willingness to
hold risky assets such as stocks and bonds. That behaviour can be naturally handled by
periodic functions such as trigonometric functions, and it seems natural to price bonds

with an underlying short-term interest rate given as in (4.1.1).

In this paper, we consider trigonometric functionals of Brownian motion, and more preci-

sely, we obtain the Laplace transform in 7

F(t,y;n) =E {exp (—17 /Ot(/% + acos(wBs + y))ds)}

in terms of explicit exponentially convergent series of periodic eigenfunctions, denoted

Mathieu functions, that are associated to the so-called Mathieu’s equation
y"(x) + (a —2qcos(2x))y(x) =0, a €R, g > 0. (4.1.2)

Mathieu functions are either even functions then denoted by ce;;, or odd functions then
denoted by se,, for n € N. They were initially introduced by E. L. Mathieu in 1868 to
solve the Dirichlet problem in an ellipse, cf. e.g. [1], [13] or [32]. Mathieu’s equation (4.1.2)
is closely related to plane wave equation and Schrodinger equation with a time-periodic
potential, see e.g. [42], [61] or [30] p.119.

Thus Relation (4.3.5) of Section 4.3 allows for tractable exact computations. In particular

we get associated zero-coupon bond prices as

P(t,T)=F(T —t,r) (4.1.3)



4.2

4.2. Mathieu functions and spectral decomposition

2 2 o (dna/w?) /4) (Tt T 4na wr+y 4o
:;; (1-+ 02y (4 /w?) /4) (T—1) /OC% x, =0 ) da e (20

The sequel is organized as follows. In Section 4.2, we give some theoretical essential tools
concerning Mathieu functions in order to get an explicit solution of the time-dependent
standard Mathieu equation in Proposition 4.3.2 of Section 4.3. In Section 4.4, we give
a speed of convergence for Relation (4.3.5) in Proposition 4.3.2 then, as applications of
that result, we compute explicit bond prices associated to trigonometric functionals of a

standard Brownian motion as a short rate.

MATHIEU FUNCTIONS AND SPECTRAL DECOMPOSITION

In that Section, we recall important elements of Mathieu functions’ theory, following [13]
and [29, p.950] with the same notations. From [43] and [44], we hereafter recall results
on spectral expansion for Schrodinger operators with Sturm-Liouville potential that
shall enable us to solve in upcoming Section 4.3 the so-called time-dependent Mathieu’s
equation. As we shall see in upcoming Section 4.5, equation (4.1.2) is closely related to
Schrodinger equation with a time-periodic potential, as well as to monochromatic plane

wave equation, see e.g. [42], [5], [61] or [30] p.119.

From Mathieu’s equation (4.1.2), let us denote by H, the Mathieu Hamiltonian, that is the

following second order operator

[(Hy +a)y](x) :==y"(x) + (a —2q cos(2x))y(x) =0, a € R, 4 > 0. (4.2.1)

Proposition 4.2.1 1. For g € R, Mathieu’s equation (4.1.2) has four distinct series of periodic

solutions given by

ce2n (Y, Z APV cos(2ry),  ceania(y,q Z Azf’rlrl cos(2r + 1)y,

and

seon11(Y, 9 2 Bg‘f{l sin(2r + 1)y, sex12(y, 9 2 Bé‘:‘i}rz cos(2r +2)y,

where coefficients Agn), Ag"r{l), Bgi_{l) nd Bgi;z) depend on parameter q and follow

recursion relations. These four types of functions are the so-called Mathieu functions.

2. Periodic solutions of (4.1.2) exist for special values of parameter a = a(q) that are solu-
tions of a transcendental equation or characteristic equation. Mathieu functions are indeed
eigenfunctions for equation (4.1.2) and we denote by agy,, apy4+1, bop+1 and by, their as-
sociated eigenvalues which are also called characteristic numbers. They all continuously

depend on parameter q.

3. Mathieu functions cey, are the only rt-periodic and even eigenfunctions for Mathieu hamil-

tonian H,.
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4. The recursion relations between coefficients A of Mathieu function cep, are

(@) A5 (9) — 945 () =0 4
{a2u(q) — 4} AT (9) — 9 {245 () + A ”<q>} 0 (4:2.2)
{aan(q) — 47} AZ"(9) — {Agn)z AZ (g }

Proof. These well-known results on Mathieu functions can be found in pp. 950-952 of [29].

The recursion relations between Mathieu coefficients in particular are gathered in relations

(8.62) p.951 of [29]. For the proof, we refer to [13, pp.15-23]. O

Now we give some key tools to state the main result (4.3.5) which is related to spectral
expansion of a certain adjoint operator in a Hilbert space. We begin with defining the

second order differential operator

2 w?

2 d
HO) = 2 o = (x = B)?| =5 — - (x— )5 — 1, (4:23)

for parameters 7 € Ry, B > a > 0 and w € R. As it is done in [43], our aim is to give

an explicit spectral representation for the solution R/ of the following partial differential

equation
or
ot

RF(0,x) = f(x), x€(B—ap+a)

for a given f € L?(I), with [ = (ﬁ —a, p+ a) endowed with the inner product

(f8) = =5 [ Fx)g(x) (@2 — (x = p2)

= (H(W)Rf)(t,x),
(4-2.4)

Lemma 422 Let f € L?(I,(-,-)) and H'D be given by (4.2.3). Solution RS of Equation (4.2.4) writes

& (1)
=Y ool (x), cw= (9", f) x€1, t>0, (4.2.5)

with (q)fﬁ)) the orthonormal set of eigenfunctions for operator H') in L2(1, (-, -)) with associated

eigenvalues (Afﬁ) -

Proof. We follow [43] pp.343-349 to study operator H") and give the exact solution of
equation (4.2.4) in terms of series expansion of eigenfunctions for operator H). We set

the Fokker-Planck framework with

HOf(x) = 2a2(x)f"(x) +b(x)f'(x) — r(x) f(x) (4:26)

_ mgx) VS/((X"))} ) f(x), xel
and
a(x) = wy/a? — (x = p)?
b(x) = —-(x— B)
r(x) = nx (427)
s = (22— - p2)
m(x) = %s(x) = % (oc2 —(x— )2)_1/2.



4.2. Mathieu functions and spectral decomposition

Solution R/ of Equation (4.2.4) is given by

(T,x%) /f p(T;x,y)dy,

p being the transition density. From [44] p.345 and Theorem 3.1 in [46], the spectrum of
operator H(") is simple and purely discrete with negative eigenvalues : since functions
a(x), b(x) and r(x) are continuous on I and a(x) > 0 and r(x) > 0 on I, we can apply
the Spectral Theorem for self-adjoint semigroups in Hilbert space, see [43, p.378], to pro-
duce a spectral representation for R (t,x). With {)t,(f’)}ff:o, 0> )t(()”) >0 > )t,(f’) > ..,
lim,; 1o /\,(117) = —oo, the eigenvalues of H") and {(p,(ﬂ)}‘>o o the corresponding eigenfunc-
P =

tions normalized so that ||(p 1, we get the following spectral representation for the

transition density

B

s (17)
pltay) =my) Y M ol (e (v), xyel, 1>0 (4.2.8)
n=0

and therefore we have Lemma 4.2.2. O

(1)

Lemma 4.2.3 Eigenelements (¢, /\,(1'7)),1 for operator H') are given by

(B + acos(2z)) = %cezn(z,q), z € (0,7/2),

5 (4-2.9)
A = (,3+ a2, (q )> =7 <q —i—azn(q)>.
Proof. For each n > 0, the couple of eigenelements (q)fﬁ), )\(77)) satisfies
H(ﬂ)%(:])(x) = /\;(qq)(P;(qq)(x), (4.2.10)

and from this latter relation (4.2.10), by performing the Liouville transformation (pﬁ,’” (x) =

477(177)(2) (see [44] p-349) with

1 x—B

z=—arctan | ———=|, z€(0,1/2) & x=pB+uwacos(2z), x€l,

; ( a2_(x_ﬁ)2> (0,7/2) p+ ncos(22)

we get a Mathieu equation (4.1.2) for 47,(177) with ¢ = 4na/w? and a = aﬁ,ﬂ) = —8(By +

/\5,’7)) /w?. For n > 0, from its definition and Theorem 4.2.1, 4)5,’” is clearly an even and -

periodic function, so it is necessarily a cep, Mathieu function, and its associated eigenvalue
()

is its associated characteristic number a,”’ = ay,(g), which is a function of g = 4na/w?.

Hence we get as eigenelements the couples

A o (2) = (17 {ﬁ - ;‘—qaznw)}; ancezncz,q)) ,

(1)

with &, a normalization constant coming from the orthonormality of the (¢,'’) family.
Indeed,

B+a
Smpn = / go,(ﬁ)(x)ga,gy)(x)m(x)dx

-
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4

SO )
B @/0 @n (B + wcos(2z)) gy (B + & cos(2z) )dz
4 /2
= [ e e
Kl

27T
= 2 ./0 ceon(z,q)ceam(z, q)dz

2
ai’l

= 2 7-[5111,1’!/
w

w

= d t (4.2.9). O
SO &y NG and we get (4.2

4.3 SOLUTIONS TO THE TIME-DEPENDENT MATHIEU’S EQUATIONS

Now, using technics presented in the previous Section 4.2, we solve the time-dependent

standard Mathieu’s equation

9 (t,%) = [(Hy + a)](1, ).

The key result of that paper is given in Proposition 4.3.2. For t > 0, 8 > a > 0, u € [0, 7]
and w > 0, let
t
Ay = /0 (B + acos(wBs + u)) ds, (4.3.1)

with (B;); a standard real Brownian motion. From Proposition 5.8 p.51 in [56], which is a

version of the Feynman-Kac formula, for fixed 7 > 0, function
F(t,y;n) = E, [e‘”““’} , YER t>0 (4.3.2)

solves the following partial differential equation

doF 10*F
= (Lyin) =525 (Lyn) —n{B+acos(wy+pu)} F(tyin), yER t=0
ot 2 0x

(4-3-3)

FO,y;n) =1.

In that section, we give an explicit exact solution of the time-dependent Mathieu’s equation
(4.3.3) in terms of series expansion of even and 7r-periodic Mathieu functions, as defined
in previous Section 4.2.
Equation (4.3.3) is written as a heat equation with Sturm-Liouville potential. To solve

that latter equation in terms of series expansion, we have to perform the transformation

R(t, B+ wacos(wy + u);n) = F(t,y;17) to get its algebraic form, or Fokker-Planck form.

Proposition 4.3.1  For fixed § > 0, function R is the principal solution of equation

oR w1, ,1 0°R w? oR
Stxn) = o |02 = (x = B)%| S5 (b xim) — o (x = B) 5 (b i) — yxR(, ),
(4-3-4)
with initial condition R(0,x;17) =1, forx € (B —a, p+ «).

Proof. From equation (4.3.3), with x = B+ acos(wy + u) and F(t,y) = R(t, x), we imme-
diately get (4.3.4). O
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Proposition 4.3.2 Let 7 € Ry and q(17) = 4na/w?. For t > 0, y € R, we have

« wy +
F(t’yl;?) — q.B/ +a2n( ))/4A(()2n)<q)ce,2n ( Y ‘u,q> (435)

2

‘7,3/0(""“214( ))/4 {An Ce2n(x/q)dx} te2n (wy;qu) ’

Proof. From Proposition 4.3.4 it suffices to prove that for t > 0, x € (B —«, p + a) with

i

E
7T

x =B +acos(2z),z € (0,7t/2) and 57 € R, we have

R(t,x;m) = Z Hap/aren@)/AAR (g)cer, (2, ). (4-3.6)

We remark that Equation (4.3.4) is exactly Equation (4.2.4) with constant initial condition

f =1, which from Section 4.2 admits a discrete eigenfunctions expansion. From Sturm-

Liouville theory, as detailed in Lemma 4.2.2, operator H") admits a purely discrete and
(1)

simple spectrum with negative eigenvalues (A,(ﬂ))n. Associated eigenfunctions (¢,"), are

normalized in L?(I, (-, -)). From Lemma 4.2.2, with f(x) = 1 we straightly get

R(t,x;7) Ze (pn 1 ¢£,”)(x).

By performing a Liouville transformation, from Lemma (4.2.3), we obtain Mathieu even
and mr-periodic functions cey,(z,q) as eigenfunctions and Mathieu characteristic numbers
az,(q) as associated eigenvalues, given in Relation (4.2.9). Besides, from Relations (4.2.9)

of Section 4.2 and (6.924.1) p.765 of [29],
W = = [l — B)) V2

= wz/ (pn ,B+zxcos(22))d

= w—\/E /0 C€2n(2,q)dz

2 T
NG /0 ceon(z,9)dz
2v7Ay" 4)

w

This gives (4.3.6) and (4.3.5) as a direct consequence of Proposition 4.3.1. O

Remarks 4.3.3 1. For uy = 0, we get

t
E(t,y;n) = Ey {exp <—/0 {,B+1xcos(wBs)}ds)]

S p—wRt(gB/a+an() /4 [ [T wy
nZ:%)e 2 {/0 ce2n(x,q)dx} ce2n( > ,q).

QI

2. For p = 75, we get

(— /Ot {B — asin(wBs) } dsﬂ

F(t,y;n) = [
_ 2 i —wPH(gB/ataz(q)) /4 /”Cez (x, q)dx b ces (ﬂ L q).
T = 0 n 7 n 2 4/
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44

BOND PRICING WITH PERIODIC RATES

In that section, we apply Proposition 4.3.2 on bond pricing in case of a periodic underlying
short-term interest rate, then we give an important speed of convergence result for the
series appearing in Proposition 4.3.2.

Assume that the short-term interest rate (7;);cg, is modelled according to
r=pB+wacos(wB), f>a>0 w>0,t>0,

so that (r); remains positive and bounded. This kind of rate could realize the business
cycles that can be observed on the market, cf [21].

For 0 <t < T, let the zero-coupon bond price be given by

T
P(t,T) = E [~ i =&

]-“t] =E {exp <— /t‘T {B +1xcos(wBs)}ds) ‘Bt} = f(T —t,By).

Proposition 441 For0 <t < T,

P(t,T) =2 Y e P eI 0AARY (g1, ()
n=0

X:Bt’
with q = 4a/w?.

Proof. Function f is the solution of the time-dependent Mathieu equation (4.3.3) with n =1
and y = 0. Hence the proposition. O

Now we have to notice the following convergence result.

Proposition 4.4.2  For all parameters t > 0, B > a > 0, w, y € Ry, with q(y) = 4ya/w?, Relation

(4.3.5) defines F as absolutely and uniformly convergent series. More precisely, we have the bound

sup |F(t,y;m) —2 Z e~ W t(aB/atax(q ))/4A(()2n)(q)ce2n < wy + " e tnp+wN?)

y€R

) ’ - \/_ 20"

(4-4.1)
Proof. Let n > N > 1 and ¢+ > 0. From the orthonormality condition of the Mathieu
functions, as stated in e.g. Relation 6.911.2 p.763 of [29], for all values of g we get the
following relation for the coefficients

2 (48] + ¥ [A27) =1,
r=1

< —

wy
q)cea,

V2
2

which involves ’A(M

and leads for all y and y to

)

IN

48| L |45 )

w25 o

IN
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AP @) 22 [a @)’

>

IN

IN

Besides, as can be seen in [13], we have

a2, (q) > a2,(0) = 4712/
so the bound

‘2 55 e tan @) A AR (g1 (wy; i ,q) |
n=N+1

+ + 2, 2
< \/E Z oW 2t(qB/ (4a)+n?) \/_e nBt Z p—Witn

n=N+1 n=N+1
+00
< \/Ee’”ﬁt/ R P Yo [ eV /24
- w\/— wV/2tN Y
< \/_ —-npt__ - 1 v ZﬂiefthN2 — \/_6 It efthN2
w2t 2 w2t
follows from [29] p.889. O

Remark 4.4.3 Suppose t ~ 1, w ~ 0.1 and nB ~ 0.5, then according to the above Proposition 4.4.2,

error between exact function F(t,y;n) and the truncated sum at N = 30 is less than 1073

From that latter result, using Proposition 4.4.1, we get the following price curves, that are

functions of time before maturity T — t, with fixed maturity T and varying time ¢.

1.0 7
0.9 1
0.8 1
0.7 4
P(t,T)

0.6

0.5

T T T T T T T T T T T T T T T i

0 5 10 15 20
T-t

F1G. 4.1 — Bond price, x = 0.2, p =022, w =14.7, ¢ = 0.001, T =20; N =30
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4.5

0.9 1

0.8

0.7 9

0.6

P(T-1t)

0.5 9

0.4

0.3

0.2 9

0.1

F1G. 4.2 — Bond price, « = 0.2, p =022, w =2, 4 =0.03, T =100; N =30

0.9 4

0.8

0.6 1
P(LT) o5
0.4 4

0.3 9

0.2

T T T T T 1
0 10 . 20 30
T-t

F1G. 4.3 — Bond price, « = 0.2, =022, w=0.1,g=1, T=30; N =230

PERIODIC POTENTIALS IN TIME-DEPENDENT SCHRODINGER
EQUATIONS

In physics and mechanics, distributions of exponential functionals .A;" arise when stu-
dying the transport properties of disordered systems of finite lentgh L, or the maximum
reached by the Brownian particle in a Brownian potential, see e.g. [37], or else in statistical
physics of disordered systems, see [19] and [5]. In that context, to obtain thermodynamical
properties of the considered system, one has to know the average over the whole disorder
of the free energy which is a fundamental quantity of quantum mechanics modelled by
—alog(A7F), with AT® representing the partition function of the system. Feynman-Kac

formula, see e.g. [57], makes it possible to construct numerical algorithms and compute



4.6.1
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the average over the disorder of the free energy of a given system, so that we get thermo-
dynamic properties of that system. However, it is worth to provide some tractable models

that both fit reality of the system and allow for explicit computations.

Let ¥(6, t) be the probability amplitude for the electronic particle to be found at position 6
at time t > 0. As proposed in Section 7.2.2 of [5], we focus on time-dependent Schrédinger

equations
oY
ih— 5 (t,0) = HY(t,0), (4.5.1)
with 7 the well-known reduced Planck constant, ih% the energy operator, and a hamilto-

nian given as

2
H= —%Eel% — Gy cos(20) + Gy sin(26),
92
where 6 is an electronic coordinate, _EEEZW is the kinetic energy operator and V(6) =

Gy sin(20) — Gy cos(20) is the time-independent potential energy at position 6.

In [5, p.189], the above particular Schrodinger equation clearly involves Hy, as given in
equation (4.2.1), as a Hamiltonian. It is solved within a strong approximation of Mathieu
periodic functions as simple cosine and sine functions. Such a time-dependent Mathieu’s
equation describes the geometrical phase that a quantum state of any spin (which repre-
sents the quantum state of elementary particles) acquires when its hamiltonian varies
through a certain circuit with a slow motion (that is adiabatically), as it is stated in [g].
According to [62], this kind of phase can be viewed as a consequence of parallel transport

of the considered non-degenerate quantum system in an appropriate curved space.

We now refer to the previous sections for the computation of the Laplace transform

F(t,y;n) =E [exp (—11 /Ot(,B + a cos(wBs + y))ds)] ,

witht > 0,7 €R B >a>0,u € [0,7], w> 0and g = 4ya/w?. It has been given in
Relation (4.3.5) by

7 ® . " TT +
t y, = E Z IB/‘H_ 7—"( ))/4 {/0 Ce2n(x/q)dx} te2n (wyz V,q) ’

APPENDICE
Généralités sur les groupes de Lie

Les modeles de taux d’intérét définissent toujours explicitement ou implicitement un
espace d’état, induit par les dynamiques du taux lui-méme ou de la fonction définissant
le taux. Généralement, il s’agit de R ou R, dans les modéles a un facteur. Une idée de
recherche est de considérer des espaces d’état plus généraux, comme les groupes de Lie

compacts tels que SO(n) : la géométrie élaborée de tels espaces combinée a un modele
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régi par des équations simples permettrait potentiellement d’obtenir des modéles intéres-
sants et complets aussi bien en théorie qu’en pratique. Nous présentons ici les premiers

résultats obtenus dans cette optique.

De préférence, on considére des modeles avec un taux r; qui suit une équation différen-

tielle stochastique sous la forme classique
dr = ArdB,

avec B un mouvement brownien sur 1'espace d’état considéré dans le modele. Comme
cela est développé dans le chapitre 16 de [33], il n'y a aucune raison de supposer que le
véritable espace d’état de r soit un espace vectoriel "simple" comme R. Il est par exemple
expliqué p.466 que l'espace d’état peut étre muni d’une structure de variété quand on
considere des espaces d’états plus généraux et qu'on cherche a faire de la réduction
de données. 1l est ainsi question de modélisation sur la sphere S'. Nous en référons
également a [58] (pp.224-238) qui traite des mouvements browniens sur les groupes de

Lie matriciels.

Par suite, cela a du sens de travailler avec des modeles de taux définis sur des objets
topologiquement plus complexes tels que les variétés ou les groupes de Lie. Si on consi-
dere un modele géométrique sur le groupe orthogonal SO(2) ou SO(3), qui est compact,
semi-simple et homogene, alors on peut obtenir des dynamiques stochastiques agréables
a manier pour le taux court sous-jacent, faisant intervenir des formes linéaires ou des
formes quadratiques définies positives sur 1’espace d’état qui permettent ensuite de re-
trouver une expression de la forme ry = p+ a cos(wB;), p>a >0, w >0, t > 0 pour ce

taux court.

Considérons un groupe de Lie linéaire G et notons G son algebre de Lie associée, qui peut
aussi étre vue comme 'espace tangent T,(G). On définit sur G un produit scalaire (-, -) et

on suppose que le taux court r est donné par
r(t) = g(Xt),

avec g : G — R une fonction fixée et (X;); un processus aléatoire sur le groupe G tel que
Xi = exp(M;y).

Le processus (M) évolue sur 1'algebre G et dont les dynamiques sont données par 1'équa-

tion différentielle stochastique suivante
th = }ldt + U'dBt,

avec 0 € R, y € G et By un mouvement brownien standard sur G.
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Par propriété de Markov, le prix P(t, T) de 1'obligation zéro coupon s’écrit

P(t,T) = F(T—t,W,) = E [exp (— /t‘Tg(Xs)ds) ]—"t]

ot W; dénote le processus obtenu a partir de B; par changement de base et donc de
coordonnées dans l'algebre G. Nous préciserons cela sur des exemples détaillés.

Si on suppose que la condition d’absence d’arbitrage est satisfaite, alors le prix actualisé
Ni:=e~ forts J3P(t, T) est une martingale sous la mesure dite sans risque. Cette propriété

permet d’obtenir une équation aux dérivées partielles satisfaite par F, puisque
d (e Jyr©)dspy, T)) =e Jor©)ds [ (1) P(t, T)dt +d (P(t, T))],
la formule d’'It6 conduisant a

4 (P(t,T)) = d (E(t, W) (4:61)

_ %—f(t, Wi)dt + (V29 (t, Wi)AW) + 5 HessF(1, W) (W, W),

et par propriété de martingale de Ny, nous obtenons pour tout ¢ > 0 que la fonction F(t, x)
satisfait I’équation

3—1;(7, Wy)dt + %Hessl—“(r, Wi)d(W, W)+ r(t)F(t, Wy)dT = 0. (4.6.2)

Nous allons a présent voir qu’en particulier, a partir de cette derniere équation (4.6.2),
nous pouvons retrouver 1'équation (4.3.3) sur un groupe de Lie particulier et ainsi calculer

les prix d’obligations associés grace a la Proposition 4.3.2.

Taux d’intérét sur le cercle

Soient G := SO(2), (B¢); un mouvement brownien réel standard et G l'algeébre de Lie
associée au groupe SO(2), soit G = (1) _01 - R. Considérons le processus a valeurs

dans G dont I'évolution est régie par 1’équation

th = (_01 (1)) det, w e R.

Alors, le processus X satisfaisant 'EDS sur G suivante
dX = XdM (4.6.3)

s’écrit
X — cos(wB; + 6y) — sin(wB; + 6))
P~ \sin(wB; 4+ 6y)  cos(wB; +6y) )’

pour tout t > 0, avec la condition initiale 8y € R. Nous définissons a présent le taux court
r¢ comme étant une fonction quadratique de 1'état X;, c’est a dire que r; : SO(2) — R,
pour tout t > 0, avec

r(X)=pB+Tr(SX), S=ST, >0 (4.6.4)

et
ry = V(Xt), t Z 0.
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Proposition 4.6.1  L'équation régissant I'évolution du processus ry défini ci-avant par (4.6.3) et (4.6.4)

4.6.3

est
1 1
dry = Er(dXt) — Z(rt - ,B)dt

Preuve. Par la formule d’Itd, nous avons
d?’t = dTl‘(SXt)
1
= (XS, dM; + 5AMe.dM;)

(X[S,dM; — %Izdw

NI—= NI~ DN =

= ZTr (SXtht - %SXtdt>
1 1
= ET(dXt) — Z(?’t - ﬁ)dt,
puisque le produit scalaire usuel sur G est donné par
(O1,0) =Tr(Q] ), O, QK eG.
(|

Avec les notations ci-dessus, pour > 0, posons §p = 0 et S = al, avec 0 < a < B. Alors
rt = B+ acos(wBy) et la Relation (4.6.2) nous permet d’obtenir 1’équation aux dérivées
partielles vérifiée par la fonction de prix F

— (B + acos(wx))F(t,x) — g—i(T,x) + %23271;(7,30 =0, xeRT1>0, (4.6.5)
qu’il nous faut comparer avec I'équation (4.3.3). La proposition 4.4.1 nous donne immsé-
diatement le prix de I'obligation zéro coupon associée, au temps f > 0 pour une échéance

T > t donnée

X 2 2 _ 2 4 wx 4o
P(t, T) =9 2 oW (4B/w+an, (4a/w=))(T t)/4A((] n) (w_) ceon (7/@)

n=0 2 x:Bt

Tentative de généralisation a SO(3)

Il est ensuite naturel de penser a généraliser les modeles de taux d’intérét sur SO(2)
aux groupes orthogonaux en dimensions supérieures, faisant par exemple intervenir
des mouvements browniens corrélés. Commencons par examiner ce que cela donne en
dimension 3. Afin de simplifier les calculs et de rester compétitif par rapport aux modeles
a deux facteurs, nous ne considérons que des sous-espaces de dimension 2, donc des

modeéles faisant intervenir au plus deux mouvements browniens, voir [33].

Soit X; le processus sur SO(3) donné par

Xy =exp(W;), t>0
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0 Wi (t) 0

avec W; = | —W(t) 0 W,(t) | un mouvement brownien a valeurs dans l'al-
0 —Wz(t) 0

gebre de Lie § = s0(3). Ses composantes réelles W; et W, sont des mouvements brow-

0

. . . 1
niens de matrice de covariance 1

), avec 0 < p < 1. Commencons par établir deux

lemmes de calcul matriciel.

Lemme 4.6.2 Pour tout t > 0,

X; = Pexp(AB;)P 1,

avec P € SO(3), B un mouvement brownien a valeurs dans 1’algebre et A une matrice diagonale.
Preuve. Remarquons que (W, W); = R avec

-1 0 p
R=10 -2 0].
0 0 -1

Le polyndéme minimal associé a R est

AR(X)=(X+2)(X+p+1)(X—p+1).

0 1 1
SoitP:= |1 0 0], alorsnous avons P~!RP = D avec
0 -1 1

—2 0 0
D=0 -1-p 0 |.
0 0 —1+p

Considérons maintenant le mouvement brownien sur l'algebre G

( 0 Bi(t) Bz(f))
By := | —B1(¢) 0 0 ’
By 0 0

ou By = __Z(Wl +W,) et B, = %(Wz — Wy). La matrice de covariance associée a (By);
est D, puisque B; et By sont des mouvements browniens indépendants. Posons ensuite
V2. 0 0
A=]" \% (1) ,
0 0 ﬁ

alors il vient
B=A"'P lwp,

qui se réécrit AB = P~'WP, et par conséquent
exp(AB) = P"Lexp(W)P,
d’ot1 le lemme. O

Dans le lemme suivant, nous rappelons des résultats sur les exponentielles matricielles
dans SO(3).

79



Chapitre 4. Fonctionnelles périodiques du mouvement brownien

8o

Lemme 4.6.3 Soit

0 a 0 0 a b
A=—-a 0 b| e¢C:=|—-a 0 0], abeR,
0 -b 0 -b 0 0

alors les exponentielles de chacune de ces deux matrices sont données par

1— Ka? ka Kab 1—K(a?+b?) ka
exp(A) = —ka  1—K(a*+b?) kb et exp(C) = —ka 1 — Ka?

Kab —kb 1 — Kb? —kb Kab

sinva2 + b2 1 — cos Va? + b2
aveck = ————— et K = > .
a? + b2 a? + b?

Preuve. Le groupe de Lie compact G = SO(3) admet pour algebre de Lie I'ensemble

suivant de matrices a coefficients réels

0 a ¢
G:= —a 0 b |(abc)eR®S.
—-c —-b 0

Cette algebre est de dimension 3 et nous avons de plus la relation suivante
G = {exp(M), M € G}.

Lorsque la troisieme composante est nulle, alors on considere des matrices de la forme de

—a? 0 ab
A= 0 —@+p®) o0 |.

A et on vérifie que

ab 0 —b?
Une récurrence immédiate donne

A2 — (_1)n—1(a2 +b2)n—1A2
AP = (D) (a? +?)"A, Yn> 1.

Par suite, en posant ¢ := v/a? + b2, nous vérifions que

sinc 1—cosc
exp(A) = I3+ A+ 5 A%
c c
. sinc 1—cosc N .
Sion pose k := — et K := —a /nous obtenons la premiére relation du lemme.

Si c’est la deuxiéme composante qui est nulle, alors les matrices associées sont de la forme

de C et nous obtenons cette fois-ci

exp(C) = I3 + kC + KC?,

2+ 0 0
C? .= — 0 a2 ab|,
0 ab b2

d’out le lemme. O

avec

Il résulte des lemmes 4.6.2 et 4.6.3 la proposition suivante.

kb
Kab
1 — Kb?

|
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Proposition 4.6.4  Le processus X s’écrit

K K
15 (B~ By)* —V2k(By + By) E(B% — B3)
X = %(31 +By) 1-K(B?+ B3) —%(31 —By) |- (4.6.6)
E(B% — B3) V2k(By—By) 1- > B+ B,)?
; \/ﬁ _ \/ﬁ
avec ky — sin y/B1(t)% + Ba(t) ot Ky — 1 — cos ]231(t) + ]232(t) pour t > 0,
B (t)2 4 By (t)2 By (t)? + Ba(t)

Preuve. Le lemme 4.6.2 permet de passer de 1’exponentielle de matrices faisant intervenir
des mouvements browniens corrélés a des browniens indépendants, et inversement. Grace

au lemme 4.6.3, nous avons

1— K¢ (B ()24 By(£)?)  kiv/2Bq (1) ki\/2B;(t)

exp(AB;) = _kalT(zt) 1—K¢By(t)*>  KiBy(t)Bo(t)
e B\Z/(Et) KBy (#)Ba(t) 1—K;By(t)?
Alors
1= 5 (B~ B0 VB (B(0) + Ba(1) o (Bul) — Ba(H)(Br(t) + Ba()
X = \/ikt(Bl(t)+B2(t)) 1 —Ky(B1(t)2 4 By (1)?) _ Vi (B1(t) — Ba(t))
%(Bl(t) = Ba(t))(Bi(t) + Ba(t))  V2ke(Bu(t) — Ba(t)) 1— = (Bi(t) + Ba(1))?

O

Comme nous l'avons fait dans le paragraphe précédent, I'idée est maintenant de considé-

rer un taux court 7; de la forme
re =a+ Tr(QXy),

ou Q, matrice symétrique a composantes réelles, et « € R sont choisis de sorte que r; reste

positif pour tout t > 0.

Proposition 4.6.5  Soient Q = wls, w > 0, et By, By deux mouvements browniens réels standards, avec
pour corrélation 0 < p < 1,alors P(t,T) = F(t, B1(t), Bo(t)) est solution de

L+p&F
2 ox2

1—pd’F oF B s
2 a—yz(f,X,]/)—Fa(t,x,y)_ <tx+w+2wcos\/x +y)F(t,x,y),

(tx,y)+

F(T, x,y) =1,
(4.6.7)
pour 0 <t <Tet(x,y) € R2.

Preuve. Dans le groupe des rotations, nous considérons le processus de taux court r; =

Tr(QX;) + a avec Q = wis et & > w. En effet

TH(Xp) =1 SH(B(E) —~ Ba(t)2 41— KBy (12 + Ba(t)?) +1— S (Bi(t) — By(1))?
=3 —2K;c?
=3—-2(1—cosc)
=1+42coscy,
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4.6.4

ol nous avons noté ¢; = /By (t)? + By(t)2. Rappelons également que

T
te o dsp(t,T) = E {exp (—/ r(s)ds> .7-}]
0
est une martingale sous la mesure sans risque. Nous savons de plus, par propriété de

Markov, que P(t,T) = F(t,B1(t), B2(t)), et la formule d’Itd conduit a

oF 1+ p 9*F 1—pd*F
—r¢F(t,B1, B —(t,B1,B ———-—(t,B1,B ————(t,B1,By) =
rtF(t, By, 2)+8t<' 1, B2) + 7 8x2<' 1, B2) + 7 8y2<' 1,B2) =0
re :a+w(1+2cos Bl(t)2+B2(t)2),
d’ot1 la proposition. O

L’équation aux dérivées partielles (4.6.7) est en dimension 3, ce qui ne nous permet plus
d’appliquer les résultats de la proposition 4.3.2. Rien d’explicite ou permettant des calculs

rapides n’est pour l'instant sorti de I'étude de ce modele.

Taux d’intérét sur SL(2)

Une autre idée, exposée dans ce paragraphe, est de considérer le groupe de Lie SL(2), bien
qu’il ne soit pas compact, afin d’appliquer les résultats du chapitre 4 sur les fonctionnelles
hyperboliques de mouvements browniens réels.

Notons s/(2) 1’algebre de Lie associée a SL(2), munie de son produit scalaire usuel. Alors

une base orthonormée (eq, e;, e3) standard est donnée par

p (0 -1y L0 10
T\t o) a0 —1)r BTN\l 0)r

avec pour exponentielles matricielles associées

- (20

—sin [ —=

exp(es) = (sinh (\%) + cosh (

S ) ()

cosh L) sinh (L
exp(es) = (Sirlh E\/L\/_j) cosh (é;) |

S Sosk
\_/v

0 »

g 5
—~

S Sl
NN
N———

et

Par ailleurs, nous avons
epe3 = \/Eel et ezep = —\/561,

donc nous obtenons le résultat suivant

Lemme 4.6.6 Soient , p € Ret A = aep + Bes, alors

a sinh(4) B sinh(6)
exp(A) = COSh(é).—’_ 52 V2 ,
B sinh(6) cosh(s) — a sinh(4)
5v2 5v2
avec §° = %2 + %2



4.6. Appendice

2 2
«
Preuve. Remarquons que A = > + '%) I, ce qui nous permet de calculer immédiate-

ment exp(A) € SL(2) grace a I'identité

1
exp(A) = coshdl, + 5 sinh JA.

O

A présent, soit (B;); un mouvement brownien réel standard et M; € sl(2), le processus
défini par 'EDS
dM; = (62 + €3)dBt, t>0,

alors X = exp(M) est un processus dans SL(2) et d’apres le lemme 4.6.6 ci-dessus, en

posant r; = Tr(X;), il vient
re = 2cosh (\/E\Bt\) = 2 cosh (\/EBt) ,

puisque cosh est une fonction paire. Les prix d’obligations zéro coupon associés au pro-
cessus de taux court {r; };>( pourraient ensuite étre calculés via des formules comparables
a l'expression (4.3.5), mais liées a I'équation dite de Mathieu modifiée, qui fait apparaitre

un potentiel hyperbolique.
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E chapitre fait 'objet d’un article en préparation, avec pour titre provisoire The Mal-

liavin differentiation of hypoelliptic diffusion semigroups applied to interest rate modelling.
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5.1

5.1. Introduction

Abstract

From the Malliavin derivative formulas presented in [4] for hypoelliptic heat semigroups,
we derive explicit sensitivity formulae in Asian options and bonds pricing frameworks,
in case of an underlying asset driven by a Brownian motion or a geometric Brownian

motion. Explicit bond formulae are also given for the Vasigek model.

INTRODUCTION

Let M be a smooth n-dimensional manifold. We consider a globally defined Stratonovich

SDE

(SXt(X) = A(Xt(x))éBt + A(](Xt(x))dt
{ (5.1.1)

Xo(x) = x.
with x € M, Ay € T(TM), A € T(R" ® TM) for some r and B a R’-valued standard
Brownian motion on some filtered probability space (Q), A, P, F).

Solutions to (5.1.1) are diffusions with infinitesimal generator given by
L= Ag+ s Zr; A? (5.1.2)
= 40 2 Pt i’ 5.1.

with A; = A(-)e; € I'(TM) and ¢; is the ith standard unit vector in R".

Let
(Pef)(x) = E[(f o X¢(x))] (5.1.3)

be the semi-group associated to (5.1.1) and acting on bounded measurable functions f :
M — R. The strong Markov property states that if F(t,x) := Pr_;f(x) then F(t, X;(x)) is
a local martingale (and F(T,x) = f(x)). Therefore the differentiated process dF(t,-)TxX;
is still a local martingale.

Those functionals appear in financial mathematics to compute option price sensitivities
related to Asian options and bonds pricing, usually referred to as Greeks, cf. e.g. [24], [12],
[15], [50] and references therein.

In some cases, F(T,x) models Asian options prices and if we are getting interested in

Greeks computations, it is relevant to get a formula of the following type

dyPif (v) = E [f(X:(x))¢rv],

with weight ¢; not involving function f or any of its derivatives. Indeed, it enables us
to choose a not so smooth function for f, which is of undeniable importance for Greeks

computation, as we shall see in Section 5.3.
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5.2

The paper is organized as follows. In Section 5.2, we recall theoretical results of Malliavin
calculus for hypoelliptic diffusions, as stated in [4] before developping their financial
interest in Section 5.3. In case of Asian options, we compare our results to those given in
[27] and [28] and involving Skorohod integrals. In case of an asset driven by a geometric
Brownian motion, we get a general Malliavin weight for the delta sensitivity to the option
rate as an Ito integral in Proposition 5.3.7. In particular, we get in Proposition 5.3.9 an

analytical tractable formula to compute sensitivities for Asian options in Black Scholes

aS |:f ( LTBS-&-(mu—"TZ)st)]

0
2 2P+1 oo o0 p=p T/2 2 2uv?
(;) L] e (‘@ i )9(”"”

3v? 2 op+1) 1
pT
% ( 16 2Sou Uuz) dudv,

model,

witho > 0, 4 € R, p = 2u/0? —1and T = ¢?T/4 > 0. Then we get the same explicit
kind of weight for derivatives of bond prices with regards to initial rates, in case of an

underlying one or two parameters Vasicek short rate model.

THEORY

In this section, we adopt notations of [4]. Let X;(x) be the solution of equation (5.1.1).

Definition 5.2.1  An operator L on the manifold M is said to be hypoelliptic if for every distribution u

defined on an open subset U C M such that Lu is C*°, u is also C*°.

We recall the so-called Hormander’s condition of hypoellipticity (see [48] p.49 for instance),
given as

Lie (A;, [Ao, Ail:i=1,...,r) (x) = TxM forall x € M. (5.2.1)

By Hormander’s theorem, see [48] p.50, semigroup (5.1.3) is strongly Feller under condi-
tion (5.2.1) and maps bounded measurable functions on M to bounded continuous func-
tions on M. Our aim is now to get stochastic representations for the derivative d(P;f)

which do not involve derivatives of function f, still under hypothesis (5.2.1)

Definition 5.2.2  We define the Malliavin matrix or Malliavin covariance matrix of X;(x) by

Ci(x) == /Ot(Xs:lA)x(XsilA);ds.



5.3. Financial applications

Let A € T M and dB* = dB + a)dt with

as = (X' A)L (5.2.2)

Remarks 5.2.3 — The process a is predictable and takes its values in TyM ® (R")* = TM @ R".
— We now write X* for the flow to SDE (5.1.1), driven by the perturbed Brownian motion B",
and analogously C*(x).

The following result is established and proved in Theorem 3.2 p.5 of [4].

Theorem5.2.4 Let M be a compact manifold and f € C'(M). Assume that condition (5.2.1) is satisfied.
Then for each v € Ty M,

d(Pef),v=E[(foX(x))prv],

where ¢ is an adapted process with values in T} M such that each ¢y is LP forany 1 < p < oo and

given by

prv = (/Ot (Xs_*lA)des) C H(x)v (5.2.3)
d

+ E Cl(x [— CM(x } Cl(x > ol
k,l< t ( ) a/\k’)\ 0 t( ) t ( ) .
5.3 FINANCIAL APPLICATIONS

5.3.1 A particular hypoelliptic diffusion for Asian options

We consider a contingent asset S; driving an option of the form

el ([0

for some T > 0 and some measurable function f with at most polynomial growth at
infinity. For instance, in case of a Call, we set f(x) = (x — K), where K > 0 is fixed and
denotes the strike price.

We want to compute so-called Greek delta of the form

Vv

o = a—so. (5.3.1)

T
Let At = / S¢dt. We suppose that dynamics of the couple (S, A¢) are given by
J0
dS; = U(St)dBt + }l(St)dt
dAy = Sidt, t>0, (5.3.2)

So €R.
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Here ¢ and p belong to C!(R) and B is a standard real Brownian motion. As it clearly satis-
fies Hormander’s condition of hypoellipticity (5.2.1), bidimensional process X; = (S, At)
is a hypoelliptic diffusion with initial condition (Sp,0), but it can also be considered as a
particular extension of the elliptic case handled in [27] and [28]. Indeed, in [27] p.404, the
derivative delta with respect to the initial condition is computed in the one-dimensional

elliptic framework as

o 22 () o

with (Y (t),t > 0) the first variation process given by

o = Eg, = Es, [f (A1) ¢1], (5:3-3)

dYYTEft)) = W (St)dt+0'(Se)dBt, Y(0) =1.

That formula is quite general and leads to quite simple explicit expressions for the weight
¢r in various cases, as we shall see in next paragraph 5.3.2. However, ¢t is given as a
Skorohod integral, whereas Theorem 5.2.4 gives weights that involve Itd’s integrals, which
can be computed in every case with Riemann sums or Monte-Carlo methods. Moreover,
Theorem 5.2.4 allows for more general payoff functions of (S, Ar) and is valid in any
dimension, whereas (5.3.3) requires a payoff depending only on At and only concerns

dimension one.

Besides, within the framework of Section 5.2, we get the following expression for the

covariance matrix associated to (S, A¢).

Proposition5.3.1  Forall T > 0 and So € R, the Malliavin matrix of X is given by

t
1 — /0 Ysds

T
Criso) = [ wito(s0?| oL (53.4)
—./0 Ysds (/0 ysds)
t t
with y; = exp </0 o' (Ss)dBs —l—/o ,u'(Ss)ds> fort > 0.

Proof. To fit with notations of Section 5.2, let X; = (th, Xf) be a diffusion in R?, solution

of (5.3.2) with initial condition x = (S, 0),

Zi =B, Ao(X)= (”(fl) 8), and A;(X) = (‘7(51)>.

From Definition (5.2.2) and Relation (7.10) p. 48 of [48] we have

Ci(so) = | YA (X Ay (Xe)* (YY) ds,



5.3.2

5.3. Financial applications

with the first variation process

ye 0
Yt = t ’
/Oysds 1
hence
1 0
Y=yt t
_/0 Ysds Yt
Then we get
d -1 * —1\x*
7€ = Y AX)A(X)"(Y)
1 (o(X} 1y
= (7 e o
t
1 ~ s Ysds
= yt_ZU(th)z .
t t
— | ysds (/ ysds)
0
hence the proposition. O

Now we compare computation of Jy via Theorem 5.2.4 and via the direct method and
Relation (5.3.3) when the couple of processes (Si, A¢); is given by equation (5.3.2) and

admits an explicit density.

Langevin process

We consider the trivial example of [4, 7.4 p.19], with (S, A;) satisfying stochastic differen-

tial equation (5.3.2) with (S;) = 0 and y = 0, that is

dSt = (TdBt
dA; = Sidt, t>0, (5-3-5)
So €R, Ay =0.

That also corresponds to the interest rate model of Ho-Lee, see [12] p.72.

Proposition 5.3.2  The couple (At, St) of (5.3.5) is a gaussian process given by

St:U'Bt+So,
ot

At:(T/ Bsds +tSg, t >0,
JO

with density function

p(u,v; So)dudv = Ps, ((Ay, St) € dudv) (5.3.6)
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B Rt 150 | 6(u—t50)(v—S0) _ 2(0- So>2} dudo.

o2 rt? o2t3 o212 o2t
Proof. Process Ar is the integral of a standard Brownian motion, and (St, At) corresponds
to the well-known Langevin process (see for instance [47], [39], [38] or the more recent

work [31]). The density (5.3.6) is simple to evaluate by computing the covariance matrix

of (Ar, St). O

As a consequence of the latter Proposition, we get the following result which holds for

any measurable function f.

Corollary 5.3.3 For T > 0 we have

b = E[f(Ar, ST)¢r] (5:3.7)

= //fuvas (u,v; Sp)dudo

= = // f(u (E - 2503+ v) p(u,v; Sp)dudo

- u_25+v _6(u—tS0)?
- //f (7257 )er {55

+6(u - tSO)(v —S0)  2(v—S50)2
o242 o2t !

with ¢ given explicitely by
6 (1 [T 1
¢r = ﬁ (T,/O Bdt — gBT) .
Proof. Corollary 5.3.3 is a consequence of the Langevin density (5.3.6) and of Relation

E[f(AT,ST)] / f(u,v)p(u,v;So)dudo

combined with Theorem 5.2.4 and formula (5.3.1), as well as (5.3.3). O

Next we plot severals curves showing the behaviour of Asian option prices (straight lines)

and Greek Jy (dotted lines) as functions of various parameters.



5.3. Financial applications

0.5 1 15
Initial condition So

Fic.5.1- f(u,0)=(u—K)*;0=08; T=2;K=1

3 4
Initial condition So

FiGg. 52— f(u,v) = (u—K)";0=08; T=2; K=1

30

T T
1

Fic.53- f(u,0) =(u—K)*;0=08; S=1;K=1

2
Time of maturity T
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0.2 0.4 0.6 0.8

1.0
Volatility

FiG. 54— f(u,0) = (u—K)*;S9=1;T=2;K=1

3 4
Initial condition So

Fic.55- f(u,0)=(u—K)t;0=67; T=5; K=1

0 T T T T T

-
N
®
©

5
Strike K

Fi6.56 - f(u,0)=(u—K)t;0=4;T=2; S =1



5-3-3

5.3. Financial applications

Geometric Brownian motion and Black-Scholes model
If the short term interest rate process (7¢);cr, is modelled according to a geometric Brow-
nian motion, then we consider the following stochastic differential equation
dry = oridBy + yurdt
dXy =rdt, t >0, (5.3.8)
(r0, Xo) € R2,
Here B is a standard real Brownian motion, ¢ > 0 is the volatility and y# € R is the drift.

Initial condition is x = (rg, Xp) € R%, so that we work with a positive short term interest

rate.

Proposition 5.3.4  Solution of SDE (5.3.8) is given by

o2
e = roexp ((TBt + (]/t - 7) t)

) (5-3.9)
t t o
X; = Xo —|—/ reds = Xo + ro/ eaBs+<H77)sds, t>0.
0 0
To simplify our incoming formulae, let
02 ot
Yt = exp {(TBt + <;1 — 7) t} and z; = /0 Ysds, (5.3.10)

so that 7¢(x) = royt and X¢(x) = Xo + rozt.

To fit notations of Section 5.2, let f : R? — R be given by
flxy) = exp(—y),

then from (5.1.3) and (5.3.9) we get

ok

(B (x) = Blexp(-Xs(x))] = ¢ N0 fexp (1o [ (75 as) |,

which is almost the price P(7, T + t) of a zero-coupon bond driven by the short rate (r)s,

with ¢ = rg. Then Theorem 5.2.4 gives

d(Pif),v=e X E [exp (—ro /Ot egBSJr("_JZZ)Sds) 4>tv] p

with ¢; given by Proposition 5.3.7. This corresponds to the computation of

oP(t,T+1t)
art ’

We now want to determine explicitly adapted process ¢; which appears in Theorem 5.2.4.
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Proposition 5.3.5  For each x = (r, Xo) € R?, the Malliavin matrix of (r, X;)(x) as in (5.3.9) is

t
t — / zsds
0

Ci(x) = 073 . (5.3.11)

v t
— / Zsds / z2ds
Jo 0

Proof. To fit notations of Section 5.2, let X; = (X}, X?) be a diffusion in R?, solution of

(5.1.1) with a two dimentional Brownian motion (B, By),

0.2
Ao(X) = (7"_17 8) X, A(X)= <g 8> X and Ay (X) = 0.

Thus processes X! and X? follow equation (5.3.8) and write as in (5.3.9). From definition
(5.2.2) and relation (7.10) p. 48 of [48], with notations (5.3.10), we have

Ci) = [ ¥ AL X)) A (K0 () s,

_(yt O ~1_,-1(1 0
Yt—(zt 1),50Yt =y, (_Zt i)

—Cs(x) = Yo' AN(Xs(x)Ar(Xs(x) (YD)

- 1 0 oroYs 1 —z

- (L ) () e 05 )
1 —Zs

— azr%( 2),

Ci(x) = /Ot Yo AL (Xs (%) Ar(Xs(x)) (Y5 1) ds

¢ 1 —Zs
= o1} / ds
0o \_ 2

where

Thus

for 0 < s <, so that

Zs  Zg
t
t - / zsds
J0
= 0%}
t t,
—/ Zsds / z5ds
0 0
Therefore we get the proposition. O
Corollary 5.3.6 Fort > 0and x € R?,
t t
/ z2ds / zsds
-1 -2,-2 0 70
Cii(x) =0 ry / (5-3.12)

ot
/ zsds t
Jo
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with
-1

T [t /Ot z?ds — (/Ot zsds)zl = [2 /Ot(t —5)Ys /Os Tyrd"rds} 71.

Proof. From Proposition 5.3.5, we compute

det [Cy(x)] otrd [t /O fzgds_ ( /ot sts)2‘|
ot th /Ot<t — 8)yszsds — {/Ot(t — S)ysds}j

t s
= 2(74r§/ (t—s)ys/ Ty.dtds,
0 0

by integration by parts, change of variable then change of integration order by the Fubini

theorem. Hence we get Corollary 5.3.6. O

In the following proposition, we get from Theorem 5.2.4 an explicit expression for ¢;.

Proposition 5.3.7 Let v = (v1,v;) € R? and z be given by (5.3.10), then
pro (5:3.13)
t
= ro‘lzx, {a‘l /0 /Ot(zS — zy)zsdByds

+ay ./Of ./Ot ./Of ./OS{(ZS — 22)(zr + 22u) + 20(2s — 20) }22 (25 — zr)drdsdxdu} vy

t ot
+ralat {0*1/0 /O(zsfzu)dBuds

+0<t/0'f /Ot /Ot /(:{(2257Zx)(Zx*ZT)+Zx(ZT*Zu)}dededu} 0.

Proof. We begin with computing the first part of the sum appearing in (5.2.3). With nota-

tions of Proposition 5.3.5, we get from Corollary 5.3.6
t
< /0 (%= A)des> Cl(x)
t
= (/0 Al(Xs(X))*(YSl)*dBS) G (x)
= (/ty‘l (eroys  0) (1 _ZS) dB ) Crl(x)
0 H S 0 Ys s t
t t
= o7y (/ dBs —/ zsst) C (x)
0 0
ot £t t ot
= 0,_1,0 </0 /0 Zs(zs - ZT)dBTdS /0 /0 (Zs — ZT)dBTdS) .

Besides, from Definition (5.2.2) and Proposition 5.3.4, we have
A A o’
i) = exp (o8} + (-5 ) ),
where
dBMx) = dBi+ (X;1A) " Adt
X
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= dBi + Y[ A (X;(x))Adt

dB; + o1 ()\1 /\2)( 1 )dt

_Zt

dB; + oro [)\1 - Zt/\z} dt.

So we compute

) A
] o) =ty
and
ay{‘ 5 /t
YW = - ds.
6A2 ‘)\:O(x) U Tyt 0 Zsds
Therefore
%’ (x) = o /ts ds = o?r, /t(z — z)ds
8/\1 A=0 - 0 0 Ysds = 0 0 t s
and
aZ)L t s ¢
ﬁ’Azow) B 0270/0 yS/O zrdTds = —‘7270/0 (2t — z5)zsds.

Then, from Proposition 5.3.5, we get

2]

9 A
3P ’ () (53-14)
t rs
0 —/ / (zs — z¢)dTds
13 o Jo
= g 1’0
t s t s
—/ / (zs — z¢)dTds 2/ zs/ (zs — z¢)dTds
0 JO 0 0
and
d A
™ | o) (53-15)
t ps
0 //(ZS—ZT)ZTdeS
i3 0 Jo
= o 1’0

t s t s
/ / (zs — z¢)zdTds —2/ Zs / (zs — z¢)zdTds
0 Jo 0 0

These two latter relations combined with Theorem 5.2.4 lead to expression (5.3.13). Indeed

we have

0
-1 9 A -1
[Ct BM‘A:OQ R :|11
. . 't tops
= 2r0’1a% (/ zsds> {/ zsdsx/ / z5(zs — z¢)dTds — /z?dsx/ / (zs—zT)des]
0 Jo
= 2yl (/ zsds)/ / / s — Zx)Zx(zs — 2 )dTdsdx,

0
-1 9 A -1
{Ct 8/\1’ _ Ct (x)C; er

= [C 18?\ C{‘(x)Ct_] —ro_lvc%//// (225 — 2y — 2y )2x(2s — z¢)dTdsdxdu
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and
0
1 1
|:Ct a)\ Ct( )C :| 22
t t ps t S
= 1’0_104%|: Zt/ zsds x/ / (zs—zT)des—th/ zs/ (zs—zT)des]
0 0 Jo 0 0
t t rs
— —2x1’11x%t/ / / (zs — zx) (25 — z7)dTdsdx.
0 Jo Jo
We also get

2 - B t t ot ops
[Ct 1% A:OC?(x)Ct 1] . = 2r, o2 (/0 zsds> /0 /0 /0 (zs — zx)2xZ7(2s — 27)dTdsdx,

0 0
o CHMx cl} = [Cl— CHMx cl}
el = |t LS

o “t/ / / / 2z5 — Zx)2x27(2s — z¢)dTdsdxdu

and

0
. A —1| 91,2 B 3
[Ct A, }A:()Ct ()G ]2 21y t/ / / 2y)z7(2s — z7)dTdsdx.

From Relation (5.2.3), we have

¢ro
= o ”0 Loy [// 1u)ZsdBy dsvl—i—// dBudsvz
+ NRCClen 12 ‘
t t 11 aA
0
-1 1
‘|‘{ A 0 CH(x)C; Lz [Ct an, ‘ }

= ro Loy [/ / 1)ZsdBy dsvl—l—/ / s — Zy dBudsv2]
+ ro_lzx%[ /Ozsdsx/O /O/O(zs—zx)zx(zs—zf)d’fdsdx
t et ptogs
+/ / //(Zzs—zu—zx)zxzf(zs—zT)desdxdu] 01
+ 1y at [//// (225 — 2y — 2y )zx(25 — z¢)dTdsdxdu
—Zt/ / / (zs—zx)zr(zs—zT)desdx}v
0 Jo Jo
£t £t
= (f*lralzxt [/ /(zs—zu)zsdBudsvl—i—/ /(zs—zu)dBudsvz]

+ 1y “t////{zs—zx (zr +224) + 20 (25 — zu) }2x (25 — z¢ )dTdsdxdu vy
+ rl- at/O/O/O/0{(2Zs—Zx)(zx—ZT)+zx(zr—zu)}drdsdxduvz.

hence Proposition 5.3.7. g
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The Black-Scholes model for Asian options corresponds to the case of ¢(S) = ¢S and
#(S) = uS with 0 > 0 and p € R in equation (5.3.2). In other words, (S¢, A;) solves (5.3.8)

with initial condition (Sp,0), or else from (5.3.9)

o2
St = Spexp ((TBt + (,u - 7) t)

: 2
At:SO/ R o
0

(5.3.16)

Proposition 5.3.8 For the Black-Scholes model, with notations of Section 5.3.1, the delta aa?v =
0
T
E [f (/ Stdt) 71} = E [f (Ar) 7] is explicit with weight 7t given by
Jo

- 2 ST—SO+ 2}1
N 500'2 AT (7250.

Proof. This result is given in [28] p.208. Indeed, the dynamics dS; = 0S5idB; + uSdt imply

that the first variation process is Y (t) = %, and we get from (5.3.3)
0

LI ()
_ /0 jg; A7dB,

T
g U'Z—SOAT ‘/0 UStdBt
2

1
= 725, AL (ST —So) — uAT]
_ 2 Sr—=S 2u

B (7250 AT (7250.

O

Above Proposition 5.3.8 obviously provides a more tractable formula for weight ¢ than
Relation (5.3.13). However, as we already discussed in previous paragraph 5.3.1, formula
(5.3.3) requires a payoff depending only on Ar, not on underlying asset St and involves
a Skorohod integral which can be annoying for practical purpose in many cases.
Let 6(v, t) be the function defined as

ve™/ (21)

0(v,t) = oT=T /0 eiéz/(z’f)efvcos}lésinh((j) sin (7t /t) dg, v,t > 0. (5.3.17)

We now give an analytical expression for Jy, as in Corollary 5.3.3.

Propositions.3.9 Let 0 > 0and u € R. For T > 0, we have

2P too ptoo e~ P T/2 2 2uv?
E[f(AT)] ( ) / / (o) erlf u) exp <_% ~ 3 > 8(v, T) dudo,
(5.3.18)
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and for all Sy,

S = %]E [f (A7)] (5-3.19)

2p+1 oo ptoo pmp T/2 2 2uv?
() / / A )eXp<_@_ 8 )Q(U’T)

3v? , clp+1) 1
T ppr  TPT D) dud
X< 16 T 25 (fu2) e,

with p = 2;4/0'2 —1land T = 0?T/4 > 0.

Proof. Let p =2u/0? —1and T > 0. From Proposition 5.3.8, greek delta writes

2 ST—SO 2}1
o0 =B |1lan) {2+ ]

T
with Ay = / Sidt and Sy = Soeng_pgzt/z. Let
0

_ i oy+poiT/2 _ 2u
o) = £ { 3 (¢ 1)+ 25}

then
o = E[g(Ar, Br)].

Besides, from references [45] and [50], we have the density

T 2
P </ eBs=p77s/235 ¢ dx, B, € dy)
0

= e ey (2LhE)o (42 ) 2,

o2x o2x ' 4

x>0,yeRand > 0.So

+oo o T >
Ar)] = / / f(u)P (/ e7Bs=Po%s/20s € du, By € dy)
0 JR JO
+o00 T
5o = / /g(u,y)]P </ ¢0Bs—po?s/2g5 ¢ du,Br € dy> ,
0 R 0

then the changes of variable T = ¢?T/4 and v = 4e‘7y/2/(0'2u) lead to (5.3.18) and (5.3.19).

and

O

5.3.4 Vasicek interest rate model

One parameter model

Let B be a standard real Brownian motion, ¢ > 0, a and b be real constants with a # 0,
and x = (x1,x2) € R% We consider the two dimensional process X; = (X}, X?) solution

of the following stochastic differential equation

dX} = odB; +a(b— X})dt
dX2 det t>0, (5.3.20)

Xé = x1 and X% = Xp.
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Proposition 5.3.10  For all x = (x1,%,) € R? and t > 0, solution X¢(x) of SDE (5.3.20) is given by
ot
Xf=xie " +b(1—e ™) +oe / e"dBs
Jo

—at

t t S
X? =x, +/0 Xlds = xp + bt + (x1 —b) + (T/O e*”sfo e"*dB.ds, t > 0.

(5.3.21)

Proposition 5.3.11  Forall x = (x1,x;) € R® and t > 0, the Malliavin matrix of X;(x) is deterministic

and independent of initial condition x, with

02 a2(62at_1) _a(eat_l)Z
Cr= — : (5.3.22)
—a(e” —1)% a?(3 4 2at + > — 4e™)

Proof. The result comes immediately from Relation (5.3.4) of Proposition 5.3.1 since X;(x)
follows equation (5.3.20), that is equation (5.3.2) with ¢(X}) = ¢ > 0 and u(X}) = a(b —
X}).

If we detail the computation, keeping notations of Proposition 5.3.1, we have

et 0 : t 1 0 et
— — —1 _ ,a — —
Yi=|1-—e" , ,s0 Yt =e" | et 1 ot | = 1 _ et -
a a a

Thus for 0 < s <,

d

ZG0) = YT A(Xs(2)) A1 (X5 ()" ()
eas O eﬂs 1 _ EHS
_ 2 1 a
-l ()00
— ! 0o 1
eZas ets eZas
= 0’2 “
e eZas (1 _ eus)Z ’
a a?
SO
t
Culx) = [ YT AL (X () A (X)) () s
02 a?.(eZat_l) _a(eat_l)Z
- ﬁ at 2 2at at
—a(e" —1)° 2at+e*" —4e" +3
Therefore we get the proposition. O

Corollary 5.3.12 Fort >0

. 2at + ¥ — 4" 43 a(e" —1)?
o , (5:3-23)

a(eat_l)Z a?.(eZat_l)
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with

-1
X = [atem Py 46“] .
Proof. From Proposition 5.3.11, we have
o4
det(Ct(x)) = ﬂ(e%”(at —2) +4e" — (at +2)),

then (5.3.23) is a direct consequence of Proposition 5.3.11. O

Proposition 5.3.13 Letv € R?, then

t *
(1— ") By +2 (1+at — e /O e dB,
an
pro=— 0. (5.3-24)

t
a(e® —1)B + 2a(1 — &) / e*dBs
0

Proof. Since C; is deterministic and does not depend on initial condition, then from Theo-

rem 5.2.4 and above Corollary 5.3.12,

t
pro = (/0 (X;lA)des> c l(x)o
t eas 1_eﬂs
= /O(o' 0) a dBs | C; M (x)v
0 1

ot ] _ ol
= (/ ¢ B, / ¢ dBS) ! (x)
JO J0 a
2at 4 " —4e™ 13 a(1—e")? )
v

t t
= % (/ ae**dBs / (1-— e"s)st)
0 0 a(l _ eat)Z a?.(eZat _ 1)

ot ot *
a(2at + " +3 — 4e") / e™dBs +a(1 - e")? / (1—e™)dB;
JO Jo
= “—; U,
o " ;
a2(1_eat)2 / easst+a2(62at_1)/ (1—6as)st
J0 0
hence the proposition. O

Now, here comes an application of that latter proposition to bond pricing.

Corollary 5.3.14  Let the short rate be given by
dry = 0dBy 4 a(b — r;)dt,
then for T > 0, we have

b T
6 = %E[exp<—/0 rtdtﬂ

T T
= E [exp (—/ rtdt) ”;‘—ZT{ (1—e"T)2Br +2(1 4 aT — 1) / e”sdBSH .
JO JO
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Proof. By using Proposition 5.3.13, where we set v = (1,0), the proof is straightforward.
|

Now here is an analytical formula for 4.

T
Proposition 5.3.15 For T > 0, let R = / r¢dt. Then we have an explicit value for the greek & as the
J0

following double integral

= s // { (14 2aTe T — e2Tyy — 2Fa(aTe“T +eT — 2Ty (x —m7) } f(Ry,Bp) (X, y)dxdy,
(5.3.25)
where mp = :1—0(1 —e ) + Z(aT +e7T — 1) and the joint density f(ry,By) Of the couple

(Rt, Br) is given by

fre ) () = o ¢— ( 1(x y) M (;)),(x,y)eRz,

with 5
3 2 1 1 1
U—Z(T —5 ST 2—e—2aT) g(T — =4 =™ T)
Mp=|a 21 a2 a a a
—(T— =+ —e™T)
a a a

Proof. Let 0 < t < T. From [12] p.58 and Proposition 5.3.10, r; is normally distributed,

conditional on F;, for each 0 < s < ¢, with mean and variance respectively given by
E 11| Fs] = ree (7% 4 b(1 — e7(79))

and
o —a(t—s)
Var(rt|j5):5(1—€ )

Besides, from (5.3.21), we have

T
Rr = / redt
JO

T T T t
= rO/ e_“tdt—l—b/ (l—e_"t)dt—l—(f/ e_”t/ e*dBsdt
0 0 0 0
T T
= %0(1—e*“T)+Z(aT+e*”T—1)+o/ e”s/ e~ dtdBg
0 s

b —aT T
_ 7’;0(1 . efaT) + = (aT+ =T _ 1)+ gBT — Uea /0 e dB;. (5.3.26)

a

As a consequence, R is gaussian with

7 b
E[R7] = ;0(1 —e Ty 4 —(aT + e T —1):=mr,

2 ) 1
Var(RT) = % (T _ 23_a + Ee*ﬂT _ ZEZQT)

and so is the couple (Rt, Br), with

Cov(Rr, Br) = E[(Rr — m7)Br] = % {T + %(fﬂ - 1)} ,
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hence the covariance matrix Mt as given in the proposition, and therefore the density

function f(g, .- Relation (5.3.26) also leads to
T a
/ e"dB; = "By — —e"T (Rt — m7),
0 o
so we get, from Corollary 5.3.14
axt aTy2 aT T as
0 = E exp(—RT)T (I1—e")Br+2(1+aT —e¢ )/ e"dB;
0
_ . axrt aT _ 2aT _2a aT | aT _ 2aT .
= E |exp(—Rr7) 2 (1+2aTe e“")Br - (aTe" +e e (R —mr) ¢ |,
hence the proposition. O

From [12] p.59,
T
E [exp (—/ rtdt)] = A(T)e"OC(T), (5.3.27)
0

where

A(T) = exp { (b — @) (C(T)-T) - 4_2C<T)2 }
and C(T) = % {1 —e_”T} .

From (5.3.27) and above Proposition 5.3.25, we can do some numerical experiments. As an
illustration, we plot prices of bonds (continuous lines) with associated delta (dotted lines)

as functions of various parameters.

Fic.5.7-a=b=1,0=07; T=5
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Fic.58-a=b=1,T=6;ry=05

0.8 4
0.6 -
0.4

0.2

0= T T T T T
: 2 4 6 8 .. 10
Time of maturity T P

-0.2

~0.4 -

20.6

Fic.59-a=b=1,0=096; ry =05
Multi parameters model

As it is done in [12] p.138 where the so-called two-factors version of the Gaussian Vasi-

¢ek model is considered, we now generalize that model to a n-factors model, setting the
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following dynamics
dx = ay(by — xV)dt + oydBY
dx? = a5 (b, — XP)dt + 0,dB?

(5-3.28)
dx" = a, (b, — x")dt + 0, dB™,

ax{" V= (x{V + xP .+ X"t £>0.

Here (Bt(l),Bt(z), . Bt(n)) is a standard n-dimensional Brownian motion with correlation

matrix X, € Sym,(R) and parameters 0; > 0, 4; and b; are real constants with a; # 0, for

all i.

To keep the same notations as in Section 5.2, we fix n € N* and we rather set

1
axW
ax®@
dX; = t = SdB; + (AX,} + C)dt, t>0,
dXt(n+l)
(5:3-29)
x4V
(2)
Xén+1)
with
a0 0 —a; 0 0 a1by Bt(l)
0 0 : 0 —a arby Bt(Z)
S = ' 01~ A= : . . . ], C= , Br= .
: o, o --- 0 —a, O anobn Bt(”)
0 -+ .- 0 i ... 1 1 0 0.
With notations of previous section 5.2 and of [48] p.48, let Y; be the first variation process
%. In Vasicek model, that process is purely deterministic and we get the following
0

expression for Y;.

Lemma 5.3.16 Forallt > 0,

e~ mt 0 ‘e 0 0
0 e*ﬂzt
Yy = : . : 0:
0 .. 0 e—ant 0
1 1
—(1—e¢ @t B ) A |
(=) (-
Proof. 1t is immediate from dY; = AY;dt and Yy = [,,41. O

Proposition 5.3.17  For all t > 0, with above notations, the covariance matrix C; is deterministic, does
not depend on initial condition Xy and is given by

Ce
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3 )
2071(62”1’71) 0 0 Til(ealtfly
1 a3
o2 2
0 2 eZazr -1 2 eazt -1 2
) )
= 0
‘7% 2ap,t _171% ant 2
n
2 2 2
T (et — 12 2% (et _1)? % (gt _1y2 Y T34 20t 4ot 4 20t)
2a? 243 242 = 243

Proof. Lett > 0. We have
o n
Ci= [yt Lsis)T| (s,
with S; denoting column i of matrix S defined above. We have
n
)_Si(S)" = Diag(e}, 03, , 07, 0),
i=1

and from Lemma 5.3.16 we have

et o --- 0 0
0 ell2t :
Yt_l = 0 ’
0 0 efnt 0
1 1
—(1—emty ... L. (1—eMt) 1
(e (1)

so that from Relation (7.10) p.48 of [48], we get
d

—C
ds °
2
01262”15 0 c.. 0 a_leals(l — %)
ay
. . o2
0 o3e2ms - : 92 25 (1 gm2s)
a
0
o2
0 P 0 0'562”"5 u_nea,ﬁ(l _ Cans)
n
2 2 2 no 52
‘Lleals(l — M) U—Zeazs(l —e™S) ... ﬂe””s(l —em) Y %(ea,-s 12
h 2 n o
td
hence the proposition, with C; = / d—Cst- O
0 as

From above Proposition 5.3.17 and Lemma 5.4.1 of upcoming Section 5.4, we compute

2

nog4 *
detCr =) 4 {(ﬂz‘f — 2)e?it 4 4ot — (a;t +2)} [TL@"~1), t>o0.
i=124; i 2

As well as C;, matrix Ct_1 is symmetricand for 1 <i <j<mn+1,

Vi
o] i <delt)Ct

[CofCy];; = {C[l}j/i.
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2 2
0 o
Let a; = j(ez"ft 1) and B; = Z—Zl(e”ft —1)%fori € {1,---,n}, then
, 7
1

1

2
n g“
[CofCh);; = f(n—T1; ), j #i; By, j # 1 227]3(3+e2a/ — 46" +2ait)) i=c¢;, 1<i<n,
=175
2.2 2
o404 o
[CofCt]- o 12 ]2 (ea,t _ 1)2(8a/t _ 1)2 H _k(e2akt _ 1)
Y 4a? a; K, 2%
=(-1)"BB; [T, 2<i<m j#i
ki, j
—07 2 sz 2ajt 2—i -
[CofCt]; 141 = 5 5 (e —1) Hg(e 4 1) = (=1)"F _I,Bil_[ocj, 1<i<mn,
4 j#i < j#i
n 0-2
[COfct}n+1,n+1 1_[2;1 Zut Hlxl (5‘3‘30)

Therefore we get the following expression for C; .

Corollary 5.3.18 Forall t > 0,

-1
n 4
cil= {Z 0—’4 {(a;t — 2)e™i" + 4e"it — (a;t +2) }H & - } (5:3.31)
i=1 2ai /7&1
cl Bif2 T Bifn T o B[]
KA1,2 kAL n i1
BBz [T a 2 B : B2 ]
k1,2 iz
X
,Bn—l,Bn H 93
k#n—1,n
,Bl,Bn H 293 ce ,Bn—l,Bn H 223 Cn *,Bn H‘x/
k#1,n k#n—1,n j#n
n
~Ally  —pIlw - —Bu] 1w [Ta
j#1 j#2 j#n i=1

Now with notations of Theorem 5.2.4, we obtain an analytic expression for the Malliavin

weight ¢;.

Proposition5.3.19 Fort >0, ¢y € My ,,11(R) and

tk = —e o a;t — it 4 4t a; a SdBg
(el = Dttfk{ [1+ axt @ktnj+z [ £ 2)e2t 4 detit — (24 t]l—[ ]}/ oK)

j#k #k j#ki
P )
+Dt‘3k2{u—12 it_1) H"‘/}/ a,sngf)
i#k i j#k,i '
" o
~Dipe [ L 2BY, 1<k<n,
itk =1
and
" o L (i) " i
[¢t}n+1 Dt Z 7 061' Bt + Hﬂé]/ dB
i=1"1 j=1 ai j#i

N

-1
ot o7
with Dy = {Z —L { agt — 2)e2t 4 detit — (a;t + 2)} 11 2—;(62”1* — 1)} )

4
i=1 44, j£1 Y

n

2

0]

Proof. Let ¢; = )| 2—k3(3 4 20t — 4okt 1 2apt) [ Joj — Y BTl aj for 1 < i < n, and
k=1 < i kA jEik
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2 2

(s (o
recall that o; = j(cza"t —1) and B; = —4-(e"" — 1), As in the previous section, from
i

2
2{11.

Theorem 5.2.4 and Proposition 5.3.17, we have
ot
$ro = (/ (Xs*lA)Xost> C 1(Xo)v, Voe R
JO
For0<s<t,
< k
(X2'A)x,dBs = Y 8; (v 1)*aBM
k=1
n
= <0'1€ﬂ15st(1) U—2ea25dBS(2) L. Unea”Sngn) Z ?(1 _ eaks)ngk)> .
k=1 "k

By integration on interval [0, t] and as a consequence of Corollary 5.3.18, we get Proposi-

tion 5.3.10. O

Two-factors Vasicek model

Now, as a particular case of the previous paragraph, we consider the two-factors model,
that is n = 2. From [12] p.143, we assume that the dynamics of the short-rate process (7);

are given by
axV = —axWat + ydBY,
dx® = —pxPdt + 0,dB?,
e = Xt(l) + Xt(2)/ ro >0,

dx®) = ndt, t>o0.

(53-32)

Here, 19, a, b, o7 and o, are positive constants. The two-dimensional Brownian motion
(Bt(l),Bt(z)) has correlation p €]0,1[. We denote by P(t,T) the price at time t of a zero-

coupon bond with maturity time T,

P(t,T)=E [exp (— /tTrsds) ‘ft} .

Proposition5.3.20 For0 <t <T,

P(t,T) = exp {%V(t, T) - 1_%‘“&“) - %WXF)}, (5333)
with function V given by
V(LT) = ‘;—;_2 [T —t+ %e_“(T_t) - zl—ae—2”(T—f> - %}
n ‘;_%2 [T . %efb(Tft) N %ef%(Tft) N %]
+ ZP% [T —t+ et e_b(T;t) —1 e_(”?f:) ! (5.3-34)
Proof. See Theorem 4.2.1 p.145 of [12]. O
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Proposition 5.3.21

For T > 0, the greek ¢ is given by

-2t ra)] o - )]

with
0305 {1 oar BT _ 42 4 L 26T aT _ 12| g
¢r = Drymq (@ =D =17+ —(e™ —1)(e" —1)" ¢ By (5:335)
4a°b | b a
2.3
o0 [ 1 o1 aT _ \2, L ooar T 2 | p2)
+ Dt4b2a { a(e 1)(e 1) —i—b(e 1)(e 1) ¢ By
+ Dy ﬁ(em —1)(1+aT —e"T) + il [(bT —2)e?T 4 46T — (2 + bT)}
2a3b 2b*
030.2 T
192 (aT bT 2 typ(1)
(T - 1) - 1) /Oe” dB|
+ D @(EJ“T—1)(1+bT—ebT)+‘72—‘7iJL [(aT—z)ezﬂT+4eaT—(2+aT)}
"\ 263 24
2.3 T
919 (T T 2 bt 1p(2)
e Y }/0 e"dB®,
with
olo?
Dy = {4;4;2 {(aT—z)e2“T+4e“T— (aT+2)} (2T —1)
ooy 26T bT 24T -
+4b4a2{(bT—2)e +4T - (0T +2) } (> T -1) ¢
Proof. It is a direct consequence of Proposition 5.3.19. O

5.4 APPENDIX

Let n € N* and w;, B;, v € R, fori=1,..,n. Then

Lemma 5.4.1

f(naq, -

: /0(7’11'!31/' :

S Buy) =

o1 0
0 1%}
0o ...
ﬁn ,32

0

0

0
&n

B

P
B2
B
Y

n

=y -y — Z,B;?‘Hzxj.

i=1 i

Proof. For a fixed n € N*, we have f(1;a1;B1;7) = a1y — B2 and f(2;a1,a; B1, B y) =
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Chapitre 5. Calcul de sensibilités via le calcul de Malliavin

and by iterating that process,

n—2
f(n; (ai)is (B))jiv) = @1+ an_of (25 @1, 805 Bu—1, Busv) — Y | [ 8%,

i=1 j#i

we hence get the Lemma. O
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PERSPECTIVES

Dans la continuité directe de mon travail de these, j'espere obtenir d’autres résultats en
ce qui concerne l'analyse de sensibilités sur des modeles sur les variétés présentés au
chapitre 5. En particulier, le poids ¢; qui apparait dans le Théoréme 1.4.2 n’est pas unique
et la question de son optimalité, dans un sens qui reste a définir (comme par exemple la
variance la plus petite) reste ouverte. Il faudrait également chercher des poids analogues
a celui associé a la grecque J, fourni dans ce méme théoréme, mais pour d’autres grecques
impliquant par exemple des dérivées secondes, afin de pousser plus loin 1’analyse de

sensibilités pour des diffusions a générateurs hypoelliptiques sur les variétés.

La question de la modélisation des taux sur les groupes de Lie reste également ouverte
et je compte chercher des applications pertinentes de la théorie des groupes de Lie en
modélisation financiére, notamment en m’inspirant des références [33], [23] or [20] et
en étudiant en détails la théorie des diffusions sur les groupes de Lie, comme il en est

question par exemple dans [58].
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NOTATIONS

N, N*
R, R,
C

DO, Cl

P E

(Q, F,P)
Ft, B

E; = E[ | 7]
Tt

P(t,T)

EDS, SDE
EDP, PDE
exp, cos, sin, cosh, sinh

Ly, Ky

C€2n, C€2n 41, 5€2n+1, 5€2n+2
Wy

L

S50(n)

SL(n)

ensemble des entiers naturels, des entiers strictement positifs
ensembles des nombres réels et réels positifs

ensemble des nombres complexes

ensemble des fonctions dérivables en tout point,

des fonctions continues et a dérivée continue en tout point
probabilité et espérance

espace probabilisé

filtration et mouvement brownien au temps ¢t > 0

espérance conditionnelle en t > 0

taux court au temps t > 0

prix d’une obligation zéro-coupon au temps ¢t > 0,
d’échéance T >t

Equation Différentielle Stochastique, Stochastique Differential Equation
Equation aux Dérivées Partielles, Partial Differential Equation
fonctions exponentielle, cosinus, sinus,

cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique

partie positive de (x — k)

opérateur gradient suivant x

dérivée partielle suivant x

fonction Gamma suivant z € C

fonctions de Bessel modifiées d’indice v

fonctions de Mathieu d’ordre n

fonction de Whittaker d’indices (p, v)

polyndme de Laguerre généralisé d’indice a, d’ordre b
groupe spécial orthogonal de dimension n

groupe spécial linéaire de dimension 7
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In
XA
Tr
Hess

M|

X*

G g
I(TM)
[A, B
56X,

matrice identité de taille n

polynéome minimal de la matrice A
fonction trace

matrice hessienne

déterminant de la matrice M

transposée de la matrice A

adjoint de X

groupe de Lie, algebre de Lie

fibré de l'espace tangent a la variété lisse M
crochet de Lie de A et B

différentielle du processus X; au sens de Stratonovich



BIBLIOGRAPHIE

[1]

M. Abramowitz et I. A. Stegun. Handbook of mathematical functions with formulas,
graphs, and mathematical tables, volume 55 de National Bureau of Standards Applied Ma-
thematics Series. For sale by the Superintendent of Documents, U.S. Government

Printing Office, Washington, D.C., 1964. (Cité pages 5, 14, 30, 36, 44, 55 et 66.)

L. Alili et J.-C. Gruet. An explanation of a generalized Bougerol’s identity in terms of
hyperbolic Brownian motion. Dans Exponential functionals and principal values related
to Brownian motion, Bibl. Rev. Mat. Iberoamericana, pages 15-33. Rev. Mat. Iberoame-

ricana, Madrid, 1997. (Cité pages 9 et 10.)

G. E. Andrews, R. Askey, et R. Roy. Special functions, volume 71 de Encyclopedia of
Mathematics and its Applications. Cambridge University Press, Cambridge, 1999. ISBN
0-521-62321-9; 0-521-78988-5. (Cité page 55.)

M. Arnaudon et A. Thalmaier. The differentiation of hypoelliptic diffusion semi-
groups. URL http://hal . archi ves- ouvertes. fr/hal - 00472696/ en/. Pri-

mary 58G32, 60H30; Secondary 6oH1o. (Cité pages 20, 21, 22, 87, 88, 89 et 91.)

M. Baer. Beyond Born-Oppenheimer. Wiley-Interscience [John Wiley & Sons], Hoboken,
NJ, 2006. ISBN 978-0-471-77891-2; 0-471-77891-5. Conical intersections and electronic
nonadiabatic coupling terms. (Cité pages 14, 67, 74 et 75.)

A. Baricz. Generalized Bessel functions of the first kind, volume 1994 de Lecture
Notes in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2010. ISBN 978-3-642-12229-3. URL
http://dx. doi.org/10.1007/978- 3- 642- 12230- 9. (Cité pages 5 et 50.)

P. Barrieu, A. Rouault, et M. Yor. A study of the Hartman-Watson distri-
bution motivated by numerical problems related to the pricing of asian
options.  J. Appl. Probab., 41(4) :1049-1058, 2004. ISSN o0021-9o02.  URL
http://projecteuclid. org/get Record?i d=euclid.jap/1101840550.

(Cité pages 4, 6, 31 et 49.)

117


http://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00472696/en/
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-12230-9
http://projecteuclid.org/getRecord?id=euclid.jap/1101840550

118

(8]

[10]

[11]

[12]

[16]

F. E. Benth, M. Groth, et P. C. Kettler. A quasi-Monte Carlo algorithm for
the normal inverse Gaussian distribution and valuation of financial deriva-
tives. Int. |. Theor. Appl. Finance, 9(6) :843-867, 2006. ISSN 0219-0249. URL
http://dx. doi.org/10.1142/ S0219024906003810. (Cité page 19.)

M. V. Berry. Quantal phase factors accompanying adiabatic changes. Proc. Roy. Soc.

London Ser. A, 392(1802) :45-57, 1984. ISSN 0962-8444. (Cité page 75.)

A. N. Borodin et P. Salminen. Handbook of Brownian motion—facts and formulae. Pro-
bability and its Applications. Birkhduser Verlag, Basel, second édition, 2002. ISBN

3-7643-6705-9. (Cité pages 12, 44, 61 et 65.)

A. Brace, D. Gatarek, et M. Musiela. The market model of interest rate dynamics.

Math. Finance, 7(2) :127-155, 1997. ISSN 0960-1627. (Cité pages 4 et 29.)

D. Brigo et E. Mercurio. Interest rate models—theory and practice. Springer Finance.
Springer-Verlag, Berlin, second édition, 2006. ISBN 978-3-540-22149-4; 3-540-22149-2.
With smile, inflation and credit. (Cité pages 4, 5, 11, 13, 20, 29, 54, 66, 87, 91, 104, 105,

106 et 110.)

R. Campbell. Théorie générale de I'équation de Mathieu et de quelques autres équations

différentielles de la mécanique. Masson et Cie, Paris, 1955. (Cité pages 14, 66, 67, 68
et 73.)
P. Carr et M. Schroder. Bessel processes, the integral of geometric Brownian motion,

and Asian options. Teor. Veroyatnost. i Primenen., 48(3) :503—533, 2003. ISSN 0040-361X.
URL http://dx.doi.org/10.1137/ S0040585X97980543. (Cité pages 4, 6, 31

et 49.)

TR. Cass et PK. Friz. The Bismut-Elworthy-Li formula for jump-diffusions and ap-

plications to Monte Carlo methods in finance. (Cité pages 20 et 87.)

K.C. Chan, G.A. Karolyi, FA. Longstaff, et A.B. Sanders. An empirical comparison
of alternative model of the short-term interest rate. The Journal of Finance, 47(3) :

1209-1227, 1992. (Cité page 4.)

A. Comtet et C. Monthus. On the flux distribution in a one dimensional disordered
system. J. Phys. I France, 4 :635-653, 1994. ISSN 0305-4470. (Cité pages 4, 10, 11, 49,
51 et 53.)


http://dx.doi.org/10.1142/S0219024906003810
http://dx.doi.org/10.1137/S0040585X97980543

[18] A. Comtet et C. Monthus. Diffusion in a one-dimensional random medium and
hyperbolic Brownian motion. J. Phys. A, 29(7) :1331-1345, 1996. ISSN 0305-4470.
URL http://dx. doi.org/10. 1088/ 0305- 4470/ 29/ 7/ 006. (Cité pages 10, 11,

49 et 53.)
[19] A. Comtet, C. Monthus, et M. Yor. Exponential functionals of Brownian motion and

disordered systems. J. Appl. Probab., 35(2) :255-271, 1998. ISSN 0021-9oo2. URL
http://projecteuclid. org/get Record?i d=euclid.jap/1032192845.

(Cité pages 10, 11, 14, 49, 53 et 74.)
[20] A. De Schepper, M. Goovaerts, et E. Delbaen. The Laplace transform of annuities cer-

tain with exponential time distribution. Insurance Math. Econom., 11(4) :291-294, 1992.

ISSN 0167-6687. URL ht t p: / / dx. doi . or g/ 10. 1016/ 0167- 6687(92) 90017- 6.

(Cité page 113.)
[21] N. A. Doherty et ]J. R. Garven. Insurance cycles : Interest rates and
the capacity constraint model. Risk and insurance, EconWPA, 1994.

URL http://econpapers.repec. org/ RePEc: wpa: wuwpri : 9407001. (Cité
pages 13, 16, 66 et 72.)

[22] L. U. Dothan. On the term structure of interest rates. Jour. of Fin. Ec., 6 :59—69, 1978.
(Cité pages 3, 4, 5, 11, 29, 30, 31 et 54.)

[23] D. Dufresne. The distribution of a perpetuity, with applications to risk theory and

pension funding. Scand. Actuar. J., (1-2) :39-79, 1990. ISSN 0346-1238. (Cité page 113.)

[24] D. Dufresne. Laguerre series for Asian and other options.
Math.  Finance, 10(4) :407-428, 2000. ISSN  0960-1627. URL
http://dx.doi.org/10.1111/1467- 9965. 00101.  (Cité pages 4, 6, 12,

20, 31, 49, 65 et 87.)
[25] A. Erdélyi, W. Magnus, F. Oberhettinger, et F. G. Tricomi. Higher transcendental func-

tions. Vol. II. Robert E. Krieger Publishing Co. Inc., Melbourne, Fla., 1981. ISBN

0-89874-069-X. Based on notes left by Harry Bateman, Reprint of the 1953 original.
(Cité pages 38 et 42.)
[26] W. Feller. An introduction to probability theory and its applications. Vol. 1. Second edition.

John Wiley & Sons Inc., New York, 1971. (Cité page 41.)

[27] E. Fournié, J.-M. Lasry, J. Lebuchoux, P.-L. Lions, et N. Touzi. Applications of Mal-

liavin calculus to Monte Carlo methods in finance. Finance Stoch., 3(4) :391—412, 1999.

119


http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/29/7/006
http://projecteuclid.org/getRecord?id=euclid.jap/1032192845
http://dx.doi.org/10.1016/0167-6687(92)90017-6
http://econpapers.repec.org/RePEc:wpa:wuwpri:9407001
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9965.00101

120

ISSN 0949-2984. URL http://dx. doi.org/10. 1007/ s007800050068. (Cité

pages 19, 21, 22, 88 et 9o.)

[28] E. Fournié, J.-M. Lasry, J. Lebuchoux, P.-L. Lions, et N. Touzi. Applications of Mal-
liavin calculus to Monte-Carlo methods in finance. II. Finance Stoch., 5(2) :201-236,
2001. ISSN 0949-2984. URL ht t p: // dx. doi . or g/ 10. 1007/ PL0O0013529. (Cité

pages 19, 21, 88, 90 et 100.)

[29] I. S. Gradshteyn et I. M. Ryzhik. Table of integrals, series, and products. Else-
vier/Academic Press, Amsterdam, seventh édition, 2007. ISBN 978-0-12-373637-6;
0-12-373637-4. Translated from the Russian, Translation edited and with a preface

by Alan Jeffrey and Daniel Zwillinger, With one CD-ROM (Windows, Macintosh and

UNIX). (Cité pages 14, 44, 52, 53, 60, 61, 67, 68, 71, 72 et 73.)

[30] C. Grosche et F. Steiner. Handbook of Feynman path integrals, volume 145 de Springer
Tracts in Modern Physics. Springer-Verlag, Berlin, 1998. ISBN 3-540-57135-3. (Cité

pages 7, 14, 34, 43, 61, 66 et 67.)

[31] E. Jacob. Excursions of the integral of the Brownian motion. Ann. Inst. Henri Poincaré.

(Cité page 92.)

[32] L. Jager. Fonctions de Mathieu et fonctions propres de l'oscillateur relativiste.
Ann. Fac. Sci. Toulouse Math. (6), 7(3) :465-495, 1998. ISSN 0240-2963. URL
http://ww. nundam or g/itenPi d=AFST 1998 6 7 3 465 0. (Cité pages 14
et 66.)

[33] J. James et N. Webber. Interest Rate Modelling. Wiley, Financial Engineering, 2000.
ISBN o-471-97523-0. (Cité pages 16, 76, 78 et 113.)

[34] M. Jeanblanc, J. Pitman, et M. Yor. The Feynman-Kac formula and decomposition of
Brownian paths. Mat. Apl. Comput., 16(1) :27-52, 1997. ISSN o101-8205. (Cité pages 13
et 66.)

[35] M. S. Joshi. The concepts and practice of mathematical finance. Mathematics, Finance and
Risk. Cambridge University Press, Cambridge, second édition, 2008. ISBN 978-0-521-
51408-8. (Cité page 6.)

[36] M. Kac. On the average of a certain Wiener functional and a related limit theorem

in calculus of probability. Trans. Amer. Math. Soc., 59 :401—414, 1946. ISSN 0002-9947.
(Cité page 13.)


http://dx.doi.org/10.1007/s007800050068
http://dx.doi.org/10.1007/PL00013529
http://www.numdam.org/item?id=AFST_1998_6_7_3_465_0

[37]

[38]

[39]

[43]

[44]

K. Kawazu et H. Tanaka. On the maximum of a diffusion process in a
drifted Brownian environment. Dans Séminaire de Probabilités, XXVII, volume
1557 de Lecture Notes in Math., pages 78-85. Springer, Berlin, 1993. URL
http://dx. doi.org/10.1007/ BFb0087965. (Cité pages 14 et 74.)

A. Lachal. (Cité page 92.)

A. Lachal. Sur le premier instant de passage de l'intégrale du mouvement brow-
nien. Ann. Inst. H. Poincaré Probab. Statist., 27(3) :385—405, 1991. ISSN 0246-0203.
URL http://www. nundam org/iteni d=AIHPB 1991 27 3 385 0. (Cité

page 92.)

S. Lang. Complex analysis, volume 103 de Graduate Texts in Mathematics. Springer-

Verlag, New York, fourth édition, 1999. ISBN 0-387-98592-1. (Cité page 58.)

N. N. Lebedev. Special functions and their applications. Dover Publications Inc., New
York, 1972. Revised edition, translated from the Russian and edited by Richard A.

Silverman, Unabridged and corrected republication. (Cité page 43.)

Y. Li et J. He. Exact solution of the Schrodinger equation for the time-dependent
harmonic oscillator. Chinese Sci. Bull., 43(13) :1066-1071, 1998. ISSN 1001-6538. URL
http://dx. doi.org/10.1007/ BF02883074. (Cité pages 14, 66 et 67.)

V. Linetsky. The spectral decomposition of the option value. Int.
J. Theor. Appl. Finance, 7(3) :337-384, 2004. ISSN  0219-0249. URL
http://dx. doi.org/10. 1142/ S0219024904002451. (Cité pages 15, 67, 68

et 69.)
V. Linetsky. Spectral expansions for Asian (average price) op-
tions. Oper. Res., 52(6) :856-867, 2004. ISSN  0030-364X. URL

http://dx.doi.org/10.1287/opre. 1040. 0113.  (Cité pages 10, 15, 49,
50, 67 et 69.)
H. Matsumoto et M. Yor. Exponential functionals of Brownian motion. I. Probability

laws at fixed time. Probab. Surv., 2 :312—347 (electronic), 2005. ISSN 1549-5787. URL
http://dx.doi.org/10.1214/154957805100000159. (Cité pages 6, 11, 12, 30,

38, 53, 65 et 101.)

H. P. McKean, Jr. Elementary solutions for certain parabolic partial differential equa-

tions. Trans. Amer. Math. Soc., 82 :519-548, 1956. ISSN 0002-9947. (Cité page 69.)

121


http://dx.doi.org/10.1007/BFb0087965
http://www.numdam.org/item?id=AIHPB_1991__27_3_385_0
http://dx.doi.org/10.1007/BF02883074
http://dx.doi.org/10.1142/S0219024904002451
http://dx.doi.org/10.1287/opre.1040.0113
http://dx.doi.org/10.1214/154957805100000159

122

[47] H. P. McKean, Jr. A winding problem for a resonator driven by a white noise. J. Math.

Kyoto Univ., 2 :227-235, 1963. ISSN 0023-608X. (Cité page 92.)

[48] D. Nualart. Malliavin calculus and its applications, volume 110 de CBMS Regional Confe-
rence Series in Mathematics. Published for the Conference Board of the Mathematical
Sciences, Washington, DC, 2009. ISBN 978-0-8218-4779-4. (Cité pages 20, 88, 90, 96,
107 et 108.)

[49] E. C. Park et C. Chun. Linear Stochastic Systems on Lie Groups : Framework and

Applications. preprint, IEEE transactions on automaic control. (Cité page 16.)

[50] C. Pintoux et N. Privault. The Dothan pricing model revisited. Math. Fin. (Cité

pages 4, 11, 20, 27, 49, 51, 54, 66, 87 et 101.)

[51] C. Pintoux et N. Privault. The Dothan model revisited. preprint, 2009. (Cité pages 6
et 13.)

[52] C. Pintoux et N. Privault. A direct solution to the Fokker-Planck equation for expo-
nential Brownian functions. Anal. Appl. (Singap.), 8(3) :287-304, 2010. ISSN 0219-5305.
URL http://dx. doi.org/10. 1142/ S0219530510001655. (Cité pages 13, 46,
47 et 66.)

[53] J. Pitman et M. Yor. Infinitely divisible laws associated with hyperbolic functions.

Canad. ]. Math., 55(2) :292-330, 2003. ISSN 0008-414X. (Cité page 41.)

[54] A. D. Polyanin et A. V. Manzhirov. Handbook of integral equations. Chapman &
Hall/CRC, Boca Raton, FL, second édition, 2008. ISBN 978-1-58488-507-8; 1-58488-
507-6. URL htt p:// dx. doi.org/10. 1201/ 9781420010558. (Cité page 43.)

[55] N. Privault. An elementary introduction to stochastic interest rate modeling. Advanced
Series on Statistical Science & Applied Probability, 12. World Scientific Publishing
Co. Pte. Ltd., Hackensack, NJ, 2008. ISBN 978-981-283-273-3; 981-283-273-4. (Cité

pages 5, 6 et 29.)
[56] N. Privault. Potential theory in classical probability. Dans Quantum potential theory,

volume 1954 de Lecture Notes in Math., pages 3-59. Springer, Berlin, 2008. URL
http://dx.doi.org/10.1007/978- 3- 540- 69365- 9 2. (Cité pages 15 et 70.)

[57] D. Revuz et M. Yor. Continuous martingales and Brownian motion, volume 293 de

Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften [Fundamental Principles of Mathemati-


http://dx.doi.org/10.1142/S0219530510001655
http://dx.doi.org/10.1201/9781420010558
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-540-69365-9_2

cal Sciences]. Springer-Verlag, Berlin, third édition, 1999. ISBN 3-540-64325-7. (Cité
pages 13, 14, 65 et 74.)

[58] L. C. G. Rogers et David Williams. Diffusions, Markov processes, and martingales. Vol.
2. Cambridge Mathematical Library. Cambridge University Press, Cambridge, 2000.

ISBN o0-521-77593-0. Itd calculus, Reprint of the second (1994) edition. (Cité pages 76
et 113.)

[59] A. Schenzle et H. Brand.  Multiplicative stochastic processes in statistical
physics. Phys. Lett. A, 69(5) :313-315, 1978/79. ISSN o0375-9601.  URL
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(79) 90418- 3. (Cité pages 10 et 49.)

[60] J. B. Seaborn. Hypergeometric functions and their applications, volume 8 de Texts in

Applied Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1991. ISBN 0-387-97558-6. (Cité
page 55.)

[61] ]. Shirley. Solution of the Schrodinger Equation with a Hamiltonian Periodic in Time.

Phys. Rev. Let. (Cité pages 14, 66 et 67.)
[62] T. Simon. A remark on the L1-norm of Brownian motion. (Cité pages 13 et 75.)

[63] G. N. Watson. A treatise on the theory of Bessel functions. Cambridge Mathematical
Library. Cambridge University Press, Cambridge, 1995. ISBN 0-521-48391-3. Reprint
of the second (1944) edition. (Cité pages 5, 8, 30, 35, 45, 50, 60 et 62.)

[64] M. Yor. On some exponential functionals of Brownian motion.
Adv. in Appl. Probab., 24(3) :509-531, 1992. ISSN  0001-8678. URL
http://dx.doi.org/10.2307/1427477. (Cité pages 5, 11, 12, 30, 53 et 65.)


http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(79)90418-3
http://dx.doi.org/10.2307/1427477

Titre Calculs stochastique et de Malliavin appliqués aux modeles de taux d’intérét en-

gendrant des formules fermées

Résumé Cette these traite des fonctionnelles exponentielles du mouvement brownien et
porte en particulier sur des calculs explicites de prix de bonds zéro-coupon associés au
modele de taux d’intérét de Dothan. En utilisant des méthodes de noyaux de la chaleur
et de résolution d’équations de Fokker-Planck, nous donnons des formules explicites de
densités de probabilités ou de leurs transformées de Laplace. Les différentes formules in-
tégrales obtenues complétent celles de 'article original "On the Term Structure of Interest
Rates" (L. U. Dothan). La méthode utilisée est directe et implique notamment une nouvelle
représentation intégrale pour le module au carré de la fonction Gamma. Nous étudions
ensuite les applications a la physique et aux mathématiques financieres des résultats obte-
nus pour les fonctionnelles périodiques et hyperboliques du mouvement brownien. Nous
traitons aussi de calculs de sensibilités d’options par le calcul de Malliavin. Nous donnons
des expressions explicites de l'indicateur delta pour des prix d’options asiatiques et des

obligations reposant sur des taux courts traités dans la premiere partie de la these.

Mots-clés Processus stochastiques, Calcul d’Itd, Calcul de Malliavin, Formule de
Feynman-Kac, Fonctions spéciales, Diffusion hypoelliptique, Modeles de taux d’intéréts,

Equations de Fokker-Planck

Title Stochastic and Malliavin calculus with applications to interest rates models leading

to closed formulae

Abstract In this thesis we first work on exponential functionals of Brownian motion,
with explicit computations of zero-coupon bond prices assiciated to the Dothan short-
term interest rate model. Using methods of integral representations for heat kernels and
Fokker-Planck framework, we give explicit formulae for probability densities or their La-
place transforms, which complete those of the original paper "On the Term Structure of
Interest Rates" (L. U. Dothan). We propose direct solutions based on a new integral repre-
sentation for the square modulus of the Gamma function. Then we present applications in
physics and financial mathematics for the formulae associated to periodic and hyperbolic
functionals of Brownian motion. We also focus on sensibility formulae with Malliavin cal-
culus in Asian options and bond pricing frameworks, with explicit computations for the

delta in case of an underlying asset that has been studied in the first part of the thesis.



Keywords Stochastic processes, It6 calculus, Malliavin calculus, Feynman-Kac formula,

Special functions, Hypoelliptic diffusions, Interest rate models, Fokker-Planck equation
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