N

N

Controle de la Dynamique de la Leucémie Myéloide
Chronique par Imatinib

Chahrazed Benosman

» To cite this version:

Chahrazed Benosman. Controle de la Dynamique de la Leucémie Myéloide Chronique par Imatinib.
Mathématiques [math|. Université Bordeaux 1, 2010. Francais. NNT: . tel-00555973

HAL Id: tel-00555973
https://theses.hal.science/tel-00555973

Submitted on 14 Jan 2011

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00555973
https://hal.archives-ouvertes.fr

Numéro d’ordre: 4100
THESE

présentée a

L’UNIVERSITE BORDEAUX 1

Ecole Doctorale de Mathématiques et Informatique

par

Chahrazed BENOSMAN
pour obtenir le grade de
Docteur

Spécialité: Mathématiques Appliquées et Calcul Scientifique

Controle de la Dynamique de la Leucémie
Myéloide Chronique par Imatinib
These dirigée par BedrEddine AINSEBA

Soutenue le 18 novembre 2010, devant la commission d’examen:

M. Mostafa Adimy Directeur de recherche, INRIA Rhone-Alpes  Examinateur
M. Bedr’Eddine Ainseba Professeur, Université Bordeaux 2 Directeur
M. Jean Clairambault Directeur de recherche, INRIA Rocquencourt  Rapporteur
M. Mimmo Iannelli Professeur, Université de Trento (Italie) Rapporteur
M. Michel Langlais Professeur, Université Bordeaux 2 Examinateur
M. Francois-Xavier Mahon Professeur, CHU de Bordeaux Examinateur
M. Gauthier Sallet Professeur, Université Paul Verlaine, Metz Rapporteur

Unwversité Bordeaux 1 - Les Sciences et les Technologies au service de ’Homme et

de 'Environnement


http://www.u-bordeaux1.fr/
http://www.math.u-bordeaux1.fr/ED/ecole_doctorale/

) /7 These financée par 'INRIA et préparée a

Institut de I'Institut de Mathématiques de Bordeaux
athematiques de UMR CNRS 5251, Université Bordeaux 2
Bordeaux 33076 Bordeaux cedex, France




Résumé

Notre travail de recherche concerne la modélisation de I'hématopoiese nor-
male et altérée. Les cellules souches hématopoiétiques (CSH) sont des cellules in-
différenciée qui se trouvent dans la moelle osseuse, et possedent la capacité d’auto-
renouvellement et de différenciation. L’hématopoiese montre souvent des anomalies
qui causent les maladies hématologiques. La leucémie Myéloide Chronique (LMC)
est un cancer des globules blancs, résultant d’une transformation des chromosomes
dans les CSH. En modélisant la LMC, nous décrivons 1’évolution des CSH et cellules
différenciées dans la moelle osseuse, par un systeme d’équations différentielles ordi-
naires (EDO). L’homéostasie dépend de quelques lignées cellulaires, et controle la
division des CSH. Nous analysons le comportement asymptotique global du modele,
pour obtenir les conditions de régénération de I’hématopoiese normale et la persis-
tance de la LMC. Nous démontrons que les cellules normales et cancéreuses ne
peuvent pas coexister longtemps.

L’imatinib est un traitement principal de la LMC, administré a des dosages va-
riant de 400 a 1000 mg par jour. Les patients répondent a la thérapie suivant les
niveaux hématologique, cytogénétique et moléculaire. La thérapie échoue quand
les patients prennent plus de temps pour réagir (réponse suboptimale), ou bien
révelent une résistance primaire ou secondaire apres une bonne réponse initiale. La
détermination du dosage optimal, nécessaire a la réduction des cellules cancéreuses
représente notre objectif. Alors, nous représentons les effets de la thérapie par des
problemes de controle optimal pour minimiser le cotit du traitement et le nombre des
cellules cancéreuses. La réponse suboptimale, les résistances primaire et secondaire,
et le rétablissement des patients, sont obtenus a travers l'influence de 'imatinib sur
la division et la mortalité des cellules cancéreuses.

En considérant la compétition interspécifique, nous construisons a partir du systeme
d’EDO un modele structuré en age, décrivant les effets de la thérapie sur les CSH
cancéreuses. Nous établissons les conditions d’optimalité et démontrons 'existence
et I'unicité d’un controle optimal. Le processus d’interaction joue un role important
dans la dynamique des CSH normales; en effet, les CSH filles normales peuvent se
stabiliser ou montrer un rebond durant la thérapie. Le dosage optimal est soit stable
ou oscillant avec le temps, et les CSH filles cancéreuses peuvent croitre ou osciller.
Cette étude contribue significativement dans l'obtention du dosage optimal lors du

traitement de I’hématopoiese altérée.



Control of the dynamics of Chronic Myeloid
Leukemia by Imatinib

Abstract

Modelling normal and altered hematopoiesis represents a feature of our re-
search work. Hematopoietic stem cells (HSC) are undifferentiated cells located in
bone marrow, with unique abilities of self-renewal and differentiation (production of
white cells, red blood cells and platelets). The process of hematopoiesis often exhi-
bits some abnormalities causing hematological diseases. Chronic Myeloid Leukemia
(CML) is a cancer of white blood cells, resulting from a chromosomal transforma-
tion of HSC. In modelling CML, we describe the evolution of HSC and differentiated
cells (DC) in bone marrow, by means of ordinary differential equations (ODE). Ho-
meostasis depends on some lines of hematopoietic cells, and controls partially the
division of cancer HSC. We analyze the global asymptotic behavior of the model,
providing conditions for regeneration of normal hematopoiesis and persistence of
CML. We prove that normal and cancer hematopoietic cells cannot coexist for a
long time.

Imatinib is the main treatment of CML, administered at a dosage varying from
400 to 1000 mg per day. Patients respond to therapy with various levels being he-
matologic, cytogenetic and molecular. Therapy fails if patients take a long time to
react, then suboptimal response occurs. Patients may also reveal primary or acqui-
red resistance after an initial response. Determining the optimal dosage required to
reduce cancer hematopoietic cells represents our challenge. To this aim, we approach
therapy effects as an optimal control problems to minimize the cost of therapy and
the number of cancer hematopoietic cells. Suboptimal response, primary resistance,
acquired resistance and recovery are obtained through the influence of imatinib onto
the division and mortality of cancer hematopoietic cells.

Taking into consideration interspecific competition, we derive from our ODE system
an age-structured system, describing the effects of therapy onto cancer HSC. We
establish necessary conditions of optimality and prove the existence and unique-
ness of an optimal control. We show that the interaction process play a crucial role
into the dynamics of normal HSC. Indeed, normal daughter HSC either stabilize or
show a rebound during therapy. The optimal dosage may be stable or oscillating
over time, and cancer daughter HSC either grow continuously or show oscillations.
This resolution contributes significantly in obtaining optimal dosage when treating

altered hematopoiesis.
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Introduction générale



Chapitre 1

Origine et traitement de la

leucémie myéloide chronique

1.1 Cellules souches hématopoiétiques

Les cellules souches sont présentes au stade embryonnaire et dans ’organisme adulte.
Elles se différencient pour produire des cellules matures, et sont capables de se renou-
veler indéfiniment. On retrouve par exemple les cellules souches hématopoiétiques
(CSH) régénérant les cellules du sang, les cellules souches intestinales, les cellules
souches nerveuses dans certaines régions du cerveau (hippocampe, zone subven-
triculaire). Ces cellules jouent un role treés important dans le développement et le
maintien de 'organisme. Elles se développent des le stade embryonnaire, ou elles
sont pluripotentes. Le nombre et la virtualité des cellules souches diminuent pro-
gressivement, en conséquence, elles ne sont pas nombreuses et sont éparpillées dans
I’'organisme adulte. Les moyens moléculaires qui régulent le développement des CSH
sont encore mal connus. Cependant, on peut établir des tests identifiant 1'activité
des CSH : il s’agit de transplanter des cellules souches candidates et de vérifier si
elles peuvent régénérer le tissu correspondant [15]. On décrit plusieurs types de cel-
lules souches :

Les cellules souches totipotentes sont obtenues par division de I'ovule fécondée. On
les retrouvent dans les quatre premiers jours du développement de I'embryon.

Les cellules souches pluripotentes découlent de la masse cellulaire interne du blas-
tocyste (stade du développement embryonnaire variant de 5 & 7 jours), et peuvent

produire tous les tissus de 1'organisme.
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Les cellules souches multipotentes retrouvées dans 'embryon et dans l'organisme
adulte. Elles produisent plusieurs types de cellules et préservent leur capacité d’auto-
renouvellement.

Les cellules souches unipotentes, qui en se renouvelant, produisent un seul type

cellulaire, comme celui de la peau ou du foie.

1.1.1 L’auto-renouvellement et la différenciation

Dans un tissu normal, on retrouve un équilibre entre le maintien du nombre des
cellules souches par auto-renouvellement et I’entrée en différenciation, il s’agit alors
d’une homéostasie. Dans plusieurs tissus adultes (épiderme, moelle osseuse, ...), les
cellules souches peuvent rester en quiescence plusieurs mois [39, 93]. Suite & un signal
physiologique ou un stress important, les cellules souches proliferent pour se renou-
veler ou se différencier. Des suggestions théoriques existent sur le renouvellement et
la différenciation des cellules souches (voir la figure 1.1). D’une part, on retrouve
la division mitotique asymétrique, pour laquelle les acides ribonucléiques messagers
(ARNm) sont répartis de fagon inégale entre deux cellules filles. Cette répartition
est décisive pour le devenir de la cellule, c’est-a-dire soit le renouvellement ou bien
la différenciation. On admet parfois qu’une cellule fille reste liée a la niche pour
assurer le renouvellement, tandis que la deuxieme cellule fille se différencie en cel-
lule mature du tissu. D’autre part, on retrouve la division symétrique ou la cellule
souche donne deux cellules filles au méme devenir, en produisant soit deux cellules
souches, ou bien deux progéniteurs.

Dans plusieurs travaux, on suggere la cohabitation de ces deux modeles [15, 63].
Le mode de division peut étre choisi selon les besoins du tissu : asymétrique en cas
d’équilibre cellulaire, ou bien symétrique en cas de régénération cellulaire. La divi-
sion symétrique déséquilibrée peut entrainer ’expansion des cellules souches, voire
la formation des tumeurs. On constate ainsi que I’environnement influence certai-
nement le choix du processus d’auto-renouvellement [15]. Les CSH se développent
en progéniteurs, qui se différencient et produisent les lignées des globules rouges,
globules blancs ou plaquettes. Les progéniteurs se développent en précurseurs dont
I'activité essentielle est la division cellulaire. Les précurseurs évoluent en cellules

matures qui integrent la circulation du sang [27].
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FIGURE 1.1: La division asymétrique (A) et symétrique (B-1 et B-2)

1.1.2 Le cycle cellulaire

L’ensemble des processus moléculaires ayant lieu de la production dune cellule fille
a sa division est appelé cycle cellulaire. La prolifération cellulaire est essentielle
au développement de 'embryon et au maintien de l'organisme adulte. Le cycle
cellulaire est controlé par plusieurs protéines qui agissent dans un ordre précis,
de la prolifération a la mitose, ou la cellule se divise en deux cellules filles. Sous
I'influence de signaux mitogenes, les cellules en phase de repos entament la phase

de prolifération, dont deux principales phases sont l'interphase et la mitose [27, 59].

L’interphase

Durant cette étape, les chromosomes sont répliqués suivant les phases G1, S et Gs.
La phase (G; : La désignation GG; provient du mot anglais gap. Durant cette phase,
les cellules passent par le point de restriction. C’est un point de non-retour a partir
duquel la cellule est irréversiblement engagée dans la division, qui ne dépend plus

des facteurs mitogenes.
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FIGURE 1.2: Les principales phases du cycle cellulaire

La phase S : au cours de cette phase, la duplication de ’ADN se réalise et chaque
chromosome est copié.

La phase G5 : elle représente une phase de vérification, voire de réparation de ’ADN
dupliqué dans la phase S. Si des dégradations importantes sont détectées, la cellule

subit la mort par apoptose.

La mitose

Durant cette phase, les chromosomes dédoublés se répartissent dans les deux cel-
lules filles. En premier lieu, les chromosomes se condensent. Ensuite, ’enveloppe
nucléaire de la cellule se décompose. Les chromosomes s’alignent et se séparent.
Alors le noyau et le cytoplasme se séparent. Cela se produit en cing étapes : la

prophase, la prométaphase, la métaphase, I’anaphase et la télophase.

La phase de quiescence ou de repos, notée par (g, succede la mitose. Néanmoins,
certaines cellules filles rentrent en phase G; avant de retourner en phase Gj.

Par ailleurs, sous 'effet de signaux antimitogenes, ou en conséquence de la dispari-
tion des agents mitogenes, la cellule cesse la prolifération et retourne en phase de

quiescence. La durée de cette phase de repos, ou 'activité de la cellule se décline,
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varie de quelques jours a quelques années. C’est une étape importante pour com-
prendre la dynamique des CSH, puisque pres de 90% de cette population cellulaire

est quiescente.

1.1.3 La notion de niche

Suite & une greffe des CSH dans des receveurs irradiés, Schofield [79] proposa en
1978 D'existence d’une structure accueillant les cellules souches, qui s’engagent soit
vers l'auto-renouvellement ou bien vers la différenciation. L’injection d’une cellule
souche dans un tissu endommagé peut entrainer le déplacement de cette cellule vers
un autre organe, puis l'intégration du tissu endommagé afin de le rendre fonction-
nel. On suggere que les cellules souches reconnaissent et remettent en bon état le
tissu 1ésé [15, 18, 68, 79]. Cette notion de niche a été proposée selon des études
sur les CSH ; cependant, la premiere niche de cellules souches a été décrite dans les
gonades de Drosophila [90, 91]. En effet, des études sur les glandes génitales de Dro-
sophila ont montré que 'objectif de la niche est la protection des cellules souches
des signaux extérieurs, induisant la différenciation, la prolifération et ’apoptose.
La transmission des signaux, de quiescence ou de prolifération, entre la niche et
la cellule souche se fait par des interactions ligand'/récepteur [15]. En greffant
des CSH dans la circulation sanguine, la premiere étape qui se présente est la mi-
gration. C’est 'adhésion des CSH soit dans la diaphyse du fémur, ou bien dans
I'épiphyse fémorale ou du genou (voir la figure 1.3). Ces épiphyses sont des zones
d’os spongieux formées de trabécules. La moelle osseuse se trouve dans les espaces
macroscopiques entre les trabécules?. La niche sinusoidale?® fait un premier ap-
pel par sécrétion de facteurs chémotractants (comme CXCL12) afin d’accueillir les
CSH. Cette étape est nommée homing ou nichage. Ensuite, les CSH expriment
leur récepteur CXCRA4. Les cellules CAR, se localisant au voisinage des cellules en-
dothéliales sinusoidales ou endostéales, représentent un élément crucial de la niche
des CSH car elles expriment fortement CXCL12 [15, 82]. On admet que les CSH
recrutées peuvent rester dans la niche sinusoidale pour proliférer et se différencier,
ou bien intégrer la niche endostéale . Cette étape s’appelle le logement, qui se pro-

duit suite a la sécrétion de facteurs chémotractants (comme le Stem Cell Factor).

Molécule caractérisée par sa nature de s’associer a une autre.

Endroits riches en vaisseaux sanguins et préférentiels pour le nichage des CSH.

Niche suspectée d’accueillir les CSH proliférantes.

. Partie osseuse supposée héberger les CSH quiescentes. Elle est formée de cellules ostéoblastes,
qui secretent des facteurs de croissance pour les CSH.

*“.0-”!\3’.‘
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FIGURE 1.3: La migration des CSH du sang vers la moelle osseuse

Les fonctions des niches sinusoidales et endostéales dans I’équilibre quiescence/pro-

lifération et auto-renouvellement /différenciation sont trés controversées.

1.2 Hématopoiese

L’hématopoiese est un mot d’origine grecque, se composant de deux termes : hémato
pour "sang” et poiese pour ”création”. Ce processus physiologique permet la pro-
duction des cellules sanguines, a savoir les globules rouges, les globules blancs et
les plaquettes. Quelques détails sur ces cellules sanguines sont donnés dans la sec-
tion 1.3. L’hématopoiese de I'embryon et du foetus ait lieu dans plusieurs organes.
On retrouve le sac vitelin comme premier tissu hématopoiétique. Un signe remar-
quable de I'hématopoiese est la formation d’ilots sanguins, qui fusionnent en un
réseau vasculaire lié aux vaisseaux sanguins intra-embryonnaire. Alors, une circula-

tion sanguine est fondée. Ensuite, on retrouve I’hématopoiese dans la région AGM
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(Aorte®, Gonades %, Mésonéphros 7).

Le développement des premieres CSH se réalise dans la région AGM, ot les précurseurs
peuvent se développer in vitro en cellules sanguines [15, 30, 77].

Par la suite, I'hématopoiese est active dans le foie, la rate et gagne la moelle os-
seuse, ol la production des cellules hématopoiétiques ait lieu durant toute la vie de
I'individu. Cependant, en cas de stress, I'hématopoiese peut se manifester dans la
rate [15]. Par différenciation, la cellule souche hématopoiétique se dirige vers 1'une
des lignées lymphoide ou myéloide (voir la figure 1.4), pour se développer en cellules

sanguines.

1.3 Cellules sanguines

1.3.1 Les globules rouges

Appelés aussi hématies ou érythrocytes, ce sont des cellules dont le cytoplasme est
riche en hémoglobine. Elles assurent la circulation de 'oxygene et 1’évacuation du
dioxyde de carbone dans l’organisme. L’érythropoiese est le processus de formation

des érythrocytes dans la moelle osseuse.

1.3.2 Les globules blancs

Nommés par leucocytes, ce sont des cellules du systeme immunitaire. Elles sont
présentes dans le sang, la lymphe, les organes lymphoides (ganglions, rate, amygdale,
végétations adénoides et plaques de Peyer), ainsi que dans plusieurs tissus conjonc-
tifs de l'organisme. En cas d’infection ou de réaction inflammatoire, le nombre de leu-
cocytes augmente. Il s’agit alors d’hyperleucocytose. Dans certains cas de leucémie,
les globules blancs se multiplient excessivement et provoquent un syndrome de leu-

costase. On retrouve trois principales classes de leucocytes :

1. Les granulocytes : ou bien polynuclaires, ils sont répartis en trois catégories
selon leurs roles dans la défense de I'organisme. On distingue les neutrophiles,

les basophiles et les éosinophiles.

5. Artere formée a la base du ventricule gauche du coeur.
6. Glandes génitales qui produisent les gametes et sécretent des hormones de reproduction.
7. Rein embryonnaire.
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FIGURE 1.4: Hématopoiese : la formation des différentes lignées cellulaires

2. Les lymphocytes : ce sont des cellules qui réagissent suite a la présence des

bactéries ou des cellules cancéreuses. On retrouve les lymphocytes T, lympho-

cytes B et NK (Natural Killers).

3. Les monocytes : ils possedent une capacité de destruction et de digestion

des corps étrangers (virus, parasites et bactéries), et se multiplient en cas

d’infection chronique.

1.3.3 Les plaquettes

Appelées thrombocytes, ce sont des éléments obtenus par division du cytoplasme du

mégacaryocyte, une cellule de la moelle osseuse. Les thrombocytes sont des petits

fragments dépourvus de noyau. Elles ont un role important dans 1’hémostase. En

s’associant a la fibrine, elles forment un caillot qui adhere aux cellules endothéliales

des vaisseaux sanguins pour les réparer.
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1.4 Leucémie myéloide chronique

1.4.1 Les leucémies

Les leucémies sont des cancers dus a une prolifération maligne des cellules sanguines
ou de leurs précurseurs dans la moelle osseuse. On les distingue des lymphomes, qui
représentent des tumeurs se développant dans les aires lymphoides. En 'absence
d’un traitement efficace, les cellules leucémiques gagnent la place des cellules nor-
males et se propagent dans d’autres organes, ce qui entraine le déces du patient.
Du point de vue clinique, les leucémies se présentent en deux formes : chronique
et aigué. Par ailleurs, 'origine des cellules leucémiques, qui peut étre lymphoide ou

myéloide, joue un role important dans la caractérisation des leucémies [51].

Les leucémies chroniques

Les personnes agées sont plus exposées a ces hémopathie, ou les cellules leucémiques

sont relativement matures et passent dans le sang.

Les leucémies aigués

La prolifération intense des cellules immatures du sang caractérise ce type de leucémies,

ou un grand nombre d’enfants et de jeunes adultes y sont sujets.

1.4.2 Définition de la leucémie myéloide chronique

Un accroissement important du nombre de globules blancs dans le sang du pa-
tient est un symptome révélant la transformation d’une cellule souche pluripo-
tente. Il s’agit d’'un syndrome myéloprolifératif, connu par la leucémie myéloide
chronique (LMC), ou bien leucémie myélogene. Cette maladie est causée par une
altération chromosomique puisque les chromosomes 9 et 22 présentent une translo-
cation réciproque, formant ainsi le chromosome Philadelphie noté par Ph (voir la
figure 1.5). L’exposition chronique au benzéne ou aux radiations ionisantes est la
cause de 5% des cas de cette maladie, dont I'incidence annuelle en France varie de

600 & 1000 cas, et augmente avec 1'age des individus [51]. La LMC évolue en trois
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FIGURE 1.5: Formation du chromosome Philadelphie

phases : la premiere est chronique, la deuxieme est une phase d’accélération et la

troisieme est une phase blastique, ou la maladie se transforme en leucémie aigué.

1.4.2.1 Phase chronique

Durant cette phase, la moitié des patients ne présentent que peu de symptomes. Le
nombre des basophiles et des plaquettes augmente, et on retrouve moins de 10% de

blastes dans le sang. La durée moyenne de cette phase est de 5 ans.

1.4.2.2 Phase d’accélération

C’est une phase intermédiaire entre la phase chronique et la phase blastique. On
retrouve de 15 & 20% de blastes dans le sang. Cette phase dure en moyenne de 6 &

9 mois.

1.4.2.3 Phase blastique

Les signes cliniques durant cette phase ressemblent a ceux d’une leucémie aigué :
fievre, amaigrissement, douleurs osseuses, anémie, thrombopénie et hyperleucocy-

tose. On retrouve plus de 30% de blastes dans le sang et la moelle osseuse. Les
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mécanismes moléculaires induisant ['acutisation ne sont pas bien définis. L’augmen-
tation d’activité oncogénique® et l'instabilité génétique sont mises en cause.

La gravité de la maladie peut étre déterminée selon le score de Sokal. C’est un
indice faisant impliquer quatre facteurs : I’age du patient, la taille de la rate, le
pourcentage de blastes dans le sang et la numération des plaquettes. Par exemple,
si cet indice est inférieur a 0.8, la survie est estimée a 5 ans. Les chances de survie

chutent dans le cas contraire [51].

1.4.3 Mécanisme moléculaire

La translocation réciproque entre les bras longs des chromosomes 9 et 22 produit le
chromosome Philadelphie. En premier lieu, la région Abl (Abelson) située sur le bras
long du chromosome 9 se détache. Sa partie télomérique prend la place de la partie
télomérique du bras long du chromosome 22, dans la région Ber (Breakpoint Cluster
Region). Il en résulte la formation d’un chromosome 22 tres court, contenant le géne
chimérique Ber-Abl. La synthése d’ARN messagers hybrides? dits chimériques est
conservée. L’ARN chimérique est exprimé en une protéine de fusion Ber-Abl, qui
possede un role oncogénique, avec une activité tyrosine kinase importante. Plus de

détails sont donnés dans [51].

1.5 Traitements de la leucémie myéloide chronique

Dans cette section, nous indiquons les différents traitements de la LMC, ainsi que

les niveaux des réponses obtenues. Plus de détails sont donnés dans [51].

1.5.1 Chimiothérapie palliative

L’hydroxyurée (Hydréa) est le traitement le moins néfaste, qui aboutit a une rémission
hématologique dans environ 70% des cas. Cependant, la rémission cytogénétique est

tres rare (voir la section 1.5.4 pour des explications sur les niveaux de rémission).

8. Les oncogenes représentent une catégorie de genes relatifs aux pathologies cancéreuses.
9. Qui proviennent du croisement des deux genes Abl et Ber.
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1.5.2 Interféron

C’est le traitement standard depuis 1980, qui donne une rémission hématologique

pour 80% des patients. La rémission cytogénétique ne dépasse pas 20% des cas.

1.5.3 Greffes

Un traitement pouvant produire une chance importante de guérison est I’allogreffe
de la moelle osseuse. Cette greffe est précédée par une chimiothérapie a fortes doses
pour détruire les cellules souches du patient. Seulement, elle est réduite aux pa-
tients jeunes, trouvant un donneur compatible dans la fratrie. Les patients plus
agés peuvent étre traités par le mini-transplant. C’est une nouvelle technique de
greffe de la moelle osseuse, en cours d’évaluation et moins toxique. En effet, une
chimiothérapie a doses normales et un traitement immunosuppresseur sont admi-
nistrés au patient afin qu’il accepte le greffon du donneur. Les globules blancs du

donneur détruisent alors les cellules leucémiques du patient.

1.5.4 Imatinib

Mode d’action

Les protéines kinases sont des éléments qui controlent la prolifération cellulaire, la
différenciation et ’apoptose. Elles possedent un role important dans la transduc-
tion d’un signal. En effet, la signalisation cellulaire est un mécanisme coordonné, et
chaque événement irrégulier peut entrainer la formation d’une tumeur. L’élaboration
d’inhibiteurs sélectifs de certaines protéines kinases qui présentent un trouble fonc-
tionnel est une approche thérapeutique encouragente dans le traitement des cancers.
L’activation durable de la tyrosine kinase (TK) abelson (c-abl) est une cause de la
LMC. Imatinib a démontré une aptitude d’inhibition importante sur 'activité ty-

rosine kinase de la protéine de fusion ber-abl [73].

Posologie

Le traitement de premiere ligne est déterminé a 400 mg/jour pour la plupart des

patients. Dans certains cas en phase accélérée de la maladie, des doses élevées a 600
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mg/jour, voire 800 mg/jour sont prescrites [84]. Une dose de 1000 mg/jour a été

administrée dans une étude menée par Deininger et al. [31].

Niveaux des réponses hématologique, cytogénétique et moléculaire

La réponse hématologique complete correspond a I’élimination des signes hématologiques
de la LMC. Cela constitue un retour & un taux de plaquettes inférieur a 450 G/L
et un taux de leucocytes inférieur a 10 G/L, la disparition des cellules granuleuses
immatures circulantes, la réduction de la basophilie 'Y & moins de 5% de la formule
sanguine, ainsi que la disparition de la splénomégalie '*.

La réponse cytogénétique est estimée par I'observation des cellules médullaires 2
sur au moins 20 a 30 mitoses.

La réponse cytogénétique complete est définie par la disparition complete des métaphases '3
Ph+.

La réponse cytogénétique partielle est définie par la diminution jusqu’a 35% des
métaphases Ph+.

Les patients en réponse cytogénétique majeure présentent soit une réponse complete
ou partielle. Cependant, la persistance de plus de 95% de mitoses Ph+ indique 1’ab-
sence de la réponse cytogénétique. Entre les deux, on retrouve la réponse mineure
qui définit la persistance de 36 a 65% de mitoses Ph+, et la réponse minime qui
définit la persistance de 66 a 95% de mitoses Ph+.

La réponse moléculaire est évaluée par la quantification du taux de transcrits
Ber-Abl. Le consensus européen recommande 1'utilisation des genes de controle Abl
ou Ber, et propose que les résultats soient donnés par le ratio entre le nombre de co-
pies Ber-Abl, et le nombre de copies du géne de controle. La réponse moléculaire ma-
jeure est définie par un ratio inférieur ou égal & 0.1%, quant a la réponse moléculaire
complete correspond a un transcrit Ber-Abl non détectable. Le tableau suivant

récapitule les caractéristiques de ces réponses [76].

Evaluation des réponses au traitement

La durée de traitement est un facteur important pour décrire le niveau de la réponse.

En effet, 'absence de la réponse hématologique compléete a trois mois et de la réponse

10. Présence excessive dans le sang de polynucléaires basophiles, variété de globules blancs
11. Augmentation de volume de la rate (ceci est repérable a la palpation)

12. Qui concerne la moelle osseuse

13. Deuxieme phase de la mitose
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Tableau I / Critéres de réponse au traitement : modalités de surveillance.

e Plaquettes < 500 x 10°L
o Leucocytes <10 x 10°L
o Pas de myélémie

o Basophiles <5 %

o Pas de splénomégalie

Compléte (RCyC) Ph+ 0%
Partielle (RCyP) Ph+ 1-35%
Mineure (RCym)  Ph+ 36 -65%
Minime Ph+ 66 — 95 %
Aucune Ph+ >95%

Majeure = compléte + partielle (RCyM)

Ratio BCR-ABL / géne de contréle

o Réponse compléte = transcrits
non quantifiables et non détectables
(RMoC)

o Réponse majeure < 0.10 % (RMoM)

Suivi :
o Tous les 15 jours jusqu'a obtention de la RHC
e Puis tous les 3 mois

Suivi :
« Tous les 6 mois jusqu'a RCyC
o Ensuite tous les 12 mois

Suivi :
Tous les 3 mois

TABLE 1.1: Criteres des réponses au traitement par imatinib

cytogénétique au moins partielle a 12 mois, ou bien complete a 18 mois, définit un

échec du traitement. Des études ont démontré que la chance d’obtenir une réponse

tardive diminue lorsque le temps passe. On parle alors d’'une résistance primaire.

La résistance secondaire définit la perte de la réponse hématologique ou bien cy-

togénétique. Tout en ne satisfaisant pas les criteres d’échec, certains patient révelent

une cynétique de réponse trop lente. Il s’agit alors d’une réponse suboptimale [76].

Un résumé est donné dans le tableau suivant.

3 mois RHC <RHC Pas de RH
6 mois RCyP <RCyP <RHC

ou RCyC ou pas de RCy
12 mois |RCyC <RCyC < RCyP
18 mois |RMoM < RMoM <RCyC
A tout RCyC stable Perte de RMoM  |Perte de RHC
moment (RMo stable Mutation Non 315 |Perte et RCyC

et non P.Loop Mutation 315
ou PLoop

R : réponse ; P : partielle ; C : compléte ; M : majeure ; H : hématologique ;
Cy : cytogénétique ; Mo : moléculaire.

TABLE 1.2: Evaluation des réponses au traitement

Résistance a ’'imatinib

L’incidence des phénomenes de résistance est variable selon la phase de la mala-

die : chronique, accélérée ou acutisée. Cette incidence est faible en phase chronique
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puisque 95% des patients traités présentent une rémission hématologique, qui évolue
en rémission cytogénétique majeure ou complete dans 85% des cas [73]. En revanche,
environ un tiers des patients en phase accélérée et deux tiers en phase blastique
présentent une résistance hématologique primaire [84]. La résistance est due parfois

aux facteurs suivants :

1. Les mutations dans le domaine kinase de Ber-Abl, dont on a décrit 40 formes
différentes. Certaines mutations apparaissent dans la zone de fixation de I'ima-
tinib sur la molécule Ber-Abl et entrainent la perte complete de I'efficacité du

traitement.
2. L’amplification du gene Ber-Abl dans la cellule Ph+-.

3. L’altération de certaines voies de signalisation ou l'acquisition de nouvelles

anomalies cytogénétiques dans la population clonale Ph+.

4. Le défaut d’entrée de I'imatinib a 'intérieur de la cellule ou I'augmentation

de 'efflux de I'imatinib hors de la cellule.

1.6 Position du probleme biomathématique

La formulation mathématique des problemes biologiques est une phase importante
pour comprendre et prédire la dynamique de la population analysée. Le premier
point consiste a modéliser le probleme biologique en question. Ce travail peut
se faire en regardant les propriétés du probleme, puis en construisant un modele
mathématique dont certains principes peuvent étre trouvés dans la littérature. A
travers I'analyse mathématique et les simulations numériques, on peut établir une
liaison avec les observations biologiques.

Dans ce travail de recherche, le développement et le contréle de la dynamique des
cellules souches hématopoiétiques normales et cancéreuses, au cours de la leucémie
myéloide chronique, représente notre probleme biologique.

L’étude que nous présentons porte sur l'élaboration, ’analyse et le controle des
modeles mathématiques de ’hématopoiese, prenant en considération la compétition
entre les cellules normales et cancéreuses.

Dans le chapitre 2, apres un bref historique sur quelques modeles de base, nous
développons des modeles mathématiques d’équations différentielles ordinaires (EDO)
et de dérivées partielles (EDP), ou I’age chronologique des cellules, ainsi que la

compétition interspécifique, sont pris en considération. Dans ces modeles, nous
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représentons 'effet de la thérapie sur les cellules cancéreuses.

Dans le chapitre 3, nous analysons la dynamique globale du systeme d’EDO, en
considérant la capacité d’accueil de la moelle osseuse aux cellules souches hématopoiétiques
et cellules en voie de différenciation, appelées dans ce travail par cellules différenciées.
Cette étude a fait 'objet d’une publication [7].

Le chapitre 4 est consacré a la représentation de l'effet de I'imatinib sur la dyna-
mique cellulaire décrite par le systeme d’EDO. 1l s’agit d’un probleme de controle
optimal, induisant la dose optimale de I'imatinib nécessaire au rétablissement des
patients. Dans les cas des résistances primaire ou secondaire, ainsi qu’en cas d’ap-
parition de la réponse suboptimale, nous déterminons la dose optimale qui limite le
développement des cellules cancéreuses dans la moelle osseuse. Ce travail est publié
dans [8].

Dans le chapitre 5, nous citons quelques travaux établis sur la modélisation de
I’hématopoiese. Nous mentionnons le manque d’étude des systemes d’EDP décrivant
I’hématopoiese, par la théorie de I'optimisation.

Le chapitre 6 est destiné a démontrer que notre modele d’EDP structuré en age,
et tenant compte de la compétition interspécifique, admet une solution unique et
positive.

Dans le chapitre 7, nous discrétisons notre systeme d’EDP pour construire un
schéma numérique, ou seulement la compétition intraspécifique est modélisée. Nous
démontrons que la solution discrete converge vers la solution faible du systeme
d’EDP. Par ailleurs, nous prouvons l'existence d’un controle optimal discret, mini-
misant le nombre des cellules cancéreuses et le cout du traitement. Notons que cette
étude se fait de la méme maniere lorsque la compétition interspécifique se présente.
Ce travail est en révision [9)].

Dans le chapitre 8, nous analysons le probleme de controle optimal pour le systeme
d’EDP, ou la compétition interspécifique est prise en considération. Nous démontrons
I’existence et 'unicité d’'un controle optimal, et donnons sa formule en fonction des
variables adjointes. Ce travail est envoyé [10].

Le chapitre 9 est consacré aux simulations numériques du systeme d’EDP. Le schéma
numeérique est similaire a celui que nous avons développé dans le chapitre 7. La dy-
namique des cellules souches hématopoiétiques, normales et cancéreuses, ainsi que
la dose optimal de I'imatinib, sont représentées selon le choix de 'homéostasie. Une

conclusion et des perspectives sont alors données dans le chapitre 10.



Chapitre 2

Modeles Mathématiques de

I’hématopoiese

Nous présentons brievement un historique sur les modeles continus utilisés en dy-
namique des populations, ainsi que leurs propriétés. Ensuite, nous décrivons les

modeles mathématiques de I’hématopoiese analysés dans ce travail.

2.1 Historique des modeles continus

Nous décrivons I’évolution d'une densité de population N suivant le temps ¢. Cette
densité est exprimée dans certains cas en termes d’organismes ou d’individus vi-
vants (insectes, cellules, ...) par unité de surface (km?, ...) ou de poids (kg,
...). La conservation de la positivité de la solution est l'une des contraintes de
la modélisation. Nous commencgons par présenter quelques modeles de croissance

souvent utilisés en dynamique des populations.

2.1.1 La croissance définie par Malthus

Malthus étudia en 1798 le probleme de développement d’une population N a l'ins-
tant ¢, notée par N(t) [66]. Il proposa un modele d’évolution avec un taux de crois-

sance constant :

AN
— = (b —dN = N(t) = No e~ vt >0 (2.1)

18
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ou Ny est la donnée initiale. Le parametre b représente le taux de natalité; c’est
le nombre de naissances produites par I’ensemble de la population. Par ailleurs, d
représente le nombre de déces rapporté au nombre d’individus. Ces données statis-
tiques sont estimées suivant une échelle de temps fixée (jour, mois, ... ). La progres-
sion démographique et 'augmentation des ressources peuvent se réaliser avec des
vitesses différentes. En effet, I’étude qualitative du modele (2.1) montre que :

— La densité de la population tend exponentiellement vers I'infini si b > d.

— La population ne progresse pas avec le temps dans le cas ou b = d.

— Une décroissance instantanée conduit a ’extinction de la population si b < d.

2.1.2 La croissance définie par Verhulst

Verhulst développa en 1836 sur la base du modele Malthusien, un modele considérant

la capacité d’accueil de I'environnement K :

dN N

—=0b—-d)N1——=—|, N(O) =N,. 2.2
G =0-on (1-2), NO =N (2:2)
Le parametre K représente le nombre maximal d’individus pouvant subsister en-
semble. Ce nombre est lié aux ressources indispensables au développement de la
population ; en effet, les individus se retrouvent en compétition pour la nourriture,
le territoire ou la reproduction par exemple [66]. Suivant I’équation (2.2), un controle

naturel limite la croissance de la population puisque pour n’importe quelle donnée

initiale Ny, la limite de la solution N ()

NOKe(b—d)t
N(t) = K + No(e®=at — 1)

montre que
— La densité de la population tend vers K si b > d.
— La population ne progresse pas avec le temps dans le cas ou b = d.

— Une décroissance instantanée conduit a ’extinction de la population si b < d.
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2.1.3 La croissance définie par Sharpe-Lotka-McKendrick

Le modele linéaire de Sharpe-Lotka-McKendrick, pour une population structurée
en age est formulé ainsi : soit n(t,a) la densité de la population respective a 1’age

a et au temps t. A un instant ¢, la population totale des individus d’age variable

as
/ n(t,a)da

et la population totale de tous les individus est

entre a; et as est donnée par

N(t) = /O it a)yda,

La densité n(t,a) satisfait le processus de vieillissement

0 0
8—7; + a_Z — —m(a)n(t,a) (2.3)
ol m est le taux de mortalité dépendant de 1’age.

Le processus de naissance de la population satisfait

+00
n(t,0) = (a)n(t,a)da, t > 0. (2.4)
0
La fonction /8 est non négative, appelée le taux de fertilité. La formule n(¢,0) est
interprétée par le taux de naissance a l'instant t.

La condition initiale en age est représentée par
n(0,a) = ¢(a), a > 0. (2.5)

La fonction ¢ est définie positive. En général, ’équation (2.4) n’est pas nécessairement
vérifiée a I'instant ¢ = 0 [87]. Dans le cas ou cette propriété est satisfaite, alors les
équations (2.4) et (2.5) doivent étre compatibles, c-a-d

+oo

p(0) = i f(a)p(a)da. (2.6)
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2.2 Modélisation de ’hématopoiese par les équations

différentielles ordinaires

2.2.1 Dynamique cellulaire incontrolée

Nous considérons les populations des CSH et cellules différenciées (CD). Ces dernieres
représentent les cellules n’ayant pas les propriétés des CSH. Chaque population est
répartie en cellules normales et cellules cancéreuses. Notons par xo(t), z1(t), yo(t) et
y1(t), respectivement, le nombre des CSH normales, CD normales, CSH cancéreuses
et CD cancéreuses, a l'instant t. Les CSH et CD normales sont éliminées avec des
taux dy et d; par jour, respectivement. Les CSH et CD cancéreuses sont éliminées
avec des taux gg et g; par jour, respectivement. Les CSH normales produisent des
CD normales avec un taux r par jour, alors que les CSH cancéreuses produisent des
CD cancéreuses avec un taux ¢ par jour. Les CSH se divisent et produisent des cel-
lules de la méme maturité ; ce processus s’appelle ’auto-renouvellement des cellules.
Nous supposons que les CSH normales et cancéreuses se divisent avec des taux n et
m par jour, respectivement. Tous ces parametres sont positifs et constants.

La compétition des CSH pour 'espace dans la moelle osseuse a été considérée pour
les maladies myéloprolifératives [19]. Dingli et Michor [32] ont supposé que les CSH
cancéreuses sont en compétition avec les CSH normales et peuvent étre moins sen-
sibles a l'effet de ’entassement dans la moelle osseuse.

Dans leur modele, la régénération des CSH est régie par I’homéostasie, qui controle
le processus de division selon le nombre total des CSH (xg + o). L’homéostasie des
cellules normales est représentée par une fonctionnelle ¢, tandis que ’homéostasie
des cellules cancéreuses est représentée par une fonctionnelle W. Nous supposons que
ces fonctionnelles sont positives, inversibles et décroissantes par rapport au nombre
total des CSH. L’évolution des cellules normales et cancéreuses est décrite par Dingli

et Michor [32] ainsi :

(d
%:nq)(l'o—Fyo)l'o—dol'o
d
ﬂ:rxo—dlxl
ddt (2.7)
%:m‘l’(%‘i‘yo)yo—go’yo
dy,
{ E—qyo—gl?h
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ou
1 1
D(zog +yo) = , Y(ro+w) = .
(20 + 90) 1+ cx(xo + vo) (0 + 40) 1+ ¢y(x0 + vo)

Par ailleurs, Loeffler et Roeder [75] ont proposé un modele décrivant I'interaction
entre les CSH et leur environnement. Ils ont mentionné que les mécanismes de
controle relatifs aux cellules matures n’ont pas été pris en considération dans leur
modele.

Bondar et al. [16] ont noté que la compétition cellulaire possede un role important
dans I’homéostasie. Cette compétition est spécifique aux CSH et progéniteurs; elle
est conrolée par le niveau de la phosphoprotéine nucléaire p53 dans les cellules.
Quelques détails sur le role de p53 dans le cycle cellulaire sont donnés par May et
al. [57].

A notre connaissance, aucune étude scientifique n’a été réalisée pour investiguer la
dynamique cellulaire lorsque ’homéostasie dépend du nombre des CD, ou bien du
nombre des CSH et CD.

Dans notre modele, I’homéostasie des cellules normales est représentée par une fonc-
tionnelle ¢ positive, décroissante et inversible, qui régule la division des CSH nor-
males selon trois scénarios. Dans le premier scénario, ® dépend du nombre total
des CSH (29 + yo). Dans le deuxieme scénario, ® dépend du nombre total des CD
(x1 + v1). Dans le dernier scénario, ® dépend du nombre total des CSH et CD
(o 4+ 21 +yo +11).

Une fonctionnelle ¥ positive, décroissante et inversible décrit I’homéostasie des cel-
lules cancéreuses. Afin de définir ¥, nous supposons que 'homéostasie des cellules
cancéreuses est efficace au début de I’évolution clinique de la maladie ; tandis qu’elle
s’incline dans un stade avancé. Ainsi, ¥ dépend de (xg + a y), (z1 + @ y1) ou
(xo+x1+a(yo+y1)), ol a est une constante positive appartenant a |0, 1[, appellée
le coefficient de compétition [46].

En conséquence, nous analysons la dynamique des cellules normales et cancéreuses

suivant trois scénarios : dans le premier scénario
D= P(zg+yo), V:i=T(rg+ayo)
dans le deuxieme scénario

O :=d(xr1+y1), V:=V(r;+ay)
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et dans le troisieme scénario
P:=®(wo+a1+yotuy), Vi=V(wg+ai+alytuy).
La population possede une donnée initiale positive et évolue suivant ce modele
( dl’()
—r = n®er(@o +y0) +e2(21 + 1)) 20 — do 2o
d
ﬂ =TTy — d1 X1
dt (2.8)
dyo
5 = M Y(er(o + ayo) + 21+ ayr)) Yo — 9o Yo
% =qY% — 91y
\ dt 0t

ou g1 = 1 et 9 = 0 dans le premier scénario. Dans le deuxieme scénario, e; = 0 et

g9 = 1. Dans le dernier scénario, €; = €5 = 1. Nous récapitulons les parametres du

modele dans le tableau suivant :

Parametres | Descriptions

n taux de division des CSH normales

do taux de mortalité des CSH normales

r taux de production des CD normales
dy taux de mortalité des CD normales

m taux de division des CSH cancéreuses
9o taux de mortalité des CSH cancéreuses
q taux de production des CD cancéreuses
g1 taux de mortalité des CD cancéreuses
« coefficient de compétition

2.2.2 Dynamique cellulaire controlée

(2.9)

Dans cette partie, nous admettons que ’homéostasie dépend seulement du nombre

des CSH. La dose du traitement est représentée par une fonction positive u, qui

dépend du temps. Cette fonction est continue par morceaux a cause de I'adminis-

tration et la dégradation journalieres de 'imatinib [88]. Par ailleurs, la toxicité du

traitement entraine une limitation de la dose [31, 84], alors u est supposée étre

bornée dans [0, 4] pour tout instant ¢ dans [0, 7], ou T" dénote la durée de trai-

tement.
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Nous introduisons deux effets non linéaires de l'imatinib hj(u) et ho(u), a valeurs
dans [0, 1]. Le premier effet hy(u) inhibe absolument la division des CSH cancéreuses
pour une dose intolérable. Cela ait un sens puisque dans certains cas, les CSH
cancéreuses sont suspectées étre insensibles a la thérapie standard ; ainsi, elles sont
a lorigine de 1’échec du traitement [32, 44, 75]. Du point de vue biologique, un
nombre important de CD est produit par prolifération des CD [80]. Nous suppo-
sons que 'effet hy(u) inhibe complétement la prolifération des CD cancéreuses pour
une dose intolérable. Le deuxieme effet ho(u) réduit la durée de vie des cellules
cancéreuses a certaines heures pour une dose intolérable.

L’objectif du traitement est de limiter la croissance des cellules cancéreuses, tout
en gardant une toxicité acceptable pour les cellules normales. Ainsi, notre objectif
consiste a minimiser le nombre des cellules cancéreuses et réduire la toxicité du

traitement. Alors I’ensemble des controles admissibles est donné par
U = {fonctions continues par morceaux u(t) : 0 < u(t) < Upaqz, Vt € [0,T]}.

Posons yos et yo; les nombres des CSH cancéreuses, sensibles et insensibles au trai-
tement, respectivement. Un probleme de controle optimal est résolu lorsque nous
déterminons une fonction u*(t) appartenant a U, qui minimise la fonction cott

suivante

J(u) = / [2(t) + () + 38 + 3(0)] dt.

Le premier terme de J est quadratique et représente un cotit non linéaire du traite-
ment. D’autres formes de J existent dans la littérature [29, 54, 67]. Nous admettons
que les données initiales sont positives au début de la thérapie ; ensuite, nous ana-
lysons les effets non linéaires de I'imatinib sur la dynamique cellulaire suivant les

scénarios suivants

1. Scénario 1 : la thérapie controle la division des CSH cancéreuses a travers la
fonction décroissante hq(u), qui atteint sa valeur maximale 1 pour u = 0. Cela
signifie que les CSH cancéreuses se divisent avec un taux m en absence de la

thérapie. Cependant, hq(u) converge vers zéro pour une dose intolérable.

2. Scénario 2 : la thérapie amplifie la mortalité des CD cancéreuses par la fonction
croissante ha(u). Cette fonction satisfait hy(0) = 0, ce qui signifie que les CD
cancéreuses déclinent avec le taux g en absence de la thérapie. Par ailleurs,

ho(u) converge vers sa valeur maximale 1 pour une dose intolérable.
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3. Scénario 3 : la thérapie controle la division des CSH cancéreuses et augmente
la mortalité des CD cancéreuses, a travers les fonctions hy(u) et ho(u) définies

précédemment.

4. Scénario 4 : la thérapie amplifie la mortalité des CSH cancéreuses par la

fonction ho(u), pour une proportion 5 des CSH cancéreuses.

5. Scénario 5 : la thérapie controle la prolifération des CD cancéreuses par la

fonction hy(u) définie précédemment.

Notre modele est donc de la forme suivante

( dx
= = n (o +yo) 20 — do g
dz
S =rag—(d—dy) o
dyos
g;) =m W(zo + ayo) Yo (€1 + €2k () = go Yos — B 2ahz(u)yos (2.10)
dyo;
g? = m Y (zo + o) Yoi — Jo Yoi
d
% =qyo— gy + (€5 + g6hi(w)) gayr — esha(u)in

Dans le cas ou toutes les CSH cancéreuses sont ciblées par le traitement, nous avons
Yos = Yo et yo; = 0. De la méme fagon, si toutes les CSH cancéreuses sont insensibles
au traitement, alors yos = 0 et yo; = Yo.

Les parametres du modele sont définis dans le tableau (2.9). Par ailleurs, les pa-
rametres d et g sont les taux de mortalité des CD normales et cancéreuses, respec-
tivement. Les parameétres dy et go sont les taux de prolifération des CD normales et
cancéreuses, respectivement. Les constantes ;, ¢ = 1, ..., 6 sont définis dans chaque

scénario ainsi :

Scénarios E1 €2 €3 &4 &5 Eg
Scénariol |0 1 0 0 1 0
Scénario2|1 0 1 0 1 0
(2.11)
Scénario3|0 1 1 0 1 O
Scénario4|1 0 0 1 1 O
Scénariob|1 0 0 0 0 1
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2.3 Modélisation de I’hématopoiese par les équations

aux dérivées partielles

Dans cette section, nous présentons la dynamique des CSH normales et cancéreuses
en tenant compte de I’age chronologique de cette population, ainsi que la compétition

interspécifique entre les cellules.

2.3.1 Dynamique cellulaire incontrolée

Notons par z(t,a) et y(t,a) les densités des CSH normales et cancéreuses d’age a,
respectivement. Ces densités sont évaluées a l'instant ¢ et sont exprimées en nombre
de cellules par kg en générale [1, 28]. A un instant donné ¢, le nombre des CSH
normales dont l’age varie entre a; et ay est donnée par faaf x(t,a)da.

Notons par A I'age maximal de subsistance ou bien la durée de vie maximale des

CSH. La population totale des CSH normales a l'instant ¢ est représentée par

A
X(t):/o z(t,a)da,

quant a la population totale des CSH cancéreuses a l'instant ¢ est donnée par

Y(t):/o y(t,a)da.

Nous avons décrit dans la section 2.2.1 I’évolution de ces populations totales en
fonction du temps seulement. En effet, le modele relatif au premier scénario du

modele (3.1) est donné par

X
dd— = nd(X + V)X — doX
d;f (2.12)
T m¥ (X +aY)Y —gY.

Rappelons que n et m sont les taux de division des CSH normales et cancéreuses,

respectivement. Les taux de mortalité sont dy et go. Pour a = 1, un exemple typique
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des fonctionnelles ® et ¥ est donné dans [60] ainsi :

1 0,
l+a(X+Y) 6 +(X+Y)

1 B 0,
L+e(X+aY) 6O+ (X +aY)’

P(X+Y) = 0r=1/c1
(2.13)

V(X +aY) =

92 =1 / Cy.
Les termes qui décrivent le flux des populations normales et cancéreuses sont
n®(X +Y)X, m¥(X+aY)Y.

Le flux provient de la division cellulaire et décrit le processus de naissance

<fo a')+y(t,a ))da’> fOAn$(t,a)da

(fo a)+ay(tad) da’) fOAmy(t,a)da. 210

En admettant que le taux de division dépend de l'age des cellules [4, 36], nous

représentons le flux cellulaire par

<f0 )+ y(t,a)) )fo a)da
(fo N +ay(t,ad)) >f0 a)da.

(2.15)

Alors, la dynamique des cellules est intraspécifique puisque le taux de division est
propre a la cellule susceptible de se diviser.

Afin de représenter les interactions s’établissant entre les CSH qui se divisent a un
age a € (0, A) et 'ensemble des CSH d’age a’ € (0, A) qui controlent 'homéostasie,
nous supposons que les taux de division dépendent a la fois des ages a et a’. Il s’agit

alors d’'un comportement interspécifique, ou le flux cellulaire est donné par

(t,0) = [ ( Sk (a,a)) (2t d) + y(t,a) da’> z(t, a)da

o (2.16)
y(t,0) = fo N\ (fo ks(a,a’) (xz(t,a") +ay(t,a’))da’) y(t,a)da.

En supposant que les CSH développent systématiquement leur maturité a travers
le temps, le systéeme (2.16) décrit les interactions ayant lieu entre des CSH qui se
divisent a une maturité donnée, et les CSH de maturité différente (voir [35] pour
un systeme structuré tenant en compte la maturité des cellules).

La probabilité qu'une cellule normale ou cancéreuse se divise a 1’'age a est donnée
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respectivement par

Pa)=c /0 ? (/OA ki(s, ) (2(t, ') + y(t, 0') da') s

Py(a) = e_ /Oa Y (/OA ka(s, @) (2(t, @) + ay(t, o)) da’) ds‘

Ces probabilités dépendent du nombre total des CSH et sont modulées par rapport
a I’age des cellules suivant les fonctions d’interaction ki et ks.

Nous considérons que 1’age s’écoule a la méme vitesse que le temps, et que les taux
de mortalité des CSH normales et cancéreuses dépendent aussi de ’age. Dans des
modeles plus développés en dynamique des populations, ces taux peuvent dépendre
du temps et de la densité globale de la population. La dynamique des CSH normales

et cancéreuses est donnée par

%%—%:—do(@ x(t, a), (t,a) €Q
2(0,a) = ¢1(a), a €0, A]
(t,0) = [ ( Sk (a, a') (2t d!) + y(t, a’))da’> (t,a)da, € (0,T]
(2.17)
X+ gofa) ylt,a). (ta) €Q
y(()’ a’) = @2(607 a € [07 A]
y(t,0) = fOA NG <fOA ko(a,d')(x(t,a") + a y(t, a’))da’) y(t,a)da, te (0,T]
(2.18)

Le parametre T représente le temps d’existence de la solution (z,y), et @ =
(0,7] x (0, A]. En combinant le systeme (2.13) et la définition de la fonction de
Hill introduite dans [3, 4], nous obtenons une forme générale de ®, pour 6; = 0y = 6
etn>1
A on
P </ ki(a,a’)(z(t,a") + y(t,a'))da’> = . o
0 0+ (J5 hrlo @) (o (t, @) + y(t, a))da )
(2.19)

Concernant la fonctionnelle ¥, nous proposons deux scénarios :

— Scénario 1 :

a10 + ay fOA ko(a,a’) (x(t,a") + ay(t,a’)) da’

0+ fOA ky(a,a’) (z(t,a') + ay(t,a’)) da’
(2.20)

v (/OA ko(a, ') (2(t,d) + ay(t, d')) da’) _
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ol oy et ap sont strictement positifs, avec oy + ag = 1.

En posant z(t,a) = fOA ko(a,a’) (x(t,a") + ay(t,a’)) da’, nous avons

8_\11 . (062 —061)6
0z (04 2)?

ainsi, la fonctionnelle ¥ est décroissante en z ssi as < .
— Scénario 2 :
QTL

o+ <f0A k}g(a, a/) (x(t, a/) + ay(t, a/)) da/)n
(2.21)

U (/OA ka(a,d) (x(t,d') + ay(t, d')) da’) _

auquel cas la fonctionnelle ¥ est strictement décroissante en z.

2.3.2 Dynamique cellulaire controlée

Le modele d’évolution des CSH normales et cancéreuses en présence de la thérapie,
représente les effets du traitement sur les cellules cancéreuses. Nous définissons une
fonction bornée et mesurable u(t), qui décrit les effets du traitement a travers le
temps. La variable u prend ses valeurs dans l'intervalle [0, 1], ou la dose maximale
se rapporte a u = 1, tandis que u = 0 correspond a l’absence de la thérapie. Dans
notre modele, nous admettons que la thérapie controle la régénération des CSH

cancéreuses. Les effets néfastes de la thérapie sont pris en considération dans la

J(u):/OT/OAyQ(t,a) dadt+/0Tu2(t) dt

que nous devons minimiser sur I’ensemble des controles admissibles U

fonction cout

veld={velL>0,T):0<uv(t) <1} (2.22)
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ol la dynamique des CSH est donnée par

(( Or Ox
ot g~ ~dola)
dy Oy B
R go(a)y
x(t,0) = fA<I> (fAktl(a a)(z+y)(t a’)da’) x(t,a)da
Y 0 O ) ) ) (2'23>

y(t,0) = (1 = u(®) i 0 (Ji bala, )& + @ 9)(t,a')da’ ) y(t,a)do

2(0,a) = ¢1(a)
y(0,a) = pa(a).




Deuxieme partie

Représentation et controle de
I’hématopoiese par les équations

différentielles ordinaires
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Chapitre 3

Dynamique globale des cellules

hématopoiétiques

3.1 Introduction

Fonctionnellement définies par des cellules renouvelables, possédant la capacité de
produire des cellules sanguines matures, les cellules souches hématopoiétiques (CSH)
sont localisées dans la moelle osseuse et ont été analysées extensivement depuis leur
initiale démonstration en 1960 [89]. L’hématopoiese est un processus physiologique
qui représente la régénération et la différenciation des CSH. La régénération des
CSH est le processus de renouvellement des CSH, qui se réalise en deux phases
principales : La réplication de ’ADN et la mitose (lorsque la cellule souche se divise
en deux cellules filles). Pour les individus sains, les cellules anormales sont détruites
par apoptose. La différenciation des CSH correpond a la production des cellules qui
integrent I'une des lignées suivantes : globules rouges, globules blancs et plaquettes.
L’hématopoiese peut révéler des anomalies causant les maladies hématologiques
[78]. La LMC est une maladie hématologique fréquente, qui représente approxima-
tivement 15% a 20% de tous les cas de leucémie, avec une incidence variant de 1
a 1.5 cas par 10° individus chaque année [26]. Les mécanismes moléculaires induits
dans la LMC sont définis dans [53]. La LMC résulte d’une aberration des chro-
mosomes d’une cellule souche, puisque un échange de particules génétiques entre
les chromosomes 9 et 22 fusionne deux genes : le gene Abl du chromosome 9 et
le géne Ber du chromosome 22. Le gene résultant Ber-Abl code pour une protéine

avec une activité tyrosine kinase et produit une perturbation de I’hématopoiese. Les

32
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cellules cancéreuses proliferent intensément et se propagent dans le sang, induisant
une hypertrophie de la rate [53]. Les premiers modeles mathématiques décrivant la
dynamique des CSH ont été proposé par Mackey en 1978 [55, 56]. Ces modeles ont
été appliqués a la LMC par Colijn, Fortin et Mackey [24, 43]. Les auteurs insistent
sur le role des CSH dans la dynamique de la LMC. Nous mentionnons aussi les tra-
vaux de Adimy et al. [3], Crauste et al. [28] et Pujo-Menjouet et Mackey [71], ou la
maturité des cellules est prise en considération. D’autres auteurs ont développé des
modeles mathématiques pour prédire 1’évolution de la LMC. Moore et Li [62] ont
considéré un systeme non linéaire d’EDO pour les cellules cancéreuses et deux types
de cellules T. Ledzewicz et Schéttler [52] ont analysé un systeme linéaire d’EDO
pour les cellules proliférantes et quiescentes. Dingli et Michor [32] ont investigué
un systeme non linéaire d’EDO pour les CSH et CD. Les CD représentent toutes
les cellules ne possédant pas les caractéristiques des CSH. Les modeles décrivant
la dynamique des cellules souches peuvent étre abstraits puisque cette population
n’est pas bien définie.

Spinelli et al. [81] ont mentionné que pour les individus sains, le nombre total
des cellules doit étre maintenu constant a travers le temps; cet équilibre est at-
teint soit par apoptose, ou par une activité importante de prolifération (voir aussi
[72]). Néanmoins, le nombre totale des CSH dans la moelle osseuse est sujet a une
controverse. Abkowitz et al. [1] ont donné une large variation de 11200 a 22400
cellules/70 kg, tandis que Dingli et Michor [32] ont estimé 20000 cellules. Voir aussi
les travaux de Dingli, Traulsen et Pacheco [33, 34].

Similairement au travaux de Dingli et Michor [32], nous considérons deux popu-
lations cellulaires : CSH et CD. Les cellules possedant ’aberration des chromo-
somes 9 et 22 sont appelées cellules cancéreuses. Les CSH cancéreuses sont sup-
posées étre une source de la maladie et sa rechute apres une thérapie réussie [83].
En conséquence, nous supposons que les CD cancéreuses proviennent des CSH
cancéreuses par différenciation, alors que les CD normales proviennent des CSH
normales. L’homéostasie dans un sens général est une caractéristique du systeme
humain a controler les perturbations. C’est un processus dans lequel le niveau
d’une substance influence le niveau d’une autre substance [58]. Dans notre travail,
nous supposons que I’homéostasie se réalise par les trois scénarios suivants. Dans le
scénario 1, les CSH proliferent selon le nombre total des CSH. Dans le scénario 2,
les CSH proliferent selon le nombre des CD. Finalement, dans le scénario 3, les CSH
proliferent selon le nombre des CSH et CD. Dans tous ces scénarios, I’homéostasie

controle partiellement la division des CSH cancéreuses. Notons que Dingli et Michor
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[32] ont considéré que ’homéostasie dépend seulement du nombre total des CSH,
ainsi aucune information sur la coexistence des cellules normales et cancéreuses
ne peut etre obtenue par leur modele. L’étude de notre modele montrera que les
cellules normales et cancéreuses ne peuvent pas coexister longtemps. Par ailleurs,
nous montrerons que la régénération de I’hématopoiese normale et la persistance
de la LMC sont liées aux taux de division et de mortalité des CSH normales et

cancéreuses.

3.2 Modele de croissance cellulaire

Nous considérons les populations des CSH et CD, ou chaque population est répartie
en cellules normales et cellules cancéreuses, comme nous le décrivons dans la section
2.2.1.

Dans notre modele, la régénération des CSH est régie par I’homéostasie, qui controle
le processus de division pour prévenir une croissance exponentielle de la population.

La population possede une donnée initiale positive et évolue suivant ce modele

(dx
d_to =n ®(e1(xo + yo) + 21 + y1)) 2o — do 0
d
dt
} (3.1)
% = m W(ey (w0 + ayo) + ea(z1 + 1)) Yo — 9o Yo
dy .
\ 9Y — g1 U1

ou &1 = 1 et 9 = 0 dans le premier scénario. Dans le deuxieme scénario, e; = 0 et
€9 = 1. Dans le dernier scénario, ¢; = g9 = 1.

Un exemple typique des fonctionnelles ® et ¥ est donné par

e1(o + yo) + e2(x1 + 1)
K;
81(1'0 -+ Oéyo) —+ EQ(l‘l + Oéyl)
K;

P(e1(zo+yo) +ea(z1+31)) =1 —
(3.2)

U(e1(wo + ayo) + 2(z1 +ayy)) =1 —

ou K;, 1 =1,2,3 représente la capacité d’accueil de la moelle osseuse pour chaque
scénario. Ainsi, les CSH normales et cancéreuses ont des taux de croissance densité
dépendant. Le modele (3.1) représente un systeme de Lotka-Volterra (voir [21, 22,

46] pour les modeles décrivant la dynamique des especes en compétition).
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Notre modele possede un sens biologique si la solution correspondante est non-

négative a chaque instant. Considérons le quadrant positif
R = {(zo,x1,90., 1) € R* 1 w9 > 0,21 > 0,0 > 0,41 > 0}

qui est positivement invariant pour le modele (3.1). En effet, les inégalités suivantes

dzg _ dxy _
dt ’930=0 - 07 dt ‘1120 =T 2 Oa
dyo _ dy1 _
dt ‘yo=0 =0, dt ’y1:0 =qyo =0,

montrent que le champ de vecteurs se dirige a l'intérieur de Ri; alors chaque tra-

jectoire qui commence a l'intérieur de Ri, ne quitte pas ce quadrant a n’importe

quel instant suivant.

En plus de l'origine qui représente I'extinction des cellules, chaque scénario produit

trois états d’équilibre, dont les composantes sont indiquées par c¢,b et s pour les

états chronique, blast et non pathologique :

— L’équilibre chronique correspond a un état positif des CSH et CD. 11 décrit la
présence simultanée des cellules normales et cancéreuses.

— L’équilibre blast correspond a un état positif des cellules cancéreuses et aucune
cellule normale.

— L’équilibre non pathologique correspond a un état positif des cellules normales et
aucune cellule cancéreuses.

Dans le modele (3.1), les équations vérifiées par x; et y; sont linéaires. Alors, a un

état d’équilibre donné, le nombre des CD est proportionnel au nombre des CSH :

r

4

q
€T = X, Y1 = — Yo
a1

Il serait convenable de donner seulement l’expression des états d’équilibre pour les
CSH.

Scénario 1 : 'homéostasie dépend du nombre des CSH

U (go/m) —a @ (dy/n) ' (do/n) — ¥ (go/m)
$07c — 9 yO,C -
(1-a) (1—a)
1
Top = 0, Yoo =~ U~ (go/m)
T =P (do/n), Yos =0

Scénario 2 : 'homéostasie dépend du nombre des CD
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o fm) —a @ dof) 7 /) = 0 (go/m)
‘ (EDF 1o

zop =0, Yob = a_q ! (go/m)

ro0 = 0 (dy/m). e =0

Scénario 3 : 'homéostasie dépend du nombre des CSH et CD

Y ) —a @ (/) /)~ 8 (gofm)
‘ (I—a)[1+(r/d)] = 7° (1—a)[l+(q/91)]
. . 0 -1 m
xop = 0, Yoo = oo +9) U™ (go/m)
d; . _
To,s = d T (do/n), Yo,s = 0.

A partir des expressions de ® et U données dans (3.2), nous avons

@‘1(%>—K(1—%), \p—1<%)—K<1—%>, i=1,2,3. (3.3

Nous remarquons que les états d’équilibre chronique sont en corrélation. La méme
propriété se produit pour les états d’équilibre blast et non pathologique.

Les états d’équilibre chronique sont positifs ssi
O~ (do/n) < ™ (go/m) < D~ (do/n)

La capacité d’accueil peut varier selon la définition de I'’homéostasie, tel que le
nombre des cellules a 1’état d’équilibre soit consistent. Ce concept est développé

dans la section 3.5.

3.3 Stabilité locale des états d’équilibre

Un état d’équilibre (chronique, blast ou non pathologique) est localement asymp-
totiquement stable (LAS) si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne J,
sont de parties réelles négatives. Cette approche est investiguée dans les scénarios
1 et 2. Dans le troisieme scénario, I’analyse de la stabilité asymptotique locale pour

I’état chronique est plus technique. La nature de cet équilibre est obtenue a travers
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un résultat de Wang et Li [86], référant & la mesure de Lozinskii de la matrice se-

conde additive composée JZ. Nous introduisons ci-dessous la matrice jacobienne .J
du modele (3.1)

0% 0% 0% 0%
n® — dy + NTog,:  NLog,: nog,- niog,-
T —d1 0 0
7= o o o o (34)
MY0 5o MYoszy MY —go+myog, Myog,:
0 0 q -0

Nous évaluons J en zéro pour obtenir les conditions d’extinction. Ensuite, nous
examinons la nature des états d’équilibre chronique, blast et non pathologique dans
les scénarios déja définis.

Scénario 1 : Les dérivées partielles de ® et W en z; et y; sont nulles, alors

n@—d0+nxog—i 0 Tlllﬁ'gg—;; 0
r —dl 0 0
J =
myo = 0 m\lf—go+myo§7ﬁ 0
0 0 q —g1
La matrice J admet deux valeurs propres négatives \y = —¢g; et Ay = —d;. Les

autres valeurs propres vérifient le systeme suivant

/\3+)‘4:nq)_d0+nxog_§)+m‘1’—go+myog_;
A3 Ay = (nCID —dp + nl‘o%) (m\IJ —go + myog—;(’)> — nm ToYo g—;g—i,
A T'état d’équilibre chronique, n®(xq . + yo..) = do et m¥(zo . + ayo.) = go, donc
A3+ M\ = nwoe @ (zoe + voe) + amyoe U (zoe + ayoe) < 0

A A= —(1—a)nmzoeyoe ® (oo + Yoe)V (2o + o) < 0.

Une valeur propre A3 ou A4 est positive, ainsi I’état d’équilibre chronique est instable.

L’état d’équilibre blast satisfait zo, = 0 et m¥(a yop) = go, alors

A3 =n ‘I)(yo,b) —dy

AL = amyop ‘Il'(a Yop) < 0.



Chapitre 3. Dynamique globale des cellules hématopoiétiques 38

Puisque ® et ¥ sont décroissantes, A3 est négative si a ! (%0) <yl (%0)

L’état d’équilibre non pathologique satisfait n ®(x ;) = do et yos = 0, donc

)\3 =m \IJ($07S) — 9o

A =nxos P(z0s) <O0.

La valeur propre A3 est négative si @~ (2) > ¢! (L),

Scénario 2 : Les dérivées partielles de ® et W en z( et y, sont nulles, alors

n® — dy nxog—i 0 nxog—i
r —dy 0 0
J =
0 mZ/Og—:,\;I/1 mW¥ — go 771?1088—‘;1/1
0 0 q —0

A T'état d’équilibre chronique, J admet une ou trois valeurs propres positives puisque

le déterminant de J est négatif
det J = —(1 — a) qr nm x,cYo,c P’ (T1,c+ Y1) 0’ (X1 +ayie) <O0.
A T'état d’équilibre blast, les valeurs propres de J sont

A =n®(y1p) — do, Ay = —di, Mg+ M= —g1, Asha = —amqyor ¥ (ay1p)

do

Ainsi, \; est négative si a ®7'(%2) < W!(L) Les autres valeurs propres sont

négatives.

A T'état d’équilibre non pathologique, les valeurs propres de J sont données par
AL = m‘l’(ﬂﬁl,s) — g0, A2 = —G1, A3+ Ay = —dy, AsA\y = —nr Zo,s CD,(xl,s)

Alors A est négative si @71(%) > U~1(£). Les autres valeurs propres sont négatives.
Scénario 3 : Les dérivées partielles de ® et ¥ en xg,x1,yo et y; sont strictement

négatives. La matrice J est donnée par (3.4). A I'état d’équilibre chronique, nous
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avons

k k ak ak

0 0 q —01

ot h = nxo. ®(21), k = myoe ¥ (22), 21 = Toe + T1e + Yoo + Yic
et 29 = Xo,c + L1,c + a(y(],c + yl,c)'

La matrice seconde additive composée de J est définie ainsi (voir [7, 86])

h — dy 0 0 —h —h 0
k h+ ak ak h 0 —h
J2 0 q h— g 0 h h
k r 0 —dy + ak ak 0
0 0 q —di — g 0
0 0 k 0 k ak — g1

Cette matrice admet une mesure de Lozinskil positive ji (J [2]), car le calcul de la

mesure suivant la deuxieme ligne de J? donne
\k| +h+ak+ |ak|+ |h|+ | —h|=—(h+ k) > 0.
En conséquence, J admet au moins une valeur propre positive (voir le Théoreme

2.3 [36]).

A T'état d’équilibre blast, J est donnée par (3.4), avec g = x; = 0. Alors
M =nP(yop+ Y1) — dos A2 = —di, A3+ Xs = amyop V' ((yop + y1)) — 91,

A3 Ay = —(g1 + q)amyop ‘I’/(a(yo,b + 1))

do

La valeur propre A; est négative si a ®~1(%) < W~(£). Les autres valeurs propres

sont négatives.

A Tétat d’équilibre non pathologique, J est donnée par (3.4), avec yo = y; = 0.

Ainsi
M =m V(s + T1s5) — Go, A2 = —g1, A3+ Ay = nag s ‘I)/(fb’o,s +21,5) — dy,

A3 Ay = —(dy + 1r)nxo s ' (zos + T1.4)-
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do

Alors, \; est négative si ¢! (7) >yl (%0) Les autres valeurs propres sont

négatives.

Remarque 3.1. L’étude précédente montre que dans tous les scénarios, I’état d’équilibre

chronique est instable. De plus, ’état d’équilibre blast est LAS si

A
Rii= —— @ > 1 (3.5)

Ul (%
Ry = % <1 (3.6)

Les conditions (3.5) et (3.6) sont suffisantes pour la stabilité asymptotique locale des
états d’équilibre blast et non pathologique. Les fonctionnelles ® et W sont définies
dans le systeme (3.2), et les fonctions @' et ¥~! sont définies par le systeme
(3.3). Soit 7, = 1/go (resp. 7, = 1/dy) la durée de vie des CSH cancéreuses (resp.
normales), et y; = 1/m (resp. p, = 1/n) le temps nécessaire a la division des CSH
cancéreuses (resp. normales).

La condition R; > 1 signifie que

(1-—a)+a fn A
Tn Ti
alors le rapport entre le temps de division et la durée de vie des CSH cancéreuses,
est inférieur a une constante, plus le méme rapport concernant les cellules normales,
multiplié par .

De la méme facon, la condition Ry < 1 donne

l
fn _ 11
Tn Tl

ainsi, le rapport entre le temps de division et la durée de vie des CSH normales et

inférieur au méme rapport concernant les cellules cancéreuses.

Les inégalités (3.5) et (3.6) peuvent étre vérifiées simultanément, alors nous avons

prouvé le résultat suivant

Théoreme 3.2. Pour toute donnée initiale positive, le systeme (3.1) admet une
seule solution positive définie pour t positif; de plus
1. L’origine est LAS si n®(0) et mW(0) sont inférieurs auz taux de mortalité dy

et go, respectivement.
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2. L’état d’équilibre chronique est un point selle, alors la coexistence des cellules

normales et cancéreuses ne se maintient pas longtemps.

3. Les états d’équilibre blast et non pathologique sont a la fois LAS si Ry < 1 <
R;.

4. L’état d’équilibre blast est l'unique état LAS, c-a-d U'état d’équilibre non pa-
thologique est instable si Ry > 1.

5. L’état d’équilibre non pathologique est l'unique état LAS, c-a-d I’état d’équilibre
blast est instable si Ry < 1.

3.4 Stabilité globale des états d’équilibre

Dans cette section, nous analysons la stabilité asymptotique globale des états d’équilibre
blast et non pathologique dans les scénarios 1 et 3. Dans le scénario 2, nous n’arri-
vons pas a prouver que la solution est bornée et seulement des simulations numériques
montreront la stabilité asymptotique globale des états d’équilibre blast et non pa-
thologique. Nous mentionnons que ces états d’équilibre sont a la fois LAS lorsque
Ry < 1 < Ry. Dans ce cas, la dynamique dépend de la donnée initiale des CSH et

elle est illustrée par des simulations numériques.

3.4.1 Scénario 1

Plusieurs auteurs définissent ’homéostasie par une fonctionnelle des CSH quies-
centes [3, 71]. Dans notre modele, la dynamique des cellules normales et cancéreuses

évolue suivant ce systeme

(%:n 1—x0+y0 To—do T

a K, 0 0 Lo

d

ﬂz?"l‘o—dll’l

dt (3.7)
dyo _ (1 _Fot v _

dt K, Yo — Go Yo

dy,
k%—qyo g1
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Nous avons montré dans la section 3.2 que le quadrant positif R est positivement

invariant, alors nous avons

d
il STL (1—%) l‘o—dol‘o

dt

' (3.8)
o (1= %50 o~ a0
dt — K, 00

L’intégration du systéme (3.8) implique que les variables d’états et yo sont bornées

pour t assez grand

zo(t) < max {zo(0), K1 (1 = ) } := by (3.9)
yot) < max {yo(0), 5 (1 %)} = b

Ainsi, By = {(zo,y0) € R?:0 <25 < by, 0 <yo < by} est un ensemble fermé et

positivement invariant pour le systeme (3.10)

d
To =n (1—x0;y0) l‘Q—dQJT()

dt
dyo To + QYo
AL (Ut L
dt

(3.10)

Par ailleurs, nous avons le résultat suivant

Lemme 3.3. Le systéme (3.10) n’admet pas de cycles limites dans Int B;.

1
Démonstration. Nous considérons la fonctionnelle M = —— telle que
ToYo

0 dz 0 dyo n am
L= (M2 )+ (M=) = - ——.
8x0 ( dt ) + 3yo ( dt KlyO Kll'()

La positivité des parametres implique que L est négative sur Int By ; donc le critere

de Bendixson-Dulac est satisfait. En conséquence, Int By ne contient pas de cycles

limites. O

Maintenant, nous pouvons énoncer le résultat de stabilité asymptotique globale pour

le systeme (3.10).

Théoréme 3.4. Pour toute donnée initiale positive (z4(0),40(0)), le systéme (5.10)

admet une solution unique et positive, défine pour t positif. De plus
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1. L’état d’équilibre blast (0,yo,) est globalement asymptotiquement stable (GAS)
) R2 > 1.

2. L’état d’équilibre non pathologique (x¢5,0) est GAS si Ry < 1.

La stabilité asymptotique globale de I’état d’équilibre blast (0, 0, Yo 4, y1,5) du systeme
(3.7) est obtenue par intégration du modele (3.11), avec Ry > 1

d

3.11
dn o
di qd Y — 9191

il est clair que z1(t) — 0 et y1(t) — L yop, quand ¢ — occ.

D’une maniere similaire, la stabilité asymptotique globale de 1'état d’équilibre non
pathologique (g s, 15,0, 0) du systeme (3.7) est obtenue par intégration du modele
(3.12), quand Ry < 1

dl‘l
% =TXTo,s — dlf,El

3.12
dn .
dt 91

xr

T Tos et y1(t) — 0, lorsque t — oo.

il est clair que x1(t) —

3.4.2 Scénario 3

Nous analysons la stabilité asymptotique globale des états d’équilibre blast et non
pathologique dans le scénario 3. L’évolution des cellules normales et cancéreuses est

donnée par le modele suivant

(@:n 1_$0+$1+yo+y1 o d
i e 0 0 Lo
d
ﬂz?“l‘o—dlxl
; (3.13)
@:m 1_$0+351+04(yo+y1) -
dt K Yo — 9o Yo
dy,
it =qY% — 1%

Pour une signification biologique, nous vérifions que la solution du modele (3.13) est

bornée pour tout ¢t > 0. Selon la section 3.2, le quadrant positif Ri est positivement
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invariant, alors nous avons

dz x
d—togn <1—?(;) xo—dol’o

dl’l
E:rxo—dlxl
(3.14)
o o (1= 2 40— g0y
dt — Ky ) 7070
dn _
dt q9Y% — g1

Nous définissons By := { (20,21, Y0, t1) € R} : 19 < by, 11 <1, yo < ba, 11 < 2},
un ensemble fermé et positivement invariant pour le systeme (3.13), ou by et by sont
donnés dans (3.9), et
’l“bl (]b2
cl = {L‘l(O) + d—, Cy = yl(O) + —.
1 g1
Maintenant, nous analysons la stabilité asymptotique globale de I'état d’équilibre
non pathologique du systeme (3.13) lorsque R; < 1. L’argument utilisé est similaire

a celui donné dans [22]. Tout d’abord, les composantes de 1'état d’équilibre non

pathologique
d1 do r dO
s — K. 11— ) s — K. 11— ) s — 07 s = 0
o, di+r 3 ( n) Iy, di+r 3 ( n Yo, Y,
vérifient

n
n—dy = E(xo,s +21,5)

alors, nous récrivons le modele (3.13) sous la forme suivante

( dxg n n n
T [—E(xo —Z0,s) — E(xl —T1s) — E(yo +v1)| To
dx T
d_tl = [901(% - $0,s) - -’Eo(xl - $1,s)] 1
d m m m am
% = {m — 90 — E(xo,s + T1,5) — E(xo — Zo,s) — E(% — T1s) — E(yo + 1)
dy
L d_tl = qY — 91Y1-
(3.15)

Nous construisons ensuite une fonctionnelle de Lyapunov

To T

+ ag(T) — T145) — Qo1 In—— + a3y + Y}

V =aq(x0 — 20s) — 1o s In
Zo,s T1,s
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ou «;,i = 1,...,4 représentent des constantes positives, qui seront déterminées par
la suite. Evidemment, V' est définie et continue par rapport aux variables xg, x1, 3o
et Yi-

La différentielle de V' le long de la solution du modele (3.15) se présente ainsi

DV = S(xo — To,s) 0 + 2 (w1 — Ty,5) Ll + CY3C%O + 2a4y1%
DV = ay(wg — z0) [—,%B(:vo —Tos) — 1 (T1 — 21s) — 2 (Yo + v1)
+ 2o (@ — 2 [11(m0 — mos) — To(21 — 21))]
o [m = g — (70, + 215) = (70 — T0,) — (w1 = 71) = G2 (Y0 + 1)

+20uy1 [qyo — G1y1] -

m

L’expression m — gy — E(ﬁo,s + 21 4) est strictement négative lorsque Ry < 1. En

conséquence

DV < ai(zo — Zo,s) [—K%(l"o —Zos) — 715 (01 — 21s) — (Yo + yl)}

%L(% - $1,s) [%(xo - $0,s) - 900(% - $1,s)]

1 T1,s
+asyo [—Kﬂs(l’o — o) — (@1 — 21s) — S (o + y1)]

+20uy1 [qyo — g1y -

Nous supposons que

a— = Qo , ag—m = 204q. (3.16)

il s’ensuit que

n 2 ay T 2 am ,,2 2
DV < —a1K—3(930 — Tos)” — — S£U0(931 —21,)° — 3% Yo — 2 0 1y

- (041[(13 + 043%) (930 - xo,s)yo - 061%(% - xo,s)y1 - 043%(% - I1,s)y0-

En introduisant les valeurs absolues |xg — zgs| et |21 — x1 4|, I'inégalité précédente

donne

n 2 ay T 2 am ,,2 2
DV < —OélK—3($0 - l’o,s) - x—fml’o(%l - 1’1,5) — a3 Yo — 2 a4 1Yq

+ (061[(13 + CY:a%) |zo — xo.s| Yo + a1%|x0 — Zos| Y1 + CY3%|$1 — Z1,5] Yo
Notons par Z = (|zg — xos|, |21 — 21,5, Yo, y1), alors la différentielle de V' satisfait

DV < ZBZ"
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ou
a2 n o1 n
Oéle 0 alKS 2 K3
o, TT0 . azm
B— 0 201w 5 2 K3 0
m as m —am
3K, 2 Ks A3, 0
a1 n
2K 0 0 20
En posant
na;=mas (3.17)

nous obtenons l'existence d’une matrice diagonale positive D = diag(ay, g, avg, cvy)

telle que B soit de la forme suivante

1
B:§WG+@D)
ou

Y 25 n

R 0
G = (gij)1<ij<a = ’

0 o -5 0
0 0 0 —2q1

Notons que (—G) est une M-matrice puisque (—g;;) < 0 pour i # 7, i,j =1,...,4

et les valeurs propres de (—G)

sont positives.

Le Lemme 3.5 [12] implique que la matrice B est définie négative.

Lemme 3.5. Si A est une M-matrice, alors il existe une matrice positive diagonale
D = diag(dy,ds,ds,dy) , d; > 0,i = 1,....,n tel que la matrice %(DA + ATD) est

définie positive.

En conséquence, DV est strictement négative pour toutes variables positives zq, 21, Yo
et y1, & l'exception du point (zg s, 1,5,0,0) ou DV = 0. Posons a = Kf pour obte-
nir oy, 1 = 2,3, 4 a partir des équations (3.16)-(3.17).

L’étude précédente montre que

T (07

- K K3 To i T1,s

x%,s K3 2
V = 7(.%0 — .1'0’3) — 71’073 In (.1'1 — 1’175) — In + — Yo + Y1

Zo,s r T T m 2q
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satisfait le Théoreme de Lyapunov pour la stabilité asymptotique, donc ’état d’équilibre
non pathologique est GAS lorsque R; < 1.

La stabilité asymptotique globale de I’état d’équilibre blast du systeme (3.13) est
obtenue par le méme argument quand Ry > 1. En premier lieu, les composantes de
I’état d’équilibre blast

an 90 q 90
£L‘07() = O, xl,b = 0, y(),b = —Kg (1 — —) s yLb = —K3 (1 — —)
a (g1 +q) m a (g1 +q) m
vérifient
am< N )
m—qgyg = —
90 Ks Yo,p T Y1,b

alors nous récrivons le modele (3.13) sous la forme suivante

( dx n n n n
d_to = [n —dy — E(?Jo,b + Y1) — E(l‘o + 1) — E(yo — Yop) — E(yl —Y1p)| o
d
% =Trxy — d1x1
d m am am
% = [—E(ﬂﬂo + 1) — E(yo — Yop) — 73(91 —Y1p)| Yo
dy, q
\ at [yl (yo yo,b) yo(y1 y1,b)] yLb.

(3.18)
L’expression n — dy — K%(Z/O,b + y1) est négative lorsque Ry > 1. En conséquence,

nous pouvons déterminer des constantes positives a;, 2 =1,...,4 tel que

Yo Y1
V = a1mo + aax] + as(yo — yop) — sy In— + au(yr — y1p) — e In—
Yo,b Y1,
satisfasse le Théoreme de Lyapunov pour la stabilité asymptotique, donc 1’état
d’équilibre blast est GAS quand Ry > 1.

3.5 Simulations numériques

Dans cette section, nous illustrons la dynamique cellulaire pour ¢ assez grand, dans
chaque scénario. En commencant par des valeurs positives différentes pour les cel-
lules normales et cancéreuses, nous montrons soit la stabilité asymptotique globale
de 1'un des états d’équilibre non pathologique et blast, ou bien la stabilité asymp-
totique locale de ces deux états d’équilibre. Notons par c.s.n les CSH normales,

c.d.n les CD normales, c.s.c les CSH cancéreuses et c.d.c les CD cancéreuses. Les
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parametres du modele décrivant la dynamique des CSH et CD normales sont donnés
dans [32].

Parametres Descriptions Valeurs Unités Références
n taux de division des c.s.n 0.005 /jour  [32]

do taux de mortalité des c.sn 0.002 /jour  [32]

T taux de production des c.d.n  1.065 x 10" Jjour  [32]

d; taux de mortalité des c.dn 1 /jour  [32]

90 taux de mortalité des c.s.c 0.002 /jour  estimé

q taux de production des c.d.c  1.065 x 107 /jour  estimé

a1 taux de mortalité des c.d.c 1 /jour  estimé

Q coefficient de compétition 0.1 estimé

Les CSH normales se divisent en période de 200 jours et subsistent pendant 500
days, alors les taux de division et de mortalité n et dy sont estimés a 1/200 et 1/500
par jour, respectivement. Ces estimations sont basées sur des travaux de Michor
et al. [61]. Les CD normales sont produites par les CSH normales avec un taux
r = 1.065 x 107 par jour, et disparaissent avec un taux d; = 1 par jour [32]. Dans la
section 3.4, nous avons montré que les conditions de stabilité d’un état d’équilibre
sont indépendantes aussi bien des taux de différenciation r et ¢, que des taux de
mortalité dy et g, ; pour cette raison nous supposons que r = q et d; = g;. De cette
maniere, ’absence des données pour g et g; est surmonté. En admettant que les CSH
normales et cancéreuses disparaissent avec le méme taux dy = gg, nous obtenons la
valeur du taux de division des CSH cancéreuses, a partir des conditions sur R, et Rs.
En effet, I’état d’équilibre blast est GAS si Ry > 1, cela signifie que m > n = 0.005.
L’état d’équilibre non pathologique est GAS si Ry < 1, ce qui est équivalent a
m < go/ [1 -« (1 — %0)] = 0.002127. Les états d’équilibre non pathologique et
blast sont a la fois LAS si Ry < 1 < Ry, c-a-d 0.002127 < m < 0.005. La capacité
d’accueil de la moelle osseuse est ’'objet d’une controverse [1, 32]. Dans cette partie,
nous définissons une capacité d’accueil convenable dans chaque scénario, tel que le

nombre des cellules a ’état d’équilibre soit réalistique.
Scénario 1 :

Dans le modele décrit dans [32], comme dans le scénario 1, 'homéostasie dépend du
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nombre des CSH. Les états d’équilibre non pathologique et blast sont donnés par

d
Zo,s = Kl (1 - _0) y L1s = 6;_1 Tos, Yo,s = 07 Y1,s = 0

n

_ _ _ K 90 — 4
zop =0, x1p =0, Yoo =22 (1—2), yy = o1 Yoo

En considérant la capacité d’accueil K; = 2 x 10* donnée dans [32], le nombre des
CSH normales est estimé par zg, = 12 x 10%. La dynamique est donnée dans les

figures 3.1(a)-3.1(b)-3.2(a)-3.2(b).
Scénario 2 :

L’homéostasie dépend du nombre des CD, donc les états d’équilibre non patholo-

gique et blast sont définis par

_d d _r _ —
To,s = TIKQ (1 - 70) , L1s = a1 To,s, Yo,s = 07 Y1,s = 07

_ _ _ 1K 9o _ g
zop = 0, 1 =0, Yob = “oq (1-2), yp= o Yoo

En posant le nombre des CSH normales égal au nombre obtenu dans le scénario 1,
c-a-d K = %Kz, nous tirons la valeur Ky = 2.13 x 10'!. La dynamique est donnée

dans les figures 3.3(a)-3.3(b)-3.4(a)-3.4(b).
Scénario 3 :

L’homéostasie dépend du nombre des CSH et CD. Les états d’équilibre non patho-

logique et blast sont donnés par

. d d _r _ _
Lo,s = dljrrK:’, (1 - f) v Tls = gToss Yo, = 0, y1,s = 0.

g1 K3 ( __ 90

_ _ _ _ 4
Top = 0, r1 =0, Yo,p — a(g14q) E) v YLb = 5 Yo

Comme r est assez large par rapport a di, nous avons d; + r =~ r. En conséquence,
To serait proche de 12 x 10° pour K3 = K». La dynamique est donnée dans les
figures 3.5(a)-3.5(b)-3.6(a)-3.6(b).

Dans les figures suivantes, nous illustrons la dynamique cellulaire dans tous les
scénarios. Le point rouge représente un état d’équilibre (chronique, blast ou non

pathologique).
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FIGURE 3.1: L’homéostasie dépend du nombre des CSH. Dans les figures (3.1(a))
et (3.1(b)), nous estimons le taux de division des CSH cancéreuses tel que 1’état
d’équilibre blast est GAS. Cette situation correspond a Rs > 1. Alors, nous fixons
m plus grand que n, c-a-d m = 0.0051. Dans la figure (3.1(a)), nous observons une
légere croissance des CSH lorsque le nombre des CSH normales et cancéreuses est
assez petit. Autrement, les CSH normales disparaissent et la dynamique approche
121568 CSH cancéreuses, ce qui dépasse la capacité d’accueil de la moelle osseuse.
Dans la figure (3.1(b)), la dynamique des CD passe & travers un point selle.
Ensuite, le nombre des CD normales décroit vers zéro, et la dynamique approche
129470 x 107 CD cancéreuses.
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(a) Phase portrait for HSC (b) Phase portrait for DC

FIGURE 3.2: L’homéostasie dépend du nombre des CSH. Dans les figures (3.2(a))
et (3.2(b)), nous estimons le taux de division des CSH cancéreuses de maniere
que 'état d’équilibre non pathologique est GAS. Cette situation se présente si
Ry < 1, ce qui signifie m < 0.002127. Alors, posons m = 0.002. Dans la figure
(3.2(a)), nous observons une baisse des CSH cancéreuses, quelque soit le nombre
initial des CSH. La dynamique converge vers 12 x 103 CSH normales. Dans la
figure (3.2(b)), la dynamique des CD passe par un point selle. Ensuite, le nombre
des CD cancéreuses décroit vers zéro, et la dynamique approche 12.78 x 10 CD
normales.
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FIGURE 3.3: L’homéostasie dépend du nombre des CD. Dans les figures (3.3(a))
et (3.3(b)), nous estimons le taux de division des CSH cancéreuses de maniére que
I’état d’équilibre blast soit GAS, c-a-d Ry > 1. Posons m = 0.0051 plus grand que
n. Dans la figure (3.3(a)), nous remarquons que les CSH normales disparaissent
et la dynamique approche 121568 CSH cancéreuses, ce qui dépasse la capacité
d’accueil K. Dans la figure (3.3(b)), la dynamique des CD passe par un point
selle. Ensuite, le nombre des CD normales décroit vers zéro, et la dynamique
approche 129470 x 107 CD cancéreuses.

Normal HSGC Normal DC
180007 140411
16000:
140001
12000 Pcss — 1.30411
10000:
8000
50007 1.20411
4000:
2000
03 160 200 300 400 500 600 700 830 800 1000 T esd 4.00+5 606+ 5.00+5 10658 1 2640 14649
Leukemic HSC Leukemic DC
(a) Phase portrait for HSC (b) Phase portrait for DC

FIGURE 3.4: L’homéostasie dépend du nombre des CD. Dans les figures (3.4(a))

et (3.4(b)), nous estimons le taux de division des CSH cancéreuses de maniére que

I’état d’équilibre non pathologique soit GAS. Cette situation se présente si R < 1,

ce qui signifie m < 0.002127. Alors, posons m = 0.002. Les cellules cancéreuses

disparaissent ; la dynamique approche 12 x 10> CSH normales et 12.78 x 1019 CD
normales.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons analysé un modele décrivant 1’évolution des CSH

et CD. Nous avons montré que ’homéostasie, aussi bien que les caractéristiques
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FIGURE 3.5: L’homéostasie dépend du nombre des CSH et CD. Dans les figures
(3.5(a)) et (3.5(b)), nous estimons le taux de division m tel que 'état d’équilibre
blast soit GAS, c-a-d Rs > 1. Posons m = 0.0051 plus grand que n. Dans la figure
(3.5(a)), nous observons une légere croissance des CSH normales lorsque le nombre
des CSH cancéreuses est assez petit. De plus, les CSH normales disparaissent
et la dynamique approche 121568 CSH cancéreuses, ce qui dépasse la capacité
d’accueil K. Dans la figure (3.5(b)), la dynamique des CD passe par un point selle.
Ensuite, les CD normales disparaissent, et la dynamique approche 129470 x 107
CD cancéreuses.
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FIGURE 3.6: L’homéostasie dépend du nombre des CSH et CD. Dans les figures

(3.6(a)) et (3.6(b)), nous estimons le taux de division m tel que I’état d’équilibre

non pathologique soit GAS. Cette situation correspond a Ry < 1, ce qui signi-

fie m < 0.002127. Alors, posons m = 0.002. Nous observons que les cellules

cancéreuses disparaissent ; la dynamique approche 12 x 102 CSH normales et
12.78 x 10'9 CD normales.

des CSH, jouent un role important dans la dynamique de la LMC. L’homéostasie

résout le probleme du nombre des CSH et CD, a 1’état d’équilibre. Le coefficient de

compétition « est impliqué dans la régénération de 'hématopoiese normale, mais
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FIGURE 3.7: L’homéostasie dépend du nombre des CSH. Les états d’équilibre
blast et non pathologique sont & la fois LAS si Ry < 1 < R;. Cette situation
correspond a 0.002127 < m < 0.005, alors posons m = 0.003. Nous observons que
I’état d’équilibre chronique est un point selle. Dans la partie gauche limitée par la
ligne séparatrice, la dynamique approche 12 x 103 CSH normales. Tandis que dans
la partie droite, la dynamique approche 66666 CSH cancéreuses. Notons que pour
Ry < 1 < Ry, la dynamique reste similaire dans les cas ou I’homéostasie dépend
du nombre de CD, ou bien du nombre des CSH et CD. De plus, la dynamique
des CD dépend des données initiales concernant les CSH, puisque dans le méme
portrait de phase des CD, nous avons la convergence soit vers les CD normales,
ou bien les CD cancéreuses.

n’affecte pas le nombre des CSH et CD normales a ’état d’équilibre. Le nombre des
CSH normales reste borné par la capacité d’accueil de la moelle osseuse.

D’autre part, le coefficient de compétition a n’est pas impliqué dans la persistance
de la LMC. Cependant, le nombre des cellules cancéreuses a ’état d’équilibre blast,
peut dépasser la capacité d’accueil a cause de o. A n’importe quel état d’équilibre,
le nombre des CD normales (resp. cancéreuses) est proportionnel au nombre des
CSH normales (resp. cancéreuses).

La dynamique des CSH et CD est pratiquement la méme dans tous les scénarios.
Les états d’équilibre non pathologique et blast peuvent étre localement asymptoti-
quement stable, simultanément. A D'aide des tests numériques, nous avons obtenu
les données initiales des CSH normales et cancéreuses, entrainant soit la persistance

de la LMC, ou bien la régénération de I'hématopoiese normale.



Chapitre 4

Controle optimal de la résistance

et la réponse suboptimale

4.1 Introduction

Les traitements anticancéreux ciblés représentent une révolution biologique en phar-
macologie et sont disponibles en deux formes principales : inhibiteurs et anticorps
monoclonaux [92]. L’imatinib (Glivec) représente un traitement de base de la LMC,
administré avec des doses variant de 400 & 1000 mg par jour [31, 84]. Malgré une
efficacité considérable de l'imatinib, Rousselot [76] avait mentionné que la réponse
des patients au traitement est variable. Elle peut étre hématologique, cytogénétique
et moléculaire. Une proportion de 95% des patients traités dans la phase chronique
présente la réponse hématologique, qui induit une réponse cytogénétique dans 85%
des cas [73]. Le traitement échoue si le patient dépasse la période usuelle pour
répondre, ou bien perd 1'une des réponses hématologique et cytogénétique. Dans le
premier cas, la réponse hématologique n’est pas obtenue dans trois mois de trai-
tement, alors une résistance premiere se présente. Tandis que le deuxieme cas est
défini par une résistance acquise [85]. La réponse suboptimale n’a pas de rapport
avec la résistance. Elle décrit une réaction assez lente des cellules cancéreuses a
I'imatinib [76]. Par ailleurs, certains patients étant dans la méme phase de la LMC
et suivant le méme protocole de traitement, réagissent différemment [69]. Alors, une
question critique se présente : quels sont les facteurs de la disparition de la maladie,
la réponse suboptimale et la rechute durant la thérapie 7 La recherche mathématique

peut fournir quelques explications. Dingli et Michor [32] ont développé un modele

54
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décrivant la dynamique des cellules normales et cancéreuses. Cette dynamique est
liée a des valeurs numériques constantes puisque 'effet du traitement n’a pas été
représenté par un probleme de controle optimal. Nanda et al. [67] ont utilisé la
théorie du controle optimal pour analyser I'effet de I'imatinib et du cytarabine sur
les cellules sanguines cancéreuses, les cellules T naives et les cellules T effectrices.
Le nombre des cellules cancéreuses augmente suivant le processus de Gompertz sans
aucun effet de saturation du systeme sanguin. Ils ont déterminé relativement la dose
optimale nécessaire a faire croitre les cellules T naives, diminuer le nombre des cel-
lules cancéreuses et les effets néfastes du traitement.

Dans ce chapitre, nous reprenons le modele mathématique qui décrit la régénération
et la différenciation des CSH. Le nombre des CSH cancéreuses ne peut pas atteindre
I'infini. Cependant, ces cellules possedent un avantage de division par rapport aux
CSH normales. L’homéostasie régule le processus de division selon le nombre des
CSH. Dans notre modele, nous prenons en considération la capacité d’accueil de
le moelle osseuse pour les CSH, puisque Catlin et al. [19] ont décrit les maladies
myéloprolifératives comme un processus de compétition pour I'espace. Nous avons
montré dans le chapitre précédent les conditions de stabilité asymptotique globale
des états d’équilibre chronique, blast et non pathologique, qui déterminent soit la
persistance de la maladie ou bien 1’élimination des cellules cancéreuses. Les causes de
la disparition de la maladie, la réponse suboptimale et la rechute du traitement ont
évoqué une discussion assez large. Dingli et Michor [32] ont démontré que la thérapie
qui augmente la mortalité ou diminue la production des CD cancéreuses ne peut
pas éradiquer la maladie. Cependant, la thérapie qui inhibe la réplication des CSH
cancéreuses éradique la maladie lentement. Ils ont mentionné que certaines CSH
cancéreuses sont moins sensibles aux effets du traitement, a cause de la formation
des protéines membranaires qui rejettent ’agent chimiothérapeutique. Malgré les
réponses relativement rapides obtenues in vivo, Graham et al. [44] ont suspecté que
I'insensibilité a I'imatinib obtenue in vitro, est responsable de la rechute apres une
thérapie prolongée. Roeder et al. [75] ont représenté plusieurs dynamiques lentes,
observées en clinique. Ils ont prédit 'existence des cellules sensibles et insensibles
au traitement.

Dans notre modele, nous examinons plusieurs scénarios thérapeutiques a travers les
problemes de controle optimal. Ces scénarios peuvent étre utiles pour comprendre
I'origine des différentes réponses. Nous supposons que l'imatinib controle la divi-
sion des CSH cancéreuses dans le scénario 1. Dans le scénario 2, le traitement

augmente la mortalité des CD cancéreuses. Nous examinons dans le scénario 3 la
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dynamique cellulaire lorsque les scénarios 1 et 2 se réalisent simultanément. Dans le
scénario 4, 'imatinib augmente la mortalité des CSH cancéreuses. Finalement, dans
le scénario 5, I'imatinib controle la prolifération des CD cancéreuses. Dans chaque
scénario cité ci-dessus, nous examinons en particulier la dynamique cellulaire lorsque
la moelle osseuse contient quelques CSH insensibles. Notre objectif est de déterminer
des controles optimaux qui minimisent le nombre des cellules cancéreuses et 1'effet

néfaste du traitement.

4.2 La dynamique incontrolée

4.2.1 Présentation du modele

Nous considérons les populations des CSH et CD, définies dans la section 2.2.1,
ol I’homéostasie dépend du nombre des CSH. Cette hypothese est utilisée dans de
nombreux modeles décrivant la dynamique des CSH [4, 24, 32, 55, 56, 71]. Supposons
que les CD normales et cancéreuses disparaissent avec un taux d et g par jour,
respectivement. Un nombre important des CD est produit par prolifération des CD
[80]. Alors, nous supposons que les CD normales proliferent et produisent des CD
normales, avec un taux ds. De la méme fagon, les CD cancéreuses proliferent et
produisent des CD cancéreuses, avec un taux gs.

Les données initiales sont positives et la population évolue selon le modele de Lotka-

Volterra suivant

(d
ﬂ:nq)(l'o—i—yo)xo—domo
dt
d
ﬂzT;Uo-(d-dg)Il
ddt (4.1)
% =m ¥(zo + a¥o) Yo — Yo Yo
diy
\ %—qyo—(g—gz)yl.

En plus de état trivial qui représente l'extinction des cellules, le modele (4.1)
admet trois états d’équilibre, dont les composantes sont indiquées par c,b et s,
suivant les états chronique, blast et non pathologique, définis dans la section 3.2,

ou les parametres
dy:=d—dy, g1:=9— go (4.2)

sont supposés étre strictement positifs.
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4.2.2 Dynamique globale du modele

Nous avons démontré dans le chapitre précédent que la stabilité asymptotique glo-
bale des états d’équilibre blast et non pathologique est liée aux parametres R, et
Ry définis dans (3.3)-(3.5)-(3.6). En effet, le théoréme suivant se présente

Théoréme 4.1. Pour toute donnée initiale positive, le systeme (4.1) admet une

solution unique et positive, définie pour t positif. De plus

1. L’origine est LAS si n et m sont inférieurs aux taur de mortalité dy et gy,

respectivement. ces conditions ne se réalisent pas cliniquement.

2. L’état d’équilibre chronique est un point selle, alors la coexistence des cellules

normales et cancéreuses ne se maintient pas longtemps.
3. Les états d’équilibre blast et non pathologique sont LAS ssi Ry <1 < R;.
4. L’état d’équilibre blast est le seul état GAS ssi Ry > 1.

5. L’état d’équilibre non pathologique est le seul état GAS ssi Ry < 1.

4.3 Problemes de controle optimal

Dans cette partie, la dose du traitement est représentée par une fonction positive
u(t), qui dépend du temps. Cette fonction est continue par morceaux a cause de
'administration et la dégradation journalieres de I'imatinib [88]. Par ailleurs, la
toxicité du traitement entraine une limitation de la dose [31, 84], alors u est supposée
étre bornée dans [0, tupq,] pour tout instant ¢ dans [0, 7], ou T dénote la durée de
traitement. Nous introduisons deux effets non linéaires de I'imatinib h(u) et ho(u).
Le premier effet hy(u) inhibe absolument la division des CSH cancéreuses pour une
dose intolérable. Cela ait un sens puisque les CSH cancéreuses sont suspectées étre
insensibles a la thérapie standard ; ainsi, elles sont a ’origine de 1’échec du traitement
dans plusieurs cas [32, 44, 75]. Du point de vue biologique, un nombre important
de CD est produit par prolifération des CD [80]. Nous supposons que effet hy(u)
inhibe completement la prolifération des CD cancéreuses pour une dose intolérable.
Le deuxieme effet hy(u) réduit la durée de vie des cellules cancéreuses a certaines
heures pour une dose intolérable. L’objectif du traitement est d’arréter ou de limiter
la croissance des cellules cancéreuses, tout en gardant une toxicité acceptable pour

les cellules normales. Ainsi, notre objectif consiste & minimiser le nombre des cellules
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cancéreuses. Nous voulons aussi réduire la toxicité du traitement. Alors I’ensemble

des controles admissibles est donné par
U = {fonctions continues par morceaux u(t) : 0 < u(t) < Upmaq, ¥Vt € [0,T]}.

Posons yos et yo; les nombres des CSH cancéreuses, sensibles et insensibles au trai-
tement, respectivement. Un probleme de controle optimal est résolu lorsque nous

déterminons une fonction u* appartenant a i/, qui minimise la fonction cotut suivante

J(u) = / [2(t) + 2, (0) + 38 + v3(0)] dt.

Le premier terme de J est quadratique et représente un cotut non linéaire du trai-
tement. D’autres formes de J existent dans la littérature [29, 54, 67]. Nous admet-
tons que les données initiales sont positives au début de la thérapie; ensuite, nous
analysons les effets non linéaires de I'imatinib sur la dynamique cellulaire, suivant

plusieurs scénarios, lorsque Ry > 1.

4.3.1 Scénario 1 :

’zmatinib controle la division des CSH cancéreuses

Supposons que I'imatinib régule le taux de division des CSH cancéreuses, suivant

une fonctionnelle non linéaire et décroissante
hy = [0, Umaz] — [0, 1].

Par définition, h; atteint la valeur maximale 1 pour © = 0. Cela signifie que les
CSH cancéreuses se divisent avec le taux m sans thérapie. Cependant, h; converge
vers zéro pour une dose intolérable. Le modele suivant décrit I’évolution des cellules

normales et cancéreuses sous ces conditions

( dQJO

dd_t
ﬂzrﬂfo—(d—dg)%l
dt (4.3)

d
% =m hl(u> \Ij(x() + ayO) Yo — Jo Yo

dys
\ dt

= TLCD(.TO—FZ/Q) i) —do Zo

=qyo— (9 —92) 0.
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Comme certaines CSH cancéreuses sont suspectées étre insensibles au traitement,
nous posons

Yo = Yos T Yoi-

Les CSH insensibles se divisent avec le taux m en présence du traitement. Par

conséquent, les cellules normales et cancéreuses évoluent suivant ce modele

( dx
_dto =n ®(zg +yo) 1o — do To
dx
d—;:rxo—(d—dz)iﬂl
dyos
g; =m hy(u) V(x4 ayo) Yos — go Yos (4.4)
dyo;
;/; =m W¥(zo + a¥o) Yoi — Yo Yoi
%qu —(9—92)y
| Tt 0 S

4.3.2 Scénario 2 :

l’tmatinib augmente la mortalité des CD cancéreuses

Nous supposons que le traitement induit un taux de mortalité additionnel hq(u)

pour les CD cancéreuses, ou
ha @ [0, Umaz] — [0, 1].

Par définition, hs est une fonctionnelle non linéaire et croissante, qui satisfait hy(0) =
0; ce qui signifie que les CD cancéreuses disparaissent avec le taux g, en absence du
traitement. Cependant, hsy atteint la valeur maximale 1 pour une dose intolérable. En
conséquence, la durée de vie des CD cancéreuses, notée par (1/g) jours, est réduite
a (1/(1 4 g)), qui représente quelques heures seulement. Les cellules normales et

cancéreuses évoluent selon ce modele

( dlL‘O

dt
d[Bl

= n@(xo—i—yg) ) —do Zo

—:T’ZEO—(d—dg)ZL‘l

dt (4.5)
dyo_ N

g =m (o 4+ a yo) Yo — 9o Yo

dys
\ dit

=qy — (9 — g2) y1 — ha(w)y1.
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Nous remarquons dans ce modele que toutes les CSH cancéreuses sont insensibles

au traitement.

4.3.3 Scénario 3 :
I’smatinib controle la division des CSH cancéreuses

et augmente la mortalité des CD cancéreuses

Nous supposons que I'imatinib régule le taux de division des CSH cancéreuses et in-
duit une mortalité additionnelle pour les CD cancéreuses, a travers les fonctionnelles
hi(u) et ho(u), définies dans les sections 4.3.1 et 4.3.2, respectivement. Ainsi, les
scénarios 1 et 2 se produisent simultanément. Les cellules normales et cancéreuses

évoluent par le modele suivant

( dl’o

dt

d.Tl

= n(I)({E() —|—'y0) xo — do T

—:’I".I'U—(d—dg)l'l
dt (4.6)

d
% = m hy(u) U(zo + @ Yo) Yo — 9o Yo
dy
dtl =qyo — (9= 92) y1 — ha(u)ys.
\

Lorsque certaines CSH sont insensibles au traitement, nous utilisons la méme nota-
tion yo = yos+¥oi, pour les CSH sensibles et insensibles. La fonctionnelle non linéaire
hy(u) controle seulement le taux de division des CSH cancéreuses et sensibles. Les

cellules normales et cancéreuses évoluent suivant ce modele

(dx
d_to =n ®(zo+ yo) xo — do 2o
dx
d—tl:T.CL’O—(d—dg)Il
dyos
< g; =m hy(u) U(zo + o) Yos — Go Yos (4.7)
dyo;
3; =m V(xo + ayo) Yoi — 90 Yo
d
% =qyo— (9 —g2) 11 — hao(w)ys.
\
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4.3.4 Scénario 4 :

l’tmatinib augmente la mortalité des CSH cancéreuses

Dans ce scénario, nous supposons que le traitement induit une mortalité addition-
nelle hy(u), seulement pour une proportion § des CSH cancéreuses, ol ho(u) est
définie dans la section 4.3.2. Les cellules normales et cancéreuses évoluent suivant

ce modele

[ dxo
ddt
ﬂ :Tl'o—(d—dg)fﬂl

dt (4.8)

=n ®(zo + yo) 10 — do o

d
% =m V(zo + ayo) Yo — Jo Yo — B ha(u)yo
dyl _ _( _ )

\ ar d Yo g—92) Y1

Lorsque certaines CSH cancéreuses résistent au traitement, nous posons yy = yos +
yoi- Le taux de mortalité additionnelle hy(u) affecte seulement une proportion /5 des

CSH cancéreuses et sensibles. Les cellules normales et cancéreuses évoluent suivant

ce modele C
T
d—to =n $(xo+ yo) xo — do xo
dx
d—;:’l"l'o—(d—dg)ﬂfl
dyos
gg =m V(o + a¥o) Yos — Jo Yos — B3 ha(w)yos (4.9)
dyo;
3;) =m V(o + aYo) Yoi — 9o Yoi
W _ qyo—(9—92)y
{ dt 0 2 1-

4.3.5 Scénario 5 :

l’imatinib controéle la prolifération des CD cancéreuses

Dans cette section, nous supposons que le traitement régule la prolifération des CD

cancéreuses, suivant la fonctionnelle hq(u), définie dans la section 4.3.1. Alors, les
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cellules normales et cancéreuses évoluent suivant ce modele
( dx
d_to :nq)(.l‘o—i‘y(])l’o—doxo
d
ﬂz?"{bo—(d—dg)l'l
dt (4.10)
dyo
0 =mW(zo+ @ Yo) Yo — 9o Yo
dy:
— =qy0— (9 — g2 "u(u)) y1.
\ dt

4.4 Existence du controle optimal

Les modeles introduits dans les sections 4.3.1-4.3.5 sont représentés dans le systeme

suivant
( dx
d_to =n ®(xo + yo) o — do o
d
% :7"33'0—<d—d2)$1
dyos
g; =m U (xo+ ayo) yos(e1 + e2h1(uw)) — go Yos — B €4ha(w)yos (4.11)
dyo
d;) =m W(xo + ayo) Yoi — Yo Yoi
dyx
| g = 90— 9t (Es e () gayn — esha(u)y:
oulese;, 2 =1,...,6sont définis dans chaque scénario. Par exemple, dans le scénario

1 nous avons e¢; = 3 = ¢4 = €6 = 0 et e9 = 5 = 1. Dans le cas ou toutes les CSH

cancéreuses sont ciblées par le traitement, nous avons yps = 7o et yo; = 0. De la

méme fagon, si toutes les CSH cancéreuses sont insensibles au traitement, alors

Yos = 0 et yo; = yo.

Pour toute donnée initiale positive, le systeme (4.11) admet une solution positive.

De plus, la solution vérifie le systeme suivant

(

\

dx 0
dt
dy
dt
dyOS

= TLCI)(JI(] —|—y0) To — do )

:T.Z'O—dlxl

<m V(xo+ ayo) Yos — Yo Yos

<m ¥(xo+ o) Yoi — 9o Yoi

dy,
LAy _
dr = qYo — 1 Y1

(4.12)
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ou d; et g; sont définis dans le systeme (4.2). En conséquence, la solution est bornée

pour t assez grand. En effet

(

o(t) < max {20(0), K (1— %)} :=¢
21(t) < max {;pl(()), —} = e,
yos (t) < max {0,(0), & (

yoi(t) < max {yo:(0), £

y1(t) < max {yl(o)’ Q(c3+64)} ‘= cs.

. (4.13)
}

\

L’existence du controle optimal pour chaque scénario ne peut étre obtenu par les
notions classiques. En effet, I’évolution des cellules cancéreuses dépend des fonc-
tionnelles non linéaires hy(u) et ho(u); ainsi le Corollaire 4.1 [40] n’est pas vérifié.
Nous utilisons donc la notion des suites minimisantes pour prouver l’existence d’un

controle optimal u* dans U, dans chaque scénario.

Théoreme 4.2. [l existe au moins un controle optimal dans chaque scénario.
Démonstration. Nous définissons
T
I = [ [0+ l0) + i) + O] de, weU.
0

Chaque systeme décrit dans (4.3)-(4.10) admet une solution bornée et positive dans

L*([0,T]), donc J est bornée et nous avons
Q= igf J(u) < +oo.
En conséquence, il existe une suite minimisante (u,,),, dans U vérifiant
. o1 .
i < J(u,) <i+—, Vn e N
n

La dérivée de chaque variable d’état est bornée ; ainsi chaque composante de (g, 1, Yos, Yoi, Y1)
appartient a W2([0,T]). L’existence d’une suite uniformément convergente, notée

par (zg, 27, ybs, Yl Y7 )n dans C°(R) telle que
gl = o, TYloa) = T, Yoslor) = Yos, Yoilio) = Yois Yl = 0

dans L?([0,T]) provient du Théoréme viii.6 [17].

La suite bornée (u,), est dans L?([0,T]), alors d’apres le Théoréme iii.27 [17], nous
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ouvons extraire une sous suite (u telle que u,,, — u*.
p ng )k q ng

L’application continue définie sur U par p(u) = ||ul|7- (0.7) €st convexe, alors
[l < Tim inf [fun, |2
k—+o00
Cela signifie que u* € U. La sous suite (u,, ), satisfait
T
2 nE\2 N\ 2 ng\2
||unkHL2([O,T]) = J(un,) _/ [(?JOSIC) + (Wi )"+ (") } dt.
0
En passant a la limite en k£, nous obtenons I'inégalité suivante
T
||U*H%2([0,T]) < kgm inf HunkH%%[o,T]) =1 _/ Y65 + s + 7] dt.

+o0 0

Nous pouvons récrire cette derniere inégalité sous la forme
T
=it I > oy + [ [+ v+ o) = I,

Nous obtenons ’existence de u* dans U telle que infy, J(u) > J(u*), donc la fonction

cout J atteint son minimum en u*. O

4.5 Caractérisation du controle optimal

Les conditions nécessaires satisfaites par le controle optimal proviennent du principe
du maximum de Pontryagin [54]. Notons par H 'Hamiltonien suivant
dx, dyos dyoi dyn

dxg
H— @y
—(u® + Y + Yo + Y1) + P — 7 ® 4 py 7 +p3 —— 7 + P4 7 +ps —— e

En appliquant le principe du maximum de Pontryagin [54] et en utilisant le théoreme

4.2, nous obtenons le résultat suivant

Théoreme 4.3. Il existe un controle optimal u* et une solution correspondante
(@8, 5, Yoss Yois UT) qui minimise J(u) surlU, dans chaque scénario. De plus, il existe

des variables adjointes p;, 1 = 1,...,5, vérifiant

dt N 8x0’ dt n E)xl’ dt N Qyos’ dt N 8y017 dt N 6y1
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avec les conditions de transversalité p;(T) =0, 1=1,...,5.

Le systeme adjoint est donné par

( d 0D ov ov
% = D1 {n@ — do + nxg 8_:130 — P2 — p3m 8_350(81 + €2h1(u))yos — psm 8_1:()in
d
% = (d —da)po
dps _, _ 0% 0¥
a Yos — P1n ﬁyos Lo — pam ) Oson Psq
ov
—Ds3 [mqf (e1 + e2hi(u)) — go +m (€1 + e2h1 (1)) Yos o ﬁ54h2(u)]
0s
dpy 0D ov ov
— = 2yo; — - h s o — — ——Yoi v — -
i Yoi = P17 5 =0 = Py (e1 + e2h1(u)) yo g P! {m s +m go} P5q
d
\ % =2y, +ps[g — (€5 + eshi(u)) g2 + e3ha(u)]

(4.14)

La dérivée de H par rapport a u est nulle st u* € ]0, Upazl-

OH

o —2u+ps [P (20 + ayo)yos 2l (u) — Byos eahiy(u)]+ps(g6g2l) (u) —eshy(u) )y1.-
. OH .

De plus, u* = Upmaz st — >0, et u* =0 st — < 0.

ou ou

Une fois les effets non linéaires de la thérapie hi(u) et ho(u) sont déterminés, le
modele (4.11) apporte dans chaque scénario un controle optimal, qui dépend des

variables d’état (xq,x1, Yos, Yoi, Y1) et des variables adjointes p;, i = 1,...,5.

4.6 Simulation numériques

Dans cette section, nous illustrons la dynamique cellulaire et le controle optimal
dans chaque scénario. Pour une fonction u positive et dépendante du temps, nous

définissons les effets non linéaires de la thérapie

1 U
hi(u) = . ho(u) =
) =y lo =17
Dans le scénario 1, les CSH cancéreuses se divisent avec un taux T qui converge

vers zéro pour u assez grand. Dans le scénario 2, I'imatinib cause un taux de morta-
lité¢ additionnnel 7 pour les CD cancéreuses. Ce taux atteint sa valeur maximale
1 lorsque u converge vers +00. Le scénario 3 est un assemblement des scénarios 1

et 2. Dans le scénario 4, I'imatinib cause un taux de mortalité additionnel - pour
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une proportion g = 0.1 des CSH cancéreuses. Finalement, dans le scénario 5, les
CD cancéreuses proliferent avec un taux 1“_11_—2“. Notons par n et ¢ les cellules normales

et cancéreuses, respectivement.

Parametres Descriptions Valeurs Unités
n taux de division des CSH n 0.005 /jour
m taux de division des CSH ¢ 0.0051 /jour
dy taux de mortalité des CSHn  0.002 /jour
9o taux de mortalité des CSH ¢ 0.002 /jour
r taux de production des CDn  1.065¢ +7 /jour
q taux de production des CD ¢ 1.065e + 7 /jour
d taux de mortalité des CD n 1.4 /jour
dy taux de prolifération des CD n 0.4 /jour
g taux de mortalité des CD ¢ 14 /jour
92 taux de prolifération des CD ¢ 0.4 /jour

Les taux de division, mortalité et production des cellules normales sont donnés par
Dingli et Michor [32]. Les CSH normales se divisent tous les 200 jours et subsistent
durant 500 jours, alors les taux de division et de mortalité n et dy sont estimés a
1/200 et 1/500 par jour, respectivement. Ces estimations sont basées sur des travaux
de Michor et al. [60]. Les CD normales sont produites par les CSH normales avec un
taux r = 1.065 x 107 par jour et disparaissent avec un taux d = 1.4 par jour. Nous
posons le taux de prolifération des CD normales égale a dy = 0.4 par jour. Dans la
section 4.2, le résultat de la stabilité asymptotique globale ne dépend pas des taux
de différenciation r et ¢, des taux de prolifération dy et ¢o, aussi bien des taux de
mortalité d et g. En conséquence, nous posons r = ¢, dy = g2 et d = g. De cette
maniere, ’absence des données en ¢, go et g ne représente pas un obstacle. Nous
supposons que les CSH normales et cancéreuses ont les mémes taux de mortalité
dy = go. Le taux de division m des CSH cancéreuses est obtenu par le théoreme
de stabilité globale, donné dans la section 4.2. En effet, I’état d’équilibre blast est
GAS si Ry > 1, c-a-d que m > n = 0.005. Le coefficient de compétition « est égale
4 0.1 et la capacité d’accueil de la moelle osseuse K est estimée a 2 x 10* CSH [32].
Les valeurs initiales des cellules normales et cancéreuses sont zo = 10%, z; = 10!,
Yo = 10 et y; = 10'°. Dans ce cas, la maladie est dans un stade avancé.

Pour résoudre le probleme de controle optimal, nous introduisons une valeur initiale
de u(t) a chaque instant ¢ dans [0, 7. Nous résolvons le systeme (4.11) ensuite le

systeme adjoint (4.14). Le nouveau controle est calculé par une méthode du gradient.
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Ce processus se fait itérativement jusqu’a la convergence vers le controle optimal
u*(t). La durée de traitement est fixée progressivement selon la dynamique cellulaire

observée. Cette durée varie de neuf mois a huit ans. Le scénario 1 est illustré dans
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FIGURE 4.1: La thérapie controle la division des CSH cancéreuses

la figure 4.1. Le traitement désigné a controler la division des CSH cancéreuses ne
peut pas éradiquer la maladie. Nous observons que la dose optimale débute a 1426.89
mg/jour et ne change pas durant trois mois approximativement. Ensuite, elle aug-
mente vers sa valeur maximale 1664.70 mg/jour. Cette dose précede quelques légeres
variations. Apres trois ans, la dose optimale décroit progressivement vers zéro. En
conséquence, une thérapie prolongée n’élimine pas la maladie. Nous observons une
croissance des CD cancéreuses vers 1.05 x 10'° cellules dans les premiers jours du
traitement. Par la suite, le nombre des cellules cancéreuses décroit progressivement,
mais n’atteint pas la valeur nulle apres cinq ans. Le nombre des cellules normales
se stabilise vers un équilibre. Dans le scénario 1, si certaines CSH cancéreuses se
divisent intensément avec I'administration du traitement, la dose optimale montre
une dynamique similaire (voir la figure 4.2). Elle commence & 1547.09 mg/jour et ne
change pas durant plus d’un mois. Ensuite, elle atteint la valeur maximale 1650.23

mg/jour, qui précede quelques variations. Apres trois ans et demi, la dose optimale
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FIGURE 4.2: La thérapie controle la division des CSH sensibles et cancéreuses

décroit progressivement avec le temps. Le nombre des CSH insensibles augmente et
entraine la croissance des CD cancéreuses. Le nombre des cellules normales atteint
une valeur maximale en période de trois ans, puis décroit avec le temps a cause
de la compétition dans la moelle osseuse. La thérapie peut augmenter le taux de
mortalité des CD cancéreuses, selon le scénario 2. Cet effet ne peut pas éliminer les
cellules cancéreuses, comme nous l'illustrons dans la figure 4.3. La dose optimale
est 367.76 mg/jour durant les premiers jours de traitement. Elle augmente vers
551.64 mg/jour et ne change pas pendant plus d’'un an. Ensuite, nous observons
une croissance progressive avec le temps, telle que la dose optimale atteint la valeur

maximale 1654.94 mg/jour. Le nombre des CSH cancéreuses augmente contintiment
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Optimal control Normal stem cells
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FIGURE 4.3: La thérapie augmente la mortalité des CD cancéreuses

et les CD cancéreuses se déclinent seulement durant les premiers jours de traitement.
Le nombre des cellules normales augmente pendant deux ans, approximativement.
Apres, il décroit a cause de la compétition pour 'espace. La thérapie peut controler
le taux de division des CSH cancéreuses et augmente le taux de mortalité des CD
cancéreuses, suivant le scénario 3. Cet effet n’élimine pas la maladie comme nous
le montrons dans la figure 4.4. La dose optimale est 1205.88 mg/jour pendant plus
d’un mois. Ensuite, elle croit vers la valeur maximale 1386.76 mg/jours dans six
mois. Nous observons par la suite des variations a travers le temps. Cependant,
apres quatre ans, la dose optimale décroit progressivement vers zéro. Le nombre
des CSH normales évolue et converge vers un état d’équilibre positif. La méme
situation se présente pour les CD normales. Par ailleurs, le nombre des cellules
cancéreuses est réduit apres cinq ans de traitement, mais n’atteint pas la valeur

nulle. Notons que les CD cancéreuses répondent au traitement durant les premiers
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Optimal control Normal stem cells
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FIGURE 4.4: La thérapie controle la division des CSH cancéreuses et augmente
la mortalité des CD cancéreuses

jours seulement, et qu’'une période prolongée n’est pas un moyen pour stabiliser
I’hématopoiese. Dans le scénario 3, certaines CSH cancéreuses résistent au traite-
ment et se divisent intensément. La dose optimale est continue par morceaux (voir
la figure 4.5). Elle commence a 1171.89 mg/jour et ne change pas pendant plus d'un
mois. Ensuite, elle atteint la valeur maximale 1245.13 mg/jour, puis se décline vers
1025.40 mg/jour. Cette dose est utilisée d’'une maniere discontinue jusqu’a la fin de
la thérapie. Nous observons que le nombre des CSH insensibles croit contintiment,
alors les CD cancéreuses ne sont pas éliminées par thérapie. La dynamique des cel-
lules normales et cancéreuses est similaire a celle obtenue dans le scénario 1. La
thérapie peut causer une mortalité additionnelle pour une proportion § = 0.1 des
CSH cancéreuses, suivant le scénario 4. Dans la figure 4.6, nous observons que la
dose optimale commence & 83.97 mg/jour, et décroit continument avec le temps.
Apreés quatre mois, elle atteint 48.74 mg/jour et approche zéro a la fin du traite-
ment. Les CSH et CD cancéreuses sont completement éliminées apres neuf mois.
En conséquence, le nombre des CSH et CD normales croit contintiment. Notons que

la période nécessaire a 1’élimination des cellules cancéreuses dépend de la valeur de

B. Si B est inférieur a 0.1, cette période dépasse neuf mois. La figure 4.7 illustre
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FIGURE 4.5: La thérapie controle la division des CSH cancéreuses sensibles, et
augmente la mortalité des CD cancéreuses

la dynamique cellulaire dans le scénario 4, lorsque certaines CSH cancéreuses ne
répondent pas au traitement. Nous observons que le nombre des CSH insensibles
croit contintiment, et seulement les CSH sensibles se déclinent. Le nombre des cel-
lules normales augmente. De plus, le nombre des CD cancéreuses atteint 18 x 10°
cellules dans les premiers jours. Il décroit vers 11 x 10% cellules dans deux mois et
puis croit progressivement. La dynamique de la dose optimale est similaire a celle
obtenue précédemment. La thérapie peut controler le taux de prolifération des CD

cancéreuses, suivant le scénario 5. Dans la figure 4.8, la dose optimale commence
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Optimal control
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FIGURE 4.6: La thérapie cause une mortalité additionnelle pour une proportion
B = 0.1 des CSH cancéreuses

a 647.11 mg/jour, et ne change pas pendant plus de cinq ans. Ensuite, elle aug-

mente vers 1294.23 mg/jour et finalement atteint 1941.35 mg/jour. Le nombre des

CSH cancéreuses augmente contintiment, tandis que le nombre des CD cancéreuses

décroit seulement durant les premiers jours. Le nombre des cellules normales aug-

mente pendant deux ans, approximativement, puis décroit a cause de la compétition

avec les cellules cancéreuses.
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FIGURE 4.7: La thérapie cause une mortalité additionnelle pour une proportion
B = 0.1 des CSH sensibles et cancéreuses

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons représenté plusieurs scénarios thérapeutiques, en uti-
lisant les probléemes de controle optimal. La thérapie peut affecter la dynamique des
CSH, CD ou bien les deux lignées cellulaires. Nous avons montré que la thérapie qui
controle la division des CSH cancéreuses ne peut pas éradiquer la maladie. Le patient
montrera une dynamique assez lente pour les cellules cancéreuses, qui représente

la réponse suboptimale. Si certaines CSH cancéreuses résistent au traitement, la
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FIGURE 4.8: La thérapie controle la prolifération des CD cancéreuses

thérapie finira par échouer a cause de la croissance continue des CSH cancéreuses et
insensibles. Le patient montrera une progression de la maladie apres deux ans. En ef-
fet, les CD cancéreuses montrent une résistance primaire, puis croissent contintiment
apres deux ans. En conséquence, les cellules normales seront en déclin dans trois
ans de thérapie.

Le traitement qui augmente la mortalité des CD cancéreuses ne peut pas éradiquer
la LMC. Le patient développera une résistance acquise puisque 'imatinib est effi-
cace seulement durant quelques jours. Les cellules normales seront en déclin dans
deux ans. Le traitement peut a la fois controler la division des CSH cancéreuses et
augmenter la mortalité des CD cancéreuses. Dans ce cas, la dose optimale est moins
forte que celle obtenue dans le scénario 1. Les CD cancéreuses seront en déclin inten-
sif pendant les premiers jours seulement, et la réponse suboptimale se produit en-
core. Si certaines CSH cancéreuses ne sont pas ciblées par I'imatinib, une résistance

primaire se présente et la croissance des CD cancéreuses sera obtenue dans deux
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ans. La compétition pour I'espace induira un déclin des cellules normales apres trois
ans, approximativement. La thérapie qui cause le mortalité des CSH cancéreuses est
efficace puisque les cellules cancéreuses seront completement éliminées. La période
de temps nécessaire pour 'obtention du rétablissement dépend du parametre (.
Si certaines CSH cancéreuses ne sont pas éliminées par la thérapie, une résistance
primaire se présente et les CD cancéreuses croissent contintiment apres deux mois.
La thérapie désignée a controler la prolifération des CD cancéreuses ne peut pas
éliminer la LMC. Le patient développera une résistance acquise car le nombre des
CD cancéreuses diminue durant les premiers jours seulement. Les CSH cancéreuses

croissent contintiiment. Alors, les cellules normales se déclinent apres deux ans.
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Chapitre 5

Aspect général sur les modeles de
I’hématopoiese et le controle

optimal

Une importante considération a été accordée a la modélisation de I’hématopoiese
depuis les années 70 par Mackey [55], ot la population des CSH est répartie suivant
les phases de quiescence ou de prolifération dans un systeme d’EDO. L’application
de ces modeles a la LMC a été étudiée par Colijn et Mackey [24], qui ont examiné
les changements de quelques parametres de leur modele, relatifs a une personne non
pathologique, sur le développement de la LMC.

Fortin et Mackey [43] ont analysé 'effet de la déstabilisation de I'hématopoiese sur
les oscillations observées dans le nombre des leucocytes, plaquettes et érythrocytes
chez certains patients atteints de la maladie.

Mackey et Pujo-Menjouet [71] ont analysé la stabilité des CSH quiescentes. Les
conditions qui induisent une bifurcation de Hopf ont été déterminées a travers un
systeme d’EDO a retard, qui décrit le temps nécessaire a la prolifération des CSH.
Nous mentionnons d’autre part le travail de Adimy et al. [3], sur la stabilité glo-
bale des états d’équilibre trivial et non trivial, dans un syseme d’EDO décrivant
la dynamique des cellules quiescentes et proliférantes, ou le temps nécessaire a la
prolifération est pris en considération. A travers un systeme d’EDP, Adimy et al. [4]
ont observé par des simulations numériques des oscillations du nombre des cellules
quiescentes et proliférantes. Ces oscillations peuvent correspondre a la dynamique
de certaines maladies hématologiques périodiques.

Par ailleurs, Dyson et al. [36] ont décrit la dynamique des cellules quiescentes et

7
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proliférantes par un systeme d’EDP linéaire. Ils ont démontré que la proportion des
cellules converge vers une valeur limitée avec le temps. Ce résultat de stabilité ne
dépend pas des conditions initiales de la population.

Dans tous ces travaux, l'effet du traitement n’a pas été représenté. En effet, le
controle de la dynamique cellulaire représente I'influence du traitement pour limiter
la croissance des cellules cancéreuses. En méme temps, la toxicité du traitement doit
étre minimale. La stratégie d’intervention qui satisfait ces deux conditions représente
le controle optimal.

Cependant, nous retrouvons plusieurs travaux décrivant les effets des thérapies dans
le cas des tumeurs. Nous mentionnons les techniques de controle optimal données
par Chakrabarty et Hanson [20], Fister et Panetta [41], Iliadis and Barbolosi [50],
Ledzewicz et Schattler [52], Nanda et al. [67] et Pillis et al. [70], ou les modeles sont
des systemes d’EDO.

La littérature qui concerne le controle optimal de la dynamique des populations
structurées en age est abondante selon les travaux de Ainseba et al. [5, 6], Barbu et
Tannelli [13, 14] et Murphy et Smith [64].

A notre connaissance, le probleme de controle optimal d’une population cellulaire
structurée en age n’a jamais été analysé.

Notre modele structuré en age décrit la croissance des CSH avec traitement. C’est
un développement du modele d’EDO analysé dans le chapitre 3, ou I’homéostasie
dépend seulement du nombre des CSH, normales et cancéreuses. Nous analysons
notre probleme de controle optimal avec une fonction cout quadratique.

Un dosage optimal de I'imatinib qui réduit la densité des cellules cancéreuses et les
effets néfastes du traitement sera déterminé dans le chapitre 9, suivant différentes
suggestions sur les parametres du modele, ou la compétition intraspécifique entre

les cellules normales et cancéreuses est prise en considération.



Chapitre 6

Modele d’une population cellulaire

structurée en age

6.1 Présentation du modele

Nous reprenons le systeme introduit dans la section 2.3.1, ou z(¢,a) et y(t,a) sont

les densités des CSH normales et cancéreuses d’age a, a I'instant ¢, respectivement.

% + g_z — —do(a) 2(t, a), (t.a) € Q
2(0,a) = ¢y (a), aclo,4 (6.1)

2(t,0) = J; @ (J; ka(a, ) (w(t, @) + y(t.a"))da’) (t,a)da, t € (0,T]

dy 0Oy

3t T 5e = (@) y(t,a), (t,a) € Q
y(07 a) = @Q(CL% a e [O, A]
y(t,0) = fOA v (fOA ko(a,a’)(z(t,a") + a y(t, a’))da’) y(t,a)da, t e (0,T]

(6.2)
Le temps d’existence de la solution (z,y) est T', de plus @ = (0,7 x (0, A].
Les fonctionnelles ® et W sont définies dans le systeme (2.19)-(2.21).
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6.2 Notations et hypotheses

Admettons que la densité initiale (1, @2), ainsi que la solution (x(¢,.), y(t, .) appar-

tiennent & L'(0, A) pour ¢ > 0.

Définition 6.1. Pour T > 0, la norme de (z,y) dans 'espace de Banach
Hy = L2((0,T); 10, A))
est définie par

(@ Wl = 2l + Yy = sup ([t )10, + sup [yt )z,
0<t<T 0<t<T

Maintenant, nous introduisons quelques hypotheses sur les parametres des modeles
(6.1)-(6.2).

1. Les fonctions ¢ et o sont positives ou nulles sur [0, A].

2. Les taux de mortalités dépendant de ’age dy et gy sont positifs.

3. Les fonctions décrivant 'homéostasie

0 (/OA ki(a,a')(z(t,a") + y(t, a’))da’) = O(fi(t,a))

v ( /0 Y fala. )t ) + a’))da') — U(fo(t, a)

sont positives et bornées dans L>°(R* x [0, A]). Notons par
Do = | @l Lo (r x0,4)s Yoo = || ¥l Lo (r+x[0,4))

4. La fonction homéostasie ® est localement lipschitzienne :
VT > 0,Y(t,a) € ([0,T] x [0, A]),Vf1, fi dans un compact de Hy :

Jun > 0 |D(fi(t,a) = B(fi(t, )| < |fi(t0) = filt,a)l.

5. La fonction homéostasie ¥ est localement lipschitzienne :
VT > 0,Y(t,a) € ([0,T] x [O,A]>7Vf27ﬁ dans un compact de Hr :

o > 02 [U(folt,a) = U(falt, )] < pa | folt,a) = falt,a)l.
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6. Les fonctions k; et ko sont bornées dans L>([0, A] x [0, A])

Kioo = ||KillL> (0,4 [0,41), @ = 1,2

6.3 Un résultat initial

Proposition 6.2. La solution du modéle linéaire suivant

DX )t o), ()€ O.7] % (0,4
x(0.0) = xo(a). ac0.A (6:3)
x(t,0) = B(t), t€ (0,7
est donnée par :
C(ta) = B(t —a) exp [~ [ f(s)ds] pour 0<a<t 6.4)

Xo(a —t) exp[ fo s—i—a—tds] pour 0<t<a

Démonstration. Le systeme (6.3) peut étre résolu en utilisant la méthode des ca-
ractéristiques. Cela nous permet de transformer ce modele linéaire de deux variables
indépendantes ¢ et a, en une équation intégrale linéaire, dans laquelle seulement ¢
apparait comme variable. En effet, les lignes a — ¢ = ¢, ol ¢ est une constante,
définissent les courbes caractéristiques de I’équation d’évolution de x. Nous intro-

duisons ensuite la fonction :
he(t) == x(t,t +¢)

qui est solution de I’équation différentielle

d

S helt) = = (t+) ho(t).

L’intégration de cette équation entre ty et ¢ montre que

he(t) = he(to) exp {— /t f(s+ c)ds} ,  pour s >ty :=max(0,t — a).
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Nous pouvons écrire y sous la forme

Mt@zxﬁmm+a—ﬂaw{i£j@+a—ﬂ%} (6.5

Deux cas se présentent alors :

- Si0<a<t, cadty=t—a,lasolution donnée dans (6.5) est

ML@—X@—aﬂMm{—llf@+a—®®]

Comme x(t — a,0) = B(t — a), nous retrouvons par un simple changement de

variable la formule
X(t,a) = B(t — a) exp [—/ f(s)ds} .
0
- Si0<t<a,alors ty = 0 et la solution de (6.5) se présente ainsi
¢
x(t,a) = x(0,a — t) exp [—/ f(s+a— t)ds]
0

ou x(0,a —t) = xo(a — ).

[
Remarque 6.3. Les systemes définis ci-dessous
Or Oz
E“_%__dﬂ(a) x(t,a), (taa) GQ
2(0,a) = ¢1(a), a €10, A
2(t,0) = f;1 @ ([ ki (0, @) (w(t,a') + y(t.a))da’) [2(t, )| da, ¢ € (0,
(6.6)
Oy , Oy _
2% T 9q = —go(a) y(t, a), (t,a) € Q
y(0> a) = 902(0’)7 ac [07 A]
y(t.0) = Ji 0 (i kala, ) (o (t. ) + @ y(t.a))da) y(t.)|da, ¢ € (0.7]
(6.7)
admettent une solution positive ; par conséquent, en remplagant |z(t, a)| par z(¢, a)

et |y(t,a)| par y(t, a), nous obtenons la positivité de la solution (z,y) des systemes
(6.1)-(6.2).

La proposition suivante sera utile dans la suite.
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Proposition 6.4. Les densités globales des CSH normales et cancéreuses, sont

majorées ainsi

X(t) = /OAx(t, a)da < e*>! /OA e1(a)da, Yt > 0. (6.8)

Y(t)= /OA y(t,a)da < e¥>" /OA pa(a)da, Yt > 0. (6.9)

Démonstration. En utilisant le systeme (6.1), X est solution de 'équation suivante

dX

= = a(t,0) —a(t, A) - it do(a)z(t, a)da (6.10)

La positivité de la solution x et du taux de mortalité dy donne les inégalités suivantes

dX

e < x(t,0)
< fOA o (fOA ki(a,a")(x(t,a") + y(t, a’))da'> z(t,a)da (6.11)
<P X

alors pour tout ¢ positif, X (¢) < X(0) e?=!, ce qui montre I'estimation (6.8). O

Nous pouvons démontrer par la méme méthode 'inégalité (6.9).

6.4 Existence de la solution

L’existence de la solution sur un intervalle de temps fini est donnée par le résultat

suivant

Théoréme 6.5. Supposons que @1 et po appartiennent a L'(0, A), alors il existe
un instant T > 0 pour lequel le probleme (6.1)-(6.2) posséde une solution unique et
positive (x(t,a),y(t,a)), appartenant a Hr.

Démonstration

Supposons que [(t,a) = (x(t,a),y(t,a)) est un élément de Hrp, et soit

T:1l=(z,y) € Hr — w = (wy, ws)
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I'application qui détermine la solution des systemes linéarisés (6.12)-(6.13) :

8w1 8w1
s + B0 = —dp(a) wi(t, a), (t,a) € Q
w1(0,a) = p1(a), a e [0,4] (6.12)

wy(t,0) = [ ( 1k (a, a) (2t d!) + y(t, a’))da’) (t,a)da, t € (0,T]

Qwy | Oy

It + % = —go(a) wg(t,a), (t,(l) < Q

w2(0,a) = pa(a), a € [0, A](6.13)
wy(t,0) = [* @ ( S ka(a, d) (x(t, o) + ay(t, a'))da’> y(t,a)da, te (0,T]

La proposition 6.2 indique que w; et wy sont données par :

wy(t — a,0) exp do(s si 0<a<t
wi(t,a) = = o )as), (6.14)
cpl(a—t)ea:p<—f0dos+a—t)d3>, si 0<t<a

ws(t — a,0) exp (— [ go(s) si O0<a<t
ws(t, a) = (= Jo an(e)s) (6.15)
gog(a—t)ea:p<—fogos—i-a—t)ds), si 0<t<a

Proposition 6.6. Les fonctions wy et wo appartiennent a l’espace Hr.

Démonstration. Nous vérifions d’abord que w;(0,a) = ¢;(a) pour i = 1,2. Nous
démontrons ensuite 1'existence de constantes positives ¢; et co, pour lesquelles les

fonctions w;, ¢ = 1,2 appartiennent a Hp. Cela signifie que

A
sup (/ wi(t,a)da) <¢,i=1,2.
o<t<T \Jo
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En effet

t

S— T T

A
/ wi(t,a)da
0

A
wl(t,a)da+/ wi(t,a)da
t

t

IA

A
wi(t — a,0)da + / ©1(a —t)da
t

t

A
< wl(T,O)dT—i—/ o1(T)dT
0

Ot B, [/OA:C(T, a)da} dr + /OA o (7)dr

¢ A
< o Nz (7, )| £10,4)dT + / p1(T)dr
0 0

<

par conséquent

Oiu£T||w1( Mz <P T S [2(7, )lzr0,4) + le1llro,a) := 1 < +o00.
t =

De la méme maniere, nous démontrons que

A ¢ A
/ ws(t, a)da :/ wg(t,a)da~|—/ ws(t, a)da
0 0 t

t A
g/ wy(t — a, O)da—i—/ pa(a —t)da
' A
< U /||y )|t OA)dT+/ wo(T)dT
0

par conséquent

OiufTHw?( Mria S Voo T Sup ||y( MNero,4) + le2llrr0,4) == c2 < 4o0.
t

O

Nous démontrons maintenant ’existence d’'un élément 717 positif, pour lequel I’ap-
plication T est strictement contractante dans Hr, ou 0 < T < Tj.

Posons Y(I) = w et Y(I) = @, alors les deux cas suivants se présentent

1. PourO<a<t:

(w1 — 1) (t, a) elo do(s)ds — fA [(I)(fl(t —a,s)) — @(ﬁ(t —a,s))| z(t —a,s)ds
+fo f1 (t —a,s))[z(t —a,s) — Z(t — a, s)] ds.
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Nous avons supposé que @ est localement lipschitzienne

’(I)(fl(t — a, 8)) - (I)(fl<t —a, S))’ S :ulyfl(t —a, 8) - ]/C\l(t —a, S)’
< Ml’ fOA ]ﬁ(S,a,)(iU o /‘f+ Y= @\)(t - a,@’)da’\
< kel =Dt =, )l110.4)-

Nous obtenons alors I'inégalité suivante

(w1 — @) (t,a)| € pukrooll (U= 1)t = a,.)l|z10,4) (foA z(t — a, s)ds)
0o [ |(x = B)(t — a,5)|ds.

La proposition 6.4 implique que

(= B0 < prkreell = D(E = 0, )l €% (i o1 (a)da)
+(I)00H (.CE — S/C\)(t — a, ')”Ll(O,A)-
Nous avons par ailleurs
(12— D) (¢, a) i % = [ATW(fo(t —a,5)) ~ (Rt —a,5))] y(t — a,5)ds
+f0 fg (t—a,s))ly(t—a,s)—y(t—a,s)]ds.
L’application W est localement lipschitzienne, alors
W(fat = a,5) = W(fat = a,9)| < palfolt = a,5) = folt = a9)

< piol [ ka5, d) (@ — T+ y — )t — a,d)dd|
< pg kaoo|(1 —lA)(t —a,.)||1(0,4)-

En utilisant la proposition 6.4, nous obtenons l'inégalité suivante

(w2 = @)t )| £ prakasc| (=Dt = @, )lzr0.0) € ( [ 2(a)da)
)

+Wooll(y = Y)(t — a, )| L1(0,a)-

2. PourO<t<a:
|(wy — wy)(t,a)| = 0 et |(wg — We)(t,a)| = 0.

3. Estimation de ||(wy — w1)(t,.)||£1(0,4) :

HWrﬁmnmmm=AWmﬂmwwm+[Km—@WﬂWw
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Nous obtenons par un simple changement de variables I'inégalité suivante

~ ¢ ~
I = @) Moo < s Krs lorllzroan 10— Dis, Mason e #=ds
t o~
+(boo fO H(.Z' — .T)(S, ')HLl(O,A)dS'

4. Estimation de ||(w; — @2)(t,.)||£1(0,4) :

(= @)t = [ Jwa = @)t lda+ [ (s = Fa)(t. )l

Un simple changement de variables donne 'inégalité suivante

I(ws = @)t lzroa) € 12 koo lpllzron Jo 10 —=D(s. )llzio.a) € ¥=ds
FU [0y = D)5, )l oo ds.

Nous avons donc les majorations suivantes

< M

lwr = @1l < 3= koo [erllr@a il = Uy (€77 = 1) + T |l = 2oy

M2
Voo

Maintenant, nous définissons les parametres

|wy — Wa ||y < kaoo 12l r0,mlll = Uy (€77 = 1) + Vo T ly — Gl 1y.-

b=min(Pw, V), ¢ = max(Pu, Vo), k = maz(kioo, kaoo), = maz (g, p2)

pour obtenir I'estimation suivante

~ ~ k . ~
w1 — W1y + [[we — Wallgy < 5 (lle1llzro,a) + lle2llrio.ay) (€T = 1) + T | [T =1l

cela signifie que

1) = YOl p < ha(T) |1~ 1|11y

Puisque hy est une fonction croissante et vérifiant hqy(0) = 0, alors il existe un
élément T7 positif pour lequel 'application Y : [ € Hy — w € Hrp est strictement
contractante, ou 7" < T7. Le Théoreme du point fixe de Banach [17] entraine le

résultat suivant
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Théoréme 6.7. [l existe un élément T et une solution unique (x,y) dans Hy, ot

0 < T <T, vérifiant les systémes suivants

29— do(a) ot a), (t.)€Q
<o a> = orla), we0.A

fo (f ki(a,ad)(x(t,a") + y(t,a’))dd) z(t,a)da, te€ (0,T]

o ? = —go(a) y(t,a), (ta) € Q
(07 a) = ‘pQ(a)v ac [0, A]

e ( I kaa, d) (2 (t ') + oyt a’))da’) y(t,a)da, te (0,T]

De plus, la solution (z,y) est donnée par les formules intégrales suivantes

z(t — a,0) exp (— [ do(s) si 0<a<t

2(t,a) = =) ). (6.16)
gpl(a—t)exp(—fodos+a—t)ds), si 0<t<a
y(t — a,0) exp go(s sio O0<a<t

y(t,a) = (= Jo wle)d), (6.17)

gOQ(a—t)exp(—ngo s+a—t)d3>, si 0<t<a



Chapitre 7

Analyse numérique du modele

structuré en age

7.1 Présentation du modele

En considérant ’age passé dans les compartiments des cellules souches, la dyna-

mique est donné par

or Ox Oy Oy
ot da o T, =~ 7.1
5 T ag = @z, Zr+ ot =—gla)y, (ta)€Q. (7.1)

Nous décrivons le flux des cellules filles par les conditions au bord suivantes

x(t,0) = fOA O(a, X(t) +Y(t)) z(t,a)da, te (0,7 72)
y(£,0) = [ (a0, X(t) + a V(1) y(t,a)da, t€ (0,T] '

ou X (t) et Y(t) sont les densités globales des CSH normales et cancéreuses, respec-

tivement. Par ailleurs, les fonctionnelles de Hill ® et ¥ sont définies ainsi

¢(a) 0"
Ola, X +Y) =
(@, X +Y) 0"+ (X +Y)"
$(a) " (73)
a
U(a, X +aY) = TE (X tar)
Les données initiales sont
2(0,a) = p1(a), y(0,a) =pas(a), a€|0,A]. (7.4)

89
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Le taux de division ¢ est maximal pour les cellules d’age proche de zéro si

Bla) =

ou augmente pour les cellules d’age A si

1

pla)=1—¢ 4,

Les CSH normales dans un age intermédiaire ont une capacité importante de division

si
1

¢la) =ae A-a.

Des expressions similaires de ¢ sont données dans [4] lorsque A est infini. Dans la
section suivante, nous développons un schéma numérique pour estimer la solution du
systeme (7.1)-(7.4). Nous définissons une solution faible par une fonction mesurable
et bornée (x(t,a),y(t,a)), vérifiant les formules (7.5)-(7.6), pour toute fonction de
test 3 € C1((0,7T) x (0, A))

0=J; Ji' o (5 + 5 — d(a)p) dadt + [ «(t,0)5(t,0)dt + [;* o1(a) (0, a)da
(7.5)
A A
0=J, Ji'y (L +2 - g(a)B) dadt + [ y(t,0)B(t,0)dt + [;' ¢2(a)B(0,a)da.
(7.6)
Les conditions de régularité suivantes sont imposées sur les parametres
(H1) 1 et @y sont positifs ou nuls dans (L' N L>)([0, A]).
(H2) d et g sont positifs ou nuls dans L>([0, A]).
(H3) ¢ et v sont positifs ou nuls dans L>([0, A]).

7.2 Convergence des approximations

Dans cette section, nous construisons une solution approximative du systéeme (7.1)-
(7.4). Pour établir notre schéma, nous définissons une maille de rectangles dans
[0, 7] x [0, A]. Soit At =T /Nt et Aa = A/Na les pas de temps et de I’age, respec-

tivement. Les points de la maille sont donnés par

tr =kAt, k=0,...,Nt, a; =jAa, j=0,...,Na.
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Nous définissons les approximations suivantes

2 = x(te, 05), y§ = y(t, a;), d;j = d(ay), g; = 9(a;), ¢; = d(a;), ¥; = ¥(a;).

Les normes de x(ty,.) dans [* et [* sont définies par

N

]a:kh:Aa Ea ]a:k] \xk| = max ]xk|
— Jh * j=1,..Na'J
=

Les mémes notations sont utilisées pour les normes de y(tx,.) dans ! et [*°. Pour
j = 1,...,Na, nous discrétisons le systeme (7.1) en utilisant les approximations

implicites suivantes

k1 ok k1 k+1
i T +f‘7j Tl g e
At Aa T (7 7)
k1 ok k+1 k1 ‘
Yy T Y i A _g; it
At Aa 79
Les conditions au bord (7.2) sont approximées par
Hn ACL Na _
:CIS = Na 1 1 m Zj:l ¢j :L‘f 1
o + [A@ Y@ty )] (78)
7.8
K 0" Aa Na ., ko1
Yo = Na k-1 k—1y]" 2= ¥iYy
o + [Aa Y (@ oy )]
Pour j =1, ..., Na, la condition initiale (7.4) vérifie
0 L g 0 L g 79
5= R pi(a)da, y) = Efajfl po(a)da. (7.9)

Notons qu’a travers les hypotheses (H1) — (H3), on peut démontrer que le systeme
(7.7)-(7.9) admet une solution unique et positive (z¥,y¥), pour 0 < k < Nt et
0 < j < Na (voir [2] et les références citées). Maintenant, nous démontrons que la

norme [ des approximations est bornée.

Lemme 7.1. Pour k = 1,...,Nt, la norme discréte ' satisfait les estimations

suvantes
|(th, )1 < |1]1 €719l := oy (T)
(7.10)
|?J(tka )|1 < |802|1 el [Wleo .= ag(T).
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Démonstration. L’équation en x dans (7.7) peut étre représentée ainsi

At
k1 _ ok k1 _ k1) _ okl
=] " ( i) — At d; 2

xz

En multipliant chaque terme par Aa et en additionnant suivant j = 1, ..., Na, nous

obtenons

Na Na Na
Aa Zx;?“ < Aafo + At [Poo AaZw;?.
j=1 j=1 j=1
Soit F* = |z(tg,.)|1, alors la derniere inégalité donne
FM < (14 At [gloo) F* < (14 At o) FP.
Pour At proche de zéro, nous avons
FF1 < FOeTlle W =0,... Nt —1

ce qui donne la premieére estimation. L’estimation de |y(tx,.)|; est obtenue par un

argument similaire. O

Nous établissons une borne [*° des approximations dans le résultat suivant

Lemme 7.2. La norme discréte [*° satisfait

|2(th, oo < max {[@1]oc, |1]1 @l € ¥}

[y(te, )]s < max {|@a]oo, |2]1 [¥]oo €7 W1}

k+1

Démonstration. Notons tout d’abord que si maxge;<y, ¥ = 281, 'équation en
hYAS i 0o >

x dans (7.8) et le lemme 7.1 impliquent que

5] < [loo|z(trs Vi < |loclior]1 €T 161

k+1 _ xk+1

pour k = 0,..., Nt — 1. Sinon, nous supposons que Mmaxj<;<ngq Z; ;

est fixé dans {1,..., Na}. A partir de I’équation (7.7), nous avons

At
k+1 ko k+1  k+1y okl
oyt = Ay (mj j—l) At dj xi.

Puisque
k+1 _  k+1 k+1
maxT; = T; > ;0
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la positivité des approximations donne

2+

k k
J Smj < max; x; .

Il s’ensuit que
|2 (et1s oo < |2(tk; -)|oo-

Par itération sur k, nous obtenons

De la méme maniere nous pouvons estimer |y(tg, .)|oso- O

Maintenant, nous démontrons que les variations totales des approximations {x;“, yjk}

sont bornées
Na—1
TVx(ty,.) = Zj:ao ]a:fﬂ — x§|

Na—1
TVy(te,-) =225 Y5 — yjl-

Les bornes des variations totales possedent un role important dans la convergence

(7.11)

des approximations (7.7)-(7.9) vers une solution faible de (7.1)-(7.4). Ces bornes

peuvent ne pas exister en général [2].

Lemme 7.3. Il existe des constantes positives C;(T),i = 1,...,4 tel que

Démonstration. Posons 5;?11 = :Bf]:ll — :B;?“, alors en utilisant (7.7) nous avons
At At
k+1 _ sk k+1 k+1 skl g ok
O =0 — & 0 + 1 05 — A [da 07 + (dya — ) 27
. . k+1 . k+1 oy . . .
En multipliant par s77; = sign /], et en additionnant sur les indices j, nous
trouvons que
Na—1 k+1 sk+1 _ Na—1 _k+1 sk At N\ Na—1 k41 (sh+1 _ sk+1
Zj:l Si+1 5j+1 = Zj:l Si+1 5j+1 * Aa Zj:l Si+1 (5]‘ 6j+1) (7.12)
Na—1 k+1 41 k1 '
—At 3T s [ 05+ (dj — dy) 27T
De plus, nous avons
k+1 sh+1 _ | sk+1 k+1 sk k k41 sk+1 k+1
Sit1 5j+1 = ’5j+1‘7 Sit1 5j+1 < ’5j+1‘7 Sji+1 59' < ’5]‘ ‘
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alors
Na—1 Na—1 Na—1 Na 1
DR [y D DA B D DR AR B |07
(7.13)
A0t 1, o [l
Il est clair que
Na—1
D1 = 1o | < 1ot
j=1
donc la derniere inégalité donne
SIS ST 1Sl + RS A+ At (i, ool (714)
Par ailleurs, en utilisant le schéma pour j = 1, nous avons
SEHT — ghtl kL gk (ke At S5 A dy
Aa
La multiplication par sk+ = sign (5’f+1 donne
|OFFL] < (68| + |oktt — k| — Z |8 At |d]oo |7 (trg1s )| oo- (7.15)

A partir des conditions au bord (7.8), nous avons

Na Na
o™ — bl < Aa Y[k — b g Aa Y I - k!
7j=1 j=1

ou
E_ 0" 9
o+ [Aa X (2t + )]
alors
Na Na
okt = bl < Aa gl D Jok — b+ Aa gl Do b
j=1 j=1

En additionnant les termes de 1’équation en x dans (7.7), suivant les indices j =

1,..., Na, nous obtenons
|z(tg,.) — x(tg_1, )1 < AtTVa(ty,.) + At |d|so |2(tk, -)]1-
En conséquence

26" — 5] < 0loo [ATVa(ty, ) + Atld]os |2(t, )1 + [2(ti-, ] -
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En remplacant la derniere expression dans I’équation (7.15), nous obtenons

2™ —ag T < At [l [TV (te, ) + |dloc (k) 1] + [6F] (7.16)
Hloo le(ti-1, M — R 107+ At |d|oo 2 (trrr, oo

La somme des équations (7.14) et (7.16) produit

TVa(thr,.) < TVa(ty,.) + At (|d|e + TV A) |2(tit1, )|

FBloo [2(te—1, )1 + At [$loo [TV (ty, ) + |dloo [2(tr, )] -
(7.17)

Nous définissons F* = TV x(l;,.). Selon I'estimation (7.17), F satisfait

FEL < (14 Atgloo) F* + At (Jd|oo + TV ) |2(the1, )]s (7.18)

+[Bloo l2(te-1, )1 + At |§]o|d]oo |2(tr, -)]1-

A partir des lemmes 7.1 et 7.2, il existe une constante positive ¢;(T) tel que
FF < (14 Atdloo)*THFO 4 ¢ (T) (k + 1) At).
Lorsque At converge vers z6éro, nous avons
FFY < (FO 4 Tey(T)) X1l

De la méme maniere, il existe une constante positive co(T) tel que G* = TVy(ty, .)
satisfait
GFL < (GO + Tey(T)) el

Les dernieres inégalités sur I’ et GG terminent la preuve. O]
Dans le résultat suivant, nous démontrons que les approximations vérifient une
condition de Lipschitz en .

Lemme 7.4. [l existe des constantes positives ¢y et co tel que

SN |2kt — 2k Aa < ¢y At
= ’ (7.19)

Sy =y Aa < ep At
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Démonstration. L’équation en x dans (7.7) implique

Na Na
Aa) it — ok < A |t = 2+ At [d]sola(thra, )b
j=1 j=1

alors les lemmes 7.1 et 7.3 entralnent

Na
Aa) |oh T — a2k S ATV (b, ) + At |d]ool2(tirn, )l < 1 At.
j=1
De la méme fagon, nous avons

Na
Aa) |y — yf| S ATV (b, ) + At [glooly(tisr, )1 < c2 AL
7j=1

1
loc

7.3 Existence d’une solution faible dans L
Dans cette section, nous démontrons ’existence d’une solution faible par le Théoreme
de compacité de Helly [17]. Nous définissons une famille de fonctions (xa,ya), pour

k=0,..Nt—1etj=0,..,Na—1, de la maniere suivante

ra(t,a) = z(ty, a;), ya(t,a) = y(te, a;), t € [tp, tes1), a € [a;, aj41). (7.20)

Théoreme 7.5. Lorsque At et Aa convergent vers zéro, la famille des approrima-

k
J

([0,7] x [0, A]).

tions {x ,yf} contient une sous suite qui converge vers une fonction (x,y) dans

L}OC
Démonstration. D’apres le lemme 7.2, chaque fonction (xa,ya) est uniformément
bornée dans L>(]0, 7] x [0, A]). En conséquence, 'ensemble des fonctions {za, ya}
contient une sous suite {za,, ya,} —* (z,y) dans L>([0, 7] x [0, A)).

Soit [Tz linterpolé de degré un de x, définie dans chaque rectangle [ty,tg1] X

[aj, ;1] par

Mra(t,a) = 2§ + 3¢ (05" = 2f) + 553 (5, — 2f)

(t—ti)(a—a;) [ k+1 _  k+1 (7.21)
T ATAd (xjil _‘rjJr —x?_ﬂ—i—x?)
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L’interpolé Ilxa est continu, uniformément borné et différentiable a l'intérieur de

chaque rectangle. Alors les équations suivantes sont vérifiées

dadt =3, ;V:al Aa |x§+1 — ¥

J

e
I

HxA (t,a)

(7.22)

H:);A (t,a)|da dt = Z At |zh, | — b,

J

Selon les lemmes 7.3 et 7.4, il existe une constante positive M tel que

8H[L’Ai

aHZEAZ.
o4 ' ot

< M.
L1[0,A] ‘ da

L1[0,A]

Par le Théoreme de Helly [17], il existe une sous suite de {Ilza,}, aussi notée par

{Tlz,}, qui converge dans L}, ([0, T] x [0, A]). Alors, 'équation (7.21) donne

Nt Na

|HZEAZ. — xAi|L1([0,T]><[0,A]) < AtAaZZ |ZE§+1 — xﬂ + |ZE§+1 _ [Eﬂ
k=0 j=0

ainsi, nous avons vérifié que {Ilxa, — za, } converge vers zéro dans L' ([0, T x [0, A]).
Puisque la sous suite associée de xpo —* z dans L>°([0, 7] x [0, A]), nous obtenons
([0,7] x [0, A]). De la méme fagon, nous
([0, 7] x [0, A]). O

1
la convergence de xa vers x dans L,

4 1
démontrons que ya converge vers y dans L .

Théoréme 7.6. La fonction (x(t,a),y(t,a)) obtenue par le Théoréme de Helly
représente une solution faible du systeme (7.1)-(7.4).

Démonstration. Pour toute fonction réguliere A € C([0,T] x [0, A]), & support

compact dans [0, 7] x [0, A], nous définissons pour tout (t,a) € [ty, tpi1[x[a;j-1, 4]

tet1
Aa(t,a) = Aty ay) = ﬁ/ / A(t, a)da dt.
tr aj—1

En multipliant 'équation en z dans (7.7) par Aa At A(tyiq1,a5) = Aa At A?“, nous

obtenons

Aa A;§+1 [$§+1 o Z’?} + At A§+1 [x§+1 k+1} 4 At Aad xk+1Ak+l 0.
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La sommation sur les indices £ =0,..., Nt — 1 et 7 =1, ..., Na entraine

o N Aaah [AF — AR = 3 Aa 29 AY
F N SN Aok (A — AR ST At ah Al (7.23)
+2Nt 12]\761 At Aad xk-{-l Ak:-‘rl 0

ce qui signifie

R(AA,zA) : fo fo a(t AA HAtAai Aaa) go dt + fOA A (0,a) Aa(0,a)da

+ [ et a) AA““*AA“;‘AA“’“ da dt + [} wa(t,0) Aa(t,0)dt
—fo fo a) ra(t,a) Aa(t,a) da dt = 0.
(7.24)
Cela implique que (7.5) est vérifiée pour f = Ap et = za. Il reste & montrer que

R(Aa, za) converge vers R(A, x) quand At et Aa tendent vers zéro. Soit

AA(t + At? a) — AA(ta CL) A AA(ta a+ A&) — AA(t7 a)
2,A — .

A pr—
LA At ’ ’ Aa

8A et

Alors, Aq A et Ao A convergent vers respectlvement De plus, xa converge

vers . En passant a la limite dans l equatlon (7.24), nous obtenons

Jo Jo'e (5 + G2 — d(a)A) dadt

(7.25)
+ [2o1(a)A0,a) da + [ z(t,0)A(t, 0) dt = 0.

Le méme argument sur R(Aa,ya) démontre que notre schéma est consistant. [

Le théoreme suivant montre la continuité de la solution {xj ;i "1 du systeme (7.7)-

(7.9) par rapport aux conditions initiales ¢ et ¢s.

Théoréme 7.7. Considérons {xj,y]} et {x],y]} les solutions de (7.7)-(7.9), qui
correspondent aux conditions initiales {xj,yj} et { J,yj} respectivement. Nous

avons les estimations suivantes

25 = B < (o = By + Tlgloen (7)) €719~ (7.26)
Y =G < (2 — Gali+ Tl (1)) €1Vl
Démonstration. Soit vf = % — T A partir du schéma (7.7), nous avons
VBT gk = AL AL R A gt (7.27)
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k+1

En multipliant I'équation (7.27) par Aa sign(v;™"), et en utilisant I'inégalité

ko k41 k
of sign(vi*1) < o}
nous obtenons
Aa \vj’?+1| —Aafvf| < -At ]vf+1| + At |vjkf11| — At Aa dj|vf+1|. (7.28)
La sommation sur les indices j = 1, ..., Na dans 'inégalité précédente donne
[oF L — ok, < At [ob T (7.29)

ou

= (= A Y, bt + TF Aa Y, 6 (ak — 3)
k on A 0" (7.30)

o+ [Ba S (ak + o) 0+ |Aa X (3 + 7))

Il est clair que

067" < [Slo [2* |1 + [0]oc [0*1-

L’équation (7.29) entraine
[0 < [+ At [@loc] [0F[1 + At [@]oc |27
Soit 1 = |[pk+Y) = |2kt — %], Les lemmes 7.1 et 7.3 indiquent que F satisfait
FF < oo (FO 4 T g0 (T)).
Par un argument similaire, nous démontrons que G¥+1 = |[yF+1 — 1|, satisfait
G < TV (G0 + T aa(T)).

Ces dernieres inégalités sur F' et GG finissent la preuve. m

Maintenant, nous pouvons énoncer le résultat suivant

Théoréme 7.8. Considérons (z(t,a),y(t,a)) et (Z(t,a),y(t,a)) deuzr solutions du
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systéme (7.1)-(7.4), avec conditions initiales (¢1(a), pa(a)) et (pi(a), Pa(a)), res-

pectivement. Alors, il existe des constantes positives ¢;(T),i = 1,...,4 tel que

Jo et a) = 2(t,a)|da < e(T) [, |¢1(a) = @r(a)lda + c5(T)

’ (7.31)
Iy ly(t,a) — gt a)lda < e3(T) fOA lp2(a) — Pa(a)|da + c4(T).

7.4 Probleme de contrdle optimal

Nous sommes intéressés par la détermination d’une stratégie de controle de la dy-
namique cellulaire, décrite par le systeme (7.1)-(7.4). Nous récrivons I'expression du

schéma et les conditions initiales

k+1 k k+1 k+1 k+1 k k+1 k+1
ri T +:1:j — T . Yi T Y; +"J' — Y — gyt
At Aa 7 At Aa e
(7.32)
1 . 1 .
0 __ a 0 __ a
)= A du er(@)da gy =70 ] ea(a)da. (7.33)

Nous admettons que I'imatinib réduit le flux des cellules filles cancéreuses, a travers

les conditions au bord suivantes

0" Aa a a
x’é“ = - - Zjvzl b, :1:;c = h* Aa Zjvzl b, :L‘éC
0+ [ Ao S (@ + )
o™ Aa (1 — u*) a a
ot = N > Z;-V:l Vi i = (1 —u") f* Aa Z;-V:l Vi)
0+ [Aa L (of + ayh)]
(7.34)
ou {uk} appartient a I’ensemble des controles admissibles
U={u={u"}el®0,T]: 0<u* <1 aein{0,...,Nt}}.
Notre objectif consiste a minimiser la fonction cotlit suivante
J(u) = At ij\/:tl (u*)? + At Aa Zj\g ]kV:t1 (yf)2~ (7.35)

Cela signifie que nous minimisons dans une période de temps 7T le cotit du traitement

et le nombre total des CSH cancéreuses. Le théoreme suivant montre que pour

k

chaque controle {uk} dans U, correspond une solution unique {x]

(7.32)-(7.34).

,yf} du systeme



101

Chapitre 7. Analyse numérique du modele structuré en age

Théoreme 7.9. Considérons {x¥,y¥} et {Z% 5%} deux solutions de (7.32)-(7.34)
qui dépendent des controles {u;} et {u;}, respectivement. Il existe une constante

positive ¢ tel que
(2%, y%) — (@, ) < c|u—1lo, Yk=0,...,Nt.

k _ 9% vérifient

- . . . k_ .k __ =k k
Démonstration. Les approximations w; =x; —xj et vi =y —y;
whtl — k — At k+1 4 At k+1 — Atd; wk+1

J J Aa Aa (7 36)
k+1 _ ok At k+1 | At k:+1 k+1 '
AR v A v — Atg;viT.
(v k“) respectivement,

Nous multiplions ces équations par Aasign(w k“) et Aasign(v
et nous additionnons suivant les indices j = 1 Na pour obtenir

jwhH ]y < Jwh|y + At Jwi T
(7.37)

[y < okl + At ug T

Par ailleurs, notons par
hk = ! ) fk = ! n
Aa : K Aa
1+ TZ(JCHF%) 1+ 72(%+(1yz)]
tel que R
~ 11 _ h} — hY}
(L+ A1+ AY)

hE —hF =
L+ht 14 hp

ou

[Zhl Wyt l] .

n—1 Aa Na
By 0 = (= ) YRR = <SS (ko)
1=0 j=1
Les lemmes 7.1 et 7.2 indiquent l'existence d’une constante positive c; tel que

hE =B < R — B < er (Jwf]o + [0]).

De la méme facon, nous démontrons que pour une constante positive ¢y

= P AT = 1R < e (o + a o)),
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k+1

Nous écrivons w; " sous la forme suivante

wit = WA ik — T8 + (- WA gy 3
J J
pour obtenir
g™ | < [bloo [wF1 + e1 (Jf]1 + [0"[) [@]oo [ 1.
En remplagant la derniére inégalité dans ’équation (7.37), nous obtenons
Wy < Jwly + At @l [y + At ey (|| + [0°]1) [9] [Z°]1
que l'on peut écrire sous la forme

[ WP < [1 4+ At |@loo + At ¢1|@]oo|T¥]1] 0|1 + At ¢1|B|oo [ZF]1 075 (7.38)

k+

Maintenant, nous présentons vg ' sous la forme suivante

vt = L= uh)Aa X i(yf — )+ fEEE - ah)Aa S 0

(7.39)
(= ) (1) Aa 3,0 .

En utilisant un argument similaire, il existe une constante positive ¢y tel que
06| < (1= uuloo [ loo [0* 1+ 9]0 [ 1 [ = Tlo 2 (|w* |1+ [0* 1) [1 = oo 1] oo [§ -
En conséquence, I’équation (7.37) donne

[WF ] < [oF 4 AT = uloo|t|oo [0F |1 + AL [Y]o] TF]1 1 — Tl (7.40)
+At ¢y (Jw]y + a [v¥)h) [T = oo [¥|eo |7F1

ce qui signifie

[P < [T+ AL — ulo[¥]oo + @A ea]1 = TUloo |t |F 1] [07]1 (7.41)

+AL |1 = oo |t ]oo [T 10" |1 + At [¢]oc |F°]1 v — Tl

Les inégalités (7.38) et (7.41) peuvent étre formulées dans le systeme

FFMU< AFF + At U
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ou F* = (|wk|17 |Uk|1>T7 U= |w|00 |@\k|1 (0’ |u - a|C>O)T7 A=I+AtB

ot B: |¢|oo+AtC1|¢|oo|£k|1 Cl|¢|oo|/x\k|1
Co|l = o[0Tl [Y]oolll = tloo + |l — o] §*|1]

Par itération sur k, nous avons

FFLE< AR L At (T+ A+ 4+ ARU.
Puisque F° est nulle, nous obtenons

[FE < T ] [7%1 €7 1P fu — o

ce qui finit la preuve. O
Nous démontrons que le systeme (7.32)-(7.35) admet un controle optimal, qui rend
la fonction cotit & sa valeur minimale d := inf J(u).
Théoréme 7.10. Il existe un contréle optimal u* dans U qui minimise J(u).

Démonstration. Notons que J(0) est bornée d’apres le lemme 7.1, alors 0 < d <

+00. Soit v = {v;} € U une suite minimisante de J, alors

1
dSJ(U])<d+;

Puisque {v;} € U est bornée, il existe une sous suite bornée v = {v;,} qui converge

vers u* pour la norme /. Nous présentons J(?) ainsi

J@) = AaY,(v;,)? + AtAaY,, [v (u)]’

(7.42)
+AtAa Y, [y (0) =y (w)] 5 (@) + v (u*)] -

D’aprés le théoreme 7.9, |y*(0) — y*(u*)|; converge vers 0.

En conséquence, (y%(0) — y¥ (u*)) tend vers 0 lorsque [ — +o0 et

J@) = AaY (W) + AtAa Y [yF ()]’ = J(u') = d

Nous concluons que J atteint le minimum en u*. O



Chapitre 8

Controle de la compétition

interspécifique entre les cellules

8.1 La dynamique des cellules hématopoiétiques

Dans cette section, nous présentons la dynamique des CSH normales et cancéreuses.
La compétition intraspécifique entre ces cellules est prise en considération.

Nous définissons a l'instant ¢t € (0,7) et a I'age a € (0, A) les densités des CSH
normales x(t, a) et cancéreuses y(t, a). Notons par d(a) et g(a) les taux de mortalité
des CSH normales et cancéreuses, respectivement. L’évolution des CSH est décrite

par le systeme suivant

Ou + Or _ —d(a) z(t,a)
dy Oy '

ot + Ja —g(a) y(t, a).

La population des CSH subsiste dans la moelle osseuse, ou 'effet de 1’entassement
produit par la division intensive des cellules cancéreuses, induit une compétition
pour l'espace.

Dans notre modele, la régénération des CSH est dirigée par 'homéostasie, un proces-
sus dans lequel la densité d’une population possede une influence sur la dynamique
d’une autre population [58]. Nous décrivons I'homéostasie des CSH normales par

une fonctionnelle positive et décroissante ¢

o ( [ ky(a, d) (2t ') + y(t, ) da’) = O(fi(t,a)). (8.2)

104
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Alors, le flux des cellules filles normales est défini par la condition au bord suivante

(t,0) = [1® ( I ki (a, a) ((t, a) + y(t, a) da') z(t, a)da (8.3)

ou ki (a, a’) représente I'interaction entre les CSH normales d’age a qui se divisent, et
la population (z(t,a") +y(t,a’)), a’ € (0, A). L’équation (8.3) modele la compétition
interspécifique. Le cas a = a' correspond a la compétition intraspécifique.

De la méme maniere, 'homéostasie des CSH cancéreuses est dirigée par une fonc-

tionnelle positive et décroissante W

v ( I ky(a,d!) (x(t @) + a y(t ) da') = U(fo(t,a)) (8.4)

ou « est une constante positive dans (0, 1), appelée le coefficient de compétition
[46]. Alors, le flux des cellules filles cancéreuses est donné par la condition au bord

suivante

y(t,0) = [* 0 ( J ka(a, @) (x(t, ) + a y(t,a')) da’> y(t,a)da.  (8.5)

La fonction ky(a,a’) représente U'interaction entre les CSH cancéreuses d’age a qui
se divisent, et la population (z(t,a’) + ay(t,ad’)), a’ € (0, A).

Les données initiales sont

ZU(O, CL) = 301(0), y(0> a) = (,02(@), ac (O7A) (86)

Les conditions de régularité suivantes sont imposées sur les parametres

(Hy) Les taux de mortalité d(a) et g(a) sont positifs ou nuls sur (0, A)

(H,) Les données initiales ¢; et o, sont positives ou nulles dans (L' N L>°)(0, A)

(H3) Les fonctions k; et ky sont positives ou nulles dans L>((0, A)?)

(H,) La fonctionnelle ® (resp. ®') est py (resp. A1) localement lipschitzienne dans
1%(Q)

(Hs) La fonctionnelle U (resp. U’) est po (resp. Ag) localement lipschitzienne dans
1(Q)

ou @ =(0,T) x (0,A).

Un modele simplifié avec des taux de mortalité constants d et g, ainsi que des
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fonctions d’interaction constantes ky = ko = 1, est représenté comme suit

‘il—chp(X+Y)X—dX
d; (8.7)

Les variables d’état X (t) et Y'(t) sont les densités totales des CSH normales et

cancéreuses a 'instant ¢ € (0,7"), respectivement

X(t) = /0 t:p(t, a)da, Y(t)= /0 ty(t,a)da.

Le modele (8.7) provient du systeme donné dans [32], ou le coefficient de compétition
a = 1. La dynamique globale de ce modele est analyzée dans [7].
Un exemple typique des fonctionnelles ® et W est donné dans [32] par
¢ ¢ 0,
DX +Y) = - L6 =1/c
( ) l+a(X+Y) 6+ (X+Y) /e
¥ Y 0y

U(X Y)= = 0, =1 =1
(X +aY) 1+ (X +aY) b+ (X +aYy) 7 [er @

(8.8)

ol ¢ et ¢ dénotent les taux de division constants pour les CSH normales et cancéreuses,
respectivement. En posant #; = 6, = 6, la liaison entre le systeme (8.8) et la
définition de la fonctionnelle de Hill donnée dans [4], produit les expressions sui-
vantes de ¢ et W

¢ 0"
= >
(X +Y) XY n>1
Yo"
o + (X + YY)’

V(X +aY)= n> 1.

8.2 Le probleme de controle optimal

Le modele d’évolution des CSH normales et cancéreuses en présence de la thérapie,
représente les effets du traitement sur les cellules cancéreuses. Nous définissons une
fonction bornée et mesurable u, qui décrit les effets du traitement. La variable u
prend ses valeurs dans U'intervalle [0, 1]. La dose maximale se reporte a v = 1, tandis
que u = 0 correspond a l’absence de la thérapie. Dans notre modele, le traitement

controle la régénération des CSH cancéreuses. Les effets néfastes du traitement sont
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pris en considération dans la fonction cotut

J(u):/OT/OAyQ(t,a) dadt+/0Tu2(t) dt

donc, nous sommes concernés par le probleme de controle optimal

T A T
min / / V2 (t, a) da dt + / (t) dt (8.10)
0 0 0

avec la dynamique cellulaire suivante

or Oz

5 + 5, = —dla)z, (t.a) €Q
W gtapy (t.0) € Q
2(t,0) = [ ([ ki, @) (@ + y) (¢, a')da ) a(t, a)da, te(0,7)
y(t,0) = (1 —u(t) [ v ( J ka(a, @) (@ + ay)(t, a’)da’) y(t,a)da, te(0,T)
(0,a) = ¢1(a), a € (0,A)
y(0,a) = p2(a), a € (0,4)
(8.11)

L’ensemble des controles admissibles est défini par
ueld ={velL*0,T):0<ov(t) <1}. (8.12)

L’homéostasie peut étre déduite du systeme (8.9). Pour les cellules normales, la

fonctionnelle ® est donnée par

6

n (8 ki (a, @) (x(t, ) + y(t,a')) da'
(8.13)

o ( /O Y bt d) (et ) + y(t. ) da’)

Pour les cellules cancéreuses, nous proposons deux suggestions :

— Scénario 1 :

il +as [ kala,d) (a(t,d) + ay(t, ) da

6+ fOA ko(a,a’) (z(t,a’) + ay(t,a’)) da’
(8.14)

1\ (/OA ko(a,a’) (z(t,a’) + ay(t,d’)) da’)

avec o + ag = 1.
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— Scénario 2 :

7

0+ fOA ko(a, ') (x(t,a’) + ay(t,a')) da’
(8.15)

Une solution du systéme (8.11) est une fonction (z,y) € C ([0,T7]; L*(0, A)), abso-

U (/OA ko(a, ') ((t,d') + ay(t, d)) da,) _

lument continue suivant les lignes caractéristiques t — a = const, et vérifiant

Dx(t,a) = —d(a)x(t,a), p.p dans(0,T) x (0, A)
Dy(t,a) = —g(a)y(t,a), p.p dans(0,T) x (0, A)
limy, o+ 2(t + h, h) fo (fi(t,a)) x(t,a)da, p.p.dans (0,T)

limy, o+ y(t + h,h) = (1 —u(t fo (folt,a)) y(t,a)da, p.p.dans (0,T)
(8.16)

ou Dz(t,a) et Dy(t,a) dénotent les dérivées directionnelles suivantes

—x(t t+h h) —y(t
Dz(t’a):}lig(l)x(t—kh,a—i-hh) x(,a)’ Dy(ta)—}llli% y(t + ,a+h) y(,a).

Notons que les expressions de f; et fo sont données par les équations (8.2) et (8.4).

Remarque 8.1. Pour u donné dans U, l'existence et I'unicité d’une solution non

négative (z*, y*) de (8.11) est démontrée dans le chapitre 6 (voir aussi [11, 49, 87]).

Remarque 8.2. Pour u = 0, il existe des constantes positives T et ¥y tel que

%]z @) + Yl ST+ 7. (8.17)

En effet, le systéme suivant admet une solution bornée z(t, a)

0z 0Oz

S+ =0
2(t,0) =Py fOA 2(t,a)da (8.18)
2(0,0) = ¢pa(a).

Par intégration sur (0, A), la population totale Z(t) vérifie

dz
— <P 7
dt

donc
Z(t) < Z(0)e®>t,
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En conséquence
2(t,0) < By Z(0)e®=".
Maintenant, 1’expression de la solution z(¢,a) est bornée comme suit
2(t —a,0) <P.Z(0)e®=T t>a
2(t,a) :{ ( ) < (©) (8.19)

p1(a—1) t<a
ou 1 € L>(0, A). Puisque x < z, nous obtenons
|$|Loo(Q) S maX{(DOOZ(O)eq)“T, ‘901|L°°(0,A)} = T.

De la méme fagon, nous démontrons que |y|~(q) < 7.

8.3 Conditions d’optimalité

Dans cette section, nous établissons les conditions nécessaires d’optimalité. En pre-

mier lieu, nous définissons le probleme dual associé au systeme (8.10)-(8.11).

(0 o)
T+ = d(@) put @) = a(ta) pa(,0) = ha(t, @) pa(t,0)
0 o)
ST 5o = 9(@) pa(t, @) = Li(ta) pa(t,0) = a(t.0) pa(1,0) + 241, )

pi(T,a) =po(T,a) =0, p.p dans (0, A)

[ p1(t,A) = pa(t,A) =0, p.p dans (0,7)

hi(t,a) = ®(fi(t,a) +f0 "(fr(t,a")) ki(d',a) z(t,a")da’

ha(t, a) = Ubwggta»&mg@y@wmdh1—u@)

l1<t7 CL) = |:‘I;<f2(t7 a)) + foA \Il/(fQ(t> CL’)) o kQ(a/7 CL) y(ta a/)da’, (1 - u(t))

L(t,a) = [ (fi(t,a)) ka(a', @) z(t, a’)dd.

(8.20)

(8.21)
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Les calculs formels du probleme dual sont donnés dans la section 8.5. Soit (pY, py)

une solution du systeme (8.20), pour u € U. Nous définissons 'application £ par

0, si we (—o00,0)
Lw)=<¢ w, si we][0,1] (8.22)
1, si we(1,+00).

Alors, nous avons le théoreme suivant

Théoreme 8.3. Soit u* un contréle optimal pour le systéme (8.10)-(8.12), alors

W) = L <—% Pi(t0) /0 !t a) ( /0 ! k(e ) (b )+ a’))da’) da) |
(8.23)

Démonstration. Une solution du systeme (8.20) est une fonction (py, p2) absolument

continue le long des lignes caractéristiques t — a = const. De plus, (p1, p2) satisfait
h—0~ h—0~

Maintenant, nous énoncons le résultat suivant

Proposition 8.4. Soit u € U et v € T,«(U) le cone tangent a U en u*, c’est
lensemble des v € L>(0,T) pour lesquels (u* + Mv) € U, VA € (0,1). Alors
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existent dans C([0,T]; L'(0, A)) et vérifient le probléme auziliare suivant (voir la

section 8.6)

( % + % — —d(a) z(t,a)
% 1 % g(a) alta)
20,0)= 0
%(0,0)= 0
at,0) = [ O(fi(t )zt a)da
+ [ (fu(ta)) [fo ki(a,d') (21 + 2)(t, a)da} #*(t,a)da
2(t,0) = (1 —u(t fo (fa(t,a))zo(t,a)da — v(t fo (fai(t,a))y“(t,a)da
k +(1 —u(t fo "(fa(t,a) [fo krg(a,a’)(zl—}-azQ)(t,a’)da’] y“(t,a)da.
(8.24)

Soit u* € U un controle optimal, alors suivant 1'inégalité suivante

/ / dadt+/T(u*(t))2dt < /OT /OA(y“*+’\”(t,a))Qdadt+/0T((u*+)\v)(t))th

qui est satisfaite pour tout v € T, (U), nous obtenons

/0 /0 [(y* 7 (t,0))* = (y* (1, @))?] dadt + /0 [((u* + x0)(1))? = (u*(£))?] dt > 0.

En conséquence, 'inégalité suivante est vérifiée lorsque A converge vers 0™

T
/ / (t,a)z(t a)dadt+/ u*(to(t)dt >0, Yuv e Ty,(U).
0

Soit (p1, p2) une solution du systeme (8.20), qui correspond a u € Y. En multipliant

la premiere équation de (8.20) par z; et en intégrant par parties, nous avons

9, o) 9, 9]
fo fo < by 8%) z1(t, a)dadt = —fO fo ( 1y azl)pl(t a)dadt

— Jo r(t,0)z1(t,0)dt.

(8.25)
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Le terme de gauche dans (8.25) satisfait

da
— [T L ha(t,a)pi (t,0)24(t, a)dadt — ) fOA ha(t, a)ps(t, 0)z (¢, a)dadt.

fo fo <8p1 3p1> z1(t, a)dadt = fo fo a)p1(t,a)z (t,a)dadt
(8.26)

Le terme de droite dans (8.25) satisfait

Jo Jo - <8Z1 %Zl)m(t a)dadt — [\ pi(t,0)z1(t, 0)dt

= fo fo a)p1(t,a)z (t,a)dadt — fo p1(t,0)21(¢,0)dt.

(8.27)

En combinant les équations (8.26) et (8.27), nous obtenons

Jo Jo" ha(t,a)pi(t.0)z1(¢ a)dadt + [ [" ha(t, a)pa(t, 0)z1(¢, a)dadt (8.28)
= [T pi(£,0)z(¢,0)dt. -

Alors, la formule de 2, (¢,0) dans (8.24) donne

fo fo [ (f1(t,a) —i—fo Q' (f1(t,a"))ki(d,a)x (t,a’)da’} p1(t,0)2,(t, a)dadt
ST = ) [l )kl a)y(t, o )da | pa(t, 0)21 (1, a)dadt
= fo pi(t,0) [fo (f1(t,a))z1(t, a)da ]dt

+f0 p1(t,0) [fo D'(fi(t, a) [fo ki(a,a’)(z1 + 22)(t, a)da] (t,a)da} dt.

(8.29)

En conséquence

Jo St =) [0 (alt, ol a)y(t, ) da'| pat 0)za (¢, ) dads

(8.30)
_fo (t,0) [fo O'(fi(t,a) [fo ki(a,a’)z(t, G)da} (t,a)da} dt.

Nous représentons I’équation (8.30) sous la forme suivante

fg p2(t, 0)(1 —u(t)) [f V'(fa(t,a)) [fo ko(a tha)da] y(t, a)da}dt

(8.31)
- fo fo U '(f1(t a))kzl(a’,a)x(t,a’)da’} p1(t,0)22(t, a)dadt.
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De la méme maniere, en multipliant la deuxieme équation dans (8.20) par z»(¢, a)

et en intégrant par parties, nous obtenons

0 0 0 0
fo fo ( 2 gj:) 29(t, a)dadt = fo fo ( I aZQ)pg(t a)dadt

— [ pa(t, 0)za(t, 0)dt.

(8.32)

Le terme de gauche dans (8.32) satisfait

S (% ¥ %) 2(t, a)dadt

= fo fo a)pa(t, a)zo(t, a)dadt — fOT fOA L (t, a)pa(t, 0)25(t, a)dadt (8.33)
fo fo lo(t,a)p1(t,0)2(t, a)dadt+2f0 fo (t,a)z(t, a)dadt,

Le terme de droite dans (8.32) satisfait

fO f() (822 (222) p2(t, a)dadt — foT pa(t,0)22(t, 0)dt

(8.34)
= fo fo a)pa(t,a)za(t, a)dadt — fo pa(t, 0)z2(t, 0)dt.
En combinant les équations (8.33) et (8.34), nous obtenons
fo p2(t,0)29(t,0)dt = fo fo l1(t, a)pa(t,0)22(t, a)dadt (8.35)
—l—fo fo lo(t,a)p1(t,0)2(t, a)dadt — 2f0 fo (t,a)z(t,a)dadt. '
Alors, Iexpression de z5(t,0) dans (8.24) produit
JE S = (o) [t a)) + ;W falt. ) aka(a', a)y(r. )da'] pa(t, 0)2s(t, a)dad

+ [ [ Jh e (fu(t a))kl(a’,a)x(t,a’)da’] pi(t, 0)22(t, a)dadt
—2 [ [ y(t, a)zo(t, a)dadt

_fo pa(t,0)(1 — u(t [fo (falt,a))z(t, a)da} dt

—fo pa(t,0)v [fo (f2(t, a) (t,a)da} dt

+f0Tp2(t,O)(1 —u(t [fo U (fo(t, a) [fo ko(a,a’)(z1 + azo)(t, a)da] y(t, a)da} dt.
(8.36)
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En conséquence

fo fo [fo "(fi(t,d )k1(a’,a)x(t,a’)da’] p1(t,0)22(t, a)dadt
—2 fo fo (t,a)z(t, a)dadt
_—fo p2(t,0)v [fo (fa(t,a))y(t, a)da}dt

+ Jo pa(t,0)(1 = () [ [ V' (falt, ) | [ kala,a')1 (1, a')da | y(t, a)dal dt.
(8.37)
Maintenant, les équations (8.31) et (8.37) entrainent

fOT {u*(t) + %pg(t, 0) fOA U(fa(t, a))y(t, a)da} v(t)dt >0, Vv € T« (U).  (8.38)

Donc 'expression se trouvant entre crochets appartient au cone normal N« (i), et

par suite (8.23) est vérifiée. O

8.4 Existence et unicité du controle optimal

L’existence d’un controle optimal est obtenue par le principe variationnel d’Eke-
land. Tout d’abord, nous introduisons la fonction cotit dans I'espace L'(0,7T) en
définissant la fonctionnelle

A(u) =

{ Jw) fueld (8.39)

+00 otherwise.
Ensuite, nous énoncons le résultat suivant

Proposition 8.5. Soit u € U et vy, vy € LY(0,A). La solution correspondante
(", y*) satisfait pour tout t € (0,T) les inégalités suivantes

24t ) < leafr e (8.40)
i (t ) < lgaly et (8.41)
(500 = G < const [ Tuts) —u(olds (542
@ () — () e < (et 4 e — vl (3.3

ot | . |, dénote la norme dans l’espace LP(0,A), 1 < p < 4o00.
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Démonstration. La population totale des CSH normales X (t) = fOA x(t,a)da satis-

fait
dX(t)

dt
Comme l'intégration de (8.44) sur (0,¢) donne X (t) < X(0)e®>=!, I'inégalité (8.40)

est vérifiée. De plus, I'inégalité (8.41) est obtenue par un argument similaire sur la

— 2(t,0) — a(t, A) — /0 ! et a)da < B X (0 (8.44)

population totale des CSH cancéreuses Y (¢ fo (t,a)da. La solution (z,y) est
de la forme
u(t —a,0 7fad(s)ds7 <t
pi(ta) =] T “ (8.45)
o1(a — t) e~ Jo dlsta—tids, t<a

a0y Aty
g (ta) =14 7 (i ~a )et ¢ (8.46)
@o(a —t) e Joglsta=tids = ¢ < ¢

Donc
f0A|(q:“—x (t,a)lda = [y |(a" —2*)(t, a)|da+ﬂA\(x“—x”)(t,a)\da
< i (e )(t — a,0)| da (8.47)

< fo |z%(0,0) — 2%(0,0)| do

SN =)t a)lda = [y 1(y* — y*)(ta)lda + [ |(y* — y°)(t, a)|da
< [y 1" = y")(t —a,0)| da (8.48)

< [3|y*(0,0) — y*(,0)| do

(0,0) = [} ®(fi(0,5)) (0, 5) ds
(o — A Y(o,s)) z%(0, s) ds
Qf( ’O) fo (I)(fl( ) i) ( ) )d (849)
y*(0,0) = (1 —u(0)) [ U(f3(0,5)) y*(0,s) ds
y'(0,0) = (1 — v(0)) [ U(f5(0,5)) y* (0, 5) ds.



Chapitre 8. Controle de la compétition interspécifique entre les cellules 116

L’inégalité (8.40) entraine les estimations suivantes

|z%(0,0) — 2%(o,0)|

< [y @(fi(0,9) (@ = a)(o,5)| ds + [ [(fi(o,5)) = D(f (0, 5))| "(0, 5) ds

< Do f (@ = a®) (o, 5) ds + [y Fi(0,5) = fi(o,5)| (0, ) ds

< Do fy (@ = 2¥)(0,5)] ds + ki [y S (2% — 27 + 5" = ) (0, @')] 2¥(0, ) da'ds

< D fOA |(z% — 2) (0, 8)| ds + 1 kiso|1]1 €2 fOA |(z" — 2" + y* — y¥)(0,d)| dd'.
(8.50)

Ainsi, I'équation (8.47) implique que
(2" —a?)(t, )l < oo fy (@ =)o, )udo
i Frsolpa|1 e f(f (z = 2*) (o, )l + (" — y*) (o, )] do

<my(T) [y (=" = 2")(o, )l + (v = y*)(o, ) a] do
(8.51)

Maintenant, posons w(o) = 1 — u(o) pour obtenir

ly*(5,0) — y°(0,0)] <w(o) [ W(fi(o,s)) (v —y°)(0,5)| ds
J&Wﬁwm—wﬁmmW@@w
(w—v)(o)| [0 (f2(0,5)) y"(0,5) ds
|W@m—w@mrsmuﬁmwmemw
i [ |f3(0,8) = f3(0,8) y*(0,5) ds
+|(u —v)(0)| Voo fo (0,5)ds
y*(0,0) = 5°(0,0)] < Vo [ (5" — ") (0, 5)| ds
iz oo | 370, s>ds} fOA (2" — 2¥ + ay" — ay®)(o, d')|da’
(= 0)(0)| s [y
|W@m—m@m|smuﬁm%meﬂ@
+ 112 kaoo|pa] 1> fOA (2" — 2" + ay" — ay”)(o,d’)|da’

+(u = 0)(0) Voo lpa| 167>
(8.52)
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A partir de I'équation (8.48), nous avons

(" — ")t )l < Vs fo 1" — y°)(0, )|1do
Hiia kool o]t €77 [{ [|(z* — 2¥) (0, )l + |(y* — y°) (o, )] do
+ W] palye =T fJ |(u—v)(0)|do

(" — )t ) < ma(T) fy [I( o, )+ 1" —y*)(0,.)|1] do

+my(T) [ |(u — v)(o)|do.
(8.53)

La somme des inégalités (8.51) et (8.53) donne

(@ = )(& )l + 1" =)&)l
< (ma(T) +ma(1)) fy [I( o, )+ 1(y" —y*)(o, )] do (8.54)

+ms(T) [ |(u — v)(0)|do.

En posant

et

I'équation (8.54) implique que
m(t) < (ma(T) + ma(T)) / m(o)do + ms(T)h(2).

En appliquant 'inégalité de Gronwall, nous obtenons

m(t) < mg(TYh(t) + (my(T) + ma(T))yms(T) [ h(r)els m@rtma(D)dr g,

IN

))ms(T)
ms(T)h(t) + (my(T) + ma(T))ms(T)e™ T”’”””f h(r)dr
Jms(T)

IN

ma(T)h(t) + (mi(T) 4 ma(T))my(T)e ™D +m2(ONT [ (1) dy (8.55)

IN

[1 -+ (1 (T) 4 my(T))Telm (D+maO0T] ()

IN

ma(T)h(t)
ce qui entraine I'inégalité (8.42). Finalement, il est clair que

{ (z — 2°)(t —a,0) e~ Jo de)ds  if g < ¢ (8.56)

0 if t<a.
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“ )t —a,0) el 9B if g
@%mewz{f y= o) ISt e
Selon les estimations (8.50)-(8.52), nous avons
(@ = 2")(t = a,0)]
< mu(t—a) ;' [[(@" = 2*)(t = a, )| + |(y* — y")(t — a,a) ] da’
|(y" = y*)(t — a,0)] (8.58)
< ma(t —a) [ (|2 = 2*)(t = a,a)] + |(y" = y*)(t - a,a)]] da’
+my(t = a)|(u = v)(t — a)l.
L’inégalité (8.55) implique que
(2" = 2")(t = a,0)] £ mu(t — a)ma(T) fy " Juls) = v(s)|ds
(" = y")(t = a,0)| < my(t — a)ma(T) fy* u(s) — o(s)|ds (8:59)
+mg(t — a)|(u —v)(t —a)l.
Les systemes (8.56)-(8.57) donnent
(@ = 2)(t, oo < M (T)ma(T)tlu — vl 560

(" = ")t )loe < (Ma(T)ma(T)t + ms(T))|u — vls
donc, il existe des constantes positives ¢y et ¢y qui dépendent de T' et pour lesquelles
(@ = 2 Yoo + (5" = 5) (6 Moo < (1 b+ )i —v]o (861)
O

La proposition 8.5 produit le lemme suivant

Lemme 8.6. La fonctionnelle A : L'(0,T) — (—o0, +0o0| est fortement semi conti-

nue inférieurement.

Démonstration. Soit {uy}, .y~ une suite dans . Alors, il existe une sous suite

{tn, }rcne tel que up,, — u* dans L?(0,T'). En conséquence

W < T inf fu 3
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La proposition 8.5 implique que

fO fO nk dadt = fo fo Yny, _y)(ynk +y)dadt
<2 [ [ (e — y)ydadt
. (8.62)
< const [, [y |Yn, — yldadt

< const |u,, —u*|y

ou T et 7 sont les constantes obtenues dans la remarque 8.2. Nous représentons

J (uy, ) sous la forme suivante

T A T A
J(un,) = / / (ygk — y?)dadt +/ / yidadt + |unk|§
o Jo o Jo

En passant a la limite, nous obtenons

lim inf J(u,,) > J(u").

k——+o0

]

Puisque A n’est pas faiblement semi continue inférieurement, elle n’atteint pas
généralement sa borne inférieure sur L'(0,7). Nous dépassons cette situation en
appliquant le principe d’Ekeland [37]. Ainsi, pour chaque £ > 0, il existe u. € U tel

que

)T (ue) < infuey J(u) +¢
i) I (ue) = min {J (u) + e |u — ucly, uweld}.

(8.63)

L’expression i) signifie que la fonctionnelle
T-(u) = T (u) + Ve |u— ucs
atteint son minimum en wu.. Donc
J=(us) < Je(uz + 2v), Vo € T, (U).
En conséquence, pour tout v € T,,_(U) nous avons

fo fo “(ta 2dadt—{—f0 ug(t))*dt < fo fo (y*<™(t, a))?dadt

+f0 ((ue + M)( )2dt+\/_)\f0 lu(t)|dt
(8.64)
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donc

Jo Jo" Ty (2 )2 = (g (t.0))?] dadt + [ [((ue+ Xo)(5)? = (ue(t))?] dt

FVEN [ o(t)]dt > 0.
(8.65)

En divisant par A et en passant a la limite A — 0", nous avons

T
/ / =(t,a)zy° (t a)dadt—i—/ u(t)v(t)dt + -— / t)|dt >0, YveT, (U).
0

Par un argument similaire, nous avons la condition suivante pour tout v € T,,_(U)

T us A Ue U £ T
i [0 + 2 (1.0) i A=t )y (1, ] wit)at + 5 [ fulo)la > 0.
(8.66)
La Proposition 5.3 dans [13] implique l'existence de 0. € L>(0,7), |6-| < 1, tel que

w(t) + 5 (00 [ VUt (ra)da + Y0.(0) € N ().

En conséquence

1 A N
wlt) = £{-gat0) [ W Can ada- 0.0} pp dons 0.7)
0
(8.67)
Maintenant, nous pouvons démontrer I’existence et 1'unicité d’un controle optimal.

Tout d’abord, nous énongons le théoreme suivant

Théoreme 8.7. ] existe un controle optimal unique u* € U, satisfaisant le systéme

(8.10)-(8.12).

Démonstration. Pour démontrer I'unicité, nous introduisons I'application
M:UCL>®0,T)—U

vérifiant

Mu(t)—ﬁ{—%pg(t,O) /O xy(f;(t,a))yu(t,a)da}, pp. dans (0,T)
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qui satisfait

Mu(t) — Mo(t) = 3 [5(,0) — ps(6,0)] f; W(£5(t,0)) (1, a)da
—Lp3(£,0) [ [R(f5(t,a)) — U(f3(t, )] y*(t,a)da  (3.68)
—% p(t,0) fo (f3(t,a)) [y*“(t,a) — y*(t,a)] da.

L’introduction de la valeur absolue entraine

[Mu(t) = Mv(t)| < 5 V] [p(,0) 0l f;'y"
+5 [p3(t, 0)] fo 3t a) = f3(ta)l y"(t,a)da  (8.69)

U A U v
+3 [Vl [p5(2,0)] f5 ly“(t, @) — y"(t, a)|da.
La proposition 8.5 et I'estimation (8.110) impliquent que

[Mu(t) — Mo(t)| < L[| [als €7 [p4(,0) — p(t, 0)|
T) ;13 a) = f3(t0)| v (L a)da
+5 W] ea(T) fi 1y" (t a) — y*(t, a)|da.
[Mu(t) — Mo(t)| < 3 || [aly =T [p§(£,0) — p(t, 0)|
12 5(T) ke 2l €7 (i1 (1% = ) (k)] + (g = 9*)(t, @) de’)

A u v
+3 [Pl e3(T) [y [y“(t. a) — y"(t, a)|da.
(8.70)
En conséquence, la proposition 8.5 et I'estimation (8.118) donnent I'existence d’une

constante positive ¢(7T") croissante en T, satisfaisant ¢(0) = 0 et pour laquelle
|Mu — Mv|s < ¢(T) |u—v|so (8.71)

donc M est une contraction et admet un seul point fixe u (voir le Théoreme du
point fixe de Banach [17]). Selon I"équation (8.23), si le controle optimal existe, il
doit coincider avec ce point fixe. Ainsi, le controle optimal est unique. Pour prou-
ver l'existence, nous démontrons que le point fixe 7 minimise A(.). En effet, nous

considérons la suite u. définie par le systeme (8.63) et satisfaisant (8.67). Nous avons

-2

‘M%(w -e{ gm0 [Cur o tae - Foon | <
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En conséquence, I’équation (8.67) donne

T — el < |MT — Mud|oo + ‘Mue "y {—gpge@, 0) [ W(f¥=(t, a))y (t, a)da — Vgeg(t)} ‘

< |Mu— Mu,|s + */75
(8.72)

Par I’équation (8.71), nous obtenons
7= teloo < e(T) [T — tie|oo + 5. (8.73)

c-a-d JE
€

_ . VE

()

Donc u. — u dans L*>°(0,T") lorsque ¢ — 0. La premiere équation du systeme (8.63)

donne

J (@) = inf J(u), w € L*(0,T).

O
8.5 Le probleme dual
Le lagrangien est donné par
L= |, dt—l—fo y2(t, a)dadt + I, + I
T (A Or  Ox
dy 0Oy
= [ [at—f—a——kg()}dadt.
Les variables adjointes sont p1(t,a) et ps(t,a). L'intégration par parties donne
dp1 | Op
I = fo fo a)pi(t, a)z(t,a)dadt — fo fo t,a {E+%} dadt
—fo ¢1(a)p1(0,a)d fo [fo (f1(t,a)) (t,a)da] p1(t,0)dt
I, = fo fo a)pa(t,a)y(t, a)dadt — fo fo t,a {88]1‘2 %pﬂ dadt (8.75)
a

—fo pa(a)p2(0, a)da
— Jy (= (@) [ 0 (falt. @)y (t 0)da] palt, 0)dt
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oll
p1 (Ta a’) = pQ(Tv a) =0, pp dans (07 A)
(8.76)
p1 (ta A) = p2(t7 A) = 07 p-p dans (07 T)
La dérivée de I par rapport a x satisfait le produit scalaire suivant
oL §r) = (t,a) 0x(t, a)dadt — 6p1 01| dadt
(Fe.00) = Ji' Jo"d(a) pi(t, a) bt a)dadt — [ [ 6x(t,a) |2 + 2| da

- fy [f (f2(t, @) G(t, a)da] pa (1,0t
_fo [f D'(fi(t,a) (fo ki(a,a") dz(t, a)da) x(t,a)da} pi(t,0)dt

0 0
(3.00) = I J; @) o) e, dads — J ot a) | B+ O ot

_fo fo (f1(t,a)) pi(t,0) 0x(t, a)dadt

—fo fo [fo Q'(fi(t,a’)) ki(d', a) :B(t,a’)da’} p1(t,0) 0z(t,a)dadt.
(8.77)

De la méme fagon, nous avons

(% 535) = fo fo [fo "(fa(t,a')) ka(d', a) y(t,a’)da']

X (1 —u(t))pa(t,0) ox(t, a)dadt
oI
()

0ls
(a—y”y)

I3 5 [foA (it ) ka(d's0) x(t,a»da'} pa(£,0) dy(t. a)dadt

Opa  Opa
fo fo a) pa(t, a) 6y(t, a)dadt — fo fo ,a) [E + %] dadt

- fo fo (fa(t,a)) (1 —u(t)) p2(t,0) 0y(t, a)dadt
— LI (ol @) o kol ) ot o)

X (1 —u(t))pa(t,0) oy(t, a)dadt.
(8.78)

En conséquence, les variables adjointes p; et py satisfont le systeme suivant

(0 0
T+ T~ d(a) put @) = It @) pi(1,0) = ha(t, a)pa(t,0)
dp2 | Op2

ot + 0 g(a) pa(t,a) — l1(t,a) pa(t,0) — Ia(t, a)pi(t,0) + 2y(t, a)

P (T7 CL) = p2(T7 (l) =0, pp dans (07 A)

(8.79)

[ p1(t, A) =po(t,A) =0, p.p dans (0,7)
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ou

hi(t,a) = O(fi(t,a)) + [ ' (fi(t, ) ki(d, @) 2(t,d')da’
ha(t, a) [fo '(fo(t,d)) ks, a) y(t,a’)da’] (1 — u(t))

(8.80)
li(t,a) = |:\Ij<f2(t, a)) + fOA U (fa(t,d") ake(d,a) y(t,a")da'| (1 —u(t))
b(t.a) = [ ¥'(fi(t,a)) ki(a, a) 2(t,a')da'.
8.5.1 La continuité des parametres
Proposition 8.8. [] existe une constante positive c telle que
|hY — Yo < Clt— V|0, i=1,2
(8.81)
1 —1¥oo < clu—v]s, i=1,2.
Démonstration. En premier lieu, notons par
Ri(t,a) = O(fi(t,a)) + fOA Q' (fi(t,a’)) ki(d,a) z*(t,a")da’ ( )
8.82

h{(t,a) = ®(f(t,a) +f0 "(fo(t,a')) ki(d,a) x¥(t,a’)dd.
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Nous avons les estimations suivantes

(Rt = h))(t,a)] < [(fi(t,a)) — D(f1(t, a))|
oo fo! |9 (fi(E )| ( = 2")(t, o)) da’
oo fo! [P (f(E ) = /(1 (8, a)| 2 (¢, 0! )da!

(= B)(t,a)] <l fi(t,a) = fi(t,a)|
oo oo [ (2" — 2¥)(t, d)|dd’
+A1F 100 fO (t,a")| fi(t,a’) — f(t, a')|da’
+A1k1mft Ut d)| fi(t a) — fE(t,al)|da’

(bt = W)(t,a) < koo fy (2% = 22)(E 8)] + (4" — y*)(¢,9)]) ds
oo oo [ (2 — 2¥)(t, d)|dd’
+ A1k 100 fo (t —a',0)|fi(t,a") — fr(t,a’)|da’
ik [ gi(a’ — )| f(t, a) — f(t o) |da’

(b = h)(t,a)| < koo [y (1(2% = 2¥)(t 8)] + (4" — y°)(¢,9)]) ds
Fhioo|® oo [ (2% — 2¥)(t, a)|da!
Atk Do | (fo ot —df s)ds> fu(t, ) — fo(t,a')|da’
koo i [ FE(E a) = f(t,a')|da’

(bt = h)(ta) < koo fy (12 = 22)(E 8)] + (4" — y°)(¢,9)]) ds
Fhioo|'|os fo (2 = 2*) ()| da’
A Poo ([11e®=T) [ (| = 2¥)(t, )| + (" — y*)(t,@')]) da’

AR oo [ (1 = 2¥)(t, a)| + | (y* — y*) (¢, a')]) da.
(8.83)

Alors

(7 = M)t a)] < (T) fOA (2" = 2®)(E, s)| + [(y" — y*)(¢, s)|) ds

<y (T fo lu(s) s)|ds

(8.84)

donc
|hY — Y| < ny(T)my(T)T |1 — v|oo- (8.85)
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Ensuite, notons par
Bg t,a) fo W' (fa(t,a')) ko(a',a) y*(t,a’)da’
~ (8.86)
hy(t,a) fo U (fo(t,a")) kao(d',a) y°(t,a’)da’
donc un argument similaire donne
|(hy = h3)(t, a)] < no(T fo z)(t,s)| + [(y" —y°)(t, s)]) ds
(8.87)
<n fo lu(s) s)|ds.
Il est clair que
hy(t,a) = (L —u(t)hy(t,a),  hy(t a) = (1 —u(t)hy(t, a)
vérifient
|(hy = hy)(t,a)| < |(hg — h3)(t, a)| + [z (L, a)l[u(t) — v(t)| + [o(®)][(hy — h3)(t, a)|
< 2|(hg — h3)(t, a)| + [h3 (¢, a)|[u(t) — v(t)]
< 2no(T)my(T) fo lu(s) s)|ds + Aa(T)|u(t) — v(t)].
(8.88)
Ainsi
B = Ble < Ha(T) Ju— vl (8.89)
De la méme maniere, a partir du systeme suivant
Bt a) = U(f5(t,a) + f; V' (f1(t, ) aks(d,a) y" (¢, a')da’ 590
Bt a) = U(f3(t,0) + [ V(f3 (1) aks(d',a) y" (t,a')da’
nous obtenons
@ =)t a)] < na(T fo (2 = a")(t, )] + (" = y*) (¢, 5)]) ds
(8.91)

< ng(T)ma(T) [, [u(s) — v(s)|ds.

Les fonctions

l(t,a) = (1= u(®)I(t,a), [(t,a) = (1= o)}t a)
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satisfont

(1 =) (ta)| < |@ =) a)| + |1 a)l|ult) — o@)] + [v@)]| @ —T)(E,a)l
< 2|(1y —ﬁ><t,a>r + M,a)uu(t) —(t)|

< 2n3(T)ma(T) [, [u(s) s)|ds + B1(T)|u(t) — v(t)]
(8.92)
donc
I 8] < Lo(T) fu — ). (3.93)
Finalement, notons par
14(t,a) fo Q' (fi(t,a)) k(' a) z(t,a’)da’
(8.94)

13(t, a) fo O (fP(t,a)) ky(d,a) x°(t,a’)da’
tel que

(18 = B)(ta)| < koo [ @/ (fi(E, @) (2" — 2¥)(t, o) |da’

Fhie [ 1@/ (fE(t, ') — @ (f{(L,a))] 2¥(t, a')da’
(18 = 13)(t, a)] < Faoo| @] [ |2 = 2%)(t, o) |d’

+k100A1 fo Ut )| fidt,d) — fi(t,a")|da’ (8.95)
(18 = 13)(t, )] < aool @ o [ |2 — 2%)(t, o) |da

+E1oo1 fo (t,a)|fi(t,a’) — fy(t,a)|da’

+k100/\1ft U(t,d)| fi(t, d') — fP(t,a)|da’.

Le méme argument utilisé dans 'estimation (8.83) produit

|3 = 15)(t, )] <na(T fo (2" —2")(t, )| + [(y" — y")(t, a')|) da’

S n4 fo |u |d8

(8.96)

En conséquence

1 = B]oo < Lo(T) [t = 0] (8.97)
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8.5.2 Expression des variables adjointes

L’intégration du systeme (8.79) le long des lignes caractéristiques a — t = const
donne 'expression de p; et po. En effet, il est plus convenable de travailler avec le
probléeme en temps et en age croissants que décroissants. Pour cela, nous faisons le

changement de variables
pi(T —t,A—a)=pit,a),i=1,2
pour obtenir le systéme suivant avec T =T —tet c = A —a

B4 B~ —d(A - fi(r.0)

+h1(T - T, A— O—)ﬁl(7_7 A) + hZ(T -7, A— U)ﬁ?(’]—a A)
Pt = oA -a)p(r.0)

+l1(T - T A— 0-)]/9\2(7-7 A) + ZZ(T - T A— 0-)]/7\1(7_7 A) - Qy(T - T A— U)
1/9\1(0)0-) = ]/)\2(070-> =0

]/9\1(7', O) = ]/9\2(7', O) =0.
(8.98)

En posant ¢ = 7 + ¢, la fonction H.(7) = p1(7, T + ¢) satisfait
LH(r) +d(A—7 = c)H(1) = Y7 hi(T — 7, A= 7 = )pi(7, A)

i [Pt ()] = P AT S (T — 7, A= 7 = (7, )]

dr i=1
el WA= g () H (7) = [T el WA 2 (T 6, A — 0 — )pi(6, A)] d6

H.(r) = ¢ Jro A== gy (1) 4 JT e JidAmnmdu [S72 h(T — 0, A — 0 — c)pi(6, A)] db.
(8.99)

Comme la condition A —6 — ¢ < A entraine § > (T —t) — (A — a), nous définissons
70 =max{0,(T —t) — (A—a)}

pour obtenir

p1(0,(A—a) = (T —1)) =0, ifrg=0
Helro) = (8.100)
(T —t)—(A—a),0)=0, ifr=(T—1t)—(A—a).
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L’intégration de I’équation en p, par la méme méthode produit 'expression de

(P1,p2)

ﬁl (Ta U) =

ﬁQ (7—7 0) =

[ e Jg dAnmetndi py (T — 9, A= 0 — o + 7)p1(0, A)db

+ [T e Jo dAmnot i ) (T — 6, A — 0 — o + 7)pa(6, A)db

[T e JoalAmnmotndn (T — 9, A — 0 — o + 7)pa(6, A)db (8.101)
+ [T e Jo atAmnmotndi ) (T — 9, A — 6 — o + 7)1 (6, A)db

—2 [T e Jg 9Amnmot )i (T — 9, A — 0 — o + 7)db.

En remplagant 7 et o par (T —t) et (A — a), respectivement, nous obtenons 1’ex-

pression de (py, pa)

P1 (tv CL) =

pa(t,a) =

fTIO"ft o feT_t d(T—p+a—t)du hl (T _ Q7 T —0 +a— t)pl (T — 6, O)d‘g
+ fsit e ng_t d(T—'u,—ﬁ-a—t)dl,L h2(T _ 97 T — 9 + a — t)p2(T — 97 O)de
fff_t o= I o(T—pta—t)dup, (T —0, T —0+a—t)ps(T —6,0)dd

n fi—t - fGT*tg(T_lH_a—t)dulQ(T —0,T —0+a—t)p,(T —6,0)dd

_9 fs—t o ngftg(T_/H_a—t)d,uy(T _ 6‘) T—0+a— t)d9
(8.102)

8.5.3 Propriétés des variables adjointes

Premiére caractéristique : Pour ¢ = A, nous avons 7y = max {0, (' —t) — A}

pi(r, A) = [T e Jo A [py (T — 0, —0 + 7)p1 (6, A) + ho(T — 0, —0 + 7)p2(0, A)] db

Pa(r, A) = [T e Jo 9 [ (T — 0, -0 + 7)p2(6, A) + o(T — 0, —0 + 7)p1 (6, A)] d6
-2 f; e~ Jo 9=ty (T 9 0 + 7)db.

Puisque

(8.103)

|h1‘oo < |(I>|oo + ‘(I)/|oo‘k1|ooX(0)€|q)|°°T = Al(T)

Mol < [ [slkalocY (0)eVI=T := Ay(T)
(8.104)

1o < |\Il|oo + a|\11/|00|k2|ooy(0)6‘\1]|00T = Byi(T)

|l2|00 < |(I)/|Oo‘k1|ooX(0)€|¢’|ooT = BQ(T)
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nous obtenons

Pr(r, A)| < [ [AUT)P1(0, A)| + Ao (T)[pa(0, A)|] df.
[Pa(r, A)| < [ [BuUT)P2(6, A)| + Ba(T)p1(0, A)| + 2y(T — 0, =0 + 7)] db.

(8.105)
Nous définissons
(7, A)| = [p1(7, A)| + [p2(7, A)]
alors il existe une constante positive
tel que
p(r, A)| < f; B(T)|p(6, A)|do + 2 f:o y(T —0,—0 + 1)db. (8.106)
Notons par

Z(r) = / P06, A) o

L’équation (8.106) implique que

Z'(r) = B(T)Z(7) < f(7)

ou

F(r) =2 / y(T — 0, —6 + 7)db.

70

L’intégration sur (7p, 7) donne
Z(T) §/ eBOT=9) f(5)ds.
70

En conséquence

p(r. A < B(T) [ PO f(s)ds + f(7)

< B(T)ePM7 [T f(s)ds + f(7) (8.107)

< 2B(T)eBO) f; (fT‘Z y(T —6,—0 + s)dQ) ds+ f(7).
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L’expression de y(t,a) pour a < t entraine

B, A)| < 2B(T)ePO" [ ([2 y(T ~ 5,0)d8) ds + f(7)

B(T)

< 2B(T)ePM7 [7 (s — 70)y(T — 5,0)ds + f(7)

<2B(T)ePD7 [* sy(T — 5,0)ds + f(7) (8.108)
2B(T)eP N7 [7 s [| W] [ y(T — 5,a)da) ds + f(7)

B(T)eP D7 |W]oo|pa|re1=T72 + f(7)

IN

ou
(1) <27 = m)y(T — 7,0) < 27| 0| | parePl=T. (8.109)

Les équations (8.108)-(8.109) donnent I'estimation suivante
p1(£,0)] + [po(t, 0)] < ([¥]ucligase¥=T) (B(T)EOIT? 1 9T) = ey(T). (8.110)
Deuxieéme caractéristique : En utilisant les notations suivantes

pi(r, A) = [T e Jo Aot [ pu(6, A) + hy Py (0, A)] d6
(8.111)
Pa(r, A) = [T e Ja antnde 1 Gu(g. A) + 13 50, A) — 2] do

pour hY = h(T — 60, —0 + 1), I =1(T — 0,—0 + 7) and y* = y*(T — 0,—0 + 1),
nous obtenons les estimations
B A) =Py (r Al < [7 IR B = B0, A)| + Rt — hi| [B7(0, A)l] dE
+ [0 URsH(Bs — P3)(0, A)] + by — B [P3(0, A)|] 6
i A) = P (r Al < 7 [A(T) 1(BY = B0, A)| + [k — hy] [Py (6, A)[] do
+ [ [Aa(T) [(B5 — P3)(0, A)| + [ — hi] [5(0, A)l] do.

5 A) = ps(r. A)l < [T B = P3)(©0, A)| + 1§ — 1711550, A)]
+ [ WS 1EY = PO, Al + (15 = 1] [P0, A)| + 2|y — y°[] db
P3(r. A) = p3(m. A < [ [Bi(T) (B3 — 55)(0, A)| + 11§ — 131 [P5 (6, A)]

+ [ [Bo(T) |(BY — B1)(0, A)| + |15 — ] P10, A)| + 2|y — y*[] dO
(8.112)
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En conséquence, il existe une constante positive B(T') tel que p = (py, po) satisfait

p(r, A) = p'(r, Al < [7 B(T)|p(0, A) — (0, A)|dO +2 [ |y — 3°|d0
+ [ (1 = 1]+ [hg — h3]) [P3(0, A)|do

+ [T (11y = 5]+ |y — 1Y) D30, A)|d6
(8.113)

D’apres 1'équation (8.110), nous avons

pU(r, A) = p*(r. A < [ Blp*(6,A) — p°(0, A)|do + 2 [ |y* — y°|do

+eg [ (10— 8]+ [hg — hs| + (15 — 1] + |kt — Ri|] 4O
(8.114)

donc la proposition 8.5 donne

ol =y N T = 60,0 +7)|d0 = [ [(y" —y")(T =7 +5,5)|ds

T—T0

o (ci(T—7+s)+cy)ds

< |u— |

< (T) |u — v]oo- ( |
8.115

Notons par
Z(T) = |]/5‘u(7_, A) _ﬁv(Ta A)|

La proposition 8.8 et l'estimation (8.114) impliquent l'existence d’une constante

positive ¢(T') tel que
Z(r) < [T B(T)Z(0)d0 + ¢(T) |u — v]. (8.116)
L’inégalité de Gronwall entraine
P (1, A) — p°(1, A)| < o(T) (B(T) 7P + 1) [u — v] (8.117)
donc il existe une constante positive c4(7") tel que

[pY(£,0) = pi (2, 0)] + [p5 (¢, 0) — p5(t, 0)] < ca(T)|u — vleo- (8.118)
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Troisiéme caractéristique : Nous présentons les variables p = (py, p2) relative a

u et v sous la forme suivante

py(r,0) = f; D(8,7,0) [h}Y DY(0,A) + hy py(6, A)] do
pi(r,0) = f:o D0, T,0) [hY py(6, A) + hi py(6, A)] do (8.119)
py(r,0) = [ G(0,7,0) [If P3(0, A) + 15 P} (0, A) — 2y"] df
py(r,0) = fTZ G0, 7,0) [I§ps(0,A) +15py(0, A) — 2y*] db
ol
D(6,7.0) = =I5 dt-n-ory
GO,1,0) =€ Jo 9(A—p—otm)du
e =h'T—-0,A—0—0+71),i=1,2 w=u,v (8.120)

W=0rT—-0A-0—0c+71),i=12 w=u,v
y =y (T —0,A—0—0+71), w=u,v.

Nous avons les estimations suivantes

Bi(m.0) =Py (r. o)l < [ (kY] [(BY — B0, A)| + |Ri — B3| [B7(0, A)l] dE
+sz [As] (5 — 3) (6, A)| + |y — hs| [p5(6, A)[] df

o [AUT) 1(BY = B0, A)| + |k = y] [Py (6, A)[] dO

+f70 2(T) (05 = p3)(0, A)| + |hs — hs| [p5(6, A)[] db

(o)l < [ (TIPS — 55)(0, A)| + 11§ — 13 [P3 (6, A)l] do
+ [0 NS TBY — PO, A) + 115 — B3] [Py (6, A)[]dO +2 [ y* — v

5

Py (7.0) —

< [o [Bu(T) (0% — P5)(0, A)| + |Iif — I3[ [p5(0, A)[] df

+ [ [Ba(T) 1(BY — PY)(0, A)| + 115 — B3] [ (0, )|} b +2 [ [y — o

(8.121)

Ainsi, il existe une constante positive B(T) tel que p = (p1, p2) satisfait
p(r,0) = p*(r,0)| < [7 B(T) [(p* — p°)(0, A)|dO +2 [ [y — y*|df
+ [ (I8 = 1]+ [ — hg]) [5(0, A)ldo (8.122)
+ [0 (115 = 1] + |kt = h3)) [p1 (0, A)|d6.



Chapitre 8. Controle de la compétition interspécifique entre les cellules 134

En combinant 'estimation (8.110) et la proposition 8.8, nous obtenons

p*(r,0) = p°(r,0)] < [2 B(T)|(p* — p*)(0, A)|d0 +2 [ |y* —y"|do
s (T) 3 (1 = 151+ [hg — hs| + |1 = 15| + [k — hi[] do
< [ B 1P =00, A)do +2 [ [y* = y*|d6 + cs(T)e(T)u = vlo
(8.123)
ou ¢(T) = max{H;(T), L;(T), i = 1,2}. De plus, la proposition 8.5 donne
SOl =y )T =0, A= 0—0+7)d0 = [}-77 |y =y )(T — A+ o =7+ p,p)ldp
< ol u— vl [T — A+ 0 — 7+ p) + cal dp

< c5(T)|u — v]oo-
(8.124)

En conséquence, pour une constante positive ¢(7") nous avons

p(1,0) —p"(1,0)| < /T B(T) |(p* —p")(0,A)|d0 + c(T)|u — v|oo- (8.125)

70

En appliquant I'inégalité de Gronwall, il existe une constante positive ¢(7T") tel que

(P = p0)(t a)| + (P — p3)(t, a)] < e(T)u = v]e. (8.126)

8.6 Le probleme auxiliaire

Le probleme auxiliaire (8.24) admet une solution unique (21, 29) dans C([0, T; L*(0, A)).
Ce probléme est obtenu par différentiation du systeme (8.11). En effet, en passant

a la limite lorsque A — 0% dans le systeme (8.127)

2 xu—l—)\v — U N g xu—s—)\v — U _ _d(a) xu—l—)\v — U
ot A Jda A B A

8.127
2 qur)\v _ yu N 2 qur/\v _ yu - ( ) qur/\v _ yu ( )
ot A\ da N\ A \
nous obtenons 9 9
S+ 5 = —d(a) a1(ta)
“ (8.128)
822 822

5 + Ba —g(a) z(t, a).
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Les conditions au bord du systeme (8.11) donnent

J?qu)‘v(t, 0) — fA P ( ’LH-)\U(t a)) qur/\v(t’ a)da

0
A
x"(t,0) = [ @ (fi(t,a)) z"(t, a)da
‘ (8.129)
Yyt 0) = (1 — (u+ \v)( fo ( utdv (t a)) Yyt (¢, a)da
yu(t,O) 1 - U fO f2 t CL y (t7a>da'
En passant a la limite A — 0" dans les équations suivantes
(e, 0) a“(t,0) _ f() ( {H—Av ’a» <$u+kv(t,a>\)—:c“(t,a)> da
(8.130)

u+Av a a
+fA(I> f1 (t, /2 (fl (, )) u(t,a)da

yu+/\v(t70)\)_y“(t,0) (1 o U+)\’U fO ( u+Av t (l)) (qu”\“(t,a;\)—y"(t,a)) du

U+ Av a))— U(ta
+(1 — (u+ Av)(t)) OA L€ A ),2 G ))?J“(t,a)da

—o(t) [0 (f3(t,a)) y"(t,a)da

(8.131)

nous obtenons

fo (fi(t,a)) z1(t,a)da

u+Av u (8132)
£ A (it a) [hme HE R0 (1, a)da

25(t,0) = (1 —u(t fo (fa(t,a)) z2(t,a)da
u+)\'u a Ut a
F( = u(t) f; W (f2 (2 0)) [limy e D] iy, 0)da

fo (fa(t,a))y“(t,a)da

(8.133)
ol
U+ Av u u v u U v u
limy o+ i (t’aA)ifl G = Yimy o+ foA ki(a,a’) <x e 3 e ) (t,a')da’
= fOA kl(a7 a’/) (Zl + 22)(t7 a/)da,
N (8.134)
u v a)—fu(t.a . U )\'u_xu ay )\'u_a u
limy_,o+ 22 ta)-fite) _ lim o+ A ko(a,a’ - oy —ay t,a")da
A 0 A

= foA ko(a,a’)(z1 + aze)(t,a’)dd’.
(8.135)
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En conséquence

fo (fi(t,a)) z1(t,a)da

(8.136)
—l—fo O (fi(t,a) [fo ki(a,a")(z + z2)(t, a)da] z"(t,a)da

25(t,0) = (1 —u(t fo (fa(t,a)) zo(t, a)da
F = u(®) [ (3 @) | fi k(e @) (21 + az) (4 @)da | y(t, a)da

fo (f3(t,a)) y“(t, a)da.
(8.137)
Finalement, les conditions initiales du systeme (8.11) impliquent que z1(0,a) =

29(0,a) = 0.



Chapitre 9

Simulations numeériques

Dans cette section, nous illustrons la dynamique des CSH normales et cancéreuses
avec compétitions intraspécifique et interspécifique. Le controle optimal qui réduit
la fonction cofit est obtenu numériquement. La méthode est liée au calcul en temps
croissant des variables d’état avec un controle initial u(t),t € [0, 77 ; ensuite un calcul
en temps décroissant des variables adjointes, et une estimation du nouveau controle
a travers les conditions d’optimalité. Ce processus est fait itérativement jusqu’a
I’obtention de la convergence. Quelques détails sur cette méthode sont donnés dans

les références [42, 70].

9.1 Modele de compétition intraspécifique

Nous représentons 1’évolution des CSH normales et cancéreuses agées de 30 jours,
ou la thérapie dure deux ans approximativement. Nous supposons que les CSH
normales et cancéreuses disparaissent avec des taux d(a) = 0.25 et g(a) = 0.005,
respectivement. Pour tout age a € (0, A), les données initiales sont z(0,a) = 4 x 103
et y(0,a) = 10% De plus, nous fixons a = 0.01, n = 1 et § = 1.62 x 108 cellsg~!. La
figure 9.3 illustre la dynamique des CSH normales et cancéreuses lorsque les taux
de division décroissent avec ’age des cellules. Le traitement doit étre administré
avec une dose maximale au début de la thérapie. Ensuite, la dose optimale est
continue par morceaux a travers le temps. La densité des CSH normales agées
de moins de 5 jours augmente au début, puis se stabilise vers 6 x 10° cellules.
Les CSH cancéreuses sont éliminées avec le temps. Dans la figure 9.4, les CSH

agées et cancéreuses ont une plus grande capacité de division. La dose optimale

137
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Optimal control

0 100 200 300 400 500 €00 700
Time
Normal stem cells Leukemic stem cells
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Se+6 80
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FIGURE 9.1: Evolution des CSH normales et cancéreuses quand ¢(a) = e~ ® et

P(a) = 2e .
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1.0e+6
8.0e+5
6.0e+5
4.0e+5
2.0e+5

700

FIGURE 9.2: Evolution des CSH normales et cancéreuses quand ¢(a) = e~ et
Yla) =1/(A—a+1).
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augmente progressivement pour atteindre sa valeur maximale, puis décroit suivant
le temps. La densité des CSH normales agées de moins de 10 jours augmente durant
quatre mois, approximativement ; ensuite décroit. Cependant, les CSH cancéreuses

persistent durant la période de thérapie.

9.2 Modele de compétition interspécifique

Nous représentons ’évolution des CSH normales et cancéreuses dont I’age maximal
est supposé étre égal a 150 jours, ou la thérapie dure 100 jours. Nous supposons
que les CSH disparaissent avec des taux différents. Pour tout age a € (0,150), les
données initiales sont z(0,a) = 10* et y(0,a) = 120. De plus, nous fixons a = 0.01
et = 1.62 x 10%. Les controles optimaux et la dynamique cellulaire sont illustrés
suivant quelques suggestions sur les fonctions d’interaction k;(a,a’),i = 1,2.

Dans le scénario 2, les constantes oy et ap sont égales a 0.5, alors les CSH cancéreuses

se divisent avec un taux constant, égal a 0.5.
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Normal HSC Normal HSC

150 150

100

Time

0 o Age 0 o Age
(a) ki(a,a’) = e=(e=a)? i = 1.2 d(a) = () ki(a,a’) =1, i = 1,2, d(a) = 0.125 and
0.125 and g(a) = 0.0025 g(a) = 0.0025
Normal HSC

150
Time 0 Age

(c) ki(a,a’) = e(@=a)? i =12 d(a) = 0.125
and g(a) = 0.0025

FiGURE 9.3: La dynamique des des CSH normales ne change pas dans les
scénarios 1 et 2. Cependant, la dynamique dépend du mécanisme d’interaction.
Lorsque les fonctions d’interaction sont maximales pour a = a’, le nombre des
CSH normales et primitives approche 3 x 109 cellules (figure 9.3(a)). Pour des
fonctions d’interaction constantes, le nombre des CSH normales et primitives se
stabilise vers 1.6 x 108 cellules (figure 9.3(b)). Dans la figure 9.3(c), le nombre des
CSH normales et primitives converge vers 5 x 108 cellules dans 2 mois de thérapie.
Ensuite, il s’approche de 105 cellules avec le temps, si les fonctions d’interaction
sont minimales pour a = @’ (figure 9.3(c)).
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Optimal control Cancer HSC
1.007
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O.QO:h
0.85:
0.80:
0.755
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0.50
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FIGURE 9.4: Scénario 1. La dynamique du controle optimal et des CSH
cancéreuses ne change pas avec la variation des fonctions d’interaction, ou
d(a) = 0.125 et g(a) = 0.0025. Le controle optimal est maintenu proche de la
valeur maximale durant la période de la thérapie. Nous observons un léger re-
bond précédant le déclin du dosage du traitement en fin de la thérapie. Les CSH
cancéreuses agées de moins de 20 jours croissent continuellement. Le rebond léger
du dosage optimal supprime les CSH primitives et cancéreuses. Néanmoins, le
déclin du dosage optimal en fin de la thérapie cause la croissance des CSH primi-
tives et cancéreuses.
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FIGURE 9.5: Scénario 2. La dynamique du controle optimal et des CSH

cancéreuses lorsque ki(a,a’) = e~ (@79 i = 1,2, d(a) = 0.125 et g(a) = 0.0025.

Le traitement doit étre administré avec un dosage maximal durant 1 mois. En-

suite, le controle optimal montre des oscillations et atteint la moitié du dosage

maximal. Les CSH primitives et cancéreuses croissent continuellement durant la
période de la thérapie.
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FIGURE 9.6: Scénario 2. La dynamique du controle optimal et des CSH
cancéreuses lorsque k;(a,a’) = 1,4 = 1,2, d(a) = 0.125 et g(a) = 0.0025. Le
dosage optimal est maximal durant 10 jours. Ensuite, ce dosage montre des os-
cillations durant la période de la thérapie. Les CSH primitives et cancéreuses
révelent des oscillations avec le temps et atteignent 13 x 102 cellules.
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FIGURE 9.7: Scénario 2. La dynamique du contréle optimal et des CSH
cancéreuses lorsque ki(a,a’) = @) i = 1,2, d(a) = 0.125 et g(a) = 0.0025.
Le traitement doit étre administré avec un dosage maximal durant 40 jours. En-
suite, il est maintenu vers la moitié du dosage maximal. Les CSH primitives et
cancéreuses sont réduite au début de la thérapie. Par la suite, la diminution du
controle optimal entraine la croissance des CSH primitives et cancéreuses.
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FIGURE 9.8: La dynamique des CSH normales ne change pas dans les scénarios
1 et 2. Cependant, la dynamique est liée au mécanisme d’interaction. Lorsque les
fonctions d’interaction sont maximales pour a = a’, le nombre des CSH primi-
tives et normales converge vers 100 cellules (figure 9.8(a)). Pour des fonctions
d’interaction constantes, le nombre des CSH primitives et normales se stabilise
vers 1.6 x 10% cellules (figure 9.8(b)). Dans la figure 9.8(c), le nombre des CSH
primitives et normales dépasse 7 x 10* cellules avec le temps, si les fonctions
d’interaction sont minimales pour a = a'.
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FIGURE 9.9: Scénario. La dynamique du controle optimal et des CSH cancéreuses
ne change pas avec la variation des fonctions d’interaction, ou d(a) = g(a) = e™“.
Le controle optimal est maintenu proche de la valeur maximale. Nous remarquons
un léger rebond avant le déclin du dosage en fin de la période de la thérapie. Les
CSH cancéreuses agées de moins de 20 jours croissent continuoellement. Le re-
bond du dosage optimal supprime les CSH primitives et cancéreuses. Cependant,
le déclin du dosage optimal en fin de la période cause la croissance des CSH
primitives et cancéreuses.
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FIGURE 9.10: Scénario 2. La dynamique du controle optimal et des CSH
cancéreuses lorsque ki(a,a’) = e~(@@)% i = 1,2, d(a) = g(a) = e . Le trai-
tement doit étre administré avec un dosage maximal durant 10 jours. Ensuite, le
controle optimal montre des oscillations et atteint la moitié du dosage maximal.
Les CSH primitives et cancéreuses révelent des oscillations a travers le temps.
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FIGURE 9.11: Second scenario. La dynamique du contrdle optimal et des CSH

cancéreuses lorsque ki(a,a’) = 1,i = 1,2, d(a) = g(a) = e~ . Le traitement doit

étre administré avec une dose maximale durant 50 jours, approximativement. En-

suite, le controle optimal décroit progressivement et atteint la moitié du dosage

maximal. In consequence, daughter cancer HSC are eliminated only at the begin-

ning of therapy. Les CSH cancéreuses plus agées résistent durant la période de
thérapie.
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FIGURE 9.12: Scénario. La dynamique du controle optimal et des CSH

cancéreuses lorsque ki(a,a’) = e(@=9)* i = 1,2, d(a) = g(a) = e . Le trai-

tement doit étre administré avec un dosage maximal durant 40 jours. Ensuite,

le controle optimal montre des oscillations et converge vers la moitié du dosage

maximal. Les CSH primitives et cancéreuses montrent des oscillations ; tandis que
les CSH cancéreuses plus agées résistent durant la période de thérapie.



Chapitre 10

Conclusion et perspectives

Nous avons développé un modele mathématique décrivant la dynamique des cel-
lules souches hématopoiétiques normales et cancéreuses, structurées en age. La
compétition interspécifique entre les cellules est représentée dans 'homéostasie. A
travers les simulations numériques, nous avons déterminé suivant le choix des taux
de division, le controle optimal qui minimise la densité des CSH cancéreuses et
les effets néfastes de la thérapie. En résolvant le systeme d’optimalité, nous avons
montré que le taux de division des CSH cancéreuses joue un role important dans
la dynamique des CSH normales et cancéreuses; aussi bien qu’il possede une in-
fluence sur la dose optimale. La thérapie est efficace si le taux de division des CSH
cancéreuses décroit avec 1’age des cellules. Cependant, les CSH cancéreuses résistent
lorsque les CSH agées possedent une plus grande capacité de division.

L’analyse du probleme de contréle optimal du modele considérant les mécanismes
d’interaction a démontré que la dynamique des CSH normales ne dépend pas de
I’homéostasie des CSH cancéreuses. Le mécanisme d’interaction joue un role impor-
tant dans la dynamique des CSH normales. En effet, les CSH primitives et normales
révelent soit une stabilisation ou un rebond durant la période de la thérapie. Dans le
scénario 1, nous avons observé que le traitement doit étre administré proche du do-
sage maximal durant presque toute la période et la dynamique des CSH cancéreuses
ne dépend pas du mécanisme d’interaction. Les CSH primitives et cancéreuses agées
de moins de 20 jours croissent continuellement. Dans le scénario 2, le dosage optimal
est soit stable ou oscillant a travers le temps, et la dynamique des CSH cancéreuses
dépend du mécanisme d’interaction. Les CSH cancéreuses agées de moins de 20 jours
montrent des oscillations. Cette étude contribue significativement dans 1’obtention

du dosage optimal lors du traitement le I’hématopoiese affectée. Notre modele peut
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étre développé en considérant les phases de prolifération et de quiescence ainsi qu’un
controle dépendant de ’age. Ce probleme se ramene a I’étude de 'existence et 1'uni-
cité du controle optimal. La représentation de la dynamique cellulaire et du controle
optimal serait alors indispensable pour faire un lien avec les résultats obtenus dans

ce travail.
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