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École Doctorale de Mathématiques et Informatique

par

Chahrazed BENOSMAN

pour obtenir le grade de

Docteur
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Résumé

Notre travail de recherche concerne la modélisation de l’hématopöıèse nor-

male et altérée. Les cellules souches hématopöıétiques (CSH) sont des cellules in-

différenciée qui se trouvent dans la moelle osseuse, et possèdent la capacité d’auto-

renouvellement et de différenciation. L’hématopöıèse montre souvent des anomalies

qui causent les maladies hématologiques. La leucémie Myélöıde Chronique (LMC)

est un cancer des globules blancs, résultant d’une transformation des chromosomes

dans les CSH. En modélisant la LMC, nous décrivons l’évolution des CSH et cellules

différenciées dans la moelle osseuse, par un système d’équations différentielles ordi-

naires (EDO). L’homéostasie dépend de quelques lignées cellulaires, et contrôle la

division des CSH. Nous analysons le comportement asymptotique global du modèle,

pour obtenir les conditions de régénération de l’hématopöıèse normale et la persis-

tance de la LMC. Nous démontrons que les cellules normales et cancéreuses ne

peuvent pas coexister longtemps.

L’imatinib est un traitement principal de la LMC, administré à des dosages va-

riant de 400 à 1000 mg par jour. Les patients répondent à la thérapie suivant les

niveaux hématologique, cytogénétique et moléculaire. La thérapie échoue quand

les patients prennent plus de temps pour réagir (réponse suboptimale), ou bien

révèlent une résistance primaire ou secondaire après une bonne réponse initiale. La

détermination du dosage optimal, nécessaire à la réduction des cellules cancéreuses

représente notre objectif. Alors, nous représentons les effets de la thérapie par des

problèmes de contrôle optimal pour minimiser le coût du traitement et le nombre des

cellules cancéreuses. La réponse suboptimale, les résistances primaire et secondaire,

et le rétablissement des patients, sont obtenus à travers l’influence de l’imatinib sur

la division et la mortalité des cellules cancéreuses.

En considérant la compétition interspécifique, nous construisons à partir du système

d’EDO un modèle structuré en âge, décrivant les effets de la thérapie sur les CSH

cancéreuses. Nous établissons les conditions d’optimalité et démontrons l’existence

et l’unicité d’un contrôle optimal. Le processus d’interaction joue un rôle important

dans la dynamique des CSH normales ; en effet, les CSH filles normales peuvent se

stabiliser ou montrer un rebond durant la thérapie. Le dosage optimal est soit stable

ou oscillant avec le temps, et les CSH filles cancéreuses peuvent crôıtre ou osciller.

Cette étude contribue significativement dans l’obtention du dosage optimal lors du

traitement de l’hématopöıèse altérée.



Control of the dynamics of Chronic Myeloid
Leukemia by Imatinib

Abstract

Modelling normal and altered hematopoiesis represents a feature of our re-

search work. Hematopoietic stem cells (HSC) are undifferentiated cells located in

bone marrow, with unique abilities of self-renewal and differentiation (production of

white cells, red blood cells and platelets). The process of hematopoiesis often exhi-

bits some abnormalities causing hematological diseases. Chronic Myeloid Leukemia

(CML) is a cancer of white blood cells, resulting from a chromosomal transforma-

tion of HSC. In modelling CML, we describe the evolution of HSC and differentiated

cells (DC) in bone marrow, by means of ordinary differential equations (ODE). Ho-

meostasis depends on some lines of hematopoietic cells, and controls partially the

division of cancer HSC. We analyze the global asymptotic behavior of the model,

providing conditions for regeneration of normal hematopoiesis and persistence of

CML. We prove that normal and cancer hematopoietic cells cannot coexist for a

long time.

Imatinib is the main treatment of CML, administered at a dosage varying from

400 to 1000 mg per day. Patients respond to therapy with various levels being he-

matologic, cytogenetic and molecular. Therapy fails if patients take a long time to

react, then suboptimal response occurs. Patients may also reveal primary or acqui-

red resistance after an initial response. Determining the optimal dosage required to

reduce cancer hematopoietic cells represents our challenge. To this aim, we approach

therapy effects as an optimal control problems to minimize the cost of therapy and

the number of cancer hematopoietic cells. Suboptimal response, primary resistance,

acquired resistance and recovery are obtained through the influence of imatinib onto

the division and mortality of cancer hematopoietic cells.

Taking into consideration interspecific competition, we derive from our ODE system

an age-structured system, describing the effects of therapy onto cancer HSC. We

establish necessary conditions of optimality and prove the existence and unique-

ness of an optimal control. We show that the interaction process play a crucial role

into the dynamics of normal HSC. Indeed, normal daughter HSC either stabilize or

show a rebound during therapy. The optimal dosage may be stable or oscillating

over time, and cancer daughter HSC either grow continuously or show oscillations.

This resolution contributes significantly in obtaining optimal dosage when treating

altered hematopoiesis.
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Pour commencer, je remercie infiniment Bedr’Eddine Aı̈nseba de m’avoir donné

la chance de travailler sur un sujet tout aussi intéressant que passionnant. Je lui
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combien j’ai été sensible à ce réconfort manifeste qu’il m’a de tout temps inspiré.
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iv





A mes parents. . .



A tous ceux qui me sont chers. . .



Table des matières

Remerciements iv

Table des matières viii
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1.5 Traitements de la leucémie myélöıde chronique . . . . . . . . . . . . 12
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7.1 Présentation du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

7.2 Convergence des approximations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

7.3 Existence d’une solution faible dans L1
loc . . . . . . . . . . . . . . . 96

7.4 Problème de contrôle optimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

8 Contrôle de la compétition interspécifique entre les cellules 104
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Première partie

Introduction générale

1



Chapitre 1

Origine et traitement de la

leucémie myélöıde chronique

1.1 Cellules souches hématopöıétiques

Les cellules souches sont présentes au stade embryonnaire et dans l’organisme adulte.

Elles se différencient pour produire des cellules matures, et sont capables de se renou-

veler indéfiniment. On retrouve par exemple les cellules souches hématopöıétiques

(CSH) régénérant les cellules du sang, les cellules souches intestinales, les cellules

souches nerveuses dans certaines régions du cerveau (hippocampe, zone subven-

triculaire). Ces cellules jouent un rôle très important dans le développement et le

maintien de l’organisme. Elles se développent dès le stade embryonnaire, où elles

sont pluripotentes. Le nombre et la virtualité des cellules souches diminuent pro-

gressivement, en conséquence, elles ne sont pas nombreuses et sont éparpillées dans

l’organisme adulte. Les moyens moléculaires qui régulent le développement des CSH

sont encore mal connus. Cependant, on peut établir des tests identifiant l’activité

des CSH : il s’agit de transplanter des cellules souches candidates et de vérifier si

elles peuvent régénérer le tissu correspondant [15]. On décrit plusieurs types de cel-

lules souches :

Les cellules souches totipotentes sont obtenues par division de l’ovule fécondée. On

les retrouvent dans les quatre premiers jours du développement de l’embryon.

Les cellules souches pluripotentes découlent de la masse cellulaire interne du blas-

tocyste (stade du développement embryonnaire variant de 5 à 7 jours), et peuvent

produire tous les tissus de l’organisme.

2
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Les cellules souches multipotentes retrouvées dans l’embryon et dans l’organisme

adulte. Elles produisent plusieurs types de cellules et préservent leur capacité d’auto-

renouvellement.

Les cellules souches unipotentes, qui en se renouvelant, produisent un seul type

cellulaire, comme celui de la peau ou du foie.

1.1.1 L’auto-renouvellement et la différenciation

Dans un tissu normal, on retrouve un équilibre entre le maintien du nombre des

cellules souches par auto-renouvellement et l’entrée en différenciation, il s’agit alors

d’une homéostasie. Dans plusieurs tissus adultes (épiderme, moelle osseuse, ...), les

cellules souches peuvent rester en quiescence plusieurs mois [39, 93]. Suite à un signal

physiologique ou un stress important, les cellules souches prolifèrent pour se renou-

veler ou se différencier. Des suggestions théoriques existent sur le renouvellement et

la différenciation des cellules souches (voir la figure 1.1). D’une part, on retrouve

la division mitotique asymétrique, pour laquelle les acides ribonucléiques messagers

(ARNm) sont répartis de façon inégale entre deux cellules filles. Cette répartition

est décisive pour le devenir de la cellule, c’est-à-dire soit le renouvellement ou bien

la différenciation. On admet parfois qu’une cellule fille reste liée à la niche pour

assurer le renouvellement, tandis que la deuxième cellule fille se différencie en cel-

lule mature du tissu. D’autre part, on retrouve la division symétrique où la cellule

souche donne deux cellules filles au même devenir, en produisant soit deux cellules

souches, ou bien deux progéniteurs.

Dans plusieurs travaux, on suggère la cohabitation de ces deux modèles [15, 63].

Le mode de division peut être choisi selon les besoins du tissu : asymétrique en cas

d’équilibre cellulaire, ou bien symétrique en cas de régénération cellulaire. La divi-

sion symétrique déséquilibrée peut entrâıner l’expansion des cellules souches, voire

la formation des tumeurs. On constate ainsi que l’environnement influence certai-

nement le choix du processus d’auto-renouvellement [15]. Les CSH se développent

en progéniteurs, qui se différencient et produisent les lignées des globules rouges,

globules blancs ou plaquettes. Les progéniteurs se développent en précurseurs dont

l’activité essentielle est la division cellulaire. Les précurseurs évoluent en cellules

matures qui intègrent la circulation du sang [27].
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Figure 1.1: La division asymétrique (A) et symétrique (B-1 et B-2)

1.1.2 Le cycle cellulaire

L’ensemble des processus moléculaires ayant lieu de la production d’une cellule fille

à sa division est appelé cycle cellulaire. La prolifération cellulaire est essentielle

au développement de l’embryon et au maintien de l’organisme adulte. Le cycle

cellulaire est contrôlé par plusieurs protéines qui agissent dans un ordre précis,

de la prolifération à la mitose, où la cellule se divise en deux cellules filles. Sous

l’influence de signaux mitogènes, les cellules en phase de repos entament la phase

de prolifération, dont deux principales phases sont l’interphase et la mitose [27, 59].

L’interphase

Durant cette étape, les chromosomes sont répliqués suivant les phases G1, S et G2.

La phase G1 : La désignation G1 provient du mot anglais gap. Durant cette phase,

les cellules passent par le point de restriction. C’est un point de non-retour à partir

duquel la cellule est irréversiblement engagée dans la division, qui ne dépend plus

des facteurs mitogènes.
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Figure 1.2: Les principales phases du cycle cellulaire

La phase S : au cours de cette phase, la duplication de l’ADN se réalise et chaque

chromosome est copié.

La phase G2 : elle représente une phase de vérification, voire de réparation de l’ADN

dupliqué dans la phase S. Si des dégradations importantes sont détectées, la cellule

subit la mort par apoptose.

La mitose

Durant cette phase, les chromosomes dédoublés se répartissent dans les deux cel-

lules filles. En premier lieu, les chromosomes se condensent. Ensuite, l’enveloppe

nucléaire de la cellule se décompose. Les chromosomes s’alignent et se séparent.

Alors le noyau et le cytoplasme se séparent. Cela se produit en cinq étapes : la

prophase, la prométaphase, la métaphase, l’anaphase et la télophase.

La phase de quiescence ou de repos, notée par G0, succède la mitose. Néanmoins,

certaines cellules filles rentrent en phase G1 avant de retourner en phase G0.

Par ailleurs, sous l’effet de signaux antimitogènes, ou en conséquence de la dispari-

tion des agents mitogènes, la cellule cesse la prolifération et retourne en phase de

quiescence. La durée de cette phase de repos, où l’activité de la cellule se décline,
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varie de quelques jours à quelques années. C’est une étape importante pour com-

prendre la dynamique des CSH, puisque près de 90% de cette population cellulaire

est quiescente.

1.1.3 La notion de niche

Suite à une greffe des CSH dans des receveurs irradiés, Schofield [79] proposa en

1978 l’existence d’une structure accueillant les cellules souches, qui s’engagent soit

vers l’auto-renouvellement ou bien vers la différenciation. L’injection d’une cellule

souche dans un tissu endommagé peut entrâıner le déplacement de cette cellule vers

un autre organe, puis l’intégration du tissu endommagé afin de le rendre fonction-

nel. On suggère que les cellules souches reconnaissent et remettent en bon état le

tissu lésé [15, 18, 68, 79]. Cette notion de niche a été proposée selon des études

sur les CSH ; cependant, la première niche de cellules souches a été décrite dans les

gonades de Drosophila [90, 91]. En effet, des études sur les glandes génitales de Dro-

sophila ont montré que l’objectif de la niche est la protection des cellules souches

des signaux extérieurs, induisant la différenciation, la prolifération et l’apoptose.

La transmission des signaux, de quiescence ou de prolifération, entre la niche et

la cellule souche se fait par des interactions ligand 1/récepteur [15]. En greffant

des CSH dans la circulation sanguine, la première étape qui se présente est la mi-

gration. C’est l’adhésion des CSH soit dans la diaphyse du fémur, ou bien dans

l’épiphyse fémorale ou du genou (voir la figure 1.3). Ces épiphyses sont des zones

d’os spongieux formées de trabécules. La moelle osseuse se trouve dans les espaces

macroscopiques entre les trabécules 2. La niche sinusöıdale 3 fait un premier ap-

pel par sécrétion de facteurs chémotractants (comme CXCL12) afin d’accueillir les

CSH. Cette étape est nommée homing ou nichage. Ensuite, les CSH expriment

leur récepteur CXCR4. Les cellules CAR, se localisant au voisinage des cellules en-

dothéliales sinusöıdales ou endostéales, représentent un élément crucial de la niche

des CSH car elles expriment fortement CXCL12 [15, 82]. On admet que les CSH

recrutées peuvent rester dans la niche sinusöıdale pour proliférer et se différencier,

ou bien intégrer la niche endostéale 4. Cette étape s’appelle le logement, qui se pro-

duit suite à la sécrétion de facteurs chémotractants (comme le Stem Cell Factor).

1. Molécule caractérisée par sa nature de s’associer à une autre.
2. Endroits riches en vaisseaux sanguins et préférentiels pour le nichage des CSH.
3. Niche suspectée d’accueillir les CSH proliférantes.
4. Partie osseuse supposée héberger les CSH quiescentes. Elle est formée de cellules ostéoblastes,

qui sécrètent des facteurs de croissance pour les CSH.
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Figure 1.3: La migration des CSH du sang vers la moelle osseuse

Les fonctions des niches sinusöıdales et endostéales dans l’équilibre quiescence/pro-

lifération et auto-renouvellement/différenciation sont très controversées.

1.2 Hématopöıèse

L’hématopöıèse est un mot d’origine grecque, se composant de deux termes : hémato

pour ”sang” et pöıèse pour ”création”. Ce processus physiologique permet la pro-

duction des cellules sanguines, à savoir les globules rouges, les globules blancs et

les plaquettes. Quelques détails sur ces cellules sanguines sont donnés dans la sec-

tion 1.3. L’hématopöıèse de l’embryon et du foetus ait lieu dans plusieurs organes.

On retrouve le sac vitelin comme premier tissu hématopöıétique. Un signe remar-

quable de l’hématopöıèse est la formation d’ilôts sanguins, qui fusionnent en un

réseau vasculaire lié aux vaisseaux sanguins intra-embryonnaire. Alors, une circula-

tion sanguine est fondée. Ensuite, on retrouve l’hématopöıèse dans la région AGM
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(Aorte 5, Gonades 6, Mésonéphros 7).

Le développement des premières CSH se réalise dans la région AGM, où les précurseurs

peuvent se développer in vitro en cellules sanguines [15, 30, 77].

Par la suite, l’hématopöıèse est active dans le foie, la rate et gagne la moelle os-

seuse, où la production des cellules hématopöıétiques ait lieu durant toute la vie de

l’individu. Cependant, en cas de stress, l’hématopöıèse peut se manifester dans la

rate [15]. Par différenciation, la cellule souche hématopöıétique se dirige vers l’une

des lignées lymphöıde ou myélöıde (voir la figure 1.4), pour se développer en cellules

sanguines.

1.3 Cellules sanguines

1.3.1 Les globules rouges

Appelés aussi hématies ou érythrocytes, ce sont des cellules dont le cytoplasme est

riche en hémoglobine. Elles assurent la circulation de l’oxygène et l’évacuation du

dioxyde de carbone dans l’organisme. L’érythropöıèse est le processus de formation

des érythrocytes dans la moelle osseuse.

1.3.2 Les globules blancs

Nommés par leucocytes, ce sont des cellules du système immunitaire. Elles sont

présentes dans le sang, la lymphe, les organes lymphöıdes (ganglions, rate, amygdale,

végétations adénöıdes et plaques de Peyer), ainsi que dans plusieurs tissus conjonc-

tifs de l’organisme. En cas d’infection ou de réaction inflammatoire, le nombre de leu-

cocytes augmente. Il s’agit alors d’hyperleucocytose. Dans certains cas de leucémie,

les globules blancs se multiplient excessivement et provoquent un syndrome de leu-

costase. On retrouve trois principales classes de leucocytes :

1. Les granulocytes : ou bien polynuclaires, ils sont répartis en trois catégories

selon leurs rôles dans la défense de l’organisme. On distingue les neutrophiles,

les basophiles et les éosinophiles.

5. Artère formée à la base du ventricule gauche du coeur.
6. Glandes génitales qui produisent les gamètes et sécrètent des hormones de reproduction.
7. Rein embryonnaire.
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Figure 1.4: Hématopöıèse : la formation des différentes lignées cellulaires

2. Les lymphocytes : ce sont des cellules qui réagissent suite à la présence des

bactéries ou des cellules cancéreuses. On retrouve les lymphocytes T, lympho-

cytes B et NK (Natural Killers).

3. Les monocytes : ils possèdent une capacité de destruction et de digestion

des corps étrangers (virus, parasites et bactéries), et se multiplient en cas

d’infection chronique.

1.3.3 Les plaquettes

Appelées thrombocytes, ce sont des éléments obtenus par division du cytoplasme du

mégacaryocyte, une cellule de la moelle osseuse. Les thrombocytes sont des petits

fragments dépourvus de noyau. Elles ont un rôle important dans l’hémostase. En

s’associant à la fibrine, elles forment un caillot qui adhère aux cellules endothéliales

des vaisseaux sanguins pour les réparer.
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1.4 Leucémie myélöıde chronique

1.4.1 Les leucémies

Les leucémies sont des cancers dûs à une prolifération maligne des cellules sanguines

ou de leurs précurseurs dans la moelle osseuse. On les distingue des lymphomes, qui

représentent des tumeurs se développant dans les aires lymphöıdes. En l’absence

d’un traitement efficace, les cellules leucémiques gagnent la place des cellules nor-

males et se propagent dans d’autres organes, ce qui entrâıne le décès du patient.

Du point de vue clinique, les leucémies se présentent en deux formes : chronique

et aiguë. Par ailleurs, l’origine des cellules leucémiques, qui peut être lymphöıde ou

myélöıde, joue un rôle important dans la caractérisation des leucémies [51].

Les leucémies chroniques

Les personnes âgées sont plus exposées à ces hémopathie, où les cellules leucémiques

sont relativement matures et passent dans le sang.

Les leucémies aiguës

La prolifération intense des cellules immatures du sang caractérise ce type de leucémies,

où un grand nombre d’enfants et de jeunes adultes y sont sujets.

1.4.2 Définition de la leucémie myélöıde chronique

Un accroissement important du nombre de globules blancs dans le sang du pa-

tient est un symptôme révélant la transformation d’une cellule souche pluripo-

tente. Il s’agit d’un syndrome myéloprolifératif, connu par la leucémie myélöıde

chronique (LMC), ou bien leucémie myélogène. Cette maladie est causée par une

altération chromosomique puisque les chromosomes 9 et 22 présentent une translo-

cation réciproque, formant ainsi le chromosome Philadelphie noté par Ph (voir la

figure 1.5). L’exposition chronique au benzène ou aux radiations ionisantes est la

cause de 5% des cas de cette maladie, dont l’incidence annuelle en France varie de

600 à 1000 cas, et augmente avec l’âge des individus [51]. La LMC évolue en trois
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Figure 1.5: Formation du chromosome Philadelphie

phases : la première est chronique, la deuxième est une phase d’accélération et la

troisième est une phase blastique, où la maladie se transforme en leucémie aiguë.

1.4.2.1 Phase chronique

Durant cette phase, la moitié des patients ne présentent que peu de symptômes. Le

nombre des basophiles et des plaquettes augmente, et on retrouve moins de 10% de

blastes dans le sang. La durée moyenne de cette phase est de 5 ans.

1.4.2.2 Phase d’accélération

C’est une phase intermédiaire entre la phase chronique et la phase blastique. On

retrouve de 15 à 20% de blastes dans le sang. Cette phase dure en moyenne de 6 à

9 mois.

1.4.2.3 Phase blastique

Les signes cliniques durant cette phase ressemblent à ceux d’une leucémie aiguë :

fièvre, amaigrissement, douleurs osseuses, anémie, thrombopénie et hyperleucocy-

tose. On retrouve plus de 30% de blastes dans le sang et la moelle osseuse. Les
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mécanismes moléculaires induisant l’acutisation ne sont pas bien définis. L’augmen-

tation d’activité oncogénique 8 et l’instabilité génétique sont mises en cause.

La gravité de la maladie peut être déterminée selon le score de Sokal. C’est un

indice faisant impliquer quatre facteurs : l’âge du patient, la taille de la rate, le

pourcentage de blastes dans le sang et la numération des plaquettes. Par exemple,

si cet indice est inférieur à 0.8, la survie est estimée à 5 ans. Les chances de survie

chutent dans le cas contraire [51].

1.4.3 Mécanisme moléculaire

La translocation réciproque entre les bras longs des chromosomes 9 et 22 produit le

chromosome Philadelphie. En premier lieu, la région Abl (Abelson) située sur le bras

long du chromosome 9 se détache. Sa partie télomérique prend la place de la partie

télomérique du bras long du chromosome 22, dans la région Bcr (Breakpoint Cluster

Region). Il en résulte la formation d’un chromosome 22 très court, contenant le gène

chimérique Bcr-Abl. La synthèse d’ARN messagers hybrides 9 dits chimériques est

conservée. L’ARN chimérique est exprimé en une protéine de fusion Bcr-Abl, qui

possède un rôle oncogénique, avec une activité tyrosine kinase importante. Plus de

détails sont donnés dans [51].

1.5 Traitements de la leucémie myélöıde chronique

Dans cette section, nous indiquons les différents traitements de la LMC, ainsi que

les niveaux des réponses obtenues. Plus de détails sont donnés dans [51].

1.5.1 Chimiothérapie palliative

L’hydroxyurée (Hydréa) est le traitement le moins néfaste, qui aboutit à une rémission

hématologique dans environ 70% des cas. Cependant, la rémission cytogénétique est

très rare (voir la section 1.5.4 pour des explications sur les niveaux de rémission).

8. Les oncogènes représentent une catégorie de gènes relatifs aux pathologies cancéreuses.
9. Qui proviennent du croisement des deux gènes Abl et Bcr.
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1.5.2 Interféron

C’est le traitement standard depuis 1980, qui donne une rémission hématologique

pour 80% des patients. La rémission cytogénétique ne dépasse pas 20% des cas.

1.5.3 Greffes

Un traitement pouvant produire une chance importante de guérison est l’allogreffe

de la moelle osseuse. Cette greffe est précédée par une chimiothérapie à fortes doses

pour détruire les cellules souches du patient. Seulement, elle est réduite aux pa-

tients jeunes, trouvant un donneur compatible dans la fratrie. Les patients plus

âgés peuvent être traités par le mini-transplant. C’est une nouvelle technique de

greffe de la moelle osseuse, en cours d’évaluation et moins toxique. En effet, une

chimiothérapie à doses normales et un traitement immunosuppresseur sont admi-

nistrés au patient afin qu’il accepte le greffon du donneur. Les globules blancs du

donneur détruisent alors les cellules leucémiques du patient.

1.5.4 Imatinib

Mode d’action

Les protéines kinases sont des éléments qui contrôlent la prolifération cellulaire, la

différenciation et l’apoptose. Elles possèdent un rôle important dans la transduc-

tion d’un signal. En effet, la signalisation cellulaire est un mécanisme coordonné, et

chaque événement irrégulier peut entrâıner la formation d’une tumeur. L’élaboration

d’inhibiteurs sélectifs de certaines protéines kinases qui présentent un trouble fonc-

tionnel est une approche thérapeutique encouragente dans le traitement des cancers.

L’activation durable de la tyrosine kinase (TK) abelson (c-abl) est une cause de la

LMC. Imatinib a démontré une aptitude d’inhibition importante sur l’activité ty-

rosine kinase de la protéine de fusion bcr-abl [73].

Posologie

Le traitement de première ligne est déterminé à 400 mg/jour pour la plupart des

patients. Dans certains cas en phase accélérée de la maladie, des doses élevées à 600
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mg/jour, voire 800 mg/jour sont prescrites [84]. Une dose de 1000 mg/jour a été

administrée dans une étude menée par Deininger et al. [31].

Niveaux des réponses hématologique, cytogénétique et moléculaire

La réponse hématologique complète correspond à l’élimination des signes hématologiques

de la LMC. Cela constitue un retour à un taux de plaquettes inférieur à 450 G/L

et un taux de leucocytes inférieur à 10 G/L, la disparition des cellules granuleuses

immatures circulantes, la réduction de la basophilie 10 à moins de 5% de la formule

sanguine, ainsi que la disparition de la splénomégalie 11.

La réponse cytogénétique est estimée par l’observation des cellules médullaires 12

sur au moins 20 à 30 mitoses.

La réponse cytogénétique complète est définie par la disparition complète des métaphases 13

Ph+.

La réponse cytogénétique partielle est définie par la diminution jusqu’à 35% des

métaphases Ph+.

Les patients en réponse cytogénétique majeure présentent soit une réponse complète

ou partielle. Cependant, la persistance de plus de 95% de mitoses Ph+ indique l’ab-

sence de la réponse cytogénétique. Entre les deux, on retrouve la réponse mineure

qui définit la persistance de 36 à 65% de mitoses Ph+, et la réponse minime qui

définit la persistance de 66 à 95% de mitoses Ph+.

La réponse moléculaire est évaluée par la quantification du taux de transcrits

Bcr-Abl. Le consensus européen recommande l’utilisation des gènes de contrôle Abl

ou Bcr, et propose que les résultats soient donnés par le ratio entre le nombre de co-

pies Bcr-Abl, et le nombre de copies du gène de contrôle. La réponse moléculaire ma-

jeure est définie par un ratio inférieur ou égal à 0.1%, quant à la réponse moléculaire

complète correspond à un transcrit Bcr-Abl non détectable. Le tableau suivant

récapitule les caractéristiques de ces réponses [76].

Evaluation des réponses au traitement

La durée de traitement est un facteur important pour décrire le niveau de la réponse.

En effet, l’absence de la réponse hématologique complète à trois mois et de la réponse

10. Présence excessive dans le sang de polynucléaires basophiles, variété de globules blancs
11. Augmentation de volume de la rate (ceci est repérable à la palpation)
12. Qui concerne la moelle osseuse
13. Deuxième phase de la mitose
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Table 1.1: Critères des réponses au traitement par imatinib

cytogénétique au moins partielle à 12 mois, ou bien complète à 18 mois, définit un

échec du traitement. Des études ont démontré que la chance d’obtenir une réponse

tardive diminue lorsque le temps passe. On parle alors d’une résistance primaire.

La résistance secondaire définit la perte de la réponse hématologique ou bien cy-

togénétique. Tout en ne satisfaisant pas les critères d’échec, certains patient révèlent

une cynétique de réponse trop lente. Il s’agit alors d’une réponse suboptimale [76].

Un résumé est donné dans le tableau suivant.

Table 1.2: Evaluation des réponses au traitement

Résistance à l’imatinib

L’incidence des phénomènes de résistance est variable selon la phase de la mala-

die : chronique, accélérée ou acutisée. Cette incidence est faible en phase chronique
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puisque 95% des patients traités présentent une rémission hématologique, qui évolue

en rémission cytogénétique majeure ou complète dans 85% des cas [73]. En revanche,

environ un tiers des patients en phase accélérée et deux tiers en phase blastique

présentent une résistance hématologique primaire [84]. La résistance est due parfois

aux facteurs suivants :

1. Les mutations dans le domaine kinase de Bcr-Abl, dont on a décrit 40 formes

différentes. Certaines mutations apparaissent dans la zone de fixation de l’ima-

tinib sur la molécule Bcr-Abl et entrâınent la perte complète de l’efficacité du

traitement.

2. L’amplification du gène Bcr-Abl dans la cellule Ph+.

3. L’altération de certaines voies de signalisation ou l’acquisition de nouvelles

anomalies cytogénétiques dans la population clonale Ph+.

4. Le défaut d’entrée de l’imatinib à l’intérieur de la cellule ou l’augmentation

de l’efflux de l’imatinib hors de la cellule.

1.6 Position du problème biomathématique

La formulation mathématique des problèmes biologiques est une phase importante

pour comprendre et prédire la dynamique de la population analysée. Le premier

point consiste à modéliser le problème biologique en question. Ce travail peut

se faire en regardant les propriétés du problème, puis en construisant un modèle

mathématique dont certains principes peuvent être trouvés dans la littérature. A

travers l’analyse mathématique et les simulations numériques, on peut établir une

liaison avec les observations biologiques.

Dans ce travail de recherche, le développement et le contrôle de la dynamique des

cellules souches hématopöıétiques normales et cancéreuses, au cours de la leucémie

myélöıde chronique, représente notre problème biologique.

L’étude que nous présentons porte sur l’élaboration, l’analyse et le contrôle des

modèles mathématiques de l’hématopöıèse, prenant en considération la compétition

entre les cellules normales et cancéreuses.

Dans le chapitre 2, après un bref historique sur quelques modèles de base, nous

développons des modèles mathématiques d’équations différentielles ordinaires (EDO)

et de dérivées partielles (EDP), où l’âge chronologique des cellules, ainsi que la

compétition interspécifique, sont pris en considération. Dans ces modèles, nous
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représentons l’effet de la thérapie sur les cellules cancéreuses.

Dans le chapitre 3, nous analysons la dynamique globale du système d’EDO, en

considérant la capacité d’accueil de la moelle osseuse aux cellules souches hématopöıétiques

et cellules en voie de différenciation, appelées dans ce travail par cellules différenciées.

Cette étude a fait l’objet d’une publication [7].

Le chapitre 4 est consacré à la représentation de l’effet de l’imatinib sur la dyna-

mique cellulaire décrite par le système d’EDO. Il s’agit d’un problème de contrôle

optimal, induisant la dose optimale de l’imatinib nécessaire au rétablissement des

patients. Dans les cas des résistances primaire ou secondaire, ainsi qu’en cas d’ap-

parition de la réponse suboptimale, nous déterminons la dose optimale qui limite le

développement des cellules cancéreuses dans la moelle osseuse. Ce travail est publié

dans [8].

Dans le chapitre 5, nous citons quelques travaux établis sur la modélisation de

l’hématopöıèse. Nous mentionnons le manque d’étude des systèmes d’EDP décrivant

l’hématopöıèse, par la théorie de l’optimisation.

Le chapitre 6 est destiné à démontrer que notre modèle d’EDP structuré en âge,

et tenant compte de la compétition interspécifique, admet une solution unique et

positive.

Dans le chapitre 7, nous discrétisons notre système d’EDP pour construire un

schéma numérique, où seulement la compétition intraspécifique est modélisée. Nous

démontrons que la solution discrète converge vers la solution faible du système

d’EDP. Par ailleurs, nous prouvons l’existence d’un contrôle optimal discret, mini-

misant le nombre des cellules cancéreuses et le coût du traitement. Notons que cette

étude se fait de la même manière lorsque la compétition interspécifique se présente.

Ce travail est en révision [9].

Dans le chapitre 8, nous analysons le problème de contrôle optimal pour le système

d’EDP, où la compétition interspécifique est prise en considération. Nous démontrons

l’existence et l’unicité d’un contrôle optimal, et donnons sa formule en fonction des

variables adjointes. Ce travail est envoyé [10].

Le chapitre 9 est consacré aux simulations numériques du système d’EDP. Le schéma

numérique est similaire à celui que nous avons développé dans le chapitre 7. La dy-

namique des cellules souches hématopöıétiques, normales et cancéreuses, ainsi que

la dose optimal de l’imatinib, sont représentées selon le choix de l’homéostasie. Une

conclusion et des perspectives sont alors données dans le chapitre 10.



Chapitre 2

Modèles Mathématiques de

l’hématopöıèse

Nous présentons brièvement un historique sur les modèles continus utilisés en dy-

namique des populations, ainsi que leurs propriétés. Ensuite, nous décrivons les

modèles mathématiques de l’hématopöıèse analysés dans ce travail.

2.1 Historique des modèles continus

Nous décrivons l’évolution d’une densité de population N suivant le temps t. Cette

densité est exprimée dans certains cas en termes d’organismes ou d’individus vi-

vants (insectes, cellules, . . . ) par unité de surface (km2, . . . ) ou de poids (kg,

. . . ). La conservation de la positivité de la solution est l’une des contraintes de

la modélisation. Nous commençons par présenter quelques modèles de croissance

souvent utilisés en dynamique des populations.

2.1.1 La croissance définie par Malthus

Malthus étudia en 1798 le problème de développement d’une population N à l’ins-

tant t, notée par N(t) [66]. Il proposa un modèle d’évolution avec un taux de crois-

sance constant :

dN

dt
= (b− d)N ⇒ N(t) = N0 e

(b−d)t, ∀t > 0 (2.1)

18
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où N0 est la donnée initiale. Le paramètre b représente le taux de natalité ; c’est

le nombre de naissances produites par l’ensemble de la population. Par ailleurs, d

représente le nombre de décès rapporté au nombre d’individus. Ces données statis-

tiques sont estimées suivant une échelle de temps fixée (jour, mois, . . . ). La progres-

sion démographique et l’augmentation des ressources peuvent se réaliser avec des

vitesses différentes. En effet, l’étude qualitative du modèle (2.1) montre que :

– La densité de la population tend exponentiellement vers l’infini si b > d.

– La population ne progresse pas avec le temps dans le cas où b = d.

– Une décroissance instantanée conduit à l’extinction de la population si b < d.

2.1.2 La croissance définie par Verhulst

Verhulst développa en 1836 sur la base du modèle Malthusien, un modèle considérant

la capacité d’accueil de l’environnement K :

dN

dt
= (b− d)N

(
1− N

K

)
, N(0) = N0. (2.2)

Le paramètre K représente le nombre maximal d’individus pouvant subsister en-

semble. Ce nombre est lié aux ressources indispensables au développement de la

population ; en effet, les individus se retrouvent en compétition pour la nourriture,

le territoire ou la reproduction par exemple [66]. Suivant l’équation (2.2), un contrôle

naturel limite la croissance de la population puisque pour n’importe quelle donnée

initiale N0, la limite de la solution N(t)

N(t) =
N0Ke

(b−d)t

K +N0(e(b−d)t − 1)

montre que

– La densité de la population tend vers K si b > d.

– La population ne progresse pas avec le temps dans le cas où b = d.

– Une décroissance instantanée conduit à l’extinction de la population si b < d.
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2.1.3 La croissance définie par Sharpe-Lotka-McKendrick

Le modèle linéaire de Sharpe-Lotka-McKendrick, pour une population structurée

en âge est formulé ainsi : soit n(t, a) la densité de la population respective à l’âge

a et au temps t. A un instant t, la population totale des individus d’âge variable

entre a1 et a2 est donnée par ∫ a2

a1

n(t, a)da

et la population totale de tous les individus est

N(t) =

∫ +∞

0

n(t, a)da.

La densité n(t, a) satisfait le processus de vieillissement

∂n

∂t
+
∂n

∂a
= −m(a)n(t, a) (2.3)

où m est le taux de mortalité dépendant de l’âge.

Le processus de naissance de la population satisfait

n(t, 0) =

∫ +∞

0

β(a)n(t, a)da, t > 0. (2.4)

La fonction β est non négative, appelée le taux de fertilité. La formule n(t, 0) est

interprétée par le taux de naissance à l’instant t.

La condition initiale en âge est représentée par

n(0, a) = ϕ(a), a ≥ 0. (2.5)

La fonction ϕ est définie positive. En général, l’équation (2.4) n’est pas nécessairement

vérifiée à l’instant t = 0 [87]. Dans le cas où cette propriété est satisfaite, alors les

équations (2.4) et (2.5) doivent être compatibles, c-à-d

ϕ(0) =

∫ +∞

0

β(a)ϕ(a)da. (2.6)
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2.2 Modélisation de l’hématopöıèse par les équations

différentielles ordinaires

2.2.1 Dynamique cellulaire incontrôlée

Nous considérons les populations des CSH et cellules différenciées (CD). Ces dernières

représentent les cellules n’ayant pas les propriétés des CSH. Chaque population est

répartie en cellules normales et cellules cancéreuses. Notons par x0(t), x1(t), y0(t) et

y1(t), respectivement, le nombre des CSH normales, CD normales, CSH cancéreuses

et CD cancéreuses, à l’instant t. Les CSH et CD normales sont éliminées avec des

taux d0 et d1 par jour, respectivement. Les CSH et CD cancéreuses sont éliminées

avec des taux g0 et g1 par jour, respectivement. Les CSH normales produisent des

CD normales avec un taux r par jour, alors que les CSH cancéreuses produisent des

CD cancéreuses avec un taux q par jour. Les CSH se divisent et produisent des cel-

lules de la même maturité ; ce processus s’appelle l’auto-renouvellement des cellules.

Nous supposons que les CSH normales et cancéreuses se divisent avec des taux n et

m par jour, respectivement. Tous ces paramètres sont positifs et constants.

La compétition des CSH pour l’espace dans la moelle osseuse a été considérée pour

les maladies myéloprolifératives [19]. Dingli et Michor [32] ont supposé que les CSH

cancéreuses sont en compétition avec les CSH normales et peuvent être moins sen-

sibles à l’effet de l’entassement dans la moelle osseuse.

Dans leur modèle, la régénération des CSH est régie par l’homéostasie, qui contrôle

le processus de division selon le nombre total des CSH (x0 + y0). L’homéostasie des

cellules normales est représentée par une fonctionnelle Φ, tandis que l’homéostasie

des cellules cancéreuses est représentée par une fonctionnelle Ψ. Nous supposons que

ces fonctionnelles sont positives, inversibles et décroissantes par rapport au nombre

total des CSH. L’évolution des cellules normales et cancéreuses est décrite par Dingli

et Michor [32] ainsi : 

dx0

dt
= n Φ(x0 + y0) x0 − d0 x0

dx1

dt
= r x0 − d1 x1

dy0

dt
= mΨ(x0 + y0) y0 − g0 y0

dy1

dt
= q y0 − g1 y1

(2.7)
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où

Φ(x0 + y0) =
1

1 + cx(x0 + y0)
, Ψ(x0 + y0) =

1

1 + cy(x0 + y0)
.

Par ailleurs, Loeffler et Roeder [75] ont proposé un modèle décrivant l’interaction

entre les CSH et leur environnement. Ils ont mentionné que les mécanismes de

contrôle relatifs aux cellules matures n’ont pas été pris en considération dans leur

modèle.

Bondar et al. [16] ont noté que la compétition cellulaire possède un rôle important

dans l’homéostasie. Cette compétition est spécifique aux CSH et progéniteurs ; elle

est conrôlée par le niveau de la phosphoprotéine nucléaire p53 dans les cellules.

Quelques détails sur le rôle de p53 dans le cycle cellulaire sont donnés par May et

al. [57].

A notre connaissance, aucune étude scientifique n’a été réalisée pour investiguer la

dynamique cellulaire lorsque l’homéostasie dépend du nombre des CD, ou bien du

nombre des CSH et CD.

Dans notre modèle, l’homéostasie des cellules normales est représentée par une fonc-

tionnelle Φ positive, décroissante et inversible, qui régule la division des CSH nor-

males selon trois scénarios. Dans le premier scénario, Φ dépend du nombre total

des CSH (x0 + y0). Dans le deuxième scénario, Φ dépend du nombre total des CD

(x1 + y1). Dans le dernier scénario, Φ dépend du nombre total des CSH et CD

(x0 + x1 + y0 + y1).

Une fonctionnelle Ψ positive, décroissante et inversible décrit l’homéostasie des cel-

lules cancéreuses. Afin de définir Ψ, nous supposons que l’homéostasie des cellules

cancéreuses est efficace au début de l’évolution clinique de la maladie ; tandis qu’elle

s’incline dans un stade avancé. Ainsi, Ψ dépend de (x0 + α y0), (x1 + α y1) ou

(x0 +x1 +α (y0 + y1)), où α est une constante positive appartenant à ]0, 1[, appellée

le coefficient de compétition [46].

En conséquence, nous analysons la dynamique des cellules normales et cancéreuses

suivant trois scénarios : dans le premier scénario

Φ := Φ(x0 + y0), Ψ := Ψ(x0 + α y0)

dans le deuxième scénario

Φ := Φ(x1 + y1), Ψ := Ψ(x1 + α y1)
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et dans le troisième scénario

Φ := Φ(x0 + x1 + y0 + y1), Ψ := Ψ(x0 + x1 + α (y0 + y1)).

La population possède une donnée initiale positive et évolue suivant ce modèle

dx0

dt
= n Φ(ε1(x0 + y0) + ε2(x1 + y1)) x0 − d0 x0

dx1

dt
= r x0 − d1 x1

dy0

dt
= mΨ(ε1(x0 + αy0) + ε2(x1 + αy1)) y0 − g0 y0

dy1

dt
= q y0 − g1 y1

(2.8)

où ε1 = 1 et ε2 = 0 dans le premier scénario. Dans le deuxième scénario, ε1 = 0 et

ε2 = 1. Dans le dernier scénario, ε1 = ε2 = 1. Nous récapitulons les paramètres du

modèle dans le tableau suivant :

Paramètres Descriptions

n taux de division des CSH normales

d0 taux de mortalité des CSH normales

r taux de production des CD normales

d1 taux de mortalité des CD normales

m taux de division des CSH cancéreuses

g0 taux de mortalité des CSH cancéreuses

q taux de production des CD cancéreuses

g1 taux de mortalité des CD cancéreuses

α coefficient de compétition

(2.9)

2.2.2 Dynamique cellulaire contrôlée

Dans cette partie, nous admettons que l’homéostasie dépend seulement du nombre

des CSH. La dose du traitement est représentée par une fonction positive u, qui

dépend du temps. Cette fonction est continue par morceaux à cause de l’adminis-

tration et la dégradation journalières de l’imatinib [88]. Par ailleurs, la toxicité du

traitement entrâıne une limitation de la dose [31, 84], alors u est supposée être

bornée dans [0, umax] pour tout instant t dans [0, T ], où T dénote la durée de trai-

tement.
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Nous introduisons deux effets non linéaires de l’imatinib h1(u) et h2(u), à valeurs

dans [0, 1]. Le premier effet h1(u) inhibe absolument la division des CSH cancéreuses

pour une dose intolérable. Cela ait un sens puisque dans certains cas, les CSH

cancéreuses sont suspectées être insensibles à la thérapie standard ; ainsi, elles sont

à l’origine de l’échec du traitement [32, 44, 75]. Du point de vue biologique, un

nombre important de CD est produit par prolifération des CD [80]. Nous suppo-

sons que l’effet h1(u) inhibe complètement la prolifération des CD cancéreuses pour

une dose intolérable. Le deuxième effet h2(u) réduit la durée de vie des cellules

cancéreuses à certaines heures pour une dose intolérable.

L’objectif du traitement est de limiter la croissance des cellules cancéreuses, tout

en gardant une toxicité acceptable pour les cellules normales. Ainsi, notre objectif

consiste à minimiser le nombre des cellules cancéreuses et réduire la toxicité du

traitement. Alors l’ensemble des contrôles admissibles est donné par

U = {fonctions continues par morceaux u(t) : 0 ≤ u(t) ≤ umax, ∀t ∈ [0, T ]} .

Posons y0s et y0i les nombres des CSH cancéreuses, sensibles et insensibles au trai-

tement, respectivement. Un problème de contrôle optimal est résolu lorsque nous

déterminons une fonction u∗(t) appartenant à U , qui minimise la fonction coût

suivante

J(u) =

∫ T

0

[
u2(t) + y2

0s(t) + y2
0i + y2

1(t)
]
dt.

Le premier terme de J est quadratique et représente un coût non linéaire du traite-

ment. D’autres formes de J existent dans la littérature [29, 54, 67]. Nous admettons

que les données initiales sont positives au début de la thérapie ; ensuite, nous ana-

lysons les effets non linéaires de l’imatinib sur la dynamique cellulaire suivant les

scénarios suivants

1. Scénario 1 : la thérapie contrôle la division des CSH cancéreuses à travers la

fonction décroissante h1(u), qui atteint sa valeur maximale 1 pour u = 0. Cela

signifie que les CSH cancéreuses se divisent avec un taux m en absence de la

thérapie. Cependant, h1(u) converge vers zéro pour une dose intolérable.

2. Scénario 2 : la thérapie amplifie la mortalité des CD cancéreuses par la fonction

croissante h2(u). Cette fonction satisfait h2(0) = 0, ce qui signifie que les CD

cancéreuses déclinent avec le taux g en absence de la thérapie. Par ailleurs,

h2(u) converge vers sa valeur maximale 1 pour une dose intolérable.
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3. Scénario 3 : la thérapie contrôle la division des CSH cancéreuses et augmente

la mortalité des CD cancéreuses, à travers les fonctions h1(u) et h2(u) définies

précédemment.

4. Scénario 4 : la thérapie amplifie la mortalité des CSH cancéreuses par la

fonction h2(u), pour une proportion β des CSH cancéreuses.

5. Scénario 5 : la thérapie contrôle la prolifération des CD cancéreuses par la

fonction h1(u) définie précédemment.

Notre modèle est donc de la forme suivante

dx0

dt
= n Φ(x0 + y0) x0 − d0 x0

dx1

dt
= r x0 − (d− d2) x1

dy0s

dt
= mΨ(x0 + αy0) y0s(ε1 + ε2h1(u))− g0 y0s − β ε4h2(u)y0s

dy0i

dt
= mΨ(x0 + αy0) y0i − g0 y0i

dy1

dt
= q y0 − g y1 + (ε5 + ε6h1(u)) g2y1 − ε3h2(u)y1

(2.10)

Dans le cas où toutes les CSH cancéreuses sont ciblées par le traitement, nous avons

y0s = y0 et y0i = 0. De la même façon, si toutes les CSH cancéreuses sont insensibles

au traitement, alors y0s = 0 et y0i = y0.

Les paramètres du modèle sont définis dans le tableau (2.9). Par ailleurs, les pa-

ramètres d et g sont les taux de mortalité des CD normales et cancéreuses, respec-

tivement. Les paramètres d2 et g2 sont les taux de prolifération des CD normales et

cancéreuses, respectivement. Les constantes εi, i = 1, . . . , 6 sont définis dans chaque

scénario ainsi :
Scénarios ε1 ε2 ε3 ε4 ε5 ε6

Scénario 1 0 1 0 0 1 0

Scénario 2 1 0 1 0 1 0

Scénario 3 0 1 1 0 1 0

Scénario 4 1 0 0 1 1 0

Scénario 5 1 0 0 0 0 1

(2.11)
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2.3 Modélisation de l’hématopöıèse par les équations

aux dérivées partielles

Dans cette section, nous présentons la dynamique des CSH normales et cancéreuses

en tenant compte de l’âge chronologique de cette population, ainsi que la compétition

interspécifique entre les cellules.

2.3.1 Dynamique cellulaire incontrôlée

Notons par x(t, a) et y(t, a) les densités des CSH normales et cancéreuses d’âge a,

respectivement. Ces densités sont évaluées à l’instant t et sont exprimées en nombre

de cellules par kg en générale [1, 28]. A un instant donné t, le nombre des CSH

normales dont l’âge varie entre a1 et a2 est donnée par
∫ a2

a1
x(t, a)da.

Notons par A l’âge maximal de subsistance ou bien la durée de vie maximale des

CSH. La population totale des CSH normales à l’instant t est représentée par

X(t) =

∫ A

0

x(t, a)da,

quant à la population totale des CSH cancéreuses à l’instant t est donnée par

Y (t) =

∫ A

0

y(t, a)da.

Nous avons décrit dans la section 2.2.1 l’évolution de ces populations totales en

fonction du temps seulement. En effet, le modèle relatif au premier scénario du

modèle (3.1) est donné par
dX

dt
= nΦ(X + Y )X − d0X

dY

dt
= mΨ(X + α Y )Y − g0Y.

(2.12)

Rappelons que n et m sont les taux de division des CSH normales et cancéreuses,

respectivement. Les taux de mortalité sont d0 et g0. Pour α = 1, un exemple typique
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des fonctionnelles Φ et Ψ est donné dans [60] ainsi :

Φ(X + Y ) =
1

1 + c1(X + Y )
=

θ1

θ1 + (X + Y )
, θ1 = 1/c1

Ψ(X + αY ) =
1

1 + c2(X + αY )
=

θ2

θ2 + (X + αY )
, θ2 = 1/c2.

(2.13)

Les termes qui décrivent le flux des populations normales et cancéreuses sont

nΦ(X + Y )X, mΨ(X + α Y )Y.

Le flux provient de la division cellulaire et décrit le processus de naissance

x(t, 0) = Φ
(∫ A

0
(x(t, a′) + y(t, a′)) da′

) ∫ A
0
n x(t, a)da

y(t, 0) = Ψ
(∫ A

0
(x(t, a′) + α y(t, a′)) da′

) ∫ A
0
m y(t, a)da.

(2.14)

En admettant que le taux de division dépend de l’âge des cellules [4, 36], nous

représentons le flux cellulaire par

x(t, 0) = Φ
(∫ A

0
(x(t, a′) + y(t, a′)) da′

) ∫ A
0
n(a) x(t, a)da

y(t, 0) = Ψ
(∫ A

0
(x(t, a′) + α y(t, a′)) da′

) ∫ A
0
m(a) y(t, a)da.

(2.15)

Alors, la dynamique des cellules est intraspécifique puisque le taux de division est

propre à la cellule susceptible de se diviser.

Afin de représenter les interactions s’établissant entre les CSH qui se divisent à un

âge a ∈ (0, A) et l’ensemble des CSH d’âge a′ ∈ (0, A) qui contrôlent l’homéostasie,

nous supposons que les taux de division dépendent à la fois des âges a et a′. Il s’agit

alors d’un comportement interspécifique, où le flux cellulaire est donné par

x(t, 0) =
∫ A

0
Φ
(∫ A

0
k1(a, a′) (x(t, a′) + y(t, a′)) da′

)
x(t, a)da

y(t, 0) =
∫ A

0
Ψ
(∫ A

0
k2(a, a′) (x(t, a′) + α y(t, a′)) da′

)
y(t, a)da.

(2.16)

En supposant que les CSH développent systématiquement leur maturité à travers

le temps, le système (2.16) décrit les interactions ayant lieu entre des CSH qui se

divisent à une maturité donnée, et les CSH de maturité différente (voir [35] pour

un système structuré tenant en compte la maturité des cellules).

La probabilité qu’une cellule normale ou cancéreuse se divise à l’âge a est donnée
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respectivement par

P1(a) = e
−

∫ a

0

Φ

(∫ A

0

k1(s, a′) (x(t, a′) + y(t, a′)) da′
)
ds

P2(a) = e
−

∫ a

0

Ψ

(∫ A

0

k2(s, a′) (x(t, a′) + α y(t, a′)) da′
)
ds
.

Ces probabilités dépendent du nombre total des CSH et sont modulées par rapport

à l’âge des cellules suivant les fonctions d’interaction k1 et k2.

Nous considérons que l’âge s’écoule à la même vitesse que le temps, et que les taux

de mortalité des CSH normales et cancéreuses dépendent aussi de l’âge. Dans des

modèles plus développés en dynamique des populations, ces taux peuvent dépendre

du temps et de la densité globale de la population. La dynamique des CSH normales

et cancéreuses est donnée par
∂x

∂t
+
∂x

∂a
= −d0(a) x(t, a), (t, a) ∈ Q

x(0, a) = ϕ1(a), a ∈ [0, A]

x(t, 0) =
∫ A

0
Φ
(∫ A

0
k1(a, a′)(x(t, a′) + y(t, a′))da′

)
x(t, a)da, t ∈ (0, T ]

(2.17)
∂y

∂t
+
∂y

∂a
= −g0(a) y(t, a), (t, a) ∈ Q

y(0, a) = ϕ2(a), a ∈ [0, A]

y(t, 0) =
∫ A

0
Ψ
(∫ A

0
k2(a, a′)(x(t, a′) + α y(t, a′))da′

)
y(t, a)da, t ∈ (0, T ]

(2.18)

Le paramètre T représente le temps d’existence de la solution (x, y), et Q =

(0, T ] × (0, A]. En combinant le système (2.13) et la définition de la fonction de

Hill introduite dans [3, 4], nous obtenons une forme générale de Φ, pour θ1 = θ2 = θ

et n ≥ 1

Φ

(∫ A

0

k1(a, a′)(x(t, a′) + y(t, a′))da′
)

=
θn

θn +
(∫ A

0
k1(a, a′)(x(t, a′) + y(t, a′))da′

)n .
(2.19)

Concernant la fonctionnelle Ψ, nous proposons deux scénarios :

– Scénario 1 :

Ψ

(∫ A

0

k2(a, a′) (x(t, a′) + αy(t, a′)) da′
)

=
α1θ + α2

∫ A
0
k2(a, a′) (x(t, a′) + αy(t, a′)) da′

θ +
∫ A

0
k2(a, a′) (x(t, a′) + αy(t, a′)) da′

(2.20)
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où α1 et α2 sont strictement positifs, avec α1 + α2 = 1.

En posant z(t, a) =
∫ A

0
k2(a, a′) (x(t, a′) + αy(t, a′)) da′, nous avons

∂Ψ

∂z
=

(α2 − α1)θ

(θ + z)2

ainsi, la fonctionnelle Ψ est décroissante en z ssi α2 < α1.

– Scénario 2 :

Ψ

(∫ A

0

k2(a, a′) (x(t, a′) + αy(t, a′)) da′
)

=
θn

θn +
(∫ A

0
k2(a, a′) (x(t, a′) + αy(t, a′)) da′

)n
(2.21)

auquel cas la fonctionnelle Ψ est strictement décroissante en z.

2.3.2 Dynamique cellulaire contrôlée

Le modèle d’évolution des CSH normales et cancéreuses en présence de la thérapie,

représente les effets du traitement sur les cellules cancéreuses. Nous définissons une

fonction bornée et mesurable u(t), qui décrit les effets du traitement à travers le

temps. La variable u prend ses valeurs dans l’intervalle [0, 1], où la dose maximale

se rapporte à u = 1, tandis que u = 0 correspond à l’absence de la thérapie. Dans

notre modèle, nous admettons que la thérapie contrôle la régénération des CSH

cancéreuses. Les effets néfastes de la thérapie sont pris en considération dans la

fonction coût

J(u) =

∫ T

0

∫ A

0

y2(t, a) da dt+

∫ T

0

u2(t) dt

que nous devons minimiser sur l’ensemble des contrôles admissibles U

u ∈ U = {v ∈ L∞(0, T ) : 0 ≤ v(t) ≤ 1} (2.22)
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où la dynamique des CSH est donnée par

∂x

∂t
+
∂x

∂a
= −d0(a)x

∂y

∂t
+
∂y

∂a
= −g0(a)y

x(t, 0) =
∫ A

0
Φ
(∫ A

0
k1(a, a′)(x+ y)(t, a′)da′

)
x(t, a)da

y(t, 0) = (1− u(t))
∫ A

0
Ψ
(∫ A

0
k2(a, a′)(x+ α y)(t, a′)da′

)
y(t, a)da

x(0, a) = ϕ1(a)

y(0, a) = ϕ2(a).

(2.23)
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Chapitre 3

Dynamique globale des cellules

hématopöıétiques

3.1 Introduction

Fonctionnellement définies par des cellules renouvelables, possédant la capacité de

produire des cellules sanguines matures, les cellules souches hématopöıétiques (CSH)

sont localisées dans la moelle osseuse et ont été analysées extensivement depuis leur

initiale démonstration en 1960 [89]. L’hématopöıèse est un processus physiologique

qui représente la régénération et la différenciation des CSH. La régénération des

CSH est le processus de renouvellement des CSH, qui se réalise en deux phases

principales : La réplication de l’ADN et la mitose (lorsque la cellule souche se divise

en deux cellules filles). Pour les individus sains, les cellules anormales sont détruites

par apoptose. La différenciation des CSH correpond à la production des cellules qui

intègrent l’une des lignées suivantes : globules rouges, globules blancs et plaquettes.

L’hématopöıèse peut révéler des anomalies causant les maladies hématologiques

[78]. La LMC est une maladie hématologique fréquente, qui représente approxima-

tivement 15% à 20% de tous les cas de leucémie, avec une incidence variant de 1

à 1.5 cas par 105 individus chaque année [26]. Les mécanismes moléculaires induits

dans la LMC sont définis dans [53]. La LMC résulte d’une aberration des chro-

mosomes d’une cellule souche, puisque un échange de particules génétiques entre

les chromosomes 9 et 22 fusionne deux gènes : le gène Abl du chromosome 9 et

le gène Bcr du chromosome 22. Le gène résultant Bcr-Abl code pour une protéine

avec une activité tyrosine kinase et produit une perturbation de l’hématopöıèse. Les

32
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cellules cancéreuses prolifèrent intensément et se propagent dans le sang, induisant

une hypertrophie de la rate [53]. Les premiers modèles mathématiques décrivant la

dynamique des CSH ont été proposé par Mackey en 1978 [55, 56]. Ces modèles ont

été appliqués à la LMC par Colijn, Fortin et Mackey [24, 43]. Les auteurs insistent

sur le rôle des CSH dans la dynamique de la LMC. Nous mentionnons aussi les tra-

vaux de Adimy et al. [3], Crauste et al. [28] et Pujo-Menjouet et Mackey [71], où la

maturité des cellules est prise en considération. D’autres auteurs ont développé des

modèles mathématiques pour prédire l’évolution de la LMC. Moore et Li [62] ont

considéré un système non linéaire d’EDO pour les cellules cancéreuses et deux types

de cellules T. Ledzewicz et Schättler [52] ont analysé un système linéaire d’EDO

pour les cellules proliférantes et quiescentes. Dingli et Michor [32] ont investigué

un système non linéaire d’EDO pour les CSH et CD. Les CD représentent toutes

les cellules ne possédant pas les caractéristiques des CSH. Les modèles décrivant

la dynamique des cellules souches peuvent être abstraits puisque cette population

n’est pas bien définie.

Spinelli et al. [81] ont mentionné que pour les individus sains, le nombre total

des cellules doit être maintenu constant à travers le temps ; cet équilibre est at-

teint soit par apoptose, ou par une activité importante de prolifération (voir aussi

[72]). Néanmoins, le nombre totale des CSH dans la moelle osseuse est sujet à une

controverse. Abkowitz et al. [1] ont donné une large variation de 11200 à 22400

cellules/70 kg, tandis que Dingli et Michor [32] ont estimé 20000 cellules. Voir aussi

les travaux de Dingli, Traulsen et Pacheco [33, 34].

Similairement au travaux de Dingli et Michor [32], nous considérons deux popu-

lations cellulaires : CSH et CD. Les cellules possèdant l’aberration des chromo-

somes 9 et 22 sont appelées cellules cancéreuses. Les CSH cancéreuses sont sup-

posées être une source de la maladie et sa rechute après une thérapie réussie [83].

En conséquence, nous supposons que les CD cancéreuses proviennent des CSH

cancéreuses par différenciation, alors que les CD normales proviennent des CSH

normales. L’homéostasie dans un sens général est une caractéristique du système

humain à contrôler les perturbations. C’est un processus dans lequel le niveau

d’une substance influence le niveau d’une autre substance [58]. Dans notre travail,

nous supposons que l’homéostasie se réalise par les trois scénarios suivants. Dans le

scénario 1, les CSH prolifèrent selon le nombre total des CSH. Dans le scénario 2,

les CSH prolifèrent selon le nombre des CD. Finalement, dans le scénario 3, les CSH

prolifèrent selon le nombre des CSH et CD. Dans tous ces scénarios, l’homéostasie

contrôle partiellement la division des CSH cancéreuses. Notons que Dingli et Michor
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[32] ont considéré que l’homéostasie dépend seulement du nombre total des CSH,

ainsi aucune information sur la coexistence des cellules normales et cancéreuses

ne peut être obtenue par leur modèle. L’étude de notre modèle montrera que les

cellules normales et cancéreuses ne peuvent pas coexister longtemps. Par ailleurs,

nous montrerons que la régénération de l’hématopöıèse normale et la persistance

de la LMC sont liées aux taux de division et de mortalité des CSH normales et

cancéreuses.

3.2 Modèle de croissance cellulaire

Nous considérons les populations des CSH et CD, où chaque population est répartie

en cellules normales et cellules cancéreuses, comme nous le décrivons dans la section

2.2.1.

Dans notre modèle, la régénération des CSH est régie par l’homéostasie, qui contrôle

le processus de division pour prévenir une croissance exponentielle de la population.

La population possède une donnée initiale positive et évolue suivant ce modèle

dx0

dt
= n Φ(ε1(x0 + y0) + ε2(x1 + y1)) x0 − d0 x0

dx1

dt
= r x0 − d1 x1

dy0

dt
= mΨ(ε1(x0 + αy0) + ε2(x1 + αy1)) y0 − g0 y0

dy1

dt
= q y0 − g1 y1

(3.1)

où ε1 = 1 et ε2 = 0 dans le premier scénario. Dans le deuxième scénario, ε1 = 0 et

ε2 = 1. Dans le dernier scénario, ε1 = ε2 = 1.

Un exemple typique des fonctionnelles Φ et Ψ est donné par

Φ(ε1(x0 + y0) + ε2(x1 + y1)) = 1− ε1(x0 + y0) + ε2(x1 + y1)

Ki

Ψ(ε1(x0 + αy0) + ε2(x1 + αy1)) = 1− ε1(x0 + αy0) + ε2(x1 + αy1)

Ki

(3.2)

où Ki, i = 1, 2, 3 représente la capacité d’accueil de la moelle osseuse pour chaque

scénario. Ainsi, les CSH normales et cancéreuses ont des taux de croissance densité

dépendant. Le modèle (3.1) représente un système de Lotka-Volterra (voir [21, 22,

46] pour les modèles décrivant la dynamique des espèces en compétition).
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Notre modèle possède un sens biologique si la solution correspondante est non-

négative à chaque instant. Considérons le quadrant positif

R4
+ =

{
(x0, x1, y0, y1) ∈ R4 : x0 ≥ 0, x1 ≥ 0, y0 ≥ 0, y1 ≥ 0

}
qui est positivement invariant pour le modèle (3.1). En effet, les inégalités suivantes

dx0

dt
|x0=0 = 0, dx1

dt
|x1=0 = rx0 ≥ 0,

dy0

dt
|y0=0 = 0, dy1

dt
|y1=0 = q y0 ≥ 0,

montrent que le champ de vecteurs se dirige à l’intérieur de R4
+ ; alors chaque tra-

jectoire qui commence à l’intérieur de R4
+, ne quitte pas ce quadrant à n’importe

quel instant suivant.

En plus de l’origine qui représente l’extinction des cellules, chaque scénario produit

trois états d’équilibre, dont les composantes sont indiquées par c, b et s pour les

états chronique, blast et non pathologique :

– L’équilibre chronique correspond à un état positif des CSH et CD. Il décrit la

présence simultanée des cellules normales et cancéreuses.

– L’équilibre blast correspond à un état positif des cellules cancéreuses et aucune

cellule normale.

– L’équilibre non pathologique correspond à un état positif des cellules normales et

aucune cellule cancéreuses.

Dans le modèle (3.1), les équations vérifiées par x1 et y1 sont linéaires. Alors, à un

état d’équilibre donné, le nombre des CD est proportionnel au nombre des CSH :

x1 =
r

d1

x0, y1 =
q

g1

y0.

Il serait convenable de donner seulement l’expression des états d’équilibre pour les

CSH.

Scénario 1 : l’homéostasie dépend du nombre des CSH

x0,c =
Ψ−1 (g0/m)− α Φ−1 (d0/n)

(1− α)
, y0,c =

Φ−1 (d0/n)−Ψ−1 (g0/m)

(1− α)

x0,b = 0, y0,b =
1

α
Ψ−1 (g0/m)

x0,s = Φ−1 (d0/n) , y0,s = 0

Scénario 2 : l’homéostasie dépend du nombre des CD
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x0,c =
Ψ−1 (g0/m)− α Φ−1 (d0/n)

(1− α) r
d1

, y0,c =
Φ−1 (d0/n)−Ψ−1 (g0/m)

(1− α) q
g1

x0,b = 0, y0,b =
g1

αq
Ψ−1 (g0/m)

x0,s =
d1

r
Φ−1 (d0/n) , y0,s = 0

Scénario 3 : l’homéostasie dépend du nombre des CSH et CD

x0,c =
Ψ−1 (g0/m)− α Φ−1 (d0/n)

(1− α) [1 + (r/d1)]
, y0,c =

Φ−1 (d0/n)−Ψ−1 (g0/m)

(1− α) [1 + (q/g1)]

x0,b = 0, y0,b =
g1

α(g1 + q)
Ψ−1 (g0/m)

x0,s =
d1

d1 + r
Φ−1 (d0/n) , y0,s = 0.

A partir des expressions de Φ et Ψ données dans (3.2), nous avons

Φ−1

(
d0

n

)
= Ki

(
1− d0

n

)
, Ψ−1

(g0

m

)
= Ki

(
1− g0

m

)
, i = 1, 2, 3. (3.3)

Nous remarquons que les états d’équilibre chronique sont en corrélation. La même

propriété se produit pour les états d’équilibre blast et non pathologique.

Les états d’équilibre chronique sont positifs ssi

α Φ−1(d0/n) < Ψ−1(g0/m) < Φ−1(d0/n)

La capacité d’accueil peut varier selon la définition de l’homéostasie, tel que le

nombre des cellules à l’état d’équilibre soit consistent. Ce concept est développé

dans la section 3.5.

3.3 Stabilité locale des états d’équilibre

Un état d’équilibre (chronique, blast ou non pathologique) est localement asymp-

totiquement stable (LAS) si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne J ,

sont de parties réelles négatives. Cette approche est investiguée dans les scénarios

1 et 2. Dans le troisième scénario, l’analyse de la stabilité asymptotique locale pour

l’état chronique est plus technique. La nature de cet équilibre est obtenue à travers
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un résultat de Wang et Li [86], référant à la mesure de Lozinskĭi de la matrice se-

conde additive composée J [2]. Nous introduisons ci-dessous la matrice jacobienne J

du modèle (3.1)

J =



nΦ− d0 + nx0
∂Φ
∂x0

nx0
∂Φ
∂x1

nx0
∂Φ
∂y0

nx0
∂Φ
∂y1

r −d1 0 0

my0
∂Ψ
∂x0

my0
∂Ψ
∂x1

mΨ− g0 +my0
∂Ψ
∂y0

my0
∂Ψ
∂y1

0 0 q −g1


(3.4)

Nous évaluons J en zéro pour obtenir les conditions d’extinction. Ensuite, nous

examinons la nature des états d’équilibre chronique, blast et non pathologique dans

les scénarios déjà définis.

Scénario 1 : Les dérivées partielles de Φ et Ψ en x1 et y1 sont nulles, alors

J =



nΦ− d0 + nx0
∂Φ
∂x0

0 nx0
∂Φ
∂y0

0

r −d1 0 0

my0
∂Ψ
∂x0

0 mΨ− g0 +my0
∂Ψ
∂y0

0

0 0 q −g1


La matrice J admet deux valeurs propres négatives λ1 = −g1 et λ2 = −d1. Les

autres valeurs propres vérifient le système suivant

λ3 + λ4 = nΦ− d0 + nx0
∂Φ
∂x0

+mΨ− g0 +my0
∂Ψ
∂y0

λ3 λ4 =
(
nΦ− d0 + nx0

∂Φ
∂x0

)(
mΨ− g0 +my0

∂Ψ
∂y0

)
− nm x0y0

∂Φ
∂y0

∂Ψ
∂x0
.

A l’état d’équilibre chronique, nΦ(x0,c + y0,c) = d0 et mΨ(x0,c + αy0,c) = g0, donc

λ3 + λ4 = nx0,c Φ
′
(x0,c + y0,c) + αmy0,c Ψ

′
(x0,c + αy0,c) < 0

λ3 λ4 = −(1− α)nm x0,c y0,c Φ
′
(x0,c + y0,c)Ψ

′
(x0,c + αy0,c) < 0.

Une valeur propre λ3 ou λ4 est positive, ainsi l’état d’équilibre chronique est instable.

L’état d’équilibre blast satisfait x0,b = 0 et mΨ(α y0,b) = g0, alors

λ3 = n Φ(y0,b)− d0

λ4 = α m y0,b Ψ
′
(α y0,b) < 0.
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Puisque Φ et Ψ sont décroissantes, λ3 est négative si α Φ−1
(
d0

n

)
< Ψ−1

(
g0

m

)
.

L’état d’équilibre non pathologique satisfait n Φ(x0,s) = d0 et y0,s = 0, donc

λ3 = mΨ(x0,s)− g0

λ4 = n x0,s Φ′(x0,s) < 0.

La valeur propre λ3 est négative si Φ−1
(
d0

n

)
> Ψ−1

(
g0

m

)
.

Scénario 2 : Les dérivées partielles de Φ et Ψ en x0 et y0 sont nulles, alors

J =



nΦ− d0 n x0
∂Φ
∂x1

0 n x0
∂Φ
∂y1

r −d1 0 0

0 m y0
∂Ψ
∂x1

mΨ− g0 m y0
∂Ψ
∂y1

0 0 q −g1


A l’état d’équilibre chronique, J admet une ou trois valeurs propres positives puisque

le déterminant de J est négatif

det J = −(1− α) qr nm x0,cy0,c Φ
′
(x1,c + y1,c) Ψ

′
(x1,c + α y1,c) < 0.

A l’état d’équilibre blast, les valeurs propres de J sont

λ1 = nΦ(y1,b)− d0, λ2 = −d1, λ3 + λ4 = −g1, λ3λ4 = −α mq y0,b Ψ
′
(α y1,b)

Ainsi, λ1 est négative si α Φ−1(d0

n
) < Ψ−1(g0

m
). Les autres valeurs propres sont

négatives.

A l’état d’équilibre non pathologique, les valeurs propres de J sont données par

λ1 = mΨ(x1,s)− g0, λ2 = −g1, λ3 + λ4 = −d1, λ3λ4 = −nr x0,s Φ
′
(x1,s)

Alors λ1 est négative si Φ−1(d0

n
) > Ψ−1(g0

m
). Les autres valeurs propres sont négatives.

Scénario 3 : Les dérivées partielles de Φ et Ψ en x0, x1, y0 et y1 sont strictement

négatives. La matrice J est donnée par (3.4). A l’état d’équilibre chronique, nous
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avons

J =



h h h h

r −d1 0 0

k k α k α k

0 0 q −g1


où h = nx0,c Φ

′
(z1), k = my0,c Ψ

′
(z2), z1 = x0,c + x1,c + y0,c + y1,c

et z2 = x0,c + x1,c + α(y0,c + y1,c).

La matrice seconde additive composée de J est définie ainsi (voir [7, 86])

J [2] =



h− d1 0 0 −h −h 0

k h+ αk αk h 0 −h
0 q h− g1 0 h h

k r 0 −d1 + αk αk 0

0 0 r q −d1 − g1 0

0 0 k 0 k αk − g1


.

Cette matrice admet une mesure de Lozinskĩi positive µ1

(
J [2]
)
, car le calcul de la

mesure suivant la deuxième ligne de J [2] donne

|k|+ h+ αk + |αk|+ |h|+ | − h| = −(h+ k) > 0.

En conséquence, J admet au moins une valeur propre positive (voir le Théorème

2.3 [86]).

A l’état d’équilibre blast, J est donnée par (3.4), avec x0 = x1 = 0. Alors

λ1 = n Φ(y0,b + y1,b)− d0, λ2 = −d1, λ3 + λ4 = αmy0,b Ψ′ (α(y0,b + y1,b))− g1,

λ3 λ4 = −(g1 + q)αmy0,b Ψ′(α(y0,b + y1,b)).

La valeur propre λ1 est négative si αΦ−1(d0

n
) < Ψ−1(g0

m
). Les autres valeurs propres

sont négatives.

A l’état d’équilibre non pathologique, J est donnée par (3.4), avec y0 = y1 = 0.

Ainsi

λ1 = mΨ(x0,s + x1,s)− g0, λ2 = −g1, λ3 + λ4 = nx0,s Φ′(x0,s + x1,s)− d1,

λ3 λ4 = −(d1 + r)nx0,s Φ′(x0,s + x1,s).
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Alors, λ1 est négative si Φ−1
(
d0

n

)
> Ψ−1

(
g0

m

)
. Les autres valeurs propres sont

négatives.

Remarque 3.1. L’étude précédente montre que dans tous les scénarios, l’état d’équilibre

chronique est instable. De plus, l’état d’équilibre blast est LAS si

R1 :=
Ψ−1

(
g0

m

)
α Φ−1

(
d0

n

) > 1 (3.5)

et l’état d’équilibre non pathologique est LAS si

R2 :=
Ψ−1

(
g0

m

)
Φ−1

(
d0

n

) < 1. (3.6)

Les conditions (3.5) et (3.6) sont suffisantes pour la stabilité asymptotique locale des

états d’équilibre blast et non pathologique. Les fonctionnelles Φ et Ψ sont définies

dans le système (3.2), et les fonctions Φ−1 et Ψ−1 sont définies par le système

(3.3). Soit τl = 1/g0 (resp. τn = 1/d0) la durée de vie des CSH cancéreuses (resp.

normales), et µl = 1/m (resp. µn = 1/n) le temps nécessaire à la division des CSH

cancéreuses (resp. normales).

La condition R1 > 1 signifie que

(1− α) + α
µn
τn

>
µl
τl

alors le rapport entre le temps de division et la durée de vie des CSH cancéreuses,

est inférieur à une constante, plus le même rapport concernant les cellules normales,

multiplié par α.

De la même façon, la condition R2 < 1 donne

µn
τn

<
µl
τl

ainsi, le rapport entre le temps de division et la durée de vie des CSH normales et

inférieur au même rapport concernant les cellules cancéreuses.

Les inégalités (3.5) et (3.6) peuvent être vérifiées simultanément, alors nous avons

prouvé le résultat suivant

Théorème 3.2. Pour toute donnée initiale positive, le système (3.1) admet une

seule solution positive définie pour t positif ; de plus

1. L’origine est LAS si nΦ(0) et mΨ(0) sont inférieurs aux taux de mortalité d0

et g0, respectivement.



Chapitre 3. Dynamique globale des cellules hématopöıétiques 41

2. L’état d’équilibre chronique est un point selle, alors la coexistence des cellules

normales et cancéreuses ne se maintient pas longtemps.

3. Les états d’équilibre blast et non pathologique sont à la fois LAS si R2 < 1 <

R1.

4. L’état d’équilibre blast est l’unique état LAS, c-à-d l’état d’équilibre non pa-

thologique est instable si R2 > 1.

5. L’état d’équilibre non pathologique est l’unique état LAS, c-à-d l’état d’équilibre

blast est instable si R1 < 1.

3.4 Stabilité globale des états d’équilibre

Dans cette section, nous analysons la stabilité asymptotique globale des états d’équilibre

blast et non pathologique dans les scénarios 1 et 3. Dans le scénario 2, nous n’arri-

vons pas à prouver que la solution est bornée et seulement des simulations numériques

montreront la stabilité asymptotique globale des états d’équilibre blast et non pa-

thologique. Nous mentionnons que ces états d’équilibre sont à la fois LAS lorsque

R2 < 1 < R1. Dans ce cas, la dynamique dépend de la donnée initiale des CSH et

elle est illustrée par des simulations numériques.

3.4.1 Scénario 1

Plusieurs auteurs définissent l’homéostasie par une fonctionnelle des CSH quies-

centes [3, 71]. Dans notre modèle, la dynamique des cellules normales et cancéreuses

évolue suivant ce système

dx0

dt
= n

(
1− x0 + y0

K1

)
x0 − d0 x0

dx1

dt
= r x0 − d1 x1

dy0

dt
= m

(
1− x0 + α y0

K1

)
y0 − g0 y0

dy1

dt
= q y0 − g1 y1

(3.7)
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Nous avons montré dans la section 3.2 que le quadrant positif R4
+ est positivement

invariant, alors nous avons

dx0

dt
≤ n

(
1− x0

K1

)
x0 − d0 x0

dy0

dt
≤ m

(
1− α y0

K1

)
y0 − g0 y0.

(3.8)

L’intégration du système (3.8) implique que les variables d’états x0 et y0 sont bornées

pour t assez grand

x0(t) ≤ max
{
x0(0), K1

(
1− d0

n

)}
:= b1

y0(t) ≤ max
{
y0(0), K1

α

(
1− g0

m

)}
:= b2.

(3.9)

Ainsi, B1 := {(x0, y0) ∈ R2 : 0 ≤ x0 ≤ b1, 0 ≤ y0 ≤ b2} est un ensemble fermé et

positivement invariant pour le système (3.10)
dx0

dt
= n

(
1− x0 + y0

K1

)
x0 − d0 x0

dy0

dt
= m

(
1− x0 + α y0

K1

)
y0 − g0 y0.

(3.10)

Par ailleurs, nous avons le résultat suivant

Lemme 3.3. Le système (3.10) n’admet pas de cycles limites dans Int B1.

Démonstration. Nous considérons la fonctionnelle M =
1

x0y0

telle que

L :=
∂

∂x0

(
M

dx0

dt

)
+

∂

∂y0

(
M

dy0

dt

)
= − n

K1y0

− αm

K1x0

.

La positivité des paramètres implique que L est négative sur IntB1 ; donc le critère

de Bendixson-Dulac est satisfait. En conséquence, Int B1 ne contient pas de cycles

limites.

Maintenant, nous pouvons énoncer le résultat de stabilité asymptotique globale pour

le système (3.10).

Théorème 3.4. Pour toute donnée initiale positive (x0(0), y0(0)), le système (3.10)

admet une solution unique et positive, défine pour t positif. De plus
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1. L’état d’équilibre blast (0, y0,b) est globalement asymptotiquement stable (GAS)

si R2 > 1.

2. L’état d’équilibre non pathologique (x0,s, 0) est GAS si R1 < 1.

La stabilité asymptotique globale de l’état d’équilibre blast (0, 0, y0,b, y1,b) du système

(3.7) est obtenue par intégration du modèle (3.11), avec R2 > 1
dx1

dt
= −d1x1

dy1

dt
= q y0,b − g1y1

(3.11)

il est clair que x1(t)→ 0 et y1(t)→ q
g1
y0,b, quand t→∞.

D’une manière similaire, la stabilité asymptotique globale de l’état d’équilibre non

pathologique (x0,s, x1,s, 0, 0) du système (3.7) est obtenue par intégration du modèle

(3.12), quand R1 < 1 
dx1

dt
= r x0,s − d1x1

dy1

dt
= −g1y1

(3.12)

il est clair que x1(t)→ r
d1
x0,s et y1(t)→ 0, lorsque t→∞.

3.4.2 Scénario 3

Nous analysons la stabilité asymptotique globale des états d’équilibre blast et non

pathologique dans le scénario 3. L’évolution des cellules normales et cancéreuses est

donnée par le modèle suivant

dx0

dt
= n

(
1− x0 + x1 + y0 + y1

K3

)
x0 − d0 x0

dx1

dt
= r x0 − d1 x1

dy0

dt
= m

(
1− x0 + x1 + α (y0 + y1)

K3

)
y0 − g0 y0

dy1

dt
= q y0 − g1 y1

(3.13)

Pour une signification biologique, nous vérifions que la solution du modèle (3.13) est

bornée pour tout t > 0. Selon la section 3.2, le quadrant positif R4
+ est positivement
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invariant, alors nous avons

dx0

dt
≤ n

(
1− x0

K3

)
x0 − d0 x0

dx1

dt
= r x0 − d1 x1

dy0

dt
≤ m

(
1− y0

K3

)
y0 − g0 y0

dy1

dt
= q y0 − g1 y1

(3.14)

Nous définissons B2 :=
{

(x0, x1, y0, y1) ∈ R4
+ : x0 ≤ b1, x1 ≤ c1, y0 ≤ b2, y1 ≤ c2

}
,

un ensemble fermé et positivement invariant pour le système (3.13), où b1 et b2 sont

donnés dans (3.9), et

c1 = x1(0) +
rb1

d1

, c2 = y1(0) +
qb2

g1

.

Maintenant, nous analysons la stabilité asymptotique globale de l’état d’équilibre

non pathologique du système (3.13) lorsque R1 < 1. L’argument utilisé est similaire

à celui donné dans [22]. Tout d’abord, les composantes de l’état d’équilibre non

pathologique

x0,s =
d1

d1 + r
K3

(
1− d0

n

)
, x1,s =

r

d1 + r
K3

(
1− d0

n

)
, y0,s = 0, y1,s = 0

vérifient

n− d0 =
n

K
(x0,s + x1,s)

alors, nous récrivons le modèle (3.13) sous la forme suivante

dx0

dt
=

[
− n

K3

(x0 − x0,s)−
n

K3

(x1 − x1,s)−
n

K3

(y0 + y1)

]
x0

dx1

dt
= [x1(x0 − x0,s)− x0(x1 − x1,s)]

r

x1,s

dy0

dt
=

[
m− g0 −

m

K3

(x0,s + x1,s)−
m

K3

(x0 − x0,s)−
m

K3

(x1 − x1,s)−
αm

K3

(y0 + y1)

]
y0

dy1

dt
= qy0 − g1y1.

(3.15)

Nous construisons ensuite une fonctionnelle de Lyapunov

V = α1(x0 − x0,s)− α1x0,s ln
x0

x0,s

+ α2(x1 − x1,s)− α2x1,s ln
x1

x1,s

+ α3y0 + α4y
2
1
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où αi, i = 1, . . . , 4 représentent des constantes positives, qui seront déterminées par

la suite. Evidemment, V est définie et continue par rapport aux variables x0, x1, y0

et y1.

La différentielle de V le long de la solution du modèle (3.15) se présente ainsi

DV = α1

x0
(x0 − x0,s)

dx0

dt
+ α2

x1
(x1 − x1,s)

dx1

dt
+ α3

dy0

dt
+ 2α4y1

dy1

dt

DV = α1(x0 − x0,s)
[
− n
K3

(x0 − x0,s)− n
K3

(x1 − x1,s)− n
K3

(y0 + y1)
]

+α2

x1

r
x1,s

(x1 − x1,s) [x1(x0 − x0,s)− x0(x1 − x1,s)]

+α3y0

[
m− g0 − m

K3
(x0,s + x1,s)− m

K3
(x0 − x0,s)− m

K3
(x1 − x1,s)− αm

K3
(y0 + y1)

]
+2α4y1 [qy0 − g1y1] .

L’expression m − g0 − m
K3

(x0,s + x1,s) est strictement négative lorsque R1 < 1. En

conséquence

DV < α1(x0 − x0,s)
[
− n
K3

(x0 − x0,s)− n
K3

(x1 − x1,s)− n
K3

(y0 + y1)
]

+α2

x1

r
x1,s

(x1 − x1,s) [x1(x0 − x0,s)− x0(x1 − x1,s)]

+α3y0

[
− m
K3

(x0 − x0,s)− m
K3

(x1 − x1,s)− αm
K3

(y0 + y1)
]

+2α4y1 [qy0 − g1y1] .

Nous supposons que

α1
n

K3

= α2
r

x1,s

, α3
αm

K3

= 2α4q. (3.16)

il s’ensuit que

DV < −α1
n
K3

(x0 − x0,s)
2 − α2

x1

r
x1,s

x0(x1 − x1,s)
2 − α3

αm
K3
y2

0 − 2 α4 g1y
2
1

−
(
α1

n
K3

+ α3
m
K3

)
(x0 − x0,s)y0 − α1

n
K3

(x0 − x0,s)y1 − α3
m
K3

(x1 − x1,s)y0.

En introduisant les valeurs absolues |x0 − x0,s| et |x1 − x1,s|, l’inégalité précédente

donne

DV < −α1
n
K3

(x0 − x0,s)
2 − α2

x1

r
x1,s

x0(x1 − x1,s)
2 − α3

αm
K3
y2

0 − 2 α4 g1y
2
1

+
(
α1

n
K3

+ α3
m
K3

)
|x0 − x0,s| y0 + α1

n
K3
|x0 − x0,s| y1 + α3

m
K
|x1 − x1,s| y0.

Notons par Z = (|x0 − x0,s|, |x1 − x1,s|, y0, y1), alors la différentielle de V satisfait

DV < ZBZT
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où

B =



−α1
n
K3

0 α1
n
K3

α1

2
n
K3

0 −α2
rx0

x1x1,s

α3

2
m
K3

0

α3
m
K3

α3

2
m
K3

−α3
αm
K3

0

α1

2
n
K3

0 0 −2α4g1


.

En posant

n α1 = m α3 (3.17)

nous obtenons l’existence d’une matrice diagonale positive D = diag(α1, α2, α3, α4)

telle que B soit de la forme suivante

B =
1

2

(
DG+GTD

)
où

G = (gij)1≤i,j≤4 =



− n
K3

0 2 n
K3

n
K3

0 − rx0

x1x1,s
0 0

0 m
K3

−αm
K3

0

0 0 0 −2g1


.

Notons que (−G) est une M-matrice puisque (−gij) ≤ 0 pour i 6= j, i, j = 1, . . . , 4

et les valeurs propres de (−G)

λ1 =
n

K3

, λ2 =
rx0

x1x1,s

, λ3 =
αm

K3

, λ4 = 2g1

sont positives.

Le Lemme 3.5 [12] implique que la matrice B est définie négative.

Lemme 3.5. Si A est une M-matrice, alors il existe une matrice positive diagonale

D = diag(d1, d2, d3, d4) , di > 0, i = 1, ..., n tel que la matrice 1
2
(DA + ATD) est

définie positive.

En conséquence,DV est strictement négative pour toutes variables positives x0, x1, y0

et y1, à l’exception du point (x0,s, x1,s, 0, 0) où DV = 0. Posons α1 = K3

n
pour obte-

nir αi, i = 2, 3, 4 à partir des équations (3.16)-(3.17).

L’étude précédente montre que

V =
K3

n
(x0 − x0,s)−

K3

n
x0,s ln

x0

x0,s

+
x1,s

r
(x1 − x1,s)−

x2
1,s

r
ln
x1

x1,s

+
K3

m
y0 +

α

2q
y2

1
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satisfait le Théorème de Lyapunov pour la stabilité asymptotique, donc l’état d’équilibre

non pathologique est GAS lorsque R1 < 1.

La stabilité asymptotique globale de l’état d’équilibre blast du système (3.13) est

obtenue par le même argument quand R2 > 1. En premier lieu, les composantes de

l’état d’équilibre blast

x0,b = 0, x1,b = 0, y0,b =
g1

α (g1 + q)
K3

(
1− g0

m

)
, y1,b =

q

α (g1 + q)
K3

(
1− g0

m

)
vérifient

m− g0 =
αm

K3

(y0,b + y1,b)

alors nous récrivons le modèle (3.13) sous la forme suivante

dx0

dt
=

[
n− d0 −

n

K3

(y0,b + y1,b)−
n

K3

(x0 + x1)− n

K3

(y0 − y0,b)−
n

K3

(y1 − y1,b)

]
x0

dx1

dt
= rx0 − d1x1

dy0

dt
=

[
− m

K3

(x0 + x1)− αm

K3

(y0 − y0,b)−
αm

K3

(y1 − y1,b)

]
y0

dy1

dt
= [y1(y0 − y0,b)− y0(y1 − y1,b)]

q

y1,b

.

(3.18)

L’expression n − d0 − n
K3

(y0,b + y1,b) est négative lorsque R2 > 1. En conséquence,

nous pouvons déterminer des constantes positives αi, i = 1, . . . , 4 tel que

V = α1x0 + α2x
2
1 + α3(y0 − y0,b)− α3y0,b ln

y0

y0,b

+ α4(y1 − y1,b)− α4y1,b ln
y1

y1,b

satisfasse le Théorème de Lyapunov pour la stabilité asymptotique, donc l’état

d’équilibre blast est GAS quand R2 > 1.

3.5 Simulations numériques

Dans cette section, nous illustrons la dynamique cellulaire pour t assez grand, dans

chaque scénario. En commençant par des valeurs positives différentes pour les cel-

lules normales et cancéreuses, nous montrons soit la stabilité asymptotique globale

de l’un des états d’équilibre non pathologique et blast, ou bien la stabilité asymp-

totique locale de ces deux états d’équilibre. Notons par c.s.n les CSH normales,

c.d.n les CD normales, c.s.c les CSH cancéreuses et c.d.c les CD cancéreuses. Les
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paramètres du modèle décrivant la dynamique des CSH et CD normales sont donnés

dans [32].

Paramètres Descriptions Valeurs Unités Références

n taux de division des c.s.n 0.005 /jour [32]

d0 taux de mortalité des c.s.n 0.002 /jour [32]

r taux de production des c.d.n 1.065× 107 /jour [32]

d1 taux de mortalité des c.d.n 1 /jour [32]

g0 taux de mortalité des c.s.c 0.002 /jour estimé

q taux de production des c.d.c 1.065× 107 /jour estimé

g1 taux de mortalité des c.d.c 1 /jour estimé

α coefficient de compétition 0.1 estimé

Les CSH normales se divisent en période de 200 jours et subsistent pendant 500

days, alors les taux de division et de mortalité n et d0 sont estimés à 1/200 et 1/500

par jour, respectivement. Ces estimations sont basées sur des travaux de Michor

et al. [61]. Les CD normales sont produites par les CSH normales avec un taux

r = 1.065× 107 par jour, et disparaissent avec un taux d1 = 1 par jour [32]. Dans la

section 3.4, nous avons montré que les conditions de stabilité d’un état d’équilibre

sont indépendantes aussi bien des taux de différenciation r et q, que des taux de

mortalité d1 et g1 ; pour cette raison nous supposons que r = q et d1 = g1. De cette

manière, l’absence des données pour q et g1 est surmonté. En admettant que les CSH

normales et cancéreuses disparaissent avec le même taux d0 = g0, nous obtenons la

valeur du taux de division des CSH cancéreuses, à partir des conditions sur R1 et R2.

En effet, l’état d’équilibre blast est GAS si R2 > 1, cela signifie que m > n = 0.005.

L’état d’équilibre non pathologique est GAS si R1 < 1, ce qui est équivalent à

m < g0/
[
1− α

(
1− d0

n

)]
= 0.002127. Les états d’équilibre non pathologique et

blast sont à la fois LAS si R2 < 1 < R1, c-à-d 0.002127 < m < 0.005. La capacité

d’accueil de la moelle osseuse est l’objet d’une controverse [1, 32]. Dans cette partie,

nous définissons une capacité d’accueil convenable dans chaque scénario, tel que le

nombre des cellules à l’état d’équilibre soit réalistique.

Scénario 1 :

Dans le modèle décrit dans [32], comme dans le scénario 1, l’homéostasie dépend du
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nombre des CSH. Les états d’équilibre non pathologique et blast sont donnés par

x0,s = K1

(
1− d0

n

)
, x1,s = r

d1
x0,s, y0,s = 0, y1,s = 0

x0,b = 0, x1,b = 0, y0,b = K1

α

(
1− g0

m

)
, y1,b = q

g1
y0,b.

En considérant la capacité d’accueil K1 = 2× 104 donnée dans [32], le nombre des

CSH normales est estimé par x0,s = 12 × 103. La dynamique est donnée dans les

figures 3.1(a)-3.1(b)-3.2(a)-3.2(b).

Scénario 2 :

L’homéostasie dépend du nombre des CD, donc les états d’équilibre non patholo-

gique et blast sont définis par

x0,s = d1

r
K2

(
1− d0

n

)
, x1,s = r

d1
x0,s, y0,s = 0, y1,s = 0,

x0,b = 0, x1,b = 0, y0,b = g1K2

αq

(
1− g0

m

)
, y1,b = q

g1
y0,b.

En posant le nombre des CSH normales égal au nombre obtenu dans le scénario 1,

c-à-d K1 = d1

r
K2, nous tirons la valeur K2 = 2.13× 1011. La dynamique est donnée

dans les figures 3.3(a)-3.3(b)-3.4(a)-3.4(b).

Scénario 3 :

L’homéostasie dépend du nombre des CSH et CD. Les états d’équilibre non patho-

logique et blast sont donnés par

x0,s = d1

d1+r
K3

(
1− d0

n

)
, x1,s = r

d1
x0,s, y0,s = 0, y1,s = 0.

x0,b = 0, x1,b = 0, y0,b = g1K3

α(g1+q)

(
1− g0

m

)
, y1,b = q

g1
y0,b.

Comme r est assez large par rapport à d1, nous avons d1 + r ' r. En conséquence,

x0,s serait proche de 12 × 103 pour K3 = K2. La dynamique est donnée dans les

figures 3.5(a)-3.5(b)-3.6(a)-3.6(b).

Dans les figures suivantes, nous illustrons la dynamique cellulaire dans tous les

scénarios. Le point rouge représente un état d’équilibre (chronique, blast ou non

pathologique).
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(a) Phase portrait for HSC (b) Phase portrait for DC

Figure 3.1: L’homéostasie dépend du nombre des CSH. Dans les figures (3.1(a))
et (3.1(b)), nous estimons le taux de division des CSH cancéreuses tel que l’état
d’équilibre blast est GAS. Cette situation correspond à R2 > 1. Alors, nous fixons
m plus grand que n, c-à-d m = 0.0051. Dans la figure (3.1(a)), nous observons une
légère croissance des CSH lorsque le nombre des CSH normales et cancéreuses est
assez petit. Autrement, les CSH normales disparaissent et la dynamique approche
121568 CSH cancéreuses, ce qui dépasse la capacité d’accueil de la moelle osseuse.
Dans la figure (3.1(b)), la dynamique des CD passe à travers un point selle.
Ensuite, le nombre des CD normales décrôıt vers zéro, et la dynamique approche

129470× 107 CD cancéreuses.

(a) Phase portrait for HSC (b) Phase portrait for DC

Figure 3.2: L’homéostasie dépend du nombre des CSH. Dans les figures (3.2(a))
et (3.2(b)), nous estimons le taux de division des CSH cancéreuses de manière
que l’état d’équilibre non pathologique est GAS. Cette situation se présente si
R1 < 1, ce qui signifie m < 0.002127. Alors, posons m = 0.002. Dans la figure
(3.2(a)), nous observons une baisse des CSH cancéreuses, quelque soit le nombre
initial des CSH. La dynamique converge vers 12 × 103 CSH normales. Dans la
figure (3.2(b)), la dynamique des CD passe par un point selle. Ensuite, le nombre
des CD cancéreuses décrôıt vers zéro, et la dynamique approche 12.78× 1010 CD

normales.
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(a) Phase portrait for HSC (b) Phase portrait for DC

Figure 3.3: L’homéostasie dépend du nombre des CD. Dans les figures (3.3(a))
et (3.3(b)), nous estimons le taux de division des CSH cancéreuses de manière que
l’état d’équilibre blast soit GAS, c-à-d R2 > 1. Posons m = 0.0051 plus grand que
n. Dans la figure (3.3(a)), nous remarquons que les CSH normales disparaissent
et la dynamique approche 121568 CSH cancéreuses, ce qui dépasse la capacité
d’accueil K. Dans la figure (3.3(b)), la dynamique des CD passe par un point
selle. Ensuite, le nombre des CD normales décrôıt vers zéro, et la dynamique

approche 129470× 107 CD cancéreuses.

(a) Phase portrait for HSC (b) Phase portrait for DC

Figure 3.4: L’homéostasie dépend du nombre des CD. Dans les figures (3.4(a))
et (3.4(b)), nous estimons le taux de division des CSH cancéreuses de manière que
l’état d’équilibre non pathologique soit GAS. Cette situation se présente si R1 < 1,
ce qui signifie m < 0.002127. Alors, posons m = 0.002. Les cellules cancéreuses
disparaissent ; la dynamique approche 12×103 CSH normales et 12.78×1010 CD

normales.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons analysé un modèle décrivant l’évolution des CSH

et CD. Nous avons montré que l’homéostasie, aussi bien que les caractéristiques



Chapitre 3. Dynamique globale des cellules hématopöıétiques 52

(a) Phase portrait for HSC (b) Phase portrait for DC

Figure 3.5: L’homéostasie dépend du nombre des CSH et CD. Dans les figures
(3.5(a)) et (3.5(b)), nous estimons le taux de division m tel que l’état d’équilibre
blast soit GAS, c-à-d R2 > 1. Posons m = 0.0051 plus grand que n. Dans la figure
(3.5(a)), nous observons une légère croissance des CSH normales lorsque le nombre
des CSH cancéreuses est assez petit. De plus, les CSH normales disparaissent
et la dynamique approche 121568 CSH cancéreuses, ce qui dépasse la capacité
d’accueil K. Dans la figure (3.5(b)), la dynamique des CD passe par un point selle.
Ensuite, les CD normales disparaissent, et la dynamique approche 129470 × 107

CD cancéreuses.

(a) Phase portrait for HSC (b) Phase portrait for DC

Figure 3.6: L’homéostasie dépend du nombre des CSH et CD. Dans les figures
(3.6(a)) et (3.6(b)), nous estimons le taux de division m tel que l’état d’équilibre
non pathologique soit GAS. Cette situation correspond à R1 < 1, ce qui signi-
fie m < 0.002127. Alors, posons m = 0.002. Nous observons que les cellules
cancéreuses disparaissent ; la dynamique approche 12 × 103 CSH normales et

12.78× 1010 CD normales.

des CSH, jouent un rôle important dans la dynamique de la LMC. L’homéostasie

résout le problème du nombre des CSH et CD, à l’état d’équilibre. Le coefficient de

compétition α est impliqué dans la régénération de l’hématopöıèse normale, mais
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Figure 3.7: L’homéostasie dépend du nombre des CSH. Les états d’équilibre
blast et non pathologique sont à la fois LAS si R2 < 1 < R1. Cette situation
correspond à 0.002127 < m < 0.005, alors posons m = 0.003. Nous observons que
l’état d’équilibre chronique est un point selle. Dans la partie gauche limitée par la
ligne séparatrice, la dynamique approche 12×103 CSH normales. Tandis que dans
la partie droite, la dynamique approche 66666 CSH cancéreuses. Notons que pour
R2 < 1 < R1, la dynamique reste similaire dans les cas où l’homéostasie dépend
du nombre de CD, ou bien du nombre des CSH et CD. De plus, la dynamique
des CD dépend des données initiales concernant les CSH, puisque dans le même
portrait de phase des CD, nous avons la convergence soit vers les CD normales,

ou bien les CD cancéreuses.

n’affecte pas le nombre des CSH et CD normales à l’état d’équilibre. Le nombre des

CSH normales reste borné par la capacité d’accueil de la moelle osseuse.

D’autre part, le coefficient de compétition α n’est pas impliqué dans la persistance

de la LMC. Cependant, le nombre des cellules cancéreuses à l’état d’équilibre blast,

peut dépasser la capacité d’accueil à cause de α. A n’importe quel état d’équilibre,

le nombre des CD normales (resp. cancéreuses) est proportionnel au nombre des

CSH normales (resp. cancéreuses).

La dynamique des CSH et CD est pratiquement la même dans tous les scénarios.

Les états d’équilibre non pathologique et blast peuvent être localement asymptoti-

quement stable, simultanément. A l’aide des tests numériques, nous avons obtenu

les données initiales des CSH normales et cancéreuses, entrâınant soit la persistance

de la LMC, ou bien la régénération de l’hématopöıèse normale.



Chapitre 4

Contrôle optimal de la résistance

et la réponse suboptimale

4.1 Introduction

Les traitements anticancéreux ciblés représentent une révolution biologique en phar-

macologie et sont disponibles en deux formes principales : inhibiteurs et anticorps

monoclonaux [92]. L’imatinib (Glivec) représente un traitement de base de la LMC,

administré avec des doses variant de 400 à 1000 mg par jour [31, 84]. Malgré une

efficacité considérable de l’imatinib, Rousselot [76] avait mentionné que la réponse

des patients au traitement est variable. Elle peut être hématologique, cytogénétique

et moléculaire. Une proportion de 95% des patients traités dans la phase chronique

présente la réponse hématologique, qui induit une réponse cytogénétique dans 85%

des cas [73]. Le traitement échoue si le patient dépasse la période usuelle pour

répondre, ou bien perd l’une des réponses hématologique et cytogénétique. Dans le

premier cas, la réponse hématologique n’est pas obtenue dans trois mois de trai-

tement, alors une résistance première se présente. Tandis que le deuxième cas est

défini par une résistance acquise [85]. La réponse suboptimale n’a pas de rapport

avec la résistance. Elle décrit une réaction assez lente des cellules cancéreuses à

l’imatinib [76]. Par ailleurs, certains patients étant dans la même phase de la LMC

et suivant le même protocole de traitement, réagissent différemment [69]. Alors, une

question critique se présente : quels sont les facteurs de la disparition de la maladie,

la réponse suboptimale et la rechute durant la thérapie ? La recherche mathématique

peut fournir quelques explications. Dingli et Michor [32] ont développé un modèle

54



Chapitre 4. Contrôle optimal de la résistance et la réponse suboptimale 55

décrivant la dynamique des cellules normales et cancéreuses. Cette dynamique est

liée à des valeurs numériques constantes puisque l’effet du traitement n’a pas été

représenté par un problème de contrôle optimal. Nanda et al. [67] ont utilisé la

théorie du contrôle optimal pour analyser l’effet de l’imatinib et du cytarabine sur

les cellules sanguines cancéreuses, les cellules T näıves et les cellules T effectrices.

Le nombre des cellules cancéreuses augmente suivant le processus de Gompertz sans

aucun effet de saturation du système sanguin. Ils ont déterminé relativement la dose

optimale nécessaire à faire crôıtre les cellules T näıves, diminuer le nombre des cel-

lules cancéreuses et les effets néfastes du traitement.

Dans ce chapitre, nous reprenons le modèle mathématique qui décrit la régénération

et la différenciation des CSH. Le nombre des CSH cancéreuses ne peut pas atteindre

l’infini. Cependant, ces cellules possèdent un avantage de division par rapport aux

CSH normales. L’homéostasie régule le processus de division selon le nombre des

CSH. Dans notre modèle, nous prenons en considération la capacité d’accueil de

le moelle osseuse pour les CSH, puisque Catlin et al. [19] ont décrit les maladies

myéloprolifératives comme un processus de compétition pour l’espace. Nous avons

montré dans le chapitre précédent les conditions de stabilité asymptotique globale

des états d’équilibre chronique, blast et non pathologique, qui déterminent soit la

persistance de la maladie ou bien l’élimination des cellules cancéreuses. Les causes de

la disparition de la maladie, la réponse suboptimale et la rechute du traitement ont

évoqué une discussion assez large. Dingli et Michor [32] ont démontré que la thérapie

qui augmente la mortalité ou diminue la production des CD cancéreuses ne peut

pas éradiquer la maladie. Cependant, la thérapie qui inhibe la réplication des CSH

cancéreuses éradique la maladie lentement. Ils ont mentionné que certaines CSH

cancéreuses sont moins sensibles aux effets du traitement, à cause de la formation

des protéines membranaires qui rejettent l’agent chimiothérapeutique. Malgré les

réponses relativement rapides obtenues in vivo, Graham et al. [44] ont suspecté que

l’insensibilité à l’imatinib obtenue in vitro, est responsable de la rechute après une

thérapie prolongée. Roeder et al. [75] ont représenté plusieurs dynamiques lentes,

observées en clinique. Ils ont prédit l’existence des cellules sensibles et insensibles

au traitement.

Dans notre modèle, nous examinons plusieurs scénarios thérapeutiques à travers les

problèmes de contrôle optimal. Ces scénarios peuvent être utiles pour comprendre

l’origine des différentes réponses. Nous supposons que l’imatinib contrôle la divi-

sion des CSH cancéreuses dans le scénario 1. Dans le scénario 2, le traitement

augmente la mortalité des CD cancéreuses. Nous examinons dans le scénario 3 la
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dynamique cellulaire lorsque les scénarios 1 et 2 se réalisent simultanément. Dans le

scénario 4, l’imatinib augmente la mortalité des CSH cancéreuses. Finalement, dans

le scénario 5, l’imatinib contrôle la prolifération des CD cancéreuses. Dans chaque

scénario cité ci-dessus, nous examinons en particulier la dynamique cellulaire lorsque

la moelle osseuse contient quelques CSH insensibles. Notre objectif est de déterminer

des contrôles optimaux qui minimisent le nombre des cellules cancéreuses et l’effet

néfaste du traitement.

4.2 La dynamique incontrôlée

4.2.1 Présentation du modèle

Nous considérons les populations des CSH et CD, définies dans la section 2.2.1,

où l’homéostasie dépend du nombre des CSH. Cette hypothèse est utilisée dans de

nombreux modèles décrivant la dynamique des CSH [4, 24, 32, 55, 56, 71]. Supposons

que les CD normales et cancéreuses disparaissent avec un taux d et g par jour,

respectivement. Un nombre important des CD est produit par prolifération des CD

[80]. Alors, nous supposons que les CD normales prolifèrent et produisent des CD

normales, avec un taux d2. De la même façon, les CD cancéreuses prolifèrent et

produisent des CD cancéreuses, avec un taux g2.

Les données initiales sont positives et la population évolue selon le modèle de Lotka-

Volterra suivant 

dx0

dt
= n Φ(x0 + y0) x0 − d0 x0

dx1

dt
= r x0 − (d− d2) x1

dy0

dt
= mΨ(x0 + αy0) y0 − g0 y0

dy1

dt
= q y0 − (g − g2) y1.

(4.1)

En plus de l’état trivial qui représente l’extinction des cellules, le modèle (4.1)

admet trois états d’équilibre, dont les composantes sont indiquées par c, b et s,

suivant les états chronique, blast et non pathologique, définis dans la section 3.2,

où les paramètres

d1 := d− d2, g1 := g − g2 (4.2)

sont supposés être strictement positifs.
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4.2.2 Dynamique globale du modèle

Nous avons démontré dans le chapitre précédent que la stabilité asymptotique glo-

bale des états d’équilibre blast et non pathologique est liée aux paramètres R1 et

R2 définis dans (3.3)-(3.5)-(3.6). En effet, le théorème suivant se présente

Théorème 4.1. Pour toute donnée initiale positive, le système (4.1) admet une

solution unique et positive, définie pour t positif. De plus

1. L’origine est LAS si n et m sont inférieurs aux taux de mortalité d0 et g0,

respectivement. ces conditions ne se réalisent pas cliniquement.

2. L’état d’équilibre chronique est un point selle, alors la coexistence des cellules

normales et cancéreuses ne se maintient pas longtemps.

3. Les états d’équilibre blast et non pathologique sont LAS ssi R2 < 1 < R1.

4. L’état d’équilibre blast est le seul état GAS ssi R2 > 1.

5. L’état d’équilibre non pathologique est le seul état GAS ssi R1 < 1.

4.3 Problèmes de contrôle optimal

Dans cette partie, la dose du traitement est représentée par une fonction positive

u(t), qui dépend du temps. Cette fonction est continue par morceaux à cause de

l’administration et la dégradation journalières de l’imatinib [88]. Par ailleurs, la

toxicité du traitement entrâıne une limitation de la dose [31, 84], alors u est supposée

être bornée dans [0, umax] pour tout instant t dans [0, T ], où T dénote la durée de

traitement. Nous introduisons deux effets non linéaires de l’imatinib h1(u) et h2(u).

Le premier effet h1(u) inhibe absolument la division des CSH cancéreuses pour une

dose intolérable. Cela ait un sens puisque les CSH cancéreuses sont suspectées être

insensibles à la thérapie standard ; ainsi, elles sont à l’origine de l’échec du traitement

dans plusieurs cas [32, 44, 75]. Du point de vue biologique, un nombre important

de CD est produit par prolifération des CD [80]. Nous supposons que l’effet h1(u)

inhibe complètement la prolifération des CD cancéreuses pour une dose intolérable.

Le deuxième effet h2(u) réduit la durée de vie des cellules cancéreuses à certaines

heures pour une dose intolérable. L’objectif du traitement est d’arrêter ou de limiter

la croissance des cellules cancéreuses, tout en gardant une toxicité acceptable pour

les cellules normales. Ainsi, notre objectif consiste à minimiser le nombre des cellules
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cancéreuses. Nous voulons aussi réduire la toxicité du traitement. Alors l’ensemble

des contrôles admissibles est donné par

U = {fonctions continues par morceaux u(t) : 0 ≤ u(t) ≤ umax, ∀t ∈ [0, T ]} .

Posons y0s et y0i les nombres des CSH cancéreuses, sensibles et insensibles au trai-

tement, respectivement. Un problème de contrôle optimal est résolu lorsque nous

déterminons une fonction u∗ appartenant à U , qui minimise la fonction coût suivante

J(u) =

∫ T

0

[
u2(t) + y2

0s(t) + y2
0i + y2

1(t)
]
dt.

Le premier terme de J est quadratique et représente un coût non linéaire du trai-

tement. D’autres formes de J existent dans la littérature [29, 54, 67]. Nous admet-

tons que les données initiales sont positives au début de la thérapie ; ensuite, nous

analysons les effets non linéaires de l’imatinib sur la dynamique cellulaire, suivant

plusieurs scénarios, lorsque R2 > 1.

4.3.1 Scénario 1 :

l’imatinib contrôle la division des CSH cancéreuses

Supposons que l’imatinib régule le taux de division des CSH cancéreuses, suivant

une fonctionnelle non linéaire et décroissante

h1 : [0, umax] −→ [0, 1].

Par définition, h1 atteint la valeur maximale 1 pour u = 0. Cela signifie que les

CSH cancéreuses se divisent avec le taux m sans thérapie. Cependant, h1 converge

vers zéro pour une dose intolérable. Le modèle suivant décrit l’évolution des cellules

normales et cancéreuses sous ces conditions

dx0

dt
= n Φ(x0 + y0) x0 − d0 x0

dx1

dt
= r x0 − (d− d2) x1

dy0

dt
= m h1(u) Ψ(x0 + αy0) y0 − g0 y0

dy1

dt
= q y0 − (g − g2) y1.

(4.3)
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Comme certaines CSH cancéreuses sont suspectées être insensibles au traitement,

nous posons

y0 = y0s + y0i.

Les CSH insensibles se divisent avec le taux m en présence du traitement. Par

conséquent, les cellules normales et cancéreuses évoluent suivant ce modèle

dx0

dt
= n Φ(x0 + y0) x0 − d0 x0

dx1

dt
= r x0 − (d− d2) x1

dy0s

dt
= m h1(u) Ψ(x0 + αy0) y0s − g0 y0s

dy0i

dt
= mΨ(x0 + αy0) y0i − g0 y0i

dy1

dt
= q y0 − (g − g2) y1.

(4.4)

4.3.2 Scénario 2 :

l’imatinib augmente la mortalité des CD cancéreuses

Nous supposons que le traitement induit un taux de mortalité additionnel h2(u)

pour les CD cancéreuses, où

h2 : [0, umax] −→ [0, 1].

Par définition, h2 est une fonctionnelle non linéaire et croissante, qui satisfait h2(0) =

0 ; ce qui signifie que les CD cancéreuses disparaissent avec le taux g, en absence du

traitement. Cependant, h2 atteint la valeur maximale 1 pour une dose intolérable. En

conséquence, la durée de vie des CD cancéreuses, notée par (1/g) jours, est réduite

à (1/(1 + g)), qui représente quelques heures seulement. Les cellules normales et

cancéreuses évoluent selon ce modèle

dx0

dt
= n Φ(x0 + y0) x0 − d0 x0

dx1

dt
= r x0 − (d− d2) x1

dy0

dt
= mΨ(x0 + α y0) y0 − g0 y0

dy1

dt
= q y0 − (g − g2) y1 − h2(u)y1.

(4.5)
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Nous remarquons dans ce modèle que toutes les CSH cancéreuses sont insensibles

au traitement.

4.3.3 Scénario 3 :

l’imatinib contrôle la division des CSH cancéreuses

et augmente la mortalité des CD cancéreuses

Nous supposons que l’imatinib régule le taux de division des CSH cancéreuses et in-

duit une mortalité additionnelle pour les CD cancéreuses, à travers les fonctionnelles

h1(u) et h2(u), définies dans les sections 4.3.1 et 4.3.2, respectivement. Ainsi, les

scénarios 1 et 2 se produisent simultanément. Les cellules normales et cancéreuses

évoluent par le modèle suivant

dx0

dt
= n Φ(x0 + y0) x0 − d0 x0

dx1

dt
= r x0 − (d− d2) x1

dy0

dt
= m h1(u) Ψ(x0 + α y0) y0 − g0 y0

dy1

dt
= q y0 − (g − g2) y1 − h2(u)y1.

(4.6)

Lorsque certaines CSH sont insensibles au traitement, nous utilisons la même nota-

tion y0 = y0s+y0i, pour les CSH sensibles et insensibles. La fonctionnelle non linéaire

h1(u) contrôle seulement le taux de division des CSH cancéreuses et sensibles. Les

cellules normales et cancéreuses évoluent suivant ce modèle

dx0

dt
= n Φ(x0 + y0) x0 − d0 x0

dx1

dt
= r x0 − (d− d2) x1

dy0s

dt
= m h1(u) Ψ(x0 + αy0) y0s − g0 y0s

dy0i

dt
= mΨ(x0 + αy0) y0i − g0 y0i

dy1

dt
= q y0 − (g − g2) y1 − h2(u)y1.

(4.7)
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4.3.4 Scénario 4 :

l’imatinib augmente la mortalité des CSH cancéreuses

Dans ce scénario, nous supposons que le traitement induit une mortalité addition-

nelle h2(u), seulement pour une proportion β des CSH cancéreuses, où h2(u) est

définie dans la section 4.3.2. Les cellules normales et cancéreuses évoluent suivant

ce modèle 

dx0

dt
= n Φ(x0 + y0) x0 − d0 x0

dx1

dt
= r x0 − (d− d2) x1

dy0

dt
= mΨ(x0 + α y0) y0 − g0 y0 − β h2(u)y0

dy1

dt
= q y0 − (g − g2) y1.

(4.8)

Lorsque certaines CSH cancéreuses résistent au traitement, nous posons y0 = y0s +

y0i. Le taux de mortalité additionnelle h2(u) affecte seulement une proportion β des

CSH cancéreuses et sensibles. Les cellules normales et cancéreuses évoluent suivant

ce modèle 

dx0

dt
= n Φ(x0 + y0) x0 − d0 x0

dx1

dt
= r x0 − (d− d2) x1

dy0s

dt
= mΨ(x0 + αy0) y0s − g0 y0s − β h2(u)y0s

dy0i

dt
= mΨ(x0 + αy0) y0i − g0 y0i

dy1

dt
= q y0 − (g − g2) y1.

(4.9)

4.3.5 Scénario 5 :

l’imatinib contrôle la prolifération des CD cancéreuses

Dans cette section, nous supposons que le traitement régule la prolifération des CD

cancéreuses, suivant la fonctionnelle h1(u), définie dans la section 4.3.1. Alors, les
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cellules normales et cancéreuses évoluent suivant ce modèle

dx0

dt
= n Φ(x0 + y0) x0 − d0 x0

dx1

dt
= r x0 − (d− d2) x1

dy0

dt
= mΨ(x0 + α y0) y0 − g0 y0

dy1

dt
= q y0 − (g − g2 h1(u)) y1.

(4.10)

4.4 Existence du contrôle optimal

Les modèles introduits dans les sections 4.3.1-4.3.5 sont représentés dans le système

suivant

dx0

dt
= n Φ(x0 + y0) x0 − d0 x0

dx1

dt
= r x0 − (d− d2) x1

dy0s

dt
= mΨ(x0 + αy0) y0s(ε1 + ε2h1(u))− g0 y0s − β ε4h2(u)y0s

dy0i

dt
= mΨ(x0 + αy0) y0i − g0 y0i

dy1

dt
= q y0 − g y1 + (ε5 + ε6h1(u)) g2y1 − ε3h2(u)y1

(4.11)

où les εi, i = 1, . . . , 6 sont définis dans chaque scénario. Par exemple, dans le scénario

1 nous avons ε1 = ε3 = ε4 = ε6 = 0 et ε2 = ε5 = 1. Dans le cas où toutes les CSH

cancéreuses sont ciblées par le traitement, nous avons y0s = y0 et y0i = 0. De la

même façon, si toutes les CSH cancéreuses sont insensibles au traitement, alors

y0s = 0 et y0i = y0.

Pour toute donnée initiale positive, le système (4.11) admet une solution positive.

De plus, la solution vérifie le système suivant

dx0

dt
= n Φ(x0 + y0) x0 − d0 x0

dx1

dt
= r x0 − d1 x1

dy0s

dt
≤ mΨ(x0 + αy0) y0s − g0 y0s

dy0i

dt
≤ mΨ(x0 + αy0) y0i − g0 y0i

dy1

dt
≤ q y0 − g1 y1

(4.12)
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où d1 et g1 sont définis dans le système (4.2). En conséquence, la solution est bornée

pour t assez grand. En effet

x0(t) ≤ max
{
x0(0), K

(
1− d0

n

)}
:= c1

x1(t) ≤ max
{
x1(0), rc1

d1

}
:= c2.

y0s(t) ≤ max
{
y0s(0), K

α

(
1− g0

m

)}
:= c3

y0i(t) ≤ max
{
y0i(0), K

α

(
1− g0

m

)}
:= c4

y1(t) ≤ max
{
y1(0), q(c3+c4)

g1

}
:= c5.

(4.13)

L’existence du contrôle optimal pour chaque scénario ne peut être obtenu par les

notions classiques. En effet, l’évolution des cellules cancéreuses dépend des fonc-

tionnelles non linéaires h1(u) et h2(u) ; ainsi le Corollaire 4.1 [40] n’est pas vérifié.

Nous utilisons donc la notion des suites minimisantes pour prouver l’existence d’un

contrôle optimal u∗ dans U , dans chaque scénario.

Théorème 4.2. Il existe au moins un contrôle optimal dans chaque scénario.

Démonstration. Nous définissons

J(u) =

∫ T

0

[
u2(t) + y2

0s(t) + y2
0i(t) + y2

1(t)
]
dt, u ∈ U .

Chaque système décrit dans (4.3)-(4.10) admet une solution bornée et positive dans

L2([0, T ]), donc J est bornée et nous avons

i := inf
U
J(u) < +∞.

En conséquence, il existe une suite minimisante (un)n dans U vérifiant

i ≤ J(un) ≤ i+
1

n
, ∀n ∈ N∗.

La dérivée de chaque variable d’état est bornée ; ainsi chaque composante de (x0, x1, y0s, y0i, y1)

appartient à W 1,2([0, T ]). L’existence d’une suite uniformément convergente, notée

par (xn0 , x
n
1 , y

n
0s, y

n
0i, y

n
1 )n dans C∞c (R) telle que

xn0 |[0,T ] → x0, xn1 |[0,T ] → x1, yn0s|[0,T ] → y0s, yn0i|[0,T ] → y0i, yn1 |[0,T ] → y1

dans L2([0, T ]) provient du Théorème viii.6 [17].

La suite bornée (un)n est dans L2([0, T ]), alors d’après le Théorème iii.27 [17], nous
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pouvons extraire une sous suite (unk)k telle que unk ⇀ u∗.

L’application continue définie sur U par ϕ(u) = ‖u‖2
L2([0,T ]) est convexe, alors

‖u∗‖2 ≤ lim
k→+∞

inf ‖unk‖2.

Cela signifie que u∗ ∈ U . La sous suite (unk)k satisfait

‖unk‖2
L2([0,T ]) = J(unk)−

∫ T

0

[
(ynk0s )2 + (ynk0i )2 + (ynk1 )2

]
dt.

En passant à la limite en k, nous obtenons l’inégalité suivante

‖u∗‖2
L2([0,T ]) ≤ lim

k→+∞
inf ‖unk‖2

L2([0,T ]) = i−
∫ T

0

[
y2

0s + y2
0i + y2

1

]
dt.

Nous pouvons récrire cette dernière inégalité sous la forme

i = inf
U
J(u) ≥ ‖u∗‖2

L2([0,T ]) +

∫ T

0

[
y2

0s + y2
0i + y2

1

]
dt = J(u∗).

Nous obtenons l’existence de u∗ dans U telle que infU J(u) ≥ J(u∗), donc la fonction

coût J atteint son minimum en u∗.

4.5 Caractérisation du contrôle optimal

Les conditions nécessaires satisfaites par le contrôle optimal proviennent du principe

du maximum de Pontryagin [54]. Notons par H l’Hamiltonien suivant

H = −(u2 + y2
0s + y2

0i + y2
1) + p1

dx0

dt
+ p2

dx1

dt
+ p3

dy0s

dt
+ p4

dy0i

dt
+ p5

dy1

dt
.

En appliquant le principe du maximum de Pontryagin [54] et en utilisant le théorème

4.2, nous obtenons le résultat suivant

Théorème 4.3. Il existe un contrôle optimal u∗ et une solution correspondante

(x∗0, x
∗
1, y
∗
0s, y

∗
0i, y

∗
1) qui minimise J(u) sur U , dans chaque scénario. De plus, il existe

des variables adjointes pi, i = 1, . . . , 5, vérifiant

dp1

dt
= −∂H

∂x0

,
dp2

dt
= −∂H

∂x1

,
dp3

dt
= − ∂H

∂y0s

,
dp4

dt
= − ∂H

∂y0i

,
dp5

dt
= −∂H

∂y1
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avec les conditions de transversalité pi(T ) = 0, i = 1, . . . , 5.

Le système adjoint est donné par

dp1

dt
= −p1

[
nΦ− d0 + nx0

∂Φ

∂x0

]
− p2r − p3m

∂Ψ

∂x0

(ε1 + ε2h1(u))y0s − p4m
∂Ψ

∂x0

y0i

dp2

dt
= (d− d2)p2

dp3

dt
= 2y0s − p1n

∂Φ

∂y0s

x0 − p4m
∂Ψ

∂y0s

y0i − p5q

−p3

[
mΨ (ε1 + ε2h1(u))− g0 +m (ε1 + ε2h1(u)) y0s

∂Ψ

∂y0s

− βε4h2(u)

]
dp4

dt
= 2y0i − p1n

∂Φ

∂y0i

x0 − p3m (ε1 + ε2h1(u)) y0s
∂Ψ

∂y0i

− p4

[
m

∂Ψ

∂y0i

y0i +mΨ− g0

]
− p5q

dp5

dt
= 2y1 + p5 [g − (ε5 + ε6h1(u)) g2 + ε3h2(u)]

(4.14)

La dérivée de H par rapport à u est nulle si u∗ ∈ ]0, umax[.

∂H

∂u
= −2u+p3 [mΨ(x0 + αy0)y0s ε2h

′
1(u)− βy0s ε4h

′
2(u)]+p5(ε6g2h

′
1(u)−ε3h

′
2(u))y1.

De plus, u∗ = umax si
∂H

∂u
> 0, et u∗ = 0 si

∂H

∂u
< 0.

Une fois les effets non linéaires de la thérapie h1(u) et h2(u) sont déterminés, le

modèle (4.11) apporte dans chaque scénario un contrôle optimal, qui dépend des

variables d’état (x0, x1, y0s, y0i, y1) et des variables adjointes pi, i = 1, . . . , 5.

4.6 Simulation numériques

Dans cette section, nous illustrons la dynamique cellulaire et le contrôle optimal

dans chaque scénario. Pour une fonction u positive et dépendante du temps, nous

définissons les effets non linéaires de la thérapie

h1(u) =
1

1 + u
, h2(u) =

u

1 + u
.

Dans le scénario 1, les CSH cancéreuses se divisent avec un taux m
1+u

, qui converge

vers zéro pour u assez grand. Dans le scénario 2, l’imatinib cause un taux de morta-

lité additionnnel u
1+u

pour les CD cancéreuses. Ce taux atteint sa valeur maximale

1 lorsque u converge vers +∞. Le scénario 3 est un assemblement des scénarios 1

et 2. Dans le scénario 4, l’imatinib cause un taux de mortalité additionnel u
1+u

pour
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une proportion β = 0.1 des CSH cancéreuses. Finalement, dans le scénario 5, les

CD cancéreuses prolifèrent avec un taux g2

1+u
. Notons par n et c les cellules normales

et cancéreuses, respectivement.

Paramètres Descriptions Valeurs Unités

n taux de division des CSH n 0.005 /jour

m taux de division des CSH c 0.0051 /jour

d0 taux de mortalité des CSH n 0.002 /jour

g0 taux de mortalité des CSH c 0.002 /jour

r taux de production des CD n 1.065e+ 7 /jour

q taux de production des CD c 1.065e+ 7 /jour

d taux de mortalité des CD n 1.4 /jour

d2 taux de prolifération des CD n 0.4 /jour

g taux de mortalité des CD c 1.4 /jour

g2 taux de prolifération des CD c 0.4 /jour

Les taux de division, mortalité et production des cellules normales sont donnés par

Dingli et Michor [32]. Les CSH normales se divisent tous les 200 jours et subsistent

durant 500 jours, alors les taux de division et de mortalité n et d0 sont estimés à

1/200 et 1/500 par jour, respectivement. Ces estimations sont basées sur des travaux

de Michor et al. [60]. Les CD normales sont produites par les CSH normales avec un

taux r = 1.065× 107 par jour et disparaissent avec un taux d = 1.4 par jour. Nous

posons le taux de prolifération des CD normales égale à d2 = 0.4 par jour. Dans la

section 4.2, le résultat de la stabilité asymptotique globale ne dépend pas des taux

de différenciation r et q, des taux de prolifération d2 et g2, aussi bien des taux de

mortalité d et g. En conséquence, nous posons r = q, d2 = g2 et d = g. De cette

manière, l’absence des données en q, g2 et g ne représente pas un obstacle. Nous

supposons que les CSH normales et cancéreuses ont les mêmes taux de mortalité

d0 = g0. Le taux de division m des CSH cancéreuses est obtenu par le théorème

de stabilité globale, donné dans la section 4.2. En effet, l’état d’équilibre blast est

GAS si R2 > 1, c-à-d que m > n = 0.005. Le coefficient de compétition α est égale

à 0.1 et la capacité d’accueil de la moelle osseuse K est estimée à 2× 104 CSH [32].

Les valeurs initiales des cellules normales et cancéreuses sont x0 = 104, x1 = 1011,

y0 = 103 et y1 = 1010. Dans ce cas, la maladie est dans un stade avancé.

Pour résoudre le problème de contrôle optimal, nous introduisons une valeur initiale

de u(t) à chaque instant t dans [0, T ]. Nous résolvons le système (4.11) ensuite le

système adjoint (4.14). Le nouveau contrôle est calculé par une méthode du gradient.
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Ce processus se fait itérativement jusqu’à la convergence vers le contrôle optimal

u∗(t). La durée de traitement est fixée progressivement selon la dynamique cellulaire

observée. Cette durée varie de neuf mois à huit ans. Le scénario 1 est illustré dans

Figure 4.1: La thérapie contrôle la division des CSH cancéreuses

la figure 4.1. Le traitement désigné à contrôler la division des CSH cancéreuses ne

peut pas éradiquer la maladie. Nous observons que la dose optimale débute à 1426.89

mg/jour et ne change pas durant trois mois approximativement. Ensuite, elle aug-

mente vers sa valeur maximale 1664.70 mg/jour. Cette dose précède quelques légères

variations. Après trois ans, la dose optimale décrôıt progressivement vers zéro. En

conséquence, une thérapie prolongée n’élimine pas la maladie. Nous observons une

croissance des CD cancéreuses vers 1.05 × 1010 cellules dans les premiers jours du

traitement. Par la suite, le nombre des cellules cancéreuses décrôıt progressivement,

mais n’atteint pas la valeur nulle après cinq ans. Le nombre des cellules normales

se stabilise vers un équilibre. Dans le scénario 1, si certaines CSH cancéreuses se

divisent intensément avec l’administration du traitement, la dose optimale montre

une dynamique similaire (voir la figure 4.2). Elle commence à 1547.09 mg/jour et ne

change pas durant plus d’un mois. Ensuite, elle atteint la valeur maximale 1650.23

mg/jour, qui précède quelques variations. Après trois ans et demi, la dose optimale
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Figure 4.2: La thérapie contrôle la division des CSH sensibles et cancéreuses

décrôıt progressivement avec le temps. Le nombre des CSH insensibles augmente et

entrâıne la croissance des CD cancéreuses. Le nombre des cellules normales atteint

une valeur maximale en période de trois ans, puis décrôıt avec le temps à cause

de la compétition dans la moelle osseuse. La thérapie peut augmenter le taux de

mortalité des CD cancéreuses, selon le scénario 2. Cet effet ne peut pas éliminer les

cellules cancéreuses, comme nous l’illustrons dans la figure 4.3. La dose optimale

est 367.76 mg/jour durant les premiers jours de traitement. Elle augmente vers

551.64 mg/jour et ne change pas pendant plus d’un an. Ensuite, nous observons

une croissance progressive avec le temps, telle que la dose optimale atteint la valeur

maximale 1654.94 mg/jour. Le nombre des CSH cancéreuses augmente continûment



Chapitre 4. Contrôle optimal de la résistance et la réponse suboptimale 69

Figure 4.3: La thérapie augmente la mortalité des CD cancéreuses

et les CD cancéreuses se déclinent seulement durant les premiers jours de traitement.

Le nombre des cellules normales augmente pendant deux ans, approximativement.

Après, il décrôıt à cause de la compétition pour l’espace. La thérapie peut contrôler

le taux de division des CSH cancéreuses et augmente le taux de mortalité des CD

cancéreuses, suivant le scénario 3. Cet effet n’élimine pas la maladie comme nous

le montrons dans la figure 4.4. La dose optimale est 1205.88 mg/jour pendant plus

d’un mois. Ensuite, elle crôıt vers la valeur maximale 1386.76 mg/jours dans six

mois. Nous observons par la suite des variations à travers le temps. Cependant,

après quatre ans, la dose optimale décrôıt progressivement vers zéro. Le nombre

des CSH normales évolue et converge vers un état d’équilibre positif. La même

situation se présente pour les CD normales. Par ailleurs, le nombre des cellules

cancéreuses est réduit après cinq ans de traitement, mais n’atteint pas la valeur

nulle. Notons que les CD cancéreuses répondent au traitement durant les premiers
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Figure 4.4: La thérapie contrôle la division des CSH cancéreuses et augmente
la mortalité des CD cancéreuses

jours seulement, et qu’une période prolongée n’est pas un moyen pour stabiliser

l’hématopöıèse. Dans le scénario 3, certaines CSH cancéreuses résistent au traite-

ment et se divisent intensément. La dose optimale est continue par morceaux (voir

la figure 4.5). Elle commence à 1171.89 mg/jour et ne change pas pendant plus d’un

mois. Ensuite, elle atteint la valeur maximale 1245.13 mg/jour, puis se décline vers

1025.40 mg/jour. Cette dose est utilisée d’une manière discontinue jusqu’à la fin de

la thérapie. Nous observons que le nombre des CSH insensibles crôıt continûment,

alors les CD cancéreuses ne sont pas éliminées par thérapie. La dynamique des cel-

lules normales et cancéreuses est similaire à celle obtenue dans le scénario 1. La

thérapie peut causer une mortalité additionnelle pour une proportion β = 0.1 des

CSH cancéreuses, suivant le scénario 4. Dans la figure 4.6, nous observons que la

dose optimale commence à 83.97 mg/jour, et décrôıt continûment avec le temps.

Après quatre mois, elle atteint 48.74 mg/jour et approche zéro à la fin du traite-

ment. Les CSH et CD cancéreuses sont complètement éliminées après neuf mois.

En conséquence, le nombre des CSH et CD normales crôıt continûment. Notons que

la période nécessaire à l’élimination des cellules cancéreuses dépend de la valeur de

β. Si β est inférieur à 0.1, cette période dépasse neuf mois. La figure 4.7 illustre
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Figure 4.5: La thérapie contrôle la division des CSH cancéreuses sensibles, et
augmente la mortalité des CD cancéreuses

la dynamique cellulaire dans le scénario 4, lorsque certaines CSH cancéreuses ne

répondent pas au traitement. Nous observons que le nombre des CSH insensibles

crôıt continûment, et seulement les CSH sensibles se déclinent. Le nombre des cel-

lules normales augmente. De plus, le nombre des CD cancéreuses atteint 18 × 109

cellules dans les premiers jours. Il décrôıt vers 11 × 109 cellules dans deux mois et

puis crôıt progressivement. La dynamique de la dose optimale est similaire à celle

obtenue précédemment. La thérapie peut contrôler le taux de prolifération des CD

cancéreuses, suivant le scénario 5. Dans la figure 4.8, la dose optimale commence
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Figure 4.6: La thérapie cause une mortalité additionnelle pour une proportion
β = 0.1 des CSH cancéreuses

à 647.11 mg/jour, et ne change pas pendant plus de cinq ans. Ensuite, elle aug-

mente vers 1294.23 mg/jour et finalement atteint 1941.35 mg/jour. Le nombre des

CSH cancéreuses augmente continûment, tandis que le nombre des CD cancéreuses

décrôıt seulement durant les premiers jours. Le nombre des cellules normales aug-

mente pendant deux ans, approximativement, puis décrôıt à cause de la compétition

avec les cellules cancéreuses.
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Figure 4.7: La thérapie cause une mortalité additionnelle pour une proportion
β = 0.1 des CSH sensibles et cancéreuses

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons représenté plusieurs scénarios thérapeutiques, en uti-

lisant les problèmes de contrôle optimal. La thérapie peut affecter la dynamique des

CSH, CD ou bien les deux lignées cellulaires. Nous avons montré que la thérapie qui

contrôle la division des CSH cancéreuses ne peut pas éradiquer la maladie. Le patient

montrera une dynamique assez lente pour les cellules cancéreuses, qui représente

la réponse suboptimale. Si certaines CSH cancéreuses résistent au traitement, la
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Figure 4.8: La thérapie contrôle la prolifération des CD cancéreuses

thérapie finira par échouer à cause de la croissance continue des CSH cancéreuses et

insensibles. Le patient montrera une progression de la maladie après deux ans. En ef-

fet, les CD cancéreuses montrent une résistance primaire, puis croissent continûment

après deux ans. En conséquence, les cellules normales seront en déclin dans trois

ans de thérapie.

Le traitement qui augmente la mortalité des CD cancéreuses ne peut pas éradiquer

la LMC. Le patient développera une résistance acquise puisque l’imatinib est effi-

cace seulement durant quelques jours. Les cellules normales seront en déclin dans

deux ans. Le traitement peut à la fois contrôler la division des CSH cancéreuses et

augmenter la mortalité des CD cancéreuses. Dans ce cas, la dose optimale est moins

forte que celle obtenue dans le scénario 1. Les CD cancéreuses seront en déclin inten-

sif pendant les premiers jours seulement, et la réponse suboptimale se produit en-

core. Si certaines CSH cancéreuses ne sont pas ciblées par l’imatinib, une résistance

primaire se présente et la croissance des CD cancéreuses sera obtenue dans deux



Chapitre 4. Contrôle optimal de la résistance et la réponse suboptimale 75

ans. La compétition pour l’espace induira un déclin des cellules normales après trois

ans, approximativement. La thérapie qui cause le mortalité des CSH cancéreuses est

efficace puisque les cellules cancéreuses seront complètement éliminées. La période

de temps nécessaire pour l’obtention du rétablissement dépend du paramètre β.

Si certaines CSH cancéreuses ne sont pas éliminées par la thérapie, une résistance

primaire se présente et les CD cancéreuses croissent continûment après deux mois.

La thérapie désignée à contrôler la prolifération des CD cancéreuses ne peut pas

éliminer la LMC. Le patient développera une résistance acquise car le nombre des

CD cancéreuses diminue durant les premiers jours seulement. Les CSH cancéreuses

croissent continûment. Alors, les cellules normales se déclinent après deux ans.



Troisième partie

Représentation et contrôle de

l’hématopöıèse par les équations

aux dérivées partielles

76



Chapitre 5

Aspect général sur les modèles de

l’hématopöıèse et le contrôle

optimal

Une importante considération a été accordée à la modélisation de l’hématopöıèse

depuis les années 70 par Mackey [55], où la population des CSH est répartie suivant

les phases de quiescence ou de prolifération dans un système d’EDO. L’application

de ces modèles à la LMC a été étudiée par Colijn et Mackey [24], qui ont examiné

les changements de quelques paramètres de leur modèle, relatifs à une personne non

pathologique, sur le développement de la LMC.

Fortin et Mackey [43] ont analysé l’effet de la déstabilisation de l’hématopöıèse sur

les oscillations observées dans le nombre des leucocytes, plaquettes et érythrocytes

chez certains patients atteints de la maladie.

Mackey et Pujo-Menjouet [71] ont analysé la stabilité des CSH quiescentes. Les

conditions qui induisent une bifurcation de Hopf ont été déterminées à travers un

système d’EDO à retard, qui décrit le temps nécessaire à la prolifération des CSH.

Nous mentionnons d’autre part le travail de Adimy et al. [3], sur la stabilité glo-

bale des états d’équilibre trivial et non trivial, dans un sysème d’EDO décrivant

la dynamique des cellules quiescentes et proliférantes, où le temps nécessaire à la

prolifération est pris en considération. A travers un système d’EDP, Adimy et al. [4]

ont observé par des simulations numériques des oscillations du nombre des cellules

quiescentes et proliférantes. Ces oscillations peuvent correspondre à la dynamique

de certaines maladies hématologiques périodiques.

Par ailleurs, Dyson et al. [36] ont décrit la dynamique des cellules quiescentes et
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proliférantes par un système d’EDP linéaire. Ils ont démontré que la proportion des

cellules converge vers une valeur limitée avec le temps. Ce résultat de stabilité ne

dépend pas des conditions initiales de la population.

Dans tous ces travaux, l’effet du traitement n’a pas été représenté. En effet, le

contrôle de la dynamique cellulaire représente l’influence du traitement pour limiter

la croissance des cellules cancéreuses. En même temps, la toxicité du traitement doit

être minimale. La stratégie d’intervention qui satisfait ces deux conditions représente

le contrôle optimal.

Cependant, nous retrouvons plusieurs travaux décrivant les effets des thérapies dans

le cas des tumeurs. Nous mentionnons les techniques de contrôle optimal données

par Chakrabarty et Hanson [20], Fister et Panetta [41], Iliadis and Barbolosi [50],

Ledzewicz et Schättler [52], Nanda et al. [67] et Pillis et al. [70], où les modèles sont

des systèmes d’EDO.

La littérature qui concerne le contrôle optimal de la dynamique des populations

structurées en âge est abondante selon les travaux de Aı̈nseba et al. [5, 6], Barbu et

Iannelli [13, 14] et Murphy et Smith [64].

A notre connaissance, le problème de contrôle optimal d’une population cellulaire

structurée en âge n’a jamais été analysé.

Notre modèle structuré en âge décrit la croissance des CSH avec traitement. C’est

un développement du modèle d’EDO analysé dans le chapitre 3, où l’homéostasie

dépend seulement du nombre des CSH, normales et cancéreuses. Nous analysons

notre problème de contrôle optimal avec une fonction coût quadratique.

Un dosage optimal de l’imatinib qui réduit la densité des cellules cancéreuses et les

effets néfastes du traitement sera déterminé dans le chapitre 9, suivant différentes

suggestions sur les paramètres du modèle, où la compétition intraspécifique entre

les cellules normales et cancéreuses est prise en considération.



Chapitre 6

Modèle d’une population cellulaire

structurée en âge

6.1 Présentation du modèle

Nous reprenons le système introduit dans la section 2.3.1, où x(t, a) et y(t, a) sont

les densités des CSH normales et cancéreuses d’âge a, à l’instant t, respectivement.
∂x

∂t
+
∂x

∂a
= −d0(a) x(t, a), (t, a) ∈ Q

x(0, a) = ϕ1(a), a ∈ [0, A]

x(t, 0) =
∫ A

0
Φ
(∫ A

0
k1(a, a′)(x(t, a′) + y(t, a′))da′

)
x(t, a)da, t ∈ (0, T ]

(6.1)


∂y

∂t
+
∂y

∂a
= −g0(a) y(t, a), (t, a) ∈ Q

y(0, a) = ϕ2(a), a ∈ [0, A]

y(t, 0) =
∫ A

0
Ψ
(∫ A

0
k2(a, a′)(x(t, a′) + α y(t, a′))da′

)
y(t, a)da, t ∈ (0, T ]

(6.2)

Le temps d’existence de la solution (x, y) est T , de plus Q = (0, T ]× (0, A].

Les fonctionnelles Φ et Ψ sont définies dans le système (2.19)-(2.21).
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Chapitre 6. Modèle d’une population cellulaire structurée en âge 80

6.2 Notations et hypothèses

Admettons que la densité initiale (ϕ1, ϕ2), ainsi que la solution (x(t, .), y(t, .) appar-

tiennent à L1(0, A) pour t > 0.

Définition 6.1. Pour T > 0, la norme de (x, y) dans l’espace de Banach

HT := L∞((0, T );L1(0, A))

est définie par

‖(x, y)‖HT = ‖x‖HT + ‖y‖HT = sup
0≤t≤T

‖x(t, .)‖L1(0,A) + sup
0≤t≤T

‖y(t, .)‖L1(0,A).

Maintenant, nous introduisons quelques hypothèses sur les paramètres des modèles

(6.1)-(6.2).

1. Les fonctions ϕ1 et ϕ2 sont positives ou nulles sur [0, A].

2. Les taux de mortalités dépendant de l’âge d0 et g0 sont positifs.

3. Les fonctions décrivant l’homéostasie

Φ

(∫ A

0

k1(a, a′)(x(t, a′) + y(t, a′))da′
)

:= Φ(f1(t, a))

Ψ

(∫ A

0

k2(a, a′)(x(t, a′) + αy(t, a′))da′
)

:= Ψ(f2(t, a))

sont positives et bornées dans L∞(R+ × [0, A]). Notons par

Φ∞ = ‖Φ‖L∞(R+×[0,A]), Ψ∞ = ‖Ψ‖L∞(R+×[0,A])

4. La fonction homéostasie Φ est localement lipschitzienne :

∀T > 0, ∀(t, a) ∈ ([0, T ]× [0, A]),∀f1, f̂1 dans un compact de HT :

∃µ1 > 0 : |Φ(f1(t, a))− Φ(f̂1(t, a))| ≤ µ1 |f1(t, a)− f̂1(t, a)|.

5. La fonction homéostasie Ψ est localement lipschitzienne :

∀T > 0, ∀(t, a) ∈ ([0, T ]× [0, A]),∀f2, f̂2 dans un compact de HT :

∃µ2 > 0 : |Ψ(f2(t, a))−Ψ(f̂2(t, a))| ≤ µ2 |f2(t, a)− f̂2(t, a)|.
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6. Les fonctions k1 et k2 sont bornées dans L∞([0, A]× [0, A])

ki∞ = ‖ki‖L∞([0,A]×[0,A]), i = 1, 2.

6.3 Un résultat initial

Proposition 6.2. La solution du modèle linéaire suivant
∂χ

∂t
+
∂χ

∂a
= −f(a) χ(t, a), (t, a) ∈ (0, T ]× (0, A]

χ(0, a) = χ0(a), a ∈ [0, A]

χ(t, 0) = B(t), t ∈ (0, T ]

(6.3)

est donnée par :

χ(t, a) =

 B(t− a) exp
[
−
∫ a

0
f(s)ds

]
pour 0 < a < t

χ0(a− t) exp
[
−
∫ t

0
f(s+ a− t)ds

]
pour 0 < t < a

(6.4)

Démonstration. Le système (6.3) peut être résolu en utilisant la méthode des ca-

ractéristiques. Cela nous permet de transformer ce modèle linéaire de deux variables

indépendantes t et a, en une équation intégrale linéaire, dans laquelle seulement t

apparâıt comme variable. En effet, les lignes a − t = c, où c est une constante,

définissent les courbes caractéristiques de l’équation d’évolution de χ. Nous intro-

duisons ensuite la fonction :

hc(t) := χ(t, t+ c)

qui est solution de l’équation différentielle

d

dt
hc(t) = −f(t+ c) hc(t).

L’intégration de cette équation entre t0 et t montre que

hc(t) = hc(t0) exp

[
−
∫ t

t0

f(s+ c)ds

]
, pour s ≥ t0 := max(0, t− a).
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Nous pouvons écrire χ sous la forme

χ(t, a) = χ(t0, t0 + a− t) exp
[
−
∫ t

t0

f(s+ a− t)ds
]
. (6.5)

Deux cas se présentent alors :

– Si 0 < a < t, c-à-d t0 = t− a, la solution donnée dans (6.5) est

χ(t, a) = χ(t− a, 0) exp

[
−
∫ t

t−a
f(s+ a− t)ds

]
Comme χ(t − a, 0) = B(t − a), nous retrouvons par un simple changement de

variable la formule

χ(t, a) = B(t− a) exp

[
−
∫ a

0

f(s)ds

]
.

– Si 0 < t < a, alors t0 = 0 et la solution de (6.5) se présente ainsi

χ(t, a) = χ(0, a− t) exp
[
−
∫ t

0

f(s+ a− t)ds
]

où χ(0, a− t) = χ0(a− t).

Remarque 6.3. Les systèmes définis ci-dessous
∂x

∂t
+
∂x

∂a
= −d0(a) x(t, a), (t, a) ∈ Q

x(0, a) = ϕ1(a), a ∈ [0, A]

x(t, 0) =
∫ A

0
Φ
(∫ A

0
k1(a, a′)(x(t, a′) + y(t, a′))da′

)
|x(t, a)|da, t ∈ (0, T ]

(6.6)
∂y

∂t
+
∂y

∂a
= −g0(a) y(t, a), (t, a) ∈ Q

y(0, a) = ϕ2(a), a ∈ [0, A]

y(t, 0) =
∫ A

0
Ψ
(∫ A

0
k2(a, a′)(x(t, a′) + α y(t, a′))da′

)
|y(t, a)|da, t ∈ (0, T ]

(6.7)

admettent une solution positive ; par conséquent, en remplaçant |x(t, a)| par x(t, a)

et |y(t, a)| par y(t, a), nous obtenons la positivité de la solution (x, y) des systèmes

(6.1)-(6.2).

La proposition suivante sera utile dans la suite.
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Proposition 6.4. Les densités globales des CSH normales et cancéreuses, sont

majorées ainsi

X(t) =

∫ A

0

x(t, a)da ≤ eΦ∞t

∫ A

0

ϕ1(a)da, ∀t > 0. (6.8)

Y (t) =

∫ A

0

y(t, a)da ≤ eΨ∞t

∫ A

0

ϕ2(a)da, ∀t > 0. (6.9)

Démonstration. En utilisant le système (6.1), X est solution de l’équation suivante

dX

dt
= x(t, 0)− x(t, A)−

∫ A
0
d0(a)x(t, a)da (6.10)

La positivité de la solution x et du taux de mortalité d0 donne les inégalités suivantes

dX

dt
≤ x(t, 0)

≤
∫ A

0
Φ
(∫ A

0
k1(a, a′)(x(t, a′) + y(t, a′))da′

)
x(t, a)da

≤ Φ∞X

(6.11)

alors pour tout t positif, X(t) ≤ X(0) eΦ∞t, ce qui montre l’estimation (6.8).

Nous pouvons démontrer par la même méthode l’inégalité (6.9).

6.4 Existence de la solution

L’existence de la solution sur un intervalle de temps fini est donnée par le résultat

suivant

Théorème 6.5. Supposons que ϕ1 et ϕ2 appartiennent à L1(0, A), alors il existe

un instant T > 0 pour lequel le problème (6.1)-(6.2) possède une solution unique et

positive (x(t, a), y(t, a)), appartenant à HT .

Démonstration

Supposons que l(t, a) = (x(t, a), y(t, a)) est un élément de HT , et soit

Υ : l = (x, y) ∈ HT 7→ w = (w1, w2)
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l’application qui détermine la solution des systèmes linéarisés (6.12)-(6.13) :
∂w1

∂t
+
∂w1

∂a
= −d0(a) w1(t, a), (t, a) ∈ Q

w1(0, a) = ϕ1(a), a ∈ [0, A]

w1(t, 0) =
∫ A

0
Φ
(∫ A

0
k1(a, a′)(x(t, a′) + y(t, a′))da′

)
x(t, a)da, t ∈ (0, T ]

(6.12)


∂w2

∂t
+
∂w2

∂a
= −g0(a) w2(t, a), (t, a) ∈ Q

w2(0, a) = ϕ2(a), a ∈ [0, A]

w2(t, 0) =
∫ A

0
Ψ
(∫ A

0
k2(a, a′)(x(t, a′) + αy(t, a′))da′

)
y(t, a)da, t ∈ (0, T ]

(6.13)

La proposition 6.2 indique que w1 et w2 sont données par :

w1(t, a) =

 w1(t− a, 0) exp
(
−
∫ a

0
d0(s)ds

)
, si 0 < a < t

ϕ1(a− t) exp
(
−
∫ t

0
d0(s+ a− t)ds

)
, si 0 < t < a

(6.14)

w2(t, a) =

 w2(t− a, 0) exp
(
−
∫ a

0
g0(s)ds

)
, si 0 < a < t

ϕ2(a− t) exp
(
−
∫ t

0
g0(s+ a− t)ds

)
, si 0 < t < a

(6.15)

Proposition 6.6. Les fonctions w1 et w2 appartiennent à l’espace HT .

Démonstration. Nous vérifions d’abord que wi(0, a) = ϕi(a) pour i = 1, 2. Nous

démontrons ensuite l’existence de constantes positives c1 et c2, pour lesquelles les

fonctions wi, i = 1, 2 appartiennent à HT . Cela signifie que

sup
0≤t≤T

(∫ A

0

wi(t, a)da

)
≤ ci, i = 1, 2.
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En effet ∫ A

0

w1(t, a)da =

∫ t

0

w1(t, a)da+

∫ A

t

w1(t, a)da

≤
∫ t

0

w1(t− a, 0)da+

∫ A

t

ϕ1(a− t)da

≤
∫ t

0

w1(τ, 0)dτ +

∫ A

0

ϕ1(τ)dτ

≤
∫ t

0

Φ∞

[∫ A

0

x(τ, a)da

]
dτ +

∫ A

0

ϕ1(τ)dτ

≤ Φ∞

∫ t

0

‖x(τ, .)‖L1(0,A)dτ +

∫ A

0

ϕ1(τ)dτ

par conséquent

sup
0≤t≤T

‖w1(t, .)‖L1(0,A) ≤ Φ∞ T sup
0≤τ≤T

‖x(τ, .)‖L1(0,A) + ‖ϕ1‖L1(0,A) := c1 < +∞.

De la même manière, nous démontrons que∫ A

0

w2(t, a)da =

∫ t

0

w2(t, a)da+

∫ A

t

w2(t, a)da

≤
∫ t

0

w2(t− a, 0)da+

∫ A

t

ϕ2(a− t)da

≤ Ψ∞

∫ t

0

‖y(τ, .)‖L1(0,A)dτ +

∫ A

0

ϕ2(τ)dτ

par conséquent

sup
0≤t≤T

‖w2(t, .)‖L1(0,A) ≤ Ψ∞ T sup
0≤τ≤T

‖y(τ, .)‖L1(0,A) + ‖ϕ2‖L1(0,A) := c2 < +∞.

Nous démontrons maintenant l’existence d’un élément T1 positif, pour lequel l’ap-

plication Υ est strictement contractante dans HT , où 0 < T ≤ T1.

Posons Υ(l) = w et Υ(l̂) = ŵ, alors les deux cas suivants se présentent

1. Pour 0 < a < t :

(w1 − ŵ1)(t, a) e
∫ a
0 d0(s)ds =

∫ A
0

[
Φ(f1(t− a, s))− Φ(f̂1(t− a, s))

]
x(t− a, s)ds

+
∫ A

0
Φ(f̂1(t− a, s)) [x(t− a, s)− x̂(t− a, s)] ds.
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Nous avons supposé que Φ est localement lipschitzienne

|Φ(f1(t− a, s))− Φ(f̂1(t− a, s))| ≤ µ1|f1(t− a, s)− f̂1(t− a, s)|

≤ µ1|
∫ A

0
k1(s, a′)(x− x̂+ y − ŷ)(t− a, a′)da′|

≤ µ1 k1∞‖(l − l̂)(t− a, .)‖L1(0,A).

Nous obtenons alors l’inégalité suivante

|(w1 − ŵ1)(t, a)| ≤ µ1k1∞‖(l − l̂)(t− a, .)‖L1(0,A)

(∫ A
0
x(t− a, s)ds

)
+Φ∞

∫ A
0
|(x− x̂)(t− a, s)|ds.

La proposition 6.4 implique que

|(w1 − ŵ1)(t, a)| ≤ µ1k1∞‖(l − l̂)(t− a, .)‖L1(0,A) e
(t−a)Φ∞ .

(∫ A
0
ϕ1(a)da

)
+Φ∞‖(x− x̂)(t− a, .)‖L1(0,A).

Nous avons par ailleurs

(w2 − ŵ2)(t, a) e
∫ a
0 g0(s)ds =

∫ A
0

[
Ψ(f2(t− a, s))−Ψ(f̂2(t− a, s))

]
y(t− a, s)ds

+
∫ A

0
Ψ(f̂2(t− a, s)) [y(t− a, s)− ŷ(t− a, s)] ds.

L’application Ψ est localement lipschitzienne, alors

|Ψ(f2(t− a, s))−Ψ(f̂2(t− a, s))| ≤ µ2|f2(t− a, s)− f̂2(t− a, s)|

≤ µ2|
∫ A

0
k2(s, a′)(x− x̂+ y − ŷ)(t− a, a′)da′|

≤ µ2 k2∞‖(l − l̂)(t− a, .)‖L1(0,A).

En utilisant la proposition 6.4, nous obtenons l’inégalité suivante

|(w2 − ŵ2)(t, a)| ≤ µ2k2∞‖(l − l̂)(t− a, .)‖L1(0,A) e
(t−a)Ψ∞

(∫ A
0
ϕ2(a)da

)
+Ψ∞‖(y − ŷ)(t− a, .)‖L1(0,A).

2. Pour 0 < t < a :

|(w1 − ŵ1)(t, a)| = 0 et |(w2 − ŵ2)(t, a)| = 0.

3. Estimation de ‖(w1 − ŵ1)(t, .)‖L1(0,A) :

‖(w1 − ŵ1)(t, .)‖L1(0,A) =

∫ t

0

|(w1 − ŵ1)(t, a)|da+

∫ A

t

|(w1 − ŵ1)(t, a)|da.
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Nous obtenons par un simple changement de variables l’inégalité suivante

‖(w1 − ŵ1)(t, .)‖L1(0,A) ≤ µ1 k1∞ ‖ϕ1‖L1(0,A)

∫ t
0
‖(l − l̂)(s, .)‖L1(0,A) e

s Φ∞ds

+Φ∞
∫ t

0
‖(x− x̂)(s, .)‖L1(0,A)ds.

4. Estimation de ‖(w2 − ŵ2)(t, .)‖L1(0,A) :

‖(w2 − ŵ2)(t, .)‖L1(0,A) =

∫ t

0

|(w2 − ŵ2)(t, a)|da+

∫ A

t

|(w2 − ŵ2)(t, a)|da.

Un simple changement de variables donne l’inégalité suivante

‖(w2 − ŵ2)(t, .)‖L1(0,A) ≤ µ2 k2∞ ‖ϕ2‖L1(0,A)

∫ t
0
‖(l − l̂)(s, .)‖L1(0,A) e

sΨ∞ds

+Ψ∞
∫ t

0
‖(y − ŷ)(s, .)‖L1(0,A)ds.

Nous avons donc les majorations suivantes

‖w1 − ŵ1‖HT ≤
µ1

Φ∞
k1∞ ‖ϕ1‖L1(0,A)‖l − l̂‖HT (eΦ∞T − 1) + Φ∞T ‖x− x̂‖HT .

‖w2 − ŵ2‖HT ≤
µ2

Ψ∞
k2∞ ‖ϕ2‖L1(0,A)‖l − l̂‖HT (eΨ∞T − 1) + Ψ∞T ‖y − ŷ‖HT .

Maintenant, nous définissons les paramètres

b = min(Φ∞,Ψ∞), c = max(Φ∞,Ψ∞), k = max(k1∞, k2∞), µ = max(µ1, µ2)

pour obtenir l’estimation suivante

‖w1 − ŵ1‖HT + ‖w2 − ŵ2‖HT ≤
[
µk

b

(
‖ϕ1‖L1(0,A) + ‖ϕ2‖L1(0,A)

)
(ecT − 1) + cT

]
‖l − l̂‖HT

cela signifie que

‖Υ(l)−Υ(l̂)‖HT ≤ h1(T ) ‖l − l̂‖HT .

Puisque h1 est une fonction croissante et vérifiant h1(0) = 0, alors il existe un

élément T1 positif pour lequel l’application Υ : l ∈ HT 7→ w ∈ HT est strictement

contractante, où T ≤ T1. Le Théorème du point fixe de Banach [17] entrâıne le

résultat suivant
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Théorème 6.7. Il existe un élément T1 et une solution unique (x, y) dans HT , où

0 ≤ T ≤ T1, vérifiant les systèmes suivants
∂x

∂t
+
∂x

∂a
= −d0(a) x(t, a), (t, a) ∈ Q

x(0, a) = ϕ1(a), a ∈ [0, A]

x(t, 0) =
∫ A

0
Φ
(∫ A

0
k1(a, a′)(x(t, a′) + y(t, a′))da′

)
x(t, a)da, t ∈ (0, T ]


∂y

∂t
+
∂y

∂a
= −g0(a) y(t, a), (t, a) ∈ Q

y(0, a) = ϕ2(a), a ∈ [0, A]

y(t, 0) =
∫ A

0
Ψ
(∫ A

0
k2(a, a′)(x(t, a′) + α y(t, a′))da′

)
y(t, a)da, t ∈ (0, T ]

De plus, la solution (x, y) est donnée par les formules intégrales suivantes

x(t, a) =

 x(t− a, 0) exp
(
−
∫ a

0
d0(s)ds

)
, si 0 < a < t

ϕ1(a− t) exp
(
−
∫ t

0
d0(s+ a− t)ds

)
, si 0 < t < a

(6.16)

y(t, a) =

 y(t− a, 0) exp
(
−
∫ a

0
g0(s)ds

)
, si 0 < a < t

ϕ2(a− t) exp
(
−
∫ t

0
g0(s+ a− t)ds

)
, si 0 < t < a

(6.17)



Chapitre 7

Analyse numérique du modèle

structuré en âge

7.1 Présentation du modèle

En considérant l’âge passé dans les compartiments des cellules souches, la dyna-

mique est donné par

∂x

∂t
+
∂x

∂a
= −d(a) x,

∂y

∂t
+
∂y

∂a
= −g(a) y, (t, a) ∈ Q. (7.1)

Nous décrivons le flux des cellules filles par les conditions au bord suivantes

x(t, 0) =
∫ A

0
Φ(a,X(t) + Y (t)) x(t, a)da, t ∈ (0, T ]

y(t, 0) =
∫ A

0
Ψ(a,X(t) + α Y (t)) y(t, a)da, t ∈ (0, T ]

(7.2)

où X(t) et Y (t) sont les densités globales des CSH normales et cancéreuses, respec-

tivement. Par ailleurs, les fonctionnelles de Hill Φ et Ψ sont définies ainsi

Φ(a,X + Y ) =
φ(a) θn

θn + (X + Y )n

Ψ(a,X + αY ) =
ψ(a) θn

θn + (X + αY )n
.

(7.3)

Les données initiales sont

x(0, a) = ϕ1(a), y(0, a) = ϕ2(a), a ∈ [0, A]. (7.4)

89
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Le taux de division φ est maximal pour les cellules d’âge proche de zéro si

φ(a) = e−a

ou augmente pour les cellules d’âge A si

φ(a) = 1− e−
1

A−a .

Les CSH normales dans un âge intermédiaire ont une capacité importante de division

si

φ(a) = a e−
1

A−a .

Des expressions similaires de φ sont données dans [4] lorsque A est infini. Dans la

section suivante, nous développons un schéma numérique pour estimer la solution du

système (7.1)-(7.4). Nous définissons une solution faible par une fonction mesurable

et bornée (x(t, a), y(t, a)), vérifiant les formules (7.5)-(7.6), pour toute fonction de

test β ∈ C1((0, T )× (0, A))

0 =
∫ T

0

∫ A
0
x
(
∂β
∂t

+ ∂β
∂a
− d(a)β

)
dadt+

∫ T
0
x(t, 0)β(t, 0)dt+

∫ A
0
ϕ1(a)β(0, a)da

(7.5)

0 =
∫ T

0

∫ A
0
y
(
∂β
∂t

+ ∂β
∂a
− g(a)β

)
dadt+

∫ T
0
y(t, 0)β(t, 0)dt+

∫ A
0
ϕ2(a)β(0, a)da.

(7.6)

Les conditions de régularité suivantes sont imposées sur les paramètres

(H1) ϕ1 et ϕ2 sont positifs ou nuls dans (L1 ∩ L∞)([0, A]).

(H2) d et g sont positifs ou nuls dans L∞([0, A]).

(H3) φ et ψ sont positifs ou nuls dans L∞([0, A]).

7.2 Convergence des approximations

Dans cette section, nous construisons une solution approximative du système (7.1)-

(7.4). Pour établir notre schéma, nous définissons une maille de rectangles dans

[0, T ]× [0, A]. Soit ∆t = T/Nt et ∆a = A/Na les pas de temps et de l’âge, respec-

tivement. Les points de la maille sont donnés par

tk = k∆t, k = 0, ..., Nt, aj = j∆a, j = 0, ..., Na.
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Nous définissons les approximations suivantes

xkj = x(tk, aj), y
k
j = y(tk, aj), dj = d(aj), gj = g(aj), φj = φ(aj), ψj = ψ(aj).

Les normes de x(tk, .) dans l1 et l∞ sont définies par

|xk|1 = ∆a
Na∑
j=1

|xkj |, |xk|∞ = max
j=1,...,Na

|xkj |.

Les mêmes notations sont utilisées pour les normes de y(tk, .) dans l1 et l∞. Pour

j = 1, ..., Na, nous discrétisons le système (7.1) en utilisant les approximations

implicites suivantes

xk+1
j − xkj

∆t
+
xk+1
j − xk+1

j−1

∆a
= −dj xk+1

j

yk+1
j − ykj

∆t
+
yk+1
j − yk+1

j−1

∆a
= −gj yk+1

j .

(7.7)

Les conditions au bord (7.2) sont approximées par

xk0 =
θn ∆a

θn +
[
∆a

∑Na
i=1(xk−1

i + yk−1
i )

]n ∑Na
j=1 φj x

k−1
j

yk0 =
θn ∆a

θn +
[
∆a

∑Na
i=1(xk−1

i + α yk−1
i )

]n ∑Na
j=1 ψj y

k−1
j .

(7.8)

Pour j = 1, ..., Na, la condition initiale (7.4) vérifie

x0
j =

1

∆a

∫ aj
aj−1

ϕ1(a)da, y0
j =

1

∆a

∫ aj
aj−1

ϕ2(a)da. (7.9)

Notons qu’à travers les hypothèses (H1)− (H3), on peut démontrer que le système

(7.7)-(7.9) admet une solution unique et positive (xkj , y
k
j ), pour 0 ≤ k ≤ Nt et

0 ≤ j ≤ Na (voir [2] et les références citées). Maintenant, nous démontrons que la

norme l1 des approximations est bornée.

Lemme 7.1. Pour k = 1, . . . , Nt, la norme discrète l1 satisfait les estimations

suivantes
|x(tk, .)|1 ≤ |ϕ1|1 eT |φ|∞ := α1(T )

|y(tk, .)|1 ≤ |ϕ2|1 eT |ψ|∞ := α2(T ).
(7.10)
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Démonstration. L’équation en x dans (7.7) peut être représentée ainsi

xk+1
j = xkj −

∆t

∆a

(
xk+1
j − xk+1

j−1

)
−∆t dj x

k+1
j .

En multipliant chaque terme par ∆a et en additionnant suivant j = 1, ..., Na, nous

obtenons

∆a
Na∑
j=1

xk+1
j ≤ ∆a

Na∑
j=1

xkj + ∆t |φ|∞ ∆a
Na∑
j=1

xkj .

Soit F k = |x(tk, .)|1, alors la dernière inégalité donne

F k+1 ≤ (1 + ∆t |φ|∞) F k ≤ (1 + ∆t |φ|∞)k+1 F 0.

Pour ∆t proche de zéro, nous avons

F k+1 ≤ F 0eT |φ|∞ , ∀k = 0, . . . , Nt− 1

ce qui donne la première estimation. L’estimation de |y(tk, .)|1 est obtenue par un

argument similaire.

Nous établissons une borne l∞ des approximations dans le résultat suivant

Lemme 7.2. La norme discrète l∞ satisfait

|x(tk, .)|∞ ≤ max
{
|ϕ1|∞, |ϕ1|1 |φ|∞ eT |φ|∞

}
|y(tk, .)|∞ ≤ max

{
|ϕ2|∞, |ϕ2|1 |ψ|∞ eT |ψ|∞

}
.

Démonstration. Notons tout d’abord que si max0≤i≤Na x
k+1
i = xk+1

0 , l’équation en

x dans (7.8) et le lemme 7.1 impliquent que

|xk+1
0 | ≤ |φ|∞|x(tk, .)|1 ≤ |φ|∞|ϕ1|1 eT |φ|∞

pour k = 0, . . . , Nt − 1. Sinon, nous supposons que max1≤i≤Na x
k+1
i = xk+1

j , où j

est fixé dans {1, ..., Na}. A partir de l’équation (7.7), nous avons

xk+1
j = xkj −

∆t

∆a
(xk+1

j − xk+1
j−1)−∆t dj x

k+1
j .

Puisque

max
i
xk+1
i = xk+1

j ≥ xk+1
j−1
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la positivité des approximations donne

xk+1
j ≤ xkj ≤ maxi x

k
i .

Il s’ensuit que

|x(tk+1, .)|∞ ≤ |x(tk, .)|∞.

Par itération sur k, nous obtenons

|x(tk, .)|∞ ≤ |ϕ1|∞.

De la même manière nous pouvons estimer |y(tk, .)|∞.

Maintenant, nous démontrons que les variations totales des approximations
{
xkj , y

k
j

}
sont bornées

TV x(tk, .) =
∑Na−1

j=0 |xkj+1 − xkj |

TV y(tk, .) =
∑Na−1

j=0 |ykj+1 − ykj |.
(7.11)

Les bornes des variations totales possèdent un rôle important dans la convergence

des approximations (7.7)-(7.9) vers une solution faible de (7.1)-(7.4). Ces bornes

peuvent ne pas exister en général [2].

Lemme 7.3. Il existe des constantes positives Ci(T ), i = 1, ..., 4 tel que

TV x(tk, .) ≤ C1(T ) TV ϕ1 + C2(T ), TV y(tk, .) ≤ C3(T ) TV ϕ2 + C4(T ).

Démonstration. Posons δk+1
j+1 = xk+1

j+1 − xk+1
j , alors en utilisant (7.7) nous avons

δk+1
j+1 = δkj+1 −

∆t

∆a
δk+1
j+1 +

∆t

∆a
δk+1
j −∆t

[
dj+1 δ

k+1
j+1 + (dj+1 − dj) xk+1

j

]
.

En multipliant par sk+1
j+1 = sign δk+1

j+1 , et en additionnant sur les indices j, nous

trouvons que

∑Na−1
j=1 sk+1

j+1 δ
k+1
j+1 =

∑Na−1
j=1 sk+1

j+1 δ
k
j+1 + ∆t

∆a

∑Na−1
j=1 sk+1

j+1

(
δk+1
j − δk+1

j+1

)
−∆t

∑Na−1
j=1 sk+1

j+1

[
dj+1 δ

k+1
j+1 + (dj+1 − dj) xk+1

j

]
.

(7.12)

De plus, nous avons

sk+1
j+1 δ

k+1
j+1 = |δk+1

j+1 |, sk+1
j+1 δ

k
j+1 ≤ |δkj+1|, sk+1

j+1 δ
k+1
j ≤ |δk+1

j |
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alors∑Na−1
j=1 |δ

k+1
j+1 | ≤

∑Na−1
j=1 |δkj+1|+ ∆t

∆a

∑Na−1
j=1 |δ

k+1
j | − ∆t

∆a

∑Na−1
j=1 |δ

k+1
j+1 |

+∆t |x(tk+1, .)|∞ |d|∞.
(7.13)

Il est clair que
Na−1∑
j=1

|δk+1
j | − |δk+1

j+1 | ≤ |δk+1
1 |

donc la dernière inégalité donne

∑Na−1
j=1 |δ

k+1
j+1 | ≤

∑Na−1
j=1 |δkj+1|+ ∆t

∆a
|δk+1

1 |+ ∆t |x(tk+1, .)|∞ |d|∞. (7.14)

Par ailleurs, en utilisant le schéma pour j = 1, nous avons

δk+1
1 = xk+1

1 − xk+1
0 = δk1 − (xk+1

0 − xk0)− ∆t

∆a
δk+1

1 −∆t d1 x
k+1
1 .

La multiplication par sk+1
1 = sign δk+1

1 donne

|δk+1
1 | ≤ |δk1 |+ |xk+1

0 − xk0| − ∆t
∆a
|δk+1

1 |+ ∆t |d|∞ |x(tk+1, .)|∞. (7.15)

A partir des conditions au bord (7.8), nous avons

|xk+1
0 − xk0| ≤ ∆a

Na∑
j=1

|xkj − xk−1
j | fkj + ∆a

Na∑
j=1

|fkj − fk−1
j | xk−1

j

où

fkj =
θn φj

θn +
[
∆a

∑Na
i=1 (xki + yki )

]n
alors

|xk+1
0 − xk0| ≤ ∆a |φ|∞

Na∑
j=1

|xkj − xk−1
j |+ ∆a |φ|∞

Na∑
j=1

xk−1
j .

En additionnant les termes de l’équation en x dans (7.7), suivant les indices j =

1, ..., Na, nous obtenons

|x(tk, .)− x(tk−1, .)|1 ≤ ∆t TV x(tk, .) + ∆t |d|∞ |x(tk, .)|1.

En conséquence

|xk+1
0 − xk0| ≤ |φ|∞ [∆tTV x(tk, .) + ∆t|d|∞ |x(tk, .)|1 + |x(tk−1, .)|1] .
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En remplaçant la dernière expression dans l’équation (7.15), nous obtenons

|xk+1
1 − xk+1

0 | ≤ ∆t |φ|∞ [TV x(tk, .) + |d|∞ |x(tk, .)|1] + |δk1 |

+|φ|∞ |x(tk−1, .)|1 − ∆t
∆a
|δk+1

1 |+ ∆t |d|∞ |x(tk+1, .)|∞.
(7.16)

La somme des équations (7.14) et (7.16) produit

TV x(tk+1, .) ≤ TV x(tk, .) + ∆t (|d|∞ + TV d) |x(tk+1, .)|∞

+|φ|∞ |x(tk−1, .)|1 + ∆t |φ|∞ [TV x(tk, .) + |d|∞ |x(tk, .)|1] .

(7.17)

Nous définissons F k = TV x(tk, .). Selon l’estimation (7.17), F satisfait

F k+1 ≤ (1 + ∆t|φ|∞)F k + ∆t (|d|∞ + TV d) |x(tk+1, .)|∞

+|φ|∞ |x(tk−1, .)|1 + ∆t |φ|∞|d|∞ |x(tk, .)|1.
(7.18)

A partir des lemmes 7.1 et 7.2, il existe une constante positive c1(T ) tel que

F k+1 ≤ (1 + ∆t|φ|∞)k+1(F 0 + c1(T )(k + 1)∆t).

Lorsque ∆t converge vers zéro, nous avons

F k+1 ≤ (F 0 + Tc1(T )) eT |φ|∞ .

De la même manière, il existe une constante positive c2(T ) tel que Gk = TV y(tk, .)

satisfait

Gk+1 ≤ (G0 + Tc2(T )) eT |ψ|∞ .

Les dernières inégalités sur F et G terminent la preuve.

Dans le résultat suivant, nous démontrons que les approximations vérifient une

condition de Lipschitz en t.

Lemme 7.4. Il existe des constantes positives c1 et c2 tel que

∑Na
j=1 |x

k+1
j − xkj |∆a ≤ c1 ∆t∑Na

j=1 |y
k+1
j − ykj |∆a ≤ c2 ∆t

(7.19)
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Démonstration. L’équation en x dans (7.7) implique

∆a
Na∑
j=1

|xk+1
j − xkj | ≤ ∆t

Na∑
j=1

|xk+1
j − xk+1

j−1 |+ ∆t |d|∞|x(tk+1, .)|1

alors les lemmes 7.1 et 7.3 entrâınent

∆a
Na∑
j=1

|xk+1
j − xkj | ≤ ∆t TV x(tk+1, .) + ∆t |d|∞|x(tk+1, .)|1 ≤ c1 ∆t.

De la même façon, nous avons

∆a
Na∑
j=1

|yk+1
j − ykj | ≤ ∆t TV y(tk+1, .) + ∆t |g|∞|y(tk+1, .)|1 ≤ c2 ∆t.

7.3 Existence d’une solution faible dans L1
loc

Dans cette section, nous démontrons l’existence d’une solution faible par le Théorème

de compacité de Helly [17]. Nous définissons une famille de fonctions (x∆, y∆), pour

k = 0, ..., Nt− 1 et j = 0, ..., Na− 1, de la manière suivante

x∆(t, a) = x(tk, aj), y∆(t, a) = y(tk, aj), t ∈ [tk, tk+1), a ∈ [aj, aj+1). (7.20)

Théorème 7.5. Lorsque ∆t et ∆a convergent vers zéro, la famille des approxima-

tions
{
xkj , y

k
j

}
contient une sous suite qui converge vers une fonction (x, y) dans

L1
loc([0, T ]× [0, A]).

Démonstration. D’après le lemme 7.2, chaque fonction (x∆, y∆) est uniformément

bornée dans L∞([0, T ]× [0, A]). En conséquence, l’ensemble des fonctions {x∆, y∆}
contient une sous suite {x∆i

, y∆i
} ⇀∗ (x, y) dans L∞([0, T ]× [0, A]).

Soit Πx∆ l’interpolé de degré un de x∆, définie dans chaque rectangle [tk, tk+1] ×
[aj, aj+1] par

Πx∆(t, a) = xkj + t−tk
∆t

(xk+1
j − xkj ) +

a−aj
∆a

(xkj+1 − xkj )

+
(t−tk)(a−aj)

∆t∆a
(xk+1

j+1 − xk+1
j − xkj+1 + xkj )

(7.21)
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L’interpolé Πx∆ est continu, uniformément borné et différentiable à l’intérieur de

chaque rectangle. Alors les équations suivantes sont vérifiées

∫ T
0

∫ A
0

∣∣∣∣ ∂∂tΠx∆(t, a)

∣∣∣∣da dt =
∑Nt

k=1

∑Na
j=1 ∆a |xk+1

j − xkj |∫ T
0

∫ A
0

∣∣∣∣ ∂∂aΠx∆(t, a)

∣∣∣∣da dt =
∑Nt

k=1

∑Na
j=1 ∆t |xkj+1 − xkj |.

(7.22)

Selon les lemmes 7.3 et 7.4, il existe une constante positive M tel que

∣∣Πx∆i

∣∣
L∞[0,A]

+

∣∣∣∣∂Πx∆i

∂t

∣∣∣∣
L1[0,A]

+

∣∣∣∣∂Πx∆i

∂a

∣∣∣∣
L1[0,A]

≤M.

Par le Théorème de Helly [17], il existe une sous suite de {Πx∆i
}, aussi notée par

{Πx∆i
}, qui converge dans L1

loc([0, T ]× [0, A]). Alors, l’équation (7.21) donne

|Πx∆i
− x∆i

|L1([0,T ]×[0,A]) ≤ ∆t∆a
Nt∑
k=0

Na∑
j=0

|xkj+1 − xkj |+ |xk+1
j − xkj |

ainsi, nous avons vérifié que {Πx∆i
− x∆i

} converge vers zéro dans L1([0, T ]×[0, A]).

Puisque la sous suite associée de x∆ ⇀∗ x dans L∞([0, T ] × [0, A]), nous obtenons

la convergence de x∆ vers x dans L1
loc([0, T ] × [0, A]). De la même façon, nous

démontrons que y∆ converge vers y dans L1
loc([0, T ]× [0, A]).

Théorème 7.6. La fonction (x(t, a), y(t, a)) obtenue par le Théorème de Helly

représente une solution faible du système (7.1)-(7.4).

Démonstration. Pour toute fonction régulière Λ ∈ C1([0, T ] × [0, A]), à support

compact dans [0, T ]× [0, A], nous définissons pour tout (t, a) ∈ [tk, tk+1[×[aj−1, aj[

Λ∆(t, a) = Λ(tk, aj) =
1

∆t∆a

∫ tk+1

tk

∫ aj

aj−1

Λ(t, a)da dt.

En multipliant l’équation en x dans (7.7) par ∆a∆tΛ(tk+1, aj) = ∆a∆tΛk+1
j , nous

obtenons

∆a Λk+1
j

[
xk+1
j − xkj

]
+ ∆t Λk+1

j

[
xk+1
j − xk+1

j−1

]
+ ∆t∆a djx

k+1
j Λk+1

j = 0.
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La sommation sur les indices k = 0, ..., Nt− 1 et j = 1, ..., Na entrâıne

∑Nt−1
k=0

∑Na
j=1 ∆a xkj [Λk

j − Λk+1
j ]−

∑Na
j=1 ∆a x0

j Λ0
j

+
∑Nt

k=1

∑Na−1
j=0 ∆t xkj [Λk

j − Λk
j+1]−

∑Nt
k=1 ∆t xk0 Λk

0

+
∑Nt−1

k=0

∑Na
j=1 ∆t∆a dj x

k+1
j Λk+1

j = 0

(7.23)

ce qui signifie

R(Λ∆, x∆) :=
∫ T

0

∫ A
0
x∆(t, a)Λ∆(t+∆t,a)−Λ∆(t,a)

∆t
da dt+

∫ A
0
x∆(0, a) Λ∆(0, a)da

+
∫ T

0

∫ A
0
x∆(t, a)Λ∆(t,a+∆a)−Λ∆(t,a)

∆a
da dt+

∫ T
0
x∆(t, 0) Λ∆(t, 0)dt

−
∫ T

0

∫ A
0
d(a) x∆(t, a) Λ∆(t, a) da dt = 0.

(7.24)

Cela implique que (7.5) est vérifiée pour β = Λ∆ et x = x∆. Il reste à montrer que

R(Λ∆, x∆) converge vers R(Λ, x) quand ∆t et ∆a tendent vers zéro. Soit

Λ1,∆ =
Λ∆(t+ ∆t, a)− Λ∆(t, a)

∆t
, Λ2,∆ =

Λ∆(t, a+ ∆a)− Λ∆(t, a)

∆a
.

Alors, Λ1,∆ et Λ2,∆ convergent vers ∂Λ
∂t

et ∂Λ
∂a

, respectivement. De plus, x∆ converge

vers x. En passant à la limite dans l’équation (7.24), nous obtenons

R(Λ, x) =
∫ T

0

∫ A
0
x
(
∂Λ
∂t

+ ∂Λ
∂a
− d(a)Λ

)
da dt

+
∫ A

0
ϕ1(a)Λ(0, a) da+

∫ T
0
x(t, 0)Λ(t, 0) dt = 0.

(7.25)

Le même argument sur R(Λ∆, y∆) démontre que notre schéma est consistant.

Le théorème suivant montre la continuité de la solution
{
xkj , y

k
j

}
du système (7.7)-

(7.9) par rapport aux conditions initiales ϕ1 et ϕ2.

Théorème 7.7. Considérons
{
xkj , y

k
j

}
et
{
x̂kj , ŷ

k
j

}
les solutions de (7.7)-(7.9), qui

correspondent aux conditions initiales
{
x0
j , y

0
j

}
et
{
x̂0
j , ŷ

0
j

}
, respectivement. Nous

avons les estimations suivantes

|xk+1 − x̂k+1|1 ≤ (|ϕ1 − ϕ̂1|1 + T |φ|∞α1(T )) eT |φ|∞

|yk+1 − ŷk+1|1 ≤ (|ϕ2 − ϕ̂2|1 + T |ψ|∞α2(T )) eT |ψ|∞ .
(7.26)

Démonstration. Soit vkj = xkj − x̂kj . A partir du schéma (7.7), nous avons

vk+1
j − vkj = −∆t

∆a
vk+1
j + ∆t

∆a
vk+1
j−1 −∆t djv

k+1
j . (7.27)
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En multipliant l’équation (7.27) par ∆a sign(vk+1
j ), et en utilisant l’inégalité

vkj sign(vk+1
j ) ≤ |vkj |

nous obtenons

∆a |vk+1
j | −∆a |vkj | ≤ −∆t |vk+1

j |+ ∆t |vk+1
j−1 | −∆t∆a dj|vk+1

j |. (7.28)

La sommation sur les indices j = 1, ..., Na dans l’inégalité précédente donne

|vk+1|1 − |vk|1 ≤ ∆t |vk+1
0 | (7.29)

où

vk+1
0 = (fk − f̂k)∆a

∑
j φjx

k
j + f̂k ∆a

∑
j φj(x

k
j − x̂kj )

fk =
θn

θn +
[
∆a
∑Na

i=1(xki + yki )
]n , f̂k =

θn

θn +
[
∆a
∑Na

i=1(x̂ki + ŷki )
]n . (7.30)

Il est clair que

|vk+1
0 | ≤ |φ|∞ |xk|1 + |φ|∞ |vk|1.

L’équation (7.29) entrâıne

|vk+1|1 ≤ [1 + ∆t |φ|∞] |vk|1 + ∆t |φ|∞ |xk|1.

Soit F k+1 = |vk+1|1 = |xk+1− x̂k+1|1. Les lemmes 7.1 et 7.3 indiquent que F satisfait

F k+1 ≤ eT |φ|∞(F 0 + T |φ|∞α1(T )).

Par un argument similaire, nous démontrons que Gk+1 = |yk+1 − ŷk+1|1 satisfait

Gk+1 ≤ eT |ψ|∞(G0 + T |ψ|∞α2(T )).

Ces dernières inégalités sur F et G finissent la preuve.

Maintenant, nous pouvons énoncer le résultat suivant

Théorème 7.8. Considérons (x(t, a), y(t, a)) et (x̂(t, a), ŷ(t, a)) deux solutions du
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système (7.1)-(7.4), avec conditions initiales (ϕ1(a), ϕ2(a)) et (ϕ̂1(a), ϕ̂2(a)), res-

pectivement. Alors, il existe des constantes positives ci(T ), i = 1, . . . , 4 tel que

∫ A
0
|x(t, a)− x̂(t, a)|da ≤ c1(T )

∫ A
0
|ϕ1(a)− ϕ̂1(a)|da+ c2(T )∫ A

0
|y(t, a)− ŷ(t, a)|da ≤ c3(T )

∫ A
0
|ϕ2(a)− ϕ̂2(a)|da+ c4(T ).

(7.31)

7.4 Problème de contrôle optimal

Nous sommes intéressés par la détermination d’une stratégie de contrôle de la dy-

namique cellulaire, décrite par le système (7.1)-(7.4). Nous récrivons l’expression du

schéma et les conditions initiales

xk+1
j − xkj

∆t
+
xk+1
j − xk+1

j−1

∆a
= −dj xk+1

j ,
yk+1
j − ykj

∆t
+
yk+1
j − yk+1

j−1

∆a
= −gj yk+1

j

(7.32)

x0
j =

1

∆a

∫ aj
aj−1

ϕ1(a)da, y0
j =

1

∆a

∫ aj
aj−1

ϕ2(a)da. (7.33)

Nous admettons que l’imatinib réduit le flux des cellules filles cancéreuses, à travers

les conditions au bord suivantes

xk+1
0 =

θn ∆a

θn +
[
∆a

∑Na
i=1(xki + yki )

]n ∑Na
j=1 φj x

k
j := hk ∆a

∑Na
j=1 φj x

k
j

yk+1
0 =

θn ∆a (1− uk)

θn +
[
∆a

∑Na
i=1(xki + α yki )

]n ∑Na
j=1 ψj y

k
j := (1− uk) fk ∆a

∑Na
j=1 ψj y

k
j

(7.34)

où
{
uk
}

appartient à l’ensemble des contrôles admissibles

U =
{
u =

{
uk
}
∈ l∞[0, T ] : 0 ≤ uk ≤ 1 a.e in {0, . . . , Nt}

}
.

Notre objectif consiste à minimiser la fonction coût suivante

J(u) = ∆t
∑Nt

k=1(uk)2 + ∆t∆a
∑Na

j=1

∑Nt
k=1(ykj )2. (7.35)

Cela signifie que nous minimisons dans une période de temps T le coût du traitement

et le nombre total des CSH cancéreuses. Le théorème suivant montre que pour

chaque contrôle
{
uk
}

dans U , correspond une solution unique
{
xkj , y

k
j

}
du système

(7.32)-(7.34).
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Théorème 7.9. Considérons
{
xkj , y

k
j

}
et
{
x̂kj , ŷ

k
j

}
deux solutions de (7.32)-(7.34),

qui dépendent des contrôles {uj} et {ûj}, respectivement. Il existe une constante

positive c tel que

|(xk, yk)− (x̂k, ŷk)|1 ≤ c |u− û|∞, ∀k = 0, . . . , Nt.

Démonstration. Les approximations wkj = xkj − x̂kj et vkj = ykj − ŷkj vérifient

wk+1
j = wkj − ∆t

∆a
wk+1
j + ∆t

∆a
wk+1
j−1 −∆t dj w

k+1
j

vk+1
j = vkj − ∆t

∆a
vk+1
j + ∆t

∆a
vk+1
j−1 −∆t gj v

k+1
j .

(7.36)

Nous multiplions ces équations par ∆asign(wk+1
j ) et ∆asign(vk+1

j ), respectivement,

et nous additionnons suivant les indices j = 1, . . . , Na pour obtenir

|wk+1|1 ≤ |wk|1 + ∆t |wk+1
0 |

|vk+1|1 ≤ |vk|1 + ∆t |vk+1
0 |.

(7.37)

Par ailleurs, notons par

hk =
1

1 +

[
∆a

θ

∑
i

(xki + yki )

]n
︸ ︷︷ ︸

hn1

, fk =
1

1 +

[
∆a

θ

∑
i

(xki + α yki )

]n
︸ ︷︷ ︸

fn1

tel que

hk − ĥk =
1

1 + hn1
− 1

1 + ĥn1
=

ĥn1 − hn1
(1 + hn1 )(1 + ĥn1 )

où

ĥn1 − hn1 = (ĥ1 − h1)
n−1∑
l=0

hl1 ĥ
n−1−l
1 = −∆a

θ

[
Na∑
j=1

(wkj + vkj )

] [
n−1∑
l=0

hl1 ĥ
n−1−l
1

]
.

Les lemmes 7.1 et 7.2 indiquent l’existence d’une constante positive c1 tel que

|hk − ĥk| ≤ |ĥn1 − hn1 | ≤ c1 (|wk|1 + |vk|1).

De la même façon, nous démontrons que pour une constante positive c2

|fk − f̂k| ≤ |f̂n1 − fn1 | ≤ c2 (|wk|1 + α |vk|1).
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Nous écrivons wk+1
0 sous la forme suivante

wk+1
0 = hk∆a

∑
j

φj(x
k
j − x̂kj ) + (hk − ĥk)∆a

∑
j

φj x̂
k
j

pour obtenir

|wk+1
0 | ≤ |φ|∞ |wk|1 + c1 (|wk|1 + |vk|1) |φ|∞ |x̂k|1.

En remplaçant la dernière inégalité dans l’équation (7.37), nous obtenons

|wk+1|1 ≤ |wk|1 + ∆t |φ|∞ |wk|1 + ∆t c1 (|wk|1 + |vk|1) |φ|∞ |x̂k|1

que l’on peut écrire sous la forme

|wk+1|1 ≤ [1 + ∆t |φ|∞ + ∆t c1|φ|∞|x̂k|1] |wk|1 + ∆t c1|φ|∞ |x̂k|1|vk|1. (7.38)

Maintenant, nous présentons vk+1
0 sous la forme suivante

vk+1
0 = fk(1− uk)∆a

∑
j ψj(y

k
j − ŷkj ) + fk(ûk − uk)∆a

∑
j ψj ŷ

k
j

+(fk − f̂k) (1− ûk) ∆a
∑

j ψj ŷ
k
j .

(7.39)

En utilisant un argument similaire, il existe une constante positive c2 tel que

|vk+1
0 | ≤ |1−u|∞|ψ|∞ |vk|1 + |ψ|∞|ŷk|1|u− û|∞+c2 (|wk|1 +α |vk|1) |1− û|∞|ψ|∞ |ŷk|1.

En conséquence, l’équation (7.37) donne

|vk+1|1 ≤ |vk|1 + ∆t |1− u|∞|ψ|∞ |vk|1 + ∆t |ψ|∞|ŷk|1|u− û|∞

+∆t c2 (|wk|1 + α |vk|1) |1− û|∞|ψ|∞ |ŷk|1
(7.40)

ce qui signifie

|vk+1|1 ≤ [1 + ∆t |1− u|∞|ψ|∞ + α∆t c2|1− û|∞|ψ|∞|ŷk|1] |vk|1

+∆t c2|1− û|∞|ψ|∞ |ŷk|1|wk|1 + ∆t |ψ|∞|ŷk|1|u− û|∞.
(7.41)

Les inégalités (7.38) et (7.41) peuvent être formulées dans le système

F k+1 ≤ AF k + ∆t U
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où F k = (|wk|1, |vk|1)T , U = |ψ|∞ |ŷk|1 (0, |u− û|∞)T , A = I + ∆t B

et B =

(
|φ|∞ + ∆tc1|φ|∞|x̂k|1 c1|φ|∞|x̂k|1
c2|1− û|∞|ψ|∞|ŷk|1 |ψ|∞[|1− u|∞ + αc2|1− û|∞|ŷk|1]

)
.

Par itération sur k, nous avons

F k+1 ≤ Ak+1F 0 + ∆t (I + A+ . . .+ Ak)U.

Puisque F 0 est nulle, nous obtenons

|F k+1| ≤ T |ψ|∞ |ŷk|1 eT |B| |u− û|∞

ce qui finit la preuve.

Nous démontrons que le système (7.32)-(7.35) admet un contrôle optimal, qui rend

la fonction coût à sa valeur minimale d := inf J(u).

Théorème 7.10. Il existe un contrôle optimal u∗ dans U qui minimise J(u).

Démonstration. Notons que J(0) est bornée d’après le lemme 7.1, alors 0 ≤ d <

+∞. Soit v = {vj} ∈ U une suite minimisante de J , alors

d ≤ J(vj) < d+
1

j
.

Puisque {vj} ∈ U est bornée, il existe une sous suite bornée v̂ = {vjl} qui converge

vers u∗ pour la norme l1. Nous présentons J(v̂) ainsi

J(v̂) = ∆a
∑

l(vjl)
2 + ∆t∆a

∑
k,l

[
ykjl(u

∗)
]2

+∆t∆a
∑

k,l

[
ykjl(v̂)− ykjl(u

∗)
] [
ykjl(v̂) + ykjl(u

∗)
]
.

(7.42)

D’après le théorème 7.9, |yk(v̂)− yk(u∗)|1 converge vers 0.

En conséquence,
(
ykjl(v̂)− ykjl(u

∗)
)

tend vers 0 lorsque l→ +∞ et

J(v̂)→ ∆a
∑
i

(u∗i )
2 + ∆t∆a

∑
k,i

[
yki (u∗)

]2
= J(u∗) = d

Nous concluons que J atteint le minimum en u∗.



Chapitre 8

Contrôle de la compétition

interspécifique entre les cellules

8.1 La dynamique des cellules hématopöıétiques

Dans cette section, nous présentons la dynamique des CSH normales et cancéreuses.

La compétition intraspécifique entre ces cellules est prise en considération.

Nous définissons à l’instant t ∈ (0, T ) et à l’âge a ∈ (0, A) les densités des CSH

normales x(t, a) et cancéreuses y(t, a). Notons par d(a) et g(a) les taux de mortalité

des CSH normales et cancéreuses, respectivement. L’évolution des CSH est décrite

par le système suivant
∂x

∂t
+
∂x

∂a
= −d(a) x(t, a)

∂y

∂t
+
∂y

∂a
= −g(a) y(t, a).

(8.1)

La population des CSH subsiste dans la moelle osseuse, où l’effet de l’entassement

produit par la division intensive des cellules cancéreuses, induit une compétition

pour l’espace.

Dans notre modèle, la régénération des CSH est dirigée par l’homéostasie, un proces-

sus dans lequel la densité d’une population possède une influence sur la dynamique

d’une autre population [58]. Nous décrivons l’homéostasie des CSH normales par

une fonctionnelle positive et décroissante Φ

Φ
(∫ A

0
k1(a, a′) (x(t, a′) + y(t, a′)) da′

)
:= Φ(f1(t, a)). (8.2)

104
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Alors, le flux des cellules filles normales est défini par la condition au bord suivante

x(t, 0) =
∫ A

0
Φ
(∫ A

0
k1(a, a′) (x(t, a′) + y(t, a′)) da′

)
x(t, a)da (8.3)

où k1(a, a′) représente l’interaction entre les CSH normales d’âge a qui se divisent, et

la population (x(t, a′)+y(t, a′)), a′ ∈ (0, A). L’équation (8.3) modèle la compétition

interspécifique. Le cas a = a′ correspond à la compétition intraspécifique.

De la même manière, l’homéostasie des CSH cancéreuses est dirigée par une fonc-

tionnelle positive et décroissante Ψ

Ψ
(∫ A

0
k2(a, a′) (x(t, a′) + α y(t, a′)) da′

)
:= Ψ(f2(t, a)) (8.4)

où α est une constante positive dans (0, 1), appelée le coefficient de compétition

[46]. Alors, le flux des cellules filles cancéreuses est donné par la condition au bord

suivante

y(t, 0) =
∫ A

0
Ψ
(∫ A

0
k2(a, a′) (x(t, a′) + α y(t, a′)) da′

)
y(t, a)da. (8.5)

La fonction k2(a, a′) représente l’interaction entre les CSH cancéreuses d’âge a qui

se divisent, et la population (x(t, a′) + αy(t, a′)), a′ ∈ (0, A).

Les données initiales sont

x(0, a) = ϕ1(a), y(0, a) = ϕ2(a), a ∈ (0, A). (8.6)

Les conditions de régularité suivantes sont imposées sur les paramètres

(H1) Les taux de mortalité d(a) et g(a) sont positifs ou nuls sur (0, A)

(H2) Les données initiales ϕ1 et ϕ2 sont positives ou nulles dans (L1 ∩ L∞)(0, A)

(H3) Les fonctions k1 et k2 sont positives ou nulles dans L∞((0, A)2)

(H4) La fonctionnelle Φ (resp. Φ′) est µ1 (resp. λ1) localement lipschitzienne dans

L∞(Q)

(H5) La fonctionnelle Ψ (resp. Ψ′) est µ2 (resp. λ2) localement lipschitzienne dans

L∞(Q)

où Q = (0, T )× (0, A).

Un modèle simplifié avec des taux de mortalité constants d et g, ainsi que des
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fonctions d’interaction constantes k1 = k2 = 1, est représenté comme suit

dX

dt
= Φ(X + Y )X − d X

dY

dt
= Ψ(X + αY ) Y − g Y

(8.7)

Les variables d’état X(t) et Y (t) sont les densités totales des CSH normales et

cancéreuses à l’instant t ∈ (0, T ), respectivement

X(t) =

∫ t

0

x(t, a)da, Y (t) =

∫ t

0

y(t, a)da.

Le modèle (8.7) provient du système donné dans [32], où le coefficient de compétition

α = 1. La dynamique globale de ce modèle est analyzée dans [7].

Un exemple typique des fonctionnelles Φ et Ψ est donné dans [32] par

Φ(X + Y ) =
φ

1 + c1(X + Y )
=

φ θ1

θ1 + (X + Y )
, θ1 = 1/c1

Ψ(X + αY ) =
ψ

1 + c2(X + αY )
=

ψ θ2

θ2 + (X + αY )
, θ2 = 1/c2, α = 1

(8.8)

où φ et ψ dénotent les taux de division constants pour les CSH normales et cancéreuses,

respectivement. En posant θ1 = θ2 = θ, la liaison entre le système (8.8) et la

définition de la fonctionnelle de Hill donnée dans [4], produit les expressions sui-

vantes de Φ et Ψ

Φ(X + Y ) =
φ θn

θn + (X + Y )n
, n ≥ 1

Ψ(X + αY ) =
ψ θn

θn + (X + αY )n
, n ≥ 1.

(8.9)

8.2 Le problème de contrôle optimal

Le modèle d’évolution des CSH normales et cancéreuses en présence de la thérapie,

représente les effets du traitement sur les cellules cancéreuses. Nous définissons une

fonction bornée et mesurable u, qui décrit les effets du traitement. La variable u

prend ses valeurs dans l’intervalle [0, 1]. La dose maximale se reporte à u = 1, tandis

que u = 0 correspond à l’absence de la thérapie. Dans notre modèle, le traitement

contrôle la régénération des CSH cancéreuses. Les effets néfastes du traitement sont
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pris en considération dans la fonction coût

J(u) =

∫ T

0

∫ A

0

y2(t, a) da dt+

∫ T

0

u2(t) dt

donc, nous sommes concernés par le problème de contrôle optimal

min

∫ T

0

∫ A

0

y2(t, a) da dt+

∫ T

0

u2(t) dt (8.10)

avec la dynamique cellulaire suivante

∂x

∂t
+
∂x

∂a
= −d(a)x, (t, a) ∈ Q

∂y

∂t
+
∂y

∂a
= −g(a)y, (t, a) ∈ Q

x(t, 0) =
∫ A

0
Φ
(∫ A

0
k1(a, a′)(x+ y)(t, a′)da′

)
x(t, a)da, t ∈ (0, T )

y(t, 0) = (1− u(t))
∫ A

0
Ψ
(∫ A

0
k2(a, a′)(x+ α y)(t, a′)da′

)
y(t, a)da, t ∈ (0, T )

x(0, a) = ϕ1(a), a ∈ (0, A)

y(0, a) = ϕ2(a), a ∈ (0, A)

(8.11)

L’ensemble des contrôles admissibles est défini par

u ∈ U = {v ∈ L∞(0, T ) : 0 ≤ v(t) ≤ 1} . (8.12)

L’homéostasie peut être déduite du système (8.9). Pour les cellules normales, la

fonctionnelle Φ est donnée par

Φ

(∫ A

0

k1(a, a′) (x(t, a′) + y(t, a′)) da′
)

=
θ

θ +
∫ A

0
k1(a, a′) (x(t, a′) + y(t, a′)) da′

.

(8.13)

Pour les cellules cancéreuses, nous proposons deux suggestions :

– Scénario 1 :

Ψ

(∫ A

0

k2(a, a′) (x(t, a′) + αy(t, a′)) da′
)

=
α1θ + α2

∫ A
0
k2(a, a′) (x(t, a′) + αy(t, a′)) da′

θ +
∫ A

0
k2(a, a′) (x(t, a′) + αy(t, a′)) da′

(8.14)

avec α1 + α2 = 1.
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– Scénario 2 :

Ψ

(∫ A

0

k2(a, a′) (x(t, a′) + αy(t, a′)) da′
)

=
θ

θ +
∫ A

0
k2(a, a′) (x(t, a′) + αy(t, a′)) da′

(8.15)

Une solution du système (8.11) est une fonction (x, y) ∈ C ([0, T ];L1(0, A)), abso-

lument continue suivant les lignes caractéristiques t− a = const, et vérifiant

Dx(t, a) = −d(a)x(t, a), p.p dans (0, T )× (0, A)

Dy(t, a) = −g(a)y(t, a), p.p dans (0, T )× (0, A)

limh→0+ x(t+ h, h) =
∫ A

0
Φ (f1(t, a))x(t, a)da, p.p. dans (0, T )

limh→0+ y(t+ h, h) = (1− u(t))
∫ A

0
Ψ (f2(t, a)) y(t, a)da, p.p. dans (0, T )

(8.16)

où Dx(t, a) et Dy(t, a) dénotent les dérivées directionnelles suivantes

Dx(t, a) = lim
h→0

x(t+ h, a+ h)− x(t, a)

h
, Dy(t, a) = lim

h→0

y(t+ h, a+ h)− y(t, a)

h
.

Notons que les expressions de f1 et f2 sont données par les équations (8.2) et (8.4).

Remarque 8.1. Pour u donné dans U , l’existence et l’unicité d’une solution non

négative (xu, yu) de (8.11) est démontrée dans le chapitre 6 (voir aussi [11, 49, 87]).

Remarque 8.2. Pour u = 0, il existe des constantes positives x et y tel que

|x|L∞(Q) + |y|L∞(Q) ≤ x+ y. (8.17)

En effet, le système suivant admet une solution bornée z(t, a)

∂z

∂t
+
∂z

∂a
= 0

z(t, 0) = Φ∞
∫ A

0
z(t, a)da

z(0, a) = ϕ1(a).

(8.18)

Par intégration sur (0, A), la population totale Z(t) vérifie

dZ

dt
≤ Φ∞Z

donc

Z(t) ≤ Z(0)eΦ∞t.
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En conséquence

z(t, 0) ≤ Φ∞Z(0)eΦ∞t.

Maintenant, l’expression de la solution z(t, a) est bornée comme suit

z(t, a) =

{
z(t− a, 0) ≤ Φ∞Z(0)eΦ∞T , t > a

ϕ1(a− t) t < a
(8.19)

où ϕ1 ∈ L∞(0, A). Puisque x < z, nous obtenons

|x|L∞(Q) ≤ max
{

Φ∞Z(0)eΦ∞T , |ϕ1|L∞(0,A)

}
:= x.

De la même façon, nous démontrons que |y|L∞(Q) ≤ y.

8.3 Conditions d’optimalité

Dans cette section, nous établissons les conditions nécessaires d’optimalité. En pre-

mier lieu, nous définissons le problème dual associé au système (8.10)-(8.11).

∂p1

∂t
+
∂p1

∂a
= d(a) p1(t, a)− h1(t, a) p1(t, 0)− h2(t, a) p2(t, 0)

∂p2

∂t
+
∂p2

∂a
= g(a) p2(t, a)− l1(t, a) p2(t, 0)− l2(t, a) p1(t, 0) + 2y(t, a)

p1(T, a) = p2(T, a) = 0, p.p dans (0, A)

p1(t, A) = p2(t, A) = 0, p.p dans (0, T )

(8.20)

où

h1(t, a) = Φ(f1(t, a)) +
∫ A

0
Φ′(f1(t, a′)) k1(a′, a) x(t, a′)da′

h2(t, a) =
[∫ A

0
Ψ′(f2(t, a′)) k2(a′, a) y(t, a′)da′

]
(1− u(t))

l1(t, a) =
[
Ψ(f2(t, a)) +

∫ A
0

Ψ′(f2(t, a′)) α k2(a′, a) y(t, a′)da′
]

(1− u(t))

l2(t, a) =
∫ A

0
Φ′(f1(t, a′)) k1(a′, a) x(t, a′)da′.

(8.21)
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Les calculs formels du problème dual sont donnés dans la section 8.5. Soit (pu1 , p
u
2)

une solution du système (8.20), pour u ∈ U . Nous définissons l’application L par

L(w) =


0, si w ∈ (−∞, 0)

w, si w ∈ [0, 1]

1, si w ∈ (1,+∞).

(8.22)

Alors, nous avons le théorème suivant

Théorème 8.3. Soit u∗ un contrôle optimal pour le système (8.10)-(8.12), alors

u∗(t) = L
(
−1

2
p∗2(t, 0)

∫ A

0

y∗(t, a)Ψ

(∫ A

0

k2(a, a′)(x∗(t, a′) + α y∗(t, a′))da′
)
da

)
.

(8.23)

Démonstration. Une solution du système (8.20) est une fonction (p1, p2) absolument

continue le long des lignes caractéristiques t− a = const. De plus, (p1, p2) satisfait

pi(t, A) = lim
h→0−

pi(t+ h,A+ h), pi(T, a) = lim
h→0−

pi(T + h, a+ h), i = 1, 2.

Maintenant, nous énonçons le résultat suivant

Proposition 8.4. Soit u ∈ U et v ∈ Tu∗(U) le cône tangent à U en u∗, c’est

l’ensemble des v ∈ L∞(0, T ) pour lesquels (u∗ + λv) ∈ U , ∀λ ∈ (0, 1). Alors

z1(t, a) = lim
λ→0+

xu+λv − xu

λ
, z2(t, a) = lim

λ→0+

yu+λv − yu

λ
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existent dans C([0, T ];L1(0, A)) et vérifient le problème auxiliare suivant (voir la

section 8.6)

∂z1

∂t
+
∂z1

∂a
= −d(a) z1(t, a)

∂z2

∂t
+
∂z2

∂a
= −g(a) z2(t, a)

z1(0, a) = 0

z2(0, a) = 0

z1(t, 0) =
∫ A

0
Φ(fu1 (t, a))z1(t, a)da

+
∫ A

0
Φ′(fu1 (t, a))

[∫ A
0
k1(a, a′)(z1 + z2)(t, a′)da′

]
xu(t, a)da

z2(t, 0) = (1− u(t))
∫ A

0
Ψ(fu2 (t, a))z2(t, a)da− v(t)

∫ A
0

Ψ(fu2 (t, a))yu(t, a)da

+(1− u(t))
∫ A

0
Ψ′(fu2 (t, a))

[∫ A
0
k2(a, a′)(z1 + α z2)(t, a′)da′

]
yu(t, a)da.

(8.24)

Soit u∗ ∈ U un contrôle optimal, alors suivant l’inégalité suivante∫ T

0

∫ A

0

(yu
∗
(t, a))2dadt+

∫ T

0

(u∗(t))2dt ≤
∫ T

0

∫ A

0

(yu
∗+λv(t, a))2dadt+

∫ T

0

((u∗+λv)(t))2dt

qui est satisfaite pour tout v ∈ Tu∗(U), nous obtenons∫ T

0

∫ A

0

[
(yu

∗+λv(t, a))2 − (yu
∗
(t, a))2

]
dadt+

∫ T

0

[
((u∗ + λv)(t))2 − (u∗(t))2

]
dt ≥ 0.

En conséquence, l’inégalité suivante est vérifiée lorsque λ converge vers 0+

∫ T

0

∫ A

0

yu
∗
(t, a)z2(t, a)dadt+

∫ T

0

u∗(t)v(t)dt ≥ 0, ∀v ∈ Tu∗(U).

Soit (p1, p2) une solution du système (8.20), qui correspond à u ∈ U . En multipliant

la première équation de (8.20) par z1 et en intégrant par parties, nous avons

∫ T
0

∫ A
0

(
∂p1

∂t
+
∂p1

∂a

)
z1(t, a)dadt = −

∫ T
0

∫ A
0

(
∂z1

∂t
+
∂z1

∂a

)
p1(t, a)dadt

−
∫ T

0
p1(t, 0)z1(t, 0)dt.

(8.25)
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Le terme de gauche dans (8.25) satisfait

∫ T
0

∫ A
0

(
∂p1

∂t
+
∂p1

∂a

)
z1(t, a)dadt =

∫ T
0

∫ A
0
d(a)p1(t, a)z1(t, a)dadt

−
∫ T

0

∫ A
0
h1(t, a)p1(t, 0)z1(t, a)dadt−

∫ T
0

∫ A
0
h2(t, a)p2(t, 0)z1(t, a)dadt.

(8.26)

Le terme de droite dans (8.25) satisfait

∫ T
0

∫ A
0
−
(
∂z1

∂t
+
∂z1

∂a

)
p1(t, a)dadt−

∫ T
0
p1(t, 0)z1(t, 0)dt

=
∫ T

0

∫ A
0
d(a)p1(t, a)z1(t, a)dadt−

∫ T
0
p1(t, 0)z1(t, 0)dt.

(8.27)

En combinant les équations (8.26) et (8.27), nous obtenons

∫ T
0

∫ A
0
h1(t, a)p1(t, 0)z1(t, a)dadt+

∫ T
0

∫ A
0
h2(t, a)p2(t, 0)z1(t, a)dadt

=
∫ T

0
p1(t, 0)z1(t, 0)dt.

(8.28)

Alors, la formule de z1(t, 0) dans (8.24) donne

∫ T
0

∫ A
0

[
Φ(f1(t, a)) +

∫ A
0

Φ′(f1(t, a′))k1(a′, a)x(t, a′)da′
]
p1(t, 0)z1(t, a)dadt

+
∫ T

0

∫ A
0

(1− u(t))
[∫ A

0
Ψ′(f2(t, a′))k2(a′, a)y(t, a′)da′

]
p2(t, 0)z1(t, a)dadt

=
∫ T

0
p1(t, 0)

[∫ A
0

Φ(f1(t, a))z1(t, a)da
]
dt

+
∫ T

0
p1(t, 0)

[∫ A
0

Φ′(f1(t, a))
[∫ A

0
k1(a, a′)(z1 + z2)(t, a′)da′

]
x(t, a)da

]
dt.

(8.29)

En conséquence

∫ T
0

∫ A
0

(1− u(t))
[∫ A

0
Ψ′(f2(t, a′))k2(a′, a)y(t, a′)da′

]
p2(t, 0)z1(t, a)dadt

=
∫ T

0
p1(t, 0)

[∫ A
0

Φ′(f1(t, a))
[∫ A

0
k1(a, a′)z2(t, a′)da′

]
x(t, a)da

]
dt.

(8.30)

Nous représentons l’équation (8.30) sous la forme suivante

∫ T
0
p2(t, 0)(1− u(t))

[∫ A
0

Ψ′(f2(t, a))
[∫ A

0
k2(a, a′)z1(t, a′)da′

]
y(t, a)da

]
dt

=
∫ T

0

∫ A
0

[∫ A
0

Φ′(f1(t, a′))k1(a′, a)x(t, a′)da′
]
p1(t, 0)z2(t, a)dadt.

(8.31)
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De la même manière, en multipliant la deuxième équation dans (8.20) par z2(t, a)

et en intégrant par parties, nous obtenons

∫ T
0

∫ A
0

(
∂p2

∂t
+
∂p2

∂a

)
z2(t, a)dadt = −

∫ T
0

∫ A
0

(
∂z2

∂t
+
∂z2

∂a

)
p2(t, a)dadt

−
∫ T

0
p2(t, 0)z2(t, 0)dt.

(8.32)

Le terme de gauche dans (8.32) satisfait

∫ T
0

∫ A
0

(
∂p2

∂t
+
∂p2

∂a

)
z2(t, a)dadt

=
∫ T

0

∫ A
0
g(a)p2(t, a)z2(t, a)dadt−

∫ T
0

∫ A
0
l1(t, a)p2(t, 0)z2(t, a)dadt

−
∫ T

0

∫ A
0
l2(t, a)p1(t, 0)z2(t, a)dadt+ 2

∫ T
0

∫ A
0
y(t, a)z2(t, a)dadt,

(8.33)

Le terme de droite dans (8.32) satisfait

∫ T
0

∫ A
0
−
(
∂z2

∂t
+
∂z2

∂a

)
p2(t, a)dadt−

∫ T
0
p2(t, 0)z2(t, 0)dt

=
∫ T

0

∫ A
0
g(a)p2(t, a)z2(t, a)dadt−

∫ T
0
p2(t, 0)z2(t, 0)dt.

(8.34)

En combinant les équations (8.33) et (8.34), nous obtenons

∫ T
0
p2(t, 0)z2(t, 0)dt =

∫ T
0

∫ A
0
l1(t, a)p2(t, 0)z2(t, a)dadt

+
∫ T

0

∫ A
0
l2(t, a)p1(t, 0)z2(t, a)dadt− 2

∫ T
0

∫ A
0
y(t, a)z2(t, a)dadt.

(8.35)

Alors, l’expression de z2(t, 0) dans (8.24) produit

∫ T
0

∫ A
0

(1− u(t))
[
Ψ(f2(t, a)) +

∫ A
0

Ψ′(f2(t, a′))αk2(a′, a)y(t, a′)da′
]
p2(t, 0)z2(t, a)dadt

+
∫ T

0

∫ A
0

[∫ A
0

Φ′(f1(t, a′))k1(a′, a)x(t, a′)da′
]
p1(t, 0)z2(t, a)dadt

−2
∫ T

0

∫ A
0
y(t, a)z2(t, a)dadt

=
∫ T

0
p2(t, 0)(1− u(t))

[∫ A
0

Ψ(f2(t, a))z2(t, a)da
]
dt

−
∫ T

0
p2(t, 0)v(t)

[∫ A
0

Ψ(f2(t, a))y(t, a)da
]
dt

+
∫ T

0
p2(t, 0)(1− u(t))

[∫ A
0

Ψ′(f2(t, a))
[∫ A

0
k2(a, a′)(z1 + αz2)(t, a′)da′

]
y(t, a)da

]
dt.

(8.36)
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En conséquence

∫ T
0

∫ A
0

[∫ A
0

Φ′(f1(t, a′))k1(a′, a)x(t, a′)da′
]
p1(t, 0)z2(t, a)dadt

−2
∫ T

0

∫ A
0
y(t, a)z2(t, a)dadt

= −
∫ T

0
p2(t, 0)v(t)

[∫ A
0

Ψ(f2(t, a))y(t, a)da
]
dt

+
∫ T

0
p2(t, 0)(1− u(t))

[∫ A
0

Ψ′(f2(t, a))
[∫ A

0
k2(a, a′)z1(t, a′)da′

]
y(t, a)da

]
dt.

(8.37)

Maintenant, les équations (8.31) et (8.37) entrâınent

∫ T
0

[
u∗(t) +

1

2
p2(t, 0)

∫ A
0

Ψ(f2(t, a))y(t, a)da

]
v(t)dt ≥ 0, ∀v ∈ Tu∗(U). (8.38)

Donc l’expression se trouvant entre crochets appartient au cône normal Nu∗(U), et

par suite (8.23) est vérifiée.

8.4 Existence et unicité du contrôle optimal

L’existence d’un contrôle optimal est obtenue par le principe variationnel d’Eke-

land. Tout d’abord, nous introduisons la fonction coût dans l’espace L1(0, T ) en

définissant la fonctionnelle

Λ(u) =

{
J (u) if u ∈ U
+∞ otherwise.

(8.39)

Ensuite, nous énonçons le résultat suivant

Proposition 8.5. Soit u ∈ U et ϕ1, ϕ2 ∈ L1(0, A). La solution correspondante

(xu, yu) satisfait pour tout t ∈ (0, T ) les inégalités suivantes

|xu(t, .)|1 ≤ |ϕ1|1 eΦ∞t (8.40)

|yu(t, .)|1 ≤ |ϕ2|1 eΨ∞t (8.41)

|(xu, yu)(t, .)− (xv, yv)(t, .)|1 ≤ const

∫ t

0

|u(s)− v(s)|ds (8.42)

|(xu, yu)(t, .)− (xv, yv)(t, .)|∞ ≤ (c1t+ c2)|u− v|∞ (8.43)

où | . |p dénote la norme dans l’espace Lp(0, A), 1 ≤ p ≤ +∞.
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Démonstration. La population totale des CSH normales X(t) =
∫ A

0
x(t, a)da satis-

fait
dX(t)

dt
= x(t, 0)− x(t, A)−

∫ A

0

d(a)x(t, a)da ≤ Φ∞X(t) (8.44)

Comme l’intégration de (8.44) sur (0, t) donne X(t) ≤ X(0)eΦ∞t, l’inégalité (8.40)

est vérifiée. De plus, l’inégalité (8.41) est obtenue par un argument similaire sur la

population totale des CSH cancéreuses Y (t) =
∫ A

0
y(t, a)da. La solution (x, y) est

de la forme

xu(t, a) =

{
xu(t− a, 0) e−

∫ a
0 d(s)ds, a < t

ϕ1(a− t) e−
∫ t
0 d(s+a−t)ds, t < a

(8.45)

yu(t, a) =

{
yu(t− a, 0) e−

∫ a
0 g(s)ds, a < t

ϕ2(a− t) e−
∫ t
0 g(s+a−t)ds, t < a.

(8.46)

Donc∫ A
0
|(xu − xv)(t, a)|da =

∫ t
0
|(xu − xv)(t, a)|da+

∫ A
t
|(xu − xv)(t, a)|da

≤
∫ t

0
|(xu − xv)(t− a, 0)| da

≤
∫ t

0
|xu(σ, 0)− xv(σ, 0)| dσ

(8.47)

∫ A
0
|(yu − yv)(t, a)|da =

∫ t
0
|(yu − yv)(t, a)|da+

∫ A
t
|(yu − yv)(t, a)|da

≤
∫ t

0
|(yu − yv)(t− a, 0)| da

≤
∫ t

0
|yu(σ, 0)− yv(σ, 0)| dσ

(8.48)

où
xu(σ, 0) =

∫ A
0

Φ(fu1 (σ, s)) xu(σ, s) ds

xv(σ, 0) =
∫ A

0
Φ(f v1 (σ, s)) xv(σ, s) ds

yu(σ, 0) = (1− u(σ))
∫ A

0
Ψ(fu2 (σ, s)) yu(σ, s) ds

yv(σ, 0) = (1− v(σ))
∫ A

0
Ψ(f v2 (σ, s)) yv(σ, s) ds.

(8.49)
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L’inégalité (8.40) entrâıne les estimations suivantes

|xu(σ, 0)− xv(σ, 0)|

≤
∫ A

0
Φ(fu1 (σ, s)) |(xu − xv)(σ, s)| ds+

∫ A
0
|Φ(fu1 (σ, s))− Φ(f v1 (σ, s))| xv(σ, s) ds

≤ Φ∞
∫ A

0
|(xu − xv)(σ, s)| ds+ µ1

∫ A
0
|fu1 (σ, s)− f v1 (σ, s)| xv(σ, s) ds

≤ Φ∞
∫ A

0
|(xu − xv)(σ, s)| ds+ µ1 k1∞

∫ A
0

∫ A
0
|(xu − xv + yu − yv)(σ, a′)| xv(σ, s) da′ds

≤ Φ∞
∫ A

0
|(xu − xv)(σ, s)| ds+ µ1 k1∞|ϕ1|1 eΦ∞σ

∫ A
0
|(xu − xv + yu − yv)(σ, a′)| da′.

(8.50)

Ainsi, l’équation (8.47) implique que

|(xu − xv)(t, .)|1 ≤ Φ∞
∫ t

0
|(xu − xv)(σ, .)|1dσ

+µ1 k1∞|ϕ1|1 eΦ∞T
∫ t

0
[|(xu − xv)(σ, .)|1 + |(yu − yv)(σ, .)|1] dσ

≤ m1(T )
∫ t

0
[|(xu − xv)(σ, .)|1 + |(yu − yv)(σ, .)|1] dσ.

(8.51)

Maintenant, posons w(σ) = 1− u(σ) pour obtenir

|yu(σ, 0)− yv(σ, 0)| ≤ w(σ)
∫ A

0
Ψ(fu2 (σ, s)) |(yu − yv)(σ, s)| ds

+w(σ)
∫ A

0
|Ψ(fu2 (σ, s))−Ψ(f v2 (σ, s))| yv(σ, s) ds

+|(u− v)(σ)|
∫ A

0
Ψ(f v2 (σ, s)) yv(σ, s) ds

|yu(σ, 0)− yv(σ, 0)| ≤ Ψ∞
∫ A

0
|(yu − yv)(σ, s)| ds

+µ2

∫ A
0
|fu2 (σ, s)− f v2 (σ, s)| yv(σ, s) ds

+|(u− v)(σ)|Ψ∞
∫ A

0
yv(σ, s) ds

|yu(σ, 0)− yv(σ, 0)| ≤ Ψ∞
∫ A

0
|(yu − yv)(σ, s)| ds

+µ2 k2∞

[∫ A
0
yv(σ, s)ds

] ∫ A
0
|(xu − xv + αyu − αyv)(σ, a′)|da′

+|(u− v)(σ)|Ψ∞
∫ A

0
yv(σ, s) ds

|yu(σ, 0)− yv(σ, 0)| ≤ Ψ∞
∫ A

0
|(yu − yv)(σ, s)| ds

+µ2 k2∞|ϕ2|1eΨ∞σ
∫ A

0
|(xu − xv + αyu − αyv)(σ, a′)|da′

+|(u− v)(σ)|Ψ∞|ϕ2|1eΨ∞σ.

(8.52)
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A partir de l’équation (8.48), nous avons

|(yu − yv)(t, .)|1 ≤ Ψ∞
∫ t

0
|(yu − yv)(σ, .)|1dσ

+µ2 k2∞|ϕ2|1 eΨ∞T
∫ t

0
[|(xu − xv)(σ, .)|1 + |(yu − yv)(σ, .)|1] dσ

+Ψ∞|ϕ2|1eΨ∞T
∫ t

0
|(u− v)(σ)|dσ

|(yu − yv)(t, .)|1 ≤ m2(T )
∫ t

0
[|(xu − xv)(σ, .)|1 + |(yu − yv)(σ, .)|1] dσ

+m3(T )
∫ t

0
|(u− v)(σ)|dσ.

(8.53)

La somme des inégalités (8.51) et (8.53) donne

|(xu − xv)(t, .)|1 + |(yu − yv)(t, .)|1

≤ (m1(T ) +m2(T ))
∫ t

0
[|(xu − xv)(σ, .)|1 + |(yu − yv)(σ, .)|1] dσ

+m3(T )
∫ t

0
|(u− v)(σ)|dσ.

(8.54)

En posant

m(t) = |(xu − xv)(t, .)|1 + |(yu − yv)(t, .)|1

et

h(t) =

∫ t

0

|(u− v)(σ)|dσ

l’équation (8.54) implique que

m(t) ≤ (m1(T ) +m2(T ))

∫ t

0

m(σ)dσ +m3(T )h(t).

En appliquant l’inégalité de Gronwall, nous obtenons

m(t) ≤ m3(T )h(t) + (m1(T ) +m2(T ))m3(T )
∫ t

0
h(r)e

∫ t
r (m1(T )+m2(T ))dτdr

≤ m3(T )h(t) + (m1(T ) +m2(T ))m3(T )e(m1(T )+m2(T ))T
∫ t

0
h(r)dr

≤ m3(T )h(t) + (m1(T ) +m2(T ))m3(T )e(m1(T )+m2(T ))T
∫ t

0
h(t)dr

≤
[
1 + (m1(T ) +m2(T ))Te(m1(T )+m2(T ))T

]
m3(T )h(t)

≤ m4(T )h(t)

(8.55)

ce qui entrâıne l’inégalité (8.42). Finalement, il est clair que

(xu − xv)(t, a) =

{
(xu − xv)(t− a, 0) e−

∫ a
0 d(s)ds if a < t

0 if t < a.
(8.56)
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(yu − yv)(t, a) =

{
(yu − yv)(t− a, 0) e−

∫ a
0 g(s)ds if a < t

0 if t < a.
(8.57)

Selon les estimations (8.50)-(8.52), nous avons

|(xu − xv)(t− a, 0)|

≤ m1(t− a)
∫ A

0
[|(xu − xv)(t− a, a′)|+ |(yu − yv)(t− a, a′)|] da′

|(yu − yv)(t− a, 0)|

≤ m2(t− a)
∫ A

0
[|(xu − xv)(t− a, a′)|+ |(yu − yv)(t− a, a′)|] da′

+m3(t− a)|(u− v)(t− a)|.

(8.58)

L’inégalité (8.55) implique que

|(xu − xv)(t− a, 0)| ≤ m1(t− a)m4(T )
∫ t−a

0
|u(s)− v(s)|ds

|(yu − yv)(t− a, 0)| ≤ m2(t− a)m4(T )
∫ t−a

0
|u(s)− v(s)|ds

+m3(t− a)|(u− v)(t− a)|.

(8.59)

Les systèmes (8.56)-(8.57) donnent

|(xu − xv)(t, .)|∞ ≤ m1(T )m4(T )t|u− v|∞

|(yu − yv)(t, .)|∞ ≤ (m2(T )m4(T )t+m3(T ))|u− v|∞
(8.60)

donc, il existe des constantes positives c1 et c2 qui dépendent de T et pour lesquelles

|(xu − xv)(t, .)|∞ + |(yu − yv)(t, .)|∞ ≤ (c1 t+ c2)|u− v|∞. (8.61)

La proposition 8.5 produit le lemme suivant

Lemme 8.6. La fonctionnelle Λ : L1(0, T )→ (−∞,+∞] est fortement semi conti-

nue inférieurement.

Démonstration. Soit {un}n∈N∗ une suite dans U . Alors, il existe une sous suite

{unk}k∈N∗ tel que unk ⇀ u∗ dans L2(0, T ). En conséquence

|u∗|22 ≤ lim
k→+∞

inf |unk |22.
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La proposition 8.5 implique que

∫ T
0

∫ A
0

(y2
nk
− y2)dadt =

∫ T
0

∫ A
0

(ynk − y)(ynk + y)dadt

≤ 2
∫ T

0

∫ A
0

(ynk − y)ydadt

≤ const
∫ T

0

∫ A
0
|ynk − y|dadt

≤ const |unk − u∗|1

(8.62)

où x et y sont les constantes obtenues dans la remarque 8.2. Nous représentons

J (unk) sous la forme suivante

J (unk) =

∫ T

0

∫ A

0

(y2
nk
− y2)dadt+

∫ T

0

∫ A

0

y2dadt+ |unk |22.

En passant à la limite, nous obtenons

lim
k→+∞

inf J (unk) ≥ J (u∗).

Puisque Λ n’est pas faiblement semi continue inférieurement, elle n’atteint pas

généralement sa borne inférieure sur L1(0, T ). Nous dépassons cette situation en

appliquant le principe d’Ekeland [37]. Ainsi, pour chaque ε ≥ 0, il existe uε ∈ U tel

que  i)J (uε) < infu∈U J (u) + ε

ii)J (uε) = min {J (u) +
√
ε |u− uε|1, u ∈ U} .

(8.63)

L’expression ii) signifie que la fonctionnelle

Jε(u) = J (u) +
√
ε |u− uε|1

atteint son minimum en uε. Donc

Jε(uε) ≤ Jε(uε + λv), ∀v ∈ Tuε(U).

En conséquence, pour tout v ∈ Tuε(U) nous avons

∫ T
0

∫ A
0

(yuε(t, a))2dadt+
∫ T

0
(uε(t))

2dt ≤
∫ T

0

∫ A
0

(yuε+λv(t, a))2dadt

+
∫ T

0
((uε + λv)(t))2dt+

√
ελ
∫ T

0
|v(t)|dt

(8.64)
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donc∫ T
0

∫ A
0

[
(yuε+λv(t, a))2 − (yuε(t, a))2

]
dadt+

∫ T
0

[((uε + λv)(t))2 − (uε(t))
2] dt

+
√
ελ
∫ T

0
|v(t)|dt ≥ 0.

(8.65)

En divisant par λ et en passant à la limite λ→ 0+, nous avons∫ T

0

∫ A

0

yuε(t, a)zuε2 (t, a)dadt+

∫ T

0

uε(t)v(t)dt+

√
ε

2

∫ T

0

|v(t)|dt ≥ 0, ∀v ∈ Tuε(U).

Par un argument similaire, nous avons la condition suivante pour tout v ∈ Tuε(U)

∫ T
0

[
uε(t) + 1

2
puε2 (t, 0)

∫ A
0

Ψ(fuε2 (t, a))yuε(t, a)da
]
v(t)dt+

√
ε

2

∫ T
0
|v(t)|dt ≥ 0.

(8.66)

La Proposition 5.3 dans [13] implique l’existence de θε ∈ L∞(0, T ), |θε| ≤ 1, tel que

uε(t) +
1

2
puε2 (t, 0)

∫ A

0

Ψ(fuε2 (t, a))yuε(t, a)da+

√
ε

2
θε(t) ∈ Nuε(U).

En conséquence

uε(t) = L
{
−1

2
puε2 (t, 0)

∫ A

0

Ψ(fuε2 (t, a))yuε(t, a)da−
√
ε

2
θε(t)

}
, p.p. dans (0, T ).

(8.67)

Maintenant, nous pouvons démontrer l’existence et l’unicité d’un contrôle optimal.

Tout d’abord, nous énonçons le théorème suivant

Théorème 8.7. Il existe un contrôle optimal unique u∗ ∈ U , satisfaisant le système

(8.10)-(8.12).

Démonstration. Pour démontrer l’unicité, nous introduisons l’application

M : U ⊂ L∞(0, T )→ U

vérifiant

Mu(t) = L
{
−1

2
pu2(t, 0)

∫ A

0

Ψ(fu2 (t, a))yu(t, a)da

}
, p.p. dans (0, T )
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qui satisfait

Mu(t)−Mv(t) = −1
2

[pu2(t, 0)− pv2(t, 0)]
∫ A

0
Ψ(fu2 (t, a)) yu(t, a)da

−1
2
pv2(t, 0)

∫ A
0

[Ψ(fu2 (t, a))−Ψ(f v2 (t, a))] yu(t, a)da

−1
2
pv2(t, 0)

∫ A
0

Ψ(f v2 (t, a)) [yu(t, a)− yv(t, a)] da.

(8.68)

L’introduction de la valeur absolue entrâıne

|Mu(t)−Mv(t)| ≤ 1
2
|Ψ|∞ |pu2(t, 0)− pv2(t, 0)|

∫ A
0
yu(t, a)da

+µ2

2
|pv2(t, 0)|

∫ A
0
|fu2 (t, a)− f v2 (t, a)| yu(t, a)da

+1
2
|Ψ|∞ |pv2(t, 0)|

∫ A
0
|yu(t, a)− yv(t, a)|da.

(8.69)

La proposition 8.5 et l’estimation (8.110) impliquent que

|Mu(t)−Mv(t)| ≤ 1
2
|Ψ|∞ |ϕ2|1 eΨ∞T |pu2(t, 0)− pv2(t, 0)|

+µ2

2
c3(T )

∫ A
0
|fu2 (t, a)− f v2 (t, a)| yu(t, a)da

+1
2
|Ψ|∞ c3(T )

∫ A
0
|yu(t, a)− yv(t, a)|da.

|Mu(t)−Mv(t)| ≤ 1
2
|Ψ|∞ |ϕ2|1 eΨ∞T |pu2(t, 0)− pv2(t, 0)|

+µ2

2
c3(T ) k2∞ |ϕ2|1 eΨ∞T

(∫ A
0

(|(xu − xv)(t, a′)|+ |(yu − yv)(t, a′)|) da′
)

+1
2
|Ψ|∞ c3(T )

∫ A
0
|yu(t, a)− yv(t, a)|da.

(8.70)

En conséquence, la proposition 8.5 et l’estimation (8.118) donnent l’existence d’une

constante positive c(T ) croissante en T , satisfaisant c(0) = 0 et pour laquelle

|Mu−Mv|∞ ≤ c(T ) |u− v|∞ (8.71)

donc M est une contraction et admet un seul point fixe u (voir le Théorème du

point fixe de Banach [17]). Selon l’équation (8.23), si le contrôle optimal existe, il

doit cöıncider avec ce point fixe. Ainsi, le contrôle optimal est unique. Pour prou-

ver l’existence, nous démontrons que le point fixe u minimise Λ(.). En effet, nous

considérons la suite uε définie par le système (8.63) et satisfaisant (8.67). Nous avons∣∣∣∣∣Muε(t)− L
{
−1

2
puε2 (t, 0)

∫ A

0

Ψ(fuε2 (t, a))yuε(t, a)da−
√
ε

2
θε(t)

} ∣∣∣∣∣ ≤
√
ε

2
.
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En conséquence, l’équation (8.67) donne

|u− uε|∞ ≤ |Mu−Muε|∞ +
∣∣∣Muε − L

{
−1

2
puε2 (t, 0)

∫ A
0

Ψ(fuε2 (t, a))yuε(t, a)da−
√
ε

2
θε(t)

} ∣∣∣
∞

≤ |Mu−Muε|∞ +
√
ε

2
.

(8.72)

Par l’équation (8.71), nous obtenons

|u− uε|∞ ≤ c(T ) |u− uε|∞ +
√
ε

2
. (8.73)

c-à-d

|u− uε|∞ ≤
√
ε

2(1− c(T ))
.

Donc uε → u dans L∞(0, T ) lorsque ε→ 0. La première équation du système (8.63)

donne

J (u) = inf J (u), u ∈ L1(0, T ).

8.5 Le problème dual

Le lagrangien est donné par

L =
∫ T

0
u2(t)dt+

∫ T
0

∫ A
0
y2(t, a)dadt+ I1 + I2

I1 =
∫ T

0

∫ A
0
p1(t, a)

[
∂x

∂t
+
∂x

∂a
+ d(a)x

]
dadt

I2 =
∫ T

0

∫ A
0
p2(t, a)

[
∂y

∂t
+
∂y

∂a
+ g(a)y

]
dadt.

(8.74)

Les variables adjointes sont p1(t, a) et p2(t, a). L’intégration par parties donne

I1 =
∫ T

0

∫ A
0
d(a)p1(t, a)x(t, a)dadt−

∫ T
0

∫ A
0
x(t, a)

[
∂p1

∂t
+
∂p1

∂a

]
dadt

−
∫ A

0
ϕ1(a)p1(0, a)da−

∫ T
0

[∫ A
0

Φ(f1(t, a))x(t, a)da
]
p1(t, 0)dt

I2 =
∫ T

0

∫ A
0
g(a)p2(t, a)y(t, a)dadt−

∫ T
0

∫ A
0
y(t, a)

[
∂p2

∂t
+
∂p2

∂a

]
dadt

−
∫ A

0
ϕ2(a)p2(0, a)da

−
∫ T

0
(1− u(t))

[∫ A
0

Ψ(f2(t, a))y(t, a)da
]
p2(t, 0)dt

(8.75)
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où
p1(T, a) = p2(T, a) = 0, p.p dans (0, A)

p1(t, A) = p2(t, A) = 0, p.p dans (0, T ).
(8.76)

La dérivée de I1 par rapport à x satisfait le produit scalaire suivant

(
∂I1
∂x
, δx
)

=
∫ T

0

∫ A
0
d(a) p1(t, a) δx(t, a)dadt−

∫ T
0

∫ A
0
δx(t, a)

[
∂p1

∂t
+
∂p1

∂a

]
dadt

−
∫ T

0

[∫ A
0

Φ(f1(t, a)) δx(t, a)da
]
p1(t, 0)dt

−
∫ T

0

[∫ A
0

Φ′(f1(t, a))
(∫ A

0
k1(a, a′) δx(t, a′)da′

)
x(t, a)da

]
p1(t, 0)dt

(
∂I1
∂x
, δx
)

=
∫ T

0

∫ A
0
d(a) p1(t, a) δx(t, a)dadt−

∫ T
0

∫ A
0
δx(t, a)

[
∂p1

∂t
+
∂p1

∂a

]
dadt

−
∫ T

0

∫ A
0

Φ(f1(t, a)) p1(t, 0) δx(t, a)dadt

−
∫ T

0

∫ A
0

[∫ A
0

Φ′(f1(t, a′)) k1(a′, a) x(t, a′)da′
]
p1(t, 0) δx(t, a)dadt.

(8.77)

De la même façon, nous avons(
∂I2

∂x
, δx

)
= −

∫ T
0

∫ A
0

[∫ A
0

Ψ′(f2(t, a′)) k2(a′, a) y(t, a′)da′
]

×(1− u(t))p2(t, 0) δx(t, a)dadt(
∂I1

∂y
, δy

)
= −

∫ T
0

∫ A
0

[∫ A
0

Φ′(f1(t, a′)) k1(a′, a) x(t, a′)da′
]
p1(t, 0) δy(t, a)dadt(

∂I2

∂y
, δy

)
=

∫ T
0

∫ A
0
g(a) p2(t, a) δy(t, a)dadt−

∫ T
0

∫ A
0
δy(t, a)

[
∂p2

∂t
+
∂p2

∂a

]
dadt

−
∫ T

0

∫ A
0

Ψ(f2(t, a)) (1− u(t)) p2(t, 0) δy(t, a)dadt

−
∫ T

0

∫ A
0

[∫ A
0

Ψ′(f2(t, a′)) α k2(a′, a) y(t, a′)da′
]

×(1− u(t))p2(t, 0) δy(t, a)dadt.

(8.78)

En conséquence, les variables adjointes p1 et p2 satisfont le système suivant

∂p1

∂t
+
∂p1

∂a
= d(a) p1(t, a)− h1(t, a) p1(t, 0)− h2(t, a)p2(t, 0)

∂p2

∂t
+
∂p2

∂a
= g(a) p2(t, a)− l1(t, a) p2(t, 0)− l2(t, a)p1(t, 0) + 2y(t, a)

p1(T, a) = p2(T, a) = 0, p.p dans (0, A)

p1(t, A) = p2(t, A) = 0, p.p dans (0, T )

(8.79)
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où

h1(t, a) = Φ(f1(t, a)) +
∫ A

0
Φ′(f1(t, a′)) k1(a′, a) x(t, a′)da′

h2(t, a) =
[∫ A

0
Ψ′(f2(t, a′)) k2(a′, a) y(t, a′)da′

]
(1− u(t))

l1(t, a) =
[
Ψ(f2(t, a)) +

∫ A
0

Ψ′(f2(t, a′)) α k2(a′, a) y(t, a′)da′
]

(1− u(t))

l2(t, a) =
∫ A

0
Φ′(f1(t, a′)) k1(a′, a) x(t, a′)da′.

(8.80)

8.5.1 La continuité des paramètres

Proposition 8.8. Il existe une constante positive c telle que

|hui − hvi |∞ ≤ c |u− v|∞, i = 1, 2

|lui − lvi |∞ ≤ c |u− v|∞, i = 1, 2.
(8.81)

Démonstration. En premier lieu, notons par

hu1(t, a) = Φ(fu1 (t, a)) +
∫ A

0
Φ′(fu1 (t, a′)) k1(a′, a) xu(t, a′)da′

hv1(t, a) = Φ(f v1 (t, a)) +
∫ A

0
Φ′(f v1 (t, a′)) k1(a′, a) xv(t, a′)da′.

(8.82)
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Nous avons les estimations suivantes

|(hu1 − hv1)(t, a)| ≤ |Φ(fu1 (t, a))− Φ(f v1 (t, a))|

+k1∞
∫ A

0
|Φ′(fu1 (t, a′))||(xu − xv)(t, a′)|da′

+k1∞
∫ A

0
|Φ′(fu1 (t, a′))− Φ′(f v1 (t, a′))| xv(t, a′)da′

|(hu1 − hv1)(t, a)| ≤ µ1|fu1 (t, a)− f v1 (t, a)|

+k1∞|Φ′|∞
∫ A

0
|(xu − xv)(t, a′)|da′

+λ1k1∞
∫ t

0
xv(t, a′)|fu1 (t, a′)− f v1 (t, a′)|da′

+λ1k1∞
∫ A
t
xv(t, a′)|fu1 (t, a′)− f v1 (t, a′)|da′

|(hu1 − hv1)(t, a)| ≤ µ1k1∞
∫ A

0
(|(xu − xv)(t, s)|+ |(yu − yv)(t, s)|) ds

+k1∞|Φ′|∞
∫ A

0
|(xu − xv)(t, a′)|da′

+λ1k1∞
∫ t

0
xv(t− a′, 0)|fu1 (t, a′)− f v1 (t, a′)|da′

+λ1k1∞
∫ A
t
ϕ1(a′ − t)|fu1 (t, a′)− f v1 (t, a′)|da′

|(hu1 − hv1)(t, a)| ≤ µ1k1∞
∫ A

0
(|(xu − xv)(t, s)|+ |(yu − yv)(t, s)|) ds

+k1∞|Φ′|∞
∫ A

0
|(xu − xv)(t, a′)|da′

+λ1k1∞Φ∞
∫ t

0

(∫ A
0
xv(t− a′, s)ds

)
|fu1 (t, a′)− f v1 (t, a′)|da′

+λ1k1∞ϕ1∞
∫ A
t
|fu1 (t, a′)− f v1 (t, a′)|da′

|(hu1 − hv1)(t, a)| ≤ µ1k1∞
∫ A

0
(|(xu − xv)(t, s)|+ |(yu − yv)(t, s)|) ds

+k1∞|Φ′|∞
∫ A

0
|(xu − xv)(t, a′)|da′

+λ1k
2
1∞Φ∞

(
|ϕ1|1eΦ∞T

) ∫ t
0

(|(xu − xv)(t, a′)|+ |(yu − yv)(t, a′)|) da′

+λ1k
2
1∞|ϕ1|∞

∫ A
t

(|(xu − xv)(t, a′)|+ |(yu − yv)(t, a′)|) da′.
(8.83)

Alors

|(hu1 − hv1)(t, a)| ≤ n1(T )
∫ A

0
(|(xu − xv)(t, s)|+ |(yu − yv)(t, s)|) ds

≤ n1(T )m4(T )
∫ t

0
|u(s)− v(s)|ds

(8.84)

donc

|hu1 − hv1|∞ ≤ n1(T )m4(T )T |u− v|∞. (8.85)
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Ensuite, notons par

ĥu2(t, a) =
∫ A

0
Ψ′(fu2 (t, a′)) k2(a′, a) yu(t, a′)da′

ĥv2(t, a) =
∫ A

0
Ψ′(f v2 (t, a′)) k2(a′, a) yv(t, a′)da′

(8.86)

donc un argument similaire donne

|(ĥu2 − ĥv2)(t, a)| ≤ n2(T )
∫ A

0
(|(xu − xv)(t, s)|+ |(yu − yv)(t, s)|) ds

≤ n2(T )m4(T )
∫ t

0
|u(s)− v(s)|ds.

(8.87)

Il est clair que

hu2(t, a) = (1− u(t))ĥu2(t, a), hv2(t, a) = (1− v(t))ĥv2(t, a)

vérifient

|(hu2 − hv2)(t, a)| ≤ |(ĥu2 − ĥv2)(t, a)|+ |ĥu2(t, a)||u(t)− v(t)|+ |v(t)||(ĥu2 − ĥv2)(t, a)|

≤ 2|(ĥu2 − ĥv2)(t, a)|+ |ĥu2(t, a)||u(t)− v(t)|

≤ 2n2(T )m4(T )
∫ t

0
|u(s)− v(s)|ds+ A2(T )|u(t)− v(t)|.

(8.88)

Ainsi

|hu2 − hv2|∞ ≤ H2(T ) |u− v|∞. (8.89)

De la même manière, à partir du système suivant

l̂u1 (t, a) = Ψ(fu2 (t, a)) +
∫ A

0
Ψ′(fu2 (t, a′)) αk2(a′, a) yu(t, a′)da′

l̂v1(t, a) = Ψ(f v2 (t, a)) +
∫ A

0
Ψ′(f v2 (t, a′)) αk2(a′, a) yv(t, a′)da′

(8.90)

nous obtenons

|(l̂u1 − l̂v1)(t, a)| ≤ n3(T )
∫ A

0
(|(xu − xv)(t, s)|+ |(yu − yv)(t, s)|) ds

≤ n3(T )m4(T )
∫ t

0
|u(s)− v(s)|ds.

(8.91)

Les fonctions

lu1 (t, a) = (1− u(t))l̂u1 (t, a), lv1(t, a) = (1− v(t))l̂v1(t, a)
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satisfont

|(lu1 − lv1)(t, a)| ≤ |(l̂u1 − l̂v1)(t, a)|+ |l̂u1 (t, a)||u(t)− v(t)|+ |v(t)||(l̂u1 − l̂v1)(t, a)|

≤ 2|(l̂u1 − l̂v1)(t, a)|+ |l̂u1 (t, a)||u(t)− v(t)|

≤ 2n3(T )m4(T )
∫ t

0
|u(s)− v(s)|ds+B1(T )|u(t)− v(t)|

(8.92)

donc

|lu1 − lv1|∞ ≤ L1(T ) |u− v|∞. (8.93)

Finalement, notons par

lu2 (t, a) =
∫ A

0
Φ′(fu1 (t, a′)) k1(a′, a) xu(t, a′)da′

lv2(t, a) =
∫ A

0
Φ′(f v1 (t, a′)) k1(a′, a) xv(t, a′)da′

(8.94)

tel que

|(lu2 − lv2)(t, a)| ≤ k1∞
∫ A

0
|Φ′(fu1 (t, a′))||(xu − xv)(t, a′)|da′

+k1∞
∫ A

0
|Φ′(fu1 (t, a′))− Φ′(f v1 (t, a′))| xv(t, a′)da′

|(lu2 − lv2)(t, a)| ≤ k1∞|Φ′|∞
∫ A

0
|(xu − xv)(t, a′)|da′

+k1∞λ1

∫ A
0
xv(t, a′)|fu1 (t, a′)− f v1 (t, a′)|da′

|(lu2 − lv2)(t, a)| ≤ k1∞|Φ′|∞
∫ A

0
|(xu − xv)(t, a′)|da′

+k1∞λ1

∫ t
0
xv(t, a′)|fu1 (t, a′)− f v1 (t, a′)|da′

+k1∞λ1

∫ A
t
xv(t, a′)|fu1 (t, a′)− f v1 (t, a′)|da′.

(8.95)

Le même argument utilisé dans l’estimation (8.83) produit

|(lu2 − lv2)(t, a)| ≤ n4(T )
∫ A

0
(|(xu − xv)(t, a′)|+ |(yu − yv)(t, a′)|) da′

≤ n4(T )m4(T )
∫ t

0
|u(s)− v(s)|ds.

(8.96)

En conséquence

|lu2 − lv2|∞ ≤ L2(T ) |u− v|∞. (8.97)
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8.5.2 Expression des variables adjointes

L’intégration du système (8.79) le long des lignes caractéristiques a − t = const

donne l’expression de p1 et p2. En effet, il est plus convenable de travailler avec le

problème en temps et en âge croissants que décroissants. Pour cela, nous faisons le

changement de variables

p̂i(T − t, A− a) = pi(t, a), i = 1, 2

pour obtenir le système suivant avec τ = T − t et σ = A− a

∂p̂1

∂τ
+ ∂p̂1

∂σ
= −d(A− σ)p̂1(τ, σ)

+h1(T − τ, A− σ)p̂1(τ, A) + h2(T − τ, A− σ)p̂2(τ, A)

∂p̂2

∂τ
+ ∂p̂2

∂σ
= −g(A− σ)p̂2(τ, σ)

+l1(T − τ, A− σ)p̂2(τ, A) + l2(T − τ, A− σ)p̂1(τ, A)− 2y(T − τ, A− σ)

p̂1(0, σ) = p̂2(0, σ) = 0

p̂1(τ, 0) = p̂2(τ, 0) = 0.

(8.98)

En posant σ = τ + c, la fonction Hc(τ) = p̂1(τ, τ + c) satisfait

d
dτ
Hc(τ) + d(A− τ − c)Hc(τ) =

∑2
i=1 hi(T − τ, A− τ − c)p̂i(τ, A)

d
dτ

[
e
∫ τ
τ0
d(A−µ−c)dµ

Hc(τ)
]

= e
∫ τ
τ0
d(A−µ−c)dµ [∑2

i=1 hi(T − τ, A− τ − c)p̂i(τ, A)
]

e
∫ τ
τ0
d(A−µ−c)dµ

Hc(τ)−Hc(τ0) =
∫ τ
τ0
e
∫ θ
τ0
d(A−µ−c)dµ [∑2

i=1 hi(T − θ, A− θ − c)p̂i(θ, A)
]
dθ

Hc(τ) = e
−

∫ τ
τ0
d(A−µ−c)dµ

Hc(τ0) +
∫ τ
τ0
e−

∫ τ
θ d(A−µ−c)dµ [∑2

i=1 hi(T − θ, A− θ − c)p̂i(θ, A)
]
dθ.

(8.99)

Comme la condition A− θ− c ≤ A entrâıne θ ≥ (T − t)− (A− a), nous définissons

τ0 = max {0, (T − t)− (A− a)}

pour obtenir

Hc(τ0) =

 p̂1(0, (A− a)− (T − t)) = 0, if τ0 = 0

p̂1((T − t)− (A− a), 0) = 0, if τ0 = (T − t)− (A− a).
(8.100)
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L’intégration de l’équation en p̂2 par la même méthode produit l’expression de

(p̂1, p̂2)

p̂1(τ, σ) =
∫ τ
τ0
e−

∫ τ
θ d(A−µ−σ+τ)dµ h1(T − θ, A− θ − σ + τ)p̂1(θ, A)dθ

+
∫ τ
τ0
e−

∫ τ
θ d(A−µ−σ+τ)dµ h2(T − θ, A− θ − σ + τ)p̂2(θ, A)dθ

p̂2(τ, σ) =
∫ τ
τ0
e−

∫ τ
θ g(A−µ−σ+τ)dµ l1(T − θ, A− θ − σ + τ)p̂2(θ, A)dθ

+
∫ τ
τ0
e−

∫ τ
θ g(A−µ−σ+τ)dµ l2(T − θ, A− θ − σ + τ)p̂1(θ, A)dθ

−2
∫ τ
τ0
e−

∫ τ
θ g(A−µ−σ+τ)dµ y(T − θ, A− θ − σ + τ)dθ.

(8.101)

En remplaçant τ et σ par (T − t) et (A − a), respectivement, nous obtenons l’ex-

pression de (p1, p2)

p1(t, a) =
∫ T−t
τ0

e−
∫ T−t
θ d(T−µ+a−t)dµ h1(T − θ, T − θ + a− t)p1(T − θ, 0)dθ

+
∫ T−t
τ0

e−
∫ T−t
θ d(T−µ+a−t)dµ h2(T − θ, T − θ + a− t)p2(T − θ, 0)dθ

p2(t, a) =
∫ T−t
τ0

e−
∫ T−t
θ g(T−µ+a−t)dµl1(T − θ, T − θ + a− t)p2(T − θ, 0)dθ

+
∫ T−t
τ0

e−
∫ T−t
θ g(T−µ+a−t)dµl2(T − θ, T − θ + a− t)p1(T − θ, 0)dθ

−2
∫ T−t
τ0

e−
∫ T−t
θ g(T−µ+a−t)dµy(T − θ, T − θ + a− t)dθ.

(8.102)

8.5.3 Propriétés des variables adjointes

Première caractéristique : Pour σ = A, nous avons τ0 = max {0, (T − t)− A}

p̂1(τ, A) =
∫ τ
τ0
e−

∫ τ
θ d(−µ+τ)dµ [h1(T − θ,−θ + τ)p̂1(θ, A) + h2(T − θ,−θ + τ)p̂2(θ, A)] dθ

p̂2(τ, A) =
∫ τ
τ0
e−

∫ τ
θ g(−µ+τ)dµ [l1(T − θ,−θ + τ)p̂2(θ, A) + l2(T − θ,−θ + τ)p̂1(θ, A)] dθ

−2
∫ τ
τ0
e−

∫ τ
θ g(−µ+τ)dµy(T − θ,−θ + τ)dθ.

(8.103)

Puisque

|h1|∞ ≤ |Φ|∞ + |Φ′|∞|k1|∞X(0)e|Φ|∞T := A1(T )

|h2|∞ ≤ |Ψ′|∞|k2|∞Y (0)e|Ψ|∞T := A2(T )

|l1|∞ ≤ |Ψ|∞ + α|Ψ′|∞|k2|∞Y (0)e|Ψ|∞T := B1(T )

|l2|∞ ≤ |Φ′|∞|k1|∞X(0)e|Φ|∞T := B2(T )

(8.104)
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nous obtenons

|p̂1(τ, A)| ≤
∫ τ
τ0

[A1(T )|p̂1(θ, A)|+ A2(T )|p̂2(θ, A)|] dθ.

|p̂2(τ, A)| ≤
∫ τ
τ0

[B1(T )|p̂2(θ, A)|+B2(T )|p̂1(θ, A)|+ 2y(T − θ,−θ + τ)] dθ.

(8.105)

Nous définissons

|p̂(τ, A)| = |p̂1(τ, A)|+ |p̂2(τ, A)|

alors il existe une constante positive

B(T ) := A1(T ) + A2(T ) +B1(T ) +B2(T )

tel que

|p̂(τ, A)| ≤
∫ τ
τ0
B(T )|p̂(θ, A)|dθ + 2

∫ τ
τ0
y(T − θ,−θ + τ)dθ. (8.106)

Notons par

Z(τ) =

∫ τ

τ0

|p̂(θ, A)|dθ

L’équation (8.106) implique que

Z ′(τ)−B(T )Z(τ) ≤ f(τ)

où

f(τ) = 2

∫ τ

τ0

y(T − θ,−θ + τ)dθ.

L’intégration sur (τ0, τ) donne

Z(τ) ≤
∫ τ

τ0

eB(T )(τ−s)f(s)ds.

En conséquence

|p̂(τ, A)| ≤ B(T )
∫ τ
τ0
eB(T )(τ−s)f(s)ds+ f(τ)

≤ B(T )eB(T )τ
∫ τ
τ0
f(s)ds+ f(τ)

≤ 2B(T )eB(T )τ
∫ τ
τ0

(∫ s
τ0
y(T − θ,−θ + s)dθ

)
ds+ f(τ).

(8.107)
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L’expression de y(t, a) pour a < t entrâıne

|p̂(τ, A)| ≤ 2B(T )eB(T )τ
∫ τ
τ0

(∫ s
τ0
y(T − s, 0)dθ

)
ds+ f(τ)

≤ 2B(T )eB(T )τ
∫ τ
τ0

(s− τ0)y(T − s, 0)ds+ f(τ)

≤ 2B(T )eB(T )τ
∫ τ
τ0
sy(T − s, 0)ds+ f(τ)

≤ 2B(T )eB(T )τ
∫ τ
τ0
s
[
|Ψ|∞

∫ A
0
y(T − s, a)da

]
ds+ f(τ)

≤ B(T )eB(T )τ |Ψ|∞|ϕ2|1e|Ψ|∞T τ 2 + f(τ)

(8.108)

où

f(τ) ≤ 2(τ − τ0)y(T − τ, 0) ≤ 2τ |Ψ|∞|ϕ2|1e|Ψ|∞T . (8.109)

Les équations (8.108)-(8.109) donnent l’estimation suivante

|p1(t, 0)|+ |p2(t, 0)| ≤
(
|Ψ|∞|ϕ2|1e|Ψ|∞T

) (
B(T )eB(T )TT 2 + 2T

)
= c3(T ). (8.110)

Deuxième caractéristique : En utilisant les notations suivantes

p̂u1(τ, A) =
∫ τ
τ0
e−

∫ τ
θ d(−µ+τ)dµ [hu1 p̂

u
1(θ, A) + hu2 p̂

u
2(θ, A)] dθ

p̂u2(τ, A) =
∫ τ
τ0
e−

∫ τ
θ g(−µ+τ)dµ [lu1 p̂

u
2(θ, A) + lu2 p̂

u
1(θ, A)− 2yu] dθ

(8.111)

pour hui = hui (T − θ,−θ + τ), lui = lui (T − θ,−θ + τ) and yu = yu(T − θ,−θ + τ),

nous obtenons les estimations

|p̂u1(τ, A)− p̂v1(τ, A)| ≤
∫ τ
τ0

[|hu1 | |(p̂u1 − p̂v1)(θ, A)|+ |hu1 − hv1| |p̂v1(θ, A)|] dθ

+
∫ τ
τ0

[|hu2 | |(p̂u2 − p̂v2)(θ, A)|+ |hu2 − hv2| |p̂v2(θ, A)|] dθ

|p̂u1(τ, A)− p̂v1(τ, A)| ≤
∫ τ
τ0

[A1(T ) |(p̂u1 − p̂v1)(θ, A)|+ |hu1 − hv1| |p̂v1(θ, A)|] dθ

+
∫ τ
τ0

[A2(T ) |(p̂u2 − p̂v2)(θ, A)|+ |hu2 − hv2| |p̂v2(θ, A)|] dθ.

|p̂u2(τ, A)− p̂v2(τ, A)| ≤
∫ τ
τ0

[|lu1 | |(p̂u2 − p̂v2)(θ, A)|+ |lu1 − lv1| |p̂v2(θ, A)|]

+
∫ τ
τ0

[|lu2 | |(p̂u1 − p̂v1)(θ, A)|+ |lu2 − lv2| |p̂v1(θ, A)|+ 2|yu − yv|] dθ

|p̂u2(τ, A)− p̂v2(τ, A)| ≤
∫ τ
τ0

[B1(T ) |(p̂u2 − p̂v2)(θ, A)|+ |lu1 − lv1| |p̂v2(θ, A)|]

+
∫ τ
τ0

[B2(T ) |(p̂u1 − p̂v1)(θ, A)|+ |lu2 − lv2| |p̂v1(θ, A)|+ 2|yu − yv|] dθ.
(8.112)
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En conséquence, il existe une constante positive B(T ) tel que p = (p1, p2) satisfait

|p̂u(τ, A)− p̂v(τ, A)| ≤
∫ τ
τ0
B(T )|p̂u(θ, A)− p̂v(θ, A)|dθ + 2

∫ τ
τ0
|yu − yv|dθ

+
∫ τ
τ0

(|lu1 − lv1|+ |hu2 − hv2|) |p̂v2(θ, A)|dθ

+
∫ τ
τ0

(|lu2 − lv2|+ |hu1 − hv1|) |p̂v1(θ, A)|dθ
(8.113)

D’après l’équation (8.110), nous avons

|p̂u(τ, A)− p̂v(τ, A)| ≤
∫ τ
τ0
B|p̂u(θ, A)− p̂v(θ, A)|dθ + 2

∫ τ
τ0
|yu − yv|dθ

+c3

∫ τ
τ0

[|lu1 − lv1|+ |hu2 − hv2|+ |lu2 − lv2|+ |hu1 − hv1|] dθ
(8.114)

donc la proposition 8.5 donne

∫ τ
τ0
|(yu − yv)(T − θ,−θ + τ)|dθ =

∫ τ−τ0
0

|(yu − yv)(T − τ + s, s)|ds

≤ |u− v|∞
∫ τ−τ0

0
(c1(T − τ + s) + c2)ds

≤ c(T ) |u− v|∞.
(8.115)

Notons par

Z(τ) = |p̂u(τ, A)− p̂v(τ, A)|.

La proposition 8.8 et l’estimation (8.114) impliquent l’existence d’une constante

positive c(T ) tel que

Z(τ) ≤
∫ τ
τ0
B(T )Z(θ)dθ + c(T ) |u− v|∞. (8.116)

L’inégalité de Gronwall entrâıne

|p̂u(τ, A)− p̂v(τ, A)| ≤ c(T )
(
B(T )τeB(T )τ + 1

)
|u− v|∞ (8.117)

donc il existe une constante positive c4(T ) tel que

|pu1(t, 0)− pv1(t, 0)|+ |pu2(t, 0)− pv2(t, 0)| ≤ c4(T )|u− v|∞. (8.118)
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Troisième caractéristique : Nous présentons les variables p = (p1, p2) relative à

u et v sous la forme suivante

p̂u1(τ, σ) =
∫ τ
τ0
D(θ, τ, σ) [hu1 p̂

u
1(θ, A) + hu2 p̂

u
2(θ, A)] dθ

p̂v1(τ, σ) =
∫ τ
τ0
D(θ, τ, σ) [hv1 p̂

v
1(θ, A) + hv2 p̂

v
2(θ, A)] dθ

p̂u2(τ, σ) =
∫ τ
τ0
G(θ, τ, σ) [lu1 p̂

u
2(θ, A) + lu2 p̂

u
1(θ, A)− 2yu] dθ

p̂v2(τ, σ) =
∫ τ
τ0
G(θ, τ, σ) [lv1 p̂

v
2(θ, A) + lv2 p̂

v
1(θ, A)− 2yv] dθ

(8.119)

où
D(θ, τ, σ) = e−

∫ τ
θ d(A−µ−σ+τ)dµ

G(θ, τ, σ) = e−
∫ τ
θ g(A−µ−σ+τ)dµ

hwi = hwi (T − θ, A− θ − σ + τ), i = 1, 2, w = u, v

lwi = lwi (T − θ, A− θ − σ + τ), i = 1, 2, w = u, v

yw = yw(T − θ, A− θ − σ + τ), w = u, v.

(8.120)

Nous avons les estimations suivantes

|p̂u1(τ, σ)− p̂v1(τ, σ)| ≤
∫ τ
τ0

[|hu1 | |(p̂u1 − p̂v1)(θ, A)|+ |hu1 − hv1| |p̂v1(θ, A)|] dθ

+
∫ τ
τ0

[|hu2 | |(p̂u2 − p̂v2)(θ, A)|+ |hu2 − hv2| |p̂v2(θ, A)|] dθ

≤
∫ τ
τ0

[A1(T ) |(p̂u1 − p̂v1)(θ, A)|+ |hu1 − hv1| |p̂v1(θ, A)|] dθ

+
∫ τ
τ0

[A2(T ) |(p̂u2 − p̂v2)(θ, A)|+ |hu2 − hv2| |p̂v2(θ, A)|] dθ

|p̂u2(τ, σ)− p̂v2(τ, σ)| ≤
∫ τ
τ0

[|lu1 | |(p̂u2 − p̂v2)(θ, A)|+ |lu1 − lv1| |p̂v2(θ, A)|] dθ

+
∫ τ
τ0

[|lu2 | |(p̂u1 − p̂v1)(θ, A)|+ |lu2 − lv2| |p̂v1(θ, A)|] dθ + 2
∫ τ
τ0
|yu − yv|dθ

≤
∫ τ
τ0

[B1(T ) |(p̂u2 − p̂v2)(θ, A)|+ |lu1 − lv1| |p̂v2(θ, A)|] dθ

+
∫ τ
τ0

[B2(T ) |(p̂u1 − p̂v1)(θ, A)|+ |lu2 − lv2| |p̂v1(θ, A)|] dθ + 2
∫ τ
τ0
|yu − yv|dθ.

(8.121)

Ainsi, il existe une constante positive B(T ) tel que p = (p1, p2) satisfait

|p̂u(τ, σ)− p̂v(τ, σ)| ≤
∫ τ
τ0
B(T ) |(p̂u − p̂v)(θ, A)|dθ + 2

∫ τ
τ0
|yu − yv|dθ

+
∫ τ
τ0

(|lu1 − lv1|+ |hu2 − hv2|) |p̂v2(θ, A)|dθ

+
∫ τ
τ0

(|lu2 − lv2|+ |hu1 − hv1|) |p̂v1(θ, A)|dθ.

(8.122)
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En combinant l’estimation (8.110) et la proposition 8.8, nous obtenons

|p̂u(τ, σ)− p̂v(τ, σ)| ≤
∫ τ
τ0
B(T ) |(p̂u − p̂v)(θ, A)|dθ + 2

∫ τ
τ0
|yu − yv|dθ

+c3(T )
∫ τ
τ0

[|lu1 − lv1|+ |hu2 − hv2|+ |lu2 − lv2|+ |hu1 − hv1|] dθ

≤
∫ τ
τ0
B(T ) |(p̂u − p̂v)(θ, A)|dθ + 2

∫ τ
τ0
|yu − yv|dθ + c3(T )c(T )|u− v|∞

(8.123)

où c(T ) = max {Hi(T ), Li(T ), i = 1, 2}. De plus, la proposition 8.5 donne

∫ τ
τ0
|(yu − yv)(T − θ, A− θ − σ + τ)|dθ =

∫ A−σ+τ−τ0
A−σ |(yu − yv)(T − A+ σ − τ + ρ, ρ)|dρ

≤
∫ A−σ+τ−τ0
A−σ |u− v|∞ [c1(T − A+ σ − τ + ρ) + c2] dρ

≤ c5(T )|u− v|∞.
(8.124)

En conséquence, pour une constante positive c(T ) nous avons

|p̂u(τ, σ)− p̂v(τ, σ)| ≤
∫ τ

τ0

B(T ) |(p̂u − p̂v)(θ, A)|dθ + c(T )|u− v|∞. (8.125)

En appliquant l’inégalité de Gronwall, il existe une constante positive c(T ) tel que

|(pu1 − pv1)(t, a)|+ |(pu2 − pv2)(t, a)| ≤ c(T )|u− v|∞. (8.126)

8.6 Le problème auxiliaire

Le problème auxiliaire (8.24) admet une solution unique (z1, z2) dans C([0, T ];L1(0, A)).

Ce problème est obtenu par différentiation du système (8.11). En effet, en passant

à la limite lorsque λ→ 0+ dans le système (8.127)

∂

∂t

(
xu+λv − xu

λ

)
+

∂

∂a

(
xu+λv − xu

λ

)
= −d(a)

(
xu+λv − xu

λ

)
∂

∂t

(
yu+λv − yu

λ

)
+

∂

∂a

(
yu+λv − yu

λ

)
= −g(a)

(
yu+λv − yu

λ

) (8.127)

nous obtenons
∂z1

∂t
+
∂z1

∂a
= −d(a) z1(t, a)

∂z2

∂t
+
∂z2

∂a
= −g(a) z2(t, a).

(8.128)
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Les conditions au bord du système (8.11) donnent

xu+λv(t, 0) =
∫ A

0
Φ
(
fu+λv

1 (t, a)
)
xu+λv(t, a)da

xu(t, 0) =
∫ A

0
Φ (fu1 (t, a))xu(t, a)da

yu+λv(t, 0) = (1− (u+ λv)(t))
∫ A

0
Ψ
(
fu+λv

2 (t, a)
)
yu+λv(t, a)da

yu(t, 0) = (1− u(t))
∫ A

0
Ψ (fu2 (t, a)) yu(t, a)da.

(8.129)

En passant à la limite λ→ 0+ dans les équations suivantes

xu+λv(t,0)−xu(t,0)
λ

=
∫ A

0
Φ
(
fu+λv

1 (t, a)
) (xu+λv(t,a)−xu(t,a)

λ

)
da

+
∫ A

0

Φ(fu+λv
1 (t,a))−Φ(fu1 (t,a))

λ
xu(t, a)da

(8.130)

yu+λv(t,0)−yu(t,0)
λ

= (1− (u+ λv)(t))
∫ A

0
Ψ
(
fu+λv

2 (t, a)
) (yu+λv(t,a)−yu(t,a)

λ

)
da

+(1− (u+ λv)(t))
∫ A

0

Ψ(fu+λv
2 (t,a))−Ψ(fu2 (t,a))

λ
yu(t, a)da

−v(t)
∫ A

0
Ψ (fu2 (t, a)) yu(t, a)da

(8.131)

nous obtenons

z1(t, 0) =
∫ A

0
Φ (fu1 (t, a)) z1(t, a)da

+
∫ A

0
Φ′ (fu1 (t, a))

[
limλ→0+

fu+λv
1 (t,a)−fu1 (t,a)

λ

]
xu(t, a)da

(8.132)

z2(t, 0) = (1− u(t))
∫ A

0
Ψ (fu2 (t, a)) z2(t, a)da

+(1− u(t))
∫ A

0
Ψ′ (fu2 (t, a))

[
limλ→0+

fu+λv
2 (t,a)−fu2 (t,a)

λ

]
yu(t, a)da

−v(t)
∫ A

0
Ψ (fu2 (t, a)) yu(t, a)da

(8.133)

où

limλ→0+
fu+λv
1 (t,a)−fu1 (t,a)

λ
= limλ→0+

∫ A
0
k1(a, a′)

(
xu+λv−xu+yu+λv−yu

λ

)
(t, a′)da′

=
∫ A

0
k1(a, a′)(z1 + z2)(t, a′)da′

(8.134)

limλ→0+
fu+λv
2 (t,a)−fu2 (t,a)

λ
= limλ→0+

∫ A
0
k2(a, a′)

(
xu+λv−xu+αyu+λv−αyu

λ

)
(t, a′)da′

=
∫ A

0
k2(a, a′)(z1 + αz2)(t, a′)da′.

(8.135)
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En conséquence

z1(t, 0) =
∫ A

0
Φ (fu1 (t, a)) z1(t, a)da

+
∫ A

0
Φ′ (fu1 (t, a))

[∫ A
0
k1(a, a′)(z1 + z2)(t, a′)da′

]
xu(t, a)da

(8.136)

z2(t, 0) = (1− u(t))
∫ A

0
Ψ (fu2 (t, a)) z2(t, a)da

+(1− u(t))
∫ A

0
Ψ′ (fu2 (t, a))

[∫ A
0
k2(a, a′)(z1 + αz2)(t, a′)da′

]
yu(t, a)da

−v(t)
∫ A

0
Ψ (fu2 (t, a)) yu(t, a)da.

(8.137)

Finalement, les conditions initiales du système (8.11) impliquent que z1(0, a) =

z2(0, a) = 0.



Chapitre 9

Simulations numériques

Dans cette section, nous illustrons la dynamique des CSH normales et cancéreuses

avec compétitions intraspécifique et interspécifique. Le contrôle optimal qui réduit

la fonction coût est obtenu numériquement. La méthode est liée au calcul en temps

croissant des variables d’état avec un contrôle initial u(t), t ∈ [0, T ] ; ensuite un calcul

en temps décroissant des variables adjointes, et une estimation du nouveau contrôle

à travers les conditions d’optimalité. Ce processus est fait itérativement jusqu’à

l’obtention de la convergence. Quelques détails sur cette méthode sont donnés dans

les références [42, 70].

9.1 Modèle de compétition intraspécifique

Nous représentons l’évolution des CSH normales et cancéreuses âgées de 30 jours,

où la thérapie dure deux ans approximativement. Nous supposons que les CSH

normales et cancéreuses disparaissent avec des taux d(a) = 0.25 et g(a) = 0.005,

respectivement. Pour tout âge a ∈ (0, A), les données initiales sont x(0, a) = 4×103

et y(0, a) = 102. De plus, nous fixons α = 0.01, n = 1 et θ = 1.62× 108 cells g−1. La

figure 9.3 illustre la dynamique des CSH normales et cancéreuses lorsque les taux

de division décroissent avec l’âge des cellules. Le traitement doit être administré

avec une dose maximale au début de la thérapie. Ensuite, la dose optimale est

continue par morceaux à travers le temps. La densité des CSH normales âgées

de moins de 5 jours augmente au début, puis se stabilise vers 6 × 106 cellules.

Les CSH cancéreuses sont éliminées avec le temps. Dans la figure 9.4, les CSH

âgées et cancéreuses ont une plus grande capacité de division. La dose optimale
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Figure 9.1: Evolution des CSH normales et cancéreuses quand φ(a) = e−a et
ψ(a) = 2e−a.

Figure 9.2: Evolution des CSH normales et cancéreuses quand φ(a) = e−a et
ψ(a) = 1/(A− a+ 1).
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augmente progressivement pour atteindre sa valeur maximale, puis décrôıt suivant

le temps. La densité des CSH normales âgées de moins de 10 jours augmente durant

quatre mois, approximativement ; ensuite décrôıt. Cependant, les CSH cancéreuses

persistent durant la période de thérapie.

9.2 Modèle de compétition interspécifique

Nous représentons l’évolution des CSH normales et cancéreuses dont l’âge maximal

est supposé être égal à 150 jours, où la thérapie dure 100 jours. Nous supposons

que les CSH disparaissent avec des taux différents. Pour tout âge a ∈ (0, 150), les

données initiales sont x(0, a) = 104 et y(0, a) = 120. De plus, nous fixons α = 0.01

et θ = 1.62 × 108. Les contrôles optimaux et la dynamique cellulaire sont illustrés

suivant quelques suggestions sur les fonctions d’interaction ki(a, a
′), i = 1, 2.

Dans le scénario 2, les constantes α1 et α2 sont égales à 0.5, alors les CSH cancéreuses

se divisent avec un taux constant, égal à 0.5.
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(a) ki(a, a
′) = e−(a−a′)2 , i = 1, 2, d(a) =

0.125 and g(a) = 0.0025
(b) ki(a, a

′) = 1, i = 1, 2, d(a) = 0.125 and
g(a) = 0.0025

(c) ki(a, a
′) = e(a−a

′)2 , i = 1, 2, d(a) = 0.125
and g(a) = 0.0025

Figure 9.3: La dynamique des des CSH normales ne change pas dans les
scénarios 1 et 2. Cependant, la dynamique dépend du mécanisme d’interaction.
Lorsque les fonctions d’interaction sont maximales pour a = a′, le nombre des
CSH normales et primitives approche 3 × 109 cellules (figure 9.3(a)). Pour des
fonctions d’interaction constantes, le nombre des CSH normales et primitives se
stabilise vers 1.6×108 cellules (figure 9.3(b)). Dans la figure 9.3(c), le nombre des
CSH normales et primitives converge vers 5×106 cellules dans 2 mois de thérapie.
Ensuite, il s’approche de 106 cellules avec le temps, si les fonctions d’interaction

sont minimales pour a = a′ (figure 9.3(c)).
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Figure 9.4: Scénario 1. La dynamique du contrôle optimal et des CSH
cancéreuses ne change pas avec la variation des fonctions d’interaction, où
d(a) = 0.125 et g(a) = 0.0025. Le contrôle optimal est maintenu proche de la
valeur maximale durant la période de la thérapie. Nous observons un léger re-
bond précédant le déclin du dosage du traitement en fin de la thérapie. Les CSH
cancéreuses âgées de moins de 20 jours croissent continuellement. Le rebond léger
du dosage optimal supprime les CSH primitives et cancéreuses. Néanmoins, le
déclin du dosage optimal en fin de la thérapie cause la croissance des CSH primi-

tives et cancéreuses.

Figure 9.5: Scénario 2. La dynamique du contrôle optimal et des CSH
cancéreuses lorsque ki(a, a

′) = e−(a−a′)2
, i = 1, 2, d(a) = 0.125 et g(a) = 0.0025.

Le traitement doit être administré avec un dosage maximal durant 1 mois. En-
suite, le contrôle optimal montre des oscillations et atteint la moitié du dosage
maximal. Les CSH primitives et cancéreuses croissent continuellement durant la

période de la thérapie.
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Figure 9.6: Scénario 2. La dynamique du contrôle optimal et des CSH
cancéreuses lorsque ki(a, a

′) = 1, i = 1, 2, d(a) = 0.125 et g(a) = 0.0025. Le
dosage optimal est maximal durant 10 jours. Ensuite, ce dosage montre des os-
cillations durant la période de la thérapie. Les CSH primitives et cancéreuses

révèlent des oscillations avec le temps et atteignent 13× 103 cellules.

Figure 9.7: Scénario 2. La dynamique du contrôle optimal et des CSH
cancéreuses lorsque ki(a, a

′) = e(a−a′)2
, i = 1, 2, d(a) = 0.125 et g(a) = 0.0025.

Le traitement doit être administré avec un dosage maximal durant 40 jours. En-
suite, il est maintenu vers la moitié du dosage maximal. Les CSH primitives et
cancéreuses sont réduite au début de la thérapie. Par la suite, la diminution du

contrôle optimal entrâıne la croissance des CSH primitives et cancéreuses.
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(a) ki(a, a
′) = e−(a−a′)2 , i = 1, 2, d(a) =

g(a) = e−a
(b) ki(a, a

′) = 1, i = 1, 2, d(a) = g(a) =
e−a

(c) ki(a, a
′) = e(a−a

′)2 , i = 1, 2, d(a) =
g(a) = e−a

Figure 9.8: La dynamique des CSH normales ne change pas dans les scénarios
1 et 2. Cependant, la dynamique est liée au mécanisme d’interaction. Lorsque les
fonctions d’interaction sont maximales pour a = a′, le nombre des CSH primi-
tives et normales converge vers 1010 cellules (figure 9.8(a)). Pour des fonctions
d’interaction constantes, le nombre des CSH primitives et normales se stabilise
vers 1.6 × 108 cellules (figure 9.8(b)). Dans la figure 9.8(c), le nombre des CSH
primitives et normales dépasse 7 × 104 cellules avec le temps, si les fonctions

d’interaction sont minimales pour a = a′.

Figure 9.9: Scénario. La dynamique du contrôle optimal et des CSH cancéreuses
ne change pas avec la variation des fonctions d’interaction, où d(a) = g(a) = e−a.
Le contrôle optimal est maintenu proche de la valeur maximale. Nous remarquons
un léger rebond avant le déclin du dosage en fin de la période de la thérapie. Les
CSH cancéreuses âgées de moins de 20 jours croissent continuoellement. Le re-
bond du dosage optimal supprime les CSH primitives et cancéreuses. Cependant,
le déclin du dosage optimal en fin de la période cause la croissance des CSH

primitives et cancéreuses.
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Figure 9.10: Scénario 2. La dynamique du contrôle optimal et des CSH
cancéreuses lorsque ki(a, a

′) = e−(a−a′)2
, i = 1, 2, d(a) = g(a) = e−a. Le trai-

tement doit être administré avec un dosage maximal durant 10 jours. Ensuite, le
contrôle optimal montre des oscillations et atteint la moitié du dosage maximal.
Les CSH primitives et cancéreuses révèlent des oscillations à travers le temps.

Figure 9.11: Second scenario. La dynamique du contrôle optimal et des CSH
cancéreuses lorsque ki(a, a

′) = 1, i = 1, 2, d(a) = g(a) = e−a. Le traitement doit
être administré avec une dose maximale durant 50 jours, approximativement. En-
suite, le contrôle optimal décrôıt progressivement et atteint la moitié du dosage
maximal. In consequence, daughter cancer HSC are eliminated only at the begin-
ning of therapy. Les CSH cancéreuses plus âgées résistent durant la période de

thérapie.

Figure 9.12: Scénario. La dynamique du contrôle optimal et des CSH
cancéreuses lorsque ki(a, a

′) = e(a−a′)2
, i = 1, 2, d(a) = g(a) = e−a. Le trai-

tement doit être administré avec un dosage maximal durant 40 jours. Ensuite,
le contrôle optimal montre des oscillations et converge vers la moitié du dosage
maximal. Les CSH primitives et cancéreuses montrent des oscillations ; tandis que

les CSH cancéreuses plus âgées résistent durant la période de thérapie.
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Conclusion et perspectives

Nous avons développé un modèle mathématique décrivant la dynamique des cel-

lules souches hématopöıétiques normales et cancéreuses, structurées en âge. La

compétition interspécifique entre les cellules est représentée dans l’homéostasie. A

travers les simulations numériques, nous avons déterminé suivant le choix des taux

de division, le contrôle optimal qui minimise la densité des CSH cancéreuses et

les effets néfastes de la thérapie. En résolvant le système d’optimalité, nous avons

montré que le taux de division des CSH cancéreuses joue un rôle important dans

la dynamique des CSH normales et cancéreuses ; aussi bien qu’il possède une in-

fluence sur la dose optimale. La thérapie est efficace si le taux de division des CSH

cancéreuses décrôıt avec l’âge des cellules. Cependant, les CSH cancéreuses résistent

lorsque les CSH âgées possèdent une plus grande capacité de division.

L’analyse du problème de contrôle optimal du modèle considérant les mécanismes

d’interaction a démontré que la dynamique des CSH normales ne dépend pas de

l’homéostasie des CSH cancéreuses. Le mécanisme d’interaction joue un rôle impor-

tant dans la dynamique des CSH normales. En effet, les CSH primitives et normales

révèlent soit une stabilisation ou un rebond durant la période de la thérapie. Dans le

scénario 1, nous avons observé que le traitement doit être administré proche du do-

sage maximal durant presque toute la période et la dynamique des CSH cancéreuses

ne dépend pas du mécanisme d’interaction. Les CSH primitives et cancéreuses âgées

de moins de 20 jours croissent continuellement. Dans le scénario 2, le dosage optimal

est soit stable ou oscillant à travers le temps, et la dynamique des CSH cancéreuses

dépend du mécanisme d’interaction. Les CSH cancéreuses âgées de moins de 20 jours

montrent des oscillations. Cette étude contribue significativement dans l’obtention

du dosage optimal lors du traitement le l’hématopöıèse affectée. Notre modèle peut
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être développé en considérant les phases de prolifération et de quiescence ainsi qu’un

contrôle dépendant de l’âge. Ce problème se ramène à l’étude de l’existence et l’uni-

cité du contrôle optimal. La représentation de la dynamique cellulaire et du contrôle

optimal serait alors indispensable pour faire un lien avec les résultats obtenus dans

ce travail.
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[11] S. Anita, Analysis and control of age-dependent population dynamics, Kluwer

Academic, Boston, 2000.

[12] M. Araki, B. Kondo, Stability and transient behavior of composite nonlinear

systems, IEEE Trans. Automat. Control, 17 : 537–541 (1972).

[13] V. Barbu, M. Iannelli, Optimal control of population dynamics, Journal of

Optimization Theory and Applications, 102 : 1–14 (1999).

[14] V. Barbu, M. Iannelli, Controlling the S-I-S age-structured epidemics, Mathe-

matical Models in Medical and Health Sciences, 1–11 (1998).

[15] V. Barroca, Renouvellement des cellules souches : plasticité des progéniteurs
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[85] G. Volpe, C. Panuzzo, S. Ulisciani, D. Cilloni, Imatinib resistance in CML.

Cancer Letters, 274, 1-9 (2009).

[86] L. Wang, M.Y. Li, Diffusion-Driven instability in reaction-diffusion systems.

Journal of mathematical analysis and applications, 254, 138-153 (2001).

[87] G.F. Webb, Theory of nonlinear age-dependent population dynamics, Marcel

Dekker, New York, 1985.

[88] N.Widmer, L.A.Décosterd, Imatinib plasma concentrations variability in
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