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Introduction géneérale

Dans les premieres années qui ont suivi la réalisation expérimentale de la conden-
sation de Bose—Einstein (Anderson et al., 1995; Bradley et al., 1995; Davis et al.,
1995), la grande majorité des travaux sur les gaz ultra-froids avaient pour but d’ex-
plorer leurs propriétés « a un corps ». Lorsqu’ils sont constitués de bosons, ces sys-
temes constituent en effet la réalisation idéale des modeles de gaz en interaction faible
développés dans les années 50 pour donner une assise microscopique a la théorie de
la superfluidité (Bogoliubov, 1947). Cette derniere représente la fraction superfluide
par un parametre d’ordre complexe ¥(r) = /p(r) exp(i¢(r)), introduit de maniere
phénoménologique par Ginzburg et Landau (1950), dont le module au carré p repré-
sente la densité superfluide et dont la phase ¢ est reliée au champ de vitesse par la
relation v = (h/M)V ¢. Dans la théorie du gaz dilué, ce parametre d’ordre a une in-
terprétation microscopique simple : il s’agit du mode du condensat de Bose—FEinstein.
Son évolution dynamique est régie par I’équation de Gross—Pitaevskii (Gross, 1961;
Pitaevskii, 1961), une équation de Schrédinger non linéaire. Les confirmations ex-
périmentales de la théorie du gaz de Bose dilué sont nombreuses et spectaculaires.
Parmi les plus importantes figurent la mise en évidence de la cohérence de phase
(Andrews et al., 1997; Bloch et al., 2000), la caractérisation des modes collectifs
d’excitation (Pitaevskii et Stringari, 2003; Pethick et Smith, 2008), ou encore la nu-
cléation de vortex et l'observation de leur arrangement en un réseau d’Abrikosov
(Matthews et al., 1999; Madison et al., 2000; Abo-Shaeer et al., 2001).

Deux éléments clés ont toutefois réorienté la recherche menée sur les gaz ultra-
froids ces dernieres années : la possibilité de varier la force et le signe des interactions
grace aux résonances de Feshbach et la possibilité de réduire la dimensionnalité du
systeme en le confinant dans un potentiel optique. La mise en ceuvre de ces tech-
niques permet de produire des gaz en interaction forte, dans lesquels les corrélations
entre particules sont importantes, une caractéristique jusqu’alors réservée a certains
systemes de matiere condensée. Les expérimentateurs sont par exemple en mesure
de réaliser précisément le modele de Hubbard, qui décrit la compétition entre 1’'in-
teraction de contact et 'effet tunnel dans une assemblée de particules réparties sur
les noeuds d’un potentiel périodique, et qui constitue I'un des paradigmes de la phy-
sique de la matieére condensée. Cette idée, proposée par Jaksch et al. (1998), a été
mise en ceuvre avec un grand succes par Greiner et al. (2002), qui ont pu obser-
ver la transition de Mott entre un état superfluide et un état isolant. Une autre
illustration spectaculaire de I'utilisation des gaz ultra-froids pour sonder des états
fortement corrélés est ’exploration de la transition entre un condensat de molécules
et un état de type BCS dans les gaz de fermions polarisés (Leggett, 1980; Nozieres et
Schmitt-Rink, 1985). Les expériences menées sur des gaz ultra-froids ont ainsi four-
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nit les premieres observations de cette transition (Bartenstein et al., 2004; Bourdel
et al., 2004; Regal et al., 2004; Zwierlein et al., 2004; Chin et al., 2004). Elles ont
également permis de résoudre des problémes laissés ouverts par la théorie, comme
la question de la superfluidité & la limite unitaire (Zwierlein et al., 2005).

Il existe d’autres points de convergence entre la physique des atomes froids et
la physique de la matiere condensée. L'un d’entre eux est la possibilité de simuler
avec un gaz d’atomes neutres le comportement d’'un gaz d’électrons plongés dans
un champ magnétique. Que ce soit par rotation du systéme (voir les revues de
Lewenstein et al., 2007; Bloch et al., 2008) ou par couplage entre les degrés de
liberté externes et internes des atomes (Dum et Olshanii, 1996; Ho et Shenoy, 1996;
Visser et Nienhuis, 1998), il est en effet possible de générer des champs de jauge
artificiels, dont I'action sur les atomes est formellement identique a celle d’un champ
magnétique sur des particules chargées. Wilkin et Gunn (2000) ont ainsi montré que
la physique de l'effet Hall quantique fractionnaire était en principe accessible dans
un gaz de Bose dégénéré en rotation rapide. Par rapport a la rotation, le couplage
entre degrés de liberté externes et internes, associé a la notion de phase de Berry
(Berry, 1984; Simon, 1983), offre une plus grande flexibilité et probablement un
meilleur controle expérimental. Cette idée a inspiré de nombreuses propositions de
réalisation expérimentale (Jaksch et Zoller, 2003; Juzelitnas et al., 2006; Giinter
et al., 2009), mais peu d’expériences a ce jour l'ont effectivement mise en pratique
(Dutta et al., 1999; Lin et al., 2009b). La génération de champs de jauge non abéliens
est également possible et ouvre la voie a I’étude de systeémes originaux (Mueller, 2004;
Ruseckas et al., 2005; Osterloh et al., 2005; Goldman et al., 2009).

Le travail de these exposé dans le présent manuscrit a été effectué au laboratoire
Kastler Brossel, sous la direction de Jean Dalibard, entre septembre 2005 et mai 2009.
Il a été consacré pour une part a ’étude expérimentale de la transition entre 1’état
superfluide et I’état normal du gaz de Bose bidimensionnel, ainsi qu’a 'utilisation
des potentiels géométriques dans le but de générer un champ magnétique fictif. Il
s’inscrit ainsi pleinement dans le contexte actuel de la recherche sur les gaz ultra-
froids. Les expériences sur le gaz bidimensionnel décrites ici ont été réalisées pour
I’essentiel au début de mon séjour au laboratoire. Elles ont été menées sur un gaz de
rubidium 87 confiné dans un piege magnétique sur lequel était superposé un potentiel
optique assurant le confinement dans un plan. Elles nous ont permis d’observer sans
ambiguité la transition BKT, caractérisée par un changement de nature de l'ordre
a longue portée présent dans le systeme et par 'apparition de vortex libres lorsque
la température dépasse une certaine valeur critique (Stock et al., 2005; Hadzibabic
et al., 2006). La localisation précise du point critique (Kriiger et al., 2007) et la
confrontation quantitative des données avec un modele fondé sur 'approximation
de densité locale (Hadzibabic et al., 2008) nous ont amenés a cerner linfluence
de D'excitation résiduelle du mouvement axial et a clarifier le role du potentiel de
confinement transverse. De ce dernier point il est notamment ressorti 'idée que la
condensation de Bose—Einstein dans un systéme de taille finie correspond a la limite
de la transition BKT lorsque la force des interactions tend vers zéro.

En janvier 2006, nous avons entrepris la construction d’un nouveau montage ex-
périmental, avec pour principal objectif de disposer d’un tres bon acces optique aux
atomes. Ce montage est opérationnel depuis 1’été 2008, le premier condensat ayant
été obtenu en février 2008. Nous y produisons des gaz bidimensionnels de rubidium
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87 dans un piege mixte, magnétique et optique. Le potentiel optique, qui assure le
confinement axial, est réalisé en faconnant par optique de Fourier le profil d’intensité
d’un faisceau laser. Cette technique nous offre un controle étendu de la géométrie du
systeme, qui peut étre constitué soit par un plan, soit par deux plans jumeaux. Elle
permet également d’observer le systeme apres différents types d’expansion, a une,
deux ou trois dimensions, suivant 'ordre dans lequel les deux pieges sont éteints.
Lors de nos premieres expériences, nous avons étudié le comportement d’un gaz bi-
dimensionnel lorsque celui-ci s’étend librement dans son plan. Une expansion de ce
type est fortement influencée par la nature des interactions. Si ’on modélise celles-ci
par un potentiel de contact, Kagan et al. (1996), puis Pitaevskii et Rosch (1997),
ont montré notamment que la dilatation du gaz correspond a une simple homothétie
a partir de la situation initiale. Un tel modele pose en principe des difficultés car
les prédictions que 'on en tire sont affectées de divergences ultraviolettes, qui né-
cessitent l'introduction d’une énergie de coupure. L’observation de la loi d’échelle de
Pitaevskii et Rosch pour nos parametres expérimentaux nous permet ainsi de valider
I'utilisation du modele du potentiel de contact, dans un régime ou les interactions
jouent un role essentiel. Ceci constitue un résultat important, sur lequel les études
a venir pourront s’appuyer.

En parallele de I’étude de la transition BKT, nous avons porté notre attention
sur l'utilisation des potentiels géométriques pour générer un champ magnétique fic-
tif dans notre gaz dégénéré. Le premier objectif consistait & comprendre en termes
semi-classiques 'origine de ces potentiels en optique quantique, lorsque 1’état magné-
tique interne des atomes est couplé a leur position par I'intermédiaire d’'un champ
électromagnétique. Nous avons pu ainsi mettre en évidence, derriére les forces qui
dérivent des potentiels géométriques, les forces radiatives liées aux interactions entre
atomes et photons (Cheneau et al., 2008). Cette connexion est particulierement in-
téressante car elle permet d’utiliser l'intuition acquise en optique quantique pour
concevoir des schémas de couplage efficaces. Dans un deuxieéme temps, nous avons
cherché a concevoir un schéma de réalisation expérimentale qui soit directement ap-
plicable dans notre expérience, c’est-a-dire qui prenne en compte en particulier la
structure hyperfine des atomes (Giinter et al., 2009). A partir de ce schéma, nous
avons vérifié par des simulations numériques que I’hypothese de suivi adiabatique
de I’état interne sur lequel repose le formalisme des potentiels géométriques est jus-
tifiée dans une situation expérimentale typique. Nous avons ensuite vérifié que 1’état
fondamental d’un condensat de Bose—Einstein dans ce schéma contenait bien un
nombre de vortex compatible avec ce que l'on peut attendre par analogie avec la
supraconductivité. Les résultats obtenus sont donc particulierement encourageants

et laissent présager une observation expérimentale prochaine !

1. Quelques mois apres la soutenance de cette thése, une équipe du NIST a pour la premiere fois
généré des vortex dans un condensat de Bose—Einstein en couplant le nuage a un potentiel vecteur
géométrique selon une méthode similaire & celle proposée dans la troisieme partie de ce manuscrit
(Lin et al., 2009a).

it
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Premiére partie

Le point critique
du gaz de Bose bidimensionnel






Introduction

La dimensionnalité est un parametre clé qui conditionne l’existence de nom-
breuses transitions de phase ou détermine leurs propriétés. Ainsi Peierls a-t-il réalisé
des 1935 qu’il ne peut exister d’ordre cristallin a température finie dans les solides
unidimensionnels et bidimensionnels. Dans ces systemes, la dimensionnalité réduite
modifie la densité d’états par rapport au cas tridimensionnel et les modes collectifs
de basse énergie sont toujours suffisamment peuplés pour détruire 'ordre a longue
portée (Mermin, 1968). Le méme phénomene se produit d’ailleurs dans le modele
de Heisenberg isotrope et le fluide de Bose : & une et deux dimensions, le premier
ne connait pas de transition ferromagnétique ou antiferromagnétique (Mermin et
Wagner, 1966) et la condensation de Bose-Einstein est absente du second (Reatto
et Chester, 1967; Kane et Kadanoff, 1967; Hohenberg, 1967).

L’absence d’ordre a longue portée dans les systemes évoqués ne signifie par pour
autant que ceux-ci n’ont aucune propriété de cohérence : le fluide de Bose par
exemple est malgré tout superfluide a suffisamment basse température (Berezins-
kii, 1972; Popov, 1972). La perte de superfluidité lorsque la température augmente
est associée a une transition de phase, dont les principales propriétés ont été dé-
couvertes par Berezinskii (1972) et surtout par Kosterlitz et Thouless (1972, 1973).
Son mécanisme microscopique implique un type d’excitation particulier : les vortex.
Ceux-ci sont présents dans le systeme a basse température sous forme de paires
neutres qui n’ont que peu d’effet sur les propriétés de cohérence; au-dessus de la
température critique, les paires se brisent et la prolifération des vortex libres détruit
la superfluidité.

La transition de Berezinskii—Kosterlitz—Thouless (BKT) a été observée des 1978
par Bishop et Reppy dans des films d’hélium 4 adsorbés sur un substrat oscillant,
suspendu a un pendule de torsion : en mesurant la période d’oscillation du pendule,
Bishop et Reppy ont pu observer 'apparition d’une fraction superfluide lorsque
la température était abaissée au-dessous d’une certaine température critique. La
transition BKT a également été étudiée dans d’autres systemes, comme des films
supraconducteurs (Minnhagen, 1987), des réseaux bidimensionnels de jonctions Jo-
sephson (Martinoli et al., 1987) ou encore des films d’hydrogene polarisé (Safonov
et al., 1998). Tous ces systémes ont en commun d’appartenir a la classe d’univer-
salité du modele XY, qui représente le modele paradigmatique pour la transition
BKT. Bien que de nombreuses propriétés de la transition BKT aient pu étre vérifiées
ainsi, I’observation directe des vortex impliqués dans son mécanisme microscopique
est restée pendant longtemps difficile.

Apres la réalisation de la condensation de Bose-Einstein dans les gaz dilués
ultra-froids, il était tentant d’utiliser ce nouvel outil pour explorer la transition



INTRODUCTION

BKT. Les techniques expérimentales disponibles avaient en effet permis aussi bien
de mesurer les propriétés de cohérence de ces gaz (Andrews et al., 1997; Bloch
et al., 2000) que d’observer avec une précision sans précédent les vortex associés
a la superfluidité (Matthews et al., 1999; Madison et al., 2000; Abo-Shaeer et al.,
2001). Les premiers gaz dégénérés dans une géométrie quasi-bidimensionnelle ont
été produits dans le groupe de Wolfgang Ketterle au MIT (Gorlitz et al., 2001),
dans le groupe de Massimo Inguscio a Florence (Burger et al., 2002), dans le groupe
de Rudolph Grimm & Innsbruck (Rychtarik et al., 2004) puis dans le groupe de
Christopher J. Foot a Oxford (Smith et al., 2005). Dans ces quatre expériences,
la géométrie quasi-bidimensionnelle était réalisée a I’aide d’un potentiel optique, a
méme d’assurer un fort confinement selon une direction. Il existe également d’autres
moyens de produire des gaz ultra-froids bidimensionnels. Un solution prometteuse a
été explorée dans le groupe de Vincent Lorent et Hélene Perrin & l'université Paris 13
(Colombe et al., 2004) : le confinement est assuré par le potentiel adiabatique généré
par le couplage de 'atome & un champ radiofréquence dans un champ magnétique
inhomogene, sur un principe similaire a celui utilisé pour 1’évaporation dans un piege
magnétique. Dans aucune des expériences citées toutefois la transition BKT n’a été
explorée.

Le groupe de Jean Dalibard a I’Ecole normale supérieure a fait du gaz de Bose
bidimensionnel son sujet d’étude a partir de 2004. Le systeme était préparé en char-
geant un gaz dégénéré de 8'Rb dans un réseau optique unidimensionnel de grand
pas. La distribution de phase était ensuite révélée par interférence entre les ondes
de matiere provenant du petit nombre de plans peuplés (Hadzibabic et al., 2004).
C’est ainsi que nous avons pu observer pour la premiere fois directement ’excitation
thermique de vortex libres (Stock et al., 2005).

L’objectif de la présente partie est de mettre en relation quelques propriétés bien
connues du gaz de Bose bidimensionnel avec les résultats expérimentaux obtenus
dans notre groupe. Le cas du gaz homogene est abordé dans le premier chapitre. Nous
y exposons la maniere dont les interactions peuvent étre prises en compte dans un
hamiltonien effectif bidimensionnel. Les propriétés de cohérence du systeme a basse
température sont discutées en détail, avec notamment une dérivation de la forme
asymptotique de la fonction de corrélation a un corps. Enfin, la transition BKT
est décrite dans les aspects directement pertinents pour comprendre les résultats
expérimentaux.

Par rapport aux échantillons de matiere condensée, les systemes étudiés dans les
laboratoires de physique atomique sont essentiellement inhomogenes, souvent piégés
dans des potentiels harmoniques. Cette différence a des conséquences potentielle-
ment importantes, car elle modifie profondément la densité d’états et réintroduit
la condensation de Bose—Einstein, pour le gaz idéal tout du moins. Le second cha-
pitre est consacré a I’étude des ces systemes piégés, sur la base des observations
expérimentales réalisées dans notre groupe (Hadzibabic et al., 2006; Kriiger et al.,
2007). Nous avons pu tout d’abord mettre en évidence expérimentalement une tran-
sition de type BK'T dans notre systeme, en observant simultanément ’apparition de
vortex libres et un changement des propriétés de cohérence du systéeme lorsque la
température est variée autour d’une valeur critique. L’étude expérimentale précise
du point critique et la comparaison des données avec un modele de champ moyen
dans lequel le point critique BKT est introduit dans une approximation de densité



INTRODUCTION

locale confirment que la transition observée correspond bien a la transition BKT.

Définition du systéme et notations Nous considérons dans cette partie un gaz dilué
d’atomes bosoniques indiscernables dans une géométrie quasi-bidimensionnelle. Pour
caractériser 1’état macroscopique du systéme, nous utiliserons sa température T, sa
surface Q et, indifféremment, son nombre d’atomes N ou son potentiel chimique pu.
Ces grandeurs apparaitront parfois sous la forme du facteur 5 = 1/ksT, de la densité
n = N/Q et de la fugacité Z = exp(Su). Nous serons également appelés a exprimer
certains résultats en fonction de deux longueurs caractéristiques du systeme : la
longueur d’onde thermique A = \/h2/27ksTM (M désigne la masse des atomes) et
la longueur de corrélation (healing length) & = h/v/Mpu. Le caractere dilué du gaz se
traduit par 'inégalité né? > 1. La dégénérescence du gaz est mesurée par la densité
dans I'espace des phases nA\2. Par géométrie quasi-bidimensionnelle, nous entendons
la chose suivante : le gaz évolue bien entendu dans un espace a trois dimensions mais
il est possible de confiner la dynamique externe des atomes a deux dimensions x,y
a laide d’un potentiel extérieur V,(z) suffisamment raide. Dans la pratique, nous
choisirons ce potentiel harmonique : V,(2) = Mw?2?/2. La condition & remplir pour
réaliser le confinement se traduit alors par kg7, p < hw,.
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Chapitre 1

Le gaz de Bose bidimensionnel
homogéne

L’originalité du gaz de Bose bidimensionnel homogene en interaction tient au fait
suivant : la condensation de Bose—Einstein n’y a pas lieu mais il subit néanmoins une
transition de phase vers un état superfluide en dessous d’une certaine température
critique. A basse température, le systeme peut étre décrit comme un quasi-condensat
caractérisé par des fluctuations de densité réduites par rapport au gaz idéal et une
phase fluctuant a grande échelle. Ces fluctuations de phase sont responsables de
I’absence d’un véritable ordre a longue portée. Un certain ordre subsiste toutefois
dans le systeme, caractérisé par le fait que la fonction de corrélation a un corps
tend vers zéro algébriquement, et non exponentiellement. Cet ordre rémanent est
suffisant pour que le gaz de Bose bidimensionnel fortement dégénéré soit superfluide.
La transition vers I’état superfluide, dite de Berezinskii—Kosterlitz—Thouless (BKT),
est un sujet d’étude en soi. Nous nous contenterons d’en localiser le point critique
et d’en décrire qualitativement le mécanisme microscopique. Celui-ci implique des
excitations typiques des superfluides, les vortex, qui sont facilement détectables dans
les expériences d’atomes froids.

1.1 Rappel sur le gaz idéal

La condensation de Bose—Finstein est définie comme 1’accumulation d’une frac-
tion macroscopique des atomes dans I’état fondamental du systeme, suite a la satu-
ration de la population des états excités. La densité dans les états excités peut étre
calculée a ’aide de l'intégrale semi-classique

, L [T ple)de
=5l stz (1)

sa valeur est entierement déterminée par lexpression de la densité d’états p(e),
qui dépend elle-méme de la dimensionnalité d. Dans le systeme homogene on a
Phom (€) x €(@2/2 A trois dimensions, on trouve ainsi que Dintégrale (1.1) converge
lorsque Z — 1 vers la valeur n2°A3 = ((3/2) (¢ est la fonction de Riemann). Au-
dessus de cette densité critique, la condensation se produit. A deux dimensions par
contre, le calcul de I'intégrale (1.1) conduit au résultat

WA= —In(1 - 2) (1.2)
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qui diverge lorsque Z — 1, indiquant ’absence de condensation.

1.2 Hamiltonien bidimensionnel effectif pour le gaz en inter-
action

Le hamiltonien d'un gaz dilué soumis au potentiel de confinement V,(z) =
Mw? /2 s’écrit en seconde quantification

. N & ey
H%_/mwwmﬂmﬂ%+%+@+w@+ﬁWWG% (1.3)

ou ¥(z,y,z) représente 'opérateur champ a trois dimensions. Aux basses énergies,
la constante de couplage (ou d’interaction) x3° est entierement déterminée par la
longueur de diffusion en onde s, suivant la relation

30 _ 4rh3as
M
Dans le régime quasi-bidimensionnel pu, kgT < hw,, la dynamique axiale est « ge-
lée » et il est naturel de chercher a écrire un hamiltonien bidimensionnel effectif, qui
gouvernerait la dynamique réduite au plan z,y.

(1.4)

1.2.1 Dérivation « naive »

Nous allons considérer ici que 'opérateur champ est factorisé sous la forme

\Ij(xayvz) = ¢0(z) ‘Il(x’y) ) (15)
ol ¢g(z) désigne I'état fondamental du potentiel de confinement axial. Il est clair
alors que le hamiltonien obtenu & partir de (1.3) en effectuant I'intégration selon z
est celui que nous cherchons. Il s’écrit simplement :

H?D .

. .. [—h2 A
2 2 2
HD:/M@WWM4@+%M—@WW, (1.6)

ou \il(x,y) désigne cette fois I'opérateur champ dans le plan radial. Comme dans le
hamiltonien tridimensionnel, les interactions apparaissent sous la forme d’un champ
moyen. La constante de couplage x2° est définie par ’équation

d 4
R2D — RBD f Z|¢U| .

; (1.7)
(f dzgof?)?
avec ¢o(2) o< exp(—22/2¢2), elle prend la forme simple :
h2 _ V/8mag
e Qo avee k= . (1.8)

La limite du gaz dilué que nous considérons dans cette partie signifie que & < 1.
Pour les parametres expérimentaux de Kriiger et al. (2007), on trouve par exemple
k = 0,13; pour ceux de Cladé et al. (2009), on a & = 0,02.

Le hamiltonien effectif (1.6) avec la constante de couplage (1.8) décrit tres bien
les expériences sur les gaz d’atomes froids quasi-bidimensionnel menées jusqu’ici. La
dérivation que nous en avons donné nécessite toutefois une justification a posteriori,
que nous exposons maintenant.
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1.2.2 Régimes de diffusion a deux corps

D’apres Petrov et al. (2000), la constante de couplage du champ moyen est donnée
par 'amplitude de diffusion correspondant a une collision d’énergie ¢ = 2 :

2D __ n’ —
kP = Mf(s =2u) . (1.9)

Le calcul de amplitude de diffusion en géométrie quasi-bidimensionnelle a été ef-
fectué par Petrov et Shlyapnikov (2001). Nous en reproduisons ici les principaux
résultats. Pour une onde incidente caractérisée par 'impulsion relative ¢ pour le
mouvement dans le plan z,y, et par le nombre quantique v pour I’état dans la direc-
tion z, I’équation de Schrodinger s’écrit

_ 32

M

hw.
2

(0240, +02) + U(r) + Va(2) — P(r) =ey(r), (1.10)

ou U(r) désigne le potentiel d’interaction. I’énergie de la collision est alors simple-
ment ¢ = h2q?/M + vhw,. Il est important de noter que le caractére harmonique
du potentiel de confinement axial est essentiel pour pouvoir isoler le mouvement du
centre de masse du mouvement relatif. Nous considérons ici la limite de basse énergie

Ry < Ale) = h/\/M(e + hw,/2) , (1.11)

ou Ry désigne la portée du potentiel d’interaction et A(e) la longueur d’onde de
Broglie. Cette condition implique & la fois Ry < 1/q et Ry < £,. Dans cette limite,
seule la diffusion en onde s est significative et la forme asymptotique de la fonction

d’onde est
96) = 90(2) €8 = 3 fuur(€) b () el (112)

ou p désigne le vecteur position relative des deux particules dans le plan x,y. Les
fonctions ¢,/ (z) désignent les modes propres du potentiel axial. Pour chaque onde
diffusée, I'impulsion g,/ vérifie la conservation de ’énergie : thE, /M =e— hw,V'.

A la limite quasi-bidimensionnelle, ’onde incidente et ’onde diffusée sont toutes
deux dans le mode fondamental du potentiel axial et Petrov et Shlyapnikov ont
montré que 'amplitude de diffusion prend la forme

47

Joo(e) = V2rl, /as + im + In(Bhw, J¢) ’

(1.13)

avec B ~ 0,915. La longueur de diffusion as apparait dans le probleme suite a
I'hypothese (1.11) : il existe un domaine Ry < r < h/v/Me dans lequel la fonction
d’onde ¢(r) prend la forme asymptotique tridimensionnelle d’énergie nulle : ¥(r) o
1—ag/r. D’apres I'équation (1.13), nous pouvons distinguer deux régimes de diffusion,
suivant la valeur du rapport ¢, /as :
—si € > hw, exp(—v27l,/as), alors amplitude de diffusion prend la forme
asymptotique bien connue : foo(e) o 1/In(hw,/e). Ce régime est celui de la
diffusion rigoureusement bidimensionnelle ;
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— si au contraire ¢ < hw, exp(—v/27L, /as), alors I'amplitude de diffusion est
une simple constante : fog = \/S?as/ﬁz. Dans ce régime les collisions sont
essentiellement tridimensionnelles et ’on retrouve la constante de couplage
obtenue par ’approche naive.

Dans toutes les expériences menées jusqu’a présent avec des gaz dilués ultra-froids, le
rapport £, /ag était grand devant 1 et la forme (1.8) de la constante de couplage était
adaptée. A proximité d’une résonnace de Feshbach, la situation pourrait toutefois
étre différente.

1.3 Propriétés de cohérence du gaz bidimensionnel

1.3.1 Condensation de Bose-Einstein a température nulle

Pour prouver I'existence d’un condensat a température nulle, nous pouvons com-
mencer par en supposer ’existence puis évaluer selon la procédure de Bogoliubov
I'importance de la déplétion quantique et son influence sur la fonction de corrélation
a un corps. Cette procédure a été exposée en détail par Petrov et al. (2004) et nous
n’en présentons ici que les grandes lignes. A supposer donc que le mode fondamental
du systeme soit macroscopiquement peuplé, nous l’isolons dans 'opérateur champ
et le traitons comme un champ classique :

U(r) = go(r) +'(x),  [¢o(r)]? = no(r). (1.14)

A Tordre le plus bas en ¥, la fonction d’onde du condensat vérifie 'équation de
Gross—Pitaevskii

a7 7+ Pl = ] ) =0, (1.15)

dont la solution est simplement 1y = constante. L’opérateur 0’ , qui décrit les modes

d’excitation, obéit dans le point de vue de Heisenberg a 1’équation linéarisée

R —h2 R R
g ) = | SV 2 | W(ed) U ) (119

avec p = k2°ng. On déduit de (1.16) les modes propres de la partie non condensée :

' (r,t) = et Z [uk(r)&k e~ Ekt/h _ vl’;(r)&li eia"'t/h} (1.17)
k

e =\ E2 + 2uE), (1.18)

E}, représentant 1'énergie A2k%/2M d’une particule libre. Les amplitudes uy et vy
sont quant a elles déterminées par la relation

avec

1 /e £1/2
uk(r) £ vg(r) = a (Ek> ek (1.19)
Des expressions précédentes on déduit la population des modes excités :
A d?k Mg
,: lII/T\IJ’ = Q/ 2 = — . ].20
n = () el = T o (1.20)

10
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On constate immédiatement que la déplétion quantique est faible puisque n’/ng =
k/4m < 1 dans le régime d’interaction faible. Son effet sur la fonction de corrélation
a un corps g(M(r) = (UH(r)T(0)) est également limité et I'on vérifie que

lim ¢M(r) =ng, (1.21)

r—-4o00

ce qui confirme ’hypothese de départ sur la présence d’un condensat.

1.3.2 Quasi-condensat a température finie
Le théoréme de Hohenberg

Si les fluctuations quantiques ne détruisent pas la cohérence a longue distance
dans le gaz bidimensionnel, il n’en va pas de méme des fluctuations thermiques.
Une belle démonstration en a été apportée par Hohenberg (1967) sur la base d’une
inégalité formelle exacte initialement prouvée par Bogoliubov. Hohenberg a montré
que la présence d’'un condensat dans un fluide uniforme contraint la population du
mode de vecteur d’onde k a vérifier I'inégalité

1/ 1 MTng
>_ (2421 1.22
nk_Q<2+k:2n>’ (1.22)

no désignant la densité du condensat. La population totale n’ des modes excités
étant par ailleurs déterminée par la relation

Q
= 2k 1.2
n )2 /d N , (1.23)

il est clair que ’hypothese initialement faite de la présence d’un condensat est mise
en défaut : l'intégrale précédente diverge lorsque k£ — 0. Ainsi la population ther-
mique des modes de grande longueur d’onde détruit-elle la cohérence nécessaire a la
condensation de Bose—Einstein. Ce résultat constitue ce que ’on a coutume d’appeler
le théoreme de Hohenberg .

Réduction des fluctuations de densité

Pour caractériser les fluctuations a basse température, nous exprimons 1'opéra-
teur champ sous la forme :

U(r) = exp(ip(r))/a(r) ,  T(r) = \/A(r) exp(—ig(r)) , (1.24)
les opérateurs densité et phase, n et ¢, vérifiant la relation de commutation
[A(r).p(x)] = i3(r — 1) . (1.25)

Une telle description nécessite en principe I'introduction d’une coupure ultraviolette
en énergie car elle peut poser des problemes de divergence (voir par exemple Car-
ruthers et Nieto, 1968; Mora et Castin, 2003). Comme nous ne sommes intéressés

1. Les noms de Mermin et Wagner y sont souvent associé, ceux-ci ayant utilisé un argument
semblable pour montrer I’absence de propriétés ferromagnétique ou antiferromagnétique dans le
modele de Heisenberg unidimensionnel et bidimensionnel (Mermin et Wagner, 1966).

11
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que par les modes de basse énergie, nous n’aurons cependant pas de précaution
particuliere & prendre ici.

Lorsque le gaz est suffisamment dégénéré, sa longueur de cohérence &, devient
grande devant la longueur de corrélation &, caractéristique des fluctuations de den-
sité 2. A une échelle intermédiaire, &, < r < &y, le gaz présente les caractéristiques
d’un condensat de Bose—Einstein et I’amplitude des fluctuations de densité est ré-
duite par rapport a celles d’un gaz thermique : (n?) < 2(n)? (Kagan et al., 1987,
2000). A une échelle supérieure a &, le systeme est décrit comme un quasi-condensat,
ou condensat avec une phase fluctuante.

Pour obtenir les équations vérifiées par les modes d’excitation des opérateurs n
et ¢, il est d’usage d’introduire 'opérateur on = n — n, ou n = (n). Partant de
I’équation vérifiée par 'opérateur champ en représentation de Heisenberg :

d - —h? A A -

iho W(r,t) = [2MV2 + H2D\IIT(r,t)\II(r,t)] U(rt), (1.26)
on obtient au premier ordre en dn des équations couplées linéaires pour dn et ¢.
Leurs solutions de plus basse énergie sont des phonons :

(ﬁ(l‘ t) _ Z _ Mc 1/2 pilkr—eit/h) ax + h. ¢ (1 27)
’ ” 2Qhnk Y '
Muhk\'?
Sn(rt) = ( 27;2 > etlkr=act/l) g +h. e, (1.28)
k
avec ¢ = y/pu/M et ex = hck. Nous pouvons signaler des a présent que les vortex

constituent également des modes d’excitations de I’équation (1.26). Du fait de leur
énergie finie, leur population peut toutefois étre négligée aux basses températures
considérées ici. A partir de ’équation (1.28), on peut montrer que les fluctuations de
densité sont négligeables des lors que k2P # 0 et nA? > 1 (voir par exemple Petrov
et al., 2004), de sorte que l'opérateur densité peut partout étre assimilé au nombre
réel n :

U(r) = Viexp(ip(r)) . (1.29)

1.3.3 Fluctuations de phase et ordre a longue portée

L’étude de l'ordre a longue portée dans le gaz de Bose en dimension réduite a
débutée au milieu des années 1960, dans le contexte de I'hélium superfluide. Les
résultats que nous dérivons ici ont été obtenus initiallement par Kane et Kadanoff
(1967) ainsi que Reatto et Chester (1967). Ayant négligé les fluctuations de den-
sité, la fonction de corrélation ¢! (r) est maintenant entierement déterminée par les
fluctuations de phase :

gV (x) = n (exp [i(

:ﬁexp[—

(0) = &(r))]) (1.30)
((2(0) = @(x))?)] - (1.31)

>

N |

2. Cette derniére est estimée a 2h%/M (k*°ksT)*/? par Prokof’ev et al. (2001).

12
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A partir de (1.27), il est facile de montrer que les fluctuations apparaissant dans
(1.31) prennent la forme

(PO o)) = e ST ) 0)

avec Ny = (&Ldk>. Puisque nous ne sommes intéressés que par les grandes longueurs
d’onde et que la température est finie, nous pouvons transformer cette somme en
intégrale et considérer que Ny ~ kgT'/hck > 1/2. 11 vient alors

2m / d’k 1—cos(k-r) . (1.33)

S (60— p))?) = o G

La borne inférieure de I'intégrale est fixée par 1/r et la borne supérieure par &,. En

remarquant que le laplacien de [ (g?)‘g lf%sg(kr) est d(r), nous obtenons ainsi
SUB(0) ~ $))?) = 5 In (/) (1.34)
2 nA2 ’
d’ou finalement
¢ 1/nX2
gD ~7a (:) . (1.35)

Cette fonction de corrélation appelle deux commentaires. Premierement, sa limite a
grande distance est nulle et nous retrouvons la prédiction du théoreme de Hohen-
berg : le systéme ne présente pas de condensat a température finie car il contient
toujours une population thermique de phonons suffisante pour détruire 'ordre a
longue portée. Deuxiemement, sa décroissance est particulierement lente puisqu’elle
est algébrique et non exponentielle. Le gaz fortement dégénéré possede donc certaines
propriétés de cohérence qui le distingue clairement du gaz thermique. Nous verrons
plus loin que cette cohérence rémanente est maintenue jusqu’aux températures pour
lesquelles I'excitation de vortex devient possible.

1.3.4 Lien avec le modéle XY

Puisque le comportement du gaz aux grandes distances est déterminé par les
fluctuations thermiques, les fluctuations quantiques ne jouant qu’un réle marginal,
on peut en pratique considérer que le systeme est décrit par un champ classique

¥(r) = Viexp(ip(r)) (1.36)
et obéit au hamiltonien

h2n

H=_"
2M

/dzr [Vgp(r)]2 + cte . (1.37)

Le champ complexe ¥ (r) représente alors la « fonction d’onde » du quasi-condensat.
Il se trouve que ce hamiltonien est formellement analogue a la limite continue du
modele XY :

Hyy = _,]Z Si-S; = —JZCOS(Qi —0;) . (1.38)
(i,4) (i,)

13
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Ce modele représente un réseau bidimensionnel de spins classiques S;, contenus dans
le plan du réseau et couplés a leurs plus proches voisins avec une énergie J. Les
angles 6; servent a repérer l'orientation des spins dans le plan. Si 'on ne s’intéresse
qu’aux fluctuations de longueur d’onde grande devant le pas a du réseau, on peut
développer le hamiltonien (1.38) en fonction du petit parametre ; — 6;. On obtient
ainsi au premier ordre non nul le hamiltonien

J

HXY:Tﬂ

/dzr [Vo(r)]? + cte , (1.39)

qui est formellement identique a (1.37).

1.4 Transition de Berezinskii-Kosterlitz—Thouless

Le fait que la fonction de corrélation a un corps ne tende vers 0 qu’algébrique-
ment signifie qu'un certain ordre subsiste qui distingue ’état du systéeme a basse
température de celui d’un simple gaz thermique. Comme il a été montré par Bere-
zinskii (1972) et Popov (1972), cet ordre rémanent est suffisant pour que le systeme
soit superfluide & basse température.

1.4.1 Superfluidité et vortex

Pour un gaz de Bose a trois dimensions, la superfluidité apparait avec la conden-
sation de Bose—Einstein. Le parametre d’ordre est un nombre complexe :

= Vs explip) | (1.40)

oll ng représente la densité du superfluide et ¢ la phase du condensat. Les courants
qui peuvent apparaitre dans le systéme sont liés aux variations spatiales de la phase,
le champ de vitesse étant donné par la relation

v = %V(p . (1.41)
Le lien entre la densité de superfluide et la densité du condensat est loin d’étre
trivial. A température nulle par exemple, la totalité du systéme est superfluide mais
seule une fraction est condensée du fait des fluctuations quantiques. Cette fraction
est proche de 100 % dans les gaz dilués, mais elle chute & 10 % dans I’hélium 4 par
exemple.

A deux dimensions, la notion de parametre d’ordre perd un peu de son intérét
car aucune brisure de symétrie n’est associée a la transition de phase. A des échelles
intermédiaires toutefois, une certaine cohérence de phase est préservée et I’on peut
définir un parametre d’ordre local : ¥(r) = /ngexp(ip(r)). La encore, la densité
du superfluide et la densité du quasi-condensat sont deux quantités a distinguer.
Si I'on suit la définition du quasi-condensat proposée par Prokof’ev et al. : 7? =
2(n?)—(n)?, on peut montrer ainsi que 7 > ng (Prokof’ev et al., 2001). Le mécanisme
microscopique de la transition a été élucidé par Berezinskii (1972) et Kosterlitz
et Thouless (1972, 1973). Il implique des excitations particulieres du systeme, les

14
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vortex, qui correspondent & des singularités (ponctuelles) du champ de phase autour
desquelles le champ de vitesse a la forme

h
=+— 1.42
v=-lep, (1.42)

ou ey est le vecteur unitaire orthoradial. Le signe 4+ définit ce que I'on appelle la
charge du vortex. Au centre du vortex, ou la vitesse diverge, la densité s’annule
et ’énergie de l'excitation reste finie. A basse température, les vortex forment des
paires globalement neutres qui n’ont qu’une faible influence sur les corrélations a
longue portée dans le systeme. Au-dessus de la température critique, les paires se
dissocient et la prolifération de vortex libres détruit tout ordre a longue portée et
donc la superfluidité.

1.4.2 Le point critique
Discontinuité de la densité superfluide

La température critique 7T de la transition BKT est le point au-dessus duquel
les vortex libres, non associés en paires, proliferent dans le systeme. La probabilité
d’excitation d’un vortex est proportionnelle au facteur statistique exp(—SF), qui
dépend de I’énergie libre F'(T'). La prolifération de vortex se produit lorsque ’énergie
libre devient négative ; la température critique est donc déterminée par la condition

FT.)=E-T.S=0, (1.43)

FE étant I’énergie d’un vortex et S son entropie. L’énergie d’un vortex correspond a
I’énergie cinétique du champ de vitesse associé (1.42) dans le superfluide :

2

1 K
E= /dzr S Mnsv? = gﬂn In(Q/€2) | (1.44)

ol nous avons introduit comme coupure la longueur de corrélation & = h//M p, qui
détermine la taille du ceeur d’un vortex. L’entropie est quant a elle déterminée par
le nombre de configurations accessibles a un systéme contenant un vortex. Chaque
configuration correspondant a une position du vortex dans le systeme, ce nombre
est simplement le rapport de la taille du systeme a la taille d’un vortex :

S = ks In(Q/€%) . (1.45)
La combinaison de (1.43), (1.44) et (1.45) conduit finalement & la relation

kT—LhQ N =4 (1.46)
BC_QMnS ou ngcA” =4. .

Celle-ci prédit une discontinuité de la densité superfluide qui passe de 0 & 4/\2
lorsque la température critique est franchie (Kosterlitz, 1974; Nelson et Kosterlitz,
1977).

15



CHAPITRE 1 - LE GAZ DE BOSE BIDIMENSIONNEL HOMOGENE

Localisation du point critique

La relation (1.46) ne permet pas de localiser le point critique puisque la tempé-
rature critique y est exprimée en fonction de la densité superfluide ng et non de la
densité totale n = nyot. Dans la limite du gaz en interaction faible, il a été montré
que le point critique est déterminé par une relation de la forme (Popov, 1983; Fisher
et Hohenberg, 1988; Prokof’ev et al., 2001)

27Th2 Nyiot

o le = 3 iy /R

ou  Ngor N = In(y/R) . (1.47)
La valeur de la constante 7 a été évaluée numériquement par Prokof’ev et al. (2001),
qui trouvent

v=380+3. (1.48)

La relation (1.47), contrairement a (1.46), n’est pas universelle car elle fait intervenir
la constante de couplage. La position du point critique dépend donc du systeme
particulier considéré. Pour # = 0,13 par exemple, on trouve n.\? = 8. Prokof’ev et al.
(2001) ont également dérivé I’équation déterminant le potentiel chimique critique en
fonction de la température :

fte = %kBTln(fyu/i%) 7, =132404. (1.49)

1.4.3 Région critique

La description théorique du gaz de Bose dilué bidimensionnel ne pose pas de
problemes particuliers dans la limite 1" < T¢, ou les propriétés essentielles du sys-
temes sont déterminées par les phonons, ni dans la limite 7" > T, ol une description
semi-classique en champ moyen est possible. La région qui sépare ces deux régimes,
ou les fluctuations sont importantes, reste toutefois hors de portée des traitements
analytiques. Or il se trouve que l’extension de cette région critique est singuliere-
ment grande et pratiquement indépendante de la constante de couplage (Fisher et

Hohenberg, 1988) :
ar L (1.50)
T, In(1/%)
La possibilité d’explorer avec une bonne résolution la région critique est 'une des
raisons de l'intérét porté a la transition BKT dans les gaz dilués. A T'heure actuelle,
les seules observations expérimentales de la région critique concernent la réduction
des fluctuations de densité dans les expériences pionnieres de Safonov et al. (voir

également Kagan et al., 2000).

1.4.4 Effets de taille finie et limite thermodynamique

Pour terminer ce chapitre, nous examinons la question des effets de taille finie.
La décroissance de la fonction de corrélation g(l) (r) lorsque r — oo étant algébrique,
on s’attend en effet a ce qu’une certaine cohérence subsiste a travers tout systeme
« réaliste ». Pour en examiner les conséquences, nous partons de ’expression de la
fonction de corrélation a un corps en premiere quantification

gV —r)=n) " meexp [i(pr(r) — k()] . (1.51)
k
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ou @k désigne le mode de vecteur d’onde k apparaissant dans (1.26) et ou 7, repré-
sente la probabilité d’exciter ce mode. Nous intégrons ensuite I’équation obtenue sur
r et r’ en remplacant ¢(!) par sa forme asymptotique (1.35). Le membre de gauche
de I’équation obtenue s’écrit

¢ 1/n\2 . Va .,
/ d2rd2r’ﬁ< ) = 27 Q e/ / dr 171/ (1.52)
02 Te

r—r|
¢ 1/aA?
~ 7?7 <) : (1.53)

VQ

Nous avons introduit dans (1.52) une coupure r, < V/Q par souci d’exactitude puis
avons utilisé pour obtenir (1.53) le fait que 7\% > 1. Pour le membre de droite nous
pouvons tout d’abord expliciter les fonctions ¢y :

Zexp [i(pk(r) — pk(r))] = Zexp [4iaysin(k - (r —1))] , (1.54)
k k, ky>0

ol ag désigne 'amplitude du mode k. On constate alors que l'intégrale de chacun
des termes de la somme est nulle si k # 0. Seul ’état fondamental contribue, avec

/er v’ img = 40%a 7 . (1.55)

L’égalité entre (1.52) et (1.55) se traduit finalement par la relation

o 13 1/a\?

Ainsi I’état fondamental d’un systéme de taille finie fortement dégénéré est-il macro-
scopiquement peuplé, avec une densité ng ~ g (v/Q). L’apparition de ce « conden-
sat » peut méme étre considéré comme une signature de la transition BKT :

population
= macroscopique de
I’état fondamenal

transition . décroissance
BKT algébrique de g

L’apparition d’une fraction condensée dans un systeme de taille finie n’est toute-
fois pas propre au gaz en interaction. On montre en effet pour un gaz parfait dans une
boite que la population des états excités sature lorsque n'A? ~ —1In(h?/2MksTSQ).
La différence entre le gaz parfait et le gaz en interaction réside dans le mécanisme qui
conduit a ’apparition de la fraction condensée : pour le premier il s’agit simplement
de la condensation de Bose—Einstein et a la limite thermodynamique la température
critique T3 tend vers 0 ; pour le second il s’agit de la transition BKT et & la limite
thermodynamique la population de I’état fondamental tend vers 03. Ce point est
représenté schématiquement sur la figure 1.1.

3. 1l faut prendre garde au fait que les limites 2 — +o0o et T — 0 ne commutent pas pour le
gaz en interaction : si I'on prend la limite thermodynamique d’abord, alors la fraction condensée
est nulle & toute température, y compris a T" = 0; si 'on prend la limite 7" — 0 d’abord, alors on
trouve une fraction condensée importante, méme a la limite thermodynamique, comme nous ’avons
montré plus haut dans ce chapitre.
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gaz idéal

fraction condensée

gaz en interaction

température

FiGure 1.1 Effets de taille finie. Sur ce schéma est représentée la population
du mode fondamental pour un systeme homogene de taille finie, dans le cas
d’un gaz parfait et d’'un gaz en interaction. La limite thermodynamique est
figurée par les fleches.

Pour compléter la discussion, il nous faut poser la question de la rapidité avec
laquelle la limite thermodynamique est atteinte. Il est important de savoir en effet
si les systemes expérimentaux doivent étre ou non considérés comme de taille finie.
Reatto et Chester (1967) ont donné un premier élément de réponse en évaluant
'exposant 1/nA? pour ’hélium superfluide. AT = 0,1 K pour la masse et la densité
de I'hélium, ils trouvent 1/7A% = 0,009. Ce nombre est si petit que, du point de vue
de la population de I’état fondamental, aucun systeme réalisable ne peut atteindre la
limite thermodynamique. Bramwell et Holdsworth (1994) ont également étudié les
effets de taille finie dans le contexte du modele XY bidimensionnel. Ils ont montré
que pour que la magnétisation soit réellement négligeable (< 10~2 en unités réduites)
en dessous de la température critique, le systeme devrait avoir une taille extrémement
grande (bigger than the state of Texas), et ce méme a proximité du point critique.
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Chapitre 2

Transition BKT dans le gaz
quasi-bidimensionnel piegé

Par rapport aux échantillons de matiere condensée, les systemes étudiés dans les
laboratoires de physique atomique sont essentiellement inhomogenes, souvent piégés
dans des potentiels harmoniques. Cette différence a des conséquences potentielle-
ment importantes, car elle modifie profondément la densité d’états et réintroduit la
condensation de Bose—Einstein, pour le gaz idéal tout du moins. Deux séries d’expé-
riences ont été menées A ’Ecole normale supérieure sur des gaz quasi-bidimensionnels
de 8"Rb confinés dans un piege mixte magnétique et optique. Dans la premiere, nous
avons pu observer une transition du type BKT, caractérisée par un changement des
propriétés de cohérence a longue portée, associée a I’apparition de vortex dans le sys-
teme (Hadzibabic et al., 2006). Si ’analyse qualitative et, dans une certaine mesure
quantitative, des données est un bon accord avec la théorie BK'T, une comparaison
précise est néanmoins délicate. Ce constat a motivé la seconde série d’expériences,
menées par Kriiger et al. (2007) dans le but de localiser et de caractériser précisé-
ment le point critique. Les observations sont quantitativement en désaccord avec la
théorie du gaz parfait. Il est par contre possible d’en rendre compte de maniere satis-
faisante grace a un modele semi-classique, ou les interactions sont prises en compte
dans l'approximation de Hartree—Fock par un terme de champ moyen et le point
critique est identifié & celui de la transition BKT dans une approximation de densité
locale (Hadzibabic et al., 2008). Ce modele simple est également en bon accord avec
les simulations Monte-Carlo quantique de Holzmann et Krauth (2008).

2.1 Quels effets attendre du confinement harmonique ?

Le systeme que nous considérons maintenant n’est plus homogene mais au contraire
soumis & un potentiel extérieur harmonique Vi (r) = M (w2 2* + w y?) /2. Cette si-
tuation correspond a celle rencontrée dans les expériences menées sur les gaz dilués
ultra-froids. Bien que nous considérions a priori un potentiel anisotrope, dans de
nombreuses expressions seule la moyenne géométrique w, = ,/w;wy interviendra.
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2.1.1 Condensation du gaz parfait

Pour illustrer 'effet de la modification de la densité d’états, nous revenons au
cas du gaz idéal. La population des états excités est déterminée par 1’expression
générale (1.1), ot la densité d’états ppar(c) est maintenant proportionnelle & 7~
en dimension d (Bagnato et Kleppner, 1991). A deux dimensions, la population des
états excités est alors donnée par

N = <§fz)292<2> , (2.1)

ou go désigne le polylogarithme d’ordre 2. La limite de la fonction go étant finie
lorsque Z — 1, égale & ((2) = 72/6, on en conclut que la condensation de Bose—
Einstein se produit lorsque le nombre d’atomes dans le gaz dépasse la valeur critique

. 2 (kT2
Nid =T (5B . 2.2
s () (2.2

Il est instructif de considérer également la densité dans I’espace des phases. On
obtient celle-ci dans 'approximation semi-classique par I’équation

/ 2 _ Phom (€) de
e = [ o B+ Vi) /Z -1 (23)

dont la solution ressemble fort a celle du gaz homogene :
n'(r)\? = —In (1 - Ze_ﬁvi(r)> . (2.4)

La condensation dans ce systeme apparait donc comme fragile car elle requiert au
point critique une densité infinie au centre du piege. Il faut s’attendre a ce que les
interactions entre atomes, aussi petites soient-elles, aient un effet dramatique sur le
processus décrit ici.

2.1.2 Effet des interactions : vers le systéme uniforme

Nous décrivons le gaz dans 'approximation semi-classique et prenons en compte
les interactions dans ’approximation de Hartree—Fock via le potentiel effectif

Ver(r) = Vo (r) 4+ 26%Pn(r) . (2.5)

Le facteur 2 devant le terme de champ moyen correspond aux fluctuations de densité
gaussiennes d’un gaz thermique. Le modele proposé n’est donc valide qu’au-dessus du
point critique. Dans un modele strictement bidimensionnel, la densité dans I’espace
des phases est alors donnée par la relation implicite

n(r)A\? = —In (1 - Ze_BVeff(r)) . (2.6)
Contrairement au cas du gaz idéal, on peut montrer que cette équation admet une

solution pour un nombre d’atomes arbitrairement grand (Bhaduri et al., 2000), ce
qui signifie que la condensation de Bose—Einstein n’a pas lieu. Pour en comprendre
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FIGURE 2.1 Profil du potentiel effectif Vog = V| + 2x?°n le long de 'axe
z, pour N = 1,8 N4, Pres du centre du piege, le terme de champ moyen
compense le potentiel de confinement et le potentiel effectif apparait aplani.
La coordonnée z est réduite par z7 = (w2M3)~ /2.

intuitivement la raison, il est intéressant d’observer le profil du potentiel effectif (2.5),
représenté sur la figure 2.1 pour un nombre d’atomes égal & 1,8 N4, On constate
que le potentiel de champ moyen compense le potentiel de confinement au centre du
piege et tend a aplanir ce dernier. L’effet du potentiel de piégeage, en particulier son
influence sur la densité d’états, est donc réduit par les interactions.

Par ailleurs, Petrov et al. (2000) ont pu calculer 'amplitude des fluctuations
de phase dans le gaz piégé en adaptant la méthode exposée au chapitre précédent.
Ils ont montré qu’a suffisamment basse température la fonction de corrélation g
a la méme forme asymptotique que dans le systéme homogene : une décroissance
algébrique avec I'exposant 1/m,, A2, oil n,, désigne la densité au centre du nuage.
Ces résultats suggerent que la transition BKT doit se produire dans le gaz quasi-
bidimensionnel piégé de maniere essentiellement identique au cas homogene.

2.2 Observation de la transition BKT

Les résultats présentés ici ont été publiés dans la référence : Hadzibabic et al.
(2006). Le lecteur pourra trouver dans cette référence ainsi que dans les theses de
Sabine Stock et Baptiste Battelier une description détaillée du montage expérimental
et des méthodes employées pour analyser les données.

2.2.1 Description de l'expérience

Le point de départ de 'expérience consiste & produire un gaz dégénéré de 8"Rb
confiné dans un piege magnétique oblong a symétrie cylindrique (Ioffe-Pritchard).
A ce piége est ensuite superposée la figure d’interférence produite a l'intersection de
deux faisceaux lasers; la longueur d’onde de ces faisceaux est de 532nm, de sorte
qu’ils apparaissent désaccordés vers le bleu par rapport a la transition atomique
(785nm). Le pas du réseau est fixé & d = 3 um en ajustant 'angle avec lequel les
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FIGURE 2.2 Production expérimentale de gaz dégénérés quasi-
bidimensionnels. Un réseau optique de pas d = 3um est formé par
Iintersection avec un petit angle de deux faisceaux laser de longueur d’onde
532nm. Le réseau sépare un gaz dégénéré tridimensionnel en deux plans
indépendants. L’ellipsoide transparent représente le profil du gaz avant
chargement dans le réseau optique.

faisceaux se croisent ; ainsi seuls 2 a 4 des nceuds du réseau optique sont significati-
vement peuplés (voir la figure 2.2). Chacun de ces plans constitue pour les atomes
un piege quasi-bidimensionnel harmonique de fréquences 11, 130 et 3,6 kHz dans
les directions z, y et z. La constante d’interaction correspondante est x = 0,14.
La barriere de potentiel entre deux plans est suffisamment haute pour que l'effet
tunnel puisse étre négligé et les différents plans considérés comme indépendants ; les
atomes les plus énergétiques connectent néanmoins les plans entre eux, assurant par
la que I'équilibre thermodynamique dans chacun nuages s’effectue au méme potentiel
chimique et a la méme température.

Pour varier la température du systeéme, nous varions la température du gaz tri-
dimensionnel avant superposition du réseau optique par évaporation radiofréquence.
Le domaine de température exploré s’étend de 0 a 150 nK, qui correspond a la tem-
pérature critique de condensation de notre gaz tridimensionnel initial. En termes de
fréquence, 150 nK correspond & 3,1 kHz ce qui n’assure que marginalement le carac-
tere bidimensionnel du gaz; a plus basse température toutefois, le critere kg1 < hw,
est bien vérifié. Dans chacun des deux plans les plus peuplés, le nombre d’atomes
total est de l'ordre de 10° et le nombre d’atomes dans le quasi-condensat varie
de 0 4 510* en fonction de la température. Les rayons de Thomas-Fermi des quasi-
condensats les plus grands sont de 60 pum dans la direction x et 5 um dans la direction
y. Le potentiel chimique correspondant est de 1,7kHz. La condition p < Aw, étant
remplie, les quasi-condensats peuvent bien étre considérés comme bidimensionnels.

2.2.2 Principe des mesures

Le signal dont sont extraites toutes les mesures consiste en une image par ab-
sorption du gaz apres temps de vol : les pieges magnétique et optique sont éteints
brusquement et simultanément ; les gaz quasi-bidimensionnels s’étendent alors pen-
dant une durée 7 = 20 ms et se recouvrent ; une image par absorption est finalement
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prise avec un faisceau laser résonant, donnant acces au profil d’interférence intégré
le long de I’axe de propagat