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Introduction

L’objet de cette thése est la réalisation d’algorithmes et d’outils d’aide & 1’étude des propriétés de
structures combinatoires particuliéres, les structures décomposables. Nous nous intéressons pour cela a la
génération aléatoire et systématique de structures décomposables, puis & leur représentation graphique
automatique. Ce travail se situe & la frontiére entre calcul mathématique et visualisation.

Les structures décomposables

Il existe deux approches pour décrire des ensembles d’objets combinatoires. La premiére consiste a
caractériser les ensembles & partir des propriétés de leurs éléments : c’est une démarche intentionnelle. La
seconde repose sur la définition de constructeur, que ’on applique pour former de nouvelles structures a
partir de structures existantes. On décrit alors les ensembles de structures en explicitant les constructeurs a
partir desquels les structures de ’ensemble sont construites : c’est une démarche extensionnelle. C’est cette
derniére solution que nous retenons ici. Les structures décomposables sont les structures combinatoires
qu’il est possible de former récursivement en utilisant des constructeurs aux propriétés particuliéres. Le
point de vue est similaire & celui adopté dans la théorie des espéces de structures [1, 36], ot I’on privilégie
la description d’ensembles de structures a partir de transformations d’ensembles existants. Il est alors
possible, grace a des spécifications, de décrire une infinité d’ensembles de structures combinatoires parmi
lesquels les permutations, les graphes fonctionnels, les arbres enracinés ou encore les hiérarchies. L’intérét
de cette démarche tient au fait que I’on sait résoudre des problémes de dénombrement et de comportement
asymptotique sur ces ensembles[23] et générer aléatoirement de fagon uniforme des structures de ces
ensembles. Les applications concernent le calcul de complexité en moyenne d’algorithmes [24, 46, 58, 62],
et la génération de jeux de tests pour la validation expérimentale ou ’étalonnage d’algorithmes.

Pour illustrer la diversité des ensembles de structures qu’il est possible de décrire, nous pouvons
reprendre ’exemple proposé par P. Flajolet dans l’article [23], qui correspond & un modéle de train
combinatoire. L’ensemble des trains est défini par la spécification suivante :

train  —  Prod(locomotive, Sequence(wagon))
locomotive —  Sequence(slice)
slice  — Union(Prod(upper, lower), Prod(upper, lower, wheel))
wheel —  Prod(center, Cycle(wheel element))
wagon —  Prod(locomotive, Set(passenger))
passenger —  Prod(head, belly)
head — Cycle(passenger element) (1)
belly — Cycle(passenger element)
upper ~» Atom
lower ~~ Atom
center ~» Atom
wheel element -~ Afom
passenger element -~ Atom.

Le constructeur Union forme 1'union disjointe d’ensembles de structures, le constructeur Prod le produit
cartésien d’ensembles de structures. Etant donné un ensemble A, les constructeurs Sequence, Set et C'ycle
forment I’ensemble formé respectivement par les suites, les ensembles ou les cycles orientés d’éléments de



2 Introduction

I’ensemble A. Les régles de la forme a ~» Atom indiquent que ’ensemble a contient un élément de taille
un, la taille d’une structure étant déterminée par le nombre d’éléments de taille un la constituant.

Un train de taille 88 est dessiné & la main dans [23], que ’on peut voir reproduit sur la figure 1.
Le train est composé d’une locomotive suivie de wagons dans un ordre précis. Les roues du train sont
définies & un ordre cyclique prés, et les passagers ne sont pas ordonnés entre eux (ils peuvent se déplacer
librement dans un méme wagon). Nous pouvons voir sur la figure 2 une représentation possible, obtenue
automatiquement & 1’aide des techniques exposées dans cette thése, du train de la figure 1.

L’exemple du train combinatoire est anecdotique, mais illustre les difficultés de représentation du
fait de la variété des structures étudiées. Nous nous intéressons dans cette thése a 1’étude des propriétés
de structures combinatoires. Une représentation graphique obtenue automatiquement permet, aprés af-
fichage de plusieurs structures générées automatiquement, de faire ressortir intuitivement les propriétés
combinatoires de structures de grande taille. Il peut étre également intéressant de générer toutes les struc-
tures d’une taille donnée d’un ensemble de structures, afin de voir si un comportement extréme existe.
Cela nous conduit & nous intéresser aux problémes suivants :

1. connaissant une spécification d’un ensemble de structures décomposables, comment générer de fagon
aléatoire uniforme des structures de grande taille?

11. comment construire, connaissant une spécification d’un ensemble de structures, ’ensemble de toutes
les structures décomposables ayant une taille donnée?

1. comment représenter graphiquement les structures décomposables de fagon naturelle, de maniére
automatique?

Ces trois questions correspondent aux trois points abordés dans cette thése, qui concernent la combinatoire
énumérative et la génération aléatoire, les problémes de rang inverse, et enfin la représentation graphique
de structures combinatoires.

Combinatoire énumérative, génération aléatoire

L’énumération et la génération aléatoire de structures décomposables sont des problémes qui ont été
résolus en partie par P. Flajolet, P. Zimmermann et B. Van Cutsem dans [26]. Ce travail s’est concrétisé
par la réalisation par P. Zimmermann puis E. Murray de la bibliothéque Maple combstruct (appelée
aussi Gaia) [63]. En pratique, les structures que I'on peut générer en temps raisonnable (un jour CPU)
sont de taille inférieure & 2000. Notre contribution dans ce domaine est la réalisation d’une bibliothéque
Maple fournissant automatiquement des programmes écrits en langage C qui permettent de compter et
de générer de fagon exacte des structures décomposables plus rapidement, et ce jusqu’a des structures de
taille 5000 environ. Compter de fagon exacte le nombre d’arbres généraux non planaires de taille 1000
prend ainsi moins de deux minutes avec le programme écrit en C, contre plus de vingt avec combstruct.

Rang inverse

Les méthodes de rang inverse consistent & mettre en bijection un ensemble de structures et un inter-
valle d’entiers, et, étant donné un entier de cet intervalle, & exhiber la structure associée. Leur intérét
est double. Elles permettent de réaliser la génération aléatoire de structures, en choisissant simplement
un entier dans 'intervalle de fagon uniforme, puis en construisant la structure associée. Elles permettent
surtout de générer une a une toutes les structures de ’ensemble. Si le probléme est bien connu pour les
structures arborescentes [43] et les grammaires hors-contexte, le cas des structures décomposables utili-
sant des constructeurs Set (multi-ensemble) ou Cycle est plus difficile. Les formules d’énumération des
structures deviennent alors complexes, et il n’est plus possible d’en déduire directement un algorithme
de rang inverse. Nous proposons dans cette thése d’introduire la notion de forme d’une structure, ce qui
nous permet de concevoir un algorithme de rang inverse unique quels que soient les constructeurs utilisés.
Concevoir un algorithme de rang inverse pour des ensembles de structures utilisant un constructeur par-
ticulier revient alors & décrire des opérations simples portant sur des formes spécifiques & ce constructeur.



Fig. 1: Le train aléatoire de P. Flajolet [23].
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Fig. 2: Le train de la figure 1 dessiné automatiquement.
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Le probléme général se raméne & une succession de sous problémes plus simples. Nous présentons une
version incrémentale d’un algorithme de rang inverse utilisant ce principe, et nous décrivons les opérations
nécessaires a son utilisation dans le cas d’ensembles de structures décrits par des constructeurs Union,
Prod, Set et C'ycle.

Représentation de structures combinatoires

Il existe deux approches différentes pour la représentation de structures combinatoires. La premiére
consiste & écrire des modules de représentation spécifiques a chaque classe de structure combinatoire, la
seconde consiste & considérer les structures manipulées comme des graphes.

Le logiciel CallCo [12,45] développé au LaBRI rassemble des modules de représentation et de mani-
pulation de structures combinatoires variées, parmi lesquelles les arbres enracinés, les graphes, les poly-
ominos, les tresses, les chemins et les permutations. Ces différents modules peuvent communiquer entre
eux ou avec d’autres programmes comme Maple. L’intérét de cette approche est que la représentation
des structures combinatoires peut étre choisie spécifiquement pour la classe manipulée, ce qui permet des
représentations naturelles et intuitives. Dans le cas particulier des structures décomposables, il n’est pas
réaliste d’écrire un module pour chaque nouvelle spécification utilisée car elles sont en nombre potentiel-
lement infini. Il faut donc concevoir un outil permettant de manipuler toutes les classes de structures
décomposables, tout en laissant une certaine liberté quant aux représentations choisies. Pour cela, nous
nous ramenons aux problémes généraux de représentation de graphes.

Les algorithmes de tracé de graphes actuels sont dédiés a des classes particuliéres comme les arbres,
les graphes planaires, les graphes généraux, les graphes dirigés par exemple. Un état de D’art a été réalisé
dans [13]. Ramener le probléme de la représentation des structures décomposables au tracé de I'une de
ces classes particuliéres n’est pas satisfaisant. Regardons par exemple le cas de la spécification suivante,
qui correspond aux permutations d’éléments données par leur décomposition cyclique :

e -~ Atom

{ P —  Set(Cycle(e))

Le tracé le plus intuitif d’une structure issue de cette spécification, serait certainement effectué a 1’aide
d’un algorithme de tracé de graphe généraux, comme par exemple sur la figure 3.

Fig. 3: Permutation cyclique de 20 éléments.

La spécification suivante utiliserait un algorithme de tracé d’arbres enracinés:

e -~ Atom

{ B — Union(e, Prod(B, B))



Mais comment représenter les structures de la spécification suivante, correspondant & un arbre binaire
dont les noeuds sont substitués par des permutations?

B — Union(e, Prod(P, B, B))
P —  Set(Cycle(e)) (3)

e ~ Atom

Une représentation naturelle de ces structures pourrait étre celle de la figure 4. L’idée développée dans
cette thése pour représenter les structures décomposables; consiste & considérer le tracé de graphes par-
ticuliers, & savoir les graphes composés, pour lesquels il existe & la fois des relations d’adjacence et
d’inclusion entre les nceuds, et de tracer ces graphes en faisant cohabiter plusieurs algorithmes de tracé
classiques sur le méme dessin. La conversion entre structure décomposable et graphe composé peut étre
réalisée par une conversion standard qui a ’avantage de faire ressortir les propriétés combinatoires des
constructeurs utilisés dans la spécification, ou peut étre effectuée de facon spécifique par 'utilisateur.
Ceci permet d’obtenir la souplesse suffisante pour traiter des exemples comme celui du train combina-
toire de la spécification (1). Cette méthode est au final un compromis entre ’écriture d’interfaces pour la
représentation de classes de structures combinatoires spécifiques, et la représentation systématique par
des graphes quelle que soit la classe considérée.

Plan de la thése

Chapitre 1 — Dénombrement et génération aléatoire uniforme de structures
décomposables

Le chapitre 1 introduit la notion de structure décomposable. Nous décrivons en détail les techniques,
proposées par P. Flajolet, P. Zimmermann et B. Van Cutsem [26], de comptage et de génération aléatoire
uniforme d’ensembles de structures. Nous présentons une implantation de ces techniques, qui permet
de produire automatiquement, quelles que soient les spécifications, des programmes de comptage et de
génération aléatoire écrits en langage C. Nous proposons également une extension de la notion de taille des
structures, par I'introduction de nouveaux constructeurs, ce qui permet de traiter de nouveaux problémes.

Chapitre 2 — Méthode de rang inverse sur des ensembles de structures décom-
posables

Le chapitre 2 propose un algorithme incrémental de rang inverse, basé sur ’utilisation de la notion de
forme d’une structure, pour les ensembles de structures décomposables définis & 1’aide des constructeurs
Prod, Union, Set et Cycle.

Chapitre 3 — Représentation graphique de graphes orientés et non orientés

Dans le chapitre 3, nous étudions le probléme du tracé de graphes pour des classes particuliéres de
graphes. Nous présentons des algorithmes permettant le tracé d’arbres enracinés, de graphes orientés
acycliques, ainsi que de graphes généraux. Nous présentons deux algorithmes originaux, I’'un de tracé de
graphes non orientés qui permet de conserver des propriétés de partitionnement des noeuds et des arétes
d’un graphe, autre de tracé de graphes orientés. Les autres algorithmes correspondent & des adaptations
souvent directes d’algorithmes classiques de tracé, connus pour étre performants, au cas de graphes dont
les noeuds sont de tailles arbitrarement grandes. Nous présentons en particulier un algorithme de tracé
d’arbres enracinés dont la particularité est d’utiliser une méthode classique qui semble au premier abord
inadapté au cas de nceuds de tailles différentes.

Chapitre 4 — Représentation graphique de graphes composés

Le chapitre 4 contient la description de I'algorithme permettant le tracé des structures décomposables
proprement dit. Nous définissons la notion de graphe composé, qui permet de représenter des relations
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Fig. 4: Un arbre de la spécification (3) de taille 300 généré de fagon aléatoire uniforme.



d’adjacence et d’inclusion entre des nceuds, et nous détaillons un algorithme permettant de les représenter.
La particularité de cet algorithme est qu’il permet d’utiliser plusieurs algorithmes de tracé sur une méme
représentation, et en particulier ceux présentés au chapitre 3. Nous présentons également une méthode
de conversion standard de structures décomposables en graphes composés, ainsi que des méthodes de
conversion spécifiques sur des cas particuliers.

Chapitre 5 — Réalisations logicielles

Nous présentons dans ce dernier chapitre deux logiciels qui mettent en application les algorithmes de
tracé présentés au cours de cette thése. Le logiciel Padnon permet la représentation de graphes orientés
et non orientés en trois dimensions. Il implante deux algorithmes de tracé présentés au chapitre 3. Le
logiciel CGraph est un outil complet permettant de représenter les structures décomposables. Il met en
ceuvre ’algorithme de tracé de graphes composés présenté au chapitre 4. Ce logiciel est concu pour étre
interfacé avec d’autres logiciels, et en particulier avec le systéme de calcul formel Maple et la bibliothéque
de génération aléatoire combstruct, pour former un systéme intégré de génération et de représentation
de structures décomposables.
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Chapitre 1

Dénombrement et génération aléatoire
uniforme de structures décomposables

ANS CE CHAPITRE nous nous intéressons aux structures combinatoires, & la fagon de décrire des
D ensemble de structures, au probléme qui consiste & compter les structures d’un méme ensemble,
ainsi qu’a la génération aléatoire de structures éléments de ces ensembles. Nous présentons en détail les
techniques et algorithmes utilisés pour résoudre ces problémes, dans le cadre de la théorie des structures
décomposables. Ces algorithmes sont actuellement utilisés dans la bibliothéque combstruct, écrite en
Maple par P. Zimmermann et E. Murray.

Notre contribution dans ce chapitre est double. La premiére est technique et se concrétise par la
réalisation d’un logiciel, appelé Ccombstruct, qui permet de générer automatiquement, & partir d’une
description d’un ensemble de structures, un programme écrit en langage C permettant de compter et de
générer des structures. Cette méthode permet d’accélérer notablement les temps de calcul et de résoudre
des problémes pour des structures de plus grande taille. La seconde contribution réside en une extension
de la théorie des structures décomposables, qui consiste & permettre de changer la notion de taille des
structures par 'intermédiaire de nouveaux constructeurs « paramétrés ». Ceci permet de traiter des pro-
blémes qu’il était impossible de traiter précédemment, sans changer dans la plupart des cas la complexité
des algorithmes de comptage et de génération aléatoire. Cette extension est également implantée dans le
programme Ccombstruct et nous illustrons son utilisation sur plusieurs exemples.

1.1 Structures combinatoires

1.1.1 Deéfinitions

Commengons tout d’abord par définir la notion de structure, illustrée par un exemple simple; telle
qu’elle est présentée dans [1].

Définition 1.1.1 (Structure)
Une structure s est un couple (y,U), ot ¥ est une construction et U est I'ensemble sous-jacent de la
structure s. .

FEremple. La structure dessinée ci-dessous, composée de cing éléments a, b, ¢, d et e peut étre représentée
de fagon ensembliste :

s=(7,U)
v ={{a, b} {a,c}, {b,d}, {b,e} {e, d}, {d,c}} _
U={a,b,cde}
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La difficulté liée a la définition des structures consiste & définir de fagon correcte la notion de construc-
tion. Une méthode simple pour décrire une structure consiste & la construire comme étant un assemblage
de structures déja construites. Cette méthode, consistant a privilégier les transformations de structures
plutét que leurs propriétés, est présentée de fagon rigoureuse dans [1] et [36]. Nous introduisons la notion
de structure élémentaire et de constructeur :

Définition 1.1.2 (Constructeur de structures)

Un constructeur de structures est une régle ¢, qui & partir d’une séquence de s structures oy, ..., 0;,
construit une nouvelle structure notée ¢(o1,...,05). s est appelé ’arité du constructeur. La structure o;
est appelée le i€ opérande ou la i€ composante directe du constructeur ¢. .

Définition 1.1.3 (Structures atomiques)
Les structures atomiques sont les structures de base définies sans constructeur. .

Nous disposons maintenant d’une méthode simple pour construire des structures. Nous pouvons uti-
liser une approche similaire pour décrire des ensembles de structures :

Définition 1.1.4 (Constructeur d’ensembles de structures)
Un constructeur d’ensembles de structures est une régle @, qui & partir d’une séquence de s ensembles de
structures F1, ..., Fs construit un nouvel ensemble de structures:

O(E,... B) Y U é(o1,...,05).

01€EE,...,0€FE;

Un multi-constructeur est un constructeur d’arité multiple :

o(E)E | Jo(B,... E)= U ®,(01,...,04).
sEN

5

Définition 1.1.5 (Ensembles élémentaires de structures)
Les ensembles élémentaires de structures sont ’ensemble des structures de taille 0, noté Epsilon, et
I’ensemble des structures atomiques de taille 1, noté Atom. .

Notation. Par la suite nous utilisons le méme terme « constructeur » pour désigner les constructeurs de
structures ou d’ensemble. Nous noterons en lettres minuscules les constructeurs de structures, et avec la
premiére lettre en majuscule le constructeur d’ensemble associé. .

Nous pouvons maintenant définir la notion de taille d’une structure:
Définition 1.1.6 (Fonction taille d’une structure |.|)

La fonction taille d’'une structure s, élément d’un ensemble de structures, est la fonction & valeurs dans
N définie par les régles suivantes :

— pour tout élément a € Epsilon: |a| =0,
— pour tout élément a € Atom: |a] = 1,
— pour tout constructeur ¢ appliqué a des structures oq,...,05,58 € N: |[¢(01,...,05)| = > i, |oi].

Une structure combinatoire est simplement une structure a laquelle on associe la fonction permettant
de calculer sa taille:

Définition 1.1.7 (Ensemble de structures combinatoires)

Un ensemble E de structures combinatoires est un ensemble fini ou dénombrable de structures, auquel on
associe une fonction |.| permettant de calculer la taille des structures de ’ensemble, et tel que pour tout
n > 0, le nombre d’objets de taille n dans E est fini. Une structure élément de E est appelée structure
combinatoire. .
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1.1.2 Spécifications
1.1.2.1 Langage, spécification et structures décomposables.

Définition 1.1.8 (Grammaire)

Une grammaire est un quadruplet (7, N, E, P), ot T est un ensemble fini de terminauz, N un ensemble
fini de non terminaur (TNN = (), E un symbole d’entrée élément de ’ensemble N, et P est un ensemble
fini de productions. Une production portant sur un non terminal A est une régle de la forme:

- A—aouA— B, avec A€ N, Be N eta€&T. aest un mot dérivé de A.

- A= F(Ay, ..., As), avec I une opération, s €N, (Ay,..., A;) € N x ---x N. m est un mot dérivé
de A ¢’il est de la forme m = f(ay,...,as), avec pour tout ¢ = 1,...,s, a; est un mot dérivé de
A;. aq, ..., as sont appelées les composantes directes du mot m. Les composantes de m sont ses
composantes directes et les composantes de celles-ci. Si a; est un terminal, a; est une composante
terminale. .

Notation. Par la suite, les non terminaux seront notés en lettres majuscules (A4), les terminaux en lettres
minuscules et en gras (a).

Définition 1.1.9 (Langage d’une grammaire)
Soit une grammaire G = (T, N, E, P). Le langage de la grammaire G est I’ensemble des mots dérivés du
symbole d’entrée F. .

Définition 1.1.10 (Spécification d’un ensemble de structures)

Une spécification d’un ensemble de structures est un quintuplet (7, N, E, P, @), ou (T, N, E, P) est une
grammaire pour F, et ) des régles d’appartenance aux ensembles élémentaires de structures portant sur
chaque terminal. De plus, les opérations dans les régles de production sont des constructeurs, et il existe
exactement une régle par non terminal ou il est membre gauche. La grammaire est alors de la forme:

T:{ti},i:L...,nT,nTeN
N:{NZ'},Z':L...,RN,HNEN

P= {Ni—> bm,,mi € [1, nz] }

N @By, B, i=1,.. . N5 €N EENUT,j=1,.. . s.

ol ®; est un constructeur. Les régles d’appartenance aux ensembles élémentaires de structures sont de la
forme:

Q = {t;i ~ Epsilon,i € Ig} U {tj~ Atom,j €[4 avec [pNIa=0et [gUIs={1,...,np}.

Dans la spécification d’un ensemble de structures, les mots dérivés d’un non terminal de la grammaire
sont les structures appartenant & l’ensemble des structures associé & ce non terminal. Une structure
appartient & ’ensemble de structures d’une spécification, si et seulement si la structure appartient au
langage décrit par la grammaire associée & la spécification. En d’autres termes, les mots de la grammaire
sont les structures, le langage de la grammaire ’ensemble des structures engendrée par la spécification.
On dira qu’une structure s dérivée d’un non terminal A est une structure de ’ensemble A, et on notera
s € A. Les définitions portant sur les mots du langage sont étendues aux structures d’une spécification.
On pourra par exemple parler des composantes d’une structure.

Notation. La seule donnée des régles de production permet de construire les ensembles T et N sans
ambiguité. N est ’ensemble des symboles apparaissant dans les membres gauches de P, T I’ensemble
des symboles apparaissant dans les membres gauches de (). Par la suite, une spécification sera donnée
uniquement par les régles P et @, et par le symbole d’entrée E. .

Définition 1.1.11 (Ensemble de structures décomposables)
Un ensemble de structures décomposables est un ensemble de structures combinatoires qui admet une
spécification. .
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1.1.2.2 Univers étiqueté et non étiqueté

Nous considérons maintenant deux facons différentes de compter le nombre de structures de taille n.
Dans le premier cas, en univers étiqueté, nous associons a chaque composante terminale d’une structure,
un entier unique compris entre 1 et la taille de la structure. Cet entier est appelé I’étiquetie de ’élément.
Deux éléments atomiques de deux structures différentes sont égaux si et seulement s’ils ont méme nom et
méme étiquette. Dans le second cas, en univers non étiqueté, les éléments atomiques ne sont pas étiquetés.
Deux éléments atomiques de deux structures différentes sont alors égaux si et seulement s’ils ont méme
nom.

Ezemple. 1l n’y a qu'un cycle orienté de longueur trois sur un alphabet d’une lettre en univers non
étiqueté (cycle(a,a,a)), et deux en univers étiqueté (eycle(ay, as, as) et cycle(ay, as, az)). .
1.1.2.3 Spécifications bien fondées et constructions admissibles

Un des buts de ce chapitre est de compter le nombre de structures ayant une taille donnée, qui
appartiennent & un ensemble de structures. Une premiére étape consiste tout d’abord & ne considérer que
les spécifications pour lesquelles ce probléme a un sens:

Définition 1.1.12 (Spécification bien fondée)
Une spécification est bien fondée si et seulement si pour chaque non terminal A:

1. il existe une structure de taille finie qui dérive de A,
2. pour tout n € N, le nombre de structures de taille n est fini. .

Ezemple. Considérons la spécification suivante, de symbole d’entrée A et utilisant le constructeur Prod,
qui forme les couples d’objets, et le constructeur Union qui forme 'union disjointe d’ensembles de struc-
tures:

A = Union(a, B)
B — Prod(A, A)

a ~ Epsilon.

En univers étiqueté ou non, une infinité de structures de taille 0 dérivent de cette spécification. Elle n’est
donc pas bien fondée d’aprés le point 2. De méme, en univers étiqueté ou non, la spécification suivante,
de symbole d’entrée A, n’est pas bien fondée d’aprés le point 1:

[ A= U4, A)

En effet, aucune structure de taille finie ne peut étre dérivée de A. .

Nous supposerons dans la suite que les spécifications sont bien fondées. Le caractére bien fondé d’une
spécification peut étre déterminé a ’aide de I’algorithme proposé dans [62].

Définition 1.1.13 (Valuation)
La valuation d’un ensemble de structures décomposables A, notée valuation(A), est la plus petite taille
telle qu’une structure dérive de A:

valuation(A) = 1;%11{11 tel que {s € A, |s| =i} #0.
Ezemple. Considérons la spécification suivante :
A= Prod(C,C,C)
C' — Union(A, B)
B—=b
b ~ Atom

La valuation du non terminal A est 3, celle des non terminaux B et (' est 1. .
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Nous supposerons dans la suite que les valuations des non terminaux sont connues. On peut pour cela
utiliser I"algorithme décrit dans [62].

Pour permettre de compter de fagon simple les structures d’une certaine taille, les constructeurs
utilisés dans la spécification doivent vérifier certaines propriétés :

Définition 1.1.14 (Constructeurs admissibles)

La suite de dénombrement associée & un ensemble C' de structures combinatoires est la suite ((¢),)nen,
ot (¢),, est le nombre de structures de taille n de C'. Un constructeur ® d’arité s est admissible si la suite
de dénombrement de C' = &(CY, ..., ;) ne dépend que des suites de dénombrement de ses composantes

directes C4, ..., Cs. .

N

1.1.3 Les classes de spécification (2 et ()

Nous nous proposons maintenant de décrire deux classes particuliéres de spécifications, la classe €2
et la classe €. Ces classes étendent les grammaires hors-contexte en ajoutant de nouveaux constructeurs
représentant les ensembles et les cycles d’objets.

Définition 1.1.15 (Classes de spécification Q et ) i
La classe de spécification £ en univers non étiqueté (respectivement € en univers étiqueté), est la classe
des spécifications définies & I'aide des constructeurs suivants:

— le constructeur Union forme 'union disjointe d’objets: une structure a appartient & I’ensemble de
structures Union(By, ..., B;) si et seulement s’il existe un entier ¢ dans U'intervalle [1, s] tel que a
appartient & B,

— le constructeur Prod forme les n-uplets d’objets: cela signifie que deux structures prod(oq, ..., 05)
et prod(o’y,...,0'sr) sont égales si et seulement si s = s’ et si pour tout i, o; = o'y,

— le multi-constructeur Sequence forme les séquences d’objets : deux structures sequence(o, ..., 05) et
sequence(o’y,...,0's) sont égales si et seulement si s = s’ et si pour tout ¢, o; = ¢;. La formulation

A — Sequence(B) correspond par définition exactement a:

A = Union(t,T)
t ~ Epsilon
T — Prod(B, A)

— le multi-constructeur Set forme les multi-ensembles d’objets (avec répétitions éventuelles en univers
non étiqueté) : deux structures set(oy, ..., 0,) et set(o'1,...,0's) sont égales si et seulement si s = s’
et s'il existe une permutation ¢ telle que pour tout i de I'intervalle [1,s], 0; = 0'5(s),

— le multi-constructeur C'ycle forme les cycles orientés d’objets: deux structures cycle(o, ..., 05) et
cycle(o’1,...,0'5r) sont égales si et seulement si s = s’ et 81l existe ¢ dans l'intervalle [1, s] tel que
pour tout i € [1, 5], 0; = 0'14((i+t) mod )5

— le multi-constructeur Powerset (défini uniquement en univers non étiqueté) forme les ensembles
d’objets sans répétition : deux structures powerset(o1,...,0;5) et powerset(o’y,...,0's) sont égales
si et seulement si s = s’ et s’il existe une permutation o telle que pour tout ¢ de I'intervalle [1, s],

/
O =0 (). .

Remarque. 1l est également possible d’ajouter des conditions portant sur I’arité des multi-constructeurs définis
ci-dessus. Nous noterons, pour chaque multi-constructeur @, ®(A, card <= k) Pensemble des structures

dlar,...,as),s <k,a; € Aji=1,...,s.
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1.1.4 Ensembles de structures particuliers

Nous pouvons maintenant définir les spécifications pour des structures combinatoires utilisées cou-
ramment.

Définition 1.1.16 (Arbre enraciné)

Un arbre enraciné 7' est soit une feuille O, soit construit comme étant une racine M & laquelle on associe
des arbres enracinés T7,...,7T;. Les racines des arbres T7,...,T; sont les fils de W, et W est le pére
des racines des arbres T7,...,Ts. Les neuds internes de T sont la racine, ainsi que les nceuds internes
des Ty,...,Ts. Les arbres pour lesquels le nombre de fils de chaque noeud interne est k, sont les arbres
k — aires. Quand il n’y a pas de contrainte sur le nombre de fils, nous parlerons d’arbres généraux. Un
arbre dont 'ordre des fils des nceuds internes est distingué est dit planaire. .

L’ensemble des arbres binaires (i.e. 2-aires) planaires peut étre décrit a I’aide de la spécification
suivante :

B — Union(f,C)
C' = Prod(n, B, B)
f ~ Atom

n ~ Atom

Dans cette spécification de symbole d’entrée B, f correspond aux feuilles de 1’arbre, et n aux nceuds
internes. La taille d’un arbre correspond ici au nombre de nceuds internes et de feuilles. En modifiant
simplement la production n ~» Atom en n ~» Epsilon, on considére que la taille d’un arbre est donnée
par son nombre de feuilles.

1.2 Dénombrement

Le probléme de dénombrement consiste a déterminer combien il existe de structures différentes ayant
une taille donnée. Nous avons vu précédemment que ce nombre dépendait de 'univers, étiqueté ou non
étiqueté, dans lequel on se plagait. Le but de cette section est de présenter les méthodes classiques de
dénombrement basées sur I’association de séries génératrices aux constructeurs admissibles [1,26, 36], et
d’en déduire un algorithme efficace de dénombrement dans les cas étiqueté et non étiqueté.

Notation. Dans toute cette section, nous supposons donnée une spécification bien fondée. Nous notons
(a),, le nombre de structures de taille n associées & un non terminal A de cette spécification.

1.2.1 Univers non étiqueté
1.2.1.1 Fonctions génératrices

Nous commengons tout d’abord par introduire la notion classique de série génératrice :

Définition 1.2.1 (Série génératrice ordinaire)
La série génératrice ordinaire associée & un non terminal A est la série:

Az) = Zzlal = Z (a),z".

Il est possible d’associer directement & une spécification un systéme d’équations portant sur les fonc-
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tions génératrices [58]. Les preuves de ces régles peuvent étre trouvées dans [62]:

Théoréme 1.2.2 (Zimmermann [62])

Dans le cas d’une spécification de Q, on a les régles suivantes :

A — a a~ Epsilon

A — a,a~ Atom

A(z) =1
A = Union(By, ..., B;s)

A(z) = =
A= Prod(By,...,Bs)

Az) = ZBZ»(Z)

A — Sequence(B)

Az) = HBZ»(Z)

A = Cycle(B)

1 _x ok) 1
AD=pm ML T e
A — Set(B) A = Powerset(B)
Az) = eXp(Z @) Alz) = exp(Z(_l)iﬂ B(Z-ZZ))

ott ¢ est la fonction d’Euler: ¢(k) = Card{i < k,i premier avec k}.

Remarque. Le caractére bien fondé d’une spécification se traduit simplement en termes des fonctions génératrices
associées : une spécification est bien fondée si et seulement s’il existe une seule solution ayant des coefficients positifs
au systéme d’équations.

Ezemple (Arbres de Motzkin). Les arbres de Motzkin sont les arbres planaires dont le nombre de fils de
chaque nceud interne est soit un, soit deux. Une spécification de ces arbres est :

B — Union(a, D, E)
D — Prod(a, B)

E — Prod(a, B, B)
a ~» Atom

En appliquant les régles du théoréme 1.2.2, on obtient le systéme d’équations suivant :

On obtient deux solutions de ce systéme d’équations, dont 1'une seulement posséde un développement de
Taylor & l'origine :

1—2—+1—-22—-322
B(z): P .

Le développement de Taylor a l’origine est de la forme:
p 2?42 442+ 92° 42120 45127 +1272% + 32327 + 0 (219)
Il y a donc 323 arbres de Motzkin de taille 9 en univers non étiqueté.

1.2.1.2 Forme standard

Il n’est pas toujours possible d’obtenir une forme explicite de la solution du systéme d’équations sur
les séries génératrices. Pour résoudre ce probléme, P. Zimmermann [62] propose une méthode de calcul
des coefficients basée sur des équations récurrentes portant sur les coefficients.
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Nous introduisons pour cela "opérateur © de pointage d’un des éléments atomiques d’une structure.
Etant donnée une structure, cela revient & distinguer 1’'une de ses composantes terminales. Cet opérateur
se traduit en terme de fonction génératrice par ’opération :

OA(z) = zdizA(z) = i(a);2"

i=1

Nous remarquons que lors de I'application de 'opération ©, nous perdons I'information sur le nombre
de structures dans A de taille nulle. Pour permettre de restituer cette information, et donc de définir
l’opération inverse qui consiste a enlever la marque sur un objet, nous n’autorisons ’application de
Popération © que lorsque le nombre d’objets de taille zéro est nul. L’opération inverse ©~! se traduit
alors en terme de fonction génératrice :

(9_1A(z) = Z (a)izi.

?
i=1

Pour tenir compte du fait que les composantes des objets en univers non étiqueté peuvent étre égales,
nous introduisons un nouveau constructeur, le constructeur diagonal. Le constructeur diagonal simple
A(k)(B), k > 1, forme toutes les séquences d’éléments identiques de longueur &, formées d’éléments de B.
En terme de fonctions génératrices, on a:

Etant donnée une suite u(k),—,, le constructeur diagonal généralisé Ayu(k)y correspond a la série :

Afu)) = Zu(k)A(k).
k=1

Proposition 1.2.3 (Forme standard d’une spécification de  (Zimmermann [62]))
Soit S une spécification de QQ, et S la spécification, n'utilisant que les constructeurs Prod binawre, Union,
©, ©7! et A, obtenue en appliquant les régles suivantes portant sur les régles de production de S :

A — Prod(Ay, ..., As),s > 2
A— P?“Od(Al,Tl),Tl — P?“Od(Az,Tz), .. .,Ts_z — P?“Od(As_l,As)

(1.1)

A — Sequence(B)

1.2
A = Union(t,T1),t ~ Epsilon, Ty — Prod(B, A) (1.2)
A — Set(B) (1.3)
A — Union(t, Th),t ~ Epsilon, Ty — O~ Ty, Ty — Prod(A,Ts),T5 — ATy, Ty — OB '
A = Powerset(B) (1.4)

A — Union(t, 1), t ~ Epsilon, Ty — 7' Ty, Ty — Prod(A,Ts), T5 — Ay_1ye+13Ts, Ty — OB

A — Cycle(B)
A— 6_1T1,T1 — A{¢(k)}T2,T2 — P?“Od(Tg,T4),T4 — 08, (15)
T5 = Union(t,T5),t ~ Epsilon, Ts — Prod(B,Ts)

ott les t sont des terminauzx, les T; des non terminauz, différents a chaque application d’une régle.

Alors :

1. les séries génératrices associées a chaque non terminal des spécifications S et S sont égales,
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1. dans le cas de spécifications n'utilisant pas le constructeur Powerset, les spécifications S et S sont
équivalentes.

Remarque. 11 convient de noter que I'opérateur Ay_j)x+13 n’a pas d’interprétation combinatoire. Il ne
permet de construire qu'une « pseudo-classe » d’objets combinatoires, les coefficients de la série génératrice
associée n’étant pas forcément a valeur positive.

Démonstration.

i. Nous montrons que les séries génératrices des deux spécifications sont égales. Nous détaillons le calcul pour
chaque constructeur, bien que la propriété est immédiate d’aprés le point i1 pour les constructeurs autres
que Powerset.

— régles (1.1) et (1.2): se déduisent directement de leur définition.
— régle (1.3): A — Set(B) correspond, d’aprés le théoréme 1.2.2, a I’équation :

i

[ee)

A(z) = exp(z

i=1

Nous avons choisi de n’appliquer 'opérateur © que si le nombre de structures de taille nulle est nul.

Il n’existe pas de structure de taille zéro dans B, sinon la spécification ne serait pas bien fondée. On

pourrait en effet construire une infinité d’ensembles de taille zéro. Par contre, il existe un ensemble de

taille nulle dans A, ’ensemble vide, que nous notons FEpstlon. Nous introduisons le non terminal T}
comme suit :

A = Union(Ty, Epsilon)

T1 vérifie :

{ A(z) =1+ Ti(z)

Ti(z) =exp(d>.2 B(.Zl)) -1

=1 v

. . 9 , _ d s . .
Nous pouvons maintenant appliquer I'opérateur ©® = z = a 71, ce qui donne:

OTi(2) =A(2). Z(j—ZB)(zi).zi

=A(2).y_ AY(OB())

=A(2)-A 1 (OB(2))

La régle portant sur les constructeurs Prod du théoréme 1.2.2 permet ensuite d’en déduire la régle

proposée.
— la régle (1.4) se démontre de la méme fagon que la régle (1.3).
— régle (1.5): A — Cycle(B) correspond, d’aprés le théoréme 1.2.2, a I’équation :

o (k) 1
A = 1
()= = log = B(%)
k>1
Il n’y a pas de cycle de taille zéro. On peut appliquer 'opérateur © :

i 1 d i
OA(z) = k)————B(z).
=3 ) o
=)
1— B(z)
Le terme F;'W correspond, d’aprés le théoréme 1.2.2, & une séquence d’objets de B, ce qui, en
appliquant la régle (1.2), conduit & la formulation proposée.

=A (1)} (OB(2).

O

ii. Dans le cas ou le constructeur Powerset n’est pas utilisé, les deux spécifications engendrent des struc-
tures équivalentes, au sens ou l’on peut définir une bijection entre les structures engendrées par les deux
spécifications. La preuve de cette proposition peut étre trouvée dans [26].
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1.2.1.3 Calcul explicite

D’aprés la proposition 1.2.3, le probléme consistant & compter les structures d’une taille donnée,
engendrées par une spécification, peut donc étre résolu en comptant les structures engendrées par la
spécification standard associée.

Proposition 1.2.4 (Forme explicite des coefficients (Zimmermann [62]))
Les régles suivantes donnent les formes des coefficients des séries génératrices pour les constructeurs
utilisés dans la forme standard des spécifications de €2 :

A — a,a~ Epsilon A — a a~ Atom
(a)ozl’(a)i:()’i#o (a)lzl’(a)i:()’i?él
A = Union(By, ..., B;s) A = Prod(By, Ba)
(a)n = Z (b)n (a)n = Z (bl)k(bz)n—k
i=1 k=0
-1
A— OB A—-0O7'B

(a),, =n.(b), (a)g =0,(a), = (2” ,nZ0

A= Aupp B
(a), = > u(k)(b)y

k|n

ot k|n signifie que n est divisible par k. .

Corollaire 1.2.5
Les constructeurs de la classe Q0 sont admissibles. En effet, pour chaque constructeur, les régles de calcul
ci-dessus ne dépendent que du nombre de structures des composantes. .

1.2.1.4 Algorithme de dénombrement

Nous pouvons maintenant décrire ’algorithme proposé par P. Zimmermann [62] permettant de comp-
ter le nombre d’objets de taille inférieure & une taille N donnée, pour chaque non terminal A d’une
spécification S bien fondée. Le principe consiste & mémoriser les valeurs des coefficients (a), calculés.
Nous ne calculons ainsi qu’une seule fois la valeur de chaque coefficient. Nous noterons (a); =7 les co-
efficients non encore calculés. Dans le cas du calcul du terme (a),, des régles de production de la forme
A — Prod(B,C), nous avons besoin des valuations de B et ', étant donné que la valeur de B, peut
dépendre de A,. De méme nous vérifions que l’application du constructeur ©~! se fait bien sur des
structures pointées.

Algorithme

— Données : un entier N, une spécification bien fondée sous forme standard de €2,

— Résultat : le nombre de structures de taille ¢ de chaque non terminal de la spécification, pour tout
¢ inférieur ou égal & N.

PROCEDURE compte_tous(/N: INTEGER)

FOR ALL non terminal AES po
(a),:=?, i=0,...,N

END_FOR;

For n FROM O To N Do
FOR ALL non terminal AES bpo

compte(A,n);

END_FOR;

END_FOR;
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END_PROCEDURE;

FUNCTION compte(A: nonterminal, n: INTEGER) : INTEGER
1F (a), =7 THEN
1Fr (A—a, a~+Atom)ES THEN
1F n =1 THEN (a),:=1; ELSE (a),:=0; END_IF;
ELSE_IF (A—a, a~+Epsilon)€S THEN
1F n =0 THEN (a),:=1; ELSE (a),:=0; END_IF;
eLseE_IF (A—Union(B1,...,By))ES THEN
s:=0;
FOR ¢ FROM 1 TO k DO
s:=s+compte(B;,n);
END_FOR;
(a),,:=s;
ELSE_IF (A—Prod(B,C))€S THEN
s:=0;
ForR k FroMm valuation(B) To n — valuation(C) po
s:=stcompte(B,k)*compte (C,n—k);
END_FOR;
(a),:=s;
ELSE_IF (A—OB)ES THEN
1F compte(B,0)7#0 THEN ERROR('"LA SPECIFICATION N’EST PAS VALIDE"); END_IF;
(@), :=n*compte(B,n);
ELSE_IF (A—O7'(B))eS THEN
1F n =0 THEN
(@), :=0;
ELSE_IF compte(B,n) mod n#0 THEN
ERROR("LA SPECIFICATION N’EST PAS VALIDE");
ELSE
(a),, :=compte (B,n)/n;
END_IF;
ELSE_IF (A=A} (B))€ES THEN
s:=0;
FOR k FROM 1 TO n DO
1F n mod k =0 THEN
s:=stu(k)*compte (B, 1) ;
END_IF
END_FOR;
(@), :=s;
END_IF;
END_IF;
RETURN (a), ;
END_FUNCTION;

Le cotit de dénombrement de n coefficients, si I’on considére que le coiit de la multiplication de deux
entiers est constant, est en O(n?). En pratique, nous faisons des calculs sur de grands entiers, et la
croissance des coefficients doit étre prise en compte. La taille des coefficients est en O(n), et le coit
« réel » de I’algorithme est en O(n?).

1.2.2 Univers étiqueté
1.2.2.1 Fonctions génératrices

Définition 1.2.6 (Série génératrice exponentielle)
La série génératrice exponentielle associée & un non terminal A est la série:

al oo n
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Comme dans le cas non étiqueté, il est possible d’associer a une spécification un systéme d’équations
portant sur les fonctions génératrices. La preuve de ces régles peut étre trouvée dans [62]:

Théoréme 1.2.7 (Zimmermann [62])
Dans le cas d’une spécification de Q, on a les régles sutvantes :

A — a a~ Epsilon A — a,a~ Atom
Az) =1 Alz) ==z
A = Union(By, ..., B;s) A= Prod(By,...,Bs)
A(z) =Y Bi(2) A(z) =] Bi(2)
i=1 i=1
A — Sequence(B) A = Cyele(B)
o 1 o
Alz) = - A(z) =1o -
0= 150 () = log
A — Set(B)

A(z) = exp(B(2))

Remarque. En univers étiqueté, le constructeur Prod correspond au produit partitionnel.

1.2.2.2 Forme standard

Nous introduisons, comme dans le cas non étiqueté, 'opérateur © de pointage d’un des éléments
atomiques d’une structure. Cet opérateur se traduit en terme de fonction génératrice par 'opération :

d ()
OA(z) = z—A(z) = i
(2) = 25~ A(2) Z iy
i=1
Nous posons les mémes conditions d’application que dans le cas étiqueté, & savoir que le terme corres-
pondant aux objets de taille nulle de A doit étre nul pour pouvoir lui appliquer 'opérateur ©. L’opération
inverse ©~! est alors définie par:

@‘Ui(z) _ Z (a)'z . /OZ A(t)dt.

71! i
=1

Proposition 1.2.8 (Forme standard d’une spécification de Q (Zimmermann [62]))
Soit S une spécification de §2, et S la specification, n'utilisant que les constructeurs Prod binaire, Union,
© et O, obtenue en appliquant les régles suivantes portant sur les régles de production de S :

A = Prod(Ay, ..., As),s > 2

1.6
A—)PTOd(Al,Tl),Tl —)P?“Od(Az,Tz),...,Ts_z—)P?“Od(As_l,As) ( )
A — Sequence(B) (1.7)
A = Union(t,T1),t ~ Epsilon, Ty — Prod(B, A) ’
A — Set(B) (1.8)
A = Union(t, Th),t ~» Epsilon, Ty — O~ Ty, Ty — Prod(A,Ts),T5 — OB '
A — Cycle(B
ycle(B) (1.9)

A= O™y, Ty — Prod(Ty, T3), T3 — ©B, Ty — Union(t, Ty), t ~ Epsilon, Ty — Prod(B,Ty)

ott les t représentent des terminauz, les T; des non terminaux, différents a chaque application d’une régle.
Alors les spécifications S et S sont équivalentes.
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Démonstration.
La démonstration se fait selon les mémes arguments que dans le cas non étiqueté [26]. O

D’aprés la proposition 1.2.8, le probléme consistant & compter les structures d’une taille donnée,
engendrées par une spécification, peut donc étre résolu en comptant les structures engendrées par la
spécification standard associée.

1.2.2.3 Calcul explicite

A partir de la spécification standard, on peut déduire simplement les coefficients des séries génératrices
associées a chaque non terminal.

Proposition 1.2.9 (Forme explicite des coefficients (Zimmermann [62]))
Les régles suivantes donnent les formes des coefficients des séries génératrices pour les constructeurs
utilisés dans la forme standard des spécifications de €2 :

A — a,a~ Epsilon A — a a~ Atom
(a)0:1,(a)i:0,i;é0 (a)lzl’(a)i:()’i?él
A = Union(By, ..., Bs) A = Prod(By, Ba)
(@ =3 0, @, =3 (1) 000,
i=1 k=0
A— OB A—-07'B
@ =00, @y =00, = 220z

Remarque. Le nombre de réétiquetages compatibles avec 'ordre initial entre deux objets de taille 7 et j est

% = (H]'J), ce qui conduit au terme (Z) dans le cas de 'opérateur Prod.

Corollaire 1.2.10 R
Les constructeurs de la classe Q0 sont admissibles.

1.2.2.4 Algorithme de dénombrement

L’algorithme de dénombrement est similaire au cas non étiqueté, avec simplement des régles de dé-
nombrement des coefficients différentes :

Algorithme

— Données : un entier n, une spécification sous forme standard S de Q,

— Résultat : le nombre d’objets de taille inférieure ou égale & N pour les non terminaux de la spécifi-
cation S.

FUNCTION compte(A: nonterminal, n: INTEGER) : INTEGER
1F (a), =7 THEN

1Fr (A—a, a~+Atom)ES THEN

1F n =1 THEN (a),:=1; ELSE (a),:=0; END_IF;
ELSE_IF (A—a, a~+Epsilon)€S THEN

1F n =0 THEN (a), :=1; ELSE (a) :=0; END_IF;
eLseE_IF (A—Union(B1,...,By))ES THEN

s:=0;

For ¢ de 1 &4 k po

s:=s+compte(B;,n);

END_FOR;

(@), :=s;
ELSE_IF (A—Prod(B,C))€S THEN

s:=0;
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ForR k FroMm valuation(B) To n — valuation(C) po
s:=s+(2)*compte(l?,k)*compte((?,n-— k);
END_FOR;
(@), :=s;
ELSE_IF (A—OB)ES THEN
1F compte(B,0)#0 THEN ERROR('"LA SPECIFICATION N’EST PAS VALIDE"); END_IF;
(a), :=n*compte (B,n);
ELSE_IF (A—=O7'B)eS THEN
1F n =0 THEN
(a), :=0;
ELSE_IF compte(B,n) mod n#0 THEN
erreurla spécification n’est pas valide;

END_IF;
(@), :=compte(B,n)/n;
END_IF;
END_IF;

RETURN (a),,;
END_FUNCTION;

1.2.3 Solutions particuliéres

Dans le cas de spécifications ne contenant que les constructeurs Prod et Union, les séries génératrices
associées aux non terminaux sont holonomes. Il est alors possible de décrire les coefficients de la série
génératrice sous forme d’une équation récurrente. Nous pouvons pour cela utiliser la bibliothéque Maple
GFUN, écrite par B. Salvy et P. Zimmermann [47].

Ezemple. Reprenons ’exemple des arbres de Motzkin. Nous avons vu que la fonction génératrice associée
vérifiait 1’équation :

B(z)=z4 z.B(z) + z.B(z)2

GFUN permet de convertir cette équation en équation différentielle, puis d’obtenir 1’équation récurrente
sur les coefficients :

> with(gfun) ;
> algeqtodiffeq(B=z*(1+B+B~2) ,B(z));

2 3
2z+ (-1+2)B(z) + (-z+2z +3z)DB)I(z), B(O)=0

> diffeqtorec(",B(z),b(n));
b(0) =0, 3nbmn) + 3+ 2n) b1 +n) + (-3 -n) bn+2), b(1) =1
On peut vérifier que 'on obtient bien le méme résultat que précédemment :

> p:=rectoproc(",b(n)):
> seq(p(i),i=0..9);
0, 1,1, 2, 4, 9, 21, 51, 127, 323

1.2.4 Mise en ceuvre

L’algorithme de dénombrement de structures décomposables, présenté dans ce chapitre, est utilisé dans
la bibliothéque combstruct, intégrée au systéme de calcul formel Maple. La premiére version de cette
bibliothéque, appelée Gaia, a été réalisée par P. Zimmermann [63], la version actuelle étant maintenue
par E. Murray.

Nous illustrons I'utilisation de la bibliothéque combstruct sur I’exemple suivant. Nous souhaitons
compter le nombre d’arbres généraux non planaires de taille 500, en univers non étiqueté. Une spécification
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de ces arbres, en termes de structures décomposables, est la suivante :

A — Prod(N, B)
B — Set(A)

N —n

n ~ Atom

En Maple, nous définissons la spécification, que nous notons spec, de la facon suivante :
> spec:={A=Prod(n,B), B=Set(A), n=Atom}:

Pour compter le nombre de structures de taille 500, nous utilisons ensuite la fonction count de la
bibliothéque combstruct. Les instructions time permettent de connaitre le temps CPU, en secondes,
utilisé pour 'exécution de I'instruction count. Les tests de cette section sont effectués sur machine Sun
Ultra Sparc 1.

> with(combstruct): # charge la bibliothéque combstruct
> tl:=time():
> count ([A,spec,unlabelled] ,size=500) ;

851104420578030830171766543802662283351533556217730718125750010602468532453176\
706329189027371547883574966253369264258013782888526879605945287645314671717388\
220308429708770104103735878788902078937174928693455204507540870849529634520

> time () -t1;
137.333

Il faut plus de deux minutes pour compter le nombre de structures de taille 500 sur cet exemple. Il faut
plus de 20 minutes de temps CPU pour obtenir le nombre de structures de taille 1000. Cela illustre le
colit en O(n*) de I’algorithme de dénombrement, du fait de la croissance des coefficients. Pour permettre
de compter le nombre de structures pour de plus grandes tailles en un temps raisonnable, il devient
indispensable de diminuer ces temps de calcul.

Pour diminuer le temps de calcul nécessaire, nous avons réalisé une bibliothéque Maple, appelée
Ccombstruct, qui permet de générer automatiquement, & partir d’une spécification quelconque, un pro-
gramme écrit en langage C qui répond au probléme. Le probléme de dénombrement nécessite de pouvoir
manipuler de grands entiers. Pour ce faire, le programme généré automatiquement utilise la bibliothéque
multi-précision GMP [33].

Regardons I'utilisation la bibliothéque Ccombstruct, dans le cas de ’exemple précédent. La définition
de la spécification est identique. Nous utilisons ensuite la fonction create_count_file pour générer le
fichier npgtree.c:

> spec:={A=Prod(n,B), B=Set(A), n=Atom}:
> create_count_file(A, spec, ‘npgtree.c‘);

La génération et la compilation du fichier C s’effectue en moins de deux secondes de temps CPU.
% gcc -0 npgtree.c -DGMP -o npgtree -lgmp
On peut ensuite obtenir le nombre de structures cherché:

% npgtree 500
A(500)=85110442057803083017176654380266228335153355621773071812575001060246853
245317670632918902737154788357496625336926425801378288852687960594528764531467
171738822030842970877010410373587878890207893717492869345520450754087084952963
4520;

Pour comparer le gain apporté par 1’utilisation de programmes C au lieu de Maple, nous pouvons nous
référer aux mesures suivantes, effectuées dans le cas des arbres généraux non planaires, résumées sur les
figures 1.1 et 1.2. L’accélération correspond au rapport du temps de la version Maple et de la version C,
en tenant compte des temps de génération et de compilation.
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Temps (en minutes)

A
— Version Maple
-- Version C
1204
90+
60+
30+
10“ 1 L I 4 B T B -!-__— 1 1 L »
0 200 400 600 800 1000 1500 2000 2500 3000

Taille des structures

Fig. 1.1: Dénombrement du nombre d’arbres générauz non planaires : comparaison des temps de calcul
entre le programme C généré par Ccombstruct et la version Maple—combstruct.

Accélération

20

107

.'-.F.

0 200 400 600 ' 800 1000 1250 1500 1750 2000

01"

Taille des structures

Fig. 1.2: Dénombrement du nombre d’arbres générauzr non planaires : accélération du programme C généré
par Ccombstruct, par rapport a la version Maple-combstruct.
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Avec combstruct, le calcul n’aboutit pas, pour des raisons de place mémoire, pour des structures de
taille 3000. On remarque une baisse relative de 'efficacité, pour des tailles de structures supérieures a
600, qui finit par se stabiliser autour d’un facteur 6. Cette baisse tient sans doute au fait que Maple est
un systéme interprété. Maple est pénalisé (boucles for) pour de petites tailles, mais ’est moins quand
n devient grand du fait de la croissance des coefficients et de 1’utilisation par Maple d’une arithmétique
compilée. Cette baisse d’efficacité se retrouve également sur des programmes de tests qui n’effectuent que
des multiplications au sein d’une boucle for, sans allocation ni libération de mémoire.

Si I’on souhaite obtenir uniquement une approximation du nombre de structures, il est possible d’uti-
liser des calculs approchés. Etant donnée la taille des nombres manipulés, les nombres flottants machine
(double ou long double) ne suffisent pas. Nous choisissons donc de représenter un entier n sous la forme
n = m x 10°, avec m un nombre flottant compris entre 1 et 10, et e un entier compris entre 0 et 23!. On
obtient alors les temps de calcul indiqués sur la figure 1.3.

Taille Temps version C approché(en s) Temps C 4+ gmp  Temps version Maple (en s)  Accélération

100 0.04 0.07 2.22

500 1.26 7.01 137.33 108.99
1000 11.39 99.74 1260.65 110.68
2000 69.58 1400.94 8789.48 126.32
3000 206.42 6978.40 - -
5000 861.37 42189.05 - -

Fig. 1.3: Dénombrement du nombre d’arbres généraur non planaires: mesure des temps de calcul des
versions C avec calcul approché, et Maple

Dans le cas o1l la solution peut étre trouvée sous la forme d’une équation récurrente simple, Ccombstruct
permet de générer directement le code C:

create_count_file_proc_rec(4,a(0)=0,3*n*a(n)+(3+2%n)*a(1+n)+(-3-n)*a(n+2) ,a(1)=1, a(n),
‘npgtree_rec.c‘);

1.3 Génération aléatoire uniforme

Dans cette section, nous nous intéressons au probléme de la génération aléatoire uniforme de structures
décomposables. Le principe de ’algorithme de génération aléatoire est basé sur la spécification standard
des ensembles de structures. A chaque non terminal A de cette spécification, on associe une fonction
gener_A, qui génére de facon aléatoire uniforme une structure de A de la taille cherchée. Cette fonction
peut utiliser les fonctions de dénombrement de la section précédente, ainsi que les fonctions de génération
d’autres non terminaux.

1.3.1 Principe
1.3.1.1 Univers non étiqueté

1.3.1.1.1 Constructeur Prod. Regardons le cas d’une spécification standard contenant une régle
de production de la forme A — Prod(B,C). Pour générer une structure de taille n, de fagon uniforme
parmi toutes les structures appartenant a I’ensemble A, on procéde comme suit. Le nombre de structures
de taille n dans A est donné par la formule :

(a)y =D (B)y % (),

k=0
Nous définissons la probabilité p; pour une structure de A d’avoir une premiére composante de taille .
On a alors:
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L’algorithme de génération aléatoire, dans le cas du constructeur Prod, consiste & choisir un nombre
réel aléatoire z, selon une loi uniforme, dans Iintervalle [0, 1]. Ensuite, on cherche k¥ minimum tel que
Zf:o pi > x. Cela détermine la taille des composantes de la structure. On appelle ensuite récursivement
le procédé sur chaque composante. La figure 1.4 illustre ce principe dans le cas du constructeur Prod.

|
x € U0,1]

B — ]

(o [P [[pe[[Pn]

prod(gener B(k),gener C(n — k))

Fig. 1.4: Principe de l'algorithme de génération aléatoire uniforme dans le cas d’une production de la

forme: A = Prod(B,C)

L’algorithme suivant utilise la fonction uniforme(a,b), qui retourne un entier aléatoire de I'intervalle
[a,b]. Chercher k& minimum tel que Zf:o pi > x, pour z € [0, 1], revient & chercher k& minimum tel que

Yo (B) X (€),_p > ', pour 2’ € [1,(a),] -
Algorithme (Génération de structures de I’ensemble A défini par A — Prod(B,(C))

— Données : la taille n de la structure a générer aléatoirement,

— Résultat : une structure de ’ensemble A.

FUNCTION gener_A(n: INTEGER)
z:=uniforme(1l,compte(A,n));
k:=-1;
s:=0
WHILE 8 < & DO
k:=k+1;
pri=compte(B,k)*compte(C,n—k);
s:=s+pg;
END_WHILE;
RETURN prod(gener_B(k),gener_C(n—k));
END_FUNCTION;

Si I'on note Tp(n) le temps maximal mis pour générer une structure de taille n appartenant & un
ensemble D, le temps d’exécution dans le cas le pire de ’algorithme précédent, en comptant un cotit
unitaire pour chaque exécution des instructions de la boucle while, conduit & I’équation :

Ta(n) = 0r<nka<xn(k +14+Tgk)+Te(n —k))

En posant T'(n) = maxs T4 (n), on obtient comme complexité pour ’algorithme de génération :

Il est possible d’améliorer ’algorithme précédent en utilisant une méthode de recherche dite Boustro-
phédon [26]. Au lieu de chercher simplement & minimum tel que # < Zf:o pi, on cherche simultanément
le ¥/ maximum tel que 1 — & < Z?:n_k,pi. On arréte la recherche dés que 'une des deux conditions
cherchées est vérifiée. L’algorithme devient alors:

FUNCTION gener_A(n: INTEGER)
z:=uniforme(1l,compte(A,n));
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k:=-1;

s:=0;

trouve :=FALSE;
WHILE NOT {rouve DO

k:=k+1;
pr:=compte (B ,k)*compte (C',n— k) ;
8:=8+pk;

trouve:=s>x;
IF NOT (rouve THEN
pr:=compte(B,n— k)*conpte (C,k);
§:=8tpg;
trouve:=s>x;
IF trouve THEN

ki=n—k;
END_IF
END_IF;

END_WHILE;
RETURN prod(gener_B(k),gener_C(n—k));
END_FUNCTION;

Le temps d’exécution vérifie alors I’équation de récurrence suivante :
T(n) = mkax[Q.min(n —kK)+24Tk)+T(n— k)

On obtient la complexité asymptotique suivante pour ’algorithme Boustrophédon [26] :

Ta(n) = O(n.logn).

1.3.1.1.2 Constructeur Union. La fonction de génération pour les régles de production de la forme

A = Union(B,C) est:

FUNCTION gener_A(n: INTEGER)
z:=uniforme(1l,compte(A,n));
IF ¢ <compte(b,n) THEN

RETURN gener_B(n);
ELSE
RETURN gener_C(n);
END_IF
END_FUNCTION

1.3.1.1.3 Constructeur ©. On note 6(s, k) le fait de marquer le k¢ terminal de la structure s.
L’ordre sur les terminaux appartenant & une structure peut étre choisi arbitrairement comme étant par
exemple 'ordre d’apparition des terminaux lors de ’écriture de la structure. Pour une structure s de
taille n, il y a n marquages possibles de la structure. On en déduit la fonction de génération suivante

pour A =08:

FUNCTION gener_A(n: INTEGER)
z:=uniforme(1,n);
RETURN f(gener_B(n),z);
END_FUNCTION;

1.3.1.1.4 Constructeur ©~!. Le constructeur ©~! est défini comme le constructeur qui permet
d’enlever la marque sur une structure marquée. Il vérifie la propriété, pour toute structure s et tout
entier k :

0= (0(s, k) = s
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La fonction de génération s’écrit donc directement, pour A = Q@' B

FUNCTION gener_A(n: INTEGER)
RETURN 7' (gener_B(n));
END_FUNCTION;

1.3.1.1.5 Constructeur A. On procéde de la méme fagon que dans le cas du produit. On cherche
la taille que doivent avoir les composantes de la structure que 'on génére en fonction d’un entier choisi
aléatoirement. Si A — Ay k)3 (B), on a:

FUNCTION gener_A(n: INTEGER)
z:=uniforme(1l,compte(A,n));
k:=1;
s:=u(k)*compte (B, 1) ;

WHILE 8 < & DO
k:=k+1; wHILE n mod k#0 po k:=k+1; END_WHILE;
s:=stu(k)*xcompte (B, 1) ;
END_WHILE;
b:Igener_B(f);
RETURN (b,...,b);
N—

k
END_FUNCTION

1.3.1.2 Univers étiqueté

Le principe de I’algorithme est exactement le méme que dans le cas non étiqueté. Les algorithmes sont
légérement modifiés pour tenir compte des différences de dénombrement. Regardons le cas du constructeur
Prod. L’algorithme de génération Boustrophédon devient :

FUNCTION gener_A(n: INTEGER)
z:=uniforme(1l,compte(A,n));
k:=-1;
s:=0;
trouve :=FALSE;

WHILE NOT trouve DO

k:=k+1;
pk:I(Z)*compte(l?,k)*compte((?,n——k);
s:=s+pg;

trouve:=s>x;

IF NOT (rouve THEN
pk:I(Z)*compte(l3,n-—-k)*compte((?,k);
§:=8tpg;
trouve:=s>x;

IF trouve THEN

ki=n—k;
END_IF
END_IF;

END_WHILE;
RETURN prod(gener_B(k),gener_C(n—k));
END_FUNCTION;

Dans le cas étiqueté, nous devons tenir compte des étiquettes & ajouter aux terminaux de la structure.
Nous ajoutons simplement les étiquettes en fin de génération, de fagon aléatoire [26].

1.3.2 Mise en ceuvre

Cet algorithme de génération aléatoire est utilisé dans la bibliothéque combstruct, présentée en 1.2.4.

Nous pouvons illustrer ’algorithme dans le cas de I’exemple des arbres généraux non planaires présenté
en 1.2.4:

> with(combstruct):
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> spec:={A=Prod(n,B), B=Set(A), n=Atom}:
> draw([A,spec,unlabelled],size=10);

Prod(N,Set (Prod(N,Set (Prod(l,Epsilon) ,Prod(lN,Set (Prod(N,Epsilon) ,Prod (N,
Epsilon))) ,Prod(N,Epsilon))) ,Prod(N,Set (Prod(N,Epsilon) ,Prod(N,Epsilon)))))

De la méme fagon que pour le probléme de dénombrement, le programme Ccombstruct permet de
créer des programmes en langage C permettant de générer de facon aléatoire uniforme des structures,
étant donnée leur spécification. Il est possible d’utiliser soit les entiers longs et faire du calcul exact, soit
d’effectuer des calculs approchés. En pratique, il devient ainsi possible de générer en temps raisonnable
de grandes structures de fagon quasi-uniforme.

L’arbre de Motzkin de la figure 1.5 est de taille 1000, et a été généré de fagon quasi-uniforme en
10 secondes, sachant que les coefficients sont calculés sans utiliser la solution particuliére utilisant des
équations récurrentes :

1.4 Extensions

Il est possible d’apporter quelques modifications simples aux méthodes de dénombrement et de géné-
ration aléatoire que nous avons présentées, sans changer leur complexité. Ces modifications ne changent
pas le principe général des algorithmes précédents, mais permettent simplement de changer la notion de
taille des structures. La taille d’une structure n’est plus forcément égale & la somme des tailles de ses
composantes, et se rapproche de ce point de vue des techniques utilisées dans le cadre des grammaires

d’objets [14].

1.4.1 Nouveaux constructeurs

Définition 1.4.1 (Constructeur Ay)
Le constructeur A¢ est un constructeur qui modifie la notion de taille d’une structure. f : N — N est
appelée la fonction taille du constructeur. .

Définition 1.4.2 (Constructeur Prod; )
Le constructeur Prod; .y forme les couples de structures. L’ensemble de structures A = Prods .y(B1, B2)
est ’ensemble formé par les structures de la forme:

a = prod(s (b1, b2),b1 € Bi,bs € Ba,

avec la condition ¢(]b1], |ba|) vérifiée. f : TN — Nest appelée la fonction taille du constructeur, ¢ la fonction
de condition du constructeur. .

La fonction taille d’une structure est redéfinie comme suit pour tenir compte des nouveaux construc-
teurs introduits :

Définition 1.4.3 (Fonction taille d’une structure |.|)
La fonction taille d’une structure s, élément d’un ensemble de structures d’une spécification, est la
fonction a valeurs dans N définie par les régles suivantes :

— pour tout élément a € Epsilon: |a| = 0,

— pour tout élément a € Atom: |a| =1,

pour tout constructeur Ay appliqué & une structure o, |d¢(0)| = f(lo|),

pour tout constructeur prod s .y appliqué a des structures oy et os, |prod s c)(01,02)| = f(|o1], [o2]),

pour tout constructeur ¢, différent des constructeurs Ay et Prods.), appliqué a des structures

01,...,05,8 €N |p(01,...,05)] = >_, |osl. .
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Fig. 1.5: Arbre de Motzkin de taille 1000 généré aléatoirement.
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1.4.2 Dénombrement
1.4.2.1 Constructeur A;

Nous nous limitons au cas ot 1l est possible de définir deux fonctions

ay N — N,
by N =N,
telles que 'on ait :
A= As(B)
by(n)
= > = > OeX(r=n)
n=Ff( k k=ay(n)

Ol X(q=p) vautb 1 si a = b, et 0 sinon. ay, by et g; sont appelées les fonctions de calcul du constructeur.
Quand b(n) — a(n) = O(n), la complexité globale de 'algorithme de dénombrement n’est pas modifiée.
af:x+— 0
Remarque. Ona Ay = Ay s by x> x
fix—=n+n modx

1.4.2.2 Constructeur Prod; )

Dans le cas du constructeur Prody ), nous nous limitons au cas ol nous pouvons déterminer, pour
des fonctions f et ¢ données, les trois fonctions suivantes, appelées les fonctions de calcul du constructeur :

a(f,e) :N—)N,
b(f,c) :N—)N,
9(f,e) :NXN—)N,

et un entier i(; .y € {1,2} tels que I'on ait la propriété suivante :

i. si i) = 1: pour tout n € N et tout # € N tels que n = f(x,g(n,x)), on ait x dans Iintervalle
[af(n),bs(n)] et la condition e(x, gf(n, x)) vérifiée,

ii. si i(;c) = 2: pour tout n € N et tout x € N tels que n = f(gs(n,z),z), on ait x dans l'intervalle
[af(n),bs(n)] et la condition e(gs(n, ), x) vérifiée.

Les fonctions a(s.) et b(s .y déterminent 'intervalle des tailles valides pour la i(s )¢ composante. La
fonction g(; ) permet ensuite de calculer la taille de I'autre composante. Quand b(n) — a(n) = O(n), ces
limitations nous permettent de compter les structures d’une taille donnée en gardant la méme complexité
que dans le cas du produit simple, et donc de ne pas modifier la complexité globale de 1’algorithme de
dénombrement. Nous obtenons alors les fonctions de dénombrement suivantes, en notant implicitement
h les fonctions hs .y et ¢ I'entier i(y ) :

1.4.2.2.1 Univers non étiqueté.

A= P?“Od(Bl, Bz)

b(n)
(a), = Z (b2) = Z (i) (bs—i) g(n,k)
n= (k, k') k=a(n)
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1.4.2.2.2 Univers étiqueté.

A= P?“Od(Bl, Bz)

b(n)
@o= 3 (TN 000,00

k=a(n)

1.4.3 Génération aléatoire
1.4.3.1 Constructeur A;
L’algorithme de génération aléatoire est simplement :

FUNCTION gener_A(n: INTEGER)
k:i=as(n);
WHILE 8 < & DO
k:=k+1;
WHILE n#f(k) po k:=k+1; END_WHILE;
s:=stcompte(B,k);
END_WHILE
END_FUNCTION

1.4.3.2 Constructeur Prod; )

Nous connaissons les formules explicites pour le dénombrement des structures d’une taille donnée.
Nous pouvons en déduire un algorithme de génération aléatoire, de méme cotit que dans le cas du produit
simple, en utilisant une méthode Boustrophédon. Si A — Prod; ), et en notant h les fonctions Ay )
pour h =a,b, f,g, et i Uentier i(; ., on obtient en univers non étiqueté :

Algorithme

FUNCTION gener_A(n: INTEGER)
z:=uniforme(1l,compte(A,n));
k:=a(n)-1;
s:=0;
trouve :=FALSE;

WHILE NOT trouve DO

k:=k+1;
pr:=compte (B ,k)*compte(C,g(n,k));
s:1=stpy;

trouve:=s>x;
IF NOT (rouve THEN

k':=b(n) — k;
pr i =compte (B,k") xcompte (C,g(n, k")) ;
$1=stppss

trouve:=s>x;
IF trouve THEN

k:=k’;
END_IF
END_IF;

END_WHILE;
RETURN prod(gener_B(k),gener_C(n—k));
END_FUNCTION;

En univers étiqueté, on remplace simplement les lignes de dénombrement de py et p), par:

pk:I(Z)*compte(l?,k)*compte((?,g(n,k));
P i= ﬁ)*compte(B,k@*compte(Cﬂg(n,kﬂ);
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1.4.4 Exemples d’utilisation
1.4.4.1 Arbres binaires de méme hauteur

Nous pouvons traiter de nouveaux problémes dans lesquels on considére la taille des structures comme
étant fonction de la composante de taille maximale. Nous pouvons par exemple étudier les arbres binaires,
en considérant que la taille d’un arbre correspond & sa hauteur.

Soit un arbre 7" binaire. On note M les neeuds internes de T" et O ses feuilles. La hauteur de Parbre T
est notée h(T) et correspond a la fonction :

h(0)=0

h T.g/ S| =1+ max(h(2g), b))

Si ’on note T, D'ensemble des arbres binaires de hauteur h, et 7.5 ’ensemble des arbres binaires de
hauteur strictement inférieure & h, on obtient alors la relation :

[ | [ | [ |
_ v N\ v N\ v N\
Th= Th-1 Th-1 Y Tho1 T<h- Y T<n-1  Th-a (1.10)

Pour traiter ce probléme, nous pouvons utiliser le constructeur Prod(,, —), ou p; est la fonction de
projection définie par p; : (21, %2) — ;. Nous ne considérons alors que les structures pour lesquelles la
taille de la premiére composante est égale a celle de la seconde, en prenant comme taille celle de la premiére
composante. Nous utilisons également les constructeurs Prod(y, ) et Prod,, <), qui ne considérent que
les structures pour lesquelles les composantes sont de tailles différentes, en prenant comme taille celle de
la plus grande composante.

Remarque. La spécification

A— UniOTl(Al,AQ,Ag)
Al — PT“OCl(},17>)(B7 C)
A2 — PTOd(ph:)(B, C)
Az — PT“OCl(p27<)(B7 C)

revient & compter les structures définies par une spécification de la forme :
{ A— PTOd(mam,TRUE) (B7 C)

ol TRUE la condition toujours vérifiée. Nous pouvons donc traiter les fonctions taille utilisant des fonctions max,
si I'on peut trouver les fonctions de calcul des constructeurs Prod(,, -y Prodg,, -y et Prod, <.

Nous pouvons maintenant donner une spécification pour les arbres binaires dont la taille correspond
a la hauteur, déduite directement de la relation 1.10, et utilisant les constructeurs produits introduits
ci-dessus :

B — Union(F,C)

C— Union(Bl, Bz, Bg)
Bl — P?“Od(N 01

By — Prod(N
Bs — Prod(N

Cz)
,Cs)

Cy — P?“Od(ply )(B,B)
Cy — P?“Od(ply )(B,B)
Cs — P?“Od(p% )(B, B)
F—=f

f ~ Atom

N —n

n ~» Atom
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Il reste a exhiber les fonctions de calcul pour chacun des constructeurs introduits. Dans le cas du construc-
teur Prod,, -y, on obtient simplement :

(p, =) - N >N,
bip,,=) :n=mn,
9(p1,=) (n’k) = n,
i(p,=) = L.
Dans le cas du constructeur Prod,, ), on trouve:
a(p2 <) n— 0,
(p2 <y n—=n-— 1,
(P2 <) - ( ) =on,

@2,)

Le cas du constructeur Prod,, ) est symétrique.

Pour créer un programme C permettant de compter le nombre d’arbres binaires ayant une hauteur
donnée, on utilise la bibliothéque Ccombstruct présentée en 1.2.4. La variable defs permet de spécifier
les fonctions de dénombrement des constructeurs utilisés dans la spécification.

> read(Ccombstruct) ;

> defs:={Prod=ProdExtd[0,size,size-k,1,1],
ProdEqual=ProdExtd[size,size,size,1,1],
ProdLower=ProdExtd[0,size-1,size,1,1],
ProdGreater=ProdExtd[0,size-1,size,1,2]};

> spec:=subs(defs,{B = Union(F,C),
C Union(B1, B2, B3),
Bl = Prod(N,C1),

B2 = Prod(N,C2),
B3 = Prod(N,C3),
Cl = ProdEqual(B,B),

C2 = ProdGreater(B,B),
C3 = ProdLower(B,B),

F = Atom,
N = Atom});
> create_count_file(B, spec, ‘htree.c‘);

> quit;

Aprés compilation, on obtient bien la suite correspondant au nombres d’arbres binaires de hauteur n, qui
correspond & la suite M3087 du livre [49]:

% htree 0 7
[B(0)=1, B(1)=1, B(2)=3, B(3)=21, B(4)=651, B(5)=457653, B(6)=210065930571];
1.4.4.2 Arbre de taille particuliére

Nous présentons dans cet exemple 'utilisation d’une fonction taille particuliére. Soit un arbre T
binaire. On note M les noeuds internes de T et O ses feuilles. La taille de 'arbre T' est notée ch(T') et
correspond & la fonction :

ch T.g/ N | =2k (4 eh(Tg) + ch(1.a)).
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On en déduit la spécification suivante :

B — Union(F,C)

C— PrOd(ch,vrai)(Ba B)
F—=f

f ~ Epsilon

avec ch : (2,y) = 2 x (1 + z +y) et vrai la condition toujours vérifiée.
Les fonctions de dénombrement a, b et g doivent vérifier :

n=ch(k,g(n k) =24 2k+2g(n, k)

vk € [a(n), b(n)], { Z(g’f? >0

On trouve les fonctions de dénombrement suivantes:

a:n—0,
bin— 5 —1,
g:(n k)5 —k—1

En utilisant Ccombstruct, on obtient les valeurs suivantes, pour les tailles pour lesquelles il existe des
structures :

[B(0)=1, B(2)=1, B(6)=2, B(10)=1, B(14)=4, B(18)=4, B(22)=2, B(26)=6, B(30)=8,
B(34)=12, B(38)=8, B(42)=25, B(46)=4];

1.4.4.3 Chemins de Dyck

Définition 1.4.4 (Chemin)
Un chemin est une suite de points ¢ = (po, . . ., pn) du plan Z x Z. Soit deux points consécutifs p; = (2, ;)
et pit1 = (@41, Yi+1). Le couple pas(é) = (wi41 — @i, Yi+1 — yi) est appelé un pas du chemin c. Les points
po et p, sont les extrémités du chemin.

L’aire d’un chemin, notée aire(c), correspond & 'intégrale de la fonction linéaire par morceaux passant
par les points du chemin. La longueur du chemin, notée longueur(c), correspond au nombre de points
du chemin, moins un. La hauteur est donnée par 'ordonnée maximale des points du chemin.

Les chemins de Dyck correspondent aux expressions bien parenthésées :

Définition 1.4.5 (Chemin de Dyck non vide)
Un chemin de Dyck non vide est un chemin ¢ = (po, ..., pn), avec p; = (2, y;) tel que:

n>2

Yo =10

yn:()

Vi=1,...,n—1,4 >0

pas(i) = (1,1)
pas(i) = (1,-1)

Vi=0,...,n—1,| ou

Nous représentons le seul chemin de Dyck de longueur deux par a. L’ensemble des chemins de Dyck
est représenté par 2. L’ensemble des chemins construits, & partir d’un chemin de I’ensemble

en translatant les points par (1,1), puis en ajoutant deux nouveaux points extrémités est notée A
L’ensemble des chemins construits en mettant bout & bout deux chemins quelconques de 2N est noté

PAVAE T représentation schématique non ambigué des chemins de Dyck est alors de la forme:

N = AU U U
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Nous pouvons maintenant étudier les chemins de Dyck en fonction de plusieurs paramétres. Le dé-
nombrement des chemins de Dyck dont la taille correspond & la longueur du chemin conduit aux mémes
techniques que celles employées dans les exemples précédents. Il y a une infinité de chemins d’une hauteur
donnée, nous ne pouvons pas étudier ce paramétre seul. Nous choisissons naturellement dans cet exemple
de compter le nombre de chemins de Dyck ayant une aire donnée. Nous obtenons les conditions suivantes
portant sur les fonctions de longueur et d’aire:

aire(a) =1

aire(g) = aire(@) + longueur(&) +1
?ire(@(;&% = aire(&) + aire(@)

ongueur(s) =

longueur(&) = longueur(&) +2
longueur(M) = longueur(&) + longueur(@)

Le probléme de dénombrement dépend de deux paramétres, Iaire et la longueur des chemins. Nous devons
donc, pour résoudre le probléme de dénombrement, prendre en compte ces deux paramétres dans la notion
de taille des chemins. Pour cela, nous choisissons de résoudre le probléme uniquement pour des aires et
longueurs inférieures & un entier N. La taille d’un chemin est alors donnée par 1’équation :

taille(&) = longueur(&) x N + aire(@) (1.11)
On en déduit les relations:
taille(n) =2 x N +1
taille( /NN = taille(£DN) + taille(£2N)
taille(£20N) = taille(£ ) + 2.N + LMAJ +1

Une spécification des chemins de Dyck non vides dont la taille est donnée par 1’équation 1.11 est:

A— Umon(Z, Bl,Bz,Bg)
By — Prod(Z, A)

Bz — AP(Z, A)

Bg — P?“Od(BQ,A)

Z — Ap(E)

EF—e

e ~ Epsilon

avec ap 1 x> 0,b, x>, et pin € N nd [ £]4+2.N41. Le constructeur A, correspond & I'opération
A sur les chemins. Le constructeur Prod correspond & 'opération de concaténation des chemins. Le
chemin de longueur deux correspond au non terminal Z de la spécification. Il faut maintenant vérifier

que les opérations et construisent toujours des structures dont la taille est inférieure
4 N? 4+ N, pour pouvoir extraire les données concernant l’aire et la longueur. On pourra résoudre le
probléme pour des tailles n telle que:

n<N?4+N,
2.n < N2+ N,
2N4+1+n+ || <N?+N.

On note N4, la taille maximale obtenue. Prenons par exemple N = 20, il est alors possible de résoudre
le probléme pour des tailles inférieures & n,,4, = 210. En Maple, nous écrivons, en renommant concat

Popération 2 et base l'opération A:

N:=20;
ap:=x -> ‘0¢;
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bp:=x -> convert (x,string);
gp:=(n,x) -> cat(‘2%‘,convert (N,string),‘+¢, convert(x,string),
‘+(int) (¢,convert(x,string),‘/‘,convert(N,string),‘)+1¢);

spec:={A = Union(B,S),
ProdExtd[2*N+1,size- (2%N+1) ,size-k,concat] (B,4A),
Union(Z,C),

DeltaExtd[ap,bp,gp,base] (E),

= Epsilon,

DeltaExtd[ap,bp,gp,base] (A)};

QMmN WWv
1l

Dans la spécification , nous avons explicité la valuation du A (2N 4 1) en définissant le produit, ce qui
permet d’accélérer les calculs. L’expression des fonctions de dénombrement ci-dessus est faite suivant la
syntaxe du langage C, d’ou leur aspect peu accueuillant.

Aprés compilation, nous comptons le nombre de chemins de Dyck d’aire 8 et de longueur 8, puis
générons 10 structures de fagon aléatoire. La taille des structures cherchées est 8 x 20 48 = 168:

% dyck 168 10

A(168)=3;

[prod(base(E) ,base(prod(base(E) ,base(E)))),
prod(base(base(E)) ,base(base(E))),
prod(base(E) ,base(prod(base(E) ,base(E)))),
prod(base(E) ,base(prod(base(E) ,base(E)))),
prod(base(E) ,base(prod(base(E) ,base(E)))),
prod(base(base(E)) ,base(base(E))),
prod(base(base(E)) ,base(base(E))),
prod(base(base(E)) ,base(base(E))),
prod(base(base(E)) ,base(base(E))),
prod(base(prod(base(E) ,base(E))) ,base(E))];

delta(E) représente le chemin a. Ces structures sont représentés sur la figure 1.6.

Nous pouvons aller plus loin, en étudiant par exemple les ensembles de chemins de Dyck ayant une
aire donnée, et tels que la taille est inférieure & npqey (pour N = 20, aire et la longueur doivent étre
inférieurs & 10). Nous ajoutons pour cela les régles de production suivantes & la spécification :

K — Set(F)

F = Ay(4)
avec ag 1 x + 0, by : T — Nypae, et ¢ 2 = & mod N. On obtient les 6 ensembles de chemins de Dyck
d’aire 4, représentées sur la figure 1.7:

% Sdyck 4 6

K(4)=6;

{Set (delta(prod(base(E) ,base(E))),delta(base(E)) ,delta(base(E))),
Set (delta(prod(base(E) ,base(E))) ,delta(prod(base(E) ,base(E)))),
Set (delta(base(E)) ,delta(base(E)) ,delta(base(E)),delta(base(E))),
Set (delta(prod(base(E) ,prod(base(E) ,prod(base(E) ,base(E)))))),
Set (delta(prod(base(E) ,prod(base(E) ,base(E)))) ,delta(base(E))),
Set (delta(base(base(E))))}

1.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre la théorie des structures décomposables. Nous avons proposé
une implantation de la méthode de génération aléatoire de structures décomposables décrite dans [26],
qui permet, en créant des programmes écrit en langage C, de générer plus rapidement des structures de
plus grande taille que précédemment. Nous avons également abordé ’emploi de nouveaux constructeurs
qui permettent de modifier la notion de taille des structures, et nous avons présenté leur utilisation sur
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plusieurs exemples. Cette extension offre cependant potentiellement moins de puissance que les construc-
teurs initiaux. Nous ne pouvons en effet pas associer de séries génératrices aux spécifications, ce qui
empéche par exemple de connaitre le comportement asymptotique du nombre de structures en fonction
de leur taille.
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Fig. 1.6: Les trois chemins de Dyck d’aire 8 et de longueur 8.
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Fig. 1.7: Les 6 ensembles de chemins de Dyck d’aire 4.
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Chapitre 2

Méthode de rang inverse sur des
ensembles de structures décomposables

OUS PRESENTONS DANS CE CHAPITRE des techniques de rang inverse pour des ensembles de struc-
N tures décomposables décrits par des constructeurs union, produit, ensemble et cycle. Une des ap-
plications de ces techniques est la construction une & une des structures appartenant & un ensemble de
structures, étant donnée une spécification de ce dernier. Ce probléme de rang inverse est relativement
simple dans le cas de spécifications n’utilisant que des constructeurs union et produit, et conduit & des
techniques similaires & celles présentées dans le cas de la génération aléatoire au chapitre 1. Par contre,
I'utilisation des constructeurs ensemble et cycle obligent & concevoir entiérement de nouveaux algorithmes.

Le principal résultat de ce chapitre est la description d’un algorithme incrémental systématique pour
toutes les spécifications de €2 et Q. Nous introduisons pour cela la notion de forme des structures, qui
permet une approche du probléme identique quels que soient les constructeurs utilisés. Ceci permet de
décomposer le probléme de rang inverse général, portant sur les ensembles de structures, en problémes
de rang inverse plus simples portant sur des suites d’entiers aux propriétés particuliéres, pour lesquels il
existe déja des algorithmes satisfaisants. Cette démarche permet de plus de décrire de fagon plus fine les
ensembles de structures que ’on manipule. L’algorithme que nous proposons est effectivement implanté
en Maple dans le cas des spécifications de 2 et nous donnons quelques exemples d’application.

2.1 Le probléme du rang inverse

2.1.1 Deéfinition

Pour un ensemble de structures combinatoires contenant (a),, structures de taille n, il est possible de
définir une bijection entre les structures de I’ensemble et les entiers de I'intervalle [1, (a),]. Le probléme
du rang inverse consiste a construire la structure a associée a un entier k € [1, (a),], selon la bijection
choisie. k est appelé le rang de la structure a.

Définition 2.1.1 (Fonction de rang, fonction de rang inverse)
Soit £ un ensemble fini de structures de cardinalité n, ordonné par une relation d’ordre total <. Une
fonction de rang de Iensemble £ est une bijection 3 de £ dans 'intervalle [1, n] qui préserve I'ordre <:

Yavb € £,a < b= B(a) < B(b).
La fonction inverse, 871, est appelée fonction de rang inverse. .

Remarque. Tl n’est pas nécessaire de connaitre explicitement 1’ordre.

2.1.2 Arbres binaires planaires

Considérons le probléme du rang inverse dans le cas des arbres binaires, en univers non étiqueté. Ce
probléme a fait 'objet de nombreux travaux [42, 43, 56]. Soit T' un arbre binaire. Nous considérons que la

41
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taille d’un arbre binaire, notée |7'|, est donnée par son nombre de nceuds internes (on ne compte pas les
feuilles). Nous notons T'.g le sous-arbre gauche de T, et T.d le sous-arbre droit. Nous considérons ’ordre
suivant sur les arbres:

Définition 2.1.2 (ordre A <4)
On a T <4 1" suivant 'ordre A si:

T < |T"]
Tg<aT'yg
T =T A ou

Tg=T gANT.d=<4T".d

On note (b),, le nombre d’arbres binaires de taille n. En univers non étiqueté nous avons, d’aprés la

formule de Catalan, (b), = n+-1<2:) Le nombre d’arbres binaires peut s’écrire également :
(0), =1, .
(b)n = Z (b)z x (b)n—l—i'
i=0
On note (b),, ; le terme Z‘Zzo (b); x (b),,_,_,- Par convention on prend (b), _; = 0. Un algorithme de

rang inverse des arbres binaires, suivant ’ordre A, consiste & chercher tout d’abord la taille que doit avoir
le sous-arbre gauche de ’arbre & construire, sachant que, pour deux arbres de méme taille, I’arbre dont
la taille du sous-arbre gauche est la plus petite aura le plus petit rang. Ceci détermine le plus petit rang
k’ des arbres dont le sous-arbre gauche est de taille j. On cherche ensuite, en fonction de k, le rang k.g
parmi les arbres de taille j, qui correspond au rang du sous-arbre gauche & construire, et le rang k.d
parmi les arbres de taille n — j pour le sous-arbre droit, qui respectent 'ordre A.

Algorithme

— Données : un entier n et un entier k € [1, (),,]

— Résultat : I’arbre binaire de taille n et de rang k, suivant 'ordre A. Les feuilles de ’arbre sont notées
O, les neeuds internes M.

FUNCTION rang_inverse(k: INTEGER, n: INTEGER)
1F n =0 THEN
RETURN (O}
ELSE
LET j sucH THAT (b), . , <k <(b)
k':Ik—(b)nd_1 -1
k.g:=1+ Lk'/(b)n_]J :
k.d:=1+ k" mod (b)n_] :
T.g:=rang_inverse(k.g,7);
T.d:=rang_inverse(k.d,n—7);
|

YR )
Ty Td

0< 5 < n—1;

n,37?

RETURN

END_IF;
END_FUNCTION

Remarque. 1l existe d’autres algorithmes de rang inverse pour les arbres binaires, qui respectent d’autres ordres.
On peut citer par exemple 'ordre B, qui est défini comme suit. On a T' <5 T’ suivant le B-ordre si :

T] =0 A|T"] £0
on Tg=<sT.g
[T|£0V|T'|=0A| ou

Tg=T gAT.d=<pT'.d
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2.1.3 Structures décomposables

Pour résoudre le probléme de rang inverse dans le cas des structures décomposables, on peut étre
tenté, dans un premier temps, d’utiliser les mémes techniques que celles présentées au chapitre précédent.
On associe tout d’abord a la spécification sa spécification standard. Ensuite, au lieu de choisir un nombre
aléatoire pour déterminer la taille des composantes de la structure, comme on le fait le cas de la génération
aléatoire uniforme, on détermine le rang des composantes en fonction du rang de la structure & construire.
Cette méthode est d’ailleurs implantée dans Ccombstruct, dans le cas de spécifications n’utilisant que
des constructeurs Prod et Unton. Malheureusement, dans le cas d’une spécification standard utilisant
le constructeur ©~', on ne peut pas calculer le rang de la composante, étant donné que ’on ne sait
pas quel terminal il convient de marquer. Résoudre ce probléme revient alors & construire au préalable
I’ensemble de toutes les structures de taille n de la composante, et résoudre le probléme de rang inverse
sur cet ensemble. Les constructeurs Set et C'ycle conduisant & I'utilisation du constructeur @1, ceci nous
conduit & employer d’autres techniques.

2.2 Formes

Nous introduisons maintenant la notion de forme. Dans ’algorithme de rang inverse sur les arbres
binaires présenté au début de ce chapitre, la premiére étape consiste a déterminer la taille du sous-arbre
gauche en fonction du rang de ’arbre. L’introduction des formes est destinée a rendre systématique cette
premiére étape de l'algorithme, pour chacun des constructeurs d’une spécification.

2.2.1 Deéfinitions

Définition 2.2.1 (Forme d’une structure)

La forme d’une structure est un couple (®, L), ott ® est un constructeur et L une séquence de couples
(N1,n1),...,(Ns,ns), oit les Nq,..., N, sont des non terminaux, et les n;,i = 1,..., s des entiers. N; est
appelé ’ensemble de structures de la j¢ composante de la forme, et n; la taille de la j¢ composante. .

Définition 2.2.2 (Appartenance d’une structure & une forme)
Une structure o appartient & une forme &, (N1, n1), ..., (Ns, ng), si et seulement sl existe une écriture
de la structure o sous la forme ¢(of, ..., 0.), telle que:

Vi€ [1,s],|0f| = nj et of € Nj.

Ezemple. Sia € A, avec |a| = 1, et b € B, avec |b| = 2, la structure o = cycle(a, a, b) appartient & la forme
(Cycle, (B,2),(A,1), (A, 1)). On peut en effet écrire la structure o sous la forme o = cycle(b, a, a). .

Notation. Dans le cas du constructeur Set, nous utiliserons deux notations différentes selon les cas. Nous
notons:

S = (Set, (A,ir,m1), ..., (A, i, my)),

qui correspond & la forme S = (Set, (A4,41),..., (A4, 41),..., (A, i), ..., (A4,1)). i; est appelé le j¢ opérande

ma ms
de la forme de multiplicité m;. .

2.2.2 Enumeération de formes

Nous employons le terme comptage pour désigner I'action qui consiste & compter le nombre de struc-
tures ou des formes, et le terme énumération pour ’action qui consiste & exhiber une & une des structures
ou des formes.

Définition 2.2.3 (Enumeération des formes de taille n)
Soit A un non terminal d’une spécification vérifiant A — ®(By, ..., B;). Une énumération de formes est
une séquence de I formes F = (f(i))/_,. Une énumération de forme est valide, si pour toute structure a
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de taille n appartenant & A, il existe un unique ¢ € [1, I] tel que a appartient & la forme f(7). ¢ est appelé
le rang de la forme dans I’énumération F. .

Les fonctions permettant de construire une énumération valide F = (f(7))/_, sont:

— la fonction premier_forme, qui retourne la premiére forme f(1) de I’énumération F. Si aucune
forme n’existe, la fonction retourne nil:

FUNCTION premier_forme(A: nonterminal, n: INTEGER) : forme

— la fonction suivant_forme qui retourne, étant donnée une forme f(7) de F, la forme de rang suivant
f(i 4 1). S’ n’existe pas de forme de rang suivant, nil est retourné:

FUNCTION suivant_forme(f: forme) : forme

Deux formes f; et fo d’une énumération de formes sont ordonnées suivant leur rang dans I’énumération.
Nous noterons f; < fs si le rang de la forme f; est inférieur a celui de f> dans ’énumération de formes.

Par la suite, nous supposons qu’il est possible d’associer & chaque forme des informations supplé-
mentaires, spécifiques au type de forme. Par exemple, nous pouvons ajouter 'information qui corres-
pond au rang de la forme dans I’énumération. Si f est la i¢ forme de 1’énumération, nous noterons
Jf[rang_forme=i].Un appel 4 la fonction suivant_forme(f) retournera une forme f’ [rang_forme=i+1].
Nous noterons alors rang_forme(f), la fonction de cotit unitaire donnant la valeur du champ rang_forme
d’une forme f. Pour alléger les notations, les informations des formes ne seront explicitées que quand cela
est nécessaire.

Nous décrivons maintenant les fonctions d’énumération de formes pour chaque constructeur. Dans la
suite, un appel a la fonction premier_forme(A), oti A est un non terminal vérifiant A — ®(By, ..., B;),
correspond & un appel & la fonction premier_forme_®(A). De méme, nous faisons correspondre un
appel a la fonction premier_forme(f), ou f est une forme vérifant f = (®,...) , & celui de la fonction
suivant_forme_®(f).

2.2.2.1 Enumération des formes Union

Proposition 2.2.4 (Enumération de formes Union)
Les fonctions suivantes permettent de construtre une énumération de formes valide pour les régles de
production de la forme A — Union(By, ..., B;):

FUNCTION premier_forme_union(A: nonterminal, n: INTEGER) : forme
RETURN (Union, (B1,n))[rang_forme=1,operandes=(B,..., B:)];
END_FUNCTION;

FUNCTION suivant_forme_union(f: forme) : forme

(Union, (B',n)):=f;

(Bi1,...,Bs):=operandes(f);

1:=rang_forme (f);

IF 1>>$ THEN RETURN nil; END_IF;

RETURN (Union, (Biy1,n))[rang_forme=i+1,operandes=(By,..., B:)];
END_FUNCTION;

Proposition 2.2.5
Le cotit en temps d’un appel a la fonction suivant_forme_union pour une forme d’arité s est unitaire. .

Démonstration. Nous supposons ici que la détermination de s est unitaire, et ’algorithme est sans boucle.

O
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2.2.2.2 Enumération des formes Prod

Le principe de ’algorithme d’énumération des formes Prod de taille n et d’arité s consiste & construire
les compositions de 'entier n en s parties. Une composition de n en s parties est une représentation de
I’entier n sous forme de somme de s entiers positifs. Deux compositions sont différentes si 'ordre des
sommants différe :

n=ry+ra+---+r
r; >0,i=1,...s.

Ilya (""'2_1) compositions de n en s parties. A partir d’une composition n = 71 + - - - + r,, pour une
régle de production de la forme A — Prod(By, ..., Bs), on construit la forme Prod, (By,7r1), ..., (Bs,s).
L’entier r; dans la composition n = r{ 4+ 73 + - - - + 5 indique la taille de la ¢ composante des structures
de la forme. De méme, deux structures construites avec le constructeur Prod d’arité s différent s’il existe
un entier ¢ € [1, s], tel que les 7€ composantes des deux structures n’ont pas la méme taille. Une structure
est donc dans une seule des formes produites. De plus, comme nous construisons toutes les compositions
de n en s parties, chaque structure de taille n construite avec un constructeur Prod d’arité s est dans
une des formes, et I’énumeération est valide.

Nous ramenons le probléme de I’énumération des formes dans le cas du constructeur Prod d’arité s a
celui consistant & trouver toutes les compositions d’un entier n en s parties. Nous appliquons I’algorithme
NEXCOM proposé par A. Nijenhuis and H. S. Wilf ([41], chapitre 5).

Proposition 2.2.6 (Enumération de Prod)
Les fonctions sutvantes permettent de construire une énumération de forme wvalide pour les régles de
production de la forme A — Prod(By,...,B;).

FUNCTION premier_forme_prod(A: nonterminal, n: INTEGER) : forme
RETURN (Prod,(Bi,n),(B2,0),...,(B:,0));

END_FUNCTION

FUNCTION suivant_forme_prod(f: forme) : forme

(Prod,(Bi,n1),...,(Bs,ns)):i=f;

IF N = n THEN RETURN nil; END_IF;

h:=1;

WHILE ny = 0 Do

h:=h+1;

END_WHILE;

t:=np; np:=0; ni:=t—1; npp1:=npp1 +1;

RETURN (Prod,(Bi,ni1),...,(Besns))s
END_FUNCTION;

L’algorithme proposé consiste & construire les compositions de n en s parties, suivant ’ordre lexico-
graphique inverse (de la droite vers la gauche, sur I'alphabet des entiers de 1 & n). Soient deux formes f
et g de la forme:

f = (P?”Od, (Blaql)a .. 'a(BsaQS))
g = (Prod, (B1,7r1),...,(Bs,rs))

On a f < g si et seulement si:

gr—1 < Tt—1
r=q,t=1%,...,8
FEremple. Pour n = 2 et s—=4, on a:
(2,0,0,0) < (1,1,0,0) < (0,2,0,0) < (1,0,1,0) < (0,1,1,0) <
(0,0,2,0) < (1,0,0,1) < (0,1,0,1) < (0,0,1,1) < (0,0,0,2)
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Proposition 2.2.7
Le coat total des appels pour énumérer les N(n,s) = (""'2_1) formes Prod de taille n et d’arité s est en
O(N(n,s)). Le cotit moyen asymptotique d’un appel & la fonction suivant_forme_prod est constant. .

Démonstration. On note ng le nombre de compositions de n en s parties commencgant par au moins k
7€ros :

—k) -1
ng = Card{(0,...,0,ry,...,rs_)} = (n—i—(s ) )
S—— n
k

Le nombre de compositions de n en s parties commencant par exactement k zéros est donné par ng —ng41.
Le test de la boucle wHILE est effectuée k + 1 fois pour des compositions se terminant par exactement k
zéros. Le cotit total de ’algorithme est donc:

s—1 s—1 s s—1 n—l—s—l n4+s n4+s
Sk 1) k) = 30 e =Sk = S ( ’ )n+1 (n,5) 2%

2.2.2.3 Enumeération des formes Set

Le principe de Palgorithme proposé pour I’énumération des formes Set de taille n consiste & construire
les partitions de ’entier n. Une partition de n est une représentation de I’entier n sous forme de somme
de s entiers positifs:

s €N,
n=ry+ra+---+7r,
rp>ry >y > 1li=1... s

Le probléme de I’énumération des formes Set est ramené a celui de 1’énumération des partitions de
I’entier n. Les fonctions proposées correspondent & I’algorithme NEXPART proposé par A. Nijenhuis et H.

S. Wilf ([41], chapitre 9).

Proposition 2.2.8 (Enumération de Set)
Les fonctions sutvantes permettent de construire une énumération de forme valide pour les régles de
production de la forme A — Set(B) :

FUNCTION premier_forme_set (A: nonterminal, n: INTEGER) : forme
RETURN (Set,(B,n,1))[taille_forme=n];
END_FUNCTION;

FUNCTION suivant_forme_set(f: forme) : forme
(Set, (B,ny,m1),...,(Bs,ns,my)):=f;
n:=taille_forme(f);

IF M =n THEN RETURN nil; END_IF;
d:=s;
IF ng =1 THEN
o:=maq—+1; di=d—1;
ELSE
o:=1;
END_IF;
g:=nqg — 1;
IF mq#1 THEN
mq:=mq— 1; d:=d+1;
END_IF;
na:=g; md:=1—|—L%J; s:=0 mod g;
IF s#0 THEN
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d:=d+1; ng:=s8; mq:=1;
END_IF;
RETURN (Set, (B,n1,m1),...,(B,n4, mq))[taille_forme=n];;
END_FUNCTION;

Soient deux formes f et g de la forme:

f = (S@t, (Baql)a .. 'a(BaQS))aQ1
g = (Set, (B,r1),...,(B,r)),

(AVANAV/

On a f < g si et seulement si, pour un entier & > 0:

Qk+1 > Tkl
qi:ﬂ,izl,...,k’

FEremple. Pour n =6, on a:

(6) < (5,1) < (4,2) < (4,1,1) < (3,3) < (3,2, 1) < (3,1,1,1)
<(2,2,2) < (2,2,1,1) < (2,1,1,1,1) < (1,1,1,1,1,1)

Proposition 2.2.9
Le codt d’un appel a la fonction suivant_forme_set pour une forme quelconque est constant. .

Démonstration. L’algorithme est sans boucle. |

Remarque. Nous avons supposé que les composantes des structures construites a 1’aide du constructeur Set ne
pouvaient pas étre de taille nulle. En effet, une composante de taille nulle permettrait de construire un nombre
infini de structures dans I’ensemble. Par contre, quand le nombre de composantes est borné, il faut prendre en
compte les composantes de taille nulle comme nous le verrons au point 2.4.1.

2.2.2.4 Enumération des formes Cycle

Le principe de I'algorithme proposé pour I’énumération des formes C'ycle s’appuie sur le principe de
cycle représentant. L’idée consiste & choisir une unique représentation pour les cycles. Nous choisissons
pour cela 'ordre lexicographique inverse pour un alphabet formé de couples d’entier :

Définition 2.2.10 (C'ycle représentant)
Soit une suite de s couples d’entiers ¢; = (n1, k1), ..., ¢s = (ns, ks). Nous dirons que la suite est un eycle
représentant si la propriété suivante est vérifiée pour tout ¢ € [1,s — 1]:

Su, tel que { Ci = Cl1t(i4t mods)),i=1,... u (2.1)
Clus+1) = C(1+(us+14+t mod s5))

ot (a,b) = (¢, d) si et seulement si a = ¢ Ab=d, et (a,b) > (¢, b) siet seulement si a > cV(a=cAb>d).

Une structure o = cycle(o1,...,05) est le représentant de toutes les structures cycles égales & o (par

décalage cyclique des composantes), si la propriété (2.1) est vérifiée pour les couples formés par les tailles

et les rangs des composantes de la structure. .

Ceci revient a choisir une écriture particuliére unique pour toutes les structures cycle 1dentiques.
L’écriture choisie pour un cycle est celle suivant 'ordre anti-lexicographique sur la taille des composantes.

Pour I’énumération des formes C'ycle, nous ne considérons que les formes contenant des cycles repré-
sentants, ce qui permet d’assurer que les structures construites a ’aide d’un constructeur C'yele n’appar-
tiennent pas a plusieurs formes. La condition pour un cycle d’étre représentant ou non dépend de la taille
de ses composantes. On peut donc en déduire qu'une forme Cycle contient potentiellement des cycles
représentants, ou uniquement des cycles non représentants. Nous supposons que nous disposons d’une
fonction permettant de tester si la propriété 2.1 est vérifiée :

FUNCTION est_representant_cycle((ci,...,cs)) : BDOLEAN
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Nous ne présentons ici qu'une méthode naive et trés coiiteuse pour I’énumération des formes C'ycle.
Il en existe certainement de meilleures. Elle consiste, pour une forme de taille n, & énumeérer toutes les
compositions bornées de I’entier n en s parties (comme dans le cas des formes Prod), et & ne retenir que
les compositions qui correspondent & des cycles représentants, et ce pour tout s de 1 & n. L’algorithme
se déduit directement des formes produit, et nous ne le détaillons pas.

FEremple. Pour n =6 on a:

(6) < (4,1) < (5,1) <(4,2) < (3,3) < (4,1, 1) <(3,2,1) < (3,1,2) < (2,2,2)
<(3,1,1,1) < (2,2,1,1) < (2,1,2,1) < (2,1,1,1,1) < (1,1,1,1,1,1)

2.2.2.5 Ordre sur les structures

emarque. L’ordre sur les structures construites dépend de I'ordre choisi lors de I’énumération des formes.
R L’ord les struct truites d d de l'ordre choisi lors de I’ tion des f
épend non seulement des structures, mais aussi de la spécification utilisée pour les décrire. Deux
Il d d 1 t des struct , de 1 ficat til les d D
spécifications équivalentes, au sens ol chacune construit le méme ensemble de structures, ne déterminent
pas forcément le méme ordre sur les structures. Cela tient au fait de I'utilisation du constructeur Union
pour lequel 'ordre des opérandes est indifférent. Pour obtenir un ordre indépendant de la spécification,
on peut définir un ordre arbitraire sur les non terminaux dans le cas du constructeur Union. .

2.2.3 Comptage des structures dans une forme

Nous nous intéressons maintenant au probléme qui consiste & savoir combien il existe de structures
dans chaque forme. La fonction calculant le nombre de structures dans une forme f, selon les formules
ci-dessus, est notée :

FUNCTION compte_forme(f: forme) : INTEGER

Pour les formes autres que les formes C'ycle, nous avons des formules explicites de calcul du nombre de
structures dans une forme, différentes selon 'univers dans lequel on se place.

2.2.3.1 Univers non étiqueté

Proposition 2.2.11 (Nombre de structures dans une forme)
Le nombre de structures qui appartiennent a une forme en univers non étiqueté est donné par les relations
sutvantes :

f = (Union, (A, n))
(f)n = (a)n
f=(Prod,(A1,n1),...,(As,ns))

5

(f)n = H (ak)nk

k=1
fF=(Set, (A ny,my),...,(A ns,ms))

e =11 (mk + 0, 1)

En guise d’exemple, nous pouvons considérer la spécification suivante :

A = Prod(a, B)
B — Set(A)

a ~ Atom
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On a alors:

(a)l = 1’ (a)z = 1’ (a)S = 2’ (a)4 = 4.

Les formes des structures de taille 4 associées au non terminal B et les structures qu’elles contiennent

sont résumées dans le tableau suivant :
Forme  Structures dans la forme

Set
Set
Set
Set

Prod
Prod
Prod
Prod

a, Set(Prod
a, Set(Prod
a, Set(Prod
a, Set(Prod

a, Set(Prod(a, Set(Prod(a, Epsilon))))))))

a, Set(Prod(a, Epsilon), Prod(a, Epsilon)))))) (1+(a)4_1)
a, Set(Prod(a, Epsilon))), Prod(a, Epsilon))))

a, Epsilon), Prod(a, Epsilon), Prod(a, Epsilon))))

(Set, (A4,4,1))

AA/_\/_\
Pangsangiangsmg
Pangsangiangsmg

(Set, (A,3,1), (4,1,1) Set(Prod(a, Set(Prod(a, Set(Prod(a, Epsilon))))), Prod(a, Epstlon)) ) } (1+(a1)3_1)(1+(a)1_1)

Set(Prod(a, Set(Prod(a, Epsilon), Prod(a, Epsilon))), Prod(a, Epsilon 1

(Set, (4,2,2)) Set(Prod(a, Set(Prod(a, Epsilon))), Prod(a, Set(Prod(a, Epsilon)))) } (2+(a2)2_1)

(Set, (4,2,1)(A4,1,2)) Set(Prod(a, Set(Prod(a, Epsilon))), Prod(a, Epsilon), Prod(a, Epsilon)) } (1+(a)2_1) (2+(a) 1_1)

(Set, (A4,1,4)) Set(Prod(a, Epsilon), Prod(a, Epsilon), Prod(a, Epsilon), Prod(a, Epsilon)) } (4+(a)1_1)

2.2.3.2 Univers étiqueté

Définition 2.2.12 (Coefficient multinomial)
Le coefficient multinomial correspond au nombre de réétiquetages compatibles avec 'ordre initial entre
k objets de tailles respectives ny,...,ng. Il est noté:

<n1+"'+nk) (44 ng)!

ni,...,Ng nyl. . ng!

Considérons I’exemple suivant d’une structure de taille deux étiquetée par (1,2), et d’une structure
de taille 1 étiquetée par (1). Le nombre de réétiquetages compatibles entre les deux structures est trois:

Proposition 2.2.13 (Nombre de structures dans une forme)
Le nombre de structures qui appartiennent a une forme en uniwvers étiqueté est donné par les relations
sutvantes :
f = (Union, (A, n))
(N)n = (a),
f=(Prod,(A1,n1),..., (A5, n5))
s
ni+---+n
= L.,

ny,...,Ng

f= (Set,(A,nl,ml),...,lE ,s
(= (M G0y,

nimy,...,NsMng
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2.2.3.3 Formes Cycle

Dans le cas des formes cycles, nous utilisons 14 encore un algorithme cotiteux mais simple, utilisable
en univers étiqueté ou non. Son principe revient en fait & résoudre le probléme de rang inverse dans le cas
du produit, en utilisant la fonction calcul_parties qui sera présentée et expliquée plus loin. Pour cela,
on calcule le rang k; de chaque composante, comme si la forme était une forme produit. On ne retient
ensuite que les structures qui correspondent & des cycles représentants, c’est-a-dire les structures telles
que la suite ((k1,n1),..., (ks,ns)) vérifie la propriété (2.1).

FUNCTION compte_forme_cycle(f: forme): INTEGER
Cycle, (B,n1),...,(B,ns):=f;
n:=taille_forme(f);
if n=0 then

RETURN O;

else

pi=llic, (0),, 3

c:=0:

FOR k FROM 1 TO p DO
(klp..,ks):=ca1cu1_parties(k,(bﬂnl,.”,(bs)ns);
if est_representant_cycle(((ki,n1),...,(ks,ns))) then

c:=ct+1;
END_IF
END_FOR;
RETURN C:
END_IF;
end:

Remarque. 11 est possible de faire mieux :
— en univers étiqueté : compter les cycles revient a considérer le cycle comme étant une séquence,

— en univers non étiqueté : on peut décomposer les cycles en cycles primitifs [25].

2.3 Algorithme de comptage de structures

Nous pouvons maintenant écrire une fonction permettant de compter le nombre (a),, de structures
de taille n d’un ensemble de structures associé & un non terminal A d’une spécification. Cette fonction
utilise les fonctions premier_forme et suivant_forme présentées page 44 :

FUNCTION compte_structures(A: nonterminal, n: INTEGER) : INTEGER
IF A — a, a~FEpsilon THEN
iF n =0 THEN RETURN 1; ELSE RETURN O; END_IF;
IF A — a, a~Atom THEN
IF n = 1 THEN RETURN 1; ELSE RETURN O; END_IF;

ELSE_IF
f:=premier_forme(A,n);
compteys:=0;

WHILE f #nil po
compte s :=compte j+compte_forme (f) ;
f:=suivant_forme (f);
END_WHILE;
RETURN comptes;
END_IF
END_FUNCTION;

2.4 Conditions supplémentaires sur les structures

La fonction de calcul du nombre de structures utilisant les formes fait double emploi avec celle présentée
au chapitre précédent, et est en pratique de cofit en temps légérement supérieur. Elle permet cependant
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de décomposer davantage le calcul, ce qui permet d’introduire de nouvelles conditions plus précises pour
décrire les ensembles de structures.

2.4.1 Arité des multi-constructeurs

Il est possible d’ajouter des conditions d’arité des structures des ensembles décrits par des multi-
constructeurs, comme cela a déja été fait au chapitre précédent. On écrira par exemple A — Set(B, card <
5) pour indiquer que les structures de A doivent étre de la forme set(o1, ..., 05), avec s < 5. Les fonctions
d’énumération des formes s’étendent simplement pour tenir compte de ces contraintes. Par exemple, dans
le cas des formes Set, si ’arité des structures est bornée par un entier &, on ajoute les formes dont les
composantes sont de taille nulle, et on « saute » les formes dont la condition d’arité n’est pas vérifiée. Par
rapport au chapitre précédent, les contraintes peuvent étre plus précises: on peut par exemple demander
a ce que le nombre de composantes soit un nombre pair ou un nombre premier. Ces extensions sont
naturelles une fois les formes introduites, mais techniques. Nous ne les détaillons pas.

2.4.2 Taille des composantes

Il est possible d’ajouter des conditions supplémentaires aux constructeurs utilisés dans les régles de
production des spécifications:

A= ®g](By,...,Bs)

ol ¢ est une fonction de paramétre une forme du constructeur ® et a valeur booléenne.

Les fonctions d’énumeération des formes du constructeur ® sont modifiées, en ajoutant un champ
d’information fcond=g & chaque forme. La fonction de comptage des structures est également modifiée
pour ne prendre en compte, pendant la phase de comptage, que les formes f du constructeur ® pour
lesquelles g(f) est vrai:

FUNCTION compte_structures(A: nonterminal, n: INTEGER) : INTEGER
IF A — a THEN
ERROR("");
ELSE
f:=premier_forme(A,n);
compteys:=0;
WHILE f #nil po
g:=fcond(f);
1F g(f) THEN
compte s :=compte j+compte_forme(f) ;
END_IF;
f:=suivant_forme (f);
END_WHILE;
RETURN comptes;
END_IF;
END_FUNCTION;

Eremple. Nous pouvons définir une fonction ma_condition qui retourne vrai si et seulement si les com-
posantes d’une forme sont de taille un nombre premier ou de taille inférieure & un:

FUNCTION ma_condition(f: forme) : BOOLEAN
(constructeur,(Bi,n1),...,(Bs,ns)):=f;
bo:=TRUE;
1:=1;

WHILE bo anD 1<s DO
bo:=est_premier(n;) or n;<1;
1:=1+1;

END_WHILE;

RETURN bo;

END_FUNCTION;
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Nous pouvons maintenant considérer I’ensemble des arbres binaires dont les sous-arbres sont tous des
feuilles ou de taille un nombre premier :

A = Union(F, B)

B — Prod[ma_condition](N, A, A)
N —n

r—f

n ~ Atom

f ~ Atom

2.5 Rang inverse d’une forme

Le probléme du rang inverse général d’un ensemble de structures est ramené & un probléme plus
simple, celul du rang inverse d’une forme ; par analogie avec le cas général, il est possible de définir une
bijection entre les structures de taille n appartenant & une forme f et les entiers de I'intervalle [1...(f),].
L’entier k; associé & une structure s de la forme f est appelé le sous-rang de la structure s dans la forme
I

Pour déterminer & quelle forme une structure s de rang k appartient, et quel est son sous-rang dans
cette forme, nous pouvons appliquer 'algorithme suivant, qui utilise les fonctions premier_forme et
suivant_forme présentées page 44 :

Algorithme

— Données : un non terminal A, un entier k et un entier n,

— Résultat : 1la forme f qui contient la structure de taille n et de rang k& dans ’ensemble de structures
associé au non terminal A, le sous-rang k; de la structure dans cette forme, et le nombre compte;
de structures dans cette forme.

FUNCTION cherche_forme(k: INTEGER, A: nonterminal, n: INTEGER) : (INTEGER, forme)
f:=premier_forme(A,n);
comptes:=compte_forme (f);
kyi=k;

WHILE compte; < k; po
ky:=kj-comptey;
f:=suivant_forme(f);
comptes:=compte_forme (f);

END_WHILE;

RETURN (ky, f,compte_f);

FUNCTION;

Proposition 2.5.1

Dans le cas d’une distribution uniforme des structures dans les formes, le cotit moyen en temps d’un appel
@ la fonction cherche_forme est O(Ny (A, n)s), ot Nt(A, n) est le nombre de formes de taille n du non
terminal A, s leur arité. Le cott d’un appel a la fonction cherche forme, pour k = 1 et une distribution
uniforme des structures dans les formes est en O(s).

Démonstration. Soit T'(n) le colit moyen d’un appel & cherche_forme pour des structures de taille n.

On a:

Ny (n) (Cl)
(a),T(n) = ko O(s) -
] N—— Nf (n)
compte_forme e —’

nombre de structures
dans la k€ forme
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1 N¢(n)
T(n) = 0(s) N ) k
= 0(s) fQ(”)

O

Nous nous proposons de résoudre récursivement le probléme du rang inverse d’une forme. Pour
construire la structure de sous-rang k; dans la forme f, nous déterminons les rangs de ses composantes
directes. Nous cherchons donc & définir une fonction de la forme:

FUNCTION calcul_rangs_operandes(k;: INTEGER, f: forme) : (INTEGER,...,INTEGER)

Le calcul des rangs des composantes différe selon le type de constructeur considéré et 1'univers
dans lequel nous nous plagons. Nous définissons donc des fonctions calcul_rangs_operandes_prod,
calcul_rangs_operandes_set etc., spécifiques a chaque constructeur, qui seront appelées par la fonc-
tion calcul_rangs_operandes en fonction du constructeur de la forme f manipulée.

2.5.1 Univers non étiqueté
2.5.1.1 Formes Union

Regardons tout d’abord le cas le plus simple, celui des formes du constructeur Union, pour lesquelles
il n’y a qu’une seule composante. Le rang de la composante est le méme que le sous-rang dans la forme.

FUNCTION calcul_rangs_operandes_union(k;: INTEGER, f: forme) : (INTEGER)
RETURN (k¢);
END_FUNCTION;

2.5.1.2 Formes Prod

Il est possible de calculer directement les rangs des composantes des formes Prod. Trouver les rangs des
composantes d’'une forme produit (Prod, (B1,n1),...,(Bs,ns)) revient & résoudre un nouveau probléme
de rang inverse, mais portant sur toutes les suites d’entiers de la forme:

(ri,...,75)
avec 1 <r; < (b)), ,i=1

no yeuy S

Iy aJ];_; (b;), suites ainsi définies, et nous définissons 'ordre suivant sur ces suites:
= :

. i = ¢t < U
1o Tm) < (g1, si =
(o) < ) s {0
Le probléme consiste, étant donné un entier k € [1,]]i_, (bi),,,], & trouver la suite d’entiers (ry, ..., 7;)

correspondant & la k€ suite suivant l'ordre défini. La solution (r1,r2) du probléme pour s = 2 et deux
entiers quelconques ny et ny est:

k-1
=l [(bl)mJ (2.2)

rp=14+(k—1) mod (bl)n1
En généralisant au cas s > 2, on obtient, en appliquant le méme principe, la fonction de calcul des
rangs des composantes calcul_parties, définie par:

FUNCTION calcul_parties(k;: INTEGER, ¢1,...,ts : INTEGER):(INTEGER,..., INTEGER)
ri=kg;
FOR ¢ FROM 1 TO s-1 DO
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ki:=14(r —1) mod t;;

r:=1+4 L(Tt_ll)J;
END_FOR;
kei=r;
RETURN (k1,...,k.);

END_FUNCTION

Cette fonction sera utilisée également dans le calcul des rangs des composantes pour les autres types de
forme. La fonction pour le cas du produit est simplement :

FUNCTION calcul_rangs_operandes_prod(k;: INTEGER, f: forme) : (INTEGER,...,INTEGER)
(Prod, (A1, n1),...,(Asq,n:)):=f;
RETURN calcul_parties(ky,(a1), ,...,(a), );

END_FUNCTION

2.5.1.3 Formes Set

Avant de résoudre le probléme complet pour les formes Set, regardons tout d’abord le cas des formes
Set dont toutes les composantes ont la méme taille. Trouver les rangs des composantes d’une telle forme
Set, (A, n,m) revient & s’intéresser au probléme de rang inverse sur les suites d’entiers, de longueur m
vérifiant la propriété suivante :

(k1, ... km)
1<k <hs <o <k < (a),,

IlyaN(m,(a),)= ((a)n;;m_l) suites ainsi définies, et nous définissons I’ordre lexicographique sur celles-
ci:

(rla"'arWJ *((qla"'aQWﬁ
7= ¢, <u (2.3)
Tu+1 < Gu+1

rouver (ki,..., km) correspondant a

Le probléme consiste, étant donné un entier k € [1, N(m, (a),,) t
(a),, et m valent 3, on obtient :

], a
la k¢ suite d’entiers suivant l’ordre défini. Regardons le cas ol ¢ =

N(m—1,4) = (4739

m—1

N(m—1,t—1)= ("T"7?)

m—1

[ NG N N R e
QW NN WN N = =
QW W N W WN WN

3 JN(m—1,t-2)= ("""

Soit t = (a),,. L’algorithme proposé consiste a chercher ’entier ¢ minimal tel que & < Z}:o N(m-1,t—
J), qui correspond alors au terme &y de la suite cherchée. Ensuite, on appelle récursivement ’algorithme
pour déterminer la suite de longueur m — 1 dont les composantes sont de taille inférieure & ¢ — ¢, de rang
k— Z;;E N(m —1,t — j). On ajoute ensuite 'entier ¢ aux éléments de la suite obtenue aprés 'appel
récursif, pour assurer que les termes ks, ..., k,, soient bien supérieurs & i. Cela conduit a D'algorithme
suivant pour le calcul des rangs des composantes des formes Set ayant m composantes de taille inférieure
at:

FUNCTION calcul_rangs_operandes_A(k: INTEGER, ¢: INTEGER, m: INTEGER) : (INTEGER,...,INTEGER)
IF m = 1 THEN
RETURN (k);
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ELSE
1:=0;
bim(m);
kp:=k;
WHILE kp > b DO
1:=t4+1;
kp:=kp —b;
b= (A
END_WHILE
ki:=t+1;
(k2,...,km):=calcul _rangs_operandes_A(kp,t-i,m-1);
RETURN (k1,74 k2,...,0 4+ km);
END_IF;
END_FUNGTION

Nous pouvons vérifier que nous obtenons le résultat cherché pour ¢ = 3 et m = 3:

> seq(calcul_rangs_operandes_delta(i,3,3),i=1..10);
[+, 1, 11, [1, 1, 21, [1, 1, 31, [1, 2, 21, [1, 2, 31, [1, 3, 31, [2, 2, 2],
[2, 2, 31, [2, 3, 3], [3, 3, 3]

Nous pouvons maintenant traiter le cas des formes Set quelconques. Nous avons la relation suivante
dans le cas d’une forme f = (Set, (A, ny,my),..., (A, ns,mg)):

(F)n = HA(A, ni,m;)

avec A(A, n,m) = (m (@), - 1)

m

Le terme A(A, n;, m;) correspond & la contribution des m; structures de taille n;. Nous pouvons considérer
les m; structures de taille n; comme un seul et méme ensemble de structures de taille n;m;, contenant
A(A, n;, m;) structures. On cherche alors les rangs (k1, . . ., k;) des composantes d’un ensemble dont toutes
les composantes sont différentes. Ceci revient a traiter le méme probléme que dans le cas des formes Prod.
La valeur k; obtenue correspond ensuite au rang dans la forme Set ayant m; composantes de méme taille
n;, et on applique alors I’algorithme calcul_rangs_operandes_A. On en déduit ’algorithme de calcul
suivant pour le rang des composantes des formes Set :

FUNCTION calcul_rangs_operandes_set(k;: INTEGER, f: forme) : (INTEGER,...,INTEGER)
(Set, (A, ni,my),...,(An.,me)):=f;
(k1,...,ks):=calcul _parties(ks,A(A,n1,m1),...,A(A ne,ms))s
FOR ¢ FROM 1 TO s DO

(kUJ)M..,k(Lmlﬂ:=calcul_rangs_operandes_l&(k“(a)nl,nu);
END_FOR;
RETURN (k(l,l) g ooy k(l,m1)7 ey k(s,1)7 ey k(s,ms));

END_FUNCTION

2.5.1.4 Formes Cycle

Nous appliquons le méme principe que celui présenté lors du comptage et du calcul des sous-rangs
des formes C'ycle, & savoir que nous ramenons le probléme & celui des formes produit, en éliminant les
structures qui ne sont pas représentant. Pour une forme donnée, nous calculons les rangs des composantes
comme s’1] s’agissait d’une forme produit, puis nous testons si les rangs obtenus correspondent bien & des
structures cycles représentant :

FUNCTION calcul_rangs_operandes_cycle(k;: INTEGER, f: forme)
Cycle,(B,ny1),...,(B,n:):=f;
kc:=0;
kp:=0;
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WHILE kc#k; Do

kp:=kp +1;
(kl,”.,k@):=ca1cu1_parties(kp,((bﬂnl,.”,(bSL%));
1F est_representant_cycle(((ki,n1),...,(ks,n:))) THEN
kci=kc+1:
END_IF
END_WHILE;
RETURN (k1,...,k.);

END_FUNCTION

2.5.2 Univers étiqueté

Le principe des algorithmes de calcul des rangs est similaire en univers étiqueté, si I’on ne prend pas
en compte les étiquettes. Regardons par exemple le cas des formes produit :

FUNCTION calcul_rangs_operandes_prod(k;: INTEGER, f: forme) : (INTEGER,...,INTEGER)
(}’rod,(/11qﬁll,...,(/1S,n5)):=f;
P TN
Kasky/ (U005

RETURN calcul_parties(k’,((a1), ,..-,((as), ));
END_FUNCTION;

En univers étiqueté, les autres constructeurs se raménent au cas du produit.

2.6 Algorithme de rang inverse

Nous savons maintenant trouver la forme correspondant & une structure de rang k, puis calculer les
rangs des composantes de la structure. Ceci permet de donner un premier algorithme de rang inverse.
Nous introduisons tout d’abord une structure de donnée, I’arbre de rang inverse d’une structure s:

Définition 2.6.1 (Arbre de rang inverse)
L’arbre de rang inverse d’une structure s est soit :

— une feuille : couple (A, t), tel que A — ¢,

— un neud : un n-uplet de la forme [k¢, f, comptes, (k1,... ,ks), (a1,...,as)], ot f est la forme de s,
comptes le nombre de structures dans f, k; le sous-rang de s dans f avec 1 < ky < comptey, k; le
rang de la i€ composante de s, et a; ’arbre de rang inverse de la ¢ composante de s. .

A partir de la donnée de I’arbre de rang inverse d’une structure s, il est possible de construire la
structure s a l'aide de la fonction suivante :

FUNCTION structure(a: arbre_rang_inverse) : structure
1IF a oF KInp (A,t) THEN
RETURN t;
ELSE
[k, f.comptes,(...),(a1,...,as)]:=a;
(Constructeur, (...),...,(...)):=f;
1Fr Constructeur = Union THEN
RETURN structure(a;);
ELSE
RETURN constructeur (structure(a;),...,structure(a:));
END_IF;
END_IF;
END_FUNCTION;

Proposition 2.6.2
Le cott en temps de l'algorithme structure est linéaire en le nombre de neuds internes et de feuilles de
Uarbre de rang tnverse.
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Le principe de I’algorithme permettant de construire ’arbre de rang inverse d’une structure s, a
partir de la donnée du rang k de cette structure, est le suivant. On cherche tout d’abord la forme de
la structure s & construire, & ’aide de ’algorithme cherche_forme présenté en section 2.5. Cette étape
utilise la fonction compte_forme, qui permet de compter le nombre de structures dans une forme. Ensuite
on calcule les rangs des composantes de la forme a ’aide de la fonction calcul_rangs_operandes, et on
appelle récursivement 1’algorithme sur chacune des composantes.

Algorithme (Rang Inverse)

— Données : la taille n et le non terminal A d’une spécification de Q ou Q, d’une structure de rang k.

— Résultatl : ’arbre de rang inverse de la structure de rang k de taille n appartenant a I’ensemble de
structures de A.

FUNCTION rang_inverse(k: INTEGER, A: nonterminal, n: INTEGER) : arbre_rang_inverse
1IF A - t THEN
RETURN (A, t);
ELSE
(k¢, f,comptey):=cherche_forme(k,A,n);
RETURN rang_inverse_forme(ky, f,compte;) ;
END_IF;
END_FUNCTION;

FUNCTION rang_inverse_forme(ks: INTEGER, f: forme, compte;: INTEGER) : arbre_rang_inverse
(Constructeur, (A1, n1),...,(As,n:)) =13
(k1,...,ks):=calcul _rangs_operandes(ky¢, f);
FOR ¢ FROM 1 TO s DO
a;:=rang_inverse (k;, A;,n;)
END_FOR;
RETURN [ky, f,compte_f,(ki,... k), (a1,...,a:)];
END_FUNCTION;

Proposition 2.6.3 (Complexité de ’algorithme de rang inverse)

Soit une spécification telle que pour toute taille n et tout non terminal, les structures sont distribuées
uniformément dans les formes. Alors le coit moyen d’un appel a la fonction rang_inverse pour un non
terminal A et une taille n est:

T'(n) < O(sNy(n)) + O(s) +T'(n1) + -+ T(ns)
—_—— ——'

cherche_forme calcul_rangs_operandes

ott Ny (n) est le nombre de formes de taille n du non terminal A, nq,...,n, les tailles des composantes
de la structure. Pour la construction de l’arbre de rang inverse d’une spécification ne contenant que des
constructeurs Union ou Prod, on obtient :

T(n) < O(ns max( 5 , (”*Z‘l) )) = O(sn’)

nombre de formes Union
nombre de formes Prod

Nous aurions trés bien pu nous passer, pour ce premier algorithme, de la structure de donnée inter-
médiaire d’arbre de rang inverse. Son introduction est destinée a faciliter la description de I'algorithme
de rang inverse incrémental présenté maintenant.
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2.7 Algorithme de rang inverse incrémental

Une des applications du rang inverse est 1’énumération de toutes les structures d’un ensemble donné.
Il est possible dans cette optique de réaliser un algorithme, qui & partir d’une structure, construit celle
de rang suivant, en effectuant uniquement les calculs sur les parties différentes des deux structures.
L’algorithme suivant met en ceuvre ce principe en ne calculant que les parties modifiées de I’arbre de rang
inverse des structures:

FUNCTION suivant_rang_inverse(a: arbre_rang_inverse) : arbre_rang_inverse
1IF a oF KInp (A,t) THEN
ERROR (" (")"la structure de rang suivant n’existe pas");

ELSE
[ky, f.comptes,(...),(...)]:=a;
kpi=kst+l;

WHILE compte; < kj; po
f:=suivant_forme (f);
ky:=kj-comptey;
comptes:=compte_forme(f);
END_WHILE;
IF ky#1 THEN
RETURN suivant_rang_inverse_forme(a) ;
ELSE
RETURN rang_inverse_forme(ky, f,compte_f);
END_IF;
END_IF;
END_FUNCTION;

Dans cet algorithme, on n’appelle 'algorithme de rang inverse général que lorsque 'on « change de
forme », c’est-a-dire uniquement quand on calcule ’arbre de rang inverse de la premiére structure d’une
forme. Dans les autres cas, on appelle 'algorithme de rang inverse incrémental spécifique a chaque forme.

Remarque. 11 est possible d’appliquer ’algorithme suivant si 'on ne peut pas trouver d’algorithme spécifique
pour un constructeur. On perd cependant en temps de calcul, du fait de la présence de la boucle for qui parcourt
chaque composante.

FUNCTION suivant_rang_inverse_forme(a: arbre_rang_inverse) : arbre_rang_inverse
IF a oF KInD (A,t) THEN
ERROR("(")"la structure de rang suivant n’existe pas'");

ELSE
[k¢, f,comptes,(prec_ki,...,prec_ks),(prec_ar, ..., prec_as)]:=a;
(Constructeur, (A1,n1),...,(4s,ns)):=f;
kf::kf+1;
(k1,...,ks):=calcul_rangs_operandes(ky, f);

FOR ¢ FROM 1 TO s DO
1F k;,=prec_k; THEN
a;:=prec_a;;
ELSE_IF k;=prec_k;+1 THEN
a; :=suivant_rang_inverse(prec_a;)

ELSE
a;:=rang_inverse(k;,A; ,n;);
END_IF
END_FOR;
RETURN [k, f,comptes,(ki,..., ks),(a1,...,as)];
END_IF;

END_FUNCTION

2.7.1 Formes Union
Dans le cas des formes union, il n’y a qu’une seule composante, et on obtient directement :

FUNCTION suivant_rang_inverse_union(a: arbre_rang_inverse) : arbre_rang_inverse
[ky, f.comptes,(k1),(a1)l:=a;
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(Union, (A1,n1)):=f;

kpi=kst+l;

k1 ::k1+1;

a1 :=suivant_rang_inverse(ai) ;

RETURN [ky,f,comptes,(k1),(a1)];
END_FUNCTION

2.7.2 Formes Prod

L’algorithme pour les formes Prod s’appuie sur la relation (2.2), qui donne I’ordre des structures dans

la forme.

FUNCTION suivant_rang_inverse_prod(a: arbre_rang_inverse) : arbre_rang_inverse
[k, f.comptes,(ki,..., ks),(a,...,a:)l:=a;
(Prod, (A1, n1),...,(Aq,n:)):=f;
kpi=kst+l;
h:=1;

WHILE kn = (a),, DO
krn:=1;
ap:=rang_inverse(l, Ap,nn);
h:=h+1;
END_WHILE;
kn:i=kpt+l;
ap:=suivant_rang_inverse (az) ;
RETURN [ky, f,comptes,(k1,... ks),(a1,...,a:)l;s
END_FUNCTION

2.7.3 Formes Set

Nous utilisons le méme principe que celui utilisé pour les formes, pour joindre & ’arbre de rang
inverse des informations supplémentaires, qui permettent de conserver les rangs intermédiaires k1, . . ., k;
(dans un champs d’information rangs_A), ainsi que les tailles N; = A(A,n;,m;), i = 1,...,s (dans un
champs d’information tailles_A). La premiére partie de la fonction, dans laquelle on cherche les rangs
intermédiaires, correspond exactement au cas du produit. Ensuite, on cherche les rangs suivant I'ordre

défini en (2.3).

FUNCTION suivant_rang_inverse_set(a: arbre_rang_inverse) : arbre_rang_inverse
Ly, frcompter, (kiny, - Kme)r - B(e1)s - s B(eme) ) s (Q(1,0) - - o1 Q1 myg) s 1 (s 1)s - -5 G(s,me) 1 1505
(Set, (A,n1), ..., (A, ne)):=f;
(k1,...,ks):=rangs_Al(a);
(N1,...,N¢):=tailles_A(a);
kpi=kst+l;
h:=1;

WHILE kn = Nj Do
krn:=1;
kn1y:=1;
cth):=rang_inverse(1,Ah,nh);
FOR ¢ FROM 2 TO myp DO
k(hJ)::l;
A(h,d) *=A(R,1) 5
END_FOR;
h:=h+1;
END_WHILE;
kn:i=kpt+l;
1:=mp;
WHFLE'k(h” = (a),, DO
1:=1-1;
END_WHILE;
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Knsy :=kn,ot1;

a(p,) r=suivant_rang_inverse(a ;) ;
FOR jJ FROM ¢+ 1 TO mp DO
Kn,g) 2=k 3
An,g) *=A(n,e) 3
END_FOR;
RETURN [k; ,f,comptef,(k(lyl), ceey k(l,m1)7 ceey k(s,1)7 o 7k(s,ms)) ,
(@(,1)s s B my) s B(s1) s+ - O(s,me) )] 3

END_FUNCTION

2.7.4 Formes Cycle

Le cas des formes cycle reprend 1’algorithme présenté pour le calcul général des rangs. On introduit
tout d’abord la fonction suivant_calcul_parties:

FUNCTION suivant_calcul_parties((ki,...,ks): (INTEGER X --- X INTEGER),
(n1,...,ns): (INTEGER X -+ X INTEGER)) : (INTEGER X -+ X INTEGER)

h:=1;
WHILE kp = np DO

kn:=1;

h:=h+1;
END_WHILE;
kn:i=kpt+l;
RETURN (k1,...,k.);

END_FUNCTION
On modifie ensuite la fonction décrite précédemment dans le cas général, pour utiliser la fonction

suivant_calcul_parties & la place de calcul_parties:

FUNCTION suivant_rang_inverse_cycle(a: arbre_rang_inverse) : arbre_rang_inverse

[k, f.comptes,(k1,... ks),(ar,...,a:)l:=a;
Cycle, (A,n1), ..., (A, ns):=f;

kpi=kst+l;

kci=kg-1;

bo:=TRUE;

WHILE bo DO
(k1,...,k:):=suivant_calcul_parties((ki,...,k.),(n1,...,n:);
1F est_representant_cycle(((ki,n_1),...,(ks,n_s))) THEN

h:=1;

WHILE k, = 1 Do
ap:=rang_inverse(l, Ap,nn);
h:=h+1;

END_WHILE;

ap:=rang_inverse_suivant (an) ;

bo:=FALSE
END_IF
END_WHILE;
RETURN
END_FUNCTION

2.8 Mise en ceuvre

Les algorithmes proposés dans ce chapitre sont implantés en Maple. Nous pouvons illustrer leur utili-
sation dans le cas des arbres généraux non planaires, dont nous rappelons la définition :

A — Prod(N, B)
B — Set(A)

N —n

n ~ Atom
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Pour générer le troisiéme arbre de taille 5, on écrit :

> read(‘rang_inverse.mp‘) :
> spec:={A=Prod(l,B), B=Set(A), N=n, n=Atom}:

> specification_courante (spec):
> rang_inverse(3,4,5);

Prod(n,Set (Prod(n,Set (Prod(n,Set (Prod(n,Epsilon))) ,Prod(n,Epsilon)))))

Pour générer tous les arbres de taille 5, on utilise la fonction prédéfinie rang_inverse_tous comme
suit :

> rang_inverse_tous (4,5);

L

Prod(n,Set(Prod(n,Set (Prod(n,Set (Prod(n,Set (Prod(n,Epsilon))))))))),
Prod(n,Set(Prod(n,Set (Prod(n,Set (Prod (n,Epsilon) ,Prod(n,Epsilon))))))),
Prod(n,Set(Prod(n,Set (Prod(n,Set (Prod(n,Epsilon))) ,Prod(n,Epsilon))))),
Prod(n,Set(Prod(n,Set (Prod(n,Epsilon) ,Prod(n,Epsilon) ,Prod(n,Epsilon))))),
Prod(n,Set(Prod(n,Set (Prod(n,Set (Prod(n,Epsilon))))) ,Prod(n,Epsilon))),
Prod(n,Set(Prod(n,Set (Prod(n,Epsilon) ,Prod(n,Epsilon))) ,Prod(n,Epsilon))),
Prod(n,Set(Prod(n,Set (Prod(n,Epsilon))) ,Prod(n,Set (Prod(n,Epsilon))))),
Prod(n,Set(Prod(n,Set (Prod(n,Epsilon))) ,Prod(n,Epsilon) ,Prod(n,Epsilon))),
Prod(n,Set(Prod(n,Epsilon) ,Prod(n,Epsilon) ,Prod(n,Epsilon) ,Prod(n,Epsilon)))]

Nous obtenons 9 structures de taille 5, qui sont représentées graphiquement sur la figure 2.1. Les feuilles
des arbres correspondent au terme Prod(n,Epsilon) dans ’expression du résultat, les noeuds internes
au terme n. Les 48 arbres de taille 7 sont représentés sur la figure 2.2.

Remarque. On peut vérifier expérimentalement, sur de petites tailles, que ’on obtient bien les mémes structures
que celles générées de fagon aléatoire avec combstruct. La procédure test ci-dessous permet de choisir une repré-
sentation normale pour les structures spécifiées avec le constructeur Set. Il reste ensuite a générer les structures
avec combstruct jusqu’a obtenir les 9 structures différentes.

> with(combstruct):
> spec:={A=Prod(Wl,B), B=Set(4), N=n, n=Atom}:
> test:=proc(expr)
if op(0,expr)=Set then
op(0,expr) (op(map(test,convert(expr,set))));
elif op(0,expr)<>string then
map (test,expr) ;
else
expr;
fi; end;
> nb:=count([4,spec,unlabelled],size=5):
> res:={}: while nops(res)<>nb do res:=res union {test(draw([A,spec,unlabelled],size=5))}: od:
lprint(res);

En changeant de spécification, on peut énumeérer tous les arbres généraux, en considérant que deux
arbres sont égaux & une permutation cyclique de leurs sous-arbres prés:

> spec:={A=Union(F,C), C=Prod(N,B), B=Cycle(A), N=n, n=Atom, F=f, f=Atom}:
> specification_courante (spec):
> rang_inverse_tous(A,7);

On obtient tous les arbres de la figure 2.2, avec en plus trois arbres supplémentaires, représentés sur

la figure 2.3.
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Fig. 2.1: Représentation graphique du résultat de ’algorithme de rang inverse, pour les arbres générauz
non planaires de taille 5
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Fig. 2.2: Représentation graphique des 48 arbres générauxr non planaires de taille 7
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Fig. 2.3: Arbres générauz avec permutation cyclique des fils.

Pour générer les arbres généraux dont les sous-arbres sont soit des feuilles, soit de taille un nombre
premier, on peut écrire :

ma_condition:=proc(f)
N:=convert(tailles_operandes_forme(f) ,table);
s:=arite_forme(f);
bo:=true;
i:=1;
while bo and i<=s do
bo:=N[i]<=1 or isprime(W[i]);
i:=i+1;
od;
bo;
end;

> spec:={A=Prod(N,B), B=Set[ma_condition] (A), N=n, n=Atom}:
> specification_courante (spec):
> rang_inverse_tous(A,7);

On obtient 16 arbres, représentés sur la figure 2.4.

R AR e
e

Fig. 2.4: Les 16 arbres généraux non planaires de taille 7T dont les sous-arbres sont des feuilles ou de taille
un nombre premier

Dans I’exemple suivant, nous considérons les ensembles de colliers de perles bicolores de longueur au
moins 3. Ceci nous permet d’illustrer I'utilisation des conditions de cardinalité ajoutées aux multicons-
tructeurs.

> spec:={A=Set (F) ,F=Cycle(P,card>=3), P=Union(B,C), C=c,c=Atom,B=b,b=Atom}:
> specification_courante (spec):

> rang_inverse_tous (4,6):

L’ensemble de structures obtenu est représenté sur la figure 2.5.
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Fig. 2.5: Les 24 ensembles de taille 6 formés de colliers bicolores de longueur au moins 3.
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2.9 Conclusion

Nous avons abordé dans ce chapitre le probléme du rang inverse sur des ensembles de structures
décomposables. Nous avons pour cela introduit la notion de forme d’une structure, qui moyennant la
définition d’opérations spécifiques & chaque constructeur utilisé dans les spécifications, nous a permis
de proposer un algorithme incrémental systématique, quels que soient les constructeurs utilisés. Les
opérations & définir pour chaque constructeur doivent permettre de compter le nombre de structures dans
une forme, ainsi que le calcul des rangs des composantes d’une forme, et nous avons décrit ces opéartions
dans le cas des constructeurs union, produit, multi-ensemble et cycle. Pour ce dernier constructeur, il
est possible d’envisager d’améliorer la solution proposée. Nous avons également montré que la notion de
forme permettait de définir des ensembles de structures ayant des propriétés autres qu’une taille donnée.
L’algorithme de rang inverse proposé dans ce chapitre est implanté en pratique dans le cas de structures
non étiquetées, et nous en avons donné quelques exemples d’utilisation.




Chapitre 3

Représentation graphique de graphes
orientés et non orientés

E CHAPITRE CONTIENT une description d’algorithmes de tracé de graphes pour des classes particu-
C liéres : les arbres enracinés, les graphes orientés acycliques et les graphes non orientés.

Les résultats de ce chapitre sont d’ordres différents. Les premiers concernent la présentation d’algo-
rithmes classiques, étendus pour permettre de tracer des graphes dont les nceuds de taille arbitrairement
grande. C’est le cas de I'algorithme de tracé des graphes orientés présenté en section 3.6.2, celui de tracé
des graphes non orientés présenté en section 3.5 ainsi que celui de tracé d’arbres enracinés proposé au
point 3.3. Pour ces deux premiers algorithmes, le travail présenté se rapproche d’un état de I’art a pro-
pos des algorithmes de tracé pour ces classes de graphes, la difficulté étant simplement de I'ordre de la
mise en ceuvre de ces techniques. L’algorithme de tracé d’arbres enracinés est lui plus original, dans la
mesure ot 1l utilise une méthode qui semble de premier abord inutilisable dans le cas de noeuds de tailles
différentes. A. Bloesh dans [5], parlant de 'algorithme qu’il propose, écrit ainsi: « [...], it does not (and
indeed cannot) take advantage of the threading techniques of Reingold and Tilford. ». Notre algorithme est
précisément une adaptation de ces techniques, présentées initialement dans le cas d’arbres binaires ayant
des noeuds de taille ponctuelle dans [44], au cas d’arbres généraux ayant des nceuds de taille quelconque.
Au final, 1l est trés proche de 1’algorithme proposé par Reingold et Tilford, et peut étre considéré comme
une simplification de ce dernier tout en permettant de traiter une classe d’arbres plus étendue.

Les autres algorithmes présentés, bien qu’ils s’inspirent également d’algorithmes existants, sont égale-
ment originaux et offrent de nouvelles possibilités de représentation graphique. L’algorithme présenté en
section 3.6.1 met ainsi en ceuvre les principes de 'algorithme de tracé de graphes non orientés présenté
en section 3.5, mais s’applique au cas de graphes orientés. Notre apport principal dans cet algorithme est
que nous proposons des techniques permettant le tracé incrémental de ces graphes. Cet approche n’est
pas utilisée & notre connaissance, étant donné qu’elle est moins performante, dans le cas d’un tracé dans
le plan, que P'algorithme classique présenté en section 3.6.2. Elle donne néanmoins de bons résultat pour
des graphes de taille modeste dans le cas d’un tracé en trois dimensions. Enfin l'algorithme FRCC que
nous proposons au point 3.5.3 permet, partant d’une configuration initiale, de conserver les propriétés
de partitionnement des nceuds dans le graphe. A notre connaissance, cette possibilité n’est proposée par
aucun autre algorithme existant. Elle permet par exemple de faire apparaitre des propriétés de symétrie
dans les graphes planaires comme nous I'illustrons sur des exemples en fin de chapitre.

Les algorithmes de ce chapitre sont présentés en détail et sont effectivement implantés dans les logi-
ciel CGraph ou Padnon qui seront présentés au chapitre 5. Nous illustrons leur utilisation sur plusieurs
exemples.

3.1 Le probléme de la représentation graphique des graphes

Les cours de théorie des graphes commencent en général avec I’exemple suivant. Dans la cité prussienne
de Konigsberg, située sur la riviére Pregel, représentée graphiquement sur la figure 3.1, est-il possible,
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partant d’un point, de traverser exactement une fois chaque pont et de revenir au point de départ? Euler
a résolu ce probléme en le ramenant & celui de la recherche d’un chemin eulerien dans le graphe représenté
sur la figure 3.2. Les arétes correspondent aux ponts et les noeuds aux iles et aux berges.

Fig. 3.1: Le probléme des ponts de la ville de Kénigsberg

Dans ce probléme, nous avons tout d’abord converti les données de la figure de départ en un graphe,
puis nous "avons représenté schématiquement sous la forme d’un dessin pour aider au raisonnement. Une
grande variété de problémes peuvent étre posés de facon similaire, en termes d’opérations sur les graphes.
On peut citer par exemple les problémes de routages dans les réseaux, les problémes de planning ou
encore d’allocation de registres par un compilateur. Obtenir une représentation du graphe s’avére étre un
outil précieux d’aide & I’étude de ces graphes. S’il est relativement simple d’obtenir & la main un dessin
satisfaisant pour des graphes de petite taille, il devient par contre indispensable de disposer de techniques
automatiques dés que le nombre de nceuds ou d’arétes devient important.

b

Fig. 3.2: Le graphe correspondant a la figure 3.1.

Il n’existe malheureusement pas de représentation idéale pour ’ensemble des graphes, les représenta-
tions les plus appropriées dépendant des propriétés que I’on souhaite valoriser. Ceci a conduit & proposer
de nombreux algorithmes, dont on peut voir I’étendue dans [13], dédiés & des classes particuliéres de
graphes, ou dédiés a des critéres esthétiques particuliers dont certains se sont imposés comme standards.
Parmi les premiers résultats, on peut citer le tracé des graphes planaires, pour lesquels il existe une
représentation planaire dans laquelle les nceuds sont des points et les arétes sont rectilignes [22, 54, 59].
Les autres résultats significatifs, en dehors des méthodes de transformation d’un graphe en un graphe
planaire, concernant les arbres [44, 61], les graphes orientés [52] ou les graphes non orientés [15], sont plus
récents.

Une des difficultés supplémentaires du probléme, est que les critéres esthétiques que I’on cherche a
vérifier sont souvent contradictoires, I’amélioration d’un des critéres se faisant au détriment des autres.
Méme pris individuellement, ils conduisent parfois a des problémes difficiles.
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Fig. 3.3: Graphe orienté dessiné par niveau.

Prenons par exemple le cas de la représentation dans le plan des graphes orientés. Une représentation
possible consiste a placer les nceuds par niveaux, comme sur la figure 3.3, en cherchant a placer les arétes
dirigées vers le bas. Dans le cas d’un graphe contenant des cycles, on essaye alors de trouver un placement
de sorte que le nombre d’arétes dirigées dans le mauvais sens soit minimal. Ce premier probléme est NP-
complet [31]. Le probléme consistant, partant d’un graphe sans cycle; a placer les nceuds par niveaux et a
minimiser le nombre de croisements entre les arétes ’est également [31]. Des résultats de NP-complétude
apparaissent également pour d’autres classes de graphes, comme par exemple les arbres enracinés si ’on
cherche, en plus de certains critéres particuliers, & minimiser la largeur du dessin obtenu [53].

3.2 Deéfinitions

Nous commencons par introduire les définitions et notations utilisées au cours de ce chapitre. Pour
une introduction A la théorie des graphes, on peut se référer au livre de F. Harary [34].

3.2.1 Graphes non-orientés

Définition 3.2.1 (Graphe non orienté)

Un graphe non orienté est un couple (N, E), ot N est un ensemble fini de neuds et E un multi-ensemble
fini (avec répétitions éventuelles) d’arétes non orientées. Les arétes non orientées de F sont des paires de
neeuds de N et seront notées a 0-0b. a et b sont les extrémités de D'aréte. .

Définition 3.2.2 (Sous-graphe)
Un sous-graphe d’un graphe non orienté (N, F), est un couple (N’ E'), avec N' C N et E/ C E, dont les
extrémités des arétes de F’ sont dans N'. .

Définition 3.2.3 (Voisinage et degré d’un nceud d’un graphe non orienté)

Le wvoisinage non orienté d’un noeud a € N est l'ensemble (sans répétitions) Vo g(a) = {d €
N,ao-o0d'}. Le degré non orienté d’un noeud a € N, noté 04 g (a), est le nombre d’aréte qui ont le
neeud a comme extrémité. .

Définition 3.2.4 (Chaine)
Une chaine de longueur k est une suite d’arétes non orientées ey, ..., eg, telle que 'on peut construire
une suite de neeuds (ay, b1, az, ba, ..., ag, by) vérifiant :

— pour tout 7 € [1, k], a; et b; sont les extrémités de ’aréte e;,
— pour tout ¢ € [1,k — 1], b; = a;41.
a1 et by sont appelés les extrémités de la chaine. .

Définition 3.2.5 (Graphe connexe)
Un graphe non orienté GG = (N, E) est connexe, si pour tout couple de neeuds (a,b) € N x N, il existe
une chaine d’extrémités a et b. .
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3.2.2 Graphes orientés

Définition 3.2.6 (Graphe orienté)

Un graphe orienté est un couple (N, F), ot N est un ensemble fini de neuds et E un multi-ensemble
fini d’arétes orientées. Les arétes orientées de E sont des couples de nceuds de N et seront notées a os0b.
Les nocuds a et b, éléments de IV, sont les extrémités de ’aréte, a est appelé I'origine, b la destination de
laréte. .

Définition 3.2.7 (Sous-graphe)
Un sous-graphe d’un graphe orienté (N, ), est un couple (N’ E’), avec N' C N et E/ C E, dont les
extrémités des arétes de F’ sont dans N'. .

Définition 3.2.8 (Voisinage et degré d’un nceud d’un graphe orienté)
On définit, pour un graphe orienté G = (N, E), les notions de voisinage et de degré d’un nceud suivantes :

— le voisinage entrant orienté d’un nceud a € N est 'ensemble V3, (a) = {f € N, fosoa}. Le degré
entrant orienté d'un neeud a € N, noté 95,0 (a) est le nombre d’arétes qui ont le neeud ¢ comme
destination,

~ le woisinage sortant orienté d’un noeud a € N est I'ensemble V3, (a) = {s € N,aos0s}. Le degré
sortant orienté d’un neeud a € N, noté 3&0 (a) est le nombre d’arétes qui ont le nceud @ comme
origine. .

Définition 3.2.9 (Chemin et cycle orienté)

Un chemin orienté de longueur k est une suite d’arétes orientées e, ..., ex, telle que pour tout ¢ €
[1, k — 1], la destination de e; est égale & ’origine de e;11. L’origine de I’aréte ey est ’origine du chemin,
la destination de D'aréte e est la destination du chemin. Si l'origine et la destination du chemin sont
égales, le chemin est un cycle orienté. .

Définition 3.2.10 (Graphe connexe)

Un graphe orienté GG = (N, E) est connere si, pour tout couple de neeuds (a,b) € N x N, il existe un
chemin orienté d’origine a et de destination b dans le graphe G’ = (N, E U E'), avec si aocob € F, alors
bosoa € E'. .

Définition 3.2.11 (Arbre enraciné)

Un arbre enraciné est un graphe orienté connexe A = (N, E), dont les nceuds sont de degré rentrant égal
a un, excepté pour un nceud unique de degré rentrant nul, que I’on nomme racine de ’arbre. Les noeuds
de Vo (@) sont les fils du neeud a. a est appelé le pére des nceuds de V3, (a). Un nceud dont le degré
sortant orienté est nul est appelé une feuille. .

Définition 3.2.12 (Hauteur d’un nceud, hauteur d’un arbre)
La hauteur d’un neud dans un arbre est donnée par la longueur du chemin orienté ayant pour origine la
racine de ’arbre et comme destination le nceud considéré. La racine de ’arbre a pour hauteur zéro. La

hauteur de ['arbre est le maximum des hauteurs des feuilles de 'arbre. .
Définition 3.2.13 (Sous-arbre)
Un sous-arbre d’un arbre enraciné A est un sous-graphe de A qui est un arbre enraciné. .

Définition 3.2.14 (Arbre enraciné planaire)
Un arbre enraciné A est planaire s’1l existe, pour tout nceud a de A, une relation d’ordre totale < sur les
noeuds de Vo (a). En d’autres termes :

b<c

Ya € A,¥b,c € Vi, (a),| ou bAche<b

Dans le cas ot 08 (a) = 2,51 b,c € Vi (a), et b < ¢, alors b est appelé le fils gauche de a et ¢ son fils
droit. .

Définition 3.2.15 (Symeétrique d’un arbre enraciné)

Le symétrique d'un arbre enraciné planaire A = (N, F) est I’arbre enraciné planaire A = (N, E), tel
que si a < b dans arbre A, alors b < a dans I’arbre A. Deux arbres sont dits symétriques s’ils sont le
symétrique 1’'un de 'autre. .
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3.3 Tracé d’arbres enracinés planaires

Nous présentons un algorithme pour la représentation des arbres enracinés, basé sur ’algorithme de
E. Reingold et J. S. Tilford [44] de tracé d’arbres binaires. Cet algorithme a été proposé initialement pour
répondre aux problémes de dissymétrie qui apparaissent avec les algorithmes proposés antérieurement
par J. Vaucher [57] ou C. Wetherell et A. Shannon [61]. Nous proposons une extension de cet algorithme,
en nous intéressant au cas général des arbres k-aires dont les noeuds peuvent étre de taille quelconque.
De plus, nous choisissons de ne plus placer obligatoirement les nceuds verticalement selon le seul critére
de leur hauteur dans ’arbre.

3.3.1 Arbres binaires

Avant de décrire I'algorithme de tracé que nous proposons dans le cas des arbres k-aires, voici briéve-
ment le principe de ’algorithme RT proposé par Reingold et Tilford [44] dans le cas des arbres binaires.
Les critéres esthétiques que D'algorithme cherche & vérifier sont :

1. les nceuds de méme hauteur dans ’arbre doivent étre placés sur une méme ligne horizontale,
ii. un fils gauche doit étre placé & gauche de son pére, un fils droit a sa droite,
1i. un pére doit étre centré horizontalement vis-a-vis de ses fils,

1v. deux sous-arbres identiques doivent étre dessinés de la méme fagon, quelle que soit leur position dans
I’arbre. Deux sous-arbres symétriques doivent étre dessinés de facon symétrique.

Les critéres i, ii et iii sont ceux énoncés par C. Whetherell et A. Shannon [61]. Nous dirons que deux
neeuds de méme hauteur dans ’arbre, et donc placés sur une méme ligne horizontale, sont placés sur un
méme niveau. Bien que cela ne soit pas dit explicitement, le critére 1 sous-entend que 'ordre des niveaux
est celui sur les hauteurs des nceuds. Le critére iv a été introduit par E. Reingold et J. S. Tilford [44].

' '
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Fig. 3.4: Principe de 'algorithme de tracé d’arbres binaires enracinés

Pour déterminer la position de chaque nceud de I’arbre relativement & la position de son pére, I’algo-
rithme RT procéde de la facon suivante. Pour dessiner un arbre de racine f, g et d étant les fils de f, avec
g =< d, nous appliquons tout d’abord I’algorithme aux deux sous-arbres de racine g et d, ce qui permet
de connaitre les positions relatives de chaque nceud des deux sous-arbres. Nous cherchons alors & quelle
distance minimale doivent se situer les nceuds ¢ et d, d devant étre situé a droite de g, pour que les dessins
des deux sous-arbres ne se chevauchent pas. Pour déterminer rapidement cette distance optimale, I'idée
consiste & ne mesurer la distance qu’entre les nocuds de méme niveau dans les deux sous-arbres, en se
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limitant aux neeuds situés le plus & droite dans le sous-arbre de racine g, et ceux situés le plus & gauche
dans le sous-arbre de racine d. Ceci revient & parcourir simultanément les nceuds situés sur les contours
des deux sous-arbres , en commengant par les racines des sous-arbres. Nous dirons que le contour droit
du sous-arbre de racine g et le contour gauche du sous-arbre de racine d sont les contours intérieurs,
les autres étant les contours extérieurs. Pour permettre le parcours des nceuds situés sur les contours,
nous ajoutons, au cours de I’exécution de I’algorithme, des liens (en pointillés courts sur la figure), qui
permettent d’atteindre directement le noeud suivant du contour. Pour permettre I’ajout de ces liens, une
fois déterminée la distance entre g et d, nous suivons également le contour extérieur de chaque sous-arbre,
et nous ajoutons un nouveau lien (en pointillé long sur la figure) entre le dernier neeud parcouru sur le
contour extérieur du sous-arbre le moins haut, et le nceud de niveau suivant sur le contour intérieur de
I’autre sous-arbre. Si les deux sous-arbres ont méme hauteur, aucun lien n’est ajouté. Il reste ensuite a
placer les nceuds g et d de sorte que leur pére f soit centré.

Proposition 3.3.1 (Reingold Tilford [44])
L’algorithme RT de tracé d’arbres binaires est de cotit linéaire en temps.

Démonstration. Dans ’algorithme RT, on teste la distance entre les noeuds placés sur les contours des
deux sous-arbres, en s’arrétant dés que la fin d’un des deux contours est atteinte. S1 A est un arbre de
sous-arbre gauche G, et de sous-arbre droit D, et si h(B) représente la hauteur d’un arbre B, et n(B)
son nombre de nceuds on a:

{ T(0) =0,
T(A) = T(G) + T(D) + min(h(G), h(D)),

ol O représente les arbres réduits & un neeud et T' correspond au nombre de fois ot I’on teste la distance
entre deux points du contour. La solution de cette équation est T(A) = n(A) — h(A), ce qui se montre
par induction sur la taille des arbres:

T(A) = (n

=n

—

G) — h(G)) + (n(A) — n(G) — 1 — h(D)) + min(h(G), k(D))
(A) =1 — (@) — h(D) + min(h(G), k(D))

=n(A) — (max(h(G), h(D))+ 1)
(4)

=n

3.3.2 Cas des arbres k-aires avec des noeuds de taille quelconque

L’algorithme RT s’étend simplement au cas k-aire si I’on considére les nceuds comme ponctuels. Par
contre, dés que les nceuds ont des tailles arbitraires, et que ’on ne souhaite plus placer les nceuds par
niveaux, la méthode proposée ne peut plus étre utilisée telle quelle.

Commencons tout d’abord par définir les notations qui seront utilisées pour la description de 1’algo-
rithme.

Notation. Nous nous placons dans un repére de coordonnées usuel, 'axe des z dirigé vers la droite, ’axe
des y dirigé vers le haut. Nous supposons qu’il est possible d’associer les informations suivantes & un
neeud n du graphe:

z(n),y(n): coordonnées du noeud n, absolue ou relative a celle du pére de n selon le contexte,

— hauteur _boite _noeud(n) et largeur boite _noeud(n): hauteur et largeur du plus petit rectangle
contenant le tracé du nceud n,

gauche(x,y,n), droit(z,y,n), bas(z,y,n) et haut(x,y, n) correspondent aux segments que forme le
plus petit rectangle qui contient le tracé du nceud n, lorsque n est placé au point de coordonnées

(x,y),

— arete(za, ya, a, xb, yb, b) correspond au segment formé par une aréte virtuelle joignant le nceud «a et
le noeud b, lorsque a et b sont placés aux points de coordonnée s(za, ya) et (xb, yb),
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— lien(n) : noeud lié & n. lien(n) = nil si aucun neeud n’est relié a n,
— x_lien(n) et y_lien(n): coordonnées relatives & n du neeud lié & n,

— hauteur _boite _sous _arbre(n): hauteur du tracé du sous-arbre de racine n.

Fig. 3.5: Arbre k-awre avec neeuds de différentes tailles: neeuds placés « au plus prés » vs neuds placés
par niveaur.

Comme dans le cas binaire, nous pouvons maintenant donner une liste de critéres esthétiques com-
munément admis, qu’il est souhaitable de préserver :

1. les fils d’un noeud doivent étre placés de sorte que le bord haut de chacun des fils soit situé sur une
méme ligne horizontale,

ii. les fils d’un noeud doivent étre placés de gauche a droite suivant 'ordre <,
1i. un pére doit étre centré vis-a-vis de ses fils,

1v. deux sous-arbres identiques doivent étre dessinés de la méme fagon, quelle que soit leur position dans
I’arbre. Deux sous-arbres symétriques doivent étre dessinés de facon symétrique,

v. le bord haut d’un nceud et le bord bas de son pére doivent étre séparés verticalement par une distance
exacte d,.

Les critéres 1 & iv sont les mémes que dans le cas de l'algorithme RT. Le critére v correspond & un
placement des noeuds au plus prés. Un critére implicite supplémentaire est qu’il ne doit pas y avoir de
chevauchements entre nceuds et arétes.

Plusieurs algorithmes linéaires ont été proposés pour dessiner suivant ces critéres des arbres k-aires
dont les neeuds sont de taille quelconque, comme par exemple dans [5], mais aucun a notre connaissance
ne tire avantage de la technique des liens de ’algorithme RT que nous avons présentée au point 3.3.1. Le
principe général de ’algorithme que nous proposons dans le cas k-aire avec des nceuds de taille arbitraire
est similaire au cas binaire présenté ci-dessus: pour dessiner un arbre de racine r, on trace tout d’abord
les sous-arbres ayant pour racine les fils de . Ensuite, on place ces sous-arbres relativement les uns aux
autres pour éviter les chevauchements de nceuds et d’arétes, puis on place la racine au milieu des positions
de ses fils. L’idée de ’algorithme est également basée sur 1'utilisation de liens entre les nceuds pour suivre
simplement le contour de ’arbre. Par contre la gestion des liens est différente, et ne nécessite pas de suivre
a la fois les contours gauche et droit de chaque sous-arbre comme dans 1’algorithme RT. Ceci permet de
tracer des arbres dont les nceuds ont des tailles différentes, sans placer obligatoirement les nceuds de
méme hauteur dans ’arbre au méme niveau dans le dessin final et assurer ainsi le placement au plus prés
suivant le critére v.
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3.3.2.1 Initialisation
La premiére étape de ’algorithme consiste a initialiser les liens des nceuds & nil:
Algorithme (Initialisation des liens)

FOR ALL neud a DO
lien(a):=nil;
END_FOR;

3.3.2.2 Parcours du contour d’un sous-arbre

Nous supposons connue la fonction est_feuille qui retourne vrai si un nceud est de degré sor-
tant nul. Ensuite, pour les nceuds de 'arbre qui ne sont pas des feuilles, nous définissons la fonction
fils_gauche(n:noeud), qui retourne le nceud s tel que:

s € Ve (n)
Vs' #s€Vieo(n),s<s.

De la méme facon, la fonction £ils_droit(n:noeud) retourne le nceud s vérifiant :

s € Ve (n)
Vs' # s € Vi (n)s <s.

Nous supposons maintenant que les liens ont été placés correctement au cours des étapes précédentes
de Palgorithme. Le parcours du contour d’un sous-arbre se fait de la racine vers les feuilles: étant donné
un noeud du contour, on détermine le noeud suivant du contour soit en suivant les liens, soit en choisissant
le neeud le plus & gauche ou le plus & droite selon le contour choisi. On suppose que les coordonnées d’un
noeud du sous-arbre sont données relativement & la position du pére de ce noeud. Pour suivre le contour
gauche d’un sous-arbre et déterminer les positions absolues des nceuds sur ce contour, on utilisera la
fonction décrite ci-dessous. Les paramétres soulignés sont passés par adresse lors de "appel de la fonction,
et correspondent aux coordonnées absolues des nceuds, calculées lors du parcours du contour :

Algorithme (Parcours du contour d’un arbre)

— Données : un neeud n de position absolue (x,y) du contour d’un sous-arbre,

— Résultat : retourne le nceud du contour dont la hauteur est la hauteur du nceud n plus un, ainsi que
sa position absolue (z,y).

FUNCTION chemin_gauche_suivant(n:nmud, Z:INTEGER, Yy:INTEGER) :ncud
1F lien(n)#nil THEN B
s:=lien(n);
z:=z+z_lien(n);
y:=y+y_lien(n);
ELSE
s:=fils_gauche (n) ;
zi=x+z(s);
yi=yty(s)s
END_IF;
RETURN S;
END_FUNCTION;

On procéde de la méme fagon pour le contour droit en définissant la fonction chemin_droit_suivant.
Le parcours du contour s’arréte lorsqu’il n’y a plus de lien et qu’il n’y a plus de fils, ou lorsqu’il y a un
cycle de longueur deux sur les liens:

FUNCTION fin_de_chemin(n:neud) :BOOLEAN
RETURN (est_feuille(n anp (lien(n) =nil or lien(lien(n)) =n);
END_FUNCTION
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3.3.2.3 Distance entre deux sous-arbres

La fonction distance_sous_arbres permet de calculer la distance horizontale entre deux sous-arbres
dont les positions relatives des nceuds sont connues. La distance horizontale entre deux points est définie
comme étant égale & la différence de leurs abscisses si ces deux points ont méme ordonnée, et & 400
sinon. Nous dirons qu’un point est situé sur le tracé d’un sous-arbre s’ est situé sur une aréte ou sur
le contour d’un neeud. On détermine alors la distance horizontale entre deux sous-arbres en cherchant
la distance horizontale minimale entre deux points, I'un situé sur le tracé de a, ’autre sur le tracé de
b. Le principe de l'algorithme consiste & suivre le contour des deux sous-arbres & 1’aide des fonctions
chemin_gauche_suivant ou chemin_droit_suivant définies ci-dessus, en suivant en priorité le contour
dont le bas du dernier nceud atteint est situé le plus haut. Le suivi des contours est interrompu dés
que Pextrémité d’un des deux contours est atteinte (fonction fin_de_chemin). Lors de ce parcours,
on mémorise les derniers nceuds atteints sur chacun des contours, avec leurs positions absolues, ce qui
permettra ultérieurement de mettre a jour les liens entre les deux sous-arbres.

On suppose connue une fonction distance_segment qui calcule la distance horizontale entre deux
segments, en retournant +oo si aucun couple de points, situés chacun sur les deux segments, n’a méme
ordonnée.

Algorithme (Distance entre deux sous-arbres)

— Données : les racines ¢ et d de deux sous-arbres dont on connait les positions relatives des nceuds
les composant,

— Résultat : 1a valeur de la distance horizontale entre les deux sous-arbres. Le paramétre gt correspond
au dernier nceud parcouru sur le contour droit du sous-arbre de racine g, tel qu’il existe un point
du sous-arbre de racine d de méme ordonnée. (zgt,ygt) correspond aux coordonnées absolues du
neeud gt calculées lors de ce parcours. On procéde de méme pour le sous-arbre droit pour lequel on
détermine le point dt et ses coordonnées (zdt, ydt).

FUNCTION distance_sous_arbres(g:neud,d:neud, gt:neud,rgt: INTEGER,Ygl: INTEGER,
dt:neud, zdt: INTEGER,E: INTEGER) : INTEGER
gl:=g; zgl:=x(g); ygl:=y(g);
dl:=d; zdl:=z(d); ydl:=y(d);
dgq:=distance_segment (droit(zgl,ygl, gl),gauche(zdl, ydl,dl);
WHILE (NoT fin_de_chemin(gl)) anp (woT fin_de_chemin(d1))) po
zg2:=zgl; yg2:=ygl;
xd2:=xdl; yd2:=ydl;
g2:=chemin_droit_suivant(gl,zg2,yg2);
d2:=chenin_gauche_suivant (d1,zd2,yd2) ;
dga:=min(dyq,distance_segment (arete(xgl,ygl, g1, £92,yg2, g2),gauche(zdl, yd1,d1))) ;
dga:=min(dyq,distance_segment (droit(xgl,ygl, gl),arete(zdl, ydl,d1, zd2, yd2, d2)) ;
cond_g:=bas(zgl, ygl, gl)>bas(zdl, ydl,d1);
cond_d:=bas(zgl, ygl, g1)<bas(zdl, ydl,dl);
IF cond_g THEN
gli=g2; zgl:=zg2; ygl:=yg2;

END_IF;
1F cond_d THEN
dl:=d2;
rdl:=xd2;
ydl:=yd2;
END_IF;
END_WHILE;

gt:=gl; zgt:=xgl; ygt:=ygl;

dt:=dl; zdt:=zdl; ydt:=ydl;

WwHILE NOT fin_de_chemin(gl) anp haut(droit(zgl, ygl, gl)) > bas(arete(zdl, ydl,d1, xd2,yd2,d2)) po
gl:=chemin_droit_suivant(gl,zgl,ygl);
dga:=min(dyq,distance_segment (droit(xgl,ygl, gl),arete(zdl, ydl,d1, zd2, yd2, d2)) ;

END_WHILE;
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WwHILE NOT fin_de_chemin(dl) anp haut(gauche(xdl, ydl,dl)) > bas(arete(zgl, ygl, g1, g2, yg2, g2)) po
dl:=chemin_gauche_suivant (dl,zdl,ydl) ;
dga:=min(dyq,distance_segment (arete(zgl,ygl, g1, xg2, yg2, g2), gauche(xdl, ydl,d1)) ;

END_WHILE;

RETURN dyq;

END_FUNCTION;

3.3.2.4 Mise a jour des liens

Fig. 3.6: Exemple de mise a jour des liens. gt correspond au dernier neud parcouru sur le contour droit du
sous-arbre gauche lors de l’exécution de la fonction distance_sous_arbres, dt au dernier neud atteint
sur le contour gauche du sous-arbre droit.

Une fois que 'on a déterminé la distance horizontale entre deux sous-arbres, nous pouvons placer ces
sous-arbres de sorte qu’aucun nceud ne se chevauche. Il reste ensuite & mettre & jour, dans certains cas,
les liens de chacun des sous-arbres pour permettre de parcourir le contour formé par la réunion des deux
sous-arbres. Le fait de décider de mettre & jour les liens entre deux sous-arbres ou non sera déterminé
ultérieurement.

Algorithme (Mise a jour des liens)

PROCEDURE mise_a_jour_des_liens(d:INTEGER, lt:noeud, zlt:INTEGER, yli{:INTEGER,
rt:noeud, zrt:INTEGER, yrt:INTEGER)
cond_l:=fin_de_chemin(1lt);
cond_r:=fin_de_chemin(rt);
1F cond_r anp (wot cond_l or bas(zlt,ylt,lt)<bas(zrt,yrt, rt)) THEN
lien(rt):=lt;
z_lien(rt):=zlt — xrt — d;
y_lien(rt):=ylt — yrt;
END_IF;
1F cond_l anp (noT cond_r or bas(zrt,yrt, rt)<bas(zlt, ylt,1t)) THEN
lien(lt):=rt;
z_lien(lt):=xrt — xlt + d;
y_lien(lt) :=yrt — ylt;
END_IF;
END_PROCEDURE;

3.3.2.5 Position relative des sous-arbres

Nous cherchons maintenant & placer les nceuds relativement & leur pére. Le placement se fait en
deux étapes. Nous cherchons tout d’abord le placement vertical relatif des nceuds, puis leur placement
horizontal.
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3.3.2.5.1 Placement vertical. Nous plagons verticalement les noeuds suivant le critére i, en calculant
pour chaque noeud n la position verticale relative des ses fils. Si 4, représente la distance de séparation
verticale entre un neeud et ses fils:

Algorithme (Placement vertical des sous-arbres)

FUNCTION placement_vertical(n: neud, fi,...,f. : neudX - xneud)
FOR ¢ FROM 1 TO s DO
y(fi):=-8, — hauteur_boite_noeud(f;)/2
END_FOR;
END_FUNCTION;

Remarque. 11 est également possible de proposer plusieurs types de placements des sous-arbres a la place du
critére i, sans changer le reste de ’algorithme de tracé. A chaque nceud n de Parbre, nous associons la donnée
placement, (n), qui peut prendre trois valeurs, haut, bas ou centre, qui correspondent aux placements de la figure
3.7. Pour chaque fils f; de n, on détermine alors la hauteur h; du tracé du sous-arbre de racine f;. On note H la
hauteur maximale des tracés des sous-arbres. On place ensuite chaque nceud f; de la fagon suivante :

haut centre bas

Fig. 3.7: Placement vertical des sous-arbres

FUNCTION placement_vertical(n:neud, f1,..., fs:neudX - - xneud)
H:=max;=1, . (hauteur__boite_sous_arbre(f;));
FOR { FROM 1 TO S DO
1F placement(f;) = haut THEN
y(fi):=-8, — hauteur _boite_noeud(f;)/2;
ELSE_IF placement(f;) = centre THEN
y(fi):=-8u — hauteur _botte_noeud(f;)/2 — (H — hauteur _boite_sous_arbre(f;))/2;
ELSE
y(fi):=-8u — hauteur _botte_noeud(f;)/2 — (H — hauteur_botte_sous_arbre(f;));
END_IF;
END_FOR;
END_FUNCTION;

En pratique, dans le cas des placements centre et bas, nous ajoutons simplement un nceud temporaire comme
racine des sous-arbres pour éviter les chevauchements entre nceuds et arétes.

3.3.2.5.2 Placement horizontal. Nous cherchons maintenant & placer k sous-arbres, de racines
$1,...,8, & une distance 4, les uns des autres, en respectant I'ordre sur les racines. Pour simplifier les
notations, nous supposons que les racines des sous-arbres vérifient sy < s9 < - -+ < si. Pour respecter les
propriétés de symétrie des sous-arbres, I'idée consiste & placer en premier les sous-arbres du « milieu »,
puis & ajouter deux & deux, & gauche et & droite, les sous-arbres restants en respectant ’ordre <. Ceci
revient, dans le cas ot k est pair, & placer d’ abord les deux sous-arbres Sk et Skyi- Dans le cas ou k
est impair, nous plagons simplement le sous-arbre Skf1 au point d’abscisse nulle. Ensulte si ’on suppose

que les sous-arbres de racine s;, pour i € [g,d], sont déja placés, nous calculons la distance entre les
sous-arbres s,_1 et sy, notée dy_q 4, puis celle entre s; et sgyq1, notée dg 441, et enfin celle entre s4_;
et sqt1, notée dy_1 q+1. Nous avons alors deux possibilités selon les distances trouvées, résumées sur les
figures 3.8 et 3.9. 1l reste ensuite & mettre en place les liens entre les sous-arbres, comme cela est illustré
sur les figures 3.10, 3.11 et 3.12, en fonction des derniers nceuds atteints sur les contours lors du calcul de
la distance horizontale entre les sous-arbres (et donc en fonction des tailles respectives des sous-arbres).

Algorithme (Placement horizontal des sous-arbres)

PROCEDURE placement_horizontal (n:noeud, (517 ceey sk) :neud X - - - xneud)
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dg—1,d+1 < dg-1,g + dd.a+1

dq.a+1 \

Td—l—l

Fig. 3.8: Placement horizontal des sous-arbres : cas (1).

y__¥Y_

d+1

Fig. 3.9: Placement horizontal des sous-arbres : cas (2).

Fig. 3.12: Placement horizontal des sous-arbres : mise & jour des liens (3)



3.8. Tracé d’arbres enracinés planaires 77

1F k=1 THEN
x(s1):=0;
ELSE
1F k mod 2 =0 THEN
g:=k/2;
d:=k/2+1;
dgqa:=distance_sous_arbres(sq,sq,ltgq,xltga, yltga,rtga,xrtga, yrtga) ;
mise_a_jour_des_liens (dga,ltga,xltga, yltga,rtga,xrtga, yrtga) ;

z(s4):=x(sq) + dgas

ELSE
g:=(k+1)/2;
di=g;
z(s¢):=0;

END_IF

WHILE g > 1 Do
dg—1,a+1:=distance_sous_arbres (sg—1,Sd+1,ltg—1,d+1,8g—1,a+1,yltg—1,d41,
Ttg—1,d+1,8Ttg—1,d+1,Yrtg—1,d+1) 3

dg—1,g:=distance_sous_arbres (sg_1,5¢,ltg—1,4,2ltg_1,4,Yltg_1,g,rtg—1,g,81tg—1,g,yrtg—1,4);

dg,ay1:=distance_sous_arbres(sq, Sat+1,ita,a+1,Tltaat1,Yltaat1,rta,dar1 »xrtaas1,yrta de1) s

1F dg_1,a41 > dg—1,g + da,ay1 THEN
mise_a_jour_des_liens(dg—1,a+1,ltg—1,da+1,8lg—1,at1,yltg—1,a41,

Ttg—1,d+1,8Ttg—1,d+1,Yrtg—1,d+1) 3

re=(dg—1,a41 — dg—1,9 — da,at1)/2;

w(sg-1):=2(s9-1) —dg_1,4 — 13

w(sat1):=v(sa41) + daatr +r;

ELSE

#(sg—1):1=2(8g-1) —dg-1,43

z(sa41):=x(sat1) + da,dy1s

yg—1:=bas(lty_1 g, xltg_1,4,yltg_1,4);3

ygi=bas(rtg_1,4,2rtg—1,9,yrtg—14);

ya:=bas(lta,ayr, vltaar1, yltaayr)s

Yat+1:=bas(rta,arr, ortqat1, yrid,at1)s

IF Yg—1<yg AND Y4 1<y, THEN

mise_a_jour_des_liens(dg—_1,g+ daas1,ltg—1,a41,0lg—1,a+1,yltg—1,a41,
Ttg—1,d+1,Trtg—1,d41,Yrtg—1,d+1);

ELSE
mise_a_jour_des_liens(dg—1,4,ltg—1,9,8ltg—1,g,Ylty—1,4,rtg—1,4,Ttg—1,4,yrtg—1,4);
mise_a_jour_des_liens(dgati,lta,ar1,0ltaar1,yltaar1 ,rtaas1 »ertaarr ,yrtaayi) s

END_IF

END_IF;
g:=g—1;
d:=d+1;
END_WHILE
END_IF;
END_PROCEDURE;

3.3.2.6 Placement de la racine

Nous savons maintenant placer les noceuds des sous-arbres verticalement et horizontalement. Il ne reste
plus qu’a placer la racine de ’arbre. Nous proposons un nouveau critére esthétique pour le placement de
la racine:

vi. la racine n d’un arbre doit étre placée comme indiqué sur la figure 3.13. Le nceud racine n est centré
vis-a-vis de ses fils s1 et si, et séparé verticalement par au moins une distance 4. On demande de
plus & ce que ’angle « entre les arétes et ’horizontale soit supérieur & un angle minimum oy, .
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n

S1 S2 Sk—1 Sk

Fig. 3.13: Placement de la racine des sous-arbres.

Ce critére est introduit pour limiter les effets de confusions entre noeuds et arétes qui apparaissent lors
de D’affichage de grand graphes. La figure 3.14 montre le méme arbre dessiné sans et avec le critére vi.
Pour dessiner un arbre sans tenir compte du critére vi, il suffit de choisir a4, = 0.

Fig. 3.14: Arbre général de taille 500 dessiné avec el sans le critére vi.

L’algorithme général permettant de calculer les positions relatives des nceuds d’un sous-arbre s’écrit
alors :

Algorithme (Positions relatives des nceuds d’un sous-arbre)

PROCEDURE positions_relatives_sous_arbres(n:neud)
LET (S1,...,5k) SUCH THAT n O30 S;;
FOR ¢ FROM 1 TO s DO
positions_relatives_sous_arbres(s;);

END_FOR;
placement_vertical(n,(s1,...,s%));
placement_horizontal(n,(s1,...,sx));

ma:=(x(s1) + x(s1))/2;
my:fmax(o, t{m(ozmm) * (w(sk) — 2(51))/2 = 6);s

z(si)=x(s;) — mz;
y(si):=y(si) — my;
x(n}:IO;
y(n):=0;

END_PROCEDURE;

3.3.2.7 Position absolue

Une fois connue la position des noeuds des sous-arbres relativement a leur pére, on peut facilement en
déduire leur position absolue :

Algorithme (Positions absolues des nceuds d’un sous-arbre)

— Données : un arbre de racine n dont les positions relatives des nceuds sont connues,
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— Résultat : un arbre dont les positions absolues sont connues.

PROCEDURE positions_absolues_sous_arbres(n:nmud)
LET (S1,...,5k) SUCH THAT n O30 $;;
FOR 1 FROM 1 TO k DO
z(si) 1=z (si)rz(n);
y(si):=y(si)ry(n);
positions_absolues_sous_arbres(s;);
END_FOR;
END_PROCEDURE;

3.3.2.8 Complexité

Temps (en secondes)
A

50

>

000 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Taille de ’arbre

Fig. 3.15: Temps de calcul des positions absolues des neuds d’arbres générauz.

Dans le cas d’arbres dont tous les noeuds ont la méme taille et pour lesquels ’angle minimal
entre les arétes et I'horizontale est nul, la complexité de ’algorithme reste linéaire. En effet, les noeuds
sont alors placés par niveaux, et & chaque fusion de sous-arbres; les liens ajoutés garantissent que lors
du parcours du contour de I’arbre formé, on change de niveau aprés au plus deux appels a la fonction
chemin_suivant_gauche ou chemin_suivant _droit. Le résultat dans le cas k-aire s’obtient ensuite de
la méme fagon que dans le cas binaire [44].

On peut vérifier expérimentalement que ce résultat reste vrai en pratique pour des arbres ayant des
neeuds de taille différente et un placement au plus prés. Nous indiquons sur les figures 3.15 et 3.16 les
temps de calcul des positions absolues des noeuds pour des arbres généraux de différentes tailles, sans
prendre en compte les temps de lecture et d’affichage. Ces arbres sont générés aléatoirement, et on affecte
aux neeuds de I'arbre des largeurs comprises entre dp, /10 et 10 x d5 et des hauteurs comprises entre 4, /10

et 106,.

Temps (en secondes)

/,A-
30 T
20 -
/’+’
10 P
0+ T/// } } >
02000 10000 20000 40000

Taille de I’arbre

Fig. 3.16: Temps de calcul des positions absolues des neuds d’arbres binaires.
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3.3.3 Exemples

Nous illustrons "algorithme de tracé d’arbres enracinés par quelques exemples. Le premier concerne la
représentation de familles aliquotes sous la forme d’arbres k-aires ayant des nceuds ponctuels. Le second
exemple montre 'utilisation de I’algorithme dans le cas d’arbres ayant des nceuds de tailles différentes.
Enfin, le dernier exemple est une représentation d’une structure combinatoire particuliére, les arbres
binaires récursifs.

3.3.3.1 Suites aliquotes

Définition 3.3.2 (Suite aliquote [6])
La suite aliquote d’un entier n est la suite définie par:

{ Ug =N

ujp1 = f(uy) = o(uj) — v
oll o(n) est la somme des diviseurs de n. Un nombre n pour lequel f(n) = n est un nombre parfait. .
Ezremple. La suite aliquote de 12 est 12,16,15,9,4,3,1,0,0,.... Le nombre 6 est parfait. .

Définition 3.3.3 (Famille aliquote [10])
La famille aliquote d’un entier n est I’ensemble des nombres dont la suite aliquote contient 1’élément n. .

Nous représentons graphiquement la famille aliquote d’un nombre n a 1’aide de notre algorithme de
tracé d’arbres enracinés, en se limitant aux suites aliquotes des nombres inférieurs & 300 qui ne possédent
pas de terme supérieur & 100000. Pour cela nous construisons tout d’abord un graphe fonctionnel, dont
les neeuds sont les entiers de 1 & 100000. Deux nceuds du graphe, représentant les entiers a et b sont reliés
par une aréte orientée bosoa si a = f(b). Ensuite, nous sélectionnons la composante connexe du graphe
contenant D’entier n dont on cherche la famille. La famille de ’entier 37, représentée sous forme d’arbre
enraciné, est représentée sur la figure 3.17. On remarquera sur cette figure que les nceuds 37 et 196 sont
placés suivant le critére vi, ce qui conduit & un graphe moins large que dans le cas d’un placement par
niveaux.

3.3.3.2 Noeuds de tailles différentes

Pour illustrer ’algorithme de tracé avec des nceuds de différentes tailles, nous nous intéressons dans cet
exemple au tracé d’arbres généraux générés aléatoirement, en affectant des largeurs comprises entre 5, /10
et 3d;, et des hauteurs comprises entre &, /10 et 35,. Cet exemple permet en outre de tester ’algorithme.
On peut voir le résultat d’une génération de taille 150 sur la figure 3.18.

3.3.3.3 Arbres binaires récursifs

Nous considérons dans cet exemple la spécification de structures décomposables suivante :

T — Union(A, B)
B — Prod(T,T,T)
A—a

a ~ Atom

(3.1)

Nous générons ensuite une structure aléatoire de taille 49, que nous représentons sur la figure 3.19. Les
composantes de la structure générée, construites a I'aide du constructeur prod, sont dessinées comme des
arbres binaires dont la premiére composante du produit est incluse dans un neeud racine, les deux autres
formant les sous-arbres de cette racine.
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Fig. 3.17: La famulle aliquote de ’entier 37.
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Fig. 3.19: Arbre binaire récursif représentant une structure de taille 49 issue de la spécification (3.1).
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3.4 Arbres enracinés en « cascade »

Nous présentons un algorithme basé sur les conventions de tracé définies par P. Eades, T. Lin et
X. Lin dans [19]. Un tracé en cascade d’un arbre enraciné consiste & placer les fils d’un neeud de haut
en bas, contrairement & l’algorithme précédent ou les fils étaient placés de gauche & droite. La figure
3.20 montre le méme arbre enraciné dessiné avec les deux conventions de tracé. Comme cela est illustré
sur cette figure, les tracés en cascade conduisent & des arbres moins larges mais plus hauts qu’avec la
convention classique. Le principe de 'algorithme est exactement le méme que dans la convention de tracé
classique. La figure 3.21 ci-dessous en illustre les différentes étapes, que ’on peut comparer avec la figure
3.4. Les fleches en pointillés courts correspondent aux liens permettant de suivre les contours haut et bas
des sous-arbres, la fléche en pointillés longs représente le lien ajouté entre les deux sous-arbres une fois
déterminée la distance verticale entre les sous-arbres. L’algorithme est plus simple que dans le cas de la
convention classique, et nous ne le détaillons pas.

3.5 Graphes non orientés

Nous considérons maintenant le tracé de graphes non orientés. Une premiére méthode consiste a
assocler aux représentations des graphes une fonction énergie J d’autant plus basse que la qualité du dessin
est grande. Pour un graphe donné, on cherche alors & minimiser la fonction J par des méthodes classiques
d’optimisation. Cette méthode est utilisée initialement par R. Davidson et D. Harel [11], en utilisant une
méthode d’optimisation par recuit simulé. I’avantage de cette méthode est que l'on peut associer des
fonction d’estimation du dessin quelconques, qui peuvent traduire des critéres esthétiques trés variés. En
revanche, le cotlit de la méthode est élevé et celle-ci nécessite de déterminer de nombreux paramétres,
différents pour chaque graphe, pour obtenir de bons résultats. Une méthode proposée antérieurement par
P. Eades [15], appelée spring embedder peut étre vue comme un cas particulier de la méthode décrite
ci-dessus, mais pour laquelle il est possible d’obtenir rapidement une solution satisfaisante sans réglage
de parameétres. Nous présentons maintenant deux algorithmes issus de cette derniére approche.

3.5.1 Algorithme FR

Le principe de lalgorithme spring embedder proposé par P. Eades consiste & ramener le probléme
de tracé d’un graphe a celui de la simulation d’un systéme physique constitué d’anneaux et de ressorts.
Les nceuds du graphe sont les anneaux, reliés deux & deux par des ressorts. Les longueurs au repos des
ressorts sont déterminées par la présence ou non d’une aréte entre les noeuds extrémités. Cette méthode est
similaire & celle de R. Davidson et D. Harel dans le cas ot la fonction d’énergie J ne prend en compte que
les critéres d’éloignement des nceuds et de longueur uniforme des arétes, mais a ’avantage de converger
plus rapidement sans aucun réglage de paramétres. Un avantage supplémentaire de cet algorithme est
qu’il est simple & mettre en ceuvre et qu’il semble faire ressortir naturellement les symétries du graphe.

Plusieurs heuristiques pour le tracé d’arbres généraux s’inspirent de 'algorithme spring embedder. On
peut citer I'algorithme de T. Kamada et S. Kawai [37] qui prend en compte des informations supplé-
mentaires concernant la longueur minimale des chemins entre les noeuds du graphe. Nous choisissons de
présenter ici I’algorithme FR proposé par T. Fruchterman et E. Reingold [27], qui utilise des principes
de répulsion entre tous les couples de neeuds et d’attraction entre les noeuds reliés par des arétes. Nous
étendons l'algorithme initial pour tenir compte des noeuds de taille arbitrairement grande.

3.5.2 Principe

Si dope(a, b) représente la distance idéale entre les centres des nceuds a et b reliés par une aréte, alors
on peut définir les forces d’attractions qui portent sur a et b comme suit :

Algorithme (Attraction des noeuds)

PROCEDURE attraction(a:neud, b:neud)
d:=distance(a,b);
2

fi= d .
*dopt(ab) ?



84

Chapitre 3. Représentation graphique de graphes orientés et non orientés

ééé

L]

L0
0]
L]

Fig. 3.20: Arbre enraciné swivant les conventions en « cascade » el classique.

g
—e
?
d ——e
.
\
\
\
|
|
/
/
. /
. 7
.' //
e ol

Fig. 3.21: Principe de Ualgorithme de tracé en « cascade ».
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force(a):=force(a)+f %}
force(b):=force(b)-f %%

END_PROCEDURE;

De méme pour chaque couple de noeuds du graphe, on définit les forces de répulsion entre les nceuds.
On choisit de ne considérer que les couples de nceuds situés & une distance inférieure & un paramétre
dmae, ce qui permet entre autres de traiter les graphes non connexes.

Algorithme (Répulsion des nceuds)

PROCEDURE repulsion(a:neud, b:neud)
d:=distance(a,b);
1F d < dmaez THEN

f __M
force(a )-—force( )+f %
force(b):=force(b)-f %f

END_IF;
END_PROCEDURE;
La valeur de d,p; peut étre calculée en fonction des tracés des nceuds et de la longueur souhaitée pour
les arétes. Sil’on note &, la longueur souhaitée pour une aréte, on détermine la valeur de d,p¢ en fonction
des positions et des formes des noceuds comme indiqué sur la figure 3.22.

Fig. 3.22: Calcul de la distance souhaitable d,p; entre les centres de deur neuds en fonction de la longueur

souhaitée 6. de Uaréte les reliant.

Une étape de D'algorithme consiste & calculer les forces de répulsion pour chaque couple de nceuds et
les forces d’attraction pour chaque couple de noeuds reliés par une aréte. Ensuite, on déplace les noeuds en
fonction des forces qui leur sont appliquées, en limitant les déplacements & I’'intérieur d’une boule centrée

sur le noeud et de rayon borne _deplacement.

Algorithme (Etape du calcul)

PROCEDURE etape (borne_deplacement: INTEGER)
FOR ALL neud a DO
force(a):IG;
END_FOR;
FOR ALL neud a DO
FOR ALL neud b po
repulsion(a,b);
END_FOR;
END_FOR;
FOR ALL arete e OF KIND a0O-Ob Do
attraction(a,b);
END_FOR;
FOR ALL neud a DO
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1 norme(force(a)) > borne_deplacement THEN

._ force(a) borne_deplacement ,
force(a)'_ norme( force(a)) 4

END_IF;
position(a):=position(a)+ force(a);
END_FOR;
END_PROCEDURE;

On appelle ensuite un certain nombre de fois la procédure etape en faisant décroitre la valeur de
borne _deplacement.

Remarque. 1l est également possible de choisir d’arréter les itérations dés qu’une position satisfaisante est atteinte. Pour
cela, on peut par exemple tester si les nocuds oscillent autour d’une position d’équilibre.

La figure 3.23 est un exemple d’application de I"algorithme pour des nceuds de tailles différentes.

Fig. 3.23: Exemple d’application de 'algorithme FR pour un graphe ayant des neeuds de tailles différentes.

Remarque. 1’algorithme FR s’applique dans des espaces euclidiens de dimension quelconque.

3.5.2.1 Complexité

Si 'on considére que le coiit de calcul est déterminé par le cofit de calcul des forces d’attraction et
de répulsion, ainsi que par les cofits d’initialisation et de déplacement des neceuds, le cotit de I"algorithme
est:

O(km) + O(kn?),

ou k correspond au nombre d’étapes de D'algorithme, n au nombre de nceuds et m au nombre d’arétes du
graphe.

Pour améliorer l'ordre de complexité, T. Fruchterman et E. Reingold proposent d’utiliser des tech-
niques inspirées de celles utilisées dans le probléme des n corps. Etant donné que I’on ne considére plus
les interactions entre les couples de nceuds situés & une distance supérieure & dp,q., 1'idée consiste a
séparer ’espace comprenant les noeuds en une grille carrée, et & ne considérer les interactions qu’entre
carrés voisins. Pour cela, les carrés sont choisis avec une largeur et une hauteur égales & d,,4,. Quand la
répartition des nceuds est uniforme et le nombre de carrés de 'ordre de n, le cotit du calcul des forces de
répulsion des neeuds est alors en O(n).

3.5.2.2 Exemples

3.5.2.2.1 Appels téléphoniques. Le graphe de la figure 3.24 correspond & la représentation d’un
graphe issu d’une base de données collectant des appels téléphoniques. Les nceuds sont étiquetés par les
numeéros de téléphone, et la couleur des noeuds est différente selon les indicatifs téléphonique correspon-
dants. Les arétes traduisent 'information selon laquelle deux personnes sont entrées en contact. Le tracé
du graphe a été réalisé a ’aide de ’algorithme FR que nous avons présenté, suivi de quelques déplacements
de nceuds effectués manuellement pour rendre le dessin plus régulier [20].
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Fig. 3.24: Graphe B.
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3.5.2.2.2 Groupes de permutations et graphes de Cayley.

Définition 3.5.1 (Groupe)

Un groupe est un couple (G, ), ott G est un ensemble non vide et - une application de G x G dans G,
associative, possédant un élément neutre et telle que tout élément ¢ du groupe admet un inverse g—!.
L’application - est appelée I"opération du groupe. Le cardinal |G| de I’ensemble G est appelé I’ordre du

groupe. .

Définition 3.5.2 (générateurs)

Un ensemble G C G engendre le groupe G si chaque élément du groupe ¢ peut étre exprimé comme un
produit d’éléments de G ou de leurs inverses. L’ensemble G est appelé un ensemble de générateurs, et ses
éléments sont des générateurs du groupe G. .

Définition 3.5.3 (Graphe de Cayley)
Soit (G, -) un groupe et G un ensemble de générateurs de GG. Le graphe de Cayley Cay(G,G) est le graphe
orienté défini par :

— Pensemble des nceuds de Clay(G, G) est en bijection avec les éléments du groupe G,

— 1l existe une aréte orientée entre les nceuds représentant les éléments a et b du groupe G, étiquetée
par un générateur g de G, si et seulement si a - g = b.

Fig. 3.25: Graphe de Cayley du groupe de permutations de générateurs ((1,2)) et ((1,3)).

Nous nous intéressons & la représentation des graphes de Cayley pour les groupes de permutations.
Dans I’exemple suivant, nous définissons la variable gen qui correspond aux générateurs du groupe. Le
programme Maple Cayley (écrit pour permettre de traiter cet exemple) permet ensuite de construire le
graphe de Cayley du groupe engendré, en prenant comme loi de groupe la composition des permutations
(fonction mulperms). La variable m correspond & I’ensemble des éléments du groupe. La description g du
graphe comprend I’ensemble des générateurs, I’ensemble des éléments du groupe et I’ensemble des relations
entre éléments. Ensuite, nous convertissons cette description a ’aide de la fonction Cayley2cgraph pour
permettre de dessiner le graphe & I’aide du programme CGraph. Le tracé obtenu est indiqué sur la figure

3.25:

read(‘Cayley.mp‘);
gen:=[[1,2]1]1,[[1,3]1]:
m:=permgroupallmembers (gen) :
g:=Cayley(m,

gen,

mulperms) :

vV Vv VvV VvV

g:=CL[C01, 217, [[1, 3111, # generateurs
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(o1, rre, 211, Cft, 311, o, 2, 311, 01, 3, 211, [[2, 3111, # noeuds
[ft, 2, 11, [1, 3, 21, [2, 1, 11, [2, 4, 21, [3, 1, 2], [3, 5, 1], # aretes
[4, 2, 21, [4, 6, 11, [5, 3, 11, [5, 6, 21, [6, 4, 1], [6, 5, 211]

> Cayley2cgraph_label(g, ‘Cayley.g‘):

Les figures 3.26 et 3.27 montrent "application du méme algorithme pour un graphe plus complexe.
Cet exemple illustre les limitations de 1’algorithme dés que le nombre d’arétes devient important. On
peut comparer les résultats obtenus avec ceux des figures 3.28 et 3.29, qui utilisent un algorithme avec
conservation des propriétés de croisements que nous décrivons par la suite. Cependant, dans cette derniére
représentation, le placement initial des noeuds doit étre guidé par 'utilisateur.

3.5.3 Algorithme FRCC

Nous présentons maintenant un nouvel algorithme, appelé FRCC, variante de 1’algorithme FR, qui per-
met de conserver les propriétés de croisements entre arétes. Cet algorithme construit, & partir d’une
représentation d’un graphe, une nouvelle représentation, telle que si deux arétes du graphe se croisent
sur la représentation initiale (respectivement ne se croisent pas), elle se croisent également sur la repré-
sentation finale (respectivement ne se croisent pas).

Le principe de I’algorithme proposé est simple, et consiste & assurer que les déplacements des nceuds,
lors de chaque étape de I’algorithme, conservent les propriétés de croisements des arétes. A chaque nceud
a du graphe, nous associons I’ensemble E(a) qui correspond & I’ensemble des positions que le neeud a est
autorisé a prendre lors de son déplacement. Au début de chaque étape, F(a) correspond a la boule centrée
en a et de rayon le déplacement maximal autorisé, donné par la valeur borne _deplacement. Ensuite, pour
chaque noeud a et chaque aréte e dont les extrémités sont les noeuds ¢ et b, nous calculons la distance
euclidienne d entre a et e, et nous mettons a jour les ensembles F(a), E(b) et E(c) comme indiqué sur la
figure 3.30. F(a), figuré en grisé sur la figure, devient I'intersection de F(a) et du demi plan contenant a
et de frontiére la droite paralléle & e et & distance d/3 de a. E(b) et E(c) sont construits de fagon similaire,
en effectuant leur intersection avec le demi-plan ne contenant pas a dont la frontiére est paralléle a e et
située a une distance 2/3d de a. Ceci garantit que les propriétés de croisement des arétes sont conservées.
En effet les noeuds ne peuvent pas « traverser » les arétes au cours des différentes étapes.

Fig. 3.30: Muse a jour des déplacements autorisés.

Par contre, les nceuds tendent alors a se rapprocher des arétes. Pour éviter cela, nous introduisons une
nouvelle interaction entre les noeuds et les arétes. Pour un nceud a et une aréte e d’extrémités b et ¢, nous
déterminons le point ¢, 8’1l existe, qui correspond & la projection du point a sur I’aréte. Nous calculons
alors la force de répulsion entre le noceud a et un neeud fictif situé au point ¢, et nous transmettons ensuite
les forces calculées aux points extrémités de ’aréte (Fig. 3.31). La force de répulsion appliquée entre les
neeuds et les arétes peut étre ajustée en fonction d’un paramétre d,.
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[[1,21,15,611

[[1,3,21,[5,61]

[12,31,15,611

Fig. 3.26: Graphe de Cayley du groupe de permutations de générateurs ((1,2)), ((1,3)) et ((5,6)) (algo-
rithme FR).

[N YCIH I e dan1

y
// [TO
.21 \\

Tr1.41,12,371

[01\3,411

[[1,3.4]]

[[1,3,411 [r1.217% [[1.4,3,2]]
(L1211 B
// [[1,3,2,4]]
N RS
. T
[[1,3,41]
Wl
1,2

rl1,3,411

[01,3,411

[01,3.a77

[01,3,411
[01,3.411
22,3497 111, 2]] i)
[l1,21]

Fig. 3.27: Graphe de Cayley du groupe de permutations de générateurs ((1,2)) et ((1,3,4)) (algorithme
FR).
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[01,a11

(01,37, (5,611

[01,21,15,611

111,3,21, 15,611

[[1.2,3], (5,611

[02,37, (5,611

Fig. 3.28: Graphe de Cayley du groupe de permutations de générateurs ((1,2)), ((1,3)) et ((5,6)) (algo-
rithme FRCC).

Fig. 3.29: Graphe de Cayley du groupe de permutations de générateurs ((1,2)) et ((1,3,4)) (algorithme
FRCC).
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Fig. 3.31: Calcul des interactions entre neuds et aréles.

Algorithme (Répulsion entre nceuds et arétes)

PROCEDURE repulsion(a:noel}’d,_’e:aréte)
IF 31 € e sucH THAT at.bc =0 THEN
d:=distance(a,?) ;
1F d<dmay THEN

fi=—tes )
force(a):=force(a)+f %%’
force(b):=force(b)-f %%;
force(c):=force(c)-f %%’
END_IF;
END_IF;

END_PROCEDURE;

La figure 3.32 montre quelques exemples d’application de I’algorithme FRCC. Les exemples (1) et (2)
montrent 'utilisation du programme pour améliorer les représentations obtenues & partir des algorithmes
classiques de tracé de graphes planaires. L’algorithme proposé permet ainsi de faire apparaitre les sy-
métries dans les graphes planaires. Les exemples (3), (4) et (5) illustrent les propriétés de conservation
de la partition de I’espace induite par les arétes, et montrent I'intérét de 1’algorithme dans le cas d’une
utilisation interactive : I'utilisateur choisit une position de départ, qui peut provenir éventuellement d’une
modification du tracé obtenu aprés application de 1’algorithme FR, puis applique 1’algorithme FRCC pour
affiner les placements des noeuds.

3.6 Graphes orientés

Nous considérons maintenant le tracé de graphes orientés. Nous présentons deux algorithmes différents.
Le premier utilise les principes d’attraction répuslion des algorithmes a ressorts. L’adaptation au cas des
graphes orientés différe cependant assez nettement du cas non orienté, le tracé du graphe obtenu étant
différent selon ’ordre dans lequel les arétes du graphe sont considérées. Le second algorithme utilise les
techniques courantes pour dessiner des graphes orientés, selon les principes généraux proposés par K.
Sugiyama, S. Tagawa et M. Toda [52].

3.6.1 Algorithme a « ressorts »

Nous proposons d’appliquer les principes mis en ceuvre dans le cas des graphes non-orientés au cas
des graphes orientés. Nous cherchons & vérifier les critéres esthétiques suivants:

1. les arétes doivent étre dirigées de haut en bas,
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ii. les neeuds doivent étre distribués uniformément sur la page,
iii. les arétes doivent étre de longueur uniforme.

Nous conservons les mémes notations que dans le cas non-orienté. Le vecteur position d’un neeud a
est noté position(a), le vecteur correspondant a la force exercée sur le nceud, dont dépend le déplacement
du nceud a chaque étape de 'algorithme,est noté force(a).

Nous présentons maintenant les différences de D’algorithme par rapport au cas non orienté. Nous
distinguons 1'une des composantes du vecteur position, la composante verticale, qui traduit la notion de
haut vers le bas utilisée dans le critére i. L’algorithme présenté est incrémental, et le calcul des forces
différe selon ’ordre dans lequel les nceuds et arétes sont ajoutées au graphe. Nous introduisons de nouvelles
données pour chaque noeud @ du graphe:

— le neud d’attache de a, noté attache(a) est le noeud a partir duquel nous calculons la composante
verticale du vecteur position de a,

— la position d’attache de a, notée posattache(a), est la position relative de a par rapport a son noeud
d’attache,

— Didentificateur de composante, noté composante(a), est un entier qui est identique entre deux noeuds
appartenant & la méme composante connexe du graphe.

Les nceuds d’attache sont calculés au fur et & mesure que 'on ajoute des arétes au graphe. Lors
de 'ajout d’un neeud a, attache(a) est initialisé & nil, et composante(a) regoit une valeur non encore
utilisée. Lors de ’ajout d’une aréte, on regarde tout d’abord si les deux nceuds reliés font partie de la
méme composante connexe. Si c’est le cas, on ne fait rien. Sinon, si 'une des extrémités de I’aréte n’a pas
de noeud d’attache, on lui attache 'autre extrémité. La position d’attache est déterminée en fonction de
la valeur dopt (@, b), la distance verticale optimale entre les nceuds a et b. Les nceuds @ et b font maintenant
partie de la méme composante connexe : on met donc & jour les valeurs des composantes des noeuds.

Algorithme (Ajout d’une aréte)

PROCEDURE ajoute_arete(a:neud, b:neud)
1IF composante(a)#composante(b) alors
1F attache(b)=nil THEN
attache(b)=a;
pos_attache(b)=6_opt(a,b);
ELSE_IF attache(a)=nil THEN
attache(a)=b;
pos_attache(a)=—5_opt(a,b);
END_IF;
tmp:=composante(b);
FOR ALL neud n DO
IF composante(n) = tmp THEN
composante(n):=composante(a);
END_IF;
END_FOR;
END_IF;
END_PROCEDURE;

L’algorithme ci-dessus, en ne permettant de créer des liens attache qu’entre des nceuds appartenant,
avant ’ajout de l'aréte, & des composantes connexes différentes, garantit qu’il n’y a pas de cycles selon
les liens attache. Le coiit de ’algorithme est en O(n), ot n est le nombre de neeuds du graphe.

Nous dirons que deux neeuds sont situés & un méme niveau s’ils sont séparés par une distance verticale
inférieure & un nombre &, . Pour deux noeuds situés au méme niveau, nous appliquons les méme procédures
que dans le cas non-orienté, mais en ignorant la composante verticale. S1 deux nceuds ne sont pas sur un
méme niveau, nous ignorons les forces de répulsion ; si ces deux noeuds sont reliés par une aréte, nous
essayons de faire en sorte que ’aréte soit la plus verticale possible. Dans les procédures qui suivent, nous
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notons ¥ le vecteur dont toutes les composantes valent un, excepté pour la composante verticale qui est
nulle, et v/ le vecteur dont toutes les composantes sont nulles, excepté pour la composante verticale qui

vaut un:
Algorithme (Attraction des noeuds)

PROCEDURE attraction(a:neud, b:neud)
dz:=|b.z — a.z|;

IF dz > 0 THEN -
force(a):=force(a) + (4‘12'”
force(b):=force(a) — a2,g :

ELSE
d:=||ab.d]||;

IF dgd_mgm: THEN

s

f =

force(a):=force(a)+ f - *5=;

force(b):=force(b) — f
END_IF;

END_IF;
END_PROCEDURE;

Algorithme (Répulsion des nceuds)

PROCEDURE repulsion(a:neud, b:neud)
dz :=||position(b).0"|| ;
1F dz < THEN
d:=||ab.0||;
f:=—7d°”’(da’b)2 ;
force(a):=force(a)+ f - ‘jz :
force(b):=force(b) — f - bd'g :
END_IF;
END_PROCEDURE;
Nous ajoutons également des interactions visant a faire s’écarter les nceuds des arétes. Par rapport au
cas non orienté présenté dans le cas de ’algorithme FRCC, on ne calcule plus la projection orthogonale sur
la droite passant par ’aréte, mais 'intersection entre le plan horizontal passant par le nceud et la droite

B

passant par ’aréte.
Algorithme (Répulsion des nceuds)

PROCEDURE repulsion_noeud_arete(a:noeud, e:arete)

SO0 t:=e;
a:=(s4.7)/(at.?);
1F 0 < a<l THEN

LET i SUCH THAT $1 = o - s_%;

d:=||ia|;

1F d<d_max THEN

dopt(a,b)? |

f’:_%, )
force(a):=force(a)+f - ‘“f ;
force(b) ::force(b)_f ) (;i.'z;lecy :

END_IF;

END_IF;
END_PROCEDURE;

En plus des attractions et des répulsions entre neeuds, il convient d’essayer, a chaque étape, de placer
chaque neeud en fonction de son pére d’attache.
Algorithme (Attachement des nceuds)

PROCEDURE attachement (a:neud)
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1F attache(a)#nil THEN
b:=attache(a);
position(a).v’ : =position(a).v" + ||ab.v"]| + posattache(a);
END_IF;
END_PROCEDURE;

Il convient ensuite de prendre en compte chacune de ces interactions dans une procédure etape
similaire & celle présentée dans le cas non orienté.

Dans le cas d’'un dessin dans le plan, cette méthode n’est pas satisfaisante, du fait du choix de la
longueur uniforme des arétes qui conduit & de nombreux croisements. Son utilisation dans un espace en
trois dimensions comporte par contre plusieurs avantages: les croisements sont moins fréquents et c’est
une méthode incrémentale bien adaptée & la représentation de graphes modifiés dynamiquement.

3.6.2 Algorithme classique

La méthode proposée par K. Sugiyama, S. Tagawa et M. Toda [52] pour la représentation des graphes
orientés consiste a vérifier successivement les critéres esthétiques suivants :

1. les arétes doivent étre dirigées de haut en bas,
ii. les neeuds doivent étre distribués uniformément sur la page,
iii. les croisements d’arétes doivent étre évités.

Les étapes de l'algorithme consistent & transformer le graphe en graphe acyclique en retournant
certaines arétes du graphe (critére i), placer les noeuds par niveaux (critéres i et ii), supprimer les arétes
entre des nceuds de niveaux éloignés en ajoutant des nceuds supplémentaires pour permettre de minimiser
les croisements d’arétes (critére iii).

3.6.2.1 Suppression des cycles

La premiére étape ’algorithme consiste & supprimer les cycles en inversant un minimum d’arétes pour
permettre de suivre le critére i. Cette étape sera décrite dans le chapitre 4 en section 4.3.3.1, et nous
supposons ici que nous disposons dés le départ d’un graphe acyclique.

3.6.2.2 Placement des nceuds par niveaux

La seconde étape de l'algorithme consiste & déterminer les positions verticales des nceuds du graphe,
en suivant les critéres 1 et ii. Pour cela nous choisissons de partitionner les nceuds du graphe en A sous-
ensembles Ny, ..., Np, appelés les niveauz du graphe, tels que si a o+ob avec a € N; et b € N;, alors 1 < j.
h est appelé la hauteur du graphe, le cardinal maximal des ensembles N; étant sa largeur.

Le probléme consistant & choisir & quel niveau placer un noeud se rapproche des problémes d’ordon-
nancement de tdches, qui sont des problémes classiques en recherche opérationnelle. Les nceuds du graphe
que nous souhaitons afficher sont les taches, les arétes les contraintes de précédence. Une premiére idée
consiste naturellement & utiliser les algorithmes classiques d’ordonnancement. Nous pouvons par exemple
placer les nceuds selon le chemin le plus court ou le plus long. L’inconvénient majeur de cette méthode est
que celle-ci peut conduire & des graphes trés larges. Pour en limiter les effets, on peut limiter le nombre de
neeuds par niveaux. Le probléme devient alors similaire & celui de 'ordonnancement de taches de durée
unitaire sur machines paralléles ayant un nombre borné de processeurs. Ce probléme a été trés étudié
et est NP-complet quand le nombre de processeurs est supérieur ou égal a trois [8,32]. La méthode la
plus couramment utilisée est celle dite d’ordonnancement de listes [8,9, 30]. Le principe consiste a asso-
cier des priorités aux différentes taches, puis a choisir la tache de priorité maximale compatible avec les
contraintes de précédence. Soit p le nombre de processeurs disponibles. Nous notons E 1’ensemble des
taches qu’il reste & exécuter, P les contraintes de précédence et niveau(t) la date de début d’exécution
de la tache t. D(k) correspond & I’ensemble des taches qu’il est possible de faire débuter au temps k. Le
principe de Dalgorithme consiste & choisir, parmi les taches qu’il est possible d’exécuter au temps ¢, ce
qui dépend uniquement des contraintes de précédence, celle de priorité maximale. Si le nombre maximal
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de taches que 'on peut exécuter simultanément est atteint, ou si aucune tache ne peut étre exécutée, on
cherche alors a placer les taches restantes au niveau suivant, et ainsi de suite jusqu’a ce que toutes les
taches soient placées.

Algorithme (Ordonnancement de listes)

— Données : un graphe orienté acyclique,

— Résultat : le niveau de chaque noeud du graphe est connu.

k:=1;

1:=1;

D(1):={t'cE,}t"cE,t" ovot'};
D(2):=0;

WHILE F#0 po
1r 3 teD(k) such THaT Vt'€D(k), priorite(t)>priorite(t');
E:=F —{t};
D(k):=D(k) — {t};
niveau(t):=k;
1:=t4+1;
Dk+1):=D(k+ 1) U{t'eVi (1), 3 t"e(EnVg (1)}s
IF t =p+ 1 THEN
D(k+1):=D(k+1) U D(k);
D(k+2):=0;
k:=k+1;
1:=1;
END_IF;
ELSE
D(k +2):=0;
k:=k+1;
1:=1;
END_IF
END_WHILE

La difficulté principale des algorithmes d’ordonnancement de liste réside dans la détermination des
priorités des taches qui conduisent & de bons résultats. Une méthode couramment utilisée consiste a choisir
la priorité selon le chemin critique, c’est-a-dire selon le maximum des longueurs des chemins allant de
cette tAche & une téache terminale. Si & correspond & la hauteur de I'ordonnancement construit a 1’aide
de cette heuristique, et h,,; & la hauteur de 'ordonnancement de hauteur minimale qu’il est possible
d’obtenir, on obtient la relation suivante pour des taches unitaires et p > 3:

1
h < hope(2— ——). 3.2
< e (2 = ) (32)
Remarque. 1l est possible d’améliorer ce résultat en précisant la notion de priorité pour les noeuds ayant méme
chemin critique. La méthode de Coffman-Graham [8] permet de résoudre le probléme pour des taches unitaires
et pour p = 2 de fagon optimale. Dans le cas o p > 3, on obtient a I'aide de cet algorithme la relation suivante :

2
h < hope(2—2).
< hopi(2 =)

Cet algorithme a une complexité en O(n?) si 'on suppose construite la fermeture transitive du graphe (en O(n®)
avec un algorithme classique). Il existe une variante quasi-linéaire de cet algorithme, proposée par H. N. Gabow
[28], qui ne nécessite pas le calcul de la fermeture transitive du graphe, mais qui est difficile & mettre en ceuvre. .

Nous disposons donc, avec les algorithmes d’ordonnancement de listes, d’une méthode simple permet-
tant de borner la largeur d’un graphe en multipliant au pire par deux la hauteur du graphe par rapport
a la hauteur minimale qu’il est possible d’obtenir. Cependant, nous n’avons pas tenu compte de ’aspect
esthétique du graphe dans le choix des niveaux. En particulier, les placements de type ordonnancement de
listes placent les noeuds dés que cela est possible. Cela conduit & des graphes pour lesquels les extrémités
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f g

Fig. 3.33: Placement des neuds par niveaur suivant un algorithme d’ordonnancement de liste suivant le
chemin critique.

f g

Fig. 3.34: Placement des neuds par niveaur avec minimisation des longueurs des arétes par la méthode
du simplexe.
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Fig. 3.35: Hiérarchie Uniz.
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des arétes peuvent étre placées sur des niveaux trés distants, comme par exemple le nceud ¢ sur la figure
3.33. Pour résoudre ce probléme, on peut choisir comme critére de placement des noeuds le critére de la
différence des niveaux des noeuds reliés par des arétes. Si I’on note origine(e) 1’origine d’une aréte e, et
destination(e) sa destination, on cherche alors & minimiser la somme des différences de niveaux entre les
neeuds extrémités des arétes du graphe:

Z niveau(destination(e)) — niveau(origine(e)),
eeG

avec les contraintes Ve € G, niveau(source(e)) < niveau(destination(e)). Les contraintes et la fonction
a4 minimiser sont linéaires, et le probléme peut étre résolu par un algorithme de type simplexe sur les
entiers [7,40]. Cette méthode est utilisée initialement dans le systéme DAG [29] et conduit & de trés bons
résultats. La minimisation de la longueur des arétes entraine de surcroit une hauteur du graphe minimale.

Si le graphe est composé de k noeuds ny, ..., ng, et [ arétes, et que I'on note z1, ...,z les hauteurs
cherchées pour les nceuds, le probléme revient & minimiser :

C'z avec Az <b

ou z, C, A et b sont définis par:

L1
e=|
Tk
C = (0530 (1) = 0630 (n1), -, V0 (1) — T (1))
i - Gkl 1 si n; osony,
A= aij ,a;; = | ou —1.si n; 030Ny,
ay ap 0 sinon
-1
b=
-1

La figure 3.35 correspond a 'exemple de la figure 2 présenté dans D'article [29], et a été réalisée a aide
de I’algorithme de tracé de graphes orientés acycliques.

3.6.2.3 Ajout de noeuds temporaires

Pour simplifier les étapes ultérieures de minimisation du nombre de croisements entre arétes, nous
ajoutons des neeuds temporaires sur les longues arétes (noeuds grisés sur la figure 3.36). En d’autres
termes, nous modifions le graphe de sorte que deux nceuds reliés par une aréte se trouvent sur des
niveaux successifs.

Fig. 3.36: Ajout de neuds temporaires.
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Algorithme (Ajout de nceuds temporaires)

FOR ALL arete OF KIND q O+0b DO
nb_ntveaur :=niveau(b)-niveau(a) ;
supprimer 1’arete q 0+0b;
ai:=a;

FOR ¢ FROM 1 To nb_niveaur — 1 Do
ajouter un neud temporaire bi;
ajouter 1’arete ai0+0bi;
ar:=bt;

END_FOR;

ajouter 1’arete ai0+0b;

END_FOR;

Aprés cette étape on a la propriété suivante :
Va ovo b, niveau(b) = 1 + niveau(a)

Remarque. La méthode du simplexe, utilisée lors du choix des niveaux des nceuds, assure que le nombre de neeuds
temporaires ajoutés durant cette phase est minimal.

3.6.2.4 Ordonner les nceuds de méme niveau

Le but de cette étape est d’ordonner les nceuds d’un méme niveau de sorte que le nombre de croisements
entre les arétes soit minimal. Ce probléme est NP-complet, y compris si ’on ne considére que deux niveaux
[31]. Nous présentons ici une heuristique basée sur 'intuition selon laquelle les nceuds doivent étre placés
le plus prés possible des nceuds auxquels ils sont reliés par une aréte. Nous choisissons de placer les nocuds
au point médian des emplacements des nceuds qui leur sont voisins. Nous supposons connues une fonction
mediane(n:noeud) qui calcule la position médiane des points de Vo (n) UV 5y (n). Une étape ordonne
de I’algorithme s’écrit alors:

Algorithme (Ordonner les neeuds par niveaux)

PROCEDURE ordonne ()
FOR ¢ FROM 2 TO h,
THEN FOR ¢ FROM h —1 To 1 DO
FOR ALL n&EL; po
z(n):=mediane(n);
END_FOR;
ordonner (L;) selon z;
an:=nil;
FOR ALL n&EL; po
IF an#nil THEN
z(n):=z(an) + d_h;
END_IF;
an:=n;
END_FOR;
END_FOR;
END_PROCEDURE

Il est possible d’augmenter I’efficacité de ’algorithme précédent en diminuant le nombre de croisements
entre arétes, a ’aide d’une méthode de minimisation locale du nombre de croisements. Pour chaque paire
de nceuds a et b successifs du niveau L;, on échange les positions de a et b si cela diminue le nombre de
croisements. On s’arréte dés qu’il n’y a plus d’échange possible.

Remarque. 11 est possible d’utiliser d’autres heuristiques pour le placement des noeuds sur les niveaux. Il est possible de
remplacer ’heuristique médiane par une heuristique barycentre. Il est également possible d’utiliser une méthode globale
qui n’utilise pas la méthode d’échange local. Cette méthode, proposée initialement par W. Tutte [55] revient, une fois
déterminées les positions sur le premier et le dernier niveau, & résoudre un systéme linéaire d’équations. D’aprés [21], si
z(n) représente I'abscisse du neeud n, on résout un systéme d’équations de la forme:

Zeevbio 00 ) Deevgy, o )

z(n) =

28&0 (n) 20550 (n)
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3.6.2.5 Placement vertical et finitions

Le placement vertical des nceuds se fait en fonction des niveaux. Pour chaque niveau, on détermine le
neeud de hauteur maximal, et ’on place chaque nceud selon son niveau. Une fois les positions verticales
et horizontales connues, il reste ensuite & remplacer les nceuds temporaires par des arétes brisées et a
restituer les arétes qui ont été retournées.

3.6.2.6 Exemples

3.6.2.6.1 Dérivations d’un systéme de réécriture. Pour illustrer I’algorithme de tracé de graphes
orientés, nous construisons le graphe acyclique correspondant & I’ensemble des dérivations possibles, issues
du terme ss0 x ss0, du systéme de réécriture suivant, défini sur I’alphabet {0,s, 4+, x}:

r+0—>=z
r+sy = s(x+y)
rx0—0
rxsy—=>(xxy +x

(3.3)

Ce systéme permet d’effectuer "addition et la multiplication de deux entiers donnés sous forme unaire.
Le graphe de toutes les dérivations issues du terme ss0 x ss0 est représenté sur la figure 3.37. Les entiers
50, ss0, sss0 et ssssO sont notés 1, 2, 3 et 4 sur le dessin.

3.6.2.6.2 Noeuds de tailles différentes. La figure 3.38 est un exemple de graphe dont les nceuds
ont des tailles différentes. Sur cet exemple, nous remarquons que le placement des noeuds est effectué par
niveau, contrairement au choix que nous avons effectué dans le cas des arbres.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté plusieurs algorithmes de tracé de graphes dédiés a des classes
particuliéres. Les algorithmes présentés n’ont pas tous été étudiés dans le méme but. Certains cherchent
a apporter un éclairage nouveau au probléme du tracé de certaines classes de graphes: c’est le cas de
I’algorithme de tracé de graphes orientés présenté au point 3.6.1 et celui de tracé des graphes non orientés
avec conservation des croisements présenté au point 3.5.3. Les autres algorithmes ont été étudiés dans un
but précis, permettre leur utilisation conjointement avec 1’algorithme que nous allons présenter dans le
chapitre suivant. Pour cette raison, nous avons apporté un intérét particulier & I’extension d’algorithmes,
connus pour étre performants, au cas de graphes possédant des nceuds de tailles arbitrairement grandes.
C’est le cas de ’algorithme de tracé de graphes orientés du point 3.6.2 et celui de tracé des graphes non
orientés du point 3.5. Ils nous ont permis de nous rendre compte de la variété des techniques mises en
ceuvre pour résoudre les problémes de tracé de graphes. Enfin, 'algorithme de tracé d’arbres enracinés
du point 3.3 montre que la méthode des liens, moyennant une modification simple, peut étre utilisée dans
le cas du tracé de graphes généraux dont les nceuds ne sont pas placés obligatoirement par niveau. Tous
ces algorithmes ont été implantés en pratique dans les logiciels que nous présentons au chapitre 5.

| Algorithme Type de graphe |
FR

FR modifié
FRCC

FR orienté
STT

STT modifié

o Joo o o |
P +3+

RT

No>»928883

RT modifié
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La signification des symboles utilisés est la suivante :
— o permet le tracé de graphes ayant des noeuds de tailles différentes,

— +: algorithme incrémental. Le tracé obtenu aprés une modification mineure du graphe dépend
du tracé dont on disposait avant modification, et les différences entre les deux dessins sont peu
importantes,

— & la partition des nceuds du graphe est conservée au cours des étapes de 'algorithme,
— & : posséde une heuristique dédiée & la minimisation des croisements d’arétes,
— Q' minimise le nombre de neeuds temporaires ajoutés au graphe,

— {: plaesment des neeuds non obligatoirement par niveaux.
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(2x1)+2

(2x042)+2 s(2x 141)
s(2x041) (0+2)+2 s((2x0+4+2)+1) s5(2x 14 0)
(> N N T
ss(2x 040)+2 s(0+1)4+2 s(s(2x04+1)+1) s(04+241) 55(2x 0+ 2+40) 55(2 % 1)
NN == N |
ss(0+0) + 2 s8(2%x0) 42 s(ss(2x040)+41) ss(s(2x 04 1)40) s(s(0+ 1)+ 1) ss(04+2+0) s5(2 x 04 2)
<
550 4 2 s(ss(2 x 0) s(ss(0+0) ss(ss(2 x 0) + s(0+ 1) sss(2x 04 1) 2)
N,
s(ss04+ 1) ss(ss040) sss5(2 % 0) (ss(040)+ sss(04+ 1)
\
ss(ss0+ 0) ss55(0 4 0)
N o

Fig. 3.37: Graphe de toutes les dérivations issues du terme ss0 x ss0, pour le systéme de réécriture (3.3).



104 Chapitre 3. Représentation graphique de graphes orientés et non orientés

Fig. 3.38: Graphe orienté dont les neeuds sont de taille différente.



Chapitre 4

Représentation graphique de graphes
composes

OUS ABORDONS MAINTENANT le probléme de la représentation graphique des structures décompo-
N sables. Nous nous intéressons pour cela a la représentation de graphes particuliers, les graphes
composés, qui possédent & la fois des relations d’adjacence et d’inclusion entre les nceuds. Les relations
d’inclusion permettent en effet de représenter de fagon naturelle les structures construites de fagon récur-
sives.

La représentation graphique des graphes possédant des relations d’inclusion n’a été abordée que re-
lativement récemment. On peut citer la réalisation du systéme D-ABDUCTOR par K. Sugiyama et K. Misue
[50,51] pour la représentation de graphes orientés; ou encore les travaux de P. Eades, Q. Feng et X.
Lin concernant le tracé de graphes orientés planaires ou en trois dimensions [17, 18]. Notre approche se
démarque fortement des algorithmes proposés antérieurement pour la représentation de graphes ayant
des relations d’inclusion, et est guidée par la nature récursive et la variété des structures décomposables a
représenter. Tout d’abord, les graphes que nous considérons possédent potentiellement & la fois des arétes
orientées et non orientées. De plus, pour permettre une représentation naturelle des structures décom-
posables, nous avons choisi de permettre de faire cohabiter plusieurs algorithmes classiques de tracé de
graphe au sein d’une méme représentation. Ces deux choix nous conduisent & concevoir entiérement de
nouveaux algorithmes pour la représentation des graphes composés, dont la particularité essentielle est
de permettre 'utilisation d’algorithmes de tracé en nombre potentiellement infini.

Ce chapitre contient les résultats les plus originaux de la thése. Le premier concerne la réalisation
de deux algorithmes dont la combinaison permet la représentation satisfaisante, dans la plupart des
cas, de toutes les structures décomposables. Le premier algorithme, présenté en section 4.2.1.2, permet de
tracer des graphes composés particuliers, les graphes imbriqués. Le deuxiéme algorithme, décrit en section
4.4.1, permet de convertir de fagon systématique des structures décomposables en graphes imbriqués. Ceci
permet au final de disposer d’une premiére méthode pour la représentation des structures décomposables,
qui s’avére bien adaptée pour faire ressortir les propriétés des constructeurs décrivant la structure.

Les résultats suivants du chapitre visent & permettre une plus grande souplesse dans la représenta-
tion des structures décomposables. Pour cela, nous cherchons & représenter des sous-classes des graphes
composés de plus en plus larges, en laissant totalement libre la conversion des structures en graphes
décomposables. Nous proposons ainsi en section 4.5 un algorithme permettant de représenter des graphes
décomposables enracinés, qui consiste & ramener le probléme & celui du tracé des graphes imbriqués. C’est
dans cette partie que se situe la difficulté la plus importante du chapitre. Ceci nous permet ensuite de
proposer en section 4.6 un algorithme de tracé de graphes composés quelconques. Enfin, nous terminons
en regardant quelques utilisations des graphes composés dans le cadre général de la représentation de
graphes.
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4.1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre 1 que la théorie des structures décomposables permettait de décrire des
objets trés variés, parmi lesquels des cycles, des arbres enracinés, des graphes. Nous avons vu également
qu’il était possible de substituer les objets de base d’une structure décomposable par n’importe quelle
autre structure décomposable. Une méthode naturelle pour représenter ces substitutions consiste & les
dessiner de facon imbriquée.

Regardons par exemple le cas de la spécification de structures décomposables suivante :

A — Union(a, B)
B — Union(C, D)
D — Prod(A, B, B)) (4.1)
C' — Cycle(b) ’
a ~ Atom,

b ~ Atom.

Une interprétation de cette spécification pourrait étre: « des arbres A, dont les feuilles sont des cycles,
et dont les noeuds internes sont des arbres A. » Un élément de A est la structure:

prod(prod(a,
cycle(b),
prod(prod(a,cycle(b),cycle(b)),
cycle(b,b,b),
cycle(b))),
cycle(b,b,b),
cycle(b,b,b,b,b))

dont une représentation naturelle pourrait étre celle de la figure 4.1. Nous avons représenté les terminaux
a par des carrés gris foncé, les terminaux b par des cercles gris foncé, les noeuds internes des structures
arborescentes par des carrés blancs, leurs feuilles par des carrés gris clair (contenant des cycles). Pour
représenter des cycles, 'algorithme le mieux adapté consiste & placer les nceuds sur un cercle. Pour
représenter des arbres enracinés, ’algorithme & utiliser est celui présenté au chapitre 3. Pour représenter
des structures décomposables de fagon satisfaisante, nous sommes donc amenés a faire cohabiter plusieurs
algorithmes sur le méme dessin. De plus ces algorithmes, du fait de 'imbrication des structures, doivent
permettre de prendre en compte des structures dont les nceuds sont de taille arbitrairement grande, d’ou
notre préoccupation a ce sujet dans le chapitre 3.

Cet exemple illustre la méthode que nous présentons dans la premiére partie de ce chapitre: nous
représentons les structures décomposables par des graphes imbriqués [2]. Ceci s’avére bien adapté a
la représentation de la plupart des structures décomposables. Nous nous intéressons dans la deuxiéme
partie du chapitre & un probléme plus vaste, qui consiste & afficher des graphes quelconques possédant
des relations d’inclusion et d’adjacence. Le tracé de tels graphes a été étudié ces derniéres années.

4.2 Deéfinitions

4.2.1 Graphes composés

Définition 4.2.1 (Graphe composé)

Un graphe composé est un couple (N, ), ot N est un ensemble fini de neuds et F un ensemble fini avec
répétitions éventuelles de liens entre deux noeuds de N. Un lien entre deux nceuds a et b peut étre d’un
des trois types suivants:

— lien symétrique aréte non orientée noté a o-o0b. a et b sont les extrémités du lien,

— lien aréte orientéeoté a 0+0b. a et b sont les extrémités du lien, a est appelé I'origine, b la destination
du lien,
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Fig. 4.1: Représentation d’une structure de la spécification (4.1).
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— lien d’inclusion noté a Go0b. a et b sont les extrémités du lien, a est appelé ’origine, b la destination
du lien. a est un pére d’inclusion de b, b un fils d’inclusion de a. Nous dirons que a contient b et
que b est inclus dans a.

Un lien de la forme ao0oa, aovoa, ou a Goa, est un lien réflexif. .

Ces graphes possédent & la fois des liens d’inclusion et des liens par des arétes. Ils contiennent les
classes des graphes orientés (ne possédant que des liens 030) et non orientés (ne possédant que des liens
0-0). On peut dire qu’un graphe composé est équivalent & la donnée de deux graphes orientés (00, G0)
et d’un graphe non orienté (unorient).

Les notions définies sur les graphes orientés et non orientés s’étendent naturellement au cas des graphes
composés, en précisant si nécessaire le type de liens considéré. Des notions similaires sont associées aux
liens d’inclusion :

Définition 4.2.2 (Voisinage et degré d’inclusion d’un noeud)
On définit, pour un graphe composé G = (N, E), les notions de voisinage et de degré d’inclusion d’un
neeud suivantes :

— le voisinage entrant d’inclusion d’un nceud a € N est ’ensemble Veo (a) ={f € N,fcoa}. Le
degré entrant d’inclusion du noeud a € N, noté 36:_0 (a), est le nombre de liens d’inclusion ayant
pour destination le nceud a.

— le woisinage sortant d’inclusion d’'un nceud a € N est ensemble V(-I'S—O (a) = {s € N,acos}. Le

degré sortant d’inclusion d’un noeud a € N, noté 3"{5_0 (a) est le nombre de liens d’inclusion ayant
le nceud @ comme origine.

Définition 4.2.3 (Chemin et cycle d’inclusion)

Un chemun d’inclusion de longueur k est une suite de liens d’inclusion [y, ..., [, telle que pour tout
i €1,k —1], la destination de I; est égale & 'origine de [;41. L’origine du lien [; est I'origine du chemin,
la destination du lien I, est la destination du chemin. Sil’'origine et la destination du chemin sont égales,
le chemin est un cycle d’inclusion. .

Définition 4.2.4 (Graphe composé connexe selon les liens d’inclusion)

Un graphe composé GG = (N, E) est connexe selon les liens d’inclusion, si pour tout couple de nceuds
(a,b) € N x N, il existe un chemin d’inclusion d’origine a et de destination & dans le graphe composé
G'=(N,FUE'), avecsi aGob e F, alors bcoa € F'. .

4.2.1.1 Graphes composés enracinés

Les graphes enracinés sont les graphes composés pour lesquels le probléme de tracé sous la forme de
structures imbriquées & un sens : intuitivement, nous ne voulons pas considérer les graphes dont les nceuds
peuvent étre inclus dans eux-mémes par transitivité. Les graphes enracinés sont les graphes composés
tels que la restriction du graphe aux seuls liens d’inclusion est un arbre enraciné.

Définition 4.2.5 (Graphe enraciné)

Un graphe enraciné G = (N, E) est un graphe composé connexe selon les liens d’inclusion, tel que
pour chaque noeud a € N, excepté pour un nceud unique de degré entrant d’inclusion nul, que 'on
nomme racine du graphe, il existe un et un seul nceud b tel que a est inclus dans b. Nous noterons alors
b = pere co (a). .
Définition 4.2.6 (Niveau d’inclusion)

Le niveau d’inclusion d’un neeud n d’un graphe enraciné G = (N, E), est la longueur du chemin d’inclusion
ayant pour origine la racine d’inclusion du graphe et pour destination le nceud n. En d’autres termes, si
r est le nceud racine du graphe, on a:

{ niveau(r) = 0,

Vn € N,n # r,niveau(n) = niveau(pere oo (n)) + 1.
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4.2.1.2 Graphes composés imbriqués

Les graphes imbriqués sont les graphes pour lesquels il est possible de définir un algorithme simple de
tracé, que nous présenterons dans la section 4.3.

Définition 4.2.7 (Graphe imbriqué)
Un graphe imbriqué G = (N, E) est un graphe enraciné tel que les propriétés suivantes sont vérifiées:

1. les noeuds reliés par une aréte ont méme pére d’inclusion :

a0y b

Ya,b € N tels que doob

ou ,pere co (a) = pere co (b),

1. les péres d’inclusion des noeuds reliés par des arétes orientées et ceux reliés par des arétes non orientées
sont différents:

aosob
a’ ool

Ya,b,a’,b’' € N tels que { ,pere o (a)#£pere a0 (a').
Si a 030 b (respectivement @ 0-0b), alors le type de mode d’inclusion du noeud pere oo (a) est orienté
(respectivement non orienté).

4.2.2 Notations

Notation. Nous supposons qu’il est possible d’associer les informations suivantes & un nceud n du graphe::

— (2(n),y(n)) : coordonnées du centre du nceud n, absolues ou relatives a celles du pére d’inclusion
de n, selon le contexte,

— boite(n): la boite du neeud n, c’est-a-dire le plus petit rectangle contenant le tracé du nceud n,
déterminé par les coordonnées absolues du centre du rectangle, notées centre boite(n), ainsi que
par sa largeur et sa hauteur.

On définit 'union de deux boites de nceuds comme la construction de la plus petite boite contenant
les deux autres.

4.3 Algorithme de tracé de graphes composés imbriqués

Comme nous I’avons déja indiqué dans 'introduction, pour obtenir des tracés intuitifs des structures
décomposables, il faut pouvoir appliquer différents algorithmes & différentes parties du graphe. Nous
ajoutons donc, & chaque nceud a du graphe imbriqué, une information supplémentaire, le mode d’inclusion
du neeud, noté mode oo (a). Le mode d’inclusion d’un nceud @ permet d’indiquer le nom de I’algorithme
a4 appliquer aux neceuds inclus dans a. Si a est & mode orienté (respectivement non orienté), le mode
d’inclusion de a est le nom d’un algorithme s’appliquant & des graphes orientés (respectivement non
orientés).

Nous pouvons alors définir les critéres esthétiques que doit vérifier le tracé d’un graphe imbriqué G :

1. si un nceud b est inclus dans un nceud a, le tracé de a doit contenir le tracé de b, c’est-a-dire que
I'union des boites des deux nceuds est la boite de a,

ii. pour tout neeud a de G, les noeuds de V(-I'S—O (a) vérifient les critéres esthétiques de I’algorithme de
nom mode zo (a).

Les modes d’inclusion qu’il est possible d’associer aux nceuds peuvent étre trés variés. Ils doivent seule-
ment correspondre & des algorithmes s’appliquant a des graphes, orientés ou non orientés selon le type de
mode, dont les noeuds peuvent avoir des tailles arbitrairement grandes. En particulier, les modes peuvent
étre les algorithmes présentés au chapitre précédent. Pour simplifier la description de ’algorithme, nous
donnons un nom générique a ces algorithmes: un appel a la fonction placement_mode ¢ o (n) (n:noeud)
correspond simplement & ’exécution de 'algorithme de nom mode @ (n) sur la restriction du graphe G
aux neeuds du voisinage sortant d’inclusion du neeud n.
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4.3.1 Placement relatif des nceuds

Le principe de Dl'algorithme est le suivant. Nous supposons que les boites des nceuds a tels que
V(-E—o (a) =} sont connues. Alors pour toqt neeud n, en commengant par la racine du graphe, on appe.lle
récursivement ’algorithme sur les nceuds inclus dans n, ce qui permet de connaitre leurs boites. Ensuite
on place ces noeuds suivant le mode d’inclusion de n, puis on détermine la boite de n comme étant 1’'union
des boites des nceuds de son voisinage d’inclusion sortant.

Algorithme (Placement relatif des nceuds)

— Données : un graphe imbriqué G et de racine d’inclusion racine, dont les boites des nceuds n’en
contenant pas d’autres sont connues,

— Résultat : les positions relatives & leur pére d’inclusion des nceuds de G, ainsi que leur boite.

PROCEDURE placement_relatif_inclus (n:neud)
IF VE'::_O (n)#0 THEN
FOR ALL § € VE'::_O (n) po
placement_relatif_inclus(s);

END_FOR;

Aﬂ:Il/g%D(n);

E':={a R b sucu THAT (a,b) € N'xN', Re{ow0, 00}};

placement_mode oo (n) (N, E')) 5

boite(n):={J, o . boite(s);

(z(n),y(n)) :=centre_boite(n);

FOR ALL § € VE'::_O (n) po
z(s):=x(s)-z(n);
y(s):=y(s)-y(n);

END_FOR;

END_IF;
END_PROCEDURE;

placement_relatif_inclus (racine) ;

4.3.2 Placement absolu des nceuds

Une fois les positions des noeuds relativement & leur pére d’inclusion connues, pour connaitre les
positions absolues et permettre le tracé du graphe, nous appliquons 1’algorithme suivant :

Algorithme (Placement absolu des noeuds)

— Données : un graphe imbriqué GG de racine racine, dont les positions des nceuds relativement & leur
pére d’'inclusion sont connues,

— Résultat : les coordonnées absolues des nceuds du graphe G.

PROCEDURE coordonnees_absolues(n:neud, dxr:INTEGER, dy:INTEGER)
z(n):=z(n)+dz;
y(n):=y(n)+dy;
FOR ALL seiftﬁa DO
coordonnees_absolues (s,z(n),y(n)) ;
END_FOR;
END_PROCEDURE;

coordonnees_absolues (racine,0,0) ;

Nous pouvons alors dessiner le graphe. Le tracé de chacun des nceuds est déterminé par leur position
et la taille de leur boite.
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4.3.3 Transformations de graphes en fonction des modes d’inclusion

L’algorithme de tracé de graphes imbriqués que nous avons présenté permet d’indiquer pour chaque
neeud, le nom de Palgorithme & appliquer aux nceuds de son voisinage sortant d’inclusion. Nous devons
donc maintenant nous poser la question suivante: que faire si I’on demande d’appliquer un algorithme
spécifique & une classe de graphes donnée, comme par exemple les arbres enracinés, & un graphe qui
n’est pas élément de cette classe? Une premiére réponse pourrait étre tout simplement d’interdire une
telle situation. Nous proposons au contraire, lorsqu’un mode particulier est demandé par 'utilisateur,
de forcer son application au graphe. Pour cela, nous introduisons des fonctions de conversion réversibles
d’un graphe quelconque en un graphe compatible avec le mode demandé. Nous nous limitons dans cette
section a la levée des conflits issus de 'utilisation comme mode d’inclusion des algorithmes présentés au
chapitre 3, ce qui nous conduit & décrire des procédures de conversion de graphes orientés en graphes
orientés acycliques, et de graphes orientés en arbres enracinés.

4.3.3.1 Transformation d’un graphe orienté en graphe orienté acyclique

Nous nous intéressons tout d’abord a la conversion des graphes orientés en graphes orientés acycliques.
Nous souhaitons effectuer un minimum de modifications au graphe initial, ce qui nous conduit & essayer
de remplacer un nombre minimum d’arétes par leur aréte opposée. Ce probléme est NP-complet [31].
Nous présentons deux heuristiques classiques [21]. Leur principe consiste & associer a chaque noeud du
graphe son niveau, et & retourner les arétes dont le niveau de Dorigine de I’aréte est supérieur ou égal
a celui de sa destination. La premiére heuristique est basée sur un simple parcours en profondeur du
graphe:

Algorithme (Suppression des cycles par parcours en profondeur)

— Données : un graphe orienté G

— Résultat : le sens de certaines arétes du graphe G est inversé, et le graphe modifié est sans cycle.

GLOBAL h:=0;

PROCEDURE enleve_cycles(n:noeud)

parcouru(n):=vrai;

FoR aLL s€V .5 (n) po
IF parcouru(s)=faux THEN

enleve_cycles(s);

END_IF;

END_FOR;

niveau(a):=h;

h:=h-1;

END_PROCEDURE;

PROCEDURE transforme_acyclique()
h:=0;
FOR ALL a€G Do
parcouru(a):=FALSE;
END_FOR;

FOR ALL a€(G Do
IF parcouru(a)=FALSE THEN
enleve_cycles(a);
END_IF;
END_FOR;

FOR ALL e€G OF KIND $O30¢ DO
1F niveau(s)>niveau(t) faire

remplacer e par ¢ 530 EN
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END_IF;
END_FOR;
END_PROCEDURE

Cette premiére méthode a ’avantage de ne pas retourner de liens quand le graphe de départ est un
arbre. La deuxiéme méthode présentée est basée sur 'intuition selon laquelle les noeuds ayant beaucoup
de fils doivent apparaitre en haut du graphe.

Algorithme (Suppression des cycles par méthode glouton)

— Données : un graphe orienté G,

— Résultat : le sens de certaines arétes du graphe G est inversé, et le graphe modifié est sans cycle.

PROCEDURE transforme_acyclique()
niveau:=nombre de neuds dans G;
’:1=G;

wiHiLE G'#0 po
LET v € G sucH THAT 9%, (v) = maxueq (9hso (w));
niveau(a):=niveau;
niveau:=niveau-1;
G =G -v;

END_WHILE

FOR ALL lien e OF KIND sOO! DO
1F niveau(s)<niveau(t) po
remplacer le lien e par le lien ¢ 5+6 EN
END_IF;
END_FOR;
END_PROCEDURE

Cette méthode est en moyenne meilleure que la premiére.

4.3.3.2 Transformation d’un graphe orienté en arbre

Le principe de la procédure de transformation que nous proposons maintenant est inspiré des tech-
niques de splitting, que nous appellerons techniques de séparation des noeuds, utilisées pour représenter
certains graphes [16]. Nous commencons tout d’abord par rendre le graphe acyclique. Ensuite, si un nceud
a du graphe GG que nous souhaitons afficher crée un conflit avec la définition des arbres enracinés, c’est-
a-dire que le degré entrant orienté d de a est strictement supérieur & un, on léve ce conflit en remplagant
le noeud a par des nceuds aq, ..., aq, puis en remplacant les d arétes ayant le nceud a@ comme extrémité
par d arétes ayant chacune un des a; comme extrémité, pour i=1, ... ,d. Nous dirons alors que a est
scind€é en les nceuds aq, . ..,aq. Ensuite, nous ajoutons un nouveau noeud temporaire r au graphe, qui
a la particularité d’étre supprimé dés que le graphe est tracé. En particulier, ce noeud n’est pas pris en
compte pour les calculs des boites des nceuds lors du tracé de graphes imbriqués. Ce nceud est relié par
des arétes orientées aux nceuds du graphe G qui sont de degré entrant nul, ce qui garantit I'unicité de
la racine de ’arbre. On trace ensuite le graphe modifié, ce qui entraine que certains nceuds du graphe GG
seront représentés par plusieurs nceuds sur le dessin final. Les noeuds scindés peuvent alors étre éventuel-
lement reliés entre eux par des liens non orientés de couleur particuliére, pour indiquer que les différents
neeuds sur le dessin représentent en fait le méme nceud logique. Le principe de I'algorithme de conversion
de I'algorithme est résumé sur les figures 4.2 et 4.3. Les noeuds et arétes temporaires qui ne figureront
pas sur le dessin final sont représentés en grisé.
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Fig. 4.2: Graphe orienté.

Fig. 4.3: Transformation du graphe de la figure 4.2 en un arbre enraciné.

Nous commengons par ajouter la racine du graphe. Pour cela, nous rendons le graphe acyclique a
I’aide de la fonction transforme_acyclique, puis nous ajoutons des liens entre un neceud racine ajouté
au graphe et les noeuds du graphe dont le voisinage entrant orienté est nul.

Algorithme

transforme_acyclique();

ractne:=nouveau_noeud() ;

FOR ALL a€G, a#racine sucH THAT Vg, (a) =0 po
G:=G U {racine 030 a};

END_FOR;

Ensuite, nous séparons les nceuds qui créent des conflits :

FOR ALL a€(G DO
d:=degree— 040 (a);
1IF d>1 po
FOR ¢ FROM 1 TO d DO
a; :=nouveau_noeud() ;
END_FOR
For aLL t € V3, (a) Do
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G:=GU{a, ovot};
G:=G—{aosot};

END_FOR;

1:=1;

FOR ALL s € V5 (a) po
G:=GU{so%0a;};
G:=G—{sosoa};
1:=14+ 1;

END_FOR;

G:=G—{a};

END_IF;
END_FOR;

4.4 Représentation des structures décomposables

Nous pouvons d’ores et déja apporter une premiére réponse au probléme de la représentation des
structures combinatoires décomposables, en proposant une représentation standard.

4.4.1 Représentation standard

La procédure de conversion standard que nous proposons consiste a construire un graphe imbriqués
en fonction de la forme de la structure a afficher, plus précisément en fonction des constructeurs utilisés
pour la décrire.

FUNCTION conversion_standard(s: structure_decomposable) : (graphe_imbrique,noeud)
IF s =t THEN
((N,E),r):=conversion_terminal (s) ;

ELSE
constructeur(sy, ..., s;):=s;
((N, E), r):=conversion_constructeur(s);
END_IF;

RETURN ((N,E),r);
END_FUNCTION;

Nous donnons maintenant les fonctions de conversions des terminaux ou des constructeurs de struc-
tures décomposables.

4.4.1.1 Terminaux

Nous supposons que nous disposons d’une fonction nouveau_noeud qui permet d’ajouter un nceud au
graphe dont les attributs graphiques, comme la couleur ou le label du neeud, sont déterminés d’apreés le
nom ou ’étiquette des terminaux de la structure. La fonction de conversion s’écrit alors :

FUNCTION conversion_terminal(s: structure_decomposable) : (graphe_imbrique, noeud)
r:=nouveau_noeud(s) ;

reTurN (({r},{}).r);

END_FUNCTION

4.4.1.2 Constructeurs set, sequence et cycle

Dans le cas des constructeurs set, cycle et sequence, nous construisons un graphe imbriqué, formé
d’une racine dans laquelle sont inclues les racines des graphes imbriqués obtenus en appelant récursivement
I’algorithme sur les composantes de la structure. Les fonctions de conversion des constructeurs cycle, set
et sequence sont trés proches. Nous présentons uniquement le cas des constructeurs cycle :

FUNCTION conversion_cycle(s: structure_decomposable) : (graphe_imbrique,noeud)
cycle(s, ..., sp)1=s;



4.4. Représentation des structures décomposables 115

r:=nouveau_noeud () ;
N:={r};
Bi={};
FOR ¢ FROM 1 TO k DO
((Ni, E;),ri):=conversion_standard(s;) ;

N:=NUN;;
E:=EUF;U{r Gor;};
END_FOR;

FOR ¢ FROM 1 T0 kK —1 DO
E:=FU {s;0%05;41};

END_FOR

E:=FU {sp0v0s1};

mode @ o (r):=trace_graphe;
RETURN ((N, E),r);

END_FUNCTION

La figure 4.4 illustre le principe de la conversion pour des structures de la forme cyele(sy, ..., sk).
L’algorithme de conversion est appelé récursivement sur les structures si,...,sg, puis les racines des
graphes associés aux composantes sont incluses dans un nceud racine r:

Fig. 4.4: Schéma de conversion pour les structures de la forme cycle(sy, ..., s).

Le cas du constructeur sequence se déduit du cas cycle en enlevant la derniére ligne de ’encadré, celui
du constructeur set en supprimant les lignes de ’encadré.

4.4.1.3 Constructeur prod

Le cas du constructeur prod est plus difficile que celui des autres constructeurs. Une structure de la
forme prod(sy, sa, ..., si) est représentée comme un arbre enraciné de racine r1, ol 1 est la racine du
graphe obtenu en appelant récursivement la fonction de conversion standard sur la structure s;. Ensuite,
selon la forme des s1, ..., si, la fonction est différente. Si une structure s; n’est pas de la forme prod(. . .),
nous appelons la procédure de conversion standard sur la structure s;, et la racine r; du graphe obtenu
est alors le fils du neeud r1. Dans le cas ou s; est de la forme prod(s; 1,si2,...,5,), laracine du graphe
obtenu en appelant la fonction de conversion standard sur la structure s;; est alors le fils de 7. Ce
principe de conversion, permettant de représenter les arbres, est résumé sur la figure 4.5.

FUNCTION conversion_prod_rec(s: structure_decomposable) : (graphe_imbrique, noeud)
prod(sy,...,sk):=5;
((N1, Ev),r1):=conversion_standard(s;) ;
FOR ¢ FROM 2 TO k DO
IF $; = prod(...) THEN
((Ni, E;),ri):=conversion_prod_rec(s;) ;
ELSE
((Ni, E;),ri):=conversion_standard(s;) ;
END_IF;
END_FOR;
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N::Ui:L...,k Ni‘

E=lUiny o B

FOR 7 FROM 2 TO k DO
E:=FU {rio0r};

END_FOR;

RETURN ((N,E),r1);

END_FUNCTION

FUNCTION conversion_prod(s: structure_decomposable) : graphe_imbrique
(N, E),a:=conversion_prod_rec(s);
r:=nouveau_noeud() ;
FOR ALL nEN such THAT Vo, (n) =0 po
E:=FEU{r Gon};
END_FOR;
N:=NU{r};
mode & o (r):=trace_arbre;
RETURN (N, E);

END_FUNCTION

Fig. 4.5: Conversion des structures de la forme prod(si, prod(saa,...,520,),...,5k).

4.4.1.4 Exemple: les graphes fonctionnels

Les graphes fonctionnels que nous considérons dans cet exemple sont les graphes définis & partir d’une
fonction f de la forme f : &€ — &, ou & est un ensemble fini d’entiers. Les nceuds du graphe sont les
éléments de &, et deux nceuds du graphe sont reliés par une aréte orientée aosob si et seulement si
f(a) = b. Ces graphes ont donc la propriété de n’avoir que des noeuds dont le degré sortant orienté est
1. Si 'on souhaite étudier I’ensemble des graphes fonctionnels tels que ’ensemble & est de cardinalité
n, indépendamment du choix de la fonction f associée, nous pouvons alors les considérer comme étant
des ensembles de cycles d’arbres. Une spécification sous forme décomposable des graphes fonctionnels est
alors de la forme:

A — Set(B)

B — Cycle(T)

T — Union(a,C)
C' = Prod(a, D)
D — Sequence(T)
a ~» Atom

(4.2)

Remarque. Nous avons choisi dans cet exemple de considérer des arbres planaires, ce qui permet de montrer la
représentation des séquences d’objets. La spécification la plus adaptée aux graphes fonctionnels utiliserait plutot
des arbres non planaires, et ’on aurait alors: D — Set(T).

On peut alors générer de tels graphes de facon aléatoire, & ’aide des algorithmes présentés au chapitre
1, puis les afficher aprés conversion en graphes imbriqués a 1’aide des fonctions standard de conversion.
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La figure 4.6 correspond au tracé de la structure étiquetée suivante, générée aléatoirement a l’aide de
combstruct, parmi les structures du non terminal A de la spécification (4.2) ayant des ensembles de
cardinalité au moins deux et des cycles de cardinalité au moins trois :

Set(Cycle(Prod(A[19],
Sequence(Prod(A[6], Sequence(A[18])),
Prod(A[8], Sequence(A[14]1)),
Prod(A[10],
Sequence(Prod (A[17], Sequence(A[4],A[11)))))),

Al7],
Prod(A[13], Sequence(A[3]))),
Cycle(Prod(A[5],
Sequence(Prod(A[12],
Sequence(A[11], A[16]1)))),
Al2]1,

Prod(A[9], Sequence(A[151))))

Sur la figure 4.6, les structures construites a ’aide du constructeur set sont incluses dans le nceud
gris foncé, celles construites & 1’aide du constructeur cycle dans les nceuds gris clair. Les nceuds blancs
forment les structures qui correspondent aux arbres du graphe fonctionnel. Les étiquettes des noeuds sont
également représentées.

=
O
[

E

Fig. 4.6: Conversion standard d’une structure décomposable issue de la spécification (4.2).

4.4.2 Représentations particuliéres

La représentation standard al’avantage de faire ressortir les propriétés de la spécification adoptée, mais
elle ne correspond pas forcément & la vision naturelle que 'on se fait des structures que ’on manipule.
Nous présentons maintenant sur des exemples des fonctions particuliéres de conversion de structures
décomposables en graphes imbriqués.
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4.4.2.1 Graphe série-paralléle

Les graphes série-paralléle sont définis par analogie avec les circuits électriques construits a 1’aide de
résistances placées en série ou en paralléle. Une spécification de ces graphes est la suivante:

G = Union(S, P)

S — Union(a, Sequence(P, card > 2))
P — Union(a, Set(S, card > 2))

a ~» Atom

(4.3)

G est 'ensemble des graphes série-paralléle, S ceux construits en placant en série des parties paralléles,
P ceux construits en plagant des parties séquentielles. a correspond aux résistances du circuit.

Fig. 4.7: Graphe série-paralléle.

Un exemple de graphe série-paralléle formé par dix résistances est représenté sur la figure 4.7. Les
résistances sont les nceuds circulaires blancs. Le début d’une partie paralléle est indiqué par un carré gris
clair, sa fin par un carré gris foncé. Les fonctions de conversion des structures issues de la spécification
(4.3) en des graphes de cette forme s’écrivent :

FUNCTION conversion_serie(s: structure_decomposable): (graphe_imbrique, noeud, noeud)

Sequence(si, ..., s;):=5;
V=)
Be={};

FOR ¢ FROM 1 TO k DO
((Ni, E;), debut;, fin;):=conversion_parallele(s;) ;
N:=NUN;;
E:=FEUE;;
IF 1#]1 THEN
E:=FEU{fin;_1 osodebut;};
END_IF;
END_FOR;
RETURN ((IV, E), debuty, fing);

END_FUNCTION
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FUNCTION conversion_parallele(s: structure_decomposable): (graphe_imbrique,noeud,noeud)
Set(s1,...,8%):=5;
debut:=nouveau_noeud() ;
fin:=nouveau_noeud () ;
N:={debut} U{fin};
Bi={};
FOR ¢ FROM 1 To k DO
((Ni, E;), debut;, fin;):=conversion_serie(s;);

N:=NUN;;

E:=FEUE;;

E:=Eu{debut ovo debut; } U { fin; 00 fin};
END_FOR;

RETURN ((N, E), debut, fin);

END_FUNCTION

FUNCTION conversion_sp(s: structure_decomposable) : graphe_imbrique
r:=nouveau_noeud(s) ;
IF s = Sequence(...) THEN
(N, E,debut, fin):=conversion_serie(s);

ELSE
(N, E,debut, fin):=conversion_parallele(s) ;
END_IF
N:=NuUr;
FOR ALL n € N bpo
FE:=FurGon
END_FOR;

RETURN (N, E);

END_FUNCTION

4.4.2.2 Graphe fonctionnel

Reprenons ’exemple des graphes fonctionnels présentés au paragraphe 4.4.1.4. Une représentation
plus naturelle du graphe de la figure 4.6 pourrait étre celle de la figure 4.8. Nous ne décrivons pas
en détail les fonctions de conversion sur cet exemple, étant donné qu’elles sont relativement proches de
celles de conversion standard. Voici cependant quelques schémas qui en illustrent le principe. L’idée est

d’associer un graphe particulier en fonction des formes des composantes des structures sur les figures 4.9
et 4.10.

4.5 Algorithme de tracé de graphes composés enracinés

Nous avons présenté un algorithme de tracé de graphes imbriqués dans les sections précédentes. Cet
algorithme est bien adapté a la représentation, sous la forme de graphes imbriquées, de la plupart des
structures décomposables. Cependant, sur certains exemples, il peut étre intéressant de s’affranchir de la
condition i de la définition 4.2.7 des graphes imbriqués (point 4.2.1.2, page 109), qui demande & ce que
les extrémités des arétes aient méme pére d’inclusion. Prenons par exemple le cas des arbres généraux
planaires, dont nous rappelons une spécification :

A = Union(a, B)
B — Prod(a, ()
C' — Sequence(A)

a ~ Atom

(4.4)

Une représentation possible d’un tel graphe pourrait étre celle de la figure 4.11, qui a I’avantage de mettre
en avant la structure de données généralement employée pour décrire de tels graphes. Cette représentation
correspond & un graphe enraciné qui n’est pas imbriqué.
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11

16

15
Fig. 4.8: Représentation classique du graphe fonctionnel de la figure 4.6.
a
S1 Sk
Fig. 4.9: Graphe associé aur structures de la forme prod(a, sequence(sy, ..., s;))
82 Sk
51
a
S2.1 S2 k

Fig. 4.10: Graphe associé auz structures de la forme cyecle(s1, prod(a, sequence(sa1,...,82%)), ..., Sk)
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[J—]

[C————0]]

- %ﬁ

Fig. 4.11: Représentation d’une structure A de taille 20 de la spécification ({.4).

Dans le méme ordre d’idée, la représentation du graphe série-paralléle de la figure 4.7 pourrait étre
remplacée par celle de la figure 4.12, dans laquelle les parties paralléles du graphe sont incluses dans des
neeuds.

Il peut également étre utile de représenter plusieurs types de liens sur le méme graphe, comme sur la

figure 4.13.

/>\O

PN

SN
\J/
\/
T

Fig. 4.12: Graphe série-paralléle de taille 10.

Ces exemples nous aménent & nous intéresser a la représentation des graphes enracinés. Nous pouvons
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déja nous poser les deux questions suivantes, qui serviront & expliquer nos choix lors de la description de
I’algorithme :

A. comment les arétes qui ont comme extrémités des nceuds dont les péres d’inclusion sont différents
doivent-elles influencer le tracé de la structure?

B. comment les graphes dont les nceuds sont reliés & la fois par des arétes orientées et non orientées
doivent-il étre dessinés?

Fig. 4.13: Graphe imbriqué ne vérifiant pas la propriété i de la définition 4.2.7.

4.5.1 Principe de ’algorithme

L’1dée de Palgorithme de tracé proposé dans cette section est de ramener le probléme général du tracé
des graphes enracinés & celui plus simple du tracé des graphes imbriqués. Pour ce faire, nous apportons
des modifications au graphe initial pour le transformer en un graphe imbriqué, en cherchant & ce que le
placement des noeuds de ce dernier soit cohérent avec les informations contenues dans le graphe initial.
Une fois les positions des nceuds connues, nous restituons ensuite les données du graphe initial. Pour cela,
nous mémorisons les modifications effectuées par 'intermédiaire de liens & mémoire :

Définition 4.5.1 (Lien & mémoire)
Un line a mémorre est un lien du graphe auquel on adjoint un couple de nceuds. Un lien & mémoire est

c d
noté a R b,out R€ {oo0, 0w, Go}. .
Nous introduisons également la notion de nceud commun d’inclusion :

Définition 4.5.2 (Nceeud commun d’inclusion)

Le noeud commun d’inclusion de deux nceuds a et b, noté commun zo (a,b), est le nceud de niveau
d’inclusion le plus élevé tel qu’il existe deux chemins d’inclusion ayant comme origine ce nceud et comme
destination les nceuds a et b. On note subs zo (a,b) le noeud du chemin d’inclusion d’origine le neeud
commun e (a, b) et de destination a tel que le pére d’inclusion de subs o (@, b) est commun o (a,b). .

La transformation d’un graphe enraciné en un graphe imbriqué se fait en cherchant a vérifier succes-
sivement les propriétés 1 et i1 de la définition 4.2.7.

4.5.1.1 Propriétéi

La premiére propriété de la définition des graphes imbriqués demande & ce que les extrémités des

arétes des graphes enracinés aient le méme pére d’inclusion. L’idée que nous proposons pour vérifier
a b
cette condition consiste & remplacer chaque aréte aRb, o R € {00, o0}, par l'aréte subszo (@) R

subs @ (b). Les extrémités de chaque aréte ont alors méme pére d’inclusion par définition.

Ceci apporte une premiére réponse a la question A que nous nous étions posée en préambule de
cette section. Deux nceuds reliés par une aréte qui n’ont pas méme pére d’inclusion influent le tracé du
graphe par I'intermédiaire du mode d’inclusion de leur nceud commun d’inclusion. Intuitivement ce choix
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est raisonnable : I'idée sous-jacente est que s1 deux noeuds a et b doivent étre placés suivant un critére
esthétique donné, le fait de placer suivant ce critére deux nceuds a’ et b, a’ contenant a et b’ contenant
b, conduira sensiblement au méme placement de a et de b.

4.5.1.2 Propriété ii

La propriété 11 de la définition 4.2.7 demande que la restriction du graphe aux nceuds compris dans
un neeud donné ne contienne pas a la fois des arétes orientées et des arétes non orientées. La figure
4.13 est un exemple de graphe qui ne vérifie pas cette propriété. Une solution & ce probléme consiste a
ajouter de nouveaux nceuds au graphe, les neuds temporaires, qui permettent de séparer le graphe en
parties orientées et non orientées distinctes. Les figures 4.14 et 4.15 montrent deux solutions possibles a
ce probléme dans le cas du graphe de la figure 4.13. Nous choisissons un type de liens, orienté ou non
orienté, et nous incluons chaque composante connexe suivant ces liens dans un nceud temporaire, puis
nous changeons les extrémités des arétes, toujours pour vérifier la propriété i de la définition des graphes

imbriqués.

Fig. 4.14: Modification du graphe de la figure 4.13 (solution 1).

Fig. 4.15: Modification du graphe de la figure 4.13 (solution 2).

Laréponse a la question B pourrait étre alors : pour dessiner des noeuds ayant a la fois des liens orientés
et non orientés, on considére chaque composante connexe selon les liens orientés (ou non orientés) comme
un seul et méme nceud, et 'on trace le graphe en tenant compte uniquement du type d’aréte non orienté
(ou orienté). Vouloir appliquer ces principes conduit & se poser les deux questions suivantes:

B.a. quels neeuds faut-il placer dans des nceuds temporaires?
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B.b. quel mode d’inclusion choisir pour les noeuds temporaires?

Pour permettre de répondre & ces deux questions de fagon satisfaisante, nous proposons d’associer une
nouvelle information & chaque neeud a du graphe, son mode propre, noté mode o (a). Les neeuds & inclure
dans les noeuds temporaires, ainsi que les modes d’inclusion des nceuds temporaires, sont alors déterminés
en fonction de cette information. De facon plus précise, nous choisissons de vérifier la propriété suivante :

Vr, a tel que r Goa, mode o (1) = mode o (a) (4.5)

Ceci conduit & un algorithme plus compliqué que celui envisagé sur ’exemple du graphe 4.13: une méme
composante connexe ne sera pas située forcément dans le méme neeud temporaire, étant donné que les
modes propres des noeuds peuvent étre différents.

Remarque. Une autre solution pourrait étre d’associer a chaque nceud son mode d’inclusion, et une information
supplémentaire, son mode d’inclusion temporaire. Pour le graphe inclus dans un nceud, les neeuds & placer dans
des neeuds temporaires seraient choisis en fonction des composantes connexes, selon le type de mode d’inclusion
du neeud. Le mode d’inclusion des neeuds temporaires serait donné par le mode d’inclusion temporaire du neeud.
Cette solution est plus simple & comprendre et & mettre en ceuvre que la solution que nous développons dans
cette section, mais elle offre moins de souplesse. Les modes d’inclusion des nceuds temporaires ayant méme pére
d’inclusion seraient alors tous égaux, contrairement a ce qu’il est possible d’envisager avec la solution retenue. .

4.5.2 Etapes de I’algorithme

Nous détaillons maintenant les étapes de ’algorithme proposé pour le tracé des arbres enracinés. Nous
cherchons tout d’abord a vérifier la propriété i de la définition 4.2.7, puis la condition ii, avant de restituer
les données du graphe initial une fois appliqué ’algorithme de tracé des graphes imbriqués.

4.5.2.1 Propriétéi

L’algorithme permettant de remplacer les arétes qui n’ont pas méme pére d’inclusion se fait en calcu-
lant tout d’abord le niveau d’inclusion des nceuds, ce qui permet ensuite de trouver rapidement le nceud
commun des extrémités de chaque aréte.

4.5.2.1.1 Calcul du niveau d’inclusion. Le calcul du niveau d’inclusion de chaque neeud du graphe
se fait par un simple parcours en profondeur de I’arbre d’inclusion :

Algorithme (Calcul du niveau d’inclusion)

— Données : un graphe enraciné G = (N, F) de racine d’inclusion racine,

— Résultat : le niveau d’inclusion de chaque nceud du graphe G'.

PROCEDURE calcul_niveau_inclusion(a:neud, h:INTEGER)
niveau o (a):=h;
FOR ALL neud b € Vg}o(a) DO
calcul _niveau_inclusion(b,h+ 1) ;
END_FOR;
END_PROCEDURE;

calcul _niveau_inclusion(racine,0) ;

La complexité de ’algorithme est en O(n), oli n est est le nombre de noeuds du graphe, si ’on suppose
que P'accés au voisinage d’un neceud est direct.
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4.5.2.1.2 Remplacement des arétes qui n’ont pas méme pére d’inclusion.
Algorithme (Remplacement des arétes)

— Données : un graphe enraciné GG = (N, F) dont le niveau d’inclusion des neeuds est connu,

— Résultat : le graphe G est modifié: les arétes relient des noeuds de méme niveau d’inclusion, juste
sous le nceud commun d’inclusion.

PROCEDURE remplacement_aretes()
For ALL aRb, R € {00, 00} po
a':=a;
b :=b;
WHILE pere oo (a')#£pere o (b') Do
IF niveau ¢ g (a') = niveau o (b') THEN
a'i=pere @ (a');
b'i=pere a0 (b');
ELSE_IF niveau oo (a')>niveau oo (b') THEN
a'i=pere @ (a');
ELSE
b':=pere o (b');
END_IF;
END_WHILE;
remplacer le lien a R b par le lien alﬁg)y;
END_FOR;
END_PROCEDURE;

remplacement_aretes();
Le nombre d’arétes du graphe n’est pas modifié.

Proposition 4.5.3
La complexité en temps de lalgorithme est au pire en O((e 030 +€o0-0).€¢ co ). La complexité en moyenne
est en O((eo0so + €00).logleco)).

Démonstration. Le nombre de tests de la boucle WHILE est déterminé par la hauteur de I’arbre selon les
liens d’inclusion. Au pire, le nombre de tests effectués pour remplacer une aréte est donc en O(e o ),
son nombre moyen en O(log(e zo)). O

4.5.2.2 Propriété ii

On note type _mode oppose =o (n) le type opposé du type de mode d’inclusion d’un nceud n, qui
est orienté si le mode d’inclusion est non orienté et réciproquement. L’idée de P'algorithme que nous
proposons pour séparer les types d’arétes du graphe est le suivant. Soit n un nceud du graphe. Pour
chaque noeud a de son voisinage sortant d’inclusion, nous appliquons récursivement 1’algorithme. Ensuite
si le noeud @ ne vérifie pas la propriété (4.5), nous ajoutons un neeud temporaire r au voisinage sortant
d’inclusion de n, puis nous incluons dans ce noeud les noeuds de la composante connexe, selon les liens
type _mode oppose zo (n), contenant a, & ’aide de la fonction separe_modes_propres. Lors de cette
derniére phase, les nceuds de la composante connexe qui n’ont pas méme mode propre que le noceud a sont
inclus & nouveau dans un noeud temporaire, lui méme inclus dans le nceud r. L’utilisation de la variable
nb_parcours lors du parcours des composantes connexes, ainsi que la propriété (i), garantissent que les
neeuds ne sont parcourus qu’une seule fois lors de ’exécution de I"algorithme.

Algorithme (Séparations selon les algorithmes)

— Données : un graphe enraciné G = (N, E) dont les extrémités des arétes ont méme pére d’inclusion,

— Résultat : le graphe G est modifié par 'ajout de nceuds temporaires, et les noeuds vérifient la
propriété 4.5.
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GLOBAL nb_parcours:=0;

PROCEDURE separe_modes_propres(n: neud, type_arete)
FOR ALL ae‘/t;pe_arete(n)’
THEN FOR ALL a€V,f . ..(n) po
1F parcouru(a)#nb_parcours THEN
parcouru(a):=nb_parcours;
pn:=pere zo (n);
1F mode o (a) = mode o (n)) THEN
supprimer le lien pere o (a) GOaj;
ajouter le lien pn GoOa;
ELSE
ajouter un neud r au graphe G;
temporaire(r):=TRUE;
parcouru(r):=TRUE;
mode o (r):=mode o (pn);
mode @ o (r):=mode o (a);
supprimer le lien pere o (a) GOaj;
ajouter le lien pn GOr;
ajouter le lien r GOa;
END_IF;
separe_modes_propres (a) ;
END_IF;
END_FOR;
END_PROCEDURE;

PROCEDURE separe_modes_inclus(n: neud)
FOR ALL seingo DO
separe_modes_inclus(s);

END_FOR

FOR ALL seingo SUCH THAT temporaire(s)=FALSE DO

nb_parcours:=nb_parcours + 1;
IF parcouru(s)#nb_parcours THEN
parcouru(s):=nb_parcours;
1F mode o (s)#mode @ o (n) THEN
ajouter un neud r au graphe G;
temporaire(r):=TRUE;
parcouru(r):=TRUE;
mode ¢ (r):=mode o (n);
mode @ o (r):=mode o (a);
supprimer le lien nEo0Oa;
ajouter le lien nGoOr;
ajouter le lien r COa;
separe_modes_propres (a, type_mode_opposeinciusion)
END_IF;
END_IF;
END_FOR;
END_PROCEDURE;

pour tout neud n faire
parcouru(a) :=nb_parcours;

fin_pour;

nb_parcours:=nb_parcours + 1;

separe_modes_inclus (racine) ;

Proposition 4.5.4
Le coat en temps de Ualgorithme de séparation des neeuds est en O(n), ot n est le nombre de neuds du
graphe initial. Le nombre de neuds temporaires ajoutés est au pire en O(n).
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Remarque. Le graphe retourné n’est pas unique en général, et dépend de 'ordre de parcours des nceuds. Par
contre, si les modes propres des nceuds des composantes connexes selon les liens orientés sont les mémes, ainsi
que ceux des nceeuds des composantes connexes selon les liens non orientés, le graphe résultat est unique quel que
soit le parcours des noeuds.

Nous venons de rajouter de nouveaux nceuds au graphe, les nceuds temporaires, lors de la phase de
séparation des nceuds selon leurs modes. Il convient donc de remplacer & nouveau les arétes dont les
extrémités n’ont pas méme pére d’inclusion :

calcul _niveau_inclusion(racine,0) ;
remplacement_aretes();

Malgré nos efforts, il peut arriver que la propriété ii ne soit pas vérifiée aprés cette étape. Dans ce cas,
les arétes incompatibles avec le mode d’inclusion de leur pére d’inclusion sont supprimées ou remplacées
par des arétes réflexives (Fig. 4.14).

4.5.2.3 Placement des nceuds

Le graphe que I’on souhaite afficher est maintenant un graphe imbriqué. Nous pouvons donc appliquer
I’algorithme présenté en section 4.5.

placement_relatif_inclus (racine) ;
coordonnees_absolues (ractne,0,0) ;

4.5.2.4 Restitution du graphe initial

Une fois appliqué 1’algorithme au graphe modifié, il reste a restituer les arétes du graphe initial, et &
supprimer les nocuds temporaires.

Il convient, lors de la restitution des liens & mémoire correspondant & des arétes, d’éviter les chevau-
chements entre le tracé des arétes et celui des nceuds. La solution que nous avons retenue consiste a tracer
les arétes modifiées par des lignes brisées. Cela nécessite de calculer la distance entre la droite reliant les
extrémités des nceuds et ’ensemble des nceuds du graphe inclus dans le nceud commun d’inclusion des
extrémités qui ne contiennent pas par transitivité les extrémités de D'aréte. Le résultat de cet algorithme
est illustré sur les figures 4.16 et 4.17, mais nous ne le détaillons pas.

Fig. 4.16: Exemple de restitution d’arétes modifiées.
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Fig. 4.17: Exemple de restitution d’arétes orientées.

Remarque. Laméthode que nous avons retenue a ’avantage de s’appliquer quelles que soient les modes d’inclusion
des nceuds. Dans le cas des arétes orientées, dont le mode du nceud commun d’inclusion des extrémités est
lalgorithme de tracé d’arbres ou de graphes orientés présenté au chapitre 3, il est possible de proposer une
méthode plus simple, de colt constant, qui consiste & contourner les neeuds extrémités de ’aréte, comme indiqué
sur la figure 4.17. 1.’écartement entre ’aréte et le nceud est déterminé en fonction des distances entre les neeuds
extrémités de laréte.

Fig. 4.18: Ezemple de restitution d’arétes orientées.

4.5.2.5 Enlévement des nceuds temporaires

La derniére étape consiste enfin a retirer les nceuds temporaires du graphe.
Algorithme (Enlévement des nceuds temporaires)

— Données : un graphe enraciné G = (N, E) de racine d’inclusion r,

— Résultat : les nceuds temporaires du graphe G sont supprimés.

FOR ALL a€N, as#r sucH THAT temporaire(a)=TRUE DO
FOR ALL § € Vg}o(a) DO
supprimer le lien r GOs;
ajouter le lien pere g (r) Gos;
END_FOR;
supprimer le neud a;
END_FOR;
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4.6 Algorithme de tracé de graphes composés quelconques

Pour représenter les graphes composés quelconques, nous proposons de convertir ces graphes en
graphes enracinés. Pour cela, nous pouvons utiliser le principe de séparation des nceuds utilisé pour
la conversion des graphes orientés en arbres enracinés peut étre utilisé pour permettre de représenter
tous les graphes composés. L’algorithme est exactement le méme que celui utilisé pour la conversion des
graphes orientés en arbres enracinés, si ce n’est que 1’on considére les liens d’inclusion au lieu des liens
orientés. Ceci nous permet au final de disposer d’un algorithme de tracé de graphes composés quelconques.

4.7 Visualisation de graphes

Nous discutons maintenant quelques applications des graphes composés pour la représentation de stre-
tures décomposable et de graphes en général. Nous regardons tout d’abord quelques opérations concernant
I’affichage des graphes composés, en abordant le probléme du masquage et de la réduction de parties du
graphe. Ensuite nous regardons comment diminuer le nombre d’arétes d’un graphe en ajoutant un contenu
sémantique aux liens d’inclusion.

4.7.1 Sélection visuelle de parties d’un graphe

Pour représenter des graphes de grandes tailles et permettre de prendre connaissance des informations
situées aux nceuds, plusieurs techniques sont disponibles. La plus simple consiste & ne considérer qu’une
partie du graphe par un effet de loupe (zoom). L’inconvénient de cette méthode est qu’elle fait perdre le
contexte de la partie du graphe considérée. Pour répondre & ce probléme, de nouvelles techniques ont été
envisagée, comme les représentations fisheye view [48], ou encore les regroupements de plusieurs nceuds
du graphe en un seul [50].

Nous proposons d’utiliser la structure de graphe composé pour permettre de mettre en avant certaines
parties d’un graphe. Pour cela nous choisissons de permettre de masquer entiérement un sous graphe
inclus dans un noceud, ou encore d’en réduire la taille & Paffichage. Prenons par exemple le graphe de la
figure 4.19. Les parties représentées en grisé sont celles dont nous souhaitons réduire I'importance dans
le dessin final. Aprés application de I'algorithme de réduction, nous obtenons alors le graphe de la figure
4.20. L’avantage de cette méthode est que 1’on conserve la vision globale du graphe, sans utiliser de
déformations peu naturelles.

4.7.2 Réduction du nombre d’arétes d’un graphe

En ajoutant un contenu sémantique & la relation d’inclusion, il est possible de diminuer de fagon
importante le nombre d’arétes du graphe. L’idée consiste & considérer qu'un graphe G dont un neeud a

est relié par une aréte non orientée a un nceud b, avec les nceuds s1,...,s5 € V(-I'S—O (b), est équivalent au
graphe G’ ne contenant pas le nceud b et tel que le nceud a est relié aux neeuds s1, ..., s, par une aréte

non orientée. Par exemple, les deux graphes des figures 4.21 et 4.22 sont équivalents.
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Fig. 4.19: Graphe avant réduction.

Fig. 4.20: Graphe de la figure 4.19, aprés réduction des parties grisées.
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Fig. 4.21: Graphe non orienlé.

Fig. 4.22: Graphe équivalent au graphe de la figure 4.21

Il est possible d’appliquer le méme genre de régles dans le cas d’arétes orientées. Le tableau de la
figure 4.23 est un exemple de manipulation d’un graphe suivant cette sémantique. Le graphe de départ
est formé de neuf nceuds, représentant les entiers de 1 & n, reliés par des arétes orientées si un entier en
divise un autre.

4.8 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un algorithme de tracé de graphes composés, basé sur la conver-
sion du graphe & afficher en un graphe imbriqué. Cet algorithme offre la possibilité de faire cohabiter
plusieurs algorithmes de tracé de classes de graphes particuliéres sur le méme dessin, avec comme seule
contrainte le fait que ces algorithmes doivent permettre le tracé de graphes dont les nceuds sont de tailles
arbitrairement grandes. Nous avons également proposé une méthode de conversion standard des structures
décomposables en graphes composés, dont I'intérét est qu’elle fait ressortir graphiquement les propriétés
combinatoires de la structure. Ceci nous permet de disposer d’une méthode pour la représentation des
structures décomposables. L’intérét de notre approche est qu’elle offre la possibilité a 1'utilisateur de
créer ses propres fonctions de conversion de structures décomposables en graphes composés, comme nous
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Fig. 4.23: Suite de transformations équivalentes.
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I’avons montré sur des exemples en section 4.4.2. Ceci nous permet de réaliser un compromis entre la
création d’algorithmes nouveaux pour chaque classe de structures manipulée et ’utilisation systématique
d’une représentation standard pour toutes les classes. Enfin, nous avons évoqué en fin de chapitre que
I'utilisation des graphes composés pour la représentation des structures décomposables était bien adaptée
a la représentation de structures de grandes tailles, en présentant un mécanisme permettant de porter
son attention sur des parties précises du graphe, tout en conservant la vision globale de la structure.
En conclusion, nous disposons maintenant de la possibilité de représenter automatiquement, avec une
certaine souplesse, des structures générées aléatoirement a ’aide des techniques présentées au chapitre 1
ou de facon systématique a l'aide de celles du chapitre 2. Pour cela, nous utilisons les algorithmes que
nous avons présenté au chapitre 3 comme modes de tracé de I’algorithme général. La concrétisation de ce
travail est la réalisation du logiciel CGraph, que nous présentons dans le chapitre suivant, qui permet ['uti-
lisation conjointe de ces techniques pour former un outil intégré de génération et de tracé de structures
décomposables.
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Chapitre 5

Réalisations logicielles

ES ASPECTS PRINCIPAUX de deux réalisations logicielles réalisées dans le domaine de la représentation

de graphes sont abordés dans ce chapitre. Le premier logiciel, appelé Padnon, concerne ’affichage

de graphes orientés ou non orientés en trois dimensions. Il est congu pour permettre de tracer de fagon

incrémentale un graphe, et est pour cette raison bien adapté & ’animation d’algorithmes. Le second

logiciel, appelé CGraph, permet la manipulation interactive et le tracé automatique de graphes composés.

Il implante les algorithmes de tracé de graphes composés présentés au chapitre 4. Ces deux programmes

peuvent étre reliés & des programmes extérieurs, comme par exemple le systéme Maple, pour former des
outil intégrés de génération et de visualisation de structures décomposables.

5.1 Padnon
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Fig. 5.1: Padnon : fenétre de visualisation du graphe
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Le programme Padnon [3] permet de représenter des graphes orientés ou non orientés en trois dimen-
sions. Il implante les algorithmes de tracé par « ressorts » de graphes orientés et non orientés présentés
au chapitre 3. L’interface du programme permet de manipuler de fagon intuitive le graphe représenté,
par effet de rotation ou de déplacement dans dans la scéne en trois dimensions. Padnon peut étre relié
facilement & d’autres programmes pour permettre d’afficher un graphe construit automatiquement. Les
algorithmes de tracé permettent, aprés une petite modification du graphe, d’obtenir une nouvelle repré-
sentation qui tienne compte du tracé dont on disposait avant modification. Ceci permet de conserver la
représentation mentale que 'on s’est faite du graphe au cours des étapes précédentes. Cette propriété
rend le programme Padnon particuliérement bien adapté a la représentation dynamique des graphes. Il
peut servir comme interface pour la représentation de phénoménes dynamiques sur les graphes, ou encore
servir & ’animation d’algorithmes. Padnon est par exemple utilisé pour afficher ’automate dynamique
sous-jacent d’un programme de recherche de motifs dans un texte [4, 38].

Le programme Padnon est écrit en C++. Il s’appuie sur la bibliothéque Inventor [60] pour la repré-
sentation en trois dimensions des graphes, et la bibliothéque Motif [35] pour linterface utilisateur du
programme.

5.2 CGraph
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Fig. 5.2: CGraph: fenétre principale

Le programme CGraph est un logiciel permettant 1’édition et le tracé automatique de graphes composés.
Il met en ceuvre lalgorithme de tracé de graphes composés quelconques présenté au chapitre 4. Les
modes d’inclusion des nceuds utilisés par cet algorithme sont D'algorithme de tracé d’arbres généraux,
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I’algorithme FR de tracé de graphes non orientés et D'algorithme classique de tracé de graphes orientés
présentés au chapitre 3, ainsi qu’un algorithme permettant de placer les nceuds d’un graphe sur un cercle.
Ce programme implante également I’algorithme FRCC que nous avons proposé au chapitre 3, ainsi qu’un
algorithme inspiré de ’algorithme DH utilisant les techniques d’optimisation de recuit simulé [11]. Tl est
également possible d’appliquer I'algorithme de tracé de graphes planaires proposés dans la bibliothéque
LEDA [39].
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Fig. 5.3: Choix des préférences graphiques et des modes de neuds du graphe.

L’interface utilisateur du programme (Fig. 5.2) est congu permet une utilisation concréte des principes
exposés dans cette thése. L’éditeur posséde ’ensemble des fonctionnalités que I'on est en droit d’attendre
d’un tel outil. Il est possible d’ajouter, de supprimer, de déplacer ou encore de dupliquer des ensembles
de neceuds ou d’arétes. Il est possible de modifier tout ou partie des attributs graphiques d’un ensemble
de neeuds ou d’arétes (Fig. 5.3), sauvegarder les dessins obtenus dans un format propre 4 CGraph ainsi
qu’aux formats Postscript ou metapost. Il est enfin possible de relier CGraph a d’autres programmes, ce
qui permet d’afficher des graphes construits automatiquement par des programmes extérieurs. Il est en
particulier possible de relier CGraph directement & Maple, générer une structure a ’aide de combstruct,
puis d’utiliser le module convert2cgraph de conversion de structures décomposables en graphe composé
obtenues a I'aide de combstruct, dont le principe a été exposé au chapitre 4.

Le programme CGraph est écrit en C++. Il s’appuie sur la bibliothéque LEDA [39] pour la gestion des

structures de données élémentaires et la représentation de graphes planaires; la bibliothéque 1p_solve
de résolution de contraintes, et la bibliothéque Motif [35] pour Iinterface utilisateur du programme.
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5.3 Conclusion

Nous avons présenté deux programmes de tracé de graphe. Le premier, Padnon, permet le tracé en
trois dimensions de graphes orientés et non orientés, et est spécialement congu pour la représentation
de structures dynamiques. Le second, CGraph, permet le tracé de graphes composés selon I'algorithme
décrit au chapitre 4. S’il est congu initialement pour la représentation de structures décomposables,
CGraph n’est cependant pas limité & ce seul domaine, et trouve des applications dans la représentation de
graphes en général. Ces deux programmes permettent la communication avec d’autres programmes, en
particulier ceux mettant en ceuvre les techniques de génération de structures décomposables présentées
aux chapitres 1 et 2. Ils permettent donc au final de former des outils complets de génération de structures
et de visualisation, tout en restant ouverts a d’autres utilisations ultérieures.
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Résumé

[’objet de cette thése est la réalisation d’algorithmes et d’outils d’aide & I’étude des propriétés de structures
combinatoires particuliéres, les structures décomposables. Nous nous intéressons pour cela a la génération aléatoire
et systématique de structures décomposables, puis a leur représentation graphique automatique. Ce travail se situe
a la frontiére entre calcul mathématique et visualisation.

Les structures décomposables sont les structures combinatoires qu’il est possible de former récursivement en
utilisant des constructeurs aux propriétés particuliéres. Le point de vue est similaire a celui adopté dans la théorie
des espéces de structures, ou I'on privilégie la description d’ensembles de structures a partir de transformations
d’ensembles existants. [l est alors possible, grace a des spécifications, de décrire une infinité d’ensembles de
structures combinatoires parmi lesquels les permutations, les graphes fonctionnels, les arbres enracinés ou encore
les hiérarchies. L’intérét de cette démarche tient au fait que I’on sait résoudre des problémes de dénombrement et
de comportement asymptotique sur ces ensembles et générer aléatoirement de fagon uniforme des structures de
ces ensembles. Les applications concernent le calcul de complexité en moyenne d’algorithmes, et la génération de
jeux de tests pour la validation expérimentale ou I’étalonnage d’algorithmes.

Nous présentons dans cette thése deux types de résultats. Les premiers concernent la génération de structures
décomposables, les seconds leur représentation graphique. Nous présentons une implantation d’un algorithme
classique de génération aléatoire de structures décomposables, et nous proposons des techniques permettant de
générer tous les éléments d’un ensemble & partir de sa spécification. Nous proposons également un algorithme
de tracé de graphes particuliers, pour lesquels il existe a la fois des relations d’adjacence et d’inclusion entre les
nceuds. Ces graphes, que nous appelons les graphes composés, sont en effet bien adaptés a la représentation de
la nature générique des structures décomposables. Ce travail est concrétisé par la réalisation de deux logiciels de
tracé de structures combinatoires. Leur utilisation n’est cependant pas limitée & ce seule domaine et les apsects
liés a leur application a la visualisation de graphes en général sont abordés.

Mots-clés: combinatoire, structures décomposables, généartion aléatoire, rang inverse, tra’e de graphes, graphes
composés.

Abstract

The main goal of the thesis is to conceive algorithms and tools to assist people who study a special kind of
combinatorial structures, namely decomposable structures. The two major questions we try to solve are:

e How to generate, randomly or by some systematic procedure, a decomposable structure.
o How to draw decomposable structures.

Decomposable structures are combinatorial structures that are recursively described using a small set of
constructors. The idea consists in considering a structure as a process of construction from simpler structures.
The main interest of the decomposable structure theory is that we can describe an infinite number of different
sets of structures, including permutations, various kind of trees or functional graphs, for which we can solve
counting and random generation problems. Possible applications are the average case analysis of algorithms and
the production of test inputs for the experimental validation of programs.

We propose an algorithm for drawing decomposable structures based on the translation into specialgraphs,
that we call composed graphs, in which both inclusion and adjacency relationships can exist. The principle is
based on the translation of decomposable structures into composed graphs, i.e. graphs with both inclusion and
adjacency relationships. The drawing of composed graph is achieved by using different classical graph drawing
algorithm together. The number of algorithms that can be used on a same drawing is infinite. The only restriction
is that the algorithms must be able to draw graphs with arbitrary node sizes.

We present two graph drawing software realisations that we wrote in order to validate the algorithms presented
in the thesis. They can be linked to combinatorial structure generation programs in order to form integrated
systems. We also investigate their use for the visualisation of large data structures.

Keywords: combinatorics, decomposable structures, random generation, unranking, graph drawing, clustered
graphs






