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IntroductionL'objet de cette thèse est la réalisation d'algorithmes et d'outils d'aide à l'étude des propriétés destructures combinatoires particulières, les structures décomposables. Nous nous intéressons pour cela à lagénération aléatoire et systématique de structures décomposables, puis à leur représentation graphiqueautomatique. Ce travail se situe à la frontière entre calcul mathématique et visualisation.Les structures décomposablesIl existe deux approches pour décrire des ensembles d'objets combinatoires. La première consiste àcaractériser les ensembles à partir des propriétés de leurs éléments : c'est une démarche intentionnelle. Laseconde repose sur la dé�nition de constructeur , que l'on applique pour former de nouvelles structures àpartir de structures existantes. On décrit alors les ensembles de structures en explicitant les constructeurs àpartir desquels les structures de l'ensemble sont construites : c'est une démarche extensionnelle. C'est cettedernière solution que nous retenons ici. Les structures décomposables sont les structures combinatoiresqu'il est possible de former récursivement en utilisant des constructeurs aux propriétés particulières. Lepoint de vue est similaire à celui adopté dans la théorie des espèces de structures [1, 36], où l'on privilégiela description d'ensembles de structures à partir de transformations d'ensembles existants. Il est alorspossible, grâce à des spéci�cations, de décrire une in�nité d'ensembles de structures combinatoires parmilesquels les permutations, les graphes fonctionnels, les arbres enracinés ou encore les hiérarchies. L'intérêtde cette démarche tient au fait que l'on sait résoudre des problèmes de dénombrement et de comportementasymptotique sur ces ensembles[23] et générer aléatoirement de façon uniforme des structures de cesensembles. Les applications concernent le calcul de complexité en moyenne d'algorithmes [24, 46, 58, 62],et la génération de jeux de tests pour la validation expérimentale ou l'étalonnage d'algorithmes.Pour illustrer la diversité des ensembles de structures qu'il est possible de décrire, nous pouvonsreprendre l'exemple proposé par P. Flajolet dans l'article [23], qui correspond à un modèle de traincombinatoire. L'ensemble des trains est dé�ni par la spéci�cation suivante :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
train ! Prod(locomotive; Sequence(wagon))locomotive ! Sequence(slice)slice ! Union(Prod(upper; lower); P rod(upper; lower; wheel))wheel ! Prod(center; Cycle(wheel_element))wagon ! Prod(locomotive; Set(passenger))passenger ! Prod(head; belly)head ! Cycle(passenger_element)belly ! Cycle(passenger_element)upper  Atomlower  Atomcenter  Atomwheel_element  Atompassenger_element  Atom: (1)Le constructeur Union forme l'union disjointe d'ensembles de structures, le constructeur Prod le produitcartésien d'ensembles de structures. Étant donné un ensemble A, les constructeurs Sequence, Set et Cycleforment l'ensemble formé respectivement par les suites, les ensembles ou les cycles orientés d'éléments de1



2 Introductionl'ensemble A. Les règles de la forme a  Atom indiquent que l'ensemble a contient un élément de tailleun, la taille d'une structure étant déterminée par le nombre d'éléments de taille un la constituant.Un train de taille 88 est dessiné à la main dans [23], que l'on peut voir reproduit sur la �gure 1.Le train est composé d'une locomotive suivie de wagons dans un ordre précis. Les roues du train sontdé�nies à un ordre cyclique près, et les passagers ne sont pas ordonnés entre eux (ils peuvent se déplacerlibrement dans un même wagon). Nous pouvons voir sur la �gure 2 une représentation possible, obtenueautomatiquement à l'aide des techniques exposées dans cette thèse, du train de la �gure 1.L'exemple du train combinatoire est anecdotique, mais illustre les di�cultés de représentation dufait de la variété des structures étudiées. Nous nous intéressons dans cette thèse à l'étude des propriétésde structures combinatoires. Une représentation graphique obtenue automatiquement permet, après af-�chage de plusieurs structures générées automatiquement, de faire ressortir intuitivement les propriétéscombinatoires de structures de grande taille. Il peut être également intéressant de générer toutes les struc-tures d'une taille donnée d'un ensemble de structures, a�n de voir si un comportement extrême existe.Cela nous conduit à nous intéresser aux problèmes suivants :i. connaissant une spéci�cation d'un ensemble de structures décomposables, comment générer de façonaléatoire uniforme des structures de grande taille?ii. comment construire, connaissant une spéci�cation d'un ensemble de structures, l'ensemble de toutesles structures décomposables ayant une taille donnée?iii. comment représenter graphiquement les structures décomposables de façon naturelle, de manièreautomatique?Ces trois questions correspondent aux trois points abordés dans cette thèse, qui concernent la combinatoireénumérative et la génération aléatoire, les problèmes de rang inverse, et en�n la représentation graphiquede structures combinatoires.Combinatoire énumérative, génération aléatoireL'énumération et la génération aléatoire de structures décomposables sont des problèmes qui ont étérésolus en partie par P. Flajolet, P. Zimmermann et B. Van Cutsem dans [26]. Ce travail s'est concrétisépar la réalisation par P. Zimmermann puis E. Murray de la bibliothèque Maple combstruct (appeléeaussi Gaïa) [63]. En pratique, les structures que l'on peut générer en temps raisonnable (un jour CPU)sont de taille inférieure à 2000. Notre contribution dans ce domaine est la réalisation d'une bibliothèqueMaple fournissant automatiquement des programmes écrits en langage C qui permettent de compter etde générer de façon exacte des structures décomposables plus rapidement, et ce jusqu'à des structures detaille 5000 environ. Compter de façon exacte le nombre d'arbres généraux non planaires de taille 1000prend ainsi moins de deux minutes avec le programme écrit en C, contre plus de vingt avec combstruct.Rang inverseLes méthodes de rang inverse consistent à mettre en bijection un ensemble de structures et un inter-valle d'entiers, et, étant donné un entier de cet intervalle, à exhiber la structure associée. Leur intérêtest double. Elles permettent de réaliser la génération aléatoire de structures, en choisissant simplementun entier dans l'intervalle de façon uniforme, puis en construisant la structure associée. Elles permettentsurtout de générer une à une toutes les structures de l'ensemble. Si le problème est bien connu pour lesstructures arborescentes [43] et les grammaires hors-contexte, le cas des structures décomposables utili-sant des constructeurs Set (multi-ensemble) ou Cycle est plus di�cile. Les formules d'énumération desstructures deviennent alors complexes, et il n'est plus possible d'en déduire directement un algorithmede rang inverse. Nous proposons dans cette thèse d'introduire la notion de forme d'une structure, ce quinous permet de concevoir un algorithme de rang inverse unique quels que soient les constructeurs utilisés.Concevoir un algorithme de rang inverse pour des ensembles de structures utilisant un constructeur par-ticulier revient alors à décrire des opérations simples portant sur des formes spéci�ques à ce constructeur.
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Fig. 1: Le train aléatoire de P. Flajolet [23].

Fig. 2: Le train de la �gure 1 dessiné automatiquement.



4 IntroductionLe problème général se ramène à une succession de sous problèmes plus simples. Nous présentons uneversion incrémentale d'un algorithme de rang inverse utilisant ce principe, et nous décrivons les opérationsnécessaires à son utilisation dans le cas d'ensembles de structures décrits par des constructeurs Union,Prod, Set et Cycle.Représentation de structures combinatoiresIl existe deux approches di�érentes pour la représentation de structures combinatoires. La premièreconsiste à écrire des modules de représentation spéci�ques à chaque classe de structure combinatoire, laseconde consiste à considérer les structures manipulées comme des graphes.Le logiciel CalICo [12, 45] développé au LaBRI rassemble des modules de représentation et de mani-pulation de structures combinatoires variées, parmi lesquelles les arbres enracinés, les graphes, les poly-ominos, les tresses, les chemins et les permutations. Ces di�érents modules peuvent communiquer entreeux ou avec d'autres programmes comme Maple. L'intérêt de cette approche est que la représentationdes structures combinatoires peut être choisie spéci�quement pour la classe manipulée, ce qui permet desreprésentations naturelles et intuitives. Dans le cas particulier des structures décomposables, il n'est pasréaliste d'écrire un module pour chaque nouvelle spéci�cation utilisée car elles sont en nombre potentiel-lement in�ni. Il faut donc concevoir un outil permettant de manipuler toutes les classes de structuresdécomposables, tout en laissant une certaine liberté quant aux représentations choisies. Pour cela, nousnous ramenons aux problèmes généraux de représentation de graphes.Les algorithmes de tracé de graphes actuels sont dédiés à des classes particulières comme les arbres,les graphes planaires, les graphes généraux, les graphes dirigés par exemple. Un état de l'art a été réalisédans [13]. Ramener le problème de la représentation des structures décomposables au tracé de l'une deces classes particulières n'est pas satisfaisant. Regardons par exemple le cas de la spéci�cation suivante,qui correspond aux permutations d'éléments données par leur décomposition cyclique :� P ! Set(Cycle(e))e  AtomLe tracé le plus intuitif d'une structure issue de cette spéci�cation, serait certainement e�ectué à l'aided'un algorithme de tracé de graphe généraux, comme par exemple sur la �gure 3.171213751523418 16 20 11 6 8 1 1410919Fig. 3: Permutation cyclique de 20 éléments.La spéci�cation suivante utiliserait un algorithme de tracé d'arbres enracinés :� B ! Union(e; P rod(B;B))e  Atom (2)



5Mais comment représenter les structures de la spéci�cation suivante, correspondant à un arbre binairedont les n÷uds sont substitués par des permutations?8<: B ! Union(e; P rod(P;B;B))P ! Set(Cycle(e))e  Atom (3)Une représentation naturelle de ces structures pourrait être celle de la �gure 4. L'idée développée danscette thèse pour représenter les structures décomposables, consiste à considérer le tracé de graphes par-ticuliers, à savoir les graphes composés, pour lesquels il existe à la fois des relations d'adjacence etd'inclusion entre les n÷uds, et de tracer ces graphes en faisant cohabiter plusieurs algorithmes de tracéclassiques sur le même dessin. La conversion entre structure décomposable et graphe composé peut êtreréalisée par une conversion standard qui a l'avantage de faire ressortir les propriétés combinatoires desconstructeurs utilisés dans la spéci�cation, ou peut être e�ectuée de façon spéci�que par l'utilisateur.Ceci permet d'obtenir la souplesse su�sante pour traiter des exemples comme celui du train combina-toire de la spéci�cation (1). Cette méthode est au �nal un compromis entre l'écriture d'interfaces pour lareprésentation de classes de structures combinatoires spéci�ques, et la représentation systématique pardes graphes quelle que soit la classe considérée.Plan de la thèseChapitre 1 � Dénombrement et génération aléatoire uniforme de structuresdécomposablesLe chapitre 1 introduit la notion de structure décomposable. Nous décrivons en détail les techniques,proposées par P. Flajolet, P. Zimmermann et B. Van Cutsem [26], de comptage et de génération aléatoireuniforme d'ensembles de structures. Nous présentons une implantation de ces techniques, qui permetde produire automatiquement, quelles que soient les spéci�cations, des programmes de comptage et degénération aléatoire écrits en langage C. Nous proposons également une extension de la notion de taille desstructures, par l'introduction de nouveaux constructeurs, ce qui permet de traiter de nouveaux problèmes.Chapitre 2 � Méthode de rang inverse sur des ensembles de structures décom-posablesLe chapitre 2 propose un algorithme incrémental de rang inverse, basé sur l'utilisation de la notion deforme d'une structure, pour les ensembles de structures décomposables dé�nis à l'aide des constructeursProd, Union, Set et Cycle.Chapitre 3 � Représentation graphique de graphes orientés et non orientésDans le chapitre 3, nous étudions le problème du tracé de graphes pour des classes particulières degraphes. Nous présentons des algorithmes permettant le tracé d'arbres enracinés, de graphes orientésacycliques, ainsi que de graphes généraux. Nous présentons deux algorithmes originaux, l'un de tracé degraphes non orientés qui permet de conserver des propriétés de partitionnement des n÷uds et des arêtesd'un graphe, l'autre de tracé de graphes orientés. Les autres algorithmes correspondent à des adaptationssouvent directes d'algorithmes classiques de tracé, connus pour être performants, au cas de graphes dontles n÷uds sont de tailles arbitrarement grandes. Nous présentons en particulier un algorithme de tracéd'arbres enracinés dont la particularité est d'utiliser une méthode classique qui semble au premier abordinadapté au cas de n÷uds de tailles di�érentes.Chapitre 4 � Représentation graphique de graphes composésLe chapitre 4 contient la description de l'algorithme permettant le tracé des structures décomposablesproprement dit. Nous dé�nissons la notion de graphe composé, qui permet de représenter des relations



6 Introduction

Fig. 4: Un arbre de la spéci�cation (3) de taille 300 généré de façon aléatoire uniforme.



7d'adjacence et d'inclusion entre des n÷uds, et nous détaillons un algorithme permettant de les représenter.La particularité de cet algorithme est qu'il permet d'utiliser plusieurs algorithmes de tracé sur une mêmereprésentation, et en particulier ceux présentés au chapitre 3. Nous présentons également une méthodede conversion standard de structures décomposables en graphes composés, ainsi que des méthodes deconversion spéci�ques sur des cas particuliers.Chapitre 5 � Réalisations logiciellesNous présentons dans ce dernier chapitre deux logiciels qui mettent en application les algorithmes detracé présentés au cours de cette thèse. Le logiciel Padnon permet la représentation de graphes orientéset non orientés en trois dimensions. Il implante deux algorithmes de tracé présentés au chapitre 3. Lelogiciel CGraph est un outil complet permettant de représenter les structures décomposables. Il met en÷uvre l'algorithme de tracé de graphes composés présenté au chapitre 4. Ce logiciel est conçu pour êtreinterfacé avec d'autres logiciels, et en particulier avec le système de calcul formel Maple et la bibliothèquede génération aléatoire combstruct, pour former un système intégré de génération et de représentationde structures décomposables.
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Chapitre 1Dénombrement et génération aléatoireuniforme de structures décomposablesDans ce chapitre nous nous intéressons aux structures combinatoires, à la façon de décrire desensemble de structures, au problème qui consiste à compter les structures d'un même ensemble,ainsi qu'à la génération aléatoire de structures éléments de ces ensembles. Nous présentons en détail lestechniques et algorithmes utilisés pour résoudre ces problèmes, dans le cadre de la théorie des structuresdécomposables. Ces algorithmes sont actuellement utilisés dans la bibliothèque combstruct, écrite enMaple par P. Zimmermann et E. Murray.Notre contribution dans ce chapitre est double. La première est technique et se concrétise par laréalisation d'un logiciel, appelé Ccombstruct, qui permet de générer automatiquement, à partir d'unedescription d'un ensemble de structures, un programme écrit en langage C permettant de compter et degénérer des structures. Cette méthode permet d'accélérer notablement les temps de calcul et de résoudredes problèmes pour des structures de plus grande taille. La seconde contribution réside en une extensionde la théorie des structures décomposables, qui consiste à permettre de changer la notion de taille desstructures par l'intermédiaire de nouveaux constructeurs � paramétrés �. Ceci permet de traiter des pro-blèmes qu'il était impossible de traiter précédemment, sans changer dans la plupart des cas la complexitédes algorithmes de comptage et de génération aléatoire. Cette extension est également implantée dans leprogramme Ccombstruct et nous illustrons son utilisation sur plusieurs exemples.1.1 Structures combinatoires1.1.1 Dé�nitionsCommençons tout d'abord par dé�nir la notion de structure, illustrée par un exemple simple, tellequ'elle est présentée dans [1].Dé�nition 1.1.1 (Structure)Une structure s est un couple (; U ), où  est une construction et U est l'ensemble sous-jacent de lastructure s. �Exemple. La structure dessinée ci-dessous, composée de cinq éléments a, b, c, d et e peut être représentéede façon ensembliste : a bc d e �s = (; U ) = ffa; bg; fa; cg; fb; dg; fb; eg;fe; dg;fd; cggU = fa; b; c; d; eg 9



10 Chapitre 1. Dénombrement et génération aléatoire uniforme de structures décomposablesLa di�culté liée à la dé�nition des structures consiste à dé�nir de façon correcte la notion de construc-tion. Une méthode simple pour décrire une structure consiste à la construire comme étant un assemblagede structures déjà construites. Cette méthode, consistant à privilégier les transformations de structuresplutôt que leurs propriétés, est présentée de façon rigoureuse dans [1] et [36]. Nous introduisons la notionde structure élémentaire et de constructeur :Dé�nition 1.1.2 (Constructeur de structures)Un constructeur de structures est une règle �, qui à partir d'une séquence de s structures o1; : : : ; os,construit une nouvelle structure notée �(o1; : : : ; os). s est appelé l'arité du constructeur. La structure oiest appelée le ie opérande ou la ie composante directe du constructeur �. �Dé�nition 1.1.3 (Structures atomiques)Les structures atomiques sont les structures de base dé�nies sans constructeur. �Nous disposons maintenant d'une méthode simple pour construire des structures. Nous pouvons uti-liser une approche similaire pour décrire des ensembles de structures :Dé�nition 1.1.4 (Constructeur d'ensembles de structures)Un constructeur d'ensembles de structures est une règle �, qui à partir d'une séquence de s ensembles destructures E1; : : : ; Es construit un nouvel ensemble de structures :�(E1; : : : ; Es) def= [o12E1 ;:::;os2Es �(o1; : : : ; os):Un multi-constructeur est un constructeur d'arité multiple :�(E) def= [s2N�s(E; : : : ; E| {z }s ) = [s�0o12E1 ;:::;os2Es �s(o1; : : : ; os): �Dé�nition 1.1.5 (Ensembles élémentaires de structures)Les ensembles élémentaires de structures sont l'ensemble des structures de taille 0, noté Epsilon, etl'ensemble des structures atomiques de taille 1, noté Atom. �Notation. Par la suite nous utilisons le même terme � constructeur � pour désigner les constructeurs destructures ou d'ensemble. Nous noterons en lettres minuscules les constructeurs de structures, et avec lapremière lettre en majuscule le constructeur d'ensemble associé. �Nous pouvons maintenant dé�nir la notion de taille d'une structure :Dé�nition 1.1.6 (Fonction taille d'une structure j:j)La fonction taille d'une structure s, élément d'un ensemble de structures, est la fonction à valeurs dansN dé�nie par les règles suivantes :� pour tout élément a 2 Epsilon : jaj = 0,� pour tout élément a 2 Atom : jaj = 1,� pour tout constructeur � appliqué à des structures o1; : : : ; os; s 2 N : j�(o1; : : : ; os)j =Psi=1 joij. �Une structure combinatoire est simplement une structure à laquelle on associe la fonction permettantde calculer sa taille :Dé�nition 1.1.7 (Ensemble de structures combinatoires)Un ensemble E de structures combinatoires est un ensemble �ni ou dénombrable de structures, auquel onassocie une fonction j:j permettant de calculer la taille des structures de l'ensemble, et tel que pour toutn � 0, le nombre d'objets de taille n dans E est �ni. Une structure élément de E est appelée structurecombinatoire. �



1.1. Structures combinatoires 111.1.2 Spéci�cations1.1.2.1 Langage, spéci�cation et structures décomposables.Dé�nition 1.1.8 (Grammaire)Une grammaire est un quadruplet (T;N;E; P ), où T est un ensemble �ni de terminaux , N un ensemble�ni de non terminaux (T \N = ;), E un symbole d'entrée élément de l'ensemble N , et P est un ensemble�ni de productions. Une production portant sur un non terminal A est une règle de la forme :� A! a ou A! B, avec A 2 N;B 2 N et a 2 T . a est un mot dérivé de A.� A! F (A1; : : : ; As), avec F une opération, s 2 N; (A1; : : : ; As) 2 N � � � ��N . m est un mot dérivéde A s'il est de la forme m = f(a1; : : : ; as), avec pour tout i = 1; : : : ; s, ai est un mot dérivé deAi. a1; : : : ; as sont appelées les composantes directes du mot m. Les composantes de m sont sescomposantes directes et les composantes de celles-ci. Si ai est un terminal, ai est une composanteterminale. �Notation. Par la suite, les non terminaux seront notés en lettres majuscules (A), les terminaux en lettresminuscules et en gras (a).Dé�nition 1.1.9 (Langage d'une grammaire)Soit une grammaire G = (T;N;E; P ). Le langage de la grammaire G est l'ensemble des mots dérivés dusymbole d'entrée E. �Dé�nition 1.1.10 (Spéci�cation d'un ensemble de structures)Une spéci�cation d'un ensemble de structures est un quintuplet (T;N;E; P;Q), où (T;N;E; P ) est unegrammaire pour E, et Q des règles d'appartenance aux ensembles élémentaires de structures portant surchaque terminal. De plus, les opérations dans les règles de production sont des constructeurs, et il existeexactement une règle par non terminal où il est membre gauche. La grammaire est alors de la forme :T = ftig; i = 1; : : : ; nT ; nT 2 NN = fNig; i = 1; : : : ; nN ; nN 2 NP = �Ni ! ���� ou tmi ;mi 2 [1; nT ]�i(E1; : : : ; Esi); i = 1; : : : ; nN ; si 2 N; Ej 2 N [ T; j = 1; : : : ; si: �où �i est un constructeur. Les règles d'appartenance aux ensembles élémentaires de structures sont de laforme :Q = fti  Epsilon; i 2 IEg [ ftj  Atom; j 2 IA avec IE \ IA = ; et IE [ IA = f1; : : : ; nTg: �Dans la spéci�cation d'un ensemble de structures, les mots dérivés d'un non terminal de la grammairesont les structures appartenant à l'ensemble des structures associé à ce non terminal. Une structureappartient à l'ensemble de structures d'une spéci�cation, si et seulement si la structure appartient aulangage décrit par la grammaire associée à la spéci�cation. En d'autres termes, les mots de la grammairesont les structures, le langage de la grammaire l'ensemble des structures engendrée par la spéci�cation.On dira qu'une structure s dérivée d'un non terminal A est une structure de l'ensemble A, et on noteras 2 A. Les dé�nitions portant sur les mots du langage sont étendues aux structures d'une spéci�cation.On pourra par exemple parler des composantes d'une structure.Notation. La seule donnée des règles de production permet de construire les ensembles T et N sansambiguïté. N est l'ensemble des symboles apparaissant dans les membres gauches de P , T l'ensembledes symboles apparaissant dans les membres gauches de Q. Par la suite, une spéci�cation sera donnéeuniquement par les règles P et Q, et par le symbole d'entrée E. �Dé�nition 1.1.11 (Ensemble de structures décomposables)Un ensemble de structures décomposables est un ensemble de structures combinatoires qui admet unespéci�cation. �



12 Chapitre 1. Dénombrement et génération aléatoire uniforme de structures décomposables1.1.2.2 Univers étiqueté et non étiquetéNous considérons maintenant deux façons di�érentes de compter le nombre de structures de taille n.Dans le premier cas, en univers étiqueté, nous associons à chaque composante terminale d'une structure,un entier unique compris entre 1 et la taille de la structure. Cet entier est appelé l'étiquette de l'élément.Deux éléments atomiques de deux structures di�érentes sont égaux si et seulement s'ils ont même nom etmême étiquette. Dans le second cas, en univers non étiqueté, les éléments atomiques ne sont pas étiquetés.Deux éléments atomiques de deux structures di�érentes sont alors égaux si et seulement s'ils ont mêmenom.Exemple. Il n'y a qu'un cycle orienté de longueur trois sur un alphabet d'une lettre en univers nonétiqueté (cycle(a; a; a)), et deux en univers étiqueté (cycle(a1 ; a2; a3) et cycle(a1; a3; a2)). �1.1.2.3 Spéci�cations bien fondées et constructions admissiblesUn des buts de ce chapitre est de compter le nombre de structures ayant une taille donnée, quiappartiennent à un ensemble de structures. Une première étape consiste tout d'abord à ne considérer queles spéci�cations pour lesquelles ce problème a un sens :Dé�nition 1.1.12 (Spéci�cation bien fondée)Une spéci�cation est bien fondée si et seulement si pour chaque non terminal A:1. il existe une structure de taille �nie qui dérive de A,2. pour tout n 2 N, le nombre de structures de taille n est �ni. �Exemple. Considérons la spéci�cation suivante, de symbole d'entrée A et utilisant le constructeur Prod,qui forme les couples d'objets, et le constructeur Union qui forme l'union disjointe d'ensembles de struc-tures : 8<: A! Union(a; B)B ! Prod(A;A)a Epsilon:En univers étiqueté ou non, une in�nité de structures de taille 0 dérivent de cette spéci�cation. Elle n'estdonc pas bien fondée d'après le point 2. De même, en univers étiqueté ou non, la spéci�cation suivante,de symbole d'entrée A, n'est pas bien fondée d'après le point 1 :� A! 	(A;A)En e�et, aucune structure de taille �nie ne peut être dérivée de A. �Nous supposerons dans la suite que les spéci�cations sont bien fondées. Le caractère bien fondé d'unespéci�cation peut être déterminé à l'aide de l'algorithme proposé dans [62].Dé�nition 1.1.13 (Valuation)La valuation d'un ensemble de structures décomposables A, notée valuation(A), est la plus petite tailletelle qu'une structure dérive de A :valuation(A) = mini2N tel que fs 2 A; jsj = ig 6= ;:Exemple. Considérons la spéci�cation suivante :A! Prod(C;C;C)C ! Union(A;B)B ! bb AtomLa valuation du non terminal A est 3, celle des non terminaux B et C est 1. �



1.1. Structures combinatoires 13Nous supposerons dans la suite que les valuations des non terminaux sont connues. On peut pour celautiliser l'algorithme décrit dans [62].Pour permettre de compter de façon simple les structures d'une certaine taille, les constructeursutilisés dans la spéci�cation doivent véri�er certaines propriétés :Dé�nition 1.1.14 (Constructeurs admissibles)La suite de dénombrement associée à un ensemble C de structures combinatoires est la suite ((c)n)n2N,où (c)n est le nombre de structures de taille n de C. Un constructeur � d'arité s est admissible si la suitede dénombrement de C = �(C1; : : : ; Cs) ne dépend que des suites de dénombrement de ses composantesdirectes C1; : : : ; Cs. �1.1.3 Les classes de spéci�cation 
 et 
̂Nous nous proposons maintenant de décrire deux classes particulières de spéci�cations, la classe 
et la classe 
̂. Ces classes étendent les grammaires hors-contexte en ajoutant de nouveaux constructeursreprésentant les ensembles et les cycles d'objets.Dé�nition 1.1.15 (Classes de spéci�cation 
 et 
̂)La classe de spéci�cation 
 en univers non étiqueté (respectivement 
̂ en univers étiqueté), est la classedes spéci�cations dé�nies à l'aide des constructeurs suivants :� le constructeur Union forme l'union disjointe d'objets : une structure a appartient à l'ensemble destructures Union(B1; : : : ; Bs) si et seulement s'il existe un entier i dans l'intervalle [1; s] tel que aappartient à Bi,� le constructeur Prod forme les n-uplets d'objets : cela signi�e que deux structures prod(o1; : : : ; os)et prod(o01; : : : ; o0s0) sont égales si et seulement si s = s0 et si pour tout i, oi = o0i,� le multi-constructeur Sequence forme les séquences d'objets : deux structures sequence(o1; : : : ; os) etsequence(o01; : : : ; o0s0) sont égales si et seulement si s = s0 et si pour tout i, oi = o0i. La formulationA! Sequence(B) correspond par dé�nition exactement à :8<: A = Union(t; T )t EpsilonT ! Prod(B;A)� le multi-constructeur Set forme les multi-ensembles d'objets (avec répétitions éventuelles en universnon étiqueté) : deux structures set(o1; : : : ; os) et set(o01; : : : ; o0s0) sont égales si et seulement si s = s0et s'il existe une permutation � telle que pour tout i de l'intervalle [1; s], oi = o0�(i),� le multi-constructeur Cycle forme les cycles orientés d'objets : deux structures cycle(o1; : : : ; os) etcycle(o01; : : : ; o0s0) sont égales si et seulement si s = s0 et s'il existe t dans l'intervalle [1; s] tel quepour tout i 2 [1; s], oi = o01+((i+t) mod s),� le multi-constructeur Powerset (dé�ni uniquement en univers non étiqueté) forme les ensemblesd'objets sans répétition : deux structures powerset(o1; : : : ; os) et powerset(o01; : : : ; o0s0) sont égalessi et seulement si s = s0 et s'il existe une permutation � telle que pour tout i de l'intervalle [1; s],oi = o0�(i). �Remarque. Il est également possible d'ajouter des conditions portant sur l'arité des multi-constructeurs dé�nisci-dessus. Nous noterons, pour chaque multi-constructeur �, �(A;card <= k) l'ensemble des structures�(a1; : : : ; as); s � k; ai 2 A; i = 1; : : : ; s:�



14 Chapitre 1. Dénombrement et génération aléatoire uniforme de structures décomposables1.1.4 Ensembles de structures particuliersNous pouvons maintenant dé�nir les spéci�cations pour des structures combinatoires utilisées cou-ramment.Dé�nition 1.1.16 (Arbre enraciné)Un arbre enraciné T est soit une feuille , soit construit comme étant une racine � à laquelle on associedes arbres enracinés T1; : : : ; Ts. Les racines des arbres T1; : : : ; Ts sont les �ls de �, et � est le pèredes racines des arbres T1; : : : ; Ts. Les n÷uds internes de T sont la racine, ainsi que les n÷uds internesdes T1; : : : ; Ts. Les arbres pour lesquels le nombre de �ls de chaque n÷ud interne est k, sont les arbresk � aires. Quand il n'y a pas de contrainte sur le nombre de �ls, nous parlerons d'arbres généraux. Unarbre dont l'ordre des �ls des n÷uds internes est distingué est dit planaire. �L'ensemble des arbres binaires (i.e. 2-aires) planaires peut être décrit à l'aide de la spéci�cationsuivante : 8>><>>: B ! Union(f ; C)C ! Prod(n; B;B)f  Atomn AtomDans cette spéci�cation de symbole d'entrée B, f correspond aux feuilles de l'arbre, et n aux n÷udsinternes. La taille d'un arbre correspond ici au nombre de n÷uds internes et de feuilles. En modi�antsimplement la production n  Atom en n  Epsilon, on considère que la taille d'un arbre est donnéepar son nombre de feuilles.1.2 DénombrementLe problème de dénombrement consiste à déterminer combien il existe de structures di�érentes ayantune taille donnée. Nous avons vu précédemment que ce nombre dépendait de l'univers, étiqueté ou nonétiqueté, dans lequel on se plaçait. Le but de cette section est de présenter les méthodes classiques dedénombrement basées sur l'association de séries génératrices aux constructeurs admissibles [1, 26, 36], etd'en déduire un algorithme e�cace de dénombrement dans les cas étiqueté et non étiqueté.Notation. Dans toute cette section, nous supposons donnée une spéci�cation bien fondée. Nous notons(a)n le nombre de structures de taille n associées à un non terminal A de cette spéci�cation.1.2.1 Univers non étiqueté1.2.1.1 Fonctions génératricesNous commençons tout d'abord par introduire la notion classique de série génératrice :Dé�nition 1.2.1 (Série génératrice ordinaire)La série génératrice ordinaire associée à un non terminal A est la série :A(z) = Xa2A zjaj = 1Xn=0 (a)nzn: �Il est possible d'associer directement à une spéci�cation un système d'équations portant sur les fonc-



1.2. Dénombrement 15tions génératrices [58]. Les preuves de ces règles peuvent être trouvées dans [62] :Théorème 1.2.2 (Zimmermann [62])Dans le cas d'une spéci�cation de 
, on a les règles suivantes :A! a; a EpsilonA(z) = 1 A! a; a AtomA(z) = zA! Union(B1; : : : ; Bs)A(z) = sXi=1Bi(z) A! Prod(B1; : : : ; Bs)A(z) = sYi=1Bi(z)A! Sequence(B)A(z) = 11� B(z) A! Cycle(B)A(z) =Xk�1 �(k)k log 11� B(zk)A! Set(B)A(z) = exp( 1Xi=1 B(zi)i ) A! Powerset(B)A(z) = exp( 1Xi=1(�1)i+1B(zi)i )où � est la fonction d'Euler : �(k) = Cardfi � k; i premier avec kg.Remarque. Le caractère bien fondé d'une spéci�cation se traduit simplement en termes des fonctions génératricesassociées : une spéci�cation est bien fondée si et seulement s'il existe une seule solution ayant des coe�cients positifsau système d'équations. �Exemple (Arbres de Motzkin). Les arbres de Motzkin sont les arbres planaires dont le nombre de �ls dechaque n÷ud interne est soit un, soit deux. Une spéci�cation de ces arbres est :8>><>>: B ! Union(a; D;E)D ! Prod(a; B)E ! Prod(a; B;B)a AtomEn appliquant les règles du théorème 1.2.2, on obtient le système d'équations suivant :8>><>>: B(z) = a(z) +D(z) + E(z)D(z) = a(z):B(z)E(z) = a(z):B(z):B(z)a(z) = zOn obtient deux solutions de ce système d'équations, dont l'une seulement possède un développement deTaylor à l'origine : B(z) = 1� z �p1� 2 z � 3 z22 z :Le développement de Taylor à l'origine est de la forme :z + z2 + 2 z3 + 4 z4 + 9 z5 + 21 z6 + 51 z7 + 127 z8 + 323 z9 + O �z10�Il y a donc 323 arbres de Motzkin de taille 9 en univers non étiqueté. �1.2.1.2 Forme standardIl n'est pas toujours possible d'obtenir une forme explicite de la solution du système d'équations surles séries génératrices. Pour résoudre ce problème, P. Zimmermann [62] propose une méthode de calculdes coe�cients basée sur des équations récurrentes portant sur les coe�cients.



16 Chapitre 1. Dénombrement et génération aléatoire uniforme de structures décomposablesNous introduisons pour cela l'opérateur � de pointage d'un des éléments atomiques d'une structure.Étant donnée une structure, cela revient à distinguer l'une de ses composantes terminales. Cet opérateurse traduit en terme de fonction génératrice par l'opération :�A(z) = z ddzA(z) = 1Xi=1 i(a)izi:Nous remarquons que lors de l'application de l'opération �, nous perdons l'information sur le nombrede structures dans A de taille nulle. Pour permettre de restituer cette information, et donc de dé�nirl'opération inverse qui consiste à enlever la marque sur un objet, nous n'autorisons l'application del'opération � que lorsque le nombre d'objets de taille zéro est nul. L'opération inverse ��1 se traduitalors en terme de fonction génératrice : ��1A(z) = 1Xi=1 (a)ii zi:Pour tenir compte du fait que les composantes des objets en univers non étiqueté peuvent être égales,nous introduisons un nouveau constructeur, le constructeur diagonal. Le constructeur diagonal simple�(k)(B); k � 1, forme toutes les séquences d'éléments identiques de longueur k, formées d'éléments de B.En terme de fonctions génératrices, on a :A(z) = �(k)B(z) = B(zk):Étant donnée une suite u(k)1k=1, le constructeur diagonal généralisé �fu(k)g correspond à la série :�fu(k)g = 1Xk=1u(k)�(k):Proposition 1.2.3 (Forme standard d'une spéci�cation de 
 (Zimmermann [62]))Soit S une spéci�cation de 
, et S la spéci�cation, n'utilisant que les constructeurs Prod binaire, Union,�, ��1 et �, obtenue en appliquant les règles suivantes portant sur les règles de production de S :A! Prod(A1; : : : ; As); s > 2A! Prod(A1; T1); T1 ! Prod(A2; T2); : : : ; Ts�2 ! Prod(As�1; As) (1.1)A! Sequence(B)A! Union(t; T1); t Epsilon; T1 ! Prod(B;A) (1.2)A! Set(B)A! Union(t; T1); t Epsilon; T1 ! ��1T2; T2 ! Prod(A; T3); T3 ! �f1gT4; T4 ! �B (1.3)A! Powerset(B)A! Union(t; T1); t Epsilon; T1 ! ��1T2; T2 ! Prod(A; T3); T3 ! �f(�1)k+1gT4; T4 ! �B (1.4)A! Cycle(B)A! ��1T1; T1 ! �f�(k)gT2; T2 ! Prod(T3; T4); T4 ! �B;T3 ! Union(t; T5); t Epsilon; T5 ! Prod(B; T3) (1.5)où les t sont des terminaux, les Ti des non terminaux, di�érents à chaque application d'une règle.Alors :i. les séries génératrices associées à chaque non terminal des spéci�cations S et S sont égales,



1.2. Dénombrement 17ii. dans le cas de spéci�cations n'utilisant pas le constructeur Powerset, les spéci�cations S et S sontéquivalentes. �Remarque. Il convient de noter que l'opérateur �f(�1)k+1g n'a pas d'interprétation combinatoire. Il nepermet de construire qu'une � pseudo-classe � d'objets combinatoires, les coe�cients de la série génératriceassociée n'étant pas forcément à valeur positive.Démonstration.i. Nous montrons que les séries génératrices des deux spéci�cations sont égales. Nous détaillons le calcul pourchaque constructeur, bien que la propriété est immédiate d'après le point ii pour les constructeurs autresque Powerset.� règles (1.1) et (1.2) : se déduisent directement de leur dé�nition.� règle (1.3) : A! Set(B) correspond, d'après le théorème 1.2.2, à l'équation :A(z) = exp( 1Xi=1 B(zi)i ):Nous avons choisi de n'appliquer l'opérateur � que si le nombre de structures de taille nulle est nul.Il n'existe pas de structure de taille zéro dans B, sinon la spéci�cation ne serait pas bien fondée. Onpourrait en e�et construire une in�nité d'ensembles de taille zéro. Par contre, il existe un ensemble detaille nulle dans A, l'ensemble vide, que nous notons Epsilon. Nous introduisons le non terminal T1comme suit : A = Union(T1; Epsilon)T1 véri�e : ( A(z) = 1 + T1(z)T1(z) = exp(P1i=1 B(zi)i )� 1Nous pouvons maintenant appliquer l'opérateur � = z ddz à T1, ce qui donne :�T1(z) =A(z): 1Xi=1( ddzB)(zi):zi=A(z): 1Xi=1 �(i)(�B(z))=A(z):�f1g(�B(z))La règle portant sur les constructeurs Prod du théorème 1.2.2 permet ensuite d'en déduire la règleproposée.� la règle (1.4) se démontre de la même façon que la règle (1.3).� règle (1.5) : A! Cycle(B) correspond, d'après le théorème 1.2.2, à l'équation :A(z) =Xk�1 �(k)k log 11�B(zk)Il n'y a pas de cycle de taille zéro. On peut appliquer l'opérateur � :�A(z) = 1Xk=1 �(k) 11�B(zk) ddzB(z):zk=�f�(k)g(�B(z): 11�B(z))Le terme 11�B(z) correspond, d'après le théorème 1.2.2, à une séquence d'objets de B, ce qui, enappliquant la règle (1.2), conduit à la formulation proposée.ii. Dans le cas où le constructeur Powerset n'est pas utilisé, les deux spéci�cations engendrent des struc-tures équivalentes, au sens où l'on peut dé�nir une bijection entre les structures engendrées par les deuxspéci�cations. La preuve de cette proposition peut être trouvée dans [26].



18 Chapitre 1. Dénombrement et génération aléatoire uniforme de structures décomposables1.2.1.3 Calcul expliciteD'après la proposition 1.2.3, le problème consistant à compter les structures d'une taille donnée,engendrées par une spéci�cation, peut donc être résolu en comptant les structures engendrées par laspéci�cation standard associée.Proposition 1.2.4 (Forme explicite des coe�cients (Zimmermann [62]))Les règles suivantes donnent les formes des coe�cients des séries génératrices pour les constructeursutilisés dans la forme standard des spéci�cations de 
 :A! a; a Epsilon(a)0 = 1; (a)i = 0; i 6= 0 A! a; a Atom(a)1 = 1; (a)i = 0; i 6= 1A! Union(B1; : : : ; Bs)(a)n = sXi=1 (b)n A! Prod(B1; B2)(a)n = nXk=0 (b1)k(b2)n�kA! �B(a)n = n:(b)n A! ��1B(a)0 = 0; (a)n = (b)nn ; n 6= 0A! �fu(k)gB(a)n =Xkjn u(k)(b)nkoù kjn signi�e que n est divisible par k. �Corollaire 1.2.5Les constructeurs de la classe 
 sont admissibles. En e�et, pour chaque constructeur, les règles de calculci-dessus ne dépendent que du nombre de structures des composantes. �1.2.1.4 Algorithme de dénombrementNous pouvons maintenant décrire l'algorithme proposé par P. Zimmermann [62] permettant de comp-ter le nombre d'objets de taille inférieure à une taille N donnée, pour chaque non terminal A d'unespéci�cation S bien fondée. Le principe consiste à mémoriser les valeurs des coe�cients (a)i calculés.Nous ne calculons ainsi qu'une seule fois la valeur de chaque coe�cient. Nous noterons (a)i =? les co-e�cients non encore calculés. Dans le cas du calcul du terme (a)n des règles de production de la formeA ! Prod(B;C), nous avons besoin des valuations de B et C, étant donné que la valeur de Bn peutdépendre de An. De même nous véri�ons que l'application du constructeur ��1 se fait bien sur desstructures pointées.Algorithme� Données : un entier N , une spéci�cation bien fondée sous forme standard de 
,� Résultat : le nombre de structures de taille i de chaque non terminal de la spéci�cation, pour touti inférieur ou égal à N .procedure compte_tous(N: integer)for all non terminal A2S do(a)i:=?; i = 0; : : : ;Nend_for;for n from 0 to N dofor all non terminal A2S docompte(A,n);end_for;end_for;



1.2. Dénombrement 19end_procedure;function compte(A: nonterminal, n: integer) : integerif (a)n =? thenif (A!a; a Atom)2S thenif n = 1 then (a)n:=1; else (a)n:=0; end_if;else_if (A!a; a Epsilon)2S thenif n = 0 then (a)n:=1; else (a)n:=0; end_if;else_if (A!Union(B1; : : : ;Bk))2S thens:=0;for i from 1 to k dos:=s+compte(Bi,n);end_for;(a)n:=s;else_if (A!Prod(B;C))2S thens:=0;for k from valuation(B) to n� valuation(C) dos:=s+compte(B,k)*compte(C,n� k);end_for;(a)n:=s;else_if (A!�B)2S thenif compte(B,0)6=0 then error("la spécification n'est pas valide"); end_if;(a)n:=n*compte(B,n);else_if (A!��1(B))2S thenif n = 0 then(a)n:=0;else_if compte(B,n) mod n6=0 thenerror("la spécification n'est pas valide");else(a)n:=compte(B,n)/n;end_if;else_if (A!�fu(k)g(B))2S thens:=0;for k from 1 to n doif n mod k = 0 thens:=s+u(k)*compte(B,nk );end_ifend_for;(a)n:=s;end_if;end_if;return (a)n;end_function;Le coût de dénombrement de n coe�cients, si l'on considère que le coût de la multiplication de deuxentiers est constant, est en O(n2). En pratique, nous faisons des calculs sur de grands entiers, et lacroissance des coe�cients doit être prise en compte. La taille des coe�cients est en O(n), et le coût� réel � de l'algorithme est en O(n4).1.2.2 Univers étiqueté1.2.2.1 Fonctions génératricesDé�nition 1.2.6 (Série génératrice exponentielle)La série génératrice exponentielle associée à un non terminal A est la série :Â(z) = Xa2A zjajjaj! = 1Xn=0 (a)n znn! :



20 Chapitre 1. Dénombrement et génération aléatoire uniforme de structures décomposables�Comme dans le cas non étiqueté, il est possible d'associer à une spéci�cation un système d'équationsportant sur les fonctions génératrices. La preuve de ces règles peut être trouvée dans [62] :Théorème 1.2.7 (Zimmermann [62])Dans le cas d'une spéci�cation de 
̂, on a les règles suivantes :A! a; a EpsilonÂ(z) = 1 A! a; a AtomÂ(z) = zA! Union(B1; : : : ; Bs)Â(z) = sXi=1 B̂i(z) A! Prod(B1; : : : ; Bs)Â(z) = sYi=1 B̂i(z)A! Sequence(B)Â(z) = 11� B̂(z) A! Cycle(B)Â(z) = log 11� B̂(z)A! Set(B)Â(z) = exp(B̂(z))Remarque. En univers étiqueté, le constructeur Prod correspond au produit partitionnel.1.2.2.2 Forme standardNous introduisons, comme dans le cas non étiqueté, l'opérateur � de pointage d'un des élémentsatomiques d'une structure. Cet opérateur se traduit en terme de fonction génératrice par l'opération :�Â(z) = z ddz Â(z) = 1Xi=1 i (a)ii! zi:Nous posons les mêmes conditions d'application que dans le cas étiqueté, à savoir que le terme corres-pondant aux objets de taille nulle de A doit être nul pour pouvoir lui appliquer l'opérateur �. L'opérationinverse ��1 est alors dé�nie par : ��1Â(z) = 1Xi=1 (a)ii i! zi = Z z0 Â(t)dtt :Proposition 1.2.8 (Forme standard d'une spéci�cation de 
̂ (Zimmermann [62]))Soit Ŝ une spéci�cation de 
̂, et Ŝ la spéci�cation, n'utilisant que les constructeurs Prod binaire, Union,� et ��1, obtenue en appliquant les règles suivantes portant sur les règles de production de Ŝ :A! Prod(A1; : : : ; As); s > 2A! Prod(A1; T1); T1 ! Prod(A2; T2); : : : ; Ts�2 ! Prod(As�1; As) (1.6)A! Sequence(B)A! Union(t; T1); t Epsilon; T1 ! Prod(B;A) (1.7)A! Set(B)A! Union(t; T1); t Epsilon; T1 ! ��1T2; T2 ! Prod(A; T3); T3 ! �B (1.8)A! Cycle(B)A! ��1T1; T1 ! Prod(T2; T3); T3 ! �B; T2 ! Union(t; T4); t Epsilon; T4 ! Prod(B; T2) (1.9)où les t représentent des terminaux, les Ti des non terminaux, di�érents à chaque application d'une règle.Alors les spéci�cations S et S sont équivalentes.



1.2. Dénombrement 21Démonstration.La démonstration se fait selon les mêmes arguments que dans le cas non étiqueté [26].D'après la proposition 1.2.8, le problème consistant à compter les structures d'une taille donnée,engendrées par une spéci�cation, peut donc être résolu en comptant les structures engendrées par laspéci�cation standard associée.1.2.2.3 Calcul expliciteÀ partir de la spéci�cation standard, on peut déduire simplement les coe�cients des séries génératricesassociées à chaque non terminal.Proposition 1.2.9 (Forme explicite des coe�cients (Zimmermann [62]))Les règles suivantes donnent les formes des coe�cients des séries génératrices pour les constructeursutilisés dans la forme standard des spéci�cations de 
̂ :A! a; a Epsilon(a)0 = 1; (a)i = 0; i 6= 0 A! a; a Atom(a)1 = 1; (a)i = 0; i 6= 1A! Union(B1; : : : ; Bs)(a)n = sXi=1 (bi)n A! Prod(B1; B2)(a)n = nXk=0�nk�(b1)k(b2)n�kA! �B(a)n = n(b)n A! ��1B(a)0 = 0; (a)n = (b)nn ; n 6= 0Remarque. Le nombre de réétiquetages compatibles avec l'ordre initial entre deux objets de taille i et j est(i+j)!i!j! = �i+jj �, ce qui conduit au terme �nk� dans le cas de l'opérateur Prod. �Corollaire 1.2.10Les constructeurs de la classe 
̂ sont admissibles.1.2.2.4 Algorithme de dénombrementL'algorithme de dénombrement est similaire au cas non étiqueté, avec simplement des règles de dé-nombrement des coe�cients di�érentes :Algorithme� Données : un entier n, une spéci�cation sous forme standard S de 
̂,� Résultat : le nombre d'objets de taille inférieure ou égale à N pour les non terminaux de la spéci�-cation S.function compte(A: nonterminal, n: integer) : integerif (a)n =? thenif (A!a; a Atom)2S thenif n = 1 then (a)n:=1; else (a)n:=0; end_if;else_if (A!a; a Epsilon)2S thenif n = 0 then (a)n:=1; else (a)n:=0; end_if;else_if (A!Union(B1; : : : ;Bk))2S thens:=0;for i de 1 à k dos:=s+compte(Bi,n);end_for;(a)n:=s;else_if (A!Prod(B;C))2S thens:=0;



22 Chapitre 1. Dénombrement et génération aléatoire uniforme de structures décomposablesfor k from valuation(B) to n� valuation(C) dos:=s+�nk�*compte(B,k)*compte(C,n� k);end_for;(a)n:=s;else_if (A!�B)2S thenif compte(B,0)6=0 then error("la spécification n'est pas valide"); end_if;(a)n:=n*compte(B,n);else_if (A!��1B)2S thenif n = 0 then(a)n:=0;else_if compte(B,n) mod n6=0 thenerreurla spécification n'est pas valide;end_if;(a)n:=compte(B,n)/n;end_if;end_if;return (a)n;end_function;1.2.3 Solutions particulièresDans le cas de spéci�cations ne contenant que les constructeurs Prod et Union, les séries génératricesassociées aux non terminaux sont holonomes. Il est alors possible de décrire les coe�cients de la sériegénératrice sous forme d'une équation récurrente. Nous pouvons pour cela utiliser la bibliothèque MapleGfun, écrite par B. Salvy et P. Zimmermann [47].Exemple. Reprenons l'exemple des arbres de Motzkin. Nous avons vu que la fonction génératrice associéevéri�ait l'équation : B(z) = z + z:B(z) + z:B(z)2Gfun permet de convertir cette équation en équation di�érentielle, puis d'obtenir l'équation récurrentesur les coe�cients :> with(gfun);> algeqtodiffeq(B=z*(1+B+B^2),B(z)); 2 32 z + (- 1 + z) B(z) + (- z + 2 z + 3 z ) D(B)(z), B(0) = 0> diffeqtorec(",B(z),b(n));b(0) = 0, 3 n b(n) + (3 + 2 n) b(1 + n) + (- 3 - n) b(n + 2), b(1) = 1On peut véri�er que l'on obtient bien le même résultat que précédemment :> p:=rectoproc(",b(n)):> seq(p(i),i=0..9); 0, 1, 1, 2, 4, 9, 21, 51, 127, 3231.2.4 Mise en ÷uvreL'algorithme de dénombrement de structures décomposables, présenté dans ce chapitre, est utilisé dansla bibliothèque combstruct, intégrée au système de calcul formel Maple. La première version de cettebibliothèque, appelée Gaïa, a été réalisée par P. Zimmermann [63], la version actuelle étant maintenuepar E. Murray.Nous illustrons l'utilisation de la bibliothèque combstruct sur l'exemple suivant. Nous souhaitonscompter le nombre d'arbres généraux non planaires de taille 500, en univers non étiqueté. Une spéci�cation



1.2. Dénombrement 23de ces arbres, en termes de structures décomposables, est la suivante :8>><>>: A! Prod(N;B)B ! Set(A)N ! nn AtomEn Maple, nous dé�nissons la spéci�cation, que nous notons spec, de la façon suivante :> spec:={A=Prod(n,B), B=Set(A), n=Atom}:Pour compter le nombre de structures de taille 500, nous utilisons ensuite la fonction count de labibliothèque combstruct. Les instructions time permettent de connaître le temps CPU, en secondes,utilisé pour l'exécution de l'instruction count. Les tests de cette section sont e�ectués sur machine SunUltra Sparc 1.> with(combstruct): # charge la bibliothèque combstruct> t1:=time():> count([A,spec,unlabelled],size=500);851104420578030830171766543802662283351533556217730718125750010602468532453176\706329189027371547883574966253369264258013782888526879605945287645314671717388\220308429708770104103735878788902078937174928693455204507540870849529634520> time()-t1; 137.333Il faut plus de deux minutes pour compter le nombre de structures de taille 500 sur cet exemple. Il fautplus de 20 minutes de temps CPU pour obtenir le nombre de structures de taille 1000. Cela illustre lecoût en O(n4) de l'algorithme de dénombrement, du fait de la croissance des coe�cients. Pour permettrede compter le nombre de structures pour de plus grandes tailles en un temps raisonnable, il devientindispensable de diminuer ces temps de calcul.Pour diminuer le temps de calcul nécessaire, nous avons réalisé une bibliothèque Maple, appeléeCcombstruct, qui permet de générer automatiquement, à partir d'une spéci�cation quelconque, un pro-gramme écrit en langage C qui répond au problème. Le problème de dénombrement nécessite de pouvoirmanipuler de grands entiers. Pour ce faire, le programme généré automatiquement utilise la bibliothèquemulti-précision GMP [33].Regardons l'utilisation la bibliothèque Ccombstruct, dans le cas de l'exemple précédent. La dé�nitionde la spéci�cation est identique. Nous utilisons ensuite la fonction create_count_file pour générer le�chier npgtree.c :> spec:={A=Prod(n,B), B=Set(A), n=Atom}:> create_count_file(A, spec, `npgtree.c`);La génération et la compilation du �chier C s'e�ectue en moins de deux secondes de temps CPU.% gcc -O npgtree.c -DGMP -o npgtree -lgmpOn peut ensuite obtenir le nombre de structures cherché :% npgtree 500A(500)=851104420578030830171766543802662283351533556217730718125750010602468532453176706329189027371547883574966253369264258013782888526879605945287645314671717388220308429708770104103735878788902078937174928693455204507540870849529634520;Pour comparer le gain apporté par l'utilisation de programmes C au lieu de Maple, nous pouvons nousréférer aux mesures suivantes, e�ectuées dans le cas des arbres généraux non planaires, résumées sur les�gures 1.1 et 1.2. L'accélération correspond au rapport du temps de la version Maple et de la version C,en tenant compte des temps de génération et de compilation.
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Fig. 1.1: Dénombrement du nombre d'arbres généraux non planaires : comparaison des temps de calculentre le programme C généré par Ccombstruct et la version Maple�combstruct.
010200 200 400 600 800 1000 1250 1500 1750 2000Acc�el�eration

Taille des structuresFig. 1.2: Dénombrement du nombre d'arbres généraux non planaires : accélération du programme C générépar Ccombstruct, par rapport à la version Maple�combstruct.



1.3. Génération aléatoire uniforme 25Avec combstruct, le calcul n'aboutit pas, pour des raisons de place mémoire, pour des structures detaille 3000. On remarque une baisse relative de l'e�cacité, pour des tailles de structures supérieures à600, qui �nit par se stabiliser autour d'un facteur 6. Cette baisse tient sans doute au fait que Maple estun système interprété. Maple est pénalisé (boucles for) pour de petites tailles, mais l'est moins quandn devient grand du fait de la croissance des coe�cients et de l'utilisation par Maple d'une arithmétiquecompilée. Cette baisse d'e�cacité se retrouve également sur des programmes de tests qui n'e�ectuent quedes multiplications au sein d'une boucle for, sans allocation ni libération de mémoire.Si l'on souhaite obtenir uniquement une approximation du nombre de structures, il est possible d'uti-liser des calculs approchés. Étant donnée la taille des nombres manipulés, les nombres �ottants machine(double ou long double) ne su�sent pas. Nous choisissons donc de représenter un entier n sous la formen = m� 10e, avec m un nombre �ottant compris entre 1 et 10, et e un entier compris entre 0 et 231. Onobtient alors les temps de calcul indiqués sur la �gure 1.3.Taille Temps version C approché(en s) Temps C + gmp Temps version Maple (en s) Accélération100 0.04 0.07 2.22500 1.26 7.01 137.33 108.991000 11.39 99.74 1260.65 110.682000 69.58 1400.94 8789.48 126.323000 206.42 6978.40 � �5000 861.37 42189.05 � �Fig. 1.3: Dénombrement du nombre d'arbres généraux non planaires : mesure des temps de calcul desversions C avec calcul approché, et MapleDans le cas où la solution peut être trouvée sous la forme d'une équation récurrente simple, Ccombstructpermet de générer directement le code C :create_count_file_proc_rec(A,a(0)=0,3*n*a(n)+(3+2*n)*a(1+n)+(-3-n)*a(n+2),a(1)=1, a(n),`npgtree_rec.c`);1.3 Génération aléatoire uniformeDans cette section, nous nous intéressons au problème de la génération aléatoire uniforme de structuresdécomposables. Le principe de l'algorithme de génération aléatoire est basé sur la spéci�cation standarddes ensembles de structures. À chaque non terminal A de cette spéci�cation, on associe une fonctiongener_A, qui génère de façon aléatoire uniforme une structure de A de la taille cherchée. Cette fonctionpeut utiliser les fonctions de dénombrement de la section précédente, ainsi que les fonctions de générationd'autres non terminaux.1.3.1 Principe1.3.1.1 Univers non étiqueté1.3.1.1.1 Constructeur Prod. Regardons le cas d'une spéci�cation standard contenant une règlede production de la forme A ! Prod(B;C). Pour générer une structure de taille n, de façon uniformeparmi toutes les structures appartenant à l'ensemble A, on procède comme suit. Le nombre de structuresde taille n dans A est donné par la formule :(a)n = nXk=0 (b)k � (c)n�k:Nous dé�nissons la probabilité pk pour une structure de A d'avoir une première composante de taille k.On a alors : pk = (b)k � (c)n�k(a)n :



26 Chapitre 1. Dénombrement et génération aléatoire uniforme de structures décomposablesL'algorithme de génération aléatoire, dans le cas du constructeur Prod, consiste à choisir un nombreréel aléatoire x, selon une loi uniforme, dans l'intervalle [0; 1]. Ensuite, on cherche k minimum tel quePki=0 pi � x. Cela détermine la taille des composantes de la structure. On appelle ensuite récursivementle procédé sur chaque composante. La �gure 1.4 illustre ce principe dans le cas du constructeur Prod.prod(gener B(k);gener C(n� k))p0 p1 � � � pk � � � pnx 2 U [0; 1]Fig. 1.4: Principe de l'algorithme de génération aléatoire uniforme dans le cas d'une production de laforme : A! Prod(B;C)L'algorithme suivant utilise la fonction uniforme(a,b), qui retourne un entier aléatoire de l'intervalle[a; b]. Chercher k minimum tel que Pki=0 pi � x, pour x 2 [0; 1], revient à chercher k minimum tel quePki=0 (b)k � (c)n�k � x0, pour x0 2 [1; (a)n] .Algorithme (Génération de structures de l'ensemble A dé�ni par A! Prod(B;C))� Données : la taille n de la structure à générer aléatoirement,� Résultat : une structure de l'ensemble A.function gener_A(n: integer)x:=uniforme(1,compte(A,n));k:=-1;s:=0while s < x dok:=k+1;pk:=compte(B,k)*compte(C,n� k);s:=s+pk;end_while;return prod(gener_B(k);gener_C(n� k));end_function;Si l'on note TD(n) le temps maximal mis pour générer une structure de taille n appartenant à unensemble D, le temps d'exécution dans le cas le pire de l'algorithme précédent, en comptant un coûtunitaire pour chaque exécution des instructions de la boucle while, conduit à l'équation :TA(n) = max0�k�n(k + 1 + TB(k) + TC(n � k))En posant T (n) = maxA TA(n), on obtient comme complexité pour l'algorithme de génération :T (n) = O(n2):Il est possible d'améliorer l'algorithme précédent en utilisant une méthode de recherche dite Boustro-phédon [26]. Au lieu de chercher simplement k minimum tel que x �Pki=0 pi, on cherche simultanémentle k0 maximum tel que 1 � x � Pni=n�k0 pi. On arrête la recherche dès que l'une des deux conditionscherchées est véri�ée. L'algorithme devient alors :function gener_A(n: integer)x:=uniforme(1,compte(A,n));



1.3. Génération aléatoire uniforme 27k:=-1;s:=0;trouve:=false;while not trouve dok:=k+1;pk:=compte(B,k)*compte(C,n� k);s:=s+pk;trouve:=s�x;if not trouve thenpk:=compte(B,n� k)*compte(C,k);s:=s+pk;trouve:=s�x;if trouve thenk:=n� k;end_ifend_if;end_while;return prod(gener_B(k);gener_C(n� k));end_function;Le temps d'exécution véri�e alors l'équation de récurrence suivante :T (n) = maxk [2:min(n� k; k) + 2 + T (k) + T (n� k)]On obtient la complexité asymptotique suivante pour l'algorithme Boustrophédon [26] :TA(n) = O(n: logn):1.3.1.1.2 Constructeur Union. La fonction de génération pour les règles de production de la formeA! Union(B;C) est :function gener_A(n: integer)x:=uniforme(1,compte(A,n));if x <compte(b,n) thenreturn gener_B(n);elsereturn gener_C(n);end_ifend_function1.3.1.1.3 Constructeur �. On note �(s; k) le fait de marquer le ke terminal de la structure s.L'ordre sur les terminaux appartenant à une structure peut être choisi arbitrairement comme étant parexemple l'ordre d'apparition des terminaux lors de l'écriture de la structure. Pour une structure s detaille n, il y a n marquages possibles de la structure. On en déduit la fonction de génération suivantepour A = �B :function gener_A(n: integer)x:=uniforme(1,n);return �(gener_B(n),x);end_function;1.3.1.1.4 Constructeur ��1. Le constructeur ��1 est dé�ni comme le constructeur qui permetd'enlever la marque sur une structure marquée. Il véri�e la propriété, pour toute structure s et toutentier k : ��1(�(s; k)) = s



28 Chapitre 1. Dénombrement et génération aléatoire uniforme de structures décomposablesLa fonction de génération s'écrit donc directement, pour A = ��1B :function gener_A(n: integer)return ��1 (gener_B(n));end_function;1.3.1.1.5 Constructeur �. On procède de la même façon que dans le cas du produit. On cherchela taille que doivent avoir les composantes de la structure que l'on génère en fonction d'un entier choisialéatoirement. Si A! �fu(k)g(B), on a :function gener_A(n: integer)x:=uniforme(1,compte(A,n));k:=1;s:=u(k)*compte(B,nk );while s < x dok:=k+1; while n mod k 6=0 do k:=k+1; end_while;s:=s+u(k)*compte(B,nk );end_while;b:=gener_B(nk );return (b; : : : ; b| {z }k );end_function;1.3.1.2 Univers étiquetéLe principe de l'algorithme est exactement le même que dans le cas non étiqueté. Les algorithmes sontlégèrement modi�és pour tenir compte des di�érences de dénombrement. Regardons le cas du constructeurProd. L'algorithme de génération Boustrophédon devient :function gener_A(n: integer)x:=uniforme(1,compte(A,n));k:=-1;s:=0;trouve:=false;while not trouve dok:=k+1;pk:=�nk�*compte(B,k)*compte(C,n� k);s:=s+pk;trouve:=s�x;if not trouve thenpk:=�nk�*compte(B,n� k)*compte(C,k);s:=s+pk;trouve:=s�x;if trouve thenk:=n� k;end_ifend_if;end_while;return prod(gener_B(k);gener_C(n� k));end_function;Dans le cas étiqueté, nous devons tenir compte des étiquettes à ajouter aux terminaux de la structure.Nous ajoutons simplement les étiquettes en �n de génération, de façon aléatoire [26].1.3.2 Mise en ÷uvreCet algorithme de génération aléatoire est utilisé dans la bibliothèque combstruct, présentée en 1.2.4.Nous pouvons illustrer l'algorithme dans le cas de l'exemple des arbres généraux non planaires présentéen 1.2.4 :> with(combstruct):



1.4. Extensions 29> spec:={A=Prod(n,B), B=Set(A), n=Atom}:> draw([A,spec,unlabelled],size=10);Prod(N,Set(Prod(N,Set(Prod(N,Epsilon),Prod(N,Set(Prod(N,Epsilon),Prod(N,Epsilon))),Prod(N,Epsilon))),Prod(N,Set(Prod(N,Epsilon),Prod(N,Epsilon)))))De la même façon que pour le problème de dénombrement, le programme Ccombstruct permet decréer des programmes en langage C permettant de générer de façon aléatoire uniforme des structures,étant donnée leur spéci�cation. Il est possible d'utiliser soit les entiers longs et faire du calcul exact, soitd'e�ectuer des calculs approchés. En pratique, il devient ainsi possible de générer en temps raisonnablede grandes structures de façon quasi-uniforme.L'arbre de Motzkin de la �gure 1.5 est de taille 1000, et a été généré de façon quasi-uniforme en10 secondes, sachant que les coe�cients sont calculés sans utiliser la solution particulière utilisant deséquations récurrentes :1.4 ExtensionsIl est possible d'apporter quelques modi�cations simples aux méthodes de dénombrement et de géné-ration aléatoire que nous avons présentées, sans changer leur complexité. Ces modi�cations ne changentpas le principe général des algorithmes précédents, mais permettent simplement de changer la notion detaille des structures. La taille d'une structure n'est plus forcément égale à la somme des tailles de sescomposantes, et se rapproche de ce point de vue des techniques utilisées dans le cadre des grammairesd'objets [14].1.4.1 Nouveaux constructeursDé�nition 1.4.1 (Constructeur �f)Le constructeur �f est un constructeur qui modi�e la notion de taille d'une structure. f : N ! N estappelée la fonction taille du constructeur. �Dé�nition 1.4.2 (Constructeur Prod(f;c))Le constructeur Prod(f;c) forme les couples de structures. L'ensemble de structures A = Prod(f;c)(B1; B2)est l'ensemble formé par les structures de la forme :a = prod(f;c)(b1; b2); b1 2 B1; b2 2 B2;avec la condition c(jb1j; jb2j) véri�ée. f : N! N est appelée la fonction taille du constructeur, c la fonctionde condition du constructeur. �La fonction taille d'une structure est redé�nie comme suit pour tenir compte des nouveaux construc-teurs introduits :Dé�nition 1.4.3 (Fonction taille d'une structure j:j)La fonction taille d'une structure s, élément d'un ensemble de structures d'une spéci�cation, est lafonction à valeurs dans N dé�nie par les règles suivantes :� pour tout élément a 2 Epsilon : jaj = 0,� pour tout élément a 2 Atom : jaj = 1,� pour tout constructeur �f appliqué à une structure o, j�f (o)j = f(joj),� pour tout constructeur prod(f;c) appliqué à des structures o1 et o2, jprod(f;c)(o1; o2)j = f(jo1j; jo2j),� pour tout constructeur �, di�érent des constructeurs �f et Prod(f;c), appliqué à des structureso1; : : : ; os; s 2 N : j�(o1; : : : ; os)j =Psi=1 joij. �
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Fig. 1.5: Arbre de Motzkin de taille 1000 généré aléatoirement.



1.4. Extensions 311.4.2 Dénombrement1.4.2.1 Constructeur �fNous nous limitons au cas où il est possible de dé�nir deux fonctions� af : N! N;bf : N! N;telles que l'on ait : A = �f (B)(a)n = Xn=f(k)k�0 (b)k = bf (n)Xk=af (n) (b)k:�(f(k)=n) ;où �(a=b) vaut 1 si a = b, et 0 sinon. af , bf et gf sont appelées les fonctions de calcul du constructeur.Quand b(n) � a(n) = O(n), la complexité globale de l'algorithme de dénombrement n'est pas modi�ée.Remarque. On a �f1g = �f si 8<: af : x 7! 0bf : x 7! xf : x 7! n+ n mod x . �1.4.2.2 Constructeur Prod(f;c)Dans le cas du constructeur Prod(f;c), nous nous limitons au cas où nous pouvons déterminer, pourdes fonctions f et c données, les trois fonctions suivantes, appelées les fonctions de calcul du constructeur :8<: a(f;c) : N! N;b(f;c) : N! N;g(f;c) : N�N! N;et un entier i(f;c) 2 f1; 2g tels que l'on ait la propriété suivante :i. si i(f;c) = 1 : pour tout n 2 N et tout x 2 N tels que n = f(x; gf (n; x)), on ait x dans l'intervalle[af (n); bf (n)] et la condition c(x; gf(n; x)) véri�ée,ii. si i(f;c) = 2 : pour tout n 2 N et tout x 2 N tels que n = f(gf (n; x); x), on ait x dans l'intervalle[af (n); bf (n)] et la condition c(gf (n; x); x) véri�ée.Les fonctions a(f;c) et b(f;c) déterminent l'intervalle des tailles valides pour la i(f;c)e composante. Lafonction g(f;c) permet ensuite de calculer la taille de l'autre composante. Quand b(n)� a(n) = O(n), ceslimitations nous permettent de compter les structures d'une taille donnée en gardant la même complexitéque dans le cas du produit simple, et donc de ne pas modi�er la complexité globale de l'algorithme dedénombrement. Nous obtenons alors les fonctions de dénombrement suivantes, en notant implicitementh les fonctions h(f;c) et i l'entier i(f;c) :1.4.2.2.1 Univers non étiqueté. A = Prod(B1; B2)(a)n = Xn=f(k;k0)k;k0�0 (b1)k:(b2)k0 = b(n)Xk=a(n) (bi)k:(b3�i)g(n;k)



32 Chapitre 1. Dénombrement et génération aléatoire uniforme de structures décomposables1.4.2.2.2 Univers étiqueté. A = Prod(B1; B2)(a)n = b(n)Xk=a(n)�k + g(n; k)k �(bi)k:(b3�i)g(n;k)1.4.3 Génération aléatoire1.4.3.1 Constructeur �fL'algorithme de génération aléatoire est simplement :function gener_A(n: integer)k:=af (n);while s < x dok:=k+1;while n6=f(k) do k:=k+1; end_while;s:=s+compte(B,k);end_whileend_function1.4.3.2 Constructeur Prod(f;c)Nous connaissons les formules explicites pour le dénombrement des structures d'une taille donnée.Nous pouvons en déduire un algorithme de génération aléatoire, de même coût que dans le cas du produitsimple, en utilisant une méthode Boustrophédon. Si A ! Prod(f;c), et en notant h les fonctions h(f;c)pour h = a; b; f; g, et i l'entier i(f;c), on obtient en univers non étiqueté :Algorithmefunction gener_A(n: integer)x:=uniforme(1,compte(A,n));k:=a(n)-1;s:=0;trouve:=false;while not trouve dok:=k+1;pk:=compte(B,k)*compte(C,g(n;k));s:=s+pk;trouve:=s�x;if not trouve thenk0:=b(n)� k;pk0:=compte(B,k0)*compte(C,g(n;k0));s:=s+pk0;trouve:=s�x;if trouve thenk:=k0;end_ifend_if;end_while;return prod(gener_B(k);gener_C(n� k));end_function;En univers étiqueté, on remplace simplement les lignes de dénombrement de pk et p0k par :pk:=�nk�*compte(B,k)*compte(C,g(n;k));pk0:=�nk0�*compte(B,k0)*compte(C,g(n;k0));



1.4. Extensions 331.4.4 Exemples d'utilisation1.4.4.1 Arbres binaires de même hauteurNous pouvons traiter de nouveaux problèmes dans lesquels on considère la taille des structures commeétant fonction de la composante de taille maximale. Nous pouvons par exemple étudier les arbres binaires,en considérant que la taille d'un arbre correspond à sa hauteur.Soit un arbre T binaire. On note � les n÷uds internes de T et  ses feuilles. La hauteur de l'arbre Test notée h(T ) et correspond à la fonction :8>>>>><>>>>>: h() = 0h0B@ �. &T:g T:d 1CA = 1 + max(h(T:g); h(T:d))Si l'on note Th l'ensemble des arbres binaires de hauteur h, et T<h l'ensemble des arbres binaires dehauteur strictement inférieure à h, on obtient alors la relation :Th = �. &Th�1 Th�1 [ �. &Th�1 T<h�1 [ �. &T<h�1 Th�1 (1.10)Pour traiter ce problème, nous pouvons utiliser le constructeur Prod(p1;=), où pi est la fonction deprojection dé�nie par pi : (x1; x2) ! xi. Nous ne considérons alors que les structures pour lesquelles lataille de la première composante est égale à celle de la seconde, en prenant comme taille celle de la premièrecomposante. Nous utilisons également les constructeurs Prod(p1;>) et Prod(p2;<), qui ne considèrent queles structures pour lesquelles les composantes sont de tailles di�érentes, en prenant comme taille celle dela plus grande composante.Remarque. La spéci�cation 8>><>>: A! Union(A1;A2;A3)A1 ! Prod(p1;>)(B;C)A2 ! Prod(p1;=)(B;C)A3 ! Prod(p2;<)(B;C)revient à compter les structures dé�nies par une spéci�cation de la forme :� A! Prod(max;true)(B;C)où true la condition toujours véri�ée. Nous pouvons donc traiter les fonctions taille utilisant des fonctions max,si l'on peut trouver les fonctions de calcul des constructeurs Prod(p1;>) Prod(p1;=) et Prod(p2;<). �Nous pouvons maintenant donner une spéci�cation pour les arbres binaires dont la taille correspondà la hauteur, déduite directement de la relation 1.10, et utilisant les constructeurs produits introduitsci-dessus : 8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
B ! Union(F;C)C ! Union(B1; B2; B3)B1 ! Prod(N;C1)B2 ! Prod(N;C2)B3 ! Prod(N;C3)C1 ! Prod(p1;=)(B;B)C2 ! Prod(p1;>)(B;B)C3 ! Prod(p2;<)(B;B)F ! ff  AtomN ! nn Atom



34 Chapitre 1. Dénombrement et génération aléatoire uniforme de structures décomposablesIl reste à exhiber les fonctions de calcul pour chacun des constructeurs introduits. Dans le cas du construc-teur Prod(p1;=), on obtient simplement :8>><>>: a(p1 ;=) : n 7! n;b(p1;=) : n 7! n;g(p1;=) : (n; k) 7! n;i(p1 ;=) = 1:Dans le cas du constructeur Prod(p2;<), on trouve :8>><>>: a(p2;<) : n 7! 0;b(p2;<) : n 7! n� 1;g(p2;<) : (n; k) 7! n;i(p2 ;<) = 1:Le cas du constructeur Prod(p1;>) est symétrique.Pour créer un programme C permettant de compter le nombre d'arbres binaires ayant une hauteurdonnée, on utilise la bibliothèque Ccombstruct présentée en 1.2.4. La variable defs permet de spéci�erles fonctions de dénombrement des constructeurs utilisés dans la spéci�cation.> read(Ccombstruct);> defs:={Prod=ProdExtd[0,size,size-k,1,1],ProdEqual=ProdExtd[size,size,size,1,1],ProdLower=ProdExtd[0,size-1,size,1,1],ProdGreater=ProdExtd[0,size-1,size,1,2]};> spec:=subs(defs,{B = Union(F,C),C = Union(B1, B2, B3),B1 = Prod(N,C1),B2 = Prod(N,C2),B3 = Prod(N,C3),C1 = ProdEqual(B,B),C2 = ProdGreater(B,B),C3 = ProdLower(B,B),F = Atom,N = Atom});> create_count_file(B, spec, `htree.c`);> quit;Après compilation, on obtient bien la suite correspondant au nombres d'arbres binaires de hauteur n, quicorrespond à la suite M3087 du livre [49] :% htree 0 7[B(0)=1, B(1)=1, B(2)=3, B(3)=21, B(4)=651, B(5)=457653, B(6)=210065930571];1.4.4.2 Arbre de taille particulièreNous présentons dans cet exemple l'utilisation d'une fonction taille particulière. Soit un arbre Tbinaire. On note � les n÷uds internes de T et  ses feuilles. La taille de l'arbre T est notée ch(T ) etcorrespond à la fonction :8>>>>><>>>>>: ch() = 0;ch0B@ �. &T:g T:d 1CA = 2� (1 + ch(T:g) + ch(T:d)):



1.4. Extensions 35On en déduit la spéci�cation suivante :8>><>>: B ! Union(F;C)C ! Prod(ch;vrai)(B;B)F ! ff  Epsilonavec ch : (x; y) 7! 2� (1 + x+ y) et vrai la condition toujours véri�ée.Les fonctions de dénombrement a, b et g doivent véri�er :n = ch(k; g(n; k)) = 2 + 2k + 2g(n; k)8k 2 [a(n); b(n)];� g(n; k) � 0k � 0On trouve les fonctions de dénombrement suivantes :8<: a : n 7! 0;b : n 7! n2 � 1;g : (n; k) 7! n2 � k � 1:En utilisant Ccombstruct, on obtient les valeurs suivantes, pour les tailles pour lesquelles il existe desstructures :[B(0)=1, B(2)=1, B(6)=2, B(10)=1, B(14)=4, B(18)=4, B(22)=2, B(26)=6, B(30)=8,B(34)=12, B(38)=8, B(42)=25, B(46)=4];1.4.4.3 Chemins de DyckDé�nition 1.4.4 (Chemin)Un chemin est une suite de points c = (p0; : : : ; pn) du planZ�Z. Soit deux points consécutifs pi = (xi; yi)et pi+1 = (xi+1; yi+1). Le couple pas(i) = (xi+1�xi; yi+1� yi) est appelé un pas du chemin c. Les pointsp0 et pn sont les extrémités du chemin.L'aire d'un chemin, notée aire(c), correspond à l'intégrale de la fonction linéaire par morceaux passantpar les points du chemin. La longueur du chemin, notée longueur(c), correspond au nombre de pointsdu chemin, moins un. La hauteur est donnée par l'ordonnée maximale des points du chemin.Les chemins de Dyck correspondent aux expressions bien parenthésées :Dé�nition 1.4.5 (Chemin de Dyck non vide)Un chemin de Dyck non vide est un chemin c = (p0; : : : ; pn), avec pi = (xi; yi) tel que :n � 2y0 = 0yn = 08i = 1; : : : ; n� 1; yi � 08i = 0; : : : ; n� 1; ���� ou pas(i) = (1; 1)pas(i) = (1;�1)Nous représentons le seul chemin de Dyck de longueur deux par . L'ensemble des chemins de Dyckest représenté par . L'ensemble des chemins construits, à partir d'un chemin de l'ensemble ,en translatant les points par (1; 1), puis en ajoutant deux nouveaux points extrémités est notée .L'ensemble des chemins construits en mettant bout à bout deux chemins quelconques de est noté. Une représentation schématique non ambiguë des chemins de Dyck est alors de la forme := [ [ [ :



36 Chapitre 1. Dénombrement et génération aléatoire uniforme de structures décomposablesNous pouvons maintenant étudier les chemins de Dyck en fonction de plusieurs paramètres. Le dé-nombrement des chemins de Dyck dont la taille correspond à la longueur du chemin conduit aux mêmestechniques que celles employées dans les exemples précédents. Il y a une in�nité de chemins d'une hauteurdonnée, nous ne pouvons pas étudier ce paramètre seul. Nous choisissons naturellement dans cet exemplede compter le nombre de chemins de Dyck ayant une aire donnée. Nous obtenons les conditions suivantesportant sur les fonctions de longueur et d'aire :8>>>>>>>><>>>>>>>>: aire( ) = 1aire( ) = aire( ) + longueur( ) + 1aire( 1 2 ) = aire( 1 ) + aire( 2 )longueur( ) = 2longueur( ) = longueur( ) + 2longueur( 1 2 ) = longueur( 1 ) + longueur( 2 )Le problème de dénombrement dépend de deux paramètres, l'aire et la longueur des chemins. Nous devonsdonc, pour résoudre le problème de dénombrement, prendre en compte ces deux paramètres dans la notionde taille des chemins. Pour cela, nous choisissons de résoudre le problème uniquement pour des aires etlongueurs inférieures à un entier N . La taille d'un chemin est alors donnée par l'équation :taille( ) = longueur( )� N + aire( ) (1.11)On en déduit les relations :8><>: taille( ) = 2� N + 1taille( 1 2 ) = taille( 1 ) + taille( 2 )taille( ) = taille( ) + 2:N + b taille( )N c+ 1Une spéci�cation des chemins de Dyck non vides dont la taille est donnée par l'équation 1.11 est :8>>>>>>>><>>>>>>>>: A! Union(Z;B1; B2; B3)B1 ! Prod(Z;A)B2 ! �p(Z;A)B3 ! Prod(B2; A)Z ! �p(E)E ! ee Epsilonavec ap : x 7! 0, bp : x 7! x, et p : n 2 N 7! n+b nN c+2:N+1. Le constructeur �p correspond à l'opérationsur les chemins. Le constructeur Prod correspond à l'opération de concaténation des chemins. Lechemin de longueur deux correspond au non terminal Z de la spéci�cation. Il faut maintenant véri�erque les opérations et construisent toujours des structures dont la taille est inférieureà N2 + N , pour pouvoir extraire les données concernant l'aire et la longueur. On pourra résoudre leproblème pour des tailles n telle que :8<: n � N2 +N;2:n � N2 +N;2:N + 1+ n+ b nN c � N2 +N:On note nmax la taille maximale obtenue. Prenons par exemple N = 20, il est alors possible de résoudrele problème pour des tailles inférieures à nmax = 210. En Maple, nous écrivons, en renommant concatl'opération , et base l'opération :N:=20;ap:=x -> `0`;



1.5. Conclusion 37bp:=x -> convert(x,string);gp:=(n,x) -> cat(`2*`,convert(N,string),`+`, convert(x,string),`+(int) (`,convert(x,string),`/`,convert(N,string),`)+1`);spec:={A = Union(B,S),S = ProdExtd[2*N+1,size-(2*N+1),size-k,concat](B,A),B = Union(Z,C),Z = DeltaExtd[ap,bp,gp,base](E),E = Epsilon,C = DeltaExtd[ap,bp,gp,base](A)};Dans la spéci�cation , nous avons explicité la valuation du A (2N + 1) en dé�nissant le produit, ce quipermet d'accélérer les calculs. L'expression des fonctions de dénombrement ci-dessus est faite suivant lasyntaxe du langage C, d'où leur aspect peu accueuillant.Après compilation, nous comptons le nombre de chemins de Dyck d'aire 8 et de longueur 8, puisgénérons 10 structures de façon aléatoire. La taille des structures cherchées est 8� 20 + 8 = 168 :% dyck 168 10A(168)=3;[prod(base(E),base(prod(base(E),base(E)))),prod(base(base(E)),base(base(E))),prod(base(E),base(prod(base(E),base(E)))),prod(base(E),base(prod(base(E),base(E)))),prod(base(E),base(prod(base(E),base(E)))),prod(base(base(E)),base(base(E))),prod(base(base(E)),base(base(E))),prod(base(base(E)),base(base(E))),prod(base(base(E)),base(base(E))),prod(base(prod(base(E),base(E))),base(E))];delta(E) représente le chemin . Ces structures sont représentés sur la �gure 1.6.Nous pouvons aller plus loin, en étudiant par exemple les ensembles de chemins de Dyck ayant uneaire donnée, et tels que la taille est inférieure à nmax (pour N = 20, l'aire et la longueur doivent êtreinférieurs à 10). Nous ajoutons pour cela les règles de production suivantes à la spéci�cation :� K ! Set(F )F ! �q(A)avec aq : x 7! 0, bq : x 7! nmax, et q : x 7! x mod N . On obtient les 6 ensembles de chemins de Dyckd'aire 4, représentées sur la �gure 1.7 :% Sdyck 4 6K(4)=6;{Set(delta(prod(base(E),base(E))),delta(base(E)),delta(base(E))),Set(delta(prod(base(E),base(E))),delta(prod(base(E),base(E)))),Set(delta(base(E)),delta(base(E)),delta(base(E)),delta(base(E))),Set(delta(prod(base(E),prod(base(E),prod(base(E),base(E)))))),Set(delta(prod(base(E),prod(base(E),base(E)))),delta(base(E))),Set(delta(base(base(E))))}1.5 ConclusionNous avons présenté dans ce chapitre la théorie des structures décomposables. Nous avons proposéune implantation de la méthode de génération aléatoire de structures décomposables décrite dans [26],qui permet, en créant des programmes écrit en langage C, de générer plus rapidement des structures deplus grande taille que précédemment. Nous avons également abordé l'emploi de nouveaux constructeursqui permettent de modi�er la notion de taille des structures, et nous avons présenté leur utilisation sur



38 Chapitre 1. Dénombrement et génération aléatoire uniforme de structures décomposablesplusieurs exemples. Cette extension o�re cependant potentiellement moins de puissance que les construc-teurs initiaux. Nous ne pouvons en e�et pas associer de séries génératrices aux spéci�cations, ce quiempêche par exemple de connaître le comportement asymptotique du nombre de structures en fonctionde leur taille.



1.5. Conclusion 39
Fig. 1.6: Les trois chemins de Dyck d'aire 8 et de longueur 8.

f gf gf g f gf gf gFig. 1.7: Les 6 ensembles de chemins de Dyck d'aire 4.



40 Chapitre 1. Dénombrement et génération aléatoire uniforme de structures décomposables



Chapitre 2Méthode de rang inverse sur desensembles de structures décomposablesNous présentons dans ce chapitre des techniques de rang inverse pour des ensembles de struc-tures décomposables décrits par des constructeurs union, produit, ensemble et cycle. Une des ap-plications de ces techniques est la construction une à une des structures appartenant à un ensemble destructures, étant donnée une spéci�cation de ce dernier. Ce problème de rang inverse est relativementsimple dans le cas de spéci�cations n'utilisant que des constructeurs union et produit, et conduit à destechniques similaires à celles présentées dans le cas de la génération aléatoire au chapitre 1. Par contre,l'utilisation des constructeurs ensemble et cycle obligent à concevoir entièrement de nouveaux algorithmes.Le principal résultat de ce chapitre est la description d'un algorithme incrémental systématique pourtoutes les spéci�cations de 
 et 
̂. Nous introduisons pour cela la notion de forme des structures, quipermet une approche du problème identique quels que soient les constructeurs utilisés. Ceci permet dedécomposer le problème de rang inverse général, portant sur les ensembles de structures, en problèmesde rang inverse plus simples portant sur des suites d'entiers aux propriétés particulières, pour lesquels ilexiste déja des algorithmes satisfaisants. Cette démarche permet de plus de décrire de façon plus �ne lesensembles de structures que l'on manipule. L'algorithme que nous proposons est e�ectivement implantéen Maple dans le cas des spéci�cations de 
 et nous donnons quelques exemples d'application.2.1 Le problème du rang inverse2.1.1 Dé�nitionPour un ensemble de structures combinatoires contenant (a)n structures de taille n, il est possible dedé�nir une bijection entre les structures de l'ensemble et les entiers de l'intervalle [1; (a)n]. Le problèmedu rang inverse consiste à construire la structure a associée à un entier k 2 [1; (a)n], selon la bijectionchoisie. k est appelé le rang de la structure a.Dé�nition 2.1.1 (Fonction de rang, fonction de rang inverse)Soit E un ensemble �ni de structures de cardinalité n, ordonné par une relation d'ordre total �. Unefonction de rang de l'ensemble E est une bijection � de E dans l'intervalle [1; n] qui préserve l'ordre � :8a8b 2 E ; a � b =) �(a) < �(b):La fonction inverse, ��1, est appelée fonction de rang inverse. �Remarque. Il n'est pas nécessaire de connaître explicitement l'ordre.2.1.2 Arbres binaires planairesConsidérons le problème du rang inverse dans le cas des arbres binaires, en univers non étiqueté. Ceproblème a fait l'objet de nombreux travaux [42, 43, 56]. Soit T un arbre binaire. Nous considérons que la41



42 Chapitre 2. Méthode de rang inverse sur des ensembles de structures décomposablestaille d'un arbre binaire, notée jT j, est donnée par son nombre de n÷uds internes (on ne compte pas lesfeuilles). Nous notons T:g le sous-arbre gauche de T , et T:d le sous-arbre droit. Nous considérons l'ordresuivant sur les arbres :Dé�nition 2.1.2 (ordre A �A)On a T �A T 0 suivant l'ordre A si :�������� ou jT j < jT 0jjT j = jT 0j ^ ������ ou T:g �A T 0:gT:g = T 0:g ^ T:d �A T 0:d �On note (b)n le nombre d'arbres binaires de taille n. En univers non étiqueté nous avons, d'après laformule de Catalan, (b)n = 1n+1�2nn �. Le nombre d'arbres binaires peut s'écrire également :8><>: (b)1 = 1;(b)n = n�1Xi=0 (b)i � (b)n�1�i:On note (b)n;j le terme Pji=0 (b)i � (b)n�1�i. Par convention on prend (b)n;�1 = 0. Un algorithme derang inverse des arbres binaires, suivant l'ordre A, consiste à chercher tout d'abord la taille que doit avoirle sous-arbre gauche de l'arbre à construire, sachant que, pour deux arbres de même taille, l'arbre dontla taille du sous-arbre gauche est la plus petite aura le plus petit rang. Ceci détermine le plus petit rangk0 des arbres dont le sous-arbre gauche est de taille j. On cherche ensuite, en fonction de k, le rang k:gparmi les arbres de taille j, qui correspond au rang du sous-arbre gauche à construire, et le rang k:dparmi les arbres de taille n � j pour le sous-arbre droit, qui respectent l'ordre A.Algorithme� Données : un entier n et un entier k 2 [1; (b)n]� Résultat : l'arbre binaire de taille n et de rang k, suivant l'ordre A. Les feuilles de l'arbre sont notées, les n÷uds internes �.function rang_inverse(k: integer, n: integer)if n = 0 thenreturn ;elselet j such that (b)n;j�1 < k � (b)n;j ; 0 � j � n� 1;k0:=k-(b)n;j�1 � 1;k:g:=1 + bk0=(b)n�jc;k:d:=1 + k0 mod (b)n�j;T:g:=rang_inverse(k:g,j);T:d:=rang_inverse(k:d,n� j);return �. &T:g T:d ;end_if;end_functionRemarque. Il existe d'autres algorithmes de rang inverse pour les arbres binaires, qui respectent d'autres ordres.On peut citer par exemple l'ordre B, qui est dé�ni comme suit. On a T �B T 0 suivant le B-ordre si :�������� ou jT j = 0 ^ jT 0j 6= 0jT j 6= 0 _ jT 0j = 0 ^ ������ ou T:g �B T 0:gT:g = T 0:g ^ T:d �B T 0:d �



2.2. Formes 432.1.3 Structures décomposablesPour résoudre le problème de rang inverse dans le cas des structures décomposables, on peut êtretenté, dans un premier temps, d'utiliser les mêmes techniques que celles présentées au chapitre précédent.On associe tout d'abord à la spéci�cation sa spéci�cation standard. Ensuite, au lieu de choisir un nombrealéatoire pour déterminer la taille des composantes de la structure, comme on le fait le cas de la générationaléatoire uniforme, on détermine le rang des composantes en fonction du rang de la structure à construire.Cette méthode est d'ailleurs implantée dans Ccombstruct, dans le cas de spéci�cations n'utilisant quedes constructeurs Prod et Union. Malheureusement, dans le cas d'une spéci�cation standard utilisantle constructeur ��1, on ne peut pas calculer le rang de la composante, étant donné que l'on ne saitpas quel terminal il convient de marquer. Résoudre ce problème revient alors à construire au préalablel'ensemble de toutes les structures de taille n de la composante, et résoudre le problème de rang inversesur cet ensemble. Les constructeurs Set et Cycle conduisant à l'utilisation du constructeur ��1, ceci nousconduit à employer d'autres techniques.2.2 FormesNous introduisons maintenant la notion de forme. Dans l'algorithme de rang inverse sur les arbresbinaires présenté au début de ce chapitre, la première étape consiste à déterminer la taille du sous-arbregauche en fonction du rang de l'arbre. L'introduction des formes est destinée à rendre systématique cettepremière étape de l'algorithme, pour chacun des constructeurs d'une spéci�cation.2.2.1 Dé�nitionsDé�nition 2.2.1 (Forme d'une structure)La forme d'une structure est un couple (�; L), où � est un constructeur et L une séquence de couples(N1; n1); : : : ; (Ns; ns), où les N1; : : : ; Ns sont des non terminaux, et les ni; i = 1; : : : ; s des entiers. Nj estappelé l'ensemble de structures de la je composante de la forme, et nj la taille de la je composante. �Dé�nition 2.2.2 (Appartenance d'une structure à une forme)Une structure o appartient à une forme �; (N1; n1); : : : ; (Ns; ns), si et seulement s'il existe une écriturede la structure o sous la forme �(o01; : : : ; o0s), telle que :8j 2 [1; s]; jo0jj = nj et o0j 2 Nj : �Exemple. Si a 2 A, avec jaj = 1, et b 2 B, avec jbj = 2, la structure o = cycle(a; a; b) appartient à la forme(Cycle; (B; 2); (A; 1); (A; 1)). On peut en e�et écrire la structure o sous la forme o = cycle(b; a; a). �Notation. Dans le cas du constructeur Set, nous utiliserons deux notations di�érentes selon les cas. Nousnotons : S = (Set; (A; i1;m1); : : : ; (A; is;ms));qui correspond à la forme S = (Set; (A; i1); : : : ; (A; i1)| {z }m1 ; : : : ; (A; is); : : : ; (A; is)| {z }ms ). ij est appelé le je opérandede la forme de multiplicité mj . �2.2.2 Énumération de formesNous employons le terme comptage pour désigner l'action qui consiste à compter le nombre de struc-tures ou des formes, et le terme énumération pour l'action qui consiste à exhiber une à une des structuresou des formes.Dé�nition 2.2.3 (Énumération des formes de taille n)Soit A un non terminal d'une spéci�cation véri�ant A! �(B1; : : : ; Bs). Une énumération de formes estune séquence de I formes F = (f(i))Ii=1 . Une énumération de forme est valide, si pour toute structure a



44 Chapitre 2. Méthode de rang inverse sur des ensembles de structures décomposablesde taille n appartenant à A, il existe un unique i 2 [1; I] tel que a appartient à la forme f(i). i est appeléle rang de la forme dans l'énumération F . �Les fonctions permettant de construire une énumération valide F = (f(i))Ii=1 sont :� la fonction premier_forme, qui retourne la première forme f(1) de l'énumération F . Si aucuneforme n'existe, la fonction retourne nil :function premier_forme(A: nonterminal, n: integer) : forme� la fonction suivant_forme qui retourne, étant donnée une forme f(i) de F , la forme de rang suivantf(i + 1). S'il n'existe pas de forme de rang suivant, nil est retourné :function suivant_forme(f: forme) : formeDeux formes f1 et f2 d'une énumération de formes sont ordonnées suivant leur rang dans l'énumération.Nous noterons f1 � f2 si le rang de la forme f1 est inférieur à celui de f2 dans l'énumération de formes.Par la suite, nous supposons qu'il est possible d'associer à chaque forme des informations supplé-mentaires, spéci�ques au type de forme. Par exemple, nous pouvons ajouter l'information qui corres-pond au rang de la forme dans l'énumération. Si f est la ie forme de l'énumération, nous noteronsf[rang_forme=i]. Un appel à la fonction suivant_forme(f) retournera une forme f 0[rang_forme=i+1].Nous noterons alors rang_forme(f), la fonction de coût unitaire donnant la valeur du champ rang_formed'une forme f . Pour alléger les notations, les informations des formes ne seront explicitées que quand celaest nécessaire.Nous décrivons maintenant les fonctions d'énumération de formes pour chaque constructeur. Dans lasuite, un appel à la fonction premier_forme(A), où A est un non terminal véri�ant A! �(B1; : : : ; Bs),correspond à un appel à la fonction premier_forme_�(A). De même, nous faisons correspondre unappel à la fonction premier_forme(f), òu f est une forme vérifant f = (�; : : : ) , à celui de la fonctionsuivant_forme_�(f).2.2.2.1 Énumération des formes UnionProposition 2.2.4 (Énumération de formes Union)Les fonctions suivantes permettent de construire une énumération de formes valide pour les règles deproduction de la forme A! Union(B1; : : : ; Bs) :function premier_forme_union(A: nonterminal, n: integer) : formereturn (Union; (B1; n))[rang_forme=1,operandes=(B1; : : : ;Bs)];end_function;function suivant_forme_union(f: forme) : forme(Union; (B0; n)):=f;(B1; : : : ;Bs):=operandes(f);i:=rang_forme(f);if i�s then return nil; end_if;return (Union; (Bi+1; n))[rang_forme=i+1,operandes=(B1; : : : ;Bs)];end_function; �Proposition 2.2.5Le coût en temps d'un appel à la fonction suivant_forme_union pour une forme d'arité s est unitaire. �Démonstration. Nous supposons ici que la détermination de s est unitaire, et l'algorithme est sans boucle.



2.2. Formes 452.2.2.2 Énumération des formes ProdLe principe de l'algorithme d'énumération des formes Prod de taille n et d'arité s consiste à construireles compositions de l'entier n en s parties. Une composition de n en s parties est une représentation del'entier n sous forme de somme de s entiers positifs. Deux compositions sont di�érentes si l'ordre dessommants di�ère : n = r1 + r2 + � � �+ rs;ri � 0; i = 1; : : : ; s:Il y a �n+s�1n � compositions de n en s parties. À partir d'une composition n = r1 + � � �+ rs, pour unerègle de production de la forme A! Prod(B1; : : : ; Bs), on construit la forme Prod; (B1; r1); : : : ; (Bs; rs).L'entier ri dans la composition n = r1+ r2+ � � �+ rs indique la taille de la ie composante des structuresde la forme. De même, deux structures construites avec le constructeur Prod d'arité s di�èrent s'il existeun entier i 2 [1; s], tel que les ie composantes des deux structures n'ont pas la même taille. Une structureest donc dans une seule des formes produites. De plus, comme nous construisons toutes les compositionsde n en s parties, chaque structure de taille n construite avec un constructeur Prod d'arité s est dansune des formes, et l'énumération est valide.Nous ramenons le problème de l'énumération des formes dans le cas du constructeur Prod d'arité s àcelui consistant à trouver toutes les compositions d'un entier n en s parties. Nous appliquons l'algorithmeNEXCOM proposé par A. Nijenhuis and H. S. Wilf ([41], chapitre 5).Proposition 2.2.6 (Énumération de Prod)Les fonctions suivantes permettent de construire une énumération de forme valide pour les règles deproduction de la forme A! Prod(B1; : : : ; Bs).function premier_forme_prod(A: nonterminal, n: integer) : formereturn (Prod; (B1; n); (B2; 0); : : : ; (Bs; 0));end_function;function suivant_forme_prod(f: forme) : forme(Prod; (B1; n1); : : : ; (Bs; ns)):=f;if ns = n then return nil; end_if;h:=1;while nh = 0 doh:=h+1;end_while;t:=nh; nh:=0; n1:=t� 1; nh+1:=nh+1 + 1;return (Prod; (B1; n1); : : : ; (Bs; ns));end_function; �L'algorithme proposé consiste à construire les compositions de n en s parties, suivant l'ordre lexico-graphique inverse (de la droite vers la gauche, sur l'alphabet des entiers de 1 à n). Soient deux formes fet g de la forme : f = (Prod; (B1; q1); : : : ; (Bs; qs))g = (Prod; (B1; r1); : : : ; (Bs; rs))On a f � g si et seulement si : qt�1 < rt�1ri = qi; i = t; : : : ; sExemple. Pour n = 2 et s=4, on a :(2; 0; 0; 0) � (1; 1; 0; 0) � (0; 2; 0; 0) � (1; 0; 1; 0) � (0; 1; 1; 0) �(0; 0; 2; 0) � (1; 0; 0; 1) � (0; 1; 0; 1) � (0; 0; 1; 1) � (0; 0; 0; 2) �



46 Chapitre 2. Méthode de rang inverse sur des ensembles de structures décomposablesProposition 2.2.7Le coût total des appels pour énumérer les N (n; s) = �n+s�1n � formes Prod de taille n et d'arité s est enO(N (n; s)). Le coût moyen asymptotique d'un appel à la fonction suivant_forme_prod est constant. �Démonstration. On note nk le nombre de compositions de n en s parties commençant par au moins kzéros : nk = Cardf(0; : : : ; 0| {z }k ; r1; : : : ; rs�k)g = �n+ (s � k) � 1n �:Le nombre de compositions de n en s parties commençant par exactement k zéros est donné par nk�nk+1.Le test de la boucle while est e�ectuée k + 1 fois pour des compositions se terminant par exactement kzéros. Le coût total de l'algorithme est donc :s�1Xk=0(k + 1):(nk � nk+1) = s�1Xk=0(k + 1)nk � sXk=1knk = s�1Xk=0nk = �n+ s � 1n �n+ sn + 1 = N (n; s)n+ sn+ 1 :2.2.2.3 Énumération des formes SetLe principe de l'algorithme proposé pour l'énumération des formes Set de taille n consiste à construireles partitions de l'entier n. Une partition de n est une représentation de l'entier n sous forme de sommede s entiers positifs : s 2 N;n = r1 + r2 + � � �+ rs;r1 � r2 � : : : rs � 1; i = 1; : : : ; s:Le problème de l'énumération des formes Set est ramené à celui de l'énumération des partitions del'entier n. Les fonctions proposées correspondent à l'algorithme NEXPART proposé par A. Nijenhuis et H.S. Wilf ([41], chapitre 9).Proposition 2.2.8 (Énumération de Set)Les fonctions suivantes permettent de construire une énumération de forme valide pour les règles deproduction de la forme A! Set(B) :function premier_forme_set(A: nonterminal, n: integer) : formereturn (Set; (B;n; 1))[taille_forme=n];end_function;function suivant_forme_set(f: forme) : forme(Set; (B;n1;m1); : : : ; (Bs; ns;ms)):=f;n:=taille_forme(f);if ms = n then return nil; end_if;d:=s;if nd = 1 then�:=md + 1; d:=d� 1;else�:=1;end_if;g:=nd � 1;if md 6=1 thenmd:=md � 1; d:=d+ 1;end_if;nd:=g; md:=1 + b�g c; s:=� mod g;if s6=0 then



2.2. Formes 47d:=d+ 1; nd:=s; md:=1;end_if;return (Set; (B;n1; m1); : : : ; (B;nd;md))[taille_forme=n];;end_function; �Soient deux formes f et g de la forme :f = (Set; (B; q1); : : : ; (B; qs)); q1 � � � � � qtg = (Set; (B; r1); : : : ; (B; rt)); r1 � � � � � rtOn a f � g si et seulement si, pour un entier k � 0 :qk+1 > rk+1qi = ri; i = 1; : : : ; kExemple. Pour n = 6, on a :(6) � (5; 1) � (4; 2) � (4; 1; 1) � (3; 3) � (3; 2; 1) � (3; 1; 1; 1)� (2; 2; 2) � (2; 2; 1; 1) � (2; 1; 1; 1; 1) � (1; 1; 1; 1; 1; 1) �Proposition 2.2.9Le coût d'un appel à la fonction suivant_forme_set pour une forme quelconque est constant. �Démonstration. L'algorithme est sans boucle.Remarque. Nous avons supposé que les composantes des structures construites à l'aide du constructeur Set nepouvaient pas être de taille nulle. En e�et, une composante de taille nulle permettrait de construire un nombrein�ni de structures dans l'ensemble. Par contre, quand le nombre de composantes est borné, il faut prendre encompte les composantes de taille nulle comme nous le verrons au point 2.4.1. �2.2.2.4 Énumération des formes CycleLe principe de l'algorithme proposé pour l'énumération des formes Cycle s'appuie sur le principe decycle représentant. L'idée consiste à choisir une unique représentation pour les cycles. Nous choisissonspour cela l'ordre lexicographique inverse pour un alphabet formé de couples d'entier :Dé�nition 2.2.10 (Cycle représentant)Soit une suite de s couples d'entiers c1 = (n1; k1); : : : ; cs = (ns; ks). Nous dirons que la suite est un cyclereprésentant si la propriété suivante est véri�ée pour tout t 2 [1; s� 1] :9ut tel que � ci = c(1+(i+t mod s)); i = 1; : : : ; utc(ut+1) > c(1+(ut+1+t mod s)) (2.1)où (a; b) = (c; d) si et seulement si a = c^ b = d, et (a; b) > (c; b) si et seulement si a > c_ (a = c^ b > d).Une structure o = cycle(o1; : : : ; os) est le représentant de toutes les structures cycles égales à o (pardécalage cyclique des composantes), si la propriété (2.1) est véri�ée pour les couples formés par les tailleset les rangs des composantes de la structure. �Ceci revient à choisir une écriture particulière unique pour toutes les structures cycle identiques.L'écriture choisie pour un cycle est celle suivant l'ordre anti-lexicographique sur la taille des composantes.Pour l'énumération des formes Cycle, nous ne considérons que les formes contenant des cycles repré-sentants, ce qui permet d'assurer que les structures construites à l'aide d'un constructeur Cycle n'appar-tiennent pas à plusieurs formes. La condition pour un cycle d'être représentant ou non dépend de la taillede ses composantes. On peut donc en déduire qu'une forme Cycle contient potentiellement des cyclesreprésentants, ou uniquement des cycles non représentants. Nous supposons que nous disposons d'unefonction permettant de tester si la propriété 2.1 est véri�ée :function est_representant_cycle((c1; : : : ; cs)) : boolean



48 Chapitre 2. Méthode de rang inverse sur des ensembles de structures décomposablesNous ne présentons ici qu'une méthode naïve et très coûteuse pour l'énumération des formes Cycle.Il en existe certainement de meilleures. Elle consiste, pour une forme de taille n, à énumérer toutes lescompositions bornées de l'entier n en s parties (comme dans le cas des formes Prod), et à ne retenir queles compositions qui correspondent à des cycles représentants, et ce pour tout s de 1 à n. L'algorithmese déduit directement des formes produit, et nous ne le détaillons pas.Exemple. Pour n = 6 on a :(6) � (4; 1) � (5; 1) � (4; 2) � (3; 3) � (4; 1; 1) � (3; 2; 1) � (3; 1; 2) � (2; 2; 2)� (3; 1; 1; 1) � (2; 2; 1; 1) � (2; 1; 2; 1) � (2; 1; 1; 1; 1) � (1; 1; 1; 1; 1; 1) �2.2.2.5 Ordre sur les structuresRemarque. L'ordre sur les structures construites dépend de l'ordre choisi lors de l'énumération des formes.Il dépend non seulement des structures, mais aussi de la spéci�cation utilisée pour les décrire. Deuxspéci�cations équivalentes, au sens où chacune construit le même ensemble de structures, ne déterminentpas forcément le même ordre sur les structures. Cela tient au fait de l'utilisation du constructeur Unionpour lequel l'ordre des opérandes est indi�érent. Pour obtenir un ordre indépendant de la spéci�cation,on peut dé�nir un ordre arbitraire sur les non terminaux dans le cas du constructeur Union. �2.2.3 Comptage des structures dans une formeNous nous intéressons maintenant au problème qui consiste à savoir combien il existe de structuresdans chaque forme. La fonction calculant le nombre de structures dans une forme f , selon les formulesci-dessus, est notée :function compte_forme(f: forme) : integerPour les formes autres que les formes Cycle, nous avons des formules explicites de calcul du nombre destructures dans une forme, di�érentes selon l'univers dans lequel on se place.2.2.3.1 Univers non étiquetéProposition 2.2.11 (Nombre de structures dans une forme)Le nombre de structures qui appartiennent à une forme en univers non étiqueté est donné par les relationssuivantes : f = (Union; (A; n))(f)n = (a)nf = (Prod; (A1; n1); : : : ; (As; ns))(f)n = sYk=1 (ak)nkf = (Set; (A; n1;m1); : : : ; (A; ns;ms))(f)n = sYk=1�mk + (a)nk � 1mk � �En guise d'exemple, nous pouvons considérer la spéci�cation suivante :8<: A! Prod(a; B)B ! Set(A)a Atom



2.2. Formes 49On a alors : (a)1 = 1; (a)2 = 1; (a)3 = 2; (a)4 = 4:Les formes des structures de taille 4 associées au non terminal B et les structures qu'elles contiennentsont résumées dans le tableau suivant :Forme Structures dans la forme(Set; (A; 4; 1)) Set(Prod(a; Set(Prod(a; Set(Prod(a;Set(Prod(a;Epsilon))))))))Set(Prod(a; Set(Prod(a; Set(Prod(a;Epsilon); P rod(a;Epsilon))))))Set(Prod(a; Set(Prod(a; Set(Prod(a;Epsilon))); P rod(a;Epsilon))))Set(Prod(a; Set(Prod(a;Epsilon); P rod(a;Epsilon); P rod(a;Epsilon)))) 9>>=>>;�1+(a)4�11 �(Set; (A; 3;1); (A; 1;1) Set(Prod(a; Set(Prod(a; Set(Prod(a;Epsilon))))); P rod(a;Epsilon))Set(Prod(a; Set(Prod(a;Epsilon); P rod(a;Epsilon))); P rod(a;Epsilon)) ��1+(a)3�11 ��1+(a)1�11 �(Set; (A; 2; 2)) Set(Prod(a; Set(Prod(a;Epsilon))); P rod(a;Set(Prod(a;Epsilon)))) 	�2+(a)2�12 �(Set; (A; 2;1)(A;1; 2)) Set(Prod(a; Set(Prod(a;Epsilon))); P rod(a;Epsilon); P rod(a;Epsilon)) 	�1+(a)2�11 ��2+(a)1�12 �(Set; (A; 1; 4)) Set(Prod(a;Epsilon); P rod(a;Epsilon); P rod(a;Epsilon); P rod(a;Epsilon)) 	�4+(a)1�14 �2.2.3.2 Univers étiquetéDé�nition 2.2.12 (Coe�cient multinomial)Le coe�cient multinomial correspond au nombre de réétiquetages compatibles avec l'ordre initial entrek objets de tailles respectives n1; : : : ; nk. Il est noté :�n1 + � � �+ nkn1; : : : ; nk � = (n1 + � � �+ nk)!n1! : : :nk! �Considérons l'exemple suivant d'une structure de taille deux étiquetée par (1; 2), et d'une structurede taille 1 étiquetée par (1). Le nombre de réétiquetages compatibles entre les deux structures est trois :(1; 2)j(3)(2; 3)j(1)(1; 3)j(2)Proposition 2.2.13 (Nombre de structures dans une forme)Le nombre de structures qui appartiennent à une forme en univers étiqueté est donné par les relationssuivantes : f = (Union; (A; n))(f)n = (a)nf = (Prod; (A1; n1); : : : ; (As; ns))(f)n = �n1 + � � �+ nsn1; : : : ; ns � sYk=1 (ak)nkf = (Set; (A; n1;m1); : : : ; (A; ns;ms))(f)n = �n1m1 + � � �+ nsmsn1m1; : : : ; nsms � sYk=1((a)nk)mk �



50 Chapitre 2. Méthode de rang inverse sur des ensembles de structures décomposables2.2.3.3 Formes CycleDans le cas des formes cycles, nous utilisons là encore un algorithme coûteux mais simple, utilisableen univers étiqueté ou non. Son principe revient en fait à résoudre le problème de rang inverse dans le casdu produit, en utilisant la fonction calcul_parties qui sera présentée et expliquée plus loin. Pour cela,on calcule le rang ki de chaque composante, comme si la forme était une forme produit. On ne retientensuite que les structures qui correspondent à des cycles représentants, c'est-à-dire les structures tellesque la suite ((k1; n1); : : : ; (ks; ns)) véri�e la propriété (2.1).function compte_forme_cycle(f: forme): integerCycle; (B;n1); : : : ; (B;ns):=f;n:=taille_forme(f);if n=0 thenreturn 0;elsep:=Qsk=1 (b)nk;c:=0:for k from 1 to p do(k1; : : : ; ks):=calcul_parties(k,(b1)n1 ; : : : ; (bs)ns );if est_representant_cycle(((k1; n1); : : : ; (ks; ns))) thenc:=c+1;end_ifend_for;return c:end_if;end:Remarque. Il est possible de faire mieux :� en univers étiqueté : compter les cycles revient à considérer le cycle comme étant une séquence,� en univers non étiqueté : on peut décomposer les cycles en cycles primitifs [25]. �2.3 Algorithme de comptage de structuresNous pouvons maintenant écrire une fonction permettant de compter le nombre (a)n de structuresde taille n d'un ensemble de structures associé à un non terminal A d'une spéci�cation. Cette fonctionutilise les fonctions premier_forme et suivant_forme présentées page 44 :function compte_structures(A: nonterminal, n: integer) : integerif A! a; a Epsilon thenif n = 0 then return 1; else return 0; end_if;if A! a; a Atom thenif n = 1 then return 1; else return 0; end_if;else_iff:=premier_forme(A,n);comptef:=0;while f 6= nil docomptef:=comptef+compte_forme(f);f:=suivant_forme(f);end_while;return comptef;end_ifend_function;2.4 Conditions supplémentaires sur les structuresLa fonction de calcul du nombre de structures utilisant les formes fait double emploi avec celle présentéeau chapitre précédent, et est en pratique de coût en temps légèrement supérieur. Elle permet cependant



2.4. Conditions supplémentaires sur les structures 51de décomposer davantage le calcul, ce qui permet d'introduire de nouvelles conditions plus précises pourdécrire les ensembles de structures.2.4.1 Arité des multi-constructeursIl est possible d'ajouter des conditions d'arité des structures des ensembles décrits par des multi-constructeurs, comme cela a déjà été fait au chapitre précédent. On écrira par exempleA! Set(B; card �5) pour indiquer que les structures de A doivent être de la forme set(o1; : : : ; os), avec s � 5. Les fonctionsd'énumération des formes s'étendent simplement pour tenir compte de ces contraintes. Par exemple, dansle cas des formes Set, si l'arité des structures est bornée par un entier k, on ajoute les formes dont lescomposantes sont de taille nulle, et on � saute � les formes dont la condition d'arité n'est pas véri�ée. Parrapport au chapitre précédent, les contraintes peuvent être plus précises : on peut par exemple demanderà ce que le nombre de composantes soit un nombre pair ou un nombre premier. Ces extensions sontnaturelles une fois les formes introduites, mais techniques. Nous ne les détaillons pas.2.4.2 Taille des composantesIl est possible d'ajouter des conditions supplémentaires aux constructeurs utilisés dans les règles deproduction des spéci�cations : A! �[g](B1; : : : ; Bs)où g est une fonction de paramètre une forme du constructeur � et à valeur booléenne.Les fonctions d'énumération des formes du constructeur � sont modi�ées, en ajoutant un champd'information fcond=g à chaque forme. La fonction de comptage des structures est également modi�éepour ne prendre en compte, pendant la phase de comptage, que les formes f du constructeur � pourlesquelles g(f) est vrai :function compte_structures(A: nonterminal, n: integer) : integerif A! a thenerror("");elsef:=premier_forme(A,n);comptef:=0;while f 6= nil dog:=fcond(f);if g(f) thencomptef:=comptef+compte_forme(f);end_if;f:=suivant_forme(f);end_while;return comptef;end_if;end_function;Exemple. Nous pouvons dé�nir une fonction ma_condition qui retourne vrai si et seulement si les com-posantes d'une forme sont de taille un nombre premier ou de taille inférieure à un :function ma_condition(f: forme) : boolean(constructeur; (B1; n1); : : : ; (Bs; ns)):=f;bo:=true;i:=1;while bo and i�s dobo:=est_premier(ni) or ni�1;i:=i+1;end_while;return bo;end_function;



52 Chapitre 2. Méthode de rang inverse sur des ensembles de structures décomposablesNous pouvons maintenant considérer l'ensemble des arbres binaires dont les sous-arbres sont tous desfeuilles ou de taille un nombre premier :8>>>>>><>>>>>>: A! Union(F;B)B ! Prod[ma_condition](N;A;A)N ! nF ! fn Atomf  Atom �2.5 Rang inverse d'une formeLe problème du rang inverse général d'un ensemble de structures est ramené à un problème plussimple, celui du rang inverse d'une forme ; par analogie avec le cas général, il est possible de dé�nir unebijection entre les structures de taille n appartenant à une forme f et les entiers de l'intervalle [1 : : :(f)n].L'entier kf associé à une structure s de la forme f est appelé le sous-rang de la structure s dans la formef . Pour déterminer à quelle forme une structure s de rang k appartient, et quel est son sous-rang danscette forme, nous pouvons appliquer l'algorithme suivant, qui utilise les fonctions premier_forme etsuivant_forme présentées page 44 :Algorithme� Données : un non terminal A, un entier k et un entier n,� Résultat : la forme f qui contient la structure de taille n et de rang k dans l'ensemble de structuresassocié au non terminal A, le sous-rang kf de la structure dans cette forme, et le nombre comptefde structures dans cette forme.function cherche_forme(k: integer, A: nonterminal, n: integer) : (integer, forme)f:=premier_forme(A,n);comptef:=compte_forme(f);kf:=k;while comptef < kf dokf:=kf-comptef;f:=suivant_forme(f);comptef:=compte_forme(f);end_while;return (kf ; f ; compte_f);function;Proposition 2.5.1Dans le cas d'une distribution uniforme des structures dans les formes, le coût moyen en temps d'un appelà la fonction cherche_forme est O(Nf (A; n)s), où Nf (A; n) est le nombre de formes de taille n du nonterminal A, s leur arité. Le coût d'un appel à la fonction cherche forme, pour k = 1 et une distributionuniforme des structures dans les formes est en O(s).Démonstration. Soit T (n) le coût moyen d'un appel à cherche_forme pour des structures de taille n.On a : (a)nT (n) = Nf (n)Xk=1 k O(s)|{z}compte_forme (a)nNf (n)| {z }nombre de structuresdans la ke forme



2.5. Rang inverse d'une forme 53T (n) = O(s) 1Nf (n) Nf (n)Xk=1 k= O(s)Nf (n)2Nous nous proposons de résoudre récursivement le problème du rang inverse d'une forme. Pourconstruire la structure de sous-rang kf dans la forme f , nous déterminons les rangs de ses composantesdirectes. Nous cherchons donc à dé�nir une fonction de la forme :function calcul_rangs_operandes(kf: integer, f: forme) : (integer,: : :,integer)Le calcul des rangs des composantes di�ère selon le type de constructeur considéré et l'universdans lequel nous nous plaçons. Nous dé�nissons donc des fonctions calcul_rangs_operandes_prod,calcul_rangs_operandes_set etc., spéci�ques à chaque constructeur, qui seront appelées par la fonc-tion calcul_rangs_operandes en fonction du constructeur de la forme f manipulée.2.5.1 Univers non étiqueté2.5.1.1 Formes UnionRegardons tout d'abord le cas le plus simple, celui des formes du constructeur Union, pour lesquellesil n'y a qu'une seule composante. Le rang de la composante est le même que le sous-rang dans la forme.function calcul_rangs_operandes_union(kf: integer, f: forme) : (integer)return (kf );end_function;2.5.1.2 Formes ProdIl est possible de calculer directement les rangs des composantes des formes Prod. Trouver les rangs descomposantes d'une forme produit (Prod; (B1; n1); : : : ; (Bs; ns)) revient à résoudre un nouveau problèmede rang inverse, mais portant sur toutes les suites d'entiers de la forme :(r1; : : : ; rs)avec 1 � ri � (bi)ni; i = 1; : : : ; sIl y a Qsi=1 (bi)ni suites ainsi dé�nies, et nous dé�nissons l'ordre suivant sur ces suites :(r1; : : : ; rm) � (q1; : : : ; qm) si � ri = qi; i � uru+1 < qu+1Le problème consiste, étant donné un entier k 2 [1;Qsi=1 (bi)ni ], à trouver la suite d'entiers (r1; : : : ; rs)correspondant à la ke suite suivant l'ordre dé�ni. La solution (r1; r2) du problème pour s = 2 et deuxentiers quelconques n1 et n2 est : r2 =1 + b k � 1(b1)n1 cr1 =1 + (k � 1) mod (b1)n1 (2.2)En généralisant au cas s � 2, on obtient, en appliquant le même principe, la fonction de calcul desrangs des composantes calcul_parties, dé�nie par :function calcul_parties(kf: integer, t1; : : : ; ts : integer):(integer,:: :,integer)r:=kf;for i from 1 to s-1 do



54 Chapitre 2. Méthode de rang inverse sur des ensembles de structures décomposableski:=1 + (r � 1) mod ti;r:=1 + b (r�1)ti c;end_for;ks:=r;return (k1; : : : ; ks);end_function;Cette fonction sera utilisée également dans le calcul des rangs des composantes pour les autres types deforme. La fonction pour le cas du produit est simplement :function calcul_rangs_operandes_prod(kf: integer, f: forme) : (integer,:: :,integer)(Prod; (A1; n1); : : : ; (As; ns)):=f;return calcul_parties(kf,(a1)n1 ; : : : ; (a)ns);end_function;2.5.1.3 Formes SetAvant de résoudre le problème complet pour les formes Set, regardons tout d'abord le cas des formesSet dont toutes les composantes ont la même taille. Trouver les rangs des composantes d'une telle formeSet; (A; n;m) revient à s'intéresser au problème de rang inverse sur les suites d'entiers, de longueur mvéri�ant la propriété suivante : (k1; : : : ; km)1 � k1 � k2 � � � � � km � (a)nIl y a N (m; (a)n) = �(a)n+m�1m � suites ainsi dé�nies, et nous dé�nissons l'ordre lexicographique sur celles-ci : (r1; : : : ; rm) � (q1; : : : ; qm)ri = qi; i � uru+1 < qu+1 (2.3)Le problème consiste, étant donné un entier k 2 [1; N (m; (a)n)], à trouver (k1; : : : ; km) correspondant àla ke suite d'entiers suivant l'ordre dé�ni. Regardons le cas où t = (a)n et m valent 3, on obtient :1 1 11 1 21 1 31 2 21 2 31 3 3 9>>>>>>=>>>>>>;N (m� 1; t) = �t+m�2m�1 �2 2 22 2 32 3 3 9=;N (m� 1; t� 1) = �t+m�3m�1 �3 3 3 	N (m � 1; t� 2) = �t+m�4m�1 �Soit t = (a)n. L'algorithme proposé consiste à chercher l'entier iminimal tel que k �Pij=0N (m�1; t�j), qui correspond alors au terme k1 de la suite cherchée. Ensuite, on appelle récursivement l'algorithmepour déterminer la suite de longueur m� 1 dont les composantes sont de taille inférieure à t� i, de rangk �Pi�1j=0N (m � 1; t � j). On ajoute ensuite l'entier i aux éléments de la suite obtenue après l'appelrécursif, pour assurer que les termes k2; : : : ; km soient bien supérieurs à i. Cela conduit à l'algorithmesuivant pour le calcul des rangs des composantes des formes Set ayant m composantes de taille inférieureà t :function calcul_rangs_operandes_�(k: integer, t: integer, m: integer) : (integer,:: :,integer)if m = 1 thenreturn (k);



2.5. Rang inverse d'une forme 55elsei:=0;b:=�t�i+m�2m�1 �;kp:=k;while kp > b doi:=i+ 1;kp:=kp� b;b:=�t�i+m�2m�1 �;end_whilek1:=i+ 1;(k2; : : : ; km):=calcul_rangs_operandes_�(kp,t-i,m-1);return (k1; i+ k2; : : : ; i+ km);end_if;end_functionNous pouvons véri�er que nous obtenons le résultat cherché pour t = 3 et m = 3 :> seq(calcul_rangs_operandes_delta(i,3,3),i=1..10);[1, 1, 1], [1, 1, 2], [1, 1, 3], [1, 2, 2], [1, 2, 3], [1, 3, 3], [2, 2, 2],[2, 2, 3], [2, 3, 3], [3, 3, 3]Nous pouvons maintenant traiter le cas des formes Set quelconques. Nous avons la relation suivantedans le cas d'une forme f = (Set; (A; n1;m1); : : : ; (A; ns;ms)) :(f)n = sYi=1�(A; ni;mi)avec �(A; n;m) = �m+ (a)n � 1m �Le terme�(A; ni;mi) correspond à la contribution des mi structures de taille ni. Nous pouvons considérerles mi structures de taille ni comme un seul et même ensemble de structures de taille nimi, contenant�(A; ni;mi) structures. On cherche alors les rangs (k1; : : : ; ks) des composantes d'un ensemble dont toutesles composantes sont di�érentes. Ceci revient à traiter le même problème que dans le cas des formes Prod.La valeur ki obtenue correspond ensuite au rang dans la forme Set ayant mi composantes de même tailleni, et on applique alors l'algorithme calcul_rangs_operandes_�. On en déduit l'algorithme de calculsuivant pour le rang des composantes des formes Set :function calcul_rangs_operandes_set(kf: integer, f: forme) : (integer,:: :,integer)(Set; (A;n1;m1); : : : ; (A;ns;ms)):=f;(k1; : : : ; ks):=calcul_parties(kf,�(A;n1;m1); : : : ;�(A;ns;ms));for i from 1 to s do(k(i;1); : : : ; k(i;mi)):=calcul_rangs_operandes_�(ki,(a)ni,mi);end_for;return (k(1;1); : : : ; k(1;m1); : : : ; k(s;1); : : : ; k(s;ms));end_function;2.5.1.4 Formes CycleNous appliquons le même principe que celui présenté lors du comptage et du calcul des sous-rangsdes formes Cycle, à savoir que nous ramenons le problème à celui des formes produit, en éliminant lesstructures qui ne sont pas représentant. Pour une forme donnée, nous calculons les rangs des composantescomme s'il s'agissait d'une forme produit, puis nous testons si les rangs obtenus correspondent bien à desstructures cycles représentant :function calcul_rangs_operandes_cycle(kf: integer, f: forme)Cycle; (B;n1); : : : ; (B;ns):=f;kc:=0;kp:=0;



56 Chapitre 2. Méthode de rang inverse sur des ensembles de structures décomposableswhile kc6=kf dokp:=kp+ 1;(k1; : : : ; ks):=calcul_parties(kp,((b1)n1 ; : : : ; (bs)ns));if est_representant_cycle(((k1; n1); : : : ; (ks; ns))) thenkc:=kc+ 1:end_ifend_while;return (k1; : : : ; ks);end_function2.5.2 Univers étiquetéLe principe des algorithmes de calcul des rangs est similaire en univers étiqueté, si l'on ne prend pasen compte les étiquettes. Regardons par exemple le cas des formes produit :function calcul_rangs_operandes_prod(kf: integer, f: forme) : (integer,:: :,integer)(Prod; (A1; n1); : : : ; (As; ns)):=f;k0:=kf/�n1+���+nsn1;:::;ns �;return calcul_parties(k0,((a1)n1 ; : : : ; ((as)ns));end_function;En univers étiqueté, les autres constructeurs se ramènent au cas du produit.2.6 Algorithme de rang inverseNous savons maintenant trouver la forme correspondant à une structure de rang k, puis calculer lesrangs des composantes de la structure. Ceci permet de donner un premier algorithme de rang inverse.Nous introduisons tout d'abord une structure de donnée, l'arbre de rang inverse d'une structure s :Dé�nition 2.6.1 (Arbre de rang inverse)L'arbre de rang inverse d'une structure s est soit :� une feuille : couple (A; t), tel que A! t,� un n÷ud : un n-uplet de la forme [kf ; f; comptef ; (k1; : : : ; ks); (a1; : : : ; as)], où f est la forme de s,comptef le nombre de structures dans f , kf le sous-rang de s dans f avec 1 � kf � comptef , ki lerang de la ie composante de s, et ai l'arbre de rang inverse de la ie composante de s. �À partir de la donnée de l'arbre de rang inverse d'une structure s, il est possible de construire lastructure s à l'aide de la fonction suivante :function structure(a: arbre_rang_inverse) : structureif a of kind (A; t) thenreturn t;else[kf,f,comptef,(: : : ),(a1; : : : ; as)]:=a;(Constructeur; (: : : ); : : : ; (: : : )):=f;if Constructeur = Union thenreturn structure(a1);elsereturn constructeur(structure(a1),: : :,structure(as));end_if;end_if;end_function;Proposition 2.6.2Le coût en temps de l'algorithme structure est linéaire en le nombre de n÷uds internes et de feuilles del'arbre de rang inverse.



2.6. Algorithme de rang inverse 57Le principe de l'algorithme permettant de construire l'arbre de rang inverse d'une structure s, àpartir de la donnée du rang k de cette structure, est le suivant. On cherche tout d'abord la forme dela structure s à construire, à l'aide de l'algorithme cherche_forme présenté en section 2.5. Cette étapeutilise la fonction compte_forme, qui permet de compter le nombre de structures dans une forme. Ensuiteon calcule les rangs des composantes de la forme à l'aide de la fonction calcul_rangs_operandes, et onappelle récursivement l'algorithme sur chacune des composantes.Algorithme (Rang Inverse)� Données : la taille n et le non terminal A d'une spéci�cation de 
̂ ou 
, d'une structure de rang k.� Résultat : l'arbre de rang inverse de la structure de rang k de taille n appartenant à l'ensemble destructures de A.function rang_inverse(k: integer, A: nonterminal, n: integer) : arbre_rang_inverseif A! t thenreturn (A; t);else(kf ; f ; comptef):=cherche_forme(k,A,n);return rang_inverse_forme(kf,f,comptef);end_if;end_function;function rang_inverse_forme(kf: integer, f: forme, comptef: integer) : arbre_rang_inverse(Constructeur; (A1; n1); : : : ; (As; ns)):=f;(k1; : : : ; ks):=calcul_rangs_operandes(kf,f);for i from 1 to s doai:=rang_inverse(ki,Ai,ni)end_for;return [kf,f,compte_f,(k1; : : : ; ks),(a1; : : : ; as)];end_function; �Proposition 2.6.3 (Complexité de l'algorithme de rang inverse)Soit une spéci�cation telle que pour toute taille n et tout non terminal, les structures sont distribuéesuniformément dans les formes. Alors le coût moyen d'un appel à la fonction rang_inverse pour un nonterminal A et une taille n est :T (n) � O(sNf (n))| {z }cherche_forme + O(s)|{z}calcul_rangs_operandes +T (n1) + � � �+ T (ns)où Nf (n) est le nombre de formes de taille n du non terminal A, n1; : : : ; ns les tailles des composantesde la structure. Pour la construction de l'arbre de rang inverse d'une spéci�cation ne contenant que desconstructeurs Union ou Prod, on obtient :T (n) � O(nsmax( s|{z}nombre de formes Union; �n+ s � 1n �| {z }nombre de formes Prod)) = O(sns) �Nous aurions très bien pu nous passer, pour ce premier algorithme, de la structure de donnée inter-médiaire d'arbre de rang inverse. Son introduction est destinée à faciliter la description de l'algorithmede rang inverse incrémental présenté maintenant.



58 Chapitre 2. Méthode de rang inverse sur des ensembles de structures décomposables2.7 Algorithme de rang inverse incrémentalUne des applications du rang inverse est l'énumération de toutes les structures d'un ensemble donné.Il est possible dans cette optique de réaliser un algorithme, qui à partir d'une structure, construit cellede rang suivant, en e�ectuant uniquement les calculs sur les parties di�érentes des deux structures.L'algorithme suivant met en ÷uvre ce principe en ne calculant que les parties modi�ées de l'arbre de ranginverse des structures :function suivant_rang_inverse(a: arbre_rang_inverse) : arbre_rang_inverseif a of kind (A; t) thenerror("(")"la structure de rang suivant n'existe pas");else[kf,f,comptef,(: : : ),(: : : )]:=a;kf:=kf+1;while comptef < kf dof:=suivant_forme(f);kf:=kf-comptef;comptef:=compte_forme(f);end_while;if kf 6=1 thenreturn suivant_rang_inverse_forme(a);elsereturn rang_inverse_forme(kf,f,compte_f);end_if;end_if;end_function;Dans cet algorithme, on n'appelle l'algorithme de rang inverse général que lorsque l'on � change deforme �, c'est-à-dire uniquement quand on calcule l'arbre de rang inverse de la première structure d'uneforme. Dans les autres cas, on appelle l'algorithme de rang inverse incrémental spéci�que à chaque forme.Remarque. Il est possible d'appliquer l'algorithme suivant si l'on ne peut pas trouver d'algorithme spéci�quepour un constructeur. On perd cependant en temps de calcul, du fait de la présence de la boucle for qui parcourtchaque composante.function suivant_rang_inverse_forme(a: arbre_rang_inverse) : arbre_rang_inverseif a of kind (A; t) thenerror("(")"la structure de rang suivant n'existe pas");else[kf,f,comptef,(prec_k1; : : : ; prec_ks),(prec_a1; : : : ; prec_as)]:=a;(Constructeur; (A1 ; n1); : : : ; (As; ns)):=f;kf:=kf+1;(k1; : : : ; ks):=calcul_rangs_operandes(kf,f);for i from 1 to s doif ki=prec_ki thenai:=prec_ai;else_if ki=prec_ki+1 thenai:=suivant_rang_inverse(prec_ai)elseai:=rang_inverse(ki,Ai,ni);end_ifend_for;return [kf,f,comptef,(k1; : : : ; ks),(a1; : : : ; as)];end_if;end_function2.7.1 Formes UnionDans le cas des formes union, il n'y a qu'une seule composante, et on obtient directement :function suivant_rang_inverse_union(a: arbre_rang_inverse) : arbre_rang_inverse[kf,f,comptef,(k1),(a1)]:=a;



2.7. Algorithme de rang inverse incrémental 59(Union; (A1; n1)):=f;kf:=kf+1;k1:=k1+1;a1:=suivant_rang_inverse(a1);return [kf,f,comptef,(k1),(a1)];end_function2.7.2 Formes ProdL'algorithme pour les formes Prod s'appuie sur la relation (2.2), qui donne l'ordre des structures dansla forme.function suivant_rang_inverse_prod(a: arbre_rang_inverse) : arbre_rang_inverse[kf,f,comptef,(k1; : : : ; ks),(a1; : : : ; as)]:=a;(Prod; (A1; n1); : : : ; (As; ns)):=f;kf:=kf+1;h:=1;while kh = (a)nh dokh:=1;ah:=rang_inverse(1,Ah,nh);h:=h+1;end_while;kh:=kh+1;ah:=suivant_rang_inverse(ah);return [kf,f,comptef,(k1; : : : ; ks),(a1; : : : ; as)];end_function2.7.3 Formes SetNous utilisons le même principe que celui utilisé pour les formes, pour joindre à l'arbre de ranginverse des informations supplémentaires, qui permettent de conserver les rangs intermédiaires k1; : : : ; ks(dans un champs d'information rangs_�), ainsi que les tailles Ni = �(A; ni;mi); i = 1; : : : ; s (dans unchamps d'information tailles_�). La première partie de la fonction, dans laquelle on cherche les rangsintermédiaires, correspond exactement au cas du produit. Ensuite, on cherche les rangs suivant l'ordredé�ni en (2.3).function suivant_rang_inverse_set(a: arbre_rang_inverse) : arbre_rang_inverse[kf,f,comptef,(k(1;1); : : : ; k(1;m1); : : : ; k(s;1); : : : ; k(s;ms)),(a(1;1); : : : ; a(1;m1); : : : ; a(s;1); : : : ; a(s;ms))]:=a;(Set; (A;n1); : : : ; (A;ns)):=f;(k1; : : : ; ks):=rangs_�(a);(N1; : : : ;Ns):=tailles_�(a);kf:=kf+1;h:=1;while kh = Nh dokh:=1;k(h;1):=1;a(h;1):=rang_inverse(1,Ah,nh);for i from 2 to mh dok(h;i):=1;a(h;i):=a(h;1);end_for;h:=h+1;end_while;kh:=kh+1;i:=mh;while k(h;i) = (a)nh doi:=i-1;end_while;



60 Chapitre 2. Méthode de rang inverse sur des ensembles de structures décomposablesk(h;i):=k(h;i)+1;a(h;i):=suivant_rang_inverse(a(h;i));for j from i+ 1 to mh dok(h;j):=k(h;i);a(h;j):=a(h;i);end_for;return [kf,f,comptef,(k(1;1); : : : ; k(1;m1 ); : : : ; k(s;1); : : : ; k(s;ms)),(a(1;1); : : : ; a(1;m1); : : : ; a(s;1); : : : ; a(s;ms))];end_function2.7.4 Formes CycleLe cas des formes cycle reprend l'algorithme présenté pour le calcul général des rangs. On introduittout d'abord la fonction suivant_calcul_parties :function suivant_calcul_parties((k1; : : : ; ks): (integer� � � � � integer),(n1; : : : ; ns): (integer� � � � � integer)) : (integer� � � � � integer)h:=1;while kh = nh dokh:=1;h:=h+1;end_while;kh:=kh+1;return (k1; : : : ; ks);end_functionOn modi�e ensuite la fonction décrite précédemment dans le cas général, pour utiliser la fonctionsuivant_calcul_parties à la place de calcul_parties :function suivant_rang_inverse_cycle(a: arbre_rang_inverse) : arbre_rang_inverse[kf,f,comptef,(k1; : : : ; ks),(a1; : : : ; as)]:=a;Cycle; (A;n1); : : : ; (A;ns):=f;kf:=kf+1;kc:=kf-1;bo:=true;while bo do(k1; : : : ; ks):=suivant_calcul_parties((k1; : : : ; ks),(n1; : : : ; ns);if est_representant_cycle(((k1; n_1); : : : ; (ks; n_s))) thenh:=1;while kh = 1 doah:=rang_inverse(1,Ah,nh);h:=h+1;end_while;ah:=rang_inverse_suivant(ah);bo:=falseend_ifend_while;returnend_function2.8 Mise en ÷uvreLes algorithmes proposés dans ce chapitre sont implantés en Maple. Nous pouvons illustrer leur utili-sation dans le cas des arbres généraux non planaires, dont nous rappelons la dé�nition :8>><>>: A! Prod(N;B)B ! Set(A)N ! nn Atom



2.8. Mise en ÷uvre 61Pour générer le troisième arbre de taille 5, on écrit :> read(`rang_inverse.mp`):> spec:={A=Prod(N,B), B=Set(A), N=n, n=Atom}:> specification_courante(spec):> rang_inverse(3,A,5);Prod(n,Set(Prod(n,Set(Prod(n,Set(Prod(n,Epsilon))),Prod(n,Epsilon)))))Pour générer tous les arbres de taille 5, on utilise la fonction prédé�nie rang_inverse_tous commesuit :> rang_inverse_tous(A,5);[Prod(n,Set(Prod(n,Set(Prod(n,Set(Prod(n,Set(Prod(n,Epsilon))))))))),Prod(n,Set(Prod(n,Set(Prod(n,Set(Prod(n,Epsilon),Prod(n,Epsilon))))))),Prod(n,Set(Prod(n,Set(Prod(n,Set(Prod(n,Epsilon))),Prod(n,Epsilon))))),Prod(n,Set(Prod(n,Set(Prod(n,Epsilon),Prod(n,Epsilon),Prod(n,Epsilon))))),Prod(n,Set(Prod(n,Set(Prod(n,Set(Prod(n,Epsilon))))),Prod(n,Epsilon))),Prod(n,Set(Prod(n,Set(Prod(n,Epsilon),Prod(n,Epsilon))),Prod(n,Epsilon))),Prod(n,Set(Prod(n,Set(Prod(n,Epsilon))),Prod(n,Set(Prod(n,Epsilon))))),Prod(n,Set(Prod(n,Set(Prod(n,Epsilon))),Prod(n,Epsilon),Prod(n,Epsilon))),Prod(n,Set(Prod(n,Epsilon),Prod(n,Epsilon),Prod(n,Epsilon),Prod(n,Epsilon)))]Nous obtenons 9 structures de taille 5, qui sont représentées graphiquement sur la �gure 2.1. Les feuillesdes arbres correspondent au terme Prod(n,Epsilon) dans l'expression du résultat, les n÷uds internesau terme n. Les 48 arbres de taille 7 sont représentés sur la �gure 2.2.Remarque. On peut véri�er expérimentalement, sur de petites tailles, que l'on obtient bien les mêmes structuresque celles générées de façon aléatoire avec combstruct. La procédure test ci-dessous permet de choisir une repré-sentation normale pour les structures spéci�ées avec le constructeur Set. Il reste ensuite à générer les structuresavec combstruct jusqu'à obtenir les 9 structures di�érentes.> with(combstruct):> spec:={A=Prod(N,B), B=Set(A), N=n, n=Atom}:> test:=proc(expr)if op(0,expr)=Set thenop(0,expr)(op(map(test,convert(expr,set))));elif op(0,expr)<>string thenmap(test,expr);elseexpr;fi; end;> nb:=count([A,spec,unlabelled],size=5):> res:={}: while nops(res)<>nb do res:=res union {test(draw([A,spec,unlabelled],size=5))}: od:lprint(res); �En changeant de spéci�cation, on peut énumérer tous les arbres généraux, en considérant que deuxarbres sont égaux à une permutation cyclique de leurs sous-arbres près :> spec:={A=Union(F,C), C=Prod(N,B), B=Cycle(A), N=n, n=Atom, F=f, f=Atom}:> specification_courante(spec):> rang_inverse_tous(A,7);On obtient tous les arbres de la �gure 2.2, avec en plus trois arbres supplémentaires, représentés surla �gure 2.3.
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Fig. 2.1: Représentation graphique du résultat de l'algorithme de rang inverse, pour les arbres générauxnon planaires de taille 5

Fig. 2.2: Représentation graphique des 48 arbres généraux non planaires de taille 7



2.8. Mise en ÷uvre 63Fig. 2.3: Arbres généraux avec permutation cyclique des �ls.Pour générer les arbres généraux dont les sous-arbres sont soit des feuilles, soit de taille un nombrepremier, on peut écrire :ma_condition:=proc(f)N:=convert(tailles_operandes_forme(f),table);s:=arite_forme(f);bo:=true;i:=1;while bo and i<=s dobo:=N[i]<=1 or isprime(N[i]);i:=i+1;od;bo;end;> spec:={A=Prod(N,B), B=Set[ma_condition](A), N=n, n=Atom}:> specification_courante(spec):> rang_inverse_tous(A,7);On obtient 16 arbres, représentés sur la �gure 2.4.
Fig. 2.4: Les 16 arbres généraux non planaires de taille 7 dont les sous-arbres sont des feuilles ou de tailleun nombre premierDans l'exemple suivant, nous considérons les ensembles de colliers de perles bicolores de longueur aumoins 3. Ceci nous permet d'illustrer l'utilisation des conditions de cardinalité ajoutées aux multicons-tructeurs.> spec:={A=Set(F),F=Cycle(P,card>=3), P=Union(B,C), C=c,c=Atom,B=b,b=Atom}:> specification_courante(spec):> rang_inverse_tous(A,6):L'ensemble de structures obtenu est représenté sur la �gure 2.5.
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Fig. 2.5: Les 24 ensembles de taille 6 formés de colliers bicolores de longueur au moins 3.2.9 ConclusionNous avons abordé dans ce chapitre le problème du rang inverse sur des ensembles de structuresdécomposables. Nous avons pour cela introduit la notion de forme d'une structure, qui moyennant ladé�nition d'opérations spéci�ques à chaque constructeur utilisé dans les spéci�cations, nous a permisde proposer un algorithme incrémental systématique, quels que soient les constructeurs utilisés. Lesopérations à dé�nir pour chaque constructeur doivent permettre de compter le nombre de structures dansune forme, ainsi que le calcul des rangs des composantes d'une forme, et nous avons décrit ces opéartionsdans le cas des constructeurs union, produit, multi-ensemble et cycle. Pour ce dernier constructeur, ilest possible d'envisager d'améliorer la solution proposée. Nous avons également montré que la notion deforme permettait de dé�nir des ensembles de structures ayant des propriétés autres qu'une taille donnée.L'algorithme de rang inverse proposé dans ce chapitre est implanté en pratique dans le cas de structuresnon étiquetées, et nous en avons donné quelques exemples d'utilisation.



Chapitre 3Représentation graphique de graphesorientés et non orientésCe chapitre contient une description d'algorithmes de tracé de graphes pour des classes particu-lières : les arbres enracinés, les graphes orientés acycliques et les graphes non orientés.Les résultats de ce chapitre sont d'ordres di�érents. Les premiers concernent la présentation d'algo-rithmes classiques, étendus pour permettre de tracer des graphes dont les n÷uds de taille arbitrairementgrande. C'est le cas de l'algorithme de tracé des graphes orientés présenté en section 3.6.2, celui de tracédes graphes non orientés présenté en section 3.5 ainsi que celui de tracé d'arbres enracinés proposé aupoint 3.3. Pour ces deux premiers algorithmes, le travail présenté se rapproche d'un état de l'art à pro-pos des algorithmes de tracé pour ces classes de graphes, la di�culté étant simplement de l'ordre de lamise en ÷uvre de ces techniques. L'algorithme de tracé d'arbres enracinés est lui plus original, dans lamesure où il utilise une méthode qui semble de premier abord inutilisable dans le cas de n÷uds de taillesdi�érentes. A. Bloesh dans [5], parlant de l'algorithme qu'il propose, écrit ainsi : � [...], it does not (andindeed cannot) take advantage of the threading techniques of Reingold and Tilford. �. Notre algorithme estprécisément une adaptation de ces techniques, présentées initialement dans le cas d'arbres binaires ayantdes n÷uds de taille ponctuelle dans [44], au cas d'arbres généraux ayant des n÷uds de taille quelconque.Au �nal, il est très proche de l'algorithme proposé par Reingold et Tilford, et peut être considéré commeune simpli�cation de ce dernier tout en permettant de traiter une classe d'arbres plus étendue.Les autres algorithmes présentés, bien qu'ils s'inspirent également d'algorithmes existants, sont égale-ment originaux et o�rent de nouvelles possibilités de représentation graphique. L'algorithme présenté ensection 3.6.1 met ainsi en ÷uvre les principes de l'algorithme de tracé de graphes non orientés présentéen section 3.5, mais s'applique au cas de graphes orientés. Notre apport principal dans cet algorithme estque nous proposons des techniques permettant le tracé incrémental de ces graphes. Cet approche n'estpas utilisée à notre connaissance, étant donné qu'elle est moins performante, dans le cas d'un tracé dansle plan, que l'algorithme classique présenté en section 3.6.2. Elle donne néanmoins de bons résultat pourdes graphes de taille modeste dans le cas d'un tracé en trois dimensions. En�n l'algorithme FRCC quenous proposons au point 3.5.3 permet, partant d'une con�guration initiale, de conserver les propriétésde partitionnement des n÷uds dans le graphe. À notre connaissance, cette possibilité n'est proposée paraucun autre algorithme existant. Elle permet par exemple de faire apparaître des propriétés de symétriedans les graphes planaires comme nous l'illustrons sur des exemples en �n de chapitre.Les algorithmes de ce chapitre sont présentés en détail et sont e�ectivement implantés dans les logi-ciel CGraph ou Padnon qui seront présentés au chapitre 5. Nous illustrons leur utilisation sur plusieursexemples.3.1 Le problème de la représentation graphique des graphesLes cours de théorie des graphes commencent en général avec l'exemple suivant. Dans la cité prussiennede Königsberg, située sur la rivière Pregel, représentée graphiquement sur la �gure 3.1, est-il possible,65



66 Chapitre 3. Représentation graphique de graphes orientés et non orientéspartant d'un point, de traverser exactement une fois chaque pont et de revenir au point de départ? Eulera résolu ce problème en le ramenant à celui de la recherche d'un chemin eulerien dans le graphe représentésur la �gure 3.2. Les arêtes correspondent aux ponts et les n÷uds aux îles et aux berges.
Fig. 3.1: Le problème des ponts de la ville de KönigsbergDans ce problème, nous avons tout d'abord converti les données de la �gure de départ en un graphe,puis nous l'avons représenté schématiquement sous la forme d'un dessin pour aider au raisonnement. Unegrande variété de problèmes peuvent être posés de façon similaire, en termes d'opérations sur les graphes.On peut citer par exemple les problèmes de routages dans les réseaux, les problèmes de planning ouencore d'allocation de registres par un compilateur. Obtenir une représentation du graphe s'avère être unoutil précieux d'aide à l'étude de ces graphes. S'il est relativement simple d'obtenir à la main un dessinsatisfaisant pour des graphes de petite taille, il devient par contre indispensable de disposer de techniquesautomatiques dès que le nombre de n÷uds ou d'arêtes devient important.abc dFig. 3.2: Le graphe correspondant à la �gure 3.1.Il n'existe malheureusement pas de représentation idéale pour l'ensemble des graphes, les représenta-tions les plus appropriées dépendant des propriétés que l'on souhaite valoriser. Ceci a conduit à proposerde nombreux algorithmes, dont on peut voir l'étendue dans [13], dédiés à des classes particulières degraphes, ou dédiés à des critères esthétiques particuliers dont certains se sont imposés comme standards.Parmi les premiers résultats, on peut citer le tracé des graphes planaires, pour lesquels il existe unereprésentation planaire dans laquelle les n÷uds sont des points et les arêtes sont rectilignes [22, 54, 59].Les autres résultats signi�catifs, en dehors des méthodes de transformation d'un graphe en un grapheplanaire, concernant les arbres [44, 61], les graphes orientés [52] ou les graphes non orientés [15], sont plusrécents.Une des di�cultés supplémentaires du problème, est que les critères esthétiques que l'on cherche àvéri�er sont souvent contradictoires, l'amélioration d'un des critères se faisant au détriment des autres.Même pris individuellement, ils conduisent parfois à des problèmes di�ciles.



3.2. Dé�nitions 67
Fig. 3.3: Graphe orienté dessiné par niveau.Prenons par exemple le cas de la représentation dans le plan des graphes orientés. Une représentationpossible consiste à placer les n÷uds par niveaux, comme sur la �gure 3.3, en cherchant à placer les arêtesdirigées vers le bas. Dans le cas d'un graphe contenant des cycles, on essaye alors de trouver un placementde sorte que le nombre d'arêtes dirigées dans le mauvais sens soit minimal. Ce premier problème est NP-complet [31]. Le problème consistant, partant d'un graphe sans cycle, à placer les n÷uds par niveaux et àminimiser le nombre de croisements entre les arêtes l'est également [31]. Des résultats de NP-complétudeapparaissent également pour d'autres classes de graphes, comme par exemple les arbres enracinés si l'oncherche, en plus de certains critères particuliers, à minimiser la largeur du dessin obtenu [53].3.2 Dé�nitionsNous commençons par introduire les dé�nitions et notations utilisées au cours de ce chapitre. Pourune introduction à la théorie des graphes, on peut se référer au livre de F. Harary [34].3.2.1 Graphes non-orientésDé�nition 3.2.1 (Graphe non orienté)Un graphe non orienté est un couple (N;E), où N est un ensemble �ni de n÷uds et E un multi-ensemble�ni (avec répétitions éventuelles) d'arêtes non orientées. Les arêtes non orientées de E sont des paires den÷uds de N et seront notées a3b. a et b sont les extrémités de l'arête. �Dé�nition 3.2.2 (Sous-graphe)Un sous-graphe d'un graphe non orienté (N;E), est un couple (N 0; E0), avec N 0 � N et E0 � E, dont lesextrémités des arêtes de E0 sont dans N 0. �Dé�nition 3.2.3 (Voisinage et degré d'un n÷ud d'un graphe non orienté)Le voisinage non orienté d'un n÷ud a 2 N est l'ensemble (sans répétitions) V3(a) = fa0 2N; a3a0g. Le degré non orienté d'un n÷ud a 2 N , noté @3(a), est le nombre d'arête qui ont len÷ud a comme extrémité. �Dé�nition 3.2.4 (Chaîne)Une chaîne de longueur k est une suite d'arêtes non orientées e1; : : : ; ek, telle que l'on peut construireune suite de n÷uds (a1; b1; a2; b2; : : : ; ak; bk) véri�ant :� pour tout i 2 [1; k], ai et bi sont les extrémités de l'arête ei,� pour tout i 2 [1; k� 1], bi = ai+1.a1 et bk sont appelés les extrémités de la chaîne. �Dé�nition 3.2.5 (Graphe connexe)Un graphe non orienté G = (N;E) est connexe, si pour tout couple de n÷uds (a; b) 2 N � N , il existeune chaîne d'extrémités a et b. �



68 Chapitre 3. Représentation graphique de graphes orientés et non orientés3.2.2 Graphes orientésDé�nition 3.2.6 (Graphe orienté)Un graphe orienté est un couple (N;E), où N est un ensemble �ni de n÷uds et E un multi-ensemble�ni d'arêtes orientées. Les arêtes orientées de E sont des couples de n÷uds de N et seront notées a4b.Les n÷uds a et b, éléments de N , sont les extrémités de l'arête, a est appelé l'origine, b la destination del'arête. �Dé�nition 3.2.7 (Sous-graphe)Un sous-graphe d'un graphe orienté (N;E), est un couple (N 0; E0), avec N 0 � N et E0 � E, dont lesextrémités des arêtes de E0 sont dans N 0. �Dé�nition 3.2.8 (Voisinage et degré d'un n÷ud d'un graphe orienté)On dé�nit, pour un graphe orienté G = (N;E), les notions de voisinage et de degré d'un n÷ud suivantes :� le voisinage entrant orienté d'un n÷ud a 2 N est l'ensemble V �4(a) = ff 2 N; f4ag. Le degréentrant orienté d'un n÷ud a 2 N , noté @�4(a) est le nombre d'arêtes qui ont le n÷ud a commedestination,� le voisinage sortant orienté d'un n÷ud a 2 N est l'ensemble V +4(a) = fs 2 N; a4sg. Le degrésortant orienté d'un n÷ud a 2 N , noté @+4(a) est le nombre d'arêtes qui ont le n÷ud a commeorigine. �Dé�nition 3.2.9 (Chemin et cycle orienté)Un chemin orienté de longueur k est une suite d'arêtes orientées e1; : : : ; ek, telle que pour tout i 2[1; k� 1], la destination de ei est égale à l'origine de ei+1. L'origine de l'arête e1 est l'origine du chemin,la destination de l'arête ek est la destination du chemin. Si l'origine et la destination du chemin sontégales, le chemin est un cycle orienté. �Dé�nition 3.2.10 (Graphe connexe)Un graphe orienté G = (N;E) est connexe si, pour tout couple de n÷uds (a; b) 2 N � N , il existe unchemin orienté d'origine a et de destination b dans le graphe G0 = (N;E [E0), avec si a4b 2 E, alorsb4a 2 E0. �Dé�nition 3.2.11 (Arbre enraciné)Un arbre enraciné est un graphe orienté connexe A = (N;E), dont les n÷uds sont de degré rentrant égalà un, excepté pour un n÷ud unique de degré rentrant nul, que l'on nomme racine de l'arbre. Les n÷udsde V +4(a) sont les �ls du n÷ud a. a est appelé le père des n÷uds de V +4(a). Un n÷ud dont le degrésortant orienté est nul est appelé une feuille. �Dé�nition 3.2.12 (Hauteur d'un n÷ud, hauteur d'un arbre)La hauteur d'un n÷ud dans un arbre est donnée par la longueur du chemin orienté ayant pour origine laracine de l'arbre et comme destination le n÷ud considéré. La racine de l'arbre a pour hauteur zéro. Lahauteur de l'arbre est le maximum des hauteurs des feuilles de l'arbre. �Dé�nition 3.2.13 (Sous-arbre)Un sous-arbre d'un arbre enraciné A est un sous-graphe de A qui est un arbre enraciné. �Dé�nition 3.2.14 (Arbre enraciné planaire)Un arbre enraciné A est planaire s'il existe, pour tout n÷ud a de A, une relation d'ordre totale � sur lesn÷uds de V +4(a). En d'autres termes :8a 2 A; 8b; c 2 V +4(a); ���� ou b � cb � c ^ c � bDans le cas où @+4(a) = 2, si b; c 2 V +4(a), et b � c, alors b est appelé le �ls gauche de a et c son �lsdroit . �Dé�nition 3.2.15 (Symétrique d'un arbre enraciné)Le symétrique d'un arbre enraciné planaire A = (N;E) est l'arbre enraciné planaire A = (N;E), telque si a � b dans l'arbre A, alors b � a dans l'arbre A. Deux arbres sont dits symétriques s'ils sont lesymétrique l'un de l'autre. �



3.3. Tracé d'arbres enracinés planaires 693.3 Tracé d'arbres enracinés planairesNous présentons un algorithme pour la représentation des arbres enracinés, basé sur l'algorithme deE. Reingold et J. S. Tilford [44] de tracé d'arbres binaires. Cet algorithme a été proposé initialement pourrépondre aux problèmes de dissymétrie qui apparaissent avec les algorithmes proposés antérieurementpar J. Vaucher [57] ou C. Wetherell et A. Shannon [61]. Nous proposons une extension de cet algorithme,en nous intéressant au cas général des arbres k-aires dont les n÷uds peuvent être de taille quelconque.De plus, nous choisissons de ne plus placer obligatoirement les n÷uds verticalement selon le seul critèrede leur hauteur dans l'arbre.3.3.1 Arbres binairesAvant de décrire l'algorithme de tracé que nous proposons dans le cas des arbres k-aires, voici briève-ment le principe de l'algorithme RT proposé par Reingold et Tilford [44] dans le cas des arbres binaires.Les critères esthétiques que l'algorithme cherche à véri�er sont :i. les n÷uds de même hauteur dans l'arbre doivent être placés sur une même ligne horizontale,ii. un �ls gauche doit être placé à gauche de son père, un �ls droit à sa droite,iii. un père doit être centré horizontalement vis-à-vis de ses �ls,iv. deux sous-arbres identiques doivent être dessinés de la même façon, quelle que soit leur position dansl'arbre. Deux sous-arbres symétriques doivent être dessinés de façon symétrique.Les critères i, ii et iii sont ceux énoncés par C. Whetherell et A. Shannon [61]. Nous dirons que deuxn÷uds de même hauteur dans l'arbre, et donc placés sur une même ligne horizontale, sont placés sur unmême niveau. Bien que cela ne soit pas dit explicitement, le critère i sous-entend que l'ordre des niveauxest celui sur les hauteurs des n÷uds. Le critère iv a été introduit par E. Reingold et J. S. Tilford [44].? dg
Fig. 3.4: Principe de l'algorithme de tracé d'arbres binaires enracinésPour déterminer la position de chaque n÷ud de l'arbre relativement à la position de son père, l'algo-rithme RT procède de la façon suivante. Pour dessiner un arbre de racine f , g et d étant les �ls de f , avecg � d, nous appliquons tout d'abord l'algorithme aux deux sous-arbres de racine g et d, ce qui permetde connaître les positions relatives de chaque n÷ud des deux sous-arbres. Nous cherchons alors à quelledistance minimale doivent se situer les n÷uds g et d, d devant être situé à droite de g, pour que les dessinsdes deux sous-arbres ne se chevauchent pas. Pour déterminer rapidement cette distance optimale, l'idéeconsiste à ne mesurer la distance qu'entre les n÷uds de même niveau dans les deux sous-arbres, en se



70 Chapitre 3. Représentation graphique de graphes orientés et non orientéslimitant aux n÷uds situés le plus à droite dans le sous-arbre de racine g, et ceux situés le plus à gauchedans le sous-arbre de racine d. Ceci revient à parcourir simultanément les n÷uds situés sur les contoursdes deux sous-arbres , en commençant par les racines des sous-arbres. Nous dirons que le contour droitdu sous-arbre de racine g et le contour gauche du sous-arbre de racine d sont les contours intérieurs,les autres étant les contours extérieurs. Pour permettre le parcours des n÷uds situés sur les contours,nous ajoutons, au cours de l'exécution de l'algorithme, des liens (en pointillés courts sur la �gure), quipermettent d'atteindre directement le n÷ud suivant du contour. Pour permettre l'ajout de ces liens, unefois déterminée la distance entre g et d, nous suivons également le contour extérieur de chaque sous-arbre,et nous ajoutons un nouveau lien (en pointillé long sur la �gure) entre le dernier n÷ud parcouru sur lecontour extérieur du sous-arbre le moins haut, et le n÷ud de niveau suivant sur le contour intérieur del'autre sous-arbre. Si les deux sous-arbres ont même hauteur, aucun lien n'est ajouté. Il reste ensuite àplacer les n÷uds g et d de sorte que leur père f soit centré.Proposition 3.3.1 (Reingold Tilford [44])L'algorithme RT de tracé d'arbres binaires est de coût linéaire en temps.Démonstration. Dans l'algorithme RT, on teste la distance entre les n÷uds placés sur les contours desdeux sous-arbres, en s'arrêtant dès que la �n d'un des deux contours est atteinte. Si A est un arbre desous-arbre gauche G, et de sous-arbre droit D, et si h(B) représente la hauteur d'un arbre B, et n(B)son nombre de n÷uds on a :� T () = 0;T (A) = T (G) + T (D) +min(h(G); h(D));où  représente les arbres réduits à un n÷ud et T correspond au nombre de fois où l'on teste la distanceentre deux points du contour. La solution de cette équation est T (A) = n(A) � h(A), ce qui se montrepar induction sur la taille des arbres :T (A) = (n(G)� h(G)) + (n(A)� n(G)� 1� h(D)) +min(h(G); h(D))= n(A) � 1� h(G)� h(D) + min(h(G); h(D))= n(A) � (max(h(G); h(D)) + 1)= n(A) � h(A):3.3.2 Cas des arbres k-aires avec des n÷uds de taille quelconqueL'algorithme RT s'étend simplement au cas k-aire si l'on considère les n÷uds comme ponctuels. Parcontre, dès que les n÷uds ont des tailles arbitraires, et que l'on ne souhaite plus placer les n÷uds parniveaux, la méthode proposée ne peut plus être utilisée telle quelle.Commençons tout d'abord par dé�nir les notations qui seront utilisées pour la description de l'algo-rithme.Notation. Nous nous plaçons dans un repère de coordonnées usuel, l'axe des x dirigé vers la droite, l'axedes y dirigé vers le haut. Nous supposons qu'il est possible d'associer les informations suivantes à unn÷ud n du graphe :� x(n); y(n) : coordonnées du n÷ud n, absolue ou relative à celle du père de n selon le contexte,� hauteur_boite_noeud(n) et largeur_boite_noeud(n) : hauteur et largeur du plus petit rectanglecontenant le tracé du n÷ud n,� gauche(x; y; n), droit(x; y; n), bas(x; y; n) et haut(x; y; n) correspondent aux segments que forme leplus petit rectangle qui contient le tracé du n÷ud n, lorsque n est placé au point de coordonnées(x; y),� arete(xa; ya; a; xb; yb; b) correspond au segment formé par une arête virtuelle joignant le n÷ud a etle n÷ud b, lorsque a et b sont placés aux points de coordonnée s(xa; ya) et (xb; yb),



3.3. Tracé d'arbres enracinés planaires 71� lien(n) : n÷ud lié à n. lien(n) = nil si aucun n÷ud n'est relié à n,� x_lien(n) et y_lien(n) : coordonnées relatives à n du n÷ud lié à n,� hauteur_boite_sous_arbre(n) : hauteur du tracé du sous-arbre de racine n.
Fig. 3.5: Arbre k-aire avec n÷uds de di�érentes tailles : n÷uds placés � au plus près � vs n÷uds placéspar niveaux.Comme dans le cas binaire, nous pouvons maintenant donner une liste de critères esthétiques com-munément admis, qu'il est souhaitable de préserver :i. les �ls d'un n÷ud doivent être placés de sorte que le bord haut de chacun des �ls soit situé sur unemême ligne horizontale,ii. les �ls d'un n÷ud doivent être placés de gauche à droite suivant l'ordre �,iii. un père doit être centré vis-à-vis de ses �ls,iv. deux sous-arbres identiques doivent être dessinés de la même façon, quelle que soit leur position dansl'arbre. Deux sous-arbres symétriques doivent être dessinés de façon symétrique,v. le bord haut d'un n÷ud et le bord bas de son père doivent être séparés verticalement par une distanceexacte �v.Les critères i à iv sont les mêmes que dans le cas de l'algorithme RT. Le critère v correspond à unplacement des n÷uds au plus près. Un critère implicite supplémentaire est qu'il ne doit pas y avoir dechevauchements entre n÷uds et arêtes.Plusieurs algorithmes linéaires ont été proposés pour dessiner suivant ces critères des arbres k-airesdont les n÷uds sont de taille quelconque, comme par exemple dans [5], mais aucun à notre connaissancene tire avantage de la technique des liens de l'algorithme RT que nous avons présentée au point 3.3.1. Leprincipe général de l'algorithme que nous proposons dans le cas k-aire avec des n÷uds de taille arbitraireest similaire au cas binaire présenté ci-dessus : pour dessiner un arbre de racine r, on trace tout d'abordles sous-arbres ayant pour racine les �ls de r. Ensuite, on place ces sous-arbres relativement les uns auxautres pour éviter les chevauchements de n÷uds et d'arêtes, puis on place la racine au milieu des positionsde ses �ls. L'idée de l'algorithme est également basée sur l'utilisation de liens entre les n÷uds pour suivresimplement le contour de l'arbre. Par contre la gestion des liens est di�érente, et ne nécessite pas de suivreà la fois les contours gauche et droit de chaque sous-arbre comme dans l'algorithme RT. Ceci permet detracer des arbres dont les n÷uds ont des tailles di�érentes, sans placer obligatoirement les n÷uds demême hauteur dans l'arbre au même niveau dans le dessin �nal et assurer ainsi le placement au plus prèssuivant le critère v.



72 Chapitre 3. Représentation graphique de graphes orientés et non orientés3.3.2.1 InitialisationLa première étape de l'algorithme consiste à initialiser les liens des n÷uds à nil :Algorithme (Initialisation des liens)for all n÷ud a dolien(a):=nil;end_for;3.3.2.2 Parcours du contour d'un sous-arbreNous supposons connue la fonction est_feuille qui retourne vrai si un n÷ud est de degré sor-tant nul. Ensuite, pour les n÷uds de l'arbre qui ne sont pas des feuilles, nous dé�nissons la fonctionfils_gauche(n:noeud), qui retourne le n÷ud s tel que :s 2 V +4(n)8s0 6= s 2 V +4(n); s � s0:De la même façon, la fonction fils_droit(n:noeud) retourne le n÷ud s véri�ant :s 2 V +4(n)8s0 6= s 2 V +4(n); s0 � s:Nous supposons maintenant que les liens ont été placés correctement au cours des étapes précédentesde l'algorithme. Le parcours du contour d'un sous-arbre se fait de la racine vers les feuilles : étant donnéun n÷ud du contour, on détermine le n÷ud suivant du contour soit en suivant les liens, soit en choisissantle n÷ud le plus à gauche ou le plus à droite selon le contour choisi. On suppose que les coordonnées d'unn÷ud du sous-arbre sont données relativement à la position du père de ce n÷ud. Pour suivre le contourgauche d'un sous-arbre et déterminer les positions absolues des n÷uds sur ce contour, on utilisera lafonction décrite ci-dessous. Les paramètres soulignés sont passés par adresse lors de l'appel de la fonction,et correspondent aux coordonnées absolues des n÷uds, calculées lors du parcours du contour :Algorithme (Parcours du contour d'un arbre)� Données : un n÷ud n de position absolue (x; y) du contour d'un sous-arbre,� Résultat : retourne le n÷ud du contour dont la hauteur est la hauteur du n÷ud n plus un, ainsi quesa position absolue (x; y).function chemin_gauche_suivant(n:n÷ud, x:integer, y:integer):n÷udif lien(n)6=nil thens:=lien(n);x:=x+x_lien(n);y:=y+y_lien(n);elses:=fils_gauche(n);x:=x+x(s);y:=y+y(s);end_if;return s;end_function;On procède de la même façon pour le contour droit en dé�nissant la fonction chemin_droit_suivant.Le parcours du contour s'arrête lorsqu'il n'y a plus de lien et qu'il n'y a plus de �ls, ou lorsqu'il y a uncycle de longueur deux sur les liens :function fin_de_chemin(n:n÷ud):booleanreturn (est_feuille(n and (lien(n) = nil or lien(lien(n)) = n);end_function



3.3. Tracé d'arbres enracinés planaires 733.3.2.3 Distance entre deux sous-arbresLa fonction distance_sous_arbres permet de calculer la distance horizontale entre deux sous-arbresdont les positions relatives des n÷uds sont connues. La distance horizontale entre deux points est dé�niecomme étant égale à la di�érence de leurs abscisses si ces deux points ont même ordonnée, et à +1sinon. Nous dirons qu'un point est situé sur le tracé d'un sous-arbre s'il est situé sur une arête ou surle contour d'un n÷ud. On détermine alors la distance horizontale entre deux sous-arbres en cherchantla distance horizontale minimale entre deux points, l'un situé sur le tracé de a, l'autre sur le tracé deb. Le principe de l'algorithme consiste à suivre le contour des deux sous-arbres à l'aide des fonctionschemin_gauche_suivant ou chemin_droit_suivant dé�nies ci-dessus, en suivant en priorité le contourdont le bas du dernier n÷ud atteint est situé le plus haut. Le suivi des contours est interrompu dèsque l'extrémité d'un des deux contours est atteinte (fonction fin_de_chemin). Lors de ce parcours,on mémorise les derniers n÷uds atteints sur chacun des contours, avec leurs positions absolues, ce quipermettra ultérieurement de mettre à jour les liens entre les deux sous-arbres.On suppose connue une fonction distance_segment qui calcule la distance horizontale entre deuxsegments, en retournant +1 si aucun couple de points, situés chacun sur les deux segments, n'a mêmeordonnée.Algorithme (Distance entre deux sous-arbres)� Données : les racines g et d de deux sous-arbres dont on connaît les positions relatives des n÷udsles composant,� Résultat : la valeur de la distance horizontale entre les deux sous-arbres. Le paramètre gt correspondau dernier n÷ud parcouru sur le contour droit du sous-arbre de racine g, tel qu'il existe un pointdu sous-arbre de racine d de même ordonnée. (xgt; ygt) correspond aux coordonnées absolues dun÷ud gt calculées lors de ce parcours. On procède de même pour le sous-arbre droit pour lequel ondétermine le point dt et ses coordonnées (xdt; ydt).function distance_sous_arbres(g:n÷ud,d:n÷ud, gt:n÷ud,xgt:integer,ygt:integer,dt:n÷ud,xdt:integer,ydt:integer):integerg1:=g; xg1:=x(g); yg1:=y(g);d1:=d; xd1:=x(d); yd1:=y(d);dgd:=distance_segment(droit(xg1;yg1; g1),gauche(xd1; yd1; d1);while (not fin_de_chemin(g1)) and (not fin_de_chemin(d1))) doxg2:=xg1; yg2:=yg1;xd2:=xd1; yd2:=yd1;g2:=chemin_droit_suivant(g1,xg2,yg2);d2:=chemin_gauche_suivant(d1,xd2,yd2);dgd:=min(dgd,distance_segment(arete(xg1;yg1; g1; xg2; yg2; g2),gauche(xd1; yd1; d1)));dgd:=min(dgd,distance_segment(droit(xg1;yg1; g1),arete(xd1; yd1; d1; xd2; yd2; d2));cond_g:=bas(xg1; yg1; g1)�bas(xd1; yd1; d1);cond_d:=bas(xg1; yg1; g1)�bas(xd1; yd1; d1);if cond_g theng1:=g2; xg1:=xg2; yg1:=yg2;end_if;if cond_d thend1:=d2;xd1:=xd2;yd1:=yd2;end_if;end_while;gt:=g1; xgt:=xg1; ygt:=yg1;dt:=d1; xdt:=xd1; ydt:=yd1;while not fin_de_chemin(g1) and haut(droit(xg1; yg1; g1)) > bas(arete(xd1; yd1; d1; xd2; yd2; d2)) dog1:=chemin_droit_suivant(g1,xg1,yg1);dgd:=min(dgd,distance_segment(droit(xg1;yg1; g1),arete(xd1; yd1; d1; xd2; yd2; d2));end_while;



74 Chapitre 3. Représentation graphique de graphes orientés et non orientéswhile not fin_de_chemin(d1) and haut(gauche(xd1; yd1; d1)) > bas(arete(xg1; yg1; g1; xg2; yg2; g2)) dod1:=chemin_gauche_suivant(d1,xd1,yd1);dgd:=min(dgd,distance_segment(arete(xg1;yg1; g1; xg2; yg2; g2),gauche(xd1; yd1; d1));end_while;return dgd;end_function;3.3.2.4 Mise à jour des liens gt dtFig. 3.6: Exemple de mise à jour des liens. gt correspond au dernier n÷ud parcouru sur le contour droit dusous-arbre gauche lors de l'exécution de la fonction distance_sous_arbres, dt au dernier n÷ud atteintsur le contour gauche du sous-arbre droit.Une fois que l'on a déterminé la distance horizontale entre deux sous-arbres, nous pouvons placer cessous-arbres de sorte qu'aucun n÷ud ne se chevauche. Il reste ensuite à mettre à jour, dans certains cas,les liens de chacun des sous-arbres pour permettre de parcourir le contour formé par la réunion des deuxsous-arbres. Le fait de décider de mettre à jour les liens entre deux sous-arbres ou non sera déterminéultérieurement.Algorithme (Mise à jour des liens)procedure mise_a_jour_des_liens(d:integer, lt:noeud, xlt:integer, ylt:integer,rt:noeud, xrt:integer, yrt:integer)cond_l:=fin_de_chemin(lt);cond_r:=fin_de_chemin(rt);if cond_r and (not cond_l or bas(xlt; ylt; lt)�bas(xrt; yrt; rt)) thenlien(rt):=lt;x_lien(rt):=xlt� xrt� d;y_lien(rt):=ylt� yrt;end_if;if cond_l and (not cond_r or bas(xrt; yrt; rt)�bas(xlt; ylt; lt)) thenlien(lt):=rt;x_lien(lt):=xrt� xlt+ d;y_lien(lt):=yrt� ylt;end_if;end_procedure;3.3.2.5 Position relative des sous-arbresNous cherchons maintenant à placer les n÷uds relativement à leur père. Le placement se fait endeux étapes. Nous cherchons tout d'abord le placement vertical relatif des n÷uds, puis leur placementhorizontal.



3.3. Tracé d'arbres enracinés planaires 753.3.2.5.1 Placement vertical. Nous plaçons verticalement les n÷uds suivant le critère i, en calculantpour chaque n÷ud n la position verticale relative des ses �ls. Si �v représente la distance de séparationverticale entre un n÷ud et ses �ls :Algorithme (Placement vertical des sous-arbres)function placement_vertical(n: n÷ud,f1; : : : ; fs : n÷ud�� � ��n÷ud)for i from 1 to s doy(fi):=-�v � hauteur_boite_noeud(fi)=2;end_for;end_function;Remarque. Il est également possible de proposer plusieurs types de placements des sous-arbres à la place ducritère i, sans changer le reste de l'algorithme de tracé. À chaque n÷ud n de l'arbre, nous associons la donnéeplacementv(n), qui peut prendre trois valeurs, haut, bas ou centre, qui correspondent aux placements de la �gure3.7. Pour chaque �ls fi de n, on détermine alors la hauteur hi du tracé du sous-arbre de racine fi. On note H lahauteur maximale des tracés des sous-arbres. On place ensuite chaque n÷ud fi de la façon suivante :
haut centre basFig. 3.7: Placement vertical des sous-arbresfunction placement_vertical(n:n÷ud,f1; : : : ; fs:n÷ud�� � ��n÷ud)H:=maxi=1;::: ;s(hauteur_boite_sous_arbre(fi));for i from 1 to s doif placement(fi) = haut theny(fi):=-�v� hauteur_boite_noeud(fi)=2;else_if placement(fi) = centre theny(fi):=-�v� hauteur_boite_noeud(fi)=2� (H � hauteur_boite_sous_arbre(fi))=2;elsey(fi):=-�v� hauteur_boite_noeud(fi)=2� (H � hauteur_boite_sous_arbre(fi));end_if;end_for;end_function;En pratique, dans le cas des placements centre et bas, nous ajoutons simplement un n÷ud temporaire commeracine des sous-arbres pour éviter les chevauchements entre n÷uds et arêtes. �3.3.2.5.2 Placement horizontal. Nous cherchons maintenant à placer k sous-arbres, de raciness1; : : : ; sk, à une distance �h les uns des autres, en respectant l'ordre sur les racines. Pour simpli�er lesnotations, nous supposons que les racines des sous-arbres véri�ent s1 � s2 � � � � � sk. Pour respecter lespropriétés de symétrie des sous-arbres, l'idée consiste à placer en premier les sous-arbres du � milieu �,puis à ajouter deux à deux, à gauche et à droite, les sous-arbres restants en respectant l'ordre �. Cecirevient, dans le cas où k est pair, à placer d'abord les deux sous-arbres s k2 et s k2+1. Dans le cas où kest impair, nous plaçons simplement le sous-arbre s k+12 au point d'abscisse nulle. Ensuite, si l'on supposeque les sous-arbres de racine si, pour i 2 [g; d], sont déjà placés, nous calculons la distance entre lessous-arbres sg�1 et sg , notée dg�1;g, puis celle entre sd et sd+1, notée dd;d+1, et en�n celle entre sg�1et sd+1, notée dg�1;d+1. Nous avons alors deux possibilités selon les distances trouvées, résumées sur les�gures 3.8 et 3.9. Il reste ensuite à mettre en place les liens entre les sous-arbres, comme cela est illustrésur les �gures 3.10, 3.11 et 3.12, en fonction des derniers n÷uds atteints sur les contours lors du calcul dela distance horizontale entre les sous-arbres (et donc en fonction des tailles respectives des sous-arbres).Algorithme (Placement horizontal des sous-arbres)procedure placement_horizontal(n:noeud,(s1; : : : ; sk):n÷ud�� � ��n÷ud)



76 Chapitre 3. Représentation graphique de graphes orientés et non orientésdg�1;g dd;d+1g � 1 g d d+ 1dg�1;d+1 < dg�1;g + dd;d+1� � �Fig. 3.8: Placement horizontal des sous-arbres : cas (1).? ?dg�1;d+1 > dg�1;g + dd;d+1g � 1 g d d+ 1� � �Fig. 3.9: Placement horizontal des sous-arbres : cas (2).� � �Fig. 3.10: Placement horizontal des sous-arbres : mise à jour des liens (1)� � �Fig. 3.11: Placement horizontal des sous-arbres : mise à jour des liens (2)� � �Fig. 3.12: Placement horizontal des sous-arbres : mise à jour des liens (3)



3.3. Tracé d'arbres enracinés planaires 77if k = 1 thenx(s1):=0;elseif k mod 2 = 0 theng:=k/2;d:=k/2+1;dgd:=distance_sous_arbres(sg,sd,ltgd,xltgd,yltgd,rtgd,xrtgd,yrtgd);mise_a_jour_des_liens(dgd,ltgd,xltgd,yltgd,rtgd,xrtgd,yrtgd);x(sd):=x(sd) + dgd;elseg:=(k+1)/2;d:=g;x(sg):=0;end_ifwhile g � 1 dodg�1;d+1:=distance_sous_arbres(sg�1,sd+1,ltg�1;d+1,xltg�1;d+1,yltg�1;d+1,rtg�1;d+1,xrtg�1;d+1,yrtg�1;d+1);dg�1;g:=distance_sous_arbres(sg�1,sg,ltg�1;g,xltg�1;g,yltg�1;g,rtg�1;g,xrtg�1;g,yrtg�1;g);dd;d+1:=distance_sous_arbres(sd,sd+1,ltd;d+1,xltd;d+1,yltd;d+1,rtd;d+1,xrtd;d+1,yrtd;d+1);if dg�1;d+1 > dg�1;g + dd;d+1 thenmise_a_jour_des_liens(dg�1;d+1,ltg�1;d+1,xltg�1;d+1,yltg�1;d+1,rtg�1;d+1,xrtg�1;d+1,yrtg�1;d+1);r:=(dg�1;d+1 � dg�1;g � dd;d+1)=2;x(sg�1):=x(sg�1)� dg�1;g � r;x(sd+1):=x(sd+1) + dd;d+1 + r;elsex(sg�1):=x(sg�1)� dg�1;g;x(sd+1):=x(sd+1) + dd;d+1;yg�1:=bas(ltg�1;g ; xltg�1;g ; yltg�1;g);yg:=bas(rtg�1;g ; xrtg�1;g ; yrtg�1;g);yd:=bas(ltd;d+1; xltd;d+1; yltd;d+1);yd+1:=bas(rtd;d+1; xrtd;d+1; yrtd;d+1);if yg�1�yg and yg�1�yg thenmise_a_jour_des_liens(dg�1;g + dd;d+1,ltg�1;d+1,xltg�1;d+1,yltg�1;d+1,rtg�1;d+1,xrtg�1;d+1,yrtg�1;d+1);elsemise_a_jour_des_liens(dg�1;g,ltg�1;g,xltg�1;g,yltg�1;g,rtg�1;g,xrtg�1;g,yrtg�1;g);mise_a_jour_des_liens(dd;d+1,ltd;d+1,xltd;d+1,yltd;d+1,rtd;d+1,xrtd;d+1,yrtd;d+1);end_ifend_if;g:=g � 1;d:=d+ 1;end_whileend_if;end_procedure;3.3.2.6 Placement de la racineNous savons maintenant placer les n÷uds des sous-arbres verticalement et horizontalement. Il ne resteplus qu'à placer la racine de l'arbre. Nous proposons un nouveau critère esthétique pour le placement dela racine :vi. la racine n d'un arbre doit être placée comme indiqué sur la �gure 3.13. Le n÷ud racine n est centrévis-à-vis de ses �ls s1 et sk, et séparé verticalement par au moins une distance �v. On demande deplus à ce que l'angle � entre les arêtes et l'horizontale soit supérieur à un angle minimum �min.



78 Chapitre 3. Représentation graphique de graphes orientés et non orientés� � �min � � �vs1 s2 sk�1 sknFig. 3.13: Placement de la racine des sous-arbres.Ce critère est introduit pour limiter les e�ets de confusions entre n÷uds et arêtes qui apparaissent lorsde l'a�chage de grand graphes. La �gure 3.14 montre le même arbre dessiné sans et avec le critère vi.Pour dessiner un arbre sans tenir compte du critère vi, il su�t de choisir �min = 0.
Fig. 3.14: Arbre général de taille 500 dessiné avec et sans le critère vi.L'algorithme général permettant de calculer les positions relatives des n÷uds d'un sous-arbre s'écritalors :Algorithme (Positions relatives des n÷uds d'un sous-arbre)procedure positions_relatives_sous_arbres(n:n÷ud)let (s1; : : : ; sk) such that n4si;for i from 1 to s dopositions_relatives_sous_arbres(si);end_for;placement_vertical(n,(s1; : : : ; sk));placement_horizontal(n,(s1; : : : ; sk));mx:=(x(s1) + x(sk))=2;my:=max(0; tan(�min) � (x(sk)� x(s1))=2� �v);for i from 1 to s dox(si):=x(si)�mx;y(si):=y(si)�my;end_forx(n):=0;y(n):=0;end_procedure;3.3.2.7 Position absolueUne fois connue la position des n÷uds des sous-arbres relativement à leur père, on peut facilement endéduire leur position absolue :Algorithme (Positions absolues des n÷uds d'un sous-arbre)� Données : un arbre de racine n dont les positions relatives des n÷uds sont connues,



3.3. Tracé d'arbres enracinés planaires 79� Résultat : un arbre dont les positions absolues sont connues.procedure positions_absolues_sous_arbres(n:n÷ud)let (s1; : : : ; sk) such that n4 si;for i from 1 to k dox(si):=x(si)+x(n);y(si):=y(si)+y(n);positions_absolues_sous_arbres(si);end_for;end_procedure;3.3.2.8 Complexité
050 100 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000Temps (en secondes) Taille de l'arbreFig. 3.15: Temps de calcul des positions absolues des n÷uds d'arbres généraux.Dans le cas d'arbres dont tous les n÷uds ont la même taille et pour lesquels l'angle minimal �minentre les arêtes et l'horizontale est nul, la complexité de l'algorithme reste linéaire. En e�et, les n÷udssont alors placés par niveaux, et à chaque fusion de sous-arbres, les liens ajoutés garantissent que lorsdu parcours du contour de l'arbre formé, on change de niveau après au plus deux appels à la fonctionchemin_suivant_gauche ou chemin_suivant _droit. Le résultat dans le cas k-aire s'obtient ensuite dela même façon que dans le cas binaire [44].On peut véri�er expérimentalement que ce résultat reste vrai en pratique pour des arbres ayant desn÷uds de taille di�érente et un placement au plus près. Nous indiquons sur les �gures 3.15 et 3.16 lestemps de calcul des positions absolues des n÷uds pour des arbres généraux de di�érentes tailles, sansprendre en compte les temps de lecture et d'a�chage. Ces arbres sont générés aléatoirement, et on a�ecteaux n÷uds de l'arbre des largeurs comprises entre �h=10 et 10� �h et des hauteurs comprises entre �v=10et 10�v.

010203002000 10000 20000 40000Temps (en secondes)
Taille de l'arbreFig. 3.16: Temps de calcul des positions absolues des n÷uds d'arbres binaires.



80 Chapitre 3. Représentation graphique de graphes orientés et non orientés3.3.3 ExemplesNous illustrons l'algorithme de tracé d'arbres enracinés par quelques exemples. Le premier concerne lareprésentation de familles aliquotes sous la forme d'arbres k-aires ayant des n÷uds ponctuels. Le secondexemple montre l'utilisation de l'algorithme dans le cas d'arbres ayant des n÷uds de tailles di�érentes.En�n, le dernier exemple est une représentation d'une structure combinatoire particulière, les arbresbinaires récursifs.3.3.3.1 Suites aliquotesDé�nition 3.3.2 (Suite aliquote [6])La suite aliquote d'un entier n est la suite dé�nie par :� u0 = nuj+1 = f(uj) = �(uj)� ujoù �(n) est la somme des diviseurs de n. Un nombre n pour lequel f(n) = n est un nombre parfait. �Exemple. La suite aliquote de 12 est 12; 16; 15; 9;4; 3; 1;0;0; : : : . Le nombre 6 est parfait. �Dé�nition 3.3.3 (Famille aliquote [10])La famille aliquote d'un entier n est l'ensemble des nombres dont la suite aliquote contient l'élément n. �Nous représentons graphiquement la famille aliquote d'un nombre n à l'aide de notre algorithme detracé d'arbres enracinés, en se limitant aux suites aliquotes des nombres inférieurs à 300 qui ne possèdentpas de terme supérieur à 100000. Pour cela nous construisons tout d'abord un graphe fonctionnel, dontles n÷uds sont les entiers de 1 à 100000. Deux n÷uds du graphe, représentant les entiers a et b sont reliéspar une arête orientée b4a si a = f(b). Ensuite, nous sélectionnons la composante connexe du graphecontenant l'entier n dont on cherche la famille. La famille de l'entier 37, représentée sous forme d'arbreenraciné, est représentée sur la �gure 3.17. On remarquera sur cette �gure que les n÷uds 37 et 196 sontplacés suivant le critère vi, ce qui conduit à un graphe moins large que dans le cas d'un placement parniveaux.3.3.3.2 N÷uds de tailles di�érentesPour illustrer l'algorithme de tracé avec des n÷uds de di�érentes tailles, nous nous intéressons dans cetexemple au tracé d'arbres généraux générés aléatoirement, en a�ectant des largeurs comprises entre �h=10et 3�h et des hauteurs comprises entre �v=10 et 3�v. Cet exemple permet en outre de tester l'algorithme.On peut voir le résultat d'une génération de taille 150 sur la �gure 3.18.3.3.3.3 Arbres binaires récursifsNous considérons dans cet exemple la spéci�cation de structures décomposables suivante :8>><>>: T ! Union(A;B)B ! Prod(T; T; T )A! aa Atom (3.1)Nous générons ensuite une structure aléatoire de taille 49, que nous représentons sur la �gure 3.19. Lescomposantes de la structure générée, construites à l'aide du constructeur prod, sont dessinées comme desarbres binaires dont la première composante du produit est incluse dans un n÷ud racine, les deux autresformant les sous-arbres de cette racine.
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Fig. 3.17: La famille aliquote de l'entier 37.
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Fig. 3.18: Arbre général de taille 150 dont les n÷uds ont des tailles di�érentes.

Fig. 3.19: Arbre binaire récursif représentant une structure de taille 49 issue de la spéci�cation (3.1).



3.4. Arbres enracinés en � cascade � 833.4 Arbres enracinés en � cascade �Nous présentons un algorithme basé sur les conventions de tracé dé�nies par P. Eades, T. Lin etX. Lin dans [19]. Un tracé en cascade d'un arbre enraciné consiste à placer les �ls d'un n÷ud de hauten bas, contrairement à l'algorithme précédent où les �ls étaient placés de gauche à droite. La �gure3.20 montre le même arbre enraciné dessiné avec les deux conventions de tracé. Comme cela est illustrésur cette �gure, les tracés en cascade conduisent à des arbres moins larges mais plus hauts qu'avec laconvention classique. Le principe de l'algorithme est exactement le même que dans la convention de tracéclassique. La �gure 3.21 ci-dessous en illustre les di�érentes étapes, que l'on peut comparer avec la �gure3.4. Les �èches en pointillés courts correspondent aux liens permettant de suivre les contours haut et basdes sous-arbres, la �èche en pointillés longs représente le lien ajouté entre les deux sous-arbres une foisdéterminée la distance verticale entre les sous-arbres. L'algorithme est plus simple que dans le cas de laconvention classique, et nous ne le détaillons pas.3.5 Graphes non orientésNous considérons maintenant le tracé de graphes non orientés. Une première méthode consiste àassocier aux représentations des graphes une fonction énergie J d'autant plus basse que la qualité du dessinest grande. Pour un graphe donné, on cherche alors à minimiser la fonction J par des méthodes classiquesd'optimisation. Cette méthode est utilisée initialement par R. Davidson et D. Harel [11], en utilisant uneméthode d'optimisation par recuit simulé. L'avantage de cette méthode est que l'on peut associer desfonction d'estimation du dessin quelconques, qui peuvent traduire des critères esthétiques très variés. Enrevanche, le coût de la méthode est élevé et celle-ci nécessite de déterminer de nombreux paramètres,di�érents pour chaque graphe, pour obtenir de bons résultats. Une méthode proposée antérieurement parP. Eades [15], appelée spring embedder peut être vue comme un cas particulier de la méthode décriteci-dessus, mais pour laquelle il est possible d'obtenir rapidement une solution satisfaisante sans réglagede paramètres. Nous présentons maintenant deux algorithmes issus de cette dernière approche.3.5.1 Algorithme FRLe principe de l'algorithme spring embedder proposé par P. Eades consiste à ramener le problèmede tracé d'un graphe à celui de la simulation d'un système physique constitué d'anneaux et de ressorts.Les n÷uds du graphe sont les anneaux, reliés deux à deux par des ressorts. Les longueurs au repos desressorts sont déterminées par la présence ou non d'une arête entre les n÷uds extrémités. Cette méthode estsimilaire à celle de R. Davidson et D. Harel dans le cas où la fonction d'énergie J ne prend en compte queles critères d'éloignement des n÷uds et de longueur uniforme des arêtes, mais a l'avantage de convergerplus rapidement sans aucun réglage de paramètres. Un avantage supplémentaire de cet algorithme estqu'il est simple à mettre en ÷uvre et qu'il semble faire ressortir naturellement les symétries du graphe.Plusieurs heuristiques pour le tracé d'arbres généraux s'inspirent de l'algorithme spring embedder. Onpeut citer l'algorithme de T. Kamada et S. Kawai [37] qui prend en compte des informations supplé-mentaires concernant la longueur minimale des chemins entre les n÷uds du graphe. Nous choisissons deprésenter ici l'algorithme FR proposé par T. Fruchterman et E. Reingold [27], qui utilise des principesde répulsion entre tous les couples de n÷uds et d'attraction entre les n÷uds reliés par des arêtes. Nousétendons l'algorithme initial pour tenir compte des n÷uds de taille arbitrairement grande.3.5.2 PrincipeSi dopt(a; b) représente la distance idéale entre les centres des n÷uds a et b reliés par une arête, alorson peut dé�nir les forces d'attractions qui portent sur a et b comme suit :Algorithme (Attraction des n÷uds)procedure attraction(a:n÷ud, b:n÷ud)d:=distance(a,b);f:= d2dopt(a;b);
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Fig. 3.20: Arbre enraciné suivant les conventions en � cascade � et classique.g
d?

Fig. 3.21: Principe de l'algorithme de tracé en � cascade �.



3.5. Graphes non orientés 85force(a):=force(a)+f ~abd ;force(b):=force(b)-f ~abd ;end_procedure;De même pour chaque couple de n÷uds du graphe, on dé�nit les forces de répulsion entre les n÷uds.On choisit de ne considérer que les couples de n÷uds situés à une distance inférieure à un paramètredmax, ce qui permet entre autres de traiter les graphes non connexes.Algorithme (Répulsion des n÷uds)procedure repulsion(a:n÷ud, b:n÷ud)d:=distance(a,b);if d � dmax thenf:=� dopt(a;b)2d ;force(a):=force(a)+f ~abd ;force(b):=force(b)-f ~abd ;end_if;end_procedure;La valeur de dopt peut être calculée en fonction des tracés des n÷uds et de la longueur souhaitée pourles arêtes. Si l'on note �e la longueur souhaitée pour une arête, on détermine la valeur de dopt en fonctiondes positions et des formes des n÷uds comme indiqué sur la �gure 3.22.�e doptFig. 3.22: Calcul de la distance souhaitable dopt entre les centres de deux n÷uds en fonction de la longueursouhaitée �e de l'arête les reliant.Une étape de l'algorithme consiste à calculer les forces de répulsion pour chaque couple de n÷uds etles forces d'attraction pour chaque couple de n÷uds reliés par une arête. Ensuite, on déplace les n÷uds enfonction des forces qui leur sont appliquées, en limitant les déplacements à l'intérieur d'une boule centréesur le n÷ud et de rayon borne_deplacement.Algorithme (Étape du calcul)procedure etape(borne_deplacement:integer)for all n÷ud a doforce(a):=~0;end_for;for all n÷ud a dofor all n÷ud b dorepulsion(a,b);end_for;end_for;for all arete e of kind a3b doattraction(a,b);end_for;for all n÷ud a do



86 Chapitre 3. Représentation graphique de graphes orientés et non orientésif norme(force(a))> borne_deplacement thenforce(a):= force(a) borne_deplacementnorme(force(a)) ;end_if;position(a):=position(a)+force(a);end_for;end_procedure;On appelle ensuite un certain nombre de fois la procédure etape en faisant décroître la valeur deborne_deplacement.Remarque. Il est également possible de choisir d'arrêter les itérations dès qu'une position satisfaisante est atteinte. Pourcela, on peut par exemple tester si les n÷uds oscillent autour d'une position d'équilibre. �La �gure 3.23 est un exemple d'application de l'algorithme pour des n÷uds de tailles di�érentes.
Fig. 3.23: Exemple d'application de l'algorithme FR pour un graphe ayant des n÷uds de tailles di�érentes.Remarque. L'algorithme FR s'applique dans des espaces euclidiens de dimension quelconque. �3.5.2.1 ComplexitéSi l'on considère que le coût de calcul est déterminé par le coût de calcul des forces d'attraction etde répulsion, ainsi que par les coûts d'initialisation et de déplacement des n÷uds, le coût de l'algorithmeest : O(km) + O(kn2);où k correspond au nombre d'étapes de l'algorithme, n au nombre de n÷uds et m au nombre d'arêtes dugraphe.Pour améliorer l'ordre de complexité, T. Fruchterman et E. Reingold proposent d'utiliser des tech-niques inspirées de celles utilisées dans le problème des n corps. Étant donné que l'on ne considère plusles interactions entre les couples de n÷uds situés à une distance supérieure à dmax, l'idée consiste àséparer l'espace comprenant les n÷uds en une grille carrée, et à ne considérer les interactions qu'entrecarrés voisins. Pour cela, les carrés sont choisis avec une largeur et une hauteur égales à dmax. Quand larépartition des n÷uds est uniforme et le nombre de carrés de l'ordre de n, le coût du calcul des forces derépulsion des n÷uds est alors en O(n).3.5.2.2 Exemples3.5.2.2.1 Appels téléphoniques. Le graphe de la �gure 3.24 correspond à la représentation d'ungraphe issu d'une base de données collectant des appels téléphoniques. Les n÷uds sont étiquetés par lesnuméros de téléphone, et la couleur des n÷uds est di�érente selon les indicatifs téléphonique correspon-dants. Les arêtes traduisent l'information selon laquelle deux personnes sont entrées en contact. Le tracédu graphe a été réalisé à l'aide de l'algorithme FR que nous avons présenté, suivi de quelques déplacementsde n÷uds e�ectués manuellement pour rendre le dessin plus régulier [20].
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207-555-8248

415-555-2188

415-555-6033

303-555-4393

617-555-9765

313-555-0329

415-555-7962

313-555-8563

207-555-1803

406-555-0836

303-555-7955

617-555-9260

415-555-2398

617-555-0991

406-555-5903

207-555-4248

406-555-4676

415-555-0323

207-555-8659

313-555-3853

304-555-8484

617-555-3290

303-555-9878

415-555-4689

415-555-6317

313-555-0122

207-555-0648

303-555-6833

617-555-1436

303-555-1565

313-555-2906

415-555-8267

313-555-2583

617-555-9630

415-555-3330

207-555-7807

415-555-8627

303-555-4543

603-555-8148

304-555-0171

617-555-9925

313-555-9243

207-555-0740

415-555-2401

406-555-8930

207-555-0541

303-555-0357

313-555-4753

617-555-6133

415-555-6062

617-555-0414

303-555-2707

313-555-4005

415-555-0590

207-555-2669

617-555-6988

303-555-6300

617-555-5542

415-555-5266

304-555-9496

603-555-4321

303-555-6429

313-555-1356

207-555-8635

207-555-0710

617-555-5575

313-555-0778

603-555-6565

313-555-5007

304-555-5167

415-555-5908

207-555-3394

617-555-9206

303-555-9223

415-555-7602

415-555-1197

304-555-4660

207-555-1676

406-555-1285

303-555-2769

303-555-0275

303-555-6481

617-555-6257

313-555-2978

415-555-8812

313-555-0515

207-555-8520

303-555-7189

617-555-4734

313-555-5268

415-555-5279

603-555-1213

207-555-9822

303-555-0386

304-555-5661

207-555-7281

415-555-8355

303-555-8576

304-555-2354

617-555-1958

207-555-5013

313-555-7592

415-555-5058

617-555-9344

313-555-4790

313-555-7556

603-555-0525

406-555-5703

406-555-8517

415-555-6423

603-555-5694

Fig. 3.24: Graphe B.



88 Chapitre 3. Représentation graphique de graphes orientés et non orientés3.5.2.2.2 Groupes de permutations et graphes de Cayley.Dé�nition 3.5.1 (Groupe)Un groupe est un couple (G; �), où G est un ensemble non vide et � une application de G � G dans G,associative, possédant un élément neutre et telle que tout élément g du groupe admet un inverse g�1.L'application � est appelée l'opération du groupe. Le cardinal jGj de l'ensemble G est appelé l'ordre dugroupe. �Dé�nition 3.5.2 (générateurs)Un ensemble G � G engendre le groupe G si chaque élément du groupe g peut être exprimé comme unproduit d'éléments de G ou de leurs inverses. L'ensemble G est appelé un ensemble de générateurs, et seséléments sont des générateurs du groupe G. �Dé�nition 3.5.3 (Graphe de Cayley)Soit (G; �) un groupe et G un ensemble de générateurs de G. Le graphe de Cayley Cay(G;G) est le grapheorienté dé�ni par :� l'ensemble des n÷uds de Cay(G;G) est en bijection avec les éléments du groupe G,� il existe une arête orientée entre les n÷uds représentant les éléments a et b du groupe G, étiquetéepar un générateur g de G, si et seulement si a � g = b. �
[ ] [[1,2,3]]

[[1,2]]
[[1,3]]

[[1,3,2]] [[2,3]]
[[1,2]]

[[1,3]]
[[1,3]]

[[1,2]]
[[1,2]] [[1,3]][[1,3]]
[[1,2]][[1,2]] [[1,3]]

[[1,2]]
[[1,3]]Fig. 3.25: Graphe de Cayley du groupe de permutations de générateurs ((1; 2)) et ((1; 3)).Nous nous intéressons à la représentation des graphes de Cayley pour les groupes de permutations.Dans l'exemple suivant, nous dé�nissons la variable gen qui correspond aux générateurs du groupe. Leprogramme Maple Cayley (écrit pour permettre de traiter cet exemple) permet ensuite de construire legraphe de Cayley du groupe engendré, en prenant comme loi de groupe la composition des permutations(fonction mulperms). La variable m correspond à l'ensemble des éléments du groupe. La description g dugraphe comprend l'ensemble des générateurs, l'ensemble des éléments du groupe et l'ensemble des relationsentre éléments. Ensuite, nous convertissons cette description à l'aide de la fonction Cayley2cgraph pourpermettre de dessiner le graphe à l'aide du programme CGraph. Le tracé obtenu est indiqué sur la �gure3.25 :> read(`Cayley.mp`);> gen:=[[1,2]],[[1,3]]:> m:=permgroupallmembers(gen):> g:=Cayley(m,gen,mulperms):g:=[[[[1, 2]], [[1, 3]]], # generateurs



3.5. Graphes non orientés 89[[], [[1, 2]], [[1, 3]], [[1, 2, 3]], [[1, 3, 2]], [[2, 3]]], # noeuds[[1, 2, 1], [1, 3, 2], [2, 1, 1], [2, 4, 2], [3, 1, 2], [3, 5, 1], # aretes[4, 2, 2], [4, 6, 1], [5, 3, 1], [5, 6, 2], [6, 4, 1], [6, 5, 2]]]> Cayley2cgraph_label(g,`Cayley.g`):Les �gures 3.26 et 3.27 montrent l'application du même algorithme pour un graphe plus complexe.Cet exemple illustre les limitations de l'algorithme dès que le nombre d'arêtes devient important. Onpeut comparer les résultats obtenus avec ceux des �gures 3.28 et 3.29, qui utilisent un algorithme avecconservation des propriétés de croisements que nous décrivons par la suite. Cependant, dans cette dernièrereprésentation, le placement initial des n÷uds doit être guidé par l'utilisateur.3.5.3 Algorithme FRCCNous présentons maintenant un nouvel algorithme, appelé FRCC, variante de l'algorithme FR, qui per-met de conserver les propriétés de croisements entre arêtes. Cet algorithme construit, à partir d'unereprésentation d'un graphe, une nouvelle représentation, telle que si deux arêtes du graphe se croisentsur la représentation initiale (respectivement ne se croisent pas), elle se croisent également sur la repré-sentation �nale (respectivement ne se croisent pas).Le principe de l'algorithme proposé est simple, et consiste à assurer que les déplacements des n÷uds,lors de chaque étape de l'algorithme, conservent les propriétés de croisements des arêtes. À chaque n÷uda du graphe, nous associons l'ensemble E(a) qui correspond à l'ensemble des positions que le n÷ud a estautorisé à prendre lors de son déplacement. Au début de chaque étape, E(a) correspond à la boule centréeen a et de rayon le déplacement maximal autorisé, donné par la valeur borne_deplacement. Ensuite, pourchaque n÷ud a et chaque arête e dont les extrémités sont les n÷uds c et b, nous calculons la distanceeuclidienne d entre a et e, et nous mettons à jour les ensembles E(a), E(b) et E(c) comme indiqué sur la�gure 3.30. E(a), �guré en grisé sur la �gure, devient l'intersection de E(a) et du demi plan contenant aet de frontière la droite parallèle à e et à distance d=3 de a. E(b) et E(c) sont construits de façon similaire,en e�ectuant leur intersection avec le demi-plan ne contenant pas a dont la frontière est parallèle à e etsituée à une distance 2=3d de a. Ceci garantit que les propriétés de croisement des arêtes sont conservées.En e�et les n÷uds ne peuvent pas � traverser � les arêtes au cours des di�érentes étapes.b cadFig. 3.30: Mise à jour des déplacements autorisés.Par contre, les n÷uds tendent alors à se rapprocher des arêtes. Pour éviter cela, nous introduisons unenouvelle interaction entre les n÷uds et les arêtes. Pour un n÷ud a et une arête e d'extrémités b et c, nousdéterminons le point i, s'il existe, qui correspond à la projection du point a sur l'arête. Nous calculonsalors la force de répulsion entre le n÷ud a et un n÷ud �ctif situé au point i, et nous transmettons ensuiteles forces calculées aux points extrémités de l'arête (Fig. 3.31). La force de répulsion appliquée entre lesn÷uds et les arêtes peut être ajustée en fonction d'un paramètre de.
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[[1,2]][[1,3]] [[5,6]][[1,2]] [[5,6]]

[[1,3]]
[[1,3]]

[[1,2]]
[[5,6]]

[[5,6]] [[1,2]][[1,3]] [[5,6]][[1,2]]
[[1,3]][[1,3]]

[[1,2]] [[5,6]]
[[1,2]]

[[1,3]][[5,6]]
[[5,6]] [[1,3]]

[[1,2]] [[1,2]][[1,3]]
[[5,6]]

[[1,3]]
[[5,6]]

[[1,2]][[5,6]]
[[1,2]]

[[1,3]][[5,6]] [[1,2]][[1,3]]

[ ] [[1,2]][[1,3]]
[[1,2,3]][[1,3,2]] [[2,3]]

[[5,6]] [[1,2],[5,6]][[1,3],[5,6]]
[[1,2,3],[5,6]][[1,3,2],[5,6]]

[[2,3],[5,6]]Fig. 3.26: Graphe de Cayley du groupe de permutations de générateurs ((1; 2)), ((1; 3)) et ((5; 6)) (algo-rithme FR).
[ ][[1,2]]

[[1,3,4]]
[[1,2]]

[[1,3,4]]
[[1,2]] [[1,3,4]]

[[1,2]]
[[1,3,4]]

[[1,2]][[1,3,4]]

[[1,2]][[1,3,4]]
[[1,3,4]] [[1,2]]

[[1,2]] [[1,3,4]]

[[1,2]]
[[1,3,4]]

[[1,3,4]][[1,2]] [[1,2]] [[1,3,4]]
[[1,2]][[1,3,4]][[1,2]]

[[1,3,4]]
[[1,2]]

[[1,3,4]]
[[1,3,4]] [[1,2]]

[[1,3,4]]
[[1,2]]

[[1,3,4]]
[[1,2]][[1,3,4]]

[[1,2]][[1,2]][[1,3,4]]
[[1,2]] [[1,3,4]]

[[1,2]]
[[1,3,4]]

[[1,2]]
[[1,3,4]]

[[1,3,4]][[1,2]][[1,3,4]]
[[1,2]]

[[1,2]]
[[1,3]]

[[1,2,3,4]]

[[1,3,4,2]]
[[1,4,3]]

[[2,3,4]]

[[1,4,2,3]]

[[1,2,4,3]]
[[1,4,3,2]]

[[1,3],[2,4]]
[[2,4,3]]

[[1,4],[2,3]]
[[2,4]]

[[2,3]]
[[1,3,2,4]]

[[1,3,2]]
[[1,2,4]] [[1,2,3]]

[[1,4]]
[[1,2],[3,4]]

[[3,4]][[1,3,4]]
[[1,4,2]]Fig. 3.27: Graphe de Cayley du groupe de permutations de générateurs ((1; 2)) et ((1; 3; 4)) (algorithmeFR).
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[[1,2]][[1,3]]

[[5,6]]
[[1,2]] [[5,6]][[1,3]]

[[1,3]]
[[1,2]]

[[5,6]] [[5,6]] [[1,2]][[1,3]]
[[5,6]]

[[1,2]]

[[1,3]]
[[1,3]]

[[1,2]] [[5,6]]
[[1,2]]

[[1,3]][[5,6]]
[[5,6]]

[[1,3]]

[[1,2]] [[1,2]][[1,3]]
[[5,6]]

[[1,3]]
[[5,6]]

[[1,2]]
[[5,6]]

[[1,2]]

[[1,3]] [[5,6]] [[1,2]]
[[1,3]]

[] [[1,2]][[1,3]]
[[1,2,3]][[1,3,2]] [[2,3]]

[[5,6]]
[[1,2],[5,6]]

[[1,3],[5,6]]

[[1,2,3],[5,6]]
[[1,3,2],[5,6]]

[[2,3],[5,6]]Fig. 3.28: Graphe de Cayley du groupe de permutations de générateurs ((1; 2)), ((1; 3)) et ((5; 6)) (algo-rithme FRCC).
[ ][[1,2]]

[[1,3,4]]
[[1,2]][[1,3,4]]

[[1,2]] [[1,3,4]] [[1,2]]
[[1,3,4]][[1,2]][[1,3,4]] [[1,2]]

[[1,3,4]]

[[1,3,4]] [[1,2]][[1,2]] [[1,3,4]]

[[1,2]] [[1,3,4]]

[[1,3,4]]

[[1,2]]
[[1,2]]

[[1,3,4]][[1,2]][[1,3,4]][[1,2]]
[[1,3,4]]

[[1,2]]
[[1,3,4]] [[1,3,4]][[1,2]]

[[1,3,4]] [[1,2]]
[[1,3,4]][[1,2]][[1,3,4]]

[[1,2]]
[[1,2]]

[[1,3,4]] [[1,2]][[1,3,4]]
[[1,2]]

[[1,3,4]]
[[1,2]] [[1,3,4]] [[1,3,4]][[1,2]][[1,3,4]] [[1,2]]

[[1,2]]

[[1,3]]

[[1,2,3,4]]

[[1,3,4,2]]

[[1,4,3]][[2,3,4]]

[[1,4,2,3]]

[[1,2,4,3]] [[1,4,3,2]][[1,3],[2,4]]
[[2,4,3]]

[[1,4],[2,3]] [[2,4]]
[[2,3]][[1,3,2,4]]

[[1,3,2]] [[1,2,4]]
[[1,2,3]][[1,4]] [[1,2],[3,4]][[3,4]]

[[1,3,4]][[1,4,2]]

Fig. 3.29: Graphe de Cayley du groupe de permutations de générateurs ((1; 2)) et ((1; 3; 4)) (algorithmeFRCC).
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b caidFig. 3.31: Calcul des interactions entre n÷uds et arêtes.Algorithme (Répulsion entre n÷uds et arêtes)procedure repulsion(a:n÷ud, e:arête)if 9 i 2 e such that ~ai:~bc = 0 thend:=distance(a,i);if d�dmax thenf:=� de2d ;force(a):=force(a)+f ~aid ;force(b):=force(b)-f ~aid ;force(c):=force(c)-f ~aid ;end_if;end_if;end_procedure;La �gure 3.32 montre quelques exemples d'application de l'algorithme FRCC. Les exemples (1) et (2)montrent l'utilisation du programme pour améliorer les représentations obtenues à partir des algorithmesclassiques de tracé de graphes planaires. L'algorithme proposé permet ainsi de faire apparaître les sy-métries dans les graphes planaires. Les exemples (3), (4) et (5) illustrent les propriétés de conservationde la partition de l'espace induite par les arêtes, et montrent l'intérêt de l'algorithme dans le cas d'uneutilisation interactive : l'utilisateur choisit une position de départ, qui peut provenir éventuellement d'unemodi�cation du tracé obtenu après application de l'algorithme FR, puis applique l'algorithme FRCC poura�ner les placements des n÷uds.3.6 Graphes orientésNous considérons maintenant le tracé de graphes orientés. Nous présentons deux algorithmes di�érents.Le premier utilise les principes d'attraction répuslion des algorithmes à ressorts. L'adaptation au cas desgraphes orientés di�ère cependant assez nettement du cas non orienté, le tracé du graphe obtenu étantdi�érent selon l'ordre dans lequel les arêtes du graphe sont considérées. Le second algorithme utilise lestechniques courantes pour dessiner des graphes orientés, selon les principes généraux proposés par K.Sugiyama, S. Tagawa et M. Toda [52].3.6.1 Algorithme à � ressorts �Nous proposons d'appliquer les principes mis en ÷uvre dans le cas des graphes non-orientés au casdes graphes orientés. Nous cherchons à véri�er les critères esthétiques suivants :i. les arêtes doivent être dirigées de haut en bas,



3.6. Graphes orientés 93Position initiale Position �nale (1)
(2)(3)(4)(5)Fig. 3.32: Exemples de tracés obtenus avec l'algorithme FRCC.



94 Chapitre 3. Représentation graphique de graphes orientés et non orientésii. les n÷uds doivent être distribués uniformément sur la page,iii. les arêtes doivent être de longueur uniforme.Nous conservons les mêmes notations que dans le cas non-orienté. Le vecteur position d'un n÷ud aest noté position(a), le vecteur correspondant à la force exercée sur le n÷ud, dont dépend le déplacementdu n÷ud à chaque étape de l'algorithme,est noté force(a).Nous présentons maintenant les di�érences de l'algorithme par rapport au cas non orienté. Nousdistinguons l'une des composantes du vecteur position, la composante verticale, qui traduit la notion dehaut vers le bas utilisée dans le critère i. L'algorithme présenté est incrémental, et le calcul des forcesdi�ère selon l'ordre dans lequel les n÷uds et arêtes sont ajoutées au graphe. Nous introduisons de nouvellesdonnées pour chaque n÷ud a du graphe :� le n÷ud d'attache de a, noté attache(a) est le noeud à partir duquel nous calculons la composanteverticale du vecteur position de a,� la position d'attache de a, notée posattache(a), est la position relative de a par rapport à son n÷udd'attache,� l'identi�cateur de composante, noté composante(a), est un entier qui est identique entre deux n÷udsappartenant à la même composante connexe du graphe.Les n÷uds d'attache sont calculés au fur et à mesure que l'on ajoute des arêtes au graphe. Lorsde l'ajout d'un n÷ud a, attache(a) est initialisé à nil, et composante(a) reçoit une valeur non encoreutilisée. Lors de l'ajout d'une arête, on regarde tout d'abord si les deux n÷uds reliés font partie de lamême composante connexe. Si c'est le cas, on ne fait rien. Sinon, si l'une des extrémités de l'arête n'a pasde n÷ud d'attache, on lui attache l'autre extrémité. La position d'attache est déterminée en fonction dela valeur �opt(a; b), la distance verticale optimale entre les n÷uds a et b. Les n÷uds a et b font maintenantpartie de la même composante connexe : on met donc à jour les valeurs des composantes des n÷uds.Algorithme (Ajout d'une arête)procedure ajoute_arete(a:n÷ud, b:n÷ud)if composante(a)6=composante(b) alorsif attache(b)=nil thenattache(b)=a;pos_attache(b)=�_opt(a; b);else_if attache(a)=nil thenattache(a)=b;pos_attache(a)=��_opt(a; b);end_if;tmp:=composante(b);for all n÷ud n doif composante(n) = tmp thencomposante(n):=composante(a);end_if;end_for;end_if;end_procedure;L'algorithme ci-dessus, en ne permettant de créer des liens attache qu'entre des n÷uds appartenant,avant l'ajout de l'arête, à des composantes connexes di�érentes, garantit qu'il n'y a pas de cycles selonles liens attache. Le coût de l'algorithme est en O(n), où n est le nombre de n÷uds du graphe.Nous dirons que deux n÷uds sont situés à un même niveau s'ils sont séparés par une distance verticaleinférieure à un nombre �v. Pour deux n÷uds situés au même niveau, nous appliquons les même procéduresque dans le cas non-orienté, mais en ignorant la composante verticale. Si deux n÷uds ne sont pas sur unmême niveau, nous ignorons les forces de répulsion ; si ces deux n÷uds sont reliés par une arête, nousessayons de faire en sorte que l'arête soit la plus verticale possible. Dans les procédures qui suivent, nous



3.6. Graphes orientés 95notons ~v le vecteur dont toutes les composantes valent un, excepté pour la composante verticale qui estnulle, et ~v0 le vecteur dont toutes les composantes sont nulles, excepté pour la composante verticale quivaut un :Algorithme (Attraction des n÷uds)procedure attraction(a:n÷ud, b:n÷ud)dz:=jb:z� a:zj;if dz > � thenforce(a):=force(a)+ ( ~ab:~v2 ;force(b):=force(a)� ~ab:~v2 ;elsed:=jj ~ab:~vjj;if d�d_max thenf:= d2dopt(a;b);force(a):=force(a)+ f � ~ab:~vd ;force(b):=force(b)� f � ~ab:~vd ;end_if;end_if;end_procedure;Algorithme (Répulsion des n÷uds)procedure repulsion(a:n÷ud, b:n÷ud)dz:=jjposition(b):~v0jj;if dz � � thend:=jj ~ab:~v0jj;f:=� dopt(a;b)2d ;force(a):=force(a)+ f � ~ab:~vd ;force(b):=force(b)� f � ~ab:~vd ;end_if;end_procedure;Nous ajoutons également des interactions visant à faire s'écarter les n÷uds des arêtes. Par rapport aucas non orienté présenté dans le cas de l'algorithme FRCC, on ne calcule plus la projection orthogonale surla droite passant par l'arête, mais l'intersection entre le plan horizontal passant par le n÷ud et la droitepassant par l'arête.Algorithme (Répulsion des n÷uds)procedure repulsion_noeud_arete(a:n÷ud, e:arete)s4t:=e;�:=( ~sa:~v)=(~at:~v);if 0 � ��1 thenlet i such that ~si = � � ~st;d:=jj~iajj;if d�d_max thenf:=� dopt(a;b)2d ;force(a):=force(a)+f � ~ai:~vd ;force(b):=force(b)-f � ~ai:vecvd ;end_if;end_if;end_procedure;En plus des attractions et des répulsions entre n÷uds, il convient d'essayer, à chaque étape, de placerchaque n÷ud en fonction de son père d'attache.Algorithme (Attachement des n÷uds)procedure attachement(a:n÷ud)



96 Chapitre 3. Représentation graphique de graphes orientés et non orientésif attache(a)6=nil thenb:=attache(a);position(a):~v0:=position(a):~v0+ jj ~ab:~v0jj+ posattache(a);end_if;end_procedure;Il convient ensuite de prendre en compte chacune de ces interactions dans une procédure etapesimilaire à celle présentée dans le cas non orienté.Dans le cas d'un dessin dans le plan, cette méthode n'est pas satisfaisante, du fait du choix de lalongueur uniforme des arêtes qui conduit à de nombreux croisements. Son utilisation dans un espace entrois dimensions comporte par contre plusieurs avantages : les croisements sont moins fréquents et c'estune méthode incrémentale bien adaptée à la représentation de graphes modi�és dynamiquement.3.6.2 Algorithme classiqueLa méthode proposée par K. Sugiyama, S. Tagawa et M. Toda [52] pour la représentation des graphesorientés consiste à véri�er successivement les critères esthétiques suivants :i. les arêtes doivent être dirigées de haut en bas,ii. les n÷uds doivent être distribués uniformément sur la page,iii. les croisements d'arêtes doivent être évités.Les étapes de l'algorithme consistent à transformer le graphe en graphe acyclique en retournantcertaines arêtes du graphe (critère i), placer les n÷uds par niveaux (critères i et ii), supprimer les arêtesentre des n÷uds de niveaux éloignés en ajoutant des n÷uds supplémentaires pour permettre de minimiserles croisements d'arêtes (critère iii).3.6.2.1 Suppression des cyclesLa première étape l'algorithme consiste à supprimer les cycles en inversant un minimumd'arêtes pourpermettre de suivre le critère i. Cette étape sera décrite dans le chapitre 4 en section 4.3.3.1, et noussupposons ici que nous disposons dès le départ d'un graphe acyclique.3.6.2.2 Placement des n÷uds par niveauxLa seconde étape de l'algorithme consiste à déterminer les positions verticales des n÷uds du graphe,en suivant les critères i et ii. Pour cela nous choisissons de partitionner les n÷uds du graphe en h sous-ensembles N1; : : : ; Nh, appelés les niveaux du graphe, tels que si a4b avec a 2 Ni et b 2 Nj , alors i < j.h est appelé la hauteur du graphe, le cardinal maximal des ensembles Ni étant sa largeur .Le problème consistant à choisir à quel niveau placer un n÷ud se rapproche des problèmes d'ordon-nancement de tâches, qui sont des problèmes classiques en recherche opérationnelle. Les n÷uds du grapheque nous souhaitons a�cher sont les tâches, les arêtes les contraintes de précédence. Une première idéeconsiste naturellement à utiliser les algorithmes classiques d'ordonnancement. Nous pouvons par exempleplacer les n÷uds selon le chemin le plus court ou le plus long. L'inconvénient majeur de cette méthode estque celle-ci peut conduire à des graphes très larges. Pour en limiter les e�ets, on peut limiter le nombre den÷uds par niveaux. Le problème devient alors similaire à celui de l'ordonnancement de tâches de duréeunitaire sur machines parallèles ayant un nombre borné de processeurs. Ce problème a été très étudiéet est NP-complet quand le nombre de processeurs est supérieur ou égal à trois [8, 32]. La méthode laplus couramment utilisée est celle dite d'ordonnancement de listes [8, 9, 30]. Le principe consiste à asso-cier des priorités aux di�érentes tâches, puis à choisir la tâche de priorité maximale compatible avec lescontraintes de précédence. Soit p le nombre de processeurs disponibles. Nous notons E l'ensemble destâches qu'il reste à exécuter, P les contraintes de précédence et niveau(t) la date de début d'exécutionde la tâche t. D(k) correspond à l'ensemble des tâches qu'il est possible de faire débuter au temps k. Leprincipe de l'algorithme consiste à choisir, parmi les tâches qu'il est possible d'exécuter au temps t, cequi dépend uniquement des contraintes de précédence, celle de priorité maximale. Si le nombre maximal



3.6. Graphes orientés 97de tâches que l'on peut exécuter simultanément est atteint, ou si aucune tâche ne peut être exécutée, oncherche alors à placer les tâches restantes au niveau suivant, et ainsi de suite jusqu'à ce que toutes lestâches soient placées.Algorithme (Ordonnancement de listes)� Données : un graphe orienté acyclique,� Résultat : le niveau de chaque n÷ud du graphe est connu.k:=1;i:=1;D(1):=ft02E; @t002E; t004t0g;D(2):=;;while E 6=; doif 9 t2D(k) such that 8t02D(k); priorite(t)�priorite(t0);E:=E � ftg;D(k):=D(k)� ftg;niveau(t):=k;i:=i+ 1;D(k+ 1):=D(k+ 1) [ ft02V +4(t);@ t002(E \ V �4(t0))g;if i = p+ 1 thenD(k+ 1):=D(k+ 1) [ D(k);D(k+ 2):=;;k:=k+ 1;i:=1;end_if;elseD(k + 2):=;;k:=k+ 1;i:=1;end_ifend_whileLa di�culté principale des algorithmes d'ordonnancement de liste réside dans la détermination despriorités des tâches qui conduisent à de bons résultats. Une méthode couramment utilisée consiste à choisirla priorité selon le chemin critique, c'est-à-dire selon le maximum des longueurs des chemins allant decette tâche à une tâche terminale. Si h correspond à la hauteur de l'ordonnancement construit à l'aidede cette heuristique, et hopt à la hauteur de l'ordonnancement de hauteur minimale qu'il est possibled'obtenir, on obtient la relation suivante pour des tâches unitaires et p � 3 :h � hopt(2� 1p� 1): (3.2)Remarque. Il est possible d'améliorer ce résultat en précisant la notion de priorité pour les n÷uds ayant mêmechemin critique. La méthode de Co�man-Graham [8] permet de résoudre le problème pour des tâches unitaireset pour p = 2 de façon optimale. Dans le cas où p � 3, on obtient à l'aide de cet algorithme la relation suivante :h � hopt(2� 2p ):Cet algorithme a une complexité en O(n2) si l'on suppose construite la fermeture transitive du graphe (en O(n3)avec un algorithme classique). Il existe une variante quasi-linéaire de cet algorithme, proposée par H. N. Gabow[28], qui ne nécessite pas le calcul de la fermeture transitive du graphe, mais qui est di�cile à mettre en ÷uvre. �Nous disposons donc, avec les algorithmes d'ordonnancement de listes, d'une méthode simple permet-tant de borner la largeur d'un graphe en multipliant au pire par deux la hauteur du graphe par rapportà la hauteur minimale qu'il est possible d'obtenir. Cependant, nous n'avons pas tenu compte de l'aspectesthétique du graphe dans le choix des niveaux. En particulier, les placements de type ordonnancement delistes placent les n÷uds dès que cela est possible. Cela conduit à des graphes pour lesquels les extrémités



98 Chapitre 3. Représentation graphique de graphes orientés et non orientésba c ed gfi hFig. 3.33: Placement des n÷uds par niveaux suivant un algorithme d'ordonnancement de liste suivant lechemin critique. ba c ed gfi hFig. 3.34: Placement des n÷uds par niveaux avec minimisation des longueurs des arêtes par la méthodedu simplexe. 5th Edition6th Edition PWB 1.01 BSDLSXWollongong Mini Unix Interdata PWB 1.2 USG 1.07th Edition PWB 2.0 USG 2.0 CB Unix 1UniPlus+ Xenix32V Unix/TS 1.0 USG 3.0 CB Unix 32 BSD 3 BSD Unix/TS 3.0 CB Unix 34 BSD Unix/TS++ PDP-11 Sys VV7M
4.1 BSD TS 4.02.8 BSD 4.2 BSD 8th Edition System V.0Ultrix-112.9 BSD Ultrix-324.3 BSD 9th Edition System V.2System V.3Fig. 3.35: Hiérarchie Unix.



3.6. Graphes orientés 99des arêtes peuvent être placées sur des niveaux très distants, comme par exemple le n÷ud i sur la �gure3.33. Pour résoudre ce problème, on peut choisir comme critère de placement des n÷uds le critère de ladi�érence des niveaux des n÷uds reliés par des arêtes. Si l'on note origine(e) l'origine d'une arête e, etdestination(e) sa destination, on cherche alors à minimiser la somme des di�érences de niveaux entre lesn÷uds extrémités des arêtes du graphe :Xe2Gniveau(destination(e)) � niveau(origine(e));avec les contraintes 8e 2 G;niveau(source(e)) � niveau(destination(e)): Les contraintes et la fonctionà minimiser sont linéaires, et le problème peut être résolu par un algorithme de type simplexe sur lesentiers [7, 40]. Cette méthode est utilisée initialement dans le système DAG [29] et conduit à de très bonsrésultats. La minimisation de la longueur des arêtes entraîne de surcroît une hauteur du graphe minimale.Si le graphe est composé de k n÷uds n1; : : : ; nk, et l arêtes, et que l'on note x1; : : : ; xk les hauteurscherchées pour les n÷uds, le problème revient à minimiser :Cx avec Ax � boù x, C, A et b sont dé�nis par :x = 0B@ x1...xk 1CAC = �@�4(n1)� @+4(n1); : : : ; @�4(nk)� @+4(nk)�A = 0B@ a11 : : : ak1... aij ...a1l : : : akl 1CA ; aij = ������ ou 1 si ni4nj;�1 si nj4ni;0 sinonb = 0B@ �1...�1 1CALa �gure 3.35 correspond à l'exemple de la �gure 2 présenté dans l'article [29], et a été réalisée à l'aidede l'algorithme de tracé de graphes orientés acycliques.3.6.2.3 Ajout de n÷uds temporairesPour simpli�er les étapes ultérieures de minimisation du nombre de croisements entre arêtes, nousajoutons des n÷uds temporaires sur les longues arêtes (n÷uds grisés sur la �gure 3.36). En d'autrestermes, nous modi�ons le graphe de sorte que deux n÷uds reliés par une arête se trouvent sur desniveaux successifs.
Fig. 3.36: Ajout de n÷uds temporaires.



100 Chapitre 3. Représentation graphique de graphes orientés et non orientésAlgorithme (Ajout de n÷uds temporaires)for all arete of kind a4b donb_niveaux:=niveau(b)-niveau(a);supprimer l'arete a4b;ai:=a;for i from 1 to nb_niveaux� 1 doajouter un n÷ud temporaire bi;ajouter l'arete ai4bi;ai:=bi;end_for;ajouter l'arete ai4b;end_for;Après cette étape on a la propriété suivante :8a4b; niveau(b) = 1 + niveau(a)Remarque. La méthode du simplexe, utilisée lors du choix des niveaux des n÷uds, assure que le nombre de n÷udstemporaires ajoutés durant cette phase est minimal.3.6.2.4 Ordonner les n÷uds de même niveauLe but de cette étape est d'ordonner les n÷uds d'un même niveau de sorte que le nombre de croisementsentre les arêtes soit minimal. Ce problème est NP-complet, y compris si l'on ne considère que deux niveaux[31]. Nous présentons ici une heuristique basée sur l'intuition selon laquelle les n÷uds doivent être placésle plus près possible des n÷uds auxquels ils sont reliés par une arête. Nous choisissons de placer les n÷udsau point médian des emplacements des n÷uds qui leur sont voisins. Nous supposons connues une fonctionmediane(n:noeud) qui calcule la position médiane des points de V +4(n)[V �4(n). Une étape ordonnede l'algorithme s'écrit alors :Algorithme (Ordonner les n÷uds par niveaux)procedure ordonne()for i from 2 to h,then for i from h� 1 to 1 dofor all n2Li dox(n):=mediane(n);end_for;ordonner(Li) selon x;an:=nil;for all n2Li doif an6=nil thenx(n):=x(an) + �_h;end_if;an:=n;end_for;end_for;end_procedureIl est possible d'augmenter l'e�cacité de l'algorithme précédent en diminuant le nombre de croisementsentre arêtes, à l'aide d'une méthode de minimisation locale du nombre de croisements. Pour chaque pairede n÷uds a et b successifs du niveau Li, on échange les positions de a et b si cela diminue le nombre decroisements. On s'arrête dès qu'il n'y a plus d'échange possible.Remarque. Il est possible d'utiliser d'autres heuristiques pour le placement des n÷uds sur les niveaux. Il est possible deremplacer l'heuristique médiane par une heuristique barycentre. Il est également possible d'utiliser une méthode globalequi n'utilise pas la méthode d'échange local. Cette méthode, proposée initialement par W. Tutte [55] revient, une foisdéterminées les positions sur le premier et le dernier niveau, à résoudre un système linéaire d'équations. D'après [21], six(n) représente l'abscisse du n÷ud n, on résout un système d'équations de la forme:x(n) = Ps2V+4(n) x(s)2@+4(n) + Ps2V�4(n) x(s)2@�4(n) �



3.7. Conclusion 1013.6.2.5 Placement vertical et �nitionsLe placement vertical des n÷uds se fait en fonction des niveaux. Pour chaque niveau, on détermine len÷ud de hauteur maximal, et l'on place chaque n÷ud selon son niveau. Une fois les positions verticaleset horizontales connues, il reste ensuite à remplacer les n÷uds temporaires par des arêtes brisées et àrestituer les arêtes qui ont été retournées.3.6.2.6 Exemples3.6.2.6.1 Dérivations d'un système de réécriture. Pour illustrer l'algorithme de tracé de graphesorientés, nous construisons le graphe acyclique correspondant à l'ensemble des dérivations possibles, issuesdu terme ss0 � ss0, du système de réécriture suivant, dé�ni sur l'alphabet f0; s;+;�g :8>><>>: x+ 0! xx+ sy ! s(x + y)x� 0! 0x� sy ! (x� y) + x (3.3)Ce système permet d'e�ectuer l'addition et la multiplication de deux entiers donnés sous forme unaire.Le graphe de toutes les dérivations issues du terme ss0� ss0 est représenté sur la �gure 3.37. Les entierss0, ss0, sss0 et ssss0 sont notés 1, 2, 3 et 4 sur le dessin.3.6.2.6.2 N÷uds de tailles di�érentes. La �gure 3.38 est un exemple de graphe dont les n÷udsont des tailles di�érentes. Sur cet exemple, nous remarquons que le placement des n÷uds est e�ectué parniveau, contrairement au choix que nous avons e�ectué dans le cas des arbres.3.7 ConclusionDans ce chapitre, nous avons présenté plusieurs algorithmes de tracé de graphes dédiés à des classesparticulières. Les algorithmes présentés n'ont pas tous été étudiés dans le même but. Certains cherchentà apporter un éclairage nouveau au problème du tracé de certaines classes de graphes : c'est le cas del'algorithme de tracé de graphes orientés présenté au point 3.6.1 et celui de tracé des graphes non orientésavec conservation des croisements présenté au point 3.5.3. Les autres algorithmes ont été étudiés dans unbut précis, permettre leur utilisation conjointement avec l'algorithme que nous allons présenter dans lechapitre suivant. Pour cette raison, nous avons apporté un intérêt particulier à l'extension d'algorithmes,connus pour être performants, au cas de graphes possèdant des n÷uds de tailles arbitrairement grandes.C'est le cas de l'algorithme de tracé de graphes orientés du point 3.6.2 et celui de tracé des graphes nonorientés du point 3.5. Ils nous ont permis de nous rendre compte de la variété des techniques mises en÷uvre pour résoudre les problèmes de tracé de graphes. En�n, l'algorithme de tracé d'arbres enracinésdu point 3.3 montre que la méthode des liens, moyennant une modi�cation simple, peut être utilisée dansle cas du tracé de graphes généraux dont les n÷uds ne sont pas placés obligatoirement par niveau. Tousces algorithmes ont été implantés en pratique dans les logiciels que nous présentons au chapitre 5.Algorithme Type de grapheFR 3 +FR modi�é 3 � +FRCC 3 � � +FR orienté 4 � +STT 4 |STT modi�é 4 � | ~RTRT modi�é � }



102 Chapitre 3. Représentation graphique de graphes orientés et non orientésLa signi�cation des symboles utilisés est la suivante :� � : permet le tracé de graphes ayant des n÷uds de tailles di�érentes,� + : algorithme incrémental. Le tracé obtenu après une modi�cation mineure du graphe dépenddu tracé dont on disposait avant modi�cation, et les di�érences entre les deux dessins sont peuimportantes,� � : la partition des n÷uds du graphe est conservée au cours des étapes de l'algorithme,� | : possède une heuristique dédiée à la minimisation des croisements d'arêtes,� ~ : minimise le nombre de n÷uds temporaires ajoutés au graphe,� } : plaement des n÷uds non obligatoirement par niveaux.



3.7. Conclusion 103
2� 2(2� 1) + 2(2� 0 + 2) + 2 s(2� 1 + 1)(0 + 2) + 2 s((2� 0 + 2) + 1) ss(2� 1 + 0)s(2� 0 + 1)ss(2� 0 + 0) + 2 s(0 + 1) + 2 s(0 + 2 + 1)s(s(2� 0 + 1) + 1) ss(2� 0 + 2 + 0) ss(2� 1)ss(2� 0) + 2ss(0 + 0) + 2 s(ss(2� 0 + 0) + 1) s(s(0 + 1) + 1) ss(0 + 2 + 0)ss(s(2� 0 + 1) + 0) ss(2� 0 + 2)ss0 + 2 s(ss(0 + 0) + 1)s(ss(2� 0) + 1) ss(ss(2� 0) + 0) ss(s(0 + 1) + 0) ss(0 + 2)sss(2� 0 + 1)s(ss0 + 1) ss(ss0 + 0) ss(ss(0 + 0) + 0)ssss(2� 0) sss(0 + 1)ss(ss0 + 0) ssss(0 + 0)4Fig. 3.37: Graphe de toutes les dérivations issues du terme ss0� ss0, pour le système de réécriture (3.3).
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Fig. 3.38: Graphe orienté dont les n÷uds sont de taille di�érente.



Chapitre 4Représentation graphique de graphescomposésNous abordons maintenant le problème de la représentation graphique des structures décompo-sables. Nous nous intéressons pour cela à la représentation de graphes particuliers, les graphescomposés, qui possèdent à la fois des relations d'adjacence et d'inclusion entre les n÷uds. Les relationsd'inclusion permettent en e�et de représenter de façon naturelle les structures construites de façon récur-sives.La représentation graphique des graphes possédant des relations d'inclusion n'a été abordée que re-lativement récemment. On peut citer la réalisation du système D-ABDUCTOR par K. Sugiyama et K. Misue[50, 51] pour la représentation de graphes orientés, ou encore les travaux de P. Eades, Q. Feng et X.Lin concernant le tracé de graphes orientés planaires ou en trois dimensions [17, 18]. Notre approche sedémarque fortement des algorithmes proposés antérieurement pour la représentation de graphes ayantdes relations d'inclusion, et est guidée par la nature récursive et la variété des structures décomposables àreprésenter. Tout d'abord, les graphes que nous considérons possèdent potentiellement à la fois des arêtesorientées et non orientées. De plus, pour permettre une représentation naturelle des structures décom-posables, nous avons choisi de permettre de faire cohabiter plusieurs algorithmes classiques de tracé degraphe au sein d'une même représentation. Ces deux choix nous conduisent à concevoir entièrement denouveaux algorithmes pour la représentation des graphes composés, dont la particularité essentielle estde permettre l'utilisation d'algorithmes de tracé en nombre potentiellement in�ni.Ce chapitre contient les résultats les plus originaux de la thèse. Le premier concerne la réalisationde deux algorithmes dont la combinaison permet la représentation satisfaisante, dans la plupart descas, de toutes les structures décomposables. Le premier algorithme, présenté en section 4.2.1.2, permet detracer des graphes composés particuliers, les graphes imbriqués. Le deuxième algorithme, décrit en section4.4.1, permet de convertir de façon systématique des structures décomposables en graphes imbriqués. Cecipermet au �nal de disposer d'une première méthode pour la représentation des structures décomposables,qui s'avère bien adaptée pour faire ressortir les propriétés des constructeurs décrivant la structure.Les résultats suivants du chapitre visent à permettre une plus grande souplesse dans la représenta-tion des structures décomposables. Pour cela, nous cherchons à représenter des sous-classes des graphescomposés de plus en plus larges, en laissant totalement libre la conversion des structures en graphesdécomposables. Nous proposons ainsi en section 4.5 un algorithme permettant de représenter des graphesdécomposables enracinés, qui consiste à ramener le problème à celui du tracé des graphes imbriqués. C'estdans cette partie que se situe la di�culté la plus importante du chapitre. Ceci nous permet ensuite deproposer en section 4.6 un algorithme de tracé de graphes composés quelconques. En�n, nous terminonsen regardant quelques utilisations des graphes composés dans le cadre général de la représentation degraphes. 105



106 Chapitre 4. Représentation graphique de graphes composés4.1 IntroductionNous avons vu dans le chapitre 1 que la théorie des structures décomposables permettait de décrire desobjets très variés, parmi lesquels des cycles, des arbres enracinés, des graphes. Nous avons vu égalementqu'il était possible de substituer les objets de base d'une structure décomposable par n'importe quelleautre structure décomposable. Une méthode naturelle pour représenter ces substitutions consiste à lesdessiner de façon imbriquée.Regardons par exemple le cas de la spéci�cation de structures décomposables suivante :8>>>>>><>>>>>>: A! Union(a; B)B ! Union(C;D)D ! Prod(A;B;B))C ! Cycle(b)a Atom;b Atom: (4.1)Une interprétation de cette spéci�cation pourrait être : � des arbres A, dont les feuilles sont des cycles,et dont les n÷uds internes sont des arbres A. � Un élément de A est la structure :prod(prod(a,cycle(b),prod(prod(a,cycle(b),cycle(b)),cycle(b,b,b),cycle(b))),cycle(b,b,b),cycle(b,b,b,b,b))dont une représentation naturelle pourrait être celle de la �gure 4.1. Nous avons représenté les terminauxa par des carrés gris foncé, les terminaux b par des cercles gris foncé, les n÷uds internes des structuresarborescentes par des carrés blancs, leurs feuilles par des carrés gris clair (contenant des cycles). Pourreprésenter des cycles, l'algorithme le mieux adapté consiste à placer les n÷uds sur un cercle. Pourreprésenter des arbres enracinés, l'algorithme à utiliser est celui présenté au chapitre 3. Pour représenterdes structures décomposables de façon satisfaisante, nous sommes donc amenés à faire cohabiter plusieursalgorithmes sur le même dessin. De plus ces algorithmes, du fait de l'imbrication des structures, doiventpermettre de prendre en compte des structures dont les n÷uds sont de taille arbitrairement grande, d'oùnotre préoccupation à ce sujet dans le chapitre 3.Cet exemple illustre la méthode que nous présentons dans la première partie de ce chapitre : nousreprésentons les structures décomposables par des graphes imbriqués [2]. Ceci s'avère bien adapté àla représentation de la plupart des structures décomposables. Nous nous intéressons dans la deuxièmepartie du chapitre à un problème plus vaste, qui consiste à a�cher des graphes quelconques possédantdes relations d'inclusion et d'adjacence. Le tracé de tels graphes a été étudié ces dernières années.4.2 Dé�nitions4.2.1 Graphes composésDé�nition 4.2.1 (Graphe composé)Un graphe composé est un couple (N;E), où N est un ensemble �ni de n÷uds et E un ensemble �ni avecrépétitions éventuelles de liens entre deux n÷uds de N . Un lien entre deux n÷uds a et b peut être d'undes trois types suivants :� lien symétrique arête non orientée noté a3b. a et b sont les extrémités du lien,� lien arête orientéeoté a4b. a et b sont les extrémités du lien, a est appelé l'origine, b la destinationdu lien,
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Fig. 4.1: Représentation d'une structure de la spéci�cation (4.1).



108 Chapitre 4. Représentation graphique de graphes composés� lien d'inclusion noté a5b. a et b sont les extrémités du lien, a est appelé l'origine, b la destinationdu lien. a est un père d'inclusion de b, b un �ls d'inclusion de a. Nous dirons que a contient b etque b est inclus dans a.Un lien de la forme a3a, a4a, ou a5a, est un lien ré�exif . �Ces graphes possèdent à la fois des liens d'inclusion et des liens par des arêtes. Ils contiennent lesclasses des graphes orientés (ne possédant que des liens4) et non orientés (ne possédant que des liens3). On peut dire qu'un graphe composé est équivalent à la donnée de deux graphes orientés (4,5)et d'un graphe non orienté (unorient).Les notions dé�nies sur les graphes orientés et non orientés s'étendent naturellement au cas des graphescomposés, en précisant si nécessaire le type de liens considéré. Des notions similaires sont associées auxliens d'inclusion :Dé�nition 4.2.2 (Voisinage et degré d'inclusion d'un n÷ud)On dé�nit, pour un graphe composé G = (N;E), les notions de voisinage et de degré d'inclusion d'unn÷ud suivantes :� le voisinage entrant d'inclusion d'un n÷ud a 2 N est l'ensemble V �5(a) = ff 2 N; f5ag. Ledegré entrant d'inclusion du n÷ud a 2 N , noté @�5(a), est le nombre de liens d'inclusion ayantpour destination le n÷ud a.� le voisinage sortant d'inclusion d'un n÷ud a 2 N est l'ensemble V +5(a) = fs 2 N; a5sg. Ledegré sortant d'inclusion d'un n÷ud a 2 N , noté @+5(a) est le nombre de liens d'inclusion ayantle n÷ud a comme origine. �Dé�nition 4.2.3 (Chemin et cycle d'inclusion)Un chemin d'inclusion de longueur k est une suite de liens d'inclusion l1; : : : ; lk, telle que pour touti 2 [1; k� 1], la destination de li est égale à l'origine de li+1. L'origine du lien l1 est l'origine du chemin,la destination du lien lk est la destination du chemin. Si l'origine et la destination du chemin sont égales,le chemin est un cycle d'inclusion. �Dé�nition 4.2.4 (Graphe composé connexe selon les liens d'inclusion)Un graphe composé G = (N;E) est connexe selon les liens d'inclusion, si pour tout couple de n÷uds(a; b) 2 N � N , il existe un chemin d'inclusion d'origine a et de destination b dans le graphe composéG0 = (N;E [E0), avec si a5b 2 E, alors b5a 2 E0. �4.2.1.1 Graphes composés enracinésLes graphes enracinés sont les graphes composés pour lesquels le problème de tracé sous la forme destructures imbriquées à un sens : intuitivement, nous ne voulons pas considérer les graphes dont les n÷udspeuvent être inclus dans eux-mêmes par transitivité. Les graphes enracinés sont les graphes composéstels que la restriction du graphe aux seuls liens d'inclusion est un arbre enraciné.Dé�nition 4.2.5 (Graphe enraciné)Un graphe enraciné G = (N;E) est un graphe composé connexe selon les liens d'inclusion, tel quepour chaque n÷ud a 2 N , excepté pour un n÷ud unique de degré entrant d'inclusion nul, que l'onnomme racine du graphe, il existe un et un seul n÷ud b tel que a est inclus dans b. Nous noterons alorsb = pere5(a). �Dé�nition 4.2.6 (Niveau d'inclusion)Le niveau d'inclusion d'un n÷ud n d'un graphe enraciné G = (N;E), est la longueur du chemin d'inclusionayant pour origine la racine d'inclusion du graphe et pour destination le n÷ud n. En d'autres termes, sir est le n÷ud racine du graphe, on a :� niveau(r) = 0;8n 2 N;n 6= r; niveau(n) = niveau(pere5(n)) + 1: �



4.3. Algorithme de tracé de graphes composés imbriqués 1094.2.1.2 Graphes composés imbriquésLes graphes imbriqués sont les graphes pour lesquels il est possible de dé�nir un algorithme simple detracé, que nous présenterons dans la section 4.3.Dé�nition 4.2.7 (Graphe imbriqué)Un graphe imbriqué G = (N;E) est un graphe enraciné tel que les propriétés suivantes sont véri�ées :i. les n÷uds reliés par une arête ont même père d'inclusion :8a; b 2 N tels que ���� ou a4ba3b ; pere5(a) = pere5(b);ii. les pères d'inclusion des n÷uds reliés par des arêtes orientées et ceux reliés par des arêtes non orientéessont di�érents : 8a; b; a0; b0 2 N tels que � a4ba03b0 ; pere5(a)6=pere5(a0):Si a4b (respectivement a3b), alors le type de mode d'inclusion du n÷ud pere5(a) est orienté(respectivement non orienté). �4.2.2 NotationsNotation. Nous supposons qu'il est possible d'associer les informations suivantes à un n÷ud n du graphe :� (x(n); y(n)) : coordonnées du centre du n÷ud n, absolues ou relatives à celles du père d'inclusionde n, selon le contexte,� boite(n) : la boîte du n÷ud n, c'est-à-dire le plus petit rectangle contenant le tracé du n÷ud n,déterminé par les coordonnées absolues du centre du rectangle, notées centre_boite(n), ainsi quepar sa largeur et sa hauteur.On dé�nit l'union de deux boîtes de n÷uds comme la construction de la plus petite boîte contenantles deux autres.4.3 Algorithme de tracé de graphes composés imbriquésComme nous l'avons déjà indiqué dans l'introduction, pour obtenir des tracés intuitifs des structuresdécomposables, il faut pouvoir appliquer di�érents algorithmes à di�érentes parties du graphe. Nousajoutons donc, à chaque n÷ud a du graphe imbriqué, une information supplémentaire, le mode d'inclusiondu n÷ud, noté mode5(a). Le mode d'inclusion d'un n÷ud a permet d'indiquer le nom de l'algorithmeà appliquer aux n÷uds inclus dans a. Si a est à mode orienté (respectivement non orienté), le moded'inclusion de a est le nom d'un algorithme s'appliquant à des graphes orientés (respectivement nonorientés).Nous pouvons alors dé�nir les critères esthétiques que doit véri�er le tracé d'un graphe imbriqué G :i. si un n÷ud b est inclus dans un n÷ud a, le tracé de a doit contenir le tracé de b, c'est-à-dire quel'union des boîtes des deux n÷uds est la boîte de a,ii. pour tout n÷ud a de G, les n÷uds de V +5(a) véri�ent les critères esthétiques de l'algorithme denom mode5(a).Les modes d'inclusion qu'il est possible d'associer aux n÷uds peuvent être très variés. Ils doivent seule-ment correspondre à des algorithmes s'appliquant à des graphes, orientés ou non orientés selon le type demode, dont les n÷uds peuvent avoir des tailles arbitrairement grandes. En particulier, les modes peuventêtre les algorithmes présentés au chapitre précédent. Pour simpli�er la description de l'algorithme, nousdonnons un nom générique à ces algorithmes : un appel à la fonction placement_mode5(n)(n:noeud)correspond simplement à l'exécution de l'algorithme de nom mode5(n) sur la restriction du graphe Gaux n÷uds du voisinage sortant d'inclusion du n÷ud n.



110 Chapitre 4. Représentation graphique de graphes composés4.3.1 Placement relatif des n÷udsLe principe de l'algorithme est le suivant. Nous supposons que les boîtes des n÷uds a tels queV +5(a) = ; sont connues. Alors pour tout n÷ud n, en commençant par la racine du graphe, on appellerécursivement l'algorithme sur les n÷uds inclus dans n, ce qui permet de connaître leurs boîtes. Ensuiteon place ces n÷uds suivant le mode d'inclusion de n, puis on détermine la boîte de n comme étant l'uniondes boîtes des n÷uds de son voisinage d'inclusion sortant.Algorithme (Placement relatif des n÷uds)� Données : un graphe imbriqué G et de racine d'inclusion racine, dont les boîtes des n÷uds n'encontenant pas d'autres sont connues,� Résultat : les positions relatives à leur père d'inclusion des n÷uds de G, ainsi que leur boîte.procedure placement_relatif_inclus(n:n÷ud)if V +5(n)6=; thenfor all s 2 V +5(n) doplacement_relatif_inclus(s);end_for;N 0:=V +4(n);E0:=fa R b such that (a; b) 2 N 0�N 0, R 2 f4;3gg;placement_mode5(n)((N 0; E0));boite(n):=Sn5s boite(s);(x(n),y(n)):=centre_boite(n);for all s 2 V +5(n) dox(s):=x(s)-x(n);y(s):=y(s)-y(n);end_for;end_if;end_procedure;placement_relatif_inclus(racine);4.3.2 Placement absolu des n÷udsUne fois les positions des n÷uds relativement à leur père d'inclusion connues, pour connaître lespositions absolues et permettre le tracé du graphe, nous appliquons l'algorithme suivant :Algorithme (Placement absolu des n÷uds)� Données : un graphe imbriqué G de racine racine, dont les positions des n÷uds relativement à leurpère d'inclusion sont connues,� Résultat : les coordonnées absolues des n÷uds du graphe G.procedure coordonnees_absolues(n:n÷ud, dx:integer, dy:integer)x(n):=x(n)+dx;y(n):=y(n)+dy;for all s2V +5 docoordonnees_absolues(s,x(n),y(n));end_for;end_procedure;coordonnees_absolues(racine,0,0);Nous pouvons alors dessiner le graphe. Le tracé de chacun des n÷uds est déterminé par leur positionet la taille de leur boîte.



4.3. Algorithme de tracé de graphes composés imbriqués 1114.3.3 Transformations de graphes en fonction des modes d'inclusionL'algorithme de tracé de graphes imbriqués que nous avons présenté permet d'indiquer pour chaquen÷ud, le nom de l'algorithme à appliquer aux n÷uds de son voisinage sortant d'inclusion. Nous devonsdonc maintenant nous poser la question suivante : que faire si l'on demande d'appliquer un algorithmespéci�que à une classe de graphes donnée, comme par exemple les arbres enracinés, à un graphe quin'est pas élément de cette classe? Une première réponse pourrait être tout simplement d'interdire unetelle situation. Nous proposons au contraire, lorsqu'un mode particulier est demandé par l'utilisateur,de forcer son application au graphe. Pour cela, nous introduisons des fonctions de conversion réversiblesd'un graphe quelconque en un graphe compatible avec le mode demandé. Nous nous limitons dans cettesection à la levée des con�its issus de l'utilisation comme mode d'inclusion des algorithmes présentés auchapitre 3, ce qui nous conduit à décrire des procédures de conversion de graphes orientés en graphesorientés acycliques, et de graphes orientés en arbres enracinés.4.3.3.1 Transformation d'un graphe orienté en graphe orienté acycliqueNous nous intéressons tout d'abord à la conversion des graphes orientés en graphes orientés acycliques.Nous souhaitons e�ectuer un minimum de modi�cations au graphe initial, ce qui nous conduit à essayerde remplacer un nombre minimum d'arêtes par leur arête opposée. Ce problème est NP-complet [31].Nous présentons deux heuristiques classiques [21]. Leur principe consiste à associer à chaque n÷ud dugraphe son niveau, et à retourner les arêtes dont le niveau de l'origine de l'arête est supérieur ou égalà celui de sa destination. La première heuristique est basée sur un simple parcours en profondeur dugraphe :Algorithme (Suppression des cycles par parcours en profondeur)� Données : un graphe orienté G� Résultat : le sens de certaines arêtes du graphe G est inversé, et le graphe modi�é est sans cycle.global h:=0;procedure enleve_cycles(n:noeud)parcouru(n):=vrai;for all s2V +4(n) doif parcouru(s)=faux thenenleve_cycles(s);end_if;end_for;niveau(a):=h;h:=h-1;end_procedure;procedure transforme_acyclique()h:=0;for all a2G doparcouru(a):=false;end_for;for all a2G doif parcouru(a)=false thenenleve_cycles(a);end_if;end_for;for all e2G of kind s4t doif niveau(s)�niveau(t) faireremplacer e par t s t4 s;



112 Chapitre 4. Représentation graphique de graphes composésend_if;end_for;end_procedureCette première méthode à l'avantage de ne pas retourner de liens quand le graphe de départ est unarbre. La deuxième méthode présentée est basée sur l'intuition selon laquelle les n÷uds ayant beaucoupde �ls doivent apparaître en haut du graphe.Algorithme (Suppression des cycles par méthode glouton)� Données : un graphe orienté G,� Résultat : le sens de certaines arêtes du graphe G est inversé, et le graphe modi�é est sans cycle.procedure transforme_acyclique()niveau:=nombre de n÷uds dans G;G':=G;while G0 6=; dolet v 2 G0 such that @+4(v) = maxw2G0(@+4(w));niveau(a):=niveau;niveau:=niveau-1;G0:=G0-v;end_whilefor all lien e of kind s4t doif niveau(s)�niveau(t) doremplacer le lien e par le lien t s t4 s;end_if;end_for;end_procedureCette méthode est en moyenne meilleure que la première.4.3.3.2 Transformation d'un graphe orienté en arbreLe principe de la procédure de transformation que nous proposons maintenant est inspiré des tech-niques de splitting, que nous appellerons techniques de séparation des n÷uds, utilisées pour représentercertains graphes [16]. Nous commençons tout d'abord par rendre le graphe acyclique. Ensuite, si un n÷uda du graphe G que nous souhaitons a�cher crée un con�it avec la dé�nition des arbres enracinés, c'est-à-dire que le degré entrant orienté d de a est strictement supérieur à un, on lève ce con�it en remplaçantle n÷ud a par des n÷uds a1; : : : ; ad, puis en remplaçant les d arêtes ayant le n÷ud a comme extrémitépar d arêtes ayant chacune un des ai comme extrémité, pour i=1, : : : ,d. Nous dirons alors que a estscindé en les n÷uds a1; : : : ; ad. Ensuite, nous ajoutons un nouveau n÷ud temporaire r au graphe, quia la particularité d'être supprimé dès que le graphe est tracé. En particulier, ce n÷ud n'est pas pris encompte pour les calculs des boîtes des n÷uds lors du tracé de graphes imbriqués. Ce n÷ud est relié pardes arêtes orientées aux n÷uds du graphe G qui sont de degré entrant nul, ce qui garantit l'unicité dela racine de l'arbre. On trace ensuite le graphe modi�é, ce qui entraîne que certains n÷uds du graphe Gseront représentés par plusieurs n÷uds sur le dessin �nal. Les n÷uds scindés peuvent alors être éventuel-lement reliés entre eux par des liens non orientés de couleur particulière, pour indiquer que les di�érentsn÷uds sur le dessin représentent en fait le même n÷ud logique. Le principe de l'algorithme de conversionde l'algorithme est résumé sur les �gures 4.2 et 4.3. Les n÷uds et arêtes temporaires qui ne �gurerontpas sur le dessin �nal sont représentés en grisé.



4.3. Algorithme de tracé de graphes composés imbriqués 113aFig. 4.2: Graphe orienté.
a1 a2

r
Fig. 4.3: Transformation du graphe de la �gure 4.2 en un arbre enraciné.Nous commençons par ajouter la racine du graphe. Pour cela, nous rendons le graphe acyclique àl'aide de la fonction transforme_acyclique, puis nous ajoutons des liens entre un n÷ud racine ajoutéau graphe et les n÷uds du graphe dont le voisinage entrant orienté est nul.Algorithmetransforme_acyclique();racine:=nouveau_noeud();for all a2G; a6=racine such that V �4(a) = ; doG:=G[ fracine4ag;end_for;Ensuite, nous séparons les n÷uds qui créent des con�its :for all a2G dod:=degree�4(a);if d�1 dofor i from 1 to d doai:=nouveau_noeud();end_forfor all t 2 V +4(a) do



114 Chapitre 4. Représentation graphique de graphes composésG:=G[fa14tg;G:=G�fa4tg;end_for;i:=1;for all s 2 V �4(a) doG:=G[fs4aig;G:=G�fs4ag;i:=i+ 1;end_for;G:=G�fag;end_if;end_for;4.4 Représentation des structures décomposablesNous pouvons d'ores et déjà apporter une première réponse au problème de la représentation desstructures combinatoires décomposables, en proposant une représentation standard.4.4.1 Représentation standardLa procédure de conversion standard que nous proposons consiste à construire un graphe imbriquésen fonction de la forme de la structure à a�cher, plus précisément en fonction des constructeurs utiliséspour la décrire.function conversion_standard(s: structure_decomposable) : (graphe_imbrique,noeud)if s = t then((N;E); r):=conversion_terminal(s);elseconstructeur(s1; : : : ; sk):=s;((N;E); r):=conversion_constructeur(s);end_if;return ((N;E); r);end_function;Nous donnons maintenant les fonctions de conversions des terminaux ou des constructeurs de struc-tures décomposables.4.4.1.1 TerminauxNous supposons que nous disposons d'une fonction nouveau_noeud qui permet d'ajouter un n÷ud augraphe dont les attributs graphiques, comme la couleur ou le label du n÷ud, sont déterminés d'après lenom ou l'étiquette des terminaux de la structure. La fonction de conversion s'écrit alors :function conversion_terminal(s: structure_decomposable) : (graphe_imbrique, noeud)r:=nouveau_noeud(s);return ((frg; fg); r);end_function;4.4.1.2 Constructeurs set, sequence et cycleDans le cas des constructeurs set, cycle et sequence, nous construisons un graphe imbriqué, forméd'une racine dans laquelle sont inclues les racines des graphes imbriqués obtenus en appelant récursivementl'algorithme sur les composantes de la structure. Les fonctions de conversion des constructeurs cycle, setet sequence sont très proches. Nous présentons uniquement le cas des constructeurs cycle :function conversion_cycle(s: structure_decomposable) : (graphe_imbrique,noeud)cycle(s1; : : : ; sk):=s;



4.4. Représentation des structures décomposables 115r:=nouveau_noeud();N:=frg;E:=fg;for i from 1 to k do((Ni; Ei); ri):=conversion_standard(si);N:=N[Ni;E:=E[Ei[fr5rig;end_for;for i from 1 to k � 1 doE:=E [ fsi4si+1g;end_forE:=E [ fsk4s1g;mode5(r):=trace_graphe;return ((N;E); r);end_function;La �gure 4.4 illustre le principe de la conversion pour des structures de la forme cycle(s1; : : : ; sk).L'algorithme de conversion est appelé récursivement sur les structures s1; : : : ; sk, puis les racines desgraphes associés aux composantes sont incluses dans un n÷ud racine r :r s1 s2: : :skFig. 4.4: Schéma de conversion pour les structures de la forme cycle(s1; : : : ; sk).Le cas du constructeur sequence se déduit du cas cycle en enlevant la dernière ligne de l'encadré, celuidu constructeur set en supprimant les lignes de l'encadré.4.4.1.3 Constructeur prodLe cas du constructeur prod est plus di�cile que celui des autres constructeurs. Une structure de laforme prod(s1; s2; : : : ; sk) est représentée comme un arbre enraciné de racine r1, où r1 est la racine dugraphe obtenu en appelant récursivement la fonction de conversion standard sur la structure s1. Ensuite,selon la forme des s1; : : : ; sk, la fonction est di�érente. Si une structure si n'est pas de la forme prod(: : : ),nous appelons la procédure de conversion standard sur la structure si, et la racine ri du graphe obtenuest alors le �ls du n÷ud r1. Dans le cas où si est de la forme prod(si;1; si;2; : : : ; si;li), la racine du grapheobtenu en appelant la fonction de conversion standard sur la structure si;1 est alors le �ls de r1. Ceprincipe de conversion, permettant de représenter les arbres, est résumé sur la �gure 4.5.function conversion_prod_rec(s: structure_decomposable) : (graphe_imbrique, noeud)prod(s1; : : : ; sk):=s;((N1; E1); r1):=conversion_standard(si);for i from 2 to k doif si = prod(: : : ) then((Ni; Ei); ri):=conversion_prod_rec(si);else((Ni; Ei); ri):=conversion_standard(si);end_if;end_for;



116 Chapitre 4. Représentation graphique de graphes composésN:=Si=1;::: ;k Ni;E:=Si=1;:::;k Ei;for i from 2 to k doE:=E [ fr14rig;end_for;return ((N;E),r1);end_function;function conversion_prod(s: structure_decomposable) : graphe_imbrique(N;E); a:=conversion_prod_rec(s);r:=nouveau_noeud();for all n2N such that V �5(n) = ; doE:=E[fr5ng;end_for;N:=N [ frg;mode5(r):=trace_arbre;return (N;E);end_function; s1s2;1s2;2 s2;l2: : : : : : skr
Fig. 4.5: Conversion des structures de la forme prod(s1; prod(s2;1; : : : ; s2;l2); : : : ; sk).4.4.1.4 Exemple : les graphes fonctionnelsLes graphes fonctionnels que nous considérons dans cet exemple sont les graphes dé�nis à partir d'unefonction f de la forme f : E ! E , où E est un ensemble �ni d'entiers. Les n÷uds du graphe sont leséléments de E , et deux n÷uds du graphe sont reliés par une arête orientée a4b si et seulement sif(a) = b. Ces graphes ont donc la propriété de n'avoir que des n÷uds dont le degré sortant orienté est1. Si l'on souhaite étudier l'ensemble des graphes fonctionnels tels que l'ensemble E est de cardinalitén, indépendamment du choix de la fonction f associée, nous pouvons alors les considérer comme étantdes ensembles de cycles d'arbres. Une spéci�cation sous forme décomposable des graphes fonctionnels estalors de la forme : 8>>>>>><>>>>>>: A! Set(B)B ! Cycle(T )T ! Union(a; C)C ! Prod(a; D)D ! Sequence(T )a Atom (4.2)Remarque. Nous avons choisi dans cet exemple de considérer des arbres planaires, ce qui permet de montrer lareprésentation des séquences d'objets. La spéci�cation la plus adaptée aux graphes fonctionnels utiliserait plutôtdes arbres non planaires, et l'on aurait alors : D ! Set(T ).On peut alors générer de tels graphes de façon aléatoire, à l'aide des algorithmes présentés au chapitre1, puis les a�cher après conversion en graphes imbriqués à l'aide des fonctions standard de conversion.



4.4. Représentation des structures décomposables 117La �gure 4.6 correspond au tracé de la structure étiquetée suivante, générée aléatoirement à l'aide decombstruct, parmi les structures du non terminal A de la spéci�cation (4.2) ayant des ensembles decardinalité au moins deux et des cycles de cardinalité au moins trois :Set(Cycle(Prod(A[19],Sequence(Prod(A[6], Sequence(A[18])),Prod(A[8], Sequence(A[14])),Prod(A[10],Sequence(Prod(A[17], Sequence(A[4],A[1])))))),A[7],Prod(A[13], Sequence(A[3]))),Cycle(Prod(A[5],Sequence(Prod(A[12],Sequence(A[11], A[16])))),A[2],Prod(A[9], Sequence(A[15]))))Sur la �gure 4.6, les structures construites à l'aide du constructeur set sont incluses dans le n÷udgris foncé, celles construites à l'aide du constructeur cycle dans les n÷uds gris clair. Les n÷uds blancsforment les structures qui correspondent aux arbres du graphe fonctionnel. Les étiquettes des n÷uds sontégalement représentées. 19618 814 10174 1
7
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51211 162915Fig. 4.6: Conversion standard d'une structure décomposable issue de la spéci�cation (4.2).4.4.2 Représentations particulièresLa représentation standard a l'avantage de faire ressortir les propriétés de la spéci�cation adoptée, maiselle ne correspond pas forcément à la vision naturelle que l'on se fait des structures que l'on manipule.Nous présentons maintenant sur des exemples des fonctions particulières de conversion de structuresdécomposables en graphes imbriqués.



118 Chapitre 4. Représentation graphique de graphes composés4.4.2.1 Graphe série-parallèleLes graphes série-parallèle sont dé�nis par analogie avec les circuits électriques construits à l'aide derésistances placées en série ou en parallèle. Une spéci�cation de ces graphes est la suivante :8>><>>: G! Union(S; P )S ! Union(a; Sequence(P; card � 2))P ! Union(a; Set(S; card � 2))a Atom (4.3)G est l'ensemble des graphes série-parallèle, S ceux construits en plaçant en série des parties parallèles,P ceux construits en plaçant des parties séquentielles. a correspond aux résistances du circuit.
Fig. 4.7: Graphe série-parallèle.Un exemple de graphe série-parallèle formé par dix résistances est représenté sur la �gure 4.7. Lesrésistances sont les n÷uds circulaires blancs. Le début d'une partie parallèle est indiqué par un carré grisclair, sa �n par un carré gris foncé. Les fonctions de conversion des structures issues de la spéci�cation(4.3) en des graphes de cette forme s'écrivent :function conversion_serie(s: structure_decomposable): (graphe_imbrique, noeud, noeud)Sequence(s1; : : : ; sk):=s;N:=fg;E:=fg;for i from 1 to k do((Ni; Ei); debuti; fini):=conversion_parallele(si);N:=N[Ni;E:=E[Ei;if i6=1 thenE:=E[ffini�14debutig;end_if;end_for;return ((N;E); debut1; fink);end_function



4.5. Algorithme de tracé de graphes composés enracinés 119function conversion_parallele(s: structure_decomposable): (graphe_imbrique,noeud,noeud)Set(s1; : : : ; sk):=s;debut:=nouveau_noeud();fin:=nouveau_noeud();N:=fdebutg [ ffing;E:=fg;for i from 1 to k do((Ni; Ei); debuti; fini):=conversion_serie(si);N:=N[Ni;E:=E[Ei;E:=E[fdebut4debutig [ ffini4fing;end_for;return ((N;E); debut; fin);end_functionfunction conversion_sp(s: structure_decomposable) : graphe_imbriquer:=nouveau_noeud(s);if s = Sequence(: : : ) then(N;E; debut; fin):=conversion_serie(s);else(N;E; debut; fin):=conversion_parallele(s);end_ifN:=N[r;for all n 2 N doE:=E[r5nend_for;return (N;E);end_function4.4.2.2 Graphe fonctionnelReprenons l'exemple des graphes fonctionnels présentés au paragraphe 4.4.1.4. Une représentationplus naturelle du graphe de la �gure 4.6 pourrait être celle de la �gure 4.8. Nous ne décrivons pasen détail les fonctions de conversion sur cet exemple, étant donné qu'elles sont relativement proches decelles de conversion standard. Voici cependant quelques schémas qui en illustrent le principe. L'idée estd'associer un graphe particulier en fonction des formes des composantes des structures sur les �gures 4.9et 4.10.4.5 Algorithme de tracé de graphes composés enracinésNous avons présenté un algorithme de tracé de graphes imbriqués dans les sections précédentes. Cetalgorithme est bien adapté à la représentation, sous la forme de graphes imbriquées, de la plupart desstructures décomposables. Cependant, sur certains exemples, il peut être intéressant de s'a�ranchir de lacondition i de la dé�nition 4.2.7 des graphes imbriqués (point 4.2.1.2, page 109), qui demande à ce queles extrémités des arêtes aient même père d'inclusion. Prenons par exemple le cas des arbres générauxplanaires, dont nous rappelons une spéci�cation :8>><>>: A! Union(a; B)B ! Prod(a; C)C ! Sequence(A)a Atom (4.4)Une représentation possible d'un tel graphe pourrait être celle de la �gure 4.11, qui a l'avantage de mettreen avant la structure de données généralement employée pour décrire de tels graphes. Cette représentationcorrespond à un graphe enraciné qui n'est pas imbriqué.
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161718 19Fig. 4.8: Représentation classique du graphe fonctionnel de la �gure 4.6.as1 skFig. 4.9: Graphe associé aux structures de la forme prod(a; sequence(s1; : : : ; sk))

s1as2;1 s2;ks2 sk: : :
Fig. 4.10: Graphe associé aux structures de la forme cycle(s1 ; prod(a; sequence(s2;1; : : : ; s2;k)); : : : ; sk)
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Fig. 4.11: Représentation d'une structure A de taille 20 de la spéci�cation (4.4).Dans le même ordre d'idée, la représentation du graphe série-parallèle de la �gure 4.7 pourrait êtreremplacée par celle de la �gure 4.12, dans laquelle les parties parallèles du graphe sont incluses dans desn÷uds.Il peut également être utile de représenter plusieurs types de liens sur le même graphe, comme sur la�gure 4.13.

Fig. 4.12: Graphe série-parallèle de taille 10.Ces exemples nous amènent à nous intéresser à la représentation des graphes enracinés. Nous pouvons



122 Chapitre 4. Représentation graphique de graphes composésdéjà nous poser les deux questions suivantes, qui serviront à expliquer nos choix lors de la description del'algorithme :A. comment les arêtes qui ont comme extrémités des n÷uds dont les pères d'inclusion sont di�érentsdoivent-elles in�uencer le tracé de la structure?B. comment les graphes dont les n÷uds sont reliés à la fois par des arêtes orientées et non orientéesdoivent-il être dessinés?
Fig. 4.13: Graphe imbriqué ne véri�ant pas la propriété ii de la dé�nition 4.2.7.4.5.1 Principe de l'algorithmeL'idée de l'algorithme de tracé proposé dans cette section est de ramener le problème général du tracédes graphes enracinés à celui plus simple du tracé des graphes imbriqués. Pour ce faire, nous apportonsdes modi�cations au graphe initial pour le transformer en un graphe imbriqué, en cherchant à ce que leplacement des n÷uds de ce dernier soit cohérent avec les informations contenues dans le graphe initial.Une fois les positions des n÷uds connues, nous restituons ensuite les données du graphe initial. Pour cela,nous mémorisons les modi�cations e�ectuées par l'intermédiaire de liens à mémoire :Dé�nition 4.5.1 (Lien à mémoire)Un line à mémoire est un lien du graphe auquel on adjoint un couple de n÷uds. Un lien à mémoire estnoté a c dR b, où R 2 f3;4;5g. �Nous introduisons également la notion de n÷ud commun d'inclusion :Dé�nition 4.5.2 (N÷ud commun d'inclusion)Le n÷ud commun d'inclusion de deux n÷uds a et b, noté commun5(a; b), est le n÷ud de niveaud'inclusion le plus élevé tel qu'il existe deux chemins d'inclusion ayant comme origine ce n÷ud et commedestination les n÷uds a et b. On note subs5(a; b) le n÷ud du chemin d'inclusion d'origine le n÷udcommun5(a; b) et de destination a tel que le père d'inclusion de subs5(a; b) est commun5(a; b). �La transformation d'un graphe enraciné en un graphe imbriqué se fait en cherchant à véri�er succes-sivement les propriétés i et ii de la dé�nition 4.2.7.4.5.1.1 Propriété iLa première propriété de la dé�nition des graphes imbriqués demande à ce que les extrémités desarêtes des graphes enracinés aient le même père d'inclusion. L'idée que nous proposons pour véri�ercette condition consiste à remplacer chaque arête aRb, où R 2 f4;3g, par l'arête subs5(a) a bRsubs5(b). Les extrémités de chaque arête ont alors même père d'inclusion par dé�nition.Ceci apporte une première réponse à la question A que nous nous étions posée en préambule decette section. Deux n÷uds reliés par une arête qui n'ont pas même père d'inclusion in�uent le tracé dugraphe par l'intermédiaire du mode d'inclusion de leur n÷ud commun d'inclusion. Intuitivement ce choix



4.5. Algorithme de tracé de graphes composés enracinés 123est raisonnable : l'idée sous-jacente est que si deux n÷uds a et b doivent être placés suivant un critèreesthétique donné, le fait de placer suivant ce critère deux n÷uds a0 et b0, a0 contenant a et b0 contenantb, conduira sensiblement au même placement de a et de b.4.5.1.2 Propriété iiLa propriété ii de la dé�nition 4.2.7 demande que la restriction du graphe aux n÷uds compris dansun n÷ud donné ne contienne pas à la fois des arêtes orientées et des arêtes non orientées. La �gure4.13 est un exemple de graphe qui ne véri�e pas cette propriété. Une solution à ce problème consiste àajouter de nouveaux n÷uds au graphe, les n÷uds temporaires, qui permettent de séparer le graphe enparties orientées et non orientées distinctes. Les �gures 4.14 et 4.15 montrent deux solutions possibles àce problème dans le cas du graphe de la �gure 4.13. Nous choisissons un type de liens, orienté ou nonorienté, et nous incluons chaque composante connexe suivant ces liens dans un n÷ud temporaire, puisnous changeons les extrémités des arêtes, toujours pour véri�er la propriété i de la dé�nition des graphesimbriqués.
Fig. 4.14: Modi�cation du graphe de la �gure 4.13 (solution 1).
Fig. 4.15: Modi�cation du graphe de la �gure 4.13 (solution 2).La réponse à la question B pourrait être alors : pour dessiner des n÷uds ayant à la fois des liens orientéset non orientés, on considère chaque composante connexe selon les liens orientés (ou non orientés) commeun seul et même n÷ud, et l'on trace le graphe en tenant compte uniquement du type d'arête non orienté(ou orienté). Vouloir appliquer ces principes conduit à se poser les deux questions suivantes :B.a. quels n÷uds faut-il placer dans des n÷uds temporaires?



124 Chapitre 4. Représentation graphique de graphes composésB.b. quel mode d'inclusion choisir pour les n÷uds temporaires?Pour permettre de répondre à ces deux questions de façon satisfaisante, nous proposons d'associer unenouvelle information à chaque n÷ud a du graphe, son mode propre, noté mode6(a). Les n÷uds à incluredans les n÷uds temporaires, ainsi que les modes d'inclusion des n÷uds temporaires, sont alors déterminésen fonction de cette information. De façon plus précise, nous choisissons de véri�er la propriété suivante :8r; a tel que r5a;mode5(r) = mode6(a) (4.5)Ceci conduit à un algorithme plus compliqué que celui envisagé sur l'exemple du graphe 4.13 : une mêmecomposante connexe ne sera pas située forcément dans le même n÷ud temporaire, étant donné que lesmodes propres des n÷uds peuvent être di�érents.Remarque. Une autre solution pourrait être d'associer à chaque n÷ud son mode d'inclusion, et une informationsupplémentaire, son mode d'inclusion temporaire. Pour le graphe inclus dans un n÷ud, les n÷uds à placer dansdes n÷uds temporaires seraient choisis en fonction des composantes connexes, selon le type de mode d'inclusiondu n÷ud. Le mode d'inclusion des n÷uds temporaires serait donné par le mode d'inclusion temporaire du n÷ud.Cette solution est plus simple à comprendre et à mettre en ÷uvre que la solution que nous développons danscette section, mais elle o�re moins de souplesse. Les modes d'inclusion des n÷uds temporaires ayant même pèred'inclusion seraient alors tous égaux, contrairement à ce qu'il est possible d'envisager avec la solution retenue. �4.5.2 Étapes de l'algorithmeNous détaillons maintenant les étapes de l'algorithme proposé pour le tracé des arbres enracinés. Nouscherchons tout d'abord à véri�er la propriété i de la dé�nition 4.2.7, puis la condition ii, avant de restituerles données du graphe initial une fois appliqué l'algorithme de tracé des graphes imbriqués.4.5.2.1 Propriété iL'algorithme permettant de remplacer les arêtes qui n'ont pas même père d'inclusion se fait en calcu-lant tout d'abord le niveau d'inclusion des n÷uds, ce qui permet ensuite de trouver rapidement le n÷udcommun des extrémités de chaque arête.4.5.2.1.1 Calcul du niveau d'inclusion. Le calcul du niveau d'inclusion de chaque n÷ud du graphese fait par un simple parcours en profondeur de l'arbre d'inclusion :Algorithme (Calcul du niveau d'inclusion)� Données : un graphe enraciné G = (N;E) de racine d'inclusion racine,� Résultat : le niveau d'inclusion de chaque n÷ud du graphe G.procedure calcul_niveau_inclusion(a:n÷ud, h:integer)niveau5(a):=h;for all n÷ud b 2 V +5(a) docalcul_niveau_inclusion(b,h+ 1);end_for;end_procedure;calcul_niveau_inclusion(racine,0);La complexité de l'algorithme est en O(n), où n est est le nombre de n÷uds du graphe, si l'on supposeque l'accès au voisinage d'un n÷ud est direct.



4.5. Algorithme de tracé de graphes composés enracinés 1254.5.2.1.2 Remplacement des arêtes qui n'ont pas même père d'inclusion.Algorithme (Remplacement des arêtes)� Données : un graphe enraciné G = (N;E) dont le niveau d'inclusion des n÷uds est connu,� Résultat : le graphe G est modi�é : les arêtes relient des n÷uds de même niveau d'inclusion, justesous le n÷ud commun d'inclusion.procedure remplacement_aretes()for all aRb, R 2 f4;3g doa0:=a;b0:=b;while pere5(a0)6=pere5(b0) doif niveau5(a0) = niveau5(b0) thena0:=pere5(a0);b0:=pere5(b0);else_if niveau5(a0)>niveau5(b0) thena0:=pere5(a0);elseb0:=pere5(b0);end_if;end_while;remplacer le lien a R b par le lien a0 a bR b0;end_for;end_procedure;remplacement_aretes();Le nombre d'arêtes du graphe n'est pas modi�é.Proposition 4.5.3La complexité en temps de l'algorithme est au pire en O((e4+e3):e5). La complexité en moyenneest en O((e4 + e3): log(e5)).Démonstration. Le nombre de tests de la boucle while est déterminé par la hauteur de l'arbre selon lesliens d'inclusion. Au pire, le nombre de tests e�ectués pour remplacer une arête est donc en O(e5),son nombre moyen en O(log(e5)).4.5.2.2 Propriété iiOn note type_mode_oppose5(n) le type opposé du type de mode d'inclusion d'un n÷ud n, quiest orienté si le mode d'inclusion est non orienté et réciproquement. L'idée de l'algorithme que nousproposons pour séparer les types d'arêtes du graphe est le suivant. Soit n un n÷ud du graphe. Pourchaque n÷ud a de son voisinage sortant d'inclusion, nous appliquons récursivement l'algorithme. Ensuitesi le n÷ud a ne véri�e pas la propriété (4.5), nous ajoutons un n÷ud temporaire r au voisinage sortantd'inclusion de n, puis nous incluons dans ce n÷ud les n÷uds de la composante connexe, selon les lienstype_mode_oppose5(n), contenant a, à l'aide de la fonction separe_modes_propres. Lors de cettedernière phase, les n÷uds de la composante connexe qui n'ont pas même mode propre que le n÷ud a sontinclus à nouveau dans un n÷ud temporaire, lui même inclus dans le n÷ud r. L'utilisation de la variablenb_parcours lors du parcours des composantes connexes, ainsi que la propriété (i), garantissent que lesn÷uds ne sont parcourus qu'une seule fois lors de l'exécution de l'algorithme.Algorithme (Séparations selon les algorithmes)� Données : un graphe enraciné G = (N;E) dont les extrémités des arêtes ont même père d'inclusion,� Résultat : le graphe G est modi�é par l'ajout de n÷uds temporaires, et les n÷uds véri�ent lapropriété 4.5.



126 Chapitre 4. Représentation graphique de graphes composésglobal nb_parcours:=0;procedure separe_modes_propres(n: n÷ud,type_arete)for all a2V �type_arete(n),then for all a2V +type_arete(n) doif parcouru(a)6=nb_parcours thenparcouru(a):=nb_parcours;pn:=pere5(n);if mode6(a) = mode6(n)) thensupprimer le lien pere5(a)5a;ajouter le lien pn5a;elseajouter un n÷ud r au graphe G;temporaire(r):=true;parcouru(r):=true;mode6(r):=mode5(pn);mode5(r):=mode6(a);supprimer le lien pere5(a)5a;ajouter le lien pn5r;ajouter le lien r5a;end_if;separe_modes_propres(a);end_if;end_for;end_procedure;procedure separe_modes_inclus(n: n÷ud)for all s2V +5 dosepare_modes_inclus(s);end_forfor all s2V +5 such that temporaire(s)=false donb_parcours:=nb_parcours+ 1;if parcouru(s)6=nb_parcours thenparcouru(s):=nb_parcours;if mode6(s)6=mode5(n) thenajouter un n÷ud r au graphe G;temporaire(r):=true;parcouru(r):=true;mode6(r):=mode5(n);mode5(r):=mode6(a);supprimer le lien n5a;ajouter le lien n5r;ajouter le lien r5a;separe_modes_propres(a,type_mode_opposeinclusion);end_if;end_if;end_for;end_procedure;pour tout n÷ud n faireparcouru(a):=nb_parcours;fin_pour;nb_parcours:=nb_parcours + 1;separe_modes_inclus(racine);Proposition 4.5.4Le coût en temps de l'algorithme de séparation des n÷uds est en O(n), où n est le nombre de n÷uds dugraphe initial. Le nombre de n÷uds temporaires ajoutés est au pire en O(n).



4.5. Algorithme de tracé de graphes composés enracinés 127Remarque. Le graphe retourné n'est pas unique en général, et dépend de l'ordre de parcours des n÷uds. Parcontre, si les modes propres des n÷uds des composantes connexes selon les liens orientés sont les mêmes, ainsique ceux des n÷uds des composantes connexes selon les liens non orientés, le graphe résultat est unique quel quesoit le parcours des n÷uds. �Nous venons de rajouter de nouveaux n÷uds au graphe, les n÷uds temporaires, lors de la phase deséparation des n÷uds selon leurs modes. Il convient donc de remplacer à nouveau les arêtes dont lesextrémités n'ont pas même père d'inclusion :calcul_niveau_inclusion(racine,0);remplacement_aretes();Malgré nos e�orts, il peut arriver que la propriété ii ne soit pas véri�ée après cette étape. Dans ce cas,les arêtes incompatibles avec le mode d'inclusion de leur père d'inclusion sont supprimées ou remplacéespar des arêtes ré�exives (Fig. 4.14).4.5.2.3 Placement des n÷udsLe graphe que l'on souhaite a�cher est maintenant un graphe imbriqué. Nous pouvons donc appliquerl'algorithme présenté en section 4.5.placement_relatif_inclus(racine);coordonnees_absolues(racine,0,0);4.5.2.4 Restitution du graphe initialUne fois appliqué l'algorithme au graphe modi�é, il reste à restituer les arêtes du graphe initial, et àsupprimer les n÷uds temporaires.Il convient, lors de la restitution des liens à mémoire correspondant à des arêtes, d'éviter les chevau-chements entre le tracé des arêtes et celui des n÷uds. La solution que nous avons retenue consiste à tracerles arêtes modi�ées par des lignes brisées. Cela nécessite de calculer la distance entre la droite reliant lesextrémités des n÷uds et l'ensemble des n÷uds du graphe inclus dans le n÷ud commun d'inclusion desextrémités qui ne contiennent pas par transitivité les extrémités de l'arête. Le résultat de cet algorithmeest illustré sur les �gures 4.16 et 4.17, mais nous ne le détaillons pas.
Fig. 4.16: Exemple de restitution d'arêtes modi�ées.



128 Chapitre 4. Représentation graphique de graphes composés
Fig. 4.17: Exemple de restitution d'arêtes orientées.Remarque. La méthode que nous avons retenue a l'avantage de s'appliquer quelles que soient les modes d'inclusiondes n÷uds. Dans le cas des arêtes orientées, dont le mode du n÷ud commun d'inclusion des extrémités estl'algorithme de tracé d'arbres ou de graphes orientés présenté au chapitre 3, il est possible de proposer uneméthode plus simple, de coût constant, qui consiste à contourner les n÷uds extrémités de l'arête, comme indiquésur la �gure 4.17. L'écartement entre l'arête et le n÷ud est déterminé en fonction des distances entre les n÷udsextrémités de l'arête.
Fig. 4.18: Exemple de restitution d'arêtes orientées. �4.5.2.5 Enlèvement des n÷uds temporairesLa dernière étape consiste en�n à retirer les n÷uds temporaires du graphe.Algorithme (Enlèvement des n÷uds temporaires)� Données : un graphe enraciné G = (N;E) de racine d'inclusion r,� Résultat : les n÷uds temporaires du graphe G sont supprimés.for all a2N; a6=r such that temporaire(a)=true dofor all s 2 V +5(a) dosupprimer le lien r5s;ajouter le lien pere5(r)5s;end_for;supprimer le n÷ud a;end_for;



4.6. Algorithme de tracé de graphes composés quelconques 1294.6 Algorithme de tracé de graphes composés quelconquesPour représenter les graphes composés quelconques, nous proposons de convertir ces graphes engraphes enracinés. Pour cela, nous pouvons utiliser le principe de séparation des n÷uds utilisé pourla conversion des graphes orientés en arbres enracinés peut être utilisé pour permettre de représentertous les graphes composés. L'algorithme est exactement le même que celui utilisé pour la conversion desgraphes orientés en arbres enracinés, si ce n'est que l'on considère les liens d'inclusion au lieu des liensorientés. Ceci nous permet au �nal de disposer d'un algorithme de tracé de graphes composés quelconques.4.7 Visualisation de graphesNous discutons maintenant quelques applications des graphes composés pour la représentation de strc-tures décomposable et de graphes en général. Nous regardons tout d'abord quelques opérations concernantl'a�chage des graphes composés, en abordant le problème du masquage et de la réduction de parties dugraphe. Ensuite nous regardons comment diminuer le nombre d'arêtes d'un graphe en ajoutant un contenusémantique aux liens d'inclusion.4.7.1 Sélection visuelle de parties d'un graphePour représenter des graphes de grandes tailles et permettre de prendre connaissance des informationssituées aux n÷uds, plusieurs techniques sont disponibles. La plus simple consiste à ne considérer qu'unepartie du graphe par un e�et de loupe (zoom). L'inconvénient de cette méthode est qu'elle fait perdre lecontexte de la partie du graphe considérée. Pour répondre à ce problème, de nouvelles techniques ont étéenvisagée, comme les représentations �sheye view [48], ou encore les regroupements de plusieurs n÷udsdu graphe en un seul [50].Nous proposons d'utiliser la structure de graphe composé pour permettre de mettre en avant certainesparties d'un graphe. Pour cela nous choisissons de permettre de masquer entièrement un sous grapheinclus dans un n÷ud, ou encore d'en réduire la taille à l'a�chage. Prenons par exemple le graphe de la�gure 4.19. Les parties représentées en grisé sont celles dont nous souhaitons réduire l'importance dansle dessin �nal. Après application de l'algorithme de réduction, nous obtenons alors le graphe de la �gure4.20. L'avantage de cette méthode est que l'on conserve la vision globale du graphe, sans utiliser dedéformations peu naturelles.4.7.2 Réduction du nombre d'arêtes d'un grapheEn ajoutant un contenu sémantique à la relation d'inclusion, il est possible de diminuer de façonimportante le nombre d'arêtes du graphe. L'idée consiste à considérer qu'un graphe G dont un n÷ud aest relié par une arête non orientée à un n÷ud b, avec les n÷uds s1; : : : ; sk 2 V +5(b), est équivalent augraphe G0 ne contenant pas le n÷ud b et tel que le n÷ud a est relié aux n÷uds s1; : : : ; sk par une arêtenon orientée. Par exemple, les deux graphes des �gures 4.21 et 4.22 sont équivalents.
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Fig. 4.19: Graphe avant réduction.
Fig. 4.20: Graphe de la �gure 4.19, après réduction des parties grisées.
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Fig. 4.21: Graphe non orienté.a

Fig. 4.22: Graphe équivalent au graphe de la �gure 4.21Il est possible d'appliquer le même genre de règles dans le cas d'arêtes orientées. Le tableau de la�gure 4.23 est un exemple de manipulation d'un graphe suivant cette sémantique. Le graphe de départest formé de neuf n÷uds, représentant les entiers de 1 à n, reliés par des arêtes orientées si un entier endivise un autre.4.8 ConclusionNous avons présenté dans ce chapitre un algorithme de tracé de graphes composés, basé sur la conver-sion du graphe à a�cher en un graphe imbriqué. Cet algorithme o�re la possibilité de faire cohabiterplusieurs algorithmes de tracé de classes de graphes particulières sur le même dessin, avec comme seulecontrainte le fait que ces algorithmes doivent permettre le tracé de graphes dont les n÷uds sont de taillesarbitrairement grandes. Nous avons également proposé une méthode de conversion standard des structuresdécomposables en graphes composés, dont l'intérêt est qu'elle fait ressortir graphiquement les propriétéscombinatoires de la structure. Ceci nous permet de disposer d'une méthode pour la représentation desstructures décomposables. L'intérêt de notre approche est qu'elle o�re la possibilité à l'utilisateur decréer ses propres fonctions de conversion de structures décomposables en graphes composés, comme nous
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234567 8 9 1 23456 7 8 9

1
23 45 6

7 8 9
1 23 4

5
67 89 123 4

5
67 89 1 234567 8 9 1Fig. 4.23: Suite de transformations équivalentes.



4.8. Conclusion 133l'avons montré sur des exemples en section 4.4.2. Ceci nous permet de réaliser un compromis entre lacréation d'algorithmes nouveaux pour chaque classe de structures manipulée et l'utilisation systématiqued'une représentation standard pour toutes les classes. En�n, nous avons évoqué en �n de chapitre quel'utilisation des graphes composés pour la représentation des structures décomposables était bien adaptéeà la représentation de structures de grandes tailles, en présentant un mécanisme permettant de porterson attention sur des parties précises du graphe, tout en conservant la vision globale de la structure.En conclusion, nous disposons maintenant de la possibilité de représenter automatiquement, avec unecertaine souplesse, des structures générées aléatoirement à l'aide des techniques présentées au chapitre 1ou de façon systématique à l'aide de celles du chapitre 2. Pour cela, nous utilisons les algorithmes quenous avons présenté au chapitre 3 comme modes de tracé de l'algorithme général. La concrétisation de cetravail est la réalisation du logiciel CGraph, que nous présentons dans le chapitre suivant, qui permet l'uti-lisation conjointe de ces techniques pour former un outil intégré de génération et de tracé de structuresdécomposables.
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Chapitre 5Réalisations logiciellesLes aspects principaux de deux réalisations logicielles réalisées dans le domaine de la représentationde graphes sont abordés dans ce chapitre. Le premier logiciel, appelé Padnon, concerne l'a�chagede graphes orientés ou non orientés en trois dimensions. Il est conçu pour permettre de tracer de façonincrémentale un graphe, et est pour cette raison bien adapté à l'animation d'algorithmes. Le secondlogiciel, appelé CGraph, permet la manipulation interactive et le tracé automatique de graphes composés.Il implante les algorithmes de tracé de graphes composés présentés au chapitre 4. Ces deux programmespeuvent être reliés à des programmes extérieurs, comme par exemple le système Maple, pour former desoutil intégrés de génération et de visualisation de structures décomposables.5.1 Padnon

Fig. 5.1: Padnon : fenêtre de visualisation du graphe135



136 Chapitre 5. Réalisations logiciellesLe programme Padnon [3] permet de représenter des graphes orientés ou non orientés en trois dimen-sions. Il implante les algorithmes de tracé par � ressorts � de graphes orientés et non orientés présentésau chapitre 3. L'interface du programme permet de manipuler de façon intuitive le graphe représenté,par e�et de rotation ou de déplacement dans dans la scène en trois dimensions. Padnon peut être reliéfacilement à d'autres programmes pour permettre d'a�cher un graphe construit automatiquement. Lesalgorithmes de tracé permettent, après une petite modi�cation du graphe, d'obtenir une nouvelle repré-sentation qui tienne compte du tracé dont on disposait avant modi�cation. Ceci permet de conserver lareprésentation mentale que l'on s'est faite du graphe au cours des étapes précédentes. Cette propriétérend le programme Padnon particulièrement bien adapté à la représentation dynamique des graphes. Ilpeut servir comme interface pour la représentation de phénomènes dynamiques sur les graphes, ou encoreservir à l'animation d'algorithmes. Padnon est par exemple utilisé pour a�cher l'automate dynamiquesous-jacent d'un programme de recherche de motifs dans un texte [4, 38].Le programme Padnon est écrit en C++. Il s'appuie sur la bibliothèque Inventor [60] pour la repré-sentation en trois dimensions des graphes, et la bibliothèque Motif [35] pour l'interface utilisateur duprogramme.5.2 CGraph

Fig. 5.2: CGraph: fenêtre principaleLe programme CGraph est un logiciel permettant l'édition et le tracé automatique de graphes composés.Il met en ÷uvre l'algorithme de tracé de graphes composés quelconques présenté au chapitre 4. Lesmodes d'inclusion des n÷uds utilisés par cet algorithme sont l'algorithme de tracé d'arbres généraux,



5.2. CGraph 137l'algorithme FR de tracé de graphes non orientés et l'algorithme classique de tracé de graphes orientésprésentés au chapitre 3, ainsi qu'un algorithme permettant de placer les n÷uds d'un graphe sur un cercle.Ce programme implante également l'algorithme FRCC que nous avons proposé au chapitre 3, ainsi qu'unalgorithme inspiré de l'algorithme DH utilisant les techniques d'optimisation de recuit simulé [11]. Il estégalement possible d'appliquer l'algorithme de tracé de graphes planaires proposés dans la bibliothèqueLEDA [39].

Fig. 5.3: Choix des préférences graphiques et des modes de n÷uds du graphe.L'interface utilisateur du programme (Fig. 5.2) est conçu permet une utilisation concrète des principesexposés dans cette thèse. L'éditeur possède l'ensemble des fonctionnalités que l'on est en droit d'attendred'un tel outil. Il est possible d'ajouter, de supprimer, de déplacer ou encore de dupliquer des ensemblesde n÷uds ou d'arêtes. Il est possible de modi�er tout ou partie des attributs graphiques d'un ensemblede n÷uds ou d'arêtes (Fig. 5.3), sauvegarder les dessins obtenus dans un format propre à CGraph ainsiqu'aux formats Postscript ou metapost. Il est en�n possible de relier CGraph à d'autres programmes, cequi permet d'a�cher des graphes construits automatiquement par des programmes extérieurs. Il est enparticulier possible de relier CGraph directement à Maple, générer une structure à l'aide de combstruct,puis d'utiliser le module convert2cgraph de conversion de structures décomposables en graphe composéobtenues à l'aide de combstruct, dont le principe a été exposé au chapitre 4.Le programme CGraph est écrit en C++. Il s'appuie sur la bibliothèque LEDA [39] pour la gestion desstructures de données élémentaires et la représentation de graphes planaires, la bibliothèque lp_solvede résolution de contraintes, et la bibliothèque Motif [35] pour l'interface utilisateur du programme.



138 Chapitre 5. Réalisations logicielles5.3 ConclusionNous avons présenté deux programmes de tracé de graphe. Le premier, Padnon, permet le tracé entrois dimensions de graphes orientés et non orientés, et est spécialement conçu pour la représentationde structures dynamiques. Le second, CGraph, permet le tracé de graphes composés selon l'algorithmedécrit au chapitre 4. S'il est conçu initialement pour la représentation de structures décomposables,CGraph n'est cependant pas limité à ce seul domaine, et trouve des applications dans la représentation degraphes en général. Ces deux programmes permettent la communication avec d'autres programmes, enparticulier ceux mettant en ÷uvre les techniques de génération de structures décomposables présentéesaux chapitres 1 et 2. Ils permettent donc au �nal de former des outils complets de génération de structureset de visualisation, tout en restant ouverts à d'autres utilisations ultérieures.
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RésuméL'objet de cette thèse est la réalisation d'algorithmes et d'outils d'aide à l'étude des propriétés de structurescombinatoires particulières, les structures décomposables. Nous nous intéressons pour cela à la génération aléatoireet systématique de structures décomposables, puis à leur représentation graphique automatique. Ce travail se situeà la frontière entre calcul mathématique et visualisation.Les structures décomposables sont les structures combinatoires qu'il est possible de former récursivement enutilisant des constructeurs aux propriétés particulières. Le point de vue est similaire à celui adopté dans la théoriedes espèces de structures, où l'on privilégie la description d'ensembles de structures à partir de transformationsd'ensembles existants. Il est alors possible, grâce à des spéci�cations, de décrire une in�nité d'ensembles destructures combinatoires parmi lesquels les permutations, les graphes fonctionnels, les arbres enracinés ou encoreles hiérarchies. L'intérêt de cette démarche tient au fait que l'on sait résoudre des problèmes de dénombrement etde comportement asymptotique sur ces ensembles et générer aléatoirement de façon uniforme des structures deces ensembles. Les applications concernent le calcul de complexité en moyenne d'algorithmes, et la génération dejeux de tests pour la validation expérimentale ou l'étalonnage d'algorithmes.Nous présentons dans cette thèse deux types de résultats. Les premiers concernent la génération de structuresdécomposables, les seconds leur représentation graphique. Nous présentons une implantation d'un algorithmeclassique de génération aléatoire de structures décomposables, et nous proposons des techniques permettant degénérer tous les éléments d'un ensemble à partir de sa spéci�cation. Nous proposons également un algorithmede tracé de graphes particuliers, pour lesquels il existe à la fois des relations d'adjacence et d'inclusion entre lesn÷uds. Ces graphes, que nous appelons les graphes composés, sont en e�et bien adaptés à la représentation dela nature générique des structures décomposables. Ce travail est concrétisé par la réalisation de deux logiciels detracé de structures combinatoires. Leur utilisation n'est cependant pas limitée à ce seule domaine et les apsectsliés à leur application à la visualisation de graphes en général sont abordés.Mots-clés: combinatoire, structures décomposables, généartion aléatoire, rang inverse, tra�'e de graphes, graphescomposés. AbstractThe main goal of the thesis is to conceive algorithms and tools to assist people who study a special kind ofcombinatorial structures, namely decomposable structures. The two major questions we try to solve are:� How to generate, randomly or by some systematic procedure, a decomposable structure.� How to draw decomposable structures.Decomposable structures are combinatorial structures that are recursively described using a small set ofconstructors. The idea consists in considering a structure as a process of construction from simpler structures.The main interest of the decomposable structure theory is that we can describe an in�nite number of di�erentsets of structures, including permutations, various kind of trees or functional graphs, for which we can solvecounting and random generation problems. Possible applications are the average case analysis of algorithms andthe production of test inputs for the experimental validation of programs.We propose an algorithm for drawing decomposable structures based on the translation into specialgraphs,that we call composed graphs, in which both inclusion and adjacency relationships can exist. The principle isbased on the translation of decomposable structures into composed graphs, i.e. graphs with both inclusion andadjacency relationships. The drawing of composed graph is achieved by using di�erent classical graph drawingalgorithm together. The number of algorithms that can be used on a same drawing is in�nite. The only restrictionis that the algorithms must be able to draw graphs with arbitrary node sizes.We present two graph drawing software realisations that we wrote in order to validate the algorithms presentedin the thesis. They can be linked to combinatorial structure generation programs in order to form integratedsystems. We also investigate their use for the visualisation of large data structures.Keywords: combinatorics, decomposable structures, random generation, unranking, graph drawing, clusteredgraphs




