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Notations

— P . L’espace vectoriel des polynomes réels.

— P, : L’espace vectoriel des polynomes réels de degré au plus égal a n.
~ H'(.,.) : Pespace de Sobolev.

— Q: Un ouvert de R

— w : La mesure de Borel.

— L?(.,.) : L’espace d’Hilbert des fonctions réelles de carré intégrable.



Introduction générale

Soit P un polynome de degré n, P’ son polynéme dérivé et ||.|| une norme
sur 'espace des polynomes de degré < n.
Le probléme de Markov Bernstein se pose comme suit :

Trouver la meilleure constante c,, telle que :
[P'|] < enll P|.
¢, est appelée constante de Markov Bernstein.

Les travaux de recherche de cette thése, concernent ’encadrement de la
constante de Markov Bernstein pour la norme L? associée aux mesures de
Jacobi et Gegenbauer généralisée.

Ce travail est structuré en cinq chapitres, nous les décrivons briévement :

Dans le premier et le deuxiéme chapitres, nous avons rappelé tout d’abord
quelques résultats classiques concernant la constante de Markov Bernstein
pour la norme infinie et pour la norme L? associée aux mesures de Laguerre,
Hermite et Gegenbauer. Ensuite, nous avons remarqué que 1’étude de ce pro-
bléme est lié a celle d’'un probléme aux valeurs propres généralisé. Draux et
al. ([12], [10]) 'ont abordé a I’aide d’une formulation variationnelle.

Enfin, nous avons exposé les techniques et les outils mathématiques pour ’en-
cadrement de la constante de Markov Bernstein, qui est liée a la plus petite
valeur propre de la matrice obtenue a partir de la formulation variationnelle.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons développé une généralisation de
I’algorithme qd pour les matrices symétriques définies positives a largeur de
bande ¢ et nous avons démontré ainsi une propriété importante concernant les
valeurs propres. En effet la premiére valeur propre de la matrice obtenue par

10
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la décomposition donnée par cet algorithme pour différentes étapes constitue
une suite strictement croissante et la derniére valeur propre constitue une
suite strictement décroissante. Ensuite, nous avons construit 'algorithme qd
par blocs pour les matrices de Jacobi par blocs liées aux relations de récur-
rence a trois termes entre les polyndmes orthogonaux matriciels. Enfin, nous
avons généralisé le dernier résultat aux cas des matrices par blocs a largeur
de bande ¢, et nous avons démontré la méme propriété concernant les valeurs
propres, c¢’est-a-dire les valeurs propres du premier bloc de la matrice obtenue
par la décomposition donnée par 'algorithme qd par blocs pour différentes
étapes constituent des suites strictement croissantes et celles du dernier bloc
constituent des suites strictement décroissantes. Cette propriété permet d’ob-
tenir un majorant ayant le méme comportement asymptotique que la plus
petite valeur propre des matrices associées.

(Les résultats de ce chapitre ont fait 'objet de trois articles [15], [14], [18]).

Dans le quatriéme chapitre, Nous avons développé le déterminant caracté-
ristique d’une matrice symétrique définie positive pentadiagonale, nous avons
obtenu ainsi une relation de récurrence a six termes, cette relation permet
d’obtenir un minorant de la plus petite valeur propre de la matrice pentadia-
gonale en utilisant la méthode de Newton a l'origine. Finalement nous avons
utilisé encore la méthode de Newton a ’origine pour obtenir un minorant de
la plus petite racine latente du polynoéme matriciel associés a la matrice de
Jacobi par blocs.

Le cinquiéme chapitre est consacré a 'application de tous les outils dé-

veloppés précédemment a I'encadrement de la constante de Markov Bern-
stein pour la norme L? associée & la mesure de Gegenbauer généralisée. Tout
d’abord nous avons rappelé les relations de récurrence que vérifient les po-
lynémes orthogonaux par rapport a cette mesure. Nous avons exprimé la
formulation variationnelle de ce probléme par une matrice, qui se décompose
en deux blocs diagonaux. Le premier bloc est associé aux polynoémes ortho-
gonaux de Gegenbauer généralisés de degré pair, et le second est associé a
ceux de degré impair.
La méthode de Newton et 'algorithme qd appliqués au premier bloc nous
fournissent un encadrement ayant le méme comportement asymptotique que
la plus petite valeur propre de ce bloc. En revanche la méthode de Newton
appliquée au polynome lié au second bloc fournit un minorant de la plus
petite valeur propre. En revanche nous avons obtenu un ordre en (1/n%) d’'un
majorant de la plus petite valeur propre par le quotient de Rayleigh. (Le
résultat de ce chapitre a fait 'objet d’un article [16]).



Chapitre 1

Les inégalités de Markov
Bernstein
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1.1 Introduction

Les inégalités de Markov-Bernstein sont un outil fondamental pour la dé-
monstration de plusieurs théorémes inverses de la théorie d’approximation
des polynomes. Par exemple, Telyakovskii ([28]) écrit :< Among those that
are fundamental in approximation theory are the extremal problems connec-
ted with inequalities for the derivatives of polynomials. ...The use of inequa-
lities of this kind is a fundamental method in proofs of inverse problems of
approximation theory. Frequently further progress in inverse theorems has
depended on first obtaining a corresponding generalization or analog of Mar-
kov’s and Bernstein’s inequalities.>>

En 1869 le chimiste russe Dimitri Mendeleiev a créé le tableau périodique
des éléments également appelé le tableau de Mendeleiev. Ce tableau regroupe
tous les éléments chimiques connus, classés en fonction de leur nombre de pro-
tons, ou numéro atomique. Quelques années plus tard il a effectué une étude
sur la gravité spécifique d’une solution comme une fonction de pourcentage
d’une substance dissoute ([27]), cette fonction a un role important dans la
pratique : par exemple elle est utilisée pour le test du contenu alcoolique
de la biére et du vin, ainsi que pour le test de la concentration d’antigel du
systéme de refroidissement d’une automobile.

Les recherches de Mendeleiev ont mené a des problémes mathématiques de
grande importance, et continuent a inspirer la recherche mathématique ac-
tuelle.

On représente une courbe que Mendeleiev a obtenu (voir figure 1.1) : (’alcool
dans I’eau, pourcentage par poids)

Mendeleiev a remarqué que les courbes pourraient étre étroitement rap-
prochées par des successions d’arcs quadratiques, il a voulu savoir si les en-
droits ot les arcs se joignent existent réellement ou si elles sont dues a des
erreurs de mesure.

D’un point de vue mathématique le probléme de Mendeleiev se pose comme
suit :
si t — P(t) est un polynome quadratique arbitraire défini sur un intervalle
[a, b] vérifiant,

max P(t) — min P(t) =L

t€la,b] te(a,b]
alors quelle largeur peut avoir P'(t) sur [a,b] ¢

Ensuite, Mendeleiev a réduit son probléme en un autre plus simple :
sit— P(t) = at>+bt+c est un polynome quadratique arbitraire et |P(t)| < 1
sur [—1,1], quelle largeur peut avoir P'(t) sur [—1,1] ?
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L';r._a'\.-ilﬁ
Specifigue

FIGURE 1.1 — courbe de Mendeleiev

Mendeleiev a résolu ce probléme et montre que :
|P'(t)] <4 sur[—1,1]

ce résultat est le meilleur car : pour P(t) = 1—-2t? ona P(t) < 1let P'(£1) =
4. En utilisant ce résultat, Mendeleiev s’est convaincu que les endroits ot se
joignent les arcs dans sa courbe étaient véritables, puisque ces mesures étaient
tout & fait précises.

Plus tard A.A.Markov (voir [26]) a traité le probléme correspondant pour
des polynomes de degré n, n > 2, et a démontré le théoréme suivant :

Théoréme 1.

Soit P(t) € P, (Pn Uespace vectoriel des polynomes réels de degré au plus
égal a n) tel que |P(t)] <1 sur [—1,1] alors :

|P'(t)] < n? pour —1 <t <1.

Le résultat est optimal et l’égalité est atteinte pour P(t) = £T1,(t), ot T,(t)
est le polynome de Thebychev de premiére espéce.

En 1926 le mathématicien russe Serge Bernstein a formulé un théoréme
analogue a celui de Markov sur un disque unité dans le plan complexe. En
effet il a voulu savoir quel est le max|P’(z)| pour |z| = 1 ou P(z) est un
polynéme complexe de degré au plus égal a n, le résultat est donné dans le
théoréme suivant (voir [3]).

Théoréme 2.
Soit P(z) un polyndéme complexe de degré au plus égal & n, alors

r|ng>1<|P’(2)\ < n{HI@fIP(Z)I- (1.1)

L’éqalité est atteinte pour P(z) = Az", ot A\ est un nombre compleze.
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En 1889 A.A Markov ([26]) a traité le probléme de Mendeleiev sous une
forme plus générale.
Pour la norme infinie sur [—1,1] (ie ||f|| = ||fll = max_1<<1|f(t)]),
Markov a donné le théoréme suivant :

Théoréme 3.
Pour tout P € P, on a
1P'[] < n?||P]|. (1.2)

L’éqgalité est atteinte en £1, et quand P(t) = ¢T,(t), ou T,, est le polyndome de
Tchebetchev du premiére espéce de degré n et ¢ est une constante arbitraire.

Maintenant nous donnons quelques versions du théoréme de Bernstein :

Théoréme 4.
Soit P un polynome complexe de degré n, alors pout tout z sur le disque unité
dans le plan complexe on a :

|P'(2)] < n|P(2)] (1.3)
L’égalité est réalisée pour P(z) = cz", ot c¢=const.
Pour les polynémes trigonométriques on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 5.
Soit 0 —— T'(6) un polynéme trigonométrique de degré n tel que |T'(0)] < M,
alors

|T(0)] <nM.
L’égalité est réalisée pour T'(0) = ~vsin(n(f — 0y)), o |y| = 1.
Enfin nous donnons la forme standard du théoréme de Bernstein.

Théoréme 6.
Pour P(t) € P, et |[P(t)] <1 (—=1<t<1), alors

n
PO < =g —1<t<1 (1.4)

(2k—1)7

5 1 <k < n, siet seule-

L’¢galité est atteinte aux points t = ty = cos
ment si P(t) = ~vT,(t), ot |y| = 1.
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Nous considérons maintenant le probléme extrémal suivant : Pour une

norme ||.|| donnée, déterminer la meilleure constante A, telle que :
1Pl < AulIPI[ (P €Pu), (1.5)
.e: 1P
A, = sup ——. 1.6
PP o

Dans le paragraphe suivant, nous rappelons quelques résultats classiques
de ce probléme en norme L? pour certaines mesures.

1.2 Lesinégalités de Markov-Bernstein en norme
L2

Soit P l'espace vectoriel des polynomes réels, et P,, I'espace vectoriel des
polynomes réels de degré au plus égal a n.
Soit L*(Q; w) lespace de Hilbert des fonctions réelles de carré intégrable sur
Iouvert 2 C R, w est la mesure de Borel positive sur le support €.
Sur cet espace on définit le produit scalaire suivant :

(f, 9) r2(0uw) I/Qf(x)g(x)dw(x), Vf,g e L*(Qw) (1.7)
| f Il22(0:) est la norme définie par

H f HLQ(Q;w): ((f7 f)LQ(Q;w))l/Q- (18)

Maintenant on définit I'inégalité de Markov-Bernstein par rapport a cette
norme

| P HLQ(Q;w)S Al p ||L2(Q;w) Vp € Ph, (1'9)

ou A, est la plus petite valeur possible pour un n fixé. i.e :

/
A, = sup H p HLQ(Q;w)

. (1.10)
pePn || 2 |l L2(0w)

Plusieurs auteurs ont abordé ce probléme extrémal concernant la constante
de Markov-Bernstein en norme L2 Schmidt [37] et Turan [39] se sont inté-
ressés a ce probléme, lorsque les normes sont associées aux poids d’Hermite
et Laguerre. Nous résumons les résultats obtenus dans le théoréme suivant :
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Théoréme 7.
(a) Soit Q =] — 0o, 00] et

117 = / et (02t

o0

alors la meilleure constante (1.10) est A, = /2n. Le polynome d’Her-
mite H, est le polynéme extrémal.

(b) Soit Q= 1[0,00][ et
2: —t Qd.
IR = [ e rwr
Alors

T
A, = (2si -1
(2sing )

Le polynome extrémal est

" krm
P(t)y=>Y_ sin = -Li(t),
k=1

ou Ly est le polynome de Laguerre.

Quant a Mirsky [29] il a traité le cas de la norme L? avec une fonction
poids arbitraire :
w:Q— Ry

pour laquelle tous les moments sont finis, et a démontré le théoréme qui suit :
Théoréme 8.
Soit P un polynome a coefficients complexes de degré au plus égal a n. Alors

il existe une constante A, = A, (Q,w) telle que l'inégalité (1.9) est vérifiée.
De plus A,, vérifie la majoration suivante :

An < (Y KlImilP)2, (1.11)
k=1

ot {my} est un systéme des polyndomes orthonormauz par rapport a la fonction
poids w.
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Exemples :
1. L’estimation de (1.11) pour w(t) = exp (—t?) sur R est :

1

Z%? )2 :\/ n(n+1)2n+1) = O(n

N|w

).
2. Le cas asymptotique de A,, pour w(t) = 1 sur [—1, 1] a été étudié par
Schmidt [37], il a obtenu pour n > 5 :

(@n+3)° ) -3 IR
A7 32n+3)2  (2n+3)*

An - )_17
ol —6 < R <13.

Maintenant nous donnons la meilleure constante possible du probléme ana-
logue pour des dérivées d’ordre supérieur, ce probléme a été traité par Dorfler

8],

Théoréme 9.
Soit P un polynéme a coefficients complexes de degré au plus égal a n. Alors
la meilleure constante possible A, telle que

[PE] < Anil| P,

est égale a la plus grande valeur sm ulzere de la matmce A%k),

o4k k
01 A3 = (€400t €l = J, 7 () (o (1)l
De plus on a :

|

k 1
max ||| < A, < O 7I?)2.

0<i<n

Milovanovi¢ [28]| a traité un cas plus général en considérant la mesure
positive do(t) sur R, avec un support compact ou infini pour lequel tous les
moments j; = th do(t), 1 =0,1,..., existent et sont finis, et o > 0. Alors
il existe un ensemble umque de polyndémes orthonormaux

ﬂl(') =m(-,do), 1=0,1,...,
définis par :
m(t) = at' + des termes de degrés inférieurs, a; > 0,

et

/Rm() m(t)do(t) = 0, 1,m > 0.
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Pour des polynémes P € P,, & coefficients complexes, on définit

1
171 = ([ 1P@)Pase)
On considére le probléme extrémal suivant :

||PR)]]
A =Ani(do) = sup —— (1 <k <n). (1.12)
pep, ||P|

Théoréme 10.

La meilleure constante A, définie par (1.12) est égale G la norme spectrale

de la matrice triangulaire QT ot

Qni = (qz(f))kgi,jgn (QZ(];) =0<«1i>j),

i€,

An,k = U(Qz:,k) = (/\maar<Qn,sz;k))é- (1'13)

) sont donnés par le produit scalaire suivant :

Les éléments g;;

o = (@ m)  (k<ij<n).

On écrit (1.13) sous la forme suivante :

D=

An,k = ()‘mm<0n,k))_ ) (1‘14)

ot Cpp = (Qn,kz@g,k)_l'

Exemples : Nous donnons quelques valeurs de A,, ;, pour différentes mesures :

1. Le cas Hermite : do(t) = e ¥ dt, —oo <t < 0. On a

mt) = H(t) = (vVr2') 2 Hy(t),
ou H; est le polynome de Hermite de degré 1.

|
On trouve A\paz(Bng) = 2FkI(D) et A,y = 2% e

(n—k)
On peut trouver ce résultat dans la thése de Shampine [35] et [36].
2. Le cas Laguerre généralisé : do(t) = t*e~'dt, 0 <t < +00, on a
l

i) = 10 = ey D CUEDG
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ot I' est la fonction gamma.

Pour le cas simple k£ = 1 on trouve les valeurs propres \; = —t; de C, 1
ou Q,(t;)) =0pourl=1,...,n.

Dans le cas de Laguerre (a« = 0) on peut trouver la valeur exacte de
A1, en effet pour t =2(z — 1) avec —1 <z <1, ona

cos(2l +1)%

i(t) = ———5—=, =z = cosb.
coss

Les valeurs propres de la matrice C), ; sont

(2l —1)m

N o= —t = dsin? ot T T
! L S on 1) ’

Puisque A\pin(Cr1) = A1, on obtient

T
Apy = (2sin———)"".

ni = 2@n+n>
Dorfler [8] a donné une expression erronée d’'un minorant de la plus petite
valeur propre, en revanche cette constante a été corrigée par A.Draux et al

qu’on trouve dans les articles [12] et [10], et on obtient :

2(1 + «)

Ap1 >
TS+ 1

9

en utilisant la méthode de Newton.

1.2.1 Probléme spectral

A présent nous allons aborder le probléme de la constante des inégali-
tés de Markov-Bernstein en étudiant un probléme spectral. En effet nous
considérons la forme bilinéaire a définie sur H'(Q; w) x H'(;w) par :

a’(fa g) = (f7 g)L2(Q;w) + A(f/a gl)L2(Q;w)a vfa g€ Hl(Qv lU), (115)
ou H'(Q;w) est I'espace de Sobolev défini par :
H'(Qw) = {f | f € L3 w), f € (9 w)), (1.16)

et oll A est un parameétre réel.
f' et ¢’ sont les dérivées premiéres au sens des distributions des fonctions f
et g.
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Le but est de trouver le domaine D,, de R
D, ={NeR|a(p,p) >0, VpeP,}

D,, est en fait la demi droite |\, +00[ oit A, est la meilleure constante, on a
An < 0.

Si on considére D,, = {\ € R | a(p,p) >0, Vp € P,} alors D, = [\,, +o0l.
YAED, alp,p)>0 VpeEP, ie

|| D ||%2(Q;w) +A H p/ ||%2(Q,w)Z 0

et donc pour A = )\, on a

1
a(p,p) > 0 <=l Y ||L2(Q;w)§ W | p ||L2(Q;w) . (1.17)
Pour étudier ce probléme nous commencons par écrire la forme bilinéaire
a sous la forme matricielle en considérant une base {p;};>o de P telle que
degyp; = j, Vj € N.
Dans cette base, p = > 7 §;¢;, alors

a(p,p) = Z Z fzgj (Soja goi)LQ(Q;w) + A Z Z 5@5] (()0;7 ()0;)[12(9711&118)
=0 j=0 i=0 j=0
= K06 + MNTE(¢ (1.19)
ou £ est un vecteur de R" de composantes & pour ¢ =0,...,n.

K, est une matrice symétrique définie positive de taille (n 4+ 1) x (n + 1),
telle que

Koo = ((¢5: i) 12(050))i j—0-

KT(:()) est une matrice symétrique semi définie positive de taille (n+1) x (n+1),
telle que "
1 n
Kn,O = ((@;7 ¢;)L2(Q;w))i,j=0-
Remarque : Les éléments de la premiére ligne et de la premiére colonne
de la deuxiéme matrice sont nuls, en utilisant [’élimination de Gauss, nous
supprimons les éléments K, o(i,0) et K,0(0,7), pouri=1,... n.

Nous notons maintenant K, (resp. Kﬁ) la matrice de taille n x n (resp.

n x n) déduite de la matrice K, (resp. KT%) en supprimant la premiére

. N . 1 . L. , .
ligne et la premiére colonne, donc la matrice Kfl f est aussi symétrique définie

positive.
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Théoréme 11. (/12])

Pour un parameétre A € R fizé, on a

Vp € P, {0} a(p,p) >0 <= K,1+ /\K 1 est une matrice symétrique
définie positive.

Puisque K, ( % est une matrice symétrique deﬁnle positive, donc on peut la

décomposer par la décomposition de Cholesky : G (G(l)) oll Gm1 est une
matrice triangulaire inférieure.
Alors on a

Koy + AN = Kui+ G0 @GI)T (1.20)

TL,

- (e K (G 40 1G]

—~
—_
T
~—
~
—~
—_
[\
—_
~—

S

Théoréme 12 ([12])
Kpq+ )\K 1 est une matrice symétrique définie positive si et seulement si

(ij’l) nl((GS)l) )7L+ NI est une matrice symétrique définie posilive.

Il en résulte que —\,, est égale a la plus petite valeur propre de

(G K (@)™

n,1

Maintenant on considére p;,, @ = 1,...,n, les valeurs propres de la matrice

(GO K (GI)T) avee 0 < piry < pion < -+ < finn:

n7 n7
Nous avons donc les résultats suivants :

Théoréme 13 ([12])
Kpq+ )\K 1 est une malrice symétrique définie positive <= A > — iy .

Théoréme 14. ([12])
la formulation variationnelle a est symétrique définie positive si et seulement
51 A > —limy, o0 fb1 -

Dans le cas de mesures générales, nous ne pouvons pas, en général, trou-
ver la valeur exacte de la constante de Markov-Bernstein, car dans ce cas
le systéme des polyndémes orthogonaux n’est pas un systéme classique, et la
suite de dérivées des polyndmes n’est pas une suite des polynomes orthogo-
naux. Pour cela nous proposons d’employer quelques méthodes numériques
et formelles, afin de trouver une borne inférieure et une borne supérieure de
la constante de Markov-Bernstein. Il est clair qu’il faut chercher des bornes
inférieures et des bornes supérieures ayant le méme comportement asympto-
tique que —\,,. D’aprés le théoréme 12, — )\, est égale a la plus petite valeur
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propre de GS)IKM((G(I))T)”. Donc nous cherchons la plus petite valeur

n,l
propre du probléme aux valeurs propres suivant :

Cor = Az o G, = GV K, 1 (GU)T) "

Comme GS{ est une matrice triangulaire inférieure pleine, la matrice C), est
pleine, ce qui rend le probléme encore plus difficile & traiter.

Par conséquent nous avons choisi de considérer la base des polyndmes
quasi-orthogonaux {y;} d’ordre 1 par rapport aux polyndomes orthogonaux
a la mesure w. Les polynomes ¢; vérifient :

degp; = j
¢ = jR; o R; est un polynome orthogonal

Soit p € P, donc dans cette base : p =" | yip;.
Nous avons

ap,p) = (0,P)r2(0w) +A@P)r20w) (1.22)
= >y i) 2 + A Y Uil (0 9 20w (1.23)
i,j=0 4,J=0
= >y (00 05 2(@w) + M €))r20m)) (1.24)
i,j=0
=y (Roa+ 2K . (1.25)
avec y le vecteur de composantes y;, i = 1,...,n, K, = (@i, 05) 120 €b

KN = (¢ ) r2(0m)-
y” est la transposée de 7.
Dans le cas des mesures classiques, la matrice f(?(ll% est diagonale par rapport
() 2(2w) PUisque ¢ est quasi-orthogonal, et f(m est une matrice a largeur
de bande égale a /.
Nous donnons quelques exemples concernant la matrice K, 1([12], [13]) :

— Dans le cas Hermite kn,l est diagonale.

— Dans le cas Laguerre f(ml est tridiagonale.

— Dans le cas Gegenbauer f(n,1 est pentadiagonale.

— Dans le cas Jacobi K, est pentadiagonale.
Nous résumons dans la table suivante toutes les informations utiles concer-
nant ces quatre familles de polynomes orthogonaux unitaires :
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Nom |Hermite Laguerre Gegenbauer Jacobi
Q R 10, +00] ] —1,1] | —1,1]
w e xve™ " (1— %)z (1—-2)(1+2)°
ﬁn' 7T21_20‘_2”n!F(n + 2&) T )T(Bn)T (65—
o I 1 O Hen B0 )0 —1)
g [ tadt )F(n+a—|— DT(n+a) = onTGaP
avec a,, = o +n+1
5n = Qp + 671 —1
Restrictions a>—1 a > % a>-—1, >-1
TABLE 1.1 —

Dans le cas de Gegenbauer, les deux diagonales qui sont de part et d’autre
de la diagonale principale sont nulles. Donc IN(nJ peut étre transformeée en
une matrice semblable qui a une structure d’une matrice bloc 2 x 2 diagonale.
En plus, les deux blocs de la diagonale sont tridiagonaux. Les matrices de la
transformation utilisée sont les matrices de permutation V;; (i # j) définies
par

Vij(6,0) =1, pour £ =1,....n, (F#ietl+#j,

V;](@,]) = V;](ja Z) = 17

0 partout ailleurs.
telles que V;;Vi; = I. Maintenant, et notamment dans ces cas, nous pouvons
traiter le probléme aux valeurs propres :

Chx =tr, teR, (1.26)

avec (), une matrice tridiagonale.
Le cas ou (), est pentadiagonale sera traiter dans le chapitre 3.

1.2.2 Quelques propriétés dans les cas Laguerre, Gegen-
bauer et Jacobi

Nous rappelons maintenant le produit scalaire et la relation de récur-
rence a trois termes entre les polyndémes orthogonaux unitaires par rapport
aux mesures de Laguerre, Gegenbauer et Jacobi, ainsi que les matrices de
Jacobi obtenues dans ces cas et d’autres propriétés (voir [28], [12]).
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e Cas Laguerre

Le produit scalaire ¢ dans ce cas est défini par :

+o0
c(p,q) = / p(x) q(x) % e *dr avec a > —1.
0

Nous notons par J,, la matrice f(n,1 dans le cas Laguerre, cette matrice est
tridiagonale de taille n x n :

1+« pour ¢ =j =1,
«
2+ — pourt=7j=2,---,n,
1
Jn(i,5) = 1+ - 1 pour i =7+ 1,
/L —
pour 1 =7 — 1, la matrice est complétée par symétrie.
0 partout ailleurs.

\

(1.27)
Nous obtenons pour cette matrice de Jacobi, la suite de polynémes orthogo-
naux unitaires définie par la relation de récurrence a trois termes suivante :

An(z) = (x -2 — %)An_1<x> S —

o)A@, (1)
avec Ap(z) =1let Ay(z) =2 —a— 1.

La norme k,, est donnée dans la table (2.1).

Les valeurs propres i, ¢ = 1,---,n de la matrice J,, sont les racines des
polynémes orthogonaux A, (x).

La dérivée du polynéme orthogonal de Laguerre noté LY est

%Lg(x) = anfH(x).

e Cas de Gegenbauer

Le produit scalaire ¢ dans ce cas est défini par :

+1
1 1
c(p,q) = /1 p(z) q(x) (1— sz)o‘fidx avec o > 5

(n+1)
2

Nous notons J, la matrice f(n,l dans le cas Gegenbauer. Nous multiplions
J,, a droite et & gauche par les matrices de permutation V;; ayant les mémes
indices. Elles permutent les lignes et les colonnes ayant le méme couple de

Nous notons p, = | ], Pn = [5] ([] est la partie entiere).
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nombres. Finalement, nous obtenons un premier bloc tridiagonal de taille
(pn X pn), noté par jpn, et un deuxiéme bloc tridiagonal de taille p, X p,,
noté par jﬁn- En fait, J . contient tous les éléments des anciennes lignes et
colonnes impaires et jﬁn contient ceux des anciennes lignes et colonnes paires.

J. 0
Jo=( 7
( 0 Js )

Nous avons donc

(k1 o
—, pouri=73=1,
ko
1 kai—1 (6%‘—2)2 kai—s pouri —j > 1
& (20 — 1)% ko; o (22' — 3)2 koj_o’ ’
Jpn (Z7]) = eg’b k2i71

- , pour i =7 — 1,
(20 —1)? \ kai—2ka;
pour ¢ = 7 + 1, la matrice est complétée par symétrie,
| 0 partout ailleurs.

n(n —1)
4(n+ a),
Nous obtenons pour cette matrice de Jacobi la suite de polynémes orthogo-
naux unitaire définie par la relation de récurrence a trois termes suivants :

ol ey = — et k, la norme définie dans la table (2.1).

Gri1(x) = (= 3,)Gn(2) — 6,Gnr(2), n > 1, (1.29)
avec Go =1, Gy(z) =z — m, et
1 (a+n) n
b = 5((2n T (@t 2n)  (2n+2a—1)(a+2n— 1)2)’ (1.30)
5y = nlatn=-1) (1.31)

42n — 1)(2a+2n — 1)(a+2n — 1)(a+2n — 2)3

(a);,7 € N est le coefficient de Pochhammer : (a); =a(a+1)...(a+j—1).
Nous notons par fi; ,, la plus petite racine du polynéme orthogonal G, .

(ko i
e pour i = j =1,

L ki (€55 1)% kais i
. Q2 ks (21— 2P kg, PO TSN
i (6,5) = €9i41 2%

(26)% \/kai1kai
pour ¢ = 7 + 1, la matrice est complétée par symétrie,
| 0 partout ailleurs.

, pour e =7 — 1,
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Nous obtenons une autre suite de polyndémes orthogonaux unitaires pour
cette matrice de Jacobi définie par la relation de récurrence a trois termes
suivants :

Gpii(x) = (x — ﬁm_%)én(x) — 0y Gn1(z),n > 1. (1.32)

1
2

avec Go =1, él(x) =T - 8(2;;5)2'

Bnyy et 6,1 sont obtenus a partir de (1.30) et (1.31) en remplacant n par
n+ 1.
Nous notons par fi; ,, la plus petite racine du polynéme orthogonal G, .

Remarquons que ces deux familles de polynoémes devraient étre celles
trouvées par T.E. Pérez dans sa thése de doctorat ([30] page 63), mais elle a
donné une expression fausse pour ;. Ces deux familles de polynomes ont été
aussi présentées dans le livre de G.V. Milovanovié et al. (|28] page 580).

e Cas de Jacobi

Le produit scalaire ¢ dans ce cas est défini par :

c(p,q) = /+ p(z) q(z) (1 —2)*(1 + 2)°dr avec a > —1, > —1.

-1

Nous notons par .J,, la matrice f(m dans le cas Jacobi, cette matrice est n xn
symétrique pentadiagonale :
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—1, pour i =j =1,

é Gt our¢=7j =2
i Qta+BA+arp PMITITS
ki—1ki—o 4o — ﬁ)Q
+
(i — 2)2(kT P2 (20 =2+ o+ 0)2(20 + o + f)?
—i—@, pour i = j > 2,

20— f k -
(a+ﬁ+<2)(o~)rﬁ+4) oo Pour (09) = (LD et (2.1),
. 2(a — ) ki71< ki—2
- =7+ 1>2

(—D(atgra) Powri=itli=2

ko ki o
_ (Z i 2)2k(a§17ﬂ+1) ki73’ pour 7 = 3 -+ ,

pourt=7—2eti=j —1>1, lamatrice est complétée par symétrie,

| 0 partout ailleurs.
(1.33)

k; représente k\” dans (1.33).

)

On note par P,ga’ﬂ) le polynéme orthogonal unitaire de Jacobi, alors on a :

d « a+1,8+1
TP (@) = nP 7Y,
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2.1 Introduction

Dans cette partie nous rappelons les resultats concernant ’obtention
d’une borne supérieure et d’'une borne inférieure dans les cas Laguerre et Ge-
genbauer (voir [12]). Pour obtenir une borne inférieure la méthode de Newton
est utilisée aussi que des méthodes de point fixe pour des ordres supérieurs
et la méthode de Laguerre. En revanche, pour obtenir une borne supérieure

le quotient de Rayleigh et I’algorithme qd classique ont été employés (voir
[11], [12]).

2.2 Obtention d’une borne inférieure

2.2.1 Méthode de Newton

Pour chercher une borne inférieure nous utilisons la méthode de Newton
ou plus généralement, la méthode de point fixe.
On considére P,(t) le polynéme caractéristique du probléme (1.26) tel que :

P,(t) =det (tI — Cy,), (2.1)
qui satisfait la relation de récurrence a trois termes suivante :
P,(t) = (t — an)Pr1(t) — BuPu_al(t), (2.2)

avec Py =0et Py = 1.

Si le coefficient (3, de P,,_5 est strictement positif, alors d’aprés le théoréme de
Favard (voir [23| page 21), ces polynémes sont orthogonaux par rapport a une
fonctionnelle linéaire définie positive. Par conséquent, les valeurs propres de
la matrice symétrique définie positive C,, sont réelles, positives et distinctes.
Les racines de P, étant réelles et distinctes, celles de P, et P/ sont aussi
réelles, distinctes et sont localisées entre pu;,, et j,,. Ainsi P a un signe
constant pour x < p; ,. Donc,

£,(0)

n — — < n-
"= TR

e Cas Laguerre

A partir de la relation de récurrence a trois termes (1.28), il est facile de
vérifier par récurrence sur n que :

(a4 1),
n!

An(0) = (=1)" (2.3)
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Comme
A(0) = =2+ )AL (0) + A (0) = (L4 )4, 50, (24)
nous obtenons par récurrence sur n :
A,(0) = (- e D (2.5)

2(n —1)!

A partir de (2.3) et (2.5) nous obtenons en utilisant la méthode de Newton
la borne inférieure suivante :

A,(0)  2(a+1)

T TA0) T nnt 1) (2:6)

e Cas Gegenbauer

Les fi1.,, n € R (resp. fi1,) sont réelles, positives et distincts.
Nous allons suivre la méme démarche que pour le cas Laguerre. En utilisant
la relation de récurrence & trois termes (1.29) (resp. (1.32)), il est facile de
vérifier par récurrence sur n que

R n!

G (0) = (—1)nm (2.7)

(resp.  G,(0) = (_1)n24n(a(j_a1‘)';j(>;n+ Dn

). (2.8)

D’autre part nous avons

A _ n!(2n? + 2na — 1)
G’ (0) = (1)1 2.9
(0)=(=1) Cn—D!2a+1)(a+n+1),1 (2:9)
~ N dn 4 2a — 1),
. GL0) = (-1 ( . 2.10
Le rapport —gl”—((oo)) (resp. —g”((%))) donne la borne inférieure suivante :
. (2a + 1) (2.11)
on = 2n(2n2 + 2na — 1)(a +n) '
1
(resp. G, = (a+]) ). (2.12)

In(n+1)(a+n)a+1+n
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2.2.2 La méthode de point fixe d’ordre r+1

Soit f une fonction telle que f € C"(R).
On considére la suite des fonctions {F,.},>; définie par :

F.(z) =z + Z b;(z) £ (). (2.13)

Les fonctions b;(x) sont telles que : si % est un zéro simple de f, alors
F™ (@) =0, m=1,...,r

Par conséquent, pour le calcul de %, la méthode de point fixe est d’ordre r+1.
Dans ce cas nous donnons ’expression de F). :

. . (—1)ij 1 d., 1
A= S PO ey 20

o Uod, 1 d, 1 d .,
Yoa" T reeree) o YEr B

Nous présentons maintenant quelques propriétés :
Propriété 1. ([10])
i) b(x) = —(G + 1) (2)bj (@),
i) Fl(x) = =(r+ 1)(f' () braa(x) = (f(2))"b(2).
Dans le cas particulier ou f est un polyndéme de degré n, tel que toutes

ses racines sont distinctes et réelles, nous donnons le théoréme suivant qui
nous permet d’obtenir une borne inférieure du plus petit zéro i ,.

Théoréme 15. ([10])
Soit f € P,, ses racines sont toutes distinctes et réelles.
On consideére que f est unitaire, f =[], (x — 05;) avec

Bi < Biz1, t=1,...,n—1.

Alors
1) f(x)(%)b%ﬂ(w) >0, Vj € NetVk >0, pour tout x < (3.
2) (%)b%(m) >0, Vj €N et Vk > 1, pour tout x < [3.

3) Fr(l)(x) > 0,Vk > 1, pour tout x < 3.
4) Pour z fizé , © < (1, alors py > Fri1(x) > F.(z),¥r > 1.
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Donc nous en déduisons que la suite F,(x),,, converge vers 31, Vo < [3.

Théoréme 16. ([10])
Sous les conditions du théoréme précédent, Yx < [y alors lim,_, F,.(z) = (1.

La suite F,(x),., ne peut pas étre utilisée dans les algorithmes numé-
riques pour obtenir une approximation numérique de 3, car elle ne converge
pas rapidement, en revanche on peut utiliser cette suite ou la suite extraite
{F,(z)}%., pour obtenir une expression formelle de la borne inférieure de (3;.
Par conséquent, si §; > 0 et si les dérivées d’ordre j de f en 0 sont connues
pour j =0,...,k, alors F;(0) est une borne inférieure intéressante de ;.

e Dans le cas Laguerre

D’aprés (6, [12]) nous avons :

A,(0) = (—1)71(0‘;—!1)”, (2.16)
A0) = (c1ypr @Dt s (2.17)

2(n —1)! ’
Nous donnons la forme générale des dérivées D7 A, (0), j > 2 (voir [12]) :

(a+j+1)_;j(n+1)

jAn _ (_1\J : :
DAy (0) = (=1) (n—N2 T (20— (a+j—1);

vj(n),

avec vj(n) est un polynome de degré j — 1 en n.
Nous donnons ses premiéres expressions :

va(n) = 2(6+a)+3(2+a)n,
v3(n) = 36(20 + a) + 3(200 + 86a + 5a%)n + 15(2 + ) (4 + a)n?,
vg(n) = —8(—15120 + 2244a + 196a* + 7a?)
—2(—65520 — 172440 + 308a” + 350°)n
+3(15120 + 9316ar + 1428a* + 350°)n? 4+ 105(2 + ) (4 + ) (6 + a)n?,

..etc.
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Donc les nouvelles bornes inférieures de fi;, sont :

(7T+3a) (1+a)2na+6+w)
<2<3 +a)  32+a)n(n+1)
(327 + 329 + 10902 + 11a?)
( 6(3 + a)2(5+ )
B R3(n) )
90(2 + a)2(2 + a)gn?(n + 1)2”
2(1 + ) , (13896 + 29887 + 1243002 + 36000 + 490at + 25a°

Fy(0) = n(n+1)< 12(3 4 a)*(5 4+ a)(7 + a)
),

2(1+ «)
n(n+1)
21+ «)
n(n+1)

),

. R4<TL)
3780((2 4 )2)?(2 + a)gn®(n + 1)3

avec R3(n) est un polynome de degré 3 en n et R4(n) est un polynéme de
degré 5 en n.
..etc.

e Cas Gegenbauer

D’aprés (6, [12]) on a :

Gl0) = (1
G, (0) = (—1)”_1(a+22(3;__1<17;!+ 1), pour n > 1.

On donne la forme générale des dérivées DiG,,(0), j > 2 (voir [10]) :

DI (0) = (—1)" (a+j+1)p—j(n+1) vi(n),

(n— )12 [T (20— )(a+5— 1)1

avec vj(n) est un polynome de degré j — 1 en n. Nous donnons ses premiéres
expressions :

va(n) = 2(6+a)+3(2+a)n,
v3(n) = 36(20 + a) + 3(200 + 86a + 5a*)n + 15(2 + a)(4 + a)n?,
vg(n) = —8(—15120 + 2244a + 196a* + 7a?)
—2(—65520 — 172440 + 308a” + 350°)n
+3(15120 + 9316ar + 14280* + 350°)n? 4+ 105(2 + ) (4 + ) (6 + a)n?,
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...etc.
Donc les nouvelles bornes inférieures de iy, sont :

(7T+3a) (1+a)2na+6+a)
<2(3 +a)  32+a)pn(n+1)
327 + 329 + 10902 + 11a?)

6(3+ a)?(5+ )
B R3(n) )
90(2 + )2 (2 + a)4n?(n +1)27
2(1 + «) , (13896 + 29887cr + 12430 + 36000 + 490a* + 25a°

Fy(0) = n(n+1)< 123 4+ a)?(5+ a)(7 + )
7):

),

—~

_ Ry(n)
3780((2 4 )2)%(2 + a)gn?(n + 1)

avec Rs(n) est un polynome de degré 3 en n et R4(n) est un polynéome de
degré 5 en n,
..ete.

2.2.3 La méthode de Laguerre

Nous pouvons aussi utiliser la méthode de Laguerre pour obtenir une
borne inférieure de la plus petite racine 3; du polynome P, de degré n, qui
a des racines toutes réelles. Cette méthode est d’ordre 3.

La méthode de Laguerre est définie par I’équation de point fixe x = F(x)
avec :
nP,(z)
I —
P! (x) + enn/Hp(x)
avec H,(z) = (n—1)*(P.(2))*> —n(n — 1)P,(z)P!(z),
et ¢, = £1.

F(z) , (2.18)

Pour z, donné tel que xq < f3y, alors, pour €, = (—1)""! on a
zo < F(z9) < 0.

A partir de la définition de H, et ,, il est clair que F(xq) > Fy(zo), oil
Fi(xg) est donné par la méthode de Newton.

e Cas Laguerre on obtient [10] :
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2 1
F(0) = (a+l) < (2.19)
1 2 2
nt 14 (n—1) (n+1)(6n(a+2)+ o* +a+6)
3(a+2)(a+3)
e Cas Gegenbauer on obtient [10] :
2 +1 .
2 M2+ 2na — 14 (n—1 n
(n 4+ «)(2n? + 2na +(n )\/3(2a+3)(2a+5)(a—|—n))
(2.20)
Avec
Z = —T1—18la — 116a” 4 520° + 64a* + 16a°

+2(1 + 2a) (=13 + 36a + 700” + 34a® + 4a')n
+4(32 + 57a + 10102 + 720 + 20a*)n?
+4(—13 4+ 17a + 88a” + 52a°)n’

+12(3 + 2a) (=1 + 10a)n* + 48(3 + 2a)n’.

2.3 Obtention d’une borne supérieure

Pour obtenir une borne supérieure de la constante de Markov-Bernstein

différentes méthodes ont été utilisées :

- La méthode du quotient de Rayleigh avec une approximation du vecteur
propre associé a la plus petite valeur propre, qui nous permet d’obtenir
un majorant de la plus petite valeur propre du probléme spectral.

- L’algorithme ¢gd appliqué a une relation de récurrence a trois termes
qui correspond a la matrice de Jacobi tridiagonale.

2.3.1 Quotient de Rayleigh

Nous rappelons tout d’abord que le quotient de Rayleigh est lié & un
probléme aux valeurs propres généralisé.
Soit le probléme aux valeurs propres généralisé suivant :

Au = \Bu,

avec A une matrice symétrique et B une matrice symétrique définie positive.
On définit le quotient de Rayleigh R4(x) par :
(A, )

Raw) = (Bz, x)

Ve € R" \ {0}
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(+,-) est le produit scalaire dans R".
La décomposition de Choleskey de B, donne B = GGT ou G une matrice
triangulaire inférieure et G est la transposée de G.
Donc
Au = ABu = \GG™w.

D’ou

GrAGHTGTu = \GTu
On pose A = GTAG™)T, et y = GTu, A est une matrice symétrique. Le
probléme aux valeurs propres généralisé devient :

Ay = \y.
Les valeurs propres sont réelles et elles sont ordonnées de la fagon suivante :
M A<,

Puisque il existe une base {y;}", de vecteurs propres orthonormaux, et
comme y = GTu alors (Bu;, u;) = d;; ou &;; est le symbole de Kronecker.

Propriété 2.
A1 = min  Ry(z)

zeR"~{0}

Ay = R
() Balw)

Preuve :

Dans la base {u;}I", x = > | zu;.

On a

(Az,z) = ZZ%%(AU@',U;‘)

i=1 j=1
n

— Z Zn: )\szx](BUw uj)

n
E 2
=1

Donc
n n

min(\) Y " af < (Az,z) < max(\) Y 2]
=1 =1

et Yo 7 = (Bx,z) d’'on le résultat.[]
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A présent nous utilisons le quotient de Rayleigh avec une approximation
du vecteur propre associé a la plus petite valeur propre, on obtient ainsi un

majorant de la plus petite valeur propre du probléme spectral.

Nous allons donner par la suite un majorant en utilisant le quotient de Ray-

leigh dans le cas Laguerre, et le cas Gegenbauer.

e Cas Laguerre (voir [10])

Dans le cas Laguerre nous obtenons pour tout vecteur y € R”

n—1 .
1+« n+ao
y  Any = Z(\/ P Yir1)? + CUTQL-

=1
Choisissons le vecteur y tel que :

o (_1)Z Sll<pn:[n7+1]a
Y= (1200 — 1) sipp < < 2pp.

Nous remarquons que ¥y, = 0 si n est impair.
Le quotient de Rayleigh pa, de A, est donné par

T
Y Any n
pa,(y) = Ty ,Vy € R" — {0}

Pour le vecteur donné par (2.22), nous avons :

pn—1

Zyz Zz +Z@ = 2p” 1).

=1

Le numérateur correspondant a py4, est :

y Ay = nZ(\/(i—i-a)i—i—l)Q—l—nZ(\/Mj

i=1 j=1
pn—1

- ZMZ%

Comme

(i+a)i=(i+a/2) @it aP

> (i+@/2)(1—m :

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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nous obtenons

2
9 _
gi:Z“"‘“)+<i+1)2—2(i+1)\/i(i+a)§1—a+a2/2+u_
2(2i + «)
de la méme facon, nous avons
1 - -2 . . 2 L. - -
% = g (=) +2pn=5) (G =1) =2§(i=1)v/ (200 — 5)(2pn — j + @))
et
v o
200 — 1) (20p — 7+ ) > (20, — § +/2) — : '
(200 = J)2pn — j+ @) 2 (200 — j + /2) oo =5 T a)
Donc
o, <1+ ala —2) n 4ph o _ 8031?‘ _al8(pa(a—1) j.La(a —2))
2 200 —J  4pn—2j 2(dp, — 25 + a)

Nous utilisons maintenant les inégalités suivantes. Soit a un réel fixé. Si
a+z>0pourx e [l—1k+1], ¢ k€N, alors

k+1 k k
lna—i-k—l—lz/ dz SZ 1.§/ dx I a+k .
a+/? N A e+ a+(—1

a1 . 7 L2 n_l n
Donc en utilisant ces inégalités, nous obtenons » 7" & < @, et Y207 < W,
Finalement

, 3(P, + U,
— < Nmn - TR
fn = min pa, (y) < 22 1)

D’aprés [12], page 217, on remarque que ®,, = O(p,,) et ¥,, = O(p,,). Par
conséquent iy, = O(5).

e Cas Gegenbauer [10]

i) Pour obtenir la borne supérieure, nous allons utiliser le quotient de
Rayleigh p; de J. Son numérateur est
y'Jy =

1 Foi_1 6% ki1 2 1 kon—1 2
2 (51 \ Farz o1\ Ty v (20 — 12 kop_a "

B Zl( i—1+a . i e
LN 2@~ D@ita—1)" " \[ 2@+ )i+ 2a - 1)
n—1+a«a 9
22n — D)(2n+a—1)7"

>
3
|
—

3
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Choisissons le vecteur y tel que

P2 pour ¢ < p,
o { (2p, —1)*  pour p, <i < 2p,. (2.24)

Puisque y,11 = 0 si n est impair, nous pouvons écrire ce numérateur
comme
pn—1 2pn—1
E &+ E g;.
i=1 i=pn
Nous avons
£ < i +a—1) i(i+1)*
i

22— D(2ita—1)5  22i+ap@it2a—1)
2(i + 1)
(2i — 1)(2i + a)3(2i + 20— 1)’

avec
1 2 2 o?
w = §<4i+a_4i—|—a)<2i_1+&_2i—1+a>(4i_4+3@_m)'
Et
(i4+a—1)(2p — i)t i(2p — 1 — i)

7= @i D2ita—1)s  2(20 +a)a(2i+2a — 1)

(20 —1)°(2p —i — 1)°w;
(20 —1)(2i + @)3(20 + 20 — 1)

Le calcul d’une borne supérieure précise est si fastidieux que premiérement,
ce travail a été fait avec l'aide de Mathematica, deuxiémement ’expression
de cette borne supérieure en utilisant la méme technique que celle nous avons
faite précédemment est si longue qu’elle est inutilisable, nous avons préféré
donc donner un équivalent en O(.).

Le comportement de ngl_l & est celui de

32 — 32a + 11a?
128

2pn—
1=pn

(/)n - 1) + O(ln pn)-

Et le comportement de ' 6; est celui de

32 — 32a + 11a?
128

Pn T+ O(pn)-
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Le dénominateur du quotient de Rayleigh est

Par conséquent, le résultat concernant la borne supérieure est :

1
Mlngo( )

ii) Le numérateur du quotient de Rayleigh p; de J est

n—1

1 2z+1 Ran o
¢:1<2i \ k‘zz e i\ k’zzﬂylﬂ Qkfzn Lo
Ly i

vy = >
-3 2 —1+2a)
- 2i\| " 2(2i + ) '

n—
=1

1 2i+1 202 +a)(2i+a+1)
_Z(2¢+a+1)2\/ (20 +1)(i + ) birt) "+
2n — 14 2a 4
8n(2n + a)gy"'

Nous faisons le méme choix du vecteur y que (2.22) et le numérateur devient :

pn—1 2p0n—1 .

&, e
27

1=pn
Nous avons
P2+ 20— 1) i+1DE+1* i(i +1)%;
fT2(2i+ )y 22i+a+1)(i+a) (2i+a+1)3(i+a)

avec

2 2 2

(8]
4i—2+430— —%  V4i-24a0-——%
TS A e e vl e o e

1
S 8(z+a

)

et

5 (2i +2a—1)(2p—9)* (20 +1)2p—1—1)4 C@2p =i 20 —i = 1)
t 2i(2i + )y 202 +a+1)(i+a) (20 +a+1)3(i + )

Le comportement de 377" €; est celui de

32 — 32 + 112
128

(pn - 1) + O(ln pn)
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2pn—1

et le comportement de > . o 0i est celui de

32 — 32a + 11a?
128

Pn + O(pn)-

Le dénominateur du quotient de Rayleigh est
—~ 5, 1 4 3 2
DUl = 5 pn(120], + 45p], + T0p], — 45p, — 22).
i=1

Par conséquent, le résultat concernant la borne supérieure est :

- 1
Hin < O(m)

2.3.2 L’algorithme qd

L’algorithme qd (quotient-difference algorithm) a été annoncé par E.Stiefel
en 1953 et développé par H.Rutishauer.
L’algorithme qd est un outil efficace pour le traitement de nombreux pro-
blémes d’analyse numérique. On utilise ’algorithme qd pour la détermina-
tion des poles d’une fonction méromorphie a partir des coefficients de son
développement de Taylor. On applique aussi cet algorithme pour divers pro-
blémes comme le calcul des valeurs propres et des vecteurs propres d’une
matrice, la factorisation d’un polynéme, la détermination de développement
d’une fraction continue d’une fonction définie par l'intégrale de Laplace et
autres.
Dans ce travail nous utilisons ’algorithme qd pour I'obtention des racines
d’un polynome.
Soit {P,&O)}nzo une suite des polyndmes unitaires orthogonaux par rapport
au produit scalaire ¢(©) qui satisfait la relation de récurrence & trois termes
suivante :

PO (z) = (x + BOPO(z) — cOPY (z), m >0, (2.25)

m m m m—

avec Pfol) =0, Péo) =1let CY #£0,Vm > 1.

On pose :
BY = a0 wmz0 ()
CO — 00y, (2.27)

avec e(()o) =0.
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Nous obtenons des suites des polynomes unitaires {P,(LTH)}RZO, Vr € N, or-
thogonaux unitaires par rapport au produit scalaire ¢! déduit de ¢ et
défini par :

C(r+1)(-) — C(O)(errl.)_

Ces polynomes satisfont la relation de récurrence a trois termes suivante :
Pyl (@) = (o + B PY D (@) = CRFIP T (@), m20,  (2.28)

avec P =0, PO(TH) =1, et

BUHY = =gl — ey = =St — el vm > 0(2.29)
Ot = g0 yel) = qlrtDelth | ym > 1, (2.30)
avec el =0.

Les relations de ’algorithme qd sont :

qurl + €£;)+1 - qxi}) + 6$:L+1)7 Vm Z 07
dhael) = el Wm > 1,
avec e((]rﬂ) =0.

Théoréme 17. ([10])
Soit {P,}1_o une suite des polynomes unitaires satisfaisant la relation de
récurrence a trois termes suivante :

Poii(z) = (x4 Bm)Pu(z) — CpiPpa(z), m=0,....n—1, (2.31)

avec P41 =0, Fhp=1¢etC, #0, m=0,...,n— 1.
On pose :

B, —Qmi1 —€m, m=0,...,n—1, (2.32)
Cn = Gmém, m=1...,n—1, (2.33)

avec ey =0.

Donc les deux relations suivantes sont équivalentes :

(1) Toutes les racines de P, sont réelles, distinctes et strictement positives
et Cp, >0, m=1,...,n.

(2) ¢mi1 >0 pourm=0,....n—1ete, >0pourm=1,...,n— 1.
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Corollaire 1. [12]

Sous les conditions du théoréme précédent, et si toutes les racines de P, sont
strictement positives, distinctes, réelles et C,, >0, m=1,...,n,

alors det MY > 0,m =1,...,n. (M, est la matrice de Hankel (voir [10])).
De plus si les moments c;,i > 2n, sont choisis tels que ¢ (z°P,(z))) = 0,

VI eN, ¢ >n alors pY = P,.

D’aprés le corollaire précédent, il est clair que les fonctionnelles linéaires
¢ définies par :
() =9, vreN,

sont telles que P = P,, Vr € N, et det MY > 0, m=1,...,n.
Tous les polynomes satisfont la relation suivante (voir [4]) :
P (z) = PO(z) — WP D(z), m=1,...,n—1. (2.34)
Pour m =n, e’ =0, Vr € N.
Par conséquent les relations suivantes sont satisfaites Vr € N :
>0, m=0 ~1

Qry1 = U, m=0U,...,n ,

e%) >0, m=1,...,n,

e =) =0.
Corollaire 2. [12]
Sous les conditions du théoréeme 17, et si toutes les racines de P, sont stric-
tement positives, distinctes, réelles et C,, >0, Vm € N, m =1,...,n, et si
les moments ¢; pour i > 2n, sont choisis tels que c°)(z*P,(x))) =0, V¢ € N,
¢ > n, alors les suites {qY)}reN et {qﬁf)}reN sont respectivement strictement
croissante et strictement décroissante.

On note (; (resp. () la plus petite ( resp. la plus grande) racine de P,,
alors :
ﬂl < Q£LT+1) < q(r)

n

B> ¢ > ¢l

Maintenant nous allons traiter les cas de la mesure de Laguerre et de la
mesure de Gegenbauer pour obtenir une borne supérieure de la constante de
Markov-Bernstein en utilisant 1’algorithme qd.

r+1)

e Cas Laguerre
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A partir de la relation (1.28) nous obtenons :

{ q;” =% pour j=1,...,n,

650) =1, pourj=1,....,n

En utilisant les relations (2.29) et (2.30) nous obtenons les coefficients q( r)

et ejr+1 d’ordre r + 1, r > 0 (voir [10]).

Nous donnons maintenant I’expression de qj(r) et ey) pour 1 <r <4:

0 = Utat NPt Oa,j - DPO(,j) (r+1)
’ (G + EDPU D a, )P (e, j — 1) 2

o _ P (a,j—1)PT(a,j—1)
e =
TG+ ) POD(a, ) PO, )

oit P*)(a, i) est un polynéme qui dépend de k, i et a.

B

,pour j=1,....,n—|

, pour j =1,. n—l—[gL

Les coefficients qj(r), pour j =n+1— [(T;I)], ...,n, et egr), pour j = n —
[5],....,n —1, ont des expressions particuliéres.
Nous citons aussi les premiers polynémes de P («,j) pour j = 1,...,n et
1<r<4.

P(”(a i o= 1

Dla,j) = jla+2)+(a+3),
(3>(a ) = Ha+2)2(a+4)+j(a+2)(20° +17a + 32) + (a + 3)s,
PW(a,j) est un polynome de degré 4 en j.

(r)

Donc les coefficients q; ' pour 1 <r <4 sont les suivants :

a+1
¢V = ( ),
n

" (a+14n)P@(a,n—1)

@ (a4 1) (a4 4) PP (a,n — 1)
= h3) (e, m) ’
w _ (a+Dz(a+ 6)2h) (a, n)
ap, - h(4)(a,n) )

oit h®(a, ) est un polynome de degré 3 en n, et h¥)(a,n) est un polynome
de degré 5 en n.

On remarque donc que q( )

est équivalent & O(-), alors

@ _ (a+1);
T T et ltn)n—1)(at2) + (@t3d)
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est une bonne borne supérieure de 3; dans le cas de la mesure de Laguerre.
e Cas de Gegenbauer

Il est suffisant d’appliquer ’algorithme qd a la famille des polynomes Gk,

car si on remplace j par j+% dans les différents coefficients cjj(-T) et éy) associés
a Gy, nous obtenons les coefficients Ej](-r) et é;r) associés a G

A partir de la relation de récurrence & trois termes (1.29) on obtient :

0 = (j+a—1) w1
’ 2(25 — 1)(2j + a — 2),’ NN

50 _ j - B
E 23 120 - 1@ ta-T1), PO Lonol

)

(7’+1)]

pour j =1,...,n—["5

Maintenant nous donnons la forme générale de (j](-r

etdeégr) pour j=1,...,n—1—[5],avec 1 <r <4:

() (G+a+r—1)(2j+2a+2r—1)
9 202 — L+ [r/2)(2j + a+ 7 —2)2(2] — L+ 2a + 2[r/2])
p(r_l)(avj - 1)p(r)(a’])

P(T_l)(a7j)P(r)(a7j - 1)
(r) j(25 —1)

J 2(2) + 1+ 2[(r = 1)/2])(2) + a+7r —2)2(27 + 1 + 2a + 2[(r — 1)/2])
P+ )P (e~ 1)
P=Y(a, j)P0)(a, j)

Les premiers polynomes P(T)(a,j), pour 7 =1,...,n,et 1 <r <4 sont:

PO(a,j) = 1,
PA(a,j) = (2a+1)(5+2a) + 42+ a)(3+2a)j + 4(3 + 2a)52,
P (a, §) est un polyndome de degré 4 en j .
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Les coefficients q}m pour 1 < r < 4 sont :

PO (20 +1)

" 22n — 1)(a —1+2n)(2a — 1+ 2n)’

() 2o+ 1)(2a + 3)(2a +5)

= 2 +n)(2a+2n + 1)P@(a,n — 1)

@ _ (a+ 1)(2a+ 7)(2a 4 9)P® (a,n — 1)

= 2hB) (e, n) ’

w _ (2a+1)(2a 4 3)(20 + 5)(2a + 11)(2a + 13)h®) (o, n)
= = 20 (a, n) 7

avec ﬁ(?’)(a, n) est un polynome de degré 6 en n, et ﬁ(4)(a, n) est un polynome
de degré 10 en n.

On remarque donc que q( )

est équivalent & O(-;), alors

@ _ a+1)(2a +3)(2a +5)

" 2(a+n)2a+2n+1)

1
2o+ 1)(5+2a) + 42+ a)(3+2a)(n — 1) + 4(3 + 2a)(n — 1)2

est une bonne borne supérieure de 3; dans le cas de la mesure de Gegenbauer.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons donner une généralisation de ’algorithme
qd liée a une matrice a largeur de bande ¢. Tout d’abord, nous développons
I’algorithme qd qui permettra de construire une borne supérieure de la plus
petite valeur propre d’'une matrice symétrique définie positive a largeur de
bande /. Comme application & cet algorithme, nous cherchons une borne
supérieure de la constante de Markov Bernstein dans le cas de la mesure de
Jacobi.

Ensuite, nous développons 'algorithme qd par blocs appliqué aux cas des
matrices tridiagonales par blocs.

Enfin, nous généralisons I’algorithme qd par blocs pour des matrices par blocs
a largeur de bande /.

3.2 Cas d’une matrice a largeur de bande /

Nous rappelons tout d’abord qu’une matrice symétrique définie positive
An = (aij)} ;=1 de taille n x n & demi largeur de bande ¢ est définie par :

a;; = 0 pour |i — j| > { telle que a;4p; #0 pouri=1,...,n— /.

D’autre part, nous décrivons le fonctionnement de I'algorithme LR qui nous
permettra dans la suite de construire une généralisation de ’algorithme qd.
Nous commencons par poser A = A;, ou A; est une matrice donnée, puis
nous décomposons A; en utilisant la décomposition LU, donc nous avons
Ay = L1 Ry ol Ly est une matrice triangulaire inférieure a diagonale unité,
et Ry est une matrice triangulaire supérieure.

Ensuite nous multiplions L; et Ry dans I'ordre inverse : Ay = R;L;. Ceci nous
donne une nouvelle matrice A, qui posséde les mémes valeurs propres que
Ay, car Ay = RiAIR; " (ie. Ay et A; sont semblables). Nous traitons A, de la
méme maniére que A;. Nous obtenons une suite des matrices Ay, Ay, As....
Sous certaines conditions Aj converge quand k — oo vers une matrice tri-

angulaire supérieure telle que ses éléments diagonaux sont les valeurs propres
de la matrice A. (voir [34], [43], [44] )

Nous posons A7(10) = A,.
Soit JI = T AV (T, ,50))_1 une matrice a largeur de bande, ses éléments sont
(0)
1,J
7Y est une matrice diagonale réguliére, ses éléments sont notés

notés a, . pour i,7 =1,...,n.

#{ pourt=1,...,n.

7 )
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Nous appliquons 'algorithme LR a Jflo), alors

s = 10U,
UL =S = LEUW, k21,

ol L%k)UT(lk) est la décomposition LU de JT(Lk), Vk > 0.

Théoréme 18.

Les éléments de US notés par q(k)

sont tous positifs, et la suite {qﬂ?}keN

(resp. {g\) ven) est strictement croissante (resp. décroissante).

Preuve.
Nous commencgons par transformer A, en une matrice semblable a largeur
de bande notée J,. La matrice .J,, est définie par

S = 70 AP (T,
©)
1,J 7
T” une matrice diagonale réguliére de taille n x n telle que ses éléments
diagonaux sont notés t§°). Cette matrice est choisie telle que

telle que ses éléments sont notés a; ;, pour,7 =1,...,n.

~(0)

Qg =1, pouri=1,....n—L

Par identification nous obtenouns

o _ ot
a;j = a; 20) pouri,j=1,...,n,
j
et
0 t
az(.i)Jre (10) =1, pouri=1,...,n—¢.
i+l
Les ¢ premiers t§°), pour ¢ = 1,...,¢, peuvent étre arbitraires, fixés et non
nuls. Et les n — ¢ derniers t2(0)7 pour i = ¢+ 1,... n, sont déterminés d’une

facon unique.

Les matrices J\” et A” ont les mémes mineurs principaux, qui sont non nuls.
Par conséquent JT(ZO) admet une unique décomposition LU, notée L%O)U,(ZO). L%U)
est une matrice bande triangulaire inférieure a diagonale unité, ses éléments
sont notés eg?j) tels que

65702 =1, pourt=1,...,n,
e;; =0, pouri—j>/{
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9 est une matrice bande triangulaire supérieure, ses éléments sont notés

qf’oj) et sont tels que
C_I@-(,Oj) =0pour j—1i >/,
Gy =1lpouri=1,....,n—/L

Nous pouvons remarquer que ’application de I'algorithme LR & JI est une
généralisation de 'algorithme gd (voir |34]).

On pose JY =0 L».

J,(Ll) peut étre aussi transformé en une matrice bande symétrique définie po-
sitive semblable a AL, En fait on utilise la matrice diagonale réguliére s
dont les éléments sont notés tz(l) pour i = 1,...,n. Il est suffisant de démon-
trer que AV = (qul) )flJy(Ll)T D est symétrique, car ses valeurs propres sont
celles de A qui sont positives ou égales a zéro.

On décompose AD par la décomposition de Cholesky, donc

oit G est une matrice bande triangulaire inférieure, ses éléments sont notés
0
gz(,j)‘
Par conséquent
JO = 7O GO (GONT (T O)=1,

n n n

Donc les éléments diagonaux de TG sont tgo)gg)) pourt=1,...,n.

(1) _ 40,0

On pose t; g; pouri=1,...,n.Ona

P = TGO (I TGO (1)

n

Comme T." G (Té”)—l est une matrice bande triangulaire inférieure a dia-
gonale unité, et d’aprés 'unicité de la décomposition LU, on pose

LY = TG,

et

Par conséquent

et



3.2 Cas d’une matrice a largeur de bande / 52

Donc AY est une matnce bande symetrlque définie positive.
On note maintenant a les ¢léments de JV , tels que

~(1)

Qijrg =1, pouri=1,....n—L

Soit L%I)U,(ll) la décomposition LU de J(l).

On pose encore JB =Ly,

Comme precedemment la matrice dlagonale réguliére T peut étre déter-
minée telle que A (T(2 NS (Q)T soit symétrique définie positive, et le
processus continuera pour chaque étape k.

k=D pk=1) — gk — 1) k)

n n n n n

et T est déterminée telle que AP = (T, ék))—ljé’“)Té’“) est symétrique définie
positive.
On note el(-f;) (resp q” )) les éléments de LY (resp. U) et on note a les

éléments de J3Y.
On en deduit donc les relations de la généralisation de I'algorithme qd :

Pour 1 <i <n et max(1l,i —¢) < j <min(i + ¢, n),

min(z,5) min(i+£,5+4,n)

Mgl =S el v > 1

zmqm,] m]

m=max(i—¢,j—¢,1) m=max(%,5)

avece()—lpourz—l ., Yk € N.

E?—OPOHH—]>€ VEk € N.
¢, =1pouri=1,...,n—0 k€N

qij =0 pour j—1i>/{ VkeN.

A%k) et U,(Lk) ont les mémes mineurs principaux du méme ordre, et ils sont

positifs. Alors on peut en déduire que qi(ﬁ) >0,pouri=1,...,n, Vk € N.

Nous allons démontrer que dl(.i)h 0 et eEJr)h >0,pouri=1,...,n—/,

vk € N.

Puisque

+0)
a0 O Tite
@ivei = Yivei ()
t;

o 0 0
Jo L ok
i,i+€t(0) - H—ht(o) ’

i+l i+l
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alors
Az(i)“ = (agi)m)Q >0pouri=1,...,n—/.

D’ou

l(Jr)“>0p0urZ—1 n— L.
Et & partir de la relation J = LOUY nous avons

&E?r)m = gqu‘?, pourt=1,...,n—/.

Donc

Z(?r)h>0pour2—l n—/{.
A partir de la relation I = UL nous avons

Ag-lk)gl qz(—(‘f)-)él-‘r@eig-)fz > 07 pour 1= ]-a"'7n_£-

Alors il est clair que, par récurrence sur k, nous avons

et
Ak k) (R)

Uiypi = € » pouri=1....n—1¢,

et nous pouvons déduire aussi que la positivité de el +)€ - est une conséquence de

la positivité de &E—I?Z,i? pour ¢ = 1,...,n—/, et la positivité de CLEJ%), pour i =
1,...,n — £ est obtenue de
avec

~(k+1) (k) (k)
Aivei = DiveiteCitve

pouri=1,...,n— /.

Maintenant nous allons démontrer que la suite {q@}keN (resp. {qy(f%}keN) est
strictement croissante (resp. décroissante).

Puisque nous avons, pour 1 <i < n et max(1,7 —¢) < j < min(i + ¢, n),

® min(4,7) w0 min(i4£,5+¢,n) ( - :
~(k k k—1 k—1
2,] = €; mqm,j - Z i,m 6m,j ’
=max(i—¢f,j—¢,1) m=max(%,j)
et (¥) (k)
t t
k) — (W _ k)5 (A(k) est symétrique).

ij — Qi =a;,
J ) 7 t§k)
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Alors
&g?&;{? = ( ( )) >0, pour 0 < |i —j| <l et dgﬁ) = a(’k) >0
+1
~(k k) (k k k—1) (k-1
i = el =atn =D at emn
m=1
¢
(k—1) ~1)
=11 + z+11 Z m
Nous démontrons que qﬂzl) 7(711 ) >0pourm=2,...,/0
Pour m = 2,...,/, nous avons
k—1 k—1 k—1
agm) = gl )qgm)_ g,m)a
k—1 k k—1
agn,l ) = 657@,1 )(A,l )
Puisque
al" Val Y > 0et ¢V >0,
alors
k—1
Et puisque
k—1 k k—1) (k-1),, k—1
6§+11)>O donc q() Q§1 +6z+11+ZQ1 >Q§1 :
alors la suite {qgcl)}keN est strictement croissante.
Nous avons
iy =alb Vel ) =gl = ) e,
m=n—/{
n—1
= qg?n + 61(1k2nq£n)n + 65?2175'
m=n—~_{+1
Nous démontrons maintenant que
en’fznqn{f’)n >0pourm=n—{¢+1,...,n—1
Nous avons
o) <
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(k+1) (k+1) >0 et Qn% > (0 impliquent que 67(Lk1)71q£1n > 0.
Et puisque e(k) _¢>0et gnn

(AN qﬁl,n, alors la suite {qnm}keN est strictement
croissante . D ol le résultat [
D’aprés les conditions sur A nous savons que les éléments ql-(fz) de Uy(zk) tendent
vers les valeurs propres de JT(LO), ainsi vers les valeurs propres de A (voir [43]).

Nous posons
JO = X,D, X!

ou D, est une matrice diagonale de valeurs propres ordonnées de fagon dé-
croissante.
Alors, si tous les mineurs principaux de X,, sont non nuls, d’aprés Wilkinson
|43] on a :

lim ql(l) =r;,

k—o00
7 = i®M€ valeur propre de J\” avec
rL>ry > ... >, > 0.

Grace a ce résultat nous obtenons la propriété suivante :

Corollaire 3.

hmq%l) <7 et lim ¢%®) >,

n,n
k—o0 k—oo 7

Les inégalités précédentes serons des égalités si tous les mineurs principaux
de la matrice des vecteurs propres sont non nuls.

3.2.1 Application dans le cas Jacobi

Maintenant nous allons appliquer la généralisation de l'algorithme qd
dans le cas de la mesure de Jacobi pour obtenir une borne supérieure de la
constante de Markov-Bernstein. En effet nous cherchons une borne supérieure
de la petite valeur propre r,, de la matrice A donnée en [12] page 214.

Nous donnons maintenant les éléments de cette matrice en considérant la
notation suivante :

a; = a; pouri=1,...,n,
Qiy1i = Qg1 = by pouri=1,...,n—1,

Uiy2; = Qg = Cipz  pourz=1,...,n—2.
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Nous rappelons le symbole de Pochhammer : (&), =&(§+1)...(E+k—1).

(a+1)(B+1)

a, =

(a+6+22(a+0+3)
o 2(a+2)(B+2)(a+3+2) 4(a — B)?
27 (a4 8+3)(a+8+42(a+0+5)  (a+8+22a+[+4)?
B 4k-=D(a+k-1)(B+Ek—-1)
W= (a+B+k—1(a+B+2k—=3)(a+B+2k—2)2(a+ [ +2k—1)
n (e — B)?
(a+ B+ 2k —2)2(a+ [+ 2k)?
da+k)(B+k)(a+B+k)
+Ma+ﬂ+%%&ﬂa+ﬁ+%ﬁm+ﬁ+2h+D’3§k§n’
by — A(a = B) <(0‘+1)(5+1>>1/2
? (a+B8+22(a+B+4)" a+p+3 ’
b 4(a — ) ((a+k—1)(ﬁ+k—1)(a+ﬁ+k—1) 172
g (a+0+2k—2) (k—1)(a+B+2k—1)(a+p+2k—3)
(a+0—-2)
XQa+6+k—Um+6+2h—@m+ﬁ+2m% 3sksm,
o 4 ( 2(a+1)2(8+ 1), /2
ST (a+08+42)s (a+B+2)(a+5+5)
4

(a+B+k—1)(a+0+2k—4)3
X((k;—1)(a+k:—2)2(ﬁ+k;—2)2(a+ﬁ+k:—2)2)1/2

(k—2)(a+B+2k—5)(a+5+2k—1) , 4<k<n

Nous appliquons maintenant la généralisation de I'algorithme qd :

JO = LOUY,
UEDLED g0~ LU, e L
)

On note dg? les éléments de J, qg;) les éléments de U et e;kj les éléments

de L,(lk), pour¢,7=1,...,n.
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Pour simplifier nous posons

¢® = q;’z)’ i=1,...,n,

i = g, =1, -1,
égk) — ez(‘i)lw i=1,...,n—1,
egk) = egi)z,m i=1...n=2
dgk) — &;ki), 1=1,...,n,

o= a ., i=1 0 n -1,
&= al,, i=1,...,n-2,
i» = af’?ﬂ i=1,....,n—1

Alors les relations obtenues de cet algorithme sont

40, = 00,

(@ 100 O 0
040+ 00 = 50,
ez( )%U = 61(3)27

avec la convention que les termes contenant des indices ne figurant pas dans
les éléments des matrices L% ), U(O) et JO sont nuls.

e RN R R )
é§k+1)q£k+l)+ Z(lerl)qZ(k+1) _ A( )q§+)1+e§k)qu—lf_)2’
( +1) (k+1)  _ (k) (k)
z 7 - qz+27

avec la méme convention cité ci-dessus.

Pour obtenir une borne supérieure de r,, équivalent & O(n%l), il est suffisant
de déterminer L%) et Ué ) jusqu’a I'étape k = 2.

Nous obtenons les relations suivantes, en désignant par [.| la partie entiére,
vérifiées par récurrence sur .
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Pour k£ = 0 nous avons
o d(a+0)(B+ i) (a+ B +1) o
q; " = - . , , , pourt=1,...,n,
ila+B4+2i—1)(a+ B42i)(a+ F+2i+1)
O _ 1y (2= 5) 23 (B
! (a+B+2i)(a+B+2i—2) (i—D)a+G+2
[52] .
2 +08+25+1 i
\/(a—i_l)(ﬁgl) Hj[lz_(l(])é f+2 ))(’1),p0uri:2,...,n,
@F0+8) 12 0+ 5+2)

é0) _ (_1>¢—1 4(04_5) 22[%] ([%]‘)2

(a+B+20)(a+B+2i+2) () a+pB+2
\/(a+1)<5+1)H[”(a+ﬁ+2y‘+1>)<ni
(@t 0+43) 19 (a+ 5 +2))

Y

pourt=1,...,n—1,

L0 A+ D(a+i+1)(B+i+1)

' (a+B8+i+1)(a+B+2i+1)s(a+F+2i+2)
pourt=1,...,n— 2.

Pour £ = 1 nous avons

1 Ha+i+D(B+i+D(a+B+i+2),

G T dat+Btit)atBr2i+ slat B2t
pourz=1,...,n—2,

o _ dla+n)(f+n)a+B+2)

1 (n—D(a+B+n)a+8+2n—1)(a+ B+ 2n)%

MOR dla+1)(B+1)

" nla+0+2)(a+0+n+1)(a+F+2n+1)

U Gl ) (CR Y R ) 268 (F

(a+ﬁ+2z’)(a+ﬁ+2i~l—2) (- (a+p+2)

\/(a+1)(ﬁ+1) [12 0+ +2+ D)y
@643 1 a+p+2)

pourtz=1,...,n—1,

W o~ L _(a=8) P ()Y ¢@w1xﬁ+wx

Y

(a+pB+2n) (n—D!'(a+F+2) (a4 5+ 3)
H[n 1](Oé+ﬁ—|—2]+1)

(=)™
1% (a + 8+ 27)
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A(a - B) 205 [ ((5))?
(a+f+2i+2)(a+B+20+4) ()L +1)(a+5+2)

\/(a+1)(6+1) Hﬁf](a+/3+2j+1>

o) = (-

)(’W, pouri=1,....,n—1,

(453 113 a+ 5+ 2))
O g Me—p) R BN
n-l (a+B+2)(a+pB+2n) (n— D222+ 1) (a+ +2)
\/(a )@+ DI atB+2+ D e
(a+5+3)  TIE (a+8+2) |
RO 4(i)o(a+1+2)(B+ 1+ 2)
P i+ 2(a+B+i+3) a+B+2+3)s(at+F+2i+4)
pourz=1,...,n—2.
Pour £ = 2 nous avons
@ Ya+i+2)(B+i+2)(a+F+i+4), p§2)
4 = (i+2)(a+B+i+3)(a+B+2i+3)s(a+B+2i+2) %)
pouri=1,...,n — 2,
ol
pl= 2B+a)B+B)2+a+ )+

(6 4 a + 3)(44 + 36a + Ta? + 3606 + 235 + 3% + 78% + 3a%)i
+(188 + 156c + 3502 + 20 + 1563 + 11503 + 21a%3

+a? B+ 356% 4 21aB* + 2073 + 26° + a )i +

22+ a)(2+ B)(6+ a+ B)i® + (2+ a) (2 + B)i*.

2
(2 4]9(2,1)1—1

)
qn_1 =
L (a4 B+2)(atB+n+ 1),
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ol

P = (2+a)2+8)2+a+B)’+
(552 4 1166 + 9670 4 3990 + 83a* + 7o’ + 1166 + 2142a3
+1511023 4 509023 + 82a B + 5o’ 3 + 9675% + 1511a5% + 892232
+2390°36% + 2801 37 4+ a° 5% + 39933 + 50905 + 2390233 + 460353
+3a*3% + 833 + 82a3* + 28a%3* + 303 B* 4+ 73° + 5a B’ + a*B°)i
+(2+ a)(2 + B)(54 + Tha + 4302 + 110° + o* + 758 + 6003 +
18023 4 203 + 433% 4 18a5? + 223 + 113% + 2a3% + B)i* +
(24 a)(2+ B)(6 4+ Ta + 50 + o + 73 + 5% + 5°)i. (3.1)

¢ = 4<a+1)3(5+1)3(a+6+2).
! (@+B+n+2)ps)

(= pB)(a+B+i+4) 2212 ([H1]1)?
(a+f+2i+4)(atf+2i+2) i+ (a+p+2)

[ﬂ} . 2
\/(Og + 1)(ﬁ + 1) Hj:21 (a +06+25+ 1) (,1)1']7:(3,1‘)—2

X

~(2) — (_1)2

3 ) ?
(a+5+3) 3 a+p+2) P

pour i =2,...,n — 2,
ou

Pl = (B+a)B+B)2+a+B)(14+3a+33) +
(74 o+ B)(68 + 52a + 90 + 520 + 3203 + 4025 + 93% + 403%)i
+(264 + 2060 + 41a® + 20 + 2063 + 14503 + 24a*5 + o5 +
4168% + 24a3* + 207 3% 4+ 23° + a3%)i* +
22+ )2+ B)(7T+a+ )i’ +
2+ )(2 + B)i.

2 = (—1)n! (o= B) 227 ([51)?
-1 (a+B8+2)(a+pB+2n) (n)! (a+8+2)
\/(a D@+ DILA @+ B+2+1) bl
(@+8+3) 112 (0 + 8+ 2)) Py

J
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Pl = —2+a+ )14+ 9a+a? + 98+ 8af + a’F + 2+ af?) +
(=104 — 106 — 270* + 2a° + a* — 1063 — 106a8 — 30023
—2a°3 — 274% — 3003 — 6a%3* +24° — 2a3% + )i +
(24 a + 0)(44 + 520 + 1902 + 20° + 526 + 4608 + 13a%5 +
B+ 198% + 13a% + 20267 + 263° + a)i* +
(76 + 84cx + 3102 + 40> + 843 + 83a3 + 240”3 + 2033 + 3132
+24a3% + 40?3 + 45° + 203°)i® — (2 4+ a)(2 + B)d°.

o _ (@Dt p e 2 (e ]')2
I = (a+pB+n+1); (n+1)! (a+3+2)

\/(a T DB+ DI (a+8+2j+ Dy )

(+5+3) 1130+ 8+ 2)) Pias

X

Pl = —B+a+B)(14+9%+a® +98+8af+ a8+ B +af?) +
2+a)2+B)(1+a+p)d+a+B)i+(2+a)2+B)d+a+ Bt

4(a—p) 2205 (5]’
(a+p+2i+4)(a+B+20+6) (0)(2E]+1)(a+5+2)
\/ (a+ D@+ DI o+ 52+ DN

(@+8+3) 1%+ 5 +2j) Pi)
pouri=1,...,n—3.

o = (-y

4o - ) ( 92["3+1
(a+B+n)(a+F+2+n)(a+ [+ 2n) (n—2)!(2[”7*2]+1)
] ((552))? \/ (a+ DB+ DILE (a+8+2+ 1>>(1)n1p§?31_1.
(a+8+2) \| (a+5+3) HE](wﬁHJ’) 2,

én—2 = (_1)n—3

(d = (12 4a—=B)(a+1)(B+1) 22021+ 5175117
! (a+B+2)(a+B+2n+1); (n— D222 +1) a+F+2
\/(a DB e+ B+2)+ Dy Pan
(a+B+3) Hﬁ}l(a—i-ﬁ—l—Zj) péQr)L .
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@ _ 4(i)2(c+ i+ 3)(B +i+3) P
' (i+2)(a+B+i+3)(a+B+2i+5)3(a+B+2i+6) pi2) 7
pouri=1,...,n—4,
o 4(n = 3)s(a+n)(B+n)(a +B+2) P
ns (n—1(a+B+n)s(a+pf+2n—1)(a+8+2n)p2 -
o 4(n = 2)s(a + D(B+1) Pins
n2 n(a+B+2)(a+B+n+1)sat+f+2n+1),> -
Alors
e < g = Hat+1)s(B+1)s(a+5+2) O(i).
(a+B+n+2)p5 nt

A partir de ce résultat nous annongons le théoréme suivant :
Théoréme 19.

1

T'n

I (1<

P

pour tout p € Py,
N ..\ 19 .
ot la norme associée a L* est notée || - ||.

Le produit scalaire dans le cas de la mesure de Jacobi est

1
/ o(1—2)*(1+2)’dr aveca > —1 et 3> —1.
-1
On a

<4a+mdﬁ+nga+ﬁ+®

(3.2)
(a+B+n+2p5_,
(2)

ot py,; est donné par (3.1),

3.2.2 Comparaison avec le cas Gegenbauer

Maintenant nous allons comparer le résultat obtenu dans le théoréme 19

avec le résultat obtenu dans le cas Gegenbauer évoqué dans la premiére partie

de ce travail (voir aussi [12], [10]). Pour cela nous prenons a = 3 =\ —1/2,
et nous rappelons la mesure de Gegenbauer

1
/ (1= 224z avec X > —1/2.
-1
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La matrice A = (Gg{i)*lKnvl((Ggﬂ)T)*l, comme définie dans la premiére
partie, peut étre transformée en une matrice diagonale par blocs de taille
2 x 2, donc les deux blocs diagonaux sont des matrices tridiagonales. Le
premier bloc diagonal correspond aux lignes et colonnes paires, en revanche
le second bloc diagonal correspond aux lignes et colonnes impaires. Nous
notons par 6] (resp. /3;) la borne supérieure du premier bloc de la diagonale
de taille j x j (resp. le second bloc de la diagonale de taille i x i), ce résultat
a été donné en utilisant 'algorithme qd (voir [10]). Nous notons 3, la borne
supérieure donnée dans le théoréme 19.

Nous avons donc :

. X+ 1)(2A +3)(2A +5)
B 2k + N)(2k + 2X + D)je_1 ()
= CA+1)2A+3)(2A+5)
b = 8(k+ A+ 1)(2k 4+ 22+ 1)ga_1(N)’

avec

Ge1(N) = 42 +3)(k — 1> +42+ N 2A+3)(k — 1) + (2A + 1)(2A +5),
Tr-1(N) A +3) (k=12 +B+N2CA+3)(E—1)+ A+ 1)(2A + 5).

Alors nous avons (B > [o_1, car

32\ + 1)(2\ + 3)(4\ + 7)

O s = 2(2X + 5)(k + \)(2k + 22+ D)V (A)

avec
PN =4k — 1)(2k + 1) + (2k — 1)(2A + 1)(2k + 2X + 3).
Et nous avons aussi Bk > (o, car

(2A+ 1)(2A + 3) (4N +7)
8(2) +5)py (M)

B — Bar =

PP = (R)a(4R — 1)+ (O )R + 16K + 0K — 3k — 1+
(A + %)((% +2)(4k* + 4k — 1) + (2\ + k(6K + 2)\ +5))).

En conclusion, nous constatons que la borne supérieure (3; donnée dans le

théoreme 19 est meilleur par rapport a la borne correspondant 3; (resp. BZ)
dans le cas particulier de la mesure de Gegenbauer.
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3.3 Cas d’une matrice tridiagonale par blocs

Dans ce paragraphe nous cherchons une borne supérieure de la plus petite
valeur propre d’une matrice symétrique définie positive & demi-largeur de
bande égale a ¢. Précisément nous cherchons le comportement asymptotique
de la plus petite valeur propre. Dans ce cas nous découpons la matrice A de
taille (k x £) x (k x £) & demi largeur de bande égale a4 ¢ en blocs de taille
(¢ x £), donc cette matrice devient une matrice de taille (k x k) tridiagonale
par blocs, les blocs sont de taille £ x £. Cette matrice est considérée comme la
matrice de Jacobi associée a la relation de récurrence a trois termes entre des
polyndémes orthogonaux matriciels. Donc les valeurs propres de cette matrice
sont aussi les racines latentes du polynéme matriciel de degré k obtenu a
partir de la relation de récurrence a trois termes (voir [22]). La racine latente
est un scalaire pour laquelle le polynéme matriciel n’est pas inversible.

Les résultats que nous avons obtenu ne concernent pas que la plus petite
valeur propre, mais aussi toutes les valeurs propres du premier et dernier
blocs diagonaux de la décomposition donnée par I’algorithme qd par blocs.

3.3.1 L’algorithme qd par blocs

A présent nous utilisons la décomposition LU par blocs d'une matrice par
blocs. Nous rappelons les conditions nécessaires et suffisantes pour Iexistence
de cette décomposition. La décomposition LU par blocs d’une matrice par
blocs existe si et seulement si toutes les matrices principales par blocs sont
inversibles, (voir théoréme 3.7 [31]). Si nous avons une matrice par blocs
symétrique définie positive, alors cette matrice a une décomposition LU par
blocs (voir [18]).

Soit A,, une matrice tridiagonale par blocs de taille n x n symétrique définie
positive ou ses blocs sont de taille ¢ x /.

Nous notons par a;, ¢« = 1,...,n les blocs de la diagonale principale, et
bi, © =2,...,n les blocs de la diagonale inférieure.
Nous avons
aq bg O
A, =1 7
T
Les blocs b;,i = 2,...,n sont triangulaires supérieurs et réguliers.

La matrice A,, peut étre considérée comme la matrice de Jacobi d’une relation
de récurrence a trois termes entre des polynomes orthogonaux matriciels de
la variable x. Puisque nous utilisons plutét des polyndmes unitaires, i.e tels
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que leur coefficient du terme de plus haut degré soit I, il est %)lus simple de
lier la relation de récurrence a trois termes avec la matrice J ) déduite
de A,, comme ci dessous.

On a alors

Pia(z) = (Iz — a0 ) Pe(w) — b Pea(z) Yk =0,...,n—2.
P,l == O, PO == I

Maintenant nous transformons la matrice A,, en une matrice J, semblable
telle que les blocs de sa diagonale supérieure ne contiennent que des blocs
identités. Nous réalisons cette transformation en utilisant la matrice diago-
nale par blocs reguhere T,.

Nous notons par AV 1a matrice A, dont les blocs sont notés par

ago), 1=1,...,net b§°>, 1=2,...,n.

La matrice de transformation 7, est notée TV, Ses blocs diagonaux sont
notés tg ), =1,...,n.
Nous obtenons donc la matrice transformés J\ définie par :

JO = 70 AO) (7(0))~1 (3.3)

n

Cette matrice est tridiagonale par blocs. Les blocs de la diagonale principale

seront notés par ag ), 1 =1,...,n, les blocs de la diagonale inférieure seront
notés par bz- , t=2,...,n et les blocs de diagonale supérieure sont des blocs
identités.

~(0

a1 O

po -

JO = 7 (3.4)
O pO 4O

De (3.3) nous obtenons les relations suivantes :

(O )T = Loi=1...n -1 (35)
DO = 60, i1
PO = 6, =
Nous déterminons les éléments tl(o), i=1,...,n, en utilisant (3.5),

1Y =100 (3.8)
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Nous utilisons maintenant la décomposition LU par blocs de JV. Cette dé-
composition existe puisque tous ses mineurs principaux sont ceux de A%O) .
Nous avons

(0)

a1 1
JO = LOyO = SR O O (3.9)
eﬁ?il I © - q£L0)
Donc nous obtenons les relations suivantes :
al” = W49 i=1,....n (3.10)
B9 = D¢9, i=2....n (3.11)

: 0
avec la convention que e(() ' —o.

Nous effectuons le produit de U et L%O), alors nous obtenons la nouvelle
matrice JT(LI).

alV 1
21) (1)

g _goro _ | b a O
o

ARG
qui nous donne les nouvelles relations suivantes :

M — OO0 i1 n (3.12)

bV o= 0% i=2 ... .n (3.13)

()

Q>

avec la convention que e%o) = 0.
Ensuite nous utilisons la decomposition LU de JY = Lg) 7(11)7 alors nous
obtenons J\¥ avec JP = UT(Ll)LS), ainsi de suite.

Théoréme 20.
(0), 1=1,...,nete

Les blocs q; (0)
symétriques définies positives.

7

A , 1 =2,...,n, sont semblables a des matrices

Preuve.
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i) Nous démontrons tout d’abord que ZAJEO) est semblable a la matrice sy-
métrique définie positive b§°)(b§°))T. La relation (3.5), est écrit en remplagant
I'indice @ par ¢ — 1, et multipliée & gauche par (3.7). Alors

b =12 )6 () (3.14)

Donc b est semblable & (b)75\”) qui est semblable aussi a 6" (b)7.
ii)Maintenant nous démontrons que q§°)
matrice symétrique définie positive.

La matrice ASLO) a une décomposition LU par blocs IA/%O) Ur(LO)

, © = 1,...,n est semblable a une

I a T
i L
pogo_ [ 2 1O - 0
oI al

Nous notons lA?,(LO) la matrice diagonale par blocs telle que ses éléments dia-
gonaux sont les blocs notés par 2250), 1 =1,...,n. Alors nous pouvons écrire

la décomposition de Cholesky de AY comme suit

A = L0 DOLOYT, (3.15)
Les blocs ﬁgo), 1=1,...,n, de taille £ x £, sont symétriques définis positifs.
Alors nous avons
IO = TOAD(TO)
= TOLODO(LYY (1)
= TOLOTO) T DO (L) (T

L7(10) — TéO)E(O)(T(O))_l.
U'r(LO) — 700

Par conséquent, nous obtenons les blocs diagonaux de Uéo) :

¢ =0 i=1,.. . n. (3.16)
Alors qi(o) est semblable & la matrice symétrique définie positive 112(0).
ii)Enfin nous démontrons que ego), 1= 2,...,n est semblable & une matrice

symétrique définie positive.
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En utilisant les relations (3.14) et (3.16), alors la relation (3.11) s’écrit comme
suit

0 2(0), (0) \—

¢l = 8@

0 0 0 0) \—1,(0) /~(0) \— 0) \—
= A0 ) A @) T )

7 i—

Donc
el =t (0T (0l L) (3.17)

et
(2 1elt = ()T (@) (3.18)

%

. ~(0 L. , . ol , . .
Puisque uEJl est symétrique définie positive alors on peut I'écrire comme suit

~(0 ~(0 1,0 1
Wl = ()2 @)z,

< ~(0) 1 . o ip o
ou (ugf)l)z est une matrice symétrique définie positive.

Alors (3.18) nous donne la relation suivante :

~(0) \—1 (0) \—1_(0) ,(0) ;~(0)\L /. (0) \—L /(0 0)/~(0) \—1
(@22 (62 et (@) = @2) 02 B0 @%) : (3.19)
Donc e§°_)1 est semblable & une matrice symétrique définie positive. [
Maintenant nous généralisons le théoréme 25 pour tout qfk), 1=,1...,net

egk), 1=2,...,n.

Théoréme 21.
Les blocs qz(k), i1=1...n,et egk), 1 =2...n, pourtout k € N, sont semblables
a des matrices symétriques définies positives.

Preuve.

Pour démontrer cela il suffit de constater que
D = T ADT)

ou A,(ll) est une matrice tridiagonale par blocs symétrique définie positive et
TV est une matrice diagonale par blocs.
Alors le résultat est vérifié pour qi(l) et el(»l)

théoréme 25, et ainsi de suite.

Nous démontrons maintenant que AS) est une matrice symétrique définie
positive. A partir de (3.15) nous obtenons la décomposition de Cholesky par

blocs de ALY ,

en utilisant la méme preuve du

A =GDGEMT



3.3 Cas d’une matrice tridiagonale par blocs 69

Pour cela nous utilisons la décomposition de Cholesky pour les blocs

a9 =1, n

G est une matrice triangulaire inférieure dont les blocs diagonaux sont
notés par gi(g).

Donc

(]7(L0) — Téo)A(O)(T(O))—l
— 7O 0)(G£L°))T(T(O))*1.

e . . , 5N 1
Nous utilisons la matrice diagonale par blocs réguliére 7 ), alors nous avons :

JO = TOGO (T TGO () (3:20)

n n n n

T est déterminé telle que les blocs t§0) gfg) (tgl)

ypslers (T7§1))_1 soient égaux a I, 1=1,...,n.
Les tl(-l) sont déterminés d’une fagon unique par

)~! de la diagonale de

40 =040
(3.20) est la décomposition LU de J3.
Par conséquent
Ly = TOGHT)

U = TOEY(T) .

n

Donc
S = VDL = TG G )

Nous notons par AY la matrice (GI)TGY.
Cette matrice symétrique est semblable a G&O)(GS’))T = AD.

Donc AS) est une matrice symétrique définie positive semblable a Jfll).
Alors la décomposition de IV = LU existe.

En utilisant les mémes arguments que ceux dans le théoréme 25, nous obte-
nons le résultat de ce théoréme. [J

Les relations de récurrence de ’algorithme qd par bloc sont les suivantes :

g®) M = Akt = g D g — 1(3.21)
(B eB) = D) — DD g — 1. (3.22)

4;116; = 0 i i

avec e(()kH) =0 et e;k) = 0.
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Maintenant nous allons donner quelques propriétés des valeurs propres
des blocs qgk) et qﬁlk), k> 0.
Nous commengons tout d’abord par rappeler le théoréme suivant (voir le livre
de Wilkinson, [44] page 102).

Théoréme 22.

Soient A', A et E des matrices symétriques de taille n x n telles que

A= A+ E. Soient /\;, Aioet pu;, 1 =1,....,n, les valeurs propres respecti-
vement de A', A et E. Ces valeurs propres vérifient les conditions suivantes
pourt=1,...,.n—1:

)\; Z )\;+17
Ai = iy,
Hi 2 fit1-
Alors
Nit+pn <N <N+, pouri=1,... n.

En utilisant ce théoréme nous avons le résultat suivant :

Théoréme 23.

Sovent )\Z(k), 1=1,...,¢, les valeurs propres de qgk), et ugk), 1=1,...,0, les
valeurs propres de egk), Vk € N, telles que
A > AW =11
ugk) > ,ugi)l, t=1...0—-1.
Alors
AR B < XD < B B = (3.23)
et
AR \FHD =g 0 et VEEN. (3.24)
Preuve.
Nous écrivons la relation (3.19) comme suit
k k) [ ~(k)\L a(k) /~(k) \—21 (k) \—
e =t @)= a5 (0 = (1) (3.25)

avec
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qui est une matrice symétrique définie positive.
Nous écrivons la relation (3.21), et nous la multiplions & gauche par (tgk))_l

(k

et & droite par ¢, ). Pour i = 0 nous obtenons

k)y—1 (k) ,(k k)\—1 (k) ,(k k)y—1 (k+1) ,(k
) Y + ) e = (@) Y.

En utilisant les relations (3.16) et (3.25), cette derniére relation devient
i + (@) @) = (0) Y (3.26)

La relation (3.26) est multipliée a gauche par (ﬂgk))‘i et a droite par (ﬁgk))%.
Donc

i + 8 = @)z (1) g (@) (3.27)

ﬂgk), Yﬂ), (agk))_%(tgk)) q§ H)t(k)( e ))2 sont des matrices symétriques dé-
finies positives semblables respectivement a q%k), e(lk) et qikﬂ).
En utilisant le théoréme 22, alors la relation (3.23) est vérifice.

D’aprés (3.23) la relation (3.24) est réalisée. O

Theoreme 24.
(k)

Soient )\ 1)+ 1=1,...,¢, les valeurs propres de an
et /UL%)L_Q)H, i=1,...,¢, les valeurs propres de en 1, Vk € N, telles que
Aé]zr)zfl)+i = )\21(67)171)+i+1’ =101
Mé]({7)172)+i = Iué](cr)zfQ)+i+1’ i=1...,0-1L
Alors
)‘é]zﬂ)) a Mé]zrjll) - )‘(k i SA k:11)+z + “é’(c:g)ﬂ’ i=1,....0 (3.28)
et
Mo < Mpyan i =1, L. (3.29)
Preuve.

(3.7) est multipliée a droite par la relation (3.5) écrite en remplacant i
par ¢ — 1, alors nous obtenons

B =0 o) (1) (3:30)
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En utilisant la relation (3.30) et la relation(3.16), alors la relation (3.11)
devient
40, =

= ¢t OMT ()1, (@) () (3.31)

x
SN

Donc de la relation (3.21) nous obtenons la relation suivante
) = g e

t(k-&-l)ﬁ (k+1) ( (k+1))—1

D (1) (U T (1)) =1y (B D) (B LY =1 (R DY =1 (3 39)

n n n n—1 n

La relation (3.32) est multipliée & gauche par (¢t4F7)~1 et & droite par ¢,

(t(k—f—l))—lq(k)t(k—f—l) _ b(k:-H)(b(k-',-l))T(t(k-i-l))—ltk 1)(ﬁk 1))_1(tk 1))_1t(k+1)+
k) (3.33)

n

De (3.5) nous pouvons utiliser les relations suivantes :

(b7(1k:+1))T(t;k+l))—lt(k+1) —J

n—1

(t(k+1))71t%k+1) _ (b(k+1))T

n—1 n

pour donner la nouvelle relation de (3.33) suivante :

() gD = Al b (@ 7) )T (3:34)
La matrice b ’““)(a; )) 1(1)£L’€+1))T est symétrique définie positive semblable
(k+1)
a/ en 1 .
,(f_*l ) est une matrice symétrique définie positive semblable & q(Hl)

Alors nous pouvons appliquer le résultat du théoréme 22, donc la relation
(5.44) est vérifiée.
De (5.44) la relation (5.45) est vérifice. [J

Maintenant nous appliquons I'algorithme qd par blocs a une matrice tri-
diagonale par blocs dont les blocs diagonaux sont des matrices carrées de
tailles différentes.

Soit A, une matrice tridiagonale par blocs de taille r x r symétrique
définie positive.
Nous notons par a;, ¢ = 1,...,n, les blocs de la diagonale principale, et
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bi, 1 =2,...,n, les blocs de la diagonale inférieure.
Nous avons
aq bg O
A, =1 7
Les blocs a;, i = 1,...,n, sont de taille r; x r;.
Les blocs b;, i = 2,...,n, sont de taille r; x r;_1.

Nous avons r =y " 7;.
Nous appliquons maintenant la décomposition LU a A,,.
Posons A%O) = A,. Nous avons

0  ~0
L q§ : qé :
(0) .
A0 _ ogo _ | 2 2 O o (3.35)
(0) 0
en’ I, qg)
LY est une matrice triangulaire inférieure par blocs & diagonale unité.
les blocs e;, ¢ = 2,...,n, sont de taille r; X r;_1, ¢ = 2,...,n et les [; sont
les blocs identités de taille r; X r;, 1 =1,...,n.
ULY est une matrice triangulaire supérieure par blocs.
les blocs g;, 1 = 1,...,n sont de taille r; x r;, i = 1,...,n, et les blocs 67(10)
sont de taille r;_1 X r;, 1 =2,... . n.

Par identification nous obtenouns les relations suivantes :

© _ (0

a® = 4O (3.36)
= 9940 i=2.. . n (3.37)
B = D¢ i=2.. . .n (3.38)

BT = ¢V, i=2,...n (3.39)

Nous appliquons 'algorithme LR :
UOLO = AW = LOy®.

n

Nous obtenons les relations suivantes :

alV = ¢+ i=1,....n-1 (3.40)
a) = O, (3.41)
B o= ¢ =2, 0 (3.42)
)" = ¢ i=2...n (343)
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Donc, nous avons

(0) ( ) (0) (1) (1)

q§+)16§+)1 +q” =) = gV +q", i=2...n—1 (345
¢ =V = ( WD i=2....n (3.46)
i = (T = q§ b i=2...n (3.47)
40—l = o)+ e, (3.45)
Théoréme 25.
Les blocs q( ) = 1,...,n, sont des matrices symétriques définies positives,
Vk € N.
Preuve.

Puisque A est symétrique définie positive, alors elle a une décomposition
de Cholesky :
A0) _ L%O)D(O) (L(O))T

n

0}1)D7(L ) est une matrice diagonale par blocs dont les éléments diagonaux sont
0 .
g ,t=1...,n

Alors, nous avons

DO — (LY=L AO) (L OHTy~1

- (L£0>)—1Gz°>(G£Lg>)T((L£L)T) :
= (LY FEYELD) G

DSP) est donc symétrique définie positive.
Par conséquent q§°), t=1,...,n, sont symétriques définies positives.
D’autre part nous avons la décomposition de Cholesky suivante :

AP = GG
En appliquant I'algorithme LR :

Par conséquent AY est symétrique définie positive, d’ott les blocs qm 1=

z )
1,...,n, sont symétriques définis positifs.
Ensuite le processus continuera de la méme maniére. [J

Nous appliquons 'algorithme LR Vk € N :
Uk E=1) — Ak) — L&) k)
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nous obtenons les relations suivantes :

g = D D =0 -1 (3.49)

gD = g® 4 gk, (3.50)

G Ve ) gt — o = W L W9 —1.(3.51)
gF DD W — (W) i —9 (3.52)

g =T = g™ i=2,... (3.53)

Théoréme 26.

mng(bgk)) = mng(bgkﬂ)), i=2,...,n, e VkeN.
Preuve.

En écrivant la relation (3.53) pour k égal & k£ + 1 nous obtenons :

§" = FEFNT = gD s 9 p. (3.54)

A partir de (3.53) et (3.54) nous constatons que :

(BINT = (T,

D’ou le résultat.
O

Théoréme 27.
Soient )\gk), 1=1,...,7r les valeurs propres de qgk), VEk € N, telles que
A > AW =1y

- Dans le cas ou r; < rq.
. k .
Si b(2 ) est de rang mazimum alors

AR D=1 e et VkEN. (3.55)

Si bgk) n’est pas de rang mazimum alors

AR < AFFD =9 e el VEkEN. (3.56)
- Dans le cas ot 1 > 19, alors
AR < AFD i—1 r et VEEN, (3.57)

quel que soit le rang de bék).
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Preuve.

A partir de (3.52) et (3.53) nous obtenons :

R (3.58)
BT = g (3.59)

Nous multiplions (3.59) par (3.58) nous obtenons :

(k—1) (k-1 k k—1)y—17.(k
@ Ve = (087) (@) ey (3.60)
Puisque qékil) est symétrique définie positive, on peut la décomposer par
Cholesky :
k—1 k—1), (k-1
g8 =gl V() (3.61)
ol gék_l) est une matrice triangulaire inférieure.

En remplagant (3.61) dans (3.60) nous obtenons

~(k—1) (k-1 k k—1 k—1 —13.(k
@l = )T e )T,

= (g ™)) (g5 ) 0y
= (@) 'ay

ol
k k—1)\—1,(k

les matrice gék_l) et bgk) sont respectivement de taille ro X 79 et 79 X 11, donc

la matrice ng) est de taille ry X 7.

Soient ugk), 1 =1,...,71, les valeurs propres de cjék_l)egk_l), Vk € N, telles
que

p >l =1 -1

Dans le cas ou r; < rs.
Si bék) est de rang maximum, alors ng) est aussi de rang maximum, donc
(GINTGP est inversible.

Par conséquent cjgk_l)e(k_l) est symétrique définie positive, donc

p? >0 0i=1,... -1
En appliquant le résultat du théoréme 22 & la relation 3.49 nous obtenons :

)\gk_l) + ,u(k) < )\gk) < )\gk) + ,ugk), pour i =1,...,7.

T1



3.3 Cas d’une matrice tridiagonale par blocs 77

Donc
MW <A® =1, VeeN

Si bgk) n’est pas de rang maximum, alors ng) aussi n’est pas de rang maxi-

mum, donc (GI)TGP nest pas inversible.

Par conséquent qé“”é’“” est symétrique semi définie positive, donc

,ugk) >0,1=1,...,71.
En appliquant le théoréme 22 nous obtenons :

AR < AW =1y, VEEN.

i
Dans le cas ol 1 > 79

(ng))TG;k) n’est pas inversible quel que soit le rang de bgk) :

Par conséquent cjékil)egkfl) est symétrique semi définie positive, donc

p? >0 i=1,... .
En appliquant le théoréme 22 nous obtenons :
AR < AW i1, VkeEN.
O

Théoréme 28.
Soient )‘z(‘i)anfw i=1,...,7,, les valeurs propres de qr(Lk), Vk € N, telles que

NG

i+0n—1

> AW i=1...r,—1

1+1+on,_1" )

n—1
el op1 =2 ;1 7;

- Dans le cas ot rp_1 < 1.

)\(k—l) < )\(k)

itop—1 — i+0n—1"

i=1,...,r,, et VkeN, (3.62)

quel que soit le rang de b

- Dans le cas ot rp_q > 1.
. k .
Si bg) est de rang maximum alors

A S AW =1, et VkeN (3.63)

i+on—1 i+op—1’
. k .
Si b st pas de rang mazimum alors

AR S AW =1, et VEEN. (3.64)

i+op—1 = Ti+on—1’
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Preuve.
A partir de (3.52) et (3.53) nous obtenons :
b = el g, 3.65)
(BT = Y 3.66)
Donc
B (g0 = el 3.67)
(BT = @Y. (3.68)
En multipliant (3.67) par (3.68) nous obtenons :
gl = o (a2~ )" (3.69)

(k)

Puisque (g )~! est symétrique définie positive, on peut la décomposer par

Cholesky :
“y—1 _ =(k) =k
@) = ah@)"
ol gr(l]i)l est une matrice triangulaire inférieure.

En remplagant (3.70) dans (3.69) nous obtenons

eWal = 05,200 )"
= 00520057 )"
= avE)”

ol

(k)

telle que la matrice g,

taille r,, x r,,_; donc la matrice ég’“) est de taille r,, X 7,_1.

(k)
Soient i\ .,
que
~ (k ~ (k .
M'E+)Un—1 Z M'§+)1+Un—17 t= 1’

Dans le cas ou r,,_1 < 7p,.

C;’%k)(égf))T n’est pas inversible quel que soit le rang de b,

(k) ~(K)

Par conséquent, e, ¢~ est symétrique semi définie positive, donc

Y >0,i=1,...,m.

i+on—1 —

ey — L

(3.70)

est de taille r,,_; X r,_1 et la matrice bq(f) est de

1=1,...,7r1, les valeurs propres de e%k)qﬁ(f), Vk € N| telles
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En appliquant le résultat du théoréme 22 & la relation 3.50 nous obtenons :

)\(k—l) > )\(k)

i+0pn—1 — i+0pn—1"

i=1,...,r, VYkeN

Dans le cas ou 7,1 > r,.

Si b est de rang maximum, alors G est aussi de rang maximum donc
G (GYNT est inversible.

Par conséquent e est symétrique définie positive, donc

g >0, i=1,...,.

En appliquant le résultat du théoréme 22 a la relation 3.50 nous obtenons :

/\(k—l)

1+on—

> i=1,....,r, VkeN.

i+op_1?

Si bgf)Nn%st~ as de rang maximum, alors G nest pas de rang maximum
donc G%k)(Gnk))T n’est pas inversible.

Par conséquent e%k) ~,(lk> est symétrique semi définie positive, donc

i >0, i=1,..., .

i+0n—1
En appliquant le résultat du théoréme 22 & la relation 3.50 nous obtenons :

)\(k—l) > )\(k)

i+0op—1 = i+0n—1"

i=1,...,r, VYkeN

En conclusion nous remarquons que le cas le plus interéssant pour pouvoir
obtenir une bonne borne supérieure de la plus petite valeur propre liée a la
constante de Markov Bernstein, est le cas ot r,_qy > r, et bq(f) est de rang
maximum. En effet nous obtenons des suites strictement décroissantes des
valeurs propres du bloc q,(lk).
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3.3.2 Convergence de l’algorithme qd par blocs

Nous allons démontrer la convergence de l'algorithme qd par blocs en
suivant les démarches de la démonstration donnée par Wilkinson en [43].
Nous avons apporté des modifications a cette démonstration a cause de la
structure de la matrice par blocs A,.

Théoréme 29.

Soit A une matrice tridiagonale par blocs symétrique définie positive de
taille n X n ot ses blocs sont de taille £ x (.

Soit & une matrice obtenue a partir de AY de facon que

JO — 70) 4O (7(0))~1

n n n

soil a diagonale supérieure contenant que des blocs identités, ou Téo) est une

matrice diagonale par blocs.
Soit D,, une matrice diagonale contenant les valeurs propres \; de A;O) telle
que Dy(i,0) = N, i=1,...,nl.
Soit X,, la matrice de vecteurs propres associée a D,,. Soient /\E?, 1=1,...,n
et j =1,...,0, avec )\E? > /\Z(?H, 7 =1,...,n—1, les valeurs propres de
chaque bloc qgk), 1=1,...,n.
i) Si
)‘i>/\i+la 2:1,,n€—1
Et si toutes les matrices principales par blocs de X,, sont inversibles alors
Ualgorithme qd par blocs converge. De plus

klggox\y;) = Ni—tyej pouri=1,....netj=1,... 0
ii) Sin; est Uordre de multiplicité de \; avec \; > N\j1q1, i=1,...,58 —1,
(s <m), >0 mi =nl, et sitoutes les matrices principales par blocs de
X,, et de X,,L sont inversibles, alors Ualgorithme qd par blocs converge.
L sera donné dans la deuziéme partie de la preuve.
PourveN, 1 <wv <s, nous posons o, = »_.|_ v; et S\UHM = \;, pour
r=1,....,n, eti=1,...,s avec la convention que oo = 0, alors

lim \*) = S\(i_l)g+j pourit=1,....n etj=1,..., ¢

koo Y
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Preuve.

i) Puisque J,(LO) et A%O) sont semblables, alors nous avons Jflo) = X,,D,Y,
avec Y, = X1

JW = (L=t (OO O k=D

_ (Pék_l))_lt]rr(l())Pnk_l)-
Nous posons Q;k) = UW ... U” Comme dans la preuve donnée par
Wilkinson en [43] nous avons (J,(LO))’“ = PPQP vk eN.
X, a une décomposition LxUx par blocs. Alors Y,, a aussi une décom-
position Ly Uy par blocs.
Puisque nous avons

IO = TOAD(T)
= TOHY D, (H) (TP,

ol H,(LO) est une matrice orthogonale de vecteurs propres de A%O) associée
a D, tous ses mineurs principaux par blocs sont différents de 0, ainsi
ceux de (H\)T et ceux de (H\)T(T)1.
Alors

X,.DFY, = X, (DFLy D *)DEUy . (3.71)

DFLy D% est une matrice par blocs a diagonale unité.
On peut I’écrire comme suit :

DLy Dk =T+ FM).

n

Chagque bloc F{¥ (,7) de FP est deéfini par

o oy — | (Dalis ) Ly (i, §) (D (5, 5)) " pour i > j,
" (5,5) = 0 pour i < j.

D, (i,) contient les valeurs propres \,,, 1+ ¢~ <m < /.
D, (j,7) contient les valeurs propres \,, 1 + #~1 <p < 7.
Ainsi les éléments de Ly (i, ) de la ligne m—¢"~! et de la colonne p—#~!

sont multipliés par ()\—m)k
Puisque m > p, alors

Am _
klim (Z2V =0 et khm F® =,

4
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Nous avons
(S = Lx(I + Ux F{P(Ux)~")Ux D Ly.

Nous posons
GW = Uy F®O (Uy) 2

Nous avons donc
lim G® = 0.

k—o0

Pour k suffisamment large la matrice [ +GP est a diagonale strictement
dominante (voir [42]). Par conséquent toutes ses matrices principales par
blocs sont inversibles, et la décomposition LU par blocs de I + G%k) peut
étre écrite comme suit

[+GW =T+ L)1 +UP).

Nous avons
lim L% = lim U = 0.

k+— o0 k—o0
D’ou
lim Lx(I+ LY) = Ly.

k—o0

Nous avons
(JO)F = L (I + L) (I + US)Ux DUy

est la décomposition LU par blocs de (Jflo))k qui peut étre identifiée a la
décomposition LU de P,gk) fzk). Donc
lim P = Ly.

k—o0

Puisque
Jr(LkJrl) = (Pfgk)>71XnDn(Xn>71P7§k)v
Alors nous avons
lim J*Y) = (Ly) ' LxUxD,(Ux) (Lx)'Lx = UxD,(Ux)~"

k+—o00

qui est une matrice triangulaire supérieure par blocs.
Les éléments du bloc diagonal de Ux D,,(Ux) ™" sont

Ux (i,3) Dy (i,1)Ux " (i,3) = Ux (i,1) Dy (i,4)(Ux (i,1)) 7"

Ses valeurs propres sont \,,, 1 + £~ < m < ¢,
D’ou le résultat.
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ii) Nous considérons maintenant le cas ot il existe quelques valeurs propres
A; d’ordre de multiplicité 7; > 1.

Soient \;, ¢« = 1,...,s, les valeurs propres de A;‘” avec \; > A1, © =
1,...,s—1, et n; leurs ordres de multiplicité. Nous avons Y 7_, n; = nd.

Pour v € N, 1 < v < s, nous posons o, =Y ._, 1;.
Si nous avons A, tel que 1, > 1, alors

Am

— =1 VYmpe{o,.1+1...0,}.
)\p

Alors nous utilisons la décomposition particuliére de D¥ Ly D * en (3.71).

Nous posons o
DFLyD* =L+ F (3.72)

de facon que les blocs L(i,i) = I, i = 1,...,n, et que L ait des blocs
contenant seulement les éléments scalaires de Ly qui sont multipliés par

A ~
“™ — 1. Par conséquent F¥ a seulement des blocs ou ses éléments

)\p
Am
scalaires sont multipliés par ()\—)k telle que
4
A
lim (52)F = 0.
dm ()
Alors .
lim E® =0,

(3.71) devient ) o
(JONE = X, L(I + L7 EW) Dk,
ol o
lim L 'E® = 0.

k—o0

Dans ce cas nous sommes obligés de poser une condition supplémentaire :
X, L a une décomposition LxUx. Alors

(JNE = Ly (I + Ux L' EW U Ux DEUy .
Encore, pour k suffisamment large, nous avons

I+ Ux L ERU = 1+ L)1+ Ug)).
Nous pouvons conclure que

lim P = Ly.
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Alors
J(k+1) — (Pygk))ianDn(Xn)ilp»,gk)

n

tend vers
(Lx) ' X,Dp(Xn) ' Lx = Ux(L7'D,L)(Ux)™L.

Si la matrice scalaire L™'D,,L est découpée en blocs telle que les blocs
diagonaux sont de taille n; x n;, « = 1,...,s, alors il est clair que
L'D,L = D,.

La matrice UXDn(f]X)_l est triangulaire supérieure ou ses blocs contiennent

les valeurs propres de A%O), d’ou la convergence de I’algorithme qd par
blocs. [

Notons que dans le cas ou X,, n’a pas de décomposition LxUx, nous
ne pouvons pas utiliser la matrice de permutation efficacement comme nous
I’avons fait dans le cas scalaire. Une matrice par blocs peut étre inversible
sans que ces blocs le soient. Dans ce cas nous ne pouvons pas donner une
réponse au probléme de convergence.

3.4 Cas d’une matrice par blocs a largeur de
bande /.

Dans cette partie nous appliquons la généralisation de 'algorithme qd
par blocs & une matrice bande par blocs symétrique définie positive. Cette
généralisation de I'algorithme qd par blocs est une extension de ’algorithme
qd par blocs appliqué a une matrice tridiagonale par blocs. Les résultats que
nous avons obtenu concernant le comportement des valeurs propres du pre-
mier bloc et du dernier bloc diagonaux de la matrice contenant les éléments
¢® obtenue dans le cas de la matrice tridiagonale par blocs, restent valable
pour une matrice bande par blocs symétrique définie positive. En effet les va-
leurs propres du premier bloc constituent des suites strictement croissantes
et celles du dernier bloc constituent des suites strictement décroissantes.

3.4.1 Généralisation de 1’algorithme qd par blocs

Soit A,, une matrice par blocs symétrique définie positive a demi largeur
de bande égale a ¢ de taille n x n, dont les blocs sont de tailles r x 7.
Nous notons a;; pour 4,5 = 1,...,n, les blocs de la matrice A, tels que
a;; = 0 pour tout i et j tels que |[i — j| > £.
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Nous considérons que a;; a un inverse pour tout i et j tels que |1 — j| = £.
Nous commencons par transformer A, en une matrice semblable

JO = (g%

J/ig=1
0 0)\n
Nous posons AY =4, = (a;j))ivjzl.
Soit 71" une matrice diagonale par blocs réguliére dont les blocs diagonaux
sont notés par tl( )7 1=1,...,n, telle que
Jr(ZO) = TéO)A;O) (T7(10))—1 (3.73)
Donc nous avons
0) /,(0
( ) t( ) (J)(tg )) (3.74)

7Y est choisie de la facon suivante

~(0 0 0 0) \—
a,=1 = t"ad),,(#7,) (3.75)
= (a9, )Tt (3.76)

La matrice T\ existe, mais n’est pas unique. Les ¢ premiers blocs diagonaux
peuvent étre choisis arbitrairement, mais réguliers. Et les autres blocs diago-
naux sont déterminés d’une fagon unique par la relation (3.75). Par exemple
nous pouvons prendre tEO)
De (3.74) nous avons

=Ipourt=1,...,¢.

dz(',(')i) = tEO) (@ )(tfo)) , pouri=1,...,n. (3.77)

’LZ

Pour tout i et j, i # j et |i — j| < ¢ nous avons.

~(0)~(0)  _ ,(0) (0) (0)/,(0)\—1
;;0;, = t; a;ja;;(t;")
0) (0), (0 0)y—
= %) (@) ") (3.78)
Puisque ag z)+£ = I, nous avons
(0 0 0 0)\ —
az(—i-)ﬁ,i = tf )az(z)Jrz(ag,i)Jre)T(tz( )) ! (3.79)
0 0 0) \—
= tf—s-)é(az(z)—i%)Taz(',i)ﬁ—ﬁ(tz(-i-)é) ' (3.80)

Donc a partir des relations (3.77), (3.78), (3.79) et (3.80) nous pouvons dé-
duire la propriété suivante.
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Propriété 3.
) pourt=1,....,n, et a

Z’L’

Z“fh, pouri=1,...,n— L, sont semblables a des

matrices symetmques définies positives.
a(f)]) ﬁ), pour tout i et j tels que i # j et |i — j| < {, est semblable & une
matrice symétrique semi définie positive.

Preuve.

(Q) est symétrique définie positive, alors le résultat est vérifié pour ag?}.

al(g)M est inversible, alors le résultat est vérifié pour az(g]r)“

Grace a la relation (3.78) le résultat est vérifié pour aE J)ag z).D

Maintenant nous cherchons la décomposition LU par blocs de Jﬁo).
Tout d’abord nous rappelons le résultat par rapport a 'existence de cette
décomposition.

Théoréme 30. [31]
La décomposition LU d’une matrice par blocs existe si et seulement si les

matrices principales par blocs de tailles s X s sont inversibles pour s =
1,...,n—1.

Corollaire 4.
St A, est une matrice par blocs symétrique définie positive, alors A, a une
décomposition LU par blocs.

Par conséquent, S ala décomposition LU par blocs suivante :
JO) — 1,0)77(0)
Soient el(-g) les blocs de LY et ¢'°) les blocs de UL,

Z J
(0)

)
qz(?)H—Ipourizl ,n— fetq

=I,pouri=1,...,n,ete ;=0 pour tout i et j tels que i > j + (.

© — g pour tout i et j tels que j > i+ /.

Ensuite nous obtenons J(l) UL = (dgj))” 1- Nous allons démonter que

J,(l ) est semblable & An , telle que A%) est une matrice par blocs symétrique
définie positive.

Théoréme 31.

I et AV sont semblables ot AV est une matrice bande par blocs symétrique
définie positive o demi largeur de bande égale a /.

Nous avons

JW = Trgl)A,(})(qul))’l (3.81)

n

ot TV est une matrice diagonale par blocs et réguliere.
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Preuve.

A%O) a la décomposition de Cholesky par blocs suivante :

AO) — GO(GO)T,

n

Il y a deux fagons d’écrire la matrice G\,
En effet A a la décomposition LU suivante :

~

)70

qui peut étre écrite comme suit :

LD (L)

n

01*1( D est une matrice diagonale par blocs contenant les blocs diagonaux de
~(0)

n -
Chaque bloc de la diagonale de DY aune décomposition de Cholesky.
Alors

DO ]Zﬂ(O)(F((J))T7
n n n

oit ¥ est une matrice diagonale par blocs dont les blocs diagonaux sont
des matrices triangulaires inférieures.
Nous pouvons aussi utiliser la relation suivante :

ol (15,(10))% est une matrice diagonale par blocs symétrique définie positive.
Par conséquent nous avons deux décompositions de Cholesky de A,(IO)

AO = (O FOFO FONT _ GO (GO)T

AP = LPDM)E(LY (DY) = GG

Elles peuvent étre utilisées indifféremment.

Alors
S = TOG (G
= TOGOTM) TGN (1) (3.82)

ou Tél) est choisie de facon que les blocs diagonaux de TéO)G%O) (Tél))_1 soient
égaux a I.

Nous notons par g(g)

Z‘?

,pour ¢ = 1,...,n, les blocs diagonaux de G7(10)7 et nous
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notons par tgl), pour ¢ = 1,...,n, les blocs diagonaux de Tél), alors les blocs
diagonaux de T, G (T,E”)—l sont les suivants :
tO¢ D N =T pouri=1,... n. (3.83)

D’out (3.82) est la décomposition de Cholesky par blocs de J{”. Par consé-
quent

0 = TOGT)

vl = TMGENT(TO)
Alors
S = UPLY = 70O GO )

Nous posons AY) = (G)TGY qui est semblable & GY(GP)T. Alors ALY
est une matrice bande par blocs symétrique définie positive & demi largeur
de bande égale a /.

A et TV sont semblables. O

Nous pouvons généraliser le résultat précédent pour toute matrice J,Sk),
Vk > 1. A partir de la relation suivante :

Uék_l)L(k_l) = J&) — &) rk)

n n n n

nous obtenons la relation de 1’algorithme qd par blocs.
Pour 1 <i < n et pour max(1,i — ¢) < j < max(i + {,n), nous avons

min(i,j) min(i+£,j+¢,n)
(K k) (k k—1) (k—1
az(,j) = Z €§,n)ﬂr(n,)j = Z qf,m )efn,j ), (3.84)
m=max(i—£,j—¢,1) m=max(i,j)
ol dl(-? pour tout i et j sont les blocs de J¥.

On en deduit donc les régles de la généralisation de ’algorithme qd par
blocs :
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Pour 1 <i <net max(l,i—¢) <j <min(i + {,n),

min(z,5) min(i+£4,j+£4,n)
ehai= 3 g Vel k> 1
m=max(i—¢,j—¢,1) m=max(%,5)

avece( =Ipouri=1,...,n,Vk € N.

§7j):0pourz—j>€,Vk€N.
quzrgzlpouri:1,...7n—€,Vk€N.
q§§)20pourj—i>€,‘v’k€N.

Nous donnons quelques propriétés de différents termes de la relation (3.84)
pour i =75 =1et pouri=7j =n.

{+1
k k—1) k 1
o = Zq( )
k 1 (k—1 k—1
= )+qu leint” + el (3.85)

gy = Z el

m=n—/{

= ¢® + Z M g® e (3.86)

m=n—~{—1

Nous voulons démontrer que chaque terme a droite de (3.85) et (3.86) est
semblable & une matrice symétrique définie positive ou semi définie positive
en gardant les mémes matrices de transformation. Pour cela nous utilisons a
nouveau le théoréme 22.

Théoréme 32.
Soit A une matrice déduite de J\F (voir théoreme 31).

T — k) A (k)1 (3.87)

n

EOTE = L9 (D) (EP)T = AP, (359)
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Soient ﬂgi% pouri=1,...,n, les blocs diagonaux de o qui sont symétriques

définis positifs.
Alors nous avons.

(k) _ 4(k) 5 () (k)>—1

Gy =t Uyt pouri=1,...,n, (3.89)

~(RYN—1 , (K)\—1 (k 1 ~(E\—1 (k k N
@) 2 (1) e, 1 @)z = (@) 2al) (@ )T (@)

pouri=1,...,n—/, (3.90)

1

N 1 N _1
D@z = @)z

1

k 1
™) (@) ()2

k 1
(@) 2 (1) 1) et ")
" (3.91)

pour m =2, ..

Preuve.
a) A partir des relations (3.87) et (3.88) nous avons

JUK) — ) 1,(k) (T(k))—lT(k)[)(k’)(z T (T k)=

n n

et
U = T DLW (1)

Ainsi les blocs de la diagonale principale de U sont ceux donnés en (3.89)

b) De la relation (3.84) et en utilisant (3.79) et (3.89), nous obtenons
pour i =1,...,n — £, la relation suivante :

k ~(k k)N —
£+)u = a§+)£,i(qz§,i)) !
k k k )\ — k) ~(kK)\ — k)N —
= tMal) @B )T )P @R L)

Donc
(k) 75('6) (k) ( (k) )T(a(k))—l(t

Civei = Ui Qiipe\ b0 i

&L~
a
~
~—
|
—_

Puisque 7:%(1? est symétrique définie positive, alors

al) = (a®z @)z (3.92)

0,0 1,0
o (k)y 1 : _ e .
ou (u,,; )2 est aussi symétrique définie positive.

Par conséquent

~(E)N—L  (K)\—1 (k k), ~(Kk)\ L ~(k 1 (k k N
(@) =2 (1)1, 1 @)z = (@) 2al) (@) )T ()2,
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Nous constatons que le membre de droite de cette relation est une matrice
symétrique définie positive.

¢) De la relation (3.84) nous obtenons pour m = 2,... ¢, les relations
suivantes :
. (k k
i, = A=l
a® k) (k)
m1 = CEmi1dii-

Par conséquent (k) ~(K) (k) (k) (k)
k) ~
a1 't = Q@111 -

En utilisant (3.78) et (3.89) nous obtenons

k) (k k) (k k k

amems = Bl (al5) ) @)

k k k)\—
= #Yal ()" ()00 @) (1)

Enfin en utilisant (3.92) nous obtenons la relation (3.91) dont le membre de
droite est une matrice symétrique semi définie positive. [J

Corollaire 5.
(k)

Pouri=1,...,n, g;; est semblable & une matrice symétrique définie posi-
tive.

Pouri=1,.. —/, eHe est semblable a une matrice symétrique définie
positive.

k)

ml

Pourm =2,...,¢, q1 m est semblable & une matrice semi définie positive.

Théoréme 33.
Pourn —¥¢<m<n-—1 nous avons

6(k+1) (k+1) __ t(lc )((gr(Lk;rl)) )Ta(k+)(((g7(1k;rl)) )Ta(k+2))T<t(k+1))71

n,m qmn n,m

ot ggk,fl)(ggkrfl)) est la décomposition de Cholesky de iy,

(k—l—l) -1

k+1)
Pourm=n—1(, q,_

Preuve.

A partir de (3.84) nous avons les relations suivantes pour n —¢ < m < n,

(k:+2) _ (k+1) (k+1)

nm an nm Y

ak+2) k1) (k1) o (k+1)

mn qmn n,mn _an :
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Donc

a;k;rlz) (k+2) _ qr(Lk;rl) gzk;rzl)q?(jtl)-

En utilisant (3.89) et (3.78) nous obtenons

el Vg = D @) ) Tl P al
_ t7(1k+1)( q(lk;rl)> 1(t51k+1))71t1(1k+2) %k:f)(agsﬁz))T(t;kJrQ))fl

A partir de (3.83) nous avons

gflk;rl) (t?(lk+1))flt;k+2).

Par conséquent

eq(mk;rml)qgf#) — tglkﬂ)(?l(kﬂ)) gnan nk$2)<agk£2) (t(lc+2))—1
=t (al) g aln P (alen ) (g ) )
t(lﬁ-l (( (k+l)) )T (k+2)(a (k+2 T(g k+l)) (t(k-i-l))—l'

D’ot le résultat. O

Corollaire 6.
Pourn—0—1<m <n-—1, egfril)q,(ff;l) est semblable a la matrice symétrique
semi définie positive suivante :

(gD alm 2 (o) ) T ali )T (3.94)
Pourm=mn—1¢, enk;bl)qgfﬁl) = e(kﬂ)g est semblable a la matrice symétrique

définie positive donnée par (3.94) pour m =n — /.

Nous pouvons maintenant donner le résultat concernant le comportement
des valeurs propres de qi’f) et de qﬁbk%

Théoréme 34.
Soient )\,gk), 1=1,...,r, les valeurs propres de qﬁ) telles que

A > AW pouri=1,...,r =1, Vk €N,

Alors
AR AFFD i =1 r et VE €N

Preuve.
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A partir de (3.84) nous avons

(k+1
Q11 )—Q11 +Z‘hm m1+€£+)11

Les deux membres de cette relation sont multipliés a gauche par (4 § 1) )~ %(tgk))_l

et a droite par tg )(ugkl)) z

Alors en utilisant (3. 89) (3.90) et (3.91) nous obtenons

Jr
~(k)y—1 k)N — k+1),(k)/ ~(k l k k ~(k)y—L
(@)= () ey P @) 2 Z (@) 2ai (ath,) " (@) 2
B (3.95)
g et alt) + S0 (A )~ 1a§k2,1(agk3n) (4 ﬁ)—% sont semblables.

(+)

Donc ¢y, est égale a la somme de la matrice symétrique définie positive

ugkl) et d’une autre matrice symétrique définie positive

/41
~(k k k 1
S @) zal) (o)) @) 5.

m=2
Par conséquent nous pouvons appliquer le théoréme 22. D’ou le résultat. [J
Théoréme 35.
Soit )\Z(»k), i=(m—1r+1,...,nr les valeurs propres de qﬁbk% telles que
)\( >)\Z+1 pouri=m—1r+1,....,nr—1, Vk € N.

Alors
/\Z(k) S )\gk+1) Vi=(n-—1)r+1,...,nret Vk € N.

Preuve.

De (3.84) nous avons

gt — glh) 4 Z D gk | D (3.96)

n,n
m=n—~{+1

Les deux membres de cette relation sont multipliés & gauche par ( (kH)) et

a droite par £0. Alors, en utilisant (3.89) et (3.93) nous obtenons

GO A Dt Z (g5 D a2 (o)~ Falr )T
m=n—~{

(3.97)
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") est semblable & la matrice & droite de la relation (3.97).

q,(f% est égale & la somme de la matrice symétrique définie positive aﬁﬁ: D et

une autre matrice symétrique définie positive

n—1

S (o) D (o) a2

m=n—/{

Par conséquent nous pouvons appliquer le théoréme 22. D’ou le résultat. [J

3.4.2 Convergence de la généralisation de I’algorithme
qd par blocs.

Dans la partie précédente nous avons démontré la convergence de 'algo-
rithme qd appliqué a une matrice tridiagonale par blocs symétrique définie
positive de taille n x n (voir aussi [18]). En fait nous n’avons pas utiliser dans
la démonstration la condition particuliére que la matrice est tridiagonale par
blocs. Par conséquent le résultat reste valable pour le cas d’une matrice bande
par blocs symétrique définie positive a demi largeur de bande égale a ¢. Nous
donnons le théoréme suivant :

Théoréme 36. (/18/)
Soit A? une matrice de taille nxn bande par blocs symétrique définie positive

a demi largeur de bande égale a € ou ses blocs notés par a; ;, i,j =1,...,n
sont de taille r x r.
Nous assurons que les blocs agi)m sont inversibles pouri=1,...,n— (.
Soit la matrice J obtenue a partir de AY telle que

_ ~(0)\n

J?SO) = TTEO)AS)) (TTEO)) b= (az(',j)>i,j:1
s ~0) L (0) - -

ot ;=1 pouri=1,....n—{, et Tn" une matrice diagonale par blocs.

Soit D,, une matrice diagonale contenant les valeurs propres \; de AY telle
que
Dy (iyi) =N, i=1,...,nr.

Soit X,, une matrice des vecteurs propres associée a D,,.

Sovent )‘z(‘,kj)’ 1=1,....,netj3=1,...,r avec )\Z(»S) > )\g?ﬂ, 7=1,....,n—1,
(k)

les valeurs propres de chaque bloc ¢;;’, j=1,...,n.
1. S
/\i>)\i+1a 1= 1,...7TLT—1
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et st toutes les matrices principales par blocs de X,, sont inversibles,
Alors Ualgorithme qd par blocs converge.
De plus

lim )\ES) = Ni—1)yr+j, pouri=1,...,netj=1,...,1

2. Sim; est Uordre de multiplicité de \; avec \j > N\jxq, 1 =1,...,8 —1,
(s <mn), Y. m =nr, et si toutes les matrices principales par blocs de
X, et de X, L sont inversibles, alors l’algorithme qd par blocs converge.
L est obtenue comme suit :

Pour v € N, 1 < v <'s, nous posons o, = » . , v; et :\Ui_ﬁm =\,
pourm=1,....,m; eti=1,...,s avec la convention que oq = 0.
Soit Y, = X1 et LyUy la décomposition LU de Y,. Si \, est tel que

1, > 1, alors
A

E=1Vm,pefo, 1 +1,--,0,}.
)\p

Ensuite nous utilisons la décomposition particuliere de DXLy D*

DfLyD* =L+ F®

de fagcon que E(z, i)=1,i=1,...,n, et que les blocs de L contiennent
seulement les éléments scalaires de Ly qui sont multipliés par tous les
m >\m I
()\—)k tels que Sl 1. Par conséquent, seulement les blocs de F
P P
Am,
ont des éléments scalaires multipliés par tous les (/\—)k tels que
P
Am
lim (52)F = 0.
k+—o0 p
De plus
lim )\E? = X(i,l)rﬂ pouri=1,....n etj=1,...,71

k+—o00

Nous citons une remarque concernant la convergence (voir [18]) : si nous
avons quelques matrices principales par blocs de X, qui ne sont pas inver-
sibles, nous ne pouvons pas déduire des résultats par rapport a la convergence.
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous cherchons une borne inférieure de la plus petite
valeur propre d’'une matrice symétrique pentadiagonale d’une part et d’une
matrice tridiagonale par blocs d’autre part. Dans le premier cas nous étu-
dions les polynomes caractéristiques en établissant une relation de récurrence
entre les polynomes caractéristiques des matrices d’ordres successifs.

Puis nous appliquons la méthode de Newton & ’'origine pour obtenir un mi-
norant ayant le méme comportement asymptotique que la plus petite racine
du polyndme caractéristique.

Dans le deuxiéme cas nous établissons une relation de récurrence a trois
termes entre les polynomes orthogonaux matriciels, et aussi par la méthode
de Newton, nous proposons un minorant de la plus petite racine latente dans
le cas de la mesure de Jacobi.

4.2 Développement d’un déterminant caracté-
ristique d’une matrice pentadiagonale

Soit A,, la matrice symétrique de taille n x n suivante :

a;  bo C3

by az b3 €4 O
C3 b3 as b4 Cr
A, =
Cn—2 bn—2 an—2 bn—l Cn
O Cn—1 bnfl QAp—1 bn
Cn bn Qp,

Nous notons par @, le déterminant de A, et par M, . i.j.,...j,).n 1€ mineur
obtenu de A, en supprimant les lignes iy,...,17; et les colonnes ji,..., Jg.
det A,, est développé par rapport a la derniére ligne. Nous obtenons

Qn = a,Qno1 — b Mupm—1yn + cnMmm—2)n, (4.1)

Mpin-1yn = bnQn-2 = caMmn-2:n-1)n-1, (4.2)
Mun—-2ym = bnMupm_1:n-2)0-1 — cCaMn—2:n—2)n—1, (4.3)
Mp-1n-1)m = @nQn-2 — caMmnn—1:n—2n-1)n; (4.4)
M(n,nfl;an,nfl),n = pQn-3- (4-5)

(4.4) et (4.5) nous donne

M(n—l;n—l),n = anQn—Q - CiQn—S- (46)
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Ainsi (4.3) peut étre écrit comme suit

M(n;n—Q),n = bnM(n—l;n—2),n—1 - Cn<anlen73 - Ci—lanll)- (47)

En utilisant (4.7) et (4.1) nous avons

bn(M(n;n—l),n_CnM(n—l;n—Q),n—l) = _Qn_'_ananl_Ci(anlenfB_ci—lQn74)-
(4.8)
M n:n—1),n est obtenue de (4.2) et (4.8).

2bn(M(n;n—1),n - biQn—2 - Qn + anQn—l — Ci(an—lQn—iS - Cilen—éL) (49)

et nous remplacons M,;,—1)n €t Mp_1,n—2), en (4.2) par (4.9).
Par conséquent

bn—lQn = (bn—lan - bncn)Qn—l + bn(cnan—l - bnbn—l)Qn—Q
_bnflcn<cnan71 — bnbnfl)anii
_Cnci—1<bna’n—2 - bn—lcn)Qn—4 + annCi_lci_an_4.(4.10)
Théoréme 37.

Le déterminant d’une matrice symétrique pentadiagonale satisfait la relation
de récurrence & six termes (4.10). On peut prendre comme initialisation

Q=1 Q1=0Q2=Q3=0Q4=0.

4.2.1 Application a la mesure de Jacobi.

Nous allons chercher une borne inférieure de la constante de 1'inégalité de
Markov Bernstein qui est liée a la plus petite valeur propre de la matrice A
(voir page 214 [12|), en utilisant la méthode de Newton.

Les éléments de la matrice A sont indiqués dans la section 3.2.1 (voir aussi

|18]).
Soit, le polynome P,(z) = det(z] — A,,).
Les racines de ce polynome sont notées r; ,, pour ¢ = 1,...,n, avec

Tim = Top = oo 2Ty > 0.

Nous appliquons la méthode de Newton avec 0 comme point d’initialisation.
Nous obtenons
P,(0)
P(0)

< Tpm, avec P,(0) = (—1)"det(A,).
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Pour calculer det(A,) nous avons constaté que la fagon la plus simple, est
d’utiliser la décomposition Cholesky qu’on peut déduire a partir de la formule
donnée en [12] page 208-210.

Donc nous avons A, = G,,(G,)T avec les éléments de G, qui sont les suivants :

Gii) = 2 (0 +)(B+ ) (o + B +1)
e (a+p+20)\ila+8+2i—1)(a+B+2i+1)
pourz=1,...,n,
Gn(i+1,i) = 2a = f) ,pouri=1,...,n—1,

(a+ B +2i)(a+[+2i+2)

o (i+D)(a+i+1)(B+i+1)(a+pB+2i+3)
Gnli+2,4) = _2\/ (@+B+itDa+f+2i+1) ’
pouri=1,...,n—2. (4.11)

Par conséquent
n

det A, = (det G,,)* = [[ Guli, ).

Lo (a+)(B+i)(a+ [ +1)
Pu(0) = (1) W A s i Dy s 2@t pr2itl)
IR | (RS (R R

Al [T o+ B+ i) [T, (0 + B +1)

En utilisant les relations données dans le paragraphe précédent, nous obte-
nons la relation de récurrence a six termes satisfaite par P,, Vn > 3,

b,ch, bncy,
P x) = (z—ap+-—)P,1(z) —(
bn—l bn—l

(T — ap_1) + b2) Po_o(2)

bncn
b, Cro1CgPas(1) (4.13)

avec 'initialisation
P_y(z) = P_4(x) =0,
PO (.%) = 1,
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Pi(z) =z — ay,
Py(z) = (x — ag) Pr(x) — b3 Po(x),
et la convention que ¢; = 0 si 7 < 2.

P)(0) peut étre déduit par récurrence sur n par l'utilisation de la dérivation
de (4.13) et la relation (4.12).

P/(0) =1et
22n—3 n ; ;
) P Loy — | 1) | )
(n—1)! Hi:3 (a+ B +1) Hi:nJrB(a + B +1)
Donc
_P0) 8(a+1)(B+1) o
P0) nn+D(a+p+2)(a+B+n+1) ™"
Théoréme 38.
1
1P ]I< N Ipll  pout tout p € Py,
ou ||.|| est la norme associée a L?.
Le produit scalaire dans le cas de la mesure de Jacobi est
1
/ o(1—2)*(1+2)’dx avec o > —1 et 3> —1.
-1
On a . ) .
e+ DF+1) < T (4.14)

nn+1)(a+B+2)(a+B+n+1)

4.2.2 Comparaison avec le cas Gegenbauer.

Maintenant nous allons comparer le résultat du théoréme 38 avec celui
donné en [12] et en [10].
Pour a = f = A\ — 1/2 nous rappelons la mesure de Gegenbauer :

1
/ (1 =2 1 2dx avec A > —1/2.

1

Comme nous avons expliqué dans le premier chapitre, dans le cas Ge-
genbauer, la matrice (CT’S)I)_IKM((Ggi)l)T)_1 peut étre transformée en une
matrice diagonale par blocs de taille 2 x 2, les deux blocs diagonaux sont
tridiagonaux.

Le premier bloc correspond a des lignes et colonnes paires et le deuxiéme

bloc correspond & des lignes et colonnes impaires.
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La borne inférieure de la plus petite valeur propre du premier bloc de taille
j % j (resp. du deuxiéme bloc de taille ¢ x i), donné en [12] par I'utilisation
de la méthode de Newton, sera notée 7; (resp. 7;).

Tout d’abord nous avons
22 +1

= 4.15
T ok(k+ A) (2K + 2kA — 1) (4.15)
B 2 +1
T A )k + V)2

(4.16)

A cause de la progression de la taille de la matrice K, 1, nous devrons com-
parer 1,1 (donné par (4.14)) avec My, et ng avec 7.

A B (2A+1)
T TR T o T Dk — DO K2kt A - D@kt 2A— 1)
0% (N)

(k2N + 1) + (k — 1)(2k + 1))

avec

1 1
(N = (5(21@ — 1)(62k* — 95k + 45k — 6) + (A + 5)(601@3 — 86k* 4+ 39k — 5 +
2\ + 1)(7k* — 6k + 1))).

~ - 2\ + D)o(N)
eI g Ry (4 + )N+ B)o(2k + A)(4k + 2X 1 1)

avec
() = 1(124k —4k* =Tk+1)+ (A + 5)(30k: +2k—14+ (A + 5)(7/@ +1)).
Par conséquent

Mk—1 < 7k,
Mok < k-

En conclusion il est meilleur d’utiliser la borne inférieure 7, ou 7, dans
le cas Gegenbauer , car pour trouver une borne inférieure de la méme plus
petite valeur propre, nous appliquons la méthode de Newton avec comme
point de départ 0 dans le théoréme 19 a une matrice qui a une taille deux
fois plus grande par rapport a celle de blocs diagonaux utilisé en [12].
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4.3 Cas d’une matrice tridiagonale par blocs

Nous cherchons une borne inférieure de la plus petite valeur propre d’une
matrice tridiagonale par blocs. Cette matrice est associée a une relation de
récurrence a trois termes entre les polynomes orthogonaux matriciels. Nous
rappelons que les valeurs propres de cette matrice de Jacobi sont aussi les
racines latentes du polyndéme matriciel obtenu a partir de la relation de ré-
currence a trois termes, et nous rappelons aussi que la racine latente est un
scalaire pour laquelle le polynome matriciel n’est pas inversible.

Soit le polynéme matriciel Py(z) de taille ¢ x ¢, définie par la relation de
récurrence a trois termes suivante :

Pri1(w) = (Iz + Biy1) Pr(x) — Crp1 Pe-1(2)
Po(r) =1, Pi(x) = Iv + By,

les coefficients matriciels By, et Cyq sont de taille £ x £ et I est la matrice
identité de taille ¢ x £.
Soient r;, i =1,..., (k+1)¢ les racines latentes de Py () ordonnées de fagon
que :

LTy > Z’l“(k+1)g>0.

Pour obtenir une borne inférieure de la plus petite racine latente, nous uti-
lisons la méthode de Newton avec comme point de départ 0 (x = 0). Donc
nous avons
det(Px(0))
det(%Pk(O))

Nous commengons par le calcul du déterminant de Py(z) en z = 0. Nous

A

notons P1)¢(x) = det(Pyi1(x)) le polynoéme en x de degré (k + 1).
Nous avons pour x = 0

T = < T(k+1)e-

A

Plet1e(0) = det(P+1(0))

Pour le calcul de P11)(0) nous utilisons la relation de récurrence a trois
termes suivante pour x =0 :

{ Pi11(0) = Bry1P(0) — Crq1 Pr—1(0)
Pl(O) - Bk-_|_1.

Nous notons Ay la matrice de taille (k+1) x (k+1) tridiagonale par blocs
dont les blocs sont de taille £ x /.

Agy1 est symétrique définie positive, donc on peut la décomposer par la
décomposition de Cholesky, nous avons donc

T
Ak—l—l = Gk+1Gk+1-
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G+1 est une matrice bidiagonale inférieure a blocs diagonaux, ses éléments
sont donnés précédemment (voir la relation (4.11)).
Par conséquent nous pouvons calculer le déterminant de A;,; comme suit :

det Apr1 = det(GkHG;fH)

k+1
= JI(det(GrnGEL1))
=1

Nous pouvons le calculer aussi par la méthode suivante :
det Apyy = (=1)* D det( Py 1(0)),

avec
(k+1)¢

det(Pp1(0) = [ ri(—1)*+0e.
i=1
Maintenant nous calculons le déterminant de - P (0).

Nous avons q 4
det(%P(kH)ﬁ(O)) = %Plﬁ-l(f) |ac:0
Nous notons
k+1
P (z) = (PP (@)L,

ol B(k+ )( ) représente la i

Et nous notons

colonne de Py ().

Peyy(x) = (PM (@),

o P (z) représente la i#™¢ colonne de la matrice Pyy1,j(x) définie comme
suit :
PE@) s i
i (z) ipl(k—l-l)(x)
dx "

Nous utilisons la propriété de la dérivée du déterminant suivante :

si 1=7

d
d_ det Pk+1 Z det Pk+1J )
En x = 0 nous avons donc

¢
dim det (P () la=o= ) _ det(Pes14(0)).

j=1
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En conclusion la borne inférieure de la plus petite racine latente de Py ()
est :
det(Py(0))

T = — < T(k+1)e-
5 det(Pira5(0))

4.3.1 Application & la mesure de Jacobi

Nous cherchons une borne inférieure de la plus petite valeur propre de la
matrice A,, obtenue dans le cas de la mesure de Jacobi.
Ag, est une matrice tridiagonale par blocs symétrique définie positive de
taille (2n x 2n). Nous avons

aq bg O
b .
A2n - 2 .
ST
O bn  ap
Les blocs a; et b; pour ¢ = 1,...,n sont de taille (2 x 2) et définis comme
suit : B
a; = ( a2i—1 {922‘ ) Vi > 1,
bai Qo
et 5
b — Coi—1 baiy Vi > 9
’ 0 Cai -
i, by et ¢, i =1,...,n sont les coefficients scalaires de As, obtenus dans la

partie précédente (voir aussi [15]).
Soit Jo, = Ty, Agn(Th,) ! une matrice tridiagonale par blocs obtenue a partir
de A, et définie comme suit :

i 1 O
J2n: b2
R

I est la matrice identité de taille (2 x 2).
La matrice de transformation 75, est diagonale par blocs dont les blocs dia-
gonaux sont notés t;, 1 =1,...,n.

151 O
T2n =

0O S
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Par identification nous obtenons la relation suivante :
_ T . __
tiyi =ti(bi1)", i=1,...,n— 1.

Cette relation permettra de déterminer les éléments des blocs ¢;,, i1 =1,...,n
en choisissant t; = 1.

Ainsi nous obtenons les relations qui permettent de déterminer les éléments
desblocs a;, i=1,...,net b, i=2,...,n.

Nous avons donc

C:Li—i-l = tiv1aip1(tip1) ,n—1.
biv1 = tiprbia ()71, i = 1 ,n—1.

La matrice Js, est associée a la relation de récurrence & trois termes entre
les polynomes orthogonaux matriciels suivants :

{ Py(z) = (Iz + a3) Ps_1(2) — by Py_a()
Po(fE) = ], Pl(fL‘) = [l’—l—dl

Nous utilisons cette relation de récurrence pour calculer le déterminant de
P,(0). Pour = 0 nous avons Vk > 1 :

{ P(0) = —ay,Py_1(0) — by Ps_»(0)
Pl(O) = —dl.

A laide du logiciel de calcul formel Maple, nous démontrons par récurrence
sur n que :

2% [[imi(a+i)(B+1)
nl [ a+ B+ ) [, (a+ B +19)

Maintenant nous calculons la dérivée du déterminant de Py (z) en x = 0.
Nous notons les coefficients du polynéme matriciel Py(x) par :

L) (1,2) .
Py(z) = < NS Pk(22)( ) )

det(P,(0)) = (—1)" , ot n = 2k.

PPV (z) PP ()

Nous avons

L) oo = D det(Pi(0))

= det(Py1(0) + det(Py2(0)).
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D’une part nous avons

d p(1,1) (1,2)

whe (@) B (x)
det(Py1(x)) = det [ & Ky, 2.2

LR P @)
et d’autre part nous avons

P(Ll)(l') iP(LQ)(w)
det(Pyo(z)) = det k dz” k
(Fhale) ( PEO(w) 4P ()

Pour x = 0 nous démontrons par récurrence sur n que :

T e [Ty +i)(5+1)
ag 110 (n=D" I @+ 8+ i) [T, e+ 5 +16)
oun = 2k.

En conclusion la borne inférieure de la plus petite valeur propre de A,, est :

_det(F(0)) 8(a+1)(B+1) -,
' T et(Py(0)  nnt D(atB+2)(atfrntl)y o

Nous constatons que cette borne inférieure est la méme obtenue dans le cas
scalaire (voir Théoréme 38).
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous cherchons I'encadrement de la constante de Mar-

kov Bernstein pour la norme L? associée a la mesure de Gegenbauer géné-
ralisée. Tout d’abord nous rappelons les relations de récurrence que vérifient
les polyndmes orthogonaux par rapport a cette mesure. Nous exprimons la
formulation variationnelle de ce probléme par une matrice, qui se décompose
en deux blocs diagonaux. Le premier bloc est associé aux polynoémes ortho-
gonaux de Gegenbauer généralisés de degré pair, et le second est associé a
ceux de degré impair.
La méthode de Newton et I'algorithme qd appliqués au premier bloc nous
fournissent un encadrement ayant le méme comportement asymptotique que
la plus petite valeur propre de ce bloc. En revanche la méthode de Newton
appliquée au second bloc fournit un minorant de la plus petite valeur propre,
et nous donnons aussi le comportement du majorant de la plus petite valeur
propre par le quotient de Rayleigh.

5.2 Polyndmes de Gegenbauer généralisés

5.2.1 Définition du polynéme de Gegenbauer généralisé

Soit ¢ une fonctionnelle linéaire définie par

1
1 1
AW () = / P — x2)’\_%dx avec A\ > —3 et u > —3 (5.1)
-1

(voir [6] page 156, [47]). Les polynomes orthogonaux par rapport a cette fonc-
tionnelle linéaire sont appelés polynomes de Gegenbauer généralisés. Nous

allons les noter par G?’“ ) (resp. ég’\’“ ) ¢’ils sont unitaires). Ils satisfont la
relation de récurrence & trois termes suivante :

(N, =\, ) AN .
G (w) = 2 G (@) = CRP G (2), W5 2 0 (5.2)

avec G () = 0 et GY™ (2) = 1.
Le coefficient C'"") est donné par

j+1
~ At p+n—1)2u+2n—1)
e~ Vn > 1 5.3
2n 20+ pu+2n— 1A+ pu+2n—2) et (5:3)
SO n(2A+2n — 1) V>0, (5.4)

AL (N 4+ 2n) (A 420 — 1)
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Soit Pj(o"ﬁ ) e polynéme orthogonal de Jacobi par rapport a la fonctionnelle
linéaire suivante :

1
/ (1=2)*(1+2)%dx avec a>—1 et > —1
—1

qui satisfait la condition de normalisation suivante :

I'G+a+1)

PP (1) =
(1) JIM(a+1)

¢ (5.5)
ot I est la fonction Gamma.
Le coefficient principal de Pfaﬁ ) est

27 4

Y

ou (a); le symbole de Pochhammer : (a); =a(a+1)...(a+j—1).

Il existe deux relations entre les polynomes de Jacobi et les polynomes de
Gegenbauer généralisés, (voir [6], page 156, relation (2.40)) qui sont les sui-
vantes :

1.1

GOM(z) = PP (92 ), (5.6)
_1,41

GO (z) = 2P #2222 — 1), (5.7)

Nous remarquons que les relations (1.3) données dans le papier de Xu [47]
sont fausses pour A + p = 0.
A partir de Pexpression formelle de P{*” )(x) nous avons immeédiatement

(6+1)

(aaﬁ) — (_ n /n
P, (=1) = (-1) o
Dong, en utilisant (5.6), nous obtenons
+ 3)n
G5 (0) = (—1)”—(“ ,2) , Vn > 1, (5.8)
n!
et le polynéme unitaire
= o+ l)n
GO (0) = (—1 "(—2, > 1
P0) = (1) 2
En utilisant (5.7) nous obtenons
G()‘uu) —1)» 3
Gnl@)) O ), o (5.9)

T n! 2
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et le polyndéme unitaire

o
Gl ()
X

(=" 3
=0 = + = )n, Vn > 0. 5.10
J=o0 (A+u+n+1)n(“ ) (5.10)
Nous donnons la relation de récurrence en escalier satisfaite par les polynémes
de Gegenbauer généralisés unitaires :

G () = G () + MG ), VE > 1 (51)

Nous utilisons les relations (5.9) et (5.10) pour déterminer la constante é,(;\’“).

Pour k = 2n, et © = 0 nous obtenons & partir de (5.11) la constante

~Ap) n(2n+2p —1)

, 5.12
Ean 29N+ p+2n— 1), (5.12)

et pour k = 2n+ 1, Nous divisons la relation (5.11) par x, et en posant z = 0,

nous obtenons
O n(2n+2p+1)

Cont1 = _2()\+U+2n>2

(5.13)

5.2.2 La dérivée du polynéme de Gegenbauer généralisé

Maintenant nous donnons l’expression de la dérivée des polyndomes de
Gegenbauer généralisés.

Puisque
d 1 a
2P0 = 5k ot B DRI () (5.14)

en posant y = 2z% — 1, nous obtenons a partir de (5.6) la relation suivante :

d d (-tu-1)
_G( ) = 4p—Pp, 2"
= 2Py
= 200+ p+ 0G5 (2), (5.15)

et & partir de (5.7) nous obtenons

d 1,41 1,43
GO () = PV (222 — 1) 4 222N+ o+ PR (92 g
dr 2n+1 n—1

= GO (2) + 22N+ p 4 n+ DGO (), (5.16)
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De (5.15) et (5.16) nous pouvons déduire les expressions des dérivées des
polynémes de Gegenbauer généralisés unitaires.

d - -
@Ggi;m(x) = 220G (). (5.17)
d -~ ~ -

T G(a) =GR () + 22 G (). (5.18)

En utilisant 'expression de xééﬁi” +1)(90) obtenue & partir de la relation a

trois termes (5.2) et en écrivant C?%’“H)(a:) en fonction de C?%H’“H)(a:) et
Gé’,\:lgu +1)(33) obtenus & partir de la relation de récurrence en escalier (2.3),
nous obtenons une autre relation de la dérivée des polynéomes de Gegenbauer
généralisés unitaires :
d =, 5 (A 1ut1
TG (@) = 20+ DGR (@) +
n(2p 4204+ 1) 2N+ 204 2n 4+ 1) =011

2 A+p+2n)A+p+2n+1) Gon 5" (2)(5.19)

Nous allons utiliser dans la suite, la norme des polynomes de Gegenbauer
généralisés définie & partir du produit scalaire (5.1).

5.2.3 La norme du polynéme de Gegenbauer généralisé
Soit k™) 1a norme carrée définie par :
KA = (G 2)2), (5:20
Nous rappelons que

(Ly)ibdy = 20 L4 A+ T+ 4 5)

N|=

| @ )za-y

. nl Cn+A+u)ln+A+p)
(5.21)
Pour n = 0 nous avons
1 1 F()\‘F l)F(u—i— l)
1— ) "3 (1 4 y)Hady = 2 2 2/ 5.2
| a—ur gy ia S (5:22)
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Alors

e (1-a?) Hde
A R i T
) / (PO 2 - 1))ty (L - ot

_ / b LR

QA+

F(n+ A+ 3HT(n+p+ 1)
=  Vn > 1. 5.23
2n+ A+ p)n!T(n+ X+ u) "= (5.23)

et
) _ T+ 5)Tu+3)

0 L1+ X+ p)

Donc si ks = A (G (1))2), nous avons :

(5.24)

O _ n! T(n+ A+ D0+ p+1)
M (g A+, TR A+t 1)

, (5.25)

];(())\,u) _ LA+ %)F(M + %)

FA+p+1) (5:26)

De la méme facon nous avons
02 = [ GNP -
= 2/1 a:2(P7§/\_%7M+%)(2x2 — 1) (2*)H(1 — xz))‘_%dx
0
= [l WLy
-1

A+ p+1

B Tn+A+ DT+ p+3) (5.27)
o n+H A+ DRI AN+ 1)’ '

et

7N, (N,
RO = MG (2))?)
n! F(n+ X+ H0(n+p+2)

= : 5.28
(p+A+n+1), TCn+A+p+2) (5.28)
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5.3 Utilisation des polynémes quasi orthogo-
naux unitaires

Les polynomes unitaires ]3{?’“ ) () sont quasi orthogonaux par rapport a
la fonctionnelle linéaire ¢, Tls sont définis comme suit :
Lorsque j est pair, nous avons

RM(z) = 1

d -~ .

d—Rgi;“)(a:) = G (x), Vn > 1. (5.29)
X

Alors en utilisant (5.17), nous obtenons
RO (2) = GO (2), Wn > 1, (5.30)
nous pouvons l'écrire en utilisant (5.11) comme suit :

n(n +pu— %) GiO)

R(’\’”) _ (;(ML) B
on () on () O+ +2n—2), 2n—2

(x), ¥n > 2. (5.31)
Pour n = 1, nous avons

d - ~ ~
— R (z) = 26 (2) = 22 = 26V (),

dr 2
et aussi 0 "
RO (2) = GO (). (5.32)
Lorsque j est impair, nous avons
d =, =,
TR = 2o+ )G (@) +
n(2n 4 2p —1)(2n 4+ 22 4+ 21 — 3) ~ou0
= Gyt 5.33
2 (A+M+2n _ 2)2 27172(1:)7 ( )
Vn > 2.

Et en utilisant la relation (5.19) nous avons
500, ~(A—1,u—1
RGY (x) = GEy" (@), Vn > 2, (5.34)

~(A=1,u-1 . P . o .
ng +1“ )(:1:) peut étre écrit comme une combinaison linéaire de trois po-

lyndmes de Gegenbauer généralisés unitaires é?’“) (x),j=2n—-3,2n—1
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et 2n + 1. Alors, a partir des relations en escalier des polynomes de Jacobi
unitaires (voir [12]) suivantes :

5 (0.8 _ platie) .y 2k(k + ) pla+1.9)
Zk(k + Oé) S (a,8+1)

H(a, H(a,0+1
By) = B +)(?J)+m 1

(), (5.36)

nous obtenons des relations en escalier des polynémes de Gegenbauer géné-
ralisés unitaires.

Dans (5.36) nous posons y = 222 — 1, k=n—1, a=A—1% g =pn—1
Ensuite, nous multiplions cette relation par x.

Donc nous obtenons en utilisant la relation (5.7), les polynomes de Gegen-
bauer généralisés suivants :

(n =D +A=3) =0

(A, p— ~ (A,
Gty (@) = Gty (@) + G g, G

(2), (5.37)

car
= (A—1,u— = (Ap— ~(A=1,0—1) A(Apu—1
Go" V(@) = GV (@) + ey Va0, (5.38)
Les relations (5.37) et (5.38) impliquent que, Vn > 2,
~ (A, = (A—1,u—1
RO () = GO (@)
i A1) o
GO n( (M)
nin—1)(p+n—-3)A+n—-2) -

_(2”+A+#—2)(2n+A+u—3)3G2n73<$>‘ (5.39)

Pour n = 0 et n = 1 nous avons un choix particulier pour }N%g’\’“)(x) et
p(Ak)
R ().
Pour n = 0, on définit d—RW) (r) =1 = C?(())"“)(x), par conséquent, nous
x
pouvons choisir ) )
RO (z) = GM () = a. (5.40)
Pour n = 1 la détermination du coefficient de ééﬁ/,@(w) dans (5.33) devient
(A + )2 qui peut étre égal & 0 quand A 4+ p = 0. Par conséquent on effectue

d -~
un autre choix pour %R:(;’“) ().

Pour n = 1, la relation (5.18) nous donne :

d - - _
%Rw () = G () + 220G (). (5.41)
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Et 3
i i +3

Gg,\,uﬂ)(x) — 2y GgA’“H)(O) — 22 )\i—ﬂi2 (5.42)
= () 2 | Al 2 —M+%

Gy (x) =2+ G5 (0) =x T+l (5.43)

Dans la relation (5.42), 2% est remplacé par son expression donnée par (5.43).
Donc

N . 20 +1 ~
G()\,;Hrl) _ G()\’H) _ —G()\’u) . 5.44
2 ") = G) — g gy G @) (5.44)
De plus
:vé(/\ﬂ’uﬂ)(x) _ x2 _ G(Mﬁ) (x) + ﬂ
1 2 20+ p+1)
. 2u+1  ~
()\7M) ILL ()‘7/"/)
= - ) 4

En remplacant GS* ™ (2) et 2GPT (1) dans (5.41) en utilisant (5.44) et

(5.45). Donc nous obtenons I’expression de d—é?’“) dépendant de G{™ (x)
T

et G ().

d - -
G () =365 (x) +

4%+ 2u(2) + 5) + 3 G

2N+ g+ 1), o (), (5.46)

et nous obtenons R\ (z) = G ().

Nous allons utiliser dans la suite les polynomes quasi orthogonaux unitaires
{RJ(-A’“)(:C)}QO comme base de 'espace vectoriel P des polynémes d’une va-
riable.

5.4 L’expression matricielle de la fonctionnelle
bilinéaire.

Soient p et ¢ deux polyndomes de degré n donnés dans la base {RJQ’” ) i

p(z) = Zyiégw (z) et q(z)= Z % RN (). (5.47)

Soit a une fonctionnelle bilinéaire définie sur P x P par

a(p,q) = M (p,q) +t N ) (5.48)
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ot p/ (resp. ¢') est la dérivée de p (resp. ¢) et t est un paramétre de R. Alors

n

a(pq) = Y ypzc™ (RO (2), RM (2)) +

i,j=0

t Xn: y-z-c@»w(iéw(@ ié@w(w)) (5.49)
= I dz Tdx !

=T (KO +t K2 (5.50)

ou y (resp. z) est un vecteur de R™*! dont ses composantes sont notés y;
(resp. z;) pour i =0,...,n.

Kff()) (resp. K,(llg) est une matrice symétrique de taille (n 4+ 1) x (n+ 1) telle
que ses éléments sont K,(I?())(z',j) (resp. K&)}(i,j)) qui correspond a

(R (@), R ()

J

d - d -
(resp. M (R (), — R (2)))

pouri,5=0,...,n. .
A partir de la définition des polynomes unitaires R?’“ ) on peut déduire les
éléments de K,(L?()) et KT(:()).

K’r(z?())(i70) = K,E%(O,i) =0, pour i > 1,
K(03(07 0) — kéA7'lL),
KS())(@ 0) = Kr(Ll())(U,i) =0, pour ¢ > 0.

)

Nous notons par Kfﬂ (resp. KT(H) la matrice de taille n x n déduite de K,(L?())

(resp. K,(Ll()]) en supprimant la premiére ligne et la premiére colonne.
KT(L(R et Kfll% sont des matrices symétriques définies positives.
Kfll% est une matrice tridiagonale et Kff’? est une matrice pentadiagonale. De
plus nous avons les éléments

KNG i—1)=KNGi—1,i)=0 pouri> 2.

n,

Chaque ligne paire 2s (s > 1) de Kﬁ a un élément non nul sur la diagonale

principale.

d -~ -
Ky(2s,25) = (- RY)) = 4Pkl (5.51)
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Les lignes impaires 2s + 1 (s € N) de K 1% ont les éléments suivants :

KN = B (5.52)
(1) = () (4,u + 2[1,(2)\ + 5) —|- 3) = ()

K = ok k. 5.53
4p* + 2u(2>\ + 5) +3) -

kW31 = KW,3) = ( X (5.54

n1(3,1) n1(1,3) 20t i+ 1) (5.54)

KN@2s+ 1,25 +1) = (254 1)%k5"
s2 (25 + 2 — 1)%(2s + 21 + 2X\ — 3)? o
4 (A4 +25 —2)5)2
pour s > 2. (5.55)
EN@2s+1,25-1) = K25 —1,25+1)
s(2s —1) (2s +2u— 1)(2s + 2u 4+ 2\ — 3) = (»

— k( Hu)
2 N+ + 25 — 2), 252
pour s > 2. (5.56)
Les éléments
EQGi—1) = KOG —1,4)=0 pour i> 2. (5.57)
KO ,i—3) = KO —3,i)=0 pour i> 4. (5.58)
Chaque ligne paire 2s (s > 1) de K? 1 a les éléments suivants :
K92,2) = B, (5.59)

~ s+ )

K 2s,2s) = L 4 2
n,l( ) 2s (()‘+M+23_2)2>

s+ 1= o

SR, Ws > 2. (5.60)

K9 (25,25 —2) = K\)(25 —2,25) = —

A+ p+2s—2)y 7%
Vs > 2. (5.61)
Les lignes impaires 2s + 1 (s € N) de Kn?i ont les éléments suivants :
EO,1) = M. (5.62)
K9(3,3) = kM. (5.63)
s* (N —p— 1) o

K%2s+1,25+1) = kM k
n,l( s+ 1,25 + ) 25+1+((28+)\+M_2)) (2$+M+)‘>2 25—

$7(s —1)2(2s + 2 — 1)*(2A + 25 — 3)? ~(\
16(( A4+ p+2s—3)3)2(25 + pu+ A —2)2 25—3)
ez (5.64)




5.4 L’expression matricielle de la fonctionnelle bilinéaire. 119

K31 = K(1,3)=0. (5.65)
2N —p—1 )
K0 (5,3) = K0)(3,5) = A—n=1D  jom, (5.66)

A+p+2)N+pu+4)°

KO (2s+1,2s—1) = K25 —1,25+1)

sA—p—1) = ()
AN+ g+ 25 —2)( A+ pu+2s) >
Cs(s=1)?N = p—=1)(2p+25 = 1)(2\ + 25 = 3)

AN+ p+2s = 22N+ p+2s—4), K
Vs > 2. (
KO(25+1,2s-3) = K\)(25—3,25+1)
s =D)2u+2s = D(2A+25 = 3) - (a0
AN+ p 25— 2N+t 25 —3)g Y
Vs > 2. (5.68)

a(p,p) est positive Vp € P, (P, est un espace vectoriel des polynéomes de
degré au plus n) si et seulement si K( ()) +1i K( ()] est une matrice symétrique
définie positive, ou si et seulement si K (0{ +t K, (1) est une matrice symétrique
définie positive.

Soit D,, ; est une matrice diagonale de taille n X n ol ses éléments sont

Dor(iyi) = %KM i=1,-- .

]

Par conséquent K,(S% +t K,(Lli est une matrice symétrique définie positive si

et seulement si

N

-1 _
(D)2 (K} + ¢ K,1)(Da)
est une matrice symétrique définie positive.
. . 1 1
Nous notons la matrice pentadiagonale (Dn,l)_5 fLO%(Dnyl)_E par K( ) et la
matrice tridiagonale (Dn,1)_%KT(H(Dn,1)_% par (1%

n
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~(O

n% et f(ﬂ sont les suivants :

Les différents éléments de ces deux matrices

KMN(2s,25) = 1, Vs> 1. (5.69)

(N(@2s,25 1) = K25 —1,25) =0, ¥s > 1. (5.70)

KN = L (5.71)

KiB3) = 1+g ;?2125;((31?) (Zi)j L
Koi(3.1) = KJ(13)

_ 4 + 2u(2X +5) + 3 (5.73)

3N+ p+2)2 N+ D)2+ 1)

(2u+2s — 1) (A + p+ 2s)
Ot pts—1)2h+2s—1)
s(2A +2u + 2s — 3)?
(2s+1)2( A+ p+2s—2)’
EMN@Es+1,25 1) = K25 —1,25+1)

(2>\+2,u+23—3)\/ s\ + 1+ 2)
(

KEN@2s+1,2s+1) = 1+

Vs>2.  (5.74)

(2s+1) A4 p+2s—2)
(2u+2s—1)
> 2.(5.
\/(A+u+s—1)(2/\+23—1)’vs_ (5.75)
~ 2 +1
K922 = 2" 5.76
~ 20 +25—1
K)(2s,25) =
n1(28,25) 83()\+u+23—1)2+
2u+2s—1
. 5.77
8A+pu+2s—2)9(A+p+s—1) (5.77)
(025,25 —2) = K)(25 —2,2s)
1 1
= — X 5.78
8(A+u+23—2)\/(>\~|—u+s—1) (5.78)
(2A+25s—3)(2u+2s—1) Vs> 2.
(s—=1DA+pu+2s—1)(A+p+2s—3)
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~(0) 2/L+1
1,1 T .
= (0) 2u+3)AN+p+1)
(3,1 = 0. (5.81)
. 21+ 25 + 1 A
025 +1,25+ 1) = Gut 25+ DintAts) (5.82)

2(25 4+ 1)2(A + p + 2s)9
2s(A—p—1)2N+pu+2s—1)
(2s + 12N+ p+2s—22(AN+p+25)(2A +2s — 1)
N s(s =) A+ p+2s)2u+2s—1)(2A + 25 — 3)
22s + 122X +2s = 1) A+ p+s—1)A+p+2s = 22N+ pu+2s—3)

-~ 0)  (A=p-1) 20\ + p+1)(2u + 3)
na(5:3) = 15(A+u+2)\/(A+u+2)(>\+u+4)(2A+3)' (5.83)
~ 0)(5 1= — 1 20+ p+4)2u+3)(2u+ 1)(2XA + 1)'
n 119 10\ + e+ 1), (A+p+1)(2A+3)
5.84)
f(,(ﬂ(% +1,2s—-1) = A= pm DA+ =2) (5.85)

25+ )25 —1)A+ pt 25 —4)

s(2u+2s—1) Vs> 3
A+p+2s—=2)2A+2s — 1) A+ p+2s)A+p+s—1)" — 7

K25 +1,25 —3) = K\”(25 3,25 +1)

_ s(s—1)
= @ D@30 ptas—3), 0%

Cu+2s=3)A+p+s—=2)(A+p+2s) (2N +25 —3)(2u + 25 — 1)
A+p+2s—4)A+p+s—1)21+25 - 1) ’

Vs > 3.

Par permutation des lignes et des colonne on réarrange f(fﬁ et f(ﬁ de
fagon que les premiéres nouvelles lignes (resp. colonnes) correspond aux pré-
cédentes lignes paires (resp. colonnes) et les derniéres nouvelles lignes (resp.
colonnes) correspond aux précédentes lignes impaires (resp. colonnes).

: - (0) (1)
Nous notons ces nouvelles matrices par K, (resp. K, 7 ).
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La matrice f(}f} (resp. K\ ) devient diagonale de taille 2 x 2 par blocs .

Le premier bloc IAQ(LO{ (resp. K,(li) est une matrice tridiagonale de taille [5]x [%]
(resp. une matrice identité) ou [.] désigne la partie entiére.
Le second bloc de K(O) (resp. K(l) ) est une matrice a cinq diagonales de

taille (n — [3]) x (n - [ﬂ]) (resp une matrice tridiagonale).

2
Nous notons par K (resp )) le premier bloc diagonal de K © 1 (resp.
le second bloc dlagonal) Nous utlhsons les mémes notations pour les blocs
diagonaux de Km1

Puisque nous étudions que K (0% + tKéi est définie positive, ce probleme est
équivalent a K 1t tK 1 est définie positive, c’est-a-dire Kn?ll + szm1
K(O 2 4 tK 2 sont définies positives.

K( 2 +tK(1 1) f((o’l) +t1I est définie positive si t, plus petite valeur propre

de K 1, est strictement positive.

5.5 L’encadrement de la plus petite valeur propre

5.5.1 L’encadrement dans le cas pair

e La borne inférieure

Nous cherchons dans ce paragraphe la borne inférieure de la plus petite
valeur propre de K 0 b,
Nous posons m = [g]
Puisque Kffil) est une matrice tridiagonale symétrique, donc le développe-
ment du déterminant de cette matrice nous donne une relation de récurrence

A trois termes.

Théoréme 39. X
Soit P;(x) le déterminant de la matrice principale de taille jxj de :L‘]—Kffil).
Alors

2] +2X—1 27 +2p—1

Pi(z) = (v— - P
) = e T =1, S0 ati—Dorara =2, @
- (27 +2X —3)(2j +2u — 1) Pra@)
64(j — DA+ p+2j—2)2(A+p+j—D)A+pu+2j—3) 77

(5.87)
pour j=2,....,m, avec Py(x) =1, et
2\ + 1
Pla)—ow— —2 1 (5.88)

(A +p+ 1)
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Preuve.

Le résultat est obtenu par le développement classique d’un déterminant
tridiagonal. Les éléments correspondants sont ceux des relations suivantes :

(5.69),(5.70),(5.76),(5.77),(5.78).00
Propriété 4.

2\ + 1 0
4(m)2()\+,u—|—m)2 Lm:

(5.89)

Preuve.

$§17)n est la plus petite racine de P, (z).

De plus x?ﬁn > 0 et toutes les racines de P,,(z) sont réelles et distinctes.

L’interprétation géométrique de la méthode de Newton nous montre que :

P, (0) x&l) |

0<

PR0) T
[A(T(L?il) est une matrice symétrique définie positive.
Par conséquent elle a la décomposition de Cholesky suivante AT(L?I’I)(T,E?{D)T.

Donc

P(0) = det (= R,37) = (=1)"(det (T7))?

n,l

I
S
—_
N—
3
—
3
—-e
=
—
S
<
—
=
o

Nous pouvons obtenir cette décomposition de Cholesky a partir des relations
(5.31) et (5.32).
. m (A,
Maintenant nous posons p(z) = > 7", ozszgj “(x).
Nous notons par RV (z) (resp. GV (x) ) un vecteur de P™ de composantes
500, 5O\,
Ry (x) (resp. Gi3" (x).
Alors en utilisant les relations (5.31) et (5.32) nous avons

R(l)(l’) — B(l)(x)G(l)(x)

ott B (x) est une matrice triangulaire inférieure & diagonale unité de taille
m X m, telle que

BW(z)(i,i) = 1, i=1,...,m,

. 1
BY(z)(i,i—1) = — i=2,...,m,
BW(z)(i,7) = 0 ailleurs.
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Nous avons
c()"“)(p,p) _ (a(l))TB(l)(x)D(l)(l‘)(B(l)(x))Ta(l)

ott a(V est un vecteur de R™ de composantes aw;, i =1,...,m.

DW(z) est une matrice diagonale de taille m x m oil ses éléments sont notés
EM =1, m.

Alors

A

K%Y = (DW(2))72 B (2)(DW(2)) s (DN (2))2 (BY ()T (DW ()2,

’fL,

(NI

ol 15(1)( ) est une matrice diagonale de taille m x m dont les éléments sont
(2])2k2j Lg=1...,m

Par conséquent les éléments de Té?l’l)

sont les suivants

(25 4+ 21— 1)

~0,1) /. -
T, j—1 — , 5.90
1] @u+2j DA +p+2j-1) o "
2V 2\ +pu+i—-1DAN+pu+25—2) .
750G,0) =
1 (2A 425 —1) 1 (5.91)
g — 5 = ’...,m. .
o\ 23+ + 25— 1) 7
Alors
T (2720 —1)
P (0 5.92
23mm'H A+pu+2j—1)y (5:92)

P/ (0) est obtenue par récurrence aprés la dérivation de la relation de récur-
rence a trois termes (5.87) et 'utilisation de la relation (5.89).

m— m—1
P'(O):( 1) 1m+1 H (2i +2X—1) (5.93)
" 23m=2(pp T (At A+p+i+m+1) '

D’ou le résultat.t]
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e La borne supérieure
Propriété 5.

M (A+3)s y
m S D yptmt DAt 2m 1)
1

(M2R2A+3) +mA+3)(u+ A+ 3)+ 2A+5)(u+ A+ 1))

Preuve.

Nous utilisons 'algorithme qd comme décrit dans la premiére partie. Si
une suite des polynémes orthogonaux satisfait la relation de récurrence a
trois termes suivante :

P (x) = (z + B )P\ (2) - C"P%y(a), ¥j = 1, (5.94)
avec Pfol) =0et PO(O) = 1, nous posons
BY = - vz,

CJ('O) = qj('(i)ﬁg‘o—)p Vj =2,

avec e(()o) = 0.

(

Alors les termes qu), el

;' r > 1, sont déterminés par les relations suivantes :

() =0,
¢ el =iV el =0, m -2,
gMelr) = g Velr ), Vi=1,...m—1,
g =aqm U —el)y,
eV =0,

\
D’aprés [10] nous avons

(1)

1,m:*

g >aly) > >q) >
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A partir de la relation de récurrence & trois termes (5.87) nous avons

r 680):07
6(0): 2j+2,u+1 j>1
V7 B AN+t 25) -
SO D P
. 8F( AN+ pu+2j5 — 1)y -

Ensuite les relations suivantes sont démontrées par récurrence sur j :

ell) = i@j+2u+1) pour 1<j7<m-—1
T8+ DA+t )N p 2+ 1) T ’

7 8N+ 4 )N+ p+2j)2

pour 1<j53<m—1,

(1) _ (2A+1)
L 8mA A+ m)N+ e+ 2m)’
Nous avons
( 6(()2) :07
: . -(2)
2 22+ 3) (A 2 :
O (25 + +_)( +u+j+ )' D, Cforl<j<m-1,
T80+ DA+ p+ DA+ p 427+ 1) 5
(2) J(2) +2p+1) P
e = — : . o for 1<j<m—2,
80D pF i+ DA+ 2]+ 2)2 5P
~(2
RO @A+ - D@up+2m—1)  pa,
8N+ i+ m)a(A 4 g+ 2m) (22X + 2m + 1)}5%11:
(A +3)s
qﬁz): 2

\ A+p+m+1)2A+2m+1)p

avec
By =1,
Y = PRAE3) A3 A+ p+3) + A +5) A+ p+1), for 1< j<m—1.

Comme nous pouvons le constater, qg) = O(#) Donc il a le méme ordre
P 1) . . )
que la borne inférieure de xgm obtenu a partir de la méthode de Newton



5.5 L’encadrement de la plus petite valeur propre 127

dans la propriété 4.
D’otu le résultat.[J

Corollaire 7.

5.5.2 L’encadrement dans le cas impair

e La borne inférieure

Nous cherchons maintenant la borne inférieure de petite valeur propre de

(K(m))—% (K(OiQ)) (k(l’z))_%.

n,1l n, n,l

2
Nous voulons que la matrice symétrique Aé?f) +zK gf) soit définie positive.
Cela est équivalent a étudier le domaine D C R tel que Va € D le polyndéme
P,(z) = det (I%ffi?) + xf(fif)) > 0.

Nous notons par :1:’%23 la plus petite valeur propre de ([A(r(:f))*% (Kfl?f))(f(gf))*%.
(2)

Par conséquent Py(z) >0, Vo > —xy.

Nous posons ¢ =n — [2] =n —m.

Propriété 6.

~ 1,90

2q(A +p+q)P(q)
ot P(q) = 221 + 1)¢® + 2(p 4+ M) (21 + 1)g — (4> + 4p + 64+ 1).

Preuve.

Nous allons utiliser dans cette démonstration la méthode de Newton. Les
racines de P,(x) et les valeurs propres de (_f(q(;f))—% (}A(T(L?f))(l%&z))—% sont de
signes opposés.

Donc elles sont négatives et pour x > —xfg, nous avons F,(z) > 0.

P,(0
Par conséquent % < xﬂ
Nous avons X
Pq(o) = det (KT(L(,)i2))7
nous utilisons la décomposition de Cholesky de [A(T(L?f) notée par (qu?f))( Aé?l’Q))T.
Nous avons le polynome p(z) = > 7, Oégj_lég?f% (x).

Nous notons par R%*(z) (resp. G*(z)) un vecteur de P¢ de composantes
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Ré;\fl)(x), i=1,...,q. (resp. ég;\_ul)(x), i=1,...,q).
Alors, en utilisant les relations (5.39), (5.40) et (5.46) nous obtenons

R(Z)(I) — B(2)(I)G(2)(I>

ott B@(z) est une matrice triangulaire inférieure a diagonale unité de taille
q X q telle que :

B@(z)(i,i)=1,i=1,...,q,

(-DO—p-)
At p+2i—4)N+p+2i—2) oo

(=16 —2)A+i—2)(u+i—2)
AN+ pu+2i—4) A+ p+2i—5);
B®@(z)(i,j) =0 ailleurs.

.

B@(z)(i,i—1) =

B@®(x)(i,i —2) = —

\
M (p,p) = (@) B@ (2) D@ (2)(B@(2))Ta® ot a? est un vecteur de RY
de composantes ag;_1, i =1,...,q.

D®)(z) est une matrice diagonale de taille ¢ x ¢ dont les éléments sont

=00 .
kéj_ul), 1=1,...,q.

Donc

K5 = (D)2 B (@) D) (2) (B ()" (DP () 2,
ol ﬁ(2)(x) est une matrice diagonale de taille ¢ X ¢ dont les éléments sont
(2 — 1%k, j=1,....q.

Par conséquent les éléments de T,E?{Q) sont

TON( 5y = 1 ];:éj\fl) 1 ¢
n,l J 2]_1 ];g;\iga J ’ )’ d

1 [(p+i—5) A +p+j—1)
27 — 1 O+ p+2i—2)

G-—DA-p-1)
A+p+2j—4HA+p+25-2)(25 - 1)
A—p—1) "
A+p+25—-4)(25—1)

2N+ pu+2j—3)(j—1)
(A +2j —2)(2) + 2A — 3)

TG, -1) =

’j:2""7q'
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G-DU-2)A+i=p+i-3)
27 —DA+p+2j—4)A+p+2j—5);
1
T2 DA tpt2—4)

093G, j-2) = -

20 -DG = 2)@A+2 = 5)2u+2j =3 A+ p+2-2) .,
(A +2j = 3) A+ p+j—2)(A+p+2j—5) » J = 9eeesd
Donc
oS 1 (ui-HO -1
0) = -2 (A at2j-2)
_ 1 (#"‘%)q (5.95)

220((1))? A+ p+q)g

Maintenant nous développons le déterminant det ([A(fl?f) + :zrf(,(if)) en utili-
sant la relation (4.10) nous posons

a; = K\5P6,0) +aKP6,0), i=1,..q

b = K260 - 1) +2K P 6,i-1), i=2,...,q

¢ = K%I,i-2),i=3,...,q

n,1

ot le couple (i,14) (resp. (¢,1—1),(i,7—2)) correspond au couple (2i—1,2i—1)
(vesp. (2i — 1,2i — 3),(2i — 1,2 — 5)) pour K\ et K.},
Alors on peut écrire
bj—1Pj(x) = (bj-1a; — bjc;) Pia(x) + bj(cjaj—1 — bjbj—1) Pja(x)
—bj1¢5(¢jaj1 = bjbj 1) Pjs(x)
—¢j¢51(bjaj—2 = bj-16)) Pj-a()
+bjc;c_ 5o Pis(x). (5.96)

La relation (5.96) est initialisée par
Pozletp_lzp_gzp_3:P_4:0.

De la dérivation de cette relation de récurrence a six termes nous démontrons
par récurrence que

g+ 3)q-10(q) (5.97)

F(0)
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ot p(q) =22+ 1)g* + (2N + p) (2 + 1)g — (4p® + 4\ + 6+ 1).
D’ou le résultat. OJ

e La borne supérieure
Nous cherchons maintenant le comportement de la borne supérieure de la
plus petite valeur propre de

f(fff)v = tf(r(ff)v.
En utilisant la décomposition de Cholesky T(0 2) (T ) de K ) nous avons

(K20, 0)pa =|| TS0 |12,

n

ou || - ||ge désigne la norme euclidienne en RY.

: N £ (1,2
Nous faisons la méme chose pour K,(Ll)

Cholesky T(1 2 (T(1 2)) . Nous avons donc

en utilisant sa décomposition de

12
(K20, 0)za =[| TS0 |20

p(1,2)

Les éléments de la matrice T sont les suivants :

(TP, =1, i=,...,q.

4p% +20u(2\ +5) +3

T2(2,1) =
@1 3V N+ D2u+ DA+ i+ 2)

~(1,2) /. . 204+ 2u+2X—5
Té’l )(@,z—l) = 5 1 X

(i —1)(2i + p+ X\ —2)(2i +2u — 3)
A+p+20—4) 20 +22=3) AN+ pu+1—2)

pour i =3, -+ ,q.

Propriété 7.
Soit .7352; la plus petite valeur propre de (
avons

£ (1,2))_%K(0,2)< ° (1,2))_;

i ni (K,17)72, alors nous

1,

2
$§; <CI>q=(’)(q4

Preuve.
Nous utilisons le théoréme 7 avec le choix du vecteur v = (v;){_; suivant :

V2j+1 = 0, 0<7< [%]
Vg = 0
L. 5.98
vy = 25(45 — 1), pour 25 < [%] ( )
—(g-2)(4j - 1), pour [{+1<2j<q.
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Alors
q—2
1T 120 = D@D Giyo + T 6+ 1o + TG 0+ 2,)054)°
=1
T (g = 1,q = Vvgr + 1% (4,4 — 1)v,)?
(0,2
T (g, 9)v,)*. (5.99)
En utilisant vo;,; =0, pour j =0,---,[%2], nous avons
]+ 2
[%}
17570 B = D (T @, 2r)v,)? + (5.100)
r=2

(T(072)(27’ + 2 27’)1}Qr+2)2 +
27" 2)(27‘ 27“)T(0 2)(27’ + 2,279, Vg4 0) +

(3]
Z(Té?f)(%, 2r — 1)vg,)% +
r=2

(1% (2 + 22

— 240
g o2t
Puisque v3, = (¢—2r)*(4r —1)* = (4r* —4qr+¢*)(4r —1)? pour 2r > [4]+1,
nous écrivons (5.100) en trois parties.

La premiére partie prend en compte la valeur de v2, = 4r%(4r — 1)? pour
tout r. La deuxiéme partie prend en compte la valeur de v3, = ¢*(4r —
1)? pour 2r > [£] + 1 et la troisiéme partie prend en compte la valeur de
v3, = —4qr(4r — 1)? pour 2r > [4] + 1. Donc il est suffisant de vérifier le
comportement, de

q —
TDU2+2[%} ).

U, — (T( (2, 2r)vy, )% + ( %22 42 27 YUar2)” +
2T(0 2)(21“ 2r) O, 2)(27“ + 2,27 ) U9,V 40

et Uy = (TA,E?fQ)(Zr, 2r — 1)vy,)? de chaque partie par rapport r et ¢. Le calcul
a été fait a ’aide de Mathematica 6.

Nous trouvons que le comportement de (T(O 2)(2+2[‘]T] 2+2[q7])02+2[%])2
est comme O(q?).

La premiére partie de ¥, (resp. WUy) a comme terme principal 4r*(\+ p —5)?
(resp. 4r2(A — pu — 1)?).

La deuxiéme partie de W, (resp. ¥5) a comme terme principal ¢*(\ + pu — 3)?
(resp. ¢*(A — p —1)%).

La troisiéme partie de ¥y (resp. Wy) a comme terme principal 4(\ + p —
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3)(A + 1 — 5)rq (resp. 4rq(A — u — 1)?).

La contribution de la premiére partie de ¥y (resp. ¥5) nous donne un com-
portement comme (A — pu — 5)20(¢3) (resp.(A — pu — 1)0O(¢?)).

La contribution de la deuxiéme partie de Wy (resp. ¥y) nous donne un com-
portement comme (A + u — 3)20(¢?) (resp. (A — u — 1)20O(¢?)).

La contribution de la troisiéme partie de Wy (resp. W) nous donne un com-
portement comme (X + p — 3)(A+ pu — 5)O(¢?) (resp (A — u — 1)20(¢?)).
Par conséquent le comportement de || TT(L?1’2)U |2, est comme O(q?).
Maintenant nous allons étudier le comportement as(ymptotique du dénomi-
nateur du quotient de Rayleigh. Il correspond a || TAn,ll’Q)v |2

q—1
IT50 B = D (@52 Giyo + T8 6+ 1iyvia)? + (Ths (0, 4)v,)?
=1
(2]
= Y (TP @r, 2 vn,)? + (157 (2r, 20 — Dwg,)?).
r=2

Dans ce cas nous avons aussi trois parties comme pour || TT(L?l’Q)v ||2,. Les trois
termes généraux dans les trois parties ont respectivement les termes princi-
paux 276 299442 et 2M115g. Par conséquent le comportement asymptotique
du dénominateur est comme O(q").

D’ot le résultatl]
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Résumé :

Les travaux de recherche de cette thése concernent ’encadrement de la constante
de Markov Bernstein pour la norme L2 associée aux mesures de Jacobi et Gegen-
bauer généralisée. Ce travail est composé de deux parties : dans la premiére partie,
nous avons développé une généralisation de I'algorithme qd pour les matrices symé-
triques définies positives a largeur de bande ¢ et nous avons construit I’algorithme
qd pour les matrices de Jacobi par blocs. Ensuite, nous 'avons généralisé aux cas
des matrices par bloc a largeur de bande ¢. Ces algorithmes nous permettent de
trouver un majorant de la constante. Enfin, nous avons développé le déterminant
caractéristique d’une matrice symétrique définie positive pentadiagonale, ce qui nous
permet d’obtenir un minorant de la constante en utilisant la méthode de Newton. La
deuxiéme partie est consacrée a 'application de tous les outils développés a ’enca-
drement de la constante de Markov Bernstein pour la norme L? associée a la mesure
de Gegenbauer généralisée.

Abstract :

The aim of this thesis is to find the lower and upper bounds of the constant which
appears in the Markov Bernstein inequalities in L? norm associated to the Jacobi
and generalized Gegenbauer measures. In this work the qd algorithm is studied for
obtaining some properties about the asymptotic behavior of some eigenvalues of
band matrices and block band matrices. These eigenvalues are linked to the Markov
Bernstein constant. The application of all the tools developed for obtaining lower
and upper bounds of the Markov Bernstein constant in L? norm associated to the
generalized Gegenbauer measure is given.

Keywords :

Markov Bernstein inequalities, Orthogonal polynomial, qd algorithm / Block qd
algorithm, LR algorithm / Block LR algorithm, Block band matrices, Matrix or-
thogonal polynomial, Matrix three term recurrence relation, Jacobi polynomial, Ge-
genbauer polynomial, Generalized Gegenbauer polynomial, Generalized eigenvalue
problem, Eigenvalues.




