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Abstract

The thesis is devoted to Multiplicity Estimates, a type of results widely
used in transcendence theory. Starting from the works of A.B.Shidlovskii,
W.D.Brownawell and D.W.Masser it was a cornerstone in proofs of trans-
cendence and mostly algebraic independence. For example, it is one of the
important steps in Nesterenko’s proof of his famous result concerning al-
gebraic independence of values of Ramanujan’s functions (allowing to de-
duce, in particular, the algebraic independence over Q of the set of numbers
7, ™ and I'(1/4)). One other statement of this type is a famous result of
K.Nishioka (previously conjectured by Mahler) allowing one to prove many
interesting transcendence results on some series related to linear recurrence
sequences and the so-called automatic sequences. Further results in this way
were obtained by Th.Tépfer, K.Nishioka, P.-G.Becker and others.

The objective of this thesis is a thorough study, in a general frame, of
mutiplicity lemmata, leading to improvements of known results on algebraic
independence. Our multiplicity lemma, proved in a quite general situation,
answers a question raised in [42], complementing in many interesting situa-
tions the method presented in this reference. It reduces the proof of multipli-
city estimates to the study of ideals stable under some appropriate algebraic
transformation. In particular, this theorem allows to improve slightly a result
of Nesterenko concerning solutions of systems of differential equations. In the
same time this theorem provides, under some condition concerning stable
varieties, the estimation with the best possible exponent in the case consi-
dered by Nishioka and T6pfer (i.e. the case concerning solutions of systems
of functional equations). The latter result leads to the study of irreducible
varieties stable under some rational transformation, a subject interesting on
its own.

Joined to the general method of [41] and [42], our new estimations lead
to qualitative et quantitative improvements of certain results on algebraic
independence of values of functions in the frame of Mahler’s method due to
Topfer [49]. This includes algebraic independence of values at transcendental
points.






Résumé

La these est consacrée aux estimations de multiplicité. Ce type de résul-
tats est utilisé en théorie de la transcendance. A partir des travaux de A.
B. Shidlovskii, W.D.Brownawell et D.W.Masser il sont régulierement utili-
sés dans les preuves de transcendance et surtout d’indépendance algébrique.
Par exemple, la démonstration du lemme de multiplicité est un élément tres
important de la preuve par Yu. Nesterenko du résultat sur I'indépendance al-
gébrique des valeurs des fonctions de Ramanujan (qui montre en particulier
I'indépendance algébrique sur Q des nombres 7, €™ et I'(1/4)).

Un autre résultat de ce type est une preuve par K.Nishioka d’une conjec-
ture de K.Mahler. Ce lemme de multiplicité a permis de démontrer beau-
coup de résultats concernant la transcendance des séries liées aux suites
récurrentes et des suites engendrées par des automates finis. Cette ligne de
recherche s’est prolongée dans des travaux de Th.Topfer, K.Nishioka, P.-
G.Becker et les autres.

Le but de ce mémoire est ’étude approfondie, dans un cadre général,
des lemmes de multiplicité conduisant a des améliorations de résultats d’in-
dépendance algébrique connus. Notre lemme de multiplicité général répond
a la question posé dans [42], complétant dans beaucoup de situations inté-
ressantes la méthode élaborée dans cette référence. Il réduit la preuve des
estimations de multiplicité a ’étude des idéaux stables sous une transforma-
tion algébrique. En particulier, ce théoreme permet d’améliorer un peu le
résultat de Yu.Nesterenko concernant les solutions de systéeme d’équations
différentielles. Dans le méme temps ce théoreme donne, sous une condi-
tion concernant des variétés stables, I'estimation avec I’exposant le meilleur
possible dans les cas étudiés par K.Nishioka et Th.Topfer (i.e. le cas concer-
nant les solutions d’équations fonctionnelles). Ce dernier résultat conduit a
I’étude des variétés irréductibles stables sous une transformation rationnelle,
ceci semble d’étre un sujet intéressant en soi.

Jointes a la méthode générale de [41] et [42], nos nouvelles estimations
conduisent a des améliorations qualitatives et quantitatives de certains ré-
sultats d’indépendance algébrique de valeurs de fonctions dans le cadre de
la méthode de Mahler dus a Topfer [49], incluant I'indépendance algébrique
de valeurs en un point transcendant.






Introduction

Les méthodes classiques de transcendance, ou plus généralement d’indé-
pendance algébrique, minorent le degré de transcendance d’une extension de
corps K(fi(a),..., fn(a))/K (ou K désigne un corps de base, fi,...,f, sont,
par exemple, des fonctions analytiques et a € K). Elles conduisent aussi &
des mesures d’indépendance algébrique : minoration de |P(f1(), ..., fn(a))]
(pour P € K[f1,..., fn]) en termes du degré et de la hauteur de P. Ceci de-
mande généralement une majoration de ’ordre en zéro d’une fonction auxi-
liaire du type P(f1(z),..., fn(2)). On a une méthode générale utilisant des
estimations de ce type pour établir des résultats de transcendance et d’in-
dépendance algébrique (cf. [42] et [41]). Le but de ce mémoire est ’étude
approfondie, dans un cadre général, des lemmes de multiplicité (voir théo-
reme 0.1 ci-apres et théoreme 2.16, théoremes 2.30, 2.34, du chapitre 2 et
théoréme 3.11 du chapitre 3) conduisant a des améliorations de résultats
d’indépendance algébrique connus (théoremes 0.5, 0.8 et 0.11, corollaires 0.6,
0.7, 0.9 et 0.10, ci-dessous).

On montre, avec 'algébre linéaire, qu’il existe une constante Cs € R™
(ne dépendant que de f) telle qu’on puisse construire un polynéme P; €
K[X1,...,Xy] de degré arbitrairement grand et satisfaisant

ords—o P (f1(2), ooy fu(2)) > Cs (deg Py)", (1)

ou ord,—o désigne l'ordre en 0 sur K[[z]].

La meilleure majoration possible, a constante pres, de la quantité
ord,—oP(f1(2), ..., fn(z)) est donc

ord,—oP1(f1(2), ..., fn(2)) < C (deg P1)" (2)

pour une constante C' € RT.

D’un autre co6té, il est facile de construire des exemples de fonctions f
pour lesquelles la majoration (2) (et méme des majorations beaucoup phfs
faibles) n’est pas vraie. Il suffit de considérer f avec fi(z) = z et fo(2) =

27/
%, 22° | la majoration (2) est fausse pour n’importe quelle constante C

et pour une suite infinie de polynémes P, a savoir les polynémes @, =
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< 2221' g2ntt g2t
Xo—>1(X1)® pourlesquels ord,—oQy(f1(2), fa(2)) = 2 et 2 >
n\m”n
(222 ) pour tout n suffisamment grand.
Donc, pour obtenir une majoration de ord,—oP(f1(2), ..., fn(z)) en fonc-

tion du degré de P , il faut introduire des conditions sur f.

Historique

Dans son article fondamental [44] C.L.Siegel a entre autre étudié les
majorations de 'ordre en zéro de combinaisons linéaires de E-fonctions. Il
a utilisé a cette fin I’élimination des variables entre formes linéaires. Plus
tard, en 1932, il a appliqué la méthode de A.O.Gelfond a I’étude des fonctions
elliptiques [45]. Dans cet article C.L.Siegel démontre, en utilisant 1’élimina-
tion non-linéaire, des estimations de multiplicité pour des polynémes en des
fonctions de Weierstrass.

En 1934, suivant I'idée de Siegel Th.Schneider a utilisé 1’élimination li-
néaire dans sa preuve du 7éme probléme de Hilbert [46]. Cette idée constitue,
peut-étre, la différence principale qui distingue sa démonstration de celle pro-
posée par A.O.Gelfond qui, lui, utilise une idée d’interpolation. Plus tard,
A.O. Gelfond a utilisé des méthodes analytiques afin d’obtenir des estima-
tions de I'ordre en zéro de polyndmes exponentiels. Ce travail a été achevé
par R.Tijdeman [48], dont le théoréme connu sur le nombre de zéros des
polyndémes exponentiels généralise les résultats de Gelfond.

En 1954 A.B.Schidlovskii a démontré la premiere estimation générale
pour le nombre de zéros de formes linéaires en des solutions d’un systéme
linéaire différentiel. Puis Yu.V.Nesterenko a généralisé ce résultat des formes
linéaires aux polynomes, inaugurant ainsi les méthodes algébriques [26, 27,
28, 29] dans ce contexte. Il y introduit en particulier la notion cruciale d’idéal
stable en la reliant a celle d’idéal différentiel de la théorie de Kolchin.

En 1980 W.D.Brownawell et D.W.Masser [11, 12, 13] ont donné l'esti-
mation

ord,—oP(f1(2), ..., fn(2)) < C (deg P)*" (3)

pour des fonctions fi,..., f, analytiques en z = 0 et satisfaisant un systéme
d’équations différentielles polynomial

fZ,:Fl(fl,,fn), ’L'Zl,...,’I’L, (4)

ou F; € C[Xy,...,X,]. Cette estimation (3) a été améliorée en < C' (deg P)"
par Nesterenko [30].

Il faut mentionner que dans les articles cités les auteurs ont démontré
des théorémes permettant de majorer simultanément 1’ordre d’annulation
de ®(z) = P(f1(2), ..., fn(2)) en plusieurs points z1, ..., z, € C plutdt qu’en
un seul point z = 0.
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Ces résultats reposent sur ’étude des idéaux dans les anneaux de poly-
nomes.

Yu.Nesterenko [31] a aussi démontré lestimation optimale (2) (a
constante multiplicative preés) pour une solution f d'un systéme d’équations

différentielles
0 _ AA(2). s ful2) 5
0z Ao(fl(z),...,fn(z))’
i =1,...,n, ou Ag,..., A, désigne des polynoémes, sous la condition que la
transformation algébrique associé & (5) n’admet pas d’idéaux stables avec
un grand ordre d’annulation le long de f en z = 0 (cf. [32], chapitre 10).
Ce résultat lui a permis d’établir le théoréme suivant : pour tout g € C,
0 < [q] < 1on adeg.tr.gQ(q, R(q),Q(q)R(q)) > 3, ou P, Q et R désigne des
fonctions de Ramanujan (cf. [31]; également on peut trouver la déduction

de ce fait, avec la méthode générale, en admettant le lemme de multiplicité,
dans [42]).

D’un autre c6té, dans le cadre de la méhode de Mahler, K.Nishioka a
démontré que pour f € k[[2]]" (ou k désigne un corps de caractéristique 0)
satisfaisant un systéme d’équations linéaires

fi(zY) =Y aij f(2) (6)
j=1

(i=1,...,n) avec a;; € k(z) d > 2 entier, on a I'estimation (2) avec f.
Plus généralement, les systémes d’équations fonctionnelles qui appa-
raissent dans le cadre de la méthode de Mahler peuvent s’écrire

Ai(2, f1(2), -, fn(2))
AO(zv fl(z)v ERE) fn(z)y

i = 1,...,n, ou Aop,..., A, désignent des polyndmes avec deg, 4; < s,
degy A; < t et p(z) une fraction rationnelle avec 6 = ord,—op(z) > 2 et
d = deg p(z). Voir toutefois [4] pour des systémes algébriques encore plus
généraux.

K.Nishioka a montré dans [33], lorsque p(z) = 2¢ (ot d est un en-
tier, d > 2) et t" < d, l'estimation suivante pour tout polynéme non nul
Q(z, X1, ..., X;,) satisfaisant deg, Q < M, degxy Q@ < N (o0 M >N > 1) :

filp(2)) = (7)

ord,—0Q(2, f1(2), oy fn(2)) < coM N™108d/(logd=nlogt)

Pour une substitution rationnelle p générale, Th. T6pfer en 1998 a mon-
tré l'estimation

ord,—0Q(z, f1(2), ..., fu(z)) < COMN"logd/(log‘;*"logt), (8)

ot d % degp et def ord,—op (maintenant sous I’hypothese t" < ¢, cf. [50]).
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L’estimation de Nishioka et T6pfer n’est la meilleure possible que lorsque
d =46 et t =1 (en particulier pour le systeme (6)), elle est plus faible (i.e.
avec un exposant strictement plus grand que n) dans le cas général.

Tous ces résultats sont démontrés en caractéristique 0. Dans le méme
ordre d’idée d’autres auteurs s’intéressent au méme type de résultats dans
le cas de caractéristique strictement positive : P.-G.Becker [5], V.Bosser et
F.Pellarin [8, 9], F.Pellarin [36, 37].

En affaiblissant I’hypotheése ord,—op(z) > 2 dans le systéme (7) a
ord,—op(z) > 1 nous trouvons encore un cas important, le cas des sys-
témes d’équations aux g¢-différences correspondant au choix p(z) = ¢z et
degy A; =1, ou g € k\ {0}. Ce type de relations a fait 'objet de plusieurs
études [1, 2, 7).

Récemment P.Philippon a démontré un lemme de transfert [43]. Dans ce
contexte, un lemme de transfert est un énoncé qui, portant d’un polynoéme tel
que ord,—0Q(z, f1(2), ..., fn(z)) soit suffisamment grand, fournit une courbe
algébrique qui a un grand ordre de contact avec le germe analytique z —
(z, f1(2), ..., fu(2)). Nous allons montrer comment ce type d’énoncé permet
d’établir des lemmes de multiplicité dans plusieurs situations, englobant
les cas mentionnés ci-dessus. Toutefois, nous devrons faire face au délicat
probleme posé par les variétés stables sous l'action de la transformation
considérée.

Résultats : Lemmes de multiplicité

Le lemme de multiplicité général que nous montrons (le théoréme 2.16)
concerne des transformations ¢ : A — A (ou A désigne I’anneau de poly-
nomes k[X(, X1, Xo, ..., X,]) de type assez général couvrant les opérateurs
différentiels et les morphismes algébriques d’anneaux de polyndomes asso-
ciés aux transformations biprojectives dominantes (cf. la définition 2.8 et les
corollaires 2.10 et 2.11). On est naturellement amené & imposer des hypo-
theses sur les transformations ¢ qui ne doivent pas augmenter trop rapide-
ment le degré des polynémes (cf. la propriété (2.1)) et qui ne doivent pas
faire decroitre trop rapidement 'ordre d’annulation en f = (fi,..., fn) des
polynémes homogenes de A (cf. les propriétés (2.5) et (2.6)).

Pour une telle transformation les idéaux bi-homogenes de A qui sont
¢-stables, i.e. satisfaisant la propriété ¢(I) C I, sont la clef de notre énoncé
formel (cf. le théoréme 2.16). Nous demandons 'existence d’une constante
Ky telle que pour tout idéal bi-homogene ¢-stable I, tel que toute com-
posante irréductible du lieu de zéros communs de I passe pres de f (i.e.
ord¢(Q) est assez grand pour toute composante primaire Q de 1), au moins
une composante primaire Q de I satisfasse

ords(Q) < Kodeg Q 9)
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(pour la définition de ords(Q) nous renvoyons le lecteur au sous-
paragraphe 1.3, notamment aux définitions 1.20 et 1.21). En fait nous restrei-
gnons les codimensions des idéaux pour lesquels il faut vérifier (9), cf.(2.29).
Notons que nous pouvons considérer la condition (9) comme une condition
sur des variétés bi-projectives W, lieux des zéros communs de ces idéaux.

Dans cette situation nous établissons qu’il existe une constante K > 0
telle que pour tout polynéme P € A\ {0} on ait

ord,—o (P(1,2,1, fi(2),..., fn(2))
<K (deglx P+ edegiP) (degx P+1)", (10)

ou € peut prendre la valeur 0 ou 1 en fonction des propriétés de la trans-
formation ¢. Par exemple, dans le cas ou ¢ coincide avec un opérateur dif-
férentiel nous avons l'estimation (10) avec € = 0. Par contre, lorsque ¢ est
un morphisme algébrique de ’anneau de polynémes souvent nous pouvons
montrer (10) seulement avec ¢ = 1. Nous réussissons a séparer dans (10)
les degrés en X’ et en X grace aux techniques multi-projectives dévéloppées
dans [32], chapitres 5 et 7.

Mentionnons que ce résultat est valable quelle que soit la caractéris-
tique du corps de base. Ce qui ouvre la voie a une application aux systemes
d’équations aux 7T-différences utiles dans le contexte des modules de Drinfeld,
cf. [36]

Dans le paragraphe (2.3) nous déduisons de notre résultat général un
renforcement du théoréme de Nesterenko mentionné ci-dessus (cf. le théo-
reme 2.30) affaiblissant la condition (9) sur les idéaux stables. Ensuite, au
paragraphe (2.4) nous déduisons un résultat analogue pour des solutions de
systémes d’équations fonctionnelles du type (7). Ce résultat donne la conclu-
sion optimale dans ce cas, mais demande en revanche une vérification de la
condition (9) pour les variétés stables de I’espace bi-projectif.

Décrivons plus en détail ce dernier résultat. Pour écrire I’énoncé, nous
associons d’abord a tout systéme d’équations fonctionnelles (7) une trans-
formation rationnelle 7 de PL x PP dans PL x PP (ot k désigne un corps
commutatif de caractéristique quelconque) par les formules

(Xp: X[, X0t Xp) — (Ap(Xg, X7) : AL (X5, XD,

Ao(Xg, X1, Xo, 00y Xn) on 2 An(X(, X7, X0, 0, X)), (11)

o A;, i = 0,...,n sont les mémes polynémes bi-homogeénes en X’ et X
a coefficients dans k que dans (7), et Aj(X{, X1), A1(X(, X]) sont deux
Al(1,2)

polyndomes homogenes a coefficients dans k satisfaisant p(z) = 3/ T2
o\+s

Nous disons qu'une sous-variété W de P* x P" est 7-stable, si T (W) =
W, ou 7 (W) désigne la fermeture de Zariski de 7 (W), cf. la définition 2.33.
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Noter que 7 n’est pas nécessairement définie sur tout lespace P! x P”, il est
possible que les polynémes A; (i = 1,...,n) ou/et A, (i = 1,2) possédent
des zéros communs non-triviaux (i.e. différents de (0, ...,0)), dans ce cas 7
est définie seulement sur une partie de W et 7 (W) peut ne pas étre fermé au
sens de la topologie de Zariski. De méme nous disons que W est 7V-stable
si TN(W) =W, ou TV désigne la N-éme itérée de 7.

Théoréme 0.1. Soitk un corps commutatif de caractéristique quelconque.
Soit (1, f1(2), f2(2), oy fn(2)) € K[[2]]"TT 0t les séries f1(2), ..., fn(2) sont al-
gébriqguement indépendantes surk(z) et satisfont un systéeme de relations (7)
avec ord,—op(z) = > 1 et degp(z) = r.

Supposons qu’il existe une constante Ky € RT (dépendant uniquement
de T et de f) telle que pour tout entier positif

n—+2 n+1 4r ot
N <2"7%(n+1)!p, Ty max (1, — (12)
5

(ot s = max (1,degx Ai) et la constante p, ne dépendent que de T, plus
précisément de degx: A;, degx A; et degys A : elle est introduite d la défi-
nition 2.12 o il faut substituer vy = degy, A}, v1 = s et p = degx A;) toute
variété irréductible TN -stable W & P! x P" satisfait nécessairement

ords (W) < Ko (deg((),dim wy W+ deg gimw-1) W) . (13)

Alors, il existe C € RT tel que pour tout polynome Q(z, Xo, ..., X) €
klz, Xo, ..., X»n], Q(z, X0, ..., X)) # 0 homogéne en Xy, ..., Xy, on a Uesti-
mation

ord,—0Q(z, f1(2),..., fn(z)) < C (degz Q +degx Q + 1) (degéQ + 1)" :
(14)

Remarque 0.2. On peut supposer que k est algébriquement clos. En effet,
si on remplace k par sa cloture algébrique, cela ne change pas les conditions
initiales du théoreme (i.e. que (f;)i=1,... » sont algébriquement indépendantes
sur k et les relations (7)), et la conclusion du lemme démontré pour k im-
plique immédiatement la méme conclusion pour k.

Remarque 0.3. Le cas spécial du théoreme 0.1 avec p(z) = ¢z, ou
g € k\ {0}, nous donne un résultat sur le lemme de multiplicité dans le
cas des systémes d’équations aux ¢-différences. Ce sujet a été intensivement
étudié aux cours de dernieres années. Nous renvoyons le lecteur a [7] pour
un panorama. Toutefois, nos énoncés n’apportent dans ce cas aucune amé-
lioration aux résultats connus.

Remarque 0.4. Signalons qu’a ’aide du théoreme 0.1 nous pouvons traiter
des cas de relations apparemment plus générales que (7). Soient s > 1, N > 1
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des entiers et considérons le systéeme d’équations
FONE) = Bi (2 £, SOV E)) =1

ol R; désigne des fractions rationnelles et pl¥) la N-eéme itération de I'appli-
cation p. Remarquons que le cas N = 1 correspond au systéme du type (7).
En posant

fio(z) = fi(2)
fij(z) = fi(p[j](z)), j=1,....N—1,i=1,...,s

nous obtenons un ensemble de fonctions satisfaisant un systéme de type (7) :

fl,j(p(’z)) = fi,j+1(z)’ 1= 1?"')‘5’ ] = Oa" . 7N_ 27
Jin—1(p(2)) = Ri (z, fo(2), ..., fum1(2)) 1=1,...,s.

Le systeme (15) est bien du type considéré dans le théoreme 0.1.

(15)

Lorsque les polynémes A; sont linéaires en X et ord,—op(z) > 2 nous
réussissons a montrer (cf. §3.2) qu'il existe une constante C, ne dépendant
que de f1, ..., fn, telle que toute variété 7 -stable satisfait I’estimation

ordiW <C

(cf. (3.17)). Cela nous permet de déduire du théoréme 0.1 le lemme de mul-
tiplicité optimal (& constante multiplicative pres, cf. le théoreme 3.11), amé-
liorant dans ce cas le résultat (8) précédent de Topfer qui s’écrit alors :

ord,—0Q (2, f1(2), ..., fu(2)) < coM N8/ 1089 (16)

ou Q € klz, X1,...X,]\ {0}, les nombres réels M, N > 0 satisfont deg, @ <
M, degy Q@ < Net M > N, ¢ est une constante (calculé explicitement dans
le travail de Topfer) qui ne dépend pas de M et de N. Nous remplagons

I’exposant n% par n dans (16).

Résultats : indépendance algébrique

En utilisant notre nouvelle estimation de multiplicité nous déduisons
au paragraphe 3.3, a l'aide de la méthode générale de [42], plusieurs résul-
tats sur I'indépendence algébrique, améliorant les résultats précédemment
connus [49]. Signalons que tous ces résultats sur 'indépendance algébrique
sont en caractéristique 0, les méthodes de transcendance étant plus délicates
a manier en caractéristique finie nous nous sommes contentés de ces résultats
laissant I’étude de caractéristique finie pour une phase ultérieure.

Dans la suite nous utilisons la notation p!"l(z) (ot h € N) pour la h-eéme
itération de 1’application p (ainsi pl%(z) = z et pl"*t1(2) = p(pl"l(2))). Nous
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utiliserons également la notation d(WW) et t(W) pour le degré et la taille (i.e.
hauteur plus degré) de la variété W C P% (nous rappelons ces notions au
chapitre 1, voir définition 1.12; voir aussi le chapitre 7, §2.3 de [32]).
Théoréme 0.5. Soient fi(2),...,fn(2) € Q|[2]] des séries entiéres algébri-
quement indépendantes, a coefficients algébriques, définissant des fonctions
analytiques dans B(0,1) et satisfaisant le systéme,

a(z)f(z) = A(2)f(p(2)) + B(2) (17)

ot f(2) = (fi(2),..., fn(2)), a(z) € Q[z], A (resp. B) est une matrice n x n
(resp. n x 1) a coefficients dans Q[z], p(z) € Q[z] avec § = ord,—op(z) > 2
et d = degp(z). Soity € Q" tel que

p"(y) — 0

(avec h — o0) et tel qu’aucune itération p™(y) # 0 ne soit zéro de det A .
Alors, pour tout € > 0 il existe une constante C' > 0 telle que pour toute

variété W C Py de dimension k <n+1— }gg‘;, on ait

n+1  logd k41

logd k+1

Lklt;d n—k logd n—k
log DlSt(fC, W) Z —C (h,(W) =+ d(W) n+1k10g5> X d(W) logd n—k

(18)
oux=(1:fi(y):...: fuly)) € P¢.
Mentionnons deux conséquences immédiates de ce théoreme :
Corollaire 0.6. Dans la situation du théoréme 0.5 on a
log d
deg.tr.oQ (f1(y),---, fu(y)) = n+1— [logé] .
Corollaire 0.7. Dans la situation du corollaire 0.6 et en supposant {gg‘; <
2, ona
deg.tr.gQ (f1(y).- .., fu(y)) = n. (19)

Le corollaire 0.6 améliore le théoréme 3 de [49] qui donne la minoration
de degré de transcendence plus petite :

deg tr.0Q (1), . Fulw)) > [(n + 1)128°

-1
logd w
ou [x| désigne le plus petit entier supérieur a .

Le corollaire 0.7 améliore le corollaire 2 de [49] (I'estimation (19) y était
démontré seulement pour n = 1).
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Nous pouvons aussi donner une mesure d’indépendance algébrique des
valeurs de f1,..., f, (ou fi,...,fn désignent toujours des fonctions ana-
lytiques satisfaisant (17)) au point y € C* pas nécessairement algébrique.
Aucun résultat de ce type n’était connu dans cette situation. Néanmoins, il
faut mentionner que nos estimations dans cette situation sont plus faibles
que nos estimations dans le cas de y algébrique : appliqué au cas particulier
Yy € Q" le théoréme 0.8 ci-dessous donne des résultats moins bons que le
théoreme 0.5.

Théoréme 0.8. Soient fi(2),...,fn(2) des séries entiéres algébrique-
ment indépendantes, a coefficients algébriques, définissant des fonctions
analytiques dans B(0,1) et satisfaisant (17), ou p(z) € Q[z] avec § =
ord,—op(z) > 2 et d = degp(z). Soit y € C* tel que

pM(y) —0

(avec h — 00) et tel qu’aucune itération pl"(y) # 0 ne soit zéro de det A.
Alors, pour tout ¢ > 0 il existe une constante C telle que pour toute
varieté W C IP’&H de dimension k <mn+1— 2184 on gt

log
nH,k,izggﬁ 2%‘%223%
o lgd log6 k+1 _ nt1
log Dist(z, W) > —C | h(W) +d(W) """ ?1ogs X d(W)loidwk n—Fk
ovx=(1:y:fi(y):...: fuly)) € PEL.

Comme auparavant, mentionnons deux conséquences :
Corollaire 0.9. Dans la situation du théoréme 0.8 on a

log d]
logd |

deg.tr.gQ (4, f1(y), -, Fuly) > n+1— [2

Corollaire 0.10. Dans la situation du corollaire (0.9) et en supposant

logd
loes < 3/2, ona

A titre d’exemple appliquons les théorémes 0.5 et 0.8 a I’ensemble des
fonctions introduit dans [49], en améliorant 1’énoncé correspondant de cette
référence. Soit n € N*, fixons des polynomes ¢; € Q[z], i = 1,...,n et
p € Q(z) satisfaisant degq; > 1 et ¢;(0) = 0,4 = 1,...,n, ord,—op > 2.
Posons

Xi(2) def f: qi (p[h](z)> , i=1,...,n. (21)
h=0
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Les fonctions y; satisfont le systéme d’équations

Xi(2) = xi (p(2)) +qi(z), i=1,...,n, (22)

qui est bien du type (17). Ainsi, si nous vérifions I'indépendance algébrique
de ces fonctions (ce que nous montrons sous certaines conditions dans le
lemme 3.20), nous pouvons appliquer nos théoremes 0.5 et 0.8 et obtenir le
résultat suivant :

Théoréme 0.11. Soit p € Q[z], notons d = degp et § = ord,—gp > 2.
Soient n € N*, ¢; € Q[z] (i =1,...,n) et soient x;(z) les fonctions définies
dans (21). Supposons que 1,q1,...,q, sont C-linéairement indépendants et
au moins l'une des conditions suivantes est satisfaite :

1. degptdeg (X1 siqi(2)) pour tout (s1,...,s,) € C™\ {0}.

2. 3 1 sixi(2) € Clz] pour tout (s1,...,s,) € C™\ {0}.

Choisissons y € C* tel que pl"(y) — 0 (rappelons que nous désignons
par pl"! la h-éme itérée de p) et p!™(y) # 0 pour tout h € N. Alors on a les
résultats suivants.

1. Pour tout € > 0 il existe une constante C1 telle que pour toute variété

W C IP’(%H de dimension k <n +1 — Qizgg, on ait

n+l  logd k+1

te 2n—k logd n—k

logd

n+l—k— Tog

log d

log Dist(x, W) > —Cy | h(W) + d(W) ntl-k—2 285

logd k+1 n+1

X d(W)logdn—F n-k

our=(1:y:x1(y):...: xn(y)) € PEL.
En particulier,

logd
deg.tr.gQ (4, X1 (1), - xn(®)) > n+1— [2 o8 } .

log &

2. Side plusy € Q", alors pour tout € > 0 il existe une constante Cy > 0

telle que pour toute variété W C P{y de dimension k <n+1 — }ggg,
on ait
S =
log Dist(z, W) > —C5 (h(W) + d(W)n+1klOg5>
logé k+1

X d(W) Togd n—k

outzx=(1:x1(y):...: xn(y)) € PE.
En particulier,

deg tr.gQ (x1(y), -+, Xn(y)) =1 +1 - [log d] .

log 6
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Ce théoréeme améliore les corollaires 4 et 5 de [49] lorsque p € Q]z].
Dans le cas général traité par ces corollaires (p € Q(z)), en appliquant notre
théoréeme 3.23 nous en fournissons ’amélioration suivante :

Théoréme 0.12. Soit p € Q(z), notons d = degp et § = ord,—gp > 2.
Soient n € N*, ¢; € Q[z] (i =1,...,n) et soient x;(z) les fonctions définies
dans (21). Supposons que 1,q,...,q, sont C-linéairement indépendants et
qu’au moins l'une des conditions suivantes est satisfaite :

1. degptdeg (31 siqi(2)) pour tout (s1,...,s,) € C"\ {0}.
2. Y sixi(2) € Clz] pour tout (s1,...,s,) € C™\ {0}.
Choisissons y € @* tel que pM! (y) — 0 (nous désignons par pl" la h-éme
itérée dep) et plhl (y) # 0 pour tout h € N. Alors il existe une constante C' >

0 telle que pour toute variété W C Py de dimension k < 2n+1— {ggg(n—i—l),
on ait

1 n+1 logd k+1

. 71,M"7H n—k logd n—Fk Bl
log Dist(x, W) > —C' [ A(W) 4+ d(W) ~Togd Zn-k+1 X d(W)n=F

ouz=1:x1(y):...: xn(y)) € P¢.
En particulier,
logd
deg.tr.gQ@ (01 (y) -+ xn(y) 2 2+ 1= {2+ 1)

Pour comparer au résultats antérieurs de Topfer [49] voir la re-
marque 3.24.

Considérons maintenant les séries de Cantor étudiées dans [49] (elles sont
introduites dans [47]). Posons
0 =y 1
T Gi()ap(2) - a(pl(2))
ou pLZ) = pl(z)/pQ(Z) S @(Z)v degp] = d] (] = 172)7 0 = Ordzzop Z 25
gi € Q[z] avec degq; > 1 et |¢;(0)] > 1 (i=1,...,n).

Les fonctions 6; (i = 1,...,n) sont analytiques au voisinage de 0 et
satisfont ’équation fonctionnelle

0:(p(2)) = qi(2)0:;(z) — 1, (i=1,...,n).

Si p(z) est un polynoéme, nous pouvons appliquer nos théoréemes 0.5 et 0.8
pour obtenir le résultat suivant (cf. le corollaire 6 de [49])

(t=1,...,n), (23)

Théoréme 0.13. Supposons que qi,...,q, € Q(2) sont deuzx d deur dis-
tincts et p € Q[z]. Soient 0; (i = 1,...,n) définies dans (23). Supposons
de plus 2 < degp =d, 1 < degq; <d—1 pouri=1,...,m. Soit y € C*
satisfaisant limy,_.o p" (y) = 0, ¢; (p[h} (y)) 0 et pM(y) # 0 pour h € N et
1=1,...,n. Alors on a les résultats suivants.
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1. Pour tout € > 0 il existe une constante Cy telle que pour toute variété

W C IP’&H de dimension k <n +1 — 2%23, on ait

2 n+1l _logd k+1

n—k logd n—k

log d
Togs +°
log d

IOgDiSt(x, W) > —C4 h(W) + d(W) n+1—k—210g6

n+l—k—

logd k+1 _ n+1

X d(W) logd n—k n—k

ovx=(1:y:01(y):...:0,(y)) € PLT. En particulier,

log d]
logd |’

deg.tr.qQ (1 01(1). - 0aly)) 2 n+ 1 [2

2. Side plusy € Q", alors pour tout € > 0 il existe une constante Cs > 0
telle que pour toute variété W C Pgy de dimension k <n+1— log d

log o’
on ait
ntl logd k+1
) % n—k_logdm
log Dist(x, W) > —C5 | h(W) + d(W) Tog 3
logd k+1

X d(W) Togd n—k

ovx=(1:01(y):...:0,(y)) € P&. En particulier,

logd
deg.tr.QQ (91@), e 79"(3/)) zn+1- []Zid} ’

Dans le cas p(z) € Q(z) nous pouvons déduire de notre théoréme 3.23 le
résultat suivant, améliorant le corollaire 6 de [49].
Théoréme 0.14. Supposons que qi,...,q, € Q(2) sont deuzx d deur dis-
tincts et p, pj, d; (j =1,2),0; (i=1,...,n) définis au (23) et aprés. Sup-
posons de plus max(2,ds) < dy =d, 1 <degq; <d—1 pouri=1,...,m.
Soit y € Q" satisfaisant limy_o p!" (y) = 0, ¢ (p””(y)) 20 et pM(y) #0

pour h € N,i=1,...,n. Alors, il existe une constante C3 > 0 telle que pour
toute variété W C PGy de dimension k < 2n+ 1 — {ggg(n +1), on ait

1 n+1 logéd k+1

. 71_Mn7+1 n—k logd n—k Kl
log Dist(z, W) > —Cs | h(W) + d(W) "~ 1og5 Za-551 X d(W)nF

)

oux=(1:01(y):...:0,(y)) € PE. En particulier,

logd
log &

deg.tr.qQ (01(y),...,0n(y)) 2 2n+1 — (n+1).
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Dans [16] G.V.Chudnovsky a introduit la notion de ‘Normalité’ d’un n-
uplet (z1,...,2,) € C". Ondit que (z1,...,x,) € C" est normal 8'il satisfait
une mesure d’indépendance algébrique de la forme exp(—Ch(P)y(d(P))),
i.e. si pour tout polynome P € Q[Xj,...,X,]\ {0} on a l'estimation

P(o1,...,20)| > exp(~Ch(P)(d(P))), (24)

ot C désigne une constante positive réelle et ¢ : N — RT une fonction
quelconque. De plus, si on a lestimation (24) avec ¢ (d) = d” pour une
constante 7 on dit que 'on a une mesure d’indépendance algébrique du type
de Dirichlet, et dans ce cas on appelle exposant de Dirichlet 'infimum des 7
pour lesquels ¥ (d) = d7 satisfait (24). Dans [16] G.V.Chudnovsky mentionne
que pour n > 2 les exemples de n-uplets pour lesquels la normalité est établie
(i.e. qui admettent une mesure d’indépendance normale) sont assez rares,
bien que presque tous les n-uplet de nombres complexes au sens de la mesure
de Lebesgue soient normaux.

Le théoreme de Tépfer mentionné ci-dessus (i.e. le théoreme 1 de [49]),
en particulier le corollaire 4 de cette référence, permet de construire une
famille d’exemples de n-uplets normaux du type de Dirichlet avec ’exposant
de Dirichlet 2n + 2.

Notre théoreme 0.11 assure ’exposant de Dirichlet n 4 2 pour une sous-
famille de ces exemples et aussi permet de fabriquer de nouveaux exemples
(notamment grace a la condition 2 du theoréme 0.11) de n-uplets normaux.

Varia

Dans le dernier chapitre de ce mémoire nous donnons quelques résul-
tats auxiliaires qui nous semblent utiles pour I'étude cruciale des idéaux
T -stables.






Chapitre 1

Théoremes et outils généraux

1.1 Formes éliminantes

Rappelons la notion de forme éliminante (ou forme de Chow). Plus pré-
cisement, nous allons rappeler ici la définition de forme éliminante multiho-
mogéne. Notre référence & ce sujet est [32], chapitre 5. On notera qu’au-dela
du paragraphe introductif du chapitre 5 de [27], tous les résultats y sont
énoncés et démontrés sur un anneau noethérien quelconque dans le §2.1,
puis sur un corps quelconque, qui doit toutefois étre supposé infini au §2.3.

Dans cette section nous notons K un corps commutatif infini.

Soient nq,...,ng € N, introduisons 1’anneau

def

KIX] € KX, X, X X0 (1.1)

..y ny

que nous considérons comme multigradué par deg(Xi(J)) = g; pour tous
j=1,...,qeti=1,...,njou¢jest (0,..,1,...,0) le j-éme élément de la
base canonique de Z9. Nous allons utiliser la notation & aof €1+ +¢&g =
(1,...,1) e 24

Notons M}y l'ensemble des monémes unitaires de multidegré k =
(k1,...,kq). En particulier, M. désigne I’ensemble des monoémes unitaires
de multidegré ¢ = (1,...,1). Lorsque

m= Xél)al’o. Xt ...Xéq)aq‘o,_.X(té)o‘Mq M,

g n

(et donc k; = o+ ... + ip;, © = 1,...,q) nous utiliserons le symbole (:1)
pour le coefficient multinomial

kil kg
al,O!'--al,n1!“-aq,O!-'-aq,nq! '
Pour r > 0 et d = (dy, ...,d,) € (N9)" on note K|[d] ’anneau en de nouvelles

. , o s l
indéterminées ul(n :

K[d] = K[(u$)) 1212, ]- (1.2)
me/\/ldl
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def

On pose aussi K[X][d] = K[d] ®x K[X] et on définit, pour 1 <1 <,

def

U Y uidme KIX][d).

mEMdl

Lorsque I est un idéal de K[X] on désignera par I[d] l'idéal de K[X][d]
engendré par I et les éléments Uy,...,U,.

Définition 1.1. ([32], chapitre 5, Définition 2.1) Soit I un idéal de K[X].
On définit ’idéal caractéristique d’indice d de I par

Ug(I) = {f € K[X][d] | Ik € N fM,, C I[d]}
et 'idéal éliminant d’indice d de I par

¢4(I) = Ya(I) N K[d).

Nous avons les propriétés suivantes de 'idéal €;4(p) :
Lemme 1.2. (lemme 2.4 de [32], chapitre 5) Soit I un idéal de K[X]

1) M. € VT & (1) = K[X][d) & €a(T) = K1d).
2) Si I est premier et si Mc ¢ I alors Ug(I) et €4(I) sont premiers et
de plus I = Uy(I) N K[X].
p p p
3) Sil = ﬂ Ih, alors le([) = ﬂ ild(Ih) et @d(I) = ﬂ ed(Ih)'
h=1 h=1 h=1

4) Si I est primaire et si M. ¢ /1, alors Ug(I) et €4(I) sont primaires
et de plus \/€4(I) = €4(\V/I).

En fait, la propriété 4) n’est pas énoncée dans le lemme 2.4 de [32], cha-

pitre 5, mais elle se démontre avec les mémes méthodes que la propriété 2).

Remarque 1.3. En particulier, le lemme 1.2, 3) implique que si J C I
sont deux idéaux de K[X], alors Ug(J) C Ug(I) et Eq(J) C E4().

Nous noterons rg(I) le rang de l'idéal I (également noté ht (/) dans la

référence [32]) et pour J C {1,...,¢} on note I; lintersection de I'idéal I
avec l’anneau K[(Xéj , - ..,Xfljj )jel-

Théoréme 1.4. ([32], chapitre 5, Théoreme 2.13) Soient K un corps infini,
r un entier, p un idéal premier multihomogéne de K[X] et d un élément de
(N2\ {0})". Pour une partie J de {1,...,q} on note rj le nombre d’indices
J (1 <j <r) tels que Supp(d;) C J (c’est-a-dire dj; = 0 si i & J) et
ng =iy Ni-

1) €4(p) =0<rg(py) <ny—ryj+ 1 pour toute partie J.

2) Sirg(py) <njy—ryj+ 1 pour toute partie J alors E4(p) est principal.
Corollaire 1.5. Dans les conditions du théoréeme 1.4 soit I un idéal équidi-
mensionnel multihomogéne de K[X]| et supposons de plusrg(py) < nj—rj+1
pour toute partie J. Alors €4(I) est principal.
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Démonstration. Supposons d’abord que I est un idéal primaire. Alors, ’idéal
p = /I est premier et ainsi par théoréme 1.4, 2) I'idéal €4(p) est principal.
On a l’inclusion
pFcIcp

ol k désigne un nombre entier positif suffisamment grand. Vu la remarque 1.3
ceci entraine

¢(p") C €(I) C €(p),

et comme les idéaux €(p), &(p¥) sont principaux, nous concluons que &(I)
est aussi principal.
Retournons au cas général. Considérons la décomposition primaire de I :

p
I=()1In
h=1

ol les idéaux Iy, sont primaires pour 1 < h < p. Vu que l'idéal I est équidi-
mensionnel, toutes les composantes primaires I sont de la méme dimension,
et donc d’apres le lemme 1.2, 4) nous avons que &;4(I;,) est principal. Ainsi
I'idéal I est aussi principal d’apres le lemme 1.2, 3).1
Afin de simplifier certaines formules dans la suite, précisons la procédure
qui donne pour tout idéal multihomogeéne équidimensionnel de K[X] une
forme éliminante unique. Fixons une fois pour toutes un ensemble Irr(K[d)])
de représentants des éléments irréductibles de K[d] modulo les éléments
inversibles. Notons
por() € I A (1.3)
melrr(K|[d])

ol n est tel que le localisé de J en 7 s’écrit (7).
Nous noterons aussi

def
Frq = ppr(€q(1)) (1.4)
(dans le chapitre 5 de [32] on utilise la notation élimy (/) au lieu de Fy q).

La forme éliminante possede beaucoup des propriétés intéressantes, on
peut les consulter aux chapitres 5 et 6 de [32].

Définition 1.6. Si I C K[X] est un idéal multi-homogeéne nous noterons
V(I) le sous-schéma défini par I dans l’espace multi-projectif. Réciproque-
ment, pour tout sous-schéma V' de l'espace multi-projectif nous noterons
Z(V) lidéal multi-homogene saturé dans K[X| qui définit V.

Illustration géométrique. Considérons la construction de la forme élimi-
nante projective du point de vue géométrique.

On part d’une variété projective V' C P% de dimension dimV = r.
Considérons d’abord la sous-variété¢ Vi de PZ x P%* x - x PZ" (ol P%*

r+1 exemplaires
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désigne un espace dual a IP’%, ou autrement ’espace des formes linéaires sur
PZ) défini r
%) définie pa

(x,ug, ..., u,) € Vg =z eV et (u, ) = (ujoro+...4+uintn) =0Vi=0,...,7.

Géométriquement, cette variété contient exactement les points (z,ug,...,u,) €
P2 x IP’%* X oo X IP’”F* tels que z € V et les formes wuy, ..., u, s’annulent en
x. Il est facile de voir avec le théoreme de Bertini qu’en dehors d’un sous-
ensemble fermé propre de

7k

VORES
i ><...><}P’f

r + 1 exemplaires

l'intersection

VN V(Qo) n...N V(gr,l)

est une variété O-dimensionnelle (sur le corps de base K(ug,...,u,_;), ou
d’un autre point de vue forme une famille sur le corps de base K, paramétrée
par les variables ug,...,u,_1). Maintenant la condition que V(u,) passe par
Iintersection wy,...,u,_; est équivalente a une relation algébrique pour les
composantes de w, sur le corps K (u, ..., u,_1 ). Cette relation définit un idéal
principal dans anneau K|[(1,...,1)] (cf. la notation introduite dans (1.2);
remarquons que dans le cas projectif considéré on n’a qu’un seul degré égal
a 1 pour toutes les formes et donc d = (1,...,1) € N"*1). Tout générateur
de cet idéal est appelé une forme éliminante (ou une forme de Chow). Elle
est bien définie a multiplication par un élément de K* pres.

En changeant les hyperplans V(uy),...,V(u,) en des hypersurfaces de
degrés degu; = ¢; (on considere u; € (PY)* avec N = (“*™)), i = 0,...,r

nous arrivons par la méme procédure a une forme éliminante Fy ., . .. d'in-
dice (coy ...y ).

1.2 Degrés et hauteurs

Dans ce paragraphe nous rappelons les notions de degrés et hauteurs
introduites dans les chapitres 5 et 7 de [32]. Mais nous adaptons ici les défi-
nitions du chapitre 7 au formalisme des corps avec une formule du produit.

1.2.1 Bi-degrés.

Ici nous nous restreignons au cas particulier de ’espace biprojectif P! x
P,
Définition 1.7. Soit (a,b) € N2 et I ¢ K[X] = K[X{”, XV, x$? . x{Y]
un idéal bi-homogene. Nous notons K [X] (a,p) 'ensemble des polynomes biho-
mogenes de K[X] de bi-degré (a, b) (ot nous admettons toujours par conven-
tion 0 € K[X](a,b))'
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En fait K[X] (43 est un espace vectoriel sur K (avec la somme et multipli-
cation par des scalaires définies de fagon évidente) et I'ensemble 1N K[X] (4 )
en est un sous-espace.

La fonction (géométrique) de Hilbert est définie comme

Hy(I, (a,)) = dimg (K[X)@p)/ (10 K[X)@p)) - (1.5)

Il est connu (cf. p. 62 de [32]) que pour a, b suffisamment grands (et pour
un I quelconque fixé) Hy (I, (a,b)) coincide avec un polynéme dans Q[a, b].
Nous notons ce polyndme, appelé polynéme de Hilbert, H 1(a,b).

Il est aussi connu (cf. le théoréme 2.10 du chapitre 5 de [32]) que la partie
dominante du polynéme H 1(a,b) est de la forme

rdiyp—1y(Dab™™" 4+ d g, (DY,

ou r = dim I. Les coefficients d(; ,_1)({) et d(g,)(/) sont égaux au nombre
de points d’intersection de V(I) avec r hyperplans généraux de la forme
P' x H pour d,)(I) et 7 — 1 de cette forme plus un de la forme {x} x P"
pour d(; ,_1)({). En particulier, ces coefficients sont des entiers.

Nous allons appeler ces quantités les degrés partiels de 'idéal I.

Remarque 1.8. On peut donner en suivant la méme procédure la définition
de multidegré dans le cas multiprojectif, voir [32], chapitre 5. Dans le cas
projectif on n’a qu'un seul degré partiel d(,), dans ce cas nous le notons
également deg.

Définition 1.9. Soit I un idéal bi-homogene de K[X]. Nous définissons le
bi-degré de I comme

deg(I> déf (d(O,r) (I)7d(1,r—l)(I>) :

Soit W C P! x P" une variété. Nous définissons

o
h

deg(W) = deg(Z(W)).

Notons que I'on a la formule de décomposition (cf. la page 63 de [32])

deg(I) = Y UK[Xp/Ip)deg(P). (16)
PeSpecK [ X]
POI
rg(P)=rg(I)

On peut relier le degré de 'idéal (I, P) engendré par I et P, a celui de T
lorsque I est un idéal bihomogene équidimensionnel de K|[X] et P € K[X]
n’est contenu dans aucun premier associé a 1.
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Lemme 1.10. ([32], chapitre 5, lemme 2.11) Si P est un idéal bihomogéne
premier de K[X] et P un élément de K[X]|,p) (bihomogéne de multidegré
(a,b)) n’appartenant pas a P alors

d(1,dimp)-2) (P, P)) = b-d,dimp)-1)(P),
d,dimP)-1)((P, P)) = a-d@.dgim@)—1)(P) + b do.dimp)) (P)-

Corollaire 1.11. Si I est un idéal bihomogéne équidimensionnel de K[X] et
P un élément de K[X](,p) (bihomogéne de multidegré (a,b)) n’appartenant
a aucun premier associé a I alors

d,dim(n)-2) (L, P)) = b-dadim@)-1),
do,dim(n-n (I, P)) = a-d@aim@-1)I) +b - d.dimn) (1)

Démonstration. Nous utilisons d’abord la formule (1.6), puis a chaque terme
dans la somme a droite nous appliquons le lemme 1.10.H

1.2.2 Hauteurs.

Nous reprenons notre corps commutatif infini K et nous supposons de
plus qu'il est muni d’une famille de valeurs absolues (| - ), vy, satisfaisant
une formule du produit avec exposants (ny),e v, * [loent, [y = 1 pour
tout a € K \ {0}, voir [23].

Si L est une extension finie de K on sait que les valeurs absolues de M K
s’étendent en une famille M, de valeurs absolues sur L satisfaisant une
formule du produit avec des exposants (nw) e, © [went, lOl0” :~1 pour
tout a € L'\ {0}. On a de plus 3, 7w = ny[L : K] pour tout v € M.

Dans cette situation on sait définir une notion de hauteur pour différents
objets définis sur une cloture algébrique K de K.

Exemple 1.1.
1. K = Q, Mg = {nombres premiers} U {c0}. Si p est premier, | - |,
est égale a la valeur absolue p-adique (normalisée de sorte que |p|, =
p 1) et |- | est égale & la valeur absolue archimédienne de Q. La
formule du produit découle dans ce cas du théoreme fondamental de
I’arithmétique.

2. K = k(z), ou k désigne un corps commutatif algébriquement clos,
et M K = Pﬂi. A tout élément v € M K associons la valeur absolue
exp(—ord,). La formule du produit résulte dans ce cas de la factorisa-
tion unique des polynomes.

A une place v ultramétrique est naturellement associée une valuation
ord,, mais, par commodité, nous poserons pour toute valeur absolue | - |,
(ultramétrique ou archimédienne) ord,« := —log ||, pour tout a € K*.
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Hauteurs des éléments. Rappelons d’abord la notion de hauteur d’un
élément de K. Soit donc K C L une extension finie de corps. Soient My, la
famille des places de L étendant M. Pour tout v € M, nous notons L, le

complété de L par rapport a v et n, def [Ly : Ky]. Pour tout @ € L on pose

def 1
hipla) = ——+ n, min(0, ord,(a)), 1.7
vEM,
En fait cette définition ne dépend pas de 'extension L choisie : si L C L' C
K,[L':L]<+4o0ceta€ Lonahp(a)=hy(a).
Plus généralement, soit o € IP’%, on fixe un systéme de coordonnées «
de o et une extension finie L de K telles que toutes les composantes de «
appartiennent a cette extension. On pose

h(a) % — ; ?K] 3 numin(ordy(ag), . ordy(an)).  (13)
vEM

On vérifie que cette définition ne dépend ni du choix de a ni de 'extension
L.Pour a € Lon a hr(a)=h(1:a).

Hauteurs des formes. Soit L une extension finie de K et soit F €
L[@(l), ...,g(")] une forme multiprojective non nulle. Pour toute place non-
archimédienne v de L nous notons M, (F), le maximum des valuations v-
adiques des coefficients de F.

Pour tout place archimédienne v, d’apres le théoreme de Gelfand-
Tornheim (voir [3], pages 45 et 67) il existe un plongement o, : K, — C tel
que |a|, = |oy ()], ou || désigne la valeur absolue usuelle sur C. Dans ce cas
nous posons M, (F) := M(o,(F)), avec M (-) désignant la mesure rappelée
dans [32], chap. 7, p. 97 :

log My (0o(P)) = log|oy(F)|on+1 A+ Aop,41

' uz 1
+ Z degg(i) F Z 57
=1 =12

/SnlJrl(l)X”'XSnrJrl(l)

ot Sy4+1(1) désigne la sphére de rayon 1 dans C**! et 0,11 la mesure de
Haar normalisée de masse totale 1 sur S, 41(1).
Nous appelons alors hauteur de la forme F le nombre réel

h(F) % 7 }K] > nulog M,(F) (1.9)
veEM,

Complétons cette définition par h(0) = 0. Notons que l'on peut remplacer
L par une extension finie sans changer la valeur de h(F).
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Pour tout cycle algébrique Z dans P% (défini sur K) et tout d €

(N*)dim Z+1 pous définissons

hi(Z) = h(Fzg4), (1.10)
ou Fz 4 désigne une forme éliminante de Z d’indice d. D’apres la formule du
produit cette définition ne dépend pas du choix de la forme éliminante de Z
choisie.

Définition 1.12. Si d = (1, ..., 1), nous notons encore

et

tZ) = h(Z)+d(2).

Sid=(i1,...,ir) (et Z est un cycle de dimension r — 1) on a la formule

(cf. le lemme 2.13 de [20]).
En particulier, si Z est un cycle 0-dimensionnel, on a (pour tout D € N*)

hp(Z) =D - h(Z). (1.11)

Une inégalité de la taille sur k(z). Soient D € N* un entier strictement
positif, Q un polynoéme de degré D avec des coefficients dans k(z] et Z un
cycle dans PHZ(T) défini sur k(z) et O-dimensionnel.

Lorsque le cycle Z est défini sur k(z), une forme éliminante Fz p ap-
partient a k(z)[u] (et nous fixons pour le moment ce choix d’une forme
éliminante d’indice D pour Z).

Nous pouvons décomposer Fz p = [[gez Fp.p, ou Fg = Z@:D ua %,
le produit étant pris sur tous les points de Z comptés avec leur multiplicité
dans Z. Nous choisissons le systeme § de coordonnées projectives de 3 de
sorte que M,(Fg) > 1. C’est possible auitte a diviser 8 par une coordonnée
B;, réalisant le minimum de |3;],

Par spécialisation de tous les coefficients u, aux coefficients correspon-
dants de Q nous obtenons, vu que les coefficients de Q appartiennent a k(z),

que Fz p(Q) appartient a k(z) :

Fzp(Q) =[] Q) € k(=) (1.12)

BEZ
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Pour tout valeur absolue v € My, (ott L désigne une extension finie de
k(z)), qui ne prolonge pas la valeur absolue exp (deg,(-)) de k(z), nous avons

—ord,(Q(B)) < log M, ( > uaﬁo‘> ,

|a|=D

car tous les coefficients de Q appartient a k[z]. Par ailleurs, si v € My
prolonge la valeur absolue exp (— deg,(-)) de k(z) on a

—ord, (Q(A)) < log M, ( > uaﬂ“) +h(Q).

la|=D

Ainsi (pour une extension L de k(z) suffisamment grande),

I (H Q(ﬂ)) Z Ny Max (O, —ord, (H Q(ﬁ)))
BEZ UEML BEZ

1 a
< T k()] Z N, Max (0 log M, (Z (5} )) + h(Q)degZ

’UGML ‘Q|:D

1 (63
Sm Z ny log M, ( Z Ua 3 ) + h(Q)degZ

’UG./\;lL ‘Q|:D

< hp(Z) + h(Q) deg Z.
(1.13)
(la deuxieéme inégalité vient du choix du systéme de coordonnées projectives

B)-
Par ailleurs, vu (1.12), nous avons [[5cz Q(3) € k(z) et donc

hlk(z) (H Q(ﬁ)) == Z min (070rdv (H Q(ﬁ))) ’
BEZ VEMy(z) BEZ

qui implique pour toute valeur absolue vy € /\;lk(z) (avec une extension

vy € My, fixée)
(HQ ) —mi(Hng
BEZ BEZ (1.14)
> — Z ordy, ( (B) )

BEZ

En collant (1.13) et (1.14) nous obtenons

ho(Z) +h(Q)deg Z > — 3~ ordy, (Q(B)) (1.15)
BEZ
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ou encore compte tenu de (1.11) et D = degQ :

deg(Q)(Z) + h(Q)deg Z > — Y~ ordy, (Q(B)) - (1.16)
BEZ

Egalement, vu (1.12), nous avons

-1
(H Q(ﬁ)) € k(z) (1.17)

BEZ

et alors

-1
hic(z) (H Q(ﬁ)) = hi(z) ((H Q(@) )
BEZ BEZ
~1
_ Z min (O,ordv ((H Q(ﬂ)) ))
UEMk<z> BEZ

— Z min (0, —ord, (H Q(ﬂ)))
UEM}k(z) pez

et donc pour toute valeur absolue vy € J\;l]k(z) (avec une extension vy € My

fixée)
hi(a) (H Q(@) > ordy, (H Q(@)
fez pez (1.18)
> Z OI‘de (Q(ﬁ)) .

BEZ

En collant (1.13) et (1.18) nous obtenons

deg Q- h(Z) + h(Q)degZ > > ordy, (Q())- (1.19)

BEZ

En résumant (1.16) et (1.19) nous obtenons

deg(Q)h(Z) + h(Q) deg(Z , (1.20)

Z ord,, ( 5 )

BEZ

pour @ € k(z) et Z un cycle de dimension 0 défini sur k(z).
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1.2.3 Quantités d5o(I) et 5 (7).

Nous désignons par k un corps commutatif algébriquement clos de ca-
ractéristique quelconque et par A I’anneau de polynoémes a coefficients dans
k suivant : A = k[X{, X1][Xo, ..., Xn].

Il est important pour nous dans la suite de distinguer deux types d’objets.
Les objets définis sur k et les objets définis sur des corps contenant k(z) par
exemple k((z)) ou k((z)).

Bien str, tout objet défini sur k peut étre considéré comme un objet
défini sur n’importe quel autre corps contenant k (la réciproque n’étant
évidemment pas vraie). Dans ce mémoire nous explicitons ce changement de
corps de base en utilisant la méme lettre pour désigner des objets avant et
apreés changement du corps de définition. Mais, pour souligner la différence
au niveau du corps de définition nous utiliserons toujours des lettres grasses
pour les objets définis sur k(z), ou plutdt considérés comme tels, tandis
que les objets définis sur k seront désignés par des caracteres normaux. Par
exemple, dans la suite nous allons associer aux polyndémes bi-homogenes

P ¢ A des polynémes homogenes en X,..., X, avec des coefficients en
k[z] par la formule P(Xy, ..., X,) = P(1,z, Xo, ..., X,), et réciproquement
associer aux polynémes de k[z][ Xy, ..., X,] homogenes & coefficients dans

k[z] des polynomes de A, en considérant (1 : z) comme des coordonnées
projectives et remplagant ceci par (X : X1{).

Régulierement dans la suite nous allons noter par f un n-uplet de fonc-
tions

£ =(f1(2), ..., fn(2)) € k((2))

et par f le point correspondant de l’espace P2 avec des coordonnées

k((2))

f=01:fi(z):...: fu(z)) € PE«T)).

projectives

pr de coordonnées

@~ k(@)

Nous notons aussi par f le point de I'espace Pﬂlg
projectives

f=0:2,1:fi(2):...: fu(z) € Pﬂlg((z)) X PEZ((Z))' (1.21)

Définition 1.13. Nous notons Pj 'idéal bi-homogene des polynomes de A
qui s’annulent en f.

Remarque 1.14. Si fi(z),...,fn(2z) sont algébriquement indépendantes sur
k(z), alors Pz = (0).

Fixons des constantes

vg >0, vy >0etpu>0. (1.22)
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Nous associons maintenant des entiers dg et d; a tout idéal bi-homogene
— !/ / . 1
IC A= K[X} X!|[Xo,..., X»] et tout point de <Pk((z)) X IP’HZ((Z)) \ V().

En fait les quantités dg et 41 que nous allons définir vont dépendre aussi des
constantes g, 11 et u, mais pour alléger la notation nous ne préciserons pas
cette dépendance.

Définition 1.15. a) Soit I C A un idéal bi-homogene et soit f = (1 :2;1 :
. . ; 1 )
fi(z) : ...: fo(z)) un point dans (Pk((z)) X Pk((z))> \ V().

Nous choisissons alors un polynéme bi-homogene P € I, satisfaisant

P(f) #0 (1.23)

et qui minimise la quantité

Nd(O,nfrgIJrl)IdegXP + VOd(l,nfrgI)IdegK’ P
+ V1d(17n_rg1)f degXP (1.24)

parmi des polynémes bi-homogenes satisfaisant (1.23). S’il existe plusieurs
tels polyndmes, nous en choisissons un avec degy P minimal. Nous notons

6o(I, 1) def degy: P et 6,(I,f) def degy P. Méme si le choix du polynéme
P n’est pas nécessairement unique, les entiers do(I,f) et 01(Z, f) sont bien
définis avec toutes ces conditions.

b) Pour tout idéal bi-homogene I C A nous choisissons un polynéme bi-
homogene P € I\ {0} qui minimise la quantité (1.24). S’il existe plusieurs

polynoémes bi-homogenes minimisant (1.24) nous choisissons un polynéme
avec degys P minimal. Nous notons do(/) aof degx P et 61(1) o degy P.
c) Pour tout cycle Z (défini sur k) dans Iespace P' x P" et tout point

£ _ e . . 1 n

F=(:z1: fi(z): o fu(2)) € (Pk((z)) x Pk((z))) \ Z

©5.(7(2),5) et 6:2) ¥ 5:7(2)), i =0,1.
Remarque 1.16. Dans le cas ol 1, fi(2), ..., fo(2) sont algébriquement

indépendantes sur k(z), on a ¢;(1) = 6;(I,f) pour i = 0,1 et pour tout idéal

I, car la condition (1.23) se ramene alors a choisir P non nul.

nous posons &;(Z, f)

1.3 Ordres.

1.3.1 Définitions et premiéres propriétés

On reprend notre corps K (toujours commutatif et infini) et soit v une
valuation sur K. Notons K, la complétion de K par rapport a v.

Introduisons S K[ X][d] 'anneau des polyndmes a coefficients dans K[X]
®

en les indéterminées s

(ou1<1l<retmm’ e Myg) factorisé par tous
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les relations s() w T s() =0(1<l<retmm e M,g); remarquons que
en particulier on a SS,Qm =0.

Définissons un morphisme d’anneaux 0 :

8 : K[X][d] — GK[X][d]

2
1.25
<dz> <> Slgi?m’ml (1.25)
m’EMdl m

et lorsque z € (K™T1\ {0}) x -+ x (K37 {O}) une évaluation
. K[X — GK|X]||d
‘e Xl (1.26)
m — m(z)

que nous étendons en GK[X|[d] — Gk((z))[d] par ez(s 0 )= sV

m w’ m,m’*
Rappelons que la fonction M, est définie au début du paragraphe "Hau-
teurs des formes", sur la page 31. Dans la définition suivante nous notons
par ag le morphisme

ag: Kld — Kld]

1
2
m

Définition 1.17. (Cf. la définition dans le paragraphe 4.2 du chapitre 7
de [32]). Soit V' un sous-schéma fermé de Py} x ... x IP’}?U, d e (N7)dimV+1
et x un point fermé de IP)TI?U X - X IP’T;(QU. Posons

Ordy(z,V) = —

log ( My (ez © O(Fy.a)) )
My (aa(Fya) TIET Y My (g, (U)) (z)) 48w 1

ou Fy 4 est une forme résultante d’indice d de V' et z désigne un systeme
de coordonnées projectives quelconque de x dans (K™ T1\ {0}) x -+ x
( patt \ {0}) I est facile de vérifier que cette formule ne dépend ni du
choix de Fy 4 ni de celui d’'un systéme de coordonnées projectives pour z.

On notera que la quantité Disty(-,-) def exp (—Ord4(+,-)) se comporte
comme une distance :

Lemme 1.18. Gardons la notation de la définition 1.17.

a) St x € V, alors Ordy(x, V) = oco.

b) Soit d = (6,...,0) € ((N)q)dimVH. Alors, Ordg(x,V) = oo implique
reV.
Démonstration. Voir la discussion au bas de la page 118 de [32].
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Signalons qu’en général il est possible que Ordy(z,V) = oo (i.e.
Distg(z, V') = 0) tandis que x ¢ V' (voir la discussion a la page 119 de [32]).

Définition 1.19. Soit € A% . Nous posons

ord, x def ' r?in ord, x;. (1.27)
i=1,....,n

Définissons ord,(z,y) pour z,y € Pj . Pour cela choisissons des coor-
données projectives (g : ... : ) et (yo : ... : yn) de z et y respectivement et
posons

)<

ordy,(z,y —ord,(z Ay) + ord,z + ord,y. (1.28)

Cette définition ne dépend pas du choix des coordonnées projectives (rap-

pelons que par z A y nous désignons le "("2_1)—uplet (Y5 — TjY)o<icj<n)-

Définition 1.20. Soit V une variété dans ]P’% etx € IP’%. Alors nous posons

ord,(z,V) = max (ordy(z,y)),
yEVK
dist(z, V) def exp (—ordy(x, V)).

Exemple 1.2. Si V = {a} est juste un point on a
Ordy(z, {a}) = ordy(z, {a}) = ord,(z, a).

Nous noterons également Ord,(z,a) pour Ord,(z, {a}).

Nous allons aussi utiliser ces notations avec des idéaux au lieu des varié-
tés. Par exemple, nous utiliserons la notation ord,(x,I) (ot I est un idéal)
pour désigner ord,(z, V(I))

Définition 1.21. Si le choix de la place v ne cause pas de confusion, nous
noterons également ord, (V) pour ordy(z, V), ou V' C P%— désigne une sous-

variété de P2—, et ord,(I) pour ordy(z,I) (i.e. pour o;dv(x,V(I))), ou I

désigne un idéal homogene de K,[X].

Par exemple, dans cette these nous appliquerons tout particulierement la
valuation ord,—p aux objets définis sur k((z)). Nous utiliserons alors la no-
tation décrite dans la définition 1.21, sous-entendant cette valuation ord,—g
fixee.

Soulignons ici que Ord et ord (et également Dist et dist) désignent des
quantités différentes. Les quantités Ord (et Dist) sont définies avec la forme
de Chow et elles mesurent la moyenne de la distance entre un point x et
les points d’une variété V, tandis que ord,(z,V) est la distance minimale
entre x et un point de V. Par exemple pour une variété 0-dimensionnelle
Ord désigne la somme des ord,(x, «) ol o parcourt tous les points de V.
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Ainsi, Ord prend en compte la structure algébrique de V', tandis que ord
mesure la distance plutét au sens ensembliste.

Nous établissons maintenant un lemme que nous utiliserons aux cha-

pitres 2 et 4.
Lemme 1.22. Soient x,y € PQ((T)) deux points de [’espace projectif.

a) Soient x un systéme de coordonnées projectives de X ety un systéme
de coordonnées projectives de 'y satisfaisant

ordz—pX = ordz—gy.

Alors
Ord,—o(x,y) > ordz—o(x — y) — ordz—oX. (1.29)

b) Supposons Ord,—o(x,y) > 0, si nous firons pour 'y un systéme de
p .. 7 ntl . . N
coordonnées projectives y dans k((z)) , alors il existe un systéme de co-

1
ordonnées projectives x € k((z)) 1 de x satisfaisant

@) ordz=ox = ordz—oy,
B) ordz—o(x — X) — ordz—o(y) = Ord,—o(x,y)

(1.30)

Démonstration. a) Si nous multiplions simultanément x et y par 2%, cela ne

change pas (1.29) ni & gauche, ni & droite. Ainsi il suffit d’établir (1.29) en
supposant
ordz—ox = ordz—gy = 0.

Maintenant, vu la formule z;y; — z;y; = (x; — vi)y; — (z; — y;)vi, on a
ord,—o(X;y; — X;y;) > min (ord,—o(x; — y;),0rdz—o(x; — y;)) .

d’ou le résultat.
b) Considérons d’abord le cas

ord,—oy = 0. (1.31)

Supposons, sans perte de généralité, ord,—o(yo) = 0. Choisissons un

systéme de coordonnées projectives x € ]1(((z))nJrl de x tel que ord,—o(xg) =
0. Quitte & multiplier par des éléments d’ordre zéro en z = 0 nous pouvons
supposer

Yo = Xp = 1. (1.32)

En fait on a nécessairement
ord,—ox =0 (1.33)
car sinon il existe j € {1,...,n} tel que ord,—ox; = ord,—ox < 0, donc

ord,—o(X0y; — X;¥0) = ordz—ox; = ordz—ox < 0,
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puis

Ord,—o(x,y) = min (ord,—o(x;y; — X;yi)) — ordz—ox < 0
0<i<j<n

contredisant I’hypothese Ord,—o(x,y) > 0.
Comme ord,—px = ordz—oy = 0,

Ord,—o(x,y) = min ord,—o(Xiy; — X;¥i),

i,7=0,1,...,n
et on en déduit (vu (1.31), (1.32) et (1.33))

ord,—o(x —y) = ,min nordz:o(xi - i)
= min ord,—o(x;y0 — X0y;) > Ord,—o(x,y) > 0.

i=0,1,...,n

Donc ord,—o(x —y) > Ord,—o(x,y) et par le point (a), Ord,—o(x,y) >
ord,—o(x —y), donc on a I’égalité

ordgz—o (K - X) = Ord,=o (X) Y)

si ordz—oy = 0.

Passons au cas général. Soit donc y’ un systéme de coordonnées projec-
tives de y satisfaisant ord,—oy’ = C. Posons y= z%l/ . Comme ord,—pgy = 0
et vu la démonstration précédente il existe un systéme de coordonnées pro-
jectives x de x tel que

ord,—o(x —y) — ord,—o(y) = Ord,—o(x,y).

Il suit immédiatement que
ord,—o(z"x — zcx) - ordzzo(zcx) = Ord,—o(x,y)

et nous concluons en posant x’ = z¢x. M

1.3.2 Une propriété de 4, et 9,

Lemme 1.23. Fizons un point
£: (1 L Z, 1: fl(Z) L fn(Z)) € Pﬂl([[z” X Pﬁ[[z“

et considérons une suite de cycles Z; C P! x P" définis sur k et tels
que £ & Z; pour i = 1,2,3,.... Si ord(f, Z;) tend wers oo, alors
max(8o(Z;, £),01(Zi, £)) tend vers Uinfini avec i.

Démonstration. Notons Tn(g(z)) le vecteur des coefficients du développe-
ment de Taylor de la fonction ¢(z) jusqu’a 'ordre N.
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Ad absurdum, supposons qu’il existe lp,l; < 400 tels qu’il existe une
suite strictement croissante (IV;);cny de nombres naturels et une suite de
cycles (Z;)ien satisfaisant £ & Z;, 6;(Z;,f) =1;, 7 =0,1, et

ordiZ,- > Nz‘- (1.34)

Par définition de 4§, (Zi,f), j =0,1, pour tout i € N il existe un polynéme
P € Agypy (0t Agy,) désigne I'ensemble de polyndmes de A de degrés au
plus Iy en X et au plus l1 en X)) satisfaisant

P(f) #0, (1.35)
P, € I(Zy). (1.36)

Les relations (1.34) et (1.36) impliquent Ord,—oP;(f) > N;, i € N, ou ce qui
revient au méme

Tn,(Fi(£)) = 0. (1.37)

Notons Y = Ay, /(meAlo w) et M= Hy(Py, (lo, 1)) = dimy Y

(pour la notation Pg, voir la définition 1.13). Fixons une base B =

(Y1, - ynmr) de Agg i)/ (Pf N Ao,y ) et définissons une application

Ao/ (Pe N Agory) = Kllz]]

comme suit. Pour tout élément = € A, ) / (73;« N Ao, ) choisissons un

représentant a, dans A, ;). La série formelle a(f) € k[[z]] ne dépend pas
du choix de représentant a, car si b, est encore un représentant de x, alors
az — by € P; et donc a,(f) — b, (f) = 0. Nous posons z(f) o az(f).

Soit N un entier positif. Notons Fiy 'espace vectoriel engendré par les
Tn(y;(£)) ot y; parcours ensemble B. Soit py : Y — Fy lapplication
linéaire définie sur Y par y — T (y(f)).

Maintenant (1.35) et (1.37) impliquent que pour la suite strictement
croissante (N;);ey de nombres naturels on a un noyau non-trivial de py;,.
Evidemment on a l'inclusion ker pN; C kerpy, pour N; > Nj, et nous avons
donc une chaine infinie d’espaces vectoriels emboités :

kerpn, D kerpn, D kerpy, D kerpn, D
Chaque inclusion stricte dans cette chaine
kerpNi 2 kel"pNHl, (138)

entraine
dimy ker py, < dimy kerpy,,, — 1. (1.39)
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Dans le méme temps
dim keI‘pNO < M = dimy A(lo,h)/ (me A(lo,h)) < 400

donc on ne peut avoir I'inégalité (1.39) qu'un nombre fini de fois, et a fortiori
on a seulement un nombre fini d’inclusions strictes (1.38). Ainsi il existe un
indice s tel que

kerpy, = kerpn, , =kerpn,,, = ... =pN,; = -
Par suite
+o0
ﬂ ker pn, = kerpn, # 0, (1.40)
i=1

car ker py; # 0 par le choix de la suite (V;) (cf. (1.35) et (1.37)).

D’un autre coté pour tout élément  de ;25 ker p, on a z(f) = 0, donc
tout représentant dans A, ;,) appartient a P ce qui entraine z = 0 en tant

qu'élément de A, 1,/ (Piﬂ A(lo,l1)> et donc

—+00

() ker pn, = 0. (1.41)
=1

La contradiction obtenue entre (1.40) et (1.41) montre que I’hypothése ini-

tiale sur Iy, 1 < +o0 est fausse ce qui achéve de montrer le lemme 1.23.1
Corollaire 1.24. I ewiste une constante Csy qui ne dépend que de f =
(1:2,1: fi(z) : ... : fnu(2) € }P’ﬂlg[[z” X Py, telle que si un cycle Z C

P! x P" (définie sur k) ne contient pas £ et satisfait ord;Z > Cyq, alors soit

50(Z,8) > 20! + 1, soit 6,(Z,F) > 4n. B

Démonstration. C’est un corollaire direct du lemme 1.23.1

1.4 Le lemme de transfert et ses conséquences
Comme dans (1.22), fixons dans ce paragraphe des constantes

vy >0, v1>0et pu>0.

On va utiliser le lemme de transfert multiprojectif de [43] dont on rappelle
I’énoncé, spécialisé a notre cas. Dans la suite nous notons

Cp = 2n+1 (n + 2)(n+1)(n+3). (1.42)

Remarquons que dans la notation de [43] on ait ¢, = cp1ypn.
Théoréme 1.25. (Lemme de transfert (1,n)-projectif). Soit £ € Pl €t
C un réel satisfaisant

C > (min(vg, p)") . (1.43)
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Si une forme P € k(z|[Xo, X1, ..., Xp], non nulle, satisfait

ord—o(P(f)) — deg P - ord,—o(f) — h(P)
>C-n-((p+w) (A(P)+1) +vydegP) " (degP +1)", (1.44)

alors il existe un cycle irréductible Z € P, (k(z)) défini surk(z), de dimen-

sion 0, contenu dans le lieu des zéros de P, satisfaisant
vodegZ - h(P) +videgZ - degP + - h(Z) - deg P
<cnCn+1)p" (vo (R(P) + 1)+ v1degP) (deg P +1)", (1.45)
et

> Orde(a) >¢;" [(€aC) 7 (vo(A(P) +1) + 11 deg P)| deg(2)
= (1.46)
+c;t {(ch)%,u(degP + 1)} h(Z).
En particulier, (1.43) et (1.46) impliquent

n—1

Z Ordg(a) > Cwen ™ (1/0 deg(Z)h(P) + vy deg(Z) deg P
a€Z (1.47)
+ 41+ h(Z) deg P).

Démonstration. Nous appliquons le corollaire 11 de [43] & Xo = V(P) et
® =T avec

n = [(aO)7 (wo(h(P) +1) + 1 degP)],
b = [(ch)%u(degP—i-l)}.

L’inégalité (1.43) implique

d};(gpg z (Z (1.48)
donc X est définie par une forme de multidegré < (n,0) avec
(1,0) > (e/",¢;/™).
Dans notre cas ¢, = cpiypn €t
deg (Xo; (1,6)) = h(P) - 6" + n - deg P - 3" . (1.49)

La condition . .
Orde Xy > cgl deg (Xo; (n, 5))
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est donné par (1.44), car
OrdiXo = OrdgP = ord,—o(P(f)) — degy -Pord,—o(f) — h(P)
>C-n- ((u + o) (R(P)+ 1)+ 14 degiP) pl (degiP + 1)n

>clon. (ch)< (I/o(h(P) +1)+ 1 deggP) pnt (degXP + 1)n

+ (R(P) + 1)p" (degXP + 1>n>
>t (n ot degx P + 5"h(P))

> ¢, deg (Xo; (m, 5)) :

La conclusion du corollaire 11 de [32] nous donne exactement la conclusion
du théoréeme. En effet, le corollaire nous fournit un cycle Z C Xo(k(z)) défini
sur k(z) et de dimension 0 tel que

d-h(Z)+ndegZ < deg (Xo, (n, (5)) , (1.50)
Z Ordg(a) > c,'(ndegZ +d-h(Z)). (1.51)
acZ

L’estimation (1.50) (avec (1.48) et (1.49)) nous donne 'inégalité (1.45) et
Pestimation (1.51) nous donne directement (1.46).1

Définition 1.26. Soit C' un réel satisfaisant (1.43). Dans la suite
nous associons, grace au lemme de transfert, & tout polynéme homogene
P < k(z][ X1, ..., X,,] satisfaisant (1.44) un cycle irréductible 0-dimensionnel
Zc(P) défini sur k(z), contenu dans le lieu des zéros de P et satisfaisant les
inégalités (1.45) et (1.46). S’il existe plusieurs tels cycles, nous en choisissons
un.

Remarque 1.27. En considérant (1 : z) comme les coordonnées d'un point
de Pﬂlg(—z) nous pouvons considérer le cycle Z comme un cycle 1-dimensionnel
dans P} x PP (défini sur k). Dans ce cas nous le notons Z¢(P).
A un polynéme P(X}, X}, X0, X1, ..., X») € A bi-homogene satisfaisant
ord,=o(P(1,2,f) — (degy P)ord,—o(f) — degx/ P

n((vo + p)(degys P+ 1) + vy degy P)un~t(degy P+ 1)"

>C, (1.52)

nous associons le polynéme homogene
P(X(), Xl, ceny Xn) = P(l, Z, XO, Xl, ceny Xn)

(satisfaisant alors (1.44)) auquel les cycles Z¢a(P) et Z-(P) sont associés.
Par cette procédure nous associons donc également des cycles Z¢(P) et
Zc(P) a tout polynéme bi-homogene P € A satisfaisant (1.52).
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Remarque 1.28. Notons qu’en combinant (1.52) (pour C assez grand) avec
le lemme de transfert (théreme 1.25, (1.46)) on montre que le cycle Z¢(P)
n’est pas isotrivial (et donc Z¢(P) n’est pas défini sur k). En fait c’est facile
de préciser la minoration pour C' qui assure que Zc(P) n’est pas isotri-

vial. Tout point défini sur k contribue au maximum par Ord,—g (f ANE (0))
a Ordg Z¢(P), donc pour des cycles isotriviaux Z on a toujours I'estimation

Ord¢Z < Ord,—o (f(z) A £(0)) deg Z.

Ainsi

> Crp o (CnOrdZZO (£ A£(0)) + 1)

min (v, 1)
implique que Z¢(P) n’est pas isotrivial.
Nous avons le lemme suivant :

Lemme 1.29. Soit £ = (1 : f; : ... : f,) € Pﬁ[[ZH tel que f1, f5,....f,
soient algébriquement indépendantes sur k(z). Soient P € kz][Xo, ..., Xy]
un polynome homogéne non nul satisfaisant (1.44) avec

_ Csg +1\"
S : n () Cnsg) . ) '
C > max ((3/ min(vg, )" (n!)"cp ™, (min(uo,,u) ,Ciso (1.53)

(ot Cyq est la constante du corollaire 1.24). Soit Z = Z¢o(P) et soit Py €
k[z][Xo, ..., Xn] un polynéme homogéne en X, non nul, s’annulant sur Z et
réalisant le minimum de la quantité

vo - MZ)h(Q) 4 v1 - degZ - h(Q) + p - h(Z) degx Q (1.54)

sur tous les polynomes homogénes Q € k[z][Xo, ..., X,,] non nuls s’annulant
sur Z.

Notons 69 = h(Py) et 51 = degx Py.

Alors, il existe un point o € Z satisfaisant

Ord(f, o) > C(5o +1)(6; +1)", (1.55)
~ 1 n—1 -1
ot C'= C'» min(vy, p) (3 -nl e
Démonstration. Tout d’abord, remarquons qu'il existe un point a; € Z¢(P)
satisfaisant
Ord(ay,f) > Cyy. (1.56)
En effet, par la minoration (1.46) il existe un point a; € Z¢(P) satisfai-
sant Ord(ay,f) > ¢! {(CnC)%I/()} et nous en déduisons (1.56) avec 'hypo-
these (1.53).
Ainsi au vu du corollaire 1.24 nous pouvons supposer que

0o >2-n!+1oudy > 4n. (1.57)



46 CHAPITRE 1. THEOREMES ET OUTILS GENERAUX

Soient (a,b) € N2. Par I’algebre linéaire on peut construire un polynome
bi-homogene Q1) = Q(a.p)(Xo, X1, Xo, X1,..., Xn) € A\ {0} de bi-degré
(a,b) et d’ordre d’annulation en f = (1,2, f) satisfaisant ord,—oQq)(f) >
[ L(a+ 1)+ 1)"].

Posons

do—1,81), sidp>2-nl+1,
(@)= § 20 b0 S22 (158)
(009,01 — 1), sinon, i.e. 47 > 4n au vu de (1.57) .
Montrons pour ce choix de (a, b) I'inégalité
Ordz:OQ(a,b) (f) > m(éo + 1)(51 + 1)n (159)

Vu (1.58), il suffit de considérer deux cas :
a) dop>2-nl+1,
b) 41 > 4n.
Par construction de Q) nous avons
- 1 1
ordz=0Q (4,p) (f) > Lﬁ(a +1)(b+1)"] > E(a +1)(b+1)"—-1. (1.60)

Dans le cas a) on se rameéne alors a

~ 1
01 =0Qa ) (B) = — (dod1 + 1)" — ) (1.61)
et afin de démontrer (1.59) il suffit de vérifier
250(81 + 1) — 2 -nl > (6 + 1)(5; + 1)" (1.62)

qui est évidemment vrai pour dg > 2-n!+1 (et ; > 0).
Dans le cas b) en utilisant la méme procédure, nous arrivons au point
ou il nous suffit de vérifier (au lieu de (1.62))

2000+ 1)o7 —2-n! > (dp + 1)(61 + 1)™. (1.63)

Nous pouvons réécrire cette derniere inégalité comme

(2 (51‘2 1)n - 1) (6o +1) > (512+”1')n (1.64)

Dans cette derniere inégalité la partie de coté gauche est une fonction crois-
sante de g et d1, et la partie du coté droit est une fonction décroissante de
61. Donc si cette inégalité n’est pas vraie pour toutes les valeurs dg > 0 et
61 > 4n, alors elle doit étre fausse au moins pour dg = 0 et §; = 4n. Mais
dans ce dernier cas il est facile a vérifier directement

4n \" 2-n!
2 0+1 1/2> ———
<4n—|—1> O+D)>1/2> =%

(1.65)
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et ainsi I'inégalité (1.63) est vraie pour toutes valeurs dg > 0, 6; > 2n. Ceci
acheéve la démonstration de l'inégalité (1.59).
Notons

Q(Xoa cery XTL) = Q(a,b)(L z, X0, -y Xn)qa
ot ¢ = [2-n!C7 de sorte que ordz=0Q(a,5) (1,2, 1, f1, ..., £,)7 > C(So+1)(61+
1)™. Comme les composantes de f sont algébriquement indépendantes sur

k(z), on a Q(f) # 0.
Il est facile de vérifier
h(Q) < degx’ Qap) = a,
degiQ = degi Q(a,b) =b.
Dans le méme temps on a évidemment
degZ > 1
et, comme Z n’est pas défini sur k (cf. la remarque 1.28), on a
hZ) > 1.

Done, vu (1.58), le polynéme Q rend la quantité (1.54) strictement plus
petite que le minimum réalisé par Py. Ainsi il ne peut s’annuler sur Z par
définition de Py, ou autrement dit : Q n’appartient pas a Z(Z).

On applique le théoréme 4.11 du chapitre 3 de [32] au polynoéme
Q(Xo, ..., X;,) et a I'idéal Z(Z) O-dimensionnel sur k(z).

Soit o € Z réalisant le maximum de la distance d’'un point de Z a f,
autrement dit : Ord(f, a) = maxgez Ord(f, 3).

On pose
Ord,_oQ(£), si Ord(f, @) > Ord,_oQ(f)
- { Ord¢Z(Z), si Ord(£, a) < Ord,—oQ(f) (1.66)
Par le théoréme 4.11 du chapitre 3 de [32] on a
0 < h(Q)deg(Z(Z)) + h(Z(Z)) deg(Q) (1.67)

(dans le cas du corps de base k(z) toutes les valuations sont ultramétriques,
donc v = 0 et le terme vm? deg(Z(Z)) deg(Q) est égal a zéro dans le théo-
reme en référence).

Montrons que le cas

Ord(f, a) < Ord,—oQ(f) (1.68)

est en fait impossible.
Dans ce cas 6§ = Ord¢Z(Z) et ainsi (1.67) montre

Ord¢Z(Z) < qbo deg(Z) + qd1h(Z),
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et nous pouvons affaiblir cette inégalité en

Ord¢Z(Z) <

En utilisant la définition de dg et d; nous en déduisons
q
(7)) < ———— P Z
OrdfZ(Z) < min(vo, 1) (Voh( 0) deg(Z)

+ v1 deg Pg deg(Z) + pudeg Poh(Z)) oo
1.69

IN

m(Voh(P) deg(Z)

+ 11 deg P deg(Z) + 1 deg Ph(Z)) .
En effet, comme P s’annule sur Z on a

voh(Po) deg(Z) + v1 deg Py deg(Z) + pdeg Poh(Z)
< voh(P) deg(Z) + v1 deg P deg(Z) + pdeg Ph(Z)

par la minimalité définissant Pg. Puis, en appliquant (1.47) (rappelons notre
notation Z = Z¢(P)), on a

_n-1
OrdeZ(Z) > Cicn ™ (ph(P)deg(Z) + 1y deg P deg(Z) + judeg Ph(Z))
et en collant ceci avec (1.69) on obtient

n—1

Crcp ™ (voh(P) deg(Z) + v1 deg P deg(Z) + pdeg Ph(Z))
(voh(P) deg(Z) + v1 deg P deg(Z) + pdeg Ph(Z)) .

min (v, @)
En simplifiant vph(P) deg(Z) + v1 deg P deg(Z) + pdeg Ph(Z) nous en dé-
duisons l'inégalité

_n—1

3.n1C =Cn min (v, u)cn © < q=[2-nlC]

qui contredit la définition de ¢ et de C' > 1 et donc effectivement I'inéga-
lité (1.68) est impossible.
Nécessairement on a

Ord(f, ) > ord,—oQ(f).

Comme par construction de Q on a ord,—oQ(f) > C(do + 1)(d1 + 1)™, on
déduit directement

Ord(f, a) > C(8o + 1)(01 + 1)™. (1.70)
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1.5 Généralités sur les transformations ration-
nelles des espaces projectifs

Dans ce paragraphe nous considérons la transformation rationnelle 7 de
P! x P"* dans P! x P définie par

(X X}, Xt ot X)) — (A()(X(’),X{,XO, o X)) T ALK, X Xy, Xn),
Ao(X, X1, X0, o0y Xn) et An(XG, X7, X, 0, X)), (1.71)

ouAle A, i=0,1et Aj € A, j=0,...,n sont des polynémes bi-homogenes
du méme bi-degré.

Définition 1.30. Notons irr7 l'union des lieux des zéros communs des
systémes de polyndmes bi-homogenes A}(X(, X1, Xo,..., Xn), ¢ = 0,1, et
Aj(X), X1, X0y, Xp), j=0,..;n. On airr 7 C PL x PP et c’est 'ensemble
des points ou l'application bi-projective 7 n’est pas définie (si irr7 = 0 la
transformation 7 est une transformation bi-projective réguliere).

Pour alléger la notation nous écrivons 7 (W) au lieu de 7 (W \ irr 7).

Nous nous donnons un point f = (1:f],1:f;:...: f,) € ]P’ﬂi((T)) HZ((Z))

tel que f],fi,....f, soient algébriquement indépendantes sur k.
Lemme 1.31. Soit 7 : P! x P? — P! x P une transformation rationnelle
dominante. Il existe une constante Crég qui ne dépend que de T et de £ telle

que si une variété irréductible V.C P! x P" satisfait

ordgV > C\g (1.72)

reg’

alors
dim7 (V) =dim V.

Démonstration. Nous allons exploiter le fait que le point f n’appartient &
aucune sous-variété de PL x P définie sur k différente de tout espace Pf x P!
lui-méme.

Remarquons d’abord que le morphisme 7 est un morphisme régulier sur
un ouvert de IP’HI( x P défini sur k, c’est-a-dire il est un morphisme régulier
hors d'un fermé F, (différent de P} x P?) défini sur k.

Ensuite, hors d’un fermé F, différent de tout I'espace, 7 est un mor-
phisme étale (proposition 4.5, exposé I de [19]), donc préserve la dimension
des variétés.

Soit F' = F,. U F,. La variété F' étant définie sur k et différente de tout
Pespace (car F, et F, le sont), on a f ¢ F, et donc dist(f, F) = d; > 0, ou,
alternativement, ord(f, F) = 0; < +oo.

Soit V' une variété irréductible satisfaisant (1.72) pour Crgg = 01. Par

définition ceci signifie qu’au moins un point o € V' satisfait ord(f , ) > 01 et



50 CHAPITRE 1. THEOREMES ET OUTILS GENERAUX

donc V n’est pas contenue dans F'. Ainsi, vu que V est irréductible, U = V\ F’
est dense dans V' et donc en particulier dim V' = dim U. Comme 7 est étale
sur U, on adim7U =dimU et doncdim7V >dim7U = dimU =dim V.
Compte tenu de I'inégalité dim 7V < dim V' (laquelle est vraie en tout cas),
on conclut dim7V =dim V.

Ainsi on trouve la conclusion du lemme avec Crég =o0:.1

Utilisant aussi bien (1.47) que le lemme 1.29, on peut garantir que le cycle

n—1
Z,(P) contient au moins un point « a distance bicy, " def, c’est-a dire qu’il
n’est pas trop loin de f. Le lemme suivant utilise cette remarque pour établir
I’alternative : soit le polynéme P satisfait le lemme de multiplicité pour une
constante absolue C', soit on peut supposer certaines propriétés particulieres
de l'action de 7 sur toute variété irréductible contenant Z¢o(P).

Lemme 1.32. [l existe une constante Cr qui ne dépend que de T et de f
telle que si P satisfait (1.44) avec C > Cr, alors T préserve la dimension de
toute variété irréductible contenant Zgc(P) (et donc la transformation T* :
A — A est correcte au sens de la définition 2.8, voir chap. 2, § 2.1).

Démonstration. Utilisons le lemme 1.31. Ce lemme nous fournit une

constante Creg (dépendant de 7).

Soit P un polynome satisfaisant (1.44) avec C' > cg—lcgég. En uti-
lisant (1.47) nous trouvons qu’au moins un point o de Z¢(P) satisfait
ord(f,a) > Ainsi toute variété irréductible W définie sur k(z) pas-
sant par o satls%alt ordeW > Creg et donc, par le lemme 1.31, 7 préserve
la dimension de W.

— .n—1m
En prenant Cr = ¢! Crég nous concluons.ll

1.6 Criteres pour 'indépendance algébrique

Dans ce paragraphe nous citons quelques critéres pour 'indépendance
algébrique qui nous servirons dans le chapitre 3. Nous utiliserons ici les
notions de multidegré, de hauteur et de taille dans I'espace multiprojectif.
Ces notions sont les généralisations directes des méme notions dans le cas
bi-projectif, nous renvoyons le lecteur au chapitre 5 du [32] pour des détails.

Théoréme 1.33. (Un cas particulier du théoréme 5.1 de [20]) Soient K

un corps de nombres, k un entier appartenant a [0,n] et § = (6, ...,0,) €
Ccrtl,

Soient §, 7, o, u et U des réels avec 4 >0, 0,0 > 1 et 7 > 0.
On suppose qu’il existe :
— une suite strictement croissante de réels (S;)o<i<i satisfaisant :

0<Sog<T+log2etS 1 <U<LS, (1.73)

— pour 1 <i <1, un polynéme homogéne Q; € K[Xy,...,X,] tel que
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1. degQ; =9,
2. h(wi(Qi)) <7, ot wi(Q;) désigne le polynome

> <Z>_ ) X

|ae|=d

=

pour Qi = ja|=d ajq X9,
5 1001 s

- Jgeear =€

4. le polynome Q; n’a pas de zéros dans la boule B (0, e_(Si—lJr“)")

de P,(C) de centre 0 et de rayon e~ (Si—1tW7 pour la distance
Dist.

Soit T C K[Xo,...,X,] un idéal homogéne de dimension k.
Posons trq % ha(T)+(r+ (k+1)6log(n+1)) degy(T) oid = (5,...,8) €
NE+1

St la condition suivante est réalisée

Sht (LKQ]

log &
- trd(Z) + (M +log2+ og) deng)

26+
<U, (L74)

0l Moo désigne l'indice de la ramification de la valuation |- |, alors on a

log Dist (6, V(T)) > —U.

Démonstration. C’est le théoréme 5.1 de [20] avec k = 7, la condition B et
pour la valeur absolue archimédienne.ll

Nous déduisons du théoreme 1.33 le corollaire suivant :

Corollaire 1.34. (voir le corollaire 5.9 de [20]) Soient K un corps de
nombres, k un entier appartenant a [0,n] et § = (1,61,...,0,) € C**1L.
Soient §, 7, o et U des réels tels que 0,0 > 1 et U > 7 > 3(k+1)dlog(n+
1).
On suppose que pour tout réel s vérifiant T < s < U, il existe un polynéme
R de K[Xy,...,X,] tel que
- deg R, < 5;
~h <w:iegRS (RS)) ST,
_ omost2r < lRS(%)ngRg
(1+02) 2
Alors pour tout idéal T C K[Xo,...,X,] homogéne de dimension k, de
degré D et de hauteur H satisfaisant

<e’®

U
ok+1

20F[K : Q] (6H + D) <
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on a

log Dist (0, V(T)) > —U.

Démonstration. Notre preuve répete le preuve du corollaire 5.9 de [20].
Posons 0y = 1, notons ¢ un tel indice que 'on a §; = max (6, ...,0,) et
o~ (F %)
=g 7
Nous allons utiliser un résultat préliminaire, qui est le suivant :
Considérons un polynéme homogéne Q € K[Xy,...,X,] tel que Q(X) =
Z@:d an X*. Si ce polynome a au moins un zéro dans la boule de centre

= (Z—(t’, ey %—’;) et de rayon R < \/nl—ﬂ pour la distance euclidienne de la

carte affine X; # 0 alors

Ce résultat est énoncé et démontré dans [20] & la page 127.

Avec ce résultat vérifions, comme il est fait dans [20] & la page 128, que
le polynéme "R, n’a pas de zéro dans la boule de centre (1,61,...,6,) et de
rayon e~ ?°. Tout d’abord remarquons que la condition 7 > 3(k+1)d log(n+
1) entraine 7 > (6 — 1)log2 + 3log(n + 1) + log§ et comme on a aussi

> la|=6 @ <", de la condition e 7527 < % on déduit
(o) (1+012) 2
—0500—1 ’a’g|2 |hRS(Q,)‘
e 7727 /n+ 16 |O§5 (i) < 0]

qui nous permet d’affirmer d’apres la remarque préliminaire, que le polynéme

hR, n’a pas de zéro dans la boule de centre (1,6, ...,0,) et de rayon e~7°.
Soit | = {%}, ou u = 2(k+1)dlog(n+1)—log2— lgg,f > (. Considérons
la suite

0<Sy=1+log2,
S =Si—1+ u, i1=1,...,0—1,

S =U.
Alors pour tout 1 < i <[ les polyndémes Q; :hRSZ. vérifient :
- deg(Qi) =9,
Qi(0 —S;
ECRER
— le polynéme @; n’a pas de zéro dans la boule de centre (1,0, ...,60,)

et de rayon e (Si-1tn),
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Comme de plus, pour d = (6,...,d) € NF+!
[K : Q]

Too

log §
tra(Z)+ (,u +log2 + ;?,ﬁ) degy(Z)

< MK : Q) (0H + (1 +3(k + 1)dlog(n + 1)) D)
< 20%K : Q] (0H + 7D)

la propriété

26°[K : Q] (0H + 7(k + 1)D) < Ufil

entraine la condition (1.74)

(K : Q]

Moo

log & U
trd(Z)+ (,u +log2 + 25’“) degi(I) < T

Alors toutes les hypotheses du théoreme 1.33 sont satisfaites et nous pou-
vons l'appliquer avec les parametres d, 7, o, u, U comme ci-dessus, obtenant
la conclusion souhaitée

log Dist (6, V(T)) > —U.

ce qui achéve d’établir le corollaire 1.34.1

Théoréme 1.35. (Critére pour les mesures, [42], page 5) Soient
myk, A\ 01, ..., 0m EN, 0,7, U € Ry et = (21,...,2) € C™ tels que 0 <
k<m, A\>1,60>->08,>1,U>7>4(k+1)log (d1 - 6m(1+m?)).
Soit K un corps de nombres. Supposons que pour tout réel TA < s < U il
existe un polynome Ry € K[X1,...,X,,] de degré < e(s)d; en X;, longueur
< )T et satisfaisant

| Rs(z))|
exp (—so + 2e(s)1) < <exp(—s—e(s)(61+---+6
(1.75)
. degx. Rs s 47
ot e(s) == 1+maxj<i<m { 5 < A. Alors, pour toute variété algébrique

V c A™(C) définie sur Q, de dimension k, satisfaisant
(K : Q] -3X16, L 6 (Spp1t (V) 4+ Tdeg(V)) < U/(om)*Tt,  (1.76)
on a
log Dist(z', V') > —U,

oux' =1 x:...:xy) € PE et V' désigne la completion de V' dans P{.
Démonstration. On considere la complétion W de V' dans (Pl)m et le point
= (1:zg,...,1:2p) € (PHY™. Soit ¢ : (P1)" — PN ou N = (§; +
1)+ (6m + 1) — 1 le plongement défini par

m
. . — . (07) 62_051 .
d(To1 : 11, Tom S Tim) = [ ... H ToaTyl ..
i=1 aeN™ 0<a; <6;
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On vérifie, comme dans [40], III, proposition 1 et [20], §2.3 (b), lemme 2.13,

d(p(W) = kI S di(W)sj---oim,
i€{0,1}™
|i|=k

h(oW)) = (k+1)! > [ h(W)+ 3 di (W) | 6o,
,€{0,1}™ a=1
i1 ia#0
ou d;(W) et h;(W) désignent les degrés et hauteurs multihomogenes de W et
iq est déduit de i en posant la a-iéme composante égale a 0 (i.e. [iq| = k). En
particulier, k!> d;(W) et (k4 1)!>" h;(W) sont le degré et la hauteur de V'
plongée dans P2"~! par le plongement de Segre et sont égaux & m*d(W) et
mFt1h(W) respectivement. Chaque polynéme Ry, convenablement homogé-
néisé, s’écrit comme 'image inverse par ¢ d’une forme Ps € K[X,..., Xn]
de degré e(s) < 6 et de longueur < )™ < €™ De plus si y = ¢() on a

| < i+ |24]2)%:/2 < it
B lyl -
d’out

P
exp (—so + 2e(s)1) < ’|y|§£gy?3|5 <exp(—s).

D’autre part, la condition (1.76) entraine
2071 (h (W) + (k + D)rd (9(W))) < U'fo™*!
ou U' = U —mF+1§; -+ 6 log (61(1 + m?2)) d(V), car, comme &1 > -+ > &,
on a
d(p(W)) = m*d(V)sy--- by,
h(@(W)) = mM (V) Op.

Ceci permet d’appliquer le corollaire 1.34 & ¢(W) pour conclure la démons-
tration, car avec la proposition 3.9 de [20] on vérifie

1
log Dist(z', V') > log Dist(&, W) — k% -log (61 O (14 m2)) ~d (p(W))

> log Dist(y, o(W)) — mF+18; - - 6 log (51(1 + mQ)) d(p(W))
> log —U" — m**16y - Gy log (311 +m?)) d (¢(W)) = ~U.

ce qui achéve d’établir le théoreme 1.35.1

Le théoreme 1.35 est démontré dans [42] avec Z au lieu et place de K.
Néanmoins la preuve reste valable si on remplace Z par un corps de nombres
quelconque, il faut juste utiliser notre corollaire 1.34 au lieu et place du
corollaire 5.9 de [20] (cité dans [42] comme 'le théoreme page 5."). Nous
avons mis ici la copie de la démonstration donnée dans [42].



Chapitre 2

Lemme de multiplicité formel

2.1 Remarques préliminaires

Dans ce chapitre notre but est de démontrer le théoreme 2.16 ci-apres.

Nous reprenons pour la suite la situation considérée dans le sous-
paragraphe 1.2.3. Soit donc k un corps commutatif algébriquement clos de
caractéristique quelconque et A I’anneau de polynomes a coefficients dans k
suivant : A = k[ X, X1][Xo, ..., Xn].

Nous considérons ici une application ¢ : A — A satisfaisant pour tout
QeA
degy ¢(Q) < pdegy Q,
degx' ¢(Q) < vpdegx Q +v1degy Q

pour des constantes pu, vy et v1. La coincidence de notation avec (1.22) n’est
pas accidentelle, nous allons utiliser dans ce chapitre les quantités dg et &1
introduites dans la définition 1.15 avec les parametres v, vq, p qui figurent
dans (2.1).

Désormais nous notons ¢ la N-éme itéré de 'application ¢ (qui rem-
place la notation ¢! utilisée dans I'introduction).

Lemme 2.1. Soit N un entier positif et Q € A. Alors

(2.1)

degx oV (Q) < pNdegx Q, (2.2)
N-1
degy ¢V (Q) < 1 degx Q + 11 (Z ué“%) degy Q. (2.3)
i=0
Démonstration. On procede par récurrence. Pour N = 0 il n’y a rien a

montrer (dans ce cas la somme ZZI\L _01 vaut par convention 0). Pour N =
1 c’est (2.1). Supposons que nous ayons déja vérifié le lemme pour N et
cherchons de le démontrer pour N + 1.
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Avec (2.1) appliqué au polynéme ¢V (Q) et I'hypothese de récurrence
nous avons

degx oNTHQ) = degy ¢ (¢N(Q)) < pdegx PN (Q) < pN T degyx @

et ainsi (2.2) pour N + 1. Le calcul est semblable pour deg x HNT(Q) -

degx " 1(Q) = degyr ¢ (67(Q)) < vy degyr 6™(Q) + 11 degy 6™ (Q)
N-1

< <Vév degx' @ + 11 ( V(])V_i_llLZ) degXQ> + v degx Q

=0

N
< VéVH degx' Q + 11 Z (Vév Zu’) degx Q
i=0

et ainsi (2.3) est aussi vérifiée pour N + 1.1

Nous fixons un point f = (1:2,1: fi(z) : ... : fu(z)) € P]]{{[[z]] X Py et
supposons qu’il existe deux constantes réelles A > 0 et K > 0 telles que

ord,—op(Q)(£) > Nord,—o(Q(f)). (2.4)

pour tout polynéme @ € A satisfaisant ord,—o(Q(f)) > K.

Remarque 2.2. En pratique la condition (2.4) résulte de I'existence d’une
transformation analytique sous-jacente a ¢. Supposons qu’il existe une ap-
plication T : k[[z]] — k[[z]] satisfaisant pour toute h € k[[z]]

ord,—o(T(h)) > Nord,—o(h), (2.5)

et satisfaisant aussi pour tout polyndéme homogene @ € A

ord,—op(Q)(f) > ord,—oT(Q(f)). (2.6)

Ayant les inégalités (2.5) et (2.6) pour une telle application T quelconque
on en déduit immédiatement (2.4).

Exemple 2.1.
1. Soit d € N*, définissons 'application k-linéaire T : k[[z]] — k[[z]] par
z" — z% Lk € N. L’application T satisfait la propriété (2.6) avec A = d

et K =0.

2. Définissons I’application k-linéaire T : k[[z]] — k[[z]] par z* — kz"~!
(c’est-a~dire T(h) = %h pour tout h € k[[z]]). L’application T satisfait
la propriété (2.6) avec A = % et K) = 2, ou également avec A =1 —¢
et K\ = [1/e], k € N, ou [z] désigne le nombre entier le plus petit

supérieure a x.
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On peut considérer ¢ comme agissant sur k[z][ Xy : ... : X,;] par

Q) = ¢ (Xo" ™ CQXT/XE) (Ko : .t Xn))

(X}:X1)=(1,2)
Cette application ¢ satisfait

degy ¢(Q) < pdegx Q,
h(¢(Q)) = deg, #(Q) < vpdeg, Q + v1degy Q (2.8)
< 1ph(Q) + v deg Q.

Définition 2.3. Soit V un k-sous-espace vectoriel de A et P C A un idéal
premier. Nous posons

IO(Va P) déf (VAP) N -’47

ou Ap désigne le localisé de A par rapport a I'idéal P et V. Ap désigne 'idéal
engendré dans Ap par les éléments de V.

Plus généralement, la transformation ¢ : A — A étant donnée, nous
posons

L(V,P) S (V4 6(V) 4.+ 6°(V)Ap) N A, €=10,1,2,3,...

Remarque 2.4.

1. L’idéal Iy(V,P) est simplement l'intersection des composantes pri-
maires contenues dans P, de I'idéal engendré par V.

2. Vu les définitions, on a I.(V,P) = Ip(V + ¢(V) + ... + ¢°(V), P).
Définition 2.5. Soit I un idéal et soit

I=901N---NQ,NQry1N...N QYO (2.9)

une décomposition primaire de I, ou Qi,...,Q, sont les idéaux primaires as-
sociés aux premiers de rang minimal (c’est-a-dire égal arg(l)) et Q,11,...,Qs
correspondent aux composantes de rang strictement plus grand que rg(I).
Nous notons
eq)®on---no, (2.10)

la partie équidimensionnelle de rang minimal de 1.
Définition 2.6. Nous dirons qu'un idéal I C A est ¢-stablesion a ¢(I) C I.

Remarque 2.7. Soit P; C A I'idéal bi-homogene des polynémes s’annulant
en f. Pour tout Q € Pz on a, au vu de (2.4),

ord,—od(Q)(f) > Nord,—o(Q(f)) = Nord,—o0 = +o0, (2.11)
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donc ¢(Q)(f) = 0 et ¢(Q) € Pg. Ainsi Pf est ¢-stable.

Désormais et jusqu’au paragraphe 2.3 nous supposons que les séries for-
melles f1(z),...,fn(z) sont algébriquement indépendantes sur k(z).

Pour nos fins il nous faut introduire la classe des applications de ’an-
neau A dans lui méme suivante :
Définition 2.8. Nous dirons que ¢ est correcte par rapport d l'idéal P C A
si pour tout idéal I tel que tous ses premiers associés sont contenus dans P
I’inclusion
o(1) C eq() (2.12)
implique
¢(eq(l)) C eq(I). (2.13)

Lemme 2.9. Soit P C A un idéal et ¢ : A — A une transformation
quelconque. Supposons que pour tout idéal équidimensionnel J tel que tous
ses premiers associés soient contenus dans P 'une des deux hypothéses sui-
vantes est vérifice pour tout x € P :

zp(J) C )+ J, (2.14)
o(z)p(J) C o(zd)+J (2.15)
etrgdp H(Q) = rgQ pour tout Q € Ass(A/J). (2.16)

Alors, la transformation ¢ est correcte par rapport a P.
Démonstration. Soit I C A un idéal tel que tous ses premiers associés sont
contenus dans P et tel que 'on a (2.12). Pour démontrer le lemme il nous
faut vérifier (2.13).

Supposons d’abord que ¢ satisfait I'hypothese (2.14). Dans ce cas choi-
sissons

xel:geq(l) (2.17)

tel que
x non-diviseur de zéro dans A/eq(T) (2.18)

(le choix d’un tel x est possible car les premiers associés a I : 4 eq(I) sont
de rang strictement plus grand que celui des premiers associés a eq([)).
Vu I'hypothese (2.14) (appliquée avec J = eq([))

z¢(eq(l)) C p(xeq(l)) + eq(I)

et avec (2.17), puis (2.12), nous en déduisons

z¢(eq(l)) C o(I) +eq(l) C eq(I) +eq(I) C eq([). (2.19)

Comme nous avons choisi x satisfaisant (2.18), nous déduisons de (2.19)

p(eq(I)) Ceq(l),
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établissant (2.13) dans ce cas (i.e. sous 'hypothese (2.14)).
Supposons maintenant que 1’on a ’hypotheése (2.15). Dans ce cas choi-
sissons un x € I : 4 eq(I) tel que

¢(x) soit non-diviseur de zéro dans A/eq(I) (2.20)

(ce dernier est équivalent & dire que z ¢ ¢~1(Q) pour tout Q € Ass(eq(I))).
Le choix d’un tel z est possible car les premiers associés a I : 4 eq([) sont
de rang strictement plus grand que celui des premiers associés a eq(l) et
I'hypothese (2.16) nous assure rg (¢~1(Q)) = rgQ pour tout idéal Q C P.

Or, on a xzeq(l) C I et donc nous déduisons de I’hypothese (2.15) (ap-
pliquée avec J = eq(]))

p(x)p(eq(l)) C p(zeq(l)) + eq([)
C o(I)+eq(l) Ceq(I)+eq(I) Ceq(l), (2.21)

d’ot ¢p(eq(I)) C eq([) car, vu (2.20), ¢(z) n’est pas un diviseur de zéro dans
Afeq(I).

Ainsi, nous avons établi (2.13) al’aide de 'hypothese (2.15) et ceci achéve
la démonstration du lemme.l

Corollaire 2.10. Soit D : A — A une dérivation. Alors pour tout idéal
P C A, Uapplication ¢ = D est correcte par rapport a P.

Démonstration. Soit J C A un idéal et x € A. Vu I’égalité de Newton-
Leibnitz, pour tout a € J on a

¢(z-a) =x-¢a) +¢(z) - a.

Comme J est un idéal, —¢(x) - a € J, et ainsi

7-9(a) = (x - a) — $(w) - a € dla) + J.

Donc on a vérifié la condition (2.14) du lemme 2.9 et par ce lemme nous
obtenons que ¢ = D est correcte par rapport a tout idéal P C A.W
Corollaire 2.11. Soit T : P! x P* — P! x P™ une application birationnelle,
telle que pour un point a € P! x P" et toute variété irréductible V passant
par a on ait

dim7 (V) =dim V. (2.22)

Notons P l’idéal de A définissant le point .. Alors, la transformation ¢ = T*
est correcte par rapport a P.

Démonstration. Comme 7* est un morphisme de l'anneau A (dans lui
méme), on a immédiatement (pour tout idéal J C A)

o(x)o(J) = p(xJ),

donc 'hypothese (2.15) du lemme 2.9 est satisfaite. Pour des idéaux pre-
miers on a V(ZT* 1(Q)) = T(V(Q)) et ainsi 'hypothese (2.22) implique
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I'hypothese (2.16) du lemme 2.9. Donc par ce lemme nous obtenons que la
transformation ¢ = 7* est correcte par rapport a I'idéal P de I’énoncé.l

Nous introduisons ici des notations p; et V; que nous utiliserons abon-
damment dans la suite.
Définition 2.12. Posons d’abord

1 sivy =0
def )
v = +1 2.23

{2n+2 max (1, %)n sivy #0. ( )

La suite des nombres p; est définie récursivement. On pose pg = 0, p1 = 1

et pir1 = v(n + 1) pP 2 max (u, 1/())”(”“)!”?+1 pour i = 1,..,n + 1. Les

constantes pu, vy et v; dans cette définition sont les mémes que dans (2.1).
Soit Z un cycle algébrique (défini sur k) dans 'espace P* xP". On désigne

par V;, ou plus précisément par V;(Z), 'espace vectoriel (sur k) engendré

par les polynémes (dans k[X( : X, Xo : ... : X},]) s’annulant sur le cycle
Z et de degré en X' au plus p; (50(2) + m&(Z)) et de degré en

X au plus p;01(Z) (rappelons que 6o(Z) et §1(Z) sont introduits dans la
définition 1.15).
Si I est un idéal propre bi-homogeéne de A nous notons aussi

Vill) = Vi(V(I)),

ott V(I) est le cycle de P! x P™ défini par I.

Définition 2.13. Associons a toute variété W un nombre io(W) : c’est le

plus grand nombre entier positif tel que rg (Io (V;(W),Z(W))) > i pour tout
1< i <io(W).

Remarque 2.14. Vu les définitions 1.15 et 2.12 on vérifie I'inégalité
rg (Ip (Vi(W),Z(W))) > 1 et l'indice io(W) > 1 est bien défini pour toute
variété W. D’un autre coté, le rang de tout idéal homogene dans A ne peut
pas excéder n + 1, donc ig(W) < n + 1 pour toute variété W.

Définition 2.15. 1. Soit P un idéal premier de 'anneau A, V un sous-
espace vectoriel sur k de A et ¢ une transformation de l'anneau A dans
lui-méme. Alors,

eo(V,P) % max(e|rg (V + 6(V) + .. + 6°(V)) Ap) = 1g (VAp)). (2.24)
2. Soit I un idéal propre de 'anneau A,
m(I) = m(eq(I)) < 3 Lap((A/D)p) €N*,  (2.25)
PeSpec(A)|rg(P)=rg(I)

ot 4, ((A/I)p) désigne la longueur de Ap-module (A/I)p.

La quantité m(I) est simplement le nombre des composantes primaires
de I comptées avec leur longueur comme multiplicité.
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2.2 Lemme de multiplicité formel

Soient ¢ et £ comme au début de ce chapitre (satisfaisant les inégali-
tés (2.1) et (2.4)). Ce paragraphe est consacré & la démonstration du théo-
réme suivant.

Théoréme 2.16. (Lemme de multiplicité formel.) Supposons qu’il existe
une constante Co € R telle que pour tout idéal premier bi-homogéne Q C A
de rang n on ait

ordgQ > Cy = la transformation ¢ est correcte par rapport ¢ Q. (2.26)

Soient n1 € {1,...,n} et C; € RT. Supposons de plus qu’il existe une
constante Ko € RT (dépendant uniquement de ¢ et de f) avec la propriété
sutvante : pour tout idéal équidimensionnel bi-homogéne ¢-stable I C A de
rang > ny et tel que m(I) < (n+ 1)!p2ﬂ, dont les idéaux premiers associés
satisfont

ordgQ > Cy, (2.27)

il existe un facteur premier Q € Ass(A/I) satisfaisant

ords(Q) < Ko (dio.n-15011)(Q) + d(1n150)(Q)) (2.28)

Alors, il existe une constante K > 0 telle que pour tout P € A\ {0} satis-
faisant pour tout C' > C}
io(Zc(P)) > mnq (2.29)

(rappelons que le cycle Zo(P) est introduit dans la remarque 1.27) satisfait
ausst

ord,—o(P(f)) < K ((,u +vo)(degxr P+ 1) 4+ 11 degXP>
X ,unfl(degXP +1)". (2.30)

Remarque 2.17. La condition (2.29) est toujours satisfaite (vu la définition
de ig(Z(P))) avec n1 = 1 et C1 = 0.

2.2.1 Estimation de m([y(V;,P)). Le cas v, = 0.

Dans ce sous-paragraphe nous considérons le cas vy = 0.

Lemme 2.18. Soit I un idéal bi-homogéne propre de A, I # A et §y =
0o(I), 61 = 01(I) comme dans la définition 1.15.

Soit W C P! x P" une variété irréductible qui se projette surjectivement
sur P' telle que

5 5;odim(W)

s T (2.31)

01d(0,dim wyW + do dim Wd(q gimw—1)W < ,
n.:
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alors, il existe un polynome Q € Z(W) \ I satisfaisant les deuz inégalités :

degi/ Q < (50 — ].,

(2.32)

Démonstration. Remarquons que si g = 0 ou 6; = 0, alors une variété
W satisfaisant (2.31) n’existe pas : le membre de droite est nul et ne peut
majorer strictement celui de gauche. On peut donc supposer g > 1 et §; > 1.
Comme W se projette surjectivement sur P!, on a

daaimw-nW = 1, (2.33)

et donc le membre de gauche de (2.31) est au moins dim W > 1. Ainsi on

peut supposer

505(1:0dim(W) > nl

Si un polyndéme Qg de bi-degré (69 — 1,01 — 1) s’annule sur W, il satisfait
toutes les conditions de la conclusion du lemme 2.18 qui dans ce cas se trouve
établi. En effet, Qg ne peut pas appartenir a I car on a évidemment

p(61 — 1)d(o,dim 1) + v0(60 — 1)d(1,dim1-1) + v1(61 — 1)d(1,dim1-1) L
< pé1d(o,dim ! + 000d(1,dim 1—-1)1 + v101d(1 dim1-1)]  (2-34)
et le membre de droite de (2.34) minimise ’expression
pdegx (Q)d(o,dim 1! + vo degx/(Q)d(1,dim 1—1) I + 1 degx (Q)d 1 dim 1—1)1

pour les polyndémes @) bi-homogenes appartenant a I \ {0} (cf. la défini-
tion 1.15).

Il nous reste a éliminer le cas ot aucun polynéme de bi-degré (dp—1, 1 —
1) s’annule sur W. Sous cette hypothese, on a la minoration

H,(W, 60— 1,8, — 1) z%(‘sl +§_ 1> 250%. (2.35)

Dans le méme temps, par Iestimation du corollaire 9 de [43] on a

Hg(W, 60 — 1,61 — 1) < (61 — D™ Wd(g gim )W

. 2.36
+ (o — 1)(61 — DIV dim Wd (1 g w—1) W + dim W. (2:36)
Comme on a (2.49), nous pouvons affaiblir (2.55) en
H (W, 60— 1,81 — 1) <68 Wd o gimwn W
o(W:do 1= 1) <67 do,aimw) (2.37)

+ 865 ™ Wt dim Wy gim w—1y W

Les inégalités (2.35) et (2.37) ensemble contredisent ’hypothese (2.31).H
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Corollaire 2.19. Dans la situation du lemme 2.18 si I est radical et si
une variété irréductible W se projettant surjectivement sur P! contient V(I),
alors

50600dim(W)
81d (0, dimw) W + 6o dim Wdy gimw—nyW = ———, (2.38)

n!

Démonstration. C’est un corollaire immédiat du lemme 2.18.1

Corollaire 2.20. Soit P C A un idéal premier tel que V(P) C P! x
P" se projette surjectivement sur P'. Avec la notation V; = Vi(P) et p;
introduite dans la définition 2.12, on a (rappelons Iy(V;, P) = (ViAp) N A,
cf. définition 2.3)

m(Io(Vi, P)) < (n + 1)lpf*. (2.39)

Démonstration. Notons r = rgly(V;, P). L’'idéal Iy(V;, P) C P, étant étendu-
contracté par localisation en P d’un idéal engendré par des polyndémes de
bi-degré (p;do(P), pid1(P)), satisfait d’apres le théoreme de Bézout

(n— 71+ 1)(pido(P))(pid1(P))" " d1n—r) (Lo(Vi, P))
+ (pio1(P)" " (0 n—rt1) Lo(Vi, P))
< (n+1)piH6o(P)(6:1(P))", (2.40)

puis en simplifiant des deux cotés le facteur pf "8y (P)"=7

(n =7+ 1)00(P)d(1,n—r) Lo(Vi, P)) + 61(P)d(0,n—r+1) (Lo(Vi, P))
< (n+1)do(P)(pidr(P))". (2.41)

Soit W = V(Q), ot Q est un premier (non nécessairement minimal) associé
a V(Iyp(Vi, P)). Par construction de Io(V;, P) tous ses premiers associés sont
contenus dans P, ainsi V(P) C W et comme V(P) se projette surjectivement
sur P!, la variété W aussi. En appliquant le corollaire 2.19 nous obtenons
que W satisfait (2.38), ou autrement-dit tout premier Q associé a Iy(V;, P)
satisfait

01(P)d(on41-1g0)Q + (n + 1 —18Q)00(P)d(1,n150)Q
S So(P)é1(P)e

n!

(2.42)
Mais

d(l,nfr)(IO(V;/P)) = Z d(l,nfr)(Q)lAQ((A/Io(v"hP))Q)?
QeSpecA, (2'43)
rg(Q)=r
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et

donriyTo(Vi,P)) = Y. dion—ri1)(Dlag (A/To(Vi, P))g),
Q€SpecA, (2'44)
rg(Q)=r

En sommant 1'égalité (2.43) avec le coefficient (n — r + 1)dg(P) et 1'éga-
lité (2.44) avec le coefficient d;(P), on obtient

(n =7+ 1)d0(P)d1,n—r) (Lo(Vi, P)) + 61(P)d(0,0—r+1) (Lo (Vi; P))

= > ((n=r+D0(P)annQ+(P)donrinQ)
Q€SpecA, (2.45)
rg(Q)=r

X lag ((A/Io(Vi, P))g)-

Appliquons au coté gauche de (2.45) la majoration (2.41) et au coté droit la
minoration (2.42). Nous obtenons

d0(P)d1(P)"

n!

(n 4+ 1)do(P)(pi61(P))" = m(Io(Vi, P)) (2.46)

Maintenant nous déduisons (2.39) de (2.46) par simplification et en remar-
quant r <n+ 1.1

2.2.2 Estimation de m([y(V;,P)). Le cas v, # 0.

Dans ce sous-paragraphe nous considérons le cas vq # 0.
Lemme 2.21. Soit I un idéal bi-homogéne propre de A, I # A et g =
0o(1), 61 = 01(I) comme dans la définition 1.15.

Soit W C P! x P" une variété irréductible qui se projette surjectivement
sur P! telle que

1%
51d(0,dim W)W + (50 + I/[1)(51> dlm Wd(l,dim W*l)W

((50 + 1’%51) (min (1, 41/710> 61)Codjm(W)

< 9codim(W) | ’

(2.47)

alors, il existe un polynome Q € Z(W) \ I satisfaisant les deuz inégalités :

degx/ Q < do + [Z;ﬂ -1,
o (2.48)

degx @ < {521] :

Démonstration. Remarquons que si §g+ %51 = 0 ou d; = 0, alors une variété
W satisfaisant (2.47) n’existe pas : le membre de droite est nul et ne peut
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majorer strictement celui de gauche. On peut donc supposer §y + 5—351 >0
et 9 > 1. Comme W se projette surjectivement sur P!, on a

didimw-nW =1, (2.49)

et donc le membre de gauche de (2.47) est au moins ((50 + 5—351) dim W >
do + %61. Ainsi on peut supposer

v codim (W) )
<Inin (1, ) 51> > geodim(W),,1 (2.50)
41/0

Cette derniere inégalité implique 2”71051 > 2 et ainsi

131 141
—01| > —6; > 1. 2.51
{2V0 1] a7 (2:51)
De plus (2.50) implique
51 > 2. (2.52)

Si un polynéme @y # 0 de bi-degré ((50 + [”161] -1, {%D s’annule sur

219
W, il satisfait toutes les conditions de la conclusion du lemme 2.21 qui dans

ce cas se trouve établi. En effet, Qg ne peut pas appartenir & I car on a

5 0 0
" [21} d(0.dim 1)1 + 10 <5o + {211/01] - 1) d1,dim r-1)7 +21 [21} d(1,dimr-1)1

< pd1d(o,dim 0! + 000d(1,dim r-1)d + v101d(1,dim1-1)]  (2.53)
et le membre de droite de (2.53) minimise 1’expression

pdegx (Q)d(o,dim nd + vo degx/(Q)d(1,dim r—1) I + 1 degx (Q)d (1 dim 1-1)1

pour les formes @ bi-homogenes appartenant & I'\ {0} (cf. la définition 1.15).

Il nous reste a éliminer le cas ou aucun polynéme non nul de bi-degré
(50 + [”;—V‘H -1, [%D s’annule sur W. Sous cette hypothese, on a la mino-
ration

(s [30] -1 [3) = (o [52]) (147
. <50 N y151> (01/2)" (2.54)

41 n!

141 5?
> <50 + V051) otz

en utilisant (2.51).
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Dans le méme temps, par l'estimation du corollaire 9 de [43] on a

dim W
(5 [22] 1 3]) < 4] s

20 2 2

) 6y jdmW-L (2.55)
+ <50 + |:211/01] - 1) |:21:| dim Wd(l,dimW—l)W
+ dim W.

Comme on a (2.49) et (2.52), nous pouvons affaiblir (2.55) en

10 1) 1 :
H, <W, 8o + [“] ~1, BD - <5flmwd(07dimw)w

219
(2.56)
+ (50 + 5161> S Wl dim Wd (g gim Wl)W>.
0
Les inégalités (2.54) et (2.56) impliquent
1% .
d1d(0,dimw)W + (50 + 1/(1)51> dim Wd(y gimw-1)W
(SdeimW

141
= <50 + V061> 9codimW+1p|

et cette derniere inégalité contredit ’hypothese (2.47).1

Corollaire 2.22. Dans la situation du lemme 2.21 si I est radical et si
une variété irréductible W se projetant surjectivement sur P! contient V(I),
alors

v .
01d(0,dimw)W + (50 + V(1)51> dim Wd(1 gimw-1)W

N (50 + 571)51) (min (1, 4@0) 5
= 9codim(W)p1 ’

)COdim(W)

(2.57)

Démonstration. C’est un corollaire immédiat du lemme 2.21.1

Corollaire 2.23. Soit P C A un idéal premier tel que V(P) C P! x
P" se projette surjectivement sur PL. Avec la notation V; = Vi(P) et p;
introduite dans la définition 2.12, on a (rappelons Io(Vi,P) = (ViAp) N A,
cf. définition 2.3)

n+1
m(Io(Vi, P)) < max <1, ) 22 (n + 1)1 pf (2.58)
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Démonstration. Notons r = rgly(V;, P). L’idéal Iy(V;, P) C P, étant étendu-
contracté par localisation en P d’un idéal engendré par des polynoémes de
bi-degré (pi(éo(P) + max(izey 01 (P)), pior (P)), satisfait d’apres le théoreme
de Bézout

4!

(n =+ Doi (8P) + s 51(P)) (061 (P))" At ) (Vi P)
01 (P g ey (0 (Vi P)
<+ D (0(P) + T hi(P)) (P, (259)

max (i, 1)

puis en simplifiant des deux cotés le facteur pf "8y (P)""

(n=r+1) (80(P) + s (P) ) gy ({12 P)
(

+ o1 P) (0,n—r+1) (IO(‘G),P))

< (1) (8o(P) + 51(P)) (b1 (P))". (260)

maX(,ua VO)
Soit W = V(Q), ou Q est un premier (non nécessairement minimal) associé
a V(Io(Vi, P)). Par construction de Iy(V;, P) tous ses premiers associés sont
contenus dans P, ainsi V(P) C W et comme V(P) se projette surjectivement
sur P!, la variété W aussi. En appliquant le corollaire 2.22 nous obtenons
que W satisfait (2.57), ou autrement-dit tout premier Q associé a Ip(V;, P)
satisfait

o1 (,P)d(O,nJrlfrgQ)Q + (n +1- I'gQ) (50(7)) + %51 (P)) d(l,nfrgQ)Q

. codim (W)
(90(P) + 2261(P)) (min (1, £) 61(P))
> . (2.61)
9codim(W) |
Mais
d(l,nfr) (IO(‘/;7,P)) = Z d(l,nfr)(Q)lAQ((A/Io(v"hP))Q)?
QeSpecA, (2.62)
rg(Q)=r
et
donrt1yo(Vi,P)) = D> donrt1)(Qlag (A/Do(Vi, P))g)- (2.63)
QE(Sé))eCA, .
rg(Q)=r

En sommant I’égalité (2.62) avec le coefficient

(n—r+1) (50(79) PN N} (P))

max (i, 1)
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et 1’égalité (2.63) avec le coefficient 61(P), on obtient

V1

(n —r+ 1) (50(7)) + max(uyg)él(P)) d(l,nfr) (IO(‘/’M P))
+ 51 (P)d(O,n—r—&-l)(IO(‘/i? P))

QeSpecA, max(/‘, VO)
rg(Q)=r

+01(P)d(0,n—r41) Q) Lag ((A/Io(Vi, P))g)-
Appliquons au coté gauche de (2.64) la majoration (2.60) et au cdté droit la
minoration (2.61) & chaque terme de la somme. Nous obtenons

V1

(1) (30(P) + s 81(P)) (0 (P

- (50(73) + 7o (73)) (min (17 41’710> 51 (p))
o 27’+1n!

. (2.65)
m(Io(Vi, P)).

Maintenant nous déduisons (2.58) de (2.65) par simplification et en remar-
quant r <n+ 1.1

2.2.3 Démonstration du lemme de multiplicité formel.

Rappelons les définitions 2.12 et 2.13 ou sont introduites l'indice ig(TV)
et les constantes p;. Rappelons aussi les formules (2.1) et (2.4) ou sont in-
troduites les parametres u, v, v1 et A.

Résumons les résultats des sous-paragraphes 2.2.1 et 2.2.2 :

Lemme 2.24. Soit P C A un idéal premier bi-homogéne tel que V(P) C
P xP" se projette surjectivement sur PL. Avec les notations v, V; = V;(P) et
pi introduite dans la définition 2.12, on a (rappelons Io(V;, P) = (ViAp)NA,
cf. définition 2.3)

m(Io(Vi, P)) < v(n+ 1)1t (2.66)

Démonstration. Le résultat découle directement des corollaires 2.20 et 2.23.1

Proposition 2.25. Soit P € A et C € R satisfaisant :

ord,—g(P o f) — (degx P)ordz—o(f) — degx: P
n ((Vo + p)(degxr P+ 1) + vy degy P) pr—degy P4 1)"
C > (min(vo, p)) " (2.68)

C <

(2.67)
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Notons P =Z(Zc(P)) ou Zc(P) est le cycle introduit a la remarque 1.27.
Supposons que pour i = ig(Zc(P)) on ait

6¢(Vi(7))7 P) < m(IO(Vz(P)’ P))? (2'69)
alors
(2Pn+1)n02_1 (270)

~ min(1; )" min(1; p)"
De plus pour tout polynome P € A, on a

n (2pn41)" e
(min(vp, 1)) min(1; A\)? min(1; )™

ord,—oP(f(z)) < max (

2.71
X ((u +vo)(degy P+ 1) + 11 deg§P> ,u"_l(degiP +1)" (2.71)

+ (ordz—of) (degx P) + degy: P

(pour la notation f voir (1.21)).
Démonstration. Remarquons que si degy P = 0 la conclusion de la propo-
sition est automatiquement satisfaite. Donc il nous suffit de traiter le cas
degx P > 1.

Ad absurdum supposons

n,.n—1

(2pn+1) Cn
min(1; A\)” min(1; u)™

C > (2.72)

Rappelons que ig(Zc(P)) > 1 est le plus grand indice ¢ € {1,...,n} tel
que rg(ViAp) > i (cf. la définition 2.13). On pose e le plus grand entier
< e4(Viy, P) tel que Vjy + ... + ¢°(Vi,) C P (ot on note V;, = V;(P)).
Remarquons que grace a ’hypothese (2.69), e4(Vi,, P) est fini, et ey est un
entier bien défini.

Soit @ un générateur de ¢ (V;,) de sorte que par le lemme 2.1 on a

degx Q < p®piy61(P),

2.73
degy' Q < (v080(P) + o161 (P)) max (v, 1) iy 27

Par la substitution (X : X{) = (1 : z) nous pouvons considérer @
comme un polynéme Q de k[z][ X : ... : X,]. Notons Z = Z¢(P).

Soit a € Z. Par le lemme 1.22, b), il existe un systéme de coordonnées
projectives « satisfaisant

ordz—pax = ordz—of,
ordz—o(a — f) —ord—o(f) = Ord,—o(a,f).

Vu ord,—of = 0, on déduit immédiatement

ord,—pax = 0, (2.74)
ord,—o(a—f) = ord,—g(aAf). (2.75)
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Fixons un choix de systemes de coordonnées projectives satisfai-
sant (2.74) et (2.75) pour tout o € Z.
On vérifie :

ordy=0($(Q)()) = min(ord,=o(¢(Q)(f)), ords=o(a A f)) (2.76)

ordy=o (#(Q)(@)) = ord,=o (#(Q)(2) — #(Q)(f)) + #(Q)(£))

(
> min (ordz—o (¢(Q)(a) — ¢(Q)(f))70rdz 0 ((Q)(£)))
> min (ord,—o (o — f) , ord,—o
> min (ordz—o (@ A f) , ord,—g (¢
0d

puis par (2.4) et vu que Q(a) = apres le choix de eg,

ord,=o (¢(Q)(f)) > Aord,—0Q(f)
> dord=o(Q(f) — Q(a)) (2.77)
> Mord,—g (e A f)

On en déduit pour tout o € Z
ordz—o(¢(Q)(a)) > min(1, A)ordz—o(a A £). (2.78)

Par (2.78) on a

LS (ordes (4(Q)(@)))

min(1, \) acZo(P)

Z (ordz—o(a A f)) = M
a€Zq(P)

(2.79)

Y

(noter que M est égale au codté gauche de I'inégalité (1.47)). Par définition
de Z¢o(P) (cf. la définition 1.26 et remarque 1.27) et avec (2.72) il vient

_n—1

M > Crcy ™ (1/0 deg(Z) deg, P + vy deg(Z) degx P + ph(Z) degx P)

2pn+1
deg(Z) deg, P
~ min(1,\) min(1, u) (VO cg(Z) deg,

+ v1 deg(Z) degx P + ph(Z) degy P). (2.80)

On déduit de (2.79), (2.80) et tenant compte de (2.72)

2pn+1
ordz—o (¢(Q)(8)) > ——F—
5€ch:(P) 0 ( - ) min(1, )

X (yo deg(Z) deg, P + v1 deg(Z) degx P + ph(Z) degx P) . (2.81)
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Par ailleurs, par I'inégalité de la taille (1.20), si ¢(Q) ne s’annule pas sur
Zc(P), on a

> ordemy (9(Q)(B)) < deg(Z)h(6(Q)) + h(Z) deg 6(Q)

BEZc(P)
< max(u, 1) pi, (vo deg(Z)do + vi(eo + 1) deg(Z)d1 + ph(Z)d1)
< max(u, 1) (eo + 1)pi, (vodeg(Z)do + v1 deg(Z)d1 + ph(Z)d)

(2.82)

(la deuxieme inégalité vient de (2.73)).
D’apres la définition de eg, 'hypotheése (2.69) et le lemme 2.24 on a

eo < ep(Vig, P) <m(Io(Viy,P)) < v(n+ 1)!p”+1, (2.83)

10

et ainsi max(p, v9)(eo + 1)piy < Pig+1 < pn+1 par définition de py,+1. Donc
les inégalités (2.81) et (2.82) entrainent :

2pn+1
min(1, ) (yo deg(Z) deg, P + v1 deg(Z) degx P + ph(Z) degx p)
< prs1 (vo deg(Z)dg + v1 deg(Z)dy + ph(Z)d,) .

Cette inégalité est contradictoire par la définition 1.15, il en résulte

$(Q)(a) = 0.
Ainsi
¢ (Vi) C P, (2.84)

ce qui contredit la définition de eg si eg < ey(Vjy, P), et donc nécessairement
eo = e¢(Viy, P). De plus, (2.84) implique

g ((Vig + -+ 6 (Vig)) Ap ) < rg (P Ap) = n. (2.85)
Comme on a eg+1 > ey(Vj,, P) et par définition de ey (V,, P) nous obtenons
rg ((Vig + o+ 0% (Vig)) Ap ) > 1g(VigAp) > i, (2.86)
et ainsi
rg(Vigs1Ap) = 18 (Vig + o+ 677 (Vi) Ap) 2 i + 1.

Si ip < m ceci contredit la définition de i, et si i9 = n l'inégalité (2.86)
montre

rg ((Vig + . + 6 (Vig)) Ap ) > n

contredisant (2.85).
On a donc vérifié que I'hypotheése (2.72) ne peut étre satisfaite ce qui
établit (2.70).



72 CHAPITRE 2. LEMME DE MULTIPLICITE FORMEL

Il nous reste a vérifier (2.71). Fixons un polynéme P quelconque. Consi-
dérons l'ensemble M(P) des réels C satisfaisant les estimations (2.67)
et (2.68) (avec notre polyndome P fixé). Si M(P) = (), nous avons

ord,—g(P o f) — (degx P)ordz—o(f) — degyx: P
n ((u +vo)(degxr P+ 1) + 11 degKP) pr—Hdegy P4 1)"

(min(vo, 1)) ™" >

d’ott on déduit immédiatement (2.71).
Au cas contraire, si M(P) # (), notons C; la borne supérieure de M(P),
c’est un nombre réel fini : 'estimation (2.67) montre

ord,—o(P o f) — (degy P)ord,—o(f) — degx/ P

Cs = :
n ((u +vo)(degxr P+ 1) + 11 degéP) pr—(degx P+ 1)"

Nous avons établi 'estimation (2.70) pour tout élément de M(P), donc C
aussi satisfait cette estimation, d’ou (2.71). B

Lemme 2.26. (Cf. [43], §7, lemme 13). Soit P un premier de A tel que la
transformation ¢ est correcte par rapport a P et soit V C A un sous-espace
vectoriel non nul de A sur k. Si ex(V,P) > m(Io(V,P)), alors il existe un
idéal equidimensionnel ¢-stable J tel que

a) In(V,P)Cc JCP,

b) rg(J) = rg(lo(V,P)),
¢) Tous les premiers associés a J sont contenus dans P.

FEn particulier,

m(J) <m(Io(V,P)),
d(l,n—rgJ)*] < d(l,n—rglo(\ﬂp))([o(v: P))v (2'87)
d(o,n—rgi+1)J < d@n—reio(v.p)+1)Lo(V, P)).

Démonstration. Notons m = m(Io(V,P)), et pour tout e = 0,1, 2, ... notons
Je =1.(V,P), J. = eq(Je). Vu ces définitions on a

Jo CJeg1 C o1 e=0,1,2,.... (2.88)

Remarquons que si rg(Jet+1) = rg(Je), ou autrement-dit si rg(Jey1) =
rg(Je), on a Jey1 D Je (car on a toujours Jer1 D je).

Si ¢t (V) & Je, alors soit rg(Jet1) > rg(Je) soit rg(Jetr1) = rg(Je) et
m(Jer1) < m(Je). En effet, dans cette situation il y a dans Je11 un élé-
ment z qui n’est pas dans J, (car Joi1 O Joy1 D ¢¢TH(V)) et qui donc
est soit un non-diviseur de zéro dans A/J. et alors rg(Je4+1) > rg(Je), soit
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n’appartient pas & au moins une des composantes primaires de 1’idéal équi-
dimensionnel J.. Dans ce deuxiéme cas on a, comme remarqué ci-dessus,
Je C Jey1 et toute composante primaire de Je41 contient une composante
primaire de J. (sinon par localisation on ne peut avoir J. C Je41). Donc
pour tout @ C Spec(A) on a la,((A/Jes1)0) < lag((A/Je)o) et vu (2.25)
on a déja m(Jeq1) < m(Je). Mais, il existe un élément = € J.11 n’apparte-
nant pas a une composante primaire de .J, de radical disons P, on a alors

Lap ((A)Jes1)p) <lap((A)Je)p) et ainsi m(Jeqr) < m(Je).
Par définition de e, (V,P) (cf. la définition 2.15) on a

rg (Je) = rg(Jo) pour tout e =0, ...,e4(V,P). (2.89)
Comme ey (V,P) > m, si ¢¢™(V) € J. pour e =0,...,m — 1, on a
1 <m(Jp) <m(Jp-1) < --- <m(Jy) =m, (2.90)

donc on a m + 1 entiers m(Jp),...,m(Jy,) deux a deux distincts entre 1 et
m, ceci étant impossible il existe 0 < eg < m — 1 tel que

¢TIV C Jep. (2.91)
On a donc (vu la définition de I'idéal J,,)

6(Jeo) C (Jeg + 6 (V) Ap N A C oy + ey C oo, (2.92)

car Jo, C Je, par définition de ce dernier.
Comme ¢ est correcte par rapport a P (et par construction de J, tous
ces premiers associés sont contenus dans P), (2.92) implique

QS(J@O) - J607

donc l'idéal équidimensionnel Je, est ¢-stable.

Montrons maintenant que le choix J = J., démontre le lemme.

La construction de J., montre que tous les premiers associés a J, sont
contenus dans P, ce qui démontre le point ¢). Puis, avec la remarque évidente
Io(V,P) = Jo C Je, vient le point a).

Le point b) est démontré par (2.89).

Ainsi I'idéal J = J,, satisfait toutes les propriétés demandées, (2.87)
résultant de a), b) et ¢).l

Démonstration du théoréeme 2.16. Posons

C =1+ max (eZ—lcg, (min(rv, 1)) ™", Cisos

(n!cn (1 + Vl) pZK()) ,Cl> (2.93)
max(f, 1)
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(rappelons que ¢, est défini en (1.42), Cy, C1, Ko proviennent de 1’énoncé
du théoreme 2.16 (hypotheses (2.27), (2.29)), Cjgqo provient de la re-
marque 1.28). Soit P € A\ {0} un polynéme ne satisfaisant pas (2.30)

pour
2pn+1cn )n)

K= 2nC' . 2.94

max( " (max(l,)\) max(1, i) (2.94)

Alors il satisfait (1.52). En particulier, C' et P satisfont aux conditions (2.67)
et (2.68) de la proposition (2.25).

Notons P = Z(Z¢(P)), ou Zc(P) est le cycle introduit a la re-
marque 1.27. Vu (1.47) et (2.93), on a ordyP > Cy et donc, d’apres I’hy-
pothese (2.26), ¢ est correcte par rapport A P. De plus, Z0(P) se projette
surjectivement sur P! (cf. la remarque 1.28).

Si pour ¢ = ip(Z2¢(P)) on a

es(Vi, P) < m(Io(Vi, P)), (2.95)

ou V; = Vij(Z¢(P)) est introduit & la définition (2.12) et ey, m sont donnés
a la définition 2.15 : (2.24) et (2.25) respectivement, nous vérifions (2.69) et
nous pouvons appliquer la proposition 2.25 qui donne (2.30) vu notre choix
de K. Ceci contredit notre hypothése que P ne satisfait pas (2.30). Si en
revanche (2.95) n’est pas satisfaite, nous appliquons le lemme 2.26 a 'idéal P
et 'espace vectoriel V' = V;(P) (ol nous désignons toujours i = ig(Zc(P))).

Notons J I'idéal équidimensionnel ¢-stable fournit par le lemme 2.26. Vu
la propriété b) de cette proposition nous avons rgJ =rg (V;) > i > ny.

On vérifie (vu (2.87))

m(J) < m(Io(V,P)),
d(O,n—rgJ—l—l)(J) < d(O,n—rgJ—l—l) (IO(V;» P))

Comme V(P) = Zc(P) se projette surjectivement sur P! on a de plus par
le lemme 2.24

(2.96)

m(Io(V,P)) < v(n+1)pi*!

et aussi 61(P) > 1.
Rappelons que Iy(V;,P) C P et donc

rglo(Vi, P) < 1gP = n.

Comme l'idéal Iy(V;, P) C P est étendu-contracté d’'un idéal engendré par
des polynomes de bi-degré < (pi (50(73) + 11— (73)) , i1 (73)), on a

max(p,0)
d(0,n—rgro(vi,P)+1) (Lo (Vi, P)) < (50(P) + me(w5l(77))

X 01 <’P)rg10(‘/i,lp)—1p§g10(vi7p)

< <1 + 1/1) pn
= U max(u, ) )

x (80(P) + 1) (61(P) + )&l ViP)

4!

(2.97)
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d’ou finalement

141

digmrgrin] < (1 + ) P2 (00(P) +1) (5:(P) + 1) . (2.98)

max(f, 1)

Comme J est un idéal équidimensionnel, pour tout Q € Ass(.A/J) nous
avons donc

d(0,n-rgo+1) @ < d(0,n—rgs+1)J

4! n o (2.99)
< [ — gL
o (1 * max ([, Vo)) pn (%0(P) + 1) (01(P) +1)
Le calcul pareil pour d(; ,_0)Q donne
d(1,n-1g0)Q < Pl (61(P) +1)"82. (2.100)

Comme P et C satisfont (1.52), par le lemme 1.29 il existe un point
cw min(vo,u) >
3nlen, =

(1 + ”71) prKo (on a la derniere inégalité d’apres la définition (2.93)),

max(4,0)

et donc pour tout Q € Ass(A/J) (vu la propriété c) donnée dans le
lemme 2.26)

a € Zco(P) satisfaisant l'estimation (1.55) avec C' =

4!

ordgQ > ord(f, @) > (1 + ) pnKo(do(P) +1)(61(P) + 1)"

(2.101)

Les estimations (2.99), (2.100) et (2.101) mises ensemble (et étant vraies
pour tout Q € Ass(A/J)) contredisent (2.28). Ainsi ’hypothése (1.52) avec
C donné par (2.93) est intenable et nous en déduisons 'estimation (2.30)
avec notre choix de K. A nouveau ceci contredit notre hypothése que P ne
satisfait pas (2.30).

Finalement, un polynoéme P ne satisfaisant pas (2.30) ne peut exister, ce
qui acheve la démonstration.ll
Remarque 2.27. Notre démonstration du théoreme 2.16 nécessite en fait
une condition plus faible que (2.28) :

max (i, V)

ordg(Q) < Kod(pn—rgo+1)(Q) (01(P) +1)" 82, (2.102)

ou P désigne I'idéal du cycle Z¢(P) a partir duquel nous construisons Q. Si
vy = 0, alors on a besoin d’une condition encore plus faible :

ordg(Q) < Kod(g,n—rgo+1)(Q) (01(P) + 1)" 789 (2.103)

Néanmoins il semble difficile dans le cas bi-projectif de lier la quantité d;(P)
a @ de fagon convenable.

En fait nous pouvons poursuivre la méme ligne de démonstration dans
le cas projectif, c’est-a-dire en considérant z comme une fonction (et alors
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f=(1,z fi(z),..., fn(z))). Dans ce cas on utilise au lieu de do(P) et 01(P)
une seule quantité, le minimum des degrés des polynémes non-nuls appar-
tenant a P. Dans ce cas I'idéal ¢-stable I, que nous construisons dans la
démonstration a tous ses premiers associés contenus dans P et tout premier
associé a Q contient aussi un polynéme de degré 6(P) (en fait tous les po-
lyndémes de P de ce degré, par construction de I). Comme Q C P, on a
nécessairement 6(Q) > §(P), et par ailleurs comme Q contient un polynéme
de degré 6(P), on a §(Q) < 4(P), donc §(Q) = 6(P).
Comme résultat nous obtenons alors la conclusion qu’il existe une
constante K telle que pour tout polynéme non-nul on ait
ord,—o(P(f)) < K(deg P+ 1)"*! (2.104)

sous la condition analogue a (2.28) : il existe deux constantes réelles positives
Ky, Cpy telles que que pour idéal ¢-stable I, dont tous les premiers associés
satisfont OrdgQ > Cp, on a pour au moins un premier associé a I I'inégalité

ordg(Q) < Ko deg(Q) (6(Q))" 89! (2.105)

Cette derniére condition est optimale au sens que si nous admettons ’estima-
tion (2.104), nous pouvons établir (2.105) pour tout idéal premier homogene
Q (pas nécessairement associé a un idéal ¢-stable). En effet, par le corol-
laire 2 de [14] on a (pour tout idéal premier homogene Q dans 'anneau des
polynémes en n + 1 variables)

5(Q) < (n!deg(Q))"/™#<. (2.106)
Choisissons un polynéme P; € Q de degré §(Q). Comme P; € Q, on a
ordsQ < ord,—o P (f). (2.107)

Maintenant les estimations (2.107), (2.104) et (2.106) nous donnent (2.105).

2.3 Application aux opérateurs différentiels

Dans ce paragraphe nous considérons un n-uplet f = (f1(2),..., fu(2z))
des fonctions (ou des séries formelles) satisfaisant le systéme d’équations
différentielles Az )

(z
fl(z) = =—==%, i=1,...,n, 2.108
( ) AO(Zv ) ( )
ou Ai(z, X1,...,X,) €klz, X1,...,X,] pour i =0, ...,n.
On associe au systeme (2.108) opérateur différentiel

|-

a n
D= AO(Zale B 7Xn)$ =+ ZAi(Zlea s 7Xn)
=1

0
0xX;’

(2.109)
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c’est une application D : k[z, X1,..., X,] — k[z, X1, ..., X,]. Nous considé-

rerons également D comme agissant sur A = k[X{, X]][X1, ..., X,] par :
D ="A0(X}, X1, X X)) =2
- 0( (IEAS LS P n)ai)q

n
0
+ZhAi(X(/)7X17X17"'7Xn) ’
i=1 90X,

(2.110)

ot "P désigne la bi-homogénisation du polynéme P € k(z, X1,...,X,] :

h / / 1deg, P degx P <Xi X3 Xn)
P(X,, X7, X1,...,X,) =X, - X Pl—,—,...,— |.
( 0y <21y <21 ) n) 0 0 X(/)’XO’ ,X(]

Il est facile de vérifier la relation D("P) = "(D(P)) et ainsi l'application
D : A — An’est autre que "la bi-homogénisation" de D : k[z, X1, ..., X,,] —
klz, X1,...,X,].

L’application D est une application correcte par rapport a tout idéal
P C A d’apres le corollaire 2.10).

Signalons, que la notion d’idéal D-stable (cf. la définition 2.6) coincide
avec la notion d’idéal différentiel (dans le cadre de l'algebre différentielle)
introduite, par exemple, dans [21].

Si nous désignons M = max;—q,. ndegA;, alors pour degy @ > 1,
degy' @ > 1 nous avons les estimations (2.1) avec vy = p = M + 1 et
%1} ;0

Nous déduisons du théoreme 2.16 une amélioration du théoreme suivant
de Nesterenko :

Théoréme 2.28. (cf. Théoréme 1.1 de chapitre 10 de [32]) Supposons que
les fonctions

f=(f1(2),..., fn(2)) € C[[z]]"

sont analytiques en z = 0 et forment une solution du systéme (2.108) avec
k = C. S’ existe une constante Ky telle que tout idéal premier D-stable

P C C[Xy, X1,...,X,], P #(0), satisfait

. B < ‘
lnin ord,—oP(z,f) < Ky, (2.111)

alors il existe une constante K1 > 0 telle que pour tout P €
C[X{, X1,...,X,] on a

ord,—o(P(z,f)) < Ki(degys P+ 1)(degy P+ 1)". (2.112)

Remarque 2.29. En supposant Ay(0,£(0)) # 0 dans le systéme (2.108),
il est facile de vérifier la condition (2.111), cf. [32], chapitre 10, exemple 1
(p. 150). Par ailleurs, la condition (2.111) est établie dans le cas ou les
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polynémes A;, i = 0,...,n sont de degré 1 en Xq,..., X, cf. [28]. Dans ce
cas la démonstration s’appuie sur la théorie de Galois différentielle.

Avec le théoréeme 2.16 nous pouvons remplacer la condition (2.111) du
théoréme 2.28 par une condition plus faible (voir (2.113) ci-dessous et (2.28))
en démontrant de plus un résultat valable en toute caractéristique.

Théoréme 2.30. Supposons que les séries formelles

f=(f1(2),..., fn(2)) €kz]]"

forment une solution du systéme (2.108) et soientny € {1,...,n}, C; € RT.
Supposons qu’il existe une constante Ky telle que tout idéal bi-homogéne
primaire D-stable P C A de rang > ny satisfait

ordgP < Ko (d(O,n—rg’P—l-l)P + d(l,n_rgpﬂ?) : (2.113)

ou, si chark = 0, nous supposons l'inégalité (2.113) seulement pour des
idéaux bi-homogénes premiers D-stables P C A de rang > ny. Alors il existe
une constante K; > 0 telle que tout P € A\ {0} satisfaisant pour tout
c>Cy

i0(Zc(P)) > m (2.114)

satisfait aussi

ordz—o(P(z,f)) < Ki(degy, P+ 1)(degx P+ 1)". (2.115)

Démonstration. On va appliquer le théoréme 2.16. La condition (2.26) est
satisfaite car dans le cas considéré l'application ¢ = D est correcte par
rapport a tout idéal (cf. corollaire 2.10).

Les fonctions f1(z),..., fn(z) sont algébriquement indépendantes sur
k(z) car sinon l'idéal P; # (0) étant D-stable (cf. la remarque 2.7) ne peut
satisfaire (2.113). N

Considérons un idéal bi-homogene équidimensionnel et D-stable J C A,
J # (0). Soit Q un des facteurs primaires de J. Comme J est un idéal
équidimensionnel, on peut présenter J comme J = QN I, ou I ¢ /O.
Choisissons un élément z € I\ v/Q.

Soit a € Q. Alors xza € J et, comme J est D-stable, on a

D(za) € J C Q. (2.116)
Comme D est une dérivation,
D(za) = D(z)a + zD(a). (2.117)

On a D(z)a € Q (parce que a € Q), et ainsi (compte tenu de (2.116)
et (2.117)) xD(a) € Q. Par notre choix de x ceci implique D(a) € Q et donc
Q est D-stable.
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Si chark = 0, nous pouvons déduire que v/Q est D-stable. En effet, pour
tout a € VO on a a” € Q, et alors

D(a") € Q.

Mais D(a™) = nD(a" 1), et donc si chark = 0 ceci implique D(a""!)Q. En
répétant cette procédure nous arrivons a la conclusion D(a) € Q C /O,
donc v/Q est D-stable.

Maintenant I’hypothése (2.113) assure immédiatement 1’hypo-
these (2.28). En effet,

IN

d(o.n—rgp+1)VQ d(0,n—rgP+1)Q < d(0,n—rgp+1) deg J,
d(l,nfrgp)\/é < d(l,nfrgP)Q < d(l,nfrgP) deg J

et pour au moins un des facteurs primaires de J on a
ordVv Q = ord; Q = ord;J.
Ainsi nous pouvons appliquer le théoreme 2.16 (avec la constante Cy = 0,

par exemple) qui nous donne la conclusion souhaitée.ll

2.4 Application aux transformations biration-
nelles

Dans ce paragraphe nous allons considérer la transformation rationnelle
7T de P! x P dans P! x P définie par

(X2 X, Xo & oo X)) — (Ap(X, X7) : AL(Xp, X7),
Ag(Xg, X1, X0, 0y Xn) et An(X(, X7, X, -, X)), (2:118)
ou A € k[X(, X1], i = 0,1, sont des polynomes homogenes de degré r en X’

et Aj e A, j=0,...,n, sont des polynémes bi-homogenes de bi-degré (s,t)
en X' et X.

Remarque 2.31. A toute transformation rationnelle 7 définie par (2.118)
et telle que Ay et Aj sont des polynémes non nuls on associe un systéme

d’équations fonctionnelles (7) en posant p(z) = ﬁégz; :
40(E(2) fip(2) = AE(@), i=1,.n (2.119)

(o f désigne (1,2,1, f1(2), ..., fu(2))).

Réciproquement, & partir du systéme (7) (ot p(z) € k(z) et on ne fait pas
I’hypothese que ord,—gp > 2) les formules (2.118) définissent un morphisme
T : P! x P* — P! x P™.
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Définition 2.32. Nous disons que le morphisme défini par (2.118) et le
systéme (2.119) sont associés I'un a lautre.

Définition 2.33. Nous disons qu’une sous-variété W C P! x P est 7-

stable, si
T(W)=W.

Théoréme 2.34. Soitk un corps commutatif de caractéristique quelconque
et T : PL x P — PL x P une transformation rationnelle dominante définie
comme dans (2.118), par des polynémes A}, i = 0,1 homogénes en X' et
de degré r, et des polynomes A;, i = 0,...,n bi-homogénes en X' et X, de
bi-degré (s,t).

Soient f1(z),...,fn(2z) € K[[z]] des séries formelles algébriquement indé-
pendantes sur k(z) et ny € {1,...,n}, C; € RT. Nous notons toujours
f= (17 z,1, fl(z)a i) fn(z))

Supposons de plus qu’il existe A € Rsq, tel que pour tout QQ € A

Ordz:OQ(T(f)) > )\OdeZOQ(E) (2120)

et qu’il existe une constante Ky € R™ (dépendant uniquement de T et de f)
telle que pour tout entier positif
N <v(n+1)lpit] (2.121)
N 49 4\ . L, .
(ot v vaut 2" max (1, ?) si s # 0 et 1 sinon) toute variété irréductible

TN -stable W ¢ P! x P* (définie sur le corps k) de dimension dimW <
n —ny + 1 satisfait nécessairement

ordg(W) < Ko (d(o’dim W + d(l,dimw,l)w) . (2.122)

Alors, il existe une constante K1 > 0 telle que pour tout P € A\ {0}
satisfaisant pour tout C' > C

i0(Ze(P) > m (2.123)

satisfait aussi

ordy—o(P(f)) < Ki(degyx, P +degyx P+ 1)(degx P+ 1)". (2.124)

Démonstration. Nous allons appliquer le théoreme 2.16 a la transformation
¢ = T*. On a immédiatement les propriétés (2.1) (avec u = t, vy = r et

v1 = s) et (2.4) (cette derniére est fournie par I’hypothese (2.120)). Dans
+1
ce cas v (introduit dans la définition 2.23) est égal & 2"*2 max (1, 4{)“ si

s # 0 et 1 sinon. Posons Cp = C¢e- Alors la condition (2.26) est assurée

avec le lemme 1.31 et le corollaire 2.11.
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Afin de vérifier (2.28) pour les idéaux équidimensionnels 7 *-stables .J
satisfaisant m(J) < v(n + 1)p2ﬁ et (2.27), remarquons que la condition de
T *-stabilité entraine

V(J)cT-1(V(J)) (2.125)

d’ou par application de 7 aux deux cotés
TV \irrT) C V(J) (2.126)

(rappelons que irr 7 est introduite dans la définition 1.30). Comme nous
avons posé Cy = Crég (et vu (2.27) et le lemme 1.31) toute composante W

de la variété V(J) satisfait W ¢ irr 7
dimW =dim 7T (W \ irr 7).

Rappelons que J est un idéal équidimensionnel et donc pour toutes ses
composantes irréductibles on a dimW = dimV(J), on en déduit que
7 (W \ irr 7) est une composante irréductible de V(J).

Ainsi 7 induit une application de ’ensemble des composantes irréduc-
tibles de V(J) dans lui méme. Mais, le cardinal de l’ensemble des com-
posantes irréductibles de V(J) est majoré par m(J) < wv(n + 1)lp'f;
par hypothese sur J. Il existe donc un sous-ensemble de cet ensemble
qui est permuté par l'action de 7 et ce sous-ensemble contient au plus
v(n + 1)!plt] éléments. Comme les orbites de 7 dans ce sous-ensemble ne
peuvent avoir plus de v(n+1)! pZﬁ éléments, on en déduit qu’une puissance
TN, N <v(n+1)lp!t], fixe une composante irréductible W de V(.J).

Maintenant 1’hypothése (2.122) nous assure ’hypotheése (2.28), et ainsi
toutes les conditions du théoreme 2.16 sont vérifiées. En appliquant ce
théoreme nous obtenons la conclusion (2.124) (qui coincide avec la conclu-

sion (2.30) du théoréme 2.16 si K1 = Ku" ! max(u + vo,v1)).B

Comme une conséquence immédiate du théoreme 2.34 nous obtenons
le théoreme 0.1. En effet, ’hypotheése que fi(z),..., fn(z) satisfont le sys-
téme (7) assure la condition (2.120), qui nous permet d’appliquer le théo-
réeme 2.34 en établissant le résultat.






Chapitre 3

Le cas des relations de
Mahler généralisées

3.1 Généralités

Dans les paragraphes 3.1 et 3.2 nous considérons un corps commutatif k
de caractéristique quelconque. Au paragraphe 3.3 nous nous placerons sur
Q.

Soit 7 : P! x P* — P! x P" la transformation rationnelle définie
par (2.118) :

(X X, Xo & X)) — (Ap(X, X]) : AL(Xp, X7),

Ao(Xh, X!, X0, oo Xn) ¢ ot An(X), X1, Xo, ...,Xn)>,

ou A € k[ X{(, X1], i = 0,1, sont des polynomes homogenes de degré r en X’
et Aj e A, j=0,...,n, sont des polynémes bi-homogenes de bi-degré (s,t)
en X' et X.

Dans ce chapitre nous déduisons du théoreme 2.34 le lemme de multipli-
cité fonctionnel dans le cas ou les polyndémes définissant 7 sont linéaires en
X (i.e. t =1). Au paragraphe (3.3) nous déduisons a ’aide de ce lemme de
multiplicite certains résultats d’indépendence algébrique.

Rappelons la remarque 2.31 : & toute transformation 7 rationnelle définie

par (2.118) et telle que Ay et Af, sont des polynémes non nuls on associe un

systéeme d’équations fonctionnelles (7) en posant p(z) = 2}8’2 :
o\H

Ao(E(2)) fi(p(2)) = Ai(E(z), i=1,..n

(ou f désigne (1,2, 1, fi(2), ..., fu(2))). Nous posons A et ord,—op(z).

Introduisons ’hypothese suivante :
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Hypothése 3.1. Le systéme d’équations fonctionnelles associé a 7 ad-
met une solution en séries entieres algébriquement indépendantes, que nous

notons £ = (1: f1(2z) : ... : fu(2)).
Rappelons que par 7* nous désignons ’application
T A— A,
X} — Ap(Xg, X1) pour j =0,1, (3.1)
X; — Ay (X(, X1, X0, -, Xpn) pour i = 0,...,n

Nous notons par my(x) la projection d'un point x € P! x P" sur le premier
facteur P!, et par m1(x) la projection de x sur le deuxiéme facteur P".

Nous allons utiliser la notation (T‘l(h))(l:z) avec h € Pﬂt @ PEZ((T))
pour désigner I’ensemble des points

g:(l:z,l:gl:...:gn)E{(l:z)}metelsqueT(g):h.

En particulier, (T_lT(f))(l_ ) désigne 'ensemble des points (1 : z,1 :
g1 : ... : gn) satisfaisant 7(g) = T(f).
Lemme 3.2. Toute transformation T définie par (2.118) et satisfaisant

Uhypothése 3.1 posséde la propriété suivante : pour tout polynome P € A
bithomogéne on a

T*P(E(z)) = A)(1,2)"%x T Ao (E(2)) <" P(E(p(2))) (3.2)

Démonstration. Par définition de 7,
I*P<X/7£> == P(A()(X,)a All (X/)v AO(X/7X)7 sy An(X/7 X)) (33)
Comme P est bihomogene, on a
P(A()(X,); All(X/)v AO(KCK): seey AH(X,a X))
= Ap(X)) B 4 (X!, Xx)ex P

TANXY)T T Ap(XL X)) T Ag(XL X))

(3.4)

Collons (3.3) et (3.4), puis substituons X = 1, X{ = z, X; = f;(z). Nous
obtenons

T*P(f) A/( )degxi’PAO(f(z))degiP
><P<1’A'1(1,z) | AuE) An<§<z>>>' (3.5)

Au(f
Ap(1L,2)" 7 Ag(E(z))" 7 Ao

Maintenant il suffit d’utiliser les relations (7) pour déduire (3.2).H
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Démonstration du théoréeme 0.1. Le lemme 3.2 assure la propriété (2.120),
ainsi le théoreme 0.1 est un corollaire direct du théoreme (2.34).1

Lemme 3.3. La transformation T définie par (2.118) et satisfaisant I’hy-
pothese 3.1 est une transformation dominante.

Démonstration. Ad absurdum. Si T n’est pas dominante, alors il existe un
polynome bihomogene P € k[X{, : X; Xo : ... : X;,] non nul tel que

I*P(X/,X) =P (Aé)(X,)v All(X/)? AO(X/7X)7 ey An(xlax)) =0, (3'6)

ou 0 € k[X{ : X], Xo : ... : X,,] désigne le polynéme nul.
Substituons dans (3.6) X; = 1, X| = z, X; = f;(z), puis appliquons le
lemme 3.2, nous obtenons

Ay(1,2) "5 T Ay (F(2)) “8x " P(E(p(2))) = 0. (3.7)

Comme z, fi,....f,, sont algébriquement indépendantes sur k (et Ag est un
polynoéme bihomogene non nul a coefficients dans k), Ay(f) # 0, et z étant
transcendant sur k on a évidemment Af(1,2z) # 0. Ainsi

P(1,p(z),1,f1(p(z)), ..., £a(p(2))) = O

c’est que contredit I'indépendance algébrique des fi,....f, sur k(z).H

Remarque 3.4. Dans la démonstration du lemme 3.3 nous avons utilisé
I’hypothese qu’il existe une solution du systeme (7) dont toutes les compo-
santes sont algébriquement indépendantes sur k(z).

Rappel. La notion d’idéal 7 *-stable est donnée dans la définition 2.6 et la
notion de la variété 7 -stable est donnée dans la définition 2.33.

Remarque 3.5. Le fait qu'une variété W est 7-stable implique que
l'idéal Z(W) est 7 *-stable, mais la réciproque n’est pas vraie. La condi-
tion 7(Z(W)) C Z(W) signifie géométriquement que W est un sous-
schéma de 7 ~1(W). Mais, si l'on sait que la variété W est irréductible et
dim 7 (W) = dim W, alors on a la propriété :

la variété W est 7-stable < 'idéal Z(W) est 7 *-stable. (3.8)

Remarque 3.6. Si une variété W est contenue dans irr 7, alors par notre

convention 7(W) = T(W \irr7T) = T(0) = 0 C W, donc formellement
toute variété qui se trouve a l'intérieure de irr 7 est 7 -stable. Remarquons
que pour toute telle variété

ord¢W < ordg (irr7),

donc la quantité ordg W est majorée par une constante ne dépendant que de
fetdeT.
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3.2 Lemme de Nishioka

Soit 7 : P! x P* — P! x P une transformation définie par (2.118) avec
les polynomes A; linéaires en X (et ainsi ¢t =1) :

n
Ai:Zaij(X/)Xj, z':(),...,n,
j=0

ol a;;(X") désigne des polynomes de k[X{), X]] homogenes du degré s. Sup-
posons que 7 satisfait I’hypothese 3.1 (et donc par le lemme 3.3 la transfor-
mation 7 est dominante). Dans ce cas irr 7 = ().

D’ici et jusqu’a la fin de ce paragraphe nous notons W une variété définie
sur k et 7-stable.

Soit v(z) € k((z)). Posons

def
W) = WNV(Xgy(2) — X7) (3.9)
et notons 7,(, la transformation de IP’" dans IP’” définie par

k((2)) k((2))

(Xo & oot X) = (A0(1,9(2), Xo, o0y Xn) ot An(1,5(2), X, -, Xn) ).

Lemme 3.7. Soit v(z) € k((z)) et ¢ € W, (z)- Supposons que

p((z)) = p(z). (3.10)

Alors il existe ¢' € Wy, tel que T (@) = T ().
Démonstration. Les applications T ;) : m1(Wy(z) — m(Wpy)) et T
71 (Wz) — 71 (Wp(z)) sont linéaires et non-dégénérées (car z et (z) sont tous
les deux transcendants sur k, tandis que 7 est définie sur k et dominante,
cf. le lemme 3.3). Ainsi ces deux applications induisent des isomorphismes
entre m1 (W, (z)), m1(Wp(z)) et m1(W,). Maintenant il est facile de vérifier que
si on pose ¢/ := T, 1o (z) (T 1(®)), le point ¢’ := (1 : z,¢) appartient &
W, et Pon a T(¢') = T(

Lemme 3.8. Soit 3 = (1 : z,08(z)) € W. Alors, W N 7T71(1
p(2), B(p(2)) # 0. ] )
Démonstration. Comme W est définie sur k et §(z) € W, on a ((p(z)) € W.

Comme W est T-stable, W N T 1(F(p(z))) # 0.0
Corollaire 3.9. Soit 3 = (1 : z,0(z)) € W,. Alors, W, N T~ (1
p(2), B(p(z))) # 0.

Démonstration. Le point 3 donné, nous trouvons avec le lemme 3.8 un point
& dans W N T 1(3(p(z))). Comme T (&) = B3(p(z)) € W(z), on a nécessai-
rement & = (1 : y(z),a(z)) avec y(z) satisfaisant p(vy(z)) = p(z) (et ainsi
par définition & € WW(Z)). Nous pouvons donc appliquer le lemme 3.7, qui

Z

2’7
7
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nous fournit un point & € W, satisfaisant 7 (&) = 7 (&) = 5(p(z)), ce qui
montre le corollaire.ll

Nous rappelons que la notation Ord,—o(-, -) a été introduite & la page 38.
Lemme 3.10.

sSup Ordz:O (7—z(f)v 7;(&)) > A sup Ordz:O (fv ﬁ) (311)
acem (Waz) pemi(Wy)

Démonstration. Remarquons d’abord

A sup  Ord,—o(f,0) = sup Ord,—o(f(p(2)),B(p(2)).  (3.12)
pem (Wy) Bem (Wy)

Pour f on a la propriété £(p(z)) = T,(£). Ensuite, pour tout 3 € m1(W,)
on a un point 3 € W, satisfaisant 71 (3) = f3 et puis le corollaire 3.9 nous
donne un point & € W, satisfaisant 7 (&) = G(p(z)), et ainsi

T(m(&)) = B(p(2)). (3.13)

Done, pour tout point 3 € m1(W,) on détermine un point a = m (&) €
m1 (Wy) satisfaisant (3.13).

Cette construction, jointe & (3.12), nous donne immédiatement 1’estima-
tion (3.11).1
Théoréme 3.11. Soitk un corps commutatif de caractéristique quelconque
et T : PL x P! — PL x P une transformation définie par (2.118) avec les
polynomes A; linéaires en X. Soit (1, f1(z), ..., fn(2z)) une solution en séries
entieres algébriquement indépendents du systeme d’équations fonctionnelles
associé a T satisfaisant ’hypothése 3.1. Supposons que

A := ordz—op(z) > 2. (3.14)

Alors, il existe une constante Ky telle que pour tout polynéme P € A
non nul, on a

ord,—o(P(f)) < Ki(degy, P +degy P+ 1)(degy P+ 1)".

Démonstration. Si T est définie par (2.118) avec des polyndémes A; linéaires
en X, la transformation 7% I’est aussi, et si N est majoré par une constante
ne dépendant que de 7, les degrés correspondants s, A etc. de la transfor-
mation 7% sont aussi majorés par des constantes ne dépendant que de 7.
Ainsi en étudiant des idéaux stables de la transformation 7%V nous nous
restreignons a ’étude des idéaux 7 -stables.

Remarquons d’abord que ’application 7, est une application linéaire non

dégénérée définie sur k(z). Notons Cs def ord,—odet 7,71
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Soit W C P! x P™ une variété définie sur k et 7-stable. Vérifions 'inéga-
lité

sup  Ord,—o(f,a) < Cs

< . (3.15)
aem (W) A—1

En effet, par le lemme 3.10 nous avons l’estimation (3.11). Puis, comme
7, est une application linéaire non dégénérée, on a Ord,—(7,(f), ZTz()) <
C3 + Ord,—o(f, ) et donc

sup  Ord,—o(7z(f),Zz(a)) < C3+ sup Ord,—o(f, a). (3.16)
aem (Wa) aem (W)

En comparant (3.11) et (3.16) nous trouvons (3.15).
L’inégalité (3.15) implique

ord; W = sup Ord,—o(f, &) < max (2, Cs ) . (3.17)
- aGEW A—1

En effet, supposons que pour un & € W on ait

Ord,—o(f, @) > max (2, AC_?’J : (3.18)

Alors, il existe un systéme de coordonnées projectives & = (
avec v(z) € k((z)) et a(z) € w1 (W) tel que ord,—o(z — v(z)) > max(2, {=)
et

Ord,—o((z), f) > max(2, %) (3.19)
C3

Comme ord,—o(z — 7(z)) > max(2, =), il existe une série v(z) € k((z))
satisfaisant v(v(z)) = z et

C
ordz—o(z — v(z)) > max (2, 3 31> . (3.20)
En substituant v(z) au lieu de z dans &(z) nous trouvons &(v(z)) =
(1,z,a(v(z))). Comme W est définie sur k, &(v(z)) € W. De plus, comme
v(z) coincide avec la série z au moins jusqu’a l'ordre max(2, %), I'inéga-
lité (3.19) implique

Cs

Ord,—o(a(v(z)),f) > max (2, )\_1) .

Comme & € W,, on déduit donc la minoration

sup  Ord,—o(f, @) > max (2, C’?)) ;
aewl(Wz) )\ -1

qui contredit (3.15). Cette contradiction montre que '’hypothese (3.18) est
intenable et donc assure (3.17).
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Maintenant on fait la remarque que la transformation 7%, N € N, est
aussi définie par des formules du type (2.118), donc pour une variété 7 V-
stable on a I'estimation (3.17) (avec C3 remplacée par C3'). Cette derniére
inégalité montre que ’hypothese (2.122) du théoreme 2.34 est satisfaite (et
méme sous une forme plus forte). Il suffit d’appliquer le théoreme 2.34 qui
nous donne le résultat souhaité.ll

Remarque 3.12. Le théoreme 3.11 était démontré dans le cas particulier
p(z) = z¢ (d > 2) par Nishioka [33]. Topfer a considéré des systémes plus
généraux mais l'estimation de ord; P qu’il obtient en lieu et place de celle
de notre théoréme 3.11 a un exposant strictement plus grand que n (et ainsi
n’est pas optimal) [50]. Ces théorémes était démontrés en caractéristique 0,
contrairement au théoreme 3.11.

Dans la suite nous allons appliquer le théoreme 3.11 pour amélio-
rer plusieurs résultats d’indépendance algébrique, notamment ceux de
Th.T6pfer [49]. Les méthodes de transcendance étant plus délicates a manier
en caractéristique finie nous nous sommes contentés de résultat en caracté-
ristique 0 laissant 1’étude de caractéristique finie pour une phase ultérieure.

3.3 Application a I’indépendance algébrique

Dans ce paragraphe nous utilisons le lemme de mutiplicité établi dans
le paragraphe 3.2 pour estimer la mesure d’indépendance algébrique dans le
cas correspondant.

Soit p(z) = p1(z)/p2(z) une fraction rationnelle & coefficients dans Q.
Notons d = degp, § = ord,—op. Soient f1(z),...,f»(z) € Q[[z]] des fonctions
analytiques a coefficients algébriques, algébriquement indépendantes et sa-
tisfaisant un systéme d’équations fonctionnelles de la forme

a(z)f(z) = A(2)f(p(2)) + B(z) (3.21)

ot f(z) = (f1(2), ..., fn(2)), a(z) € Q[z] et A (resp. B) est une matrice n xn
(resp. m x 1) & coefficients dans Q[z].

Pour des solutions d’un systeme de la forme (3.21) Th.Topfer [49] a
démontré que lorsque p € Q[z] est un polynéme et w un point fixe de p, les
fonctions algébriquement indépendantes f1(z),...,fn(z) sont analytiques (a
coefficients algébriques) dans un voisinage U de w et que pour « un nombre
algébrique tel que

T(pM(a) - w

avec N — oo (et T(p!M(a)) n’est pas zéro du dénominateur commun de A
pour tout N € N), on a

deg.tr.gQ(E(a)) > mo,
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ol mg désigne le plus grand entier satisfaisant my < (n + 1)%822 (cf.[49],
théoreme 3). Dans le méme article Th.Tépfer a aussi donné une mesure

d’indépendance algébrique dans le cas d = ¢ (cf.[49], théoréme 1).

Nous utilisons la méthode générale élaboré dans [42] et notre lemme de
mutiplicité démontré dans le paragraphe 3.2 afin d’améliorer ces résultats.

Remarque 3.13. Le point stable w de p satisfait (par définition) I’équation

p(w) = w. Si p est & coefficients dans Q, le point w est algébrique et ainsi
le polynoéme p;(z) := p(z + w) — w est aussi a coefficient algébriques, et
le point 0 est son point stable. Ainsi dans les résultats cités ci-dessus les
considérations pour un point p-stable w arbitraire peuvent étre réduit au
cas w = 0 (voir le début de la section 4 dans [49]).

Remarquons, que 'indépendance algébrique de fi(z),...,fn(z) implique
det A # 0 et donc nous pouvons réécrire (3.21) comme

£(p(2)) = a(2)" A(z) " 'f(2) — a(z) "' A(z) "' B(2). (3.22)

Ainsi nous sommes bien dans la situation considérée dans le paragraphe 3.2
et donc il existe une constante K telle que pour tout polynéme P € A non
nul, on ait

ordz—o(P(f)) < Ki(degys P +degx P+ 1)(degy P +1)" (3.23)

(cf. le théoreme 3.11).
Topfer a démontré le résultat suivant :

Lemme 3.14. (voir le lemme 11 de [49]) Soient T,D € N et y € C.
Soit K un corps de nombres. Alors il existe un polynome Rrp € Kz, X]
satisfaisant

deg, Rrp < C1d'D (3.24)
degXRT,D < D (325)
h(Rr,p) < exp(CoD(d" +D")). (3.26)
Si de plus on a
5" > CyD™, (3.27)
alors
exp(—Cs D" 16T) <|Rrp(y, £(y))| < exp(—CeD"T167T). (3.28)

Démonstration. C’est une conséquence directe des lemmes 8 et 9 de [49] et
du théoreme 3.11. On définit les polynémes Ry p comme il est fait dans [49]
a l'alinéa suivant le lemme 9 (cf. le bas de la page 174).1
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Dans la suite nous aurons besoin de quelques définitions introduites
dans [42].

Ici nous notons pour tout r € R

BO,r) ¥ {zeC||z| <)

Soient 0 < 7/ < r < Ret S C N x B(0,r) un ensemble tel que pour
tout y € B(0,r) le sous-ensemble S N (N x {y}) soit vide ou de la forme
{0,...,m(y) — 1} x {y}. On appelera ensemble pondéré un tel ensemble S
et support de S, noté Supp(S), son image par la projection 7 sur le second

facteur. Si S est un ensemble pondéré de cardinal N on note E, () = 1 et
sinon

NN w(2)| /v
Ey(5) % (i) . HS 11:(|(7|r(i)|)1,/ /Tl) €10, 1]. (3.29)

Exemple 3.1. Si un ensemble pondéré contient un seul point (0,x), et si
nous posons 1’ = |z|, r > 1/, alors

_lel 1+ (alfle) _ 2l
B =5 el ) ~ Pl

Dans la suite nous utiliserons aussi la quantité G, , ("la gravitation"),
cf. [42]. Pour nous le seul cas d’importance sera celui ot S est réduit & un

point z. Dans ce cas G, ,+(S) =1 (cf. [42], p.4-5). Pour la définition générale
nous renvoyons le lecteur au §2 de [42] (bas de la page 4 et haut de la page 5).
Pour tout t € N et toute série formelle (et également pour toute fonction

analytique) g € C((z)) nous notons (suivant [42]) D;(g) le t-éme coefficient
de g. Pour tout D C N” et ¢t € N posons

D fP(0) = (Dp(f{* -+ fom)(0) | € Dt =0,...,1),

c’est un vecteur de @(t+1)cardD. Si 1 est une fonction croissante de N dans
N* et cardD > 21(0), on notera encore tp = tp, le plus grand entier tel
que 2tpY(tp — 1) < cardD.

Nous utiliserons la notation
n
|D| = maxz |l
a€eD -1

Définition 3.15. Soient n € N*, A un ensemble infini de parties de N",
Pp:N->N" ¢:AxN-—-R>

telles que pour tout D € A les fonctions (t) et ¢p(t) soient crois-

log ¢ (t)
t

santes en t, la fonction soit décroissante en t pour t > tp et
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lim infp| % = 0. On suppose de plus ¢p(t) > 4v2(t + 1)i(t)
pour t > tp.

On appelera systeme de K-fonctions de type (¢,¢) une famille
(f1,--- fm) de fonctions analytiques dans B(0,1) telles que pour tout ¢t € N
et D € A on ait

Df(0) @ [QD:f(0): Q] <u(t), h(DfP(0)) < dm(t).

Définition 3.16. Soit ¢ > 1 un réel, nous dirons qu'un sous-ensemble
D € A est c-admissible pour le systeme de K-fonctions fi,..., fmn si
pour tout @ € Z[Xy,..., X;] non-nul, supporté par D (c-a-d. de la forme
S nep QX - X2m), de longueur < v/2 - cardD - ¢p(tp), on a

ord,—oQ(f1,..., fm) < c-cardD.

Remarque 3.17. L’ensemble

D={heN"|h; <D} (3.30)
est c-admissible pour le systéme de K-fonctions fi,...,f, dés que f =
(fy,...,f,) satisfait le lemme de multiplicité (avec ’exposant optimal, i.e.

m, et la constante multiplicative égale a c).

Proposition 3.18. (Proposition 7 de [42]). Soient ¢ > 1 et fi,..., fm un
systeme de K -fonctions de type (¢, ), alors :

1. Pour tout D € A il existe un polynome P € Z[Xi,...,X] non
nul, supporté par D, de longeur < /2 - cardD - ¢p(tp) tel que Ty :=
OI‘dZ:()F(Z) >tip ou F = P(fla 7fm) 5

2 s log ¢p(tp) < 1

2 < o1, pour tous réels ', "' tels que 0 < r” <1’ <r ou

_ 12log ¢p(T0)

=1
T T ,

et pour tout ensemble pondéré S de support dans la couronne B(0,7")\
B(0,r"), de cardinal N < Ty/8, satisfaisant

—log E, ./ (S) > 19 ef log G,/ (S) </

log ¢p(To) — “Tolog (/4) = (3.31)

il existe un point (t,y) € S tel que

P (c+4)To o To/16
— < |DiF < | — .
(4) —‘ t (y)‘— <(1_\/?7)2>

De plus, si D est c-admissible pour f1,..., fm, on a Ty < ¢ - cardD.
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Démonstration du théoréme 0.5. Le théoreme 3.11 nous fournit le lemme de
multiplicité pour les fonctions z, f1(z), ..., fn(2z) et donc il existe un C' > 0
tel que I’ensemble D donné par (3.30) (avec m = n+1) est C-admissible pour
le systéeme de K-fonctions z, fi(z),..., fn(2z). Le lemme 12 de [49] montre
que les nombres D,f(0) appartiennent a un corps de nombres fixé et nous
en fournit une majoration de la hauteur :

h(D,fP(0)) < (t+2)=Pl.
Dans la notation de la référence on a

Qtﬁ(()) = (fl,ta s afn,t)

et )
DP(0) = (ft" )€ D),

et la hauteur est le produit du dénominateur et de la maison de ces vecteurs.
En particulier, ces majorations entrainent que les séries f;(z) convergent
pour |z| < 1.

Ceci montre que pour ¥(t) = ¢1, ¢p(t) = (t + 2)®Pl le systeme de
fonctions z, f1(z), ..., fn(z) est un systeme de K-fonctions de type (¢, ¢) au
sens de [42].

On applique la proposition 3.18 avec m = n + 1, 'ensemble D défini
comme dans (3.30), 7 =" = |pl"}(y)| et S = {(0,pT)(y))} ot

log D + loglog D + log (19(n + 1)c2) — log | log |chyl|
log 6

T> . (3.32)

on a E,,.(S) < 3[pl"l(y)| (cf. l'exemple 3.1 car r est proche & 1 dans notre
situation) et G,.,(S) = 1. Notons que pour 7" suffisamment grand on a

T T
Ichyl® < P Ty)| < byl

car |pl”(y)| — 0 (voir le lemme 2 de [49]).
On note F' la fonction fournie par la proposition 3.18. Soit ¢ = det A, on
vérifie
nD

(flq@[ﬂ(y))) F(pM@) = Por (0, 1), faly)  (333)
=0

ou Ppr € Z[z,X1,...,X,] est un polyndme de degré < ey D(d? +---+1) <
csDd" en z, de degré < D en X et de longueur inférieure & exp(cgDd?). La
majoration du degré en X est évidente, vérifions les majorations du degré
en z et de la longueur de Pp . Montrons d’abord par récurrence

deg, Po.n < caD(dN 4 -+ 4 1), (3.34)
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pour N = 0,...,T. Pour N = 0 on a Ppo(y, f(y)) = F(y) et donc (3.34)
est vraie (vu la définition de F) pour toute ¢4 > 1. Pour N > 1 nous avons

N—-1
Ppn(y, f(y) = aly)"? (H a(p (y))"PF (p!™! (y))>
=1

=q(y)""Pon-1(p(y), f(p(v)))
a(y)"” Pov-1 (p(y), A (W) f(y) + A7'B(y)) -

(3.35)

Ainsi en admettant l'estimation (3.34) pour N — 1 (et en utilisant la ma-
joration évidente degy Pp ny < D) nous obtenons (en notant Ag(y) =

a(y) A~ (y) et Bo(y) = q(y)A~'B(y)) avec ¢4 > max (deg, A, deg, Bo) +
n deg(q)

deg, Pp y < nDdegq + csdD (dN_l + -+ 1) + D max (deg, Ay, deg, By)
SC4D<dN+---+1).

Donc pour ¢4 = n - degq + max (deg, Ao, deg, By) I'estimation (3.34) est
démontrée par récurrence. On en déduit immédiatement

N+1 _ 1
degz PD7N S C4Dﬁ (336)
pour N =0,...,7T, et donc
deg, Ppr < 2c4Dd” . (3.37)

Concernant la longueur L(Pp n), nous déduisons de (3.35) I'estimation

L(PD,N) < L(PD,N_I) . L(q)"D . L(p)degz Pp,N—1

x (L(Ao(y)) + L(Bo(y)))”
< L(Pp Nn_1)exp (c5(D + deg, Pp.n-1)) ,

puis avec (3.37)
L(Pp,n) < L(Pp,N-1)exp (CngN_l) :
En appliquant la récurrence nous déduisons
L(Pp,r) <exp (cg (@14 4 1)) < exp <C6DdT> . (3.38)

Ceci acheve la vérification de la majoration de la longeur et des degrés de
PrenzetenX.

Remarquons que les majorations du deg, Pp r et de la longueur de Pp 1
impliquent que pour un y € Q fixé a ’avance la longueur de Pp 1 est bornée
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par cf'Dd? (ot la constante ¢’ dépend de y mais est indépendante de D et
T). Dans la suite pour un y fixé nous utiliserons la notation cg au lieu de
gl

Soit W C Pg une variété de dimension k < n +1 — %gig,

posons

n7k+1ike .
o(W) 4 hax (h(W), d(W)" 1 Tess ) ,

og § og § 1/(n_k)
Ios Iog ) , (3.39)

D = c<0(W)1wgdd(W)logd

1 1 (H(W)) 5 log ¢ 4 loglog ¢
logd d(W) log 6

ou ¢ désigne une constante suffisamment grande. Vérifions (3.32) pour tout
couple de parametres D < D’ et T'. Tout d’abord, remarquons qu’il suffit de
vérifier cette inégalité seulement pour D = D’. Ensuite, vu la définition de
6(W), on a

: (3.40)

log d

m—k+1+¢e)logdW)<(n—k+1- 1Ogé)logG(VV).
n—k+1—1ced
Pour ¢1 = Wl_fsg‘se on peut réécrire cette inégalité comme
logd
n—k+1logdW)<(n—k+1- 1225 —e1)log (W), (3.41)

et vu I’hypotheése k < n+ 1 — }Zgg on trouve que €1 > 0 des que € > 0.
En réarrangeant des termes dans (3.41), puis divisant par (n — k) log d nous
pouvons réécrire (3.41) comme

1 ( 1 <10gd—1>log0(W)+

! o d(W))

logd \n — k \logd —
€1
—1 < —1 -1 . 42
+ (n— k) logd og (W) < logd (log (W) — logd(W)). (3.42)

Compte tenu des définitions (3.39) et (3.40) nous réécrivons (3.42) comme

1 log c €1
log D' —
log & o8 log & * (n—k)logd

log (W)

log ¢ + loglog ¢

<T-2 (3.43)

log &
Pour finir la vérification de (3.32) il nous reste a remarquer que quelles
que soient les constantes €; > 0, C7 > 0 nous pouvons toujours prendre c
suffisamment grande pour assurer avec toute valeur de (W)

n loglog 6(WV) - logc €1

1 ) logd  (n—k)logd

log 6(W). (3.44)
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En remarquant (3.44) nous estimons avec (3.42) et (3.43) (pour des valeurs
de ¢ suffisamment grandes)

1 log ¢ €1 log ¢ + log log ¢
T>—1logD — logd(W)+2- ——=——
Z 1025 %8P " 1ogs T = kytoga 8! log d
€1 logc
> logD' + ——~———log O(W
log ¢ o8 +(n—k)logd 08 6( )+log(5
1 1 log (19 1 —log |1 4
> logD/+ lOglOgD,+ Og( (n+ )62) Og‘ Og|63y||7
log § log & log d
ainsi établissant (3.32).
Notons y1 = ¥, Y2, ..., Y+ 'ensemble des conjugués de y (qui est ainsi

supposé d’étre de degré t sur Q). Posons

t
~ def .
Ppr(Xi,...,X,) = den(y) 4Por) 5 T Ppr(yi, X1, ..., Xa),

=1

¢’est un polyndéme a coefficients entiers de degré <t¢-D en X1,..., X, et de
longueur

L(Ppr) < exp (esDd"). (3.45)

On vérifie (3.31) car Ty < CD"*! vu le théoréme 3.11 (rappelons que
nous notons Ty = ord,—oF(z)) et 67 > cDlog D et la proposition 3.18
montre que le polynéme Pp r satisfait Ppr(z) = F(pl")(y)) et donc

exp(—cr D" 6T < |Ppr(2)| < exp(—cs D" 6T, (3.46)

ou
z=(y, fi(y),..., faly)) € C*T,

Plus grande est la constante c¢; dans la minoration de (3.46) plus faible
est cette minoration. Ainsi nous pouvons supposer que la constante c7 est

. . 4 N
suffisamment grande, en particulier, nous pouvons supposer c; > 22628, ou

¢ est la constante de (3.49) ci-dessous.

On applique le corollaire 1.34 au point 2’ = (f1(y),- .., fn(y)) € C™ avec

logd
m=n, 0<k=dmW <n+1——2%5-p,
log 0
4 1
r=¢D'd", o = —07, = —egD'MTLST,
cs 2

Pour tout réel
T<s<U (3.47)
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)1/<n+1>

on pose Qs(X1,...,Xp) = PDS,T(Xl, ..., Xp) pour Dy = [( 25 et

cgd
T défini dans (3.40). Les restrictions (3.47) impliquent

1
486 /<d>T nt1 ( 25 )1/(n+1)
_ — < = _
( cs b ) < Ds Cg(ST

et ainsi la quantité e(s) du théoreme 1.35 satisfait

<D, (3.48)

D,
e(s) = [D’] +1<2=A
Nous déduisons (1.75) de (3.46). On remarquera que

+1
”1_[ (1 + ]:Ui|2>%degxi P < exp (C/DSdT) (3.49)
i=1

pour une constante ¢, et les inégalités (3.48) entrainent (pour la constante

¢ dans (3.39) suffisamment grande)

n+1 1
sdegx. Ppg T 1. pntlsT
[T (14 fal?)? 700707 < egerPitaT,

i=1
On vérifie avec la définition de D’ que pour ¢ suffisamment grande on a
[K = Q- 3AHLGE (840t (W) + (k + 1)d(W)) < T/ ((n+ 1))

et on obtient avec ’application du théoreme 1.34 :

n+l logd k+1 logd k+1

log Dist(z, W) > —U = —CO(W)n—k Togd n—k (W )Togd n—k |

ko

ce qui acheve d’établir le théoreme 0.5.H

Démonstration du théoréme 0.8. Nous suivons la méme ligne de démonstra-
tion que dans la preuve du théoréeme 0.5 En particulier, nous utiliserons ici
les polynémes Pp r définis dans la démonstration du théoréme 0.5 (nous
renvoyons le lecteur a cette démonstration ci-dessus pour les détails). Rap-
pelons, que ce sont des polyndmes définis a partir de deux parametres D
et T de degré < c;D(d¥ +---+ 1) en z, de degré < D en X1,..., X, et
de longueur < exp (cGDdT>. De plus, si D et T satisfont (3.32), alors Pp r

satisfait les estimations (3.46).
logd

Soit W C P&H une variété de dimension k <n +1 — 2y oo bosons
n+1—k—%+€

logd

O(W) < max | A(W), d(W) "5
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2_log5 10g§_1 1/(717]“)
D= c<9(W) B () ra ) , (3.50)
o 1 O(W) log ¢ + loglog ¢
T = logdlo (d(W))+ log 0 , (3.51)

ol ¢ désigne une constante suffisamment grande. On vérifie, en suivant le
méme raisonnement que dans la démonstration du théoreme 0.5, que les
parametres D’ et T satisfont (3.32). Ainsi pour tout D < D’ le polyndme
Pp 1 (construit a partir de D et T' donné par (3.51)) satisfait les estima-
tions (3.46).

On applique le critére pour les mesures (théoréeme 1.35) au point x =
(y, fl(y)7 T fn(y)) € C™! avec

log d
m=n+1, 0<k=dimW <n+1-2-2% N—o
log 0

by =7=cD'd" 6y =" =041 =D, o=dcr/cs, U=D"Ts"

Pour tout réel
TA<s<U (3.52)

0e \1/(n+1) o
on pose Ry = Pp_ 1 pour pour D, = ( 3 ) et T défini dans (3.51).

cgdl

Les restrictions (3.47) impliquent

1
deg (d)T nt1 ( 2 )1/(71—}—1) ,
Sy (¢ <D, = <D 3.53
( cs ) - 085T B ( )

et ainsi la quantité e(s) du théoréme 1.35 satisfait

e(s) <2=MA\

Nous avons donc bien (1.75).
On vérifie avec la définition de D’

3NFLS) 6 (Opg 1t (W) + (k+ 1)7d(W)) < U/ ((n + 1)o)F !

et nous déduisons avec le théoreme 1.35 :

2_n+1710g6 k+1 logd k+1 n+1

log Dist(z, W) > —U = —CO(W)> 7 F TogdnF d(V)logd nF -k,

ce qui acheve d’établir le théoréme 0.8.H

Maintenant nous allons prouver le théoreme 0.11. Pour ceci nous utilisons
le résultat suivant :

Lemme 3.19. Soient p,qi,...,q, € Clz] des polynomes et soient f; €
Cllz]], j =1,...,n des séries formelles satisfaisant le systéme

fi(z) = [i(p(2)) + ¢j(2), j=1,...,n.
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Supposons que p est un polynéme non-constant et fi,..., fn sont algébri-
quement dépendantes sur C(z). Alors il existe des nombres complezes c;,
j=1,...,n, non tous nuls, et une fraction rationnelle g € C(z) satisfaisant
les deux propriétés suivantes :

1. g(z) = g(p(z)) + 2j-1 ¢a5(2),
2. il existe un m € Z, m # 0, tel que

n m
> _cifiz) —g(z) | €C(a).
j=1

Démonstration. C’est un cas particulier du lemme 6 de [49], ou encore du
théoréme 2 de [22].1

Nous déduisons du lemme 3.19 le résultat suivant :

Lemme 3.20. Soitn € N*, ¢; € Clz], i =1,...,n et p € Clz] satisfaisant
¢i(0)=0,i=1,...,n, p(0) =0 et p(z) # z. Soient x1,...,xn € C((z)) des
fonctions définies par (21). Supposons que 1,qu,...,q, sont C-linéairement
indépendantes et qu’au moins une des conditions suivantes est satisfaite :
1. degptdeg (X iy siqi(z)) pour tout (si1,...,s,) € C"\ {0}.
2. Y sixi(z) € Clz] pour tout (s1,...,s,) € C"\ {0}.
Alors les fonctions X1, - - ., Xn Sont algébriqguement indépendantes sur C(z).
Démonstration. Dans le cas ou on a la condition 1 de I’énoncé, 'indépen-
dance algébrique des fonctions xi,...,xn sur C(z) est démontré dans [49]
(cf. la démonstration du corollaire 4 de cette référence). Donc il nous suffit
de considérer le cas ou les fonctions xi,..., xn satisfont la condition 2 de
I’énoncé.

Ad absurdum, supposons que Xi,...,Xn sont algébriquement dépen-
dantes sur C(z). Alors nous pouvons appliquer le lemme 3.19, en déduisant
I’existence de nombres complexes cy, ..., c,, d'un nombre entier strictement
positif m € N* et de fractions rationnelles g(z),t(z) € C(z) satisfaisant

9(z) = g(p(z))+_cja;(2), (3.54)
j=1

o) = (icmz)—g(z)) | (3.55)

j=1
def n def n ’
En notant x(z) = X7, ¢jx;(z), ¢(z) = 377 ¢jq;j(z), nous pouvons ré-
écrire (3.54) et (3.55) comme
9(z) = g(p(2)) +q(2), (3.56)
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De plus, vu le systéme (22), la fonction y satisfait I’équation

x(z) = x(p(z)) + q(2). (3.58)

En substituant (3.56) et (3.58) dans (3.57) nous obtenons

qui implique t(z) =t € C car p(z) # z et donc
x(z) = g(z) + t'/™ € C(z).

I est montré dans la démonstration du corollaire 4 de [49] qu’en fait g(z) €
C[z], donc on trouve finalement

x(z) € Clz],

c’est qui contredit I’hypotheése 2 de I’énoncé et ainsi montre I'indépendance
algébrique des fonctions x1, ..., x, sur C(z).H

Remarque 3.21. Dans le lemme 3.20 la condition 1 entraine la condition 2,
si les fonctions xi,. .., xn sont algébriquement dépendantes sur C(z), alors
elles satisfont une équation de la forme Y i s;xi(z) = t(z) (ou ¢ € C,
i=1,...,net t(z) € Clz]).

Remarque 3.22. L'exemple q(z) = 2z — z*, p(z) = 2% et x(z) =
Yoreo q(p!"(z)) = 2% montre que les conditions du type 1, 2 imposées dans le
lemme 3.20 sont indispensables. Plus généralement, soient p(z), q(z) € C[z]
des polyndmes, satisfaisant ord,—oq > 1, ord,—op > 1, p(z) # z et

x(2) € Y g (@) €l (359
h=0

(par exemple, on peut prendre p(z) = z¢ et q(z) = z¢ — z>?), d > 2. Soient
q1,- -, qn € C[z] des polynomes tels que pour un ensemble (c1,...,c,) € C"
on ait Y1 ¢iqi(z) = p(z). Alors Y i, ¢ixi(z) € Clz] (ou les fonctions x;
sont définies dans (21). Le lemme 3.20 (notamment le cas 2) montre que
cet exemple décrit tous les ensembles de fonctions xi,...,Xxn algébrique-
ment dépendantes (ot x;, ¢ = 1,...,n sont définies comme dans (21)). Ainsi
la description des ensembles de fonctions x1, ..., xn algébriquement dépen-
dantes est équivalente a la description des couples des polynomes p(z), q(z)
tels que l'on ait (3.59).

Démonstration du théoréme 0.11. Par le lemme 3.20 les fonctions x1,...,Xn
sont algébriquement indépendantes dans des cas 1, 2 de 1’énoncé (car ces
cas coincident avec les cas 1, 2 considérés dans le lemme 3.20). Ainsi nous
montrons le théoreme par application des théoréemes 0.5 et 0.8.H
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Nous améliorons enfin le théoréme 2 de [49], qualitativement et quanti-
tativement.

Théoreme 3.23. Soit U C C un voisinage de 0 et soient fi,..., fn :
U — C des fonctions analytiques algébriqguement indépendantes. Supposons
que les coefficients des développements de Taylor des fonctions fi,..., fn
au point 0 appartiennent ¢ un corps de nombres K et que ce n-uplet de
fonctions satisfait (3.21) (avec p(z) € Q(z), nous supposons d = degp,
0 = ordz—gp > 2). Supposons de plus que f;(0) =0,i=1,...,n, et donnons-
nous un nombre compleze y € U N Q satisfaisant lim,,_ o pi™ (y) =0 et
pour tout m € N que le nombre compleze pl™ (y) # 0 ne soit pas un zéro de
det A(z) ni de a(z). Alors il existe une constante C > 0 telle que pour toute

variété W C Pg de dimension k <2n+1 — %ggg(n +1), on ait

n+1 logd k+1

R S
logd  n+1

n—k logd n—k
log Dist(z, W) > —C <h(W) + d(W) '~ Tog3 T ) d(W)n=r,

ovx=(1:fi(y):...: fuly)) € P&. En particulier, on a
deg.tr.gQ (f1(9)s - fuly) = 20+ 1 f)i?(n +1). (3.60)

Démonstration. Soit W C P une variété de dimension k < 2n+1— }gég(n—k
1), posons

S N
(W) % max (h(W), AW BE ) : (3.61)
1710g5 log & 1/(’”7]{:)
D = ¢ (9(W) logdd(W)logd> ) (3.62)
1 O(W) (n+1)loge+logloge
= 1 )
o d og <d(W)> + log 8 ) (3.63)

ol ¢ désigne une constante suffisamment grande.
On applique le théoréeme 1.35 au point z = (f1(y),. .., fn(y)) € C" avec

m=mn, 0<k=dmW <n, \=2
1
T:CéDdT’51:52:...:5n:D7 o= Cs5/Cs, U2506Dn+1(5T,

ot g = (C1 + Co) (1+ &)

Vu le lemme 3.14 il existe des polynémes Rrp € Q[z,X] satisfai-
sant (3.24)-(3.26).

En substituant les valeurs de D et T données par (3.62) et (3.63)
dans (3.27), on vérifie par un calcul direct que cette condition est satisfaite



102 CHAPITRE 3. LE CAS DES RELATIONS DE MAHLER CENERALISEES

g9
pour k < 2n+1— 1Ogd(rﬁ—l) En effet, dans ce cas 67 = (d%v/;) P xc"loge
log & logd n+1

et D" = 6?(VV)(1 Togd) nek kd(W)logd n—k x ¢! et on voit que (3.27) est sa-
tisfaite avec ¢ > e“® et (W) donné par (3.61).
On vérifie aussi 7A < U et pour tout réel

TALs<U (3.64)
1/(n+1)
on pose R.(X) = Ba,p (. X) € Q)[X] pour D, = | (cr) et T
défini dans (3.63). Les restrictions (3.64) impliquent
1
ACHD  (d\T\ " 25 \ /(D
= < D, = <D .
( & (5) ) =D [(cw’) <D (65)

et ainsi la quantité e(s) du théoréme 1.35 satisfait

e(s) < A

De plus (3.65) implique que pour k < 2n+1— }ggg(n—i— 1) la condition (3.27)
est satisfaite, et ainsi les polynémes Ry p, satisfont (3.28). Nous avons donc
bien la condition (1.75) du théoréme 1.35.

On vérifie avec la définition de D et T', quitte & ajuster la constante c,

[Q(y) : Q] - 3NTLG1 -+ 6 (S rt (W) + (k + 1)7d(W)) < U/ ((n+ 1)o)* !
et nous déduisons avec le théoréme 1.35 :

n+1  logéd k41 log § k+1

log Dist(z, W) > —U = —CO(W)n—Fk Tegd n—k (W )Togd n—k

ce qui acheéve d’établir le théoreme 3.23.1H

Remarque 3.24. Notre théoreme 3.23 couvre strictement les théoremes 1
et 2 de [49]. Par rapport au théoréme 2 de [49], notre théoreme 3.23 a ’avan-
tage de fournir une mesure d’indépendance algébrique, mais aussi améliore
Iestimation du degré de transcendance. Grosso modo notre minoration du

degré de transcendence est % mieux que ’estimation correspondante don-

née dans le théoreme 2 de [49]. Signalons que pour ; lo gg suffisamment grand

) NI logd 2n+1
(c’est a dire, 1525 > 15

tions triviales.

Montrons que notre estimation donne pour tout

2n+1
n+1

niere est deg.tr.gQ (fi(y),..., fu(y)) > K%ézgdé — 1) + iggg - 1-‘ et
la notre est donnée par (3.60) (que lon peut mettre sous la forme

deg.tr.qQ (f1(y), . .-, fuly)) > [Qn +1-— iggg(n + 1)}) il nous suffit de mon-
trer

log d 2logé > log 6
2 1— 1) > -1 —1. 3.66
n logé(n+ )_n<logd +logal ( )

) les deux estimations ne donnent que des minora-

logd
logd

au moins lestimation du théoreme 2 de [49]. Comme cette der-

entre 1 et




3.3. APPLICATION A L’INDEPENDANCE ALGEBRIQUE 103

En notant x = }gg‘; il nous suffit de montrer ’estimation
2 1
n+l—(n+lzx>n|—-——-1)4+--1 (3.67)
x x
pour z € [1, 25?11}' On peut réécrire cette derniére inégalité comme

(n+1)z2—@Bn+2)z+2n+1)<0, (3.68)
puis factoriser

(n+1D)z? = Bn+2z+2n+1)=(z—1)((n+ 1)z —2n—1)

2n+1]
> n+l1
Asymptotiquement, pour n grand et 128¢ — 3
yrp 4 P 8 log 0 2
du degré de transcendance par g au lieu de 3.

qui montre (3.68) pour z € [1

on obtient une minoration

Démonstration du théoréme 0.12. Nous vérifions comme dans la démons-
tration du théoréeme 0.11 que les fonctions x1, ..., xn sont algébriquement
indépendantes. Donc le résultat est une conséquence immédiate du théo-
reme 3.23.H

Démonstration du théoréme 0.14. Nous vérifions comme dans la démonstra-
tion du corollaire 6 de [49] que les fonctions 61, . .., 0, sont algébriquement
indépendantes. Donc le résultat est une conséquence immédiate du théo-
reme 3.23.H






Chapitre 4

Varia

Le théoreme 2.16 permet de déduire le lemme de multiplicité sous 1’hy-
pothese (2.28) pour des idéaux ¢-stables. I semble difficile d’assurer cette
propriété en général. Méme dans le cas (trés important) d’idéaux différen-
tiels les recherches sont restreintes a ce moment aux démonstrations des
résultats correspondants dans des cas particuliers. Par exemple, il est dé-
montré dans [31] I'inégalité (2.28) (en fait méme une estimation plus forte)
pour la dérivation D associée au systeme

3P 1 (PQ—Q),

9z 122
0 1
7 —3*2(PQ—R),
o 1 )
&P_E(PR—Q),

et maintenant on dispose méme de la classification complete des idéaux D-
stables dans ce cas [35]. Néanmoins, on ne peux toujours pas fournir un
tel résultat pour des systemes analogues de dimension plus grande. Méme
en dimension 2 et 3 ce probléme semble difficile en déhors de circonstances
particulieres.

Il est remarquable, que dans tous les cas ou 'on sait & établir (2.28), on
démontre en fait une estimation plus forte :

ord;Q < C, (4.1)

ou Q désigne un idéal premier ¢-stable et C' une constante qui ne depend
que de f. Ceci nous amene au probléme suivant :

Probléme 4.1. Pour une transformation ¢ : A — A (e.g. un opérateur
différentiel ou un morphisme algébrique possédant un point fixe w transcen-
dant sur k etc.) est-il vrai que s’il existe une constante K telle que 1’on
ait (2.28) pour tout idéal ¢-stable, alors il existe une constante C' telle que
lon a (4.1) pour tout idéal ¢-stable? Autrement dit, est-ce qu'un contréle



106 CHAPITRE 4. VARIA

de 'ordre des idéaux stables linéaire en le degré, entraine que cet ordre doit
étre uniformement borné ?

Remarque 4.2. Dans le cas général, si nous n’imposons a la transformation
¢+ A — A d’autres conditions que (2.1), (2.4) et la condition que ¢ soit
correcte (par rapport a certains idéaux), on a un exemple évident pour le
probléme 4.1 montrant qu’il existe bien une famille infinie d’idéaux stables
Ji ne satisfaisant pas (4.1) mais satisfaisant (2.28). Il suffit de prendre pour
¢ une application algébrique associée a une rotation affine avec un centre w
et pour Ji des idéaux de fonctions régulieres s’annulant sur les cercles de

centre w et de rayon %

Dans le cas des morphismes algébriques réguliers, 1’étude des idéaux
stables se rattache également a la dynamique. En particulier, on trouvera
dans [54] une présentation des résultats connus. Ainsi est-il montré que les
variétés stables lisses sont couvertes par des courbes rationnelles (cf. §2.2,
en particulier la proposition 2.2.1) et une classification des surfaces stables
est donnée (cf. proposition 2.3.1).

Nous allons considérer dans ce chapitre, comme nous ’avons fait dans
le chapitre 3, la transformation rationnelle 7 : P! x P* — P! x P définie
par (2.118). Rappelons que nous notons s = degys A;, t = degy A; (i =
0,...,n) et r =degxs A, (i =0,1). N a

Dans ce chapitre nous avons collecté quelques lemmes qui nous semblent
potentiellement utiles dans 1'étude des idéaux 7T-stables. A titre indicatif
nous déduisons a 'aide de ces outils un lemme de multiplicité dans un cas
particulier de deux fonctions (avec une hypothése supplémentaire 4.8).

4.1 Lemmes techniques

Lemme 4.3. Soit T une transformation définie par (2.118) et dominante.

Soit x € PL x P2 un point n’appartenant a aucune sous-variété V. .C
K@) k(@) P pp

PLx PP définie surk différente de tout I’espace. Alors on a ezactement deg T
points dans l’ensemble T 17T (x).

Démonstration. Sur un ensemble ouvert U; au sens de la topologie de Za-
riski la transformation 7 est un morphisme étale (proposition 4.5, exposé 1
de [19]). Notons F un fermé complémentaire de cet ouvert. Comme 7 et E
sont définis sur k, 7 (F) lest aussi. Donc la cloture de Zariski de 7 (E) est
définie sur k (I’ensemble 7 (E) est constructible sur k, donc sa cléture de
Zariski est définie aussi sur k).

Par le méme raisonnement (avec le théoréme principal de Zariski) on
arrive a la situation ou apres exclusion d’un fermé défini sur k (et de codi-
mension au moins 1) la transformation 7 devient un morphisme fini sur un
ouvert Us, donc finalement étale et fini sur Uy := U NUs.
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Comme tout systéme de coordonnées projectives x de x est de degré de
transcendance au moins n + 1 sur k et 7 est dominant, défini sur k, 7 (x)
a le méme degré de transcendance que x, donc au moins n + 1, et ainsi
7 (x) n’appartient a aucune sous-variété fermée (différente de tout ’espace)
définie sur k.

Par la proposition 10.9, exposé I de [19] on a qu’apres la restriction a
un ouvert (non-vide, défini sur k) le nombre des préimages est une fonction
constante au voisinage de Zariski du point 7 (x). En fait comme on le sait
(c’est aussi démontré dans l'exposé I de [19]) cela signifie que tout point
dans cet ouvert de Zariski a le nombre maximal possible de préimages (i.e.
égal a deg7).1

Remarque 4.4. Remarquons que si une transformation 7 : P! x P" est
dominante, alors 7 (Ur) est Zariski-dense dans P! x P"| et ainsi la cloture de
Zariski du complément de Uz NT (U7 ) dans Pt x P™ est un fermé de Zariski
strictement plus petit que tout I’espace P! x P*. Nous notons ce fermé 7.

Pour tout point x € P! x P" et tout systéme de coordonnées projectives
x = (to,t1,%0,..,Xn) € k((z))""? notons mo(x) = (to,t1) € k((z))? et
m(x) € (X0, %) € k((z))"" de sorte que mo(x) soit un systeme de
coordonnées projectives de mp(x) et 71 (x) soit un systéme de coordonnées
projectives de 71 (x) (ou 7y et 71 sont les projections définies sur la page 84).

Pour la suite fixons une transformation 7 définie par (2.118) et satisfai-
sant 'hypothese 3.1. Fixons une fois pour toutes un ensemble de coordonnées
biprojectives g de g € T 17 (f) satisfaisant

Ia) f = (1,2,2°,2° f1(2), ..., 2° f.(2)) ot C désigne un nombre rationnel,

Ib) mlngeTflT(f) Ordz:()g = 0,

Ic) T(g) = Z(f) pour tout g € 717 (f).

Des systemes de coordonnées biprojectives satisfaisant (la), (Ib) et (Ic)
existent. En effet, les racines g, du systéme d’équations polynomiales

I(go) :I(sz1af1(z)7“'7fn(z)) (4'2)

satisfont (I¢c) avec f = (1,2, 1, f1(2), ..., fu(z)), et ainsi Pensemble des sys-
temes de coordonnées biprojectives

- mingeT—lT(f") ordz=0g

g:i=2z g,

satisfait (Ic), (Ib) et (la) avec C'= —ming 717 ordz—o8,,-
Une fois choisis, les systemes de coordonnées biprojectives g ne dé-
pendent que de f et de 7. Notons
C'= max _ ord,—om(g). (4.3)

geT 17 (F) -
i=0,1
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Remarquons que cette définition et la propriété Ib) implique C’ > 0.

Dans la suite nous notons

Blg,r) < {y ek((@)"" | ordyo(g — y) > 1}, (4.4)

ol g désigne le systeme de coordonnées biprojectives satisfaisant Ia), Ib) et
Ic)dung € T-'T(f) et r € R.

Nous notons aussi

B(g,r) & {y € P! x P | Ord,—o(f,y) > r}, (4.5)

Choisissons un nombre suffisamment grand Cy de sorte que pour tous
g#g €T 'T(f) on ait

Cy > Ord,—o(g, g’) + 2C' (4.6)
et
Cy> max _ord,—o(g—y) (4.7)
geT-17(F) 2=
YEET

La condition (4.7) assure que tous les éléments des boules B(g, Cy) repré-
sente des points de Uy N 7T (Ur) pour tout g € TﬁlT(f) (rappelons que
Ur est défini dans le lemme 4.3 et E7 est défini dans la remarque 4.4). En
particulier, (4.6) implique Cy > C' >0
Notons
R= max _ ord,—o(det JZ(g)), (4.8)
geT 17 (F) =
ou J7Z désigne la matrice jacobienne de la transformation 7. Remarquons
que la valeur de R est finie (det JZ(g) # 0, car T est étale en tout point
g € T-'7(f)). De plus, vu la propriété Ib) on a R > 0.
Lemme 4.5. Soient g # g’ € ’T*lT(f) et p un nombre réel. Supposons
qu’il existe un point x € P! x P" et deuz de ses systémes de coordonnées
projectives x et X' tels que
x € B(g, p) (4.9)

et

/

x' € B(g',p). (4.10)

Alors p < Cy.
Démonstration. Les m;(x) et m;(x'), i = 0, 1 sont les coordonnées projectives
du méme point projectif m;(x), i = 0,1, et donc il existent b, € k((z)),
1=0,1, tels que

mi(x) = bym(x) (4.11)

(ainsi ord,—g(b;) = ordz—o(m;(x)) — ordz—o(m;(x))).
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Supposons ad absurdum p > C4 > C'. Alors, les conditions (4.9),
(4.10) impliquent ord,—ox = ord,—og, ord,—ox’ = ord,—og’. Mais dans
ce cas ord,—ob; = ord,—o(mi(g)) — ord,—om;(g') (et donc, en particulier,

lord,—ob;| < C’, i = 0,1, vu la propriété Ib) et la définition de C").
Maintenant, en utilisant le lemme 1.22 (a) et puis (4.11), on estime

Ord,—g (g, g') = z:(l)% (Ol"dz—o (7Ti (g)v Uy (g,))
> min (ord,—o(mi(g) — bimi(g) — ')
> min (ordz:o(m(g) — mi(x) + bimi(x') — bm(g/))) -

1=0,1

min (ordzzobi + ordz—o(mi(g) — m(g’))) ) -

>p—2C".
(4.12)

Ainsi Ord,—(g,g’) > Cy — 2C’, car p > Cy, mais ceci est en contradiction
avec le choix de Cy (cf.(4.6)), d’ott le lemme.H

Lemme 4.6. (Une variante du lemme de Hensel multivariationnel, cf. [10],
chap. III, § 4, n 5°, corollaire 3) Soit A un anneau commutatif, m un idéal
de A tels que le couple (A,m) satisfasse aux conditions de Hensel (pour la
définition des conditions de Hensel voir le début de 5°, § 4, chap. III de
[10]). Soit n un entier, a € A" et F = (Fy,..., Fy,) un systéme de n + 1
éléments de A[Xy, ..., Xy]. Désignons par e = Jp(a) le jacobien du systéme
F au point a et supposons que l'on ait Fy(a), ..., Fn(a) € e>m. Alors il existe
un élément b € A" tel que

a) Fy(b) = ... = Fu(b) = 0,

b) ap — bo, ...,an — by € em.
Démonstration. Soit Mp(x) la matrice jacobienne du systeme F de sorte que
det Mp(xz) = Jr(a). Par I'algebre linéaire on sait qu’il existe une matrice
M’ telle que Mp(a)M' = el,y1 (ou I4; désigne la matrice unitaire de
rang n + 1). D’apres le théoreme 2 (iii) de 5°, § 4, chap. III de [10], il
existe h = (ho, ..., hy,) un systéme de séries formelles en Xj,...,X,, sans terme
constant tel que

F(a+eh(X)) = F(a) + eMp(a)X (4.13)
Soit z € A", substituons M’z au lieu de X dans (4.13). Nous obtenons

F(a+eh(M'z)) = F(a) + €’z, (4.14)
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car Mp(a)M' = elp41.

Par I’hypotheése de I’énoncé Fj(a) € e*m, i = 0,...,n, c’est-a-dire que
l'on a F(a) = e%c; avec ¢; € m, i = 0,...,n. En substituant —c au lieu de 2z
dans (4.14) nous obtenons

F(a+eh(—M'c)) = 0. (4.15)

Vu que h est un systeme de séries formelles sans terme constant, on a
ho(=M'c), ..., hn(=M'c) € m, donc en choisissant b = a + eh(—M’'c) nous
satisfaisons les deux conditions (a) et (b). W

Lemme 4.7. a) Il existe une constante réelle positive Cs3 ne dépendant

x P2 > \ irr 7 il existe un

~ 1
que de f et T telle que pour tout x € <Pk((z)) k((2)

point g € TT(f) satisfaisant

Ord,—o(T (x), 7 (f)) < C3 + Ord,—o(x, ). (4.16)

b) Il existe une constante réelle positive Cs (ne dépendant que de £ et T )
telle que pour tout x € (]P)ﬂi((z)) X Pﬂ?((z))) \irr7 on a

—Cs + pemnax o Ord,—o(x,g) < Ord,—o(7 (x), T (f)). (4.17)

¢) De plus, il existe une constante C§ telle que si pour un'y € P! x P»
on a

Ord,—o(y, T (F)) > C3 + C4,

alors il existe exactement deg T points dans T~ '(y), un point dans chacune
des boules B(g, Ct) pour g € T-YT(f) et si on désigne par Xg le point dans
T Yy) N B(g,CL) on a pour tous g1,82 € T 17T (f)

|Ordz:0(xg1 ) gl) - Ordz:O(nga g2)| < 03 + OS- (418)

Démonstration. Notons K = k((z))(g‘g € T7'T(f)) le corps que I'on ob-
tient en ajoutant toutes les coordonnées des g au corps k((z)). Comme les
coordonnées de g sont les solutions du systeme d’équations polynomiales

T(g) = Z(f) (sur k((z)) = ]k((z))é), I'extension k((z)) C K est finie, et
ainsi pour un nombre N suffisamment grand on a K = k((z%)) . Vu la
condition (Ib), ord,—og > 0 pour tout g € 7 17 (f), et donc g € k[[z%]]
pour tout g € 7~ 7 (f).

Pour tout réel p > 0 posons I, I'idéal de k[[z%]] défini par I, = {x €
k[[z'/N]] | ord,—o(x) > p}. Mais le couple (k[[z]],I, Nk[[z]]) satisfait les
conditions de Hensel, et comme I'extension k|[z]] C k[[z%ﬂ est finie, le couple

(k[[z%]], I,) satisfait aussi les conditions de Hensel (proposition 16 de n°12,
§2, chap.III, [10]).
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Soit p > Cj, pour tout point y dans B(Z(f),p + 2R) alors T(g) —
y € (det JZ(g))?1, (n+3), ou Ip( ) désigne le produit cartesien de n + 3
exemplaires de I,.

Fixons donc un point y de la boule B (T (f), p+2R) et notons x un point &
déterminer via le systeme d’équations 7 (x) = y. Par le lemme 4.6 (lemme de
Hensel multivariationnel, appliqué a I’anneau ]k[[z%]] et I'idéal I,)) on trouve
qu’il existe une solution exacte de I’équation 7 (x) = y dans la boule B(g, p)
pour tout g € 7 '7(f). Nous trouvons ainsi card (TﬁlT(f)) = degT
solutions, une solution dans chaque boule B(g,p) ou g parcourt l'en-
semble 717 (f). En fait, par le lemme 4.5 les préimages x € B(g,p) et
x' € B(g,p)pour p > Cy g #g €T ~IT(f) représentent nécessaire-
ment deux points projectifs différents. Ainsi nous trouvons par cette pro-
cedure #{deg7 17T (f)} = degT préimages par 7 de y, donc toutes les
préimages. Remarquons que nous avons montré que toute préimage x par 7
d’un point y € P! x P" admettant un systéme des coordonnées projectives

y € B(Z (f), p + 2R) admet comme coordonnées projectives un élément de

B(g, p) pour tout g € 717 (f). Or, supposons que pour un x € k((z)) 2

nous ayons

ord,—o(Z(x) — Z(f)) > p+ 2R (4.19)

(ot p > Cy). Par ce qui précede, il existe by, by € k((z)) et g € 717 (f)
tels que

ord,—o(m;(g) — bimi(x)) > p (4.20)

(et donc ordz—o(mi(g)) = ordz—o(bimi(x)), vu p > Cy > C'), i = 0,1.
En prenant p > Ord,—(g,x) + C' = min;—g; Ord,—o(m;(g), mi(x)) + C’,
I'inégalité (4.20) est impossible (vu le lemme 1.22 (a) et la définition de C”),
et donc pour p > Ord,—o(g,x) + C4 on a le contraire de (4.19), d’ou pour
tout x il existe g € 717 (f) tel que :

ord,—o(Z (x) — Z(f)) < Ord,—o(g,x) + C4 + 2R. (4.21)

Démontrons maintenant le point (a). Posons C3 = Cs + 2R. Si
Ord,—o(7 (x),7(f)) < (3, on a (4.16) puisque Ord,—o(g,x) > 0

par définition de Ord,—g. Considérons le cas Ord,—o(7 (x),7(F)) >
C3. Prenons n’importe quel systeme de coordonnées projectives x

pour x. Par le lemme 1.22 (b) ils existent bg,b; € k((z)) tel
que Ord,—o(7(x),7(F)) = minizo1 (Ord,—o(m(T(x)), m(T(F))) =
mini—o,1 (ord,—o(m(Z(F)) - bim(Z (x)) — ordpmomi (Z(F))). Le corps k((2))
étant algébriquement clos, b1, /by € k((z)) et donc x, =
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(%m(l% Vb 1(;)) satisfait

Ord,—(7 (x), 7()) < min (ord,—o(m(Z(E)) — m(Z(x))))

= ordmo (T() - T(xo))  (4:22)
Maintenant, d’apres (4.22) et (4.21) il existe g € 77 (f)

Ord,—o(T (x), T (F)) = ord,—o(Z(f) — T(x'))

< Ord,—o(g,x)+1+C"+2R (4.23)
S OrdZ:O (g7 X) + C37

d’ou (4.16).

Passons a la démonstration de la partie (b). Remarquons que nous

pouvons choisir une constante Cg > maX(Cg,Crég) si grande que pour
tout g € 7T (f') et tous systémes de coordonnées projectives g, et

x telles que ord,—omi(g,) = ord,—omi(x) = 0, i = 0,1, la condition

ord,—o(x — g,) > Cs implique ord,—om;(Z(x)) = ord,=omi(Z(g,)). Avec

cette constante sous la main et utilisant toujours les coordonnées projec-
tives satisfaisant ord,—om;(x) = 0, i = 0, 1, nous avons

Ord,—o(7 (x), T(f")) = ord,—o(Z(x) A I(go)) — 20rdz:0’l(§0)
> ord,—o(x A\ g,) — 20rd,—0Z (g,) (4.24)
2 OI’dZ:()(X, g) - 20sz:01(50))7

Posons Cy = 2maXg 717 (ordzzoz(go)), ou g, désigne un représentant
satisfaisant m(ordz:()go) =0, 7 =0, 1. Cette constante Cy ne dépend que de
fetdeT.

Maintenant choisissons Cs = max(Cy, Cg). Si Ord,—o(x,g) < Cg, le coté
gauche de (4.17) est négatif ou nul, tandis que le c6té droit de cette inégalité
est positif ou nul vu la définition de Ord. Donc, dans ce cas (4.17) est vraie.
Par ailleurs, si Ord,—o(x,g) > Cs, I'inégalité (4.17) est aussi vraie car dans
ce cas nous avons l'estimation (4.24).

Pour la partie (¢) de I’énoncé, remarquons tout d’abord que pour Cf >
Cjy les boules B(g, Cf) sont d’intersection vide deux a deux (vu le lemme 4.5).
De plus, tous les points de la boule B(T(f), Cs5 + Cf) ont le nombre maxi-
mal (donc degT) de préimages. Ainsi si Ord,—o(y, 7 (F)) > C3 + C%, nous
trouvons avec (4.16) qu'il existe exactement deg7 points dans 7 !(y), un
ayant un systeme de coordonnées projectives dans chaque boule B(g, Cj)
pour g € T T (f) (vu la partie a)). L’inégalité (4.18) résulte maintenant
de (4.16) et (4.17).H
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4.2 Certains cas particuliers

Dans ce paragraphe nous notons 7 une transformation définie par (2.118)
et dominante. Introduisons I’hypothese suivante :
Hypothése 4.8. Le systéme d’équations fonctionnelles associé a 7 ne
possede pas de solution algébrique sur k(z).

Dans ce paragraphe nous allons démontrer le lemme de multiplicité pour
I'ensemble de deux fonctions (z, fi(z), f2(z)) vérifiant ’hypothese (3.1) et
telles que le morphisme 7 correspondant satisfait 'hypothese 4.8.

La démonstration est fourni par deux lemmes valables en toute dimen-
sion.

Lemme 4.9. Soit T une transformation définie par (2.118) et satisfaisant
Ihypothése 3.1 avec ord,—op(z) > 2. Soit W une variété irréductible, définie
sur k, 7 -stable, de dimension au moins 1 sur k et satisfaisant

ordzW > Ord,—o(£(2) A £(0)). (4.25)

Supposons de plus que TN satisfait Uhypothése 4.8 pour tout N < deg W.

Alors la dimension de W sur k est au moins 2.

Démonstration. Supposons par ’absurde que dimy W = 1. Reprenons la
notation (3.9). Pour tout N € N, la variété Win (z) €st de dimension 0 sur
k(z). L’hypothese (4.25) implique qu’au moins un point « de W, n’est pas
défini sur k et ainsi pour tout N € N le point 77 () aussi n’est pas défini
sur k (car 7 est définie sur k et est dominante).

Comme W et irr 7 sont définies sur k, W Nirr 7 est aussi définie sur k
et ainsi 7V (W,) ¢ irr T pour tout N € N.

Vu la définition de 7', on a 7 (W, v)(,)) C Win+1)(,). Donc 7 induit une
application de I’ensemble B des branches de 7 (W) au voisinage de (0, f(0))
(qui ne sont pas définies sur k) dans lui méme. L’ensemble B est de cardinal
fini, donc B def N&Zo TV (B) est non-vide et 7 induit une permutation sur
Bj. Ainsi pour un N < cardB; < cardB < deg W D'application 7V agit sur
une branche «(z) de W au voisinage de (0, f(0)) comme la substitution de
p!M(z) & la place de z :

TV (a(2)) = a (p™V(2)) .

Cette derniere égalité contredit 'hypothese 4.8.1

Dans la démonstration suivante nous utiliserons les quantités dy et dp
introduites dans la définition 1.15. Ces quantités dépendent des constantes
1, Yo, V1. Ici nous posons p =t, vg =r et vy = s, ou s, r, t sont définies au
début de ce chapitre.

Lemme 4.10. Soit T une transformation définie par (2.118) et satisfaisant
Uhypothése 3.1 avec
A = ordg—op(z) > 2 (4.26)
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Soit C un nombre réel satisfaisant (1.53) et

n—1 n
1o n /
C > max ((37%'% (Cs + CS)) ,02_1) . (4.27)

(A — 1) min(vo, )

Soit P € A et supposons que P et C satisfont (1.52).

Alors, i9(Zc(P)) > 2.
Démonstration. L'hypothése (4.27) et le lemme 1.29 impliquent qu’il existe
un point (sur k(z)) a € Z¢(P) satisfaisant

Cg—‘rCé
A—1 "

Ord(f(z), a(z)) > (4.28)

Soit P; € A un polynoéme s’annulant sur Z¢(P) de degrés

degx' 1 = do(Zc(P)),
degéPl = (51(30(P))

et notons L ord(f,V(P1)). Vu (4.28) on a

Cg—i—Cé

L .
]

(4.29)

Notons ~ un point appartenant au lieu de zéros de P; et satisfaisant
Ord(f,~) = L.

Par substitution de p(z) au lieu de z et en utilisant ’hypothese (4.26)
nous trouvons

Ord (£(p(#)),7(p(3)) = AL > 12 (Cs + )

Par le lemme 4.7 il existe un point 8 € 7! (y(p(z))) satisfaisant
Ord(f(z), 8(z)) 2 AL — C5 > L. (4.30)

(on a l'inégalité AL — C3 > L vu (4.29)). Comme V(P) est défini sur k, on
a v(p(z)) € V(P), et donc

BeT 1 (2c(P)) c V(T*P). (4.31)

Notons @ un facteur irréductible de 7*P; tel que Q(f(z)) = 0. L’inéga-
lité (4.30) implique
ord(f,V(Q)) > L

et ainsi () ne peut pas diviser P;, donc P} et () s’intersecte proprement et
rg (P, Q) = 2.
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Les degrés de () satisfont

degg/ Q
degy @

donc Q € Vo(Z¢(P)).

Si @ ne s’annule pas sur Z¢(P), alors par le théoréme 4.11 du chapitre 3
de [32] (appliqué au cycle Z-(P) et le polynome Q1 (X) = Q(1,z, X)) nous
avons

degx/(T"P1) < pdegxs P1 = pdo(Zc(P)),  (4.32)

<
< Vo(so(Zc(P)) + 11 degé 01 (Zc(P)>, (433)

Ord¢Zo(P) < deg Zo(P) degy Q + h(Ze(P)) degy Q. (4.34)

Comme 6o(Zc(P)) < degx' P et 61(Z2¢(P)) < degx P, nous estimons
avec (4.32) et (4.33)

degx @
degx Q

Ainsi nous déduisons de (4.34)

pdegx Pr,

<
< ngegg P+ degépl.

OrdsZc(P) < pdeg Ze(P) degx: P + voh(Zo(P)) degx P
+11h(Zc(P)) degy degx P. (4.35)

Compte tenu de I'inégalité (1.46) nous trouvons Pestimation ¢, !(c,C )% <1,
et donc
C <t

ce qui contredit (4.27).
Ainsi, @ s’annule sur Z¢(P) et donc

rg (Io (Va2(Z2¢(P)), Z(Z2c(P)))) 2 rg (P, Q) = 2,

d’ott ig(Z¢(P)) > 2. 1
Proposition 4.11. Soit T : P! x P2 — P! x P? une transformation
bi-projective définie comme dans (2.118), satisfaisant [’hypothése 3.1 avec

A = ordz—op(z) > 2. (4.36)

Supposons de plus que pour tout N € N lapplication TN satisfait I’hypo-
theése 4.8.

Alors, il eriste une constante K € R telle que pour tout polynéme
P(z, X1, X3) on ait

ord,—oP(z, fi1(z), f2(z)) < K deg, P (degi P)z. (4.37)
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Démonstration. Toutes les conditions du lemme 4.10 sont satisfaites, ainsi
si un polynéme P satisfait (1.52) avec un C vérifiant les estimations (1.53)
et (4.27), alors io(Z2¢(P)) > 2 (et dans le cas contraire on a immédiate-
ment l'estimation (4.37) pour P avec K égale au maximum des constantes
provenant de (1.53) et (4.27)).

Nous allons appliquer le théoreme 2.34. Par ce que précede, il suffit de
vérifier la condition (2.122) pour des idéaux du rang > 2. Dans le méme
temps le lemme (4.9) nous assure que dans ce cas

ords W < K

avec Ky = Ord,—o(f(z) A £(0)). Ainsi la condition (2.122) se trouve établie
et nous pouvons appliquer le théoreme 2.34. Ce théoreéme nous fournit le
résultat souhaité (4.37).1



Index

K-fonctions, 92
c-admissible, 92

Attraction, 91
Bi-degrés, 29

Condition
sur les idéaux stables, 61, 77,
78
sur les polynoémes, 44
sur les variétés stables, 16, 80
Correcte, transformation, 58

D-propriété, 77
Degré de transcendance, minora-
tion, 18-22, 101
Degrés partiels, 29
Distance
entre deux points, 38
entre point et variété, 38

Ensemble pondéré, 91
Exposant de Dirichlet, 23

Forme éliminante, 27
Gravitation, 91

Hauteur
de cycle algébrique, 32
de fonction algébrique, 31
de forme, 31
de point, 31

Hilbert
fonction de, 29
polynoéme de, 29

Idéal
¢-stable, 57
caractéristique, 26
différentiel, 77
éliminant, 26
Inégalité de la taille, 32

Lemme
de multiplicité, 16, 61, 77, 78,
80, 87, 115
de transfert, 42

Mesure d’indépendance  algé-
brique, 18-22, 101
Mesure d’indépendance algébrique
du type de Dirichlet, 23

Nombres normaux, 23
Normalité, 23

Ordre, 37

Séries de Cantor, 21

Séries lacunaires, 11

Support, 91

Systeme d’
équations différentielles, 76
équations de Mahler, 13
équations de Ramanujan, 105

Théoreme de Bézout, 30
Transformation bi-rationnelle, 49,
79, 83
Transformation bi-rationnelle
linéaire, 86

Variété 7 -stable, 15, 80



Notations

B(-,-), 91
Cr, 50
Csg, 42

E, (), 91
Gy (), 91
Hg, 29
IO(Va P)’ 57
I.(V,P), 57
K, 25
KI[X], 25
K|[d], 25
K,, 36
M(), 31
Mv(')? 31
Sp+1(1), 31
Ui, 26

Vi, 60

A, 35, 55
K[X](ayb), 28
Ciso» 45
Crégv 49
Dist(-), 37
de(')’ 26

My, 25

M, 25
Supp(S), 91
7,15, 49, 59, 83
T(W), 49

71", 84

ud(')’ 26
Zo(P), 44

ag, 37

B(,-), 108

T, 56

Zqo(P), 44

(), 25

Xi, 19

di.y, 29
deg, 29

do, 01, 36
0, 37

Ps, 35
irr7, 49

k, 35, 55

A, 56

[-], 18, 56
SK[X][d], 36
v, 60

Vo, V1, W, 35, 99
wj, 51

ord, 38
ord,—g, 11
ord,, 30, 38
ordy(,-), 38
oV, 55

70, 107

1, 107
ppr(-), 27
pi, 60
ont1(1), 31
0;, 21
B(-,-), 108
A, 38

Cp, 42

d(-), 32
ed)(‘)? 60
ez, 37

h(-), 31, 32
hL(')? 31
hd(')v 32



NOTATIONS

119

iO(’)? 60
m(-), 60
Ny, 30
Nooy D1
pN 16
plM 17
s 4, 36
t(-), 32
tr.d, 51
w37
Z,27
V, 27
eq, b7






Bibliographie

1]

M.Amou, K.Vaaninen, "An analogue of Shidlovskii’s lemma for certain
g-difference equations", Aequationes Math. 65 (2003), no. 1-2, 93-101.

M.Amou, T.Matalaaho, K.Vaaninen, "On Siegel-Shidlovskii’s theory
for g-différence equations. Acta Arithmetica, 127, 2007, 309-335.

E.Artin, "Theory of algebraic numbers", Notes by Gerhard Wiirges from
lectures held at the Mathematisches Institut, Gottingen, vol. 1956/7,
George Striker, Schildweg 12, Gottingen, 1959.

P.-G.Becker, "Transcendence of the values of functions satisfying gene-
ralized Mahler type functional equations", J. Reine Angew. Math. 440
(1993), 111-128.

P.-G.Becker, "Transcendence measures for the values of generalized
Mabhler functions in arbitrary characteristic", Publ. Math. Debrecen 45
(1994), 269-282.

P.-G.Becker, W.Bergweiler, "Transcendency of local conjugacies in com-
plex dynamics and transcendency of their values", Manuscripta Math.
81 (1993), 111-128.

D.Bertrand, "Multiplicity estimates for ¢-différence operators" a "Dio-
phantine Geometry : proceedings”, ed. U.Zannier, CRM series 4, 2007,
65-71.

V.Bosser & F.Pellarin "Differential properties of Drinfeld quasi-modular
forms" Int. Math. Res. Not. (2008), no.11.

V.Bosser & F.Pellarin "On certain families of Drinfeld quasi-modular
forms" J. of Number Theory, Vol. 129, 1. 12, 2009, 2952-2990.

N.Bourbaki, "Eléments de mathématiques. Algebre commutative", cha-
pitres 3 et 4, Paris, Hermann, 1961.

W.D.Brownawell "Zero estimates for solutions of differential equa-
tions", Diophantine approximations and transcendental numbers (Lu-
miny, 1982), 67-94, Progr.Math., 31, Birkhduser Boston, Boston, MA,
1983.

W.D.Brownawell, D.W.Masser "Multiplicity estimates for analytic func-
tions I", J.Reine Angew. Math. 314 (1980), 200-216.



122

BIBLIOGRAPHIE

[13]

[14]

23]
[24]
[25]

[26]

[27]

[28]

W.D.Brownawell, D.W.Masser "Multiplicity estimates for analytic func-
tions II", Duke Math.J. 47 (1980), no.2, 273-295.

M.Chardin, "Une majoration de la fonction de Hilbert et ses consé-
quences pour linterpolation algébrique", Bulletin de la S.M.F.,
tome 117, n 3 (1989), 305-318.

M.Chardin, P.Philippon, "Régularité et interpolation', J. Algebraic.
Geom., 8, 471-481 (1999).

G.V.Chudnovsky, "Measures of irrationality, transcendence and alge-
braic independence. Recent progress', Journées Arithmétiques 1980
(J.Armitage, ed.), Cambridge Univ. Press, 1982, 11-82.

D.Eisenbud, "Commutative Algebra with a View toward Algebraic Geo-
metry", Springer, 2004.

B.Greuel, "Algebraic independence of Mahler functions", Archivee der
Mathematik, 75 (2000), 121-124.

A.Groethendieck, "Séminaire de géométrie algébrique. Révétements
étales et group fondamental", Springer-Verlag, 1971.

Ch.Jadot, "Critéres pour I'indépendance algébrique et linéaire", these
de doctorat de I'Université Paris 6, 1996. Disponible a hal.archives-
ouvertes.fr.

I.Kaplansky, "An introduction to differential algebra", Publications de
I'institut de mathématique de I'université de Nancago, Paris, 1957.

K.K.Kubota, "On the algebraic independence of holomorphic solutions
of certain functional equations and their values', Math.Ann. 227 (1977),
9-50.

S.Lang, "Fundamentals of Diophantine Geometry", Springer-Verlag,
1983

J.S.Milne, "Etale Cohomology", Princeton Mathematical Series 33,
Princeton University Press, 1980.

H.Movassati, "On elliptic modular foliations", Indagationes Mathema-
ticae 19 (2008) No.2 263-286.

Yu.V.Nesterenko, "Estimations of Order of Zeros of Analytical Func-
tions of a Certain Class and their Applications in the Theory of Trans-
cendental Numbers', Dokl. Akad. Nauk SSSR, 205, N2 (1972), 292-295.

Yu.V.Nesterenko, "On Some Properties of Solutions to Linear Diffe-
rential Equations and their Applications to Transcendental Number
Theory", these de doctorat de I’Université d’Etat de Moscou, 1973

Yu.V.Nesterenko, "On the algebraic independence of the components of
solutions of a system of linear differential equations", Izv. Akad. Nauk
SSSR Ser. Mat. 38 (1974), 495-512; Math. USSR Izv. 8 (1974), 501-518.



BIBLIOGRAPHIE 123

[29]

[30]

[31]

32]
33]
[34]

[35]

[36]

Yu.V.Nesterenko, "Zero order estimates for functions of a certain class",
Izv. Akad. Nauk SSSR Ser. Mat. 41 (1977), no.2, 253-284.

Yu.V.Nesterenko, "Estimates for the number of zeros of certain func-
tions", in New advances in transcendence theory, ed. A.Baker, Cam-
bridge Univ. Press, (1988), 263-269.

Yu.V.Nesterenko, "Modular functions and transcendence questions",
Math.Sb. 187/9 (1996), 65-96 (Russian); English translation in
Sb.Math. 187/9, 1319-1348.

Yu.Nesterenko, Patrice Philippon (eds.), "Introduction to Algebraic In-
dependence Theory", Vol. 1752, 2001, Springer.

K.Nishioka, "On an estimate for the order of zeros of Mahler type func-
tions", Acta Arith. 56 (1990), 249-256.

D.G.Northcott, "Lessons on rings, modules and multiplicities", Cam-
bridge Univ. Press, 1968.

F.Pellarin, "La structure différentielle de 'anneau des formes quasi-
modulaires pour SLy(Z)", Journal de Théorie des Nombres de Bor-
deaux, Tome 18, n1 (2006), 241-264.

F.Pellarin, "Estimating the order of vanishing at infinity of Drinfeld
quasimodular forms", prépublication, 2009,

hal.archives-ouvertes.fr/docs/00/40/75/49/PDF /multiplicity3.pdf.

F.Pellarin, "An introduction to Mahler’s method for transcendence and
algebraic independence", preprint, 2010.

P.Philippon, "Théoreme des zéros effectif et élimination". Journal de
Théorie des Nombres de Bordeaux, tome 1, N1 (1989), 137-155.

P.Philippon, "Dénominateurs dans le théoreme des zéros de Hilbert",
Acta Arithmetica, LVIIIL.1, 1991.

P.Philippon, "Sur des hauteurs alternatives' I, Math. Ann. 289
(1991),255-283; II, Ann. Inst. Fourrier (Grenoble) 44/4 (1994), 1043-
1065 ; 111, J. Math. Pures Appl. 74/4 (1995), 343-365.

P.Philippon, "Une approche méthodique pour la transcendance et 'in-
dépendance algébrique de valeurs de fonctions analytiques". J. Number
Theory 64 (1997) 291-338.

P.Philippon, "Indépendance algébrique et K-fonctions". J. reine angew.
Math. 497 (1998), 1-15.

P.Philippon, "Approximations fonctionnelles des courbes dans des es-
paces projectifs", a paraitre dans Internat. J. Number Theory. Dispo-
nible a hal.archives-ouvertes.fr, idéntifiant hal-00480924.

C.L.Siegel, "Uber einige Anwendungen diophantischer Approximatio-
nen", Abh. Pruess. Akad. Wiss. Phys. Math. (1929)



124

BIBLIOGRAPHIE

[45]
[46]
[47]
[48]
[49]

[50]

[51]

C.L.Siegel, "Uber die Perioden elliptischer Funktionen", J. f. M. 167
(1932), pp.62-69.

Th.Schneider, "Transcendenzuntersuchungen periodischer Functionen"
1 et 2, J. reine und angew Math., Bd. 172, (1934).

J.Tamura, "Symmetric continued fractions related to certain series", J.
Number Theory 38 (1991), 251U264.

R.Tijdeman, "An auxiliary result in the theory of transcendental num-
bers", J. Number Theory 5 (1973), 80-94.

Th.Topfer, "Algebraic independence of the values of generalized Mahler
functions", Acta Arithmetica, LXX.2 (1995).

Th.Topfer, "Zero order estimates for functions satisfying generalized
functional equations of Mahler type', Acta Arithmetica, LXXXV.1
(1998).

K.Vaaninen, W.Zudilin, "Linear independence of values of Tchakaloff
functions with different parameters", J. Number Theory 128 (2008),
2549-2558.

M.Waldschmidt, "Diophantine Approximation on Linear Algebraic
Groups", Springer, 2000.
O.Zariski, P.Samuel, "Commutative algebra", Springer, 1976.

Sh.-W. Zhang, "Distributions in Algebraic Dynamics", A tribute to Pro-
fessor S.-S. Chern, Survey in Differential Geometry, vol. 10, 381-430,
International Press 2006.



