N

N

Méthode de décomposition de domaine et conditions
aux limites artificielles en mécanique des fluides:

méthode Optimisée d’Orde 2.
Caroline Japhet

» To cite this version:

Caroline Japhet. Méthode de décomposition de domaine et conditions aux limites artificielles en
mécanique des fluides: méthode Optimisée d’Orde 2.. Mathématiques [math]. Université Paris-Nord
- Paris XIII, 1998. Francais. NNT: . tel-00558701

HAL Id: tel-00558701
https://theses.hal.science/tel-00558701

Submitted on 24 Jan 2011

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00558701
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE PARIS 13
N° attribué par la bibliothéque

|
THESE
pour obtenir le grade de
DOCTEUR DE L’UNIVERSITE PARIS 13
Discipline: Mathématiques appliquées

présentée et soutenue publiquement

par

Caroline JAPHET

le 3 juillet 1998

Tatre:

METHODE DE DECOMPOSITION DE DOMAINE ET
CONDITIONS AUX LIMITES ARTIFICIELLES EN
MECANIQUE DES FLUIDES:
METHODE OPTIMISEE D’ORDRE 2.

JURY
M Y. Maday (Rapporteur)
M Y. Achdou (Rapporteur)
Mme L. Halpern
M F. Nataf
M F. Rogier
M F.X. Roux
M M. Bredif
M J.C. Nedelec
M J.C. Guillot






Remerciements

Je tiens a remercier avant tout mon directeur de these, Laurence Halpern.
Par ses conseils, ses encouragements, ses lectures attentives, ses appréciations
et son expérience, elle m’a permis d’accomplir cette these. Je la remercie pour
son soutien, sa disponibilité, sa gentillesse, son enthousiasme et sa confiance.

Je remercie infiniment Frédéric Nataf, dont I'encadrement a été essentiel
pour la réussite de ce travail. La richesse de ses idées, sa gentillesse, sa pas-
sion pour la recherche, sa présence et sa confiance a chaque instant difficile
m’ont été d’un grand secours.

Je tiens a remercier Francois Rogier pour son encadrement et tout ce qu’il
m’a apporté. Il m’a permis de bien commencer ce travail.

Merci a Frangois-Xavier Roux pour m’avoir aidée a résoudre nombre de mes
problemes grace a sa compétence et son enthousiasme.

Je remercie Marc Brédif pour ses qualités humaines et scientifiques, son ap-
port dans cette theése, et pour m’avoir fait découvrir des problemes concrets
en mécanique des fluides.

Juliette Ryan m’a beaucoup aidée dans mon travail, par son entiere disponi-
bilité, sa gentillesse et ses compétences. Je lui en suis trés reconnaissante.

J'associe a mes remerciements Pierre Leca pour son accueil dans son équipe,
qui offre un environnement, de travail unique. Merci pour sa confiance, sa
gentillesse, et 'opportunité qu’il m’a offerte de participer a des congres in-
ternationaux.

Merci a Monsieur Nedelec de m’avoir accueillie au sein de I'équipe du CMAP.

Je tiens a remercier chacun des membres du jury:

Les Professeurs Yvon Maday et Yves Achdou, qui ont eu la gentillesse de
rapporter cette thése rapidement, Monsieur Nedelec, Monsieur Guillot qui
ont accepté de participer a ce jury, sans oublier Laurence Halpern, Frédéric



Nataf, Francois Rogier, Francois-Xavier Roux et Marc Brédif.

Je remercie le Professeur Jacques Rappaz qui m’a fait découvrir les méthodes
de décomposition de domaine et sans qui cette these n’aurait pas vu le jour.

Merci a Yvon Maday, Charbel Farhat et Mary Wheeler pour leur invita-
tion et l'occasion qu’ils m’ont donnée de dialoguer avec des chercheurs dans
des domaines tres variés.

Je n’oublie pas les conseils de Philippe d’Anfray, Alain Cosnuau, et Christophe
Mulard qui a résolu tous mes problemes informatiques. Merci a Philippe B.
pour nos longues conversations sur “ce qui est le mieux”, Thierry, Stephane,
Adib, Frédéric pour leur aide précieuse et leur bonne humeur.

[’amitié partagée avec Catherine L. a été si enrichissante. Merci pour tes
conseils “maman Catherine”, ta faculté a trouver toujours une solution, et
ton aide. Merci aussi a Lydie pour son écoute et son apport dans mon travail.

Aldjia, merci beaucoup pour ta gentillesse et ton aide. J’admire ta capacité
a résoudre les problemes, toujours avec le sourire. Merci également a Geo,
Jeanne, Robert, Sylvie, Annalisa, Leila, Vincent M., Francois,... pour leur
sympathie.

Sophie et Nadia, merci pour votre réconfort. Merci & Mimi, a Guy pour
ses blagues et son “think positive”. Merci aussi a Nathalie et Fred, Claire,
Catherine C. et Alexia.

Merci a ma famille, en particulier Carl, Emmanuelle, Vanessa et Alex, pour
me faire toujours rire, méme dans les moments difficiles. J’admire mes
grands-parents pour leur volonté d’essayer de comprendre mon travail.
Merci a mes parents pour leur capacité infinie d’écoute, leur soutien et leur
amour, qui me donnent tant de gaité et de persévérance.

Enfin, merci a toi Régis, a ta grande joie de vivre qui m’a portée tout au
long de mon travail et donnée du courage “a fond a fond”. Merci pour ta
présence aupres de moi, et celle du petit clown, qui m’a donnée encore plus
de force pendant les derniers mois de cette these.



Résumé

Ce travail a pour objet le développement et ’étude d'une méthode de décom-
position de domaine, la méthode Optimisée d’Ordre 2 (O02), pour la réso-
lution de I’équation de convection-diffusion. Son atout principal est de per-
mettre d’utiliser un découpage quelconque du domaine, sans savoir a I’avance
ou sont situés les phénoménes physiques tels que les couches limites ou les
zones de recirculation. La méthode OO2 est une méthode de décomposition
de domaine sans recouvrement, itérative, parallélisable. L.e domaine de calcul
est divisé en sous-domaines, et on résout le probléme de départ dans chaque
sous-domaine, avec des conditions de raccord spécifiques sur les interfaces
des sous-domaines. Ce sont des conditions différentielles d’ordre 1 dans la
direction normale et d’ordre 2 dans la direction tangente a l'interface qui
approchent, par une procédure d’optimisation, les Conditions aux Limites
Artificielles (CLA). L’utilisation des CLA en décomposition de domaine per-
met de définir des algorithmes stables. Une reformulation de la méthode de
Schwarz conduit & un probléme d’interface. Celui-ci est résolu par une mé-
thode itérative de type Krylov (BICG-STAB, GMRES, GCR).

La méthode est appliquée & un schéma aux différences finies décentré, puis
a un schéma volumes finis. Un préconditionneur “basses fréquences” est en-
suite introduit et étudié, dans le but d’avoir une convergence indépendante du
nombre de sous-domaines. Ce préconditionneur est une extension aux pro-
blémes non-symétriques d'un préconditionneur utilisé pour des problémes
symétriques. Enfin, I'utilisation de conditions différentielles d’ordre 2 le long
de I'interface nécessite d’ajouter des conditions de raccord aux points de croi-
sement des sous-domaines. Une étude est menée a ce sujet, qui permet de
montrer que les problémes dans chaque sous-domaine sont bien posés.

Mots clés: Décomposition de domaine, conditions auz limites artificielles,
méthode Optimisée d’Ordre 2 (002), problemes de convection-diffusion, mé-
thode de volumes finis, préconditionneur, calcul paralléle, Calcul Haute Per-
formance.
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Abstract

The purpose of this work is the design and study of a domain decomposition
method, the Optimized Order 2 (O02) method, in order to solve convection-
diffusion equation. Its main advantage is that it is a general domain decom-
position technique, with no a priori knowledge of the boundary layers or the
recirculation zones location. The O0O2 Method is an iterative non overlapping
domain decomposition method. The domain is divided into subdomains, and
the physical problem is solved in each subdomain, with specific conditions at
the interfaces. These conditions are differential equations of order 1 in the nor-
mal direction and of order 2 in the tangential direction to the interface, which
are optimized approximations of Artificial Boundary Conditions (ABC). The
use of ABC in domain decomposition produces stable algorithms. A refor-
mulation of the Schwarz algorithm leads to an interface problem, solved by a
Krylov type algorithm (BICG-STAB, GMRES, GCR). The O0O2 Method is
used with an upwind difference scheme, and a finite volume scheme. A “low
wave number” preconditioner is introduced and studied in order to make the
convergence independent of the number of subdomains. This preconditioner
is an extension to non-symmetric problems of a preconditioner used for sym-
metric problems. Along with the use of differential conditions of order 2 along
the interface, we need to add conditions at interface cross-points. A study
of one type of cross-points conditions leads to well-posed problems in the
subdomains.

Keywords: Domain decomposition methods, artificial boundary conditions,
Optimized Order 2 (002) method, convection-diffusion problems, finite vo-
lume methods, preconditioner, parallel computing, High Performance Com-
puting.
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Les calculateurs a architecture paralléle sont devenus un outil majeur
pour le calcul scientifique, car ils offrent une grande puissance, que ce soit en
terme de place mémoire ou de rapidité des calculs. Cette puissance est at-
teinte par la multiplication des performances d’un processeur par le nombre
de processeurs. Cette percée informatique souléve de nouvelles questions: la
recherche de méthodes numériques qui soient efficaces et parallélisables.

Les méthodes de décomposition de domaine permettent de définir des al-
gorithmes performants et adaptés aux machines paralléles. Elles consistent a
partager le domaine de résolution d'une équation aux dérivées partielles en
sous-domaines. On peut ainsi traiter des problémes de grande taille pour les-
quels aucun ordinateur n’aurait & lui seul une place mémoire suffisante. Par
une reformulation du probléme, celui-ci peut étre transformé en un probléme
équivalent dont les inconnues sont des fonctions définies sur les interfaces
des sous-domaines (méthodes dites de sous-structuration ou de type Schur).
La résolution du probléme d’interface par une méthode itérative (de type
gradient conjugué) s’effectue par des résolutions successives de problémes lo-
caux (par sous-domaine) indépendants, ce qui permet d’utiliser efficacement
les calculateurs paralléles: chaque sous-domaine est attribué a un proces-
seur qui résout son probléme a ’aide des données contenues dans la mémoire
locale. Lors de la résolution du probléme d’interface, les interactions entre
sous-domaines sont traitées par les phases de communication entre proces-
seurs. Pour que la vitesse de convergence soit proche de I'optimum, il est
nécessaire de choisir de “bonnes” conditions de raccord sur les interfaces des
sous-domaines, ainsi que des préconditionneurs spécifiques.

On distingue deux grands types de méthodes de décomposition de do-
maine :

- d’abord celles avec recouvrement des sous-domaines telles la méthode de
Schwarz [44] (H.A. Schwarz, 1870) dont la convergence a été étudiée par
H.A. Schwarz, puis P.L. Lions |26] (P.L. Lions, 1988). Les méthodes avec re-
couvrement ont l'inconvénient de compliquer énormément la mise en ceuvre
numérique, surtout dans le cas de problémes 3D. De plus, pour des géomé-
tries trés complexes, il est difficile voire impossible de définir des zones de
recouvrement. Un autre type de méthode a ainsi été développé :



- celles sans recouvrement des sous-domaines. Dans ce cas, il est impératif
d’avoir des conditions d’interface spécifiques pour que la méthode converge.
Par exemple, une extension de la méthode de Schwarz au cas sans recou-
vrement a été introduite dans [27]| (P.L. Lions, 1989), puis [10| (B. Després,
1991), [7] (P. Charton, F. Nataf et F. Rogier, 1991), [5] (C. Carlenzoli et A.
Quarteroni, 1995). L’algorithme de Schwarz est un cas particulier des mé-
thodes de sous-structuration |25] (P. Le Tallec, 1994).

Dans ce travail, on développe des méthodes de décomposition de do-
maine sans recouvrement, itératives, parallélisables, pour les équa-
tions de la mécanique des fluides compressibles.

Dans ce cadre (équations non linéaires de Navier-Stokes), 1’état station-
naire est calculé par linéarisation et 1'utilisation d’'un schéma implicite en
temps. Cela permet de limiter le nombre d’itérations nécessaire. L’équation
de base dans ce processus est alors I’équation de convection-diffusion :

% + a(x,y)% + b(x,y)g—Z —vAu=f

qu’il faut résoudre par décomposition de domaine. Le caractére non symé-
trique de 'opérateur en cause ici pose des problémes spécifiques. En effet,
lorsque le terme de diffusion est dominant, on peut utiliser de facon efficace
les algorithmes concus pour les systémes linéaires symétriques, avec quelques
modifications. Par exemple, on peut utiliser les méthodes de type Schur dual
[38] (F.X. Roux, 1995) en remplagant 1’algorithme du gradient conjugué par
un algorithme GMRES [43] (Y. Saad et H. Schultz, 1986) ou BICG-STAB
[46] (H.A. Van der Vorst, 1992) pour résoudre le probléme condensé. Cepen-
dant, lorsque la convection est grande, ces méthodes sont moins performantes
et les résultats théoriques sont moins nombreux.

Les travaux présentés ici étendent la méthode de Schwarz additive clas-
sique, au moyen de la technique de conditions aux limites artificielles (CLA).
Nous allons décrire succintement pour un probléme général le principe de la
méthode de Schwarz additive classique, puis les idées développées dans ce
travail.



Méthode de décomposition de domaine sans recouvrement :

Supposons que ’on cherche & résoudre le probléme :

L(u) = f dansQ (1)
C(u) = g sur 09 (2)

oil © est un ouvert borné de R* C un opérateur différentiel de bord (par
exemple C(u) = u pour une condition de Dirichlet), £ un opérateur différen-
tiel, et f et g des fonctions données. On découpe le domaine de calcul global
Q en sous-domaines de la fagon suivante: Q = UX,Q;, avec ;NQ; =0, i # j.
On note I';; 'interface entre les sous-domaines €2; et ;. i # j (voir figure
1). On note n; la normale extérieure & un sous-domaine 2;, et T; le vecteur
tangent unitaire.

r

23

Fia. 1. Décomposition du domaine

Soit u? Papproximation de la solution u de (1)-(2) a I'itération p dans chaque
sous-domaine €2;, 1 <i < K. L[’algorithme de Schwarz s’écrit dans €); :

LW’ = f, dans Q;
Bi(u?t) = Bi(u}), sur chaque I'y;, j # i (3)
Cu’™) = g, surdQ; NN

oll B; est un opérateur d’interface. L’algorithme original de Schwarz additif
[26] (P.L. Lions, 1988), avec des conditions d’interface de Dirichlet (B; = 1),
ne converge que lorsque les sous-domaines se recouvrent. Dans [27] (P.L.
Lions, 1989), les conditions d’interface sont des conditions plus générales de
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type Fourier ou Robin (B; = 3%1 + ¢;, oll ¢; est une constante), ce qui permet
d’obtenir un algorithme convergent pour un découpage du domaine sans re-
couvrement.

La question des conditions de raccord aux interfaces des sous-domaines
est fondamentale. Diverses techniques ont été proposées (voir par exemple
[19] (T. Hagstrom, R.P. Tewarson et A. Jazcilevich, 1988), [9] (B. Després,
1990), |7| (P. Charton, F. Nataf et F. Rogier, 1991), |5] (C. Carlenzoli et
A. Quarteroni, 1995), [45] (K.H. Tan et M.J.A. Borshoom, 1994)). Il faut
des conditions robustes, permettant de résoudre efficacement des équations
a caractére parabolique, en particulier permettant de traiter des découpages
quelconques sans savoir a I'avance ol sont situés les phénoménes physiques
tels que les couches limites ou les zones de recirculation. La notion de Condi-
tions aux Limites Artificielles (CLA) (I'approche développée dans [11]
(B. Engquist et A. Majda, 1977), puis [21] (L. Halpern, 1986)) permet de
comprendre les mécanismes mathématiques en jeu aux interfaces, et ainsi de
proposer des algorithmes stables et performants.

Technique “Conditions aux Limites Artificielles (CLA)”:

En premier lieu, il a été démontré dans [32] (F. Nataf, F. Rogier et E. de
Sturler, 1995) que 'utilisation des CLA exactes en tant que conditions d’in-
terface conduit, pour un découpage du domaine en “bandes”, & un résultat
de convergence optimal. Cela justifie pleinement I'activité développée autour
de I'utilisation de ces notions.

Les opérateurs intervenant dans les CLA exactes ne sont pas des opérateurs
aux dérivées partielles, et sont donc d’un emploi coiiteux et difficile numéri-
quement. C’est pourquoi, afin de rester proche de la convergence optimale, on
recherche des opérateurs d’interface sous la forme d’opérateurs aux dérivées
partielles qui approchent ceux intervenant dans les CLA exactes. Ainsi, dans
[7] (P. Charton, F. Nataf et F. Rogier, 1991), [31] (F. Nataf et F. Rogier,
1995), les conditions d’interface sont des approximations “basses fréquences”
d’ordre 0, 1 ou 2 des CLA exactes (remarquons que les conditions d’interface
de [9] (B. Després, 1990) et [5] (C. Carlenzoli et A. Quarteroni, 1995) peuvent
étre interprétées comme des approximations “basses fréquences” d’ordre 0 des
CLA exactes).

Les approximations “basses fréquences” d’ordre 2 des conditions aux limites
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artificielles exactes conduisent, dans la plupart des cas, & des gains trés im-
portants en vitesse de convergence par rapport aux conditions d’interface
d’ordre 0 ou celles de Dirichlet, dans le cadre de la décomposition avec re-
couvrement (voir [31| (F. Nataf et F. Rogier, 1995)). Néanmoins, dans le cas
d’une vitesse de convection tangente aux interfaces, la convergence est trés
lente, voir impossible.

Il nous a paru intéressant de chercher des conditions d’interface
d’ordre 2 en la variable tangentielle de maniére & étre de bonnes
approximations des CLA exactes, pour un intervalle de fréquence
donné, tout en restant stables. Ces derniéres seront alors moins sen-
sibles aux différents paramétres intervenant dans l'algorithme (paramétres
physiques, angle de la vitesse de convection par rapport aux interfaces, pa-
ramétres de discrétisation). Pour étre un peu plus précis, les opérateurs d’in-

terface B; sont cherchés sous la forme

0 0 02

) ) )
— —d+— =
on; oT; 387‘?

Bi:

ot les ceefficients ¢}, ¢ et ¢ sont calculés de maniére a optimiser le taux de
convergence de ’algorithme de Schwarz. Pour deux sous-domaines adjacents
2; et ;, une relation entre B; et B; assure la stabilité et la convergence.
Nous désignons ces conditions par “Optimisées d’Ordre 2” (002). L’idée
d’optimisation du taux de convergence a été utilisée dans [1] (Y. Achdou et
F. Nataf, 1995) pour la résolution d’un probléme elliptique de type Stokes
avec des maillages non coincidents aux interfaces. Cette technique servait a
minimiser le conditionnement d’une matrice de préconditionnement dans le
cas de méthodes non conformes.

Algorithme :

Du point de vue de l'algorithme, la méthode de Schwarz peut étre in-
terprée comme un algorithme de Jacobi appliqué & un probléme condensé
sur les interfaces. Pour accélérer la convergence, ce probléme d’interface peut
alors étre résolu (suivant [32] (F. Nataf, F. Rogier et E. de Sturler, 1995))
par un algorithme de type Krylov (GMRES ou BICG-STAB, [42] (Y. Saad,
1996)), au lieu d’un algorithme de Jacobi.
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Nous utiliserons ainsi la méthode suivante:

La méthode Optimisée d’Ordre 2 (O02) s’inscrit dans le cadre des
méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement, itératives.
Cette méthode est définie de la facon suivante: le probléme d’interface pro-
venant de la reformulation de la méthode de Schwarz est résolu par un algo-
rithme de type Krylov (BICG-STAB, GMRES ou GCR). Les conditions de
raccord sur les interfaces des sous-domaines sont les conditions OO2 intro-
duites ci-dessus.

Dans le cas de la méthode de Jacobi, la convergence se dégrade lorsque
le nombre de sous-domaines augmente. En effet, lors du calcul du produit de
la matrice interface par un vecteur, I’échange d’information s’effectue loca-
lement, a travers les interfaces des sous-domaines. Or la présence du terme
—vA dans l'opérateur de convection-diffusion fait que la solution dans un
sous-domaine dépend de la valeur du second-membre f en chaque point du
domaine global. Ainsi, il est nécessaire de transmettre une information glo-
bale entre les sous-domaines, afin d’avoir une convergence indépendante du
nombre de sous-domaines. Différentes techniques de préconditionnement ont
ainsi été développées (voir par exemple [6] (T. Chan et T.P. Mathew, 1994)).
Celles-ci sont basés sur I'utilisation d’une grille grossiére (méthodes multi-
grilles). Néanmoins si la convection est grande, cette grille grossiére doit étre
de plus en plus fine et donc de plus en plus cotiteuse numériquement. Une
autre approche a été développée dans [13] (C. Farhat, J. Mandel et F.X.
Roux, 1994), [14] (C. Farhat et J. Mandel, 1998), [15| (C. Farhat, P.S. Chen,
J. Mandel et F.X. Roux, 1998) pour les problémes symétriques et dans le
cadre de la méthode de Schur dual. Elle consiste a définir un “espace grossier”
et, a chaque itération de l'algorithme, a projeter les solutions dans 'ortho-
gonal de cet espace grossier. Nous généralisons cette technique de projection
dans I'orthogonal d’un “espace grossier” aux problémes non-symétriques. Cet
espace grossier est ici choisi de sorte qu’a chaque itération on capture la
partie “basses fréquences” de la solution, ceci afin d’avoir une convergence
indépendante du nombre de sous-domaines.

Une étude est également menée, dans le cas de découpages généraux, sur
les conditions de raccord aux points de croisement des sous-domaines qu’il
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faut ajouter pour que le probléme local de type (3) dans un sous-domaine soit
bien posé. En effet, 'utilisation de conditions d’interface d’ordre deux dans
la direction tangentielle nécessite ’ajout de telles conditions, afin d’avoir des
problémes locaux bien posés. Pour cette étude, nous utilisons les résultats de
[35] (F. Nataf, 1998).

Ce travail se découpe ainsi de la maniére suivante: la partie I est consa-
crée a I'étude des conditions d’interface, la partie II a la présentation de
I’algorithme et son application a différents schémas, la partie IIT a I'étude
de préconditionneurs, et la partie IV a ’étude de conditions de raccord aux
points de croisement des sous-domaines.

L’étude théorique des conditions d’interface (partie I) est composée de la
facon suivante :

Dans le chapitre 1.2, nous faisons un rappel bibliographique des conditions
d’interface utilisées en décomposition de domaine pour résoudre un probléme
de convection-diffusion. Ces conditions ont motivé le choix des conditions
d’interface optimisées. La détermination des conditions d’interfaces optimi-
sées fait 'objet des chapitres 1.3, sur le probléme continu en espace (condi-
tions 002), et 1.4, sur le probléme discret en espace (conditions (O02),). Les
conditions (O02), proviennent de conditions d’interface artificielles exactes
discrétes et sont distinctes de la discrétisation des conditions OO2.

La deuxiéme partie traite de la description de I'algorithme OO2, de sa mise
en ceuvre, et de son application a différents schémas de discrétisation :

Le chapitre I1.2 a pour objet la présentation de I'algorithme OO2, en par-
ticulier I’écriture du probléme condensé & l'interface et sa résolution par un
algorithme de type Krylov. Nous exposons ensuite, aux chapitres 1.3 et 11.4,
des résultats numériques sur I'équation de convection-diffusion en 2D. Au
chapitre 11.3, la méthode est testée sur un code de calcul existant (avec une
maille de recouvrement), dans le cas d’une discrétisation en temps par un
schéma d’Euler implicite, et en espace par un schéma aux différences finies
décentré. Au chapitre 11.4, dans le cadre d’une collaboration avec Marc Bré-
dif (MATRA BAe DYNAMICS France, département d’aérodynamique), nous
appliquons la méthode a un schéma utilisé dans le code de calcul AEROLOG
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[3] (C. Borel and M. Bredif, 1992). Le schéma en temps implicite provient du
schéma de Lax-Wendroff, et la discrétisation en espace est de type volumes
finis.

Pour ces deux applications, les résultats de convergence obtenus avec les
conditions 002 et (002); sont comparés a ceux donnés par les différentes
conditions d’interface introduites au chapitre 1.2. (“basses fréquences” d’ordre
0 ou 2). Nous mettons en évidence la réduction du nombre d’itérations de
l'algorithme (BICG-STAB, GMRES, GCR) avec la méthode 002, et donc la
réduction du temps de calcul global. En effet, le temps de calcul dans une ité-
ration est le méme quelle que soit la condition d’interface utilisée (Dirichlet,
ordre 0, ordre 2), puisque l'utilisation de conditions d’ordre 2 n’augmente
pas la largeur de bande des matrices locales.

La troisiéme partie a pour objet I'extension du préconditionneur développé
dans [13] (C. Farhat, J. Mandel, F.X. Roux, 1994) aux problémes non-
symétriques. Au chapitre II1.2, nous définissons un espace “grossier” et la
projection dans 'orthogonal de cet espace. Les solutions sont alors projetées
a chaque itération de 1’algorithme, ce qui permet de filtrer les phénomeénes
basses fréquences, c¢’est-a-dire ceux qui se propagent a l’ensemble des sous-
domaines. Au chapitre I11.3 nous présentons des résultats numériques dans le
cas de ’équation de convection-diffusion, discrétisée par le schéma volumes-
finis du chapitre 11.4.

La quatriéme partie concerne 1’étude de conditions de raccord aux points de
croisement des sous-domaines afin de montrer 'existence et 'unicité d’une
solution du probléme local dans un sous-domaine.
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Premiére partie

Définition des conditions
d’interface
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Chapitre 1

Introduction

En décomposition de domaine, le choix des conditions de raccord aux
interfaces des sous-domaines est fondamental pour obtenir des algorithmes
stables et performants.

Aussi, cette partie a pour objet I’étude et la détermination de conditions d’in-
terface permettant de résoudre efficacement les problémes de type convection-
diffusion. [.’équation de convection-diffusion que nous considérons dans cette
partie s’écrit :

ou ou
L(u) =cu+alx,y)— +blr,y)— — vAu = .11
(u) ()5 + y)ay f (L1.1)
ou a = (a,b) est le champ de vitesses de convection, v la viscosité, f une
fonction donnée, et ¢ = Ait avec At le pas de temps d’'un schéma d’Euler

implicite (en particulier ¢ = 0 correspond a I'état stationnaire). L utilisation
d’un schéma implicite permet de prendre de plus grands pas de temps, et
donc de limiter le nombre d’itérations en temps nécessaire.

Pour cette étude, nous faisons d’abord un rappel bibliographique des condi-
tions d’interface utilisées en décomposition de domaine pour résoudre I'équa-
tion de convection-diffusion (chapitre 1.2). Ces conditions ont motivé le choix
des conditions d’interface dites “Optimisées d’Ordre 2” (002). La détermina-
tion de ces conditions d’interface fait ’objet des chapitres 1.3 et 1.4: I'étude
est réalisée d’abord sur le probléme continu en espace (chapitre 1.3). Une pre-
miére raison est que les schémas de discrétisation sont souvent compliqués
alors que I'écriture au niveau continu est simple. De plus, les algorithmes
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obtenus vont rester valables pour toute discrétisation qui conserve les carac-
téristiques essentielles du probléme physique (schémas aux différences finies
décentrés, méthodes de volumes finis ou méthodes d’éléments finis de type
streamline diffusion). Nous donnons une méthode de construction des condi-
tions d’interface 002, et étudions la convergence de I'algorithme de Schwarz
avec celles-ci. Cependant, il peut étre intéressant de tenir compte du schéma
dans certaines situations. C’est pourquoi I’étude de I'optimisation des condi-
tions d’interface a été ensuite étendue, au chapitre 1.4, au probléme discret.
Nous définissons des conditions d’interface artificielles exactes discrétes, qui
conduisent a une convergence optimale de I’algorithme de Schwarz. Ces condi-
tions permettent de définir des conditions d’interface “O02 discrétes” que
nous notons (002),.
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Chapitre 2

Outils généraux : conditions
d’interface provenant des
conditions aux limites artificielles

(CLA)

Dans ce chapitre, nous exposons la notion de conditions aux limites ar-
tificielles et son utilisation pour I’écriture des conditions d’interface, comme
dans [30], [31] (F. Nataf et F. Rogier 1994, 1995). La caractéristique fonda-
mentale de cette démarche est qu’elle permet une convergence optimale (voir
[32] (F. Nataf, F. Rogier et E. de Sturler, 1995)).

Dans tout ce qui suit, la normale extérieure & un sous-domaine ; de IR?

est notée n;, et T; est le vecteur tangent unitaire défini comme sur la figure
2.1.

F1G. 2.1: Interface entre 2 sous-domaines
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2.1 Rappel sur les CLA exactes: cas de 2 sous-
domaines

Les conditions aux limites artificielles (CLA) sont utilisées en calcul scien-
tifique pour résoudre des problémes physiques posés dans des domaines non
bornés ou si grands, qu’on ne souhaite pas les modéliser en entier (par
exemple ’écoulement d’air autour d’un avion). Si l'on considére une dis-
crétisation de type volumes finis, différences finies ou éléments finis, il n’est
pas possible de prendre en compte un domaine infini ou un domaine si grand
qu’il saturerait la mémoire de 'ordinateur. Il est nécessaire de tronquer le do-
maine de calcul par une frontiére artificielle sur laquelle il faut se donner un
condition aux limites dite artificielle. De maniére idéale, cette condition doit
étre telle que la solution obtenue dans le domaine tronqué soit la restriction
de la solution que 1’on aurait calculée dans le domaine non tronqué. On dira
qu'une telle condition aux limites est une condition aux limites artificielle
exacte. En général, cette condition est intégrale en temps et en espace et
serait d’un emploi trés cotiteux numériquement. Ceci a motivé la recherche
de CLA qui approchent (en temps et en espace) les CLA exactes. Ceci a
fait 'objet de nombreux travaux (voir [23| (S.I. Hariharan, 1985)). Ici, nous
rappelons briévement I'approche développée dans [11], [12] (B. Engquist et
A. Majda, 1977, 1979) pour I’équation des ondes et étendue dans [21] (L.
Halpern, 1986), [22] (L. Halpern et M. chatzman, 1989) en mécanique des
fluides. Nous reprenons les notations de [33] (F. Nataf, 1995).

Supposons que 'on veut résoudre I'équation :
L(u) = f dans R?

avec le support de f contenu dans le demi-plan gauche R~ x R.

1—‘1 2

F1G. 2.2: Décomposition du domaine Q = IR?
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On borne le domaine dans la direction des x positifs en introduisant comme
frontiére artificielle la droite z = 0. On note Q; = R~ x Ret Qs = RT x R,
avec "o axe z = 0 (voir figure 2.2). On introduit 'opérateur de Steklov-
Poincaré du demi-plan droit A~ :

0
A ug —> a—w(O,y) ot L(w)=0, x>0 (1.2.1)
T
w(0,y) =ug(y) enzxz=0 (1.2.2)
w borné a 'infini (I.2.3)

On cherche & mettre une condition aux limites en z = 0 qui soit exacte c’est-
a-dire que l'on cherche un opérateur B tel que la solution v du probléme

Lv)=f, <0
B(v) =0, =0

soit la restriction deua R~ x R .
Comme u vérifie L(u) = 0 sur R™ x R, d’aprés la définition de A~ et par
unicité de (1.2.1)-(1.2.3) nous avons:

(0 —A7)(u)=0enz =0 (I.2.4)

si bien que la condition (1.2.4) est une condition aux limites artificielle exacte.

De fagon similaire, en introduisant 'opérateur de Steklov-Poincaré du demi-
plan gauche AT :

ow

AT ug — a—(O,y) ou L(w)=0, <0 (1.2.5)
x

w(0,y) = uo(y) enz=0 (1.2.6)

w borné & l'infini (1.2.7)

par unicité de (1.2.5)-(1.2.7), la condition
(0 —AN)(u)=0enxz =0 (I.2.8)

est une condition aux limites artificielles exacte, si le support de f est inclus
dans le demi-plan droit Rt x IR.

Lorsque L est a ceefficients constants, le symbole A~ (resp. AT) de A~ (resp.
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AT) peut étre déterminé explicitement :
On désigne par w la transformée de Fourier partielle par rapport a y de w,
et k la variable de Fourier:

w(z, k) = / e "M (x, y)dy
R

et F, ! désigne la transformée de Fourier inverse.
Prenons la transformée de Fourier partielle par rapport a y de (1.2.1):
2 ~

o 0
i+ aSl bk — o 4 vk = 0, >0, keR (1.2.9)
oz Oz?

Les solutions sont cherchées sous la forme >°, a;(k)e®)2 oi les \;(k) an-
nulent le polyndme caractéristique de L:

¢+ a\ + ibk — v\ + vk?

Ainsi, nous avons deux possibilités pour \;(k):

a —\a? + dev + divbk + 4k202
2v

A~ (k,a,b) = (1.2.10)

a+ Va2 + dcv + divbk + 4k212
2v

Lorsque ¢ # 0, alors Re(A") > 0 et Re(A™) < 0. La solution w de (I1.2.9)
étant bornée a Uinfini, le terme en facteur de e*” ()% doit étre nul. Nous avons
ainsi w(z, k) = ig(k)e* ®* (d'apres (1.2.2)), et

A~ (ug) = Fi (A (R)io(K))

At (K, a,b) = (1.2.11)

De méme, si nous prenons la transformée de Fourier partielle par rapport a
y de (1.2.5), 'équation qui en résulte a pour solution w(z, k) = tig(k)e* *)7
et

A+ (u) = F (X (ko (k)

Remarque 2.1 (Factorisation de £). Dans le cas ou L est a cefficients
constants, en prenant une transformée de Fourier partielle de L par rapport
a1y, on peut le factoriser sous la forme

L=—1(d — AT) (D, — A7)
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Les opérateurs intervenant dans les conditions aux limites artificielles exactes
(1.2.4) et (1.2.8) sont les termes de la factorisation de L (pour L a cefficients
variables, on peut aussi relier la factorisation de L auzx conditions aux limites
artificielles exactes (voir [33] (F. Nataf, 1995))).

Remarque 2.2 (Cas unidimensionnel). Considérons un cas unidimen-
stonnel, avec

ot a est une constante, a € IR.
On peut factoriser L sous la forme

a—va?+ 4dev a++va?+ 4ecv

L=—-v(0, — Oy —
V{0, 2v (2. 2v )
Les opérateurs intervenant dans les conditions aux limites artificielles exactes
sont donc
a—+a®+4cv a++Va?+4dev
(O ———F——) et (Op——F—)

2v 2v
¢’est-a-dire (0, — A7(0)) et (0, — A*(0)) d’apres (1.2.10) et (1.2.11).

Les opérateurs A~ et AT ne sont pas des opérateurs aux dérivées partielles.
Des conditions d’interface faisant intervenir ces opérateurs seraient donc coti-
teuses et difficiles & mettre en ceuvre. C’est pourquoi on recherche des opéra-
teurs aux dérivées partielles qui approchent A~ et A™. Ceci revient a appro-
cher A~ et A* par un polynoéme en k. Dans [30] (F. Nataf et F. Rogier, 1994)
les approximations de A~ et A" sont effectuées pour k petit. On obtient ainsi,
par exemple pour 'approximation de I'opérateur % — A~ intervenant dans
la CLA exacte (1.2.4):

87A7N87a—\/a2+4cu+ b Ja v 1+ b? )82
ox = o 2u Va2 +4cv 0y Va2 + 4dcv a? + 4cv’ Oy?
pour des approximations a I'ordre 2 ( dans |21] (L. Halpern, 1986), ’approxi-

mation est faite par rapport a v petit, ce qui est équivalent a la faire pour &
petit, dans le cas ou ¢ = 0 dans (I.1.1)).

Pour les méthodes de type Schwarz ou Krylov, différentes conditions d’in-
terface ont été développées a partir des conditions aux limites artificielles.
Avant d’introduire ces conditions, nous rappelons ’algorithme de Schwarz.
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2.2 Ecriture de l'algorithme de Schwarz

L’algorithme original de Schwarz additif [44| (H.A. Schwarz, 1870), [26]
(P.L. Lions, 1988), avec des opérateurs d’interface de Dirichlet (B; = 1)
ne converge que lorsque les sous-domaines se recouvrent. [’algorithme est
étendu aux cas d'un découpage sans recouvrement dans [27] (P.L. Lions,
1989), avec des opérateurs d’interface de type Robin (B, = 8%1_ + ¢;, ol ¢; est
une constante). C’est cet algorithme que nous rappelons ici. Nous supposons,
pour simplifier, que le domaine de calcul €2 est découpé en deux sous-domaines

disjoints €2y et {2y séparés par une interface I'y5.

Algorithme 2.1 (Schwarz, sans recouvrement). Soit (u));—12 une ap-
prozimation initiale de la solution u de (I.1.1) dans chaque sous-domaine, et
soit (ul)i=12 la valeur de Uapprozimation de u a litération p. L’algorithme
de Schwarz additif présenté dans [27] (P.L. Lions, 1989) s’écrit :

L) = f, dans Q,

By(u?*) = By (uh) sur Ty

L(ub™) = f, dans Q,

1
By(uh™) = By(ul) sur Ty
ot By et By sont des opérateurs d’interface.

Différents opérateurs d’interface B; ont été développés a partir des condi-
tions aux limites artificielles. Nous présentons, dans les sections suivantes,
ces opérateurs d’interface.

2.3 Les CLA exactes en tant que conditions
d’interface

L utilisation de CLA exactes comme conditions d’interface a, semble-t-il,
été faite pour la premiére fois dans [19] (T. Hagstrom, R.P. Tewarson et A.
Jazcilevich, 1988), pour le probléme de convection-diffusion.

Remarque 2.3. Dans le cas o Qy = R~ x R et Qy = R* x R, si l'on
prend comme opérateurs d’interface ceux intervenant dans les CLA ezactes,
By =0, — AN et B, =09, — AT, lalgorithme de Schwarz 2.1 converge en 2
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itérations, ce qui est optimal. En effet, les équations de l’algorithme 2.1 étant
linéaires, on peut considérer le cas ou f=0. Alors, comme L(u}) =0 dans
et L(uy) = 0 dans Qq, nous avons By(uy) = Ba(uy) = 0 (par définition de
A~ et AY). Le second membre de 'algorithme 2.1 définissant u? = 0 est donc
nul, ce qui implique que u? =0, i = 1,2.

Ce résultat se généralise au cas d’un découpage du domaine € en bandes [32]
(F. Nataf, F. Rogier et E. de Sturler, 1995).

Ce résultat justifie pleinement I’étude et 'utilisation de conditions aux li-
mites artificielles pour la décomposition de domaine.

Néanmoins, en général, les opérateurs intervenant dans les CLA exactes ne
sont pas utilisés comme opérateurs d’interface. En effet, on a vu que dans le
cas ou 'on a une forme explicite, ces opérateurs ne sont pas des opérateurs
aux dérivées partielles, et sont donc cotteux et difficiles & utiliser dans un
code de calcul. Ceci a conduit a la recherche d’opérateurs d’interface sous la
forme d’opérateurs aux dérivées partielles qui approchent ceux intervenant
dans les CLA exactes.

Dans le paragraphe suivant, nous rappelons des opérateurs d’interface qui
ont été développés dans cet esprit, et qui sont des opérateurs différentiels
d’ordre inférieur ou égal a 2.

2.4 Des CLA approchées en tant que condi-
tions d’interface

Dans [30], [31] (F. Nataf et F. Rogier, 1994, 1995), les opérateurs d’inter-
face ont été introduits comme des approximations “basses fréquences” d’ordre
0, 1 ou 2 des opérateurs intervenant dans les CLA exactes.

Nous expliquons briévement la démarche qui permet d’obtenir ces opérateurs
d’interface.

Démarche

Nous supposons, dans un premier temps, que 2 = R? est décomposé en
2 sous-domaines Oy = R~ x R et Q3 = R™ x R (voir figure 2.2), et que les
coefficients dans (I.1.1) sont constants.
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Les opérateurs d’interface de 30|, [31] (F. Nataf et F. Rogier, 1994, 1995)
sont des approximations de Taylor d’ordre 0, 1 ou 2, pour les basses fré-
quences de Fourier, des opérateurs intervenant dans les CLA exactes (1.2.4)
et (1.2.8). Ce sont les approximations que nous avons considéré a la section
2.1. Plus précisément, notons )\;r et A\, , 1 =0,1ou 2, les développements de
Taylor d’ordre [ au voisinage de k = 0 de A" et A\~. Notons ensuite A} et
A7, 1=0, 1 ou 2, les opérateurs dont \;" et A, sont les symboles.

Alors, les opérateurs d’interface sont :
B =0,—A;, By=-—(0,—A))

(nous ne notons pas ces opérateurs By ; et By, pour des raisons de simplicité).

Par exemple pour les opérateurs d’ordre 2:

0 a—+a?2+4cv b 0 v b? 0?

B =— — + — = 1+ —
YT o 2v Va2 +4cv 0y a2+ 4cy( a’® + 4CV)(9?/2

B 0 —a — +va?+ 4ev b 0 v b? 0?
=

+ 2 1)
Ox 2v Va2 +4cv 9y Va? + 4cy( a? + 4c1/)8y2

Ces expressions sont ensuite généralisées a un probléme a coefficients variables
et & un découpage quelconque du domaine:

Approximations de Taylor d’ordre 0 des CLA exactes

0 .n; — . i2 4
_ 0 anm-y@m)yide (1.2.12)
al’li 2v

B;

Approximations de Taylor d’ordre 2 des CLA exactes

0 an;—+/(an;)?+ 4w a.T; 0
B; = — +
on; 2v v (an;)? + 4ev 073
v (a.‘ri)Q 82 .

+ ,i=1,2 (1213
(a.n;)? + 4ev (amy;)? + 461/)87-i2 ! ( )
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Remarque 2.4. Dans [9], [10] (B. Despres, 1990, 1991) pour le probléme
de Helmholtz, et [5] (C. Carlenzoli et A. Quarteroni, 1995) pour le probléme
de convection-diffusion, les opérateurs d’interface utilisés sont les approzi-
mations de Taylor d’ordre 0 des CLA exactes (opérateurs (1.2.12)).

Remarque fondamentale 2.1. Lorsque L est a ceefficients constants, pour
=0, 1ou?2,

Af+A; =AT+A = % (1.2.14)

Par conséquent, By peut étre obtenu a partir de By en utilisant (1.2.14).
De méme, les opérateurs (1.2.12) et (1.2.13) s’écrivent sous la forme
0 0 0? 0 0 0*

81:7*01‘}'027*037 82 — C4 + Cy

= e (1215
ony or1 “ory on, ora “ory 1219

ou les cefficients cy, cs, cq sont obtenus & partir de c1,cy,c3 (ou réciproque-
ment), & l'aide des relations suivantes :

Cp = cl(a.nl, a.‘Tl), Co = cz(a.nl, a.TI), C3 = 63(a.n1, a.Tl)

et ¢y =c, — ﬂ, cs = co(ang,a.Ty), ¢ = cz(ang, ary) (1.2.16)
v

Le lien entre By et By fait en (1.2.16) (lien avec les CLA exactes) est cru-
cial pour obtenir des algorithmes qui convergent, comme le montre la section
sutvante.

2.5 Convergence de l’algorithme de Schwarz
avec les CLA approchées

Dans cette section, nous rappelons un résultat de convergence montré
dans [37| (F. Nataf et F. Nier, 1997). Nous reprenons les notations de la
section 2.1.

2.5.1 Cas de 2 sous-domaines

Considérons de nouveau le cas oul le domaine Q = R? est décomposé en
deux sous-domaines Q; = R~ x R et 2y = R™ x R (voir figure 2.2), et ou
les coefficients dans (I.1.1) sont constants.
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L’algorithme de Schwarz additif s’écrit (voir section 2.2):

L(uP™) = f, dans O (I.2.17)
By (u?) = By(ub) sur I'yy (1.2.18)
L(ub™) = f, dans Q, (I.2.19)
Bo(ubt!) = By(ul) sur Ty, (1.2.20)

Nous étudions la convergence de l'algorithme de Schwarz (1.2.17)-(1.2.20)
pour des opérateurs d’interface B; et By définis par:

3 0 N 0 0? A 0 N 0 0?
= — —+ Cg— — 35—, = — — eyt s— — Cg—
" Ong L ¥ 367’%‘ > Ong 4 P01 667’%
ol
~an; —y/(ang)? +4cv
@ = 2v

et ¢z € R, c3 > 0 ne dépendent que de a.n; et a.7; comme en (1.2.16), et
¢4, 5, g qui vérifient (1.2.16).

On peut alors décomposer B; et By comme :

Bl — aT - A;p
82 = 7(87’ - A;J,Fp)
ou A, a pour symbole:
A, (k) = A7(0) — coik — c3k? (I1.2.21)

et, By est obtenu a partir de By a ’aide de la relation
+ — A+ -_¢a
A+ AL, =AT+A = » (1.2.22)

Le taux de convergence de I'algorithme de Schwarz (1.2.17)-(1.2.20) peut étre
calculé explicitement :
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Taux de convergence

On note €? T'erreur u! — u a Vinterface I'15 de €; a étape p, i = 1, 2.
On définit le taux de convergence de I’algorithme de Schwarz (1.2.17)-(1.2.20)
par

~p4-2 .
eyt =pef, p>1

On peut faire les calculs explicitement dans les variables (z, k), et la relation
(1.2.22) permet de simplifier p sous la forme:

(k) = Ay (R)\

k = i [.2.23
obcned = (=) (1229

En effet, les équations (1.2.17), (1.2.19) et (I.1.1) étant linéaires,
L(e}) =0, dans (1.2.24)
L(eh) =0, dans Qs (1.2.25)
En prenant la transformée de Fourier partielle par rapport a y de (1.2.24)
et (1.2.25), les solutions s’écrivent sous la forme é7(x, k) = of (k)e* (F)e et

éb(z, k) = o (k)e* B (voir la section 2.1).

Les conditions d’interface (1.2.18) a I’étape p + 2 et (1.2.20) a I'étape p + 1
donnent alors

Al (R) (AT (k) = A, (k) = a5 (B) (A7 (k) = AL, (K)) (L.2.26)
oG (R) (A (k) = Mgy (k) = ol (B) (AT (k) = AJ, (k) (L.2.27)
Comme par définition p(k, ¢z, c3) = ai;zlil;)’ les relations (1.2.26) et (1.2.27)
impliquent que
A (k) = A (R)\ (AT (k) — Ag, (k)
dtenen = (=) (Fw—agm)

La relation (I.2.22) entraine que A" (k) — A} (k) = A7 (k) — A, (k) ainsi que
A7 (k) = Ab (k) = AT (k) — A, (k) et par suite

A (k) = A, (k)
p(k,ca,c3) = <)\+(k) — )\ap(k)>
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Alors nous avons le résultat suivant [37] (F. Nataf et F. Nier, 1997):

Théoréme 2.1. Soit C l’ensemble des nombres complezes.
Pourtoutv >0, c>0,a e R, be R, co € R, c3 >0, et pour tout k € IR,

— a

lp(k,ca,03) <1 <— (M) C {z€ C: Re(z) >0} U{oc}
2v

Notons que pour z1, 29 € C, nous avons la relation suivante :

sgn(Re(z21)) = sgn(Re(z)) et sgn(Im(z1)) = sgn(Im(z)) = Re(Z) > 0.

Orici Re(A\™ —5-) < 0 d’apres (1.2.10), et Re(A,,—5-) < 0 d’apres (1.2.21) et

le fait que nous avons supposé ¢ > 0. De plus, sgn(Im(A~ (k))) = —sgn(bk),

pour k € IR d’apres (1.2.10) et sgn(Im(\,,(k))) = —sgn(c2k), pour k € R

d’aprés (1.2.21). Par conséquent, d’aprés le théoréme 2.1, nous avons:

Corollaire 2.1. Supposons que L est a cefficients constants.
Alors, Vv >0, ¢>0, a e R, be R, co € R, c3> 0,

Vk e R, sgn(cy) = sgn(b) = |p(k,co,c3)] <1

En particulier, ceci permet de montrer la convergence de 1’algorithme de
Schwarz 2.1 avec les conditions d’interface de Taylor d’ordre 0 (1.2.12) ou de
Taylor d’ordre 2 (1.2.13).

2.5.2 Extension & K sous-domaines

Dans le cas de deux sous-domaines, la convergence est prouvée en cal-
culant explicitement le taux de convergence. Dans le cas plus général d'un
découpage en K sous-domaines (bandes) le taux de convergence est estimé
en fonction du taux de convergence du cas & deux sous-domaines. La conver-
gence est prouvée en utilisant des techniques issues de la theorie des langages
formels dans |37] (F. Nataf et F. Nier, 1994)):

Théoréme 2.2. Soit le domaine Q = R? décomposé en K bandes verticales
(Qi)1§i§;( de largeur au moins L sans recouvrement. On note u la solution
du probléeme de convection-diffusion (1.1.1) et u? estimation de u dans le
domaine ; a litération p de l’algorithme de Schwarz. Alors , il existe un réel
&. > 0 dépendant de g et de %5 tel que si oL > & et f € L*(R?), Ualgorithme
de Schwarz converge dans le sens ot

n— oo
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2.6 Remarque sur une autre approche

Dans [45] (K.H. Tan et M.J.A. Borsboom, 1994), des opérateurs d’inter-
face d’ordre 1 sont introduits, pour lesquels ¢3 = ¢g = 0 dans (1.2.15). Les
ceefficients ¢y, ¢o, ¢4, c5 sont choisis de fagcon & minimiser le taux de conver-
gence. Comme le probléme de minimisation sur les quatre paramétres est trés
cotiteux, un probléme de minimisation approché est résolu, mais ceci conduit,
dans certains cas, a une divergence de I'algorithme. Cela montre que le lien
entre By et B, fait en (1.2.16) (lien avec les CLA exactes) est fondamental
pour obtenir des algorithmes convergents.
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Chapitre 3

Conditions d’interface optimisées
002 : étude sur le probléeme
continu

3.1 Motivation et définition

Les conditions d’interface de Taylor d’ordre 2 (1.2.13) conduisent, dans

la plupart des cas, a des gains trés importants en vitesse de convergence par
rapport aux conditions de Taylor d’ordre 0 (I.2.12) ou celles de Dirichlet dans
le cas d'un découpage avec recouvrement (voir |31] (F. Nataf et F. Rogier,
1995)).
Cependant, dans le cas ou ¢ = 0 dans (I.1.1), la convergence avec les condi-
tions (I1.2.13) se détériore lorsque la vitesse de convection devient tangente
a l'interface. Ceci vient du fait que les ceefficients des dérivées tangentielles
premiére et seconde dans (1.2.13) deviennent infinis lorsque ¢ = 0 et a.n; = 0.
Rappelons que le cas ¢ = 0 est intéressant car il représente 1'état stationnaire
de I'équation de convection-diffusion.

C’est pourquoi, dans ce travail, nous cherchons des opérateurs d’interface sous
la forme d’opérateurs différentiels d’ordre 2 comme en (1.2.15) qui soient une
“bonne” approximation des opérateurs intervenant dans les CLA exactes, non
seulement pour les basses fréquences, mais pour un intervalle de fréquence
donné. Ceci signifie que les opérateurs d’interface sont cherchés de fagon a
minimiser le taux de convergence de I’algorithme de Schwarz.
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Définition des conditions d’interface O0O2

Cas de 2 sous-domaines::
Les opérateurs intervenant dans les conditions d’interface sont d’ordre 2 dans
la direction tangente a I'interface:

0 0 0? 0 0 0?

Bil=— ca+co— —, Bi=— ca+c— 67—
YUon, T Tary Por2 TP np 1 Cor, Cor

et sont choisis de la facon suivante :
— ¢4, C5, Ccg sont fixés par:

Cl = C (a.nl,a.Tl), Co = Cg(a.nl, a.7'1), C3 = 63(a.n1, a.‘rl),
a.ng

Cy = C1 — , C5 = Cg(a.n2, a.Tg) Ce — c3(a.n2,a.7'2) (131)

’

— ¢y est défini par:

an; —+/(ang)?+ 4ev
2v

de telle sorte que les conditions d’interface soit exactes pour la fréquence
k = 0. Notons que dans un cas unidimensionnel, ce choix de ¢; donne
des opérateurs d’interface By et By qui sont ceux agissant dans les CLA
exactes (voir remarque 2.2).

C1 =

Enfin, nous calculons ¢y et ¢3 en minimisant le taux de convergence
(1.2.23) de I’algorithme de Schwarz 2.1.

Extension dans le cas général :

Définition 3.1 (Opérateurs d’interface O02). Les opérateurs d’inter-
face 002 intervenant dans les conditions de transmission sur le bord d’un
sous-domaine §2; sont définis de la facon suivante :

0 an;—./(am)’+4dev 0 >
8ni 2v

ol co = co(am;,a.Ti) et c3 = cz(an, a.1;) minimisent le taur de conver-
gence de 'algorithme de Schwarz dans le cas de deux sous-domaines et d’un
opérateur L (défini en (1.1.1)) a cefficients constants.
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Remarque 3.1 (Avantages). D’aprés la section 1.2.5, avec les conditions
(1.5.1) (et en ajoutant une condition sur le signe de c3) la convergence de
l’algorithme de Schwarz est assurée.

Remarque 3.2. Nous ne considérons pas, comme conditions d’interface,
des approzimations de Taylor d’ordre supérieur a 2 (ou de Padé), car les
problémes aux limites correspondants, dans chaque sous-domaine, seraient
plus complexes a mettre en cuvre.

L’étude du probléme de minimisation du taux de convergence est effectuée,
dans la section suivante, dans le cas de deux sous-domaines et de coefficients
constants. Ceci permet d’étudier analytiquement le taux de convergence. La
technique de calcul permettant d’atteindre le minimum dans ce cas est éten-
due, a la section 3.3, au cas de ccefficients variables et d’un découpage quel-
conque du domaine.

3.2 Cas de 2 sous-domaines et d’un opérateur
a cceflicients constants: construction des
conditions d’interface O0O2 et étude de la

convergence

Dans cette partie, les coefficients de I'opérateur £ défini en (I.1.1) sont
supposés constants (a € R, b € R).
Le domaine de calcul Q = R? est découpé en 2 sous-domaines, sans recou-
vrement, 0y = R~ x R et Qy = R™ x R (voir figure 3.1).

Q Q

1 2

rlZ

Fi1G. 3.1: Décomposition en 2 sous-domaines

On reprend les notations du chapitre 1.2.
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[’étude du probléme de minimisation du taux de convergence de 1’algorithme
de Schwarz permet de définir une technique de calcul des conditions d’inter-
face OO2. Nous donnons ensuite des estimations et des résultats numériques
sur le taux de convergence.

3.2.1 Minimisation du taux de convergence
Algorithme de Schwarz

L’algorithme de Schwarz additif s’écrit

L) = f, dans Q,

By (u?*) = By (ub) sur T'yy
(1.3.2)

LWhth) = f, dans Q,

By (uh™) = By(uP) sur I'yy

Les opérateurs B; et B, intervenant dans les conditions d’interface OO2 s’ins-
crivent dans le cadre des opérateurs d’interface de la section 1.2.5:

Bl - &E - A;p
BQ — —(&E - Aj{p)

ot A, a pour symbole:

A (k) =\ (0) - Cgik - Cgk2

ap

et By est obtenu & partir de By a 'aide de la relation

A+ A=At +A" =2 (1.3.3)

¢y et ¢z sont alors choisis de fagon & minimiser le taux de convergence p (défini
en (1.2.23)) de I'algorithme (1.3.2).

Probléme de minimisation

Les ceefficients ¢s et ¢3 sont obtenus en minimisant le maximum de la fonc-
tion k — p(k, g, c3) sur Uintervalle |k| < ko0 00 ko, est une constante

donnée, k. > 0 (dans le cas discret, ke = > ou h est le pas du maillage
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en y (voir par exemple |16] (C.A.J. Fletcher, 1991))).

Cas d’une vitesse de convection normale a U'interface I'5 (b= 0)

Quand b = 0, A~ est paire donc ¢ = 0, et ¢3 est obtenu avec le résultat
suivant :

Théoréme 3.1. On suppose que a € R, a #0, b=0 et ¢ > 0 dans (I.1.1).

Alors, pour ke > 0, il existe un unique c3> 0 qui réalise le

min  max [p(k,0,c3)] (1.3.4)

(3320 nggkmaz

>\7 (0)*>\7 (kmaz) |4
ktax * Va2+4cw

De plus, c3 est l'unique solution dans | | de l’équation

P(kl (03), 0, 03) = p(km(m:; 0, 03)

ot k1 = ki(c3) est la racine de la dérivée de k — p(k,0,c3) telle que
p(k1,0,¢3) # 0 (voir figure 3.2).

OPTIMISE ORDRE 2
TAYLOR ORDRE 2 ©
TAYLOR ORDRE 0+
08 ]
++++++++++++++*“
w +++++“”++
o T
) R 000"
w R 400%°
o
g 0.4 | o oo 1
=} e 0°°
= . o
o + 00
+ .,°°Q
4 0°°
+ ow"
+ o
02 K i
+ 0‘70
. .
+ R
+++ 00000 —
. K;
O S - : ]
0 100 200 300 400 500 600 700 800
k4 NOMBRE DE FOURIER k Kmax

F1a. 3.2: Taux de convergence en fonction du paramétre de Fourier k
0 <k < Fkna = %

a=1, 0=0, v=0.01, ¢c=0, h:ﬁ

Preuve du théoréme 3.1.
La démonstration se fera en deux étapes, d’abord dans le cas ot ¢ = 0 dans
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(I.1.1) (cas stationnaire), puis dans le cas ¢ > 0.

1) Cas ¢ =0
On considére le cas de ’équation

a@—uAu:f, a#0
ox

calal

2vk
%)2 2v

En posant 2 = (

et v = , le taux de convergence s’écrit :

(2.7) <1+\/1+x7x>2
x,y) =
P 1+vV1i+ax+yx

et, en posant Z,,u; = (M%)Q, le probléme de minimisation (1.3.4) est équi-
valent au probléme de minimisation suivant :

min  max |p(z,7)] (1.3.5)

720 0<z<Zmaz

La fonction (z,7) € Rt x Rt — p(x,7) est C™, positive, et pour v > 0
fixe, lim p(z,v)=1.
Tr—>r0oQ

Recherche du mazimum de x — p(x,v) sur [0, Tpmaz], pour v >0 fixé:

Nous distinguerons trois cas sur y: 0 < v < %, v=0,etvy> %
e <y < %
Supposons v fixé avec 0 < v < %

On pose z1(y) = % et T (y) = 1;# Les racines positives de z — p(x,7)

sont 0 et zi, (), et celles de z — %(:ﬁ, ) sont 0, z1(7), etz (7v). La fonc-
tion x — p(z,7) est croissante sur [0,z (V)] U [Zini (), Timaz), décroissante
sur [21(7), Tine(y)] (voir figure 3.3).
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0.12

0.1

0.08

0.06

rho (x,gamma)

0.04

0.02

0 ;1 160 x.m 260 360 460 560 xma 600
FiGg. 3.3: Tauz de convergence x € [0, Zymae] —> p(2,7), Tmae = 600 et
~ = 0.08

Nous avons ainsi trois possibilités pour le maximum de x — p(z,7) sur
[O: xmaz] :

— Soit vy est tel que Ty < 71(Y) <= v < f(Tmaz), avec f(z) = ‘#2

Alors, le maximum de x — p(z,7y) sur [0, Tpqz] est atteint en x4,

Soit Y est tel que T1(7) < Tinaz < 1;227 — f(mmam) < Y < g(mma:c)a

avec g(x) = =22 Alors, le maximum de z — p(2, y) sur [0, nq,)
est atteint en x(7),

— Soit v est tel que Zpap > 1;37 < v > g(Tmaz). Alors, le maximum

de x — p(x, ) sur [0, Tax] est atteint soit en zq(7y), soit en Zyqy.

On cherche donc le

min min Timaz> V), min T ,7Y),
(0<’Y§f(5’3ma1‘) p( ’Y) F(@maz)<y<g9(Tmaz) p( ! (7) 7)
min 1(p(:1)‘1 (’7)7’7)ap(xmaz:7)))
g(mmarm)§’7<§

O e Fy(r.7) = §,9) = ~ =TT 450, 0.< < 3

particulier, Fy(z,7) <0 <= v < g(x).
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Etudions dans un premier temps le minimum sur |0, f(%ma.)] de v — F(7),
avec F(7) = p(Tmaz, 7). 0 <7 < 3:

Par définition, F'(y) = Fy(Tmaz,7y). Donc pour 0 < v < f(Zmaz), ON a
F'(7) €0 (car f(@maz) < ¢(Tmaz)). F étant continue, le minimum est atteint
en v = f(Tmaz) ( <= Tmaz = x1(7)). On est donc ramené a trouver le

min( min p(x1(y),7),  min  (p(x1(7),7), p(Tmaz, 7))
f(xmﬂ.-’ﬂ)g’ygg(xmﬂrm) g(mmam)§7<%

OnaG'(7) = F(1(7),7) 45 (11(7)) + g5 (21 (7), 7). Comme (1 (7),7) =0,
on obtient G'(v) = Fy(z1(7),7), e (7) <0 <= v < g(z1(y)). Or
v < g(z1(7)), Vv €)0, 1], donc G'(7) <0, 0 <y < 2. Comme G est continue
sur |0, 1 [, e minimum de G sur [f(Zmaz), 9(Tmaz)] est atteint en v = g(zmaz).

On est ainsi ramené a chercher le

min 1 (p(xl(/}/): 7): p(mmam: 7))
9(Tmaz) <Y<y

On a vu que F'(y) > 0 et G'(7) < 0 pour g(Tmar) < v < 3. Comme F et

G sont continues sur ]0, 5[, F(3) < 0 et G(5) = 0, il existe un unique v,

9(Tmaz) <V< %, tel que F(7) = G(7). De plus,

min max |p(z,7)| = F(7) = G(7)

0<'y<% 0<2<Tmaz
oy =10
Supposons que v = 0. La fonction x — p(z,0) est croissante sur [0, Znez],
et son maximum est atteint en ,,,,. Un calcul simple montre alors que

2(Tmaz, 0) > p(Tma, ’;’) (on utilise le fait que < %)

° >

N[ —

Supposons que 7y > % La fonction z — p(z,7) est alors croissante sur

[0, Zpnaz], €t sSON maximum est atteint en Z,,,,. On étudie donc le

min p(z, ) = min F(y)
>3 >3

na|
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! 1 . . . _ 1
Comme F'(y) > 0 pour v > 3, le minimum est atteint en 7 = 5. Un calcul

simple montre alors que p(Zmaz, %) > p(Tmaz ’77) (d’apres v< %)

Par suite, pour Tm.: > 0 fixé, il existe un unique 7, 9(Tmaz) <v< 1 tel

que p(Zmaz, V) = p(z1(7),7). De plus, on a

min max |p(z,7)| = p(Zmax. V) = p(x1(7),7)

720 0<2<Zmaz

C’est-a-dire, en la variable de fourier k :
A= (0)=A" (kmaz)
k2

max

pour ke > 0 fixé, il existe un unique cs, <c3< ﬁ tel que

p(Emaz, 0, ¢3) = p(ki(c3),0,¢3), ot ki = ki(c3) est la racine de la dérivée de

k — p(k,0,¢3) telle que p(kq,0,c3) # 0. De plus, on a:

min  max |P(ka0 63)‘ = p(kma:raoaC;) = p(kl (53)0553)

3>0 0<k<kmaz

ce qui démontre le théoréeme 3.1 dans le cas ou ¢ = 0.

2) Cas ¢ >0
On considére le cas de 'équation

0
cu—l—a—u—l/Au:f, a#0, c>0
ox

_ (2vk\2 __ c3lal ! 4we [P PRI
En posant x = (T) .Y =5, et ¢ = =5, le taux de convergence s’écrit :

B 1+ +V1i+cd +o -1,
Vitd +Vi+cd +a+7n

ety =vV1+c:

o(y.7) = (Y TE =7,
' 1+v1+y+7y

et en posant Yper = ‘ﬁ:’i‘j , AVeC Typay = (M%)Q, le probléme de minimisation

(I.3.4) est équivalent au probléme de minimisation suivant :

p(z,7)

c’est-a-dire, en posant y = 1:(!

. /
min, max 1p(y, )]
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c’est-a-dire au probléme de minimisation (I.3.5). Par suite, pour ¥, > 0

fixé, il existe un unique 71, 9(Ymaz) §7'< %, tel que p(Ymaz, fy/) = p(r (fy'), 7').
De plus,

min - max  [p(y,7 )| = p(Ymaz: 7 ) = p(11(7),7)
5 >0 0<y<ymax

oil y1(7) est la racine de la dérivée de y — p(y, ') telle que p(y,v') # 0.

On obtient ainsi, en la variable de fourier £ :
A7 (0)— A" (kmaz) <o v
kgna:t: _63< Va2+der’

que p(Ekmaz, 0,¢3) = p(ki(cs),0,c3), ot ki = kq(c3) est la racine de la dérivée
de k — p(k,0,c3) telle que p(ky,0,c3) # 0. De plus,

pour ke, > 0 fixé, il existe un unique cs, tel

min_max |p(k, 0, ¢5)| = p(kmas, 0, cs) = plki (¢3), 0, c5)

320 0<k<kmax

ce qui démontre le théoréme 3.1. O

Théoréme 3.2. c3 peut étre obtenu en minimisant p sur des fréquences in-
termédiaires king, 0 < kint < kmae qut annulent p; c’est-a-dire si ki, est tel
que p(kint, 0, ¢3) = 0, alors c3 est une fonction de ki, et (1.3.4) est équivalent
au probleme de minimisation suivant :

0<k5i1;7,r:1§r}€maz Ogll;r%%z(naz |p( I 0’ (’3( Znt))‘ ( 3 6)

Alors, pour ke, > 0 donné, il existe un unique k;l-_nte](), kmaz), dépendant de

kmaz, solution du probleme de minimisation (1.3.6). De plus, k;m est obtenu
comme étant l'unique solution dans |0, k.. de Uéquation

p(kl (kint); 0: 03(kint)) - p(kmam 0; CS(kint))

ot ky est la racine dans |0, kiy| de la dérivée de k — p(k, 0, c3(kint))
(voir figure 3.2).

Preuve du théoréme 3.2.
Nous avons vu dans la démonstration du théoréme 3.1 que le probléme de
minimisation (I.3.4) est équivalent au probléme de minimisation :

min max |p(z,7)] (1.3.7)

g(mmaz)§7<% 0§$S$maz
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Or d’aprés I'étude de la fonction 2 — p(x,7), si v vérifie g(2mes) <7 < 3,
il existe un unique Ty, 0 < ZTing < Tyas, tel que p(xin, y) = 0, ’est-a-dire
v =Y (Ting) = _Hxi Vlj“”’ Réciproquement, pour Z,; fixé, 0 < Zini < Tmaz,
si v est tel que p(zin,y) = 0, c’est-a-dire v = y(xjp) = VI Tine alors on

Tint
a g(Tmaz) < v < 1.
Ainsi, le probléme (1.3.7) est équivalent au probléme de minimisation suivant :

<ot s oH 0, P 1))

Par conséquent, d’aprés le théoréme 3.1, pour ., > 0 fixé, il existe un

unique €10, Timaz, tel que p(Tmaz, ¥ (Tine)) = p(@1 (Y (Tint)), ¥ (Ting))- De
plus, on a:

min —max |p(z,(2im))| = p(@mar, V (@int)) = p@1(V (@ine)). T (@ins))

0<Zint Sfpmaz Oﬁxgmmaz

En repassant en variable de fourier k (voir la preuve du théoréme 3.1), ceci
démontre le théoréme 3.2. O

Remarque 3.3 (Choix de ¢;). Nous avons choisi ¢, = A™(0) pour que les
conditions d’interface soit exactes pour la plus basse fréquence. Nous généra-
lisons l’étude du taux de convergence dans le cas ot ¢; est quelconque. Dans
ce cas, nous cherchons le

Jmin | max |p(k, er, e, )]

A (k) — A (k)

. ap
ot p(k, 1, o, c3) <)\+(k)—)\ap(k)
cas ot b =0, nous avons un résultat similaire auz théoremes 3.1 et 3.2 (voir
chapitre 1.5). Dans ce cas, nous avons observé numériquement que le gain
sur le marimum du taux de convergence semble faible lorsque ’on minimise
sur ¢y et c3 au lieu de minimiser seulement sur cs et de fizer ¢, = A~ (0) (voir
figure 3.4 ). En dehors de la complezité des calculs, c’est une autre raison pour

laquelle nous avons choisi ¢; = A\~ (0).

2
> avec Ay, (k) = ¢1—caik —c3k®. Dans le
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09t Taylorordre 0 . T B

7

08 b s 4
‘ Taylor ordre 2
07t ! e ]

0.6 | L |

04t i

0.3 r g b

Maximum sur [0,kmax] du taux de convergence
o
(4}
-
L

01} | 1
002, minimisation sur ¢1 et ¢3
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Fi1G. 3.4: Comportement du maximum sur [0, kp,q,] du taux de convergence,
en fonction de k4., a =1, b=0, v =0.01, ¢=0
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Cas d’une vitesse de convection quelconque (a € R, b € R)

Lorsque la vitesse de convection est quelconque, d’aprés (1.2.10) et (1.2.11),
nous avons :

0 — /3@ + dov + 4R 1+ 1602022 + & + 2cw + 2k202

AT (k) = 2v
VIV(@ T e+ ARRAY T 160222 — 9 — 2cr — k212
—i sgn(bk) (1.3.8)
2v
. a -+ /3@ + dov + ARP2Y 1 162K + % + 2cw + 24212
AT (k) = 57
\/%\/(a2 + dev + 4k2v?)? + 160202k — % — 2cv — 2k?v?
+1 sgn(bk) 57

Aussi, I'étude du probléme de minimisation sur les deux paramétres ¢y et c3
est trés complexe. Ceci nous a conduit & utiliser les résultats obtenus dans le
cas précédent (cas b = 0) afin de nous ramener a un probléme de minimisa-
tion approché sur un seul parameétre k;,; :

Pour un kg, arbitraire, 0 < ki < ks, Co(king) et c3(kin) sont fixés par
p(kinta C2, 03) =0:
Im(A (kint))

ca = Co(kipt) = R et 3= c3(king) =
ant

A (0) = Re(A™ (Kint))
k2

“int

et on regarde le probléme de minimisation suivant :

o<ttt B oSS, 1P o) (i)

Proposition 3.1. Supposons que ¢ =0 dans (1.1.1) (cas stationnaire). Soit
kz’nt; 0< kint < kmaz tel que P(kint, Co, C3) = 0. AlOT’S,

VEk €]0, kmaz], k # kine, p(k,ca,c3) #0

Preuve de la proposition 3.1.
On suppose que b # 0, le cas b = 0 étant montré au théoréme 3.1.
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On raisonne par I'absurde. On suppose qu'il existe ky €]0, kpae], tel que
p(ka, c2,c3) = 0. Alors,

o = 1A W) STAA 1R2)) (1.3.9)
kint

Dans le cas ot ¢ = 0 dans (I.1.1), une étude de la dérivée de la fonction

k— W montre que cette dérivée ne s’annule pas sur |0, k.. Alors
la relation (1.3.9) entraine que ko = kjpy. O

Alors, une approximation k;,; du minimum est calculée par (voir figure 3.5):

|P(k1; CQ(kint): C?(k'mf)” - |p(kmaT7 CQ(kint)a C?(k1nf))|

ou ky est laracine dans |0, k;y,,| de la dérivée de la fonction k — |p(k, co(kint), c3(kint))|.

Avec k:m on peut calculer ¢y = ¢3(kjni) et 3 = c3(king)

Im(A~ (ki) A= (0) — Re(A (Kine)) 1
Co—=—— ", C3 = ( 310)
2
kmt (k int )
1
OPTIMISE ORDRE 2 —
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08
T
g e
o | e
o
w 538
> i
Zz 455
Z 08 it
o
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[=} 40
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2
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o
w
=]
2
[a}
<]
=
02
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F1G. 3.5: Module du tauz de convergence en fonction du nombre de Fourier k
0<k<Fkna = %

a=1,b=1, v=001, c=0, h= 3
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La partie qui suit montre I'importance des relations (1.3.1) ((I.3.3) dans
I'espace de Fourier) a savoir qu’elles permettent, avec le signe de ¢, défini en
(I.3.10), d’obtenir des algorithmes qui convergent.

3.2.2 Convergence de I'algorithme de Schwarz avec les
conditions 002

Théoréme 3.3. Soient p le tauz de convergence de l'algorithme de Schwarz
(défini en (1.2.23)) avec les conditions d’interface OO2 (dont les ceefficients
¢y et c3 sont définis en (1.3.10)). Alors,

Vv>0,¢>0,ace R, be R,
VkERu |p(k,C2,C3)‘<1

Preuve du théoréme 3.3
D’aprés le corollaire 2.1 (partie I, section 2.5), il suffit de vérifier que
sgn(ce) = sgn(b). Par définition, nous avons (voir (1.3.10)):

Im(A (kint))

Cy = —
kint
avec k;m> 0. Comme sgn(Im()\*(k;lt))) = —sgn(b k;m) d’apres (1.3.8), ¢
est du méme signe que b, ce qui démontre le théoréme 3.3. O

3.2.3 Estimations du taux de convergence

Nous étudions le comportement asymptotique du taux de convergence
(défini en (1.2.23)) de 'algorithme de Schwarz (1.3.2), lorsque le paramétre
de discrétisation h tend vers 0.

Théoréme 3.4. Supposons que a € R, a# 0, b=0 et ¢ >0 dans (1.1.1).
Soit kpmaw = 7, 0U h est le paramétre de discrétisation.

Soit p le taux de convergence, défini en (1.2.23), de l'algorithme (1.3.2).

On note (pmaz)cr le mazimum de p sur 0 < k < kyaq, avec les conditions
d’interface C1.
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Soit ¢ =1+ % Alors, quand h — 0 :

2 /L ‘a|h

max ) Taylor ordre 0 =~ 1— - (—
(p )T yl dre 0 WC ( y )
4 )L \a|h

'mazx ) Taylor ordre ~1——c?(—
(Pmaz) Tayior ordre 2 e ( > )
8 = |(l|h 1

max ~1— c’ 3

(P )002 (4#)% ( B )

Preuve du théoréme 3.4.
Supposons que a € R, a #0, b=0et ¢ > 0 dans (I.1.1). Alors, a I'aide du

: _ 1 2vk\2 ! __ resla] / I dve
changement de varlab.les y = ()% = (57) VL4 avec ¢ =25 le
taux de convergence s’écrit :

p(y,7) = <—1+\/F¥Z——¢y>2
’ 1+V1I+y+7y

(voir la démonstration du théoréme 3.1).

Estimations pour les conditions de Taylor d’ordre 0 ou 2:

Dans le cas des conditions de Taylor d’ordre 0 ou 2, le ceefficient c3 est
indépendant de ¥y,,0z.

Conditions de Taylor d’ordre 0 :

Pour les conditions de Taylor d’ordre 0, nous avons ¢3 = 0, ¢’est-a-dire 4 = 0.
La fonction y — p(y, 0) est croissante sur [0, Ymaz], €6 sSon maximum est at-
teint en ,,q.. Par suite,

(pmaz)Taylor ordre 0 — p(yma:ta 0)

c’est-a-dire, en posant € = —*

4ymam ’
2
—1+/1+ 1
(pmaa:)Taylor ordre 0 - —
1+4/1++

(1.3.11)

(—QVG4—v@?¥T>2
2y/e+ e+ 1
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En utilisant un développement limité en € = 0 de (I1.3.11), on obtient :

1
(pmax)Taylor ordre 0 =~ 1 — 8e>

C’est-a-dire, lorsque le pas du maillage h tend vers 0 (rappelons que nous

, o 1 _ 1 2vk 2 T\,
avons pose € = g -, et Ymaz = o (%) . avec ko = Z)'
2 /% |a‘h
(pmaz)Taylor ordre 0 = 1——c ( )
s v
Conditions de Taylor d’ordre 2:
Pour les conditions de Taylor d’ordre 2, nous avons c3 = —, C’est-a-
la]\/1+¢

1

dire v = 1. La fonction y — p(y, 1) est croissante sur [0, Ymqs), et son

maximum est atteint en y,,,,. Par suite,
(pmaa:)Taylor ordre 2 — p(ymaa:-, 5)

1

c’est-a-dire, en posant € = ——,
Ymazx

2
- Jl4Ll4+1L
(pmam)Taylor ordre 2 —
T+4/14+++354

(864\/E+\/4e+1+1
8¢ +4y/e+Vde+1+1

En utilisant un développement limité en € = 0 de (1.3.12), on obtient :

)2 (1.3.12)

1
(pmam)Taylor ordre 2 ~ 1 — 16e>

C’est-a-dire, lorsque le pas du maillage h tend vers 0 (rappelons que nous

1+1€’ (2hmar )2 avec Kpgp = )

avons posé € = 4%, et Ymaz =
Ymazx “

ég%d@ﬁ
™ 14

)

(pmaa:)Ta,ylnr ordre 2 ~ 1—
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Estimation pour les conditions OO2:

Nous utilisons dans cette partie les résultats du théoréme 3.1. Nous com-

mencons par chercher le comportement asymptotique du ceefficient c3, inter-
venant dans les conditions OO2, lorsque ¥4 — +00 (<= h — 0). Ce

. . ’ . L, .
coefficient devient v avec le changement de variables effectué ci-dessus.

1 (%)2’ (Ymaz > 0), la solution 7’ du probléme de

En posant ymaes = 17 (57

minimisation

. i
min, max p(y, 7))

est obtenue comme étant 'unique solution dans [%yi w’ %[ de I'équation
PYmaz: 7 ) = p(y1(7),7) (1.3.13)

ol () est la racine de la dérivée de y — p(y,7') telle que p(y,7y) # 0.
(voir la démonstration du théoréme 3.1).

Un calcul simple montre que 1'équation (I1.3.13) est équivalente a I’équation
suivante :

49 (1= 7)1+ Ymaz)® = 1 = Yimaz = 0 (13.14)

Lemme 3.1. Pour ypma, > 1 firé, la solution ~ o de (1.3.14) correspondante
vérifie :

o 1
Y R €3 avec € =

W=

ym(lCE
(la démonstration du lemme 3.1 est donnée ci-dessous).
D’aprés le théoréme 3.1,

!

(pmam)OOQ — p(yma:pa Y oo)

c’est-a-dire (en utilisant le lemme 3.1),

(pmam)OOQ ~ 1 -
14+ 4/1+ £ +eip

Q

(1.3.15)
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En utilisant un développement limité en € = 0 de (1.3.15), on obtient :

(pmam)OOQ ~1 - 86%

C’est-a-dire, lorsque le pas du maillage h tend vers 0 (rappelons que nous

avons posé € = @, et Ymaz = ch, (hmaz )2 avec kpop = T)
8 N
(pmam)()()? ~1-— CIG(‘ | )3

(4m)s v
ce qui démontre le théoréme 3.4. O

Pour démontrer le lemme 3.1, nous utiliserons le résultat suivant :

Lemme 3.2. La solution v de I’équation (I.3.14) vérifie :

Hm  (Ymas ’y’) = 400

Ymaz —>+00

Preuve du lemme 3.2.
Soit 4/ > 0 vérifiant (1.3.14). Nous raisonnons par 'absurde : supposons qu’il
existe une constante M > 0 telle que |YmazY | < M, Y9mas > 0. Alors,

M (1+ M )(1+ M)? (1.3.16)

max ymaz

A9 (1= )1 + 7 Ymaz)? <

Comme  lim M (14 M )(14M)? = 0, Pinégalité (1.3.16) entraine que

ymaz‘>+oo Ymazx Ymazx

lim 49 (1 — ) (1 4 7 Ymas)? = 0, ce qui contredit 'équation (1.3.14):

Ymaz —>+00

lim 47’(1 - fyl)(l + fylymaz)z = lim (14 Ymae) = +©

Ymaz —>+00 Ymaz —>+00

Donc, lim  (Ymeey ) = +00. O

Ymaz —>+00

Preuve du lemme 3.1.

SUpposons Ypmaz > 1 fixé, et notons 7' la solution de I'équation (1.3.14)
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correspondante. D’aprés le lemme 3.2, on peut négliger dans (I1.3.14) les

constantes par rapport a Ymaz €t Ymas fy'OO :

4 ’Y’oo (1_ ’yloo)(fyloc yma:l:)2 ~ Ymaz
7/ 7/ 1
3 4
< — ~
(’Y oo) (7 oo) 4ymaa:

(1.3.17)

On pose € = 4y:mm. Comme 0 <y <

5, la relation (I.3.17) entraine que

!

O

W=

R €3,

Le taux de convergence est donc asymptotiquement meilleur avec les condi-
tions 002 qu’avec celles de Taylor d’ordre 0 ou 2.

Dans le paragraphe suivant, nous présentons des résultats numériques qui
confirment ces estimations.

3.2.4 Reésultats numériques sur le taux de convergence

Nous supposons que le domaine € = IR? est découpé en 2 sous-domaines
O =R x Ret Qy = Rt x R, séparés par une interface T'j5 (voir figure
3.1), et que les ceefficients de £ dans (I.1.1) sont constants.

Dans cette section, nous présentons des résultats numériques montrant 1’'in-
fluence de différents paramétres sur le maximum sur [0, kpq,] du module du
taux de convergence p (défini en (1.2.23)), ainsi que sur les ccefficients ¢, et
¢3 (défini en (1.3.10)). Ces paramétres sont :

I’angle de la vitesse de convection par rapport a I'interface
— la viscosité v

— la constante ¢

s

— le pas du maillage h, lorsque la fréquence maximale vaut k0, = 7
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Variation de I’angle de la vitesse de convection

Dans ce paragraphe, le champ de vitesse de convection est a = (a,b),
avec a = cos(f), b = sin(f) (voir figure 3.6), et on regarde l'influence du
paramétre # sur le taux de convergence.

Q Q
1 2

I
12

F1G. 3.6: Vitesse de convection a = cos(f), b =sin(f), 0 < 6 < 27

09

TAYLOR ORDRE 0

0.7

0.6 oo TAYLOR ORDRE 2 1

Maximum sur [0,kmax] du taux de convergence

0 16 26 :;0 46 5‘0 6‘0 76 8‘0 90

Theta (Deg)
Fi1G. 3.7: Comportement du mazimum sur [0, kmez| du taux de convergence
en fonction de l'angle 0 de la vitesse de convection par rapport a l'interface

a=cos(f), b=sin(f), v =0.01, ¢ =0, kpas = 7 avec h = 55
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Ainsi, on observe sur la figure 3.7 que le maximum du taux de convergence
avec les conditions OO2 est inférieur a celui obtenu avec les conditions de
Taylor d’ordre 0 ou d’ordre 2. De plus lorsque ¢ = 0 et b = 1 (vitesse
de convection tangente a l'interface), ce maximum avec les conditions Q02
est strictement inférieur & 1, ce qui n’est pas le cas de celui obtenu avec
les conditions de Taylor d’ordre 2 ou 0. Ceci est lié au comportement des
ceefficients ¢y et c3 comme le montre la figure 3.8. En effet, on remarque
qu’avec les conditions 002, les pentes des fonctions § — co(6) et § — ¢3(0)
sont trés faibles.

D02
TAYLOR ORDRE 2 ¢

c2
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0.2 T T T T T T 5T

002
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o
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60000

100000000000000009000000090°
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F1Gc. 3.8: Comportement des paramétres co et c3 en fonction de ’angle 6
de la vitesse de convection

a=cos(f), b=sin(f), v =0.01, ¢ =0, kpas = 7 avec h = 55
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Variation de la viscosité

On s’intéresse surtout aux viscosités faibles.
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0.77 |
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viscosite nu

Fi1a. 3.9: Comportement du mazimum sur [0, kpe:| du tauz de convergence
en fonction de la viscosité v
1

a=1,b=1,¢=0, kpor = j avec h = 55

Le maximum du taux de convergence avec les conditions OO2 est nettement
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inférieur a celui obtenu avec les conditions de Taylor d’ordre 0 ou d’ordre 2,
quelle que soit la viscosité v (voir figure 3.9).

Remarque 3.4. Le maximum du taux de convergence obtenu avec les condi-
tions de Taylor tend trés vite vers 1. Ceci vient du fait que, dans [’espace de
Fourier, les approximations de Taylor d’ordre 0 ou 2 des CLA exactes au
voisinage de k = (O restent valables pour v petit car c’est le terme vk qui ap-
parait dans (1.2.10) et (1.2.11) (bien que les développement de Taylor d’ordre
0 ou 2 au voisinage de k = 0 soient différents de ceux au voisinage de v =
a cause du terme 4ve dans (1.2.10) et (1.2.11)).
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Les figures 3.10 et 3.11 montrent le comportement de ¢; et ¢3 en fonction de
la viscosité v, d’abord dans le cas ou ¢ = 0, puis dans le cas ot ¢ = 1.
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Variation du pas de temps

Dans cette partie, nous regardons 'influence de la constante ¢ de (I1.1.1)

sur le taux de convergence. Rappelons que ¢ peut étre ¢ = . ot At est

le pas de temps d’un schéma d’Euler implicite pour résoudre %téquation de
convection-diffusion dépendante du temps. En particulier, dans ce cas, ¢ =0
correspond a I'état stationnaire.

Le maximum du taux de convergence avec les conditions OO2 est bien in-
férieur a celui obtenu avec les conditions de Taylor d’ordre 0 ou d’ordre 2,

quelque soit le ceefficient ¢, comme le montre la figure 3.12.
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Fia. 3.12: Comportement du mazimum sur [0, ke, du tauz de convergence
en fonction de ¢

a=1,b=1, v=0.01, k. = avech:%

us
h 40

La figure 3.13 montre que le paramétre ¢ a une trés faible influence sur les
ceefficients ¢y et ¢3 intervenant dans les conditions d’interface OO2.
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Variation du pas du maillage

a) Vitesse de convection normale a I'interface 'y (a € R, b= 0)

Les figures 3.14 (pour ¢ = 0) et 3.15 (pour ¢ = 100) montrent le comporte-
ment du maximum sur [0, k,,,,] du taux de convergence p en fonction du pas
du maillage h, lorsque kyq, = 7. Les conditions OO2 donnent un maximum
du taux de convergence inférieur & celui obtenu avec des conditions de Taylor

d’ordre 0 ou d’ordre

2, quelque soit h.

Les figures 3.16 (pour ¢ = 0) et 3.17 (pour ¢ = 100) confirment les estimations
théoriques du théoréme 3.4.
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Fia. 3.14: Comportement numérique du mazimum sur [0, kme| du tauz
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Fia. 3.15: Comportement numérique du mazimum sur [0, kpe.| du taux

de convergence p, lorsque le pas du maillage h tend wvers 0
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b) Cas d’une vitesse de convection quelconque (a € R, b € R)

us

Dans le cas d’une vitesse plus générale, le maximum sur [0, 7] du module
du taux de convergence avec les conditions OO2 est inférieur a celui obtenu
avec des conditions de Taylor d’ordre 0 ou d’ordre 2, quelque soit h (voir
figure 3.18).

Nous avons observé numeériquement que, pour les conditions OO2 et Taylor
ordre 0, le comportement du maximum du taux de convergence en fonction
de h est celui des estimations théoriques faites dans le cas b = 0 (théoréme
3.4) (voir figure 3.19). Ceci est le cas également pour les conditions de Taylor
d’ordre 2 (avec une constante différente devant h dans 'estimation théorique)
(voir figure 3.19).
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Fia. 3.18: Comportement numérique du mazimum sur [0, kma.| du mo-
dule du tauz de convergence p, lorsque le pas du maillage h tend vers 0
a=01b=1v=001, c=0, kpeo = 7
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dule du tauzr de convergence p, lorsque le pas du maillage h tend vers 0
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La figure 3.20 montre le comportement de ¢, et ¢3 en fonction de h.
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F1G. 3.20: Comportement de ¢y et cg en fonction du pas du maillage h
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Dans la partie suivante nous donnons la démarche de calcul des conditions
d’interface OO2 dans le cas d'un découpage du domaine plus général.
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3.3 Meéthodologie de calcul des conditions d’in-
terface optimisées 002

Dans cette partie, nous explicitons le calcul des conditions d’interface
002 dans le cas d'un opérateur L a coefficients variables, et d'un découpage
quelconque du domaine. Nous reprenons les notations du chapitre 1.2.

Détermination de A\~ et AT

Nous commencons par déterminer les symboles de Fourier des opérateurs
de Steklov-Poincaré dans le cas de 2 sous-domaines ; = R~ x R et
Oy = R™ x R et de ceefficients constants dans (I.1.1) (voir section 1.2.1):

a— Va2 + dev + divbk + 4k202

A (k,a,b) = 5
14

a+ Va?+ dev + divbk + 4k202

A (k,a,b) = 5
14

Calcul des conditions d’interface O0O2

Les opérateurs intervenant dans les conditions d’interface OO2 s’écrivent
par définition sous la forme:

9 amn;—+/(an;)?+4cv d 0?

= — Cy — C3=——5
on; v oT; or?

B; (I.3.18)
ol ¢y = co(a.ny, a.1;) et c3 = cz3(a.n;, a.7;) sont choisis de fagon & minimiser
le taux de convergence de I'algorithme de Schwarz.

La technique de calcul développée a la section 1.3.2 et permettant d’appro-
cher le minimum dans le cas de 2 sous-domaines et de ceefficients constants
est étendue, ici, de la facon suivante :

On note A~ (k) = A (k,a.n;,a.1;) et AT(k) = AT (k,a.n;, a.1;).

On pose, pour 0 < k < kpaz €t 0 < ki < kppga

A (k) — )‘Jp(k, Kint) g
p(k, kint) = ()\*(k) — (k) kmt)>
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ap

avec A\ (l{I, klnt) = )\7(0) - Cg(k,mt)ik - Cg(k,mt)kQ, ol Co = Cg(kiint) et
c3 = c3(kiny) sont fixés par p(kin, o, c3) = 0, soit :

Im(A” (Kint)) A (0) — Re(A™ (kint))

co(kint) = — c3(kint) =

kint ’ sznt
On note ky = ki(kin;) la racine dans |0, k;,,[ de la dérivée de la fonction

k— |p(k, king)|-
Alors, on calcule la solution k;,; dans |0, k.| de ’équation :
|P(]f1, kmt)| - |p(kma1:: kmt)‘

a 'aide d'un algorithme de dichotomie (C’est plus simple que d’utiliser un
algorithme de Newton, dans ce cas, parce que I’on a pas de dérivée a calculer).

Finalement, on obtient ¢, et c3 par:

Im(A (Kint))
kint
A (0) — Re(A™ (Kint))

(kint)Q

co = cp(amng,aT;) = —

c3 = c3(ang,aT;) =
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Chapitre 4

Conditions d’interface optimisées
(002); : étude sur le probléme
discret

Dans le chapitre 1.3, des conditions d’interface optimisées “O02” ont été
introduites a partir d’'une étude sur le probléme continu. On peut ensuite
discrétiser ces conditions. Néanmoins, il est naturel de définir des conditions
d’interface optimisées discrétes “(002),” a partir d’une étude sur le probléme
discret, et de comparer celles-ci avec les conditions OO2 discrétisées.

[’objet de ce chapitre est I'étude de 'optimisation des conditions d’inter-
face sur le probléme discret.

Nous commencons par introduire les notations utilisées, puis nous écrivons
I’algorithme de Schwarz appliqué au probléme discret.

Nous définissons ensuite des CLA exactes discrétes, d’abord dans le cas de 2
sous-domaines, pour simplifier (voir [20] (L. Halpern, 1982)). Ces conditions
sont étendues au cas d’'un domaine décomposé en bandes, et nous montrons
qu’elles conduisent & une convergence optimale de ’algorithme de Schwarz.
Ces conditions vont permettre de définir des conditions d’interface optimisées
“O02 discrétes” que nous notons (002)y,.
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Probléme discret

Soit Q un ouvert borné de IR?.
On note {(z;,y;) € Q, 1 <4 < g, 1 < j < jmas} Uensemble de points
représentant le domaine discret.
Le systéme linéaire résultant d’une discrétisation du probléme (I.1.1) s’écrit

Au=f (I.4.1)

avec u = (u; ), oll u,; représente une approximation de u(z;, y;).

4.1 Décomposition du domaine et notations

Nous supposons, pour simplifier, que € est la réunion de 2 sous-domaines
Q et 9, avec Q;NQy = 0. Nous notons I'j5 'interface entre les sous-domaines
Q; et €. La normale extérieure & un sous-domaine {2; est notée n;, et 7; est
le vecteur tangent unitaire défini comme sur la figure 4.1.

F1G. 4.1: Décomposition en 2 sous-domaines, sans recouvrement

Les matrices de rigidité locales dans chacun des sous-domaines s’écrivent,
si I'on numérote les degrés de liberté en commencant par ceux qui sont asso-
ciés a des points internes a 2y et )9, et en finissant par les noeuds situés sur
I'interface 'y :

wo () e ()

1 1 2 2
ABI ABB ABI ABB

ou les blocs A}, et A%, sont associés aux problémes de convection-diffusion
sur € et £, avec des conditions aux limites de type Dirichlet. Les blocs A}
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et A% sont les matrices d’influence entre les nceuds de la frontiére I'j,. Elles
sont obtenues par intégration respectivement sur €2; et .
Un vecteur u' relatif au sous-domaine €2; est décomposé suivant la forme

2

; u
ut = < iI
Up

Définition de la dérivée normale discréte sur ’interface

) avec u', représentant les valeurs de u’ sur I'interface I'ys.

Nous donnons cette définition dans le cadre du schéma volumes finis uti-
lisé au chapitre 4 de la partie II. Le probléme de convection-diffusion que
nous considérons s’écrit sous la forme:

1 0 %, 1 At , 0 a.. 0 0
L(u) = [E + ((IE + ba—y) + b—)(aa +b—)—vA|(u)=f

oy dy
Clu)y=0

YelIAT:

ou C est un opérateur de bord, At le pas de temps, et C'F'L le nombre de
Courant.

Pour chaque sous-domaine €;, le schéma en un nceud (7, j) de Uinterface I'yo
s’obtient par une intégration de I’équation de convection-diffusion sur une cel-
lule décalée C; entourant le nceud (7, 7). On note I' = 9C; N9 = 0Cy N Ty
(voir figure 4.2).

2 2,

L

F1G. 4.2: Intégration sur les cellules décalées Cy et Cy

dans
sur 0f)
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Nous avons, d’apreés la section 4.4 de la partie II, la relation suivante:

/ciﬁ(“) :/ / a—$+ba%)u

lAt/ (g+b3) (an)y/ ou
2 CFL 80,;\1—‘ a.f ay ! 80,;\F ani

A Taide de la relation ci-dessus, on définit la discrétisation de la dérivée
normale sur I'interface I';5 de la fagon suivante :

ou . 1 At 9 ou
(a—m)h|ru(w) = (§CFL(a'ni) +v) ' om;

1 At / ( 0 L 0 Ju(ans) / ou
- - === - - n;) —v
2CFL Joac;\r aax 83/ Y Joac;\r ani

c’est-a-dire

Ou i i u] i
(an)‘F12E(ABI ABB)<UZ;>_B
En particulier, dans le cas o le second membre f de (I.4.1) est nul, alors

ou . . i
(E)hh‘n = (A App) < " > (1.4.2)

Uy

Réécriture du probéme discret

La contribution u* du sous-domaine €; a la solution u du probléme (1.4.1)

7

1
s'écrit u' = ( ! > avec uh = u% = up.
u

B
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Si on numérote les degrés de liberté conformément & la décomposition du
domaine, le probléme (I.4.1) se décompose alors par blocs sous la forme
suivante :

A]II 0 A}B “} f }
0 A7 Alg uip | = f (L4.3)
Ay, AL, Ass up B

Le bloc App est la somme des deux contributions locales AL, et A%, et
frs ©=1,2, sont les contributions du sous-domaine €2; au vecteur fp.

4.2 Algorithme de Schwarz et conditions d’in-
terface: cas discret, sans recouvrement

Algorithme 4.1 (Schwarz dans le cas discret, sans recouvrement).
Soit (u' ),y une approzimation initiale de la solution u de (I.4.1) dans
chaque sous-domaine, et soit (u' (”))2-:172 la valeur de Uapprozimation de u a
litération p. L’algorithme de Schwarz additif s’écrit :

Ay TV AT == 1,2

Ul (p+1)
(Apr Aps B )| 1oy | =

Up
1 2 2 2 1 uj ®)
fst/fp + (_ABI —App — B ) é(p)
) ) ) ul (p+1)
( Ay App— B ) ) (p+1) -
Upg

1 (p)
U
fo+tfy + (A A}BBBQ)< hm)

ot B et B? sont des matrices d’influence entre les neeuds de Uiy, que l'on
précise ci-dessous.



76 CHAPITRE /. Conditions d’interface optimisées (OO2)y, ...

Matrice d’interface B!

Rappelons qu’au chapitre 2, des conditions d’interface optimisées “O02” ont
été introduites a partir d’une étude sur le probléme continu. On peut ensuite
discrétiser ces conditions et les utiliser comme conditions d’interface dans
I’algorithme 4.1. Une autre approche consiste a définir des conditions d’in-
terface optimisées discrétes “(002),” a partir d’une étude sur le probléme
discret, et de comparer celles-ci avec les conditions OO2 discrétisées. Les
deux approches d’optimisation sont schématisées sur la figure 4.3.

Remarque 4.1. Les conditions d’interface O02 discrétisées sont différentes
des conditions d’interface (OO2),.

optimisation

L conditions d’interface 002
h
h
conditions d’interface h (002)

optimisation

Lh conditions d’interface (002)
h

L. operateur de convection-diffusion

h : discretisation

F1G. 4.3: Conditions d’interface optimisées : 2 approches différentes

Un autre choix d’opérateurs d’interface est donc d’approcher les opérateurs
intervenant dans les CLA exactes discrétes . Cette démarche a été introduite
dans 29| (F. Nataf, 1993), dans un cas particulier (avec recouvrement des
sous-domaines). Ici, les opérateurs d’interface sont choisis de fagon a mini-
miser le taux de convergence de I'algorithme de Schwarz 4.1. Ces conditions
d’interface optimisées discrétes sont désignées par “(002),”.

Dans la section 4.3 nous définissons les CLA exactes discrétes. Nous montrons
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ensuite, dans la section 4.4, qu’elles conduisent a une convergence optimale
de Plalgorithme de Schwarz appliqué au probléme discret (pour un décou-
page du domaine en bandes). Ces conditions sont reliées, dans la section 4.5,
a la matrice du complément de Schur. A partir des CLA exactes discrétes,
nous construisons, dans la section 4.6, les conditions d’interface optimisées

(002),.

4.3 Définition des CLA exactes discrétes: cas
de 2 sous-domaines

Dans cette section, la définition des CLA exactes discrétes est I’équivalent
discret de celle des CLA exactes de la section 2.1.

Soit © = R? et soit {(w;,y;) € R? i,j € Z} un ensemble de points re-
présentant le domaine discret. On suppose que g = 0. On borne le domaine
dans la direction des z positifs en introduisant comme frontiére artificielle la
droite z = 0. On note Q; = R~ x R et 2y = Rt x IR, avec T';5 'axe z = 0.
L’ensemble des points de discrétisation sur I'y5 est I'ensemble {(0,y;), j € Z}
(voir figure 4.4).

yﬁ Q1 QZ

L
X

r
12

F1G. 4.4: Décomposition du domaine Q = IR?

Un vecteur v = (v;;); ez est décomposé sous la forme:

1
vy
v=| v} oil v} = (vij)i<0jez, vy = (vij)is04ez, et vp = (Voj)jez

UB

Supposons que 'on veut résoudre le probléeme (1.4.1) (c’est-a-dire (1.4.3))
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avec f;; =0, pour ¢ > 0 et j € Z. On note u la solution de ce probléme, et

1
u' = ( R > la restriction de u a €2;.

up

On introduit 'équivalent discret A, de l'opérateur de Steklov-Poincaré du
demi-plan droit A~ (voir section 2.1) par:

Définition 4.1. Soit A, :vg = ((v0);)jez — N, vo = (A, v0);) ez, tel que

Ao = ( —AL, — —A2 U
n U0 ( BI BB)

UB

2
ol v* = (v} })iz0, jez = < ;}; > vérifie Af vt + Alpug =0 (1.4.4)

vp = vy (1.4.5)
v}; borné quand i — oo (1.4.6)

Remarque 4.2. D’apres (1.4.2), N, vy correspond & la discrétisation de

ov . S .
oy OU v verifie:

L(v)=0, z>0
v(0,y) =vo(y) enz=0
v borné a linfini

On cherche & mettre une condition aux limites discréte sur I'y5 qui soit
exacte c’est-a-dire que l'on cherche une matrice B telle que la solution

Ur \
v = (vij)i<o, jez = < o > du probléme

A}IU}+A}BUB = f!
(b Abr8) (1) =0

UB

soit la restriction de u & IR~ x IR, c’est-a-dire u'.

Comme on a supposé que f;; = 0 pour 2 > 0 et j € Z, en particulier u
vérifie :

Afut + Afpup =0
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Par conséquent, par unicité de (1.4.4)-(1.4.6) et d’aprés la définition de A,
nous avons

2

() (F)0 o

up

Comme f; j = 0 sur I'j, nous avons aussi:

B up

(A ) () () (1) =0 naw

En sommant (1.4.7) et (1.4.8), nous obtenons:

up

(Al Apg—A, ) < v ) — 0 (1.4.9)

si bien que la condition (I1.4.9) est une condition aux limites artificielle exacte
discréte. C’est 'analogue discret de la CLA exacte (1.2.4).

De méme, on introduit équivalent discret A} de l'opérateur de Steklov-
Poincaré du demi-plan gauche A :

Définition 4.2. Soit AZ— C Uy = ((Uo)j)jel — A;’UO = ((A}—:UO)j)jEZ; tel que

1
Mo = (—AL,  —ALy) ( wj )

wWp

1
Wy

ot w' = (w})i<o, jez = < wn ) vérifie  Ajw; + Ajpwp =0 (1.4.10)

wp = Vg (1411)
w; ; borné quand i — oo (1.4.12)

Remarque 4.3. D’apres (1.4.2), Ajvg correspond a la discrétisation de

O N P .
3oy 0U U vérifie :

L(v)=0, <0

v(0,y) =vo(y) enz =0
v borné a linfini
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Si fi; =0, pour i <0 et j € Z, par unicité de (1.4.10)-(1.4.12), la solution
up

u= | u? | de (1.4.1) vérifie
up

up

1
u
(*A}BI AlBBAi_lz_)< I>:0
En sommant cette égalité avec (1.4.8), nous obtenons

w2
(A2, A%, - AF) < v ) ~0 (1.413)
La condition (1.4.13) est une condition aux limites artificielle exacte discréte,
si fij =0, pouri < 0etj€ Z. Clest I'analogue discret de la CLA exacte
(1.2.8).

4.4 Convergence optimale de Dl’algorithme de
Schwarz avec les CLA exactes discrétes

4.4.1 Cas de 2 sous-domaines

Le résultat suivant montre que les opérateurs intervenant dans les condi-
tions (1.4.9) et (I.4.13) minimisent le taux de convergence de 'algorithme de
Schwarz 4.1.

Théoréme 4.1. Soient B' = A, et B> = A;. Alors lalgorithme 4.1
converge en 2 itérations.

Preuve du théoréme 4.1
Les équations de I'algorithme 4.1 étant linéaires, on peut considérer le cas ou
fi=0et fi =0, i = 1,2. Montrons alors que u* ? =0, i = 1,2.

2 (1)
5 (1) ) verifie A2,u? et A%BuQB(l) =
Up
Par unicité de (1.4.4)-(1.4.6) et d’aprés la définition de A, , nous avons

u
Le vecteur u? (V) = (

2 (1)
u
'B
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1(1)
De méme, u! @ = [ 7 () ) verifie ALul D 4+ ALyl = 0. Par unicité
Up

de (1.4.10)-(1.4.12) et d’apres la définition de A},
G
( _A]BI _A]BB - B’ ) ( Ui(l) ) =0 (1.4.15)

D’aprés (1.4.14) et (1.4.15), le second membre de 'algorithme 4.1 définissant

u' @ est nul, et donc u’ @ =0 pouri=1,2. O

4.4.2 Cas d’un découpage du domaine en bandes
Décomposition du domaine et notations

Le domaine de calcul  est décomposé en K bandes (non nécessairement
rectilignes) Q;, 1 < i < K , sans recouvrement et telles que 1’on puisse définir
une gauche et une droite (voir figure 4.5).

F1G. 4.5: Décomposition en bandes verticales

Pour chaque i, on écrit Q — €, = Qi) U Q,r) ou Q(?:L) (resp. Q(@R)) est
I'ouvert situé a gauche (resp. droite) de Q;: Q(; 1) = U;;l] Q; (resp. Qui,r) =
U]K:H-le)

De méme, on écrit 0€2; — 0Q =T, UT;,, on I';; est a gauche de €; et I';, &
droite de Q; (voir figure 4.6).

F1G. 4.6: Partition de Q— é,
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On note N; 1) (resp. Ni; gy), le nombre de points de discrétisation dans €2; 1)
(resp. Qi r)) et N; celui dans ;. On note aussi N; (resp. N;,) le nombre de
points de discrétisation sur I'; ; (resp. T';,).

Pour chaque 7 un vecteur inconnu u peut étre décomposé sous la forme,
pour 2 <:< K —1:
(i,L)

U j b
) % Z,
u= | =% | avecu' = ) ety = A
T Up up
U
pour i =1:
1L,R 1
_ u(, ) T Uy 1 _ L7
u = 1 avec u = i et ugp = upg
U Up
et pour 1 = K :
K,L K
_ ug ) K _ [ Y K _ Kl
U= avec u- = et ug = u
K K B B
U Uup

En particulier, comme I';, = I';1;,, 1 <17 < K — 1, par définition, on a
uy = ulf M 1<i< K —1

Pour chaque i, le systéme linéaire (1.4.1) est donc décomposé en blocs sous
la forme:

ASiI’L) 0 0 Ay]’sL) 0 ugi’L) I(i’L)
0 A%R} 0 0 A(I%R) U(Ii,R) fl(i,R)
0 0 Aj, Ay A up | = i
Ao o ||y
0 A amo0 Ay, )\ g 4

Remarque 4.4. f;’f (resp. fgl’r) est le second membre sur U';; = Ty,
obtenu par intégration sur Q; (resp. Q1 ). De meéme, A%l (resp. ALL") est
la matrice d’influence entre les neeuds de 1'; y = I';_1 ., obtenue par intégration
sur Q; (resp. ;_1). Ceci signifie que la discrétisation de Lu = [ aur neuds
del;p=T1i_y, s'écrit:

i1

i i v] i—1,r i—1,r v i, i—1,r
(Ay Ags) ( Uéz ) + (AR AT ( it ) = fuly T (1.4.16)

B
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Algorithme de Schwarz

Les opérateurs intervenant dans les CLA exactes discrétes (section 4.3, cas
de 2 sous-domaines) sont définis ici pour le découpage en K bandes que nous
avons considéré ci-dessus. Le but est de montrer que ces opérateurs, utilisés
comme conditions d’interface dans ’algorithme de Schwarz, conduisent a une
convergence optimale. Afin de définir ces opérateurs, nous introduisons les
opérateurs de Stecklov-Poincaré suivants:

Définition 4.3. Pour 2 <i < K, on définit A : RNit — RNt tel que

i1
Ably — i—1,r AL Uy
Yo = ( —Apgr —Apgp ) i—lyr

Up

(i,L)

. v v L L) (i,L L)
ot € RNG,| oy = oy vérifie AYI ) (Z )+ A(Z M =0
Up
il
Vg =

1

(vR = vR " par définition, et vy est la contribution de Q; 1, au sens strict,

a v[z L))
De méme, pour 1 <i < K — 1, soit A\¥" : RNir — RNir tel que

i+1

iro. i+1,0 i+1,0 wy
Ay = ( _ABI _ABB ) < wHLZ )
B

(i,R) . . . )
ol w € RV = < pt ) verific AP + AGPwi = 0

Q7
Wp
nro__
wg = g

j 1,6 oo
(wy = w? par définition, et w’Jrl est la contribution de ;1 q, au sens

< (i,R)
strict, a w;).

Les opérateurs
(A%, AW —A) et Ay A, AT (1.4.17)
sont utilisés dans les conditions d’interface de I'algorithme de Schwarz.

Remarque 4.5. Si Q = R?, ces opérateurs sont ceuz intervenant dans les
conditions de transmission artificielles exactes discrétes (1.4.9) et (1.4.13).
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Algorithme 4.2 (Schwarz, dans le cas d’un découpage en bandes).
Soit (u® ) 1<icrc une approzimation initiale de la solution u de (I.4.1), et soit
(uf (p))lgig;( la valeur de l’approzimation de u a l'itération p. L’algorithme

de Schwarz s’écrit :

A",,u", (p+1) —f—Ai]BUlé(er])

y y , u? (p+1)
(Ag A — A1) ot (D)

B

'7é '717
B+l

(pour 2 < i < K)

) ' A
i,r 7 i,r 1
( Apy App — A ) ir (p+1)
up
i+1,0

B + f5

(pour 1 <i< K —1)

L1<i<K

(—a 45#Nf>(

(_aipie —agl—wf)(

Convergence optimale de ’algorithme de Schwarz

Théoréme 4.2. L’algorithme de Schwarz 4.2 converge en K itérations, ot

K est le nombre de sous-domaines.

La convergence est alors optimale. En effet, la présence du terme —vA
dans 'opérateur L fait que la solution dans le domaine 1 dépend de la va-
leur du second-membre f dans le domaine K et réciproquement. L’échange
d’information s’effectuant localement d’un sous-domaine a ’autre par les in-
terfaces, il faut donc au moins K — 1 itérations pour converger. Comme
'approximation initiale u’ (¥) de la solution dans chaque sous-domaine ne
dépend pas a priori de f et g, il faut au moins K itérations pour converger.

Preuve du théoréme 4.2

Les équations de I'algorithme 4.2 étant linéaires, on peut considérer le cas

u?l (»)

’L’*l,?" (p)
Up

i+1 (p)

/ £ (p)

i+1,0 (p
Up

)

)
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ot 'on a fi = 0, fg’l = 0, fgr = 0. Il suffit alors de montrer que
u' () =0, 1 <i < K. Pour cela, nous allons utiliser les deux propositions
suivantes :
ur
Proposition 4.1. (a) Soitue€ RV (2<i< K 1), u= | u | tel que
up
A§1u1 + AéBuB =0
N i 0 i ur
(Azél AZI’;BAZ’Z)<U£>_0
B
Alors, (=AY, =AY, — N < :f; > ~0
(b) Soit u e R, u= ( ;Lé > tel que  Ajyur + Ajguly =0
Alors, ( —AE’; —A}B’% — A2 ) < ;2; ) —
Ur
Proposition 4.2. (a) Soitue€ RN 2<i<K—-1)u=| uf tel que
up

AZII?I,[ + AZIBUB =0

(i ag-v) (1) =0

B

Alors, ( _Ai’f, _A%ZB _ AL ) < UZI > —0

Up

(b) Soitu € RN%, u= < 5} ) tel que  ARup + AR ub =0
B

AZOTS} ( 714[‘5}/ 7AI'§B{ 7AK71,7‘ ) ( u/] ) = 0
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Preuve de la proposition 4.1
Soit u vérifiant les hypothéses de la proposition 4.1 (a).

(i+1,L)
. . v
Nous introduisons le vecteur v € RNG+1.0) | ¢y = ( I ) tel que

41,0
vt
(4+1,0), (+1,1) | AGH1LL) 16 _
A + A, vy =0 (1.4.18)
i+1,0
v =l

Remarque 4.6. Le probleme (1.4.18) correspond a la discrétisation du pro-
bleme suivant

Ly =0 dans Q1)

v=u sur Iy (=T4,)

En particulier, comme T'; y C Qitq,1), nous avons Ly = 0 en chaque point de
L4, ce qui se traduit au niveau discret (voir (1.4.16)) par:

i i—1

Gt ) () i) () =0 0am
B B

Comme € C g1y, nous avons aussi Lv = O en chaque point de $;, ce
qui se traduit au niveau discret par:

ALt + AL vl =0 (1.4.20)

Revenons a la démonstration de la proposition 4.1.
Par définition de A**1f,

( _A%rl —A%TB _ AL ) < :fr ) =0 (1.4.21)

Nous allons alors montrer que u = v’
Du fait que €y C Qiy1,1), par définition de v:

L) (i,L iL) i
A A =0

et donc, par définition de A*,

i1 i1 , vt
( *ABIL 7ABB}, — AZ’Z ) < Uél,r ) = 0 (1422)
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Ceci entraine que

( A%[I AZEZB — AW ) < :7:{@ ) =0 (1.4.23)
B
En effet,

( Aiéfl AEEB — A ) ( :2}6 ) =
B

(i, a2 ()
B

Ai*l,f’ Aifl,r /0371 o Ai*l,r Ai*l,?" U}il

+ ( BI BB ) UZ*U‘ ( BI BB ) UZ*U‘

B B

c’est-a-dire,

(i - ) () -

Up
( At At ) 7{2} i ( Ai-Lr Ai-lr ) 7{}_1
BI BB 1,0 BI BB i—1,r
vg Up
vt
i—1,r i—1,r il 1
+ ( *ABI *ABB —A ) ( oL >
B

il o
(Car v}y = vy " par définition).

D’aprés (1.4.19) et (1.4.22),

( A%ZI AzééB — A ) < :jﬂ ) =0

B

Alors, u et v* sont solutions du méme systéme linéaire :

Ut A VAN (B T S VAN S S W
( BI BB~ ‘Y ) 14 _( BI BB~ Y ) 1,f -
Upg Up
r _ 7,7
ug = Up

En effet, la relation (I1.4.24) vient de la définition de u et de (1.4.20). La
relation (1.4.25) vient de la définition de u et de (1.4.23). Enfin, la relation

(1.4.24)

(1.4.25)

(1.4.26)
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(1.4.26) vient de la définition de v et du fait que v?l’é = v%”". Si on suppose
que ce systéme linéaire admet une unique solution, alors u = v'.
En particulier, d’aprés (1.4.21), on a

T
Up

X i i Uur o
(—Agr A — AT < ) =0
ce qui démontre la proposition 4.1 (a). O

Les démonstrations de la proposition 4.1 (b) et de la proposition 4.2 sont
similaires.

Revenons maintenant a la démonstration du théoréme 4.2: La proposition
4.2 entraine que pour tout 1 < j < K —1letp>j:

Keit1 K—j+1/0 , A (p)
( *ABI J+1,0 *ABBJ L e ) Ulg—j+1,r ) =0 (1‘4‘27)
B

Montrons (1.4.27) pour j = 1. Dans I'algorithme 4.2, u® ®) vérifie :
AL O 48 K0

Donc, d’aprés la proposition 4.2 (b),

K (p)
u
(—ARS  —Agg—AFT) ( o ) =0 (1.4.28)
Up
Montrons maintenant (1.4.27) pour j = 2. D’aprés I'algorithme 4.2 et (1.4.28),
uk=1 ) vérifie :
Af{fluffl () 4 A?B—lulgfl ® _
K—1 K—1 K—1 Ufil (®)
( Apr Apg " — AR ) Lt @) =0
B

Donc, d’aprés la proposition (4.2) (a),

K—1,4 K—1, K U;(q (®)
( —Apr —Agp " — A — ) K-1r (p) | — 0
'B
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La démonstration est similaire pour j =3, ..., K — 1.

De méme, en utilisant la proposition 4.1, on démontre de facon similaire
que:

B
pourtout 1< j< K —-1letp>j

. . ‘ u P
(Al Al NG ( Uj{é w | =0, (L.4.29)

Ceci entraine que v’ ) = 0, pour tout i. En effet, d’aprés les relations
(1.4.27) et (1.4.29), dans I'algorithme 4.2, le second membre du probléme dé-

finissant u’ %) est nul, et donc que u* K) =0, pour tout i. O

Dans la section suivante, nous interprétons les CLA exactes discrétes en terme
de matrice du complément de Schur.

4.5 Remarque: lien entre les CLA exactes dis-
créetes et la matrice du complément de

Schur

Dans cette partie, nous reprenons la décomposition en sous-domaines et
les notations de la section 4.1.

4.5.1 Rappel: méthode du complément de Schur

D’apreés les notations de la section 4.1, la matrice A du probléme (I1.4.1)
se décompose par blocs sous la forme suivante :

A0,
A= ? A2H Alp
A Apr Ass
On peut ensuite par une élimination de Gauss appliquée a la matrice A,

ramener le probléme (I1.4.1) a la résolution d’un probléme condensé sur I'in-
terface:

(App — Apr(Ap) ™ App — A% (A7) ' Alp)up = by (1.4.30)
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avec
bp = fB - AlBI(A}I)_lfIl - AZBI(A%)_IJCI2
La matrice condensée sur interface
S = App — A}BI(A}I)AA}B — AQBI(A%I)AA?B

est appelée la matrice du complément de Schur. S étant une matrice dense, le
probléme (1.4.30) est résolu par une méthode du type gradient conjugué sans
calculer explicitement la matrice du complément de Schur [38] (F.X. Roux,
1995).

La matrice du complément de Schur s’écrit comme la somme de deux matrices
St et S? qui sont les contributions respectives de Q; et 9y & S

1 1 1 1y—1 41

S =App — Api(A;) Arp

2 2 2 (A2 V=142

S* = App — ABI(AH) Alp
Abp et A%, désignent respectivement les contributions des domaines € et
Q9 aux termes de la matrice associés aux degrés de liberté sur la frontiére
F12.
On obtient deux problémes locaux condensés sur I'interface et découplés que
I'on peut calculer en paralléle.

4.5.2 Lien avec les CLA exactes discrétes
CLA exactes discrétes (Rappel)

Reprenons les notations de la section 4.4.2.
Nous notons ici, dans le cas de 2 sous-domaines, A = AV et A2 = A?* (si
Q= R? onaaussi A' = A, et A=A} (voir section 4.3)).
Les opérateurs intervenant dans les CLA exactes discrétes (voir (1.4.17)) sont
donc:

( A}?I A}eB — A ) et ( A??I A%B — A\ )

oll pour un vecteur vy € RVB,

1 2 2 ”?
A Vo = ( _ABI _ABB ) < >

URB

2
N R - 2 2 2 _
on v* = < o ) vérifie Aj i+ Ajgup =0

UVp = Vg
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1
A2U0 = ( _AlBI _A}BB ) < o )

wp
1 a 1,1 1
N . I st .
oww = { ~ vérifie Ajw; + Ajgwp =0

wp = Uy

Lien entre Ai et Si

Par définition de S! et S?:

Al Alg vg _ 0
A}BI A}BB B S'vg
A2 A%, v? - 0
A%, A% UB S*vp

C’est-a-dire que pour un vecteur vy € RVB :

Slys = (Al Al vl
Yo ( BI BB)

UB
1 V) 11 1
N . I s .
ounv = . vérifie Ao +Agup =0

VB = Uy

wp

2 2 2 “’%
S Vg — ( AB[ ABB‘ )

2
N w L.
on w? = I} vérifie A2 w? + Al wg =0
11wy B
Wp
wp = Uy

Par conséquent,
St= A% et S?=_-A'

Remarque 4.7. S' = —A? et S? = —A! sont respectivement la discrétisa-
tion au sens de la définition (1.4.2) des opérateurs de Steklov-Poincaré Sy et
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S, qui font passer de la trace d’une fonction a sa dérivée normale (son fluz) :

0
Sty — A L(v) =0 dans
anl
v=1vy sur s
Cv=g surd€; NoS)
ov .
Syivg— =— ou L(v)=0 dans
0n2

v=1 Ssurls

Cv=g sur 0y N oS

4.6 Les conditions (002),

Dans cette partie, les opérateurs d’interface sont construits de facon a
approcher les opérateurs intervenant dans les CLA exactes discrétes (1.4.9)
et (1.4.13). Nous désignons ces opérateurs d’interface par (002)y,.

La définition et la démarche pour calculer les conditions d’interface (002),
sont similaires a celles utilisées dans le cadre continu pour les conditions d’in-
terface OO2 (chapitre 1.3). En particulier, les opérateurs d’interface (002)y,

sont de la méme forme que les opérateurs d’interface QO02, seuls les ceeffi-
2

cients intervenant devant Id, — et ——; changent:
T 0T

Définition 4.4 (Opérateurs d’interface (002),). Les opérateurs d’in-
terface (002), sont définis par :

0 0 0?

—CGptChns— —Chrrs
on; oT; or?

BZ':

avec ¢, = cyp(amn;) = A, (0), oo A, est le symbole de A, (définition 4.1),
et les ceefficients cop, = cop(an;, a.1;) et ¢z = csp(an;, a.m;) minimisent
le tauz de convergence de l’algorithme de Schwarz dans le cas discret, de 2
sous-domaines (algorithme 4.1), et d’un opérateur L & ceefficients constants.
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Construction des conditions d’interface (002),
C’est 1la méme approche que dans le cas continu (chapitre 1.3, section 3.3):

Détermination de A, et )\;:

Nous nous placons dans le cadre de 2 sous-domaines €2y = R~ x IR et
Q = R" x R et de coefficients constants dans (I.1.1), avec un maillage
cartésien a pas constant Az en x et Ay en y.

Nous déterminons alors les symboles )\, et A/ des opérateurs de Steklov-
Poincaré discrets du demi-plan droit A, et du demi-plan gauche A} (voir
section 1.4.3) :

Ay 2vo = ((v0)j)jez — Ay vo = (A v0);)jez tel que

- 2 2 U%
Ay vo = ( —Apr —Agp )

UB

2
ot v* = (v )i>0, jez = ( :j; > vérifie Afvf 4+ Alpug =0 (1.4.31)

vp =1y (1.4.32)
v ; borné quand i — oo (1.4.33)

et At vg = ((v0)))jez — Moo = ((Afvo)j)jez tel que

1
M= (AL, —Ab, ) ( w; )

wp

1
ou ’U)] = (’U);’j)ig(]: jez = < :;); > vérifie A]”w} + A][B’LUB =0 (1434)
wp =1y (1.4.35)

w; ; borné quand i — oo (1.4.36)

On calcule ), (resp. A\}') en prenant une transformée de Fourier discréte de
(I.4.31)-(1.4.33) (resp. (1.4.34)-(1.4.36)) par rapport a y, c’est-a-dire que I'on
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écrit :
(vo); = Z (Uo)k sy
kEeZ

ot i* = —1, et on cherche une solution de (1.4.31)-(1.4.33) (resp. (1.4.34)-
(1.4.36)) sous la forme:

v = § :akezk]Ayez(k)ZAz

kEZ

ou z(k) € C.

Alors,

() = 37 e (k)

kEZ

avec O = [(vo).

Les fonctions complexes k& — A, (k,a,b) et k — A/ (k,a,b) sont non po-

in (kA 1-2 kA
lynomiales en les variables Z(k) = sin (kAy) et H(k) = cos y), ol
Ay Ay?
ov 0*v
7 (resp. H) provient de la discrétisation de p (resp. 52 o)
Y Y

Remarque 4.8. Considérons le cas du chapitre 3, partie II, ¢’est-a-dire celui
d’une discrétisation par un schéma aux différences finies décentré, et d’un
découpage avec une maille de recouvrement entre les sous-domaines. Nous
introduisons

1— A in (kA
_ \b|( cos(kAy)) +Z,bsm(k n
Ay Ay
Alors
a—42 —vHAx — AxZ — \/|a\+ * t yHAz + AzZ)* + WwZ + vt +vH
AT =
h 2(v + max(a, 0)Ax)
. a+ 2 A +VHAJ:-|-A:5Z+\/ |a\+ Az -I-VHA.’,IT—{—AJTZ) +4VZ+4V$+VH
Ay = -

2(v + max(—a, 0)Ax)
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Calcul des conditions d’interface (002),:

La technique de calcul développée au chapitre 1.3, section 3.3, et permet-
tant d’approcher le minimum dans un cadre continu, est appliquée, ici, de la
facon suivante :

+ +
On note A, (k) = A, (k,an;, a.1;).
Les opérateurs intervenant dans les conditions d’interface (002), s’écrivent
sous la forme:

82
B; = —CiptCops (1.4.37)

— C3h A 5
on; oT; or?

1

ot ¢1, = c1p(am;) = A, (0,a.m;,a.7;), et les ceefficients ¢y, = o (a.n;, a.73)
et ¢35 = c3p(a.n;, a.1;) sont calculés de la facon suivante:

Soit ke = Aly. On pose, pour 0 < k < kpazs 0 < Eing < Kmaz -

- _ 2
on (ks Fna) = [ 208 = Q) i)
h\lvy vint) — —
An (B) = (Aap)n (K, King)
avec (A, )n (K, Kint) = c1n = Cop(Kint)1Z (Kint) = ¢3.0(Kint) H (Kint), 001 les coeffi-
cients Co,p = CQ,h(k:mt) et c3p = c37h(kmt) sont fixés par ph(/fmt, C2,hs Cg,h) =0,
soit :

~Im( (ki)
Z(kint)

A (0) — Re(A™ (Kint))

CQ,h(kint) = C3,h(kint) -

On note ky = kq(kin) la racine dans |0, k[ de la dérivée de la fonction
k— |pn(k, Eint)]-

Alors, on calcule la solution ki—m dans 10, kpnez] de équation :

|,0h(k1, kmt)| — |ph(kma1:7 kmt)‘

a I'aide d’un algorithme de dichotomie.



96 CHAPITRE /. Conditions d’interface optimisées (OO2)y, ...

Finalement, on obtient ¢y et ¢3) par:

~Im(X, (kint)) Ay

Cop = Cap(am,ar) = —~
sin (ki Ay)

(A, (0) = Re(X, (kint))) Ay?
(1 —2cos (k;ntAy))

csn = C3p(am,ar) =
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Chapitre 5

Compléments

Cette partie a pour objet I’étude du probléme de minimisation du taux de
convergence, lorsque le ceefficient ¢; (intervenant dans les conditions O0O2)
est quelconque.

5.1 Minimisation sur deux parameétres du taux
de convergence dans le cas de 2 sous-domaines

Dans cette section nous étudions, pour a € IR une constante et b = (
dans (I.1.1), le

i k
Jmin e [p(k, e e, )]

\ A (k) = Ay (R)\ . . )
ou p(k,ci,co,c3) = X~y (F) avec A, (k) = ¢ — coik — c3k?.
Quand b = 0, A~ est paire donc ¢y = 0. Etant donné que A\~ (k) <0, Vk € R
(voir 1.3.8) et que A, (k) est cherché de facon a approcher A~ (k) pour tout ,
on suppose que A\, (k) <0, Vk € R et en particulier pour £ =0 on a ¢; <0.

Alors, ¢ et ¢z sont obtenus par un résultat similaire au théoréme 3.1 (chapitre
1.3, section 3.2.1):
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Théoréme 5.1. On suppose que a € R, a #0, b=0 et ¢ > 0 dans (1.1.1).

Alors, pour ke > 0, il existe un unique couple (c1,c3) qui réalise le

min max |p(k,ci,0,c3)] (I.5.1)

(6] SO,(I;;ZO nggkmam

De plus, (c1,c3) peuvent étre calculés de la fagon suivante :

On pose
1
a=1+———(a—2ve)
va? +4dev
On commence par fizer a > 2, ce qui équivaut a firer ¢ < =4 Toc ”;i“c”, c’est-

a-dire ¢; < A (0).

Alors c3, qui dépend de ¢y et de kpaz, est Uunique solution dans

[)\_(0) — A" (kmaz) v
k2, o "Va? + dev

de U'équation

p(kl, C1, 0, 03) = p(kmaTa C1, 07 63)

ot k1 = ki(c1,¢3) est la racine de la dérivée de k — p(k, c1,0, c3), telle que
p(ki,c1,0,¢3) # 0 (voir figure 5.1).
On obtient ensuite ¢; comme étant l'unique solution dans

[ 1 a? + dev + 20%k2 .. ) a—Va*+ 4cu]
- a J—
2v Va2 +dev + 42k2, 2v

de ’équation
p(O, C1, E?)) - p(kmaa:: C1, 53) - P(lﬁ , C1, 53)

ot c3=C3 (€1, kmaz)) €t ki = ki(c1, 3 (c1, kmaz)) (voir figure 5.2).
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Preuve du théoréme 5.1.
Soita € R, a #0, b=0et ¢ > 0 dans (L.1.1).

4v%k? Va?+4
On pose # = o, v = Y450%c;, et a = 1+

le taux de convergence devient :

1—|-\/1+.r—oz—fy.r)2
1-V1i+2z—a—yx

, le probléme de minimisation (I.5.1) est équi-

ﬁ(a — 2vey). Alors,

plz, a.y) = (

et, en posant Tmaxr = W dcr

valent au probléme suivant :

a21+%,720 Oggc]ﬂg%}i.am p(@; 0 7)]

La fonction (z,a,7) € RT x Rf x R — p(x,,7) est C®, positive, et
pour a > 0, v > 0 fixés, lim p(z,a,7) = 1.
T—>00

Recherche du mazimum de la fonction © — p(x,a, ) sur [0, Tmaz], pour
o> 1+ﬁ et v >0 fizés:

Regardons d’abord les zéros positifs de cette fonction et de sa dérivée:
On pose

— soit pour a < 2 et vy #£ 0,

— soit pour @ > 2 et v €]0, 2= QQ(%Q)} U ale?) +00],

o 1=2y(a=1) = /42— dy(a—1) +1

272
L I=2y(a—1)+ /4?2 —dy(a—1)+1
rto= 22
On note aussi, pour v # 0:
a—1—2y
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Alors, les zéros positifs de 2 — p(z, cr,7y) sont :
~sia<2ety#£0 1t

—sia>2et yel0, T VQQ(MQ)] U QQ(%Q),%—OO[ s r et rt.

Et les zéros positifs de sa dérivée sont :

—sia<2ety#0

[ ] 7“+’

esiv< el :oa,

Sia> 2

. G]O, a—1- 2a(a—2)] U [a71+\/2a(a72)’+oo[ LT et

oSiO<fy§”Tf1 DT,

N llons ainsi distinguer X roa: 1+ -=2—<a<?2 > 2.
ous allons ainsi distinguer deux cas sur « +\/m_oz_ et o >
Pour ces deux cas, nous utiliserons tout au long de la démonstration les
notations et les propriétés suivantes:

On pose

Fa(’}/) = p(mmawaaav)a 04>0a 720

2 _a\?
H, - H(oo:p(o,a,fy):( a“) a0

. a—1
Ga(fY) = p(.’El(Oé,’}/),O[,’)/), SIO<7STa OZZ]_—}—

a
va? 4+ 4ev

dp
FO(ma(XarY) = %(7“1 O/af)/)
Cdavitz(l+Vi+z—a— 1)

(-1+V1i+z+a+yz)s

, >0, a>0, v>0
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Alors, nous avons les propriétés suivantes :

Fa (7) - FO(xmaz; a, ’7) (152)

G’a(’}/) = FO(xl(a:fY)aaafy) (153)

Fo(z,a,v) >0 <= ~v> fi(z,«a), (1.5.4)
_ vVitaor+1l-a

avec  fi(z, )
x
S1a§2, ”Y§f1($1('7)704), V’Y>0
sia>2, v < filzi(n),0) <=
a—1-—Vala—2), a1+ /ala—2)

v=a—1ou~y €0, U] , o0
2 2
H(a) >0 < a>2 (15.7)
a—1 a—1
2V1+x
avec  go(z) =1 —_
2+
1) C&Sl+m§0&§2
Lemme 5.1.
L lp(z, 0 7)[ = min = max |p(z,a.9)]

Va2ider —

Preuve du lemme 5.1.

. a )
801t1+\/m§a§2ﬁxe.

Nous distinguons deux cas sur y: 7 > 2+ et 0 < <

a—1
2

a—1

° > 3

Supposons y > ”T_l fixé. Alors, nous avons vu que x — p(z,a,7y) et sa
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dérivée ont un zéro positif qui est r*. La fonction z — p(z, o, ) est décrois-
sante sur [0, 7], et croissante sur [r", ,,4,]. Le maximum de x — p(z, o, )
sur [0, T,z est done soit en 0, S0it en Z,,4,. Nous avons deux possibilités :

Soit v est tel que F,(y) < Hg, ce qui équivaut a v < foa, Tmaz)
ViFz—(a—1)
(a—1)z

[0, ez est atteint 0,

avec fo(a,x) = . Alors, le maximum de 2 — p(z, a, 7y) sur

— Soit v > fo(, Zimaz), alors le maximum de x — p(z, o, ) sur [0, Z,00]
est atteint en x,,4,.

Supposons dans un premier temps que « est tel que fo(, Tpmaz) > ”T_l ce qui
équivaut & @ < go(Zmas) (avec go défini en (1.5.8)).

Comme fo(Tmaz, @) > f1(Tmaz, @), VO, Tmax > 0, alors d’aprés (1.5.2) et
(1.5.4), F.(7) > 0,97 > fo(Tmaz, @). Ainsi, si v > fo(Tmaz, @), Fi est conti-
nue, croissante et son minimum est atteint en fo(Z0., @).On est donc ramené
a étudier le

min min max |p(z, a, )]
a a1 0<z< T
1+m§a§g2(wmaz) TS’YSfQ(T/mamya) STXTmazx

c’est-a-dire (nous avons vu que pour 3t < < fo(Zpaq, @) le maximum est
atteint en 0),

min H(a)
a
1+\/ﬁ§a§92($maz)
H étant continue, décroissante pour o < 2 d’aprés (1.5.7), son minimum
a . .. ,
sur [1\+ T 92(Tmaz)] est atteint en ga(wmqq). On est ainsi ramené an
probléme

min minmax |o(z,0.9)
az.‘h(mmaz) 72%71 0<z<Tmaz

c’est-a-dire, comme ~y > O‘T’l > fo(Tmaz, @), le maximum de p sur [0, Z,40]
est atteint en 2,44,

min min F,(7)
02g2(mas) 72051
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a—1

F, étant continue, croissante, son minimum pour vy > “T_l est atteint en 5

Et on recherche donc le

a—1

)

min F,
a>g2(Tmax) Oé( 2
Une étude de la dérivée de la fonction & > go(Zimas) — Fa(%,") montre que
cette fonction est croissante, et donc son minimum est atteint en gs(%az).
Finalement,

min max |[p(z,a,7)| = min max |[p(z, a,7)|
Lt ot=<a<ay> o7t 0STSTmas =g (Tmas) y=25" 0ST<Tmar

Ce cas est inclus dans celui que nous allons traiter maintenant :
—1
o)<y <%

On suppose d’abord que v # 0. Le cas v = 0 est traité aprés. Dans ce cas,
nous avons vu que les racines positives de z — %(x, a,v) sont T et z;. La
fonction © — p(z, @, ) est croissante sur [0, z;], décroissante sur [z1,77],
et croissante sur [r", Z,,,,]. Le maximum de cette fonction sur [0, x4, est

donc soit en x, soit en 4.

Supposons, dans un premier temps, que « est tel que fi(Zmeg, @) > %5

2
L : N _ 2V 14+ Tmax
ce qui équivaut & a < gi(Tpee), avec gi(z) = 1+ =222, Alors, comme

91 (Tmaz) < 92(Timaw)s VZmas > 0, nous avons F,(%+) < GO(C“T’l) (d’aprés
(1.5.8)). De plus, d’aprés (1.5.2) et (1.5.4), F, est décroissante sur ]0, °57]
(puisqu’on a supposé fi(Tmaes, @) > 251). Et d'apres (1.5.3)-(1.5.5), G, est
décroissante sur |0, ‘%1] (car @ < 2). De plus, un calcul simple montre que

G, peut s’écrire sous la forme

<2ﬁ+\/m—2a\/§+27\/7>2
2\/7 —Va—1—v—=2a,/v+27/7

Et donc liH(l) Ga(y) = 1. Or F,(0) < 1si a > 1, ce qui est le cas ici. Donc
Y

F,(0) < lin% Go(7). Par conséquent, le maximum de p sur [0, Z,.| est atteint
Y

en z1. On cherche donc le

min min G, (7)
a -1
1+ /—a2+4w§a§g1(mmam) 0<y< ozt
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Or G, est continue, décroissante sur |0, 25*], donc son minimum sur 0, 251]
est atteint en aT’l On est par suite ramené a étudier le

min o _max lp(z, o, )] (I.5.9)

a —a=1 0<z<Tmaz
1+\/m§aggl(zmaz)7’77 2 STST
Ce probléme va étre traité par la suite.
Supposons maintenant que « est tel que fi(Tmee, @) < %0, ce qui équi-
PP q q 1\Ymazx; = 2 q q

vaut & @ > g1 (Tmaz)-

Alors, soit v < f1(Zas, @) et dans ce cas, par un méme raisonnement que
ci-dessus, le maximum de p sur [0, T,q,] est atteint en ;. On cherche donc
le

min min G
a>gi(tmaz) 0<Y<f1(Tmax,a) “ (,Y)

Comme G, est continue, décroissante sur |0, fi(Zmaz, )], alors son minimum
sur cet intervalle est atteint en fi(Z ez, ). On étudie par conséquent le

min min max (Fa (’Y)a Ga (’7))

a>91(Tmaz) f1(maz,0)<y< aTil

F,, est continue, croissante sur [f; (a0, @), %57 (d’apres (1.5.2) et (1.5.4)), et
G, est continue, décroissante sur [fi(Zmas, @), %5+ (daprés (1.5.3)-(1.5.5)).

3

De plus, F,,(QT’l) < GQ(QT’l) <— @ < go(Tmas) (d'apres (1.5.8)).

Par suite, si @ < g2(Zymaz), le maximum de p sur [0, z,,q,] est en x; et nous
cherchons le

min min Ga(vy) = min Ga(7)
g1(xmaz)§a§gz(:nmaz) fl(mmaz,ﬂ)ﬁvﬁ% gl(mmaz)gaSQQ(mmaz),’Y:aTil
(car G, est continue, décroissante sur [ fi(Zmaz, @), 251]).

On est donc ramené, en incluant le cas (1.5.9) (car gi(z) < go(2), Yz > 0) &
étudier le

min max [p(z, @, 7)|
—a=1 0<z<z
1+ = Sagg‘l(mmam)fyf D) STSTmax

VvV a2+4c1/
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D’aprés I'étude effectuée dans le cas v > ”T_l, le minimum est atteint en

@ = g2(Zmaz)- On est donc ramené a étudier le

min min max |p(z,a, )]
92(Tmaz)<a<2 f](mmam,a)g'yg% 0<z<Tmaz

Dans ce cas, nous avons vu que F(%5%) > Go (%) (car a > ¢2(Zmaz))- De
plus, F,(fi(Zmaz, @) = 0 et Go(f1(Zmaz, @) > 0. Comme F,, est continue,
croissante, et G, est continue, décroissante sur [ f1(Zmaz, ), "T_l], il existe un
unique 7="7 (@) tel que F,(7) = Go(7), et

. — . F N
H\/c%lgagzwo 0<8 s mar oz, @, 7)] g2(@men) <0< a7 (a))

Casv=0:
La fonction z — p(x, , 0) est croissante sur [0, Z,,.,] et donc son maxi-

mum sur [0, Z,,.,] est atteint en Z,,,,. Un calcul simple montre alors que

2(Zmaz, @, 0) > p(Tma, A :Y) (on utilise la relation < QT’l)

On utilise alors le résultat suivant

~ a

Lemme 5.2. La fonction o — Fu(7 () est décroissante sur [14 =4, 2]

La démonstration de ce lemme est similaire a celle du lemme 5.3. Do,

1+ 7212120452,720 Osglgam}:zaac o s 1)) = aig,lwnzo og%?;az pla, 0. )|

ce qui démontre le lemme 5.1. O

2) Cas v > 2
En utilisant des techniques similaires au cas o < 2, on montre que le cas
optimal est celui ou

e 11, v et r* sont définies et positives, ce qui équivaut a

—1—a(a—2)
2

(6
0<y<
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o 7" < Tpaw, CE qui équivaut a
Y 2 f] (xmaxu O‘)

Pour avoir ces deux conditions, il faut que

a—1—ala-2)
2

Z fl (xmaz: Oé)

1 _|_ 337150,1'

<— a<a, avecq =-—=o=--—+1
V 1 + xma:p
C’est-a-dire que 'on se place dans le cas ou
a—1—/ala—2
fl(mmamaa)§7§ ( ) et (){S()/,l

2

Dans ce cas, La fonction z — p(z, «r,7y) est décroissante sur [0, 7], crois-
sante sur [r—, x|, décroissante sur [z1,77], et croissante sur [rt, T4 Le
maximum sur [0, Z,,.,] de cette fonction est donc soit en 0, soit en x4, soit
en Tpaz-

On cherche donc le

min  max (H,, min [Fa(7), Ga(7)])
Zrasen fi (@mas)<y< VR
1) Etude du min [Fa(7), Ga(7)]

1 )
fl (mmazya)gvéafa(a)

. , . a—1—y/a(a—2 N
F, est croissante, et G, décroissante sur [fi(Zmaz, @), %] (d’apres

(I.5.2)-(1.5.6) ). De plus, ces fonctions sont continues et F(fi(Zmaz, @) =0,

Go(f1(Tmaz, @) > 0, Fp (V2072 5 o G, (VD)

2

a—1— a(a72)]

\ 5 tel que

Donc il existe un unique 7=" (@) € [f1(Zmaz, )
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On pose

2) Etude du min max(H («), K(a))

2<a<ay

Pour cela, nous montrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 5.3. La fonction « — K () est décroissante sur [2, o]

Preuve du lemme 5.3.
Notons que

a—1—ala-2)

= fi(Tmaz, ) <= a=m

et donc,

< == 9 - fl (xmama OZ)

— a=a et y=mv (I.5.10)
-1 —2

avec Y1 = “ 2a1(a1 ) = fi (xmaz,al)

Par suite, K(a) =0 <= a =y et ¥ =7 (oy) = 7. En particulier, on a
K(2) > 0 (en supposant x,,,,; # 0). Nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme 5.4. La fonction o € [2, 1] —7 (a) est décroissante.

Nous démontrerons ce lemme par la suite.

Supposons que la fonction a € [2, a;[—7 («) est dérivable. Alors, K est
dérivable sur [2, a4 et

K (a) = @(Fa(’;(a)))
= —4\F,(v (a))mummam‘;—;(a))
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et

/ d -

K (o) = —-(Ga(7 (a)))

= VG (7 (@)(a=1=7(a))(1+ (a—1~-27 (&))Z—g(&))

Montrons alors que K (a) # 0, Ya € [2,a;]. Pour cela, on raisonne par
I'absurde : on suppose qu'il existe ay < oy tel que K () = 0. Alors, d’aprés

(1.5.10), Fo(7 (a2)) # 0 et Go(7 (a2)) # 0, et donc d’apres les expressions
de K' ci-dessus:

d
1+ xmazi(a@) =0
dO[Q

- dv
et 1+ (O[Q —1 —27 (QQ))E(O/Q) =0
2

c’est-a-dire
(12_1_2/-}/((){2):'/17771(1:13

Un calcul simple montre que

a0 —1 =27 (1) = Timaz ¥ (1) et 7 (o) <1

Alors,
a1—1—2’;’(a1)§a2—1—2’;’(a2)

Or la fonction a@ € [2,a1] — a — 1 —2 7 («a) est croissante (d’aprés
le lemme 5.4), ce qui contredit ’hypothése que ay < «;. Par conséquent,
K'(a) # 0, Ya € [2,04[. Comme K (2) > 0 et K(a;) =0, K est décroissante
sur [2, aq], ce qui démontre le lemme 5.3. O

Alors, comme H est continue, croissante sur [2, «;] (d’aprés (1.5.7)), K conti-
nue, décroissante sur [2, aq], H(2) =0, K(2) > 0, H(ay) > 0 et K(ay) =0,

il existe un unique a€ [2, o] tel que
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et

D’ou

min ~ max |p(z,a,v)| = H(a) = K(a)

a>2,7>0 0<z<Tmaz

Avec le lemme 5.1, ceci démontre le théoréme 5.1. O
Démontrons maintenant le lemme 5.4.

Preuve du lemme 5.4.

a € [2,aq] —7 (@) est décroissante :

Soient ag, ay € [2, aq] tels que az < ay.

Notons 3 =7 () et 74 =7 (). Posons également

F’Y(a) - p(inmafba/a’)/): o€ [2,011]
G’Y(a) = p(l'l,()t,’)/), o€ [27(11]

Alors, un calcul simple montre que:

, 1
F,Y(()/) = - FO(mma:E: Q, 7)
, 1
Gy(a) = mFo(xmama O‘a’}/)
D'aprés (1.5.2)-(L5.6) et le fait que 7 (a) € [f1(Tmaz, ), e 2{1(&_2)}, pour

2 < a < ay, alors F, est croissante, et G, est décroissante sur [2, a;]. Par
suite,

p($maw=a3=74) Sp(xmaz,azh%) = ,0(551 (044774)7a4,’74)
< plzi(as, ), as,71)  (L5.11)

Raisonnons alors par 'absurde et supposons que 3 < 4. Alors

p(xmaza()@af)@) < p(mmaxaa’Ba’M) (1512)
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(d’aprés la croissance de F, sur [fi(%maez, @), (H%MD
Et

p(l'l (Oég, 74); 3, 74) < p('rl (043, 73); 3, ’Y‘%) (15]‘3)
(d’aprés la décroissance de G, sur [f1(Zmaz, @), erlzyeale?) "QQ(M]) Ainsi, d’aprés

(L5.11), (1.5.12) et (1.5.13),

p(xma,za g, ’Y%) < p(zl<a37 73); 3, fy?)

ce qui contredit la définition de ;.

Donc 74 < 73 et la fonction a € [2, ;] —7 () est décroissante, ce qui
démontre le lemme 5.4.
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Deuxiéme partie

Méthode Optimisée d’Ordre 2.
Formulation algébrique et
résultats numériques.
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Chapitre 1

Introduction

Cette partie a pour objet la description de I'algorithme OO2, sa mise en
ceuvre, et son application a différents schémas de discrétisation.

La présentation de I'algorithme OQO2, est effectuée au chapitre 11.2. Afin de
simplifier les écritures, I'algorithme, et en particulier la formulation du pro-
bléme condensé a l'interface, est exposé dans le cas de deux sous-domaines.
Nous présentons ensuite la résolution du probléme condensé par I’algorithme
BICG-STAB.

Nous exposons ensuite, aux chapitres 11.3 et 11.4, des résultats numériques
sur I’équation de convection-diffusion en 2D. Les simulations numériques sont
effectuées sur le Paragon Intel de 'TONERA (calculateur paralléle & mémoire
distribuée, 100 noeuds). Au chapitre 11.3, la méthode est testée sur un code
de calcul existant (avec recouvrement), afin de regarder efficacité de la mé-
thode. La discrétisation en temps est de type Euler implicite et la discréti-
sation en espace est effectuée par un schéma aux différences finies décentré.
Le domaine de calcul est découpé avec une maille de recouvrement entre les
sous-domaines, afin d’étre le plus proche possible du cas sans recouvrement.
Ensuite, au chapitre I1.4, nous appliquons la méthode a un schéma utilisé
dans le code de calcul AEROLOG développé par le département d’aérodyna-
mique de MATRA BAe DYNAMICS France. Le schéma en temps implicite
provient du schéma de Lax-Wendroff et la discrétisation en espace est de
type volumes finis. On insiste sur la technique de discrétisation des condi-
tions d’interface, dans le cadre d’un découpage sans recouvrement. La méme
méthodologie peut étre effectuée dans le cas d’'une discrétisation de type
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éléments finis. La méthode est testée sur I'équation de convection-diffusion
correspondant a un cas réaliste: la vitesse de convection provient d’'un écou-
lement Navier-Stokes autour d’un cylindre avec un maillage raffiné vers le
cylindre et dans la direction de I’écoulement.
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Chapitre 2

Méthode Optimisée d’Ordre 2

Soit Q un ouvert borné de R?.

Dans ce chapitre, la méthode Optimisée d’Ordre 2 (O02) est exposée et
appliquée a la résolution du systéme linéaire résultant d’'une discrétisation
du probléme de convection-diffusion. Nous écrivons ce systéme linéaire sous
la forme:

Au=f (I1.2.1)

Afin de simplifier ’écriture de la méthode, on considére le cas ol le domaine
de calcul Q est la réunion de deux sous-domaines Q; et s, avec 2, Ny = (.
On note T'y5 linterface entre les sous-domaines € et Qy (voir figure 2.1).

F1G. 2.1: Décomposition en 2 sous-domaines, sans recouvrement
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Les notations sont alors celles du chapitre 1.4.
Les algorithmes peuvent se généraliser au cas d'un découpage quelconque en
K sous-domaines.

La méthode Optimisée d’Ordre 2 (O02) s’inscrit dans le cadre des
méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement, itératives.
Cette méthode est définie de la fagon suivante: I'algorithme de Schwarz est
réécrit sous la forme d’un algorithme de Jacobi appliqué a un probléme
d’interface (ou probléme condensé). Pour accélérer la convergence, 1'algo-
rithme de Jacobi est remplacé par un algorithme de type Krylov (BICG-
STAB, GMRES, GCR). Les conditions de raccord sur les interfaces des sous-
domaines sont les conditions OO2 (voir Chapitre 1.3).

L’écriture du probléme condensé, sous deux formes équivalentes, fait 1’ob-
jet de la section 2.1. Nous décrivons ensuite, dans la section 2.2, la résolution
de ce probléme condensé par I'algorithme BICG-STAB.

2.1 Formulation algébrique: écriture du pro-
bléme condensé

2.1.1 Matrices d’interface B! et B?

Les matrices d’interface B! et B? sont obtenues par intégration sur I';,
du terme:
ou 0*u

v( (e — o=+ 37— )

oT; or?
ou les ceefficients ¢; sont:

— soit ceux intervenant dans les opérateurs d’interface OO2 (voir partie
I, sections 3.1 et 3.3, expression (1.3.18))

— soit ceux intervenant dans les opérateurs d’interface (002),, (voir partie
I, section 4.6, expression (1.4.37)))

Remarque 2.1. Les résultats numériques (voir partie II, chapitres 3 et 4)
obtenus avec les conditions 002 ou (O02), seront comparés a ceuz obte-
nus lorsque les cefficients ¢; sont ceux des opérateurs d’interface de Taylor
d’ordre 0 ou 2 (voir partie I, section 2.4, expressions (1.2.12) et (1.2.13)).
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2.1.2 Ecriture de l'algorithme de Schwarz sous forme
d’un probléme condensé sur l'interface

Afin d’écrire le probléme condensé a l'interface, nous rappelons 1’algo-
rithme de Schwarz appliqué au probléme discret (voir partie I, section 4.2).

Algorithme 2.1 (Schwarz dans le cas discret, sans recouvrement).
Soit (u* ©)),_15 une approzimation initiale de la solution u de (I1.2.1) par
sous-domaine, et soit (u' (p))i:m la valeur de Uapprozimation de u a l'itéra-
tion p.

L’algorithme de Schwarz additif s’écrit :

Ab g PTD i 0D == 9

B

] ] 1 ul (p+1)
(A App —B') u{ (p+1) -

u? (p)

fp+1fs + (=4 _AQBB_B1)< 2 (7)

Up

) , , w2 Pty

( Ay App — B ) ; (p+1) -

Up
2 1 1 1 2 U} )
fes+fs + ( —Ap; —App — B ) 1 (p)
Up

Soit N; le nombre de points de discrétisation dans §2;, i = 1,2, et Ny le

nombre de points de discrétisation sur I'y,.

Premiére formulation du probléme condensé

Dans cette partie, le probléme condensé est formulé suivant [32|(F. Nataf,
F. Rogier et E. de Sturler, 1995). Afin d’écrire I'algorithme 2.1 sous forme
d’un probléme condensé, on introduit le vecteur interface u* P) et 'opérateur
M, définis par:

Soit ' P € RN5, i =1,2 tel que

i (p)
L () — ( Al Ay — B ) ( 7:[(;;) ) ., 1=1,2 (I1.2.5)

(I1.2.2)

(I1.2.3)

(I1.2.4)



122 CHAPITRE 2. Méthode Optimisée d’Ordre 2

Soit M': RNt — RN, i =1,2 tel que

i f} _ U% i i U%
M(Mi = 1)% avec (AH AIB) 7)%

(A Ai, - BY) ( v

i
Up

£ (11.2.6)

©o(I12.7)

~ ~——
I
=

L’algorithme de Schwarz 2.1 se réécrit alors sous la forme:
1 2 2 2 1 2 7
( N] (p+1) ) fe+ 5+ ( — A%y —Ayp — B )M N2 (p)
2 = 1
b (- - (1)
c’est-a-dire,

pP) = T(HP) 4+

1
oll pour un vecteur u € RVs x RNs = ( ZQ ) ,on a:

(-at  Apy -5 ) ()
T(p) =
(A a0

et

2
Pt sy (—ayy —apy =)o ()

1
Pt fh+ (A (1)

La structure de 1" est alors ici, dans le cas de 2 sous-domaines, de la forme:

-(27)



2.1. Formulation algébrique : écriture du probleme condensé 123

ot les croix représentent des matrices non nulles. L’algorithme de Schwarz
correspond donc & un algorithme de Jacobi (du fait que la diagonale de Id—T
est I'identité) appliqué au probléme condensé

Du=5» (I1.2.8)
avec D =1d—T.

Deuxiéme formulation du probléme condensé

Remarquons que de (I1.2.2) nous avons:
wp T = —(Ag) AT+ (AT =12 (1129)

En remplacant (I11.2.9) pour i = 1 (resp. i = 2) dans (I1.2.3) (resp. (11.2.4)),
nous nous ramenons au probléme condensé sur I'interface:

Algorithme 2.2.
(S' = By "V + Al (Al) T = (=87 = B+ S+ fh = A (AT S
(8% = B)upy " 4+ Afy (A7) = (=8 = BYup W+ [+ [ — Ap(Al)

Nous avons aussi ¢ ?), défini en (I1.2.5), qui est égal a:
W = (8" = BYup” + A (Ap) S =12
ou encore

(S*— Bi)uiﬁ(m =t P — A (AT = 1,2 (11.2.10)

Introduisons la matrice M% : RN? — RN7_ j = 1,2 définie par:

My (i) = vy avee (S'— Byl = i

Remarque 2.2. Soit M’ tel que

o(1)-(1)
H Up
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o1l < 7“.1 ) vérifie (I1.2.6)-(I1.2.7). Alors,
B

)'L
viy = Mp(1)
(En effet, d’apres (I1.2.6), vt = —(A%) 'Algvly que Uon remplace dans
(11.2.7)).

D’aprés (I1.2.10) et la définition de M}y, 'algorithme 2.2 peut ainsi étre re-
formulé en

Nl (P +l) = = fo+ [+ (- 52 — BYMg (1 ®) AL (A7) — A (AT )T T
WD = fh+ fh4 (=S = B)My(p' P — Ay (A}) ' f]) — AR (A1) f)

Les opérateurs My, i = 1,2, étant linéaires, ceci est équivalent a:
) ) )

p O = frt fy 4+ (=87 = BYME(* )
+ (=5% = BYMj (=A% (A7) ' f7) — A (A7) ' ff

pU = fpt fp (=S BY)Mp(u' )
+ (=S' = B )Mp(—Ap(Ar) ' f1) — Ap(Ar) ')
c’est-a-dire,

pPY =T (P + b

ol pour un vecteur p € RV8 x RV,

(8% = B )Mj(p 2) )
T =
= {5~ B
Et

b— < fp+ [5+ (=57 = BY)Mp(—Ag (A7)~ f7) — AB (A7) f7 )

f5+ [+ (=S" = B )Mp(=Ap(A) ' f1) — Apr(A) ' fi

L’algorithme de Schwarz est donc un algorithme de Jacobi appliqué au pro-
bléme condensé

(Id—T)pu=1b (11.2.11)
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Remarque 2.3. Les deuz formulations (11.2.8) et (11.2.11) du probléme
condensé sont les mémes. Dans la pratique, nous utilisons la premiére for-
mulation (I1.2.8) ¢’est-a-dire que nous ne calculons pas de produit matrice-
vecteur du type S™v. Nous calculons des produit matrice-vecteur du type M'v
par résolution de problemes du type (11.2.6)-(I1.2.7) (voir section I11.2.2 pour
le détail de la résolution).

Remarque 2.4. [l est facile de voir sur [’écriture de ’algorithme de Schwarz
2.2 que cet algorithme converge en 2 itérations avec les CLA exactes discrétes.
En effet, les équations de [’algorithme 2.2 étant linéaires, on peut considérer
le cas ot ft =0, f5 =0, i=1,2. Alors, si nous prenons les CLA exactes
discrétes Bt = Al = —S? et B2 = A2 = —S' (voir section 1.4.5), le second
membre de Ualgorithme 2.2 définissant u' ?) est nul, et donc u* ® =0 pour
1=1,2.

2.2 Résolution du probléme condensé par un
algorithme de Krylov

Afin d’accélérer la convergence de la méthode, I'algorithme de Jacobi
est remplacé par un algorithme de Krylov: BICG-STAB, GMRES, GCR
(voir [42] (Y. Saad, 1996), [17] (G.H. Golub, R.W. Freund and N. Nachtigal,
1992)). Nous décrivons ici la résolution du probléme condensé (I1.2.8) par
I’algorithme BICG-STAB.

LLa résolution du probléme condensé
Dup=1»%
s’effectue en différentes étapes:

Calcul des matrices locales

On calcule, dans chaque sous-domaine €2; et {25 respectivement, les ma-
trices correspondant a la discrétisation des problémes de Neumann locaux:

Al A\ (A A,
Ay A Ay Aby
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ainsi que les matrices d’interface :
B' et B?

Les ceefficients de ces matrices sont associés au degrés de liberté sur l'in-
terface, et varient selon la condition utilisée (Taylor ordre 0, Taylor ordre 2,
002 ou (002),). Ces ceefficients sont calculés en chaque point de I'interface.
Ils ne varient pas au cours des itérations de BICG-STAB, et ne sont donc
pas recalculés.

Avec ces matrices, nous pouvons calculer, par sous-domaine, le produit

M1
H2

matrice-vecteur Dy ol u = ( € RV5 est un vecteur donné.

Calcul du produit matrice-vecteur Dy

On résout dans chaque sous-domaine €2; le probléme :

Al Al ) < vj > < 0 )
/ ) ) : = 11.2.12
(i e ) ()= (11.2.12)

On calcule ensuite dans chaque sous-domaine €2; le vecteur:

¢ = (A ) ()

B

On envoie aux sous-domaines voisins

i
; v
et <ZI>
v
B

On obtient alors, dans chaque sous-domaine, le produit matrice-vecteur Ty :
- pour le sous-domaine €2y :

(Tp), = ¢ — B ( U§ )
- pour le sous-domaine €25 :

mme ()
Alors,

oo e - (108
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Algorithme BICG-STAB

Phase d’initialisation
1 vecteur initial

Calcul du produit matrice vecteur :

=b-2" p=a=w=1, ""=¢"=0

Phase d’itération
On calcule les ceefficients de descente et de conjugaison et les nouvelles valeurs
des différents vecteurs:
(0 p1 _(_Pr
=(r',r =(—
p=00r) 5= ()
P =B = )

«Q

Calcul du produit matrice vecteur :

vP = D¢
Pp
T

Calcul du produit matrice vecteur :

t = Ds
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Remarque 2.5. La résolution du probleme condensé par l’algorithme BICG-
STAB s’effectue en deux étapes principales :

1) On calcule respectivement dans chaque sous-domaine les matrices locales :

( Al}l 1A}B 1 ) et ( AQ%I QA%B 2>
Apr App — B Ay App — B

Pour les conditions optimisées, les ceefficients des matrices B’ sont calculés
par un algorithme de dichotomie. On calcule ensuite la factorisation LU des
matrices locales. Le calcul des matrices locales et de la factorisation LU s’ef-
fectue en paralléle.

2) Ensuite, a chaque itération de l'algorithme BICG-STAB appliqué au pro-
bleme condensé, on effectue différentes étapes :

— On résout en paralléle les problémes locaur (11.2.12), en utilisant cette
factorisation LU.

— On calcule les produits matrice-vecteur par un transfert de données
entre sous-domaines voisins.

— On remet a jour les nouvelles valeurs des différents vecteurs en calcu-
lant les produits scalaires par sommation au travers du réseau d’inter-
CONNETION.

Remarque 2.6. Le temps de calcul dans une itération de BICG-STAB est
le méme quelle que soit la condition d’interface utilisée car utilisation de
conditions d’ordre 2 n’augmente pas la largeur de bande des matrices locales.

Remarque 2.7 (Convergence selon le nombre de sous-domaines).
Quelle que soit la condition d’interface, la convergence est au moins linéaire
en fonction du nombre de sous-domaines, pour I’ algorithme de Schwarz. En
effet, supposons que le domaine de calcul soit découpé en K sous-domaines.
La présence du terme —v/A dans Uopérateur L fait que la solution dans le
domaine 1 dépend de la valeur du second-membre f dans le domaine K et ré-
ciproquement. Il faut donc au moins K —1 itérations pour converger. Comme
lapprozimation initiale u) de la solution dans chaque sous-domaine ne dé-
pend pas a priori de f et g, il faut au moins K itérations pour converger.
En particulier si 'on a aK sous-domaines, il faudra au moins oK itérations
pour converger.
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Chapitre 3

Application de la méthode a un
schéma aux différences finies
décentré

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode OO2 & un probléme de
convection-diffusion discrétisé en temps par un schéma d’Euler implicite, et
en espace par un schéma aux différences finies décentré. Nous présentons des
résultats numeériques obtenus avec le code multidomaine différences finies
en 2D. Les simulations numériques sont effectuées sur le Paragon Intel de

I’ONERA.

3.1 Position du probléme

Nous résolvons le probléme suivant :

0
E(u):cu+a(a:,y)—u+b(x,y)—u—I/Au:O, 0<z<1,0<y<1

ox oy
ou
u(0,y) =0, 0<y <1, a—(m):o, 0<z<l1
Y
ou
a—(l,y)ZO, 0<y<1l, wuz0)=10<z<l1
x

L’opérateur £ est discrétisé par un schéma aux différences finies décentré

d’ordre 1 (voir (C.A.J.Fletcher 1991)). On considére un maillage rectangu-

laire de pas constant h = —— = —— 0fl 4,4, est le nombre de points dans

Tmaz Imax
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la direction des = et jq. le nombre de points dans la direction des y (ici
Imaz = Jmaz)- L€ carré unité est décomposé en K rectangles avec un recou-
vrement d’une maille entre chaque rectangle. Le probléme condensé est résolu
par l'algorithme BICG-STAB, et les problémes locaux sont résolus par une
méthode directe (méthode de Gauss).

Critére d’arrét de ’algorithme BICG-STAB :

Pour chaque simulation, on calcule, dans un premier temps, une solution
de référence u,.¢ a 'aide du code multidomaine, avec un résidu inférieur a
1.d-9 défini par:

|1Dpt = bl [lp* = 2
181l 1R+ 1]k

Nous désignons par “Erreur” la norme L*° de la différence entre la solution
u que 'on calcule avec le code multidomaine et cette solution de référence :

)

Residu = max (

Erreur = lgigimag}al);jgjmam(uu’]) - Uref(%]))

Alors, lorsqu’il n’est pas précisé, le critére d’arrét est Erreur < 1.d — 6.

Dans la plupart des cas, nous prenons une constante ¢ petite, afin que la
solution soit proche de la solution stationnaire.

3.2 Résultats numériques

3.2.1 Découpage du domaine en bandes: comparaison
des conditions O0O2 discrétisées et (002),

Dans cette partie, nous regardons l'influence des différents paramétres in-
tervenant, dans 1’algorithme, en particulier de I'angle de la vitesse de convec-
tion par rapport aux interfaces et du nombre de sous-domaines dans une di-
rection d’espace, sur la convergence de ’algorithme avec les conditions O0O2,
(002), Taylor d’ordre 0 ou 2, et Dirichlet (du fait que 1’on a une maille de
recouvrement entre les sous-domaines).

Alinsi, nous considérons un découpage du domaine de calcul en bandes verti-
cales, paralléles a I'axe des y.
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Convergence de I’algorithme suivant ’angle de la vitesse de convec-
tion par rapport aux interfaces

Incidence normale:

Le carré unité est découpé en 16 x 1 sous-domaines et on considére une

vitesse de convection normale aux interfaces définie par: a = (voir

Y
0
figure 3.1). La figure 3.2 représente les isovaleurs de la solution. Sur la fi-
gure 3.3, on observe que les conditions d’ordre 2 améliorent nettement la

convergence de la méthode.

interface

F1G. 3.1: Vitesse de convection a normale aux interfaces

Yisovaleurs’ ----
0.

0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 0.0769 -~

X

F1G. 3.2: Représentation des isovaleurs de la solution, 16 X 1 sous-domaines

a=vy, b=0, v =0.01, c=1.d — 6, h:ﬁ
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1+ ‘ﬂTaylorordreZ

L

4

Log_10 (Erreur)

! ’ /..#__ Taylor ordre 0 B

i
|
)

‘ | Dirichlet R

-8 I I I

I
0 20 40 60 80 100 120 140
Nombre d'iterations

Fi1G. 3.3: Erreur en fonction du nombre d’itérations, 16 x 1 sous-domaines
incidence normale

a=y, b=0, v=001, c=1.d—6, h=

Incidence tangentielle :

Nous reprenons le méme test que le précédent, sauf que le carré unité est
découpé en 1 x 16 sous-domaines, c’est-a-dire que la vitesse de convection
est cette fois ci tangente aux interfaces (voir figure 3.4). Les isovaleurs de la
solution sont celles de la figure 3.2. On observe alors, sur la figure 3.5, que
les conditions OO2 améliorent nettement la convergence de la méthode.

interface

F1G. 3.4: Vitesse de convection a tangente auz interfaces
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Taylor ordre 2

Log_10 (Erreur)

Taylor ordre 0 B

7 I I I I
0 50 100 150 200 250
Nombre d'iterations

Fi1G. 3.5: Erreur en fonction du nombre d’itérations 1 x 16 sous-domaines
incidence tangentielle

a=y, b=0, v=0.01, c=1.d— 6, h:;ﬁ

Les figures 3.3 et 3.5 montrent que la convergence avec les conditions OO2 est
indépendante de ’angle de la vitesse de convection par rapport aux interfaces.
Par contre, ceci n'est plus vrai avec les conditions (O0O2), ou de Taylor
d’ordre 0 ou 2.

Pour les conditions de Taylor d’ordre 0, ceci vient du fait que pour ¢ petit,
celles-ci se rapprochent des conditions de Neumann lorsque la vitesse de
convection devient tangente a U'interface (voir (1.2.12)).

Pour les conditions de Taylor d’ordre 2, ceci vient du fait que pour ¢ petit, les
coefficients intervenant dans ces conditions (devant les dérivées tangentielles
premiéres et secondes) deviennent infinis lorsque la vitesse de convection
devient tangente a l'interface (voir (1.2.13)). Ce comportement avait été mis
en évidence dans le cas de deux sous-domaines (voir partie I, paragraphe
3.2.4).

Pour les conditions (O02),, regardons le cas de 2 sous-domaines et d'un
opérateur £ a coefficients constants: lorsque ¢ est petit et ¢ = 0, nous avons
observé numériquement que le maximum du taux de convergence discret est
bien inférieur a celui obtenu avec les autres conditions. Néanmoins, la courbe
du taux de convergence, sur [0, k,,..], est plus “étalée” que celle obtenue
avec les conditions OO2 (voir figure 3.6) (nous avons observé ce phénomeéne
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uniquement dans le cas ot a = 0 et ¢ petit) . Ceci peut expliquer, ici, une
moins bonne convergence de l'algorithme BICG-STAB avec les conditions
(002);, par rapport a celle obtenue avec les conditions O0O2.

0.8 | Taylor ordre 2 g

%, Taylor ordre 0

Module du taux de convergence

0 100 200 300 400 500 600 700
Nombre de Fourier k

F1G. 3.6: Module du taux de convergence en fonction du nombre de Fourier k

_ _ — _ _ T _ 1
a=0,b=1,v=1d—-2, c=1d—4, kye = 7 avec h = 5

Convergence de ’algorithme suivant le nombre de sous-domaines
dans une direction d’espace

Dans cette partie, on regarde l'influence du nombre de sous-domaines
sur la convergence de la méthode. On considére une vitesse de convec-

tion tournante: a = (bl ol a = —sin(m(y — 3)) cos (m(z — 3)) et b =
cos (m(y — 1)) sin (w(z — 3)), avec v = 0.01, ¢ = 1.d — 40 et h = ;5. Les

isovaleurs de la solution sont données sur la figure 3.7.
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X

F1G. 3.7: Représentation des isovaleurs de la solution, 16 X 1 sous-domaines
a=—sin(r(y — 3))cos (m(z — 1)), b=cos(r(y — 3))sin (r(z — 3))

v =001, c=1.d—40, h= 5

Le tableau 3.1 représente, pour chaque condition d’interface, le nombre d’ité-
rations en fonction du nombre de sous-domaines. On observe que la conver-

gence est pratiquement linéaire en fonction du nombre de sous-domaines dans
une direction d’espace.

4x1]8x1]16x1|[32x1
(002),, 11 23 43 101
002 12 26 45 99
Taylor ordre 2 | 24 31 97 171
Taylor ordre 0 | 123 297 879 2729
Dirichlet 43 88 160 287

Tableau 3.1: Nombre d’itérations en fonction du nombre de sous-domaines

a=—sin(r(y — 3))cos (r(x — 1)), b=cos(r(y —3))sin (7(z — 3))

v =001, c=1.d-40, h= 5
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Convergence de I’algorithme suivant la viscosité

Dans cette partie, on regarde 'influence de la viscosité sur la convergence

de la méthode, dans le cas d’une vitesse de convection tournante (tableau
3.2).

v=001|v=01|v=1|v=10
(002),, 19 15 15 18
002 18 16 19 16
Taylor ordre 2 22 22 37 40
Taylor ordre 0 80 232 950 2573
Dirichlet 44 61 45 48

Tableau 3.2: Nombre d’itérations en fonction de la viscosité

8 X 1 sous-domaines, Erreur < 1.d — 4

a=—sin(r(y — 3))cos (m(z — 1)), b=cos(r(y — 1)) sin (r(z — 3))

c=1.d — 40, h:ﬁ
On observe que la convergence de I'algorithme avec les conditions optimisées
(002 ou (002),) est peu sensible a la viscosité. Par contre, la convergence se
dégrade avec les conditions Taylor, lorsque la viscosité augmente, comme nous
'avions constaté dans le cas de deux sous-domaines (voir partie I, paragraphe
3.2.4), ce qui confirme la remarque 3.4 (partie I, paragraphe 3.2.4).

Convergence de I’algorithme suivant le pas de temps

c=1d—-40|c=1d—-2]c=1]c=100
(002), 22 22 13 2
002 24 24 13 3
Taylor ordre 2 28 27 13 2
Taylor ordre 0 128 66 17 5
Dirichlet 55 o7 36 B!

Tableau 3.3: Nombre d’itérations en fonction de c
8 x 1 sous-domaines
a=—sin(m(y — §))cos(m(z — 1)), b=cos(r(y — 1)) sin(r(z — 3))
v =001, h= -

120
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Le tableau 3.3 montre I'influence de la constante ¢ sur la convergence de
I’algorithme, dans le cas d'une vitesse de convection tournante. Rappelons
que ¢ peut étre ¢ = ﬁ ot At est le pas de temps d’un schéma d’Euler implicite
pour résoudre I'équation de convection-diffusion dépendante du temps. En

particulier le cas ¢ = 0 correspondrait a ’état stationnaire.

Convergence de 1’algorithme suivant le pas du maillage

Dans cette section, le pas du maillage h varie et nous regardons son in-
fluence sur la convergence de I'algorithme, d’abord dans le cas d’une vitesse
de convection normale aux interfaces (figure 3.8), puis dans le cas d’une vi-
tesse de convection tangente aux interfaces (figure 3.9), et enfin dans le cas
d’une vitesse de convection tournante (figure 3.10).

120

80 |
Dirichlet .-~~~

60

Nombre d'iterations

Taylor ordre 2
ot T2 |

F1aG. 3.8: Nombre d’itérations en fonction du pas du maillage h
16 x 1 sous-domaines
a=y, b=0, v=0.01, c=1d—-6
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F1G. 3.9: Nombre d’itérations en fonction du pas du maillage h
16 x 1 sous-domaines
a=0, b=y, v=001, c=1d—-6
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F1G. 3.10: Nombre d’itérations en fonction du pas du maillage h
16 x 1 sous-domaines
a=—sin(m(y — 3))cos (r(z — 3)), b= cos (7(y — 5))sin (7(z — 3))
v=20.01, c=1d—-6
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Les figures 3.8, 3.9 et 3.10 montrent que les conditions d’interface O0O2
conduisent a une convergence pratiquement indépendante du pas du maillage.

3.2.2 Découpage du domaine en rectangles

Dans cette partie, le domaine de calcul est découpé de facon plus géné-
ral, c’est-a-dire en rectangles. On considére d’abord le cas d'une vitesse de

convection a = g ) avec v = 0.01, c=1.d—6, h = ﬁ, dont les isovaleurs

de la solution sont représentées sur la figure 3.2.

Log_10 (Erreur)
w

Taylor ordre 0

L
b

;‘"‘, Taylor ordre 2
|
6 | kS ]
. Dirichlet
002
_7 Il Il Il Il Il Il Il
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Nombre d'iterations

F1G. 3.11: Erreur en fonction du nombre d’itérations, 4 X 4 sous-domaines

a=y, b=0, v=0.01, c=1.d — 6, h:;ﬁ

Les figures 3.3, 3.5 et 3.11 montrent I'importance d’avoir une méthode
indépendante de ’angle de la vitesse de convection par rapport aux interfaces.
En effet, avec les conditions OO2, pour un nombre de sous-domaines fixé (ici
16 sous-domaines), la décomposition du domaine (en bandes ou en rectangles)
n’affecte pas la convergence de I'algorithme. Par contre, avec les conditions de
Taylor, qui sont sensibles a 'angle de la vitesse de convection par rapport aux
interfaces, la convergence varie avec le découpage du domaine. En effet, dans
le cas d'un découpage en rectangles (figure 3.11) la convergence se dégrade
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par rapport au cas d'un découpage en bandes (figure 3.3) du fait que la vitesse
de convection devient tangente a certaines interfaces dans le premier cas.
Sur la figure 3.12, on considére une vitesse de convection tournante avec
un découpage en 4 x 8 sous-domaines. Les isovaleurs de la solution sont
représentées sur la figure 3.7.

Taylor ordre 0

Log_10 (Erreur)

. Taylor  Diichiet ‘

002 " ordre 2

8 I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Nombre d'iterations

Fi1G. 3.12: Erreur en fonction du nombre d’itérations, 4 x 8 sous-domaines
a=—sin(m(y — 3))cos (r(z — 1)), b=cos(r(y — 1)) sin(7(z — 3))
v=20.01, ¢c=1.d—-40, h= ﬁ

3.3 Conclusions

Les conditions d’ordre 2 (Taylor, OO2 et (002);,) améliorent nettement
la convergence de I'algorithme par rapport aux conditions de Taylor d’ordre
0 ou celles de Dirichlet. Neanmoins, quand c est petit (c’est-a-dire At grand),
la convergence avec les conditions de Taylor se dégrade lorsque la vitesse de
convection devient tangente aux interfaces. L’utilisation des conditions opti-
misées (002 et (002),) permet d’améliorer ceci. En particulier I'utilisation
des conditions OO2 conduit & une convergence indépendante de I’angle entre
la vitesse de convection et les interfaces. Ceci permet d’avoir, pour un nombre
de sous-domaines fixé, une méthode indépendante de la facon dont on dé-
coupe le domaine.
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De plus, avec les conditions de Taylor, la convergence se dégrade lorsque
la viscosité v augmente. L’utilisation des conditions optimisées (OO2 et
(002),) conduit a une convergence pratiquement indépendante de la vis-
cosité.

Les conditions OO2 permettent aussi d’avoir une convergence pratiquement
indépendante du pas du maillage.

La convergence avec les conditions (O02), se dégrade quand c est petit,
lorsque la vitesse de convection devient tangente aux interfaces. De plus, les
conditions (O02); sont plus difficiles a calculer et dépendent du schéma de
discrétisation. Pour ces raisons, nous ne considérerons, par la suite, que les
conditions d’interface optimisées OO2.
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Chapitre 4

Application de la méthode a un
schéma volumes finis

Dans le cadre d'une collaboration avec Marc Brédif (MATRA BAe DY-
NAMICS France, département d’aérodynamique), nous appliquons la mé-
thode a un schéma utilisé dans le code de calcul AEROLOG développé par le
département d’aérodynamique de MATRA [3] (C. Borel et M. Bredif, 1992).
Le schéma en temps est 4 deux niveaux. La phase explicite est le schéma de
Lax-Wendroff 4 un pas et la phase implicite est une phase de lissage des ré-
sidus. La discrétisation en espace est de type volumes finis. Nous présentons
la technique de discrétisation des conditions d’interface pour un découpage
sans recouvrement et dans le cadre de ce schéma. La méme méthodologie
peut étre effectuée dans le cas d’une discrétisation de type éléments finis.
D’aprés les conclusions du chapitre précédent, la détermination des condi-
tions d’interface optimisées est effectuée & partir du probléme continu en
espace (conditions d’interface 002).

4.1 Discrétisation en temps

Le schéma en temps est implicite a deux phases. La phase explicite pro-
vient du schéma de Lax-Wendroff, et la phase implicite repose sur une tech-
nique de lissage des résidus.
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Schéma de Lax-Wendroff explicite dans le cas de la convection pure

On considére I'équation

ou ou ou
— — — = 11.4.1
5 +a8x +bay 0 ( )

Soit u™ une approximation de u a 'instant nAt. Le schéma de Lax-Wendroff

, , : ou o
est basé sur une représentation de — au second ordre provenant d’un déve-

loppement en série de Taylor:

ou ™ttt —um At 0%u

(E)'%

At 2 0t?
C’est-a-dire, en utilisant (I11.4.1):

n+1

ou, u u" At 0 0 0 0. .,

Ainsi le schéma de Lax-Wendroff explicite s’écrit :

Lo umy— 02 02 2 209 09,9 9 yym

Pour plus de détails sur ce schéma, on peut se référer par exemple a [16]
(C.A.J. Fletcher, 1991). Décrivons maintenant le schéma utilisé pour la ré-
solution de I'équation de convection-diffusion.

Schéma explicite pour I’équation de convection-diffusion

L’équation de convection-diffusion instationnaire s’écrit :

ou ou ou
— — 4+ b— —vAu=0
ot * r * oy ve

La phase explicite, provenant du schéma de Lax-Wendroff pour le terme
convectif, est:

1 d 0 At 0 9, %, %,
- (,nt+l  n — (p T\, - 7 7 7 T \,,n n
t(u u™) (aax +bay)u +5 (aax +b8y)(aaz +b(‘3y)u + vAu
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Schéma implicite

On implicite ce schéma de la maniére suivante: on introduit des para-
métres implicites 3; et (o et on remplace

u" par u" + B (u"t" — ™) dans le terme du premier ordre

u” par u” + Bo(u"tt — ™) dans les termes du second ordre

On obtient ainsi:

1 0 0 0 0 0
5 + Ailag, +bg )~ 2aia —a +b—>( a5y T bg,) ~ ArAl — )
8 0 8 0 8 0

Comme on s’intéresse surtout a la solution stationnaire, on souhaite prendre
de grands pas de temps. On introduit alors le nombre de Courant C'F'L (pas
de temps adimensionné), dont la définition, liée au critére de stabilité, sera
donnée au paragraphe suivant. Alors, dans le schéma, on divise les termes
du second ordre dépendant du temps par le C'F'L afin d’avoir une solution
indépendante du pas de temps. Le schéma s’écrit ainsi:

1 0 0 B At 0 0 0 0

T I Yy _ He = I e Y n+l _ . n
[n; +0leg, +o5.) — S arrYar T, 0gs T, — AvAllT — )
0 0 1 At 0 0 0 0 "

=[(a o ba*) QCFL( or bafy)(aaforbafy)ﬂLVN(U)

Dans la suite on ne considérera que le cas ou (i = 2 = 1. On introduit
I'opérateur £ définit par:
1 0 0 1 At 0 0 0 0
L=—+ +0b +b—)(a— +b=—) —vA (11.4.2
At (a o ay) ZCFL( o ay)( ox ay) ( )
On suppose que les conditions aux limites sur la frontiére du domaine de
calcul €2 sont de type Dirichlet (frontiére I'p) ou de type Neumann (frontiére
I'y). Dans ce cas, a chaque itération en temps, on doit résoudre un probléme
du type:

L(u) = f dansQ (I1.4.3)
u = 0 surl'p (I1.4.4)
9,

L2 0 swr Ty (I1.4.5)

on
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oty =u"t—un, f= [—(a%+b%)+%%(a%+b%)(a%+b%) +vA](u™),
et n est la normale extérieure & €2.

Remarque 4.1. Nous avons choisi une écriture sous forme incrémentale.
Le probleme (I1.4.3)-(11.4.5) peut également s’écrire sous la forme simple :

n

L(v) = % dans € (I1.4.6)

v = ¢ sur I'p (I1.4.7)
ov

o 02 sur 'y (I1.4.8)

ot v =u"t, et g et g5 sont des fonctions données.

Remarque 4.2. En pratique, comme on s’intéresse a la solution station-
naire, on a choisi une technique de pas de temps local (le pas de temps At va-
rie localement tel que le nombre CFL soit constant en tout point du maillage)
de maniére a accélérer la convergence de [’algorithme.

Le probléme (I1.4.3)-(I1.4.5) est discrétisé en espace par une méthode de
volumes finis.

4.2 Discrétisation du domaine de calcul

Le domaine de calcul est discrétisé suivant un maillage structuré, c’est-a-
dire utilisant des mailles quadrangulaires en 2D. Ceci permet de simplifier la
mise en ceuvre, essentiellement dans la gestion des noeuds du maillage repérés
par leur indice (4,7), i =1, ..., %mazs 7 = 1,y Jmazs OU Ipmae €St le nombre de
points suivant x, et jq. est le nombre de points suivant y.

4.3 Discrétisation en espace: méthode de vo-
lumes finis

L’approximation de la solution u du probléme (I1.4.3)-(I1.4.5) est obtenue
a l'aide d’une méthode de volumes finis proposée dans [3] (C. Borel et M.
Bredif, 1992). Cette méthode consiste a utiliser une représentation bilinéaire
de u sur chaque cellule du maillage (v € Q). Le schéma est de type “cell-
vertex” c’est-a-dire que la variable u est calculée aux nceuds du maillage.
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Le schéma en un nceud d’indice (7, j) s’obtient en intégrant I’équation sur
une cellule décalée C' entourant le nceud (7, 7), les sommets de C' étant les
barycentres des cellules K,, ¢ =1,...4 (voir figure 4.1):

Fi1G. 4.1: Intégration sur une cellule décalée C

Nous supposons, dans un premier temps, que le champ de vitesse de convec-
tion a = (a, b) est constant.

Calcul du terme d’ordre 0

L’intégrale du terme d’ordre 0 est évaluée par:

At” 4 At
¢ =14
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Discrétisation de l'opérateur d’ordre 1

Le gradient <7u est représenté par une constante dans chaque cellule K.
Ainsi l'intégrale sur la cellule décalée C' du terme d’ordre 1 est évaluée par:

et

0 0
/ (a——+b_—)u= / (an)u = (J,/ ung + b/ un,
K, Ox dy oK, oK, K,

La fonction u étant supposée bilinéaire dans Ky, elle est linéaire sur chaque
segment de JK,. On utilise alors la formule du point milieu pour évaluer les
intégrales sur chaque segment de 0K,. Par exemple (voir figure 4.2):

/ABUTLIQM/ABTM

Fi1G. 4.2: Intégration sur le bord d’une cellule K,

On obtient alors pour les dérivées spatiales d’ordre 1, dans le cas d’un
maillage cartésien & pas constant Az en x et Ay en y:

ou 1
(%)u = @{(Uvzﬂ,jq —wi—1-1) + 2(tig1 — wim1j) + (Wit j+1 — Yis1+1) }

ou 1
(a—y)z‘,j = %{(“171%1 — wi15-1) + 2(Uigp1 — igo1) + (Uigre1 — Yigr-1)}
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0
La molécule de 'opérateur discret E est représentée sur la figure 4.3.
x

0
Fi1G. 4.3: Molécule de l’opérateur d’ordre 1 : g
x

Discrétisation des opérateurs d’ordre 2

Pour le terme de stabilisation au second ordre, on va utiliser le calcul du
terme du premier ordre:

or oy’ dr oy oo Or 0
- > [ eGrshan)
(=147 OCNK, Ox dy

Le gradient syu étant représenté par une constante dans Ky, le terme du
premier ordre est représenté dans K, par:

ou  Ou N le(”% + 53—2) - fa,(l(a.n)u

@5 o) T KT T K

Le terme fam(a'n)” a déja été calculé lors du calcul du terme du premier
ordre. On obtient ainsi:

0 0 0 0 ou ou
a— +b—)(a— +b=—)u = a— +b—) . a/ nm+b/ n
/(*( oz 8y)( Oz 8y) Z( Ox ay)‘fw( JoCnK, Jocnk, y)
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Le calcul du laplacien de u s’effectue de la méme facon:

ou
Au = —
c ac On
Z / ou n ou
= Ny + Ny
(=147 OCNK, Ox dy
/. oK, "Nz fmq Uny
MY e — ng + =—rt— n,
—14 || ACNK, | K| dCNK,

Dans le cas d'un maillage cartésien a pas constant Az en z et Ay en y, on
obtient,:

9%u 1

(0.772 )1] = TAL2 (uz;l,jq = 2051+ Ui o1+ 22U — g+ 2400

Fui 101 — 2 g1+ Uit e1)

0%u

(6—y2)i,j PN (i1 42U 1+ i1 — 21 — A — 24

Ui 1 + 201+ Ui j41)

La molécule de 'opérateur discret de dérivée seconde est de 9 points. Elle

2
est représentée pour I'opérateur 2 sur la figure 4.4.
x
1 -2 1
1 ) -4 | G) 2
4(Ax)
1 -2 1

2

0
Fi1G. 4.4: Molécule de 'opérateur d’ordre 2 : 2
x
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Remarque 4.3. Le terme du second ordre

1At 0 0.0 0
s orL “as T a5 g,

peut étre interprété comme un terme de décentrement en espace. En effet,
placons nous, pour simplifier, dans un cadre unidimensionnel et considérons
l’équation

ou ou

— — =0, eRr
ot +a8.r o
Nous avons CFL = ‘ . Le schéma en temps s’écrit :
1 0 1 0? u”
_ _ _A 7 1,,n+1 _
a Ty T aRTalgEl = N

La discrétisation volumes finis en un point i s’obtient en intégrant [’équation
sur une cellule décalée C' entourant le point i (voir figure 4.5) :

terme d’ordre 1:

ou 1 ou
a— ~ = a—
ox 2£:172, Kk, O
a
~ 5(U1‘+1 - UF])
— terme d’ordre 2:
1 0%u 1 ou ou
[ (=520l 5E) = —5Aral(Ghhe — (Ghy)
~ 1A ng o fK‘] o
~ —-Azlal( )
2 | Ky | K|
1 i1 — 2u; i

Par suite,
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Ainsi, sia > 0 (resp. a < 0) le terme de droite devient a(u; — u; 1) (resp.
a(uj — u;)) ce qui revient, en divisant par Ax, & discrétiser le terme de

. u crp . . P . . .
convection aa— par des différences finies décentrées (suivant le signe de a).
x

FiG. 4.5: Intégration sur une cellule décalée C'

Remarque 4.4. Dans le cas ot le champ de vitesse de convection a = (a, b)
est variable, celui-ci est approché dans une cellule K, (ayant ici pour sommets
les neeuds (i,7), (i+1,7), (i,7+1), (i+ 1,7+ 1)) par une constante :

1
ate, = (ai.d) +a(i+1,7) +a(i.j+1) +ali+1,j+1))

1
ble, = 3(b(0,3) + b +1,3) +b(i,j + 1) + b3 + 1,5 + 1))

Ainsi le terme du premier ordre est calculé de la méme facon que précédem-
ment. Le terme de stabilisation du second ordre est remplacé par:

1 At 0 0 0 0
_§CFL(%(G/.) + 8_y(b))(087" dy

et se calcule alors comme dans le cas ou a et b sont constants.

4.3.1 Stabilité du schéma

On se place dans le cas d’un champ de vitesse de convection a = (a,b)
constant et d’'un maillage cartésien a pas constant Az en x et Ay en y.
Schéma Explicite

Un critére de stabilité, issu de 'analyse de Fourier (M.Bredif, a paraitre)
peut étre obtenu pour le schéma explicite: le schéma est stable si

At ., At
— —) <1 I1.4.
(o) + (o) < (11.4.9)
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avec
1 L .
Ate = ——— (pas de temps caractéristique de la convection)
b
a7 T Ay
min (Az?, Ay?
Atp = (  AY) (pas de temps caractéristique de la diffusion)

v

Si on introduit le nombre de Courant C'F'L défini par:

v a? b?

v
2
min (Az?, Ay?) * \/(min (Az?, Ayz)) * Ax? N AyQ)

CFL = At(

alors le critére de stabilité (I1.4.9) équivaut a:

CFL<1

Schéma Implicite

Le critére de stabilité du schéma implicite s’écrit (M.Bredif, a paraitre) :

— le schéma est inconditionnellement stable si 3; > % et By > %

— le schéma est stable si 1 > 1, 5, < 1 et (AATZ)Q + (AATZ) < 171%2

Remarque 4.5. L’analyse de Fourier montre qu’il existe un mode de Fou-
rier qui n’est pas amorti. Pour amortir ce mode (ce qui permet d’éviter les
oscillations de la solution) on rajoute dans le schéma le terme

0tu
0x20y?

CFIL
Y (AzAy)?
At(ﬂﬂ Y)

(I1.4.10)
(cas d’un maillage cartésien a pas constant Az en x et Ay en y). Ce terme
étant petit devant les autres termes du schéma, on n’en tient pas compte pour
la discrétisation des conditions auz limites (section 4.3.2) et des conditions
d’interface (sections 4.4.1 et 4.4.2).
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4.3.2 Discrétisation d’une condition aux limites de type
Neumann

Si 'on impose une condition de Neumann (I1.4.5) sur une partie I'y du
bord du domaine, cette condition est discrétisée de facon a étre consistante
avec le schéma de discrétisation aux points intérieurs du domaine. Pour cela,
la discrétisation de cette condition en un nceud d’indice (i, j) de T’y s’obtient
en intégrant I’équation sur une cellule décalée C' entourant le noeud (4, j), les
sommets de C' étant les barycentres des cellules K,, ¢ = 1,2 (voir figure 4.6) :

[ e = 1

On note I' le bord de 9C situé sur I'y.

(ij+1)
K
1
e L
)
c|r
K FZ
2
(-1
r
N

F1a. 4.6: Intégration sur une cellule décalée C

Discrétisation de 'opérateur d’ordre 1

0 0 1 0 0

=12

Le calcul des intégrales sur K, est effectué comme auparavant. La condition
de Neumann intervient dans le calcul des termes du second ordre:
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Discrétisation des opérateurs d’ordre 2

ou ou
— /acw(aal' +ba—y)(a.n) +/r(“ax +ba—y)(a-n)

La premiére intégrale du membre de droite est calculée comme avant. La

condition de Neumann est utilisée dans le calcul de la seconde intégrale.

Remarquons d’abord qu'un calcul simple montre que sur un segment I' donné

(non nécéssairement paralléle & I'axe des x ou des y), si on note n la normale

unitaire a ce segment, et 7 le vecteur tangent, nous avons la relation suivante :
ou Ju ou du

a— +b— = (an)— + (a.r)a

o (11.4.11)

/p(a% +ba_y>(a-n) = /F(a-n)Qg—:1 +/F(a.n)(a.f)g_z

La condition de Neumann entraine que la premiére intégrale du membre
de droite est nulle. La seconde intégrale est calculée en utilisant la méme
technique que dans le cas 2D, ici en 1D. Pour cela, on introduit 'y, £ =1, 2,
le bord de la cellule Ky, ¢ = 1,2, situé sur 'y (figure 4.6). Alors,

/F(a.n)(a.r)g—i ~: > Az(a.n)(a.T)g—Z

Par exemple, dans le cas des indices des nceuds de la figure 4.6, nous avons:

ou 1

/F(a-n)(a-T)aT ~ plan) (@), (i — uig) + (@n)(a1), (i, — uij-1)}

De méme, pour le laplacien nous avons:

Ju
/ Au = —
Jc Joc On
B / ou N ou
ac\r On r On
La premiére intégrale du membre de droite est calculée comme auparavant,
et, la condition de Neumann entraine que la seconde intégrale est nulle.
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4.4 Reésolution par la méthode O0O2

Le probléme (I1.4.3)-(I1.4.5) est résolu par la méthode OO2 (voir partie
IT, chapitre 2). Une fois le domaine de calcul découpé en sous-domaines, cette
méthode consiste & résoudre un probléme d’interface de la forme

Dp=b (11.4.12)

ou 'inconnue p représente des quantités de la forme B;(u) aux interfaces des
sous-domaines, avec B; 'opérateur d’interface OO2. Cet opérateur s’obtient,
comme a la partie I, chapitre 3, en remplagant £ par (11.4.2):

Opérateurs d’interface O02

L’opérateur d’interface OO2 s’écrit sous la forme:

0 0 0?
B = _ — — Ca—— 11.4.13
on; Gt e oT; e or? ( )
a.n;— 2 a.n; av .
ol ¢ = ! \/Sf(’“)( Uy et les ceefficients ¢o = ey(a.n;, a7 et

m(a.ni)2+2u
c3 = c3(a.ng, a.7;) sont obtenus en minimisant le taux de convergence de ’al-
gorithme de Schwarz dans cas de 2 sous-domaines, et dans un cadre continu
en espace:

Algorithme de Schwarz (cas continu) :

L) = f dans O

By(u?™) = Bi(uh) sur Ty, (I1.4.14)
W = 0 sur 9, NTp
o IP+1
gln = 0 suro Ny
Lwb™) = f dans Q,
By(ub™) = By(u?) sur Ty, (I1.4.15)
W = 0 sur 9 NTp
aug+1

= 0 surdnNl'y
on
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Méthode O0O2

Dans la méthode OO2, le probléme d’interface (11.4.12) provient d’une
réécriture de 'algorithme de Schwarz appliqué au probléme discret (voir
partie II, chapitre 2). Nous rappelons cet Ialgorithme dans le cas de 2
sous-domaines disjoints €2y et )y, séparés par une interface I';5. On note
B', i = 1,2, les matrices provenant de la discrétisation des termes de la forme

0 0?
—ciu + (:Qa—u - 038—2 intervenant dans les conditions d’interface (I11.4.14) et
Ti T
(IL.4.15), et
A A A3, A3
1_ B 2 _ 4B
L DRI O i )

les matrices locales dans chacun des sous-domaines, correspondant & la discré-
tisation du probléme de convection-diffusion avec des conditions de Neumann
sur I'interface. L’algorithme de Schwarz en discret s’écrit :

Algorithme de Schwarz (cas discret) :

LA R LRV R L A T I

B

] ] 1 ul (p+1)
(A App —B') u{ (p+1) -
1 2 2 2 1 u? ®)
g+ fs + ( — Ay ~App — B ) 2 (p)
ul (p+1)
( A%?I A??B ~- B’ ) é (p+1) =
u} (p)

fa+rfs + (A A%BBQ)< 1 (p)

Up

[’objet de cette partie est de présenter la technique de discrétisation des
conditions d’interface O02, dans le cadre d’un découpage sans recouvrement,
c’est-a-dire la technique qui permet de passer de la condition d’interface
(I1.4.14) a la condition d’interface (11.4.16).

(11.4.16)

(11.4.17)
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4.4.1 Discrétisation des conditions d’interface

Dans cette section, nous explicitons le calcul qui permet de passer de la
condition d’interface (I1.4.14) a la condition d’interface (I1.4.16) (on obtient la
condition (I1.4.17) a partir de la condition (I1.4.15) de la méme fagon). La dis-
crétisation des conditions d’interface est effectuée de facon a étre consistante
avec la discrétisation aux points intérieurs des sous-domaines. Une cellule
décalée C entourant un noeud (i, ) de Uinterface I';5 peut étre décomposée
sous la forme C = C; U Cy, avec C; N Cy = 0.

On note I' = 9C, NT15 = dCy N Ty (voir figure 4.7). On désigne par n; la
normale extérieure unitaire a la cellule C; et T; le vecteur tangent unitaire.

Q1 QZ
K3 K4
(1) r
C1 CH
K K
1 2
T

F1G. 4.7: Intégration sur les cellules décalées Cy et Cy

A convergence, si u; représente la restriction de la solution de (11.4.3)-(11.4.5)
au sous-domaine €2;, alors on a:

L(uq) + L(uy) = / [+ f
JCy JCy J O

JCy

La discrétisation de la condition d’interface (11.4.14) dans le sous-domaine
Q, al'étape p + 1 s’obtient de la maniére suivante :
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on intégre I'équation dans 2; a 'étape p + 1 sur la cellule décalée C', on
intégre I'équation dans €2y a I'étape p sur la cellule décalée Cs, et on somme
ces deux relations:

p+1 Py
/ £} ”./cf(“” / e[ (11.4.15)

La condition d’interface (I1.4.14) est utilisée dans le calcul des termes du
second ordre intervenant dans (I1.4.18). Nous avons:

U 0 0
pry —_— D bi
'/Ci[,(u) A Aﬁ,/ci("ax* 5
1 At 0 0 0 0
_/Ci i_CFL(a,% H’a_y)("’% +ba—y)u—1//0i Au

Les termes du second ordre sont calculés par:

N /aci\p(a% + b%)u(a_ni) + /F((a-ni)Qaanjli + (a.ni)(a.ri)_‘)

(dans la derniére égalité on a utilisé (I1.4.11)).

On a aussi:
0 0
/ Au = / = + -
C; AC;\I' on; r On;
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En remplagant ces expressions dans la relation (I1.4.18), celle-ci devient :

/. ut” / / %+b§) p +/02(a%+ba%)ug

- ACQ\F[%%(G% + b(,fy)%(a ny) + yg—zz]
-y 22

/r(;CAFtL(a'nl)Q +,,)(ag£1 gzi) (11.4.19)

:/(71f+ Cgf

La condition d’interface artificielle (I11.4.14), que 1'on veut vérifier, est utili-

sée pour calculer le terme (I1.4.19). Elle permet de transformer les dérivées
normales en dérivées tangentielles :

By (u!™) = By(uf) sur Ty

dul ol 9 02

Y p+l _ p T
o, anl =( 628 p + c3 81_1)(u1 ub)  sur 'y

Ainsi, le terme (I1.4.19) est calculé par:

1 At oubt Oub R R
_/( (a.nl)Z =+ V)( 61111 — TI:) = _/r(01 — 02877'1 + 63877_:2[)(“11’4'1 - UZQ))

2CFL

ou ¢ = (J 4 (am)? +v)e, i=1,2,3.
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Par conséquent, nous obtenons:

p+1 a a
i “it +/p (a£+ba—y)uf+l (11.4.20)
1 At 9 0\ e oul™!
—~ 4 b= . 11.4.21
/m\r S oFL ar T an) vl )
p+1
/1 Al (a.ny) (a.‘rl)a“1 (I1.4.22)
T1
/ ¢ — Cog— + C: 8—2)(11p+1) (I1.4.23)
-1 2 /387_% 3 A
IJ
/ A—Q / %H%)ug (11.4.24)
1 At 0 0 ou?
—+b . —2 11.4.2
/ac aer e gy a(ama) + v g ] (11.4.25)
p
/; At (an)(a. Tl)a“2 (I1.4.26)
T1
82
/ Cl - CQ— + CNP,W)(’U}Q)) (11427)
1

La discrétisation de cette relation conduit a la relation (I1.4.16) : le terme
fc f contribue au vecteur f4. Les termes (I11.4.20)-(11.4.22) (resp. (11.4.24)-
(11.4.26)) contribuent au vecteur

1 (p+1)

1 1 Uy 2 2 u? v
( Ap; App ) R (resp.( —ABy —App ) y2 @) )
B B

Enfin, le terme (11.4.23) (resp. (I1.4.27)), provenant de la condition d’inter-
face artificielle, contribue au vecteur —Blu};(m—l) (resp. —Blu% (p)).

Nous donnons le calcul de chaque terme intervenant dans les relations
(T1.4.20)-(11.4.23) (le calcul des termes (I11.4.21)-(11.4.27) est effectué de fa-
con similaire). Le calcul des termes (I1.4.20)-(11.4.21) s’effectue comme a la
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section 4.3:

terme d’ordre O:
U Ui Vol(K))
o At T4 At

=12

(11.4.28)

— terme du premier ordre:

0 0 1 0 0 1
a— +b—)u~ - /a—+b—u%— / u(a.n 11.4.29
[emrmp i 5 [ et T [ v oo

=12

— terme provenant des opérateurs du second ordre:

/ 2 @ D yufam) + v
Joorr 2CFL 0z T "y A T Vg,
0 0 0
- Z/ (a5~ +bs-Ju(any) + 5—]  (IL4.30)
S eonnok, - 0r - dy on,

ce terme est ensuite calculé comme a la section 4.3.

Les intégrales sur la partie I' de l'interface sont calculées en applicant la
méme technique qu’en 2D, ici en 1D. Pour cela, on introduit I'y = 0K N T,
et 'y = 0K, N Ty (voir figure 4.8).

Q1 Q

@+1)

2

F1G. 4.8: Notations sur l'interface
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Ces intégrales sont de la forme:

0%u
/f“ a—T; ). "arz

ou f = f(amny), g = g(any,a.71), et h = h(a.ny,a.71) sont des fonctions
données.

Remarque 4.6. Comme a la remarque 4.4, dans le cas ou le champ de
vitesse de convection a = (a,b) est variable, celui-ci est approché sur Ty
(ayant ici pour extrémités les neuds (i,j) et (i, + 1)) par une constante :

1, = $00.3) +ali 3+ 1)

1, ... o
b|1“Z = E(b(7aj) + b(Za.] + 1))

ce qui définit une valeur constante de f, g, h sur I'y.

Alors, dans le cas des indices des nceuds de la figure 4.8, on a:

[

Q

r

1
s (5 e, I+ Fir, T2 )

Q

ou 1 ou ou
- = _ - — 11.4.32
FgaTl 2( FlgaTl _FQQaTl) ( )
1
~ 59, (Wiger — tig) + gpp, (uij — wij-1))

Integrale du terme du second ordre sur I'interface : 2 possibilités

Une intégrale du type:

L 0%u

) —— (I1.4.33)
r 37’%

avec h = h(a.ny,a.71) donné, est calculée de deux maniéres:
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Premiére possibilité

Lorsque que le champ de convection a est variable, comme a la remarque
4.4, on généralise le terme (11.4.33) par:
0 ou

h—

87’1 87’1

Ce terme est alors calculé en utilisant la méme technique qu’en 2D, ici en
1D:

8u ou ou
~ h. (=— —hi. (— 11.4.34
/ 87’1 37'1 '“(87-1)‘“ ‘“2(87- )Irz ( )
-~ 71,2"]'4,1 U’h] U’h] 71,2'1]'71
h,|r1 ‘1—‘1‘ — — h\FQ |F2|

Deuxieme possibilité

On laisse le terme sous la forme (11.4.33). Dans ce cas, il est approché par:

0%u ou ou
h—s =~ hj:((=— — (—— 11.4.35
67_% :.7((81_1)‘1"1 (8T1>‘T‘2) ( )
Ujj4+1 — Usj Uy — Ujj—1
~ hZ . :7+ 5] _ 5] 5]
A T

ol h; ; correspond a une évaluation de h au nceud (i, j) définie par:
1
hij = 5 (e, +hi,)

4.4.2 Discrétisation des conditions aux points de croi-
sement des sous-domaines

Nous explicitons la discrétisation des conditions en un point de croisement
des sous-domaines, lorsque celui-ci est un nceud commun a 4 sous-domaines.
Une cellule décalée C' entourant un nceud de croisement (4, j) des 4 interfaces
I'ig, Ty, Ty et T'yy peut étre décomposée sous la forme C = Ui 102, avec
CiNnC; =10, i# j (voir figure 4.9). Nous allons décrire la discrétisation de
la condition de raccord au noeud de croisement (i, j) pour le sous-domaine
;. Pour cela, nous notons I' = (9C, NT'y5) U (OC, NT'y3) (voir figure 4.9).
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Nous désignons par n; la normale extérieure unitaire a la cellule C; et 7; le
vecteur tangent unitaire.

¥
Q, Q,
K3 K4
[ C”;‘
(i),
FIS Cl F C, 124
K K
1 2
Q1 QZ
T

F1G. 4.9: Notations pour un découpage avec un point de croisement

A convergence, si u; représente la restriction de la solution de (I1.4.3)-
(I1.4.5) au sous-domaine 2;, alors on a:

Z/a):zj/f

La discrétisation de la condition de raccord au neeud de croisement (i, j) pour
le sous-domaine §2; a I'étape p + 1 s’obtient a partir de la relation suivante :

LIL(TL€+1)+LQL(7LS)+/03£(u/§)+/c4£(u,§1) = X;‘/Cf (T1.4.36)

Dans cette relation, les termes d’ordre 0 et d’ordre 1 sont calculés comme en
(I1.4.28) et (I1.4.29), en remplacant les sommes sur ¢ = 1,2 par ¢ = 1. Les
conditions d’interface artificielles interviennent dans le calcul des termes du
second ordre. Considérons par exemple le terme provenant des intégrales du
Laplacien dans (I11.4.36) :

wdawu O %+/MT)

301 8111 . 602 3112 . 603 3113 804 an4
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On décompose chaque intégrale sur 0Cy, en distingant la partie située sur les
interfaces, et celle située a l'intérieur de K,. Par exemple, pour I'intégrale sur
0C', nous avons :

p+1 p+1 p+1
ou; _ / ou] ou]

Joc, Omy dCi\T Ony Jr Ong

Le premier terme du membre de droite est calculé comme en (11.4.30), en
remplagant la somme sur £ = 1,2 par £ =1 (il en est de méme des intégrales
sur 9Cy \ {(0Cy NT19) U (0C; NT9y)}, 0C5 \ {(0C; NT13) U (OC3 N Tay)}, et
dC \ {(0C; NTy) U (0C; NT34)}). Ainsi, le terme qu’il reste a calculer est
celui provenant des intégrales sur les interfaces, c’est-a-dire:

_V(/ (6u’1’+1_a_ug)+/ (8u€+1_a—u§)
6010F12 8rl]. arl]_ 801QF13 an]_ an]_

ouy  duy”! / oufy  oul”!
* on, + — - 11.4.37
/HCQQF24(an2 Ong ) acgnr34(3n3 on, ) ( )

Le calcul de ce terme va étre effectué en utilisant les conditions d’interface
002. La condition OO2 sur 'interface I'y5 s’écrit :

By(u?*") = By(ub) sur I'yy (I1.4.38)

Pour simplifier les écritures ici, on écrit 'opérateur d’interface B;, définit en
(I1.4.13), sous la forme:

0
J— — A,
BZ ani !
avec
62
A, = . _
' “ 0287i+6387-i2

La condition (I1.4.38) se réécrit alors sous la forme:

p+1 p
ouy Ous

P = o = M) = M) sur T
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Les conditions d’interface OO2 que I'on utilise pour calculer le terme (11.4.37)
sont ainsi les suivantes:

1
ot oub

= Al(u€+1) — Ay (uh) sur 'y,

on;  On,

agil B gf = M (™) — Ay () sur T
g—f - agil = Aag(uh) — Ap(uf ') sur Ty
OO ) A ey

Ces conditions permettent de transformer les dérivées normales en dérivées
tangentielles. Le terme (I1.4.37) devient alors

_ l/(/(?p - (A1 (u111+1) — Ay (ug)) + /a(, N (A1 (U€JH) _ A, (Ug))) (11.4.39)

B V(/BC . (Ay(ud) — Ay(uf 1)) + /80 N (As(u2) — As(u2 1)) (IT.4.40)

Les termes intervenant dans le terme (I11.4.40) sont nuls & convergence, et
on les néglige ici pour écrire la condition au point de croisement (i, ), ceci
afin de faciliter 'implémentation. Il reste a calculer le terme (I1.4.39). Dans
ce terme, les intégrales des termes d’ordre 0 et d’ordre 1 sont approchées
en utilisant la méme méthodologie qu’en (I11.4.31) et (11.4.32). Les intégrales
posant probléme sont celles des termes du second ordre, c’est-a-dire :

aQuilerl
— g 11.4.41
[ %) (11441
0*ub / 0*ub
+ v c3—— + C3—— 11.4.42
(/acml“m ’ aT% aC1 N3 ’ aT% ) ( )

Nous allons considérer alors deux possibilités. La premiére est que 1’on
ne tient pas compte de ces termes d’ordre 2 au point de croisement (cas
des opérateurs (002); et (0O02), définis ci-dessous). La seconde possibi-
lité (opérateur (OO2); défini ci-dessous) consiste a introduire les notations
[y =0C, N3 et Ty = 0C, NTg, et & remplacer le terme (I1.4.41) par

aullH-l au]l)-i-l
- V(C?’\rl (a—ﬁ)h“l — G3r,, (0—7_1)\1“2) (11.4.43)
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et le terme (11.4.42) par:

P P
Ous ous,

Veai, (G, = oy ()i, (IL4.44)

87’1

ou
Les termes de la forme (8—) r;, © = 1,2 sont alors évalués de la méme fagon
T

1
qu'au paragraphe 4.4.1. Nous définissons ainsi trois opérateurs d’interface
discrets de type OO2:

Définition 4.1 (Opérateur (002),). en un point de linterface qui
n'est pas un point de croisement, l'opérateur (O02), provient de la
discrétisation de opérateur Q02 écrit sous la forme :

0 0 0 0
— 1+

Bi:ani aTi_aTi(C3aTi

)

c’est-a-dire que le terme du second ordre sur l'interface issu de cet
opérateur est discrétisé suivant (I11.4.34).

— en un point de croisement des sous-domaines l'opérateur (O02); pro-
vient de la discrétisation de l'opérateur O02, sans le terme d’ordre 2 :

0 0
B=2
! 8ni ate 67';
Définition 4.2 (Opérateur (002),). en un point de linterface qui

n'est pas un point de croisement, l'opérateur (O02)y provient de la
discrétisation de opérateur Q02 écrit sous la forme :

0 0 0*
Bi— —Cl+02——63m

8ni aTi i

(11.4.45)

c’est-a-dire que le terme du second ordre sur linterface issu de cet
opérateur est discrétisé suivant (11.4.35).

en un point de croisement des sous-domaines l'opérateur (002)y pro-
vient de la discrétisation de lopérateur O02, sans le terme d’ordre 2 :

0

B; = —c t+c
% ani 1 2

aTi
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Définition 4.3 (Opérateur (002)3). en un point de 'interface qui
n'est pas un point de croisement, l'opérateur (O02)3 provient de la
discrétisation de Uopérateur Q02 écrit sous la forme:

0 0 0 0

—61+CQ—— (0367")

- 6ni aTi 6—7-1

B;

c’est-a-dire que le terme du second ordre sur l'interface issu de cet
opérateur est discrétisé suivant (I11.4.34).

en un point de croisement des sous-domaines ['opérateur (002)3 pro-
vient de la discrétisation de 'opérateur Q02 écrit sous la forme :

0 e d 90,
Cq Co CgaTi

ani 8ri_8ri

Bi:

et le terme de dérivée tangentielle seconde issu de cet opérateur est
discrétisé en remplagant le terme (11.4.41) par (I11.4.43) et le terme
(I1.4.42) par (I1.4.44). On rajoute ainsi au coin une condition sur le
saut des dérivées tangentes (voir l’étude sur le probléme continu a la
partie 1V).

Remarque 4.7. La technique de discrétisation des conditions d’interface
que nous avons présenté ci-dessus est la méme pour les conditions de Taylor
d’ordre 0 ou 2 (voir partie I, section 2.4, en remplacant L par (11.4.3)). Dans
le cas des conditions de Taylor d’ordre 2, on définit également trois opéra-
teurs discrets (Taylor ordre 2)1, (Taylor ordre 2)y et (Taylor ordre 2)3, de la
méme fagon que pour l'opérateur OO2.

4.5 Reésultats numériques

Dans cette section, nous présentons des résultats numériques obtenus avec
le code multidomaine volumes finis en 2D. Les simulations numériques sont
effectuées sur le Paragon Intel de 'TONERA. Les validations sont effectuées,
lorsque c’est possible, par comparaison avec la solution obtenue par le code
monodomaine AEROLOG de MATRA. Lorsqu’il n’y a pas assez de place mé-
moire pour tester le code monodomaine, on calcule une solution de référence
a 'aide du code multidomaine. Dans tous les cas tests, nous effectuons une
seule itération en temps. Ainsi, nous résolvons le probléme (I11.4.3)-(I1.4.5)
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avec u = u' —u° ot u® est un vecteur initial donné (nul dans le domaine et

vérifiant les conditions aux limites non homogénes sur le bord du domaine de
calcul). Pour permettre au lecteur de mieux voir les conditions aux limites
utilisées, nous écrirons, pour chaque cas test, le probléme sous sa forme simple
(I1.4.6)-(11.4.8). Le terme (I1.4.10) est rajouté dans le schéma, afin d’enlever
les oscillations de la solution. Dans la plupart des cas, nous prenons un C'F'L
trés grand afin que la solution soit proche de la solution stationnaire. La
résolution du probléme multi-domaine se fait par I'algorithme BICG-STAB
sur le probléme condensé a I'interface. La résolution de ce probléme nécéssite
a chaque itération la résolution de problémes locaux qui sont résolus par une
méthode directe (méthode de Gauss).

4.5.1 Maillage cartésien a pas constant

Dans cette partie la méthode est testée sur des cas similaires a ceux
effectués dans le cas du schéma aux différences finies décentré (partie II,
chapitre 3). Le domaine de calcul est le carré unité. En y = 0 et en z = 0,
on impose une condition de Dirichlet. En y = 1 et en z = 1 des conditions
de type sortie sont imposées, c’est-a-dire des conditions de Neumann (voir
figure 4.10). On cherche ainsi a résoudre le probléme suivant :

Lu)=0,0<z<1, 0<y<I1

ou
u(0,y) =0, 0<y <1, 8—“(.@,1):0, 0<z<1
)
ou
a—(l,y):(], 0<y<1, wu(z,0)=1,0<z<1
7
y
0
£=0
1
u=0 2%:0

u =1

Fi1G. 4.10: Domaine de calcul et conditions aux limites
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On considére un maillage cartésien a pas constant h = —4— = —— on

Imas €St le nombre de points dans la direction des x et jm(,,;mfé norrjﬁtl)‘}% de
points dans la direction des y (ici ipmaz = Jmaz)- L€ carré unité est découpé en
K sous-domaines, sans recouvrement. Nous vérifions dans un premier temps
que le code multidomaine donne les mémes résultats (aux erreurs d’arrondie
prés) que le code monodomaine AEROLOG. Ensuite, pour les simulations
numériques effectuées, on calcule une solution de référence u,.r en exécutant

le code multidomaine avec un résidu inférieur a 1.d-9, défini par:

[[Dp* = bl ||p* = s
bl /1B + ]2

Residu = max (

)

On désigne par “Erreur” la norme L™ de la différence entre la solution u que
I'on calcule avec le code multidomaine et cette solution de référence:

Erreur = 1§i§imar£al>§j§jmm(u(z,j) — Upef(i. 7))

Dans toutes les simulations, le critére d’arrét est Erreur < 1.d — 6.

On considére deux types de champ de vitesse de convection a = (a,b)
dans Popérateur £: 'un de cisaillement (a = y, b = 0) et 'autre tournant

(a=—sin (m(y — 3)) cos (m(z — 5)), b=cos (r(y — 3))sin (7(z — 3))).

Comparaison entre la solution monodomaine et la solution multi-
domaine

LLa solution monodomaine est celle fournie par le code de calcul monodo-
maine, et la solution multidomaine est obtenue en exécutant le code multido-
maine avec un résidu inférieur a 1.d-9. Les tableaux 4.1 et 4.2 montrent que
la solution est bien représentée sur l’ensemble du domaine avec I’approche
multi-domaine. Dans le cas du tableau 4.2, on remarque que les conditions
d’interface OO2 conduisent & une meilleure approximation de la solution dis-
créte que les conditions d’interface de Taylor d’ordre 0, pour le méme critére
d’arrét sur le résidu (nous n’avons pas donné le résultat avec les conditions
d’interface de Taylor d’ordre 2 car I’algorithme ne converge pas dans ce cas).
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nombre Maximum de I’ Erreur sur
d’itérations | 'ensemble des sous-domaines
002 11 7.18473724958E-010
Taylor ordre 2 104 1.03204211843E-009
Taylor ordre 0 113 3.30281557658E-009

Tableau 4.1: Mazimum de I’Erreur sur [’ensemble des sous-domaines.
8 x 1 sous-domaines, Critére d’arrét : Residu < 1.d — 9

a=1y, b:o, I/:]_.d*2, CFL:ldg’ h:ﬁ

nombre Maximum de " Erreur sur
d’itérations | I’ensemble des sous-domaines
002 48 2.21347751239E-009
Taylor ordre 0 283 3.99415147511E-007

Tableau 4.2: Marimum de l’erreur sur l’ensemble des sous-domaines.
4 x 8 sous-domaines, Critére d’arrét : Residu < 1.d — 9
a= —sin(m(y — 3))cos (r(z — 1)), b=cos(r(y —1))sin(r(z — 3))
v=1d-2, CFL=1.d9, h= ﬁ
Dans la suite, la solution de référence est toujours calculée avec la méthode
002, et on regarde I'erreur par rapport a cette solution de référence.

Convergence en fonction des opérateurs d’interface (002),, (002),
et (002)3

Dans cette section nous regardons l'influence de la discrétisation des

conditions d’interface sur la convergence de la méthode. Pour cela nous consi-
dérons les opérateurs d’'interface (002);, (002),, et (002);3 (voir définitions
4.1, 4.2, et 4.3). On défini de la méme fagon les opérateurs (Taylor ordre 2);,
(Taylor ordre 2)s, et (Taylor ordre 2)3.
Sur les figures 4.11 et 4.12, nous avons considéré un découpage en bandes.
Dans ce cas, les opérateurs (002); et (002); (resp. (Taylor ordre 2); et
(Taylor ordre 2)3) sont les mémes. On observe que la convergence est sen-
siblement la méme avec les opérateurs (002); et (002),. Pour les condi-
tions de Taylor d’ordre 2, la discrétisation de type 2 (figure 4.12) donne une
meilleure convergence que la discrétisation de type 1 (figure 4.11).
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Log_10 (Erreur)

Taylor ordre 0

60 80 100 120 140
Nombre d'iterations (BICG-STAB)

160

F1G. 4.11: Erreur en fonction du nombre d’itérations, 16 x 1 sous-domaines

a=y, b=0, v=1d—-2, CFL=1.d9, h=

241

Log_10 (Erreur)

Taylor ordre 0

(Taylor ordre 2)2 ‘\\ﬁ,“‘\

40

60 80 100 120 140
Nombre d'iterations (BICG-STAB)

160

F1G. 4.12: Erreur en fonction du nombre d’itérations, 16 X 1 sous-domaines

a=y, b=0, v=1d—-2, CFL=1.d9, h=

41

Sur la figure 4.13 nous considérons un cas plus général avec une vitesse de
convection tournante et un découpage en 4 x 4 sous-domaines. Nous obser-
vons que le choix des conditions aux points de croisement des sous-domaines
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a une influence sur la convergence de la méthode. En particulier ici, les opé-
rateurs faisant intervenir le terme d’ordre 2 aux coins (opérateur (002);)
permettent de gagner pratiquement un facteur 2 par rapport aux opérateurs
qui ne font intervenir que les termes d’ordre 0 et 1 aux coins (opérateur

(002), et (002),).

Log_10 (Erreur)

(©02), :

6 (002)4

|
20 30 40 50 60
Nombre d'iterations (BICG-STAB)

F1G. 4.13: Erreur en fonction du nombre d’itérations, 4 x 4 sous-domaines
@ = —sinnly — 1)) cos (r(z — 1), b=cos (x(y - 3))sin (n(z 1)

v=1d—2, CFL=1.d9, h:ﬁ

Dans la suite, lorsque ce n’est pas précisé, les tests sont effectués avec la
discrétisation de type 3.

Convergence en fonction de I’angle de la vitesse de convection par
rapport aux interfaces

Les figures 4.14 et 4.15 montrent qu’avec les conditions OO2 la conver-

gence est indépendante de I'angle de la vitesse de convection par rapport aux
interfaces.
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Log_10 (Erreur)

Taylor ordre 0

7 I I I I I I I

0 20 40 60 80 100 120 140 160

Nombre d'iterations (BICG-STAB)

F1G. 4.14: Erreur en fonction du nombre d’itérations, 16 x 1 sous-domaines

Log_10 (Erreur)

7 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

incidence normale

—y, b=0 v=1d—2, OFL=1.d9, h=:L

241

Taylor ordre 2 Bl

Taylor ordre 0 B

Nombre d'iterations (BICG-STAB)

F1G. 4.15: Erreur en fonction du nombre d’itérations, 1 X 16 sous-domaines

a

incidence tangentielle

=y, b=0,v=1d—2, CFL=1.d9, h =3

241
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Les figures 4.14 et 4.15 montrent aussi que les résultats obtenus avec les
conditions OO2 ou de Taylor d’ordre 0 sont pratiquement les mémes que
ceux obtenus dans le cas du schéma aux différences finies décentré (partie
IT, Chapitre 3). Par contre, les conditions de Taylor d’ordre 2 donnent une
meilleure convergence dans le cas ot 'on a une maille de recouvrement (partie
IT, Chapitre 3), par rapport aux cas sans recouvrement considérés ici.

Découpage et vitesse de convection plus généraux

Un des avantages d’avoir une méthode indépendante de ’angle de la vi-
tesse de convection par rapport aux interfaces est que pour un nombre de
sous-domaines fixé, la convergence de 'algorithme ne dépend pas de la fa-
con dont on découpe le domaine. Par exemple ici, pour 16 sous-domaines,
la convergence de l'algorithme avec les conditions OO2 ne depend pas du
découpage du domaine, en bandes (figure 4.14 et 4.15) ou en rectangles (fi-
gure 4.16). Par contre, avec les conditions de Taylor, qui sont trés sensibles a
I’angle de la vitesse de convection par rapport aux interfaces, la convergence
varie avec le découpage du domaine.

Taylor ordre 2

Log_10 (Erreur)

Taylor ordre 0

1 1 1
300 400 500 600 700 800
Nombre d'iterations (BICG-STAB)

|
0 100 200

F1G. 4.16: Erreur en fonction du nombre d’itérations, 4 X 4 sous-domaines

a—=1v, b:o, l/:]_.d—2, CFL:ldg’ hZQ}T

La figure 4.17 montre la convergence pour une vitesse de convection plus
générale, tournante, et un découpage en 4 x 8 sous-domaines. Le fait que
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les interfaces traversent des zones de recirculation pose des difficultés. Les
conditions d’interface OO2 conduisent & un gain important en vitesse de
convergence par rapport aux conditions de Taylor.

Taylor ordre 2

Log_10 (Erreur)

Taylor ordre 0

0 5‘0 1(;0 1‘50 200 250 300 35‘30 4(‘]0 4;0 500
Nombre d'iterations (BICG-STAB)
Fi1G. 4.17: Erreur en fonction du nombre d’itérations, 4 x 8 sous-domaines
convection tournante
o 1 1 _ 1V o 1
a= —sin(m(y — 5))cos (m(x — 3)), b=cos(n(y — 3))sin (7(x — 3))
v=1d—-2, CFL=1.d9, h=-=

241

Convergence en fonction de la viscosité

Le tableau 4.3 montre que la convergence avec les conditions OO2 est peu
sensible aux variations de la viscosité.

v=1ld—-5|v=1d—2|v=1.d0
002 15 15 53
Taylor ordre 2 15 123 068
Taylor ordre 0 15 141 691

Tableau 4.3: Nombre d’itérations en fonction de la viscosité
16 x 1 sous-domaines, a =y, b=0, CFL=1.d9, h = ﬁ
Critére d’arrét Erreur < 1.d — 6
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Convergence en fonction du CFL

La convergence avec les conditions OO2 est également trés peu sensible
aux variations du CFL, comme le montre le tableau 4.4.

CFL=1d0|CFL=1d3|CFL=1.d5|CFL=1.d9
002 3 12 15 15
Taylor ordre 2 2 21 58 123
Taylor ordre 0 3 18 48 141

Tableau 4.4: Nombre d’itérations en fonction du CFL
16 X 1 sous-domaines, a =y, b=0, v=1.d—2, h =
Critére d’arrét Erreur < 1.d — 6

1
241

Convergence en fonction du pas du maillage

Les simulations numériques montrent que les conditions OO2 impliquent
une convergence quasiment indépendante du pas du maillage (voir tableaux
4.5 et 4.6). Par contre, avec les conditions de Taylor, la convergence se dégrade
lorsque le pas du maillage A diminue, et cette dégradation est pratiquement
linéaire en fonction h (voir tableaux 4.5 et 4.6; dans le tableau 4.6, nous
n’avons pas mis les conditions de Taylor d’ordre 2 car la méthode ne converge
pas dans ce cas). On est ainsi proche des estimations théoriques faites au
chapitre 1.3, section 3.2.3.

maillage 65 X 65 | 129 x 129 | 241 x 241
002 15 15 15
Taylor ordre 2 49 69 123
Taylor ordre 0 49 82 141

Tableau 4.5: Nombre d’itérations en fonction du pas du maillage
16 x 1 sous-domaines, a =y, b=0, v=1.d—2, CFL=1.d9
Critére d’arrét Erreur < 1.d — 6

maillage 65 x 65 | 129 x 129 | 241 x 241
002 25 26 30
Taylor ordre 0 76 130 224

Tableau 4.6: Nombre d’itérations en fonction du pas du maillage
4 x 4 sous-domaines, convection tournante,
a=—sin(m(y — 3))cos (r(z — 1)), b=cos(r(y—3))sin(r(z — 3))
v=1d—-2, CFL=1.d9, Critere d’arrét Erreur < 1.d — 6
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Comparaison de différentes méthodes itératives pour résoudre le
probléme condensé

Rappelons que la méthode de Schwarz correspond a un algorithme de
Jacobi appliqué au probléme condensé sur I'interface (voir partie IT, Chapitre
2). Dans cette partie, on compare les résultats obtenus avec I'algorithme de
Jacobi (Schwarz) et un algorithme de Krylov.

002 | Taylor ordre 2 | Taylor ordre 0
Schwarz 20 1834 3790
BICG-STAB | 8 56 69
GMRES 14 83 98
GCR 14 83 98

Tableau 4.7: Nombre d’itérations en fonction de l’algorithme de résolution.
8 x 1 sous-domaines, a =y, b =0,v=1.d—-2, CFL=1.d9, h= 1179
Critere d’arrét Erreur < 1.d — 6

Convergence avec les conditions d'interface 002
T

T
BICG-STAB —
GMRES ou GCR ----
Schwarz -----

Log_10 (Erreur)

0 5‘0 1(;0 Nombre1d5'geration5 2(;0 25‘0 300
Fi1G. 4.18: Erreur en fonction du nombre d’itérations, 4 x 4 sous-domaines
convection tournante
a=—sin(m(y — 1)) cos (r(z — 1)), b=cos(r(y—3))sin (r(z — 1))

v=1d-2, CFL=1.d9, h= 33

Dans le cas du tableau 4.7, les méthodes sont pratiquement équivalentes
avec les conditions OO2 (du fait que l'on fait 2 produits matrice-vecteur a
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chaque itération de BI-CGSTAB, et un seul pour les autres méthodes). Le
gain obtenu lorsque l'on passe de l'algorithme de Schwarz a un algorithme
de type Krylov est nettement plus important pour les conditions de Taylor.
Dans le cas plus général considéré sur la figure 4.18, on observe I'importance
d’utiliser un algorithme de Krylov pour résoudre le probléme condensé.

Convergence en fonction du nombre de sous-domaines

Dans cette section, nous regardons le comportement de la convergence en
fonction du nombre de sous-domaines. Comme nous 1’avons déja obvervé au
chapitre 3, partie II, pour les conditions OO2 comme pour les conditions de
Taylor d’ordre 0, la convergence est quasiment linéaire en fonction du nombre
de sous-domaines (voir le tableau 4.8).

2x2|4x2|4x4]4%x8|8x%x8
002 14 23 30 39 51
Taylor ordre 0 | 149 189 224 324 439

Tableau 4.8: Nombre d’itérations en fonction du nombre de sous-domaines,
convection tournante
a=—sin(m(y — 3))cos(m(z — 1)), b=cos(r(y — 1)) sin(r(z — }))

v=1d-2, CFL=1.d9, h= ﬁ, Critere d’arrét Erreur < 1.d — 6

Comparaison des temps de calcul des différentes méthodes

Dans le tableau 4.9, nous comparons les temps de calcul (en secondes)
des méthodes OO2 et Taylor d’ordre 0 (nous n’avons pas mis les conditions
de Taylor d’ordre 2 car la méthode ne converge pas dans ce cas). Avec les
conditions O02, il faut 41 itérations de BICG-STAB pour atteindre le critére
Erreur < 1.d — 6, et 359 itérations dans le cas des conditions de Taylor
d’ordre 0. On a ainsi un gain en nombre d’itérations d'un facteur 8,7. Ce
gain reste le méme au niveau du temps de calcul de I'algorithme BICG-STAB
car I'utilisation de conditions d’ordre 2 n’augmente pas la largeur de bande
des matrices locales. Néanmoins, au niveau des temps de calcul globaux, le
tableau 4.9 montre que I’on a un gain d’un facteur 3.2. Ce gain est ainsi moins
important que celui en nombre d’itérations. Ceci s’explique par le fait que
pour les conditions OO2, un probléme d’optimisation est résolu en chaque
point des interfaces, ce qui fait que le calcul des matrices locales est plus



5. Résultats numériques 181
4 q

cotiteux. Nous n’avons pas ici cherché a améliorer la rapidité de calcul des
coefficients intervenant dans les conditions OO2.

002 | Taylor ordre 0
initialisation 4 4
matrice locale 12.2 0.6
second-membre local 0.07 0.07
factorisation LU 1.5 1.5
second-membre condensé | 0.1 0.1
BICG-STAB 11 95
| Global | 32.1 | 103.3 |

Tableau 4.9: Comparaison des temps de calcul (en secondes).
8 X 4 sous-domaines, convection tournante
a=—sin(r(y — 3))cos (r(x — 1)), b=cos(m(y —3))sin (7(z — 3))
v=1d—-2, CFL=1.d9, h= Critére d’arrét Erreur < 1.d — 6

~—

=l
-

417

Temps de calcul en fonction du nombre de sous-domaines

Il est interessant de voir comment l'augmentation du nombre de sous-
domaines affecte le temps de calcul de la méthode. Nous avons choisi un
maillage global fixé de 241 x 241 points. Nous définissons le speed-up par:

Temps de calcul (1 domaine)
speed-up =

11.4.46
Temps de calcul (N domaines) ( )

Supposons, dans un premier temps, que le domaine de calcul est découpé
en N, sous-domaines suivant la direction z. La demi-largeur de bande des
matrices locales est alors de 'ordre de “]”V% On note N; le nombre d’itéra-
tions de l'algorithme BICG-STAB. Le nombre d’opérations (additions plus
multiplications) pour chaque sous-domaine peut étre estimé par:

ZTTL(L[I)

)3.jma,m + aQNit(T)Qjmam

Zma,T,

N,

aq(

ol «; et ap sont des constantes. Le premier terme provient de la factorisa-
tion LU de la matrice locale, et le second terme de la resolution par I’algo-
rithme BICG-STAB. Le tableau 4.10 montre que pour un petit nombre de
sous-domaines, c’est le premier terme, c’est-a-dire celui correspondant a la
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factorisation LU de la matrice locale qui est prédominant (le nombre d’ité-
rations de BICG-STAB n’augmente pas lorsque 'on passe de 2 x 1 4 4 x 1
sous-domaines). Ensuite, a partir de 8 x 1 sous-domaines, c’est le second
terme, celui correspondant a 'algorithme BICG-STAB qui devient prédomi-
nant. Comme le nombre d’itérations N;; devient proportionnel au nombre
de sous-domaines, ceci explique que le speed-up augmente d'un facteur 2,
lorsque 'on divise N, par 2. Ceci reste valable jusqu’a 16 domaines. De 16 a
48 domaines, I’estimation n’est plus valable a cause des echanges des données
entre processeurs qui deviennent prépondérants.

| Nb sous-domaines [ 2x 1 [4x1[8x1|16x1]48x1 |
| speed-up (002) 4.3 39 90 155 | 1646 |

Tableau 4.10: speed-up en fonction du nombre de sous-domaines.
a=y, b=0, v=1d—-2, CFL=1.d9, h = 5, Critére d’arrét Residu < 1.d — 9

2417

300 T T T T T T

200 B
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Speed-up (002)

100 B

50 | B

0 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70
Nombre de sous-domaines

F1G. 4.19: speed-up en fonction du nombre de sous-domaines, pour des dé-
coupages en 2 X 1,2 x 2, 4 x 2, 4x 4, 8 X4 et 8% 8 sous-domaines

a=y, b=0, v=1d—-2, CFL=1.d9, h= 2%, Critére d’arrét Residu < 1.d —9
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Nous avons une estimation similaire du nombre d’opérations pour chaque
sous-domaine, dans le cas ou le domaine de calcul est découpé en N, sous-
domaines suivant la direction z, et NV, sous-domaines suivant la direction

Y

imaz 3]maa: ima:r 2]mam
/ + asN;
o, ), FeeNal ) Ty

ol a; et asy sont des constantes. On observe sur la figure 4.19 un comporte-
ment du speed-up similaire & celui du cas d'un découpage en bandes.

Pour le tableau 4.10 et la figure 4.19, nous avons pris en compte également le
temps de calcul des matrices locales, et en particulier, le temps de calcul des
ceefficients optimisés. Le tableau 4.11 montre le speed-up lorsqu’on ne tient
pas compte du temps de calcul des coefficients optimisés.

Nb sous-domaines | 2 x1 | 2x2 | 4x2|4x4|8x4|8x%x8
speed-up (002) 43 | 10.6 | 75.6 | 185 | 394 | 409

Tableau 4.11: speed-up en fonction du nombre de sous-domaines, lorsqu’on
ne prend pas en compte le calcul des ceefficients optimisés.
a=vy, b=0, v=1d—2, CFL=1.d9, h = 5=, Critére d’arrét Residu < 1.d — 9
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4.5.2 Ecoulement autour d’un cylindre issu d’un calcul
Navier-Stokes

Le champ de vitesse est celui d’un écoulement de fluide incompressible,
a un nombre de Reynolds Re = 10000, a basse vitesse, autour d’un cylindre.
Ce champ provient d’un calcul effectué a I'aide du logiciel AEROLOG du
département d’aérodynamique de MATRA. Le domaine de calcul est défini
par

Q={(z,y) =(rcos(#),rsin(f)), 1 <r <R, 0<60<2r}

avec B > 0 donné. On écrit 02 sous la forme 9Q = 0, U 0y, avec
OQine = {(cos (0),sin (0)), 0 <0 <271} et 0Ny = {(Rcos (0), Rsin (0)),
0 < 6 < 27}. Sur le bord extérieur du domaine (c’est-a-dire 0€Q,;) on impose
la condition de Dirichlet u = 0, et sur le bord intérieur du domaine (c’est-a-
dire 0€;y,;), on impose la condition de Dirichlet u = 1 (voir figure 4.20).



184 CHAPITRE 4. Application de la méthode a un schéma volumes finis

Fi1G. 4.20: Domaine de calcul et conditions aux limites

On cherche a résoudre le probléme suivant :

L(u) =0 dans Q (I1.4.47)
u =1 sur 0Q; (11.4.48)
u =0 sur 0Qez (11.4.49)

Discrétisation

Le domaine discret est I'ensemble {(x;,vy;) = (r;icos(6;),r;sin(6;))}, o r;
a une progression géométrique de raison (raison); et #; a une progression
géométrique de raison (raison); a partir d’'un axe faisant un angle ¢ avec
I'axe des z. Le probléme (I1.4.47)-(11.4.49) est discrétisé suivant la section
4.3, chapitre 4, partie II.

Décomposition en sous-domaines

Le domaine €2 est découpé en K sous-domaines, sans recouvrement.
Parameétres fixés

Dans tout ce qui suit, nous prenons CFL = 1.d9, et nous considérons un
maillage 65 x 65 points. Le maillage est raffiné au voisinage du cylindre ainsi
que dans la direction de I'écoulement : (raison); = 1.15, et (raison); = 1.1,
avec ¢ = 30 (voir figure 4.21).

Le nombre d’itérations maximal N,,,, de I'algorithme BICG-STARB est choisi
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4 q

comme étant :
Nyaz = (nb de points sur le bord d’un sous-domaine) x (nb de sous-domaines).

isoval
~0« <5
Y - 138 ==
2
1
-1. 8T =--
5

F1G. 4.21: Maillage et isovaleurs du domaine §).
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‘isovaleurs’ -----
-0.0952 -
-0.19 -----
-0.286
-0.381 ——-

9g76 - -
-0.571 -

0 5 10 15

F1G. 4.22: Isovaleurs de la solution u de l’équation de convection-diffusion,
avec le champ de wvitesses de convection a issu du calcul Navier-Stokes,
v=1d—4, CFL=1.d9

Dans ce type d’écoulement, les interfaces coupent des zones de recirculation
ce qui pose des difficultés. Le fait que les conditions OO2 entrainent une
convergence indépendante de I'angle entre la vitesse de convection et les
interfaces permet de lever ces difficultés, comme le montre la figure 4.23 et le
tableau 4.12. Un autre avantage des conditions OO2 est qu’elles conduisent a
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une convergence pratiquement indépendante de la viscosité, comme le montre
le tableau 4.13.

Log_10 (Erreur)

Taylor ordre 0

6 002 i Taylor ordre 2

7 I I I I I I

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Nombre d'iterations (BICG-STAB)

F1G. 4.23: Erreur en fonction du nombre d’itérations, 4 x 2 sous-domaines
v=1d—-4, CFL =1.d9

002 Taylor ordre 2 Taylor ordre 0
4 x 8 sous-domaines | 128 137 1268
8 x 4 sous-domaines | 117 Npaz = 1536 789
logio(Erreur) = —2.2705

Tableau 4.12: Nombre d’itérations en fonction du découpage du domaine
v=1d—4, CFL=1.d9, Critére d’arrét Erreur < 1.d — 6

002 | Taylor ordre 2 Taylor ordre 0
v=1d—-5]| 58 40 119
v=1d—-4| 38 69 374
v=1d—-3| 28 378 Nipaz = 768
logio(Erreur) = —2.4402

Tableau 4.13: Nombre d’itérations en fonction de la viscosité
4 x 2 sous-domaines, CFL = 1.d9, Critéere d’arrét Erreur < 1.d — 6
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Enfin, sur la figure 4.24, on observe a nouveau l'importance du choix des
conditions aux points de croisement des sous-domaines (ici dans

le cas des
conditions de Taylor d’ordre 2).

(Taylor ordre 2)

Log_10 (Erreur)

(Taylor

Taylor ordre 2
ordre 2) 5 (Tay )

8 I I I I I
0 20 40

120 140 160

60 80 100
Nombre d'iterations (BICG-STAB)

F1G. 4.24: Erreur en fonction du nombre d’itérations, 4 X 2 sous-domaines
v=1d—4, CFL=1.d9
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Troisiéme partie

Méthodes de préconditionnement
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Chapitre 1

Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons mis en évidence le fait que
la convergence de la méthode est peu sensible aux variations des paramétres
physiques intervenant dans le probléme (vitesse de convection, viscosité) ainsi
qu’aux parameétres de discrétisation (pas de temps, pas du maillage).
Néanmoins, la convergence de la méthode se dégrade lorsque le nombre de
sous-domaines augmente. Les tests numériques de la partie II, Chapitre 3
et 4, montrent que la convergence est pratiquement linéaire en fonction du
nombre de sous-domaines. Ainsi, il est nécessaire de transmettre une infor-
mation globale entre les sous-domaines, afin d’avoir une convergence indé-
pendante du nombre de sous-domaines. Des techniques “4 deux niveaux”
ont ainsi été développées, avec un premier niveau (fin) correspondant a des
résolutions locales dans les sous-domaines, et un second niveau (grossier)
correspondant a la résolution d'un probléme qui couple de fagon globale les
sous-domaines. Une premiére approche, similaire aux techniques multigrilles
(a deux grilles) consiste a utiliser une grille grossiére (celle du découpage en
sous-domaines) pour approcher la solution calculée sur le maillage fin (voir
|6] (T. Chan et T.P. Mathew, 1994) pour un article de revue). Une limitation
de cette méthode est que la grille grossiére doit étre de plus en plus fine (et
donc de plus en plus coiiteuse numériquement) lorsque la viscosité devient
petite (voir [6]). De plus, la définition de la grille grossiére devient difficile
pour des géométries trés complexes. Une autre approche développée pour les
problémes symétriques dans [13| (C. Farhat, J. Mandel et F.X. Roux, 1994),
[14] (C. Farhat et J. Mandel, 1998),[15] (C. Farhat, P.S. Chen, J. Mandel et
F.X. Roux, 1998), consiste a introduire une contrainte a chaque itération de
la méthode de Schur dual. Cette contrainte revient a projeter les solutions
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dans I'orthogonal d'un “espace grossier”. Avec cette correction “grille grossié-
re” les champs résultants sont continus en moyenne aux interfaces ([13]) et
aux points de croisement des sous-domaines ([15]) a chaque itération de la
méthode de résolution. Le conditionnement de I'opérateur de Schur dual pro-
jeté est alors indépendant du nombre de sous-domaines ([13]). La différence
de cette approche par rapport aux techniques multigrilles est que ’on définit
directement un espace grossier, sans utiliser une grille grossiére.

L’objet de cette partie est de généraliser cette seconde approche aux pro-
blémes non-symétriques. Ainsi, on va introduire une contrainte a chaque ité-
ration de la méthode OO2, dans le but d’avoir une convergence indépendante
du nombre de sous-domaines. [.’idée est de choisir la contrainte et I’espace
grossier de sorte qu’a chaque itération on capture la partie “basses fréquen-
ces” de la solution.

Nous présentons dans un premier temps comment nous avons étendu cette
technique aux problémes non-symeétriques. Nous montrons ensuite des résul-
tats numériques sur I’équation de convection-diffusion.
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Chapitre 2

Préconditionneur “basses
fréquences”

Dans ce chapitre on note (.,.) le produit scalaire L?, et ||.|| la norme
associée.

2.1 Introduction

Dans le cadre des problémes d’élasticité, 1'utilisation de la méthode de
Schur dual, avec un découpage quelconque, fait apparaitre la résolution de
problémes de Neumann locaux mal posés. Pour remédier a cela, la technique
développée dans [13| (C. Farhat, J. Mandel et F.X. Roux, 1994) consiste a
introduire une contrainte dans I’algorithme, qui permet d’éliminer les mouve-
ments rigides dans les sous-domaines. Cette technique est également utilisée
dans le cas des problémes de plaques et coques dans [14] (C. Farhat et J. Man-
del, 1998), [15] (C. Farhat, P.S. Chen, J. Mandel et F.X. Roux, 1998), [24] (C.
Lacour, 1997) afin d’enlever les discontinuités du saut des solutions locales
aux points de croisement des interfaces. Dans ce cas la contrainte consiste
a forcer I'inconnue du probléme interface (le multiplicateur de Lagrange) a
générer des champs de déplacement locaux continus aux points de croise-
ment des interfaces, a chaque itération de I'algorithme (gradient conjugué).
Ceci revient, a chaque itération, a projeter pour le produit scalaire (D.,.) les
solutions dans l'orthogonal d’un “espace grossier”, cet espace étant constitué
de fonctions qui sont les sauts des “modes de coins” (champs de déplacement
qui valent 1 en un point de croisement et 0 aux autres). La convergence de
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I’agorithme du gradient conjugué projeté est alors indépendante du nombre
de sous-domaines [15].

Ce chapitre a pour objet 'extension de ce preconditionneur “grille grossiére”
aux problémes non-symétriques.

Nous étendons ce préconditionneur & un probléme d’interface de la forme:

Dp=b (111.2.1)

avec D non symétrique, de dimension m, inversible. Pour cela, nous consi-
dérons une projection au sens du produit scalaire (D., D.) dans I'orthogonal
d’un “espace grossier”. L’idée est de choisir un espace grossier, que 1’on note
Im(C), de sorte que cette projection filtre les phénoménes basses fréquences,
c’est-a-dire ceux qui se propagent a ’ensemble des sous-domaines, ceci afin
d’avoir une convergence indépendante du nombre de sous-domaines.

2.2 Le probléme d’interface projeté

2.2.1 Deéfinition de la contrainte

La contrainte que I’'on va imposer a chaque itération se généralise sous la
forme:

(DCY(Dp —b) =0 (111.2.2)

ou C est une matrice (m X p) ou p est le nombre de degrés de liberté pour
lesquels on impose la contrainte. Le but de cette contrainte est de filtrer les
phénomeénes basses fréquences. Alors, 'espace grossier Im(C') doit contenir
des fonctions “basses fréquences” définies sur chaque interface. Le plus simple
est de considérer les fonctions constantes par sous-domaine:

= 1 dans

¢
1
¢ = 0 dans les autres sous-domaines

Les modes grossiers sont alors la trace de ces fonctions sur les interfaces. C’est
cet espace grossier que 'on utilise dans le cas symétrique et de la méthode
de Schur dual. En effet, dans ce cas la contrainte signifie bien que le saut
sur I'interface des champs de déplacement locaux est orthogonal au saut des
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champs constants locaux. On peut considérer 'espace un peu plus gros des
fonctions valant 1 sur une interfaces et 0 sur les autres interfaces:

Définition 2.1 (Préconditionneur M;). Les modes grossiers sont les vy,
qui valent 1 sur une interface et 0 sur les autres interfaces (figure 2.1).

0¢ 20
0 o] |0 O
o L]0 o

1{0

Vp=| 1 surune interface de Q.
i

0  sur les autres interfaces

F1G. 2.1: Modes grossiers v,, du Preconditionneur M,

Regardons maintenant ce que signifie la contrainte (I11.2.2), pour un en-
semble de modes grossiers {v, }1<,<,. Pour cela, nous considérons le probléme
d’interface de la forme (I11.2.1) issu de la méthode OO2 appliquée a I’équation
de convection-diffusion (I.1.1) (voir partie II, chapitre 2, probléme (I1.2.8)).
Nous nous plagons, pour simplifier, dans un cadre continu et dans le cas de 2
sous-domaines disjoints §2; et £y séparés par une interface '15. [’équivalent

1

. . v i
continu du produit Dwv, que 'on note Duv,, avec v, = ( vg est calculé de
n

la facon suivante:

On résout dans chaque sous-domaine les problémes:

Lu; =0 dans

Biu, = v,l1 sur ['i9

Lus =0 dans

By = vi sur ['j9
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et, Du,, pour le sous-domaine €2; représente le terme
(Dvn)l == (8171,1 - Blug)‘rn
De méme, Duv,, pour le sous-domaine €5 vaut :

(Dvy,)2 = (Byug — Bouy)|py,

Alors, si nous choisissons v; = ( (1) ) et vy = ( (1] ) (modes grossiers du

préconditionneur M), le produit Duv,, n = 1,2 ne représente pas a priori un
“saut” de champs de vitesse constants par sous-domaine. Prenons maintenant

v = < Blél) > et wy = < B;El) ) (T11.2.3)

Lorsque ¢ = 0 dans L, les problémes

Lu; =0 dans ()
Blul - Bl(l) sur Flg

Lus =0 dans Q9
BQUQ = Bg(l) sur F]Q

étant bien posé, les solutions sont alors les fonctions u; = 1 dans ; et
us = 1 dans €25. Dans ce cas, Dv,, n = 1,2 représente le saut des quantités
de raccord aux interfaces B;(u;) — B;(u;) des champs de vitesse u qui sont
constants dans un sous-domaine. En particulier, lorsque ¢ = 0 dans L, la
relation

(Dp, Dv,) =0

signifie que le saut des quantités de raccord aux interfaces B;(u,, ;) — B;i(u, ;)
avec u, le champ de vitesse issu de yp est orthogonal au saut B;(u;) — B;(u;)
des champs de vitesse u constants par sous-domaines. On peut ainsi a priori
éliminer les composantes de la solution u représentables par les constantes
par sous-domaine. En discret, le choix de vy et vy en (I11.2.3) devient

O S e (T Ty
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ott les matrices A%;, ALp et BY, i = 1,2 sont celles de la partie II, chapitre
2, section 2.1.

D’une maniére générale, on introduit ainsi un second choix pour 'espace
grossier :

Définition 2.2 (Préconditionneur My). les modes “grossiers” sont les vy,
définis de la facon suivante :

soit u; défini dans le sous-domaine €; par u; =1 dans §Q;,

ve = (AY Ay —B' )u;  sur une interface de €

v, = 0 sur toutes les autres interfaces

ot les matrices Aly,, Al et Bt sont celles de la partie IT, chapitre 2, section
2.1.

La figure 2.2 donne une représentation schématique de la définition de
ces modes grossiers.

= Q
ui 1 dans ; vy

}“i sur une interface de Q.
i

0  sur les autres interfaces

F1G. 2.2: Modes grossiers v,, du Preconditionneur M,

2.2.2 Le probléme d’interface projeté

Le but est d’inclure la contrainte (IT1.2.2) dans la résolution du probléme
d’interface. Ainsi, ’algorithme de résolution du probléme d’interface va étre
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modifié de sorte que chaque valeur de pu, sur laquelle on itére, génére un
champ de vitesse qui vérifie la contrainte (I11.2.2), ¢’est-a-dire:

(DC)(Dpp—b) = 0
<= (Dp—b,D8% = 0, V& e Im(0O) (111.2.4)

On note (Im(C))tntn le sous-espace vectoriel de R™ orthogonal a Im/(C)
pour le produit scalaire (D., D.). En particulier, nous avons

R™ = Im(C) & (Im(C))"»tp

On introduit @ la projection sur (Im(C))*oto parallélement & Im(C):
Q : p— Que (Im(C))too

Alors,

Ker(Q) = Im(C) (II1.2.5)
Im(Q) = (Im(C))=»*»

Et par suite,
R™ = Ker(Q) & Im(Q) (I11.2.6)
On a également
Q' =Q

Toutes ces relations seront utilisées par la suite.

On décompose alors tout p de R™ sous la forme:

p=p"+Qu (T11.2.7)

avec
p’ € Im(0C) <= Fa” € R tel que p° = Ca’
Qu € (Im(C))*tr'r = (DQu,Ds’) =0, V& e Im(C)

L’idée est de calculer i tel que la contrainte (T11.2.4) soit vérifice & chaque
itération, ce qui équivaut a:
(D + DQu — b, D% = 0, ¥§° € Im(C)
< (Dp’ —b,D5") = 0, V& e Im(0O) (I11.2.8)
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Le probléme (II1.2.8) est équivalent au probléme de minimisation suivant :

min Du’ —b
MOElm(C)H = bl|

Ce probléme est aussi équivalent, en écrivant p° sous la forme p° = Ca?, a
chercher a” € IR™ solution de:

(DC)'DCa® = (DC)'b

Revenons maintenant a la résolution du probléme d’interface (I11.2.1). Celui-
ci est équivalent a chercher le

min || Dy — b
< (Du—>b,Dj)=0, Yoe R™ (I11.2.9)

On décompose p et 6 comme en (I11.2.7):
(D’ 4+ DQu —b,D* + DQS) = 0, V6=0"+Q5ec R™
< (D’ —b,D5°) + (DQu —b,DQS) = 0, ¥6=6"+Q5 € R"
(par définition de Q).

Ainsi, le probléme (IT1.2.9) est équivalent a trouver p = u° + Qu, avec
(D’ —b,D5%) = 0, V& e Im(O)
(DQu —b,DQJ) = 0, Vée R™
ce qui équivaut a trouver pu = p + Qu, avec
(Dp® —b,D5%) = 0, V& e Im(C)
DQu = b— Dy’ (111.2.10)

Comme @Q* = @, le probléme (I11.2.10) revient a trouver i = Qu € Im(Q)
solution de

DQji=0b— Dy’ (IT1.2.11)

Ainsi, au lieu de résoudre le probléme d’interface sur IR™, on va résoudre un
probléme d’interface ou l'inconnue est dans Im(Q)), la projection @) revenant
a imposer la contrainte.

Théoréme 2.1. Le probleme (I11.2.11) admet une solution unique dans

Im(Q).
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Preuve du théoréme 2.1:

Soit p* la solution du probléme (I11.2.1). Par définition de ;°, on a

(DC)! (b= Dp’) = 0
— (DC)' D — 1) =0

Par définition de la projection @), ceci entraine que

pt—p’ e Im(Q)
= b D’ =D — p°) € Im(DQ) (T11.2.12)

De plus, la matrice DD étant supposée inversible, nous avons
Ker(DQ) = Ker(Q)

Comme R™ = Ker(Q) & Im(Q) (d’aprés (I11.2.6)), le probléme (II1.2.11) a
une solution unique dans I'm(Q). O

Théoréme 2.2. Supposons que la matrice D a la propriété suivante :
Vue R™, (Du,p)=0=p=20 (I11.2.13)

Alors, la restriction de QDQ a Im(Q) est un isomorphisme de Im(Q) sur
Im(QDQ). En particulier, le probléme

QDQp = Q(b— Du°) (I11.2.14)

admet une solution unique i* dans Im(Q). De plus, i* est la solution dans
Im(Q) du probléeme (I11.2.11).

Preuve du théoréme 2.2:

Montrons que Ker(QDQ) et Im(Q) sont supplémentaires :
R™ = Ker(QDQ) & Im(Q)
R™ = Ker(QDQ) + Im(Q):

Soit g un élément de R™. On écrit

p=p—Qu+Qu
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On pose p1 = 1 — Qu et s = Qu. Alors s € Im(Q), et d’autre part,

QDQuy = QDQu— QDQAQu
= QDQu—QDQu (car Q> = Q)
=0

et donc p; € Ker(QDQ).

Ker(@DQ) N Im(Q) = {0} :

Soit p € Im(Q) tel que QDQu = 0. Alors DQu € Ker(Q), c’est-a-
dire DQu € Im(C) (d’aprés (I11.2.5)). Donc il existe o' € R™ tel que
DQu = Ca'. Mais par définition de Q,

(DQu,DCa) =0, Yae R™
En particulier, pour @ = o', on a
(DQu, DCa') =0
c’est-a-dire
(DQu, D(DQp)) =0

Comme la matrice D vérifie la propriété (IT11.2.13), ceci entraine que

DQu=0
[La matrice D étant inversible, alors

Qu=20

et ainsi, u € Ker(Q). Comme par hypothése p € Im(Q), d’aprés (I111.2.6) on
a

p=70
Par conséquent,

R™ = Ker(QDQ) & Im(Q) (I11.2.15)
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De plus, la restriction de QD@ a Im(Q) est un isomorphisme de Im(Q) sur
Im(QDQ).

Montrons maintenant que le probléme (I11.2.14) admet une unique solution
dans Im(Q).

Unicité
Elle découle directement de la relation (II1.2.15).
Existence

D’apres le théoréme 2.1, le probléme
DQji=b— Dy’ (T11.2.16)

admet une unique solution g* dans I'm(Q). En multipliant (II1.2.16) par @,
¥ est aussi solution de

QDQfi = Q(b— Du°) (T111.2.17)
Par suite, la solution i* dans Im(Q) du probléme (II1.2.16) est également la
solution dans Im(@) du probléme (I11.2.17). O
Le probléme d’interface projeté

Ainsi, au lieu de résoudre le probléme d’interface (I11.2.1), on calcule
p’ € Im(C) solution de (I1.2.8), c’est-a-dire u® = Ca® avec o € R™
solution de:

(DC)'DCa’® = (DC)'b (T11.2.18)
et on résout le probléme projeté, pour g € Im(Q):
QDQf = Qb — D)

Si on note i* la solution de ce probléme dans Im(Q), la solution du probléme
(IT1.2.1) est alors

~ %

p=p’+ [



2.2. Le probleme d’interface projeté 205

Calcul de la projection d’un vecteur v sur Im(C)" oo :

Le calcul de la projection orthogonale par rapport au produit scalaire (D., D.)
sur C*+ntp d’'un vecteur v consiste & trouver un « tel que:

v=Quv+ Ca
avec
(DCY(DQv) =0
ce qui équivaut a « solution de:
(DC)'DCa = (DC)' D (I11.2.19)

si les colonnes de C' sont linéairement indépendantes, la matrice (DC)'DC est
symétrique définie positive, ce qui nous ameéne a I'expression de la projection
orthogonale de v au sens de (D., D.), sur C''otp :

Q=1I1d - C(C'D'DC) *C'D'D

La matrice (DC)'DC est de petite dimension, donc la résolution de (111.2.19)
représente un cout négligeable.

Cas de la méthode O0O2

Nous allons maintenant montrer que, dans le cas de 2 sous-domaines, la
matrice interface D issue de la méthode OO2 (partie 11, chapitre 2) vérifie la
propriété (I11.2.13). Pour cela, nous nous plagons dans le cas suivant : nous
considérons I'équation de convection-diffusion de la partie I:

ou ou
L(u)=cu+a-—+b——vAu=
(v b f

avec les ceefficients a et b supposés constants, et f une fonction donnée.
L’espace Q = R? et est décomposé en deux sous-domaines ; = R~ x R et
Qy, = R" x R. L'interface I';5 entre les 2 sous-domaines est ainsi la droite
x = (. Sur cette interface, nous utilisons les conditions de transmission QOO?2.
Les opérateurs d’interface OO2 (partie I, chapitre 3) s’écrivent dans ce cas:

0 a—Va?+4dev 0 0?

B, = o o + ca(a, b)(?—y - C?’(a’b)a—y?

0 a++va®+4dev 0 0?
By = _(E a5, CQ(G‘ab)a_y + c3(a, b)a—yQ)
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Nous écrivons By et By sous la forme

0 0
— (= — A" — (= — AF
Bl (8’17 ap)’ BQ (877 ap)
avec
- a—+Va2+4cv 0 0?
+Vva® +4 0 0
Ay =TS TR L (0 b) = — es(a, b)—)
2v dy dy

Alors, I'algorithme de Schwarz additif s’écrit :

L) = f dans O
9 pi1y _ O

(E — A;p)(ug) sur I'y9

LS = f dans Q
0 p+1 0 + D
) = (% - Aap)(ul) sur 'y
3, 0
On introduit les fonctions pf = (a — A (uh) et ph = (5= — A} (uh) sur T'ys.

On introduit également les opérateurs M;, ¢ = 1,2 définis par:

M (f, ) =v avec

L(v)=[f dans (I11.2.20)
(% —AL) (W) = sur Iy (I11.2.21)

My(f,ue) =v  avec

L(v)=f dans (111.2.22)

(% —~AL)(v) = pp sur [y (111.2.23)

Alors, I'algorithme de Schwarz peut se réécrire sous la forme

u’f“)z <u’f)
<u’£“ T\ )t
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ot 7 et G sont les équivalents continus des opérateurs T' et G' vus a la partie
11, chapitre 2. L’opérateur T est défini ici par:

0

(5= — AL,) Ma(0, )
ox ap
Ha o
T( H2 > a 0

— — AT )M, (0,
(ax ap) 1( ’ /’61)
Le probléme d’interface que nous considérons est alors le probléme
(Id—T) < Zl ) =G (111.2.24)
2

Nous allons écrire I'expression de T en utilisant I’analyse de Fourier. Consi-
dérons la fonction v = M, (0, 1) solution du probléme (I111.2.20)-(111.2.21)
avec f = 0. Nous avons vu a la partie I, chapitre 2, section 2.1, qu’en prenant
la transformée de Fourier partielle par rapport a y de (I111.2.20) (avec f = 0),
la solution s’écrit :

0z, k) = a et B

ou At (k) est défini en (1.2.11) et «; est une constante qui est déterminée par
la condition aux limites (II1.2.21) sur I';5. On note A, (resp. A}) le symbole
de A, (resp. A})). La condition (IT1.2.21) en 2 = 0 devient:

(N (R) — Ay (R) = /i

De méme, en prenant la transformée de Fourier partielle par rapport a y de
(I11.2.22) (avec f = 0), la solution s’écrit

QA)(.'I," I{,’) = 0426)\7 (k)z

ou A~ (k) est défini en (1.2.10) et ay est déterminé par la condition aux limites
(I11.2.23) en = = 0:

Alors, |
A(k) — Ag(k)
A (k) = Az, (1))
T u(k) = (111.2.25)
XER) = M)
N (k) = Agy (1) (V)
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On introduit le taux de convergence p de I’algorithme de Schwarz (voir partie
I, chapitre 2, section 2.5). Rappelons la relation

NE(k) + A (k) = AL (k) + A () = % (111.2.26)
qui permet d’écrire p sous la forme

()

ap

A (k) = Ao (k)

ap

On pose r(k) = <)\+(k) o, (R

(II1.2.26) permet aussi, avec (I11.2.25), d’écrire Ty sous la forme::

Tu= < 2 ; ) ( Z; ) (I11.2.27)

Théoréme 2.3. La matrice D = (Id—"T) du probléme d’interface (111.2.24)
vérifie: (Dpu,p) = 0= p=0.

>. En particulier, on a p = 72. La relation

Preuve du théoréme 2.3:

Soit pu = < Zl ) tel que (Dp, ) = 0. Alors, en utilisant (I11.2.27):
2

) p . i — T fo
Dp=(up—"Tp) = . .
p=(—Tp) < iy — 140 )
Nous appliquons alors la formule de Plancherel :

(Dp, i) = (D, fr)
Alinsi,
D) = [ (D + (Do) (k)
= /R((/fl — o) fin + iz — i) i) (k) dk

= [ = riagi i+ o) ()
R
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La relation (Dpu, i) = 0 entraine donc:
Wi = i = i+ i) 0 = 0
c’est-a-dire
[P+ Yoy = [ rReGiiiar (1229

Si i, = 0, la relation précédente implique que jis = 0. De méme, si gy = 0,
alors g1y = 0. Supposons maintenant que fi; et fip sont non nuls. D’apreés la
relation (I11.2.28), on a

/R (i + o) (k)dk < / (21| i ) (k) (I11.2.20)

Or d’apres le théoréme 3.3 (partie I, chapitre 3), le taux de convergence
p = r? veérifie |p(k)| < 1, V k € R ce qui implique que |r(k)| <1, Vk € R.
Par suite , avec la relation (II1.2.29) on ontient

[+ sy )k < [ @i lliah )k
JR JR
c’est-a-dire
[ il = il A < o
R
et donc
| ] = 1| | <0
ce qui n’est pas possible.
Par conséquent, piy = pis = 0, et donc py = o, =0. O
2.3 Résolution par Palgorithme GCR projeté

Dans cette section, nous décrivons la méthode projetée du point de vue
de I’algorithme de résolution. Nous nous placons dans le cadre des méthodes
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de Krylov telles que la méthode GCR (Generalized Conjugate Residual, [42]
(Y. Saad, 1996)). L’algorithme GCR appliqué au probléme d’interface

Dp=b (I11.2.30)

consiste a chercher, a l'itération p, une solution approchée p? dans l'es-
pace de Krylov K, = {r% Dr° ..., DP~'r%} avec 10 le résidu initial, telle que
(DpP — b, Dw) = 0, Yw € K,,.

Ici, au lieu de résoudre le probléme (I11.2.30) par I'algorithme GCR, nous
le résolvons par 'algorithme GCR projeté suivant :

La phase d’initialisation va consister a calculer ;1 = Ca® avec o solu-
tion du probléme (IT1.2.18), c’est-a-dire

(DCY'DC® = (DC)" (T11.2.31)

— La phase d’itération consiste a calculer, a l'itération p, une solution
approchée p? du probléme d’interface (I11.2.30) sous la forme

pr=p + i
ou p* est une solution approchée du probléme
QDQ = Q(b — D)

que 'on cherche dans 'espace de Krylov

K, = {Qr'.QDQr", ... (QDQ) 1"}
avec " = Du’ —b
et telle que

(Dp? — b, D) = (D +1°, D) =0, Vi € K,
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Calcul de pP+!:

On construit une base orthonormée {1i°, ..., 0"~ '} de K,, avec
o' = Qr°
k-1
o = Qrf+ Z%,k,ﬂbi, 1<k<p-1
i—0
avec 1" = DupfF —b

et ,LLk — Mk*l 4 pkf‘lwkil

o v; 1 est tel que w* est orthogonal aux @, 1 <i <k —1, et oil p,_; est

tel que (Dp* —b, D) =0, 1 <i<k—1.

Alors, on construit u?*! avec la relation

1 ~
,Lép+ — MIJ +pp“)p
p—1
avec wf = Qr’+ E Yip-1W"
i=0

ol ;1 est tel que @P est orthogonal a {w?, ..., wP~'} = K,, et ot p, est tel
que (DpP™ — b, Dw') =0, 1 < i < p. Clest-a-dire que I'on a:

/’Lp+1 — :uo _l_ﬂp—H
avec P € Ky = {0’ .., 0"} + {0”}
et (D!t — b, Dw) = (D' +1° D) =0, Vi€ Ky

L’algorithme GCR projeté appliqué au probléme d’interface (I11.2.30) est
ainsi le suivant :

Algorithme 2.1 (Algorithme GCR projeté).

Phase d’initialisation de p :

On part d’un p° = Ca® vérifiant (II1.2.51), ¢’est-a-dire

(DC)'DCa® = (DC)'b
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Pour le résidu et la direction de descente, on a
" = D’ —b
o’ = Qr°

Phase d’itération :

On suppose connu les vecteurs puP, r?, wP

Calcul de Dw?

B (r?, DwP)
Pr = (D, Div)
MP+1 — ,Up + ppwp
Pt = P+ p, Du”
et la nouvelle direction de descente wP*! est calculée a partir de la projection
de r? sur (Im(C))*oto et est réorthogonalisée par rapport auc directions de
descente précédentes W', 1 <i <p:

Calcul de Qrr™! (I11.2.32)
(D(Qrr!), Du') .
ip = —, <1< [11.2.33
Tip (Dw', Dw?) =t=p ( )
p .
W= QP Y i (I11.2.34)
i=0

La différence de cet algorithme par rapport a I’algorithme GCR appliqué
au probléme (I11.2.30) est que les directions de descente engendrent 'espace
de Krylov K, = {Qr°, QDQr°, ..., (QDQ)?'r°}, avec ° = b — Dy, au lieu
d’engendrer 'espace de Krylov K, = {r°, Dr® ..., D" 1r°}. Ainsi, & chaque
itération, pP est calculé a partir des directions de descente, c’est-a-dire de
la projection du résidu sur (Im(C))+rtp, et non plus seulement & partir du
résidu, ce que permet que p? vérifie la contrainte (I111.2.2) a chaque itération.

Lemme 2.1. Supposons que la matrice D vérifie la propriété (I11.2.13).
Alors, dans l’algorithme GCR projeté, on a

Qr*r=0=r"=0

En particulier, l'algorithme GCR projeté ne peut pas stagner.
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En effet, supposons que le résidu P a litération p vérifie Qr? = 0. Par
définition,

r? = DpP — b= DjP + r°

avec i” € Im(Q) et r° € Im(DQ) d’apres (I11.2.12)). Donc r? € Im(DQ).
Ainsi, il existe f € R™ tel que r? = DQQ. Alors, r? = DQ(Qf) puisque
Q? = Q. Comme d’aprés le théoreme 2.2, la restriction de QDQ a I'm(Q) est
un isomorphisme de Im(Q) sur Im(QDQ), alors

Q' =QDQQA) =0 = QB=0

= =0 O

Le calcul du gradient projeté a chaque itération demande un produit par la
matrice (DC)'D et par C, et la résolution du probléme grossier (111.2.19).
La matrice C'D'DC' étant de petite dimension, la résolution du probléme
grossier (I11.2.19) représente un cott négligeable. C’est également le cas du
produit DC' car les modes grossiers qui constituent la matrice C' sont non
nuls seulement sur une interface. Afin de faciliter la programmation et la
parallélisation de 1’algorithme, on procéde de la fagon suivante :

Mise en ceuvre de algorithme

On calcule d’abord une base orthonormale au sens de (D.,D.) de Im(C).
Pour cela, la matrice (DC)'DC' étant symétrique définie positive, on calcule
sa factorisation de Cholesky :

(DC)'DC = LL'
puis on calcule C solution de
CL'=C

C étant la matrice relative a cette nouvelle base.
Par suite,

(DC)'DC =T

La résolution du probléme grossier (I11.2.19), a chaque itération, est alors
réduite a calculer

a = (DC)'Dv
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Solveur a deux niveaux

La méthode OO2 projetée peut ainsi étre vue comme une méthode de
résolution a deuz niveauz (|13]):

— Premier niveau:
un vecteur p” est calculé a chaque itération dans le but de réduire le
saut des quantités de raccord aux interfaces B;(u;) — B;(u;) des champs
de vitesse u sur les interfaces des sous-domaines.

— Deuxiéme niveau:
un probléme grossier est résolu afin de renforcer la continuité de la
partie liée aux basses fréquences des champs de vitesse sur les interfaces
des sous-domaines.

Remarque 2.1. Dans le cas du preconditionneur My, si la solution du pro-
bleme de départ est constante dans tout le domaine, alors le vecteur interface
p associé a u est dans Im(C) : p = p° et Ualgorithme converge en une itéra-
tion.

Remarque 2.2. Une autre classe d’algorithme comme [’algorithme OR-
THODIR ([42] (Y. Saad, 1996)) consiste a calculer la nouvelle direction
de descente wy, a partir de Dw, au liew de r”. On peut alors utiliser un algo-
rithme ORTHODIR projeté comme l'algorithme GCR projeté, en remplacant
les relations (111.2.32), (I11.2.33) et (II1.2.34) par

Calcul de Q(DwP*")

(Q(Dw*), Dur')
(D, af)

Vip = — 0<:<p

p
Wt = QD) + )y
=0

Dans le chapitre suivant, nous présentons des résultats numériques sur la
méthode OO2 preconditionnée avec M; ou M,, appliquée a I'équation de
convection-diffusion.
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Chapitre 3

Résultats numériques: I’équation
de convection-diffusion

Dans ce chapitre nous présentons des résultats numériques sur la méthode
002 préconditionnée avec M, ou M, et appliquée a I’'équation de convection-
diffusion. Le domaine de calcul est le carré unité [0, 1] x [0, 1]. Le schéma de
discrétisation en temps est celui du chapitre 4, partie II. Pour permettre au
lecteur de mieux voir les conditions aux limites utilisées, nous écrivons ici le
probléme sous sa forme simple:

Lu)=0,0<2z<1,0<y<1

)
a—Z(x,n:o, 0<z<1

(1,y) =0, 0<y <1, wu(r,0)=g, 0<2z<1

u(ozy):glu OSZJS 17

al
ox
0 0 1 At 8 0 0 0

1

et go des fonctions données. En prat1que c’est la forme incrémentale (voir
chapitre 4, partie II, probléme (I1.4.3)-(11.4.5)) que nous avons considérée (en
effectuant une seule itération en temps).

— vA, et gy

On considére un maillage cartésien & pas constant h = —— = .L ol Tyaz

imaz
est le nombre de points dans la direction des z et 4, le nombre de points
dans la direction des y (ici imez = Jmaz)- Cette équation est discrétisée par le
schéma volumes finis de la partie II, chapitre 4. Le terme (I1.4.10) (chapitre

4, partie II) est rajouté dans le schéma, afin d’enlever les oscillations de la
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solution. Dans la plupart des cas, nous prenons un C'F'L trés grand afin que
la solution soit proche de la solution stationnaire. Le carré unité est découpé
en K sous-domaines, sans recouvrement. L’application de la méthode O0O2
a cette équation conduit au probléme d’interface (11.2.8) (partie 11, chapitre
2). Celui-ci est résolu par 'agorithme GCR projeté, et chaque probléme lo-
cal par une méthode directe. Nous comparons les résultats obtenus avec les
préconditionneurs M et M.

Critére d’arrét  Pour chaque simulation numérique, on calcule dans
un premier temps une solution de référence u,.¢ en exécutant le code multido-
maine avec un résidu (défini p.171) inférieur a 1.d-9. On désigne par “ Erreur”
la norme L de la différence entre la solution u que 1’on calcule avec le code
multidomaine et cette solution de référence (voir p.171). Alors, dans tous les
cas tests effectués, le critére d’arrét est Frreur < 1.d — 6.

Remarque 3.1. Dans la forme incrémentale (voir chapitre 4, partie II, pro-
bleme (11.4.3)-(11.4.5)), ¢’est-a-dire celle que nous avons mise en ceuvre, nous
avons toujours des conditions aux limites homogenes sur le bord du domaine
global. Pour cette raison, nous prenons, dans la définition de My (définition
2.2), u; = 1 dans Q; et u; =0 la ou l'on a imposé une condition de Dirichlet.

Nous regardons d’abord I'influence de la discrétisation des conditions d’inter-
face (partie II, chapitre 4, section 4.4.2). Ceci permet de mettre en évidence
I'importance de la discrétisation de la condition de raccord aux points de
croisement des sous-domaines. Puis nous vérifions numériquement que dans
le cas on la vitesse de convection est nulle (cas symétrique), la convergence
est quasiment indépendante du nombre de sous-domaines. Nous considérons
ensuite le cas d’une solution globalement constante, afin de vérifier que dans
ce cas la méthode préconditionnée avec M, converge en une itération. Enfin,
nous montrons des résultats numériques d’abord dans le cas d’une vitesse de
convection de cisaillement, puis celui d’une vitesse de convection tournante,
avec une couche limite commencant au point (0,0) dans les deux cas.
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3.1 Influence de la condition de raccord aux
points de croisement des sous-domaines

Rappelons que dans la partie II, chapitre 4, section 4.4.2, nous avons in-
troduit trois types de discrétisation des opérateurs d’interface OO2: les opé-
rateurs (002); et (002), qui font intervenir seulement les termes d’ordre
0 et d’ordre 1 aux points de croisement des sous-domaines, et I'opérateur
(002)3 qui fait intervenir les termes d’ordre 2 aux points de croisement des
sous-domaines. C’est P'opérateur d’interface (002); qui donne la meilleure
convergence de l’algorithme, sans préconditionnement. L’objet de cette sec-
tion est de regarder le comportement des préconditionneurs M; et My avec
ces différents opérateurs d’interface. Pour cela, on considére le probléme

Lu)=0,0<2<1,0<y<1
Bu
w(0,9)=1, 0<y <1, aZ(x,l)zO,nggl

)
a—u(l,y):O, 0<y<1l, u(0)=0,0<z<1
T

avec une vitesse de convection a =y, b= 0.

Le tableau 3.1 montre que la convergence obtenue avec le préconditionneur
M, est trés sensible aux choix de I'opérateur aux points de croisement des in-
terfaces. En particulier, la convergence est meilleure uniquement dans le cas
de l'opérateur d’interface (O02)s. Pour le préconditionneur M;, la conver-
gence est pratiquement indépendante du choix de 'opérateur d’interface.

(002); | (002); | (002);
sans précd 52 52 39
avec précd M, 50 ol HY)
avec précd M, 128 155 35

Tableau 3.1: Nombre d’itérations, 4 x 4 sous-domaines
a=y, b=0, v=1d-2, CFL=1.d9, h:wi1
Critére d’arrét : Erreur < 1.d — 6

Dans les sections suivantes nous ne considérerons que le cas de l'opérateur
d’interface (002)s.
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3.2 Vitesse de convection nulle: opérateur sy-
métrique

Dans cette section nous vérifions numériquement, que dans le cas ou la

vitesse de convection est nulle (cas symétrique), la convergence de la mé-

thode préconditionnée (avec M; ou M,) est indépendante du nombre de
sous-domaines. Nous considérons le probléme

Lu)=0,0<z<1 0<y<l1
0

u(0,y) =e™ ™, 0<y <1, a—“(:c,l)zo., 0<z<1
Yy

0
a—“(l,y):o, 0<y<1, w0 =" 0<z<1
A

On suppose que le champ de vitesse de convection est nul: a = b = 0.

002 avec preconditionneur M1 ——
002 sans preconditionneur -----

Log_10 (Erreur)

L 4x4 S 88

0 10 20 30 40 50 60 70
Nombre d'iterations (GCR)

Fi1G. 3.1: Préconditionneur M;, N X N carrés (N = 2,4,8)

vitesse de convection nulle, v = 1.d0, CFL =1.d5, h= Q}j
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0 =T T T T T T

002 avec preconditionneur M2 —
002 sans preconditionneur -----

5
L
g
e .
3 L 4x4 S 8x8
s i
1 1 1 1 1 1
0 10 20 50 60 70

30 40
Nombre d'iterations (GCR)

Fi1G. 3.2: Préconditionneur My, N X N carrés (N = 2,4,8)

vitesse de convection nulle, v = 1.d0, CFL = 1.d5, h = ﬁ

Les figures 3.1 et 3.2 montrent que la convergence de la méthode projetée,
avec M ou M, est quasiment indépendante du nombre de sous-domaines.

Remarque 3.2. Pour un opérateur symétrique, les préconditionneurs My et
My sont trés proches.

En effet, lorsque la vitesse de convection est nulle et la constante A%,

nulle, les modes grossiers de M, sont constants sur une interface sauf prés
des points du bord ou I'on a imposé une condition de Dirichlet (a cause de
la discrétisation des dérivées tangentielles) et nuls sur les autres interfaces.
Ainsi ils coicident presque tous avec les modes grossiers de M;. Si nous ne
rajoutons pas la condition de Dirichlet dans la définition de M,, alors la
convergence avec M et M, est la méme (figure 3.3).

non
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0 T T T T T T T T
002 avec preconditionneur M2 —
002 avec preconditionneur M1 ¢
1k i
2+ 4
i}
e
|
g 4r -
—
5+ 4
6 - i
_7 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Nombre d’iterations (GCR)

Fi1G. 3.3: Comparaison des préconditionneurs M; et M, lorsque
I’on ne prend pas en compte les conditions de Dirichlet dans M.

4 x 4 sous-domaines, vitesse de convection nulle, v = 1.d0, CFL = 1.d5, h = ﬁ

3.3 Solution constante dans le domaine global

Dans cette section nous vérifions numériquement que la méthode précon-
ditionnée avec M, converge en une itération lorsque la solution est globale-
ment constante. Nous considérons le probléme

Lu)=0,0<z<1,0<y<1
)
u(0,y) =1, 0<y <1, a—Z(x,1)—0, 0<z<1

)
a—“(l,y):o, 0<y<1, u(z0)=10<z<1
xXr
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On suppose que le champ de vitesse de convection est a = y, b = 0. Dans
ce cas, la solution stationnaire est constante dans tout le domaine: u = 1
dans [0, 1]%. Le tableau 3.2 montre que la méthode préconditionnée par M,
converge en une itération. En effet, le vecteur interface p associé a u est dans
I'espace grossier du préconditionneur M, (voir la remarque 2.1).

nombre d’itérations | log,,(Erreur)
002 sans précd 19 -8.389439
002 avec précd M, 21 -8.207403
002 avec précd My 1 -10.867021

Tableau 3.2: Nombre d’itérations, 8 x 1 sous-domaines
a=y, b=0, v=1d-2, CFL=1.d40, h = 553
Critére d’arrét : Erreur < 1.d — 8

3.4 Vitesse de convection de cisaillement

Dans cette section nous regardons le comportement de la méthode pré-
conditionnée dans le cas d'un champ de vitesse de convection de cisaillement :

a=1y, b=0.

Nous considérons le probléme:

Lu)=0,0<z<1 0<y<l1
)
w(0,y) =1, 0<y <1, a—Z(m,1):0, 0<z<1

)
a—“(l,y):o, 0<y<1l, u(0)=0,0<z<1
xr

Le carré unité est d’abord découpé en bandes verticales (vitesse de convection
normale aux interfaces) puis horizontales (vitesse de convection tangente aux
interfaces) et ensuite en carrés.
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F1G. 3.4: Préconditionneur M;, N X 1 bandes (N = 4,8,16,32)
incidence normale

a =1y, b:o, I/:]_.d*2, CFL:ldg’ h:ﬁ

T T
002 avec preconditionneur M2 —
002 sans preconditionneur -----

Log_10 (Erreur)
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F1G. 3.5: Préconditionneur My, N X 1 bandes (N = 4,8,16,32)
incidence normale
a=y, b=0,v=1d—2, CFL=1.d9, h= -

161
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T
002 avec preconditionneur M1 ——
002 sans preconditionneur -----

Log_10 (Erreur)

w32\
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Nombre d'iterations (GCR)

F1G. 3.6: Préconditionneur M;, 1 X N bandes (N = 4,8,16,32)
incidence tangentielle

a =1y, b:O, I/:]_d*2, CFL:]_dg, h:%

T
002 avec preconditionneur M2 —
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Log_10 (Erreur)
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F1G. 3.7: Préconditionneur M5, 1 X N bandes (N = 4,8,16,32)
incidence tangentielle

a =1y, b:O, I/:ld—27 CFL:1d97 ]’LzllH
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Fi1G. 3.8: Préconditionneur M;, N X N carrés (N = 2,4,8)
4=y b=0 v=1d—2 CFL=1d9, h— -
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a=vy, b=0,v=1d—2, CFL=1.4d9, h= -
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Dans le cas d'un découpage ou la vitesse de convection est perpendiculaire
aux frontiéres des sous-domaines, on constate que pour les deux précondition-
neurs M; et M,, la convergence est améliorée uniquement, sur les premiéres
itérations (figures 3.4 et 3.5). Dans le cas d'un découpage ou la vitesse de
convection est tangente aux frontiéres des sous-domaines, le préconditionneur
M, n’améliore pas la convergence (figure 3.6). Par contre la convergence est
ameéliorée avec le préconditionneur M, (figure 3.7).

Pour un découpage plus général, le préconditionneur M, améliore légérement
la convergence (figure 3.9) ce qui n’est pas le cas du préconditionneur M; (fi-
gure 3.8). Le fait de changer d’espace de Krylov fait que la convergence de
Ialgorithme GCR projeté peut étre moins bonne que celle de I’algorithme
GCR initial. C’est ce qui se passe dans le cas du préconditionneur My, ou la
convergence est meilleure uniquement sur les premiéres itérations.

3.5 Vitesse de convection tournante

Dans cette section nous regardons le comportement de la méthode pré-
conditionnée dans le cas d'un champ de vitesse de convection tournant:
1 1 1

a=—sin(m(y — 3))cos (r(z — 1)) et b= cos (r(y — 3)) sin (7(z — 3)).

Nous considérons le probléme

Lu)=0,0<z<1 0<y<l1
Bu
w(0,) =0, 0<y <1, aZ(;p,l):o, 0<z<1

B
8—“(1,;;):0, 0<y<1, wu@0)=1,0<z<l1
T

Les figures 3.10 et 3.11 montrent que la convergence de la méthode projetée
avec My est meilleure que celle obtenue avec M. La figure (3.12) permet de
comparer M; et My. LLa méthode OO2 projetée avec M, a une convergence
pratiquement indépendante du nombre de sous-domaines (figure 3.11).
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002 avec preconditionneur M1 —
002 sans preconditionneur -----

T i
e
)
o
= 4
e
3 .. 8x8
A 4
L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Nombre d'iterations (GCR)

F1G. 3.10: Préconditionneur M;, N X N carrés (N = 2,4,8)
vitesse de convection tournante, v =1.d — 2, CFL =1.d9, h = -~

T T T
002 avec preconditionneur M2 ——
002 sans preconditionneur -----

T |
2
g
o
2 4
3 . 4x4 S 8x8
2X2 4x4 8x8
7+ m
Il Il Il Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Nombre d'iterations (GCR)

FiGg. 3.11: Préconditionneur Ms, N X N carrés (N = 2,4,8)
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002 avec preconditionneur M2 —
002 avec preconditionneur M1 -----

Log_10 (Erreur)

oy | 2x2 4x4
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Nombre d'iterations (GCR)

Fi1G. 3.12: Comparaison de M; et M,, N X N carrés (N = 2,4,8)

vitesse de convection tournante, v =1.d — 2, CFL =1.d9, h = 2%

3.6 Conclusion

La méthode OO2 préconditionnée consiste a projeter, a chaque itération,
les solutions dans I'orthogonal d’un espace grossier. Ceci a pour but d’avoir
une convergence indépendante du nombre de sous-domaines. Avec 'espace
grossier du préconditionneur M; (celui du cas symétrique), la convergence est
pratiquement indépendante du nombre de sous-domaines pour un probléme
symétrique. Par contre, ce n’est plus le cas pour un probléme de convection-
diffusion. Dans certains cas, la convergence est moins bonne que celle de la
méthode sans préconditionnement. La convergence est faiblement dépendante
du nombre de sous-domaines dans le cas de la vitesse de convection tournante.
[espace grossier du préconditionneur M; est mieux adapté a I’équation de
convection-diffusion, et la convergence est améliorée de beaucoup

— dans le cas ot la vitesse de convection est nulle (cas symétrique), alors la
convergence est quasiment indépendante du nombre de sous-domaines.

— dans le cas de la vitesse de convection tournante. L.a convergence est
faiblement dépendante du nombre de sous-domaines dans ce cas.
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dans le cas de la vitesse de convection de cisaillement, lorsque celle-ci
est tangentielle aux frontiéres des sous-domaines.

La convergence est peu ou pas améliorée

dans le cas ou la vitesse de convection est de cisaillement et est perpen-
diculaire aux frontiéres des sous-domaines. Les méthodes avec et sans
préconditionneur donnent quasiment la méme convergence dans ce cas.

— dans le cas ou la vitesse de convection est de cisaillement, et ou le do-
maine de calcul est découpé en carrés. Dans ce cas le préconditionneur
My améliore légérement la convergence.

Néanmoins il faut des conditions de raccord spécifiques aux points de croise-
ment des sous-domaines, pour avoir une bonne efficacité du préconditionneur
M.
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Quatriéme partie

Etude de conditions de raccord
aux points de croisement des
sous-domaines
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Chapitre 1

Introduction

Comme nous ’avons remarqué dans le corps du travail, dans le cas d’'un
découpage général du domaine, 'utilisation de conditions d’interface d’ordre
2 dans la direction tangente a l'interface souléve un probléme crutial, celui
des conditions de raccord aux points de croisement des sous-domaines. Aux
chapitres I1.4 et T11.3, nous avons imposé numériquement aux points de croi-
sement un condition sur le saut des dérivées tangentes de la solution, ce qui
permet d’améliorer nettement la convergence. C’est un probléme difficile et
cette partie constitue une premiére approche. Nous montrons, dans le cas
d’un découpage en polygones convexes et pour un type de condition de rac-
cord aux points de croisement des sous-domaines, que les problémes locaux
dans les sous-domaines admettent une unique solution.
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Chapitre 2

Problémes locaux biens posés

Ce chapitre a pour objet ’étude de conditions de raccord aux points de
croisement des sous-domaines afin que les problémes locaux, dans chaque
sous-domaine, intervenant dans la méthode OO2 soient bien posés. Nous
étendons la technique développée dans [35] (F. Nataf, 1998) a I’équation de
convection-diffusion (de la partie I):

cu+ a(z, y)% + b(:L‘,y)Z—Z —vAu = [ dans ()

v = 0 sur 0f)

On cherche a résoudre ce probléme par la méthode OO2 (partie 11, chapitre
2). Cette méthode consiste a résoudre un probléme condensé sur les interfaces
des sous-domaines, avec des conditions de raccord sur les interfaces qui sont
les conditions OO2 (partie I, chapitre 3). Dans un cadre continu, 'opérateur
d’interface OO2 pour un sous-domaine §2; s’écrit sous la forme:

0 0 0*
—C+Ccg—

8ni aTi B (33@

1

Bi:

a.n;—+/(a.n;)2+4cv . ., . .
avec ¢ = — (am) ¢y et cg les coefficients optimisés (voir partie I
o ) 3 )

chapitre 3), n; la normale extérieure a €2; et T; le vecteur tangent unitaire.

Nous allons voir que l'utilisation de conditions d’interface d’ordre 2 dans
la direction tangentielle nécéssite d’ajouter des conditions de raccord aux
points de croisement des sous-domaines pour que le probléme local a chaque
sous-domaine soit, bien posé.
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Nous commencons par introduire des notations suivant |35] (F. Nataf, 1998).
Nous définissons ensuite le probléme local et montrons, sous certaines condi-
tions, que ce probléme est bien posé.

2.1 Notations

Soit €2; un sous-domaine de €2, que I’on suppose polygonal et convexe. On
suppose que €); a n, sommets S;, 1 < j < n, qui sont numérotés tels que
Sj41 suit S; dans le sens direct (Sp,41 = Sy = Si). On note T'; le segment
d’extrémités S;_; et S;, pour 2 < j < ng, et I'y le segment d’extrémités S,
et Sy (voir figure 2.1). On note n; la normale extérieure a T'; et 75 le vecteur
tangent unitaire.

F1G. 2.1: Notations des interfaces et des sommets de )

On note D I'ensemble des indices j pour lesquels on a imposé une condi-
tion de Dirichlet sur T';, et A I'ensemble des indices j pour lesquels I'; est
une interface, c¢’est-a-dire ot 'on a imposé une condition OO2. Pour chaque
I';, j € A, onnote a; = ci(a.n;), f; = co(a.ny,a.7j) et v, = c3(a.n;, a.7j).
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Ainsi,
eu=0surl’jsijeD

ou ou 0%u
=gjsur;sijeA
J

*om M or T Mon
J

On;
oul g; est une fonction donnée.
On introduit, pour m = 1 ou 2 I'espace:
H™ () = {u e H" () / ulp, € H™(I';) pour j € A et ulp, =0 pour j € D}

qui est muni de la norme

lullan o) = \/||u|2w+ S (ful ey

Jj=lns

et du produit scalaire associé:

(1, 0)2m () = (U, 0) Frm(e;) + Z (ulr;s vlr,) ey

Jj=1,ng
Lemme 2.1. (H™ (%), ||.||sm(q.)) est un espace de Hilbert.

En effet, montrons que (H™(€%), ||.||zm(q;)) est complet :

Soit (v¥)%2, une suite de Cauchy dans H™(€;). Alors (v%)%, est une suite de

Cauchy dans H™(;). Comme H™(£2;) est un espace de Hilbert, il existe un

élément v € H™(;) tel que klim (v*) = v dans H™(€;). De méme, il existe

. — 00

w e H™T,) tel que klim (v¥]r,) = w dans H™(T;). On utilise alors le fait
—0C

que D'application trace o : u € H™(;) — ulr, € H'/*(T;) est continue,

ce qui implique que klim (70(v*)) = 70(v) dans H™(T;). Par suite, w = v|r,,

—00
et donc v € H™(€);). O
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2.2 Définition du probléme local et étude de
I’existence et de I'unicité d’une solution

Nous écrivons le probléme local au sous-domaine €2; sous la forme:

0 0
cu + a(x, y)% + b(x, y)a—Z —vAu = f dans (IV.2.1)
w =0 sul, jeD (IV.2.2)
ou ou 0%u )
a—nj — QU + ﬁ]a—n — ’Yja—TJ? = g; sur Fj, ] € A (IV23)
ou ou
(%’+18,,_—j+1 - 'Xia—ﬁ) —du = h; enS; (IV.2.4)

on f € L*(), g; € L*(T;), j € A sont des fonctions données, h; € R est
donné, et ¢; une constante a choisir. Alors nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.1. On suppose que L est a cefficients constants. On suppose
également que :

5; + (@_25“1) >0 Vj=1,..,n,
Alors le probléeme (IV.2.1)-(1V.2.4) admet une unique solution u € H?(€;).
Preuve du théoréme 2.1:
Soit u € H*(;). Alors, la relation (IV.2.3) a bien un sens dans L*(I';),

car ulp, € H?*(T;). De méme, les termes intervenant dans (IV.2.4) ont un
sens car

u € H* () = ulr, € H*(T;) CCHI'y), j€ A
Nous allons démontrer le théoréme en trois étapes:
— Ecriture de la formulation faible.

Existence et unicité d'une solution u dans H'(€;) de la formulation
faible, par le théoréme de Lax-Milgram.

~ La solution u de la formulation faible est en fait dans H?*(€;), c’est
donc I'unique solution du probléme (IV.2.1)-(IV.2.4).
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1) Formulation faible :

Nous allons appliquer le théoréeme de Lax-Milgram (voir par exemple [4] (H
Brezis, 1992)). Pour cela, écrivons la formulation variationnelle du probléme
(IV.2.1)-(IV.2.4) dans H*(Q;) -

Soit u € H'(€;); en multipliant 'équation (IV.2.1) par v € H'(;) et en
I'intégrant sur €2;, on a:

Yo € Hl(Qz‘), /ﬂi(mw +ag—zv + bg—ZU +ryu. Ju)— yj;l . g—zjv = /Q fo

0
En remplagant a—u sur ['; a I'aide de la relation (IV.2.3), on obtient :
n;

ou ou
Yo € HH (), / (cuv + oy 0y U v)
Jo,

ox oy
—y Z / g; + aju ﬂja vja 2 / fo
Jj=1,n,

En utilisant la formule de Green sur £2;, on obtient :

Yo € H'(), / (cuv+aa—v+ba—v+uvu &%)
Q;

ox Ay
ou 81} ou s,
+1/7._z1;1 /F]( a]uv+ﬁ]a v+ Vi gy 8 l/j_z];1 [’VjaT.jv]Sjﬂ
= f1)+1/ /qv

Le terme v(S;) a bien un sens puisque
veH ()=, e H(T;) cC(Ty), je A

On remarque alors que

T m%v}zl -y m(g—fj)rj - vj+1(%>|%)<sj>v(sj> (IV.2.5)

j=1,ns Jj=1ns
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Par conséquent,

du du
Vo € H'(), / (cuv+a—v+b—v+uvu v V)
Q.

ox oy
+ yj;ls/ —q uv+ﬂ7a +%6871-1,j(;977-)j)
_uj_;mmg—;m w(aa“ ey )(55)0(S))
= /va—i_yj;’ns/ﬂ'g?v

On utilise ensuite la condition de raccord (IV.2.4) au sommet S;, ce qui
permet d’obtenir :

Vo € H'(), / (cuv + (18—1) + ba—v + v/ u. 7 v)
Q ox 3

ou v
+ v Z / oz]uv+6ja vt Yig g)#-y Z d;u(S;)v(S))
J

Jj=1,ns
/fv-l—l/Z/g?v—z/Zhv
Jj=1ns j=1,ns

On pose donc

Yo e H'(), a(u,v)—/ (cuv+aa—v+ba—v+yvu v V)

i

! ou Ov
+v )y /(CYjUUJrﬁjﬁU*'%ﬁﬁ)-i-V > du(S)v(S))

j=lng Ty

/fv+1/2/qjv1/2hv

j=1ln, j=1,n,

Et la formulation faible s’écrit :

Trouver u € H'(€2;) tel que
Vo € H' (), a(u,v) = £(v) (IV.2.6)

Notons que les fonctions u et v étant dans H'(€;), ulr; et v|p, sont dans
H'(T;) € C%T;), et donc les termes u(S;) et v(S;) ont bien un sens.
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2) Ezistence et unicité d’une solution de la formulation faible :

Vérifions maintenant chaque hypothése du théoréme de Lax-Milgram :
o (H' (), ||-l21(0,)) est un espace de Hilbert :

Cette propriété est démontrée au lemme 2.1.

e ( est une forme linéaire continue sur H'(€2;)

Soit v € H'(€;). £ est une forme linéaire, et

ol +v Y Ngsllzapllolleay +vCi Y hlllollmay)

j=1,n, j=1,n,

)] <1120

ou C; > 0 est une constante. Le troisiéme terme de cette relation provient du
fait que I'injection de H'(T';) dans C°(T';) est continue. En utilisant 'inégalité
de Cauchy-Schwarz (pour les ve(’teurq), il existe une constante C' > 0 telle
que:

Vo e HU(Q),  [£v)] < Cllolhuga,

ce qui montre que £ est continue sur H'(€2;).

e a est une forme bilinéaire continue et coercive sur H' () :

La continuité de a sur ’Hl(Q_Z) s’obtient également en utilisant le fait que I'in-
jection de H'(T';) dans C°(T;) est continue, et 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Montrons que a est coercive:

Soit u € H'(£).
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Alors,
/ cu +/ a—u+b—u+/ v(vu)?)
Q
au
fyz ozju +VZ ﬁja U+VZ 7]
Jj=1,ng Jj= 1715' Jj=1,ng
+ v Z 5ju
Jj=1,ng
On a
ou ou a 0 b 0
— b_ - - 12 e ‘2
Qi(]ax?j_'— ay“ /91,28:13(“)_}_2811(71)
_ Z / a.nj 9
j=1,ms ' Ti 2
Et,

0T [ g = v [ Gann =y TG

J=1ns Jj=1ns

-y Z ﬂj _26.7'4-1 uQ(Sj)

jzl’ns

La derniére égalité provient de la relation (IV.2.5), appliquée ici au terme

> ey

Jj=1ns

Alors,
a(u,u) = /CU2+ Z/(a' J—l/aj)u2+l// (Vu)®
o S J 2 o
ou (Bj — Bj+1)
sr 3 [y X 6+ )
j=1,ns L J =1,ng
Or,
a.n; (a.n;)? + 4ev a.n; (any)? + 4ev
= 20 p TWT
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Alors, si on suppose que 6, + w >0,Vj=1,..,ns on a:

(a.n;)? +4cv

a(u,u) = min(e, v)|ullfq,) + min (min( vyl

Donc il existe C' > 0 tel que
Yu € H' (), alu,u) > C"||u||3{1(ﬂi)
ce qui démontre la coercivité de a(.,.).

On applique alors le théoréme de Lax-Milgram, ce qui démontre I'existence
et I'unicité d’une solution u € H*(€2;) du probléme variationnel (IV.2.6).

3) Régularité H*(SY) de la solution u :

La démonstration est la méme que dans [35] (F. Nataf, 1998). Nous rap-
pelons juste les trois étapes principales de cette démonstration :

1. Soit u la solution du probléme variationnel (IV.2.6). Alors, sur chaque
segment I';, 1 < j < n,, ulp, € HY?(I';). Cette étape utilise des
résultats d’interpolation de [28| (J.L. Lions et E. Magenes, 1968).

2. u € H*(Q;). Cette étape utilise des résultats de régularité pour les
problémes aux limites dans des polygones de [18| (P. Grisvard, 1992).

3. ulr, € H(T;), 1 < j < n,.

Donc la solution u du probléme variationnel (IV.2.6) est dans H?(€2;) et c’est
la solution du probléme (IV.2.1)-(IV.2.4). O
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Conclusion
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Dans cette étude, nous avons présenté une nouvelle méthode de décom-
position de domaine sans recouvrement, itérative, parallélisable, pour des
équations a convection dominante. C’est une méthode de type Schwarz ou
les conditions d’interface, utilisant la théorie des conditions aux limites arti-
ficielles (CLA), permettent d’obtenir un algorithme convergent avec un taux
de convergence optimisé. Les conditions d’interface sont d’ordre 1 dans la
direction normale, et d’ordre 2 dans la direction tangente a I'interface. [.’al-
gorithme consiste en une reformulation de méthode de type Schwarz sous la
forme d’un probléme d’interface, celui-ci étant résolu par un algorithme de
type Krylov.

Les tests numériques que nous avons présentés pour différents schémas ont
prouvé que I'utilisation des conditions d’interface OO2 permet de réduire net-
tement le nombre d’itérations de nécessaire pour atteindre la convergence,
par rapport aux conditions d’interface de Dirichlet (avec recouvrement), ou
aux approximations “basses fréquences” d’ordre 0 (de type Robin) et d’ordre
2 des CLA. Comme le temps de calcul dans une itération est le méme quelle
que soit la condition d’interface utilisée, le temps de calcul global est nette-
ment réduit (I'utilisation de conditions d’ordre 2 n’augmente pas la largeur
de bande des matrices locales).

Les simulations numériques ont montré une vitesse de convergence indépen-
dante de I'angle de la vitesse de convection par rapport aux interfaces. Ceci a
pour conséquence, pour un nombre de sous-domaines fixé, d’avoir une conver-
gence indépendante de la fagon dont on découpe le domaine (en bandes ou
en rectangles). Ainsi la méthode OO2 s’applique pour des découpages quel-
conques du domaine de calcul, sans avoir & tenir compte des phénoménes
physiques tels que les couches limites ou les zones de recirculation. Nous
avons mis aussi en évidence le fait que la convergence de la méthode est
peu sensible aux variations des paramétres physiques intervenant dans le
probléme (vitesse de convection, viscosité) ainsi qu’aux paramétres de dis-
crétisation (pas de temps, pas du maillage).

Néanmoins, a ce stade, la convergence se dégrade lorsque le nombre de sous-
domaines augmente. Pour améliorer la convergence, nous avons introduit
un préconditionneur “basses fréquences”. Il s’agit d’une extension aux pro-
blémes non symétriques d’un préconditionneur utilisé pour les problémes sy-
métriques. Celui-ci consiste, a chaque itération de ’algorithme, a projeter les
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solutions dans I'orthogonal d’'un espace contenant des fonctions spécifiques.
L’originalité de ce préconditionneur réside dans le choix de cet espace, de
sorte qu’a chaque itération on capture la partie “basses fréquences” de la so-
lution. Les tests numériques ont montré que la vitesse de convergence était
maintenant quasiment indépendante du nombre de sous-domaines dans le
cas de la convection nulle (cas symétrique) et également dans le cas de la
convection tournante.

Ceci fait de la méthode OO2 préconditionnée une méthode tres efficace, peu
cotiteuse et robuste.

Cependant, dans le cas de découpages quelconques du domaine de calcul,
I'utilisation de conditions d’interface différentielles d’ordre deux dans la di-
rection tangente a l'interface nécessite d’ajouter des conditions de raccord
aux points de croisement des sous-domaines. Nous avons montré, dans le
cas d’un découpage en polygones convexes et pour un type de conditions de
raccord aux points de croisement, que le probléme local dans chaque sous-
domaine est bien posé. L’écriture de ces conditions au niveau de 1’algorithme,
et pour des sous-domaines autres que des polygones reste a notre connais-
sance un probléme ouvert.

La méthode OO2 a été appliquée a d’autres problémes tels que ceux de type
Helmholtz (Philippe Chevalier, thése 1998). I’extension a la résolution des
équations d’Euler fait aujourd’hui 'objet de la these de Thierry Gonzalez.
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