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R!sum!Ce travail a pour objet le d.veloppement et l1.tude d1une m.thode de d.com4position de domaine6 la m.thode Optimis.e d1Ordre 8 9OO8:6 pour la r.so4lution de l1.quation de convection4di<usion= Son atout principal est de per4mettre d1utiliser un d.coupage quelconque du domaine6 sans savoir @ l1avanceoA sont situ.s les ph.nomBnes physiques tels que les couches limites ou leszones de recirculation= La m.thode OO8 est une m.thode de d.compositionde domaine sans recouvrement6 it.rative6 parall.lisable= Le domaine de calculest divis. en sous4domaines6 et on r.sout le problBme de d.part dans chaquesous4domaine6 avec des conditions de raccord sp.ciFques sur les interfacesdes sous4domaines= Ce sont des conditions di<.rentielles d1ordre H dans ladirection normale et d1ordre 8 dans la direction tangente @ l1interface quiapprochent6 par une proc.dure d1optimisation6 les Conditions aux LimitesArtiFcielles 9CLA:= L1utilisation des CLA en d.composition de domaine per4met de d.Fnir des algorithmes stables= Une reformulation de la m.thode deSchwarz conduit @ un problBme d1interface= Celui4ci est r.solu par une m.4thode it.rative de type Krylov 9BICG4STAB6 GMRES6 GCR:=La m.thode est appliqu.e @ un sch.ma aux di<.rences Fnies d.centr.6 puis@ un sch.ma volumes Fnis= Un pr.conditionneur Ubasses fr.quencesV est en4suite introduit et .tudi.6 dans le but d1avoir une convergence ind.pendante dunombre de sous4domaines= Ce pr.conditionneur est une extension aux pro4blBmes non4sym.triques d1un pr.conditionneur utilis. pour des problBmessym.triques= EnFn6 l1utilisation de conditions di<.rentielles d1ordre 8 le longde l1interface n.cessite d1ajouter des conditions de raccord aux points de croi4sement des sous4domaines= Une .tude est men.e a ce sujet6 qui permet demontrer que les problBmes dans chaque sous4domaine sont bien pos.s=Mots cl&s' D&composition de domaine0 conditions aux limites arti4cielles0m&thode Optimis&e d7Ordre 8 9OO8:0 probl<mes de convection>di?usion0 m&>thode de volumes 4nis0 pr&conditionneur0 calcul parall<le0 Calcul Haute Per>formanceDLaboratoires d7accueil'W O=N=E=R=A=6 Service DTIMZCHP6 8] Avenue de la Division Leclerc6 BP^86 ]8_88 CHATILLON Cedex=W CMAP6 Ecole Polytechnique6 ]HH8` PALAISEAU Cedex=



AbstractThe purpose of this work is the design and study of a domain decompositionmethod4 the Optimized Order 7 8OO79 method4 in order to solve convection<di=usion equation? Its main advantage is that it is a general domain decom<position technique4 with no a priori knowledge of the boundary layers or therecirculation zones location? The OO7 Method is an iterative non overlappingdomain decomposition method? The domain is divided into subdomains4 andthe physical problem is solved in each subdomain4 with speciCc conditions atthe interfaces? These conditions are di=erential equations of order D in the nor<mal direction and of order 7 in the tangential direction to the interface4 whichare optimized approximations of ArtiCcial Boundary Conditions 8ABC9? Theuse of ABC in domain decomposition produces stable algorithms? A refor<mulation of the Schwarz algorithm leads to an interface problem4 solved by aKrylov type algorithm 8BICG<STAB4 GMRES4 GCR9? The OO7 Method isused with an upwind di=erence scheme4 and a Cnite volume scheme? A Nlowwave numberO preconditioner is introduced and studied in order to make theconvergence independent of the number of subdomains? This preconditioneris an extension to non<symmetric problems of a preconditioner used for sym<metric problems? Along with the use of di=erential conditions of order 7 alongthe interface4 we need to add conditions at interface cross<points? A studyof one type of cross<points conditions leads to well<posed problems in thesubdomains?Keywords( Domain decomposition methods2 arti3cial boundary conditions2Optimized Order 9 :OO9; method2 convection=di>usion problems2 3nite vo=lume methods2 preconditioner2 parallel computing2 High Performance Com=putingD
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 Les calculateurs ) architecture parall-le sont devenus un outil majeurpour le calcul scienti4que6 car ils o7rent une grande puissance6 que ce soit enterme de place m9moire ou de rapidit9 des calculs: Cette puissance est at<teinte par la multiplication des performances d>un processeur par le nombrede processeurs: Cette perc9e informatique soul-ve de nouvelles questions @ larecherche de m9thodes num9riques qui soient eAcaces et parall9lisables:Les m9thodes de d9composition de domaine permettent de d94nir des al<gorithmes performants et adapt9s aux machines parall-les: Elles consistent )partager le domaine de r9solution d>une 9quation aux d9riv9es partielles ensous<domaines: On peut ainsi traiter des probl-mes de grande taille pour les<quels aucun ordinateur n>aurait ) lui seul une place m9moire suAsante: Parune reformulation du probl-me6 celui<ci peut Ftre transform9 en un probl-me9quivalent dont les inconnues sont des fonctions d94nies sur les interfacesdes sous<domaines Gm9thodes dites de sous<structuration ou de type SchurJ:La r9solution du probl-me d>interface par une m9thode it9rative Gde typegradient conjugu9J s>e7ectue par des r9solutions successives de probl-mes lo<caux Gpar sous<domaineJ ind9pendants6 ce qui permet d>utiliser eAcacementles calculateurs parall-les @ chaque sous<domaine est attribu9 ) un proces<seur qui r9sout son probl-me ) l>aide des donn9es contenues dans la m9moirelocale: Lors de la r9solution du probl-me d>interface6 les interactions entresous<domaines sont trait9es par les phases de communication entre proces<seurs: Pour que la vitesse de convergence soit proche de l>optimum6 il estn9cessaire de choisir de KbonnesL conditions de raccord sur les interfaces dessous<domaines6 ainsi que des pr9conditionneurs sp9ci4ques:On distingue deux grands types de m9thodes de d9composition de do<maine @< d>abord celles avec recouvrement des sous<domaines telles la m9thode deSchwarz OPPQ GH:A: Schwarz6 TUVWJ dont la convergence a 9t9 9tudi9e parH:A: Schwarz6 puis P:L: Lions OXYQ GP:L: Lions6 TZUUJ: Les m9thodes avec re<couvrement ont l>inconv9nient de compliquer 9norm9ment la mise en [uvrenum9rique6 surtout dans le cas de probl-mes \D: De plus6 pour des g9om9<tries tr-s complexes6 il est diAcile voire impossible de d94nir des zones derecouvrement: Un autre type de m9thode a ainsi 9t9 d9velopp9 @



  celles sans recouvrement des sous domaines/ Dans ce cas1 il est imp3ratifd5avoir des conditions d5interface sp3ci6ques pour que la m3thode converge/Par exemple1 une extension de la m3thode de Schwarz au cas sans recou vrement a 3t3 introduite dans ?@AB CP/L/ Lions1 EFGFH1 puis ?EIB CB/ DesprKs1EFFEH1 ?AB CP/ Charton1 F/ Nataf et F/ Rogier1 EFFEH1 ?PB CC/ Carlenzoli et A/Quarteroni1 EFFPH/ L5algorithme de Schwarz est un cas particulier des m3 thodes de sous structuration ?@PB CP/ Le Tallec1 EFFTH/Dans ce travail1 on d3veloppe des m"thodes de d"composition de do-maine sans recouvrement2 it"ratives2 parall"lisables2 pour les "qua-tions de la m"canique des 6uides compressibles/Dans ce cadre C3quations non lin3aires de Navier StokesH1 l53tat station naire est calcul3 par lin3arisation et l5utilisation d5un sch3ma implicite entemps/ Cela permet de limiter le nombre d5it3rations n3cessaire/ L53quationde base dans ce processus est alors l53quation de convection diWusion Xu t ! a"x$ y#&u&x ! b"x$ y#&u&y  ( u $ fqu5il faut r3soudre par d3composition de domaine/ Le caractKre non sym3 trique de l5op3rateur en cause ici pose des problKmes sp3ci6ques/ En eWet1lorsque le terme de diWusion est dominant1 on peut utiliser de fa[on e\caceles algorithmes con[us pour les systKmes lin3aires sym3triques1 avec quelquesmodi6cations/ Par exemple1 on peut utiliser les m3thodes de type Schur dual?]GB CF/X/ Roux1 EFFPH en rempla[ant l5algorithme du gradient conjugu3 parun algorithme GMRES ?T]B CY/ Saad et H/ Schultz1 EFGdH ou BICG STAB?TdB CH/A/ Van der Vorst1 EFF@H pour r3soudre le problKme condens3/ Cepen dant1 lorsque la convection est grande1 ces m3thodes sont moins performanteset les r3sultats th3oriques sont moins nombreux/Les travaux pr3sent3s ici 3tendent la m3thode de Schwarz additive clas sique1 au moyen de la technique de conditions aux limites arti6cielles CCLAH/Nous allons d3crire succintement pour un problKme g3n3ral le principe de lam3thode de Schwarz additive classique1 puis les id3es d3velopp3es dans cetravail/



 M!thode de d!composition de domaine sans recouvrement 1Supposons que l)on cherche - r.soudre le probl1me 3L u! " f dans # 567C u! " g sur ## 587o9 # est un ouvert born. de IR < C un op.rateur di>.rentiel de bord 5parexemple C u! " u pour une condition de Dirichlet7< L un op.rateur di>.renAtiel< et f et g des fonctions donn.esC On d.coupe le domaine de calcul global# en sousAdomaines de la faFon suivante 3 $# " "Ki!" $#i< avec #i##j " $& i %" jCOn note %ij l)interface entre les sousAdomaines #i et #j& i %" j 5voir Ggure67C On note ni la normale ext.rieure - un sousAdomaine #i< et  i le vecteurtangent unitaireC
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Fig# 63 D!composition du domaineSoit upi l)approximation de la solution u de 567A587 - l)it.ration p dans chaquesousAdomaine #i& & & i & KC L)algorithme de Schwarz s).crit dans #i 3L up#"i ! " f& dans #iBi up#"i ! " Bi upj!& sur chaque %ij& j %" i 5K7C up#"i ! " g& sur ##i # ##o9 Bi est un op.rateur d)interfaceC L)algorithme original de Schwarz additifL8MN 5PCLC Lions< 6PQQ7< avec des conditions d)interface de Dirichlet 5Bi " Id7<ne converge que lorsque les sousAdomaines se recouvrentC Dans L8RN 5PCLCLions< 6PQP7< les conditions d)interface sont des conditions plus g.n.rales de



 !type Fourier ou Robin ,Bi  !!ni ! ci- o. ci est une constante2- ce qui permetd6obtenir un algorithme convergent pour un d;coupage du domaine sans re<couvrement=La question des conditions de raccord aux interfaces des sous<domainesest fondamentale= Diverses techniques ont ;t; propos;es ,voir par exempleBCDE ,T= Hagstrom- R=P= Tewarson et A= Jazcilevich- CDMM2- BDE ,B= DesprOs-CDDP2- BQE ,P= Charton- F= Nataf et F= Rogier- CDDC2- BTE ,C= Carlenzoli etA= Quarteroni- CDDT2- BVTE ,K=H= Tan et M=J=A= Borsboom- CDDV22= Il fautdes conditions robustes- permettant de r;soudre eZcacement des ;quations[ caractOre parabolique- en particulier permettant de traiter des d;coupagesquelconques sans savoir [ l6avance o. sont situ;s les ph;nomOnes physiquestels que les couches limites ou les zones de recirculation= La notion de Condi'tions aux Limites Arti2cielles 5CLA6 ,l6approche d;velopp;e dans BCCE,B= Engquist et A= Majda- CDQQ2- puis B^CE ,L= Halpern- CDM_22 permet decomprendre les m;canismes math;matiques en jeu aux interfaces- et ainsi deproposer des algorithmes stables et performants=Technique (Conditions aux Limites Arti4cielles 6CLA78 9En premier lieu- il a ;t; d;montr; dans B`^E ,F= Nataf- F= Rogier et E= deSturler- CDDT2 que l6utilisation des CLA exactes en tant que conditions d6in<terface conduit- pour un d;coupage du domaine en bbandesc- [ un r;sultatde convergence optimal= Cela justide pleinement l6activit; d;velopp;e autourde l6utilisation de ces notions=Les op;rateurs intervenant dans les CLA exactes ne sont pas des op;rateursaux d;riv;es partielles- et sont donc d6un emploi coeteux et diZcile num;ri<quement= C6est pourquoi- adn de rester proche de la convergence optimale- onrecherche des op;rateurs d6interface sous la forme d6op;rateurs aux d;riv;espartielles qui approchent ceux intervenant dans les CLA exactes= Ainsi- dansBQE ,P= Charton- F= Nataf et F= Rogier- CDDC2- B`CE ,F= Nataf et F= Rogier-CDDT2- les conditions d6interface sont des approximations bbasses fr;quencescd6ordre P- C ou ^ des CLA exactes ,remarquons que les conditions d6interfacede BDE ,B= DesprOs- CDDP2 et BTE ,C= Carlenzoli et A= Quarteroni- CDDT2 peuventftre interpr;t;es comme des approximations bbasses fr;quencesc d6ordre P desCLA exactes2=Les approximations bbasses fr;quencesc d6ordre ^ des conditions aux limites



  arti$cielles exactes conduisent. dans la plupart des cas. 0 des gains tr2s im4portants en vitesse de convergence par rapport aux conditions d6interfaced6ordre 8 ou celles de Dirichlet. dans le cadre de la d;composition avec re4couvrement <voir =>?@ <FB Nataf et FB Rogier. ?EEFGGB N;anmoins. dans le casd6une vitesse de convection tangente aux interfaces. la convergence est tr2slente. voir impossibleBIl nous a paru int;ressant de chercher des conditions d(interfaced(ordre - en la variable tangentielle de mani3re 4 5tre de bonnesapproximations des CLA exactes; pour un intervalle de fr=quencedonn=; tout en restant stablesB Ces derni2res seront alors moins sen4sibles aux diK;rents param2tres intervenant dans l6algorithme <param2tresphysiques. angle de la vitesse de convection par rapport aux interfaces. pa4ram2tres de discr;tisationGB Pour Otre un peu plus pr;cis. les op;rateurs d6in4terface Bi sont cherch;s sous la formeBi    ni ! ci ! ci!    i ! ci"  !  !ioP les cQRcients ci " ci! et ci" sont calcul;s de mani2re 0 optimiser le taux deconvergence de l6algorithme de SchwarzB Pour deux sous4domaines adjacents"i et "j. une relation entre Bi et Bj assure la stabilit; et la convergenceBNous d;signons ces conditions par ?Optimis=es d(Ordre -A BOO-CB L6id;ed6optimisation du taux de convergence a ;t; utilis;e dans =?@ <YB Achdou etFB Nataf. ?EEFG pour la r;solution d6un probl2me elliptique de type Stokesavec des maillages non co[ncidents aux interfacesB Cette technique servait 0minimiser le conditionnement d6une matrice de pr;conditionnement dans lecas de m;thodes non conformesBAlgorithme *Du point de vue de l6algorithme. la m;thode de Schwarz peut Otre in4terpr;e comme un algorithme de Jacobi appliqu; 0 un probl2me condens;sur les interfacesB Pour acc;l;rer la convergence. ce probl2me d6interface peutalors Otre r;solu <suivant =>]@ <FB Nataf. FB Rogier et EB de Sturler. ?EEFGGpar un algorithme de type Krylov <GMRES ou BICG4STAB. =d]@ <YB Saad.?EEeGG. au lieu d6un algorithme de JacobiB



 ! Nous utiliserons ainsi la m,thode suivante 0La m%thode Optimis%e d/Ordre ! 1OO!2 s1inscrit dans le cadre desm,thodes de d,composition de domaine sans recouvrement4 it,ratives5Cette m,thode est d,7nie de la fa9on suivante 0 le probl;me d1interface pro<venant de la reformulation de la m,thode de Schwarz est r,solu par un algo<rithme de type Krylov CBICG<STAB4 GMRES ou GCRL5 Les conditions deraccord sur les interfaces des sous<domaines sont les conditions OOO intro<duites ci<dessus5Dans le cas de la m,thode de Jacobi4 la convergence se d,grade lorsquele nombre de sous<domaines augmente5 En eSet4 lors du calcul du produit dela matrice interface par un vecteur4 l1,change d1information s1eSectue loca<lement4 T travers les interfaces des sous<domaines5 Or la pr,sence du terme   dans l1op,rateur de convection<diSusion fait que la solution dans unsous<domaine d,pend de la valeur du second<membre f en chaque point dudomaine global5 Ainsi4 il est n,cessaire de transmettre une information glo<bale entre les sous<domaines4 a7n d1avoir une convergence ind,pendante dunombre de sous<domaines5 DiS,rentes techniques de pr,conditionnement ontainsi ,t, d,velopp,es Cvoir par exemple VWX CT5 Chan et T5P5 Mathew4 Z[[\LL5Celles<ci sont bas,s sur l1utilisation d1une grille grossi;re Cm,thodes multi<grillesL5 N,anmoins si la convection est grande4 cette grille grossi;re doit ]trede plus en plus 7ne et donc de plus en plus co^teuse num,riquement5 Uneautre approche a ,t, d,velopp,e dans VZ`X CC5 Farhat4 J5 Mandel et F5X5Roux4 Z[[\L4 VZ\X CC5 Farhat et J5 Mandel4 Z[[cL4 VZdX CC5 Farhat4 P5S5 Chen4J5 Mandel et F5X5 Roux4 Z[[cL pour les probl;mes sym,triques et dans lecadre de la m,thode de Schur dual5 Elle consiste T d,7nir un eespace grossierfet4 T chaque it,ration de l1algorithme4 T projeter les solutions dans l1ortho<gonal de cet espace grossier5 Nous g,n,ralisons cette technique de projectiondans l1orthogonal d1un eespace grossierf aux probl;mes non<sym,triques5 Cetespace grossier est ici choisi de sorte qu1T chaque it,ration on capture lapartie ebasses fr,quencesf de la solution4 ceci a7n d1avoir une convergenceind,pendante du nombre de sous<domaines5Une ,tude est ,galement men,e4 dans le cas de d,coupages g,n,raux4 surles conditions de raccord aux points de croisement des sous<domaines qu1il



 !faut ajouter pour que le probl,me local de type 123 dans un sous6domaine soitbien pos89 En e;et< l=utilisation de conditions d=interface d=ordre deux dansla direction tangentielle n8cessite l=ajout de telles conditions< a@n d=avoir desprobl,mes locaux bien pos8s9 Pour cette 8tude< nous utilisons les r8sultats deC2DE 1F9 Nataf< HIIJ39Ce travail se d8coupe ainsi de la mani,re suivante L la partie I est consa6cr8e N l=8tude des conditions d=interface< la partie II N la pr8sentation del=algorithme et son application N di;8rents sch8mas< la partie III N l=8tudede pr8conditionneurs< et la partie IV N l=8tude de conditions de raccord auxpoints de croisement des sous6domaines9L=8tude th8orique des conditions d=interface 1partie I3 est compos8e de lafaRon suivante LDans le chapitre I9T< nous faisons un rappel bibliographique des conditionsd=interface utilis8es en d8composition de domaine pour r8soudre un probl,mede convection6di;usion9 Ces conditions ont motiv8 le choix des conditionsd=interface optimis8es9 La d8termination des conditions d=interfaces optimi6s8es fait l=objet des chapitres I92< sur le probl,me continu en espace 1condi6tions OOT3< et I9V< sur le probl,me discret en espace 1conditions 1OOT3h39 Lesconditions 1OOT3h proviennent de conditions d=interface arti@cielles exactesdiscr,tes et sont distinctes de la discr8tisation des conditions OOT9La deuxi,me partie traite de la description de l=algorithme OOT< de sa miseen Wuvre< et de son application N di;8rents sch8mas de discr8tisation LLe chapitre II9T a pour objet la pr8sentation de l=algorithme OOT< en par6ticulier l=8criture du probl,me condens8 N l=interface et sa r8solution par unalgorithme de type Krylov9 Nous exposons ensuite< aux chapitres II92 et II9V<des r8sultats num8riques sur l=8quation de convection6di;usion en TD9 Auchapitre II92< la m8thode est test8e sur un code de calcul existant 1avec unemaille de recouvrement3< dans le cas d=une discr8tisation en temps par unsch8ma d=Euler implicite< et en espace par un sch8ma aux di;8rences @niesd8centr89 Au chapitre II9V< dans le cadre d=une collaboration avec Marc Br86dif 1MATRA BAe DYNAMICS France< d8partement d=a8rodynamique3< nousappliquons la m8thode N un sch8ma utilis8 dans le code de calcul AEROLOG



 ! !" #C% Borel and M% Bredif1 23345% Le sch:ma en temps implicite provient dusch:ma de LaxAWendroC1 et la discr:tisation en espace est de type volumesEnis%Pour ces deux applications1 les r:sultats de convergence obtenus avec lesconditions OO4 et #OO45h sont compar:s J ceux donn:s par les diC:rentesconditions dKinterface introduites au chapitre I%4% #Mbasses fr:quencesO dKordreP ou 45% Nous mettons en :vidence la r:duction du nombre dKit:rations delKalgorithme #BICGASTAB1 GMRES1 GCR5 avec la m:thode OO41 et donc lar:duction du temps de calcul global% En eCet1 le temps de calcul dans une it:Aration est le mXme quelle que soit la condition dKinterface utilis:e #Dirichlet1ordre P1 ordre 451 puisque lKutilisation de conditions dKordre 4 nKaugmentepas la largeur de bande des matrices locales%La troisiZme partie a pour objet lKextension du pr:conditionneur d:velopp:dans  2!" #C% Farhat1 J% Mandel1 F%X% Roux1 233_5 aux problZmes nonAsym:triques% Au chapitre III%41 nous d:Enissons un espace MgrossierO et laprojection dans lKorthogonal de cet espace% Les solutions sont alors projet:esJ chaque it:ration de lKalgorithme1 ce qui permet de Eltrer les ph:nomZnesbasses fr:quences1 cKestAJAdire ceux qui se propagent J lKensemble des sousAdomaines% Au chapitre III%! nous pr:sentons des r:sultats num:riques dans lecas de lK:quation de convectionAdiCusion1 discr:tis:e par le sch:ma volumesAEnis du chapitre II%_%La quatriZme partie concerne lK:tude de conditions de raccord aux points decroisement des sousAdomaines aEn de montrer lKexistence et lKunicit: dKunesolution du problZme local dans un sousAdomaine%
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 !
Chapitre (IntroductionEn d#composition de domaine- le choix des conditions de raccord auxinterfaces des sous4domaines est fondamental pour obtenir des algorithmesstables et performants7Aussi- cette partie a pour objet l:#tude et la d#termination de conditions d:in4terface permettant de r#soudre e;cacement les probl<mes de type convection4di?usion7 L:#quation de convection4di?usion que nous consid#rons dans cettepartie s:#crit BL u! " cu# a x$ y!&u&x # b x$ y!&u&y ! ($u " f CI7E7EFoG a "  a$ b! est le champ de vitesses de convection- ( la viscosit#- f unefonction donn#e- et c "  !t avec $t le pas de temps d:un sch#ma d:Eulerimplicite Cen particulier c " % correspond H l:#tat stationnaireF7 L:utilisationd:un sch#ma implicite permet de prendre de plus grands pas de temps- etdonc de limiter le nombre d:it#rations en temps n#cessaire7Pour cette #tude- nous faisons d:abord un rappel bibliographique des condi4tions d:interface utilis#es en d#composition de domaine pour r#soudre l:#qua4tion de convection4di?usion Cchapitre I7JF7 Ces conditions ont motiv# le choixdes conditions d:interface dites LOptimis#es d:Ordre JN COOJF7 La d#termina4tion de ces conditions d:interface fait l:objet des chapitres I7O et I7P B l:#tudeest r#alis#e d:abord sur le probl<me continu en espace Cchapitre I7OF7 Une pre4mi<re raison est que les sch#mas de discr#tisation sont souvent compliqu#salors que l:#criture au niveau continu est simple7 De plus- les algorithmes



 ! CHAPITRE () Introductionobtenus vont rester valables pour toute discr/tisation qui conserve les carac1t/ristiques essentielles du probl2me physique 6sch/mas aux di8/rences 9niesd/centr/s: m/thodes de volumes 9nis ou m/thodes d;/l/ments 9nis de typestreamline di8usion<= Nous donnons une m/thode de construction des condi1tions d;interface OOA: et /tudions la convergence de l;algorithme de Schwarzavec celles1ci= Cependant: il peut Gtre int/ressant de tenir compte du sch/madans certaines situations= C;est pourquoi l;/tude de l;optimisation des condi1tions d;interface a /t/ ensuite /tendue: au chapitre I=I: au probl2me discret=Nous d/9nissons des conditions d;interface arti9cielles exactes discr2tes: quiconduisent J une convergence optimale de l;algorithme de Schwarz= Ces condi1tions permettent de d/9nir des conditions d;interface KOOA discr2tesL quenous notons 6OOA<h=



 !
Chapitre (Outils g.n.raux 1 conditionsd5interface provenant desconditions aux limites arti9cielles:CLA=Dans ce chapitre+ nous exposons la notion de conditions aux limites ar2ti3cielles et son utilisation pour l45criture des conditions d4interface+ commedans 789:+ 78;: <F> Nataf et F> Rogier ;BBC+ ;BBDE> La caract5ristique fonda2mentale de cette d5marche est qu4elle permet une convergence optimale <voir78I: <F> Nataf+ F> Rogier et E> de Sturler+ ;BBDEE>Dans tout ce qui suit+ la normale ext5rieure L un sous2domaine  i de IR est not5e ni+ et  i est le vecteur tangent unitaire d53ni comme sur la 3gureI>;>
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  CHAPITRE () Outils g1n1raux 6 conditions d:interface))) !" Rappel sur les CLA exactes 1 cas de  sous4domainesLes conditions aux limites arti/cielles 0CLA3 sont utilis4es en calcul scien5ti/que pour r4soudre des probl9mes physiques pos4s dans des domaines nonborn4s ou si grands= qu>on ne souhaite pas les mod4liser en entier 0parexemple l>4coulement d>air autour d>un avion3@ Si l>on consid9re une dis5cr4tisation de type volumes /nis= diB4rences /nies ou 4l4ments /nis= il n>estpas possible de prendre en compte un domaine in/ni ou un domaine si grandqu>il saturerait la m4moire de l>ordinateur@ Il est n4cessaire de tronquer le do5maine de calcul par une fronti9re arti/cielle sur laquelle il faut se donner uncondition aux limites dite arti/cielle@ De mani9re id4ale= cette condition doitFtre telle que la solution obtenue dans le domaine tronqu4 soit la restrictionde la solution que l>on aurait calcul4e dans le domaine non tronqu4@ On diraqu>une telle condition aux limites est une condition aux limites arti/cielleexacte@ En g4n4ral= cette condition est int4grale en temps et en espace etserait d>un emploi tr9s coIteux num4riquement@ Ceci a motiv4 la recherchede CLA qui approchent 0en temps et en espace3 les CLA exactes@ Ceci afait l>objet de nombreux travaux 0voir KLMN 0S@I@ Hariharan= PQRS33@ Ici= nousrappelons bri9vement l>approche d4velopp4e dans KPPN= KPLN 0B@ Engquist etA@ Majda= PQVV= PQVQ3 pour l>4quation des ondes et 4tendue dans KLPN 0L@Halpern= PQRW3= KLLN 0L@ Halpern et M@ chatzman= PQRQ3 en m4canique desYuides@ Nous reprenons les notations de KMMN 0F@ Nataf= PQQS3@Supposons que l>on veut r4soudre l>4quation \L u! " f dans IR avec le support de f contenu dans le demi5plan gauche IR ! IR@
ΩΩ

1 2

12

x

y

ΓFig# L@L\ D1composition du domaine # " IR 



 !"! Rappel sur les CLA exactes 1 cas de  sous4domaines  !On borne le domaine dans la direction des x positifs en introduisant commefronti1re arti2cielle la droite x  !3 On note "  IR  IR et "!  IR" IR4avec # ! l6axe x  ! 8voir 2gure :3:;3 On introduit l6op<rateur de Steklov?Poincar< du demi?plan droit $ A$ % u# !" $w$x &!& y' oB L&w'  !& x ( ! 8I3:3D;w&!& y'  u#&y' en x  ! 8I3:3:;w born< E l6in2ni 8I3:3F;On cherche E mettre une condition aux limites en x  ! qui soit exacte c6est?E?dire que l6on cherche un op<rateur B tel que la solution v du probl1meL&v'  f& x + !B&v'  !& x  !soit la restriction de u E IR  IR 3Comme u v<ri2e L&u'  ! sur IR"  IR4 d6apr1s la d<2nition de $ et parunicit< de 8I3:3D;?8I3:3F; nous avons A&$x ! $ '&u'  ! en x  ! 8I3:3J;si bien que la condition 8I3:3J; est une condition aux limites arti2cielle exacte3De faLon similaire4 en introduisant l6op<rateur de Steklov?Poincar< du demi?plan gauche $" A$" % u# !" $w$x &!& y' oB L&w'  !& x + ! 8I3:3M;w&!& y'  u#&y' en x  ! 8I3:3N;w born< E l6in2ni 8I3:3O;par unicit< de 8I3:3M;?8I3:3O;4 la condition&$x ! $"'&u'  ! en x  ! 8I3:3P;est une condition aux limites arti2cielles exacte4 si le support de f est inclusdans le demi?plan droit IR"  IR3Lorsque L est E cRScients constants4 le symbole , 8resp3 ,"; de $ 8resp3



 ! CHAPITRE () Outils g1n1raux 6 conditions d:interface)))   peut %tre d(termin( explicitement /On d(signe par !w la transform(e de Fourier partielle par rapport 7 y de w9et k la variable de Fourier /!w"x# k# $ ZIR e ikyw"x# y#dyet F !k d(signe la transform(e de Fourier inverse<Prenons la transform(e de Fourier partielle par rapport 7 y de >I<@<A /c !w % a) !w)x % ibk !w !  !  w!x !  k  w " #% x & #% k  IR  I"#"$%Les solutions sont cherch2es sous la forme Pi )i$k%e!i!k"x6 o7 les +i$k% an8nulent le polyn;me caract2ristique de L >c ! a+! ibk "  + !  k Ainsi6 nous avons deux possibilit2s pour +i$k% >+ $k% a% b% " a"pa ! &c ! &i bk ! &k   '  I"#"CD%+#$k% a% b% " a !pa ! &c ! &i bk ! &k   '  I"#"CC%Lorsque c $" #6 alors Re$+#% & # et Re$+ % 0 #" La solution  w de  I"#"$%2tant born2e E lFinGni6 le terme en facteur de e! !k"x doit Htre nul" Nous avonsainsi  w$x% k% "  u$$k%e! !k"x  dFaprJs  I"#"#%%6 et( $u$% " F %k $+ $k%  u$$k%%De mHme6 si nous prenons la transform2e de Fourier partielle par rapport Ey de  I"#"M%6 lF2quation qui en r2sulte a pour solution  w$x% k% "  u$$k%e! !k"xet (#$u$% " F %k $+#$k%  u$$k%%Remarque '() *Factorisation de L3( Dans le cas o( L est * c+,cientsconstants. en prenant une transform4e de Fourier partielle de L par rapport* y. on peut le factoriser sous la formeL " " $!x " (#%$!x " ( %



 !"! Rappel sur les CLA exactes 1 cas de  sous4domaines  !Les op8rateurs intervenant dans les conditions aux limites arti:cielles exactes;I! !=> et ;I! !?> sont les termes de la factorisation de L ;pour L A cBCcientsvariablesE on peut aussi relier la factorisation de L aux conditions aux limitesarti:cielles exactes ;voir FGGH ;F! NatafE "KKL>>>!Remarque  ) *Cas unidimensionnel2) Consid8rons un cas unidimen4sionnelE avec L  c! a ""x ! $ " "x oM a est une constanteE a " IR!On peut factoriser L sous la formeL  !$""x ! a!pa ! #c$$$ %""x ! a!pa ! #c$$$ %Les op8rateurs intervenant dans les conditions aux limites arti:cielles exactessont donc ""x ! a!pa ! #c$$$ % et ""x ! a!pa ! #c$$$ %cOest4A4dire ""x ! ' "&%% et ""x ! '!"&%% dOaprPs ;I! !"Q> et ;I! !"">!Les op%rateurs ' et '! ne sont pas des op%rateurs aux d%riv%es partielles0Des conditions d3interface faisant intervenir ces op%rateurs seraient donc co56teuses et di7ciles 8 mettre en :uvre0 C3est pourquoi on recherche des op%ra6teurs aux d%riv%es partielles qui approchent ' et '!0 Ceci revient 8 appro6cher ' et '! par un polyn?me en k0 Dans @ABC DF0 Nataf et F0 RogierI JKKLMles approximations de ' et '! sont eNectu%es pour k petit0 On obtient ainsiIpar exemple pour l3approximation de l3op%rateur !!x ! ' intervenant dansla CLA exacte DI0S0LM T""x ! ' $ ""x ! a!pa ! #c$$$ ! bpa ! #c$ ""y ! $pa ! #c$ "( ! b a ! #c$ % " "y pour des approximations 8 l3ordre S D dans @SJC DL0 HalpernI JKVWMI l3approxi6mation est faite par rapport 8 $ petitI ce qui est %quivalent 8 la faire pour kpetitI dans le cas oX c  & dans DI0J0JMM0Pour les m%thodes de type Schwarz ou KrylovI diN%rentes conditions d3in6terface ont %t% d%velopp%es 8 partir des conditions aux limites arti^cielles0Avant d3introduire ces conditionsI nous rappelons l3algorithme de Schwarz0



 ! CHAPITRE () Outils g1n1raux 6 conditions d:interface))) ! Ecriture de l+algorithme de SchwarzL!algorithme original de Schwarz additif 3445 6H8A8 Schwarz: ;<=>?: 3@A56P8L8 Lions: ;D<<?: avec des opGrateurs d!interface de Dirichlet 6Bi  Id?ne converge que lorsque les sousKdomaines se recouvrent8 L!algorithme estGtendu aux cas d!un dGcoupage sans recouvrement dans 3@=5 6P8L8 Lions:;D<D?: avec des opGrateurs d!interface de type Robin 6Bi  ""ni ! ci: oP ci estune constante?8 C!est cet algorithme que nous rappelons ici8 Nous supposons:pour simpliSer: que le domaine de calcul" est dGcoupG en deux sousKdomainesdisjoints " et "! sGparGs par une interface # !8Algorithme  ,- .Schwarz4 sans recouvrement9, Soit $u"i %i# #! une ap?proximation initiale de la solution u de AI)B)BC dans chaque sous?domaineF etsoit $upi %i# #! la valeur de l:approximation de u H l:it1ration p) L:algorithmede Schwarz additif pr1sent1 dans L(MN AP)L) LionsF BOPOC s:1crit 6L$up$  %  f% dans " B $up$  %  B $up!% sur # !L$up$ ! %  f% dans "!B!$up$ ! %  B!$up % sur # !oQ B et B! sont des op1rateurs d:interface)DiUGrents opGrateurs d!interface Bi ont GtG dGveloppGs V partir des condiKtions aux limites artiScielles8 Nous prGsentons: dans les sections suivantes:ces opGrateurs d!interface8 !4 Les CLA exactes en tant que conditionsd+interfaceL!utilisation de CLA exactes comme conditions d!interface a: sembleKtKil:GtG faite pour la premiWre fois dans 3;D5 6T8 Hagstrom: R8P8 Tewarson et A8Jazcilevich: ;D<<?: pour le problWme de convectionKdiUusion8Remarque  ,<, Dans le cas oQ "  IR " IR et "!  IR$ " IRF si l:onprend comme op1rateurs d:interface ceux intervenant dans les CLA exactesFB  'x # & et B!  'x # &$F l:algorithme de Schwarz ()B converge en (



 !"! Des CLA approch/es en tant que conditions d6interface  !it/rations8 ce qui est optimal! En e<et8 les /quations de l6algorithme  !> /tantlin/aires8 on peut consid/rer le cas o? f@A! Alors8 comme L u  ! " # dans $ et L u !! " # dans $!8 nous avons B  u  ! " B! u !! " # Cpar d/Dnition de% et %"E! Le second membre de l6algorithme  !> d/Dnissant u!i " # est doncnul8 ce qui implique que u!i " #! i " &! '!Ce r/sultat se g/n/ralise au cas d6un d/coupage du domaine $ en bandes GH ICF! Nataf8 F! Rogier et E! de Sturler8 >NNOE!Ce r#sultat justi+e pleinement l/#tude et l/utilisation de conditions aux li4mites arti+cielles pour la d#composition de domaine5N#anmoins7 en g#n#ral7 les op#rateurs intervenant dans les CLA exactes nesont pas utilis#s comme op#rateurs d/interface5 En e>et7 on a vu que dans lecas o@ l/on a une forme explicite7 ces op#rateurs ne sont pas des op#rateursaux d#riv#es partielles7 et sont donc coAteux et diBciles C utiliser dans uncode de calcul5 Ceci a conduit C la recherche d/op#rateurs d/interface sous laforme d/op#rateurs aux d#riv#es partielles qui approchent ceux intervenantdans les CLA exactes5Dans le paragraphe suivant7 nous rappelons des op#rateurs d/interface quiont #t# d#velopp#s dans cet esprit7 et qui sont des op#rateurs di>#rentielsd/ordre inf#rieur ou #gal C F5 !" Des CLA approch/es en tant que condi6tions d7interfaceDans GHIJ7 GHKJ LF5 Nataf et F5 Rogier7 KOOP7 KOOQR7 les op#rateurs d/inter4face ont #t# introduits comme des approximations Sbasses fr#quencesU d/ordreI7 K ou F des op#rateurs intervenant dans les CLA exactes5Nous expliquons briVvement la d#marche qui permet d/obtenir ces op#rateursd/interface5D#marcheNous supposons7 dans un premier temps7 que $ " IR! est d#compos# enF sous4domaines $ " IR " IR et $! " IR" " IR Lvoir +gure F5FR7 et que lescWBcients dans LI5K5KR sont constants5



 ! CHAPITRE () Outils g1n1raux 6 conditions d:interface)))Les op%rateurs d+interface de 01234 0153 6F8 Nataf et F8 Rogier4 5<<=4 5<<>?sont des approximations de Taylor d+ordre 24 5 ou E4 pour les basses fr%Gquences de Fourier4 des op%rateurs intervenant dans les CLA exactes 6I8E8=?et 6I8E8M?8 Ce sont les approximations que nous avons consid%r% N la sectionE858 Plus pr%cis%ment4 notons   l et   l 4 l  !4 5 ou E4 les d%veloppements deTaylor d+ordre l au voisinage de k  ! de   et   8 Notons ensuite " l et" l 4 l  !4 5 ou E4 les op%rateurs dont   l et   l sont les symboles8Alors4 les op%rateurs d+interface sont PB!  #x ! " l $ B"  !##x ! " l $6nous ne notons pas ces op%rateurs B!"l et B""l pour des raisons de simplicit%?8Par exemple pour les op%rateurs d+ordre E PB!  ##x ! a!pa" % &c('( % bpa" % &c( ##y ! (pa" % &c( #( % b"a" % &c( $ #"#y"B"  ! ##x ! !a!pa" % &c('( % bpa" % &c( ##y ! (pa" % &c( #( % b"a" % &c( $ #"#y"Ces expressions sont ensuite g%n%ralis%es N un problQme N cRScients variableset N un d%coupage quelconque du domaine PApproximations de Taylor d+ordre 2 des CLA exactesBi  ##ni ! a+ni !p#a+ni$" % &c('( $ i  ($ ' 6I8E85E?Approximations de Taylor d+ordre E des CLA exactesBi  ##ni ! a+ni !p#a+ni$" % &c('( % a+ ip#a+ni$" % &c( ## i! (p#a+ni$" % &c( #( % #a+ i$"#a+ni$" % &c( $ #"# "i $ i  ($ ' 6I8E851?



 !"! Convergence de l-algorithme de Schwarz avec les CLA approch:es  !Remarque  )*) Dans <=>? <@A> BB! DesprDs? @==A? @==@E pour le problDmede Helmholtz? et <"> BC! Carlenzoli et A! Quarteroni? @=="E pour le problDmede convectionJdiKusion? les op:rateurs d-interface utilis:s sont les approxiJmations de Taylor d-ordre A des CLA exactes Bop:rateurs BI! !@ EE!Remarque fondamentale  )1) Lorsque L est R cSTcients constants? pourl  !? @ ou  ? " l # " l  " # "  a"  I"#"$%&Par cons:quent? B! peut Vtre obtenu R partir de B" en utilisant BI! !@WE!De mVme? les op:rateurs BI! !@ E et BI! !@XE s-:crivent sous la formeB"  ##n " c" # c! ##  " c# #!# ! % B!  ##n! " c$ # c% ## ! " c& #!# !!  I"#"$'&oY les cSTcients c$% c%% c& sont obtenus R partir de c"% c!% c# Bou r:ciproqueJmentE? R l-aide des relations suivantes Zc"  c"$a&n % a&  %% c!  c!$a&n % a&  %% c#  c#$a&n % a&  %et c$  c" " a&n " % c%  c!$a&n!% a& !%% c&  c#$a&n!% a& !%  I"#"$(&Le lien entre B" et B! fait en BI! !@[E Blien avec les CLA exactesE est cruJcial pour obtenir des algorithmes qui convergent? comme le montre la sectionsuivante! !" Convergence de l-algorithme de Schwarzavec les CLA approch:esDans cette section2 nous rappelons un r7sultat de convergence montr7dans <=>?  F" Nataf et F" Nier2 $CC>&" Nous reprenons les notations de lasection #"$" !"!# Cas de  sous+domainesConsid7rons de nouveau le cas oE le domaine &  IR! est d7compos7 endeux sousGdomaines &"  IR # IR et &!  IR # IR  voir Hgure #"#&2 et oEles cIJcients dans  I"$"$& sont constants"



 ! CHAPITRE () Outils g1n1raux 6 conditions d:interface)))L!algorithme de Schwarz additif s!3crit 4voir section 7879 :L up !! ! " f" dans #! 4I878<=9B! up !! ! " B! up"! sur $!" 4I878<?9L up !" ! " f" dans #" 4I878<@9B" up !" ! " B" up!! sur $!" 4I8787A9Nous 3tudions la convergence de l!algorithme de Schwarz 4I878<=9C4I8787A9pour des op3rateurs d!interface B! et B" d3Enis par :B! " ##n " c! % c" ##  " c# #"# " " B" " ##n! " c$ % c% ## ! " c& #"# "!oF c! " a%n "p a%n !" % &c&'&et c" # IR" c# ) ( ne d3pendent que de a%n et a%  comme en 4I878<H9I etc$" c%" c& qui v3riEent 4I878<H98On peut alors d3composer B! et B" comme :B! " #x " ) apB" " " #x " ) ap!oF ) ap a pour symbole :* ap k! " *  (!" c"ik " c#k" 4I8787<9et B" est obtenu M partir de B! M l!aide de la relation) ap % ) ap " ) % ) " a& 4I878779Le taux de convergence de l!algorithme de Schwarz 4I878<=9C4I8787A9 peut Otrecalcul3 explicitement :



 !"! Convergence de l-algorithme de Schwarz avec les CLA approch:es  !Taux de convergenceOn note epi l&erreur upi  u ) l&interface   ! de !i ) l&/tape p1 i " ## $2On d/3nit le taux de convergence de l&algorithme de Schwarz <I2>2?@AB<I2>2>CApar %ep"! " $%ep # p ! #On peut faire les calculs explicitement dans les variables &x# k'1 et la relation<I2>2>>A permet de simpli3er $ sous la forme F$&k# c!# c#' "  ) &k' ) ap&k')"&k' ) ap&k'!! <I2>2>GAEn eIet1 les /quations <I2>2?@A1 <I2>2?KA et <I2?2?A /tant lin/aires1L&ep ' " (# dans ! <I2>2>LAL&ep!' " (# dans !! <I2>2>MAEn prenant la transform/e de Fourier partielle par rapport ) y de <I2>2>LAet <I2>2>MA1 les solutions s&/crivent sous la forme %ep &x# k' " +p &k'e# $k%x et%ep!&x# k' " +p &k'e#  k!x  voir la section ,-./-Les conditions d2interface  I-,-.5/ 6 l27tape p  ! et  I-,-,9/ 6 l27tape p  "donnent alors!p"#$ #k$##"#k$ # ap#k$$ % !p"$# #k$## #k$ # ap#k$$  I-,-,:/!p"$# #k$## #k$ #"ap#k$$ % !p$#k$##"#k$ #"ap#k$$  I-,-,;/Comme par d7>nition $#k% c#% c%$ % !p"#$ #k$!p$#k$ ? les relations  I-,-,:/ et  I-,-,;/impliquent que$#k% c#% c%$ %  # #k$ # ap#k$#"#k$ # ap#k$! #"#k$ #"ap#k$# #k$ #"ap#k$!La relation  I-,-,,/ entraBne que #"#k$  #"ap#k$ % # #k$  # ap#k$ ainsi que# #k$ #"ap#k$ % #"#k$ # ap#k$ et par suite$#k% c#% c%$ %  # #k$ # ap#k$#"#k$ # ap#k$!#



 ! CHAPITRE () Outils g1n1raux 6 conditions d:interface)))Alors nous avons le r*sultat suivant -./0 1F3 Nataf et F3 Nier6 788/9 :Th$or'me !*+* Soit C l:ensemble des nombres complexes)Pour tout  !  " c   " a ! IR" b ! IR" c ! IR" c!   A et pour tout k ! IRAj)!k" c " c!"j * # #$  + ap % a "+ % a " ! & fz ! C $ Re!z" !  g ) f*gNotons que pour z"" z ! C 6 nous avons la relation suivante :sgn!Re!z""" % sgn!Re!z "" et sgn!Im!z""" % sgn!Im!z "" %$ Re! z z! " !  3Or ici Re!+ % a " " *  d@aprAs 1I3C37D96 et Re!+ ap% a " " *  d@aprAs 1I3C3C79 etle fait que nous avons suppos* c! !  3 De plus6 sgn!Im!+ !k""" % %sgn!bk"6pour k ! IR d@aprAs 1I3C37D9 et sgn!Im!+ ap!k""" % %sgn!c k"6 pour k ! IRd@aprAs 1I3C3C793 Par cons*quent6 d@aprAs le th*orAme C376 nous avons :Corollaire !*+* Supposons que L est C cDEcients constants)AlorsA , !  " c   " a ! IR" b ! IR" c ! IR" c!   A,k ! IR" sgn!c " % sgn!b" %$ j)!k" c " c!"j * #En particulier6 ceci permet de montrer la convergence de l@algorithme deSchwarz C37 avec les conditions d@interface de Taylor d@ordre D 1I3C37C9 oP deTaylor d@ordre C 1I3C37.93 !"! Extension + K sous.domainesDans le cas de deux sousRdomaines6 la convergence est prouv*e en calRculant explicitement le taux de convergence3 Dans le cas plus g*n*ral d@und*coupage en K sousRdomaines 1bandes9 le taux de convergence est estim*en fonction du taux de convergence du cas U deux sousRdomaines3 La converRgence est prouv*e en utilisant des techniques issues de la theorie des langagesformels dans -./0 1F3 Nataf et F3 Nier6 788W99 :Th$or'me !*!* Soit le domaine & % IR d1compos1 en K bandes verticales!&i""!i!K de largeur au moins L sans recouvrement) On note u la solutiondu problGme de convectionHdiIusion JI)K)KL et upi l:estimation de u dans ledomaine &i C l:it1ration p de l:algorithme de Schwarz) Alors A il existe un r1el6c !  d1pendant de ba et de "ca! tel que si aL" ! 6c et f ! L !IR "A l:algorithmede Schwarz converge dans le sens oPlimn"# jjuni % ujjH!#$i% %  



 !"! Remarque sur une autre approche    !" Remarque sur une autre approcheDans $%&' (K*H* Tan et M*J*A* Borsboom7 899%:7 des op=rateurs d?interAface d?ordre 8 sont introduits7 pour lesquels c  c!  ! dans (I*G*8&:* LescIJcients c"! c#! c$! c% sont choisis de faLon M minimiser le taux de converAgence* Comme le problRme de minimisation sur les quatre paramRtres est trRscoSteux7 un problRme de minimisation approch= est r=solu7 mais ceci conduit7dans certains cas7 M une divergence de l?algorithme* Cela montre que le lienentre B" et B# fait en (I*G*8T: (lien avec les CLA exactes: est fondamentalpour obtenir des algorithmes convergents*



 ! CHAPITRE () Outils g1n1raux 6 conditions d:interface)))



 !
Chapitre (Conditions d-interface optimis1esOO3 4 1tude sur le probl8mecontinu
 !" Motivation et d,-nitionLes conditions d)interface de Taylor d)ordre 0 1I303456 conduisent8 dansla plupart des cas8 : des gains tr<s importants en vitesse de convergence parrapport aux conditions de Taylor d)ordre @ 1I303406 ou celles de Dirichlet dansle cas d)un dCcoupage avec recouvrement 1voir D54E 1F3 Nataf et F3 Rogier84IIJ663Cependant8 dans le cas oL c  ! dans 1I343468 la convergence avec les condiMtions 1I303456 se dCtCriore lorsque la vitesse de convection devient tangente: l)interface3 Ceci vient du fait que les cOPcients des dCrivCes tangentiellespremi<re et seconde dans 1I303456 deviennent inQnis lorsque c  ! et a!ni  !3Rappelons que le cas c  ! est intCressant car il reprCsente l)Ctat stationnairede l)Cquation de convectionMdiRusion3C)est pourquoi8 dans ce travail8 nous cherchons des opCrateurs d)interface sousla forme d)opCrateurs diRCrentiels d)ordre 0 comme en 1I3034J6 qui soient uneSbonneU approximation des opCrateurs intervenant dans les CLA exactes8 nonseulement pour les basses frCquences8 mais pour un intervalle de frCquencedonnC3 Ceci signiQe que les opCrateurs d)interface sont cherchCs de faWon :minimiser le taux de convergence de l)algorithme de Schwarz3



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es OO: )))D#$nition des conditions d-interface OO2Cas de % sous(domaines ,Les op/rateurs intervenant dans les conditions d5interface sont d5ordre % dansla direction tangente 8 l5interface ,B    n ! c ! c!     ! c"  !  ! " B!    n! ! c# ! c$    ! ! c%  !  !!et sont choisis de la fa:on suivante ,; c#" c$" c% sont <x/s par ,c  c "a#n " a#  #" c!  c!"a#n " a#  #" c"  c""a#n " a#  #"c#  c ! a#n $ " c$  c!"a#n!" a# !#" c%  c""a#n!" a# !# >I@A@BC; c est d/<ni par , c  a#n !p"a#n #! ! $c$%$de telle sorte que les conditions d5interface soit exactes pour la fr/quencek  &@ Notons que dans un cas unidimensionnelF ce choix de c donnedes op/rateurs d5interface B et B! qui sont ceux agissant dans les CLAexactes >voir remarque %@%C@; En<nF nous calculons c! et c" en minimisant le taux de convergence>I@%@%AC de l5algorithme de Schwarz %@B@Extension dans le cas g/n/ral ,D#$nition  34 5Op#rateurs d-interface OO283 Les op8rateurs d0inter=face OO: intervenant dans les conditions de transmission sur le bord d0unsous=domaine 'i sont d8Anis de la faBon suivante CBi    ni ! a#ni !p"a#ni#! ! $c$%$ ! c!    i ! c"  !  !ioD c!  c!"a#ni" a# i# et c"  c""a#ni" a# i# minimisent le taux de conver=gence de l0algorithme de Schwarz dans le cas de deux sous=domaines et d0unop8rateur L Kd8Ani en KI)L)LMM N cOPcients constants)



 !"! Cas de " sous*domaines et d/un op1rateur 3 c56cients constants !!!  !Remarque  )* +Avantages2) D/apr8s la section I!"!;< avec les conditions>I! !?@ >et en ajoutant une condition sur le signe de c @ la convergence del/algorithme de Schwarz est assur1e!Remarque  )3) Nous ne consid1rons pas< comme conditions d/interface<des approximations de Taylor d/ordre sup1rieur 3 " >ou de Pad1@< car lesprobl8mes aux limites correspondants< dans chaque sous*domaine< seraientplus complexes 3 mettre en 5uvre!L!"tude du probl,me de minimisation du taux de convergence est e6ectu"e7dans la section suivante7 dans le cas de deux sous8domaines et de c9:cientsconstants; Ceci permet d!"tudier analytiquement le taux de convergence; Latechnique de calcul permettant d!atteindre le minimum dans ce cas est "ten8due7 @ la section A;A7 au cas de c9:cients variables et d!un d"coupage quel8conque du domaine; !" Cas de " sous*domaines et d/un op1rateur3 c56cients constants 7 construction desconditions d/interface OO" et 1tude de laconvergenceDans cette partie7 les c9:cients de l!op"rateur L d"Cni en DI;F;FG sontsuppos"s constants Da ! IR$ b ! IRG;Le domaine de calcul  ! IR est d"coup" en H sous8domaines7 sans recou8vrement7  ! ! IR " IR et   ! IR" " IR Dvoir Cgure A;FG;
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 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es OO: )))L!"tude du probl,me de minimisation du taux de convergence de l!algorithmede Schwarz permet de d":nir une technique de calcul des conditions d!inter<face OO?@ Nous donnons ensuite des estimations et des r"sultats num"riquessur le taux de convergence@ !"!# Minimisation du taux de convergenceAlgorithme de SchwarzL!algorithme de Schwarz additif s!"critL up !! ! " f" dans #!B! up !! ! " B! up"! sur $!" BI@D@?EL up !" ! " f" dans #"B" up !" ! " B" up!! sur $!"Les op"rateurs B! et B" intervenant dans les conditions d!interface OO? s!ins<crivent dans le cadre des op"rateurs d!interface de la section I@?@F GB! " #x " % apB" " " #x " % ap!oH % ap a pour symbole G$ ap k! " $  &!" c"ik " c#k"et B" est obtenu J partir de B! J l!aide de la relation% ap ' % ap " % ' % " a) BI@D@DEc" et c# sont alors choisis de faKon J minimiser le taux de convergence * Bd":nien BI@?@?DEE de l!algorithme BI@D@?E@Probl4me de minimisationLes cLMcients c" et c# sont obtenus en minimisant le maximum de la fonc<tion k "# * k" c"" c#! sur l!intervalle jkj % kmax oH kmax est une constantedonn"eN kmax + & Bdans le cas discretN kmax " $h oH h est le pas du maillage



 !"! Cas de " sous*domaines et d/un op1rateur 3 c56cients constants !!!  !en y #voir par exemple -./0 #C2A2J2 Fletcher9 .::.;;;2Cas d>une vitesse de convection normale @ l>interface   ! #b ! ";Quand b ! "9 ! est paire donc c! ! "9 et c" est obtenu avec le rDsultatsuivant ETh$or'me  *+* On suppose que a  IR& a !! "& b ! " et c " " dans 9I!;!;<!Alors? pour kmax ( "? il existe un unique  c"" " qui r1alise leminc !# max#"k"kmax j)(k& "& c")j #I2G2H;De plus?  c" est l/unique solution dans *% $#% % $kmax%k!max & &pa!&'c& + de l/1quation)(k (c")& "& c") ! )(kmax& "& c")oB k ! k (c") est la racine de la d1riv1e de k $% )(k& "& c") telle que)(k & "& c") !! " 9voir Dgure  !"<!
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Fig# G2IE Taux de convergence en fonction du paramHtre de Fourier k  k  kmax ! #ha ! "" b !  " $ !  % "" c !  " h !  !"#Preuve du th(or*me ,-. La d$monstration se fera en deux $tapes1 d2abord dans le cas o6 c !  dans



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es OO: ))) I"#"#$  cas stationnaire$. puis dans le cas c   "#$ Cas c !  On consid5re le cas de l67quationa"u"x ! %"u ! f' a "!  En posant x ! #  ka $ et ( ! c jaj  . le taux de convergence s67crit =)#x' ($ !  !% &p% & x! (x% &p% & x& (x ! 
et. en posant xmax ! #  kmaxa $ . le probl5me de minimisation  I"@"A$ est 7quiBvalent au probl5me de minimisation suivant =min&!! max!"x"xmax j)#x' ($j  I"@"C$La fonction #x' ($ % IR" & IR" !' )#x' ($ est C#. positive. et pour (   Fx7. limx$%# )#x' ($ ! %"Recherche du maximum de x !' )#x' ($ sur - ' xmax.> pour (   ?x8 @Nous distinguerons trois cas sur ( =  , ( , # . ( !  . et (  # ")  , ( , # Supposons ( Fx7 avec  , ( , # "On pose x##($ ! #$ && et xint#($ ! #$ &&! " Les racines positives de x !' )#x' ($sont I et xint#($. et celles de x !' *+*x#x' ($ sont I. x##($. et xint#($" La foncBtion x !' )#x' ($ est croissante sur - ' x##($. * -xint#($' xmax.. d7croissantesur -x##($' xint#($.  voir Fgure @"@$"



 !"! Cas de " sous*domaines et d/un op1rateur 3 c56cients constants !!!  !
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maxFig#  ! " Taux de convergence x   !! xmax" !" "#x! #$; xmax % &!! et# % !$!'Nous avons ainsi trois possibilit0s pour le maximum de x !" "#x! #$ sur !! xmax" "5 Soit # est tel que xmax # x ##$ $% # # f#xmax$8 avec f#x$ %  x!" !Alors8 le maximum de x !" "#x! #$ sur  !! xmax" est atteint en xmax85 Soit # est tel que x ##$ # xmax #   "## $% f#xmax$ # # # g#xmax$8avec g#x$ %   !p !xx ! Alors8 le maximum de x !" "#x! #$ sur  !! xmax"est atteint en x ##$85 Soit # est tel que xmax &   "## $% # & g#xmax$! Alors8 le maximumde x !" "#x! #$ sur  !! xmax" est atteint soit en x ##$8 soit en xmax!On cherche donc lemin# min#$#"f$xmax% "#xmax! #$! minf$xmax%"#"g$xmax% "#x ##$! #$!ming$xmax%"#$ ! #"#x ##$! #$! "#xmax! #$$$On note F##x! #$ % '('# #x! #$ % !&xp !x$  !p !x #x%$ !p !x!#x%" ! x & !! ! ( # (  " ! Enparticulier8 F##x! #$ # ! $% # # g#x$!



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es OO: )))Etudions dans un premier temps le minimum sur  ! f"xmax# de #  ! F "##.avec F "## $ %"xmax ## ! & # &  ! 1Par d34nition. F  "## $ F""xmax ##5 Donc pour ! & # " f"xmax#. on aF  "## " ! 7car f"xmax# " g"xmax#85 F 3tant continue. le minimum est atteinten # $ f"xmax# " #$ xmax $ x "###5 On est donc ramen3 a trouver lemin" minf#xmax$ $ g#xmax$ %"x "## ## ming#xmax$ $&  !"%"x "## ## %"xmax ####On pose G"## $ %"x "## ## ! & # &  ! 5On a G "## $ '('x"x "## ## ''$ "x "### ( '('$ "x "## ##5 Comme '('x"x "## ## $ !.on obtient G "## $ F""x "## ##. et G "## " ! #$ # " g"x "###5 Or# " g"x "### %# & !  ! ). donc G "## " ! ! & # &  ! 5 Comme G est continuesur  !  ! ). le minimum de G sur )f"xmax# g"xmax# est atteint en # $ g"xmax#5On est ainsi ramen3 > chercher leming#xmax$ $&  !"%"x "## ## %"xmax ###On a vu que F  "## ' ! et G "## " ! pour g"xmax# " # &  ! 5 Comme F etG sont continues sur  !  ! ). F " !# " ! et G" !# $ !. il existe un unique !#.g"xmax# "!#&  ! . tel que F "!## $ G"!##5 De plus.min"&$&  ! max" x xmax j%"x ##j $ F "!## $ G"!##) # $ !Supposons que # $ !5 La fonction x  ! %"x !# est croissante sur )! xmax .et son maximum est atteint en xmax5 Un calcul simple montre alors que%"xmax !# ) %"xmax !## 7on utilise le fait que !#&  !85) # '  !Supposons que # '  ! 5 La fonction x  ! %"x ## est alors croissante sur)! xmax . et son maximum est atteint en xmax5 On 3tudie donc lemin$"  ! %"x ## $ min$"  ! F "##



 !"! Cas de " sous*domaines et d/un op1rateur 3 c56cients constants !!!  !Comme F   !!  " pour !   ! ' le minimum est atteint en ! #  ! . Un calculsimple montre alors que " xmax$  !! % " xmax$  !! 2d4apr5s  !&  !6.Par suite' pour xmax % " 8x:' il existe un unique  !' g xmax! ! !&  ! ' telque " xmax$  !! # " x   !!$  !!. De plus' on amin#!" max""x"xmax j" x$ !!j # " xmax$  !! # " x   !!$  !!C4est<=<dire' en la variable de fourier k Apour kmax % " 8x:' il existe un unique  c#' $!$"% $!$kmax%k max ! c#& &jaj ' tel que" kmax$ "$  c#! # " k   c#!$ "$  c#!' oB k # k  c#! est la racine de la d:riv:e dek #$ " k$ "$ c#! telle que " k $ "$ c#! %# ". De plus' on a Aminc!!" max""k"kmax j" k$ "$ c#!j # " kmax$ "$  c#! # " k   c#!$ "$  c#!ce qui d:montre le th:or5me D.E dans le cas oB c # ".F6 Cas c  "On consid5re le cas de l4:quationcu) a,u,x # -*u # f$ a %# "$ c  "En posant x #  !&ka !!' ! # c!jaj!& ' et c # &&ca ' le taux de convergence s4:crit A" x$ !! #  #p+ ) c )p+ ) c ) x# !xp+ ) c )p+ ) c ) x) !x !!c4est<=<dire' en posant y # x 'c et ! # !p+ ) c A" y$ ! ! #  #+ )p+ ) y # ! y+ )p+ ) y ) ! y !!et en posant ymax # xmax 'c ' avec xmax #  !&kmaxa !!' le probl5me de minimisation2I.D.K6 est :quivalent au probl5me de minimisation suivant Amin# !" max""y"ymax j" y$ ! !j



  CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es OO: )))c!est%&%dire au probl0me de minimisation 3I565785 Par suite: pour ymax !  ;x=: il existe un unique  " : g!ymax"   " $  !  tel que   ymax"  # ! "   y   # !"  # !&De plus min# !! max!"y"ymax j  y" # !j "   ymax"  # ! "   y   # !"  # !o+ y  # ! est la racine de la d2riv2e de y !"   y" # ! telle que   y" # ! #" (&On obtient ainsi en la variable de fourier k 7pour kmax % ( 8x2 il existe un unique  c" %!#!$ %!#kmax$k max $ c"' 'pa %&c'  telque   kmax" ("  c"! "   k   c"!" ("  c"! o+ k " k  c"! est la racine de la d2riv2ede k !"   k" (" c"! telle que   k " (" c"! #" (& De plus minc!!! max!"k"kmax j  k" (" c"!j "   kmax" ("  c"! "   k   c"!" ("  c"!ce qui d2montre le th2or<me =&>&  Th"or%me ()*)  c" peut $tre obtenu en minimisant  sur des fr/quences in2term/diaires kint" ( ' kint $ kmax qui annulent  4 c5est262dire si kint est telque   kint" (" c"! " (7 alors c" est une fonction de kint et 8I:;:<= est /quivalentau probl?me de minimisation suivant @min!,kint"kmax max!"k"kmax j  k" (" c" kint!!j ?I&=&ABAlors7 pour kmax % ( donn/7 il existe un unique  kint%)(" kmax)7 d/pendant dekmax7 solution du probl?me de minimisation 8I:;:C=: De plus7  kint est obtenucomme /tant l5unique solution dans )(" kmax) de l5/quation  k  kint!" (" c" kint!! "   kmax" (" c" kint!!oE k est la racine dans )(" kint* de la d/riv/e de k !"   k" (" c" kint!!8voir Fgure ;:H=:Preuve du th"or%me ()*&Nous avons vu dans la d2monstration du th2or<me =&> que le probl<me deminimisation ?I&=&DB est 2quivalent au probl<me de minimisation 7ming#xmax$"#, " max!"x"xmax j  x" #!j ?I&=&EB



 !"! Cas de " sous*domaines et d/un op1rateur 3 c56cients constants !!!  !Or d#apr&s l#)tude de la fonction x  ! ! x" #!2 si # v)ri4e g xmax! " # %  ! 2il existe un unique xint" " % xint " xmax2 tel que ! xint" #! # "2 c#est787dire# # # xint! #   "p "xintxint 9 R)ciproquement2 pour xint 4x)2 " % xint " xmax2si # est tel que ! xint" #! # "2 c#est787dire # # # xint! #   "p "xintxint 2 alors ona g xmax! " # %  ! 9Ainsi2 le probl&me >I9@9AB est )quivalent au probl&me de minimisation suivant Cmin#&xint"xmax max#"x"xmax j! x" # xint!!jPar cons)quent2 d#apr&s le th)or&me @9F2 pour xmax & " 4x)2 il existe ununique  xint$)"" xmax)2 tel que ! xmax"  #   xint!! # ! x   #   xint!!"  #   xint!!9 Deplus2 on a Cmin#&xint"xmax max#"x"xmax j! x" # xint!!j # ! xmax"  #   xint!! # ! x   #   xint!!"  #   xint!!En repassant en variable de fourier k >voir la preuve du th)or&me @9FB2 cecid)montre le th)or&me @9I9  Remarque )*) +Choix de c 2* Nous avons choisi c # )  "! pour que lesconditions d/interface soit exactes pour la plus basse fr1quence! Nous g1n1ra*lisons l/1tude du taux de convergence dans le cas o@ c est quelconque! Dansce casB nous cherchons leminc (c!(c" maxjkj"kmax j! k" c " c!" c$!jo@ ! k" c " c!" c$! #  )  k! ) ap k!)" k! ) ap k!!!avec ) ap k! # c  c!ik c$k!! Dans lecas o@ b # "B nous avons un r1sultat similaire aux th1orCmes  !D et  !" Evoirchapitre I!GH! Dans ce casB nous avons observ1 num1riquement que le gainsur le maximum du taux de convergence semble faible lorsque l/on minimisesur c et c$ au lieu de minimiser seulement sur c$ et de Ixer c # )  "! EvoirIgure  !JH! En dehors de la complexit1 des calculsB c/est une autre raison pourlaquelle nous avons choisi c # )  "!!



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es OO: )))
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 !"! Cas de " sous*domaines et d/un op1rateur 3 c56cients constants !!!  !Cas d$une vitesse de convection quelconque /a  IR# b  IR0Lorsque la vitesse de convection est quelconque3 d$apr5s /I7879:0 et /I7879903nous avons ;%  k! " a!q !p a! # $c( # $k!(!!! # %&(!b!k! # a ! # 'c( # 'k!(!'(!i sgn bk!q !p a! # $c( # $k!(!!! # %&(!b!k! ! a ! ! 'c( ! 'k!(!'( /I7<7=0%" k! " a#q !p a! # $c( # $k!(!!! # %&(!b!k! # a ! # 'c( # 'k!(!'(#i sgn bk!q !p a! # $c( # $k!(!!! # %&(!b!k! ! a ! ! 'c( ! 'k!(!'(Aussi3 l$?tude du probl5me de minimisation sur les deux param5tres c! et c#est tr5s complexe7 Ceci nous a conduit C utiliser les r?sultats obtenus dans lecas pr?c?dent /cas b " (0 aDn de nous ramener C un probl5me de minimisaEtion approch? sur un seul param5tre kint ;Pour un kint arbitraire3 ( " kint " kmax3 c! kint! et c# kint! sont Dx?s par- kint# c!# c#! " ( ;c! " c! kint! " !Im %  kint!!kint et c# " c# kint! " %  (!! Re %  kint!!k!intet on regarde le probl5me de minimisation suivant ;min$&kint!kmax max$!k!kmax j- k# c! kint!# c# kint!!jProposition *+,+ Supposons que c " ( dans 9I!;!;< 9cas stationnaire<! Soitkint= ( 0 kint " kmax tel que - kint# c!# c#! " (! Alors=$k  .(# kmax.# k %" kint# - k# c!# c#! %" (Preuve de la proposition *+,7On suppose que b %" (3 le cas b " ( ?tant montr? au th?or5me <797



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es OO: )))On raisonne par l*absurde. On suppose qu*il existe k   !! kmax 2 tel que""k ! c ! c!# $ !. Alors2c $ !Im"& "  kint## kint $ !Im"& "k ##k 4I.6.78Dans le cas o; c $ ! dans 4I.<.<82 une =tude de la d=riv=e de la fonctionk !" Im"' "k##k montre que cette d=riv=e ne s*annule pas sur  !! kmax . Alorsla relation 4I.6.78 entraAne que k $ kint.  Alors2 une approximation  kint du minimum est calcul=e par 4voir Bgure 6.D8 Ej""k$! c "kint#! c!"kint##j $ j""kmax! c "kint#! c!"kint##jo; k$ est la racine dans  !! kint de la d=riv=e de la fonction k !" j""k! c "kint#! c!"kint##j.Avec  kint on peut calculer c $ c "  kint# et c! $ c!"  kint# Ec $ !Im"& "  kint## kint ! c! $ & "!#! Re"& "  kint##"  kint# 4I.6.<F8
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 !"! Cas de " sous*domaines et d/un op1rateur 3 c56cients constants !!!  !La partie qui suit montre l.importance des relations 1I34356 11I34346 dansl.espace de Fourier6 8 savoir qu.elles permettent: avec le signe de c d<=ni en1I3435>6: d.obtenir des algorithmes qui convergent3 !"!" Convergence de l-algorithme de Schwarz avec lesconditions OO"Th$or'me *+*+ Soient ! le taux de convergence de l/algorithme de Schwarz?d1@ni en ?I!"!" BB avec les conditions d/interface OO" ?dont les c56cientsc et c! sont d1@nis en ?I! !EFBB! AlorsH " #  $ c !  $ a " IR$ b " IRH k " IR$ j!!k$ c $ c!"j * #Preuve du th$or'me *+*D.aprBs le corollaire C35 1partie I: section C3D6: il suEt de v<ri=er quesgn!c " $ sgn!b"3 Par d<=nition: nous avons 1voir 1I3435>66 Gc $ $Im!/ !  kint"" kintavec  kint#  3 Comme sgn!Im!/ !  kint""" $ $sgn!b  kint" d.aprBs 1I343I6: c est du mJme signe que b: ce qui d<montre le th<orBme 4343   !"! Estimations du taux de convergenceNous <tudions le comportement asymptotique du taux de convergence1d<=ni en 1I3C3C466 de l.algorithme de Schwarz 1I343C6: lorsque le paramBtrede discr<tisation h tend vers >3Th$or'me *+ + Supposons que a " IR$ a %$  $ b $  et c !  dans ?I!E!EB!Soit kmax $ &h oJ h est le paramKtre de discr1tisation!Soit ! le taux de convergenceH d1@ni en ?I!"!" BH de l/algorithme ?I! !"B!On note !!max"CI le maximum de ! sur  & k & kmaxH avec les conditionsd/interface CI!



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es OO: )))Soit c  ! "   ca ) Alors= quand h  ! #    max!Taylor ordre   "! #!c  !  jajh% !  max!Taylor ordre !  "! $!c  !  jajh% !  max!OO!  "! % $!!  " c  #  jajh% !  "Preuve du th(or*me ,-. Supposons que a # IR( a $& '( b & ' et c % ' dans ,I . ./ Alors3 4 l5aide duchangement de variables y & ""#c  !,ka !!3 + &  c"jaj!, !p" ( c avec c & $,ca! 3 letaux de convergence s5>crit ?  y( + ! &  !" (p" ( y ! + y" (p" ( y ( + y !!,voir la d>monstration du th>or@me A ./ Estimations pour les conditions de Taylor d5ordre E ou F ?Dans le cas des conditions de Taylor d5ordre E ou F3 le cHIcient c% estind>pendant de ymax Conditions de Taylor d.ordre /  Pour les conditions de Taylor d5ordre E3 nous avons c% & '3 c5estK4Kdire + & ' La fonction y !'   y( '! est croissante sur )'( ymax*3 et son maximum est atKteint en ymax Par suite3  max!Taylor ordre  &   ymax( '!c5estK4Kdire3 en posant , & "$ymax 3  max!Taylor ordre  & "#!" (q" ( "$." (q" ( "$. %A!
&  !#p,(p$, ( "#p, (p$,( " !! ,I A ../



 !"! Cas de " sous*domaines et d/un op1rateur 3 c56cients constants !!!  !En utilisant un d)veloppement limit) en   ! de /I1213345 on obtient 7"!max#Taylor ordre   $! %  !C9est:;:dire5 lorsque le pas du maillage h tend vers ? /rappelons que nousavons pos)   !"ymax 5 et ymax  !!#c "$+kmaxa #$5 avec kmax  -h4 7"!max#Taylor ordre   $! &%c  ! " jajh( #Conditions de Taylor d/ordre " :Pour les conditions de Taylor d9ordre D5 nous avons c%  +jajp!#c 5 c9est:;:dire )  !$ 1 La fonction y !$ !"y* !$# est croissante sur '!* ymax(5 et sonmaximum est atteint en ymax1 Par suite5"!max#Taylor ordre $  !"ymax* $&#c9est:;:dire5 en posant   !"ymax 5"!max#Taylor ordre $   !$!q$ ) !"/ ) !$ !"/$ )q$ ) !"/ ) !$ !"/#A$
 %% ! *p )p* ) $ ) $% ) *p )p* ) $ ) $&$ /I1213D4En utilisant un d)veloppement limit) en   ! de /I1213D45 on obtient 7"!max#Taylor ordre $  $! $+  !C9est:;:dire5 lorsque le pas du maillage h tend vers ? /rappelons que nousavons pos)   !"ymax 5 et ymax  !!#c "$+kmaxa #$5 avec kmax  -h4 7"!max#Taylor ordre $  $! *%c  ! " jajh( #



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es OO: )))Estimation pour les conditions OO0 1Nous utilisons dans cette partie les r3sultats du th3or5me 6787 Nous com9men:ons par chercher le comportement asymptotique du c=>cient  c ? inter9venant dans les conditions OO0? lorsque ymax   ! A "# h  !B7 Cec=>cient devient  # avec le changement de variables eFectu3 ci9dessus7En posant ymax " !!"c ##$kmaxa $#? Aymax $ !B? la solution  # du probl5me deminimisation min& !$ max$"y"ymax j%#y& # $jest obtenue comme 3tant lGunique solution dans * !"p!"ymaxymax & !# * de lG3quation%#ymax& # $ " %#y!## $& # $ AI76786BoI y!## $ est la racine de la d3riv3e de y % %#y& # $ telle que %#y& # $ &" !7Avoir la d3monstration du th3or5me 678B7Un calcul simple montre que lG3quation AI76786B est 3quivalente K lG3quationsuivante 1 +# #,% # $#,  # ymax$# % ,% ymax " ! AI7678LBLemme %&'& Pour ymax ' , <x8> la solution  # $ de @I)()ABC correspondantev8ri<e E  # $( '  ! avec ' " ,+ymaxAla d3monstration du lemme 678 est donn3e ci9dessousB7DGapr5s le th3or5me 678?#%max$OO# " %#ymax&  # $$cGest9K9dire Aen utilisant le lemme 678B?#%max$OO# (  !%,  q,  !%) % '  ! !%),  q,  !%)  '  ! !%) #A#
( %+' "! % -'  #p+' ,  ,+' "!  -'  #p+' ,  ,&# AI7678NB



 !"! Cas de " sous*domaines et d/un op1rateur 3 c56cients constants !!!  !En utilisant un d)veloppement limit) en   ! de /I1213456 on obtient 8"!max#OO  $! %  !C:est;<;dire6 lorsque le pas du maillage h tend vers @ /rappelons que nousavons pos)   !"ymax 6 et ymax  !!#c " &kmaxa # 6 avec kmax  (h5 8"!max#OO  $! %"&%#  " c  ! " jajh( #  "ce qui d)montre le th)orCme 21D1  Pour d)montrer le lemme 2136 nous utiliserons le r)sultat suivant 8Lemme !%&% La solution  ) de l/1quation :I! !<=> v1ri@e Alimymax !#""ymax  ) #  *#Preuve du lemme !%&1Soit ) $ ! v)riGant /I1213D51 Nous raisonnons par l:absurde 8 supposons qu:ilexiste une constante M + ! telle que jymax) j %M, &ymax + !1 Alors6&) "$! ) #"$ * ) ymax# % &Mymax "$ * Mymax #"$ *M# /I1213K5Comme limymax !#" "Mymax "$* Mymax #"$*M#  !6 l:in)galit) /I1213K5 entraLne quelimymax !#" &) "$! ) #"$ * ) ymax#  !6 ce qui contredit l:)quation /I1213D5 8limymax !#" &) "$! ) #"$ * ) ymax#  limymax !#""$ * ymax#  *#Donc6 limymax !#""ymax) #  *#1  Preuve du lemme !%-1Supposons ymax ' $ Gx)6 et notons  ) " la solution de l:)quation /I1213D5



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es OO: )))correspondante* D,apr-s le lemme 0*12 on peut n4gliger dans 7I*0*9:; lesconstantes par rapport < ymax et ymax  ! ! =  ! ! !"  ! !#! ! ! ymax# ! ymax"# ! ! !#!  ! ! !#" ! " ymax 7I*0*9>;On pose " $ #"ymax * Comme % $ ! !# # 2 la relation 7I*0*9>; entraAne que   ! !  !   Le taux de convergence est donc asymptotiquement meilleur avec les condi5tions OO7 qu8avec celles de Taylor d8ordre : ou 7 Dans le paragraphe suivant= nous pr>sentons des r>sultats num>riques quicon?rment ces estimations  !"!# R%sultats num%riques sur le taux de convergenceNous supposons que le domaine  ! IR est d>coup> en 7 sous5domaines ! ! IR ! IR et   ! IR" ! IR= s>par>s par une interface "! Bvoir ?gureC DE= et que les cFGcients de L dans BI D DE sont constants Dans cette section= nous pr>sentons des r>sultats num>riques montrant l8in5Iuence de diJ>rents paramKtres sur le maximum sur #$$ kmax% du module dutaux de convergence & Bd>?ni en BI 7 7CEE= ainsi que sur les cFGcients c etc# Bd>?ni en BI C D:EE Ces paramKtres sont MN l8angle de la vitesse de convection par rapport O l8interfaceN la viscosit> (N la constante cN le pas du maillage h= lorsque la fr>quence maximale vaut kmax ! #h



 !"! Cas de " sous*domaines et d/un op1rateur 3 c56cients constants !!!   Variation de l+angle de la vitesse de convectionDans ce paragraphe* le champ de vitesse de convection est a  !a! b"*avec a  cos!#"! b  sin!#" 2voir 3gure 5678* et on regarde l9in:uence duparam;tre # sur le taux de convergence6
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Fig# 56>= Comportement du maximum sur *(! kmax+ du taux de convergenceen fonction de l/angle # de la vitesse de convection par rapport 3 l/interfacea  cos!#"! b  sin!#"9 &  ('(,! c  (! kmax  #h avec h   !"#



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es OO: )))Ainsi$ on observe sur la -gure /01 que le maximum du taux de convergenceavec les conditions OO9 est inf;rieur < celui obtenu avec les conditions deTaylor d?ordre @ ou d?ordre 90 De plus lorsque a  ! et b  " Cvitessede convection tangente < l?interfaceD$ ce maximum avec les conditions OO9est strictement inf;rieur < E$ ce qui n?est pas le cas de celui obtenu avecles conditions de Taylor d?ordre 9 ou @0 Ceci est li; au comportement descGHcients c et c! comme le montre la -gure /0I0 En eKet$ on remarquequ?avec les conditions OO9$ les pentes des fonctions #  ! c ##$ et #  ! c!##$sont trLs faibles0
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Fig# /0IM Comportement des param;tres c et c! en fonction de l0angle #de la vitesse de convectiona  cos##$$ b  sin##$? %  !&!"$ c  !$ kmax  #h avec h  " #$



 !"! Cas de " sous*domaines et d/un op1rateur 3 c56cients constants !!!  !Variation de la viscosit/On s#int&resse surtout aux viscosit&s faibles2
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Fig# 3245 Comportement du maximum sur  ! kmax" du taux de convergenceen fonction de la viscosit1 "a # $ b # $ c # ! kmax # #h avec h #  !"#Le maximum du taux de convergence avec les conditions OO: est nettement



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es OO: )))inf#rieur ' celui obtenu avec les conditions de Taylor d3ordre 4 ou d3ordre 56quelle que soit la viscosit#  8voir 9gure ;<=><Remarque )*+* Le maximum du taux de convergence obtenu avec les condiBtions de Taylor tend trDs vite vers E) Ceci vient du fait queG dans l0espace deFourierG les approximations de Taylor d0ordre I ou : des CLA exactes auvoisinage de k  ! restent valables pour  petit car c0est le terme  k qui apBparait dans JI):)EIK et JI):)EEK Jbien que les d8veloppement de Taylor d0ordreI ou : au voisinage de k  ! soient diL8rents de ceux au voisinage de   !M cause du terme " c dans JI):)EIK et JI):)EEKK)
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Fig# ;<?4@ Comportement des paramDtres c et c! en fonction de la viscosit8  a  #$ b  #$ c  !$ kmax  #h avec h  " #$



 !"! Cas de " sous*domaines et d/un op1rateur 3 c56cients constants !!!  !Les #gures '()* et '()) montrent le comportement de c et c! en fonction dela viscosit7 !8 d9abord dans le cas o; c  !8 puis dans le cas o; c  "(
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Fig# '())< Comportement des param7tres c et c! en fonction de la viscosit1 !a  "# b  "# c  "# kmax  #h avec h  " #$



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es OO: )))Variation du pas de tempsDans cette partie* nous regardons l0in1uence de la constante c de 2I45456sur le taux de convergence4 Rappelons que c peut ;tre c   !t o< !t estle pas de temps d0un sch?ma d0Euler implicite pour r?soudre l0?quation deconvectionAdiBusion d?pendante du temps4 En particulier* dans ce cas* c  "correspond C l0?tat stationnaire4Le maximum du taux de convergence avec les conditions OOF est bien inAf?rieur C celui obtenu avec les conditions de Taylor d0ordre K ou d0ordre F*quelque soit le cLMcient c* comme le montre la Ngure O45F4
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Fig# O45FP Comportement du maximum sur #"" kmax$ du taux de convergenceen fonction de ca  %" b  %" &  "'"%" kmax  $h avec h   "#$
La Ngure O45O montre que le paramQtre c a une trQs faible in1uence sur lescLMcients c" et c% intervenant dans les conditions d0interface OOF4



 !"! Cas de " sous*domaines et d/un op1rateur 3 c56cients constants !!!  !
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Fig#  !" # Comportement des param7tres c et c! en fonction de ca  !" b  !" $  "%"!" kmax  #h avec h  " #$Variation du pas du maillagea% Vitesse de convection normale 3 l4interface #" 6a  IR" b  "%Les 8gures  !"; 6pour c  "% et  !"= 6pour c  !""% montrent le comporte>ment du maximum sur $"" kmax% du taux de convergence * en fonction du pasdu maillage h@ lorsque kmax  #h ! Les conditions OOC donnent un maximumdu taux de convergence infDrieur 3 celui obtenu avec des conditions de Taylord4ordre H ou d4ordre C@ quelque soit h!Les 8gures  !"I 6pour c  "% et  !"J 6pour c  !""% con8rment les estimationsthDoriques du thDorLme  !;!



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es OO: )))
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 !"! Cas de " sous*domaines et d/un op1rateur 3 c56cients constants !!!  !
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 !"! Cas de " sous*domaines et d/un op1rateur 3 c56cients constants !!!  !b! Cas d&une vitesse de convection quelconque 1a  IR# b  IR!Dans le cas d&une vitesse plus g5n5rale7 le maximum sur  !#  h " du moduledu taux de convergence avec les conditions OO; est inf5rieur = celui obtenuavec des conditions de Taylor d&ordre @ ou d&ordre ;7 quelque soit h 1voirAgure BCDE!CNous avons observ5 num5riquement que7 pour les conditions OO; et Taylorordre @7 le comportement du maximum du taux de convergence en fonctionde h est celui des estimations th5oriques faites dans le cas b # ! 1th5orHmeBCI! 1voir Agure BCDJ!C Ceci est le cas 5galement pour les conditions de Taylord&ordre ; 1avec une constante diK5rente devant h dans l&estimation th5orique!1voir Agure BCDJ!C
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 !"! Cas de " sous*domaines et d/un op1rateur 3 c56cients constants !!!  !La "gure '()* montre le comportement de c et c! en fonction de h(
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Fig# '()*5 Comportement de c et c! en fonction du pas du maillage ha  !# b  !# %  "&"!# c  "# kmax  #hDans la partie suivante nous donnons la d9marche de calcul des conditionsd;interface OO) dans le cas d;un d9coupage du domaine plus g9n9ral(



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es OO: ))) ! M#thodologie de calcul des conditions d1in2terface optimis#es OO8Dans cette partie* nous explicitons le calcul des conditions d0interfaceOO3 dans le cas d0un op4rateur L 5 c67cients variables* et d0un d4coupagequelconque du domaine= Nous reprenons les notations du chapitre I=3=D4termination de   et   Nous commenAons par d4terminer les symboles de Fourier des op4rateursde SteklovFPoincar4 dans le cas de 3 sousFdomaines  ! ! IR ! IR et " ! IR ! IR et de c67cients constants dans HI=I=IJ Hvoir section I=3=IJ K  "k$ a$ b# ! a" pa" $ %c( $ %i(bk $ %k"("&(  "k$ a$ b# ! a$ pa" $ %c( $ %i(bk $ %k"("&(Calcul des conditions d0interface OO3Les op4rateurs intervenant dans les conditions d0interface OO3 s04criventpar d4Nnition sous la forme KBi ! **ni " a+ni "p"a+ni#" $ %c(&( $ c" ** i " c# *"* "i HI=O=IPJoQ c" ! c""a+ni$ a+ i# et c# ! c#"a+ni$ a+ i# sont choisis de faAon 5 minimiserle taux de convergence de l0algorithme de Schwarz=La technique de calcul d4velopp4e 5 la section I=O=3 et permettant d0approFcher le minimum dans le cas de 3 sousFdomaines et de c67cients constantsest 4tendue* ici* de la faAon suivante KOn note   "k# !   "k$ a+ni$ a+ i# et   "k# !   "k$ a+ni$ a+ i#=On pose* pour ' % k % kmax et ' , kint % kmax K-"k$ kint# ! !  "k#"   ap"k$ kint#  "k#"   ap"k$ kint#""



 ! ! M#thodologie de calcul des conditions d1interface optimis#es OO7  !avec   ap k" kint! "    #! c  kint!ik  c! kint!k $ o& c " c  kint! etc! " c! kint! sont *x,s par % kint" c " c!! " #$ soit 0c  kint! "  Im    kint!!kint " c! kint! "    #! Re    kint!!k intOn note k" " k" kint! la racine dans $#" kint% de la d,riv,e de la fonctionk  ! j% k" kint!j5Alors$ on calcule la solution  kint dans $#" kmax$ de l8,quation 0j% k"" kint!j " j% kmax" kint!j: l8aide d8un algorithme de dichotomie >C8est plus simple que d8utiliser unalgorithme de Newton$ dans ce cas$ parce que l8on a pas de d,riv,e : calculerB5Finalement$ on obtient c et c! par 0c " c  a*ni" a* i! "  Im     kint!! kintc! " c! a*ni" a* i! "    #! Re     kint!!  kint! 



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es OO: )))



 !
Chapitre (
Conditions d-interface optimis1es2OO45h 6 1tude sur le probl:mediscret
Dans le chapitre I-./ des conditions d2interface optimis5es 6OO89 ont 5t5introduites ; partir d2une 5tude sur le probl=me continu- On peut ensuitediscr5tiser ces conditions- N5anmoins/ il est naturel de d5?nir des conditionsd2interface optimis5es discr=tes 6@OO8Ah9 ; partir d2une 5tude sur le probl=mediscret/ et de comparer cellesBci avec les conditions OO8 discr5tis5es-L2objet de ce chapitre est l25tude de l2optimisation des conditions d2interBface sur le probl=me discret-Nous commenFons par introduire les notations utilis5es/ puis nous 5crivonsl2algorithme de Schwarz appliqu5 au probl=me discret-Nous d5?nissons ensuite des CLA exactes discr=tes/ d2abord dans le cas de 8sousBdomaines/ pour simpli?er @voir O8PQ @L- Halpern/ STU8AA- Ces conditionssont 5tendues au cas d2un domaine d5compos5 en bandes/ et nous montronsqu2elles conduisent ; une convergence optimale de l2algorithme de Schwarz-Ces conditions vont permettre de d5?nir des conditions d2interface optimis5es6OO8 discr=tes9 que nous notons @OO8Ah-



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es 9OO;<h )))Probl'me discretSoit  un ouvert born* de IR ,On note f!xi# yj" !  # # " i " imax# # " j " jmaxg l/ensemble de pointsrepr*sentant le domaine discret,Le syst7me lin*aire r*sultant d/une discr*tisation du probl7me 8I,:,:; s/*critAu $ f 8I,<,:;avec u $ !ui&j"= o> ui&j repr*sente une approximation de u!xi# yj", !" D$composition du domaine et notationsNous supposons= pour simpliAer= que  est la r*union de C sousDdomaines ! et   = avec  !$  $ %, Nous notons %! l/interface entre les sousDdomaines ! et   , La normale ext*rieure F un sousDdomaine  i est not*e ni= et  i estle vecteur tangent unitaire d*Ani comme sur la Agure <,:,
τ
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Fig# <,:H D8composition en ; sous?domaines@ sans recouvrementLes matrices de rigidit* locales dans chacun des sousDdomaines s/*crivent=si l/on num*rote les degr*s de libert* en commenJant par ceux qui sont assoDci*s F des points internes F  ! et   = et en Anissant par les nKuds situ*s surl/interface %! HA! $  A!II A!IBA!BI A!BB ! et A $  A II A IBA BI A BB !o> les blocs A!II et A II sont associ*s aux probl7mes de convectionDdiLusionsur  ! et   avec des conditions aux limites de type Dirichlet, Les blocs A!BB



 !"! D$composition du domaine et notations  !et A BB sont les matrices d,in-uence entre les n/uds de la fronti1re  ! 2 Ellessont obtenues par int6gration respectivement sur !! et ! 2Un vecteur ui relatif au sous:domaine !i est d6compos6 suivant la formeui "  uiIuiB ! avec uiB repr6sentant les valeurs de ui sur l,interface  ! 2D#$nition de la d#riv#e normale discr2te sur l4interfaceNous donnons cette d6<nition dans le cadre du sch6ma volumes <nis uti:lis6 au chapitre > de la partie II2 Le probl1me de convection:diAusion quenous consid6rons s,6crit sous la forme CL#u$ " % &'t ( #a $$x ( b $$y $! &) 'tCFL#a $$x ( b $$y $#a $$x ( b $$y $! +'*#u$ " f dans !C#u$ " + sur $!oD C est un op6rateur de bordE 't le pas de tempsE et CFL le nombre deCourant2Pour chaque sous:domaine !iE le sch6ma en un n/ud #i. j$ de l,interface  ! s,obtient par une int6gration de l,6quation de convection:diAusion sur une cel:lule d6cal6e Ci entourant le n/ud #i. j$2 On note  " $C! #  ! " $C #  ! Ivoir <gure >2JK2
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 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es 9OO;<h )))Nous avons' d)apr,s la section 232 de la partie II' la relation suivante 5ZCi L u! " ZCi u#t $ ZCi a ##x $ b ##y !u! %& #tCFL Z"Cin  a ##x $ b ##y !u a*ni!! + Z"Cin #u#ni! %& #tCFL Z  a*ni! a* i!#u i ! Z  %& #tCFL a*ni!! $ +! #u#ni" ZCi f- i " %- &A l)aide de la relation ci7dessus' on d89nit la discr8tisation de la d8riv8enormale sur l)interface '"! de la fa<on suivante 5 #u#ni !hj  ! i- j! #  %& #tCFL a*ni!! $ +! Z #u#ni# ZCi u#t $ ZCi a ##x $ b ##y !u! %& #tCFL Z"Cin  a ##x $ b ##y !u a*ni!! + Z"Cin #u#ni! %& #tCFL Z  a*ni! a* i!#u i ! ZCi fc)est7=7dire  #u#ni !hj  ! # ! AiBI AiBB "# uiIuiB $! f iBEn particulier' dans le cas o? le second membre f de AI323BC est nul' alors #u#ni !hj  ! # ! AiBI AiBB "# uiIuiB $ AI323DCR##criture du prob.me discretLa contribution ui du sous7domaine (i = la solution u du probl,me AI323BCs)8crit ui " # uiIuiB $ avec u"B " u!B " uB3



 !"! Algorithme de Schwarz et conditions d5interface !!!  !Si on num&rote les degr&s de libert& conform&ment 1 la d&composition dudomaine4 le probl5me 6I898:; se d&compose alors par blocs sous la formesuivante =  ! A II  A IB A!II A!IBA BI A!BI ABB "A ! u Iu!IuB "A !  ! f  If !IfB "A 6I898>;Le bloc ABB est la somme des deux contributions locales A BB et A!BB4 etf iB# i ! "# #4 sont les contributions du sousAdomaine $i au vecteur fB8 !" Algorithme de Schwarz et conditions d5in6terface 8 cas discret9 sans recouvrementAlgorithme ,-. /Schwarz dans le cas discret8 sans recouvrement;-Soit %ui "#$&i% #! une approximation initiale de la solution u de :I! !<= danschaque sous?domaine@ et soit %ui "p$&i% #! la valeur de l5approximation de u Bl5itCration p! L5algorithme de Schwarz additif s5Ccrit EAiIIui "p& $I ' AiIBui "p& $B ! f iI # i ! "# #$ A BI A BB  B %& u "p& $Iu "p& $B ' !f  B ' f !B ' $  A!BI  A!BB  B %& u! "p$Iu! "p$B '$ A!BI A!BB  B! %& u! "p& $Iu! "p& $B ' !f !B ' f  B ' $  A BI  A BB  B! %& u "p$Iu "p$B '
oF B et B! sont des matrices d5inGuence entre les nHuds de ( !@ que l5onprCcise ci?dessous!



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es 9OO;<h )))Matrice d*interface BiRappelons qu*au chapitre 01 des conditions d*interface optimis5es 6OO08 ont5t5 introduites 9 partir d*une 5tude sur le probl;me continu< On peut ensuitediscr5tiser ces conditions et les utiliser comme conditions d*interface dansl*algorithme ><?< Une autre approche consiste 9 d5Anir des conditions d*inBterface optimis5es discr;tes 6COO0Dh8 9 partir d*une 5tude sur le probl;mediscret1 et de comparer cellesBci avec les conditions OO0 discr5tis5es< Lesdeux approches d*optimisation sont sch5matis5es sur la Agure ><H<Remarque 1232 Les conditions d0interface OO; discr8tis8es sont di>8rentesdes conditions d0interface 9OO;<h)
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h
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L : operateur de convection-diffusion
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Fig# ><HI Conditions d0interface optimis8es ? ; approches di>8rentesUn autre choix d*op5rateurs d*interface est donc d*approcher les op5rateursintervenant dans les CLA exactes discr;tes < Cette d5marche a 5t5 introduitedans L0MN CF< Nataf1 ?MMHD1 dans un cas particulier Cavec recouvrement dessousBdomainesD< Ici1 les op5rateurs d*interface sont choisis de faRon 9 miniBmiser le taux de convergence de l*algorithme de Schwarz ><?< Ces conditionsd*interface optimis5es discr;tes sont d5sign5es par 6COO0Dh8<Dans la section ><H nous d5Anissons les CLA exactes discr;tes< Nous montrons



 !"! D$%nition des CLA exactes discr4tes 5 cas de 6 sous8domaines   ensuite& dans la section ,-,& qu/elles conduisent 0 une convergence optimalede l/algorithme de Schwarz appliqu: au probl<me discret =pour un d:cou>page du domaine en bandes?- Ces conditions sont reli:es& dans la section ,-A&0 la matrice du compl:ment de Schur- A partir des CLA exactes discr<tes&nous construisons& dans la section ,-E& les conditions d/interface optimis:es=OOH?h- !" D$%nition des CLA exactes discr4tes 5 casde 6 sous8domainesDans cette section& la d:Jnition des CLA exactes discr<tes est l/:quivalentdiscret de celle des CLA exactes de la section H-K-Soit  ! IR et soit f"xi# yj# ! IR # i# j ! Zg un ensemble de points re>pr:sentant le domaine discret- On suppose que x! ! $- On borne le domainedans la direction des x positifs en introduisant comme fronti<re artiJcielle ladroite x ! $- On note  " ! IR # IR et   ! IR# # IR& avec %" l/axe x ! $-L/ensemble des points de discr:tisation sur %" est l/ensemble f"$# yj## j ! Zg=voir Jgure ,-,?-
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x
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ΓFig# ,-,L D$composition du domaine  ! IR Un vecteur v ! "vi#j#i#j!Z est d:compos: sous la forme Lv !  ! v"Iv IvB "A oN v"I ! "vi#j#i&!#j!Z# v I ! "vi#j#i'!#j!Z# et vB ! "v!#j#j!ZSupposons que l/on veut r:soudre le probl<me =I-,-K? =c/est>0>dire =I-,-P??



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es 9OO;<h )))avec fi"j  !! pour i  ! et j ! Z) On note u la solution de ce probl1me3 etui   uiIuB ! la restriction de u 4 "i)On introduit l56quivalent discret # h de l5op6rateur de Steklov:Poincar6 dudemi:plan droit # <voir section =)>? par @D#$nition )*+* Soit # h $ v  %%v &j&j!Z"# # h v  %%# h v &j&j!Z> tel que# h v  " "A!BI "A!BB # v!IvB !
oB v!  %v!i"j&i" " j!Z  v!IvB ! v8riDe A!IIv!I ' A!IBvB  ! <I)B)B?vB  v <I)B)C?v!i"j born8 quand i "#$ <I)B)D?Remarque )*3* D0aprGs 9I)();<> # h v correspond H la discr8tisation de" &v&n oB v v8riDe I L%v&  !! x ( !v%!! y&  v %y& en x  !v born8 H l0inDniOn cherche 4 mettre une condition aux limites discr1te sur ("! qui soitexacte c5est:4:dire que l5on cherche une matrice B telle que la solutionv  %vi"j&i# " j!Z  vIvB ! du probl1meA"IIv"I ' A"IBvB  f "" A"BI A"BB 'B # vIvB !  !soit la restriction de u 4 IR & IR3 c5est:4:dire u")Comme on a suppos6 que fi"j  ! pour i  ! et j ! Z3 en particulier uv6riHe @ A!IIu!I ' A!IBuB  !



 !"! D$%nition des CLA exactes discr4tes 5 cas de 6 sous8domaines  !Par cons'quent, par unicit' de 0I2323450I23264 et d7apr8s la d':nition de   h ,nous avons   A BI  A BB    h !" u IuB # ! " 0I232<4Comme fi$j ! " sur #! , nous avons aussi ? A!BI A!BB !" u!IuB #$  A BI A BB !" u IuB # ! " 0I232@4En sommant 0I232<4 et 0I232@4, nous obtenons ? A!BI A!BB    h !" u!IuB # ! " 0I232C4si bien que la condition 0I232C4 est une condition aux limites arti:cielle exactediscr8te2 C7est l7analogue discret de la CLA exacte 0I2H2342De mJme, on introduit l7'quivalent discret  "h de l7op'rateur de Steklov5Poincar' du demi5plan gauche  " ?D#$nition )*+* Soit  "h % v# ! &&v#'j'j!Z !  "h v# ! && "h v#'j'j!Z; tel que "h v# !   A!BI  A!BB !" w!IwB #
o> w! ! &w!i$j'i"#$ j!Z! " w!IwB # v$ri%e A!IIw!I $ A!IBwB ! " 0I232NO4wB ! v# 0I232NN4w!i$j born$ quand i  !" 0I232NH4Remarque )*3* DAapr4s CI! !6E;  "h v# correspond F la discr$tisation de &v&n o> v v$ri%e 5 L&v' ! "& x ( "v&"& y' ! v#&y' en x ! "v born$ F lAin%ni



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es 9OO;<h )))Si fi"j  !! pour i  ! et j ! Z( par unicit, de .I0102345.I010264( la solutionu   ! u Iu!IuB "A de .I01024 v,ri:e$ "A BI "A BB " ""h %& u IuB '  !En sommant cette ,galit, avec .I010>4( nous obtenons$ A!BI A!BB " ""h %& u!IuB '  ! .I0102@4La condition .I0102@4 est une condition aux limites arti:cielle exacte discrCte(si fi"j  !! pour i  ! et j ! Z0 CEest lEanalogue discret de la CLA exacte.I060>40 ! Convergence optimale de l1algorithme deSchwarz avec les CLA exactes discr:tes ! !" Cas de ( sous+domainesLe r,sultat suivant montre que les op,rateurs intervenant dans les condi5tions .I010H4 et .I0102@4 minimisent le taux de convergence de lEalgorithme deSchwarz 1020Th$or'me *+,+ Soient B  " h et B!  ""h ) Alors l0algorithme ()Aconverge en ; it8rations)Preuve du th$or'me *+,Les ,quations de lEalgorithme 102 ,tant lin,aires( on peut consid,rer le cas oLf iI  ! et f iB  !! i  #! $0 Montrons alors que ui #!$  !! i  #! $0Le vecteur u! # $  ( u! # $Iu! # $B ) v,ri:e A!IIu! # $I % A!IBu! # $B  !0Par unicit, de .I010145.I010O4 et dEaprCs la d,:nition de " h ( nous avons$ "A!BI "A!BB " B %( u! # $Iu! # $B )  ! .I010214



 ! ! Convergence optimale de l1algorithme de Schwarz !!!  !De m#me$ u ! "   u ! "Iu ! "B ! v&ri)e A IIu ! "I ! A IBu ! "B  "* Par unicit&de 2I*4*56782I*4*597 et d:apr<s la d&)nition de ##h $"  A BI  A BB  B$ # u ! "Iu ! "B !  " 2I*4*5@7D:apr<s 2I*4*547 et 2I*4*5@7$ le second membre de l:algorithme 4*5 d&)nissantui !$" est nul$ et donc ui !$"  " pour i  $$ %*   ! !" Cas d'un d*coupage du domaine en bandesD#composition du domaine et notationsLe domaine de calcul & est d&compos& en K bandes 2non n&cessairementrectilignes7 &i$ $ ! i ! K $ sans recouvrement et telles que l:on puisse d&)nirune gauche et une droite 2voir )gure 4*@7*
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 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es 9OO;<h )))On note N i"L  resp% N!i!R &' le nombre de points de discr1tisation dans  !i!L  resp%  !i!R & et Ni celui dans  i% On note aussi Ni!$  resp% Ni!r& le nombre depoints de discr1tisation sur !i!$  resp% !i!r&%Pour chaque i un vecteur inconnu u peut 9tre d1compos1 sous la forme'pour "  i  K ! # ;u $  ! u!i!L Iu!i!R Iui "A avec ui $ $ uiIuiB % et uiB $ $ ui!$Bui!rB %pour i $ # ; u $ $ u!"!R Iu" % avec u" $ $ u"Iu"B % et u"B $ u"!rBet pour i $ K ;u $ $ u!K!L IuK % avec uK $ $ uKIuKB % et uKB $ uK!$BEn particulier' comme !i!r $ !i#"!$$ #  i  K ! #' par d1=nition' on aui!rB $ ui#"!$B $ #  i  K ! #Pour chaque i' le syst?me lin1aire  I%A%B& est donc d1compos1 en blocs sousla forme ; BBBBB! A!i!L II % % A!i!L IB %% A!i!R II % % A!i!R IB% % AiII Ai!$IB Ai!rIBA!i!L BI % Ai!$BI Ai!$BB %% A!i!R BI Ai!rBI % Ai!rBB
"CCCCCA BBBBB! u!i!L Iu!i!R IuiIui!$Bui!rB

"CCCCCA $  BBBBB! f !i!L If !i!R If iIf i!$Bf i!rB
"CCCCCARemarque '('( f i!$B  resp% f i "!rB & est le second membre sur !i!$ $ !i "!robtenu par int2gration sur  i  resp%  i "&% De m5me6 Ai!$BB  resp% Ai "!rBB & estla matrice d7in8uence entre les n9uds de !i!$ $ !i "!r6 obtenue par int2grationsur  i  resp%  i "&% Ceci signi;e que la discr2tisation de Lu $ f aux n9udsde !i!$ $ !i "!r s72crit >( Ai!$BI Ai!$BB )$ viIvi!$B % & ( Ai "!rBI Ai "!rBB )$ vi "Ivi "!rB % $ f i!$B & f i "!rB  I%A%BC&



 ! ! Convergence optimale de l1algorithme de Schwarz !!!  !Algorithme de SchwarzLes op%rateurs intervenant dans les CLA exactes discr3tes 4section 5678 casde 9 sous:domaines< sont d%=nis ici pour le d%coupage en K bandes que nousavons consid%r% ci:dessus6 Le but est de montrer que ces op%rateurs8 utilis%scomme conditions dAinterface dans lAalgorithme de Schwarz8 conduisent G uneconvergence optimale6 A=n de d%=nir ces op%rateurs8 nous introduisons lesop%rateurs de Stecklov:Poincar% suivants JD34nition 67!7 Pour   i  K8 on d9:nit !i!" " IRNi!" !" IRNi!" tel que!i!"v #  !Ai !!rBI !Ai !!rBB !" vi !Ivi !!rB #
o< v # IRN i!L!& v # $ v"i!L#Ivi!"B % v9ri:e A"i!L#II v"i!L#I $ A"i!L#IB vi!"B # %vi!"B # v =vi!"B # vi !!rB par d9:nition8 et vi !I est la contribution de &i !8 au sens strict8@ v"i!L#I A!De mCme8 pour '  i  K ! '8 soit !i!r " IRNi!r !" IRNi!r tel que!i!rv #  !Ai$!!"BI !Ai$!!"BB !" wi$!Iwi$!!"B #
o< w # IRN i!R!& w # " w"i!R#Iwi!rB # v9ri:e A"i!R#II w"i!R#I $ A"i!R#IB wi!rB # %wi!rB # v =wi!rB # wi$!!"B par d9:nition8 et wi$!I est la contribution de &i$!8 au sensstrict8 @ w"i!R#I A!Les op%rateurs Ai!"BI Ai!"BB ! !i!" ! et  Ai!rBI Ai!rBB ! !i!r ! 4I656LM<sont utilis%s dans les conditions dAinterface de lAalgorithme de Schwarz6Remarque 67;7 Si & # IR%8 ces op9rateurs sont ceux intervenant dans lesconditions de transmission arti:cielles exactes discrEtes =I! !GA et =I! !HIA!



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es 9OO;<h )))Algorithme !,- .Schwarz4 dans le cas d8un d:coupage en bandes=,Soit  ui  !"!# i K une approximation initiale de la solution u de 9I)()A<B et soit ui  p"!# i K la valeur de l0approximation de u D l0it8ration p) L0algorithmede Schwarz s08crit JAiIIui  p$#"I " AiIBui  p$#"B # f iI $ $  i  K Ai&'BI Ai&'BB ! %i&' !" ui  p$#"Iui&'  p$#"B # #f i&'B " f i!#&rB "  !Ai!#&rBI !Ai!#&rBB ! %i&' !" ui!#  p"Iui!#&r  p"B # pour &  i  K! Ai&rBI Ai&rBB ! %i&r !" ui  p$#"Iui&r  p$#"B # #f i&rB " f i$#&'B "  !Ai$#&'BI !Ai$#&'BB ! %i&r !" ui$#  p"Iui$#&'  p"B # pour $  i  K ! $!Convergence optimale de l8algorithme de SchwarzTh:orAme !,-, L0algorithme de Schwarz (); converge en K it8rationsB oKK est le nombre de sousMdomaines)La convergence est alors optimale/ En e1et2 la pr3sence du terme !''dans l6op3rateur L fait que la solution dans le domaine 9 d3pend de la va:leur du second:membre f dans le domaine K et r3ciproquement/ L63changed6information s6e1ectuant localement d6un sous:domaine = l6autre par les in:terfaces2 il faut donc au moins K ! $ it3rations pour converger/ Commel6approximation initiale ui  !" de la solution dans chaque sous:domaine ned3pend pas a priori de f et g2 il faut au moins K it3rations pour converger/Preuve du th:orAme !,-Les 3quations de l6algorithme @/A 3tant lin3aires2 on peut consid3rer le cas



 ! ! Convergence optimale de l1algorithme de Schwarz !!!  !o! l#on a f iI  !! f i"lB  !! f i"rB  !& Il su*t alors de montrer queui  K!  !! "  i  K& Pour cela3 nous allons utiliser les deux propositionssuivantes 8Proposition *+,+ #a$ Soit u ! IRNi #%  i  K" "$! u   ! uIu(BurB "A tel queAiIIuI & AiIBuB  !$ Ai"(BI Ai"(BB " 'i"( %& uIu(B '  !Alors: $ "Ai"rBI "Ai"rBB " 'i"#"( %& uIurB '  !#b$ Soit u ! IRN ! u  & uIurB ' tel que A#IIuI & A#IBurB  !Alors: $ "A#"rBI "A#"rBB " '$"( %& uIurB '  !
Proposition *+-+ #a$ Soit u ! IRNi #%  i  K " "$ u   ! uIu(BurB "A tel queAiIIuI & AiIBuB  !$ Ai"rBI Ai"rBB " 'i"r %& uIurB '  !Alors: $ "Ai"(BI "Ai"(BB " 'i #"r %& uIu(B '  !#b$ Soit u ! IRNK ! u  & uIu(B ' tel que AKIIuI & AKIBu(B  !Alors: $ "AK"(BI "AK"(BB " 'K #"r %& uIu(B '  !



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es 9OO;<h )))Preuve de la proposition 012Soit u v%ri'ant les hypoth0ses de la proposition 234  a!3Nous introduisons le vecteur v  IRN i!"!L# % v "  v i!"#L#Ivi!"#&B ! tel queA i!"#L#II v i!"#L#I # A i!"#L#IB vi!"#&B " $ 9I3234;<vi!"#&B " urBRemarque 01!1 Le probl@me 9I)()AB< correspond C la discr8tisation du proEbl@me suivant Lv " $ dans % i!"#L#v " u sur &i!"#&  " &i#r!En particulierG comme &i#& " % i!"#L#G nous avons Lv " $ en chaque point de&i#&G ce qui se traduit au niveau discret 9voir 9I)()AJ<< par K" Ai#&BI Ai#&BB #$ viIvi#&B %# " Ai "#rBI Ai "#rBB #$ vi "Ivi "#rB % " $ 9I3234=<Comme %i " % i!"#L#G nous avons aussi Lv " $ en chaque point de %iG cequi se traduit au niveau discret par KAiIIviI # AiIBviB " $ 9I323>?<Revenons A la d%monstration de la proposition 2343Par d%'nition de 'i!"#&D" #Ai#rBI #Ai#rBB # 'i!"#& #$ viIvi#rB % " $ 9I323>4<Nous allons alors montrer que u " vi3Du fait que % i#L# " % i!"#L#D par d%'nition de v GA i#L#II v i#L#I # A i#L#IB vi#&B " $et doncD par d%'nition de 'i#&D" #Ai "#rBI #Ai "#rBB # 'i#& #$ vi "Ivi "#rB % " $ 9I323>><



 ! ! Convergence optimale de l1algorithme de Schwarz !!!  !Ceci entra(ne que  Ai!"BI Ai!"BB   i!" !" viIvi!"B # ! " +I-.-/01En e3et4 Ai!"BI Ai!"BB   i!" !" viIvi!"B # ! Ai!"BI Ai!"BB   i!" !" viIvi!"B ##  Ai  !rBI Ai  !rBB !" vi  Ivi  !rB #  Ai  !rBI Ai  !rBB !" vi  Ivi  !rB #c5est787dire4 Ai!"BI Ai!"BB   i!" !" viIvi!"B # ! Ai!"BI Ai!"BB !" viIvi!"B ##  Ai  !rBI Ai  !rBB !" vi  Ivi  !rB ##   Ai  !rBI  Ai  !rBB   i!" !" vi  Ivi  !rB #+Car vi!"B ! vi  !rB par d;<nition1-D5apr?s +I-.-@A1 et +I-.-//14 Ai!"BI Ai!"BB   i!" !" viIvi!"B # ! "Alors4 u et vi sont solutions du mEme syst?me lin;aire GAiIIuI # AiIBuB ! AiIIviI # AiIBviB ! " +I-.-/.1 Ai!"BI Ai!"BB   i!" !" uIu"B # !  Ai!"BI Ai!"BB   i!" !" viIvi!"B # ! " +I-.-/H1urB ! vi!rB +I-.-/I1En e3et4 la relation +I-.-/.1 vient de la d;<nition de u et de +I-.-/K1- Larelation +I-.-/H1 vient de la d;<nition de u et de +I-.-/01- En<n4 la relation



  CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es 9OO;<h ))) I"#"$%& vient de la d/0nition de v et du fait que vi !"#B  vi"rB " Si on supposeque ce syst:me lin/aire admet une unique solution= alors u  vi"En particulier= d?apr:s  I"#"$@&= on a  Ai"rBI  Ai"rBB  !i !"# !" uIurB #  "ce qui d/montre la proposition #"@ #a$"  Les d/monstrations de la proposition #"@ #b$ et de la proposition #"$ sontsimilaires"Revenons maintenant C la d/monstration du th/or:me #"$ E La proposition#"$ entraFne que pour tout % ! j ! K  % et p " j E  AK j !"#BI  AK j !"#BB  !K j"r !$ uK j ! "p#IuK j !"r "p#B %  "  I"#"$G&Montrons  I"#"$G& pour j  %" Dans l?algorithme #"$= uK "p# v/ri0e EAKIIuK "p#I & AKIBuK "p#B  "Donc= d?apr:s la proposition #"$ #b$=  AK"#BI  AK"#BB  !K !"r !$ uK "p#IuK"r "p#B %  "  I"#"$K&Montrons maintenant  I"#"$G& pour j  '" D?apr:s l?algorithme #"$ et  I"#"$K&=uK ! "p# v/ri0e E AK !II uK ! "p#I & AK !IB uK ! "p#B  " AK !"rBI AK !"rBB  !K !"r !$ uK ! "p#IuK !"r "p#B %  "Donc= d?apr:s la proposition  #"$& #a$=  AK !"#BI  AK !"#BB  !K $"r !$ uK ! "p#IuK !"r "p#B %  "



 !"! Remarque * lien entre les CLA exactes discr6tes et la matrice !!!  !La d#monstration est similaire pour j  !! """! K  "/De m1me2 en utilisant la proposition 3/42 on d#montre de fa6on similaireque 8   Aj!rBI  Aj!rBB  #j !!% !" uj "p#Iuj!% "p#B #  $! 9I/3/;<=pour tout " ! j ! K  " et p " jCeci entra@ne que ui "K#  $! pour tout i/ En eBet2 dCaprDs les relations9I/3/;E= et 9I/3/;<=2 dans lCalgorithme 3/;2 le second membre du problDme d#IJnissant ui "K# est nul2 et donc que ui "K#  $! pour tout i/  Dans la section suivante2 nous interpr#tons les CLA exactes discrDtes en termede matrice du compl#ment de Schur/ !" Remarque * lien entre les CLA exactes dis6cr7tes et la matrice du compl:ment deSchurDans cette partie2 nous reprenons la d#composition en sousIdomaines etles notations de la section 3/4/ !"!# Rappel ) m+thode du compl+ment de SchurDCaprDs les notations de la section 3/42 la matrice A du problDme 9I/3/4=se d#compose par blocs sous la forme suivante 8A  $% A!II $ A!IB$ A$II A$IBA!BI A$BI ABB &AOn peut ensuite par une #limination de Gauss appliqu#e Q la matrice A2ramener le problDme 9I/3/4= Q la r#solution dCun problDme condens# sur lCinIterface 8 %ABB  A!BI%A!II& !A!IB  A$BI%A$II& !A$IB&uB  bB 9I/3/RS=



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es 9OO;<h )))avec bB  fB  A BI!A II"  f  I  A!BI!A!II"  f !ILa matrice condens-e sur l0interfaceS  ABB  A BI!A II"  A IB  A!BI!A!II"  A!IBest appel-e la matrice du compl-ment de Schur5 S -tant une matrice dense6 leprobl8me 9I5;5<=> est r-solu par une m-thode du type gradient conjugu- sanscalculer explicitement la matrice du compl-ment de Schur C<DE 9F5X5 Roux6IJJK>5La matrice du compl-ment de Schur s0-crit comme la somme de deux matricesS et S! qui sont les contributions respectives de # et #! M S NS  A BB  A BI!A II"  A IBS!  A!BB  A!BI!A!II"  A!IBA BB et A!BB d-signent respectivement les contributions des domaines # et#! aux termes de la matrice associ-s aux degr-s de libert- sur la fronti8re$ !5On obtient deux probl8mes locaux condens-s sur l0interface et d-coupl-s quel0on peut calculer en parall8le5 !"!# Lien avec les CLA exactes discr3tesCLA exactes discr.tes /Rappel3Reprenons les notations de la section ;5;5P5Nous notons ici6 dans le cas de P sousRdomaines6 %  % #r et %!  %!#% 9si#  IR!6 on a aussi %  % h et %!  %"h 9voir section ;5<>>5Les op-rateurs intervenant dans les CLA exactes discr8tes 9voir 9I5;5IU>> sontdonc N  A BI A BB  % ! et  A!BI A!BB  %! !oV pour un vecteur v# ! IRNB 6% v#    A!BI  A!BB !" v!IvB #oV v!  " v!IvB # v-riWe A!IIv!I & A!IBvB  'vB  v#



 !"! Remarque * lien entre les CLA exactes discr6tes et la matrice !!!  !  v! !   A"BI  A"BB !" w"IwB #o! w" ! " w"IwB # v#ri&e A"IIw"I " A"IBwB ! #wB ! v!Lien entre  i et SiPar d#&nition de S" et S -" A"II A"IBA"BI A"BB #" v"IvB # ! " #S"vB #" A II A IBA BI A BB #" v IvB # ! " #S vB #C/est121dire que pour un vecteur v! ! IRNB -S"v! !  A"BI A"BB !" v"IvB #o! v" ! " v"IvB # v#ri&e A"IIv"I " A"IBvB ! #vB ! v!S v! !  A BI A BB !" w IwB #o! w ! " w IwB # v#ri&e A IIw I " A"IBwB ! #wB ! v!Par cons#quent7 S" !    et S !   "Remarque -./. S" !    et S !   " sont respectivement la discr:tisa;tion au sens de la d:<nition =I! !?@ des op:rateurs de Steklov;Poincar: S" et



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es 9OO;<h )))S = qui font passer de la trace d0une fonction A sa d8riv8e normale 9son Cux< ES!  v" !" !v!n oF L!v" # $ dans %!v # v" sur &! Cv # g sur !%! % !%S  v" !" !v!n! oF L!v" # $ dans % v # v" sur &! Cv # g sur !% % !% !" Les conditions ,OO./hDans cette partie* les op-rateurs d0interface sont construits de fa2on 3approcher les op-rateurs intervenant dans les CLA exactes discr:tes ;I=>=?@et ;I=>=AB@= Nous d-signons ces op-rateurs d0interface par ;OOF@h=La d-Gnition et la d-marche pour calculer les conditions d0interface ;OOF@hsont similaires 3 celles utilis-es dans le cadre continu pour les conditions d0inIterface OOF ;chapitre I=B@= En particulier* les op-rateurs d0interface ;OOF@hsont de la mKme forme que les op-rateurs d0interface OOF* seuls les cMNIcients intervenant devant Id* !! i et ! !  i changent OD#$nition )*) +Op#rateurs d4interface +OO!7h7* Les op8rateurs d0inHterface 9OO;<h sont d8Inis par EBi # !!ni ! c!"h ' c "h !! i ! c#"h ! !  iavec c!"h # c!"h!a'ni" # ( h !$"= oF ( h est le symbole de ( h 9d8Inition ()L<=et les cMNcients c "h # c "h!a'ni) a' i" et c#"h # c#"h!a'ni) a' i" minimisentle taux de convergence de l0algorithme de Schwarz dans le cas discret= de ;sousHdomaines 9algorithme ()L<= et d0un op8rateur L A cMNcients constants)



 !"! Les conditions ,OO./h  !Construction des conditions d-interface 0OO23hC!est la m(me approche que dans le cas continu 3chapitre I567 section 6568 9D;termination de   h et   h 9Nous nous pla=ons dans le cadre de > sous?domaines  ! ! IR  IR et " ! IR  IR et de c@Acients constants dans 3I5B5B87 avec un maillagecart;sien E pas constant "x en x et "y en y5Nous d;terminons alors les symboles   h et   h des op;rateurs de Steklov?Poincar; discrets du demi?plan droit # h et du demi?plan gauche # h 3voirsection I5L568 9# h $ v# ! %%v#&j&j!Z!" # h v# ! %%# h v#&j&j!Z tel que# h v# !  !A"BI !A"BB !" v"IvB #
oM v" ! %v"i%j&i"#% j!Z! " v"IvB # v;riNe A"IIv"I ' A"IBvB ! ( 3I5L56B8vB ! v# 3I5L56>8v"i%j born; quand i !"# 3I5L5668et # h $ v# ! %%v#&j&j!Z!" # h v# ! %%# h v#&j&j!Z tel que# h v# !  !A!BI !A!BB !" w!IwB #

oM w! ! %w!i%j&i##% j!Z! " w!IwB # v;riNe A!IIw!I ' A!IBwB ! ( 3I5L56L8wB ! v# 3I5L56O8w!i%j born; quand i !"# 3I5L56P8On calcule   h 3resp5   h 8 en prenant une transform;e de Fourier discrTte de3I5L56B8?3I5L5668 3resp5 3I5L56L8?3I5L56P88 par rapport E y7 c!est?E?dire que l!on



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es 9OO;<h ))) crit %  v !j "Xk Z # v !keikj!yo' i" "  $( et on cherche une solution de 0I23245670I232446 0resp2 0I23243670I2324966 sous la forme % v%&j "Xk Z#keikj!yez#k$%!xo' z k! ! C 2Alors( %!h  v ! "Xk Z&keikj!y'!h  k!avec &k " &k v !2Les fonctions complexes k " '!h  k( a( b! et k " '%h  k( a( b! sont non po7lynomiales en les variables Z k! " sin  k)y!)y et H k! " $ * cos  k)y!)y" ( o'Z 0resp2 H6 provient de la discr tisation de .v.y 0resp2 ."v.y" 62Remarque !)*) Consid8rons le cas du chapitre @A partie IIA c0estBCBdire celuid0une discr8tisation par un sch8ma aux diE8rences Fnies d8centr8A et d0und8coupage avec une maille de recouvrement entre les sousBdomaines) Nousintroduisons -Z  jbj!"! cos!k&y''&y ( ibsin!k&y'&yAlors%' h  a!  x t ! )H&x!&x )Z !q!jaj(  x t ( )H&x (&x )Z'! ( *) )Z ( *) " t ( )H+!) (max!a, /'&x''#h  a (  x t ( )H&x (&x )Z (q!jaj(  x t ( )H&x (&x )Z'! ( *) )Z ( *) " t ( )H+!) (max!!a, /'&x'



 !"! Les conditions ,OO./h  !Calcul des conditions d,interface /OO12h 3La technique de calcul d7velopp7e au chapitre I;<= section <;<= et permet?tant d,approcher le minimum dans un cadre continu= est appliqu7e= ici= de lafa@on suivante 3On note    h  k! "    h  k" a#ni" a# i!;Les op7rateurs intervenant dans les conditions d,interface /OO12h s,7criventsous la forme 3 Bi " $$ni ! c "h # c!"h $$ i ! c""h $!$ !i /I;A;<B2oC c "h " c "h a#ni! "   h  $" a#ni" a# i!= et les cDEcients c!"h " c!"h a#ni" a# i!et c""h " c""h a#ni" a# i! sont calcul7s de la fa@on suivante 3Soit kmax " &#y ; On pose= pour $ " k " kmax" $ & kint " kmax 3'h k" kint! "    h  k!!    ap!h k" kint! $h  k!!    ap!h k" kint!!!avec    ap!h k" kint! " c "h ! c!"h kint!iZ kint!! c""h kint!H kint!= oC les cDE?cients c!"h " c!"h kint! et c""h " c""h kint! sont Gx7s par 'h kint" c!"h" c""h! " $=soit 3c!"h kint! " !Im   h  kint!!Z kint! " c""h kint! "   h  $!!Re    kint!!H kint!On note k " k  kint! la racine dans %$" kint& de la d7riv7e de la fonctionk # j'h k" kint!j;Alors= on calcule la solution  kint dans %$" kmax% de l,7quation 3j'h k " kint!j " j'h kmax" kint!jJ l,aide d,un algorithme de dichotomie;



 ! CHAPITRE () Conditions d0interface optimis8es 9OO;<h )))Finalement( on obtient c !h et c!!h par -c !h  c !h!a!ni" a! i"   Im!% h !  kint""#ysin !  kint#y"c!!h  c!!h!a!ni" a! i"  !% h !'" Re!% h !  kint"""#y !( ) cos !  kint#y""



 !
Chapitre (Compl,mentsCette partie a pour objet l,-tude du probl/me de minimisation du taux deconvergence7 lorsque le c9:cient c ;intervenant dans les conditions OO=>est quelconque? !" Minimisation sur deux param1tres du tauxde convergence dans le cas de 6 sous7domainesDans cette section nous -tudions7 pour a  IR une constante et b  !dans ;I?B?B>7 le minc !c!!c" maxjkj!kmax j%'k' c ' c!' c"(joC %'k' c ' c!' c"(   ("'k(" ("ap'k((#'k(" ("ap'k(!! avec ("ap'k(  c " c!ik " c"k!?Quand b  !7 (" est paire donc c!  !? Etant donn- que ("'k( # !' $k  IR;voir I?F?G> et que ("ap'k( est cherch- de faJon K approcher ("'k( pour tout k7on suppose que ("ap'k( # !' $k  IR et en particulier pour k  ! on a c # !?Alors7 c et c" sont obtenus par un r-sultat similaire au th-or/me F?B ;chapitreI?F7 section F?=?B> M



 ! CHAPITRE () Compl.mentsTh$or'me *+,+ On suppose que a  IR# a ! !# b  ! et c " ! dans 8I)9)9:)Alors< pour kmax ' !< il existe un unique couple " c #  c!# qui r.alise leminc !"$c!"" max"!k!kmax j("k# c # !# c!#j  I"#"$%De plus< " c #  c!# peuvent Btre calcul.s de la faDon suivante EOn pose )  ) * )pa# * +c* "a% ,*c #On commence par Fxer ) " ,< ce qui .quivaut G Fxer c & a pa"$%c&#& < cHestIGIdire c & + "!#)Alors  c!< qui d.pend de c et de kmax< est lHunique solution dans-+ "!#% + "kmax#k#max # *pa# * +c* ")% )%p)")% ,##.de lH.quation ("k # c # !# c!#  ("kmax# c # !# c!#oJ k  k "c # c!# est la racine de la d.riv.e de k %' ("k# c # !# c!#< telle que("k # c # !# c!# ! ! 8voir Fgure ()9:)On obtient ensuite  c comme .tant lHunique solution dans- ),* "a% a# * +c* * ,*#k#maxpa# * +c* * +*#k#max ## a%pa# * +c*,* .de lH.quation ("!# c #  c!#  ("kmax# c #  c!#  ("k # c #  c!#oJ  c!  c! "c # kmax## et k  k "c #  c! "c # kmax## 8voir Fgure ()M:)



 !"! Minimisation sur deux param1tres du taux de convergence !!!   
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maxFig#  !"# Minimisation sur le param.tre c avec c! 1x35a  !! b  "! #  "$"!! c  "! kmax  #h avec h   !"#
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maxFig#  !$# Minimisation sur les param.tres c! et c 5a  !! b  "! #  "$"!! c  "! kmax  #h avec h   !"#



 !! CHAPITRE () Compl.mentsPreuve du th*or,me ./  Soit a  IR# a ! !# b  ! et c " ! dans *I , ,- On pose x     k a ! c 0 '  pa ! c " c#0 et (  " # $pa ! c $a # %)c$& Alors0le taux de convergence devient 9*$x# (# '&   " #p" # x# (# 'x"#p" # x# (# 'x!"et0 en posant xmax     k maxa ! c 0 le probl;me de minimisation *I = ,- est >qui@valent au probl;me suivant 9min&!$! apa !"c$ '(!% max%"x"xmax j*$x# (# '&jLa fonction $x# (# '&  IR! & IR!# & IR! #' *$x# (# '& est C$0 positive0 etpour ( + !# ' " ! Cx>s0 limx%$ *$x# (# '&  " Recherche du maximum de la fonction x #' *$x# (# '& sur -!# xmax.< pour( " " # apa ! c et ' "   x"s $Regardons d)abord les z-ros positifs de cette fonction et de sa d-riv-e 4On pose6 soit pour   ! et ! !"  86 soit pour  " ! et ! ## "     p !  "#" # % $   $p !  "#" "%&$8
r " &' !!' ' &('p)!" ' )!' ' &( % &!!"r$ " &' !!' ' &( %p)!" ' )!' ' &( % &!!"On note aussi8 pour ! !"  4 x "  ' &' !!!



 !"! Minimisation sur deux param1tres du taux de convergence !!!  ! Alors% les z(ros positifs de x  ! ! x" #" $! sont /0 si # " " et $ ## $ % r %0 si # $ " et $ %&$"   ! p "  #$# & ' '  ! p "  #$# "((' % r et r 1Et les z(ros positifs de sa d(riv(e sont /0 si # " " et $ ## $ %) r %) si $ "   !# % x!%0 si # $ " %) si $ %&$"   ! p "  #$# & ' '  ! p "  #$# "((' % r et r %) si $ & $ "   !# % x!1Nous allons ainsi distinguer deux cas sur # / ) ( apa  %c# " # " " et # $ "1Pour ces deux cas% nous utiliserons tout au long de la d(monstration lesnotations et les propri(t(s suivantes /On poseF  $! # ! xmax" #" $!" # ( $" $ $ $H # H #! # ! $" #" $! #  " ## !# " # ( $G  $! # ! x! #" $!" #" $!" si $ & $ " # )" " # $ ) ( apa# ( *c-F& x" #" $! # .!.$  x" #" $!#  *xp) ( x ) (p) ( x # $x!  ) (p) ( x( # ( $x!' " x $ $" # ( $" $ $ $



 !" CHAPITRE () Compl.mentsAlors% nous avons les propri-t-s suivantes /F    !! " F  xmax# $# !! 0I23245G   !! " F  x! $# !!# $# !! 0I23265F  x# $# !!  # !" !  f! x# $!# 0I23275avec f! x# $! " p$ % x % $$ $xsi $ % &# ! % f! x! !!# $!# &! ' # 0I23235si $  &# ! % f! x! !!# $! !"! " $$ $ ou ! ''## $$ $$p$ $$ &!& ' ( ($$ $ %p$ $$ &!& #%)( 0I23295H $!  # !" $  & 0I232:5F  $$ $& ! % G  $$ $& ! !" $ % g" xmax! 0I232;5avec g" x! " $ %s&p$ % x& % x<5 Cas $ % apa #$c% % $ % &Lemme &' 'min!# apa !"c"! !"&'" max !x!xmax j* x# $# !!j " min %"&'" max !x!xmax j* x# $# !!jPreuve du lemme &' 2Soit $ % apa #$c% % $ % & ?x-2Nous distinguons deux cas sur ! / !   #!" et # % ! %  #!"+ !   #!"Supposons !   #!" ?x-2 Alors% nous avons vu que x $, * x# $# !! et sa



 !"! Minimisation sur deux param1tres du taux de convergence !!!  !"d!riv!e ont un z!ro positif qui est r / La fonction x  ! " x# $# %! est d!crois3sante sur "## r $4 et croissante sur "r # xmax$/ Le maximum de x  ! " x# $# %!sur "## xmax$ est donc soit en 74 soit en xmax/ Nous avons deux possibilit!s ;< Soit % est tel que F# %! " H#4 ce qui !quivaut > % " f! $# xmax!avec f! $# x! % p" x!##!"$ ##!"$x / Alors4 le maximum de x  ! " x# $# %! sur"## xmax$ est atteint 74< Soit % # f! $# xmax!4 alors le maximum de x  ! " x# $# %! sur "## xmax$est atteint en xmax/Supposons dans un premier temps que $ est tel que f! $# xmax! # #!"! ce qui!quivaut > $ " g! xmax! @avec g! d!Ani en @I/C/DEE/Comme f! xmax# $! # f" xmax# $!# $$# xmax * #4 alors dGaprHs @I/C/IE et@I/C/JE4 F  # %! # ## $% # f! xmax# $!/ Ainsi4 si % # f! xmax# $!4 F# est conti3nue4 croissante et son minimum est atteint en f! xmax# $!/On est donc ramen!> !tudier le min" apa !"c""#"g #xmax$ min%!# "%"f #xmax'#$ max%"x"xmax j" x# $# %!jcGest3>3dire @nous avons vu que pour #!"! " % " f! xmax# $! le maximum estatteint en 7E4 min" apa !"c""#"g #xmax$H $!H !tant continue4 d!croissante pour $ " + dGaprHs @I/C/LE4 son minimumsur ", - apa  &c) # g! xmax!$ est atteint en g! xmax!/ On est ainsi ramen! auproblHme min##g #xmax$ min%#%!# max%"x"xmax j" x# $# %!jcGest3>3dire4 comme % # #!"! # f! xmax# $!4 le maximum de " sur "## xmax$est atteint en xmax4 min##g #xmax$ min%#%!# F# %!



 !" CHAPITRE () Compl.mentsF  tant continue) croissante) son minimum pour !     ! est atteint en    ! .Et on recherche donc le min !g "xmax#F #"! $% &Une  tude de la d riv e de la fonction "  g!#xmax& !" F #   ! & montre quecette fonction est croissante) et donc son minimum est atteint en g!#xmax&.Finalement)min $ apa !"c$# #!%&!% # max%#x#xmax j%#x& "& !&j ) min &g "xmax#%&&% # max%#x#xmax j%#x& "& !&jCe cas est inclus dans celui que nous allons traiter maintenant 9$ * % ! %    !On suppose d;abord que ! &) *. Le cas ! ) * est trait apr>s. Dans ce cas)nous avons vu que les racines positives de x !" '('x#x& "& !& sont r$ et x . Lafonction x !" %#x& "& !& est croissante sur +*& x ,) d croissante sur +x & r$,)et croissante sur +r$& xmax,. Le maximum de cette fonction sur +*& xmax, estdonc soit en x ) soit en xmax.Supposons) dans un premier temps) que " est tel que f #xmax& "&     ! )ce qui  quivaut B " % g #xmax&) avec g #x& ) $ - !p $xmax!$xmax . Alors) commeg #xmax& % g!#xmax&& 'xmax  *) nous avons F #   ! & % G #   ! & Dd;apr>sDI.F.GHH. De plus) d;apr>s DI.F.IH et DI.F.JH) F est d croissante sur ,*&    ! ,Dpuisqu;on a suppos f #xmax& "&     ! H. Et d;apr>s DI.F.KHLDI.F.FH) G estd croissante sur ,*&    ! , Dcar " % %H. De plus) un calcul simple montre queG peut s; crire sous la forme %p! -p"! $! ! ! %"p! - %!p!%p! !p"! $! ! ! %"p! - %!p!!!Et donc lim&$%G #!& ) $. Or F #*& % $ si "  $) ce qui est le cas ici. DoncF #*& % lim&$%G #!&. Par cons quent) le maximum de % sur +*& xmax, est atteinten x . On cherche donc lemin $ apa !"c$# #g#"xmax# min%)&#% # G #!&



 !"! Minimisation sur deux param1tres du taux de convergence !!!  !"Or G est continue* d,croissante sur  !!    !  * donc son minimum sur  !    !  est atteint en    ! & On est par suite ramen, - ,tudier lemin " apa !"c"" "g##xmax$#$%% # max&"x"xmax j!'x # $(j 0I&2&34Ce probl8me va :tre trait, par la suite&Supposons maintenant que # est tel que f 'xmax #( !    ! = ce qui ,qui?vaut - # " g 'xmax(&Alors= soit $ ! f 'xmax #( et dans ce cas= par un m:me raisonnement queci?dessus= le maximum de ! sur )! xmax est atteint en x & On cherche doncle min #g##xmax$ min&'$"f##xmax# $ G '$(Comme G est continue= d,croissante sur  ! f 'xmax #( = alors son minimumsur cet intervalle est atteint en f 'xmax #(& On ,tudie par cons,quent lemin #g##xmax$ minf##xmax# $"$"% # max 'F '$( G '$((F est continue= croissante sur )f 'xmax #(    !  0dCapr8s 0I&2&D4 et 0I&2&E44= etG est continue= d,croissante sur )f 'xmax #(    !  0dCapr8s 0I&2&F4?0I&2&244&De plus= F '   ! ( ! G '   ! ( #$ # ! g!'xmax( 0dCapr8s 0I&2&H44&Par suite= si # ! g!'xmax(= le maximum de ! sur )! xmax est en x et nouscherchons leming##xmax$" "g #xmax$ minf##xmax# $"$"% # G '$( * ming##xmax$" "g #xmax$#$%% # G '$(0car G est continue= d,croissante sur )f 'xmax #(    !  4&On est donc ramen,= en incluant le cas 0I&2&34 0car g 'x( ! g!'x( %x " !4 -,tudier le min " apa !"c"" "g #xmax$#$%% # max&"x"xmax j!'x # $(j



 !" CHAPITRE () Compl.mentsD!apr%s l!(tude e-ectu(e dans le cas      ! 0 le minimum est atteint en!  g!!xmax"3 On est donc ramen( 6 (tudier leming "xmax#! !! minf!"xmax& #!'!# ! max$!x!xmax j$!x% !%  "jDans ce cas0 nous avons vu que F !   ! "  G !   ! " 9car !  g!!xmax":3 Deplus0 F !f !xmax% !""  ( et G !f !xmax% !""  (3 Comme F est continue0croissante0 et G est continue0 d(croissante sur )f !xmax% !"%    ! *0 il existe ununique      !!" tel que F !  "  G !  "0 etmin % apa "#c%! !!&'($ max$!x!xmax j$!x% !%  "j  ming "xmax#! !!F !  !!""Cas   ( 4La fonction x "# $!x% !% (" est croissante sur )(% xmax* et donc son maxi?mum sur )(% xmax* est atteint en xmax3 Un calcul simple montre alors que$!xmax% !% (" ) $!xmax% !%   " 9on utilise la relation   $    ! :3On utilise alors le r(sultat suivantLemme &'(' La fonction ! "# F !  !!"" est d.croissante sur )+, apa %&c* % -*La d(monstration de ce lemme est similaire 6 celle du lemme A3B3 D!oC0min % apa "#c%! !!&'#$ max$!x!xmax j$!x% !%  "j  min '!&'#$ max$!x!xmax j$!x% !%  "jce qui d(montre le lemme A3D3  E: Cas !  -En utilisant des techniques similaires au cas ! $ -0 on montre que le casoptimal est celui oC% x 0 r et r% sont d(Hnies et positives0 ce qui (quivaut 6( +  $ !" +"p!!!" -"-



 !"! Minimisation sur deux param1tres du taux de convergence !!!  !" r ! xmax ce qui &quivaut *" " f! xmax$ %!Pour avoir ces deux conditions il faut que%# " #p% %# #!# " f! xmax$ %!$% % ! %!$ avec %! $ " % xmax"p" % xmax % "C5est6*6dire que l5on se place dans le cas o8f! xmax$ %! ! " ! %# " #p% %# #!# et % ! %!Dans ce cas La fonction x #' & x$ %$ "! est d&croissante sur &'$ r ( crois6sante sur &r $ x!( d&croissante sur &x!$ r ( et croissante sur &r $ xmax(; Lemaximum sur &'$ xmax( de cette fonction est donc soit en = soit en x! soiten xmax;On cherche donc lemin"!#!# max  H#$ minf #xmax$!%!#   p#!# "#" &F# "!$ G# "!(!
@A Etude du minf #xmax&#$!%!#   p#!# "#" &F# "!$ G# "!( .F# est croissante et G# d&croissante sur &f! xmax$ %!$ # ! p### "$" ( Cd5aprDsCI;F;GA6CI;F;HAA; De plus ces fonctions sont continues et F# f! xmax$ %!! $ ' G# f! xmax$ %!! " ' F# # ! p### "$" ! " ' et G# # ! p### "$" ! $ ';Donc il existe un unique  "$ "  %! ( &f! xmax$ %!$ # ! p### "$" ( tel queF#  "! $ G#  "!



 !" CHAPITRE () Compl.mentsOn pose K !! " F   #  !!! " G   #  !!!% #  !  ! &' Etude du min!! !  max H !!% K !!! )Pour cela1 nous montrons d3abord le lemme suivant 7Lemme &'(' La fonction ! !" K !! est d.croissante sur *#% ! +Preuve du lemme &'(8Notons que !! ,!p! !! #!# " f  xmax% !! #$ ! " ! et donc1F  #! " G  #! " -#$ # " !! ,!p! !! #!# " f  xmax% !!#$ ! " ! et # " # ;I8=8>?'avec # " ! ! ,!p!  ! ! #!# " f  xmax% ! !Par suite1 K !! " - #$ ! " ! et  # "  #  ! ! " # 8 En particulier1 on aK #! ) - ;en supposant xmax %" -'8 Nous allons utiliser le lemme suivant 7Lemme &'/' La fonction ! & *#% ! + !" #  !! est d.croissante)Nous d@montrerons ce lemme par la suite8Supposons que la fonction ! & *#% ! *!" #  !! est d@rivable8 Alors1 K estd@rivable sur *#% ! * etK   !! " dd! F   #  !!!!" !.qF   #  !!!p, / xmax , / xmax d  #d!  !!!



 !"! Minimisation sur deux param1tres du taux de convergence !!!  !"etK   !! " dd! G   $  !!!!"  #qG   $  !!! ! $  $  !!! $ %  ! $ &  $  !!!d  $d!  !!!Montrons alors que K   !! !" '% "! # (&% ! (+ Pour cela. on raisonne parl1absurde 4 on suppose qu1il existe !! & ! tel que K   !!! " '+ Alors. d1apr7s8I+:+;<=. F   $  !!!! !" ' et G   $  !!!! !" '. et donc d1apr7s les expressionsde K  ci>dessus 4 $ % xmax d  $d!!  !!! " 'et $ %  !!  $ &  $  !!!! d  $d!!  !!! " 'c1est>?>dire !!  $ &  $  !!! " xmaxUn calcul simple montre que!  $ &  $  ! ! " xmax  $  ! ! et  $  ! ! $ $Alors. !  $ &  $  ! ! $ !!  $ &  $  !!!Or la fonction ! # (&% ! )  % !  $  &  $  !! est croissante 8d1apr7sle lemme :+D=. ce qui contredit l1hypoth7se que !! & ! + Par consGquent.K   !! !" '% "! # (&% ! (+ Comme K &! ) ' et K ! ! " '. K est dGcroissantesur (&% ! ). ce qui dGmontre le lemme :+I+  Alors. comme H est continue. croissante sur (&% ! ) 8d1apr7s 8I+:+J==. K conti>nue. dGcroissante sur (&% ! ). H &! " '. K &! & '. H ! ! & ' et K ! ! " '.il existe un unique  !# (&% ! ) tel queH  !! " K  !!



  ! CHAPITRE () Compl.mentset min      max%H%!&" K%!&& ' H%!!& ' K%!!&D#o% min " !""! max! x xmax j$%x" !" &&j ' H%!!& ' K%!!&Avec le lemme +,-. ceci d1montre le th1or5me +,-,  D1montrons maintenant le lemme +,8,Preuve du lemme *+,,! ! ()" !"* "#!& %!& est d.croissante 8Soient !#" !$ ! ()" !"* tels que !# $ !$,Notons &# '!& %!#& et &$ '!& %!$&, Posons 1galementF"%!& ' $%xmax" !" &&" ! ! ()" !"*G"%!& ' $%x"" !" &&" ! ! ()" !"*Alors. un calcul simple montre que @F  "%!& ' +xmaxF!%xmax" !" &&G "%!& ' +!" +" )&F!%xmax" !" &&D#apr5s AI,+,CDEAI,+,FD et le fait que !& %!& ! (f"%xmax" !&"  !"!p % ! & *. pour) $ ! $ !". alors F" est croissante. et G" est d1croissante sur ()" !"*, Parsuite. $%xmax" !#" &$& $ $%xmax" !$" &$& ' $%x"%!$" &$&" !$" &$&$ $%x"%!#" &$&" !#" &$& AI,+,--DRaisonnons alors par l#absurde et supposons que &# * &$, Alors$%xmax" !#" &#& * $%xmax" !#" &$& AI,+,-CD



 !"! Minimisation sur deux param1tres du taux de convergence !!!     d"apr&s la croissance de F sur  f !xmax# $"#     p !  "#" ##$Et %!x !$$# &%"# $$# &%" ' %!x !$$# &$"# $$# &$" 'I$)$*+#'d-apr0s la d2croissance de G sur  f !xmax# $"#     p !  "#" ##$ Ainsi9 d-apr0s'I$)$**#9 'I$)$*:# et 'I$)$*+#9%!xmax# $$# &$" ' %!x !$$# &$"# $$# &$"ce qui contredit la d2<nition de &$$Donc &% ! &$ et la fonction $ "  $# $ # #$ & !$" est d2croissante9 ce quid2montre le lemme )$@$
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  !
Chapitre (IntroductionCette partie a pour objet la description de l0algorithme OO56 sa mise en7uvre6 et son application 9 di:;rents sch;mas de discr;tisation<La pr;sentation de l0algorithme OO56 est e:ectu;e au chapitre II<5< A@n desimpli@er les ;critures6 l0algorithme6 et en particulier la formulation du proBblCme condens; 9 l0interface6 est expos; dans le cas de deux sousBdomaines<Nous pr;sentons ensuite la r;solution du problCme condens; par l0algorithmeBICGBSTAB<Nous exposons ensuite6 aux chapitres II<J et II<K6 des r;sultats num;riquessur l0;quation de convectionBdi:usion en 5D< Les simulations num;riques sonte:ectu;es sur le Paragon Intel de l0ONERA Qcalculateur parallCle 9 m;moiredistribu;e6 RSS n7udsT< Au chapitre II<J6 la m;thode est test;e sur un codede calcul existant Qavec recouvrementT6 a@n de regarder l0eUcacit; de la m;Bthode< La discr;tisation en temps est de type Euler implicite et la discr;tiBsation en espace est e:ectu;e par un sch;ma aux di:;rences @nies d;centr;<Le domaine de calcul est d;coup; avec une maille de recouvrement entre lessousBdomaines6 a@n d0Wtre le plus proche possible du cas sans recouvrement<Ensuite6 au chapitre II<K6 nous appliquons la m;thode 9 un sch;ma utilis;dans le code de calcul AEROLOG d;velopp; par le d;partement d0a;rodynaBmique de MATRA BAe DYNAMICS France< Le sch;ma en temps impliciteprovient du sch;ma de LaxBWendro: et la discr;tisation en espace est detype volumes @nis< On insiste sur la technique de discr;tisation des condiBtions d0interface6 dans le cadre d0un d;coupage sans recouvrement< La mWmem;thodologie peut Wtre e:ectu;e dans le cas d0une discr;tisation de type



  ! CHAPITRE () Introduction l ments 'nis) La m thode est test e sur l1 quation de convection5di6usioncorrespondant 8 un cas r aliste 9 la vitesse de convection provient d1un  cou5lement Navier5Stokes autour d1un cylindre avec un maillage ra?n vers lecylindre et dans la direction de l1 coulement)



  !
Chapitre (M*thode Optimis*e d0Ordre (Soit  un ouvert born* de IR ,Dans ce chapitre3 la m*thode Optimis*e d7Ordre 8 9OO8: est expos*e etappliqu*e = la r*solution du syst?me lin*aire r*sultant d7une discr*tisationdu probl?me de convection@diAusion, Nous *crivons ce syst?me lin*aire sousla forme D Au ! f 9II,8,F:AHn de simpliHer l7*criture de la m*thode3 on consid?re le cas oI le domainede calcul  est la r*union de deux sous@domaines  ! et   3 avec  !   ! !,On note "! l7interface entre les sous@domaines  ! et   9voir Hgure 8,F:,
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Fig# 8,FD D!composition en + sous-domaines0 sans recouvrement



 !" CHAPITRE () M+thode Optimis+e d6Ordre (Les notations sont alors celles du chapitre I010Les algorithmes peuvent se g5n5raliser au cas d6un d5coupage quelconque enK sous8domaines0La m&thode Optimis&e d0Ordre ! 2OO!3 s6inscrit dans le cadre desm5thodes de d5composition de domaine sans recouvrement9 it5ratives0Cette m5thode est d5;nie de la fa=on suivante > l6algorithme de Schwarz estr55crit sous la forme d6un algorithme de Jacobi appliqu5 D un problEmed6interface Fou problEme condens5G0 Pour acc5l5rer la convergence9 l6algo8rithme de Jacobi est remplac5 par un algorithme de type Krylov FBICG8STAB9 GMRES9 GCRG0 Les conditions de raccord sur les interfaces des sous8domaines sont les conditions OOS Fvoir Chapitre I0TG0L65criture du problEme condens59 sous deux formes 5quivalentes9 fait l6ob8jet de la section S0W0 Nous d5crivons ensuite9 dans la section S0S9 la r5solutionde ce problEme condens5 par l6algorithme BICG8STAB0 !" Formulation alg.brique 2 .criture du pro6bl7me condens. !"!" Matrices d,interface B et B!Les matrices d6interface B et B! sont obtenues par int5gration sur   !du terme > "! !c  c! $u$ i " c" $!u$ !i #oY les cZ[cients ci sont >\ soit ceux intervenant dans les op5rateurs d6interface OOS Fvoir partieI9 sections T0W et T0T9 expression FI0T0W]GG\ soit ceux intervenant dans les op5rateurs d6interface FOOSGh Fvoir partieI9 section 10^9 expression FI010T_GGGRemarque !7 7 Les r+sultats num+riques >voir partie II@ chapitres B et CDobtenus avec les conditions OO( ou >OO(Dh seront compar+s F ceux obteHnus lorsque les cIJcients ci sont ceux des op+rateurs d6interface de Taylord6ordre M ou ( >voir partie I@ section ()C@ expressions >I)()N(D et >I)()NBDD)



 !"! Formulation alg.brique 2 .criture du probl6me condens.  !  !"! Ecriture de l,algorithme de Schwarz sous formed,un probl:me condens; sur l,interfaceA!n d$%crire le probl.me condens% 1 l$interface5 nous rappelons l$algo8rithme de Schwarz appliqu% au probl.me discret >voir partie I5 section ABCDBAlgorithme !, -Schwarz dans le cas discret6 sans recouvrement9,Soit  ui  !"!i#$!% une approximation initiale de la solution u de :II! !"< parsous=domaine> et soit  ui  p"!i#$!% la valeur de l@approximation de u A l@it.ra=tion p!L@algorithme de Schwarz additif s@.crit 2AiIIui  p&$"I " AiIBui  p&$"B # f iI $ i # $$ % >IIBCBCD A$BI A$BB  B$ !" u$  p&$"Iu$  p&$"B # # >IIBCBEDf $B " f %B "   A%BI  A%BB  B$ !" u%  p"Iu%  p"B # A%BI A%BB  B% !" u%  p&$"Iu%  p&$"B # # >IIBCBADf %B " f $B "   A$BI  A$BB  B% !" u$  p"Iu$  p"B #Soit Ni le nombre de points de discr%tisation dans &i$ i # $$ %5 et NB lenombre de points de discr%tisation sur '$%BPremi.re formulation du probl.me condens%Dans cette partie5 le probl.me condens% est formul% suivant HECI>FB Nataf5FB Rogier et EB de Sturler5 NOOPDB A!n d$%crire l$algorithme CBN sous formed$un probl.me condens%5 on introduit le vecteur interface (i  p" et l$op%rateurM i5 d%!nis par QSoit (i  p" ! IRNB $ i # $$ % tel que(i  p" #  AiBI AiBB  Bi !" ui  p"Iui  p"B # $ i # $$ % >IIBCBPD



 !! CHAPITRE () M+thode Optimis+e d6Ordre (Soit M i  IRNi  ! IRNi # i ! "# # tel queM i f iI&i ! !  viIviB ! avec " AiII AiIB # viIviB ! ! f iI +II-.-/0" AiBI AiBB  Bi # viIviB ! ! &i +II-.-10L3algorithme de Schwarz .-; se r==crit alors sous la forme ? & !p" #&$ !p" # ! ! $BB& f  B $ f $B $ "  A$BI  A$BB  B #M$  f $I&$ !p# !f $B $ f  B $ "  A BI  A BB  B$ #M  f  I& !p# ! 'CCAc3est@A@direB &!p" # ! T %H!p#& $ boC pour un vecteur & " RNB # RNB # & !  & &$ ! B on a ?
T %&& ! $BBBB& "  A$BI  A$BB  B #M$  '&$ !"  A BI  A BB  B$ #M  '& !

'CCCCAet b ! $BBBB& f  B $ f $B $ "  A$BI  A$BB  B #M$ f $I' !
f $B $ f  B $ "  A BI  A BB  B$ #M  f  I' ! 'CCCCALa structure de T est alors iciB dans le cas de . sous@domainesB de la forme ?T !  ' ## ' !



 !"! Formulation alg.brique 2 .criture du probl6me condens.  !"o! les croix repr*sentent des matrices non nulles1 L3algorithme de Schwarzcorrespond donc 9 un algorithme de Jacobi <du fait que la diagonale de Id Test l3identit*? appliqu* au probl@me condens*D$  b <II1B1C?avec D  Id T 1Deuxi@me formulation du probl@me condens*Remarquons que de <II1B1B? nous avons Gui  p!"#I   !AiII" "AiIBui  p!"#B # !AiII" "f iI ) i  $) % <II1B1H?En remplaJant <II1B1H? pour i  $ <resp1 i  %? dans <II1B1K? <resp1 <II1B1L??Mnous nous ramenons au probl@me condens* sur l3interface GAlgorithme !-!-!S"  B""u"  p!"#B # A"BI!A"II" "f "I  ! S$  B""u$  p#B # f "B # f $B  A$BI!A$II" "f $I!S$  B$"u$  p!"#B # A$BI!A$II" "f $I  ! S"  B$"u"  p#B # f $B # f "B  A"BI!A"II" "f "INous avons aussi $i  p#M d*Oni en <II1B1P?M qui est *gal 9 G$i  p#  !Si  Bi"ui  p#B # AiBI!AiII" "f iI ) i  $) %ou encore !Si  Bi"ui  p#B  $i  p#  AiBI!AiII" "f iI ) i  $) % <II1B1QR?Introduisons la matrice M iB & IRNB  ! IRNB ) i  $) % d*Onie par GM iB!$i"  viB avec !Si  Bi"viB  $i
Remarque !-!- Soit M i tel queM i  f iI$i !   viIviB !



 !" CHAPITRE () M+thode Optimis+e d6Ordre (o8  viIviB ! v+ri:e ;II)()<=>;II)()?=) AlorsAviB  M iB!"i";En eCetA d6aprEs ;II)()<=A viI   !AiII"  AiIBviB que l6on remplace dans;II)()?==)D!apr%s 'II)*)+,- et la d23nition de M iB7 l!algorithme *)* peut ainsi <tre re=formul2 en" !p" #  f  B # f $B # ! S$  B "M$B!"$ !p#  A$BI!A$II"  f $I " A$BI!A$II"  f $I"$ !p" #  f $B # f  B # ! S  B$"M B!" !p#  A BI!A II"  f  I " A BI!A II"  f  ILes op2rateurs M iB' i  $' %7 2tant lin2aires7 ceci est 2quivalent C D" !p" #  f  B # f $B # ! S$  B "M$B!"$ !p#"# ! S$  B "M$B! A$BI!A$II"  f $I " A$BI!A$II"  f $I"$ !p" #  f $B # f  B # ! S  B$"M B!" !p#"# ! S  B$"M B! A BI!A II"  f  I " A BI!A II"  f  Ic!est=C=dire7 "!p" #  T !"!p#" # boE pour un vecteur " ! RNB " RNB ' "   " "$ ! 7 on a DT !""   ! S$  B "M$B!"$"! S  B$"M B!" " !Etb   f  B # f $B # ! S$  B "M$B! A$BI!A$II"  f $I " A$BI!A$II"  f $If $B # f  B # ! S  B$"M B! A BI!A II"  f  I " A BI!A II"  f  I !L!algorithme de Schwarz est donc un algorithme de Jacobi appliqu2 au pro=bl%me condens2 !Id T ""  b 'II)*)++-



 ! ! R#solution du probl/me condens# par un algorithme de Krylov  !"Remarque !*+* Les deux formulations <II! !>? et <II! !@@? du probl/mecondens# sont les mAmes! Dans la pratiqueD nous utilisons la premi/re forEmulation <II! !>? cFestEGEdire que nous ne calculons pas de produit matriceEvecteur du type Siv! Nous calculons des produit matriceEvecteur du type M ivpar r#solution de probl/mes du type <II! !I?E<II! !J? <voir section II! ! pourle d#tail de la r#solution?!Remarque !*,* Il est facile de voir sur lF#criture de lFalgorithme de Schwarz ! que cet algorithme converge en  it#rations avec les CLA exactes discr/tes!En eQetD les #quations de lFalgorithme  ! #tant lin#airesD on peut consid#rerle cas oR f iI  !$ f iB  !$ i  "$ #! AlorsD si nous prenons les CLA exactesdiscr/tes B  $   S! et B!  $!   S <voir section I!S!T?D le secondmembre de lFalgorithme  ! d#Unissant ui "!# est nulD et donc ui "!#  ! pouri  "$ #! ! R#solution du probl/me condens# par unalgorithme de KrylovA!n d$acc'l'rer la convergence de la m'thode1 l$algorithme de Jacobiest remplac' par un algorithme de Krylov : BICG?STAB1 GMRES1 GCREvoir FGHI EYK Saad1 LMMNO1 FLPI EGKHK Golub1 RKWK Freund and NK Nachtigal1LMMHOOK Nous d'crivons ici la r'solution du problUme condens' EIIKHKVO parl$algorithme BICG?STABKLa r'solution du problUme condens'D)  bs$eXectue en diX'rentes 'tapes :Calcul des matrices localesOn calcule1 dans chaque sous?domaine % et %! respectivement1 les ma?trices correspondant [ la discr'tisation des problUmes de Neumann locaux : A II A IBA BI A BB ! et  A!II A!IBA!BI A!BB !



 !" CHAPITRE () M+thode Optimis+e d6Ordre (ainsi que les matrices d-interface /B et B!Les c12cients de ces matrices sont associ4s au degr4s de libert4 sur l-in7terface8 et varient selon la condition utilis4e :Taylor ordre =8 Taylor ordre >8OO> ou :OO>@h@A Ces c12cients sont calcul4s en chaque point de l-interfaceAIls ne varient pas au cours des it4rations de BICG7STAB8 et ne sont doncpas recalcul4sAAvec ces matrices8 nous pouvons calculer8 par sous7domaine8 le produitmatrice7vecteur D" oJ "   " "! !  IRNB est un vecteur donn4ACalcul du produit matrice0vecteur D!On r4sout dans chaque sous7domaine !i le problKme / AiII AiIBAiBI AiBB !Bi ! viIviB !   ""i ! :IIA>AL>@On calcule ensuite dans chaque sous7domaine !i le vecteur /ci  " !AiBI !AiBB # viIviB !On envoie aux sous7domaines voisinsci et  viIviB !On obtient alors8 dans chaque sous7domaine8 le produit matrice7vecteur T" /7 pour le sous7domaine ! /#T"$  c! ! B  v!Iv!B !7 pour le sous7domaine !! /#T"$!  c ! B! v Iv B !Alors8 D"  #Id! T $"  "! T"   " ! #T"$ "! ! #T"$! !



 ! ! R#solution du probl/me condens# par un algorithme de Krylov  !"Algorithme BICG1STABPhase d8initialisation  vecteur initialCalcul du produit matrice vecteur /z  D  r  b z % &  '  (  !% v  q  "Phase d8it:rationOn calcule les c23cients de descente et de conjugaison et les nouvelles valeursdes di67rents vecteurs /&p  #r % rp !$ +  # &p&p ! $# '(p ! $qp  rp ! % +#qp !  (p !vp !$Calcul du produit matrice vecteur /vp  Dqp'  &p#r % vp$s  rp !  'viCalcul du produit matrice vecteur /t  Ds(p  #t% s$#t% t$ p   p ! % 'qp % (psrp  s (pt



 !" CHAPITRE () M+thode Optimis+e d6Ordre (Remarque !*+* La r+solution du probl>me condens+ par l6algorithme BICGCSTAB s6eEectue en deux +tapes principales G , On calcule respectivement dans chaque sousCdomaine les matrices locales G A II A IBA BI A BB  B ! et  A!II A!IBA!BI A!BB  B! !Pour les conditions optimis+esJ les cKLcients des matrices Bi sont calcul+spar un algorithme de dichotomie) On calcule ensuite la factorisation LU desmatrices locales) Le calcul des matrices locales et de la factorisation LU s6efCfectue en parall>le)!, EnsuiteJ O chaque it+ration de l6algorithme BICGCSTAB appliqu+ au proCbl>me condens+J on eEectue diE+rentes +tapes GP On r+sout en parall>le les probl>mes locaux QII)()R(SJ en utilisant cettefactorisation LU)P On calcule les produits matriceCvecteur par un transfert de donn+esentre sousCdomaines voisins)P On remet O jour les nouvelles valeurs des diE+rents vecteurs en calcuClant les produits scalaires par sommation au travers du r+seau d6interCconnexion)Remarque !*-* Le temps de calcul dans une it+ration de BICGCSTAB estle mUme quelle que soit la condition d6interface utilis+e car l6utilisation deconditions d6ordre ( n6augmente pas la largeur de bande des matrices locales)Remarque !*. /Convergence selon le nombre de sous:domaines,*Quelle que soit la condition d6interfaceJ la convergence est au moins lin+aireen fonction du nombre de sousCdomainesJ pour l6 algorithme de Schwarz) EneEetJ supposons que le domaine de calcul soit d+coup+ en K sousCdomaines)La pr+sence du terme  # dans l6op+rateur L fait que la solution dans ledomaine R d+pend de la valeur du secondCmembre f dans le domaine K et r+Cciproquement) Il faut donc au moins K ! it+rations pour converger) Commel6approximation initiale u"i de la solution dans chaque sousCdomaine ne d+Cpend pas a priori de f et gJ il faut au moins K it+rations pour converger)En particulier si l6on a 'K sousCdomainesJ il faudra au moins 'K it+rationspour converger)



 !"
Chapitre (Application de la m0thode 1 unsch0ma aux di50rences 6niesd0centr0Dans ce chapitre+ nous appliquons la m1thode OO4 5 un probl7me deconvection9di:usion discr1tis1 en temps par un sch1ma d;Euler implicite+ eten espace par un sch1ma aux di:1rences >nies d1centr1? Nous pr1sentons desr1sultats num1riques obtenus avec le code multidomaine di:1rences >niesen 4D? Les simulations num1riques sont e:ectu1es sur le Paragon Intel del;ONERA? !" Position du probl/meNous r1solvons le probl7me suivant GL u! " cu# a x$ y!&u&x # b x$ y!&u&y ! ($u " %$ % " x " &$ % " y " &u %$ y! " %$ % " y " &$ &u&y  x$ &! " %$ % " x " &&u&x &$ y! " %$ % " y " &$ u x$ %! " &$ % " x " &L;op1rateur L est discr1tis1 par un sch1ma aux di:1rences >nies d1centr1d;ordre H Ivoir IC?A?J?Fletcher HMMHNN? On consid7re un maillage rectangu9laire de pas constant h "  imax "  jmax oO imax est le nombre de points dans



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma aux di;5rences)))la direction des x et jmax le nombre de points dans la direction des y .iciimax  jmax/0 Le carr2 unit2 est d2compos2 en K rectangles avec un recou6vrement d7une maille entre chaque rectangle0 Le probl:me condens2 est r2solupar l7algorithme BICG6STABB et les probl:mes locaux sont r2solus par unem2thode directe .m2thode de Gauss/0Crit$re d'arr)t de l'algorithme BICG2STAB 6Pour chaque simulationB on calculeB dans un premier tempsB une solutionde r2f2rence uref F l7aide du code multidomaineB avec un r2sidu inf2rieur FG0d6H d2Ini par JResidu  max $ jjD*k ! bjj jjbjj , jj*k ! *k !jj pjj*k !jj  % jj*kjj  &Nous d2signons par LErreurM la norme L! de la diN2rence entre la solutionu que l7on calcule avec le code multidomaine et cette solution de r2f2rence JErreur  max!"i"imax( !"j"jmax$u$i, j&! uref$i, j&&AlorsB lorsqu7il n7est pas pr2cis2B le crit:re d7arrOt est Erreur 0 '1d ! (0Dans la plupart des casB nous prenons une constante c petiteB aIn que lasolution soit proche de la solution stationnaire0 !" R$sultats num$riques !"!# D%coupage du domaine en bandes 3 comparaisondes conditions OO" discr%tis%es et 7OO"8hDans cette partieB nous regardons l7inQuence des diN2rents param:tres in6tervenant dans l7algorithmeB en particulier de l7angle de la vitesse de convec6tion par rapport aux interfaces et du nombre de sous6domaines dans une di6rection d7espaceB sur la convergence de l7algorithme avec les conditions OOSB.OOS/hB Taylor d7ordre U ou SB et Dirichlet .du fait que l7on a une maille derecouvrement entre les sous6domaines/0AinsiB nous consid2rons un d2coupage du domaine de calcul en bandes verti6calesB parall:les F l7axe des y0



 !"! R$sultats num$riques  ! Convergence de l,algorithme suivant l,angle de la vitesse de convec4tion par rapport aux interfacesIncidence normale +Le carr- unit- est d-coup- en  !   sous2domaines et on consid3re unevitesse de convection normale aux interfaces d-7nie par + a   y! ! 8voir7gure :;<=; La 7gure :;> repr-sente les isovaleurs de la solution; Sur la 72gure :;:@ on observe que les conditions dCordre > am-liorent nettement laconvergence de la m-thode;
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Fig# :;<+ Vitesse de convection a normale aux interfaces
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Fig# :;>+ Repr$sentation des isovaleurs de la solution8  !  sous9domainesa  y" b  !" $  !%!"" c  "%d! #" h   !"#
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Fig#  ! " Erreur en fonction du nombre d?it5rations@  !   sousAdomainesincidence normalea  y" b  !" $  !%!"" c  "%d! #" h   !"#
Incidence tangentielle "Nous reprenons le m4me test que le pr6c6dent7 sauf que le carr6 unit6 estd6coup6 en    ! sous9domaines7 c:est9;9dire que la vitesse de convectionest cette fois ci tangente aux interfaces >voir ?gure  !@A! Les isovaleurs de lasolution sont celles de la ?gure  !C! On observe alors7 sur la ?gure  !F7 queles conditions OOC am6liorent nettement la convergence de la m6thode!
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Fig#  !@" Vitesse de convection a tangente aux interfaces



 !"! R$sultats num$riques  !!
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Fig#  !"# Erreur en fonction du nombre d6it$rations    ! sous7domainesincidence tangentiellea  y" b  !" $  !%!"" c  "%d! #" h   !"#Les 'gures  ! et  !" montrent que la convergence avec les conditions OO7 estind8pendante de l:angle de la vitesse de convection par rapport aux interfaces!Par contre> ceci n:est plus vrai avec les conditions ?OO7@h ou de Taylord:ordre C ou 7!Pour les conditions de Taylor d:ordre C> ceci vient du fait que pour c petit>cellesDci se rapprochent des conditions de Neumann lorsque la vitesse deconvection devient tangente G l:interface ?voir ?I!7!I7@@!Pour les conditions de Taylor d:ordre 7> ceci vient du fait que pour c petit> lescoeJcients intervenant dans ces conditions ?devant les d8riv8es tangentiellespremiKres et secondes@ deviennent in'nis lorsque la vitesse de convectiondevient tangente G l:interface ?voir ?I!7!I @@! Ce comportement avait 8t8 misen 8vidence dans le cas de deux sousDdomaines ?voir partie I> paragraphe !7!M@!Pour les conditions ?OO7@h> regardons le cas de 7 sousDdomaines et d:unop8rateur L G coeJcients constants # lorsque c est petit et a  !> nous avonsobserv8 num8riquement que le maximum du taux de convergence discret estbien inf8rieur G celui obtenu avec les autres conditions! N8anmoins> la courbedu taux de convergence> sur $!" kmax%> est plus O8tal8eP que celle obtenueavec les conditions OO7 ?voir 'gure  !Q@ ?nous avons observ8 ce ph8nomKne



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma aux di;5rences)))uniquement dans le cas o- a  ! et c petit/ 0 Ceci peut expliquer4 ici4 unemoins bonne convergence de l8algorithme BICG=STAB avec les conditionsAOOC/h par rapport D celle obtenue avec les conditions OOC0
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Convergence de l-algorithme suivant le nombre de sous6domainesdans une direction d-espaceDans cette partie4 on regarde l8inIuence du nombre de sous=domainessur la convergence de la mJthode0 On considKre une vitesse de convec=tion tournante G a   ab ! o- a   sin ()(y   !)) cos ()(x  !)) et b  cos ()(y   !)) sin ()(x  !))4 avec $  !%!"" c  "%d  $! et h   !"# 0 Lesisovaleurs de la solution sont donnJes sur la Mgure E0N0



 !"! R$sultats num$riques  !"
’isovaleurs’
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Fig#  !"# Repr$sentation des isovaleurs de la solution4  !  sous5domainesa  ! sin $!$y !  !%% cos $!$x!  !%%$ b  cos $!$y !  !%% sin $!$x!  !%%&  ('()$ c  )'d! *($ h   !"#Le tableau  !+ repr.sente1 pour chaque condition d8interface1 le nombre d8it.;rations en fonction du nombre de sous;domaines! On observe que la conver;gence est pratiquement lin.aire en fonction du nombre de sous;domaines dansune direction d8espace! * ) + ) ), ) -. )?OO@Ah ++ @ B +C+OO@ +@ @D BE FFTaylor ordre @ @B  + F" +"+Taylor ordre C +@ @F" I"F @"@FDirichlet B II +DC @I"Tableau  !89 Nombre d;it$rations en fonction du nombre de sous5domainesa  ! sin $!$y !  !%% cos $!$x!  !%%$ b  cos $!$y !  !%% sin $!$x!  !%%&  ('()$ c  )'d! *($ h   !"#



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma aux di;5rences)))Convergence de l-algorithme suivant la viscosit5Dans cette partie* on regarde l/in0uence de la viscosit3 sur la convergencede la m3thode* dans le cas d/une vitesse de convection tournante 6tableau89:;9   !!!"   !!"   "   "!6OO:;h => =? =? =@OO: =@ =A => =ATaylor ordre : :: :: 8D EFTaylor ordre F @F :8: >?F :?D8Dirichlet EE A= E? E@Tableau ()>? Nombre dAit5rations en fonction de la viscosit5  ! sousDdomainesE Erreur ! "!d" #a  " sin '('y "  !(( cos '('x"  !((+ b  cos '('y "  !(( sin '('x"  !((c  "!d" #!+ h    "#On observe que la convergence de l/algorithme avec les conditions optimis3es6OO: ou 6OO:;h; est peu sensible H la viscosit39 Par contre* la convergence sed3grade avec les conditions Taylor* lorsque la viscosit3 augmente* comme nousl/avions constat3 dans le cas de deux sousKdomaines 6voir partie I* paragraphe89:9E;* ce qui conMrme la remarque 89E 6partie I* paragraphe 89:9E;9Convergence de l-algorithme suivant le pas de tempsc  "!d" #! c  "!d" + c  " c  "!!6OO:;h :: :: =8 :OO: :E :E =8 8Taylor ordre : :@ :D =8 :Taylor ordre F =:@ AA =D ?Dirichlet ?? ?D 8A ?Tableau ()(? Nombre dAit5rations en fonction de c  ! sousDdomainesa  " sin '('y "  !(( cos '('x"  !((+ b  cos '('y "  !(( sin '('x"  !((  !!!"+ h    !#



 !"! R$sultats num$riques  !"Le tableau '(' montre l-in/uence de la constante c sur la convergence del-algorithme6 dans le cas d-une vitesse de convection tournante( Rappelonsque c peut :tre c   !t o; t est le pas de temps d(un sch-ma d(Euler implicitepour r-soudre l(-quation de convection4di5usion d-pendante du temps6 Enparticulier le cas c ! " correspondrait 7 l(-tat stationnaire6
Convergence de l*algorithme suivant le pas du maillageDans cette section9 le pas du maillage h varie et nous regardons son in4;uence sur la convergence de l(algorithme9 d(abord dans le cas d(une vitessede convection normale aux interfaces ?@gure A6BC9 puis dans le cas d(une vi4tesse de convection tangente aux interfaces ?@gure A6DC9 et en@n dans le casd(une vitesse de convection tournante ?@gure A6EFC6
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 !"! R$sultats num$riques  !"Les #gures '()* '(+ et '(-. montrent que les conditions d7interface OO;conduisent < une convergence pratiquement ind?pendante du pas du maillage( !"!" D$coupage du domaine en rectanglesDans cette partie* le domaine de calcul est d?coup? de faAon plus g?n?Bral* c7estB<Bdire en rectangles( On considCre d7abord le cas d7une vitesse deconvection a   y! ! avec !  !"!"# c  ""d ## h   !"# * dont les isovaleursde la solution sont repr?sent?es sur la #gure '(;(
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DirichletFig# '(--E Erreur en fonction du nombre d6it$rations7 ! ! ! sous8domainesa  y# b  !# !  !"!"# c  ""d ## h   !"#Les #gures '('* '(F et '(-- montrent l7importance d7avoir une m?thodeind?pendante de l7angle de la vitesse de convection par rapport aux interfaces(En eJet* avec les conditions OO;* pour un nombre de sousBdomaines #x? Kici-L sousBdomainesM* la d?composition du domaine Ken bandes ou en rectanglesMn7aJecte pas la convergence de l7algorithme( Par contre* avec les conditions deTaylor* qui sont sensibles < l7angle de la vitesse de convection par rapport auxinterfaces* la convergence varie avec le d?coupage du domaine( En eJet* dansle cas d7un d?coupage en rectangles K#gure '(--M la convergence se d?grade



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma aux di;5rences)))par rapport au cas d)un d+coupage en bandes /0gure 1213 du fait que la vitessede convection devient tangente 9 certaines interfaces dans le premier cas2Sur la 0gure 12<=> on consid?re une vitesse de convection tournante avecun d+coupage en   ! sous@domaines2 Les isovaleurs de la solution sontrepr+sent+es sur la 0gure 12B2
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Fig# 12<=C Erreur en fonction du nombre d?it5rations@   ! sousAdomainesa " ! sin &!&y !  !'' cos &!&x!  !''$ b " cos &!&y !  !'' sin &!&x!  !''& " *'*+$ c " +'d!  *$ h "  !"# ! ConclusionsLes conditions d)ordre = /Taylor> OO= et /OO=3h3 am+liorent nettementla convergence de l)algorithme par rapport aux conditions de Taylor d)ordreI ou celles de Dirichlet2 Neanmoins> quand c est petit /c)est@9@dire ,t grand3>la convergence avec les conditions de Taylor se d+grade lorsque la vitesse deconvection devient tangente aux interfaces2 L)utilisation des conditions opti@mis+es /OO= et /OO=3h3 permet d)am+liorer ceci2 En particulier l)utilisationdes conditions OO= conduit 9 une convergence ind+pendante de l)angle entrela vitesse de convection et les interfaces2 Ceci permet d)avoir> pour un nombrede sous@domaines 0x+> une m+thode ind+pendante de la faNon dont on d+@coupe le domaine2



 ! ! Conclusions  ! De plus& avec les conditions de Taylor& la convergence se d3grade lorsquela viscosit3  augmente6 L8utilisation des conditions optimis3es 9OO; et9OO;<h< conduit = une convergence pratiquement ind3pendante de la vis>cosit36Les conditions OO; permettent aussi d8avoir une convergence pratiquementind3pendante du pas du maillage6La convergence avec les conditions 9OO;<h se d3grade quand c est petit&lorsque la vitesse de convection devient tangente aux interfaces6 De plus& lesconditions 9OO;<h sont plus diAciles = calculer et d3pendent du sch3ma dediscr3tisation6 Pour ces raisons& nous ne consid3rerons& par la suite& que lesconditions d8interface optimis3es OO;6
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 !"
Chapitre (Application de la m0thode 1 unsch0ma volumes 5nisDans le cadre d)une collaboration avec Marc Br2dif 4MATRA BAe DY9NAMICS France? d2partement d)a2rodynamiqueD? nous appliquons la m29thode F un sch2ma utilis2 dans le code de calcul AEROLOG d2velopp2 par led2partement d)a2rodynamique de MATRA KLM 4CN Borel et MN Bredif? OPPQDNLe sch2ma en temps est F deux niveauxN La phase explicite est le sch2ma deLax9WendroT F un pas et la phase implicite est une phase de lissage des r29sidusN La discr2tisation en espace est de type volumes VnisN Nous pr2sentonsla technique de discr2tisation des conditions d)interface pour un d2coupagesans recouvrement et dans le cadre de ce sch2maN La mWme m2thodologiepeut Wtre eTectu2e dans le cas d)une discr2tisation de type 2l2ments VnisND)aprXs les conclusions du chapitre pr2c2dent? la d2termination des condi9tions d)interface optimis2es est eTectu2e F partir du problXme continu enespace 4conditions d)interface OOQDN
 !" Discr(tisation en tempsLe sch2ma en temps est implicite F deux phasesN La phase explicite pro9vient du sch2ma de Lax9WendroT? et la phase implicite repose sur une tech9nique de lissage des r2sidusN



 !! CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nisSch%ma de Lax,Wendro1 explicite dans le cas de la convection pureOn consid're l+,quation u t  a u x  b u y ! " 1II34356Soit un une approximation de u ; l+instant n#t3 Le sch,ma de Lax>Wendro@est bas, sur une repr,sentation de  u t au second ordre provenant d+un d,ve>loppement en s,rie de Taylor E$ u t %n  un ! ! un#t ! #t&  "u t"C+est>;>direG en utilisant 1II34356 E$ u t %n  un ! ! un#t ! #t& $a   x  b   y %$a   x  b   y %unAinsi le sch,ma de Lax>Wendro@ explicite s+,crit E'#t$un ! ! un% ! !$a   x  b   y %un  #t& $a   x  b   y %$a   x  b   y %unPour plus de d,tails sur ce sch,maG on peut se r,f,rer par exemple ; K5LM1C3A3J3 FletcherG 5PP563 D,crivons maintenant le sch,ma utilis, pour la r,>solution de l+,quation de convection>di@usion3Sch%ma explicite pour l9%quation de convection,di1usionL+,quation de convection>di@usion instationnaire s+,crit E u t  a u x  b u y ! (#u ! "La phase expliciteG provenant du sch,ma de Lax>Wendro@ pour le termeconvectifG est E'#t$un ! ! un% ! !$a   x  b   y %un  #t& $a   x  b   y %$a   x  b   y %un  (#un



 !"! Discr(tisation en temps  !"Sch&ma impliciteOn implicite ce sch+ma de la mani.re suivante 2 on introduit des para4m.tres implicites   et  ! et on remplaceun par un    !un"  un" dans le terme du premier ordreun par un   !!un"  un" dans les termes du second ordreOn obtient ainsi 2# $%t    !a $$x  b $$y "  !& %t!a $$x  b $$y "!a $$x  b $$y "  !(%'!un"  un"( # !a $$x  b $$y "  $&%t!a $$x  b $$y "!a $$x  b $$y "  (%'!un"Comme on s7int+resse surtout 8 la solution stationnaire9 on souhaite prendrede grands pas de temps; On introduit alors le nombre de Courant CFL <pasde temps adimensionn+=9 dont la d+>nition9 li+e au crit.re de stabilit+9 seradonn+e au paragraphe suivant; Alors9 dans le sch+ma9 on divise les termesdu second ordre d+pendant du temps par le CFL a>n d7avoir une solutionind+pendante du pas de temps; Le sch+ma s7+crit ainsi 2# $%t    !a $$x  b $$y "  !& %tCFL!a $$x  b $$y "!a $$x  b $$y "  !(%'!un"  un"( # !a $$x  b $$y "  $& %tCFL!a $$x  b $$y "!a $$x  b $$y "  (%'!un"Dans la suite on ne consid+rera que le cas oC   (  ! ( $; On introduitl7op+rateur L d+>nit par 2L ( $%t  !a $$x  b $$y " $& %tCFL!a $$x  b $$y "!a $$x  b $$y " (% <II;E;F=On suppose que les conditions aux limites sur la fronti.re du domaine decalcul ) sont de type Dirichlet <fronti.re *D= oC de type Neumann <fronti.re*N=; Dans ce cas9 8 chaque it+ration en temps9 on doit r+soudre un probl.medu type 2 L!u" ( f dans ) <II;E;K=u ( + sur *D <II;E;E=$u$n ( + sur *N <II;E;L=



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;niso! u  un ! un! f  ! "a !!x#b !!y $# !" #tCFL"a !!x#b !!y $"a !!x#b !!y $#%%&"un$"et n est la normale ext,rieure / '0Remarque !* * Nous avons choisi une 5criture sous forme incr5mentale)Le problAme BII)()CDEBII)()FD peut 5galement sH5crire sous la forme simple IL"v$  un%t dans ' 1II03045v  g! sur (D 1II03065)v)n  g" sur (N 1II03075oJ v  un !K et g! et g" sont des fonctions donn5es)Remarque !*+* En pratiqueK comme on sHint5resse 7 la solution stationEnaireK on a choisi une technique de pas de temps local Ble pas de temps %t vaErie localement tel que le nombre CFL soit constant en tout point du maillageDde maniAre 7 acc5l5rer la convergence de lHalgorithme)Le probl;me 1II030<5=1II030>5 est discr,tis, en espace par une m,thode devolumes Cnis0 !" Discr(tisation du domaine de calculLe domaine de calcul est discr,tis, suivant un maillage structur," cEest=/=dire utilisant des mailles quadrangulaires en GD0 Ceci permet de simpliCer lamise en Juvre" essentiellement dans la gestion des nJuds du maillage rep,r,spar leur indice "i! j$! i  )! ///! imax! j  )! ///! jmax" o! imax est le nombre depoints suivant x" et jmax est le nombre de points suivant y0 !2 Discr(tisation en espace 4 m(thode de vo7lumes 8nisLEapproximation de la solution u du probl;me 1II030<5=1II030>5 est obtenue/ lEaide dEune m,thode de volumes Cnis propos,e dans K<L 1C0 Borel et M0Bredif" PQQG50 Cette m,thode consiste / utiliser une repr,sentation bilin,airede u sur chaque cellule du maillage 1u " Q!50 Le sch,ma est de type Scell=vertexT cEest=/=dire que la variable u est calcul,e aux nJuds du maillage0



 !"! Discr(tisation en espace / m(thode de volumes 6nis  !"Le sch%ma en un n*ud d,indice  i! j! s,obtient en int%grant l,%quation surune cellule d%cal%e C entourant le n*ud  i! j!5 les sommets de C %tant lesbarycentres des cellules K ! % " #! &&&$ 7voir 9gure :;<= >ZC L u! " ZC f
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Fig#  !"# Int#gration sur une cellule d#cal#e CNous supposons* dans un premier temps* que le champ de vitesse de convec7tion a "  a$ b! est constant!Calcul du terme d9ordre :L9int<grale du terme d9ordre : est <valu<e par #ZC u#t ! ui"j$ X$ !"" V ol K$!#t



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nisDiscr%tisation de l-op%rateur d-ordre 0Le gradient  u est repr%sent% par une constante dans chaque cellule K 5Ainsi l-int%grale sur la cellule d%cal%e C du terme d-ordre 0 est %valu%e par 9ZC a $$x ! b $$y "u  #$ X  !"" ZK  a $$x ! b $$y "uet ZK  a $$x ! b $$y "u % Z$K  a(n"u % a Z$K unx ! b Z$K unyLa fonction u %tant suppos%e bilin%aire dans K < elle est lin%aire sur chaquesegment de $K 5 On utilise alors la formule du point milieu pour %valuer lesint%grales sur chaque segment de $K 5 Par exemple @voir Agure B5CD 9ZAB unx  u A" ! u B"& ZAB nx
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Fig# B5C9 Int5gration sur le bord d?une cellule K On obtient alors pour les d%riv%es spatiales d-ordre 0< dans le cas d-unmaillage cart%sien E pas constant 'x en x et 'y en y 9 $u$x"i"j % #('xf ui#!"j ! " ui !"j !" ! & ui#!"j " ui !"j" !  ui#!"j#! " ui !"j#!"g $u$y "i"j % #('yf ui !"j#! " ui !"j !" ! & ui"j#! " ui"j !" !  ui#!"j#! " ui#!"j !"g



 !"! Discr(tisation en espace / m(thode de volumes 6nis  !"La mol%cule de l*op%rateur discret   x est repr%sent%e sur la 1gure 3454
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Fig# 3456 Mol(cule de l8op(rateur d8ordre 9 /   xDiscr%tisation des op%rateurs d*ordre 8Pour le terme de stabilisation au second ordre; on va utiliser le calcul duterme du premier ordre 6ZC a   x ! b   y " a   x ! b   y "u # Z!C a u x ! b u y " a&n"# X" !#" Z!C K  a u x ! b u y " a&n"Le gradient  u %tant repr%sent% par une constante dans K"; le terme dupremier ordre est repr%sent% dans K" par 6 a u x ! b u y "jK  RK  a!u!x ! b!u!y "jK"j # R!K  a&n"ujK"jLe terme R!K  a&n"u a d%j> %t% calcul% lors du calcul du terme du premierordre4 On obtient ainsi 6ZC a   x ! b   y " a   x ! b   y "u  X" !#" a u x ! b u y "jK  a Z!C K nx ! b Z!C K ny"



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nisLe calcul du laplacien de u s+e,ectue de la m/me fa1on 3ZC  u ! Z!C !u!n! X" !#"Z!C K !u!xnx " !u!yny X" !#" R!K unxjK"j Z!C K nx " R!K unyjK"j Z!C K nyDans le cas d+un maillage cart7sien 8 pas constant  x en x et  y en y9 onobtient 3#!#u!x# $i#j ! %& x# #ui!!#j!! " 'ui#j!! " ui$!#j!! " 'ui!!#j " &ui#j " 'ui$!#j"ui!!#j$! " 'ui#j$! " ui$!#j$!$#!#u!y# $i#j ! %& y# #ui!!#j!! " 'ui#j!! " ui$!#j!! " 'ui!!#j " &ui#j " 'ui$!#j"ui!!#j$! " 'ui#j$! " ui$!#j$!$La mol7cule de l+op7rateur discret de d7riv7e seconde est de < points= Elleest repr7sent7e pour l+op7rateur !#!x# sur la ?gure @=@=
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Fig# @=@3 Mol5cule de l=op5rateur d=ordre ? @ !#!x#



 !"! Discr(tisation en espace / m(thode de volumes 6nis  ! Remarque )*+* Le terme du second ordre  ! "tCFL#a %%x $ b %%y %#a %%x $ b %%y %upeut 8tre interpr(t( comme un terme de d(centrement en espace! En e:et;pla<ons nous; pour simpli6er; dans un cadre unidimensionnel et consid(ronsl=(quation %u%t $ a%u%x & '* a ! IRNous avons CFL & jaj t x ! Le sch(ma en temps s=(crit /(  "t $ a %%x   !"xjaj %!%x! )un"# & un"tLa discr(tisation volumes 6nis en un point i s=obtient en int(grant l=(quationsur une cellule d(cal(e C entourant le point i Bvoir 6gure  !CD /E terme d=ordre F / ZC a%u%x #  ! X%$#&!ZK a%u%x# a!#ui"#  ui!#%E terme d=ordre G /ZC#  !"xjaj%!u%x! % &   !"xjaj##%u%x %i"  !  #%u%x%i!  ! %#   !"xjaj#RK! )u)xjK!j  RK )u)xjK#j %&   !"xjajui"#  !ui $ ui!#"x &  jaj! #ui"#  !ui $ ui!#%Par suite;#a%u%x   !"xjaj%!u%x! %i # a!#ui"#  ui!#% jaj! #ui"#  !ui $ ui!#%



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nisAinsi< si a   =resp) a !  ? le terme de droite devient a!ui " ui    resp%a!ui!  ui & ce qui revient. en divisant par "x. 1 discr2tiser le terme deconvection a#u#x par des di62rences 7nies d2centr2es  suivant le signe de a&%
C

K
1 K 2

ii-1 i-1/2 i+1/2 i+1Fig# 9%:; Int#gration sur une cellule d#cal#e CRemarque '('( Dans le cas o= le champ de vitesse de convection a # !a% b est variable. celui@ci est approch2 dans une cellule K!  ayant ici pour sommetsles nBuds !i% j . !i$ %% j . !i% j $ % . !i$ %% j $ % & par une constante ;ajK! # %&!a!i% j $ a!i$ %% j $ a!i% j $ % $ a!i$ %% j $ %  bjK! # %&!b!i% j $ b!i $ %% j $ b!i% j $ % $ b!i $ %% j $ %  Ainsi le terme du premier ordre est calcul2 de la mDme faFon que pr2c2dem@ment% Le terme de stabilisation du second ordre est remplac2 par ; %' "tCFL! ##x!a! $ ##y !b!  !a ##x $ b ##y  uet se calcule alors comme dans le cas o= a et b sont constants% !"!# Stabilit* du sch*maOn se place dans le cas d1un champ de vitesse de convection a # !a% b constant et d1un maillage cart#sien 5 pas constant "x en x et "y en y6Sch,ma ExpliciteUn crit8re de stabilit#: issu de l1analyse de Fourier =M6Bredif: 5 paraAtreBpeut Ctre obtenu pour le sch#ma explicite E le sch#ma est stable si! "t"tC  " $ ! "t"tD  " % =II6F6GB



 !"! Discr(tisation en espace / m(thode de volumes 6nis  !"avec tC ! "q a  x # b  y $pas de temps caract+ristique de la convection2 tD ! min ' x!" y!()$ $pas de temps caract+ristique de la di3usion2Si on introduit le nombre de Courant CFL d+7ni par 8CFL !  t' $min ' x!" y!( #s' $min ' x!" y!((! # a! x! # b! y! (alors le crit9re de stabilit+ $II;<;=2 +quivaut > 8CFL  "Sch&ma ImpliciteLe crit9re de stabilit+ du sch+ma implicite sA+crit $M;BredifE > paraFtre2 8G le sch+ma est inconditionnellement stable si *" ! "! et *! ! "!G le sch+ma est stable si *" ! "! E *!  "! E et '  t tC (! # '  t tD (  "" !' Remarque 34!4 L8analyse de Fourier montre qu8il existe un mode de Fou=rier qui n8est pas amorti! Pour amortir ce mode ?ce qui permet d8(viter lesoscillations de la solution@ on rajoute dans le sch(ma le termeCFL t ' x y(! +#u+x!+y! $II;<;HI2?cas d8un maillage cart(sien C pas constant  x en x et  y en y@! Ce terme(tant petit devant les autres termes du sch(maE on n8en tient pas compte pourla discr(tisation des conditions aux limites ?section  !"!F@ et des conditionsd8interface ?sections  ! !H et  ! !F@!



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nis !"!# Discr)tisation d/une condition aux limites de typeNeumannSi l#on impose une condition de Neumann 0II23245 sur une partie  N dubord du domaine8 cette condition est discr9tis9e de fa;on < =tre consistanteavec le sch9ma de discr9tisation aux points int9rieurs du domaine2 Pour cela8la discr9tisation de cette condition en un nBud d#indice !i! j" de  N s#obtienten int9grant l#9quation sur une cellule d9cal9e C entourant le nBud !i! j"8 lessommets de C 9tant les barycentres des cellules K!! % # $! % 0voir Fgure 32G5 HZC L!u" # ZC fOn note  le bord de (C situ9 sur  N 2
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Fig# 32GH Int5gration sur une cellule d5cal5e CDiscr9tisation de l#op9rateur d#ordre KZC!a ((x & b ((y "u ! $' X! !#" ZK !a ((x & b ((y "uLe calcul des int9grales sur K! est eMectu9 comme auparavant2 La conditionde Neumann intervient dans le calcul des termes du second ordre H



 !"! Discr(tisation en espace / m(thode de volumes 6nis  !!Discr%tisation des op%rateurs d.ordre /ZC a !!x ! b !!y " a !!x ! b !!y "u # Z!C a!u!x ! b!u!y " a&n"# Z!Cn  a!u!x ! b!u!y " a&n" ! Z  a!u!x ! b!u!y " a&n"La premi2re int%grale du membre de droite est calcul%e comme avant7 Lacondition de Neumann est utilis%e dans le calcul de la seconde int%grale7Remarquons d.abord qu.un calcul simple montre que sur un segment $ donn%;non n%c%ssairement parall2le < l.axe des x ou des y>? si on note n la normaleunitaire < ce segment? et  le vecteur tangent? nous avons la relation suivante @a!u!x ! b!u!y #  a&n"!u!n !  a& "!u! ;II7B7CC>Alors? Z  a!u!x ! b!u!y " a&n" # Z  a&n"! !u!n ! Z  a&n" a& "!u! La condition de Neumann entraEne que la premi2re int%grale du membrede droite est nulle7 La seconde int%grale est calcul%e en utilisant la mFmetechnique que dans le cas /D? ici en CD7 Pour cela? on introduit $"' ( # %' &?le bord de la cellule K"' ( # %' &? situ% sur $N ;Igure B7J>7 Alors?Z  a&n" a& "!u!  %& X""#$!Z   a&n" a& "!u! Par exemple? dans le cas des indices des nKuds de la Igure B7J? nous avons @Z  a&n" a& "!u!  %&f a&n" a& "j !  ui$j$# " ui$j" !  a&n" a& "j " ui$j " ui$j"#"gDe mFme? pour le laplacien nous avons @ZC 'u # Z!C !u!n# Z!Cn !u!n ! Z !u!nLa premi2re int%grale du membre de droite est calcul%e comme auparavant?et la condition de Neumann entraEne que la seconde int%grale est nulle7



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nis ! R#solution par la m#thode OO3Le probl'me )II+,+-./)II+,+0. est r3solu par la m3thode OO9 )voir partieII< chapitre 9.+ Une fois le domaine de calcul d3coup3 en sous/domaines< cettem3thode consiste A r3soudre un probl'me dBinterface de la formeD!  b )II+,+C9.oD lBinconnue ! repr3sente des quantit3s de la forme Bi!u" aux interfaces dessous/domaines< avec Bi lBop3rateur dBinterface OO9+ Cet op3rateur sBobtientcomme A la partie I< chapitre -< en remplaHant L par )II+,+9. IOp%rateurs d-interface OO2LBop3rateur dBinterface OO9 sB3crit sous la forme IBi  $$ni " c # c! $$ i " c" $!$ !i )II+,+C-.oD c  a!ni p# $  CFL %#a!ni% $ !#"t"tCFL #a!ni% $!" et les cJKcients c!  c!!a&ni' a& i" etc"  c"!a&ni' a& i" sont obtenus en minimisant le taux de convergence de lBal/gorithme de Schwarz dans cas de 9 sous/domaines< et dans un cadre continuen espace IAlgorithme de Schwarz Acas continuB CL!up$  "  f dans $ B !up$  "  B !up!" sur % ! )II+,+C,.up$   & sur $$ $ %D$up$  $n  & sur $$ $ %NL!up$ ! "  f dans $!B!!up$ ! "  B!!up " sur % ! )II+,+C0.up$ !  & sur $$! $ %D$up$ !$n  & sur $$! $ %N



 ! ! R#solution par la m#thode OO3  !"M$thode OO+Dans la m&thode OO-. le probl2me d3interface 7II9:9;-< provient d3uner&&criture de l3algorithme de Schwarz appliqu& au probl2me discret 7voirpartie II. chapitre -<9 Nous rappelons cet l3algorithme dans le cas de -sousEdomaines disjoints   et  !. s&par&s par une interface ! !9 On noteBi! i " #! $. les matrices provenant de la discr&tisation des termes de la forme c u% c! %u% i  c" %!u% !i intervenant dans les conditions d3interface 7II9:9;:< et7II9:9;G<. etA "  A II A IBA BI A BB ! et A! "  A!II A!IBA!BI A!BB !les matrices locales dans chacun des sousEdomaines. correspondant H la discr&Etisation du probl2me de convectionEdiIusion avec des conditions de Neumannsur l3interface9 L3algorithme de Schwarz en discret s3&crit KAlgorithme de Schwarz :cas discret; <AiIIui #p$ %I % AiIBui #p$ %B " f iI ! i " #! $" A BI A BB  B #$ u #p$ %Iu #p$ %B % " 7II9:9;L<f  B % f !B % "  A!BI  A!BB  B #$ u! #p%Iu! #p%B %" A!BI A!BB  B! #$ u! #p$ %Iu! #p$ %B % " 7II9:9;M<f !B % f  B % "  A BI  A BB  B! #$ u #p%Iu #p%B %
L3objet de cette partie est de pr&senter la technique de discr&tisation desconditions d3interface OO-. dans le cadre d3un d&coupage sans recouvrement.c3estEHEdire la technique qui permet de passer de la condition d3interface7II9:9;:< H la condition d3interface 7II9:9;L<9



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nis ! !" Discr(tisation des conditions d/interfaceDans cette section) nous explicitons le calcul qui permet de passer de lacondition d2interface 4II676879 : la condition d2interface 4II6768;9 4on obtient lacondition 4II6768=9 : partir de la condition 4II6768>9 de la m?me fa@on96 La disBcrCtisation des conditions d2interface est eDectuCe de fa@on : ?tre consistanteavec la discrCtisation aux points intCrieurs des sousBdomaines6 Une celluledCcalCe C entourant un nGud  i" j! de l2interface " ! peut ?tre dCcomposCesous la forme #C $ #C  #C!) avec C ! C! $ "6On note " $ $C ! " ! $ $C! ! " ! 4voir Igure 76=96 On dCsigne par ni lanormale extCrieure unitaire : la cellule Ci et  i le vecteur tangent unitaire6
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Fig# 76=K Int5gration sur les cellules d5cal5es C et C!A convergence) si ui reprCsente la restriction de la solution de 4II676M9B4II676>9au sousBdomaine %i) alors on a KZC L u ! & ZC! L u!! $ ZC f & ZC! fLa discrCtisation de la condition d2interface 4II676879 dans le sousBdomaine% : l2Ctape p& ' s2obtient de la maniNre suivante K



 ! ! R#solution par la m#thode OO3  !"on int$gre l)*quation dans   0 l)*tape p ! " sur la cellule d*cal*e C 3 onint$gre l)*quation dans  ! 0 l)*tape p sur la cellule d*cal*e C!3 et on sommeces deux relations 6ZC L#up"  $ ! ZC! L#up!$ % ZC f ! ZC! f 7II9:9;<=La condition d)interface 7II9:9;:= est utilis*e dans le calcul des termes dusecond ordre intervenant dans 7II9:9;<=9 Nous avons 6ZCi L#u$ % ZCi u&t ! ZCi#a &&x ! b &&y $u! ZCi "' &tCFL#a &&x ! b &&y $#a &&x ! b &&y $u! , ZCi &uLes termes du second ordre sont calcul*s par 6ZCi#a &&x ! b &&y $#a &&x ! b &&y $u% Z"Ci#a &&x ! b &&y $u#a-ni$% Z"Cin##a &&x ! b &&y $u#a-ni$ ! Z##a &&x ! b &&y $u#a-ni$% Z"Cin##a &&x ! b &&y $u#a-ni$ ! Z###a-ni$! &u&ni ! #a-ni$#a- i$&u i $7dans la derni$re *galit* on a utilis* 7II9:9;;==9On a aussi 6 ZCi &u % Z"Cin# &u&ni ! Z# &u&ni



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nisEn rempla(ant ces expressions dans la relation 0II2324567 celle8ci devient :ZC up !! t ! ZC! up" t ! ZC "a ##x ! b ##y #up !! ! ZC!"a ##x ! b ##y #up" Z"C n#$%&  tCFL"a ##x ! b ##y #up !! "a*n # ! + #up !!#n ' Z"C!n#$%&  tCFL"a ##x ! b ##y #up""a*n!# ! + #up"#n! ' Z# %&  tCFL"a*n #"a*  #"#up !!   #up"  # Z#"%&  tCFL"a*n #" ! +#"#up !!#n  #up"#n # 0II2324;6( ZC f ! ZC! fLa condition d=interface arti?cielle 0II2324367 que l=on veut vBri?er7 est utili8sBe pour calculer le terme 0II2324;62 Elle permet de transformer les dBrivBesnormales en dBrivBes tangentielles :B!"up !! # ( B!"up"# sur )!""# #up !!#n  #up"#n ( "c!  c" ##  ! c$ #"# " #"up !!  up"# sur )!"Ainsi7 le terme 0II2324;6 est calculB par :Z#"%&  tCFL"a*n #" ! +#"#up !!#n  #up"#n # ( Z#" *c!  *c" ##  ! *c$ #"# " #"up !!  up"#oE *ci ( "!" %tCFL"a*n #" ! +#ci. i ( %. &. +2



 ! ! R#solution par la m#thode OO3  ! Par cons'quent, nous obtenons .ZC up !! t ! ZC "a ##x ! b ##y #up !! /II121345 Z"C n"$%&  tCFL"a ##x ! b ##y #up !! "a*n # ! + #up !!#n ' /II121365 Z" %&  tCFL"a*n #"a*  ##up !!  /II121335 Z"" (c!  (c# ##  ! (c$ ### # #"up !! # /II121375) ZC f ! ZC! f ZC! up# t  ZC!"a ##x ! b ##y #up# /II121325! Z"C!n"$%&  tCFL"a ##x ! b ##y #up#"a*n!# ! + #up##n! ' /II121385 Z" %&  tCFL"a*n #"a*  ##up#  /II121395 Z"" (c!  (c# ##  ! (c$ ### # #"up## /II1213:5La discr'tisation de cette relation conduit ? la relation /II121695 . le termeRCi f contribue au vecteur f iB1 Les termes /II121345B/II121335 /resp1 /II121325B/II1213955 contribuent au vecteur" A!BI A!BB #$ u! %p !&Iu! %p !&B % "resp1 "  A#BI  A#BB #$ u# %p&Iu# %p&B %#EnEn, le terme /II121375 /resp1 /II1213:55, provenant de la condition dFinterBface artiEcielle, contribue au vecteur  B!u! %p !&B /resp1  B!u# %p&B 51Nous donnons le calcul de chaque terme intervenant dans les relations/II121345B/II121375 /le calcul des termes /II121365B/II1213:5 est eJectu' de faBKon similaire51 Le calcul des termes /II121345B/II121365 sFeJectue comme ? la



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nissection '() *+ terme d/ordre 0 * ZC u t  ui"j! X$ !"" V ol"K$# t 1II('(345+ terme du premier ordre *ZC "a ''x $ b ''y #u  %! X$ !"" ZK "a ''x $ b ''y #u  %! X$ !"" Z&K u"a+n# 1II('(385+ terme provenant des op;rateurs du second ordre *Z&C n#&%'  tCFL"a ''x $ b ''y #u"a+n # $ / 'u'n () X$ !""Z$&C n#%!K &"a ''x $ b ''y #u"a+n # $ 'u'n ( 1II('()05ce terme est ensuite calcul; comme = la section '()(Les int;grales sur la partie * de l/interface sont calcul;es en applicant lamAme technique qu/en 3DE ici en FD( Pour celaE on introduit *! ) 'K! !*!"et *" ) 'K" ! *!" 1voir Hgure '(45(
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 ! ! R#solution par la m#thode OO3  !"Ces int&grales sont de la forme /Z fu" Z g !u!  # Z h !!u! ! o! f  f!a&n "" g  g!a&n # a&  "" et h  h!a&n # a&  " sont des fonctionsdonn+es,Remarque '()( Comme $ la remarque *+*, dans le cas o1 le champ devitesse de convection a  !a# b" est variable, celui8ci est approch9 sur # :ayant ici pour extr=mit9s les n>uds !i# j" et !i# j $ %"? par une constante @aj   %&!a!i# j" $ a!i# j $ %""bj   %&!b!i# j" $ b!i# j $ %""ce qui d9Anit une valeur constante de f , g, h sur # +Alors" dans le cas des indices des n1uds de la 3gure 5,6" on a 7Z fu  ui"j Z f 8II,5,:;< ui"j!%&!fj ! j#"j$ fj " j#!j"Z g !u!   %&!Z ! g !u!  $ Z " g !u!  " 8II,5,:=< %&!gj ! !ui"j#" " ui"j" $ gj " !ui"j " ui"j!"""Integrale du terme du second ordre sur l?interface 7 = possibilit+sUne int+grale du type 7 Z h !!u! ! 8II,5,::<avec h  h!a&n # a&  " donn+" est calcul+e de deux maniFres 7



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nisPremi=re possibilit5Lorsque que le champ de convection a est variable3 comme 4 la remarque5653 on g8n8ralise le terme 9II656;;< par =     h  u   !Ce terme est alors calcul8 en utilisant la m?me technique qu@en AD3 ici enCD = Z      h  u   !  hj !   u   !j ! ! hj "   u   !j " 9II656;5< hj ! ui!j!" ! ui!jj""j ! hj " ui!j ! ui!j!"j"#jDeuxi=me possibilit5On laisse le terme sous la forme 9II656;;<6 Dans ce cas3 il est approch8 par =Z h  #u  #  hi!j   u   !j ! !   u   !j " ! 9II656;F< hi!j ui!j!" ! ui!jj""j ! ui!j ! ui!j!"j"#j !oG hi!j correspond 4 une 8valuation de h au nHud  i$ j! d8Inie par =hi!j # $% hj ! & hj " ! ! !" Discr(tisation des conditions aux points de croi2sement des sous2domainesNous explicitons la discr8tisation des conditions en un point de croisementdes sousLdomaines3 lorsque celuiLci est un nHud commun 4 5 sousLdomaines6Une cellule d8cal8e C entourant un nHud de croisement  i$ j! des 5 interfaces""#3 ""$3 "#% et "$% peut ?tre d8compos8e sous la forme 'C # #%i&" 'Ci3 avecCi $ Cj # %$ i &# j 9voir Igure 56N<6 Nous allons d8crire la discr8tisation dela condition de raccord au nHud de croisement  i$ j! pour le sousLdomaine("6 Pour cela3 nous notons " #   C" $ ""#! #   C" $ ""$! 9voir Igure 56N<6



 ! ! R#solution par la m#thode OO3  !"Nous d%signons par ni la normale ext%rieure unitaire 1 la cellule Ci et  i levecteur tangent unitaire4
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Fig# 5467 Notations pour un d#coupage avec un point de croisementA convergence9 si ui repr%sente la restriction de la solution de :II454<=>:II454?= au sous>domaine  i9 alors on a 7 Xi!" ZCi L!ui" #  Xi!" ZCi fLa discr%tisation de la condition de raccord au nAud de croisement !i$ j" pourle sous>domaine  " 1 lB%tape p$ % sBobtient 1 partir de la relation suivante 7ZC L!up#"" " $ ZC! L!up$" $ ZC" L!up%" $ ZC# L!up " " #  Xi!" ZCi f :II454<D=Dans cette relation9 les termes dBordre F et dBordre G sont calcul%s comme en:II454HI= et :II454H6=9 en remplaJant les sommes sur ' # %$ & par ' # %4 Lesconditions dBinterface artiLcielles interviennent dans le calcul des termes dusecond ordre4 Consid%rons par exemple le terme provenant des int%grales duLaplacien dans :II454<D= 7!(!Z#C )up#"")n! $ Z#C! )up$)n" $ Z#C" )up%)n# $ Z#C# )up " )n$ "



 !! CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nisOn d#compose chaque int#grale sur  C 3 en distingant la partie situ#e sur lesinterfaces3 et celle situ#e 5 l6int#rieur de K 7 Par exemple3 pour l6int#grale sur C 3 nous avons ;Z!C  up!   n  Z!C n"  up!   n ! Z"  up!   n Le premier terme du membre de droite est calcul# comme en >II7@7ABC3 enremplaDant la somme sur $  "% # par $  " >il en est de mEme des int#gralessur  C# n f$ C# " % #& # $ C# " %#$&g3  C% n f$ C% " % %& # $ C% " %%$&g3 et C$ n f$ C$ " %#$& # $ C$ " %%$&gC7 Ainsi3 le terme qu6il reste 5 calculer estcelui provenant des int#grales sur les interfaces3 c6estG5Gdire ;% &$Z!C !" !$ up!   n %  up# n & ! Z!C !" "$ up!   n %  up% n &! Z!C!!"!#$  up# n! %  up" $ n! & ! Z!C"!""#$  up% n" %  up" $ n" && >II7@7AHCLe calcul de ce terme va Etre eIectu# en utilisant les conditions d6interfaceOOJ7 La condition OOJ sur l6interface % # s6#crit ;B $up!  &  B $up#& sur % # >II7@7AKCPour simpliLer les #critures ici3 on #crit l6op#rateur d6interface Bi3 d#Lnit en>II7@7MAC3 sous la forme ; Bi    ni % 'iavec 'i  c % c#    i ! c%  #  #iLa condition >II7@7AKC se r##crit alors sous la forme ; up!   n %  up# n  ' $up!  &% ' $up#& sur % #



 ! ! R#solution par la m#thode OO3  !"Les conditions d)interface OO. que l)on utilise pour calculer le terme 4II67689:sont ainsi les suivantes < up !! n   up" n  !!"up !! # !!"up"# sur $!" up !! n   up# n  !!"up !! # !!"up## sur $!# up" n!   up !$ n!  !""up"# !""up !$ # sur $"$ up# n"   up !$ n"  !#"up## !#"up !$ # sur $#$Ces conditions permettent de transformer les d>riv>es normales en d>riv>estangentielles6 Le terme 4II67689: devient alors ""Z!C !% !"!!"up !! # !!"up"## % Z!C !% ""!!"up !! # !!"up#### 4II6768@: ""Z!C!!%!#"!""up"# !""up !$ ## % Z!C"!%"#"!#"up## !#"up !$ ### 4II6767A:Les termes intervenant dans le terme 4II6767A: sont nuls B convergenceC eton les n>glige ici pour >crire la condition au point de croisement "i$ j#C ceciaDn de faciliter l)impl>mentation6 Il reste B calculer le terme 4II6768@:6 Dansce termeC les int>grales des termes d)ordre A et d)ordre F sont approch>esen utilisant la mHme m>thodologie qu)en 4II6768F: et 4II6768.:6 Les int>gralesposant problJme sont celles des termes du second ordreC c)estKBKdire < ""Z% c# "up !!  " # 4II6767F:% ""Z!C !% ! c# "up"  " % Z!C !% " c# "up#  " # 4II6767.:Nous allons consid>rer alors deux possibilit>s6 La premiJre est que l)onne tient pas compte de ces termes d)ordre . au point de croisement 4casdes op>rateurs "OO.#! et "OO.#" d>Dnis ciKdessous:6 La seconde possibiKlit> 4op>rateur "OO.## d>Dni ciKdessous: consiste B introduire les notations$!   C! ! $!# et $"   C! ! $!"C et B remplacer le terme 4II6767F: par ""c#j$ " up !!   #j$  c#j$! " up !!   #j$! # 4II67678:



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;niset le terme %II'('()* par -  c j !  "up "  !j !  c j "  "up!"  !j " ! %II'('((*Les termes de la forme  "u"  !j"i $ i " #$ $ sont alors 4valu4s de la m7me fa8onqu:au paragraphe ('('=' Nous d4?nissons ainsi trois op4rateurs d:interfacediscrets de type OO) -D$%nition *+ ,Op$rateur  OO3!#4+ < en un point de l=interface quin=est pas un point de croisementA l=op5rateur  OOC!# provient de ladiscr5tisation de l=op5rateur OOC 5crit sous la forme DBi " ""ni  c# % c! "" i  "" i  c "" i !c=estE7Edire que le terme du second ordre sur l=interface issu de cetop5rateur est discr5tis5 suivant FII)()G(H)< en un point de croisement des sousEdomaines l=op5rateur  OOC!# proEvient de la discr5tisation de l=op5rateur OOCA sans le terme d=ordre C DBi " ""ni  c# % c! "" iD$%nition *+3 ,Op$rateur  OO3!!4+ < en un point de l=interface quin=est pas un point de croisementA l=op5rateur  OOC!! provient de ladiscr5tisation de l=op5rateur OOC 5crit sous la forme DBi " ""ni  c# % c! "" i  c "!" !i %II'('(D*c!est%&%dire que le terme du second ordre sur l!interface issu de cetop3rateur est discr3tis3 suivant 5II7879:;7< en un point de croisement des sous%domaines l!op3rateur  OO>! pro%vient de la discr3tisation de l!op3rateur OO>? sans le terme d!ordre > @Bi "   ni ! c! # c    i



 !"! R$sultats num$riques  !"D$%nition *+, -Op$rateur  OO4! 5+ 0 en un point de l4interface quin4est pas un point de croisement7 l4op$rateur  OO9! provient de ladiscr$tisation de l4op$rateur OO9 $crit sous la forme ;Bi "   ni ! c! # c"    i !    i  c    i !c4est<=<dire que le terme du second ordre sur l4interface issu de cetop$rateur est discr$tis$ suivant >II! !@ A!0 en un point de croisement des sous<domaines l4op$rateur  OO9! pro<vient de la discr$tisation de l4op$rateur OO9 $crit sous la forme ;Bi "   ni ! c! # c"    i !    i  c    i !et le terme de d$riv$e tangentielle seconde issu de cet op$rateur estdiscr$tis$ en remplaCant le terme >II! ! DA par >II! ! @A et le terme>II! ! 9A par >II! !  A! On rajoute ainsi au coin une condition sur lesaut des d$riv$es tangentes >voir l4$tude sur le problGme continu = lapartie IVA!Remarque *+9+ La technique de discr$tisation des conditions d4interfaceque nous avons pr$sent$ ci<dessus est la mKme pour les conditions de Taylord4ordre N ou 9 >voir partie I7 section 9! 7 en remplaCant L par >II! !@AA! Dansle cas des conditions de Taylor d4ordre 97 on d$Pnit $galement trois op$ra<teurs discrets  Taylor ordre 9!!7  Taylor ordre 9!" et  Taylor ordre 9! 7 de lamKme faCon que pour l4op$rateur OO9! !" R$sultats num$riquesDans cette section) nous pr-sentons des r-sultats num-riques obtenus avecle code multidomaine volumes 4nis en 5D6 Les simulations num-riques sonte8ectu-es sur le Paragon Intel de l<ONERA6 Les validations sont e8ectu-es)lorsque c<est possible) par comparaison avec la solution obtenue par le codemonodomaine AEROLOG de MATRA6 Lorsqu<il n<y a pas assez de place m-Gmoire pour tester le code monodomaine) on calcule une solution de r-f-renceI l<aide du code multidomaine6 Dans tous les cas tests) nous e8ectuons uneseule it-ration en temps6 Ainsi) nous r-solvons le problJme KII6L6MNGKII6L6ON



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nisavec u  u  u!$ o& u! est un vecteur initial donn/ 0nul dans le domaine etv/ri2ant les conditions aux limites non homog6nes sur le bord du domaine decalcul89 Pour permettre au lecteur de mieux voir les conditions aux limitesutilis/es$ nous /crirons$ pour chaque cas test$ le probl6me sous sa forme simple0II9?9@8A0II9?9B89 Le terme 0II9?9DE8 est rajout/ dans le sch/ma$ a2n dGenleverles oscillations de la solution9 Dans la plupart des cas$ nous prenons un CFLtr6s grand a2n que la solution soit proche de la solution stationnaire9 Lar/solution du probl6me multiAdomaine se fait par lGalgorithme BICGASTABsur le probl6me condens/ O lGinterface9 La r/solution de ce probl6me n/c/ssiteO chaque it/ration la r/solution de probl6mes locaux qui sont r/solus par unem/thode directe 0m/thode de Gauss89 !"!# Maillage cart-sien 0 pas constantDans cette partie la m/thode est test/e sur des cas similaires O ceuxePectu/s dans le cas du sch/ma aux diP/rences 2nies d/centr/ 0partie II$chapitre Q89 Le domaine de calcul est le carr/ unit/9 En y  ! et en x  !$on impose une condition de Dirichlet9 En y  " et en x  " des conditionsde type sortie sont impos/es$ cGestAOAdire des conditions de Neumann 0voir2gure ?9DE89 On cherche ainsi O r/soudre le probl6me suivant VL#u$  !& ! " x " "& ! " y " "u#!& y$  !& ! " y " "& 'u'y #x& "$  !& ! " x " "'u'x#"& y$  !& ! " y " "& u#x& !$  "& ! " x " "
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Fig# ?9DEV Domaine de calcul et conditions aux limites



 !"! R$sultats num$riques  ! On consid're un maillage cart0sien 1 pas constant h   imax   jmax o3imax est le nombre de points dans la direction des x et jmax le nombre depoints dans la direction des y 5ici imax  jmax67 Le carr0 unit0 est d0coup0 enK sous9domaines: sans recouvrement7 Nous v0ri=ons dans un premier tempsque le code multidomaine donne les m?mes r0sultats 5aux erreurs dAarrondiepr's6 que le code monodomaine AEROLOG7 Ensuite: pour les simulationsnum0riques eFectu0es: on calcule une solution de r0f0rence uref en ex0cutantle code multidomaine avec un r0sidu inf0rieur 1 H7d9I: d0=ni par JResidu  max $ jjD,k ! bjj!jjbjj! . jj,k ! ,k  jj!pjj,k  jj!! % jj,kjj!! &On d0signe par KErreurL la norme L! de la diF0rence entre la solution u quelAon calcule avec le code multidomaine et cette solution de r0f0rence JErreur  max "i"imax)  "j"jmax$u$i. j&! uref$i. j&&Dans toutes les simulations: le crit're dAarr?t est Erreur 2 '3d ! (7On consid're deux types de champ de vitesse de convection a  $a. b&dans lAop0rateur L J lAun de cisaillement $a  y. b  )& et lAautre tournant$a  ! sin $5$y !  !&& cos $5$x !  !&&. b  cos $5$y !  !&& sin $5$x !  !&&&7Comparaison entre la solution monodomaine et la solution multi0domaineLa solution monodomaine est celle fournie par le code de calcul monodo9maine: et la solution multidomaine est obtenue en ex0cutant le code multido9maine avec un r0sidu inf0rieur 1 H7d9I7 Les tableaux P7H et P7Q montrent quela solution est bien repr0sent0e sur lAensemble du domaine avec lAapprochemulti9domaine7 Dans le cas du tableau P7Q: on remarque que les conditionsdAinterface OOQ conduisent 1 une meilleure approximation de la solution dis9cr'te que les conditions dAinterface de Taylor dAordre S: pour le m?me crit'redAarr?t sur le r0sidu 5nous nAavons pas donn0 le r0sultat avec les conditionsdAinterface de Taylor dAordre Q car lAalgorithme ne converge pas dans ce cas67



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nisnombre Maximum de l-Erreur surd-it0rations l-ensemble des sous1domainesOO3 44 5647859538:;7E1=4=Taylor ordre 3 4=8 46=93=8344789E1==:Taylor ordre = 449 969=374;;5@;7E1==:Tableau ()>? Maximum de lBErreur sur lBensemble des sousCdomaines)  ! sousCdomainesD Crit're d*arr,t ? Residu &  'd! !a " y* b " #* , "  'd! $* CFL "  'd!* h "   ! nombre Maximum de l-Erreur surd-it0rations l-ensemble des sous1domainesOO3 87 36349855;439:E1==:Taylor ordre = 379 96::84;485;44E1==5Tableau ()E? Maximum de lBerreur sur lBensemble des sousCdomaines)"  sousCdomainesD Crit're d*arr,t ? Residu &  'd! !a " ! sin (1(y !  ")) cos (1(x!  "))* b " cos (1(y !  ")) sin (1(x!  ")), "  'd! $* CFL "  'd!* h "   ! Dans la suiteB la solution de r0f0rence est toujours calcul0e avec la m0thodeOO3B et on regarde l-erreur par rapport J cette solution de r0f0rence6Convergence en fonction des op5rateurs d*interface (OO") 8 (OO")"et (OO")#Dans cette section nous regardons l-inKuence de la discr0tisation desconditions d-interface sur la convergence de la m0thode6 Pour cela nous consi1d0rons les op0rateurs d-interface (OO3) B (OO3)"B et (OO3)# Mvoir d0Nnitions864B 863B et 869O6 On d0Nni de la mPme faQon les op0rateurs (Taylor ordre 3) B(Taylor ordre 3)"B et (Taylor ordre 3)#6Sur les Ngures 8644 et 8643B nous avons consid0r0 un d0coupage en bandes6Dans ce casB les op0rateurs (OO3) et (OO3)# Mresp6 (Taylor ordre 3) et(Taylor ordre 3)#O sont les mPmes6 On observe que la convergence est sen1siblement la mPme avec les op0rateurs (OO3) et (OO3)"6 Pour les condi1tions de Taylor d-ordre 3B la discr0tisation de type 3 MNgure 8643O donne unemeilleure convergence que la discr0tisation de type 4 MNgure 8644O6



 !"! R$sultats num$riques  !"
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Fig#  !"$# Erreur en fonction du nombre d6it$rations7  !  sous8domainesa  y" b  !" $  "%d! #" CFL  "%d$" h   !" Sur la *gure  !"- nous consid4rons un cas plus g4n4ral avec une vitesse deconvection tournante et un d4coupage en %  % sous8domaines! Nous obser8vons que le choix des conditions aux points de croisement des sous8domaines



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nisa une in%uence sur la convergence de la m/thode2 En particulier ici5 les op/6rateurs faisant intervenir le terme d8ordre 9 aux coins ;op/rateur  OO9! =permettent de gagner pratiquement un facteur 9 par rapport aux op/rateursqui ne font intervenir que les termes d8ordre ? et @ aux coins ;op/rateur OO9!! et  OO9!"=2
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Fig# A2@BC Erreur en fonction du nombre d?it5rations@    sousAdomainesa " ! sin  ! y ! !"!! cos  ! x! !"!!$ b " cos  ! y ! !"!! sin  ! x! !"!!& " ('d! )$ CFL " ('d*$ h " !"#!
Dans la suite5 lorsque ce n8est pas pr/cis/5 les tests sont eEectu/s avec ladiscr/tisation de type B2Convergence en fonction de l0angle de la vitesse de convection parrapport aux interfacesLes Hgures A2@A et A2@I montrent qu8avec les conditions OO9 la conver6gence est ind/pendante de l8angle de la vitesse de convection par rapport auxinterfaces2



 !"! R$sultats num$riques  !"
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Fig#  !" # Erreur en fonction du nombre d6it$rations7  !  sous8domainesincidence normalea  y" b  !" $  "%d! #" CFL  "%d$" h   !" 
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Fig#  !"$# Erreur en fonction du nombre d6it$rations7    ! sous8domainesincidence tangentiellea  y" b  !" $  "%d! #" CFL  "%d$" h   !" 



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nisLes #gures '()' et '()+ montrent aussi que les r3sultats obtenus avec lesconditions OO9 ou de Taylor d<ordre = sont pratiquement les m?mes queceux obtenus dans le cas du sch3ma aux diB3rences #nies d3centr3 CpartieIIE Chapitre GH( Par contreE les conditions de Taylor d<ordre 9 donnent unemeilleure convergence dans le cas oJ l<on a une maille de recouvrement CpartieIIE Chapitre GHE par rapport aux cas sans recouvrement consid3r3s ici(D$coupage et vitesse de convection plus g$n$rauxUn des avantages d<avoir une m3thode ind3pendante de l<angle de la viLtesse de convection par rapport aux interfaces est que pour un nombre desousLdomaines #x3E la convergence de l<algorithme ne d3pend pas de la faLNon dont on d3coupe le domaine( Par exemple iciE pour )O sousLdomainesEla convergence de l<algorithme avec les conditions OO9 ne depend pas dud3coupage du domaineE en bandes C#gure '()' et '()+H ou en rectangles C#Lgure '()OH( Par contreE avec les conditions de TaylorE qui sont trPs sensibles Ql<angle de la vitesse de convection par rapport aux interfacesE la convergencevarie avec le d3coupage du domaine(
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Fig# '()OR Erreur en fonction du nombre d?it5rations@    sousAdomainesa  y" b  !" $  "%d! #" CFL  "%d$" h   !" La #gure '()S montre la convergence pour une vitesse de convection plusg3n3raleE tournanteE et un d3coupage en %   sous#domaines* Le fait que



 !"! R$sultats num$riques  !!les interfaces traversent des zones de recirculation pose des di0cult1s2 Lesconditions d4interface OO6 conduisent 7 un gain important en vitesse deconvergence par rapport aux conditions de Taylor2
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Fig# =2>?@ Erreur en fonction du nombre d6it$rations7   ! sous8domainesconvection tournantea  ! sin $!$y !  !%% cos $!$x!  !%%$ b  cos $!$y !  !%% sin $!$x!  !%%&  ('d! )$ CFL  ('d*$ h   !" Convergence en fonction de la viscosit2Le tableau =2B montre que la convergence avec les conditions OO6 est peusensible aux variations de la viscosit12&  ('d! + &  ('d! ) &  ('d,OO6 >D >D DBTaylor ordre 6 >D >6B DEFTaylor ordre G >D >=> EH>Tableau  !:; Nombre d6it$rations en fonction de la viscosit$"# " sous8domaines7 a  y$ b  ,$ CFL  ('d*$ h   !" Crit?re d6arr@t Erreur 1 ('d! -



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nisConvergence en fonction du CFLLa convergence avec les conditions OO/ est 0galement tr2s peu sensibleaux variations du CFL9 comme le montre le tableau :;:;CFL  !#d" CFL  !#d# CFL  !#d$ CFL  !#d%OO/ < =/ => =>Taylor ordre / / /= >A =/<Taylor ordre B < =A :A =:=Tableau ()(= Nombre d@it5rations en fonction du CFL !  sousBdomainesC a  y' b  "' )  !#d! &' h   !" CritDre d@arrEt Erreur / !#d! 'Convergence en fonction du pas du maillageLes simulations num0riques montrent que les conditions OO/ impliquentune convergence quasiment ind0pendante du pas du maillage Dvoir tableaux:;> et :;EF; Par contre9 avec les conditions de Taylor9 la convergence se d0gradelorsque le pas du maillage h diminue9 et cette d0gradation est pratiquementlin0aire en fonction h Dvoir tableaux :;> et :;EI dans le tableau :;E9 nousnJavons pas mis les conditions de Taylor dJordre / car la m0thode ne convergepas dans ce casF; On est ainsi proche des estimations th0oriques faites auchapitre I;<9 section <;/;<;maillage '$ '$ !&% !&% &(! &(!OO/ => => =>Taylor ordre / :M EM =/<Taylor ordre B :M A/ =:=Tableau ()F= Nombre d@it5rations en fonction du pas du maillage !  sousBdomainesC a  y' b  "' )  !#d! &' CFL  !#d%CritDre d@arrEt Erreur / !#d! 'maillage '$ '$ !&% !&% &(! &(!OO/ /> /E <BTaylor ordre B NE =<B //:Tableau ()H= Nombre d@it5rations en fonction du pas du maillage" " sousBdomainesC convection tournanteCa  ! sin ,0,y !  !-- cos ,0,x!  !--' b  cos ,0,y !  !-- sin ,0,x!  !--)  !#d! &' CFL  !#d%C CritDre d@arrEt Erreur / !#d! '



 !"! R$sultats num$riques  !"Comparaison de di./rentes m/thodes it/ratives pour r/soudre leprobl6me condens/Rappelons que la m+thode de Schwarz correspond 4 un algorithme deJacobi appliqu+ au probl9me condens+ sur l:interface <voir partie II? ChapitreABC Dans cette partie? on compare les r+sultats obtenus avec l:algorithme deJacobi <SchwarzB et un algorithme de KrylovCOOA Taylor ordre A Taylor ordre ISchwarz AI JKLM LNOIBICGRSTAB K TU UOGMRES JM KL OKGCR JM KL OKTableau  !23 Nombre d7it$rations en fonction de l7algorithme de r$solution!  ! sous<domaines= a  y" b  !" $  "%d! #" CFL  "%d$" h    !"Crit?re d7arr@t Erreur / "%d! %
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Fig# MCJKX Erreur en fonction du nombre d7it$rations= "  " sous<domainesconvection tournantea  ! sin )0)y !  !** cos )0)x!  !**" b  cos )0)y !  !** sin )0)x!  !**$  "%d! #" CFL  "%d$" h   !# Dans le cas du tableau MCN? les m+thodes sont pratiquement +quivalentesavec les conditions OOA <du fait que l:on fait A produits matriceRvecteur 4



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nischaque it(ration de BI/CGSTAB5 et un seul pour les autres m(thodes:; Legain obtenu lorsque l?on passe de l?algorithme de Schwarz B un algorithmede type Krylov est nettement plus important pour les conditions de Taylor;Dans le cas plus g(n(ral consid(r( sur la Ggure H;IJ5 on observe l?importanced?utiliser un algorithme de Krylov pour r(soudre le problKme condens(;Convergence en fonction du nombre de sous3domainesDans cette section5 nous regardons le comportement de la convergence enfonction du nombre de sous/domaines; Comme nous l?avons d(jB obverv( auchapitre N5 partie II5 pour les conditions OOP comme pour les conditions deTaylor d?ordre Q5 la convergence est quasiment lin(aire en fonction du nombrede sous/domaines Rvoir le tableau H;J:;   !  ! ! ! " " "OOP IH PN NQ NS TITaylor ordre Q IHS IJS PPH NPH HNSTableau ()=> Nombre dAit5rations en fonction du nombre de sousCdomainesDconvection tournantea # ! sin '!'y !  !(( cos '!'x!  !(($ b # cos '!'y !  !(( sin '!'x!  !((& # +'d!  $ CFL # +'d,$ h #  !" D CritEre dAarrFt Erreur 1 +'d! -Comparaison des temps de calcul des di78rentes m8thodesDans le tableau H;S5 nous comparons les temps de calcul Ren secondes:des m(thodes OOP et Taylor d?ordre Q Rnous n?avons pas mis les conditionsde Taylor d?ordre P car la m(thode ne converge pas dans ce cas:; Avec lesconditions OOP5 il faut HI it(rations de BICG/STAB pour atteindre le critKreErreur 1 +'d ! -5 et NTS it(rations dans le cas des conditions de Taylord?ordre Q; On a ainsi un gain en nombre d?it(rations d?un facteur J5U; Cegain reste le mVme au niveau du temps de calcul de l?algorithme BICG/STABcar l?utilisation de conditions d?ordre P n?augmente pas la largeur de bandedes matrices locales; N(anmoins5 au niveau des temps de calcul globaux5 letableau H;S montre que l?on a un gain d?un facteur N;P; Ce gain est ainsi moinsimportant que celui en nombre d?it(rations; Ceci s?explique par le fait quepour les conditions OOP5 un problKme d?optimisation est r(solu en chaquepoint des interfaces5 ce qui fait que le calcul des matrices locales est plus



 !"! R$sultats num$riques  ! co"teux' Nous n+avons pas ici cherch2 3 am2liorer la rapidit2 de calcul desc78cients intervenant dans les conditions OO:'OO: Taylor ordre =initialisation > >matrice locale ?:': ='@secondAmembre local ='=C ='=Cfactorisation LU ?'G ?'GsecondAmembre condens2 ='? ='?BICGASTAB ?? NGGlobal O:'? ?=O'OTableau  !23 Comparaison des temps de calcul 9en secondes:!  ! sous;domaines< convection tournantea  ! sin $!$y !  !%% cos $!$x!  !%%$ b  cos $!$y !  !%% sin $!$x!  !%%&  ('d! )$ CFL  ('d*$ h   !" < Crit=re d>arr?t Erreur 1 ('d! +Temps de calcul en fonction du nombre de sous4domainesIl est interessant de voir comment l+augmentation du nombre de sousAdomaines aQecte le temps de calcul de la m2thode' Nous avons choisi unmaillage global Rx2 de ),( ),( points' Nous d2Rnissons le speed;up par Sspeed;up  Temps de calcul T? domaineUTemps de calcul TN domainesU TII'>'>@USupposonsV dans un premier tempsV que le domaine de calcul est d2coup2en Nx sousAdomaines suivant la direction x' La demiAlargeur de bande desmatrices locales est alors de l+ordre de imaxNx ' On note Nit le nombre d+it2raAtions de l+algorithme BICGASTAB' Le nombre d+op2rations Tadditions plusmultiplicationsU pour chaque sousAdomaine peut Xtre estim2 par S3 $ imaxNx %#jmax - 3!Nit$ imaxNx %!jmaxoY   et  ! sont des constantes( Le premier terme provient de la factorisa1tion LU de la matrice locale3 et le second terme de la resolution par l5algo1rithme BICG1STAB( Le tableau @(AB montre que pour un petit nombre desous1domaines3 c5est le premier terme3 c5est1D1dire celui correspondant D la



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nisfactorisation LU de la matrice locale qui est pr2dominant 3le nombre d5it26rations de BICG6STAB n5augmente pas lorsque l5on passe de   ! ? "  !sous6domaines@A EnsuiteC ? partir de #  ! sous6domainesC c5est le secondtermeC celui correspondant ? l5algorithme BICG6STAB qui devient pr2domi6nantA Comme le nombre d5it2rations Nit devient proportionnel au nombrede sous6domainesC ceci explique que le speed<up augmente d5un facteur GClorsque l5on divise Nx par GA Ceci reste valable jusqu5? IJ domainesA De IJ ?LM domainesC l5estimation n5est plus valable ? cause des echanges des donn2esentre processeurs qui deviennent pr2pond2rantsANb sous6domaines   ! " ! # ! !$ ! "# !speed<up 3OOG@ LAP PQ QR ISS IJLAJTableau ()>?@ speed<up en fonction du nombre de sous<domaines)a % y# b % &# % % !&d!  # CFL % !&d'# h %  !" C CritDre dEarrFt Residu 1 !&d! '
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Nombre de sous-domainesFig# LAIQT speed<up en fonction du nombre de sous<domainesC pour des d5<coupages en   !C    C "   C "  "C #  " et #  # sous<domainesa % y# b % &# % % !&d!  # CFL % !&d'# h %  !" C CritDre dEarrFt Residu 1 !&d! '



 !"! R$sultats num$riques  !"Nous avons une estimation similaire du nombre d/op1rations pour chaquesous5domaine6 dans le cas o7 le domaine de calcul est d1coup1 en Nx sous5domaines suivant la direction x6 et Ny sous5domaines suivant la directiony 8 #  imaxNx !! jmaxNy " #"Nit imaxNx !" jmaxNyo7 # et #" sont des constantes9 On observe sur la ;gure =9>? un comporte5ment du speed2up similaire @ celui du cas d/un d1coupage en bandes9Pour le tableau =9>B et la ;gure =9>?6 nous avons pris en compte 1galement letemps de calcul des matrices locales6 et en particulier6 le temps de calcul descCDcients optimis1s9 Le tableau =9>> montre le speed2up lorsqu/on ne tientpas compte du temps de calcul des cCDcients optimis1s9Nb sous5domaines # $ # # % # % % & % & &speed2up FOOGH =9I >B9J KL9J >ML I?= =B?Tableau  !556 speed2up en fonction du nombre de sous2domaines: lorsqu;onne prend pas en compte le calcul des c<=cients optimis$s!a ' y' b ' (' ) ' $*d! #' CFL ' $*d)' h '  "# : Crit?re d;arr@t Residu 4 $*d! ) !"!# Ecoulement autour d0un cylindre issu d0un calculNavier6StokesLe champ de vitesse est celui d/un 1coulement de Nuide incompressible6@ un nombre de Reynolds Re ' $((((6 @ basse vitesse6 autour d/un cylindre9Ce champ provient d/un calcul eRectu1 @ l/aide du logiciel AEROLOG dud1partement d/a1rodynamique de MATRA9 Le domaine de calcul est d1;nipar * ' f x' y! '  r cos  6!' r sin  6!!' $ # r # R' ( # 6 # #7gavec R 8 ( donn19 On 1crit 9* sous la forme 9* ' 9*int % 9*ext6 avec9*int ' f cos  6!' sin  6!!' ( # 6 # #7g et 9*ext ' f R cos  6!' R sin  6!!'( # 6 # #7g9 Sur le bord ext1rieur du domaine Fc/est5@5dire 9*extH on imposela condition de Dirichlet u ' (6 et sur le bord int1rieur du domaine Fc/est5@5dire 9*intH6 on impose la condition de Dirichlet u ' $ Fvoir ;gure =9GBH9



 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nis
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Fig#  !"#$ Domaine de calcul et conditions aux limitesOn cherche + r,soudre le probl4me suivant $L u! " # dans $ :II! ! <=u " % sur !$int :II! ! >=u " # sur !$ext :II! ! ?=Discr(tisationLe domaine discret est lAensemble f xi# yj! "  ri cos  &j!# ri sin  &j!!gB oC ria une progression g,om,trique de raison  raison!i et &j a une progressiong,om,trique de raison  raison!j + partir dAun axe faisant un angle , aveclAaxe des x! Le probl4me :II! ! <=H:II! ! ?= est discr,tis, suivant la section !IB chapitre  B partie II!D(composition en sous1domainesLe domaine $ est d,coup, en K sousHdomainesB sans recouvrement!Param4tres 5x(sDans tout ce qui suitB nous prenons CFL " %1d+B et nous consid,rons unmaillage ,-# ,- points! Le maillage est raKn, au voisinage du cylindre ainsique dans la direction de lA,coulement $  raison!i " %1%-B et  raison!j " %1%Bavec , " .# :voir Mgure  !"N=!Le nombre dAit,rations maximalNmax de lAalgorithme BICGHSTAB est choisi



 !"! R$sultats num$riques  !"comme $tant (Nmax  !nb de points sur le bord d1un sous2domaine" !nb de sous2domaines"3
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 !" CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nis
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Fig#  !""# Isovaleurs de la solution u de l=5quation de convection?di@usionAavec le champ de vitesses de convection a issu du calcul Navier?StokesA!  !"d "$ CFL  !"d#Dans ce type d./coulement4 les interfaces coupent des zones de recirculationce qui pose des di:cult/s! Le fait que les conditions OO" entra=nent uneconvergence ind/pendante de l.angle entre la vitesse de convection et lesinterfaces permet de lever ces di:cult/s4 comme le montre la @gure  !"A et letableau  !C"! Un autre avantage des conditions OO" est qu.elles conduisent E



 !"! R$sultats num$riques  !"une convergence pratiquement ind/pendante de la viscosit/2 comme le montrele tableau 45675
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Fig# 45879 Erreur en fonction du nombre d6it$rations7   ! sous8domaines  !!d! "# CFL  !!d#OO8 Taylor ordre 8 Taylor ordre =" $ sous>domaines 68? 67@ 68A?$ " sous>domaines 66@ Nmax  !%&' @?Blog !(Erreur)  !*!*+,%Tableau  !:;< Nombre d6it$rations en fonction du d$coupage du domaine  !!d! "# CFL  !!d#7 CritAre d6arrBt Erreur / !!d! 'OO8 Taylor ordre 8 Taylor ordre =  !!d! % C? 4= 66B  !!d! " 7? AB 7@4  !!d! & 8? 7@? Nmax  +'$log !(Erreur)  !*!"",*Tableau  !:C< Nombre d6it$rations en fonction de la viscosit$  ! sous8domaines7 CFL  !!d#7 CritAre d6arrBt Erreur / !!d! '



 !! CHAPITRE () Application de la m5thode 7 un sch5ma volumes ;nisEn"n# sur la "gure +,-+# on observe 1 nouveau l2importance du choix desconditions aux points de croisement des sous;domaines <ici dans le cas desconditions de Taylor d2ordre -?,
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 !"
Chapitre (IntroductionDans les chapitres pr,c,dents. nous avons mis en ,vidence le fait quela convergence de la m,thode est peu sensible aux variations des param8tresphysiques intervenant dans le probl8me :vitesse de convection. viscosit,; ainsiqu<aux param8tres de discr,tisation :pas de temps. pas du maillage;=N,anmoins. la convergence de la m,thode se d,grade lorsque le nombre desous?domaines augmente= Les tests num,riques de la partie II. Chapitre Cet D. montrent que la convergence est pratiquement lin,aire en fonction dunombre de sous?domaines= Ainsi. il est n,cessaire de transmettre une infor?mation globale entre les sous?domaines. aFn d<avoir une convergence ind,?pendante du nombre de sous?domaines= Des techniques GH deux niveauxIont ainsi ,t, d,velopp,es. avec un premier niveau :Fn; correspondant H desr,solutions locales dans les sous?domaines. et un second niveau :grossier;correspondant H la r,solution d<un probl8me qui couple de faJon globale lessous?domaines= Une premi8re approche. similaire aux techniques multigrilles:H deux grilles; consiste H utiliser une grille grossi8re :celle du d,coupage ensous?domaines; pour approcher la solution calcul,e sur le maillage Fn :voirLMN :T= Chan et T=P= Mathew. STTD; pour un article de revue;= Une limitationde cette m,thode est que la grille grossi8re doit Utre de plus en plus Fne :etdonc de plus en plus coVteuse num,riquement; lorsque la viscosit, devientpetite :voir LMN;= De plus. la d,Fnition de la grille grossi8re devient diWcilepour des g,om,tries tr8s complexes= Une autre approche d,velopp,e pour lesprobl8mes sym,triques dans LSCN :C= Farhat. J= Mandel et F=X= Roux. STTD;.LSDN :C= Farhat et J= Mandel. STT\;.LS]N :C= Farhat. P=S= Chen. J= Mandel etF=X= Roux. STT\;. consiste H introduire une contrainte H chaque it,ration dela m,thode de Schur dual= Cette contrainte revient H projeter les solutions



 !" CHAPITRE () Introductiondans l%orthogonal d%un ,espace grossier12 Avec cette correction ,grille grossi56re1 les champs r8sultants sont continus en moyenne aux interfaces <=>?@A etaux points de croisement des sous6domaines <=>B@A C chaque it8ration de lam8thode de r8solution2 Le conditionnement de l%op8rateur de Schur dual pro6jet8 est alors ind8pendant du nombre de sous6domaines <=>?@A2 La diI8rencede cette approche par rapport aux techniques multigrilles est que l%on d8Jnitdirectement un espace grossierK sans utiliser une grille grossi5re2L%objet de cette partie est de g8n8raliser cette seconde approche aux pro6bl5mes non6sym8triques2 AinsiK on va introduire une contrainte C chaque it86ration de la m8thode OOMK dans le but d%avoir une convergence ind8pendantedu nombre de sous6domaines2 L%id8e est de choisir la contrainte et l%espacegrossier de sorte qu%C chaque it8ration on capture la partie ,basses fr8quen6ces1 de la solution2Nous pr8sentons dans un premier temps comment nous avons 8tendu cettetechnique aux probl5mes non6sym8triques2 Nous montrons ensuite des r8sul6tats num8riques sur l%8quation de convection6diIusion2



 !"
Chapitre (Pr*conditionneur 0bassesfr*quences5Dans ce chapitre on note   !  ! le produit scalaire L / et jj jj la normeassoci1e2 !" IntroductionDans le cadre des probl4mes d51lasticit1/ l5utilisation de la m1thode deSchur dual/ avec un d1coupage quelconque/ fait appara;tre la r1solution deprobl4mes de Neumann locaux mal pos1s2 Pour rem1dier ? cela/ la techniqued1velopp1e dans @ABC DC2 Farhat/ J2 Mandel et F2X2 Roux/ AKKLM consiste ?introduire une contrainte dans l5algorithme/ qui permet d51liminer les mouveNments rigides dans les sousNdomaines2 Cette technique est 1galement utilis1edans le cas des probl4mes de plaques et coques dans @ALC DC2 Farhat et J2 ManNdel/ AKKOM/ @APC DC2 Farhat/ P2S2 Chen/ J2 Mandel et F2X2 Roux/ AKKOM/ @QLC DC2Lacour/ AKKSM aTn d5enlever les discontinuit1s du saut des solutions localesaux points de croisement des interfaces2 Dans ce cas la contrainte consiste? forcer l5inconnue du probl4me interface Dle multiplicateur de LagrangeM ?g1n1rer des champs de d1placement locaux continus aux points de croiseNment des interfaces/ ? chaque it1ration de l5algorithme Dgradient conjugu1M2Ceci revient/ ? chaque it1ration/ ? projeter pour le produit scalaire  D !  ! lessolutions dans l5orthogonal d5un Vespace grossierW/ cet espace 1tant constitu1de fonctions qui sont les sauts des Vmodes de coinsW Dchamps de d1placementqui valent A en un point de croisement et X aux autresM2 La convergence de



 !" CHAPITRE () Pr+conditionneur 4basses fr+quences:l!agorithme du gradient conjugu0 projet0 est alors ind0pendante du nombrede sous4domaines 56789Ce chapitre a pour objet l!extension de ce preconditionneur <grille grossi=re>aux probl=mes non4sym0triques9Nous 0tendons ce pr0conditionneur B un probl=me d!interface de la forme DD!  b EIII9G96Havec D non sym0triqueJ de dimension mJ inversible9 Pour celaJ nous consi4d0rons une projection au sens du produit scalaire !D$%D$" dans l!orthogonald!un <espace grossier>9 L!id0e est de choisir un espace grossierJ que l!on noteIm!C"J de sorte que cette projection Mltre les ph0nom=nes basses fr0quencesJc!est4B4dire ceux qui se propagent B l!ensemble des sous4domainesJ ceci aMnd!avoir une convergence ind0pendante du nombre de sous4domaines9 ! Le probl)me d,interface projet4 ! !" D$%nition de la contrainteLa contrainte que l!on va imposer B chaque it0ration se g0n0ralise sous laforme D !DC"t D! b! " #  III"#"#$o& C est une matrice  m ! p! o& p est le nombre de degr5s de libert5 pourlesquels on impose la contrainte" Le but de cette contrainte est de 9ltrer lesph5nom;nes basses fr5quences" Alors> l?espace grossier Im C! doit contenirdes fonctions @basses fr5quencesA d59nies sur chaque interface" Le plus simpleest de consid5rer les fonctions constantes par sousBdomaine Cuci " $ dans %iuci " # dans les autres sousBdomainesLes modes grossiers sont alors la trace de ces fonctions sur les interfaces" C?estcet espace grossier que l?on utilise dans le cas sym5trique et de la m5thodede Schur dual" En eHet> dans ce cas la contrainte signi9e bien que le sautsur l?interface des champs de d5placement locaux est orthogonal au saut des



 ! ! Le probl)me d,interface projet4  !"champs constants locaux, On peut consid1rer l3espace un peu plus gros desfonctions valant 7 sur une interfaces et 8 sur les autres interfaces 9D$%nition *+ ,Pr$conditionneur M 3+ Les modes grossiers sont les vnqui valent : sur une interface et ; sur les autres interfaces <=gure  !:>!
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0Fig# :,79 Modes grossiers vn du Preconditionneur M Regardons maintenant ce que signi=e la contrainte >III,:,:@A pour un enBsemble de modes grossiers fvng  n p, Pour celaA nous consid1rons le problEmed3interface de la forme >III,:,7@ issu de la m1thode OO: appliqu1e F l31quationde convectionBdiGusion >I,7,7@ >voir partie IIA chapitre :A problEme >II,:,H@@,Nous nous plaJonsA pour simpli=erA dans un cadre continu et dans le cas de :sousBdomaines disjoints   et  ! s1par1s par une interface ! !, L31quivalentcontinu du produit Dvn que l3on note Dvn avec vn "  v nv!n ! est calcul1 dela faJon suivante 9On r1sout dans chaque sousBdomaine les problEmes 9Lu " # dans   B u " v n sur ! !Lu! " # dans  !B!u! " v!n sur ! !



 !" CHAPITRE () Pr+conditionneur 4basses fr+quences:et Dvn pour le sous(domaine   repr.sente le terme!Dvn" # !B u " B u!"j" !De m0me1 Dvn pour le sous(domaine  ! vaut 3!Dvn"! # !B!u! " B!u "j" !Alors1 si nous choisissons v #  $% ! et v! #  %$ ! 7modes grossiers dupr.conditionneur M 91 le produit Dvn# n # $# & ne repr.sente pas a priori un:saut; de champs de vitesse constants par sous(domaine< Prenons maintenantv #  B !$"% ! et v! #  %B!!$" ! 7III<?<@9Lorsque c # % dans L1 les problDmesLu # % dans   B u # B !$" sur ' !Lu! # % dans  !B!u! # B!!$" sur ' !.tant bien pos.1 les solutions sont alors les fonctions u # $ dans   etu! # $ dans  !< Dans ce cas1 Dvn# n # $# & repr.sente le saut des quantit.sde raccord aux interfaces Bi!ui" " Bi!uj" des champs de vitesse u qui sontconstants dans un sous(domaine< En particulier1 lorsque c # % dans L1 larelation !D'#Dvn" # %signiHe que le saut des quantit.s de raccord aux interfaces Bi!u#$i""Bi!u#$j"avec u# le champ de vitesse issu de ' est orthogonal au saut Bi!ui"" Bi!uj"des champs de vitesse u constants par sous(domaines< On peut ainsi a priori.liminer les composantes de la solution u repr.sentables par les constantespar sous(domaine< En discret1 le choix de v et v! en 7III<?<@9 devientv #  " A BI A BB " B # !$"% ! et v! #  %" A!BI A!BB "B! # !$" !



 ! ! Le probl)me d,interface projet4  !!o! les matrices AiBI + AiBB et Bi" i  !" " sont celles de la partie II+ chapitre1+ section 1232D5une mani7re g9n9rale+ on introduit ainsi un second choix pour l5espacegrossier ;D#$nition )*) +Pr#conditionneur M 2* les modes 6grossiers8 sont les vnd49nis de la fa:on suivante =soit ui d49ni dans le sous>domaine #i par ui  ! dans #i?vn   AiBI AiBB  Bi !ui sur une interface de #ivn  $ sur toutes les autres interfaceso@ les matrices AiBI ? AiBB et Bi sont celles de la partie II? chapitre  ? section !C!La =gure 121 donne une repr9sentation sch9matique de la d9=nition deces modes grossiers2
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Ωsur une interface de

sur les autres interfacesFig# 121; Modes grossiers vn du Preconditionneur M  ! ! Le probl)me d,interface projet4Le but est d5inclure la contrainte @III2121A dans la r9solution du probl7med5interface2 Ainsi+ l5algorithme de r9solution du probl7me d5interface va Etre



 !! CHAPITRE () Pr+conditionneur 4basses fr+quences:modi$% de sorte que chaque valeur de  1 sur laquelle on it3re1 g%n3re unchamp de vitesse qui v%ri$e la contrainte 6III8989:1 c;est<=<dire > DC!t D  b! " #!"  D  b$D% ! " #$ #% $ Im C! 6III898?:On note  Im C!! DtD le sous<espace vectoriel de IRm orthogonal = Im C!pour le produit scalaire  D)$D)!8 En particulier1 nous avonsIRm " Im C!%  Im C!! DtDOn introduit Q la projection sur  Im C!! DtD parall3lement = Im C! >Q $  & ' Q $  Im C!! DtDAlors1 Ker Q! " Im C! 6III898D:Im Q! "  Im C!! DtDEt par suite1 IRm " Ker Q!% Im Q! 6III898E:On a %galement Q! " QToutes ces relations seront utilis%es par la suite8On d%compose alors tout  de IRm sous la forme > "   %Q 6III898H:avec   $ Im C! !" (. $ IRp tel que   " C. Q $  Im C!! DtD !"  DQ $D% ! " #$ #% $ Im C!L;id%e est de calculer   tel que la contrainte 6III898?: soit v%ri$%e = chaqueit%ration1 ce qui %quivaut = > D  %DQ  b$D% ! " #$ #% $ Im C!!"  D   b$D% ! " #$ #% $ Im C! 6III898J:



 ! ! Le probl)me d,interface projet4  !"Le probl'me )III+,+-. est 1quivalent au probl'me de minimisation suivant 9min   Im C! jjD!" ! bjjCe probl'me est aussi 1quivalent; en 1crivant !" sous la forme !" # C$"; >chercher $" " IRm solution de 9$DC%tDC$" # $DC%tbRevenons maintenant > la r1solution du probl'me dAinterface )III+,+B.+ CeluiCci est 1quivalent > chercher lemin  IRm jjD!! bjj#$ $D!! b'D(% # &' %( " IRm )III+,+D.On d1compose ! et ( comme en )III+,+F. 9$D!" 'DQ!! b'D(" 'DQ(% # &' %( # (" 'Q( " IRm#$ $D!" ! b'D("% ' $DQ!! b'DQ(% # &' %( # (" 'Q( " IRm)par d1Gnition de Q.+Ainsi; le probl'me )III+,+D. est 1quivalent > trouver ! # !" 'Q!; avec$D!" ! b'D("% # &' %(" " Im$C%$DQ!! b'DQ(% # &' %( " IRmce qui 1quivaut > trouver ! # !" 'Q!; avec$D!" ! b'D("% # &' %(" " Im$C%DQ! # b!D!" )III+,+BI.Comme Q# # Q; le probl'me )III+,+BI. revient > trouver (! # Q! " Im$Q%solution de DQ(! # b!D!" )III+,+BB.Ainsi; au lieu de r1soudre le probl'me dAinterface sur IRm; on va r1soudre unprobl'me dAinterface oJ lAinconnue est dans Im$Q%; la projection Q revenant> imposer la contrainte+Th%or(me  +"+ Le probl)me 5III! !778 admet une solution unique dansIm$Q%!



 ! CHAPITRE () Pr+conditionneur 4basses fr+quences:Preuve du th*or,me  ./ 0Soit   la solution du probl-me 0III232452 Par d78nition de   9 on a DC!t b D  ! " #!"  DC!tD      ! " #Par d78nition de la projection Q9 ceci entra<ne que     # Im Q!" b D  " D      ! # Im DQ! 0III232435De plus9 la matrice D 7tant suppos7e inversible9 nous avonsKer DQ! " Ker Q!Comme IRm " Ker Q!$ Im Q! 0dAapr-s 0III232B559 le probl-me 0III232445 Cune solution unique dans Im Q!2  Th*or,me  . . Supposons que la matrice D a la propri+t+ suivante @% # IRm+  D +  ! " #"  " # 0III2324D5AlorsA la restriction de QDQ B Im Q! est un isomorphisme de Im Q! surIm QDQ!) En particulierA le problDmeQDQ$ " Q b D  ! 0III2324E5admet une solution unique $  dans Im Q!) De plusA $  est la solution dansIm Q! du problDme FIII)()GGH)Preuve du th*or,me  . 0Montrons que Ker QDQ! et Im Q! sont suppl7mentaires GIRm " Ker QDQ!$ Im Q!IRm " Ker QDQ! % Im Q! GSoit  un 7l7ment de IRm2 On 7crit "   Q %Q 



 ! ! Le probl)me d,interface projet4  !"On pose      Q et  !  Q ' Alors  ! ! Im!Q"+ et d-autre part+QDQ   QDQ  QDQQ  QDQ  QDQ !car Q!  Q" #et donc   ! Ker!QDQ"'Ker!QDQ" " Im!Q"  f#g 1Soit  ! Im!Q" tel que QDQ  #' Alors DQ ! Ker!Q"+ c-est565dire DQ ! Im!C" 7d-apr8s 7III':';<<' Donc il existe ) ! IRm tel queDQ  C) ' Mais par d@Anition de Q+!DQ +DC)"  #+ %) ! IRmEn particulier+ pour )  ) + on a!DQ +DC) "  #c-est565dire !DQ +D!DQ ""  #Comme la matrice D v@riAe la propri@t@ 7III':'FG<+ ceci entraHne queDQ  #La matrice D @tant inversible+ alorsQ  #et ainsi+  ! Ker!Q"' Comme par hypoth8se  ! Im!Q"+ d-apr8s 7III':'M< ona   #Par cons@quent+ IRm  Ker!QDQ"& Im!Q" 7III':'F;<



 !" CHAPITRE () Pr+conditionneur 4basses fr+quences:De plus& la restriction de QDQ / Im Q! est un isomorphisme de Im Q! surIm QDQ!2Montrons maintenant que le probl6me 7III292:;< admet une unique solutiondans Im Q!2Unicit+Elle d>coule directement de la relation 7III292:?<2ExistenceD@apr6s le th>or6me 92:& le probl6meDQ"$ # b D$ 7III292:A<admet une unique solution "$ dans Im Q!2 En multipliant 7III292:A< par Q&"$ est aussi solution de QDQ"$ # Q b D$ ! 7III292:B<Par suite& la solution "$ dans Im Q! du probl6me 7III292:A< est >galement lasolution dans Im Q! du probl6me 7III292:B<2  Le probl*me d-interface projet5Ainsi& au lieu de r>soudre le probl6me d@interface 7III292:<& on calcule$ ! Im C! solution de 7III292G<& c@estH/Hdire $ # C' avec ' ! IRmsolution de J  DC!tDC' #  DC!tb 7III292:G<et on r>sout le probl6me projet>& pour "$ ! Im Q! JQDQ"$ # Q b D$ !Si on note "$ la solution de ce probl6me dans Im Q!& la solution du probl6me7III292:< est alors $ # $ $ "$ 



 ! ! Le probl)me d,interface projet4  !"Calcul de la projection d,un vecteur v sur Im C! DtD 9Le calcul de la projection orthogonale par rapport au produit scalaire  D%&D%!sur C DtD d1un vecteur v consiste 3 trouver un ' tel que 5v " Qv # C'avec  DC!t DQv! " $ce qui 6quivaut 3 ' solution de 5 DC!tDC' "  DC!tDv 7III9:9;<=si les colonnes de C sont lin6airement ind6pendantes? la matrice  DC!tDC estsym6trique d6Anie positive? ce qui nous amBne 3 l1expression de la projectionorthogonale de v au sens de  D%&D%!? sur C DtD 5Q " Id C CtDtDC!! CtDtDLa matrice  DC!tDC est de petite dimension? donc la r6solution de 7III9:9;<=repr6sente un coDt n6gligeable9Cas de la m*thode OO Nous allons maintenant montrer que? dans le cas de : sousGdomaines? lamatrice interface D issue de la m6thode OO: 7partie II? chapitre := v6riAe lapropri6t6 7III9:9;J=9 Pour cela? nous nous plaLons dans le cas suivant 5 nousconsid6rons l16quation de convectionGdiMusion de la partie I 5L u! " cu# a-u-x # b-u-y  1%u " favec les cNOcients a et b suppos6s constants? et f une fonction donn6e9L1espace & " IR! et est d6compos6 en deux sousGdomaines & " IR! " IR et&! " IR" " IR9 L1interface ' ! entre les : sousGdomaines est ainsi la droitex " $9 Sur cette interface? nous utilisons les conditions de transmission OO:9Les op6rateurs d1interface OO: 7partie I? chapitre J= s16crivent dans ce cas 5B " --x  a pa! # (c1)1 # c! a& b! --y  c# a& b! -!-y!B! "   --x  a #pa! # (c1)1  c! a& b! --y # c# a& b! -!-y! !



 !" CHAPITRE () Pr+conditionneur 4basses fr+quences:Nous $crivons B et B! sous la formeB  !   x ! " ap#" B!  !!   x ! ""ap#avec " ap  a!pa! $ %c%&% ! c!!a" b#   y $ c#!a" b#  ! y!""ap  a$pa! $ %c%&% $ c!!a" b#   y ! c#!a" b#  ! y! #Alors1 l2algorithme de Schwarz additif s2$crit 9L!up"  #  f dans ' !   x ! " ap#!up"  #  !   x ! " ap#!up!# sur ( !L!up" ! #  f dans '!!   x ! ""ap#!up" ! #  !   x ! ""ap#!up # sur ( !On introduit les fonctions *p  !   x ! " ap#!up # et *p!  !   x ! ""ap#!up!# sur ( !;On introduit $galement les op$rateursMi" i  )" & d$=nis par 9M !f" * #  v avec L!v#  f dans ' >III;@;@AB!   x ! " ap#!v#  * sur ( ! >III;@;@CBM!!f" *!#  v avec L!v#  f dans '! >III;@;@@B!   x ! ""ap#!v#  *! sur ( ! >III;@;@DBAlors1 l2algorithme de Schwarz peut se r$$crire sous la forme *p"  *p" ! !  T  *p *p! ! $ G



 ! ! Le probl)me d,interface projet4  !"o! T et G sont les 'quivalents continus des op'rateurs T et G vus % la partieII, chapitre /0 L2op4rateur T est d46ni ici par 8T  ! !! !  "BBB$ ! ""x ! " ap#M!!$$ !!#! ""x ! ""ap#M !$$ ! # %CCCALe probl:me d2interface que nous consid4rons est alors le probl:me!Id! T # ! !! !  G >III0/0/?@Nous allons 4crire l2expression de T en utilisant l2analyse de Fourier0 ConsiFd4rons la fonction v  M !$$ ! # solution du probl:me >III0/0/G@F>III0/0/H@avec f  $0 Nous avons vu % la partie I, chapitre /, section /0H, qu2en prenantla transform4e de Fourier partielle par rapport % y de >III0/0/G@ >avec f  $@,la solution s24crit 8 %v!x$ k#  + e" #k$xoI -"!k# est d46ni en >I0/0HH@ et + est une constante qui est d4termin4e parla condition aux limites >III0/0/H@ sur & !0 On note - ap >resp0 -"ap@ le symbolede " ap >resp0 ""ap@0 La condition >III0/0/H@ en x  $ devient 8+ !-"!k#! - ap!k##  %! De mLme, en prenant la transform4e de Fourier partielle par rapport % y de>III0/0//@ >avec f  $@, la solution s24crit%v!x$ k#  +!e" #k$xoI - !k# est d46ni en >I0/0HG@ et +! est d4termin4 par la condition aux limites>III0/0/M@ en x  $ 8 +!!- !k#! -"ap!k##  %!!Alors, %T !!k#  "BBBB$ - !k#! - ap!k#- !k#! -"ap!k# %!!!k#-"!k#! -"ap!k#-"!k#! - ap!k# %! !k#
%CCCCA >III0/0/O@



 !" CHAPITRE () Pr+conditionneur 4basses fr+quences:On introduit le taux de convergence  de l/algorithme de Schwarz 5voir partieI8 chapitre 98 section 9;<=; Rappelons la relation!  k! " !  k! # ! ap k! " ! ap k! # a$ 5III;9;9?=qui permet d/Acrire  sous la forme #  !  k! ! ap k!!  k! ! ap k!!!On pose r k! #  !  k! ! ap k!!  k! ! ap k!!; En particulier8 on a  # r!; La relation5III;9;9?= permet aussi8 avec 5III;9;9<=8 d/Acrire $T & sous la forme E$T & #  % rr % ! $&"$&! ! 5III;9;9F=Th%or(me  +,+ La matrice D #  Id T ! du probl?me d@interface AIII)()(BCv+riEe F  D&* &! # %" & # %)Preuve du th%or(me  +, 2Soit & #  &"&! ! tel que  D&* &! # %; Alors8 en utilisant 5III;9;9F= E$D& #  $& $T &! #  $&"  r $&!$&!  r $&" !Nous appliquons alors la formule de Plancherel E D&* &! #  $D&* &$&!Ainsi8  D&* &! # ZIR $ D&!" &$&" " $ D&!! &$&!! k!dk# ZIR  $&"  r $&!! &$&" "  $&!  r $&"! &$&!! k!dk# ZIR j $&"j!  r $&! &$&"  r $&" &$&! " j $&!j!! k!dk



 !"! R$solution par l/algorithme GCR projet$  !"La relation  D!" !! " # entra)ne donc ,ZIR j $! j! ! r $!! %$! ! r $! %$!! & j $!!j!! k!dk " #c-est/0/dire ZIR j $! j! & j $!!j!! k!dk " ZIR 'rRe $! $!!!! k!dk 1III343456Si $! " #8 la relation pr:c:dente implique que $!! " #3 De m?me8 si $!! " #8alors $! " #3 Supposons maintenant que $! et $!! sont non nuls3 D-apr@s larelation 1III3434568 on aZIR j $! j! & j $!!j!! k!dk " ZIR 'jrjj $! jj $!!j! k!dk 1III3434A6Or d-apr@s le th:or@me D3D 1partie I8 chapitre D68 le taux de convergence( " r! v:riHe j( k!j ) (" # k $ IR ce qui implique que jr k!j ) (" # k $ IR3Par suite 8 avec la relation 1III3434A6 on ontientZIR j $! j! & j $!!j!! k!dk ) ZIR 'j $! jj $!!j! k!dkc-est/0/dire ZIR j $! j ! j $!!j!! k!dk ) #et donc jj j $! j ! j $!!j jj! ) #ce qui n-est pas possible3Par cons:quent8 $! " $!! " #8 et donc ! " !! " #3   !" R$solution par l/algorithme GCR projet$Dans cette section8 nous d:crivons la m:thode projet:e du point de vuede l-algorithme de r:solution3 Nous nous plaMons dans le cadre des m:thodes



 !" CHAPITRE () Pr+conditionneur 4basses fr+quences:de Krylov telles que la m.thode GCR 3Generalized Conjugate Residual9 :;<=3Y? Saad9 ABBCDD? LFalgorithme GCR appliqu. au problIme dFinterfaceD!  b 3III?<?MNDconsiste O chercher9 O lFit.ration p9 une solution approch.e !p dans lFesPpace de Krylov Kp  fr % Dr % &&&% Dp !r g avec r le r.sidu initial9 telle que!D!p # b%Dw"  #% $w % Kp?Ici9 au lieu de r.soudre le problIme 3III?<?MND par lFalgorithme GCR9 nousle r.solvons par lFalgorithme GCR projet. suivant QR La phase dFinitialisation va consister O calculer !  C) avec ) soluPtion du problIme 3III?<?ASD9 cFestPOPdire!DC"tDC)  !DC"tb 3III?<?MADR La phase dFit.ration consiste O calculer9 O lFit.ration p9 une solutionapproch.e !p du problIme dFinterface 3III?<?MND sous la forme!p  ! $ %!poT %!p est une solution approch.e du problImeQDQ%!  Q!b#D! "que lFon cherche dans lFespace de Krylov%Kp  fQr % QDQr % &&&% !QDQ"p !r gavec r  D! # bet telle que!D!p # b%D %w"  !D%!p $ r % D %w"  #% $ %w % %Kp



 !"! R$solution par l/algorithme GCR projet$  !!Calcul de  p ! 9On construit une base orthonorm.e f  w"" ###"  wp !g de  Kp0 avec w" ! Qr" wk ! Qrk " k !Xi#" &i#k !  wi" # # k # p$ #avec rk ! D k $ bet  k !  k ! " +k !  wk !o2 &i#k ! est tel que  wk est orthogonal aux  wi" # # i # k $ #0 et o2 +k ! esttel que $D k $ b"D  wi% ! &" # # i # k $ #7Alors0 on construit  p ! avec la relation p ! !  p " +p  wpavec  wp ! Qrp " p !Xi#" &i#p !  wio2 &i#p ! est tel que  wp est orthogonal 9 f  w"" ###"  wp !g !  Kp0 et o2 +p est telque $D p ! $ b"D  wi% ! &" # # i # p7 C;est<9<dire que l;on a = p ! !  " "   p !avec   p ! %  Kp ! ! f  w"" ###"  wp !g" f  wpget $D p ! $ b"D  w% ! $D  p ! " r"" D  w% ! &" &  w %  Kp !L;algorithme GCR projet. appliqu. au problCme d;interface EIII7G7HIJ estainsi le suivant =Algorithme  ,! -Algorithme GCR projet34,Phase d/initialisation de  9On part d/un  " ! C." v$ri=ant >III! !"@AB c/estCDCdire$DC%tDC." ! $DC%tb



 ! CHAPITRE () Pr+conditionneur 4basses fr+quences:Pour le r+sidu et la direction de descente< on ar  D"  b!w  Qr Phase d>it+ration ?On suppose connu les vecteurs "p< rp< !wpCalcul de D !wp&p   "rp' D !wp#"D !wp' D !wp#"p!"  "p $ &p !wprp!"  rp $ &pD !wpet la nouvelle direction de descente !wp!" est calcul+e C partir de la projectionde rp sur "Im"C## DtD et est r+orthogonalis+e par rapport auc directions dedescente pr+c+dentes !wi' % ! i ! p ?Calcul de Qrp!"  III"#"$#%-i"p   "D"Qrp!"#' D !wi#"D !wi' D !wi# ' & ! i ! p  III"#"$$%!wp!"  Qrp!" $ pXi# -i"p !wi  III"#"$&%La di+,rence de cet algorithme par rapport 8 l9algorithme GCR appliqu,au probl@me  III"#"$A% est que les directions de descente engendrent l9espacede Krylov !Kp  fQr ' QDQr ' ...' "QDQ#p!"r gF avec r  b  D" F au lieud9engendrer l9espace de Krylov Kp  fr ' Dr ' ...' Dp!"r g" AinsiF 8 chaqueit,rationF "p est calcul, 8 partir des directions de descenteF c9estH8Hdire dela projection du r,sidu sur "Im"C## DtD F et non plus seulement 8 partir dur,siduF ce que permet que "p v,riJe la contrainte  III"#"#% 8 chaque it,ration"Lemme  %!% Supposons que la matrice D v+riHe la propri+t+ IIII)()JKL)Alors< dans l>algorithme GCR projet+< on aQrp  &% rp  &En particulier< l>algorithme GCR projet+ ne peut pas stagner)



 !"! R$solution par l/algorithme GCR projet$  !"En e#et% supposons que le r-sidu rp 0 l1it-ration p v-ri4e Qrp  !5 Pard-4nition% rp  D$p  b  D"$p # r avec "$p ! Im$Q% et r ! Im$DQ% d1apr8s 9III5;5<;==5 Donc rp ! Im$DQ%5Ainsi% il existe ( ! IRm tel que rp  DQ(5 Alors% rp  DQ$Q(% puisqueQ!  Q5 Comme d1apr8s le th-or8me ;5;% la restriction de QDQ 0 Im$Q% estun isomorphisme de Im$Q% sur Im$QDQ%% alorsQrp  QDQ$Q(%  ! " Q(  !" rp  !  Le calcul du gradient projet- 0 chaque it-ration demande un produit par lamatrice $DC%tD et par C% et la r-solution du probl8me grossier 9III5;5<H=5La matrice CtDtDC -tant de petite dimension% la r-solution du probl8megrossier 9III5;5<H= repr-sente un coIt n-gligeable5 C1est -galement le cas duproduit DC car les modes grossiers qui constituent la matrice C sont nonnuls seulement sur une interface5 A4n de faciliter la programmation et laparall-lisation de l1algorithme% on proc8de de la faKon suivante LMise en 8uvre de l/algorithmeOn calcule d1abord une base orthonormale au sens de $D+,D+% de Im9C=5Pour cela% la matrice $DC%tDC -tant sym-trique d-4nie positive% on calculesa factorisation de Cholesky L$DC%tDC  LLtpuis on calcule "C solution de "CLt  C"C -tant la matrice relative 0 cette nouvelle base5Par suite% $D "C%tD "C  ILa r-solution du probl8me grossier 9III5;5<H=% 0 chaque it-ration% est alorsr-duite 0 calculer .  $D "C%tDv



 !" CHAPITRE () Pr+conditionneur 4basses fr+quences:Solveur * deux niveauxLa m#thode OO* projet#e peut ainsi 2tre vue comme une m#thode der#solution 6 deux niveaux 789:;< => Premier niveau =un vecteur  p est calcul# 6 chaque it#ration dans le but de r#duire lesaut des quantit#s de raccord aux interfaces Bi ui!!Bi uj! des champsde vitesse u sur les interfaces des sousDdomainesE> DeuxiGme niveau =un problGme grossier est r#solu aIn de renforcer la continuit# de lapartie li#e aux basses fr#quences des champs de vitesse sur les interfacesdes sousDdomainesERemarque  3!3 Dans le cas du preconditionneur M @ si la solution du proAblBme de d+part est constante dans tout le domaine@ alors le vecteur interface associ+ D u est dans Im C! E  "  ! et lFalgorithme converge en une it+raAtion)Remarque  3 3 Une autre classe dFalgorithme comme lFalgorithme ORATHODIR KLM(N KY) Saad@ QRRSTT consiste D calculer la nouvelle directionde descente wp D partir de Dwp au lieu de rp) On peut alors utiliser un algoArithme ORTHODIR projet+ comme lFalgorithme GCR projet+@ en remplaWantles relations KIII)()X(T@ KIII)()XXT et KIII)()XMT parCalcul de Q D #wp"#!*i#p " ! Q D #wp"#!+ D #wi! D #wi+ #wi! + $ " i " p#wp"# " Q D #wp"#! % pXi$! *i#p #wiDans le chapitre suivantJ nous pr#sentons des r#sultats num#riques sur lam#thode OO* preconditionn#e avec M# ou M J appliqu#e 6 lK#quation deconvectionDdiLusionE



 !"
Chapitre (R*sultats num*riques 1 l2*quationde convection7di8usionDans ce chapitre nous pr-sentons des r-sultats num-riques sur la m-thodeOO3 pr-conditionn-e avecM o5M! et appliqu-e 6 l7-quation de convection8di9usion: Le domaine de calcul est le carr- unit-  !! "#  !! "#: Le sch-ma dediscr-tisation en temps est celui du chapitre <= partie II: Pour permettre aulecteur de mieux voir les conditions aux limites utilis-es= nous -crivons ici leproblBme sous sa forme simple DL$u% & !! ! " x " "! ! " y " "u$!! y% & g ! ! " y " "! &u&y $x! "% & !! ! " x " "&u&x $"! y% & !! ! " y " "! u$x! !% & g!! ! " x " "avec L & "'t ( $a &&x ( b &&y %# ") 'tCFL$a &&x ( b &&y %$a &&x ( b &&y %# -'= et g et g! des fonctions donn-es: En pratique= c7est la forme incr-mentale Fvoirchapitre <= partie II= problBme FII:<:GH8FII:<:IHH que nous avons consid-r-e Fene9ectuant une seule it-ration en tempsH:On considBre un maillage cart-sien 6 pas constant h &  imax &  jmax o5 imaxest le nombre de points dans la direction des x et jmax le nombre de pointsdans la direction des y Fici imax & jmaxH: Cette -quation est discr-tis-e par lesch-ma volumes Lnis de la partie II= chapitre <: Le terme FII:<:MNH Fchapitre<= partie IIH est rajout- dans le sch-ma= aLn d7enlever les oscillations de la



 !" CHAPITRE () R*sultats num*riques 6 l7*quation de convection<di=usionsolution' Dans la plupart des cas/ nous prenons un CFL tr0s grand a2n quela solution soit proche de la solution stationnaire' Le carr6 unit6 est d6coup6en K sous7domaines/ sans recouvrement' L:application de la m6thode OO<= cette 6quation conduit au probl0me d:interface @II'<'BC @partie II/ chapitre<C' Celui7ci est r6solu par l:agorithme GCR projet6/ et chaque probl0me lo7cal par une m6thode directe' Nous comparons les r6sultats obtenus avec lespr6conditionneurs M et M!'Crit're d*arr,t Pour chaque simulation num6rique/ on calcule dansun premier temps une solution de r6f6rence uref en ex6cutant le code multido7maine avec un r6sidu @d62ni p'KLKC inf6rieur = K'd7M' On d6signe par NErreurOla norme L de la diP6rence entre la solution u que l:on calcule avec le codemultidomaine et cette solution de r6f6rence @voir p'KLKC' Alors/ dans tous lescas tests ePectu6s/ le crit0re d:arrRt est Erreur )  *d !'Remarque 12!2 Dans la forme incr*mentale @voir chapitre CD partie IID pro<blFme @II)C)(G<@II)C)HGGD c7est<I<dire celle que nous avons mise en JuvreD nousavons toujours des conditions aux limites homogFnes sur le bord du domaineglobal) Pour cette raisonD nous prenonsD dans la d*Nnition de M! @d*NnitionO)OGD ui "  dans #i et ui " $ lI oP l7on a impos* une condition de Dirichlet)Nous regardons d:abord l:inSuence de la discr6tisation des conditions d:inter7face @partie II/ chapitre T/ section T'T'<C' Ceci permet de mettre en 6videncel:importance de la discr6tisation de la condition de raccord aux points decroisement des sous7domaines' Puis nous v6ri2ons num6riquement que dansle cas oU la vitesse de convection est nulle @cas sym6triqueC/ la convergenceest quasiment ind6pendante du nombre de sous7domaines' Nous consid6ronsensuite le cas d:une solution globalement constante/ a2n de v6ri2er que dansce cas la m6thode pr6conditionn6e avec M! converge en une it6ration' En2n/nous montrons des r6sultats num6riques d:abord dans le cas d:une vitesse deconvection de cisaillement/ puis celui d:une vitesse de convection tournante/avec une couche limite commenXant au point %$, $& dans les deux cas'



 !"! In%uence de la condition de raccord aux points de croisement dessous4domaines  !" !" In%uence de la condition de raccord auxpoints de croisement des sous4domainesRappelons que dans la partie II/ chapitre 2/ section 23234/ nous avons in6troduit trois types de discr8tisation des op8rateurs d9interface OO4 < les op86rateurs  OO!" et  OO!"! qui font intervenir seulement les termes d9ordre> et d9ordre ? aux points de croisement des sous6domaines/ et l9op8rateur OO!"" qui fait intervenir les termes d9ordre 4 aux points de croisement dessous6domaines3 C9est l9op8rateur d9interface  OO!"" qui donne la meilleureconvergence de l9algorithme/ sans pr8conditionnement3 L9objet de cette sec6tion est de regarder le comportement des pr8conditionneurs M et M! avecces diF8rents op8rateurs d9interface3 Pour cela/ on considHre le problHmeL u" # $# $ ! x ! %# $ ! y ! %u $# y" # %# $ ! y ! %# &u&y  x# %" # $# $ ! x ! %&u&x %# y" # $# $ ! y ! %# u x# $" # $# $ ! x ! %avec une vitesse de convection a # y# b # $3Le tableau I3? montre que la convergence obtenue avec le pr8conditionneurM! est trHs sensible aux choix de l9op8rateur aux points de croisement des in6terfaces3 En particulier/ la convergence est meilleure uniquement dans le casde l9op8rateur d9interface  OO!""3 Pour le pr8conditionneur M / la conver6gence est pratiquement ind8pendante du choix de l9op8rateur d9interface3 OO!"  OO!"!  OO!""sans pr8cd K4 K4 ILavec pr8cd M K> K? KKavec pr8cd M! ?4M ?KK IKTableau )*!+ Nombre d1it4rations7  "  sous8domainesa # y# b # $# ) # %*d# !# CFL # %*d&# h #   # CritHre d9arrNt ' Erreur 3 %*d# (Dans les sections suivantes nous ne consid8rerons que le cas de l9op8rateurd9interface  OO!""3



 !" CHAPITRE () R*sultats num*riques 6 l7*quation de convection<di=usion !" Vitesse de convection nulle / op1rateur sy5m1triqueDans cette section nous v+ri-ons num+riquement que dans le cas o2 lavitesse de convection est nulle 3cas sym+trique56 la convergence de la m+8thode pr+conditionn+e 3avec M ou M " est ind)pendante du nombre desous/domaines0 Nous consid)rons le probl4meL u! " #" # ! x ! $" # ! y ! $u #" y! " e x!y" # ! y ! $" &u&y  x" $! " #" # ! x ! $&u&x $" y! " #" # ! y ! $" u x" #! " e x!y" # ! x ! $On suppose que le champ de vitesse de convection est nul 9 a " b " #0
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 !"! Vitesse de convection nulle / op1rateur sym1trique  !"
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Les 'gures  !+ et  !" montrent que la convergence de la m6thode projet6e:avec M ou M!: est quasiment ind6pendante du nombre de sous=domaines!Remarque 23 3 Pour un op1rateur sym1trique7 les pr1conditionneursM etM! sont tr;s proches!En e?et: lorsque la vitesse de convection est nulle et la constante  #t nonnulle: les modes grossiers de M! sont constants sur une interface sauf prAsdes points du bord oB lCon a impos6 une condition de Dirichlet EF cause dela discr6tisation des d6riv6es tangentiellesG et nuls sur les autres interfaces!Ainsi ils coIcident presque tous avec les modes grossiers de M ! Si nous nerajoutons pas la condition de Dirichlet dans la d6'nition de M!: alors laconvergence avec M et M! est la mKme E'gure  ! G!



  ! CHAPITRE () R*sultats num*riques 6 l7*quation de convection<di=usion
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Fig#  ! " Comparaison des pr-conditionneurs M et M! lorsquel3on ne prend pas en compte les conditions de Dirichlet dans M!)   sous<domaines> vitesse de convection nulle>   !!d"# CFL  !!d## h   !"  ! Solution constante dans le domaine globalDans cette section nous v.ri0ons num.riquement que la m.thode pr.con7ditionn.e avec M! converge en une it.ration lorsque la solution est globale7ment constante! Nous consid.rons le probl;meL$u%  "# " " x " !# " " y " !u$"# y%  !# " " y " !# ,u,y $x# !%  "# " " x " !,u,x$!# y%  "# " " y " !# u$x# "%  !# " " x " !



 !"! Vitesse de convection de cisaillement   !On suppose que le champ de vitesse de convection est a  y" b  !1 Dansce cas3 la solution stationnaire est constante dans tout le domaine 5 u  "dans #!" "$ 1 Le tableau 819 montre que la m:thode pr:conditionn:e par M converge en une it:ration1 En e=et3 le vecteur interface & associ: ? u est dansl@espace grossier du pr:conditionneur M Avoir la remarque 91BC1nombre d@it:rations log!"(Erreur)OO9 sans pr:cd BD EF18FDG8DOO9 avec pr:cd M! 9B EF19HIGH8OO9 avec pr:cd M B EBH1FJIH9BTableau () * Nombre d0it3rations6   ! sous7domainesa  y" b  !" *  "+d! *" CFL  "+d+!" h  !! #CritLre d@arrMt , Erreur 1 "+d! - !" Vitesse de convection de cisaillementDans cette section nous regardons le comportement de la m:thode pr:Econditionn:e dans le cas d@un champ de vitesse de convection de cisaillement 5a  y" b  !1Nous consid:rons le problLme 5L(u)  !" ! # x # "" ! # y # "u(!" y)  "" ! # y # "" 3u3y (x" ")  !" ! # x # "3u3x("" y)  !" ! # y # "" u(x" !)  !" ! # x # "Le carr: unit: est d@abord d:coup: en bandes verticales Avitesse de convectionnormale aux interfacesC puis horizontales Avitesse de convection tangente auxinterfacesC et ensuite en carr:s1



   CHAPITRE () R*sultats num*riques 6 l7*quation de convection<di=usion
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 !"! Vitesse de convection de cisaillement   !
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 !"! Vitesse de convection tournante   !Dans le cas d(un d*coupage o. la vitesse de convection est perpendiculaireaux fronti5res des sous6domaines8 on constate que pour les deux pr*condition6neurs M et M!8 la convergence est am*lior*e uniquement sur les premi5resit*rations :;gures <=> et <=?@= Dans le cas d(un d*coupage o. la vitesse deconvection est tangente aux fronti5res des sous6domaines8 le pr*conditionneurM n(am*liore pas la convergence :;gure <=A@= Par contre la convergence estam*lior*e avec le pr*conditionneur M! :;gure <=C@=Pour un d*coupage plus g*n*ral8 le pr*conditionneurM! am*liore l*g5rementla convergence :;gure <=D@ ce qui n(est pas le cas du pr*conditionneurM :;6gure <=E@= Le fait de changer d(espace de Krylov fait que la convergence del(algorithme GCR projet* peut Ntre moins bonne que celle de l(algorithmeGCR initial= C(est ce qui se passe dans le cas du pr*conditionneur M 8 o. laconvergence est meilleure uniquement sur les premi5res it*rations=
 !" Vitesse de convection tournanteDans cette section nous regardons le comportement de la m*thode pr*6conditionn*e dans le cas d(un champ de vitesse de convection tournant Pa   sin $"$y   !%% cos $"$x  !%% et b  cos $"$y   !%% sin $"$x  !%%=Nous consid*rons le probl5meL$u%  (' ( " x " )' ( " y " )u$(' y%  (' ( " y " )' (u(y $x' )%  (' ( " x " )(u(x$)' y%  (' ( " y " )' u$x' (%  )' ( " x " )Les ;gures <=RS et <=RR montrent que la convergence de la m*thode projet*eavec M! est meilleure que celle obtenue avec M = La ;gure :<=RT@ permet decomparer M et M!= La m*thode OOT projet*e avec M! a une convergencepratiquement ind*pendante du nombre de sous6domaines :;gure <=RR@=
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 !"! Conclusion   !

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

0 10 20 30 40 50 60 70 80

L
o

g
_

1
0

 (
E

rr
e

u
r)

Nombre d’iterations (GCR)

2x2 2x2 4x4

8x8
4x4

8x8

OO2 avec preconditionneur M2
OO2 avec preconditionneur M1

Fig#  !"#$ Comparaison de M et M!. N  N carr0s 1N  !! "! #2vitesse de convection tournante1 "  $#d !! CFL  $#d%! h    !" !" ConclusionLa m#thode OO* pr#conditionn#e consiste 1 projeter3 1 chaque it#ration3les solutions dans l7orthogonal d7un espace grossier9 Ceci a pour but d7avoirune convergence ind#pendante du nombre de sous=domaines9 Avec l7espacegrossier du pr#conditionneurM" ?celui du cas sym#triqueA3 la convergence estpratiquement ind#pendante du nombre de sous=domaines pour un problBmesym#trique9 Par contre3 ce n7est plus le cas pour un problBme de convection=diDusion9 Dans certains cas3 la convergence est moins bonne que celle de lam#thode sans pr#conditionnement9 La convergence est faiblement d#pendantedu nombre de sous=domaines dans le cas de la vitesse de convection tournante9L7espace grossier du pr#conditionneur M est mieux adapt# 1 l7#quation deconvection=diDusion3 et la convergence est am#lior#e de beaucoupH dans le cas oI la vitesse de convection est nulle ?cas sym#triqueA3 alors laconvergence est quasiment ind#pendante du nombre de sous=domaines9H dans le cas de la vitesse de convection tournante9 La convergence estfaiblement d#pendante du nombre de sous=domaines dans ce cas9



  ! CHAPITRE () R*sultats num*riques 6 l7*quation de convection<di=usion dans le cas de la vitesse de convection de cisaillement- lorsque celle1ciest tangentielle aux fronti5res des sous1domaines6La convergence est peu ou pas am9lior9e dans le cas o: la vitesse de convection est de cisaillement et est perpen1diculaire aux fronti5res des sous1domaines6 Les m9thodes avec et sanspr9conditionneur donnent quasiment la m<me convergence dans ce cas6 dans le cas o: la vitesse de convection est de cisaillement- et o: le do1maine de calcul est d9coup9 en carr9s6 Dans ce cas le pr9conditionneurM am9liore l9g5rement la convergence6N9anmoins il faut des conditions de raccord sp9ci?ques aux points de croise1ment des sous1domaines- pour avoir une bonne eAcacit9 du pr9conditionneurM 6
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Quatri&me partieEtude de conditions de raccordaux points de croisement dessous1domaines
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 !!
Chapitre (IntroductionComme nous l(avons remarqu- dans le corps du travail3 dans le cas d(und-coupage g-n-ral du domaine3 l(utilisation de conditions d(interface d(ordre6 dans la direction tangente 7 l(interface soul8ve un probl8me crutial3 celuides conditions de raccord aux points de croisement des sous;domaines< Auxchapitres II<@ et III<A3 nous avons impos- num-riquement aux points de croi;sement un condition sur le saut des d-riv-es tangentes de la solution3 ce quipermet d(am-liorer nettement la convergence< C(est un probl8me diBcile etcette partie constitue une premi8re approche< Nous montrons3 dans le casd(un d-coupage en polygones convexes et pour un type de condition de rac;cord aux points de croisement des sous;domaines3 que les probl8mes locauxdans les sous;domaines admettent une unique solution<



 !" CHAPITRE () Introduction



 !"
Chapitre (Probl-mes locaux biens pos4sCe chapitre a pour objet l./tude de conditions de raccord aux points decroisement des sous5domaines a6n que les probl8mes locaux9 dans chaquesous5domaine9 intervenant dans la m/thode OO< soient bien pos/s= Nous/tendons la technique d/velopp/e dans ?@AB CF= Nataf9 FGGHI J l./quation deconvection5diKusion Cde la partie II Mcu a!x$ y"&u&x  b!x$ y"&u&y  (#u $ f dans %u $ & sur &%On cherche J r/soudre ce probl8me par la m/thode OO< Cpartie II9 chapitre<I= Cette m/thode consiste J r/soudre un probl8me condens/ sur les interfacesdes sous5domaines9 avec des conditions de raccord sur les interfaces qui sontles conditions OO< Cpartie I9 chapitre @I= Dans un cadre continu9 l.op/rateurd.interface OO< pour un sous5domaine %i s./crit sous la forme MBi $ &&ni  c  c! && i  c" &!& !iavec c $ a!ni p#a!ni$ %&c#!# 9 c! et c" les cOPcients optimis/s Cvoir partie I9chapitre @I9 ni la normale ext/rieure J %i et  i le vecteur tangent unitaire=Nous allons voir que l.utilisation de conditions d.interface d.ordre < dansla direction tangentielle n/c/ssite d.ajouter des conditions de raccord auxpoints de croisement des sous5domaines pour que le probl8me local J chaquesous5domaine soit bien pos/=



 !" CHAPITRE () Probl.mes locaux biens pos9sNous commen(ons par introduire des notations suivant 0123 4F6 Nataf8 9::;<6Nous d=>nissons ensuite le problAme local et montrons8 sous certaines condiBtions8 que ce problAme est bien pos=6 !" NotationsSoit  i un sousBdomaine de  8 que lEon suppose polygonal et convexe6 Onsuppose que  i a ns sommets Sj" !  j  ns qui sont num=rot=s tels queSj ! suit Sj dans le sens direct 4Sns ! " S" " S!<6 On note #j le segmentdEextrJmit=s Sj ! et Sj8 pour $  j  ns8 et #! le segment dEextrJmit=s Snset S! 4voir >gure K69<6 On note nj la normale ext=rieure L #j et  j le vecteurtangent unitaire6
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Fig# K69M Notations des interfaces et des sommets de  On note D lEensemble des indices j pour lesquels on a impos= une condiBtion de Dirichlet sur #j8 et A lEensemble des indices j pour lesquels #j estune interface8 cEestBLBdire oP lEon a impos= une condition OOK6 Pour chaque#j" j # A8 on note $j " c!%a&nj&8 'j " c#%a&nj" a& j& et (j " c$%a&nj" a& j&6



 !"! Notations  !"Ainsi$ u  ! sur "j si j ! D "u"nj # #ju# $j "u" j # %j " u"  j  gj sur "j si j ! Ao( gj est une fonction donn.e/On introduit$ pour m  $ ou 2 l4espace 6Hm%&i'  fu ! Hm%&i' ) uj!j ! Hm%"j' pour j ! A et uj!j  ! pour j ! Dgqui est muni de la normejjujjHm"#i$  sjjujj Hm"#i$ # Xj%&$ns jjuj!j jjHm"!j$et du produit scalaire associ. 6%u* v'Hm"#i$  %u* v'Hm"#i$ # Xj%&$ns%uj!j * vj!j'Hm"!j$Lemme  &'& %Hm%&i'* jj,jjHm"#i$' est un espace de Hilbert!En e:et$ montrons que %Hm%&i'* jj,jjHm"#i$' est complet 6Soit %vk'!k%' une suite de Cauchy dans Hm%&i'/ Alors %vk'!k%' est une suite deCauchy dans Hm%&i'/ Comme Hm%&i' est un espace de Hilbert$ il existe un.l.ment v ! Hm%&i' tel que limk"!%vk'  v dans Hm%&i'/ De mCme$ il existew ! Hm%"j' tel que limk"!%vkj!j '  w dans Hm%"j'/ On utilise alors le faitque l4application trace %' + u ! Hm%&i' #) uj!j ! H&' %"j' est continue$ce qui implique que limk"!%%'%vk''  %'%v' dans Hm%"j'/ Par suite$ w  vj!j $et donc v ! Hm%&i'/  



 !" CHAPITRE () Probl.mes locaux biens pos9s ! D#$nition du probl/me local et #tude del4existence et de l4unicit# d4une solutionNous $crivons le probl.me local au sous1domaine  i sous la forme 4cu! a"x$ y#&u&x ! b"x$ y#&u&y  ($u % f dans  i 5IV898:;u % & sur 'j$ j ! D 5IV8989;&u&nj  +ju! ,j &u& j  -j & u&  j % gj sur 'j$ j ! A 5IV898<;"-j!" &u& j!!  -j &u& j # /ju % hj en Sj 5IV898=;o> f ! L " i#$ gj ! L "'j#$ j ! A sont des fonctions donn$es@ hj ! IR estdonn$@ et /j une constante A choisir8 Alors nous avons le r$sultat suivant 4Th%or(me  +,+ On suppose que L est = c>?cients constants) On suppose9galement que A /j ! ",j  ,j!"#( % & &j % )$ 555$ nsAlors le probl.me BIV)()DEFBIV)()GE admet une unique solution u ! H " i#)Preuve du th%or(me  +, 2Soit u ! H " i#8 Alors@ la relation 5IV898<; a bien un sens dans L "'j#@car uj#j ! H "'j#8 De mFme@ les termes intervenant dans 5IV898=; ont unsens car u ! H " i#) uj#j ! H "'j# * C"" *'j#$ j ! ANous allons d$montrer le th$or.me en trois $tapes 4G Ecriture de la formulation faible8G Existence et unicit$ dJune solution u dans H"" i# de la formulationfaible@ par le th$or.me de Lax1Milgram8G La solution u de la formulation faible est en fait dans H " i#@ cJestdonc lJunique solution du probl.me 5IV898:;15IV898=;8



 ! ! D#$nition du probl/me local et #tude de l4existence et de l4unicit# !!!  !"78 Formulation faible ;Nous allons appliquer le th.or/me de Lax4Milgram 7voir par exemple 9:; 7H=Brezis@ ABBCDD= Pour cela@ .crivons la formulation variationnelle du probl/me7IV=C=AD47IV=C=:D dans H  !i" KSoit u ! H  !i"M en multipliant lN.quation 7IV=C=AD par v ! H  !i" et enlNint.grant sur !i@ on a K"v ! H  !i"" Z!i cuv # a%u%xv # b%u%y v # ) # u*# v"$ ) Xj" "ns Z#j %u%nj v $ Z!i fvEn remplaPant %u%nj sur %j Q lNaide de la relation 7IV=C=RD@ on obtient K"v ! H  !i"" Z!i cuv # a%u%xv # b%u%y v # ) # u*# v"$) Xj" "ns Z#j  gj # -ju$ .j %u% j # /j %$u% $j "v $ Z!i fvEn utilisant la formule de Green sur !i@ on obtient K"v ! H  !i"" Z!i cuv # a%u%xv # b%u%y v # ) # u*# v"# ) Xj" "ns Z#j  $-juv # .j %u% jv # /j %u% j %v% j "$ ) Xj" "ns&/j %u% jv'SjSj  $ Z!i fv # ) Xj" "ns Z#j gjvLe terme v Sj" a bien un sens puisquev ! H  !i"% vj#j ! H  %j" ' C% (%j"" j ! AOn remarque alors queXj" "ns&/j %u% jv'SjSj  $ Xj" "ns /j %u% j "j#j $ /j&  %u% j&! "j#j! " Sj"v Sj" 7IV=C=UD



 !" CHAPITRE () Probl.mes locaux biens pos9sPar cons'quent, v  H  !i" Z!i cuv # a%u%xv # b%u%y v # ) " u*" v"# ) Xj" "ns Z#j  #+juv # ,j %u% j v # -j %u% j %v% j "# ) Xj" "ns -j %u% j "j#j # -j$  %u% j$! "j#j !" Sj"v Sj"$ Z!i fv # ) Xj" "ns Z#j gjvOn utilise ensuite la condition de raccord -IV01023 au sommet Sj5 ce quipermet d8obtenir :%v  H  !i" Z!i cuv # a%u%xv # b%u%y v # ) " u*" v"# ) Xj" "ns Z#j #+juv # ,j %u% j v # -j %u% j %v% j " # ) Xj" "ns 1ju Sj"v Sj"$ Z!i fv # ) Xj" "ns Z#j gjv # ) Xj" "ns hjv Sj"On pose donc%v  H  !i" a u v" $ Z!i cuv # a%u%xv # b%u%y v # ) " u*" v"# ) Xj" "ns Z#j #+juv # ,j %u% j v # -j %u% j %v% j " # ) Xj" "ns 1ju Sj"v Sj"3 v" $ Z!i fv # ) Xj" "ns Z#j gjv # ) Xj" "ns hjv Sj"Et la formulation faible s8=crit :Trouver u  H  !i" tel que%v  H  !i" a u v" $ 3 v" -IV010@3Notons que les fonctions u et v =tant dans H  !i"5 uj#j et vj#j sont dansH  %j" & C% &%j"5 et donc les termes u Sj" et v Sj" ont bien un sens0



 ! ! D#$nition du probl/me local et #tude de l4existence et de l4unicit# !!!  !" 7 Existence et unicit# d4une solution de la formulation faible :V!ri$ons maintenant chaque hypoth2se du th!or2me de Lax6Milgram :  H  !i" jj!jjH !"i#" est un espace de Hilbert :Cette propri!t! est d!montr!e au lemme <=>= " est une forme lin#aire continue sur H  !i"Soit v # H  !i"= " est une forme lin!aireA etj" v"j $ jjf jjL!!"i#jjvjjL!!"i# # % Xj$ #ns jjgjjjL!!%j#jjvjjL!!%j# # %C Xj$ #ns jhjjjjvjjH !%j#oB C ) $ est une constante= Le troisi2me terme de cette relation provient dufait que lDinjection de H  %j" dans C& &%j" est continue= En utilisant lDin!galit!de Cauchy6Schwarz Ipour les vecteursJA il existe une constante C ) $ telleque : &v # H  !i" j" v"j $ CjjvjjH !"i#ce qui montre que " est continue sur H  !i"= a est une forme bilin#aire continue et coercive sur H  !i" :La continuit! de a sur H  !i" sDobtient !galement en utilisant le fait que lDin6jection de H  %j" dans C& &%j" est continueA et lDin!galit! de Cauchy6Schwarz=Montrons que a est coercive :Soit u # H  !i"=



 ! CHAPITRE () Probl.mes locaux biens pos9sAlors%a u" u! " Z i cu! # Z i a$u$xu# b$u$y u# Z i (  u!!!! ( Xj"#!ns Z$j )ju! # ( Xj"#!ns Z$j *j $u$ ju# ( Xj"#!ns Z$j +j $u$ j !!# ( Xj"#!ns ,ju! Sj!On a ) Z i a$u$xu# b$u$y u " Z i a$ $$x  u!! # b$ $$y  u!!" Xj"#!ns Z$j a.nj$ u!Et% ( Xj"#!ns Z$j *j $u$ ju " ( Xj"#!ns Z$j *j$ $$ j  u!! " ( Xj"#!ns%*j$ u!&SjSj  " ( Xj"#!ns  *j ! *j%#!$ u! Sj!La derni0re 1galit1 provient de la relation 5IV898:;% appliqu1e ici au termeXj"#!ns%*j$ u!&SjSj  8Alors%a u" u! " Z i cu! # Xj"#!ns Z$j a.nj$ ! ()j!u! # ( Z i  u!!# ( Xj"#!ns Z$j +j $u$ j !! # ( Xj"#!ns ,j #  *j ! *j%#!$ !u! Sj!Or%)j " a.nj !p a.nj!! # 'c($( " a.nj$ ! ()j " p a.nj!! # 'c($



 ! ! D#$nition du probl/me local et #tude de l4existence et de l4unicit# !!!  !"Alors% si on suppose que  j   !j !j !!"  !! !j " #! ###! ns% on a-a$u! u%  min$c! (%jjujj"H! #i!  minj$%$ns$min$p$a#nj%"  )c(* ! ()j%%jjujj"H! &j!Donc il existe C ! + ! tel que!u # H%$+i%! a$u! u%  C !jjujj"H! #i!ce qui d3montre la coercivit3 de a$#! #%6On applique alors le th3or9me de Lax;Milgram% ce qui d3montre l>existenceet l>unicit3 d>une solution u # H%$+i% du probl9me variationnel @IV6C6DE678 R#gularit# H"$+i% de la solution u ;La d3monstration est la mFme que dans GHIJ @F6 Nataf% NOOPE6 Nous rap;pelons juste les trois 3tapes principales de cette d3monstration -N6 Soit u la solution du probl9me variationnel @IV6C6DE6 Alors% sur chaquesegment ,j! # % j % ns% uj&j # H''"$,j%6 Cette 3tape utilise desr3sultats d>interpolation de GCPJ @J6L6 Lions et E6 Magenes% NODPE6C6 u # H"$+i%6 Cette 3tape utilise des r3sultats de r3gularit3 pour lesprobl9mes aux limites dans des polygones de GNPJ @P6 Grisvard% NOOCE6H6 uj&j # H"$,j%! # % j % ns6Donc la solution u du probl9me variationnel @IV6C6DE est dans H"$+i% et c>estla solution du probl9me @IV6C6NE;@IV6C6YE6  
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Conclusion





 !"Dans cette 'tude* nous avons pr'sent' une nouvelle m'thode de d'com2position de domaine sans recouvrement* it'rative* parall'lisable* pour des'quations 6 convection dominante7 C9est une m'thode de type Schwarz o>les conditions d9interface* utilisant la th'orie des conditions aux limites arti2Acielles BCLAE* permettent d9obtenir un algorithme convergent avec un tauxde convergence optimis'7 Les conditions d9interface sont d9ordre G dans ladirection normale* et d9ordre H dans la direction tangente 6 l9interface7 L9al2gorithme consiste en une reformulation de m'thode de type Schwarz sous laforme d9un problIme d9interface* celui2ci 'tant r'solu par un algorithme detype Krylov7Les tests num'riques que nous avons pr'sent's pour diK'rents sch'mas ontprouv' que l9utilisation des conditions d9interface OOH permet de r'duire net2tement le nombre d9it'rations de n'cessaire pour atteindre la convergence*par rapport aux conditions d9interface de Dirichlet Bavec recouvrementE* ouaux approximations Mbasses fr'quencesN d9ordre O Bde type RobinE et d9ordreH des CLA7 Comme le temps de calcul dans une it'ration est le mQme quelleque soit la condition d9interface utilis'e* le temps de calcul global est nette2ment r'duit Bl9utilisation de conditions d9ordre H n9augmente pas la largeurde bande des matrices localesE7Les simulations num'riques ont montr' une vitesse de convergence ind'pen2dante de l9angle de la vitesse de convection par rapport aux interfaces7 Ceci apour cons'quence* pour un nombre de sous2domaines Ax'* d9avoir une conver2gence ind'pendante de la faRon dont on d'coupe le domaine Ben bandes ouen rectanglesE7 Ainsi la m'thode OOH s9applique pour des d'coupages quel2conques du domaine de calcul* sans avoir 6 tenir compte des ph'nomInesphysiques tels que les couches limites ou les zones de recirculation7 Nousavons mis aussi en 'vidence le fait que la convergence de la m'thode estpeu sensible aux variations des paramItres physiques intervenant dans leproblIme Bvitesse de convection* viscosit'E ainsi qu9aux paramItres de dis2cr'tisation Bpas de temps* pas du maillageE7N'anmoins* 6 ce stade* la convergence se d'grade lorsque le nombre de sous2domaines augmente7 Pour am'liorer la convergence* nous avons introduitun pr'conditionneur Mbasses fr'quencesN7 Il s9agit d9une extension aux pro2blImes non sym'triques d9un pr'conditionneur utilis' pour les problImes sy2m'triques7 Celui2ci consiste* 6 chaque it'ration de l9algorithme* 6 projeter les



 !"solutions dans l)orthogonal d)un espace contenant des fonctions sp1ci2ques4L)originalit1 de ce pr1conditionneur r1side dans le choix de cet espace7 desorte qu)8 chaque it1ration on capture la partie 9basses fr1quences; de la so<lution4 Les tests num1riques ont montr1 que la vitesse de convergence 1taitmaintenant quasiment ind1pendante du nombre de sous<domaines dans lecas de la convection nulle ?cas sym1triqueA et 1galement dans le cas de laconvection tournante4Ceci fait de la m1thode OOD pr1conditionn1e une m1thode trEs eFcace7 peucoGteuse et robuste4Cependant7 dans le cas de d1coupages quelconques du domaine de calcul7l)utilisation de conditions d)interface diH1rentielles d)ordre deux dans la di<rection tangente 8 l)interface n1cessite d)ajouter des conditions de raccordaux points de croisement des sous<domaines4 Nous avons montr17 dans lecas d)un d1coupage en polygones convexes et pour un type de conditions deraccord aux points de croisement7 que le problEme local dans chaque sous<domaine est bien pos14 L)1criture de ces conditions au niveau de l)algorithme7et pour des sous<domaines autres que des polygones reste 8 notre connais<sance un problEme ouvert4La m1thode OOD a 1t1 appliqu1e 8 d)autres problEmes tels que ceux de typeHelmholtz ?Philippe Chevalier7 thEse NOOPA4 L)extension 8 la r1solution des1quations d)Euler fait aujourd)hui l)objet de la thEse de Thierry Gonzalez4
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