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Résumé

Résumé

Dans cette these, on s’intéresse a I'analyse harmonique et aux fonctions spéciales as-
sociées aux opérateurs de Dunkl rationnels qui sont des déformations des dérivées direc-
tionnelles par des réflexions. Ils fournissent un outil décisif pour étendre, dans le cadre des
systemes de racines et des groupes de réflexions associés, I’analyse de Fourier euclidienne
et I'analyse sur les espaces symétriques riemanniens plats.

Apres avoir donné un panorama détaillé de la théorie de Dunkl, on étudie l'opéra-
teur maximal défini dans ce contexte. On commence par apporter des améliorations sur le
comportement des constantes du théoréeme maximal de Thangavelu et Xu pour un groupe
de réflexions quelconque. On étend ensuite dans un cadre vectoriel leur théoreme en éta-
blissant dans le cas Zg des inégalités de Fefferman-Stein. Pour y parvenir et puisque les
techniques d’analyse réelle ne se prétent pas a cet opérateur maximal, on construit un
opérateur de type Hardy-Littlewood plus commode & étudier. A cet effet, on donne une
estimation fine de la translation généralisée de l'indicatrice d’une boule.

Notre étude est ensuite consacrée a des résultats d’intégrabilité exponentielle qui com-
pletent les inégalités de Fefferman-Stein, et & un théoreme maximal vectoriel pour des
hypergroupes de Bessel-Kingman.

Enfin, on développe 'analyse de Dunkl dans le cas d’un sous-systeme positif de racines
orthogonales. On y établit une formule explicite du noyau de Dunkl et une formule produit
qui implique le caractere borné de la translation de Dunkl. Le cas particulier d’un systeme
de type A; est étudié afin d’établir une égalité liant les fonctions de Bessel normalisées et
les polynomes de Gegenbauer.

Mots-clefs

Systemes de racines; Opérateurs de Dunkl rationnels ; Opérateur maximal de Dunkl;
Inégalités de Fefferman-Stein ; Analyse harmonique; Analyse réelle ; Fonctions spéciales.




Harmonic analysis associated with root systems and Dunkl
rational operators

Abstract

In this thesis, we focus on harmonic analysis and special functions associated with rational
Dunkl operators which are deformations by reflections of directional derivatives. They
provide an essential tool to extend, in the setting of root systems and associated reflection
groups, Fourier analysis on Euclidean spaces and analysis on Riemannian symmetric spaces
of Euclidean type.

After a detailed survey on Dunkl theory, we study the maximal operator defined in this
setting. We begin with some improvements on the behavior of the constants of the maximal
theorem proved by Thangavelu and Xu for a general reflection group. We then extend
their theorem to the vector-valued case by establishing Fefferman-Stein inequalities in the
case Zg. In order to prove this theorem, we construct an operator of Hardy-Littlewood
type on which, contrary to the Dunkl maximal operator, we can apply the methods of
real analysis. In particular, we give a sharp estimate of the generalised translation of the
characteristic function of a ball.

Afterwards, our study is devoted to some results on exponential integrability which
completes the Fefferman-Stein inequalities, and to a vector-valued maximal theorem for
Bessel-Kingman hypergroups.

Finally, we develop the Dunkl analysis in the case of a positive subsystem of orthogonal
roots. We give an explicit formula of the Dunkl kernel and a product formula which implies
that the Dunkl translation is a bounded operator. We also focus on the particular case
of a root system of A; type in odrer to give an equality which links normalized Bessel
functions and Gegenbauer polynomials.

Keywords

Root systems; Rational Dunkl operators; Dunkl maximal operator; Fefferman-Stein in-
equalities; Harmonic analysis; Real analysis; Special functions.
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Introduction

Dans cette these, on s’intéresse a divers objets associés aux opérateurs de Dunkl ra-
tionnels, en se focalisant principalement sur I'opérateur maximal de Dunkl et, dans une
moindre mesure, sur le noyau et la translation de Dunkl. Notre étude se situe donc dans
la partie analytique de ce que 'on appelle communément théorie de Dunkl rationnelle,
cette théorie trouvant sa meilleure expression dans I’analyse harmonique et les fonctions
spéciales associées a des systemes de racines d’un espace euclidien.

0.1 DMotivation

Introduits en 1989 par Charles Dunkl sous le nom d’opérateurs différentiels-différences,
les opérateurs de Dunkl rationnels sont, schématiquement, des déformations par des ré-
flexions des dérivées directionnelles usuelles, ces déformations faisant intervenir un para-
metre k£ (la fonction de multiplicité) qui peut varier continiment dans C. La principale
force de ces opérateurs est qu’ils forment une algebre commutative d’opérateurs qui géné-
ralise I'algebre des opérateurs différentiels invariants d’un espace symétrique riemannien.

Initialement construits dans le but d’établir une théorie des polyndémes orthogonaux
et des harmoniques sphériques pour des mesures invariantes sous l'action de groupes de
réflexions, ces opérateurs se sont révélés décisifs dans le développement de ’analyse harmo-
nique et des fonctions spéciales a plusieurs variables et ce, en ne travaillant non plus avec
des groupes de Lie et leurs représentations, mais avec des groupes de réflexions finis. En ef-
fet, ils contribuent & généraliser de maniere considérable ’analyse harmonique euclidienne
et Ianalyse sur les espaces symétriques riemanniens de type euclidien, avec lesquelles la
théorie de Dunkl coincide respectivement dans le cas ou la fonction de multiplicité est
nulle et dans le cas ou la fonction de multiplicité ne prend que certaines valeurs entieres
positives. On peut indiquer a titre d’exemple que les opérateurs de Dunkl permettent de
construire une isométrie (sur ’espace des fonctions de carré intégrable pour une mesure
invariante sous l'action d’un groupe de réflexions), la transformation de Dunkl, qui s’avere
capitale pour généraliser ’analyse de Fourier euclidienne. On peut aussi souligner le fait
qu’ils permettent de définir une fonction de Bessel généralisée (le noyau de Dunkl symé-
trisé) qui étend la notion de fonction sphérique d’un espace symétrique riemannien de type
euclidien en une notion de fonction hypergéométrique multivariée.

La théorie de Dunkl rationnelle est & mettre également en parallele (méme si nous ne
I’aborderons pas dans cette these) avec la théorie de Dunkl trigonométrique développée
essentiellement par Heckman et Opdam il y a vingt ans environ, et a laquelle Cherednik
a grandement contribué depuis. La principale motivation de Heckman et Opdam était
de généraliser la théorie des fonctions sphériques de Harish-Chandra dans le but d’éta-
blir une théorie des fonctions hypergéométriques multivariées. Les difficultés rencontrées
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dans leur entreprise ont été partiellement résolues lorsque Heckman a fait le lien avec les
opérateurs de Dunkl rationnels qui ont fourni un moyen simple pour construire des équa-
tions différentielles vérifiées par les fonctions hypergéométriques multivariées. Cependant,
les opérateurs qu’il utilisait, contrairement & ceux de Dunkl, ne commutaient pas. C’est
avec la découverte par Cherednik, grace a ses travaux en lien avec les algebres de Hecke
doublement affines et les équations de Knizhnik-Zamolodchikov, des opérateurs de Dunkl
trigonométriques (ou opérateurs de Dunkl-Cherednik) que cette théorie a connu un essor
considérable, englobant en partie la théorie de Dunkl rationnelle.

On peut enfin signaler que les opérateurs de Dunkl rationnels constituent également
un outil important en physique mathématique d’une part, notamment dans ’étude de
I'intégrabilité des opérateurs hamiltoniens de certains modeles particulaires de Calogero-
Moser-Sutherland, et en probabilités d’autre part, plus précisément pour 1’étude de pro-
cessus stochastiques dans des chambres de Weyl.

0.2 Présentation du cadre de travail et de la problématique

Un des principaux buts de cette these est de développer I'analyse harmonique (plus
particulierement une théorie des fonctions maximales) associée a des systémes de racines.
Pour en cerner les enjeux et les problemes, il est indispensable de présenter certains objets
liés aux opérateurs de Dunkl rationnels. De plus amples informations seront données dans
le premier chapitre de la présente these.

Soit R un systeme de racines réduit non nécessairement cristallographique et soit W
le groupe de réflexions associé, qui est fini et que 'on fait agir sur un espace euclidien,
disons R? muni du produit scalaire usuel noté (-, -). Pour tout ¢ € R?, I'opérateur de Dunkl
rationnel ng " est défini ([T6]) pour f suffisamment réguliere par

f(z) — floa(z))

(z,q)

TR f(2) = 9ef(a) + 3 w(a) (€,a), zeRY,

a€ER
ou R4 désigne un sous-systeme positif de R, x une fonction de multiplicité associée a R,
c’est-a-dire une fonction invariante sous 'action de W (que 1’on suppose dans toute cette
introduction & valeurs positives ou nulles), et o, la réflexion par rapport & ’hyperplan
orthogonal a la droite portée par a. Ces opérateurs, qui coincident avec les dérivées direc-
tionnelles usuelles J¢ dans le cas ot la fonction de multiplicité est nulle, sont indépendants
du choix de R4+ du fait méme de la définition de k. La propriété absolument remarquable
de ces opérateurs de Dunkl rationnels est le fait qu’ils commutent.

Théoréme 0.1 (Dunkl [I6]). Soit R un systéme de racines et soit k une fonction de
multiplicité associée a ce systéme. Pour tout € € R? et tout & € R on a alors

R,cR,k _ R,k R,Kk
T5 Tg/ = Tg, Tg .
Cette propriété sous-tend bien évidemment une structure analytique riche et amene

naturellement a considérer le probleme des fonctions propres, c¢’est-a-dire que ’on cherche
pour x € R? fixé toutes les fonctions solutions du systeme

@ {Tf’“f = (©.6)f VEER
f0) =1

Cette question a été résolue par Opdam.
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Théoréme 0.2 (Opdam [38]). 1l existe une unique fonction EY (x,-) analytique réelle
solution du systéeme (£). De plus, E,‘,:V s’étend holomorphiquement o C%x C% et est appelée
le noyau de Dunkl.

En fait, 'existence de solutions du systeme (£) avait déja été demontrée par Dunkl en

1991 (J18]) au moyen d’un opérateur V¥ qui entrelace 1'algébre des opérateurs de Dunkl
rationnels et 'algebre des dérivées directionnelles usuelles, c¢’est-a-dire qui vérifie entre
autres ng TV = VW .. Dunkl avait alors été naturellement amené a poser EY (z,-)(y) =
VIV (e))(y).
Un des problemes majeurs de la théorie est le fait qu'une formule explicite de 'opérateur
d’entrelacement n’est, en toute généralité, pas connue. Les seuls cas connus pour VKW
sont & l'heure actuelle le cas unidimensionnel, c’est-a-dire pour W =~ Zy ([I8]), le cas
W ~ 74 ([60]), les cas d'un systéme de racines de type A et de type By ([200, 2T]) et plus
récemment, le cas d’un sous-systéme positif de racines deux a deux orthogonales ([34]).
On dispose tout de méme, grace a Rosler notamment ([41]), de résultats abstraits mais
significatifs, comme la positivité de V'V et une représentation intégrale de cet opérateur
d’entrelacement au moyen de mesures de probabilités.

Bien qu’il ne soit connu explicitement que dans tres peu de cas, on sait néanmoins que
le noyau de Dunkl a de nombreuses propriétés en commun avec ’exponentielle classique
(fonction & laquelle il se réduit dans le cas k = 0). On peut par exemple préciser que pour
tout z € RY et tout y € R, |EY (iz,y)| < 1 ([T]).

Le noyau de Dunkl permet surtout de définir une transformation intégrale, la transfor-
mation de Dunkl, que I'on note F" et qui est donnée ([T9] et [T0]) pour f € L'(R%; V)
par

V() () = / EW (—iz,y)f(y) du¥ (4), = €RY,
Rd

ot YV est une mesure de Lebesgue & poids invariant sous I’action de W et ¢}/’ une constante
de normalisation. Le noyau EV est & la transformation de Dunkl ce que I’exponentielle
classique est & la transformation de Fourier euclidienne (avec laquelle FV coincide dans
le cas ou la fonction de multiplicité est nulle).

Cette transformation intégrale s’avere étre un précieux outil pour généraliser ’analyse de
Fourier dans le cadre de ’analyse associée a des systemes de racines. On dispose notamment
d’une formule d’inversion et d’un théoreme de Plancherel.

Théoréeme 0.3 (Dunkl [T9] - de Jeu [I0]). 1. Soit f € LY(R% V). Si FV(f) € LY R V),
alors on a la formule d’inversion suivante

f@) = [ BN e () el )

pour presque tout x € R?,

2. La transformation de Dunkl s’étend uniquement en un isomorphisme isométrique de
LX(R% ).

Puisque I'analogie avec I'analyse de Fourier est grande et puisque 'opérateur de trans-
lation usuel 7, : f — f(- 4+ x) joue un role essentiel en analyse de Fourier, il est naturel
de définir un opérateur de translation généralisé (la translation de Dunkl) au moyen de la
transformation de Dunkl, en mimant ’action de la transformation de Fourier sur 'opéra-
teur classique. Pour tout z € R%, cette translation généralisée f — T f est donc définie



14 INTRODUCTION

sur L2(R%; u!V) par 1’équation
FL @ Oy) = BY (i, ) FY (Hy), yeR?

D’apres le théoreme de Plancherel et le fait que |EY (iz,y)| < 1, on a immédiatement la
propriété que l'opérateur 72V est borné sur L2 (RY; u.

Le caractere LP(R%; u/V)-borné de la translation de Dunkl (pour 1 < p < 400, p # 2)
demeure quant a lui, en toute généralité, un probleme ouvert. C’est d’ailleurs la une des
différences fondamentales avec la translation usuelle. Le résultat le plus général dont on

dispose a I’heure actuelle est le suivant, ou 'on désigne par Lfad(]Rd; p!V) T'ensemble des
fonctions radiales de LP(R%; uV).

Théoréme 0.4 (Thangavelu-Xu [56]). Pour tout p vérifiant 1 < p < 2 et pour tout x € R?,
la translation de Dunkl 72" Lfad(Rd; V) — LP(R% 1YV est un opérateur borné.

Ce théoreme repose en partie sur la formule explicite suivante de la translatée de Dunkl
des fonctions radiales suffisamment régulieres

' fy) = V¥ (F(VIP + TP +2(,) ) (),

ou l'on a noté f(y) = F(||ly|l]). Cette expression est due a Rosler ([44]). Le seul autre cas
connu, également du a Rosler (J39]), est celui de la dimension un (c’est-a-dire W ~ Zs),
pour lequel on a

Za K :1 ! 2 2 ( $—|—y >
77 f (y) 2/1f(\/x Ty + 2ayt) Y s o) AU

1 [t Tty
+—/ —x2 +y2 4+ 2yt <1— > (1) dt
5 71f< V Y y) - V(1)

avec ¥, un poids qu’il n’est pas nécessaire d’expliciter ici. Cette formule permet d’ailleurs
de démontrer que la translation de Dunkl est un opérateur LP(R?; p!¥)-borné pour tout
1<p< +oo.

Une autre difficulté liée a U'opérateur de translation généralisé est qu’il n’est pas, en
toute généralité, un opérateur positif, et ce, méme en dimension un. Le cas le plus général
ou l'on peut affirmer qu’il est positif est le suivant.

Théoréme 0.5 (Thangavelu-Xu [56]). Soit f € LY(R% W) une fonction bornée, radiale

et positive. Alors, pour tout x € R on a TXV’Hf = 0.

Méme si les mesures M,ZV considérées sont doublantes, la structure de 'opérateur de
translation généralisé empéche la mise en ceuvre des outils d’analyse réelle (recouvrement,
inégalité & poids...) en vue, par exemple, de I’étude des opérateurs pseudo-différentiels ou
de type intégrale singuliere dans le cadre de la théorie de Dunkl. Malgré tout, en utilisant
le théoreme de Hopf-Dunford-Schwartz, Thangavelu et Xu ont réussi a établir un théoréeme
maximal ([56]) pour I'opérateur maximal de Dunkl M} associé & un groupe de réflexions
quelconque et donné par

1

M,ZV T) =Sup <5~
f( ) >0 )LI’/{W(BT)

/R O 0, )(—y) dimd ()|,
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ou B, désigne la boule euclidienne ouverte de rayon r centrée en ’origine.

L’un des principaux buts de la these est d’étendre ce résultat en établissant des inégali-
tés de Fefferman-Stein, c’est-a-dire un théoreme maximal vectoriel pour 'opérateur MV .
Rappelons tout d’abord I'énoncé des inégalités de Fefferman-Stein usuelles, c¢’est-a-dire
pour l'opérateur de Hardy-Littlewood classique M défini par

1
MiE) = s [y

et auquel se réduit 'opérateur maximal de Dunkl (a la position des valeurs absolues pres)
lorsque la fonction de multiplicité est nulle. On a noté m(X) la mesure de Lebesgue de X
et B,(x) la boule euclidienne ouverte de rayon r centrée en x.

Théoréme 0.6 (Fefferman-Stein [24]). Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables
définies sur RY.

1
1. Soit 1 <r < +oo. i ( = | fa()[")™ € L, alors pour tout X >0 on a

n({e e (3 nsr) > ) <g] (i hor)

n=1

)

1

ou C = C(d,r) est indépendante de (fn)n>1 et de A.

1
2. Soit 1 <71 < +00 et soit 1 < p < +oo. i (30 |£a()|")" € LP, alors on a

(S nor) | <d|(Sinor)
n=1 n=1

ou C =C(d,p,r) est indépendante de (fn)n>1-

)
p

<c‘
P

Ce théoreme constitue un résultat fondamental en analyse harmonique. En effet, c’est
un outil indispensable dés lors que 'on considere des opérateurs a valeurs vectorielles
(c’est-a-dire dans des espaces de Banach convenables). La preuve de ce théoréme repose
essentiellement sur trois arguments : un théoreme maximal scalaire et une inégalité a poids
pour 'opérateur maximal et une décomposition de Calderén-Zygmund. Cependant, on ne
peut pas appliquer cette méthode & M} et ce, bien que le théoréme maximal scalaire pour
M XV ait été récemment prouvé par Thangavelu et Xu. D’ailleurs, pour avoir un espoir de
parvenir a démontrer des inégalités de Fefferman-Stein en suivant cette stratégie, il fau-
drait réussir a prouver le théoreme maximal scalaire par des techniques de recouvrement et
d’interpolation et non en utilisant le théoreme ergodique de Hopf-Dunford-Schwartz. Bien
évidemment, les problemes sont dus a la structure de 'opérateur de translation généralisé.
On parvient néanmoins a établir un théoréeme maximal vectoriel dans le cas ou le groupe
de réflexions est Zg. Ce cas particulier a 'avantage de fournir un cadre ou la connais-
sance explicite du noyau de Dunkl (en termes de fonctions de Bessel normalisées) permet
de mieux cerner la structure de 'opérateur de translation, sans pour autant permettre
I'application directe des outils d’analyse réelle. Le cas Z$ est également intéressant car
certaines techniques que l’on y utilise sont transposables dans le cadre des hypergroupes
unidimensionnels de Bessel-Kingman. C’est 'article de Rosler ([39]) sur les hypergroupes
signés de type Bessel sur R qui a révélé ce lien et qui a permis de développer depuis lors
I'analyse associée & Z4.
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0.3 Principaux résultats obtenus

Apres un premier chapitre exclusivement composé de rappels permettant d’introduire
les définitions et les théoremes de la théorie de Dunkl qui nous seront utiles dans la
these, on étudie dans un deuxieéme chapitre (qui contient entre autres les résultats de [12])
l'opérateur maximal de Dunkl.

On commence par rappeler le théoréme maximal prouvé par Thangavelu et Xu ([56])
pour lequel ils ont utilisé le théoreme ergodique de Hopf-Dunford-Schwartz. En suivant
une stratégie établie par Stein et Stromberg dans le cadre classique ([48]), on montre que
ce théoreme ergodique permet d’apporter des précisions sur la taille des constantes dans le
théoréme maximal pour M ,L/V . Plus précisément, dans le cas ot p = 1, on obtient le résultat
de type faible suivant, o1 'on note pour simplifier les notations LP(ul') et ||-|lw.x,p plutot
que Lp(Rd; IU’HW) et H'”LP(Rd;uKW)'

Théoreme 0.7. Supposons yg > 0, ou 2vyr désigne le degré d’homogénéité du poids
définissant la mesure puV . Alors il existe une constante numérique C' telle que pour tout
fe LY () et pour tout X >0

al ({w e B MY (@) > 0)) < O Sl

Dans le cas ou 1 < p < 400, l'utilisation combinée du théoreme ergodique et d’un
théoréme maximal pour les semi-groupes symétriques de diffusion (au sens de Stein, [50])
permet de démontrer le résultat de type fort suivant, qui est plus fin que celui qu’on
obtiendrait en utilisant le théoreme [, le cas L* et une technique d’interpolation.

Théoreme 0.8. Supposons yg > 0. Il existe une constante numérique C telle que pour
tout p vérifiant 1 < p < 400 et tout f € LP(u)V)

IV Ty < € (25 VAT 2 W i

La suite du chapitre est consacrée a des inégalités de Fefferman-Stein pour 'opérateur
maximal de Dunkl. Comme nous ’avons dit précédemment, nous y parvenons dans le cas
ol le groupe de réflexions est Zg. Méme si 'on dispose d’informations sur la translation de
Dunkl dans ce contexte précis, il n’est pas possible d’établir ces inégalités directement pour
M,.gZ g. Un moyen de contourner cette difficulté consiste a construire un opérateur auxiliaire
qui va controler en un certain sens notre opérateur maximal et pour lequel on pourra
démontrer un théoreme maximal et une inégalité a poids. Pour la construction, I'idée de
base est qu’il faut se débarrasser finement de I'opérateur de translation généralisé. Au
moyen d’estimations sur le noyau de Dunkl notamment, on démontre I'inégalité suivante,
ol 'on note pour x € Ret r >0

I(z,r) =] max{0; |z| — r},|z| + r[.
Théoréme 0.9. Pour tout x € R?, tout y € R? et tout r > 0 on a

d Zo
Tng,n . < C lunj (] - TD
0l <Oz

)

ou C = C(d, k) est une constante indépendante de x,y,r.
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Ce théoreme généralise une estimation prouvée par Bloom et Xu ([8]) dans le cadre des
hypergroupes unidimensionnels de Bessel-Kingman et exploitée dans le cadre de I'analyse
de Dunkl unidimensionnelle par Abdelkefi et Sifi ([I]). Cette inégalité joue un role essentiel
car elle permet de construire un opérateur auxiliaire qui controle 'opérateur maximal de
Dunkl. Plus précisément, on est naturellement amené a considérer I'opérateur suivant

M () —sup [ @)l ),
>0 e (R(x, 1)) YAy:9€R(z,r)}
avec
R(z,r) = I(x1,7) x - x L(za,r),  §= (il [val),
et il est alors relativement aisé de montrer la proposition suivante. En effet, la preuve

repose essentiellement sur ’estimation précédente et sur I'idée de transiter par des cubes
pour pouvoir se rapporter en quelque sorte a une situation unidimensionnelle.

Proposition 0.10. Pour tout z € R% on a l’inégalité de contréle suivante
74 Z4,R
M,* f(z) < OM:* f (=),
ou C = C(d, k) est indépendante de f et de x.

Cet opérateur M,.iZg’R a lavantage d’étre de type Hardy-Littlewood, c’est-a-dire que
I'on peut démontrer de maniere classique un théoréeme maximal par une technique de
recouvrement et d’interpolation d’une part, et une inégalité a poids d’autre part. Les
difficultés techniques sont certes accrues comparativement au cas de 'opérateur maximal
usuel, mais il n’en reste pas moins que I'on peut utiliser des arguments puissants d’analyse

. . VA ‘s SR, .
réelle. On peut de ce fait prouver que M,ﬁ’R vérifie des inégalités de Fefferman-Stein. Par
conséquent, couplées a la proposition [LI0, ces inégalités entrainent le résultat fondamental

d

. Z
suivant pour My2.

Théoreme 0.11. Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables définies sur R,

1 d
1. Soit 1 <1 < +o0. Si (X025 o))" € Ll(uf2), alors pour tout A >0 on a

it ({x eR*: <:§: |JVL-@ngn(ﬂ:)|7">i > A}) < % (i |fn(.)|r)i

ou C =C(d,k,r) est indépendante de (fn)n>1 et de .

)

74 ,k,1

1 d
2. Soit 1 <71 < +00 et soit 1 < p < +oo. Si (345 |fa()]")" € Lp(,u%Q), alors on a

| (S 150r)

ou C = C(d,k,p,r) est indépendante de (fn)n>1-

<C

7
74 k,p

(S or)
n=1

74 k,p

Signalons que notre schéma de preuve permet de donner une nouvelle démonstration
du théoréme maximal de Thangavelu et Xu dans le cas Z4.
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On étend ensuite notre théoreme maximal vectoriel a une plus large classe d’opéra-
teurs qui contient en particulier 'opérateur maximal associé au semi-groupe de la chaleur
de type Dunkl et 'opérateur maximal associé au semi-groupe de Poisson de type Dunkl.

74 , . PN N . .
En notant M,.@Q’Q5 Popérateur maximal associé a cette classe (ou ¢ est une fonction radiale
vérifiant certaines propriétés), on prouve que 'opérateur maximal de Dunkl associé a Zg

d
contréle ponctuellement 'opérateur M,% 29 et, en utilisant le théoreme [LIT], on démontre
le résultat suivant.

Théoréme 0.12. Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables définies sur R,

1 d
1. Soit 1 <1 < +o0. Si (X025 1)) € Ll(uf2), alors pour tout A >0 on a

e ({x eR?: (:Z: |M§g’¢fn(ﬂ:)|r>% > A}) < %‘ CZ: |fn(-)|”>%

ou C = C(d,k,r,¢) est indépendante de (fn)n>1 et de \.

9y
Zg,li,l

1 d
2. Soit 1 <r < +00 et soit 1 <p < 4o0. Si (X5 1f())7 € Lp(,uEQ), alors on a

[ neenor) (S inor)
n=1 n=1

ou C =C(d,k,p,r,¢) est indépendante de (fp)n>1-

<C
74 k.,p

b
74 k,p

Dans le troisieme chapitre, on cherche a compléter dans un premier temps le théoreme
maximal vectoriel en établissant, tout comme 'ont fait Fefferman et Stein dans le cas usuel
([24]), un résultat d’intégrabilité exponentielle dans le cas ot p = +00. On obtient alors le
théoreme suivant.

Théoreéme 0.13. Soit (fp)n>1 une suite de fonctions mesurables définies sur R?. Soit
1 d
L<r<+oo. 8i (0 1)) € LOO(MZQ) est telle que

+o00
Zd
e (supp§ jrm-w) < too,
n=1

d
alors la fonction ;:3 \MEQ fn()|" est exponentiellement intégrable sur tout compact. Plus
précisément, il existe une constante ne dépendant que de d, k et r, que l’on note Cy r,
telle que pour tout compact K de R et pour tout € vérifiant

_lg2)] O 2
Se< 2Cd,n,r ’

on a l’inégalité
SIS IME @) g, 2
e =1 dp? ()
K

26Ctgr |25 I g o {20 ()3 12 (51000 025 110 01 ) |
<MZ§1(K)+ d,k,r n=11J/n Zg,m,oo Mk 5 M pPp n=1IlJn
~ K .
108(2) = 2C e [0 25 O e
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Ce résultat d’intégrabilité exponentielle est intimement lié au comportement des constantes
du théoreme [Tl En étudiant le comportement de celles-ci lorsque p est grand (avec r
fixé) et en donnant une estimation fine pour tout compact K C R? de la mesure (au sens

de ufg) de ensemble
+oo u
{x €K > M2 fula)" > )\},
n=1

la preuve du théoreme LT3 se réduit alors a des considérations techniques. Ce résultat
d’intégrabilité locale peut d’ailleurs constituer une motivation pour introduire des espaces
d’Orlicz dans le cadre de la théorie de Dunkl rationnelle.

Dans la seconde partie du chapitre, on établit des inégalités de Fefferman-Stein
dans le cadre des hypergroupes de Bessel-Kingman. Schématiquement, un hypergroupe
est un espace topologique X non vide, séparé, localement compact et dont ’espace des
mesures bornées de X est muni d’une structure convolutive vérifiant certaines propriétés.
La classe d’hypergroupe que 'on considére est unidimensionnelle et on introduit dans
ce contexte un opérateur maximal non centré M, (A désignant une fonction de Chébli-
Trimeche particuliere). En nous appuyant sur le schéma de preuve utilisé dans le chapitre
2, on démontre le théoréme suivant, ou 'on désigne par wy la mesure de Haar (unique a
une constante pres) pour les hypergroupes de Bessel-Kingman, par L (pour 1 < p < +00)
I'espace LP(R;wa), et par ||-||a, la norme associée.

Théoreme 0.14. Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables définies sur Ry.

1
1. Soit 1 <1 < +oo. i (X125 [fo()|)" € LY, alors pour tout A > 0 on a

w,4<{x € Ry : (;i ]MAfn(m)yr)% S A}) < g <i ’fN(.)’r)%

ou C = C(A,r) est indépendante de (fp)n>1 et de A.

)

Al

1
2. Soit 1 <1 < +00 et soit 1 < p < +oo. Si (3025 |fa()|")" € LY, alors on a

(J§|MAfn(')|r>%HA <q (3 150r)
n=1 P n=1

ou C = C(A,p,r) est indépendante de (fr)n>1-

9

A,p

Signalons que les hypergroupes pour lesquels on prouve ce théoreme sont a croissance
polynomiale du volume. Il serait intéressant d’étudier le cas des hypergroupes unidimen-
sionnels & croissance exponentielle du volume. A notre connaissance, il n’existe pas a
I’heure actuelle de théoreme maximal vectoriel dans le cadre de structures a croissance
exponentielle du volume, contrairement au cas du théoreme maximal scalaire. Des résul-
tats de bornitude des opérateurs scalaires existent en effet, notamment dans le cadre des
hypergroupes ([8]) et dans le cadre des espaces symétriques de type non compact ([54]).

Dans le dernier chapitre, on cherche a développer la théorie de Dunkl lorsque 'on fixe
un sous-systéme positif de racines composé de m vecteurs {a!,...,a™} (avec 1 < m < d)
deux & deux orthogonaux. Cette étude comprend donc comme cas particulier le cas Z4.
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On s’intéresse tout d’abord au noyau de Dunkl. A cet effet, on commence par donner
une formule explicite de ce noyau en se servant de la formule de 'opérateur d’entrelace-
ment récemment démontrée par Maslouhi et Youssfi ([34]). Plus précisément, on démontre
la proposition suivante. On désigne par W le groupe de réflexions associé au systéme or-
thogonal que l'on a fixé et on note k1, ...,k les m valeurs de la fonction de multiplicité.

Proposition 0.15. Soit z,y deuz éléments de RY. On a

| oy —i S, Eeely I (g oY (y o
By (i, y) = etee =omt i [ B <Z<\|&ﬂ‘||>’<lliﬂll>>'

Cette formule est bien explicite puisque l'on sait que le noyau de Dunkl associé a Zo

est donné par
Ty

% + 175t

ou j, est la fonction de Bessel normalisée d’ordre k.

EZ(z,y) = Ju1(izy) + 1 (izy),

On se sert ensuite de la formule explicite afin d’établir la formule produit suivante
Woon T Lakj (z,07)

pour le noyau E,”, ou l'on note vz 7y o]
dans la formule produit unidimensionnelle due & Rosler ([39]) et qu'’il n’est pas nécessaire

d’expliciter ici.

(avec x,; = ) la mesure signée qui apparait

Théoréme 0.16. Soit z,y,z € R?. On a la formule produit suivante

EY (i, 2)EY (iy, 2)

m d—m
- L,k
— / EY (iz, A 1Z/)(®dymjfgaj ® ® dé(ery)ﬁl) (2h,...,20),
R xRA=m j=1 =1

ou l'on désigne par A la matrice suivante

1 1
g Qg
fled]] flad]]
at” ag
L e ol
A= flo™ || I :
B1 By
IEH IEH
d— d—
ﬁ . M
[|3d=m] [|3d=m]
Dans le théoreme ci-dessus, les vecteurs 81, ..., 39™ sont choisis de telle sorte que la
) M 7

famille {a, 3" : 1 < j < m,1 <1 < d—m)} forme une base orthogonale de R?, et 'on
impose a la fonction de multiplicité d’étre nulle en ces vecteurs. On montre aisément que
cette formule ne dépend pas du choix des vecteurs 3',..., 34,

On se penche ensuite sur un cas particulier, celui d’un systéme de racines de type
Aji. Ce systéme orthogonal est intéressant car on connait explicitement, grace aux travaux
de Baker et Forrester (voir [0, []), la fonction de Bessel généralisée (ou noyau de Dunkl
symétrisé) JO2 : c’est une fonction hypergéométrique multivariée OFO(a)
et I'on sait d’apres Lassalle ([32]) que celle-ci s’exprime en dimension 2 au moyen de

a deux arguments,
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polynomes de Gegenbauer U);. Par conséquent, en utilisant la formule explicite du noyau
de Dunkl dans le cas A; (cas particulier de la proposition [ILIH), nous pouvons démontrer
I’égalité de fonctions spéciales suivante, ott 'on note N> 1’ensemble des partitions & au
plus 2 parties et ou ¢(A) désigne une constante qu’il n’est pas utile de définir ici.

Théoreme 0.17. Soit k la valeur strictement positive de la fonction de multiplicité que
l'on a associée a Ay. Soit v = (x1,72) € R%,y = (y1,92) € R? tels que m129 > 0,y192 > 0.
Notons pour tout A = (\i, Xo) € N>F

A1 HAg 1+ T2 Y1+ Y2
G\ K, 2,y) = (T12291y2) 2 Uﬁ&(m) f1A2<2\/M)-

Alors, on a ’égalité de fonctions spéciales suivante

-1 (%(551 — 29)(y1 — y2))

“+oo
—(z1+22)(y1+y2) 1y A ’
= IR S ) (1) (= M) @20r,) GO ),
n=0 \gN2-P
[Al=n

avec |A| le poids de la partition X\ et (-), qui désigne le symbole de Pochhammer.

La suite du chapitre est consacrée a 1’étude de la translation de Dunkl dans le
contexte général du sous-systeme positif de racines deux a deux orthogonales. On com-
mence par démontrer de maniere standard, c’est-a-dire en utilisant principalement la for-
mule d’inversion pour la transformation de Dunkl et la formule produit pour le noyau, I'ex-

pression explicite suivante de 'opérateur de translation généralisé sur I’espace de Schwartz
S(RY).

Proposition 0.18. Soit 2 € R, Pour tout f € S(R?) on a la représentation intégrale
suvante

m d—m
W,k _ -1 L2,k j d
R (f)y) = /R A z)(@fduz;,aaj®<lXI>d6<x+y>ﬁl)<zl,...,zd>, y R
s =

En utilisant cette expression, on démontre que la translation de Dunkl est, dans ce
contexte, un opérateur borné.

Théoréme 0.19. Soit z € R? et soit p vérifiant 1 < p < +o00. La translation de Dunkl

" s'étend a LP(pu!V) en un opérateur borné qui vérifie

172 Fllwp <A™ 1 f Wi p-

On conclut le chapitre par une discussion sur I'opérateur maximal de Dunkl dans ce
contexte de systéme de racines orthogonales. On affirme qu’il vérifie des inégalités de
Fefferman-Stein car on peut suivre la stratégie du chapitre 2 pour construire un opéra-
teur de type Hardy-Littlewood qui controle MY dans la mesure oi1 I'on peut démontrer
I’estimation suivante.

Théoréme 0.20. Pour tout x € R%, tout y € R? et tout r > 0 on a

m Z2
v PR § peitaily
72" 0w, )W) JI;[l 12 (I(wgi,7))

ot C' = C(m, k) est une constante indépendante de x,y,r.
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De maniere plus générale, il est vraisemblable que la plupart des résultats démontrés
dans le cas Zg soit généralisable dans ce contexte plus large de sous-systeéme positif de
racines deux a deux orthogonales.



Notations

Quelques espaces fonctionnels

On note P? 'algebre des polynémes & d variables réelles et & coefficients complexes,
et on note P? 'ensemble des polynémes homogenes de degré n & d variables réelles et
coefficients complexes.

Pour un espace topologique séparé et localement compact, C(X) est I’ensemble des
fonctions continues sur X a valeurs dans K (K désignant R ou C), et Cp(X) (respectivement
Ce(X), Co(X)) est 'ensemble des fonctions de C(X) qui sont bornées (respectivement qui
sont & support compact, qui sont de limite nulle & U'infini). Lorsque X désigne un ouvert
de R% ou un ouvert de R, on désigne par C"(X) (pour un entier naturel n > 1) ’'ensemble
des fonctions n fois continiment différentiables sur X, et on désigne par C*°(X) I’ensemble
des fonctions indéfiniment différentiables sur X. Bien évidemment, on peut combiner les
notations. Par exemple, C2°(X) est 'ensemble des fonctions appartenant a C*°(X) qui sont
a support compact.

Quelques notations ensemblistes

Pour un ensemble donné X, on note ¢X le complémentaire de X et on note diamX
le diametre de X. Si X est fini, on désigne par #X son cardinal.

Pour r > 0, on note B, la boule euclidienne ouverte de rayon r centrée en 'origine.
On désigne par S¢! la sphere unité de R,

Quelques notations sur les fonctions et les mesures

La partie réelle d’'un complexe z est notée Jz. On note I' la fonction gamma définie
pour tout complexe z vérifiant Rz > 0 par

+oo
I'(z) = / t*~le7tdt.
0

On note 4 la fonction béta définie pour tout complexe z vérifiant Rz > 0 et tout complexe
2" vérifiant Rz’ > 0 par

L)l

1
/ — z—1 1 _ /=1 —
#(z, ) /O -7 = g2

et 'on note Z-1(z,2') = w
La fonction yx est la fonction indicatrice d’'un ensemble X et la fonction sign est la
fonction signe.
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On désigne par §, la mesure de Dirac au point a. Pour une mesure u quelconque, on
note 41(X) = [y du. Le volume de la sphére unité S9=1 sera quant & lui noté |S?~!|. Enfin,
la notation supp désignera indifféremment le support d’'une mesure ou d’une fonction.

Précisons qu’au cours des démonstrations, on ne renomme pas les constantes d’une ligne
a une autre lorsque cela n’est pas utile.

Signalons enfin que le lecteur trouvera en toute fin de ce document un index non ex-
haustif de notations employées dans cette these.



Chapitre 1

Préliminaires sur les opérateurs de
Dunkl rationnels

Ce chapitre constitue une introduction a l'analyse de Dunkl, c’est-a-dire a ’analyse
harmonique et aux fonctions spéciales associées aux opérateurs différentiels-différences in-
troduits en 1989 par Dunkl et plus communément appelés opérateurs de Dunkl rationnels.
On y présente les différents objets associés a ces opérateurs en se focalisant sur les aspects
qui s’avereront utiles par la suite. Cette présentation comprend plus précisément, et dans
cet ordre, les systemes de racines et groupes de réflexions, les opérateurs de Dunkl ration-
nels, Popérateur d’entrelacement, le noyau et la transformation de Dunkl, les opérateurs
de translation et de convolution généralisés. Pour un panorama détaillé de cette théorie,
le lecteur pourra utilement consulter le survey de Roésler (H3]) et le livre de Dunkl et
Xu ([23]). Pour une introduction aux opérateurs de Dunkl trigonométriques (aussi ap-
pelés opérateurs de Dunkl-Cherednik) que nous n’aborderons pas dans cette thése, nous
renvoyons a Heckman ([28)]).

1.1 Systemes de racines et groupes de réflexions

Le cadre de travail est un espace euclidien E de dimension d (avec d > 1) sur lequel
nous allons faire agir un groupe de réflexions fini. Pour fixer les idées et sans perte de
généralité, on prendra E = R? (avec d > 1) muni du produit scalaire usuel (-,-) défini
pour z = (z1,...,2q) €ER%et y = (y1,...,94) € R? par (z,y) = Z;‘l:1 x;y;. On notera |-||
la norme associée a ce produit scalaire, c’est-a-dire ||z|| = <x,x>% La base canonique de
R< sera notée {e; : 1 < j < d}.

1.1.1 Systémes de racines

Les groupes de réflexions sont a la base de ’analyse de Dunkl car 'un des buts premiers
de Dunkl était d’étudier I'orthogonalité de polynomes pour des mesures invariantes sous
I’action de tels groupes.

Afin de définir la notion de groupe de réflexions, nous devons introduire au préalable celle

de systeme de racines. Pour une étude détaillée de ces deux notions, le lecteur pourra

consulter le livre de Humphreys ([29]) ou celui de Kane ([B1]).

Pour o € R%\ {0}, on désignera par o, la réflexion par rapport & I’hyperplan H,, orthogonal
(z,0)

a la droite portée par a. D’un point de vue analytique, on a donc o4(x) = x — QWQ
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Définition 1.1. Un sous-ensemble fini R de vecteurs non nuls de R? est un systeme de
racines si pour tout a € R on a

1. 04(R) CR;
2. RNRa = {£a}.

Les éléments de R sont appelés les racines.

Contrairement au contexte des groupes et algebres de Lie, nous n’imposons ni la
condition que Vect R = R? (on définit le rang du systéme comme étant la dimension
de Vect R), ni la condition de cristallographie (c’est-a-dire que nous ne supposons pas
2a, oo, a) ! € Z pour tout o € R et tout o € R).

Sous-systéme positif de racines Choisissons o € (R?\ {0}) N °R de telle sorte que
pour tout a € R, (a, o) # 0. L’hyperplan {z € R? : (x, o) = 0} sépare donc le systeme
de racines en deux ensembles disjoints, a savoir Ry = {& € R : (a, ap) > 0} (dont les

éléments sont appelés racines positives) et R_ = {a € R : (o, ap) < 0} (dont les éléments
sont appelés racines négatives). Plus précisément, les racines étant par paire dans R (car
a € R implique (—«a) € R puisque 04(a) = —a), on a en fait R_ = —R4, et on peut

donc écrire R comme étant I'union disjointe suivante
R == R+ (] (—R+)

Bien évidemment, cette décomposition dépend du choix de «q et n’est donc, a ce titre,
pas unique.

Exemples de systémes de racines Donnons maintenant quelques exemples de sys-
témes de racines que nous allons utiliser ou citer par la suite (nous employons les dénomi-
nations usuelles pour les systémes).

Systéme de type A;_ 1 Sid=1,lesysteme est R = {+1}. Sid > 2, le systeme est
R=A{a;r=ej—ep:j#k}

Il est de rang d — 1 et on peut prendre comme sous-systeme positif Ry = {a;; : j < k}
en choisissant ag = (d,d —1,...,1).

Ay 5 Q5
iy
X 3
Configuration As : Q, 4 /\ Q5
Qs Qs o

Systéme de type B; Pour d > 2, le systéeme est
R =A{ajr:j#k}U{Bjr =sign(k —j)(e; +ex) : j # k} U{xe;}.
Il est de rang d et on peut prendre comme sous-systeme positif
Ry =A{ajp:J <k}U{Bjk:j <k}U{e;}

en choisissant une nouvelle fois oy = (d,d — 1,...,1).
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Configuration B> : —e, €

Systeme de type Ag x --- x Ay Le systeme est R = {%e;}, il est de rang d. On

peut prendre comme sous-systeme positif R = {e;} en choisissant ag = (1,...,1).
62
T
2
Configuration Ag x Ag : —e, €,
—e,

Ce dernier exemple, contrairement aux deux premiers, est un systéme de racines qui
est décomposable (ou réductible). De maniére générale, si un systéme de racines R peut
s’écrire comme union disjointe d’ensembles non vides R = Ry L Rg avec (o, ') = 0 pour
tout o € Ry et tout o’ € Ro, alors Ry et Ry sont eux-mémes des systémes de racines, et
on dit que R est décomposable (ou réductible). Dans le cas contraire, le systeme est dit
indécomposable (ou irréductible).

1.1.2 Groupes de réflexions

On peut désormais introduire la notion de groupe de réflexions associé a un systeme
de racines.

Définition 1.2. On appelle groupe de réflexions W (R) associé au systéme de racines R
le sous-groupe du groupe orthogonal O(d) qui est engendré par {o, : @ € R}.

Dans un souci de simplification des notations, nous abrégerons W(R) en W lorsqu’il
n’est pas utile de préciser le systeme de racines.
Il est important de donner le théoreme suivant a propos des groupes de réflexions. Il stipule
entre autres que nous allons faire de ’analyse avec en toile de fond des groupes finis.

Théoréeme 1.3. Soit R un systéme de racines.
1. W est fini.

2. L’ensemble des réflexions qui sont contenues dans W est exactement {0, : o € R}.

Exemples de groupes de réflexions On décrit ici les groupes de réflexions associés
aux systemes de racines présentés plus haut.

Le groupe W(A;_1) Laréflexion Oa; , €change la j-éme et la k-eme composante d’'un
vecteur donné; c’est une transposition. Or, les transpositions engendrent G4, le groupe
symétrique a d éléments. On a donc W(Ay_1) ~ &4.
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Le groupe W(B;) Comme précédemment, la réflexion Oa,, €change la j-eéme et la
k-éme composante d’un vecteur donné. La réflexion o, , échange ces deux-mémes com-
posantes et les multiplie par —1. La réflexion o, multiplie quant a elle par —1 la j-¢me
composante. On a donc W (By) ~ &4 Zg.

Le groupe W(Ag x --- x Ag) Comme précédemment, la réflexion o, multiplie la
j-éme composante par —1; on a donc W (Ap X -+ x Ag) ~ Zg. Dans toute la suite, on
désignera par Z4 le groupe de réflexions W (Ao x - - - x Ag) (se placer dans le cas Z4 signifiera
donc que le systeme de racines considéré est R = {%e;}).

Remarque 1.4. Dans cette these, lorsque 'on dira que 'on se place dans le cas unidi-
mensionnel, cela signifiera que ’on considére le cas ou le groupe de réflexions agissant sur
R est Zs. C’est de toutes facons le seul cas envisageable. En effet, le seul choix possible de
systéme de racines unidimensionnel est R® = {£a} (avec « réel non nul). Par conséquent,
pour « # (3, on a

W(RY) = W(RP) = {Id; 0} ~ Zy,

ou o désigne la multiplication par —1.

Rappelons que Dunkl souhaitait établir une théorie des polynémes orthogonaux pour
des mesures invariantes sous l'action de groupes de réflexions. Dans cette optique, il lui
fallait construire des opérateurs qui soient homogenes de degré —1 sur l’ensemble des
polynomes d’une part, et qui prennent en compte I’action de tels groupes d’autre part. En
se basant notamment sur 'implication suivante

a e RT\ {0} L
{ J = p — p oo, est divisible par (-, a),
peP
il a été amené a définir les opérateurs différentiels-différences sur lesquels nous nous pen-
chons maintenant.

1.2 Opérateurs de Dunkl rationnels

Ces opérateurs ont été introduits en 1989 dans [I6] sous le nom d’opérateurs différentiels-
différences mais ils sont désormais plus communément appelés opérateurs de Dunkl ra-
tionnels. Ce sont schématiquement des déformations des dérivées directionnelles usuelles
par des réflexions. Avant d’en donner une définition rigoureuse, il nous faut introduire la
notion de fonction de multiplicité associée a un systeme de racines.

Définition 1.5. Une fonction de multiplicité associée a un systéme de racines R est une
fonction k : R — C qui est invariante sous 'action de W (R) sur R.

Une fonction de multiplicité prend donc un nombre de valeurs égal au nombre de
classes de conjugaison de réflexions de W(R).
Nous sommes désormais en mesure de donner la définition des opérateurs de Dunkl ra-
tionnels.

Définition 1.6. Soit x une fonction de multiplicité associée a un systeme de racines R,
et soit & € R%. On définit Popérateur de Dunkl rationnel Tga’“ sur C'(R?) par

f(x) = f(oa(2))

(2, )

TEf(x) = Ocf(2) + Y k() (,a), zeR?

aER 4
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avec R4 un sous-sytéme positif de R.
Dorénavant, on se contentera de dire opérateurs de Dunkl.

Faisons tout de suite trois remarques qui sont, bien qu’évidentes, importantes a souli-
gner.
La premiere est que les opérateurs de Dunkl coincident avec les dérivées directionnelles
usuelles lorsque k est la fonction nulle, c’est-a-dire TRO = O .
La seconde est que ces opérateurs sont indépendants du choix d’un sous-systeme positif
de R dans la mesure ou

Z H(a) f(x) — f(O'a(CC)) <§,C¥> _ l Z li(a)f(x) — f(O'a(CC)) <§,C¥>

aen (z, ) 24 (z, )

du fait de la définition d’une fonction de multiplicité.
Enfin, la dépendance en & est linéaire : il nous suffit donc de considérer les T, Zf o

Exemples d’opérateurs de Dunkl Ecrivons maintenant de maniere explicite les opé-
rateurs T¢;" dans les cas des systémes de racines (et des groupes de réflexions associés)
que 'on a présentés en détail dans la section précédente.

Opérateurs de type A;_1 Les transpositions sont toutes conjuguées dans Sy, la
fonction de multiplicité ne prend donc qu’une seule valeur que 'on note x. On a alors

f(x) - f(o-ajyk (x)) )

Tj — Tk

d
T f(2) = 0., f(2) 10 Y

k=1,k#j
Opérateurs de type B; Il y a deux classes de conjugaison de réflexions, 'une qui

: s , o .
correspond aux réflexions {o; }, 'autre aux réflexions {o,,,,03,, }. En notant respective-
ment k1 et Ko les deux seules valeurs de la fonction de multiplicité, on a donc

TE5 f (x)

= aejf(x)+m1

— floe, (x d x) — floa. ,(x z)— flog.  (z
)= floole) 57 (L= Sl )~ fomaleD))

J k=1k#j J k ]+ k

Opérateurs de type Ag x---x Ag Pour tout j # k, la classe de conjugaison de o,
est différente de celle de o,,. On a donc d classes de conjugaison, et en notant x; = (e;)

on obtient
F(@) ~ f(oe, @)

Lj

T0X XA f () = e, f () + K

Les opérateurs de Dunkl présentent des propriétés similaires a celles des dérivées direc-
tionnelles usuelles. Outre le fait que ces opérateurs sont homogenes de degré —1 sur P¢,
on peut notamment signaler qu’ils laissent invariant I'espace C3°(R?) ainsi que 'espace de
Schwartz (noté S(R?)). Mais le théoréme fondamental sur ces opérateurs est le fait qu’ils
commutent pour un systeme de racines et une fonction de multiplicité associée fixés.

Théoreme 1.7. Soit R un systéme de racines et soit K une fonction de multiplicité
associée & ce systéme. Pour tout & € RY et tout & € RY on a alors

R,cmR,k _ mR,kmR,K
T5 Tg/ —Tg, Tg .
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Ce résultat est di & Dunkl ([T6]). La preuve repose essentiellement sur 1’étude du com-
portement des rotations de W sur la partie différence-différence. Une autre démonstration
a été donnée depuis par Dunkl, de Jeu et Opdam (voir [22]). Cette nouvelle preuve utilise
des idées liées au complexe de Koszul.

Le Laplacien de Dunkl Une des conséquences de la commutativité des opérateurs de
Dunkl est que I'application ¢ : P? — Endc(P?) définie par

PR 1 1d, x4 ngv“,

est un homomorphisme d’algébre. Pour p € P4, on note p(T™"*) = ¢X(p). Le Laplacien
de Dunkl est défini par

A =p(T™"), avee p(z) = ||z|.

K

La formule explicite suivante est due a Dunkl ([16]).

Proposition 1.8. On a l’égalité suivante

AV = A +2 Z k(a)Dg,
aER 4

avec d’une part

_ Oaf(2) ol f(2) — f(oa(@))

(x, ) 2 (x,a)? ’

Do f(x)
et d’autre part A qui désigne le Laplacien usuel.

En notant Res A% la restriction du Laplacien de Dunkl aux fonctions invariantes sous
I’action de W, on obtient

Oa
<"a> .

ResAY = A +2 Z k()
aER4+

L’exemple de la dimension un est particulierement intéressant. Dans ce cas, on a
Z2 " 2K /
Res AT f(2) = ["(2) + — f'(x).

Si 'on écrit k = "T_l, I’égalité précédente n’est rien d’autre que la formule donnant la
partie radiale du Laplacien de R" en coordonnées polaires.
De maniere plus générale, la restriction du Laplacien de Dunkl aux fonctions invariantes
sous l'action de W généralise la partie radiale de 'opérateur de Laplace-Beltrami d’un
espace symétrique riemannien de type euclidien. Pour de plus amples explications sur le
lien avec les espaces symétriques, on pourra consulter [IT].

Concluons cette section en signalant que les opérateurs de Dunkl et le Laplacien associé
sont a la base d’une théorie des harmoniques sphériques généralisées, dont une large étude
est présentée dans [23].
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1.3 Opérateur d’entrelacement et noyau de Dunkl

Désormais, pour pouvoir énoncer des résultats en toute généralité, on supposera tou-
jours que la fonction de multiplicité est positive ou nulle.
Le fait que les opérateurs de Dunkl commutent nous améne naturellement a considérer le
probleme des fonctions propres, ¢’est-a-dire que I'on cherche pour z € R? fixé toutes les
fonctions solutions du systeme

) {Tf’“f = (2,6)f VR
J0) =1

Cette question a été intégralement résolue : 'existence de solutions a été démontrée
par Dunkl en 1991 (voir [I8]) et I'unicité par Opdam en 1993 (voir [38]).
Pour k = 0, le systeme (£) a pour solutions évidentes les fonctions y — @Y puisque
TRO = O¢. Or, Dunkl a montré I'existence d’un opérateur VW qui entrelace 1'algebre des
opérateurs différentiels-différences et I'algebre des dérivées directionnelles usuelles, c’est-
a~dire qui vérifie entre autres
TV = Vo,

Il a alors considéré naturellement comme solution de (£) I'image de I’exponentielle par cet
opérateur d’entrelacement que nous allons maintenant présenter.

1.3.1 Opérateur d’entrelacement

Dunkl a prouvé en 1991 (voir [I8]) la propriété d’entrelacement suivante. Ce théoréme
est I'un des résultats fondamentaux de la théorie.

Théoréeme 1.9. II existe un unique isomorphisme VWV sur P vérifiant

V/iW(,mel) = ’mel, VHW = Id\Pd, ng’KV,{W = Vnwag V¢ € R,
0

|7)(()1
Cet opérateur est appelé opérateur d’entrelacement.

La construction de cet opérateur, qui se fait par récurrence sur les P2, ne fait intervenir

que des considérations d’algebre linéaire (voir [I7] et [I8]). Si x = 0, on a bien évidemment
VWV =1Id.
L’opérateur d’entrelacement n’est connu de maniere explicite que dans tres peu de cas, et
cela constitue un des problémes majeurs de la théorie de Dunkl. Dans le cas Zg, on a la
formule suivante démontrée par Xu dans [60] (formule qui généralise le cas unidimensionnel
donné par Dunkl dans [I8]).

Théoréme 1.10. Soit R = {+e;} et soit W(R) ~ Z& le groupe de réflezions associé.

d
Notons k; la valeur de la fonction de multiplicité en ej. L’opérateur d’entrelacement V,@Z2
est donné par la représentation intégrale suivante

d
d 1 _
V,?Qp(x):/[ 1wlp(xltl,...,xdtd)H%’_l(/{j,§>(1—|—tj)(1—t?)“ﬂ M. (L)
. o

Une extension de ce résultat au cas d'un sous-systeme positif R = {a!,... a™} (avec
1 < m < d) de racines deux a deux orthogonales a été récemment démontrée par Maslouhi
et Youssfi (voir [34]). Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre 4.
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L’opérateur d’entrelacement est connu dans deux autres cas : lorsque 'on considere un
systeme de racines de type Az et lorsque l'on considére un systéme de type B2 (sous
I’hypothese supplémentaire que les deux valeurs de la fonction de multiplicité sont égales).
Pour démontrer une formule explicite dans le cas Ay (respectivement By), Dunkl a utilisé
des formules d’intégration de Harish-Chandra sur le groupe &3 (respectivement W (Bs))
vu comme groupe de Weyl du groupe de Lie compact U(3) (respectivement Sp(2)), le
groupe des matrices unitaires (respectivement le groupe symplectique). Malheureusement,
les formules de 'opérateur d’entrelacement dans ces deux cas n’ont jusqu’a présent pas
été exploitées. Nous renvoyons a [20] et a [2T] pour I’étude de ces deux cas.

Extension de 'opérateur d’entrelacement a d’autres espaces de fonctions Il est
important de pouvoir étendre 'opérateur d’entrelacement a des espaces fonctionnels plus
généraux que celui des polynomes. Commencons pour cela par introduire pour tout r > 0
I'espace A, qui désigne la fermeture de P¢ pour la norme ||-|| 4, définie pour p = ZZS& Dn
(pn € Py par

+oo
HpHAT = Z HanOO,E,J
n=0

avec B, la boule euclidienne fermée de rayon r centrée en I’origine. Signalons que A, est une
algebre de Banach commutative, que tout élément f de A, appartient a C(B,) N C>(B,)
et peut s’écrire de maniére unique sous la forme f = Z;ti% fn (avec f, € PY).

Dans [I8], Dunkl a étendu de maniere unique V¥ en un opérateur linéaire borné sur
A,. Plus précisément, au moyen d’une généralisation d’une inégalité de Van der Corput-
Schaake, il a montré que pour tout p € P;‘f

w
Ve Pllos,s, < IPlo.B,
inégalité dont il a déduit le résultat suivant.

Théoréme 1.11. Pour tout p € P, on a |[VVplla, <|plla,, et VIV s'étend uniquement
en un opérateur linéaire borné sur A, par

+oo +oo
VIVE=> VIt avee f= fu.
n=0 n=0

Positivité de 'opérateur d’entrelacement Dunkl a conjecturé dans [I8] la positivité
de lopérateur d’entrelacement sur I'espace A, en s’appuyant sur la formule unidimension-
nelle de V22 qu’il avait trouvée. Résler a montré la véracité de cette conjecture en 1999
en donnant une représentation intégrale de V.Y pour un groupe de réflexions quelconque
(voir [1]).

Théoreme 1.12. 1. VIV est positif sur P?.

2. Pour tout © € R?, il existe une unique mesure de probabilité n;/v’ﬁ sur la o-algebre
de Borel de R? telle que pour tout f € Aja|

VW f(a) = / £(y) A (). (1.2)
]Rd

La mesure 77;?/’“ est a support compact avec supp UXV’H C co{w(x) : w € W}, lenve-
loppe convexe de l'orbite de x sous l’action de W. De plus, on a pour tout r > 0,
pour tout w € W et pour tout Borélien B € R?

nR(B) = R AB), g (B) = n(w(B)).
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Le second point se déduit assez facilement du premier grace a un théoréme de repré-
sentation de Bochner dans le cadre des algebres de Banach commutatives. La positivité
de VIV sur P?. plus difficile, est basée sur des résultats concernant les semi-groupes de
Feller. Le théoreme permet d’étendre facilement I'opérateur V¥ & d’autres espaces
fonctionnels, comme par exemple C(R?) et LL (R?) (I'ensemble des fonctions mesurables
sur R? et localement intégrables). Une extension de VYV & C*®°(R?) est due & Trimeche
(voir [51]).

On en vient maintenant a ’étude du noyau de Dunkl.

1.3.2 Noyau de Dunkl

Pour z € R? et r > 0, la fonction e{*) appartient & Pespace A,. La définition suivante,
donnée par Dunkl dans [I8], a donc bien un sens.

Définition 1.13. Soit z € R? et y € R%. On définit
EY (z,y) = V" (")(y).
La fonction EV s’appelle le noyau de Dunkl associé & W et k.

Ce noyau est solution du systeme (€) présenté au début de la section. En effet, on a
d’une part EV (x,0) = 1 d’apres ’homogénéité de V. D’autre part, on a bien pour tout
¢ € RY I'égalité

Rk W w
Tg HE,L; (1’, ) = <x7§>Eli (1’, )

du fait de la propriété d’entrelacement ng YW = VKWag et du fait que l'exponentielle
classique est solution du systeme (£) pour k = 0 (c’est-a-dire pour un systeme de dérivées
directionnelles usuelles).

La question de I'unicité des solutions est un probléeme beaucoup plus difficile. Le résultat
est di a Opdam ([38]).

Théoréeme 1.14. Soit x € R, Alors EV (x,-) est l'unique solution analytique réelle du
systeme (£). De plus, EVV s’étend holomorphiquement a C% x C¢.

La preuve s’appuie en partie sur la théorie des représentations monodromiques d’es-
paces de solutions locales en des points bases.
Tout comme l'opérateur d’entrelacement, le noyau de Dunkl n’est connu que dans de
rares cas. Le plus important est celui de la dimension un, c’est-a-dire que I'on considere
le groupe de réflexions Zs et que I'on note k la seule valeur de la fonction de multiplicité
que 'on suppose strictement positive (si £ = 0, le noyau de Dunkl est tout simplement
Iexponentielle classique). On a alors pour x,y € C

Eg2(2,y) = j,_1(izy) + iy), (1.3)

2 + 17%+3
ou j, est la fonction de Bessel normalisée d’ordre k, c’est-a-dire

+oo (_1)n 2n

Ju(2) =T +1) 3 & — 9 4 1) 222
n=0

zr

n!22T(n+ k + 1)

ol Jy est la notation standard pour désigner la fonction de Bessel de premiere espece
d’ordre . Nous renvoyons au livre de Watson ([58]) pour une étude détaillée de la théorie
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des fonctions de Bessel.
D’apres la formule explicite ([T]) de Popérateur d’entrelacement pour le groupe ZQ, on en
déduit que pour tout z € C? et tout y € C?

HEHJ x]’yj

ou l'on note kK1, ..., Ky les d valeurs de la fonction de multiplicité.
Bien que 'on ne dispose que dans de rares cas d’une formule explicite du noyau, on
sait qu’il a de nombreuses propriétés en commun avec I'exponentielle (I'action du groupe
orthogonal sur I'exponentielle étant remplacée par 'action du groupe de réflexions sur le
noyau de Dunkl). On a par exemple les propriétés élémentaires suivantes (voir [10]).
Proposition 1.15. Soit z,y € C*, A € C et w € W. Alors

1 EY () = BY (5,)

2. EW(\x,y) = EY (z,\y) ;
5. B () ut) = )

Bl (z,y) = EY (2,9).

I{

Citons enfin le théoréme important suivant qui est dit & Rosler ([A]). C’est une consé-
quence immédiate du théoreme de représentation de 'opérateur d’entrelacement (théoreme

[CT2).

Théoréme 1.16. Pour tout x € R%, on a la représentation intégrale suivante
BY (o) = [ e anle o),
R4

ou ny" est la mesure donnée par la formule ([3).
Par conséquent, le noyau de Dunkl satisfait les propriétés suivantes.

1. Pour tout x € R? et tout y € RY, EWV (z,y) > 0.
2. Pour tout x € R?, pour tout y € C¢ et pour tout N = (Ny,...,Ny) € N¢

NEW < Z 1 ] (w(z)y)
10y B (2,y)] < |z]=s=1" maxe

3. Pour tout v € R? et tout y € R, |EY (iz,y)| < 1.

On termine cette section en présentant de maniere succincte la fonction de Bessel
généralisée (aussi appelée noyau de Dunkl symétrisé).

La fonction de Bessel généralisée La définition de cette fonction, donnée par
Opdam dans [38], a été motivée par le cas de la dimension un dans lequel on a

2j,,_1(izy) = B2 (2,y) + B2 (—x,y).
Définition 1.17. La fonction de Bessel généralisée J'V est définie pour tout z € C? et

tout y € C¢ par
T (x, Z EY (w(z),y).

weW
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Signalons que cette fonction est une généralisation des fonctions sphériques d’un espace
symétrique de type euclidien (voir [B8] ou [IT] pour les détails). Pour des formules explicites
du noyau de Dunkl symétrisé en termes de fonctions hypergéométriques multivariées, le
lecteur pourra consulter le chapitre 4 de cette these dans lequel nous rappelons les résultats
donnés dans les articles |5l 6] de Baker et Forrester (pour le cas du groupe de réflexions &,
et le cas du groupe de réflexions G4 x Z%). Le lecteur pourra également consulter 'article
[13] de Demni (pour le cas d’un systéme de racines de type diédral).

Nous allons maintenant nous intéresser a la transformation de Dunkl. Le noyau de
Dunkl va étre a cette transformation ce que ’exponentielle est a la transformation de
Fourier euclidienne.

1.4 La transformation de Dunkl

Cette transformation intégrale a été définie par Dunkl au début des années 90 pour
une fonction de multiplicité positive ([I9]), puis étudiée dans le cadre plus général ou
Rr(a) = 0 (pour tout a € R) par de Jeu ([I0]).

Avant de donner la définition de cette transformation, introduisons plusieurs objets et
notations.
On notera !V la mesure de Lebesgue & poids suivante

¥ @) = ] 1w @)@ dw = iy, (2) do.
aER4+

Puisque la fonction de multiplicité k est, par définition, invariante sous 'action de W,
le poids hyy, 'est également. Par conséquent, la mesure ©!V ne dépend pas du choix du
sous-systeme positif de racines. De plus, le poids hy,; est homogene de degré

=Y k)

aER 4+

Remarque 1.18. Dans le cas Zg, on notera "z plutot que va,x...xAq-

Signalons qu’il n’est pas anodin de considérer cette mesure. D’une part, les opéra-
teurs de Dunkl sont anti-symétriques pour M,ZV, c’est-a-dire que pour f et g suffisamment
régulieres

| T gt st @) = = [ 5@ g(a) dul (o)

D’autre part, un crochet de type Fisher [.,.] x, utilisé dans la théorie des harmoniques
sphériques généralisées et défini pour p,q € P? par

b, dlr.x = (p(T™")q)(0)

est étroitement lié au produit scalaire dans L2(R%; e~ I%/ 2h%, ) (formule de Macdonald).

On notera ¢!/ la constante de Mehta suivante

)12 -1
= ([ @)
Rd
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Enfin, on désignera par LP(u!”) I'espace LP(R% u"V) et on utilisera la notation abrégée
[[[lw,,p PIutot que ||-|[ Lp(uwy. Pour p € [1, 400, LP(1"V) est bien siir I’espace des fonctions
mesurables sur R? vérifiant

1

P
e = ([ 157 a0l () <400 51 p < oo
110 = Stpes, el £ (&) < +o0 sip = +oc.

Nous sommes désormais en mesure de donner la définition de la transformation de
Dunkl qui s’avere étre un outil tres important dans le développement de I’analyse harmo-
nique associée a des groupes de réflexions.

Définition 1.19. Soit f € L'(y)V). La transformée de Dunkl de f, notée FV (f), est
définie pour tout = € R? par

F (@) = g EY (—iz,y) f(y) du ().

On désigne par FV la transformation de Dunkl.

Puisque |EY (—ix,y)| < 1, FV(f) est bornée et il est assez évident de voir que FV (f)
est continue sur RY.
Cette transformation généralise la transformation de Fourier euclidienne. En effet, si s est
la fonction nulle, alors p/V est la mesure de Lebesgue sur R? et EW (—ixz,y) = e @) et
I'on a ainsi F)V f = f avec f la transformation de Fourier usuelle.
Un autre cas intéressant est celui de la dimension un. Le noyau de Dunkl est donné par
la formule ([3), et puisque 'on a d’une part

du2 (z) = [2]** dx,
et d’autre part
1
()™ =230 (n + 5),
on peut affirmer que pour tout x € R

) _ 1 . 1TY
DW= ST [ Geeyton) = 5y o) £l s

Si f est une fonction paire, on en déduit que

1

Zs ) —
PR = e

/Rjn_%(wy)f(y)\y!% dy = H,_1(f)(=),

avec H,_1 qui désigne la transformation de Hankel d’ordre x — %
2

De maniere plus générale, la transformation de Dunkl a de nombreuses propriétés en
commun avec la transformation de Fourier. On liste dans la proposition suivante les plus
basiques (voir [T9] ou [10]).

Proposition 1.20. 1. Soit f € S(RY). Pour tout entier j vérifiant 1 < j < d et pour
tout € R?, on a

(a) T (FV () (@) = —FV (iz; ) () ;
(b) FWV(TE" (@) = iz FYV (f) ().
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2. La transformation de Dunkl laisse S(R?) invariant.
3. Soit f € LY(uW). Alors FV(f) € Co(RY).

Plus essentiel est le théoreme suivant qui nous fournit une formule d’inversion et un
théoréme de Plancherel (voir [19] ou [10]).

Théoréme 1.21. 1. Formule d’inversion Soit f € L'(uVV). Si FV(f) € L' (u!V),
alors on a la formule d’inversion suivante

f@ = [ E¥ e (D)t )

pour presque tout x € R4,

2. Théoréme de Plancherel La transformation de Dunkl s’étend uniquement en un
isomorphisme isométrique de L*(uV).

Dans [T9], Dunkl prouve ce théoréme en trouvant une base de L?(1)Y) composée de
fonctions propres pour F¥ (ces fonctions s’exprimant au moyen de polynomes de La-
guerre), alors que de Jeu le prouve dans [I0] de maniére plus élémentaire, en utilisant

entre autres des résultats de densité et le fait que pour f,g € L'(u?)

V() (@)g() dl (z / F@)FY (g) () A (2).

Rd

Etant donné I'importance de Popérateur de translation et de Popérateur de convolution
en analyse de Fourier, il semble naturel d’associer a la transformation de Dunkl une géné-
ralisation de ces deux opérateurs.

1.5 Translation et convolution de Dunkl

1.5.1 Translation de Dunkl

L’opérateur de translation classique, défini pour € R% par 7, : f — f (-4 x), joue un
role essentiel en analyse de Fourier euclidienne. Cependant, les mesures !V considérées ne
sont pas, contrairement & la mesure de Lebesgue sur R, invariantes par translation. Nous
allons donc définir un opérateur de translation généralisé au moyen de la transformation
de Dunkl, en mimant ’action de la transformation de Fourier sur 'opérateur classique, a
savoir

. f(y) = ¢V f(y).

En se placant dans le cadre de ’analyse de Dunkl, on est naturellement conduit a la
définition suivante qui est celle donnée par Thangavelu et Xu dans [56] avec une convention
différente.

Définition 1.22. Soit z € R L’opérateur généralisé de translation f Al " f est défini
sur L2(u}V) par 'équation

FY (Y ) = BY iz, 9) Y (), yeR%
On dira plutot translation de Dunkl.

Remarque 1.23. Dans le cas ou la fonction de multiplicité est nulle, la translation de
Dunkl coincide avec la translation usuelle.
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Remarque 1.24. Signalons que cet opérateur généralisé est apparu pour la premiere fois
dans larticle de Rosler (voir [40]) mais défini de maniére différente, et qu'une définition au
moyen de 'opérateur d’entrelacement (et de I'opérateur d’entrelacement dual) est donnée
par Trimeche (voir [57]).

D’aprés le théoreme de Plancherel et le fait que |EY (iz,y)| < 1, on a immédiatement
la propriété que Popérateur 74 est borné sur L2(u'). Le caractére LP(u/V)-borné de la
translation de Dunkl (pour 1 < p < 400, p # 2) demeure quant a lui, en toute généralité,
un probleme ouvert. Des résultats partiels existent, nous les verrons un peu plus tard dans
cette sous-section.

Il est commode d’avoir une classe de fonctions sur laquelle on peut définir ponctuellement
la translation de Dunkl. Cela peut étre fait pour I’ensemble suivant

@ (RY) = {f € L' () : 7Y (f) € L' ()}

qui est contenu dans l'intersection de L'(u/") et de L™ et qui est donc & ce titre un sous-
ensemble de L?(u!V). Sur cet espace 27V, on peut définir ponctuellement 1'opérateur de
translation généralisé grace a la formule d’inversion, a savoir

WA ) = / EW (i, 2)EW (iy, 2) FY () (2) A (2).

C’est d’ailleurs au moyen de cette égalité que Rosler a défini sur I'espace de Schwartz la
translation de Dunkl (voir [40]). Les propriétés basiques vérifiées par cet opérateur sont
les suivantes.

Proposition 1.25. 1. Soit f € WV (RY). Alors pour tout x € R? et tout y € R? on a
7o " f(y) = 7" f(2).

2. Soit f € WV (R?) et soit g € L*(u!V) bornée. Alors pour tout x € RY
e @)a(y) dud (y / FO™ g(y) du (y)-

Dans le cadre de I'analyse classique, 'opérateur de translation vérifie I’égalité suivante

[ mttd= [ swa,

et on sait aussi qu’il est LP-borné.

Pour ce qui est du cadre de I'analyse de Dunkl, les résultats analogues les plus généraux
dont on dispose a I’heure actuelle sont énoncés dans le théoreme suivant, prouvé en 2005
par Thangavelu et Xu (J56]). On désigne par L ,(1}") I'ensemble des fonctions radiales
de LP(1Y).

Théoreme 1.26 1. Pour tout p vérifiant 1 < p < 2 et pour tout x € R?, la translation
de Dunkl 7" tLP (ulY) — LP())) est un opérateur borné.

2. Soit f € L ,(u?). Alors pour tout z € R? on a

/ TR f(y) dpy (y /f )dpy (y).
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Pour prouver ce théoréeme, 'un des principaux arguments utilisés est le fait que si
f € @V (R?) est radiale (avec f(y) = F(||ly||)), alors pour tout = € R?, la translation de
Dunkl 7" est donnée par la formule suivante

W f(y) = VI (PR T+ 2)) ) ) (1.4)

Cette formule explicite de la translation de fonctions radiales a été démontrée par
Rosler en 2003 (voir [#4]). L’autre cas dans lequel la translation généralisée est connue de
maniere explicite est le cas de la dimension un. On le présente dans le théoréeme suivant,
qui est également du & Rosler ([39)).

Théoreme 1.27. Soit z € R. Lopérateur 722" est donné pour tout f € C(R) par

Za Kk :1 ! 9 2 < x—|—y )
T2 f(y) 2/lf(\/oc +y +2xyt> 1+\/m Yy (t) dt

' T
w5 [ 1(-var ) (1- m)wm w5

avec Py (t) = B (K, 3) (L +)(1 — t2)~~ L.

Cette égalité repose sur une formule produit du noyau de Dunkl unidimensionnel que
Rosler a prouvée dans le cadre des hypergroupes signés de type Bessel sur R. Nous revien-
drons sur cette formule produit dans le chapitre 2 et dans le chapitre 4. On peut déduire de
la formule ([CH) le fait essentiel que 'opérateur généralisé de translation est un opérateur
LP(p%2)-borné. Plus précisément, on a I’énoncé suivant ([39]).

Théoréme 1.28. Soit x € R et soit p vérifiant 1 < p < +o0. Pour tout f € LP(u%2) on a
1722 Flzamp < 411 F 12,0,

Remarque 1.29. Récemment, Amri, Anker et Sifi ont donné dans [3] une estimation
optimale, & savoir

F(n+ l)2 25—
172 Ao < (V2 s Drtagmy) | Wl

Une discussion sur le cas Z¢ sera faite dans le chapitre 2.

Etude de la positivité de la translation de Dunkl Dans le cadre classique, la
translation usuelle est évidemment un opérateur positif, c’est-a-dire

f20=rf>0

Malheureusement, la translation de Dunkl n’est pas, de maniere générale, un opérateur
positif. En effet, la formule (LX) en atteste lorsque le groupe de réflexions est Zy. Than-
gavelu et Xu ont également réussi a démontrer dans [56] que la translation de Dunkl n’est
pas un opérateur positif dans un cas ou une formule explicite de la translation n’est pas
connue (celui du groupe de réflexions &,).

Il existe cependant des cas ou ’on peut affirmer que la translation généralisée est positive.
Puisque l'opérateur d’entrelacement est positif, la formule (L)) entraine que la translatée
de Dunkl d’une fonction radiale, positive et élément de .27V (R9) est une fonction positive.
En fait, le résultat le plus général dont on dispose est le suivant. Il est da a Thangavelu
et Xu (voir [56]).
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Théoreme 1.30. Soz’t f € LY (ul) une fonction bornée, radiale et positive. Alors, pour
tout z € RY on a 12" "f>0.

Nous allons maintenant introduire 'opérateur de convolution généralisé.

1.5.2 Convolution de Dunkl

L’opérateur de convolution généralisé est défini classiquement au moyen de la transla-
tion de Dunkl.

Définition 1.31. Soit f,g € L?(x"V). On définit la convolution généralisée par

(f g, @) = o Rdf(y)flv’“(g)(—y)dﬂﬁv(y), z e RY,

On dira que * est la convolution de Dunkl.
K
Cet opérateur, qui coincide avec la convolution usuelle lorsque x = 0, a été prin-
cipalement étudié par Rosler dans [A0], par Trimeche dans [57] et plus récemment par
Thangavelu et Xu dans [56]. Les propriétés basiques dont on dispose sont les suivantes.

Proposition 1.32. Soit f,g € S(R?). On a
1. f p9=9 f

7

2 R g) FLOFL (9)-
On cherche a savoir sous quelle(s) condition(s) sur g 'opérateur
Pt ox 9

s'étend & LP(u?) en un opérateur borné. Ce probleme est bien évidemment lié & celui de
I’extension de la translation de Dunkl en un opérateur borné. La réponse la plus générale
que lon ait a 'heure actuelle est la suivante (voir [56]).

Théoréme 1.33. Soit g € L1 ,(u?) une fonction bornée. Alors lopérateur f — f V{/k g
K

défini initialement sur L*(p?V) N L2(u)Y) s’étend a tout LP(pu)V), 1 < p < 400, en un
opérateur borné. En particulier, on a

I gllwp < e 1 Iwmpllgliwn-

a

Signalons que, dans le cas unidimensionnel, des inégalités de type Young peuvent étre
établies pour 'opérateur de convolution dans la mesure ou la translation de Dunkl est
LP(uV)-bornée.

Le noyau de la chaleur généralisé On introduit dans ce paragraphe le semi-groupe
de la chaleur généralisé. Partons du probleme suivant.

On cherche des fonctions u € C2(R%x]0, +o00]) N Cy(R? x [0, +00[) qui sont solutions du
probleme de Cauchy pour ’équation de la chaleur généralisée, a savoir

(CH)K : {A,ZVU(m,t) = atu(.%',t) V(x7t) c Rdx]07 +OO[
u('70) = f
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avec la donnée initiale f € S(R?).

Le systéeme (C'H ) correspond bien stir au probleme classique 1ié & 1’équation de la chaleur
pour le Laplacien usuel. Dans ce cadre bien connu, la solution fondamentale de I’équation
de la chaleur Au(x,t) = dyu(z,t) est donnée sur R?x]0, +-o0o[ par la gaussienne

1 (B
qt(x) — Te at
(4mt)2

et on obtient les solutions de (C'H)( en convolant f avec la gaussienne g;.

Dans le cadre de ’analyse de Dunkl, on procede de la méme maniere.

Commencons par remarquer qu’une solution évidente de I’équation AW u(z,t) = dyu(z,t)
est donnée sur R?x]0, +-oo[ par la gaussienne généralisée définie pour tout 2 € R? par

v Ll

Wkig) = — % o=@, 1.6
q " (x) 0! e (1.6)

Cette fonction vérifie les deux propriétés suivantes.

Proposition 1.34. 1. Pour toutt >0, on a

¢ (x) dul (z) = 1.
Rd

2. Pour tout t > 0 et tout x € R?%, on a
W, —t||z|2
Fl (g ") (@) = el e eI,

Le premier point repose sur un simple calcul. Quant au second, c’est une conséquence
immédiate de la formule reproduisante suivante du noyau de Dunkl (voir [T9])

_ll=l? (,2)+(y,y)
af [ B @B wa)e = ! () =Y (@), wy et

On considére maintenant, par analogie avec le cas classique, la translatée de Dunkl de la

gaussienne généralisée (qui apparait naturellement lorsque 1’on convole au sens de Dunkl
W,k . ;s e 2 .

au moyen de ¢, ). La formule reproduisante précédemment citée permet de démontrer

que

W 2 2
Wk Wk CN _(||acH +lyll®) W< X y )
T ’ — = — ¢ 4t E —_— .
x (Qt )( y) (Qt)%JF’YR K /_Qt /_Qt

On est ainsi naturellement amené a définir (comme dans [40]) le noyau de la chaleur
généralisé comme suit.

Définition 1.35. Le noyau de la chaleur généralisé (ou noyau de la chaleur de type Dunkl)
QY est défini par

w 2 2
C _ Ul=zl=+lyll*) T Yy
QY (x,y,t) = 7(2,5)2-#7716 4t EZV(_\/%’ —\/ﬂ)’ z,y e R4t > 0.
2

Remarque 1.36. Par application du théoréme [T on a directement QY > 0.

On peut désormais introduire 'opérateur généralisé de la chaleur.
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Définition 1.37. Pour f € LP(u!V), avec 1 < p < +o0, et pour ¢ > 0, on définit

()N 2 a'") = Jea FOQY (hy )l (y) st >0
f sit=0.

H " f =

On dira que va " est Popérateur de la chaleur généralisé (ou opérateur de la chaleur de
type Dunkl).

Le résultat fondamental concernant cet opérateur est le suivant. Il est d a Rosler (voir

[A2) et [@0]).

Théoréme 1.38. Pour tout p vérifiant 1 < p < +oo, la famille {HtW’H}@O est un semi-
groupe positif et contractant sur LP(u'V).
De plus, pour f € S(RY), la fonction u définie pour tout (x,t) € R x [0, +o00[ par

u(w,t) = H " f(x)

appartient a C*(R4x]0, +oo[) N Cy(R? x [0, +00[) et est solution du probléme de Cauchy
(CH),.

On peut sans difficulté apporter la précision suivante.

Théoreme 1.39. Pour tout p vérifiant 1 < p < +oo, la famille {HtW’H}@o est un semi-
groupe symétrique de diffusion sur LP(u"V), c’est-a-dire que le semi-groupe {HtW’H}@o
vérifie les propriétés suivantes

1. HV" est contractant sur LP(uY), avec 1 < p < 400 ;

9 HtWﬂf est symétrique, c’est-a-dire autoadjoint sur L*(pu!V) ;
3. HtW"'i est positif ;

4 HPH(1) =1,

Nous renvoyons au livre de Stein [50] pour une étude détaillée de ce type de semi-
groupe.



Chapitre 2

Inégalités de Fefferman-Stein pour
’opérateur maximal de Dunkl
associé a Zg

Le principal but de ce chapitre est de démontrer dans le cadre de I’analyse de Dunkl des
inégalités de Fefferman-Stein pour un opérateur maximal défini classiquement au moyen
des mesures )" et de la translation de Dunkl. Ces inégalités, qui constituent un outil fon-
damental en analyse harmonique, généralisent dans un cadre vectoriel le théoreme maximal
(scalaire) prouvé par Thangavelu et Xu ([56]). Cependant, comme la grande majorité des
résultats de la théorie de Dunkl, nous ne pourrons démontrer ces inégalités que dans le
cas ou le groupe de réflexions est Zg. La méconnaissance de 'opérateur de translation
généralisé empéche a I’heure actuelle d’énoncer un théoréme de Fefferman-Stein en toutes
généralités. Pour autant, démontrer ces inégalités dans le cadre Zg ou 'opérateur de trans-
lation est mieux cerné est loin d’étre une évidence car la structure de la translation de
Dunkl ne permet pas la mise en ceuvre des outils d’analyse réelle.

Le contenu du chapitre est le suivant. Dans un premier temps, nous introduirons, pour un
groupe de réflexions quelconque, 'opérateur maximal de Dunkl pour lequel un théoréme
maximal a été démontré. Nous apporterons alors des précisions sur la taille des constantes
de ce théoreme. Nous présenterons en détails dans une deuxiéme section le cadre de travail
dans lequel nous établirons les inégalités de Fefferman-Stein, a savoir Zg. On démontrera
en particulier une inégalité fondamentale pour la translatée de Dunkl de la fonction carac-
téristique d’une boule euclidienne de rayon r centrée en ’origine. La troisieme section sera
quant a elle consacrée a I’énoncé et a la démonstration des inégalités de Fefferman-Stein.
On donnera enfin dans une dernieére section une extension de ces inégalités a une plus large
classe d’opérateurs liés a I’analyse de Dunkl.

Signalons que ce chapitre contient entre autres les résultats publiés dans [I2].

2.1 Opérateur maximal de Dunkl

Dans cette section, nous allons introduire 'opérateur maximal de Dunkl associé a un
groupe de réflexions et présenter le théoreme maximal prouvé en 2005 par Thangavelu et
Xu. Nous apporterons des précisions sur les constantes de ce théoreme.
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2.1.1 Définition et théoréme maximal

Commengons par donner la définition de l'opérateur maximal de Dunkl qui a été
introduit dans [56].

Définition 2.1. Soit f € L%(u}”). La fonction maximale de Dunkl associée & f et W,
notée MV f, est définie pour tout = € R? par

MY f(x) = sup —p—=— V(B

r>0 M XBT)(_?/) dM,ZV(y) .

L’opérateur M, XV est 'opérateur maximal de Dunkl associé au groupe de réflexions W.

Dans le cas ou la fonction de multiplicité « est nulle, on retrouve 'opérateur maximal
classique introduit en 1930 par Hardy et Littlewood dans un cadre unidimensionnel (voir
[27]) et généralisé en dimension supérieure par Wiener en 1939 (voir [59]). Le résultat
suivant, di & Thangavelu et Xu (J56]), discute du caractere LP(u/”)-borné de I'opérateur
maximal de Dunkl. Il généralise le théoreme maximal classique (aussi appelé théoréeme de
Hardy-Littlewood).

Théoréme 2.2. Soit f une fonction mesurable définie sur R?.

1. Si f € LY(uY), alors pour tout A >0 on a

n (o e R0 1) > 4}) < S v

ot C = C(d, k) est une constante indépendante de f et de A.
2. Si f € LP(uY), avec 1 < p < +oo, alors MYV f € LP(u?V) et on a

MYl < CUF s

ot C = C(d,k,p) est une constante indépendante de f.

Remarque 2.3. Signalons que méme le cas ou p = 400 est loin d’étre aisé. En effet, pour
montrer que

MY £l 00 < I Wi oo

on a besoin d’invoquer la positivité de la translation de Dunkl d’une fonction intégrable,
bornée, radiale et positive ainsi que le résultat non trivial suivant (application du théoréme

[C20)
TV () () dpy (y) = / Xg, () dul (y).
Rd

R4

Comme dans le cas usuel, un résultat de type fort est faux pour p = 1. Localement,
on peut tout de méme énoncer le résultat d’intégrabilité suivant.

Proposition 2.4. Soit B une boule de R? et soit f € L*(uY). Supposons que

[ r@ios” £@)] il (@) < +ox,
ot 'on a noté log™ t = max{logt;0}. Alors

MY gl (@) < +ox.
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Plus précisément, on a l'inégalité suivante
[ M @l @) < 2 (B)+ € [ 1r@)hog” (e aulf (o)

ou, C = C(d, k) est une constante indépendante de f et de B.

Démonstration. En termes de fonction de répartition, on peut écrire

[ swant )= [ T ({oe B MY @) > A} )

égalité de laquelle on peut déduire que

/BM,ZVf(x) dp?(z) <21V (B) + 2/1+OO ,uHW({x eR: MY f(z) > 2)\}> dA.
Pour tout A\ > 0, écrivons f = fy+ (f — fn) ou f) = fX{‘f‘>)\}' Puisque 'on a d’une part
MY f <MY+ MYIF = £,
et MV|f — fi| < A d’autre part (car MY est L>°(u!V)-contractant), on peut affirmer que
{m eR: MY f(z) > 2)\} c {x eR?: MY |f|(z) > )\}.

Par conséquent

[ @) <oz [ ({eem MYl > 4} o

En utilisant la premiere assertion du théoreme 22, on obtient

+oo 1
[ r@ant @ <l e [ 5[ @l @
B 1 {I71>A

ou C' = C(d, k) est une constante indépendante de f, de B et de A. Apres interversion
puis intégration, on aboutit a

[ MY s ddt @) <2 B+ € [ (r@)log )] dul @),
B {If1>1}

ce qui est bien le résultat escompté. O

Revenons au théoréme maximal (théoreme EZ2). A I'heure actuelle, une preuve basée
sur une méthode combinant des arguments de recouvrement et d’interpolation semble,
pour un groupe de réflexions quelconque, hors de portée, tout comme une théorie des in-
tégrales singulieres dans le contexte de ’analyse de Dunkl semble hors de portée. Cela est
di a la structure de la translation de Dunkl qui ne permet pas la mise en ceuvre des outils
classiques d’analyse réelle, et ce, bien que les mesures !V soient doublantes. Pour démon-
trer le théoreme maximal en toute généralité, Thangavelu et Xu ont réussi a contourner le
probleme en contrélant I'opérateur maximal de Dunkl au moyen de I'opérateur maximal
associé au semi-groupe de la chaleur de type Dunkl afin d’utiliser le théoreme ergodique
de Hopf-Dunford-Schwartz. Cette technique est due a Stein ([b0]). Plus précisément, ils
ont démontré 'inégalité ponctuelle suivante

w 1 ¢ W.k
MY F) < c<d,n>sup<— [ @) ds>
t>0 \ .t Jo

afin d’appliquer le théoréeme ergodique que nous énongons maintenant (pour des informa-
tions sur ce théoréme, nous renvoyons le lecteur a [14]).
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Théoreme 2.5. Soit X un espace mesurable et soit m une mesure positive sur X. Soit
{T};}t>0 un semi-groupe d’opérateurs sur LP(X;m). Pour tout p € [1,4+00] et tout f €
LP(X;m) on suppose que

1T f o (xim) < I1flle(xim)s

et on note A f la fonction définie par

A f(x) = sup

t
%/0 Tsf(z)ds

1. Si f € LY(X;m), alors pour tout A >0 on a

2
m({ € Xt f(@) > 2}) < Sl cxm)-
2. 5i f € Lp(Xam)f 1 <p < +00, alors %f € Lp(X’m) et on a
H%fHLP(X;m) < CHfHLP(X;m),

ot C' = C(p) est une constante indépendante de f.

Si l'utilisation de ce théoreme ne permet pas d’établir des inégalités de Fefferman-Stein,
il permet en revanche d’étre plus précis quant a la taille des constantes dans le théoreme
maximal. C’est ce que nous allons voir maintenant dans une nouvelle sous-section.

2.1.2 Discussion sur la taille des constantes du théoréme maximal

Les théoremes que nous allons présenter dans cette sous-section généralisent certains
résultats démontrés par Stein et Stromberg pour la fonction maximale usuelle (voir [ES]).
Nous nous inspirons d’ailleurs de leur stratégie de preuve.

Nous supposerons g > 0 car le cas yg = 0 correspond au cas classique.

Lorsque p = 1, on donne la version suivante du théoréme maximal 221

Théoréme 2.6. Il existe une constante numérique C telle que pour tout f € L*(ulV) et
pour tout A > 0

al ({w e B MY () > 2}) < O flen

Pour démontrer ce théoreme, nous allons avoir besoin de deux lemmes. Le premier est
purement calculatoire. Avant de I’énoncer et de le prouver, nous introduisons des notations
commodes.

Notations 2.7. On désignera par a(hy, S%!) la masse de la sphere S9! pour la mesure
h%V, . dw (avec w la mesure de surface sur S4°1), c’est-a-dire

a(hy, S471) :/ h%,V,R(m) dw(x).
Sd—1
On utilisera également la notation suivante

C]W’H SR S
t ‘Sd—l (2t)%+»yR
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On en vient dorénavant a ’énoncé du premier lemme.
Lemme 2.8. On a les égalités suivantes
a(hw, Sdil)‘
d+2yr
()t = 2g+w_1f(g + ’YR)a(hWa S,

+00 Wol+yr
W,k _ G 22 d
[ = S (),

wY (Br) =

De plus, si on suppose d + 2vyr = 8, alors on a l'inégalité suivante

d
o e W22 tr <d+2w>%+w—1ed+im
L B e S 4 4 :
d+2yR

Démonstration. Les trois premieres égalités sont évidentes par passage en coordonnées
polaires et changement de variable. Prouvons seulement I'inégalité. Par définition, on a

too W,k %% oo 1 _1
q; dt =c ———e" % dt,
1 |gd—1 w 1 (2t)%+’¥7€
d+2yR d+2vR

ce qui donne apres changement de variable

d+2
oo Witm =

W,,‘Q _ 4 Q+,YR72 —t
O dt = RV /0 t2 e " dt.

1
d+2’yR

Or, pour d + 2yg > 8 et pour tout ¢ € [0, %] on a

d
g tIR—2 _d+2
et ¢ (LE2RY TR

Par conséquent

d+2’yR
4

)

d+ 2773) %-I—’YR—l _d+2yp
- e 4

15T m =20~ qt < < -

0
et I'inégalité est ainsi prouvée. O

Le second lemme va quant a lui permettre de réduire I'inégalité du théoreme a une
inégalité plus simple.

Lemme 2.9. Supposons qu’il existe un tog > 0 tel que

1 < C(d, HZ) to W,k

< q dt.
Y (Br) to Jo 0 lsam

On a alors pour tout f € L*(u}V) et pour tout \ > 0 l'inégalité faible suivante

W (Lo e m0a 5@y > 2}) < a5 e,

ou C(d, k) est la méme constante dans l’hypothése et dans la conclusion du lemme.
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Démonstration. Remarquons que 1'on peut considérer f positive. Supposons qu’il existe

un tg > 0 tel que
to
Wl < C(d’ 'L{) ql/V,/@‘
e (B1) to Jo sd-1

On peut donc dire que pour n suffisamment grand

dt.

1 < 20(d7 K:) fo W,Ii

dt.
pr (Br) o Ji T lsa
Alors on peut affirmer que pour tout y € R4
1 QC(d HZ) to W.k
—_ < —1= ’ dt.
(B e (y) T LW (y)

n

(2.1)

(2.2)

En effet, si [[y[| > 1, 'inégalité (Z2) est évidente puisque x, (y) = 0 et que le membre de
droite est positif. Dans le cas ou ||y|| < 1, il suffit d’utiliser I'inégalité [ZII) et le fait que

W, w,
%" S (W)

Par conséquent, on peut écrire pour tout r > 0 et tout y € R? que

1 1 y\ _ 2C0(d, k) /to W/@(y)
L =y (L)« =250 () at.
a0 = ey () < s, o4

" 0
Apres changement de variable on obtient

1 20(d, k) [T .
< 2 )[2 gV (y) dt.

WXBT (y) < 2t

Soit € R®. Par positivité de la translation de Dunkl sur 'ensemble des fonctions qui sont

bornées, radiales, positives et éléments de L'(1?'), on a

) < G ([ g ar) ),

n

On admet provisoirement que

T2t0 TQtO
TXV’“<[2 th’“(-)dt>(—y) 2/2 T (") () dt.

On peut alors écrire que

1

2C(d, k)
WV (B,) S

(X, ) () <

T‘2t0 W W
K
S [ e

En multipliant par f(y) puis en intégrant sur R? on aboutit &

7’2t0
FT 0, ) an ) < 2S5 [ b ) ae

MEV(BT) R4 2tg

puis a

2C(d, k)

M T2t0

1 r2t0 .
B o F)m " (X, (—y) dy (y) < 7/0 H)V" f()dt.

(2.3)
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On en déduit bien évidemment que

v) Al () < 20(d, ) sup@ | # s dt>,

s>0

f( )Te (X, ) (=

et donc
MY f(z) < 20(d, & Sup< / HY £ ( dt)

s>0
Puisque {H "}i>0 est un semi-groupe contractant sur L? (Mn ), la premiere assertion du
théoréme ergodique de Hopf-Dunford-Schwartz (théoreme [Z3]) permet de conclure. Il nous
reste a prouver I'égalité (3.

On a bien évidemment f 20 V() dt € LY (uY) (par utilisation de la proposition [Z34)
donc d’apres le premier pomt du théoreme

e s “()dt) € L)

Puisque 'on a d’une part
7,2

T2t0 to 9
A ([ ear) = [ e are ),

et d’autre part

T2t0 T2t0
K W,k
A (e [ ) ) = G 2 ([l ear).
alors )
W[ W,k o W,k 1, W
fli <Tm, </T2 9’ ()dt>> €L (Mn )
Par conséquent, T, WF”( gto a"" () dt) € )V (R?) et d’apres la formule d’inversion
W, o W w w t 2
([ o) = [ B Bl ) [ e gl o),

soit apres interversion

T2t0 T2t0
we( [, a0a)w= [ ([ B o e 1 4l () d

r2

En utilisant & nouveau la formule d’inversion on aboutit &
T2t0

T2t0
(Lo )m = [, e

L’égalité ([Z3) est donc vraie, et le lemme est entierement démontré

Nous pouvons désormais prouver le théoréme 2.6l
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Démonstration. D’apres le lemme 29 il nous suffit de trouver un ¢y de telle sorte que

1 d+ 2vr /to W
<0 a4 dt. 2.4
uWV(By) o J, Tt lsa (2.4)
Prenons tg = ﬁ. On sait d’aprés I'inégalité du lemme que 'on a dans le cas ol
d+2yr > 8
+00 Wk CHWQ%JF’YR <d + 2772) gﬂﬁ_l{ L)
1 qt |Sd*1 X 4 1 .

d+2w72

D’une part, la formule de Stirling permet de montrer que

n_y
()" e f=, 0. (r(G-1)
4 n—-+00 2

et, d’autre part, on sait d’apres la troisieme égalité du lemme que

+00 Wos+ir
/ T e R
0

|Sd*1 4

Par conséquent, on peut conclure qu’il existe une constante numérique C telle que

1
d d
czv2%+ml“<§ + R — 1) < C/o o q"" dt. (2.5)

ISd—l
En utilisant les deux premieres égalités du lemme 28], on peut écrire

2T (¢ +vr — 1)
¥ (B1)(d + 2y=)T (4 + =)’

d
CHW2%+7RI’(§ + YR — 1) =

et, en injectant cette nouvelle égalité dans (ZH) on aboutit alors a

1
L ) (o e,
0

pl (Br) L4 +yr—1) b lgam

ce qui implique finalement que

1
AR Wk
——— < C(d+2 2/ ' dt.
pl (By) ( R) 0 U |gas

On a donc prouvé ([Z34) et le théoreme est ainsi démontré. O

On en vient & présent au second théoreme de cette sous-section. Il apporte des précisions
sur la constante du théoréme maximal dans le cas o 1 < p < 4o00. Le résultat est le
suivant.

Théoreme 2.10. Il existe une constante numérique C' telle que pour tout p vérifiant
1 <p<+oo et tout f e LP(ul)

IV Ty < €5 25) VAF B 1 i
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Remarquons que cette inégalité est plus fine que celle que I'on obtiendrait en utilisant
le théoreme L6, le cas L°° et un argument d’interpolation. Pour prouver le théoréme, nous
allons avoir besoin du lemme suivant.

Lemme 2.11. Supposons qu’il existe un tg > 0 tel que
L <o mg""
27 (Bl)

Alors il existe une constante numérique C telle que pour tout p vérifiant 1 < p < 400 et
tout f € LP(w)")

|Sd*1‘

102 Pl < € (527 ) o) 1 i

ou C(d, k) est la méme constante dans l’hypothése et dans la conclusion du lemme.

Démonstration. La démonstration est proche de celle du lemme On peut supposer f
positive. S’il existe tg > 0 tel que

1 W,k
- < )
,U/HW(Bl) X C(d, ff)qlfo |Sd—1’ (26)
alors on peut en déduire que pour tout y € R?
1 W,
B (y) < C(d, K)g;, " (y)- (2.7)
K

En effet, si ||y|| > 1, 'inégalité ([Z7) est évidente puisque X5, (y) = 0 et que le membre de
droite est positif. Dans le cas ou ||ly|| < 1, il suffit d’utiliser I'inégalité ([2Z8) et le fait que
G| S W)

Par conséquent, pour tout r > 0, on peut écrire

1 B 1 ¥\ _ Cldk) we(y\ _ Wik
M,ZV(BT)XBT (y) - 7“d+2'7RME/(Bl)XBl (;) < rd+2’YR Qto (;) — C(d7 :‘f)qr2t0(y).

Soit z € R?. Par positivité de la translation de Dunkl sur ’ensemble des fonctions qui sont
bornées, radiales, positives et éléments de L!(u/V), on a

1
i (By)

En multipliant par f(y) puis en intégrant sur R? on aboutit &

7 (X, ) (=) < C(d, 1) " () (—)-

1
pl (Br)

dont on déduit que

T 6, )0 At () < ) B )

MY f(z) < C(d, k) sup Hy"" f(z). (2.8)
t>0

Or, {HXV "}>0 est un semi-groupe symétrique de diffusion (d’apres le théoréme [[3) :
on sait donc d’aprés un résultat di & Stein (voir [b0, chapitre 4]) qu’il vérifie pour tout
l<p<+o0

p
lsup #2 < € (527 ) 1l

avec C' une constante numérique. On aboutit au résultat en utilisant cette inégalité dans
I'inégalité ponctuelle (ZF)). O
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Venons-en maintenant a la preuve du théoreme ELT10

Démonstration. D’apres le lemme précédent, il nous suffit de trouver ty > 0 tel que
1

L C\d+ 29 g
1V (By) TRt |

gd—1

c’est-a-~dire tel que

—— < Cc,; \/d—|—2773(—) e %o,

py (Br) 2t
D’une part, les deux premieres égalités du lemme permettent d’affirmer que
1 w d -1 d
(s st )

et d’autre part, la formule de Stirling donne I’estimation

2%I‘<ﬁ): O (nnTilefg).

2 n—+00

On obtient finalement le résultat souhaité en choisissant ¢y = m.

2.2 Analyse associée au groupe Z¢4

Nous présentons de maniere détaillée le cadre dans lequel nous allons énoncer et dé-
montrer les inégalités de Fefferman-Stein, a savoir le cas ol le groupe de réflexions est
Zg. Les résultats de 'analyse de Dunkl sont en grande majorité démontrés dans ce cas
particulier car c’est le seul ou la connaissance explicite du noyau (produit des noyaux
unidimensionnels) permet d’établir une formule produit pour celui-ci. De plus, on peut

d
déduire de cette formule produit le caractere LP (,u%Q)—borné de l'opérateur de translation.
C’est ce que nous allons maintenant présenter.
2.2.1 Formule produit et opérateur de translation

Rappelons pour commencer que se placer dans le cas Zg signifie que 'on considere
le systeme positif de racines Ry = {e; : 1 < j < d} (le systeme de racines est R =

{£e; : 1 < j < d}). La fonction de multiplicité x prend d valeurs notées 1, ..., kg plutot
que x(e1),...,k(eq). On supposera dans tout le chapitre que ces valeurs sont strictement
positives. Le noyau de Dunkl est donné pour tout = = (x1,...,24) € C? et tout y =
(y1,---,ya) € C? par
d
74 7.
Ex?(z,y) = H Enf(xﬁ yj)?
j=1

oil le noyau unidimensionnel EZ2 est donné pour z et y dans C par

E(x,y) = j_1(izy) + s (iy).

Ty .
2+ 1Rt

Enfin, la mesure considérée est
a d d
Ay (@) = ([T Iyl ) do = @) iz (z).
j=1 j=1

Introduisons maintenant plusieurs notations qui vont s’avérer utiles dans la suite de la
discussion.
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Notations 2.12. 1. Pour z,y,z € R, on pose

oz 0 siz=0o0uy=0,

et on note alors

1
o(x,y,2) = 5(1 — Py, T Pzay t pz,y,r)'

2. Pour z,y,z > 0, on pose

}) A(x,y,2)* 2

0262 gp—1
Kﬁ(xayaz) =2"""% <"£7 2 (xyz)Zn—l X[\x—y\,x‘ﬂl](z)’

ou A(x,y, z) désigne laire du triangle de cotés x,y, z, c’est-a-dire

1
3. Pour z,y, z réels non nuls, on note enfin

Ki(z,y,2) = Kq(|2l, lyl, |2]) o(2,y, 2).

Signalons les symétries évidentes du noyau Xy
ICR(:C’ Y, Z) = ,Cli(ya z, Z) = ICR(_:U’ 2 y) = ICR(_Za Y, _x)

En ayant a l’esprit ces notations, nous pouvons désormais énoncer une formule produit
pour le noyau de Dunkl unidimensionnel. Ce résultat fondamental est dii & Rosler ([39])
et a été prouvé dans le cadre des hypergroupes signés de type Bessel sur R.

Théoréeme 2.13. Soit x,y € R.
1. Pour tout z € R on a

EL2(jz, 2)EL2 (iy, 2 /EZ2 (iz,2") duZQ’ (),

\ Lo,k ,
ot la mesure vy, est donnée par

Kulz,y, 2" )du22(2")  siz,y #0
dv22(2') = § do,(2) siy=0
doy (2) stz =0.
2. La mesure v2%" satisfait

Ja| + |yl] pour .y £ 0.

(a) supp %" = [~Ial = Iyl ~le] = Iyl | U |2l -
<

(b) V23" (R) =1 et |v23"| = [o |dvsy"| < 4, pour z,y € R.

Remarque 2.14. Il est important de noter que les mesures szfy"i ne sont pas positives. En
effet, pour z et y non nuls et tels que z # y, alors o(z,y,y — ) = —1. Par conséquent, on
peut trouver un voisinage de y — = dans supp vz~ pour lequel la fonction z — Ky(z,y, 2)
est strictement négative.
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L’argument principal intervenant dans la preuve du théoreéme précédent est la formule
produit suivante pour les fonctions de Bessel normalisées (pour o > —% et z,y > 0)

Jo(@)jaly) = B! <a, %) /Wja<\/x2 +9y2 — Qxycose) sin’® 6 dé.
0

Du fait que le noyau de Dunkl associé a Zg est le produit des noyaux unidimensionnels,
on déduit trivialement du théoreme le résultat suivant.

Théoréme 2.15. Soit z,y,z € R On a alors

d d
fop (iz, Z)E%Q (1y,z) = E (iz, 2’ ®d Zﬁ’;}’ (2.9)

Comme conséquence importante de cette formule produit, on a une représentation
intégrale de 'opérateur de translation généralisé sur ’espace de Schwartz qui va permettre

d
d’étendre a tous les LP (,u%Q) la translation de Dunkl en un opérateur borné (cela illustre
d’ailleurs le fait que formule produit et caractere borné de 'opérateur de translation sont
intimement liés).

Proposition 2.16. Soit x € R?. Pour tout f € S(R?) on a la représentation intégrale
suvante

z4, ,
722" (f)() ®d vatwi(z), yeR™ (2.10)

Démonstration. En appliquant la formule d’inversion du théoreme [L2T] (ce qui est licite
puisque f € S(R?)), on peut écrire

TN y) = 2 | BE(im, 2)BE Gy, 2) FE (F)(2) Al (2).

R4

En utilisant la formule produit [Z3) et apres interversion, on aboutit a

2w = [ (2| B (in ) FE (1)(2) A > 22y (2
N = [ (& [ B e o ®

On obtient le résultat escompté en utilisant de nouveau la formule d’inversion. O

Remarque 2.17. Dans le cas ou d = 1, signalons que la formule ([ZI0) coincide & chan-
gement de variable pres avec la formule ().

La proposition implique naturellement le théoreme suivant.

Théoréme 2.18. Soit z € R? et soit p vérifiant 1 < p < +o0. La translation de Dunkl

28 ., . 7g . P
T2 s'étend a LP(ux?) en un opérateur borné qui vérifie
Z b
172" Fllzg e < 4%01F Iz e

d
Démonstration. Soit € R? et soit f € LP (MZQ). Nous allons montrer que

y - f ®dufj’y“j ) e LP(u2),
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Les cas p = 1 et p = +o00 étant évidents, on suppose 1 < p < +o00. Soit alors g tel que
% + é = 1. En écrivant

d

1
f@] x]ayjazj ‘_ ‘f ‘H“CKJ x]ayjazj)‘p
J=1 J

Rl

E&

"CHJ (%,yga Zj)‘

||’:]&

1

on obtient apres utilisation de I'inégalité de Holder
Z

® dV:vJQ,’y’?

(/R P T s o) 2 @) (], H Ky a5, 73) i >)

7=1

N

D’apres le théoreme (point 2.(b)), on en déduit que

ZQ,I{J' P
i f $j7yj (Zj) <

j= 1

d
dp 7.4
47 [ 1P TL K (002 a0 )

j=1

En intégrant et apres interversion licite, on aboutit a

Zd
deeQ (y)

Zg,n]
/ ® dyxj Y ZJ

d
dp VA z4
<a¥ [ 18P ([ T o0 4 ) o).
j=1

En utilisant les propriétés de symétrie de chaque Ky, et en utilisant a nouveau le théoreme
(point 2.(b)), on obtient

Zg,/-e]
/ ® dl/xwyj ;)

et le théoreme est prouvé. ]

z4 z4
") < 4% [ reraie)

Remarque 2.19. Tout comme pour la dimension un, Amri, Anker et Sifi donnent dans
[3] une meilleure estimation de la borne, a savoir

1)2 2d|1-1
[ mZQ’“szg,ﬁ,p < <\/§ F(V?g +2) = ) | 1114 .-
T(vza +3)T (vza + 1)

On peut montrer classiquement a partir du théoreme les inégalités de Young
suivantes pour la convolution de Dunkl (voir [63] pour la preuve standard).

Corollaire 2.20. Soit p,q,r € [1,+00] vérifiant
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d d
Alors Uapplication (f,g) — f ¥ g définie initialement sur LQ(MZQ) X L2(MZQ) s’étend en
75,k

d d d
une application continue de LP(MEQ) X Lq(,u%Q) dans Lr(,u%Q) et on a

Zd
IF o llzg e < ex* 40 lzg o p9llzg
2,1

Nous avons donc dans le cas ot le groupe de réflexions est Z4 des outils puissants pour

faire de ’analyse.

Nous allons montrer dans la sous-section suivante une estimation fine de la translatée de
Dunkl de la fonction caractéristique d’une boule euclidienne de rayon r centrée en 1’origine.
Cette estimation va étre un argument important dans la démonstration des inégalités de
Fefferman-Stein.

2.2.2 Estimation de la translatée de Dunkl de

Avant d’énoncer le résultat fondamental de cette sous-section, nous avons besoin d’in-
troduire la notation suivante.

Notation 2.21. Pour x € R et r > 0, on désignera par I(z,r) Uintervalle suivant
I(z,r) =] max{0; |z| — r},|z| + r[.
Ayant fixé cette notation, nous pouvons maintenant présenter I’estimation fine suivante.

Théoréme 2.22. Pour tout x € R%, tout y € R? et tout r > 0 on a

d Zo
Tng,n . < C tunj (] - TD
0l < Tz

ou C = C(d, k) est une constante indépendante de x,y,r.

Pour prouver ce théoréme, nous allons avoir besoin du résultat unidimensionnel suivant.

Théoréeme 2.23. Pour tout x € R, tout y € R et tout r > 0 on a

722 (X)) (W)] <

ot C' = C(k) est une constante indépendante de z,y,r.

Ce théoreme, du a Abdelkefi et Sifi ([I]), a été démontré en s’appuyant sur des résul-
tats analogues dans le cadre des hypergroupes unidimensionnels de Chébli-Trimeche (voir
larticle de Bloom et Xu [§]). Pour plus de clarté, nous en donnons ici une preuve dégagée
de tout contexte d’hypergroupe. Nous allons avoir besoin de deux lemmes. Le premier est
une estimation du noyau de Dunkl en dimension un.

Lemme 2.24. Soit x € R\ {0} ety € R\ {0}. On a l’estimation suivante
C

‘EZQ(Zxay)’ < Tkl KD
" ||~ [y[*

ot C = C(k) est indépendante de x et y.
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Démonstration. Rappelons la formule explicite du noyau

1 (zy),

T s ) Yy
B (i y) = J,.%%(ﬂ?y) + ot 17+

égalité que 'on peut écrire sous la forme

1 1
N @y)2d_1(@y) gy ) 3\ (@y)2J 1 (2y)
EZQ - — 2/{711:1( _> 2 2R+*F< _) 2
K (Zxay) 2k + 5 (,Iy)“ + o 1 21K+ —(,Iy)"ﬁq

Or, on sait que pour tout @ > —1 (voir [55, page 167])

1
sup (aﬁ |Ja(:c)|> < +00.
x>0

En appliquant cet argument, on obtient le résultat. O

Le second lemme donne la transformée de Dunkl de la fonction caractéristique d’une
boule euclidienne de rayon r centrée en 'origine. Nous donnons pour ce résultat connu
(voir par exemple [56]) une nouvelle preuve. Signalons que nous énongons le résultat en
dimension d et pour un groupe de réflexions quelconque.

Lemme 2.25. Soit r > 0. Alors, pour tout x € R%, on a

d+2’*{72

f,ZVX 7 r|x||).
a0 = S g e )

Démonstration. Par définition de la transformée de Dunkl, on a

F (X, ) (@) =& / EY (=i, y)x s, (v) Ay (y).
]Rd

En revenant a 'opérateur d’entrelacement, on écrit alors

Y o) = [ dZn,vW i, )™ ()X, () Al (9),

ce qui donne apres interversion licite

+oow

A )0 =35 [V 0 I @ @
Or, on dispose de la formule suivante (voir |23 page 196])

LV i) @, () i 0

(g hw, §4-1 +oo -
_ g+ m)alw, ST0) / <—m,y>"( [ a1l 1x[0,r[<u>du) day.
T (yr)|S4-1  Jre lyl

Par conséquent, 1’égalité (1) peut s’écrire apres interversion comme suit

AT 44 ~vr)a(hy, 891 . T B
A () (@) = =L m)al R T
m2l(yr)]S4 ! llyll<r Iyl
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Apres intégration on obtient
V' T(§ +r)alhw, S 1)
d
2m2yRT (vR)[S41|

On utilise la deuxieme égalité du lemme afin de simplifier la constante et on utilise un
changement de variable pour aboutir a

FV () (@) = /|| Tyl
YIXxr

7,.dJrQ’yR

; 2%+“’RF(773 + 1)7T%|Sd*1| /Hy||<1

Fi (X, )(2) eI (L — ly|*) T dy.

En utilisant maintenant la formule donnant la transformée de Fourier de la fonction ¢ —
(1-— ]t!Q)WX[O’l](]t]) (voir par exemple [62, page 171]) on en déduit que

TdJrQ’YR d
2

FY (xs,)(@) (25 FRD (yr+1) 7 (rlle]) "5 R T (),

= 2%+7RF(’7'R 4+ 1)71'%|Sd_1|

c’est-a-dire
rd+2yr

2§+VRP(%‘ +r +1

Le lemme est démontré. O

FY (x5, () = T

Nous sommes désormais en mesure de donner la preuve de I'inégalité du théoreme EL23

Démonstration. Commencons par prouver qu’il existe une constante C' ne dépendant que
de k telle que pour tout = réel non nul, tout y réel et tout r réel strictement positif

7.211

722 () )] < szn- (2.12)

Supposons dans un premier temps que 0 < |z| < 2r. Alors, en utilisant le fait que la
translation de Dunkl 722" est L™ (uZ2)-bornée, on a pour tout y € R

722 (o )] < T2 00, 200 < 4,

et I'inégalité ([ZI2) s’en déduit aisément.

Supposons maintenant que |x| > 2r. La représentation intégrale

rlan(y )(y) = /R X (2) V2 (2)

et la condition de support 2.(a) du théoréme impliquent que l'on peut se limiter au
cas ou ||x| - |y|‘ < r car, sinon, U'inégalité ([ZI2) est évidente puisque TxZQ’“(X]fT D) =0.

Soit ¢ > 0 et soit th > ]a gaussienne généralisée. Comme on a
Lo,k 1/,7Z
X],nr[ * Gy *tel (M/@2)a
L2,k

le caractere L'(uZ?)-borné de la translation de Dunkl implique que

Z
e (X Zjﬁqtm) e L' (u2?).
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De plus, I'inégalité de Holder et le théoreme de Plancherel donnent

HfHZ2(X]—T,T[)fHZ2( Z27 HZgﬁil = HX =7 227

inégalité de laquelle on déduit d’une part que

FE 0 ) = FE 0 ) P ) € L),

Za,k, 2”‘1 HZQ,H,W

D’autre part, puisque 1'on a par définition

Za, . Z2,
FE(r2 (g )0 = B2 (i, P2 (a0,

alors F22 (13 Za:n (X]—m[ 25 thQ’F”)) € L'(u%2). On peut donc affirmer que
2,

7
Z2, (X] 7| ;k th7 ) ‘52{/@22(1&)7

et la formule d’inversion permet alors d’écrire

7z )
T g )W) = /RE%(W B2 iy, 2)F,2 () (e din? (2),
Notons
G g 0 ) = 2 (B 0) + B yr), (213
avec

Ii(z,y,7,t) = /| | B iz, 2) B (i, ) F2 (L, )(2)e " dp? (2)

Ir(x,y,r,t) :/II EZ (i, 2) B2 iy, 2) Fi2 (x,_,, ) (2)e ™ dpi (2),
>

Commencons par étudier I (z,y,r,t). On a par définition de la transformée de Dunkl
T
F(x_,,)(2) =2 | EZ(=iz, ) dug?(6),
-

et puisque le noyau de Dunkl est borné par 1 on en déduit facilement que
7 2k+1
‘ff€2 (X]—T,T[)(z)‘ < CT t .

En utilisant & la fois I'inégalité précédente et I'inégalité du lemme B224] on obtient

T2/@+1

Li(z,y,r,t)| <C —_ du”2(2).
| 1('r y r )| ~ |Z|<l |$|R|y|H|Z|2R lu’li (Z)

1
dpZ2(z) :/ dz,
/z<% |2 2]

7.211

< ly[~

Puisque

on aboutit alors a
|1 (z,y,r,t)] <C

En remarquant I'implication

x| = 2r
=| > — 2yl > fal,
|z = [y]| < r

on en déduit finalement 'estimation suivante

T,Zn

‘Il(.%',y77'7t)’ < C|$|2H.

(2.14)
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Etudions & présent I (x,y,r,t). En utilisant le résultat du lemme 2225, on a
K

FE 0, 02) = Cr g (r1l) = 15 (1) 0y 012D).

égalité de laquelle on déduit que

Cr®
ek

[ () ()] <

1
ot 'on a utilisé le fait que sup, > (aﬁ |Jo(2) ]) < 400 tout comme dans la preuve du lemme
Par conséquent, on peut écrire
T.:‘Q

I < C du?(z).
’ 2(z,y, 7, )‘ X 2o 1 |Z|m+1|x|m|y|n|z|2fﬁ i (z)

Apres intégration et en considérant a nouveau le fait que 2|y| > |x|, on aboutit a

7,.2/{
| I(z,y,7m,t)| < Cm%. (2.15)
En utilisant a la fois (ZI4) et [ZIH) dans I'égalité ([ZI3]), on obtient
B ) < O (2.16)
v I=rrl 750k ]m\z’i

Pour montrer (ZIZ), nous allons bien str faire tendre ¢ vers 0 dans l'inégalité (EZT6l).
Observons que par utilisation du théoreme de Plancherel on a 1’égalité suivante

Zo, 2 7, 2 €2\ 2 7.
HX]—T,T[ Zj,ﬁ Qt 2 — X]—’r,r[ Lo ,k,2 = /R|f:‘€2(X]r,r[)(£)‘ (1 —€ " ) dlu’RQ (5)
On a donc
* L2,k —
X]—r,r[ Zo qt X]—T,T[

dans L?(u%2) lorsque t — 0. Puisque TE2 ogt L?(p%)-borné on a aussi

ZQ7 7—227"{(
x

Z b
" ¥ O ") — Xy— ()

dans L?(u%2) lorsque t — 0. En passant & une sous-suite si nécessaire, on peut de ce fait

supposer que la convergence se fait presque partout. En passant a la limite lorsque ¢ tend
vers 0 dans (ZI6]), on aboutit &

T,ZH

Z
722" 0 W] < CW’
et la démonstration de I'inégalité (ZI2]) est terminée.

Venons-en maintenant a la preuve elle-méme du théoreme.
On peut supposer que x # 0 car, dans le cas contraire, I'inégalité a démontrer est évidente
puisque pour tout y réel

0 )W) = X ).
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Considérons pour commencer le cas ou |z| < 7. On a alors

||+ 2r
M%Q(I(.%’,T)) :/ duz2(z) < / dM%Q(Z) < CT,2K)+17
0 0

c’est-a-dire
2 (I(x,r)) < Cpu () = r, 7).

Le résultat découle alors du fait que
722 (X )W S T2 (0, ) 22 00 < 4

Considérons maintenant le cas ou |x| > r. On a dans cette situation

2K
pr2(I(w,r)) :/ dpZ2(z) < 2r(|z] +7r)* < C’r2"””+1<‘x’ >,

T.ZH

soit

T 2K
pa(t(e) < ue - o) (20,

On obtient alors le résultat escompté en utilisant I'inégalité [I2). Le théoréme est entie-
rement démontré. O

Nous allons pouvoir donner la preuve de I'estimation fondamentale du théoreme .22
Au préalable, on introduit une notation.

Notation 2.26. Pour z et y réels, on désignera par V%,Qy’ﬁ’Jr la mesure donnée pour tout

z € R par

%KR(|x|,|y|,|z|)(1 — Pay,z) duk?(z) siz,y#0
dv22m T (2) = § dog(2) siy=0
déy(2) si x = 0.

Signalons que cette mesure est positive. En effet, c’est une simple conséquence de
I’'observation suivante

21 € [[le] = lyll. l2] + ] = pr.el < 1
Voici donc la preuve du théoreme

Démonstration. Ecrivons pour tout z € R%, tout y € R% et tout r > 0

z4, Z2,
72 (X ) (y) = /R X, (2 ®dvzf,y?

puis en utilisant le théoréme de Fubini (justifié par le point 2.(b) du théoréeme T3]

74,k K Lo,k
722" (s, ) () = /[R ( /[R X, (2) A2 (21 ) ®d vy (% (2.17)
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Si x1 est nul ou si y; est nul, on a alors bien évidemment
Zd7’</ 7 ZQvﬁ
0w = [ ([ adge) ®d

Si x1 et y; sont non nuls, I'égalité I1) s’écrit

T (0 )

7
_ / ( / Yoo () Er (21, 1], 122 D @1, 9, 21) dpe )®d 2). (218)
Rd-1 \JR

Or les fonctions

217 Py €6 217 P2y 0

sont impaires. Mais puisque la fonction 21 +— x, (2) est paire, I'égalité (LIS s’écrit
72,k
7 (X5, ) (W)

1 Zo,
= [ ([ o @Rl nl 400 = ) i) ) ®d

c’est-a-dire

Zd,K/ K Z 7/45
)0 = [ (e @aze )®d

En utilisant de maniére répétée le théoreme de Fubini (justifié a chaque fois par le point
2.(b) du théoreme ZI3)) et 'argument décrit ci-dessus, on aboutit &

74, Za, ,+
72" (X, ) () = /R X, (2 ®d Vi (

Puisque la mesure est positive, on peut désormais affirmer que

74, Z, ,+
T )W < [ X, ®d

ou I'on désigne par ), le cube suivant @, = {x e R?: lzj| <7, 1<j< d}. Les variables
étant séparées, on en déduit que

d
d7 Z K 7+
‘Tx2 XBT H / —r 7‘[ dV$J27ij] (Z])

Or, pour tout 1 < j < d, on a par parité de z; — X]frr[(zj)

Z? it Z ,Kj
/I\%X] T'r (Z]) dl/xi;]f] (Z]) - /l\gx]r,r[(zj) dy‘r]?’;]? (Zj)’
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c’est-a-dire
Z Kt Z yhg
o) W ) = ) )

Finalement, on a donc

d
Zd7 Z7 j
72 e )| < [ 7™ O ) (W) (2.19)
j=1

On obtient le résultat escompté en utilisant le théoreme dans l'inégalité (ZI9). O

Nous avons présenté dans les sections précédentes I'opérateur maximal de Dunkl et le

cadre de travail. Nous pouvons a présent en venir au résultat fondamental de ce chapitre,
d

N . . ez . Z
a savoir les inégalités de Fefferman-Stein pour M2.

2.3 Inégalités de Fefferman-Stein pour ME 2

2.3.1 FEnoncé et discussion du résultat

Commencons par énoncer les inégalités que nous souhaitons prouver. On dira indif-
féremment inégalités de Fefferman-Stein ou théoreme maximal vectoriel pour désigner le
résultat suivant, qui constitue une extension du théoreme maximal de Thangavelu et Xu

(théoreme EZ2)) dans le cas Z4.

Théoreme 2.27. Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables définies sur R,

1 d
1. Soit 1 <1 < +o0. Si (X025 [fn()[7)" € Ll(,uEQ), alors pour tout A >0 on a

i ({x eR’: Ci? \M?gfn(x)\”)% > A}) < %‘ (:i ’fn(')’r)%

ou C =C(d,k,r) est indépendante de (fn)n>1 et de .

)
Zg,n,l

1 d
2. Soit 1 <r < +oo et soit 1 <p<+oo. Si( oo |fa()7)7 € Lp(,u%Q), alors on a

| nesor) (S 150r)’
n=1 n=1

ou C = C(d,k,p,r) est indépendante de (fn)n>1-

)
d
ZQvﬁvp

<c

74 k.,p

Dans le cas ou 'on remplace M,.% 2 par 'opérateur de Hardy-Littlewood et LP (u%g) par
les espaces LP classiques, on retrouve les inégalités prouvées par Fefferman et Stein au
début des années soixante-dix ([24]), ces inégalités constituant une extension du théoreme
de Hardy-Littlewood au cas des fonctions a valeurs £". Leur preuve repose essentiellement
sur trois puissants arguments d’analyse réelle, a savoir un théoreme maximal et une in-
égalité a poids pour 'opérateur maximal et une décomposition de Calderén-Zygmund.
Comme nous 'avons dit dans le préambule au chapitre 2, un théoréeme analogue pour
MY semble, du fait du manque d’informations sur la translation de Dunkl, hors de portée
a I’heure actuelle. Méme dans le cas ou le groupe de réflexions est Zg, cet opérateur de

. . 74 , . , 73
translation, bien que LP(u,.?)-borné, ne permet pas la mise en ceuvre pour 'opérateur M,
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des trois ingrédients cités plus haut. Notre stratégie pour parvenir a démontrer le théo-
reme consiste donc a construire un opérateur de type Hardy-Littlewood qui controle

7¢ - . .
ponctuellement M2 et pour lequel on pourra utiliser les techniques classiques d’analyse
réelle. Pour construire un tel opérateur, il va falloir nous débarrasser finement de la transla-
tion de Dunkl. Dans cette optique, I'estimation du théoreme 222 va jouer un réle essentiel.

Avant de donner la preuve du théoreme maximal vectoriel, discutons du cas ou
r = 400 et du cas ou p = +oc.

Le cas r = +o0 Le théoreme E27 reste vrai dans le cas ou 7 = 400, et il est méme
vrai pour un groupe de réflexions quelconque. En effet, ce cas est une simple conséquence
du théoréme maximal pour MY (théoreme E2) puisque

supM,Zan < M,L/V(sup\fn\).
n>1 n>1

Le cas p = +o0 Le théoreme EEZ7 est faux dans le cas o p = +o00. Donnons un

contre-exemple dans le cas de la dimension un. Soit (fy,)n>1 la suite de fonctions o, pour
tout n > 1, fn:X[ On a

on—1 on|*

+00 1
<Z |X[2n7172n[|r> = X[1,+oo[ 6 LOO
n=1

alors que I'on va montrer que
00 1
7, T
(D IMEX s o) ¢ 2. (2.20)
n=1

Pour tout = € R on a, par définition de M?Z22, I'inégalité suivante

1 2
M2X 0y (@) 2 / T2 (X, oo o on) (=) A2 ().
F Xt ) 2 L T o a4 2] Jond ™ N (W) )
Or, on affirme que pour y € [2"71, 27|
Z
T:B27H(X]—\x\—2",\x\+2”[)(_y) =L (2.21)

En effet, on peut écrire

1
2-2 7
2 HE%(K;;§>T$27"£(X]_‘x‘_2n"x‘+2n[)(_y)

A(lzl, [yl [2))* z
= /]RX]12n71+2n[(Z)X]zy,z+y[(|z|) (lzyz]) 21 o(z, —y,z) du?(2),

et, puisque |z| + |y| < |z| + 2", on en déduit que

1
2-2 7
2 HE%(K;;§>T$27"£(X]_‘x‘_2n"x‘+2n[)(_y)

A(lz], lyl, [2))*2 z
:/RXJzy,Hy[(‘zD (|lryz])2e1 oz, =y, z) d? (),
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c’est-a-dire
Za, _ Lo,
T (X2 a2 o) () = 727 (R).
On obtient ([ZZI]) en utilisant le point 2.(b) du théoreme Par conséquent on a l'in-
égalité

1 2
MZ2 T) > / du?2(y),
K X[anlygn[( ) M%2(] . ‘x’ . 277/’ ‘x’ + 2”[) on—1 ILLH (y)

soit apres calcul
on(26+1) _ 9(n—1)(2k+1)

2(|$| + 271)2H+1

Pour x vérifiant |z| < 2™ on aboutit a l'inégalité

Z
Mli 2X[2n7172n[ (1’) 2

7 on(26+1) _ 9(n—1)(2k+1)
2
M X150 2 —mmEmmn

et apres simplification
7 1— 2—(2/@—}—1)
2
Mli X[Qn—l’gn[(l‘) > 22H+2 °

On peut donc écrire pour tout z € R

1 — 9—(2k+1)

+oo

7, T
: : |MI'€2X[27L—1’27L[('CL‘)|T 2 E ( 22H+2 ) = +OO,
n=1 {n:27>[al}

ce qui acheve la preuve de [Z20) et fournit bien un contre-exemple au théoreme dans
le cas ot p = 4o00. Signalons tout de méme que nous donnerons dans le chapitre 3 un
résultat d’intégrabilité locale dans le cas ol p = 400.

2.3.2 Preuve du théoréme maximal vectoriel

Nous allons prouver dans cette sous-section le théoreme Comme nous 'avons déja
annoncé, notre but consiste a controler ponctuellement ’opérateur maximal de Dunkl as-
socié a Zg par un opérateur de type Hardy-Littlewood qui va vérifier un théoréme maximal
vectoriel que 'on pourra démontrer classiquement. Pour construire un tel opérateur, et
puisque c’est la translation de Dunkl qui pose probleme, nous cherchons a nous en débar-
rasser. Le théoreme va jouer un role essentiel et justifie la définition qui va suivre. On
introduit au préalable des notations.

Notation 2.28. Pour 2 = (x1,...,24) € R? on notera & le vecteur des valeurs absolues
des coordonnées de z, cest-d-dire & = (|z1], ..., |zq|).
Pour z = (z1,...,24) € R% et r > 0, on notera R(z,d) le pavé suivant

R(z,r) =1(x1,7) X -+ x I(xg,71),
ou l'on rappelle que pour tout 1 < j <d
I(zj,r) =] max{0; ;| — r}, [a;] + r[.
Définition 2.29. Soit Mgg’R lopérateur maximal a poids défini par

y 1 ;
M2 f () = sup ————— / £ ()] dpin* ().
>0 i (R(w, 7)) AyeR@n)}
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Signalons que cet opérateur est invariant sous l’action du groupe de réflexions Z4,

c’est-a~dire que l'on a, pour tout ¢ = (1,...,64) € Zg
74 R 74.R 74.R
M2 (foe)(x) = Me? f(x) = Mg f(ex), (2.22)
ou l'on note f o ¢ la fonction z — f(ex), avec
ex = (€121, ... ,E4%q)-

Cette propriété évidente va s’avérer tres utile dans la suite. Nous allons maintenant montrer

d
que cet opérateur controle ponctuellement M,.gZ 2,

Proposition 2.30. Pour tout x € R? on a linégalité de controle suivante

ZQ,R

M f(x) <

ou C = C(d, k) est indépendante de f et de x.

f(z), (2.23)

Démonstration. Soit z € R? et soit 7 > 0. Dans la preuve du théoreme 229, on a montré
I'inégalité ([ZI9), & savoir pour tout y € R?

78 Za,
|7—12 H'Txf HJ X] rrl (y])

Or, le point 2.(a) du théoreme nous permet d’affirmer que

ZQ7 Kj

3l ¢ (asm) = 7™ () (0) = 0.

Par conséquent, on a
74, .
72" (X, )(y) = 0 si § ¢ R(z,r).

Cette condition de support et le résultat du théoreme impliquent que

_TT Zd

Zg,ﬁ IU'HJ 2
[ s ol <o [ o] e )

ji= IM“J

Puisque 'on a bien évidemment

Hu | =) = u HM (7)) = 1 (R(z,1),

on obtient

VA 4
f() (XBT)(—y)du@(y)' <7ch” (@) / ) @) dpn’ (). (2.24)
fi? (R(z, 7)) {y:5€R(@)}

d d
Remarquons que 'on a ,u% Q) = CMZQ(BT) avec

24(d + 27z4)

C=— —
Hj:1(2/<;j + 1)a(hzg, Sd-1)
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En effet, on a d’une part

d d
Zd _ 7 o d 1 d+2PYZd
um2<czr>-jr_[1ﬂﬁ;<]—r,r[>—2 jl]l(%+1)r f

et d’autre part, un passage en coordonnées polaires nous donne

a(hzg7 S 427,
—_ _r 5.

73 " d42y,0—1 2
it = [ [ ng aute) = =

On peut donc déduire de [Z24)) que

1 785 74 C 7
| L 0 o e ain)| < o— [ ),
i (By) /R pi? (R(z, 7)) /{v:geR(z,r)}

et le résultat attendu découle trivialement de cette inégalité. O

Grace a ce résultat, il nous suffit d’établir le théoréme suivant afin de démontrer le
théoreme 27

Théoreme 2.31. Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables définies sur R,

1 d
1. Soit 1 <r < +o0. i ( = [fn (7)€ Ll(,u%Q), alors pour tout A >0 on a

“Zg<{m eR*: (;i \Mfg’an(x)\r>% > A}) < %H (;i \fn(-)V")%

ou C =C(d,k,r) est indépendante de (fn)n>1 et de .

b
Zg,li,l

1 d
2. Soit 1 <71 < +00 et soit 1 < p < +oo. Si (X4 |fa()]")" € Lp(,u%Q), alors on a

(S nesor) (S 150r)’
n=1 n=1

ou C =C(d,k,p,r) est indépendante de (fp)n>1-

<C
VANN

)
d
ZQvﬁvp

Pour prouver ce théoreme, nous allons suivre la stratégie introduite par Fefferman
et Stein dans un cadre classique ([24]). A cet effet, nous allons notamment prouver que

. 7¢,R s P . ST .
lopérateur M, ?" " satisfait un théoreme maximal et une inégalité a poids. Commengons

donc par établir le théoreme maximal. Dans cette optique, et puisque M,.gZ 8.1 se préte aux
techniques de recouvrement, nous allons avoir besoin d’'un lemme de type Vitali que nous
énongons immédiatement (une version de ce lemme dans le cas unidimensionnel peut étre
trouvée dans [§] ou [1I).

Lemme 2.32. Soit X un sous-ensemble mesurable (pour la mesure ,u%g) de RY x - x RY
(d fois). Supposons qu’il existe une famille {R;}jes (avec pour tout j € J, R; = R(27,r;)
) vérifiant

sup(diamR;) < 400

jeJ
et telle que

X C U Rj.
jedg
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Alors, il existe une sous-famille disjointe (qui peut étre finie) Ry, ..., Ry, ..., telle que
Zg Z3
pr? (X) < CZMH (),
n

ou C = C(d, k) est indépendante de la famille {R;}.

Démonstration. En procédant de maniere standard (voir par exemple 49, page 9]), il est
facile de construire des ensembles disjoints R(z!,r1) = Ry,..., R(z", 1) = Ry, ..., qui
sont tels que

X C UR(z”,Srn).
n
1 . VA . "y
Le lemme s’en déduit alors si 'on montre que la mesure uy? est, de maniere générale,

doublante pour les ensembles R(x, 1), c’est-a-dire qu’il existe une constante C' < +oo telle

que
d

12 (R(xz,2r)) < CpZ (R(x, 7).

En fait, comme on a d’une part
74 d
dp® (x) = Q) dpi? (),
j=1

et d’autre part
R(,I,’I“) = I(wlyr) Xoeee X I('Id,r)a

il nous suffit méme de montrer que la mesure unidimensionnelle 122 est doublante pour
un intervalle du type I(z,r). Prouvons donc ce seul point.

Supposons dans un premier temps que |z| < r. Dans ce cas,

|z|+2r
12 (I, 2r)) = / 2 (2) < (2] + 2r)F .
0

Par conséquent
WE (1, 20)) < 255 (fo] £ 1),

d’out
i (I(w, 2r)) < Cp2(I(z, 7).
Supposons maintenant que r < |z| < 2r. On écrit

|x|+2r
W (I, 2r) = / 2 (z) < Or2+t,
0

et on écrit

D’ou
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Supposons pour finir que |z| > 2r. Dans ce cas, on a d’une part
|z|+2r
i w20) = [ ) < el + 2
|z|—2r
et d’autre part

W) = [ duEe) > 2] -

|| =7

Puisque |z| + 2r < 4(|z| —r), on en déduit que
2 (I(x,2r)) < Cpi2(I(z, 7).

On a donc bien prouvé le caractere doublant de M%Q pour les I(x,r), et on peut de ce fait
considérer que le lemme est entierement démontré. O

Gréace a ce lemme, nous allons pouvoir montrer classiquement (c’est-a-dire par une

méthode combinant un argument d’interpolation et un argument de recouvrement) un

P . 74 R
théoreme maximal pour M2,

Théoréme 2.33. Soit f une fonction mesurable définie sur R?.

d
1. Si f e Ll(,u%Q), alors pour tout A > 0 on a

i ({w e B 55 (@) > 2)) < Sy,

ou C = C(d,r) est une constante indépendante de f et de A.
d d d
2. i fe Lp(,uzﬂ, 1 < p < o0, alors M,?”Rf € Lp(MZQ) et on a

d
73,

R
HM/@ f”Zg,n,p < CHfHZg,Ii,p’
ou C' = C(d,k,p) est une constante indépendante de f.

Démonstration. Le cas p = +oo étant une évidence, il nous suffit, grace au théoreme
d’interpolation de Marcinkiewicz (voir par exemple [49, page 21]), de prouver la premiére
assertion du théoreme.

On introduit pour tout A > 0 ’ensemble suivant

d
xf = {o e Ry x o xRy M f(2) > A}
d
Soit xz € X;\r. Par définition de la fonction MEQ’Rf, il existe r; > 0 tel que

z4 z4
/ Sl ) > M (R ),
{ygER($7rﬁv)}
ce qui implique que
74 1
P (R m2)) < 3 W flggen

Puisque X;\L C Uyex+ R(w,7;), on déduit en utilisant le lemme 2332 existence d’une suite
A

(finie ou non) d’ensembles disjoints R(x!,r;,) = R1,..., R(x",1,,) = Ry, ..., telle que

74 74
e (X5) < C Y i (Ra),
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ou C = C(d, k) est une constante indépendante de la famille {R(z,7;)}. Or, chaque R,

vérifie 1
Zd

Hi” (Rn) <

d
3 F@)ldp ).
{y:0€Rn}

Par conséquent
74 C 73
e <SS [ twlad.
n {ygeRn}

En utilisant le caractere disjoint de la suite, on aboutit a

74 C zd C
e <5 [ P () < SISl (2.25)
{y:ﬂEUan}
Notons maintenant pour tout € = (e1,...,&4) € Zg

d
N Y L

ou pour tout 1 < j <d
R =RLsi g5=1, &Ry =RIsi g5 =-1.
Pour tout e € Z$ on a donc en utilisant (Z22))
z4 z4
e (X30) = e (e X)),
Finalement, on peut écrire

d d g g
it ({ € B M) > A ) < 30 (X)) < 2 (X)),
c€Zg

ce qui implique en utilisant (Z20)

it (Lo e M7 1) > A1) < S g

Le théoréme est ainsi démontré. O

Lo . z4 ye 2
Remarque 2.34. Notons au passage que ce théoreme maximal pour M,QQ’R et l'inéga-

d
lité de controle (223)) impliquent le théoréme maximal pour MZ2. Cela constitue donc
une preuve différente (dans le cas ou le groupe de réflexions est Zg) de celle donnée par
Thangavelu et Xu (théoreme 22)).

d
Démontrons maintenant une inégalité a poids pour M, % >R Dans la preuve des inégalités
de Fefferman-Stein, ce résultat va jouer le role d’'un argument de dualité.

Théoréme 2.35. Soit g une fonction mesurable définie sur R® que I’on suppose positive et

d
localement intégrable (au sens de MZQ). Pour tout r vérifiant 1 < r < 400, on a l'inégalité
a poids suivante

/ (MER 1) g) P () < © / P )T ME () duZ (),
Rd Rd

ou C = C(d,k,r) est indépendante de f et de g.
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Démonstration. Grace au théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz et au caractere L°°-

, VA . PR . SR T,
borné de MRQ’R, il nous suffit pour prouver le théoreme de démontrer que l'inégalité
suivante est vérifiée pour tout A > 0

74, 74,R C 74,R 74
i ({o e rto B @) > 0}) < 5 [ @B g o), @20)
R
ou ,u%”g = [y 9y d,un y) et ou C = C(d, k) est une constante indépendante de f, de
g et de \. En fait, en notant pour tout A > 0
d

Xf = {o e Ry x o xRy M f(2) > A,

il nous suffit méme de montrer que pour tout A > 0
74, C 74,R 74
i < 5 [ 1IN e an ), (2.27)

ou C = C(d, k) est une constante indépendante de f, de g et de A.
Supposons en effet que 'inégalité [ZZ1) est démontrée. On a alors

74, 74 R 74, 74 go
u? ({a e BT M @) > A) < 30w (ex) = 30 w5,
e€zg c€zg

Par conséquent, en utilisant I'inégalité (E:ZZI) on obtient

W49 ({o e RY M5 (0) > Z / M (g 0 ) ) dni ()

d d
En invoquant le fait que MEQ’R(gog) = M,iZ”Rg, on aboutit & (Z24]), inégalité dont découle
comme on ’a dit le théoréme. Il nous reste donc & prouver ([Z27).

Soit K un sous-ensemble compact de X;\r. Comme pour la preuve du théoréme 22331
on peut affirmer qu’il existe R(z',ry),..., R(z™,ry,),..., deux & deux disjoints, tels que
X/J\r C UpR(z™,5r,,) et tels que chaque R(z",r,) vérifie

MERE" ) < / F) A ). (2.28)

{y:g€R(a™,rn)}
On peut donc recouvrir K par un nombre fini de tels R(z"™,r,,), disons K C Uévle(xk, 5rk).
d
Soit alors 1 < k < N et soit y tel que § € R(z*,ry,). Par définition de MEQ’Rg, on peut
écrire
74 74 74,R
9(2) dps® (2) < p® (R(y, 6r1)) M g(y). (2:29)
{z:2€R(y,6r1)}
Or, on a d’une part
R(xka 5Tk) C R(y? 6Tk)’
et d’autre part
Zg zg k
ps? (R(y, 6ry)) < Cpn® (R(z”, 1)),
puisque R(y,6ry) C R(x*,7ry,). Par conséquent, on peut déduire de I'inégalité (ZZ9) que

74,R

zg zg k
9(2) du® (2) < Cp® (R(2", r1) ) Mi™" " g(y).
{z:2€R(x* 571)}
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En multipliant par |f(y)| et en intégrant sur {y : § € R(z*,r)}, on obtient

VA z4
/ f)la ) [ g() du(2)
{y:geR(z* r1)} {z:2€R(x* 5r1)}

VA 7¢.R VA
< Cuid (Rt | )M g(y) (),
{y:g€R(@® ri)}
ce qui permet d’affirmer apres utilisation de ([ZZ2J]) et apres simplification que
74 C 74.R 74
/ o) du () < 5 )M gy) i ().
{z:2€R(z* 5r1)}

{y:-g€R@ )}

Puisque

N
27g 279 Zg
w2 (R(x ,57% / z)duk?(2),
Z Z {z:z€R(z* 5r1)} ( ) ( )

=1

on aboutit a

N

Zd7 C Z 7 Zd

<5 [ F@IME () 4 ),
k=1 {y:g€R(x*,ry)}

En utilisant le caractere disjoint des R(xk, ), on peut affirmer que

7, C
,U%2 Q(K) < X/
{y: yEU " R(zF, )}

£ )M g(y) du (),

puis que
74, C 74.R 74
i) < 5 [ ) i),
ye

Cette derniere inégalité étant vraie pour tout compact K C X , on en déduit [Z27), et
le théoreme est démontré. U

On donne maintenant la décomposition de Calderén-Zygmund qui va nous servir par
la suite (voir [B1l, page 17]).

d
Théoreme 2.36. Soit g une fonction appartenant a LI(MZQ) et soit A un réel strictement
positif. Alors, il existe une suite (Qj)j>1 de cubes bornés dont les intérieurs sont deux d
deuz disjoints et telle que

Z,U% Q] HgHZ K, 10

j>1
g@l < Asizgo=Jas,
j=1
1 VA
—r— | sl w) < O pour chague @,
s (Q]) Qj

avec C = C(d, k) une constante indépendante de f, de X et de la suite (Q;)j>1

Nous venons donc de présenter les trois arguments essentiels qui vont servir dans la
preuve des inégalités de Fefferman-Stein. Avant d’en venir & la preuve elle-méme, on prouve
un dernier point technique afin de ne pas alourdir la démonstration du théoreme 311
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Lemme 2.37. Soit (Q;);>1 une famille de cubes bornés dont les intérieurs sont deux d
deuz disjoints, et soit
a=Je. o=,
j>1 j>1

ot @vj désigne le cube concentrique avec QQ; mais ayant pour diametre le double de celui
de(Qj.
Soit f une fonction mesurable définie sur R? et soit f la fonction donnée par
0 six ¢
T) = 74 . .
/(@) = o, Wl ) siwe;

Ng( Qj)
Alors, on a linégalité suivante

ZQ’R(fXQ)() CMZQ’R flx), z€° UEQ

c€zd
ou C = C(d, k) est une constante indépendante de f et de €.

Démonstration. Soit x € © Usezg 9. Pour tout r > 0 on a

1 Zg
[ e wldE)
i (R(x,r)) /Hy:9eR(@r)}
1
73 /
i (R(x,r)) HygeR(@r)}inQ

|f ()] dpi® ()

Alors, en posant

Jz{j}l:Qjﬂ U ER(x,r)sé(Z)},
e€zd
il s’ensuit que
1 Zg
——— ()W i)
i (R(x,r)) Hy:er(@,r)}

£ ()| A2 (y).

~X

1
74 / - ,
pi (R(x, 1)) jej Hy:geR@r)}NQ;

On étend le domaine d’intégration pour obtenir
1
z3
p® (R(z,7))

L’égalité suivante

RIOE IO P — i (y).
L 0l ) - T [, ol ao)

/ Tl diZ (y) = / F a2 )

J J

implique que
1

Vi 1 = 74
s /{ o ) ) < 3 | Fwla.

i’ (R(x, 7)) je’ Qi



74 CHAPITRE 2. INEGALITES

Zd
DE FEFFERMAN-STEIN POUR M2

Comme (Q;)j>1 est une suite de cubes dont les intérieurs sont deux & deux disjoints, on

peut écrire
1
Zd
p® (R(,7))

Puisque

d
/ (P ) i () < —
{y:9€R(z,r)} o2

I

xECU6Q

c€zd

Q;n | eR(@,r) £0

cezd
nous avons donc
1

ot .
F L WG4 W

1

AN

c’est-a-dire
1
Zg
pr” (R(x,7))

En utilisant I’égalité suivante

_ d
/ Tl du(y)
{y:g€R(,3r)}

2 (R(x,3r)) 1

d
/ (FXa) )] di () < —
{y:5€R(z,r)} [ (R

R
1 (R(z, 7))

=0 C?j<:

et (R(x

1
g
x,r)) Y{vgeR(=,3r)}

1

— T dp (y).
o) /UjEJQj\f(y)! p” (y)

U eR(x,3r),

cezd

— d
/ 7 ()] dp (y),
, 7")) UseZg 6R(:B,37“)

( 7o) du (o).

- z7d 74
WA (R,r) 12 (R
on aboutit a

1

o )
e L )

1
<C—
p® (R(z
Par conséquent

1
7z
i’ (R(z, 7))
Finalement, on en déduit que

MER (fxo) (@) < CME

ce qui est 'inégalité recherchée.

[l
{y:geR(z,r)}

— d
/ F)l i),
,3r)) J (iR 30)

[l
,3r)) J{y:geR(,3r)}

7¢, R~

2y) < CMPE T ().

"f(2),
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Nous avons maintenant a disposition tous les outils requis pour prouver le théoreme
E3T qui implique, comme on I'a déja expliqué, le théoreme EL27 grace a l'inégalité de

controle ([ZZ3)).

Démonstration. On commence par prouver le second point dans le cas ou p = 7.
Puisque 'on a

+oo a 4 +o0 4 4
/Rd (; MR ()] ) ) = > /R MERp () 4 (@),

. o N . 74 N
on obtient en utilisant le théoréme maximal pour M2 (théoreme E233])

= d d +oo ;
/]Rd <nzl \MEQ’an(x),r> du' (z) < an1 /Rd | ()| dpi? ().

Apres interversion on aboutit a

/ (3 2 o) i) < ¢ / (5 1l ) o)
R4 n—1 R4 n—1

ce qui est le résultat voulu dans le cas o p = r.

c’est-a-dire
T
<C , (2.30)

d
Zwmw

(> nor)|
n=1

d
ZTKW

(S 150r)
n=1

Grace au théoreme d’interpolation de Marcinkiewicz, le cas 1 < p < r est une simple
conséquence de ([Z30) et du premier point du théoréme que nous allons maintenant dé-
montrer.

Appliquons une décomposition de Calderén-Zygmund (théoreme Z30]) a la fonction

(S 1h0r)"
n=1

On obtient une suite (Q;);>1 de cubes bornés dont les intérieurs sont deux a deux disjoints

et telle que
~+00 1
(Z ’fn(')’r) ' : (2.31)
n=1

Z%RJ

d C
ZNE%Q;’) < X

j>1

+o00 1
(@) <x sizgo=J e (2.32)
n=1

i>1
1 = ANr o, zd

—— [ (C o) W) <ox pou diaque @ (233)

e (Q5) 791 “n=1

ou C' = C(d, k) est une constante indépendante de (f)n>1 et de (Q;);j>1.
Pour tout n > 1, on décompose f, comme suit

fn::fﬁ'%fﬁ,
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avec

Puisque 'on a évidemment

1 1

1
T

<Z ’MZQ’an )? (Z ’MZQ’R ) r (Z ’MZQ’R " r> 7

il nous suffit pour démontrer le premier point du théoreme de prouver les deux inégalités
suivantes

+o00 1 +oo
7d 74.R A\ T C r
M({x cR?: (Z\M,g fh(@)| ) > A}) — <Z‘fn(.)‘ ) . (2:34)
= MINS 24,1
74 d R Z4.R . ;
un2<{x eR?: (Z|Mﬁ2’ fn(:n)|’") > A})
n=1
On commence par prouver (Z34]). Appliquons I'inégalité de Chebyshev afin d’obtenir

74 d = 7Z4.R . : C |l <= 7Z4.R . [
pir <{xeR (> I @) >)\}> <3 (> )
n=1 n=1

Zg,li,r
En utilisant I'inégalité ([Z30), on en déduit que

d = d 1
e ({x eRe: <Z |MHZ?’Rf,’L(:c)|T) "> A})
n=1

Or, on a d’une part

3=

>|Q

(ff HOI) @)
n=1

Z¢,k,1

(Zlf L

1 +o00 1r—1 1
(Z ror)| < |[(Cmor) | [mor)
Z ST n=1 75 ,K,00 Zg,li,l
et puisque ([Z32) implique d’autre part que
1r—1
(Z rory |, <x
Zg K,00

on peut déduire de ([Z36]) 'inégalité

74 d X, 2R T c
W({x eR?: (Z\M,ﬁ’ f;(m)yr> > A}) < X‘
n=1

et ([Z34) est prouvé.

)

Zg,li,l

(S 1m0r)’

Nous allons maintenant prouver ([235). Considérons pour tout n > 1 la fonction f,
définie par

0 siz ¢
fn(@) = fQ a2 () si z € Qs

:U%
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et soit @vj le dilaté de @Q; comme dans le lemme 37 Remarquons que la fonction

_ 1
(325 [£2(9)]") ™ est majorée par CA.
En effet, c’est évident si x ¢ Q et si x € @), alors

too . %_ +oo 1 q 74 Ty +
Eren) - (g |, mwiaEw])
< — | (ff 501 di )

i (Q5) 79 nt

ou 'on a appliqué I'inégalité de Minkowski. En utilisant (233]), on obtient bien

(S ) <on
n=1

S e

Par conséquent, nous avons
—+o00 1
— T
(S imor)
n=1

ot I'on a également utilisé le fait que (32,25 [£n()]")
appliquant ([Z3T]), on aboutit a

(S H0r) (S 1h0r)
n=1 n=1

En utilisant successivement 'inégalité de Chebyshev, 'inégalité (Z30) et le dernier résultat
ci-dessus, il s’ensuit que

+oo 1
M%d<{x er’: (30 |M§3’Rﬁ(x)|’") "> A}) < %‘

n=1

T

<oNu@) <o Y Q).

Zg,li,r ji>1

1
T

est a support contenu dans 2. En

ir
T

< C)\T*l

Zg,li,r Zg,n,l

Puisque nous avons
74 d = 74 R .1y ;
un2<{x eR?: (Z|MRQ’ fn(x)|r) > A})
n=1
zg P 74 -~ X 74,R
< W( U aQ) +uﬁ2<{x e | en: (Z\M,ﬁ’ f;;(x)v)

e€zg

3=

)

on obtient en appliquant le lemme EZ37

+o0 1
e ({x eR%: <Z |M53’Rf;{(x)|r> "> A})
n=1
“+o0o

<@ i (feer U0 (X Ter) > A1)

e€z n=1

(2.38)
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D’une part, on a
Zd ~ Zd — Zd
pe” (2) < ZMHQ(QJ') < CZNRQ(QJ),
izl izl

et donc en utilisant (Z3T])

(2.39)

NS im0r)’

Zg,n,l

D’autre part

(e oz -2

e€zd
73 d Xz T
< ({x e R*: <Z |M? fn(x)|r) > 6})’
n=1

d’ou, grace a ([Z37), on en déduit que

74 B 74 R— % C| /<X A\
uﬁ<{me GES <Z\M 2 (@) ) }) <3 <Z!fn(-)\ ) . (2.40)
d =1 7% k1
eczd n= 25
Alors, en utilisant (Z39) et (ZZ0), on peut déduire de [Z38) que
z4 d = 73R o1 r - C <=2 r ;
w ({oerts (i o) >ap) < S| (S m0r)|
n:l )\ 77,:1 ng’%vl

et la preuve de (Z30) est terminée.

Afin de démontrer le théoreme dans son intégralité, il nous reste & prouver le second
point dans le cas ou p > r.
Soit g une fonction mesurable positive satisfaisant

lgllog e o = 1.
p—r

[ (S W ooty Z L ot ani)
n=1

et on obtient en utilisant I'inégalité a poids du théoreme P33

Ad<§'MEg’Rf"<$>|)<>dﬂn CZ/ @)l M g () dui (@),
n=1

et apres interversion

/Rd<;§§1‘M§ngfn($)’) (x )d,u,.; < / <Z’f" ) 2 g(x)dufg(x).
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Grace a l'inégalité de Holder, on aboutit a

L. (35 A ) Joto) a0
n=1

<c(/, (:i R@l) W) % ([ 0 o) o) 7

c’est-a-dire

/Rd (f ‘Mgg’an(x)\’)g(w) A (z) < C‘
n=1

<2 % " 74 R
O 10r) | (gl
n=1

p—r

ZQ yK,P

d
En appliquant le théoréme maximal pour 'opérateur M,.gZ 2R (théoréme [Z33)), on obtient

= Z¢.R 74 = ="
[ (@l gt i @) < C\ (X 10r) lollzg v, 2
R n=1 n=1 Zg,n,p per
et, puisque [|gl,q, _» =1,
2 7p77.
X gdg 74 = I
[ (B @l ) g i) < o (Y 100)
R4 n=1 n=1 Zgﬁ,p
De ce fait, on peut conclure que
=2 74,R v = .
‘ (3 1) <c|(X100) ,
n=1 ng“vp n=1 ng“vp
et le théoréeme est entierement prouvé. ]

Les inégalités de Fefferman-Stein constituant un résultat fondamental en analyse har-
monique, il est intéressant de pouvoir étendre ce résultat a une plus large classe d’opéra-
teurs. C’est ce que nous allons faire maintenant dans une nouvelle section.

2.4 Extension du résultat a une plus large classe d’opéra-
teurs
On cherche a définir une classe a laquelle va appartenir la fonction maximale associée au

semi-groupe de la chaleur de type Dunkl et la fonction maximale associée au semi-groupe
de Poisson de type Dunkl.

d
Définition 2.38. Soit ¢ € LI(MZQ) une fonction radiale, plus précisément ¢(z) = 1 (||z|)
pour tout z € R% On suppose que 1 est différentiable et qu’elle satisfait les conditions

too 4
lim ¥(r) =0, / P
0

r—-+00

suivantes
d

Ew(r)‘ dr < +o0.

74, . :
On note alors M? ¢ lopérateur suivant

M53’¢f(x)=§1>1103|(f x ¢y)(x)], = eRY

Zg,n
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ol ¢; désigne pour tout ¢ > 0 la dilatée de ¢ donnée par

1 T d
Pi(z) = m¢<z), r e R%

Présentons tout de suite deux exemples important de telles fonctions.

Semi-groupe de la chaleur de type Dunkl Notre premier exemple concerne la

. s . s Zg,n
gaussienne généralisée ¢, >"". Posons

o(x) =cele” 2, :UE]Rd,

alors pour tout ¢t > 0 on a

74
Cr’ Iz 7d .k
e a4t = qt (m)_

¢ jz(z) = m

73 . . ./ .
Dans ce cas, M,ﬁ’(ﬁ est 'opérateur maximal associé au semi-groupe de la chaleur de type
Dunkl.

Semi-groupe de Poisson de type Dunkl Notre second exemple concerne le noyau
de Poisson généralisé (ou de type Dunkl). Si ¢ est la fonction définie pour tout z € R? par

a
b(a) = s
(L [lz)?) * %
ou a, est la constante
d 4
Qe = et 2’ AT (S 2)
K — \/7_1' 9
alors pour tout ¢t > 0 on a
a,t 74,
(bt(x): . d _PQK( )7

ol, de maniere plus générale, PtW"'i est 'opérateur de Poisson de type Dunkl (pour plus de

s .. N : ) 74, .
précisions, nous renvoyons a [45] et [56]). Par conséquent, M,* ? est dans ce cas l'opérateur
maximal associé au semi-groupe de Poisson de type Dunkl.

d
On énonce maintenant le résultat concernant l'opérateur ME 29 (pour ¢, ¢; comme
dans la définition EZ38]).

Théoreme 2.39. Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables définies sur R,

1 d
1. Soit 1 <1 < +o00. Si (X025 [f2()7)" € Ll(,uEQ), alors pour tout A >0 on a

w({oeme. (i M) > a)) <5 (i 1,001

ou C =C(d,k,r,¢) est indépendante de (fn)n>1 et de \.

3=

b
Zg,li,l
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1 d
2. Soit 1 <1 < +00 et soit 1 < p < +oo. Si (30 |fa()|")" € Lp(u%2), alors on a

\ (ff M L)) (f £0r)
n=1 n=1

ou C =C(d,k,p,r,¢) est indépendante de (fp)n>1-

1
T

<C
74 k.,p

)
74 k,p

Démonstration. La preuve ne présente pas de difficulté particuliere. En effet, en s’appuyant
sur la démonstration du théoreme 7.5 de [B6], on sait que pour une telle fonction ¢ et pour

tout x € R4
d

—u(r)|dr,

d+ 2’)/Zg

d +0oo
(¢ @] <M [
VAN 0

ou C' = C(d, k). De ce fait, pour tout ¢t > 0 on obtient

> d
Td+2mg 5% (74) ‘ dr,

z4 +
(s o0 < M) |
ZQ?"</ 0
avec C indépendante de t. De 1'égalité évidente
d 1 d /r
) = Wﬁb(;)’

on peut donc déduire que

d+27,,4
4 oo T d
0, o000l < atsta) | e ()|

Un changement de variables nous donne

d 400
(f * é0@)| < OMEf(a) / P2
75,k 0

et on aboutit finalement a

sup|(f x6)(x)| < CMEf ()

t>0

ou C' = C(d, K, ¢) est indépendante de f. Cette estimation ponctuelle et 1'utilisation du
théoréme permettent d’obtenir le résultat. O






Chapitre 3

Intégrabilité exponentielle et
hypergroupes de Bessel-Kingman

Nous allons présenter dans ce chapitre deux résultats qui sont liés au théoreme maximal
vectoriel (théoréeme ZZ7)) que 'on a prouvé précédemment.
Le premier concerne un résultat d’intégrabilité locale qui permet de compléter les inégalités
de Fefferman-Stein dans le cas o p = +o00. Plus précisément, nous montrerons sous

certaines hypotheses que la fonction ZIE |M,.iZ 2 fn(4)|" est exponentiellement intégrable
sur tout compact. Ce résultat, qui est intimement lié au comportement des constantes du
théoreme lorsque p est grand, peut étre une premiere motivation pour introduire des
espaces d’Orlicz dans le cadre de I'analyse de Dunkl.

Le second résultat quant a lui consistera a établir des inégalités de Fefferman-Stein pour
des hypergroupes unidimensionnels de Bessel-Kingman. Apres avoir défini de maniere
succincte la notion d’hypergroupe, on introduira la classe particuliere des hypergroupes
de Bessel-Kingman (en présentant la classe plus large a laquelle ils appartiennent, a savoir
celle de Chébli-Trimeche). On définira dans ce contexte un opérateur maximal non centré
et on montrera comment la preuve que 'on a donnée du théoreme peut étre adaptée
sans difficulté dans ce cadre.

3.1 Intégrabilité exponentielle

On commence par écrire le principal résultat de la section, a savoir un résultat d’inté-
grabilité exponentielle locale qui complete I'énoncé du théoréme maximal vectoriel pour

d
M% 2. Dans le cas de l'opérateur maximal usuel, ce résultat est di a Fefferman et Stein
([24] ou |51l page 75]).

Théoréme 3.1. Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables définies sur Re. Soit
1 d
L<r <400, 8i (25 1f()) " € L“(,u%) est telle que

+o0
Zd
MRQ (supp E |fn()|r> < 00,
n=1

d
alors la fonction S5 |M,.€Z2 fn()|" est exponentiellement intégrable sur tout compact. Plus
précisément, il existe une constante ne dépendant que de d, k et r, que l’on note Cy r,
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telle que pour tout compact K de R? et pour tout e vérifiant

Log(2)[| 525 1) [| 4
QCd,n,r ’

Le<
on a l’inégalité

oo 24 r d
/ o T M2 L@ 4,28 ()
K

d d
) Mfg(K) . 2eC |5 |fn(‘)|THZg,n,oo maX{?,u%Q (K); p? <SUPP pOtied |fn(')|r) } |
10g(2) = 26Car | 2027 1 Fa ()" |5 o

Pour démontrer ce théoreme, nous allons avoir besoin de trois lemmes. Le premier
concerne une égalité fonctionnelle valable sur un espace mesurable quelconque.

Lemme 3.2. Soit X un espace mesurable et soit m une mesure positive sur X. Soit ¢ une
fonction définie et croissante sur [0, +oo[, vérifiant p(0) = 0 et appartenant ¢ C1([0, +o0]).
Pour toute fonction f mesurable sur X on a l’égalité suivante

[ets@lamt) = [ dm({re x 151> A}) ar

Démonstration. Puisque ¢’ est positive, on peut écrire grace au théoreme de Fubini

/Om o/ Nm({z € X :[f(@)] > A})dr= /X (/OW) ') d)\> dm(z).

On obtient le résultat voulu en intégrant et en utilisant le fait que ¢(0) = 0. O

~

Le deuxieme lemme donne des précisions sur le comportement des constantes du théo-
reme 227 lorsque, r étant fixé, on fait tendre p vers l'infini. La condition d’intégrabilité
exponentielle est d’ailleurs intimement liée & ce comportement.

Lemme 3.3. La constante C(d, k,p,r) du théoréme mazimal vectoriel [Z.27] est telle que

1
C(da K, D, T) = pﬂQ‘rOO(pr)‘

Démonstration. Le parametre r étant fixé, il suffit de reprendre la preuve du théoréme

P27 dans le cas ou p > 7.

On voit alors sans difficulté que la dépendance en p n’intervient qu’a travers la constante,

N . PN . 7.4 , r_ 74

a la puissance %, du théoreme maximal pour MHQ’R et pour l'espace Lr— (u.?). Cette

constante étant obtenue par interpolation, on peut donc écrire que

N
C(da KR, D, T) = C(da K, T) <C(d? H)%) ’ .
p—r
On a bien évidemment
P p—r
P P
<C(d, )2 1) - 9.

p—r

et le lemme est ainsi prouvé. ]
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Le dernier lemme dont nous allons avoir besoin fournit une estimation qui s’avérera
décisive dans la preuve du théoreme BI1

Lemme 3.4. Soit (fp)n>1 une suite de fonctions mesurables définies sur R? et soit 1 <
1 d
r<4o0. 8i (30 f()N)T € LOO(MZQ) est telle que

“+o00
Zd
e (supp§ jrm-w) < too,
n=1

alors pour tout compact K de R et pour tout X > 0 on a

d I d
MZQ <{x eK: Z ]M§2fn(x)\r > A})
n=1

1og(2)HZI§°1 ‘f"(‘)‘er_;n o0
(et
< maX{QMn (K (supp Z |fa () > } ’

ou C = C(d,k,r) est indépendante de (fn)n>1, de K et de .

Démonstration. Pour tout p vérifiant 1 < p < 400, on peut écrire d’apres 'inégalité de
Chebyshev

e <{m €K : ij ME f ()] > A})
Ap/{ €KY M2 fu@)r>A ) <Z|M22f" )p Ha,

ce qui implique en élargissant le domaine d’intégration
74 = 74 r 74
u,ﬁ({xeK:Z\M,ﬁfn(x)\ >)\}> / (Z\M e > 4 (@),
n=1

En utilisant les inégalités de Fefferman-Stein pour M 2 on aboutit a
br

Mg%({x c K::ﬁ\Mfgfn(w)\’" - A}) - (C(d, f{)\pr r) / (Z’fn > 4B (),

oun C = C(d,k,pr,r) est la constante qui apparait dans le théoreme (et qui est
indépendante de (fn)n>1, de K et de X). En appliquant le résultat du lemme B3, on a
I'inégalité

. > C = P
w({een: T mBner >a}) <5 [ (Sinor) ado.
n=1

n=1

avec C' = C(d, k,r) indépendante de (fp)n>1, de K, de X et de p. Les hypotheses sur la
suite (fn)n>1 permettent alors d’écrire

d = d
MEQ <{x e K: Z ]M,%an(x)\r > A})
n=1
CpH ’f" ’ H 4 K,00 Pga =
<( = ) (s o I£,0). G
n=1
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Nous allons maintenant choisir p en fonction de A.

Si A > 20 te |f”(')|THZ;g,n,oo’ on pose alors

_ A
201282 1 O g 1 oo

p > 1.

L’inégalité (B s’écrit donc dans ce cas
+00 +oo
74 74 1\p 7d
i ({x €K ) |Me2 fulz)]” > A}) < (5) [ (SUPPZ |fn(')|r>,
n=1 n=1
c’est-a-dire

d I d
MZQ <{x €K : Z ]M,%an(x)\r > A})
n=1

<1og(2)Hz:3°l O
€

1

Z_g’ ’°°>)\ 7 —+00
i (supp 11,01 )- 32
n=1

2C
<

SiA< 2C’HZZ§ |f”(')|THZ;g,n,oo’ on écrit directement dans ce cas

+oo
w({oe ks TP n@r > 2}) <),
n=1

et puisque
-1

<1og<z>HZIS‘i fn<'>’"Hzg,,«~,oo>A
€

2C
>

)

DO =

on a donc

log(2)Hz:Lrio1 ‘f"(')‘rH

1
d I d d _< 20 Zg,moo>)‘
,u%Q <{x € K: Z |M%2fn(:c)|r > A}) < 2,11%2 (K)e . (3.3)

n=1

Le résultat attendu est donc une simple conséquence des inégalités ([B2) et ([B3)). O
Nous sommes maintenant en mesure de donner la preuve du théoreme Bl
Démonstration. Soit K un compact de R? et soit ¢ vérifiant

1og()|[725 1Fa O 124 e

<e<
= 2Cd,n,r ’

ot Cy ., est la constante du lemme B4l Ecrivons pour commencer que

d
/ o ST Al B8 () = 1P (1) + /
K

o'} Zd r
(e EHMEREN 1) 4y (),
K
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On applique alors 1’égalité du lemme a la fonction ¢ : t — €' — 1 pour obtenir

d
/ o T M2 @I 4,28 ()
K
zg oo\ 7 X
:,u,f(K)+e/ e 2 <{x€K:Z|MR2fn(x)|T>)\}> dA.
0 n=1

En appliquant I'inégalité du lemme B4 on aboutit a

0o 1,29 - d d
K

s |32 ||
24 2 oo +00 A - 2 =
’ d , d,k,r
+2€max{2,u,.@ (K); (SUPPZ|fn(-)| )}/ e d\
n=1 0

La condition sur € et une intégration permettent de conclure. U

Nous en venons maintenant a la deuxieme partie de ce chapitre dans laquelle nous
allons énoncer des inégalités de Fefferman-Stein dans le cadre des hypergroupes de Bessel-
Kingman. Si cette partie est complétement indépendante de la précédente, il n’en reste
pas moins que c’est, tout comme la condition d’intégrabilité exponentielle, un résultat

lié au théoreme maximal pour M,.gZ g. De plus, il faut souligner que I'analyse de Dunkl
unidimensionnelle et ’analyse sur les hypergroupes unidimensionnels de Bessel-Kingman
sont intimement liées, et que ce lien a été principalement mis en évidence par le travail de
Résler sur les hypergroupes signés de type Bessel sur R ([39]).

3.2 Hypergroupes de Bessel-Kingman

Nous présentons dans cette section un théoreme maximal vectoriel dans le cadre des
hypergroupes de Bessel-Kingman. A cet effet, nous verrons que la preuve donnée dans le
cadre de I'analyse de Dunkl est parfaitement adaptable dans le contexte que nous allons
considérer.

Schématiquement, un hypergroupe est un espace topologique X non vide, séparé, lo-
calement compact et dont ’espace des mesures sur X qui sont bornées est muni d’une
structure convolutive vérifiant certaines propriétés. Cette notion d’hypergroupe, apparue
dans le courant des années 30, a été considérablement développée a partir des années 70,
lorsque les travaux de Dunkl ([15]), Jewett ([30]) et Spector ([46]) ont permis d’établir une
définition axiomatique rigoureuse en vue de faire de I’analyse harmonique associée & ces
objets.

La section est organisée de la maniere suivante. Nous commencerons par donner pour
la commodité du lecteur la définition générale d’un hypergroupe, puis nous nous foca-
liserons immédiatement sur une classe particuliere d’hypergroupes unidimensionnels, la
classe de Chébli-Trimeche. Apres une description rapide de cette classe d’hypergroupes,
nous introduirons un opérateur maximal vectoriel non centré dans le cas particulier des
hypergroupes de Bessel-Kingman. Nous énoncerons alors des inégalités de Fefferman-Stein
pour cet opérateur et donnerons une preuve succincte de ces inégalités en nous appuyant
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sur le cadre de ’analyse de Dunkl.
Pour une étude approfondie de la théorie générale des hypergroupes, nous renvoyons au
livre de Bloom et Heyer ([1]).

3.2.1 Définition générale d’un hypergroupe

Commencons par introduire quelques notations et concepts.

Espaces de mesures Pour un espace topologique X non vide, séparé et localement
compact, on désignera par M°(X) (respectivement M'(X)) 'ensemble des mesures com-
plexes de Borel régulieres sur X qui sont bornées (respectivement qui sont de probabilités).
On munit M®(X) de la topologie faible définie par la dualité entre M?(X) et Co(X).

Topologie de Michael Notons % (X) ’ensemble des sous-ensembles de X qui sont
non vides et compacts. On munit cet ensemble de la topologie de Michael. Plus précisément,
en notant Ox la famille des ouverts de X, on définit la famille des ouverts de €' (X), notée

Oz (x), par
Oc,gﬂ(x) = {<0j>j6J : J fini et Oj e Ox Vj € J},

avec
(Oj)jes ={Ccex):Cc|JOjet CNO;j£0Vje T},
jeJ
Pour une étude détaillée de cette topologie, nous renvoyons a l'article de Michael ([35]).
Nous sommes maintenant en mesure de donner la définition d’un hypergroupe.

Définition 3.5. Soit X un espace topologique non vide, séparé et localement compact.
Le triplet (M®(X),+, %) est un hypergroupe si les conditions suivantes sont satisfaites.

1. (M®(X),+,*) est une algebre.

2. Pour tout x € X et tout y € X, la mesure 0, x d, est une mesure de probabilité a
support compact.

3. L’application
XxX — MY(X)
(z,y) = dux0y
est continue pour la topologie faible.
4. L’application
XxX —%X)
(z,y) > supp(dg * dy)
est continue pour la topologie de Michael.

5. Il existe un élément e € X (nécessairement unique et appelé élément neutre) tel que
pour tout x € X
Op % 0 = 0p % 0y = 0.

6. Il existe une involution sur X (nécessairement unique et notée inv) telle que pour
tout z € X, tout y € X et tout f € C.(X)

/ (f o inv) d(8, 6,) = / £ AGine(y) * ey
X X
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7. Pour tout x € X et tout y € X, e € supp(d, * dy) si et seulement si x = inv(y).

En outre, I’hypergroupe est dit commutatif si I’algebre (M?(X), +, %) est commutative et
il est dit hermitien si 'involution est l'identité.

Nous allons restreindre notre discussion & une classe particuliere d’hypergroupes uni-
dimensionnels, celle de Chébli-Trimeche.

3.2.2 La classe d’hypergroupes de Chébli-Trimeche

Pour présenter cette classe d’hypergroupes (qui est en fait un cas particulier de la classe
plus large a laquelle ils appartiennent, & savoir celle de Sturm-Liouville), on a besoin au
préalable de définir la notion de fonction de Chébli-Trimeche et d’introduire un opérateur
différentiel du second ordre associé a ce type de fonction.

Définition 3.6. On dit d’une fonction A € C(R4) N C2%(]0,+oc[) quelle est de Chébli-
Trimeche si elle vérifie les propriétés suivantes.

1. A(0) =0 et pour tout > 0, A(x) > 0.

2. A est croissante et non bornée.

3. ‘:/((j)) = 22tl 4 B(z) sur un voisinage de 0, avec @ > —3 et B qui est une fonction

impaire appartenant a C*(R).

4. AZ/ est une fonction décroissante appartenant a C*°(]0, 4+o00[).

Remarque 3.7. Pour une telle fonction, la quantité suivante existe

p= % lim <’?4/((;))> = 0.

T——400

Etant donné une fonction A de Chébli-Trimeche, on considére I'opérateur différentiel
du second ordre L4 donné pour tout f € C%(]0,+oc[) par

AI
L — _ n =
et on définit alors pour tout u € C%(]0, +00[x]0, +o00[) I'opérateur différentiel £4 suivant
Lau(@,y) = Lau(-,y)(x) — Lau(z,-)(y).
On peut désormais introduire la classe d’hypergroupes de Chébli-Trimeche.

Définition 3.8. On dit d’un hypergroupe (M°(R,),+,%) qu’il est de Chébli-Trimeche
s’il existe une fonction A de Chébli-Trimeche telle que pour toute fonction f € C*(R4)
positive, la fonction uy définie pour tout (z,y) € Ry x Ry par

up(z,y) = | fd(0e*3y)
R
est solution du probleme de Cauchy suivant
EAUf ('Ia y) = 07
u(z,0) = f(xz) Vx> 0;
Ju(x,-)(0) =0 Ya>0.

On note communément cet hypergroupe (M°(R.), +,x(A)).
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Zeuner a montré dans [62] que ces hypergroupes sont commutatifs et hermitiens et
qu’ils ont pour élément neutre 0. Puisqu’ils sont commutatifs, on sait d’apres un théoréme
de Spector (H6]) qu’ils possedent une unique (& constante multiplicative prés) mesure de
Haar w4 qui vérifie suppwa = Ry et telle que pour tout x € R4

WA *x0p = 0y kWA = WA.
D’apres Zeuner (J62]), on sait de plus que cette mesure de Haar s’écrit

dwy(z) = A(z) dz.

Exemples Méme si nous ne travaillerons qu’avec un seul type d’hypergroupe de Chébli-
Trimeche, on présente tout de méme les deux exemples fondamentaux de cette classe
d’hypergroupes.

Hypergroupes de Bessel-Kingman Les hypergroupes de Bessel-Kingman sont
des hypergroupes du type (M°(R,),+,%(A)), ol la fonction de Chébli-Trimeche A est
donnée par

1
Alx) = 22 o> —5

et la structure de convolution par
d (05 % 0y)(2) = K, 1 (z,y, z)22a+1 dz,
2
ou l'on rappelle (voir notations ZZI2)) que pour tout £ > 0

1) A(z,y, z)22

_ o2k—2 -1
Kn(xay’ Z) =2"""7 (K’ 5 (xyz)Qm—l X[\x—y\,xﬂl](z)'

Hypergroupes de Jacobi Les hypergroupes de Jacobi sont des hypergroupes du
type (M®(R, ), +,x(A)), ot la fonction de Chébli-Trimeche A est donnée par

1 1
A(z) = sinh®** ! zcosh?lz, o> 6> —3 et o F# —3

et la structure de convolution par
d(0z % 0y)(2) = ka,p(x,y, 2) sinh?**t! 2 cosh?! 2 dz,
ol kq g est donné par

2l (e + 1)
V(o — BT (B+ 1)
/ (1 — cosh? z — cosh? y — cosh? z 4 2 cosh « cosh y cosh z cosh t) a_ﬁ_l(sin t)28 dt.

0

kag(x,y,2) = (sinh z sinh y sinh z)_QO‘XHx_y"Hy] (z)x
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Lien avec les formules produits Ces deux exemples soulignent bien 'importance du
fait suivant. Le choix de la structure convolutive est intimement lié & la fonction de Chébli-
Trimeche A et & opérateur L 4 associé.

Plus précisément, pour une fonction A de Chébli-Trimeche donnée, on définit pour tout
A € C la fonction ¢y : R — C comme étant 'unique solution du systéme différentiel
suivant

Laga(z) = (AN + p*)oa(x)

$A(0) =1
¢\0) =0
ot I'on rappelle que p = 3 lim,_ 4o <%> Zeuner a démontré (voir [62]) qu’il existe une

unique opération x telle que (M?(R, ), +, %) est un hypergroupe et telle que

oa(z)oA(y) = A drd(6,x6,), z,yc€R, AeC.

Pour construire une structure d’hypergroupe de Chébli-Trimeche, il suffit donc de définir
une convolution par identification avec la mesure qui apparait dans la formule produit des
fonctions solutions du systeme différentiel précédent. Illustrons ces propos en reprenant
les deux exemples cités plus haut.

Le cas des fonctions de Bessel normalisées Pour o > —% et A € C, la fonction
®x: T+ jo(Az) (avec jo la fonction de Bessel normalisée d’ordre «) est définie comme la
fonction paire élément de C*°(R) qui vaut 1 en x = 0 et qui satisfait '’équation différentielle
suivante

1 d gy d
e (1 ) ) =0,

c’est-a-dire Lagy(z) = N2y (z) avec A(x) = 22*L. Puisque I'on dispose de la formule
produit suivante (voir [58])

+oo
D) = [ B, o)A L
0
on construit un hypergroupe de Chébli-Trimeéche en posant
d (05 % 0y)(2) = Ka+% (z,y,2)2%" dz.

Le cas des fonctions de Jacobi Poura > (> — ; avec o # —s5, et pour A € C, la

fonction de Jacobi z — (bg\a’ﬁ ) (x) est définie comme la fonction paire element de C*°(R) qui
vaut 1 en = 0 et qui satisfait I’équation différentielle suivante (ot I'on note A, g(z) =
sinh2*! 2 cosh?9+1 )

o e (Aes@ 0T @) + 024 007 @) =0

c’est-a~dire Ly, , (bg\a’ﬁ) (r) = (\? +p2)qﬁf\a’ﬁ) (x). Puisque I'on dispose de la formule produit
suivante (voir [25])

60 ()P (y / 60 (2 g (@, v, 2) Aa 5(2) dz,
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on construit un hypergroupe de Chébli-Trimeche en posant

d(633 * 63/)('2) = kaﬂ(x’ Y, Z)Aa,ﬁ(z) dz.

L’analyse harmonique associée aux hypergroupes de Chébli-Trimeche a considérable-
ment été développée depuis la fin des années 80. En particulier, une théorie des fonctions
maximales dans ce cadre a été entreprise par Stempak ([63]), et par Bloom et Xu ([, [@]).
Nous allons compléter cette théorie en démontrant des inégalités de Fefferman-Stein pour
les hypergroupes de Bessel-Kingman. Le cas des hypergroupes de Chébli-Trimeche avec
p > 0 (comme par exemple les hypergroupes de Jacobi) semble plus difficile dans la me-
sure ou la croissance du volume est exponentielle. En effet, le point 4. de la définition
entraine que pour tout x > 1

A== < A(x).

Bien qu’un théoréme maximal scalaire ait été démontré par Bloom et Xu dans le cas
p >0 ([8]), un théoréme maximal vectoriel parait, pour le moment, beaucoup plus difficile
a établir. D’ailleurs, & notre connaissance, aucun théoreme maximal vectoriel n’existe dans
le cadre de structures ou la croissance du volume est exponentielle, alors qu’il existe des
théoremes scalaires pour de telles structures, comme par exemple dans le cas des espaces
symétriques de type non compact (voir 'article de Stromberg [54]).

3.2.3 Opérateur maximal non centré pour les hypergroupes de Bessel-
Kingman

On se place pour toute cette sous-section dans le cadre d’un hypergroupe de Bessel-

Kingman, c’est-a-dire que, pour o > —%, on considere la fonction A définie sur Ry par

A(z) = 22+ et que I'on considere la structure de convolution donnée par
d (05 * 0y)(2) = KM_% (z,y,2)A(z)dz = Ka+%(x, y,2z)dwa(z).

On désignera par L, (pour 1 < p < 400) P'espace LP(Ri;wa), et on notera [|-[|a, la
norme associée.
Pour tout x € Ry, 'opérateur de translation 7.7 est défini par

1, f(y) = A f(2) d(dz x 6y)(2) = ; K1 (2,y,2) dwa(2),

et Pon sait d’apres Achour et Trimeche (voir [2]) que cet opérateur positif est L -contractant,
c’est-a-dire qu’il vérifie pour tout 1 < p < +o0

17 fllap < [ fllap

On introduit maintenant un opérateur maximal non centré dans ce contexte.

Définition 3.9. On définit 'opérateur maximal non centré associé a un hypergroupe de
Bessel-Kingman en posant pour tout f € L}4

1 € o
Myf(z)=  sup )m/o T fl(y) dwaly), =€ Ry,

e>0,z€l(x,e

ou l'on désigne par w4 (X) la mesure de Haar de 'ensemble X, et ou l'on rappelle que
(voir la notation EZ2TI)
I(z,e) =|max{0;x —e},z + €.
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Nous allons prouver pour cet opérateur le théoreme maximal vectoriel suivant.

Théoréme 3.10. Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables définies sur R

1
1. Soit 1 <r < +oo. i ( = | fa()[")™ € LY, alors pour tout A >0 on a

w,4<{x € Ry : (Jf ]MAfn(m)’T)% S A}) < % <i ’fN(.)’r)%

n=1

)

Al

)

ou C = C(a,r) est indépendante de (fn)n>1 et de .

1
2. Soit 1 <1 < +00 et soit 1 < p < 4o0. Si (3025 |fa()")" € LY, alors on a

(S 1)’ (S 1h0r)
n=1 n=1

ot C = C(a,p,r) est indépendante de (fn)n>1-

)

Ap

< c‘
Ap

Pour prouver ce théoreme, nous adoptons la méme stratégie que dans le cadre de I'ana-
lyse de Dunkl, c’est-a-dire que nous allons construire un opérateur maximal pour lequel
nous pouvons utiliser les outils d’analyse réelle. Pour cela, nous devons nous débarrasser
de 'opérateur de translation. Dans cette optique, la proposition suivante va jouer un réle
capital. Elle est due & Bloom et Xu (voir [§]).

Proposition 3.11. Pour tout x € Ry, tout y € Ry et toute >0 on a

wal(]0,e
172 (0. ) W) < c%

ot C' = C(a) est une constante indépendante de x,y, €.

Remarque 3.12. Ce résultat constitue 'analogue du théoréme qu’Abdelkefi et Sifi
avaient démontré en s’appuyant sur la preuve de cette proposition. Le lien entre la transla-
tion de Dunkl unidimensionnelle et I'opérateur de translation d’un hypergroupe de Bessel-
Kingman est de toutes fagons étroit. On peut en effet prouver que pour tout z € R\ {0}

et tout y € R\ {0}

Lo, o4+
7—962 ? (X]—s,s[)(y) <4 |?|(X]O,s[)(’y‘)'

La proposition précédente motive I'introduction de 'opérateur suivant.

Définition 3.13. Soit M4 l'opérateur maximal a poids défini pour toute fonction f
mesurable sur Ry par

1
Maf(x) = sup _
( ) e>0,z€1(x,e) WA(I(Z’ 6))

/ £ dwa(y).
I(z,e)

Montrons maintenant que cet opérateur controle notre opérateur maximal non centré.

Proposition 3.14. Pour tout x € Ry on a linégalité de controle suivante
Maf(z) < CMaf(z), (3.4)

ou C = C(a) est indépendante de f et de x.
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Démonstration. Soit e > 0, x € Ry et z € I(x,¢). Il est facile de voir que

[ 21w doat) = [ 15T (0,00 dway)
0 R,

En remarquant 'implication suivante

y & 1(z,e) = T (X)) =0,

il s’ensuit que
| @ dat) = [ 1702 06,.00) doatw)
0 I(z,€)

L’utilisation de la proposition (BIIl) entraine alors que

wA(]0, e[)

/0 TAf) dwaly) < €700

/ @) dwaly),
I(z,e)

ol C' est une constante ne dépendant que de . On en déduit donc aisément que
My f(z) < CMaf(z),
et la proposition est ainsi démontrée. O

Gréace a cette proposition, il nous suffit de démontrer le théoréme maximal vectoriel
suivant pour prouver le théoreme B.T0.

Théoréeme 3.15. Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables définies sur R.

1
1. Soit 1 <1 < +o0. i (X025 [fo())" € LY, alors pour tout A > 0 on a

WA<{9” € Ry (2 IMAfnwc)v")i > A}) <C (i | fn<->|r)i

ot C = C(a,r) est indépendante de (fn)n>1 et de .

)

Al

1
2. Soit 1 <1 < +00 et soit 1 < p < 4o0. Si (3025 |fa()")" € LY, alors on a

(iomfn(-wf gc\ (ff\fn(-)r)% ,
n=1 Ap n=1 Ap

ou C = C(a,p,r) est indépendante de (fn)n>1-

On prouve ce théoreme en adoptant la stratégie utilisée dans le cadre de I'analyse de
Dunkl. En effet, 'opérateur M 4 est un opérateur non centré de type Hardy-Littlewood
pour lequel on peut montrer, en suivant une nouvelle fois la méthode du chapitre 2, un
théoreme maximal et une inégalité a poids qui, combinés a une décomposition de Calderon-
Zygmund, permettent d’affirmer que le théoreme est vral.

Remarques 3.16. 1. Le théoreme maximal vectoriel pour M4 implique un résultat
similaire pour l'opérateur maximal centré d’un hypergroupe de Bessel-Kingman.



3.2. HYPERGROUPES DE BESSEL-KINGMAN 95

Cet opérateur, que 'on note .#4, a été étudié par Stempak ([53]) et par Bloom et
Xu ([§]). Il est défini par

1 s
Ma (@) = sp —is /0 T01f(y) dwa(y).

Pour tout € > 0 et tout = €]0,4o00[ il est évident que = € I(z,¢) et on a alors
AMaf(x) < Maf(z).

Cette inégalité de controle et le théoreme BI0 impliquent que .# 4 vérifie des inéga-
lités de Fefferman-Stein.

2. On peut également démontrer, dans le cadre de 'analyse de Dunkl associée a Zs, un
théoreme maximal vectoriel pour I'opérateur maximal non centré défini par

1
M2fx) = sup
r>0,2€I(x,r) ,U%Q (] =mrr[)

/R F)r 2 () dp ()|,

et pour lequel Abdelkefi et Sifi ont démontré en 2007 un théoréeme maximal scalaire
(voir [I1).






Chapitre 4

Noyau et translation de Dunkl
dans le cas d’un sous-systeme
positif de racines orthogonales

Dans ce chapitre, on cherche a développer 'analyse de Dunkl dans le cas ou le sous-

systeme positif de racines considéré est composé de m vecteurs (avec 1 < m < d) deux a
deux orthogonaux.
En nous appuyant sur la formule de 'opérateur d’entrelacement récemment prouvée par
Maslouhi et Youssfi dans [34], nous donnerons une formule explicite du noyau de Dunkl
dans ce cadre la et nous établirons alors une formule produit pour ce noyau. Nous étudie-
rons ensuite plus en détails le cas d’un systéme de racines de type A;. A cet effet, nous
introduirons principalement les notions de polynome de Jack et de fonction hypergéomé-
trique multivariée qui nous seront utiles pour démontrer une égalité de fonctions spéciales.
Enfin, nous verrons que la formule produit permet de démontrer classiquement que la
translation de Dunkl est bornée. La plupart des résultats de I’analyse de Dunkl associée a
74 semble donc généralisable dans ce contexte.

4.1 Noyau de Dunkl et formule produit

Commencgons par définir le cadre de travail de ce chapitre.

On considére un sous-systéme positif de racines Ry = {al,...,a™} constitué de m
vecteurs de R? deux & deux orthogonaux (avec 1 < m < d). On complete la famille
{ad : 1 < j < m} avec d — m vecteurs notés B',...,39™™ de telle sorte que la famille

{ad, 3" 1< j<m, 1< 1< d—m} soit une base orthogonale de R?.

On fixe également une fonction de multiplicité x associée au systéme de racines R =
{£+a’ : 1 < j < m}. Puisqu’il y a m classes de conjugaison de réflexions de W (R), cette
fonction de multiplicité prend m valeurs, notées ki, ..., Km, qui sont respectivement as-
sociées & al,... a™ et que I'on suppose strictement positives. La mesure p!” est dans ce
cas donnée par

dul! (2) = [ 1@, a9 P de.
j=1

Dans tout le chapitre, on notera par souci de simplification W le groupe de réflexions
associé¢ a R (plutot que W(R)).
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4.1.1 Formule explicite du noyau et formule produit

Nous allons donner dans cette sous-section une expression explicite du noyau de Dunkl
associé a W ainsi qu’une formule produit pour ce noyau. Pour cela, commencons par rap-
peler la représentation intégrale suivante de l'opérateur d’entrelacement V.V récemment
démontrée par Maslouhi et Youssfi ([34]).

Théoréme 4.1. Soit Ry = {a',...,a™} constitué de m vecteurs de R? deur a deux
orthogonauz (avec 1 < m < d) et soit W le groupe de réflexions associé. Notons k; la
valeur de la fonction de multiplicité en of. Soit la fonction h : R™ x R — R? définie par

)

& (:C, aj> 7
7=1
Alors, lVopérateur d’entrelacement VHW est donné par la représentation intégrale suivante

VY pe) = [

[7171]7”

f(h(t.2) [[2 (mj, %) (1+¢;)(1 — 2L ar. (4.1)
j=1

Remarque 4.2. Cette formule généralise celle du cadre Z¢ démontrée par Xu (voir [60])
et rappelée dans le théoreme [L10

On va bien évidemment utiliser la formule ([J]) pour en déduire une expression explicite
du noyau de Dunkl. Au préalable, on introduit des notations.

Notations 4.3. Pour = € R?, on désignera respectivement par z,,; et T (pour 1 <j<m
et 1 <1< d—m) les réels suivants

L (o) (2,0

= - Tl = 5 -
R I

On désignera par x, g le vecteur de R? suivant

T, = (xal,... y Lam, Tgl, ... ,Iﬁd—m).

Enfin, on notera ™ la fonction de multiplicité associée au systeme de racines de R™
R = {+£e; : 1 < j < m} telle que pour tout 1 < j <m

Em(ej) = Ry,

et on notera & la fonction de multiplicité associée au systéme de racines de R? R = {=e; :
1 < j < d} telle que

ki st 1<73<m
Rie) =4 2 T
0 si m<j<d.

On peut maintenant donner la formule du noyau.

Proposition 4.4. Soit z,y deux éléments de RY. On a

) 74 .
E/ZV(Z:U’ y) = Egi (Zxoz,ﬁ, ya,ﬁ)- (42)
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Démonstration. En appliquant le théoréeme précédent a la fonction y — e{®:¥) | on obtient

B (i, )(y) = VIV (&) () = /

[—1,1]™

QHwh(ty) ﬁ <m],—)(1+tj)(1 — 2yl

En remarquant que
m

t9) = Xt ”Z Lk

7j=1

on aboutit alors a
d—m m 1 1
E:V(Z$, y) _ H e EplYsl H / 1 eltj$ajyaj %—1 (/fj, 5) (1 + t]‘)(l o t?)nj—l dt]‘.
=1 j=17—

En utilisant la formule de 'opérateur d’entrelacement dans le cas Zg (égalité (CI) du
théoréme [[T0 dans le cas ou d = 1), on obtient

d—m m
W, . i Ty / -
En (Zxa y) = H e"st¥s! H Elif (Zxahyai),
=1 j=1
et le résultat s’en déduit trivialement. O
Remarque 4.5. Bien évidemment, la formule de la proposition EE4l est indépendante du
choix des vecteurs g;. Cela est tout simplement di au fait que l'on a

d—m
H elxﬁlyﬁl — ei<xvy>eiiz~;n:1 LaiYai .
=1

On peut donc écrire le noyau comme suit

(ac aJ)(U 04]) <1~ a.7> <y a]>
EY (iz,y) = i) 2= a2 E% <z ’ 0 ) (4.3)
o JI;[I A e (el
Remarque 4.6. Signalons que la formule ([3]) est en accord avec un résultat de Gallardo
et Godefroy que nous allons présenter dans cette remarque.
Dans Particle [26], ils ont notamment démontré (pour un systéme de racines R fixé et le
groupe de réflexions W associé) qu’il existe une unique (& permutation pres) décomposition
de R? sous la forme
d:V()EBJ‘V1€BJ""€BJ'VN,
ou Vy = NaerHy et ol chaque V; (1 < j < N) a pour seuls sous-espaces stables (sous
I'action de W) {0} et V;. De plus, en notant R; = RNV, alors R; est un systeme de
racines dans V; qui engendre V;, et W s’identifie au groupe produit vazl W;, ot Wj est
le groupe de réflexions associé a R;. La conséquence remarquable de ce résultat est que le
noyau de Dunkl EYV s’écrit alors

EV=EV9FEM ... EMW,

oit B0 est I'exponentielle classique sur Vg et E,ZV 7 (1 < j < N) est le noyau de Dunkl
associé a Wj et a la restriction sur R; de la fonction de multiplicité «.
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Grace a la proposition B4, nous allons pouvoir énoncer et démontrer une formule
produit pour le noyau de Dunkl associé a W.

Théoréme 4.7. Soit z,y,z € R?. On a la formule produit suivante

EY (iz, 2)EY (iy, 2)
N | Z
:/R y E}f/(iz,Aflz/)(®d 12;’75 ,® ®d5(x+y > 2,2y,

ou l'on désigne par A la matrice suivante

1
o Aq
o]l llot]l
ot ag
m am”
A | Tar %
81 By
A [
gL Ba"
lgd=mf == fIgd=—m

Remarque 4.8. On a donc z,3 = Az. On emploiera indifféremment I'une des deux
écritures (en faisant le choix qui nous semble le plus approprié).

Démonstration. Soit x,y,z € R%. D’apres la proposition Bl on peut écrire

d

73 72 .
EY (i, 2) EYY iy, 2) = E_2(i0,8, 20,8) B2 (iYa,8, Za.0);

c’est-a-dire

d—m
W; i(T+y) g = Lo (;
Eli (2x7 Z) Zy7 H € ( Bl Bl H E Zxaf Y Z )E.‘QJQ (Zyaj ? zCl{j )
=1 j=1

En utilisant la formule produit unidimensionnelle (voir théoréeme ZI3]) on obtient
. Za,
EWY (iz, 2)EV (iy, = H / H Tt B2 iz o) dva™(2)),
R

égalité qui peut s’écrire

EY (i, 2)EY (iy, 2
d—m ' m
_ / [T % B2 (i(zars s 2am)s (2, 2) ®d VP (). (44)
=1

Or, pour tout j vérifiant 1 < j < m, on a

z;- = (Afl(zi,...,z;n, (x+y)a,...,(x +y)ﬁd—m))aj. (4.5)

En effet, on a par définition

(A_l(zi,...,z;n, (Z+Y)grs s (@ +Y)ga-m))
(A7, 2, @+ y)p, s (2 + ) gamm), 0f)
lod |

)
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et donc

(A7 (= 2 (4 ) (4 9)gaom))
<(Zi""’Z;n’(x+y)51""’(x+y)6d_m)’Aaj> /

) o] o

ol 'on a utilisé 'orthonormalité de la matrice A. De méme, on peut remarquer que pour
tout [ vérifiant 1 <l <d—m

(x + y)ﬁl — (A_l (217 . ,Z;n, (.%' + y)gl, ey (I’ + y)ﬁdfm))ﬁl. (46)
En utilisant ([ZH) et (), on peut écrire 1'égalité () comme suit
EY (iz, ) BY (iy, »)

78 [ . _ Za,
- /mEﬁj <zza,ﬁ, (A 1(31,...,2%,(36—1—3/)51, (T 4 y)ga- m > ®d jﬁéaj

et on aboutit en utilisant la proposition EE4] &
E},:V(m, z)EZV (iy, 2)

:/ E,?/(iz,A_l(zi,...,z;n,(x%—y)ﬁq, (x4 y) pd—m ®d 52;1]/]

On en déduit facilement la formule souhaitée. O

Remarque 4.9. Cette formule produit ne dépend pas du choix des vecteurs 3'. C’est une
simple conséquence de 1’égalité (4], a savoir

EY (iz, z)E) (iy, 2

d—
H(z+Y) 51241 / ZQ,"’»
-/ TT 950 B2 (i zam)s (o 21) ®d
]Rm
=1
et du fait que
d—m (@+y)_j , .
. _iSTm VAl (g
eZ (z+y) plZal :el(:ery,z)e ZZ]’:I HOéjﬁl (o ,z)l
=1

Nous allons maintenant nous intéresser a un cas particulier de sous-systéme positif de
racines orthogonales.

4.1.2 Un cas particulier intéressant

Considérons dans cette sous-section le cas particulier du systeme de racines de type
Aj, cest-a-dire que l'on fixe dans R? le systéme R = {£(e; — e2)}, et que I'on choisit
comme sous-systeme positif Ry = {e; — es} (en prenant ag = (2,1)).

Ce systeme orthogonal est intéressant pour la raison suivante. On connait explicitement
grace aux travaux de Baker et Forrester (voir [0, [6]) la fonction de Bessel généralisée
JS2 : c’est une fonction hypergéométrique multivariée OFO(a) a deux arguments, et 'on
sait d’apres Lassalle ([32]) que celle-ci s’exprime en dimension 2 au moyen de polynémes
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de Gegenbauer. Par conséquent, en utilisant la formule explicite du noyau de Dunkl dans
le cas A; (cas particulier de la proposition E), nous allons pouvoir donner une expres-
sion des fonctions de Bessel normalisées au moyen d’un développement en polynomes de
Gegenbauer.

Méme si nous n’allons nous intéresser qu’au seul cas de la dimension deux et a la fonction
oFéa), nous introduisons les notions de polynome de Jack et de fonction hypergéomé-
trique multivariée en toute généralité. Pour cela, il faudra au préalable définir la notion
de partition.

Partitions, polynomes de Jack et fonctions hypergéométriques multivariées
Pour plus de détails, nous renvoyons principalement le lecteur au livre de Macdonald [33]
pour les partitions, a l'article de Stanley [47] pour les polynomes de Jack, aux articles de
Baker et Forrester [0l 6] et a larticle de Yan [61] pour les fonctions hypergéométriques
multivariées.

Partitions La dimension d étant fixée, on appelle partition a au plus d parties tout
d-uplet A\ = (A1,...,\q) d’entiers naturels rangés dans l'ordre décroissant, c’est-a-dire
vérifiant

A1z 2XA 20
On note N%® P’ensemble des partitions & au plus d parties. Le nombre d’éléments Aj#0
(les éléments non nuls sont les parties de \) s’appelle la longueur de la partition, et on
note cette longueur [(A). Le poids de la partition, noté |A|, est défini par

NE
On identifie une partition A € N avec son diagramme
{(G,k): 1 <5 <IN, 1<k < A

La partition conjuguée (ou duale) ' de A € N est le m-uplet X = (\;,...,\,) donné
par

=#{k: X\x 2 j},
c’est-a-dire )\;- est le nombre de noeuds sur la j-eme colonne de A.
On définit enfin pout tout (j,k) € X la longueur-crochet supérieure h3 et la longueur-
crochet inférieure h par

Ry k) =N, — i +a(\ —k+1)
h(j, k) =N, —j +1+a(\; — k)

avec o un réel strictement positif.

On va maintenant introduire les polynémes de Jack.

Polynémes de Jack Soit A € N4 et soit a un réel strictement positif.
Le polynome de Jack d’indice « (ou de parametre de Jack «) est 'unique (& normalisation

@)

pres) fonction C')(\ homogene, symétrique et qui est fonction propre de 'opérateur

d 2 d 2
Yt e 3 o o
J Bx Pyl il ox;

J#k
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pour la valeur propre

d

vy = Z(Aj(Aj —1- %(j - 1))> + %|)\|(d— 1).

j=1
On choisit de normaliser les polynémes de Jack de telle sorte que
@1+ +za)" = oy
AENP

[Al=n

L’autre normalisation classique est celle donnée par Stanley ([47]), ou les polynomes de

Jack j)fa) sont choisis de telle sorte que

n oA (o
AeNDP

[A|l=n

avec h(A) donné par

I G RRG k).

(J,k)EN

Pour A € N%¥ de poids n, la relation entre les Cga) et les J, )Ea) est donc la suivante

a a" n! a
(@) = ), (4.7)

)

Remarque 4.10. Nous ne respectons pas les notations prises par Stanley afin d’éviter des
confusions avec les fonctions de Bessel normalisées et les fonctions de Bessel généralisées.

Venons-en maintenant aux fonctions hypergéométriques multivariées.

Fonctions hypergéométriques multivariées Avant de donner la définition de ces
fonctions, rappelons la définition de deux objets usuels de la théorie des fonctions spéciales.
Pour tout complexe z et tout entier naturel n, on notera (z), le symbole de Pochhammer

défini par
1 sin =0,
(2)n = n . .
[[[_1(z+4i—1) sin>0.

Pour tout complexe z, tout réel « strictement positif et toute partition A € N on notera
(z)g\a) le symbole de Pochhammer généralisé défini par

ﬁ(z— —(j —1)))\..

J
On introduit également la notation commode suivante.
Notation 4.11. Par souci de simplification, on désignera par 1 le vecteur de R? (1,...,1).

On peut maintenant donner la définition des fonctions hypergéométriques multivariées.
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Définition 4.12. Soit p et ¢ deux entiers naturels, soit A € N¥ et soit o un réel stric-
tement positif. Soit a1,...,ap,,b1,...,b; des nombres complexes tels que (bj)g\a) = 0 pour
tout j vérifiant 1 < j < g.

La fonction hypergéométrique multivariée (4 deux arguments) qu(a) est définie par la série

(a) C(Oé)( )C( )( )
F(a)(al...a'bl...b’x'y Z Z - (ap)) A y.
ptq ) s Wpy ) s Ugsy Ly « «
- erNm <bq>§> e )
[A=n

D’apres les travaux de Baker et Forrester ([5l, 6]), on sait que la fonction de Bessel
généralisée est donnée dans le cas du systéeme de racines de type Agz_1 par

IS (2,y) = oFy " (a Z 3

n=0 \eN© P
[Al=n

1/”)( )C(l/ﬂ) (y)
e ()

(4.8)

et dans le cas du systeme de racines de type By par

2 2 2 2
G4 _ ) [y (ﬁ E) <y_1 y_d)
JK (.%',y) 04 <ba 27"'72 9 27"'72

Sy e/ (4, 2 opr (4. %)
- O el )

n=0 \eN%P
[Al=n

avec k1 et kg les deux valeurs de la fonction de multiplicité et

1
b:/€1+(d—1)/€2+§.

Signalons que Demni a récemment démontré dans [I3] une formule explicite dans le cas
d’un systeme de racines de type diédral, cette formule faisant également intervenir des
fonctions hypergéométriques multivariées.

Une égalité de fonctions spéciales Grace a I’ expression de la fonction de Bessel gé-
néralisée JS2 et a I'expression du noyau de Dunkl ES2, nous allons pouvoir en déduire
une expression de la fonction de Bessel normalisée d’ordre k — % en termes de polynoémes
de Gegenbauer. Avant d’étre plus précis, rappelons la définition des polynomes de Gegen-
bauer (aussi appelés polynomes ultrasphériques). Pour une étude détaillée de ces fonctions
spéciales, nous renvoyons le lecteur au livre de Andrews, Askey et Roy ([]).

Définition 4.13. Soit «, 3 > —1 deux réels et soit n un entier naturel. Les polynomes de

(CHE))

Jacobi, notés P, ", sont définis par

(_1)n - 3 d" a+n n
sy (1= 2) (4 2) (1= ) (L + )7,

P a) =

On définit alors, pour tout réel a > —% et tout entier naturel n, les polyndémes de Gegen-
bauer U par

_ 7PT(La71/2,a71/2) (CC)
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Remarque 4.14. Les polynomes de Gegenbauer sont traditionnellement notés C. Nous
avons décidé ici de prendre une autre notation afin d’éviter d’éventuelles confusions avec
les polynomes de Jack.

Ecrivons & présent la formule que 1'on souhaite démontrer.
Théoreme 4.15. Soit x la valeur strictement positive de la fonction de multiplicité que

l'on associe & Ay. Soit x = (x1,72) € R%,y = (y1,1y2) € R? tels que x129 > 0,912 > 0.
Notons pour tout A € N>

c(\) = b1 T alk —1)) = 2-(-1)+ak-1)
(A =h (A)(ijA(2 (J—1)+alk 1))_(j11;IeA< 13 (j, k)R (G, k) >

et notons

A1+Xg xr1 + X2 Y1 + Y2
G\ K, z,y) = (T172y1Y2) " 2 Ufl_M(W)Uﬁ_&(?\/M)'

Alors, on a ’égalité de fonctions spéciales suivante
, i
-1 (5(561 — 29)(y1 — y2))

—(z1422)(y1+y2) = 1N\ A 2
=T TEEEY Y () (=222 ) GO ).

n=0 \eN2.P
[Al=n

Pour prouver ce théoreme, nous allons avoir besoin du lemme suivant qui donne une
formule explicite des polyndémes de Jack en dimension 2. Ce lemme n’est rien d’autre
qu’une réécriture d’un résultat de Lassalle (voir [32]).

Lemme 4.16. Soit o un réel strictement positif et soit A\ € N>F . Le polynéme de Jack
Cia) est donné pout tout v = (x1,12) € R? vérifiant x1x2 > 0 par
2 1

@ Ao 1 1+ X9
O @) = eal W u =21 (T), o) S50 (S

Démonstration. Pour tout A € N> on dispose, d’aprés article [B2] de Lassalle, de la
formule suivante

a) ) B 12 Mt oL Tt
‘-7)\ (x) ‘7)\ (1)()\1 )\2).(@))\17)\2(1'11'2) 2 U)\lf)\g(Q /—.%'11'2).

Or, on sait d’apres Stanley (voir [A7]) que
771 =] @-G-1)+ak-1).
(4,k)EX

Par conséquent

O — T (ot e s oy (2 st (o
A\ (55)_(11;[6,\(2 (=D +ak-1)) (N >‘2)'(a)>\1—A2($1x2) ’ U’\l_’\2<2\/~"31$2>'
j?
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En utilisant le lien entre les j)fa) et les C;a) (égalité (D)), on aboutit &

h(A) (@)
' 2 Ajt+rg L xr1 + X2
(j,ll;[@( G-D+al- D) -1 (2) @) UL, (P22,

et le résultat s’en déduit trivialement. O

Remarque 4.17. On a en particulier
037 (1) = el AL (4.9)

ou 'on a utilisé le résultat bien connu sur les polynémes de Gegenbauer (voir par exemple
[, page 302])
(2a),

n!

Uz(1) =

En revenant a la définition de c¢(\) et d’apres ’égalité annoncée au cours de la preuve
précédente

1 @-G-1+atk-1)) =7
(J,k)eX
on obtient

e A e
W =3t A .

ce qui est cohérent puisque 1'on retrouve I’égalité de normalisation (ET).

Nous pouvons maintenant donner la preuve du théoréme EETHl

Démonstration. Par définition de la fonction de Bessel généralisée dans le cas W (A;) ~
Gs, on a

Iw,y) = 5 (BS w,y) + B ((22,01).0) ).

En utilisant la formule explicite du noyau E,_i62 (cas particulier de la proposition E4l), on
aboutit a

1 @i+e)wi+ya) T1— T2 Y1 — Y2 Zo (%2 —T1 Y1 — Y2
IS (z,y) = = : EZQ< : ) E 2( : ) .
oy =5e ( AR VR . BNG

Or, on a

Ezz(ﬂfl—ﬁﬂz yl_y2>_|_ 22(5'32—561 yl—yz):2jzg<£ﬂ1—l“2 y1—y2>

TAV2 T V2 TAV2 T V2 NV V2

c’est-a-dire

EZQ(m—m y1—y2) EZQ(xz—a:l yl—yg):? (3 _ - )
K \/5 ; \/5 + Ly \/5 ; \/5 ]n—% 2(1'1 .%'2)(:[/1 yZ)

On peut donc affirmer que

(z1472)(y1+y2) | 7
Iy = (Gl — ) - w).
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D’apres la formule explicite ([L8]), on peut également écrire

C(l/ﬂ)( )C(l/n)(y)
JEQ(may) :0 Z Z A .
=55 el
[A|l=n

Par conséquent

(x1+w2)(1/1+1/2) 7
e Jut (5(561—562) Y1 — Y2 ) Z >

n=0 \eN2P
[Al=n

C(l/f@)( ) C}(\l/fi) (y)
ey (1)

(4.10)

En utilisant le lemme ELT0 et 1’égalité ([E9]) donnée dans la remarque précédente, on obtient
aprés simplifications

oM@y ey
Ares® (1)

() (0 ) v 0, (220, (52,

c’est-a-dire

M (@) e (y)
AL ()

2

:c(A)(I)' ‘((Al )l (2653, ) GOk, 2, p).

En utilisant cette égalité dans ([EIM), cela permet d’écrire

(z1+22)(y1+y2)

e**ﬁ“vm%@ma—mxm—wﬁ
—Z >« < ) ((A1 A2t (2R)x A2)2G(A,f~@,x,y),

n=0 \eN2.P
[A|=n

et le théoréme est ainsi démontré. O

Revenons a présent au cas général d’un sous-systeme positif de racines orthogonales.
Nous allons voir dans la section suivante que la formule produit du théoreme 7 permet
de démontrer que l'opérateur de translation généralisé est borné.

4.2 Translation de Dunkl

Commencons par donner la représentation intégrale de la translation de Dunkl.

Proposition 4.18. Soit x € R, Pour tout f € S(R?) on a la représentation intégrale
sutvante

R ()y) = /Rd f(A72) (®d %QJIZ ;i ® ® d5(l«+y > (z1,...,24), yeRL (4.11)
j=1

Démonstration. La preuve est identique a celle de la proposition 16l O
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Une fois encore, la formule ne dépend pas du choix des vecteurs 3' puisque la formule
produit du noyau de Dunkl E,‘,:V n’en dépend pas. La proposition précédente entraine le
caractere borné de la translation de Dunkl. Plus précisément, on a le résultat suivant.

Théoréme 4.19. Soit © € R? et soit p vérifiant 1 < p < +o00. La translation de Dunkl
W,k 5. \ w / . .
Tz s’étend a LP(u, ) en un opérateur borné qui vérifie

172 Fllwmp <A™ 1 f Wi p-

Démonstration. Soit x € R? et soit f € LP(u!"). Nous allons montrer que

_ 7
Yy — f(A 1(21"" ,Zm,($+y)ﬁ1, ('I+y pd—m ®d 332]”?3]/ j ZJ € Lp(lu’nw)
]Rm

Pour éviter de trop longues écritures, nous noterons dans cette preuve

(zl,...,zm,(x+y)ﬁ1,...,(ac +y)6d—m) =v(z,z +y).

On se limite au cas o 1 < p < 400 (le cas p = +00 est évident, le cas p = 1 utilise les
mémes arguments que ceux que nous allons présenter). Soit alors g tel que % + % =1. En
écrivant

‘f(A_lv(Z, z+y)) ﬁ Kr; (TaisYais Zj)‘
j=1

— | F A0z 2+ )| T] K, @ass s 210 T 1Koy (s s )17,

j=1 J=1
on obtient apres application de I'inégalité de Holder

p

Lo,k
dyl’(j; 7:2;(1] (ZJ)

E

/mf(A Lu(z, x+y))

1

(Ll T Vs a2 % @)

j=1

<.
Il

<

<4

ou l'on a utilisé le fait que (d’apres le point 2.(b) du théoreme 2T3)

p

T m q
([ TGl ania)) " < 4

En intégrant et apres interversion licite, on aboutit a

J.

<% [ ([ st ) T oo 2) 2 ) 2. (412
7j=1

<k

duZV(y)

/mf(A (z x—l—y ®dl/§2j’7éd z]
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Or, en effectuant le changement de variable ¢y’ = Ay, on peut écrire

[ 5 e ) D TT1K s 2330925 dy = T e 25
7j=1 Jj=1

m
TP ezt + ol g0 T Ko ot 200
7=1

et par invariance par translation

!f( (.7 +y)) !pH\/CmJ TairYai» %)y, )2 | dy

m m
:HHaj”Zij/ |f 217"-7Zm7y;n+17"'7yél))‘pH‘,CHj(xaj,y‘;,Zj /QKJ‘dy
i=1 i

Par conséquent, en revenant a l'inégalité on a
M

m m 7
[ s o) @uii, o

</]Rm </Rd|f(z4_1(21,---,zm,ym+1,...,yd {pHVan aj,yj,zj)y;%j‘dy’> duég(z).

J=1

duZV(y)

(4.13)

Pour alléger les écritures, posons momentanément

(Zl, cee >Zmay;n+1a s >y£l) = w(zay:nJrl,d)'

Puisque 'on a d’une part

/Rd |f(A71w(Z’ yfl”fLJrl,d)) |P H‘ICNJ' (Tais y}? zj)y I 2 | dy' =
=1

Adm1f(A‘1w(z,y&+1,d))(p (/Rm T, @ v 2™ | dyf - dy§n> Ay - - - dyl,
j=1

et d’autre part (en utilisant les propriétés de symétrie de chaque Ky, et en utilisant a
nouveau le point 2.(b) du théoreme EZT3])

/ HV% Tais ¥ )Yy | Ay dy, < AT

on peut affirmer en revenant a l'inégalité ([@I3]) que

m

duZV(y)

z
Rmf(A (z,x +9) ®dl/m2;7éaj ;)

]:

4m/ . 1(,21,...,Zm,y,lnﬂ,...,y&))‘pn|Zj|2nj dzl---dzmdy;n+1-..dyél.
R™ % m i



110 CHAPITRE 4. ANALYSE DE DUNKL DANS LE CAS ORTHOGONAL

En effectuant le changement de variable

/ —1 / /
2 =A (Zl""azmamerla"'ayd)’

on aboutit a

duZV(y)

m /pm (2, 0d)] 2 ’
LTI ) e

j=1

7
Rmf(A (z,x +9) ®dl/m2;7éaj zj

c’est-a-dire

/]Rd /mf(A v(z,x +Yy) ®dl/mj]"f§aj z]

Le théoréeme est ainsi démontré. O

dlu‘n \ m+_ / ‘f ‘p dlu’/@

Bien évidemment, on a comme conséquence immédiate du caractere borné de la trans-
lation de Dunkl le corollaire suivant concernant la convolution de Dunkl.

Corollaire 4.20. Soit p,q,r € [1,+00] vérifiant

1 1 1
— - =14-.
P g r

Alors Uapplication (f,g) — f W9 définie initialement sur L*(p)V) x L2(u)Y) s’étend en

)

une application continue de LP(u"V') x L9(u!V) dans L™ (u!V) et on a

1f 2 olhwer < €41 flwnpllgllwe

)

On dispose donc des mémes outils puissants que dans le cas Zg. En fait, il est vraissem-
blable que la plupart des résultats qui ont été démontrés dans le cas Zg soit généralisable
au cas ou l'on considére un sous-systeme positif de racines deux & deux orthogonales (et
dont le cas Zg est un cas particulier). Ces deux théories sont trés proches, et ce lien peut
étre illustré par 1’égalité suivante portant sur les transformations de Dunkl

Zd

FL()x) = F i (f o AN (a,)- (4.14)

En effet, on peut écrire par définition
m
FY(f W/ EW (—iz,y)f H (y,ad)|?F5 dy.
7=1
En utilisant la formule du noyau ([2), on obtient

m
v/
F () = e /Rd B (=itap,Ya8)f () [ ] 1y, 07) ™ dy,
J=1
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et en effectuant le changement de variable ¢ = Ay on aboutit &

Hnoﬂn%cw / FA (—izapy)(f H|y]|2*’vdy,

c’est-a-dire

i Qs 72\ —1 -7 _
z) =[P e (c2) " Foi (f o A7) (@ayp)-
j=1

Or, un calcul rapide montre que

m . 7.4
[Tl 1P = e,
j=1

et on en déduit 'égalité ([EI]).

Terminons ce chapitre avec une discussion sur 'opérateur maximal M.

4.3 Opérateur maximal de Dunkl

Commengcons par donner une estimation fine de la translatée de Dunkl de x, . Rap-
pelons au préalable que ’on note

I(z,r) =] max{0; |z| — r},|z| + r[.
Théoréme 4.21. Pour tout x € R?, tout y € R? et tout r > 0 on a

m Zo
piy (| = r:7))
O )W < C ] ——
' ]11 'u""JQ' ((z0s,7))

ou C = C(m, k) est une constante indépendante de x,y,r

Démonstration. Ecrivons pour tout z € R%, tout y € R% et tout r > 0

(X, ) () = /m(xgr o AN (21, 2 (@ Yty (@ Y)gam) R dun’y (2).
j=1

Puisque la fonction x, est radiale, on peut alors écrire

m
Do
W V) = / X, (P1s- s s (2 W) (2 W) i) AV (27).

m =1

En utilisant les mémes arguments que dans la preuve du théoreme 222 on a

m
Z 9 7+
TR (X ) () = /Rm X, (210 2my @+ W) grs o (@ y) gaem) QY dva 577 (25),
j=1

en rappelant que
3Bzl [yl 12) (1 = poy,.) dui? () sia,y #0
dv22m T (2) = § dog(2) siy=0
déy(2) sixz=0.
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Puisque cette mesure est positive, on peut désormais affirmer que

m
Z7 '7+
P (s )] < / Yo, (F1s- o2 (24 )1 (@4 1) i) RS (25).
7j=1

m

Les variables étant séparées, on en déduit que
o Z
VV7 . Kjyt .
ERCOIESS | i RO e )
j=1

Or, pour tout 1 < j < m, on a par parité de z; — X]frr[(zj)

c’est-a-dire

Finalement, on a donc
T
g
72 s )W < T 7™ () Wad ) (4.15)

On obtient le résultat escompté en utilisant le théoréme dans l'inégalité @IH). O

Supposons dorénavant que le sous-systeme positif de racines orthogonales est composé
de d vecteurs o, ..., a% et que les valeurs &y, ..., kg de la fonction de multiplicité sont
strictement positives.

En utilisant ’estimation de la proposition précédente et en suivant la méthode donnée
dans la preuve de la proposition Z30, on peut construire un opérateur qui va controler
M}V . Plus précisément, notons R, 1’ensemble

Ro(z,r) = I(zo1,7) X -+ X I(T4a,7),

et notons M e l'opérateur

MY Fe f(x) = sup

- a— [f)ldp ()
r>0 1 (Ra(@, 7)) J{yi(ly i |eoly il € Ra(o,) }

On peut alors aisément prouver la proposition suivante en adaptant la preuve de la
proposition .30

Proposition 4.22. Pour tout z € R% on a ’inégalité de contréle suivante
MY f(x) < CMPFe f(x), (4.16)
ot C = C(d, k) est indépendante de f et de x.

Cet opérateur MY et bien entendu de type Hardy-Littlewood : on peut donc
montrer pour MY " (et donc pour MY grace a l'inégalité (@I0)) un théoréme maxi-
mal scalaire par des techniques de recouvrement et d’interpolation, et des inégalités de
Fefferman-Stein pour MY (et donc pour MY grace & I'inégalité [{I0)) en suivant la

méthode du chapitre 2.
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