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Introduction générale

Les matériaux de construction tels que les roches ou le béton font I’objet d’une modélisation
intensive depuis de nombreuses années. La complexité de ces matériaux dits “fragiles” est essen-
tiellement liée aux mécanismes de dégradation (fissures, microfissures, vides) qui a la différence
de la plasticité dans les métaux peuvent apparaitre des le régime des petites déformations.
La mécanique de ’endommagement a pour but de modéliser ces phénomenes de dégradation
a l’échelle de la structure dans l'optique d’une utilisation industrielle. Cette théorie trouve
ses racines dans les travaux fondateurs de Kachanov [30] qui ont donné naissance & une vaste
série de travaux sur le sujet. L’endommagement était considéré a ses débuts d’un point de vue
purement phénoménologique : une variable interne D définie en termes de surfaces résistantes
effectives venait diminuer la rigidité du matériau en la pondérant d'un facteur (1 — D), voir
(Lemaitre et Chaboche [32]). Ces travaux prometteurs étaient cependant entravés par ’absence
d’une loi d’évolution de cette variable d’endommagement. Parallelement a cela est apparu vers
la fin des années 70 le formalisme dit des matériaux standards généralisés (Halphen et Nguyen
[28]) qui avaient pour objectifs d’offrir un cadre séduisant pour batir automatiquement des lois
d’évolution dans le cadre de processus irréversibles : en supposant ’existence d’une énergie libre
et d’un potentiel de dissipation, ces lois étaient obtenues alors par dérivation de ces potentiels.
Les avantages majeurs étaient d’une part de satisfaire automatiquement les premier et second
principes de la thermodynamique et d’autre part de fournir en outre une écriture variationnelle
du probleme d’évolution quasi-statique adaptée a la résolution numérique.

Cette formulation du probleme d’évolution en termes de taux de restitution d’énergie fut
précisément écrite et établie pour les lois d’endommagement par Marigo [36] en y introduisant
la notion d’irréversibilité et en justifiant le modele de dégradation a partir d’une approche
micro-mécanique. Ce modele d’évolution de l’endommagement fut alors progressivement
enrichi : un des axes de recherche a été d’améliorer la description de 1’état de dégradation du
matériau en prenant des tenseurs d’ordre supérieurs pour la variable interne (Chaboche [9],
Chaboche et al. [10]). Le but était de rendre compte plus finement de ’anisotropie induite par
I'orientation des fissures a 1’échelle inférieures. Néanmoins ces modifications ne résolvaient en
rien les principales difficultés rencontrées lors de la modélisation de matériaux adoucissants.
En effet, les premieres simulations numériques a 1’aide de ces modeles locaux pour ce type de
matériaux ont montré de fortes dépendances des résultats au maillage. Ces modeles cessaient
en effet d’offrir une réponse pertinente des 'apparition d’une localisation de I'’endommagement
a I’échelle de la structure : I’épaisseur transverse de la localisation était fixée par la taille de
la maille ce qui avait pour conséquence que ’énergie dissipée pour créer la localisation tendait
vers zéro a mesure que le maillage était raffiné. Par ailleurs ces modeles étaient aussi incapables

de rendre compte des effets d’échelle constatés expérimentalement sur différents matériaux du



2 Table des matiéres

a labsence d’échelle de longueur [43, 54].

Une régularisation du modele fut alors nécessaire et différentes techniques furent mises en
ceuvre telle que l'approche non-locale développée par Pijaudier-Cabot et Bazant [51] basée
sur l'intégration des variables sur un volume représentatif ou ’approche du gradient basé
I'introduction de termes d’ordre supérieur (Triantafyllidis et Aifantis [55]). Cette derniere fut
d’abord développée dans le cadre de la plasticité (Aifantis [1], Miihlhlaus et Aifantis [42], de
Borst and Miihlhlaus [17], Fleck et al. [21]) avant d’étre adaptée & ’endommagement (Geers
et al. [26, 25], Comi [14], Frémond et Nédjar [24]). Ces méthodes ont ceci en commun qu’elles
supposent toutes l’existence d’une longueur intrinseque au matériau. Néanmoins du fait des
différentes techniques de régularisation employées, plusieurs études comparatives furent menées
pour comprendre les liens et les différences entre les modeles régularisés (Lorentz et Andrieux
[34], Peerlings et al. [46]). L’influence de la régularisation sur le phénomene de localisation a
aussi été mesurée a partir des équations linéarisées du systeme (Linear Comparison Solid) et
exprimée en termes de perte d’ellipticité et de propagation d’onde (Hill [29], Benallal et al. [4],
Pijaudier-Cabot et Benallal [52],).

Néanmoins ces études théoriques du modele sont essentiellement d’ordre “local” (la propagation
des ondes se faisant sous I'hypotheése d’'un domaine de taille infinie) dans le sens ou elles ne
tiennent pas compte des effets d’échelle voire du type de chargement qui sont quant a eux
d’ordre “globals”. Enfin d’un point de vue plus conceptuel, les problemes liés au traitement de
la non-unicité des solutions ou des discontinuités temporelles qui sont intrinseques a la nature
des matériaux adoucissants n’ont pas trouvé de réponses convaincantes. Les formulations du
probleme d’évolution de '’endommagement s’arrétent a des conditions du premier ordre tels que
I’équilibre mécanique et le critere d’endommagement. Or la non-unicité de la solution pouvant
étre plus souvent la regle que I'exception (prendre une barre adoucissante de grande taille sans
défaut), il faut introduire des criteres de selection de solutions. Par ailleurs, les instabilités dus
a des snap-backs dans la réponse globale doivent pouvoir étre gérées sans a avoir a faire de
la continuation. De nouveau les formulations écrites en vitesse ne le permettent pas car elles
supposent une continuité temporelles des champs d’évolution. Au dela donc du simple fait de
régulariser, il faut remonter en amont et introduire des outils permettant de gérer toutes ces

dégénérescences du probleme.

Les méthodes énergétiques basées sur le calcul des variations apportent précisément une
réponse & ce type d’obstacles. D’abord initiées par Nguyen Q.S. [44], celles-ci sont adaptées
aux lois d’évolution admettant une formulation variationelle telles que les matériaux standards
généralisés. Ce type d’approche qui présente de grands avantages sur le plan mathématique a été
justifié rigoureusement a partir d’arguments thermodynamiques par Marigo [38] pour une large
classe de matériaux indépendants du taux de vitesse (rupture, plasticité, endommagement).

Elles ont été alors étendues et approfondies au début des années 90 en mécanique de la rupture.
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En effet certains défauts inhérents a la théorie de Griffith telsx que I'impossibilité d’initier une
fissure ou de prédire le trajet suivi lors de la propagation d’une fissure instable étaient autant
de lacunes auquelles il fallait apporter une réponse. Franfort et Marigo [22, 23] ont alors pris
le parti de suivre une approche énergétique “globale” consistant a chercher & chaque instant
les états de moindre énergie de la structure sous des conditions d’irréversiblité du chemin de
fissuration et de conservation de l’énergie. Ce choix s’est avéré riche en résultats théoriques
sur les problemes d’initiation et de branchements (Chambolle et al. [11, 12]) ou d’existence
de solutions (Bourdin et al. [8], Dal Maso et al. [16]). Sur le plan numérique, des méthodes
s’appuyant sur ’approche variationelle pour résoudre les problemes de rupture se sont montrées
tres prometteuses (Bourdin et al. [7], Del Piero et al. [18]) avec lintroduction de nouvelles
méthodes non conventionelle de résolution (Bourdin et al. [8]). Cette approche globale en
parfaite adéquation avec le calcul des variations a aussi permis un traitement mathématique
rigoureux du probleme. Des résultats précis d’existence de solutions a ’aide d’outils avancés du
calcul des variations furent alors obtenus. Au dela des résultats propres & la mécanique de la
rupture on retient donc avant tout les principes “physiques” tels que la notion d’irréversiblité,
la recherche de minima de 1’énergie et de conservation de I’énergie qui forment le socle de cette
approche. Ayant a faire face en mécanique de I'’endommagement au méme type de difficultés
qu’en mécanique de la rupture, ’objectif est de “transposer” ce cadre conceptuel a la mécanique
de 'endommagement en prenant garde aux spécificités de cette derniére puis d’en examiner les

conséquences sur plusieurs exemples (Marigo [40]). Le manuscrit s’organise comme suit.

Dans le premier chapitre, on rappelle d’abord la construction du modele local d’endomma-
gement basé sur une variable scalaire. A partir d’arguments thermodynamiques, le caractere
standard de I’évolution de 'endommagement apparait alors comme une condition nécessaire et
justifie par conséquent le choix de l'approche variationelle. Par ailleurs, dans 'optique d’une
modélisation des matériaux adoucissants, le probleme d’évolution doit donc étre formulé de telle
fagon a pallier aux difficultés qui sont inhérentes a ce type de matériaux (évolution brutale, mul-
tiplicité de solutions). On choisit alors d’introduire d’une part un critere de sélection qui permet
de retenir les solutions stables du systeme dans un sens énergétique et d’autre part de relacher la
régularité temporelles des champs solutions en les autorisant a “sauter” a condition de respecter
un principe de conservation de I’énergie totale. L’étude des états homogenes d’endommagement
dans un cadre général permet alors d’illustrer la pertinence de tous ces choix.

Dans un deuxieme temps, apres avoir expliqué la nécessité d’introduire une échelle de lon-
gueur dans le cas des matériaux adoucissants et donc de régulariser le modele local, on formule
le modeéle d’endommagement a gradient directement dans le cadre variationnel. Le probleme
d’évolution pour ce modele régularisé s’écrit formellement de facon identique a celui du modele
local & I’aide des trois principes d’irréversiblité, de stabilité et de conservation d’énergie. En pas-

sant de la formulation variationnelle (faible) & celle écrite au point matériel (forte), on compare
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alors le nouveau modele au modele local sous-jacent. Pour illustrer les apports du non-local, on
revient sur I’étude de la stabilité des états homogenes en mettant en évidence les effets d’échelle
dans les résultats.

Le second chapitre étudie ’exemple de la barre unidimensionnelle en traction. Cette
structure est souvent étudiée dans la littérature pour mettre en avant les vertus régularisantes
des modeles a travers des études de propagation d’onde et de perte d’ellipticité. En effet elle
permet de mener de front des calculs analytiques et de montrer la richesse et la complexité
du modele régularisé. Elle sera pour notre part ’occasion de mieux comprendre la pertinence
des criteres de sélection de solution puisqu’on peut étudier analytiquement la stabilité des
états homogenes pour le modele régularisé. D’autre part elle permet d’illustrer en détail le
phénomene de localisation. On présente tout d’abord une construction explicite des états
localisés qui respecte les principes d’irréversiblité, de stabilité et de conservation d’énergie. Ceci
fait on examine alors 'influence des effets d’échelle sur ’aspect des réponses globales associées.
Dans le cas d’une discontinuité temporelle (snap-back) dans la réponse globale, on montre les
avantages et les limites du principe de conservation d’énergie pour gérer ce type de difficulté.
On termine en montrant comment le critere de stabilité permet d’éliminer un certain nombre

de ces solutions localisées.

Dans le dernier chapitre, on s’intéresse a l'identification des parametres des modeles d’en-
dommagement. L’analogie entre les fissures en mécanique de la rupture et les localisations en
mécanique de 'endommagement permet de relier la longueur interne a la ténacité du matériau.
Pour mesurer les lois d’endommagement telles que la fonction de rigidité, ’essai PIED proposé
par Bazant et Pijaudier-Cabot [3] est une méthode intéressante qui vise a délocaliser ’endom-
magement dans un essai classique de traction simple. L’objetif est d’exploiter I’homogénéité
des champs de déformation et d’endommagement pour remonter directement aux informations
locales et identifier les lois de rigidité et dissipation. On se propose de modéliser cet essai en
montrant dans un premier temps qu’il est possible sous certaines conditions de construire des
états homogenes. Dans le cadre d’un modele réduit obtenu pour des barres de faible épaisseur,
on étudie la stabilité des états homogenes puis on regarde sous quelles conditions structurelles
on peut réellement observer ces états. Enfin on explore numériquement en modifiant par les
parametres de 1’essai la possibilité de rendre compte d’autres régimes de dégradation possibles

tels que de la fissuration transverse ou de la délamination.



CHAPITRE 1
Approche variationnelle de

’endommagement

Objectifs du Chapitre

On présente dans ce Chapitre la construction du modele d’endommagement. On formule dans
un premier temps le modele local sous-jacent, voir [49]. On justifie & partir d’arguments ther-
modynamiques sa forme nécessairement standard. On définit les différents types d’écrouissage
en déformation ou en contrainte puis on établit des équivalences entres ces dernieres et des pro-
priétés de convexité sur l’énergie. On introduit alors le probleme d’évolution qui se résume a
trois principes physiques d’irréversibilité de 'endommagement, de stabilité et de bilan d’énergie.
On illustre a I'aide des états homogenes la pertinence des notions introduites et des propriétés
établies.

Dans un deuxiéme temps, dans I'optique d’une modélisation des matériaux adoucissants, on
régularise le modele local en introduisant directement dans I’énergie du systeme des termes en
gradient d’endommagement, voir [50]. L’approche variationnelle permet alors d’obtenir directe-
ment les équations non-locales d’évolution postulées le plus souvent dans la littérature. L’étude
de la stabilité des états homogenes permet de mettre en évidence 'influence des effets d’échelle

sur les résultats de stabilité.

1.1 La construction du modele local sous-jacent

1.1.1 Les hypothéses de départ

On suppose tout d’abord que les dégradations que subit le matériau ne proviennent
uniquement que de '’endommagement. On ne tient donc pas compte des mécanismes dissipatifs
auxiliaires tels que la plasticité. Cette hypothese est raisonnable dans le cadre de la modélisation
de matériaux fragiles tels que le béton. On suppose donc dorénavant étre dans le domaine des
petites déformations. On néglige en outre les effets thermiques en supposant que les structures
étudiées sont enfermées dans un “grand” thermostat qui maintienne a température constante

tout le domaine d’interét.
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La formulation d’un modele d’endommagement se résume formellement a trois ingrédients :
1. une variable interne qui représente 1’état d’endommagement du matériau
2. la dépendance de la relation contrainte-déformation vis-a-vis de ce parametre

3. une loi d’évolution du parametre d’endommagement

1.1.1.1 Le parameétre d’endommagement

On suppose que 'endommagement qui représente 1’état de dégradation au sein de la mi-
crostructure (microdéfauts, microfissures, etc) dans le matériau puisse étre paramétré par un
scalaire positif qu’on appelera « pour fixer les idées dans un premier temps. On suppose qu’il
existe par ailleurs un endommagement “ultime” «,, strictement positif tel que la variable d’en-
dommagement vérifie 'inégalité

0 <a< . (1.1)

Les deux valeurs extrémales 0 et ., correspondent respectivement a 1’état sain et ’état “ultime”
atteint dans le processus d’endommagement. I.’endommagement ultime a.,, peut selon les lois
d’endommagement étre fini ou infini. Il existe dans la littérature des modeles d’endommagement
ou 'on complexifie le choix de la variable d’endommagement en la prenant de nature tensorielle
(d’ordre 2 ou 4) de sorte a rendre compte d’une certaine anisotropie des mécanismes de fissuration
tels que l'orientation des microfissures ou des cavités a 1’échelle de la microstructure [33]. Ici
nous prenons le parti de ne pas complexifier plus qu’il ne faut la construction du modele tout en
faisant remarquer que n’importe quelle orientation d’une fissure a 1’échelle de la structure vue
comme une localisation de '’endommagement peut étre décrite par le seul biais de variations de

la variable scalaire d’endommagement dans la direction normale a la fissure.

1.1.1.2 La relation contrainte-déformation

On postule I'existence d’une relation de comportement “locale” qu’on appelle f : M7 x Rt —
M? (M7 étant 'ensemble des matrice carrées symétriques de taille n) reliant I’état de contrainte

a I'état de déformation et d’endommagement en un point matériel,

o= f(e,a). (1.2)

On suppose par ailleurs que 'unique déformation pour laquelle le matériau soit libre de contrainte
est la déformation nulle,
fle,a)=0=¢e=0. (1.3)

Aucune hypotheése n’est faite pour le moment sur la dépendance de cette relation & endommage-
ment fixé ou sur la régularité de la fonction f. On introduira au fur et & mesure de la construction

du modele les conditions sur f qu’on jugera nécessaires a 1’établissement de ces propriétés.
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1.1.1.3 La loi d’évolution

Dans le cadre des matériaux ayant des lois indépendantes des vitesses dits rate independant
materials (voir [41]), les lois d’évolutions des variables internes peuvent se mettre sous la forme
générique d’un systéme de Kuhn-Tucker faisant intervenir une fonction ¢ : M? x RT — R et

pouvant s’écrire dans le cas de 'endommagement

a>0
¢(5704) S 0 (1'4)
aoe,a) =0.

ou & désigne la vitesse d’endommagement.

La premiere inégalité de (1.4) stipule lirréversiblité de ’évolution de I’endommagement. La
deuxieme inégalité constitue le critére d’endommagement tandis que la derniere égalité n’autorise
la croissance de 'endommagement uniquement lorsque les déformations se situent au seuil de la
fonction ¢ (défini par ¢ = 0). Ce type de loi a seuil ou les déformations sont contraintes par un

critere conduit a I'existence d’un domaine de déformation admissible défini par
E(a) ={e e M{ | ¢(c,a) < 0} (1.5)

et qui dépend donc de I'endommagement du fait du critere. On supposera que la fonction ¢
soit telle que ce domaine soit un ensemble simplement connexe et fermé de M?. En outre on
supposera enfin que I’état de déformation nul est toujours un point intérieur au domaine i.e.
#(0,a) < 0, de sorte qu'’il soit toujours possible d’y effectuer des trajets de déformation a
I'intérieur du domaine en partant de ce point.

Le choix de la fonction ¢ est bien entendu décisif quant a 1’évolution de la variable interne.
Dans le cas ou le matériau est hyperélastique et qu’il existe donc une énergie libre, on distingue
les modeles dits associés ou la fonction seuil est définie a 'aide de la force thermodynamique
associé a la variable d’endommagement et dérivant du potentiel élastique. Les lois standards
généralisées [28] qui supposent en outre I’existence d’un potentiel de dissipation appartiennent &
cette catégorie de lois. Elles sont idéales pour le traitement variationnel ou approches énergétiques
développés [44]. Néanmoins elles restent une construction purement formelle puisqu’elles re-
posent sur lexistence a priori d’'un potentiel de dissipation. Dans [38] et [39], en partant d’un
principe de stabilité matérielle de nature thermodynamique dit de Drucker-Ilyushin, J-J Marigo
justifie le caractere nécessairement standard de I’évolution pour une classe variée de matériaux
(élastique, plastique ou endommageable). La forme de la loi satisfait en outre pleinement le
second principe et la positivité de la dissipation intrinseque. Ce résultat important étant une
justification de 'approche variationnelle sur laquelle repose tout ce manuscrit, on en rappelle

les étapes clés dans la section qui suit.
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1.1.2 Les lois d’évolution locales
1.1.2.1 Le postulat de stabilité matérielle

Le postulat de Drucker-Ilyushin est un postulat de stabilité matérielle pour des matériaux. Il
stipule que le travail W produit en un point matériel au cours de tout cycle fermé de déformation

C partant d’un point d’équilibre est positif,

W—j{:a-de—]écf(e,a)dszo, (1.6)

ol o0 = f(e, ) est la contrainte associée a la déformation via la relation de comportement (1.2).
Un état est dit a I’équilibre si celui-ci n’évolue que lorsque la déformation évolue. On analyse
a présent les restrictions qu’engendre le postulat de Drucker-Ilyushin sur le comportement du

matériau élasto-endommageable.

1.1.2.2 Comportement hyperélastique a endommagement fixé

On se restreint pour le moment a des cycles C intérieurs au domaine de déformations admis-
sibles £(a) (tels que ¢(g, ) < 0). Les mécanismes dissipatifs sont supposés étre issus uniquement
des fluctuations de la variable interne « et non des déformations : ce type de trajet ou ’endom-
magement est constant ne dissipent donc aucune énergie. L’utilisation du postulat de stabilité

nous permet alors d’aboutir a la

Propriété 1.1. A endommagement fixé, il existe un potentiel éElastique continiment
différentiable (-, ) défini sur E(a) a valeurs dans RT et nul en 0. La relation de compor-

tement o = f(e, ) dérive alors de ce potentiel,
Ve e M7, f(e,a) =0.(c, ). (1.7)

Démonstration. On se donne un point matériel a I’équilibre dans un état d’endommagement
«. On sollicite cet élément au travers d’un cycle de déformations C intérieur a l’espace des
déformations admissibles £(«). Soit W le travail de déformation généré par le parcours de ce
cycle. En considérant le cycle “renversé” C,, celui-ci engendre un travail de déformation —W.
Puisque le postulat de Drucker-Ilyushin impose la positivité du travail de déformation quel que

soit le sens de parcours du cycle, on en déduit que W >0 et —W >0, d’ou

W:jia‘dszif(s,a)‘dE:O.

Cette égalité étant vraie pour tout cycle C a valeur dans £(«), par un argument de calcul

différentiel il existe donc un potentiel ¥ (-, ) tel que f(-, ) dérive de ce potentiel et défini sur
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E(a) et connu a une constante pres. Pour fixer cette constante on suppose que le potentiel est

nul lorsque la déformation est nulle dans le matériau i.e. ¥ (0, ) = 0. O

Il a été donc montré qu'un matériau élasto-endommageable respectant le postulat de Drucker-
Ilyushin était nécessairement hyperélastique a endommagement fixé. Bien que cela ne nous ren-
seigne pas encore sur 1’évolution du parametre d’endommagement, cette étape est clé dans la
justification de I'approche variationnelle puisqu’elle nous permet de raisonner directement a
présent sur le potentiel élastique et de définir des forces thermodynamiques associés a celui-ci.
Pour décrire correctement la dégradation des propriétés mécaniques du a I’endommagement
et pouvoir rendre compte du comportement unilatéral de matériaux fragiles comme le béton
(comportement différent en traction et en compression correspondant a la refermeture des mi-

crofissures sous 'effet de la compression), on fait les

Hypotheéses 1.2. On suppose dorénavant que le potentiel élastique est d’une part une fonction
strictement convezxe de £ & « firé, a # g, et d’autre part une fonction positivement homogene

de degré 2 en e,
Y(ke, o) = K*(e, ), Yk >0, V(e a)eM?x[0,an. (1.8)

On traduit en outre l'assouplissement du matériau lorsque ’endommagement augmente en de-
mandant que
oY

%(5,00 <0, VeeM?, Vael0,an). (1.9)

Sous cette hypothese de convexité, la relation de comportement ¢ +— o = 0.1 est stric-
tement monotone et donc inversible. Concernant la propriété d’homogénéité, celle-ci peut se
démontrer dans le cadre de la théorie de 'homogénéisation pour un endommagement d’un
matériau linéairement élastique par microfissuration en supposant que le contact entre les levres
des fissures est de type unilatéral et s’effectue sans frottement. Elle est perdue si le glissement
entre les levres se fait avec frottement, on quitte alors le cadre élastique fragile proprement
dit, il faut ajouter des variables internes traduisant les déformations résiduelles induites par le

frottement.

1.1.2.3 Une évolution standard de ’endommagement

La forme de la loi d’évolution : L’obtention de la loi d’évolution du parametre d’endom-

magement s’appuie sur l'inégalité (1.13) et s’énonce comme suit

Proposition 1.3 (Loi d’évolution standard). Le travail de déformation est non négatif quel
que soit I’état d’endommagement initial et dans tout cycle en déformation compatible seulement

si ’endommagement est croissant et que le critere d’endommagement est un critére portant sur
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le taux de restitution d’énergie élastique, i.e. seulement s’il existe k(a) > 0 tel que ¢(g, ) puisse
s’écrire

0
¢(€7O‘) = _a%

le systeme de Kuhn et Tucker régissant I’évolution devenant

(e,a) — k(a), (1.10)

>0, —%(s,a) k(@) <0, @ ( gz(s a) — H(a)> ~0. (1.11)

Démonstration. La preuve repose de nouveau sur la construction de cycles de déformations par-
ticuliers puis le calcul du travail de déformations en exigeant la positivité de celui-ci en vertu du
postulat de Drucker-Iluyshin. Puisque I'objectif est d’obtenir les lois d’évolution du parametre
d’endommagement, il va falloir considérer par analogie avec la plasticité des chemins inélastiques
venant toucher la surface seuil de £(a) — seul endroit ot 'endommagement est autorisé & varier.
On considere que le point de départ du cycle se trouve dans un état de déformation gy (intérieur
au domaine élastique £(ap)) et d’endommagement ag. On choisit de construire ces cycles parti-
culiers de déformations de la facon suivante

1. on charge le matériau élastiquement de telle sorte que la déformation passe de £y a une
déformation e se situant sur la surface seuil 0€(ay)

2. on applique un incrément de déformation infinitésimal de tel que €1 + de sorte du domaine
E(ay) : ceci induit un incrément infinitésimal daw du parametre d’endommagement et donc
une variation du domaine d’élasticité devenant (g + dav)

3. on termine par une décharge élastique jusqu’a revenir a la déformation initiale ¢

Soit W le travail total de ce cycle. Pour passer de g a €1, le travail Wi est purement élastique et
vaut donc Wy = fel Y (e,)de = P(er, ap) — Y(ep, ). De méme, on déduit pour la troisieme
étape de décharge élastique que le travail vaut W3 = (g9, a9 + da) — ¢ (1 + de, a9 + da). La
deuxieme étape étant un processus inélastique infinitésimal, le travail des déformation s’écrit
formellement Wy = 0. - dc. A lordre 0 en de, 0se est la contrainte au seuil et vaut par définition
Y (e1,a0). On en déduit qu’au premier ordre en de, Wo = ¢ (1, ) - e + o(de). On peut
calculer a présent le travail total du cycle W = Wy + Ws + W3 qui est égal a

W = %a -de = (0.4 (g0, ag) — 00¥(e1, 0))0 + . . .. (1.12)
C

La positivité du travail imposée par le postulat de Drucker-Ilyushin nécessite qu’au premier

ordre en de on ait
(0.a¢ (g0, a0) — 0a¥(e1, p))dcx > 0. (1.13)

Cette inégalité est valable pour tout g dans E(ag) et 1 sur 9€(ap). On s’appuie sur cette
inégalité pour établir & présent la loi d’évolution du parametre d’endommagement.On montre

successivement 1’évolution irréversible du parametre interne et son évolution a partir de la force
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thermodynamique :

— Irréversibilité de o : La monotonie de « se déduit de (1.13) en prenant ¢ = 0. Sachant que
—0.q1 (e, a) est positif par hypothese, on en déduit que tout incrément d’endommagement
est nécessairement positif. En particulier au cours d’une évolution continue en temps, on
peut identifier I'incrément d’endommagement a & dt > 0 et aboutir & & > 0.

— Détermination de la surface seuil : On se place a un état d’endommagement fixé «. Soit
€1, un état de déformation sur la frontiere du domaine d’élasticité £(a) et posons k(o) =
—0a¢(e1,0) > 0 (quantité dépendant a priori de «). Puisque dans (1.13), I'incrément
da est nécessairement positif et que 1'inégalité est valable pour tout €y dans £(«), on en
déduit que

Veo € E(a), —0aY(c0,a) < k()

En posant
E(a) = {e € M| = dath(e, ) — w(a) <0},

on en déduit que £(a) C &(ww). D’autre part dans (1.13), en prenant ez sur 0&(ax), on
en déduit que k(a) > —0,1(e2,)). En échangeant alors les roles de €1 et €2, on trouve
alors que —,41(e2,@) = k(). On aboutit alors & Pinclusion d€(a) € € (). On a donc
=£(a).

nécessairement que &(«)
O

Le postulat de Drucker Ilyushin a donc pour conséquence de faire dépendre nécessairement le
critere d’endommagement de la force thermodynamique associé a la variable interne d’endomma-
gement. La dépendance de la fonction seuil x(«) et du potentiel élastique vis-a-vis du parametre
d’endommagement n’est soumise a aucune restriction particuliere. Nous avons donc pour le mo-
ment une liberté sur le choix de celles-ci. Le second principe de la thermodynamique sous la
forme de l'inégalité de Clausius-Duheim est automatiquement respecté. En effet la dissipation
intrinseque dans le matériau a chaque instant est positive puisqu’elle est donnée par

v, Y. 0v. 9.

D=o it = 5t 3%~ "5a

k(a)a > 0. (1.14)

La réécriture énergétique (variationnelle) des lois d’évolution : La premiere
conséquence majeure du caractére standard de la loi & seuil est que le travail de déformations
est une fonction d’état, i.e. le travail fourni pour faire passer le matériau de I’état naturel sain
(déformation et endommagement nuls) a un état de déformation et d’endommagement (e, )
est indépendant du trajet de déformation suivi. En effet, soit [0, 1] — MY, ¢ — €(¢) un trajet
de déformation allant de €(0) = 0 & ¢(1) = e. A chaque instant ¢ on appelle a(t) I'état d’en-

dommagement dans lequel se trouve le point matériel. On suppose que le matériau est sain a
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I’état initial et qu’a ’état final celui-ci soit dans un état endommagé noté @(1) = a. Le travail

de déformation Wy durant cette transformation est donné par

1 1
Wo= [ o) étrd= [ vlet)a) o)
0 0
Or d’apres (1.11), on sait qu’a chaque instant on a 1’égalité

(Y a(e(t),alt)) + r(alt)) a(t) = 0.

On appelle w(a) la primitive de  nulle en 0. La valeur de la dérivée exacte de la quantité prend

alors la forme

Le travail de déformation est donc l'intégrale d’une dérivée exacte

1
Wo = [ 5 (w(e(0.a0) + waw) ar

et compte tenu des valeurs de I’état aux extrémités du trajet, on déduit que le travail s’écrit
Wo(e,a) = ¥(e,a) + w(a) (1.15)

Le travail de déformation ne dépend donc uniquement que des valeurs aux extrémités du trajet
et non du chemin de déformation qui les relie. On voit que w(«) est I’énergie volumique dissipée
pour endommager le matériau depuis I’état sain jusqu’a la valeur «v. Les relations locales (définies
a chaque point matériel) de contrainte-déformation (1.7), de loi d’évolution de 'endommagement
(1.11) peuvent & présent se réécrire en faisant apparaitre les dérivées partielles du travail de

déformation W :

Equilibre mécanique (1.2) = o = aamj)(s, a), (1.16)
Loi d’endommagement (1.4) = & > 0, %(S,Q)(ﬁ —a)>0 vg>0. (1.17)
a

En effet, (1.16) se déduit facilement a partir de la forme de I’énergie de déformation Wy (1.15).
Pour montrer I’équivalence entre (1.11) et (1.17), on consideére tout d’abord des champs tests de
la forme f+ & > 0. On déduit alors que OWy/da > 0 si et seulement le critere est bien toujours
positif ou nul (puisque OWy/da = 041 + w'). D’autre part, en considérant successivement des

champs test positifs de la forme 2¢& puis &/2, on trouve que (0Wy/0da)é = 0. On retrouve bien
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la loi d’évolution de I'endommagement.

1.1.2.4 Exemples de potentiels

En dimension 1, le modele le plus général que ’on puisse envisager correspond a

W(e,0) = L Bi(a)(e) + 3 E-(a)(e) + (o) (1.18)

ot et = max{0,+c}. E,(a) et E_(a) représentent les modules de Young en traction et en
compression. Ils doivent décroitre (au sens large) quand « croit. Si I'on veut que le matériau
s’endommage en traction mais pas en compression, on prendra E_(a) = Ey > 0 et F; décroitra
de Ey a 0 quand « croitra de 0 & ;. Dans ce cas, £(a) et £*(a) sont des intervalles non bornés

du c6té des compressions.

En élasticité anti-plane, la question de contact unilatéral ne se posant pas, pour un

matériau isotrope le modele s’écrira
W (e, a) = p(a)(ets + e35) + w(a) (1.19)

ou la direction 3 correspond a la direction anti-plane. p(«) représente le module de cisaillement
qui décroit de pp a 0 quand « croit de 0 & ayy,. E() et £*(ar) sont des disques des plans (£13, €23)

et (013, 093), centrés a l'origine.

En dimension 3, un modele particulierement simple permettant de rendre compte du

comportement asymétrique consiste a poser [2]
1 1
W(e,0) = K (a)(Tx et)2 + §K0(Tr£*)2 + u(a)e? P+ d(a) (1.20)

ou K(«) et u(a) représentent le module de compressibilité et le module de cisaillement du
matériau endommagé, Ky est le module de compressibilité du matériau sain, e est le déviateur
de g, Tre sa trace, Tre* = max{0,+Tre}. £(a) et £*(a) sont non bornés dans la direction des

compressions hydrostatiques.

1.1.3 Les propriétés d’écrouissage et de convexité
1.1.3.1 Définitions

Dans la littérature, les difficultés ayant attrait aux modeles d’endommagement sont princi-
palement rencontrés dans la modélisation des matériaux de construction tels que le béton ou

les roches. Ces problemes proviennent de ce qu’on appelle mécaniquement 1’adoucissement. On
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formalise cette propriété a partir de cette notion d’écrouissage en termes de variations des do-
maines d’élasticité (vus comme fonctions de 'endommagement). Au moment de 1’établissement
de la loi d’évolution du parametre d’endommagement, on a vu que le domaine d’élasticité dans
I’espace des déformations pouvait étre décrit a ’aide de la force thermodynamique dérivant du

potentiel élastique

e ={eem - Pea sw@f = {eem w0l a2

De facon duale, on peut aussi définir le domaine d’élasticité dans I’espace des contraintes par

oW
da

E(a) = {a € M7 | %Oj(a, a) < w’(a)} = {0 e M7 | (o,a) < 0} (1.22)

ou 9* et W désignent respectivement les transformées de Lengendre-Fenchel de 1 et Wy,

@ZJ*(Ua Oé) = sup {< o,& > _¢(87 Oé)}, (123)
eeMn

Wi(o,a) = sup {< 0,6 > —Wy(e,a)} =" (0, ) — w(a). (1.24)
eeM?

On est alors en mesure de donner les définitions des propriétés d’écrouissage :

Définition 1.4. On dit qu’il y a écrouissage positif en déformation si o — E() est croissante,
durcissement (ou écrouissage positif en contrainte) si o — E*(a) est croissante et adoucissement

si o E* () est décroissante.

On exprime a présent ces définitions d’écrouissage en termes de propriétés de convexité.

1.1.3.2 Choix de la variable d’endommagement

On a vu dans la section précédente que la construction du modele d’endommagement passait
par la connaissance de deux fonctions du matériau dépendant de ’endommagement : le potentiel
élastique et la densité d’énergie de dissipation. Il est possible de se ramener via un changement
de variable a une unique fonction dont on chercherait la dépendance en a. Un choix commode
est de rendre linéaire la dépendance en I’endommagement de la densité d’énergie de dissipation.
Ce faisant, la densité d’énergie de dissipation devient automatiquement convexe et I’hypothese
de convexité de w dans (1.5) et (1.6) est superflue.

On distingue deux types de changement de variable selon que I’énergie dissipée pour atteindre
I’endommagement ultime «, soit finie ou pas.

Supposons tout d’abord que w(au,) < +oo : dans ce cas on décide de prendre comme nouvelle
variable d’endommagement 8 = w(a)/w(ayy,). Le changement est bien strictement monotone

puisque par construction on a w’ > 0. Ce faisant, 3 est compris entre 0 et 1 puisque w est une
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fonction strictement croissante sur [0, o). La nouvelle densité d’énergie de dissipation est donc
de la forme w(3) = w(am,)5, ot w(ay,) est un parametre matériau a identifier.
Supposons a présent que w(a,y,) = +0o : le changement de variable précédent n’est plus autorisé
puisque 'on ne peut plus diviser par w(a,,). On choisit de poser directement comme nouvelle
variable d’endommagement 3 = w(«), son intervalle de définition étant [0, +oc]. De ce fait, la
construction d’un modele d’endommagement fragile standard se résume au choix
— des deux fonctions (e, @) — (e, ) et o — w(a) si aucune précaution n’a été prise quant
au choix de la variable d’endommagement
— de la fonction (g, ) — (e, @) et d’une densité d’énergie de dissipation w(a) = ko si 'on
a fait le bon choix du parametre «.
Dans le cas ou 'on a fait le bon changement de variable, la forme du travail de déformation se

met sous la forme générique

Wole, B) = (e, B) +@(f). (1.25)

ou w est une fonction positive, linéaire en et nulle en 0.

1.1.3.3 Les propriétés d’écrouissage en termes de convexité

Supposons que 'on ait fait le changement de variable rendant la densité d’énergie de dissi-
pation linéaire en ’endommagement. Dans ce cas les propriétés d’écrouissage du matériau telles
que définies précédemment sont directement liées aux propriétés de convexité de 1’énergie de
déformation Wy (1.25). On a tout d’abord

Proposition 1.5. La stricte convezité de 'énergie de déformation Wy par rapport ¢ 8 d e fizé

est équivalente a la condition d’écrouissage en déformation.

Démonstration. Supposons qu’il y ait écrouissage en déformation. On se fixe € # 0 (le cas e = 0
étant immédiat) et on se donne deux états d’endommagement 31 et (B2 tels que 1 < f2. En
premier lieu, on rameéne par homothétie la déformation au niveau de la frontiere 0£(51) du
domaine d’élasticité. Il suffit pour cela de construire un scalaire strictement positif A1 tel que

I’état Aie soit sur la frontiere i.e. qu’il vérifie le critére :

2 00

a~
Oziw 1%

9p

On a utilisé dans la deuxieéme égalité la propriété d’homogénéité de degré 2. La condition d’as-

()\16,61) —I—’LZ),(ﬁl) =A (6,ﬁ1) —|—1ZJ,(51). (1.26)

souplissement g—%’ < 0 conduit a l'existence d’un unique scalaire \; défini par
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Comme A€ € 0E(f) et B2 > (1, 'hypothese de croissance de () impose que \je € E(H2). On

a donc les deux relations suivantes

glé (\1g, B2) + W (,32) (1.27)
g‘gms Br) + () = (1.28)

Or puisque la densité d’énergie de dissipation est linéaire en ( en vertu du changement de

variable, on a @' (1) = @'(f2). En combinant les inégalités (1.27) et (1.28), on a

M (géj( ,B2) — gqé(ﬁ 51)) 2 0.

Sachant que A1 > 0 est non nul, on obtient

0y
9p

0y

—5(882) > 93

(&, B1).

On utilise maintenant la linéarité et la croissance de w qui assure que w'(31) < w'(fB2) pour
finalement obtenir que
o

(&, B2) + W' (B2) > %( , 1) 4+ @' (B1).

a9
op

On en déduit donc la monotonie de la dérivée partielle par rapport & I'endommagement de W,

Réciproquement, supposons que la fonctionelle W, soit convexe par rapport & 3 &  fixé. On se
donne la aussi deux états d’endommagement 3 et B2 tel que 1 < f2. Soit alors € dans E(51),

on a donc

Wy _ azz

) (hypothése de convexité de Wy (e, -)), on déduit immédiatement que &

(&, B1) +@'(61) > (1.29)

Wo
Par croissance de %32 (e,

appartient aussi a £(f2) puisque W(E’ B2) > 0 et que la propriété d’écrouissage en déformation

est donc satisfaite. O

Proposition 1.6. La convezité de lénergie de déformation Wy par rapport au couple (e,p) est

équivalente a la condition de durcissement.

Démonstration. On suppose que l'on ait durcissement et que la dissipation est une fonction
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convexe. En transposant la proposition précédente a ’espace dual des contraintes (ce qui revient
A remplacer W, par —WS‘ ), on en déduit que —WS est convexe en (§ a o fixé. En effet le potentiel
élastique dual —1&* satisfait également les propriété d’homogénéité d’ordre 2 sur laquelle s’appuie
la preuve (résultat immédiat & partir de sa définition par la transformée de Legendre-Fenchel
(1.23)). On se donne a présent deux états (e1,31) et (2, F2) et deux scalaires positifs \ et p tel
que A+ g = 1. On écrit que

< Aey 4 pen, 0 > —WE (o, \B1 + pf2) = A < €1,0 >+ < e9,0 > — Wi (0, \B1 + puf2) (1.30)
En exploitant la convexité de —W&‘ (0,-), on a successivement les majorations suivantes
< Xe1+pueg, o > —W{f(o, AB1+pB2) < A << e1,0 > —Wy x (o, 61)> +p << €9,0 > —W{f(a, 62)>
En prenant le sup sur o des deux termes du membre de droite, on obtient
< Neptpes, 0 > —Wi(o, \Bi+pf2) < /\sgp (< €1,0 > —W(}k(a, ﬁﬂ)—i—,usgp << €9,0 > —WS‘(U, ﬁg))
On reconnait alors la définition du biconjugué Wg* de W,
< Aer + peg, 0 > W0, ABy + pBa) < AWG™(e1, Br) + pWg™ (g2, Ba)

Or la derniere inégalité étant valable pour tout o, en passant au sup sur tous les o dans le terme

de gauche de 'inégalité, on a aboutit a 'inégalité de convexité pour V~V6" *
Wi (et + pez, ABL + pB2) < AW (e1, B1) + Wi (e2, Ba) (1.31)

Comme la convexité a § fixé de Wy nous assure l'invariance de Wy par passage au bidual i.e.

VNV(T * = Wy, on en déduit la convexité de Wy par rapport au couple (¢, ).

Réciproquement, on suppose !’énergie de déformation convexe par rapport au couple
(g, ). Tout d’abord, il est clair que w est convexe en prenant £ = 0. Par ailleurs, 'inégalité de

convexité associée s’écrit

Wo(Met, Br) + p(e2, B2)) < AWo(et, 1) + pWo(ez, B2)

d’out on déduit en ajoutant < o, Ae; + pea > de part et d’autre de I'inégalité

< 0, Ae1tpues > —WO()\(51751)+M(52752)) > A (< 0,61 > —W0<€1751)>+,UJ << ,€2 > —W0(€2752)) .
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En utilisant la définition de W(’f , on en déduit la majoration suivante pour tout &1

A << 0,1 > —WO(€1,51)) < Wi (0, \B1 + ) — << 0,61 > —WO(€2,52)) (1.32)

En fixant 9, 01 et B2 (ce qui fixe le terme de droite) puis en prenant le sup du terme de gauche

sur tous les €1, on en déduit que

AW (0, B1) S W0, Ay + ) — (< 0,61 > =W (g2, B2)) (1.33)
Puis on réécrit (1.33) comme suit

I (< 0,61 > —WO(E%ﬁl)) < W5 (0, AB1 + uB2) — AW (0, B2) (1.34)

On prend a présent le sup sur les €5 dans le terme de gauche, ce qui conduit a

PW§ (22, B2) < Wi, A\Br + pBa) — A\Wg (0, B1)

qui équivaut apres arrangement a
uW5 (22, B2) + AWG (0, 1) < W (0, AB1 + f32)

On reconnait une identité de concavité sur W (o, -) et donc de convexité sur —W¢. Pour conclure
et obtenir la croissance de £*(3), il sufit de transposer a nouveau la Proposition 1.5 en prenant
formellement —Wg en lieu et place de Wp. On en déduit alors dans I’espace dual des contraintes,

que £*(F) donnée par (1.22) croit avec 3, ce qu'il fallait démontrer. O

Les propriétés d’écrouissage sont donc intimemement liées aux propriétés de convexité de W.
Néanmoins ce lien apparait seulement si on a pris le soin de faire au préalable le bon changement
de variable sur 'endommagement. En revanche les propriétés d’écrouissage sont quant a elles

intrinseques au matériau et invariantes par changement de variable.

1.1.4 L’évolution de I’endommagement dans une structure
1.1.4.1 Le probleme d’évolution

On considere une structure dont la configuration de référence naturelle est I'ouvert de R",
qui est constituée d’un ou plusieurs matériaux endommageables du type précédent. Dans le cas
ol le matériau est hétérogene, toutes les grandeurs introduites dépendent du point matériel
(endommagement ultime, potentiel élastique, taux d’énergie critique). La structure est soumise
a un chargement dépendant d’un parametre ¢ > 0. On appelle respectivement 0y{2 et Ip2 les

parties de de la frontiere ou les déplacements sont imposés a la valeur U, et les forces a la valeur
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F;. La structure est en outre soumise a un chargement volumique f;.

Le probleme quasistatique d’évolution sous forme classique consiste a trouver les champs
de déplacements u; et d’endommagement oy vérifiant sous forme forte, d’'une part 1’équilibre
mécanique

.

u = U sur 0Oy{,

Utzaggo(xvg(ut),at) dans €,

(1.35)
or-n=F sur Opf,

\—divat + fr=0 dans €,

ainsi que d’autre part le systeme a seuil de Kuhn et Tucker caractérisant 1’évolution standard

de I'endommagement

& >0 sur £,
—%/ZO (r,e(uy),¢) >0 dans €, (1.36)
Qy (—8@‘/20 (1‘,5(%),%)) =0 dans ().

Ces équations sont écrites au niveau local. Le traitement du probleme a I’aide des outils du Calcul
des Variations ou sa résolution numérique requiert une mise sous forme variationnelle. Le trai-
tement variationnel nécessite I'introduction au préalable des espaces fonctionnels d’admissiblité

pour les champs de déplacement et d’endommagement :

Définition 1.7 (Admissibilité des champs). On note Cp ['ensemble des déplacements
cinématiquement admissibles a Uinstant t, C; est supposé affine, de la forme UZ+C® ou U est un
champ donné dépendant régulierement de t (avec Utd = Uy sur Oyf)) et CO est un espace vectoriel
(indépendant det). On note Dy = {a : 0 < a < auy, dans Q} Uensemble des champs d’endomma-
gement admissibles. Aac Dy on associe l’ensemble D(«) des champs d’endommagement acces-

sibles depuis «, restreints par la condition d’irréversibilité : D(a) = {8 : a < 8 < ayy, dans Q}.

Sous réserve de régularité suffisante, en exploitant les équations (1.16)-(1.17), le probleme

d’évolution (1.35)-(1.36) est formellement équivalent au systéme variationnel

ap > 0,
o B0 (2,6 () (2), on(2)) - e(v — w) () dz = Ly(v —w) Vv €y,
OWo H(@)(B—u)(z)de >0 VB € D(),

Q da (z,e(ug) (),
() () de =0,

(1.37)

2

M(
Q Oa

B
2
S
5
=
&
Q

ol L; désigne la forme linéaire associée aux travail des forces surfaciques ou volumiques et
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correspondant donc a la travail des efforts extérieures

Li:u— Ft-udq:Jr/ft-ud:L" (1.38)
IrQ Q

On définit 'énergie totale du systéeme comme la quantité qui a tout couple (v,3) € C; x Dy

admissible a I'instant ¢ associe la différence entre 1’énergie totale de déformation et le travail des

efforts extérieurs

Pi(v, B) = /Q Wo(e, £(v) (), B(z)) dic — La(v). (1.39)

Le probleme d’évolution (1.37) peut alors s’écrire en termes de variations premieres sur 1’énergie

potentielle et conduire a la formulation variationnelle du probleme d’évolution continu en temps

(ir) -6 > 0,
(st) : Py(ug, o) (v — ug, 3 — ay) dQ2 > 0 Y(v,B) € Ct x D(av), (1.40)
(eb) :P{(ut, at)(O, Oét) = 0,

ou J'(f)(¢) désigne la dérivée de J en f dans la direction ¢.

1.1.4.2 Le probleme d’évolution incrémental

L’établissement de résultats précis d’existence, d’unicité et de régularité des solutions au
probleme d’évolution pose des difficultés d’ordre technique. I est par contre plus facile d’en
établir sur le probleme incrémental, i.e. celui obtenu apres discrétisation en temps. En pratique
c’est toujours ce dernier que ’on résout numériquement. Pour le construire, il suffit de remplacer
la variable de temps continu ¢ par une suite (discréte) de temps — on parlera alors d’étape ou
de pas de temps ¢, ¢ € N — et les vitesses par des accroissements. Le probléme incrémental

consiste alors a trouver, pour ¢ € N, les champs u; et a; vérifiant

(ui,a5) € C; x D;

(1.41)
Pl(ui, o) (v —u;, — ;) >0 VY(v,8) €C; x D;

ou C; et D; désignent respectivement ’ensemble des champs de déplacements et des en-
dommagement admissibles a 1’étape i, ce dernier tenant compte maintenant de la condition
d’irréversibilité, i.e.

B(z) > aj—1(x), Vo € Q (1.42)
De ce fait les problemes aux différents étapes sont couplés, la solution a une étape dépend de la

solution a I’étape précédente. Leur résolution se fait donc par induction a partir de la réponse

ap du champ d’endommagement initial.
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1.1.4.3 Le choix du critére de stabilité

Dans le cadre des matériaux adoucissants, I'unicité de la solution au probléeme d’évolution
peut étre plus I'exception que la regle. En effet, lorsqu’il n’y a pas unicité de la configura-
tion d’équilibre d’'un systeme sous une sollicitation donnée, I’étude de sa stabilité fournit un
critere de sélection. En toute rigueur, la stabilité est une notion dynamique. En particulier un
état d’équilibre sous une sollicitation donnée est stable si, une fois écarté “un peu” de cet état
d’équilibre, le systeme, soumis encore a la seule sollicitation donnée, ne s’écartera jamais “beau-
coup” de cet état d’équilibre. Néanmoins la résolution du systeme dynamique en espace et en
temps se révele étre souvent un obstacle insurmontable. On préfere alors remplacer la notion dy-
namique de stabilité par une notion plus heuristique en raisonnant en termes de minima locaux
d’énergie potentiels. Un état sera dit stable si et seulement il n’existe pas dans son voisinage
des états accessibles ayant une énergie potentielle moindre. Du fait du caractere irréversible de
I’endommagement, les états accessibles sont ceux ayant un endommagement supérieur a 1’état
testé. Cependant ’écriture du critere nous confronte rapidement au choix de la distance entre
les états. En dimension infinie (ce qui est le cas ici pour les espaces fonctionnels considérés), les
normes ne sont pas équivalentes entres elles et le choix de la distance a a priori une influence
sur les résultats de stabilité. Par souci de simplicité, on utilise la stabilité directionelle qui ne

s’appuie que sur la topologie de R.

Définition 1.8 (Stabilité directionnelle). A un instant t donné, un état (u, o) de la structure
endommageable est dit stable s’il est admissible et si dans toutes les directions accessibles il existe
un voisinage ot tout autre état a une énergie supérieure ou €gale. Autrement dit, on demande

que (u, ) € C; X Dy soit tel que

(ST): V(v,8) €C:xD(a), Fh>0, VYhe[0,h], Piluth(v—u),a+h(8—a))>Piu,a).
(1.43)

Il est bien entendu possible d’envisager des criteres de stabilités plus sélectifs se basant par
exemple sur la topologie de C; x D(«) pour lequel on ne comparerait plus seulement ’état (u, )
a ses proches voisins situés dans une direction donnée mais & un voisinage pour la topologie
associé a C; x D(a).

Remarque . Il est essentiel de noter que le caractére stable d’un état dépend du type de sol-
licitation imposée. Ainsi un méme état pourra étre stable dans des conditions de déplacement
imposé et instable dans des conditions de force imposée. Ces conditions de sollicitation appa-
raissent dans la définition ci-dessus de la stabilité d’une part par l'intermédiaire de l’ensemble
C des déplacements admissibles caractérisant les données cinématiques et d’autre part par ’in-

termédiaire de [’énergie potentielle dont l’expression tient compte des effort extérieurs donnés.

On peut tirer de la Définition 1.8 une premieére condition nécessaire de stabilité. Soient

(ut, ) un état stable et (v, 3) € C; X D(a). En supposant que P; est Gateaux-différentiable en
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(ug, o) dans la direction (v, 3), on a nécessairement pour 6 positif, assez petit :

0 < Plu+0(v—u),a+0(8—a)) — Plug, ar)
= OP'(us, ) (v — ug, B — o) + o(6)

En divisant par 8 > 0 et en passant a la limite quand 6 tend vers 0, on obtient I'inégalité
Pi(ur, ) (v — ug, 3 — o) > 0.
D’ou finalement la

Propriété 1.9 (Premiére Condition Nécessaire de Stabilité). Un état (ug, ap) € Ce XD ()

est stable seulement si
,PtI(Ut,Oét)(’U — U,t,ﬂ — at) > 0 V(’U,ﬂ) S Ct X D(Oét) (144)

On reconnait la condition (st) intervenant dans le probleme d’évolution. Les états stables sont
donc & chercher parmi les états admissibles vérifiant 1’équilibre mécanique et le critere d’en-
dommagement en tout point de la structure. Cependant cette condition est nécessaire et en
général non suffisante. Elle I'est dans le cas de matériaux durcissants mais ne ’est pas dans
le cas de matériaux adoucissants. Quelle que soit la nature du matériau, il faut envisager des
développement limités de I’énergie potentielle jusqu’au second ordre en h pour pouvoir conclure.

On détaillera la procédure dans la suite de I’étude.

1.1.4.4 Le bilan d’énergie

La condition (eb) (1.40) peut étre vue comme une équation de conservation de I’énergie totale.
En effet elle stipule qu’a chaque instant, le taux de restitution d’énergie élastique soit égal a
la puissance dissipée. Néanmoins, elle fait apparaitre sous cette forme la dérivée temporelle du
champ d’endommagement et suppose une continuité temporelle de celui-ci. Or dans un matériau
subissant des dégradations au cours du temps, il est possible que les dégradations apparaissent

de fagon brutale. On s’appuie alors sur

Propriété 1.10 (Bilan d’énergie). Dans une évolution réguliére, l’évolution de l’énergie totale

satisfait le bilan suivant

(EB)  Pylur ) = Poluo, o) +/Ot </Q oy - (U4 da — £1(07%) —Lt,(ug)> i (1.45)

ot Uy est un champ admissible régulier en temps et Uy et Wi 4 sont les vitesses de chargement a

linstant t'
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Démonstration. On dérive par rapport au temps I’énergie potentielle d’'un couple de champs

solution (u¢, ). On obtient que

d ow ow ;

ﬁpt(ut, Oét) = /Q g(ac, E(Ut), at)&"(ﬂt) + aia(l', s(ut), Ctt)d(t dl’ — £t(ut) — Et(ut)

Soit t — U;i alors un ensemble de champ régulier en temps et admissible i.e Utd € Cy pour tout ¢.
En utilisant la forme variationnelle de 1’équilibre mécanique (1.37) et la conservation d’énergie

(eb), on trouve que

d oW . : :
—Py(ug, o) = | —=—(x, (), ap)e(UR) — Li(ug) — Lo(UD).
dt Q 86

En integrant alors par rapport au temps, on aboutit a (EB). O

Contrairement & (eb), le bilan d’énergie (EB) garde un sens dans le cas d’une évolution non
réguliere en temps. En effet, cette réécriture permet d’exiger la régularité non plus des champs
solutions (u¢, a;) mais que du chargement au travers du travail des forces extérieures £; et du
champ régulier admissible Ug’. On choisit donc de conserver (EB) en lieu et place de (eb). On peut
donc a priori gérer de cette fagon les évolutions non régulieres en temps qui sont normalement
du ressort de la dynamique. Dans [19], dans le cadre de ’approche variationnelle de la rupture,
les auteurs apportent une justification quant au bienfondé de ce choix de conserver 1’énergie du
systeme en comparant rigoureusement 'approche dynamique et I'approche quasi-statique avec
conservation de I’énergie. Ils montrent sur un exemple que la longueur brutale d’avancée de
fissure est égale a celle que I'on obtiendrait dynamiquement si 'on fait ce choix de conserver

I’énergie totale du systeme.

1.1.4.5 La formulation étendue du probléme d’évolution

On est a présent en mesure d’écrire la formulation étendue du probleme d’évolution qui se
préte a des évolutions discontinues et qui gere la possible non-unicité des solutions au probleme.

Celui-ci se lit

Trouver pour tout ¢ > 0, (ug, o) € C¢ X Dy :
(IR) : t — ay est croissant depuis ap,
(ST) : (ug, o) est stable au sens de la Définition (1.43), (1.46)
(EB) : le bilan d’énergie (1.45) est satisfait a chaque instant.

Le probleme d’évolution étendu (1.46) est a la fois moins exigeant que celui régulier en temps
(1.40) au sens ou il autorise des discontinuités temporelles des champs solutions et plus sélectif

puisqu’on ne retient que les minima locaux de I’énergie potentielle parmi les états stationnaires
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du systeme. On verra dans le Chapitre 2 sur un exemple de traction simple comment les items

(ST) ou (EB) permettent de sélectionner les solutions du probleme d’évolution.

1.1.5 Application aux états homogenes : existence et stabilité
1.1.5.1 Existence de tels états

Dans le processus d’identification des lois d’endommagement qui détermine notre modele,
les états spatialement homogenes en déformation et en endommagement jouent un réle clé.
En effet, dans des essais ou il serait possible d’observer ces états, on peut remonter a partir
de courbes expérimentales de nature globale telles que les diagrammes forces-déplacement au
comportement local du matériau du fait de I’homogénéité de la déformation et de I'endomma-
gement. On peut alors espérer reconstruire les fonctions matériaux qui déterminent le modele
d’endommagement telles que la loi de rigidité ou la densité de dissipation.

Commencgons par préciser sous quelles conditions ces états homogenes peuvent exister. On
considere une structure connexe dont la configuration de référence naturelle est 'ouvert 2 dans
R™. Celle-ci est faite d’'un unique matériau élastique endommageable & écrouissage positif en
déformation. On suppose que sa relation de comportement est linéaire a endommagement fixé
si bien que son potentiel élastique est une forme quadratique en la déformation. On appelle
respectivement A(«) et w(a) la rigidité et la densité de dissipation du matériau. On suppose le
matériau initialement endommagé de facon uniforme a la valeur «p.

La premiere question porte sur le choix des conditions aux limites a appliquer a la structure
pour obtenir un chemin d’évolution. On peut imaginer plusieurs types de conditions limites
ou l'on imposerait les déplacements ou les efforts sur tout ou une partie du bord de la
structure. Néanmoins on s’intéresse dans un premier temps a la construction effective d’un
chemin d’évolution allant jusqu’a la Tuine de la structure en respectant les trois principes
(IR)-(ST)-(EB). Pour des raisons liées a la charge limite que peut supporter la structure, il est
alors préférable de prescrire un déplacement croissant sur tout le bord de la structure plutot

qu’une force.

Soit alors ¢ un état non nul de déformation. En tout point x du bord domaine 02 on impose
un déplacement U;(z) = tegz. On construit dans un premier temps un chemin d’évolution (us, ay)
respectant a tout temps [’équilibre mécanique ainsi que le critére d’endommagement. Ce chemin

est décrit par le scénario suivant :

1. Pour t < t., la structure est en phase élastique et le champ de déplacement vaut en tout
point z de la structure u(z) = tepx. L'endommagement reste a la valeur «g. La phase

élastique se termine au temps t. qui correspond a 1’égalité du critere d’endommagement a
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zéro. Sachant que le critere est donné par (1.36), on en déduit la valeur du temps critique

2w’ (o)

t. = _
‘ —A'(ap)eo - €0

(1.47)
Durant cette phase élastique, les champs de déformation et de contrainte sont homogenes

et valent
et(x) = teo, oi(x) = A(ao)teo. (1.48)

2. Pour t > t¢, 'endommagement commence a croitre dans la structure. En cherchant des
champs de déformation et d’endommagement homogenes en espace, on trouve que le champ
de déplacement vaut nécessairement u; = tegx et 'endommagement oy est donné en tout

point x par ’égalité du critere a 0 i.e.

Al(ap)eg-eo 1

- = 1.49
2w (o) t2 (1.49)

Les champs de déformation et de contrainte sont homogenes et valent
et = teg, or = A(ay)teo. (1.50)

La condition d’écrouissage en déformation joue un role clé dans l'existence de ce type de
chemin d’évolution. En effet la croissance du domaine d’élasticité £(«) assure que la fonction
a— A'(a)/w'(a) est strictement décroissante vers 0 quand « croit de 0 & oy, (au sens du produit
scalaire dans I’espace des déformations). Il existe donc bien une unique valeur «; pour tout ¢ > 0
vérifiant (1.49). On a donc exhibé la construction explicite d’un chemin d’états de déformation
et d’endommagement homogenes en tout point de la structure vérifiant I’équilibre mécanique et
le critere d’endommagement. Néanmoins, on ne sait rien pour le moment de 'unicité de cette
solution ou de sa minimalité au sens de I’énergie : pour garantir sa pertinence on doit donc
regarder si cette solution est stable & tout temps au sens (ST). Avant de réfléchir & ce probleme
délicat, on illustre d’abord par quelques exemples de lois d’endommagement simples les capacités

du modele a rendre compte de I’adoucissement dans les matériaux fragiles.

1.1.5.2 Quelques exemples simples de lois

Jusqu’a présent, les dépendances de la rigidité A(«) et de la dissipation w(«) vis-a-vis du
parametre d’endommagement a sont restées a un niveau purement formel en leur demandant
de respecter des conditions d’écrouissage, de durcissement ou d’adoucissement. On illustre plus
en détails notre propos en construisant explicitement des lois a — (A(«),w(«)) & partir de
diagrammes contrainte-déformation au niveau local. Ceux-ci correspondent & un essai de traction

simple effectué sur un élément de longueur dans lequel la déformation et ’endommagement sont
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homogenes (ce qui est possible d’apres la section précédente). Dans le cas d’une barre de longueur
1 cela revient a encastrer le bord x = 0 et a imposer un déplacement ¢ en z = 1. La rigidité
du matériau se réduit quant a elle au module de Young a — FE(«a). On suppose avoir fait
le changement de variable d’endommagement décrit dans la Section 1.1.3.2 conduisant & un

potentiel de dissipation linéaire de la forme
w(a) = ka (1.51)

ol k est un parametre matériau strictement positif. Enfin on suppose avoir renormalisé la variable
d’endommagement de sorte que ’endommagement ultime «,, soit 1 ou +oco. La dépendance
inconnue en l'endommagement se fait donc uniquement au travers de la fonction a — E(«).
Celle-ci doit vérifier en outre les conditions E(0) = Ej et lim,—.q,, E(e) = 0. On distingue ici 2
types possibles de diagrammes, ceux-ci se différenciant entre eux par la maniere dont est décrite
la phase adoucissante : le premier correspond a un adoucissement en puissance tandis que le

second correspond a un adoucissement linéaire.

Adoucissement en loi puissance : La premiere famille de lois recherchée est celle dont
le diagramme contrainte-déformation présente un adoucissement en loi “puissance” comme le
montre la Figure 1.7. Concretement, on veut donc trouver des lois d’endommagement conduisant

au scénario suivant pour le diagramme contrainte-déformation :

— Pour 0 <t <., on a une phase élastique avec une contrainte valant

t
O = Oe— (1.52)
te

— Pour t. < ¢, le matériau s’endommage et la contrainte décroit vers 0 a I’'infini selon la loi

te\"
Ot = O <t) , (1.53)

ol r est un exposant strictement positif et o, désigne la contrainte limite d’élasticité.

puissance

Pour identifier la loi de rigidité du matériau, on procede par conditions nécessaires. A partir de
(1.50), on tire la relation suivante que doit satisfaire la rigidité pour tout ¢ > ¢,

te

oe <t> = E(ay)t. (1.54)

Par ailleurs, 1’état de déformation et le chargement étant reliés par la relation (1.49), on en

déduit la deuxieme identité (w'(a) = k),

1
E/(Qt) = 2k—=

o (1.55)
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Fi1G. 1.1 — Diagramme contrainte-déformation en 1D pour des états homogenes

En combinant (1.54) et (1.55), on aboutit & une équation sur o; pour tout ¢ dans [0, co)
2
E'(oq) + KE(oy)™7 =0, avec K = 2ko, 2B . (1.56)

Or ’hypothese d’écrouissage en déformation nous assure que t — «; est une fonction strictement
croissante de [0,00) dans [0, a;,). Résoudre (1.60) est donc équivalent a résoudre 1’équation

différentielle sur la rigidité E(a)

E'(0) + KE(a)™1 =0 poura € [0,0m), E(0)=Ey, lim E(a)=0. (1.57)

a—am

On traite tout d’abord le cas ou r est différent de 1. Dans ce cas, la solution générale de I’équation

(1.57) se calcule par séparation des variables puis intégration :

1 e
T lE(a)rﬁ = -Ka+C
—

ou C est une constante d’intégration. Sachant que E(0) = Ejy, on peut alors identifier cette
derniere :

r+1 ==L
E. 1.58
r—1 0 ( )

Puisque le signe de C' change selon que r est plus grand ou plus petit que 1, on a 3 cas a étudier.

C =

Cas 1 : (r > 1). Sous cette hypothese, la constante d’intégration C' est strictement positive. On
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peut alors réécrire la fonction de rigidité sous la forme

K r+1
r—1
EFla)=Ey|1— — .
@ = (1-gpe)

L’endommagement critique o, est fini et vaut nécessairement

IC| r+1 o2
Oy = — = .
K r—12kE

Pour obtenir une loi d’endommagement normalisée & «,, = 1, il suffit alors de choisir

r+1 ag

T‘—12E0.

Sachant que lorsque r varie de 117 & 400, 7 %

décrit 'intervalle ouvert (1,+00), on voit
que les diagrammes o — € pour des état d’endommagement homogenes avec un adoucissement
en puissance 1/t" avec r > 1 peuvent étre décrits par la famille de lois

2
40,
(Ewheaim = (Ba1-a)f, 2a) | (1.59)
il : 2Eo g€(1,400)

Cas 2 : (r < 1). Dans ce cas C' (1.58) est négatif. En tenant compte de la condition E(0) = Ey,

la loi de rigidité du matériau peut se mettre sous la forme

B(a)= — 20 (1.60)

T

K 1—r

£ o 2]{3E0(1—’I")
Cl o2(1+7)

Contrairement au cas r > 1, '’endommagement pour ce choix de loi n’a pas a étre borné. En

-

avec

>0

effet, d’apres (1.60), la rigidité du matériau ne peut tomber & 0 uniquement lorsque 'endomma-
gement tend vers I'infini. Pour ce type de loi, nous avons donc «,, = +00. Cependant bien que
I’endommagement soit non-borné, il est toujours possible de normaliser la loi d’endommagement

en choisissant de la facon suivante le parametre k,

b — 03(1 +7)
- 2E5(1 — 1)

a 1. Sachant que lorsque r varie de 17 & oo,

Ce choix permet de fixer la constante K/|C

r — I déerit Dintervalle ouvert (1,400), on voit que les diagrammes o — ¢ pour des état

d’endommagement homogenes avec un adoucissement en puissance 1/t" avec r < 1 peuvent étre
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décrits par les lois d’endommagement

Ey g0t
(E7w)q€(1,+oo) = <( 0 « (1.61)

1 + O[)q ’ 2E0 >q€(17+oo) '

Cas 3 : (r = 1). En reprenant (1.57), on voit que ’equation difffentielle est linéaire a coefficients

constants

E'(a) + KE(a) =0 pour a€ (0,a;n), E(0)=Ep, lim E(a)=0.
a—om
La solution génerale se calcule aisément et en tenant compte de la condition en @ = 0, on trouve

que
2k Eq

E(a) = Ege % avec K = 5
O-e

De méme que le cas r < 1, on voit que 'endommagement n’est pas borné puisque la rigidité ne
peut tendre vers 0 que lorsque « tend vers +oo. La normalisation de la loi d’endommagement

revient a prendre pour k
2
0-6

T 2F,

Finalement la seule loi d’endommagement permettant de rendre compte de ’adoucissement en

k

puissance 1/t est

2
(Fow) — (E QEQ) .

On résume dans le Tableau 1.1 ’ensemble des lois d’identifiées.

TaB. 1.1 — Lois d’endommagement pour un adoucissement en puissance

Adoucissement en oy o< t~" | Int. Définition E(a) w(ca) | Indice réduit g
> 1 €[0,1) Ey(1 — )9 a0 T+1>1
r o — (67 =
’ ° 28" | 17 =1
E() qo, 1+7r
<1 € [0, = = > 1
! o € [0,00) (1+ a) 2)5;0“ =1
o
—1 0 Epe™ ¢ -
r a € [0,00) 0e 2E0a

Adoucissement linéaire : Une deuxieme famille de lois souvent utilisée dans la littérature est
celle qui conduit & un adoucissement avec une décroissance linéaire. C’est ce type de lois qui est
choisi dans [35] et [45]. Sur la Figure 1.2, on schématise un diagramme contrainte-déformation
type. Celui-ci peut étre entierement décrit géométriquement a l’aide de 3 constantes qui sont Fy,
Er et 0.. La encore on se propose de trouver la famille de lois d’endommagement conduisant &

ce type de diagramme. On cherche donc a rendre compte du scénario suivant
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— Pour 0 <t <., on a une phase élastique avec une contrainte valant

t
Ot = Oc— (1.62)
te
— Pour t. < t, le matériau s’endommage et la contrainte décroit vers 0 a l'infini selon une

loi puissance

Oe
o =0. — B t— — 1.63
t e T EO ( )
ou Er > 0 est un parametre matériau.
Ot
Oef-—--—--—--—--- -F-—---

&
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

E i

0 h ¢
0 te tC

Fi1G. 1.2 — Diagramme contrainte-déformation en 1D pour des états homogenes

On suppose a nouveau avoir fait le changement de variable d’endommagement conduisant a une
forme linéaire pour la densité de dissipation (1.51). Le champ de déformation dans la structure

étant en tout point égal a t, la contrainte peut s’écrire
1
o = (Ue (1 + ET/E()) ; - ET) t. (164)
De (1.64), on déduit que F(«y) est de la forme
D
Elay)=C+ — (1.65)

t

ou les constantes C' et D valent C = —Ep et D = 0.(1 + Ep/Ep). Sachant qu’une fois que le

critére est atteint on a I'égalité t2 = —2k/E’(ay), on en déduit que
/ 2k 2
E'(a¢) + ﬁ(E(at) - C)*=0. (1.66)
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Il s’agit donc de résoudre ’équation différentielle

2k

E'(a) + E(E(a) —0)?=0 pour aé€ (0,a,) avec E(ay)=0 (1.67)

La constante k sera alors choisie de sorte que E(0) = Ey. C’est une équation différentielle du
premier ordre qui se résout par séparation des variables. La technique de résolution est donc
identique a la partie précedente et on ne détaille pas les calculs intermédiaires.

Finalement cette famille de lois peut étre décrite par

— une variable d’endommagement « comprise entre 0 et 1
— une loi de rigidité et une loi de densité de dissipation appartenant a la famille suivante
indexée par Ey/Er € (0,400) :

l-a o2 Ey
(B(a), w(a))- (Enga e (14 50) a) (169

Une loi élastique-durcissante-adoucissante : Les courbes expérimentales contrainte-
déformation sous traction simple associées au comportement diffus du béton [53] montrent que
la phase adoucissante ne suit pas immédiatement la phase élastique. Elles mettent en évidence
une phase intermédiaire de durcissement du matériau. La transition entre la phase durcissante
et adoucissante dans le diagramme semble se faire de maniere réguliere, sans rupture de pente.
On montre dans cette section sur un exemple qu’il est tout a fait possible de construire de telles
lois d’endommagement & partir de notre formulation en choisissant astucieusement les fonctions

matériaux E(a) et w(a) et leurs propriétés d’écrouissage. On considere la loi de rigidité
E(a) = Ey(1 — o)

Pour une loi de dissipation volumique linéaire en «, on a vu que ’on obtenait une courbe
contrainte-déformation avec une phase élastique suivi immédiatement d’un adoucisssement en
loi puissance. On choisit alors de modifier cette loi en prenant une densité de dissipation sous la

forme d’un polynéme de degré 2 en «,
w(a) = Aa + Ba®. (1.69)

L’objectif est de déterminer les coefficients A et B & partir des grandeurs issues d’un essai de
traction comprenant une phase durcissante. Outre les parameétres o., t. et Fy s’ajoutent donc
les deux grandeurs oy; et tj; qui désignent respectivement la contrainte maximale atteinte a
Iissu de la phase durcissante et la déformation qui y est associée. Durant la phase élastique,

I’endommagement est nul et la déformation vaut ¢. Le temps t. pour lequel le critere est atteint
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pour la premiere fois est donc donné par
1 / 2 / _ 2 —
2E (0)tz +w'(0) = —Ept; + A= 0.

On en déduit que le coefficient A pondérant le terme linéaire est le méme que pour la loi sans
terme du second ordre dans la densité de dissipation,
2

e, (1.70)

"
Ey

Pour t > t., 'endommagement peut commencer a croitre dans la structure. En cherchant tou-
jours un endommagement o; homogene en espace, celui-ci est donné par ’égalité du critere a
0,

—Eo(1 — ay)t* + A+ 2Ba; = 0.

En factorisant, on aboutit pour ¢ > ¢, a

Eot?> — A
=—— 1.71
at 2B + Eyt?’ ( )
On en déduit alors la relation contrainte-déformation,
-4\’ 2E)B + EoA\*
=Fy|(1—-FEy——— =F)| ——————— 1.72
7t 0( 02B+Eot2> 0( 2B + Eot? ) (172)

La phase durcissante (si elle existe) se termine au temps t3;. En supposant que la transition
avec la phase adoucissante se fasse de fagon suffisament réguliere (continuité de la pente), ¢y,

est caractérisée par
dO’t

=0 1.73
s , (1.73)

t=tyrr
c’est a dire
2B — 3Eyt3; = 0.

Pour ¢t > t;, la contrainte décroit, &y < 0. On résume les étapes successives

— Pour t < t., la réponse est élastique et
gt — Eot

— Pour t, < t; < ty, la réponse est durcissante. Pour t3; < t, la réponse est adoucissante.

Dans les deux cas, la relation contrainte-déformation est donnée par

(33, + t2)?

— ByooM T le)
7GR, )
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On représente sur la Figure 1.3 le type de diagramme que ’on obtient pour valeurs différentes du

tar/te. Il est donc tout a fait possible de rendre compte d’une grande gamme de comportements

o/0e
/"-:-.\'\
1 ------------- ' -‘\\ E \’\~
: N ~.
AN N
' \\\ \.\
'\‘ '\.
\ ~.
N ~.
\\s \.\.
~\N\~ \.\'\
~ ~
~~~~-~
R t/te
0 1 1.5 2

F1c. 1.3 — Diagramme contrainte-déformation pour ¢y /t. = 1,1.5,2

endommagés en jouant sur les lois de rigidité E(«) et de dissipation w(«).

1.1.5.3 Stabilité des états homogeénes

On revient a 1’étude des états homogenes et on désire savoir si ceux-ci sont stables au sens
(ST) et donc 8’ils ont une chance d’étre observables dans la réalité. En effet on a vu en jouant
sur les conditions aux limites qu’il existait une infinité de trajets temporels faits a chaque ins-
tant d’états homogenes de déformation et d’endommagement pouvant vérifier simultanément
I’équilibre mécanique et le critere d’endommagement. Ces chemins vérifient donc les conditions
nécessaires de stabilité du premier ordre. Pour savoir si ceux-ci sont réllement des minimas lo-
caux, il faut aller étudier des conditions suffisantes dites du second ordre, ce que 'on détaille
maintenant.

On fixe le temps (la stabilité étant une notion d’état et non temporelle) et on considére un
état de déplacement-endommagement de la forme (g9, ) ou €g et o sont respectivement un
tenseur symétrique et un scalaire positif vérifiant le critere. En effet, a chaque instant, tous les
états d’un trajet temporel de déplacement-endommagement construits a la Section 1.1.5.1, qui
soient en phase élastique ou en phase d’endommagement peuvent se réécrire sous cette forme
générique.

Par ailleurs, les états homogenes obtenus a la Section 1.1.5.1 ont été construits pour un charge-
ment & déplacement imposé sur 'ensemble du bord de la structure i.e. 9y = 9. Ce choix de
chargement n’est pas le seul qui puisse conduire a une homogénéité des champs de déformation

et d’endommagement, mais il a I’avantage d’étre compatible avec un chargement croissant en
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temps sans patir des pathologies dues aux charges limites. Cependant, notre intérét étant ici
I’étude de la stabilité qui est une notion d’état et non d’évolution — le chargement étant fixé
— on peut tout aussi bien considérer d’autres types de conditions aux limites conduisant a des
champs de déplacement et d’endommagement de la forme (g9z, ap). On peut en particulier en-
visager des chargements mixtes ou ’on impose en un point x de la surface 02 des composantes
de la force a la valeur op-n = A(ag)ep - n (ot n est la normale a la surface) et des composantes
du déplacement a la valeur ggx.

Les cas extrémaux de chargement correspondent aux déplacements imposés sur toute la struc-
ture & la valeur gox ou des efforts imposés sur tout le bord de la structure a la valeur A(ag)egg - n.
Ce sont ces deux types de chargement particuliers que 1’on retient pour illustrer notre propos
sur la stabilité. Pour ces deux cas extrémaux, I'espace vectoriel Cy d’admissibilité a zéro des
déplacements est {v|v € H'(Q,R"), v[sg = 0} lorsque tous les déplacements sont prescrits & la
surface du domaine ou {v |ve HY (R, R")} si ce sont les forces qui sont imposées sur ’ensemble
des bords de €. De méme, le travail des forces extérieures L£(v) dans le déplacement admissible
v est égal & zéro si les déplacements sont imposés ou a |, 8Q(JO -n)vdx si les forces le sont.
Pour connaitre la stabilité de I’état, on développe 1’énergie potentielle autour de celui-ci dans

une direction admissible (v, 3) € Cy x D fixée, ce qui donne

2
Pleo + hv,ag + hB) = Py, a0) + hP'(cor,a0) (v, 8) + o P (co,a0) (v, B) + o(h%). (L74)

Examinons chacun des termes du développement. Le terme du premier ordre se lit

P (e0x, ap) (v, B) = /QA(ozo)so ce(v)dx — L(v) +/Q <;A’(a0)50 g0+ w'(a0)> Bdxr. (1.75)

Les deux premiers termes correspondent a la formulation variationnelle de I’équilibre mécanique
et leur somme est donc nulle. Dans le cas ou I’état correspond a un point de la phase élastique
pour laquelle on rappelle que le critere est une inégalité stricte i.e A’(ag)eg - €0 + 2w’ (ap) > 0, le
troisieme terme est strictement positif dans toute direction 8 non nulle. En revanche, dans le cas
ol la structure est en phase d’endommagement i.e A’(ag)eg-eo+ 2w (ag) = 0, le troisieme terme
est nul quel que soit la direction de test 8 puisque le critére est une égalité sur tout le domaine
en vertu de ’homogénéité de la déformation et de 'endommagement. Il faut donc s’intéresser

dans ce cas a la dérivée seconde de ’énergie potentielle. Celle-ci se lit
P" (g0, ap) (v, B) :/Q <A(a0)5(v) ce(v) + (;A”(ao)eo -0+ w”(ao)> 5% 424" (a)eg - s(v)ﬁ) dx
Z/QA(O«)) (e(v) = BS'(a0)o) - (e(v) — BS"(a0)00) d (1.76)
- (;S”(ao)ao -0 — w”(ao)> /Qﬂz dx,
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ott o9 = A(ap)ep est 1'état de contrainte (homogene) dans le matériau et S(ap) = A~ (ap)
désigne le tenseur de souplesse du matériau. On distingue a présent le type d’écrouissage en
contrainte. La contrainte g se situant sur le seuil du domaine d’élasticité £*(ag) défini par
(1.22), on a

~ si a +— E£*(a) est strictement croissante en «g (durcissement) alors 1 i l/l,gzgg o009 <1,
1 8"(a0)

— si a— E* () est strictement décroissante oy (adoucissement) alors 2 W (ao)

On en déduit que si le matériau est durcissant alors P”(eoz, ap)(v, 3) est la somme de deux

oo 09 > 1.

termes positifs dont un défini positif : I’état est alors stable.
En revanche si le matériau est adoucissant, P”(goz, ) (v, 5) devient la différence de deux termes
positifs. Pour étudier son signe, il est commode d’introduire pour § non nul presque partout, le

quotient Rayleigh défini sur Cy x D par

fQ A(ag) (e(v) — Be) - (e(v) — Pe) dx
(55" ()00 - 00 — w" () [o B2 da

R:(v,[) — (1.77)
ou l'on a posé

e = S'(ap)oo = S'(an) A(aw)eo (1.78)

L’étude de la stabilité revient alors a étudier un probléme de minimisation globale de la fonc-

tionelle (v, 3) — R(v, 3) sur Cy x D. En effet ’état sera stable si (resp. seulement si)

C(g0, 0,82) = inf R(v,B) > (resp. >)1 (1.79)

N CoxD

Du fait de la présence d’intégrales volumiques, ce minimum dépend a priori du domaine §2.
Néanmoins, du fait de 'absence d’échelle de longueur dans le modéle local d’endommagement,
celui-ci est en réalité indépendant du domaine comme on le verra par la suite. On distingue
a présent les cas de chargement a déplacement imposé de ceux a force imposée sur toute la

frontiere pour conclure sur la stabilité de ’état.

Cas des forces imposées, 0rp{2 = 02 : Ce type de chargement conduit nécessairement a une
instabilité de 1’état homogene. En effet, il suffit de prendre comme champ test 5 =1, et v = ex
dans (1.78). Le champ de déplacement est bien admissible puisqu’il n’y a pas de conditions sur
les déplacements au bord du domaine. Le quotient de Rayleigh (1.77) calculé pour ce champ est
nul. On en déduit que I'infimum du quotient de Rayleigh sur Cy x D est donc nécessairement
0. On conclut que I'état homogene en phase d’endommagement a force imposée sur toute la

frontiere est toujours instable.

Cas des déplacement imposés, Jy€) = 0 : L’étude de ce cas est loin d’étre aussi
immédiate. En effet les conditions de nullité sur le bord du déplacement vont fortement

contraindre le probleme et compliquer la recherche du minimum. Pour procéder a ’étude de
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ce cas de chargement, nous nous sommes basés sur les travaux de R.V. Kohn dans [31]. Ceux-ci
portent sur 'obtention de la relaxée d’une énergie de déformation définie a partir d’un potentiel
élastique non convexe a deux puits. Le domaine d’application visé dans ’'article est celui de la
recherche du comportement effectif de matériaux en phase martensitique.

Ce phénomene physique n’est évidemment pas notre propos mais néanmoins les techniques em-
ployées pour répondre a ce probleme présentent de fortes similitudes sur le plan formel avec le
quotient de Rayleigh écrit pour les états homogenes. En effet, dans le cas des transformations
martensitiques, les laminés consistent en une alternance de zones dans des états de déformations
libres de contraintes qui correspondent a une rotation pres aux puits du potentiel élastique.
Cette structure en laminés provient de I'incompatibilité entre la déformation macroscopique ap-
pliquée a I’élément de matiere et les puits du potentiel élastique. Dans le cas de notre quotient
de Rayleigh (1.77), on retrouve cette incompatibilité avec les conditions aux limites puisque une
déformation homogene & la valeur e et un endommagement 3 homogene a la valeur 1 rendant
nul le quotient de Rayleigh est incompatible avec les conditions de nullité de Dirichlet dues aux
déplacements imposés. On commence par rappeler succintement le probleme initial traité dans
[31] avant de faire le parallelle avec la minimisation sous contrainte du quotient de Rayleigh

dans notre cas.

Soit un matériau défini par un potentiel élastique B a 2 puits situé en 0 et e,
A 1
B : e+ min §A05 ‘€, §A0(6 —e)-(e—e) ], (1.80)

ol Ay désigne un tenseur de rigidité. Le comportement effectif du matériau dans un élément de

volume {2 soumis a une déformation macroscopique € est donné par la quasiconvexifiée de B

_ 1 1

B:z inf / min (£ Age(v) - £(v), = Ap(e(v) —€) - (e(v) —€) ) . (1.81)
vlga=¢z J 2 2

Cette quantité peut étre réécrite sous la forme d’une double minimisation en introduisant 1’en-

semble des fonctions caractéristiques y valant 0 ou 1 presque partout sur 2

B(&) = inf inf/ }Ao(s(v) —xe) - (e(v) — xe). (1.82)
vlpa=ez X Jo 2

Dans le cadre de la stabilité des états homogenes a déplacement imposé, seule la déformation
macroscopique nulle i.e & = 0 (correspondant & un encastrement sur tout le bord du domaine)
nous intéresse. Dans ce cas on voit que B(0) = 0 (il suffit de prendre Y = 0 et v = 0 sur Q).
Cependant, la forme du dénominateur du quotient de Rayleigh (1.77) fait que l'on n’est pas
autorisé a utiliser ce genre de champ qui correspond & un endommagement nul sur €2 et donc a
un dénominateur nul dans le quotient de Rayleigh.

Le résultat essentiel de Kohn qui nous permet de faire le lien avec notre propos est de donner le
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comportement effectif du matériau a fraction volumique de constituant fixée :

Bo(0) = inf inf / L do(e() = xe) - (5(v) — xe), (1.83)
v]oa=0 [, x=0 Ja 2

ou le parametre 6 représente la fraction volumique autorisée de matériau pouvant se trouver dans
I’état de déformation libre de contrainte e. Ce cas intermédiaire ou 'on impose la fraction de
constituants va nous permettre de contrdler la norme L%(2) de ’endommagement qui apparait
justement au dénominateur du quotient de Rayleigh. Par ailleurs, puisque la fonction test 3
peut prendre n’importe quelle valeur possible, on a affaire a un potentiel élastique susceptible
d’avoir une multitude de puits. Néanmoins il est important de remarquer que quel que soit leur
nombre, ces puits resteront toujours proportionnels au tenseur de déformation e.

On commence par énoncer les principales étapes conduisant a la résolution du probleme :

Etape 1. Le minimum ne dépend pas du domaine Q et peut se calculer sur le cube C = [0, 27]" de
Rn

Etape 2. Pour un entier N > 2 donné, on se donne N valeurs d’endommagement (; distinctes
auquelles on associe & chacune une fraction volumique 6;. On considere alors I’espace des

champs d’endommagement constants par morceaux suivants

N
D(N, (3, 0;) = {BEDW:Z@)@} (1.84)
i=1

ou les fonctions indicatrices (;) forment une partition arbitraire de C' en N régions de
taille fXZ = (9@
On minimise alors le quotient de Rayleigh sur Cy x D(N, 5;,6;).

Etape 3. On minimise la valeur obtenue a I’Etape 2 sur tous les N couples (3;, 6;) possibles pour
un N fixé

Etape 4. On passe enfin a la limite quand N tend vers U'infini le résultat de la minimisation effectuée
A I'Etape 3 pour obtenir (1.79)

Etape 1 : Soit C' = [0,27]" le cube de coté 27 dans R". On considere la famille des
domaines homothétiques LC de C' ou L est un réel strictement positif. On montre tout d’abord
que linfimum ((g¢, ap, ) du quotient de Rayleigh ne dépend pas de la taille du domaine i.e
¢(e0, g, C) = ((e0, a0, LC) pour tout L > 0. Pour cela, on considére le domaine L C avec le
quotient de Rayleigh R (v, 3) défini sur les espaces fonctionnels H} (L C,R™) x L=(L C,R*). On
fait le changement de variable y = /L qui envoie le domaine L C sur le domaine C' et on choisit
des champs de déplacement de la forme 0(y) = Lv(x/L) et des champs d’endommagement de la
forme B(y) = B(z/L). Ce faisant, on supprime les effets d’échelle diis au transport des domaines

et on obtient que ((eg, o, 2) est U'infimum du quotient de Rayleigh R(v, ) défini sur les espaces
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H}(C,R") x L*>°(C,R*) pour un domaine normalisé i.e.
C(Eo,Ozo,LC) ZC(é‘o,Oé(),C) VL > 0. (1.85)

On revient a présent a notre domaine initial 2. Celui-ci étant de taille finie et d’intérieur non
vide, il est toujours possible quitte a centrer €2 de trouver Ly et Lo tel que L1 C C Q C Lo Q.
On a alors

C(e0, a0, L1 C) < ((g0, ap, Q) < ((g0, a0, L2 C).

En effet, soient deux domaines Q1 C Q. Tout couple de champs admissible dans H3 (€2, R") x
L>®(Qq,RT) peut le devenir dans Hg (02, R") x L>(Q2, RT) en prolongeant par 0 sur Q/Q; les
champs de déplacement et d’endommagement. On a alors nécessairement que ((gq, ag, Q22) <

¢(e0, o, 21). Sachant qu'on a montré précedemment que ((go, v, L1 C) = ((eg, 0, L2 C) =

¢(e0, a9, C) , on en déduit finalement que

¢(eo, @0, 2) = ((€0, 0, C). (1.86)

On peut donc raisonner a présent sur le domaine de notre choix que ’on prendra égal a C.

Etape 2 : On choisit donc de prendre comme volume élémentaire représentatif pour tester
la stabilité de notre état homogene le cube C' = [0,27]™. Soit N un entier naturel supérieur
strict & 1. On se donne N valeurs (; distinctes de ’endommagement et IV fractions volumiques

0; telles que

0; >0, > =1 (1.87)

On partage le domaine C en N zones auquelles on associe a chacune un état d’endommagement
0; tel que la fraction volumique occupée par le i-éme constituant 3; soit 6;. Soit alors une

partition x de C fait de N fonctions indicatrices x = (x1,..., X~ ) et respectant les conditions

N
Xiw)=0oul, > xi(z)=1

=1
Xi(@)xj(x) =0sii#j,  <xi>c=¥b;

oll < - >¢ désigne la moyenne sur C. Les fonctions test d’endommagement 3 constantes par

morceaux vérifient alors

N N
B=> Bxi(z), =D Bxi) (1.88)
=1 =1
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Le minimum de R (v, 3) (1.77) peut alors se réécrire

0 = o g ST A 0 (U)o
CoxD N—>005i,9iD(N79iﬁi)U€CO ( S"(a)og - o9 — w (ay )fC' i 1512)(@(1') dm( )
1.89

Sous I’hypothese que I’on minimise tout d’abord a fraction volumique fixée, le dénominateur du
quotient de Rayleigh ne dépend pas de la fagon de mélanger les constituants via les fonctions y;

mais uniquement des fractions volumiques 6; puisque

N N N
[ 3t =320 [ xito)do = o0
Ci=t =1 /C i=1

L’avantage de fixer la fraction des constituants est que I’on peut étudier d’abord le numérateur
du quotient de Rayleigh sans se soucier dans un premier temps du dénominateur. Cela revient

a effectuer la double minimisation suivante

&%f,gl ulélcfo/ ZA ap) (x) — Bie) - (e(v)(z) — Bie) xi(x) dx. (1.90)

Ce probleme peut étre vu comme un probleme d’optimisation de formes. En effet, en appelant

W le potentiel élastique de la i-eme phase de rigidité 2A(ap) centré en la déformation (e i.e.
VO .o L
W e - 3 2A(ap) (e — Bie) - (e — Bie)

on a dans ce cas a calculer la quantité

f inf w® dx.
o 8, [ 2O 0

La premiére minimisation de (1.90) sur Cp représente ’énergie de déformation effective pour une
déformation macroscopique nulle d’'un mélange de N matériaux définis par leur potentiel W et
ayant une répartition dans C' donnée par x;. La deuxiéme minimisation de (1.90) sur D(N, 6;, 3;)
consiste alors a prendre le meilleur comportement effectif possible sur toutes les configurations
géométriques (y;) possibles — les fractions volumiques et le nombre de constituants étant tou-
jours fixés.

De facon plus générale, on définit 1’énergie de déformation effective optimale pour une

déformation macroscopique quelconque £ a fraction volumique fixée par

QW(E) = inf mf/ZW’)§+8 o) (@) () da (1.91)

D(N,0;,8;) vE€Co
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Dans le cas ou 'on mélange plus de 3 matériaux (N > 3), il n’existe pas de formules explicites
donnant l'expression de Iénergie effective QgWW. C’est pourtant bien le cas qui nous intéresse
puisque 'on est amené a faire tendre N vers I'infini. Néanmoins en y regardant de plus pres,
I’étude de la stabilité des états homogenes nous place idéalement dans un cas particulier & N
phases pour lequel il existe une formule analytique donnée par [31] : il correspond au cas ou les
N puits de chaque potentiel W sont proportionnels entre eux deux & deux. En effet ici les
puits sont justement de la forme ;e avec (3; scalaire positif et e = S'(c)op un tenseur d’ordre
2 fixé.

L’expression de Iénergie effective QW nécessite d’introduire au préalable quelques notations.
On définit le produit scalaire usuel sur M? comme étant (£,n) = £ -n = Tr({n). Soit V' un sous
espace de M et £ un élément de M7, on appelle my€ la projection orthogonale de £ sur V. Pour

k € R™ non nul, on définit alors
Vk)={kov+rvek|veR"} (1.92)

qui peut étre vu comme 'espace des matrices de rang 1 symétrisées (toute matrice de rang
1 pouvant s’écrire k ® v). L’espace V (k) ne dépend uniquement que de la direction k/|k|. Le
résultat central sur lequel repose notre étude est le calcul exact de ’énergie de déformation

effective donnée par la formule

N N
QoWu(€) =Y W (&) —g Y BiBT (1.93)
i=1 ij=1
avec I' une matrice ne dépendant uniquement que des fractions volumiques de chacun des N
constituants
0;(1—0; 1=
T = (1=0;) J (1.94)
—0;0; 1#£ ]

et ou g est une constante ne dépendant uniquement que du tenseur de proportionalité e et

donnée par

2
g = Til'i)f TI'A(aO)l/2V(k)A(OZO)1/2C . (195)
La projection WA(ao)l/gv(k)A(@o)l/Qe est la projection orthogonale de A(ag)'/2e sur

A(g)Y?V (k). C'est aussi I'unique point réalisant mingcy () A(ao)(e — §) - (e — &). En faisant
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& =0 dans (1.93) on trouve que le résultat du probleme de double minimisation (1.90) se lit

inf inf / Z A() (x) — Bie) - (e(v)(z) — Bie) xi(x) dx

D(N,0;,5;) vECo

= ZA ao e- 6915 —4g Z ﬁl/Bj ij- (1,96)
i=1

i,j=1

Etape 3 : On revient a présent au quotient de Rayleigh dont la minimisation (1.89) a

nombre de phases IV fixé peut se lire présent

N
Cf inf i -
510; D(z%i,ﬁi)vlélcoR <U’ ;ﬁ X )
Alag)e-ed L, B26; — g fo[j:l BiB;L'i;

= inf (15" a)on o0 o)) S 576, (1.97)
En décomposant la matrice I' et en simplifiant on aboutit a
(15”(a0)00 -~ — w”(ao)> inf inf inf R (v, iﬁz?(z)
2 Bi8: D(N,0;,8;) vECo —
(va ﬂiei)Q
= A(ap)e-e— g+ inf (1.98)

<N .9, 9
ZN
ﬂu i i=1 @29@

On montre maintenant que cette quantité vaut précisément A(ap)e - e — g. Celui-ci est d’abord
clairement une borne inférieure puisque le dernier terme de 1’égalité est positif. Par ailleurs on
peut l'atteindre par la suite minimisante construite de la fagon suivante : soit le N-uplet (/;) tel
que #1 = 0, B2 = 1, les autres valeurs étant prises quelconques mais distinctes 2 a 2. Il suffit alors
de considérer le mélange binaire tel que 61 = 1 — 05 avec 65 > 0, les autres fractions volumiques

étant prises nulles. Pour ce choix particulier on a alors

D(N,0;,83;) vECo

N
(;S”(ao)ao o9 — w”(ao)> inf inf R (U, ZﬁiXi) = A(x)e-e—g—bag
=1

En faisant tendre 6, vers 0, on a bien construit une suite minimisante qui nous permet d’atteindre

A(agle-e—g.

Etape 4 : On termine en remarquant que le résultat des minimisations successives sur les
espaces Cy, D(N, 0;, 5;) et enfin (3,;0;) & N fixé est donc indépendant du nombre de phases N.

En prenant la limite quand N tend vers 'infini, le minimum reste donc inchangé. Le infimum
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global du quotient de Rayleigh sur ’espace Cy x D est donc
1 1/ " .
=S5"(ap)og - 00 —w" (ap) | inf R(v,B) = A(ag)e - e —g.
2 CoxD

En utilisant la caractérisation (1.79) de la stabilité de 'état (eox,ap), on a donc la regle de

stabilité suivante pour les états homogenes en phase adoucissante sous déplacement imposé

Propriété 1.11. Pour un matériau adoucissant, l’état de déplacement et d’endommagement
(eox, ) a déplacement imposé sur l’ensemble de la frontiére pour lequel le critére d’endomma-

gement est atteint est stable si (resp. seulement si)

A(ag)e-e— g > (resp >) <;S"(ao)ao -0 — w"(ao)> (1.99)

ou e et g ne dépendent uniquement que de l’état d’équilibre et sont définis respectivement par
(1.78) et (1.95). En outre on a l’égalité A(ap)e - e = g si et seulement s’il existe ¢ et d de R"
tels que

e=c®Rd+d®ec. (1.100)

Démonstration. Sie s’écrit c@d—+d®c, alors e € V(c/|c|) et alors g = A(ag)e-e. Réciproquement

2
supposons que g = A(ag)e - e. L’égalité WA(ao)l/zv(k)A(ao)l/Qe = ‘A(a0)1/26‘2 ayant lieu pour

un certain & (le max est atteint dans (1.95) car on maximise sur un compact en dimension finie),
on déduit du théoreme de projection que e € V' (k). Il existe par définition ¢ et d de R™ tels que

I’on puisse écrire e sous la forme recherchée. ]

La propriété suivante dont on peut trouver la preuve dans [31] donne une caractérisation

simple de la condition e =c® d+ d® ¢

Propriété 1.12. Soit & un élément de M. Il est de la forme c ® d + d ® c si et seulement si £

est de rang 1 ou & est de rang 2 et que ses valeurs propres non nulles soient de signes opposés.

La dimension de ’espace dans lequel on travaille a donc des conséquences décisives sur les
résultats de stabilité. En dimension 1 tous les éléments non nuls de M. sont de rang 1 : les
états homogenes en phase d’endommagement pour un matériau adoucissant sont donc toujours
instables. En revanche, en dimension 2 ou 3, les matrices de la forme ¢ ® d + d ® ¢ étant plus
la regle que I'exception, montrer I'instabilité des états homogenes n’est plus une formalité et il
faut regarder en détail I’expression (1.99).

On termine cette section en donnant quelques formules explicites pour la quantité g dans le
cas d’un matériau isotrope. On renvoie & nouveau a [31] pour les preuves. Soient donc A(ap) et
p(av) les coefficients de Lamé du matériau pour un état d’endommagement g et e; (1 < i <n)
les valeurs propres du tenseur e. En dimension 2, le calcul de g est possible et s’énonce comme

suit
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Propriété 1.13. En dimension 2, si ejea < 0, alors e est de la forme c®d+d®c (cf Propriété
1.12) et
g=A(ap)e-e = Nag)(er + e2)? + 2u(ag)(e? + €3)

En revanche si ejea > 0, alors A(ag)e-e—g >0 et

= M(a0)2 )‘(a()) e e 2 el —e i
7= AMao) + 2p(ap) <(1 + M(Oéo)> le1 +eal” + |eg 2|)

En dimension 3, il n’y a plus de formule générale pour g pour un triplet quelconque de valeurs
propres e, ez et es. Il faut raisonner alors au cas par cas. On se contente donc de donner donc

la valeur de g dans le cas ou e est proportionnel a I’'identité.

Propriété 1.14. En dimension 3, si e = €l, alors g > A(ag)e - e et se lit

(3A(ao) + 2“(0‘0))252
(AMao) + 2pu(a0)

g:

On illustre dans la partie suivante ces propriétés de stabilité des états homogenes en di-
mension 2 et 3 pour les lois d’endommagement établies a la Section 1.1.5.2 (adoucissement en

puissance et adoucissement linéaire).

1.1.5.4 Applications
On considere un matériau isotrope dont les tenseurs de rigidité et de souplesse s’écrivent
Aa)e = a(@)Age = a(@)NoTre I+ 2upe), S(a) =s(a)Ay’ avecs(a) =a '(a) (1.101)

ou les fonctions scalaires a(a) et s(a) dépendent de la loi choisie. On suppose avoir fait par
ailleurs le changement de variable rendant linéaire la densité de dissipation. On choisit d’étudier
a déplacement imposé sur toute la frontiere la stabilité d’états homogenes n-axiaux tel que ’état
de déformation soit de la forme €; = td ou d désigne le symbole de Kronecker et ot le parametre
t fait office de chargement. On rappelle que cet état est obtenu en imposant des déplacements a
la frontiere du domaine de la forme u;|sq = t. On suppose que le critére d’endommagement est

atteint et qu’on peut donc associer a t un unique endommagement oy défini par
1 / /
§A (O[())€t &= W (Oét) (1102)

c’est & dire dans le cas n-axial ,
9 —2w' (o)

~ n(no + 2u0)a (ay)

(1.103)
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On pose

n(nio + 2up)a’(0)

le temps au bout duquel se termine la phase élastique et tel que le critere d’endommagement soit

ty = ¢ —2w(0) (1.104)

atteint pour la premiere fois. Ce temps dépend de la dimension dans laquelle on travaille du fait
de la n-axialité du chargement. On suppose lorsque la dimension est n = 2 étre en déformation

plane. Le tenseur e d’ordre 2 (1.77) se lit
e =5 (ar)A(ar)er = s (o) alay)td.

Le tenseur e est donc proportionnel a I'identité pour ce type de chargement n-axial. D’apres la
Propriété 1.14, la quantité g définie par (1.95) se calcule explicitement. Les quantités d’intérét

intervenant dans le calcul de stabilité valent alors :

Aap)e - e =n(nXo + 2u0)s’ (ar)?a(ay)3t?,

g = UOR S ()2 H2 (1.105)

35" (ay)oy - op — w" () = %s (a)alay)®n(no + 2u0)t? — w”(ay).

On est maintenant en mesure d’appliquer la Propriété 1.11 : D'état de déplacement-
endommagement (£;x, ;) ou les quantités e; et ay sont liées par (1.103) sera stable si (resp.
seulement si)

<2(" — Dpo

1 w” (o)
2 3 L 2\ 42 >) t
N 20 s'(ay)*aloy) 2ns (av)a(oy) ) t* > (resp >)

0+ 2 (1.106)

Appliquons cette inégalité pour les différentes lois considérées et regardons lesquelles peuvent

autoriser la stabilité.

Adoucissement en puissance : On a vu que ce type d’adoucissement conduisait a 3 familles
de lois (voir Tableau 1.1). La condition suffisante (resp nécessaire)de stabilité (1.106) se simplifie

et se lit
S/(at)Q

s(ar)s” (a)

> (resp >) (1 + T _V02V0> 2(nn_ ok (1.107)

On voit que la dépendance vis-a-vis des parametres matériaux porte uniquement sur le coeflicient

de Poisson puisque Ao/2uo = vp/(1 — 21p). On étudie successivement les 3 sous-familles de lois :

Cas1:a(a) =(1—-a)? g > 1. Un calcul direct montre que la condition suffisante de

stabilité se lit
q 2 n
— 1 . 1.1
q+1>< +1—2V0>2(n—1) (1.108)
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Cette condition ne dépend pas de I'état (tz, ;) mais uniquement de lexposant de la loi et
du coefficient de Poisson. Cette condition est peu intuitive puisque I'on peut imaginer pour
des chargements élevés que la structure préfererait localiser 'endommagement plutét que de
s’endommager de fagon diffuse.

Placons nous d’abord en dimension 2. On voit qu’il est impossible de vérifier (1.108) puisque
le membre de droite est inférieur strictement & 1 alors que le membre de droite est supérieur
a 1. Tous les états de déformation biaxiaux dans cette dimension en phase d’endommagement
avec ce type de loi sont donc instables. Plagons nous alors en dimension n = 3. Dans ce cas la
condition suffisante de stabilité (1.108) se lit

q(l — 51/()) > 3(1 — I/()). (1.109)

La conclusion n’est alors plus triviale puisque selon la valeur du coefficient de Poisson v il va
étre possible de rendre ’état stable pour toute valeur du chargement. En effet si vy < 0.2, en
choisissant I'exposant ¢ tel que

q> 31(1_—_5;2) (1.110)
on aboutit a la stabilité inconditionelle de 1’état de déformation homogene triazial. Ce résultat
nous assure donc ’observabilité de I’état jusqu’a ’état de ruine de la structure. En revanche

pour vy > 0.2, n'importe quel état triaxial en phase d’endommagement est instable. On a

q
20

15

10

1
0 0.1 0.2 03 0.4 05 Y0

F1G. 1.4 — Diagramme de stabilité pour a(a) = (1 — «)? pour I’état triaxial (n = 3)

représenté sur la Figure 1.4 le diagramme de stabilité en dimension 3 pour la loi a(a) = (1 —
a)?. 11 faut des valeurs peu élevées du coefficient de Poisson combinés & des exposants g assez

grands pour permettre la stabilisation. On rappelle (voir Tableau 1.1) que des exposants ¢
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grands correspondent & des décroissances de la contrainte en 1/t" avec r proche de 1 par valeurs

supérieures.

Cas 2 : a(a) =1/(14+ @)?, g > 1. On reprend les mémes calculs et on aboutit a la

condition suffisante de stabilité de la forme

q ) n
— 1 . 1.111
q—1>( +1—21/0)2(71—1) ( )

En dimension n = 2, on aboutit & nouveau & une condition sur ’exposant de la forme

1 _
g<—2. (1.112)
o

Contrairement & la famille a(a) = (1 — a)?, cette famille de lois permet la stabilité de I’état
biaxial. Il faut néanmoins toujours des valeurs judicieuses du coefficient de Poisson. Pour vy = 0,
toutes les lois d’endommagement construites sur ce modele rendent stable I’état biaxial. A mesure
que vy augmente, la plage d’exposants ¢ autorisant la stabilité se rétrécit. Néanmoins celle-ci
n’est jamais réduite a 1’ensemble vide puisque pour tout vy € [0,0.5) on a (1 — 1)/ > 1. On
représente sur la Figure 1.5 le diagramme de stabilité en dimension 2 pour la loi a(a) = 1/(14a)9.

On constate que les exposants g proches de 1 tendent a stabiliser I’état homogene. A nouveau, en

q
20

15

10

1
0 0.1 0.2 03 0.4 05 "0

F1G. 1.5 — Diagramme de stabilité pour a(a) = 1/(1 + «)? pour I’état biaxial (n = 2)

se réferrant au Tableau 1.1, ces exposants correspondent a des adoucissement dans le diagramme
contrainte-déformation en 1/t" avec r proches de 0. Ceci confirme que des pentes d’adoucissement
faibles favorise la stabilité de ’état homogene.

On examine maintenant le cas de la dimension n = 3. La condition suffisante de stabilité
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s’écrit
q(l — 5V0) > —3(1 - 1/0). (1.113)

Si vg < 0.2, le membre de droite de (1.113) étant strictement négatif, on en déduit que 1'état
triaxial est inconditionnellement stable pour tout ¢. En revanche, si 0.2 < 1y < 0.5, seuls
certains exposants autorisent la stabilité de ’état triaxial : ils doivent étre choisis tels que
1 < ¢q < 31 —w)/(5p — 1). On représente sur la Figure 1.6 le diagramme de stabilité en
dimension 3 pour ce choix de loi. Comme attendu, la triaxialité des déformations étend la zone

q
20

15

10

1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 Y0

F1G. 1.6 — Diagramme de stabilité pour a(a) = 1/(1 4+ «)? pour I'état triaxial

de stabilité considérablement. En particulier, pour vy < 0.2, ’état homogene sera stable pour
n’importe quel exposant ¢q. En revanche des coefficients de Poisson élevés combinés a une pente

d’adoucissement raide tendent a favoriser 'instabilité de ces états homogenes.

Cas 3 : a(a) = e~®. On considére pour finir la loi d’endommagement intermédiaire e~

qui est la loi faisant la transition entre la famille des lois en (1 —«)? et celles en 1/(1+«)? et telle
que 'adoucissement en contrainte dans le temps soit en 1/¢. Celle-ci devrait donc présenter des
résultats de stabilité a mi-chemin de ceux présentés jusqu’ici. La condition suffisante de stabilité

pour un état homogene n-axial en phase d’endommagement se lit dans ce cas :

@ S (1+ v ) (1.114)

1—21/0

En dimension 2, on voit clairement que (1.114), est impossible a satisfaire, le membre de droite
étant strictement supérieur & 1. Dans ce cas, la conclusion est la méme que pour la famille

(1 —a)?: il est impossible d’observer des états biaxiaux stables. En dimension 3, (1.114) est vrai
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si g < 0.2 et on est assuré d’avoir la stabilité de ’état homogene comme pour les lois du Cas 2.
Pour 1y > 0.2, I'état en phase d’endommagement est de nouveau instable de la méme fagon que
les lois du Cas 1. On a bien comme attendu des résultats de stabilité intermédiaires entre ceux
du Cas 1 et du Cas 2.

Adoucissement linéaire : On illustre de nouveau la stabilité des états homogenes mais en
choisissant la famille de lois définies par (1.63). On rappelle que celle-ci conduit & un adoucis-
sement en contrainte linéaire en temps dans le diagramme contrainte-déformation. On appelle
t? le temps de fin de la phase élastique pour des chargements n-axial. On introduit en outre t?
comme le temps caractéristique en chargement n-axial de ruine de la structure par endomma-
gement diffus i.e. tel que aye = 1 dans 2. Celui-ci peut étre relié au temps de rupture dans un
essai de traction simple t. (cf Figure 1.2) puisque par définition du temps de rupture on a les

deux égalités suivantes quand la structure n’a plus de rigidité

1 1
50,/(1)/105”:1 . €t‘7:z + w’(l) == O, 50/(1)E0tctc + w'(l) = 0, (1115)

| Ep
th = —————t,. 1.11
¢ TL)\() + 2[&0 ¢ ( 6)

Les fonctions scalaires a(a) et s(«) en facteur des tenseurs de rigidité et de souplesse Ay et Sy

ce qui donne apres simplification

(1.101) s’écrivent pour ces lois

E
1— 14+ Fa
ala) = ———  s(a) = —T (1.117)
1+ £2a l-a
La densité d’énergie de dissipation est
2 2
_ Oc O¢
w(a) = <2E0 + 2ET> e"
D’ou on déduit que 1’état est stable si
1+ Ey/E Ao+ 2
+ Eo/Er _ n(Xo + 24u0) (1.118)

1+ Eo/Erar ~ 2(n —1)uo

Contrairement a ’adoucissement en puissance, on voit que la condition de stabilité dépend du

temps de chargement via ;. En explicitant oy a partir du critere d’endommagement qui se lit,

—2w' ()

o + 2u0)t? =
n(no + 240) o/ ()

(1.119)
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on trouve que l’état est stable si (resp. seulement si)

2(n—1)1 -2y
t < (resp. <)t2(vp) avec tn = 2 3w tr. (1.120)

La encore, le coefficient de Poisson joue un role déterminant dans les résultats de stabilité.
On rappelle aussi que l'état est toujours stable en phase élastique, c’est a dire pour ¢ < t7.

On a représenté sur la Figure 1.7, le diagramme de stabilité pour cette loi. Un essai quasi-

{0
1|

|nstable

0.1 0.2 0.3 04

F1c. 1.7 — Diagramme de stabilité pour a(a) =

statique biaxial ou triaxial sur ce diagramme se lit de la fagon suivante. On fixe tout d’abord la
dimension n et les parametres matériaux Ey, vy et Ep, ce qui a pour conséquence de fixer les
temps caractéristiques t7 et t7. On a alors le scénario suivant
— Pour t < 17, I'état sera stable.
— Pour t > t7, on distingue 2 cas
— si 2 /t7 est supérieur a (n —1)/n ou si t?(vp) < t. alors I’état sera instable des la fin de
la phase élastique
— si t0/t? est inférieur & (n — 1)/n et si t2(vp) > t. alors I'état sera stable a l'issu de
la phase élastique jusqu’au temps t7(vp) donné par (1.120). Pour ¢ > t7(nug), I'état
homogene devient instable.
Les résultats de stabilité different donc fortement selon le choix de la loi d’endommagement. De
ces deux exemples qui ne prétendent aucunement a I’exhaustivité, on remarque que la perte de
stabilité pour les états homogenes dans le cadre du modele local n’est pas toujours la regle et

qu’elle est intimement liée a la dimension de ’espace et du chargement. Dans le cas ou 1’état
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homogene n’est plus stable, on y imagine que la structure va localiser ’endommagement avec
des variations du champ d’endommagement en espace. On montre dans la partie suivante que le
modele local présente de graves pathologies dans la modélisation de ces localisations : Il devient

alors nécessaire de régulariser le modele.

1.2 La régularisation du modele par gradient d’endommage-

ment

1.2.1 Pourquoi régulariser ?

On a vu dans la partie précédente pour des matériaux adoucissants que les états homogenes
pouvaient étre instables. Dans ce cas, la structure est sensée se diriger vers des états stables de
plus basse énergie qui sont a des états présentant des variations en espace et qui correspondent
probablemet a des localisations. Or il est connu que les modeles locaux sont inaptes a gérer les
phénomenes de localisation. En effet, ne serait ce que sur une structure particuliere telle qu'une

barre en traction, on a la

Propriété 1.15. En 1D et dans le cas d’un matériau adoucissant, tout état d’équilibre pour
lequel le critere d’endommagement est une égalité sur un ensemble de mesure non nulle est

instable.

Démonstration. On considere une barre = (0, 1) soumise & des forces linéiques f et encastrée
en x = 0. La barre est soumise en z = 1 a une force ou un déplacement imposé. Soit alors (u, a),
les champs de déplacement et d’endommagement réalisant I’équilibre et vérifiant le critere. On
enleve les indices temporels puisque la stabilité est une notion d’état. On appelle Q% la zone
ol le critere d’endommagement est une égalité et celle-ci est supposée de mesure non-nulle. En
chaque point de H on a
SA @)l () ol () + w'(al)) = 0.

On développe I’énergie potentielle du systeme autour de cet état d’équilibre

2

P(u+ hv,a + hB3) = P(u,a) + hP'(u,a)(v, B) + %P”(u, a)(v, B) + o(h?). (1.121)

On regarde successivement le signe de chacune des dérivées directionelles. La dérivée premiere

se lit

P (u, a)(v, §) = /Q Ala)u'v + <;A’(o¢)ul2 + w’(a)> Bdx — L4(v)

L’état (u, ) étant a I'équilibre et le critere étant une égalité sur le domaine Q% la dérivée
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premiere se réduit a
Plua)ws) = [ (Gau?+u(@) sis
Q/Qa 2

La dérivée premiere est strictement positive pourvu que l'intersection entre le support du champ
test 5 et Q/Q% soit non nulle. En revanche, pour des champs a support inclus dans H, 1’étude

de la dérivée seconde est nécessaire pour conclure. Celle-ci se lit apres calcul
1
P (u, ) (v, 3) = / Ala)v? + 24" (a)u'v'B + <2A”(a)u'2 + w"(a)) 32 de.
Q

avec Supp(f) C Q% Pour montrer 'instabilité de 1’état, il suffit de trouver une direction test
(v, 3) rendant négative la dérivée seconde de énergie. On calcule dans un premier temps le
déplacement v optimal pour un 8 donné qui rende minimal v — P”(u,a)(v,3). Celui-ci est
différent selon que 'on soit a déplacement ou force imposée en z = 1, les espaces d’admissiblité
étant différents dans les deux cas.

On commence par traiter le cas a force imposée en x = L. Dans ce cas la ’espace des champs
de déplacements admissibles a zéro est Co = {w € H' |w(0) = 0}. L'optimum en v & 3 fixé est

donné par la formulation variationnelle
/ Ala)v'w' + A'(a)u'w'Bdx =0, Yw € Cy, (1.122)
Q

dont l'intégration par parties puis l'utilisation des conditions aux limites donne

N ( C1Co) I

En injectant le champ de déplacement optimal dans P”(u, «), on trouve

P (u,)(w.0) = - |

Q

<;S”(a)02 - w"(a)> 8 da.

avec 0 = A(a)u’, le champ de contrainte a I’équilibre. En utilisant ’hypothese d’adoucissement,
qui équivaut a la stricte convexité de W (o, ) par rapport a a et donc a la positivité de sa
dérivée seconde Wy ,,, on en conclut a l'instabilité de I'état en considérant une fonction test
B a support non nul inclus dans 2% On continue avec le cas ou on impose le déplacement
en bout de barre. Dans ce cas la, ’espace des champs de déplacements admissibles a zéro

est Co = {w € H' |w(0) = w(1) = 0}. L’'optimum en déplacement v & endommagement £ fixé
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s’obtient & nouveau en résolvant (1.122) et se lit

() = _Mu/ T - fH i/((s)) U/ﬂda: 1

H A(a)

En injectant & nouveau l'optimum dans P”(u, ), on aboutit &

Al(a) 2
3d
(;S"(Q)JQ - w”(a)) B dx+3 <fH A(a):i x> (1.123)

H A(a)

P (u,)(w.0) = - |

H

Le deuxieme terme de (1.123) est positif et peut & premiere vue améliorer les résultats de
stabilité. En considérant des champs test G & support dans H tels que ceux-ci aient un support
de taille 8 sur lesquel ils prennent la valeur 1 et 0 ailleurs, on trouve que le premier terme de
(1.123) est d’ordre @ et le deuxieme terme d’ordre 62 quand 6 tend vers 0. On voit donc que pour
6 assez petit, le premier terme va I'emporter et P”(u, a)(v, 3) sera négatif dans cette direction

test. On aboutit donc & l'instabilité de (u, ) dans tous les cas. O

On voit donc que seuls les états en phase élastique pour lesquels le critere est une inégalité
stricte en presque tout point de la structure sont stables dans le cas unidimensionnel. C’est
beaucoup trop peu pour conserver le modele en 1’état. Le modele en 1’état étant donc inapte
a modéliser les comportements adoucissants qui nous intéressent sauf dans des cas particuliers
comme ceux de biaxialité ou de triaxialité envisagés précédemment, une régularisation du modele
est nécessaire. Avant tout choix de régularisation, regardons de plus prés les mécanismes qui
conduisent a l'instabilité des états en phase d’endommagement dans le cas de matériaux adou-
cissants. Ceux-ci résident dans la possibilité de diminuer ’énergie du systeme en localisant un
incrément d’endommagement [ sur une zone de taille assez petite la ou le critere est atteint.
Par ailleurs 1’énergie de dissipation pour créer cette localisation étant proportionnel a la taille
de la localisation du fait du caractere local de I’endommagement, on voit qu’en faisant tendre
cette épaisseur de localisation vers zéro ’énergie dissipée pour localiser ’endommagement est
nulle, ce qui n’est pas acceptable d’un point de vue physique puisque rompre de la matiere doit
couter de I’énergie.

Par ailleurs, la seconde lacune du modele local réside dans ’absence d’effets d’échelle dans les
résultats alors que ceux-ci sont constatés expérimentalement lors de la mesure de la dureté de
métaux ou de la céramique [54, 43]. Il faut donc trouver un moyen d’introduire une échelle de
longueur dans le modele pour corriger ces défauts tout en gardant la structure variationnelle du
modele.

Dans la littérature, il existe plusieurs fagons de régulariser les modeles locaux d’endommage-
ment. On peut utiliser des théories du second gradient comme il est fait en plasticité [21, 17, 42]

ou choisir de délocaliser les variables sur lesquelles porte la régularisation en les moyennant avec
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une pondération sur un volume représentatif, [51]. On décide pour notre part de choisir une
approche déductive tout en restant dans le droit fil de 'approche énergétique initiée jusqu’ici.
Ainsi on suppose que la densité d’énergie de déformation est non seulement une fonction de la
déformation et de la variable interne d’endommagement mais aussi du gradient d’endommage-

ment puis on examine en détail les conséquences de cette hypothese.

1.2.2 La construction du modéele régularisé

On considére un point matériel du matériau endommageable. On postule que les variables
qui caractérisent localement ce point matériel sont non seulement son état de déformation ¢ et
son état d’endommagement d mais aussi son gradient d’endommagement Vd. Ce terme est de
nature non local et rend compte des interactions avec les points dans le voisinage. Le travail de
déformation pour amener le point matériel de I’état sain naturel (0,0,0) a I'état (s, , Var) est
donc désormais une fonction de 3 variables M? x [0, a;,] X R™ — R, (e, a, Var) — Wi(e, o, V).
Dans le cadre d’une théorie linéarisée en € et Va on choisit de développer ce travail autour de

létat d’équilibre thermodynamique (0, ar, 0) jusqu’a lordre 2 en € et Va. On a alors
Wie,a,Va) =w(a)+oo(a) - e+ Aa) - Va+¢(e,a) + Ala) - (@ Va)+T'(a)Va - Va (1.124)

ou le point désigne le produit scalaire entre vecteurs et tenseurs du méme ordre. Dans (1.124)
on retrouve tout d’abord des termes ne faisant pas intervenir le gradient de la variable interne
et qu'on choisit d’identifier naturellement aux termes locaux ¥ (e, ) et w(a), a la différence
prés qu’apparait un terme de précontrainte og(«) pouvant évoluer avec I'endommagement. On
choisit d’imposer ce terme a 0 puisqu’il n’a pas été pris en compte dans I’étude locale. Les termes
suivants correspondent aux termes non-locaux qui font intervenir le gradient d’endommagement.
Les coeflicients pondérants ces termes du développement sont des tenseurs d’ordre différent :
AMa) € R", A(a) e M? @ R™, T'(ar) € MZ. Pour simplifier leur dépendance en «, on suppose que
notre matériau a un comportement isotrope et que I’endommagement est un parametre objectif
(i.e. invariant par tout changement de référentiel). Formellement, ces hypotheéses imposent au

travail des déformations de vérifier les conditions suivantes
W(QeQT, o, QVa) = W(e,a, Va), YQ € Q" V(e a,Va)ec M (1.125)

ou O" désigne le groupe orthogonal en dimension n. Sous cette hypothése, on obtient les
conséquences suivantes sur (1.124) : le vecteur A\(«) et le tenseur d’ordre 3 A(«) sont nuls
tandis que le tenseur d’ordre I'(a) est proportionnel & l'identité. Puisque la régularisation du
modele a pour but de pénaliser les forts gradients, le tenseur I'(«) doit étre défini positif. Ainsi,
['(a) sécrit T'(a) = v(a)I avec y(a) > 0.

Finalement sous I’hypothese d’isotropie du matériau et d’objectivité de la variable interne le
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travail de déformation prend la forme simplifiée suivante
W(e, o, Va) = w(a) + ¥(e, ) + v(o)Va - Vau (1.126)

avec P(QeQT,a) = (e, a). La différence avec le modele local tient donc uniquement a la
présence supplémentaire d’un terme dépendant quadratiquement du gradient d’endommage-
ment. Notons que cette introduction purement phénoménologique de termes en gradient d’en-
dommagement dans 1’énergie souffre d’un manque de base micro-mécanique. Alors qu’il est
possible de justifier les termes “locaux” par des arguments basés sur le comportement effectif de
matériau micro-fissuré [37], il n’existe pas a ce jour, a notre connaissance, de telle justification
pour les termes non locaux dans le cadre des matériaux fragiles adoucissants. En revanche, dans
le cas des matériaux ductiles, des approche de type micro-mécanique existent : elles se basent
sur des conditions en déformation non-homogene (quadratique) au niveau du VER [27, 20].

Il est a noter que le modele local a été construit sans hypothese d’isotropie ou d’objectivité de
la variable d’endommagement alors que celle-ci est nécessaire dans le cas du modele non-local
si on veut aboutir a la forme réduite (1.126). Le parametre vy(«) dépendant a priori de o, on a
donc 3 fonctions de 'endommagement a déterminer. On peut fixer toutefois une de ces fonctions
en faisant un changement de variable. Dans le modele local, le changement pratique consistait
a prendre comme nouvelle variable d’endommagement la densité d’énergie dissipée. En prenant

donc le changement de variable o — d := w(a)/w(ay,), on a
W (e, d,Vd) = w(d) +(e,d) + 3(d)Vd - Vd. (1.127)

avec W linéaire en d. Un autre choix tout aussi intéressant qui permet de faire ressortir clairement
I'idée de “longueur interne” est de faire en sorte que le coefficient pondérant le terme en gradient
soit indépendant de . Pour cela, considérons le changement de variable a — A := foa \/,Tﬁ) dg.
Afin de comparer certains matériaux entre eux, il est préférable de normaliser I’endommagement.
Si A(au,) = +00, on laisse celle-ci inchangée et on garde A. En revanche si A(a,,) < 400, alors
on ramene la variable d’endommagement & 1 en faisant la normalisation A — D := A/A(ayy,).

Le travail de déformation s’écrit alors
W(e, D, VD) = (D) + ¥ (e, D) + %VD VD (1.128)

oll 4 est une constante du matériau qui a la dimension d’une pression multipliée par une longueur
au carrée. Un moyen possible de la normaliser est de I’écrire 4 = Epf? ott Ej est le module de

Young du matériau sain et £ est une longueur interne au matériau qui reste a déterminer.
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1.2.3 Le probleme d’évolution
1.2.3.1 La formulation variationnelle

Le caractere non-local du modele régularisé nous contraint pour formuler proprement le
probleme d’évolution a raisonner de maniere globale i.e. au niveau de la structure. Tout le
travail préalable a la régularisation tel que la formulation du probleme d’évolution prend tout
son sens. En effet on peut reprendre directement les items d’irréversibilité (IR), de stabilité
(ST) et de conservation de 1’énergie (EB) donnés en (1.46) qui sont formulés & un niveau global
a 'aide de I’énergie potentielle du systeme. L’idée est donc de remplacer dans la forme de
Iénergie potentielle le travail de déformation local par sa version non-locale (1.128) puis d’en

examiner les conséquences sur le probleme d’évolution.

On considere donc une structure dont la configuration de référence naturelle est 'ouvert 2 de
R™, qui est constitué d’un (ou plusieurs) matériaux endommageable(s) du type précédent et pour
lequel le bon choix de variable d’endommagement normalisé a été fait. L’endommagement ultime
vaut donc 1 ou +oo. Les fonctions d’état sont surmontées d’un " et, dans le cas ou le matériau
est hétérogene, les fonctions w, 1& et le scalaire 4 dépendent de =x. A Dinstant initial ¢ = 0 avant
tout chargement, la structure est dans un état d’endommagement Dy qui peut dépendre de =x.
Celle est alors soumise a un chargement a ¢ > 0. Le probleme d’évolution quasi-statique consiste
a déterminer, a chaque “instant” ¢, les champs de déplacement et d’endommagement. Du fait de
la présence de gradient d’endommagement dans la nouvelle forme de 1’énergie de déformation,
il faut modifier les espaces d’admissiblité usuels pour I’endommagement qui requiert plus de

régularité. Tout d’abord,

(i) Nous supposons que ’ensemble des déplacements cinématiquement admissibles a I'instant
t est un espace affine de la forme C; = U; + C° ou CY est un espace vectoriel indépendant
du temps et U; est un champ de déplacement donné dépendant régulierement de t.

(ii) La structure est soumise & un systéme de forces dépendant régulierement du temps et
dont le potentiel & I'instant ¢ est la forme linéaire L;

(iii) Du point de vue de la régularité, pour que I’énergie de la structure dans un état d’en-
dommagement D soit finie, il faut que D soit dans H'(€,[0,1]) (ou H*(£, [0, +0c0)) selon
que 'endommagement ultime vaut 1 ou +00). De ce fait, il admet une trace sur le bord
du domaine et il est tout a fait licite d’imposer des conditions aux limites & D sur toute
ou partie de la frontiere. Sur le plan théorique, n’importe quel type de conditions aux li-
mites pour D est envisageable. D’un point de vue physique, on peut imaginer des systemes
de fixation de la structure sur une partie du bord qui feraient que D doit rester nul sur
ce bord. Pour simplifier, nous supposons ici que D = 0 sur la partie (indépendante du

temps) 0°Q2 du bord et 1’ensemble convexe (indépendant du temps) des endommagements
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admissibles est donc
Dy ={Dc H'(,[0,1]) : D =0 sur §°Q}. (1.129)

(iv) A un couple (u*,D*) € C; x Dy admissible a I'instant ¢ on associe 1’énergie totale

Py(u*, D*) de la structure dans cet état
Pi(u*,D*) = / W (z,e(u*)(z), D* (), VD*(z))dx — Li(u*) (1.130)
Q

ou g(u*) désigne la partie symétrique du gradient de u*.
(v) A D € Dy, on associe Uensemble D(D) des états d’endommagement accessibles depuis

D, qui sont restreints du fait de la condition d’irréversibilité :
D(D)={D* €Dy : D* > D}. (1.131)

Munis de ces hypotheses et définitions, nous sommes en mesure de formuler le probleme
d’évolution en reprenant simplement les trois principes d’irréversibilité, de stabilité et de bi-

lan d’énergie introduits. Cela conduit a la

Définition 1. Le probléeme d’évolution consiste a trouver pour toutt > 0, (ug, Dy) € Cy X Dy tel
que
(IR) t +— Dy soit croissant depuis Dy ;

(ST) (uyg, Dy) soit stable au sens suivant, :

Y(u*,D*) € C; x D(Dy), 3h >0, Yhel0,h]
ﬁt(ut + h(u* — ut), Dy + h(D* — Dt)) > ﬁt(ut, Dt);

(EB) Le bilan d’énergie suivant soit satisfait a chaque instant :

t
Pt(ut,Dt) = PO(’LLD,DO) ‘I—/ </ gy - €(Ut/)d$ - [’t’(Ut’) - Ct/(ut/)> dt/
0 Q

Le champ de déplacement initial ug s’obtient en résolvant le probleme d’élasticité a endom-

magement fixé & Dy. Il est donc défini de fagon unique par ug = argmin, ¢, P(v, Do). Le champs
o correspond au champs de contrainte régnant a l'instant ¢, oy = %f(s(ut), Dy), alors que Uy et
L, représentent les vitesses des données de chargement.

Ecrit de maniére variationnelle, le probleme d’évolution est donc identique a celui formulé pour
le modele local. Les modifications engendrées par la régularisation sont pourtant bien réelles
mais apparaissent pour le moment de facon implicite au travers des espaces d’admissibilité et
de la nouvelle forme de I’énergie de déformation. Dans la littérature, voir [25], les formulations

du probleme d’évolution pour les modeles a gradient sont souvent données sous forme forte,
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au niveau du point matériel. Bien que ce soit la forme variationnelle que 'on utilise dans la
résolution numérique, la formulation forte est utile pour I’obtention de solutions analytiques
et pour mettre mieux en évidence les modifications apportées par rapport aux modeles locaux
(la formulation du probléeme au niveau global “masque”‘dans 1’énergie potentielle le caractere

non-local du modele).

1.2.3.2 La formulation forte

On suppose que le probleme d’évolution admet une solution réguliere en temps et en espace
et on raisonne par conditions nécessaires. En divisant l'inégalité de stabilité (ST) par h > 0 et
en passant a la limite quand h — 0, on en déduit la condition nécessaire de stabilité d’ordre 1

que doit vérifier (us, D) & Uinstant ¢ :
Pl(ug, Dy)(u* —ug, D* — Dy) >0, Y(u*,D*) € C x D(Dy) (1.132)

olt P}(uy, Dy) désigne la dérive de Gateaux en (ug, Dy), i.e. la forme linéaire définie sur C; x D(D;)

par

'ﬁt/(Ut, Dt)(ﬂ, D) = /g;O't . E(a)dl’ — Et(ﬂ) +/Q (aav_go(&"(ut), Dt)D + "S/VDt . VD> dzx.

En prenant D* = D, dans (1.132) et en remarquant que C; est un espace affine, on retrouve la

formulation variationnelle de I’équilibre, i.e.
/ oy -e(u)dr = Ly(u), Vau e . (1.133)
Q

En reportant dans (1.132) on obtient la formulation variationnelle du critere d’endommagement

non local, & savoir

/Q (%MZ;O (=(us), Do) (D* — Dy) + 4V D, - V(D* — Dt)>d:c >0, VD*eD(D,).  (1.134)
Soit Dy, la valeur ultime de 'endommagement (qui vaut aprés normalisation 1 ou +oo selon
le type de loi). Notons donc €2 le domaine ou Dy = D,, et dans lequel I'endommagement ne
peut plus évoluer. On note que ce domaine peut encore contenir de I’énergie élastique si la
perte de rigidité n’est que partielle dans certaines directions quand D = D,,,. On appelle Qf le
domaine ou 0 < Dy < D,,,. Le cas ou 2§ = Q est trivial, supposons donc que fo # (). Comme
D* = D; = D,, dans Qf, I'intégrale dans (1.133) ne porte que sur Qf. On peut également
partitionner OS2 en trois parties (dont certaines peuvent étre vides) : (i) 9°Q ou D; = D* = 0;
(ii) 99Q ot 0 < Dy < D* < ayp, et Dy < Dy, ; (iii) 95Q ott Dy = D* = D,,. En vertu des propriétés
de la trace pour des fonctions de H'(Q), on a D; = D* = D,, sur 99 et donc 9°Q C Q¢ ainsi
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que 980 C 00¢. Apreés une intégration par parties dans (1.133), il vient, YD* € D(Dy) :

/Qg (%W;O (e(w), Dy) = div(3VDy) ) (D* = Dy)da +/ 9Dt b _pyds =0 (1.135)

Y
3tdQ on
ou n désigne la normale unitaire sortante a 2. Sous réserve de régularité suffisante des champs,
on obtient par un raisonnement classique de Calcul des Variations les conditions locales suivantes
0Dy

oW,
8D0 (e(ut), Dy) — div(9VD;) >0 dans f, ’Ay% >0 sur 9¢Q (1.136)

qui constituent donc I’écriture locale du critere d’endommagement pour un modele & gradient.
Elles sont le pendant du critere portant sur le taux de restitution d’énergie pour une loi locale,
cf (1.36). Ces inégalités sont conformes & ce qui est généralement postulé dans la littérature,
cf [34], [14]. Mais notons qu’elles découlent ici de la condition de stabilité. Il serait donc facile
de les généraliser & des modeles plus complexes (matériaux anisotropes ou non linéaires par
exemple). Remarquons aussi qu’elles fournissent automatiquement des conditions aux limites
naturelles sur les bords du domaine ou I’endommagement peut encore évoluer ou aux interfaces
entre différents matériaux. En effet, dans ce dernier cas, on obtient directement par 'approche
variationnelle que ﬁ% doit étre continu sur toute surface incluse dans Qf. C’est implicitement

contenu dans la premiere inégalité de (1.136) si on la lit au sens des distributions.

Exploitons maintenant le bilan d’énergie pour essayer de récupérer la condition dite de

cohérence, i.e. le pendant de 1’égalité d%—z(s,a) = 0 du modele local. Supposons toujours la

régularité en temps et en espace de la solution et dérivons (EB) par rapport t. Il vient

d . .

0 = @Pt(ut, Dt) — /QO't . E(Ut)dm + ﬁt(Ut) + £t(ut)
: : W, . :

_ / o1 - e(iy — Up)da — Loty — U) +/ ( (), D) Dy + 3V D, VDt>d:v

Q Q

oWy : .
= ——(e(ug), D¢) Dy + AV Dy - VDy |dz,
/Q(OD(( t) t) t T t t)

les deux premiers termes de la deuxiéme ligne se compensant grace a ’équilibre (1.133). En
intégrant par parties le terme en gradient, comme D; = 0 dans Qf, sur 0°Q) et sur 0f(}, on

obtient
L OD;

_ oWy R .
0= /le (aiD(E(Ut)aDt) - dlv(’YVDt))Dtda: + /aglﬂ ythdS_

11 suffit de tenir compte de l'irréversibilité qui exige que D, > 0 et du critere d’endommagement

(1.136) pour obtenir la condition de cohérence désirée

- (O . . 0D,
Dt( 5D (e(ut), Dy) —le("}/VDt)) =0 dans QY thy% =0 sur 9. (1.137)
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Il est & noter que les conditions aux limites naturelles que I’on a obtenues font qu’en général on
aura 0D /0n = 0 sur les parties du bord ot D peut évoluer.

En résumé, on vient de montrer que les relations de comportement généralement adoptées
pour les modeles a gradient se déduisent dans l’approche variationnelle de la condition
d’irréversibilité, de la condition de stabilité d’ordre 1 et du bilan d’énergie. Mais les inégalités
(1.136) ne sont que des conditions nécessaires, en général non suffisantes, pour que la condition
de stabilité soit satisfaite. Nous nous proposons dans le prochain paragraphe d’établir des condi-
tions nécessaires supplémentaires. Insistons aussi sur le fait que les conditions (1.137) et (1.137)
n’ont un sens que dans des évolutions régulieres, alors que (IR), (ST) et (EB) valent aussi dans

des évolutions non régulieres.

1.2.3.3 Les conditions de stabilité du second ordre

Pour simplifier la présentation, nous supposons que @Z; est quadratique en €, i.e. 121(6, D) =
1A(D)e - € ot A(D) est le tenseur de rigidité endommagé (avec A(D) > 0si D < 1 et A(1) =
0), et que d et A sont deux fois dérivables par rapport & D. Considérons un état (ug, Dy) &
I'instant ¢ satisfaisant les conditions de stabilité d’ordre 1 (1.132) et donc (1.133) et (1.134).
Posons (i, D) = (u* — ug, D* — Dy) et écrivons la condition de stabilité (ST) en développant

]%(ut + hii, Dy + hD) par rapport & h jusqu’a ordre 2. 11 vient
D/ — h2 D! — 2
0 < hP;(ut, Di)(u, D) + ?Pt (ug, Dy)(u, D) + o(h*) (1.138)

ou ’/5{’ (ug, Dy) désigne la dérivée seconde de Iénergie en (uy, Dy), forme quadratique par rapport
A (@, D). En utilisant le tenseur de souplesse du matériau endommagé S(D) = A(D)~! ainsi que

ses dérivées par rapport a D, la dérivée seconde de 1’énergie peut s’écrire

P! (ug, Dy)(1, D) = /

) A(Dy)(e() — D S'(Dy)oy) - (e(@) — D §'(Dy)oy)dz + /
Qt

4VD - VDdz
of

+ / (w"(pt) — %S’”(Dt)at : at> D?dx (1.139)
of

oil on a utilisé le fait que D = 0 dans Qf. D’apreés (1.132), le premier terme du membre de
droite de (1.138) est non négatif. S’il est positif, alors, pour h assez petit, 'inégalité sera vérifiée
et I'état (ug, D;) sera stable dans la direction (@, D). Par contre, s’il est nul, alors I’état ne
sera stable dans la direction (@, D) que si la dérivée seconde est non négative (et il sera stable
dans cette direction si la dérivée seconde est positive). Or, en vertu de la positivité de A et de
4, les deux premiers termes dans Iexpression (1.139) de la dérivée seconde sont non négatifs.
Le terme 0" (D;) — 39" (Dy)oy - oy est positif si toute la structure est durcissante (concavité

par rapport a I’endommagement de la partie locale du travail de déformation W{) mais peut
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étre négatif si la structure est adoucissante sur des zones de mesure non nulle. Donc, pour
les structures entierement durcissantes, tout état vérifiant (1.132) est stable et aucune condi-
tion supplémentaire n’est a remplir. La régularisation préserve donc les bonnes propriétés des
matériaux durcissants. La question se pose par contre pour les structures présentant de ’adou-
cissement.

Dans ce cas la, d’apres (1.135), la dérivée premiere de 1’énergie est nulle si et seulement si
D est nul sur la partie du domaine et la partie du bord ot il n’y a pas égalité dans (1.136).
Introduisons donc €2f et 0§€2, partie du domaine et partie du bord oti le critere d’endommagement

est atteint, i.e.

. oWy L . dD;
0 = {w €. —p (), Dy) —div(4VDy) = 0}, IO = {x € dtQ - = }
(1.140)
Envisageons des directions (u#, D) € C° x D¢ avec
D¢ ={Dec H'(Q) : D>0,D=0dans Q\QY, D = 0 sur 9Q\9Q}. (1.141)

La dérivée premiere de I’énergie potentielle étant nulle dans de telles directions, la stabilité de
I’état va dépendre du signe de la dérivée seconde. L’état (us, D;) sera stable ou instable suivant
que la dérivée seconde est une forme quadratique (définie) positive sur CY x D¢ sera supérieur
ou inférieur a 1. Comme 4 > 0, le terme non local a évidemment un role stabilisant. Cette
condition suffisante de stabilité est nécessairement globale : c’est une propriété structurelle et
pas seulement matérielle, cf [5].

On peut donc résumer ’ensemble des résultats de cette section par la

Propriété 1.16. Pour qu’une évolution t — (u¢, Dy) partant de (ug, Do) et réguliére en espace
et en temps satisfasse le probleme d’évolution (IR), (ST) et (EB), il faut qu’elle vérifie a chaque
instant 'équilibre (1.133), la condition d’irréversibilité, le critére d’endommagement (1.136) et
la condition de cohérence (1.137). Dans le cas d’une structure entiérement durcissante, ceci est
suffisant. Dans le cas d’une structure ayant une zone adoucissante de mesure non-nulle, il faut
(resp. suffit) qu’en plus la dérivée seconde ﬁt(ut,at) soit une forme quadratique positive (resp.

définie positive) sur C° x D¢ a chaque instant.

1.2.4 Application aux états homogenes : effets d’échelle

On illustre le comportement du modele régularisé en revenant aux états homogenes d’endom-
magement dans une structure 2. On a vu dans la section précédente, dans le cadre du modele
local, I'existence de tels états vérifiant 1’équilibre et le critere. On a en outre étudié en détails
leur stabilité et examiné sous quelles conditions on pouvait observer ces états pour les cas de

déplacements imposés ou de force imposée sur tout le bord de la structure. On reprend les mémes
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notations que pour le modele local et on appelle respectivement «yg, €9 et oy I’endommagement,
la déformation et la contrainte homogenes dans Q. On pose 4 = 1 Eof? ot Ey désigne le module
de Young du matériau et ¢ une longueur interne au modele. Ces états d’endommagement sta-
tionnaires pour le modele local sous-jacent continuent a le rester pour le modele régularisé. En
effet, du fait de 'homogénéité du champ d’endommagement, toutes les dérivées spatiales par
rapport a la variable d’endommagement sont nulles. De ce fait ces champs d’endommagement
et de déplacement vont continuer a vérifier les équations d’équilibre (1.133), le critere (1.136),
ainsi que la condition de cohérence (1.137) du probleme régularisé. On s’intéresse de nouveau
au probleme de stabilité pour un état d’endommagement ag et de déformation €9 homogenes
donnés et on examine les modifications qu’apportent la régularisation aux résultats de stabilité

pour un matériau adoucissant. La dérivée seconde se lit

P" (o, ap) (v, B) =Eol* /Q V3 - VBdr + /Q Alag) (e(v) — BS () o0) - (5(2}) - 65"(010)00) dx
(1.142)

- <;S/'(ao)00 00 — w”@O)) /952 dz.

Le dernier terme étant négatif en vertu de 'adoucissement du matériau (comme pour le cas

local), le quotient de Rayleigh associé se lit

Ri(v,B) = (1.143)

one =9 (ap)op. On remarque donc la présence d'un terme supplémentaire au numérateur
provenant de la régularisation. Celui-ci a des vertus positives dans 'optique de la stabilité des
états homogenes. En effet ’état sera stable si (resp. seulement si) I'infimum du quotient de
Rayleigh est supérieur strictement (resp. supérieur ou égal) a 1. Selon le type de chargement,

les résultats de stabilité seront différents. En effet considérons tout d’abord le

Cas des forces imposées sur 02 : Dans le cas ou I’état de déformation et d’endommagement
est maintenu a l'aide de forces imposées sur I’ensemble de la frontiére, on conclut de fagon
identique au modele local a l'instabilité de 1’état. En effet les déplacements admissibles sont
libres de mouvement sur tout le bord du domaine et il suffit de prendre comme fonctions tests
8 =1 et v = ex pour aboutir a la nullité du quotient de Rayleigh. On en déduit d’apres la
Propriété 1.16 que I’état est instable. La conclusion est donc la méme que pour le modele local

sous jacent.

Cas des déplacements imposés sur 0f) : Ce cas de chargement avait nécessité quelques

outils techniques pour aboutir aux résultats de stabilité pour le modele local. Ceux-ci étaient en
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particulier indépendant de la forme ou de la taille du domaine. Du fait de 'introduction d’une
longueur interne au modele, les résultats de stabilité peuvent étre sensibles aux effets d’échelle.
Pour les mettre en évidence, on va normaliser la taille du domaine et considérer des domaines
homothétiques. Fixons le domaine et considérons des domaines homothétiques de la forme L)
avec L > 0 et ou {1 est un domaine unitaire. Moyennant le changement de coordonnées y = x/L,
on peut envoyer tous les domaines sur le domaine de référence €2;. On peut aussi renormaliser

les déplacements suivant la regle
vr € HE (Q1,R") >0 € HI (Q,R") :  wp(z) = Lv (5) (1.144)
ainsi que les champs admissibles d’endommagement par
Br € HY (Q,R) — e HY (QuR):  Bu(a)=08(F). (1.145)

Le quotient de Rayleigh devient alors

_ 2 )
Ru(v, §) = S A0 V) - ¢) - (e(v) = Be)dy + Eogz Jo, VB - VBdy (1.146)
(55 ( )O’O o) —w ” Oé() )fﬂl ﬁQdy
On pose alors
(0, a0, Q1) = inf Rp. (1.147)

CoxDe
Par minoration, il est clair que la stabilité de 1’état pour le modele local entraine la stabilité de
letat (o, ) pour le modele régularisé. Pour mettre en évidence les effets d’échelle, on fixe
létat (g9, ), la forme du domaine ) et on fait varier la taille L du domaine. On constate
tout d’abord que R* — RT, L +— &1 (g0, ap, Q1) est une fonction croissante de L. Examinons les

cas limites

Cas limite L — 0 : Notons au préalable que le couple (vr, 1) réalisant le minimum
satisfait
&L =Re(vr, Br), (1.148)
B2 dy, (1.149)
971
0= [ A(ag)(e(vr) — Br S (ag)oo) - £(v)dy, Vv € Co. (1.150)
Q1

Puisque 0 < &7, < R(0,1), et qu’elle est une fonction décroissante de L, &1, tend vers un certain
&o lorsque L tend vers 0. Par ailleurs, on en déduit aussi que les suites vy, ainsi que §r sont
bornées dans H'. Par compacité, on en déduit que (31, et vy convergent faiblement vers (3 et

vp dans H'. Par théoreme d’injection compacte (3, converge fortement dans L?(€;). En outre
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on a l'estimation ||Vfr||2 = O(L) a partir du quotient de Rayleigh. On en déduit par semi-
continuité inférieure faible de la norme que ||V 5y||z2 = 0. Le champ [y est donc homogene. En
utilisant (1.149), on en déduit que By = 1/Vol(£2). En utilisant la convergence faible de vy, dans
H' et I'équation (1.150), on trouve pour tout v dans Cy que

o A(an)e(vo) - e(v)dy = . A(a0)Bo S () o - (v)dy (1.151)
1 1
= BoA(ag)e /Q e(v)dy (1.152)
= 0. 1 (1.153)
On en déduit par unicité de ce probleme d’élasticité linéaire que vy = 0. Regroupons les

différentes estimations de &;, :

~

A(ag)e - e — /Q Alag)e(vr) - Bredy < (%gl'(ao)ag o0 — 0" (ap))ér < Alag)e-e.  (1.154)

En utilisant la convergence forte de 37, dans L? et la bornitude de e(vy,) dans L%, on trouve que

le terme le A(ap)e(vr) - Bredy tend vers 0. Par encadrement on aboutit alors &

~

: ~ A(ag)S' () - S’ (a)oo
lim &7, = Ten ~ .
L—0 (55 (ag)og - 09 — W (ao))

(1.155)

Comparons ce rapport a 1 pour connaitre la stabilité de ’état. Pour cela, on remarque que

A~

R 1 4
A(ag)sl(ao>00 . Sl(ag)ao — (53”(040)00 00 — ’lf)”(Odo)) = 514”(050)60 - €0 + ’lD”(Oéo) > 0,

ol la stricte positivité du membre de droite nous est donné par la condition d’écrouissage en
déformation. On en déduit que les états homogenes sous déplacement controlé sur ’ensemble de

la frontiere sont stables pour des tailles de domaine suffisament petits.

Cas limite L — oo : Formellement, on retrouve les résultats de stabilité du modele local
sous-jacent. En effet, pour un état donné, le quotient de Rayleigh Ry tend vers le quotient de
Rayleigh du modele local. On a vu que la stabilité du modele n’était pas triviale et que selon
I’état considéré, il était possible qu’un état d’endommagement soit stable. Dans le cas ou 1’état
est instable pour le modeéle local, du fait de la décroissance de £, et que & > 1, on en déduit

qu’il existe une longueur critique pour laquelle &7, va passer par 1.

Finalement, en rassemblant les résultats, on a la

Propriété 1.17 (Taille critique). Pour une famille de domaines de forme Q1 donnée, il existe
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une taille critique L.(g0, ap,21) en deca de laquelle 'état (eox, ) est stable sous déplacement
de la frontiére controlé et en deca de laquelle il devient instable. Si I’état est stable pour le modele
local sous-jacent, alors L.(g¢, ap, 1) = 400 et 'état est stable pour tout L et tout y. Sinon

L.(20, ap, 1) est strictement positif, fini et dépend a priori de la forme de Q5.

Du fait de lintroduction d’une longueur interne au matériau, les effets d’echelle prennent

donc une importance considérable dans les résultats de stabilité des états homogenes.

Conclusions du Chapitre

On a présenté dans ce Chapitre une construction détaillée d’un modele d’endommagement a
gradient dans 'optique de la modélisation de matériaux fragiles adoucissants. Le point de départ
a été de mettre en place un modele local dont les principaux résultats sont les suivants :

— en supposant que le matériau obéisse a un critere thermodynamique de stabilité matérielle
de Drucker-Ilyushin, on aboutit a une loi d’évolution pour le parametre d’endommagement
nécessairement standard. La formulation énergétique des équations d’évolution devient
alors un “corollaire” et non plus une “hypothese”,

— du fait de la formulation standard, le travail de déformation en un point matériel est une
fonction d’état qui est la somme de 2 fonctions définissant entierement le modele local :
un potentiel élastique et une densité d’énergie de dissipation,

— en supposant que le potentiel élastique est une fonction positivement homogene de degré
2 en la déformation et prenant comme variable d’endommagement la densité d’énergie de
dissipation, les définitions d’écrouissage sont équivalentes & des propriétés de convexité sur
le travail de déformation.

Dans un deuxieme temps, on a formulé le probleme d’évolution quasi-statique dans une structure.
Celui-ci est formulé de facon globale et énergétique a partir de I’énergie potentielle du systeme.
Il repose sur 3 principes physiques que sont

— lirréversibilité de I’évolution de ’endommagement,

— un critere de stabilité qui sélectionne a chaque instant les minimas locaux unilatéraux de
I’énergie potentielle,

— un bilan d’énergie a satisfaire a chaque instant.

Les avantages de ce probleme d’évolution sont d’inclure un critere de sélection de solution afin
de gérer la multiplicité de solutions en présence d’adoucissement, d’exiger de la régularité tem-
porelle uniquement sur le chargement et non sur les champs d’états et gérer ainsi une possible
évolution brutale. Enfin il offre un cadre variationnel parfaitement adapté tant a I’obtention de
résultats théoriques par le calcul des variations qu’a la résolution numérique par élément fini.
L’étude des états homogenes dans une structure a permis d’illustrer en particulier la pertinence

du concept de stabilité, celle-ci dépendant en particulier de la nature du chargement appliqué et
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du type d’écrouissage. Dans certains cas, le modele local présente de si graves pathologies liées
a son incapacité a rendre compte du phénomene de localisation qu’une régularisation du modele
a été menée.

Celle-ci s’appuie largement sur le modele local en ajoutant dans le travail de déformations des
termes supplémentaires en gradient d’endommagement afin de mieux décrire ’environnement du
point matériel. La présence de ces termes non-locaux dans le travail des déformations est alors
un argument de plus en faveur du probléme d’évolution variationnel. En effet celui-ci s’acco-
mode parfaitement de ce supplément de régularité sous réserve d’utiliser les espaces fonctionnels
adéquats. La stricte application du critere de stabilité et du bilan d’énergie a permis alors de re-
trouver par les conditions d’optimalité du premier ordre les équations d’évolution non-locales au
point matériel souvent postulées dans la littérature. Ces conditions étant seulement nécessaires,
on a fait apparaitre via les conditions d’optimalité du second ordre des conditions suffisantes por-
tant sur la dérivée seconde de I’énergie potentielle. L’étude des états homogenes pour ce modele
a gradient a alors permis de montrer la présence attendu d’effets d’échelle dans les résultats de
stabilité.






CHAPITRE 2

Etude d’une barre sous traction

simple

Objectifs du Chapitre

A partir du modele a gradient d’endommagement construit dans le premier chapitre,
on examine qualitativement ses propriétés dans un cadre unidimensionnel. Celui-ci va nous
permettre en particulier de pouvoir résoudre analytiquement les équations d’évolution et de
mener une étude complete de bifurcation vers des états localisés. On illustre alors I'importance
dans le choix des “bons” chemins d’évolution des principes de stabilité et de conservation
d’énergie ainsi que 'influence des effets d’échelle sur la présence de bifurcations ou 'apparition

brutale de localisations, voir [48].

Dans les sections qui suivent, nous utiliserons les notations suivantes : ’exposant prime
désigne la dérivée spatiale selon z ou bien par rapport au parametre d’endommagement tandis

que le point représente la dérivée temporelle, e.g. v’ = Ou/0x, E'(a) = dE(«a)/de, & = da/Ot.

2.1 Introduction

2.1.1 Généralités

Soit une barre de longueur L, de section homogene et que ’on soumet & une traction crois-
sante & déplacement imposé. L’extrémité droite de la barre en x = L a son déplacement imposé
a la valeur Uy,

u(L) = Uy = tL (2.1)

ou t désigne le temps de 'expérience. L’autre extrémité en x = 0 est quant a elle encastrée,

ut(x =0) =0. (2:2)
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Le matériau constitutif est endommageable et entierement défini par son énergie de déformation

non-locale. En dimension 1, celle-ci se simplifie et s’exprime au point matériel x sous la forme

1 1
W, o) = §Eo€2a’2 + §E(a)u’2 + w(a)

On suppose faire les hypotheses suivantes sur le matériau

Hypothéses 2.1 (Comportement endommageable). Les fonctions o — E(a) and a — w(«)
sont des fonctions non négatives et continument différentiables avec E(om,) = 0, w(0) = 0,
E'(a) <0 et w'(a) > 0 pour tout a € [0,q4p,), 0U uy, désigne l'endommagement ultime. Par
ailleurs —w'(«)/E'(«) est croissante vers +oo (écrouissage positif en déformation) tandis que

w'(a)/S'(«) est décroissante vers 0 lorsque o croit depuis 0 & oy, (adoucissement).

On appelle respectivement C(U;) et Cy l'espace des champs de déplacements admissibles et

son espace vectoriel associé

C(U;) = {ve H'(0,L) :v(0) =0, v(L) =tL}
Co={ve H(0,L):v(0)=0,v(L) =0}. (2.3)

D’autre part, on appelle D le cone convexe des champs d’endommagement admissibles
D={BeH(0,L):0<8(z) <} (2.4)

Soit (u, ) un couple de déplacement-endommagement admissible de C(Uy) x D. Le déplacement
étant imposé aux points de la frontiere, ’énergie potentielle de la barre dans ce champ (u, ) se

réduit a I’énergie totale de déformation
L L /q 1
Pi(u,a) = / W (' (z), a(z),d (z)) de = / <2E0€20/2 + §E(a)u’2 + w(a)> dr  (2.5)
0 0

2.1.2 Probléme d’évolution

On suppose a l'instant initial que le matériau est sain et que la barre est libre de tout

chargement. Les champs d’endommagement et de déplacement initiaux se lisent donc
ug(z) =0, ap(z) =0 Vze (0,L). (2.6)

On cherche des solutions du probleme satisfiant le probleme d’évolution constitué des 3 principes
d’irréversibilité, de stabilité et de bilan d’énergie. On a vu dans le Chapitre 1 que ceux-ci doivent

vérifier sous forme forte 1’équilibre mécanique

ol(x)=0 Vxe(0,L) (2.7)



2.1. Introduction 69

la relation de comportement ainsi que les conditions aux limites
or = E(ag(z))uj(z), uw(0) =0, wu(L)=tL. (2.8)

D’autre part I’évolution de ’endommagement est piloté par le systeme non local a seuil constitué

de l'item d’irréversiblité et du critere d’endommagement (1.136) qui se lisent en 1D

Condition d’irréversibilité : ¢ — ay croissant , (2.9)
1

Critere d’endommagement : —FEgf?a) + §E'(at)u;2 +w'(ay) >0, (2.10)

Conditions aux limites : a;(0) <0, a(L) > 0. (2.11)

La conservation de I’énergie sous forme globale dans le cas de ’essai sous traction simple impose

a I’énergie potentielle de satisfaire le bilan

t prL
Pri(ut, ar) = Po(uo, ap) —|—/ / op () dz dt’. (2.12)
0 JO

Si I’évolution est réguliere en temps, celle-ci se réduit aux conditions de consistance (1.137) qui

en 1D s’écrivent

(@) (~Eolaf () + 3 ' (on(@))uy (@) +w'(ar(2))) =0 Va € (0, )
@ (0)ay(0) = 0, éu(L)ag(L) =0

(2.13)

On déduit tout d’abord de (2.7) qu’a un temps ¢ donné la contrainte oy est uniforme le long de la
barre. En divisant (2.8) par F(a¢(x)) puis en intégrant entre 0 et L et en utilisant les conditions
aux limites (2.1)-(2.2), on trouve que

Ui

of avec U =tL. (2.14)

=TT d
Jo By

La premiere étape est donc tout d’abord de chercher des solutions au systeme d’équations
(2.7)-(2.12) qui sont 1’écriture locale des conditions d’optimalité du ler ordre. Dans le cas des
matériaux adoucissants ot la non-unicité de la solution du probléme est possible, il faudra vérifier
que la famille de solutions trouvées soient bien des minima locaux satisfaisant aux conditions

suffisantes de stabilité du second ordre.

2.1.3 Les conditions suffisantes de stabilité et de non-bifurcation

Les conditions suffisantes de stabilité : On a vu dans le premier chapitre que 'obtention

de conditions suffisantes de stabilité d’'un état passait par des conditions du second ordre sur
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I’énergie potentielle. Pour des structures dont chaque point matériel se trouve en phase dur-
cissante, on pouvait conclure directement a la stabilité. En revanche, et c’est précisément sur
ce point que se porte notre attention, la stabilité pour des structures en phase adoucissante
s’obtient par I’étude des variations du quotient de Rayleigh associée aux variations secondes de
I’énergie potentielle. Dans le cadre unidimensionnel, la minimisation du quotient peut se sim-
plifier quelque peu. Soit donc un temps de chargement ¢ donné auquel on associe un champ de
déplacement-endommagement (u, o) vérifiant 1’équilibre mécanique (2.7) et le critére non-local
d’endommagement (2.10). On a vu dans le Chapitre 1 que si cet état est en phase durcissante
alors il est stable. Supposons donc qu’il soit en phase adoucissante. On rappelle d’apres le Cha-
pitre 1 que les directions de test de ’endommagement sur lesquelles porte la dérivée seconde
doivent appartenir au sous-espace des fonctions de (2.4) & support inclus dans les zones ou le

critere est atteint pour (u, o) :
DI ={pec H(Q): $>0,3=0 dans Q\Q%, 5 = 0 sur 9N\*Q} (2.15)
ou les espaces Qf et 97 en dimension lsont donnés par
Qf = {x e Q: —FEol?o) + ;E’(at)ut +w'(ay) = 0} o) = {x € 90 : o (z) = 0}
(2.16)

La dérivée seconde de I'énergie potentielle calculée dans la direction admissible (v, 3) de Cp x Df

vaut
Pl (ug, o) (v, B) = EEQ dm+/ E(as(2)) (v'(z) — S (ou(x))ou ()

- / ? (55" @utenet - w"(at<x>>) B@)? do. (217)

Puisque toute la structure est supposée en phase adoucissante on a donc 3S”(cu(z))o(z)? —
w”(a¢(x)) > 0 pour tout x dans (0, L). Soit alors R¢(v, ) le quotient de Rayleigh défini sur
Co x D{ par

Jos Bol?8'(2)%dz + [ E(au(w)) (v'(z) - S'(au(w))ou3(2))”
Jog (35" (eu(w))o7 — w(au())) B()? da

Ri(v,B) = (2.18)

ol oy est la contrainte a ’équilibre (2.14). L’état est alors stable a I'instant ¢ si (resp. seulement
si)

colilfpa Ri(v, B) > (resp. >)1. (2.19)

Il est en réalité possible de s’affranchir de la dépendance en la variable de déplacement en opti-

misant le quotient de Rayleigh (2.18) par rapport a ceux-ci pour un champ d’endommagement
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donné. On n’a alors plus qu’a étudier les variations du quotient optimisé par rapport a ’en-
dommagement. Soit donc 3 € Df un champ d’endommagement admissible. En minimisant R;
a (@ fixé sur 'espace des champs de déplacements admissible, on a donc & résoudre un probléeme
d’élasticité linéaire bien posé. Le champ optimal associé vg € Cy vérifie

Ri(vg, B) = inf Ri(v,B).

v€Co

L’écriture de la stationnarité de vg donne

L
/0 E(oy(z)) (vi(x) — 8" (ou(2))orB(x)) w'(x) de = 0, Yw € Cop.

En intégrant puis en utilisant les conditions aux limites vg(0) = vg(L) = 0, on trouve que

L ' z
JEous (at(x))ﬂ(@dﬂﬁ/ S(au(z))d=.  (2.20)

— /0 S'(ay(2))oB(2) dz — fOL S (ay(z)) da 0

En réinjectant cette expression dans (2.18) puis en utilisant la relation (2.14), on aboutit a la

forme optimisée du quotient de Rayleigh

Jog Bol*8 (@) dz + % (fog S'(eu(x

SN—
D@
—~
8
N~—
U
8
N——

Ri (B 2.21
R ¢ A s (221
avec
mln Ri(v, 8) = min R} (B).
0>< t ’Dg‘
Le critére de non-bifurcation : Si on s’interesse a des solutions (ut, a¢) du probleme

d’évolution suffisament réguliéres en temps, de telle fagon qu’on puisse définir des vitesses a
partir de ces champs, il peut étre intéressant d’étudier le probléeme en vitesse associé et savoir
sous quelles conditions celui-ci admet une solution unique. Il est donc moins général que le critere
de stabilité qui, étant une notion d’état, ne suppose pas de régularité temporelle. Formellement
le probleme en vitesse s’obtient en dérivant par rapport au temps 1’écriture variationelle du

probleme d’évolution, c’est a dire

Trouver Xt € Ct x D tel que
ﬁé’(ut, Oét)(Xt, Y — Xt) + ﬂ(ut, Oét)(Y — Xt) > O, VY € Ct x D (222)

ot X; = (g, &) et Y = (v, B) désignent des couples de vitesse de déplacement et d’endommage-

ment. La solution X; de ce probléme sera alors unique si la dérivée seconde de 1’énergie P/ est
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une forme bilinéaire symétrique définie positive sur H}(0, L) x H'(0, L) (voir [44]) définie par

L L
o . . 1
Py (g, o) (X, Y — Xy) :/ Eol?éy (B — éy)da + / <2E"(at)u£2 + w”(%)) (B — dy)dx
0 0
L
+ / (E’(at)u;%(ﬁ — &) + E' (o) dquy (v — ug)) dx
0
L
+/ E(oy)u, (v — uy)de. (2.23)
0
Sa forme quadratique associée est alors donnée par
ﬁ{'(ut, a)(Y,Y) =P/ (us, o) (v, 3) avec Y = (v,[3) (2.24)

tandis que pour le cas de chargement a déplacement imposé considéré on a 732 (ug, ) = 0. On
voit donc que I’étude de 'unicité du probléme en vitesse passe de nouveau par 1’étude du signe
de la forme quadratique (2.17). Cependant les espaces fonctionnels sont différents puisqu’il s’agit
ici de H}(0,L) x H'(0,L). Ce n'est bien quune condition suffisante qui nous assure 1'unicité
du probléme en vitesse calculé au point (ug, o) et donc I'impossibilité de bifurquer continiiment
depuis cette branche.

A nouveau les barres entiérement en phase durcissante nous assurent de la définie positivité
de P/'. La encore ce sont les structures en phase adoucissante qui posent probléme. En écrivant la
forme de P}, on voit que I'on fait apparaitre le méme quotient de Rayleigh (2.18) que pour ’étude
de la stabilité. La différence entre les deux critéres tient & ’espace sur lequel la minimisation
du quotient de Rayleigh est faite. Pour le critere de non-bifurcation, ce minimum est a chercher
parmi l’espace fonctionnel H& (0,L) x H'(0, L) et non plus Cy x D¢ comme c’était le cas pour le
critere de stabilité. Ces criteres doivent donc donner a priori des résultats différents.

Par ailleurs étant donné que H& (0, L) s’identifie a Cy alors 'optimisation du quotient de Rayleigh
par rapport a la variable de déplacement donné par (2.20) reste valable. On en déduit qu’il ne

peut pas y avoir de bifurcations dans le chemin d’évolution (u, o) & U'instant ¢ si

inf R (B) > 1. 2.25
o KB (2.25)

Un des objectifs de ce Chapitre est de comparer précisément la pertinence de ces deux criteres

sur différents types de solutions (homogenes ou localisées).

2.2 Les états homogenes d’endommagement

L’objectif est d’apporter dans le cadre unidimensionnel une réponse effective quant a la
stabilité de ces états dans le cadre du modele a gradient. On a vu dans le Chapitre 1 que les

effets d’échelle avaient une importance considérable dans les propriétés et qu'’il existait (sous
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déplacement imposé) une longueur critique de barre en deca de laquelle I’état homogene était
stable. Il s’agit ici d’obtenir une valeur explicite pour cette longueur afin de pouvoir quantifier
précisément l'influence des effets d’échelle, du chargement et de la loi d’endommagement. Les
techniques employées pour obtenir explicitement le minimum du quotient de Rayleigh sont
différentes de celles employées dans le cas local du Chapitre 1 du fait de la forme non locale du
travail de déformation.

On commence par rappeler rapidement dans le cas unidimensionnel les solutions du probléme
d’évolution puis on examine le comportement de ces solutions a la lueur des différents criteres

de non-bifurcation et de stabilité.

2.2.1 Rappel sur leur caractérisation
Ces solutions sont caractérisées par un endommagement uniforme en espace
ay(r) =0 Vz € (0,L) (2.26)

La résolution de 1’équilibre mécanique sous cette hypothese d’homogénéité du champ d’endom-
magement conduit a
up(z) =t, ug(x) = tx, oy = E(oy)t. (2.27)

Dans le cas d'un endommagement homogene, en réinjectant (2.27) dans le probleme d’évolution
(2.9)-(2.11), ce dernier s’écrit

%E’(at)tQ +w'(ay) >0, Cuy <;E’(at)t2 + w’(at)> =0. (2.28)

On distingue d’une part la phase élastique et d’autre part la phase d’endommagement.

2.2.1.1 Phase élastique

A Pinstant initial ¢ = 0, la structure étant supposée saine (ag = 0) et au repos (ug = 0), le
critere (2.28) n’est pas atteint. Il existe donc une phase élastique durant laquelle 'endomma-
gement reste nul dans la structure et telle que la réponse soit élastique linéaire. Cette phase se
termine lorsque le critere est atteint pour la premiere fois dans la structure : il est alors atteint
partout & cet instant du fait de 'homogénéité du champ de déformation (2.27). Cet instant

appelé t. vaut alors

te=1/— . (2.29)
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A cet instant la contrainte vaut
2w'(0)
SON

(2.30)

Oe¢ =

Cette contrainte critique o, est un parametre matériau mesurable a partir de I'expérience. Une
condition nécessaire et suffisante d’existence de cette contrainte critique est que w’(0) > 0. Dans
ce cas, le matériau aura une phase élastique, observable dans l'intervalle de temps [0,¢.). A
contrario, si w’(0) = 0, on ne pourra pas observer de phase élastique puisque le critére sera une

égalité des la mise en chargement.

2.2.1.2 Phase endommagée

Pour des chargements t > t., le critere (2.28) devient une égalité et ’endommagement peut

croitre. En utilisant la valeur de la déformation (2.27), on tire que

2w’ (o)
t=4/———. 2.31
E,(Oét) ( )
Puisque —w'/E’ est une fonction positive strictement croissante (écrouissage positif en
déformation) alors la relation (2.31) est inversible pour ¢ > t.. Pour tout t > t., il existe
donc un unique oy calculé par inversion de (2.31). On peut alors identifier I'unique contrainte

correspondante donnée par
2w (o)
or=FEla)t =] —5——. 2.32
t ( t) S/(Oét) ( )
Par ailleurs, (2.32) montre clairement que la contrainte dans le matériau décroit (resp. croit) avec
le déplacement lorsque 1'on a adoucissement (resp. durcissant). On définit alors la contrainte

maximale pour un état homogéne d’endommagement comme étant

2w’ (@)
oM = Ssup

. 2.33
aglo,1) S'(a) ( )

Il est clair que la contrainte maximale telle qu’elle est définie en (2.33) est plus grande que la
contrainte limite d’élasticité (2.30). Il n’est pas anodin de différencier la contrainte maximale de

la contrainte limite d’élasticité dans le cas ou ’on voudrait tenir compte d’une phase durcissante.

2.2.2 Critere de stabilité et de non-bifurcation

On s’intéresse maintenant a des états homogenes en phase adoucissante, c’est a dire tels que

%S”(at)atz —w"(ay) > 0. (2.34)
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Pour ce type d’état, le quotient de Rayleigh (2.21) calculé en ’état (tx, ;) se simplifie du fait

de 'homogénéité du champ d’endommagement et vaut

Eof? Ji- 0 (2)2 da + S0 (L () d)’

Ri (B
(8)= ( S"(ap)o? — w" (o )fo (x)2dz

(2.35)

On s’intéresse successivement aux criteres de non bifurcation et de stabilité. On va pouvoir dans
les deux cas donner I’expression explicite du minimum du quotient de Rayleigh en fonction de
I'état de déplacement et d’endommagement (tx, ) avec oy donné par (2.31) a l'instant ¢ ainsi

que des parametres matériaux.

Le critére de non-bifurcation : Une minimisation du quotient de Rayleigh sur H'/{0}

conduit a la valeur explicite

E / 2 2 E 2 EQ
min  Ri(f) = min (@)5 (an) o - gﬂ -5 (2.36)
peH(0,L)/{0} 35" (ar)of — w"(ey) 55" ()0} — w"(ay) L
Démonstration. Voir Annexe A. O

En appliquant le critere d’unicité, on en déduit alors la

Propriété 2.2 (Critére de non-bifurcation en phase adoucissante). Soit t > t.. On
suppose la barre dans un état de déplacement-endommagement (tx,ay), homogéne en endom-
magement et en phase adoucissante. Aucune bifurcation continue en temps n’est possible depuis

I’état de déplacement-endommagement (tz, oy) si la longueur de bar L satisfait l'inégalité stricte

EoS'(ay)m? 9

2
L < Sty o) = Sanwian)’

(2.37)
Comme prévu, dans le cas des matériaux adoucissants, les effets d’échelle ont un impact direct
sur la non-unicité des solutions. Pour des barres suffisament petites, on est donc capable de
garantir ’absence de bifurcation a partir de la branche homogene en phase adoucissante. Cette
condition dépend de la loi d’endommagement choisie.

Néanmoins, ce critére ne nous donne uniquement qu’une condition suffisante quant a I'impos-
sibilité de bifurquer. Par ailleurs, en examinant la preuve en Annexe A, le champ minimiseur
ne nous donne pas d’information pertinente quant a la nature des bifurcations lorsque le critere
cesse d’étre vérifié. En effet, celui-ci n’est pas admissible en tant que vitesse de champ d’en-
dommagement puisqu’il est négatif sur une moitié de la barre et positif sur I'autre moitié. En
I'utilisant comme direction de descente, on va alors violer I'hypothese d’irréversibilité puisque
I’'on va diminuer ’endommagement sur une moitié de la barre.

Il n’est donc pas évident a ce stade de 1’étude de conclure a I’existence de bifurcation lorsque le
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critere de non-bifurcation est invalidé. La réponse sera donnée lorsque ’'on calculera explicite-

ment les bifurcations et qu’on examinera leurs conditions d’apparition.

Le critere de stabilité : On peut aussi expliciter la valeur de l'infimum du quotient de
Rayleigh sur Df /{0}. Celui-ci s’écrit

2 1/3
()8 (o) %02 (ﬂon%E(at)zS’(aa“af)

min R} () = min ) 2.38
BGD?I/{O} 1) 1 35" ()0 — w'(oy) 25" (ay)o? — w'(oy) (2.38)
Démonstration. Voir Annexe A. O

Ce résultat nous permet d’énoncer la

Propriété 2.3 (Stabilité des états homogeénes en phase adoucissante). Soit t > t.. On
suppose la barre dans un état de déplacement-endommagement (tz, ay), homogéne en endomma-
gement et en phase adoucissante. L’état (tx, ) est stable si (resp. seulement si) la longueur de

bar L satisfait l'inégalité

412 EpS () Pw' (v )? 9 Lgp?

2
L* < (resp. S)S(Oét)2 (S"(c)w' () — Sl(at)w//(at))3 4

(2.39)

De la méme manieére que pour le critére de non-bifurcation, les effets d’échelle pilotent la stabilité
des états homogenes bien que la valeur prise par I’endommagement homogene oy au cours du
temps n’en dépende pas. Pour des barres de petites tailles, le critéere de stabilité nous assure
la stabilité des états homogenes. On remarque cependant qu ’étant encore proportionnelle & la
longueur interne, la taille critique difféere de celle donnée par le critére de non bifurcation. En
vertu de I'inclusion D¢ C H'(0, L), on sait que la taille critique de non bifurcation est inférieure
a celle de stabilité. On se doute alors que ces deux critéres correspondent a des mécanismes
différents bien qu’on ne soit pas a ce stade de I’étude en mesure d’en comprendre les raisons.

Par ailleurs, contrairement au critere de non-bifurcation qui, lorsqu’il est invalidé, laisse ’appa-
rition effective d’une bifurcation indéterminée, le critére de stabilité est quant a lui constructif
tant au niveau théorique que numérique. En effet, dans le cas ou le critere cesse d’étre vérifié, on
est assuré qu’il existe précisément des états accessibles dans un voisinage de 1'état (tz, ay) qui
ont une énergie potentielle inférieure. Les minimiseurs du quotient de Rayleigh correspondent

alors a des directions de descente (du moins localement) pour ’énergie potentielle.
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2.3 Construction des états endommagés localisés

2.3.1 La méthode

L’objectif de cette section est de construire des états localisasés qui naissent a partir d’états
homogenes d’endommagement et qui vérifient les 3 principes physiques du probleme d’évolution.
Dans un souci de compréhension des processus adoucissants, on ajoute aux hypotheses consti-

tutives suivantes sur le matériau.

Hypotheéses 2.4. On suppose que la variable d’endommagement est borné et que l’endomma-
gement mazimal oy, correspondant a l’état ultime soit normalisé a 1. Par ailleurs, pour rendre
compte de la présence d’une phase durcissante avant le régime adoucissant, on suppose qu’il
existe 0 < apy < 1 tel que o — w'(a) /S («v) soit d’abord croissante sur [0, capr) puis décroissante

Jusqu’a 0 sur [apr, 1).

Ce choix permet de rendre du comportement de matériaux ayant une phase durcissante
a l'issue de la phase élastique avant de basculer dans un régime adoucissant. Dans le cas de
matériaux purement adoucissants on aura aj; = 0. Par ailleurs, sous les Hypotheses 2.4, la
contrainte maximale (2.33) dans un processus d’endommagement homogene est atteinte en .
Il se trouve qu’en réalité cette contrainte oj; est une borne supérieure pour les valeurs de
contrainte prises au cours de n’importe quel chemin de localisation. Il suffit pour cela de partir
d’un état (u, ) vérifiant I’équilibre mécanique et le critere. En introduisant alors la contrainte

(2.8) dans le critere puis en intégrant la relation entre z = 0 et © = L on aboutit &

L L
—2E* (o (L) — o4(0)) — 0,52/0 S’ (a(z))dx +/0 2w’ (o (x))dz > 0.

Dans le cas ou la structure est initialement dans un état sain, la normale au gradient d’endom-
magement sera toujours nulle au bord du domaine et donc on aura a}(0) = aj(L) = 0. On en

déduit que
L L
O'tz/ S'(at(x))dxg/ 2w’ (e (z))dz. (2.40)
0 0

On utilise & présent la définition de aps de laquelle on déduit que 2w’ (ax(z)) < oprS’(cu(x)). En
intégrant sur (0, L) puis en injectant dans (2.40), on a la majoration voulue. La contrainte maxi-

male que peut supporter la structure pour n’importe quel chemin d’évolution est donc oy (2.33).

Un état d’endommagement localisé sera caractérisé par un ensemble S; = |, S¢ de zones de
localisations distinctes ol S} est un intervalle de [0, L] ot le critere est atteint. A ce stade de
la construction, ces intervalles sont supposés de tailles différentes et leur évolution au cours du
chargement est une inconnue. On a donc affaire a un probléme non-linéaire a frontiere libre.

Sur [0, L]\S;, le matériau est supposé étre endommagé de fagon homogene a la valeur «q avec
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ag > ayr. Ce sont des zones de décharge élastique ou g représente 1’état homogene d’ou a eu
lieu la localisation. Cet état ag ne correspond pas nécessairement a I’état sain, les localisations
pouvant apparaitre a l'issue d’une phase durcissante ou apres avoir suivi pendant un laps de
temps la branche homogene.

Les étapes successives dans la contruction des états localisés sont alors les suivantes :

1. Pour un temps ¢ donné, en supposant que o; soit connu, on détermine le profil du champ

d’endommagement dans la zone de localisation ;
2. Pour un temps ¢ donné, on établit la relation entre o, et Uy ;

3. On vérifie la condition d’irréversibilité pour la succession temporelle d’états construits.

2.3.2 Profil d’endommagement

A Détat d’endommagement «q on fait correspondre 1’état de contrainte og et le temps de
chargement ¢y d’ou a lieu la localisation et donnés par (2.29) et (2.30). Toutes les localisations
construites a partir de ce point de bifurcation dépendront implicitement de ce point de départ
et donc des quantités ag, og et ty. Pour éviter d’alourdir les notations on n’y fera donc pas
référence explicitement. Le temps étant fixé dans la construction des états localisés, on enleve
I'indice ¢ dans toutes les quantités qui dépendent du temps pour simplifier la présentation. Soit
alors o € (0,0p7) I'état de contrainte (homogene) de la structure et S; une zone de localisation
différente de [0, L]. Selon que la localisation apparaisse a l'intérieur du domaine ou au bord, on
modifie légerement les notations :

— si S; € (0, L) alors on pose S; = (x; — Dy, z; + D;) ol z; est le centre de la localisation et

2D; la taille du support,

— i 0 € S; alors on pose S; = (0, D;),

— i L € S; alors on pose S; = (L — D;, L),

Puisque le critere est supposé étre atteint dans chaque zone de localisation, on a
— 028 (a) + 2w (o) — 2Epl*” =0 sur  (z; — Dy, x; + D;). (2.41)

La zone S; est supposée étre en contact avec une zone de décharge élastique ayant été endom-
magée a la valeur «g. Par continuité du champ d’endommagement et de sa dérivée spatiale, on
a dans le cas ou S; = (x; — D;, z; + D;)

a(z; £ D;) = ag, o (z; £ D;) = 0, (2.42)
ousi S; = (0,D;) (on déduit les méme conditions pour la demi-localisation en z = L),

a(D;) = ao, ' (0) =o' (D;) =0. (2.43)
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En multipliant (2.41) par «/ puis en intégrant selon x sur S;, on aboutit & l'intégrale premiére
—o%S(a) +2w(a) — Epl*a? =C sur S (2.44)

ou C est une constante. En utilisant les conditions de raccord avec la zone de décharge élastique

(2.42) ou (2.43), on obtient que (2.44) peut se mettre sous la forme
2o/ (x)* = H(o,a(x)) dans S; (2.45)
avec

EoH(o,8) := 2 (w(B) — w(ag)) — 02 (S(8) — S(ag)) pour [ € [a,1). (2.46)

La résolution de cette intégrale peut se faire dans l’espace des phases. Cela nécessite une ana-
lyse fine au préalable des propriétés de H et en particulier de ses variations par rapport a

I'endommagement. En dérivant (2.46) par rapport a (3, on trouve que

Eo‘?f;w, 8) = 20/(8) — 025 (9).

En vertu de I’'Hypothese 2.1 et 'Hypothese 2.4, du fait de 'adoucissement du matériau pour des

valeur d’endommagement supérieures & oy, on est assuré respectivement de la stricte positivité

de w’ et de la décroissance de 3 — 1 — 225’(%3)) de 1 - 02/ 0(2) a —oo lorsque S croit de ag a 1.

On en déduit que H est d’abord croissante depuis 0 puis décroissante jusqu’a —oo. De ce fait, il

existe une unique valeur positive de # qu’on appelle a(co) en laquelle H s’annule :
H(o,a(o)) =0, ap<alos) <L (2.47)

a(o) correspond & la valeur maximale que peut prendre l’endommagement pour cet état de
contrainte . On distingue a nouveau la localisation a l'intérieur de la barre de la demi-
localisation au bord du domaine :

— Si la localisation a lieu a 'intérieur de la barre i.e. z; € (0, L) alors ’endommagement
croit depuis la valeur o en x; — D; jusqu’a atteindre la valeur &(o) au centre du pustule
en x; puis redécroit jusqu’a la valeur og en x; + D;.

— Dans le cas ou la localisation part depuis le bord gauche (resp. droit) du domaine, ’en-
dommagement décroit (resp. croit) depuis la valeur a(o) (resp. ap) jusqu’a la valeur ag
(resp. a(o)).

On remarque que a(o) dépend uniquement de la contrainte o. Elle satisfait la propriété de

monotonie suivante :

Propriété 2.5 (Monotonie de la valeur maximale de I’endommagement en fonction
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de la contrainte). Lorsque o décroit de oo a 0, a(o) croit de ap a 1.

Démonstration. Soit o1 et oo deux contraintes telles que 0 < 01 < o9 < 0g. Par définition,
nous avons 0 = H(oy,a(01)) = H(o2,a(02)) < H(o1,a(o2)), ou la derniére majoration vient
de la stricte positivité de S’. Par ailleurs, comme H(o1,3) < 0 pour a(o1) < 8 < 1, on
a a(o1) > a(ogz). Ceci prouve la décroissance de a(o). Puisque 0H/90f(0p,5) < 0 du fait de
I'adoucissement pour 5 > «g alors nous avons a(og) = 0. Il reste & montrer que lim,_,ga(c) = 1.
Comme a(o) est décroissante et majorée par 1, alors la limite existe. Si lim,_a(o) < 1, en
passant a la limite on trouve 0 = H (0, lim,_ @(0)) = 2w(lim,—o a(o)) d’ou lim,_o @(c) = 0,

ce qui est contradictoire. On a donc nécessairement lim,_,o @(o)) = 1. O

La résolution de 'intégrale premiere (2.41) pour obtenir le profil d’endommagement se fait
de facon implicite par séparation des variables d’espace x et d’endommagement «. Le résultat
que 'on obtient est la dépendance implicite de 'endommagement en fonction de ’abcisse. En

effet en passant a la racine carrée dans (2.45) on a
b/ (z) = £+/H(o, a(z)), (2.48)

le signe dépendant de la position du point sur la partie ascendante ou descendante de la locali-

sation.

Propriété 2.6 (Taille caractéristique d’une localisation). En ayant bifurqué a partir d’un
état endommagé uniformément a la valeur oy, la taille d’une localisation pour une contrainte

o < og est

a(o)
2D(0) = 20 ap (2.49)

@Q \/H(Uaﬁ)’

tandis que pour une demi-localisation la taille du support est D(o).

Démonstration. 11 suffit de séparer les dépendance en x de celles en « et d’intégrer tout le long
de la localisation. Il faut néanmoins s’assurer que l'on est en droit d’intégrer. C’est le cas pour
o € (0,00). En effet H(o,[) est équivalent & %—g(a, ap)(8 — ap) lorsque [ tend vers 0 et a
%—g(a,&(a))(ﬂ — a(0)) lorsque [ tend vers a(o). Comme %—g(a, ap) > 0 et %—g(a,&(a)) pour

o € (0,00), 'intégrale est donc convergente. O

La valeur (2.49) montre que toutes les localisations entieres (resp. demi-localisations) ont
la méme taille. Celle-ci est fixée par 1’état de contrainte actuel o et au point de bifurcation
0p. Le calcul nous rassure aussi quant a la pertinence de la régularisation. En effet pour un
état de contrainte fixé, la taille est proportionelle & la longueur interne du modele. La longueur
interne étant fixée, on dissipe donc nécessairement de 1’énergie lorsque la structure localise

I’endommagement. C’est la une différence majeure avec le modele local pour lequel ’énergie
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dissipée était nulle (ce qu’on retrouve ici en faisant ¢ — 0). En faisant une étude fine des

propriétés de la taille caractéristique de la localisation, on obtient la

Propriété 2.7 (Dépendance de la zone de localisation en fonction de la contrainte.).
La taille D(o) de la zone de localisation varie continiment avec o. Les valeurs aux extrémités
du chemin de localisation D(og) et D(0) = lim, o D(0) sont finies et données pour un matériau

strictement adoucissant par

. EyS'(an) o B
Dloo) = e\/S”(ao)w’(ao) — S (ap)w" (ap)’ Db(0) = 6/@0 \/2(w(a) — w(ag))d - (2:50)

La fonction (0,00) — R;o — D(o) n’est pas nécessairement décroissante : sous réserve de
régularité de la souplesse S et de la densité de dissipation w, la zone de localisation croit au

point de bifurcation si et seulement si l'inégalité suivante est satisfaite
S" (o) (s"(ao)ag - 2w”(a0)) > §'(ap) (5”'(a0>ag - 2w”’(a0)). (2.51)

Si la localisation a lieu au point d’échange entre le comportement durcissant et adoucissant
au sens ot S"(ap)w'(ag) — S'(ap)w” () = 0 mais tel que S”(ag)os — 2w (ag) > 0 alors

limy1q, D(0) = +00.

Démonstration. Voir Annexe B O

On déduit de la Propriété 2.7 quelques remarques. Dans le cas d'un matériau strictement
adoucissant, il devient clair que seules des barres ayant une longueur suffisante afin de pouvoir
insérer une localisation pourront emprunter ce chemin localisé. Puisque pour une contrainte
donnée toutes les localisations ont la méme taille, on voit que la demi-localisation est celle qui
prend le moins de place. Par ailleurs rien n’empéche d’imaginer pour des barres suffisamment
grandes, de multiples localisations le long de celles-ci. D’autre part, si le matériau présente
une phase durcissante avant de basculer dans une adoucissante on voit que la localisation ne
pourra jamais intervenir au point d’échange des écrouissages puisque la taille de la localisation
est infinie en ce point. L’hypothese sur la dérivée troisieme S (ag)od — 2w (ap) > 0 peut
s’'interpréter graphiquement dans le diagramme contrainte-déformation pour 1’état homogene :
elle signifie que la courbe est strictement concave au point d’échange d’écrouissage durcissement-

adoucissement.

On peut alors résumer la condition de bifurcation en termes d’effets d’échelles

Corollaire 2.8 (Condition d’existence de bifurcation). Une bifurcation a partir de l’en-

dommagement homogéne oy en phase strictement adoucissante, faite de n localisations (demi-
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entiere ou entiéres) est possible si et seulement si la taille de la barre est telle que

E()S/(CVO)W2
L> 2”\/5'”(0&0)10/(0‘0) — S (ap)w" ()

¢ = 2nD(o9). (2.52)

Concernant le centre x; d’une localisation, en supposant que la barre est assez grande, celui-
ci peut donc étre choisi librement dans ’ensemble [D(c),L — D(o)] U {0, L}. Dans louvert
(0, D(0)) U (L — D(0)), il n’est pas possible qu’une localisation entiere se développe car celle-ci
n’a pas assez de place.

Pour connaitre enfin le profil de la localisation pour tout x € S;, on revient a I'intégrale premiere

qu’on integre cette fois sur Uintervalle (z, x;) (ou (z;, z)),

o=t [ 259)
T — x| = —_— 2.53
a@) /H(a,5)

Le champ d’endommagement localisé est donc symétrique par rapport au centre x; et décroissant
continument de @(o) au centre a o aux extrémités. Cette formule est par ailleurs valable aussi
pour une demi-localisation avec x; = 0 ou L. Enfin pour une contrainte donnée, le profil de
localisation est indépendant du nombre de localisations. En revanche le nombre de localisations
aura une influence sur le diagramme global contrainte-déformation moyenne comme le montrera

la section suivante.

On pourrait penser que l'irréversibilité est naturellement assurée par le processus de construc-
tion et qu’une condition suffisante pour qu’une pustule puisse se développer entiérement dans
la barre sans toucher les bords serait d’imposer a la taille finale lim, o D(c) d’étre inférieure
a la taille de la barre L. Malheureusement, contrairement a la valeur maximale o +— @(o) at-
teinte au centre de la localisation qui est une fonction monotone, la fonction o +— D(o) n’est
pas nécessairement décroissante. Dans la Propriété 2.7, c’est une condition sur la loi d’endom-
magement faisant intervenir des conditions du 3-éme ordre qui nous assure la décroissance de
o — D(0). Les conditions matériaux telles que celles d’écrouissage ou d’adoucissement qu’on
a utilisées jusqu’a présent ne font intervenir que des dérivées allant jusqu’au second ordre. Il
faudrait donc un miracle pour que toutes les lois d’endommagement puissent satisfaire cette
condition. Il suffit de prendre une loi particuliere pour vite déchanter. Soit la loi définie par i.e.
E(a) = Ey(1 — a)? et w(a) = o2a/Ey. Une application directe de la formule (2.51) montre
que pour cette loi, la localisation se décharge au niveau de ses extrémités dés son apparition.
Suivre contintiment 1’évolution de ce profil de localisation tel qu’il est construit revient a violer
la condition d’irréversibilité. Pour sortir de cette possible impasse, on donnera dans la Section

2.3.4 une condition suffisante nous assurant l'irréversibilité.
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2.3.3 Réponse globale et régularité en temps

On a vu que pour une contrainte donnée il était possible de construire entierement les profils
de localisation d’endommagement. Cependant ’essai de traction simple se fait sous déplacement
imposé. 1l s’agit donc de relier cette contrainte a la valeur du déplacement imposé en bout de
barre. Cela revient a identifier la relation contrainte-déformation moyenne puisqu’en appelant &

la déformation moyenne on a

L
€= 11,//0 o (z)dx = g (2.54)

ou U désigne le déplacement imposé en bout de barre. Puisque la contrainte est homogene dans
la barre, la relation o — & est bien de nature globale et s’identifie & un coefficient multiplicatif pres
a la relation force-déplacement. Les relations clé pour aboutir & cette relation sont 1’équilibre
mécanique et la relation de comportement. On a vu qu’on aboutissait du fait de I’homogénéité
de la contrainte a (2.14). On suppose donc que la barre possede n localisations (dans le cas
d’une demi localisation, on a n = 1/2). En dehors de ces zones 'endommagement est homogene
a la valeur ag. On appelle x — a(z) le profil d’endommagement correspondant. En séparant les
contributions de chaque localisation dont le profil est identique, on aboutit a

L
U= U/O S(a(x))dr =0 <n S(a(x))dz + S(ag)(L — (2n + m)D(J))) . (2.55)

S1
L’intégrale portant sur S; peut s’exprimer en fonction des quantités introduites dans le para-
graphe précédent puisqu’on a n | s, Sla(z))dz = 2n NS D(o) S (a(z))dz (relation valable aussi
pour n = 1/2). Maintenant, en faisant le changement de variable § = «(z) croissant sur
(x; — D(0), z;), puis en utilisant la relation ¢d3 = \/H (o, #)dx déduite de (2.55), on trouve

S(a(x))de = 2¢ ) _5(B)dp

S1 o V H(Ua ﬁ)

En remplagant D par sa forme intégrale (2.49), on établit la

Propriété 2.9 (La relation contrainte-déformation moyenne). La déformation moyenne
€ dans la structure pour n localisations (demi-entiére ou entiéres) est reliée a l’état de contrainte
o via la relation implicite valable pour o < og

U ¢ 4

g = 7= e (o) + nzel(a), (2.56)

ot £¢(0) et e¥(ag, ) sont des quantités ne dépendant que de l’état de contrainte et définies par

a(o)
(o) = S(ag)o, ed(o) = 20/ (S(B) — S(aw)) I;l(ﬂaﬁ). (2.57)
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La déformation apparait donc comme la somme de deux termes de nature différente. Le
premier terme £°(o) représente la déformation élastique calculée pour I’état de contrainte o
pour un module de souplesse E(ay). Le deuxiéme terme est quant a lui fortement non-linéaire
et est relié au processus de localisation : il dépend essentiellement d’une fonction o +— ¢¢(o) qui
peut se calculer indépendamment du nombre de localisations ou du rapport d’échelle ¢/L.
D’apres (2.56), le nombre de localisations a une influence décisive sur le diagramme contrainte-
déformation moyenne. En effet, pour une contrainte fixée, plus il y a de localisations, plus
le déplacement que 'on doit imposer pour équilibrer la barre doit étre grand. On en déduit
deux chemins de localisation partant d’un méme point de bifurcation mais avec un nombre de
localisations différent ne pourront jamais se croiser.

La continuité par rapport au déplacement imposé (et donc temporelle) des champs d’évolution
repose sur ’absence de snap-back dans le diagramme global o — &, c’est a dire sur l'inversibilité
de la relation (2.56). On dira qu'il y a snap-back en un état de contrainte o si on a % (o) > 0.
On voit donc qu’il faut connaitre en détail les propriétés de monotonie de 5‘%, celles de e, étant

relativement simples. Tout d’abord sachant que €¢(a¢) = 0 et €4(o) > 0 pour o < 0y, la fonction

5‘11(0) est nécessairement décroissante au voisinage de og. Néanmoins, pour répondre a la question
d’absence de snap-back, on a besoin de quantifier précisément cette décroissance. On s’appuie

pour cela sur la

Propriété 2.10 (Comportement de o — ¢{(c) au voisinage de 0g). Au point de bifurca-

tion, on a €(0og) =0 et

diil(a )=— 725/28 (a) 203 By
do VT (S“(ao)a(% — 2w (ag))3/2

(2.58)

On peut alors établir le

Corollaire 2.11 (Continuité temporelle au point de bifurcation). Soit un chemin de
localisation ayant bifurqué d’un état d’endommagement homogéne aq et fait de n localisations.

La localisation apparait continiment avec le chargement si la longueur de la barre est telle que
L <nLgsp (2.59)

ou Lgp désigne une longueur caractéristique définie par

Lsp = 4\/ 12 FoS’ (ap)5w' (ag)?
S(a0)?(S” (an)w'(ap) — 5" (a)w” (cp))?

0. (2.60)

Pour des petites longueurs de barre, les chemins de localisation vont donc étre nécessairement
continus en temps au voisinage du point de bifurcation. Néanmoins, la condition (2.59) ne

garantit pas ’absence de snap-back ultérieurement dans le chemin de localisation. Il faut pour
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cela exiger une condition plus forte puisqu’il faut demander a la longueur de la barre d’étre telle
que
ded

L <nlE(ap) aei(%fao] { o (0)} =nLy. (2.61)

Sous cette condition, on est alors en mesure d’assurer une réponse localisée réguliere en temps
jusqu’a la rupture de la barre. Le bilan d’énergie est alors automatiquement satisfait a chaque
instant en vertu de cette régularité. En revanche dans le cas ou L > Ljs, un snap-back de-
vient alors possible et il faut procéder autrement pour garantir le bilan d’énergie. Ce type de

comportement étant délicat a gérer, on verra ultérieurement la facon de procéder dans ce cas.

2.3.4 La condition d’irréversibilité

Il reste maintenant & vérifier que les chemins de localisation respectent le principe
d’irréversibilité. Dans le cas des états homogenes, on a vu que l'irréversibilité était garantie
par la condition d’écrouissage positif en déformation. Néanmoins, la réponse est loin d’étre aussi
triviale pour le cas des localisations. On a vu que la taille de la zone de localisation n’était pas
forcément une fonction monotone de la contrainte. En particulier celle-ci pouvait décroitre a
mesure que décroissait la contrainte. C’est présicément ce type de phénomene que 1’on voudrait
éviter : il correspond & un chemin de localisation dans lequel les parties extrémales de la zone de
localisation se mettent a se décharger élastiquement (le critere d’endommagement y devenant
une inégalité stricte) tandis que la partie centrale continue & s’endommager (le critére étant
une égalité). Ce type de comportement complique sérieusement ’analyse puisqu’il faut tenir
compte de I’histoire de la localisation. Pour éviter donc ce désagrément on propose d’ajouter les

hypotheses suivantes

Hypothéses 2.12. Les lois d’endommagement o — E(a) et a — w(a) sont choisies de sorte

que o — D(o) définie par (2.49) soit croissante.

Il faut noter que c’est une hypothese constitutive et non structurelle puisque la quantité

D(0o) ne dépend que de la loi d’endommagement & travers E et w. On peut alors énoncer la

Propriété 2.13 (Irréversibilité de la localisation). Sous I’Hypothése 2.12, le profil de lo-

calisation t — oy défini par (2.53) est croissant si et seulement si t — oy est décroissante.

Démonstration. Supposons que irréversibilité soit satisfaite. Dans ce cas, &(o¢) est une fonction
croissante de t. Or par la Propriété 2.7, da/do < 0 d’ou on déduit la décroissance de oy.
Réciproquement supposons que o; soit une fonction décroissante. Dans ce cas, en utilisant a
nouveau la dérivation par composition, t +— a; et ¢t — D(o;) sont décroissantes. Soient alors
t1 <t deux instants et 2 un point intérieur a la localisation ay, i.e. |x — x;| < D(o0y,). 1l suffit

de prouver que a,(x) > o, (x). Comme D(oy,) > D(oy, ), le point x se situe automatiquement
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dans la zone de localisation au temps 9. De ce fait, on a 1’égalité

|x—$i|:€/at2dﬁ:g/dtl L
Qg \/H(Ut275) oy \/H(Utla/@)

En séparant les intégrales et en utilisant la décroissance de o — H(o, 3) on trouve

48, dB M2 dB
0 Dtow) =0 = [V e = it o, Vi
d’ott ay, () > ay, (). -

Il reste donc a trouver des lois d’endommagement vérifiant I’Hypothese 2.12, ce qui fera ’objet
de la Section 2.3.6.

2.3.5 Liens avec les critéeres de non-bifurcation et de stabilité

Maintenant que ’on a mené une étude complete des chemins localisés vus comme des bi-
furcations depuis la branche homogene, on est en mesure de faire le lien avec les deux criteres
de non-bifurcation et de stabilité calculés pour les états homogenes. Le but est de savoir s’il
est possible d’observer la nature des états localisés les conséquences de l'invalidation des deux

criteres de sélection. Examinons tout d’abord

Le critére de non-bifurcation : En examinant la condition de non-bifurcation du probleme
en vitesse (2.37) et la condition d’apparition écrite en termes d’effets d’échelle d’une demi-
localisation (2.37), on remarque que 1'une est précisément le pendant de 'autre. Formulé autre-
ment, une demi-localisation peut apparaitre a partir d’'un état homogene des que le critere de
non-bifurcation est invalidé. C’est précisément ce que I'on attendait du critere de non-bifurcation
(qui devient alors un “vrai” critére de bifurcation) mais que 1’on n’était pas capable de montrer
a partir du minimiseur du quotient de Rayleigh. Ce lien entre I'invalidation du critére de non-
bifurcation et I’apparition effective d’une bifurcation fait écho aux résultats similaires obtenus
dans le cas de milieuzx locaux tel qu’en plasticité. Cependant la forme du travail de déformation
est non-locale, ce qui complique fortement ’analyse. Ce résultat laisse néanmoins entrevoir une
possible généralisation des dimensions supérieures, ce qui n’a pas était observé a notre connais-

sance dans la littérature.

Le critéere de stabilité : La encore, la construction des chemins bifurqués de localisation
permet d’apporter un éclairage sur la stabilité des états homogenes. On remarque en effet que
la condition de continuité temporelle (2.59) au point de bifurcation de la demi-localisation est
précisément la condition de stabilité de 1’état homogene donnée par (2.39). On en déduit qu’au

moment ou la branche homogene perd sa stabilité, une demi-localisation peut apparaitre dans
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la barre mais de facon brutale i.e. avec une discontinuité en temps des champs de déplacement
et d’endommagement. Bien que la demi-localisation ne soit pas I'unique bifurcation possible (on
pourrait avoir une localisation), il est intéressant de noter ce lien qui semble se dessiner entre la
notion d’instabilité et d’évolution brutale. C’est une connexion que ’on retrouve en mécanique

de la rupture mais qui semble la encore inédite dans le cas de 'endommagement.

2.3.6 Exemples

On illustre notre construction de chemins de localisation pour une famille de lois d’endomma-
gement. En particulier, on examine rigoureusement quels types de lois permettent de satisfaire

les conditions d’irréversibilité et de continuité temporelle.

Exemple 1. On considere la famille suivante de lois

(1= a) o2
E(a) = EOW» w(a) = (p+q) 2an (2.62)

oup>1etq>1 sont deuxr constantes matériau et o, représente la contrainte limite d’élasticité.

Ceux sont des lois strictement adoucissantes a écrouissage positif en déformation. Afin de
réduire le nombre de cas de figures possibles, on considéere dans le reste de cette section unique-
ment que des localisations qui naissent depuis la fin de la phase élastique et donc depuis un état
d’endommagement sain. Les principales difficultés sont de garantir 'irréversibilité du processus

localisation et le bilan d’énergie. On examine successivement ces deux points.

Taille et irréversibilité de la localisation : On calcule tout d’abord pour cette famille les
tailles caractéristiques des supports de localisation au point de bifurcation et lorsque o tend
vers 0. Ces deux tailles, d’apres la Propriété 2.7 dépendent de la valeur de 'endommagement
homogene d’ou a lieu la bifurcation. Dans le cas ou les bifurcations ont lieu depuis le point de

fin de phase élastique correspondant & une contrainte o, ces quantités se lisent respectivement

Eoml\/2 D 2Fol

Dloe) = oer/l(0+a)2+q—p = oeV/P+4q

(2.63)

La condition (2.51) pour que la localisation d’endommagement croisse dans un voisinage du
point de bifurcation se lit (¢ —p)? > (¢+p)?(q —p+2). Cette inégalité est satisfaite par exemple
pour ¢ = 2 et p = 4. En revanche elle n’est jamais satisfaite lorsque ¢ > 1 et 1 < p < 2. Cette
condition n’assure cependant l'irréversibilité de la localisation qu’autour du point de bifurcation.
Pour s’assurer de l'irréversiblité sur tout le processus de localisation, on a vu qu’il faut vérifier
que o — D(o) soit une fonction décroissante sur tout (0, 0.). Ceci ne peut que se vérifier semi-
analytiquement en calculant par un logiciel de calcul formel comme Mathematica la quantité

(2.49) sur l'intervalle (0,0c). En restant sur le choix de parametres ¢ = 2 et p = 4, on obtient



88 Chapitre 2. Etude d’une barre sous traction simple

la Figure 2.1. On constate bien la décroissance de la fonction & mesure que croit la contrainte.

EyD
lo,

o
N
Q

[

F1G. 2.1 — Fonction o — D(o) pour ¢ =2 et p =4

On représente sur la Figure 2.2 la forme de la localisation pour différents champs de contrainte
et on constate bien l'irréversibilité de la localisation. On insiste sur le fait qu’il faut vérifier
la décroissance de D(o) sur tout Uintervalle (0, 0.) et non pas seulement vérifier la monotonie
au voisinage du point de bifurcation — en espérant que celle-ci perdure au dela. En effet les
variations de D(o) sont treés sensibles aux choix de la loi d’endommagement. Pour p = 4 et
q = 1, on obtient la Figure 2.3. La zone s’endommageant va pour cette loi croitre au voisinage
du point de bifurcation et satisfaire I'irréversibilité. Mais on voit bien qu’en deca d’une certaine
contrainte, la taille de la localisation se remet a décroitre. Cet exemple montre donc 'importance

de connaitre l’allure de la courbe D(o) sur tout son intervalle de définition.

Réponses globales On représente a présent les courbes globales pour certaines lois d’endom-
magement. Celles-ci se tracent directement a partir de la relation (2.56). Elles peuvent se calculer
pour n’importe quel rapport d’échelle £/ L une fois que 'on connait I’allure de la fonction z—:‘f(o’).
On trace sur la Figure 2.4 cette fonction pour différents choix de coefficient p et ¢. On remarque
sur ce graphique que la valeur limite atteinte lorsque la contrainte tend vers 0 est tres variable
selon le choix de I’exposant ¢g. En faisant de la continuation sur la branche localisée, on peut donc

casser la barre aussi bien pour un déplacement imposé fini, infinie voire nulle. Plus précisément
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(:l? — l‘z)E()
lo,

F1G. 2.2 — Profil de localisation pour ¢ = 2 et p = 4 pour différents o

EyD
lo,

F1G. 2.3 — Fonction o — D(o) pour (p,q) = (4,1)
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o
0-6
FIG. 2.4 — Fonction ¢ + £¢(0)
un calcul asymptotique montre que pour un couple (p,q) on a
0 siqg<?2
lime{(o) = { 72P/2 siq=2 (2.64)

ol0
+oo  sig> 2.

La grande variabilité de comportement dans l’allure de cette fonction selon les lois considérées
vont avoir un impact décisif sur ’allure des courbes globales. Sur la Figure 2.5 et la Figure 2.6,
on trace ces courbes pour différents ratio nf/L. On note que plus ce rapport est faible, plus on
force la continuité temporelle au sortir de la phase élastique. Par ailleurs pour les lois ayant un
exposant ¢ < 2, un snap-back dans la réponse globale est irrémédiable puisque lim, g 5‘11(0) =0.
Il faut donc choisir avec une grande précaution ces lois d’endommagement si on ne veut pas se

retrouver avec des comportements fantaisistes.

Conservation de 1’énergie et régularité temporelle : Une difficulté supplémentaire, outre
la vérification de 'irréversibilité, est de satisfaire le bilan d’énergie & chaque instant. Pour une
évolution réguliere en temps, ce bilan est vérifié automatiquement. La question est alors de savoir
comment exploiter ce bilan si I’évolution n’est plus réguliere, ce qui est fatalement le cas pour
des barres trop grandes. Pour des raisons qui apparaitront par la suite on fait alors I’hypothese

suivante

Hypothéses 2.14. Les lois d’endommagement a +— E(«) et o — w(a) sont choisies de sorte



2.3. Construction des états endommagés localisés 91
o/oe o/oe
1+t i
/ 1
n—\
n_
L
g €
0 1 te O ]_ te

F1G. 2.5 — Diagramme o — & pour (p,q) = (4,1) (Gauche) et (p,
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q) = (4,3) (Droite)

F1a. 2.6 — Diagramme o — & pour (p,q) = (4,
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que le matériau soit strictement adoucissant et que o v €(a) soit strictement convere.

Le choix n’est donc pas ici de proposer une méthode générale pour satisfaire la conservation
de I’énergie mais plutot de montrer qualitativement pour une famille de lois les avantages et
les difficultés dans I’application de ce principe. D’apres la Figure 2.4, la loi (p, q) = (4,2), pour

laquelle on garantit l'irréversibilité, vérifie bien ’'Hypothese 2.14.

Propriété 2.15. Sous [’Hypothése 2.14, il y a au plus une discontinuité temporelle dans le
chemin d’évolution correspondant a une localisation. Celle-ci a liew nécessairement a lissue de

la phase élastique pour des barres de longueur L > nLgp (2.59).

Démonstration. Dans le cas ou £¢ est convexe, la condition nécessaire et suffisante d’absence

totale de snap-back (2.61) jusqu’a la rupture de la barre se vérifie au point de bifurcation

_ deg deg
ot {da(a)} =g (7e)

puisqu’on a

Ainsi, il suffit de vérifier le critere de continuité temporelle au point de bifurcation donné par
(2.59). La présence d’au plus un snap-back est diie & la stricte convexité de £ qui garantit la

stricte croissance de de{/do. ]

Pour la loi (p, q) = (4,2) assurant l'irréversibité et la convexité de ¢, la condition d’absence

de snap-back est donc d’avoir des barres de longueur telle que

L<n 2n E@.
17\/ﬁ Oe¢

Sous cette condition, le bilan d’énergie est alors satisfait. Plagons nous maintenant dans le

(2.65)

cas de barres de longueur plus grandes. L’idée pour satisfaire le bilan d’énergie est dans l’es-
prit identique a la construction de la ligne de Maxwell lorsqu’on suit le minimum global. Par
une construction géométrique sur le diagramme contrainte-déformation moyenne, on garantit la
conservation de I’énergie. L’idée est que dans la courbe contrainte-déformation moyenne d’une
succession continue d’états (peu importe le type de chargement), ’énergie potentielle d'un état
se trouvant en n’importe quel point du chemin sera donné par 1’aire sous cette courbe. On uti-
lise alors cette propriété pour construire un chemin de localisation respectant la conservation de
I’énergie.

Commencons par faire la liste des différentes énergies en jeu. A Tlissue de la phase élastique,
I’énergie totale du systeme est donnée par ’aire hachurée sous la courbe de la Figure 2.7. Un
calcul immédiat montre que cette énergie vaut %%%L. C’est donc cette quantité que 'on vou-
drait conserver a travers la discontinuité temporelle des champs. Une idée intuitive dans le cas
d’un snap-back au point de bifurcation serait de sauter comme le montre la Figure 2.8. C’est

précisément le type de chemin que 'on peut voir numériquement lorsqu’aucune précaution n’est
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o/oe
1-_

Fic. 2.7 - Energie totale du systeme a l'issue de la phase élastique

3
0 te

prise a déplacement imposé. Ce faisant, on ne conserve pas 1’énergie puisque ’énergie de 1’état
sur lequel on saute est inférieure strictement a celle qu’on avait a 'issue de la phase élastique
(voir Figure 2.8.). D’ailleurs on remarque que plus le snap-back est sévere, plus 'on perd de

I’énergie en choisissant ce type de bifurcation. Il faut en fait procéder autrement. L’idée est

0/0e o/oe
1+ 1t
| c 7 e
0 1 te 0 1 te

Fia. 2.8 — Chemin d’évolution ne respectant pas la conservation de ’énergie

présentée sur la Figure 2.9 : supposons par 'esprit que 'on décharge élastiquement un état en
phase d’endommagement dont la déformation moyenne soit supérieur a t. jusqu’a arriver a un
état (en phase élastique) ayant une déformation moyenne égale a t.. Puisqu’on a la liberté sur le
choix de I’état depuis lequel on réalise la décharge élastique, on fixe celle-ci en prenant cet état
de sorte a égaliser les deux aires hachurées de part et d’autre de la droite € = ¢, (voir Figure 2.9).
Le point d’intersection entre la droite de décharge et la droite € = ¢, est alors précisément 1’état
sur lequel on doit sauter pour assurer la conservation de I’énergie. On obtient alors le scénario

suivant d’évolution brutale
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o/oe

o
—

(1 -+
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Fia. 2.9 — Construction de la pseudo-ligne de Maxwell par égalisation des aires

1. La barre répond élastiquement jusqu’a la fin de la phase élastique en t = t..

2. La structure bifurque brutalement alors vers un nouvel état de méme énergie. La contrainte
chute dans la barre. Ce nouvel état consiste en une localisation brutale de ’endomma-
gement sur un support de taille finie. Cet état bifurqué se trouve en phase élastique. En
poursuivant le chargement, la barre continue de a répondre élastiquement jusqu’a atteindre

le temps de chargement t = =t,.

3. Pour t > Zt., la structure entre en phase d’endommagement et la localisation se met a

croitre. La contrainte décroit jusqu’a devenir nulle. On a alors rompu la barre.

On remarque par ailleurs qu’avec la construction proposée, en sautant a partir du point de
bifurcation vers un état localisé en phase élastique, on retrouve alors un état stable (puisque les

états en phase élastique sont stables). Au final, on aboutit a la

Propriété 2.16. Sous I’Hypothéses 2.14, l’énergie du systéme se conserve en cas de discontinuité

temporelle a l’issue de la phase élastique si et seulement si la longueur de la barre est telle que

L< n4\/m /1 Vw(B)dj L. (2.66)
Oele 0
Démonstration. Une condition nécessaire et suffisante pour conserver I’énergie est que 1’énergie
dissipée pour pour rompre la barre soit supérieure ou égale a ’énergie emmagasinée a 1’is-
sue de la phase élastique. L’énergie dissipée pour localiser 'endommagement jusqu’a rendre
la contrainte nulle est pour n localisations n/ fol QW df (voir Section 3.1.1). Puisque
I’énergie élastique contenue dans la structure a l’issue de la phase élastique vaut %%%L, on en
déduit la relation (2.66). O
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Pour la loi (p,q) = (4,2) assurant l'irréversibité et la convexité de £, la condition pour

satisfaire a tout moment le bilan d’énergie est donc d’avoir des barres de longueur telle que

V3t.

On voit donc que seules des barres qui ne sont pas trop longues vont pouvoir satisfaire a la

L.

conservation de I’énergie. On a donc une borne supérieure sur le domaine de validité du probleme
d’évolution quasi-statique. Pour des barres plus grandes, il faut revoir en amont le probleme.
Un choix pourrait étre d’abandonner les minimas locaux et de raisonner en terme de minimum
global. Néanmoins cela conduirait d’une part a “sauter” sur la branche localisée avant la fin de la
phase élastique et d’autre part de choisir nécessairement la demi-localisation qui cotite deux fois
moins d’énergie dissipée. On peut donc légitimement se poser des questions sur la pertinence de ce
choix. Une autre solution serait d’introduire une viscosité, qui a défaut d’étre d’origine physique
nous permettrait de régulariser a nouveau le modele. Enfin une autre derniére solution possible et
qui serait peut étre la plus viable serait de résoudre le probléeme en dynamique. On n’aurait alors
plus a se poser la question de la conservation de 1’énergie, celle-ci étant implicitement assurée
par la nécessaire régularité en temps des champs d’évolution. Cependant il est compliqué en
dynamique de trouver un équivalent au principe variationnel consistant & minimiser (localement

ou globalement) 1’énergie potentielle. La question est donc ouverte sur ce point.

2.4 Stabilité des états localisés

Les modes localisés dans les matériaux adoucissants étant plus la regle que l'exception,
I’étude de leur stabilité est un passage obligé. Cependant celle-ci présente un certain nombre de
difficultés supplémentaires en comparaison avec les modes diffus. A défaut d’étre exhaustif, on

va essayer d’apporter des éléments de réponse qualitatifs.

2.4.1 Des propriétés préliminaires

La stabilité étant une notion d’état pour un chargement fixé, on imagine a nouveau fixer
le temps et on enléve des grandeurs l'indice y faisant référence. On consideére toujours une
barre de longueur L suffisament grande, soumise a un déplacement imposé U. On suppose
quil y a n localisations entiéres ou une demi-localisation (dans ce cas n = 1/2) en phase
d’endommagement (le critére est donc atteint sur I'ensemble des localisations) réparties qu’on
appelle S; avec % < i < n le support de localisation. D’apres ce qui a été montré précedemment,
les profils de localisation sont identiques pour un état de contrainte donnée. En dehors de
ces zones le matériau est endommagé de facon homogene a la valeur «q : le critéere y est une

inégalité stricte et le matériau se décharge donc élastiquement.
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D’apres le Chapitre 1, les conditions du second ordre de l'item de stabilité (ST) portent
sur des fonctions d’endommagement admissibles & support inclus dans les zones o le critere est
atteint. Cet espace fonctionnel s’écrit D* = {8 € H'(0,L) |3 > 0, Supp(B) C Ui, S;}. Contrai-
rement aux états homogenes, on ne possede pas de formule explicite donnant mingeps R*(3) ot
le quotient de Rayleigh est donné par (2.21). La difficulté du calcul trouve plusieurs raisons :
tout d’abord le profil non homogene des états localisés fait que les conditions d’optimalité ap-
pliquées au quotient de Rayleigh conduisent a une équation différentielle linéaire du second ordre
a coefficients mon constants. En outre ces coefficients non constants font intervenir le profil des
localisations d’endommagement qui est donné de fagon implicite via la résolution de l'intégrale
premiere (2.53). Néanmoins, sans pour autant calculer explicitement le minimum, il est tout de
méme possible d’extraire quelques résulats généraux de stabilité propres aux états localisés. On

peut tout d’abord réduire le champ d’exploration des fonctions tests grace a la

Propriété 2.17. L’état a n localisations est stable pour un déplacement imposé U si (resp.
seulement si)

in R* > . >)1
Juin (8) > (resp. >)

ouD§ ={Be€ H(0,L)|8>0, Supp(B)C S} estle support d’une unique localisation choisie

parmi les n existantes.

Démonstration. Voir Annexe B O

Cette propriété nous permet donc de tester le quotient de Rayleigh uniquement qu’avec des
champs d’endommagement & support inclus dans une seule localisation. Cependant cela ne si-
gnifie pas que deux localisations (voir plus) sont instables. La propriété nous dit juste que la
meilleure fagcon de diminuer I’énergie potentielle d’un ensemble d’états localisés est d’endomma-
ger un peu plus une des localisations tout en laissant se décharger élastiquement les autres. Ce

résultat nous permet d’aboutir a la

Propriété 2.18 (Influence du nombre de localisations). Soit une barre ayant n locali-
sations entiéres. A contrainte fixée, le minimum du quotient de Rayleigh pour cet état est une
fonction décroissante du nombre de localisations. En particulier si un état a n localisations est

instable, tout état ayant un nombre de localisations supérieur le sera aussi.

Démonstration. Voir Annexe B O

On en déduit que la multiplication de localisations ne peut que dégrader les résulats de
stabilité. La derniere propriété que 1’on présente porte sur la stabilité d’une branche ayant un

snap-back dans la diagramme global contrainte-déformation moyenne. En effet on a la
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Propriété 2.19 (Instabilité du snap-back). Soit un état en phase d’endommagement avec

n localisations. Si cet état est en phase de snap-back alors il est instable.
Démonstration. Voir Annexe B ]

Ce résultat est identique a celui montré dans [13] pour les modeles cohésifs. Les conditions
d’optimalité du second ordre permettent donc d’affiner considérablement la selection de solutions

viables.

2.4.2 Stabilité des localisations au voisinage du point de bifurcation

Puisqu’il est compliqué détudier de maniere exhaustive la stabilité des états localisés, on

s’'intéresse a la stabilité de ces états localisés au voisinage du point de bifurcation. On va voir
voir que ’on peut y observer suffisament de cas de figures possibles pour appeler a la plus grande
prudence dans I’établissement de propriétés générales.
Au voisinage de la bifurcation, on linéarise les états localisés par rapport a la contrainte qui est le
parametre permettant de suivre continiment la branche localisée. Soit donc Uy le déplacement
au point de bifurcation et ag et g, respectivement ’endommagement et 1’état de contrainte
associé. Le quotient de Rayleigh pour les états respectant les conditions de stabilité du premier
ordre peut se linéariser pour un champ test donné par rapport a o et on trouve qu’a ’ordre 0,
celui-ci s’écrit

Eol? [p, B da + 28 (o0) aO) <fDo ﬁdHU)

Ro(B) = : (2.67)
(55’”(043)08 —w” ) fDo 3% dx
ol le support des n localisations se linéarise lui ausi et vaut
(0, L) pour un état homogene,
Do = ¢ (0, D(09)) pour une demi-localisation, (2.68)

Ui~ (z; — D(09),z; + D(00)) pour n localisations entieres.

La différence entre les différents modes d’endommagement tient uniquement au support des
fonctions tests, celles-ci devant étre nulles la ou le critere n’est plus atteint. En minimisant le
quotient de Rayleigh sur les espaces fonctionnels associés a chacun de ces supports, on aboutit

alors a la

Propriété 2.20. Au voisinage d’un point de bifurcation depuis l’état homogeéne a la contrainte
09, on observe suivant la nature de la localisation que

— l’état homogeéne et la demi-localisation sont stables si (resp. seulement si)

1
L < (resp. <) iLSB (2.69)
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— n localisations entiéres sont stables si (resp. seulement si)
L < (resp. <) Lsp. (2.70)
Démonstration. Voir Annexe B O
Or on sait d’apres le Corollaire (2.8) que n localisations sont susceptibles d’apparaitre si

2nD(0p) < L. On en déduit que le nombre maximal de localisations n* pouvant étre stables au

voisinage du point de bifurcation est donc donné par la formule

- [

ou [-] désigne la fonction partie entiere.

Examinons la valeur de cette quantité n* en détail. On sait déja que Lsp > 2D(0g) du fait que
mingepa/(oy Ry (B) = mingepi(o,)/{0y Ri(3)- On a donc nécessairement n* > 1. 11 existe donc
toujours des longueurs de barre permettant la stabilité d’une localisation entiere au voisinage de
la bifurcation. En revanche il ne semble pas claire que I’on puisse stabiliser plusieurs localisations.
Dans le cadre de la mécanique de la rupture avec un modele cohésif, des études similaires de
stabilité ont été menées. Pour des énergies de surface de type Barenblatt concave, il a été
justement montré rigoureusement dans [13] que deux fissures ou plus dans une barre en traction
a déplacement imposé sont nécessairement instables. Dans le cadre de ’endommagement, il est
difficile de trouver une borne supérieure a n* valable pour n’importe quelle loi. On regardera
donc dans la section qui suit sur un exemple les valeurs effectives que peut prendre cet entier
n*.

Par ailleurs, on note que bien que la perte de stabilité au point de bifurcation de la solution
homogene est concomitante d’une perte de stabilité de la demi-localisation, une localisation
entiere continue a rester stable au voisinage du point de bifurcation si on prend le soin de choisir
des longueurs de barre entre %LSB et Lgp. La conséquence est que la perte de stabilité d’une
branche (en l'occurence la branche homogene) ne s’accompagne pas toujours d’une évolution
brutale puisqu’on peut choisir de suivre contindment la branche a une localisation pour des
longueurs de barre entre 1/2Lgp et Lgp. En revanche si 'on choisit la branche a une demi-

localisation, I’évolution se fera brutalement.

2.4.3 Exemples

On reprend I'exemple de la famille des lois considérées dans I’Exemple 1 et on examine la
stabilité des localisations au voisinage du point de bifurcation. Un calcul direct de Lgp et de

D(o,) montre que le nombre critique de localisations pour lequel il existe des tailles de barre
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permettant leur stabilité autour point de bifurcation vaut

S B ) 2(p — )
" _{(IH—Q)Z—Fq—p}_[2+(p+q)2+q_p (2.72)

On voit donc que si p > ¢, on aura n* > 2 : deux localisations seront donc stables au point
de bifurcation pour des longueurs de barre telles que 2D(0.) < L < Lgp. Ce résultat est donc
contraire a ce qu’on observe avec les modeles cohésifs pour une énergie de surface concave.
C’est en particulier le cas pour la loi (p,q) = (4,2) qui respecte la condition d’irréversiblité.
Contrairement aux modeles cohésifs, il est donc possible avec le modele d’endommagement a

gradient de stabiliser deux localisations en choisissant correctement la loi.

Conclusions du Chapitre

On a pu constaté a travers cet exemple de barre sous traction simple toute la complexité
d’une modélisation rigoureuse des matériaux adoucissants. Le modele d’endommagement a gra-
dient accompagné de son cadre d’évolution énergétique semble étre un bon candidat en vue de
modéliser les dégradations dans ce type de matériau dans un cadre quasi-statique. On a montré
que celui-ci était capable de gommer une partie des défauts rhédibitoires des modeles locaux
concernant le phénomene de localisation. En effet, dans le cas du modele régularisé, les localisa-
tions d’endommagement ont toujours une taille de support finie et proportionnelle a la longueur
interne du modele. Ce faisant, ’énergie dissipée pour créer une localisation ne sera jamais nulle
et les résultats des simulations numériques ne seront pas a priori dépendantes du maillage.
Cependant, cette étude pointe surtout la trop grande richesse des comportements endommagés
due au caractére mal-posé intrinseque aux matériaux adoucissants. En variant le choix des lois
d’endommagement, la taille de la barre, voire le nombre de localisations, on a montré qu’il
était possible d’obtenir une multitude de diagrammes globaux force-déplacement (ou de fagon
équivalente contrainte-déformation moyenne) se différenciant par la présence de snap-back plus
ou moins forts ou par la possiblité de rompre la barre pour un déplacement fini ou infini. D’autre
part les effets d’échelle jouent un role prépondérant dans ’apparition de localisation. En effet, la
barre doit étre suffisament longue pour faire naitre une (voir plusieurs) localisation. Par ailleurs,
pour des barres trop longues, un snap-back dans le chemin de localisation au point de bifurcation
est irrémédiable. L’apparition de localisation(s) se fait alors brutalement.

Toute cette latitude de comportements fait que d’une part le choix des lois d’endommagement
est une étape primordiale a ne pas négliger si I'on ne veut pas se retrouver avec des comporte-
ments fantaisistes et que d’autre part 1'utilisation des 3 principes du probleme d’évolution que
sont l'irréversiblité, le critere de stabilité et la conservation d’énergie est obligatoire si 'on veut

affiner la sélection des solutions. En effet la seule application de I’équilibre mécanique et du
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critere d’endommagement conduisent a un ensemble de solutions bien trop grand pour pouvoir
étre gardé en I’état. En demandant aux solutions d’étre en plus des minimas locaux unilatéraux
de I’énergie potentielle (ce qu’exige le critere de stabilité), on est en mesure d’éliminer les états
en phase de snap-back ou bien les branches ayant un nombre excessif de localisations. D’un autre
coté la recherche de solutions régulieres en temps tel que I'exige I’évolution de I’endommagement
écrite sous la forme d’un systéme de Kuhn-Tucker faisant intervenir la vitesse d’endommagement
“&” restreint considérablement la plage d’utilisation du modele. En effet on a montré que pour
des barres assez longues ’apparition d’une localisation sera nécessairement brutale : I'utilisa-
tion du principe de conservation d’énergie permet justement de repousser les limites du cadre
d’application du modele puisque celui-ci s’accommode des évolutions non régulieres. Néanmoins
pour des barres de tailles trop longues, le respect du bilan d’énergie n’est plus possible et le
recours a la dynamique, voire une régularisation par 'introduction d’une viscosité, semble étre

inévitable.



CHAPITRE 3

Méthodes pour l'identification des

lois d’endommagement

Objectifs du Chapitre

L’identification des parameétres du modele d’endommagement est une étape fondamentale
dans l'optique d’une utilisation industrielle. Etant donnée la grande dispersion dont peuvent
faire preuve les données expérimentales sur un matériau comme le béton et le peu de courbes
expérimentales fiables, on doit veiller a avoir un modele ne présentant pas un nombre excessif
de parametres sous peine de rendre impossible I'identification. Le modele d’endommagement
a gradient qu’on a construit vise a modéliser des matériaux isotropes pouvant présenter un
comportement unilatéral. 11 dépend de 3 parametres si I'on a effectué le bon changement de
variable d’endommagement : une longueur interne indépendante de I’endommagement ainsi que
deux fonctions de 'endommagement que sont la loi de rigidité et la loi de dissipation.

On exploite dans ce chapitre les résultats théoriques établis dans les Chapitre 1 et Chapitre 2
en essayant de les relier a des données qu’on estime obtenables a partir d’essais expérimentaux
classiques e.g. éprouvette sous traction simple, voir [47]. Les applications numériques se font sur
le béton qui est le matériau de construction adoucissant par excellence.

Le premier objectif est d’estimer la valeur de la longueur interne. On s’appuie pour cela sur
une analogie énergétique entre les fissures en mécanique de la rupture et les localisations en
mécanique de ’endommagement.

Dans un second temps, on tente d’identifier les lois de rigidité et de dissipation. On exploite a
cette fin les courbes globales de réponse homogene qui permettent de remonter, par homogénéité
des champs, directement a des informations locales. Cependant, ces états diffus n’étant plus
stables pour des tailles d’éprouvette élevées (voir Chapitre 2), on étudie l'essai PIED [3] qui
est une version modifiée de 'essai de traction simple. Il consiste a fixer de part et d’autre
de I’éprouvette de béton des barrettes d’aluminium. Le but est de limiter les localisations de
déformation et de privilégier les états diffus. On tente de comprendre les mécanismes sous-
jacents a cet essai a travers des expériences numériques et une analyse asymptotique dans le cas

de barres de faibles épaisseurs.
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Choix de normalisation

Dans le Chapitre 2, le terme en gradient d’endommagement dans 1’énergie avait été normalisé
selon ) .
3Va - Va = §E0£2Voz Vo (3.1)

Ce choix a l'avantage d’étre "universel” et valable quelle que soit la loi. En particulier, les
résultats sur la stabilité des états homogenes dans le Chapitre 2 sont vrais méme pour des lois
avec une variable d’endommagement non bornée e.g. lois exponentielle en e~“. On se restreint
ici aux lois ayant une variable d’endommagement bornée par 1. Pour des raisons qui seront plus
claires dans la suite, on choisit alors de renormaliser le terme en gradient d’endommagement de
la fagon suivante

%ﬁVoz -Va = %wEQVa -Va avec w = w(l). (3.2)

On fait ainsi apparaitre la specific fracture energy w qui est la densité d’énergie pour endommager
jusqu’a la rupture un volume élémentaire de matériau, voir [15]. Ce faisant, I’énergie totale du

systeme se lit a présent
1, 1
Pi(u, o) = §w£ Va-Va+ iA(a)a(u) ce(u) + w(a) | du. (3.3)
Q

On raisonne dans tout le reste du Chapitre sur cette nouvelle forme normalisée de 1’énergie.

3.1 Quel choix pour la longueur interne ?

3.1.1 Le lien énergétique avec la rupture

Un des parametres des modeles a gradient d’endommagement qui fait débat du fait de sa
délicate justification est la longueur interne. Celle-ci étant introduite de fagon ad-hoc sans lien
direct avec la microstructure du matériau, on choisit donc de procéder a son identification en
continuant a raisonner a 1’échelle de la structure. En effet, on pourrait étre tenté de choisir une
des multiples “petites” longueurs existant a I’échelle de la microstructure (tailles caractéristiques
des vides, des microfissures) comme la longueur de régularisation. Néanmoins, aucune preuve
claire et rigoureuse a partir d’'une approche micromécanique n’a pu encore étre apportée pour
justifier la présence d’une longueur interne ainsi que des termes en gradient d’endommagement
dans la forme du travail de déformation.

L’idée est donc d’exploiter plutot le cadre énergétique et d’interpréter les localisations d’endom-
magement comme ’apparition de fissures (au sens de la mécanique de la rupture).

L’étude dans le Chapitre 2 de la barre en traction simple offre le cadre idéal pour mettre en
place cette équivalence énergétique. On calcule en premier lieu I’énergie dissipée pour créer une

localisation conduisant & contrainte nulle (et ayant donc rompu la barre en 2). Dans un second
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temps on comparera cette énergie a la densité d’énergie de surface utilisée classiquement en
rupture pour créer une fissure. On veille ici a considérer une localisation entiére et non pas une
demi-localisation. En effet on évalue mal I’énergie dissipée dans le cas de cette derniere puis-
qu’elle cotite deux fois moins en énergie du fait de son support de taille moitié moindre. On a
vu qu’un état localisé (u, ) pouvait se paramétrer contintiment & partir de la contrainte dans la

barre o. L’énergie totale de cet état localisé est donc une fonction d’un parametre (la contrainte)
L1 ~p2 12 1 2
Po:o '—>/ §w€ a4+ 55(04)0 + w(a) dx. (3.4)
0

On suppose par ailleurs que la localisation nait depuis un état d’endommagement homogene a
la valeur o qui correspond a la valeur critique correspondant & la fin de la phase durcissante.
En effet il n’est ni anecdotique ni superflu de faire le calcul a partir d'un endommagement diffus
g plutot que depuis I'état sain. Pour des matériaux strictement adoucissants, il est vrai que les
effets d’échelle font que pour des grandes barres, on localisera quoi qu’il arrive a la fin de la phase
élastique et on ne pourra observer cet état d’endommagement diffus. Ceci n’est néanmoins plus
vrai dans le cas des matériaux ayant au préalable une phase durcissante comme il est observé
sur certaines expériences sur du béton (voir [53]). On reprend alors les équations (2.45)-(2.46)

établies au Chapitre 2 donnant le profil d’une localisation entiére pour un état de contrainte o

Pr = ( 5Se0o” + wlan) ) L+2 [ (wla(o) - wlan) d (35)

En utilisant la symétrie de la localisation par rapport a son centre puis en faisant le changement

de variable o := a(x) (qui est bien monotone sur la moitié de la localisation), on obtient

) w(B) — w(a)

g o) ag. (3.6)

P, — (;S(ao)ag + w(a0)> L4

En faisant tendre o vers 0, on obtient alors ’énergie dissipée pour rompre une barre initialement

saine en deux parties endommagées a la valeur ay,

1
Po = w(ag) L + 2\/52/ Vi (w(B) — w(ag)) dj. (3.7)

On fait ici I'hypothese que I’énergie dissipée w(agp)L pour endommager de fagon diffuse la struc-
ture a la valeur ag n’entre pas en compte dans le processus de rupture de la barre et donc dans

le calcul de la ténacité. On obtient alors que

1
Go =22l | /i{w(B) ~ wlaw) ds, (3.8)
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d’ot1 on déduit la valeur de la longueur interne en fonctions des parametres matériaux

Ge

0=
2v2 [ \Ji(w(B) — w(an)) dp

3.1.2 Applications

Pour illustrer la pertinence de cette équivalence, on considere ici I’ensemble des lois d’en-
dommagement strictement adoucissantes ayant pour point commun une densité d’énergie de

dissipation linéaire en ’endommagement et donc pouvant s’écrire
w(a) = wa, (3.10)

ou w peut étre défini comme la specific fracture energy, c’est a dire la densité d’énergie pour
endommager jusqu'a rupture, voir [15]. Les lois étant supposées strictement adoucissantes, des
localisations surviennent nécessairement a la fin de la phase élastique pour des barres suffisament
longues, voir Propriété 2.3. Un calcul direct de la ténacité ainsi que de la taille finale de la

localisation donne
W2 5 2w
g =
< 50)

On trouve bien le lien de proportionnalité utilisé dans la littérature. Cette relation est valable

. (3.11)

pour n’importe quelle loi ayant une loi de dissipation linéaire en «.
On calcule a présent ce jeu de parametres pour le béton a partir des données expérimentales
issues de [3, 15] (ces valeurs sont approximatives et peuvent présenter une dispersion assez

importante dans le cas de la densité d’énergie de surface),
Ey =29GPa, oe = 4.5 Mpa, G.="T70N/m. (3.12)
A partir de ces valeurs, on calcule les deux longueurs du modele, & savoir 0 et D(0),
2D(0) = 106 mm, / = 38mm, 1 = 698 N /m?>. (3.13)

On trouve donc une longueur interne qui est de l'ordre de la taille d, d’'un agrégat de béton.
En effet pour un béton classique la taille d'un aggégat varie entre 10 mm et 40 mm. Cette
équivalence énergétique donne donc des résultats qui sont en accord avec la taille caractéristique
de la microstructure. Cette épaisseur de localisation qui est de 'ordre de la dizaine de centimetres
ne se voit pas a I'ceil nu sur I’éprouvette : ce que 'on constate visuellement a l'issu de 'essai
est la zone rompue qui correspond i) en 3D & une surface, ii) en 2D a une ligne, iii) en 1D & un
point, ot '’endommagement a atteint sa valeur ultime. Pour pouvoir déterminer cette épaisseur

de localisation, il faut procéder a des mesures expérimentales avancées (ultrasons, mesure des
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champs par corrélation d’images) autour de la zone entourant la fissure. La encore, du fait de
la microstructure compliquée et aléatoire du béton, ces mesures locales doivent étre prises avec
une grande précaution.

On continue d’examiner les méthodes d’identification que nous offre ’analyse théorique du
modele en examinant dans la Section les méthodes permettant de remonter aux lois de rigi-

dité et de dissipation.

3.2 Utilisation du diagramme de stabilité pour ’identification

Outre la longueur interne, les autres parametres du modele a déterminer sont la loi de
rigidité a — A(«) et la loi de dissipation « — w(«). Ces fonctions sont des propriétés locales du
matériau puisqu’elles ne font intervenir que la valeur de ’endommagement au point matériel.
Puisqu’il n’est pas possible d’envisager une expérience au niveau d’un point matériel, 'idée est
de délocaliser au maximum linformation au niveau d’une zone d’intérét. A la limite ot I'on
arrive a rendre ces états diffus sur 'ensemble de la structure on a obtenu précisément des états
homogenes.

Dans le cas unidimensionnel, la loi de rigidité se réduit a la loi scalaire o — E(a). On a donc deux
fonctions scalaires a identifier. Or on a été en mesure d’exhiber analytiquement deux diagrammes

pour les états homogenes qui sont

— la courbe contrainte-déformation,

— le diagramme de stabilité en termes d’effets d’échelle.

Tandis que le diagramme contrainte-déformation est souvent employé dans la littérature pour
construire des lois d’endommagement (voir Chapitre 1 pour la construction de plusieurs types de
lois), le deuxiéme diagramme est, on I'estime, un élément clé dans 'optique d’identifier les deux
fonctions d’endommagement. On examine sur deux exemples successifs 'utilité de ce diagramme
dans le cas d’un essai de traction a déplacement imposé a la valeur tL (¢ désignant ’allongement

de la barre mais aussi la déformation moyenne dans la barre).

Exemple 1. Pour commencer, on considere la loi d’endommagement
E(a) = Eo(1-)?,  w(a)=da. (3.14)

Selon cette loi, la contrainte et I’allongement limite d’élasticité se lisent

oo = VWEy,  teVWEy = % (3.15)
0
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Le diagramme contrainte-déformation pour la branche homogene a déja été étudié dans la Section

1.1.5.2. Celle-ci se lit
ot pour t <,

Ot = t 3 (316)
Oe (e> sinon.

t

Ce qui nous intéresse ici est plutdt son diagramme de stabilité. En appliquant la Propriété 2.3
(ou 'on aura veillé a remplacer Ey par w en vertu de la nouvelle normalisation), I’état homogene

sera stable pour l'allongement ¢ si (resp. seulement si) la longueur de la barre est telle que
47 teé
3V3t

Sur la Figure 3.1, on représente le diagramme de stabilité pour cette loi. On y constate plusieurs

L < (resp. <) (3.17)

L/l

Stable Instable

47
3v3

/

}—l -
~
)

0

Fia. 3.1 — Stabilité des états homogenes pour la barre en traction simple

4
3v3
instable des la fin de la phase élastique : la barre localisera et il sera impossible d’observer ces

points. Tout d’abord si la longueur de la barre est plus grande que 7, Vétat homogene sera
états homogenes. Pour pouvoir observer des états homogenes, il faut nécessairement choisir des

longueurs de barre inférieures a %E. Dans ce cas, la branche homogene est stable a l'issue de

la phase élastique. Cependant, une fois atteint I’allongement ;ﬁ/éfz, la branche homogene rede-

vient instable et une localisation apparait. Puisque ’observabilité des états homogenes est fixée
par les effets d’échelle, on en déduit qu’il suffit de prendre une famille de barres de différentes
tailles et de mesurer pour chacune d’entre elles ’allongement caractéristique a l'issu duquel une
localisation apparait. En comparant le diagramme théorique et le diagramme expérimental, on

pourra vérifier la pertinence de la loi d’endommagement. Bien entendu, cela suppose que dans
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la réalité que la structure privilégie les minima locaux et ne quitte la branche homogene que
lorsque celle-ci perd sa stabilité.

Par ailleurs on insiste sur le fait que ce diagramme de stabilité apporte bel et bien des in-
formations complémentaires au diagramme contrainte-déformation. Pour cela, on exhibe une
famille de lois ayant le méme diagramme contrainte-déformation mais exhibant des diagrammes
de stabilité différents.

Exemple 2. On considere la famille de lois d’endommagement indexée par l'indice p,
E(a) = Ey(1—a)?,  w(a) =1 — (1 —a)?/?). (3.18)

Cette famille a la particularité d’avoir pour les états homogenes le méme diagramme contrainte-

déformation. Quel que soit 'indice p, la contrainte et I'allongement limite d’élasticité se lisent

oo = /0By,  t~NWEy = 2°. (3.19)
Ey
En appliquant les formules (2.31) et (2.32) donnant la relation contrainte-déformation, on trouve

la loi considérée précédemment i.e.

ot pour t <,

Ot = t 3 (320)
Oe (;) sinon.

On constate donc que pour cette famille de lois qu’il est impossible de différencier deux lois
associées a deux indices distincts a partir du diagramme contrainte-déformation. Le seul moyen
est de faire appel au diagramme de stabilité. En appliquant de nouveau la Propriété 2.3 (ou I'on
aura encore veillé a remplacer Ej par @ en vertu de la nouvelle normalisation), I’état homogene

sera stable pour un allongement ¢ si (resp. seulement si) la longueur de la barre est telle que

8 te 4/p=1
L < (resp. §)3\/§p (t) l. (3.21)
Sur la Figure 3.2, on représente le diagramme de stabilité pour différentes valeurs de p. On
remarque que les diagrammes de stabilité sont fortement modifiés, selon le choix de l'indice,
non seulement dans la forme de la courbe mais surtout dans l'interprétation mécanique que 1’on
peut en faire. En effet pour la loi d’indice p = 4, le comportement est binaire : pour L > 27/3/3
la branche homogene est instable des la fin de la phase élastique tandis que pour L < 27/ 3V/3,
la branche sera stable jusqu’a l'issue de 'essai. Pour p = 8, bien que l'instabilité de la branche
homogene a ’issue de la phase élastique intervient pour des barres de plus petites longueurs, on a

en contrepartie un regain de stabilité pour des temps longs quelle que soit la longueur de la barre.
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F1a. 3.2 — Stabilité des états homogenes pour la famille de lois (3.18) différentes valeurs de p

On voit donc qu’a partir du mécanisme d’endommagement que 1'on observe
expérimentalement (endommagement diffus ou localisé) pour différentes tailles de barre, on doit
étre capable de reconstruire ce type de diagramme. Dans le cas out I’on est en mesure d’observer
un état homogene jusqu’a la ruine de la structure, les relevés des données force-déplacement
fournissent le diagramme contrainte-déformation. Cependant, selon les lois d’endommagement,
il n’est pas toujours possible d’observer la branche homogene jusqu’a l'issue de ’essai, celle-ci
devenant instable tot ou tard. Dans ce cas, le diagramme contrainte-déformation est incomplet
et il devient difficile d’identifier les lois d’endommagement & partir de données seulement par-
tielles. De plus, bien qu’il soit toujours possible en théorie de stabiliser la branche homogene en
prenant des barres de plus en plus courtes, il est en pratique difficile voire impossible de créer des
éprouvettes de béton de taille comparable a celle d’un agrégat. Il faut donc repenser en amont
I’essai de traction simple. On s’appuie pour cela sur I'essai PIED dont on examine les propriétés

dans la section qui suit.

3.3 L’essai PIED

3.3.1 Modélisation
3.3.1.1 Introduction

L’essai PIED (Pour 'Identification de 'Endommagement Diffus) proposé par Bazant et

Pijaudier-Cabot [3] est une modification de l’essai sous traction simple visant a assurer une
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homogénéité du champ de déformation dans le béton. L’idée est de coller des barrettes d’alumi-
nium a une éprouvette en béton. Grace a la rigidité suffisament élevée de I’aluminium on espere
empécher ainsi la formation de localisations (correspondant a une macrofissure) au profit d’un
endommagement homogene dans la structure (correspondant & des microfissures). Cet essai a
été repris par Ramtani et al. [53] pour mettre en évidence ’effet unilatéral du béton caractérisé
par la refermeture des microfissures quand celles-ci sont mises en compression. En effet, si on
est capable d’endommager de maniere diffuse le béton en traction, en faisant le chargement
inverse qui consiste & mettre en compression 1’éprouvette, on devrait étre capable d’observer sur
la courbe force-déplacement la restauration de raideur due a la refermeture des microfissures.
Les études expérimentales ont donné des résultats encourageants bien qu'une modélisation de
I’essai ainsi qu’une explication quant & son fonctionnement n’aient pas été réellement avancées.
On se propose de comprendre sous ’angle de notre modele d’endommagement et en particulier
de celui de concept de stabilité les raisons pour lesquelles la structure choisit de priviliéger

I’endommagement diffus plutét que la localisation.

On choisit de modéliser I’essai en dimension 2. On considére deux matériaux isotropes : 'un
est élastique linéaire tandis que 'autre est élastique endommageable. On vient alors coller deux
barrettes de longueur L et d’épaisseur e; faites du matériau incassable a une éprouvette de
longueur L et d’épaisseur 2e,, faite du matériau endommageable. On a donc au final une barre
composite qui occupe dans R? un espace Q = (0, L) x (—e/2,e/2) ot L et e = 2(ef+e,,) désignent
respectivement la longueur de 1’éprouvette et son épaisseur. On appelle aussi respectivement
Q= (0,L) X (—€m,em) et Qf = (0,L) x (—€/2, —ey,) U (em, e/2) les domaines qu’'occupent le
matériau incassable et le matériau endommageable.

Définissons énergétiquement chacun des 2 matériaux. Le matériau incassable a une loi de Hooke
Ay caractérisée par un module de Young Ey et un coefficient de Poisson v;. Sa densité d’énergie
de déformation se lit donc

Wy(e) = %Afa ‘€. (3.22)

Le matériau endommageable est quant a lui caractérisé par sa densité d’énergie de déformation
non-locale

1. - 1
Win(e, o, Va) = Ewmﬁva Vat 5 Am(a)e - + wn(a) (3.23)

ou la loi de Hooke oo +— A,,(c) n’est affectée par I'endommagement qu’au travers du module
de Young a — E,,(a), le coefficient de Poisson v, étant supposé constant. On suppose avoir
un endommagement ultime normalisé a la valeur 1. On appelle w,, la specific fracture energy
définie par w,, = wn,(1).

Le dispositif d’essai est représenté schématiquement sur la Figure 3.3. On raisonne a déplacement
imposé et on souhaite réaliser I’évolution quasi-statique du systéme. Au niveau du bord droit de

la structure, le déplacement normal est prescrit par une machine a la valeur U; = tL, ou t peut
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L

Fi1G. 3.3 — Schéma de 'essai PIED

s’identifier au temps de I'expérience. A Dextrémité opposée en z = 0, le déplacement normal est
fixé a 0. Les bords latéraux de la structure ainsi que les composantes tangentielles de 'effort
au niveau des deux extrémités sont libres d’effort. On en déduit alors les espaces d’admissiblité

pour les déplacement et ’endommagement

C(y) = {u € Hl(Q,RZ) |u(0,-)-e1 =0, wu(L,-)-e; = 0}, (3.24)
D={aec H(QR)|a>0}.

L’énergie totale d'un état admissible (u,«) € C(U) x D pour un allongement ¢ se lit alors

1 1. - 1
Pi(u,a) = o, §Afz—:(u) ce(u) dr + /m (imeQVoz -Va+ §Am(a)s(u) ce(u) + wm(a)) dzx.
(3.25)

Avec comme choix d’espace d’admissibilité pour 'endommagement (3.24), on aura des conditions
aux limites naturelles de type wmf?Va -n > 0 pour I’endommagement a l'interface entre les

différents matériaux. L’endommagement sera donc libre de se développer en ces points.

3.3.1.2 Recherche de solutions homogenes

On regarde s’il est possible de construire des états homogenes d’endommagement dans le
cadre de l'essai PIED tels que ceux-ci vérifient 1’équilibre mécanique et le critere d’endom-
magement. Supposons que pour un allongement ¢t donné qu’il existe un état de déplacement-
endommagement vérifant 1’équilibre et le critere tel que les champs de déformation et d’endom-
magement soient homogenes de valeurs respectives ; et ay.

Dans ce cas, en utilisant la relation de comportement dans chacun des matériaux et I’ho-
mogénéité des champs de déformation et d’endommagement, on en déduit que le champ de

contrainte o; est homogeéne dans chacun des matériaux. Puisque les bords latéraux et la compo-
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sante tangentielle aux extrémités sont libres d’effort, on en déduit que

om 0 or 0
= dans et o= dans Q. 3.26
On en déduit par la relation de comportement que
E 0 E; 0
€t = ( m/ 0m<at) 0 > dans Q,, et & = ( Jfé ! 0 ) dans Q. (3.27)

Par ailleurs la déformation étant homogene, le déplacement u; en tout point de la structure est
de la forme wu; : x — g2 ou x désigne le vecteur de coordonnées du point. En appliquant d’une
part les conditions aux limites associées au chargement en x7; = 0 et 17 = L, puis les conditions
de raccord du déplacement aux interfaces entre le matériau incassable et endommageable, on

trouve que
9f _ _9m
Ef Em (Oét)

f Im

g
— ¢ o _, _9m
B T B

(3.28)

Or ceci n’est possible que si les coefficients de Poisson des deux matériaux sont identiques.
Supposons alors que les matériaux aient le méme coefficient de Poisson i.e. vy = vy, = v.
Dans ce cas, toutes les équations de I’équilibre mécanique sont vérifiées. Reste a trouver la
forme de «y. Une application directe du critéere d’endommagement %A’ (a)er - e+ w'(ag) >0
montre que de fagon similaire en 1D, que le champ d’endommagement «; est nul tant que

t <te=+/2w!,,(0)/E! (0) et est donné pour ¢ > t. par I’équation implicite

2w, (o)

t? = B () (3.29)

En appelant F; la force par unité de longueur mesurée a I'extrémité de I’éprouvette et valant en

I’occurence dans le cas de ’état homogene
F, = (efEf + emEm(oy))t, (3.30)

on peut remonter a la relation contrainte-déformation dans le matériau endommageable

_ Ft — €fEf

€m

Ep(oy)t (3.31)
On en déduit que dans le cas ou les coefficients de Poisson des deux matériaux sont égaux, il
existe donc bien un chemin d’endommagement homogene qui vérifie les conditions de stabilité
du premier ordre. Si les coefficients de Poisson sont différents, ’absence de compatibilité entre les
déplacements aux interfaces fibre-matrice fait que des états strictement homogenes ne pourront

jamais étre observés.
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3.3.1.3 Essais numériques

La résolution est formellement identique a celle employée pour la simulation numérique de
I’approche variationnelle de la rupture. Celle-ci a été développée initialement par Bourdin et
collaborateurs [7, 8, 2] pour la simulation de I’approche variationnelle de la rupture. On rappelle
les grandes lignes de la démarche avant de ’appliquer a I’essai PIED.

La simulation numérique du probléeme passe par la discrétisation de l'intervalle de temps de
I'expérience [0, 7] en un nombre fini N + 1 d’allongements notés {t;}¥, avec un pas temporel
At uniforme. La résolution se fait de fagon itérative : a partir des champs (u;—1, @;—1) calculés
au temps t;_1 on cherche les champs (u;, ;) au temps ¢; vérifiant 1’équilibre mécanique ainsi
que le critere d’endommagement, c’est a dire vérifiant sous forme variationnelle le probleme sous

contrainte suivant
P{Z(uz, ai)(v — ui,ﬁ — Oéi) 2 0 V(’U,ﬂ) c C(tz> X 'DZ', (3.32)

ot D; = {a € HY(Q) : a(x) > a;_1 p.p.}. Les conditions du second ordre pour s’assurer
numériquement d’avoir trouvé un minimum local unilatéral ainsi que la vérificiation du bilan
d’énergie (en cas d’évolution discontinue) sont particulierement difficiles & mettre en ceuvre et
mériteraient un chapitre a elles seules. Elles ne seront donc pas explorées ici.

La résolution de (3.32) se fait a aide d’un algorithme de minimisation alternée. En effet
la fonctionnelle P;, n’est pas convexe en la paire (u,«) pour des matériaux adoucissants.
Cependant elle est convexe en chacun des arguments : la convexité par rapport au déplacement
est assuré par 1’élasticité positive du matériau tandis que que la convexité par rapport a
I’endommagement provient de 1’écrouissage positif en déformation (en supposant que wp,
soit convexe, voir Proposition 1.5). Pour un temps donné on minimise donc par rapport au
déplacement a endommagement fixé puis par rapport a ’endommagement a déplacement fixé
jusqu’a convergence. On est alors assuré de vérifier (3.32). En revanche on ne peut rien garantir

sur la stabilité de 1’état. Dans les faits, I’algorithme se lit comme suit

e Initialisation : Poser (u(9, a(9) := (u;_1, i_1)

e Itération p :

1. Calculer,
u®) := argmin Py, (u, P~ 1) (3.33)
u€C(t;)
2. Calculer,
o .= argmin Py, (u'?), a) (3.34)
a;—1<a<l

e Fin : Répéter jusqu’a ce que [|a?) — oP~D|| < 6;. Poser (uj, ;) == (u®), alP)).
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Le parametre 7 est la tolérance pour le critére de convergence. On utilise pour la simulation
2D le code de calcul écrit par Blaise Bourdin pour I'approche variationnelle mécanique de
la rupture, voir [7]. Le probleme est discrétisé en espace par des éléments finis classiques
triangles linéaires. Ceux ci ont 3 degrés de liberté par noeud (2 pour le déplacement et 1
pour ’endommagement). Ce code est implémenté sous Matlab et fait appel pour 'assemblage
des matrices a des routines écrites sous Fortran et C. La résolution du probleme d’élasticité
se fait a l'aide de solveurs linéaires classiques tandis que le probeéme de minimisation de
I’endommagement se fait a ’aide de la Toolbox d’optimisation de Matlab. Cette méthode
permet de résoudre des structures a grands nombres de degré de libertés (jusqu’a 200000).

Pour des calculs intensifs, une version parallélisable du code a été développé par Bourdin, voir [6].

Dans le cadre de I'essai PIED envisagé par Ramtani et al. [53], les dimensions de I’éprouvette
sont les suivantes

L =160mm, ef=8mm, e, =20mm.

On reprend les valeurs du modele (3.12) avec en outre un module de Young pour I’aluminium
égal a 70 Mpa. On considere que les modules de Poisson sont égaux de fagon a pouvoir comparer
les résultats numériques a la branche homogene trouvée analytiquement. Le pas de temps est
fixé & la valeur At = 0.01. L’essai numérique se passe alors comme suit :
— de t =0. jusqu'a t = 1., la réponse est élastique et 'endommagement est nul, voir Figure
3.4.

Endommagement
|O'|2||||(|Ji5|||0'7|5||“
0 1

Fia. 3.4 — Profil d’endommagement dans la partie endommageable de 1’essai PIED a ¢t = 0.7

—det=1.at=2.23 'endommagement croit dans la structure de facon homogene, voir
Figure 3.5. A t = 2.23, la structure est endommagée & la valeur 0.79.

— at = 2.24 a lieu une bifurcation qui consiste en 'apparition de 2 localisations, voir Figure
3.6. Tandis que ces localisations croissent, I’endommagement environnant reste a la valeur
0.79 d’ou a eu lieu la bifurcation.

En plus de cette simulation de l’essai PIED, on effectue une autre simulation numérique

de traction simple sur I’éprouvette de béton seule. On peut ainsi mettre en évidence les effets
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Endommagement
0.25 0.5 O.|75

I N B B R
0 1

Fic. 3.5 — Profil d’endommagement dans la partie endommageable de I'essai PIED a t = 1.5

Endommagement
0.25 0.5 O"7|

L
1

0

F1a. 3.6 — Profil d’endommagement dans la partie endommageable de I’essai PIED a t = 2.37

bénéfiques des barrettes d’aluminium sur le champ d’endommagement apparaissant dans la
structure. Pour cet essai, on constate numériquement une localisation de ’endommagement des la
fin de la phase élastique. La barre est alors rompue en 2 morceaux et I’essai est terminé. A partir
des données récupérées de ces deux simulations, on représente sur la Figure 3.7 la contrainte
moyenne dans le matériau endommageable en xo5 = L. On compare les valeurs obtenues a
celles théoriques que 'on aurait dans le cas d'un endommagement homogene. On remarque que
dans le cas d’éprouvette de béton sans renfort, la contrainte chute comme attendu a 0 des la
fin de la phase élastique. En revanche, dans le cas de I'essai PIED, la branche homogene est
suivie correctement par la branche numérique jusqu’a t = 2.24 ou 'algorithme préfere localiser

I’endommagement plutot que de continuer a suivre la branche homogene.

3.3.2 Etude du cas a faibles épaisseurs

Il est compliqué d’étudier la stabilité des états homogenes pour une structure dont 1’épaisseur
transverse est comparable a la longueur interne. On choisit donc ici de simplifier le probleme en
regardant le comportement de la structure lorsque 1’épaisseur e de la structure est petite devant
la longueur de la barre L ainsi que la longueur interne au modele /.1 s’agit donc d’un étude
asymptotique dans laquelle le parametre d’élancement de la barre n = e/L va jouer le role de

“petit” parametre dans I’étude asymptotique qui va suivre. Il est possible dans ce cas la d’étudier



3.3. L’essai PIED 115

1 1

0.8 0.8

£ 0.6 % £ 0.6
< <©
~~ ~

o 0.4f 5 0.4

0.2 0.2

05 1 15 2 0 1 2 3 4
t/Em t/Em

FiGc. 3.7 — Comparaison des contraintes moyennes en bout de barre en fonction du temps pour
I'éprouvette seule de béton (Gauche) et 1’essai PIED (Droite) pour la branche homogeéne analy-
tique (Verte pointillée) et numérique (Bleu)

la stabilité des états homogenes voire de mettre en évidence des modes d’endommagement assez

surprenants.

3.3.2.1 Le modeéle réduit

Dans une premiere étape, on choisit d’adimensionner le probleme afin de pouvoir comparer
les ordres des différents termes du développement entre eux. On transporte tout d’abord les

domaine réels €, €, ; vers des domaines normalisés définis par

Q- Q=(0,1) x (=1/2,1/2), (3.35)
Q= Qo = (0,1) X (=Xm /2, Xm/2), (3.36)
Qf = Qp = (0,1) x (=1/2,=xm/2) U (xm /2, 1/2) (3.37)

ol Xm = em/(em + ey) désigne la fraction volumique de matrice (la fraction volumique de
fibre valant xy = 1 — x,,). Ce transport se fait moyennant le changement de coordonnées
(y1,92) = (z1/L,z2/€) ot (y1,y2) représente les nouvelles variables dans le domaine Q. On peut

aussi renormaliser les déplacements suivant la regle

(3.38)

we H (QR?) i€ H (Q,W); w(zr, w2) = Li (”31 @)

L’ e
La variable d’endommagement étant déja normalisée et sans unité, celle-ci se transporte simple-

ment vers le domaine normalisé €2,

joN

ac HY(R) — ae H (Q,]R) C afz,32) = (% %) . (3.39)
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On écrit a présent 1’énergie totale normalisée dans les nouvelles variables,

- 1 1. 2 1
Pi(u,a) = / §Af€"(ﬁ) ~e(a) dy —|—/~ iwmﬁvnd -V'éa + §Am(d)€”(ﬁ) (@) + wm (@) dy,
o m
(3.40)
ou les opérateurs linéaires de déformation et de gradient se transportent selon la regle
e =L(VT+TVT) avec V"= (04,0 10y,). (3.41)

L’objectif est alors de chercher le modele asymptotique lorsque le rapport n = e/L devient
petit devant ’autre rapport de longueur / /L. Plus précisément on veut obtenir les équations
asymptotiques que vérifient les points critiques de 1’énergie et remonter a partir de la a la
forme de I’énergie du modele réduit. Il existe bien entendu d’autres outils permettant d’obtenir
le moderle réduit tels que ceux reposant sur la notion de I'-convergence. Cependant ceux-ci
garantissent seulement la convergence des minima globaux. Etant ici intéressés par la stabilité
des états homogenes qui peuvent étre des points critiques instables, il est préférable de ne pas
utiliser cette notion de convergence. On raisonne donc formellement a partir des équations fortes
qui caractérisent les points stationnaires du probleme avant de passer a la limite dans celles-ci.
On ne suppose pas que les coefficients de Poisson sont identiques dans les matériaux. On fait
tout d’abord les

Hypothéses 3.1. Soient (a",6",&") un triplet de champs de déplacements, de contraintes et
d’endommagement vérifiant ['équilibre mécanique ainsi que le critére d’endommagement. On
suppose que ces champs se développent asymptotiquement pour n = e/L petit de la fagon sui-

vante,

" =a +nat + ...
" =5 +net 4+ ... (3.42)

a’=a+nat+...

On suppose en outre que l’énergie totale de l’état point stationnaire (u",6",a") est bornée

indépendamment de n par celle de I’état admissible (ty;e1,1),
Pi(a",a") < Py(tyrer,1) = O(1). (3.43)

Sous ces hypotheses, les champs asymptotiques continuent a satisfaire un probléeme varia-

tionnel. En effet on a la

Proposition 3.2 (Probléeme asymptotique a petite épaisseur). Les champs asymptotiques

&g et @) sont indépendants de yo. On pose alors a(y1) = a®(y1,ye) et u(y1) = @i (y1,y2). Ce
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couple (@, &) est un point stationnaire de la fonctionnelle Py sur C(t) x D et satisfait pour un

allongement t ’inéquation variationnelle

Pi(u,a)(v —u, 3 —a) >0, V(v,8) € C(t) x D. (3.44)
L’énergie totale unidimensionnelle P; est définie par

ﬂ'@ﬁ%ﬁ/l]x1ﬂEZW+1WIE+X-E(®MQ+X100% dy  (3.45)
. ) 0 2mmL2 2 ff mLm mWm .
é(t)X@HR

ot les espaces fonctionnels réduits sont définis par C(t) = {v € H'(0,1) : v(0) =0, v(L) =t} et
D= {8 e H(0,1): Aly) = 0}.

Avant de donner une preuve de cette proposition, on remarque que le coeflicient de Poisson
n’a pas d’influence sur le terme d’ordre dominant du probleme asymptotique. Cette énergie
réduite ne differe de I’énergie (2.5) d’une barre 1D purement endommageable que par la présence
d’un terme d’élasticité résiduel x y E'y provenant du matériau incassable. La forme de cette énergie
est plutot intuitive puisqu’elle correspond a moyenner dans 1’épaisseur les rigidités de chaque
matériau. On étudie alors les propriétés des solutions de ce probleme, le but étant de mieux

comprendre lorigine de la stabilité des états homogenes pour I'essai PIED.

Démonstration. Le triplet (ua",6", &") vérifiant par hypotheses les équations d’équilibre ainsi

que le critere d’endommagement, celui-ci satisfait le systeme d’équations suivant

Equilibre dans Q o —dive"=0 (3.46)
Loi de Cpt dans Q : 0 = Agey(u) (3.47)
Loi de Cpt dans Q,, @ &7 = Ay (@")e, (@) (3.48)
~2
~ ¢ 1
Critere dans £, D= wmz Apa + 514%(64”)5”(11) M@ +wl (@) >0 (3.49)

ainsi que les conditions aux limites

af(0,y2) = @(L,y2) =0 (3.50)
0"(y1,£1/2) -e2 =0 (3.51)
e1-0"(0,y2) - e = e1-6"(L,y2) - €2 = 0. (3.52)
V& (y1, £1/2) - (£es) >0 (3.53)
V1a"(0,y2) -e1 <0 et V'aN(L,y2)-e1 >0 (3.54)

L’obtention des équations qui régissent le modele asymptotique se fait en injectant le
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développement (3.42) dans les équations (3.46)-(3.52) puis en identifiant les termes de méme

ordre en 7. On isole tout d’abord les termes dominants dans chacunes des équations (3.46)-

(3.52) :

Equilibre mécanique :

Ordre -1 : &0, 2=0, 6[2)272 =0 dans (3.55)

Loi de comportement :

Ordre -1: @5 =0, U9 =0 dans (3.56)
a(l),l = %091 - %532

Ordre O : @72 = %&82 _ %5?1 (3.57)
Uy + f&z = 13#a%

oli les coeflicients E et v prennent les valeurs Ey et vy ou E,, (o) et vy, () selon appartenance

au domaine ¢ ou au domaine Qm (6g dépendant a priori de x).

Conditions aux limites :

49(0,72) = 0, @(L,y0) = tL
Ordre0: 4 10%2) (L) (3.58)
Y(y1,£1/2) -e2 =0, e1-6%0,y2) e2=eq1 -6°(L,y2) ez =0.

Examinons les conséquences de ces relations sur la forme des champs. On déduit de (3.55) que
5% et 69, sont indépendants de la variable transverse yo. En utilisant les conditions aux limites
de bord libre en yo = £1/2, les champs de contrainte 55 et 595 sont donc identiquement nuls

en tout point de Q. En conséquence la relation de comportement & Pordre 0 se réduit &

~0 1~0
Uil = go11
~1 _ _ v(ao) ~0
U2 = ""F 1 (3.59)
~0 ~1
Ugq1 = U2

Or par ailleurs, I’équation (3.56) montre que le champs 4" est aussi indépendant de ys. En
integrant les relations de comportement (3.59) par rapport & y2 sur (—1/2,1/2) et en utilisant

’homogénéité de 4° par rapport & yo, on trouve que,

0. — 1 50
11 = ®m%1 (3.60)
Ugl = — (ay(y1,1/2) — ay(y1,—1/2))
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ou (F) désigne la moyenne des modules de Young a l'ordre 0 le long de l’axe transverse : c’est

donc une fonction de la variable longitudinale y; donnée par la formule,

Xm/2
(E)(yn) = / |, Plaulyn, ) o + s (3.61)

On s’intéresse au terme d’ordre 0 en I’endommagement. Puisque seul le terme ¥; du tenseur

des contraintes 6° est non nul, le terme dominant du taux de restitution d’énergie est

SA (M) - (i) = S (@50 60+ O(n) = JEL (@) () +O(n).  (362)

Par ailleurs, puisque 1’énergie 75(1177, &) est bornée sous I’'Hypotheses 3.1, on en déduit que

)

/Q (@)dy < M, /Q (a'h)dy < n*M. (3.63)

A Tordre 0 on voit donc que d?Q =0 et on en déduit que @° est indépendant de la variable ys.

Isolons maintenant les termes dominants successifs du critere d’endommagement (3.49),

Ordre -2: —a%y >0 (3.64)

Ordre -1:  —dh >0 (3.65)
A & ~0 ~2 Loy 0y (-0 \2 1 (0

Ordre 0 : ~Um 3 (oz’ll + dfy) + iEm(oz ) (@)1)” +wy,(a”) >0 (3.66)

L’équation d’ordre —2 sur &g est automatiquement satisfaite du fait de 'indépendance de &g
par rapport a ys. Intéressons-nous au terme d’ordre 1 & présent. Une intégration par rapport a

7o du terme d’ordre 1 donne
ab(y1,—1/2) > @y, y2) > ah(yr, +1/2). (3.67)

Or les conditions aux limites naturelles sur les bords latéraux (3.53) apres développement asymp-

totique se lisent,
&'y, 4£1/2) = +(a% (1, £1/2) + nab(yr, £1/2) + 1265, £1/2) + o(n?) > 0. (3.68)
Comme d?Q est nul, cela impose au terme d’ordre 1 de vérifier I'inégalité,
dh(y,—1/2) <0, @y, +1/2) > 0. (3.69)

On ne peut rien dire pour le moment sur le terme du deuxieme ordre de (3.68). En combinant

avec l'inégalité (3.70) on en conclut que nécessairement d}Q est identiquement nul sur . On
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en déduit que les termes dominants dans (3.53) sont ceux d’ordre 2 et qu’ils doivent satisfaire
I'inégalité
a%(,—1/2) <0, a%(y,+1/2) > 0. (3.70)

On integre alors le long de l'axe transverse I’équation d’ordre 0 (3.66) en tenant compte de
I’homogénéité de aq par rapport a ys. On aboutit & une inéquation en la variable y1,

L Lo <oy (- - - -
- wm—a?n + 5B, (a°) (U(1),1)2 + w;n(ao) 2 (0‘,22(?/1, 1/2) - 04,22(3/1, —1/2)) : (3.71)

En utilisant les conditions aux limites (3.70), on trouve que

“ & ~0 1 ~0\ (~0 \2 ~0
Par ailleurs comme on sait & présent que a° est homogene en 9o, on obtient finalement que (F) =
XfEf + XmEm(@%). En réunissant I'ensemble de ces résultats on en déduit bien la Proposition

3.2. O

3.3.2.2 Stabilité des états homogenes

On travaille dorénavant sur 1’énergie asymptotique P; et on souhaite étudier la stabilité
des états homogenes pour cette fonctionelle. Cette énergie est tres semblable a celle du modele
unidimensionnel étudié au chapitre précédent. Mis a part les coefficients de fractions volumiques
qui viennent pondérer les termes de lénergie, la principale différence tient a la présence d’une
rigidité résiduelle x s F'y. La structure garde donc toujours une réserve d’élasticité qui va empécher
la contrainte de chuter a zéro. Ce terme résiduel va avoir des conséquences majeurs sur la nature
des résultats de stabilité.

Avant de commencer I’étude de stabilité, on s’assure que les états homogenes sont possibles apres
passage a la limite, celui-ci ne supposant pas des coefficients de Poisson identiques. Puisque
la rigidité résiduelle x;Ey est indépendante de I'endommagement, sa dérivée par rapport a
I’endommagement est nulle. Les valeurs du déplacement u; et de I’état homogene a; donnés
pour un allongement ¢ par (2.27) et (2.31) restent donc toujours valables. On étudie alors de
nouveau la stabilité de cet état (us, oy) mais pour la nouvelle fonctionnelle (3.45). La stabilité

des états homogenes passe de nouveau par 1’étude du signe de la dérivée seconde de 1’énergie P
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calculée. En I'état homogene (u¢, ;) dans la direction admissible (v, 3) € C(0) x D, celle-ci se lit
) 1 2o
P (w00 (0,0) = [ Xt 307 + 2 B3

+ (XfEf + XmEm () + Xm (AE§ ()ui? + wi (o)) B2 da

1 1 /
A FE
:mem€2/ ﬂ’Zd:U%—(xfEwamem(at))/ (v’+ XmEm,
0 0

2
d
XfEf + XmEm(Oét)tﬁ> *
1 2xXm By ()’ 1" 2 1" ! 2
s < <><fEf+me (at)_Em(O‘t))t —wm(at))/o Fdr.  (3.73)

Pour mettre en évidence le quotient de Rayleigh associé, on rappelle que la condition d’adou-

cissement porte sur la loi d’endommagement du matériau adoucissant (E,,,w,,) et non sur la
loi effective du matériau composite (xfE¢ 4+ XmEm,wm). 11 faut donc isoler dans un premier
temps les contributions du matériau adoucissant dans la dérivée seconde de I’énergie. Du fait de
la condition d’adoucissement du matériau endommageable, o — 2w'(«)/S’(«) est une fonction

décroissante et on a

() " "
< 3 Sn00) (En(0)t)? — uih(a) = 5 (% - Em(at)> 2owlo).  (374)

En faisant apparaitre dans la dérivée seconde, on en déduit que

!/

_ 2o 1 XmE 2
P (u, B) = mAm/ 2dr + Er+ xmEm / ( g o t > d
¢ (s 00) (0, 5) =xmtbmpz [ 07w+ By + xmBm(@) [0+ g m R St ) de

o ( <2El (0‘32 o (at)> 2w (a ) / Pz (3.75)

m E El 2t2
(XfEf +XmEm( OCt

Les signes de chacun des termes de I’énergie seconde sous cette écriture sont maintenant formel-
lement identifiés et on peut construire le quotient de Rayleigh R; : C(0) x D ~ R,

N 2
2ol _ 1 B
XmWm £2 fO ﬁ/2d$ + (XfEf + XmEm(at)) f() (UI + XfEfj!(‘XmEm(@t)tﬁ> dx

m (380,(60) (B (60)t)? = wihy () fo B2da
+ XfEfE;n(@t)%2
(157 () (B (a)t)2 — w! (1)) (X Ef + Xm B (@) Em (@)

ﬁt(”wg) =

(3.77)

Bien que sa forme soit différente de celle du quotient de Rayleigh pour la barre adoucissante 1D

(xf = 0), voir (2.18)), il se trouve que le minimum global sous contrainte de R; se calcule de
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fagon identique. On aboutit alors & (voir I’Annexe A pour la preuve)

/a22
(At e0Entonty ~ (e gmin Ruw,5) = o Pl

C(0)xD (X7 Ef + xmEm(a))Em(a)

] N\ 2/3
i E;n(at)2t27(thzmeln(at)”> (3.78)

Em(ay) XfEy + XmEm (o) L
A nouveau, ’état homogene sera stable si (resp. seulement si) ming )« p R: est supérieur strict
(resp. supérieur ou égal) a 1. Il devient alors possible de calculer explicitement cette valeur
pour n’importe quelle loi d’endommagement (E,,, w,,). En examinant (3.78), on remarque que,
outre l'influence des effets d’échelle inhérents au modele d’endommagement régularisé, le pa-
rametre adimensionné x s Ef/xm EY, influence notablement le résultat de stabilité. Il caractérise
entierement 'essai PIED dans la limite des faibles épaisseurs. En faisant x s Er/ xmES =0, on
retombe logiquement sur le critere de stabilité pour la barre purement adoucissante. Puisque
I’essai PIED est bati pour stabiliser les états diffus dans le matériau, on s’attend a ce que le
parametre X, Ey/ XfEQn ait des vertus stabilisantes. On remarque alors que pour des ratios
satisfaisant 'inégalité
xrEr B ()’ (S (@) wp, () — wip () S)

m m(a))
XmEY, > azl(lol,)l) B (B (a)wl, (o) — w! (a)E'(a)) (3.79)

que I’état homogene devient inconditionellement stable i.e. quel que soit ’allongement.

3.3.2.3 Exemples

On examine pour une loi d’endommagement donnée ces résultats de stabilité afin de mieux
comprendre la compétition qui a lieu entre les effets d’échelle et les effets structurels. On reprend
le modele (E,,, wy,) = (E2 (1 —a)?, w,a) utilisée pour la simulation numérique. Pour cette loi et
a partir de I’équation (3.78), I’état sera stable pour 'allongement ¢ > ¢, (¢, étant I’allongement

de fin de la phase élastique) si la longueur de la barre est telle que

1/2

(1 1 Xefy (t/t6)4>
L < 4rte Xom B

t E
(3 2t/

73t (3.80)

Pour chaque valeur de xsE¢/ xmEY, est donc associée une courbe de stabilité. Pour cette loi, la
fraction critique (3.79) au dela de laquelle I’état homogene est inconditionnellement stable pour
toute longueur de barre est égale a 3. Dans ce cas le diagramme de stabilité devient trivial. On
représente sur la Figure 3.8 le diagramme de stabilité pour un jeu de fractions x,, E9,/ xrEy

inférieures a 3 pour lesquelles les effets d’échelle ont une influence. On constate qu’en choisissant
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L/t

0 1 le
F1G. 3.8 — Stabilité des états homogenes pour différents ratio ;Cf g{)

correctement la longueur de barre, que la solution homogene sera instable des la fin de la phase
élastique puis redeviendra stable pour des temps assez longs, voir la Figure 3.8. Durant cette
phase d’instabilité, I’état d’endommagement sera nécessairement non-homogene. Dans le cas de
la barre purement adoucissante sous traction avec la méme loi d’endommagement, la branche
homogene redevient stable au bout d’un certain temps. On peut alors se poser la question
de savoir s’il est possible, une fois avoir bifurquée vers cet état non-homogene a l'issu de la
phase élastique, que la structure retombe sur cette branche homogene lorsque celle-ci regagne sa
stabilité. A laide d’investigations numériques pratiquées sur le modele réduit puis sur le modele
complet 2D, on tente donc de mettre en évidence les mécanismes ayant lieu durant ces phases
d’instabilité.

3.3.2.4 Régime non-homogene

On s’intéresse maintenant au cas des ratios intermédiaires x.m, EY,/xsEf pour lesquels la
branche homogene est instable a I'issue de la phase élastique. L’étude qui suit va donc au dela
de T'objectif initial de 'essai PIED qui est de stabiliser les états homogenes. Ces investigations
sont essentiellement d’ordre numérique et se basent de nouveau sur ’algorithme de miminisation
alternée permettant de résoudre (en partie) le probleme d’évolution. On I'applique d’abord au
modele réduit (3.45). Dans le cas de la loi (Ep,, wy,) = (EY (1 — a)?, 0,,a/EY), Pénergie totale
(3.45) peut s’écrire :

_ . .
Pi(v, ) _ / (;tzizﬁa n % ( xsEy +(1— 5)2> 2+ tiﬂ) dx. (3.81)
0

Xmch—)n XmEO

m
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Elle ne dépend donc que de 3 parametres adimensionnés que sont tg%, ;ii gén et t2. On choisit
pour illustrer notre propos le jeu de parametres suivant
E ‘
=1, 2L _g2, Z=o01, At=001 (3.82)
Xm Iy, L
Sur la Figure 3.9, on représente le profil d’endommagement obtenus numériquement pour
1 1 ‘ ‘ ‘ ‘
0.8 1 0.81 / 1
0.6 1 0.6r 1
0.4+ t1 0.4f to :
0.2t 0.2 1
% 0.2 0.4 0.6 % 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 T T T 1 T T T
08 o 0.8 ]
0.6 1 0.6r 1
0.4 t3 104 t4 1
0.2 {02
0 : : : : 0 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
FiG. 3.9 — Profil d’endommagement aux temps t; = 1.01; t5 = 1.7; t3 = 2.2; t4 = 2.56. La
courbe Verte Pointillée représente la branche homogene analytique tandis que la courbe Bleue
représente la branche numérique
différents valeurs d’allongement (le nombre d’éléments finis est de 200). Jusqu'a ¢t = 1, 'en-

dommagement est bien nul dans la barre et la réponse est comme prévu élastique. At= 1.01,
la structure bifurque vers un demi-état localisé dont le support est indépendant de la taille de
maille et qui se situe au bord du domaine. Sur cette demi-localisation ’endommagement atteint
la valeur maximale de 0.88. Cette bifurcation vers un état localisé est bien en accord avec ’ana-
lyse de stabilité puisque la formule (3.80) nous dit que 1’état homogene est instable des la fin
de la phase élastique. En poursuivant le chargement, on observe alors que contrairement & une
barre purement adoucissante, la localisation ne continue pas a croitre jusqu’a atteindre la valeur
1. La structure choisit au contraire d’étendre la localisation le long de la barre a la maniere d’une
transition de phase. Pour un allongement ¢ donné, on peut en effet distinguer tres clairement 3

zones :
— une zone ou ’endommagement est nul,
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— une zone ou I'’endommagement est quasiment constant a la valeur 0.88,

— une zone qui fait la transition entre les deux premieéres zones de facon réguliere en espace.

A mesure que Pallongement augmente la taille de la premiere zone se réduit au profit de la
deuxiéme zone. La valeur de I’endommagement dans cette zone reste pratiquement constante
a la valeur 0.88 au cours du temps. Par ailleurs le profil de la zone de transition est quasiment
identique & chaque pas de temps. Cette transition de phase se termine lorsque le front de
transition atteint le bord opposé : toute la structure est alors endommagée a la méme valeur
et on se retrouve donc avec un état homogene. I'allongement de fin de transition t = 2.56
se situe bien dans la zone de regain de stabilité de I’état homogene. En effet, d’apres (3.80),
I’état homogene redevient stable a partir de ¢ = 1.64. La solution numérique reste alors

jusqu’a la fin de ’essai sur la branche homogene redevenue stable. Cette rigidité résiduelle peut

1.4

—
N

2 l.l““
L t

4 -

S

t/te

Fia. 3.10 — Courbe contrainte vs temps pour le modele réduit. Les courbes en Rouge pointillé,
Vert sont associés respectivement a la branche homogene, a la branche numérique du modele
réduit. La zone grise claire (resp. foncée) correspond au régime stable (resp. instable) de la
branche homogene.

donc modifier les mécanismes d’endommagement en comparaison avec le modéle purement
adoucissant si l'on veille a choisir correctement la longueur de la barre ainsi que la quantité
de matériau incassable. On a représenté sur la Figure 3.10 les contraintes en fonctions du
temps de chargement. Ces résultats étant obtenus dans le cadre du modele réduit, on peut se
demander si ces états non-homogenes persistent dans le cas du modele complet 2D pour le-

quel aucune séparation d’échelle de longueur interne et d’épaisseur de la barre ne sont supposées.
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On reprend donc les simulations numériques mais cette fois dans le cadre d’une barre avec

les parametres suivants

L=10, e;=001, e,=002 (=01, E;=05 FEn=1, om=1 vf=uvmy=02

(3.83)
On fixe de nouveau le pas de temps a At = 0.01. Le ratio de ;ﬂ{ gé est donc de 0.25 et identique

a celui utilisé en 1D. Cependant contrairement au modele 1D, les parametres adimensionnés
E¢/Ey, et x¢/xm sont deux parametres indépendants dans le modele 2D.

Au cours d’une simulation, on constate que 'endommagement est nul jusqu’a ¢ = 1.0 qui corres-
pond a la fin de la phase élastique. A partir de t = 1.0, 'endommagement commence a croitre
mais de facon homogene, ce qui est en contradiction avec l'instabilité de la phase homogene
démontrée sur le modele réduit. Cependant cette phase homogene s’arréte des ¢t = 1.05. On
peut donc imaginer que ce léger retard avant la bifurcation est di a la complexité des directions
d’exploration possibles en 2D. A partir de cet allongement, un endommagement non homogene
sous forme de localisation apparait en bout de barre. Il correspond & un mécanisme de tran-
sition de phase identique au 1D, voir Figure 3.11. Ce profil est quasiment invariant dans la
direction transverse a ’éprouvette et reste donc un mécanisme essentiellement 1D. On compare
sur la Figure 3.12 le profil issu du modele réduit et du modele complet au temps ¢t = 7.1. Mis
a part un résidu d’endommagement dia au bref suivi de la branche homogene dans le cas 2D,

on note que les profils sont quasiment identique. De fagon identique au 1D, cette transition

Endommagement

O|'|2\5\|\|\\|9_£,5\||\|\|p\'|7\5|u

0 1

Fia. 3.11 — Profil d’endommagement dans la partie endommageable de la barre 2D composite
at=1.6

de phase se termine lorsque le front de propagation atteint I'extrémité gauche de la barre. On
obtient alors un endommagement totalement homogene. Cependant, contrairement au modele
réduit pour lequel on a d’une part montré que la branche homogene redevenait stable et d’autre
part 'algorithme numérique ne bifurquait plus apres étre retombé sur cette branche a l’issu de
la transition de phase, le modele 2D se comporte sensiblement différemment. En effet, celui-ci
continue a suivre la branche homogene jusqu’a t = 7. : pour cet allongement la structure est
endommagée uniformément a la valeur 0.97. A partir de ce moment se développe une nouvelle

bifurcation : elle correspond & un mécanisme de fissuration transverse : une série de localisations
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F1G. 3.12 — Profil d’endommagement numérique dans la barre composite 1D (Bleu plein) et sur
la ligne y = 0 dans la barre 2D (Vert pointillé) & t=1.6

espacées périodiquement apparait a partir de 'extrémité droite de la barre jusqu’a la recouvrir
entiérement, voir Figure 3.13 et Figure 3.14. C’est une différence notable avec ce qu’on a pu
observer dans le cas du modele réduit. En effet ce dernier restait jusqu’a la fin de l’essai sur

la branche homogene. On représente sur la Figure 3.15 la contrainte moyenne dans ’épaisseur

Endommagement
0.9

6 0.98
I I‘\\IIIIH

0.95 1

F1G. 3.13 — Profil d’endommagement dans la partie endommageable de la barre 2D composite
at=7.1

en x = L en fonction du temps pour les simulations numériques a partir du modele réduit, du
modele complet et pour la branche homogene analytique. On observe alors tres clairement 3
phases successives

— une phase élastique,

— une phase a contrainte pratiquement constante,

— une phase durcissante jusqu’a la fin de I'essai.
Ces 3 phases correspondent précisément aux 3 mécanismes intervenant au cours de I’essai (phase
élastique suivie d’une transition de phase et se terminant par une phase homogene). On re-
marque que la contrainte dans la barre durant la transition de phase est légérement plus faible

dans la barre 2D que celle dans le modele réduit. Cela est di au fait que la bifurcation a lieu
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F1a. 3.14 — Profil d’endommagement sur la ligne y = 0 dans la barre 2D (Droite) & t=7.1. La
branche homogene correspond aux pointillés tandis que la branche numérique correspond aux
trait plein
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Fi1G. 3.15 — Courbe contrainte moyenne dans I’épaisseur en x = L vs temps. Les courbes en
Rouge pointillé, Vert et Bleu sont associés respectivement a la branche homogene, a la branche
numérique du modele réduit et & la branche numérique du modele 2D
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ultérieurement dans I’essai 2D et qu’il y a donc un résidu d’endommagement homogene au mo-

ment de la bifurcation. Les deux branches retrouvent la branche homogene au méme moment.

Conclusions du Chapitre

On a abordé dans ce Chapitre la question pratique de l'identification des parameétres du
modele. Ayant pris le parti d’'une approche phénoménologique dans l'introduction des termes
en gradient d’endommagement et étudié ce modele dans un cadre avant tout structurel, on a
examiné ces questions d’identification en exploitant de la facon la plus exhaustive possible les
résultats rigoureux établis dans le Chapitre 1 et le Chapitre 2 sur les états homogenes et loca-
lisés. Le modele d’endommagement & gradient pour un matériau isotrope sans non-linéarité en
traction-compression est en effet fixé par la donnée de 3 parametres : la longueur interne, la loi
de rigidité de Hooke et la loi de dissipation.

Pour identifier le parametre de longueur interne, on a utilisé une équivalence énergétique entre
I’énergie dissipée pour casser une barre en 2 morceaux en localisant I'’endommagement et celle
dissipée pour casser cette méme barre en 2 morceaux dans le cadre de la rupture. Dans le cas
du béton, on a trouvé une longueur raisonnable de l'ordre de la taille d’un agrégat.

Les lois de rigidité et de dissipation en supposant que le coefficient de Poisson ne dépende
pas du niveau d’endommagement doivent étre identifiées a I'aide d’au moins deux diagrammes
expérimentaux issus d’un essai de traction simple. On a montré que les états homogenes avaient
les propriétés idéales pour l'identification de ces lois. En effet, du fait de 'homogénéité des
champs, les diagrammes au niveau global (e.g. force-déplacement) peuvent étre reliés directe-
ment aux diagrammes locaux (e.g. contrainte-déformation). Cependant on a vu dans les Cha-
pitres précédents que ces états homogenes nétaient pas toujours observables selon qu’ils soient
stables ou instables. L’idée a alors été d’exploiter cette perte de stabilité que l'on a mis en
évidence dans le Chapitre 2 a ’aide du diagramme de stabilité pour obtenir les informations
manquantes. A partir de différents exemples, on a alors montré la complémentarité des dia-
grammes contrainte-déformation et de stabilité : ce dernier peut en effet servir a différencier
deux lois d’endommagement ayant la méme réponse contrainte-déformation.

Dans un deuxiéme temps nous nous sommes concentrés sur l’essai PIED dont le but est de
stabiliser les états homogenes en vue d’obtenir un diagramme contrainte-déformation le plus
fiable possible. On a mis en évidence a partir de simulations numériques, que contrairement a
une éprouvette de béton seule, ’essai PIED permettait de suivre la branche homogene jusqu’a
un niveau d’endommagement élevé. A T’aide d’une étude asymptotique sur des barres de faible
épaisseur, on a montré rigoureusement que la branche homogene pouvait effectivement devenir
stable en collant une quantité suffisante de matériau incassable sur I’éprouvette de béton et per-
mettre ainsi une identification fiable des lois d’endommagement. En revanche, pour des quantités

insuffisantes de matériau incassable, des comportements surprenants peuvent apparaitre tels que
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des endommagements par transition de phase ou par fissuration tranverse.



Conclusion

Résumé

Ce travail a porté sur la construction puis 'analyse d’un modele général d’endommagement
a gradient. L’objectif principal était de mettre en place un probléme d’évolution associé a un
cadre adapté a ce type de modele pour permettre d’une part une meilleure modélisation et
compréhension des phénomenes adoucissants et d’autre part offrir un traitement mathématique
rigoureux a l’aide du Calcul des Variations. On a montré sur plusieurs exemples que ce modele
conduisait a toute une zoologie de comportements possibles. Le traitement numérique en vue
d’une utilisation dans un code de calcul industriel est quant a lui trés prometteur puisqu’il
s’appuie sur une formulation variationnelle du probléeme étudié d’ors et déja en détails dans le
cadre de lapproche variationnelle de la rupture [8].
On présente un résumé des principaux résultats et contributions originales du manuscrit avant

d’ouvrir sur les perspectives de travail possible.

Approche variationnelle pour ’endommagement

La construction du modele d’endommagement régularisé repose sur des bases qui prennent
leurs racines dans des théories et des concepts éprouvés. Les deux piliers de la formulation sont
— Le comportement local endommageable du matériau : celui-ci repose sur un modele
local a variable d’endommagement scalaire dont le caractere standard n’a pas été postulé
mais a été justifié a partir d’arguments thermodynamiques. Le travail de déformation
d’un point matériel dans un cycle de déformation est une fonction d’état, ce qui rend
possible 'usage des approches énergétiques. Les propriétés d’écrouissage, de durcissement
et d’adoucissement ont été définies formellement en termes de monotonie des domaines
d’élasticité. On a montré que, moyennant un bon choix de variable d’endommagement, ces
derniéres pouvaient s’identifier & des propriétés de convexité ou de concavité sur le travail
des déformations.

— Le probléeme d’évolution quasi-statique : La formulation classique de celui-ci en
termes d’équilibre mécanique et de conditions de Kuhn-Tucker locales pour 1’évolution
de 'endommagement n’est pas toujours adaptée a 'usage de tous les matériaux. En effet,
mises sous une forme variationelle en vertu du caractere standard, les théoréemes classiques
d’analyse convexes s’appliquent que pour des matériaux strictement durcissants pour les-
quels on peut assurer l’existence voire 'unicité de la solution du probleme d’évolution.
Pour les matériaux adoucissants, le caractére bien posé du probléeme est perdu. La formu-

lation classique ne suffit pas a départager les solutions en cas de perte d’unicité. Il nous a
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donc été nécessaire d’introduire d’une part un criteres de sélection et d’autre part un bilan
d’énergie sous forme global ne faisant pas intervenir les vitesses des champs pour gérer les
possibles évolutions non-réguliéres en temps. Ces deux outils conceptuels qui ont fait leurs
preuves dans le cadre de 'approche variationelle de la mécanique de la rupture sont donc
adaptés a la mécanique de 'endommagement. Ils font tous les deux une utilisation forte
du cadre énergétique puisque le critere de sélection consiste a ne retenir que les minima
locaux unilatéraux de I’énergie pour un chargement donné tandis que la conservation de
I’énergie conduit a exiger une absolue continuité de I’énergie potentielle par rapport au
temps.
C’est donc uniquement dans ce cadre d’évolution constitués des trois principes physiques
d’irréversiblité de ’endommagement, de stabilité directionnel et de conservation d’énergie que
I’'on a cherché, retenu, voire rejeté des solutions du probleme. On a alors montré que méme
pour des matériaux adoucissants avec un modele local d’endommagement, il existait des états
(homogenes) pouvant satisfaire toutes les conditions requises par le probleme d’évolution. Il faut
pour cela bien choisir le matériau (loi d’endommagement, coefficient de Poisson) et envisager
des chargement biaxiaux voire triaxiaux a déplacement imposé. En revanche, dans une situation
plus classique telle qu’un essai de traction simple sur une barre, on a montré qu’aucun état
d’équilibre en phase d’endommagement vérifiant le critéere n’est stable. Pour éviter ce genre de
situation on a donc enrichi le modele local tout en préservant la formulation énergétique du
probleme d’évolution quasi-statique.

Au dela du choix (arbitraire) de la variable a régulariser, 'originalité de notre régularisation
du modele tient plus sur la maniere de régulariser. En effet, 1a ou les régularisations a 1’aide de
termes d’ordre supérieur se font directement sur les équations fortes du probleme, on a choisi ici
d’agir directement sur la densité de travail des déformations en développant celle-ci jusqu’aux
termes du second ordre en endommagement. Sous une hypothese d’isotropie du matériau (mais
en tenant compte d’'une possible dissymétrie en traction-compression), la nouvelle forme du
travail de déformation ne differe de la forme “locale” que par la présence supplémentaire d’un
terme quadratique en gradient d’endommagement. Tout ’avantage de cette régularisation est
de préserver le cadre énergétique et variationnel introduit en amont. Le probleme d’évolution
se lit donc formellement de la méme fagon a la différence pres que la densité de travail de
déformation en un point matériel est non-locale. Le modele est alors déterminé a priori par 3
fonctions matériau dépendant du parametre d’endommagement : la rigidité, la densité d’énergie
de dissipation et la longueur interne . Par un changement de variable d’endommagement on peut
alors s’affranchir de la dépendance en I’endommagement de la longueur interne.

On a illustré alors les bienfaits de la régularisation en revenant sur la recherche d’état ho-
mogene respectant le probleme d’évolution. Bien que la valeur de ces champs ne soit pas modifiée
par la régularisation, leur stabilité dépend maintenant des effets d’échelle. En effet on montre

que contrairement au modele local, il est toujours possible sous déplacement imposé de rendre
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stables des états homogenes avec le modele régularisé pour des structures de tailles assez petites.

Etude d’une barre sous traction simple

Contrairement a l’approche variationnelle de la rupture, il n’existe pas de résultats
mathématiques généraux portant sur I'existence de solutions au probleme d’évolution pour un
modele d’endommagement & gradient. La régularisation du modele introduit une échelle de lon-
gueur dans le matériau et complique sérieusement ’analyse puisque les effets structurels (taille
et forme de la structure) jouent un role décisif. En effet sur un exemple unidimensionnel, on a
montré que le modele régularisé muni du cadre énergétique d’évolution offrait un panorama de
résultats suffisament complexes pour se garder de tirer des conclusions attives sur le sujet.

Tout d’abord la construction explicite des états localisés pour une large famille de lois d’en-
dommagement nous a permis d’obtenir des résultats précis sur ces derniers. On a retrouvé en
premier lieu que la localisation d’endommagement a toujours une taille finie proportionnelle a
la longueur interne. Deuxiemement, la taille de la structure modifie fortement la réponse glo-
bale puisque pour des barres assez longues la localisation sera nécessairement brutale, due a
la présence d’un snap-back dans le diagramme contrainte-déformation moyenne. L’allure de la
réponse globale est aussi tres sensible au choix de la loi d’endommagement : tous les types
de courbes sont envisageables avec en particulier des barres qui peuvent se casser pour des
déplacements finis, infinis voire nuls.

Par ailleurs, le cadre unidimensionnel permet de mieux comprendre la pertinence des criteres
de sélection tels que ceux de non-bifurcation et de stabilité dans un environnement non-local.
On a montré que le critére de non-bifurcation en un point de la branche homogene est invalidé
des qu’il existe une branche bifurquée correspondant a une demi-localisation partant de ce point.
En revanche l'instabilité de la branche homogeéne ne conduit pas nécessairement a une évolution
discontinue en temps. Enfin on a montré que I'utilisation du principe de conservation d’énergie
permet bel et bien de continuer a respecter le probleme d’évolution méme dans le cas d’évolution

non-réguliere 1a ou les écritures en vitesse” du bilan d’énergie ne le permettent plus.

Identification des lois d’endommagement

Ce volet plus pratique a traité de I'identification des parameétres du modele. La longueur in-
terne au modele s’identifie a partir d’'une analogie énergétique entre la mécanique de la rupture
et la mécanique de '’endommagement dans un essai de traction simple. En comparant 1’énergie
dissipée par unité de surface dans la création d’une localisation et la densité d’énergie de surface
G pour créer une fissure, on aboutit & une valeur de la longueur interne. Calculée dans le cas
du béton, on trouve une valeur qui est de 'ordre de la dizaine de cm et qui est en accord avec
les régles de calculs usuelles. En revanche la loi de rigidité et la loi de dissipation étant des fonc-

tions de I'état d’endommagement sont de fait plus délicates & identifier. Les études théoriques
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des deux premiers chapitres nous ont permis de mettre en évidence plusieurs courbes pouvant
contribuer a l'identification de ces lois. Tout d’abord la réponse globale force-déplacement pour
des états homogenes est en réalité une courbe intrinseque au matériau qui donne une premiere
relation entre ces deux fonctions. Cependant, dus aux effets d’échelle, on a montré dans le pre-
mier chapitre que ces états n’étaient pas toujours stables (et donc observables). La stabilité ou
I'instabilité de ces états selon la taille de la structure fournit précisément un second diagramme
de stabilité dans lequel on représente la taille critique d’instabilité en fonction du temps de char-
gement. La connaissance analytique (ou numérique) et expérimentale de ces deux diagrammes
permet alors en principe de remonter aux deux lois d’endommagement.

L’observabilité des états homogenes étant sensibles a la taille de ’échantillon, on étudie dans
un second temps essai PIED qui permet de forcer ’homogénéité du champs de déformation dans
le béton. Une modélisation numérique de I’essai est alors entreprise a ’aide de 1’algorithme de mi-
nimisation alternée utilisé dans I’approche variationnelle de la rupture. On observe que les états
homogenes sont observables jusqu’a un certain temps apres lequel survient dans 1’échantillon
de béton la fissuration transverse. Pour mieux comprendre cet essai, on suppose I’épaisseur de
I’échantillon petite devant les autres longueurs ce qui nous permet d’aboutir a un modele réduit
1D de l'essai PIED. Sur ce modele siplifié, on a mis en évidence le lien entre la stabilité des
états homogenes et la quantité de matériau incassable collé a I'éprouvette de matériau endom-
mageable. Par ailleurs, pour certaines quantités de matériau incassable, on a mis en évidence
un régime intermédiaire en cas d’instabilité de I’état homogene. Des expériences numériques ont
montré que ces régimes alternatifs consistent en une transition de phase progressive entre le

matériau sain et un matériau endommagé de fagon homogene.

Perspectives

Les perspectives pour 1’étude de ces modeles d’endommagement sont nombreuses et couvrent
une multitude de domaines. Sur le plan théorique on peut envisager d’étudier d’autres types
de régularisation tels que 'introduction de gradient de déformation dans la densité de travail
de déformation et comparer les résultats avec ceux de ce manuscrit sur des cas académiques
(barre en traction). Il s’agirait aussi de justifier la présence des ces termes régularisants par une
approche micromécanique, ce qui n’existe pas a notre connaisance dans la littérature pour des
matériaux adoucissants. Un point difficile serait ’obtention de résultats généraux sur l’existence
et la régularité de solutions au probleme d’évolution. En effet on a vu que 'endommagement
pouvait localiser jusqu’a atteindre la valeur ultime pour un déplacement critique fini. Au dela
de ce chargement critique, il faut donc envisager des sauts de déplacement comme en mécanique
de la rupture et modifier le choix des espaces fonctionnels (espace a variations bornées).

Par ailleurs, les réponses globales des chemins localisés sur la barre en traction ne sont pas sans

rappeler celles obtenues dans le cadre des lois cohésives. Il serait donc intéressant de comprendre



3.3. L’essai PIED 135

le lien entre ces deux théories et chercher s’il est possible de passer d’'un modele a 'autre par
une convergence en énergie ou des méthodes asymptotiques comme il a été fait en mécanique de
la rupture. Enfin, on peut se demander s’il est possible de généraliser aux dimensions 2 et 3 le
lien entre I'invalidation du critere de non-bifurcation et ’apparition effective d’une bifurcation

dans la structure.

Sur un plan pratique, il s’agirait de trouver un algorithme qui puisse tester la stabilité d’une
solution trouvée a l’issue de la minimisation alternée. Il n’existe d’ailleurs pas a ce jour de
moyen numeérique pour connaitre la définie-positivité d’une forme quadratique sous contrainte
de positivité.

Une difficulté supplémentaire est la prise en compte du comportement unilatéral. Tel qu’il
est formulé, le modele d’endommagement & gradient peut prendre en compte ce type de
non-linéarité. Néanmoins en pratique, le rapport élevé entre la résistance a la compression et a
traction rend délicate 1’écriture tridimensionelle du modele.

Il faudrait par la méme occasion repenser les conditions de stabilité du second ordre qui
supposent une différentiabilité suffisante de la densité du travail des déformation que ’on perd
lorsqu’on vient & prendre en compte le comportement unilatéral du béton.

Enfin il reste la nature des conditions aux limites a imposer a l’endommagement. On a
envisagé dans ce travail de laisser ’endommagement libre de se développer sur le bord du
domaine mais on peut tout aussi bien décréter des conditions de Dirichlet. Une solution
plus intéressante serait d’élargir suffisamment le domaine d’étude en modélisant la ma-
chine d’essai avec un matériau lui méme non-local endommageable et de laisser la structure

gérer elle-méme 1’évolution de 'endommagement aux interfaces (via les conditions d’optimalité).

Sur le plan expérimental, on peut envisager des expériences de traction simple sur des
éprouvettes de différentes tailles dans le but d’obtenir le diagramme de stabilité des états
homogenes. On pourrait aussi imaginer reprendre ’essai de PIED en diminuant la quantité
d’aluminium. L’objectif serait de mettre en évidence le régime des transitions de phases et de

fissurations transverses observées numériquement.

L’étude des modeles d’endommagement & gradient pour modéliser ’adoucissement dans les
matériaux reste donc un sujet foisonnant de questions ouvertes. Au-dela des défis scientifiques
qu’elle offre sur le plan mécanique, mathématique voire numérique, elle nous semble avant tout

fondamentale dans 'optique d’une utilisation industrielle sérieuse.
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Annexe

Etude des quotients de Rayleigh 1D

On considere le quotient de Rayleigh R : H'(0,1) — R défini par

s afy @ @2 de b (f) 5)’ N
- Jy B(a)? da A

ol a et b sont des réels strictement positifs. On présente dans cette Annexe la minimisation

effective de ce quotient sur différents espaces fonctionnels. On commence par le

Lemme A.1. L’infimum sur H'(0,1) de R est atteint et vaut

inf R = min(b, ar> A2
i min(b, am”) (A.2)

Démonstration. On montre d’abord que l'infimum est un minimum atteint dans H'(0,1). Soit
A = inf g1 (9 1) R. 1l existe une suite minimisante (8, )nen d’éléments de H'(0,1) telle que

lim R(G,) = \. (A.3)

n—oo

Quitte & renormaliser cette suite de fonctions (ce qui ne change en rien la limite (A.3)), on peut
supposer en outre pour tout n que ||| 2 = 1. Par ailleurs A étant U'infimum du quotient de
Rayleigh, il est borné par R(1). A une extraction pres, on a pour tout n que R(Brn) < R(1). On
en déduit alors que (3,) est borné dans H'(0, 1). Quitte & en extraire une sous-suite, elle converge
donc faiblement dans H'(0,1) vers un élément 3 de H'(0,1). En vertu de I'injection compacte
de H' dans L2, il existe donc une sous-suite minimisante de (3,) telle que celle-ci converge
fortement dans L? vers 3. L’application f — J (3% étant semi continument inférieurement faible
dans L?, on en déduit que liminf fol B2 > fol (2. Par ailleurs 3, convergeant aussi faiblement
dans L?, on a que lim fol On = fol 3. Finalement en rassemblant les différentes limites, on trouve
que A = liminfR(B,) > R(B). Comme 3 appartient & H'(0,1), on a l'inégalité inverse et

I'infimum est donc bien un minimum.
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Explicitons & présent la valeur de 3. La condition d’optimalité du premier ordre se lit
R(B)(B-B) >0, VBeH(0,1) (A.4)
Un calcul direct nous fait aboutir a la formulation variationnelle
1 1 1 1
a/ Bldx + b/ 5da:/ Bdx — )\/ GBdx =0, V3 € HI(O, 1). (A.5)
0 0 0 0

On a bien une égalité dans (A.5) puisqu’on a le choix du signe des fonctions test dans H'(0,1).

En intégrant par parties, on aboutit a la formulation forte du systeme

af"(x) + AB(x) =b [y B Yz e (0,1),

_ _ (A.6)
#'(0) = p'(1) =0.
On pose w = \/\/a. La solution générale de (A.6) est
_ b [l_
B(x) —Acoswx—i—Bsinwx—i—)\/ g (A.7)
0
Les conditions aux limites naturelles (A.6) imposent que B = 0 et que
Asinw = 0. (A.8)

Par ailleurs en intégrant sur (0, 1) ’équation (A.7), on trouve une relation nécessaire a satisfaire

b\ (1, A
(1—)\)/0 ﬂz;sinsz. (A.9)
On distingue alors deux cas :

a) soit fol 3 # 0 et nécessairement A = b d’aprés (A.16) et un choix possible est 3 = 1,
b) soit fol B =0etw=m dapres (A.8). Finalement on en déduit que A\ = min(b, ar?). O

La deuxiéme minimisation du quotient de Rayleigh se fait sur I’ensemble convexe D = {3 €
HY0,1)] >0 pp}.Onale

Lemme A.2. L’infimum sur D de R est atteint et vaut

, _ 2_241/3
1%fR min (b, (ab*m?) > (A.10)

Démonstration. La preuve de l'atteignabilité en un élément 5 € D est identique & celle de la
Proposition précédente & ceci pres que la positivité de [ provient du fait que la suite minimi-

sante (3,) € D converge fortement dans L? et que I’on peut toujours extraire une sous-suite
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convergeant presque partout vers fy. Puisque les (3,) sont positifs presque partout, on en déduit
en passant a la limite presque partout que [y est positive.

Etablissons maintenant la valeur de I'infimum. La condition d’optimalité du premier ordre se lit

R (B)(B—3) >0, V3 € D. (A.11)

En posant de nouveau A = infp R, un calcul direct nous fait aboutir a la formulation variation-

nelle

1 1 1 1
a/o Bﬁdw+b/0 ﬁda:/o Bd:r:—)\/o BBdx > 0, V@3 e D. (A.12)

L’inégalité dans (A.12) provient du fait que 1’on ne peut choisir que des fonctions positives dans

D. En intégrant par parties, on aboutit a la formulation forte du systeme

af'(x) + A3(z) <b [y B Ve (0,1),
Bx) (aB"(@) + AB(@) ~b [y B) =0 Ve e (0,1), (A.13)
FOy<o, F1)z0, BOFO) =0 FLFQ) =0.

On pose w = y/A/a. Sur toutes les segments de la forme (zg,71) ot 8> 0 et ou donc le critere

différentiel est une égalité, la solution générale s’écrit

B(x) :Acoswa:—i-Bsinwa:—i—i/Olﬂ. (A.14)
Les conditions d’optimalité font que 3 est C' sur (0,1). Dans le cas ol zg ou 21 sont différents
de 0 ou 1, on a donc par continuité que 3(zo) = ' (zo) = 0 et B3(z1) = ' (z1) = 0.

Supposons tout d’abord que zg = 0 et 1 = 1. Dans ce cas la les conditions aux limites naturelles
imposent nécessairement que 3'(0) = 3 (1) = 0. En effet dans le cas contraire, en supposant que
B'(0) < 0 (ou bien #'(1) > 0), on a que $(0) = 0 et on en déduit par continuité que dans un
voisinage de 0 que 3 est strictement négatif. Ceci est en contradiction avec la positivité de .

La relation (A.13) impose alors que B = 0 et que
Asinw = 0. (A.15)

Par ailleurs en intégrant sur (0, 1) ’équation (A.7), on trouve une relation nécessaire a satisfaire

1
<1§’\>/0 Bzgsinw:(). (A.16)

Puisque fol B3 > 0 alors on aboutit nécessairement dans ce cas 1& & A = b et un choix possible est

B=1.
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Supposons maintenant que ’on a égalité sur le bord du domaine et que zg = 0 et z; = D et
que sur le reste de la barre que = 0. Dans ce cas les conditions aux limites naturelles (A.6)
imposent que B = 0 et que

AsinwD = 0. (A.17)

Par ailleurs en intégrant sur (0, 1) I’équation (A.14) et en tenant compte du fait que 3 = 0 sur

(D, 1), on trouve une relation nécessaire a satisfaire
bD\ (' - ,
1—7 g = AsinwD = 0. (A.18)
0

Puisque fol 3 est strictement positif (sinon 3 est identiquement nul) alors on a

A=bD, wD=n (A.19)

On en déduit dans ce cas 1a que A = (ab?7w?)1/3.

Sans détailler, en considérant toutes les autres configurations possibles (e.g. plusieurs seg-
ments ou le critere différentielle est atteint), on aboutit toujours a des valeurs de A supérieures.

1/3

En prenant le minimum entre b et (ab?>72)!/3 on aboutit bien au résultat désiré. O

On pose Dy = {8 € H'(0,1)] 4> 0,5(0) = B(1) = 0}.

Lemme A.3. Supposons que a = 1/(47%) et que b > 1. Dans ce cas, linfimum sur Dy de R
donné par (A.1) est tel que
infR > 1 (A.20)
Do

Démonstration. Ce sont les conditions aux limites qui sont différentes par rapport au cas
précédent. Celles-ci sont a présent de Dirichlet. Supposons dans un premier temps que le critére
est atteint sur (0,1). Dans ce cas 13, en posant w? = \/a avec A\ = infp, R. Toujours pour les
mémes raisons que pour les preuves précédentes, le profil du champ optimal 8 13 ou le critere

est atteint se lit

1
B(x) = Acoswz + Bsinwx + i/ 3 pour z € (0,1) (A.21)
0

Les conditions aux limites imposent que

b r1na
A"‘Xfo B =0,
Acosw + Bsinw + %folﬁ =0, (A.22)
i - 15
A plosms (1) (150,
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ou la derniére équation est la condition de consistance imposée lorsqu’on integre (A.21) sur

(0,1). Puisque d’apres (A.22) on a que A = —% fol 3, le systeme & résoudre se réduit &

Bsinw + 2(1 —cosw) f; B =0,
_ in 17
B 4 (31— 2) 1) fy #=0.

w

(A.23)

Supposons d’abord que sinw = 0. Dans ce cas, w est un multiple de 7. D’apres la premiere ligne
de (A.23), puisque fol £ > 0 (sinon (3, étant positif, serait nul ), on a aussi que cosw = 1. On
trouve donc nécessairement que w = 27. La derniere ligne de (A.23) impose quant & elle que
A = b. Puisque w? = \/a, on aboutit & b/a = 472, ce qui est en contradiction avec I'hypothese
de départ.

On peut donc supposer dorénavant que sinw # 0. Dans ce cas, on tire de (A.23)

b sin w b (1 — cosw)? too
(x@‘ w>_1_A'MMw)Aﬂ_O (4.24)

En utilisant que fol B> 0 et que A = aw?, on aboutit & ’équation
a
% = glw) (A.25)
ou l'on a posé g : R — R définie par
1 2 —2cosw 1 (2—2cosw — wsinw
T A e
w w sin w w wsin w

Sur (0,7), g est une fonction strictement négative. En effet la fonction w — 2 —2cosw —wsinw
est strictement positive sur (0, 7) car strictement convexe sur (0, 7), nulle en w = 0 ainsi qu’a
dérivée nulle en w = 0. L’équation (A.26) n’est donc possible que pour w > 7. Pour 7 < w < 27,

on a la minoration suivante,
1 1

gw)z =5 > 15 (A.27)

Or puisque par hypothése a/b < 1/472, on en déduit que (A.26) n’est possible que pour w > 2.
Puisque w? = \/a et que 1/a = 472, on en déduit que dans ce cas 13 on aura nécessairement
A> 1.

Supposons a présent que le critére soit atteint sur une zone a support inclus dans (0, 1).
En appelant D la taille de la zone, on a, quitte a translater le support en 0 (I’équation étant
invariante par translation)

1
B(x) = Acoswz + Bsinwx + i/ 164 pour z € (0,D) (A.28)
0
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En vertu de la régularité du profil optimal, on a les conditions aux limites 3(0) = 3/(0) = 0 et
B(D) = B'(D) = 0. On aboutit alors au systéme

A+L[yB=0, B=0,
AcoswD + % fol B=0, —wAsinwD =0, (A.29)
A2 1 (5 1) [ =0

On tire de (A.29) d’une part que sinwD = 0 et coswD = 1, d’on wD = 27 et d’autre part
que A = bD. On en déduit que A3 = 472ab? = b? et D3 = 1/b puisque a = 1/(47?). Or par
hypothese b > 1. On en déduit que A > 1 et que cette solution est d’ailleurs bien admissible
puisque D < 1.

Le dernier cas a traiter est celui pour lequel le critere est atteint sur un intervalle de type
[0, D) incluant un bord du domaine. Dans ce cas 13 les conditions aux limites s’écrivent 5(0) = 0
et B(D) = B'(D) = 0. Sans détailler le calcul, un examen de ce cas montre qu’on a abouti

nécessairement & (3'(0) = 0. On est donc ramené au cas précédent.

On a donc montré dans tous les cas que A > 1 sous les hypothéses a = 1/(47%) et b> 1. [
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Annexe

Preuve de la Propriété 2.7

Propriété (Dépendance de la zone de localisation en fonction de la contrainte.). La
taille D(o) de la zone de localisation varie continiment avec o. Les valeurs auz extrémités du
chemin de localisation D(og) et D(0) = limy o D(0) sont finies et données pour un matériau

strictement adoucissant par

- £y (a0) o B
Dloo) = g\/S”(ao)w’(Ozo) — 5" (ap)w" (ap)’ b0) = [/ao \/Q(w(a) — w(ao))d - (B

La fonction (0,00) — R;o +— D(o) n’est pas nécessairement décroissante : sous réserve de
régularité de la souplesse S et de la densité de dissipation w, la zone de localisation croit au

point de bifurcation si et seulement si l’inégalité suivante est satisfaite
S” (a) (s"(ao)ag . 2w”(ag)) > () (s’”(ao)ag - Qw”’(ao)). (B.2)

Si la localisation a lieu au point d’échange entre le comportement durcissant et adoucissant
au sens ot S"(cp)w'(cg) — S’ (cg)w” () = 0 mais tel que S"(ag)og — 2w"” (ap) > 0 alors
thTUO D(U) = +00.

Démonstration. La difficulté principale dans ’obtention de la valeur de D et de sa dérivée au
point de bifurcation vient de la singularité du dénominateur puisque H (op,«) = 0. On ne peut
donc pas dériver “brutalement” 'intégrale par rapport o du fait des singularités au bornes de
I'intervalle. Il faut donc procéder autrement. La méthode choisie est de faire un développement
limité au point de bifurcation de toutes les quantités dépendant de o dans I'intégrant et d’intégrer
en dernier lieu. On évalue dans un premier temps le comportement asymptotique de I’endom-
magement maximal &(o) dans le pustule. On appelle 6 la variable adimensionnée définie par
0 =o?/ 08. Le développement limité autour du point # = 1 de (B.9) nécessite au préalable de

connaitre le comportement asymptotique de d(\/@) défini par

EoH(Voo, a(V8)) = 2(w(@(v8)) — w(a)) — 603 (S(a(V8)) — S(ag)) = 0. (B.3)
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A cet effet on pose

a:0— a(Ve), H:(0,0) — H(V00y, ).

En posant § =1 — h avec 0 < h < 1, et en supposant que &(f) puisse se développer jusqu’au

second ordre en h par,
a0 =1—h) = ag+ hay + h%ay + o(h?), (B.4)

on développe formellement (B.3) jusqu’au troisiéme ordre en h
0= ﬁ(l —h, O~é(1 — h)) = ﬁ0,00 — h[j[o,l() + ﬁ0701(h041 + hz()ég) (B.5)
1 -~ - .
+ §(h2H0,20 — Qh(hOél + h2a2)H0,11 + (hOél + h2042)2H0702)
1 377 2 2 3
+ 6(_h Hy 30 + 3h (th +h OLQ)H(LQl

— 3h(hay + h%ag)*Ho a1 + (hay + h*ag)®Ho3) + o(h?)

ou I:{(]’ij désigne o
Hygy = S;F;Z(Lao)-
Sachant que H est défini par
EoH : (8,a) — 2 (w(a) — w(ao)) — b5 (S(a) — S(ag)),
on en déduit que

Hooo =0, Hom =0, Ho10=0, Vi>2,¥j>0 Hy,; =0.

La nullité de ﬁo,m provient de I'équation 15" (ag)od = w'(ap) (2.32) reliant la contrainte og &

I’endommagement homogene ag. En développant (B.5) en puissance de h, on trouve que
0= H(1—h,a(1—h)) = h2(—ﬁfo,naﬁ%ffo,oga%)+h3(—ﬁ0,11a2+%f10702a1a2—%ﬁ,12a§+%ﬁ,03a§)+o(h3)
d’ou on extrait les deux équations donnant oy et apg
— 2Hg 11 4 Hop20n = 0, (B.6a)
6(1{[0702041 — I:L),n)ag = 31:1071206% — ﬁ070304£13. (B.6b)

Une résolution directe de (B.6a) et (B.6b) conduit &

o] = —=——, (B.7a)
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H Hy g0
g = 3Ho 1203 — Hy p303 (B.7b)
6(Ho o201 — Ho11)

avec

Ho11 = —2005 ()

Ho 12 = —2005" (o) (B.8)
ﬁom =2w" (o) — 035’"(0@)

Ho s = 20" (ag) — 035" (a)

Muni des ces développements, on regarde le comportement de la fonction donnant la taille de la
localisation pres du point de bifurcation. En faisant un changement de variable, on peut réécrire

I'intégrale donnant la taille de la localisation comme étant

- (a(0) — ap)dy
D(6) = =/ 0 : (B.9)
/ VVH(6.(3(6) — ao)y + a)

Le développement limité du dénominateur de I'intégrant autour de 6 = 1 se fait de fagon similaire
a (B.5),

- ~ 1 - -
H(l —h, (Oé(l — h) — ao)y + ao) = 5((}1041 + h2a2)2y2H0702 — 2h(ha1 + hQOég)yH()Jl)
1 - -
+ 6(3h2(ha1 + h2a2)yH0721 — 3h(h0z1 + h2a2)2y2H0712
+ (hay + W)y Ho g3) + o(h?). (B.10)
En introduisant (B.10) dans (B.9), puis en développant jusqu’a l'ordre 1, on trouve

—h) _/1 ardy
0 \/%ﬁo 0203y? — Ho 1101y

~|—h</1 — Loy (—Hop100y + Hopoonany? — L Ho1203y? + 2 Ho 303y
(§H0,02041?/ — Ho10ny)*/?

dy

aody

1
Y —
0 \/%Ho,ozaflﬂ — Ho1ioqy

Le premier terme du développement donne la taille du support de la localisation. Un calcul

>+o(h). (B.11)

montre que
267 0,11

Ho 0207y — Ho 1101y = —

. =) (B.12)

En utilisant la valeurs de a; explicitée en (B.9), on obtient la taille de la zone de localisation au
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~ [ =2
D(og) =D(1)=¢ H002/ *1_

oll ﬁopg est donné par (2.53). Le changement de variable y = sin(#)? dans I'intégrale donne,

point de bifurcation

2sin(0) cos(0)

/W/mde

On en déduit la taille de la zone de localisation au point de bifurcation explicitée en (2.50).

Tr. (B.13)

Pour savoir & présent si la localisation croit & sa naissance, on étudie le terme d’ordre 1 de (B.11).
Dans la premiere intégrale, le polynome du 3-éme ordre au numérateur a pour racine évidente
0 mais aussi 1 (il suffit de revenir & la définition de g en (B.7b)). On peut donc factoriser ce

polynoéme par

1~ 1~ -
—Hop3aty® = y(1—y) <—6H0,030é§y - H0,11a2>

~ ~ 1 -~
— Hpa102y + Hopaarany? — §H0,1206%Z/2 + 6
(B.14)

En combinant (B.12) et (B.14), on aboutit a
. . 1/2
@(1) [ —Hop2 la B 1H0 03H0 11
do 2Ho11 2773 [y,

ol on a utilisé 1’égalité
1
Yy T
——dy = —.
/0 Vi-y 2

En utilisant la valeur de ag en (B.7b), on en déduit que

. . 1/2 . .
dg(l) _ [ =Hoo2 - Ho1Hoj2 H02,11H0,03
df 2HO,H Ho 02 Hgoz

La zone de localisation s’étendra donc apres la bifurcation si et seulement si

D dD oo, A2, 00
i —(00)=—(1) <0 <= 0,11170,12 . 0,11 0,03'
2 do do H3,02 Hg,02

En remplagant les Ho,;; par leurs valeurs en (2.53), on aboutit bien au résultat énoncé (2.51).

On étudie pour finir le cas ou la bifurcation a lieu précisément au point de basculement entre la
phase durcissante et la phase adoucissante. Ce point est caractérisé par un point de stationnarité
dans la courbe contrainte-déformation i.e. S”(ap)w' () — S’ (ap)w” (cvg) = 0. La formule (2.50)
ne peut donc plus s’appliquer a cause de la singularité au dénominateur. Le développement

limité (B.4) tel qu’il a été postulé au point de bifurcation n’est en fait plus valable car I’échange
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d’écrouissage conduit & une valeur de ¢ infini (B.7a). Le développement correct se trouve étre
dans ce cas la
a0 =1—h) = ag+ h'%a; 5 + o(h'/?).

On développe a nouveau en puissance de h la quantité,
~ - ~ 1 B
0=H(1—h,a(l—h))=h? <—a1 j2Hoan + ¢ (en /2)3H0,03> + o(h%/?)

d’ou on identifie on tire que
6Ho,11

Hy 03

£0.

/2 =

Muni de ce dévelopement asymptotique de la valeur maximale de I’endommagement au point

de bifurcation, on 1’étend au reste de la localisation similairement a (B.10),
~ 5 ~ 1 -
H(1L—h, (&(1—h) — ag)y + ap) = h¥/? <_0‘1/2?/H0,11 + 6(061/2)3y3H0,03> +o(h*?),
d’ol on déduit le développement limité de la taille de localisation au voisinage de la bifurcation,

1
D(1—h) = / L R )
o y(1—9y*) \ Hoo3Ho11

Le premier terme du développement étant singulier, on en conclut que la taille de la localisation

est infinie quand la localisation apparait en un point d’échange d’écrouissage. O

Preuve de la Propriété 2.17

Propriété. L’état an localisations est stable pour un déplacement imposé U si (resp. seulement
s1)

min R*(3) > (resp. >)1

min R*(9) > (resp. )

ouD§={Be€ H(0,L)|8>0, Supp(B)C S} estle support d’une unique localisation choisie

parmi les n existantes.

Démonstration. Supposons que mingeps R*(3) > 1 et montrons la stabilité de I'état. On éerit

la dérivée seconde de ’énergie calculée en I'état (u, ;) dans la direction (v, 3)

L
Pr (ut, ar) (v, B) = /0 Eol?8? + E(ay) (v/(z) — S'(ar)0e3)? dar — <;S”(at)0t2 - w"(at)> B dx

De la méme fagon que pour le quotient de Rayleigh, on peut minimiser cette expression a 3
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donné sur l'espace Cy des déplacements admissibles a 0. On obtient alors la minoration

L
P/ (ug, o) (v, B) > /0 Eol?3"” dx —|— — </ S’ (ay ﬂdac) —/0 <;S“(at)at2 — w”(ozt)> G2 dx.

On a vu que I’étude de la stabilité se réduit a étudier le signe de la dérivée seconde pour des
champs (8 a support inclus dans lez zones ou le critere est une égalité.
Soient n le nombre de localisations et S; le i-eme support de localisation. On a alors la

décomposition suivante

Pt (ug, o) (v, B) > ZEoéz/ 6/2(1 + (Z/ S () ﬁd;c)
- Z [ (58" @nat —u(a)) o

On développe le deuxieme terme du membre de droite de I'inégalité. On obtient
Py (ug, o) (v, B) > ZEOEQ/ B2 dx + 2t </ S’ (o 6dm>

-/, @S’/(at)o? (o))

+2 Z /S’atﬂd:v/Satﬁdx

1<z<j<n

Le dernier terme du membre de droite étant toujours positif, on peut le minorer par 0. Sachant

que les localisations ont le méme profil, on a alors que

2
Bt [ e+ z ([ s@sa) = minr) [ (550t - w'a)) # i

d’ou l'on tire
P/ (ug, ) (v, B) > (min R*(B) — 1> / (15”(0%)%2 - w”(at)) B da.
BeDy S; \2

Sachant que par hypothése mingepe R*(B) > 1, on en déduit que la dérivée seconde est toujours
positive et que 1’état est stable.

Réciproquement, supposons que ’état a n localisations identiques soit stable. On construit alors
un champ d’endommagement [, admissible particulier : on le choisit nul sur ’ensemble de la
barre sauf sur le support d’une localisation. Sur cette derniere, le champ particulier est choisi
¢gal & argmingepa R* (8) i.e un champ admissible réalisant le minimum du quotient de Rayleigh

restreint & cette unique localisation (celui-ci existe sachant que 'infimum du quotient de Rayliegh
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est atteint). On calcule alors le champ de déplacement v(3;) réalisant 1’équilibre dans cet état

d’endommagement (3. La dérivée seconde de I’énergie vaut alors

Py (ut, o) (v(Br), Br) = (mi% R;(B) — 1> /S (;S”(at)af - w”(at)) 32 du.

BeDs

La positivité du terme de gauche étant assurée par ’hypothese de stabilité, on en déduit que
mingeprlz']zf(,@) > 1. O

Preuve de la Propriété 2.18

Propriété (Influence du nombre de localisations). Soit une barre ayant n localisations
entiéres. A contrainte fixée, le minimum du quotient de Rayleigh pour cet état est une fonction
décroissante du mombre de localisations. En particulier si un état a n localisations est instable,

tout état ayant un nombre de localisations supérieur le sera aussi.

Démonstration. Puisqu’il suffit de minimiser le quotient de Rayleigh R*(3) sur une unique

localisation on a a minimiser

Eo?3? dx + % S (o) dx
R*(B) = f e I (fs 2 )
fS (357( w" () 32 dw

sur tous les 8 & support inclus dans &;. La différence entre le quotient de Rayleigh de deux états
avec deux nombres de localisations différents a contrainte fixé se fait donc uniquement au travers
du chargement U qui conduit & ces états. Or le déplacement imposé U est relié a la contrainte
o dans la barre et au nombre de localisations a travers la relation (2.56). En particulier, a o
fixé, U est une fonction croissante du nombre de localisations. On voit donc qu’a o et § fixé,
le quotient de Rayleigh est une fonction décroissante du nombre de localisations (le profil des
localisations « et son support S; ne varient plus une fois la contrainte fixée). On en déduit
alors que mingep, R*(3) est une fonction décroissante du nombre de localisations. L’instabilité
de I'état a n localisations entraine alors nécessairement celle de tout état ayant un nombre de

localisations supérieur. O

Preuve de la Propriété 2.19

Propriété (Instabilité du snap-back). Soit un état en phase d’endommagement avec n lo-

calisations. Si cet état est en phase de snap-back alors il est instable.

Démonstration. On considere une des n zones de localisation. Sur celle-ci, le critéere est une

égalité. On appelle (o, x) le profil d’endommagement construit au point x pour une contrainte
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globale 0. On a alors
1
— Egl?d (0, z) — 55'(@(0, z))o? +w'(a(o,z)) =0, Va € (z; — D(o),z; + D(o)) (B.15)
avec
a(o,x; + D(0)) = ag, o (0,2;+ D(c)) =0, Vo (B.16)

En dehors de ces zones, 'endommagement est homogene et sa valeur correpond a celle au point
de bifurcation i.e oo, x) = . L’idée est alors de prendre comme fonction test pour le quotient

de Rayleigh la dérivée par rapport a o de a(o,z). En dérivant formellement (B.15), on a que

e <gj> <;S’/(a)a2 _ w”(a)> gj _ S'()o, Vo e (- D(o), 2+ D(e)) (BAT)

Par ailleurs on a aux points situés au bord de la localisation que

do Oa 0D Oa
%(U, z; £ D(0)=0= 8—0(0, x; £ D(0)) £ %%(U, x; £ D(0)).

En vertu de (B.16), le deuxiéme terme est nul. Enfin sur [0, L]\ US;, on a 92 = 0. Enfin le
champ — est bien positif puisque 'endommagement croit a mesure que la contrainte diminue.
Ce champ 9o est donc bel et bien une fonction test admissible. L’idée est donc de calculer le
quotient de Raylelgh en ce champ. Pour ce faire, on établit quelques relations au préalable.

On a tout d’abord l'identité

0= ———— S'(a) = dx (B.18)
ol U est le chargement en bout de barre. En effet, on a par construction que

S'(a dx—/ S'(a / 05(a /s
us; 0

ou l'on a utilisé dans la derniere égalité la dérivation par rapport au domaine (0, L) (fixe par

rapport a o). Or puisque U/o = fo a)dx, on obtient
1
S(a )8a g au U27
US; do cdo o

d’ott on déduit l'identité (B.18). On réécrit maintenant (B.17) en introduisant (B.18)

" Oa o3 o 02 dU
o 2 [ Y N < 2 7= 7 ! / we
Eyt (30) <2S ()o” —w (a)) e S’ () s, S'(a )80 dr + —5' (@) T
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puis on multiplie cette équation différentielle par g—g et on l'integre sur US;. On obtient apres

intégration par parties et en utilisant la nullité de —g—g sur les bords UJS; que

e ()0 ([, w0 5))

(Yoo — o) (22 ge AU [ g (b
_/usi <2S (av)o w(a))( P dx T do USiS(()z) I dx.

En divisant 1’égalité par le premier terme du membre de droite, on retrouve le quotient de

Rayleigh appliqué a la direction (—g—g) :

U do [ s, (35"(@)0? —w'(@)) (~55)" dx

R W P L
g

On voit que si dU/do > 0, ce qui correspond a un snap-back dans la réponse globale force-
déplacement, le quotient de Rayleigh dans la direction construite est plus petit strictement que
1. On en déduit que le minimum du quotient est lui aussi plus petit que 1 et on conclut a
I'instabilité de 1’état. O

Preuve de la Propriété 2.20

Propriété. Au voisinage d’un point de bifurcation depuis I’état homogéne a la contrainte oy,
on observe suivant la nature de la localisation que

— l’état homogeéne et la demi-localisation sont stables si (resp. seulement si)
1
L < (resp. <) §LSB (B.19)
— n localisations entiéres sont stables si (resp. seulement si)
L < (resp. <) Lgp. (B.20)

La preuve repose sur 3 lemmes :

Lemme B.1. L’état correspondant a une demi-localisation est stable dans un voisinage du
point de bifurcation (le paramétre de continuation étant la contrainte) si (resp. seulement si)
L < (resp. <)3Lgsp.

Démonstration. Supposons tout d’abord que I'état correspondant & une demi-localisation soit
stable dans un voisinage du point de bifurcation. Dans ce cas si (par absurde) L > %LSB
alors on sait d’apres le Corollaire 2.11 que la branche & une demi-localisation a un snap-back

dans un voisinage du point de bifurcation. En vertu de la Propriété 2.19 sur l'instabilité d’un
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snap-back, on en déduit que I’état est instable, ce qui est absurde. Donc on a bien L < %LS B-

Supposons a présent que la longueur L de la barre soit strictement inférieure a %LSB et
montrons que la demi localisation est stable. Pour connaitre la stabilité de I’état, on étudie le
quotient de Rayleigh associé a cet état. On suppose que l'infimum de ce quotient de Rayleigh
se développe en effet continiment par rapport a la contrainte dans un voisinage de og. Dans ce

cas son terme dominant est donné par

S Eot28 ()2 e + 78 (i S (00)B(a) )

inf R*(8) = inf T (B.21)
PEDY), BEDY )y Jo (35"(a0)od — w’ () Bx)? da
ol l'espace d’admissibilité est donné par D} = {B € HY(Q) : B > 0,8 =

0 dans (0, L)\ (0, D(09))} ou D(o¢) désigne la taille du support de la demi-localisation. Puisque
on a l'inclusion D} 2 C {8 € HY(Q) : B > 0}, on en déduit quune condition suffisante pour
avoir la stabilité de la demi-localisation est d’avoir la stabilité de 1’état homogene. Or celle-ci
est précisément assurée lorsque L < %LSB d’apres la Propriété 2.3, ce qui est exactement ce que

I’on recherche. O
La deuxieme étape est donnée par le

Lemme B.2. L’état correspondant a une localisation est stable dans un wvoisinage du point
de bifurcation (le paramétre de continuation étant la contrainte) si (resp. seulement si) L <

(resp. <)Lsp. Donc on a bien L < Lgp.

Démonstration. Supposons tout d’abord que 1’état correspondant & une localisation soit stable
dans un voisinage du point de bifurcation. Dans ce cas si (par 'absurde) L > Lgp alors on sait
d’apres le Corollaire 2.11 que la branche a une localisation & un snap-back dans un voisinage
du point de bifurcation. En vertu de la Propriété 2.19 sur Iinstabilité d’un snap-back, on en

déduit que I’état est instable, ce qui est absurde.

Supposons a présent que la longueur L de la barre soit strictement inférieure a Lgp et
montrons que la localisation est stable. Pour connaitre la stabilité de 1’état, on étudie le quotient
de Rayleigh associé a cet état. L’'infimum de ce quotient de Rayleigh se développe en effet
continiment par rapport a la contrainte dans un voisinage de og. Son terme dominant est donné

par

" BB ()2 da+ 38 ([F az)’
inf R*(8) = inf J OLﬂ(x) o i (W Stea)ito) o) (B.22)
pebi pept [o (35" (a0)og — w"(ao)) B(x)? dx

ot l'espace d’admissibilité est cette fois donné par D¢ = {8 € HY(Q) : B8 > 0,8 =
0 dans (0, L)\(x; — D(09),z; + D(00))} ou z; et 2D(0p) désignent respectivement le centre
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de la localisation et la taille de son support. En faisant le changement de variable y =

(x — (z; — D(09))/2D(09), on se ramene a I’étude

2
2 Jo Bol*B(2)? du + 32 (f B(x) de)
inf R*(3) = inf (B.23)
BeDe BeDa fo x)?dx

ot1 I'espace d’admissibilité est & présent donné par D* = {3 € H*(Q) : 3 > 0, 3(0) = 3(1) = 0}.
On pose alors a = 1/47% et b = Lgp/L. En vertu du Lemme A.3 et de 'hypotheése L < Lgp, on

aboutit a
inf R*(8) = (Lsp/L)*>. (B.24)
BeDe
On en déduit que I’état est stable, ce qui termine la preuve. O

Enfin on conclut par le cas de n localisations. En effet on a le

Lemme B.3. L’état correspondant a n localisations est stable dans un voisinage du point de

bifurcation (le paramétre de continuation étant la contrainte) si (resp. seulement si) L < (resp. <
)LsB.

Démonstration. Supposons tout d’abord que I’état correspondant a n localisations soit stable
dans un voisinage du point de bifurcation. Dans ce cas si (par 'absurde) L > Lgp alors on sait
d’apres le Corollaire 2.11 que la branche avec une localisation a un snap-back dans un voisinage
du point de bifurcation. En vertu de la Propriété 2.19 sur I'instabilité d’un snap-back, on en
déduit cet état a une localisation est donc instable. Il suffit alors d’appliquer la Propriété 2.18

pour en déduire que 1’état a n localisations est instable.

Supposons a présent que la longueur L de la barre soit strictement inférieure a Lgp et
montrons qu'un état a n localisations soit stable. Puisque L > Lgp, on en déduit que I'infimum
du quotient de Rayleigh associé a une localisation est strictement supérieur a 1. En utilisant la
Propriété 2.17, on en d éduit que I’état a n localisations est stable.

O
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Résumé : L’objectif de cette these est d’étudier les matériaux adoucissants a Daide de
modeles d’endommagement a gradient. On construit dans un premier temps le modele local
sous-jacent en montrant sa forme nécessairement standard, ce qui fournit automatiquement
un cadre variationnel & I’écriture du probleme d’évolution quasi-statique. Celui-ci est constitué
des trois principes physiques d’irréversibilité, de stabilité et de bilan d’énergie. Cependant,
la modélisation des matériaux adoucissants requiert un enrichissement du modele local. La
régularisation se fait par lintroduction de termes a gradient d’endommagement dans le
travail de déformation. Les mérites de I'approche variationnelles ainsi que les apports de la
régularisation sont mis en évidence via 1’étude des états homogenes.

Dans une deuxieme partie, on mene une étude de bifurcations et de stabilité d’une barre
adoucissante en traction simple. On construit explicitement des états localisés bifurquant depuis
la branche fondamentale homogene. On peut alors mettre en lumiere différents phénomenes
tels que la localisation conduisant a la ruine de la structure ou les snap-back dans la réponse
globale. Cette étude permet aussi mieux de comprendre le phénomene de localisation en termes
de criteres de sélection tels que ceux de non-bifurcation ou de stabilité. Par ailleurs, on illustre
sur cet exemple l'utilisation du principe de conservation d’énergie pour gérer dans le cadre
quasi-statique des évolutions non-régulieres en temps.

Finalement on propose dans une derniere partie des méthodes pour l'identification des pa-
rametres du modele dans le cas du béton. Par une analogie avec la mécanique de la rupture, on
identifie tout d’abord la longueur interne au modele a ’aide de la densité d’énergie de surface
du matériau. Les lois de rigidité et de dissipation sont quant a elles identifiées par le biais
des états homogenes en se servant des diagrammes contrainte-déformation et de stabilité de la
réponse homogene. On reprend alors ’essai PIED qui vise a stabiliser ces états dans un essai
de traction simple en ’analysant dans le détail et en soulignant par une étude théorique et

numérique 1'utilité et le potentiel de cet essai.

Mots clés : endommagement, non-local, stabilité, méthodes variationnelles, éléments fi-

nis




Construction and analysis of gradient damage models

Abstract : This work is concerned with the modeling of softening material by regularized
damage models. First we propose a rigorous construction of the underlying local model by
justifying its formulation within the framework of Generalized Standard Materials. Accordingly,
the strain work becomes a state function whose convexity properties are directly related
to the hardening or softening properties and the quasi-static evolution problem admits a
variational form. As the modeling of softening material can deal with non-uniqueness and time
discontinuities, we propose to reinforce the classical evolution problem by integrating stability
concepts and energy conservation principle. The local model is then enhanced by inserting
gradient of damage into the energy expression. The merits of this new approach are emphasized
throughout the study of homogeneous damage states.

Secondly, a bifurcation and stability analysis is carried out for a bar submitted to a tensile
test. It permits us to construct homogeneous as well as localized damage solutions in closed
form and to illustrate the concepts of loss of uniqueness and stability, of damage localization
and structural failure. Additionally, by enforcing the energy balance, we provide an explicit
construction to overcome the issue of time discontinuities.

Finally we proceed to the identification of the model parameters in the case of concrete. On
the one hand, by an energetic analogy with fracture mechanics, the internal length of the
model is linked to the surface energy density of a crack. On the other hand, the laws of rigidity
and dissipation of the underlying local damage model are identified by using stress-strain and
stability diagrams of homogeneous states. As the PIED experiment allows to stabilize these
states in a tensile test, we carry on analytical and numerical calculations on this experimental

procedure and show under which conditions the homogeneous states can really gain stability.

Keywords : non-local damage, stability, variational methods, finite elements
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