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◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ tr❛✐t❡r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥str✉♠❡♥t ❥♦✉❛♥t ❝❡tt❡ ♠é❧♦❞✐❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ tâ❝❤❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉s✐❝❛❧❡ ✭▼■❘ ❡♥ ❆♥❣❧❛✐s✮✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ✐♥❞❡①❡r ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉①
❞❡ ♠✉s✐q✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❡✉r ❧✐❣♥❡ ♠é❧♦❞✐q✉❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s ✭❇❆❙❙ ❡♥ ❆♥❣❧❛✐s✮✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡
♣✐st❡ ❛✉❞✐♦ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ s♦♥♦r❡✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t ré❝❡♠♠❡♥t ❥✉♠❡❧é ❝❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ▼■❘ ❡t ❧❛
❇❆❙❙ ✈✐s❡♥t ✉♥ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥ ✏❛t♦♠❡s✑✱ ❛✈❡❝ ❝❡♣❡♥❞❛♥t
❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ▼■❘✱ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♣♦r✲
t❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥♥♦t❛t✐♦♥ ♠✉s✐❝❛❧❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❜str❛✐t❡✳ ❊♥ ❇❆❙❙✱
❝❡s ❛t♦♠❡s r❡✈êt❡♥t ♣❧✉tôt ✉♥ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s s②s✲
tè♠❡s ♦r✐❡♥tés ▼■❘ t❡♥❞❡♥t à é❧✉❞❡r ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ s♦rt❡
à s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✈♦✉❧✉✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡
sé♣❛r❛t✐♦♥ ♦♥t ♣❧✉tôt t❡♥❞❛♥❝❡ à ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉tr❡ q✉❡ ❞❡s ❛s♣❡❝ts
♣❤②s✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡s✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① t②♣❡s
❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s s❡♠❜❧❡ ♣♦✉rt❛♥t ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❧❡✉rs ❜✉ts r❡s♣❡❝t✐❢s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠é❧♦❞✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
♠ê♠❡ ❝❛❞r❡ st❛t✐st✐q✉❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
s♦✉r❝❡✴✜❧tr❡✳ ■❧ s✉♣♣♦s❡ ❞❡✉① ét❛ts ❝❛❝❤és ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬ét❛t ❞✉ ✜❧tr❡
❡t à ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝❤♦✐s✐ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ✭♦✉ ❤❛✉t❡✉rs ✲ ♣✐t❝❤✮ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ❞és✐ré✱
❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣✐t❝❤❡s ❥♦✉és✱ ❧❛ ✏♠é❧♦❞✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✑✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
❞❡ sé♣❛r❡r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t q✉✐ ❧❛ ❥♦✉❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t✳ ❉❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉① s♦♥t
♣r♦♣♦sés✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❛♠♣❧✐✜é❡s ✭●❙▼▼ ❡♥ ❆♥❣❧❛✐s✮ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥
♠♦❞è❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞és✐❣♥é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ✭■▼▼ ❡♥ ❆♥❣❧❛✐s✮✳
❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ▲✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t
❡st ❧✉✐ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥ é✈❡♥t❛✐❧
❛ss❡③ ❧❛r❣❡ ❞❡ t②♣❡s ❞✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳

▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❝❤♦✐s✐s ❡t ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠❛tr✐❝❡s ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡s
✭◆▼❋ ❡♥ ❆♥❣❧❛✐s✮ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❡♠♣❧♦②❡r ❡t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é❥à ❡①✐st❛♥ts ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♥♦s ♠♦❞è❧❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ♠é❧♦❞✐q✉❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❞❡ ♥♦t❡s✱ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s à ❞❡s ❞❡❣rés ✈❛r✐és✱ ❞❡s str❛té❣✐❡s q✉✐ ré❞✉✐s❡♥t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦sés✳ ❈✐♥q s②stè♠❡s s♦♥t ❛✐♥s✐ ♣r♦♣♦sés✱ tr♦✐s ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡
❢♦✉r♥✐r ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s✱ ✉♥ ❛✉tr❡ s②stè♠❡
✈✐s❡ à ❢♦✉r♥✐r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦t❡s ♠✉s✐❝❛❧❡s ❥♦✉é❡s ❡t ❡♥✜♥ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r s②stè♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ❞❡ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ❡t ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ s♦♥t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♥t ♠♦♥tré ♥♦s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥s ❛✉① é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧❡s ✭▼■❘❊❳✬✵✽✱ ▼■❘❊❳✬✵✾ ❡t ❙✐❙❊❈✬✵✽✮✳ ❈❡❧❛ ✈❛❧✐❞❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡
✐♥té❣r❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts✳ ❉✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❝❤❡r❝❤é à ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✲
✈❛✐❧ ❡st ❞✬❛✈♦✐r ✐♥té❣ré ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ▼■❘ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ tr❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs s✉r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❛❞r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ♥♦s ♠♦❞è❧❡s ♣❡r♠❡t ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r ❞✬é✈❡♥t✉❡❧s r❛✣♥❡♠❡♥ts



✻

❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❉❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s ✿ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥
❛ ♣r✐♦r✐ sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ♠♦t✐✈é✱ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❡t ❞❡
❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ❡st ❞✐s❝✉té ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ♣♦ss✐✲
❜❧❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ♦✉ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t✱ ✈♦✐r❡
♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ◗✉❡❧❧❡s s♦♥t
❧❡s ♥♦t❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s ❛❝❝♦r❞s ❞❡ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t
❄ ❘é♣♦♥❞r❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥s ♣❡r♠❡ttr❛ s❛♥s ❞♦✉t❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥s ♠✉s✐✲
❝❛❧❡s ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s✱ ❡♥ ♦✉✈r❛♥t ❛✉ss✐ ❧❛ ✈♦✐❡ à ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s
❝♦❣♥✐t✐❢s q✉✐ ré❣✐ss❡♥t à ♥♦tr❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✉s✐q✉❡ ❡t ❞❡ s❛ str✉❝t✉r❡✳

❆❜str❛❝t

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✏♠♦♥❛✉r❛❧ ❧❡❛❞
✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥✑ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ✜rst t❛s❦ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ▼✉s✐❝
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✭▼■❘✮✱ s✐♥❝❡ ✐t ❛✐♠s ❛t ✐♥❞❡①✐♥❣ ❛✉❞✐♦ ♠✉s✐❝ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ t❤❡✐r
♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❇❧✐♥❞ ❆✉❞✐♦ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭❇❆❙❙✮✱
❛s ✐t ❛✐♠s ❛t ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♥ ❛✉❞✐♦ ♠✐①t✉r❡ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ s♦✉r❝❡ tr❛❝❦s✳

▼❛♥② r❡❝❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜r♦✉❣❤t t❤❡s❡ t✇♦ ✜❡❧❞s t♦✲
❣❡t❤❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ▼■❘ ❛♥❞ ❇❆❙❙ s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❣♦❛❧✿ ✇❡ ❞❡s✐r❡ s♦♠❡ ❛t♦♠✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ❛✉❞✐♦ ♠✐①t✉r❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❜❛❝❦✲❡♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ✏❛t♦♠s✑
t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛♥✐♥❣s✿ ❢♦r ▼■❘✱ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ♠✉✲
s✐❝❛❧✱ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❇❆❙❙✱ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♠♦r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧
❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤✐s ♦❢t❡♥ ❧❡❛❞s t♦ ▼■❘ s②st❡♠s t❤❛t t❡♥❞ t♦ ❞✐s❝❛r❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❇❆❙❙ s②st❡♠s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r
♦♥❧② ♣❤②s✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ♠✉t✉❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ❜♦t❤ ❛r❡❛s✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛❞❞r❡ss ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❡①✲
tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✿ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s
♠♦❞❡❧❧❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ■ts s✐❣♥❛❧ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t✇♦ ❤✐❞❞❡♥
st❛t❡s✱ t❤❡ ✜❧t❡r st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ st❛t❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐❣♥❛❧ s♣❡❝tr❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❡r❡❢♦r❡
❡①♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡s ♣✐t❝❤ ✭❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✮ ❜♦t❤ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ❢r♦♠
t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ t♦ tr❛♥s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣✐t❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❛t ✐♥str✉♠❡♥t✱
t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✑✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛ ●❛✉ss✐❛♥
❙❝❛❧❡❞ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✭●❙▼▼✮ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧
✭■▼▼✮✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡✐r ♦✇♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❚❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ✐s
♠♦❞❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♣❡❝tr❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠✉s✐❝❛❧
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞s✳

❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞② s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞
t❤❛♥❦s t♦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❜♦rr♦✇❡❞ ❢r♦♠ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭◆▼❋✮ ❧✐t✲
❡r❛t✉r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r②
s✐♠✐❧❛r t♦ ❛♥ ◆▼❋ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❧❛②❡rs ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡s✱
s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠
t❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✜✈❡ s②st❡♠s✳ ❚❤r❡❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛✐♠ ❛t ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥
♠❡❧♦❞②✳ ❆♥♦t❤❡r s②st❡♠ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r❡t✉r♥ ❛ ♠✉s✐❝❛❧ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✱
t❤❛t ✐s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦t❡s ✭♣✐t❝❤ ✐♥ t❤❡ ❲❡st❡r♥ ♠✉s✐❝❛❧ s❝❛❧❡✱ ♦♥s❡t ❛♥❞ ♦✛s❡t t✐♠❡s✮
❛♥❞ t❤❡ ❧❛st s②st❡♠ t❛r❣❡ts t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ♠❡❧♦❞② tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ st❛t❡



✼

♦❢ t❤❡ ❛rt✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② ♦✉r ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥s t♦ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥s
✭▼■❘❊❳✬✵✽✱ ▼■❘❊❳✬✵✾ ❛♥❞ ❙✐❙❊❈✬✵✽✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❥♦✐♥t s②st❡♠ ❢♦r
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠s ✉s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ✇♦r❦❡❞ ♦♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ ♠❛❞❡✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❢♦r
s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥s✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞✿ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ✉s✐♥❣ ✏▼■❘✑ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❛ ✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳

❆t ❧❛st✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❡♥❛❜❧❡s ❢✉rt❤❡r r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♥✲
str❛✐♥ts ❛♥❞ ♣r✐♦rs ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✿ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ♠♦✲
t✐✈❛t❡❞ ♣r✐♦r✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ s♣❛rs✐t② ❛♥❞ ❞❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦✳ ❋✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r r❡s❡❛r❝❤ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉✲
♠❡♥t ♠♦❞❡❧✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♠♦❞❡❧✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♣❛t❤ ❢♦r r❡s❡❛r❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❛❞ ❛♥❞ t❤❡
❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✿ ✇❤❛t ♥♦t❡s ✐s t❤❡ ❧❡❛❞ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ♣❧❛②✱ ❦♥♦✇✐♥❣ ✇❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ ❝❤♦r❞
t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ✐s ♣❧❛②✐♥❣❄ ❆♥s✇❡r✐♥❣ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ♠❛② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ♠✉s✐❝❛❧ s❝♦r❡ ❛♥❞✱ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t✱ ♦✉r
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❤♦✇ ✇❡ ♣❡r❝❡✐✈❡ ♠✉s✐❝ ❛♥❞ ✐ts str✉❝t✉r❡✳



✽



✾

❈♦♥t❡♥ts

❚❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥t❡♥ts ✾

❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✴ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ✶✺

❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ✶✼
✵✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✵✳✶✳✶ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ♠✉s✐❝❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✵✳✶✳✷ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✵✳✶✳✸ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ❞❡ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✵✳✶✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✵✳✷ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✵✳✷✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✵✳✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ à ▼é❧❛♥❣❡ ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ❆♠♣❧✐✜é❡s ❛✈❡❝ ❙♦✉r❝❡✴❋✐❧tr❡ ✳ ✳ ✷✷

✵✳✷✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✵✳✷✳✹ ▼♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✵✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❝❛❝❤é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✵✳✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♣r♦♣♦sés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✵✳✸✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ♣♦✉r ❧❡ ✭❙✮■▼▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✵✳✸✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ●❊▼ ♣♦✉r ❧❡ ✭❙✮●❙▼▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✵✳✸✳✹ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✵✳✸✳✹✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✵✳✸✳✹✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r ❢❛✐s❝❡❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✵✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✵✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✵✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

◆♦t❛t✐♦♥s ✹✸

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✹✼
✶✳✶ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ♠✉s✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✶✳✷ ▼❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✶✳✸ ❉❡✲s♦❧♦✐♥❣ ✿ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✶✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✶✳✺ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✷ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✺✸
✷✳✶ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ✏♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✑❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✷✳✶✳✶ ❆ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹



✶✵ ❈❖◆❚❊◆❚❙

✷✳✶✳✷ ▼❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✿ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✷✳✶✳✸ ❙❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✷✳✷ ▼❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✷✳✷✳✶ ▼❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝t✐♦♥✿ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✺✽

✷✳✷✳✷ ❋r❛♠❡✲✇✐s❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ✳ ✺✾

✷✳✷✳✷✳✶ ❊①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✷✳✷✳✷✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✷✳✷✳✸ ◆♦t❡✲✇✐s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✷✳✸ ❙♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✷✳✸✳✶ ❙♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✷✳✸✳✷ ❆✉❞✐♦ ❛♥❞ ♠✉s✐❝ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✷✳✸✳✷✳✶ ❊①✐st✐♥❣ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✷✳✸✳✷✳✷ P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✸ ❙✐❣♥❛❧ ▼♦❞❡❧ ✻✾
✸✳✶ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸✳✷ ●❛✉ss✐❛♥ ❙✐❣♥❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✸ Pr✐♠❛r② ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ ✏✈♦✐❝❡ ♣❧✉s ♠✉s✐❝✑ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ s✐❣♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✸✳✸✳✶ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✸✳✸✳✷ ❋r❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✸✳✸✳✷✳✶ ❙♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✸✳✸✳✷✳✷ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✸✳✸✳✷✳✸ ❋r❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡✿ s✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✸✳✸✳✸ P❤②s✐❝❛❧ st❛t❡ ❧❛②❡r✿ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✸✳✸✳✹ ✏▼✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧✑ st❛t❡ ❧❛②❡r t♦ ♠♦❞❡❧ ♥♦t❡ ❧❡✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✸✳✹ ❋r♦♠ t❤❡ ●❙▼▼ t♦ t❤❡ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✭■▼▼✮✿ ❧✐♥❦s ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✸✳✹✳✶ ■▼▼✿ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✸✳✹✳✷ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ZF0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✸✳✹✳✸ ❈♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❙■▼▼ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✾✽

✸✳✺ ❙✐❣♥❛❧ ▼♦❞❡❧ ❙✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✸✳✺✳✶ ❙♦✉r❝❡✴❋✐❧t❡r ✭❙✮●❙▼▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✸✳✺✳✷ ❙♦✉r❝❡✴❋✐❧t❡r ✭❙✮■▼▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✹ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✭◆▼❋✮ ✶✵✸
✹✳✶ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✹✳✷ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦✲◆▼❋ ✭■❙✲◆▼❋✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✹✳✸ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ✭■❙✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✺ P❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✶✶✶
✺✳✶ ❚r❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛s st❛t✐st✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✺✳✶✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❜② ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❛♥❞ ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡✲
r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✺✳✶✳✷ Pr❡❞♦♠✐♥❛♥t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✺✳✶✳✸ ▼✉s✐❝❛❧ ✭♥♦t❡✇✐s❡✮ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✺✳✶✳✹ ▲❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ✴ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺



✶✶

✺✳✶✳✺ ❙②st❡♠s s✉♠♠❛r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✺✳✷ ■▼▼ ❛♥❞ ❙■▼▼✿ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✺✳✷✳✶ ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ■▼▼✴❙■▼▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✺✳✷✳✷ ■▼▼✴❙■▼▼ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✺✳✷✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ■▼▼✴❙■▼▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✺✳✸ ●❙▼▼✴❙●❙▼▼✿ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✺✳✸✳✶ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✺✳✸✳✷ ✭❙✮●❙▼▼ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ❛♥❞ ●❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✺✳✸✳✸ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✿ ❍✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈✲●❙▼▼ ✭❍▼✲●❙▼▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✶✸✸

✺✳✹ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✺✳✹✳✶ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❍▼▼ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ❢♦r ZΦ

❛♥❞ ZF0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✺✳✹✳✷ ❇❡❛♠ s❡❛r❝❤ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦t❡ ❧❛②❡r E ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✹✸
✻✳✶ ❋✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉s✐❝❛❧ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✻✳✶✳✶ ❋r❛♠❡✲✇✐s❡ ❋✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✻✳✶✳✶✳✶ ❚❛s❦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✻✳✶✳✶✳✷ Pr♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✻✳✶✳✶✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✻✳✶✳✶✳✹ ❉❛t❛s❡ts ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✻✳✶✳✶✳✺ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✻✳✶✳✶✳✻ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✻✳✶✳✶✳✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✭❙✮●❙▼▼ ❛♥❞
✭❙✮■▼▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✻✳✶✳✶✳✽ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽✿ ▼❛✐♥ ▼❡❧♦❞② ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✻✳✶✳✶✳✾ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✾✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽ ♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t s❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✻✳✶✳✶✳✶✵ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✾✿ r❡s✉❧ts ♦♥ t❡st s❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✻✳✶✳✶✳✶✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ❢♦r s②st❡♠ ❋✲■■■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✻✳✶✳✷ ◆♦t❡✇✐s❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✻✳✶✳✷✳✶ ❚❛s❦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✻✳✶✳✷✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✻✳✶✳✷✳✸ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭■❙▼■❘ ✷✵✵✾✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✻✳✶✳✷✳✹ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ◗✉❛❡r♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✻✳✷ ❆✉❞✐♦ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

✻✳✷✳✶ ❚❛s❦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✻✳✷✳✷ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✻✳✷✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✻✳✷✳✹ Pr♦♣♦s❡❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✻✳✷✳✹✳✶ ❙②st❡♠ ❙❊P✲■ ❢♦r ♠♦♥♦ ♠✉s✐❝ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✻✳✷✳✹✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ st❡r❡♦ s✐❣♥❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✻✳✷✳✹✳✸ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r st❡r❡♦ s✐❣♥❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✻✳✷✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✻✳✷✳✺✳✶ ❉❛t❛s❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✻✳✷✳✺✳✷ ▼❡❧♦❞② ❚r❛❝❦✐♥❣ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽

✻✳✷✳✺✳✸ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❚r✉❡ P✐t❝❤ ❈♦♥t♦✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽

✻✳✷✳✺✳✹ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❊st✐♠❛t❡❞ ▼❡❧♦❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾



✶✷ ❈❖◆❚❊◆❚❙

✻✳✷✳✺✳✺ ▼✉❧t✐tr❛❝❦ ❡①❛♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✻✳✷✳✺✳✻ ❙t❡r❡♦ s✐❣♥❛❧ ✰ ✉♥✈♦✐❝❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✻✳✷✳✺✳✼ ❙♠♦♦t❤ ✜❧t❡rs ❛♥❞ ✉♥✈♦✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✻✳✷✳✺✳✽ ❙t❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ ✈s✳ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶

✻✳✷✳✺✳✾ ❙✐❙❊❈ ❝❛♠♣❛✐❣♥ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷

✻✳✷✳✺✳✶✵ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ◗✉❛❡r♦ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❉❛t❛❜❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷

✻✳✷✳✺✳✶✶ ◆♦t❡ ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t✲❡♥❞ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥ s②st❡♠s✿ ❋✲■✱
❋✲■■ ♦r ❋✲■■■❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✼✺
✼✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺

✼✳✷ P♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻

✼✳✷✳✶ ❊✈❡♥ ♠♦r❡ ✏▼✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧✑ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♥♦t❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻

✼✳✷✳✷ ❆ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻

✼✳✷✳✸ ❆❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♠♦❞❡❧✿ t♦✇❛r❞s ♠♦r❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼

✼✳✷✳✹ ❉❡❝✐❞❡❞❧② ♣❡r❢❡❝t✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✳✳✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼

●❧♦ss❛r② ✶✼✾

❆ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✶✽✶
❆✳✶ ❈♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❡r ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Nc ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶

❆✳✶✳✶ ❈♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❡r ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶

❆✳✶✳✷ ❈♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❡r ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷

❆✳✷ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ G ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✺

❇ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✶✽✼
❇✳✶ ✭❙✮■▼▼ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼

❇✳✶✳✶ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼

❇✳✶✳✷ ■▼▼ ❛♥❞ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ r✉❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾

❇✳✷ ✭❙✮●❙▼▼✿ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✵

❇✳✷✳✶ ❊ st❡♣✿ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r p(k, u|xn; (Θ●❙▼▼)(i−1)) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

❇✳✷✳✷ ▼ st❡♣✿ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts B ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

❇✳✷✳✸ ▼ st❡♣✿ wΦ
fk ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✸

❇✳✷✳✹ ▼ st❡♣✿ hΓ
pk ✭❙●❙▼▼✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✸

❇✳✷✳✺ ▼ st❡♣✿ hM
rn ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✹

❇✳✷✳✻ ▼ st❡♣✿ wM
fr ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✹

❇✳✷✳✼ ▼ st❡♣✿ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s π ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✹

❇✳✷✳✽ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐t❤ ❍▼▼ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✿ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
♦❢ ❊✲st❡♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✺

❇✳✸ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✼

❈ ❑▲●▲❖❚❚✽✽ ✿ ❛ ❣❧♦tt❛❧ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ✶✾✾

❉ ❉❛t❛❜❛s❡s ✷✵✶
❉✳✶ ▼■❘❊❳ ❆▼❊ ❞❛t❛❜❛s❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✶

❉✳✷ ◗✉❛❡r♦ ▼❛✐♥ ▼❡❧♦❞② ❉❛t❛❜❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✷

❉✳✸ ▲❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ✴ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠♦♥♦ ❞❛t❛❜❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✷

❉✳✹ ◗✉❛❡r♦ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❉❛t❛❜❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✹



✶✸

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✷✵✼

■♥❞❡① ✷✶✾

▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ✷✷✶

▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✷✷✺

▲✐st ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✷✷✼



✶✹ ❚❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥t❡♥ts



✶✺

❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ r❡♠❡r❝✐❡r ●❛ë❧ ❘✐❝❤❛r❞ ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❉❛✈✐❞✱ ♠❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡
t❤ès❡✳ ▲❡✉r ❛✐❞❡✱ ❧❡✉r ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ❡t ❧❡✉r ♦♣t✐♠✐s♠❡ ♦♥t ❢❛✐t ♣r♦❣r❡ss❡r ♠❛
t❤ès❡ ❞❡s ❜❛❧❜✉t✐❡♠❡♥ts ❞❡ ♠❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦✲s✐❣♥é❡s✳ ❉✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✱ ✉♥ ré❡❧ éq✉✐❧✐❜r❡ s✬❡st
❢♦r♠é ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s s♦✉✈❡♥t ❥✉st❡s ❞❡ ●❛ë❧ ❡t ❧❛ r✐❣✉❡✉r ❞❡ ❇❡rtr❛♥❞✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s
♠✬❛✉r♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬é✈♦❧✉❡r ❧✐❜r❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧✬é❧❛♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝❛❞r❡
r❡q✉✐s ♣♦✉r ♠❡ ❣❛r❞❡r ❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡s ❞é✈♦✐❡♠❡♥ts✳ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs s❛❧✉❡r ❧❡✉r tr❛✈❛✐❧
❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❥❡ts q✉✐ ♦♥t ✜♥❛♥❝é ♠❛ t❤ès❡✱ tr❛✈❛✐❧ ✈✐t❛❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬❡♥tr❡
♥♦✉s✱ ❞♦❝t♦r❛♥ts ❡t ✏♣♦st✲❞♦❝t♦r❛♥ts✑✱ ♠❛✐s ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t ♣❡✉ ✈❛❧♦r✐s❛♥t ❡t ♣❡✉ r❡❝♦♥♥✉✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ❛✉① ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡ ✿ ❉❛♥✐❡❧ ❊❧❧✐s ❡t ❈❤r✐st✐❛♥ ❏✉tt❡♥✱
♠❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs✱ ❙✐♠♦♥ ●♦❞s✐❧❧ ❡t ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❱✐♥❝❡♥t✱ ♠❡s ❡①❛♠✐♥❛t❡✉rs✱ ❡t ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡
❡♥✜♥ ❋ré❞ér✐❝ ❇✐♠❜♦t ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ♣rés✐❞❡r ❝❡ ❥✉r②✳

▼❡r❝✐ à ♠❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ❡t ♣r♦❝❤❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✉rs✱ ◆❛♥❝② ❇❡rt✐♥✱ ❈é❞r✐❝ ❋é✈♦tt❡✱ ❆❧❡①❡②
❖③❡r♦✈ ❡t ❏❛♥ ❲❡✐❧✱ ♣♦✉r ♥♦s é❝❤❛♥❣❡s ✐♥tér❡ss❛♥ts✱ ✐♥♥♦✈❛t❡✉rs ❡t ❢r✉❝t✉❡✉①✳

▼❡r❝✐ à t♦✉t❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ✏❆✉❞✐♦s✐❣✑ ❞❡ ❚é❧é❝♦♠ P❛r✐s❚❡❝❤✱ ♣♦✉r ❧✬❛♠❜✐❛♥❝❡ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡
✐♥st❛✉ré❡ ♣❛r s❡s ♠❡♠❜r❡s✱ ♣rés❡♥ts ❡t ♣❛ssés✱ ❘♦❧❛♥❞ ❇❛❞❡❛✉✱ ❱❛❧❡♥t✐♥ ❊♠✐②❛✱ ❙❧✐♠ ❊ss✐❞✱
❙❛r❛❤ ❋✐❧✐♣♣✐✱ ❚❤♦♠❛s ❋✐❧❧♦♥✱ ❇❡♥♦ît ❋✉❡♥t❡s✱ ❨✈❡s ●r❡♥✐❡r✱ ❙é❜❛st✐❡♥ ●✉❧❧✉♥✐✱ ❘♦♠❛✐♥
❍❡♥♥❡q✉✐♥✱ ❈②r✐❧ ❏♦❞❡r✱ ▼❛t❤✐❡✉ ▲❛❣r❛♥❣❡✱ P✐❡rr❡ ▲❡✈❡❛✉✱ ▼♦✉♥✐r❛ ▼❛❛③❛♦✉✐✱ ❇❡♥♦ît
▼❛t❤✐❡✉✱ ◆✐❝♦❧❛s ▼♦r❡❛✉✱ ▲❛✉r❡♥t ❖✉❞r❡✱ ▼❛t❤✐❡✉ ❘❛♠♦♥❛✱ ❋é❧✐❝✐❡♥ ❱❛❧❧❡t✳ ▼❡r❝✐ ❛✉①
❝♦❧❧è❣✉❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❙❚❆ ❡t ▼▼✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ✿ ❆✉ré❧✐❛✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡✱ ❈②r✐❧ ❈✳✱ ■s♠❛❡❧✱
❏❡❛♥✱ ❏❡❛♥✲❋r❛♥ç♦✐s✱ ❏✉❧✐❡♥ ❡t ❚❡♦❞♦r❛✳ ❉❡ ♣❛r ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✱ ❧❡s r❡♥❝♦♥tr❡s
❢✉rt✐✈❡s ♦✉ ❧❡s ❜rè✈❡s ❞❡ ❝♦♠♣t♦✐r à ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ❝❛❢é✱ ✐❧s ❛✉r♦♥t été à ❞✐✈❡rs ❞❡❣rés ❧❡s
❛rt✐s❛♥s ❞❡ ♠❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t à ❧❛ ✈✐❡ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧❧❡✳

▼❡r❝✐ ❛✉ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐❢ ❡t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❚é❧é❝♦♠ P❛r✐s❚❡❝❤✱ ❙♦♣❤✐❡✲❈❤❛r❧♦tt❡
❇❛rr✐èr❡✱ ❋❧♦r❡♥❝❡ ❇❡s♥❛r❞✱ ❋❛❜✐❡♥♥❡ ▲❛ss❛✉s❛✐❡✱ ❋❛❜r✐❝❡ P❧❛♥❝❤❡✱ ▲❛✉r❡♥❝❡ ❩❡❧♠❛r✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♠✬❛✉r♦♥t ❛✉ss✐ ❛♣♣♦rté ❧❡✉r ❛✐❞❡ ❞✉r❛♥t ❝❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡✳

▼❡r❝✐ à ❖❧✐✈✐❡r ●✐❧❧❡t ❡t ❆♥t♦✐♥❡ ▲✐✉t❦✉s ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t ♠❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ♠❡ ❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐
❧✬❡s♣♦✐r q✉❡ ♠❡s ❡✛♦rts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥✬❛✉r♦♥t ♣❛s été ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✈❛✐♥s ❡t s❛♥s s✉✐t❡✳

▼❡r❝✐ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱ ▼❛r✐❡✲❆♥❣❡ ❡t P❛tr✐❝❦✱ ❡t ♠❛ s♦❡✉r✱ ▼❛r✐❡✲P✐❡rr❡✱ ❞✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs
été ✉♥ s♦✉t✐❡♥ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s é♣r❡✉✈❡s ❡t ❛✈❡♥t✉r❡s q✉✐ ♦♥t ❥❛❧♦♥♥é ♠♦♥
♣❛r❝♦✉rs✳ ▼❡r❝✐ à ♠❡s ❜❡❛✉①✲♣❛r❡♥ts✱ ❊r✐❦❛ ❡t ❆❧❢r❡❞ ❍ä✉♣t❧✐✱ ♣♦✉r ❧❡✉r ❛❝❝✉❡✐❧ ❡t ❧❡✉r
♣rés❡♥❝❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✉r❛♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♥♥é❡ ❞❡ t❤ès❡✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ ❧❛
♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦♥ ✜❧s✳

▼❡r❝✐ à ♠❛ ❢❡♠♠❡✱ ❉❛♥✐❡❧❛✱ ♣♦✉r ❧❡s s❛❝r✐✜❝❡s ❝♦♥s❡♥t✐s ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r
❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡t à ♠♦♥ ✜❧s✱ ▲✉❝✐❡♥ ❊❞✇✐♥✱ q✉✐ ♥♦✉s ❛ r❡❥♦✐♥t ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ r♦✉t❡✱ ❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐
✉♥ ❝❛❝❤❡t t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❝❡tt❡ ✜♥ ❞❡ t❤ès❡✳



✶✻ ❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✴ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts



✶✼

❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥ rés✉♠é ré❞✐❣é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s ❞✉ ♣rés❡♥t ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ■❧ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ❣r❛♥❞s
❛①❡s ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥t é❝r✐t ❡♥ ❆♥❣❧❛✐s✳

❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ sé♣❛✲
r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡ ♣♦❧②♣❤♦♥✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❡①♣♦s♦♥s
❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡t
❧❡s s②stè♠❡s ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ s♦♥t ❛❧♦rs ❞é❝r✐ts✳ ◆♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
♣❛r ❝❡s s②stè♠❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s q✉✬✐❧s tr❛✐t❡♥t✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ✉♥ rés✉♠é ❞❡ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ♣✐st❡s à ❡①♣❧♦r❡r
à ❧✬❛✈❡♥✐r ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s s②stè♠❡s ♣rés❡♥tés✳

✵✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊①♣❧♦r❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠✉s✐❝❛❧❡✱ ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ♠♦r❝❡❛✉① q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐♠❡✱ ❞é❝♦✉✈r✐r ❞❡
♥♦✉✈❡❛✉① t✐tr❡s✳✳✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ❛❝t✐✈✐tés ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉①
❞❡ ♠✉s✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ✐♥t❡♥s❡ ❞❛♥s ❧❛
❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❧❛ ✏r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉s✐❝❛❧❡✑ ✭▼■❘ ❡♥ ❆♥❣❧❛✐s✮✳ ◆♦✉s tr❛✐t♦♥s
❞✬❛❜♦r❞ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉s✐q✉❡ ❞❛♥s s❛ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♣✉✐s r❡✈❡♥♦♥s s✉r
❧❡ s✉❥❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✳
P✉✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ❞❡ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t ❡st ❡♥✲
s✉✐t❡ ♣rés❡♥té✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s s♦♥t r❛♣♣❡❧é❡s
❡t ❝♦♠♠❡♥té❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ s♦♥t ♣ré❝✐sé❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳

✵✳✶✳✶ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ♠✉s✐❝❛✉①

❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❛✉❞✐♦ ♠✉s✐❝❛❧✱ q✉❡❧ t②♣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉✈♦♥s✲♥♦✉s ❡①tr❛✐r❡ ❄ ❆
❧✬✐♥st❛r ❞❡s ♠✉s✐❝✐❡♥s✱ ♣❡✉t✲♦♥ ❛✐sé♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ♠✉s✐q✉❡ à ❧❛ s❡✉❧❡ é❝♦✉t❡
❞✉ s✐❣♥❛❧ ❄ ◗✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❧✐é❡s à ❧❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♠✉s✐❝❛❧❡✱ ❡t q✉❡❧❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♣❡✉t✲♦♥ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❛✈❛♥t ❞✬❛❝❝♦♠♣❧✐r ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ✉♥❡ t❡❧❧❡ tâ❝❤❡ ❄

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♠✉s✐❝❛❧❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t très ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡t r❡st❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t
s❛♥s ré❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❝❡rt❡s ❞❡s s②stè♠❡s q✉✐✱ ♠✐s ❜♦✉t à ❜♦✉t✱ ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts s✬❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s
♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❤❡r❝❤é à ❞ét❡❝t❡r q✉❡❧s ✐♥str✉♠❡♥ts s♦♥t ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❡①tr❛✐t ♠✉s✐❝❛❧
✭❬❊ss✐❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❛✱❜✱ ❱✐♥❝❡♥t✱ ✷✵✵✹❪✮✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣♦ ❛ ❛✉ss✐ ❜é♥é✜❝✐é ❞✬✉♥❡ ❢♦rt❡
♣♦♣✉❧❛r✐té ✭❬❙❝❤❡✐r❡r✱ ✶✾✾✽✱ ❆❧♦♥s♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ P❡❡t❡rs✱ ✷✵✵✼❪✮✱ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt
✉♥ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s r②t❤♠❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ✉t✐❧❡
♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❣❡♥r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s
❞❛♥s ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡ ♣♦❧②♣❤♦♥✐q✉❡ ❬❑❧❛♣✉r✐✱ ✷✵✵✶❪✱ ✈♦✐r❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦t❡s ❞❡



✶✽ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

♠✉s✐q✉❡ ❬❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞ ❑❧❛♣✉r✐✱ ✷✵✵✺✱ ❊♠✐②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ s♦♥t ❞❡s s✉❥❡ts ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡s à
tr❛✐t❡r q✉❡ ❧❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣ré❝✐s s♦♥t ❛♠❜✐❣✉s à ❞é✜♥✐r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❛✉ss✐ ♣♦✉r
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❧✐s✐❜❧❡
♣❛r ✉♥ ♠✉s✐❝✐❡♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠❡s✉r❡ ❬P❡❡t❡rs✱ ✷✵✵✾✱ ❲❡✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪✱ ❡t ❛✉ ✜♥❛❧ ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡
s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✬é❝r✐t✉r❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✮ ❞❡s r②t❤♠❡s ❡t ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♠✉s✐q✉❡ ❬❈❡♠❣✐❧
❛♥❞ ❑❛♣♣❡♥✱ ✷✵✵✸❪✳

▲❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♠✉s✐❝❛❧❡ ♥❡ s❡ ❧✐♠✐t❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s à ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✿ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s é✈♦q✉és ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬❛♥♥♦t❡r
❧❡ s✐❣♥❛❧ ❛✉❞✐♦✳ ●râ❝❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡s✱ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥
❣❡♥r❡s✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠✉s✐q✉❡ ♣❛r s✐♠✐❧❛r✐té✱ ♣❛r r❡q✉êt❡ ❝❤❛♥té❡✱ ❧❛ r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥
❞❡ ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡ ♦✉ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✐st❡s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ s♦♥t ❛✉t❛♥t
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐té❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❛❧❧❛♥t ❞✉ ❜❛s ♥✐✈❡❛✉✱
❧❡ s✐❣♥❛❧✱ s♦♥ é♥❡r❣✐❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✱ ✈❡rs ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ♣❧✉s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡✱
❧❡s ❛❝❝♦r❞s✱ ❧❡s t♦♥❛❧✐tés✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❞❡s ✏❞❡♠✐✲♥✐✈❡❛✉①✑ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❡♠♣♦✱ ♦✉ ❧❡s ♥♦t❡s
❞❡ ♠✉s✐q✉❡✳

✵✳✶✳✷ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡

P♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✱ ✐❧ s✉✣t s♦✉✈❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠é❧♦❞✐❡✱ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
❞✬❛❝❝♦r❞s ♦✉ ❞❡ r②t❤♠❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠é❧♦❞✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❛ttr✐❜✉t s♦♥t ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r r❡q✉êt❡ ❝❤❛♥té❡ ✭◗✉❡r②✲❜②✲❍✉♠♠✐♥❣✱ ◗❜❍✮✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ r❡♣r✐s❡s ♦✉ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r P❛✐✈❛ ❬✷✵✵✻❪ s②♥t❤ét✐s❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛tt❡♥❞✉ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡ ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭▼é❧♦❞✐❡ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡✿✮ ▲❛ ♠é❧♦❞✐❡ ❡st ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♣✐t❝❤é❡✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❡t ♣ré✲
❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✉s✐❝❛❧✳⋄

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦r✐❡♥t❡ ❧❡s ❝❤♦✐① q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐ts ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ♣r♦✲
♣♦sés ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✵✳✷✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts q✉✐ ② ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t s♦♥t ♣r✐s ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

• ❊♥s❡♠❜❧❡ ♠✉s✐❝❛❧ ✿ ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉① tr❛✐tés ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ♠é❧♦❞✐q✉❡ ❛❝❝♦♠♣❛✲
❣♥é❡ ♣❛r ❞❡ ❧❛ ♠✉s✐q✉❡ ♣♦❧②♣❤♦♥✐q✉❡✳ ▲✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥
♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥str✉♠❡♥ts✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ♣❡r❝✉ss✐❢s ❝♦♠♠❡ ❞❡
❧❛ ❜❛tt❡r✐❡✳

• P✐t❝❤é❡ ✿ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ❡st ❥♦✉é❡ ♣❛r ✉♥ ✐♥str✉♠❡♥t ✈♦✐sé✱ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t s♦✐t
♣❛r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❥♦✉é❡s✱ s♦✐t ♣❛r ❧❡s ♥♦t❡s ❞❡ ♠✉s✐q✉❡
❥♦✉é❡s✳

• ■♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ✿ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ❡st ♠♦♥♦♣❤♦♥✐q✉❡✱ ❥♦✉é❡ ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ✐♥str✉♠❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s✳
❈❡❧❛ ❞✐t✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s é✈♦q✉é❡s ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧✬❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❝❡tt❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✬❡st ✐♠♣♦sé❡ q✉❡ très s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t✳

• ▲✐❣♥❡ ✿ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♠é❧♦❞✐q✉❡ ❞♦✐t êtr❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✏❧✐ss❡✑✱ s❛♥s ❛s♣ér✐té✳ ▲✬✐♥str✉♠❡♥t
❥♦✉❛♥t ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡✱ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ✏♣r✐♥❝✐♣❛❧✑✱ ♥❡ ♣❡✉t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s s❛✉t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ à ❧✬❛✉tr❡✱ ❞✬✉♥❡ ♥♦t❡ à ❧✬❛✉tr❡✱ ❡t ❞♦✐t ♣❧✉tôt ♣rés❡♥t❡r ❞❡s
♣❛❧✐❡rs st❛❜❧❡s ❞✬✉♥❡ ♥♦t❡ à ❧✬❛✉tr❡✳



✶✾

• Pré❞♦♠✐♥❛♥t❡ ✿ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❧✉s
❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❡r♥❡r✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❧❛ séq✉❡♥❝❡
❞❡ s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♥s♦♥✱ ♣♦✉r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❡r✱
♥♦t❛♠♠❡♥t✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉① q✉❡ ❝❡tt❡ ♣ré❞♦♠✲
✐♥❛♥❝❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡
❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞♦♠✐♥❡ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞✉ t❡♠♣s ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ✐♥str✉♠❡♥ts✳ ■❧
❢❛✉❞r❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t s♦✉✈❡♥t ❛❝❝♦♠♣❧✐r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡
❧❛ ❧✐❣♥❡ ♠é❧♦❞✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦t✐✈❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❝❤♦✐s✐s ♣♦✉r ❧❡s
séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❞❡ ♥♦t❡s ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s s✉❣❣éré ♣❧✉s ❤❛✉t q✉✬✐❧ ② ❛✈❛✐t ❞❡✉① tâ❝❤❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛
❞é♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ✿ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ✭❋✵✮
♣ré❞♦♠✐♥❛♥t❡s ❡t ❧❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ❡♥ ♥♦t❡s ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✱ s✉✐✈✐❡ ❞❡ ❜r❡❢s ét❛ts ❞❡ ❧✬❛rt
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ✭❋✵✮ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥t❡✿✮ ❯♥
s②stè♠❡ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✵ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥
✜❝❤✐❡r ❞❡ ♠✉s✐q✉❡ ❞✐❣✐t❛❧✐sé❡✱ ❡t ❢♦✉r♥✐r ❡♥ s♦rt✐❡ ✉♥ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡
❞❡s ❋✵✳ ❈❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❡ ✜❝❤✐❡r ❝♦♠♣♦rt❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ t❡♠♣s ♦ù ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ❡st✐♠é❡✱
♣✉✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡♥ ❍③✳ P♦✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ tr❛♠❡ n✿

❁❚❡♠♣s ❞❡ ❧❛ tr❛♠❡ ♥ ✭s✮❃ ❁❚❛❜✉❧❛t✐♦♥❃ ❁❋✵ à ❧❛ tr❛♠❡ ♥ ✭❍③✮❃

❈❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞♦✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡✱ ❥♦✉é❡ ♣❛r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t
♣r✐♥❝✐♣❛❧✳⋄

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭❚r❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥ ♥♦t❡s ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡✿✮ ❯♥ s②stè♠❡ ✈✐s❛♥t à ❢♦✉r♥✐r
✉♥❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥ ♥♦t❡s ❞❡ ♠✉s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ❞♦✐t r❡♥✈♦②❡r ❧❡s ♥♦t❡s ▼■❉■✱ ❧❡s ♦♥s❡ts
❡t ❧❡s ♦✛s❡ts ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♥♦t❡s✳ ❯♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ✜❝❤✐❡r à r❡♠♣❧✐r ❞♦✐t r❡ss❡♠❜❧❡r à
❝❡❧❛ ✿ ❆ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❧❡ ♠❛② t❤❡r❡❢♦r❡ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❁❖♥s❡t ✭s✮❃ ❁❚❛❜✉❧❛t✐♦♥❃ ❁❖❢❢s❡t ✭s✮❃ ❁❚❛❜✉❧❛t✐♦♥❃ ❁◆♦t❡ ▼■❉■❃

⋄

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❛✜♥ ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❋✵✱ q✉✐ ❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝❛♠♣❛❣♥❡s ✐♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧❡s ❛♥♥✉❡❧❧❡s ❞❡ ▼■❘❊❳ ✭▼✉s✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡❳❝❤❛♥❣❡✱ ❝❛♠✲
♣❛❣♥❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉s✐❝❛❧❡✮✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ●♦t♦ ❬✷✵✵✵✱
✷✵✵✹❪ s♦♥t s❛♥s ❞♦✉t❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❢♦♥❞❛t❡✉rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲✬❛✉t❡✉r ❛ ❡♥ ❡✛❡t ❡✉ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✉t✐❧❡✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♠é❧♦❞✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❧✐❣♥❡
❞❡ ❜❛ss❡✱ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❞❡✈♦✐r ❞é❝r✐r❡ ✜♥❡♠❡♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧✳ ❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲
❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦❜t❡♥✉❡✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❆❜❡ ❛♥❞
❍♦♥❞❛ ❬✷✵✵✻❪ s✉r ❧❡s s♣❡❝tr♦❣r❛♠♠❡s ré✲❛ss✐❣♥és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s
✐♥st❛♥t❛♥é❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ à ✉♥❡ tr❛♠❡
❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ❡st ❛❧♦rs ♥♦r♠❛❧✐sé❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉✈❛♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❛❧♦rs ❞é❝♦♠♣♦sé❡ s✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳
❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡
f0 ❡t ✉♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ s♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s s♦♥t ♣❧❛❝é❡s à



✷✵ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡ f0✱ ♦❜t❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ♣❡✐❣♥❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❊s♣ér❛♥❝❡✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣♦✐❞s ❛ttr✐❜✉és à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❋✵✱ ❡♥
♠❛①✐♠✐s❛♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ q✉✬✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▲❡❡ ❛♥❞ ❙❡✉♥❣ ❬✷✵✵✶❪✳
▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ●♦t♦ ❬✷✵✵✹❪ ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ré❝❡♥ts tr❛✈❛✉① ❡✛❡❝t✉és s✉r
❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠❛tr✐❝❡s ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡s ✭◆▼❋ ❡♥ ❆♥❣❧❛✐s ❬▲❡❡ ❛♥❞ ❙❡✉♥❣✱ ✶✾✾✾❪✮✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✐ts ❣❧♦✉t♦♥s✱
❛✈❡❝ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈✐❡ ❞❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ✐téré❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ▼❛t❝❤✐♥❣
P✉rs✉✐t ❬▼❛❧❧❛t ❛♥❞ ❩❤❛♥❣✱ ✶✾✾✸❪✳ P♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠✉s✐q✉❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❝❡ t②♣❡
❞❡ ♣r♦❝é❞é ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✵ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡ ❞❡ ❈❤❡✈❡✐❣♥é ❬✶✾✾✸❪ ♦✉
❞❡ ❑❧❛♣✉r✐ ❬✷✵✵✶❪✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ●♦t♦ ❬✷✵✵✹❪ ♣❡r♠❡t✱ ❡♥ t❤é♦r✐❡✱ ❞✬❡st✐♠❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t
t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❞❡✈r❛✐t ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs
❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡✳

❯♥❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r
❞❡s s♦♠♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ✭❙❍❙ ❬❍❡r♠❡s✱ ✶✾✽✽❪✮ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ♠♦❞✐✜é❡s✳ ■❧ ❡♥ ❡st ❛✐♥s✐
♣♦✉r ❧❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞ ❑❧❛♣✉r✐ ❬✷✵✵✺❪✱ ♦✉ ❧❡ ❝÷✉r ♠ê♠❡ ❞❡
s②stè♠❡s t❡❧s q✉❡ ❬❈❛♦ ❛♥❞ ▲✐✱ ✷✵✵✽✱ ❍s✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ❲❡♥❞❡❧❜♦❡✱ ✷✵✵✾❪✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡
❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞ ❑❧❛♣✉r✐ ❬✷✵✵✺❪ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t✱ q✉✬✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
st❛t✐st✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ✏♥♦t❡✲❡✈❡♥ts✑ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ très ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r s②stè♠❡ ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧✬✉♥ ❞❡s r❛r❡s s②stè♠❡s ♣r♦♣♦sés q✉✐
❡✛❡❝t✉❡♥t ✉♥❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥ ♥♦t❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱ ❡t ♥♦♥ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s✳

✵✳✶✳✸ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ❞❡ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t

❙é♣❛r❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t s♦♥♦r❡ ❡st ✉♥ s✉❥❡t ♣♦♣✉❧❛✐r❡✱
❛✈❡❝ ❞❡s ✈✐sé❡s ❞✐✈❡rs❡s ❡t ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✈❛r✐é❡s✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s
♠✉s✐❝❛❧❡s ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✿ ✉♥❡ t❡❧❧❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✈♦✐① sé♣❛ré❡s✱
ré✉t✐❧✐s❛❜❧❡s à ❞❡s ✜♥s ❞❡ r❡✲♠✐①❛❣❡s ❡♥ st✉❞✐♦✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡ ✈✐❡✉①
❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ✏s✐♠♣❧✐✜é❡✑ s✉r ❞❡s ✈♦✐① sé✲
♣❛ré❡s ✿ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥str✉♠❡♥ts ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ s✉r ✉♥
♠é❧❛♥❣❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥ts q✉❡ s✉r ✉♥ ✐♥str✉♠❡♥t s♦❧♦✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛❞♦♣té❡s ♣♦✉r ❞❡ t❡❧❧❡s sé♣❛r❛t✐♦♥s ✈❛r✐❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ s✐❣♥❛❧ ❞♦♥t
♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❡♥ ❡♥tré❡✳ ❙✐ ✉♥ s❡✉❧ ❝❛♥❛❧ ❛✉❞✐♦ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥
♠♦♥❛✉r❛❧❡✱ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛♥❛✉①✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲❝❛♥❛❧❡✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ❡st
s♦✉✈❡♥t tr❛✐té ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❣é♥ér✐q✉❡s✱ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ♣♦✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉①
♥♦♥✲♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛✉❞✐♦✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ P❈❆ ❬P❡❛rs♦♥✱ ✶✾✵✶❪ ❡t ❧✬■❈❆ ❬❏✉tt❡♥ ❛♥❞ ❍❡r❛✉❧t✱
✶✾✾✶✱ ❈♦♠♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪✳ ❯t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s✱ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
s♦✉✈❡♥t à ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❞ét❡❝t✐♦♥s ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s s♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❛♠♣
❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ✭♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s✮✱ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❞✬✐s♦❧❡r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ✈❡♥❛♥t ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡st✐♠é❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♠❛❧❣ré t♦✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts
✐♥tér❡ss❛♥ts ❝♦♠♠❡ ❬P❧✉♠❜❧❡②✱ ✷✵✵✸✱ ❆❜❞❛❧❧❛❤ ❛♥❞ P❧✉♠❜❧❡②✱ ✷✵✵✹❪✳

❆✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉① s♣❡❝tr❛✉① t❡❧ q✉❡ ❬❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✼❪✱ ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡ ❝❡s s✐❣♥❛✉①✱ ❛✈❡❝ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ très ❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥t✱ ❡t ❝❡
♠ê♠❡ s✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ♠♦♥♦✲❝❛♥❛✉①✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❡ t❤ès❡✳ ▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é s✬❡st ♣❡✉ à ♣❡✉
❛♣♣r♦❝❤é ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❱✐♥❝❡♥t ❬✷✵✵✹❪✱ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❧❡s ❞❡✉①



✷✶

❛s♣❡❝ts ❞❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❡t ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s✳

❊♥✜♥✱ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐① ❝❤❛♥té❡
❞❡ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t✱ ✈♦✐r❡✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡
❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❛❞❛♣t❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♣❡❝tr❛✉①
♣ré✲❛♣♣r✐s ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉ s✐❣♥❛❧✱ t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ❞ét❡❝té ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧❡s
♣❛rt✐❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s♦♥♦r❡ ♦ù ❧❛ ✈♦✐① ❡st ❛❜s❡♥t❡✳ ❈❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① ❬▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱ ▲✐
❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✷✵✵✼✱ ❘②②♥ä♥❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧❡
❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ s✐♥✉s♦✐❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❧❛ ✈♦✐① ❞és✐ré❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs tr❛✈❛✉① ❬▲✐ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✷✵✵✼✱ ❘②②♥ä♥❡♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ r❡♣♦s❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ❥♦✉é❡ ♣❛r
❧✬✐♥str✉♠❡♥t à sé♣❛r❡r✳

✵✳✶✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛♣♣♦rt❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♥♦✉✈❡❛✉tés ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① s②stè♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠é❧♦❞✐❡ ❡t ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥ts✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❞❡s ♣❡✐❣♥❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❬●♦t♦✱
✷✵✵✹❪✱ ♥♦tr❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦✉r❝❡✴✜❧tr❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❧❛ ✈♦✐①
❝❤❛♥té❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐① ❡st ✐♥é❞✐t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s②stè♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡✱ ♥♦✉s ♣r♦✲
♣♦s♦♥s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❛❞❛♣té ❛✉① ✐♥str✉♠❡♥ts ❞✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t ♣❡✉t✲êtr❡ ✉t✐❧✐sé✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❧❛ ✈♦✐① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ éq✉✐✈✲
❛❧❡♥t à ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠❛tr✐❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✭◆▼❋✮ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ ❞❡
❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t✳

❊♥ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡
❋✵ ❡t ❞❡ ❢♦r♠❛♥ts✱ ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥♦s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❧❡✉r
♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐s✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬❡①♣❡rt s✉r ❧❛
♠é❧♦❞✐❡ ❡t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬✐♥térêt✱ ❡t ♥♦♥ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❛❞r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧❛r❣✐r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s ❤♦r✐③♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱
❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ❞✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦✉ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡
s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❜❛s❡✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❧❛❜♦r❡r très ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

✵✳✷ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉①

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡✱ ❡♥ t❡r♠❡
❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ✭❡♥ ❍③✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♦✉r❝❡✴✜❧tr❡ ❛ été ✐♥té❣ré ❛✉①
♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ♣♦✉r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✼❪✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐ ❡st ❞é❝r✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥✲
t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ❛♠♣❧✐✜é❡s ✭▼▼●❆✮ ❞❡ ❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✻❪✱ ❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❛❞❛♣té ❛✉ ♠♦❞è❧❡ s♦✉r❝❡✴✜❧tr❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐❢
❡st ♣r♦♣♦sé ✿ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ✏à ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥st❛♥t❛♥é✑ ✈✐s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
♣ré❝é❞❡♥t t♦✉t ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊♥✜♥✱
♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♣r♦♣♦sés✳



✷✷ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

✵✳✷✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡s s✐❣♥❛✉①

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ✭❚❋❈❚ ♦✉ ❙❚❋❚
❡♥ ❆♥❣❧❛✐s✮✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
é♥❡r❣✐❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭❚❋✮ ❞❡ ❢❡♥êtr❡s ❞❡ s✐❣♥❛❧ r❡❝♦✉✈r❛♥t❡s✳
P♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ t❡♠♣♦r❡❧ yt✱ ❛✈❡❝ t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ t❡♠♣s✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❚❋❈❚ Y✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡
F × N ✱ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ❝♦♥❝❛té♥❛♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❚❋ ❞❡ s♦rt❡ à ❝❡ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❧❡s
❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ Y✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡s s♣❡❝tr❛✉① ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❚❋
❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ P♦✉r ✉♥ s♦♥ y ❞✐t ✏é❧é♠❡♥t❛✐r❡✑✱ ❧❛ ❚❋ y s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σy q✉✐
❝❛r❛❝tér✐s❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t s♦♥♦r❡✿

y ∼ Nc(0,Σ
y)

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡ s♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st
s✉♣♣♦sé❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡st ❞é♥♦té sy✳ ❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝❡
✈❡❝t❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❛ss✐♠✐❧é à ❧❛ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭❉❙P ♦✉ P❙❉ ❡♥ ❆♥❣❧❛✐s✮✱
♠❛✐s ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛✉ss✐ ❧✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t
s♦♥♦r❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❚❋✳

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♣❛r❛♠étr❡r ❧❡s
✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦♥s✐❞érés✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t
❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉✬✐❧s ré♣♦♥❞❡♥t ❜✐❡♥ ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞és✐ré❡s ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s
❛✉①q✉❡❧❧❡s ✐❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ✿ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦✉ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
❧✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❝♦♥trô❧é ❛✜♥ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉
♠✐❡✉① à ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ré❡❧✳ ▲❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❡s ✏❛t♦♠❡s✑ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡
♦❜s❡r✈é✱ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ s❡ ❢♦r♠❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡
♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡r❛ ♣❧✉tôt
q✉❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s s✬❡①❝❧✉❡♥t ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✿ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❛t♦♠❡ ❛❝t✐❢ ♣❛r tr❛♠❡
❞❡ s✐❣♥❛❧✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛t♦♠❡s ♣♦✉r ❢♦r♠❡r
❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t✳

✵✳✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ à ▼é❧❛♥❣❡ ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ❆♠♣❧✐✜é❡s ❛✈❡❝ ❙♦✉r❝❡✴❋✐❧tr❡

◆♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❤②❜r✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s
❛♠♣❧✐✜é❡s ✭▼▼●❆ ♦✉ ●❙▼▼ ❡♥ ❆♥❣❧❛✐s✮ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ❖③❡r♦✈
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ♣♦✉r sé♣❛r❡r ❧❛ ✈♦✐① ♣❛r❧é❡ ♦✉ ❝❤❛♥té❡ ❞✬✉♥ ❢♦♥❞ s♦♥♦r❡ ♠✉s✐❝❛❧✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❧❡s ❞❡✉① s♦✉r❝❡s
à sé♣❛r❡r✱ ❧❛ ✈♦✐① ❝❤❛♥té❡ ❡t ❧❛ ♠✉s✐q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ♠♦❞✲
è❧❡s ❣é♥ér❛t✐❢s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ♣ré✲❝✐tés s♦♥t ❜❛sés s✉r ✉♥❡ s✉♣❡r✈✐✲
s✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡s s♦✉r❝❡s ❣râ❝❡ à ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞♦♥♥és✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦ù ❧❛ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ r❡st❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬♦♣t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s
❣é♥ér❛t✐❢s ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ s♦✉r❝❡✴✜❧tr❡ ❡st ✉t✐❧✲
✐sé ♣♦✉r ❧❛ ✈♦✐① ❝❤❛♥té❡✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ♣❡r♠✐ss✐❢ ♣❡r♠❡t à ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t
❞✬êtr❡ ❛✉ss✐ ✈❛r✐é q✉❡ ❝❡ à q✉♦✐ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t s✬❛tt❡♥❞r❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡✴✜❧tr❡ ❝❤♦✐s✐
♣♦✉r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ s♣❡❝✲
tr❡s✱ ❡♥tr❛✐♥❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ s❡r✈✐❝❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t
♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ♣✉✐s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t✳



✷✸

▲❡ ♠é❧❛♥❣❡ s♦♥♦r❡ tr❛✐té X ❡st s✉♣♣♦sé êtr❡ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥s✱ ❧❛ ✈♦✐① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ V ❡t ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t M✿

X = V + M

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♠❡ n✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❚❋ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ vn

✭r❡s♣✳ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t mn✮ ❡st s✉♣♣♦sé s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t
❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ sV

n ✭r❡s♣✳ sM
n ✮✿

vn ∼ Nc(0, ❞✐❛❣(s
V
n ))

mn ∼ Nc(0, ❞✐❛❣(s
M
n ))

❈❡s ❞❡✉① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs s✉♣♣♦sé❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ xn s✉✐t
❛✉ss✐ ✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ é❣❛❧❡ à ❞✐❛❣(sV

n +sM
n )✳

▲✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ✈♦✐① ❝❤❛♥té❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛t✐❢ s♦✉r❝❡✴✜❧tr❡
❡st ❞♦♥❝ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ❛✉① s✐❣♥❛✉① ❝♦♥s✐❞érés✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs
♣❛s ❧❡ t②♣❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ à ❧❛ s❡✉❧❡ ✈♦✐① ❝❤❛♥té❡✱ ❡t s✬ét❡♥❞ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉tr❡s
✐♥str✉♠❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s❛①♦♣❤♦♥❡ ♦✉ ❧❛ tr♦♠♣❡tt❡✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥str✉♠❡♥ts à
✈❡♥t✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ vn✱ à ❧❛ tr❛♠❡ n✱ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ▼▼●❆✱ ❞♦♥t ❧❡s ét❛ts ❝❛❝❤és s♦♥t
❞❡s ét❛ts Zn = (ZΦ

n , Z
F0
n )✳ ZΦ

n = k✱ k = 1 . . .K✱ ❡st ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜❧tr❡ ❞❡ vn✱ ❡t ❡st
❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ wΦ

k ✳ Z
F0
n = u✱ u = 1 . . . U ✱ ❡st ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡

s♦✉r❝❡✱ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ wF0
u ✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♣❡✐❣♥❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s

♣❛r❛♠étrés ♣❛r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ f0 = F(u)✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s♣❡❝tr❛❧❡ rés✉❧t❛♥t❡
❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡r♠❡ à t❡r♠❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs✱ wΦ

k • wF0
u ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉

▼▼●❆✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ bkun ♣❡r♠❡t ❞✬❛❥✉st❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉
s✐❣♥❛❧ ❡t vn ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬ét❛t Zn = (k, u) ✿

vn|{Zn = (k, u)} ∼ Nc(0, bkun❞✐❛❣(w
Φ
k •wF0

u )) ✭✶✮

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❡st ❞é♥♦té ●❙▼▼ ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡

❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ♣♦✉r ❧✬ét❛t Zn = (k, u)✱ ❡st ❞é♥♦té❡ ♣❛r s
V,●❙▼▼|ku
n = bkunw

Φ
k •wF0

u ✳
▲❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜❧tr❡✱ wΦ

k ✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥tr❛✐♥ts à êtr❡ ❧✐ss❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
❈❡s s♣❡❝tr❡s s♦♥t s✉♣♣♦sés êtr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡s ❞✬✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s WΓ✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ WΦ s♦✐t é❣❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t WΓHΓ✳ HΓ

❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐❢s✳ ▲❡ ❧✐❡♥ é✈✐❞❡♥t ❡♥tr❡ ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
❡t ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠❛tr✐❝❡s ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡s ✭◆▼❋ ❡♥ ❆♥❣❧❛✐s✮ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥s♣✐rés ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ◆▼❋✳
▲✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ s♣❡tr❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ✜❧tr❡ k ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r✿

wΦ
k = WΓhΓ

k =
∑

p

wΓ
ph

Γ
pk

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❙●❙▼▼✱ ♦♥ ❛ s
V,❙●❙▼▼|ku
n = bkun(WΓhΓ

k ) •wF0
u ✳

▲✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t ❡st ♣❛r❛♠étré ❝♦♠♠❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❛✉❞✐♦ ❞❛♥s ❬❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✸❪✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ◆▼❋ ❞❡ SM ✱ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ♣❛r
❋é✈♦tt❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡ ❞❡ R ❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s wM

r ✱ 1 ≥ r ≥ R ✿ sM
n = WMhM

n ✳ ▲❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡s hM

n ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ✭❞♦♥t
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡✮ ❛✉ s✐❣♥❛❧✳ ❙✐ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t hM

rn ❡st ♥✉❧✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t
r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ WM ❡st ❛❜s❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ à ❧❛ tr❛♠❡ n✳



✷✹ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡ ✭❙✮●❙▼▼✱ ❧❛ ♠✐①t✉r❡ s♦♥♦r❡ ❛ ♣♦✉r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

s●❙▼▼|ku
n = bkunw

Φ
k •wF0

u + WMhM
n

❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s♦♥♦r❡ X ❡st ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣r✐♦r✐ ✿

xn ∼
∑

k,u

πkuNc(0, bkunw
Φ
k •wF0

u + WMhM
n )

P♦✉r ❧❡ ❙●❙▼▼✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ✜❧tr❡s wΦ
k ♣❛r ❧❡✉r ❞é❝♦♠✲

♣♦s✐t✐♦♥ s✉r WΓ✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r ♣♦✉r ❧❡ ●❙▼▼ ❢♦r♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Θ●❙▼▼ =
{B,WΦ,WM ,HM}✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡ ❙●❙▼▼✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ Θ❙●❙▼▼ = {B,HΦ,WM ,HM}✳ ▲❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ t❡♥s❡✉r B ❞❡ t❛✐❧❧❡ K ×U ×N ✳
▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s WF0 ♣♦✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t WΓ ♣♦✉r ❧❡
❙●❙▼▼ s♦♥t ✜①é❡s à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ✿ ❧❡s ❞ét❛✐❧s ♣♦✉r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ WF0 s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s
❧✬❆♥♥❡①❡ ❈ ❡t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ WΓ ❝❤♦✐s✐❡ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✶✳
▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s WM ❡t WΦ s♦♥t ❛♣♣r✐s❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧
à ❛♥❛❧②s❡r✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ✸✳✶ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❡✉r s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s✳

✵✳✷✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥st❛♥t❛♥é

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥s ❛s♣❡❝ts✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ré❛❧✲
✐st❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♠❡ ❞♦♥♥é❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r
q✉✬✉♥ s❡✉❧ ét❛t ❛❝t✐❢✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡
❡♥✈❡❧♦♣♣❡ s♣❡tr❛❧❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❝❡rt❡s ré❛❧✐st❡✱ ♠❛✐s ♣♦s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rs ❞❡s
♣❤❛s❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s✱ ❧❡ ✭❙✮●❙▼▼ ♥é✲
❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊s♣ér❛♥❝❡✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ q✉✐ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝♦♥✜❣✉r❡r✱
❝❡❧❛ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❝❛❝❤és✳

❯♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉ ✭❙✮●❙▼▼ ❡st ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r
❧✐❡✉✱ ❝❡t ❛✉tr❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❝❛r ♥♦✉s ♥✬②
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❧✉s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ à ét❛ts ❝❛❝❤és✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡✱ ♠❛❧❣ré
❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✏t❤é♦r✐q✉❡s✑ ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s q✉✐ r❡st❡♥t ❝♦❤ér❡♥t❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳

❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ r❡♠♦❞❡❧❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♣éré❡ ✐❝✐ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉✐ s✬❡st ♦♣éré ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ ❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ●❙▼▼ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❡t s❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♥♦♥✲
♥é❣❛t✐✈❡s ❬❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ●❙▼▼✱ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉
s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ét❛✐t ❧❡ ✏♠é❧❛♥❣❡✑ ❞❡s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✉①
ét❛ts ❝❛❝❤és✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❛✉❞✐♦ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡st ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡
❞✬é❧é♠❡♥ts s♦♥♦r❡s νku

n ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✜❧tr❡s ✿

vn =
∑

ku

νku
n

νku
n ∼ Nc

(
0, hΦ

knh
F0
un❞✐❛❣(w

Φ
k •wF0

u )
)

♦ù ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ✜❧tr❡✲s♦✉r❝❡ (k, u) ❛ été sé♣❛ré❡ ❡♥ ❞❡✉① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s hΦ
kn

♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜❧tr❡ ❡t hF0
un ♣♦✉r ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r

❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s sé♣❛ré♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱



✷✺

❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st ♣❧✉s ❛✐sé❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❧❡s ♣✐t❝❤s ❞♦♠✐♥❛♥ts r❡❝❤❡r❝❤és✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞é♥♦té ■▼▼ ✭■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧✮
♦✉ ❙■▼▼ ✭❙♠♦♦t❤✲✜❧t❡r ■▼▼ ✮✳

▲❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t ♥❡ ♣♦s❛♥t ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ré✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ s♦♥♦r❡ X ✈ér✐✜❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✿

xn ∼ Nc

(
0, ❞✐❛❣

((
∑

k

hΦ
knw

Φ
k

)
•
(
∑

u

hF0
unw

F0
u

)
+
∑

r

hM
rnw

M
r

))

xn ∼ Nc

(
0, ❞✐❛❣

((
WΦhΦ

n

)
•
(
WF0hF0

n

)
+ WMhM

n

))

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ◆▼❋ ❡st ♠✐s
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❛❞♦♣té❡s✳ ❈❡ ❧✐❡♥ ♣❡r♠❡t✱ ❧à ❡♥❝♦r❡✱ ❞✬é❧❛❜♦r❡r
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ◆▼❋✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r ♣♦✉r ❧✬■▼▼ ❡stΘ■▼▼ = {WΦ,HΦ,HF0 ,WM ,HM}
❡t ♣♦✉r ❧❡ ❙■▼▼ Θ❙■▼▼ = {HΓ,HΦ,HF0 ,WM ,HM}✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ✸✳✷ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡ ❝❡s
♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ❢♦r♠❡s WF0 ❡t WΓ s♦♥t ✜①é❡s à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱
❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ●❙▼▼✳

✵✳✷✳✹ ▼♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡

▲❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ♣r♦♣♦sés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✈✐s❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t à ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬✉♥❡
tr❛♠❡ à ❧✬❛✉tr❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❡s ét❛ts ❝❛❝❤és✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬ét❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♥♦t❡s
q✉✐ s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ❥♦✉é❡s✳

❆✜♥ ❞✬✐♥té❣r❡r ❝❡s ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥
❝❛❞r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥ ♣♦✉r ❧❡ ✭❙✮●❙▼▼ ❡t ❧❡ ✭❙✮■▼▼✳ ❯♥ ❝❛❞r❡ ❜❛②és✐❡♥ ❡st
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✳ ◆♦t♦♥s Θ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡
❝❡✉① ❞✉ ✭❙✮●❙▼▼ ♦✉ ❞✉ ✭❙✮■▼▼✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❛✉ ♠ê♠❡ t✐tr❡ q✉❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s X✱ ♦✉ ❧❡s ét❛ts ❝❛❝❤és Z✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r
❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

p(X,Θ, ZΦ, ZF0) = p(X|Θ)p(Θ|ZΦ, ZF0)p(ZΦ)p(ZF0)

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ét❛t ❝❛❝❤é r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♥♦t❡ ❞❡ ♠✉s✐q✉❡ ✈♦✉❧✉❡ ♣♦✉r
❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ E✳ ❈❡t ét❛t ♣r❡♥❞ s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦t❡s ❞❡ ♠✉s✐q✉❡
✭s✉r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♦❝❝✐❞❡♥t❛❧❡✮✱ ❡t ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ s❡ s❡r✈✐r ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♥♦t❡s
▼■❉■ ♣♦✉r ❝❡❧❛✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

p(X,Θ, ZΦ, ZF0 , E) = p(X|Θ)p(Θ|ZΦ, ZF0)p(ZΦ)p(ZF0 |E)p(E)

▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ tr❛♠❡ à ❧✬❛✉tr❡ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s
Θ✱ ❞❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥❡ tr❛♠❡ à ❧✬❛✉tr❡ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t
❛✉① ét❛ts ZΦ ❡t ZF0 ✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ✿

p(X|Θ) =
∏

n

p(xn|Θn)

p(Θ|ZΦ, ZF0) =
∏

n

p(Θn|ZΦ
n , Z

F0
n )



✷✻ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Θ✭❙✮■▼▼ s❛❝❤❛♥t Z
♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ s♦rt❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❙✮■▼▼ ❞❡✈✐❡♥♥❡ ✉♥ ✭❙✮●❙▼▼✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♣♦✉r ❧❡ ✭❙✮●❙▼▼✱ ❧❡s s❡✉❧s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ♥♦♥✲♥✉❧❧❡ s♦♥t
❝❡✉① ❞♦♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ét❛ts ZΦ ❡t ZF0 ✿

p(Θ✭❙✮■▼▼
n |ZΦ

n = k, ZF0
n = u) 6= 0⇒ ∀(i, j) 6= (k, u), hΦ

inh
F0
jn = 0

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ Θ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à Z ♣♦✉r
❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬ét❛t ❞♦♥♥é✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
♣♦✉r ❛❥♦✉t❡r ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❬▼♦❤✐♠❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♦✉ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❬❇❡rt✐♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✵❪✳

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ZΦ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ZF0 ❡t ❞❡ E✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡
✜❧tr❡ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♦✉r❝❡ ét❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❞é❝♦✉♣❧é❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s♦✉r❝❡✴✜❧tr❡✳ ZΦ

s✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦t❡s E✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞❡ ZF0 ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ s✉r ❧❡s ét❛ts
❝❛❝❤és ZF0 ✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ét❛t ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ZF0

n à ✉♥❡ tr❛♠❡
n✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛ ♥♦t❡ ❡st En✳ ❊♥✜♥ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♥♦t❡s E ❡st ré❣✐❡
♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞❡s ♥♦t❡s ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳ ❈❡
♠♦❞è❧❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❞❡ ❬❱✐♥❝❡♥t✱ ✷✵✵✹❪✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ✿

p(ZΦ) = p(ZΦ
1 )
∏

n

p(ZΦ
n |ZΦ

n−1)

p(ZF0 |E) = p(ZF0
1 |E1)

∏

n

p(ZF0
n |ZF0

n−1, En, En−1)

p(E1:n) = p(En|E1:n−1)p(E1:n−1),∀n ∈ [1, N ]

P♦✉r ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✜❧tr❡ ZΦ ❡t ❞❡ s♦✉r❝❡ ZF0 ✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣r✐♦r ❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛r❛♠étré❡s✳
❈❡s q✉❛♥t✐tés s♦♥t ✜①é❡s à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦❤ér❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ ✏s❡♥s
❝♦♠♠✉♥✑✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✜①é ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✏♣❤②s✐q✉❡✑ ❞✉ ♣✐t❝❤ ❞✬✉♥❡ tr❛♠❡ à ❧❛
s✉✐✈❛♥t❡✱ ❛✈❡❝ Q(u, v) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t u ✈❡rs ❧✬ét❛t v✱ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α ✿

Q(u, v) ∝ exp(α.r♦✉♥❞(|12δ|)✱ ♦ù δ = log2F(v)− log2F(u)

❯♥❡ t❡❧❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣é♥❛❧✐s❡ ❧❡s ♣❛ss❛❣❡s ❡♥tr❡ ❞❡s ♣✐t❝❤❡s é❧♦✐❣♥és✱ ♣❛r ♣❛❧✐❡rs ❞❡ ❞❡♠✐✲
t♦♥s✳ ❈❡❧❛ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ré❛❧✐st❡ ❡t ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✵ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
▼■❘❊❳✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ✏❢♦r❝❡✑ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❆✐♥s✐ ✉♥❡ ❢♦rt❡
✈❛❧❡✉r ❡♥tr❛î♥❡r❛ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ♠é❧♦❞✐q✉❡s ♣❧✉tôt ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡
♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ t②♣❡
✈✐❜r❛t♦ ♦✉ tr❡♠♦❧❧♦✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ 10 ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts
❝♦rr❡❝ts✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬α ♣❡✉t ✈❛r✐❡r s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ ✭●❙▼▼ ♦✉
■▼▼✮✱ ❝❛r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❛❝❤❛♥t ❧❡s ét❛ts ✉t✐❧✐sé❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t
❧❡s ♠ê♠❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✳

❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❞✉ ✜❧tr❡✱ ZΦ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡t ✜①é❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ▲❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t ❛ss❡③ ❢r❛♥❝❤❡s✱ ❛✈❡❝
♣♦✉r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ✜❧tr❡ k ❛✉ ✜❧tr❡ l ✿

QΦ(k, l) ∝
{

1✱ s✐ k = l
ǫΦ << 1✱ s✐ k 6= l



✷✼

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬ǫΦ ♣❡t✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❞❡s ét❛ts s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
q✉❡ r❡st❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s ❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝❤❛♥❣❡r ❞✬ét❛t✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é ✭❍▼▼ ❡♥ ❆♥❣❧❛✐s✮ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à ♠♦❞é❧✐s❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❞✉ré❡
❞❡s é♣✐s♦❞❡s st❛t✐q✉❡s ❞✬✉♥ ét❛t à ❧✬❛✉tr❡✳ ❖r✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜❧tr❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡
♣❧✉s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ r❡st❡r s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ✜❧tr❡✱ ❞♦♥❝ ✉♥ ♠ê♠❡
♣❤♦♥è♠❡ ♦✉ ♠ê♠❡ t✐♠❜r❡✱ ❡st ❣r❛♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❞✬ét❛t✳
▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜❧tr❡ ❞❡✈r❛✐t ❞♦♥❝ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t êtr❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡
❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♦✉r❝❡✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ♣❡r♠❡t ♠❛❧❣ré t♦✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s
rés✉❧t❛ts s♦✉❤❛✐tés✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r ♥♦s tr❛✈❛✉① ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡
s♦✉r❝❡✳ ❈❡❧❛ ét❛♥t✱ s✐ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs ❞❡✈❛✐❡♥t s✬✐♥tér❡ss❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✉① ✜❧tr❡s
❡st✐♠és✱ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❛❞♦♣t❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡
s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✉ré❡ ❡sq✉✐ssé ❝✐✲❛♣rès✱ s❡r❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣✐t❝❤❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡
♥♦t❡s q✉✐ ❧❛ ré❣✐ss❡✱ E✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ E s✉r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡
ZF0 ❡♥ ❛❞♦♣t❛♥t ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

p(ZF0
n |ZF0

n−1, En, En−1) ∝ p(ZF0
n |ZF0

n−1)p(Z
F0
n |En)

❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣✐t❝❤❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡
ZF0 ✱ ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ E ✐♥✢✉❡
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠ê♠❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ZF0 ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥✲
t❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ F(ZF0

n )✱ ❞♦✐t êtr❡ ✏♣r♦❝❤❡✑ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❧❛ ♥♦t❡ En✳ ❈❡tt❡ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♣✐t❝❤ s❛❝❤❛♥t En s✉✐✈❡ ✉♥❡ ❧♦✐
❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ En✱ ♥♦té❡ F▼■❉■(En)✱ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ é❣❛❧❡
à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r σ▼■❉■✱ ✜①é❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s à ❡♥✈✐r♦♥ ✉♥ t♦♥ ❡t ❞❡♠✐ ✿

p(ZF0
n = u|En = n▼■❉■) ∝ exp

(
−(log2F(u)− log2F▼■❉■(n▼■❉■))2

2(σ▼■❉■)2

)

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✉ré❡ ✉t✐❧✐sé ❡st q✉❛♥t à ❧✉✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❡❣♠❡♥t❛❧ t❡❧ q✉❡ ♣r♦♣♦sé
♣❛r ❱✐♥❝❡♥t ❬✷✵✵✹❪✳ ●râ❝❡ ❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛❞♦♣té ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐
❞❡ ❱✐♥❝❡♥t ❬✷✵✵✹❪✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡s ♥♦t❡s E
s❛♥s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐é ❞❡ ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡
❞✬ét❛ts ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞❡s ♥♦t❡s q✉✐ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❡♥t✳ ■❧ s❡r❛ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♣❧✉s t❛r❞✱
❞✬❛❥♦✉t❡r ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♥♦t❡s s✉r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✉s✐❝❛❧❡✳ ❊♥
✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡ t❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♥♦t❡s✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡s ♥♦t❡s✱
♥♦t❛♠♠❡♥t s✐ ❧❛ t♦♥❛❧✐té ❡st ❝♦♥♥✉❡ ♦✉ ❡st✐♠é❡✱ ♦✉ s✐ ❧❡s ❛❝❝♦r❞s ❞❡ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t s✐
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳

❙♦✐❡♥t Ds❡❣(n) ❡t D♥♦t❡(n) ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés q✉✬✉♥ s❡❣♠❡♥t ♦✉ q✉✬✉♥❡ ♥♦t❡ ❞✉r❡ n tr❛♠❡s✳
▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦t❡s E s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ✿

p(E) = Ds❡❣(n1)

L∏

l=1

D♥♦t❡(dl)Ds❡❣(nl+1 − nl)

♦ù ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s ♥♦t❡s ❡st s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♥♦té❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ l✲✐è♠❡ ♥♦t❡✱ dl✳ ▲❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❞é❜✉t ❞❡ ♥♦t❡s ✭✏♦♥s❡ts✑✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s♦♥t ♥♦tés nl✳ ▲❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s
❞✉ré❡s s♦♥t ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❧♦❣✲❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❱✐♥❝❡♥t ❬✷✵✵✹❪✳
▲❛ ♠♦❞✉❧❛r✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ♠étr♦♥♦♠✐q✉❡s✱ ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♠♣s ❡t ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ❞❡s
❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❝❤❛❝✉♥ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r st❛♥❞❛r❞
❞❡ ❞✉ré❡ ❞❡ ♥♦t❡ ✭❞♦✉❜❧❡✲❝r♦❝❤❡✱ ❝r♦❝❤❡✱ ♥♦✐r❡✱ ❡t❝✳✮ s❡r❛✐❡♥t s❛♥s ❞♦✉t❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s✳



✷✽ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

✵✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❝❛❝❤é❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❜❛②és✐❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞és✐r♦♥s ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❡t séq✉❡♥❝❡s ❞✬✐♥térêt✱ Θ✱ ZΦ✱ ZF0 ❡t E✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♦❜s❡r✈é X✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤❡r❝❤é à ❧❡s ❡st✐♠❡r ♣❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ✿

Θ̂, ẐΦ, ẐF0 , Ê = arg max
Θ,ZΦ,ZF0 ,E

p(X,Θ, ZΦ, ZF0 , E)

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ◆♦s tr❛✈❛✉① ♦♥t ♣♦rté
s✉r ❞✐✈❡rs❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞és✐ré❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❝✐♥q s②stè♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♦♥t
♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❚r♦✐s ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ✈✐s❡♥t à ❡st✐♠❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ZF0 ✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❡st✐♠❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦t❡s ❥♦✉é❡s
♣❛r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ E✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ❞❡r♥✐❡r s②stè♠❡ sé♣❛r❡ ❧❡s ❞❡✉① s✐❣♥❛✉① ♠♦❞é❧✐sés✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ✈♦✐① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡t ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❝❡s s②stè♠❡s s♦♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s✱ ♣❛r❢♦✐s ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s✱ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❣r❛❞✐❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✱ ✐ss✉❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ◆▼❋ ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❙✮■▼▼✱
♣✉✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡✲♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐sé ✭●❊▼✮ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡
✭❙✮●❙▼▼✳ ❊♥✜♥ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❱✐t❡r❜✐ ♣♦✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❍▼▼ ♣✉✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r ❢❛✐s❝❡❛✉① ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ ♥♦t❡s✳

✵✳✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♣r♦♣♦sés

❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬❡st✐♠❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❡st✐♠❡r
❧❡s ✉♥❡s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❝❡s ❝♦✉❝❤❡s ♦✉ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t ❛ ❛❜♦✉t✐ à ❝✐♥q s②stè♠❡s ❞✐✛ér❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❜✉t
✈✐sé ♦✉ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ tr♦✐s s②stè♠❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❈❡s s②stè♠❡s ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❡♥tré❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧
s♦♥♦r❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✏✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✴ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t✑✱ ❡t r❡t♦✉r♥❡♥t ❡♥ s♦rt✐❡ ❧❛
séq✉❡♥❝❡ ẐF0 ❡st✐♠é❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs s②stè♠❡s ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
♣❛ss❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ q✉❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ✏✈❡rt✐❝❛❧❡s✑✱ ✐❣♥♦r❛♥t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s
❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡ ✜❧tr❡✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ✐♥té❣rés ❞❛♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡
♣❛ss❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❞é❝♦❞❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❍▼▼
❞❡ ❝❡s séq✉❡♥❝❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞✐✛èr❡♥t ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ tr❛♠❡✲à✲tr❛♠❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✱
❛✈❡❝ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ✭❙✮●❙▼▼ ❡t ❧❡ ✭❙✮■▼▼✳ ❊♥✜♥ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ s②stè♠❡ ✐♥tè❣r❡ ❧✉✐
t♦✉t❡s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞ès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛ss❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
Θ✭❙✮●❙▼▼✳ P♦✉r ❝❡s tr♦✐s s②stè♠❡s✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X✱ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s Θ

❡t ❞❡ séq✉❡♥❝❡s s♦✉r❝❡✴✜❧tr❡ Z = (ZΦ, ZF0) s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ E ♥✬ét❛♥t ✉t✐❧✐sé❡
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳ ▲❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❋✲■ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✵ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✭❙✮●❙▼▼ ✿

✶✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿

(Θ̂
✭❙✮●❙▼▼

)(i) = arg max
Θ
✭❙✮●❙▼▼

E
[
log p(X, ZF0 , ZΦ;Θ✭❙✮●❙▼▼)|X; (Θ✭❙✮●❙▼▼)(i−1)

]

❢♦r i ∈ [1, I]



✷✾

♦ù I ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✷✳ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ✿

ẐF0 , ẐΦ = arg max
ZF0 ,ZΦ

∏

n

p(xn|ZF0
n , ZΦ

n ; Θ̂
✭❙✮●❙▼▼

)

× p(ZF0
1 , ZΦ

1 )
∏

n>1

p(ZF0
n , ZΦ

n |ZF0
n−1, Z

Φ
n−1)

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❋✲■ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✵✳✸✳✸✱
♦ù ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ●❊▼ ✉t✐❧✐sé ❡st ❛✉ss✐ ♣rés❡♥té✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞é❝♦❞❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ZF0 ✱
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ❍▼▼ ❡st ✉t✐❧✐sé✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐✱ ❛♣♣❧✐q✉é ❡♥
s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st✐♠és ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛ss❡ ✭s❛♥s str✉❝t✉r❡ ❍▼▼✮ ♥❡
s♦♥t ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❝❡✉① q✉✐ ❛✉r❛✐❡♥t été ❡st✐♠és ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❍▼▼✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ s②stè♠❡ ♣r♦♣♦sé ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬✐♥té❣r❡r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞ès ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♣❛ss❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✵✳✸✳✹✳✶✳

❈❡ s②stè♠❡ ❛ été ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❞❡✉① ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ▼■❘❊❳ ❡♥ ✷✵✵✽ ❡t ✷✵✵✾✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s
rés✉♠és ❧♦♥❣s ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❝✱ ✷✵✵✾❝❪✳

❋✲■■ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✵ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✭❙✮■▼▼ ✿

✶✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✿

Θ̂
✭❙✮■▼▼

= arg max
Θ

✭❙✮■▼▼

p(X|Θ✭❙✮■▼▼)

✷✳ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ✿

ẐF0 = arg max
ZF0

∏

n

p(xn|Θ̂
✭❙✮■▼▼

n )p(Θ̂
✭❙✮■▼▼

n |ZF0
n )

× p(ZF0
1 )

∏

n>1

p(ZF0
n |ZF0

n−1)

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ Θ✭❙✮●❙▼▼ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ◆▼❋✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é
❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✵✳✸✳✷✳ ❈❡❧❛ ❡st r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s
♣r❡♠✐èr❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✱ ✐❣♥♦r❛♥t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ZΦ ❡t
ZF0 ✳ ❈❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❋✲■✱ ❧♦rs ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡
❞❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐✳

■❧ ❡st à ♥♦t❡r✱ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐✱ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p(xn|Θ̂
✭❙✮■▼▼

n )p(Θ̂
✭❙✮■▼▼

n |ZF0
n =

u) ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ p(Θ̂
✭❙✮■▼▼

n |ZF0
n = u) r❡st❡ à

êtr❡ ❞é✜♥✐❡✳ ■❧ ❡st ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐r ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
hF0

un✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥✲
t❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ u✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛❜✐❧✐té ❞✉ rés✉❧t❛t✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st✱ ❡♥ ✉♥ s❡♥s✱ ré❛❧✐st❡✱ ❝❛r ♦♥ ♣❡✉t s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡

ZF0
n = u s❛❝❤❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Θ̂

✭❙✮■▼▼

n s♦✐t ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à hF0
un✱ ❝❡

q✉✐ ❡st ✈ér✐✜é ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❛②❡s✳

❈❡ s②stè♠❡ ❛ été ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❛✱ ✷✵✶✵❪✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥
❞❛♥s ❞❡✉① ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ▼■❘❊❳ ❡♥ ✷✵✵✽ ❡t ✷✵✵✾✱ ❞♦♥t ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s
s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s rés✉♠és ❧♦♥❣s ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❝✱ ✷✵✵✾❝❪✳



✸✵ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

❋✲■■■ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋✵ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❍▼▼ ✿ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
♣♦✉r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❋✲■ ✿

✶✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✿

(Θ̂
✭❙✮●❙▼▼

)(i) = arg max
Θ
✭❙✮●❙▼▼

E[log p(X, ZF0 , ZΦ;Θ✭❙✮●❙▼▼)|X; (Θ✭❙✮●❙▼▼)(i−1)]

❢♦r i ∈ [1, I]

✷✳ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ✿

ẐF0 , ẐΦ = arg max
ZF0 ,ZΦ

∏

n

p(xn|ZF0
n , ZΦ

n ; Θ̂
✭❙✮●❙▼▼

)

× p(ZF0
1 , ZΦ

1 )
∏

n>1

p(ZF0
n , ZΦ

n |ZF0
n−1, Z

Φ
n−1)

▲❛ ré❡❧❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❋✲■ ❡t ❋✲■■■ rés✐❞❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r ❋✲■✱
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✬❡✛❡❝t✉❡ s❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❍▼▼ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ t❡♠✲
♣♦r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✳ P♦✉r ❋✲■■■✱ ❧❡s ❍▼▼s s♦♥t ✐♥té❣rés ❞ès ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✐♥s✐ ❡st✐♠és s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧✳ ❚❡❝❤✲
♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡ à
♠❛①✐♠✐s❡r✱ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s ét❛ts s♦♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥és✱ ♣♦✉r ❋✲■■■✱ à
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♠❡s ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♦❜s❡r✈é✱ p(ZΦ

n = k, ZF0
n = u|X)✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❋✲■✱

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦rt❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ tr❛♠❡ ❡♥ ❝♦✉rs✱ p(ZΦ
n = k, ZF0

n = u|xn)✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛
séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t❡ ❡t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦t❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ✈✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♠✉s✐❝❛❧❡✳ ❈❡ s②stè♠❡✱ ♣✉❜❧✐é ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ❞❛♥s ❬❲❡✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✱ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❋✲■■ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❢réq✉❡♥❝❡s ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ E✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ZF0 ❡t E✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡
E q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❥♦✐♥t❡ ❡st ❡st✐♠é❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥
❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡ ❱✐♥❝❡♥t ❬✷✵✵✹❪✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❡st ❞é♥♦♠♠é ▼❯❙✲■ ❡t s✉✐t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▼❯❙✲■ ❚r❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✏♠✉s✐❝❛❧❡✑ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ■▼▼ ✿

✶✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿

Θ̂
✭❙✮■▼▼

= arg max
Θ
✭❙✮■▼▼

p(X|Θ✭❙✮■▼▼)

✷✳ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ZF0 ❡t sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❞✐❞❛ts ✿

ẐF0 = arg max
ZF0

∏

n

p(xn|Θ̂
✭❙✮■▼▼

n )p(Θ̂
✭❙✮■▼▼

n |ZF0
n )

× p(ZF0
1 )

∏

n>1

p(ZF0
n |ZF0

n−1)

✸✳ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦t❡s ✿

Ê, ẐF0 = arg max
E,ZF0

p(X|Θ̂✭❙✮■▼▼
)p(Θ̂

✭❙✮■▼▼|ZF0)p(ZF0 |E)p(E)



✸✶

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r s②stè♠❡✱ ❙❊P✲■✱ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛✉❞✐♦ ❡♥tr❛♥t ❡♥ ❞❡✉①
s✐❣♥❛✉① ❛✉❞✐♦✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞♦♥t ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ❛ été ♣ré❛❧✲
❛❜❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡✱ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ s✐❣♥❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ rés✐❞✉❡❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❛✉❞✐♦ ❝♦♥❝❡r♥és✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❋✲■■ ❡st ✉t✐❧✐sé ❡♥ ♣ré✲
tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦❝✉r❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❛ttr✐❜✉é❡ à ❧❛ s♦✉r❝❡
❞és✐ré❡✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❛❧♦rs ♦♣éré❡✱ ❞❡ s♦rt❡ à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛ss❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡
❛✐♥s✐ ❡st✐♠é❡✳ P❧✉s✐❡✉rs ♣❛ss❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛❥♦✉t
❣r❛❞✉❡❧ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♥♦♥✲✈♦✐s❡♠❡♥t✱ t❡❧ q✉❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s tr❛✐té ❞❛♥s ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s s✐❣♥❛✉① sé♣❛rés s♦♥t ♦❜t❡♥✉s
❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r ❛❞❛♣t❛t✐❢✱ ❣râ❝❡ à ❞❡s ♠❛sq✉❡s ❛♣♣❧✐q✉és ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r
❧❛ ❚❋❈❚ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ♣✉✐s ♣❛r ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❞✬❛❞❞✐t✐♦♥✲r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡
♣❛r ✉♥ ❝❤♦✐① ❛❞éq✉❛t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❙❊P✲■ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t ❞❡ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t ✿

✶✳ Pr❡♠✐èr❡ ♣❛ss❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✿

Θ̄
✭❙✮■▼▼

= arg max
Θ

✭❙✮■▼▼

p(X|Θ✭❙✮■▼▼)

✷✳ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ✭❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡✮ ✿

ẐF0 = arg max
ZF0

∏

n

p(xn|Θ̄✭❙✮■▼▼
n )p(Θ̄

✭❙✮■▼▼
n |ZF0

n )

× p(ZF0
1 )

∏

n>1

p(ZF0
n |ZF0

n−1)

✸✳ ❙❡❝♦♥❞❡ ♣❛ss❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿

Θ̂
✭❙✮■▼▼

= arg max
Θ

✭❙✮■▼▼

p(X|Θ✭❙✮■▼▼) ❛✈❡❝ ♣♦✉r ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s H̃F0

✹✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❚❋❈❚s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✱ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✭❞♦♥♥é ❝✐✲❞❡ss♦✉s
♣♦✉r ❧❡ ❙■▼▼✮ ✿

V̂ =
WΓĤΓĤΦ •WF0ĤF0

WΓĤΓĤΦ •WF0ĤF0 + ŴMĤM
•X

❡t M̂ =
ŴMĤM

WΓĤΓĤΦ •WF0ĤF0 + ŴMĤM
•X

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛ss❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡
❡st✐♠é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♦✉r❝❡ ❞❡
❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ HF0 ✱ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ H̃F0 q✉✐ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

h̃F0
un = 0 ✐❢ |12 log2F(u)− 12 log2F(ẐF0

n )| > 1

4

❯♥❡ t❡❧❧❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣❛s à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡st✐♠é❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s♦♥t ✏❞és❛❝t✐✈és✑ ❡t q✉❡ ❝❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts✱ ❣râ❝❡ ❛✉① rè❣❧❡s ❞❡ ♠✐s❡s à ❥♦✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s✱ r❡st❡r♦♥t à ✵✳



✸✷ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

✵✳✸✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ♣♦✉r ❧❡ ✭❙✮■▼▼

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ t❡❧ q✉✬✉t✐❧✐sé ♣❛r ▲❡❡
❛♥❞ ❙❡✉♥❣ ❬✷✵✵✶❪ ♣♦✉r ❧❛ ◆▼❋✳ ❙♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❛✈❡❝
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡ Θ✭❙✮■▼▼ ❡st ♥♦té Θ✳

P♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❋✲■■✱ ▼❯❙✲■ ❡t ❙❊P✲■✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉
♠♦❞è❧❡ ✭❙✮■▼▼✱ s❛♥s ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ré❣✐ss❛♥t ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s
ZΦ ❡t ZF0 ✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥❡ s✉♣♣♦s♦♥s ♣❛s ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
❛ ♣r✐♦r✐ s✉r Θ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ p(Θ|ZΦ, ZF0) ❡st ♥♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡
✭♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ✶✮✳

◆♦✉s ❞és✐r♦♥s ❞♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡st✐♠❡r✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s Θ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ p(X|Θ)✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡
❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s Θ̂ q✉✐ ✏❡①♣❧✐q✉❡✑ ❧❡ ♠✐❡✉① ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛✉ s❡♥s ❞✉ ❝r✐tèr❡ s✉✐✈❛♥t ✿

C■▼▼(Θ) = log p(X|Θ)

C■▼▼(Θ) =
∑

f,n

log
|xfn|

πs
✭❙✮■▼▼
fn

− |xfn|2

s
✭❙✮■▼▼
fn

s
✭❙✮■▼▼
fn ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r Θ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

S✭❙✮■▼▼ =
(
WΦHΦ

)
•
(
WF0HF0

)
+ WMHM

❋é✈♦tt❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❜❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✉♥ t❡❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ét❛✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❡st✐♠❡r ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s Θ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r❛♠étré❡✱ S✭❙✮■▼▼✱ s♦✐t ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ |X|2✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
❞❡ ❧❛ ◆▼❋✱ ❞✬♦ù ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❥à ❡①✐st❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ◆▼❋ ❛✈❡❝
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉✬✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡
à ♠❛①✐♠✐s❡r✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❡❧ ❛❥♦✉t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✹✳✸ ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t q✉✐ ❛ ❢♦✉r♥✐ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s ❡st ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✳ ❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ C■▼▼✱ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❛r ♣❛r❛♠ètr❡✱
♦♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ♣♦s✐t✐✈❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦rt❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
θ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ Θ ✿

∂C■▼▼(Θ))

∂θ
= −



∑

fn

∂s
✭❙✮■▼▼
fn (θ)

∂θ

1

s
✭❙✮■▼▼
fn (θ)




︸ ︷︷ ︸
∇−

+



∑

fn

∂s
✭❙✮■▼▼
fn (θ)

∂θ

|xfn|2

s
✭❙✮■▼▼
fn (θ)2




︸ ︷︷ ︸
∇+

♦ù ∇+ ❡t ∇− s♦♥t ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❆❧♦rs ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ θ(i) ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬♦r✐❡♥t❡r θ(i+1) ✈❡rs ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉
♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ ré❞✉✐r❛ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦✱ ❡t ❞♦♥❝ ❛✉❣♠❡♥t❡r❛ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞és✐ré ✿

θ(i+1) ← θ(i)

(∇+

∇−

)ω



✸✸

❉❛♥s ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ω✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r
❧❡ ♣❛s ❞✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✳ ❈❡tt❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ❧✐♠✐té❡ à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
ré❡❧❧❡s str✐❝t❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✷ ❬❇❛❞❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♣r✐s ❧❡s ✉♥s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❖♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡
q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ◆▼❋ ✉s✉❡❧❧❡✱ ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡♥t✐èr❡s à
❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✵✳✶✱ ❛✈❡❝ ♣❧✉s
❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❇✳✶✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✵✳✶ ❘è❣❧❡s ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ♣♦✉r ✭❙✮■▼▼✿
❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Θ = {WΦ,HΦ,HF0 ,WM ,HM}
♦✉ ❞❡ Θ = {HΓ,HΦ,HF0 ,WM ,HM}
❢♦r i ∈ [1, I] ❞♦
• P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✿

HF0 ← HF0 • (WF0)TPF0

(WF0)TQF0

❛✈❡❝

{
PF0 = |X|2 • (WΦHΦ)/(S■▼▼)2

QF0 = (WΦHΦ)/S■▼▼

• P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✜❧tr❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✿

HΦ ← HΦ • (WΦ)TPΦ

(WΦ)TQΦ

WΦ ←WΦ • PΦ(HΦ)T

QΦ(HΦ)T

HΓ ← HΓ • (WΓ)TPΦ(HΦ)T

(WΓ)TQΦ(HΦ)T

❛✈❡❝

{
PΦ = |X|2 • (WF0HF0)/(S■▼▼)2

QΦ = (WF0HF0)/S■▼▼

• P❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❧✬❛❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t ✿

HM ← HM • (WM )T (|X|2/(S■▼▼)2)

(WM )T (1/S■▼▼)

WM ←WM • (|X|2/(S■▼▼)2)(HM )T

(1/S■▼▼)(HM )T

❡♥❞ ❢♦r

✵✳✸✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ●❊▼ ♣♦✉r ❧❡ ✭❙✮●❙▼▼

P♦✉r ❧❡ ✭❙✮●❙▼▼✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡
✭❙✮■▼▼✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞✬ét❛ts ❝❛❝❤és ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ r❡♥❞ ♥é❝❡ss❛✐r❡
✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❡s♣ér❛♥❝❡✲♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❊▼✮✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝r✐tèr❡
à ♠❛①✐♠✐s❡r✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱
❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s Θ✭❙✮●❙▼▼ ❡st ♥♦té Θ✳



✸✹ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❙✮■▼▼✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❋✲■ ❡st ❡❢✲
❢❡❝t✉é❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s♦♥t ✐❣♥♦ré❡s✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❛✉❝✉♥
❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥✬❡st ❞♦♥♥é✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣❛r s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
♣♦✉r ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

C●❙▼▼(Θ,Θ(i−1)) = E
[
log p(X, ZF0 , ZΦ;Θ)|X;Θ(i−1)

]

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ tr♦✉✈❡r✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ i✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ Θ(i−1) ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Θ(i) t❡❧❧❡ q✉❡
❧❡ ❝r✐tèr❡ ❝✐✲❞❡ss✉s s♦✐t ♠❛①✐♠✐sé ✿

Θ(i)|C●❙▼▼(Θ(i),Θ(i−1)) ≥ C●❙▼▼(Θ,Θ(i−1))∀Θ

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❙✮■▼▼✱ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ③ér♦s ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡
♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✱ ❡t ✐❧ ❢❛✉t ❛♣♣r♦❝❤❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ t②♣❡ ❊▼ ❣é♥ér❛❧✐sé ✭●❊▼✮✱ ♦ù ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ♥❡
❞é❝r♦✐ss❡ ♣❛s ✿

Θ(i)|C●❙▼▼(Θ(i),Θ(i−1)) ≥ C●❙▼▼(Θ(i−1),Θ(i−1))

❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ réé❝r✐r❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ s♦rt❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s
ét❛♣❡s ❊ ✭❡s♣ér❛♥❝❡✮ ❡t ▼ ✭♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✮ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ●❊▼ s♦✐❡♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❧❡ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬❛st✉❝❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❊▼
❛✈❡❝ ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ s✉✐✈❛♥t ✿

C●❙▼▼(Θ,Θ(i−1)) =
∑

n,k,u



∑

f


log

|xfn|
πs

✭❙✮●❙▼▼|ku

fn

− |xfn|2

s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn


+ log πku




× p(k, u|xn;Θ(i−1))− λ



∑

k,u

πku − 1


+ ❈❙❚

❉❛♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❛ ♥♦té s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬ét❛t (ZΦ, ZF0) = (k, u)✱

❛✉ ❜✐♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ f ❡t à ❧❛ tr❛♠❡ n✱ ❛✈❡❝ s
✭❙✮●❙▼▼|ku
n é❣❛❧❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r bkunw

Φ
k • wF0

u +
WMhM

n ✳ ▲❡ t❡r♠❡ ✏❈❙❚✑ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r✳
❆✈❡❝ ✉♥ t❡❧ ❝r✐tèr❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ●❊▼ s❡ rés✉♠❡ à ❞❡✉① ét❛♣❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s ✿

❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ❧✬ét❛♣❡ ❊✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s ét❛ts
❝❛❝❤és (k, u)✱ p(k, u|xn;Θ(i−1))✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡✱ ❧✬ét❛♣❡ ▼✱ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞és✐rés ❞❡ s♦rt❡ à ❢❛✐r❡ ❝r♦îtr❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ C●❙▼▼✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s
❞✉ ❝r✐tèr❡ ❛❜♦✉t✐ss❡♥t à ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s très s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❞♦♥♥é❡s
♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ■▼▼✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ▼✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬■▼▼✳ ❈❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡t
❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ●❊▼ ♣♦✉r ❧❡ ✭❙✮●❙▼▼ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✵✳✷✳

✵✳✸✳✹ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s

✵✳✸✳✹✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬ét❛ts ❝❛❝❤és
❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ ❛②❛♥t ❣é♥éré ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s



✸✺

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✵✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ●❊▼ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ✭❙✮●❙▼▼ ✿ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ Θ✱ é❣❛❧ à Θ●❙▼▼ = {B,WΦ,HM ,WM} ♦✉ Θ❙●❙▼▼ = {B,HΓ,HM ,WM}
❢♦r i ∈ [1, I] ❞♦

• ∀k, u, n, bkun ← bkun

pB
kun

qB
kun

✱ ♦ù





pB
kun =

∑
f

wΦ
fkw

F0
fu|xfn|2

(s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn )2

qB
kun =

∑
f

wΦ
fkw

F0
fu

s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn

➱t❛♣❡ ❊ ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ γ(i−1)
n (k, u) = p(k, u|xn;Θ(i−1)) ❛✈❡❝ ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇✳✶✳

➱t❛♣❡ ▼ ✿ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✿

• (●❙▼▼) ∀f, k, wΦ
fk ← wΦ

fk

pΦ
fk

qΦfk

✱ ♦ù





pΦ
fk =

∑
u,n

γ
(i−1)
n (k, u)×

bkunw
F0
fu|xfn|2

(s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn )2

qΦfk =
∑
u,n

γ
(i−1)
n (k, u)

bkunw
F0
fu

s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn

• (❙●❙▼▼) ∀p, k, hΓ
pk ← hΓ

pk

pΓ
pk

qΓpk

✱ ♦ù





pΓ
pk =

∑
f,u,n

γ
(i−1)
n (k, u)×

bkunw
Γ
fpw

F0
fu|xfn|2

(s
❙●❙▼▼|ku

fn )2

qΓpk =
∑

f,u,n

γ
(i−1)
n (k, u)

bkunw
Γ
fpw

F0
fu

s
❙●❙▼▼|ku

fn

• ∀r, n, hM
rn ← hM

rn

pH
rn

qH
rn

✱ ♦ù





pH
rn =

∑
k,u,f

γ
(i−1)
n (k, u)

wM
fr |xfn|2

(s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn )2

qH
rn =

∑
k,u,f

γ
(i−1)
n (k, u)

wM
fr

s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn

• ∀f, r, wM
fr ← wM

fr

pW
fr

qW
fr

✱ ♦ù





pW
fr =

∑
k,u,n

γ
(i−1)
n (k, u)

hM
rn|xfn|2

(s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn )2

qW
fr =

∑
k,u,n

γ
(i−1)
n (k, u)

hM
rn

s
✭❙✮●❙▼▼|k,u

fn

❡♥❞ ❢♦r



✸✻ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

ét❛ts ❝❛❝❤és ❞♦✐t s✉✐✈r❡ ✉♥ ❍▼▼✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ZΦ ❡t ZF0 ❞❡ ♥♦s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉①✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ❞♦♥♥é ♣♦✉r ✉♥ ❍▼▼ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ♣✉✐s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛♠é♥❛❣❡♠❡♥ts
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❡t ❝❤❛q✉❡ s②stè♠❡✮ s♦♥t ♣ré❝✐sés✳

◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X = {x1, . . . ,xN} ❡t ♥♦✉s ❞és✐r♦♥s ❝♦♥✲
♥❛îtr❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ✭❝❛❝❤é❡✮ Z = {Z1, . . . , ZN} ✿

Ẑ = arg max
Z

p(X, Z)

▲❛ séq✉❡♥❝❡ Z s✉✐t ✉♥ ❍▼▼✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ p(Zn = v|Zn−1 = u) =
q(u, v)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♣❛r s✐♠♣❧✐❝✐té q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Zn ❡st à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s [1, U ]✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❥♦✐♥t❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿

p(X, Z) = p(X|Z)p(Z)

=
∏

n

p(xn|Zn)× p(Z1)
∏

n>1

p(Zn|Zn−1)

= p(Z1)p(x1|Z1)
∏

n>1

p(xn|Zn)p(Zn|Zn−1)

P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s UN séq✉❡♥❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❱✐t❡r❜✐ ❬✶✾✻✼❪ ré❞✉✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s
à ♣❛r❝♦✉r✐r ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ q✉❛♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

δun = max
Z1:n−1

p(x1:n, Z1:n−1, Zn = u)

❖♥ s❡ r❡♥❞ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣t❡ q✉❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡st ❧✐é❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞és✐ré ✿

max
u

δuN = max
ZN=u

max
Z1:N−1

p(x1:N , Z1:N−1, ZN = u) = max
Z

p(X, Z)

❙✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s δuN ✱ ∀u✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧ ❡st ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ét❛t ❞❡
❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❝❛❝❤é❡ ❞és✐ré❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ s✉r ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té δun ❡st
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♠❡ ❞♦♥♥é n✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs δu(n+1)✱ ∀u✱ ❡t
❝❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à δvn✱ ∀v✱ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ q(v, u) ❡t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s p(xn+1|Zn+1 = u)✱ ∀u✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

δu(n+1) =
(
max

v
δvnq(v, u)

)
p(xn+1|Zn+1 = u)

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s q✉❛♥t✐tés δun✱ ∀u✱
♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ n ❝r♦✐ss❛♥t❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ❞é❝r✐t ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s
❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✵✳✸✳ ❖♥ ❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés ♣❛r tr❛♠❡ ❡t
♣❛r ét❛t ✿ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❛❜♦✉t✐ss❛♥t à ❧✬ét❛t u à ❧❛ tr❛♠❡ n✱ δun✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
❧✬ét❛t à ❧❛ tr❛♠❡ n− 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ψun✳

❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s②stè♠❡s ♦ù
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♥♦t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❋✲■ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞és✐ré❡ ❡st Z = (ZF0 , ZΦ)✳

❋✲■■ P♦✉r ❞é❝♦❞❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ZF0 ✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ HF0 ✳

❋✲■■■ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❍▼▼ ❛✐t été ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞✐r❡❝t❡✲
♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ✐❧ r❡st❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡✳



✸✼

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✵✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿
❢♦r u ∈ [1, U ] ❞♦

δu1 = p(Z1 = u)p(x1|Z1 = u)

ψu1 = 0

❡♥❞ ❢♦r
■tér❛t✐♦♥ ✿
❢♦r n ❞❡ 2 à N ❞♦
❢♦r u ∈ [1, U ] ❞♦

δun =
(
max

v
δv(n−1)q(v, u)

)
p(xn|Zn = u)

ψun = arg max
v

δv(n−1)q(v, u)

❡♥❞ ❢♦r
❡♥❞ ❢♦r
❚❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ✿

ẐN = arg max
u

δuN

❘étr♦✲♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✿
❢♦r n ❞❡ N à 2 ❞♦

Ẑn−1 = ψ
bZnn

❡♥❞ ❢♦r



✸✽ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

✵✳✸✳✹✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r ❢❛✐s❝❡❛✉①

❆✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦t❡s E ❥♦✉é❡ ♣❛r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✉t✐❧✐sé ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❞✉ré❡s ❞❡s ♥♦t❡s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡
❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❱✐t❡r❜✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t tr❛♥s❢♦r♠❡r ❝❡
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡♥ ✉♥ ❍▼▼✱ ♠❛✐s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡r❛✐t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❝❛❝❤és
à ❣ér❡r✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ r❡♥❞r❛✐t ❞♦♥❝ ♣❛s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♣❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s E ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♥♦✉s s✉✐✈♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r ❢❛✐s❝❡❛✉①✱ ❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❱✐♥❝❡♥t ❬✷✵✵✹❪✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ r❡♠❛♥✐é ❞❡
s♦rt❡ à ❝❡ q✉✬✐❧ ♣r❡♥♥❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡st❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝❛❧❝✉❧é❡s à
❧❛ tr❛♠❡ n ❡t à ❧❛ tr❛♠❡ n+ 1✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ s✐ ❧✬♦♥ s❡ ✜①❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✱ q✉✬♦♥
❧❡s ❢❛✐t é✈♦❧✉❡r ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ tr❛♠❡ à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t✱ ❣❛r❞❛♥t ♦✉ s♦✉str❛②❛♥t ❧❡s
♥♦t❡s ❡t ❡♥ t❡st❛♥t ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞és✐ré❡✱ t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t t❡sté ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✵✳✹✳ ❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ▼❯❙✲■✱
❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦t❡s E ❡st ❡st✐♠é❡ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡st✐♠é ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Θ̂ ❡t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡
❢réq✉❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ s②stè♠❡ ❋✲■■✮ ẐF0 ✱ s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡s ♥♦t❡s✳ ❈❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st✐♠é❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♥♦t❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ tr❛♠❡✱ EC

n ✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✵✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦t❡s E ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ▼❯❙✲■

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s
❢♦r t♦✉t❡s ❧❡s ♥♦t❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s EC

1 ❞♦
❚r♦✉✈❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ẐF0

1 ✳

❈❛❧❝✉❧❡r p(x1, Θ̂1, Ẑ
F0
1 , Ê1)✳

❡♥❞ ❢♦r
❚r✐❡r ❡t é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❧❡s ♠♦✐♥s ♣r♦❜❛❜❧❡s✳
❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s
❢♦r n ∈ [2, N ] ❞♦
❢♦r t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❝♦♥s❡r✈és ✿ ❞♦
❘❛❧❧♦♥❣❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛✈❡❝ ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✿ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✱ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❡t r❡♠✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ▲❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♥♦t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♥♦t❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s EC

n ✳
❢♦r ❝❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ét❡♥❞✉ ✿ ❞♦
✐❢ En 6= 0 t❤❡♥
❚r♦✉✈❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ẐF0

n ✳
❡♥❞ ✐❢
❈❛❧❝✉❧❡r p(x1:n, Θ̂1:n, Ẑ

F0
1:n, Ê1:n)✱ ❛✈❡❝ p(x1:n−1, Θ̂1:n−1, Ẑ

F0
1:n−1, Ê1:n−1)✳

❡♥❞ ❢♦r
❡♥❞ ❢♦r
❚r✐❡r ❡t é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❧❡s ♠♦✐♥s ♣r♦❜❛❜❧❡s✳✳

❡♥❞ ❢♦r
❚❡r♠✐♥❛✐s♦♥
Ê ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ p(X, Θ̂, ẐF0 , E)✳



✸✾

✵✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡

▲❡s s②stè♠❡s ❋✲■ ❡t ❋✲■■ ♦♥t été é✈❛❧✉és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❧♦rs ❞✉
▼■❘❊❳ ❆✉❞✐♦ ▼❡❧♦❞② ❊①tr❛❝t✐♦♥ ✭❆▼❊✮ ❞❡ ✷✵✵✽ s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ❡t ❝❡✉①
❞❡ ▼■❘❊❳ ❆▼❊ ✷✵✵✾ s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✻✳✹✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽ ❡t ✷✵✵✾ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡
♥♦s s②stè♠❡s ♦♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s✱
s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ▼■❘✲✶❑✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ à ✲✺❞❇ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❧✉s à
♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
▼■❘✲✶❑✱ ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✈♦✐① ❝❤❛♥té❡ ✴ s♦♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ s❡r❛✐t ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡ à ✉♥
❝❡rt❛✐♥ st❛❞❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ♠♦r❝❡❛✉① ✭❑❛r❛♦❦❡✮ ❡t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉
❞❡ ❝❡✉①✲❝✐✱ ♦ù ♣❛r❢♦✐s ❧❛ ✈♦✐① ❝❤❛♥té❡ ❡st ❞♦✉❜❧é❡ à ❧✬♦❝t❛✈❡ ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s s♦♥s✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t
♣❡rt✉r❜❡r ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ ♥❡ ❞ét❡❝t❡r❛✐t ♣❛s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❡ ❝❤❛♥t ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ✐♥str✉♠❡♥ts✳

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♥♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t
q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs s✉r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❛✈❡❝ ✈♦✐① ❝❤❛♥té❡ q✉❡ s✉r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
♣✉r❡♠❡♥t ✐♥str✉♠❡♥t❛✉① ✭✈♦✐r❡ s②♥t❤ét✐q✉❡✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉① ✐♥str✉♠❡♥t❛✉①✱
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t✱ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞❡ ❧❛ ◆▼❋✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛
♠❛❥♦r✐té ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳

▲❡ s②stè♠❡ ❋✲■■■ ♥✬❛ ♣❛s été ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛ré ❛✉① ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs✳ ◗✉❡❧q✉❡s ré✲
s✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s t❡♥❞❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❍▼▼ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ss✐ ❜é♥é✜q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ ❧✬❡s♣ér❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✉r❛♥t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ●❊▼ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ q✉✐ ❞é♣❡♥✲
❞❡♥t ❞❡ t♦✉t ❧❡ s✐❣♥❛❧✳ ❈❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés r❡✢èt❡♥t ❞♦♥❝✱ ❡♥ ✉♥ s❡♥s✱ ❝♦♠❜✐❡♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
s♦✉r❝❡✴✜❧tr❡ ❛✈❡❝ str✉❝t✉r❡ ❍▼▼ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ●❊▼ ♣♦✉r ❧❡ ✭❙✮●❙▼▼✱ s❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❍▼▼✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ét❛t
(k, u) ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ à ❧❛ tr❛♠❡ n ♥✬❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ q✉❡ ♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ à ❝❡tt❡ ♠ê♠❡
tr❛♠❡ n✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥
❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦✉r❝❡✴✜❧tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♠❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♦✉r❝❡✴✜❧tr❡
❝❤♦✐s✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t
♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❧✉s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❍▼▼ q✉✬❛✈❡❝ ❧❡ ●❙▼▼✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡①♣❧✐q✉❡r
❧❡s rés✉❧t❛ts ♠♦✐♥s ❜♦♥s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡ ❍▼▼✳

▼❛❧❣ré ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❞❡ç❛ ❞❡ ♥♦s ❛tt❡♥t❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❋✲■■■ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡ ❍▼▼ ❞❛♥s ❧❡ ●❙▼▼ s♦♥t ❞❡s ♣✐st❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s à ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❡t à ❛♥❛❧✲
②s❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛
♣❤❛s❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✈✐❡♥t ♣r♦❜❛❜❧❡✲
♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦✉
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ s②stè♠❡ ▼❯❙✲■ ❛ été é✈❛❧✉é ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬❲❡✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪ ❡t ❛✉ ❝♦✉rs
❞✬✉♥❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❛✉ ♣r♦❥❡t ◗✉❛❡r♦✳ P♦✉r ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ ❞❡s
s✐❣♥❛✉① s②♥t❤ét✐q✉❡s ♦♥t été ❣é♥érés✳ ❙✉r ❝❡s s✐❣♥❛✉①✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❜♦♥s
rés✉❧t❛ts✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ r❛♣♣❡❧ ❡♥tr❡ ✻✵✪ ❡t ✼✵✪✳

P♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sés✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ♠♦✐♥s ❜♦♥s q✉❡ ❝❡ à q✉♦✐ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t s✬❛tt❡♥❞r❡✱ ♥❡ ❞é♣❛ss❛♥t ♣❛s
❧❡s ✶✺✪ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ r❛♣♣❡❧✳ ■❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s à ❝❡tt❡ ❜❛✐ss❡ ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ s✉r ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱
❋✲■ ❡t ❋✲■■ é♣r♦✉✈❡♥t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❜❛✐ss❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ▲❡s ♠♦r❝❡❛✉① tr❛✐tés



✹✵ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

s♦♥t ♣❧✉s ❧♦♥❣s✱ ❡t ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ s❛♥s ❝❤❛♥t❡✉r ✿ ❞❛♥s ❝❡s ♣❛ss❛❣❡s✱ ♥♦s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s tr❛♥s❝r✐✈❡♥t ❞❡s ♥♦t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥ ❝♦✉rs✱ q✉✬✐❧
s✬❛❣✐ss❡ ❞✬✉♥ s♦❧♦ ❞❡ ❣✉✐t❛r❡ ♦✉ ❞✬✉♥ r✐✛ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❈❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❜❛✐ss❡ ✐♥é✈✐t❛❜❧❡
❞❛♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ❯♥ t❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ q✉✬❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✉
t②♣❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ à ♥♦s s②stè♠❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❥✉st❡ss❡
❛ été ✐❞❡♥t✐✜é ✿ s✐ ❧❡ ❝❤❛♥t❡✉r ❝❤❛♥t❡ tr♦♣ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s st❛♥❞❛r❞ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❆✹ ❂ ✹✹✵❍③✮✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♥♦t❡s ❡st✐♠é❡s r✐sq✉❡♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱
❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ♥❡ s♦✐t ❡♥ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡
♠é❧♦❞✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❞❡♠✐✲t♦♥✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✉r ❧❡s ❡①tr❛✐ts ❝❤❛♥tés✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ✭❡♥ ❍③✮ ❞❡
❧❛ ❧✐❣♥❡ ♠é❧♦❞✐q✉❡ ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ❞✐r❡❝t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ♥♦t❡s✱ ❝♦♠♠❡
❧♦rs ❞✬✉♥ ✈✐❜r❛t♦✳ ❈❡❧❛ ❛❝❝❡♥t✉❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t
tr❛✐té s✐ ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♠✉s✐❝❛❧❡ ❡st ✐♥té❣ré❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ t♦♥❛❧✐té ♦✉ ❞✬❛❝❝♦r❞✳

✵✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❙❊P✲■ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ❞❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✿ ❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✾❛❪ ❡t ❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❜❪✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥s à ❞❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✿ ❙✐❙❊❈
✷✵✵✽ ❡t ◗✉❛❡r♦ ✷✵✵✾✳

❉❛♥s ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪✱ ❙❊P✲■ ❛ été t❡sté s✉r ❞❡s ♠♦r❝❡❛✉① ♠♦♥♦✲❝❛♥❛✉①✱ ❛✈❡❝
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛
♠é❧♦❞✐❡✱ ❙❊P✲■ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✐❞é❛❧❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❙❉❘✳ ❆✈❡❝
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣❧✉s ♠✐t✐❣és✱ ♠❛✐s r❡st❡♥t ❝♦♠✲
♣❛r❛❜❧❡s ✭❢❛✈♦r❛❜❧❡♠❡♥t✮ ❛✉① ❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♦✉ ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐①
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✳

❉❛♥s ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ stéré♦ ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♠♦♥♦ ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ✜❧tr❡s ❧✐ss❡s
❡t ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥✲✈♦✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐tés✳ ❊♥ rés✉♠é✱
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❧❛ stéré♦ r❡✈✐❡♥t à ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❛♥❛✉①✱
t♦✉t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡
❧✬❛✉tr❡✳ ▲❡ ❧✐ss❛❣❡ ❞❡s ✜❧tr❡s ❡st ✐♠♣♦sé str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐
s✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐ss❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥✲✈♦✐sé❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ✏❜r✉✐t✑ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ WF0 ✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t ✉♥
❣❛✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠♦♥♦ ❡t ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ stéré♦✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬❛❥♦✉t ❞✉ ❧✐ss❛❣❡ ❞❡s ✜❧tr❡s ♥✬❛❜♦✉t✐t ♣❛s à ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts✱
❧✬❛❥♦✉t ❞✉ ♥♦♥✲✈♦✐sé✱ ❧✉✐✱ ♣❡r♠❡t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡
♠❡s✉r❡s ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛ss❡③ ♥❡tt❡ à ❧✬é❝♦✉t❡ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs sé♣❛rés✳ ▲❡
s②stè♠❡ ❙❊P✲■ stéré♦ ❛ ♣❛rt✐❝✐♣é à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❙✐❙❊❈ ✷✵✵✽✱ ♦ù ♥♦s rés✉❧t❛ts ♦♥t ❛tt❡✐♥t ✉♥
s❡❝♦♥❞ r❛♥❣ s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛②❛♥t ♦❜t❡♥✉s
❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ ❞ét❡❝t❛✐❡♥t ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t à ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥
❡♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳

❊♥✜♥✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ◗✉❛❡r♦ ✷✵✵✾ ❝♦♥s✐st❛✐t à ❛♥❛❧②s❡r ❞❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❧♦♥❣s✱ ❛✈❡❝ ❞é✲
❝♦✉♣❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ♣❡t✐ts ♠♦r❝❡❛✉①✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♥♦✉s
♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣✉ é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡st✳ ❈❡❧❛ ét❛♥t✱ s✉r ❧❛ ❜❛s❡
❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❣❛✐♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❙❉❘
❡t ❙■❘ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✈♦✐① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱ ❡t ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡
❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t✳



✹✶

✵✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t②♣❡ ✏✈♦✐①
❝❤❛♥té❡ ✰ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t✑✳ ▲✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ré❡❧s ❡st ét✉❞✐é
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❧❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ❡♥ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ❥♦✉❛♥t ❝❡tt❡ ♠é❧♦❞✐❡ ❞✉ r❡st❡ ❞❡s ✐♥str✉✲
♠❡♥ts ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡
❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ❛♠♣❧✐✜é❡s ✭▼▼●❆✱ ●❙▼▼ ❡♥ ❆♥❣❧❛✐s✮✳ ▲❡s ét❛ts ❝❛❝❤és ❞❡ ❝❡ ♠♦❞✲
è❧❡ ❡①♣r✐♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞✬✐♥térêt à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✱
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ ❧✐❡♥ ❞✐r❡❝t ❡♥tr❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬ét❛ts
❝❛❝❤és ❛②❛♥t ❣é♥éré ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ♠é❧♦❞✐q✉❡s
s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s✳ ❚♦✉t ❝❡❧❛ ❡st r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
s♦✉r❝❡✴✜❧tr❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ ❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✳ ▲❡
s❡❝♦♥❞ ♠♦❞è❧❡ ❡st✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥s ❛s♣❡❝ts✱ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ●❙▼▼ ♣ré❝é❞❡♥t✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❛❧♦rs s✉♣♣♦sé êtr❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❝❛❝❤és ❞✉ ●❙▼▼✱
❞✬♦ù ❧❛ ❞é♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ à ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ✭■▼▼✮✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥♠❡♥t ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❣❛✉ss✐❡♥s✱
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ■❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ❡♥❝♦❞❡♥t ❝❡s s✐❣♥❛✉① ❡st éq✉✐✈✲
❛❧❡♥t❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠❛tr✐❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✭◆▼❋✮ ✿ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❡st ❞é❝♦♠♣♦sé s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s s♣❡❝tr❛✉①✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦✳ ▲❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❛❞♦♣té ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡
❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ♣r♦♣r❡s à ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❧❛ ◆▼❋ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✳

P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✱ ●❙▼▼ ❡t ■▼▼✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
ét❛ts s♦♥t ✐♥❝❧✉s❡s ♣❛r ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ❞✬ét❛ts ✿ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✐t❡ ✏♣❤②s✐q✉❡✑ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡
❞✐t❡ ✏♠✉s✐❝♦❧♦❣✐q✉❡✑✳ ▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♣r❡♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡
❢réq✉❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s✱ ❡♥ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t à êtr❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐ss❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦✉❝❤❡
❝♦♥tr❛✐♥t ❧❡s ♥♦t❡s ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ à ❛✈♦✐r ❞❡s ❞✉ré❡s ré❛❧✐st❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠✉s✐❝❛❧✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ s♦♥t ♣r♦♣♦sés✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡s ✜❧tr❡s
❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ s♦♥t ❝♦♥tr❛✐♥ts ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ à êtr❡ ré❣✉❧✐❡r✱ ❡♥ ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t
s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐ss❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ✏♥♦♥✲✈♦✐sé✑ ❞❛♥s ❧❛
❜❛s❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
❡t ❞❡ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❝✐♥q s②stè♠❡s✱ ❋✲■✱ ❋✲■■✱ ❋✲■■■✱ ▼❯❙✲■ ❡t ❙❊P✲■✳ ▲❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs
s②stè♠❡s ❡st✐♠❡♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s✱ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❋✵
♣❛r tr❛♠❡✳ ▼❯❙✲■ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡ ❡t
❙❊P✲■ sé♣❛r❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡ ❡♥ ❞❡✉① s✐❣♥❛✉① ❛✉❞✐♦✱ ❧✬❡st✐♠é❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❋✲■ ❡t ❋✲■■ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳ P♦✉r
❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❋✲■■✱ q✉✐ ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t r❛♣✐❞❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r q✉❡ ❋✲■✱ s❡rt ❞❡
♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉① s②stè♠❡s ▼❯❙✲■ ❡t ❙❊P✲■✳ ❋✲■ ❡t ❋✲■■ ♦♥t été é✈❛❧✉és ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❛♠✲
♣❛❣♥❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s✱ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽ ❡t ✷✵✵✾✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♠♦♥tré q✉✬✐❧s ét❛✐❡♥t ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ ❋✲■■■ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ●❙▼▼ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡s✳ ❉❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ❡t s②sté♠❛t✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t
❡♥❝♦r❡ êtr❡ ♠❡♥é❡s s✉r ❋✲■■■✱ ♠❛❧❣ré ❧❡s ❢❛✐❜❧❡s s❝♦r❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s t❡sts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉❡ ❋✲■■■ ❛✐t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ ❋✲■✱ ❝❡s
♥♦✉✈❡❛✉① t❡sts ❞❡✈r❛✐❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠✐❡✉① ❛♥❛❧②s❡r ❡t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❋✲■■■ ❡t



✹✷ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

❧❡s ❝♦rr✐❣❡r✱ s✐ ♣♦ss✐❜❧❡✳
▼❯❙✲■ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥t s✉r ❞❡s ✜❝❤✐❡rs s②♥t❤ét✐q✉❡s✱ ♠❛✐s s❡♠❜❧❡♥t

♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ré❡❧s✳ P❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s à ❝❡❧❛✳ ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❋✵ ❡t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦t❡ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ❛✉ss✐ é✈✐❞❡♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ♥✬❡♥
❛ ❧✬❛✐r✱ ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❆✐♥s✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ♣❧✉s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠✉s✐❝❛❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ t♦♥❛❧✐té✱ ❧❡ t❡♠♣♦✱ ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❧❡s
❞✐✣❝✉❧tés r❡♥❝♦♥tré❡s ❛❝t✉❛❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ▼❯❙✲■✳

❊♥✜♥✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❙❊P✲■✱ ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ stéré♦✱ ♦♥t
♦❜t❡♥✉s ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❙✐❙❊❈ ✷✵✵✽✳ ▲❡s rés✉❧✲
t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é❧♦❞✐❡
♣ré❛❧❛❜❧❡ à ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ ♦♥t ❞é♣❛ssé ❧✬ét❛t
❞❡ ❧✬❛rt ❞✬❛❧♦rs✳ ❈❡❧❛ ✈❛❧✐❞❡ ❞♦♥❝ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ❝❡t ❛s♣❡❝t✳

❉❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs à ❧✬❡s♣r✐t
❧✬❡♥✈✐❡ ❞✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥✱ ✐♥ ✜♥❡✱ ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞✉✲
r❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❡t ♣❛r❛♠ètr❡s
❞é✜♥✐s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥ ❜✉t q✉✐ ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡
♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉rr♦♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❛❥♦✉té❡s✱ ♣♦✉r ❡♥❝♦r❡ ♠✐❡✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉ s✐❣♥❛❧ ✿ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬♦r❞r❡ ♠✉s✐❝❛❧✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ t♦♥❛❧✐té✱ ❞✉ t❡♠♣♦✱ ❞❡s r②t❤♠❡s✱ ♣♦✉r ♦r✐❡♥✲
t❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♥♦t❡s✱ ❧❛ ❥✉st❡ss❡ ❡t ❧❡s ♦♥s❡ts✴♦✛s❡ts ✈❡rs ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ t♦✉t
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t✮✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t
♣❛r❛ît ❛✉ss✐ ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❡t s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡✱ t❛♥t ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t✱ à t❡r♠❡✱ ♥✉✐r❡
à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❝❛r s❛♥s ❞♦✉t❡ tr♦♣ r❡❞♦♥❞❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
s♦✉r❝❡✴✜❧tr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧
♣♦✉rr❛✐t ✐♥❝❧✉r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞♦♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡
♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❊♥✜♥ ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❧✐é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥✲
tr❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡t ❧❡s ✐♥str✉♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♠❡♥t✱ ❞❡✈r❛✐t ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s
❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡✳



✹✸

◆♦t❛t✐♦♥s

❆❝r♦♥②♠s
❆▼❊ ❆✉❞✐♦ ▼❡❧♦❞② ❊①tr❛❝t✐♦♥
❉❋❚ ❉✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠
❉❚❋❚ ❉✐s❝r❡t❡ ❚✐♠❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠
❊▼ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥
❋✲■✱ ❋✲■■✱ ❋✲■■■ ❚❤❡ t❤r❡❡ s②st❡♠s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞②
❋❚ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠
❋✵✱ f0 ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②
●❊▼ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❊▼
●▼▼ ●❛✉ss✐❛♥ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧
●❙▼▼ ●❛✉ss✐❛♥ ❙❝❛❧❡❞ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧
❍▼✲●❙▼▼ ❍✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈✲●❙▼▼✱ ❍▼▼ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t
❍▼▼ ❍✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ▼♦❞❡❧
■❋ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❋r❡q✉❡♥❝② ✭s♣❡❝tr♦❣r❛♠✮
■▼▼ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧
■❙▼■❘ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ▼✉s✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧
▼■❘❊❳ ▼✉s✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡❳❝❤❛♥❣❡
▼❯❙✲■ ❙②st❡♠ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦t❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞②
◆▼❋ ◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥
❖▲❆ ❖✈❡r▲❛♣✲❆❞❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡
P❉❋ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥
P❙❉ P♦✇❡r ❙♣❡❝tr✉♠ ❉❡♥s✐t②
◗❜❍ ◗✉❡r②✲❜②✲❍✉♠♠✐♥❣
❙❊P✲■ ▲❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ s②st❡♠✳
❙●❙▼▼ ❙♠♦♦t❤ ✜❧t❡rs✲●❙▼▼
✭❙✮●❙▼▼ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❡✐t❤❡r ●❙▼▼ ♦r ❙●❙▼▼
❙✐❙❊❈ ❙✐❣♥❛❧ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❈❛♠♣❛✐❣♥
❙■▼▼ ❙♠♦♦t❤ ✜❧t❡rs✲■▼▼
✭❙✮■▼▼ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❡✐t❤❡r ■▼▼ ♦r ❙■▼▼
❱✲■▼▼ ✏❱♦✐❝❡❞✲■▼▼✑✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❊P✲■✱ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡s

✈♦✐❝❡❞ ♣❛rts ✐♥ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t
❱❯✲■▼▼ ✏❱♦✐❝❡❞ ❛♥❞ ❯♥✈♦✐❝❡❞ ✲ ■▼▼✑✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❊P✲■✱

✐♥❝❧✉❞❡s ❜♦t❤ ✈♦✐❝❡❞ ❛♥❞ ✉♥✈♦✐❝❡❞ ♣❛rts
✇✳r✳t✳ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
✇✳s✳s✳ ❲✐❞❡ s❡♥s❡ st❛t✐♦♥❛r②



✹✹ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

P❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
γ

(i−1)
n (k, u) γ

(i−1)
n (k, u) = p(k, u|xn;Θ(i−1))✱ ❢♦r t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼

νku
n ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r s♦✉r❝❡ u ❛♥❞ ✜❧t❡r k✱ s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✻✮

Θ P❛r❛♠❡t❡r s❡t✱ ❢♦r t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼ ♦r t❤❡ ✭❙✮■▼▼ ♠♦❞❡❧✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t

Θ✭❙✮●❙▼▼ P❛r❛♠❡t❡r s❡t✱ ❢♦r t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼✳ ❙❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶

Θ✭❙✮■▼▼ P❛r❛♠❡t❡r s❡t✱ ❢♦r t❤❡ ✭❙✮■▼▼✳ ❙❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷
σ▼■❉■ P❛r❛♠❡t❡r s❤❛♣✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❡ t♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✾✮
B ❆♠♣❧✐t✉❞❡ t❡♥s♦r ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ●❙▼▼
E = E1:N ❙❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦t❡ st❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t
F ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥s ❢♦r t❤❡ ❙❚❋❚s
HΓ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ WΦ ♦♥ WΓ

HΦ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ✜❧t❡r ♣❛rt
HF0 ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t s♦✉r❝❡ ♣❛rt
HM ❆♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
K ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s✐s ❡❧❡♠❡♥ts ✭❝♦❧✉♠♥s✮ ✐♥ ♠❛tr✐① WΦ

M ❚❤❡ ✭❝♦♠♣❧❡①✮ ❙❚❋❚ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t M
N ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❛♠❡s ♦❢ t❤❡ ❙❚❋❚s
[n▼■❉■
♠✐♥ , n▼■❉■

♠❛① ] ▼✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ▼■❉■ ♥♦t❡s ❢♦r E
R ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t M
U ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♠❛tr✐① WF0

Ust ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r s❡♠✐t♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♠❛tr✐① WF0

V ❚❤❡ ✭❝♦♠♣❧❡①✮ ❙❚❋❚ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t V
WΓ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ s♠♦♦t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✜❧t❡rs
WΦ ▼❛tr✐① ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥tr✉♠❡♥t ✜❧t❡r ♣❛rt
WF0 ❉✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠❜s ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t s♦✉r❝❡ ♣❛rt
WM ▼❛tr✐① ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢

t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t M
X ❚❤❡ ✭❝♦♠♣❧❡①✮ ❙❚❋❚ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠✐①t✉r❡ X
ZΦ = ZΦ

1:N ❙❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ✜❧t❡r ♣❛rt

ZF0 = ZF0
1:N ❙❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t s♦✉r❝❡ ♣❛rt



✹✺

❋✉♥❝t✐♦♥s
d❊❯❈ ❙❝❛❧❛r ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✭❊❯❈✮ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸
d■❙ ❙❝❛❧❛r ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ✭■❙✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷
d❑▲ ❙❝❛❧❛r ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ✭❑▲✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸
D■❙ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾
F ▼❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ s♦✉r❝❡ ❡❧❡♠❡♥t ♥✉♠❜❡r t♦ ❛

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮
F▼■❉■ ▼❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ▼■❉■ ❝♦❞❡ ♥✉♠❜❡r t♦ ❛

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✼✮
G(α, β) ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α

❛♥❞ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✷
Γ(α) ●❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✷
N (µ,Σ) ❘❡❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ µ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ

N(x;µ,Σ) ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t ✈❡❝t♦r x✱
✇✐t❤ ♠❡❛♥ µ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ

Nc(µ,Σ) ❈♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ µ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ✱
s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✳✶

Nc(x;µ,Σ) ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t ✈❡❝t♦r x✱
✇✐t❤ ♠❡❛♥ µ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ

❖♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ♠❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥s
• ❊❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ♦r ❍❛❞❛♠❛r❞ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛tr✐❝❡s
❋❚[.] ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦♣❡r❛t♦r
✶A ■♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡✈❡♥t A ✿

✶A =

{
1 ✐❢ A ✐s tr✉❡ ;
0 ♦t❤❡r✇✐s❡.

A✱ aj ✱ aij ▼❛tr✐① A✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❛t ✐ts ❝♦❧✉♠♥ j
❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛t ✐ts r♦✇ i ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ j

AT ❚r❛♥s♣♦s❡ ♦❢ ♠❛tr✐① A

[A]ij ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♠❛tr✐① A✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛t t❤❡ it❤ r♦✇✱
❛♥❞ jt❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ A✱ ✐✳❡✳ aij

An:m ❋♦r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ A✿ An:m = {Ai}i=n...m



✹✻ ◆♦t❛t✐♦♥s
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❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♠❛❣✐♥❡ ②♦✉ ✇❛♥t ❛ s♦♥❣✳ ❨♦✉ ❝❛♥ r❡♠❡♠❜❡r t❤❡ ❞r✉♠s✱ t❤❡ ❜❛ss✱ t❤❡ r✐✛s✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡
❧②r✐❝s✱ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✐st ♦r t❤❡ t✐t❧❡✳ ❲❡❧❧✱ ②♦✉ ❝❛♥♥♦t ❣♦♦❣❧❡ ✐t✳ ▲✉❝❦✐❧②✱ t❤❡ ♠✉s✐❝❛❧
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ②♦✉r ❝♦❧❧❡❛❣✉❡ ♥❡①t r♦♦♠ ✐s ♦♥❧② s❡❝♦♥❞ t♦ ❤✐s ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❝♦✛❡❡✳ ◆♦✇
❤♦✇ ❝♦✉❧❞ ❤❡ ❤❡❧♣❄ ❲♦✉❧❞ ❤❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ ②♦✉r t✉♥❡ ✐❢ ②♦✉ ♠✐♠✐❝ t❤❛t ❞r✉♠ s♦❧♦ ✏♣♦♦♠
t❝❤❛❦ ♣♦♦♠ t❝❤❛❦✑✱ ♦r t❤❛t ❣✉✐t❛r r✐✛ t❤❛t ❣♦❡s ✏❣❡❡❞✐♥❣ ❣❡❡❞✐♥❣✑❄ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ②♦✉✬❧❧
✐♥st❡❛❞ ✜♥❞ ②♦✉rs❡❧❢ s✐♥❣✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✱ ✇❤✐❝❤ ②♦✉ ♠❛② ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦st
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦♥❣✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛st ❛♠❜✐❣✉✐t②✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✶✱
t❤❡ ♠❡❧♦❞② ✇✐❧❧ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ s♦♥❣s✳ ❑♥♦✇✐♥❣ ❛ ❣❡❡❦
✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛ ❣♦♦❞ t❤✐♥❣✱ ❜✉t ❤✉♥t✐♥❣ ❤✐♠ ❞♦✇♥ ♥❡❛r t❤❡ ❝♦✛❡❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♠✐❣❤t ❜❡❝♦♠❡
r❛t❤❡r ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳ ❲❤❛t ✐❢ ②♦✉r ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ②♦✉r ❢❛✈♦r✐t❡ s❡❛r❝❤ ❡♥❣✐♥❡
❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ s✉❝❤ ❛ r❡tr✐❡✈❛❧ s❡r✈✐❝❡❄

❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♠❛❦❡s ✐t
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜♥❞ ✇❛②s ♦❢ ✐♥❞❡①✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞❛t❛ t②♣❡s✳ ❚❡①t✉❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉s❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢ ■♥t❡r♥❡t✲❜❛s❡❞ s❡❛r❝❤ ❡♥❣✐♥❡s✳ ❆ r❡❝❡♥t
❣r♦✇ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ ❝♦♥t❡♥t✱ ✐♠❛❣❡s✱ ♠✉s✐❝ ❛♥❞ ✈✐❞❡♦s✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥ t❤✐s
❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠✉s✐❝❛❧ ❝♦♥t❡♥t✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♦♥ ♠✉s✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦✉r ✇♦r❦ ❛✐♠s ❛t ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ t❤❛t
✐s t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❧♦❞② ♥♦t❡ tr❛❝❦✐♥❣✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳

■♥ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❣✐✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉s✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
❚❤❡♥ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛r❡
❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❆t ❧❛st✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦s ❛♥❞ ❣✐✈❡ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s t❤❡s✐s✳

✶✳✶ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ♠✉s✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣

▼✉s✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r ♠❛♥② ②❡❛rs✳ ▼❛♥② r❡❧❛t❡❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✿ ♠✉s✐❝ ✐♥str✉♠❡♥t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❬❊ss✐❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❛✱❜❪
♦r ❬❏♦❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✮✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♠✉s✐❝ ❡①❝❡r♣t✱
✇❤✐❝❤ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛r❡ ♣❧❛②✐♥❣✱ t❡♠♣♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❛t tr❛❝❦✐♥❣ ✭❬❙❝❤❡✐r❡r✱ ✶✾✾✽❪✱
❬❈❡♠❣✐❧ ❛♥❞ ❑❛♣♣❡♥✱ ✷✵✵✸❪✱ ❬❊❧❧✐s✱ ✷✵✵✼❪ ♦r ❬❆❧♦♥s♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✮ ♦r ❝❤♦r❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ✭❬P❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦s ❛♥❞ P❡❡t❡rs✱ ✷✵✵✽❪✱ ❬❇❡❧❧♦ ❛♥❞ P✐❝❦❡♥s✱ ✷✵✵✺❪ ♦r ❬❖✉❞r❡ ❡t ❛❧✳✱

✶s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❣✉✐t❛r ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ ✏❙♠♦❦❡ ♦♥ t❤❡ ❲❛t❡r✑✱ ♦r t❤❡ ❜❛ss ❧✐♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ♦❢ ❚❱
s❡r✐❡s ✏▼✐ss✐♦♥✿ ■♠♣♦ss✐❜❧❡✑✳



✹✽ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✷✵✵✾❪✮✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ♠✉s✐❝❛❧ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥❞❡①✐♥❣ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ✭♠✉❧t✐♣❧❡✮ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❢r❡q✉❡♥❝② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❬❑❧❛♣✉r✐✱ ✷✵✵✶❪ ♦r ❬❊♠✐②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡
s♦✉♥❞ ✐♥t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❢♦r♠ ✏♠♦❧❡❝✉❧❡s✑ ✇❤❡♥ ❣r♦✉♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t✐♠❡
✭❬▲❡✈❡❛✉✱ ✷✵✵✼❪✮✳ ❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ t❤❡s❡ ♠✉s✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❛s ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦t❡s✱ ❛♥❞
♣r♦✈✐❞❡✱ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣♦✱ t❤❡ r❤②t❤♠ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✱ t❤❡ ●r❛✐❧ ♦❢ ♠✉s✐❝ s✐❣♥❛❧
r❡s❡❛r❝❤✿ ❛ ♠✉s✐❝❛❧ s❝♦r❡✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❞♠✐tt❡❞❧② q✉✐t❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛s ✐t ♠❛✐♥❧② t❛r❣❡ts ♠✉s✐❝✐❛♥s✳
❆ ♠✉s✐❝❛❧ s❝♦r❡✱ ♦r ❛♥②t❤✐♥❣ r❡❧❛t❡❞ ♦r ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦✇❛r❞s ❛ ♠✉s✐❝❛❧ s❝♦r❡✱ ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r
❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✉s✐❝ ❡①❝❡r♣t✱ ❤❡♥❝❡
♦♣❡♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♠✉s✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦ ❛ ✇✐❞❡r ❛✉❞✐❡♥❝❡✳ ❈♦✉❧❞ ■ ✜♥❞ s♦♠❡ s♦♥❣
t❤❛t s♦✉♥❞s ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ■ ❧✐❦❡❄ ❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❛t s♦♥❣❄ ■ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇
t❤❡ ❧②r✐❝s ♦r t❤❡ t✐t❧❡ ♦❢ t❤❛t s♦♥❣✱ ❜✉t ♠❛②❜❡ ♠② ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦✉❧❞ ✜♥❞ ✐t s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐❢ ■
s❛♥❣ ✐ts ♠❡❧♦❞② ✭♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ♦✉t ♦❢ ❦❡②✮❄ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ q✉❡st✐♦♥s ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② t❤❡
▼✉s✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✭▼■❘✮ r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞✳

■♥ t❡①t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡tr✐❡✈❡ s♦♠❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ ❛ q✉❡r② t❤❛t
r❡♣r❡s❡♥ts ✇❤❛t ✐s ❞❡s✐r❡❞ ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ t❤❡♥ r❡t✉r♥s t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts
t❤❛t r❡❧❡✈❛♥t❧② ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❡r②✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
■♥t❡r♥❡t s❡❛r❝❤ ❡♥❣✐♥❡s✱ ▼■❘ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ q✉❡r✐❡s ♦❢ ❛♥♦t❤❡r t②♣❡✱ s✉❝❤ ❛s ❛♥♦t❤❡r
♠✉s✐❝ ❡①❝❡r♣t ♦r ❛ s✉♥❣ ♠❡❧♦❞②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ str❛✐❣❤t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❞♦❡s
♥♦t ❛❧✇❛②s ♠❛❦❡ s❡♥s❡✿ ♠✉s✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛✐♠s ❛t ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡s❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s✱ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦♥t♦ ❛♥♦t❤❡r s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s
♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✱ ♠❛✐♥❧② ❢r♦♠ ❛ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳

❖♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧✱ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝ ♠❛② ❛❧s♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❤♦✇
♠✉s✐❝ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞✱ ❤♦✇ ✐t ✐s ❢❡❧t ❛♥❞ ❛❧s♦ ❤♦✇ ❤✉♠❛♥s ❧✐st❡♥ t♦ ❛♥❞ ♣❡r❝❡✐✈❡ ♠✉s✐❝ s✐❣✲
♥❛❧s✳ ❚♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t✱ ✐t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t♦ ❤❛✈❡ ❣❧✐♠♣s❡s ♦❢ ❤♦✇ ♦✉r ❜r❛✐♥ ✇♦r❦s ❛♥❞
❛❞❞r❡ss❡s q✉❡st✐♦♥s s✉❝❤ ❛s✿ ✇❤❛t ✐s ♠✉s✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t②❄ ✇❤❛t ✐s ❛ t❡♠♣♦✱ ❛ ♥♦t❡ ♦r ❛
r❤②t❤♠❄ ▼✉s✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ✐s st✐❧❧ ②♦✉♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐ss✉❡s
♠✉s✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❛s ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ♥♦t s♦ ❧♦♥❣ ❛❣♦ t❡♥❞ t♦ s❧♦✇❧② ❢❛❧❧✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s
t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❢✉rt❤❡r ❤♦r✐③♦♥s✳ ❘❡❛❝❤✐♥❣ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠✉s✐❝❛❧ s❝♦r❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦r ❝♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞
♠✉s✐❝ s❡❛r❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡s ❤♦✇❡✈❡r st✐❧❧ s❡❡♠s ❛ ❞✐st❛♥t ❣♦❛❧✳ ❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❛s❦s ♠❛②
❜❡ s❡❡♥ ❛s ♠✐❧❡st♦♥❡s ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ t♦✇❛r❞s t❤❡s❡ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❝♦❣♥✐t✐✈❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✶✳✷ ▼❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥

❆♠♦♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② t❛s❦s t❤❛t ❛r❡ s♦✉❣❤t ❛❢t❡r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡❧♦❞② ♦❢ ❛ s♦♥❣ ✐s ❛ ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞ t♦♣✐❝✳ ■t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡✈❡r②t❤✐♥❣
t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✇✐t❤✐♥ ❛ s♦♥❣✱ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❜❥❡❝ts✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ♠❡❧♦❞②✱ ❛
❝❤♦r❞ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ♦r ❛ r❤②t❤♠❝ ♣❛tt❡r♥✱ t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✐t✳ ❚❤❡s❡ ✏s❛❧✐❡♥t✑ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♦❢
❞❡❝✐s✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r❡tr✐❡✈❛❧✱ s✐♥❝❡ ♦♥❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ q✉❡r② ✇✐❧❧
❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❝✉❡s✳ ❖♥❡ s✉❝❤ ♦❜❥❡❝t ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✱ ✇❤✐❝❤ t②♣✐❝❛❧❧② ✐s
t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡ t❤❛t ✇❡ s✐♥❣ ♦r ✇❤✐st❧❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✉s❡❞
✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✐♥❞❡①✐♥❣✱ ◗✉❡r②✲❜②✲❍✉♠♠✐♥❣ ✭◗❜❍✮ ♦r ❝♦✈❡r ✈❡rs✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝t✐♦♥ t❛s❦ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦r ♥♦t❡s
♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞②✱ ❢r♦♠ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ♠✉s✐❝ s✐❣♥❛❧s✳ ❆ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤✐s
t❛s❦✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●♦t♦ ❬✷✵✵✵❪✱ ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t ❛ ✉s❡❢✉❧ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
❛✉❞✐♦ ♠✐①t✉r❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t♦ ❡st✐♠❛t❡✱ ❛❧♠♦st ❞✐s❝❛r❞✐♥❣✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡



✹✾

♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❛ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ♠❡❧♦❞②
❧✐♥❡ ✇✐t❤♦✉t ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♥♦t❡s✳ ●♦t♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪ ❛❧s♦ ❝♦✐♥❡❞ t❤❡ t❡r♠
✏❘❡❛❧ ❲♦r❧❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✑ ✭❘❲❈✮ ❛✉❞✐♦✱ ✇❤❡♥ t❤❡② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❘❲❈ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇❤✐❝❤
❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ s✉❝❤ ❛ t❛s❦✿ ✇❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡✱ ❢♦r ♥♦✇✱ t♦ ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♦r
❞❡t❡❝t ✇❤❛t ✐s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❛✉❞✐♦ ♠✐①t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❛t ✐❢ ✇❡ tr② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
❥✉st ♦♥❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧❄ ❍♦✇ ✇❡❧❧ ❝❛♥ ✇❡ ❞♦ t❤❛t❄ ❚♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ❞♦❡s t❤✐s ♠❛❦❡
s❡♥s❡❄

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♦❜✈✐♦✉s ❛♥s✇❡rs t♦ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡② ♠❛② ❛❧s♦ r❛✐s❡ ♦t❤❡r
✐ss✉❡s✿ ✇❤❛t ✐s ❛ ♠❡❧♦❞②❄ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♠❡❧♦❞②❄ ❍♦✇ ❞♦ ✇❡ ❛ss❡ss t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ s✉❝❤ ❛
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠❄ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✐t ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t s♦♠❡ ♠❡❧♦❞② ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❜❡
❡①tr❛❝t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛✈♦✐❞ t♦ ✉s❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥② ❝♦❣♥✐t✐✈❡
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ st❡♣✱ ❛❧t❤♦✉❣❤✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ s♦♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♠♦st❧② ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s✱ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳

✶✳✸ ❉❡✲s♦❧♦✐♥❣ ✿ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥

▼✉s✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❇❧✐♥❞ ❆✉❞✐♦ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭❇❆❙❙✮ ❤❛✈❡ ♦❢t❡♥ ❜❡❡♥ ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ ✐♥ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❛s ✐♥ ❬❱✐♥❝❡♥t✱ ✷✵✵✻❪ ♦r ❬●✐❧❧❡t ❛♥❞ ❘✐❝❤❛r❞✱ ✷✵✵✽❪✳ ■t ✐s ✐♥❞❡❡❞
✇✐❞❡❧② ❛❣r❡❡❞ t❤❛t ♠❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s ✐♥str✉♠❡♥t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♠✉s✐❝❛❧ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥
♦r ❧②r✐❝s r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r ✐❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥
s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❛t ❜❡st✱ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❝♦♠❡s
❛ ✏♠❡r❡✑ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠
s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r r❡❛❧ ✇♦r❧❞ s✐❣♥❛❧s✱ ♠❛② st✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛rt✐❢❛❝ts
❛♥❞ ❡rr♦rs ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s✳ ❙♦♠❡ ✇♦r❦s
❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♠✉s✐❝❛❧ s❝♦r❡s ♦r
❛♥② ♦t❤❡r ♠✉s✐❝❛❧ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐♥❞❡❡❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ✉s❡❢✉❧ ❢❡❛t✉r❡ t♦ ❤❡❧♣
❧♦❝❛❧✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✱ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣r♦♣❡r ✇❛② ♦❢ ❛ss❡ss✐♥❣ ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡❧♦❞② ✇❛s✳ ❚❤✐s s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❛s❦ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❞❡✲s♦❧♦✐♥❣✑ ♦r ✏s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥✑✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❡r ❛s ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✳
■t ✐s ❡❛s② t♦ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛ ✇❛② ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② s♦♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡❧②✱ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ ♣✐t❝❤ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇♦✉❧❞ ✐t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ t❤❡s❡ t❛s❦s ✐♥ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦❄ ❲♦✉❧❞
✐t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❥♦✐♥t❧② ♣❡r❢♦r♠ t❤❡♠❄ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❛✐♠s ❛t ❞❡s✐❣♥✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧s
t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❡♥❛❜❧❡ s✉❝❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

✶✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❤❞ t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ❛♥❞
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ✐t ✇✐t❤✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❛♥❞
t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
❛ s♣❡❝tr✉♠ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♣❛rt✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✉♥✐✜❡❞ st❛✲
t✐st✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ t✇♦
s♣❡❝✐✜❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❢♦r t❤❡ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❙❝❛❧❡❞ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧



✺✵ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✭●❙▼▼✮✱ ❛s ✐♥ ❬❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ❛ss✉♠❡s t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ ✈♦✐❝❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♦♥❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦♥❡ ❛❝t✐✈❡ s♦✉r❝❡ ♣❡r ❢r❛♠❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ✏■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧✑ ✭■▼▼✮ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■t ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ✈♦✐❝❡
✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t
r❡❛❧✐st✐❝ ❢r♦♠ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ t❤❡ ■▼▼ ✐s ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ●❙▼▼ ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡❝t s♦✉r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

❆ ❝❧❡❛r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✇♦r❦s ❜② ❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❛♥❞ ❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✼❪✱ ✇❤♦ ✐♥s♣✐r❡❞ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ✴ ❛❝❝♦♠✲
♣❛♥✐♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❜r♦✉❣❤t ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
♦✉r ♠♦❞❡❧s ♠❛② ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞
✇❤✐❧❡ ♠♦st ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
♠♦❞❡❧✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❝❧♦s❡r t♦ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❢♦r♠❡r ✇♦r❦s✱
❤❛s ❛❧s♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✇♦r❦s ❜② ❱✐♥❝❡♥t
❬✷✵✵✹❪✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦t❡s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ❲❡st❡r♥
♠✉s✐❝❛❧ s❝❛❧❡✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s✱ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡✐r ❢✉♥❞❛♠❡♥✲
t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡✈❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❝❧♦s❡❧② ✜t ❝♦♠♣❧❡① s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ❣r❡❛t
✈❛r✐❛❜✐❧✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t
❤❛✈❡ ❞✐st✐♥❝t ♠♦❞❡❧s✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ✇♦r❦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❡❛❝❤
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❛❞❞ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛rt
✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt✳ ■t ♥♦t❛❜❧② ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✿
✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♣❛rt✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡✜♥❡ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♣❛rt✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s✱ ✜rst ❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ●❙▼▼ ❛♥❞
t❤❡♥ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ■▼▼ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ✏◆♦♥✲◆❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✭◆▼❋✮✑ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡s❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ t❤❡ ✜✈❡ s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡♠ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ❛♥❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❛t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡
❤✐♥ts ❛♥❞ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❛✐♠ ❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❣r❛❞✉❛❧ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

✶✳✺ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✜rst r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✿ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥
❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡
❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♣❛rt✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛♥❞ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

❆❢t❡r t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ◆▼❋ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❛t
❝❤❛♣t❡r ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐s ♥♦t t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t
♠❡❛♥t t♦ s②♥t❤❡t✐③❡ s♦♥❣s✳ ❲❡ ❞❡s✐r❡ t♦ ✉s❡ t❤❡♠ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ♠✉s✐❝ ❡①❝❡r♣ts✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❞♦ s♦✱ ✜✈❡ s②st❡♠s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ✜t t❤❡



✺✶

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❛✉❞✐♦ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡tt❡❞ t❛s❦s✱
♥❛♠❡❧② t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥✳

❆t ❧❛st✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡
s♦♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ st✉❞✐❡s✳

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ✜rst ❛♣♣❡♥❞✐❝❡s ❆ ❛♥❞ ❇ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✺✳



✺✷ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥



✺✸

❈❤❛♣t❡r ✷

❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t✇♦
♣❛rt✐❝✉❧❛r t❛s❦s✿ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❛♥❞ t❤❡ ❛✉❞✐♦ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥
✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ t❛s❦s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇
✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❚❤❡ ✜rst ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡st✐♠❛t✐♦♥
❢r♦♠ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ♠✉s✐❝ ♠✐①t✉r❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞ ♠✉s✐❝ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t
❤❛♥❞✳ ■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ✐s ❛♥ ❡❛s② ✇❛② t♦
❛❞❞r❡ss t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✏♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✑ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ■♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t
s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡tt❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②
❛♥❞ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣
♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥✳

✷✳✶ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ✏♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✑❄

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛t t❤❡ ▼✉s✐❝
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡❳❝❤❛♥❣❡ ✭▼■❘❊❳✮ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡
✏❆✉❞✐♦ ▼❡❧♦❞② ❊①tr❛❝t✐♦♥✑ ✭❆▼❊✮ t❛s❦✳ ■ts ♦♥❧✐♥❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ r❡❛❞s✶✿

●♦❛❧✿ ❚♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡ ❢r♦♠ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ❛✉❞✐♦✳

P❛rt✐❝✐♣❛♥ts t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ r❛t❤❡r ❢r❡❡❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝s ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤❡♠ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦t❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞②
❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠✉s✐❝✳ ❚❤❡ ♦r❣❛♥✐s❡rs ♦❢ t❤❡ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ❛♥♥♦t❛t❡❞
❞❛t❛❜❛s❡ s♦ ❛s t♦ ❣✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✇❤❛t ✐♥❞❡❡❞ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡✐r ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤✐s t❛s❦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❞❛t❛❜❛s❡✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ✈❡♥t✉r❡ t♦ s❛② t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦❛❧s ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✐s ❛❧s♦ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡
✏♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡✑ ❛s ♦❜❥❡❝t✐✈❡❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❆
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛❜❛s❡s ❢♦r ▼■❘❊❳ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳✶✳

❊①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞✲
tr✉t❤ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❛r❡ ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s ❛r❡
❛❧❧ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ♦♥❡ ✐♥str✉♠❡♥t ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ♠❡❧♦❞②✱ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
s♦♠❡ ♠✉s✐❝❛❧ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ st②❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ✐s ✏♣♦♣✉❧❛r

✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠✉s✐❝✲✐r✳♦r❣✴♠✐r❡①✴✷✵✵✾✴✐♥❞❡①✳♣❤♣✴❆✉❞✐♦❴▼❡❧♦❞②❴❊①tr❛❝t✐♦♥

http://www.music-ir.org/mirex/2009/index.php/Audio_Melody_Extraction
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✭❜✮ ❖♣❡r❛❴♠❛❧❡✺✳✇❛✈

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙❤♦rt✲t✐♠❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❙❚❋❚✮ ♦❢ ✷ ❡①❝❡r♣ts ❢r♦♠ t❤❡ ❆❉❈✷✵✵✹
❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡ ✐s ❞r❛✇♥ ❛s s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ♦✈❡r t❤❡ ❙❚❋❚✳

♠✉s✐❝✑✱ ✇✐t❤ ♠❛♥② ✏♣♦♣✲s♦♥❣s✑✱ ❜✉t s♦♠❡ ❥❛③③ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✈♦❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ♦♥❡s✱ ♦r
s♦♠❡ ♦♣❡r❛ ❡①❝❡r♣ts ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ✇❤✐❝❤
✐s ❤❛r❞ t♦ ❞❡✜♥❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② ❛ ♠✉s✐❝❛❧ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❛ s✐♥❣❡r ♦r
❡✈❡♥ ❜② ❛ s②♥t❤❡s✐③❡r✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❡①❝❡r♣ts ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡①❝❡r♣ts✱ t❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♥♦ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❛❜♦✉t ✇❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥
♠❡❧♦❞② ✐s✳

❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❝r♦ss ❛❧❧ t❤❡s❡ ❡①❝❡r♣ts t❤❡r❡❢♦r❡
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡t❡❝t ✐t✳ ❆ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥
♠❡❧♦❞② ✐s ✜rst ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ r✉❧❡ ♦✉t t❤❡ s✐❣♥❛❧s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✳ ❆t ❧❛st✱ s♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✷✳✶✳✶ ❆ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② P❛✐✈❛ ❬✷✵✵✻❪ ✐♥ ❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❛❧s♦ ♦♥ ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ s❡❡♠s
s❛t✐s❢②✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞s t♦ ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts✳ ■t ✐♥❞❡❡❞ r❡❛❞s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭Pr❡❞♦♠✐♥❛♥t ♠❡❧♦❞② ❬P❛✐✈❛✱ ✷✵✵✻❪✿✮ ▼❡❧♦❞② ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥❞✐✈✐❞✲
✉❛❧ ♣✐t❝❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❛ ♠✉s✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✳⋄
❋r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ ❬P❛✐✈❛✱ ✷✵✵✻❪✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧❛✐♥❡❞✿

• ♠✉s✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✿ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✜rst r❡❝❛❧❧s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ♠✉s✐❝❛❧ ✐♥str✉♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ s❡ts t❤❡ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧❧② ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

• ♣✐t❝❤❡❞ ✿ ✉♥♣✐t❝❤❡❞ ♣❡r❝✉ss✐✈❡ s♦✉♥❞s ❛r❡ t❤✉s ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥
♠❡❧♦❞②✳

• ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✿ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝✱ ♣❧❛②❡❞ ❜② ♦♥❡ ✐♥str✉♠❡♥t ❛t
❛ t✐♠❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❜r❡✳ ❖♥❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❛❞❞ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❛✉❞✐♦ ❡①❝❡r♣t✱ ❛s ✐s ❞♦♥❡
✐♥ ❬P❛✐✈❛✱ ✷✵✵✻❪✳



✺✺

• ❧✐♥❡✿ t❤✐s ♠❛② ❤✐❣❤❧✐❣❤t✱ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t✱ t❤❛t t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
❡①❤✐❜✐t s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ s♠♦♦t❤♥❡ss✳

• ❞♦♠✐♥❛♥t ✿ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ❝♦♥❝❡♣t t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡✳
■t t♦✉❝❤❡s t♦ t❤❡ ✈❡r② ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛✉❞✐t♦r② ♦❜❥❡❝t✿ ✐t ♠♦st❧② r❡❧✐❡s ♦♥ ❛
s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❛ss❡ss♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❝♦♠♠♦♥ s❡♥s❡ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳
P❤②s✐❝❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞ ♣❛rt t♦ ❛❝t✉❛❧❧② ❧❡❛❞ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❛✉❞✐♦ ♠✐①t✉r❡✱
t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥str✉♠❡♥t ♥❡❡❞s t♦ ♣❧❛② s♦♠❡❤♦✇ ❧♦✉❞❡r✱ ♦r ✇✐t❤ ❛ ♣✐t❝❤ r❛♥❣❡✱ ❞②♥❛♠✐❝s
t❤❛t ♠❛❦❡ ✐t ♠♦r❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳

▼❛♥② ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞②✱ ♦r t❤❡ ✏♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✑✱
s✉❝❤ ❛s ❬●ó♠❡③✱ ✷✵✵✷❪ ♦r ❬P♦♥❝❡ ❞❡ ▲❡ó♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
♦♥ ❛ ♠♦r❡ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❜✉t ❛ ♠♦r❡ ♥❡✉tr❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❛s ♣r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ✇♦r❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t
s♦♠❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ s♦❧❡❧② ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ❢r♦♠ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✭❛♥❞ ♥♦t ❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✮✱ ♠❛② ❛s ✇❡❧❧ ❧❡❛❞ t♦ r❡❧❡✈❛♥t r❡s✉❧ts✱ ❛s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❛❧s♦ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❛♥❞ ✇❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s s❤♦✉❧❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ s❡❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐❣❤ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧s♦ t♦
❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✏♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t✲❋✵✑ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ●♦t♦ ❬✷✵✵✵❪✳
❚❤❡s❡ r❡♠❛r❦s ❛❧s♦ ❣✉✐❞❡❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♠❛❞❡ ❢♦r ♦✉r ♠♦❞❡❧s✿

• ♠✉s✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡✿ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♠❛② ❜❡ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥❡①✐st❛♥t✳ ■t
✐s ❛❧s♦ ♥♦t ♣r❡❝✐s❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✿ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ♣❧❛②✐♥❣ t❤✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♣❛rt
❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈❡rs❡✱ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝✱ ♣❡r❝✉ss✐✈❡✱ ♦r ❡✈❡♥ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✳
❚❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❤❛s t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✷✳

• ♣✐t❝❤❡❞ ✿ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ❤✉♠❛♥ ✈♦✐❝❡ ❛s ❧❡❛❞
✐♥str✉♠❡♥t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❛s❤✐♦♥✱ t❤❡ ❧❡❛❞
✐♥str✉♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♦✇♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✿ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝✱ ❤❛r♠♦♥✐❝✱
✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡
♠❡❧♦❞②✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t t❤❛t ✐s ♣❧❛②✐♥❣ ✐t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❡♣✲
❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ❞❡s✐r❡❞✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❛❞❞ s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t
t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r ❛ s✐♥❣❡r ✈♦✐❝❡✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❞❞ t❤❡
✉♥✈♦✐❝❡❞ ♣❛rt✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❝♦♥s♦♥❛♥ts✱ ❛s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ♦✉r s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥✳

• ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✿ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ♠❛② ❜❡ ♦♥❧② r❡♠♦t❡❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥
❧❛t❡r✳

• ❧✐♥❡✿ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✳
❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t r❡✢❡❝ts t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s♦✉♥❞ ✇❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② s♦♠❡
♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠✱ ❛ ♠✉s✐❝❛❧ ✐♥str✉♠❡♥t ♦r ❛ ❤✉♠❛♥✳ ❚❤❡ ♠❡❧♦❞② ♣✐t❝❤ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤✿ t❤❡ ❜✐❣❣❡r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤❡ ❤❛r❞❡r ✐t ✐s ❢♦r t❤❡
♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r✳ ❖♥ ❛ ❧❛r❣❡r t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡✱ ♥❛♠❡❧② ♦♥ ❛ ♠✉s✐❝❛❧ s❝❛❧❡✱ t❤✐s ♠❡❧♦❞②
s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐t s♦♠❡ ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦t❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦
✏❝♦♥str❛✐♥ts✑ ❛r❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♣♣❧✐❡s ♦♥ s❤♦rt❡r t❡r♠s✱ ❜✉t



✺✻ ✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

✇✐t❤ ❛ str♦♥❣❡r ❜✐♥❞✿ ✐t ❝♦♠♠❛♥❞s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❋✵ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝✲
♦♥❞ ❝♦♠♠❛♥❞s t❤❡ ♥♦t❡ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦♦s❡r ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❧♦♥❣❡r t❡♠♣♦r❛❧
❜♦✉♥❞s✳

• ❞♦♠✐♥❛♥t ✿ ❛s ✐♥ ❬●♦t♦✱ ✷✵✵✵❪✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
✇♦r❦ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐✲
♠❡♥t ✐♥str✉♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛✈❡
❛ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② t❤❛♥ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✿ t❤❡ ❧❡❛❞✲t♦✲❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t r❛t✐♦ ♠❛② ❜❡
❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✱ ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ♠❡❧♦❞②✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛✲
♥✐♠❡♥t ✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣❡r❝✉ss✐✈❡ ✐♥str✉♠❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤✐s
r❛t✐♦ ♠❛② ❜❡ ♦✈❡r ✶✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❧❡ss ❝❧❡❛r ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡✳

◆♦t❡ ❛t ❧❛st t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛✐♠s ❛t ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱
♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❢♦r❣❡t t❤❛t ❢♦r ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ st②❧❡s✱ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❛♣♣❡❛rs ❡①♣❧✐❝✐t❧②
r✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠✉s✐❝ s❝♦r❡s✿ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❧❡❛❞✲s❤❡❡t✑✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠✉s✐❝❛❧ s❝♦r❡
❢♦r♠❛t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛♥② ♣♦♣✲s♦♥❣s ❛r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞✱ ❣✐✈❡s ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡✱ t❤❛t ✐s t❤❡
♥♦t❡s✱ t❤❡ r❤②t❤♠s ❛♥❞ t❡♠♣✐✱ t❤❡ ❦❡②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ✐s ♦❢t❡♥ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛
r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐s❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞r✉♠ st②❧❡✱ ✐❢ ❛♥②✱ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳ ❚❤❡ ♠❡❧♦❞②
✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ♠✉s✐❝ ✇❛s ✇r✐tt❡♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❡❞✳

✷✳✶✳✷ ▼❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✿ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ s♦♠❡ ❝❛s❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ✏♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✑ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♠❜✐❣✉✐t②
❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♥♦♥✲♠❡❧♦❞✐❝ ♣❡r❝✉ss✐✈❡ s♦✉♥❞s s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✉♠s ♦r t❤❡
❧✐❦❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ♠❡❛♥t t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ r❤②t❤♠ ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❛s ✏♠❛✐♥ ✐♥str✉♠❡♥t✑✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ♥♦t ❛✐♠ ❛t ✜tt✐♥❣ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s♦✉♥❞s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
♣❡r❝✉ss✐✈❡ s♦✉♥❞s ♠❛② ❤❛✈❡ ♣✐t❝❤❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t♦♠s ♦❢ ❛ ❞r✉♠✱ t❤❡ ❝♦♥❣❛s
♦r ❛♥② ❜❡❧❧ s♦✉♥❞✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ●❧♦❝❦❡♥s♣✐❡❧ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤♦✇❡✈❡r
❛❧s♦ r✉❧❡s ♦✉t ✐♥str✉♠❡♥t s✉❝❤ ❛s t❤❡ ①②❧♦♣❤♦♥❡ ♦r t❤❡ ✈✐❜r❛♣❤♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦
♣❧❛② t❤❡ ♠❡❧♦❞②✱ ♥♦t❛❜❧② ✐♥ ❏❛③③ ♠✉s✐❝✳ ❆s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ♠❛✐♥❧②
❢♦❝✉s ♦♥ s✐♥❣❡r ✈♦✐❝❡s ♦r ✐♥str✉♠❡♥ts t❤❛t ♦❜❡② t♦ ❛ s✐♠✐❧❛r s♦✉♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❙♦♠❡t✐♠❡s✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❝❧❡❛r ❧❡❛❞✐♥❣ ♠❡❧♦❞② ❢r♦♠ ❛ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ♠✐①✲
t✉r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❝❛s❡s ❧✐❦❡ ❞✉❡ts✱ ❝❤♦r❛❧s ♦r s♦♠❡ ❢✉❣✉❡s✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❝❡s ♦r ✐♥str✉♠❡♥ts
r❡❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡s✳ ■♥ s♦♠❡ s♦♥❣s✱ t❤❡ s✐♥❣❡r ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜❛❝❦✐♥❣ ✈♦❝❛❧s✱ ✇❤✐❝❤
♠❛② ❝♦♥s✐st ✐♥ ❤❛r♠♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡✳ ■t t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s ❤❛r❞ t♦ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t
t❤❡ ❧❡❛❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛r♠♦♥✐❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ s✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐s t♦ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ t✐♠❜r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐ts❡❧❢✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡r❡ s✉♣♣♦rt ♦r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡
s✐♥❣❡r✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥ t❤❡ s♦♥❣ ✏♣♦♣✶✳✇❛✈✑✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❆❉❈✷✵✵✹ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ ✜rst
❧②r✐❝s ✭✏▼✐❝❤❡❧❧❡✑✮ ✐s s✉♥❣ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♠❛❧❡ s✐♥❣❡rs✱ ❡❛❝❤ ✈♦✐❝❡ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♥♦t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦r❞✳
❲✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦♥❣ ❜② ❚❤❡ ❇❡❛t❧❡s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❛t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡❝✐❞❡
✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♥♦t❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞ ♠❡❧♦❞②✳

❆t ❧❛st✱ ✇❤✐t❤✐♥ ❛ s♦♥❣✱ t❤❡ s✐♥❣❡r ♠❛② ❛❧s♦ st♦♣ s✐♥❣✐♥❣✳ ■♥ t❤❡s❡ ✏s✐❧❡♥❝❡s✑✱ ❛♥♦t❤❡r
✐♥str✉♠❡♥t ♦❢t❡♥ ❡✐t❤❡r ♣❧❛②s ✐♥ t✉r♥ t❤❡ t❤❡♠❡ ♦r ✐♠♣r♦✈✐s❡s ❛ s♦❧✐st✐❝ ♣❛rt✳ ❙❤♦✉❧❞
t❤✐s ✐♥str✉♠❡♥t ❜❡ tr❛♥s❝r✐❜❡❞ ❛s ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✱ ♦r s❤♦✉❧❞ ✐t ❜❡ ❧❡❢t ❛s ♣❧❛②✐♥❣
s♦♠❡ ✏✜❧❧✲✐♥✑❄ ❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✳ ▼❛♥② ❡①✐st✐♥❣ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞❡ s♦♠❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ st❛❣❡✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ❛ s✐♥❣❡r ♦r ♥♦t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳



✺✼

✷✳✶✳✸ ❙❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦

◆♦t ❛❧❧ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ♠✉s✐❝ s✐❣♥❛❧s ♣♦ss❡ss ❛ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❞♦ t❤❡r❡❢♦r❡
♥♦t ♣r❡t❡♥❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❛♥② ♠✉s✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧
r❡❝♦r❞✐♥❣s✱ ❛s ❢♦r ♣♦♣✉❧❛r s♦♥❣s✱ ❞♦ ♣♦ss❡ss ❛ ♠❡❧♦❞②✳ ❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✜rst ❛✐♠s ❛t ✐♥❞❡①✐♥❣
✜❧❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ❛❝t✐✈✐t②
❤❛s ❛ ♠❡❛♥✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ❢♦r ❜✐❣ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ r❡❝♦r❞✐♥❣s✱ ✇✐t❤
♦❜✈✐♦✉s ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳

❚❤❡ ▼■❘❊❳ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❛✐♥❧② ❝♦♥s✐st✉t❡❞ ♦❢ s♦♥❣s✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦st❧② ❛ ❤✉♠❛♥ s✐♥❣❡r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ▼■❘❊❳✷✵✵✺ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s
✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r s♦♥❣s✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦
✇❛s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ t♦ tr❛♥s❝r✐❜❡ ❛s ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t
♦♥❧② t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✈♦✐❝❡ ✭❬❙✉tt♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♦r ❬❍s✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✮ r✉❧❡s ♦✉t ❞❡s✐r❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧s
s✉❝❤ ❛s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❥❛③③✱ ♦r ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✐♠♣r♦✈✐s❛t✐♦♥s ✐♥ r♦❝❦ ♠✉s✐❝✱ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳ ❖✉r
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞② t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s✐❣♥❛❧s✳

■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② r✉❧❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❣✐✈❡♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞
♠❡❧♦❞② ✇❛s ❤❛r❞❡r t♦ tr❛❝❦ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦✳ ■t ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r
❛ r❛♣ s♦♥❣✱ ❢r♦♠ t❤❡ ▼✉s✐❝❛❧ ❆✉❞✐♦ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭▼❆❙❙✮ ❞❛t❛❜❛s❡ ❬❱✐♥②❡s✱ ✷✵✵✽❪✱
❢r♦♠ t❤❡ ▼✉s✐❝ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ●r♦✉♣ ✭▼❚●✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞
❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❛r❡ r❛t❤❡r ❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣✳ ❘❛♣ ✐s ❛ st②❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✏s✐♥❣❡r✑ ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
♠♦r❡ s♣❡❛❦✐♥❣ t❤❛♥ s✐♥❣✐♥❣✳ ❚♦ t❤✐s ❡①t❡♥t✱ ♦♥❡ ♠❛② ✇♦♥❞❡r ✇❤❡t❤❡r s✉❝❤ s♦♥❣s s❤♦✉❧❞ ♦r
s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝t✐♦♥ s②st❡♠s ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s②st❡♠s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡✳

❆t ❧❛st✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s✱ ♠♦st❧② ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤
♦♥❧② ♦♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧s t♦ st❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ s✐❣♥❛❧s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ ❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r② r❛r❡❧② ✉s❡❞✱ ✐❢ ❛t ❛❧❧✱ ❢♦r t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ❛s ✐s ♦❜✈✐♦✉s
❢r♦♠ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡
❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t t❤❛t ♣❧❛②s ✐t✱ ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳
■t ✐s ❤♦✇❡✈❡r s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ♥❡✈❡r ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❆s ❜r♦✇s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♠❛♥② s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡❧②
♦♥ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s✱ ❜✉t r❡❝❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦ ❤❛✈❡ ❛❧s♦
❧❡❞ t♦ s②st❡♠s t❤❛t ❝❛♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♣r♦❝❡ss s✐♥❣❧❡✲❝❤❛♥♥❡❧ s✐❣♥❛❧s✱ ✐♥ ❬❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✜♥❞ t❤❡✐r r♦♦ts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡s❡
♠♦♥♦✲❝❤❛♥♥❡❧ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳

✷✳✷ ▼❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✜rst ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s
❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t✇♦
❣r❛♥✉❧❛r✐t✐❡s✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♠✐♥❞✿ ✜rst✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❛s ♣r❡❝✐s❡❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥②
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❝♦❛rs❡ ②❡t ♠✉s✐❝❛❧ r❡s✉❧t✱ ❜❛s❡❞ ♥♦t❛❜❧② ♦♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ✐♥t♦ ♥♦t❡s✳ ❇♦t❤ t❤❡s❡ t❛s❦s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳



✺✽ ✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

✷✳✷✳✶ ▼❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝t✐♦♥✿ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇♦r❦s ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② ●♦t♦ ❬✷✵✵✵❪✱ ✇❤♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ t❛s❦
❛s ❛ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t✲❋✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❛s❦ ❬●♦t♦✱ ✷✵✵✵❪✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐t ❢♦r ✐ts r❡❧✲
❡✈❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✭♠✉❧t✐♣❧❡✮ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❛s❦s✳ ■♥✲
❞❡❡❞✱ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❞❡ ❈❤❡✈❡✐❣♥é ❛♥❞ ❑❛✇❛❤❛r❛ ❬✷✵✵✷❪✱ ❢♦r ♠♦♥♦♣✐t❝❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♦r ❑❧❛♣✉r✐ ❬✷✵✵✽❪✱ ❈❤r✐s✲
t❡♥s❡♥ ❛♥❞ ❏❛❦♦❜ss♦♥ ❬✷✵✵✾❪ ♦r ▼❛r♦❧t ❬✷✵✵✹❪ ❢♦r ♠✉❧t✐✲♣✐t❝❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦
❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ❛ s♦♠❡✇❤❛t ❧♦✇ ♣♦❧②♣❤♦♥② ✭❧❡ss t❤❛♥ ✶✵ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣✐t❝❤❡s✮✳ ❋♦r t❤❡
❢♦r♠❡r ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ s②st❡♠s t❤❛t ❞♦ ♥♦t s❝❛❧❡ ✇❡❧❧ ✇❤❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ♠✉s✐❝✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡s
♦❢ s✐❣♥❛❧s s✉❝❤ ❛s ♣✐❛♥♦ ♠✉s✐❝✱ ❝❤❛♠❜❡r ♠✉s✐❝ ♦r t❤❡ ❧✐❦❡✱ ❜✉t ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦
♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ❛ ♠❡❧♦❞② ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ r❛t❤❡r ❞❡♥s❡
♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲♣✐t❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥❞❡❡❞ ✉s✉❛❧❧② ❛✐♠ ❛t ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
❛❧❧ t❤❡ ♣✐t❝❤❡❞ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣❡♥r❡s ❛♥❞ st②❧❡s✱
s✉❝❤ ❛s ♣♦♣✉❧❛r ♠✉s✐❝ ♦r ❥❛③③ ♠✉s✐❝✱ t❤❡ s♦✉♥❞s ♠❛② ❜❡ s♦ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛t ❡✈❡♥ ✇❡❧❧ t✉♥❡❞
♠✉❧t✐✲♣✐t❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠❛② ❢❛✐❧✳ ❲❡ ♠❛② ❛❧s♦ ♥♦t ❞❡s✐r❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② t❤❡ ❛❝❝♦♠✲
♣❛♥✐♠❡♥t✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝❤♦r❞ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ✐s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡
❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ●♦t♦ ❬✷✵✵✵❪ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✜rst ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ✇❛② ♦❢ ✐♥❞❡①✲
✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s q✉❡r②✲❜②✲❤✉♠♠✐♥❣ ✭◗❜❍✮ ❬P❛✉✇s✱
✷✵✵✷❪ ♦r ❬❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞ ❑❧❛♣✉r✐✱ ✷✵✵✽❛❪✱ q✉❡r②✲❜②✲❡①❛♠♣❧❡ ✭◗❜❊✮✱ ♦r ❝♦✈❡r ✈❡rs✐♦♥ ❞❡t❡❝✲
t✐♦♥ ✭❬❊❧❧✐s ❛♥❞ P♦❧✐♥❡r✱ ✷✵✵✼❪✱ ❬❙❡rrà ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♦r ❬❋♦✉❝❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✮✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
✐s t❤❡♥ t❤❛t ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝♦♠✲
♣❛♥✐♠❡♥t ❛s✐❞❡ ✇❤✐❧❡ ❢♦❝✉ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥
♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❋♦r ❛❧♠♦st ✶✵ ②❡❛rs ♥♦✇✱ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧
✇♦r❦s ✭❬P❛✐✈❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ❬❊❧❧✐s ❛♥❞ P♦❧✐♥❡r✱ ✷✵✵✻❪✱ ❬●♦t♦✱ ✷✵✵✺❪✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s❡✈✲
❡r❛❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❬P♦❧✐♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✮ ❤❛✈❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ s♦ ❛s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ r❡❛❞② t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡tt❡❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ t❛s❦ s❡❡♥ ❛s ❛ ♠❡r❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❋✵ tr❛❝❦✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ✉♥s❛t✐s❢②✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢r♦♠
❛ ♠✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s r❡✢❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❆✉❞✐♦ ▼❡❧♦❞②
❊①tr❛❝t✐♦♥ ✭❆▼❊✮ t❛s❦✱ ❛t ▼✉s✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡❳❝❤❛♥❣❡ ✭▼■❘❊❳✮
✐♥ ✷✵✵✺✷✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢r♦♠ ❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇✱ ❤❡♥❝❡ ✜♥❛❧❧② ♦✉t♣✉tt✐♥❣ ❛ ♠✉s✐❝❛❧ s❝♦r❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❧♦❞②✱ ♦r ❛t ❧❡❛st ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦t❡s✱
✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✲ ♦♥s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ ♦✛s❡tt✐♥❣ t✐♠❡✱ ❛❧s♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ✏♦♥s❡t✑
❛♥❞ t❤❡ ✏♦✛s❡t✑ ✲ ❛♥❞ ❛ ♥♦t❡ ❧❛❜❡❧✳ ❇♦t❤ t❤❡s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s q✉❛♥t✐③❡❞
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❋✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❇r✉t❡
❢♦r❝❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ ♠♦st s❛t✐s❢②✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❋❡✇ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✿ ❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞ ❑❧❛♣✉r✐ ❬✷✵✵✽❜❪ ✐s✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✉❝❤ ❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ r❡s✉❧t ❢♦r ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②
❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❚♦ s✉♠ ✉♣✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t❛s❦s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❆ ✜rst t❛s❦
✐s t❤❡ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❋✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❛s❦ ✐s t❤❡ ♥♦t❡✲✇✐s❡ ♠❡❧♦❞②
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛ ✭♠✉s✐❝❛❧❧②✮ q✉❛♥t✐③❡❞ r❡s✉❧t✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡
❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ❋✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t❡✲✇✐s❡ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ t❤❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ❊❛❝❤ t✐♠❡✱ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt✲❝♦♠✐♥❣s ♦❢

✷♦♥❧✐♥❡ ❛t✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠✉s✐❝✲✐r✳♦r❣✴♠✐r❡①✴✷✵✵✺✴✐♥❞❡①✳♣❤♣✴❆✉❞✐♦❴▼❡❧♦❞②❴❊①tr❛❝t✐♦♥

http://www.music-ir.org/mirex/2005/index.php/Audio_Melody_Extraction
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t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

✷✳✷✳✷ ❋r❛♠❡✲✇✐s❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦s ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
❜② ●♦t♦ ❬✷✵✵✵❪✱ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ ❬●♦t♦✱ ✷✵✵✹❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ♠❛♥② ✇♦r❦s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛✉❞✐t♦r② s❝❡♥❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❝❧❛ss✐✜✲
❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤♦s❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ ✏❆✉❞✐♦ ▼❡❧♦❞② ❊①tr❛❝t✐♦♥✑
✭❆▼❊✮ t❛s❦ ❛t t❤❡ ▼■❘❊❳ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❡❧♦❞② ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❈♦♥t❡st ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❆✉❞✐♦ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❈♦♥t❡st ✷✵✵✹ ✭❆❉❈✷✵✵✹✮✱ ❤❡❧❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ▼✉s✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✭■❙▼■❘✮ ✐♥ ✷✵✵✹ ❬●ó♠❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♦r t❤❡ ▼■❘❊❳ ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✷✵✵✺ ❬P♦❧✐♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ✉♣ t♦ t❤❡ ❧❛st ❡❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ▼■❘❊❳
✷✵✵✾✸✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❋r❛♠❡✲✇✐s❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❋✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥✿✮ ❆ s②st❡♠ ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❛❞❞r❡ss✲
✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ❋✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ t❛❦❡ ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❛✉❞✐♦
s✐❣♥❛❧✱ ♣r♦❝❡ss ✐t✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡ st❛♠♣s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡s✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♠❛② ❜❡
✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛♥ ♦✉t♣✉t ✜❧❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠❛t ❢♦r t❤❡ nt❤ ❧✐♥❡✿

❁❚✐♠❡ ♦❢ ❢r❛♠❡ ♥ ✭s✮❃ ❁❚❛❜✉❧❛t✐♦♥❃ ❁❋✵ ❛t ❢r❛♠❡ ♥ ✭❍③✮❃

❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♠✉st ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛❞
✐♥str✉♠❡♥t✳⋄

✷✳✷✳✷✳✶ ❊①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

▼♦st ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝t✐♦♥ s②st❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦ ❢❛r ❡①❤✐❜✐t s♦♠❡
s✐♠✐❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✢♦✇✱ ✇✐t❤ t②♣✐❝❛❧❧② t✇♦ ♠❛✐♥ st❡♣s✿ ❛♥ ❋✵ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❡♣✱
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❋✵ tr❛❝❦✐♥❣ st❡♣✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❧✐❡s ✐♥
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ♠✉s✐❝
s✐❣♥❛❧ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❋✵ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
st❡♣ ♠❛② ✐♥✈♦❧✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝❛❧ s♠♦♦t❤♥❡ss t♦ ❤✐❣❤❡r s❡♠❛♥t✐❝
❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡s❡ st❡♣s ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣✉❜❧✐s❤❡❞
s②st❡♠✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤ t❤❡
♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ t❤❡ s②st❡♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●♦t♦ ❬✷✵✵✹❪ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

●♦t♦ ❬✷✵✵✹❪✱ ❢♦r ❤✐s Pr❡❋❊st ✭Pr❡❞♦♠✐♥❛♥t✲❋✵ ❊st✐♠❛t✐♦♥✮ s②st❡♠✱ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡s ❛
t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉s✐❝ s✐❣♥❛❧✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s✲❋r❡q✉❡♥❝② ✭■❋✮
s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❆❜❡ ❛♥❞ ❍♦♥❞❛ ❬✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ■❋ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ✐s ❜❛♥❞✲♣❛ss
✜❧t❡r❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❜❛ss ❧✐♥❡ ♦r t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡✳ ❆t
❧❛st ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❉❋✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞
■❋ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛ P❉❋ p̂(n)(f)✱ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ f ❛♥❞ ❢r❛♠❡ n✳✹

❚❤❡♥ t❤❡ P❉❋ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢
s❡✈❡r❛❧ P❉❋s✱ p̂(f |f0)✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ♠✐①t✉r❡s ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❡❛♥s
❤❛r♠♦♥✐❝❛❧❧② r❡❧❛t❡❞✱ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② f0✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✇❤❛t
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② P❉❋s ♠✐❣❤t ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ P❉❋ ❢♦r ❢r❛♠❡ n

✸❖♥❧✐♥❡✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠✉s✐❝✲✐r✳♦r❣✴♠✐r❡①✴✷✵✵✾✴✐♥❞❡①✳♣❤♣✴❆✉❞✐♦❴▼❡❧♦❞②❴❊①tr❛❝t✐♦♥❴❘❡s✉❧ts
✹❆ s✐♠✐❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ❬❘❛❥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ❢♦r ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❛❞❡r

❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

http://www.music-ir.org/mirex/2009/index.php/Audio_Melody_Extraction_Results
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠❜ P❉❋ p̂(f |f0)✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ●♦t♦ ❬✷✵✵✹❪

t❤❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t✿

p̂(n)(f) ≈
∫

f0

ω
(n)
f0
p̂(f |f0)df0 ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ ω
(n)
f0

✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② f0✱ ❛t ❢r❛♠❡ n✳ ❚❤❡
♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬●♦t♦✱ ✷✵✵✹❪ t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ t♦♥❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t

❣✐✈❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ ✐♥ p̂(f |f0) ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ω
(n)
f0

✳ ❚❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts ❝❛♥ t❤❡r❡✲
❛❢t❡r ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ t❤❡ ❋✵ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❞❡❡❞ ❣✐✈❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ n ❛♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② f0✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
str❡♥❣t❤ ♦❢ f0 ✇✐t❤✐♥ ❢r❛♠❡ n✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❉❡♠♣st❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼❪✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣
❛ ✏♠❡❛♥ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✑ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ✏♦❜s❡r✈❡❞✑ P❉❋ p̂(n)(f) ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ P❉❋
∑

f0
ω

(n)
f0
p̂(f |f0)✿

✺

∑

f

p̂(n)(f) log



∑

f0

ω
(n)
f0
p̂(f |f0)


 ✭✷✳✷✮

■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✇♦r❦s t❤❛t
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭◆▼❋✮✱ ♥♦t❛❜❧② ❜② ▲❡❡ ❛♥❞ ❙❡✉♥❣
❬✶✾✾✾❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲
▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬▲❡❡ ❛♥❞ ❙❡✉♥❣✱ ✷✵✵✶❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥∑

f0
ω

(n)
f0
p̂(f |f0) ❛r❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡✲

t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❡❡ ❛♥❞ ❙❡✉♥❣ ❬✶✾✾✾❪ ✐s
str✐❦✐♥❣✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t✱ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮ ♠❛② s✉✛❡r ❢r♦♠
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✿ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛
✇❡✐❣❤t s❡t✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♣r✐♦rs ♦♥ t❤❡s❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts ❬●♦t♦✱ ✷✵✵✹❪✳

❚❤❡ ♠❡❧♦❞② tr❛❝❦✐♥❣ ✐s t❤❡♥ ❤❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✏♠❛tr✐①✑ ♦❢ t❤❡ ω
(n)
f0

✇❡✐❣❤ts ❜② ❛
♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t str✉❝t✉r❡ ❬●♦t♦✱ ✷✵✵✹❪✳ ❙❡✈❡r❛❧ tr❛❝❦s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t❡❞ ✉s✐♥❣ r✉❧❡s

✺◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛❞♦♣t❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❬●♦t♦✱ ✷✵✵✹❪✱ ❛♥❞ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ s✉♠♠❛r✐③❡❞✱ ✇❤✐❧❡ tr②✐♥❣ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s ♠❡t❤♦❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳



✻✶

t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ω
(n)
f0

❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❝❦s✱ ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ ❛ ❱✐t❡r❜✐ s♠♦♦t❤✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❱✐t❡r❜✐✱ ✶✾✻✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ s❡✈❡r❛❧ tr❛❝❦s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✳

❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬●♦t♦✱ ✷✵✵✹❪✱ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡

♠✐①t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ω
(n)
f0

❛r❡ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❤❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s❛❧✐❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤
❢r❛♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s s♠♦♦t❤❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ■t ✐s ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❋✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❜❡✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✲
s✉❜str❛❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❬❞❡ ❈❤❡✈❡✐❣♥é✱ ✶✾✾✸❪ ♦r ❬❑❧❛♣✉r✐✱ ✷✵✵✶❪✮✳ ■♥ t❤❡s❡ ✇♦r❦s✱ ❛ ❤❛r❞
❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ s✉❜str❛❝t✐♥❣✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧s✳ ❇❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡ ✇❤❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧✳ ◆♦t❡ ❛t ❧❛st t❤❛t
s♦♠❡ ♦t❤❡r s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ Pr❡❋❊st ❛s ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛s
✐♥ ❬▼❛r♦❧t✱ ✷✵✵✺❪ ♦r ✐♥ ❬❋✉❥✐❤❛r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳

▼❛♥② ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s♦♠❡ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❛❜♦✉t
❤✉♠❛♥ ❛✉❞✐t♦r② s②st❡♠✳ ❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞ ❑❧❛♣✉r✐ ❬✷✵✵✺❪✱ ♥♦t❛❜❧②✱ ✉s❡ ♦♥ ❛ ✜rst st❡♣ t❤❡
♠✉❧t✐♣✐t❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❑❧❛♣✉r✐ ❬✷✵✵✶❪✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣✐t❝❤ s❛❧✐❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
❢❡❛t✉r❡s r❡✢❡❝t✐♥❣ s♦♠❡ ♦♥s❡tt✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❢r♦♥t✲❡♥❞ st❡♣ ✐♥ ❬❑❧❛♣✉r✐✱ ✷✵✵✶❪ ✐s ✐♥✲
t❡♥❞❡❞ t♦ ♠✐♠✐❝❦ ❤♦✇ t❤❡ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡❛r tr❡❛ts t❤❡ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧✱ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss❡❞ ✇✐t❤
♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❬▼❡❞❞✐s✱ ✶✾✽✻❪✳ ❚❤❡ s❛❧✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐t❝❤❡s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥
r❛♥❣❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ s✉❜❤❛r♠♦♥✐❝ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✭❙❍❙✮ ❬❍❡r✲
♠❡s✱ ✶✾✽✽❪✱ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❜② ♠❛♥② ♦t❤❡r s②st❡♠s ✭❬❈❛♦ ❛♥❞ ▲✐✱ ✷✵✵✽❪✱ ❬❍s✉ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✾❪ ♦r ❬❲❡♥❞❡❧❜♦❡✱ ✷✵✵✾❪✮✳ ❚❤❡ s❛❧✐❡♥❝❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♦♥s❡tt✐♥❣
❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ f0 ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ❢♦r♠ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s♦♠❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
♥♦t❡✱ ❝♦✐♥❡❞ ❛s ✏♥♦t❡✲❡✈❡♥ts✑✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♥♦t❡ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧ ✭❍▼▼✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♥♦t❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ♥♦t❡✲❡✈❡♥t ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈❡r②
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② s♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❛s② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥♦t❡✲❡✈❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②s t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ✐s ❛❧s♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
❣r♦✉♥❞❡❞ ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ t❤❛♥ ♦♥❧② t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦♥❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❛♥② ♦t❤❡rs✱ ♥♦t❛❜❧② t❤♦s❡ ✉s✐♥❣ ❛✉❞✐t♦r② ❜❛s❡❞ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤✐s ✐s
❝✐r❝✉♠✈❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧ ❬❘②②♥ä♥❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱
❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ ❜✉t s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ ✜rst tr❛♥s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❛♥❞ t❤❡♥ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦✉r❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐①t✉r❡✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛✐♠s
❛t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❥♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t
s❡♣❛r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛r❡ ❜r♦✇s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ❛t ❧❛st t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ st✉❞✐❡❞ ❜② ❊❧❧✐s ❛♥❞
P♦❧✐♥❡r ❬✷✵✵✻❪✳ ❆ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ✭❙❱▼✮ ❝❧❛ss✐✜❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ✇❤✐❝❤ ♥♦t❡
✇❛s ♣❧❛②❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛❧s♦ ❛ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ❋✵ s❡q✉❡♥❝❡ ♦✉t♣✉t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♦♥t♦ t❤❡ ❲❡st❡r♥ ♠✉s✐❝❛❧ s❝❛❧❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡s
t❤❛t ✇❡r❡ t❡st❡❞ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❤♦rt✲t✐♠❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❙❚❋❚✮ ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡♠ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ t❛s❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❛✉❞✐t♦r② s②st❡♠
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣❛tt❡r♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡✳



✻✷ ✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✈❡r② ❢❡✇ ♣r✐♦r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡
s②st❡♠✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s tr❛✐♥❡❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧❛❜❡❧s✳ ❚♦
❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t✱ t❤❡ s②st❡♠s ❜② ▼❛r♦❧t ❬✷✵✵✹❪ ♦r ❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞ ❑❧❛♣✉r✐ ❬✷✵✵✽❜❪ ❛r❡ ❛❧s♦
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❡rs✱ ❜❡ ✐t ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♦r ❤✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❊❧❧✐s ❛♥❞ P♦❧✐♥❡r ❬✷✵✵✻❪ st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❧❡❛st ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r
❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❋✵ s❡q✉❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ s②st❡♠s ❛ss✉♠❡ s♦♠❡ s♦rt ♦❢
str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✳

✷✳✷✳✷✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✇♦r❦

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s s❡✈❡r❛❧ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r s②s✲
t❡♠s✳ ❋✐rst✱ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t
✈❡rs✉s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✮ ♦❢ t❤❡ ♠✉s✐❝ ♠✐①t✉r❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ❛♥❞
t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤✐s st✉❞② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ s✐❣♥❛❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡❞♦♠✲
✐♥❛♥t ✐♥str✉♠❡♥t ✉s✉❛❧❧② ✐s ❛ s✐♥❣❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✈♦✐❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ✐♥str✉♠❡♥t
❛s ✐♥ ❙✉tt♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ❜② ❛ s♣❡❝✐✜❝
s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✢❡①✐❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣✐t❝❤ r❛♥❣❡ ❛♥❞ t✐♠❜r❡ ✭♦r ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✈♦✇❡❧✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❜❡❛r s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ ✇♦r❦s ❜②
●♦t♦ ❬✷✵✵✹❪✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r
❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✏♣❤②s✐❝❛❧❧②✲✐♥s♣✐r❡❞✑ ❜❛s✐s
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✈♦✐❝❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ♠❛✐♥❧②
❣✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠❜✿ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ ●♦t♦ ❬✷✵✵✹❪ ♠❛②
✐♥❞❡❡❞ ♥♦t ✜t✱ ❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ■❋ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖✉r ❝❤♦✐❝❡
♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❜❡tt❡r s✉✐ts s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✉♥❧✐❦❡ ♠❛♥② ❡①✐st✐♥❣ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞
✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥str✉♠❡♥ts t❤❛t ❡①❤✐❜✐t ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ♣✐t❝❤ ❧✐♥❡s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❡r ❛♥❞✴♦r ❛ ♠♦r❡ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ❝♦♥t❡♥t ✭s❛♠❡ ♥♦t❡s ♦r ❝❤♦r❞s ♣❧❛②❡❞ ❜②
t❤❡ s❛♠❡ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❞r✉♠ ❡✈❡♥ts ✇❤✐❝❤ ♠❛② r❡♠❛✐♥s r❛t❤❡r st❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐❡❝❡ ❛♥❞
s♦ ❢♦rt❤✮✳ ❚♦ ❡①♣❧♦✐t t❤✐s r❡❧❛t✐✈❡ ♣✐t❝❤ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ r❡♣❡t✐t✐✈❡ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥
✭◆▼❋✮ ✇✐t❤ t❤❡ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ✭■❙✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❬❋é✈♦tt❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪✳ ❖✉r s②st❡♠s
❢✉rt❤❡r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❜② ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r✳

❚❤✐r❞✱ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞
s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ●❛✉ss✐❛♥ ❙❝❛❧❡❞ ▼✐①t✉r❡
▼♦❞❡❧ ✭●❙▼▼✮ ❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s
▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✭■▼▼✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② s✐♥❣❧❡✲❝❤❛♥♥❡❧ ❜❧✐♥❞
s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❛♥❞ ❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✳
❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦❧♦
♣❛rt ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣❛rt✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳ ❆♥
♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛❞❞r❡ss s✐♠✐❧❛r t❛s❦s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳

❆t ❧❛st✱ ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s s❡❡♠❡❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❡❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r
♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛s ●♦t♦ ❬✷✵✵✹❪✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ❡st✐♠❛t❡s ❛❧❧ ❛t
♦♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥♦t❡ ✐s ♠♦r❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛♥❞ s✉❜str❛❝t✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱



✻✸

♠✉❝❤ ❧✐❦❡ ▼❛t❝❤✐♥❣ P✉rs✉✐t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✹✳✶
t❤❡r❡❢♦r❡ ❛✐♠ ❛t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❥♦✐♥t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r
t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞
❑❧❛♣✉r✐ ❬✷✵✵✺❪ ♦r ❍s✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳ ❚❤❡s❡ ✇♦r❦s ♠❛② ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ ♠♦r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ ❣r❡❛t
❞❡t❛✐❧s✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❧❡❛❞ ✈♦✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠✉s✐❝✳

✷✳✷✳✸ ◆♦t❡✲✇✐s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆ ❢✉rt❤❡r st❡♣ t♦✇❛r❞s ❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠✉s✐❝❛❧ s❝♦r❡
✐s t♦ q✉❛♥t✐③❡ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✭❲❡st❡r♥✮ ♠✉s✐❝❛❧ s❝❛❧❡ ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts
❢♦r t❤❡ st❛rt ✭♦♥s❡t✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ✭♦✛s❡t✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦t❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭ ◆♦t❡✲✇✐s❡ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥✿✮ ❆ s②st❡♠ ❛✐♠✐♥❣ ❛t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♥♦t❡✲
✇✐s❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❡t✉r♥ t❤❡ ▼■❉■ ❝♦❞❡ ♥✉♠❜❡rs✱ ♦♥s❡ts ❛♥❞
♦✛s❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♠❡❧♦❞②✳ ❆ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t
✜❧❡ ♠❛② t❤❡r❡❢♦r❡ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❁♦♥s❡t ✭s✮❃ ❁❚❛❜✉❧❛t✐♦♥❃ ❁♦❢❢s❡t ✭s✮❃ ❁❚❛❜✉❧❛t✐♦♥❃ ❁▼■❉■ ❝♦❞❡ ♥✉♠❜❡r❃

❚❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♥♦t❡s ❛r❡ t❤❡ ♥♦t❡s ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✳⋄

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t s♦ ♠❛♥② ✇♦r❦s ♦♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦♣✐❝✳ ◆♦ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ s❡t ✉♣ ②❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ❬P❛✐✈❛✱ ✷✵✵✻❪✱
❬❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞ ❑❧❛♣✉r✐✱ ✷✵✵✻❪ ♦r ❬❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞ ❑❧❛♣✉r✐✱ ✷✵✵✽❜❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ t❤❡
❛✉t❤♦r ✉s❡s ♠❛♥② r✉❧❡s ❛♥❞ ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ ❝❧✉st❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❧♦❞✐❝ ❋✵ str❡❛♠s ✐♥t♦ ♥♦t❡
str❡❛♠s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡t❡❝ts t❤❡ tr✉❡ ♥♦t❡s ❢r♦♠ t❤❡ s♣✉r✐♦✉s ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ✏♥♦t❡✲❡✈❡♥t✑ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❧❛❜❡❧s t❤❡ ♥♦t❡s✱ ❛♥❞
✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ ♥♦t❡s✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐t❝❤❡s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳

▼♦r❡ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ♦❢ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ tr❛♥✲
s❝r✐♣t✐♦♥ ❬❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞ ❑❧❛♣✉r✐✱ ✷✵✵✺✱ ▼❛r♦❧t✱ ✷✵✵✹✱ ❊♠✐②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ❇❡rt✐♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✵❪✳ ❚❤✐s t❛s❦ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♦✉t♣✉t
s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♥♦t❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝t✐♦♥ t❛s❦ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ♦♥❡ ♥♦t❡
❛t ❛ t✐♠❡✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦❜❧❡♠✱ ♦♥❡ ♠❛② ❞❡s✐r❡ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ♦❢ ❛ r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞
❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠♦st ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ♠✉s✐❝ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ s②st❡♠s ✇♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❢❛✐❧✳
■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❡♠♣t✐♥❣ t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❧✐tt❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ♠✉s✐❝ tr❛♥s❝r✐♣✲
t✐♦♥ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝t✐♦♥✿ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
t♦ r❡s✉❧ts ♦❢ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ s②♠❜♦❧✐❝ ❞❛t❛ ✭❬❘✐③♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♦r ❬P♦♥❝❡ ❞❡ ▲❡ó♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❢❛✐r❧② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ str❡❛♠ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✱
♥❛♠❡❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐♥str✉♠❡♥t ♣❧❛②❡❞ ✇❤✐❝❤ ♥♦t❡s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦✉t♣✉t✱ ✐s ❣❡♥❡r✲
❛❧❧② ♥❡❡❞❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇✐t❤ s②♠❜♦❧✐❝ ❞❛t❛ t❤❡ tr❛❝❦s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞✱ ✐t ✐s st✐❧❧
❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ ♣❛rt❧② ❛❞❞r❡ss❡❞
✐♥ ✇♦r❦s ❜② ▲❡✈❡❛✉ ❬✷✵✵✼❪ ♦r ❉✉❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳

❆t ❧❛st✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ✈❡r② ❢❡✇ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❛✐♠❡❞ ❛t tr❛♥s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
♠❡❧♦❞② ✐♥t♦ ✇❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝❛❧❧ ✏❤✉♠❛♥ r❡❛❞❛❜❧❡✑ ♠✉s✐❝ s❝♦r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣✉t❡r t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞✱ r❡♣r♦❞✉❝❡ ♦r ♣r♦❝❡ss ❢♦r s✐♠✐❧❛r✐t② t❛s❦s t❤❡s❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡❧♦❞✐❡s✱ t❤❡ ♥♦t❡s
✇✐t❤ t❤❡✐r ▼■❉■ ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ t✐♠❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ✉s✉❛❧❧② s✉✣❝✐❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ ✭❤✉♠❛♥✮
♠✉s✐❝✐❛♥✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ♣❧❛② t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❝♦r❡✱ ✇❤❡♥ ♠❡tr✐❝ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ✐s
♦♠✐tt❡❞✳ ❈❡♠❣✐❧ ❬✷✵✵✹❪ ♣r♦♣♦s❡s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✲✇♦r❦ ✇✐t❤✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦



✻✹ ✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❞❡s✐❣♥ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✏❝♦♠♣❧❡①✐t②✑ ♦❢ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❤②t❤♠ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥
r❡s✉❧t ✭❬❈❡♠❣✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✮✱ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥s❡ts ♦❢ t❤❡ ♥♦t❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
❦♥♦✇♥✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❈❡♠❣✐❧✱ ✷✵✵✹❪ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ♠✉s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡
♥♦t❡s✱ t❤❡✐r r❤②t❤♠s ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s s✉❝❤ ❛ ✢❡①✐❜✐❧✐t②
❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠s ❛✐♠ ❛t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❤❛✐♥ ✇✐t❤✐♥
♦♥❧② ♦♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳

✷✳✸ ❙♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥

❍❛✈✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡
✐♥str✉♠❡♥t ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ♠❡❧♦❞②✱ t❤❡ ✏❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✑✱ ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡✱ t❤❡
✏❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✑✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ s✉❜❥❡❝t✐✈❡❧②
❛ss❡ss t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡✿ ❞✐❞ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❛r❣❡t ✐♥str✉♠❡♥t❄ ■t ❛❧s♦ ❣✐✈❡s
s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐t ✜ts t♦ t❤❡ ❞❛t❛✱ ♥♦t❛❜❧② ✉s✐♥❣ t❤❡
✭♦❜❥❡❝t✐✈❡✮ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❣❡♥❡r✐❝ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❙②st❡♠s ♠♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♦r✐❡♥t❡❞ t♦✇❛r❞s ♠✉s✐❝❛❧ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✷✳✸✳✶ ❙♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥

❋♦r t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡ ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ t❤✐s st✉❞② ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ s❡♣❛✲
r❛t✐♦♥ t❛s❦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭❙♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡✮✿✮ ▲❡t s ❜❡ t❤❡ s♦✉r❝❡
r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ I ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✮✳ ❚❤❡ J × I ♠✐①t✉r❡ ♠❛tr✐① A ✐s ❞❡✜♥❡❞
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r x ♦❢ s✐③❡ J ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs✮ ✇r✐t❡s✿

x = As ✭✷✳✸✮

❆ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❛✐♠s ❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡s ŝ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x✳⋄
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❡①tr❛❝t s❡♣❛r❛t❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✭♦r s♦✉r❝❡s✮ ❢r♦♠ ❛

♠✐①t✉r❡ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝②
✭♦r t✐♠❜r❛❧✮ ❝♦♥t❡♥t✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❝❛t❡❣♦r✐③❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❡♥s♦rs ♦r ❝❤❛♥♥❡❧s J ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s♦✉r❝❡s ♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s I✳

• I ≥ J ✿ ♦✈❡r✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝❛s❡ ✭❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ I = J✮
❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ♠❛♥② ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❋❛♠♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦
✏✐♥✈❡rt✑ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠✲
♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✭P❈❆✮ ❬P❡❛rs♦♥✱ ✶✾✵✶❪✱ ♦r t❤❡ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s
✭■❈❆✮ ❬❏✉tt❡♥ ❛♥❞ ❍❡r❛✉❧t✱ ✶✾✾✶❪ ❛♥❞ ❬❈♦♠♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
s♦♠❡✇❤❛t r❡❧② ♦♥ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡✐r ♠✉t✉❛❧ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦r t❤❡✐r s♣❛t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡♥s♦r ❛rr❛②✳

◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ■❈❆ ❬P❧✉♠❜❧❡②✱ ✷✵✵✸❪ ❛♥❞ ❬❆❜❞❛❧❧❛❤ ❛♥❞ P❧✉♠❜❧❡②✱ ✷✵✵✹❪
❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s✐❣♥❛❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ str✉❝t✉r❛❧ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥
❡✐t❤❡r t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♠❛tr✐① ♦r t❤❡ s♦✉r❝❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛ ❢♦r ❛✉❞✐♦
s✐❣♥❛❧s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠✱
t❤❛t ✐s t♦ s❛② ❛ ❞❡str✉❝t✐✈❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤❛r❞ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t❡ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❝♦♥❢✉s❡
❛ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ✐t ❛✐♠s ❛t ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ❤✉♠❛♥ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳



✻✺

• J < I✿ ✉♥❞❡r✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝❛s❡
■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x ✐s ❧✐♠✐t❡❞✳ ❆s ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣s✱ ✇❡
♦♥❧② ❤❛✈❡ ✷ ❡②❡s ❛♥❞ ✷ ❡❛rs✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ✷ s❡♥s♦rs ❢♦r ✈✐s✐♦♥ ♦r
❛✉❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✏♠❛❝❤✐♥❡✑ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❡♣❛r❛t❡✱ ♦r ❛t ❧❡❛st ❞❡t❡❝t ♦r ❢♦❝✉s ♦♥
❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ✭♦r ♦❜❥❡❝ts✮ t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡ ✇❤❛t ❤❡ s❡❡s ♦r ❤❡❛rs✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❛ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❝♦❞❡ ✈❡r②
❞✐✣❝✉❧t s✐❣♥❛❧s s✉❝❤ ❛s st❡r❡♦ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s ✭J = 2✮✱ ♦r ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ♦♥❡s s✉❝❤
❛s ♠♦♥♦✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s ♦r ✐♠❛❣❡s ✭J = 1✮✳ ▼❛♥② ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡
✜❡❧❞ ♦❢ ♠♦♥♦✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ✇✐❞❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ■♥ ❛✉❞✐♦
s✐❣♥❛❧s✱ t♦ s❡♣❛r❛t❡ s♣❡❡❝❤ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ ♠✉s✐❝❛❧ s♦✉♥❞s ❬❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ s❡♣❛r❛t❡
t❤❡ s✐♥❣❡r ❬❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ♦r s❡♣❛r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝✉rr❡♥t s♣❡❛❦❡rs ❬❲❡✐ss ❛♥❞ ❊❧❧✐s✱
✷✵✶✵✱ ▲❡ ❘♦✉① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❙♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
❛s ✐♥ ♥❡✉r♦✲s❝✐❡♥❝❡ ❬▼ør✉♣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❙♦♠❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡✱ ❛❢t❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱
✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛str♦✲♣❤②s✐❝s ❬❈❛r❞♦s♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳

✷✳✸✳✷ ❆✉❞✐♦ ❛♥❞ ♠✉s✐❝ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ♠❛♥② r❡✈✐❡✇s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❱✐♥✲
❝❡♥t ❬✷✵✵✹❪ ♦r ❱✐rt❛♥❡♥ ❬✷✵✵✻❪✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦❝✉s ♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
t❤❛t ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t❛s❦ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s♦✉r❝❡✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❛
❤✉♠❛♥ ✈♦✐❝❡✱ ❢r♦♠ ❛♥ ✏✉♥❞❡s✐r❡❞✑ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛✉❞✐♦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❜❡ ✐t ♥♦✐s❡✱ ❢♦r s♣❡❡❝❤
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♦r ♠✉s✐❝✱ ❢♦r s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s st✉❞② ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜✲
❝❛❧❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♠♦♥❛✉r❛❧ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✈❡r✈✐❡✇ ❛✐♠s ❛t
❜r♦✇s✐♥❣ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✜❡❧❞ ♦r ✐♥ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ✜❡❧❞s✳

✷✳✸✳✷✳✶ ❊①✐st✐♥❣ s②st❡♠s

❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s ❬❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♦r ❬❖③❡✲
r♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ r❡❧② ♦♥ s✉♣❡r✈✐s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ✈♦❝❛❧ ♣❛rt ❢r♦♠ ❛♥② ♦t❤❡r
♠✉s✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡
s♣❡❝✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡✐r s♣❡❝tr❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡♥ s❡♣❛r❛t❡❞ ✉s✐♥❣
❛ ❲✐❡♥❡r t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ♠❛s❦✳ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❧✐❦❡ ❬▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❬▲✐ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱
✷✵✵✼❪ ♦r ❬❘②②♥ä♥❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ r❡❧② ♦♥ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦
❧❛❜❡❧ s❡✈❡r❛❧ ❣r♦✉♣s ♦❢ s✐♥✉s♦✐❞s ❛s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s♦✉r❝❡s✳ ■♥ ❬❉❛✈②
❛♥❞ ●♦❞s✐❧❧✱ ✷✵✵✸✱ ❉❛✈② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧
♠♦❞❡❧ ❤♦✇❡✈❡r ✉s✉❛❧❧② ✐♠♣❛✐rs t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ✈❡r② t②♣✐❝❛❧
❛rt❡❢❛❝ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s✳

❚❤❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r t②♣❡ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥❞❡❡❞✱
✇♦r❦s ❜② ❬▲✐ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✷✵✵✼❪ ♦r ❬❘②②♥ä♥❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ r❡❧② ♦♥ ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❛t
❞❡t❡❝ts t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ✲ ♦r ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ s✐♥❣✐♥❣ ♠❡❧♦❞② ✲ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❝❡❡❞
t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥❛r② ♠❛s❦ ❘♦✇❡✐s ❬✷✵✵✶❪
❛♥❞ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍❛♥ ❛♥❞ ❘❛♣❤❛❡❧ ❬✷✵✵✼❪ ❢♦r
✏❞❡s♦❧♦✐♥❣✑ ♠♦♥❛✉r❛❧ ♠✉s✐❝ s✐❣♥❛❧s✱ ❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥❛r② ♠❛s❦✐♥❣✱
✐s q✉✐t❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡
❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❛♣❡r ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠✉s✐❝❛❧ s❝♦r❡ ❛❧r❡❛❞② ❛❧✐❣♥❡❞ ♦♥ t❤❡
❛✉❞✐♦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s❡❡♠s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✈❡r② ❣♦♦❞ ✏❞❡s♦❧♦✐♥❣✑ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱



✻✻ ✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

ZV
n

xn

mn

vn

ZM
n

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❬❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛②❡r✱ ✜rst ❧❛②❡r
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r ✈❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ✈♦✐❝❡ vn ❛♥❞ t❤❡ ♠✉s✐❝ mn ❛r❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ st❛t❡s ZV

n ❛♥❞ ZM
n ✳ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ✈❡❝t♦r xn ✐s t❤❡ s✉♠

♦❢ vn ❛♥❞ vn✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s xn✳

❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ s❛t✐s❢②✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐tt❡❞❧②
✇❛s ♥♦t t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ❢❛❧❧ ✐♥t♦
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t♦♣✐❝ ♦❢ ♠✉s✐❝❛❧❧②✲✐♥❢♦r♠❡❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❡♠❜♦❞✐❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t s❡♣❛r❛t✐♥❣ s♣❡❡❝❤ ❢r♦♠ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠✉s✐❝✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ s♣❡❡❝❤ ❛♥❞ ♠✉s✐❝✱ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❙❝❛❧❡❞
▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✭●❙▼▼✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❤♦rt✲t✐♠❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠
✭❙❚❋❚✮✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ●❙▼▼✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛ s♣❡❝✐✜❝
s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❬❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧
♠♦❞❡❧✱ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ■t ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ♠✐①t✉r❡ xn✱ ❛t ❢r❛♠❡ n✱ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞✱ t❤❡ ✈♦✐❝❡ vn ❛♥❞ t❤❡ ♠✉s✐❝ mn✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ✐ts ♦✇♥ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ ●❙▼▼✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ZV

n ❛♥❞ ZM
n ✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡

❤♦✇❡✈❡r r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥✱ ❛s ♥♦ ♣r✐♦r ♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡
●❙▼▼✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❜r♦✉❣❤t t♦ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r✐♥❣✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
st❛t✐♦♥❛r②✱ ❜✉t ❧♦❝❛❧❧② st❛t✐♦♥❛r②✳ ❲♦r❦s ❞❛t✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ▼❝❆✉❧❛② ❛♥❞ ▼❛❧♣❛ss ❬✶✾✽✵❪ ♦r
❊♣❤r❛✐♠ ❛♥❞ ▼❛❧❛❤ ❬✶✾✽✹❪ ❛❧s♦ ✉s❡ s✐♠✐❧❛r t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤❡② ❤♦✇❡✈❡r ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s s♦♠❡ st❛t✐♦♥✲
❛r② ♥♦✐s❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞r❛✇♥ ✇✐t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛r② ♠❛s❦✐♥❣ ♦❢
t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠✿ ❘♦✇❡✐s ❬✷✵✵✶❪ ♦r ❏♦✉r❥✐♥❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❉❯❊❚ s②st❡♠✱ s❡♣❛r❛t❡
s♦✉r❝❡s t❤❛t ❛ss✉♠❡❞❧② ❞♦ ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❇❡✲
♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ✐♥ ❛ ✇❛②✱ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡✐r ✇♦r❦s✱ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤
t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠✉s✐❝ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ♠❛②
❧❡❛❞ t♦ ❣♦♦❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♦♥ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❙❚❋❚ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ✏✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✑ ❙❚❋❚s ❛s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❇❡♥❛r♦②❛✱ ✷✵✵✸❪ ❛♥❞ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ●r✐✣♥ ❛♥❞ ▲✐♠ ❬✶✾✽✹❪ ♦r ▲❡ ❘♦✉① ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✽❪✳

❚❤✐s s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✜rst ❞❡t❡❝ts t❤❡ ❢r❛♠❡s



✻✼

✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✈♦❝❛❧ ♣❛rt✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛s ✐♥ ❬❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❤♦✇ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐t ✐s t♦
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ❢r❛♠❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦
❜❡tt❡r s♣❡❝tr❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❲❡✐ss ❛♥❞ ❊❧❧✐s ❬✷✵✶✵❪✱ ❛✐♠✐♥❣ ❛t s❡♣❛r❛t✐♥❣
t✇♦ s♣❡❡❝❤ s✐❣♥❛❧s✱ ✉s❡s ❛ s✐♠✐❧❛r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❬❲❡✐ss ❛♥❞ ❊❧❧✐s✱
✷✵✵✾❪ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧s ✭❍▼▼✮ ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧s✳

▼❛♥② ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
✭◆▼❋✮ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ◆▼❋ ✇❛s ♠❛❞❡ ♣♦♣✉❧❛r ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❜② ▲❡❡
❛♥❞ ❙❡✉♥❣ ❬✷✵✵✶❪ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♦t❤❡r ✜❡❧❞s✱ s✉❝❤ ❛s ❛✉❞✐♦ ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ❜r❛✐♥ ✐♠❛❣❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❬▼ør✉♣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♦r ❬❈✐❝❤♦❝❦✐✱ ✷✵✵✹❪
❛♥❞ ❬❈✐❝❤♦❝❦✐✱ ✷✵✵✷❪✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ♠♦❞❡❧s ✐s ❝❧❡❛r
✐♥ ❬❙♠❛r❛❣❞✐s ❛♥❞ ❇r♦✇♥✱ ✷✵✵✸❪✱ ❬❱✐rt❛♥❡♥✱ ✷✵✵✼❪✱ ❬❋✐t③●❡r❛❧❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❛♥❞ ❬❋é✈♦tt❡
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪ t♦ ❝✐t❡ ❜✉t ❛ ❢❡✇✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❬❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❛♥❞ ❬❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
t❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ❢♦r ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ◆▼❋ ❝♦♥t❡①t✱ ✐♥ ❬❱✐rt❛♥❡♥
❛♥❞ ❑❧❛♣✉r✐✱ ✷✵✵✻❪✳

❆t ❧❛st✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉s✐❝❛❧ s♦✉r❝❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❱✐♥❝❡♥t ❬✷✵✵✹❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ s♣❡❝tr❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s
♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡r❡✐♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❛❜❧❡ s❡✈❡r❛❧ t❛s❦s ✇✐t❤✐♥ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤
♠✉s✐❝❛❧ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡✲tr❛✐♥❡❞ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s✱
✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❝t✐✈❡ s♣❡❝tr❛ t❤❛t ❛✐♠ ❛t ❛❞❞r❡ss✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✐ss✉❡s s✉❝❤ ❛s ✈✐❜r❛t♦ ♦r
t✐♠❜r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr♦❣r❛♠✱
❡①♣r❡ss❡❞ ♦♥ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡s ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣s②❝❤♦❛❝♦✉st✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳

✷✳✸✳✷✳✷ P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✇♦r❦

❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ ♠✉s✐❝❛❧❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡
str❛✐❣❤t✲❢♦r✇❛r❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s
✉s❡❞ ❛s ✐♥ ❬❘②②♥ä♥❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❜✉t t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❤❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞✱ ❛♥❞ t❤✉s ❞✐✛❡r ❢r♦♠
t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❛♥❞ ❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♠❛② ❛❧❧♦✇ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ t❤❡ t❛s❦s✱ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱
❥♦✐♥t❧②✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬❘②②♥ä♥❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ♦r ❬❍❡✐tt♦❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤✐s ❥♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ❞♦
♥♦t ②❡t ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

❖✉r ✇♦r❦ ❛❧s♦ ♦✈❡r❝♦♠❡s s♦♠❡ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝✐❡s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♠♦❞❡❧
❢r♦♠ ❱✐rt❛♥❡♥ ❛♥❞ ❑❧❛♣✉r✐ ❬✷✵✵✻❪✱ ♥♦t❛❜❧② ❜② s❡tt✐♥❣ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ s♣❡❝tr❛❧
s❤❛♣❡s ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rt✱ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t t❤❛t
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❖✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ♥❛♠❡❧② ❛ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧❡❛❞
✐♥str✉♠❡♥t✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❜② ❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪
✭♦r ❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✮ ❛♥❞ ❱✐♥❝❡♥t ❬✷✵✵✹❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❬❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱
♦✉r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✶✿ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ♠♦st❧② r❡♣r❡s❡♥t ✐ts ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❋✵
✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜❧t❡r ♣❛rt ❜❡❛rs t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ ♦r ❢♦r♠❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
❡①♣❧✐❝✐t ✉s❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✮✳ ■♥ ❬❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ●❙▼▼ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥
❡①♣❧✐❝✐t ❧✐♥❦ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥



✻✽ ✷✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

st❛❣❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦✉r s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✐ts ♠❡❛♥✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❋✵ ❛♥❞ ❢♦r♠❛♥ts✱

♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ ❬❱✐♥❝❡♥t✱ ✷✵✵✹❪✳ ■♥❞❡❡❞✱
❱✐♥❝❡♥t ❬✷✵✵✹❪ ♠♦❞❡❧s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞✐r❡❝t❧② t❤❛♥❦s t♦ ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦t❡ ❧❡✈❡❧✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡✲
❞✐❛t❡ ❧❛②❡r ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧❡❛r♥t✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❛s ✐♥ ❬❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ t❤❡✐r
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♦✉r
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♥♦t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❋✵ ♦r t❤❡ ❢♦r♠❛♥ts ♠❛❦❡s ✐t ❡❛s✐❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡✱ ✇❤❡t❤❡r ✐t s✉❝❝❡❡❞❡❞ ♦r ♥♦t ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡s❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡❛❝❤ ❋✵✳

❆t ❧❛st✱ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ st❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ ♠✐①t✉r❡s✱ ❤❡♥❝❡ t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜♦t❤ s♣❛t✐❛❧
❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② str✉❝t✉r❡s✱ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❖③❡r♦✈ ❛♥❞ ❋é✈♦tt❡✱
✷✵✶✵❪✱ ❬❆r❜❡r❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❛♥❞ ✐♥ ❬❱✐♥❝❡♥t✱ ✷✵✵✹❪✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✹✳✷✳



✻✾

❈❤❛♣t❡r ✸

❙✐❣♥❛❧ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ✜rst ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✶✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ✭♦r ♠❛✐♥ ✐♥str✉✲
♠❡♥t✱ ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❛✐♠ ♦❢
t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ❜❡ ❛s r❡❛❧✐st✐❝ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧s✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s
❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ ❢❛st❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❛s r❡❛❧✐st✐❝ ❛s t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ s❛t✐s❢②✐♥❣✳

❆t ❧❛st✱ ❛ s✉♠♠❛r② ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❚❤❡s❡ s✉♠♠❛r✐❡s
❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✹✳

✸✳✶ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s

❆s ❢♦r ♠❛♥② ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ✐♥ ♠✉s✐❝ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s r❡❧② ♦♥ ❛ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ r♦✉❣❤❧②
♠✐♠✐❝s ❛✉❞✐t♦r② ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳

❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛t ❤❛♥❞✱ t❤❡ s❤♦rt✲t✐♠❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠
✭❙❚❋❚✮ ✐s ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞✳ ▲❡t y ❜❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t
y ✐s ❛ s✐♥❣❧❡✲❝❤❛♥♥❡❧ s✐❣♥❛❧✶✳ y ✐s ✜rst s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ ❢r❛♠❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡♥❣t❤ L✱ ✇✐t❤ ❛
❝♦♥st❛♥t ❤♦♣s✐③❡ L❤♦♣✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❛♠❡s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② N ✳ ❋♦r ❢r❛♠❡ n ∈ [1, N ]✱
t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ yn ♦❢ s✐③❡ 2F ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ f ∈ [1, F ]
✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s yfn✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥❢♦r♠s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢r❛♠❡s ❛r❡ st❛❝❦❡❞ ❛s ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs
✐♥ t❤❡ F ×N ❙❚❋❚ ♠❛tr✐① Y✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❡①❝❡r♣t✱
✏♦♣❡r❛❴♠❛❧❡✺✳✇❛✈✑✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❆❉❈✷✵✵✹ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳✹ ❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✮✳ ❖♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❙❚❋❚ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s
♦❢ ❣r❛② ❢r♦♠ ❧✐❣❤t t♦ ❞❛r❦✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❧♦✇ t♦ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡s✱ ♦♥ ❛ ❞❡❝✐❜❡❧ s❝❛❧❡✳

✶❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r st❡r❡♦ s✐❣♥❛❧s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✹✳✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥
s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t r❛t❤❡r ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s♦✉♥❞ ♦❜❥❡❝ts✱ ❢♦r ❜❡tt❡r ❝❧❛r✐t②✱
✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t t❤❡ t❤❡♦r② ❢♦r s✐♥❣❧❡✲❝❤❛♥♥❡❧ s✐❣♥❛❧s✳
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✭❜✮ ❙❚❋❚ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✇❛✈❡❢♦r♠

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❙❚❋❚ ❡①❛♠♣❧❡✿ ❡①❝❡r♣t ❢r♦♠ ❆❉❈✷✵✵✹ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✏♦♣❡r❛❴♠❛❧❡✺✳✇❛✈✑✳ ❉❛r❦❡r
❝♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣②✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❙❚❋❚ ✭✐ts
✏♣♦✇❡r✑✮✱ ✐♥ ❞❇✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐♥❞♦✇ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✹✻✳✹✹♠s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ r❛t✐♦ ✐s ✽✼✳✺ ✪✱
♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ❤♦♣s✐③❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐♥❞♦✇s ✐s ✺✳✽♠s✳



✼✶

▼❛♥② ✇♦r❦s ✐♥ ♠✉s✐❝ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✉s❡ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧❧② ❛♥❞ ♠✉s✐❝❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ t✐♠❡✲
❢r❡q✉❡♥❝② tr❛♥s❢♦r♠s s✉❝❤ ❛s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏❝♦♥st❛♥t ◗ tr❛♥s❢♦r♠✑ ✭❈◗❚✮ ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✾✶❪ ♦r
❞✐s❝r❡t❡ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠s ✭❉❲❚✮ ❬▼❛❧❧❛t✱ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ t♦ ❛❞❥✉st
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥✱ ❢♦r t❤❡ ❈◗❚✱ ❛ ❜❡tt❡r ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥
❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❛ ❜❡tt❡r t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦♥❡s✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥
❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐ts❡❧❢✱ ♠❛♥② ✇♦r❦s ✐♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧s♦
❝♦♥s✐❞❡r ❤♦✇ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡❛r ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣✐t❝❤ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛r❡
♣❡r❝❡♣t✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② s♦♠❡ s②st❡♠ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣
t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❛✉❞✐t♦r② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠s ✐s
♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ s②st❡♠ ❜② ▲❛r❣❡ ❛♥❞ ❑♦❧❡♥ ❬✶✾✾✹❪✱ ✇❤♦ ✉s❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✇❛②
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❜❡❤❛✈✐♥❣✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♥s♣✐r❡❞
s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❜② ❙❝❤❡✐r❡r ❬✶✾✾✽❪✱ ❢♦r ❜❡❛t tr❛❝❦✐♥❣✱ ♦r ❜② ▼❛r♦❧t ❬✷✵✵✹❪✱
❢♦r ♣✐❛♥♦ ♠✉s✐❝ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✳✷

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❚❋❚ ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✱ ♥♦t❛❜❧② ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❙❚❋❚ ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳ ❯s✐♥❣ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣✲❛❞❞ ✭❖▲❆✮
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥✱ ✇✐t❤ ♠✐❧❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦♣s✐③❡ ❛♥❞
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s②♥t❤❡s✐s ✇✐♥❞♦✇s✱ ❛ ♣❡r❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✳ ❙♦♠❡ str❛t❡❣✐❡s
❡①✐st t♦ ✏✐♥✈❡rt✑ t❤❡ ❈◗❚ ❛♥❞ t❤❡ ❉❲❚✱ ❜✉t t❤❡② ❛❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✭s✉❝❤
❛s ✐♥ ❬❋✐t③❣❡r❛❧❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♦r ✐♥ ❬❙❧❛♥❡② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❜✐❛s ✐♥
t❤❡ ✭♦❜❥❡❝t✐✈❡✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t
r❡q✉✐r❡ ❛ ❜❡tt❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤❛♥ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳

❋♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❙❚❋❚s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❲✐♥❞♦✇ ❧❡♥❣t❤✿ ❛r♦✉♥❞ ✹✻✳✹✹♠s✳ ❆t ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ✹✹✶✵✵❍③✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ L = 2F = 2048 s❛♠♣❧❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ s✐③❡ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐♥❞♦✇s
❛❧❧♦✇s ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

• ❲✐♥❞♦✇ t②♣❡✿ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐♥❞♦✇
✐s t❤❡ ❍❛♥♥ ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❛ ❍❛♥♥ ✇✐♥❞♦✇ w ♦❢ s✐③❡ 2F ✐s✱ ❢♦r t ∈
[0, 2F − 1]✿

wt = 0.5

(
1− cos

πt

F

)
✭✸✳✶✮

❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐s 1
F
✳

❋♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✐s t❤❡ ❝♦s✐♥❡
✇✐♥❞♦✇ ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s s✐♥❡❜❡❧❧ ✇✐♥❞♦✇✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ✇✐♥❞♦✇ w ♦❢ s✐③❡
2F ✐s✱ ❢♦r t ∈ [0, 2F − 1]✿

wt = sin
πt

2F
✭✸✳✷✮

✷❚❤✐s ❧❛st r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❛s t❤❡ s②st❡♠ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡r❡✐♥ ✐s ❛❧♠♦st ♦♥❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛❢t❡r
❡❛r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✐st ♠♦❞❡❧s✿ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ✜❧t❡r ❜❛♥❦✱
✇❤♦s❡ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❬▼❡❞❞✐s✱ ✶✾✽✻❪✳ ▼❛♥② ❧❛②❡rs ♦❢
♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ♥♦t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ❛❞❞s t♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉❞✐t♦r② ❛♥❞ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤✉♠❛♥
❤❡❛r✐♥❣✳



✼✷ ✸✳ ❙✐❣♥❛❧ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐s 3
4F

✳ ❋♦r s♦✉r❝❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❚❋❚ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣✲
❛❞❞ ✭❖▲❆✮ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❛s s②♥t❤❡s✐s ✇✐♥❞♦✇✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣
r❛t✐♦ ♦❢ ✺✵ ✪✳

• ❍♦♣ s✐③❡✿ ❱❛r✐♦✉s ❤♦♣s✐③❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞✳ ❆t t❤❡ ▼✉s✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡❳❝❤❛♥❣❡ ✭▼■❘❊❳✮ ❝❛♠♣❛✐❣♥s✱ t❤❡ ❆✉❞✐♦ ▼❡❧♦❞② ❊①tr❛❝t✐♦♥ ✭❆▼❊✮
t❛s❦✱ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❛t ❢r❛♠❡s s♣❛❝❡❞ ❜② ✺✳✽♠s ✭❆❉❈ ✷✵✵✹✱
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✷✺✻ s❛♠♣❧❡s ❛t ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ✹✹✶✵✵❍③✮ ❛♥❞ ✶✵♠s ✭▼■❘❊❳ ✷✵✵✺✱
✹✹✶ s❛♠♣❧❡s ❛t ✹✹✶✵✵❍③✮✳ ❚❤❡ ❤♦♣s✐③❡ ♦❢ ✺✳✽♠s ❜❡tt❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s♦✉r❝❡ s❡♣❛✲
r❛t✐♦♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ❛s ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ r❛t✐♦ ♦❢ ✽✼✳✺ ✪ ✭✼✴✽✮✱ ✇❤✐❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
✶✵♠s✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛ r❛t✐♦ t❤❛t ✐s ❧❡ss ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭✶✻✵✼✴✷✵✹✽✮✱ ❛❧✲
t❤♦✉❣❤ ♥♦t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❤♦♣s✐③❡ ♦❢ ✺✳✽♠s ✇❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❆s ❢♦r t❤❡ ♣❡r❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ♦✈❡r❧❛♣ r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡
s✐♥❡❜❡❧❧ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ✺✵✪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ r❛t✐♦ ♦❢
✽✼✳✺✪ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✹ ❙❚❋❚s ✇✐t❤ ✺✵✪ ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❢r❛♠❡s✳ ❚❤❡ ♣❡r❢❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❤❡r❡✱ ❛❢t❡r ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✹ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❖▲❆ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✸✳✷ ●❛✉ss✐❛♥ ❙✐❣♥❛❧s

❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❇❡♥❛r♦②❛✱ ✷✵✵✸❪ ❛♥❞ ❧❛t❡r ✐♥ ❖③❡r♦✈ ❬✷✵✵✻❪ ❢♦r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ t❤❡
s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞✳ ❚❤✐s
❢r❛♠❡✇♦r❦ st✐❧❧ ❧❡❛✈❡s r♦♦♠ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s✱ ❛s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦✳ ❙✐♠✐❧❛r st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r s♣❡❡❝❤ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❬❊♣❤r❛✐♠
❛♥❞ ▼❛❧❛❤✱ ✶✾✽✹❪ ♦r ❡✈❡♥ ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❬❈❛r❞♦s♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s✐❣♥❛❧ y✱ t❤❡ nt❤ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❙❚❋❚ yn ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡① r❛♥✲
❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣r♦♣❡r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✶✿

yn ∼ Nc(µ
y
n,Σ

y
n)

❲❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ✭µy
n = 0✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡✐r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①

Σy
n ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧✳
❚❤❡ ✜rst ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢♦r ✐ts ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✿

✐♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ yn ♦❢ ❢r❛♠❡ n ♦❢ y ✐s ❝❡♥t❡r❡❞✿ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ nt❤ ❢r❛♠❡
♦❢ y ✐s ✵✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛✉❞✐♦
s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❝❡♥t❡r❡❞✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❜✐♥s ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✿ ❢♦r ✇✐❞❡ s❡♥s❡ st❛t✐♦♥❛r② ✭✇✳s✳s✳✮ s✐❣♥❛❧s✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥
❤♦❧❞s✳ ▲❡t {xt}t∈R ❜❡ ❛ ✇✳s✳s✳ ♣r♦❝❡ss✱ ❝❡♥t❡r❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛✉t♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ rX ♦❢
x ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❛❣ s✉❝❤ t❤❛t

rX(τ) = E[xt+τx
∗
t ] ✭✸✳✸✮

❛♥❞ t❤❡ P♦✇❡r ❙♣❡❝tr❛❧ ❉❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ sX ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t sX
f = ❋❚

[
rX(τ)

]
f
✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s✿



✼✸

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭❆✉t♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ✇✳s✳s✳ s✐❣♥❛❧✮ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ x̃ ♦❢ x
✈❡r✐✜❡s✿

E[x̃f+ξx̃
∗
f ] = δξs

X
f ✭✸✳✹✮

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✶✳✷✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐♥ ♦✉r ●❛✉ss✐❛♥

❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞♦♥❡ ♦♥ ❧✐♠✐t❡❞ ❞✉r❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ❛❧✇❛②s ✐s ❛
✇✐♥❞♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛t ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥s ❡①❤✐❜✐ts
❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ ✭❉❋❚✮ ♦❢ ♦✉r s✐❣♥❛❧s✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r✱ ✐s ♥♦t ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧❡✈✐❛t❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦
♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❲✐❡♥❡r ❡st✐♠❛t♦r ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✮✳ ◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝t
❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r s②st❡♠s✳ ❋♦r t❤❡
nt❤ ❢r❛♠❡ ♦❢ y✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ✇✐t❤ ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧
t❤❡ P❙❉ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
s❤❛♣❡ ♦r t❤❡ P❙❉ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞♦❝✉♠❡♥t✳

Σy
n = ❞✐❛❣(sy

n) ✭✸✳✺✮

❚❤✐s ●❛✉ss✐❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ♠✉s✐❝❛❧ s♦✉♥❞s ♠❛② s❡❡♠ ❢❛r✲❢❡t❝❤❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡s❡ ❛✉❞✐♦
s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♣❛rt❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s✐♥✉s♦✐❞s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❜✐♥s ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ s✐♥✉s♦✐❞s ❤❛✈❡ ❛ r❛t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡✳ ■♥ ♦t❤❡r t❡r♠s✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ r❡❛❧
♣❛rt ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
s✐♥✉s♦✐❞s ❤❛✈❡ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r sq✉❛r❡❞ s✉♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
sq✉❛r❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞✱ ❛ r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
❛ ♠❡❛♥ ✈❡❝t♦r ❡q✉❛❧ t♦ 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✶✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ss✉♠✐♥❣ s✉❝❤ ❛
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡
❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡✲r♦♦t ♦❢ ❤❛❧❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♥♦♥✲♥✉❧❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ❋❚✱ s❡❡♥ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❝❡♥t❡r❡❞✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❡❛s✐❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s✳

✸✳✸ Pr✐♠❛r② ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ ✏✈♦✐❝❡ ♣❧✉s ♠✉s✐❝✑ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ s✐❣♥❛❧

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ ♦r ♦❜s❡r✈❡❞ s✐❣♥❛❧ x✱ ✐s ❛ ♠✉s✐❝❛❧ s♦✉♥❞ ♠✐①t✉r❡✱
✇✐t❤ ❛ ❝❧❡❛r ✏❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✑ v✱ ✇✐t❤ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♣❛rt m ♣❧❛②❡❞ ❜②
s♦♠❡ ♦t❤❡r ✐♥str✉♠❡♥ts✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❙❚❋❚ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ s✐❣♥❛❧ X ✐s t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❙❚❋❚s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✿ t❤❡ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡ V ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠✉s✐❝❛❧
❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t M✿

X = V + M ✭✸✳✻✮

❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ n✱ vn ❛♥❞ mn ❛r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ♣r♦♣❡r ●❛✉ss✐❛♥✿

vn ∼ Nc(0, ❞✐❛❣(s
V
n )) ✭✸✳✼✮

mn ∼ Nc(0, ❞✐❛❣(s
M
n )) ✭✸✳✽✮



✼✹ ✸✳ ❙✐❣♥❛❧ ▼♦❞❡❧

❚❤❡s❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❆s t❤❡ s✉♠ ♦❢
t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ✈❡❝t♦rs✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❛t ❢r❛♠❡ n✱ xn✱ ✐s
❛❧s♦ ❛ ♣r♦♣❡r ●❛✉ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r✿

xn ∼ Nc(0, ❞✐❛❣(s
X
n ))

∼ Nc(0, ❞✐❛❣(s
V
n + sM

n )) ✭✸✳✾✮

❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ❛✐♠ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛t ♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣
t❤❡ P❙❉ ✈❡❝t♦rs sV

n ❛♥❞ sM
n ✳

❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥
✐♥t✉✐t✐✈❡❧② r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞
✺✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r♦♣❡r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s sV

n ❛♥❞ sM
n s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡✐r s✉♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✿ sV
n + sM

n ≈ |xn|2✳ ❚♦ ❝♦♠♣❧②
✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ sV

fn > 0 ❛♥❞ sM
fn > 0 ❢♦r

❛❧❧ f ∈ [1, F ]✳ ❚❤✐s ✜rst ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t♦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡
♠✐①t✉r❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡s❡❡♥ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥
❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r✳

❚❤✐s ♠❛② ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♥♦t ❜❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡
✉s❡ t❤✐s st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ✜t t✇♦ ♠✐①❡❞ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ s✐❣♥❛❧s✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡♥❡r❣②✱ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❤✐❝❤ ❡♥❝❧♦s❡s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s✱
❛❝t✉❛❧❧② ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✐❣♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ♠✉s✐❝❛❧ ✐♥str✉♠❡♥ts t❤❛t ♣❧❛② ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ x ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♣❧❛②❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t
♠✉s✐❝✐❛♥s✱ t❤✐s ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❤❛r❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ♦r ♣r❡❞✐❝t✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈✐t② ♦❢
t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✿ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❡r ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❚❋❚ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✮✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s
✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦r❡ ❧♦♦s❡❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❛s❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ t②♣✐❝❛❧
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✮ ✐s s♠❡❛r❡❞✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥
♠❛r❣✐♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r t❤❛t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ✭t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✮ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✉❛❧
♣♦✇❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✵ ✭♦✉t ♦❢ ♣❤❛s❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❡✛❡❝t✮ ✉♣ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡rs ♦❢ t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✭t❤❡ ♣❛rt✐❛❧s ❛r❡ ✐♥ ♣❤❛s❡✮✳

❚❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❞❞✐t✐✈✐t② ♦❢ s♦✉♥❞ s♦✉r❝❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ▼■❘
r❡❧❛t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♠✉s✐❝❛❧ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❬❇❡rt✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ♦r ❬❙♠❛r❛❣❞✐s ❛♥❞
❇r♦✇♥✱ ✷✵✵✸❪✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❜② ✇♦r❦s ♦♥ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤✐s ❛❞❞✐t✐✈✲
✐t② ❬❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♦r ❬❱✐rt❛♥❡♥✱ ✷✵✵✼❪✳

✸✳✸✳✶ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧

❆s st❛t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❛t ❢r❛♠❡ n✱ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❋♦✉r✐❡r ✈❡❝t♦r xn ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② vn ❛♥❞
mn✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ s✐♥❝❡ xn ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ vn ❛♥❞ mn✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ st❡♣✱ ❛♥❞ ♦♥❧②
s❤♦✇s t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ tr❛♥s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❜♦t❤ ❛s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②
❛♥❞ ❛t ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦t❡ ❧❡✈❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡s❡ ❧❡✈❡❧s s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② s✐♠♣❧② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡s❡ ❧❛②❡rs t♦ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❆ ✜rst ❤✐❞❞❡♥ ❧❛②❡r ♦❢
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✏F0(n)✑ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ s✐❣♥❛❧ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥❢♦r♠ vn✱ ❛♥❞
♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤✐s ❧❛②❡r✱ t❤❡ ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦t❡ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡s ✏E(n)✑ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ✏F0✑ ❧❛②❡r✳



✼✺

vn

xn

mn

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛②❡r✱ ✜rst ❧❛②❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ♠✐①✲
t✉r❡✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st r❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❛t ❢r❛♠❡
n✱ xn✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② vn ❛♥❞ mn✳

❚♦ ❜❡ r❡❛❧✐st✐❝✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳
■♥❞❡❡❞✱ ❢r♦♠ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ t♦ ❜❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② ❛
s✐♥❣❧❡ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✲
✐❧② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✏♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡✑✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❆ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ ✐ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢r❛♠❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s❤❛r❡ ❛ s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ s♠♦♦t❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥s
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ F0 ❧❛②❡r ❢r♦♠ ♦♥❡ ❢r❛♠❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛
▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤✐s ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡s❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳

❋♦r t❤❡ ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦t❡ ❧❛②❡r✱ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳
❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♥♦t ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❧❡✈❡❧✱ ❜✉t t♦ t✐♠❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ♦r ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❡♠♣♦ ♦❢ t❤❡ ♠✉s✐❝ ♦r t❤❡ ♥♦t❡ r❤②t❤♠s✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
str✉❝t✉r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❡❞s t♦ ❧✐♥❦ t❤❡ st❛t❡ E(n) ❛t ❢r❛♠❡ n ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡s E(ν)✱
✇✐t❤ ν < n✱ ❛s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧s ♥♦t❛❜❧② ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❢r❡q✉❡♥❝② F0 ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❧❡✈❡❧ vn✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r vn

❛♥❞ mn ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞✱ ❛♥❞ r❡✜♥❡❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❲❡ t❤❡♥ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r t❤❡ F0 ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧ E ❧❛②❡r✳

✸✳✸✳✷ ❋r❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s

❆ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ✭♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✮ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛✲
♥✐♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♠♦❞❡❧ ❛❞❛♣t❡❞
❢r♦♠ s♣❡❡❝❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② s✉✐ts t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡
❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪
❢♦r ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✸✳✸✳✷✳✶ ❙♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡

❚❤❡ ✜rst ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s t♦ tr❛♥s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ✐♥t♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❛❢t❡r ✐♥t♦ ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦t❡s✳ ❚❤❡ ♣✐t❝❤❡❞ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r s✐♥❣✐♥❣
✐♥str✉♠❡♥t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝✉❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ▼♦st❧② ✉s❡❞ ✐♥ s♣❡❡❝❤



✼✻ ✸✳ ❙✐❣♥❛❧ ▼♦❞❡❧

mn−1

xn

mn

vnvn−1 vn+1

F0(n− 1) F0(n) F0(n + 1)

E(n + 1)E(n)E(n− 1)

xn−1 xn+1

mn+1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛②❡r✱ ✇✐t❤ ❞❡s✐r❡❞ t❡♠♣♦r❛❧
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ X ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ V ❛♥❞ M✱ vn ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ✏F0(n)✑✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥♦t❡ E(n)✱ ❜✉t
❛❧s♦ ♦♥ ✐ts ♣r❡✈✐♦✉s ✈❛❧✉❡ F0(n − 1) ❛♥❞ E(n − 1)✳ ❆t ❧❛st✱ t❤❡ ♥♦t❡ E(n) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts
✇❤♦❧❡ ♣❛st E(1, . . . , n− 1)✳

e
❋✐❧t❡r g

g ∗ e

❊①❝✐t❛t✐♦♥
❙♦✉r❝❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❙♦✉r❝❡✴❋✐❧t❡r ♠♦❞❡❧✿ t❤❡ ❣❧♦tt❛❧ s♦✉r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ e ✐s ✜❧t❡r❡❞ ❜② ✜❧t❡r g✱
❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ g ∗ e✳

♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ t❤❡ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rt ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
✜❧t❡r ♣❛rt ✐♥ ❛ ✈♦❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ❬❋❛♥t✱ ✶✾✼✵❪✿ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rt ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡
♣✐t❝❤ ♦r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜❧t❡r ♣❛rt ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
s♣❡❝tr❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ■♥ s♣❡❡❝❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧
e ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ✭❣❧♦tt❛❧✮ s♦✉r❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜❧t❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡
♦❢ t❤❡ ✈♦❝❛❧ tr❛❝t✱ ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ ✜❧t❡r g ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ e✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳

e ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ✇✐❞❡ s❡♥s❡ st❛t✐♦♥❛r② ✭✇✳s✳s✳✮ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss✱ ✇✐t❤ P❙❉ ✈❡❝t♦r
wF0 ✳ ❋♦r t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ f ✱ t❤❡ P❙❉ ✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② wF0

f ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r s✐❣♥❛❧ ❤❛s ❛ P❙❉ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t❡r♠ ❜② t❡r♠ ✭♦r ❍❛❞❛♠❛r❞✮ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ P❙❉ wF0 ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ e ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r wΦ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r
♣❛rt✸✿

|g|2 •wF0 = wΦ •wF0

✸❚❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t F0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② Φ✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✜❧t❡r✮
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❋♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rt✱ t❤✐s ❡♠♣❤❛s✐③❡s ✐ts ❧✐♥❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❙❚❋❚ ♦❢ ❛♥ ❡①❝❡r♣t ♦❢ ❛ s♦♥❣ ❜② ❚❛♠② ✭❬❱✐♥②❡s✱ ✷✵✵✽❪✮✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❡❛s✐❧② s♣♦tt❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠❜ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❙❚❋❚✳ ❚❤❡ ✈♦✇❡❧ ❬♦❪ ✐s ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ❜② ❛ q✉✐t❡ str♦♥❣ ❡♥❡r❣② ✉♥❞❡r ✶✺✵✵❍③✱ ❛♥❞ ❬❡❪ ❡①❤✐❜✐ts ♠♦r❡ ❡♥❡r❣②
t❤❛♥ ❬♦❪ ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞ [1500, 3500]✳

✇❤❡r❡ • ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❍❛❞❛♠❛r❞ ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ g t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r g ✹✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ n✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠❛② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r
❢r❛♠❡s✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ❜♦t❤ s♣❛♥s t✐♠❜r❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛s ✇❡❧❧
❛s ✐♥t♦♥❛t✐♦♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ❤✉♠❛♥ ❝❛♥ s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❧②r✐❝s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦✇❡❧s ❛♥❞
❝♦♥s♦♥❛♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❝❛❧ tr❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥t♦♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t②
t♦ ♣❧❛② ♦r s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✐t❝❤❡s✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❧❛❜❡❧s ♦❢ t❤❡ s✉♥❣ ✈♦✇❡❧s ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡ ♣✐t❝❤ ❧✐♥❡ ❡✈♦❧✈❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
❡♥✈❡❧♦♣❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ r❡♣❡❛t❡❞ ✈♦✇❡❧s ❬♦❪ ❛♥❞ ❬❡❪ ❛r❡ s✉♥❣ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♦♥❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t s❡♥s✐❜❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❢♦r t❤❡ ✜rst ❬♦❪ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❬❡❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ ❢♦r ✸ ✈♦✇❡❧s
❛♥❞ ✸ ♥♦t❡s✱ t❤❡ ●❙▼▼ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ 3 × 3 = 9 s♣❡❝tr❛❧
s❤❛♣❡s✳ ❚♦ ❡①♣❧♦✐t ❜♦t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ♣❤♦♥❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡✱
t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♣♦♥ t✇♦
❦✐♥❞s ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡s✿ t❤❡ ✜❧t❡r st❛t❡ ZΦ ✭❢♦r t❤❡ ✈♦✇❡❧s✮ ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ st❛t❡ ZF0 ✭❢♦r t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✮✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s t❤❡r❡❢♦r❡
❜❡❝♦♠❡s✱ ✐♥ t♦t❛❧ ❢♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ 3 + 3 = 6✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✿ ✇✐t❤ t❤❡ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❝❡ss❛r② s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s
❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ r❛t❤❡r ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❡❝tr❛✳

✹◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ g ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠❛✐♥❧② t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✜❧t❡r
❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r wΦ✳ ❚❤✐s ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❛s s✉❝❤ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳
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n

vn
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ s✐❣♥❛❧✳
❚❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t s✐❣♥❛❧ vn ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t✇♦ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡s✱ ZΦ t❤❡ ✜❧t❡r ♣❛rt st❛t❡✱
❛♥❞ ZF0 t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❛♠❡✳
❚❤❡ st❛t❡s ZΦ ❛♥❞ ZF0 ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ st❛t❡s ✐s ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♣♦♥ t❤❡s❡ st❛t❡s✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs
vn ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ✈❡❝t♦rs✳

❚❤❡ ✜❧t❡r ♣❛rt ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s✳
▲❡t K ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡s❡ s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ kt❤ s❤❛♣❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ wΦ

k ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ K ✈❡❝t♦rs
❢♦r♠ ❛ F×K ♠❛tr✐① WΦ✳ ZΦ

n ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ [1,K]✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① WΦ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❡✐t❤❡r ❧❡❛r♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ s✐❣♥❛❧ ✭✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✮ ♦r ❧❡❛r♥t ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛s❡t
s♦ ❛s t♦ ❝❛t❝❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡ ♦❢ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ♠❛❧❡ s✐♥❣❡r ✭s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❛s❡✮✳
❚❤❡ ✜rst ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❛s
❜❡✐♥❣ ♣❧❛②❡❞ ❜② ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐t ✐s ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇s ❛
s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✐t❝❤❡❞ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✱ t❤❡ ✈♦✐❝❡❞
s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rts ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✐♥ ♣r✐♦r✐t②✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rt ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② f0 ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ▲❡t U
❜❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ZF0

n t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥ [1, U ]✳ ❋♦r
u ∈ [1, U ]✱ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ F(u) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ [1, U ] t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳
❚❤✐s s❡t ❝❛♥ t②♣✐❝❛❧❧② s♣❛♥ ❛ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❞❡♥s❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ut❤ s♦✉r❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❞❡♥♦t❡❞
wF0

u ✱ ❛❧❧ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ F × U ❞✐❝t✐♦♥❛r② WF0 ✳ ❚❤✐s ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ✜①❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ▼♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ✐♥ WF0 ♠❛② ❛❧s♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧✱ t❤❛t ✐s ✇❤② ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛✈♦✐❞ r❡✲❛❞❥✉st✐♥❣
t❤❡♠✳ ■t ✇❛s ❛❧s♦ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✜① t❤✐s ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❋✵s✱
s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ s♣❡❝tr❛ ❛t ❡❛❝❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡s ✸✳✼ ❛♥❞ ✸✳✽ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞✐s♣❧❛② t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ✭♦r ❣❧♦tt❛❧ ✢♦✇✱
t♦♣ ♣❛♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✭❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡✮ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❑▲●▲❖❚❚✽✽ ❣❧♦tt❛❧ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ❬❑❧❛tt ❛♥❞ ❑❧❛tt✱
✶✾✾✵❪✿ f0 = 183❍③✱ ❛♥❞ f0 = 1210❍③✳ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❑▲●▲❖❚❚✽✽ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳ ❖♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✱ ❛ ✜①❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠❜ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ✐s✱ ✐♥ ❍③✱ [100, 800]✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ F ✈❡r✐✜❡s✿

F(u) = f♠✐♥
0 × 2

u−1
12Ust ,∀u ∈ [1, U ] ✭✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ f♠✐♥
0 = 100❍③ ❛♥❞ Ust = 4 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ WF0 ✇❤♦s❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ s❡♠✐t♦♥❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✸✳✶✵✮✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②
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KLGLOTT88 source model, Fundamental frequency 183.313840524Hz
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Power spectrum (dB), Fundamental frequency 183.313840524Hz

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❙♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✏s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠❜✑ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❑▲✲
●▲❖❚❚✽✽ ♠♦❞❡❧✱ f0 ≈ 183❍③✳
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KLGLOTT88 source model, Fundamental frequency 1209.66690756Hz
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Power spectrum (dB), Fundamental frequency 1209.66690756Hz

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❙♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✏s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠❜✑ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❑▲✲
●▲❖❚❚✽✽ ♠♦❞❡❧✱ f0 ≈ 1210❍③✳
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Basis Matrix W
F0, fundamental frequencies from 100Hz to 800Hz
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ♠❛tr✐① WF0 ✳ ❉❛r❦❡r ❝♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✐♥ ❞❇✳
❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❛♥❣❡ ❢r♦♠ 100❍③ t♦ 800❍③✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r
s❡♠✐✲t♦♥❡✱ Ust✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❜❡s s❧✐❣❤t❧② ♦✈❡r❧❛♣ ❢r♦♠
♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜t t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♥❝r❡t❡❧② ❢♦❧❧♦✇
♣❛rt✐❛❧s t❤r♦✉❣❤t t❤❡ ❢r❛♠❡s✳

r❛♥❣❡ t❤✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲❡st❡r♥ ♠✉s✐❝❛❧ s❝❛❧❡✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ s❡✈❡r❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ t❡st❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ❢♦r Ust ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ 4 t♦ 16✳ ❆
✈❛❧✉❡ ♦❢ 4 ✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡s ❡♥♦✉❣❤ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠❜s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❛s❦s✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥st❡r❡st✐♥❣ t♦
✉s❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s✱ ❧✐❦❡ 8 ♦r ❡✈❡♥ 16✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ●❛✉ss✐❛♥
❙❝❛❧❡❞ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✭●❙▼▼✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ st❛t❡s ❛r❡ ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ st❛t❡
❝♦✉♣❧❡s Zn = (k, u) ∈ [1,K] × [1, U ]✳ ❲✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❙❚❋❚ ♦❢ V ✐s
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ ❛t ❢r❛♠❡ n✿

vn|{Zn = (k, u)} ∼ Nc(0, bkun❞✐❛❣(w
Φ
k •wF0

u )) ✭✸✳✶✶✮

✇❤❡r❡ bkun ✐s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ st❛t❡ (k, u)✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦rs wΦ
k ❛♥❞

wF0
u ❛r❡ ❜♦t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱ ∀u ❛♥❞ k✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝✐❡s ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡

♥❡❝❡ss❛r② ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t♦ ✜t
t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❙❚❋❚ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✿

p(vn) =
∑

k,u

πkup(vn|Zn = (k, u))

✇❤❡r❡ πku ✐s t❤❡ ♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ st❛t❡ (k, u)✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✿

vn ∼
∑

k,u

πkuNc(0, bkun❞✐❛❣(w
Φ
k •wF0

u ))

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ●❙▼▼ ✐s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞r❛✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✳ ❚❤✐s
♠♦❞❡❧ ❝❛♥ t❤❡r❡❛❢t❡r ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❢♦r ❢r❛♠❡ n✱ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ u ✐s ✜❧t❡r❡❞ ❜②



✽✶

AMPLITUDESFILTERS

SOURCE

EXCITATIONS

❙❊▲❊❈❚■❖◆

❙❚❆❚❊

❋✐❧t❡r 1
✳✳✳

✳✳✳

✳✳✳

❋✐❧t❡r K

❙♦✉r❝❡ 1

❙♦✉r❝❡ u

❙♦✉r❝❡ U

vn

✳✳✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ●❙▼▼ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥str✉♠❡♥t ♣❛rt✳
❊❛❝❤ s♦✉r❝❡ u ✐s ✜❧t❡r❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✜❧t❡r k✳ ❋♦r ❢r❛♠❡ n✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛
❣✐✈❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❛ ✏st❛t❡ s❡❧❡❝t♦r✑ t❤❡♥ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡✳

❡❛❝❤ ✜❧t❡r k✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
√
bkun

✺✳ ❆t ❧❛st✱ t❤❡
s❡❧❡❝t♦r s②♠❜♦❧✐③❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞r❛✇✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣❛✐r (k, u) ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
πku✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t
s✐❣♥❛❧ t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲✇r✐tt❡♥ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s t♦ t❤❡ st❛t❡s Z✿

xn ∼
∑

k,u

πkuNc(0, ❞✐❛❣(bkunw
Φ
k •wF0

u + sM
n )) ✭✸✳✶✷✮

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✬s ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛t ❢r❛♠❡ n✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♣♦♥ t❤❡ st❛t❡

Zn = (k, u)✱ s
V,●❙▼▼|ku
n = bkunw

Φ
k • wF0

u ✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♣♦♥ t❤❡ st❛t❡ (k, u) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

xn|{Zn = (k, u)} ∼ Nc(0, ❞✐❛❣(s
V,●❙▼▼|ku
n + sM

n ))

▲❡t B ❜❡ t❤❡ K × U × N t❡♥s♦r ✇❤♦s❡ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ bkun✱ ❛♥❞ ΘV,●❙▼▼ = {B,WΦ} t❤❡
s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ●❙▼▼✳

■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ♠❛tr✐① WΦ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛
✐s ❞❡s✐r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡s❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡s✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠❛tr✐① ♠❛② ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ❧❛t❡r ✉s❡ ♦♥ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇♦rt❤❧❡ss✳ ❆♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡rs ✐♥ t❤❡
●❙▼▼✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❙♠♦♦t❤ ✜❧t❡rs✲
●❙▼▼ ✭❙●❙▼▼✮✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ k ∈ [1,K]✱ wΦ

k ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♠♦♦t❤ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s wΓ

p ✱ p ∈ [1, P ]✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♠❛tr✐① WΓ✳
❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ P s❡✈❡r❛❧ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❍❛♥♥ ✇✐♥❞♦✇s✱ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✭❛✮✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✭❜✮✱ s✉❝❤ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
♦❢ ❜❛♥❞✲♣❛ss ✜❧t❡rs✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✉s❡ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ✜❧t❡rs s✉❝❤ ❛s ✜❧t❡rs ✇❤♦s❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

✺❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t bkun ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❞♦♠❛✐♥✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ❢♦r t❤❡
t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳



✽✷ ✸✳ ❙✐❣♥❛❧ ▼♦❞❡❧
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✭❜✮ ✏▼❛tr✐①✑ ✈✐❡✇✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ♠❛tr✐① WΓ✳ ❚♦ ❡♥❢♦r❝❡ ❛ s♠♦♦t❤ str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
✜❧t❡r ♠❛tr✐① WΦ✱ t❤❡② ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P = 30 s♠♦♦t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
WΓ✳

s✉♣♣♦rts ❛r❡ ✏✉♥✐❢♦r♠❧② s♣❛❝❡❞ s✉❜❜❛♥❞s ♦♥ t❤❡ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❇❛♥❞✇✐❞t❤ ✭❊❘❇✮
s❝❛❧❡✑ ❬❱✐♥❝❡♥t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ WΓ ✐s ❣✐✈❡♥
♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✳

❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ ♠❛tr✐① WΦ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥t♦ WΓ s✉❝❤ t❤❛t WΦ = WΓHΓ✱
✇❤❡r❡ HΓ ✐s t❤❡ P ×K ✭♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐①✿ ❢♦r k ∈ [1,K]✱

wΦ
k = WΓhΓ

k =
∑

p

wΓ
ph

Γ
pk ✭✸✳✶✸✮

❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙●❙▼▼ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ΘV,❙●❙▼▼ = {B,HΓ}✳
◆♦t❡ t❤❛t WΓ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ΘV,❙●❙▼▼✱ ❛s ✐t ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ♥♦t ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
P ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ WΓ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✜❧t❡rs✳

❆t ❧❛st✱ ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✱ ❛♥ ❡①tr❛ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ WF0

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ ✉♥✈♦✐❝❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s②st❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✹✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ❜❛s✐s ❡❧❡♠❡♥t wF0

U+1 ✐s s❡t t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✿
✐t t❤❡♥ ♠♦❞❡❧s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rt ❢♦r ✉♥✈♦✐❝❡❞ s♦✉♥❞s ❛s ✐❢ ✐t ✇❡r❡ s♦♠❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡✳ ■t s❡❡♠s
❜❡tt❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤✐s ✉♥✈♦✐❝❡❞ ♣❛rt ✐♥ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r♦✉♥❞ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✹✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❝❛t❝❤✐♥❣ t♦♦ ♠❛♥② ♦t❤❡r ✏♥♦✐s②✑ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
❡✳❣✳ ❞r✉♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ✭♠❡❧♦❞✐❝✮ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ✜❧t❡rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈♦✐❝❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ❛r❡ ✇❡❧❧ ❡st✐♠❛t❡❞✱ t❤❡♥ ❛ ♥❡✇
r♦✉♥❞ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✉♥✈♦✐❝❡❞ ❡❧❡♠❡♥t wF0

U+1 ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛❧s♦
❛✈♦✐❞✐♥❣ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡
✈♦✐❝❡❞ ❛♥❞ ✉♥✈♦✐❝❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r
♣r♦❝❡ss✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡rs✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ●❙▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ❙●❙▼▼✱ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✸✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●❙▼▼ ❛♥❞ ❙●❙▼▼
❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ✜❧t❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ♠❡r❡❧② ♠✐♥♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
t❤❡♦r② ❞❡r✐✈❡❞ ❧❛t❡r✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ ❝❤♦♦s✐♥❣ t♦ ❞✐r❡❝t❧②
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ WΓ✱ P = 30✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r P ✱ t❤❡
❧❡ss s♠♦♦t❤ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡✳

❡st✐♠❛t❡ WΦ ✭●❙▼▼✮ ♦r t❤❡ ♠❛tr✐① HΓ ✭❙●❙▼▼✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ♠❛tr✐❝❡s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✸✳✸✳✷✳✷ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t

❚❤❡ ♠✉s✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥ts✱ s✉❝❤
❛s ❛ ❣✉✐t❛r✱ ❛ ❜❛ss ❣✉✐t❛r✱ ❛ ♣✐❛♥♦ ♦r ❞r✉♠s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ t❤✐s ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱
t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧❡ss ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡✳

❚♦ t❤✐s ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✜ts ♦✉r ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ●❙▼▼ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs ❬❇❡♥❛r♦②❛
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s✳

❚❤❡ ✈❡❝t♦r mn ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♣❛rt ❛t ❢r❛♠❡ n ✐s t❤❡
s✉♠ ♦❢ R ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❡❝t♦rs mr

n✱ ✇✐t❤ r ∈ [1, R]✿ mn =
∑

r mr
n✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♥✉♠❜❡r r✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ s❛♠❡✱ wM
r ✱ ❛❝r♦ss ❛❧❧

t❤❡ ❢r❛♠❡s ♦❢ t❤❡ ❙❚❋❚✳ ❆♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢❛❝t♦r ❛❧❧♦✇s t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ❡♥❡r❣② ♦❢
wM

r t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ n✿ hM
rn > 0✳ mn t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦❧❧♦✇s✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥

❢r❛♠❡ n✿

mr
n ∼ Nc(0, h

M
rn❞✐❛❣(w

M
r ))

✭✸✳✶✹✮

❆s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥s✱ mn ✐s ❛❧s♦ ●❛✉ss✐❛♥ s✉❝❤ t❤❛t✿

mn ∼ Nc(0,
∑

r

❞✐❛❣(hM
rnw

M
r )) ✭✸✳✶✺✮

mn ∼ Nc(0, ❞✐❛❣(W
MhM

n ))

❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♣❛rt ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ΘM =
{WM ,HM}✳
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❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ r❛t❤❡r r❡❛❧✐st✐❝✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s s❡✈❡r❛❧ s♦✉r❝❡s
t♦ ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤✐s t❡♥❞s t♦ ❜❡tt❡r r❡✢❡❝t t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝
s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ●❙▼▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ✐s ❧❡ss s✉✐t❡❞ t♦ t❤❡
t❛s❦ ❛t ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ ✐t ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛t ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛❝t✐✈❡✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛r❡ ♣❧❛②✐♥❣ ♦♥❡
❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❧❡❛❞s
t♦ ❢❛st❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✱ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❦✐♥❞ ♦❢ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡
▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✭◆▼❋✮ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

❲❤② ❞♦❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t s❡❡♠ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡
❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①❄ ❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦t
s♦ s✉r♣r✐s✐♥❣✿ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ♠❡❛♥s ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥ t❤❡
❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✐t ✐s✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ✇❡ ❦♥♦✇
♦r s♣❡❝✐❢② ✇❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ❤❡♥❝❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s✳ ❚❤❡
❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝✱ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✐ts ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ r❛t❤❡r s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ✐s ♥♦t
❛s ✇❡❧❧ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧❡❛❞ ✈♦✐❝❡✱ ❤❡♥❝❡ ❛ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦r✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
❛ s✐♠♣❧❡r ♠♦❞❡❧✱ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳

✸✳✸✳✷✳✸ ❋r❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡✿ s✉♠♠❛r②

❆t ❧❛st✱ t❤❡ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱
❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♣♦♥ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ st❛t❡ Zn = (k, u)✿

xn|k, u ∼ Nc(0, ❞✐❛❣(bkunw
Φ
k •wF0

u + WMhM
n )) ✭✸✳✶✻✮

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❡ ♦♠✐tt❡❞ t♦ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ st❛t❡ Zn ✇❤✐❝❤
✐s ❛t st❛t❡ (k, u)✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♠❜✐❣✉✐t②✱ t❤✐s
s✐♠♣❧❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ p(.|Zn = (k, u)) ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②
p(.|k, u) ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❆t ❧❛st✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♣♦♥

t❤❡ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r st❛t❡ (k, u) ✐s ❞❡♥♦t❡❞ s
●❙▼▼|ku
n ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡s✿

s●❙▼▼|ku
n = bkunw

Φ
k •wF0

u + WMhM
n ✭✸✳✶✼✮

❖♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s✐❧❡♥❝❡ ♦r
✏r❡st✑ st❛t❡✱ ❢♦r t❤❡ ✏♥♦♥✲✈♦✐❝❡❞✑ ❢r❛♠❡s ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ♠✐❣❤t ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❛✇❦✇❛r❞ t♦ s❡t t♦ ✵ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥ r❡st ❢r❛♠❡ ♦♥ t❤❡ s♦❧❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ♠♦❞❡❧✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❝♦♠❡s ♥❛t✉r❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❧❡❞ t♦ s♦♠❡ ✉♥❞❡✜♥❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❞✐✈✐s✐♦♥s ❜② ③❡r♦s✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✱
t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t s✐❧❡♥❝❡ str❛t❡❣② ✉s✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✵ ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦✿

s●❙▼▼|non−voiced
n = 0 + WMhM

n ✭✸✳✶✽✮

❚❤✐s ♥❡✇ st❛t❡ ✐s ❡❛s✐❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ●❙▼▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚♦ ❦❡❡♣ ✐t s✐♠♣❧❡✱ ❢r♦♠ ❤❡r❡ ♦♥✱
t❤✐s s✐❧❡♥❝❡ st❛t❡ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ♠❛② ♥♦t ❛♣♣❡❛r
❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ ❛❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ♠❛✐♥❧② ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s t❤❡② ❞❡✜♥❡ ❛r❡
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳



✽✺

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ✭❙✮●❙▼▼✿ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳ ❆❧❧ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❡①❝❡♣t ✐❢ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ■❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✉s❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ●❙▼▼
♦r t❤❡ ❙●❙▼▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ ❜♦t❤✱ t❤❡♥ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❘❡♠❛r❦s

▼✐①t✉r❡
s
●❙▼▼|ku
n = s

V,●❙▼▼|ku
n + sM

n

▲❡❛❞✐♥❣ ■♥str✉♠❡♥t
s
V,●❙▼▼|ku
n = bkunw

Φ
k •wF0

u

WΦ ▼❛tr✐① ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡s ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ♣❛rt ●❙▼▼
wΦ

k ❱❡❝t♦r ♦❢ ✜❧t❡r s♣❡❝tr❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ k ●❙▼▼
wΦ

fk ❋✐❧t❡r s♣❡❝tr❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ k✱ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ f ●❙▼▼

WF0 ❉✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ s♦✉r❝❡ ❝♦♠❜ s♣❡❝tr❛ ❋✐①❡❞
wF0

u ❙♦✉r❝❡ ❝♦♠❜ s♣❡❝tr✉♠ u ❋✐①❡❞

wF0
fu ❙♦✉r❝❡ ❝♦♠❜ s♣❡❝tr✉♠ u ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ f ❋✐①❡❞

WΓ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ s♠♦♦t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✜❧t❡r ♣❛rts ❙●❙▼▼✱ ❋✐①❡❞
wΓ

p ❱❡❝t♦r ♦❢ s♠♦♦t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✜❧t❡r p ❙●❙▼▼✱ ❋✐①❡❞

wΓ
fp ❙♠♦♦t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✜❧t❡r p ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ f ❙●❙▼▼✱ ❋✐①❡❞

B ❆♠♣❧✐t✉❞❡ t❡♥s♦r
bkun ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ZΦ = k, ZF0 = u✱ ❛t ❢r❛♠❡ n

HΓ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ WΦ ♦♥ WΓ ❙●❙▼▼
hΓ

k ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ✈❡❝t♦r ❢♦r ✜❧t❡r k ❙●❙▼▼
hΓ

pk ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r ✜❧t❡r k ♦♥ ❡❧❡♠❡♥t p ❙●❙▼▼

❆❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t
sM
n = WMhM

n

WM ▼❛tr✐① ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t
wM

r ❙♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t r ♦❢ WM

wM
fr ❙♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ r✱ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ f

HM ▼❛tr✐① ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t
hM

n ❱❡❝t♦r ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❛t ❢r❛♠❡ n
hM

rn ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥t r ♦❢ WM ❛t ❢r❛♠❡ n



✽✻ ✸✳ ❙✐❣♥❛❧ ▼♦❞❡❧

Z
F0
n−1

vn vn+1vn−1

Z
F0
n Z

F0
n+1

ZΦ
n+1ZΦ

n−1 ZΦ
n

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❍▼▼ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡
✜❧t❡r st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ZΦ ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ZF0 ❛r❡ ❍▼▼ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✇✐t❤
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢r❛♠❡ ♦♥❧②✳

✸✳✸✳✸ P❤②s✐❝❛❧ st❛t❡ ❧❛②❡r✿ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ s❤♦✇s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ❢r♦♠ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧❛❝❦ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❡ st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡ Z = {Zn, n ∈ [1, N ]} t♦
❡①❤✐❜✐t s♦♠❡ str✉❝t✉r❡✿ ZF0

n ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢r❛♠❡ st❛t❡ ZF0
n−1✱ ✐❢ ✇❡

❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✏♥❛t✉r❛❧✑ ✭♦r r❡❛❧✮ ✐♥str✉✲
♠❡♥t✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rt✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ♣✐t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡
❛ ✏r❛♥❞♦♠✑ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡s ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
✇✐♥❞♦✇s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣✐t❝❤ ✈❛r✐❡s s❧♦✇❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢r❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❙✐♠✐✲
❧❛r❧②✱ t❤❡ ✜❧t❡r st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ZΦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❜r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✱ s✉❝❤
❛s t❤❡ ✈♦❝❛❧ tr❛❝t ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ♠✉st ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝❡rt❛✐♥
❞❡❣r❡❡ ♦❢ s♠♦♦t❤♥❡ss✱ s✐♥❝❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ ♥♦t ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s✳

■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ●❙▼▼✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡s❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ✐s t♦ ❝♦♥✲
s✐❞❡r ❛ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ♠♦❞❡❧
✭❍▼▼✮❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✳ ❇♦t❤ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞
♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✿ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♠♦❞❡❧✱ ❢♦r ❛ s✐♥❣❡r✱ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❜r❡
❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ✈♦❝❛❧ ❝❤♦r❞s ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❝❛❧ tr❛❝t✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t
♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ZΦ ❛♥❞ ZF0 ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✳

❋♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rt✱ t❤❡ ❍▼▼ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

• ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✿ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❙❚❋❚ ♠❛tr✐① X✳

• ❚❤❡ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ZF0 ✱ ✇❤❡r❡ ❛t ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ n✱ ZF0
n = u r❡♣r❡s❡♥ts ❛

❣✐✈❡♥ ♣✐t❝❤✳

• ❚❤❡ ♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ u ∈ [1, U ]✱ πu✳

• ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❢r♦♠ ♣✐t❝❤ ♥✉♠❜❡r u t♦ v✱ ∀(u, v) ∈ [1, U ]2✱ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢❛✈♦r✐♥❣ s♠♦♦t❤ ♣✐t❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❥✉♠♣s✱
Q(u, v) = p(ZF0

n = v|ZF0
n−1 = u)✳



✽✼

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♠❛② ❜❡
❧❡❛r♥t ♦♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ s✐♥❣❡rs✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇♦r❦s✱ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡
s❡t ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✐♥st❡❛❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡
❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛♥② s♦rt ♦❢ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡✱ ❜❡ ✐t ♠❛❧❡ ♦r ❢❡♠❛❧❡ s✐♥❣❡r✱ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ✇✐♥❞
✐♥str✉♠❡♥t ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐♦rs ❛r❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✿ πu ∝ 1✳

❲❡ ♣r✐♠❛r✐❧② t❛r❣❡t ♠✉s✐❝ ❡①❝❡r♣ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❲❡st❡r♥ st②❧❡✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡
❡①♣❡❝t t❤❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡s ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦♥ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② s❝❛❧❡ ♠✉st ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡r❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♣✐t❝❤ ✐♥ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱
❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
♣✐t❝❤❡s ♦♥ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② s❝❛❧❡✿

Q(u, v) = q(δ)✱ ✇❤❡r❡ δ = log2F(v)− log2F(u)

q ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ R t♦ R
+✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛✈♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡s✱ q s❤♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t ❛

❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t 0✳ ❲✐t❤♦✉t s♣❡❝✐✜❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ s②♠♠❡tr✐❝✱
s✉❝❤ t❤❛t Q(u, v) = Q(v, u)✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ q ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

q(δ) ∝ exp(α.r♦✉♥❞(|12δ|))
q(log2(f2)− log2(f1)) ∝ exp(α.r♦✉♥❞(|12 log2(f1)− 12 log2(f2)|)) ✭✸✳✶✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡r α✱ t❤❡
♠♦r❡ ❝♦♥st❛♥t ✭♦r ✏❤♦r✐③♦♥t❛❧✑✮ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ t❡r♠ 12 log2(f) ♠❛♣s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② f
♦♥ t❤❡ ❲❡st❡r♥ ♠✉s✐❝❛❧ s❝❛❧❡✱ s✉❝❤ t❤❛t |12 log2(f1)−12 log2(f2)| ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
f1 ❛♥❞ f2 ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ s❡♠✐t♦♥❡s✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ZΦ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ♣❛rt ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ▼❛r❦♦✈
♠♦❞❡❧✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t♦ ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦❞❡❧ ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳ ❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♦♥❧② t❤❡
❍▼▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ✇❛s ♥♦t ♦♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❧t❡r st❛t❡s✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✱ ✇✐t❤ t✇♦ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡s
ZΦ ❛♥❞ ZF0 ✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❍▼▼ ❝❤❛✐♥✱ ✇✐t❤ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡
Z = (ZΦ, ZF0)✿

• ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✿ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❙❚❋❚ ♠❛tr✐① X✳

• ❚❤❡ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡ Z✱ ✇❤❡r❡ ❛t ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ n✱ Zn = (k, u)✳

• ❚❤❡ ♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ (k, u) ∈ [1,K]× [1, U ]✱ πku✳

• ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❢r♦♠ (k, u) t♦ (l, v)✱ ∀k, l, u, v ∈ [1,K]2 × [1, U ]2✱
Q((k, u), (l, v)) = QΦ(k, l)QF0(u, v)✳

❋♦r t❤✐s ❍▼▼ ❝❤❛✐♥✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
❛s ❛❜♦✈❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✾✮✳ ❋♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ♣❛rt✱ t♦
s✐♠✉❧❛t❡ ❛ st❛❜❧❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✿

QΦ(k, l) ∝
{

1✱ ✐❢ k = l
ǫΦ << 1✱ ✐❢ k 6= l

✭✸✳✷✵✮



✽✽ ✸✳ ❙✐❣♥❛❧ ▼♦❞❡❧

❋♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ t❛s❦✱ ❢✉rt❤❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✱
t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ s❡q✉❡♥❝❡ ẐF0 ✐s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡
♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p(ZF0 |X)✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❇❛②❡s✬ ❧❛✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

ẐF0 = arg max
zF0∈[1,U ]N

p(X|ZF0 = zF0)p(ZF0 = zF0)

= arg max
zF0∈[1,U ]N

∑

zΦ∈[1,K]N

p(X|ZΦ = zΦ, ZF0 = zF0)p(ZΦ = zΦ, ZF0 = zF0)

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞♦♣t ❛ ❧❡ss ♦♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♣❛t❤ ❢♦r ❜♦t❤ s❡q✉❡♥❝❡s Ẑ = (ẐΦ, ẐF0) s✉❝❤
t❤❛t✿

ẐΦ, ẐF0 = arg max
zF0∈[1,U ]N ,zΦ∈[1,K]N

p(X|ZΦ = zΦ, ZF0 = zF0)p(ZΦ = zΦ, ZF0 = zF0) ✭✸✳✷✶✮

❚❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❘❛❜✐♥❡r✱
✶✾✽✾❪✱ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✳

❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ẐF0 ❣✐✈❡s ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡r ❢r❛♠❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤
♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤✐s st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡
s✐❣♥❛❧✿ ✐t ❣✐✈❡s t❤❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♣❧❛②❡❞✴s✉♥❣ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥ ❛ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤✐s st❛t❡ ❝❛♥ ❣r❡❛t❧② ❤❡❧♣ ✐♥ ❜❡tt❡r ✐s♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦✉r❝❡✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✐♥ ❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ♠✉s✐❝❛❧ s❝♦r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❢r❡q✉❡♥❝② ❧✐♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦t❡ ✇❛s ✐♥t❡♥❞❡❞✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ✐♥❢❡r t❤✐s ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ st❛t❡✱ ❛♥♦t❤❡r ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞✳

✸✳✸✳✹ ✏▼✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧✑ st❛t❡ ❧❛②❡r t♦ ♠♦❞❡❧ ♥♦t❡ ❧❡✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥

❚❤❡ ♥♦t❡ ❧❡✈❡❧ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❦❡t❝❤❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② st❛t❡s ZF0 ✳ ❚❤❡ ♥♦t❡ ❧❡✈❡❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❢♦r
❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ n✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ♥♦t❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡✱ En✳ ❚❤✐s st❛t❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛st Eν ✱ ν < n✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❢r❛♠❡✲t♦✲❢r❛♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ s❡♠❛♥t✐❝s s✉❝❤ ❛s ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦t❡s✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❧❛t❡r✳ ❚❤❡ E ❧❛②❡r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧❛②❡r s✉❝❤ t❤❛t ❛ ♥♦t❡ En ❛t ❢r❛♠❡ n ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❡♠✐tt❡❞
❢r❡q✉❡♥❝② st❛t❡ ZF0

n ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠❛② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥❞❡❞ s✉❝❤ t❤❛t
ZF0

n ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ZF0
n−1✱ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ En ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦t❡

❛♥❞ ❛❧s♦ En−1✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t♦ ❝♦♥tr♦❧ str♦♥❣❡r ❛♥❞ ✇❡❛❦❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ f0 ❧✐♥❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ♠❛② ❛❝❤✐❡✈❡ ❣r❡❛t❡r ❥✉♠♣s ✇❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♥♦t❡s ✭En 6= En−1✮✱ ✇❤✐❧❡ st❛②✐♥❣
q✉✐t❡ st❡❛❞② ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ♥♦t❡ ✭En = En−1✮✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❧❛②❡rs ❢♦r ZF0 ❛♥❞ E s❡❡♠ r❡❞✉♥❞❛♥t✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✿ E ✐s
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦t❡s✱ q✉❛♥t✐✜❡❞ ♦♥ t❤❡ ❲❡st❡r♥ ♠✉s✐❝❛❧ s❝❛❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ZF0 ✐s t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❋✵✬s✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❧❛②❡r ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♠✉s✐❝❛❧ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥
✐♥t♦ ❛ ♠✉s✐❝❛❧ s❝♦r❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❛♥❦s t♦ E✱ ✇❤✐❧❡ ZF0 ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②
t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡s❡ ❧❛②❡rs ♠❛② ❛❧s♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈✐❜r❛t♦ s✐♥❣✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❋✵ ❧✐♥❡ ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦t❡ E st❛②s
t❤❡ s❛♠❡✳ ❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ t❛r❣❡ts ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳

■♥ ❬❱✐♥❝❡♥t✱ ✷✵✵✹❪✱ ❡①♣❧✐❝✐t ♥♦t❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❤♦✇✲
❡✈❡r ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♣✐t❝❤✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠♦r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❤✉♠❛♥ ✈♦✐❝❡



✽✾

ZΦ
n+1

vn vn+1vn−1

Z
F0
n Z

F0
n+1

En−1 En En+1

Z
F0
n−1

ZΦ
nZΦ

n−1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ●❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ♥♦✇ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥
st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ vn ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r st❛t❡s
ZF0

n ❛♥❞ ZΦ
n ✳ ❚❤❡s❡ st❛t❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢r❛♠❡ ✭❍▼▼ str✉❝t✉r❡✮✱

❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ZF0 ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥♦t❡ s❡q✉❡♥❝❡ E✳ ❆t ❧❛st✱ En ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts
✇❤♦❧❡ ♣❛st E1:n−1

❛♥❞ ✈✐❜r❛t♦✱ ✇❡ ❛❞❛♣t❡❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ t❤❛t ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐s
❛❧❧♦✇❡❞✳

▲❡t ✉s ✜rst ✇r✐t❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡ ❧❛②❡rs ❛s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❛❜♦✈❡✿

p(X, ZΦ, ZF0 , E) = p(X|ZΦ, ZF0)︸ ︷︷ ︸
✏❋r❛♠❡✲✇✐s❡✑ ♠♦❞❡❧

×
❋✐❧t❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥︷ ︸︸ ︷

p(ZΦ) × p(ZF0 |E)︸ ︷︷ ︸
P❤②s✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

×
▼✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧︷ ︸︸ ︷

p(E)

✭✸✳✷✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇r✐t❡✿

p(X|ZΦ, ZF0) =
∏

n

p(xn|ZΦ
n , Z

F0
n ) ✭✸✳✷✸✮

p(ZΦ) = p(ZΦ
1 )
∏

n

p(ZΦ
n |ZΦ

n−1) ✭✸✳✷✹✮

p(ZF0 |E) = p(ZF0
1 |E1)

∏

n

p(ZF0
n |ZF0

n−1, En, En−1) ✭✸✳✷✺✮

p(E1:n) = p(En|E1:n−1)p(E1:n−1),∀n ∈ [1, N ] ✭✸✳✷✻✮

❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✹✮ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥s ✸✳✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸✳✸✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✺✮ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❧❛②❡r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛②❡r✱ ❡♠❜♦❞✲
✐❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦t❡ s❡q✉❡♥❝❡ E✳ ❚❤✐s ❧✐♥❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✜rst ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❆t ❧❛st✱ ✐♥ t❤❡



✾✵ ✸✳ ❙✐❣♥❛❧ ▼♦❞❡❧

❢♦✉rt❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✻✮✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s s❤♦✇♥✿ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐❣♥❛❧ ✉♣ t♦
❢r❛♠❡ n ✇✐t❤ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✉♣ t♦ ❢r❛♠❡ n− 1✳

■♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✺✮✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p(ZF0
n |ZF0

n−1, En, En−1)✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
❢r❛♠❡ n✱ ❡①♣r❡ss❡s ❤♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s ❢r❛♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧②
t❤r❡❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ZF0 ✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ E✳ ❋✐rst✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♥♦t❡
En ✭✐♥ ▼■❉■ ❝♦❞❡✮ ❛t ❢r❛♠❡ n✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② F(ZF0

n ) s❤♦✉❧❞
❜❡ ✏❝❧♦s❡✑ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢r❡q✉❡♥❝② f▼■❉■

0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ▼■❉■ ❝♦❞❡ En = n▼■❉■✿

f▼■❉■
0 = F▼■❉■(n▼■❉■) = 440× 2

n▼■❉■−69
12 ✭✸✳✷✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t✉♥✐♥❣ 440❍③ ❢♦r t❤❡ ♥♦t❡ ❆✹✱ ▼■❉■ ❝♦❞❡ 69✱ ✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐❢
t❤❡ ♥♦t❡ st❛t❡ ❛t ❢r❛♠❡ n − 1 ❛♥❞ ❢r❛♠❡ n ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ En = En−1✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ZF0

n ❛♥❞ ZF0
n−1✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡

❍▼▼ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳ ❆t ❧❛st✱ ✐❢ En 6= En−1✱ t❤✐s r❡❣✉❧❛r✐t② ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝❛s❡s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❥♦✐♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ZF0 ❛♥❞
E✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝❛s❡s✱
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ZF0

n ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❛❧✉❡ ZF0
n−1 ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦t❡ st❛t❡

En✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦✿

p(ZF0
n |ZF0

n−1, En, En−1) ∝ p(ZF0
n |ZF0

n−1)p(Z
F0
n |En) ✭✸✳✷✽✮

❋♦r t❤❡ t❡r♠ p(ZF0
n |ZF0

n−1)✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡
❜❡ ✉s❡❞ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❤❡r❡✳ ■t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❧❛②❡r
r❛t❤❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ r❡st✿ ❢♦r s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡ s✐❣♥❛❧s✱ ❛r♦✉♥❞ ♥♦t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❞♦ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝❧❡❛r ❥✉♠♣✳ ■♥st❡❛❞✱ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦t✐✈❛t❡s t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❆s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p(ZF0
n |En)✱ ✐t ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✏log2✲●❛✉ss✐❛♥✑

❞❡♥s✐t②✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ log2F▼■❉■(En) ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ (σ▼■❉■)2✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢r❡q✉❡♥❝②
F▼■❉■(En)✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t σ▼■❉■ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t♦
♦♥❡ ♦❝t❛✈❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇r✐t❡s✿

p(ZF0
n = u|En = n▼■❉■) ∝ exp

(
−(log2F(u)− log2F▼■❉■(n▼■❉■))2

2(σ▼■❉■)2

)
✭✸✳✷✾✮

❙✉❝❤ ❛ ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ZF0
n ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧

❢r❡q✉❡♥❝② t♦ ❜❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♥♦t❡ En✳ ■t ✐s t♦
❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦t❡✲❡✈❡♥t ♠♦❞❡❧ ❬❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞
❑❧❛♣✉r✐✱ ✷✵✵✹❪✳ ❍✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r σ▼■❉■ ❛❧❧♦✇ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ ♥♦t❛❜❧② ❢♦r ✈✐❜r❛t♦
♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ σ▼■❉■ ≈ 0.12 ♦❝t❛✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❋✵s ❢♦r
❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦t❡ n▼■❉■ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛❜♦✉t ♦♥❡ ❛♥❞ ❛ ❤❛❧❢ s❡♠✐t♦♥❡ ❢r♦♠
F▼■❉■(n▼■❉■)✳

❆t ❧❛st✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❡ s❡q✉❡♥❝❡ p(E)✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛❧
❞✉r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❱✐♥❝❡♥t✱ ✷✵✵✹❪ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ❜❡✐♥❣ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦t❡s E ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇
s❡✈❡r❛❧ ♥♦t❡s ❞✉r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❛♠❡✳ ❆t ❢r❛♠❡ n✱ En t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ▼■❉■ ♥♦t❡
♥✉♠❜❡rs [n▼■❉■

♠✐♥ , n▼■❉■
♠❛① ]✱ ♣❧✉s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s✐❧❡♥❝❡✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧②



✾✶

◆
♦
t❡

❙
❝❛
❧❡

❚✐♠❡

◆♦t❡ ✶ ◆♦t❡ ✷ ◆♦t❡ ✸

❙❡❣♠❡♥t ✸❙❡❣♠❡♥t ✷❙❡❣♠❡♥t ✶

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦t❡s ❛♥❞ s❡❣♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬❱✐♥❝❡♥t✱
✷✵✵✹❪✳ ❚❤❡ ♥♦t❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❤❛t❝❤❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ♦♥s❡tt✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦t❡s
❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳

s❡t t♦ 0✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦t❡ st❛t❡s E = {E1, . . . , EN} ✐s ❛ss✉♠❡❞
t♦ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦t❡s t❤❛t ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② E✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥
t❤❡✐r ✈❛❧✉❡ ♦♥ t❤❡ ❲❡st❡r♥ ♠✉s✐❝❛❧ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ♠✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❡s ❛♥❞ t❤❡✐r
❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s t♦
❛❞❞ ♣r✐♦rs s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞ ❑❧❛♣✉r✐ ❬✷✵✵✽❜❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❇✉t s✐♥❝❡ s✉❝❤
♣r✐♦rs ♠❛✐♥❧② ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ✇❤❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♠✉s✐❝❛❧ ❦❡② ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦✉ts✐❞❡
t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✱ t❤❡s❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❡r❡ ✐❣♥♦r❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞✉r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ♠✉s✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇✐t❤ r❡❛❧✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳

❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ lt❤ ♥♦t❡✱ ✇✐t❤ l ∈ [1, L]✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ dl✳ ■ts st❛rt✐♥❣ ❢r❛♠❡ ✐s nl✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ s❡❣♠❡♥ts ❛s t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ st❛rt ♦❢ t❤❡ ♥♦t❡s ✭♥♦t❡ ♦♥s❡ts✮✳ ❆ ❧❛st
✈❛❧✉❡ nL+1 = N ✐s ❛r❜✐tr❛r✐❧② s❡t✳ ❚❤❡ ♥♦t❡s ❛♥❞ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦
✜t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ r❡♣r❡s❡♥ts ✇❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♥♦t❡s ❛♥❞ s❡❣♠❡♥ts ✐s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ♥♦t❡s ❤❡❧♣s t♦ ❛✈♦✐❞
❛r❜✐tr❛r✐❧② s❤♦rt ♦r ❧♦♥❣ ♥♦t❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❧❡✈❡❧ ❝♦♥str❛✐♥s
t❤❡ ♥♦t❡s t♦ st❛rt ❛t ✏s✉✐t❛❜❧❡✑ ❞✐st❛♥❝❡s✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡ ✐s ♥♦t t♦♦ ❢❛st ✭♦♥s❡ts
t❤❛t ❛r❡ t♦♦ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✮ ♦r t♦♦ s♣❛rs❡ ✭♦♥s❡ts t♦♦ ❞✐st❛♥t ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✮✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ♥♦t❡ t♦ ❤❛✈❡ ❞✉r❛t✐♦♥ d ✐s ❞❡♥♦t❡❞ D♥♦t❡(d)✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❢♦r ❛ s❡❣♠❡♥t t♦ ❤❛✈❡ ❞✉r❛t✐♦♥ d ✐s Ds❡❣(d)✳ ❇♦t❤ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ❛r❡
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦❣✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❬❱✐♥❝❡♥t✱ ✷✵✵✹❪✿

D(d) =





N(log d;µd, σd)∑
dmin<d′ N(log d′;µd, σd)

✱ ✐❢ dmin < d

0✱ ✐❢ d < dmin

✭✸✳✸✵✮

✇❤❡r❡ dmin ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t ♦r ❛ ♥♦t❡✳
❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡q✉❡♥❝❡ E✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♥s❡tt✐♥❣ ❢r❛♠❡s✱ t❤❡r❡✲

❢♦r❡ ✈❡r✐✜❡s✿

p(E) = Ds❡❣(n1)
L∏

l=1

D♥♦t❡(dl)Ds❡❣(nl+1 − nl) ✭✸✳✸✶✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♥✉♠❜❡r✱ t✇♦
t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✿



✾✷ ✸✳ ❙✐❣♥❛❧ ▼♦❞❡❧

• ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ♥♦t❡ ❛♥❞ ❛ s❡❣♠❡♥t ❧❛st✐♥❣ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ d✿

Q♥♦t❡(d) =
∑

d′≥d

D♥♦t❡(d′)

Qs❡❣(d) =
∑

d′≥d

Ds❡❣(d′)

• ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ♥♦t❡ ❛♥❞ ❛ s❡❣♠❡♥t ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐t ❛❧r❡❛❞② ❧❛st❡❞
❛ ❣✐✈❡♥ ❞✉r❛t✐♦♥ d✿

T ♥♦t❡(d) = Q♥♦t❡(d+ 1)/Q♥♦t❡(d)

T s❡❣(d) = Qs❡❣(d+ 1)/Qs❡❣(d)

❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ En ❦♥♦✇✐♥❣
t❤❡ ♣❛st s❡q✉❡♥❝❡ E1:n−1✿

p(En|E1:n−1) =





T s❡❣(n− n❧❛st) ✱ ✐❢ En = En−1 = 0
T s❡❣(n− n❧❛st)T ♥♦t❡(n− n❧❛st) ✱ ✐❢ En = En−1 6= 0
T s❡❣(n− n❧❛st)(1− T ♥♦t❡(n− n❧❛st)) ✱ ✐❢ En = 0, En−1 6= 0
(1− T s❡❣(n− n❧❛st))T ♥♦t❡(0) ✱ ✐❢ En 6= 0, En−1 = 0
(1− T s❡❣(n− n❧❛st))(1− T ♥♦t❡(n− n❧❛st)) ✱ ✐❢ En 6= En−1 6= 0

✭✸✳✸✷✮

✇❤❡r❡ n❧❛st ✐s t❤❡ ❢r❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛tt❛❝❦ ❧❛st ♦❝❝✉r❡❞✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
❧❛st t✇♦ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✱ t❤❡ ♦♥s❡tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✉♣❞❛t❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t n❧❛st ← n✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡
❛❜♦✈❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❢r♦♠ ❢r❛♠❡
n−1 t♦ ❢r❛♠❡ n✿ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ s✐❧❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s✱ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♥♦t❡ st❛t❡s✱ ♦♥❡
s✐❧❡♥❝❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ♥♦t❡✱ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ♥♦t❡ ❛❢t❡r ❛ s✐❧❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❛t ❧❛st ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ♥♦t❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t❡✳

❚❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ♣❛t❤s✱ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤s ✉♣ t♦ ❢r❛♠❡ n − 1✱ E1:n−1 ∈ [n▼■❉■

♠✐♥ , n▼■❉■
♠❛① ]n−1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ Ê✳ ■♥ ❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ Ê ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❜② ▼❆P✿

Ê = arg max
E

p(E|X)

= arg max
E

∑

ZΦ,ZF0

p(E,ZΦ, ZF0 |X) ✭✸✳✸✸✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❍▼▼ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✐t ✐s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❡❛s✐❡r t♦ ❥♦✐♥t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
❜❡st s❡q✉❡♥❝❡s E✱ ZΦ ❛♥❞ ZF0 ✿

Ê, ẐΦ, ẐF0 = arg max
E,ZΦ,ZF0

p(E,ZΦ, ZF0 |X)

Ê, ẐΦ, ẐF0 = arg max
E,ZΦ,ZF0

p(X, ZΦ, ZF0 , E) ✭✸✳✸✹✮

❚❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✸✳✷✷✮✳ ❚❤✐s ❧❡ss ♦♣t✐♠❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❥♦✐♥t
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ♠♦st



✾✸

♦❢ t❤❡ ✐♠♣r♦❜❛❜❧❡ st❛t❡s ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡✐r s❝♦r❡s✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡✲
❧✐❤♦♦❞ ❢♦r ❣✐✈❡♥ s❡q✉❡♥❝❡s {E,ZΦ, ZF0} ✐♠♣❧✐❡s ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❢♦r t❤❡ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✿ ❡❛❝❤ st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡ {E,ZΦ, ZF0} r❡q✉✐r❡s ✐ts ♦✇♥ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs Θ●❙▼▼ = {WΦ,B,WM ,HM} ✭♦r Θ❙●❙▼▼ = {HΓ,B,WM ,HM} ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
s♠♦♦t❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ WΦ✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞♦♥❡✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✳

❆t ❧❛st✱ ♥♦t❡ ❤♦✇ s♦♠❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❬❱✐♥❝❡♥t✱ ✷✵✵✹❪ ✇❡r❡ ❛❧t❡r❡❞ ✐♥
♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋✐rst t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❝❤♦ ✐s ❞✐s♠✐ss❡❞✿ ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❛♠❡ n✱ ❡✐t❤❡r En ✐s ❛ s✐❧❡♥❝❡ st❛t❡ ✭♥♦ ♥♦t❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛❞
✈♦✐❝❡✮✱ ❡✐t❤❡r ✐t ✐s ❛ ♥♦t❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❢✉t✉r❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t
♠❛② ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡❞❡✜♥❡ t❤❡ ❋✵ ❧❛②❡r ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ❛♥ ❡✈❡♥ ❤❡❛✈✐❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❧♦❛❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❧❡✈❡❧ ✐♥ ♦✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ✐♥t❡r♣r❡t❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♦♥❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✳

✸✳✹ ❋r♦♠ t❤❡ ●❙▼▼ t♦ t❤❡ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧
✭■▼▼✮✿ ❧✐♥❦s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❛❪ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ●❙▼▼ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧
♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✿ t❤❡ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✭■▼▼✮✳ ❚❤❡ ●❙▼▼ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡
s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ♠❛② s❡❡♠ t♦♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ ❛♥❞ q✉✐t❡ ♣r♦♥❡ t♦ ♠✐st❛❦❡s ❛♥❞ ❡rr♦rs ✇❤❡♥ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ✜t t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥②♠♦r❡✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
●❙▼▼✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛s ❛ ✜rst ❛✐♠✱ ❡❛s❡s ✉♣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞✳

❚❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ✜rst ❢♦r♠❛❧❧② ❣✐✈❡♥✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛❜♦✉t
✐ts r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ●❙▼▼ ♠♦❞❡❧ ❛r❡
t❤❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❛t ❧❛st ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❜r✐♥❣ t❤❡ ■▼▼ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡
♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ ✭♠♦♥♦✲♣✐t❝❤✮ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

✸✳✹✳✶ ■▼▼✿ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s

❲❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦r ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ●❙▼▼✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ s✉❝❤ ❛ ❤✐❞❞❡♥
st❛t❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✿ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s p(ZF0

n |xn) r❡q✉✐r❡s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛r❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✷✳✶✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ s✐♠♣❧✐❢②
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐s t♦ ❞r♦♣ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
t❤❡ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✿ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛✐♠s ❛t r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡
●❙▼▼ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✶ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞
❛❢t❡r✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡s ZF0 ❛♥❞ ZΦ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛❣❛✐♥✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❚❤❡ ●❙▼▼ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ st❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ✇❛s
❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s✳ ■♥st❡❛❞✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤✐s t✐♠❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣
✈♦✐❝❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❧✐❦❡ ♦✉r ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♠♦❞❡❧ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ●❙▼▼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✶✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ νku

n t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇❤♦s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡



✾✹ ✸✳ ❙✐❣♥❛❧ ▼♦❞❡❧

MIXTURE

INSTANTANEOUS

SOURCES FILTERS AMPLITUDES

❙♦✉r❝❡ 1

❙♦✉r❝❡ u

✳✳✳

✳✳✳

❙♦✉r❝❡ U

✳✳✳

❋✐❧t❡r K

✳✳✳

vn

❋✐❧t❡r 1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ■▼▼ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥str✉♠❡♥t ♣❛rt✳ ❆t
❡❛❝❤ ❢r❛♠❡✱ ❛❧❧ t❤❡ U s♦✉r❝❡s✱ ❡❛❝❤ ✜❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ K ✜❧t❡rs✱ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
❛♥❞ ❛❞❞❡❞ t♦❣❡t❤❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ s✐❣♥❛❧✳

✜❧t❡r s❤❛♣❡ k ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ u✿

vn =
∑

ku

νku
n ✭✸✳✸✺✮

νku
n ∼ Nc

(
0, bkun❞✐❛❣(w

Φ
k •wF0

u )
)

✭✸✳✸✻✮

❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❞r♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦♣✐t❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✿ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ●❛✉ss✐❛♥
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡♠ t♦ ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ vn

❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❤❡♥❝❡
t❤❡ ♥❛♠❡ ❢♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧✿ t❤❡ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✭■▼▼✮✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝
❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❢♦r t❤❡ ■▼▼✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✱ ✐s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
●❙▼▼ ♣r♦❝❡ss✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✳ ❚❤❡ ✏st❛t❡ s❡❧❡❝t♦r✑ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥❛❧s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r vn✱ ✇✐t❤ ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r
s
V,■▼▼
n ✿

sV,■▼▼
n =

∑

ku

bkunw
Φ
k •wF0

u ✭✸✳✸✼✮

■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs bkun ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts✿ ❢♦r ❛♥ ✐♥❛❝t✐✈❡ ♣✐t❝❤ F(u) ❛t ❢r❛♠❡ n✱ t❤❡♥ bkun = 0,∀k✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦✲♣✐t❝❤ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❙▼▼ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♦r ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥
✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳

❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts bkun ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r s♣❧✐t ✐♥t♦ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡
✜❧t❡r ♣❛rt ❛♥❞ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② hΦ

kn ❛♥❞ hF0
un✱ s✉❝❤ t❤❛t

bkun ≈ hΦ
knh

F0
un✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✜rst t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❧❡ss ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

t♦ ❡st✐♠❛t❡✱ (K + U)×N ✐♥st❡❛❞ ♦❢ K × U ×N ✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜❡❝♦♠❡
♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r t♦ ✐♥t❡r♣r❡t❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❋✵ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✼✮ t❤❡♥ ✇r✐t❡s✿

sV,■▼▼
n =

∑

ku

hΦ
knw

Φ
k • hF0

unw
F0
u

sV,■▼▼
n =

(
∑

k

hΦ
knw

Φ
k

)
•
(
∑

u

hF0
unw

F0
u

)
✭✸✳✸✽✮



✾✺

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ♠✐①t✉r❡✱ ✇✐t❤ t❤✐s ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐s✿

xn ∼ Nc

(
0, ❞✐❛❣

((
∑

k

hΦ
knw

Φ
k

)
•
(
∑

u

hF0
unw

F0
u

)
+

(
∑

r

hM
rnw

M
r

)))
✭✸✳✸✾✮

xn ∼ Nc

(
0, ❞✐❛❣

((
WΦhΦ

n

)
•
(
WF0hF0

n

)
+
(
WMhM

n

)))
✭✸✳✹✵✮

❲✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❋❚ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠
♦♥❡ ❢r❛♠❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❙❚❋❚ ♠❛tr✐① X ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✐♠❡✲
❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s xfn✿

xfn ∼ Nc

(
0,

(
∑

k

hΦ
knw

Φ
fk

)(
∑

u

hF0
unw

F0
fu

)
+

(
∑

r

hM
rnw

M
fr

))
✭✸✳✹✶✮

❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r X ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s✿

X ∼ Nc

(
0,
(
WΦHΦ

)
•
(
WF0HF0

)
+
(
WMHM

))
✭✸✳✹✷✮

✇❤❡r❡ HΦ ❛♥❞ HF0 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛r❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❛❝t✐✈❛t✐♦♥✮ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ❛♥❞
t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ✈♦✐❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✹✷✮✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ♣r♦❞✉❝ts
♠❛② ❛❣❛✐♥ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ◆▼❋ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬▲❡❡ ❛♥❞ ❙❡✉♥❣✱ ✷✵✵✶❪✱ ❛ ❧✐♥❦ t❤❛t ✐s
❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

❚❤❡ s♠♦♦t❤ ✜❧t❡r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐①
WΦ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❙♠♦♦t❤ ✜❧t❡rs✲
■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✭❙■▼▼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✈❡r✐✜❡s✿

X ∼ Nc

(
0,
(
WΓHΓHΦ

)
•
(
WF0HF0

)
+
(
WMHM

))
✭✸✳✹✸✮

❚❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❛❦❡s ✐t ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
❝♦♥str❛✐♥t ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ♦r t❤❡ r❡st st❛t❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✸✳ ❆♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❛❧s t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s❡q✉❡♥❝❡
❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐❧❡♥❝❡ st❛t❡ r❡♠❛✐♥s ❛♥ ✐ss✉❡ ❢♦r t❤❡ ■▼▼✱
❛♥❞ ♦♥❧② ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❛❞❞r❡ss ✐t✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳✷✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ■▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ❙■▼▼ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳

✸✳✹✳✷ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ ZF0

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡
●❙▼▼ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ■▼▼ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② ▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳

❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❙■▼▼✻ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♣♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θ❙■▼▼ =

✻■▼▼ ❛♥❞ ❙■▼▼ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❡ ❢♦rt❤✲❝♦♠✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛s t❤❡ ✭❙✮■▼▼ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❙■▼▼ ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ■▼▼✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① ♣r♦❞✉❝ts WΓHΓ

❜② WΦ ✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②✳



✾✻ ✸✳ ❙✐❣♥❛❧ ▼♦❞❡❧

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ✭❙✮■▼▼✿ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳ ❆❧❧ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❡①❝❡♣t ✇❤❡♥ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②
✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ■▼▼ ♦r t❤❡ ❙■▼▼✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳

P❛r❛♠❡t❡r ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❘❡♠❛r❦s

▼✐①t✉r❡
s■▼▼n = s

V,■▼▼
n + sm

n

▲❡❛❞✐♥❣ ■♥str✉♠❡♥t
s
V,■▼▼
n = WΦhΦ

n •WF0hF0
n

WΦ ▼❛tr✐① ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡s ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ♣❛rt ■▼▼
wΦ

k ❱❡❝t♦r ♦❢ ✜❧t❡r s♣❡❝tr❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ k ■▼▼
wΦ

fk ❋✐❧t❡r s♣❡❝tr❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ k✱ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ f ■▼▼

WF0 ❉✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ s♦✉r❝❡ ❝♦♠❜ s♣❡❝tr❛ ❋✐①❡❞
wF0

u ❙♦✉r❝❡ ❝♦♠❜ s♣❡❝tr✉♠ u ❋✐①❡❞

wF0
fu ❙♦✉r❝❡ ❝♦♠❜ s♣❡❝tr✉♠ u ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ f ❋✐①❡❞

WΓ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ s♠♦♦t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✜❧t❡r ♣❛rts ❙■▼▼✱ ❋✐①❡❞
wΓ

p ❱❡❝t♦r ♦❢ s♠♦♦t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✜❧t❡r p ❙■▼▼✱ ❋✐①❡❞

wΓ
fp ❙♠♦♦t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✜❧t❡r p ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ f ❙■▼▼✱ ❋✐①❡❞

HΦ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t
hΦ

n ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ♣❛rt✱ ❛t ❢r❛♠❡ n
hΦ

kn ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r ✜t❡r k✱ ❛t ❢r❛♠❡ n

HΓ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ WΦ ♦♥ WΓ ❙■▼▼
hΓ

k ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ✈❡❝t♦r ❢♦r ✜❧t❡r k ❙■▼▼
hΓ

pk ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r ✜❧t❡r k ♦♥ ❡❧❡♠❡♥t p ❙■▼▼

HF0 ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rt
hF0

n ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rt✱ ❛t ❢r❛♠❡ n
hF0

un ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r s♦✉r❝❡ ❡❧❡♠❡♥t u✱ ❛t ❢r❛♠❡ n

❆❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t
sM
n = WMhM

n

WM ▼❛tr✐① ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t
wM

r ❙♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t r ♦❢ WM

wM
fr ❙♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ r✱ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ f

HM ▼❛tr✐① ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t
hM

n ❱❡❝t♦r ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❛t ❢r❛♠❡ n
hM

rn ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥t r ♦❢ WM ❛t ❢r❛♠❡ n



✾✼

Θ
■▼▼
n+1

xnxn−1 xn+1

Z
F0
n Z

F0
n+1

ZΦ
n+1ZΦ

n−1 ZΦ
n

Z
F0
n−1

Θ
■▼▼
n−1 Θ

■▼▼
n

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✭❙✮■▼▼ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠✉s✐❝♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛②❡r E ✇❛s ♦♠✐tt❡❞ ❤❡r❡✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹
t♦ t❤❡ ❧❛②❡r ZF0 ✳

{HΓ,HΦ,HF0 ,WM ,HM}✿
X|Θ❙■▼▼ ∼ Nc

(
0,
(
WΓHΓHΦ

)
•
(
WF0HF0

)
+
(
WMHM

))
✭✸✳✹✹✮

❆s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ●❙▼▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s t❤❡ ✐♥✲
tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛②❡r ✭xn✮ ❛♥❞
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❧❛②❡rs ✭ZF0 ❛♥❞ ZΦ✮✳ ❚❤❡ ♠✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛②❡r E ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤✐s
❣r❛♣❤✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ZF0 ✱ ✇❛s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞✳

❚❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭✸✳✷✷✮ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p(X,Θ✭❙✮■▼▼, ZΦ, ZF0 , E) = p(X|Θ✭❙✮■▼▼)p(Θ✭❙✮■▼▼|ZΦ, ZF0)p(ZΦ)p(ZF0 |E)p(E)
✭✸✳✹✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇r✐t❡✿

p(X|Θ✭❙✮■▼▼) =
∏

n

p(xn|Θ✭❙✮■▼▼
n ) ✭✸✳✹✻✮

p(Θ✭❙✮■▼▼|ZΦ, ZF0) =
∏

n

p(Θ✭❙✮■▼▼
n |ZΦ

n , Z
F0
n ) ✭✸✳✹✼✮

p(ZΦ) = p(ZΦ
1 )
∏

n

p(ZΦ
n |ZΦ

n−1) ✭✸✳✹✽✮

p(ZF0 |E) = p(ZF0
1 |E1)

∏

n

p(ZF0
n |ZF0

n−1, En, En−1) ✭✸✳✹✾✮

p(E1:n) = p(En|E1:n−1)p(E1:n−1),∀n ∈ [1, N ] ✭✸✳✺✵✮

❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✹✾✮ ❛♥❞ ✭✸✳✺✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r t❤❡ ●❙▼▼✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤r♦✉❣❤ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✽✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✶✮✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✻✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛✲

t✐♦♥ ✭✸✳✹✵✮✱ ✇✐t❤ Θ
✭❙✮■▼▼
n = {hΦ

n ,h
F0
n ,hM

n ,W
M} t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❢r❛♠❡ n✳

❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ
✭❙✮■▼▼
n ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♣♦♥ t❤❡ st❛t❡s ZΦ

n , Z
F0
n ✱ ♥❛♠❡❧②

p(Θ
✭❙✮■▼▼
n |ZΦ

n , Z
F0
n ) ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✼✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs ❜② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ st❛t❡s✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✇❤❛t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s
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t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ hF0
n ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t hF0

un✱ ✇❤❡♥ ZF0
n = u✳ ■t ✐s

✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✇✐t❤ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡ ●❙▼▼ ❛❝t✉❛❧❧② ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡

s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r Θ
✭❙✮■▼▼
n ✿

p(Θ✭❙✮■▼▼
n |ZΦ

n = k, ZF0
n = u) 6= 0⇒ ∀(i, j) 6= (k, u), hΦ

inh
F0
jn = 0 ✭✸✳✺✶✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♦♥❧② ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦♥✲♥✉❧ ❛t ❢r❛♠❡
n ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡ (k, u)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ♠❛② ❡✐t❤❡r
❛ss✉♠❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r ❧❡❛✈❡ ❛♥ ✉♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r✱ ❛s
✐s ✭✐♠♣❧✐❝✐t❧②✮ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ●❙▼▼✳

❆s ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r t❤❡ ■▼▼✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r✐♦r
✐s ❞❡❧❛②❡❞ t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✭❙✮■▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
t❤❛t ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✱ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

✸✳✹✳✸ ❈♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❙■▼▼ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

❆s ❢♦r t❤❡ ●❙▼▼✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ■▼▼ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✜♥❡ ♣r✐♦r
❞❡♥s✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥ ✇❛s ❞r♦♣♣❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡
❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ■▼▼ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❇❛②❡s✐❛♥
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♣r♦❞✉❝❡s ❢❛✐r❧② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s✉❝❤ ❛
♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤❡❧♣ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ❛ ♣r✐♦r ❞❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts HF0

✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ■t ❛✐♠s ❛t ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦✇❡r ♦❝t❛✈❡ ✐s ❤✐❣❤✳ ▲❡t u8 = u − 12Ust✱ ❢♦r 12Ust < u < U ✳ ❋♦r
❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t hF0

un ❛t ❢r❛♠❡ n✱ s♦✉r❝❡ u✱ ✐❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ♦❝t❛✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ hF0
u8n✱ ✐s

r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤✱ t❤❡♥ hF0
un s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦✇✳ ■♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ hF0

u8n ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧♦✇✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❛♣♣❧②✱ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ t❡♥❞ t♦ s♦♠❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤✐s ❡✛❡❝t✱ ❛ ●❛♠♠❛ ♣r✐♦r ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✮ ❢♦r hF0
un ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱

✇✐t❤ t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r βG ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ♦❝t❛✈❡ hF0
u8n✱ ❢♦r

12Ust < u < U ✿

hF0
un ∼ G

(
αG, h

F0
u8n

)
✭✸✳✺✷✮

log p(hF0
un|hF0

u8n) = αG log hF0
u8n − log Γ(αG) + (αG − 1) log hF0

un − hF0
u8nh

F0
un ✭✸✳✺✸✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r αG ❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦ s♦♠❡ ✈❛❧✉❡ ✉♥❞❡r ✶✱ t♦ ❢✉❧❧✜❧❧ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳
■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✱ ❢♦r αG = 0.9✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ✏✉♥✐❢♦r♠✑
❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ hF0

u8n✳ ❲✐t❤ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ hF0
u8n✱ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ hF0

un ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡
t❤❛♥ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r t❡r♠s✱ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ❢♦r hF0

u8n t❡♥❞ t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ❢♦r hF0
un✳

❋♦r αG > 1✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♠♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❞❡s✐r❡❞ ❤❡r❡✳ ❖♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✱
✇❤❡r❡ αG = 5✱ ❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ hF0

u8n✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ❢❛✈♦r ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤❡♥
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❇② ❞♦✐♥❣ s♦✱ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ s✐❣♥❛❧ ♦♥t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ♦❢
t❤❡ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✶✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ❜❡tt❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✿ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦♠❜ ❢r♦♠ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ❤❛s ❧❡ss ❝❤❛♥❝❡s t♦ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥t♦ ✐ts❡❧❢ ✭♦r t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦♠❜ u
✐♥ WF0 ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✮ ♣❧✉s t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦♠❜ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
✐ts ♦❝t❛✈❡ ✭u+ 12Ust✮✳

■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣r✐♦r s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s
❝❤♦✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✏❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✑ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s hF0
u8n✱ ✇✐t❤ αG = 0.9✳
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0.001

10.0

100.0

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s hF0
u8n✱ ✇✐t❤ αG = 5✳



✶✵✵ ✸✳ ❙✐❣♥❛❧ ▼♦❞❡❧

■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✸✮✱ t❤❡ t❡r♠ hF0
u8nh

F0
un ✇✐t❤✐♥ ❛ ▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞

s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❤✐❣❤ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

✸✳✺ ❙✐❣♥❛❧ ▼♦❞❡❧ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞✿ t❤❡ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ●❛✉ss✐❛♥ ❙❝❛❧❡❞ ▼✐①t✉r❡
▼♦❞❡❧ ✭●❙▼▼✮ ❛♥❞ t❤❡ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✭■▼▼✮✳ ❇♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
❢✉rt❤❡r ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ str✉❝t✉r❛❧ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ✜❧t❡rs ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣
✐♥str✉♠❡♥t✳

❲❡ ✜rst r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❜❡②s ✐♥ t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞
t❤❡♥ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✭❙✮■▼▼ ♠♦❞❡❧✳

✸✳✺✳✶ ❙♦✉r❝❡✴❋✐❧t❡r ✭❙✮●❙▼▼

❚❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s X✱ t❤❡ ✜❧t❡r ❛♥❞ s♦✉r❝❡ st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡s ZΦ ❛♥❞ ZF0

♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐ts ♥♦t❡ st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡ E✱ ❢♦r t❤❡ ✭❙♠♦♦t❤✲✜❧t❡r✮ ●❛✉ss✐❛♥
❙❝❛❧❡❞ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✭✭❙✮●❙▼▼✮✱ ✈❡r✐✜❡s✿

p(X, ZΦ, ZF0 , E) = p(X|ZΦ, ZF0)p(ZΦ)p(ZF0 |E)p(E) ✭✸✳✺✹✮

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✹✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② s❡✈❡r❛❧
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❢r❛♠❡s ♦❢ X ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♣♦♥ t❤❡
❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t st❛t❡s ZΦ ❛♥❞ ZF0 ✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ZΦ ✐s ❛ ✭❤✐❞❞❡♥✮ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss✱
✇❤✐❧❡ ZF0 ✐s ❛ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♣♦♥ t❤❡ ♥♦t❡ s❡q✉❡♥❝❡ E✳ ❆t ❧❛st✱ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ E ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦t❡s✳

❆❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p(X|ZΦ, ZF0) =
∏

n

p(xn|ZΦ
n , Z

F0
n ) ✭✸✳✺✺✮

p(ZΦ) = p(ZΦ
1 )
∏

n

p(ZΦ
n |ZΦ

n−1) ✭✸✳✺✻✮

p(ZF0 |E) = p(ZF0
1 |E1)

∏

n

p(ZF0
n |ZF0

n−1, En) ✭✸✳✺✼✮

p(E) = Ds❡❣(n1)

L∏

l=1

D♥♦t❡(dl)Ds❡❣(nl+1 − nl) ✭✸✳✺✽✮

✇❤❡r❡ nl ❛♥❞ dl r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛r❡ t❤❡ ♦♥s❡tt✐♥❣ ❢r❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥ ✭✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❢r❛♠❡s✮ ♦❢ t❤❡ lt❤ ♥♦t❡ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ E✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✺✮ ✐s ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥✱ ❝❡♥t❡r❡❞✱ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ t❤❛t ♠❛tr✐① ✐s t❤❡ s✉♠
♦❢ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r
s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r t❤❡
❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✿

p(xn|ZΦ
n = k, ZF0

n = u) = Nc(xn;0, ❞✐❛❣(bkunw
Φ
k •wF0

u + WMhM
n )) ✭✸✳✺✾✮

❚❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛✐♥❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r tr❛♥s✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡s ♠❛✐♥❧② ❢❛✈♦rs st❡❛❞② st❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡



✶✵✶

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♣❡♥❛❧✐③❡s ❣r❡❛t ❥✉♠♣s ❛♥❞ ❛t ❧❛st✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦
❢♦❧❧♦✇ ❛ ❧♦❣✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

p(ZΦ
1 = k) ∝ 1 ✭✸✳✻✵✮

p(ZΦ
n = k2|ZΦ

n−1 = k1) ∝
{

1✱ ✐❢ k2 = k1

ǫΦ << 1✱ ✐❢ k2 6= k1
✭✸✳✻✶✮

p(ZF0
n = u2|ZF0

n−1 = u1, En = n▼■❉■)

∝ exp
[
−α.r♦✉♥❞

(
|12 log2F(u2)− 12 log2F(u1)|

)]

× exp

(
− [log2F(u2)− log2F▼■❉■(n▼■❉■)]2

2(σ▼■❉■)2

)
✭✸✳✻✷✮

D(d) =





N(log d;µd, (σd)2)∑
dmin<d′ N(log d′;µd, (σd)2)

✱ ✐❢ dmin < d

0✱ ✐❢ d < dmin

✭✸✳✻✸✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s❡t t♦
µd,s❡❣ = 0.5s✱ µd,♥♦t❡ = 0.3s✱ σd,s❡❣ = σd,♥♦t❡ ≈ 0.050s✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞
✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❛♠❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❢r❛♠❡ r❛t❡✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞
✐♥ ❬❱✐♥❝❡♥t✱ ✷✵✵✹❪✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ s❡✈❡r❛❧ s②st❡♠s✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ✭❙✮●❙▼▼ ♠♦❞❡❧✳

✸✳✺✳✷ ❙♦✉r❝❡✴❋✐❧t❡r ✭❙✮■▼▼

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X✱ t❤❡ ✜❧t❡r st❛t❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ZΦ✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ s❡q✉❡♥❝❡ ZF0 ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t❡ s❡q✉❡♥❝❡ E✱ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✭❙♠♦♦t❤✲✜❧t❡r✮
■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✭✭❙✮■▼▼✮ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ✈❡r✐✜❡s✿

p(X,Θ✭❙✮■▼▼, ZΦ, ZF0 , E) = p(X|Θ✭❙✮■▼▼)p(Θ✭❙✮■▼▼|ZΦ, ZF0)p(ZΦ)p(ZF0 |E)p(E)
✭✸✳✻✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇r✐t❡✿

p(X|Θ✭❙✮■▼▼) =
∏

n

p(xn|Θ✭❙✮■▼▼
n ) ✭✸✳✻✺✮

p(Θ✭❙✮■▼▼|ZΦ, ZF0) =
∏

n

p(Θ✭❙✮■▼▼
n |ZΦ

n , Z
F0
n ) ✭✸✳✻✻✮

p(ZΦ) = p(ZΦ
1 )
∏

n

p(ZΦ
n |ZΦ

n−1) ✭✸✳✻✼✮

p(ZF0 |E) = p(ZF0
1 |E1)

∏

n

p(ZF0
n |ZF0

n−1, En) ✭✸✳✻✽✮

p(E) = Ds❡❣(n1)

L∏

l=1

D♥♦t❡(dl)Ds❡❣(nl+1 − nl) ✭✸✳✻✾✮

■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❡t ✐s t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θ✭❙✮■▼▼ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤✐s
❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ✭❛s ❡♠❜♦❞✐❡❞ ❜②



✶✵✷ ✸✳ ❙✐❣♥❛❧ ▼♦❞❡❧

t❤❡ s♦✉r❝❡ st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ZF0✮✳ Θ✭❙✮■▼▼✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❋✵ s❡q✉❡♥❝❡✱
✐s ❛♥♦t❤❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❛②❡r✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ZF0 ✇✐❧❧ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❋♦r t❤❡
✭❙✮■▼▼✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧s t❤❡ ✐♥st❛♥t❛✲
♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉r❝❡ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ st❛②s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼✿

p(xn|Θ✭❙✮■▼▼
n ) = Nc(xn;0, ❞✐❛❣(WΦhΦ

n •WF0hF0
n + WMhM

n )) ✭✸✳✼✵✮

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ p(Θ
✭❙✮■▼▼
n |ZΦ

n , Z
F0
n ) ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧

❜❡ ♠❛❞❡ ❝❧❡❛r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ❣✐✈❡♥
❜❡❢♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ❧❛②❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼ ❛r❡ ❦❡♣t ✐♥ t❤❡ ✭❙✮■▼▼✿

p(ZΦ
1 = k) ∝ 1 ✭✸✳✼✶✮

p(ZΦ
n = k2|ZΦ

n−1 = k1) ∝
{

1✱ ✐❢ k2 = k1

ǫΦ << 1✱ ✐❢ k2 6= k1
✭✸✳✼✷✮

p(ZF0
n = u2|ZF0

n−1 = u1, En = n▼■❉■)

∝ exp
[
−α.r♦✉♥❞

(
|12 log2F(u2)− 12 log2F(u1)|

)]

× exp

(
− [log2F(u2)− log2F▼■❉■(n▼■❉■)]2

2(σ▼■❉■)2

)
✭✸✳✼✸✮

D(d) =





N(log d;µd, (σd)2)∑
dmin<d′ N(log d′;µd, (σd)2)

✱ ✐❢ dmin < d

0✱ ✐❢ d < dmin

✭✸✳✼✹✮

❆s ❢♦r t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼✱ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ✭❙✮■▼▼ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳



✶✵✸

❈❤❛♣t❡r ✹

Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐①
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■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s
❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐① ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭◆▼❋✮ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr♦❣r❛♠✳ ❚❤✐s ❧✐♥❦
✐s ❛ ❦❡②st♦♥❡ ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st❧② ✉s❡❞ ◆▼❋
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t✑ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❛s ✐♥❞❡❡❞ ❛❞❛♣t❡❞
t♦ ✜t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ✉s❡❞✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ ❛♥❞ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✶✳

P❛rts ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❋é✈♦tt❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪✳ ❲❡
✜rst r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ◆▼❋✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡
t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ◆▼❋ ✇✐t❤ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦
✭■❙✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❆t ❧❛st t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡♥❡ss ♦❢ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s
❞✐s❝✉ss❡❞✳

✹✳✶ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥

◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐① ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✭◆▼❋✮ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✜❡❧❞s ❛s ❛ s✐♠♣❧❡
②❡t ❡✣❝✐❡♥t t♦♦❧ t♦ r❡❞✉❝❡ ♠❛tr✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡❞ ♠❛tr✐❝❡s✳ ■t ✇❛s ♠❛❞❡
♣♦♣✉❧❛r ❜② ▲❡❡ ❛♥❞ ❙❡✉♥❣ ❬✷✵✵✶❪ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❋♦r ❛✉❞✐♦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱
◆▼❋ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✱ ♥♦t❛❜❧② ❜② ❙♠❛r❛❣❞✐s ❛♥❞ ❇r♦✇♥ ❬✷✵✵✸❪ ❛♥❞ ❱✐rt❛♥❡♥
❬✷✵✵✼❪✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳

◆▼❋ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛✉❞✐♦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ r❡❧② ♦♥ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✭♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✮ t✐♠❡✲
❢r❡q✉❡♥❝② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐s t❤❛t ❛♥ ✏❡❧❡♠❡♥t❛r②✑
s♦✉♥❞✱ s❛②✱ ❛ ♥♦t❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ t②♣✐❝❛❧ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡✱
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦♠❜✳ ❚❤✐s ♥♦t❡ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦t❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
♣❧❛②❡❞✱ ❛♥❞ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ❛r❡
❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② W ♦❢ s✐③❡ F × R ❛♥❞ H ♦❢ s✐③❡ R ×N ✱ ✇❤❡r❡ F ✐s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥s ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ R ✐s t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s ❛♥❞ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡s✳ ▲❡t S ❜❡ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡❞
t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦r ❛ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ◆▼❋
♦❢ S ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ W ❛♥❞ H t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ D ❜❡t✇❡❡♥ S ❛♥❞
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t❤❡ ♠❛tr✐① ♣r♦❞✉❝t WH✿

Ŵ, Ĥ = arg min
W,H

D(S||WH)

❚❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ D ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❜♦t❤ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢
❛ s❝❛❧❛r ❞✐st♦rt✐♦♥ d✳ ❯s✉❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞✐❛♥ ✭❊❯❈✮ ❞✐st❛♥❝❡✱
t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ✭❑▲✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❬▲❡❡ ❛♥❞ ❙❡✉♥❣✱ ✷✵✵✶❪✱ ❬❱✐rt❛♥❡♥✱ ✷✵✵✼❪✮ ♦r t❤❡
■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ✭■❙✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❬❋é✈♦tt❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪✮✳

✹✳✷ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦✲◆▼❋ ✭■❙✲◆▼❋✮

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ✜rst r❡s✉❧t ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ❞✐✲
✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✭■❙✲◆▼❋✮ ✐s t❤❡♥ ♣r♦✈❡❞
❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

▲❡t y = ρeφ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ❛✉✲
❞✐♦ s✐❣♥❛❧✮✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t y ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❝❡♥t❡r❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❡r ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡♥♦t❡❞ sy✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❉❋✮ ♦❢ y✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♣♦♥
sy ✐s ❣✐✈❡♥✱ ✐♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ ❜② t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ✐ts ♠❛❣♥✐t✉❞❡
❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✶ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✿

p(ρ, φ|sy) =
ρ

πsy
exp

(
−ρ

2

sy

)

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛♥❝❡s sy ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡
❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❛♥❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ y✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✭❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ▼▲ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ■❙ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✮ ▼❛①✐♠✉♠
▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ sy ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ s✐❣♥❛❧ y ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r sy ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ✭■❙✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ y ❛♥❞ sy✳

❇❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐♥❣ t❤✐s t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ✭■❙✮ s❝❛❧❛r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✿✮ ❚❤❡ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ✭■❙✮ ❞✐✈❡r✲
❣❡♥❝❡✱ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs a ❛♥❞ b ✐s✿

d■❙(a||b) = − log
a

b
+
a

b
− 1 ✭✹✳✶✮

⋄

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ▲❡t y = ρeφ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ y ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇
❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❡r ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ µy = 0 ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ sy✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞



✶✵✺

ŝy t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s s✉❝❤ t❤❛t✿

ŝy = arg max
sy

Nc(y; 0, s
y) ✭✹✳✷✮

= arg max
sy

log Nc(y; 0, s
y)

= arg max
sy

log(ρ)− log(πsy)− ρ2

sy

= arg max
sy

− log(sy)− ρ2

sy

= arg min
sy

− log(
ρ2

sy
) +

ρ2

sy
− 1

ŝy = arg min
sy

d■❙(ρ
2||sy) ✭✹✳✸✮

❚❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✷✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✮ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s✱ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❢♦r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ ♦❢ t❤❡ ❙❚❋❚ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✸✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ŝy = ρ2✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱
t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❙❚❋❚ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θ✳ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛② ❛❧❧♦✇ t♦ ❡①tr❛❝t ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t❤❛♥ t❤❡ r❛✇ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❙❚❋❚✳

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✈❡❝t♦rs✱ st❛❝❦❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❙❚❋❚ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ■❙
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ s✉❝❤ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ♠❛tr✐❝❡s✿✮ ▲❡t A ❛♥❞ B t✇♦ I × J ♣♦s✐t✐✈❡
✈❛❧✉❡❞ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

D■❙(A||B) =
∑

i,j

d■❙(aij ||bij) =
∑

i,j

− log
aij

bij
+
aij

bij
− 1 ✭✹✳✹✮

⋄

▲❡tY ❜❡ t❤❡ ❙❚❋❚ ♦❢ s✐❣♥❛❧ y✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ n ♦❢Y✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧✱
✇✐t❤ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✿ Σy

n =
❞✐❛❣(sy

n(Θ))✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✳ Θ ❢♦❧❧♦✇s ❛
♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(Θ)✱ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐❛❧❧② r❡✢❡❝ts t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ str✉❝t✉r❡s ❢♦r
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛r✐❛♥❝❡s✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r✐
✭▼❆P✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ Θ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❙ ❞✐✲
✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr♦❣r❛♠ |Y|2 = S ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ S(Θ)✱
✇✐t❤ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(Θ)✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✭▼❆P ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ■❙ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✮ ▼❛①✐♠✉♠
❆ P♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ Θ✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡
s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s❡t Θ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦
✭■❙✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ Y ❛♥❞ S(Θ)✳

❚❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

Θ̂ = arg max
Θ

p(Θ|Y) = arg min
Θ

[D■❙(S||S(Θ))− log p(Θ)]



✶✵✻ ✹✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✭◆▼❋✮

Pr♦♦❢

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ Θ✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✈❡r✐✜❡s✿

Θ̂ = arg max
Θ

p(Θ|Y)

= arg max
Θ

p(Y|Θ)p(Θ)

= arg min
Θ

− log p(Y|Θ)− log p(Θ)

= arg min
Θ

[DIS(S||S(Θ))− log p(Θ)]

❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✿ ✜rst ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ■❙ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ✇❡❧❧
❢✉r♥✐s❤❡❞ ◆▼❋ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❡❛s✐❧② ❞❡✜♥❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ Θ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ Θ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞r♦♣♣❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
❛♥② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ▼❆P ♣r♦❜❧❡♠✱ {Θ| arg maxΘ p(Θ|Y)}✱ ❛❧s♦
❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ■❙ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡s❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠s ♣r♦✈✐❞❡ ✉s ✇✐t❤ ❛ ♥✐❝❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡
♦❜t❛✐♥✱ ♥♦t❛❜❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳

❆t ❧❛st✱ ❧❡t ✉s st❛t❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ ◆▼❋ ✉s✐♥❣ ■❙ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭■❙✲◆▼❋✮ ❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❋é✈♦tt❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪✿

❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✭▼▲ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ◆▼❋ ✇✐t❤ ■❙ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✮ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛✲
t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✱ ∀n = 1, . . . , N ✿

xn =

R∑

r=1

cr
n ✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ xn ❛♥❞ cr
n ❜❡❧♦♥❣ t♦ C

F×1✱ ∀r ∈ [1, R] ❛♥❞

cr
n ∼ Nc(0F , hrn❞✐❛❣(wr)) ✭✹✳✻✮

❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts c1
n, . . . , c

R
n ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❛♥❞ ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ▲❡t S ❜❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s ✈❡r✐❢②✐♥❣ sfn = |xfn|2,∀(f, n) ∈
[1, F ]× [1, N ]✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ W ❛♥❞ H ❢r♦♠ X = [x1, . . . ,xN ] ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ t❤❡ ◆▼❋ ♦❢ S ✐♥t♦ S ≈WH✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ✉s❡❞✳

Pr♦♦❢ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❡r ●❛✉ss✐❛♥✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s✿

xn ∼ Nc(0F ,

R∑

r=1

hrn❞✐❛❣(wr)) ✭✹✳✼✮

❚❤❡ ▼▲ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s W ❛♥❞ H t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡
❝r✐t❡r✐♦♥ C▼▲(W,H) ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✮✳



✶✵✼

❆s st❛t❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠s ✶ ❛♥❞ ✷✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ S ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t WH✿

arg max
W,H

C▼▲(W,H) = arg min
W,H

D■❙(S||WH). ✭✹✳✽✮

✇❤✐❝❤ ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♠❛♣s ❛ ✢❡①✐❜❧❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ✇✐❞❡❧②
✉s❡❞ ◆▼❋ t♦♦❧✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r st❛t✐st✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ◆▼❋ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣❡r♠✐ts t♦ ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ◆▼❋✿ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡
❤❛✈❡ ❢♦❝✉ss❡❞ ♦♥ ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♣❞❛t❡s t♦ ♦✉r ♥❡❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛♥② ♦t❤❡r
♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ◆▼❋ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❡①✐st✱ ❢❛st❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♠❛tt❡rs✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡
♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

✹✳✸ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ✭■❙✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡

❇❡❢♦r❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♦✉r ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧s ✭♦r ❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✮✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ❜r♦✇s✐♥❣ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤❡❧♣ ✉s t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r ♦✉r ❛✉❞✐♦
s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ t❤❡ s❝❛❧❡
✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✭♥♦♥✲✮❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ✜rst ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❡ s❝❛❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢②✳ ▲❡t
x ❛♥❞ y ❜❡ t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ s❝❛❧❛r ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ λ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✭❙❝❛❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✮ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ x ❛♥❞ y ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ λx ❛♥❞ λy✱ ✇❤❡r❡ x, y, λ ∈ R

+∗✿

d■❙(x||y) = d■❙(λx||λy) ✭✹✳✾✮

Pr♦♦❢

d■❙(x||y) = − log
x

y
+
x

y
− 1

= − log
λx

λy
+
λx

λy
− 1

d■❙(x||y) = d■❙(λx||λy)

❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ❛✉❞✐♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛s ♠❛♥② ✇♦r❦s ♦♥ ♣s②❝❤♦❛❝♦✉st✐❝s ❛♥❞ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✭❬❙t❡✈❡♥s✱ ✶✾✸✻❪ ❛♥❞ ❬❲❛r✲
r❡♥✱ ✶✾✼✵❪✮✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ s♦✉♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥
❞❡❝✐❜❡❧✱ ❤❡♥❝❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
❢♦r ❛ s②st❡♠ t♦ ❝❛t❝❤ s✐❣♥❛❧s t❤❛t ❛r❡ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❛ ❤✉♠❛♥ ❡❛r✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ ❝❛r❡✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r
❞✐st♦rt✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✭❊❯❈✮ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ✭❑▲✮



✶✵✽ ✹✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✭◆▼❋✮

❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡❛s✐❧② s❤♦✇ t❤❛t ❬❋é✈♦tt❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪✿

d❊❯❈(λx||λy) =
1

2
(λx− λy)2 = λ2d❊❯❈(x||y) ✭✹✳✶✵✮

d❑▲(λx||λy) = λx log
λx

λy
− λx+ λy = λd❑▲(x||y) ✭✹✳✶✶✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦✇❡r ❙❚❋❚ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛s ✐♥ ❋é✈♦tt❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪✱ ❢♦r t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥s✱ t❤❡
s♣❡❝tr✉♠ ❝♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣♦♥❡♥t x1 ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣♦♥❡♥t
x2 = λx1✱ ✇✐t❤ λ > 1✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ Iǫ

i = [y−ǫ
i , yǫ

i ] s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
✈❛❧✉❡ ǫ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ∀y ∈ Iǫ

i ✱ d(xi||y) < ǫ✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
d ✭❊❯❈✱ ❑▲ ♦r ■❙✮✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s s❡♥s✐❜❧② ✈❛r②✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✱ ❢♦r t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ǫ✱ ♦♥ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝
s❝❛❧❡ ❢♦r y✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ♦♥ ❛ ♣❡r❝❡♣t✐✈❡ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ Iǫ

2 ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ Iǫ
1✿

t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❧❧♦✇s ♠♦r❡ ✏♣❡r❝❡♣t✉❛❧✑ ❡rr♦r ❢♦r ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❢♦r t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❜✉t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐s❛♣♣❡❛rs
❢♦r t❤❡ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✿ t❤❡ s✐③❡ ♦♥ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s Iǫ

i ❞♦❡s
♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ xi✳

❚❤❡ s❝❛❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛❦❡s ✐t ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ✇♦r❦
✇✐t❤ ❢♦r ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ ❣✐✈❡ ❛s ♠✉❝❤ ✇❡✐❣❤t ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r ❛❧s♦ ❜❡ ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦✱ ✐♥ s♦♠❡
❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✿ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛♥② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞
s✐❣♥❛❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥✱ ❡✈❡♥ ♥♦✐s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② r✉❧❡❞ ♦✉t ✐♥ s②st❡♠s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♦r t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❜✉r❞❡♥ ❢r♦♠ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✿ t❤❡ ■❙
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❛s ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐s ♥♦t ❝♦♥✈❡① ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ s✉❝❤ t❤❛t
✇❡ ♥❡❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✭♠♦st❧② ❣r❛❞✐❡♥t✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ✈❡r②
s✐♠✐❧❛r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s ✐♥ ❬❈❛r❞♦s♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮✱ ♠❛② t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❜♦✉♥❞ t♦ ❢❛✐❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡②
♦❢t❡♥ r❡❧② ♦♥ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥
♠❛② ❜❡ tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡s❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❡
❛❝t✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ s✉❝❤ t❤❛t ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t❡ t❤❛t ♣r❛❝t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ s❡❡♠ t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❢❛✐r❧② ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥✱ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲❧❡✐❜❧❡r ❛♥❞ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ❞✐✈❡r✲
❣❡♥❝❡s✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s❝❛❧❡ ❝❤❛♥❣❡s✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

P❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ s♦♠❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ s②st❡♠s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t ♠❛② ✐♥❞❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐s ✜rst ❣✐✈❡♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜✈❡
♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❋✵✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ♠❡❧♦❞② ♥♦t❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ✇❡ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥t❡r✲
✈❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ■▼▼ ❛♥❞ ❙■▼▼ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ t❤❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❊▼✮
❛❧❣♦r✐t❤♠s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ●❙▼▼ ❛♥❞ ❙●❙▼▼ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
❞❡r✐✈❡❞✳ ❆t ❧❛st✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❋✵ ❛♥❞
♥♦t❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✺✳✶ ❚r❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛s st❛t✐st✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❚❤❡ t❛r❣❡tt❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉✲
♠❡♥t✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s st❛t✐st✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❣✐✈❡s t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s p(X, ZΦ, ZF0 , E) ✭▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✲ ✭❙✮●❙▼▼✮ ♦r
p(X,Θ■▼▼, ZΦ, ZF0 , E) ✭❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✲ ✭❙✮■▼▼✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❧✐❦❡❧✐✲
❤♦♦❞s ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② t♦♦ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❛❪✿ t❤❡ ●❙▼▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ■▼▼✱ ✇❤✐❝❤
♥♦t❛❜❧② ❛✈♦✐❞s t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✢♦✇ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❞❡❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❤❡❧❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ✇✐t❤ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❛❪✱ ❬❉✉rr✐❡✉
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪ ❛♥❞ ❬❲❡✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪ ❛r❡ ✜rst ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣♦s❡❞
s②st❡♠s ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣✱ tr❛♥s❝r✐❜✐♥❣ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✺✳✶✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❜② ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❛♥❞ ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦s✲
t❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠♦❞❡❧s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞
s✐❣♥❛❧s V̂ ❛♥❞ M̂ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ X = V + M ♦r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s Z ❛♥❞
E ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞②✳ ❆♥② ♦❢ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s p(X, ZΦ, ZF0 , E) ♦r p(X,Θ■▼▼, ZΦ, ZF0 , E)✳



✶✶✷ ✺✳ P❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✸✳✹✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♣❛t❤ ❢♦r
s❡q✉❡♥❝❡s ZF0 ♦r E ✇♦✉❧❞ str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣ r❡q✉✐r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✐s✐♥❣ t❤❡s❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ♦✈❡r t❤❡
♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡s✮✳ ❚❤✐s ♠❛② s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ s♦♠❡t✐♠❡s
r❡q✉✐r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s ❬❈❡♠❣✐❧ ❛♥❞ ❑❛♣♣❡♥✱ ✷✵✵✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❢♦r ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ s♦♠❡ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧t✳

t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ❋✐❣✲
✉r❡s ✸✳✶✹ ❛♥❞ ✸✳✶✼✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡rs✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧❛②❡r Θ ♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
♦♥❡ Z✱ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❧❛②❡rs✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s ❜❛s✐❝❛❧❧②
❛❧❧♦✇s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ Θ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ✜t t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ✇✐t❤♦✉t t❡♠♣♦r❛❧ ♦r
♠✉s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞✱ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✱ s♦ ❛s t♦ tr❛❝❦ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❞❡s✐r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s✳

❚❤❡ s②st❡♠s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
s❝❛❧❡s✳ ❲❡ ❤♦✇❡✈❡r ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s②st❡♠ ✭s②st❡♠ ❋✲■■■✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮ ✇❤✐❝❤
❛✐♠s ❛t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣s✳ ■t s❡❡♠s ✐♥❞❡❡❞
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❞✐r❡❝t❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ♠✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛②❡r✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts s♦ ❢❛r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
♦✉r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② t❡sts ✇✐t❤ t❤❛t s②st❡♠✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s②st❡♠ ✐s ♥♦t
♦❜✈✐♦✉s✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳

✺✳✶✳✷ Pr❡❞♦♠✐♥❛♥t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡st✐♠❛t✐♦♥

❋♦r t❤✐s t❛s❦✱ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♣ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉s✐❝♦❧♦❣✲
✐❝❛❧ ❧❛②❡r ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ZF0

t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ p(ZF0 |X)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✐t ✐s
❡❛s✐❡r✱ ❛♥❞ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t ♠♦r❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ZF0 ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θ ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ZΦ✿

Θ̂, ẐF0 , ẐΦ = arg max
Θ,ZF0 ,ZΦ

p(X, ZF0 , ZΦ,Θ) ✭✺✳✶✮

❚❤❡ s②st❡♠s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡♠✱
❡①❝❡♣t s②st❡♠ ❋✲■■■✱ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❋✐rst t❤❡ ❢r❛♠❡ ❧❡✈❡❧
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❛s♣❡❝t✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❛s♣❡❝t
❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞✳

❆❧❧ t❤r❡❡ s②st❡♠s ✉s❡ t❤❡ ✈♦✐❝❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② WF0 ✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥✈♦✐❝❡❞
❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ❡❧❡♠❡♥t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ WF0 ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s②st❡♠
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❋✲■ Pr❡❞♦♠✐♥❛♥t ❋✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼✿ ✜rst ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs Θ●❙▼▼ = {B,WΦ,HM ,WM} ♦r Θ❙●❙▼▼ = {B,HΓ,HM ,WM}✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ❢r❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t t❡♠♣♦r❛❧
❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (ZΦ, ZF0)✱ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳ ■♥ ♦t❤❡r t❡r♠s✱ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇r✐t❡s✱ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✲
✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ✇✐t❤ I t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✜rst ❡st✐♠❛t✐♦♥ r♦✉♥❞✶✿

✶❆s ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ❧❛t❡r✱ ❛❧❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
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]

❢♦r i ∈ [1, I] ✭✺✳✷✮
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ẐF0 , ẐΦ = arg max
ZF0 ,ZΦ

∏

n

p(xn|ZF0
n , ZΦ

n ; Θ̂
✭❙✮●❙▼▼

)

× p(ZF0
1 , ZΦ

1 )
∏

n>1

p(ZF0
n , ZΦ

n |ZF0
n−1, Z

Φ
n−1)

✭✺✳✸✮

❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ❢♦r ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❚❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s
ZF0 ❛♥❞ ZΦ✱ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✮✱ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✳

❋✲■■ Pr❡❞♦♠✐♥❛♥t ❋✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✭❙✮■▼▼✿ ❛s ❢♦r s②st❡♠ ❋✲■✱ t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❢r❛♠❡ ❧❛②❡r ❛r❡ ✜rst ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡♥ t❤❡
❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r✉♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ▼❆P ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇✐t❤ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θ✭❙✮■▼▼ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♣♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
(ZΦ, ZF0)✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇s✿
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Θ̂
✭❙✮■▼▼

= arg max
Θ
✭❙✮■▼▼

p(X|Θ✭❙✮■▼▼) ✭✺✳✹✮
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ẐF0 = arg max
ZF0

∏

n

p(xn|Θ̂
✭❙✮■▼▼

n )p(Θ̂
✭❙✮■▼▼

n |ZF0
n )

× p(ZF0
1 )

∏

n>1

p(ZF0
n |ZF0

n−1) ✭✺✳✺✮

❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤♦✉t t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✮ ✐s
❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ◆▼❋✿ t❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ◆▼❋
t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✶✳

❖♥❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤ ZF0 ♦♣❡r❛t✐♥❣ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❡st✐♠❛t❡❞✿ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶ ✏❞❡✲
❝♦❞❡s✑ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮✳ ❋♦r s②st❡♠ ❋✲■■✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t p(xn|Θ̂
✭❙✮■▼▼

n )p(Θ̂
✭❙✮■▼▼

n |ZF0
n = u) ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ hF0

un✳ ■♥✲
❞❡❡❞✱ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡
♣✐t❝❤ u ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱ p(ZF0

1 )
∏

n>1 p(Z
F0
n |ZF0

n−1)✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② s✉❝❤
❛ s❝❤❡♠❡ ❛❧❧♦✇s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡
❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ s❡❡♥✿ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ✐✳❡✳ p(ZF0

n |ZF0
n−1) ∝ 1✱
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t❤❡♥ t❤❡ ❜❡st ♣❛t❤ ✐s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ❢r❛♠❡ n✱ ẐF0 = arg maxu h
F0
un✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣②✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡♥❡r❣②
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t st❛t❡✳ ❚❤❡ ❍▼▼ ❝❤❛✐♥ ❛❧❧♦✇s
t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛ ♣❛t❤ ✇❤✐❝❤ ✐s ✏❜❡t✇❡❡♥✑ t❤❡s❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✳

❋✲■■■ Pr❡❞♦♠✐♥❛♥t ❋✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❍▼▼✿ ❢♦r t❤✐s s②st❡♠✱ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥✲
s✐❞❡r t❤❡ ❍▼▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r s❡q✉❡♥❝❡s✳
❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ t❤❡ ❍✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ✲ ●❛✉ss✐❛♥ ❙❝❛❧❡❞ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧
✭❍▼✲●❙▼▼✮✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❡st✐✲
♠❛t❡❞ ❡①❛❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡
s❛♠❡ ❛s s②st❡♠ ❋✲■✿
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✭❙✮●❙▼▼

)(i) = arg max
Θ
✭❙✮●❙▼▼

E[log p(X, ZF0 , ZΦ;Θ✭❙✮●❙▼▼)|X; (Θ✭❙✮●❙▼▼)(i−1)]

❢♦r i ∈ [1, I] ✭✺✳✻✮

✷✳ ❙❡q✉❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣✿

ẐF0 , ẐΦ = arg max
ZF0 ,ZΦ

∏

n

p(xn|ZF0
n , ZΦ

n ; Θ̂
✭❙✮●❙▼▼

)

× p(ZF0
1 , ZΦ

1 )
∏

n>1

p(ZF0
n , ZΦ

n |ZF0
n−1, Z

Φ
n−1)

✭✺✳✼✮

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❋✲■ ❛♥❞ ❋✲■■■✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✮
❛♥❞ ✭✺✳✻✮ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣❡❛rs✱ t❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱
✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼✱ ♦♥❡ ♦♥❧②
❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s p(ZΦ

n = k, ZF0
n = u|xn)✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❍▼▼

❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ●❙▼▼ ❢♦r♠✱ ❛♥❞ ♦♥❡
♥❡❡❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♣♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X✿ p(ZΦ

n = k, ZF0
n = u|X)✳

❋♦r t❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❙❚❋❚ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐ts ❛r❡ ♣❛rt❧② ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠❜s ✭❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✼ ❛♥❞ ✸✳✽✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ♥♦t
♦♥❧② t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❙❚❋❚ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤♦✇❡✈❡r ❛❧s♦ ❤❛s ✐ts
❧✐♠✐ts✿ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠❜ ❛r❡ ♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❛♥②♠♦r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ZF0 ❜❡❝♦♠❡s ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ ❢♦r ❧♦✇ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱
✇❤❡♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❤❛r♠♦♥✐❝ f1 ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❚❋❚ ❢r♦♠ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② f0✳ ❋♦r ❛ ❝♦s✐♥❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦r ❛ ❍❛♥♥ ✇✐♥❞♦✇✱ ❛t ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ♦❢
44100❍③✱ ✇✐t❤ ❛ s✐③❡ ♦❢ 2048 s❛♠♣❧❡s ✭❛r♦✉♥❞ 46♠s✮✱ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ♦❢
t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❛r♦✉♥❞ 40❍③✳ 40❍③ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧♦✇❡st ✈❛❧✉❡ ✇❡
s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳



✶✶✺

✺✳✶✳✸ ▼✉s✐❝❛❧ ✭♥♦t❡✇✐s❡✮ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②

❋♦r t❤✐s t❛s❦✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦t❡s ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❝♦♥❝❡r♥s ❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s✿

Θ̂, ẐF0 , ẐΦ, Ê = arg max
Θ,ZF0 ,ZΦ

p(X,Θ, ZF0 , ZΦ, E) ✭✺✳✽✮

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ■▼▼ ❢♦r t❤❡ ❢r❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧✱
❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❣❛✐♥ ❞♦♥❡ ♦♥❡ ❧❛②❡r ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ s②st❡♠s✱ ❋✲■✱
❋✲■■ ❛♥❞ ❋✲■■■✱ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② WF0 ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡s s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠❜s✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
✉♥✈♦✐❝❡❞ ❡❧❡♠❡♥t✳

▼❯❙✲■ ▼✉s✐❝❛❧ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ✇✐t❤ ■▼▼✿ ✜rst✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ■▼▼ ❢r❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥tr❛✐♥t✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ✭s✉❜✲✮♦♣t✐♠❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s Z̃F0 ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆t ❧❛st✱ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ❋✵
❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥♦t❡ s❡q✉❡♥❝❡s E✱ ✇❤✐❝❤ ♥❛rr♦✇s ❞♦✇♥ t❤❡ s♣❛❝❡
♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❜② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❛s ♠❛♥② ✉♥❧✐❦❡❧② ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡
♣r♦❝❡ss t❤❡♥ ✇r✐t❡s✿

✶✳ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✿

Θ̂
✭❙✮■▼▼

= arg max
Θ

✭❙✮■▼▼

p(X|Θ✭❙✮■▼▼) ✭✺✳✾✮

✷✳ ❙❡q✉❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❋✵ s❡❧❡❝t✐♦♥✿

Z̃F0 = arg max
ZF0

∏

n

p(xn|Θ̂
✭❙✮■▼▼

n )p(Θ̂
✭❙✮■▼▼

n |ZF0
n )

× p(ZF0
1 )

∏

n>1

p(ZF0
n |ZF0

n−1) ✭✺✳✶✵✮

✸✳ ◆♦t❡ s❡q✉❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣✿

Ê, ẐF0 = arg max
E,ZF0

p(X|Θ̂✭❙✮■▼▼
)p(Θ̂

✭❙✮■▼▼|ZF0)p(ZF0 |E)p(E) ✭✺✳✶✶✮

❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✾✮ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ■▼▼ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞♦♥❡ ✇✐t❤
t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ■▼▼ ♦❢
s②st❡♠ ❋✲■■✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✵✮ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❞✉❝t

p(xn|Θ̂
✭❙✮■▼▼

n )p(Θ̂
✭❙✮■▼▼

n |ZF0
n = u) ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ hF0

un✳ ❆t ❧❛st✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠ s❡❛r❝❤
str❛t❡❣② ❛❧r❡❛❞② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❱✐♥❝❡♥t ❬✷✵✵✻❪ ❢♦r ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s②st❡♠
❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❲❡✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✳

✺✳✶✳✹ ▲❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ✴ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥

❚❤✐s t❛s❦ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s V̂

❛♥❞ M̂✳ ❚❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ V ✭♦r M✮ ❣✐✈❡♥ X✳
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧s✬ ❙❚❋❚s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❲✐❡♥❡r
♠❛s❦✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♦✈❡r❧❛♣✲❛❞❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿



✶✶✻ ✺✳ P❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

t❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❛❞♣❛t✐✈❡ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r✐♥❣ ❬❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❲✐❡♥❡r ❡st✐♠❛t♦r ✐s✿

V̂ =
SV

SV + SM
•X

M̂ =
SM

SV + SM
•X

✇❤❡r❡ SV ❛♥❞ SM r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛r❡ t❤❡ ✭❡st✐♠❛t❡❞✮ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t
❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡❛♥t ❡❧❡♠❡♥t ❜② ❡❧❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ •
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❍❛❞❛♠❛r❞ ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θ✱ ❛♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛♥
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤✐s t❛s❦ ♦♥❧②
r❡q✉✐r❡s ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❞✐s❝❛r❞s t❤❡ ♠✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧
❧❛②❡r✿

Θ̂, ẐF0 , ẐΦ = arg max
Θ,ZF0 ,ZΦ

p(X, ZF0 , ZΦ,Θ) ✭✺✳✶✷✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ❢♦r♠❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❛s❦
✭❊q✳ ✭✺✳✶✷✮✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❊q✳ ✭✺✳✶✮✮✳ ❚❤✐s
❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t✲
✐♥❣ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♥❣✳ ❚❤✐s ✉♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s q✉✐t❡ ♥♦✈❡❧ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦♥ ❛ r❛t❤❡r ✜♥❡ s❝❛❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞
s♦✉♥❞s✳ ■♥ ❬❱✐♥❝❡♥t✱ ✷✵✵✹❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠✐❧❛r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❜✉t t❤❡ st❛t❡s ❢♦r
t❤❡ ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❲❡st❡r♥ ♠✉s✐❝ s❝❛❧❡✳

❙❊P✲■ ▲❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ✴ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥✿ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ s❡♣✲
❛r❛t✐♦♥ t❛s❦✱ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❢♦r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②
❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❋✲■✱ ❋✲■■ ♦r ❋✲■■■✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉❛❧❧② ✉s❡❞✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❋✲■■ ✐s t❤❡ ❡❛s✐❡st
t♦ ❝♦♥✜❣✉r❡ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢❛st❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛♥ ❋✲■ ♦r ❋✲■■■✳ ❋✲■■ ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ s②st❡♠s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽❜❪✱ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪ ❛♥❞ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✳ ❆ ✜rst ❡st✐♠❛t✐♦♥ r♦✉♥❞

❣✐✈❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θ̂
✭❙✮■▼▼

✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✜rst ❡st✐♠❛t❡✱ ❛♥❞
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rt HF0 ✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② s❡q✉❡♥❝❡ ẐF0 ✐s ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥✐t✐❛❧
♠❛tr✐① H̃F0 t❤❡♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t t❤❛t ✜ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡❧♦❞②
❧✐♥❡✱ t❤✉s ❜❡tt❡r ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✢♦✇ ✐s✿

✶✳ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✜rst r♦✉♥❞✿

Θ̄
✭❙✮■▼▼

= arg max
Θ

✭❙✮■▼▼

p(X|Θ✭❙✮■▼▼) ✭✺✳✶✸✮

✷✳ ❙❡q✉❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✭♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥✮✿

ẐF0 = arg max
ZF0

∏

n

p(xn|Θ̄✭❙✮■▼▼
n )p(Θ̄

✭❙✮■▼▼
n |ZF0

n )

× p(ZF0
1 )

∏

n>1

p(ZF0
n |ZF0

n−1) ✭✺✳✶✹✮



✶✶✼

✸✳ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ s❡❝♦♥❞ r♦✉♥❞✿

Θ̂
✭❙✮■▼▼

= arg max
Θ

✭❙✮■▼▼

p(X|Θ✭❙✮■▼▼) ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s H̃F0 ✭✺✳✶✺✮

✹✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡rs ✭❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇ ❢♦r
t❤❡ ❙■▼▼✮✿

V̂ =
WΓĤΓĤΦ •WF0ĤF0

WΓĤΓĤΦ •WF0ĤF0 + ŴMĤM
•X

❛♥❞ M̂ =
ŴMĤM

WΓĤΓĤΦ •WF0ĤF0 + ŴMĤM
•X ✭✺✳✶✻✮

❚❤❡ ✜rst t✇♦ st❡♣s✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✹✮✱ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r s②st❡♠ ❋✲■■
✭❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✺✮✮✳ ❚❤❡ ❧❛st st❡♣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✺✮ ✐s ❛ r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θ✭❙✮■▼▼✱ ✇✐t❤ ❛ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡
s♦✉r❝❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✿ H̃F0 ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ s❡♠✐t♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡❧♦❞② ✐s s❡t t♦ 0✿

h̃F0
un = 0 ✐❢ |12 log2F(u)− 12 log2F(ẐF0

n )| > 1

4
✭✺✳✶✼✮

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t s♦✉r❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts u ✇❤♦s❡ ❢r❡q✉❡♥❝② F(u) ✐s ♦✉ts✐❞❡ ❛ s❝♦♣❡ ♦❢ ♦♥❡
s❡♠✐t♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② F(ẐF0

n ) ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡❧♦❞② ❛r❡ ❞❡✲❛❝t✐✈❛t❡❞ ♦♥
❢r❛♠❡ n✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✻✮ ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❞

❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❙❚❋❚s V̂ ❛♥❞ M̂✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ Θ̂
❙■▼▼

= {ĤΓ, ĤΦ, ĤF0 ,ŴM , ĤM} ❛♥❞ t❤❡ ✜①❡❞ s♣❡❝tr❛❧
s❤❛♣❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s WΓ ❛♥❞ WF0 ✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡ ❙❚❋❚s ❛r❡
✐♥✈❡rt❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❖✈❡r❧❛♣ ❛♥❞ ❆❞❞ ✭❖▲❆✮ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rt ❞✐❝t✐♦♥❛r② WF0 ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② t❤❡ ✈♦✐❝❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst
st❡♣✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❞❞ t❤❡ ✉♥✈♦✐❝❡❞ ❡❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r s②st❡♠✱ ✐t ✇❛s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✐♥s❡rt ✐t ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞
r♦✉♥❞ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞✉r✐♥❣ ❛ t❤✐r❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r♦✉♥❞✱ ❛s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✹✳✸✳

✺✳✶✳✺ ❙②st❡♠s s✉♠♠❛r②

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ s②st❡♠ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❙♦♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♠❛② ❜❡ s❤❛r❡❞ ❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧
s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠s ❛r❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s
✉s❡❞ ✭✭❙✮●❙▼▼ ♦r ✭❙✮■▼▼✮ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
❛♥❞ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ✇❡r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞✳



✶✶✽ ✺✳ P❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ Pr♦♣♦s❡❞ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❜❡s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❡♥tr②
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳

▼♦❞❡❧ ❢♦r
❙②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡r ❚r❛❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❆rt✐❝❧❡

❡st✐♠❛t✐♦♥

❋✲■ ✭❙✮●❙▼▼ ✺✳✸✳✷ ❱✐t❡r❜✐ ✺✳✹✳✶ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❝✱ ✷✵✶✵❪
❋✲■■ ✭❙✮■▼▼ ✺✳✷✳✷ ❱✐t❡r❜✐ ✺✳✹✳✶ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❛✱ ✷✵✵✾❝✱ ✷✵✶✵❪
❋✲■■■ ❍▼✲✭❙✮●❙▼▼ ✺✳✸✳✸ ❱✐t❡r❜✐ ✺✳✹✳✶ ✉♥♣✉❜❧✐s❤❡❞

▼❯❙✲■ ✭❙✮■▼▼ ✺✳✷✳✷ ❱✐t❡r❜✐ ✺✳✹✳✶ ❬❲❡✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪
❇❡❛♠ s❡❛r❝❤ ✺✳✹✳✷

❙❊P✲■ ✭❙✮■▼▼ ✺✳✷✳✷ ❱✐t❡r❜✐ ✺✳✹✳✶ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✱❜❪

✺✳✷ ■▼▼ ❛♥❞ ❙■▼▼✿ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠

■t ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢♦r t❤❡ ■▼▼ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦♥❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r
t❤❡ ●❙▼▼✿ ✐♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ t❤❡s❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧
❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ●❙▼▼✱ t❤✐s ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤✐♥ ❛ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭●❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ■▼▼✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞✐r❡❝t❧② ✐s ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦t❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♦r ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ●❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸
❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳

❋✐rst✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧s ■▼▼ ❛♥❞
❙■▼▼ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✿ t❤❡ ▼❆P ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳ ■♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✺✳✷✳✸ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞✿
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♣✐t❝❤
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✭t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✐ts❡❧❢ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✮✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦♣✐t❝❤
❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ●❙▼▼ ❜✉t ❞✐s❝❛r❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙■▼▼✱ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ Θ r❡❢❡rs t♦ Θ✭❙✮■▼▼✳

✺✳✷✳✶ ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ■▼▼✴❙■▼▼

❋♦r s②st❡♠s ❋✲■■✱ ▼❯❙✲■ ❛♥❞ ❙❡♣✲■✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡✲
❧✐❤♦♦❞✱ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✹✮✱ ✭✺✳✾✮✱ ✭✺✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✺✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ❙❊P✲■✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠❛❧❧② ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡
✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ▼❆P
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✿ ✇✐t❤ ✉♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦rs ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ▼▲ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ ♣r✐♦rs ♦♥ Θ✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✱ t❤❡
▼❆P ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s
✐♥ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✳

❋♦r t❤❡ ■▼▼ ❛♥❞ ❙■▼▼✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡✱ t❤❡ ▼❆P ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❞✐r❡❝t❧②
❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛✲



✶✶✾

t✐♦♥✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

C■▼▼(Θ) = log p(X,Θ)

C■▼▼(Θ) =
∑

f,n

log
|xfn|

πs
✭❙✮■▼▼
fn

− |xfn|2

s
✭❙✮■▼▼
fn

+ log p(Θ) ✭✺✳✶✽✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ s
✭❙✮■▼▼
fn ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✽✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ Θ✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

S✭❙✮■▼▼ =
(
WΦHΦ

)
•
(
WF0HF0

)
+ WMHM ✭✺✳✶✾✮

✇❤❡r❡ WΦ = WΓHΓ ❢♦r t❤❡ ❙■▼▼✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ Θ ❜② ▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦
✜♥❞✐♥❣ t❤❡ Θ̂ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✽✮✿

Θ̂ = arg max
Θ

C■▼▼(Θ) ✭✺✳✷✵✮

❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✺✳✶✽✮ s✉✛❡rs ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝✐❡s✳ ❙❝❛❧❡ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝② ❛r✐s❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♠❛tr✐❝❡s WΓ✱ WF0 ❛♥❞ WM

❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛tr✐❝❡s HΓ ✭❛♥❞ HΦ✮✱ HF0 ❛♥❞ HM ✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡t✇❡❡♥
HΦ ❛♥❞ HF0 ✿ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ WΓ✱ WF0 ✱ WM ✱ HΓ

❛♥❞ HΦ✳

■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠s✱ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✵✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣
r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ▼▲ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭♦r ▼❆P ✇✐t❤ ✉♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦rs✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✽✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ❛rt✐❝❧❡s s✉❝❤ ❛s ❬❉✉rr✐❡✉
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❛❪✱ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪ ♦r ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ ✇✐t❤ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✶✳

✺✳✷✳✷ ■▼▼✴❙■▼▼ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s

❚❤❡ ▼❆P ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ Θ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θ̂ s✉❝❤
t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ C■▼▼ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Θ✱
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t Θ̂✱ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ 0 ✭♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❑❛r✉s❤✱ ❑✉❤♥ ❛♥❞ ❚✉❝❦❡r✬s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✲ ❑❑❚ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬❑✉❤♥ ❛♥❞ ❚✉❝❦❡r✱ ✶✾✺✶❪✮✳ ■❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✏r❡❣✉❧❛r✑ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡♥ t❤❡r❡
✐s ♦♥❧② ♦♥❡ s✉❝❤ s❡t✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ✏s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧✑ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✱ ❞✉❡ t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ✐♥ C■▼▼✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ♦♥❡ s✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ♠❡t❤♦❞ ♥♦✇ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥ ◆▼❋
r❡❧❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✭❛❞❞✐t✐✈❡✮ ❣r❛❞✐❡♥t ❛s❝❡♥t✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ Θ ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❛t t❤♦s❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❛❧✉❡s✳

▲❡t θ ∈ Θ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡



✶✷✵ ✺✳ P❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✽✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s✿

∂C■▼▼(Θ))

∂θ
= −



∑

fn

∂s
✭❙✮■▼▼
fn (θ)

∂θ

1

s
✭❙✮■▼▼
fn (θ)

+

[
∂

∂θ
log p(Θ)

]−



︸ ︷︷ ︸
∇−

+



∑

fn

∂s
✭❙✮■▼▼
fn (θ)

∂θ

|xfn|2

s
✭❙✮■▼▼
fn (θ)2

+

[
∂

∂θ
log p(Θ)

]+



︸ ︷︷ ︸
∇+

✭✺✳✷✶✮

✇❤❡r❡ ∇+ ❛♥❞ ∇− ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡r♠s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤✿

∂

∂θ
log p(Θ) =

[
∂

∂θ
log p(Θ)

]+

−
[
∂

∂θ
log p(Θ)

]−

✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ ❛r❡ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡r♠s✳
■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✶✳✶✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ♠♦✲

t✐✈❛t❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ❞✐✈❡r✲
❣❡♥❝❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♠✉st ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ❛s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ t❡r♠s ∇+ ❛♥❞ ∇−✳ ❋♦r t❤❡
❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

θ(i+1) ← θ(i)

(∇+

∇−

)ω

✭✺✳✷✷✮

✇❤❡r❡ ∇+ ❛♥❞ ∇− ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ Θ(i−1)✱ ❛♥❞ ω ∈]0, 2[
✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❤❡♥❝❡ ❤♦❧❞✐♥❣
t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❡ ❛s t❤❡ st❡♣ s✐③❡ ❢♦r ❛❞❞✐t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✷✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡
r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❛s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✶✳✷✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣
r✉❧❡s ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ❢♦r t❤❡ ■▼▼✱ ❛♥❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❢♦r t❤❡ ❙■▼▼✱
✇❤❡r❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ω ✇❛s s❡t t♦ 1✳

■♥ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✉♣❞❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❛s ❛r❜✐tr❛r✐❧② s❡t✿ ✜rst
HF0 ✱ HΦ✱ HM ✱ WΦ ❛♥❞ WM ✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥str✉✲
♠❡♥t t♦ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✜rst✱ ❤❡♥❝❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t♦ ❧❡❛✈❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥
t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t t♦♦ ❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❊①❝❡♣t ♦t❤❡r✇✐s❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇♥✳

◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉s❡ ♦❢ ♣r✐♦rs
❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛❝t✉❛❧❧② ✐s ❛ ▼▲ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣
r✉❧❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ∇ t❡r♠s ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✶✮✱ ✇✐t❤ ∂

∂θ
log p(Θ) = 0✳ ■♥

❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ✉s❡ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛t❤ ZF0 ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s HF0 ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✱ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts
♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
t❤❡ ❙■▼▼✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♠❛tr✐① HF0 ❞♦❡s ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ❛s ♠✉❝❤ s♣❛rs✐t② ❛s ❞❡s✐r❡❞✱ ❛♥❞

✷❙❡❡ ❬❇❛❞❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ω ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ◆▼❋ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳



✶✷✶

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶ ❯♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ■▼▼✿
❊st✐♠❛t✐♥❣ Θ■▼▼ = {WΦ,HΦ,HF0 ,WM ,HM}
❢♦r i ∈ [1, I] ❞♦
• ▲❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

HF0 ← HF0 • (WF0)TPF0

(WF0)TQF0

✇❤❡r❡

{
PF0 = |X|2 • (WΦHΦ)/(S■▼▼)2

QF0 = (WΦHΦ)/S■▼▼

• ▲❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ✜❧t❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

HΦ ← HΦ • (WΦ)TPΦ

(WΦ)TQΦ

WΦ ←WΦ • PΦ(HΦ)T

QΦ(HΦ)T

✇❤❡r❡

{
PΦ = |X|2 • (WF0HF0)/(S■▼▼)2

QΦ = (WF0HF0)/S■▼▼

• ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠✉s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

HM ← HM • (WM )T (|X|2/(S■▼▼)2)

(WM )T (1/S■▼▼)

WM ←WM • (|X|2/(S■▼▼)2)(HM )T

(1/S■▼▼)(HM )T

❡♥❞ ❢♦r



✶✷✷ ✺✳ P❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷ ❯♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❙■▼▼✿
❊st✐♠❛t✐♥❣ Θ❙■▼▼ = {HΓ,HΦ,HF0 ,WM ,HM}
❢♦r i ∈ [1, I] ❞♦
• ▲❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t s♦✉r❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

HF0 ← HF0 • (WF0)TPF0

(WF0)TQF0

✇❤❡r❡

{
PF0 = |X|2 • (WΦHΦ)/(S❙■▼▼)2

QF0 = (WΦHΦ)/S❙■▼▼

• ▲❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ✜❧t❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

HΦ ← HΦ • (WΦ)TPΦ

(WΦ)TQΦ

HΓ ← HΓ • (WΓ)TPΦ(HΦ)T

(WΓ)TQΦ(HΦ)T

✇❤❡r❡

{
PΦ = |X|2 • (WF0HF0)/(S❙■▼▼)2

QΦ = (WF0HF0)/S❙■▼▼

• ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠✉s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

HM ← HM • (WM )T (|X|2/(S❙■▼▼)2)

(WM )T (1/S❙■▼▼)

WM ←WM • (|X|2/(S❙■▼▼)2)(HM )T

(1/S❙■▼▼)(HM )T

❡♥❞ ❢♦r
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ❙■▼▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs HF0 ✱ WΦ✱ WΦHΦ✱ WM ❛♥❞ WMHM ✱ ❢♦r t❤❡
❆❉❈ ✷✵✵✹ s♦♥❣ ✏♦♣❡r❛❴♠❛❧❡✺✳✇❛✈✑✳



✶✷✹ ✺✳ P❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❛r❡ ❛❞♠✐tt❡❞❧② ✐♠♣♦s✲
s✐❜❧❡ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t❡✳ ❆ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✺✮✱ ✭✺✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✹✮✱
✇❤✐❝❤ tr❛❝❦s t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✱ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r
t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♣❛rt✱ ❢♦r t❤❡ ✜rst r♦✉♥❞ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥t❡r♣r❡t❡✱
s✐♥❝❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t s✐❣♥❛❧ ✇❛s ❛❧s♦ tr❛♥s❝r✐❜❡❞ ✐♥ HF0 ✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥
✇❤② ✐t ✐s ❛❞✈✐s❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✉♥❞ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✺✮
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s②st❡♠ ❙❊P✲■✿ t❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✱ ❤❡♥❝❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡rs t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡ ✜tt✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ❛s ✐s
s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ◆▼❋ ✐s st✐❧❧ r❛t❤❡r ❜❧✉rr②✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t♦t❛❧❧② ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ◆▼❋✳ ■♠♣♦s✐♥❣ ♠♦r❡
str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ◆▼❋ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐✲
♠❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✳

✺✳✷✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ■▼▼✴❙■▼▼

❚❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ■▼▼✴❙■▼▼
■♥ t❤❡ ■▼▼✴❙■▼▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❆P ♣r♦❜❧❡♠✱
t❤❛♥❦s t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱
❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ♦❢
t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥♦t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts HF0

r❡✢❡❝t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❡❢t ❛s✐❞❡✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ HF0 ✱ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ▼❆P ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✺✮✱ ✭✺✳✶✵✮ ♦r ✭✺✳✶✹✮✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t✐♠❡s t❤❡ ♣r✐♦r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❡t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♣♦♥ t❤❡ st❛t❡ ZF0 ✱ p(xn|Θ̂n)p(Θ̂n|ZF0

n )✱
st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠s ✉s✐♥❣ t❤✐s s❝❤❡♠❡✱ ❋✲■■✱ ▼❯❙✲■
❛♥❞ ❙❊P✲■✱ Θ̂ ✐s ✜①❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst st❡♣✱ s✉❝❤ t❤❛t ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
ZF0 ✱ p(xn|Θ̂n) r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ♠❡r❡❧② r❡✢❡❝ts ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✜t t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦r ♥♦t✳

❆s ❢♦r p(Θ̂n|ZF0
n )✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛

s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r✐♦r✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ZF0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✱ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤❡ ♠❡❧♦❞② ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✭♦r
❛t ❧❡❛st ❡♥❢♦r❝❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✮ ❜② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✿

p(ZF0) = p(ZF0
1 )

∏

n>1

p(ZF0
n |ZF0

n−1) ✭✺✳✷✸✮

❚❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❝❛♥ ❤❡r❡ ❜❡ r❡tr❛♥s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ HF0 ✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡② r❡✢❡❝t t❤❡ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ❝♦♥t❡♥t✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❛ ✈❛❧✉❡
hF0

un ❢♦r ❢r❛♠❡ n ❛♥❞ s♦✉r❝❡ u✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐t❝❤ F(u) ✇❛s ♣❧❛②❡❞ ❛t
❢r❛♠❡ n✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ✏♣♦st❡r✐♦r✑ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣✐t❝❤ ZF0

n = u ❛t
❢r❛♠❡ n ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ hF0

un✿

p(ZF0
n = u|Θ̂n) ∝ hF0

un ✭✺✳✷✹✮

❚❤❡♥✱ t❤❛♥❦s t♦ ❇❛②❡s✬ ❧❛✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ♣r✐♦r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♣♦♥ t❤❡ st❛t❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✿

p(Θ̂n|ZF0
n = u) ∝ hF0

un ✭✺✳✷✺✮
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ❙■▼▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs HF0 ✱ WΦ✱ WΦHΦ✱ WM ❛♥❞ WMHM ✱ ❢♦r t❤❡
❆❉❈ ✷✵✵✹ s♦♥❣ ✏♦♣❡r❛❴♠❛❧❡✺✳✇❛✈✑✱ s❡❝♦♥❞ r♦✉♥❞ ✭❢♦r s②st❡♠ ❙❊P✲■✮✳



✶✷✻ ✺✳ P❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✺✮✱ ✭✺✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✹✮ s✉❝❤ t❤❛t✿

p(xn|Θ̂n)p(Θ̂n|ZF0
n = u) ∝ hF0

un ✭✺✳✷✻✮

❯s✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ tr❛❝❦✐♥❣ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✱ ❛❧❧♦✇s t♦
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✉s❡ ♦❢ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛tr✐① HF0 ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳

❚❤✐s ■▼▼ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦✱ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t✱ r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢ ✇♦r❦s ❜② ●♦t♦ ❬✷✵✵✹❪✱
✇❤♦ ❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡✐❣❤ts ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s✐♠✐❧❛r ❤❛r♠♦♥✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ◆♦t❡
t❤❛t✱ ❛s ●♦t♦ ❬✷✵✵✹❪✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ ❛ ❜❡tt❡r ♠✉s✐❝❛❧✴s♣❡❝tr❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡✱ ❤❡♥❝❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❤❛♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦r t❤❡ ❧✐❦❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
s❛❧✐❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❆❈❋✮ ♦r ♦t❤❡r r❡❧❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛s ✐♥ ❬❑❧❛♣✉r✐✱ ✷✵✵✽❪ ❝❛♥ ✉s✉❛❧❧② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠❡r❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✿ s✉❝❤
s②st❡♠s tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ✭♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✮ t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡
❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❢♦r t❤❡ ♣✐t❝❤ ❡①tr❛❝t✐♦♥ t❛s❦✳ ●♦t♦ ❬✷✵✵✹❪ ❛♥❞ ♦✉r ♠❡t❤♦❞s ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣✐t❝❤❡s✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛tr✐① HF0 r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② t❤❡
❡①✐st✐♥❣ ♣✐t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ❤❡♥❝❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ s✉❜✲♦❝t❛✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r
✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❤❛r♠♦♥✐❝ s✉♠s✱ ♦r ♦✈❡r✲♦❝t❛✈❡ ❡rr♦rs✱ ✇✐t❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣r♦❞✉❝t ❜❛s❡❞ s②st❡♠s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❛❢❡ ❢r♦♠ ♦✈❡r✲♦❝t❛✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s✐♥❝❡ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝
❝♦♠❜ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥t♦ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐♠s❡❧❢ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝
❝♦♠❜ ♦❢ ✐ts ✉♣♣❡r ♦❝t❛✈❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛✐♠s ❛t ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐ss✉❡✳

Pr✐♦r ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛tr✐① HF0

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ●❛♠♠❛ ♣r✐♦r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❞❡r✐✈❡
t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✷✮✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✶✮✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡✿

HF0 ← HF0 • PF0

QF0
✭✺✳✷✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s PF0 ❛♥❞ QF0 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

pF0
un =

∑

f

wF0
fu|xfn|2

[
WΦHΦ

]
fn

(s
✭❙✮■▼▼
fn )2

✭✺✳✷✽✮

qF0
un =

∑

f

wF0
fu

[
WΦHΦ

]
fn

s
✭❙✮■▼▼
fn

+ hF0
u8n −

αG − 1

hF0
un

✭✺✳✷✾✮

✇❤❡r❡ u8 = u− 12Ust✱ u ∈ [12UstU ]✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✾✮✱ t❤✐s ✇❛②
♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧②
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ p(X|Θ) ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(Θ) ♦♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✏❞②♥❛♠✐❝s✑✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ✉♥✐ts ♦❢

t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱
∑

f w
F0
fu

[WΦHΦ]
fn

s
✭❙✮■▼▼
fn

✱ ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡

s♦✉r❝❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ hF0
u8n

♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ αG−1

h
F0
un

✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✷ t❡r♠s

❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r βG ♦❢ t❤❡ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱



✶✷✼

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✷✮✱ t♦ s♦♠❡ ✈❛❧✉❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ hF0
u8n✱ ❜✉t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❛♥

❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❞r❡ss t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✺✳✷✾✮✱

❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ♥♦t ❛s ♦❜✈✐♦✉s t♦ s❡t ❛s ✐t s❡❡♠s✳ ❆♥♦t❤❡r s✐♠♣❧❡ ✇❛② ♦❢
❝✐r❝✉♠✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ▼❆P ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ▼❆P
❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✽✮✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

C ′
■▼▼(Θ) =

∑

f,n

log
|xfn|

πs
✭❙✮■▼▼
fn

− |xfn|2

s
✭❙✮■▼▼
fn

+ λG log p(Θ) ✭✺✳✸✵✮

✇❤❡r❡ λG ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞
❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❛s ✐♥ ❬❱✐♥❝❡♥t✱ ✷✵✵✹❪✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦
❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦r ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ▼▲ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱
❛s ♦❢t❡♥ ❞♦♥❡ ❢♦r s♣❛rs✐t② ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✾✮ t❤✉s ❜❡❝♦♠❡s✿

qF0
un =

∑

f

wF0
fu

[
WΦHΦ

]
fn

s
✭❙✮■▼▼
fn

+ λG

(
hF0

u8n −
αG − 1

hF0
un

)
✭✺✳✸✶✮

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛s ❢♦r ♠❛♥② s♣❛rs✐t② ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✭❡✳❣✳ ❬❱✐rt❛♥❡♥✱ ✷✵✵✼✱ ❙♠❛r❛❣❞✐s
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱ ▼♦❤✐♠❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡ ❢♦r λG✿
✐❢ ✐t ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✱ t❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ ✐t ✐s t♦♦ ❤✐❣❤✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
❜❡❝♦♠❡s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ❞♦❡s ♥♦t ✜t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥②♠♦r❡✳

❋✐❣✉r❡s ✺✳✸✱ ✺✳✹✱ ❛♥❞ ✺✳✺ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ HF0 ✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s
❢♦r λG✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② 0✱ 0.0000556✱ ❛♥❞ 0.01✳ ❆❧❧ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✉s❡ ❛ ❣r❛②s❝❛❧❡ ❝♦❧♦r♠❛♣✱ ❢r♦♠
❧✐❣❤t t♦ ❞❛r❦ ❝♦❧♦rs✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λG ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❣r❡❛t ❝❤❛♥❣❡s✱
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♥♦ ❝♦♥str❛✐♥t ❛t ❛❧❧ ✭λG = 0✮✳ ❍✐❣❤ ✈❛❧✉❡s t❡♥❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♠❛tr✐①
✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡❡❞ s♣❛rs❡✱ ✇✐t❤ ❝❧❡❛r ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✐rr❡❧❡✈❛♥t ♦r s♣✉r✐♦✉s✮ ✉♣♣❡r ♦❝t❛✈❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢❡❛r❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛t ♣✐t❝❤ u ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ♦❝t❛✈❡ u8✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t
❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷✱ ♦♥❝❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥
✈❛❧✉❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐t❝❤ u✱ t❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜②
✐t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ✐t ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✜ts t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❆t ❧❛st✱ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ λG ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t♦♦ ✏❤✐❣❤✑
✭✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ λG = 0.01✮✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s t♦♦ s♣❛rs❡✱ ❛♥❞ ❜✐❛s❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
✜rst ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst ♦❝t❛✈❡✱ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡♠✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ ❝♦♥✜❣✉r❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❛ ♣r♦♣❡r ✇❛②✱ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s ♥♦t
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠s ✇❡ ❤❛✈❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳
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✶✸✶

✺✳✸ ●❙▼▼✴❙●❙▼▼✿ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠

❚❤❡ ●❙▼▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❜❡✐♥❣ ❛ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥
✭❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❉❡♠♣st❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼❪✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❢♦❝✉ss✐♥❣ ❤❡r❡ ♦♥ s♦❧✈✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮ ♦❢
s②st❡♠ ❋✲■✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡
❣✐✈❡♥✳ ❆t ❧❛st✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❍▼▼ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦✱ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❢♦r✇❛r❞✲❜❛❝❦✇❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬❘❛❜✐♥❡r✱ ✶✾✽✾❪ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❊ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ❧❛st ❝❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s②st❡♠ ❋✲■■■✱ s♦❧✈✐♥❣ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✺✳✻✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ♠❛✐♥❧② ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ●❙▼▼ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ = Θ✭❙✮●❙▼▼✳

✺✳✸✳✶ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮✱ ❢♦r s②st❡♠ ❋✲■✱ ✐s ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ✐♥ s✐♠✐❧❛r t❡r♠s✱
✐♥ ❬❉❡♠♣st❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼❪✳ ❆s ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✜rst ❡st✐✲
♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ▼▲ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮✳ ❉❡♠♣st❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✼✼❪ s❤♦✇❡❞
t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

C●❙▼▼(Θ,Θ(i−1)) = E
[
log p(X, ZF0 , ZΦ;Θ)|X;Θ(i−1)

]
✭✺✳✸✷✮

✇❤❡r❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X ♣❧✉s
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ZF0 ❛♥❞ ZΦ✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t✇♦ s♣❡❝✐✜❝
s❡ts ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥t❡r✈❡♥❡✿ Θ(i−1) ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✏❝✉rr❡♥t✑ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i✱
❛♥❞ Θ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t♦ t❛❦❡ ❛s
❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s {V, ZF0 , ZΦ,M}✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✼❪✳ ■♥ ♦✉r s②st❡♠s✱ t❤❡ ✜rst s❡t ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ✇❛s ✉s❡❞✱ ❜✉t ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ s❡t ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❜♦t❤ str❛t❡❣✐❡s✳

❚❤❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
❛❧❧② ✉♣♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▲❡t i ∈ [1, I] t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ Θ(i) t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✉♣❞❛t❡❞ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i✱ Z = {Zn = (ZΦ

n , Z
F0
n );n ∈ [1, N ]} t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡s ❢♦r

t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✢♦✇ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❊✲st❡♣✿ ●✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θ(i−1)✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ C●❙▼▼(Θ,Θ(i−1))✱
∀Θ✱

• ▼✲st❡♣✿ ❋✐♥❞ Θ(i) s✉❝❤ t❤❛t ✐t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✿

C●❙▼▼(Θ(i),Θ(i−1)) ≥ C●❙▼▼(Θ,Θ(i−1)),∀Θ

❙✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❊✲st❡♣✱ ♠❛② s❡❡♠ q✉✐t❡ ❤❡❛✈②✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ Θ(i−1)

❛♥❞ ♥♦t ♦♥ Θ ✭s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡❛s✐❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇❤❡♥ r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳
❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t t❤✐s r❡✲✇r✐t✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷ ❛✐♠s ❛t ❣✐✈✐♥❣ t❤❡
❊▼ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✏♥❡✇✑ ❝r✐t❡r✐♦♥✳



✶✸✷ ✺✳ P❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❆ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡
♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✿

∑
k,u πku = 1✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❡r❡ ♥♦t

r❡✲❡st✐♠❛t❡❞✱ ❛♥❞ ✜①❡❞ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❡ 1
KU

✱ s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ st❛t❡ ✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦
♦❝❝✉r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❢✉rt❤❡r
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤✐s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❡r♠ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡
❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✺✳✸✷✮ ❜❡❝♦♠❡s✿

C●❙▼▼(Θ,Θ(i−1)) = E
[
log p(X, Z;Θ)|X;Θ(i−1)

]
− λ



∑

k,u

πku − 1


 ✭✺✳✸✸✮

❚❤❡♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② ❉❡♠♣st❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✼✼❪✱ t♦ ♠❛①✐♠✐s❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ Θ✱ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥
i✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦✿

Θ(i) = arg max
Θ

C●❙▼▼(Θ,Θ(i−1)) ✭✺✳✸✹✮

■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ●❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡✲
t❡r s❡t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t t❤❛t ♠❛❥♦r✐③❡s t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐t✿

Θ(i)|C●❙▼▼(Θ(i),Θ(i−1)) ≥ C●❙▼▼(Θ(i−1),Θ(i−1)) ✭✺✳✸✺✮

❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ●❙▼▼ ✐s ❛ ●❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉✲
t✐♦♥s✳ ●r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s t♦ ✜♥❞ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✺✮✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✱ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❛t❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✇r✐t❡
t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

log p(X, Z) =
∑

n

log p(xn, Zn) ✭✺✳✸✻✮

=
∑

n

log p(xn|ZΦ
n , Z

F0
n ) + log π

ZΦ
n Z

F0
n

✭✺✳✸✼✮

=
∑

n,k,u

[log p(xn|k, u) + log πku]✶n

ZΦ
n =k,Z

F0
n =u

o ✭✺✳✸✽✮

❚❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ❢r❛♠❡s✱
s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧t ❢♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ Zn ✇❛s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❝t✐✈❡ st❛t❡s ZΦ

n ❛♥❞ ZF0
n ✳ ❆t ❧❛st✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✽✮ ✐s ❛ ✏❢❛❧s❡ s✉♠✑ ♦✈❡r t❤❡

st❛t❡s✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✺✳✸✸✮✿

C●❙▼▼(Θ,Θ(i−1)) =
∑

n,k,u

[log p(xn|k, u;Θ) + log πku]E
[
✶
{ZΦ

n =k,Z
F0
n =u}

|X;Θ(i−1)
]

− λ



∑

k,u

πku − 1




❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱

E
[
✶
{ZΦ

n =k,Z
F0
n =u}

|X;Θ(i−1)
]

= p(k, u|xn;Θ(i−1))



✶✸✸

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ st❛t❡ (ZΦ
n , Z

F0
n ) ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ xn✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥

t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ {xn, n ∈ [1, N ]}✳ ❚❤❡ ❊ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤✐s q✉❛♥t✐t②✱ t❤❛♥❦s t♦ ❇❛②❡s✬ t❤❡♦r❡♠✿

p(k, u|xn;Θ(i−1)) ∝ p(xn|k, u;Θ(i−1))π
(i−1)
ku ✭✺✳✸✾✮

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✉♣♦♥ t❤❡ st❛t❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮✱
✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ Θ(i−1)✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛t ❧❛st ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛✲

t✐♦♥ ✭✺✳✹✵✮✱ ✇❤❡r❡ s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ Θ✱ ✇✐t❤ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✸✳✶✼✮✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✏❈❙❚✑ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θ✳

C●❙▼▼(Θ,Θ(i−1)) =
∑

n,k,u



∑

f


log

|xfn|
πs

✭❙✮●❙▼▼|ku

fn

− |xfn|2

s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn


+ log πku




× p(k, u|xn;Θ(i−1))− λ



∑

k,u

πku − 1


+ ❈❙❚

✭✺✳✹✵✮

✺✳✸✳✷ ✭❙✮●❙▼▼ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ❛♥❞ ●❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❖♥❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✺✳✹✵✮
❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣❛rt ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ■▼▼✱ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✽✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ●❙▼▼✱ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤❡❛✈② st❡♣ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s γ
(i−1)
n (k, u) = p(k, u|xn;Θ(i−1))✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛✐♠ ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✵✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡② ❝♦♥s✐st ✐♥ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ st❡♣s✿

• ❚❤❡ ❊✲st❡♣✿ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s γ
(i−1)
n (k, u) ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❛♥❦s t♦ ❇❛②❡s✬s

❧❛✇✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❢♦r t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❛✈♦✐❞s ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ ✐ss✉❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✷✳✶✱ ✇✐t❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❇✳✶✳

• ❚❤❡ ▼✲st❡♣✿ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✺✳✹✵✮ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♥♦ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠✿ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇✐♥❣
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θ(i−1)✱ ❛t
✐t❡r❛t✐♦♥ i✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤②✱ ❢♦r t❤❡ ●❙▼▼✱ t❤❡ s❛♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤
❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ▼✲st❡♣✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❊▼ ✭●❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❧❡❛❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✷✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ●❙▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ❙♠♦♦t❤❡❞ ✜❧t❡r ●❙▼▼ ✭❙●❙▼▼✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸✳ ❆s ❢♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇♥✳

✺✳✸✳✸ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✿ ❍✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈✲●❙▼▼ ✭❍▼✲●❙▼▼✮ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠

■♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❍▼▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡



✶✸✹ ✺✳ P❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼✿ ❊st✐♠❛t✐♥❣ Θ✱ ❡q✉❛❧ t♦ Θ●❙▼▼ =
{B,WΦ,HM ,WM} ♦r Θ❙●❙▼▼ = {B,HΓ,HM ,WM}
❢♦r i ∈ [1, I] ❞♦

• ∀k, u, n, bkun ← bkun

pB
kun

qB
kun

✱ ✇❤❡r❡





pB
kun =

∑
f

wΦ
fkw

F0
fu|xfn|2

(s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn )2

qB
kun =

∑
f

wΦ
fkw

F0
fu

s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn

❊ st❡♣✿ ❝♦♠♣✉t❡ γ
(i−1)
n (k, u) = p(k, u|xn;Θ(i−1)) ✇✐t❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❇✳✶✳

▼ st❡♣✿ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

• (●❙▼▼) ∀f, k, wΦ
fk ← wΦ

fk

pΦ
fk

qΦfk

✱ ✇❤❡r❡





pΦ
fk =

∑
u,n

γ
(i−1)
n (k, u)×

bkunw
F0
fu|xfn|2

(s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn )2

qΦfk =
∑
u,n

γ
(i−1)
n (k, u)

bkunw
F0
fu

s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn

• (❙●❙▼▼) ∀p, k, hΓ
pk ← hΓ

pk

pΓ
pk

qΓpk

✱ ✇❤❡r❡





pΓ
pk =

∑
f,u,n

γ
(i−1)
n (k, u)×

bkunw
Γ
fpw

F0
fu|xfn|2

(s
❙●❙▼▼|ku

fn )2

qΓpk =
∑

f,u,n

γ
(i−1)
n (k, u)

bkunw
Γ
fpw

F0
fu

s
❙●❙▼▼|ku

fn

• ∀r, n, hM
rn ← hM

rn

pH
rn

qH
rn

✱ ✇❤❡r❡





pH
rn =

∑
k,u,f

γ
(i−1)
n (k, u)

wM
fr |xfn|2

(s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn )2

qH
rn =

∑
k,u,f

γ
(i−1)
n (k, u)

wM
fr

s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn

• ∀f, r, wM
fr ← wM

fr

pW
fr

qW
fr

✱ ✇❤❡r❡





pW
fr =

∑
k,u,n

γ
(i−1)
n (k, u)

hM
rn|xfn|2

(s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn )2

qW
fr =

∑
k,u,n

γ
(i−1)
n (k, u)

hM
rn

s
✭❙✮●❙▼▼|k,u

fn

❡♥❞ ❢♦r



✶✸✺

❍▼✲●❙▼▼ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛s ❢♦r t❤❡ ●❙▼▼ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✸✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❡r♠ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❛r t❤❡ s❛♠❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ Z = (ZΦ, ZF0)✱ p(Z)✱ ❝❛♥✲
♥♦t ❜❡ ❢❛❝t♦r✐③❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ ✭✺✳✸✼✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❍▼▼ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥❧②✱ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣
t❤❡ ♠✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ E ❧❛②❡r✱ t❤✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇r✐t❡s✿

p(Z) = p(Z1)

N∏

n=2

p(Zn|Zn−1) ✭✺✳✹✶✮

✇❤❡r❡ p(Zn|Zn−1) ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳ ❆❢t❡r s♦♠❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✿

C❍▼▼(Θ,Θ(i−1)) =
∑

n,k,u



∑

f


log

|xfn|
πs

✭❙✮●❙▼▼|ku

fn

− |xfn|2

s
✭❙✮●❙▼▼|ku

fn


+ log πku




× p(ZΦ
n = k, ZF0

n = u|X;Θ(i−1))− λ



∑

k,u

πku − 1


+ ❈❙❚

✭✺✳✹✷✮

❆s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✸✮✱ t❤❡ t❡r♠ ✏❈❙❚✑ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Θ✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r
t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❍▼✲●❙▼▼✱ t❤✐s t❡r♠ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇♦r❦✱ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❡st✐♠❛t❡❞✱ t❤❡s❡ t❡r♠s
❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✸✮ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✷✮ ❛r❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s p(ZΦ

n = k, ZF0
n =

u|X;Θ(i−1))✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✸✮✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ♦♥❧② ✉♣♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡ n✿ p(ZΦ

n = k, ZF0
n = u|xn;Θ(i−1))✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡

❍▼✲●❙▼▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥②♠♦r❡✳ ❆ ❢♦r✇❛r❞✴❜❛❝❦✇❛r❞
♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✷✳✽ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❍▼✲●❙▼▼ ♣♦st❡r✐♦r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤✐s ❢♦r✇❛r❞✴❜❛❝❦✇❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡
❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ❛s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ❢♦r t❤❡ ●❙▼▼✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡

❡q✉❛❧ ❢♦r t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts✳ ❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ γ
(i−1)
n (k, u)✱ ❛r❡ ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡ ❞❡✜♥❡❞

❛s✿

γ(i−1)
n (k, u) = p(k, u|X;Θ(i−1)) ✭✺✳✹✸✮

❚❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❇✳✷✳

✺✳✹ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

✺✳✹✳✶ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❍▼▼ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ❢♦r
ZΦ ❛♥❞ ZF0

❚❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤ Z ✐♥t❡r✈❡♥❡s ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠s ✐♥ ❊q✉❛✲
t✐♦♥s ✭✺✳✸✮✱ ✭✺✳✺✮✱ ✭✺✳✼✮✱ ✭✺✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✹✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥
❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡✿ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞❡❝♦❞❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
♣❛t❤✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♥❦s ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✳



✶✸✻ ✺✳ P❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❋♦r ❛❧❧ t❤❡ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣❛t❤ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❇❛②❡s✬ ▲❛✇✱ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠❛①✐♠✐③✲
✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X = {x1, . . . ,xN} ❛♥❞ t❤❡ ✭❤✐❞❞❡♥✮ s❡q✉❡♥❝❡
Z = {Z1, . . . , ZN}✿

Ẑ = arg max
Z

p(X, Z) ✭✺✳✹✹✮

❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ Z ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss✱ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✱ s✉❝❤ t❤❛t

p(Z) = p(Z1)
∏

n>1

p(Zn|Zn−1) ✭✺✳✹✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛t ❢r❛♠❡ n ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡ Zn−1 t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
st❛t❡ Zn ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❧❛t❡r✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② q(i, j) t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠ st❛t❡ Zn−1 = i t♦ st❛t❡ Zn = j✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❛♠❡
♥✉♠❜❡r n✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♣♦♥ t❤❡ st❛t❡s✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ✐♥ X ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✈❡r✐✜❡s✿

p(X, Z) = p(X|Z)p(Z)

=
∏

n

p(xn|Zn)× p(Z1)
∏

n>1

p(Zn|Zn−1)

= p(Z1)p(x1|Z1)
∏

n>1

p(xn|Zn)p(Zn|Zn−1) ✭✺✳✹✻✮

❆t t❤✐s st❛❣❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s p(xn|Zn) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs Θ ✭❜❡ ✐t ❢♦r t❤❡ ■▼▼ ♦r t❤❡ ●❙▼▼✮✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✻✮ ♦♥❧② ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ Z✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✹✮ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡
♣❛t❤ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ZF0 ∈ [1, U ]N ✱ t❤❡r❡ ❛r❡ UN ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤s✱ ♥❛♠❡❧②✱ ❢♦r t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ❛r♦✉♥❞
10003000✳ ❙✉❝❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐❛❧s ✐s ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t
❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❱✐t❡r❜✐✱ ✶✾✻✼❪✳ ❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ Zn ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦
t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ [1, U ]✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♦♥❧② t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛r❡ ❦❡♣t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② q✉❛♥t✐t② δun✱
❢♦r ❛❧❧ u ∈ [1, U ] ❛♥❞ n ∈ [1, N ]✿

δun = max
Z1:n−1

p(x1:n, Z1:n−1, Zn = u) ✭✺✳✹✼✮

❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡✿

max
u

δuN = max
ZN=u

max
Z1:N−1

p(x1:N , Z1:N−1, ZN = u) = max
Z

p(X, Z) ✭✺✳✹✽✮



✶✸✼

■t ✐s ❡❛s② t♦ ✜♥❞ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ δu(n+1) ❛♥❞ δvn✱ ∀v ∈ [1, U ]✱ ❢♦r 1 ≥ n✿

δu(n+1) = max
Z1:n

p(x1:n+1, Z1:n, Zn+1 = u)

= max
Zn=v


 max

Z1:n−1

p(x1:n, Z1:n−1, Zn = v)

︸ ︷︷ ︸
δvn


 p(xn+1|Zn+1 = u)p(Zn+1 = u|Zn = v)

δu(n+1) =
(
max

v
δvnq(v, u)

)
p(xn+1|Zn+1 = u) ✭✺✳✹✾✮

❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ❧❛st r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❤❡❧❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❧♦♦♣ ♦✈❡r ❛❧❧
t❤❡ ❢r❛♠❡s✳ ❆t ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡✱ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜❧❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t✇♦ U ×N
♠❛tr✐❝❡s✿ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ∆ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts
Ψ✱ ✇❤✐❝❤ r❡❝♦r❞s ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❧❛❜❡❧s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ∆✳
❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ∆ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❯s✐♥❣
t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ✐♥ Ψ✱ t❤❡ ❜❡st ♣❛t❤ ❢♦r Ẑ ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❦❡❞ ❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❛t ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✳
❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹✳

❆t ❧❛st✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤ Z ♦r ZF0 ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠s✱
t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ r❡✲❛❞❛♣t❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♠❛r❦s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡
♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s②st❡♠s✿

❋✲■ ❚❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s Z = (ZF0 , ZΦ)✳

❋✲■■ ❚♦ ❞❡❝♦❞❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ZF0 ✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ HF0 ✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✳

❋✲■■■ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ Z ✐s st✐❧❧ ❤❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✺✳✹✳

▼❯❙✲■ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❜❡❛♠ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❞❡❝♦❞✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦t❡s✳

❙❊P✲■ ❚❤❡ ❱✐t❡r❜✐ tr❛❝❦✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r♦✉♥❞s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛♥
✐t❡r❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ s♦♠❡ ✇❛②s✱ ❜✉t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ❛s ❢♦r s②st❡♠ ❋✲■■■ ❤❛s ✐ts ❧✐♠✐ts✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② t❡sts ❞♦♥❡ ✇✐t❤ s②st❡♠ ❋✲■■■
❞♦ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ s♦❧♦ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐t s❡❡♠s ❧❡ss r♦❜✉st
t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠ ❙❊P✲■✱ ✉s✐♥❣ ❋✲■■ ❛s ♣r❡✲♣r♦❝❡ss♦r ❢♦r t❤❡ ♠❡❧♦❞② tr❛❝❦✐♥❣✳
◆♦t❡ t❤❛t ❛♥② ♦t❤❡r ♠❡❧♦❞② tr❛❝❦❡r ❝♦✉❧❞ r❡♣❧❛❝❡ ❋✲■■✱ ✐❢ r❡q✉✐r❡❞✳

✺✳✹✳✷ ❇❡❛♠ s❡❛r❝❤ ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦t❡ ❧❛②❡r E

❆t ❧❛st✱ ❢♦r s②st❡♠ ▼❯❙✲■✱ t❤❡ ♥♦t❡ s❡q✉❡♥❝❡ E ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦❞❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ✸ ♠❛✐♥ ♣❛rts✿ t❤❡ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧
❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ❢♦r t❤❡ ❋✵ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✱ ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♠✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛②❡r ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✿

p(X|Θ̂✭❙✮■▼▼
)× p(Θ̂✭❙✮■▼▼|ZF0)︸ ︷︷ ︸

❋r❛♠❡✲✇✐s❡ ❧❡✈❡❧

× p(ZF0 |E)︸ ︷︷ ︸
P❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t

× p(E)︸ ︷︷ ︸
▼✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t

✭✺✳✺✻✮



✶✸✽ ✺✳ P❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿
❢♦r u ∈ [1, U ] ❞♦

δu1 = p(Z1 = u)p(x1|Z1 = u) ✭✺✳✺✵✮

ψu1 = 0 ✭✺✳✺✶✮

❡♥❞ ❢♦r
■t❡r❛t✐♦♥✿
❢♦r n ❢r♦♠ 2 t♦ N ❞♦
❢♦r u ∈ [1, U ] ❞♦

δun =
(
max

v
δv(n−1)q(v, u)

)
p(xn|Zn = u) ✭✺✳✺✷✮

ψun = arg max
v

δv(n−1)q(v, u) ✭✺✳✺✸✮

❡♥❞ ❢♦r
❡♥❞ ❢♦r
❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥✿

ẐN = arg max
u

δuN ✭✺✳✺✹✮

❇❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣✿
❢♦r n ❢r♦♠ N t♦ 2 ❞♦

Ẑn−1 = ψ
bZnn

✭✺✳✺✺✮

❡♥❞ ❢♦r



✶✸✾

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❱✐♥❝❡♥t✱ ✷✵✵✹❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ♥♦t❡✲❧❡✈❡❧
♣❛t❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❛❧♠♦st ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
♠❡♠♦r② s♣❛❝❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜❡❛♠ s❡❛r❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤✉❣❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ st♦r❡ ❡✈❡r② ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛tr✐① Θ✭❙✮■▼▼ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❛t❤✳

■♥st❡❛❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✱ s②st❡♠ ▼❯❙✲■ ✐♥✈♦❧✈❡s r♦✉♥❞s ♦❢
❡st✐♠❛t✐♦♥s t❤❛t ❛✐♠✱ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s✐r❡❞ s♦✲
❧✉t✐♦♥ Ê, ẐF0 ✳ ❋✐rst✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❛ ✜rst r♦✉♥❞ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s
❛ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θ̂ = {ĤΓ, ĤΦ, ĤF0 ,ŴM , ĤM}✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✱ t❤❡ s♦✉r❝❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛tr✐① ĤF0 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣✐t❝❤ s❛❧✐❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❡
♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦♥❣✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ẐF0 ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✵✮
t❤❡♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✜rst ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥✲
❝✐❡s✱ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳ ❆t ❧❛st✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❡
s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❤❡❧❞ t❤r♦✉❣❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ̂ ❛♥❞ t❤❡ ❡s✲
t✐♠❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ẐF0 ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♥❡❝❡ss❛r② ♦t❤❡r✇✐s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❱✐♥❝❡♥t✱ ✷✵✵✹❪✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❥♦✐♥t
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✉♣ t♦ ❛ ❢r❛♠❡ n t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✉♣ t♦ ❢r❛♠❡ n− 1✿

p(x1:n, Θ̂1:n, Z
F0
1:n, E1:n) = p(xn, Θ̂n, Z

F0
n , En|x1:n−1, Θ̂1:n−1, Z

F0
1:n−1, E1:n−1)

× p(x1:n−1, Θ̂1:n−1, Z
F0
1:n−1, E1:n−1)

=
(
p(xn|Θ̂n)p(Θ̂n|ZF0

n )p(ZF0
n |ZF0

n−1, En)p(En|E1:n−1)
)

× p(x1:n−1, Θ̂1:n−1, Z
F0
1:n−1, E1:n−1)

✭✺✳✺✼✮

■♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✼✮✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t✿

p(xn|Θ̂n)p(Θ̂n|ZF0
n = u) ∝ hF0

un ✭✺✳✺✽✮

p(ZF0
n |ZF0

n−1, En) ∝ p(ZF0
n |ZF0

n−1)p(Z
F0
n |En) ✭✺✳✺✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✽✮ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✾✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p(En|E1:n−1) ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✷✮✳ ❚❤❛♥❦s t♦ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✼✮✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♦♥❣
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♦✈❡r t❤❡ ❢r❛♠❡s✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♣❛t❤ E ✐s ♦♣t✐♠❛❧✱ t❤✐s
❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡✱ s✐♠♣❧❡
r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ s♦ ❛s t♦ ♣r✉♥❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♣❛t❤s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❧✐❦❡❧② t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❢❡❛s✐❜❧❡
♣❛t❤s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛rt✐❛❧ ♣❛t❤ E1:n ✉♣ t♦ ❢r❛♠❡ n ♠❛② ❜❡
0✱ ❞✉❡ t♦ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦r ✈❡r② ❧♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✴❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ HF0 ✳

❚♦ ❢✉rt❤❡r ♣r✉♥❡ t❤❡ ♣❛t❤s✱ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥♦t❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛t ❡❛❝❤
❢r❛♠❡✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❋✵ s❡q✉❡♥❝❡ ẐF0

n ✱ ❛t ❢r❛♠❡ n✿

EC
n (δ▼■❉■) = 12 log2

(
F(ẐF0

n )

440

)
+ 69 + δ▼■❉■ ✭✺✳✻✵✮

✇❤❡r❡ δ▼■❉■ ∈ [−∆▼■❉■,∆▼■❉■]✱ ∆▼■❉■ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛✉t❤♦r✐③❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✏st❛♥✲
❞❛r❞✑ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♥♦t❡ n▼■❉■ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❢r❡q✉❡♥❝② F(ẐF0

n ) ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ s❡♠✐t♦♥❡s✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss
t♦❧❡r❛♥❝❡ t♦ ❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s ✈✐❜r❛t♦✱ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ❛tt❛❝❦s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳



✶✹✵ ✺✳ P❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❲❡ ✜rst ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ♣❛rt✐❛❧ ♣❛t❤s ❛t ❢r❛♠❡ 1 ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♥♦t❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ❚❤❡♥ ❡❛❝❤
♣❛t❤ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t ❢r❛♠❡ t❤r♦✉❣❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥
♦❢ s✐❧❡♥❝❡✱ ♥❛♠❡❧② E2 = E1 = 0✱ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦t❡✱ E2 = E1 6= 0✱ ❞❡❧❡t✐♦♥✱ E1 6= 0✱
E2 = 0✱ ♦♥s❡t ❢r♦♠ s✐❧❡♥❝❡✱ E1 = 0 ❛♥❞ E2 6= 0 ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♥♦t❡✱ E1 6= E2✱ E1 6= 0
❛♥❞ E2 6= 0✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r E2 ❛r❡ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s E

C
2 (δ▼■❉■) ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✻✵✮✳

❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ ✐s t♦ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♦✉r❝❡
st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ẐF0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦t❡ s❡q✉❡♥❝❡ Ê✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛t❤ E1:n✱ ❛t ❢r❛♠❡
n✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ st❛t❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t✿

ẐF0
n = arg max

u
p(xn|Θn)p(Θn|ZF0

n = u)p(ZF0
n = u|ẐF0

n−1)p(Z
F0
n = u|En)

= arg max
u

hF0
unp(Z

F0
n = u|ẐF0

n−1)p(Z
F0
n = u|En) ✭✺✳✻✶✮

✇❤❡r❡ p(ZF0
n = u|ẐF0

n−1) = q(ẐF0
n−1, u) ❛♥❞ p(ZF0

n = u|En) ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✾✮✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✻✶✮ ❞♦❡s ♥♦t ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡q✉❡♥❝❡
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦r ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❍▼▼ str✉❝t✉r❡✱ ❛s ✇✐t❤ t❤❡
❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ②❡t r❡❧❡✈❛♥t s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐ss✉❡
♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❋✵ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦t❡✳

❖♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♣❛t❤s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❛❜♦✈❡✱ ♦t❤❡r ♣r✉♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ♠❛② ❛♣♣❧②✳ ❋✐rst✱ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣❛t❤s✱ N♣❛t❤s ♣❛t❤s✱ ❛r❡ ❦❡♣t
❛s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❡①t ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♣❛t❤s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞
❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡✐r ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst N♣❛t❤s ♣❛t❤s ❛r❡ ❦❡♣t✳ ■❢
t✇♦ ♣❛rt✐❛❧ ♣❛t❤ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦t❡✱ ✇✐t❤ s❛♠❡ ♦♥s❡tt✐♥❣ ❢r❛♠❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❛t❤
✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞r♦♣♣❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡
♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❛t ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧❛st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ s♦♥❣✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s s✉♠♠❡❞ ✉♣ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✺✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛t❤✱ s❡✈❡r❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡
st♦r❡❞✿ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② st❛t❡s ẐF0

1:n✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ẐF0
1:n✱ t❤❡

♥♦t❡ ♦♥s❡ts✱ t❤❡✐r ❞✉r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ♥♦t❡ ♦♥s❡t✳
◆♦t❡ ❛t ❧❛st t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❘❛❜✐♥❡r✱ ✶✾✽✾❪ ✐♥

t❤✐s ❝❛s❡✱ ♥❛♠❡❧② ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞
❛❧s♦ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② ✉s❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐♠♣❧✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛s ❤✐❞❞❡♥
st❛t❡s ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦t❡s ❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥s✳



✶✹✶

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦t❡ s❡q✉❡♥❝❡ E ❢♦r s②st❡♠ ▼❯❙✲■

■♥✐t✐❛❧✐③❡ ♣❛t❤s
❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s EC

1 ❞♦
❋✐♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ẐF0

1 ✳

❈♦♠♣✉t❡ p(x1, Θ̂1, Ẑ
F0
1 , Ê1)✳

❡♥❞ ❢♦r
❖r❣❛♥✐③❡ ❛♥❞ ♣r✉♥❡ t❤❡ ♣❛t❤s✳
❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤s
❢♦r n ∈ [2, N ] ❞♦
❢♦r ❛❧❧ ♣❛t❤s t❤❛t ✇❡r❡ ❦❡♣t ❞♦
❊①t❡♥❞ t❤❡ ♣❛t❤ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✱ ❞❡❧❡t✐♦♥✱ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
❚❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ♥❡✇ ♥♦t❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♥♦t❡s EC

n ✳
❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡✇❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❛t❤ ❞♦
✐❢ En 6= 0 t❤❡♥
❋✐♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ẐF0

n ✳
❡♥❞ ✐❢
❈♦♠♣✉t❡ p(x1:n, Θ̂1:n, Ẑ

F0
1:n, Ê1:n)✱ ✉s✐♥❣ p(x1:n−1, Θ̂1:n−1, Ẑ

F0
1:n−1, Ê1:n−1)✳

❡♥❞ ❢♦r
❡♥❞ ❢♦r
❖r❣❛♥✐③❡ ❛♥❞ ♣r✉♥❡ t❤❡ ♣❛t❤s✳

❡♥❞ ❢♦r
❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥
Ê ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ♣❛t❤ E t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s p(X, Θ̂, ẐF0 , E)✳
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❈❤❛♣t❡r ✻

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✜rst ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❋✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉s✐❝❛❧ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✇❡r❡
♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❛❪ ❛♥❞ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞✉r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❲❡✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✳

❲❡ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❉✉r✲
r✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪ ❢♦r t❤❡ ♠♦♥♦✲❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛s❡ ❛♥❞ ✐♥ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪ ❢♦r t❤❡ st❡r❡♦
❡①t❡♥s✐♦♥✳

✻✳✶ ❋✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉s✐❝❛❧ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ZF0 ✐s ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s ♠✉s✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ r❛t❤❡r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞② tr❛♥✲
s❝r✐♣t✐♦♥ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦t❡s E ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✳

❚❤❡ t❛r❣❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛r❡ ◗✉❡r②✲❜②✲❍✉♠♠✐♥❣ ✭◗❜❍✮ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣✉r❡
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❢♦r ✏❛❞✈❛♥❝❡❞✑ ✉s❡rs✱ ♦r s♦♥❣ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥t❡♥t✲
❜❛s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❛❪✱ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ ❬❉✉r✲
r✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❝❪ ❛♥❞ ❬❲❡✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✱ ✇✐t❤ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼✉s✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❘❡tr✐❡✈❛❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡❳❝❤❛♥❣❡ ✭▼■❘❊❳✮ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥s ✐♥ ✷✵✵✽ ❛♥❞ ✷✵✵✾✱ ❢♦r t❤❡
✏❆✉❞✐♦ ▼❡❧♦❞② ❊①tr❛❝t✐♦♥✑ t❛s❦✳

✻✳✶✳✶ ❋r❛♠❡✲✇✐s❡ ❋✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞②

❆❢t❡r t❤❡ t❛s❦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❛❧❧❡❞✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽ ✭✇❤✐❝❤ ✇❛s r✉♥
❛❣❛✐♥ ❛t ♦✉r r❡q✉❡st✮ ❛♥❞ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✾✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s✉❜♠✐tt✐♥❣ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱
s♦♠❡ ✏t✉♥✐♥❣✑ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♠❛❞❡✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r
s②st❡♠s ❛r❡ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❛♥❞ ❛t ❧❛st s♦♠❡ ❤✐♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s②st❡♠ ❋✲■■■
❛r❡ ❣✐✈❡♥✳



✶✹✹ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✻✳✶✳✶✳✶ ❚❛s❦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❚❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ✏❆✉❞✐♦ ▼❡❧♦❞② ❊①tr❛❝t✐♦♥✑✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ▼■❘❊❳ ❝❛♠♣❛✐❣♥s✱
❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❚❤❡ s②st❡♠s ❛r❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠❛t✿

• ■♥♣✉t✿ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❛✉❞✐♦ ✜❧❡✱ ❲❆❱ ❢♦r♠❛t✱ ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ✹✹✶✵✵❍③✳

• ❖✉t♣✉t✿ ❛ ✜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❛t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
♠❡❧♦❞② ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡q✉❡♥❝❡✳

• ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✿ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ✐s ♥♦t ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
▼■❘❊❳ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ❛r❡ ❤❡r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤♦❧❞✳

✻✳✶✳✶✳✷ Pr♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s

❚✇♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ ♥♦t❛❜❧② ♣❛rt✐❝✲
✐♣❛t✐♥❣ t♦ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽ ❛♥❞ ✷✵✵✾✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s s②st❡♠ ❋✲■✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ●❙▼▼✱
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s s②st❡♠ ❋✲■■✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ■▼▼✱ ❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❱✐t❡r❜✐
s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤✐s t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ s②st❡♠ ❋✲■■✳ ❋♦r s②st❡♠ ❋✲■■✱ ❛s ✐t ✉s❡s t❤❡ ■▼▼✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐ss✉❡ ✇✐t❤
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ s✐❧❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❛♠♦✉♥t t♦ ❛❞❞✐♥❣ ❛ s♣❡❝tr✉♠
✇✐t❤ ③❡r♦❡s ❛t ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥s t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① WF0 ✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ HF0

✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ❛s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ✇♦✉❧❞ ❛♥②✇❛② ❜❡ ♥✉❧❧✳
❚❤✐s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ✏str❡♥❣t❤✑ ♦❢ s✐❧❡♥❝❡✱
❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r str❛t❡❣② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ●❙▼▼ ✭s②st❡♠s ❋✲■ ❛♥❞ ❋✲■■■✮✳ ❆ ✜rst ❛tt❡♠♣t ✇❛s t♦ ❝r❡❛t❡
❛♥ ✏❛♠♣❧✐t✉❞❡✑ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐❧❡♥❝❡✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r st❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐ts❡❧❢✱ ❛♥❞ ✇❛s
❤❛r❞ t♦ t✉♥❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❢r❛♠❡s t❤❛t
❛r❡ ✈♦✐❝❡❞ ♦r ✉♥✈♦✐❝❡❞ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛s ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✼❪✱ ❥♦✐♥t❧② ❬❍s✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ♦r ❛s ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬❋✉❥✐❤❛r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤
❛ s❝❤❡♠❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ s♦♠❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s r❛t❤❡r
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛ ♠♦r❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞✱ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡s ❛❢t❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ r✉❧✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ❢r❛♠❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s t♦♦ ❧♦✇✿ ❛❢t❡r t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ s♠♦♦t❤✐♥❣✱ t❤❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ ✐s ✜rst ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ♣❛t❤✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦
✏❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡✑ ❛♥❞ ♥♦♥✲✏❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡✑ s❡❣♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ t❤❡✐r ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❢r❛♠❡s r❡♣r❡s❡♥t ♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✾✳✾✺✪
♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ❡♥❡r❣②✳ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ❢r❛♠❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡
❡♥❡r❣② ✐s ✉♥❞❡r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛r❡ s❡t t♦ ✵ ❛❢t❡r s♠♦♦t❤✐♥❣✳

❆t ❧❛st✱ t❤❡ t❤✐r❞ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠✱ ❋✲■■■✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ❍▼▼ str✉❝t✉r❡ ❞✐r❡❝t❧②
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❛s ♦♥❧② r♦✉❣❤❧② t❡st❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❢♦r ❋✲■■■ ❛r❡ ♦♥❧② s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳✶✶✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❋✲■ ❛♥❞
❋✲■■✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❜♦t❤ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽ ❛♥❞ ✷✵✵✾ ❝❛♠♣❛✐❣♥s✱ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞
❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳✹ t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳✶✵✳



✶✹✺

✻✳✶✳✶✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r s②st❡♠s ❛t t❤❡ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽ ❛♥❞ ✷✵✵✾
❆✉❞✐♦ ▼❡❧♦❞② ❊①tr❛❝t✐♦♥ t❛s❦s✳ ❚❤❡ ♠❡tr✐❝s t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ▼■❘❊❳
✷✵✵✺ ❡❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛s❦✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ P♦❧✐♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✳ ❚❤❡s❡ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ✭❛s
♦♣♣♦s❡❞ t♦ ♥♦t❡✲✇✐s❡✮ ♠❡❛s✉r❡s✿ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ♦♥s❡ts ❛♥❞ ♦✛s❡ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t❡s
❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❜✉t ♦♥❧② t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❛♠❡✳ ❆♥ ❡st✐♠❛t❡❞
♣✐t❝❤ t❤❛t ❢❛❧❧s ✇✐t❤✐♥ ❛ q✉❛rt❡r t♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ ❛ ❢r❛♠❡
❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ✉♥✈♦✐❝❡❞ ❛r❡ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ✭❚P✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ t❤❡♥✿

• ❘❛✇ P✐t❝❤ ❆❝❝✉r❛❝② ✭❆❝❝✳✮✿ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✈♦✐❝❡❞ ❢r❛♠❡s✿

❘❛✇ P✐t❝❤ ❆❝❝✳ =
#{❱♦✐❝❡❞ ❚P}

#{❱♦✐❝❡❞ ❋r❛♠❡s}

• ❖✈❡r❛❧❧ ❆❝❝✉r❛❝②✿ ❛❝❝✉r❛❝② ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❢r❛♠❡s✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s✐❧❡♥❝❡
✭✉♥✈♦✐❝❡❞✮ ❢r❛♠❡s✿

❖✈❡r❛❧❧ ❆❝❝✳ =
#{❚P}

#{❋r❛♠❡s}

❚❤❡ ❧❛st ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛❧s♦ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ♣❧❛②s ♦r ♥♦t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❛✇ ♣✐t❝❤ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥❢♦r♠s
❛❜♦✉t t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ r✐❣❤t ♣✐t❝❤ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦♥✲♥✉❧❧ ♦♥❡✳

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ✏❜❛❝❦✲❡♥❞✑ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ◗❜❍
♦r ❝♦✈❡r ✈❡rs✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡❧♦❞② ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐t ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡tt❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖♥❡
❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛rt❧② ❛s ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r
♦✉r ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳

✻✳✶✳✶✳✹ ❉❛t❛s❡ts ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚❤❡ ■❙▼■❘✵✹ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✷✵ s♦♥❣s ❛♥❞ t❤❡ ▼■❘❊❳✵✺ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✷✺ s♦♥❣s✱
❜♦t❤ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ P♦❧✐♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✳ ❋♦r ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽✱ ❛ ♥❡✇ ❞❛t❛s❡t
✭▼■❘❊❳✵✽✮ ✇❛s ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇✐t❤ ✽ ✈♦❝❛❧ ■♥❞✐❛♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠✉s✐❝ ❡①❝❡r♣ts✶✳ ❆t ❧❛st✱
❛ ♥❡✇ t❡st s❡t ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ▼■❘❊❳ ✷✵✵✾✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ ▼■❘✲✶❑
❞❛t❛s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❡t ♦❢ s❤♦rt ❡①❝❡r♣ts ♦❢ ❦❛r❛♦❦❡ s♦♥❣s✳ ❚❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤
❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ✐s t❤❡ ❢r❛♠❡✇✐s❡ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥str✉♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ ♦♥❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❡r ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ❤♦♣s✐③❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❢r❛♠❡s ✐s 10♠s✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
s♦♥❣s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❛t ✹✹✶✵✵❍③✳ ❇❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ t❤❡② ❛r❡ ❞♦✇♥✲s❛♠♣❧❡❞ t♦ ✶✶✵✷✺❍③ ✐♥
♦✉r st✉❞✐❡s✱ ♠❛✐♥❧② ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❡r♣ts ♠❛②
✈❛r② ❢r♦♠ ✶✵ s❡❝♦♥❞s ✉♣ t♦ ❛❜♦✉t ✸✵ s❡❝♦♥❞s✳

❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ■▼▼ ✇❡r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❛❪✳
❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽ ✇❛s t❤❡ ■❙▼■❘✷✵✵✹ s❡t ✭✷✵ ✜❧❡s✮ ✇✐t❤ ✶✸
✜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ▼■❘❊❳✵✺ ❞❛t❛s❡t✳ ❋♦r ▼■❘❊❳ ✷✵✵✾✱ ▼■❘✲✶❑ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s❡t✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳✶✳

✶❚❤✐s s✉❜s❡t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡❡✳✐✐t❜✳❛❝✳✐♥✴❞❛♣❧❛❜✴▼❡❧♦❞②❊①tr❛❝t✐♦♥✴✳
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✭❝✮ ■▼▼✿ ❤♦♣s✐③❡ ♦❢ ✺✳✽♠s✳
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✭❞✮ ❙■▼▼✿ ❤♦♣s✐③❡ ♦❢ ✺✳✽♠s✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❋✲■■ ✭✭❙✮■▼▼✮✿ t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs K ❛♥❞ R✳

✻✳✶✳✶✳✺ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ♦r
❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s❡t ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✇❡r❡ t❡st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ■▼▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t
❧❡❛❞s t♦ ❢❛✐r❧② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❝❝✉r❛❝✐❡s✱ ♦♥ t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s❡t ❢♦r ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽ ✭■❙▼■❘✵✹ ✰ ♣❛rts ♦❢ ▼■❘❊❳✵✺ ❞❛t❛s❡ts✮✱ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞
♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳

❋✐rst✱ s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❧t❡rs K ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t
❝♦♠♣♦♥❡♥ts R ✇❡r❡ t❡st❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❝❝✉r❛❝✐❡s r♦✉❣❤❧② r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✼✸✪ t♦ ✼✼✪✳
▲♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ K ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r R t❡♥❞ t♦ ❣✐✈❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
♥♦t❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ❢♦r K = 1✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ✜❧t❡r✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠❜s ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡
s♦✉r❝❡ ♣❛rt ❛r❡ ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ■♥ t❤❡ ■▼▼✱ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✭❝✮✱ t❤❡
✜❧t❡r ♣❛rt ✐s ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤✳ ❚❤✐s ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❡✈❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡st✐♠❛t❡❞
✜❧t❡r ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐❣♥❛❧ ✇❛s s♦♠❡t✐♠❡s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ❋♦r ♠❡❧♦❞②
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦t ❤❛r♠❢✉❧ t♦ ✉s❡ s✉❝❤ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✜❧t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ✜❧t❡rs ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡✐r s❡♠❛♥t✐❝ ♠❡❛♥✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛s ❧②r✐❝s r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱
s♠♦♦t❤✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡rs ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ■♥ t❤❡ ❙■▼▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✭❞✮✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❧t❡rs ❛r❡ s♠♦♦t❤❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r K = 1 ❛r❡ st✐❧❧ t❤❡ ❜❡st ♦♥❡s ❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s
♦❢ R✱ ❜✉t ❢r♦♠ R = 32 ♦♥✱ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ K = 4 ❛r❡ t❤❡ ❜❡st✳ ❚❤✐s s❡❡♠s t♦ s❤♦✇ t❤❛t
❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡rs ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♠❛② ❧✐♠✐t
t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❋♦r ♦✉r ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ K = 4 ❛♥❞ R = 32✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✐❞❡❛❧❧②
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✹ ✜❧t❡rs✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✹ ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦✇❡❧s✱ ❛♥❞ t♦ ✸✷ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r t❤❡
❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ ✸✷ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦t❡ ♦r ♣❡r❝✉ss✐✈❡ s♦✉♥❞✳
❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✇❤✐❧❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❣♦♦❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❲❡ ❛❧s♦ t❡st❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠❜s✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
♦❢ t❤❡ ❣❧♦tt❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✮ ❜② ch = 1✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣
s✉❝❤ ❝♦♠❜s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❣❧♦tt❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r r❡s✉❧ts✱ ✐t
✐s st✐❧❧ ❜❡tt❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ❣❧♦tt❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝❧♦s❡r t♦ ❛❝t✉❛❧ ♥❛t✉r❛❧ s♦✉♥❞s✱



✶✹✼

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ P❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r Ust✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s②st❡♠ ❋✲■✱ ❋✲■■ ❛♥❞ ❋✲■■■✳

Ust ▼■❘❊❳✵✽ ▼■❘❊❳✵✾

❋✲■ ✹ ✹
❋✲■■ ✹ ✽
❋✲■■■ ✹ ✹

✇✐t❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♣❡❝tr❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡s✳ ❲✐t❤ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠❜s ✇❤♦s❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡s
❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠✱ t❤❡ ✜❧t❡r s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t♦ ✜t t❤❡ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡
❝❤♦s❡♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜❧t❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s
✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦tt❛❧ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ❤❡♥❝❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳

❆t ❧❛st✱ s✐♥❝❡ ♦✉r ●❙▼▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r t❤❛♥ ♦✉r ■▼▼ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r t✉♥✐♥❣ ✇❛s ❝♦rr❡❝t ❢♦r ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❙♦♠❡
♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❧s♦ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ♠❛♥✉❛❧❧② s❡t✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✏str❡♥❣t❤✑ ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣
❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ HF0 ✐♥ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ tr❛❝❦✐♥❣✱ α✱ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✾✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts
♣❡r s❡♠✐t♦♥❡ ✐♥ WF0 ✱ Ust✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ✉s❡❞ ❢♦r Ust ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳ α ✇❛s s❡t t♦
10.0✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❧❡❛r♥t ❢r♦♠ s♦♠❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❲❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡ r❛t❡
✭t❤❡ ❙❚❋❚ ✏❤♦♣ s✐③❡✑✮✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧ t♦ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❝❤❛♥❣❡ α✱ s✐♥❝❡ ❜✐❣❣❡r ❋✵
❥✉♠♣s✱ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ α✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❧♦♥❣❡r ❤♦♣ s✐③❡s✳

✻✳✶✳✶✳✻ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❡sts✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝r✐t❡r✐❛ C●❙▼▼(Θ,Θ✬) ❛♥❞ C■▼▼(Θ) ❛♥❞✱
❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ log pΘ(X) ✐♥❝r❡❛s❡ ♦✈❡r t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱
❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r ❛♥ ❡①❝❡r♣t ♦❢ t❤❡
▼■❘❊❳ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❞❛t❛❜❛s❡ ♦♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡❧❧ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ♦r ❛t ❧❡❛st ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ♠❛♥② ♠♦r❡
✐t❡r❛t✐♦♥s ♣❛r❛❞♦①✐❝❛❧❧② r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ✇♦rs❡ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❛ t✉♥✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ s♦✉r❝❡ s♣❡❝tr❛ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ✈♦✐❝❡ WF0 ✳ ■❢ ❛ ♥♦t❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ✈♦✐❝❡
✐s ❞❡t✉♥❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ✐t ✇✐❧❧ ✈❡r② ❧✐❦❡❧② ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣
t♦ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t
❞✐❝t✐♦♥❛r② t♦ ✜t s✉❝❤ ❛ s✐❣♥❛❧✳

✻✳✶✳✶✳✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✭❙✮●❙▼▼ ❛♥❞ ✭❙✮■▼▼

❚❤❡ ✭❙✮●❙▼▼ ❛♥❞ ✭❙✮■▼▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❆❧❣♦r✐t❤♠s ✺✳✸✱ ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r s②s✲
t❡♠ ❋✲■ ❛♥❞ ❋✲■■✱ ❧❡❛❞ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t r❡❛❧❧② ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛✐♥
❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✭❙✮■▼▼ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ♥♦t❡s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❜r❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤✐s t✐♠❜r❡
✏❝♦♥str❛✐♥t✑ ✐s q✉✐t❡ ❧♦♦s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥ HF0 r❡✢❡❝t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②✲
♣❤♦♥✐❝ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✉s✐❝✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❧♦❞② tr❛❝❦❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ●❙▼▼ ❛♥❞ ■▼▼
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t✱ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ t♦ ❜❡ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ s❤♦✇s s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ♠♦❞❡❧s✿ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✮
s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳
❚❤✐s ❢r❛♠❡ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜❧❡ ✏♦♣❡r❛❴❢❡♠✹✳✇❛✈✑ ❢r♦♠ t❤❡ ■❙▼■❘ ✷✵✵✹ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝✲
t✐♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛t t = 9.665s✳ ❖♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♣❡❝tr✉♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ✏♥♦t❡✑✱ ❛t
❛r♦✉♥❞ f0 = 690❍③✱ ❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♥♦t❡s✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✏❝❤✐r♣✑✱ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❋✵ ✈❛❧✉❡✱ ❜② t❤❡ s✐♥❣❡r✱
❞✉r✐♥❣ ❛ ✈✐❜r❛t♦✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ✇✐❞❡r t❤❡ ❧♦❜❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✏❤❛r♠♦♥✐❝
❝♦♠❜✑✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♥♦t❡ ❢♦r ❋✲■ ❛♥❞ ❋✲■■ ❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦rr❡❝t ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠❜s ✜t t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ●❙▼▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞♦ ♥♦t ✜t t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❛s
❝❧♦s❡❧② ❛s t❤❡ ■▼▼ ♦♥❡s ❞♦✳ ❚❤✐s t❡♥❞s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ■▼▼ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❜❡tt❡r ✜t ✈♦❝❛❧
♣❛rts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❛♠❡s ✭✈✐❜r❛t♦✮✿ ♦♥ t❤❡s❡ s❡❣♠❡♥ts✱ t❤❡ ●❙▼▼
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✳

❚❤❡ ■▼▼ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❜✉t ✐ts ❞❡s✐❣♥ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥
t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✻ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s t♦ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❜r❡s ✭✜❧t❡rs✮✿
❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✜❧t❡r k✱ ❛t ❢r❛♠❡ n✱ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ hΦ

kn✳ ❆
♠♦r❡ s❡♥s✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ♠✉s✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ st❛t❡
s❡❧❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ●❙▼▼ ❞✐❛❣r❛♠ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵ ❜② ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛
♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞s t♦ ♠❛♥② ♠♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❤❡♥❝❡ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞
✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❝✐❡s✳

✻✳✶✳✶✳✽ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽✿ ▼❛✐♥ ▼❡❧♦❞② ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛❜❛s❡s ✭■❙▼■❘✵✹✱ ▼■❘❊❳✵✺ ❛♥❞ ▼■❘❊❳✵✽✮ ❛r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡
✏❚♦t❛❧✑ ❝♦❧✉♠♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❧❡s ✐♥ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❚❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜♦❧❞ ❢♦♥t✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
t✇♦ ♦t❤❡r s②st❡♠s t❤❛t ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✻✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ●❙▼▼ ❜❛s❡❞ s②st❡♠
❋✲■ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ✏❞r❞✶✑ ❛♥❞ t❤❡ ■▼▼ ❋✲■■ ✏❞r❞✷✑✱ ❢♦r ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r s②st❡♠s ✏❝❧❧②✑✱ ✏♣❝✑✱ ✏r❦✑✱ ✏✈r✑ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❬❈❛♦ ❛♥❞ ▲✐✱ ✷✵✵✽❪✱ ❬❈❛♥❝❡❧❛✱ ✷✵✵✽❪✱ ❬❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞ ❑❧❛♣✉r✐✱ ✷✵✵✻❪ ❛♥❞ ❬❘❛♦ ❛♥❞ ❘❛♦✱
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✭❜✮ ❋✲■■ ✭■▼▼✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧t

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ✏♦♣❡r❛❴❢❡♠✹✳✇❛✈✑✿ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤✐r♣ ❛r♦✉♥❞ f0 =
690❍③ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞ s♣❡❝tr❛ ❜② s②st❡♠ ❋✲■ ✭●❙▼▼✮
❛♥❞ ❋✲■■ ✭■▼▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸✮✳



✶✺✵ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❆❉❈✷✵✵✹ ▼■❘❊❳✵✺

❙②st❡♠ ❘❛✇ P✐t❝❤ ❆❝❝✳ ❖✈❡r❛❧❧ ❆❝❝✳ ❘❛✇ P✳ ❆❝❝✳ ❖✈✳ ❆❝❝✳

❝❧❧②✶ ✼✺✳✸✪ ✺✵✳✷✪ ✻✽✳✾✪ ✹✽✳✾✪
❝❧❧②✷ ✼✺✳✸✪ ✻✽✳✵✪ ✻✽✳✾✪ ✻✶✳✹✪

❞r❞✶ ✭❋✲■✱ ●❙▼▼✮ ✻✺✳✾✪ ✺✾✳✻✪ ✺✼✳✹✪ ✺✷✳✷✪
❞r❞✷ ✭❋✲■■✱ ■▼▼✮ ✽✺✳✼✪ ✽✶✳✺✪ ✼✷✳✹✪ ✻✻✳✵✪

♣❝ ✽✺✳✶✪ ✽✺✳✶✪ ✼✶✳✵✪ ✻✾✳✽✪
r❦ ✽✷✳✹✪ ✼✽✳✽✪ ✻✾✳✼✪ ✻✹✳✾✪
✈r ✼✼✳✶✪ ✼✵✳✶✪ ✼✶✳✷✪ ✻✸✳✺✪

❆✈❡r❛❣❡ ✼✽✳✶✪ ✼✵✳✺✪ ✻✽✳✺✪ ✻✶✳✵✪

❉r❡ss❧❡r ✽✷✳✾✪ ✽✷✳✺✪ ✼✼✳✼✪ ✼✸✳✷✪
P♦❧✐♥❡r ✼✸✳✷✪ ✼✶✳✾✪ ✻✻✳✷✪ ✻✸✳✵✪

▼■❘❊❳✵✽ ❆✈❡r❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ✸ s❡ts

❙②st❡♠ ❘❛✇ P✐t❝❤ ❆❝❝✳ ❖✈❡r❛❧❧ ❆❝❝✳ ❘❛✇ P✳ ❆❝❝✳ ❖✈✳ ❆❝❝✳

❝❧❧②✶ ✺✹✳✼✪ ✺✶✳✹✪ ✻✾✳✷✪ ✹✾✳✽✪
❝❧❧②✷ ✺✹✳✼✪ ✹✾✳✼✪ ✻✾✳✷✪ ✻✷✳✶✪

❞r❞✶ ✭❋✲■✱ ●❙▼▼✮ ✽✺✳✽✪ ✼✻✳✵✪ ✻✹✳✾✪ ✺✽✳✻✪
❞r❞✷ ✭❋✲■■✱ ■▼▼✮ ✽✶✳✽✪ ✼✺✳✵✪ ✼✽✳✾✪ ✼✸✳✷✪

♣❝ ✽✸✳✾✪ ✼✸✳✸✪ ✼✽✳✸✪ ✼✻✳✶✪
r❦ ✽✸✳✺✪ ✼✺✳✸✪ ✼✼✳✸✪ ✼✶✳✶✪
✈r ✽✽✳✷✪ ✻✻✳✼✪ ✼✺✳✸✪ ✻✼✳✶✪

❆✈❡r❛❣❡ ✼✻✳✶✪ ✻✻✳✽✪ ✼✸✳✸✪ ✻✺✳✹✪

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r s②st❡♠s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦
▼■❘❊❳ ✷✵✵✽ ❆✉❞✐♦ ▼❡❧♦❞② ❊①tr❛❝t✐♦♥ t❛s❦✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛❞❞❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜② ✷ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts
❢r♦♠ t❤❡ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✻ ❡❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛s❦✳

✷✵✵✽❪✳

❖♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ✸ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ s②st❡♠ ❋✲■■ ✭❞r❞✷✱ ■▼▼✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❜❡st ❛❝❝✉r❛❝②
♦♥ t❤❡ ✈♦✐❝❡❞ ❢r❛♠❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❖♥ t❤❡ ✷✵✵✹ ❛♥❞ ✷✵✵✺ s❡ts✱ ✐t ❛❧s♦
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✜rst ❢♦r t❤❡ ✈♦✐❝❡❞ ❢r❛♠❡s✱ s❡❝♦♥❞ ❢♦r t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❖♥ t❤❡ ✷✵✵✽ ❞❛t❛s❡t✱
✐t ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦✈❡r ✽✵✪ ♦♥ t❤❡ ✈♦✐❝❡❞ ❢r❛♠❡s ❛♥❞ ✼✺✪ ♦❢ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇
t❤❛t ❋✲■■ ✐s r♦❜✉st t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❙②st❡♠ ❋✲■✱ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❞✐❞ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ s♦ ✇❡❧❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ✷✵✵✹ ❛♥❞ ✷✵✵✺
❞❛t❛s❡ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ✷✵✵✽ s❡t✱ ✐t ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❜❡st ♦✈❡r❛❧❧ ❛❝❝✉r❛❝②✳
■t s❡❡♠s t♦ ♣❡r❢♦r♠ q✉✐t❡ ✇❡❧❧ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝❛s❡s✿ ❢♦r t❤❡ ▼■❘❊❳✵✽ ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡
♣♦❧②♣❤♦♥② ✐s r❛t❤❡r ✇❡❛❦✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✈♦✐❝❡ ✲ ❛ s✐♥❣❡r ✲ ✐s ♣r♦♠✐♥❡♥t ♦✈❡r ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
♠✉s✐❝ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s♦❢t ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣❡❞❛❧ ♣❧❛②❡❞ ❜② ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ str✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ♣❧✉s
s♦♠❡ ■♥❞✐❛♥ ♣❡r❝✉ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✷✵✵✺ ❞❛t❛❜❛s❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❲❡st❡r♥
✇♦r❧❞ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♠✉s✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ q✉✐t❡ ❞✐✈❡rs❡✱ ✇✐t❤ ✏str♦♥❣❡r✑ ♣♦❧②✲
♣❤♦♥✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ●❙▼▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥② ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡ ♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❛ s♦♥❣ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧
♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ C●❙▼▼✳ ■❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦♦ ❢❛r ❢r♦♠
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✐❣❤t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♠❛①✐♠❛✱ ❛♥❞



✶✺✶

♠✐ss t❤❡ ♠❛✐♥ ✈♦✐❝❡✳ ■t ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ♥♦t ❛ s✐♥❣❡r✱ ♦r
✐❢ ♦t❤❡r ✐♥str✉♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② str♦♥❣ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ s♦♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts
t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❋✲■■ ✭■▼▼✮✱ ❜✉t ✉♣ t♦ ❛ ❧❡ss❡r s❝❛❧❡ t❤❛♥ ✇✐t❤ ❋✲■ ✭●❙▼▼✮✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱
❛♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ♠❛② ❛❧s♦ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s✐❣♥✳ ❋♦r s♦♠❡ s♦♥❣s✱
t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❤❡♥❝❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t
r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✉❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❋✲■ r❡✢❡❝ts ❤♦✇
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✐t ✐s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡ t❤✐s s♦rt ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

●❧♦❜❛❧❧②✱ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s❡t ✭t❤❡ ✷✵ s♦♥❣s ❢r♦♠ ■❙▼■❘✵✹ ❛♥❞ ✶✸ s♦♥❣s
❢r♦♠ t❤❡ ▼■❘❊❳✵✺ s❡t✮✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✈♦✐❝❡❞ ❢r❛♠❡s ✐s ❛❜♦✉t ✽✺✪ ❢♦r ■❙▼■❘✵✹ ❛♥❞
✻✸✪ ❢♦r ▼■❘❊❳✵✺✳ ❙✉❝❝❡ss❢✉❧❧② tr❛♥s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ❣♦♦❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐♥t♦ ✈♦✐❝❡❞✴✉♥✈♦✐❝❡❞
❢r❛♠❡s ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ✈♦✐❝❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥str✉♠❡♥t
❛♥❞ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ✐♥str✉♠❡♥ts t❤❛t ♠❛② ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r ❛s
✏♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t✑ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❛✐♥ ✈♦✐❝❡ ✐s s✐❧❡♥t✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ❤❛♣♣❡♥s ♠♦r❡ ♦❢t❡♥
✇✐t❤ ❧♦✇❡r ✈♦✐❝❡❞ ❢r❛♠❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ s②st❡♠s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛
r❡❧❛t✐✈❡ ❞r♦♣ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ▼■❘❊❳✵✺ s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❜❡tt❡r s❝❤❡♠❡s
t♦ ❞❡t❡❝t ✈♦✐❝❡❞ ❢r❛♠❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❬❉r❡ss❧❡r✱ ✷✵✵✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞
t♦ t❤❡ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✺ ❛♥❞ ✷✵✵✻ ❛✉❞✐♦ ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝t✐♦♥ t❛s❦s✱ s❡❡♠s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛rs q✉✐t❡ r♦❜✉st ❡✈❡♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽✱
❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ✐ts ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ t♦ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✾ ❬❉r❡ss❧❡r✱ ✷✵✵✾❪✳

❆t ❧❛st✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❋✲■ ❛♥❞ ❋✲■■✱ ♦♥ s♦♠❡ ♣♦♦r❧② tr❛♥s❝r✐❜❡❞ s♦♥❣s✱ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ♣r♦❝❡ss
♠✐s❧❡❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t♦ ✜t ❛♥ ❡rr♦♥❡♦✉s ✏♣❛t❤✑✱ ❡✳❣✳ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥❡ ♦❝t❛✈❡ ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣♦♦r❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ♦r
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐♥str✉♠❡♥t ♦♥ ♦♥❡ ❢r❛♠❡✱ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤❡ ❡rr♦rs
t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❢r❛♠❡s✳ ❚❤❡ tr❛♥s❝r✐❜❡❞ ♠❡❧♦❞② ♠❛② t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡✱ ♦♥ s♦♠❡ s❡❣♠❡♥ts✱
t❤❡ ♦♥❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❛✐♥ ✐♥str✉♠❡♥t✳

✻✳✶✳✶✳✾ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✾✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽ ♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s❡ts

❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡s❡ s❡ts
❛r❡ t❤❡ ■❙▼■❘✵✹ s❡t ✭✷✵ ✜❧❡s ♦❢ ❛❜♦✉t ✸✵ s❡❝♦♥❞s ❡❛❝❤✮✱ t❤❡ ▼■❘❊❳✵✺ s❡t ✭✶✸ ✜❧❡s✱ ✷✵
s❡❝♦♥❞s✮ ❛♥❞ ▼■❘✲✶❑ ✭✶✵✵✵ ✜❧❡s✱ ✶✵ s❡❝♦♥❞s ❡❛❝❤✮✳

❉✉r✐♥❣ ♦✉r t❡sts✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ✏❘❛✇ P✐t❝❤✴❚♦t❛❧ ❆❝❝✉r❛❝②✑ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛✲
❜❧❡ ✻✳✸✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ✇❛s s❡t ❢♦r ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ [80, 800]✱ ✇✐t❤
✹ ♣✐t❝❤❡s ♣❡r s❡♠✐✲t♦♥❡ ❢♦r s②st❡♠ ❋✲■ ✭❙●❙▼▼✮ ❛♥❞ ✽ ❢♦r ❋✲■■ ✭❙■▼▼✮✳ ❚❤❡ r❡♣♦rt❡❞
❋✲■■ r❡s✉❧ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ K = 2 ❛♥❞ R = 100✱ ❛❢t❡r ✺✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r
❋✲■✱ K = 2✱ R = 20✱ ❛❢t❡r ✶✺ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❋✲■ ✭●❙▼▼✮ ❛♥❞ ❋✲■■ ✭■▼▼✮
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽ ❛r❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽✱ ♦♥ t❤❡
▼■❘❊❳✵✺ s✉❜s❡t✱ ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s❡t✱ ❛s
✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡s ❢♦r ❋✲■ ✭❙●❙▼▼✮ ❛♥❞ ❋✲■■ ✭❙■▼▼✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸ s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ s②st❡♠s ❤❛✈❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✇❤❛t ✇❡ ✇♦✉❞ ❤❛✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ s✐♥❝❡ s②st❡♠ ❋✲■■ ✭❙■▼▼✮ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r②
♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❋✲■ ✭❙●❙▼▼✮✱ ❛s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
♦♥ ❆❉❈✵✹ ❛♥❞ ▼■❘❊❳✵✺ ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❢♦r ✷✵✵✽ ❬❯♥✐✈❡rs✐t②
♦❢ ■❧❧✐♥♦✐s ❯r❜❛♥❛ ❈❤❛♠♣❛✐❣♥ ❯❙❆✱ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❋✲■ ✭❙●❙▼▼✮ ❛r❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ ❋✲■ ✭●❙▼▼✮ ✭❞r❞✶ ❛t ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛❧s♦
❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ❜✉❣ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r
❋✲■■ ✭❙■▼▼✮ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥❡s ❢♦r ❋✲■■ ✭■▼▼✮✿ t❤❡



✶✺✷ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ❆❉❈✵✹ ▼■❘❊❳✵✺ ▼■❘✲✶❑

❋✲■ ✭●❙▼▼✮ ✭▼■❘❊❳✬✵✽✮ ✻✻✴✻✵ ✺✼✴✺✷
❋✲■■ ✭■▼▼✮ ✭▼■❘❊❳✬✵✽✮ ✽✻✴✽✷ ✼✷✴✻✻

❋✲■ ✭❙●❙▼▼✮ ✭▼■❘❊❳✬✵✾✮ ✽✹✴✼✽ ✼✾✴✻✼ ✺✺✴✺✶
❋✲■■ ✭❙■▼▼✮ ✭▼■❘❊❳✬✵✾✮ ✽✷✴✼✽ ✼✾✴✻✽ ✺✽✴✺✺

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❞❛t❛s❡t✱ r❡♣♦rt❡❞
❛s ✏❘❛✇ ♣✐t❝❤✴❚♦t❛❧ ❆❝❝✉r❛❝②✑ ✭✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡✮✳

❛❞❞❡❞ ✜❧t❡r s♠♦♦t❤♥❡ss ❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛t ❧❡❛st ✇✐t❤ t❤❡
❝❤♦s❡♥ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❇② ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡✱
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽ s✉❜♠✐ss✐♦♥s✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❧❡ss ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
t♦ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✐s ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

✻✳✶✳✶✳✶✵ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✾✿ r❡s✉❧ts ♦♥ t❡st s❡t

❚❤❡ ❞❛t❛s❡ts t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❆✉❞✐♦ ▼❡❧♦❞② ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❛t
▼■❘❊❳ ✷✵✵✾ ❛r❡ t❤❡ ❆❉❈✵✹✱ t❤❡ ▼■❘❊❳✵✺ t❡st s❡t ✭✷✺ ✜❧❡s✮✱ t❤❡ ▼■❘❊❳✵✽ s❡t ✭✽ ✜❧❡s✮✱
❛♥❞ ❡①❝❡r♣ts ❢r♦♠ t❤❡ ▼■❘✲✶❑✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s t❤❡ ▼■❘❊❳✵✾ ❞❛t❛s❡t✳ ❋♦r ▼■❘❊❳ ✷✵✵✾✱ ♦✉r
s✉❜♠✐tt❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✏❞r❞✶✑ ❢♦r s②st❡♠ ❋✲■ ✭❙●❙▼▼✮ ❛♥❞ ✏❞r❞✷✑ ❢♦r ❋✲■■
✭❙■▼▼✮✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✹✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❢♦r t❤❡ ❆▼❊ t❛s❦ ❛t ▼■❘❊❳ ✷✵✵✾ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦✉r s✉❜♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ✉♥❞❡r t❤♦s❡ ♦❢ ♦✉r ❜❡st s✉❜♠✐ss✐♦♥
❢♦r ✷✵✵✽✱ ❋✲■■ ✭■▼▼✱ ✏❞r❞✷✑✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡❛s♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❛
❞❡❝r❡❛s❡✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❜♦t❤ ♦✉r ✷✵✵✽ ❛♥❞
✷✵✵✾ s✉❜♠✐ss✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❛r❡ q✉✐t❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳
■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛r❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ s✉❜♠✐ss✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ r✉♥✳

❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r s②st❡♠s✱ ♦✉r ✷✵✵✾ s✉❜♠✐ss✐♦♥s s❡❡♠ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❢❛✐r❧② ✇❡❧❧✱
✇✐t❤ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✲✺❞❇ ▼■❘✲✶❑ s❡t✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤
♠♦st s✉❜♠✐tt❡❞ s②st❡♠s ❛❧s♦ ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ s❡❡♠ ❧❡ss ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡
▼■❘✲✶❑ ❞❛t❛s❡t✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❛t❛s❡t✱ ❆❉❈✵✹✱ t❤❡ ▼■❘✲✶❑ ❞❛t❛s❡t
s❡❡♠s t♦ ❜❡tt❡r ✜t ❛ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ✏s✐♥❣✐♥❣ ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝t✐♦♥✑ t❛s❦✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ✏❛✉❞✐♦ ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝t✐♦♥✑ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② st❛t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ▼■❘✲✶❑✱ t❤❡
♠❛✐♥ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ❛ ❤✉♠❛♥ s✐♥❣❡r✱ ❜✉t s♦♠❡ ♦t❤❡r ✐♥str✉♠❡♥ts s♦♠❡t✐♠❡s ♣❧❛② t❤❡ ♠❡❧♦❞②
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣❡r✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ♦❝t❛✈❡✱ ❛♥❞ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❛t ❛ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣②✳
❖♥❡ ♠❛② t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t✇♦ ♠❡❧♦❞✐❡s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❛♠❜✐❣✉✐t②
✐s s♦❧✈❡❞ ✐❢ t❤❡ t❛s❦ ✐s r❡❞❡✜♥❡❞ ❛s tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣❡r✳ ❆ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❛② ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦♥ s✉❝❤ ❛ s❡t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ✈♦❝❛❧✴♥♦♥✲✈♦❝❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ st❡♣✱
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛s ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛s ✐♥ ❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✳

❆t ❧❛st✱ ♦✉r s✉❜♠✐ss✐♦♥s s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ✈♦❝❛❧ s✉❜s❡ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
♦♥ t❤❡ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽ s✉❜s❡t✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❋✲■ ✭❙●❙▼▼✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ t♦♣ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡
✈♦❝❛❧ ♣✐❡❝❡s ♦❢ t❤❡ ❆❉❈✵✹ ❛♥❞ ▼■❘❊❳✵✺ s✉❜s❡ts✳ ◆♦♥✲✈♦❝❛❧ ♣✐❡❝❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ❞❛t❛s❡ts
✐♥❝❧✉❞❡ s❡✈❡r❛❧ s②♥t❤❡t✐③❡❞ ▼■❉■ ✜❧❡s✳ ❋♦r s✉❝❤ ♠✉s✐❝ ♣✐❡❝❡s✱ t❤❡ ◆▼❋ ❜❛s❡❞ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐✲
♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛❜❧❡ t♦ ✜t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐❣♥❛❧ s♣❡❝tr♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣
✐♥str✉♠❡♥t ♠❛② ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡✳



✶✺✸

❆❉❈✷✵✵✹ ▼■❘❊❳✵✺

❙②st❡♠ ❘❛✇ P✐t❝❤ ❆❝❝✳ ❖✈❡r❛❧❧ ❆❝❝✳ ❘❛✇ P✳ ❆❝❝✳ ❖✈✳ ❆❝❝✳

❝❧✶ ✽✺✳✶✪ ✼✻✳✻✪ ✼✵✳✶✪ ✻✶✳✵✪
❝❧✷ ✽✺✳✶✪ ✼✺✳✹✪ ✼✵✳✶✪ ✻✷✳✻✪

❞r❞✶ ✭❋✲■✱ ❙●❙▼▼✮ ✽✶✳✹✪ ✼✺✳✼✪ ✼✷✳✼✪ ✻✺✳✽✪
❞r❞✷ ✭❋✲■■✱ ❙■▼▼✮ ✽✶✳✷✪ ✼✹✳✼✪ ✼✵✳✹✪ ✻✺✳✷✪

❤❥❝✶ ✻✸✳✾✪ ✹✼✳✹✪ ✺✾✳✶✪ ✹✶✳✶✪
❤❥❝✷ ✺✵✳✺✪ ✹✹✳✻✪ ✹✹✳✵✪ ✸✽✳✼✪
❥❥② ✽✸✳✸✪ ✼✺✳✶✪ ✻✾✳✺✪ ✺✾✳✾✪
❦❞ ✽✼✳✶✪ ✽✻✳✸✪ ✼✻✳✹✪ ✼✹✳✽✪
♠✇ ✽✷✳✸✪ ✼✵✳✽✪ ✼✺✳✵✪ ✺✽✳✷✪
♣❝ ✽✷✳✾✪ ✽✷✳✺✪ ✻✽✳✵✪ ✻✻✳✺✪
rr ✼✻✳✾✪ ✼✵✳✼✪ ✻✾✳✵✪ ✻✵✳✼✪

t♦♦s ✻✶✳✵✪ ✺✷✳✺✪ ✻✼✳✺✪ ✺✶✳✻✪

▼■❘❊❳✵✽ ▼■❘❊❳✵✾ ✭✰✺❞❇✮

❙②st❡♠ ❘❛✇ P✳ ❆❝❝✳ ❖✈✳ ❆❝❝✳ ❘❛✇ P✳ ❆❝❝✳ ❖✈✳ ❆❝❝✳

❝❧✶ ✺✵✳✽✪ ✹✺✳✸✪ ✼✵✳✸✪ ✺✶✳✼✪
❝❧✷ ✺✵✳✽✪ ✹✻✳✽✪ ✼✵✳✸✪ ✺✼✳✷✪

❞r❞✶ ✭❋✲■✱ ❙●❙▼▼✮ ✽✽✳✵✪ ✽✶✳✷✪ ✽✶✳✵✪ ✼✷✳✽✪
❞r❞✷ ✭❋✲■■✱ ❙■▼▼✮ ✽✻✳✻✪ ✽✵✳✵✪ ✼✼✳✸✪ ✼✷✳✽✪

❤❥❝✶ ✻✼✳✻✪ ✹✽✳✶✪ ✽✹✳✾✪ ✼✹✳✽✪
❤❥❝✷ ✻✵✳✽✪ ✹✻✳✺✪ ✼✽✳✹✪ ✼✺✳✵✪
❥❥② ✻✽✳✸✪ ✻✶✳✷✪ ✽✹✳✹✪ ✺✶✳✼✪
❦❞ ✽✼✳✽✪ ✽✵✳✼✪ ✽✾✳✷✪ ✼✽✳✹✪
♠✇ ✽✻✳✵✪ ✼✸✳✺✪ ✼✼✳✵✪ ✺✵✳✵✪
♣❝ ✽✶✳✽✪ ✼✸✳✻✪ ✻✸✳✼✪ ✻✶✳✺✪
rr ✽✻✳✷✪ ✼✾✳✵✪ ✼✼✳✾✪ ✼✻✳✼✪

t♦♦s ✼✾✳✽✪ ✻✽✳✺✪ ✽✹✳✽✪ ✺✺✳✼✪

▼■❘❊❳✵✾ ✭✵❞❇✮ ▼■❘❊❳✵✾ ✭✲✺❞❇✮

❙②st❡♠ ❘❛✇ P✳ ❆❝❝✳ ❖✈✳ ❆❝❝✳ ❘❛✇ P✳ ❆❝❝✳ ❖✈✳ ❆❝❝✳

❝❧✶ ✺✾✳✶✪ ✹✹✳✵✪ ✹✺✳✹✪ ✸✹✳✺✪
❝❧✷ ✺✾✳✶✪ ✹✾✳✷✪ ✹✺✳✹✪ ✸✾✳✾✪

❞r❞✶ ✭❋✲■✱ ❙●❙▼▼✮ ✻✾✳✾✪ ✻✵✳✶✪ ✺✸✳✽✪ ✹✺✳✺✪
❞r❞✷ ✭❋✲■■✱ ❙■▼▼✮ ✻✻✳✺✪ ✺✾✳✺✪ ✺✵✳✺✪ ✹✹✳✽✪

❤❥❝✶ ✼✷✳✼✪ ✺✸✳✷✪ ✹✽✳✼✪ ✸✽✳✺✪
❤❥❝✷ ✺✶✳✼✪ ✺✶✳✼✪ ✷✶✳✺✪ ✸✼✳✺✪
❥❥② ✼✺✳✾✪ ✹✾✳✼✪ ✺✽✳✺✪ ✹✷✳✷✪
❦❞ ✽✵✳✺✪ ✻✽✳✷✪ ✻✷✳✺✪ ✺✶✳✼✪
♠✇ ✻✼✳✸✪ ✹✸✳✻✪ ✺✸✳✶✪ ✹✸✳✸✪
♣❝ ✺✵✳✾✪ ✺✶✳✺✪ ✸✼✳✹✪ ✹✶✳✻✪
rr ✻✽✳✻✪ ✻✵✳✽✪ ✺✹✳✼✪ ✹✸✳✹✪

t♦♦s ✽✷✳✸✪ ✺✸✳✻✪ ✼✹✳✾✪ ✹✽✳✻✪

❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r s②st❡♠s s✉❜♠✐tt❡❞
t♦ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✾ ❆✉❞✐♦ ▼❡❧♦❞② ❊①tr❛❝t✐♦♥ t❛s❦✳



✶✺✹ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✻✳✶✳✶✳✶✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ❢♦r s②st❡♠ ❋✲■■■

❚❤❡ s②st❡♠ ❋✲■■■ ✇❛s t❤❡ ❧♦♥❣❡st t♦ ❞❡✈❡❧♦♣✱ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡❞ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝
t✇❡❛❦✐♥❣s ❜❡❢♦r❡ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✉❞✐♦ ❞❛t❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❍▼▼ ❞✐✲
r❡❝t❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❛✐s❡❞ s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐ss✉❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✲❜❛❝❦✇❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❘❛❜✐♥❡r ❬✶✾✽✾❪✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❆♣✲
♣❡♥❞✐① ❇✳✷✳✽✳

❖♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s p(ZF0
n = u|X) ✭= p(ZF0

n = u|xn)
❢♦r t❤❡ ●❙▼▼ ♦❢ s②st❡♠ ❋✲■✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ẐF0 ❛r❡ s❤♦✇♥
❢♦r s②st❡♠s ❋✲■ ❛♥❞ ❋✲■■■✳

❚❤❡r❡ ✐s♥✬t ❛♥② ❢♦r♠❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r s②st❡♠ ❋✲■■■ ②❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ s♦♠❡ t❡sts ❞♦♥❡
♦♥ ❆❉❈ ✷✵✵✹✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❋✲■■■ ❛r❡ ♥♦t ❛s ❣♦♦❞ ❛s ❢♦r s②st❡♠ ❋✲■✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✐t
s❡❡♠s t❤❛t ♦♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐t❝❤❡s✱ ❛♥❞
❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❧❡♥❝❡ st❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s✐❧❡♥❝❡ st❛t❡ ✇❛s ♦❢t❡♥ ♣r❡❢❡rr❡❞✱
♣r♦❜❛❜❧② ✇❤❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ ♦♥❡ ❝♦♥st❛♥t ♣✐t❝❤ ❞✉r✐♥❣
❡❛❝❤ ❢r❛♠❡✱ ❞✐❞ ♥♦t ✜t ❛♥②♠♦r❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❢♦r
s②st❡♠ ❋✲■✱ ❛s ♣✐❝t✉r❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❚❤❡ ❝❤✐r♣ ♣r♦❜❧❡♠ s❡❡♠s ❡✈❡♥ str♦♥❣❡r ✐♥ s②st❡♠
❋✲■■■✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣
❢r❛♠❡s✱ ❤❡♥❝❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ❢r❛♠❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤✐s ✇❛s ♠♦r❡
❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ s②st❡♠ ❋✲■✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❡r❡ ✏❧♦❝❛❧❧②✑ ❝♦♠♣✉t❡❞✳

✻✳✶✳✷ ◆♦t❡✇✐s❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞②

❆s ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❛♥❞ ❏❛♥ ❲❡✐❧✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡r✲
s✐tät ❇❡r❧✐♥✱ ✐♥ ●❡r♠❛♥②✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♣r♦❥❡❝t ❑✲❙♣❛❝❡✱ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬❲❡✐❧ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✾❜❪ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞✱ ✇✐t❤ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✻✳✶✳✷✳✶ ❚❛s❦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ r❡t✉r♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♥♦t❡s ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ t❤❡✐r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
✭♦♥s❡t ❛♥❞ ♦✛s❡t✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❧❛❜❡❧ ♦♥ t❤❡ ❲❡st❡r♥ ♠✉s✐❝❛❧ s❝❛❧❡✳

✻✳✶✳✷✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s

❚❤❡ ♥♦t❡✲✇✐s❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♦♥
▼■❘❊❳✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ♥♦t❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦r❡
❛❝t✐✈❡❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ▼■❘❊❳ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧♣②❤♦♥✐❝ ❝❛s❡ s❡❡♠ t♦ ✜t
t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s②st❡♠ ▼❯❙✲■ ✇❡r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡❝❛❧❧ R✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥ P ❛♥❞ ❋✲♠❡❛s✉r❡ F ❝r✐t❡r✐❛✿

R =
#{❝♦rr❡❝t❧② tr❛♥s❝r✐❜❡❞ ♥♦t❡s}

#{r❡❢❡r❡♥❝❡ ♥♦t❡s} ✭✻✳✶✮

P =
#{❝♦rr❡❝t❧② tr❛♥s❝r✐❜❡❞ ♥♦t❡s}

#{tr❛♥s❝r✐❜❡❞ ♥♦t❡s} ✭✻✳✷✮

F = 2
RP

(R+ P )
✭✻✳✸✮

❆ tr❛♥s❝r✐❜❡❞ ♥♦t❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦rr❡❝t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦t❡ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
▼■❉■ ♥♦t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♥s❡tt✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❝r✐❜❡❞ ♥♦t❡✳
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n = u|X)
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✭❞✮ ❋✲■■■ ✭❍▼✲●❙▼▼✮✿ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ bZF0

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ✭❍▼✲✮●❙▼▼ p(ZF0
n = u|X)✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✏❜❡st

♣❛t❤✑ ẐF0
n ✳ WΦ✱ WΦHΦ✱ WM ❛♥❞ WMHM ✱ ❢♦r t❤❡ ❆❉❈ ✷✵✵✹ s♦♥❣ ✏♦♣❡r❛❴♠❛❧❡✺✳✇❛✈✑✳



✶✺✻ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♦♥s❡tt✐♥❣ t✐♠❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✷✺ ♠s✳ ❲❡
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ r❡❝❛❧❧✱ ❛♥❞ ❢✲♠❡❛s✉r❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ s❝♦r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥ ❉❛♥✐❡❧ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✳

✻✳✶✳✷✳✸ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭■❙▼■❘ ✷✵✵✾✮

❚❤❡ s②st❡♠ ▼❯❙✲■✱ ❤❛✈✐♥❣ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ♦♥❧② r❡❝❡♥t❧②✱ st✐❧❧ ❤❛s t♦ ♣r♦✈❡ ✐ts ✈✐❛❜✐❧✐t②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐ss✉❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧♠♦st ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤
t❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ✐t✱ ♦♥❧② ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❬❲❡✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✳ ❯s✐♥❣ ❛ t✐♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧❧② q✉❛♥t✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❧♦❞②
t♦ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❣r✐❞ ♦❢ ❜❡❛ts ❧❡❛❞s t♦ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇✐t❤
♠✉s✐❝❛❧ s❝♦r❡s ✈✐s✉❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛♥❞ r❡❛❞❛❜❧❡ ❜② ♠✉s✐❝✐❛♥s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❲❡✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠ ▼❯❙✲■✱ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❤♦r❞s✱ t❤❡ ❜❡❛t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❧♦❞②
❧✐♥❡ ❛r❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇❛s ♥❡❡❞❡❞✳ ❆ss❡♠❜❧✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❜② ♠❛♥✉❛❧❧② ❛♥♥♦t❛t✐♥❣ ❛✉❞✐♦
r❡❝♦r❞✐♥❣s ✐s ❤✐❣❤❧② t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ❚❤❡ ❇❛♥❞✲■♥✲❆✲❇♦①✷ ✭❇■❆❇✮ ❢♦r♠❛t t❤❡♥ s❡❡♠❡❞ ❛
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐❝ ✇❛②✳ ❇■❆❇ ✐s ❛ s♦❢t✇❛r❡
✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ♠✉s✐❝❛❧ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❣✐✈❡♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤♦r❞s✱ ❛ t❡♠♣♦✱ ❛♥❞ ❛ st②❧❡❀
✐t ❛❧s♦ s✉♣♣♦rts ♠❡❧♦❞② tr❛❝❦s✳ ❚❤✉s✱ ❇■❆❇ ✜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s
r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞ s❤❡❡t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❛s❦✿ t❤❡ ❦❡②✱ t❤❡ ❝❤♦r❞ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ t❡♠♣♦✱ t❤❡
t✐♠❡✲s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ♥♦t❡s✳

❲❡ ❝❤♦s❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ P♦♣✫❘♦❝❦ ❞❛t❛❜❛s❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ❜② ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❨❛❤♦♦
❇■❆❇ ✉s❡r ❣r♦✉♣✳ ❆s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② tr❛❝❦✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞ t♦
♠❛t❝❤ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ✈♦✐❝❡✱ t❤❡ ❇■❆❇ ✜❧❡s ✇❡r❡ r❡♥❞❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦❜♦❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❧♦❞② tr❛❝❦❀
✐♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛♥ ♦❜♦❡ ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ s♣❡❡❝❤
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❡❧❧✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤❡❛✈② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞ ♦❢ ▼❯❙✲■✱ ✇❡ s❡❧❡❝t❡❞
♦♥❧② ✶✶ s♦♥❣s ❢r♦♠ t❤✐s ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ ▼■❉■ ✜❧❡s t❤❛♥❦s t♦ ❇■❆❇ ❛♥❞ ❛♥♥♦t❛t❡❞
t❤❡ ✜❧❡s t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❧♦❞② tr❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ▼■❉■ ✜❧❡✳ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡s❡ ✜❧❡s
♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥✲❧✐♥❡✸✳

❖♥ t❤✐s ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ ♥♦t❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ▼❯❙✲■ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝❛❧❧✱
♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❢✲♠❡❛s✉r❡ ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✻✸✪✱ ✻✽✪ ❛♥❞ ✻✸✪✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r❝❡♣t✐✈❡ ❋✲
♠❡❛s✉r❡ ✐s ✻✾✪✳ ❋✐❣✳ ✻✳✺ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❡ ❜♦① ❛♥❞ ✇❤✐s❦❡rs ❢♦r t❤❡ ✶✶ s♦♥❣s✳ ❚❤❡ ♦✉t❧✐❡r
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♦♥❣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ✇❛s t♦♦ ❢❛st ❛♥❞ t♦♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❧♦❞②
tr❛❝❦❡r t♦ ❢♦❧❧♦✇✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❇■❆❇ s✉❜s❡t ✇❛s r❛t❤❡r s♠❛❧❧
❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❛ ❜✐❣❣❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤❡❧❞ ❜❡❢♦r❡ ❞r❛✇✐♥❣
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ◗✉❛❡r♦ ❞❛t❛❜❛s❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡② s♦♠❡ ❤✐♥ts ❛s ❛❜♦✉t
✇❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤✐s ♠✉s✐❝❛❧ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✳

✻✳✶✳✷✳✹ ❘❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ◗✉❛❡r♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥

■♥ s❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✾✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ◗✉❛❡r♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❛✐♠❡❞ ❛t ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦
❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡s❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛ss❡ss t❤❡✐r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ▼❯❙✲■ ✇❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ❜♦t❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ❛♥❞
♥♦t❡✲✇✐s❡ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❜❛♥❞✲✐♥✲❛✲❜♦①✳❝♦♠✴
✸❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♥✉❡✳t✉✲❜❡r❧✐♥✳❞❡✴r❡s❡❛r❝❤✴❧❡❛❞s❤❡❡ts✴

http://www.band-in-a-box.com/
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❇♦① ❛♥❞ ✇❤✐s❦❡rs ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥✿ ❘❡❝❛❧❧ ✭❘✮✱ Pr❡❝✐✲
s✐♦♥ ✭P✮✱ ❋✲♠❡❛s✉r❡ ✭❋✮ ❛♥❞ ♣❡r❝❡♣t✐✈❡ ❋✲♠❡❛s✉r❡ ✭P❡r❝✳ ❋✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❉✳✷ ❛r❡ ❛❞♠✐tt❡❞❧② ♥♦t
❛s ❣♦♦❞ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❞❛t❛s❡t✱ ▼❯❙✲■ ♦❜t❛✐♥s ❛ t♦t❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✸✻ ✪✱ ❛ r❡❝❛❧❧ ♦❢ ✺✽ ✪ ❛♥❞ ❋✲♠❡❛s✉r❡
♦❢ ✹✹ ✪✳ ❆s t❤❡r❡ ✇❡r❡ t✇♦ s♣❡❝✐✜❝ s✉❜s❡ts✱ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ♦♥❡✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
▼■❉■ ✜❧❡s✱ ❛♥❞ ❛ r❡❛❧ ❛✉❞✐♦ ♦♥❡✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡❞
s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❛♥❞ ▼❯❙✲■ ♦❜t❛✐♥s P = 30 ✪✱ R = 46 ✪ ❛♥❞ F = 36 ✪ ♦♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝
❞❛t❛s❡t✱ ✇❤✐❧❡ r❡❛❝❤✐♥❣ P = 42 ✪✱ R = 72 ✪ ❛♥❞ F = 53 ✪ ♦♥ r❡❛❧ ❛✉❞✐♦ ❡①❝❡r♣ts✳
❚❤✐s ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❝♦♥❢✉s✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r ♦♥ r❡❛❧ ❛✉❞✐♦
t❤❛♥ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ▼■❉■ ✜❧❡s ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛✉❞✐♦ ✜❧❡s s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱
t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ❛❝t✉❛❧❧② ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t❤❡ ♠✐①t✉r❡✱ ❛♥❞ ✐s ♣r❡tt② ✇❡❛❦ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥str✉♠❡♥ts✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ❛✉❞✐♦✱ t❤❡ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞
❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦ ♠❛❞❡ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t st❛♥❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡✳ ❙✐♥❝❡ ▼❯❙✲■ ✐s ♠❛✐♥❧②
❢♦❝✉ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣r❡✲❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞②✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡
♥♦t ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼■❘❊❳ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✏r❛✇ ♣✐t❝❤
❛❝❝✉r❛❝②✑ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❛❧❧ R✱ r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t
✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◗✉❛❡r♦ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ t❤❡ ▼■❘❊❳ s❡ts
✐s t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✐t ✐s ♠♦st❧② ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ s♠❛❧❧ ❡①❝❡r♣ts ♦❢ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❡r♣t✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❡❧♦❞② ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ◗✉❛❡r♦ s❡t✱ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❘❲❈✱ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♦♥❣s✳ ❚❤❡ ♠❡❧♦❞② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣r❡s❡♥t✱
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❣✉✐t❛r ❜r❡❛❦s ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❞❡✲♦✉t ❡♥❞✐♥❣s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤❡
♠❡❧♦❞② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♠✉❝❤ ❤❛r❞❡r✱ ❛♥❞ r❡✢❡❝ts t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♠❜✐❣✉✐t②✳
❆ ❣♦♦❞ r❡❝❛❧❧ ♦♥ t❤❡s❡ s♦♥❣s ♠❡❛♥s t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦♥❣✱ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ✇❛s
✇❡❧❧ tr❛♥s❝r✐❜❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♣♦♦r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❛ s✐♥❣❡r ✈♦✐❝❡ ✐♥ ❘❲❈✲P♦♣✱ ❛♥❞ t❤❡
✏❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✑✱ s✉❝❤ ❛s ❛ s♦❧♦ ❣✉✐t❛r✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t❡st s❡t✱ ✇✐t❤ P = 37 ✪✱
R = 58 ✪ ❛♥❞ F = 45 ✪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡s✉❧ts✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧②
t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ s✉❜s❡ts
♠❛② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳

❆s ❢♦r t❤❡ ♥♦t❡✲✇✐s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ t❤❡ ◗✉❛❡r♦ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t ▼❯❙✲■ ✐s
♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r✐❣❤t ♥♦t❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤ ✈❡r② ♣♦♦r r❡s✉❧ts✱ P = 8 ✪✱ R = 13 ✪✱
F = 9 ✪ ❛♥❞ ❛ ▼❖❘ ♦❢ ✻✺ ✪✱ t❤❡ s②st❡♠ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ s❡r✐♦✉s ✐ss✉❡s✱ ❜❡ ✐t ♦♥ t❤❡
s②♥t❤❡t✐❝ ♦r t❤❡ r❡❛❧ s✉❜s❡t✳ ❆ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥s✇❡r ❛❜♦✉t ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥❡❞ ❝♦✉❧❞ ❝♦♠❡
❛❣❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ♣♦♣ s♦♥❣s✱ ✇✐t❤
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ♠❡❧♦❞② ♥♦t❡ tr❛❝❦✐♥❣✱ ♦♥ ❘❲❈✲P✵✵✾✱ ❢r♦♠ t❤❡
❘❲❈✲P♦♣ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❛ ❤✉♠❛♥ s✐♥❣❡r ❛s ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❉✉❡ t♦ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣✐t❝❤✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❣✉❡ss ♥♦t❡s✱ ❜✉t t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜② ✐ts❡❧❢ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❛
♠✉s✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t r❡s✉❧t✱ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦r❡ ♠✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ s✉❝❤
❛s ❦❡②✱ ♠✉s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦♥t❡①t✱ ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♥♦t❡✇✐s❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✳ ❆ ❝❧♦s❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✇❤✐❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❡rr♦rs t❤❡ s②st❡♠ ❞✐❞
s❤♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ♦✉t ✇❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ✇❡♥t ✇r♦♥❣✳

❆s ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ t❤❛t✱ ❡✈❡♥
❢♦r ❛ r❛t❤❡r ✏♥♦r♠❛❧✑ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❘❲❈✲P♦♣ ✭❘▼✲P✵✵✾✮✱ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ♥♦t❡s ✭❜❧✉❡
r❡❝t❛♥❣❧❡s✱ ✇✐t❤ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥✐♥❣✮ ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡
❋✵ ✭❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❋✵ ✭r❡❞ ❝r♦ss❡s✮ ❢♦❧❧♦✇ r❛t❤❡r ✇❡❧❧ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤✱
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦t❡s ✭❧✐❣❤t r❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s✮ ♠♦st❧② ♠✐ss t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛♥♥♦t❛t❡❞ ♥♦t❡✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ♥♦t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ✏✐♥t❡♥❞❡❞✑ ♥♦t❡s✱ ♦♥❡
♥❡❡❞s ♠♦r❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♠❡❧♦❞② ♥♦t❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤✐s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳ ❙✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞ ❑❧❛♣✉r✐ ❬✷✵✵✽❜❪✿ t❤❡
❦❡② ✐s ✜rst ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳
❙✉❝❤ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠❛②
❛❞❞ ❛♥♦t❤❡r ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❧❛②❡r✳

✻✳✷ ❆✉❞✐♦ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠✲
♣❛♥✐♠❡♥t

❚❤❡ ❛✉❞✐♦ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ▼■❘✿ ✐t ❝♦✉❧❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✐♥str✉♠❡♥t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r ♦t❤❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣
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s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡s❡ t✇♦ str❡❛♠s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✏❞❡✲s♦❧♦❡❞✑ ❛❝❝♦♠♣❛✲
♥✐♠❡♥t✱ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✉s❡ ✐♥ ❑❛r❛♦❦❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❤❛t ✐t
❛❧❧♦✇s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥❞ ❧✐st❡♥ t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ s✐♥❝❡
t❤❡② r❡✢❡❝t ❤♦✇ ✇❡❧❧ ♦✉r ♠♦❞❡❧s ✜t t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ♣❛rt✳
❈❤r♦♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r
❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❛❪✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛ss
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ✏❝❤✐r♣ ❡✛❡❝t✑ ♣r♦❜❧❡♠ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽❜❪ ❛♥❞ ❛t ❧❛st t❤❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✉♥✈♦✐❝❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣
✈♦✐❝❡ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✳

❚❤❡ t❛s❦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✜rst r❡❝❛❧❧❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❲✐❡♥❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✴❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t
s❡♣❛r❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧❡❞✳ ❆t ❧❛st✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❧❛st
t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠♦st❧② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛s ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪ ❛♥❞ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✳

✻✳✷✳✶ ❚❛s❦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❛s❦ ✐s t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡✱
❛♥❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳ ❚♦ ❧✐♠✐t ❛♠❜✐❣✉✐t② ❢♦r t❤✐s t❛s❦✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧s
❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ✇✐t❤ ❛ ❝❧❡❛r❧② ❞✐st✐♥❝t ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✱ s✉❝❤ ❛s ❛ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡
♦r ❛ ✇✐♥❞ ✐♥str✉♠❡♥t ✭s❛①♦♣❤♦♥❡✱ tr✉♠♣❡t✱ ❡t❝✳✮✳

✻✳✷✳✷ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡rs

❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r ❬❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s s❤♦✇♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✲
✐♥❣ s❡♣❛r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ❢❡✇❡r ❛rt❡❢❛❝ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♠❛♥② ♦t❤❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥
❜❛❝❦✲❡♥❞ s✉❝❤ ❛s s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦r ♦♣t✐♠❛❧ ❜✐♥❛r② ♠❛s❦s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❡st✐♠❛t♦r ❢♦r t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✴❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❲✐❡♥❡r ❡st✐✲
♠❛t♦r✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ✐ts ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳
❆t ❧❛st✱ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈♦✐❝❡ ❙❚❋❚ V̂ ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
♦❢ V✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♣♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠✐①t✉r❡ X✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡
♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ V ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ V̂ ✐s t❤❡ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r✳ ❋♦r st❛t✐♦♥❛r②
s✐❣♥❛❧s vn ❛♥❞ xn✱ ❛t ❢r❛♠❡ n✱ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s s✉❝❤ t❤❛t✿

v̂n = E[vn|xn] =
sXV
n

sX
n︸︷︷︸

❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r

xn

✇❤❡r❡ sX
n ❛♥❞ sXV

n r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛r❡ t❤❡ P❙❉ ♦❢ ✭t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✮ xn ❛♥❞ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ xn ❛♥❞ vn✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡
♠❡❛♥t ❡❧❡♠❡♥t ❜② ❡❧❡♠❡♥t✳

❲✐t❤ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ X = V+M✱ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ V ❛♥❞ M ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t t❤❡ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡r♠ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ P❙❉s✿ sX

n = sV
n + sM

n ❛♥❞ t❤❡
❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡r♠ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ P❙❉ ♦❢ V✿ sXV

n = sV
n ✳ ❚❤❡ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛

t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡❝♦♠❡s✿

v̂n =
sV
n

sV
n + sM

n

xn



✶✻✵ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❲✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱ ✉♥❞❡r ♠✐❧❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✇✳s✳s✳✮✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s
♦❢ V ❛♥❞ M ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐♠✐❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ P❙❉s ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✮✳ ❚❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦♦❢ t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ✜❧t❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦♥ ❛ ❢r❛♠❡✲❜②✲❢r❛♠❡
❜❛s✐s ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡❧❛t❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❡♥❞ t♦ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡❧② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❜❥❡❝t✐✈❡❧② s❛t✐s❢②✐♥❣✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r
t❤❛t ❇❡♥❛r♦②❛ ❬✷✵✵✸❪ ❛❞♠✐tt❡❞ t❤❛t t❤❡ ❙❚❋❚ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝②
♠❛s❦✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠✐①t✉r❡ ❙❚❋❚ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛ ✏❝♦♥s✐st❡♥t✑ ❙❚❋❚✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t
✐t ❛❝t✉❛❧❧② ✐s ♥♦t t❤❡ ❙❚❋❚ ♦❢ ❛♥② ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧✳ ❙♦♠❡ ✇♦r❦s ❬●r✐✣♥ ❛♥❞ ▲✐♠✱ ✶✾✽✹✱ ▲❡
❘♦✉① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❛✐♠❡❞ ❛t t❛❝❦❧✐♥❣ t❤❛t ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✻❪ ♠❛② s❡❡♠ q✉✐t❡ ❢❛r✲❢❡t❝❤❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✐♥❝❡ t❤❡② r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r st❛t✐♦♥❛r✐t②✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❲✐❡♥❡r ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ vn ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ ♦❢ vn ❦♥♦✇✐♥❣ xn✱ E[vn|xn]✱ ❛s ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✷✳ ❚❤❡ ❛❞♣❛t✐✈❡ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
❛❞❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s t♦❣❡t❤❡r ❣✐✈❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠✐①t✉r❡ s✐❣♥❛❧✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
❜❧✉rr❡❞ ♦✉t✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞✐s❝❛r❞s t❤❡ ♣❤❛s❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❚❋❚s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❜✉t ❛s
♣r♦✈❡❞ ❜② ❊♣❤r❛✐♠ ❛♥❞ ▼❛❧❛❤ ❬✶✾✽✹❪✱ t❤❡ ❜❡st ♣❤❛s❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠✐①t✉r❡
♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✈❡r② ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞✳ ❚r②✐♥❣
t♦ ✜t t♦♦ ❝❧♦s❡❧② t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡✱ ❛s ✐s ❞♦♥❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛
❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ✜t t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥②♠♦r❡✳

✻✳✷✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❇❙❙❴❡✈❛❧ ❝r✐t❡r✐❛✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❱✐♥❝❡♥t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪
❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❱✐♥❝❡♥t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ♥❛♠❡❧②✿ t❤❡ ❙✐❣♥❛❧ t♦ ❉✐st♦rt✐♦♥ ❘❛t✐♦
✭❙❉❘✮✱ t❤❡ ■♠❛❣❡ t♦ ❙♣❛t✐❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❘❛t✐♦ ✭■❙❘✮✱ t❤❡ ❙♦✉r❝❡ t♦ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❘❛t✐♦ ✭❙■❘✮
❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉r❝❡s t♦ ❆rt❡❢❛❝ts ❘❛t✐♦ ✭❙❆❘✮✳ ❚❤❡s❡ ♠❡tr✐❝s ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t✐♠❡✲
❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧ ♦♥t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥❛❧ s♣❛❝❡s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s♦✉r❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ t✇♦ s♦✉r❝❡s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✏✐♠❛❣❡s✑ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t vimag = {vj}j=1...J ❛♥❞ t❤❡
❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t mimag = {mj}j=1...J ✱ ✇✐t❤ J ∈ {1, 2} ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ t♦♦❧❜♦① ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
❱✐♥❝❡♥t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s v̂imag ❛♥❞ m̂imag s✉❝❤ t❤❛t✿

v̂j = vj + ev,spat
j + ev,interf

j + ev,artef
j ✭✻✳✹✮

m̂j = mj + em,spat
j + em,interf

j + em,artef
j ✭✻✳✺✮

✇❤❡r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛❞ ✈♦✐❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✮ ✭t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❢♦r ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✺✮
✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s✮✱ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦♣❡r❛♥❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛r❡✿

• t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✏t❛r❣❡t✑ s♦✉r❝❡✱

• t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❡rr♦r✱ s✉❝❤ t❤❛t vj + ev,spat
j ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ v̂j ♦♥t♦ t❤❡

s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❞❡❧❛②❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ vimag✱ s♦ ❛s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
❜❛❞❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱

• t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡rr♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ v̂j ♦♥t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❞❡❧❛②❡❞
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡✱ ✐✳❡✳ mimag✱



✶✻✶

• ❛♥❞ t❤❡ ❛rt❡❢❛❝t ❡rr♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❡rr♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡
✏❡①♣❧❛✐♥❡❞✑ ❜② ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡s✳

❚❤❡s❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❡rr♦rs ♠❛② s✉✛❡r ❢r♦♠ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ✇❛② t❤❡②
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✿ ✐t ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ②❡t ❛♥♦t❤❡r s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ✐ss✉❡✳

❚❤❡ ■❙❘✱ ❙■❘✱ ❙❆❘ ❛♥❞ ❙❉❘ ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ISRv = 10 log10

∑
jt v

2
jt∑

jt(e
v,spat
jt )2

✭✻✳✻✮

SIRv = 10 log10

∑
jt(vjt + ev,spat

jt )2

∑
jt(e

v,interf
jt )2

✭✻✳✼✮

SARv = 10 log10

∑
jt(vjt + ev,spat

jt + ev,interf
jt )2

∑
jt(e

v,artef
jt )2

✭✻✳✽✮

SDRv = 10 log10

∑
jt v

2
jt∑

jt(e
v,spat
jt + ev,interf

jt + ev,artef
jt )2

= 10 log10

∑
jt v

2
jt∑

jt(vjt − v̂jt)2
✭✻✳✾✮

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥♦t❤❡r ✐ss✉❡✿ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s
t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡♣❛r❛t❡❞ s♦✉r❝❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❢ ❝♦✉rs❡
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♠❛② ✇♦♥❞❡r ❤♦✇ r❡❧✐❛❜❧❡ t❤❡② ❛r❡✱ ❛♥❞ ✇❤❛t
♠❡❛♥✐♥❣ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ t♦ t❤❡♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❧❡t ✉s t❛❦❡ ❛ s♦♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣✐❛♥♦✱
♣❧❛②✐♥❣ ❝❤♦r❞s ❛♥❞ ❛ ♠❡❧♦❞② ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✐t✱ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛❝❦✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛s ❛ ❤✉♠❛♥ ❧✐st❡♥❡r✱
♦♥❡ ♠❛② ♥♦t ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s tr❛❝❦ ❝♦♥st✐t✉t❡ ♦♥❡ s♦✉r❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❝❤♦r❞s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❧♦❞②✿ ✐t ✐s ❞♦✉❜t❢✉❧ t❤❛t
t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✐❛♥♦ tr❛❝❦ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛♥② r❡s✉❧t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜♦t❤
t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ♠❡❧♦❞② ❛♥❞ ❝❤♦r❞s ♠❛② ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s ✏❛rt❡❢❛❝ts✑✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s ❝♦✉❧❞
❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ❤❛❞ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇✐t❤ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡s ♦r❣❛♥✐③❡❞ s✉❝❤ t❤❛t s❡✈❡r❛❧
s❡♠❛♥t✐❝ ❧❡✈❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♠❛②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥❡✐t❤❡r ❜❡ r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧②
❢❡❛s✐❜❧❡✱ ♥♦r ❞❡s✐r❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ s❤♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r ♣♦✐♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡
❙❉❘✱ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✇✐t❤ ❝❛r❡✳ ❚❤❡ ❙❉❘ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✾✮
❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❙✐❣♥❛❧✲t♦✲◆♦✐s❡ ❘❛t✐♦ ✭❙◆❘✮✱
✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠ ✏♥♦✐s❡✑ ♠❡❛♥s t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥❡✳

❚❤❡ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❤❛s ❤♦✇❡✈❡r ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❬❑♦r♥②✲
❝❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❛♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❤♦✇
t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✇♦r❦s✿ s✉❝❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ t❤❡♠
❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤❛t t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛❝t✉❛❧❧② ❛r❡ ❞♦✐♥❣✱
❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡✐r ♦✉t♣✉t ✐s s♦♠❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧✳

❲❡ ❛❧s♦ r❡❢❡r t♦ ❙❉❘ ✭r❡s♣✳ ❙■❘✮ ✏❣❛✐♥s✑ ✭❣❙❉❘ ❛♥❞ ❣❙■❘✮ ❛s ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❉❘ ✭r❡s♣✳ ❙■❘✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ tr❛❝❦s ❛♥❞ t❤❡ ❙❉❘ ✭r❡s♣✳ ❙■❘✮
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦♥♦ ♦r st❡r❡♦ ♠✐①t✉r❡ ❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ tr❛❝❦✳

✻✳✷✳✹ Pr♦♣♦s❡❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s②st❡♠s

❉✉r✐♥❣ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t✇♦ ♠❛✐♥ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇❛s ❢♦r✲
♠❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪✱ ✇✐t❤ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❣r♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❬❉✉rr✐❡✉



✶✻✷ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

♦❢ H̃F0 ✇✐t❤

❇
❆
❙
❙
✇
✐t
❤

▼
❡❧
♦
❞
②

❊
st
✐♠
❛
t✐
♦
♥

❲✐❡♥❡r
❋✐❧t❡rs

v̂

x
▼❡❧♦❞②
❚r❛❝❦✐♥❣

❘❡✲❊st✐♠❛t✐♦♥

P❛r❛♠❡t❡r ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥

Pr❡✲❆❝❝✳
❊st✐♠❛t✐♦♥
P❛r❛♠❡t❡r

m̂
✇✐t❤ H̃F0 ❊st✳ ▼❡❧♦❞②

❊
st
✳
▼
❡❧
♦
❞
②

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❙♦❧♦✴❆❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❙❡♣❛r❛t✐♦♥✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t❧✐♥❡ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✳

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❛❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s②st❡♠ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ♥♦t❛❜❧② t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ st❡r❡♦ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✈♦✐❝❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡
❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✳

❚❤❡ ✜rst s②st❡♠ ❙❊P✲■ ✐s r❡❝❛❧❧❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✢♦✇ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡♥
t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ st❡r❡♦ s✐❣♥❛❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r st❡r❡♦ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✐s t❤❡ ❙■▼▼ s❡t✱ Θ = Θ❙■▼▼✳ ❋♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ st❡r❡♦
s✐❣♥❛❧s✱ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Θ✳ ❋♦r
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❡st❡❞ t❤❡ ■▼▼ s❡t✳

✻✳✷✳✹✳✶ ❙②st❡♠ ❙❊P✲■ ❢♦r ♠♦♥♦ ♠✉s✐❝ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❧✐♥❞ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ st❡♣s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ♠❛✐♥❧② ❛✐♠s ❛t tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❝♦♥t♦✉r ✭♦r ♠❡❧♦❞②✮
♦❢ t❤❡ s♦❧♦ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣✐t❝❤❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✳

✶✳ ▼❡❧♦❞② ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❙t❡♣

Pr❡✲❛❝❝❡♥t✉❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ s✐❣♥❛❧ x ✐s ♣r❡✲❛❝❝❡♥t✉❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
✜rst ♦r❞❡r ♠♦✈✐♥❣✲❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡r✱ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r a = 0.95✳

▼♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✿ ❆ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ0 ✐s r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
❆t ✐t❡r❛t✐♦♥ i ≤ I✱ Θi−1 ✐s ✉♣❞❛t❡❞ t♦ Θi t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♣❞❛t❡s ✐♥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷✱ ✇✐t❤ I = 300 t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

▼❡❧♦❞② tr❛❝❦✐♥❣✿ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✹ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡
♠❡❧♦❞② ZF0 ✿ ẐF0

n ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ st❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ t❤❡ s♦❧♦ ✐♥str✉♠❡♥t ❛t ❢r❛♠❡ n✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ s✉❢✲
❢❡rs ❢r♦♠ s♦♠❡ ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s ❛♥❞ t❤✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧✿ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛s
s✉❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥str✉♠❡♥t t♦ ❜❡ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠♦♥♦✲
♣❤♦♥✐❝ ✐♥str✉♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ st❡♣ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛s t✇♦ ❣♦❛❧s✿ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s♠♦♦t❤
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ♣✐t❝❤❡s ❛♥❞ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✐t t♦ ♦♥❡ ♣✐t❝❤ ♣❡r ❢r❛♠❡✳

❚♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t s♦♠❡ ♦❝t❛✈❡ ❡rr♦rs✱ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✏❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✑ ♠❛tr✐① GF0

✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ gF0
un = hF0

un + 0.5hF0

(u+12Ust)n
✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ t❡♥❞s t♦ ❢❛✈♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛s ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r ♦❝t❛✈❡ ✐♥st❡❛❞



✶✻✸

♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦♥ s♦♠❡ ♥♦t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ GF0 ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤✐s ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ✇❛s ♦♥❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪ ❛♥❞ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✱ s❡❡♠s ❛ ♠♦r❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t st✐❧❧
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❜❡tt❡r st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳

❚❤❡ s✐❧❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✸✿ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ s♦❧♦
✐s ✜rst ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r ♠❛s❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡
✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛♠❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛r❡
❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s s✐❧❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧♦✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❢r❛♠❡s ✐s ❛❜♦✈❡ (100 − ǫ)✪✱ ✇❤❡r❡ ǫ = 0.06 ✐♥ ♦✉r s②st❡♠✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ǫ ✇❛s ✜①❡❞ ❛❢t❡r s♦♠❡ tr✐❛❧s✱ ❛♥❞ ♠❛✐♥❧② ❛✐♠s ❛t r❡♠♦✈✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✐❧❡♥❝❡
❢r❛♠❡s✱ ✇❤❡♥ ♥♦ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ♣❧❛②✐♥❣ ❛t ❛❧❧✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✈❡r② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡✳

✷✳ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❙t❡♣
❈♦♠♣✉t✐♥❣ H̃F0✿ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ HF0 ❧②✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡ ❛ s❝♦♣❡ ♦❢ 1

2 t♦♥❡ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡❧♦❞② ❛r❡ s❡t t♦ 0✿

h̃F0
un = hF0

un✱ ✐❢ |F(u)−F(ẐF0
n )| < 1

4
t♦♥❡✱

= 0✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

●✐✈❡♥ t❤✐s ♥❡✇ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ Θ✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s v̂(1) ❛♥❞

m̂(1) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ HF0 ✇❛s ♠♦❞✐✜❡❞✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♦♣t✐♠❛❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r WΦ✱ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤✐s ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛tr✐① ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡
r❡s✉❧ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✺✳
P❛r❛♠❡t❡r r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥✿ ❆❣❛✐♥✱ Θ0 ✐s r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇♥✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐①
HF0 ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② s❡t t♦ H̃F0 ✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✉s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♣❞❛t❡s✱ t❤❡ ♥✉❧❧
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ H̃F0 ❞♦ ♥♦t ❡✈♦❧✈❡ ❛♥❞ st❛② ♥✉❧❧✳ ❚❤❡ s♦❧♦ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡❧♦❞② s❡q✉❡♥❝❡ ẐF0 ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ✜t t❤✐s ♠❡❧♦❞② ✭✇✐t❤✐♥ 1

2 t♦♥❡✮✳
❲✐❡♥❡r ✜❧t❡rs✿ ❲✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✜♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞
s✐❣♥❛❧s v̂(2) ❛♥❞ m̂(2)✳ ❚❤❡ ♣r❡✲❛❝❝❡♥t✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡s✳

✻✳✷✳✹✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ st❡r❡♦ s✐❣♥❛❧s

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❙■▼▼✱ s♦♠❡ ♠❛❥♦r ❢❡❛t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✿
t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢♦r st❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ s✐❣♥❛❧s ✭❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦r ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ s✐❣♥❛❧s✮ ❛♥❞ t❤❡
✉♥✈♦✐❝❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ②❡t ❡✛❡❝t✐✈❡
s❝❤❡♠❡✳

❋✐rst✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ st❡r❡♦ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥
♦❜s❡r✈❡❞ st❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ s❛♠♣❧❡❞ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧ [xLt , x

R
t ]T ✱ ✇❤❡r❡ t ✐s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♥✉♠❜❡r✱ xL

✭r❡s♣✳ xR✮ ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ✭r❡s♣✳ r✐❣❤t✮ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ F × N ❙❚❋❚ ♦❢ ❜♦t❤
❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡❞ XR ❛♥❞ XL✳ ❚❤❡ ❙❚❋❚s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ✐♥✲
st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡s ♦❢ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡ s♦❧♦ ♣❛rt V ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♣❛rt
M✳

❚❤❡ st❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ ❛s♣❡❝t ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ✧♣❛♥♥✐♥❣✧ ❡✛❡❝t✿ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡s
❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ ❛♥❞ ♠✐①❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥t♦ t❤❡ st❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ s✐❣♥❛❧ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣



✶✻✹ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❧❡✈❡❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡✐r s♣❛t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦❧♦ V

✐s ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ st❛t✐❝ s♣❛t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t t♦ ❜❡
♠♦❞❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ R s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ st❛t✐❝ s♣❛t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❙❚❋❚s✱ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② f ❛♥❞ ❢r❛♠❡ n✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

{
xRfn = αRv

R
fn +

∑R
r=1 β

R
r m

Rr
fn

xLfn = αLv
L
fn +

∑R
r=1 β

L
r m

Lr
fn

✭✻✳✶✵✮

✇❤❡r❡ VR✱ VL✱ MRr ❛♥❞ MLr ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭r✳✈✳✮✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡s❡ r✳✈✳ ❛r❡ ❛❧❧ ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❛❝r♦ss ❜♦t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t✐♠❡✳

❚❤❡ st❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ ♦♥❧② ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❢♦r ❜♦t❤
❝❤❛♥♥❡❧s ✭❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t✮ ❢♦r ♦♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ V ♦r M s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝s✿

vRfn

vLfn

}
∼ Nc(0, s

V
fn) ❛♥❞

mRr
fn

mLr
fn

}
∼ Nc(0, s

Mr
fn ) ✭✻✳✶✶✮

sV
fn = s

V,✭❙✮■▼▼
fn ❛♥❞ sMr

fn ❛r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡

rt❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✱ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② f ❛♥❞ ❢r❛♠❡ n✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛r❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✼✮ ❛♥❞ ✭✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✺✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ s✐❣♥❛❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿





xRfn ∼ Nc

(
0, α2

Rs
V
fn +

∑R
r=1(β

R
r )2sMr

fn

)

xLfn ∼ Nc

(
0, α2

Ls
V
fn +

∑R
r=1(β

L
r )2sMr

fn

) ✭✻✳✶✷✮

✻✳✷✳✹✳✸ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r st❡r❡♦ s✐❣♥❛❧s

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s st❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡

Θ = {HΓ,HΦ,HF0 ,WM ,HM , αR, αL,B
R,BL},

✇❤❡r❡ BR = ❞✐❛❣((βRr )2)✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ t✐♠❡✱ ❢r❡q✉❡♥❝②
❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ C(Θ) ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇r✐t❡s✿

C(Θ) =
∑

fn

log Nc(x
R
fn; 0, s❙■▼▼,R

fn ) + log Nc(x
L
fn; 0, s❙■▼▼,L

fn ), ✭✻✳✶✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛♥❦s t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✶✷✮✱ ✭✸✳✸✼✮
❛♥❞ ✭✸✳✶✺✮✿

s❙■▼▼,R
fn = α2

R

[
(WΓHΓHΦ) • (WF0HF0)

]
fn

+
[
WMBRHM

]
fn

✭✻✳✶✹✮

s❙■▼▼,L
fn = α2

L

[
(WΓHΓHΦ) • (WF0HF0)

]
fn

+
[
WMBLHM

]
fn

✭✻✳✶✺✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r♦❝❡ss s✐♠✐❧❛r t♦ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✷✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱
str✉❝t✉r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✱ ❤❡♥❝❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♣❞❛t✐♥❣
r✉❧❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✶✱ ✇❤❡r❡ SΦ = WΦHΦ✱ SF0 = WF0HF0 ✱ DR = |XR|.(2)✱
DL = |XL|.(2)✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ♣♦✇❡r ♥♦t❛t✐♦♥✿ ✏.(ω)✑✳ ❚❤❡



✶✻✺

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✶ ❯♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❙■▼▼ ♦♥ st❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ s✐❣♥❛❧s✿
❊st✐♠❛t✐♥❣ Θ = {HΓ,HΦ,HF0 ,WM ,HM , αR, αL,B

R,BL}

HF0 ← HF0 • (WF0)T (α2
RSΦ • (S❙■▼▼,R).(−2) •DR + α2

LSΦ • (S❙■▼▼,L).(−2) •DL)

(WF0)T (α2
RSΦ • (S❙■▼▼,R).(−1) + α2

LSΦ • (S❙■▼▼,L).(−1))

✭✻✳✶✻✮

HΦ ← HΦ • (WΓHΓ)T (α2
RSF0 • (S❙■▼▼,R).(−2) •DR + α2

LSF0 • (S❙■▼▼,L).(−2) •DL)

(WΓHΓ)T (α2
RSF0 • (S❙■▼▼,R).(−1) + α2

LSF0 • (S❙■▼▼,L).(−1))

✭✻✳✶✼✮

HM ← HM • (WMBR)T (S❙■▼▼,R).(−2) •DR + (WMBL)T (S❙■▼▼,L).(−2) •DL

(WMBR)T (S❙■▼▼,R).(−1) + (WMBL)T (S❙■▼▼,L).(−1)
✭✻✳✶✽✮

HΓ ← HΓ • (WΓ)T (α2
RSF0 • (S❙■▼▼,R).(−2) •DR + α2

LSF0 • (S❙■▼▼,L).(−2).DL)(HΦ)T

(WΓ)T (α2
RSF0 • (S❙■▼▼,R).(−1) + α2

LSF0 • (S❙■▼▼,L).(−1))(HΦ)T

✭✻✳✶✾✮

WM ←WM • ((S❙■▼▼,R).(−2) •DR)(BRHM )T + ((S❙■▼▼,L).(−2) •DL)(BLHM )T

((S❙■▼▼,R).(−1))(BRHM )T + ((S❙■▼▼,L).(−1))(BLHM )T

✭✻✳✷✵✮

αC ← αC
s✉♠

(
SV,❙■▼▼ • (S❙■▼▼,C).(−2) •DC

)

s✉♠
(
SV,❙■▼▼ • (S❙■▼▼,C).(−1)

) ✱ ❢♦r C ∈ {R,L} ✭✻✳✷✶✮

BC ← BC • (WM )T ((S❙■▼▼,C).(−2) •DC)(HM )T

(WM )T ((S❙■▼▼,C).(−1))(HM )T
✱ ❢♦r C ∈ {R,L} ✭✻✳✷✷✮



✶✻✻ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

r❛♥❞♦♠ Θ0

❲✐❡♥❡r

❋✐❧t❡rs
❲✐❡♥❡r

❘♦✉♥❞

❘♦✉♥❞

❘♦✉♥❞
✶st ❊st✐♠❛t✐♦♥

✷♥❞ ❊st✐♠❛t✐♦♥

✸r❞ ❊st✐♠❛t✐♦♥

▼❡❧♦❞②
❚r❛❝❦✐♥❣

V̂❱✲■▼▼

M̂❱✲■▼▼

M̂❱❯✲■▼▼

Θ

▼❡❧♦❞②

r❛♥❞♦♠ Θ0

Θ

■♥✐t✐❛❧ HF0 = H̃
F0

✉♥✈♦✐❝✐♥❣ ✐♥ W
F0

H
F0

X

V̂❱❯✲■▼▼

❋✐❧t❡rs

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❙♦❧♦✴❆❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠ ❋❧♦✇ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪

✏s✉♠✑ ♦♣❡r❛t♦r st❛♥❞s ❢♦r ❛ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡
✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❡✐t❤❡r r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇♥ ✭✜rst r♦✉♥❞ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥✮✱ ✇✐t❤ ♠❛tr✐①
H̃F0 ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛tr✐① ❢♦r HF0 ✭s❡❝♦♥❞ r♦✉♥❞ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥✮ ♦r ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭t❤✐r❞ r♦✉♥❞✮✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ s②st❡♠ ✢♦✇ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✴❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥
❢♦r st❡r❡♦ s✐❣♥❛❧s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ♠♦♥♦ s✐❣♥❛❧ s②st❡♠✿

✶✳ ✶st ✭✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞✮ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ r♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✶✱

✷✳ ▼❡❧♦❞② tr❛❝❦✐♥❣✿ ❛ s♠♦♦t❤ ♣❛t❤ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts HF0 ✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠❀ t❤❡ ❝❤♦s❡♥
♣❛t❤ t❤✉s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
s✉❝❝❡ss✐✈❡ f0 ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱

✸✳ ✷♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ r♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✶ ❛♥❞ H̃F0 ❛s ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
❢♦r HF0 ✿

• ❙♦❧♦ ❛♥❞ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡rs✱ ♦♥
❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧
→ ✏✈♦✐❝❡❞✑✲■▼▼ ✭❱✲■▼▼✮✱

✹✳ ✸r❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ r♦✉♥❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✏✉♥✈♦✐❝✐♥❣✑ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦r ✐♥ WF0

❛♥❞ ✇✐t❤ WΦ ✭✐✳❡✳ HΓ✮ ✜①❡❞✿

• ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜② ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡rs✱ ♦♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧
→ ✏✈♦✐❝❡❞✰✉♥✈♦✐❝❡❞✑✲■▼▼ ✭❱❯✲■▼▼✮✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ❛❧s♦ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ r♦✉♥❞s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✺✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✶✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst r♦✉♥❞✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡t Θ0✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✉♥❞✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ r❛♥❞♦♠❧②
✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ s♦❧♦ s♦✉r❝❡ ♣❛rt ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛s ✐♥



✶✻✼

❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✹✳✶✿ ❛ ♠❛tr✐① H̃F0 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❝❦❡❞ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❛♥❞ t❤❡ ✜rst❧②
❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛tr✐① HF0 ❜② s❡tt✐♥❣ t♦ 0 ❛❧❧ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♦✉ts✐❞❡ ❛ s❝♦♣❡ ♦❢ ❛ q✉❛r✲
t❡r t♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡❧♦❞②✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s r❡♠❛✐♥ ♥✉❧❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
r✉❧❡ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✶✳ H̃F0 ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ HF0 ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥
r♦✉♥❞✳ ❆❢t❡r t❤✐s s❡❝♦♥❞ r♦✉♥❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✜rst s♦❧♦✴❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❡s✉❧t
✭❱✲■▼▼✮✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ✈♦✐❝❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s♦❧♦ ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥

st❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ ❙❚❋❚ ✏✐♠❛❣❡s✑ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦❧♦ V̂❱✲■▼▼ ❛♥❞ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t M̂❱✲■▼▼

❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡rs✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ♦♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s
❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t✿

v̂✐♠❛❣fn =

[
αRv̂

R
fn

αLv̂
L
fn

]
❛♥❞ m̂✐♠❛❣

fn =

[
m̂R

fn

m̂L
fn

]
,

✇❤❡r❡ αRv̂
R
fn✱ αLv̂

L
fn✱ m̂

R
fn ❛♥❞ m̂L

fn r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛r❡ t❤❡ ❲✐❡♥❡r ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞
❧❡❢t ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡ s♦❧♦ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❛✉❞✐♦
t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣✲❛❞❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②
♦♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❙❚❋❚ ✐♠❛❣❡s✳

❆t ❧❛st✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ t❤✐r❞ r♦✉♥❞ ❛r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
s❡❝♦♥❞ r♦✉♥❞✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r WF0 ✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ✉♥✈♦✐❝❡❞ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦r✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡✱ ❜②
✜①✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r ❞✐❝t✐♦♥❛r② WΦ ❢♦r t❤✐s r♦✉♥❞✱ t❤❛t t❤❡ ✉♥✈♦✐❝❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s♦❧♦ ✐♥str✉♠❡♥t
❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡rs ❛s ❢♦r t❤❡ ✈♦✐❝❡❞ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛t❝❤❡s
✉♥✈♦✐❝❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤♦s❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛❝t✉❛❧❧② ✜t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡❞
✜❧t❡r s❤❛♣❡s✳ ❚❤✐s ♥❡✇ s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❱❯✲■▼▼✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
✐♠❛❣❡s V̂❱❯✲■▼▼ ❛♥❞ M̂❱❯✲■▼▼✳

✻✳✷✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❛rt ❢♦r t❤❡ s♦❧♦ ✈♦✐❝❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✻✵❍③ t♦
✶✵✵✵❍③✱ ✇✐t❤ ✾✻ s♦✉r❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ♦❝t❛✈❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ NF0 = 391 ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ✐♥
WF0 ✳ ❋♦r t❤❡ ✜❧t❡rs✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ P = 30 ❍❛♥♥ ❛t♦♠✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r WΓ✱ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣
r❛t❡ ♦❢ ✼✺✪✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s♠♦♦t❤
✜❧t❡rs ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✏❜❛♥❞✇✐❞t❤✑ ♦❢ ❛❜♦✉t ✸❦❍③✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❧t❡rs ✐s ✜①❡❞ t♦ K = 9
❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝tr❛ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t t♦ R = 50✳

✻✳✷✳✺✳✶ ❉❛t❛s❡ts

❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ♠♦♥♦ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳✸✳
■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✸ s✉❜s❡ts✿ ✭❆✮ t❤❡ ❙✐❙❊❈ ✷✵✵✽ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s❡t ❢♦r t❤❡ ✏♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧❧②
♣r♦❞✉❝❡❞ ♠✉s✐❝ r❡❝♦r❞✐♥❣s✑ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❛s❦✶✱ ✭❇✮ s♦♠❡ s♦♥❣s ❢r♦♠ ❖③❡r♦✈ ❛♥❞ ▲❛❣r❛♥❣❡✬s
♣r✐✈❛t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❛♥❞ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮ ❛♥❞ ✭❈✮ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
s♦♥❣s ❜② ❙✳ ❍✉r❧❡②✱ ✉♥❞❡r ❈r❡❛t✐✈❡ ❈♦♠♠♦♥s ❧✐❝❡♥❝❡✳ ❈ ✐s ❢✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣✐t❝❤
❝♦♥t♦✉r ❛♥♥♦t❛t❡❞ s❡t ❈✶ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❡t ❈✷✳ ❚❤❡ s♦♥❣s ❛r❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ ♦♥❡✲
♠✐♥✉t❡✲❧♦♥❣ ♠♦♥♦ ❡①❝❡r♣ts✱ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦ ❧❡❛❞✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ❢♦r
t❤❡s❡ s♦♥❣s ✐s ✶✶✵✷✺❍③✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ✐s ✺✶✷ s❛♠♣❧❡s ✭✹✻✳✹✹♠s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦♣s✐③❡
✻✹ s❛♠♣❧❡s ✭✺✳✽♠s✮✳

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛❝❦ r❡❝♦r❞✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ ▼❚● ▼❆❙❙ ❞❛t❛❜❛s❡ ❬❱✐♥②❡s✱ ✷✵✵✽❪✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
✶✸ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠✉❧t✐✲tr❛❝❦ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡

✶❉❡t❛✐❧s ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t✿ ❤tt♣✿✴✴s✐s❡❝✳✇✐❦✐✳✐r✐s❛✳❢r✴



✶✻✽ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❢♦r t❤✐s s❡t ✐s ✹✹✶✵✵❍③✳ ❚❤❡ ❙❚❋❚s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐♥❞♦✇s ♦❢ ✷✵✹✽ s❛♠♣❧❡s
✭✹✻✳✹✹♠s✮✱ ✇✐t❤ ❛ ❤♦♣s✐③❡ ♦❢ ✷✺✻ s❛♠♣❧❡s ✭✺✳✽♠s✱ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ✽✼✳✺✪✮✳ ❲❡ ✉s❡ ❛
✏s✐♥❡❜❡❧❧✑ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✱ ❜♦t❤ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s②♥t❤❡s✐s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ◗✉❛❡r♦ Pr♦❥❡❝t✱ ❛ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳✹✮✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡
tr❛❝❦s ✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❡t✱ ♠❛✐♥❧② ❣❛t❤❡r❡❞ ❜② t❤❡ ▼❊❚■❙❙ t❡❛♠✱ ❛t ■❘■❙❆✳
❋♦r t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ♦♥❧② ❛ s✉❜✲s❡t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡
s♦♥❣s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✴❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t t❛s❦s ✇❡r❡ t❤❡ s♦♥❣s
❜② ❆♥♦t❤❡r ❉r❡❛♠❡r ✱ ❋♦rt ▼✐♥♦r✱ ●❧❡♥ P❤✐❧✐♣s✱ ❏✐♠s ❜✐❣ ❊❣♦✱ ◆✐♥❡ ■♥❝❤ ◆❛✐❧s✱ ❙❤❛♥♥♦♥
❍✉r❧❡②✱ ❛♥❞ ❱✐❡✉① ❋❛r❦❛ ❚♦✉ré✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❇❙❙❴❊✈❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❝♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐ss✉❡s✱ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s❡t ✭❆♥♦t❤❡r
❉r❡❛♠❡r✮ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✳ ▲✐st❡♥✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✜❧❡s ❢♦r t❤❡ t❡st s❡t ♠❛② ❛❧s♦ ❝❛rr② s♦♠❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✻✳✷✳✺✳✷ ▼❡❧♦❞② ❚r❛❝❦✐♥❣ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❖♥ s✉❜s❡t ❈✶✱ t❤❡ r❡❝❛❧❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❛t ❛r♦✉♥❞ ✼✵✪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦♥❧② s❝♦r❡s ❛t ✺✵✪✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✉r s②st❡♠ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②
❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝✉❡s t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t✐♠❜r❛❧ ❝✉❡s✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡
tr❛❝❦s t❤❡ s♦❧♦ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s♦❧♦ ✐♥str✉♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❝❡r♣t✳

◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ✜❧❡s ❢r♦♠ s✉❜s❡t ❈✶ ❢♦r t❤✐s ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❛✐♥❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❢✉❧❧ ❧❡♥❣t❤ s♦♥❣s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛t ▼■❘❊❳ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❤❛✈❡ s♦ ❢❛r ❢♦❝✉ss❡❞
♦♥ s❤♦rt❡r ❡①❝❡r♣ts ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✐s ❛ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✳ ❚❤✐s
❢❛✐r❧② ❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣ r❡s✉❧t ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ♠❛② r❡q✉✐r❡
s♦♠❡ ♠♦r❡ ❡✛♦rt ✐♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ s♦✉♥❞✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧②✱ ✐t
✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s♦♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞❡t❡❝t ✇❤❛t ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
✐s ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡❧♦❞②✳

✻✳✷✳✺✳✸ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❚r✉❡ P✐t❝❤ ❈♦♥t♦✉r

❲❡ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✐❣♥❛❧s ✇❤❡♥ t❤❡ tr✉❡ ♣✐t❝❤ ❝♦♥t♦✉r
✐s ❣✐✈❡♥✳ ❲❡ ✈❛❧✐❞❛t❡ ✐t ♦♥ t❤❡ ♠❡❧♦❞②✲❛♥♥♦t❛t❡❞ ♠♦♥♦ ❛✉❞✐♦ s✉❜s❡t ❈✶✳ ❲❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❜② s❦✐♣♣✐♥❣ t❤❡ ✏♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥✑ st❡♣ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❣r♦✉♥❞tr✉t❤
♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ♣✐t❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ZF0

●❚ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ H̃F0 ✐♥ t❤❡ ♠♦♥♦ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❊P✲■✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✺ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❝♦♥t♦✉r✱ ♥❛♠❡❞
✏▼❡❧♦❞②✑✱ ❢♦r t❤❡s❡ s♦♥❣s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t✇♦ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✿ ✏▼✐①t✉r❡✑ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ v̂ = m̂ = x✱ ✏❲✐❡♥❡r✑ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r
❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡♣❛r❛t❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s❤♦✇s ❤♦✇
❞✐✣❝✉❧t t❤❡ t❛s❦ ✐s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ❣✐✈❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♠✐t✳

❋♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥str✉♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡
s❛t✐s❢②✐♥❣✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❛rt❡❢❛❝ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✉♥✈♦✐❝❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
✈♦❝❛❧ ♣❛rt✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ t❡st❡❞ ♠♦♥♦ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❊P✲■✳ ❚❤❡
✉♥✈♦✐❝❡❞ ♣❛rts ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❙❊P✲■
♠♦♥♦ s②st❡♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❜② t❤❡ r❡s✉❧t ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✺✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦♦❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❤❡r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳



✶✻✾

▼❛✐♥ ■♥str✉♠❡♥t ❆❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t

▼❡t❤♦❞ ❙❉❘ ❙■❘ ❙❆❘ ❙❉❘ ❙■❘ ❙❆❘

▼✐①t✉r❡ ✲✻✳✷ ✲✻✳✵ ✕ ✻✳✷ ✻✳✷ ✕
▼❡❧♦❞② ✽✳✶ ✶✻✳✶ ✾✳✵ ✶✹✳✸ ✶✾✳✹ ✶✻✳✻
❲✐❡♥❡r ✶✶✳✾ ✷✶✳✸ ✶✷✳✽ ✶✺✳✺ ✷✻✳✺ ✶✻✳✻

❚❛❜❧❡ ✻✳✺✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✭✐♥ ❞❇✮ ❢♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❝♦♥t♦✉r ♦♥ t❤❡ ♠♦♥♦
❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧ ❞❛t❛s❡t ❈✶✳

▼❛✐♥ ■♥str✉♠❡♥t ❆❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t

❙✉❜s❡t ❙❉❘ ❙■❘ ❙❆❘ ❙❉❘ ❙■❘ ❙❆❘

❆❧❧ ✭✶✮ ✶✳✻ ✺✳✹ ✺✳✷ ✼✳✼ ✶✹✳✻ ✶✵✳✼

❆ ✭✷✮ ✽✳✷ ✶✼✳✹ ✽✳✾ ✶✵✳✽ ✶✺✳✹ ✶✷✳✾
❇ ✭✷✮ ✷✳✹ ✻✳✻ ✺✳✷ ✽✳✺ ✶✹✳✻ ✶✶✳✼
❈ ✭✷✮ ✷✳✼ ✾✳✷ ✺✳✵ ✾✳✶ ✶✹✳✶ ✶✷✳✼
❈✶ ✭✷✮ ✸✳✺ ✽✳✷ ✹✳✶ ✾✳✼ ✶✹✳✷ ✶✷✳✻

❆❧❧ ✭✷✮ ✷✳✼ ✽✳✶ ✺✳✷ ✽✳✽ ✶✹✳✹ ✶✷✳✶

❚❛❜❧❡ ✻✳✻✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✭✐♥ ❞❇✮ ❢♦r ♦✉r ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ♠♦♥♦ s✐❣♥❛❧
s✉❜s❡t✳

✻✳✷✳✺✳✹ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❊st✐♠❛t❡❞ ▼❡❧♦❞②

❚❛❜❧❡ ✻✳✻ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ♦✉r ♠♦♥♦
s✐❣♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ✐♥t♦ ❜r❛❝❦❡ts ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❞✐r❡❝t❧②
❤❡❧❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❡①tr❛❝t✐♦♥ st❡♣ ✭✶✮ ♦r ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✭✷✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✏♠❛✐♥
✐♥str✉♠❡♥t t♦ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✑ r❛t✐♦ ✐s ✲✻✳✶❞❇✳ ■♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ❙❉❘✴❙■❘ ❣❛✐♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛r❡ ✽✳✽✴✶✸✳✽ ❢♦r t❤❡ s♦❧♦ ✈♦✐❝❡
❛♥❞ ✷✳✻✴✽✳✵ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳

❚❤❡ ✜❣✉r❡s ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✻ ✜rst s❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ♦✉r ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭✷✮ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✶✮✳ ■♥❢♦r♠❛❧ ❧✐st❡♥✐♥❣ t❡sts
❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ■t ❛❧s♦ s❡❡♠s t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ✐♥str✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✏❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✑✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❈❡❧t✐❝ r♦❝❦
s♦♥❣s ❢r♦♠ s✉❜s❡t ❇✳ ■♥ t❤♦s❡ s♦♥❣s✱ v̂ ♦❢t❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♠✉s✐❝❛❧ ✐♥str✉♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠✲
✐♥❣ s♦❧♦s ❛♥❞ ♥♦t t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❣❡r ✈♦✐❝❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ✇✐t❤♦✉t ❛ss✉♠✐♥❣ t✐♠❜r❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❛✐♥ s♦❧♦ tr❛❝❦ v̂ ♣❧❛②❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥str✉♠❡♥ts✳

■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✳ ■♥ ❖③❡r♦✈
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs r❡♣♦rt✱ ❢♦r t❤❡✐r s✉♣❡r✈✐s❡❞ s②st❡♠✱ ❛ ❙❉❘ ❣❛✐♥ ♦❢ ✶✵✳✺❞❇ ❢♦r t❤❡
s❡♣❛r❛t❡❞ ✈♦✐❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉r s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✽✳✺❞❇ ❙❉❘ ❣❛✐♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ s✉❜s❡t ❇✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✈♦✐❝❡✴♠✉s✐❝ ❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦
❧❡❛r♥✐♥❣ st❡♣✱ s✐♥❝❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞✳ ■♥ ❘②②♥ä♥❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞
❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♦❜t❛✐♥s ❛ ❙❉❘ ❣❛✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✵✳✽❞❇ ❛t ❛ ✲✺❞❇ ✏♠❛✐♥ ✐♥str✉♠❡♥t t♦ ❛❝❝♦♠✲
♣❛♥✐♠❡♥t✑ r❛t✐♦✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❙❉❘ ❣❛✐♥ ♦❢ ✷✳✻❞❇✳ ❙♦♠❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♦♥ ♦✉r ✇❡❜♣❛❣❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴♣❡rs♦✳t❡❧❡❝♦♠✲♣❛r✐st❡❝❤✳❢r✴❣r✐❝❤❛r❞✴✐❝❛ss♣✵✾✴✳

http://perso.telecom-paristech.fr/grichard/icassp09/
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❙■❘ ❣❛✐♥s ❛♥❞ ✏s♦❧♦ s❡❝t✐♦♥s✑ ❢♦r ✹ ✐♥str✉♠❡♥ts✿ ❣✉✐t❛r✱ ♣✐❛♥♦✱
✢✉❣❡❧❤♦r♥ ❛♥❞ s✐♥❣❡r✳

✻✳✷✳✺✳✺ ▼✉❧t✐tr❛❝❦ ❡①❛♠♣❧❡

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡❡♣❡r ✐♥s✐❣❤t ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②③❡ ✐t ♦♥ t❤❡ ✸r❞ ❡①❝❡r♣t
♦❢ ✏❲❡ ❆r❡ ■♥ ▲♦✈❡✑ ✭❙✳ ❍✉r❧❡②✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✽ s❡♣❛r❛t❡❞ tr❛❝❦s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
✐♥str✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♦♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙■❘ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
v̂ ♦✈❡r t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❢♦r ✹ ❝❛s❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s t❤❡ ✏♠❛✐♥
✐♥str✉♠❡♥t✑✱ ✐✳❡✳ s❡tt✐♥❣ v t♦ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛❝❦s✿ t❤❡ ❣✉✐t❛r✱ t❤❡ ♣✐❛♥♦✱ t❤❡
✢✉❣❡❧❤♦r♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❣❡r✳

■♥ t❤✐s ❡①❝❡r♣t✱ t❤❡ s✐♥❣❡r ✜♥✐s❤❡s ❤❡r ♣❤r❛s❡ ❛t t = 3s ❛♥❞ s✐♥❣s ❛❣❛✐♥ ❛t t = 38s✳ ❚❤❡
✢✉❣❡❧❤♦r♥ ♣❧❛②s ❢r♦♠ t = 5s t♦ t = 38s✳ ❚❤❡ ♣✐❛♥♦ ❛♥❞ t❤❡ ❣✉✐t❛r ❛❧s♦ ❤❛✈❡ s♦❧♦ ♥♦t❡s
❛t t = 20s ❛♥❞ t = 29s✳ ❆s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✱ t❤❡ ❙■❘ ❣❛✐♥s ❛r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r t❤❡s❡
✐♥str✉♠❡♥ts ❛t t❤❡ t✐♠❡s ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ s♦❧♦✐♥❣✿ ♦✉r s②st❡♠ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② s❡♣❛r❛t❡s t❤❡
♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ❡①❝❡r♣ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❧❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ ♦t❤❡r
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ♦✉r ✇❡❜♣❛❣❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴♣❡rs♦✳t❡❧❡❝♦♠✲♣❛r✐st❡❝❤✳
❢r✴❣r✐❝❤❛r❞✴✐❝❛ss♣✵✾✴✳

✻✳✷✳✺✳✻ ❙t❡r❡♦ s✐❣♥❛❧ ✰ ✉♥✈♦✐❝❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥

❲❡ r❡♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ✺ s✉❜✲s②st❡♠s ❢r♦♠ ❙❊P✲■ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✼✿ ❱✲■▼▼ ❛♥❞ ❱❯✲■▼▼✱
❡❛❝❤ ✇✐t❤♦✉t ✭✵✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✭✶✮ t❤❡ s♠♦♦t❤ ✜❧t❡r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✏▼♦♥♦✑ ✐s t❤❡ ♠♦♥♦✲
♣❤♦♥✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠ ❙❊P✲■ ✭❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪✮✱ ❛♣♣❧✐❡❞ s❡♣❛✲
r❛t❡❧② t♦ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❙♦♠❡ ❛✉❞✐♦ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥✲❧✐♥❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴♣❡rs♦✳
t❡❧❡❝♦♠✲♣❛r✐st❡❝❤✳❢r✴❞✉rr✐❡✉✴❡♥✴❡✉s✐♣❝♦✵✾✴✳

✻✳✷✳✺✳✼ ❙♠♦♦t❤ ✜❧t❡rs ❛♥❞ ✉♥✈♦✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✼ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥❞
✇✐t❤♦✉t t❤❡ s♠♦♦t❤ ✜❧t❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t

http://perso.telecom-paristech.fr/grichard/icassp09/
http://perso.telecom-paristech.fr/grichard/icassp09/
http://perso.telecom-paristech.fr/durrieu/en/eusipco09/
http://perso.telecom-paristech.fr/durrieu/en/eusipco09/
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❱✲■▼▼✵ ✼✳✾✴✽✳✾ ✶✷✳✶✴✷✸✳✵ ✶✾✳✷✴✶✷✳✻ ✽✳✷✴✶✷✳✺ ✽✳✾✴✼✳✾ ✷✵✳✷✴✶✶✳✻

❱✲■▼▼✶ ✼✳✾✴✽✳✾ ✶✷✳✺✴✷✷✳✶ ✶✽✳✹✴✶✷✳✽ ✽✳✸✴✶✶✳✻ ✽✳✾✴✼✳✾ ✶✾✳✹✴✶✶✳✽

❱❯✲■▼▼✵ ✽✳✷✴✾✳✸ ✶✷✳✹✴✷✸✳✸ ✶✾✳✾✴✶✷✳✾ ✽✳✼✴✶✷✳✼ ✾✳✸✴✽✳✷ ✷✵✳✾✴✶✶✳✽
❱❯✲■▼▼✶ ✽✳✷✴✾✳✸ ✶✸✳✵✴✷✶✳✽ ✶✽✳✻✴✶✸✳✷ ✽✳✽✴✶✷✳✵ ✾✳✸✴✽✳✷ ✶✾✳✻✴✶✷✳✷

❚❛❜❧❡ ✻✳✼✿ ❆✈❡r❛❣❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ st❡r❡♦ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✐♥ ❞❇✳ ❋♦r ❡❛❝❤
❝r✐t❡r✐♦♥✿ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦❧♦✴❡st✐♠❛t❡❞ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳

s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ t✐♠❜r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧♦ ✐♥str✉♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t
♦♥❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ s♦❧♦ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② s✇✐t❝❤❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✐♥str✉♠❡♥t t♦ s♦♠❡
✐♥str✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s♠♦♦t❤ ✜❧t❡rs ❤♦✇❡✈❡r
❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❜❡tt❡r ✏s❡♠❛♥t✐❝s✑ t❤❛t t❤❡s❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s ♠❛② ❝♦♥✈❡②✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❆s ♣❛rt ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s♦❧♦ ✐♥str✉♠❡♥t✱
t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡rs ✐s ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ t❤❛♥ ❤❛✈✐♥❣ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✜❧t❡rs✳ ■t ♠❛②
t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ■♥ ❛ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ❧❡❛r♥ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥str✉♠❡♥t✳

❚❤❡ ✉♥✈♦✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧ s❡❡♠s t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts s✐♥❝❡ ❱❯✲■▼▼ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❱✲■▼▼ ♦♥ ♦✉r ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛
✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤✱ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛❧ ❧✐st❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ tr❛❝❦s r❡✈❡❛❧s t❤❛t ♠♦st ♦❢
t❤❡ ✉♥✈♦✐❝❡❞ ♣❛rts t❤❛t ❛r❡ ❝❛✉❣❤t ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞r✉♠ s♦✉♥❞s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡❞
t❤❛t ♦♥❧② s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✉♥✈♦✐❝❡❞ s♦❧♦ ♣❛rts ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞✿ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❡①❝❡r♣ts
❜② ✏❚❛♠②✑✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❙✐❙❊❈ ✏Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧❧② Pr♦❞✉❝❡❞ ▼✉s✐❝ ❘❡❝♦r❞✐♥❣s✑ ❬❙✐❙❊❈✱ ✷✵✵✽❪✱
✇✐t❤ ❛ ❣✉✐t❛r ❛s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ✐♥str✉♠❡♥t✱ s♦♠❡ ❝♦♥s♦♥❛♥ts ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞
s♦❧♦✳ ❚❤✐s ♠❛② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✉♥✈♦✐❝✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✉♥✈♦✐❝❡❞ ♣❛rts s❤❛r❡
t❤❡ s❛♠❡ ✜❧t❡r s❤❛♣❡s ❛s t❤❡ ✈♦✐❝❡❞ ♣❛rts✱ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ♠❛② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❢✉rt❤❡r
❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉♥✈♦✐❝❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✻✳✷✳✺✳✽ ❙t❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ ✈s✳ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❊P✲■ ❛♥❞ ✐ts st❡r❡♦ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛ ✏♣s❡✉❞♦✑✲st❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ r❡s✉❧t ❜② ❛♣♣❧②✲
✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❜♦t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳

❚❤❡ t❛❜❧❡ ✻✳✼ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡
st❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❙❊P✲■✳ ■♥ t❤❡ st❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ✐s ❡st✐♠❛t❡❞
♦♥❝❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ t❤❡ s♦❧♦✱
♦❢ ♦♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧✿ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡r❡✲
❢♦r❡ ♠♦r❡ ❝♦❤❡r❡♥t✱ ❛♥❞ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❛✈♦✐❞ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s❡♣❛r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧s t❤❛t ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧②
✏✢♦❛t✐♥❣✑ ❢r♦♠ ♦♥❡ s✐❞❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
♦♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤✐s ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳

❈♦♥tr❛r② t♦ ❬❘②②♥ä♥❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
✏tr✉❧②✑ st❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ s✐❣♥❛❧s✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ s♦❧♦ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ♥♦t ❡①❛❝t❧② ♣❛♥♥❡❞ ✐♥ t❤❡
♠✐❞❞❧❡✿ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ✢❡①✐❜✐❧✐t② t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳



✶✼✷ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❙②st❡♠ ❙✐♥❣❡r ❙❉❘ ●✉✐t❛r ❙❉❘

❈❛♥❝❡❧❛✷ ✾✳✼ ✽✳✻

❙❊P✲■ ❱❯✲■▼▼ ✼✳✽ ✾✳✹
❈❛♥❝❡❧❛✶ ✽✳✼ ✽✳✵

❙❊P✲■ ❱✲■▼▼ ✻✳✾ ✽✳✻

❈♦❜♦s ✻✳✹ ✽✳✵

❖③❡r♦✈ ✺✳✶ ✻✳✼

❖③❡r♦✈✴❋é✈♦tt❡ ✸✳✻ ✺✳✸

❱✐♥②❡s ❘❛s♦ ✹✳✾ ✹✳✷

■❞❡❛❧ ❇✐♥❛r② ▼❛s❦ ✶✵✳✶ ✶✶✳✽

❚❛❜❧❡ ✻✳✽✿ ❘❡s✉❧t t❛❜❧❡ ❢♦r ❙✐❙❊❈ ✷✵✵✽ ✭s♦♥❣ ✏❚❛♠② ✲ ◗✉❡ P❡♥❛ ✴ ❚❛♥t♦ ❋❛③✑✮

✻✳✷✳✺✳✾ ❙✐❙❊❈ ❝❛♠♣❛✐❣♥ r❡s✉❧ts

❆t ❧❛st✱ ❡❛r❧② ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠s ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❙✐❙❊❈ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
❝❛♠♣❛✐❣♥ ❢♦r ✏Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧❧② Pr♦❞✉❝❡❞ ▼✉s✐❝ ❘❡❝♦r❞✐♥❣s✑ ❬❙✐❙❊❈✱ ✷✵✵✽❪✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡
❡①tr❛❝t❡❞ ❢❡♠❛❧❡ s✐♥❣❡r ✈♦✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠✉s✐❝ ✭t❤❡ ❣✉✐t❛r✮ ❢♦r t❤❡ ✜rst
s♦♥❣ ❜② ✏❚❛♠②✑ ✉s✐♥❣ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❱✲■▼▼ ❛♥❞ ❱❯✲■▼▼✱ ❜♦t❤
✇✐t❤ s♠♦♦t❤❡❞ ✜❧t❡rs✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❙❉❘ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✽✳ ❉❡t❛✐❧s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r s②st❡♠s ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❱✐♥❝❡♥t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❲❡ ♦r❞❡r❡❞ t❤❡ s②st❡♠s ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♠❡❛♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❙❉❘ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❡r ❛♥❞ ❣✉✐t❛r ❡①tr❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝✲
t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞✱ s✐♥❝❡ ❱❯✲■▼▼ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❱✲■▼▼✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r
♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱ ❱❯✲■▼▼ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡❛♥ ❙❉❘ ✈❛❧✉❡✱ ❛❢t❡r ❈❛♥❝❡❧❛ ❬✷✵✵✽❪✱ ✇❤♦s❡
s②st❡♠s s❤❛r❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿ t❤❡② ❛❧s♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧
t❤❡ s♦❧♦ ♣❛rt ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❧♦❞✐❝ ❧✐♥❡ ✭✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ ❍③✮✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❡♥❞ t♦ ♣r♦✈❡ ♦r ❛t ❧❡❛st t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② s❡♣❛r❛t❡ ✭♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝✮ ♠❡❧♦❞✐❝ ✐♥str✉♠❡♥ts✳ ❚❤✐s t②♣❡
♦❢ ✏❦♥♦✇❧❡❞❣❡✲❜❛s❡❞✑ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ t❤❡♥ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❢♦r s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ♠♦r❡ ✏❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥✑✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
s✐❣♥❛❧s ❛r❡ q✉✐t❡ str♦♥❣✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①tr❛❝t s♦♠❡
♦t❤❡r ✐♥str✉♠❡♥t s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❣✉✐t❛r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r s♦♥❣ ❜② ✏❇❡❛r❧✐♥✑ ✐♥ t❤❡
❙✐❙❊❈ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✿ s✉❝❤ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ✐♥str✉♠❡♥ts ♥❡❡❞ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ♣✐t❝❤
❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ st❡♣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥str✉♠❡♥t ♣❧❛②❡❞ ✇❤✐❝❤
❡st✐♠❛t❡❞ ♣✐t❝❤✳

✻✳✷✳✺✳✶✵ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ◗✉❛❡r♦ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❉❛t❛❜❛s❡

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❙❊P✲■ s②st❡♠✱ ✇✐t❤ t❤❡ st❡r❡♦ ✰ ✉♥✈♦✐❝❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✇❛s ❛❧s♦ t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡
❞❛t❛❜❛s❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ◗✉❛❡r♦ ♣r♦❥❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ s♦♠❡
♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t❡st s❡t ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t
t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ✇r✐t✐♥❣ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ♦♥❡ s♦♥❣✱ ❆♥♦t❤❡r
❉r❡❛♠❡r ✲ ❖♥❡ ✇❡ ❧♦✈❡✱ ❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✐①❡s✱ ❛r❡ r❛t❤❡r ✉♥❡✈❡♥✳ ❋✐rst✱ ❢♦r t❤✐s t❛s❦✱
t❤❡ ❢✉❧❧ s♦♥❣s ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s♦♥❣s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜❡❢♦r❡ ❛♥② ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ t❤❛t ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ✇❛s ✶ ♠✐♥✉t❡✳ ❚♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡



✶✼✸

r❡s✉❧ts ❛ r❡❧❡✈❛♥t ✇❛②✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❛❞ ✈♦✐❝❡ ✇❛s ❛❜s❡♥t ✇❡r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡s✉❧ts✳

❋♦r t❤❡ s✐① ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐①✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r t❤❛t s♦♥❣✱ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠✐①t✉r❡ ❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❧❡❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
SDR0v✱ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❇❙❙❴❡✈❛❧ t♦♦❧❜♦①✱ ✐s ✲✼❞❇✳ SIR0v ✐s ❡q✉❛❧ t♦ SDR0v✱ ❛♥❞✱
❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ISR0v ❛♥❞ SAR0v ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ SDRv ❢♦r t❤❡ ❜❡st
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s 0.8❞❇✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ SDRv ❣❛✐♥ ♦❢ 7.8❞❇✳ ❚❤❡ SIRv

❣❛✐♥ ✐s 14, 4❞❇✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ✐s ❧❡ss ♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤❡
❛✈❡r❛❣❡ SDRm ✐s 7.8❞❇✱ ❜✉t t❤❛t ✐s ♦♥❧② ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ SDRm ♦❢ 0.8❞❇✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
SIRm ✐s 1.7❞❇✳ ❚❤✐s t❡♥❞s t♦ s❤♦✇✱ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❙❊P✲■ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦
❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ r❡♠♦✈✐♥❣ ✐t ❢r♦♠ t❤❡
♠✐①t✉r❡✳

✻✳✷✳✺✳✶✶ ◆♦t❡ ♦♥ t❤❡ ❢r♦♥t✲❡♥❞ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥ s②st❡♠s✿ ❋✲■✱ ❋✲■■ ♦r ❋✲■■■❄

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s②st❡♠ ❋✲■■ ❛s ❢r♦♥t✲❡♥❞ ❢♦r ❙❊P✲■ ✇❛s ✜rst ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ✐ts ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲
♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
❲✐t❤♦✉t t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ tr② ❋✲■ ♦r ❋✲■■■ ❛s ❢r♦♥t✲❡♥❞ ❛♥❞
❛♥❛❧②③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❋✲■ ♦r ❋✲■■■ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❋✲■■ ❛s t❤❡
✜rst st❡♣ ✐♥ ❙❊P✲■ ❛r❡ ♥♦t ❛s ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ✉s✐♥❣ ❋✲■■✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♠❛♥②
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❋✲■ ♦r ❋✲■■■✱ ✇✐t❤ ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼ ❛s ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✱ t♦
❋✲■■✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✭❙✮■▼▼ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛r❡
♥♦t ♦❜✈✐♦✉s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❋✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st t❤❡
s❛♠❡ ❢♦r ❋✲■ ❛♥❞ ❋✲■■✳ ❆♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ H̃F0 t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
✇✐t❤✐♥ ❛ s❡♠✐✲t♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❡❧♦❞②✱ ❛♥❞ ♥♦t ❥✉st t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ẐF0 ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐❧❧✲✜tt❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ●❙▼▼✱ t❤❛t ✐s
❢♦r s②st❡♠ ❋✲■ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s②st❡♠ ❋✲■■■✱ s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝②
❲✐❡♥❡r ♠❛s❦ ❞♦❡s ♣r♦❜❛❜❧② ✏r❡❥❡❝t✑ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❜❡s t♦ t❤❡
❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♣❛rt✳

❚♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡
str❡♥❣t❤ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ●❙▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ■▼▼ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s
✇❛s ♠❛❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✶✮✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❇② ❞❡s✐❣♥✐♥❣ s♦♠❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r✐♦r ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t✱ p(Θ
✭❙✮■▼▼
n |ZΦ

n = k, ZF0
n = u)✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♠♦❞❡❧

❝❤✐r♣s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛t♦♠s ♦❢ s♦✉r❝❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② WF0 ✳
◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ s♦♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ●❙▼▼
❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❝❤✐r♣❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ s✐❣♥❛❧s ✐♥
WF0 ✐s ❛❧s♦ ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳



✶✼✹ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s



✶✼✺

❈❤❛♣t❡r ✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✼✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✏s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ✰ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✑ ♠✐①t✉r❡ s✐❣♥❛❧s✱
❢♦r t✇♦ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞
✐♥str✉♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳

❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❙❝❛❧❡❞ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✭●❙▼▼✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡s✱ t❤❛♥❦s t♦ ❛ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♠♦❞❡❧✱ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ❤❡♥❝❡ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t ❜♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡
s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞ ✈♦✐❝❡ ✐s✱ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❙▼▼✿ t❤❡ s✐❣♥❛❧
✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ●❙▼▼✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡
■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✭■▼▼✮✳

■♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♣❛rt ✐s ❛❧✇❛②s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ❛ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛tr✐① ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭◆▼❋✮ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① t♦ ❜❡ ❢❛❝t♦r✲
✐③❡❞ ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡ ✐s t❤❡
■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ✭■❙✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ◆▼❋ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♠♠❛♥❞ t❤❡ ♣✐t❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡ ✐♥✲
❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡rs✿ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣✐t❝❤❡s ❢♦r♠ ❛
s♠♦♦t❤ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ✏♠✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧✑ ❧❛②❡r✱ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ ♠❡❧♦❞② t♦ ❢♦r♠
r❡❛❧✐st✐❝ ♥♦t❡s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ❞✉r❛t✐♦♥s✳ ❚✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧
s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ●❙▼▼ ❛♥❞ t❤❡ ■▼▼✱ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞✿ ✜rst t❤❡ ✜❧t❡r ♣❛rt
s♠♦♦t❤♥❡ss ✇❛s str✉❝t✉r❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡rs ❛s ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥s ♦❢ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✉♥✈♦✐❝❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ✇❛s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ s♣❡❝tr❛❧
❞✐❝t✐♦♥❛r②✳

❋✐✈❡ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❋✲■✱ ❋✲■■✱ ❋✲■■■✱ ▼❯❙✲■ ❛♥❞ ❙❊P✲■✳ ❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡
s②st❡♠s ❛✐♠ ❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛s ❛ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ r❡s✉❧t✳
▼❯❙✲■ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r❡t✉r♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❛♥❞ ❙❊P✲■
s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐♥t♦ t✇♦ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❋✲■ ❛♥❞ ❋✲■■ t❡♥❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❜② t❤❡s❡
s②st❡♠s ❛r❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✐♥❝❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s②st❡♠ ❋✲■■ ❛s ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣
❢♦r s②st❡♠ ❙❊P✲■ ❧❡❛❞s t♦ ❡①❝❡❧❧❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❋✲■ ❛♥❞



✶✼✻ ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❋✲■■ ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥s✱ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✽ ❛♥❞ ▼■❘❊❳
✷✵✵✾✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✳ ❋✲■■■✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ●❙▼▼
✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥s ✭❍▼▼✮ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ st✐❧❧
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡❞✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ❛s
♣♦s✐t✐✈❡ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✿ ✇❤✐❧❡ ❋✲■■■ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❋✲■✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❛t s②st❡♠✳ ▼♦r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳

▼❯❙✲■ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❜✉t ♦❜t❛✐♥❡❞
❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❘❲❈ P♦♣✉❧❛r s✉❜s❡t✳ ■♥ r❡❛❧ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡❛❞
✐♥str✉♠❡♥t ✐s ❛ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡✱ t❤❡ ❣r❡❛t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t✲s♦✲♦❜✈✐♦✉s
❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠❛②
❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣ r❡s✉❧ts✳

❆t ❧❛st✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❊P✲■✱ ✐♥ ✐ts st❡r❡♦ ✈❡rs✐♦♥✱ ✇❡r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❜❡st ✐♥ t❤❡ ❙✐❙❊❈
✷✵✵✽ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❛t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✇❛s
t❤❛t t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ s②st❡♠s ✇❡r❡ t❤❡ ♦♥❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t t♦
❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞✱ ❛ ❢❡♠❛❧❡ s✐♥❣❡r✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡st✳ ❚❤✐s t❡♥❞s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✉s✐♥❣ ♠✉s✐❝ r❡❧❛t❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡♣❛r❛t❡ s✐❣♥❛❧s ❧❡❛❞s t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ✈✐❛❜❧❡✱ ❜✉t
❛❧s♦ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♦♥❡s✳

✼✳✷ P♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♠❛② ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❢✉rt❤❡r st✉❞②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s✱ ❢r♦♠
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧s t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ♦r ❡✈❡♥ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✢♦✇s✳

✼✳✷✳✶ ❊✈❡♥ ♠♦r❡ ✏▼✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧✑ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♥♦t❡ ❞✉r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ♠✉s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ s✉❝❤ ❛s t❡♠♣♦✱ ♦r
r❤②t❤♠✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❤②t❤♠s
❛♥❞ t❡♠♣✐✱ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❡✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞❡ ❝♦✉❧❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ♠✉s✐❝❛❧ ✉♥✐t s✉❝❤ ❛s ✇❤♦❧❡ ♥♦t❡✱ ❤❛❧❢ ♥♦t❡✱ q✉❛rt❡r ♥♦t❡ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳ ❚❤❡
t❡♠♣♦ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡s❡ ✉♥✐ts ✐♥t♦ ❢r❛♠❡ ❞✉r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ t❡♠♣♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s✱ ❛s ❛♥♦t❤❡r
❧❛②❡r✱ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❡ ❧❛②❡r E✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♠❛②
♥♦t ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❡ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡
♥♦t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ s❝♦r❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ♦r ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡
♠✉s✐❝❛❧ s❝♦r❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ♥♦t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❛r❝❤
s♣❛❝❡ ✐s ♠✉❝❤ r❡❞✉❝❡❞✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❛s❦s✳

✼✳✷✳✷ ❆ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❍▼▼ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ♠❛② ❛❧s♦ s❡❡♠ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t✱ r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ♥❛t✉r❛❧ ✐♥str✉♠❡♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✈✐❜r❛t♦ ♠❛② ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❧♦♥❣❡r t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s t❤❛♥ t❤❡ ❍▼▼
❢r❛♠❡✲t♦✲❢r❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱
❛s t❤❡ ✈✐❜r❛t♦ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✉s✐❝❛❧ ❝♦♥t❡♥t✳



✶✼✼

✼✳✷✳✸ ❆❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♠♦❞❡❧✿ t♦✇❛r❞s ♠♦r❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥❄

❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ♠❛② s❡❡♠ t♦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤❡ ❞❡s✐r❡ t♦
♠♦❞❡❧ ❛ r❛t❤❡r ❝♦♠♣❧❡① ♠✐①t✉r❡ ♦❢ s♦✉♥❞s✳ ❚❤✐s ♣❛rt ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ✐ts ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✏s✐❣♥❛❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✑✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡✳

■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦rst ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐t s♦ ❢❛r ✐s t❤❡
✐♥❤❡r❡♥t ❛♠❜✐❣✉✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✿ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡
♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝♦♠✲
♣❛♥✐♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ♠❛tr✐① WM ✐s ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤✳ ❆s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s
s❤♦✇✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ❧❡❛❞ ❣✉✐t❛r ❜❡✐♥❣ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✱ ✐s ♠♦r❡
❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛♣♣❡♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♦♥❧② s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❞❡s❡r✈❡s ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳

❆ ✜rst ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❝❝♦♠✲
♣❛♥✐♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛r❡ ♣❧❛②✐♥❣ ❛♥❞ t❤❛t
✇❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♣❧❛②✐♥❣ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛ r❛t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ❛t
❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ ✐t ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧♦s❡r t♦
✇❤❛t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✇♦r❦s ❜② ❋é✈♦tt❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪✳ ❇②
❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❢✉rt❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥ts✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ ❬❋é✈♦tt❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ t❤✐♥❦ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡s❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥str✉♠❡♥ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ✐♥ t❤❡ ✏♣r♦❝❡ss✑ ♦❢ ❛ ♥♦t❡✱ ❛s ✐♥ ❬❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞ ❑❧❛♣✉r✐✱
✷✵✵✺❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ♠❛② s♦✉♥❞ ✐❧❧♦❣✐❝❛❧ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡
❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐rr❡❛❧✐st✐❝✳

❆t ❧❛st✱ ❛s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬❱✐♥❝❡♥t✱ ✷✵✵✹❪✱ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇✐t❤ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❛②❡r ✭❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❢r❡q✉❡♥❝② ❧❛②❡r✱ ♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❛②❡r ❛s ✐♥ ❬❱✐♥❝❡♥t✱ ✷✵✵✹❪✮✱ ❛♥❞ ❛ ♥♦t❡ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t vn ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t
mn✱ ❛t ❢r❛♠❡ n✱ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉♣♦♥ t❤❡s❡ ❤✐❣❤❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥str✉♠❡♥ts✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡✐r ♣❛rts ❢r♦♠ ❛
❝♦♠♠♦♥ ♠✉s✐❝❛❧ s❝♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧❡✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s♣❡❝tr❛ s❤❛r✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛rt✐❛❧s✳ ❚❤✐s
✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ♠✉s✐❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❤✐❣❤❡r
❧❡✈❡❧ ❧❛②❡rs ✭s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✮✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✇❛② ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
♠♦r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ ❛♥ ✏❛❜s♦❧✉t❡✑ ✇❛②✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞
❤♦✇❡✈❡r ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥♦t❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①❝❡r♣t✱ ✇❤✐❝❤
♠❛② ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣r♦✈✐❞❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ ♠✉s✐❝ ❡①❝❡r♣ts ♦✉r ♠❡t❤♦❞s
❤❛✈❡ s♦ ❢❛r ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss✳

✼✳✷✳✹ ❉❡❝✐❞❡❞❧② ♣❡r❢❡❝t✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✳✳✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ ♦♥❧② ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ♠♦❞❡❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡❞✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡ ♠❛❞❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦r ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

❋✐rst✱ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♠❛② ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❤♦❧❞ ❢♦r ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s✳
■♥❞❡❡❞✱ ✇❤② s❤♦✉❧❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ s♦ ♠✉❝❤ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤❡♥ ♠✉s✐❝ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②



✶✼✽ ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s✐♥✉s♦✐❞s❄ ❚❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ s♦♠❡ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞
st♦❝❤❛st✐❝ ♣❛rts ❛♣♣❡❛r ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② t❤❛t
♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇s✳

❚❤❡ ♠♦♥♦✲♣✐t❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣✐t❝❤ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡✳ ❲❤❛t ❛❜♦✉t
✈✐❜r❛t♦ s❡❝t✐♦♥s❄ ■t s❡❡♠s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ❛ ✈✐❜r❛t♦ ✭t❤❡ ✏tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❛♠❡s✑✮✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥t❡♥t ❝❛♥
♥♦t ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞✱ ❛❧♦♥❣
✇✐t❤ s♦♠❡ ♠♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✏s❧♦♣❡✑ ♦❢ t❤❡ ❝❤✐r♣✳ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❤♦✇❡✈❡r
❡st✐♠❛t❡ t❤❛t s❧♦♣❡❄ ❲❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ✐s ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ t♦ t❤✐s t❛s❦❄ ■❢ t❤❡ ♦r❞❡r
✵ ✭❝♦♥st❛♥t ❋✵✮ ✐s t♦♦ ❝♦❛rs❡✱ ❤♦✇ ❛❜♦✉t ♦r❞❡r ✶ ✭❧✐♥❡❛r ❝❤✐r♣✮ ♦r ✷ ✭q✉❛❞r❛t✐❝ ❝❤✐r♣✮❄

❚❤❡ s✐❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❝❤♦s❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✇❛②s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
s✐❣♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t♦ t❛❦❡ s✐❧❡♥❝❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ s✐♥❝❡
t❤✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥s t❛❦✐♥❣ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ②❡t
❛♥♦t❤❡r ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❛②❡r✱ ✇❤♦s❡ st❛t❡s ✇♦✉❧❞ r❡✢❡❝t t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡♥t
♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡s✿ ✐s t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ♣r❡s❡♥t ♦r ♥♦t❄ ❆s ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ s✉❝❤
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❦s✱ ❜✉t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s
❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s②st❡♠s ✇✐t❤✐♥ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦✉❧❞
❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳

❆t ❧❛st✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ●❙▼▼ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❧❛②❡rs✱
✐s ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡✈❡r❛❧ s②st❡♠s t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ s♦✉❣❤t t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❥♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛s s❤♦✇♥ ❢r♦♠ s②st❡♠ ❋✲■ ✭●❙▼▼✮ t♦ ❋✲■■■ ✭❍▼✲
●❙▼▼✮✳ ❚❤❡ ♥♦t❡ ❧❡✈❡❧ ❝♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❧♦♦♣✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
t❤✐s ♠❛② ❜❡ q✉✐t❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❙❡❡❦✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❥♦✐♥t
❡st✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ q✉❡st✐♦♥❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠s ▼❯❙✲■ ❛♥❞ ❙❊P✲■✱ ✇❤♦
♣r♦✈✐❞❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡r❡
❛♠♦♥❣ t❤❡ ❜❡st ♦♥❡s ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥s✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥❞ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♠❛② ❜❡ ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r
t❤❡ t❛s❦s ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣✳
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❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✿ ❢♦r ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♦✉♥❞✱ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞ T0✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② f0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❛t s✐❣♥❛❧✿

f0 =
1

T0

❍❛r♠♦♥✐❝ s♦✉♥❞✿ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧ ❬▼❝❆✉❧❛② ❛♥❞ ◗✉❛t✐❡r✐✱
✶✾✽✻❪✿ ❢♦r ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♦✉♥❞✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧s ❛r❡ ❛❧❧ ❡♥t✐r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ▲❡t H ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
s♦✉♥❞✱ fh t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ht❤ ❤❛r♠♦♥✐❝✱ ✇✐t❤ h ∈ [0,H − 1] ❛♥❞ ah t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ h✳ ❚❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t fh = (h+1)f0✳
❚❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ s✐❣♥❛❧ s ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

s(t) =

H−1∑

h=0

ah cos(2πfht) =

H−1∑

h=0

ah cos(2π(h+ 1)f0t)

❍❛r♠♦♥✐❝ s♦✉♥❞s ❤❛✈❡ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s♣❡❝tr♦❣r❛♠✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✭❛✮✿
✐t s❤♦✇s r❡❣✉❧❛r❧② s♣❛❝❡❞ ♣❡❛❦s✳ ❚❤✐s s♣❛❝✐♥❣ ❛❝t✉❛❧❧② ❡q✉❛❧s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦✉♥❞✳

■♥❤❛r♠♦♥✐❝ s♦✉♥❞✿ ❛♥ ✐♥❤❛r♠♦♥✐❝ s♦✉♥❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ t♦ ❜❡ ❛ ♣✐t❝❤❡❞ s♦✉♥❞
✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❤❛r♠♦♥✐❝✳ ❙♦♠❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ✐♥❤❛r♠♦♥✐❝✱ s✉❝❤ ❛s ♣❡r❝✉ss✐✈❡
✐♥str✉♠❡♥ts✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❣❧♦❝❦❡♥s♣✐❡❧ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✭❜✮✳ ❙♦♠❡ ✐♥✲
str✉♠❡♥ts ❧✐❦❡ t❤❡ ♣✐❛♥♦ ♦r t❤❡ ❣✉✐t❛r ❛r❡ ❛❧s♦ s❧✐❣❤t❧② ✐♥❤❛r♠♦♥✐❝✱ ❜✉t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐❛❧s ❛r❡ ❛❧♠♦st ✐♥ ❤❛r♠♦♥✐❝ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✏q✉❛s✐✲❤❛r♠♦♥✐❝✑
✐♥str✉♠❡♥ts✳

▼■❉■✿ ▼✉s✐❝❛❧ ■♥str✉♠❡♥t ❉✐❣✐t❛❧ ■♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇✐❞❡❧② s♣r❡❛❞ ♥✉♠❡r✐❝ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ❢♦r
♠✉s✐❝ s❝♦r❡s✳

P❡r✐♦❞✿ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s✐❣♥❛❧ y✱ ✐❢ ✐t ❡①✐sts✱ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞✉r❛t✐♦♥ T ∈ R

s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ t ∈ R✱ y(t) = y(t+ T )✳ ❆ s✐❣♥❛❧ ❢♦r ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ❛ q✉❛♥t✐t② ❡①✐sts ✐s ❝❛❧❧❡❞
❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✐❣♥❛❧✳

✏P✐t❝❤✑ ✿ t❤❡ ♣✐t❝❤ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s♦✉♥❞ ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ ❧✐st❡♥❡r ♥❡❡❞s t♦ t✉♥❡
❛ s✐♥✉s♦✐❞ s✉❝❤ t❤❛t ✐t s♦✉♥❞s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✏❤❡✐❣❤t✑✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ s❡♥s❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦
♣s②❝❤♦❛❝♦✉st✐❝s✳ ❲❤❡♥ t✇♦ s♦✉♥❞s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❤❡✐❣❤t✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣✐t❝❤✳
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✭❜✮ ●❧♦❝❦❡♥s♣✐❡❧ ❡①❝❡r♣t ✭✐♥❤❛r♠♦♥✐❝ s♦✉♥❞✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ♦❢ ❛♥ ✐♥❤❛r♠♦♥✐❝ s♦✉♥❞✳

❋♦r ❛ s✐♥✉s♦✐❞ ♦r ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❝❛♥ ✈❡r② ♦❢t❡♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♥♦t
str✐❝t❧② ♣❡r✐♦❞✐❝✱ ❛ ❤✉♠❛♥ ❧✐st❡♥❡r ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♣✐t❝❤✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ✏♣s②❝❤♦❛❝♦✉st✐❝ ♣✐t❝❤✑ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ s♦✉❣❤t ❢♦r✳ ❚❤✐s st✉❞② ♠❛✐♥❧② ❢♦✲
❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞s t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ❡✛❡❝ts t❤❡② ❝❛♥
❤❛✈❡✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✱ t❤❡ t❡r♠ ✏♣✐t❝❤✑ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢
✏❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✑✱ ❛s ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ q✉❛♥t✐t② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝
s♦✉♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♠❜✐❣✉✐t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ❧❛t❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞
✐♥str✉♠❡♥t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✭♣s②❝❤♦❛❝♦✉st✐❝✮ ♣✐t❝❤
✉s✉❛❧❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❙▼❋✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼■❉■ ❋✐❧❡✳ ❙❡❡ ✏▼■❉■✑✳
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❆♣♣❡♥❞✐① ❆

Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
❞❡✜♥✐t✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❛♥❞
❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❆✳✶ ❈♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❡r ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Nc

❆✳✶✳✶ ❈♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❡r ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❆ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❡r ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤♦s❡ r❡❛❧ ♣❛rt
❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ✭r❡❛❧✮
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ♠❡❛♥ ❡q✉❛❧ t♦ 0 ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡
✭❝♦✲✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈❛r✐❛t❡ ❝❛s❡✮✳

❋♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❡r ●❛✉s✲
s✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ▲❡t z = x + jy ❜❡ s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡
F ✱ ✇✐t❤ x,y ∈ R

F ✳ ❚❤❡♥ x ❛♥❞ y ❢♦❧❧♦✇ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t✿

x,y ∼ N (0F ,
1

2
ΣZ)

❲✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ y✱ x ⊥⊥ y✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

p(x,y) = N(x;0F ,
1

2
ΣZ)N(y;0F ,

1

2
ΣZ)

=
(
(2π)−

F
2 |ΣZ |− 1

2

)2
exp

[
−1

2

(
xT

(
ΣZ

2

)−1

x + yT

(
ΣZ

2

)−1

y

)]

= π−F |ΣZ |−1 exp
(
−xT (ΣZ)−1x− yT (ΣZ)−1y

)

■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✿ ΣZ =
❞✐❛❣(sZ)✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦✿

p(x,y) =
∏

f

1

πsZ
f

exp

(
−
x2

f + y2
f

sZ
f

)
✭❆✳✶✮

■t ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡①♣r❡ss t❤✐s ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ z ✐s t❤❡♥ ✇r✐tt❡♥
✇✐t❤ ✐ts ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t s✉❝❤ t❤❛t z = ρ•exp jθ✱ ✇✐t❤ ρ,θ ∈ R

+×[0, 2π[✳ ❚❤❡ ❥♦✐♥t



✶✽✷ ❆✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❢✐♥✐t✐♦♥s

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ρ ❛♥❞ θ ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
(x, y) t♦ (ρ, θ)✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❛❧❛r r❡❧❛t✐♦♥s✿

p(x, y)dxdy = p(ρ, θ)dρdθ

dxdy = ρdρdθ

❲❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✿

p(ρ,θ) =
∏

f

ρf

πsZ
f

exp

(
−
ρ2

f

sZ
f

)
✭❆✳✷✮

❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✮✱ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✿ ✜rst✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ z✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❡r ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣
❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✮ ❢♦r θ ∈ [0, 2π[F s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡r ●❛✉ss✐❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ❛t ❡♥tr② f ρf ♦❢ Z ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ R(sZ

f /2)✿

p(ρ) =
∏

f

2ρf

sZ
f

exp

(
−
ρ2

f

sZ
f

)

❚❤❡ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❞♦♠❛✐♥
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ❛❧s♦ ❞❡s❡r✈❡s t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳ ❋♦r ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
▼▲ ♦r ▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠
♦r t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡❛r ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❤❛t ✐s
♠❛①✐♠✐③❡❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦❜❧❡♠
s✐♥❝❡ ✇❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✉s❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❛✐♠ ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡
❛❜♦✈❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛❧s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r♠✳

❆✳✶✳✷ ❈♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❡r ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❋✐rst ✇❡ ♣r♦✈❡ Pr♦♣❡rt② ✶✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❛ ❞✐r❡❝t r❡s✉❧t ♦♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱
t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ❢♦r ✇✳s✳s✳ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝②
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✱ ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❡❝t♦r
♠♦❞❡❧s✿
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Pr♦♦❢ ❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

E[x̃f+ξx̃
∗
f ] = E



∫

t

xt exp(−j2π(f + ξ)t)dt

∫

θ

x∗θ exp(j2πfθ)dθ




=

∫

t,θ

E[xtx
∗
θ] exp (−j2π((f + ξ)t− fθ)) dtdθ

=

∫

t,θ

E[xtx
∗
θ] exp (−j2π(f(t− θ) + ξt)) dtdθ

=

∫

τ,θ

E[xθ+τx
∗
θ] exp (−j2π(fτ + ξ(θ + τ))) dτdθ

=

∫

τ

rX(τ) exp(−j2π(f + ξ)τ)dτ

∫

θ

exp(−j2πξθ)dθ ✭❆✳✸✮

= sX
f+ξδξ = δξs

X
f

◆♦t❡ t❤❛t Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❉❚❋❚✮✱ ❜✉t
t❤❛t ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❉❋❚✮✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s✉♠ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✸✮ st✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ τ ✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦r❡✳ ❚❤❡
❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✇❤② ✇❡ t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ✇✐♥❞♦✇✐♥❣ ❡✛❡❝t✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ②❡t ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡
s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ ❛s ✇❛s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✳ ▲❡t xn = vn + mn ❜❡ t❤❡ nt❤

❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❡r ●❛✉ss✐❛♥✱ ❝❡♥t❡r❡❞✱ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts vn ❛♥❞ mn✳
❚❤❡✐r ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛r❡ ❞✐❛❣(sV

n ) ❛♥❞ ❞✐❛❣(sM
n )✳ vn ❛♥❞ mn

❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✭P♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ ♦❢ s✉♠ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s✮ ❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ ♦❢ vn✱ ❦♥♦✇✲
✐♥❣ xn✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✿

E[vn|xn] =
sV
n

sV
n + sM

n

• xn ✭❆✳✹✮

Pr♦♦❢ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝ r❡s✉❧t ❢♦r r❡❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s
❛❧s♦ r❛t❤❡r ❞✐r❡❝t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s✉♣❡r✲s❝r✐♣t r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r ♦r ♥✉♠❜❡r✳
◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♠❡❛♥t ❡❧❡♠❡♥t ❜② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs✳
❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡②



✶✽✹ ❆✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❢✐♥✐t✐♦♥s

❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ❛r❡ ♦♥❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✈❡❝t♦rs✳

v̂n = E[vn|xn] =

∫

v

vp(v|xn)dv ✭❆✳✺✮

=

∫

v

v
p(v,xn)

p(xn)
dv ✭❆✳✻✮

=

∫

v,m|v+m=xn

v
p(v,m,xn)

p(xn)
dvdm ✭❆✳✼✮

=

∫

v,m|v+m=xn

v
p(v)p(m)

p(xn)
dvdm ✭❆✳✽✮

=
1

p(xr
n)

∫

vr,mr|vr+mr=xr
n

vrp(vr)p(mr)dvrdmr + j . . . ✭❆✳✾✮

=
1

p(xr
n)

∫

vr

vrN(vr;0F , s
V
n /2)N(xr

n − vr;0F , s
M
n /2)dvr + j . . . ✭❆✳✶✵✮

=
1

p(xr
n)

∫

vr

vr



∏

f

1

π
√
sV
fns

M
fn

exp


−

(
vr
fn −

sV
fn

sV
fn

+sM
fn

xr
fn

)2

sV
fn

sM
fn

sV
fn

+sM
fn

−
(xr

fn)2

sV
fn + sM

fn





 dvr + j . . .

✭❆✳✶✶✮

=
N(xr

n;0F , s
V
n /2 + sM

n /2)

p(xr
n)

∫

vr

vrN(vr;
sV
n

sV
n + sM

n

• xr
n,

1

2

sV
n • sM

n

sV
n + sM

n

)dvr + j . . . ✭❆✳✶✷✮

=

∫

v

vNc(v;
sV
n

sV
n + sM

n

• xn,
sV
n • sM

n

sV
n + sM

n

)dv ✭❆✳✶✸✮

v̂n =
sV
n

sV
n + sM

n

• xn ✭❆✳✶✹✮

❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✾✮✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ❛r❡ ❤✐❞❞❡♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❡①✲
❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ❢♦r t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt✳ ❇❡t✇❡❡♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✵✮ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✶✮✱
♠❛♥② st❡♣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❦✐♣♣❡❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r ❡❛s✐❧② ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✸✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✲
✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❡r ●❛✉ss✐❛♥✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r
♣♦✇❡r ♦❢ v✿

v̂2
n = E[v2

n|xn] =

(
sV
n

sV
n + sM

n

• xn

)2

+
sV
n • sM

n

sV
n + sM

n

✭❆✳✶✺✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡s✉❧t ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❬❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ❛♥❞ ❬❋é✈♦tt❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪✳

❲❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧s vn ❛♥❞ mn ❛r❡ st❛t✐♦♥❛r②✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐① ❡q✉❛❧s t❤❡r❡ P❙❉s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❲✐❡♥❡r ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ vn

❣✐✈❡♥ xn✳



✶✽✺

❆✳✷ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ G
▲❡t X ∈ R ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ G(α, β)✱ ✇✐t❤ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r α ❛♥❞ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✇r✐t❡s✿

p(X|α, β) =
βα

Γ(α)
Xα−1 exp (−βX) = G(X;α, β)

✇❤❡r❡ Γ ✐s t❤❡ ●❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Γ(y) =

∫ ∞

t=0
ty−1 exp(−t)dt ✭❆✳✶✻✮
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✶✽✼

❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

■♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✜rst ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❚❤❡
❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❇♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ❇✳✶✳✶✳ ❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ r✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠
♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② s✐♥❝❡ ✐t ❛❧s♦ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ❇✳✷ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② ❛ ●❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐ss✉❡s t❤❛t ♦♥❡ ♠❛②
❝♦♠❡ ❛❝r♦ss ✇❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ✐t✳ ❙♦♠❡ ✐♥s✐❣❤ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡✐r ✏❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✑ r❛t❡✳

❇✳✶ ✭❙✮■▼▼ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s

❋♦r t❤❡ ■▼▼✶✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐s✿

C■▼▼(Θ■▼▼) =
∑

f,n

log
|xfn|
πs■▼▼

fn

− |xfn|2
s■▼▼
fn

✭❇✳✶✮

✇✐t❤ s■▼▼
fn =

[
(WΦHΦ) • (WF0HF0) + WMHM

]
fn

■♥ ❛ ✜rst s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢

Θ■▼▼ = {HF0 ,WΦ,HΦ,HM ,WM}

✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❇✳✶✳✶ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡

❆s s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✶✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ✭■❙✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ |X|2 ❛♥❞ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r S■▼▼✳

▲❡t θ ∈ Θ■▼▼✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ θ∗ ❛t
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ θ ✐s ③❡r♦✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡

✶❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ♦♥❧② ❦❡❡♣ t❤❡ ✏■▼▼✑ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡
❙■▼▼ ♠♦❞❡❧ ✐s r❛t❤❡r str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ■▼▼ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳



✶✽✽ ❇✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

0 1 2 3 4 5 6

θ

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

D
I
S
(θ

)
∂DIS

∂θ

∝ ∇+ −∇−
(∇+ > ∇−)

θ(0)

θ(1)←
(
θ(0)∇−
∇+

)

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦
❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✱ t❤❡ r❡❞ ❛rr♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛t θ(0) ❛♥❞ θ(1) ✐s t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✈❛❧✉❡
♦❢ θ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❙❡❡ t❡①t ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳

❜❡t✇❡❡♥ |X|2 ❛♥❞ Simm ✐s✿

∂DIS(|X|2||S■▼▼(θ))

∂θ
=
∑

fn

∂s■▼▼fn (θ)

∂θ

1

s■▼▼fn (θ)
︸ ︷︷ ︸

∇+

−
∑

fn

∂s■▼▼fn (θ)

∂θ

|xfn|2
s■▼▼fn (θ)2

︸ ︷︷ ︸
∇−

✭❇✳✷✮

■♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✷✮✱ ∇+ ❛♥❞ ∇− ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡r♠s✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ❇✳✶✳✷✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ❢❛❝t♦r γ ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡s t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t θ(i) ← θ(i−1)γ✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✉♣❞❛t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢♦✉♥❞

✇✐t❤ γ = ∇−

∇+ ✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ r✉❧❡✿

θ(i+1) ← θ(i)∇−

∇+
✭❇✳✸✮

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶ ✐♥❞❡❡❞ s❤♦✇s t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛t θ(0) ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ ∇+ > ∇−✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✱
t❤❡♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r θ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ θ(0) ✲ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❣♦ t❤❡ ✏♦♣♣♦s✐t❡✑ ✇❛②
♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ θ(1) = θ(0) ∇−

∇+ < θ(0) ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r t❤✐s ♥❡✇ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡
♣r✐♥❝✐♣❧❡ st❛②s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ✇✐t❤ ∇+ < ∇−✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ θ∗✱ ✐❢ ✐t ❡①✐sts✱ ✈❡r✐✜❡s t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ∂DIS

∂θ
(θ∗) = 0✳ ❲❤❡♥ θ(i) ✐s ❝❧♦s❡ t♦ θ∗✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s t❤✉s t❤❛t

θ(i+1) st❛②s ❝❧♦s❡ t♦ θ∗ ✭✐❢ ♥♦t ❝❧♦s❡r✮✱ ❛♥❞ t❤❛t θ(i) = θ∗ ⇒ θ(i+1) = θ∗✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ θ∗ ✐s st❛❜❧❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❧② ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡



✶✽✾

❊q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✸✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∂DIS

∂θ
(θ(i)) = 0 ✭❇✳✹✮

⇔ ∇+ = ∇− ✭❇✳✺✮

⇔ θ(i+1) = θ(i) ✭❇✳✻✮

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♣❞❛t❡s ❞♦ ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❡r s❡✱ ❛♥❞ ♥♦t❤✐♥❣
♣r❡✈❡♥ts t❤❡♠ ❢r♦♠ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡rr❛t✐❝ ♣❛t❤s✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜②
❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✸✮✿

θ(i+1) ← θ(i)

(∇−

∇+

)ω

✭❇✳✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ω ❛❧❧♦✇s t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞✱ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡✲
t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❤❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❜② ❇❛❞❡❛✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳

❇✳✶✳✷ ■▼▼ ❛♥❞ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ r✉❧❡s

❋♦r t❤❡ ■▼▼✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐s✱ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✽✮✿

C■▼▼(Θ■▼▼) =
∑

f,n

log
|xfn|
πs■▼▼fn

− |xfn|2
s■▼▼fn

✭❇✳✽✮

✇✐t❤ S■▼▼ =
(
WΦHΦ

)
•
(
WF0HF0

)
+ WMHM

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✐s Θ■▼▼ = {HF0 ,HΦ,WΦ,WM ,HM}✳ ❲❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥
✇✳r✳t✳ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ Θ■▼▼ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s✳

●❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ∈ Θ■▼▼✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∂C■▼▼(Θ■▼▼)

∂θ
=
∑

f,n

∂s■▼▼fn

∂θ

|xfn|2
(s■▼▼fn )2

−
∑

f,n

∂s■▼▼fn

∂θ

1

s■▼▼fn

❲❡ ❣✐✈❡ ❜❡❧♦✇ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ Θ■▼▼✳

∂s■▼▼
ξτ

∂hΦ
kn

= wΦ
ξk

[
WF0HF0

]
ξn
δτ=n

∂s■▼▼
ξτ

∂wΦ
fk

= hΦ
kτ

[
WF0HF0

]
f,τ
δξ=f

∂s❙■▼▼
ξτ

∂hΓ
pk

= wΓ
ξph

Γ
kτ

[
WF0HF0

]
ξτ

∂s■▼▼
ξτ

∂hF0
un

= wF0
ξu

[
WΦHΦ

]
ξn
δτ=n

∂s■▼▼
ξτ

∂hM
rn

= wM
ξr δτ=n

∂s■▼▼
ξτ

∂wM
fr

= hM
rτ δξ=f



✶✾✵ ❇✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

■♥ ❞❡t❛✐❧✱ ❢♦r hF0
un✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

∂C■▼▼(Θ)

∂hF0
un

=
∑

f

wF0
fu

[
WΦHΦ

]
f,n
|xfn|2

(s■▼▼fn )2
−
∑

f

wF0
fu

[
WΦHΦ

]
f,n

s■▼▼fn

=
∑

f

wF0
fu

[
(WΦHΦ) • |X|2

S2

]

f,n

−
∑

f

wF0
fu

[
WΦHΦ

S

]

f,n

=

[
(WF0)T

(
(WΦHΦ) • |X|2

S2

)]

u,n︸ ︷︷ ︸
p

F0
un

−
[
(WF0)T

(
WΦHΦ

S

)]

u,n︸ ︷︷ ︸
q

F0
un

◆♦t❡ t❤❛t PF0 ❛♥❞ QF0 ❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❛s HF0 ✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡ ❝❛♥
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❍❛❞❛♠❛r❞ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s HF0 ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t
♠❛tr✐① PF0/QF0 ✭❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ❞✐✈✐s✐♦♥✮✿

HF0 ← HF0 • PF0

QF0
✭❇✳✾✮

❙✐♠✐❧❛r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♣❞❛t✐♥❣
r✉❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ WM ❛♥❞ HM ✱ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ◆▼❋ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
✐♥ ❬❉❤✐❧❧♦♥ ❛♥❞ ❙r❛✱ ✷✵✵✺❪✮✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ S■▼▼✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡✳

❇✳✷ ✭❙✮●❙▼▼✿ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡r✐✈❛✲
t✐♦♥s

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ▼▲ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♦♣t✐♠✐③❡✿

C●❙▼▼(Θ,Θ(i−1)) =
∑

n,k,u



∑

f


log

|xfn|
πs

●❙▼▼|ku

fn

− |xfn|2

s
●❙▼▼|ku

fn


+ log πku




× p(k, u|xn;Θ(i−1))− λ



∑

k,u

πku − 1


+ ❈❙❚

✭❇✳✶✵✮

✇❤❡r❡ ✏❈❙❚✑ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥

Θ●❙▼▼ = {B,WΦ,HM ,WM}

❛♥❞ s
●❙▼▼|ku

fn ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

s●❙▼▼|ku
n = bkunw

Φ
k •wF0

u + WMhM
n ✭❇✳✶✶✮

❲❡ ❣✐✈❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t
❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪✳

❆s ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲
▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ ❜♦t❤ st❡♣s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❊✲st❡♣ ❛♥❞ t❤❡ ▼✲st❡♣✱
✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳



✶✾✶

❇✳✷✳✶ ❊ st❡♣✿ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r p(k, u|xn; (Θ●❙▼▼)(i−1))

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✿

p(k, u|xn;Θ●❙▼▼) =
p(xn|k, u;Θ●❙▼▼)p(k, u)

p(xn)

=

(
∏
f

p(xfn|k, u;Θ●❙▼▼))

)
πku

∑
k,u

(
∏
f

p(xfn|k, u;Θ●❙▼▼))

)
πku

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ st❛t❡✱ t❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧② ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❛t ❧❛st ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦✈❡r t❤❡ st❛t❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

p(xfn|k, u;Θ●❙▼▼) =
|xfn|

πs
●❙▼▼|ku

fn

exp


− |xfn|2

s
●❙▼▼|ku

fn




✇❤❡r❡ s
●❙▼▼|ku

fn ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✶✶✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞

p(xfn|k, u)✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♠❜✐❣✉✐t② ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s
●❙▼▼|ku

fn ✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐ss✉❡s ❝❛♥ ❛r✐s❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛❧❧ ❡q✉❛❧
t♦ ✵✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧❧②
✜t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ✈❡r② ❧♦✇ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ✐♥st❡❛❞✱ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ q✉❛♥t✐t② ❢r♦♠ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧
t❤❡ st❛t❡s✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❛♠❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✈❡r t❤❡

st❛t❡s ❢♦r

(
∏
f

p(xfn|k, u)
)
πku ✐s ❛r❜✐tr❛r✐❧② s❡t t♦ ✶✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧t✱ s✐♥❝❡

t❤✐s q✉❛♥t✐t②✱ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ✇♦✉❧❞
❛♥②✇❛② ❞✐s❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ st❛t❡s

▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ L t❤❡ ❥♦✐♥t ❧♦❣✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r
st❛t❡s s✉❝❤ t❤❛t✿ Lkun = log p(xn|k, u) + log πku✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ♣r♦❝❡ss ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s
❊✲st❡♣ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❇✳✶✳

❇✳✷✳✷ ▼ st❡♣✿ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts B

❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣❛rts ♥♦t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ B✱ ✐s✿

C●❙▼▼(B, (Θ●❙▼▼)(i−1)) =
∑

n,k,u



∑

f


log

|xfn|
πs
●❙▼▼|ku

fn

− |xfn|2

s
●❙▼▼|ku

fn






× γ(i−1)
n (k, u)



✶✾✷ ❇✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ❇✳✶ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ γn(k, u) = p(k, u|xn)

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✿ Lkun = 0,∀n, k, u
❢♦r n ∈ [1, N ] ❞♦
❢♦r (k, u) ∈ [1,K]× [1, U ] ❞♦
Pr✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✿ Lkun ← log πku

❡♥❞ ❢♦r
❢♦r f ∈ [1, F ] ❞♦
❢♦r (k, u) ∈ [1,K]× [1, U ] ❞♦
❆❞❞✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ f ✿ Lkun ← Lkun + log p(xfn|k, u)

❡♥❞ ❢♦r
❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✿ maxLfn ← max

ku
Lkun

❢♦r (k, u) ∈ [1,K]× [1, U ] ❞♦
❘❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✿ Lkun ← Lkun −maxLfn

❡♥❞ ❢♦r
❡♥❞ ❢♦r
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❢❛❝t♦r✿ norm←∑

ku

exp(Lkun)

❢♦r (k, u) ∈ [1,K]× [1, U ] ❞♦

◆♦r♠❛❧✐③✐♥❣✿ p(k, u|xn) =
exp(Lkun)

norm
❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ❢♦r

❲✳r✳t✳ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t bkun✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∂C●❙▼▼(B, (Θ●❙▼▼)(i−1))

∂bkun
=


−

∑

f

∂s
●❙▼▼|ku

fn

∂bkun

s
●❙▼▼|ku

fn

+
∑

f

∂s
●❙▼▼|ku

fn

∂bkun

|xfn|2

(s
●❙▼▼|ku

fn )2




× γ(i−1)
n (k, u)

✇✐t❤✿
∂s
●❙▼▼|ku

fn

∂bkun
= wΦ

fkw
F0
fu

❲❡ ♥♦t❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t pB
kun − qB

kun ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ pB
kun ❛♥❞ qB

kun ❛r❡
♣♦s✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❇✳✶✳✶✿

pB
kun = γ(i−1)

n (k, u)
∑

f

wΦ
fkw

F0
fu|xfn|2

(S
●❙▼▼|KU

fn )2

qB
kun = γ(i−1)

n (k, u)
∑

f

wΦ
fkw

F0
fu

s
●❙▼▼|ku

fn

❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡ ✐s t❤❡♥ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤✿

bkun ← bkun ×
pB

kun

qB
kun

✭❇✳✶✷✮

◆♦t❡ ❛t ❧❛st t❤❛t ✐❢ γ
(i−1)
n (k, u) 6= 0✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡

♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ✐❢ γ
(i−1)
n (k, u) = 0✱ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t st❛t❡ (k, u) ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t



✶✾✸

❛❝t✐✈❡ ❛t ❢r❛♠❡ n✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ bkun ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡t t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②

✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ t❡r♠ γ
(i−1)
n (k, u) ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✶✷✮ ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣

B ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❊✲st❡♣✳

❇✳✷✳✸ ▼ st❡♣✿ wΦ
fk

❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❤❡r❡ ❛❧s♦ ❡q✉❛❧ t♦✿

C●❙▼▼(WΦ, (Θ●❙▼▼)(i−1)) =
∑

n,k,u



∑

f


log

|xfn|
πs
●❙▼▼|ku

fn

− |xfn|2

s
●❙▼▼|ku

fn






× γ(i−1)
n (k, u)

❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ wΦ
fk✿

∂C●❙▼▼(WΦ, (Θ●❙▼▼)(i−1))

∂wΦ
fk

= −
∑

n,u

bkunw
F0
fu

s
●❙▼▼|ku

fn

× γ(i−1)
n (k, u)

︸ ︷︷ ︸
qΦ
fk

+
∑

n,u

bkunw
F0
fu|xfn|2

(s
●❙▼▼|ku

fn )2
× γ(i−1)

n (k, u)

︸ ︷︷ ︸
pΦ

fk

❇✳✷✳✹ ▼ st❡♣✿ hΓ
pk ✭❙●❙▼▼✮

❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❤❡r❡ ❛❧s♦ ❡q✉❛❧ t♦✿

C●❙▼▼(HΓ, (Θ❙●❙▼▼)(i−1)) =
∑

n,k,u



∑

f


log

|xfn|
πs
❙●❙▼▼|ku

fn

− |xfn|2

s
❙●❙▼▼|ku

fn






× γ(i−1)
n (k, u)

❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ hΓ
pk✿

∂C●❙▼▼(HΓ, (Θ●❙▼▼)(i−1))

∂hΓ
pk

= −
∑

f,n,u

bkunw
Γ
fpw

F0
fu

s
●❙▼▼|ku

fn

× γ(i−1)
n (k, u)

︸ ︷︷ ︸
qΓ
pk

+
∑

f,n,u

bkunw
Γ
fpw

F0
fu|xfn|2

(s
●❙▼▼|ku

fn )2
× γ(i−1)

n (k, u)

︸ ︷︷ ︸
pΓ

pk



✶✾✹ ❇✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❇✳✷✳✺ ▼ st❡♣✿ hM
rn

❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ hM
rn✱ ✐s✿

∂C●❙▼▼(HM , (Θ●❙▼▼)(i−1))

∂hM
rn

= −
∑

f,k,u

wM
fr

s
●❙▼▼|ku

fn

× γ(i−1)
n (k, u)

︸ ︷︷ ︸
qH
rn

+
∑

f,k,u

wM
fr |xfn|2

s
●❙▼▼|ku

fn

× γ(i−1)
n (k, u)

︸ ︷︷ ︸
pH

rn

❇✳✷✳✻ ▼ st❡♣✿ wM
fr

❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ wM
fr ✱ ✐s✿

∂C●❙▼▼(WM , (Θ●❙▼▼)(i−1))

∂wM
fr

= −
∑

n,k,u

hM
rn

s
●❙▼▼|ku

fn

× γ(i−1)
n (k, u)

︸ ︷︷ ︸
qW
fr

+
∑

n,k,f0

hM
rn|xfn|2

s
●❙▼▼|ku

fn

× γ(i−1)
n (k, u)

︸ ︷︷ ︸
pW

fr

❇✳✷✳✼ ▼ st❡♣✿ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s π

❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rts t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ π✱ ✐s✿

C●❙▼▼(π, (Θ●❙▼▼)(i−1)) =
∑

n,k,u

[log πku] γ(i−1)
n (k, u)− λ



∑

k,u

πku − 1




❇② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇✳r✳t✳ πku✱ ∀(k, u) ∈ [1,K] × [1, U ] ❛♥❞ ❛❧s♦ ✇✳r✳t✳
λ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿





∂C●❙▼▼(π,(Θ●❙▼▼)(i−1))
∂πka,ua

=

P

n

γ
(i−1)
n (ka,ua)

πka,ua
− λ✱ ∀(ka, ua) ∈ [1,K]× [1, U ]

∂C●❙▼▼(π,(Θ●❙▼▼)(i−1))
∂λ

=
∑

k,u πku − 1

❇② ❡q✉❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ ✵✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ✐s



✶✾✺

❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿

∑
n

γ
(i−1)
n (ka, ua)

πkaua

− λ = 0

∑

n

γ(i−1)
n (ka, ua) = λ× πkaua

✱ ∀(ka, ua) ∈ [1,K]× [1, U ]

∑

k,u

∑

n

γ(i−1)
n (k, u) = λ×

∑

k,u

πku

∑

n

∑

k,u

γ(i−1)
n (k, u) = λ× 1✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

∑

n

1 = λ✱ ❜② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✿ λ = N

❆t ❧❛st✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

πku =
1

N

∑

n

γ(i−1)
n (k, u) ✭❇✳✶✸✮

❇✳✷✳✽ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐t❤ ❍▼▼ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✿ ❛❞❛♣t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❊✲st❡♣

❲❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❊▼ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s p(ZF0

n |ZF0
n−1) ❛r❡ s❡t ✐♥

❛❞✈❛♥❝❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✿ ♦♥❧② t❤❡ ❊✲st❡♣ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳

❚❤❡ ❍▼▼ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✈❡r✐✜❡s✿

C❍▼▼(Θ,Θ(i−1)) =
∑

n,k,u



∑

f


log

|xfn|
πs
●❙▼▼|ku

fn

− |xfn|2

s
●❙▼▼|ku

fn


+ log πku




× p(ZΦ
n = k, ZF0

n = u|X;Θ(i−1))− λ



∑

k,u

πku − 1


+ ❈❙❚

✭❇✳✶✹✮

❆s ❢♦r t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✶✵✮✱ t❤❡ t❡r♠ ✏❈❙❚✑ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❍▼▼ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ●❙▼▼✱ ❡①❝❡♣t
❢♦r t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❍▼▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ st❛t❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❛♠❡ n
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ X ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ xn ❛t t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❢r❛♠❡✳

❚❤❡ ❊✲st❡♣ t❤❡♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ p(ZΦ
n = k, ZF0

n = u|X;Θ(i−1))✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❜❡ ❞♦♥❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞✲❜❛❝❦✇❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬❘❛❜✐♥❡r✱ ✶✾✽✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✏❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✑ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐ss✉❡s ❛r❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ s♦❧✈❡ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ●❙▼▼✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r✇❛r❞✲❜❛❝❦✇❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❇✳✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❇✳✷ ♠❛② ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ ❛tt❡♥t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❞✐✲
✈✐❞✐♥❣ ❜② t❤❡ s✉♠✿ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ ❛✈♦✐❞ t♦ ❞✐✈✐❞❡ ❜② ✵✳



✶✾✻ ❇✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ❇✳✷ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ p(ZΦ
n = k, ZF0

n = u|X) ❢♦r t❤❡ ❍▼▼

❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✿ p(xn|k, u)✱ ∀n, k, u
■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞✴❜❛❝❦✇❛r❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
❢♦r (k, u) ∈ [1,K]× [1, U ] ❞♦
Lα

ku1 = log πku + log p(x1|k, u)
Lβ

kuN = 0
❡♥❞ ❢♦r
❙❝❛❧✐♥❣ α✿ Lα

::1 ← Lα
::1 −max

ku
Lα

::1✱

α::1 = expLα
::1

β::1 = expLβ
::1

❋♦r✇❛r❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
❢♦r n ❢r♦♠ 2 t♦ N ❞♦

Lα
kun ← log p(xn|ku)−max

k′u′
log p(xn|k′u′) + log

(
∑

lv

αlv(n−1)p(ku|lv)
)

−max
k′u′

log

(
∑

lv

αlv(n−1)p(k
′u′|lv)

)

Lα
kun ← Lα

kun −max
k′u′

Lα
k′u′n

αkun = expLα
kun

❡♥❞ ❢♦r
❇❛❝❦✇❛r❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
❢♦r n ❢r♦♠ N − 1 t♦ 1 ❞♦
Kβ

ku,lv = Lβ

lv(n+1) + log p(ku|lv) + p(xn+1|lv)
βkun =

∑
lv exp(Kβ

ku,lv −maxKβ
ku,lv)

βkun ← βkun

max
k′u′

βk′u′n

Lβ
kun = log βkun

❡♥❞ ❢♦r
❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✿

p(ZΦ
n = k, ZF0

n = u|X) =
αkunβkun∑

k′u′ αk′u′nβk′u′n



✶✾✼

❇✳✸ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r

❚♦ ❜❡tt❡r ♣✐❝t✉r❡ ❤♦✇ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ♣♦✇❡r ω
❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ t♦② ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ◆▼❋
✇✐t❤ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

▲❡t W ❛♥❞ H ❜❡ ✷ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✐③❡s F ×R ❛♥❞ R×N ✳ ❋♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✈✐s✉❛❧✐s❡ t❤❡ ■❙ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✐♥ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ s❡t R = 2 ❛♥❞ N = 1✱ ❛♥❞ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❡ ♠❛tr✐① W✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r h ✐s t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✏✉s✉❛❧✑ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♣❞❛t✐♥❣
r✉❧❡s✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❇❛❞❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ω✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ F ✐s s❡t t♦
✶✵✵✳ ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ✐♥ W ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst
✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r h ✐s ❡q✉❛❧ t♦ [7, 5]T ✳ ❆❧❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
✈❛❧✉❡ ✭[10, 10]T ✮✳

❋✐❣✉r❡s ❇✳✸✭❛✮✱ ❇✳✸✭❜✮ ❛♥❞ ❇✳✸✭❝✮ s❤♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❣✲
❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❢♦r ω ✈❛❧✉❡s str✐❝t❧② ✉♥❞❡r ✷✱ ✇❤✐❝❤
s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇❛❞❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳
❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ω✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ st❡♣s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t ❢♦r s♠♦♦t❤ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❛s t❤❡ ♣✐❝t✉r❡❞ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✮ ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ ✇❤❛t❡✈❡r
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ω✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❋✐❣✉r❡ ❇✳✸✭❞✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ω = 2✱ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ✈❛❧✉❡
♠❛② ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❇❛❞❡❛✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✳

❲✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡s❡ str❛t❡❣② ❤♦✇❡✈❡r ❛❝❤✐❡✈❡ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s✿ ✐♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤ ω = 0.1✱ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ĥ ✇❛s ❛❞♠✐tt❡❞❧②
q✉✐t❡ ✏❢❛r✑ ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ ✈❡❝t♦r h✱ ✇❤✐❧❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ω = 1 ❛♥❞ 1.9✱ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ĥ ✇❛s ❛❜♦✉t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ω ♠❛② ❤♦✇❡✈❡r ✉❧t✐✲
♠❛t❡❧② ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ✐❢ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s♠♦♦t❤ ❡♥♦✉❣❤✱ ✇✐t❤ ❢❡✇ ♦r ♥♦ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ t❤❡♥ ❛♥② ω ✈❛❧✉❡ ✇♦✉❧❞ ❞♦✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤✐s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ♠❛♥② ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
✜♥❞✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ♦♣t✐♦♥ t♦ ✉s❡ ❛ r❛t❤❡r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ω✳ ■❢ ✇❡
❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢
ω s❡❡♠s ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✱ ❛❧❜❡✐t t❤❡ ✈❡r② s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳



✶✾✽ ❇✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❋✐❣✉r❡ ❇✳✷✿ ■❙✲◆▼❋ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✿ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✐♥ ❞❇✮✱ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
h1 ❛♥❞ h2✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦✈❡r t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ω✳

h1

2
4

6
8

10

h 2

2

4

6

8

10

−5

0

5

✭❛✮ ω = 0.1

h1

2
4

6
8

10

h 2

2

4

6

8

10

−10

−5

0

5

✭❜✮ ω = 1

h1

2
4

6
8

10

h 2

2

4

6

8

10

−20

−15

−10

−5

0

5

✭❝✮ ω = 1.9

h1

2
4

6
8

10

h 2

2

4

6

8

10

−5

0

5

✭❞✮ ω = 2



✶✾✾

❆♣♣❡♥❞✐① ❈

❑▲●▲❖❚❚✽✽ ✿ ❛ ❣❧♦tt❛❧ s♦✉r❝❡
♠♦❞❡❧

❲❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ wF0
u ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① WF0 s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♣❡✲

❝✐✜❝ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② F(u) ✭✐♥ ❍③✮✳ ■♥ ♦✉r st✉❞②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡
[f♠✐♥

0 , f♠❛①
0 ] ❍③✳ ❲❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤✐s ❢r❡q✉❡♥❝② ❛①✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ Ust ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡

❞✐❝t✐♦♥❛r② ♣❡r s❡♠✐t♦♥❡✿

F(u) = f♠✐♥
0 ∗ 2

u−1
12Ust

❲❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥ U ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳
❚❤❡ s♦✉r❝❡ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❣❧♦tt❛❧ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧✿ ❑▲●▲❖❚❚✽✽ ❑❧❛tt

❛♥❞ ❑❧❛tt ❬✶✾✾✵❪✳ ❲❡ ✜rst ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦tt❛❧ ✢♦✇ ✇❛✈❡✲
❢♦r♠ eu(t)✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠ ✐ts ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ Eu(f) ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s
t❤❡ ❙❚❋❚ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧✿ ♥❛♠❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❧❡♥❣t❤✱ s❛♠❡ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ s✐③❡ ❛♥❞ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐♥❞♦✇✳

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❑❧❛tt ❛♥❞ ❑❧❛tt ❬✶✾✾✵❪ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞
❛❧✐❛s✐♥❣ ✇❤❡♥ s❛♠♣❧✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✉♣ t♦ t❤❡ ◆②q✉✐st ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ▲❡t ch ❜❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ht❤ ❤❛r♠♦♥✐❝✱
h ∈ [1, h♠❛①]✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❍❡♥r✐❝❤ ❬✷✵✵✶❪✿

ch = F(u)
27

4

(
exp(−i2πhOq) + 2

1 + 2 exp(−i2πhOq)

i2πhOq

−6
1− exp(−i2πhOq)

(i2πhOq)2

)

✇❤❡r❡ Oq ✐s t❤❡ ✏♦♣❡♥ q✉♦t✐❡♥t✑ ♣❛r❛♠❡t❡r ✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✜①❡❞ ❛t Oq = 0.5✶✳ eu(t) ✐s t❤❡♥ t❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✿

eu(t) =
∑

h

ch exp(i2πhF(u)tTs)

✇❤❡r❡ Ts ✐s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ t ∈ N
+✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ Eu(f)✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ wF0

fu ✐s

t❤❡♥ s❡t t♦ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤✐s ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✿ wF0
fu = |Eu(f)|2✱ ∀f ∈ [1, F ]✳

✶❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦♠❜ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Oq✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛② t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❝t✉❛❧❧②
❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s ♠❛② ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❜❡st
✈❛❧✉❡ ❢♦r ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
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✷✵✶

❆♣♣❡♥❞✐① ❉

❉❛t❛❜❛s❡s

❉✳✶ ▼■❘❊❳ ❆▼❊ ❞❛t❛❜❛s❡s

❚❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ✉s❡❞ ❢♦r ▼■❘❊❳ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥❧✐♥❡ ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❞r❡ss ❤tt♣✿✴✴

✇✇✇✳♠✉s✐❝✲✐r✳♦r❣✴♠✐r❡①✴✷✵✵✾✴✐♥❞❡①✳♣❤♣✴❆✉❞✐♦❴▼❡❧♦❞②❴❊①tr❛❝t✐♦♥✳ ■t r❡❛❞s✱ ✜rsts
❢♦r t❤❡ t❡st ❞❛t❛s❡ts✿

• ▼■❘❊❳✵✾ ❞❛t❛❜❛s❡✿ ❞❛t❛s❡t ❢♦r ▼✐r❡①✱ ✸✼✹ ❑❛r❛♦❦❡ r❡❝♦r❞✐♥❣s ♦❢ ❈❤✐♥❡s❡ ✏❑❛r❛♦❦❡✑
s♦♥❣s✳ ■♥str✉♠❡♥ts✿ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ✭♠❛❧❡✱ ❢❡♠❛❧❡✮✱ s②♥t❤❡t✐❝ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✱ ♠✐①❡❞
❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❙◆❘ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✲✺❞❇✱ ✵❞❇ ❛♥❞ ✰✺❞❇✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❡r♣ts ✐s
✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✶✵ s❡❝♦♥❞s✳

• ▼■❘❊❳✵✽ ❞❛t❛❜❛s❡✿ ✹ ❡①❝❡r♣ts ♦❢ ✶ ♠✐♥✉t❡ ❡❛❝❤ ❢r♦♠ ✏♥♦rt❤ ■♥❞✐❛♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧
✈♦❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✑✱ ✐♥str✉♠❡♥ts✿ s✐♥❣✐♥❣ ✈♦✐❝❡ ✭♠❛❧❡✱ ❢❡♠❛❧❡✮✱ t❛♥♣✉r❛ ✭■♥❞✐❛♥ ✐♥✲
str✉♠❡♥t✱ ♣❡r♣❡t✉❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❞r♦♥❡✮✱ ❤❛r♠♦♥✐✉♠ ✭s❡❝♦♥❞❛r② ♠❡❧♦❞✐❝ ✐♥str✉♠❡♥t✮
❛♥❞ t❛❜❧❛s ✭♣✐t❝❤❡❞ ♣❡r❝✉ss✐♦♥s✮✳

• ▼■❘❊❳✵✺ ❞❛t❛❜❛s❡✿ ✷✺ ❡①❝❡r♣ts ♦❢ ✶✵✲✹✵ s❡❝♦♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥r❡s✿ ❘♦❝❦✱
❘✫❇✱ P♦♣✱ ❏❛③③✱ ❛♥❞ ❙♦❧♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣✐❛♥♦✳

• ■❙▼■❘✵✹ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭♦r ❆✉❞✐♦ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❈♦♥t❡st ✲ ❆❉❈ ✲ ✷✵✵✹✮✿ ✷✵ ❡①✲
❝❡r♣ts ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✵ s❡❝♦♥❞s ❡❛❝❤✳

❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s❡ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② s❡✈❡r❛❧ s♦✉r❝❡s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✿

• ▼■❘✲✶❑ ❞❛t❛❜❛s❡✿ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✶✵✵✵ ❡①❝❡r♣ts ♦❢ ❈❤✐♥❡s❡ ❑❛r❛♦❦❡ s♦♥❣s✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞
t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ t❡st ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡t✳

• ▼■❘❊❳✵✺ ❞❛t❛❜❛s❡✿ ❆ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s❡t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜② ●✳
P♦❧✐♥❡r ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❞r❡ss✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡❡✳❝♦❧✉♠❜✐❛✳❡❞✉✴⑦❣r❛❤❛♠✴♠✐r❡①❴

♠❡❧♦❞②✴✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t ❤tt♣✿✴✴❧❛❜r♦s❛✳❡❡✳❝♦❧✉♠❜✐❛✳❡❞✉✴♣r♦❥❡❝ts✴

♠❡❧♦❞②✴✳

• ■❙▼■❘✵✹ ❞❛t❛❜❛s❡✿ ❚❤❡ ❆❉❈ ✷✵✵✹ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✇❛s ♠❛❞❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❢t❡r t❤❡
✷✵✵✹ ❝♦♥t❡st✱ ❛♥❞ ✉s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡♥ ❛s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s❡t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ▼■❘❊❳ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
❝❛♠♣❛✐❣♥s✳

❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧s ❛r❡✿

• ❈❉✲q✉❛❧✐t② ✭P❈▼✱ ✶✻✲❜✐t✱ ✹✹✶✵✵ ❍③✮

http://www.music-ir.org/mirex/2009/index.php/Audio_Melody_Extraction
http://www.music-ir.org/mirex/2009/index.php/Audio_Melody_Extraction
http://www.ee.columbia.edu/~graham/mirex_melody/
http://www.ee.columbia.edu/~graham/mirex_melody/
http://labrosa.ee.columbia.edu/projects/melody/
http://labrosa.ee.columbia.edu/projects/melody/
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• s✐♥❣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭♠♦♥♦✮

❚❤❡ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ✇❛s ♠❛♥✉❛❧❧② ❛♥♥♦t❛t❡❞✳ ❆❧❧ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲tr✉t❤
❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✐t❤❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✭❢r♦♠ ▼■❘❊❳ ✷✵✵✺✮ ♦r ❞♦✇♥✲s❛♠♣❧❡❞ ✭❢♦r ❆❉❈
✷✵✵✹✮ t♦ ❛ ✶✵ ♠s t✐♠❡ ❣r✐❞✳

❉✳✷ ◗✉❛❡r♦ ▼❛✐♥ ▼❡❧♦❞② ❉❛t❛❜❛s❡

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❋✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ◗✉❛❡r♦✱
s❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♦♥s ✇❡r❡ t❛❦❡♥✿ ✜rst s♦♠❡ s♦♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ ❘❲❈✲P♦♣ ❞❛t❛❜❛s❡ ❬●♦t♦ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✷❪✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ▼■❉■ ✜❧❡s ✇❡r❡ ❝r♦ss✲
✈❛❧✐❞❛t❡❞✳ ❙♦♠❡ ♦✛s❡ts ✇❡r❡ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ ♦❝t❛✈❡ ✏❡rr♦rs✑✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
♦♥ t❤❡ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡ tr❛❝❦✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛❝❦ s♦♥❣s t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ s♦✉r❝❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛r❡ ♠❡❛♥t✱ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠✱ t♦ ❜❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥♦t❡s ❛♥❞
❋✵ ❧✐♥❡s✱ ✇❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥❧② t❤❡ ✜rst ❞❛t❛s❡t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♦ ❢❛r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡t
✐s ✉♥❞❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s♦♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ ▼❚● ▼❆❙❙ ❬❱✐♥②❡s✱ ✷✵✵✽❪ ❤❛✈❡
❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞② ❧✐♥❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ♥♦t❡s✳

❚❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✐♥t❡r♥❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ◗✉❛❡r♦ ♣r♦❥❡❝t✱
❢♦r t❤❡ ❲♦r❦ P❛❝❦❛❣❡ ✭❲P✮ ✻✳✷✱ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛✉❞✐♦ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❍❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇❛s
✉s❡❞ ❛s ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛❧❢ ❜❡✐♥❣ ❤✐❞❞❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ❚❤❡
❧✐st ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦♥❣s t❤❛t ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❉✳✶✳ ❚❤❡ ♦❝t❛✈❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛r❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❛t t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♦✛s❡ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ▼■❉■
✜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛✉❞✐♦ ❛r❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♠❛❦❡ s❡♥s❡ t♦ r❡♣♦rt t❤❡♠
❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦❝t❛✈❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ❬♥✉♠❜❡r ⑤ ❝♦rr❡❝t✐♦♥❪✱ ✇❤❡r❡
✏❝♦rr❡❝t✐♦♥✑ ✐s ❛ ♥✉♠❜❡r ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝t❛✈❡ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♠♦✈❡ t❤❡ ▼■❉■ tr❛❝❦
✏♥✉♠❜❡r✑ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦❝t❛✈❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❬✺✿✲✶❪ ♠❡❛♥s t❤❛t✱
✐♥ tr❛❝❦ ✺✱ ❛♥ ❆✹ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❆✸ t♦ ✜t t♦ t❤❡ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ s♦♥❣ ♥✉♠❜❡r✐♥❣
❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♥❛♠✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❘❲❈✳

❉✳✸ ▲❡❛❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t ✴ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠♦♥♦
❞❛t❛❜❛s❡

❚❤❡ ♠♦♥♦ ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❛rt✐❝❧❡ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪✱ ✇❤✐❝❤
✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥s ✻✳✷✳✺✳✷✱ ✻✳✷✳✺✳✸✱ ✻✳✷✳✺✳✹ ❛♥❞ ✻✳✷✳✺✳✺✱ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ✸ s✉❜s❡ts✿ ✭❆✮ t❤❡ ❙✐❙❊❈ ✷✵✵✽ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s❡t ❢♦r t❤❡ ✏♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ♠✉s✐❝
r❡❝♦r❞✐♥❣s✑ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❛s❦✶✱ ✭❇✮ s♦♠❡ s♦♥❣s ❢r♦♠ ❖③❡r♦✈ ❛♥❞ ▲❛❣r❛♥❣❡✬s ♣r✐✈❛t❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✭❖③❡r♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❛♥❞ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮ ❛♥❞ ✭❈✮ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦♥❣s ❜② ❙✳ ❍✉r✲
❧❡②✱ ✉♥❞❡r ❈r❡❛t✐✈❡ ❈♦♠♠♦♥s ❧✐❝❡♥❝❡✳ ❈ ✐s ❢✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣✐t❝❤ ❝♦♥t♦✉r ❛♥♥♦t❛t❡❞
s❡t ❈✶ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❡t ❈✷✳

• ❙✐❙❊❈ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❛t❛s❡t ✭s✉❜s❡t ❆✮✿ ❜❡❛r❧✐♥✲r♦❛❞s❴✽✺✲
✾✾❴✇✐t❤❴❡✛❡❝ts ✭✶✹✑✱ ♣✐❛♥♦✱ ❜❛ss✱ ❞r✉♠s✱ ♠❛❧❡ s✐♥❣❡r✮✱ t❛♠②✲q✉❡❴♣❡♥❛❴t❛♥t♦❴❢❛③❴✻✲
✶✾ ✭✶✸✧✱ ❢❡♠❛❧❡ s✐♥❣❡r ❛♥❞ ❣✉✐t❛r✮✳

• ❋r♦♠ ❆✳ ❖③❡r♦✈ ❛♥❞ ▼✳ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭s✉❜s❡t ❇✮✿ ❏♦②❝❡ ✭✸✼✑✱ s②♥t❤❡t✐❝ ❛❝❝♦♠✲
♣❛♥✐♠❡♥t✱ ♠❛❧❡ s✐♥❣❡r ✈♦✐❝❡✮✱ ❑❛t③❡♥❴❥❛♠♠❡r❴❴❈❧✐♣s✐♥✈❡❣❛s ✭✹ ❡①❝❡r♣ts ♦❢ ✶✬
❡❛❝❤✱ r♦❝❦✱ str♦♥❣ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♠❛❧❡ s✐♥❣❡r ✈♦✐❝❡✮✱❑❛t③❡♥❴❥❛♠♠❡r❴❴❉❛r❦❡②❡❞

✶❉❡t❛✐❧s ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t✿ ❤tt♣✿✴✴s✐s❡❝✳✇✐❦✐✳✐r✐s❛✳❢r✴
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❚❛❜❧❡ ❉✳✶✿ ◗✉❛❡r♦ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❋✵ ❛♥❞ ♥♦t❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❘❲❈ ♣❛rt✳

❚r❛✐♥✐♥❣ s❡t ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s❡t

❙♦♥❣ ♥✉♠❜❡r ❖❝t❛✈❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❙♦♥❣ ♥✉♠❜❡r ❖❝t❛✈❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥

✹ ❬✺✿✲✶❪ ✾ ❬✺✿✲✶❪
✶✵ ❬✺✿✲✶❪ ✶✶ ❬✺✿✲✶❪
✶✼ ❬✺✿✲✶❪ ✶✽ ❬✺✿✲✶❪
✷✵ ❬✺✿✲✶❪ ✷✷ ❬✺✿✲✶❪
✷✺ ❬✺✿✲✶❪ ❬✶✻✿✶❪ ✷✼ ❬✺✿✲✶❪
✹✹ ❬✺✿✲✶❪ ✹✼ ❬✺✿✲✶❪ ❬✶✵✿✲✶❪
✹✾ ❬✺✿✲✶❪ ✺✶ ❬✺✿✲✶❪
✺✷ ❬✺✿✲✶❪ ✺✸
✺✹ ✺✺ ❬✺✿✲✶❪
✺✻ ❬✺✿✲✶❪ ✺✽ ❬✹✿✲✶❪
✻✵ ❬✺✿✲✶❪ ✻✸ ❬✺✿✲✶❪
✻✺ ❬✺✿✲✶❪ ✻✼ ❬✺✿✲✶❪
✻✾ ✼✵ ❬✺✿✲✶❪
✼✷ ❬✹✿✲✶❪ ✼✺
✼✻ ❬✸✿✲✶❪ ✼✽ ❬✺✿✲✶❪
✼✾ ❬✸✿✲✶❪ ✽✵ ❬✸✿✲✶❪
✽✶ ✽✸ ❬✺✿✲✶❪
✽✹ ❬✺✿✲✶❪ ✽✻ ❬✹✿✲✶❪❬✺✿✲✶❪❬✼✿✲✶❪
✾✵ ❬✺✿✲✶❪ ✾✼ ❬✺✿✲✶❪
✾✽ ❬✺✿✲✶❪ ❬✻✿✲✷❪ ✶✵✵ ❬✺✿✲✶❪



✷✵✹ ❉✳ ❉❛t❛❜❛s❡s

❚❛❜❧❡ ❉✳✷✿ ◗✉❛❡r♦ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❉❛t❛❜❛s❡✿ ❛❜❜r❡✈❛t✐♦♥s ❢♦r ❚❛❜❧❡ ❉✳✸

❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❇❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛❝❦s
P❛♥ ♣❛♥♦r❛♠✐❝ ❡✛❡❝t ✭✏s♣❛t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✑✮
❊q ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❈♦♠♣ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭tr❛❝❦s tr❡❛t❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✮
❋① ✈❛r✐♦✉s ❡✛❡❝ts

❈♦♠♣✰ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✏♠❛st❡r✑ ✭❛❧❧ tr❛❝❦s ❛❧r❡❛❞② ♠✐①❡❞ ❞♦✇♥✮

✭✸ ❡①✳✱ ✷ ① ✶✬ ✰ ✶✽✧✱ ❢❡♠❛❧❡ s✐♥❣❡r✮✱ ❙t✐♥❣❴❴❊✈❡r②❴❇r❡❛t❤❴❨♦✉❴❚❛❦❡ ✭✹ ❡①✳
✿ ✸ ① ✶✬ ✰ ✶✼✧✱ ❦❛r❛♦❦❡ ✇✐t❤ ♠❛❧❡ s✐♥❣❡r✮✱ ❜❡♥t❖✉t❖❢❙❤❛♣❡ ✭✸ ❡①✳ ✿ ✷ ① ✶✬ ✰ ✹✵✑✱
r♦❝❦✱ ♠❛❧❡ s✐♥❣❡r✮✱ ❝❤❡✈❛❧✐❡r❇r❛♥ ✭✹ ❡①✳ ✿ ✹ ① ✶✬✱ ❈❡❧t✐❝ r♦❝❦✱ ♠❛❧❡ s✐♥❣❡r ✰ str♦♥❣
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈✐♦❧✐♥ ❛♥❞ ✧❜✐♥✐♦✉✧✮✱ ✐♥t♦❚❤❡❯♥❦♥♦✇♥ ✭✸ ❡①✳ ✿ ✷ ① ✶✬ ✰ ✸✾✧✱ r♦❝❦✱
♠❛❧❡ s✐♥❣❡r✮✱ ❧❡P✉❜ ✭✹ ❡①✳ ✿ ✹ ① ✶✬✱ ❈❡❧t✐❝ r♦❝❦✱ s❛♠❡ ❛s ❝❤❡✈❛❧✐❡r❇r❛♥✮✱ s❝❤✐③♦s♦♥✐❝
✭✸ ❡①✳✱ r♦❝❦✱ ♠❛❧❡ s✐♥❣❡r✮✳

• ❙❤❛♥♥♦♥ ❍✉r❧❡②✬s s♦♥❣s ✭❝r❡❛t✐✈❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧✐❝❡♥❝❡✮ ✭s✉❜s❡t ❈✮ ✭✇✐t❤ ♠❡❧♦❞②✲❛♥♥♦t❛t❡❞
s❡t ❈✶✮✿ ❙✐❧❡♥❝❡ ✭❈✶✮ ✭✹ ❡①❝❡r♣ts ✿ ✹ ① ✶✬✮✱ ❙✉♥r✐s❡ ✭❈✶✮ ✭✹ ❡①✳ ✿ ✸ ① ✶✬ ✰ ✶✻✧✮✱
❲❡ ❆r❡ ✐♥ ▲♦✈❡ ✭❈✶✮ ✭✹ ❡①✳ ✿ ✸ ① ✶✬ ✰ ✹✷✧✮✱ ▼❛tt❡r ♦❢ ❚✐♠❡ ✭✺ ❡①✳ ✿ ✹ ① ✶✬ ✰
✸✼✧✮✱ ❙❤❛♠❡ ✭✺ ❡①✳ ✿ ✹ ① ✶✬ ✰ ✹✵✧✮✳

❚❤❡s❡ ✜❧❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ✇❡❜♣❛❣❡ ♦❢ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪✱ ❤tt♣✿
✴✴♣❡rs♦✳t❡❧❡❝♦♠✲♣❛r✐st❡❝❤✳❢r✴❣r✐❝❤❛r❞✴✐❝❛ss♣✵✾✴✳

❉✳✹ ◗✉❛❡r♦ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❉❛t❛❜❛s❡

■♥ ❞❡t❛✐❧s✱ t❤❡ s♦✉♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r ♦❢ ❚❡❧❡❝♦♠ P❛r✐s❚❡❝❤ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐①✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥ts s♦♥❣s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❉✳✸✳ ❚❤❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts t❤❛t
✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❉✳✷✳

http://perso.telecom-paristech.fr/grichard/icassp09/
http://perso.telecom-paristech.fr/grichard/icassp09/
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❚❛❜❧❡ ❉✳✸✿ ◗✉❛❡r♦ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❉❛t❛❜❛s❡✳

❇❛❧ P❛♥ ❇❛❧ P❛♥ ❇❛❧ P❛♥ ❇❛❧ P❛♥ ❇❛❧ P❛♥ ❇❛❧ P❛♥ ❇❛❧ P❛♥
❙♦♥❣ ♥❛♠❡ ❊q ❊q ❈♦♠♣ ❊q ❈♦♠♣ ❊q ❋① ❊q ❋① ❊q ❈♦♠♣

❋① ❈♦♠♣✰ ❋① ❈♦♠♣✰

❆♥♦t❤❡r ❉r❡❛♠❡r ✲ ❖♥❡ ❲❡ ▲♦✈❡ ❳ ❳ ❳ ❳ ❳
❈❛r❧ ▲❡t❤ ✲ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✐s ✉♥❞❡r ❛tt❛❝❦ ❳ ❳ ❳ ❳

❆❧❡①q ✲ ❝❛r♦❧ ♦❢ t❤❡ ❜❡❧❧s ❳ ❳ ❳ ❳ ❳
❊♠✐❧② ❍✉rst ✲ ♣❛rt✐♥❣ ❢r✐❡♥❞s ❳ ❳ ❳ ❳ ❳

❋♦rt ▼✐♥♦r ✲ r❡♠❡♠❜❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ❳ ❳ ❳ ❳ ❳
●❧❡♥ P❤✐❧✐♣s ✲ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ s❤❛❝❦❧❡t♦♥ ❳ ❳ ❳ ❳ ❳

❏✐♠s ❇✐❣ ❊❣♦ ✲ ♠✐① t❛♣❡ ❳ ❳ ❳ ❳ ❳
▼■❘❊❳ ✲ ✈❛r✺ ❳ ❳ ❳ ❳

♠♦❦❛♠❡❞ ✲ st②❧tr✐❛❞② ❳ ❳ ❳ ❳
◆✐♥❡ ■♥❝❤ ◆❛✐❧s ✲ ●♦♦❞ ❙♦❧❞✐❡r ❳ ❳ ❳ ❳
❙❤❛♥♥♦♥ ❍✉r❧❡② ✲ ❙✉♥r✐s❡ ❳ ❳ ❳ ❳ ❳

❯❧t✐♠❛t❡ ♥③ t♦✉r ❳ ❳ ❳
✭❈♦♠♣✰✮

❱✐❡✉① ❋❛r❦❛ ❚♦✉ré ✲ ❆♥❛ ❳ ❳ ❳ ❳ ❳



✷✵✻ ❉✳ ❉❛t❛❜❛s❡s



✷✵✼

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❙✳ ❆✳ ❆❜❞❛❧❧❛❤ ❛♥❞ ▼✳ ❉✳ P❧✉♠❜❧❡②✳ P♦❧②♣❤♦♥✐❝ ♠✉s✐❝ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❜② ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡
s♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼✉s✐❝
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧✱ ♣❛❣❡s ✸✶✽✕✸✷✺✱ ❇❛r❝❡❧♦♥❛✱ ❙♣❛✐♥✱ ❖❝t♦❜❡r ✶✵✲✶✹ ✷✵✵✹✳

❚✳ ❆❜❡ ❛♥❞ ▼✳ ❍♦♥❞❛✳ ❙✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ❛ttr❛❝t♦rs✳
■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉❞✐♦✱ ❙♣❡❡❝❤ ❛♥❞ ▲❛♥❣✉❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✶✹✭✹✮✿✶✷✾✷ ✕ ✶✸✵✵✱ ❏✉❧②
✷✵✵✻✳

▼✳ ❆❧♦♥s♦✱ ●✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❛♥❞ ❇✳ ❉❛✈✐❞✳ ❆❝❝✉r❛t❡ t❡♠♣♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❛r♠♦♥✐❝✰♥♦✐s❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊❯❘❆❙■P ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✷✵✵✼✱ ✷✵✵✼✳

❙✳ ❆r❜❡r❡t✱ ❘✳ ●r✐❜♦♥✈❛❧✱ ❛♥❞ ❋✳ ❇✐♠❜♦t✳ ❆ r♦❜✉st ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦✉♥t ❛♥❞ ❧♦❝❛t❡ ❛✉❞✐♦
s♦✉r❝❡s ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠✐①t✉r❡✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦✲
❝❡ss✐♥❣✱ ✺✽✭✶✮✿✶✷✶ ✕✶✸✸✱ ❥❛♥✳ ✷✵✶✵✳

❘✳ ❇❛❞❡❛✉✱ ◆✳ ❇❡rt✐♥✱ ❛♥❞ ❊✳ ❱✐♥❝❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♣❞❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐① ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ■♥st✐t✉t ❚❊▲❊❈❖▼❀
❚❊▲❊❈❖▼ P❛r✐s❚❡❝❤❀ ❈◆❘❙ ▲❚❈■✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✾✳

❏✳ P✳ ❇❡❧❧♦ ❛♥❞ ❏✳ P✐❝❦❡♥s✳ ❆ r♦❜✉st ♠✐❞✲❧❡✈❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦♥t❡♥t ✐♥ ♠✉s✐❝
s✐❣♥❛❧s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼✉s✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧✱
♣❛❣❡s ✷✵✹ ✕ ✸✶✶✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ❯✳❑✳✱ ✶✶ ✲ ✶✺ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✺✳

▲✳ ❇❡♥❛r♦②❛✳ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱
❯♥✐✈❡rs✐t❡ ❞❡ ❘❡♥♥❡s ✶✱ ✷✵✵✸✳

▲✳ ❇❡♥❛r♦②❛✱ ▲✳ ❉♦♥❛❣❤✱ ❋✳ ❇✐♠❜♦t✱ ❛♥❞ ❘✳ ●r✐❜♦♥✈❛❧✳ ◆♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❢♦r ❲✐❡♥❡r ❜❛s❡❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ s❡♥s♦r✳ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ❆❝♦✉st✐❝s✱ ❙♣❡❡❝❤✱ ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✻✿✻✶✸✕✶✻✱ ✷✵✵✸✳

▲✳ ❇❡♥❛r♦②❛✱ ❋✳ ❇✐♠❜♦t✱ ❛♥❞ ❘✳ ●r✐❜♦♥✈❛❧✳ ❆✉❞✐♦ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ s❡♥s♦r✳
■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉❞✐♦✱ ❙♣❡❡❝❤ ❛♥❞ ▲❛♥❣✉❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✶✹✭✶✮✿✶✾✶✕✶✾✾✱ ❏❛♥✉❛r②
✷✵✵✻✳

◆✳ ❇❡rt✐♥✱ ❘✳ ❇❛❞❡❛✉✱ ❛♥❞ ❊✳ ❱✐♥❝❡♥t✳ ❊♥❢♦r❝✐♥❣ ❤❛r♠♦♥✐❝✐t② ❛♥❞ s♠♦♦t❤♥❡ss ✐♥ ❇❛②❡s✐❛♥
♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐① ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ♠✉s✐❝ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✳ ■❊❊❊
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉❞✐♦✱ ❙♣❡❡❝❤ ❛♥❞ ▲❛♥❣✉❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✶✽✭✸✮✿✺✸✽ ✕ ✺✹✾✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✵✳

❏✳ ❇r♦✇♥✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ◗ s♣❡❝tr❛❧ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❝♦✉st✐❝❛❧
❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱ ✽✾✭✶✮✿✹✷✺✕✹✸✹✱ ✶✾✾✶✳

P✳ ❈❛♥❝❡❧❛✳ ❚r❛❝❦✐♥❣ ♠❡❧♦❞② ✐♥ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ❛✉❞✐♦✳ ♠✐r❡① ✷✵✵✽✳ ▼✉s✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡❳❝❤❛♥❣❡✱ ✷✵✵✽✳
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❈✳ ❈❛♦ ❛♥❞ ▼✳ ▲✐✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❢✵ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝ ♠✉s✐❝ ✭♠✐r❡① ✷✵✵✽✮✳ ❡①t❡♥❞❡❞
❛❜str❛❝t ❢♦r t❤❡ ▼✉s✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡❳❝❤❛♥❣❡✱ ✷✵✵✽✳

❏✳✲❋✳ ❈❛r❞♦s♦✱ ▼✳ ▼❛rt✐♥✱ ❏✳ ❉❡❧❛❜r♦✉✐❧❧❡✱ ▼✳ ❇❡t♦✉❧❡✱ ❛♥❞ ●✳ P❛t♥❛❝❤♦♥✳ ❈♦♠♣♦♥❡♥t
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✢❡①✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥s✳
■❊❊❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❚♦♣✐❝s ✐♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✽✳

❆✳ ❚✳ ❈❡♠❣✐❧✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ▼✉s✐❝ ❚r❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❘❛❞❜♦✉❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆✐❥♠❡❣❡♥✱
✷✵✵✹✳

❆✳ ❚✳ ❈❡♠❣✐❧ ❛♥❞ ❍✳ ❏✳ ❑❛♣♣❡♥✳ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❚❡♠♣♦ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❘❤②t❤♠
◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✽✿✹✺✕✽✶✱ ✷✵✵✸✳

❆✳ ❚✳ ❈❡♠❣✐❧✱ P✳ ❉❡s❛✐♥✱ ❛♥❞ ❍✳ ❏✳ ❑❛♣♣❡♥✳ ❘❤②t❤♠ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❚r❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✳ ■♥
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❆■❙❇✬✾✾ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ▼✉s✐❝❛❧ ❈r❡❛t✐✈✐t②✱ ♣❛❣❡s ✶✹✵✕✶✹✻✱ ❊❞✐♥❜✉r❣❤✱
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❩✳ ❈❤❡♥✱ ❆✳ ❈✐❝❤♦❝❦✐✱ ❛♥❞ ❚✳ ▼✳ ❘✉t❦♦✇s❦✐✳ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐① ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡❡❣ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❡❛r❧② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧③❤❡✐♠❡r✬s ❞✐s❡❛s❡✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ■❊❊❊
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆❝♦✉st✐❝s✱ ❙♣❡❡❝❤ ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✽✾✸✕✽✾✻✱
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❆✳ ❈✐❝❤♦❝❦✐✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❜❧✐♥❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r
❛♥❛❧②③✐♥❣ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ❜r❛✐♥ s✐❣♥❛❧s✳ ✷✵✵✹✳
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❢♦r ❙✐♥❣❧❡✲❈❤❛♥♥❡❧ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❱♦✐❝❡✴▼✉s✐❝ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥
P♦♣✉❧❛r ❙♦♥❣s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉❞✐♦✱ ❙♣❡❡❝❤ ❛♥❞ ▲❛♥❣✉❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✶✺✭✺✮✿
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❘✳ P❛✐✈❛✳ ▼❡❧♦❞② ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ P♦❧②♣❤♦♥✐❝ ❆✉❞✐♦✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈♦✐♠❜r❛✱ ✷✵✵✻✳

❘✳ P✳ P❛✐✈❛✱ ❚✳ ▼❡♥❞❡s✱ ❛♥❞ ❆✳ ❈❛r❞♦s♦✳ ❖♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❧♦❞② ♥♦t❡s ✐♥ ♣♦❧②♣❤♦♥✐❝
❛✉❞✐♦✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼✉s✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧✱
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❍✳ P❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦s ❛♥❞ ●✳ P❡❡t❡rs✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤♦r❞ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦✇♥✲
❜❡❛ts ❢r♦♠ ❛♥ ❛✉❞✐♦ ✜❧❡✳ ■♥ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆❝♦✉st✐❝s✱ ❙♣❡❡❝❤ ❛♥❞
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❙✳ P❛✉✇s✳ ❈✉❜②❤✉♠✿ ❆ ❢✉❧❧② ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ q✉❡r② ❜② ❤✉♠♠✐♥❣ s②st❡♠✳ ■❙▼■❘ ✷✵✵✷ ❈♦♥❢❡r✲
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❑✳ P❡❛rs♦♥✳ ❖♥ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ♣❧❛♥❡s ♦❢ ❝❧♦s❡st ✜t t♦ s②st❡♠s ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ s♣❛❝❡✳ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧
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●✳ P❡❡t❡rs✳ ❚❡♠♣❧❛t❡✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ t❡♠♣♦✳ ❊❯❘❆❙■P ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥
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●✳ P❡❡t❡rs✳ ❇❡❛t✲♠❛r❦❡r ❧♦❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t
❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❉✐❣✐t❛❧ ❆✉❞✐♦ ❊✛❡❝ts ✭❉❆❋❳✮ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❈♦♠❡✱ ■t❛❧②✱
✷✵✵✾✳

▼✳ ❉✳ P❧✉♠❜❧❡②✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ■❊❊❊
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●✳ P♦❧✐♥❡r✱ ❉✳ ❊❧❧✐s✱ ❆✳ ❊❤♠❛♥♥✱ ❊✳ ●ó♠❡③✱ ❙✳ ❙tr❡✐❝❤✱ ❛♥❞ ❇✳ ❖♥❣✳ ▼❡❧♦❞② tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥
❢r♦♠ ♠✉s✐❝ ❛✉❞✐♦✿ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉❞✐♦✱ ❙♣❡❡❝❤✱
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▼✳ ❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞ ❆✳ ❑❧❛♣✉r✐✳ ◗✉❡r② ❜② ❍✉♠♠✐♥❣ ♦❢ ▼■❉■ ❛♥❞ ❛✉❞✐♦ ✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧✐t②
s❡♥s✐t✐✈❡ ❤❛s❤✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆❝♦✉st✐❝s✱
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▼✳ ❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞ ❆✳ ❑❧❛♣✉r✐✳ P♦❧②♣❤♦♥✐❝ ♠✉s✐❝ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♥♦t❡ ❡✈❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
■♥ ■❊❊❊ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ t♦ ❆✉❞✐♦ ❛♥❞ ❆❝♦✉st✐❝s✱ ♣❛❣❡s
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▼✳ ❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞ ❆✳ ❑❧❛♣✉r✐✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦t❡ ❡✈❡♥ts ❢♦r s✐♥❣✐♥❣ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✳ Pr♦✲
❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ■❙❈❆ ❚✉t♦r✐❛❧ ❛♥❞ ❘❡s❡❛r❝❤ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❞ P❡r❝❡♣t✉❛❧ ❆✉❞✐♦
Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✷✵✵✹✳

▼✳ ❘②②♥ä♥❡♥✱ ❚✳ ❱✐rt❛♥❡♥✱ ❏✳ P❛✉❧✉s✱ ❛♥❞ ❆✳ ❑❧❛♣✉r✐✳ ❆❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞
❦❛r❛♦❦❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡❧♦❞② tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥✲
❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼✉❧t✐♠❡❞✐❛ ❛♥❞ ❊①♣♦✱ ♣❛❣❡s ✶✹✶✼✕✶✹✷✵✱ ✷✵✵✽✳

▼✳ P✳ ❘②②♥ä♥❡♥ ❛♥❞ ❆✳ P✳ ❑❧❛♣✉r✐✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❧♦❞②✱ ❜❛ss ❧✐♥❡✱ ❛♥❞
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✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s xn✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸✳✶ ❙❚❋❚ ❡①❛♠♣❧❡✿ ❡①❝❡r♣t ❢r♦♠ ❆❉❈✷✵✵✹ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✏♦♣❡r❛❴♠❛❧❡✺✳✇❛✈✑✳ ❉❛r❦❡r
❝♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣②✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ ❙❚❋❚ ✭✐ts ✏♣♦✇❡r✑✮✱ ✐♥ ❞❇✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐♥❞♦✇ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✹✻✳✹✹♠s✱
❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ r❛t✐♦ ✐s ✽✼✳✺ ✪✱ ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ❤♦♣s✐③❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ✇✐♥❞♦✇s ✐s ✺✳✽♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✸✳✷ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛②❡r✱ ✜rst ❧❛②❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❢♦r t❤❡
♠✐①t✉r❡✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st r❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❛t ❢r❛♠❡ n✱ xn✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② vn ❛♥❞ mn✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✸✳✸ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛②❡r✱ ✇✐t❤ ❞❡s✐r❡❞ t❡♠♣♦r❛❧
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ X ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ V ❛♥❞ M✱ vn ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ✏F0(n)✑✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥♦t❡ E(n)✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ ✐ts ♣r❡✈✐♦✉s ✈❛❧✉❡ F0(n − 1) ❛♥❞
E(n− 1)✳ ❆t ❧❛st✱ t❤❡ ♥♦t❡ E(n) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts ✇❤♦❧❡ ♣❛st E(1, . . . , n− 1)✳ ✼✻

✸✳✹ ❙♦✉r❝❡✴❋✐❧t❡r ♠♦❞❡❧✿ t❤❡ ❣❧♦tt❛❧ s♦✉r❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ e ✐s ✜❧t❡r❡❞ ❜② ✜❧t❡r g✱
❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ g ∗ e✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✸✳✺ ❙❚❋❚ ♦❢ ❛♥ ❡①❝❡r♣t ♦❢ ❛ s♦♥❣ ❜② ❚❛♠② ✭❬❱✐♥②❡s✱ ✷✵✵✽❪✮✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❡❛s✐❧② s♣♦tt❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠❜ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❙❚❋❚✳ ❚❤❡ ✈♦✇❡❧
❬♦❪ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ❜② ❛ q✉✐t❡ str♦♥❣ ❡♥❡r❣② ✉♥❞❡r ✶✺✵✵❍③✱
❛♥❞ ❬❡❪ ❡①❤✐❜✐ts ♠♦r❡ ❡♥❡r❣② t❤❛♥ ❬♦❪ ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞ [1500, 3500]✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✻ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ s✐❣✲
♥❛❧✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞ ✐♥str✉♠❡♥t s✐❣♥❛❧ vn ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t✇♦ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡s✱ ZΦ

t❤❡ ✜❧t❡r ♣❛rt st❛t❡✱ ❛♥❞ ZF0 t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ✼✽
✸✳✼ ❙♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✏s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠❜✑ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❑▲✲

●▲❖❚❚✽✽ ♠♦❞❡❧✱ f0 ≈ 183❍③✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
✸✳✽ ❙♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✏s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠❜✑ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❑▲✲

●▲❖❚❚✽✽ ♠♦❞❡❧✱ f0 ≈ 1210❍③✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾



✷✷✹ ▲■❙❚ ❖❋ ❋■●❯❘❊❙

✸✳✾ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ♠❛tr✐① WF0 ✳ ❉❛r❦❡r ❝♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✐♥ ❞❇✳
❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❛♥❣❡ ❢r♦♠ 100❍③ t♦ 800❍③✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r s❡♠✐✲t♦♥❡✱ Ust✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②
❧♦❜❡s s❧✐❣❤t❧② ♦✈❡r❧❛♣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
✜t t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♥❝r❡t❡❧② ❢♦❧❧♦✇ ♣❛rt✐❛❧s t❤r♦✉❣❤t t❤❡ ❢r❛♠❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✸✳✶✵ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ●❙▼▼ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥str✉♠❡♥t ♣❛rt✳
❊❛❝❤ s♦✉r❝❡ u ✐s ✜❧t❡r❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ✜❧t❡r k✳ ❋♦r ❢r❛♠❡ n✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡♥
♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❛ ✏st❛t❡ s❡❧❡❝t♦r✑ t❤❡♥ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❛❝t✐✈❡
st❛t❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸✳✶✶ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ♠❛tr✐① WΓ✳ ❚♦ ❡♥❢♦r❝❡ ❛ s♠♦♦t❤ str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
✜❧t❡r ♠❛tr✐① WΦ✱ t❤❡② ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P = 30 s♠♦♦t❤
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ WΓ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✶✷ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ WΓ✱ P = 30✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r P ✱
t❤❡ ❧❡ss s♠♦♦t❤ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✸✳✶✸ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❍▼▼ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡
✜❧t❡r st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ZΦ ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ st❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ZF0 ❛r❡ ❍▼▼ s❡✲
q✉❡♥❝❡s✱ ✇✐t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢r❛♠❡ ♦♥❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✸✳✶✹ ●❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ♥♦✇ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡
❤✐❞❞❡♥ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ vn ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
t❤❡ s♦✉r❝❡✴✜❧t❡r st❛t❡s ZF0

n ❛♥❞ ZΦ
n ✳ ❚❤❡s❡ st❛t❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡ ❛t

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢r❛♠❡ ✭❍▼▼ str✉❝t✉r❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ZF0 ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♥♦t❡ s❡q✉❡♥❝❡ E✳ ❆t ❧❛st✱ En ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts ✇❤♦❧❡ ♣❛st E1:n−1 ✳ ✳ ✳ ✽✾

✸✳✶✺ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦t❡s ❛♥❞ s❡❣♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬❱✐♥❝❡♥t✱
✷✵✵✹❪✳ ❚❤❡ ♥♦t❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❤❛t❝❤❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ♦♥s❡tt✐♥❣ t✐♠❡s
♦❢ t❤❡ ♥♦t❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✸✳✶✻ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ■▼▼ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥str✉♠❡♥t ♣❛rt✳ ❆t
❡❛❝❤ ❢r❛♠❡✱ ❛❧❧ t❤❡ U s♦✉r❝❡s✱ ❡❛❝❤ ✜❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ K ✜❧t❡rs✱ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞
❜② ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ t♦❣❡t❤❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ✈♦✐❝❡ s✐❣♥❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✸✳✶✼ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✭❙✮■▼▼ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠✉s✐✲
❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛②❡r E ✇❛s ♦♠✐tt❡❞ ❤❡r❡✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹ t♦ t❤❡ ❧❛②❡r ZF0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✸✳✶✽ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s hF0
u8n✱ ✇✐t❤ αG = 0.9✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✸✳✶✾ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s hF0
u8n✱ ✇✐t❤ αG = 5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✹✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥✱ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲❧❡✐❜❧❡r ❛♥❞ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ❞✐✲
✈❡r❣❡♥❝❡s✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s❝❛❧❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✺✳✶ ❊st✐♠❛t❡❞ ❙■▼▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs HF0 ✱ WΦ✱ WΦHΦ✱ WM ❛♥❞ WMHM ✱ ❢♦r
t❤❡ ❆❉❈ ✷✵✵✹ s♦♥❣ ✏♦♣❡r❛❴♠❛❧❡✺✳✇❛✈✑✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✺✳✷ ❊st✐♠❛t❡❞ ❙■▼▼ ♣❛r❛♠❡t❡rs HF0 ✱ WΦ✱ WΦHΦ✱ WM ❛♥❞ WMHM ✱ ❢♦r
t❤❡ ❆❉❈ ✷✵✵✹ s♦♥❣ ✏♦♣❡r❛❴♠❛❧❡✺✳✇❛✈✑✱ s❡❝♦♥❞ r♦✉♥❞ ✭❢♦r s②st❡♠ ❙❊P✲■✮✳ ✳ ✶✷✺

✺✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛tr✐① HF0 ✱ ✇✐t❤ λG = 0 ✲ ♥♦ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✺✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛tr✐① HF0 ✱ ✇✐t❤ λG = 0.000556✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✺✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛tr✐① HF0 ✱ ✇✐t❤ λG = 0.01✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✻✳✶ ❋✲■■ ✭✭❙✮■▼▼✮✿ t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs K ❛♥❞ R✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✻✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ●❙▼▼ ❛♥❞ ■▼▼
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✸ ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳✶✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽



✷✷✺

✻✳✸ ✏♦♣❡r❛❴❢❡♠✹✳✇❛✈✑✿ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤✐r♣ ❛r♦✉♥❞ f0 =
690❍③ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❧♦❞②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞ s♣❡❝tr❛ ❜②
s②st❡♠ ❋✲■ ✭●❙▼▼✮ ❛♥❞ ❋✲■■ ✭■▼▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷
❛♥❞ ✺✳✸✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✻✳✹ ❊st✐♠❛t❡❞ ✭❍▼✲✮●❙▼▼ p(ZF0
n = u|X)✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✏❜❡st

♣❛t❤✑ ẐF0
n ✳ WΦ✱ WΦHΦ✱ WM ❛♥❞ WMHM ✱ ❢♦r t❤❡ ❆❉❈ ✷✵✵✹ s♦♥❣

✏♦♣❡r❛❴♠❛❧❡✺✳✇❛✈✑✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺
✻✳✺ ❇♦① ❛♥❞ ✇❤✐s❦❡rs ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♠❡❧♦❞② ❡st✐♠❛t✐♦♥✿ ❘❡❝❛❧❧ ✭❘✮✱

Pr❡❝✐s✐♦♥ ✭P✮✱ ❋✲♠❡❛s✉r❡ ✭❋✮ ❛♥❞ ♣❡r❝❡♣t✐✈❡ ❋✲♠❡❛s✉r❡ ✭P❡r❝✳ ❋✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼
✻✳✻ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ♠❡❧♦❞② ♥♦t❡ tr❛❝❦✐♥❣✱ ♦♥ ❘❲❈✲P✵✵✾✱ ❢r♦♠ t❤❡

❘❲❈✲P♦♣ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
✻✳✼ ❙♦❧♦✴❆❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❙❡♣❛r❛t✐♦♥✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t❧✐♥❡ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✳ ✶✻✷
✻✳✽ ❙♦❧♦✴❆❝❝♦♠♣❛♥✐♠❡♥t ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ❙②st❡♠ ❋❧♦✇ ❬❉✉rr✐❡✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻
✻✳✾ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❙■❘ ❣❛✐♥s ❛♥❞ ✏s♦❧♦ s❡❝t✐♦♥s✑ ❢♦r ✹ ✐♥str✉♠❡♥ts✿ ❣✉✐t❛r✱ ♣✐❛♥♦✱

✢✉❣❡❧❤♦r♥ ❛♥❞ s✐♥❣❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✼✳✶ ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ♦❢ ❛♥ ✐♥❤❛r♠♦♥✐❝ s♦✉♥❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

❇✳✶ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✱ t❤❡ r❡❞ ❛rr♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛t θ(0) ❛♥❞ θ(1) ✐s t❤❡
✉♣❞❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❙❡❡ t❡①t
❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✽

❇✳✷ ■❙✲◆▼❋ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✿ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✐♥ ❞❇✮✱ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts h1 ❛♥❞ h2✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦✈❡r t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢
ω✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✽
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▲✐st ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

✵✳✶ ❘è❣❧❡s ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ♣♦✉r ✭❙✮■▼▼✿
❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Θ = {WΦ,HΦ,HF0 ,WM ,HM}
♦✉ ❞❡ Θ = {HΓ,HΦ,HF0 ,WM ,HM} ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✵✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ●❊▼ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ✭❙✮●❙▼▼ ✿ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡Θ✱ é❣❛❧ àΘ●❙▼▼ = {B,WΦ,HM ,WM} ♦✉Θ❙●❙▼▼ = {B,HΓ,HM ,WM} ✸✺

✵✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❱✐t❡r❜✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✵✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦t❡s E ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ▼❯❙✲■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✺✳✶ ❯♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ■▼▼✿

❊st✐♠❛t✐♥❣ Θ■▼▼ = {WΦ,HΦ,HF0 ,WM ,HM} ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
✺✳✷ ❯♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❙■▼▼✿

❊st✐♠❛t✐♥❣ Θ❙■▼▼ = {HΓ,HΦ,HF0 ,WM ,HM} ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✺✳✸ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✭❙✮●❙▼▼✿ ❊st✐♠❛t✐♥❣Θ✱ ❡q✉❛❧ t♦Θ●❙▼▼ = {B,WΦ,HM ,WM}

♦r Θ❙●❙▼▼ = {B,HΓ,HM ,WM} ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹
✺✳✹ ❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✺✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦t❡ s❡q✉❡♥❝❡ E ❢♦r s②st❡♠ ▼❯❙✲■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✻✳✶ ❯♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❙■▼▼ ♦♥ st❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ s✐❣♥❛❧s✿

❊st✐♠❛t✐♥❣ Θ = {HΓ,HΦ,HF0 ,WM ,HM , αR, αL,B
R,BL} ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

❇✳✶ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ γn(k, u) = p(k, u|xn) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✷
❇✳✷ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ p(ZΦ

n = k, ZF0
n = u|X) ❢♦r t❤❡ ❍▼▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✻
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