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Introduction

Contexte du projet de recherche. Dans le contexte de la conception et
de la réalisation de produits manufacturables actuel, ’outil informatique est
de plus en plus utilisé. Des domaines variés tels que la conception mécanique,
I’électronique, le batiment ou la confection de vétements font désormais
fréquemment usage de ce que 'on appelle la conception assistée par ordina-
teur (CAO en abrégé). Faisant ’'objet d’une forte demande, une multitude de
logiciels de CAO ont fait leur apparition. L’enjeu économique est important
car l'utilisation d’un tel programme informatique fait considérablement bais-
ser les cotuts de réalisation. En effet, la conception de tout systeme technique
implique des interactions ainsi que des incompatibilités éventuelles entre les
fonctions qui la constituent. La connaissance et la maitrise de ces parametres
font partie du savoir de l'ingénieur. Cependant, lorsque ces variables sont
trop nombreuses, la complexité de ce systéme dépasse la capacité de 1’étre
humain. En faisant appel a la conception virtuelle, on peut apprécier le
comportement global d'un objet avant méme que celui-ci n’existe. On se met
ainsi a ’abri de la perte onéreuse d’un prototype confectionné ne satisfaisant
pas toutes les contraintes demandées et qui, de ce fait, serait inexploitable.
Le développement d’un logiciel de CAO demande de bonnes connaissances
en informatique bien sir, mais également en mathématique car les objets
manipulés a l'intérieur d’une telle application sont de nature géométrique
puisque ce sont les courbes et les surfaces. Cette discipline est aujourd’hui
mature mais, malgré son succes et un engouement important au niveau de la
recherche et du développement, de nombreux problemes subsistent. Parmi

eux, le probléme d’intersection, qui fait apparaitre des situations singulieres,
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F1G. 1: Création d’un tube présentant une auto-intersection.

sur lequel se concentrent des subtilités et des difficultés.

Probleme. Dans la pratique, les logiciels de CAO utilisent des surfaces
dites « procédurales » i.e. données uniquement par évaluations. Ce choix
répond a une contrainte essentielle. En effet, dans une suite de construc-
tions, & travers les diverses fonctionnalités de CAQO, I'utilisateur peut a tout
moment vouloir changer certains parametres dans I'une des étapes. Cela peut
provenir de contraintes esthétiques, mécaniques, aérodynamiques... Or, cette
possibilité ne peut lui étre offerte que si le logiciel conserve un historique
de toutes les constructions et cela est impossible si les équations correspon-

dantes sont calculées au fur et & mesure.

Les surfaces sont essentiellement utilisées pour délimiter des volumes. Par
conséquent, leurs courbes d’intersection font nécessairement partie de leur
description. Par exemple, en conception mécanique, si on fabrique deux
pieces qui doivent s’emboiter, il est primordial de savoir faire 'intersection
des surfaces qui enveloppent ces deux objets. Mais il se peut également que
des intersections involontaires se produisent lors de la conception virtuelle
et que ces dernieres posent des problemes lors de la fabrication effective de
l'objet confectionné. La figure 1 illustre bien ce phénomene. Il s’agit de la
conception d’un tube & partir d’'une courbe (ici un cercle) qui se déplace
le long d’une deuxieéme courbe (ici une parabole). Ce tube présente une in-
tersection (on parle « d’auto-intersection ») en raison d’une courbure trop
importante de cette seconde courbe. Il est essentiel que le logiciel détecte ce

genre de phénomenes.

Etant donné son importance, on pourrait s’attendre a ce que le probléeme
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F1G. 2: Approximation d’un offset par une B-spline.

d’intersection soit I’'un des mieux résolus du domaine, or il n’en est rien car
les exigences des utilisateurs, et donc les surfaces utilisées, évoluent constam-
ment en complexité. La facon la plus ancienne de considérer le probléme est
de représenter chacune des surfaces par un maillage (approximations locales
par des triangles) et de procéder a leur intersection. Malgré les efforts de
la communauté scientifique pour proposer des alternatives, elle demeure,
encore aujourd’hui, une des plus employées du fait de sa simplicité de mani-
pulation. L’inconvénient significatif est que le résultat peut étre de tres mau-
vaise qualité lorsque 1’on est en présence de triangles « presque » paralleles,

situation qui correspond a des cas d’intersections « presque » tangentes.

Une autre approche consiste a utiliser des représentations globales des sur-
faces par des B-splines et traiter alors le probleme d’intersection entre de tels
modeles ([19]). Cependant, les procédures usuelles de CAO ne conservent
pas toujours ce modele. L’offset, qui consiste a translater point par point
une surface suivant la normale correspondante, en est un bon exemple car
ce n’est pas une opération rationnelle. Comme il a été dit précédemment,
on utilise plutot des surfaces procédurales pour représenter une suite de
constructions (dans notre cas l'offset) et une approximation par B-spline est
alors calculée pour des opérations futures. Cela est illustré sur la figure 2.
Il s’agit d’une surface B-spline (& gauche) sur laquelle un offset est appliqué
et dont le résultat est approximé par une autre B-spline (figure du mi-
lieu). On s’apercoit que, dans ce contexte, ’approximation par une B-spline
nécessite une représentation relativement dense par rapport a la surface de

départ (les points de controle apparaissent sur les figures de gauche et du mi-
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lieu). L’avantage ici vient du fait que les intersections tangentes peuvent étre
détectées contrairement a I’approche par maillage. Cependant, ’approxima-
tion est globale et par conséquent est, en quelque sorte, séparée du procédé
d’intersection. Dans ce contexte, 'intersection est déterminée également de

maniere globale et peut donc présenter localement une qualité insuffisante.

Approche. Dans le cadre de ce projet de theése, on s’intéresse a une
méthode d’approximation des surfaces en utilisant des approximants plus
fins et surtout moins rigides que les triangles. Les formes complexes étant
difficiles a approcher avec des triangles, les systemes de CAQO sont contraints
d’utiliser des structures de maillages tres lourdes (besoin de beaucoup de tri-
angles) ce qui augmente d’autant plus la difficulté du probleme d’intersec-
tion. Nous privilégions une approche utilisant un modele d’approximation
par des carreaux de surfaces biquadratiques. Cela apporte une plus grande
variété de formes géométriques avec une représentation plus compacte que
celle que 'on aurait avec des triangles. De plus, pour le probleme d’intersec-
tion, cela représente une alternative intéressante. En effet, c’est un compro-
mis entre la méthode utilisant des triangles et celle utilisant des B-splines
dans la mesure ou cette approximation est locale (comme dans le cas des
triangles) et permet de détecter des cas d’intersection tangente (comme dans

le cas des B-splines).

Pour mettre en oeuvre une telle approche, il faut savoir maitriser la géométrie
des entités élémentaires utilisées. Il s’agit de mettre en place une méthode
pour approximer les surfaces procédurales et ensuite de traiter le probleme
d’intersection de maniere efficace. Les difficultés se concentrent principa-
lement sur ce dernier point, il sera donc traité plus en détails. Plusieurs
méthodes seront proposées et illustrées tant du point de vue théorique, c’est

a dire mathématiquement, que pratique, c¢’est a dire informatiquement.

Structure de la thése. La these est divisée en quatre parties. Le chapitre
1 présente des outils et résultats algébriques qui nous seront utiles. Dans le
but de ne pas surcharger inutilement le contenu, on s’est contenté d’aller
directement a ’essentiel en formulant les résultats dans le contexte qui est

le notre.

Le chapitre 2, quant & lui, traite de ’approximation des surfaces procédurales
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par des carreaux de surfaces biquadratiques et 'application de ce modele au
probleme d’intersection issu de la CAO. Plus précisément, on met en place
une structure de données efficace qui détecte rapidement les sous-domaines
oll aucune intersection n’est présente. Ensuite, ’algorithme se concentre sur

des intersections « pertinentes » entre surfaces paramétrées polynomiales.

Le chapitre 3 traite des configurations d’intersection entre surfaces paramé-
trées polynomiales. Si on recense brievement les différentes manieres dont
ce sujet a déja été abordé, on peut essentiellement distinguer les techniques
algébriques ([9, 28, 36]), de marching ([4, 5, 54]) et de subdivision ([19, 42]).
Dans cette these, les contributions apportées sur la question portent sur plu-
sieurs approches. Parmi elles, on peut mentionner la méthode utilisant les
résultants qui fait appel a des projections autres que celles rencontrées chez
de nombreux auteurs. Il s’agira de considérer des espaces de parametres cor-
respondant a des variables séparées et on verra que ce choix est plus efficace
que celui des projections « naturelles » dans les espaces de parametres de
chaque carreau de surface. On peut aussi mentionner la méthode dite par
représentation semi-implicite qui utilise la structure particuliere des carreaux
biquadratiques. Dans ce cas, toujours dans un objectif d’efficacité, la forme
spécifique des équations nous permettra d’exprimer explicitement certaines
données primordiales pour le calcul d’intersection. Enfin, contrairement aux
approches habituelles d’intersection par subdivision qui utilisent des pro-
jections se ramenant & R2, on étudiera la courbe d’intersection dans R* de
deux carreaux de surfaces. En fait, on donnera non seulement une méthode
de calcul de topologie de cette courbe dans R* mais on traitera également
les problemes de noeud qui se posent lorsqu’on désire « remonter » cette to-
pologie dans R3. Ce dernier point est important et est souvent omis, comme

par exemple dans [40].

Pour finir, le chapitre 4 traitera de certains aspects, aussi bien pratiques
que techniques, du logiciel Axel ([12]) qui est I’environnement dans lequel la
plupart des algorithmes décrits sont implémentés et qui a servi a créer une

bonne partie des illustrations de cette these.






Chapitre

Outils algébriques et numériques

On se propose d’introduire dans ce chapitre les outils algébriques et numé-
riques qui seront utilisés. Dans la mesure ol ces notions sont pour la plu-
part largement connues, on ne rentrera pas dans les détails notamment en
ce qui concerne les démonstrations. Toutefois, on s’efforcera de donner des

références pour compléter les sujets abordés.

1.1 Base de Bernstein

Les objets algébriques que ’on manipulera seront les polynoémes. En algebre,
ces derniers sont exprimés dans la base monomiale, qui peut-étre qualifiée
de base canonique. Cette représentation est naturelle et a I’avantage d’étre
parfois compacte (notamment lorsque le polynome est de degré « élevé »
et qu'un nombre important de monémes n’apparaissent pas). De plus, la
plupart des résultats d’algebre commutative utilisent les polynomes en tant
qu’objets intrinseques et ne font donc jamais de changement de représentation.
Cependant, la base monomiale n’est pas vraiment adaptée des lors que 'on
désire avoir des informations numériques ou géométriques sur les fonctions
polynémes restreintes sur un domaine fixé. Dans ce contexte, la base de
Bernstein est une alternative intéressante notamment car elle est reconnue
pour étre numériquement plus stable que la base monomiale (voir [27]) et

également car elle offre des propriétés utiles pour la modélisation de formes.
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Dans les sections qui suivent, on donnera les définitions de cette base dans
les cas univarié et multivarié ainsi que des propriétés remarquables. On verra

également les conséquences pratiques qui découlent de ces propriétés.

1.1.1 Base de Bernstein univariée

Définition 1.1 (Base de Bernstein univariée) : Soit f(z) € R[z] un
polynéme univarié de degré d € N* et [a, 3] C R avec a < (. Alors, il
existe une unique famille (bo,...,bq) € R telle que f s’écrive sous la

forme :

d
f@)=> 5Bl 2)0p
=0

7d — )iz — Q)
o = (3) e

Les polynomes Bf(m)[aﬁ] sont appelés les polynomes de Bernstein de degré
d associés a [a, (] et la famille (Bfl(ﬂf)[a,ﬁ])0<i<d

stein du R-espace vectoriel des polynémes de degrés inférieurs ou égaux a d

est appelée la base de Bern-

(noté Ry[x]) associée a [a, ).

Remarque 1.1 :
— Si le contexte précise les valeurs de « et [, alors on se permettra de les
omettre dans la notation des polynomes de Bernstein. En d’autres termes

on notera de maniére plus concise BY(x).

— Si [, B] = [0, 1], alors les polynomes de Bernstein s’écrivent sous la forme
Bi(z) = ; (1 — )% 2%, Dans la pratique, on se place souvent sur [0, 1]
pour simplifier les formules et ce, sans restreindre la généralité. °

Proposition 1.1 (Enveloppe convexe) : Sous les mémes notations que
la définition 1.1, le graphe de f sur [«, (] i.e. 'ensemble {(z, f(z)) |z € [«, 5]}

est entierement contenu dans I'enveloppe convexe de la famille de points

(4,bi)o<i<a

Propriété 1.1 (Subdivision de De Casteljau) : Soit f(z) € R[z] un

polynéme univarié de degré d € N* écrit dans la base de Bernstein associée
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a0,1] :

d
f(a) =3 bBl(a).
=0

Fixons un zg € [0, 1]. Alors, on peut définir f par morceaux sur [0, xo]U[z0, 1]

par :
d .
FO) =30 B(x), siz € [0,0]
1=0

d
fO(z) = Zbl(-d_l)Bid(x), si x € [xo, 1]
i=0
b?:bi, pour 0 <1 <d

_ _ 1<k<d
2B (1 - D o ) <k<
i ( xo)z + o i+1 ~bour 0<i<d—k

Remarque 1.2 (Subdivision de De Casteljau dans le cas général) :
On peut généraliser la propriété 1.1 sur un intervalle quelconque non vide
[a, B]. Si~y € [, 8], alors, il existe un zg € [0, 1] tel que v = (1 —zg)a+ xo[.
Pour tout ¢ € [a, 3], il existe z € [0,1] tel que t = (1 — z)a + x5 et on peut
alors définir f(¢) par morceaux sur [a,y] U [y, 5] en utilisant les formules de

la propriété 1.1. °

Définition 1.2 (Changements de signes d’une séquence) : Soit k €
N* et a = aq,...,a; une séquence de k nombres réels. Alors, on définit le

nombre de changements de signes de la séquence a par :
V(a) :#{Z S {O,...,kz—l}\aiaprl <0}

Propriété 1.2 (Régle de Descartes) : Soit f(x) € R[z] un polynéme
univarié de degré d € N* et [a, ] C R avec a < (. On écrit le po-
lynéme f dans la base de Bernstein associée a l'intervalle [«, 5]. Soit f(z) =
E;-izo biB%(x). On note b la séquence by, . .., by. Alors le nombre N de ra-
cine(s) de f sur ]a, O] est inférieur ou égal a V(b). Plus précisément, on a :
N =V(b) mod 2.

Corollaire 1.1 : Une conséquence immédiate de la propriété 1.2 est que :

— si V(b) = 0, alors le nombre de racines réelles de f dans |a, 5[ est 0.
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— si V(b) = 1, alors le nombre de racines réelles de f dans ]a, [ est 1.

Par ailleurs, en prenant également en compte la proposition 1.1, on déduit
immédiatement que si tous les coefficients de f dans la base de Bernstein as-
sociée & [, 3] sont strictement positifs (respectivement strictement négatifs),

alors f est strictement positive (respectivement strictement négative) sur

Jev, 1.

1.1.2 Base de Bernstein multivariée

On peut généraliser la base de Bernstein univariée dans le cas multivarié.

Définition 1.3 (Base de Bernstein multivariée) : Soit n un entier non
nul et f(x) € R[x] = R[zq,...,z,] un polyndéme & n variables de multidegré
(di,...,dn) € (N*)" (i.e. f est de degré d; en la variable x; pour tout i dans
{1,...,n}). Soit [aj, Bi]1<i<n une famille d’intervalles non vides de R. Alors,

on peut écrire de maniére unique le polynéme f(x) sous la forme :

dy dp,
F&) = f@r, . mn) =Y o > bk B (1) B ()
k1=0 kn=0

Avec, les by, ., dans R et (B;-li (wi))o<j<d, la base de Bernstein univariée

de Ry, [x;] associée a I'intervalle [y, ;] pour tout ¢ dans {1,...,n}.

Remarque 1.3 : Lasubdivision de De Casteljau de la propriété 1.1 procede
de la méme maniere dans le cas multivarié que dans le cas univarié. Il suffit
de faire la subdivision de maniere indépendante sur chacune des variables

Zi. [}

Proposition 1.2 : Le corollaire 1.1 s’applique aussi dans le cas multivarié.
Explicitement, en reprenant les notations de la définition 1.3, si tous les
coefficients de f(x) sont strictement positifs (respectivement strictement

négatifs), alors f est strictement positive (respectivement strictement négative)

sur Jag, Bi[x -+ X]an, Byl
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1.2 Solveurs polynomiaux

L’étude des courbes et des surfaces algébriques fait appel a la résolution
de systemes polynomiaux. Par exemple, la recherche de singularité d’une
courbe implicite donnée par un polynome f(z,y) € Rz, y] revient a résoudre
le systeme f(z,y) = 0, f(x,y) = 0y f(x,y) = 0. La question de la résolution
des systémes polynomiaux est largement traitée dans [26]. On peut essen-
tiellement distinguer deux types de solveurs a savoir ceux qui sont locaux
(e.g. [39] et [49]) et ceux qui sont globaux (e.g. [38], [51] ou [64]).

Dans la mesure ou les probléemes auxquels on s’intéresse sont locaux et réels,
I'utilisation d’un solveur de systemes polynomiaux, se contentant de chercher
des solutions dans un domaine (réel) donné, nous sera d’une grande utilité.
On donne ici une esquisse de I’élaboration d’un tel solveur utilisant la base

de Bernstein. Pour compléter ce qui suit, on renvoie le lecteur a [49].

Le principe de base qui est utilisé est la subdivision. On cherche les solu-
tions dans un domaine initial (borné) et on le subdivise en sous domaines.
Un critere est alors utilisé pour exclure les sous-domaines ne contenant au-
cune solution et un parametre € > 0 controle la taille des domaines générés
(cela permet d’arréter la subdivision et de donner une approximation des
solutions relativement par rapport a la précision € demandée). Par ailleurs,
un autre critere d’isolation des solutions (i.e. qui certifie la présence d’une

seule solution par domaine généré) est utilisé.

1.2.1 Solveur univarié

Soit f(x) € R[z] un polynéme univarié et I un intervalle non vide et borné
de R. Il s’agit ici de donner une méthode pour trouver les racines de f, si
elles existent, sur 'intervalle I. Dans la pratique, on peut se placer sur Q[z].
Ainsi, on peut se ramener au probléme qui consiste a chercher les racines
d’un polynéme de f(z) € Z[z]. L’'objectif d’un solveur univarié consiste a
isoler les racines réelles de f dans I, i.e. de calculer des sous-intervalles
de I ayant des extrémités rationnelles ne contenant chacun qu’une unique
racine du polynéme. Cela suffit & donner une approximation des racines
relativement par rapport a une tolérance fixée au départ. Le schéma général

de fonctionnement d’un tel solveur est donné par I'algorithme 1.1. Ce dernier
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nécessite une fonction V(f, I') qui permet de borner le nombres de racines de
f sur un intervalle I donné. Pour cela, on peut utiliser la regle de Descartes
(propriété 1.2) i.e. on peut prendre pour V(f,I) le nombre de changements
de signes de la séquence formée par les coefficients de f écrit dans la base

de Bernstein associée a I.

Algorithme 1.1 : Isolation de racines réelles

Données : Un polynome univarié f € Z[z] et un intervalle I non vide et
borné.

Reésultat : Une liste de sous intervalles de I ayant des extrémités
rationnelles, ne contenant chacun qu’une unique racine de f.

Calculer la partie sans facteur carré de f ;

Initialiser une liste L d’intervalles avec I ;

tant que L # () faire
Retirer le premier élément J de L et calculer v := V(f,J) ;

si v = 0 alors rejeter J ;
si v = 1 alors retourner J dans la liste des solutions ;

si v > 2 alors subdiviser J en J, et Jy et les rajouter a la liste L ;
fin

1.2.2 Solveur multivarié

Soient n,s € N* avec s < n et f1,...,fs € Rlx1,...,z,]. On considere le

systeme polynomial suivant :

fl(xl, Ce ,.ili'n) =0
: (1.1)
fs(:Ula-",xn) =0

On notera de maniére concise f(x) = 0 avec X = x1,...,Tp.

On cherche les solutions de ce systeme dans une boite donnée I := [aq, 81] X
-+ X [, Bn] € R™. La méthode d’approximation des solutions de ce systéme
qu’on va décrire a présent utilise la représentation de Bernstein, le solveur
univarié décrit dans la section 1.2.1 et des études de signes. L’objectif de
ce solveur multivarié est de retourner une liste de sous boites de [ suf-

fisamment petites (relativement a une certaine tolérance fixée au départ)
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contenant chacune une unique solution du systeme. Ce solveur par subdivi-
sion est détaillé dans [49, 55]. C’est une amélioration de 'algorithme Interval
Projected Polyhedron de Sherbrooke et Patrikalakis qui est décrit dans [58].

Définition 1.4 : Soit n € N*, f(x) € R[x] = R[z1, ..., z,] un polynéme de
multidegré (dy, ..., dy,) € (N*)" et une boite I = [aq, 51] X - - X [, Bn] C R™.

On suppose que I'écriture de f dans la base de Bernstein est la suivante :

a1 dn
flwe, . zn) = Z Z biy,... in Bflll (T1)[ar,81] BZZL (Tn) [ 8]

11=0 in=0

Pour tout j € {1,...,n}, on pose :

dj
. d;
mi(fiz;) = ZZO 0B i B ()0
=
dj
d,
Mj(f;fﬂj) = 22:0 {ogigif,k;éj} biy,...in Big'] (xj)[ajﬁﬂ
=

Lemme 1.1 (Lemme de projection) : Sous les mémes hypothéses et no-
tations que la définition 1.4, pour tout u = (uy,...,u,) € I et pour tout

je{l,...,n},ona:

mj(fiug) < f(a) < Mj(f;uy) O

Le lemme 1.1 implique alors une conséquence directe qui est le corollaire

suivant.

Corollaire 1.2 : Toujours sous les mémes hypothéses et notations que la
définition 1.4, pour toute racine u = (uy,...,u,) € I du polynéme f(x) et

pour tout j € {1,...,n}, on a j, < wuy < HIj avec

1. I (respectivement 7i;) qui est soit une racine de m;(f; ;) (respec-
tivement de M;(f;x;)) sur [a;, 3;] soit égal a o (respectivement [3;)
dans le cas ot m;(f;x;) (respectivement M;(f;x;)) n’a pas de racine
dans [a;, 3],

2. mj(f;u) <0< M;(f;u) pour tout u € [Hj,ﬁj].
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Le solveur procede par étapes de la maniere suivante : 1. appliquer une étape
de pré-conditionnement aux équations, 2. réduire le domaine, 3. subdiviser

le domaine jusqu’a ce qu’il soit de taille inférieure & une tolérance donnée.

Il nous faut donc introduire les fonctionnalités suivantes qui sont indispen-

sables a 1’algorithme.

Stratégie de pré-conditionnement. Il s’agit en fait de transformer le
systeme polynomial initial 1.1 en un systeme ayant un « meilleur » compor-
tement numérique. Résoudre le systeme f = 0 est équivalent & résoudre le

systeme M f = 0, ot M est une matrice inversible de taille s X s.

Une telle transformation peut augmenter le degré (relativement par rap-
port a certaines variables) de certaines équations. Elle peut donc avoir un
colit non négligeable dans certains cas. Par ailleurs, si dans chaque po-
lynéme du systéme, toutes les variables n’apparaissent pas (systéme creux),
alors un tel pré-conditionnement peut faire perdre au systéme son caractere
creux. Dans ce cas, on préférera alors un pré-conditionnement partiel sur
un sous-ensemble d’équations qui partagent toutes une partie des variables.
On considere des transformations globales, qui réduisent au minimum la
distance entre les équations vu comme des vecteurs d’un espace affine de
polynomes, et également des redressement locaux (si s = n) qui trans-
forment localement le systéme f = 0 en le systeme (Jfy)"'f = 0, ou
Jfu = (0s, fj(1))1<i j<s est la matrice jacobienne de f en un point u € I on

cette matrice est inversible.

Stratégie de réduction. Il s’agit de la technique utilisée pour réduire le
domaine initial I pour chercher les solutions du systeme. On peut utiliser la
propriété d’enveloppe convexe comme dans [58] ou alors une localisation des
solutions qui est une amélioration de la réduction par enveloppe convexe.
Elle consiste a calculer la premiere (respectivement la derniere) racine du
polynome m;(fi;x;) (respectivement M;(fi;x;)), dans Uintervalle [, 5]
pour j € {1,...,n} et k € {1,...,s}. L’'implémentation de cette étape
permet de considérer la réduction par enveloppe convexe comme une étape

d’itération de ce procédé de réduction.
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Stratégie de subdivision. Il s’agit de la technique utilisée pour subdi-
viser le domaine, afin de simplifier les étapes suivantes qui se chargent de
chercher les solutions du systeme. Certaines regles simples peuvent étre uti-
lisées pour subdiviser un domaine et réduire sa taille. L’approche qui est
adoptée ici est la bissection : un domaine D = [y1,01] X -+ X [y, dp] est
découpé en deux dans une direction j € {1,...,n} pour laquelle |6; — ;]
est maximal. Mais au lieu de choisir la taille de I'intervalle pour critere de
direction suivant laquelle on divise, on peut en choisir un autre en fonction

aussi des valeurs de m;, M; ou f; (par exemple quand M; —m; est maximal).

Une borne pour la complexité de cette méthode est donnée dans [49].

1.3 Décomposition en valeurs singulieres

Soient m,n € N*, on note M,, ,,(R) le R-espace vectoriel des matrices & m
ligne(s) et n colonne(s) a coefficients dans R, si m = n alors on note M, (R)

plutot que My, i (R).

Définition 1.5 (Valeurs singuliéres) : Soit A € M,, ,(R). Les valeurs
propres de la matrice AT A € M,,(R) sont positives (car on peut voir AT A
comme la matrice d’'une forme quadratique définie positive). Les valeurs

singulieres de A sont par définition les racines carrées des valeurs propres de
AT A,

Remarque 1.4 : Dans la pratique, les valeurs singuliéres sont souvent notées

(0i)1<i<n avec o1 > -+ > o > 0 (écriture avec répétitions éventuelles). e

Proposition 1.3 (Décomposition en valeurs singuliéres) : Soit A €
Mpyn(R) et 01 > -+ > 0, > 0 les valeurs singulieres de A. Alors on peut
écrire A sous la forme A = UDVT avec (U, V) € M, (R) x M, (R) un couple
de matrices orthogonales (i.e. UTU = I, et VIV = 1,,) et D € My, n(R)

de la forme :
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o1 (0) o )
sim>mn; sim=nmn;
Ve © o
o1 (0)
(0) sim < n.
(0) On

Propriété 1.3 : Sous les mémes hypotheses et notations que la proposition
1.3, on pose k = min(m,n). On note (u;)1<i<i (respectivement (v;)1<i<k)
les k premiers vecteurs colonne de U (respectivement de V). Alors, pour

tout i € {1,...,k}, on a Av; = oyu; et ATu; = oyv;.

Dans la pratique, la matrice A représente un systéme linéaire surdéterminé
(donc avec m > n). La solution du systéme qu’on considérera sera le dernier
vecteur colonne de V' (& savoir v,). En effet, dans ce contexte on a, pour
tout i € {1,...,n}, Av; = ou; et donc ||Av;|| = o; (car ||u;|| = 1). Vu que oy,
est la plus petite valeur singuliere de A, il s’en suit que v,, est la « meilleur »

solution du systeme.



Chapitre

Approximation et localisation

d’intersections

2.1 Introduction

Dans la mesure ou, en CAQ, les surfaces paramétrées sont utilisées pour
délimiter des volumes, le calcul de la courbe d’intersection entre deux telles

surfaces est primordial pour décrire les objets fabriqués dans ce contexte.

Dans l'idéal, I'approximation des surfaces ne doit pas étre en marge du
procédé d’intersection. Une alternative aux approches classiques par tri-
angles ou B-splines (décrites dans I'introduction) consisterait & approximer
les surfaces données par des maillages constitués d’entités élémentaires plus
complexes que les triangles. Cela permet d’avoir des lieux d’intersection
plus précis. Un choix intéressant consisterait a utiliser des approximations
par des carreaux de surfaces de Bézier de petit degré. Dans ce cas de figure,
il est alors essentiel de savoir intersecter efficacement de telles surfaces pa-

ramétrées polynomiales (c’est 'objet du chapitre 3).

Un exemple de maillage biquadratique. Soit S une surface paramétrée
générale donnée par évaluations (i.e. une surface procédurale). On considere

une grille de points sur S de taille (2m + 1) x (2n + 1) (avec m et n deux

17
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(2n + 1) points = n carreaux

L
]
1
l
T
l
]
1
L

(2m + 1) points = m carreaux

FiG. 2.1: Grille de carreaux biquadratiques.

entiers non nuls) permettant de construire une grille de carreaux de surfaces
biquadratiques de taille m x n. Sur la figure 2.1, on a représenté une telle

grille de maniere schématique.

La construction se fait de maniere a ce que deux carreaux adjacents se
recollent de facon continue. On a illustré sur la figure 2.2 un exemple d’ap-
proximation réalisée de cette maniére. Il s’agit d’une forme (représentée a
gauche sur la figure 2.2) composée de trois surfaces de type B-spline sur
lesquelles on applique un offset. Une fois cette transformation appliquée, le
nouvel objet ne peut étre représenté par des B-splines. On applique alors une
approximation de cet offset par une grille de 144 carreaux biquadratiques
(le résultat est représenté a droite sur la figure 2.2). Pour mieux apprécier
le résultat, on a également réalisé une image en coupe (figure 2.3). Un autre
exemple est illustré sur la figure 2.4, il s’agit d’une surface B-spline sur la-
quelle on a appliqué plusieurs offsets dont les résultats sont approximés par

des grilles de 128 carreaux biquadratiques.

Considérons maintenant deux grilles de carreaux de surfaces qui corres-
pondent & deux surfaces procédurales S; et Sy qu’on désire intersecter.
Pour chacune de ces grilles, on construit une autre grille, de méme taille,
constituée de boites de R? (i.e. de la forme [a1, b1] x [az, ba] X [as, b3] C R3)
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FiGc. 2.2: Approximation d’un offset par une grille de 144 carreaux biqua-
dratiques.

Fic. 2.3: Approximation d’un offset par une grille de 144 carreaux biqua-
dratiques (vue en coupe).

construites & partir des points de contréle de chacun des carreaux de surface
et de maniere a ce que chaque boite contiennent entierement le carreau cor-
respondant (une description de cette construction est donnée dans la section
2.4.2). On construit un quadtree pour chacune de ces deux grilles de boites
afin de rechercher toutes les paires de boites qui s’intersectent. Ces paires
de boites correspondent alors a des paires de carreaux de surfaces qu’il faut

intersecter (bien qu’il se peut que l'intersection soit vide).
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Offset de — 3 / \ Offset, de L

Offset de 2 Offset de 1

FiG. 2.4: Approximation de différents offsets par des grilles de 128 carreaux
biquadratiques.

Les sections qui suivent détaillent les procédés d’approximation et de détection

d’intersection probables.

2.2 Notations et représentations

Afin de clarifier le discours, on se propose d’introduire certaines notations
générales ainsi qu'une représentation schématique des carreaux de surfaces

biquadratiques.

2.2.1 Notations

1. Soient ¥ et w deux vecteurs de R? (respectivement de R?) muni de sa
structure euclidienne canonique. On note @ - w le produit scalaire de ¥ et

T, et | T = VT T

2. Soient m,n € N*, on note M,, ,,(R) I'ensemble des matrices a m ligne(s)

et n colonne(s) & coefficients dans R, si m = n alors on note M,,(R) plutot
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que My, i (R). Soit M € My, n(R), alors pour 1 <i<met1l<j<n,on

note M i, j] 'élément de M qui se situe & la i®™° ligne et & la 5™ colonne.

3. Soient k = 2 ou 3, n € N* et z1,...,2, € RF. Alors L := [21,..., 7]
représente la liste formée par les éléments x1,...,x,. De plus, on notera
Lji] = z; (pour 1 <i < n)et Lli..j] =x;,...,2; (pour 1 <i<j<n). On

généralise cette notation pour des tableaux (listes de listes).

2.2.2 Polynéme de bidegré (2,2) dans la base de Bernstein

Un polynome F' € R[s, t] est de bidegré (2,2) si F' est de degré 2 en chacune
des deux variables s et t. On choisira la base de Bernstein pour représenter
les polynomes qui composent nos paramétrisations. Explicitement, se donner
un polynéme F' € R[s, t] de bidegré (2,2) exprimé dans la base de Bernstein

revient a se donner une matrice A € M3(R) en posant :

2 2
F(s,t)=) > Ali+1,j+1]Bj(s)B3(t)
i=0 j=0
avec BY(s) = (1 — 5)?, Bi(s) = 2s(1 — s) et B3(s) = s* (ce sont les trois

polynomes de Bernstein de degré 2).

Ainsi, se donner une surface polynomiale S de bidegré (2,2) paramétrée
sur [0,1]? (qu'on appellera carreau de surface biquadratique), revient a se

donner trois matrices X, Y et Z € M3(R) en posant :

2 2
V(s,t) € [0,1)%,S(s,t) = > > P jBi(s)Bi(t)
i=0 j=0
X[i+1,5+1]
avec V(i,5) € {0,1,2}2, P ;= | Y[i+1,j+1]
Zi+1,5+1]

Ce sont les points de controéle de S.

Remarque 2.1 : Le graphe dont les sommets sont les points (P ;), <ij<2
et dont les arétes sont les segments de la forme ([P; j, Pit1,5]) et ([Pij, P j+1])
est appelé le polyedre de controle de S. Ainsi, on peut représenter schématique-

ment les surfaces biquadratiques comme sur la figure 2.5. °
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P P4 P9

Y

Poo Py Py

Fia. 2.5: Schéma d’un polyedre de controle pour un carreau de surface
biquadratique.

Proposition 2.1 : Le carreaux de surface S([0,1]2) est entierement conte-

nue dans I’enveloppe convexe de la famille de points (P ;), <ij<2

Démonstration : C’est une conséquence directe de la proposition 1.1. [J

2.3 Interpolation

Dans cette section, on décrit plus en détails la méthode d’interpolation (lo-

cale) utilisée pour Iapproximation (globale).

Etant donnée une surface procédurale S(u,v) définie sur [a, b] x [¢,d] C R2.
On met en place une approximation de S par une grille m x n de car-
reaux de surfaces biquadratiques (avec m et n deux entiers non nuls). On

¢chantillonne les parametres (u,v) en une famille (u;,v;), ; pour 0 <i < 2m
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et 0 < j < 2n définie par :

ug = a

u; = ug + 140, pour i € {1,...,2m}
Vg = C

vj =v9+jd, pour j € {1,...,2n}
b—a

2m

d—c

2n

Oy =

Oy =

La famille (u;, v;), ; donne une famille de (2m+1)(2n-+1) points (S(us, vj))

i, i,
de R3. Cette famille de points donne une famille de mn carreaux de sur-
faces biquadratiques (Sg;),, avec pour tout k¥ € {0,...,m — 1} et tout
1 €{0,...,n—1}, Sk, interpolée par la famille de points (S(u;,v;)), . avec

i€ {2k, 2k + 1,2k +2} et j € {20,20 + 1,2 + 2}.

1]

Plus précisément, pour tout (k,l) € {0,...,m —1} x {0,...,n—1},on a:

Sk

)

[ugk, Uskto] X [Vag, var4e] — R3
(ui)vj) — S(U“’UJ)

(i, ) € {2k, 2k + 1,2k + 2} x {21,21 + 1,2 + 2}.

Dans la mesure ou la construction qui précede ne fait qu’interpoler des
points, elle ne permet pas d’assurer la continuité entre chaque carreau de
surface. Ainsi, on ajuste chacun d’entre eux de maniere a ce qu’il partage les
mémes points de controle que son voisin sur le bord concerné. Concréetement,
il ne faut ajuster qu’un seul point de controle par bord. On a illustré
schématiquement sur la figure 2.6 une situation de deux carreaux (un en
bleu et un en rouge) adjacents construits par interpolation et représentés par
leurs points de controle respectifs. Pour imposer le recollement, on modifie
un point de controle sur les bords correspondants. Cette manipulation est
effectuée sur tous les carreaux construits par interpolation et on continuera
a les noter (Sk;) e Cela permet d’avoir une approximation de la surface

procédurale S.
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Ps Py1 Pyo=Q20 Q21 Q2,2

Pi1| P Q1,0 Q1,1

Q1,2

Py o Po1 Poo2= Qo0 Qo1 Qo2

'

P Po1 Poo=Q20 Q21 Q2,2

Py Q1,1

P ’ ®
1,0 Piao+Qip Q1’2

Poo Po1 FPoa2= Qoo Qo Qo2

F1c. 2.6: Recollement de deux carreaux adjacents.

2.4 Boites englobantes et raffinement

Les boites englobantes, qu’on définira dans la section 2.4.2, nous seront
utiles pour mettre en place un critere qui permet d’exclure certaines confi-
gurations de non intersection entre deux carreaux de surfaces. On donnera,
dans la section 2.4.3.2, un algorithme détaillé de ce procédé qui se base sur

Iintersection de ces boites ainsi que sur I’algorithme de De Casteljau.
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2.4.1 Algorithme de De Casteljau

2.4.1.1 Cas d’une courbe de Bézier de degré 2
[0,1] — Rk

Soient k =2 ou 3, Py, P et P, € RF et C : 2 )
0 1 2 " . ZHB%(t)
i=0

une courbe de Bézier de degré 2.

Propriété 2.1 : Soit ¢y €]0,1[. On note Py (respectivement P; o) le ba-
rycentre des deux points pondérés (Py,1 — tg) et (P, tg) (respectivement
(P1,1 —tg) et (Pa,tp)). Alors Py, Py et C(tg) (respectivement C(to), P12
et P,) sont les points de controle de la courbe C([0,tg]) (respectivement
C([to,1])) (voir la figure 2.7).

Pour des raisons de commodité, on notera par la suite :
Casteljau(Po, Pl, PQ, tg) = [Po, Po’l, C(to), P1’2, P2]

Cette construction, que 1’on peut appliquer récursivement, permet de sub-
diviser la courbe. Il faut également remarquer que plus on subdivise plus les

points de controle se rapprochent de la courbe initiale.

2.4.1.2 Cas d’une surface de Bézier de bidegré (2,2)

On considere une famille de points de R® (P ), <ij<o €t une surface de

Bézier de bidegré (2,2) (carreau de surface biquadratique) :
[0, 1]2 — R3

2 2 ‘ '
(s,t) — > > PijBi(s)Bi(t)

i=0 j=0

Propriété 2.2 : Soit (so,t) €]0, 1[%, on pose :

{ Vi € {0,1,2},q; := Casteljau(Pio, Pi.1, Pi2, 50) 1)

vj € {L,...,5},p; = Casteljau(qolj], a1[4], a2[4], to)
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Py

Py

FiG. 2.7: Algorithme de De Casteljau sur une courbe de Bézier de degré 2.

Ainsi, chaque g; et chaque p; est une liste de 5 points de R? (voir la construc-
tion sur la figure 2.8). On construit alors un tableau M de dimension 5 x 5
de points de R? de la maniére suivante : Vj, k € {1,...,5}, M[j, k] := p;[k].
Alors :

— M]J1..3,1..3] sont les points de controle de S([0, so] x [0, %0]).

— M]1..3,3..5] sont les points de controle de S([0, so] X [to,1]).

— M|[3..5,1..3] sont les points de controle de S([sg, 1] x [0, to])-

— M][3..5,3..5] sont les points de controle de S([so, 1] X [to, 1]).
3

Rappelons que M][1..3,1..3], M[1..3,3..5], M[3..5,1..

des sous tableaux de M de dimension 3 x 3.

Comme dans le cas des courbes, cette construction peut étre appliquée

récursivement pour subdiviser la surface (plus on subdivise et plus les points
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Fi1G. 2.8: Algorithme de De Casteljau sur un carreau de surface biquadra-
tique.

de controle se rapprochent de la surface initiale).

Remarque 2.2 : Dans (2.1), on peut permuter les roles de sy et tp. °

2.4.2 Boites englobantes orientées et intersections

Dans cette section on définit les boites englobantes orientées suivant des

directions données ainsi qu’un critére d’intersection de telles boites.

2.4.2.1 Cas du plan

Définition 2.1 : Soient py,...,p; (avec k > 3) des points de R? non alignés

et (v1,...,0]), (avec [ > 2) une famille génératrice de vecteurs de R2. Pour
tout i € {1,...,1}, on note : m; = min (v; - p;) et M; = max (v; - p;).
{ ! ‘ 1<j<k( 0o p) ! 1<j<l~c( 0o p)

Alors on appellera boite englobante des points (p;); - i<k orientée par les

vecteurs (v;);;«; 'ensemble :

{peR*NVic{l,....k},m; < (v; - P) < M;}
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P2
p1
p3
-
V4
P4
;; Do
Ps
— — — —
— [mi=vi-pietM;=vi-p4
V) = = B
my =vy-pietMy;=v;-p3
= e
m3 = V3 - pe et M3 = v3 - p3
= = = =
my =v4-psetMs=vq-ps
-
Vi

Fic. 2.9: Exemple de boite englobante dans le plan.

Sur la figure 2.9, on a pris un exemple de boite englobante de 12 points

orientée par 4 vecteurs.

Propriété 2.3 (Intersection) : Soient (p;);,< et (¢5)1< < deux familles
de points non alignés de R? (avec k et [ > 3) et (v1,...,v,), (avec n > 2)

une famille génératrice de vecteurs de R%. On pose :

I := | min (v - p;), max (v; - bj)
Vie{l,...,n}, Ssk s
Ji = 11%1_%(% : Qj)alrg?%(l(vi $ ;)

Si les deux boites englobantes des points (p;);<;<r et (g;) , orientées

1<5<
— — . .
par les vecteurs v7,...,v, s'intersectent, alors pour tout i € {1,...,n},

I J; #0.

On a illustré sur la figure 2.10 le principe de ce test d’intersection de deux

boites.
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,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,

(a) Cas avec intersection. (b) Cas sans intersection.

F1G. 2.10: Intersection de deux boites.

2.4.2.2 Cas de ’espace

La notion de boite englobante dans R? est similaire au cas du plan. I suffit
de remplacer, dans la section 2.4.2.1, R? par R3, « non alignés » par « non
coplanaires » et enfin le nombre de points a considérer doit étre au moins
de 4 et celui de vecteurs au moins de 3. De plus, le critere d’intersection de
deux boites englobantes reste le méme que celui qui précede (si on fait les

changements de contexte comme il a été dit).

2.4.3 Critere de discrimination

Afin d’éviter un maximum de calculs d’intersection entre deux carreaux bi-
quadratiques, il semble judicieux de mettre en place un critere de discrimina-
tion pour éliminer rapidement les cas ou il n’y a aucune intersection. Soient
S < 0, 1]2 — B ) et Sy : ( 0, 1]2 — B ), deux car-
(s,t) +— Si(s,t) (u,v) +— Sa(u,v)
reaux biquadratiques i.e. donnés par des polynémes de bidegrés (2,2) ex-
primés dans la base de Bernstein. On notera abusivement S; = S1([0,1]?)
et Sy = S95([0,1]?). Notons également (P ;)

S et (Qi’j)0§i7j§2 ceux de Ss.

0<i j<2 les points de controle de

Pour élaborer un critere de discrimination, on « enferme » chaque carreau
de surface dans une boite, si les deux boites ne s’intersectent pas, alors il en
est de méme pour Sy et So. Pour se faire, on crée une boite englobante pour

les points de controle de S7 et une pour ceux de Ss. Il faut par conséquent
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faire un choix de directions pour ces boites englobantes.

2.4.3.1 Choix des directions

Les directions permettent de créer des boites englobantes plus ou moins fines

pour enfermer chaque carreau de surface (voir la figure 2.11).

Pour choisir les directions des boites englobantes, on peut adopter deux types
de stratégies. Soit on fixe arbitrairement des le départ un certain nombre de
directions (comme sur la figure 2.12). Soit on fait ce choix judicieusement
en fonction de Sp et Sp (comme sur le schéma de droite de la figure 2.11)
en calculant par exemple des directions principales. La premiere méthode
permet de gagner du temps au niveau du calcul mais ne nous donne aucun
controle au niveau de la géométrie des objets considérés (choix arbitraire)
méme s’il peut arriver que les boites obtenues soient de bonne qualité (cela
dépend évidemment du nombre de directions choisies). En revanche, la se-
conde demande des calculs préliminaires mais offre un filtrage globalement
plus fin. Vu que l'on fera des découpages récursifs de boites (voir la section
2.4.3.2), un calcul systématique de directions adaptées a chaque étape peut
s’avérer trop couteux. Toutefois une telle approche serait envisageable si ces
calculs de directions adaptées a chaque itération sont réutilisés (par exemple

dans le cas ou l'on garde ce genre d’information pour traiter l'intersection

' /
/ /
/ /
i /
/ P
! /
/ /
/ /
[/ /
/

(a) Premier choix de directions. (b) Second choix de directions.

Fig. 2.11: Boites englobantes orientées de manieres différentes pour une
courbe de Bézier.
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Fia. 2.12: Boite englobante avec un choix arbitraire de directions.

d’une famille de carreaux de surface).

Ainsi, pour traiter intrinsequement le probléme d’intersection de deux car-
reaux de surfaces, on se contentera plutot d’adopter la premiere approche
pour ce qui est du choix des directions. On peut par exemple prendre les
directions données par les vecteurs : (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,—1,0),
(1,1,0), (1,0,—1), (1,0,1), (0,1, —1) et (0,1,1).

Pour savoir si S7 et S s’intersectent, on peut donc commencer par se de-
mander si les deux boites englobantes des points (F;j)y<; ;<o €t (Qi,j)o<; j<o
suivant les directions choisies s’intersectent. Si ce n’est pas le cas, alors la
proposition 2.1 permet d’affirmer que S; NSy = (). En revanche, si c’est le
cas, cette approximation peut s’avérer trop grossiere et donc il peut arriver
que le filtrage soit peu efficace dans la mesure ot ’on peut rencontrer beau-
coup de configurations ou les deux boites s’intersectent sans qu’il en soit de
méme pour les carreaux de surfaces correspondants. C’est pourquoi 1’algo-
rithme de De Casteljau est d’'une grande utilité car il permet précisément

« d’affiner les boites ». C’est ce qui est expliqué dans la section suivante.
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2.4.3.2 Découpage récursif de boites

Il s’agit ici de donner une construction pour affiner au fur et a mesure les
boites décrites précédemment en utilisant ’algorithme de De Casteljau. Pour
résumer la situation, on dispose au départ de deux boites englobantes Bj et
By, si elles sont disjointes, alors on a terminé (et on conclut que S1 NSy = ()
sinon on peut découper chaque boite en sous boites (plus fines) et recommen-
cer le test d’intersection sur ces sous boites et ainsi de suite. Pour ce faire, il
nous faut un critere d’arrét et une stratégie de découpe. Concretement, au
bout d’un certain degré de découpage, si les boites continuent a s’intersecter,
alors on arréte cette manipulation (il faudra traiter le probleme de linter-
section car visiblement il sera alors fort probable que S; N Sy # (). Pour
décrire I'algorithme principal (pour affiner les boites de maniere récursive),

on introduit quelques hypotheses et procédures préliminaires.

Directions des boites englobantes : notons (v7,...,v,) les directions
des boites englobantes (choisies des le départ et fixées une bonne fois pour
toute). Pour simplifier (notamment pour le test d’arrét), on supposera que

ces directions sont unitaires.

Informations contenues dans une boite : on suppose que pour les
boites englobantes, on a fait un choix de structure de données qui contient les

points de controle (P ;) I'espace des parametres [a, b] x [c,d] C [0, 1]?

0<i,j<2)
du carreau de surface correspondant a ces points de controle et également

— —
les intervalles Iy = | min (3 - P;;), max (vi - P ;)| pour k € {1,...,n}.
0<i,j<2 777 0<i,5 ’

Test d’arrét : on doit disposer d’une procédure d’arrét arret(Bi, Ba,e)
(avec € > 0) a valeurs booléennes qui nous informe si les boites passées en
parametre sont suffisamment fines (si tel est le cas, cela signifie que ce n’est
plus la peine de continuer a subdiviser). On peut par exemple utiliser une

des deux fonction de taille décrites ci dessous.

Fonctions de taille : on dispose de deux fonctions de tailles tailley, et
taille,. Etant donné une boite B correspondante a un espace de parametres
[a,b] X [c,d], taillep(B) :=b— a et taille,(B) :=d —c.
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Les découpes d’une boite : si B est une boite contenant les points de
controle (F;;)o<; ;<o €t 'espace des parametres [a, b] x [c, d], alors on suppose
que l'on dispose de (sg, tg) €]a, b[x]c,d[ (on peut par exemple prendre sy =
b2a et tg = 95¢). On définit alors (voir la figure 2.13) : gauche(B), la boite
composée par (Casteljau(P; 0, P 1, P;2,50)[1..3]) ;<o

droite(B), la boite composée par (Casteljau(Pi,(; ;’M, P; 2,50)[3..5])
haut(B), la boite composée par (Casteljau(FPy j, P1,j, Ps j,t0)[1..3])
bas(B), la boite composée par (Casteljau(Fy j, P1 j, P j,t0)[3..5])

0<i<2
0<j<2
0<j<2°
Signalons qu’au niveau des structures de données, gauche(B), droite(B),

haut(B) et bas(B) contiennent les espaces de parametres respectifs [a, so] X
[07 d}v [SOab] x [C, d]v [a7 b] X [C, tO] et [a7 b] X [t()ad]‘

Tout cela permet d’introduire I'algorithme 2.1 qui teste de maniere récursive

si deux carreaux biquadratiques sont grossierement disjoints.

e =

droite(B)

Fi1G. 2.13: Découpes d’une boite.
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Algorithme 2.1 : Algorithme de test par découpages récursifs.

testIntersection(By, Ba, €, k)

Données : B et By les deux boites englobantes de S; et S2, € > 0 (qui
controle la finesse des boites) et k € {0,1} (artifice propre a
lalgorithme).

Résultat : Un booléen (soit S; N Sy = ) soit il faut traiter 'intersection
S1NSy).

k:=k + 1[mod 2J;

si B1 N By # () alors

si arret (B1, Bo, €) alors

| On s’arréte (il faut traiter 'intersection);

si k =0 alors

si taille,(B;) > tailley(B2) alors

testIntersection(gauche(B;), By, € k);

testIntersection(droite(B;), By, €,k);

sinon

testIntersection(Bj, gauche(Bs), €, k);

testIntersection(By, droite(Bs), €,k);

fin

sinon

si taille,(B;) > tailley(B2) alors
testIntersection(haut(By), Bs, €,k);
testIntersection(bas(B1), B, € k);
sinon

testIntersection(Bi, haut(B2), €, k);
testIntersection(By, bas(B2), €,k);

fin
fin

sinon
| Les deux boites ne s’intersectent pas et donc S; N Sy = 0.
fin

2.5 Intersection de deux grilles de boites englo-

bantes

Etant donné que, dans le probleme d’intersection de deux surfaces procédurales,
on met en place une approximation de chacune d’elles, il nous faut inter-
secter efficacement deux grilles de boites englobante. On propose dans cette

section un algorithme pour traiter ce type d’intersection.
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2.5.1 Structure de données

Soit S une surface procédurale et m,n € N*, la famille de mn carreaux de
surfaces (S,) Kl construite par le procédé décrit dans la section 2.3 permet de
définir une famille B de mn boites englobantes (Bk’l)k,l correspondantes (voir
la section 2.4.2). Afin de simplifier les structures de données et 1’algorithme
de détection d’intersection de boites, on suppose que m = n = 2P pour un
certain p € N* (voir la figure 2.14). Si tel est le cas, alors on peut regrouper
les boites par paquets de quatre boites adjacentes (cela permettra d’accélérer
l’algorithme de la section 2.5.2).

En effet, pour tout (r,s) € {0,...,2P~1 — 1}2, les boites Ba2s, Bari12s,
Bayos+1 et Bopi1,2s+1 sont adjacentes. On construit alors, par les feuilles,

un quadtree de la maniére suivante (voir I'illustration sur la figure 2.15) :
1. Les feuilles sont constituées par les mn boites (By,), ;-

2. Pour tout (r,s) € {0,...,2P~1 — 1}2 on construit le pere an de By s,
Bayr 1,25, Borasy1 et Boyy12s41 comme étant la plus petite boite contenant
I'union de ces quatre boites (que 'on appellera, de maniere plus concise,

I'union de Bay2s, Bari1,2s, Bor2s+1 €t Bopi1,2641)-

3. On réitere le processus précédent en prenant 'union de Ba, 25, B2r41,2s,

Bo;2s+1 €t Bayi1,2s41 jusqu’a arriver a la racine de l'arbre (cette racine est

9(p—2)

9(p—1)

9(p—2)

2p

9(p—1)

21’

F1G. 2.14: Grille de boite de taille 2P x 2P,
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F1G. 2.15: Arbre de boites.

alors une boite qui contient toutes les boites englobantes initiales).

2.5.2 Intersection

Supposons maintenant que 1’on ait deux surfaces procédurales S; et S2 qu’on
désire intersecter. La premiere étape consiste a faire une approximation de
81 (respectivement Sz) par une grille de m; X n; (respectivement mg X ng)
carreaux de surfaces biquadratiques construits par le procédé décrit dans la
section 2.3. Cela permet alors de définir une famille B; (respectivement B2)
de miny (respectivement mgns) boites englobantes correspondantes. Afin
d’exclure toutes les situations de non intersection grossieres (i.e. les cas ou
les boites englobantes sont disjointes) entre carreaux de surfaces de Sy et
So, on commence par détecter toutes les configurations ot By N By # 0
pour By € B; et By € By. Pour cela, on construit deux arbres A; et Ao

correspondants respectivement & B; et By (comme décrit dans la section
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2.5.1) et on utilise I’algorithme de détection d’intersection 2.2 sur les racines
respectives de A; et As. Pour un noeud N d’un arbre, on notera £ils(0,N),
fils(1,N), £ils(2,N) et £ils(3,N) les quatre fils de V.

Algorithme 2.2 : Détection d’intersections de boites.

intersection(/Ny, Ns)

Données : Deux noeuds N7 et Ny des quadtrees respectifs A et Ay ainsi
qu’une liste vide de paires de noeuds L.

Résultat : La liste £ contient les paires de boites (B1, Bs) avec By € B et
By € By qui s’intersectent.

si Ny N Ny = () alors
| retourner L ;

fin

si N1 et Ny sont des feuilles alors

si N1 N Ny # () alors

| L (N1, N2) ;
fin
sinon si N est une feuille mais pas Ny alors
pour j € {0,1,2,3} faire

| L +<— intersection(Ny, fils(j, N3)) ;
fin
sinon si Ny est une feuille mais pas N1 alors
pour i € {0, 1,2, 3} faire

| L +— intersection(fils(i, N1), N3) ;
fin
sinon
pour (i, ) € {0,1,2,3}? faire

| L +«— intersection(fils(i, Ny), £ils(j, Na2)) ;
fin

fin

retourner L ;

La détection des boites englobantes qui s’intersectent combinée au raffine-
ment décrit dans la section 2.4 permettent de résumer le probleme d’in-
tersection entre deux surfaces procédurale a une famille de problemes d’in-
tersection entre deux carreaux de surfaces polynomiales qui ne sont pas

grossierement disjointes. Cette question est traitée dans le chapitre 3.






Chapitre

Intersection des surfaces

polynomiales

Ce chapitre traite la question de 'intersection de deux surfaces parmamétrées
polynomiales que ’on supposera, sans restreindre la généralité, paramétrées

sur [0,1]%. Sauf mention explicite du contraire, on notera donc :

F < 0.1 — R ) (3.1)

(s,t) —— F(s,t)

G ( 0.1 — R° ) (3.2)

(u,v) — G(u,v)

Avec F'(s,t) (respectivement G(u, v)) un vecteur composé de trois polynémes
en (s,t) (respectivement en (u,v)). Signalons également que F' (respective-
ment ) désignera abusivement aussi bien I’application que son image i.e.
le carreaux de surface Im(F) (respectivement Im(G)). Enfin, on supposera

que l'intersection F'N G est une courbe :

C={(s,t,u,v) € [0,1]* | F(s,t) — G(u,v) =0} .

39
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3.1 Meéthode basée sur les résultants

On propose ici une approche du probleme d’intersection entre F' et G basée
sur les résultants. Pour cela, on commence par introduire quelques généralités

sur cet outil dans le cas bivarié.

3.1.1 Généralités sur les résultants bivariés

Définition 3.1 : Soient f1, f2 et f3 trois polyndémes bivariés et N le nombre
de termes dans les trois supports monomiaux. En d’autres termes, N est la
somme du nombre de monoémes de f1, de f2 et de f3. Pour tout ¢ € {1,2,3},
on note coeffs(f;) la séquence des coefficients de f;. Le résultant de fi, fa et

f3 est un polynome irréductible R a N variables ayant la propriété suivante :

R(coeffs( f1), coefs(f2), coeffs(f3)) =0

si et seulement si fi, fo et f3 ont une racine commune dans un domaine

spécifique D.

Pour une description plus précise des résultants, on renvoie par exemple a
[7, 14, 15]. Dans le cas du probleme d’intersection, le résultant peut-étre
utilisé comme un opérateur de projection. En effet, si fi, fo et f3 sont
les trois composantes de F'(s,t) — G(u,v) considérés comme des polynomes
bivariés en (s, u), alors le résultant de fi, fa et f3 est un polynéme en R(t,v)
qui définit une courbe implicite plane correspondante a la projection de C
dans 'espace des parametres (¢,v). Plus précisément, si fi, fo et f3 sont

génériques, alors les deux ensembles suivants sont identiques :
{(t,v) € [0,1)* | R(t,v) = 0}

{(t,v) €[0,1)* | 3(s,u) € D : F(s,t) = G(u,v)}

Les résultants multivariés ont été largement étudiés et de nombreuses implémentations

existent (voir [11, 45]).
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3.1.2 Application au probleme d’intersection

Une stratégie pour décrire Uintersection entre F' et G consiste a étudier
la projection de C dans un plan en utilisant le résultant. La plupart des
auteurs ont 1’habitude de projeter C dans le plan (s,t) ou (u,v) et uti-
lisent un algorithme de tracé (tracing algorithm) pour étudier la courbe
plane obtenue (voir [31] et [43] pour ce qui concerne les algorithmes de
tracé) et « remontent » dans R? en utilisant la paramétrisation adéquate.
Notons cependant que ce genre de méthode peut donner lieu a des compo-
santes indésirables (dites « composantes fantomes ») qui ne sont pas dans
F(]0,1%)NG(]0,1]2). Ainsi, on a besoin d'une étape d’exclusion des branches
indésirables. Pour cela, on peut utiliser un solveur polynomial (comme décrit
dans la section 1.2 ou plus précisément dans [49]) ou alors une inversion de

paramétrisation (voir [8]).

On propose une solution alternative consistant a projeter C dans le plan
(s,u). Ce choix est intéressant dans la mesure ou les deux variables s et u
sont séparées dans les équations F(s,t) = G(u,v). Ainsi, on peut éliminer
ces variables via un calcul simple de résultant. Dans ce cas précis, calculer

le résultant revient a calculer un bézoutien (voir [9, 25]).

Notons F'(s,t)—G(u,v) = (fo, f1, f2) avec fo, f1 et fo dans R[s, u][t, v] i.e. on
considere que fo, f1 et fo sont des polynémes en les variables t et v dont les
coefficients sont dans I’anneau R[s, u]. Alors, le bézoutien de fo(t,v), fi(t,v)
et fa(t,v) est un polynéme de R[s,u][t,v,t1,v1] donné par le déterminant

suivant :

avec, pour tout ¢ € {0,1,2}

_ Jilt,v) = fi(t1,v)

O (fi)(t,v) (3-3)

t—11
oa(i)tv) = L) = Siltno) (3.4

Notons que pour tout i € {0,1,2}, 61(f;) (respectivement 65(f;)) est un

polyndéme car t = t; (respectivement v = v1) est racine de f;(t,v) — fi(t1,v)
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F1G. 3.1: Projection de C dans lespace (s,u) avec (a gauche) et sans (a
droite) composante fantome.

(respectivement de f;(t1,v) — fi(t1,v1)). Explicitement, dans notre cas, le

bézoutien est donné par :

)

b = det (F(s,t) — G(u,v), F(S,ti : i(S,tl) G(u,vz)} : z(u, U1)) |

Le support monomial de b en les variables (¢,v) est S = {1,¢,v,tv} et celui
en les variables (t1,v1) est S; = {1,¢1,v1,t1v1 }. Un monome de b est donc le
produit d’un élément de S et d’un élément de S;. On forme alors la matrice
4 x 4 constituée des coefficients de b indexés par le produit cartésien S x S;.
Cette matrice, ne contenant que les variables s et u, est appelée la matrice
bézoutienne de fy, f1 et fo et son déterminant est exactement le résultant
R(s,u) désiré. Ce résultant donne une courbe implicite plane qui correspond
a la projection de C dans le plan (s,u). On calcul alors la topologie de cette
courbe ([34, 61]) et on la trace ([31, 43]) en évitant les composantes fantomes
(voir la figure 3.1). On remonte alors les points obtenus dans ’espace pour

avoir la courbe d’intersection.

Bien entendu, la méthode qui vient d’étre décrite permet également d’obtenir

la projection de C dans le plan (t,v) par des calculs similaires.
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3.1.3 Exemples

La méthode basée sur les résultants qui vient d’étre décrite ainsi que celles
utilisant I'implicitisation approchée et la semi-implicitisation (décrites res-
pectivement dans les sections 3.2 et 3.3) ont été développé dans [13] et testé
sur des configurations d’intersection de carreaux de surfaces biquadratiques
(i.e. paramétrées polynomiales de bidegré (2,2)). Il s’agit des exemple 3.1,
3.2 et 3.3. Les résultats obtenus par méthode du résultant sont représentés

respectivement sur les figures 3.2, 3.3 et 3.4.

Exemple 3.1 : On considere deux surfaces biquadratiques présentant une
courbe d’intersection avec une boucle. Les points de controle de chacune des

surfaces considérées sont donnés par :

G0 G3H (o)

353 (1Y G

331 @19 GED
F(s,t)

343 G (0

343 G40 G

333 (1D G
G(u,v)

Exemple 3.2 : Il s’agit d’un exemple présentant non seulement une confi-
guration d’intersection mais également d’auto-intersection (I’auto-intersection
de cet exemple est traité dans la section 3.4). Les points de controle sont

générés par un procédé pseudo aléatoire.

(501 388 @) (347 276 479) (309 604 498)

7750 7757 775 7750 7757 T75 7750 7750 775
553 454 293 336 382 469 426 137

(7757 7750 775) (775’ 7750 775) (17 7750 775)
337 308 258 517 367 533 492 564
(ﬁ’ﬁ7ﬁ) (ﬁaQﬁ) (77577757%)

F(s,t)
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(192 67 522y (343 322 1Ty (316 13 4

7757 1557 775 7750 7750 775 7757 1557 5

(L3392 58y (632 460 413) (307 514 501)

1557 7757 155 7750 7750 775 7750 7750 775

(602 120 274y (669 692 53 (185 219 412

7750 7757 TS 7757 7757 155 7750 7750 775
G(u,v)

Exemple 3.3 : Il s’agit d’'un exemple de configuration présentant une in-

tersection tangente.

CE RCIENES R (N

ORI IR

(Leh) (G (1Y)
F(s,t)

0.Lh) (G (ol

G4D (D @il

Lasy @uy Gy
Gluw)

FiG. 3.2: Exemple 3.1 par méthode du résultant avec élimination des com-
posantes fantomes a gauche et sans a droite.
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Fia. 3.3: Exemple 3.2 par méthode du résultant avec élimination des com-
posantes fantomes a gauche et sans a droite.

Fia. 3.4: Exemple 3.3 par méthode du résultant.

3.2 Implicitisation approchée et intersection

Dans cette section, on propose une approche du probleme d’intersection
entre deux carreaux de surfaces biquadratiques par implicitisation approchée.
On commence par rappeler ce qu’est le probleme d’implicitisation (approchée)
et on donnera une méthode spécifique pour le cas biquadratique. L’appli-
cation au probleme d’intersection ainsi que certains exemples seront aussi

exposés.
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3.2.1 Implicitisation

Le probleme d’implicitisation consiste & trouver I’équation implicite (i.e. une
représentation algébrique) d’une surface paramétrée rationnelle donnée. Il
existe de nombreuses techniques pour traiter ce probleme. Les plus répandues
utilisent les résultants ou les bases de Grébner (voir [14, 15, 41]). Cependant,
en général, 'implicitisation requiert des temps de calculs assez conséquents
du fait que le degré de I’équation implicite cherchée est élevé. En effet,
si on se donne une surface paramétrée rationnelle générique de bidegré
(d1,d2), alors ’équation implicite correspondante sera de degré 2d;dy. En
général, un polynome a n variables de degré d contient (d:”) coefficients
donc les équations implicites peuvent avoir des tailles considérables. Signa-
lons également que toute courbe ou surface paramétrée rationnelle admet
une représentation algébrique alors que la réciproque est fausse. Le lien entre
les deux représentations (paramétrée ou algébrique) peut-étre complexe. En
effet, dans la mesure ou un objet paramétré est de nature locale alors qu'un
objet algébrique est de nature globale, il se peut que l'on soit confronté
a des problemes dis de « composantes fantomes » i.e. que la courbe ou la
surface implicite présente des composantes absentes de la paramétrisation
correspondante. Ainsi, il semble raisonnable de chercher une représentation
algébrique approchée plutot qu’exacte. Dans ce contexte, les calculs seront
plus efficaces et les résultats comporteront, a priori, moins de composantes

fantomes. Ce point de vue a déja été considéré dans [21, 44, 62].

3.2.2 Implicitisation approchée

Le probleme auquel on s’intéresse met en jeux des surfaces paramétrées
polynomiales. Considérons donc une surface paramétrée polynomiale réelle
S(u,v) sur [0,1]2. Soit d € N* (le degré de 1'’équation implicite approchée)
et € > 0 (une tolérance). Au sens de Tor Dokken dans [20], le probleme
d’implicitisation approchée consiste a trouver un polynéme non nul P €

Rlz,y, z| de degré d tel que :
Y(u,v) € [0, 112, P (S(u,0) + a(u,v) g(u, v)) = 0

avec |a(u,v)| < € et ||g(u,v)||2 = 1.
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En fait, o est la fonction d’erreur et g est la direction suivant laquelle on me-
sure cette erreur. Cette dernieére peut étre, par exemple, la normale unitaire
as.

3.2.3 Implicitisation d’une surface biquadratique

Une question essentielle dans I'implicitisation approchée est le choix du
degré. Il semblerait qu'un facteur pertinent pour faire ce choix est la to-
pologie et ce, particulierement lorsque la surface initiale comporte des sin-
gularités ou des auto-intersections. L utilisation du degré 4 a été suggéré par
Tor Dokken. Apreés plusieurs expérimentations, ce dernier a conclu que les
surfaces algébriques de degré 4 (communément appelées quartiques) avaient
suffisamment de degrés de liberté pour approximer la plupart des cas ren-
contrés en modélisation géométrique. Si on considére une surface biqua-
dratique i.e. paramétrée polynomiale de bidegré (2,2), alors son équation
implicite exacte est de degré 8 et donc utiliser un degré 4 semble étre un
bon compromis. On se propose a présent de donner deux méthodes pour ap-

proximer une surface biquadratic S par une quartique P. On note I’équation

implicite :
4 4—i4—1—j
P(x,y,z) = Z bzgk xly]zk
i=0 j=0 k=0
avec b = (booo, b100, - - -, booa) € R3® le vecteur des coefficients de P. Soit

B(u,v) le vecteur formé par le produit tensoriel des polynémes de Bernstein
de bidegré (8,8) (concretement [(u,v) est un vecteur colonne composé de

81 polynomes en (u,v)).

Méthode de Tor Dokken. Cette méthode qu’on peut retrouver en détails

dans [20] proceéde de la maniére suivante :
1. Factoriser P(S(u,v)) = (Db)T8(u,v) ot D est une matrice 81 x 35.
2. Faire une décomposition en valeurs singulieres de D.

3. Prendre pour b le vecteur correspondant a la plus petite valeur sin-

guliere de D.

Cette méthode est assez générale et ne fait aucune hypothese sur le bidegré

de S. On peut donc adopter une stratégie géométrique spécifique au cas
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Une conique intérieure

Une conique du bord

Fia. 3.5: Caractérisation d’une conique par 9 points sur une surface biqua-
dratique.

biquadratique.

Méthode géométrique par évaluations. Dans cette approche, on construit
des contraintes géométriques pertinentes afin d’obtenir un systeme linéaire
en les inconnues by, b100, - - - , booa. On utilise alors une décomposition en va-
leurs singulieres pour la résolution de ce systeme. On a choisi de caractériser
des coniques sur S. En particulier les quatre coniques qui forment le bord

de S ainsi que deux coniques intérieures. Il s’agit explicitement de :

Cr=5([0,1] x {0}),  Co=5([0,1] x {1})
C3 = S({O} X [07 1})7 Cy= S({l} X [07 1])
Cs =S({3} x[0,1]),  Cs=5([0,1] x {3})

Lemme 3.1 : Soiti € {1,...,6}. Sila quartique d’équation P = 0 contient
9 points distincts de C; alors elle contient Cj. O

Démonstration : C; a une paramétrisation de degré 2 et P est de degré 4.
Donc en injectant la paramétrisation de C; dans P, on obtient un polynéme

univarié de degré 8. U

En utilisant ’observation géométrique du lemme 3.1, on peut construire un
systeme linéaire et le résoudre via une décomposition en valeurs singulieres.

Cela permet alors d’avoir une approximation algébrique de degré 4 de la
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surface S.

3.2.4 Application au probleme d’intersection

Une manieére de traiter le probleme d’intersection de deux surfaces pa-
ramétrée polynomiales F' et (G consiste a appliquer I'implicitisation ap-
prochée sur F' (par exemple), ce qui permet d’obtenir un polynéme P(z,y, z),
puis a étudier P(G(u,v)) qui donne une représentation implicite de la courbe
d’intersection de F' et G dans le domaine des parametres (u, v). On applique
alors des méthodes classiques de tracé de courbes implicites planes pour

obtenir le lieux d’intersection.

Cependant, bien que ces méthodes d’implicitisation approchée sont relati-
vement efficaces, elles ne fournissent pas toujours des résultats satisfaisants.
Quand un carreau de surface paramétrée polynomiale donné est simple (i.e.
avec une certaine planéité et sans singularité ni auto-intersection), son ap-
proximation algébrique est relativement fidele. Dans le probleme d’inter-
section, de telles méthodes peuvent étre combinées avec une subdivision.
Cela permet, entre autres, d’exclure des domaines ne présentant aucune in-
tersection (en utilisant des boites englobantes comme décrit dans la section
2.4.2 du chapitre 2), et également d’éviter des configurations problématiques
comme la présence de boucles dans lintersection (utilisation du critere
d’Hohmeyer donné dans le théoreme 3.1 et dans [42]). Toutefois, il faut
avouer que dans des configurations avec des singularités, on a, en général, de
trés mauvais résultats. En effet, méme si I’on dispose d’un bon critere dans la
subdivision, on peut étre confronté au probleme des composantes fantomes
qui subsistent mais qui sont moins nombreuses que dans une implicitisation
exacte. Il convient alors de faire une étape supplémentaire d’élimination de
ces composantes fantomes. Par ailleurs, il y a un autre inconvénient prove-
nant de I'approximation algébrique qui est la difficulté a obtenir des points

certifiés sur le lieu d’intersection.

Theoréme 3.1 (Hohmeyer) : On garde toujours les mémes notations don-
nées par les formules (3.1) et (3.2). On désigne par Np (respectivement Ng),
le champ de vecteurs normaux & F' (respectivement a G) i.e. Np : (s,t) —
O0sF(s,t) X OyF(s,t) (respectivement Ng : (u,v) — 0,G(u,v) x 0,G(u,v)).

S’il existe deux vecteurs w; et ws dans R3 tels que pour tout (nT:’,nT}) S
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Im(Np) x Im(Ng), on ait :

a <0
>0
“ng >0

np >0
.——)
it
L

—
w1
—
w1
—
wy -
—
w2

alors la courbe d’intersection F'N G ne comporte ni boucle ni de singularité.

Remarque 3.1 :

— On peut se contenter de satisfaire les inégalités du théoréeme 3.1 sur les
points de controle de Np et Ng gréace au corollaire 1.2.

— La question de l'existence des deux vecteurs w; et wy dans le théoreme
3.1 est un probléeme de programmation linéaire.

— Si les deux vecteurs w; et wy du théoréeme 3.1 existent, alors le vecteur
W = w; x w5 donne une direction dans laquelle la courbe d’intersection est
monotone i.e. pour tout vecteur tangent T & cette courbe d’intersection

—
dans R3, ona T -w > 0. °

3.2.5 Exemples

Les exemples de configurations d’intersection entre deux surfaces biquadra-
tiques donnés dans la section 3.1.3 ont également été testé avec la seconde
méthode d’implicitisation approchée (dite « géométrique par évaluation »).
Les exemples 3.1 et 3.2 donnent également des composantes fantomes comme
on peut le voir respectivement sur les figures 3.6 et 3.7. Quant a ’exemple
3.3, Vapproximation algébrique n’est pas adaptée dans la mesure ot ’on ob-
tient un résultat incorrect. Plus précisément, on trouve deux courbes d’in-

tersection assez proches (voir la figure 3.8).
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Fic. 3.6: Exemple 3.1 par la méthode d’implicitisation approchée

géométrique.

Fic. 3.7 Exemple 3.2 par la méthode d’implicitisation approchée
géométrique.

Fic. 3.8: Exemple 3.3 par la méthode d’implicitisation approchée
géométrique.
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3.3 Approche semi-implicite

Il s’agit d’une méthode élaborée par Oberneder et Jiittler et qui est exposée
dans notre article commun [13]. Elle se base sur une représentation semi-

implicite des surfaces biquadratiques au sens de [10].

3.3.1 Intersection d’une courbe coordonnée

Définition 3.2 : En gardant toujours les mémes notations données par les
formules (3.1) et (3.2), une courbe coordonnée de F(s,t) pour une valeur

constante de parametre s = sy est une courbe paramétrée donnée par :
p(t) = F(so,t) = ap(so) + ai(so) t + az(so) 12

avec ag, aj et as € R3.

Dans notre cas, il s’agit d’une conique (donc plane) qu’on pourra représenter
comme l’intersection d’un plan avec un cylindre sur une conique comme on
Ia illustré sur la figure 3.9. Dorénavant, on fixe un parametre sg qui permet
de définir une courbe coordonnée tracée sur F'. Dans la mesure ou on ne
s’intéresse qu’a l'intersection F'N G dans une certaine région, on introduit
également deux plans 71 et o pour borner cette région. Enfin, signalons que
dans le cas particulier ou la courbe coordonnée est une droite, cette derniere

est représentée comme intersection de deux plans orthogonaux.

On désire calculer l'intersection de la courbe coordonnée avec la second

carreau biquadratique G(u,v). Pour cela, on utilise le schéma suivant :

1. Décrire la courbe coordonnée comme l'intersection d’un plan avec un

cylindre.

2. Calculer I'intersection Z du plan avec le second carreau biquadratique
G(u,v).

3. Restreindre la courbe d’intersection Z a la région voulue.

4. Intersecter le cylindre avec la courbe restreinte précédente.

Les quatre étapes précédentes vont maintenant étre expliquées en détails.
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1

Ty

Fi1G. 3.9: Représentation d’une courbe coordonnée comme l'intersection d’un
plan et d’un cylindre sur une conique.

Définition du plan, du cylindre et des deux plans du bord. La
courbe coordonnée et ses trois points de controle sont coplanaires. Ceci étant
dit, pour obtenir un vecteur normal n(sgp) = (n1(so), n2(s0), n3(so)) au plan,
il suffit de considérer le produit vectoriel de deux vecteurs formés par ces
trois points de controle. Il s’ensuit que le plan en question est donné par une

équation de la forme :
m(s0)(,y, 2) = eo(s0) + n1(so) @ + na2(so) y + na(so) 2. (3.5)

En extrudant la courbe coordonnée dans la direction n(sg), on obtient une

paramétrisation du cylindre qui intersecte orthogonalement le plan.

(p,q) — w(s0)(p,q) = F(so,p) + q - n.

L’équation implicite de ce cylindre en revanche est plus compliquée. Pour

la calculer, on peut utiliser soit un résultant de Sylvester soit une méthode
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par coefficients indéterminés. On obtient une équation de la forme :

C(s0)(z,y,2) = ao(so) + a1(s0) x + az(so) y + az(s0) 2
+aq(so)zy + as(so) xz + ag(so) y 2
+ar(so) x* + ag(s0) ¥ + ag(s0) 2 = 0. (3.6)

Dans le cas ou la courbe coordonnée est une droite, on choisit deux plans or-
thogonaux qui s’intersectent le long de cette droite. On crée ensuite les deux
plans 7 (z,y, 2) et ma(z,y, 2) qui bornent la courbe coordonnée. Pour cela,
on peut, par exemple, choisir les deux plans normaux a la courbe coordonnée

en ses extrémités.

Intersection du plan avec G(u,v). En substituant le second carreau bi-
quadratique G(u, v) dans I’équation (3.5) du plan 7, on obtient un polynéme
de bidegré (2,2) en (u,v) qu’on peut interpréter comme un polynéme de
degré 2 en u a coefficients dépendants de v. L’intersection m N G se traduit

alors par I’équation :
7(G(u,v)) = a(v)u® + b(v) u + c(v) = 0. (3.7)

Pour toute valeur de v, on obtient deux solutions u; (v) et uz(v) de la forme :

b(v)? _ c(v)

- 4a(v)?  a(v)’

Ces solutions permettent de paramétrer les deux branches de la courbe d’in-

u172(v):—2b651()2)j: d(v) avec d(v)

(3.8)
tersection Z dans le plan des parametres (u,v) de la seconde surface G. En
résolvant plusieurs équations de degré 2, on détermine les sous intervalles de
[0,1] o on a d(v) > 0 et 0 < u;(v) < 1. Cela donne une liste de domaines

candidats pour chaque branche de la courbe d’intersection.

En composant (3.8) avec G on obtient ces deux branches ki (v) et ka(v) de

la courbe d’intersection 7.

ki2(v) = G(u12(v),v) 1(v) + d(v)m(v) (3.9)

ou les composantes de h(v), 1(v) et m(v) sont polynomiales de degrés res-
pectifs 6, 4, et 2.
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Restriction du domaine. Dans la mesure ou la région a laquelle on
s’intéresse est située entre les plans 7 (x,y, z) et mo(x,y, z), aprés un choix

d’orientation, les deux inégalités suivantes doivent étre satisfaites.

Cela rajoute donc des contraintes pour les domaines possibles du parametre
v. Pour toute branche de la courbe d’intersection, on crée une liste de do-
maines possibles qu’on garde en mémoire. Les bords des intervalles peuvent
étre calculés en résolvant trois systemes polynomiaux composés chacun de
deux équations de bidegrés (2, 2). De maniére équivalente, cela revient égale-
ment a résoudre un systeme polynomial composé de trois équations de degrés
8 obtenues apres élimination du parametre u. Pour résoudre ce systeme,
on peut, au choix, utiliser le solveur décrit dans la section 1.2.2 (qui est
également expliqué dans [49]) ou alors des méthodes telles que celles que

l'on peut trouver dans [24] ou [53].

Exemple 3.4 : La figure 3.10 illustre un domaine de parametres en u et v
(correspondant au carreau de surface G). Seule la premiére branche u1(v) de
la courbe d’intersection apparait. La condition 0 < u < 1 n’impose aucune
condition supplémentaire sur v dans ce cas. Cependant, les intersections avec
les plans 7 et my donnent lieu & deux courbes supplémentaires (kr, et kr,)
qui doivent étre intersectées avec la courbe v = uq(v) ce qui donne deux

bornes vg et v; pour le domaine a considérer. [

Intersection du cylindre avec la courbe d’intersection 7 restreinte.
On dispose de I’équation implicite ((sg)(z, y, z) du cylindre donnée par (3.6)
et de la paramétrisation ki 2(v) par v de la courbe d’intersection Z = 7NG
(cette paramétrisation est donnée par (3.9)). On effectue alors la substitu-

tion ((so)(k1,2(v)) et on ordonne les termes obtenus suivant les puissances
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Uy

kr,

1)‘0 ’01

F1a. 3.10: Identification des intervalles & considérer pour les valeurs de v.

croissantes de \/d(v) pour obtenir une expression de la forme :

C(50)(k12(0)) = pa(v) + p2(0) /(D) + pae) (VD)) +
3 4
+pav) (VA@)) +ps(o) (VAW (3.10)

avec, pour tout i € {1,...,5}, p;(v) de degré 12.

Pour résoudre ((so)(ki2(v)) = 0, il faut se débarrasser des racines carrées
en séparant les puissances paires et impaires de \/m . Plus précisément, on
écrit ((so)(ki2(v)) = A— B avec A (respectivement B) contenant toutes les
puissances paires (respectivement impaires) de \/@ . On s’intéresse alors
plutot & ’équation A%d(v) — (B+/d(v))? = 0 qui, elle, est polynomiale de
degré 24 mais qui peut-étre ramenée a un degré 16 par factorisation du
discriminant. Remarquons au passage que le degré 16 est cohérent dans
la mesure ou la représentation algébrique d’une surface biquadratique est
de degré 8 et que donc son intersection avec une courbe de degré 2 est

génériquement composée de 16 points.

Finalement, on résout cette équation de degré 16 dans les intervalles adéquats
de v. Cela donne les points d’intersection de la courbe coordonnée de la

premiere surface avec la seconde surface.
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3.3.2 Structure globale de la courbe d’intersection

La section 3.3.1 permet de calculer l'intersection de la courbe coordonnée
de F' avec G. On propose a présent de revenir au probleme initial a savoir

celui de lintersection F'N G.

Pour toute valeur s = sg, la courbe coordonnée F'(sq,t) a un certain nombre
de points d’intersection avec . Si sg varie continument, alors le nombre
de points d’intersection peut changer uniquement dans I’'un des deux cas

suivants :

1. un des points d’intersection est sur le bord d’un des deux carreaux de

surfaces (points du bord),

2. la courbe coordonnée de la premiere surface est tangente & la seconde

surface (points tangents).

Ainsi, pour analyser la structure globale de la courbe d’intersection F'N G,
on procede en deux étapes. D’une part, on trouve et on ordonne les valeurs
de sg pour lesquelles le nombre de points d’intersection change (un des deux

cas précités), ce qui donne une séquence de points critiques :

Ozs(()o)<8(()1)<...<1:s(()K).

Et d’autre part, pour tout i € {0,..., K — 1}, on intersecte la courbe coor-
(1), (+1)
donnée de F' correspondante a sg = % avec GG en utilisant ce qui a été

fait dans la section 3.3.1. Etant donné que le nombre de points d’intersection
entre deux valeurs critiques reste constant, on peut utiliser un algorithme
de tracé classique (tracing algorithm) comme on peut trouver dans [43] ou

bien générer plus de points en intersectant plus de courbes coordonnées.

On explicite maintenant les calculs des valeurs critiques sg.

Points du bord. Ces points correspondent & l'intersection des courbes
coordonnées du bord d’un carreau avec 'autre. Explicitement, il y en a huit

et on peut les traiter avec la méthode de la section 3.3.1.
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Points tangents. On peut interpréter les points tangents de différentes

manieéres.

1. Le vecteur tangent de la courbe coordonnée est dans la plan tangent
de G. Alors F- (G, x Gy) = 0. 1 faut aussi prendre en considération le
fait que 'ont ait F' — G = 0. Cela donne donc un systeme polynomial
de 4 équations a 4 inconnues (s,t,u,v). Trois des équations sont de

multidegré (2,2, 2,2) et une de multidegré (1,2, 3, 3) et on résout en s.

2. Quelques considérations géométriques peuvent permettre d’éliminer la
variable t. En effet, si on est en présence d’un point tangent correspon-
dant a une courbe coordonnée de parametre s = sg, alors le plan ,
définit par I’équation (3.5), doit le contenir (car la courbe coordonnée

est dans ce plan). Cela donne 1’équation :
7(50)(G(u,v)) = 0. (3.11)

Par ailleurs, le cylindre (définit par 1’équation (3.6)) doit également

contenir ce point tangent. D’ou ’équation :
¢(50)(G(u,v)) = 0. (3.12)

Enfin, le vecteur tangent de la courbe coordonnée doit étre dans le

plan tangent & G. Dans la mesure ol ce vecteur est colinéaire a
V = Vn(s0)(G(u,v)) x V{(s0)(G(u,v)),
on aboutit a I’équation :
det(0,G,0,G,V) =0 (3.13)
Finalement, les équations (3.11), (3.12) et (3.13), qui sont de multi-

degrés respectifs (6, 2, 2), (16,4, 4) et (18,5,5) en (sg, u, v), nous donnent

un autre systéeme pour caractériser les points tangents.
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3.3.3 Exemples

On reprend ici encore les exemples donnés dans la section 3.1.3 et on les
traite avec cette approche semi-implicite. Les résultats dans les espaces
de parametres respectifs pour 'exemple 3.1 sont représentés sur la figure
3.11 et pour lexemple 3.2 sur la figure 3.12 (avec dans ce dernier cas
également 1’auto-intersection obtenue par la méthode décrite en section
3.4.2). On a également représenté les points critiques. L’exemple 3.3 n’a
pas été représenté car il donne également de mauvais résultats (comme sur

I'illustration de la figure 3.8).

3.4 Auto-intersection des surfaces biquadratiques

On garde toujours les notations données par les formules (3.1) et (3.2) et
on adapte ici les méthodes par résultants et semi-implicitisation développées
dans les sections 3.1 et 3.3 pour traiter le probleme d’auto-intersection des
surfaces biquadratiques. Signalons que l'utilisation de I'implicitisation ap-

prochée dans le cadre de ce probleme a déja été traité dans [62].

¢ F(s,t) v G(u,v)

FiG. 3.11: Exemple 3.1 par 'approche semi-implicite.
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S \ u

Fic. 3.12: Exemple 3.2 par l'approche semi-implicite (avec l’auto-
intersection en pointillés).

3.4.1 Auto-intersection par résultants

Dans le domaine de parametres [0, 1}4, la courbe d’intersection du premier

carreau de surface (a savoir F) est de la forme :
{(Sl,tl, S9,t2) € [O, 1]4 | (s1,t1) # (s2,t2) et F(s1,t1) = F(Sg,tg)} . (3.14)

Ce lieu est la trace réelle d’une courbe complexe. On suppose qu’il est soit
vide, soit de dimension 0 ou 1. Dans les exemples de la section 3.1.3, le
lieu d’auto-intersection est toujours une courbe dans R*. Afin, d’éliminer
les composantes triviales (s1,t1) = (s2,t2), on utilise un changement de
coordonnées. Soient (s2,t1) € [0,1] et (I,k) € R On pose s1 = s + [,
to = t1 + lk. Si (s1,t1) # (s2,t2) alors I # 0. Ainsi, F(s1,t1) = F(s2,t2) si

et seulement si on a :
F(Sg—i-l,tl) :F<82,t1+lk). (3.15)

On suppose a présent que (usg, v1, 1, k) vérifie cette relation (3.15). On intro-

duit également le polynéme suivant :

T(SQ, tl, l, ]{7) =

~| =

[F(SQ + l,tl) — F(Sz,tQ + lk‘)] .
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Le multidegré de T(sg,t1,1,k) en (s2,t1,1,k) est (2,2,1,2) et son support
monomial en (I, k) ne contient que les termes k%I, k, [ et 1. On peut alors
diminuer le degré en considérant :

~ 1
T(SQ,tl,m, k) = mT(SQ,tl, —, k)
m

Le support monomial de T'(se,t1,m, k) en (m, k) ne contient alors plus que

1, m, k? et km. On peut donc réécrire T sous forme matricielle :

ai(s2,t1) bi(s2,t1) ci(s2,t1) di(s2,t1)

m
T(s2,t1,m, k) = | az(s2,t1) ba(sa, t1) ca(s2,t1) da(s2,t1) 2
az(s2,t1) b3(s2,t1) c3(s2,t1) ds(s2,t1) e

L’écriture matricielle du systeme T'(sg,t1,m,k) = 0 et l'utilisation de la

regle de Cramer donnent alors :

D2 2 D3 D4
=—, k*=— t km=— 3.16
avec
bi a di —a; c1 di
D = by ¢ do |, Dy = —ay co do |,
b3 c3 d3 —az c3 d3
by —a1 d; b1 a1 —a
Dg = b2 —an d2 5 D4 == b2 Co —a9
b3 —az d3 b3 c3 —as

Soit alors Q(s2,t1) le polynéme définit par Q = D3IDy — D3Ds.

Lemme 3.2 : La courbe implicite {(s2,t1) € [0,1]? | Q(s2,t1) =0} est la
projection du lieu d’auto-intersection (donné par I'ensemble (3.14) mais dans

C%) dans le domaine des parametres (s2,t1) € [0,1]%. O

Démonstration : Q(s2,t1) = 0 est la seule relation algébrique (de degré

minimal) entre sy et ¢ telle que :

V(Sg,tl) € [O, 1]2, (Q(Sz,tl) = 0) = El(m,k) € (C2,T(82,t1,m, k‘) =0. O
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Fic. 3.13: Auto-intersections des surfaces de l'exemple 3.2 calculées par
résultants.

Le lemme 3.2 donne une méthode pour calculer le lieu d’auto-intersection
de F. Il suffit d’utiliser un algorithme de tracé sur la courbe implicite
Q(s2,t1) = 0 et, pour tout point (sg,t;) sur cette courbe, on obtient, par

continuité, le point (s1,t2) € [0, 1]? correspondant s’il existe.

Cette méthode a été testée sur les deux surfaces de I'exemple 3.2 et les

résultats obtenus sont sur la figure 3.13.

3.4.2 Auto-intersection par semi-implicitisation

L’approche par semi-implicitisation décrite dans la section 3.3 permet égale-
ment de calculer les courbes d’auto-intersection. Il suffit d’intersecter la sur-
face F'(s1,t1) avec elle-méme F'(so,t3). Dans ce contexte, les équations (3.7)
et (3.10) se factorisent par (s2—s1) et cela permet de se débarrasser des com-
posantes triviales. Les résultats de I’exemple 3.2 apparaissent en pointillés
sur la figure 3.12. Il convient de signaler que le calcul des points tangents
comme il est décrit dans la section 3.3.2 donne alors soit des points tangents

« classiques » soit des cusps comme illustrés sur la figure 3.14.
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F1G. 3.14: Auto-intersection avec un cusp.
3.5 Topologie d’une courbe implicite

3.5.1 Généralités

Définition 3.3 (Isotopie) : Soient n € N* et O; et Oy deux sous en-
sembles de R™. On dit que O et Oy sont isotopes s’il existe une application
F:0p x[0,1] — R™ continue telle que :

o F(-,0) = Ido,,
o F(O1,1) =0y, Vt € [0,1],

e F'(-,t) réalise un homéomorphisme sur son image.

Définition 3.4 (Topologie dans R? ou R3) : Soit B C R? ou R? (i.e.
B = [a1, bi]x[ag, ba] ou B = [a1, b1] X [ag, ba] X[as, bs] avec a1, b1, ag, be, as, bs €
R). La topologie d’une courbe C dans la boite B est un graphe de points
de C connectés par des segments et qui est isotope a C N B. De méme, la
topologie d’une surface § dans B est un complexe simplicial composé de

points de S et qui est isotope & S N B.

Dans la pratique, lorsqu’on étudie les courbes et les surfaces dans le but de

les visualiser, 'information réellement pertinente est la topologie. A partir de
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cette derniere, on peut donner une approximation de 'objet géométrique et
affiner la précision de cette approximation selon les besoins. On utilise alors

des algorithmes dits de « marching » (voir [4, 5] dans le cas de I'intersection).

Dans ce chapitre on va donc s’intéresser au calcul effectif de la topologie
d’'une courbe d’intersection entre deux carreaux de surfaces polynomiales.
On verra qu’il s’agit en fait d’étudier une courbe implicite dans un espace
de dimension 4. L’approche proposée est une méthode par subdivision. Pour
plus de clarté, nous commencons par donner une méthode dans le cas d’une

courbe implicite du plan.

3.5.2 Courbe implicite plane

Soient f(z,y) € Rz, y| un polynéme et B = [a1, b1] X [az, b2] (avec a1 < by et
as < by) une boite de R2. On veut donner un critére pour pouvoir déterminer
la topologie de la courbe C = {(z,y) € B | f(z,y) = 0} & partir de CN OB
(intersection de la courbe avec le bord de la boite). Ceci est possible si
on a, par exemple, pour tout zy € [ay,b;] au plus un yy € [az,bs] tel que
f(zo0,90) = 0.

En effet, supposons qu’on se trouve dans une telle situation et qu’on note
D1, P2, - -+, P2r—1, P2r la liste des points de C N IB triés suivant la coordonnée
en x avec répétition d’un point s’il a une intersection multiple avec le bord
O0B. Alors la topologie de C est donnée par la liste de segments [p1,pa],
[p3, P4, - -, [P2r—1, p2r] (voir l'illustration de la situation correspondante sur
la figure 3.15).

Proposition 3.1 : Si pour tout (z,y) € B, on a 0y f(x,y) # 0 alors, pour
tout xy € [a1,b1], on a au plus un yg € [ag, be] tel que f(zo,yo) = 0.

Démonstration : 9, f(z,y) # 0 pour tout (x,y) € B donc C est lisse dans
B. Soit xy € [a1,b1]. Supposons qu’il existe y1,y2 € [ag,bs| distincts (avec
par exemple y; < y2) tels que f(zo,y1) = f(zo,y2) = 0, alors en appliquant
le théoreme de Rolle a y — f(z9,y), on en déduit qu’il existe yo €]y1, yo[ tel
que Oy f(x0,yo) = 0 ce qui contredit I’hypoyhese. O

Remarque 3.2 :

— Dans la proposition 3.1, on peut permuter les réles de x et y pour avoir
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8

Courbe
® Intersections de la courbe avec le bord de la boite

Topologie

Fia. 3.15: Topologie d’une courbe implicite via son intersection avec le bord
de la boite.

un autre critere permettant de déterminer de maniere unique la topologie
de la courbe C & partir de C N 9B.

— Si on n’est pas dans le cadre des hypotheses de la proposition 3.1, alors
on peut appliquer (récursivement) une subdivision a la courbe et tester
le critére sur les sous-cas générés. On peut donc utiliser ce critere dans le
cadre d’une méthode combinée & une subdivision pour avoir la topologie
d’une courbe implicite dans une boite donnée.

— La condition 9y f(z,y) # 0 pour tout (x,y) € B est assez simple & vérifier.
Il suffit de convertir le polynoéme 0, f(x,y) dans la base de Bernstein as-
sociée a B puis de regarder si tous les coefficients de ce polynome dans

cette base ont le méme signe. °
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3.5.3 Courbe implicite 3D

Le principe précédent peut étre étendu au cas du calcul de la topologie d’une
courbe implicite dans I’espace. Soient f(zx,y, 2) et g(z,y, z) € Rz, y, 2] deux
polyndémes et B = [a1, b1 X [az, ba] X [as, b3] une boite. Supposons que les deux
surfaces implicites définies respectivement par f(z,y,z) =0et g(x,y,2) =0
s’intersectent le long d’une courbe dans la boite B. On désire déterminer la
topologie de la courbe C = {(z,y,2) € B | f(z,y,2) = g(x,y, z) = 0} a partir
de C N 90B. Comme précédemment, il s’agit de mettre en place un critére

d’injectivité. On dispose de la proposition suivante.

Proposition 3.2 : Si C est lisse dans B et si pour tout z¢ € [a1,b1] on a
au plus un (yo, 20) € [az, bo| X [as, bs] tel que f(zo,vo, 20) = g(x0, Yo, 20) = 0,
alors la topologie de C est entierement déterminée a partir de ses points

d’intersection avec le bord de B.

Démonstration : Soit 7, : (z,y,2) — (x,y) (projection suivant l'axe z).
D’abord, §'il existait p; et py deux points distincts de C tels que 7, (p1) =
7 (p2) = (z0, o), alors p1 et pa seraient tous les deux dans le plan x = x,
ce qui est exclu par hypothese. Donc 7,(C) n’a pas de point double. Par
ailleurs, si zg € [a1,b1] alors il existe au plus un (yo, 20) € [a2,b2] X [as, bs]
tel que (zo,y0,20) € C donc a fortiori au plus un yo € [ag,bs] tel que
(z0,y0) € m(C). Ainsi, on se trouve dans la situation des courbes impli-
cites planes décrite dans la section 3.5.2 et donc la topologie de m,(C) est
entierement déterminée a partir de son intersection avec le bord de [ag, ba] %
[as, b3]. Supposons que cette topologie soit donnée par la liste de segments
[p1,p2],s [P3, P4, - - -, [P2r—1, P2r]. Notons pour tout i € {1,2,...,2r}, (=i, ;)
les coordonnées de p;. Alors, par hypothese, pour tout i € {1,2,...,2r}, il
existe un unique z; € [as, b3] tel que le point P; de coordonnées (z;, v, 2;)
appartienne & C. La topologie de C est donc donnée par la liste de segments
[P1, Py, [Ps, Pil, ..., [Pa1, Por]. O

A présent, intéressons nous au critere d’injectivité. Soit z¢ € [a1,b1], intro-

duisons les notations fu, : (y,2) — f(z0,v,2) et gz : (y,2) — g(x0,y, 2).
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On va s’intéresser a I’application :

Do : ( [ag, bo] X [az,b3] — R2 >
xo - (y,z) — (fxo(yvz),gxo(% Z))

Proposition 3.3 : Si ¢, n’est pas injective alors on est dans un des deux

cas suivants :

1. ¢z, admet au moins un point sur Uy, := [ag, ba] X [a3, b3] en lequel elle

n’est pas localement injective.

2. fuzo OU gz, ont strictement plus de deux extrema sur le bord de Uy, .

Démonstration : Supposons que ¢, n’est pas injective. Alors, il existe A
et B distincts dans [ag, ba] X [as, b3] tels que ¢y, (A) = ¢z, (B). Considérons
la courbe de niveau Cy = {(y,2) € Uy, | fz,(y,2) = k} avec k = fz,(A) =

fzo(B). On distingue les deux cas suivants.

Premier cas : A et B sont sur une méme composante connexe I de Cj.

Alors, on peut construire un chemin de classe C*! injectif v : [0,1] — Cj
tel que v(0) = A et y(1) = B. Le théoréme de Rolle appliqué & g, o v
sur [0, 1] assure qu’il existe ¢y €]0,1[ tel que (g, © ) (to) = 0. Supposons
quil existe un voisinage V. ) de v(tp) dans Uy, tel que la restriction de
by & Vi) soit injective (s'il n'existe pas de tel voisinage alors ¢, n’est
pas localement injective en y(tp)) et considérons un voisinage V;, de to dans
10, 1] tel que v(Vi,) C Vi)- Alors il existe t1,t2 € Vj, distincts tels que
(920 © V) (t1) = (guy © V) (t2). Par ailleurs, fu,(v(t1)) = fuo(7(t2)) = k donc
finalement ¢, (v(t1)) = éu,(v(t2)) avec y(t1),v(t2) € V() distincts (par
injectivité de ) ce qui contredit I'injectivité de ¢y, sur V, ). On en conclut

donc que ¢, n’est pas localement injective en (to).

Deuxieéme cas : A et B sont sur des composantes connexes distinctes de Cy.
Notons C’,‘f (respectivement, C/CB ) la composante connexe de C contenant A
(respectivement B).

Si C’,‘;‘ est fermée (i.e. forme une boucle), alors le domaine D C U,, de
frontiere Cf* est compact donc fy, atteint sur D un maximum absolu M et
un minimum absolu m. Si M = m = k, alors f;, est constante égale a k et
par suite Jac(¢,) (déterminant de la matrice jacobienne) est nul sur tout
Uz, donc ¢z, n’est pas localement injective (théoreme d’inversion locale).

Sinon si M # k, alors il existe (yo, z0) € D tel que fz,(yo, 20) = M. Le point
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(Yo, z0) n’est pas sur le bord de D (car sinon fu,(yo,20) = k) donc (yo, z0)
est dans I'intérieur de D et c’est donc un point critique (i.e. 9y fu, (Yo, 20) =
0z [z, (Yo, 20) = 0). Par suite, ¢, n’est pas localement injective en (yo, 20).
Sinon si m # k alors le méme raisonnement conduit a la non injectivité de

¢z, €n un certain point de Uy, .
De méme, si C,f est fermée alors ¢, n’est pas localement injective.

Supposons a présent que C,? et C’,? ne sont pas fermées. Alors C,? et
C’,f intersectent chacune 0Uy, en deux points distincts i.e. il existe quatre
points distincts My, Mo, M3 et My sur OU,, tels que fu,(M1) = fz,(M2) =
foo(M3) = foo(Ms) =k = fz,(A) = fz,(B). En paramétrant le bord de Uy,
par un chemin C! injectif 4 : [0,1] — 9U,,, on en déduit qu’il existe t1,to, t3
et t4 € [0, 1] distincts tels que (fz, 0 ¥)(t1) = (fuo ©7)(t2) = (fz, 0 7)(t3) =
(fzo0°%)(ta). Donc, par le théoréme de Rolle, f,, 0¥ a au moins trois extrema

locaux sur [0,1] i.e. fz, a au moins trois extrema locaux sur OUy,,. O

D’apres la proposition 3.3, si on impose les conditions :
1. Jac(¢z,) # 0 sur tout [ag,ba] X [as,b3] (i-e. ¢y, partout localement
injective).
2. fz, a au plus deux extrema sur OUy,.

Alors ¢, est injective. Cependant la condition 2 est impliquée par « f, a
au plus deux extrema sur les coins de OU,, (i.e. sur (az,as), (az, b3), (b, b3)

ou (b2,as3)) ». On peut donc introduire la proposition suivante :

Proposition 3.4 : ¢, est injective si :
1. ¢g, est partout localement injective.
2. Oyfz, # 0 sur [ag, ba] x {az} et sur [ag, ba] x {b3}.

3. O0.fz, # 0 sur {a2} X [a3,bs] et sur {ba} X [as,b3] et a le méme signe

sur ces deux cotés de Uy,.

Démonstration : Les hypotheses 2 et 3 assurent que f;, a au plus deux

extrema sur les coins de QUy, (voir la figure 3.16). O

Remarque 3.3 :
— Dans la proposition 3.4, on peut permuter les roles de f,, et g,, ainsi que

les roles de y et z ce qui donne donc quatre criteres d’injectivité de ¢, .
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Max

min _|_

F1G. 3.16: Monotonie de f,, (exemple de configuration correspondante aux
hypotheses de la proposition 3.4).

— Toutes les conditions de non nullité (ainsi que celle de signe) dans la
proposition 3.4 concernent des polynémes donc cela se vérifie aisément en

travaillant dans la base de Bernstein. °

En résumé, si pour tout xzg € [a1,b1], ¢z, vérifie les hypotheses de la pro-
position 3.4, alors, en particulier, pour tout z¢ € [a1,b1] on a au plus un
(Y0, 20) € [az, ba] X [a3, b3] tel que f(zo,%0,20) = g(wo0, Yo, 20) = 0. La propo-
sition 3.2 permet alors de déterminer la topologie de C a partir de CNOB. En
combinant ce critere d’injectivité avec une subdivision, on peut déterminer

la topologie d’une courbe implicite 3D.
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3.5.4 Courbe implicite 4D

A présent, on s’intéresse au cas d’une courbe implicite 4D qui est le cas
le plus intéressant car il correspond au cas de la courbe d’intersection de
deux carreaux de surfaces paramétrées polynomiales. Dans la suite, on fera
l’abus de notation (habituel) qui consiste a confondre une surface avec sa
paramétrisation. Soient donc F' et G deux carreaux de surfaces paramétrées

polynomiales qu’on supposera, sans restreindre la généralité, définies sur

[0,1]2.
7. 0,1 — R3
(s,t) +—— F(s,1)
G: 0.1 — R .
(u,v) +— G(u,v)
On suppose que l'intersection F' N G est une courbe :

C={(s,t,u,v) € [0,1]* | F(s,t) — G(u,v) =0} . (3.17)

Si on désire reprendre le méme genre de raisonnement que dans les sections
3.5.2 et 3.5.3 pour déterminer la topologie de C, alors il nous faut un critere
assurant que, pour tout so € [0, 1], il existe au plus un (tg, ug,vo) € [0, 1]3
tel que F'(so,t0) — G(ug,v9) = 0. Fixons donc un sg € [0, 1] et intéressons

nous a l'application :

(e = me)
O\ (tuw) — F(sot) - Glu,v) )

Notons pour la suite :

(s, t,u,v) = F(s,t) — G(u,v) = (¢1, P2, 93)
¢50(t7uvv) = (Qﬁoa goa go)'

Il s’agit de mettre en place un critere d’injectivité de ¢s,. Pour cela, on

adopte la méme démarche que celle effectuée dans la section 3.5.3. Une
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condition nécessaire est donc l'injectivité locale de ¢y, i.e. :
Y(t,u,v) € [0,1)3, det(dsds, (t, u, v), Dusy (t, u, V), Dy, (£, u,v)) # O

Il faut ensuite mettre en place un critere sur les bords de [0, 1]* (analogue
des propriétés 2 et 3 de la proposition 3.4). Si ¢, n’est pas injective, alors
il existe A et B dans [0, 1]? tels que ¢s,(A) = ¢s,(B) i.e. tels que pour tout
i€ {1,2,3}, 61, (4) = 6l (B).

Notons :

Sy = {M € [0,1]* | ¢, (M)
Crp:={M € [0,1] | ¢3,(M)

b5y (A)}
dhy(A) et @2 (M) = ¢2 (A)} .

Proposition 3.5 : Si A et B sont sur une méme composante connexe de

C1,2, alors ¢, n’est pas localement injective.

Démonstration : Si (12 admet au moins un point singulier My alors la
matrice jacobienne de ’application :

(t,u,v) = (@5, (tu,v) — ol (A), 2 (t,u,v) — ¢2,(A)) en My n'est pas de
rang maximum et donc la matrice jacobienne de ¢4, en My non plus. Par
suite, ¢, n’est pas localement injective en M.

Supposons donc que C7 2 est lisse. Alors, on peut construire un chemin
de classe C1 injectif v : [0,1] — Ci2 tel que v(0) = A et v(1) = B. Le
théoréme de Rolle appliqué & (¢2, o) sur [0,1] assure qu'il existe to €]0, 1
tel que (¢3) o) (to) = 0 i.e. tel que V3 (y(to)) - /(o) = 0. Par ailleurs,
/(o) est non nul et tangent & Cio en 7(to) donc Vi (v(to)) - v/(to) =
Vg2 (v(to)) -/(to) = 0. Par suite, le vecteur non nul v/(t) est dans le noyau
de matrice jacobienne de ¢4, en y(tp) donc ¢s, n’est pas localement injective
en (o). O

Proposition 3.6 : Si A et B sont sur des composantes connexes distinctes
de C12 notées respectivement C'4 et Cp et si l'une d’entre elles est fermée

(i.e. forme une boucle), alors ¢, n’est pas localement injective.

Démonstration : Il suffit de reprendre la démonstration de la proposition
3.3. a
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Les propositions 3.5 et 3.6 permettent de ne considérer que le cas ou A et
B sont sur des composantes connexes distinctes, notées respectivement C4
et Cp, qui coupent chacune deux fois le bord du cube [0, 1]3. Dans ce cas,
on aurait quatre points distincts Py, P, P3 et P sur ce bord (constituant
C1,2 N 9[0,1]3). 1l s’agit donc d’élaborer un critere pour éviter ce cas. Pour
cela, on va introduire deux types de conditions a savoir des monotonies
adaptées de ¢} sur les arétes de [0,1]° et de @2 le long de 0.

Monotonie de qbio sur les arétes de [0,1]3. Pour commencer, on peut
imposer des conditions de monotonie de ¢£0 sur les arétes de la boite [0, 1]3.
On peut, par exemple, imposer a (;5;0 d’étre strictement croissante sur toutes
les arétes de [0, 1] comme indiqué sur la figure 3.17. Si on a une telle confi-
guration, alors, QZ%O ne s’annulera qu’une fois au plus le long de n’importe

quel chemin sur les arétes de [0, 1]3 joignant O & I.

Proposition 3.7 : Sous la condition de monotonie décrite précédemment,
la surface implicite S1, (qui a pour équation qblo(t,u, v) = gb;O(A)), est

connexe.

(%

t

FIG. 3.17: Exemple de monotonie de ¢}, sur les arétes de [0, 1]3.
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Démonstration : Les différentes configurations possibles sont illustrées
sur la figure 3.18). O

Il convient de signaler que ce n’est pas la seule possibilité de monotonie de
(1%0- En fait, on peut se donner un catalogue de 8 configurations qui per-
mettent de s’assurer que Sy est connexe. Pour les construire, on choisit, pour
chaque vecteur de coordonnées, un sens de direction de stricte monotonie
(dans le sens du vecteur ou dans le sens opposé) pour les 4 arétes de méme

direction que ce vecteur. Cela donne bien en tout 22 = 8 choix possibles.

-
P

t ~ [Intersection avec 4 faces du cube |

S n A N
t © [Intersection avec 5 faces du cube | t © [Intersection avec 6 faces du cube |

Fic. 3.18: Configurations possibles de la surface S; dans [0,1]% sous
contrainte de monotonie ¢} sur les arétes de [0,1]*.
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Concretement, toutes ces conditions se résument a tester si :

8t¢£0 (t,up,vo), avec ug,vp € {0, 1}, sont tous strictement de méme signe.
8u¢;0 (to,u,vp), avec tg, vy € {0, 1}, sont tous strictement de méme signe.

81,(;%0 (to,up,v), avec tg,up € {0,1}, sont tous strictement de méme signe.

Remarque 3.4 :

— Vu la forme de gb%o (variables séparées), les expressions précédentes sont
en réalité moins nombreuses qu’il n’y parait et se simplifient. La premiere
condition ne comporte qu’une seule expression dans laquelle apparait sg et
t, la seconde (respectivement la troisiéme) n’en comporte que deux dans

lesquelles apparaissent seulement u (respectivement v) et pas s.

2
S0

+, pour imposer la monotonie sur les arétes de [0, 1]°. .

— Remarquons également que I'on aurait pu choisir ou ¢§0 a la place de

Monotonie de d)?o le long de 0S5;. 1l s’agit a présent d’étudier les
différentes configurations qui précedent et d’imposer des conditions de mo-
notonie de qbgo le long du bord de S7 de sorte que C7 2 ne coupe que deux
fois ce bord (vu que C12 C S, si C72 n’intersecte que deux fois le bord de
S alors il n’intersectera que deux fois le bord de [0, 1]3). Pour ce faire, on

va utiliser le lemme général suivant :

Lemme 3.3 : Soient f une fonction de classe C! sur un ouvert convexe U
de R? et h un vecteur non nul de R2. Si pour tout u € U, on a Vf(u)-h > 0,
alors f est strictement croissante sur U suivant la direction h (i.e. Vu € U
et Ve > 0 tels que (u+eh) €U, on a f(u+eh) > f(u)). O

Démonstration : Soit ug € U tel que (ug + €h) € U. Alors, f(ug + eh) —
f(uo) = fol o(t) dt avec ¢(t) = V f(ug + teh) - h qui est positive. O

Remarque 3.5 :

— En remplagant f par —f dans le lemme 3.3, on en déduit que si, pour
tout w € U, on a Vf(u)-h <0, alors f est strictement décroissante sur U
suivant la direction A.

— Une autre remarque, qui va nous servir pour la suite, est que si on se



3.5. Topologie d’une courbe implicite 75

c

/ — (2

1
> Vo,
» Variations de ¢

2
S0

_>u

Fia. 3.19: Exemple de monotonie de ¢§0 le long du bord de S; dans le cas
ou 57 intersecte 3 faces du cube.

U v t
A A A
s A T
4 K A 3
° > t * > u * > /l)

F1aG. 3.20: Traces de S; sur les faces du cube (cas correspondant a la figure
3.19).

place dans le plan et qu’on se donne un vecteur non nul w = (a,b),
alors le vecteur w' := (—b,a) est normal & w et plus précisément I'angle
orienté (w, w') vaut 7 /2. o

A présent, on peut imposer une stricte monotonie de qﬁgo le long du bord de
S1 de sorte que (' 2 ne puisse couper qu’au plus deux fois ce bord comme
illustré sur la figure 3.19. Pour cela, on commence par orienter S; avec le

champ de vecteurs Vqﬁio. On obtient alors une orientation sur le bord 0S;
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de S1 (qui est lintersection de S; avec les faces du cube). Sur chaque face,
on projette ngio et on note W ce vecteur. w nous permet alors d’orienter le
bord 057 de S (i.e. I'intersection de Sp avec les faces du cube). Ensuite, on
impose une direction de monotonie de la restriction de ¢§0 a 051 sur chaque
face du cube. Pour illustrer ce procédé, on a représenté sur la figure 3.20,
dans les trois plans de coordonnées, les monotonies de 'exemple de la figure
3.19.

Dans ce cas précis, pour imposer par exemple la monotonie désirée dans
le plan (u,v) (qui correspond au dessin du milieu sur la figure 3.20), on
commence par projeter le vecteur Vqﬁo dans ce plan pour obtenir w =
(6u¢§0 0,-,-), c'h@io (0,-,-)). Puis on impose la décroissance stricte de (u, v)

2 (0,u,v) dans la direction w. En appliquant le lemme 3.3, cela revient

donc a imposer :

Y(u,v) € [0,1)? 0u%, (0,1, 0) _ —0y94,(0,u,v) —0
| | 7 avgbzo (0’ u, U) augbio (07 u, U) .

Choix des contraintes de monotonie. On donne & présent les choix des
conditions suffisantes telles que Cj 2 ait au plus deux points d’intersection
avec 957. On considere d’abord, le cas ou Sy intersecte les 6 faces du cube
[0,1]3. Explicitement, on impose, par projection, une monotonie de ¢§0 le
long de 057 de sorte que #(C12 N 0S1) < 2. Dans les autres cas, on se
contente d’omettre les conditions correspondantes. La figure 3.21 donne un
exemple de type de monotonie possible dans le cas ot on a intersection sur les
six faces avec les conséquences sur les autres configurations, les projections

correspondantes sont représentées sur la figure 3.22.

Bien entendu, 'exemple de la figure 3.21 n’est pas le seul choix possible
de monotonie. Pour dresser une liste exhaustive des cas, nous allons intro-
duire une représentation schématique de la situation. Le bord de S; est
isotope & un hexagone {Mj, ..., Mg} comme illustré sur la figure 3.23. Plus
précisément, My, ..., Mg sont les points d’intersection de S; avec les arétes
du cube [0,1]? et les arétes de I'hexagone représentent chacune une courbe

d’intersection de Sy avec une des 6 faces du cube. Chaque type de monotonie
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> VoL,

» Variations de ¢§O

t

Fiac. 3.21: Exemple de monotonie de gbgo le long du bord de S; dans le cas
ou 57 intersecte 6 faces du cube avec les conséquences sur les autres cas.

peut alors étre décrit sur ce schéma (comme par exemple sur la figure 3.24).
Une condition suffisante de monotonie est donnée par le choix d’un point
initial M et d’un point final Mg parmi {My,..., Mg}, avec éventuellement
M; = Mp, tels que ¢§0 soit strictement monotone le long du chemin joignant

My a Mp. Cela implique clairement que qﬁo s’annule au plus deux fois sur

08S;.
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U v t
A A e - A
v >
vt W =Ll

> > > U

> <
>

u
L
N

o

v

> > >V

F1a. 3.22: Traces de S; sur les faces du cube (cas correspondant a la figure
3.21).

M, Mo

Mg Ms

M My

® Point d’intersection de S; avec une aréte de [0, 1]?

— Courbe d’intersection de S; avec une face de [0, 1]3

F1a. 3.23: Schéma de la situation géométrique d’intersection de S avec le
bord de [0, 1]3.
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M, A
M,

M,

Mg M

M

A{{, ]\/-[4

Fi1a. 3.24: Traduction d’une configuration géométrique de monotonie sur le
schéma.

Remarque 3.6 : En résumé, le critere d’injectivité qui vient d’étre décrit a

été élaboré a partir de plusieurs choix fixés au départ. En effet, on a imposé :

1. L’injectivité locale de ¢g,, mais on aurait également pu choisir de fixer

la variable t,u ou v a la place de s.

2. La monotonie de gz%o sur les arétes de [0, 1]3, mais on aurait également

pu choisir qﬁo ou ¢§’0 a la place de ¢§0-

3. La monotonie de qbgo le long de 951 dans le pire des cas, mais on aurait

également pu choisir cb‘:’D a la place de qﬁfo.

Cette diversité des choix possibles est intéressante pour rendre 'implémentation

plus efficace (voir le chapitre 3.6). .

3.6 Aspects algorithmiques du calcul de topologie

Dans cette section, on apporte quelques explications sur I'implémentation de
la méthode de calcul de topologie de la courbe d’intersection expliquée dans
la section 3.5.4. L’approche algorithmique est une méthode par subdivision.
Les algorithmes de subdivision ont tous un schéma identique (technique de
type « diviser pour régner »), c’est la raison pour laquelle, on se contentera

d’expliquer dans les détails la méthode pour les courbes implicites 4D. Les
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cas 2D et 3D étant sensiblement identiques avec des structures de données

et des criteres de subdivision plus simples, on les passera sous silence.

3.6.1 Structure de données hexatree

L’objet sur lequel on travaille est la courbe d’intersection C définie par 3.17.
Etant donné qu’on se situe dans un espace a quatre dimensions et que
I'on adopte une approche par subdivision, il nous faut partitioner cet es-
pace. L’intuition naturelle est d’utiliser un « hexatree » 4.e. une structure
de données d’arbre dans lequel chaque noeud admet 16 fils. Cette structure
permet de généraliser les notions de quadtree et octree qui sont largement
utilisés pour partitioner les espaces a respectivement 2 et 3 dimensions. Cet
hexatree contiendra au départ (& la racine) une boite [a1,b1] X [ag,bs] X
[as, bs] X [a4,bs], dans laquelle on considére notre courbe d’intersection C,
ainsi que les points d’intersection de C avec le bord de cette boite (ce sont ex-
plicitement des systémes polynomiaux de 3 polynémes a 3 variables). Puis on
créera au fur et a mesure les fils de cette racine en subdivisant a chaque fois
au centre de la boite courante et en distribuant de maniere judicieuse (i.e. en
évitant des calculs superflus) les points d’intersection qui sont hérités et en
calculant les nouveaux points d’intersection éventuels apparus avec ces sous-
boites. Il convient également de mentionner que 1’on réserve aussi un champ
pour stocker la topologie dans chaque noeud de cet arbre. Concrétement,
dans chaque noeud on pourra stocker non seulement des points (d’intersec-
tion) mais également une liste de segments constituée par ces points (qui
représentera la topologie dans le noeud courant). Au niveau des feuilles de
cet arbre, on aura soit une intersection vide (ou alors une taille inférieure &
une tolérance e fixée au départ) soit une famille de segments, constitués par
des points d’intersection de la courbe avec le bord de cette cellule, isotope

a la courbe C (dans la boite courante).

Pour encoder judicieusement les 16 fils d’un noeud donné, notons ¢; = C”TH”
(pour i € {1,2,3,4}). Chaque fils portera un numéro (de 0 & 15) pour
Iidentifier clairement. 11 suffit de regarder ce numéro en binaire. 1l s’écrira
sous la forme ajasasay avec les a; = 0 ou 1. Pour 7 € {1,2,3,4}, si a; =0
alors la i-eme composante de la boite considérée sera [a;, ¢;] (partie gauche)

et si a; = 1 alors ce sera [¢;, b;] (partie droite). Par exemple le fils numéro 12
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sera celui qui correspond & la sous boite [c1, b1] X [c2, ba] X [as, c3] X [a4, c4]

car en binaire 12 s’écrit 1100.

Le critere d’injectivité élaboré dans la section 3.5.4 est implémenté dans une
fonction de test (appelé regulier). Si cette fonction retourne « faux » sur
une cellule, alors cette derniere est subdivisée. On obtient alors ’algorithme
de subdivision 3.1. L’implémentation, quant a elle, utilise la librairie Synaps
[50] et a été intégrée au modeleur géométrique Axel [12] dont une description

est donnée dans le chapitre 4.

3.6.2 Algorithme de subdivision

L’algorithme 3.1 décrit le calcul de la topologie de C, par subdivision, dans
une boite donnée. Certaines autres fonctionnalités sont nécessaires et leurs

descriptions sont données dans la suite.

Algorithme 3.1 : Topologie par subdivision en 4D.

topologie(C, B, ¢)
Données : La courbe C, une boite de la forme

[a1,b1] X [ag, ba] X [as, b3] X [a4,bys] et une tolérance e.
Résultat : Une liste de segments de R* représentant la topologie.
Créer ’hexatree H;
Initialiser la racine de H avec B et les points d’intersection C N 0B;
Créer une liste de noeuds L;
L «—— racine(H);

tant que L # () faire
Prendre le premier élément n de L (et le retirer de £);
si regulier(C,n) alors

| m «— topologieReguliere(C,n);
sinon si la boite courante est de taille > € alors

| L +«— subdivision(C,n);
sinon

On génere une topologie étoilée par rapport au centre de la boite

(cas ou on stop la subdivision);
fin

fin

retourner fusion(racine(H));
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Fonction regulier. Cette fonction est le critere d’injectivité décrit dans
le section 3.5.4. En fait, on dispose de quatre tests différents et chacun
d’entre eux correspond au choix de la variable que l'on fixe (s,¢,u ou v). Si
I'un de ces tests est vérifié, alors on appelle la fonction topologieReguliere
correspondante. Pour résumer, le fonctionnement de regulier est décrit par

l'algorithme 3.2.

Algorithme 3.2 : Critere d’injectivité.

regulier(C,n)
si ¢ est localement injective dans n alors
si @1 a la monotonie adéquate sur les arétes de n alors

si ¢ ou @3 a la monotonie adéquate sur 05, alors
| retourner vrai;

sinon
| retourner faux;

fin

inon si ¢2 a la monotonie adéquate sur les arétes de n alors

0

si ¢1 ou ¢3 a la monotonie adéquate sur 059 alors
| retourner vrai;

sinon
| retourner faux;

fin

inon si ¢3 a la monotonie adéquate sur les arétes de n alors

0

si ¢1 ou P2 a la monotonie adéquate sur 0Ss3 alors
| retourner vrai;

sinon

| retourner faux;
fin

sinon

| retourner faux;
fin

sinon

| retourner faux;

fin

Fonction topologieReguliere. Si 'un des quatre tests de régularité

regulier est vérifié, alors la topologie de C est connue et le role de la fonc-
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tion topologieReguliere est justement de la retourner. Concretement, il
suffit de connecter les points d’intersection de C avec les bords du noeud
courant. En fait, on dispose de quatre fonctions topologieReguliere dis-
tinctes. Elles correspondent aux choix de la variable fixée (s,¢,u ou v). Par
exemple, si la variable fixée est s = sg, alors on aura, dans le noeud courant,
une liste contenant un nombre pair de points p1, pa, . . ., P2g—1, P2k (on répete
un point s’il est de multiplicité paire) sur le bord du noeud. Ces points sont
triés par rapport a leur composante en s (si s est la variable fixée) et la

topologie est alors donnée par la liste de segments [p1, pa], ..., [P2k—1, P2k

Fonction subdivision. Le role de cette fonction est de subdiviser au mi-
lieu du noeud courant en créant ses 16 fils. Elle se charge aussi de distribuer
les points d’intersection qui sont hérités et calcule les nouveaux points d’in-
tersection éventuels apparus dans les fils conformément a la description qui

a été faite dans la section 3.6.1.

Fonction fusion. Cette fonction est appelée lorsque la construction de
I’hexatree H est achevée. Plus précisément, chaque feuille de ‘H contient la
topologie de C dans la boite correspondante. Le role de fusion est de don-
ner la topologie de C dans la boite initiale B. L’implémentation de fusion
consiste juste a assembler récursivement les topologies entre les 16 fils de
chaque noeud. Pour un noeud n donné et un entier i € {0,...,15}, on no-
tera £ils (i, n) le i-éme fils du noeud conformément a la description qui
a été faite dans la section 3.6.1. Par ailleurs, pour deux listes I; et Iy de
segments de R* données, on notera assembler(ly, l3) la liste de segments de
R* composée de tous les segments de I et lo. L’algorithme 3.3 décrit alors

le fonctionnement de fusion.

3.6.3 Composantes connexes et boucles

Il convient de remarquer que la topologie de C produite par ’algorithme
3.1 permet d’identifier facilement les composantes connexes de cette topo-
logie. En effet, le résultat de cet algorithme est une liste de segments de R*

représentant la topologie de C.
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Algorithme 3.3 : Topologie par subdivision en 4D.

fusion(n)
Données : Un noeud d’hexatree comme définit dans la section 3.6.1
Résultat : Une liste de segments de R*

si n est une feuille alors
| retourner La liste de segments contenue dans n;

sinon
retourner
assembler(
assembler (
assembler(
assembler (fusion(fils(0, n)), fusion(fils(1l, n)))
assembler (fusion(fils(2, n)), fusion(fils(3, n))))
assembler (
assembler (fusion(fils(4, n)), fusion(fils(5, n)))
assembler (fusion(fils(6, n)), fusion(fils(7, n)))))
assembler (
assembler (
assembler (fusion(£fils(8, n)), fusion(£fils(9, n)))
assembler (fusion(£fils (10, n)), fusion(fils (11, n))))
assembler (
assembler (fusion(fils (12, n)), fusion(fils (13, n)))
assembler (fusion(fils(14, n)), fusion(£fils(15, n))))));
fin
Supposons que cette liste se présente sous la forme {[p1,p2], ..., [P2k—1,P2k] }

(k € N*). Si pour un certain i € {1,...,k — 1}, on a po; # p2i+1, alors cela
signifie que le segment [p2;_1, p2;] appartient & une composante connexe de
la topologie de C et [p2t1, p2it+2] & une autre. En utilisant ce constat simple,
on accede facilement aux différentes composantes connexes voulues. Une
analyse similaire sur chacune des composantes connexes permet de détecter

celles qui forment des boucles.

3.7 Remontée d’une topologie dans 1’espace

La section 3.5.4 donne une méthode pour calculer la topologie d’une courbe C
dans R* définie par F(s,t) = G(u,v) (avec (s,t,u,v) € [0,1]* par exemple).
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FO7T1

C c [0,1]* Courbe d’intersection dans R*

Fic. 3.25: Image d’une boucle avec une structure de noeud.

Fixons les notations suivantes :

W‘< 0,1f — R )
b (s, t,u,v) — (s,t)

ﬂ‘< 0,18 — R2 )
2 (s,t,u,v) — (u,v) )

Le lieu d’intersection I' dans R? des deux carreaux de surfaces polynomiales
paramétrés par F' et G est I'image par F'om; (ou Gomg) de C. La méthode de
la section 3.5.4 garantie (relativement par rapport a une tolérance € donnée)
la topologie de C. Concrétement, on calcule une famille de segments de [0, 1]*
isotope a C. Cela implique que I'image par Fom; (ou Gomg) d’une composante
connexe C; de C est connexe. Cependant, si C; est une boucle dans [0,1]%,
alors cette image est une boucle dans R? mais on ne peut connaitre sa struc-
ture de noeud. Plus précisément, si C a plusieurs composantes connexes qui
forment des boucles dans [0, 1]4, alors leurs images par Fom; (ou Gomy) dans
R? peuvent s’entrelacer (comme dans l’exemple des anneaux olympiques).
Si C; est donnée par une discrétisation (par des segments) trop grossiere,
alors la structure de noeud (et les entrelacements) peut étre manquée dans
Iimage par F o m (ou G o mg) de cette approximation. On peut avoir la

situation illustrée sur la figure 3.25.

De méme, la topologie de la projection CdeCC [0,1]* sur [0,1]? par m,
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™

\/

¢ c[0,1)* C c [0,1]?

FiG. 3.26: Auto-intersection manquée par projection.

peut ne pas étre déterminée par une discretisation de C et ce, méme si
elle est suffisamment fine pour déterminer la topologie de C dans [0, 1]*.
L’exemple de la figure 3.26 montre un point d’auto-intersection manqué lors
de la projection. Pour prendre en considération ces phénomenes, la méthode
décrite dans la section 3.5.4 peut-étre adaptée avec un critere de subdivision

plus fin que 'on va décrire a présent.

La méthode de calcul de topologie décrite dans les sections 3.5.4 et 3.6
permet d’isoler les singularités de I' dans des boites suffisamment petites
(relativement par rapport & une tolérance fixée au départ). On se propose
de déterminer la topologie de I' en dehors de ces boites singulieres. Plus
précisément, on considére que des branches entrant dans une telle boite
s’intersectent et forment un point singulier. En dehors de ces cas, tous les
autres points sont considérés comme lisses. Supposons que C admette un
certain nombre k£ € N* de composantes connexes sous forme de boucles.

Soient Cy,...,Ck ces composantes (qu’on peut détecter grace a ce qui est
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expliqué dans la section 3.6.3) et I'j,..., 'y leurs images respectives par
Fom (ou Gomg) dans R3.

3.7.1 Isolation des branches par des boites

Rappelons que chaque noeud de I'hexatree H (décrit dans la section 3.6.1)
contient une boite de R* et la topologie de C dans cette boite. Soit n un
noeud de H et By, la boite correspondante. On peut construire une boite By,
de R3 contenant entierement la portion de I' qui correspond & B, i.e. I'image
de CN B, par Fom (ou Gomy). Pour cela, on exprime F(s,t) (respective-
ment G(u,v)) dans la base de Bernstein associée a m1(B,,) (respectivement
a ma(By)). On définit alors B,, = B N Bg avec B (respectivement Bg) la
boite englobante construite & partir des points de controle de F(s,t) (res-
pectivement G(u,v)) comme décrit dans la section 2.4.2 du chapitre 2. Vu
la propriété d’enveloppe convexe dans la base de Bernstein, il est clair que

cette construction convient.

On commence par récupérer les composantes connexes qui forment des
boucles dans la topologie générée par l'algorithme 3.1. On continue alors
a subdiviser toutes les feuilles de H de maniere a ce que chaque boite in-
tersectant une des boucles Cy, ..., Ci contienne au plus un seul segment i.e.
au plus deux points d’intersections entre le bord de cette boite et C. Apres
cette étape, certaines ambiguités de la structure de noeuds et d’entrelacs
de I' peuvent tout de méme subsister. On peut voir, sur la figure 3.27 deux
boites englobantes dans R? partageant des points intérieurs. En joignant
les paires de points sur les bords, la courbe rouge peut passer devant ou
derriere 'autre courbe (la verte). Il est donc nécessaire de raffiner encore la

discrétisation.

Lemme 3.4 : Si deux segments de courbes v1,y2 de I" sont disjoints, alors,
apres un nombre fini de subdivisions des composantes de C qui correspondent
a 71 et 72, les boites englobantes de 7; (construites comme il est décrit

précédemment) n’intersectent pas celles de vs. O

Démonstration : Par subdivision, on peut construire les boites englo-

bantes de maniére a ce que les distances entre ~; et chacune de ses boites
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Fia. 3.27: Deux boites partageant des points intérieurs.

N

\

N/

Fi1G. 3.28: Entrelacement sans boucle.

englobantes soient toutes inférieures a la distance entre v; et vs. O

On continue donc la subdivision sur les feuilles de H jusqu’a ce qu’on se
trouve dans le cadre du lemme 3.4. Cela permet alors de lever les ambiguités
potentielles d’entrelacs entre deux boucles (situation qui correspond au des-
sin de droite sur la figure 3.25) en évitant la situation de la figure 3.27. 1l
reste cependant le cas des entrelacs qui ne bouclent pas et qui passent tout

de méme au travers du critere de subdivision précédent (voir la figure 3.28).
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3.7.2 Noeuds et discrétisation

Lemme 3.5 : Soit v C I' une portion de courbe contenue dans une boite
englobante issue de la subdivision décrite dans la section 3.7.1. En parti-
culier, le bord de cette boite englobante ne contient que deux points de
v notés pi et pp. Aprés un nombre fini de subdivisions dans R?, on a :
det(Np, Ng, pips) # 0 (dans la boite correspondante) avec Np = 0, F x O F
et Ng = 0,G x 9,G. O

Démonstration : La condition det(Ng, Ng,p1p2) # 0 traduit le fait que
le vecteur tangent a + n’est jamais orthogonal a pips. Vu que « est lisse
par hypothese, le lemme est une conséquence du théoreme de la fonction

implicite. O

Si on continue la subdivision sur les feuilles de H jusqu’a ce qu’on se trouve
dans le cadre du lemme 3.5, alors on levera les ambiguités potentielles d’en-
trelacs a l'intérieur de chaque boite englobante générée. Cependant, il reste

encore a éviter les entrelacs provenant de deux branches adjacentes.

Proposition 3.8 : Supposons que les conditions des lemmes 3.4 et 3.5
soient vérifiées et que, de plus, det(Ng, Ng, pips) # 0, det(Np, Ng, pap3) #
0 et det(Np, Ng, pip3) # 0 pour des branches adjacentes de la forme [p1, ps]
et [p2, p3]. Si 'image (par F' oy ou G omg) d'une composante connexe de C
qui forme une boucle admet un noeud, alors ce dernier est entierement ca-
ractérisé par sa discrétisation (obtenue par subdivision). En d’autres termes,
la liste de segments obtenue par discrétisation décrit un noeud isotope a celui

qui est sur I'.

Démonstration : En fait, on sera dans la situation décrite sur la figure
3.29. Le cas du noeud formé par deux segments adjacents (voir l'illustra-
tion sur la figure 3.30) est exclu par la condition de non nullité des trois
déterminants de I’énoncé. Il suffit donc de considérer le cas ot on a au moins
trois segments [p1, p2|, [p2,ps] et [ps, ps]. Le lemme 3.5 assure que chacun
de ces segments de courbe ne s’entrelace pas. Si ces trois segments forment
un noeud, alors la boite englobante contenant [p1,ps] intersecte celle qui
contient [p3, p4] ce qui contredit la propriété du lemme 3.4 vu que [p1, p2] et

[p3, p4] ne sont pas adjacents. 0
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P3

P1

p4 p2

Fia. 3.29: Entrelacement formé par trois segments de courbe.

p1 Projection

P2 P2 P3

FiG. 3.30: Entrelacement formé par deux segments de courbe adjacents.
3.8 Exemples

On illustre a présent la méthode décrite dans les sections 3.5.4 et 3.6 sur
certains exemples. On commence par donner deux cas d’intersection entre

deux carreaux de surfaces polynomiales sur les figures 3.31 et 3.32. L’exemple
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classique de la théiere est également traité. La figure 3.33 montre une ap-
proximation de la théiere utilisant 32 carreaux de surfaces biquadratiques.
Cette approximation possede des lieux d’intersection qui sont illustrés sur la
figure 3.34 et le calcul de topologie de ces lieux est représenté sur les figures
3.35 et 3.36.

Ces exemples sont visualisés grace au logiciel Axel (voir [12] et le cha-
pitre 4) dans lequel la méthode décrite dans les sections 3.5.4 et 3.6 a été

implémentée.

Fic. 3.31: Exemple d’intersection de deux carreaux de surfaces polyno-
miales.
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Fic. 3.32: Exemple d’intersection de deux carreaux de surfaces polyno-
miales.

FiG. 3.33: Approximation de la théiere par 32 carreaux de surfaces polyno-
miales.
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Lieux
d'intersection

Fi1G. 3.34: Lieux d’intersection de la théiére.

Fic. 3.35: Topologie des lieux d’intersection de la théiere.
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Fia. 3.36: Topologie des lieux d’intersection de la théiere.



Chapitre

Axel : modeleur algébrique

géomeétrique

Axel [12] est un modeleur algébrique géométrique en ce sens qu'’il permet
de visualiser et manipuler des objets géométriques ayant des représentations
algébriques. Il s’agit essentiellement des courbes et surfaces implicites et pa-
ramétrées. Ses principales caractéristiques sont la topologie, I'interpolation,
I’approximation, I'intersection, l’auto-intersection et le calcul d’arrangement

des courbes et surfaces implicites et paramétrées.

On se propose ici d’exposer les objets et outils qui caractérisent Axel. D’un
point de vue utilisateur, on présentera 'interface graphique du logiciel ainsi
que les interfaces de fichiers et de script. D’un point de vue développeur,
on présentera les hiérarchies internes et les structures de données utilisées
dans le but de fournir une implémentation a la fois générique et efficace. Par
ailleurs, le systeme de plugin permet d’étendre les fonctionnalités du logiciel
ou de wrapper une librairie externe pour utiliser ’application comme une

interface graphique.

Les modeleurs géométriques courants utilisent essentiellement des représentations
discretes ce qui présente de nombreux avantages : ils sont faciles a appréhender,
faciles a manipuler et le rendu est simplifié. Pour toutes ces raisons, le
maillage est un modele de choix pour de nombreux utilisateurs qu’ils soient

débutants au confirmés. Bien qu’ils soient adaptés & de nombreuses situa-

95
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tions, ils présentent un point faible : ils ne permettent pas de représenter
toutes les surfaces (comme par exemple une sphére) de maniére exacte et la
quantité de données est étroitement liée a la précision désirée. D’autre part,
dans le monde de 'industrie et de la recherche, des modeles géométriques
non linéaires sont utilisés pour représenter des formes ou des phénomenes
physiques. Par conséquent, ils nécessitent une représentation plus précise et
donc des calculs plus complexes mais une quantité de données moindre. Les
courbes et surfaces implicites et paramétrées sont des objets géométriques

qui répondent a cette exigence et ont une représentation trés compacte.

Les systemes de calcul formel ont évidemment besoin d’un outil de visualisa-
tion pour ce type d’objets. Méme si certaines solutions existantes permettent
d’afficher des objets mathématiques, elles ne proposent pas une réelle in-

M sont des exemples d’applications

teraction. Maple™ et Mathematica™
intégrant de tels outils. Cependant, ces logiciels donnent des résultats in-
satisfaisants et ce, principalement a cause de points singuliers ou de courbes
singulieres. Singular [37] est dédié aux calculs avec des polyndmes et effec-
tue des traitements particuliers afin de tenir compte des singularités. Une
connexion avec Surf existe et cela permet de fournir des images statiques
mais il y a alors un manque d’interaction. Mentionnons également IZIC
[30] qui est un des premiers outils indépendants de visualisation des sur-
faces mathématiques destiné a étre connecté a un systeme de calcul formel

externe.

La visualisation d’objets géométriques ayant une représentation mathéma-
tique tels que les courbes ou les surfaces est un domaine d’investigation exis-
tant depuis plusieurs années et ce, dans de nombreux domaines de recherche
tels que l'informatique ou la géométrie algébrique. Les méthodes existantes
dépendent en général de la nature des objets. En effet, les modeles pa-
ramétrés peuvent étre évalués sur des grilles alors que les modeles implicites
sont généralement traités de deux manieres différentes. La plus répandue est
la méthode du lancé de rayons [22, 46] qui est pratique mais dont le princi-
pal inconvénient est que les images produites sont statiques i.e. qu’elles sont
calculées pour un point de vue donné et si on désire changer la position ou
lorientation de 'objet ou de 'utilisateur, alors il faut recalculer une image.
L’autre solution consiste a calculer une approximation linéaire par morceaux

de 'objet, puis & ’afficher dynamiquement. Les techniques dites de « mar-
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ching cube » [48, 56] en font partie mais manquent généralement d’efficacité
et peuvent produire des résultats non certifiés. Il existe d’autres techniques
qui permettent de garantir la topologie des courbes et des surfaces, méme

dans les cas singuliers. [2, 3, 23, 34].

Axel vise a fournir un cadre unifié a la fois pour la visualisation et la ma-
nipulation des objets géométriques ayant une représentation algébrique. En
utilisant des données exactes, on peut fournir des résultats certifiés méme

lorsque le contexte impose une approximation.

L’application est congue pour étre utilisée soit de maniere autonome, soit
connectée avec des outils externes. Dans ce deuxieme cas, elle devient une
interface graphique et son architecture modulaire utilisant les plugins permet

de le faire facilement. De méme, il est aisé de wrapper des librairies externes.

Les sections suivantes montrent 'interaction permanente entre les entités
géométriques et leur représentation algébrique qui est manipulée dynami-

quement dans ’environnement de modélisation.

4.1 Point de vue utilisateur

Dans cette section, on donne un apercu des objets et des outils fournis dans
Axel. Puis, on montrera comment 1’'utilisateur peut interagir avec eux par

le biais de l'interface graphique, de I'interface de script ou d’un fichier.

4.1.1 Objets

Outre les entités géométriques élémentaires telles que les points, les plans,
..., Axel vise & fournir une interface pour la visualisation et la manipulation
de courbes et de surfaces avec différents types de représentations : implicite,

paramétrée ou linéaire par morceaux.

4.1.1.1 Courbes

Les courbes dans le plan ou dans 'espace sont largement utilisées dans les

calculs mathématiques et la modélisation géométrique. Soit pour construire
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des surfaces, soit pour en modéliser des sections. C’est par ailleurs I'ingrédient

principal des logiciels de dessins techniques.

Courbes implicites. Soit f(x,y) un polynéme bivarié a coefficients dans
R. Si f est non nul, alors le lieu des zéros réels de f est une variété algébrique
de dimension 0 ou 1 (une courbe plane ou des points isolés). Sa visualisation
n’est pas aisée en raison de la difficulté a calculer une famille de points (z;, y;)
telle que f(z;,y;) = 0. De plus, détecter et traiter correctement les singula-
rités (i.e. des points (2o, yo) tels que f(zo,v0) = 0xf(x0,y0) = Oy f(x0,y0) =
0) complique la tache. Ce sont 1a les raisons pour lesquelles la plupart des
logiciels utilisés par les mathématiciens pour la visualisation des courbes im-
plicites planes donnent des résultats insatisfaisants (en particulier dans les
cas singuliers). Considérons & présent deux polynomes & trois variables et a
coefficients réels f(z,y, z) et g(x,y, z). Si f et g sont premiers entre eux dans
R[z,y, ], alors ’'ensemble {(z,y, z) € R?| f(z,y, 2) = g(z,y, z) = 0} est une
courbe gauche (qu’on peut interpréter comme étant la courbe d’intersection

de deux surfaces implicites) ou des points isolés.

Les deux sortes de courbes algébriques qui viennent d’étre décrites sont
appelées des courbes implicites et peuvent étre visualisées dynamiquement
dans Axel en utilisant des algorithmes de calcul de topologie (voir la section
4.1.2.1).

La figure 4.1 montre la courbe obtenue a partir du discriminant d’un systeme
polynomial bivarié creux et donne un contre-exemple a la conjecture de
Kushnirenko [17]. Cette courbe est de degré 47 en z et y, et la taille maximale
des ses coefficients est de I’ordre de 300 bits. La visualisation dans Axel prend

moins de 10 secondes.

Courbes paramétrées. Axel peut également étre utilisé pour représenter
et manipuler les courbes paramétrées. Ces dernieres peuvent étre classifiées
en deux familles.

La premiere est constituée des courbes paramétrées rationnelles. Une telle

w(t) w(t)’ w(t)
un intervalle [a,b] C R ou z,y,z et w € R[t] avec w(t) # 0 sur [a,b].

courbe est 'image d’une application ¢ : t — (ﬂ yi) = (t)) définie sur

Et la seconde étant composée des courbes de type B-spline i.e. les images
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F1G. 4.1: Topologie d’une courbe implicite ayant un cusp caché.

d’applications de la forme 1 : ¢ — Y | p; B; j, 7(t) definie sur un intervalle
[a,b] C R ot : n est le nombre de points de contrdle, k € Z% est l'ordre
de la B-spline (on suppose que n > k), pour tout i € {1,...,n}, p; €
R? ou R? sont les points de controle de la B-spline, 7 = (t1,...,th4x) €
[a,b]"tF (avec t; = a et t,4 1 = b) est le vecteur de noeuds de la B-spline
(on suppose que pour tout i € {1,...,n+ k — 1},¢; < t;4+1) et que pour

tout i € {1,...,n},B;1,(t) = 1sit; <t < ti41,0 sinon, et B (1) =

Wi o (1) Bije—1,r () +wir 1,k (8) Bist 1,7 (), 0w o(t) = =1 sity # tivp,
0 sinon. En supposant de plus que t;1 =to = ... =tp et ty11 =tpya=... =

tn+k, P1 €t py sont confondus avec les extrémités de la courbe.

La figure 4.2 montre une courbe B-spline dont la définition est donnée par un
fichier Axel (qu’on peut voir dans la section 4.1.3.2). On dispose d’'un mode
d’édition qui permet de modifier dynamiquement le polygone de controle de
la courbe en déplagant ses points de controle. A chaque courbe paramétrée
sélectionnée, un widget représentant son espace des parametres apparait.
Cela permet a l'utilisateur d’interagir avec la courbe en cliquant des pa-
rametres et en visualisant dynamiquement les images correspondantes dans

I’espace euclidien.
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FiG. 4.2: Edition d’une courbe B-spline dans Axel.

4.1.1.2 Surfaces

Les surfaces sont omniprésentes en CAO (Conception Assistée par Ordi-
nateur), FAO (Fabrication Assistée par Ordinateur) et IAO (Ingénierie As-
sistée par Ordinateur). Elles peuvent également étre classées en trois grandes
familles : implicites, paramétrées et linéaires par morceaux. Axel est un en-
vironnement unifié dont le but essentiel est de rassembler les opérations de

base sur les surfaces quelle que soit leur représentation.

Surfaces implicites. Les surfaces implicites (ou surfaces algébriques),
sont définies comme étant le lieu des zéros réels d'un polynéme p(z,y, z)
a trois variables et a coeflicients réels. Signalons que 1’on ne fait aucune hy-
pothese sur le caractere lisse de la surface. Ainsi, méme s’il y a des singula-
rités (i.e. des points (z,y, z) tels que p(z,y, 2) = 0xp(x,y, 2) = Oyp(x,y,2) =
0.p(x,y,z) = 0), Axel peut, en utilisant des algorithmes de calcul de topo-
logie par subdivision, afficher dynamiquement la surface. Ceci est possible
y compris si le lieu singulier n’est pas uniquement composé de points isolés

comme le montre ’exemple du parapluie de Whitney sur la figure 4.3.
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Fi1G. 4.3: Une surface implicite affichée dynamiquement avec son lieu singu-
lier.

Surfaces paramétrées. Comme dans le cas des courbes, il y a deux sortes
de surfaces paramétrées. Les surfaces paramétrées rationnelles qui sont des
images d’applications de la forme ¢ : (s,t) — (Z)((i?), gj((ss?), fu((i?)) définie
sur une boites [a,b] X [¢,d] C R? ot z,y, 2 et w € R[s, ] avec w(s,t) # 0 sur

[a,b] X [c,d]. Et les surfaces de type B-spline qui sont des images d’appli-
cations de la forme 1 : (s,t) = 370, D70 pijBig,o(s)Bj-(t) définie sur
une boite [a,b] x [c,d] C R%. La définition d’une telle surface est similaire
au cas des courbes B-splines : m,n,k et [ € Z% avec m > k et n > [ sont le
nombre de points de controle et les ordres de la surface dans chaque direc-
tion. Pour tout (i,j) € {1,...,m} x {1,...,n}, pi; € R? (ce sont les points
de contrdle), ¢ = (s1,...,8mix) € [a, D)™ TF et 7 = (t1,...,thy) € [c,d]"H
sont les vecteurs de noeuds dans chaque direction. Les éléments B; 1, »(s) et
Bj;+(t) constituant la base de B-splines sont définis de la méme maniere

J
que dans le cas des courbes.

4.1.2 Outils

Axel traite, entre autres, les problemes relatifs aux courbes et aux surfaces
suivants : calculs de topologie, d’intersection, d’auto-intersection et d’arran-

gement. On présente brievement dans cette section quelques algorithmes qui



102 Chapitre 4. Axel : modeleur algébrique géométrique

sont mis en oeuvre et qui utilisent des résultats de géométrie algébrique.

4.1.2.1 Topologie

Soient O; et O3 deux sous ensembles de R™ (avec n un entier non nul). On dit
que O; et O3 sont isotopes s'il existe une application F': O; x [0, 1] — R”
telle que F' soit continue, F'(-,0) est l'identité sur O, F(O1,1) = Oy, et

pour tout ¢ € [0, 1], F(+,t) est un homéomorphisme sur son image.

Soit B une boite de R? ou R? (i.e. B = [ay,b1] X [ag,bs] ou B = [a1, b1] X
[a2, b2] X [as, b3]). Alors, la topologie d’une courbe C dans B est un graphe de
points de C connectés par des segments, qui est isotope a C N B. De méme,
la topologie d’une surface S dans B est un complexe simplicial, composé de

points de S, qui est isotope a SN B.

Afin d’obtenir une géométrie correcte des courbes et de surfaces, Axel cal-
cule, dans un premier temps, la topologie en prenant en considération les
phénomenes géométriques complexes tels que les singularités ou les auto-
intersections. Par la suite, la précision de la visualisation peut étre affinée

facilement et efficacement.

Les algorithmes de topologie implémentés dans Axel sont décrits en détails
dans [2, 3]. Par exemple, en utilisant des techniques de subdivision adap-
tatives sur les courbes algébriques, Axel est capable de traiter des courbes
singulieres de degré de plus de 200 avec des tailles de coeflicients de plus de
100 bits.

4.1.2.2 Intersection

Considérons deux objets géométriques O; et Oy qui peuvent étre de type
courbe ou de type surface. Alors, on peut calculer leur lieu d’intersection
réel (i.e. le lieu commun entre 07 et Oy dans R? ou R?) & condition qu’il
soit de la dimension espérée i.e. un ensemble de points si O et Oy sont deux

courbes ou une courbe et une surface, et une courbe si ce sont deux surfaces.

Plusieurs algorithmes d’intersection sont implémentés dans Axel. Le choix

d’une spécialisation ou d’une autre, peut étre soit laissé a 1’utilisateur soit
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FiG. 4.4: Calcul d’intersection de surfaces paramétrées dans Axel.

effectué de maniere automatique en considérant une hiérarchie de classes

d’objets et un mécanisme de sélection (voir la section 4.2.1).

Dans le cas des courbes et surfaces implicites, le probleme revient soit a
résoudre un systéme polynomial (ce qui peut étre fait en utilisant la librairie
Synaps [50]), soit & calculer la topologie d’une courbe gauche (voir la section

4.1.1 pour la définition et [47] pour le détail de I’algorithme).

Pour ce qui est des surfaces paramétrées, on dispose encore de plusieurs algo-
rithmes et le choix d’une spécification dépend des informations disponibles
pour définir les surfaces. Le cas le plus général considére que les surfaces ne
sont données que par évaluations (voir la section 2.1 du chapitre 2 ou [32]
pour une description et la figure 4.4 pour une illustration). Un algorithme
plus spécifique est mis en oeuvre lorsque les surfaces sont définies par des
polynémes (comme les méthodes qui sont décrites dans le chapitre 3, [13]
ou [40]).

4.1.2.3 Auto-intersection

Le probleme d’auto-intersection est tres proche du probleme « classique »

d’intersection. En fait, il s’agit de déterminer le lieu d’intersection non trivial
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F1G. 4.5: Calcul d’une courbe d’auto-intersection dans Axel.

d’une courbe (ou d’une surface) avec elle-méme. Ce lieu est parfois appelé

I’ensemble des points multiples.

Axel, traite le calcul des auto-intersections des courbes et des surfaces soit
en calculant les lieux singuliers dans le cas des représentations implicites,
soit en utilisant des méthodes de segmentation (voir [32]) dans le cas des

représentations paramétrées (voir 'illustration 4.5).

4.1.2.4 Arrangement

FEn modélisation géométrique, la représentation des formes est naturellement
fondée sur les représentations semi-algébriques telles que les paramétrisations
de type B-spline ou les équations implicites. Un objet géométrique est décrit
par I'assemblage de pieces primitives. Lorsque plusieurs objets doivent étre
manipulés comme, par exemple, dans les opérations (e.g. intersection, union,
différence entre volumes) en géométrie constructive des solides (CSG en
anglais pour Constructive Solid Geometry), la structure topologique de la
forme résultante doit étre déterminée. Cela se fait grace a une description

géométrique des différents éléments qui constituent cette structure.

Le calcul d’arrangement permet de résoudre de tels problemes. La premiere
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FiG. 4.6: Un calcul d’arrangement d’un ensemble de courbes implicites.

étape est de déterminer la topologie d’un objet géométrique, ¢.e. analyser
comment cet objet se décompose dans l’espace ambiant en composantes
connexes et comment ces régions, ainsi que leurs limites, sont liées. Ensuite, il
faut examiner plusieurs objets, soit de maniere incrémentale, soit de maniere
globale. Le calcul d’arrangement décrit la structure topologique définie par
I’union de toutes ces primitives géométriques. Cette décomposition est faite

sur les différentes régions (les composantes connexes).

Axel calcule des arrangements pour les courbes implicites, paramétrées et
linéaires par morceaux. L’arrangement peut étre utilisé soit de maniere sta-
tique (pour calculer 'arrangement d’un ensemble d’objets) soit de maniere
dynamique en maintenant la solution lorsque de nouveaux objets sont créés
ou lorsque des objets existants sont retirés. Pour une description détaillée
de l'algorithme, on renvoie & [66]. La figure 4.6 montre le calcul d'un ar-
rangement d’un ensemble de 15 courbes implicites de degrés supérieurs a 9
dans une configuration dégénérée i.e. plusieurs courbes ont un point singulier

commun.
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4.1.2.5 Calcul différentiel et approximation

D’autres outils sont également fournis. On ne donnera pas une liste exhaus-
tive, toutefois, mentionnons qu’Axel permet de visualiser certains résultats
de calcul différentiel, comme le calcul des points critiques ou singuliers. Les
calculs d’interpolation et d’approximation d’un ensemble de points donnés
sont aussi implémentés. Le premier consistant a produire une courbe ou
une surface qui contient tous les points donnés alors que le second donne
un objet qui épouse la forme globale du nuage de points. On dispose aussi
d’algorithmes pour créer des surfaces cintrées (lofting surfaces) a partir de

courbes.

4.1.3 Interface

L’interface est le lien entre 'utilisateur et les objets et outils fournis dans
Axel. Dans la mesure ou le maintient de la représentation algébrique des
objets accessibles & l'utilisateur demeure un objectif principal d’Axel, la
conception d’une interface intuitive et utile, dans I’esprit des outils de modéli-
sation et des systemes de calcul formel est un véritable défi. Axel propose
trois principaux types d’interactions : son interface graphique, un formalisme

de fichier et un environnement de script interactif.

4.1.3.1 Interface graphique

Le modeleur dispose d’un wviewer principal qui fournit une grande quantité
d’interactions avec le clavier et la souris. Il permet une navigation efficace
dans un espace a trois dimensions sans encombrer 1’écran avec des vues
inutiles. Par exemple, il est possible d’aligner la vue avec les axes de co-
ordonnées, de faire un zoom sur une région donnée, d’établir des positions

pour la caméra, et d’effectuer des animations.

Dans le wviewer, chaque objet est associé a une frame qui est 1’équivalent
tri-dimensionnel des layers (calques) que I'on rencontre dans les logiciels de
manipulation d’images. Un objet peut étre manipulé au moyen des transla-
tions, rotations et zooms habituels. Cela peut se faire soit relativement par

rapport & sa propre frame qui définit un systéme de coordonnées locales, soit
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par rapport a la scéne qui correspond & un systeme de coordonnées globales.
Ces frames peuvent également étre organisées au sein d’une hiérarchie, en

fournissant les relations parents-enfants.

Le reste de l'interface graphique peut étre agencé dynamiquement comme
un ensemble de modules qui interagissent et qu’on appelle des docks. Par
exemple, quand un objet ou un outil est invoqué dans le dock principal qui
s’appelle Objects and Tools, les docks correspondants Object Properties et
Tool Properties sont mis a jour dynamiquement pour que l'utilisateur puisse

disposer de nouveaux parametres.

C’est que par le biais du dock Object Properties que 'utilisateur peut accéder
a la représentation algébrique de 'objet et ainsi le modifier directement dans
le sous module correspondant appelé widget. Ce dock est également muni
de nombreux widgets intuitifs tels qu’une vue de l'espace des parametres
associé a une courbe ou a une surface paramétrée. On peut alors afficher
dynamiquement 'image de I’ensemble des parametres choisis par 'utilisateur

dans le widget.

Un autre module intitulé Scene Inspector Dock permet de garder une trace
des objets présents dans la scéne courante et méme de les cacher afin de ne
se concentrer que sur une partie. Enfin, I’ History Dock permet de garder la

trace de la construction incrémentale d’'un modele géométrique.

4.1.3.2 Interface de fichier

Axel est fourni avec un formalisme de données qui permet & l'utilisateur
de spécifier un ensemble d’objets ou de sauvegarder et partager un modéle.
Le formalisme est un langage de type XML ce qui permet de rendre simple
sa lecture et son écriture. L’exemple suivant illustre comment spécifier la

courbe B-spline illustrée sur la figure 4.2.

<axl>
<curve type= name= >
<dimension>3</dimension>
<number>10</number>
<order>4</order>
<knots>0 0 0 0 1 2 3 45 6 7 7 7 7</knots>

<points>
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000100.5111011.5002
102.5113013.500410 4.5
</points>
</curve>

</axl>

Le formalisme permet également d’intégrer des scripts qui peuvent servir a
étre exécutés lorsque le fichier a été analysé par ’application ou a enregistrer
des informations liées a I’état du viewer comme la position de la caméra, le

champ de vision...

4.1.3.3 Interface de script

Axel est muni d’un interpréteur de script. Cela permet d’interagir dynami-
quement avec l'application en utilisant son API (Application Programming

Interface) et donc d’élargir considérablement ses fonctionnalités.

Le langage de script est ECMAScript et ce dernier a été enrichi avec des
objets qui permettent une interaction avec 'application principale, le viewer

ou d’autres modules d’Axel comme 1’ Object Manager ou le Tool Manager.

A titre d’exemple, on peut utiliser le script suivant pour produire la méme
courbe B-spline décrite précédemment mais en modifiant certaines options

du viewer.

var white = new Color (255, 255, 255) ;
Viewer.setBackgroundColor (white) ;

Camera.setPosition(0.0, 1.0, 0.0) ;

var pl = new Point (0.0 0.0 0.0) ;
var p2 = new Point(1.0 0.0 0.5) ;
var p3 = new Point(1.0 1.0 1.0) ;
var p4 = new Point(0.0 1.0 1.5) ;
var p5 = new Point (0.0 0.0 2.0) ;
var p6 = new Point (1.0 0.0 2.5) ;
var p7 = new Point(1.0 1.0 3.0) ;
var p8 = new Point (0.0 1.0 3.5) ;
var p9 = new Point (0.0 0.0 4.0) ;
var pl0 = new Point (1.0 0.0 4.5) ;

var curve = ToolManager.interpolate() ;
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ObjectManager.addObject (curve) ;

Cet exemple de script utilise des objets, qui sont construits a l'intérieur du
Viewer, et aussi la Camera pour controler le widget de visualisation principal.
Il crée ensuite un ensemble de points en utilisant le type Point, qui n’est
rien d’autre qu’un alias sur un constructeur de classe interne a Axel. Ces
points sont interpolés comme une courbe B-spline grace au ToolManager et
cette courbe est ajoutée au viewer en utilisant I’'ObjectManager. Ce sont la

encore des alias sur des classes internes a Axel.

4.2 Point de vue développeur

Cette section donne un apergu de la philosophie de développement d’Axel,

de ses principales entités et de la facilité avec laquelle on peut ’étendre.

Input / Output

Graphical User Interface

Virtual Layer

Kernel

Plugins

3rd party libraries

|

Mathemagix modules

F1G. 4.7: Architecture interne d’Axel.

Comme on peut le voir sur la figure 4.7, Axel est organisée sous forme de
hiérarchie. Au niveau le plus haut dans cette hiérarchie, I'utilisateur interagit
avec I'application a l'aide de fichiers, de scripts ou de U'interface graphique.

Les objets et les outils sont définis au sein d’une couche virtuelle qui est en
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fait une hiérarchie virtuelle de classes disposant d’un mécanisme de sélection
et qui permet donc d’interfacer des fonctionnalités qui se trouvent dans les
couches les plus basses, & savoir les plugins. Certains d’entre eux sont pri-
mordiaux car ils fournissent les principales fonctionnalités de 'application. 11
s’agit du noyau géométrique (geometric kernel) et du noyau algébrique (alge-
braic kernel). Le premier fournit une interface entre les objets géométriques
manipulés dans Axel et de leur définition dans la librairie correspondante.
Le second est utilisé pour apporter un certain nombre d’outils algébriques

sur les structures de données utilisées pour la représentation des objets.

4.2.1 Framework

Comme on I’a vu dans les sections précédentes, un certains nombre d’objets
mathématiques (e.g. les polynomes dans la base monomiale ou de Bern-
stein) sont nécessaires pour représenter les courbes et les surfaces et des

algorithmes spécifiques sont associés a ces différentes représentations.

Une attention particuliere est portée a la généricité dans la conception des
structures pour lesquelles on veut garder une certaine efficacité. Grace a la
paramétrisation du code en utilisant des templates et au contréle de leur
instanciation en utilisant des traits et des template expressions [33], on peut
faire de la programmation générique sans pour autant perdre en efficacité.
Les implémentations génériques, qui permettent la réutilisation du code sur
les différents types de représentation de données, sont combinées avec des
implémentations spécialisées qui sont adaptées pour des opérations critiques

sur certaines de ces structures.

Le fait qu’une structure mathématique représente un objet géométrique
particulier est une information importante pour programmer de maniere
générique (cela permet de spécifier les algorithmes adéquats). En considérant
une hiérarchie de classes et en implémentant des spécialisations & chacun de
ses niveaux, 'implémentation la plus spécifique d’un algorithme est tou-
jours choisie a ’exécution ce qui permet d’étre efficace et de simplifier le

développement.

Dans cette section, on décrit la conception de la couche interne d’Axel per-

mettant une telle combinaison.
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FiG. 4.8: Hiérarchie virtuelle d’objets.

4.2.1.1 Hiérarchie virtuelle d’objets

Les objets géométriques et algébriques peuvent étre organisés au sein de
différentes catégories. De maniere plus pragmatique, cette classification d’ob-
jets se retrouve dans une structure d’arbre dans laquel les noeuds corres-
pondent aux classes abstraites. Une relation parent enfant dans cet arbre
correspond a une relation d’héritage. La structure dans son ensemble est

appelé une hiérarchie virtuelle.

Une feuille correspond a la maniere la plus spécifique de « voir » un objet et
chaque chemin qui part de la racine pour arriver a cette feuille dans cette
hiérarchie virtuelle est une maniére de « voir » cet objet de la plus générique
a la plus spécifique. Dans un tel parcours, a chaque niveau, ’objet acquiert
de nouveaux attributs qui peuvent donner lieu a de nouvelles fonctions ou
des spécialisations (surcharge en la programmation objet) de fonctions exis-

tantes.

Outre le fait que la classification est une notion naturelle qui correspond a
la réalité, il y a deux avantages principaux a une telle organisation. D’une
part, cette hiérarchie permet de lancer les algorithmes adéquats en choisis-
sant I'implémentation la plus adaptée au probleme. D’autre part, elle donne
la possibilité au développeur d’intégrer ses propres types de données a n’im-
porte quel niveau de la hiérarchie et donc, par héritage, de bénéficier de tous

les algorithmes et fonctionnalités définis & un niveau plus haut.

Le mécanisme de sélection peut étre fait de plusieurs fagons. En effet, de

nombreux langages tels que le C++ ont leur propre mécanisme de sélection
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F1G. 4.9: Hiérarchie virtuelle d’outils.

(en utilisant le mot clé virtual dans ce cas). Sinon, il est possible d’uti-
liser des design patterns dédiés tels que les Concept- Vue-Interface pattern.
Dans ce cas, la hiérarchie virtuelle est construite en utilisant un wrapper
« templaté » pour lier une interface a son implémentation. Le mécanisme de
sélection est réalisé en combinant la surcharge avec 1'utilisation des espaces
de nommage dans lesquels les fonctions globales sont définies de maniére
a pouvoir utiliser la représentation de 'objet. Par exemple, la figure 4.8
montre une hiérarchie simple d’objets géométriques qui est assez proche de

celle que 'on trouve dans Axel.

4.2.1.2 Hiérarchie virtuelle d’outils

Les outils géométriques et algébriques (ou les algorithmes) peuvent également
étre classifiés. Il s’agit, la aussi, d’une hiérarchie virtuelle. Cependant, étant
donné que les algorithmes dépendent des types de leurs arguments, cette

derniere est étroitement liée a la hiérarchie virtuelle d’objets.

Le mécanisme de sélection, généralement utilisé avec les fonctionnalités d’un
objet (une méthode d’une classe en programmation objet), fonctionne de
la méme maniere sur la hiérarchie d’outils ou d’algorithmes. Ces derniers

peuvent éventuellement étre définis en utilisant le pattern template method.

Si on considére par exemple un algorithme d’intersection, il est possible
de définir un schéma générique de subdivision qui subdivise un domaine

donné et qui se base sur un prédicat pour s’arréter ou continuer. Un autre
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prédicat est alors utilisé pour traiter une cellule qui ne sera plus divisée. On
peut utiliser ce schéma pour définir une intersection de surfaces comme le
montre la figure 4.9. A ce niveau, aucun prédicat ne peut étre spécialisé.
Cependant en considérant que les surfaces & intersecter sont paramétrées,
cela permet de disposer de fonctions d’évaluation. Ainsi, une approximation
du lieu d’intersection peut-étre implémentée en échantillonnant des points
sur les grilles de chacune des surfaces par exemple. Maintenant, si on sait
de plus que les surfaces sont polynomiales, alors on peut accéder a leurs
représentations internes (en l'occurrence aux équations) et ainsi les utiliser
pour mettre en place des critéres d’injectivité (comme ceux décris dans les
sections 3.5.4 et 3.6 du chapitre 3) permettant de rendre les calculs plus

efficaces et de certifier le résultat.

Le choix d’un algorithme peut étre réalisé au moment de l'exécution de
différentes manieres. Axel estime que l'implémentation la plus spécifique
est également la plus efficace. Mais 'utilisateur peut choisir n’importe quel

algorithme dans la hiérarchie virtuelle d’outils.

Dans la mesure ol ces hiérarchies peuvent étre utilisées pour intégrer des
plugins dédiés, on doit également pouvoir lier ces hiérarchies avec des fonc-
tionnalités d’une application externe. Dans la section qui suit, on décrit la
méthode adoptée pour construire des modules dynamiques en combinant
du code générique et spécifique a travers un mécanisme de plugin transpa-
rent. La connexion avec la librairie de calcul symbolique Mathemagix illustre
bien cette approche. Elle sert en fait de base aux calculs avec des polynémes

représentant les courbes et surfaces algébriques.

4.2.2 Systeme de plugin

Axel peut étre étendu grace a des plugins i.e. grace a des extensions qui
interagissent avec le logiciel et qui fournissent leurs propres fonctionnalités.
Plusieurs raisons justifient 'utilisation des plugins. Cela permet, d’une part,
a des développeurs tiers d’enrichir ’application, et d’autre part de séparer
des lignes de code source qui auraient des dépendances ou des licences in-
compatibles avec celles d’Axel. Rendre I'application extensible grace a des
plugins impose de fournir une interface abstraite dont le plugin doit hériter.

Cela se résume a un ensemble de méthodes qui doivent étre surchargées. Le
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code ci-dessous est un exemple tres simple d’interface de plugin.

class PluginInterface

{
public
virtual “PluginInterface() {}
virtual void init (CoreInterface *) const = 0 ;
virtual String name (void) const = 0 ;
virtual Stringlist features(void) const = 0 ;
s

Etant donné que le C++ ne fournit pas d’interfaces comme le font Java
ou Objective-C avec interfaces ou protocols, une interface de plugin est une
classe abstraite qui ne peu pas étre instanciée. Cette interface est le lien

entre 'application et le plugin.

Dans le code présenté précédemment, l'interface se compose d’une fonc-
tion d’initialisation qui donne au plugin un acces a une structure contenant
des pointeurs vers les principales entités de I'application. Cela permet, par
exemple, de laisser le plugin ajouter des entrées dans l'interface de l'ap-
plication et de leur associer des appels a ses propre fonctions internes. En
outre, cette interface simplifiée permet a l’application d’obtenir des infor-
mations sur le plugin, telles que son nom ou une description de I’ensemble

des fonctionnalités qu’il fournit.

Axel offre deux types de connexions différentes : les noyaux et les plugins.
Dans ce deuxieme cas, le plugin peut étre utilisé comme une glue entre le
modeleur et n’importe quelle librairie de calcul. Cela permet d’utiliser Axel
comme une interface graphique de la librairie gluée. Ces plugins peuvent étre
développés par n’importe qui du moment qu’il dispose de la documentation
adéquate. A contrario, les noyaux sont fournis avec Axel et, méme s’ils ne
sont pas obligatoires pour utiliser le logiciel, ils fournissent les fonctionna-
lités les plus intéressantes. Le noyau algébrique est le niveau d’abstraction
le plus bas pour gérer la représentation des objets géométriques alors que
le noyau géométrique rassemble des algorithmes de plus haut niveau qui
maintiennent les structures de données associées aux représentations lors
de leurs exécutions. Ces modules ont été construits principalement sur la

librairie Synaps qui aujourd’hui a fusionné avec le projet Mathemagix et la
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librairie Sisl [18] dédiée aux représentations de types B-spline et NURBS.

4.2.3 Systeme de noyaux
4.2.3.1 Noyau géométrique

Le noyau géométrique contient toutes les fonctionnalités avancées liées aux
opérations géométriques. A chaque fois qu'un objet est créé dans Axel, ce
noyau maintient un dictionnaire entre son abstraction géométrique dans I’ap-
plication et une interface virtuelle de cet objet dans le noyau. Pour illustrer
cela, considérons le contexte suivant : on désire afficher une courbe implicite
avec de « gros » coefficients et de degré « tres élevé ». Au moment ou la
courbe est instanciée dans Axel, une interface avec un équivalent virtuel est
créé dans le noyau géométrique et est associé a l'objet initial. Pour tracer
la courbe, le noyau fournit sa structure topologique. Ce calcul est effectué
par le module shape de la librairie Mathemagix qui est glué avec le noyau
géométrique. Afin de faire des économies en temps et en espace, la structure
produite par ce calcul est entierement manipulée par le noyau. Par la suite,
toute manipulation de I'objet se terminera par des appels de fonctions du
noyau et la récupération de la structure de données du noyau correspondra a
son abstraction géométrique dans le modeleur. De cette maniere, un « gros »
polynéme représentant la courbe ne sera instancié qu'une fois. Il sera associé,
via la dictionnaire, & ’objet et manipulé a travers des algorithmes du noyau

et ce, sans perte d’efficacité.

Le module shape de Mathemagix possede son propre mécanisme de sélection
ainsi qu’une hiérarchie virtuelle d’objets et d’outils. Cela permet de simplifier

la spécialisation d’un algorithme ou 'ajout d’un nouveau type de données.

Pour résumer, le noyau géométrique a trois principaux objectifs. Le premier
est de gluer les interfaces d’objets géométriques de Mathemagix avec Axel
afin de fournir des algorithmes efficaces tout en maintenant des structures
algébriques non triviales. Le deuxiéme est de faire des économies a la fois en
temps et en espace en évitant la duplication des calculs et des données. Et
enfin, le troisiéme est de fournir un second niveau de sélection sur les inter-
faces qui sont associées (grace au dictionnaire) aux objets virtuels construits

dans Axel.
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4.2.3.2 Noyau algébrique

Le noyau algébrique contient toutes les fonctionnalités avancées liées aux
représentations algébriques d’objets géométriques dans Axel. A chaque fois
qu'un objet est créé, ce noyau maintient un dictionnaire entre ’entité géométrique
qui est dans Axel et 'entité algébrique correspondante (dans le noyau algé-
brique). Pour illustrer cela, considérons le contexte suivant : on désire cal-
culer les points singuliers d’une courbe implicite sur un domaine donné. Au
moment ou la courbe implicite est instanciée dans Axel, le noyau algébrique
créé un polynome bivarié qui représente cette courbe. Pour obtenir les points
singuliers (i.e. les solutions de f(x,y) = 0, f(x,y) = 0y f(x,y) = 0), le noyau
doit faire appel a un solveur polynomial ainsi qu’a des calculs de dérivées
partielles. Ces dernieres fonctionnalités sont gluées a partir des modules al-
gebriz et subdiviz de Mathemagix. Ainsi, le noyau ne sera qu'un wrapper

sur ces fonctions.

Pour avoir la liste des points singuliers, le noyau récupere le polynome
représentant la courbe en utilisant le dictionnaire, calcule ses dérivées par-
tielles en utilisant ses fonctions internes, et instancie un solveur. Pour finir,
les solutions du solveur sont converties en points Axel et sont retournés afin

d’étre ajoutés a 1’object manager.

Pour résumer, le noyau algébrique a deux principaux objectifs. Le premier
est de gluer les calculs algébriques de Mathemagix avec Axel. Le second est
de bénéficier des objets algébriques pour représenter les objets géométriques

d’Axel et d’effectuer diverses opérations sur leurs représentations.



Conclusion et perspectives

L’outil CAO est aujourd’hui largement employé et ce, dans des domaines tres
diversifiés. La démocratisation des logiciels existants rend son utilisation de
plus en plus accessible. Cependant, la jeunesse de cette discipline suscite des
recherches actives dans le milieu scientifique. Notamment en ce qui concerne
les méthodes d’approximation des surfaces utilisées ainsi que les procédés
d’intersection correspondants qui ne sont pas encore tres bien maitrisés.
La demande étant importante, il semble pertinent de proposer de nouvelles

alternatives aux approches déja existantes.

Dans cette these, nous avons proposé une méthode d’approximation par des
surfaces polynomiales qui, comme on I’a vu, permet d’avoir des représen-
tations relativement compactes et une plus grande flexibilité grace a leur
géométrie. L’intersection des surfaces a été traité a partir de ce type de
modele car il s’agit d’un probléme important issu du domaine. Toutefois, si
on espére voir un jour des éditeurs de logiciels de CAO adopter un tel type
d’approximation, cela suppose indubitablement une élaboration de tout un
panel d’outils qui permettent de manipuler ce « nouveau » modele. Ce travail
reste a faire et si, une fois tout cela réalisé, ce point de vue se révele étre un
compromis significatif sur le rapport qualité/efficacité, alors il pourra étre
largement adopté par les industriels sur un court terme et étre percu comme
une alternative intéressante & un modele qui n’a quasiment pas évolué depuis
les débuts de la CAQO. Bien entendu, les consommateurs de ces logiciels de
modélisation seront également amenés a manipuler les outils qui auront été
développés. Méme si pour ces utilisateurs, ce maniement sera invisible, la

qualité sera, quant a elle, largement appréciable et les domaines concernés se-
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ront tres diversifiés : design automobile, conception de circuits électroniques,
industrie du textile et, de maniére générale, tous les métiers faisant appel a
la CAO.

L’existence de la librairie de calculs numériques et symboliques Synaps
([50]), qui a aujourd’hui fusionnée avec le projet Mathemagix ([63]), per-
met de fournir une base open source solide en ce qui concerne les algo-
rithmes et les structures de données mettant en jeux des polynomes comme
par exemple les solveurs polynomiaux. Par ailleurs, cette librairie constitue
le noyau algébrique du modeleur géométrique Axel ([12]) qui est également
open source. Ce dernier contient plus de 300 000 lignes de code C++ utilisant
la librairie Qt et a été téléchargé plus de 10 000 fois. Il est constitué d’une
architecture modulaire fournissant une interface sur les outils algébriques
et les algorithmes géometriques fondamentaux permettant la conception fa-
cilitée de nouvelles fonctionnalités sous la forme de plugins. En particu-
lier, 'implémentation des routines d’approximation peut servir de base a
I’élaboration de nouveaux plugins correspondants aux outils précédemment
cités. Cela permettra d’enrichir rapidement le travail qui a été effectué dans
cette these dans le but de le voir éventuellement adopté par des logiciels

commerciaux et largement utilisés dans le monde de 'industrie.
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Résumé

Cette these porte sur un des problemes majeurs issus du domaine de la Concep-
tion Assistée par Ordinateur (CAO) & savoir celui de l'intersection. On aborde
cette problematique avec une approche novatrice passant par une nouvelle forme
de représentation des surfaces dites « procédurales ». Cette derniere se base sur des
approximants plus fins que les triangles habituellement utilisés, il s’agit de carreaux
de surfaces paramétrées polynomiales de bas degré. L’approximation ainsi obte-
nue possede des caracteres intéressants en termes de qualité et de représentation.
Cependant, la mise en oeuvre d’une telle stratégie nécessite ’élaboration d’outils
adaptés. En particulier, pour le probleme d’intersection, il faut savoir intersec-
ter efficacement les approximants. Pour cela, une méthode algorithmique permet
de se focaliser uniquement sur des configurations d’intersection « pertinentes ».
Plusieurs méthodes sur Uintersection des surfaces paramétrées polynomiales sont
ensuite exposées de maniere effective. Enfin, les aspects d’implémentation sont
également abordés a travers 'intégration des algorithmes développés dans un mo-

deleur algébrique géométrique.

Mots clés : CAO, modélisation géométrique, courbes et surfaces, ap-

proximation, interpolation, algorithmes et programmation efficaces.

Abstract

The intersection problem is one of the major task in Computer Aided Geometric
Design (CAGD). In order to deal with this topic, we choose a model of approxi-
mation for the parameterized surfaces that are given by evaluations (the so called
procedural surfaces). Many authors use triangular meshes but in this thesis, we use
more complex shape primitives. More precisely it is the polynomial parameterized
surfaces of small degree. The quality of the resulted approximation is better than
the usual mesh method especially for the computed intersection locus. But if we
want to use this kind of representation, we have to intersect efficiently such two
polynomial parameterized surfaces. So, as a preprocessing, a detection of suitable
intersection configurations between patches is given. Then, several intersection me-
thods for the polynomial parameterized surfaces are exposed in details. Finally, the

elaborated algorithms are implemented in an algebraic geometric modeleur.

Keywords : CAGD, geometric modeling, curves and surfaces, approxi-

mation, interpolation, algorithms and efficient programming.
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