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Abstract

This thesis concerns the global optimization of a non convex function un-
der non linear restrictions, this problem cannot be solved using the classic de-
terministic methods like the projected gradient algorithm and the sqp method
because they can solve only the convex problems. The stochastic algorithms
like the genetic algorithm and the simulated annealing algorithm are also inef-
ficients for solving this type of problems. For solving this kind of problems, we
try to perturb stocasicly the deterministic classic method and to combine this
perturbation with genetic algorithm and the simulated annealing.

So we do the combination between the perturbed projected gradient and
the genetic algorithm, the perturbed sqp method and the genetic algorithm, the
perturbed projected gradient and the simulated annealing, the Piyavskii algo-
rithm and the genetic algorithm. We applicate the coupled algorithms to dif-
ferent classic examples for concretited the thesis. For illustration in the real life,
we applicate the coupled perturbed projected gradient end the genetic algo-
rithm to logistic problem eventuelly transport. In this view, we sold the efficient

practices.

Keywords

Global optimization, stochastic perturbation, projected gradient, sqp, gene-

tic algorithm, simulated annealing, hybridation, logistic problem.



RESUME

Dans les situations convexes, le probleme d’optimisation globale peut étre
abordé par un ensemble de méthodes classiques, telles, par exemple, celles ba-
sées sur le gradient, qui ont montré leur efficacité en ce domaine. Lorsque la
situation n’est pas convexe, ces méthodes peuvent étre mises en défaut et ne
pas trouver un optimum global.

La contribution de cette thése est une méthodologie pour la détermination
de l'optimum global d"une fonction non convexe, en utilisant des algorithmes
hybrides basés sur un couplage entre des algorithmes stochastiques issus de fa-
milles connues, telles, par exemple, celle des algorithmes génétiques ou celle du
recuit simulé et des algorithmes détérministes pertubés aléatoirement de facon
convenable. D'une part, les familles d’algorithmes stochastiques considérées
ont fait preuve d’efficacité pour certaines classes de problemes et, d’autre part,
I’adjonction de perturbations aléatoires permet de construire des méthodes qui
sont — en théorie — convergents vers un optimum global. En pratique, chacune
de ces approches a ses limitations et insuffisantes, de maniéere que le couplage
envisagé dans cette these est une alternative susceptible d’augmenter 'efficacité
numérique. Nous examinons dans cette thése quelques unes de ces possibilités
de couplage. Pour établir leur efficacité, nous les appliquons a des situations-
test classiques et a un probleme de nature stochastique du domaine des trans-
ports.

Mots clés

Optimisation globale, perturbation aléatoire, gradient projeté, sqp, algorithme

génétique, recuit simulé, hybridation, probleme logistique.
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Chapitre

Introduction générale

1.1 Optimisation d"un dispositif

Lorsqu’on souhaite construire un dispositif quelconque, un des premiers
problémes a résoudre est celui de I'organisation générale et du dimensionne-
ment de ses composants. On aboutit ainsi a la nécessité de définir des proce-
dures cohérentes et reproductibles pour la détermination de valeurs, position,
coHtes, matériaux ou architectures.

Dans une premiére approche, on peut se baser sur une méthode d’essai et
d’erreurs, ou la solution passe par diverses étapes d’expérimentation poten-
tielles jusqu’a obtention de résultats adéquats. Des exemples simples de cette
méthode sont, par exemple

— la variation a la main d"un parametre par exemple.

— Le tracage de la courbe (cf. figure 1.1), est 'expression schématique de la

variation quasi-continue de ce parametre.
La méthode d’essai et d’erreur s’emploie dans le contexte général ot1 la solution
est inconnu. On peut 'améliorer en éliminant des solutions peu fiables. Cette
démarche fait intervenir des procedures d’optimisation et de résolution de pro-

blémes.
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1.Le probleme

Probléme

Y

2.Les tests erreurs et les méthodes de test

3.L’élimination

Solution

FIGURE 1.1 — Apprentissage par essai et erreur par un schéma a trois niveaux.

Le raisonnement a Partir de Cas (RaPC) fait partie des outils d’intelligence
artificielle couramment utilisés pour la réalisation de systemes a base de connais-
sances pour aider les concepteurs.

De nombreuses contributions aux systemes de RaPC ont permis une comparai-
son avec d’autres systemes tels que le raisonnement a partir de régles ou encore
a partir de modeles. En effet, la capitalisation des connaissances sous forme de
cas est plus immédiate que d’utiliser d’autres formes de modélisation telles que
les régles ou les contraintes. Les systemes a partir de cas sont plus performants
autant en termes d’application que de précision, tout du moins pour les problé-
matiques de planification, de diagnostique et de conception. Si 'on compare la
méthode a partir de cas avec un systéme a base de regles ayant la méme fonc-
tionnalité, sa construction nécessite moins de personnes et de temps. La force
de la premiére méthode par le fait que ce sont les cas qui sont capitalisés, est
qu’elle privilégie le contenu de la connaissance ; toutefois, la grande difficulté
est I'indexation des cas. Dans la deuxiéme, la connaissance provenant dexperts

est encodée en régles.



1.1. OPTIMISATION D’UN DISPOSITIF 3

1)Analyse

definition du probléme
Contraintes
Objectif
2)Synthese 3)Evaluation
Formulation d’une solution Evaluation d’une solution

Solﬁtion

FIGURE 1.2 — Processus d’optimisation selon Asimow.

Une seconde approche de la méme famille est celle de TRIZ, qui est I’acro-

nyme russe pour “Téoria Rechénia Izobrétatelskikh Zadatch”, traduit par “Théo-
rie de la Résolution des Problemes Inventifs”. TRIZ a été créée puis développée
par Genrich Altshuller en Ex URSS. TRIZ peut se définir comme un outil de
génération d’idées dans le cadre de projets innovants.
TRIZ se différencie des méthodes de groupe par son coté systématique : des
concepts de solution sont puisés dans des bases de données pluridisciplinaires
élaborées a partir de savoirs industriels capitalisés et structurés. Pour naviguer
dans ces bases de données, les probléemes rencontrés sont modélisés par des
problemes génériques pour lesquels des solutions génériques existent.

D’un point de vue pratique, le processus d’optimisation se décompose en 3
étapes :
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L'analyse, la synthese et I’évaluation sont les trois étapes du processus
d’ évaluation comme il est shématisé dans la figure 1.2. L’analyse du probleme
est en substance la réponse a un certain nombre de choix préalables :

— Variables du probleme. Quels sont les parametres intéressants a faire va-

rier ?

— Espace de recherche. Dans quelles limites faire varier ces parametres ?

— Fonctions objectif. Quels sont les objectifs a atteindre ?

— Méthode d’optimisation. Quelle méthode choisir ?
La synthétisation de la méthode choisie, permet ’évolution de la solution trou-
vée voire son élimination jusqu’ a obtention d"une résultante acceptable.

Sinécessaire , le probleme peut étre redéfini a partir des solutions déja obtenues.

Variables du probleme

Les variables peuvent étre de natures diverses.

Par exemple, pour un composant électronique il peut s’agir de sa forme et ses
dimensions géométriques, des matériaux utilisés, des conditions de polarisa-
tion, etc.

Leurs définition passe par un choix empirique. c’est a Iutilisateur de le définir.
Il peut avoir a faire varier un grand nombre de parametres afin d’augmenter les
degrés de liberté de 'algorithme.

Par la suite nous désignerons par z1, . .., z,, les n variables du probleme. Celles-
ci peuvent étre réelles, complexes, entieres, booléennes, etc. Ici nous les suppo-

serons réelles.

Espace de recherche

Dans certains algorithmes d’optimisation, tels que les Stratégies d’Evolu-
tion, la norme de l’espace de recherche est infini, en effet seule la population
initiale est confinée dans un espace fini [5].

Mais dans le cas des algorithmes de type Monte Carlo et génétique, il est gé-
néralement nécessaire de définir un espace de recherche fini. Cette limitation
de I'espace de recherche n’est généralement pas problématique. De ce fait, pour
des raisons technologiques ou informatiques (taille de la fenétre de modélisa-



1.2. FONCTIONS OBJECTIF ET FONCTION D’ADAPTATION 5

tion), les intervalles de définition des variables sont en général limités.
De plus, une idée des ordres de grandeur de variables du probleme est généra-
lement fournie.

1.2 Fonctions objectif et fonction d’adaptation

Les grandeurs a optimiser peuvent étre par exemple une consommation, un
rendement, un facteur de transmission, un profit, la faisabilité technologique,
un cofit, une durée de développement, etc.

Un algorithme d’optimisation nécessite généralement la définition d"une fonc-
tion rendant compte de la pertinence des solutions potentielles, a partir des
grandeurs a optimiser.

C’est la fonction d’adaptation f ou fitness function en terminologie anglo-saxonne.
La convergence de 'agorithme vers 1'optimum de cette fonction f, quelle que
soit sa définition en est la principale conséquence. Ainsi, la pertinence de la
solution est un enjeu de la question posée a 1'ordinateur. La fonction f est la

traduction en language mathématique du désir de 1'utilisateur.

Objectif unique

Dans le cas d'un objectif unique, 'aisance de la définition de la fonction
d’adaptation de la fonction f en est généralement la conséquence.
Par exemple, si I'on se fixe 1'objectif de trouver un dispositif dont le rendement
est maximum, cette fonction sera égale au rendement. Le calcul de la fonction
d’adaptation se fait en deux étapes. On commence par évaluer les caractéris-
tiques des solutions potentielles en utilisant le modele. Puis on calcule la fonc-

tion d’adaptation a partir de ces caractéristiques.

Objectifs multiples

Les problemes d’optimisation doivent souvent satisfaire des objectifs mul-
tiples, dont certains sont concurrents. Une méthode classique consiste a définir
des fonctions objectif f; , traduisant chaque objectif a atteindre, et de les combi-

ner au sein de la fonction d’adaptation. On établit ainsi un compromis. Le plus
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simple est de se restreindre a une somme pondérée des fonctions objectif :
f= Z o fi

ou les poids «; doivent étre tels que la fonction d’adaptation reste bornée dans
l'intervalle [0, 1]. Remarquons que certains «; peuvent étre négatifs afin de te-
nir compte de certaines contraintes du probleme. C’est a 1'utilisateur de fixer
convenablement les poids «;. On peut souvent classer les objectifs par impor-
tance mais les poids seront généralement adaptés par tatonnement, jusqu’a 1’ob-
tention d’une solution acceptable. Malgré 1’automatisation du processus d’op-
timisation, l'utilisateur doit paramétrer a la main la définition de la fonction
d’adaptation.

Or, si dans la littérature les algorithmes sont analysés en profondeur, ce pro-
bleme délicat est souvent marginalisé, car 1’on se situe au sein des recherches
actuelles en optimisation.

A la place d'une somme, on peut également utiliser un produit de type :
F=11r

ou des expressions plus complexes.

Il faut néanmoins étre conscient des effets d'une telle combinaison des objec-
tifs. En effet, deux solutions potentielles dont les fonctions objectif n’ont pas la
méme valeur peuvent aboutir a une méme valeur de la fonction d’adaptation.
De plus, un algorithme utilisant une telle approche ne convergera que vers une
seule solution alors qu’il existe peut-étre toute une famille de solutions rem-
plissant les objectifs fixés. L'optimisation a objectifs multiples est un domaine
de recherche en dynamique actuellement, face aux enjeux économiques et in-
dustriels. Des concepts tels que les niches écologiques ou 1’optimalité de Pareto
semblent prometteurs pour la résolution de ce genre de probléme.

1.3 Méthodes d’optimisation

Apres définition de la fonction objectif, le choix d’'une méthodologie adaptée
s'impose pour la résolution du probleme.
Les méthodes d’optimisation, répondent a deux classements distincts :
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— méthodes déterministes.

— méthodes non déterministes.

Méthodes déterministes

l'efficacité des méthodes déterministes s’articule autour de la rapidité de
I’évaluation de la fonction ou selon la connaissance a priori de ladite fonction.
La recherche des extrema d’une fonction f revient a résoudre un systeme de n

équations a n inconnues, linéaire ou non :

of
8@-

(x1,...,2,) = 0.

On peut donc utiliser des méthodes classiques telles que la méthode du gradient
ou la méthode de Gauss-Seidel [12, 38]. En général, 1'utilisation de ces méthodes
nécessite comme étape préliminaire la localisation des extrema. Celle-ci peut
étre faite, par exemple, sur un graphique ou par une discrétisation fine de es-
pace de recherche. La fonction a optimiser est évaluée en chacun des points de
discrétisation. La valeur maximale est alors considérée comme une bonne ap-
proximation de I'optimum de la fonction. Cette méthode est brutale et le temps
de calcul augmentera exponentiellement en fonction du nombre de variables.

En effet, considérons une optimisation sur huit variables. Si on discrétise 'in-
tervalle de définition de chaque variable en seulement 3 points, une explora-
tion systématique nécessite 3% = 6561 exécutions du modele. Dans le cas d’un
modele physique nécessitant 10 secondes de calcul sur un PC standard, cela

représente 18 heures de calcul, pour un résultat inutilisable !

Méthodes non déterministes

L’'application des méthodes non déterministes pour des cas complexes en
reflete le pragmatisme, tel que, par exemple :

— Temps de calcul important.

— Nombreux optimums locaux.

— Fonctions non dérivables.

— Fonctions fractales.

— Fonctions bruitées.
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Ces méthodes font appel a des tirages de nombres aléatoires. Elles permettent
d’explorer 'espace de recherche de maniere plus exhaustive. Citons entre autres
[6] :

— Les méthodes Monte Carlo : la fonction est évaluée en un grand nombre
de points choisis aléatoirement.

— Les méthodes hybrides : on peut par exemple utiliser la méthode des gra-
dients en partant d’'un grand nombre de points choisis aléatoirement. On
peut ainsi espérer déterminer au fur et a mesure tous les optima locaux de
la fonction.

— Le recuit simulé : on effectue des déplacements aléatoires a partir d'un
point initial. Si un déplacement mene a une valeur plus optimale de la

fonction f, il est accepté. Sinon, la probabilité s'impose :

_Af
p:e kT

ou “Af” est la variation de la fonction, 7" est assimilé a une température
qui décroit au cours du temps et k est une constante. Cette méthode est
basée sur une analogie avec les processus de recuit utilisés en métallurgie
et qui visent a atteindre une configuration d’énergie minimale ( —f est
alors assimilée a une énergie).

— Les Algorithmes Evolutionnaires : le principe est de simuler 1’évolution
d’une population d’individus divers auxquels on applique différents opé-
rateurs génétiques ou l'on soumet a chaque génération a une sélection
propre.

Ces algorithmes sont de plus en plus utilisés dans 1'industrie car ils sont
particulierement adaptés aux problemes d’optimisation comportant de

nombreux parametres.

1.4 Compromis exploration et exploitation

Si nous opposons exploration et exploitation de 1’espace de recherche, nous
pouvons dire que les méthodes Monte Carlo amenent une bonne exploration.
Elles permettent, de par leur nature, 'accés a tout point issu d"une probabi-
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lité identique. Cependant, I’exploitation de résultats anterieurs est nulle et non-
avenue.

Avecla méthode des gradients, I’exploration est moindre mais I’exploitation des
données précédentes par leur intermédiaire permet une bonne recherche locale.
Enfin, les Algorithmes Evolutionnaires offrent un bon compromis entre explo-
ration et exploitation [7]. En ce sens, nous nous permettons d’aborder ce phéno-

meéne de maniere plus détaillée.

1.5 Sujet de theése

Suite a nos diverses notes explicatives, il nous est permis de constater que les
problématiques réelles se voient modélisées a travers les méthodologies d’opti-
misation globale.

On peut citer, en guise d’exemple, les problemes de :

— Calibration de modeles, souvent trouvées dans la logistique, I’économie

ou l'identification, ...

— Design optimal des systemes, souvent trouvé dans la mécanique.

— Analyse des problémes d’agriculture.

A titre d’exemple, on considere dans cette these un probleme logistique décrit
dans le chapitre 8.

Dans toutes ces situations, on doit résoudre le probléme modélisé suivant :
" = argmin {J(z) : z € C} (1.1)

ouJ : R" — IR, n € IN est une fonction réguliere et C' est un ensemble non
vide régulier, nommé I'ensemble des solutions réalisables. C' est définie par des
égalités et des inégalités :

C={xeR"/hi(x)<0,i=1,...,p et hi(x)=0,i=p+1,...,q}. (1.2

Dans la suite, on suppose que les fonctions h; : R" — IR, i = 1, ..., g sont
régulieres.
Le probleme 1.1 est appelé un probléeme d’optimisation avec contraintes.
L’optimisation avec contraintes pose des difficultées comparée aux problemes
sans contraintes. Pour résoudre cette difficulté, on peut trouver dans la littera-
ture deux approches de base : la pénalité et la projection.
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Dans 'approche basée sur la pénalité, on accepte des points non réalisables
comme solutions approchées, souvent un parameétre de pénalité 3 > 0 est in-
troduit pour générer une suite {X3}s-0 C IR" de solutions approchées tel que
X3 — X pour § — +ooet X € C, mémesi Xz ¢ C pour 5 > 0[13].

L’avantage principal de l’approche de pénalité est sa simplicité, car elle trouve
une approximation de l'optimum en utilisant des probléemes sans contraintes.
Son inconvénient majeur est qu’elle peut générer des approximations non réa-
lisables de la solution.

Les méthodes de projection tentent de générer une suite de points conver-
geant vers la solution : { X, };ev C C tel que X; — 2*. A chaque i € IV, il est sou-
vent nécessaire de considérer la projection de la direction sur un ensemble réa-
lisable [50]. L'inconvénient de ce type de méthodes est qu’il requiert un temps
de calcul trés important.

Une autre difficulté se montre quand J ou C' sont non convexes. Dans ce cas,
la convergence globale n’est pas asurrée.

Pour résoudre ce type de problemes, plusieurs approches ont été considérées
dans la litterature : utilisation des conditions d’optimalité au lieu des méthodes
de descente, méthode de relaxation pour approcher la solution en utilisant une
suite de problemes convexes ([33]), méthodes d’intervalles [24], approches heu-
ristiques (recuit simulé [51], algorithme génétique [22], ...), méthodes détermi-
nistes [34], perturbation [58].

Dans ce travail, on considere une approche basée sur la perturbation sto-

chastique de deux types de méthode : une méthode de pénalité qui est la mé-
thode SQP, et une méthode de projection appelée le gradient projeté.
En fait, apres avoir généré un point initial X, € C, on applique soit la méthode
SQP soit l'algorithme du gradient projeté puis on perturbe le point obtenu en
utilisant un terme stochastique (), et pour étre stire que le point perturbé est
réalisable on le corrige vers la frontiere de C' en utilisant une méthode de cor-
rection définie dans le chapitre 3.

La perturbation )}, est
Qr = &kZk,

ol &, est un parametre positif et Z; est une variable aléatoire.
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Cette approche n’est pas toujours efficace pour trouver 1'optimum global,
nous amenant a utiliser une hybridation de la méthode SQP perturbée et de
l'algorithme du gradient projeté perturbé, en couplant ces derniers avec des al-

gorithmes stochastiques notamment le recuit simulé et I’algorithme génétique.
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Ainsi, la premiére partie de cette thése sera consacrée aux algorithmes détérmi-
nistes et leurs perturbation :
Dans le chapitre 2 on rappelera un algorithme déterministe pour les fonctions
Lipschitziennes qui est l'algorithme de Piyavskii.
Dans le chapitre 3 on parlera de I'algorithme du gradient projeté perturbé.
Dans le chapitre 4 on exposera la méthode SQP perturbée.
Dans la deuxiéme partie on définera des algorithmes évolutionnaires :
Dans le chapitre 5 on introduira 1’algorithme génétique.
Dans le chapitre 6 on présentra le recuit simulé.
Le chapitre 7 sera celui de I'hybridation o1 on couplera l’algorithme de Piyavs-
kii, I'algorithme du gradient projeté perturbé et la méthode SQP avec 1'algo-
rithme génétique, ainsi que l'algorithme du gradient projeté perturbé avec le
recuit simulé.
Dans tous les chapitres des résultats numériques seront donnés en utilisant des
fonctions test classiques.
Par suite, en guise d’application, un probléme de transport sera définie et modé-
lisé en un probleme d’optimisation. L'hybridation sera appliquée a ce probléeme

pour montrer son efficacité.



Premiére partie

Algorithmes déterministes et
perturbation

13



Chapitre 2

Algorithme de Piyavskii et extension

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considere le probléme de maximiser une fonction f
Lipschitzienne sur un compact X, c.a.d une fonction qui satisfait la condition
de Lipshitz

f(x) = fly) < Lz —y| Va,ye X,

ou L est une constante appelée la constante de Lipshitz. Des papiers et livres
proposent plusieurs approches pour la résolution numérique de ce probleme et
donnent une classification des problemes et de leurs méthodes de résolution.
Par exemple, le livre de Horst et Tuy [29] discute généralement les algorithmes
déterministes. Piyavskii [43] propose une méthode déterministe séquentielle
qui résoud ce probléme en construisant itérativement une fonction borne supé-
rieure I’ de f et en évaluant f en un point ot £’ est maximale, Shubert [56], Basso
[2, 3], Schoen [54], Shen et Zhu [55] et Horst et Tuy [30] proposent une autre for-
mulation de l'algorithme de Piyavskii. Des extensions multidimensionelle ont
été élaborées par Danilin et Piyavskii [14], Mayne et Polak [35], Mladineo [37]
et Meewella et Mayne [36]. Evtushenko [17], Galperin [19] et Hansen, Jaumard
et Lu [25, 26] proposent d’autres algorithmes pour ce type de problemes ot
leurs extension au cas multidimensionel. Hansen et Jaumard [27] résument et
discutent les algorithmes proposés et les présentent dans un language informa-
tique.

Dans ce chapitre, on va présenter 1’algorithme de Pijavskii qui est un algorithme

14
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pour optimiser une fonction d’une seule variable sur un interval [a, b], puis on
va définir I’extension de cet algorithme au cas multidimensionnel, des résultats

numériques sont aussi donnés pour montrer l'efficacité de cet algorithme.

2.2 Algorithme de Piyavskii

2.2.1 Introduction et description

L’algorithme de Piyavskii [43] maximise une fonction f Lipschitzienne dé-
finie sur un compact X, en construisant une fonction borne supérieure de f,

g : X x X — IR dont les propriétées sont les suivantes :

flx) <g(zy) VryeX (2.1)
f(z) =g(z,x) VereX (2.2)
Si on a un ensemble de points {z;,j = 0,...,n} C X, la fonction borne supé-

rieure est définie par :

G"(x) = min g(z,z;)

J=0,...,
L’algorithme définie un suite zy, . . ., z,, comme suit :
Soit zy un point dans X
A l'itération n on définie :
G"(z) = min g(z,z;)
n

J=0,...,

M,, = max G"(z)

z€X
z" ! est un point qui satisfait G"(z,,11) = M,
et on définie la suite (f,,),n > 0 par:

= fo= f(z0)

= Jfar1 = max{fn, f(zns1)}

L’algorithme se termine quand
M, — fn<e

ol € est une tolérance choisie convenablement.



16 CHAPITRE 2. ALGORITHME DE PIYAVSKII ET EXTENSION

2.2.2 L’algorithme de Piyavskii-Shubert

Soit f une fonction qui satisfait la condition de Lipshitz sur un intervalle
[a,b] :
fx) = fly) < Llz —y| Va,y € [a, ]

Soit zy, € [a,b], la fonction g(x, xy) est:
g(x,xx) = f(xg) + Ll — x| Vo € [a, ]
g satisfait les conditions 2.1 et 2.2.

Algorithme

k <+ 1;
! — ath

2 )
Topt — zl
Jopt < [(Topt);

Lb—a
Fopt<_fopt+¥

Fi(z) + F(z)+ Lz — z1];
Tant que F,,, — fop > € faire

Thy1 — MaAXgelqy Fi();
Si fopt < f(Th41);
Jopt <= [(@k41);
Topt < Tk+1;
Fin Si;
Fip1(z) < ming—y, g f(2i + Lz — 2i))
Fopt < max c(qy Fia(x)
E+—k+1
Fin Tant que

-----
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[lustration de l’algorithme

y y
Fy
AN
\\\\
\\
F; / N
////
//

f(z /

() —
F(an)

an, x Tn x by,

FIGURE 2.1 — Recouvrement de Piyavskii-Shubert

2.3 Optimisation multidimensionnelle

2.3.1 Optimisation sans contraintes

Considérons le probléme :

avec X = [a1,b1] X ... X [an, b,] = [a, b]

{ Max f(z) z€ X

ou f est une fonction lipshitzienne :

1f (@) = fWll < Llz —yl| Vo,yeX

Le principe de cette méthode est de diviser le domaine X en plusieurs n-rectangles

et de construire sur chacun d’eux une fonction borne supérieure constante de la
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fonction objectif.
Soit z; un point dans le n-rectangle X, la fonction borne supérieure de f est dé-
finie par : fi(x) = f(z;) + L||x — x;]|, et la fonction borne supérieure constante

est le maximum de f; sur Xj.

77777

Soit X; = [a%,bi] x ... x [al,bl] = [a%, 1] un de ces domaines et (¢;) le milieu de
(X3).
La valeur de la fonction borne supérieure constante sur (X;) est définie par :
bi . 1
F, = f(c) + LM

Onnote:l} =0, —a’ ,j=1,...,n
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Algorithme

k< 1;
'+ (a —l—l—la%—l—2 a+l—n)'
1 27 2 27"'a n 9 3
D+ B+B+.. . +12
Topt < T
Jopt < f(xozot)§
1
Fopt < fopt + §LD
FIHFopt;
P1<—(Fl;(al,...,an);(ll,...,ln));
Tant que F,,, — fopr > € faire
P, = (Fy; (ai,...,al); (I, 1L));

l;o < MaX;j=12..n %

1

n . I\ 2\ 2

pe | s (z;)ﬂ(ﬂ) ;
j=1,j#jo p

Suprimer P, de L;

Pourk:1 a pfaire

i i k=1 iy.
jo,l,qu+leo,...,an),
Ly (I, Uy, 2 L)

Ap < (di,...a

1 1
F, f(Ak + §Lk) -+ éLD;
. 1
Sl fopt < f(Ak + _Lk)7

fopt < f(Ak + ELk);

Topt < Ak + §Lk7
Fin Si;
Ajouter le sous-probleme a L
Fin Pour;
Eliminer de L tous les sous-problémes ayant une borne supérieure inférieure a f,,;

Fin Tant que
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Remarque. Comme expliqué precedemment, le test d’élimination n’est pas né-

cessaire pour la convergence de l’algorithme.

2.3.2 Convergence de 1'algorithme

On cite ici un théoreme de convergence établi par [43].
Théoreme 2.1 L'algorithme de Piyavskii généralisé est convergent, c.d.d il se termine
apreés un nombre fini d’itérations, ou bien on a

: k : k
k:h—)rgo Fopt = k;h_)m opt — f* = MaXgzcH f(f]f)

o0
Démonstration

Soite > 0

Pour montrer la convergence, on doit trouver une suite (ry,...,r,) € N telle
que:

doncdme H 3k 3(ry,...,r,) tel que

|[Fope — fH(m)| < e

ou D
fHm) = Fpy — -
Par définieion on a f*(m) < f* < Fl .
Doudke N |F}, — f*<e
Puisque ¢ est arbitraire, on a :
lim Fy, = f*

k—o00

De plus f*(m) < f£, < f*

opt
ce qui implique que
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2.3.3 Optimisation avec contraintes

Soit le probleme suivant :

Max f(z) z€ X
gi(x) <0 i=1,2,...,k
ol X =ay,b1] X ... X [an, by] = [a, ]]

Supposons que les fonctions contraintes sont lipschitziennes :
Ve,ye X x X |gi(z) —g:i(v)| < Lillz —y|| i=1,...,k

Pour les problemes avec contraintes on ajoute deux tests :

Test d’élimination

L'algorithme calcule une borne inférieure pour chaque contrainte dans le

n-rectangle X; :

L;D
— LB..

Vo € X; 9i(z) > gi(c;) — 5 ij

N

ou:
— ¢; est le point milieu de X
— D est la diagonale X
Et1’algorithme élimine les sous-problemes qui correspondent a une surface non
admissible :
Si LB;; >0 Vi alors éliminer le sous-problemes correspondant.

Test de mise a jour

L’algorithme vérifie la nouvelle valeur de z,, et la met a jour si elle satisfait

les contraintes.
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2.4 Résultats numériques

2.4.1 Problémes sans contraintes
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Numéro de Fonction Intervalle constante de
la fonction f(x,y) [a,b] Lipshitz
1 4z xo sin(4maa) [0,1] x [0, 1] 75
2 sin(z1) sin(z122) [0,4] x [0,4] 4.299
sin(2;v1 + .7}2) - _
3 N EAER [—5,5] x [5, 5] 2.237
3 5 3
4 IO kcos((k + 1)a; + k) []-3.3] 6080
i=1 k=1 i=1
sin((x1 — 1)(z1 — 2)(x2 — 1)) [—1,1] x [-2,0] 7.5
6 —sin(z1 + 22) — (1 — 22)% + 1.5z — 2.529 — 1 [—1.5,4] x [-3, 3] 17.034
_ 2
7 S S B LS i Bl ) (R O IR 47.426
T2y 0.2
4 Ty +
o (L+23) 223 +100
8 —0.1[12 4 23]+ —* + T [1,3] x [1, 3] 56.852
1 LT3

TABLE 2.1 — Définition des fonctions choisies pour 1'évaluation de 1’algorithme

de Piyavskii sans contraintes.

Les résultats sont stockés dans le tableau 2.2 a la fin du chapitre.

2.4.2 Problémes avec contraintes

Probléme 1

La source de ce probleme est [60]. La dimension est n = 5 et la fonction

objectif est :

J(ZEl,...

5 3 : 4.2 3
,x5) = 102124 — 62375 + 222y + 9sin(zs — x3) + T5x; + 25
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Le probleme a 13 contraintes données par :

x} + x5 + 25 + 2 + 27 < 20
l’%[[’g + 245 > —2
x%m 4+ 10z125 > 5

Probléme 2

La source de ce probleme est [60]. La dimension est n = 3 et la fonction
objectif est :

J(x1, 02, 3) = (a1 + 22 + x3) — (21 + 25 — 23)

Le probléme a 8 contraintes données par :

(1 — 19— 1.2)% + 25 < 4.4
1+ o+ 23 < 6.5
14 <z, <20
1.6 <y <20

1.8 < 253 <20

Probléme 3

La source de ce probleme est [60]. La dimension est n = 2 et la fonction
objectif est :
J(l’l, 1'2) = —<£IZ'1 — 42)2 — (.’13'2 — 19)2

Le probléeme a 8 contraintes données par :

—$1+$2§3
ZE1+1’2§11
T — X9 <16

—T1 — T2 S —1
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Probléme 4

La source de ce probleme est [60]. La dimension est n = 4 et la fonction
objectif est :

1 2 3 3
J(z) = —{|x1 + %2 + 3% + le4| 2 +0.1(z; — 0.529 + 0.373 + 24 — 4.2)%}

Le probléme a 14 contraintes données par :

Ou:
1.2 1.4 0.4 0.8 6.8
—0.7 0.8 0.8 0.0 0.8
. 0.0 1.2 0.0 0.4 7 - 2.1
2.8 =21 0.5 0.0 1.2
0.4 21 —-15 -0.2 1.4
-06 —-1.3 2.3 0.5 0.8

Dans les tableaux suivants les résultats numériques des problémes définis
ci-dessus. Tous les programmes ont été implémenté en Matlab 6.5.1, sous Win-
dows XP et Pentium (R) 4 CPU 1400 MHZ.
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Numéro de | Valeur optimale | Précision Vecteur optimal Nombre | temps
la fonction trouvée f,,; € trouvé d’évaluation | (sec)

1 2.5177 107° (0.992,0.636) 12901 16.31
2 0.9990 107° (1.6049,0.9629) 44275 16.01
3 0.9999 1072 (4.7142,-1.5729) 19120 16.01
4 2662.3528 0.5 (-0.7736,-0.7736,-1.4320) 28660 26.95
5 0.9999 2x 1072 (-0.1234,-0.3415) 42154 53.51
6 1.9132 6.0 x 1072 (-0.5481,-1.5473) 43927 30.50
7 -0.1690 8.0 x 1072 (1.7949,1.3779) 57649 70.03
8 -1.7441 0.8 (1.7448,2.0246) 26674 33.67

TABLE 2.2 — Résultats numériques de l’algorithme de Piyavskii sans contraintes.

Numéro de | Valeur optimale Vecteur optimal nombre temps

la fonction trouvée f,, trouvé d’évaluation | (sec)
1 2411.3513 (-2.2222,2.8888,2.0000,-0.6666,-0.6666) 1855 40.71
2 -4.5955 (1.4012,1.8098,1.8037) 17533 38.2343
3 28.6419 (9.4444,0.8333) 123 27.35
4 6.2331 (1,1,0.7777,1.6666) 2026 40.79

TABLE 2.3 — Résultats numérique de 1’algorithme de Piyavskii avec contraintes.

Interprétation des résultats

On remarque que l'algorithme de Piyavskii converge vers I’optimum global,

mais en 'implémentant nous avons pu constater qu’il devient lent au voisinage

de 'optimum et c’est ce qui explique le temps de calcul élevé par rapport a la

dimension des problémes.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté l'algorithme de Piyavskii qui est un algo-

rithme déterministe établi pour optimiser une fonction Lipshitzienne d"une seule

variable sur un intervalle [a, b], puis on a étendu 1’algorithme au cas multidi-

mensionel selon I’approche de Shubert [56]. Un théoréme de convergence de
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I'algorithme a été présenté et des tests numériques sur des problemes classiques
de la litérature ont montré que l'algorithme converge bien vers I'optimum glo-
bal, mais qu’il est lent au voisinage de I'optimum. En vue d’y remédier, une voie

possible est le couplage avec I’algorithme génétique, étudié dans le chapitre 5.



Chapitre

Gradient projeté perturbé

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on veut résoudre le probléeme général suivant :
" = argmin {J(z) : z € C} (3.1)

ot J : R"' — IR est une fonction réguliére qui n’est pas forcément convexe

ou linéaire et C' est un ensemble régulier non vide. C est définie par :
C={zxcR"7/hx)<0,i=1,....,p et hix)=0,i=p+1,...,q}. (32)

La fonction J est appelée la fonction objectif, et les fonctions h;, i = 1,..., ¢ sont
appelées les fonctions contraintes, et I'ensemble C'1’ensemble des contraintes.
Puisque la fonction objectif n’est pas convexe, les méthodes classiques d’op-
timisation comme le gradient projeté [50], le gradient réduit [57], la méthode
SQP [53], ...sont avérées limitées dans leurs applications. Elles ne trouvent que
des optimums locaux.
Pour remédier a ce type de problemes plusieurs approches ont été considérés :
algorithme génétique [22], méthode du recuit simulé [51] qui sont des algo-
rithmes stochastiques, la perturbation aléatoire de la méthode du gradient ([9],
[58]).
Afin d’aborder plus efficacement le gradient projeté, il est impératif de sou-
ligner plus promptement sa perturbation.
En vue d'une élaboration comparative de ces deux méthodes, 1'utilisation de

fonctions test classiques est significative.

27
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3.2 Notations et hypotheses

Pour rendre le probléme 3.1 sous une forme plus simple, on ajoute une va-

riable z,, et une contrainte :
hz) = J(x1, x2,..., Tpo1) —x, <0 (3.3)
Le probléme 3.1 est donc équivalent au probléeme suivant :
* = argmin {z,, : © € S} (3.4)

ou

S={zxeR"/g(x)<0,i=1,....p+1 et gi(x)=0,i=p+2,...,q+1}

(3.5)
Les fonctions g; : ¢ =1,...,q + 1 sont définies comme suit :
gi(z) = h;(z) pouri=1,...,p
Gp+1(z) = h(x) h est définie dans (3.3)
gi(z) = hi_1(z) pouri=p+2,...,q+1
Soit R le réctangle définie par :
R={zeR"/r<z<7,i=1,...,n} (3.6)

r; et 7; sont choisis de telle maniere que tout point de S soit dans R. La longueur

maximale de R est donnée par la quantitée L, ou

n

L=y m-r)f=r—r|. (3.7)

=1

donc
\V/(Zﬁl,dfg) < R2 || T1 — Ty ||§ L. (38)

La solution du probléeme 3.4, z*, est toujours dans la frontiere de S notée

fr(S) car la fonction objectif est linéaire, fr(S) est définie par :

fr(S)={xzeR"/z e Setyg(x)=0pouraumoins uni }.
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La contrainte g; est active au point z si et seulement si g;(x) = 0. Soit a le nombre

des contraintes actives en z. si g;,, ..., ¢, aveci; < ... < i, sont les contraintes
actives en z, on note I, = {iy,...,i,}, et
ga(®) = (9 (%) -+, gi, ()" (3.9)
Soit A,(x) la matrice jacobienne
Au(z) = aagx (2) (3.10)
et
Va(z) = (A(2)Ag ()™, 2 € 08. (3.11)
Vo ¢ 0S on suppose A,(x) = 0, donc
Ja/ || Va(z) ||< o® , Vo € 0S. (3.12)
La matrice V,(z), x € 0S5 est définie positive [50], donc la quantité
Uz(l') = V;Lu(x) y L € aSv (313)
existe, oit V,;;(z) sont les élément de la diagonale de V.
On définie la matrice de projection P,(z) par :
Py(z) = Id — Ay (2)"V,(2)Au(2). (3.14)
On a
|P.o1iVal =v,% >a! (3.15)
Soit Cy(z) la matrice hessienne associée a la contrainte g;(z), [ =1,...,m
0%l
(Ch)ij = e, (3.16)
On suppose que
W20/ | G@) <y zek (3.17)

On définie une constante A qui dépend de la géométrie du domaine S par

A= max{l,yoﬂn%} > 1.
Soit § > ay. On note par Sy I'ensemble

So={ze€S | ay<x,<0}.

(3.18)
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3.3 Meéthode du gradient projeté

Rosen [50], de par son introduction de la méthode du gradient projeté a ou-
vert de nouvelles dimensions de résolution.
La méthode de gradient projeté, s’explique par une conjécture :
Si on part d'un point réalisable xj, on résoud un probleme d’interpolation uni-
dimensionnelle pour trouver un pas convenable, on doit faire le long de la direc-
tion du vecteur grradient de la fonction objectif, qui n’est d’autre que le vecteur
unité constant, pour arriver sur fr(S).
Une fois ce point obtenu, on détermine les contraintes actives en ce point et on
projete le vecteur gradient sur le sous espace 7S (z;,) tangent a la surface G dé-
terminée par l'intersection des contraintes actives.
Si ce vecteur projection est non nul, son opposé détermine une direction de des-
cente pour l'étape suivante.

Cependant ce vecteur n’est généralement pas une direction réalisable, et pour

Direction de mouve

/.

FIGURE 3.1 — Correction du mouvement.

remédier a cette difficulté, on fait un déplacement sequentiel le long de I'opposé

du vecteur gradient projeté, puis on corrige le mouvement vers la surface G.

Tit1
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Cette procédure de déplacement et de correction du mouvement introduit un
certain nombre de difficultés qui nécessitent une série d’interpolations et solu-
tions d’équations non linéaires.

Pour éviter ce genre de difficulés, une technique itérative est utilisée ; dont 1'idée
est de corriger le mouvement vers la surface des contraintes saturées en suivant

la direction orthogonale au plan tangeant a G en z;, (voir figure 3.1).

3.3.1 Direction de descente

Dans ce qui suit, on note par F,, A, et V, respectivement P,(z), A.(zx) et

Vu(xy). Le vecteur gradient de la fonction objectif est :

d=(0,...,0,1)" (3.19)
On définier(z;) € IR™ par:
r(zx) = Vo Aqd. (3.20)
et
Bi(y,) = 2:)(("”“’;:) i=1,....m. (3.21)

si [ est 'index correspondant a la valeur maximale de j; (xx), on note par [y

cette valeur maximale :

Bk :ﬁl (l’k) = Imax {B@ (l’k) s 1= 1,...,m} (322)
et
1
by, = 5 max {I1P.4|l, Br} - (3.23)
by, vérifie [9]

on définie :
I ={iy, ... iq} — {I}.
Ga—1, Aa—1, Va—1 et P,_; sont définies de la méme maniere que dans 3.9, 3.10, 3.11

et 3.14.
La direction de déscente d est déterminée en utilisant le résultat suivant [9, 8] :
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Proposition 3.1 Soit x;, € 05 vérifiant

| Pad| < B = 2by ,
donc
re (x
1Pus ) dl = 20 pay = g —om. o
v; (Xg)
Démonstration
Les vecteurs Vg; = Vg;(z), i = 1,..., ¢ engendrent le sous espace vectoriel
TS*(x), donc
d=P,(r)d+ Z Vg = Py(x)d + AqT(x)r (3.25)

i=1
Multiplions les deux membres de 'équation 3.25 par V,(z)A,(z). Puisque T'S
est contenu dans le sous espace correspondant a P,_;, on a

Paflpad:d

et

Pa—ld - Pzzd + Tl-Pa—lv.gl

Les relations 3.15 et 3.20 impliquent
|Posd] = oy = | Pad] 2 B = 26 O
La proposition implique que
||| > 2b (3.26)
Donc la direction de déscente est définie par :
d, = — Pd (3.27)

avec

P.=PF,, st |Pd||>p ; P.=PFP,1 , sinon . (3.28)
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3.3.2 Correction vers la frontiére

Une fois la direction de descente détérminée, un nouveau point zt;, est dé-
términé :

Tt = T + dek .

80é5dk S - S O./dkbk
b 6

Si xty, est un point intérieur :

Codp = |ldi| (3.29)

Tpyr = Tp +§pdy 5 &= Arg min {t >n, | x, +tdy € S}.

Si zty, est un point irréalisable, la correction est faite en utilisant une méthode

itérative : on génere une suite de points {zV} _ , tel que 2(¥ = xt;, et
20D = 20 _ o, (a:(j)) . Ok ($(j)) = ATVi1 (x(j)) : (3.30)

ou
Ap =40, Vi =Vo, gi (V) = go (2V) | si |Pd]| > Bp
Ar=Aac1, Vi =Va1, g (x(j)) = Ja—1 («’L’(j)) , st || Ped] < B

Soit 23, € E et § > 0 verifiant

b2
< §< 2k .
Soit j satisfaisant
7 >1.443 log (2406) " . (3.32)

On a les théoremes suivant qui assurent la convergence vers un point de la

frontiére (pour la preuve de ces théoremes voir [50, 8]) :

Théoreme 3.1 supposons que les équations 3.31 et 3.32 sont satisfaites et : 2b;, =
|Pidll = By Donc

lga (@) <4 (3.33)
De plus,

J(zy) — J (V) > gnkbk >12a6. A (3.34)
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Théoréme 3.2 supposons que les équations 3.31 et 3.32 sont satisfaites et : 2bj, = [, >
|| Prd||. Donc

[gar (zD)]| <6 (3.35)
et 5
J(zg) —J (I(j)) > §nkbk > 12a6 . (3.36)
Si, en plus, B < (4a)”", alors
: Nkbk
g (29 < —T < —dad. A (3.37)

Les théorémes 3.1 et 3.2 montrent que, pour z; € fr(9), la suite {z()},50

converge vers un point z;, € fr(S).

3.4 Perturbation aléatoire du gradient projeté

L'algorithme du gradient projeté n’est pas efficace quand la fonction objectif

J n’est pas convexe car il trouve seulement des minimums locaux au su et au
vu des algorithmes déterministes.
Des auteurs [9] ont suggéré de remplacer la suite engendrée par ’algorithme du
gradient projeté , {x) };>0, par une nouvelle suite aléatoire { X} }>o, en utilisant
une suite aléatoire (Zy),>0, ol Zj, est généré en utilisant la matrice de projection :
si Z est un vecteur gaussien, donc Z;, = P, Z, la réciprocité est acquise.

Soit {¢) } x>0 une suite décroissante de nombres strictement positifs, conver-
geant vers 0, ¢ la densité de probabilité de 7, et ®; sa fonction cumulative. On
suppose qu’il existe une fonction décroissante 1) : IR — IR, indépendante de &,
telle que

VzeTS(Xe) : ¢(z) 2 ¢ ([2]) >0 (3.38)

La direction de descente perturbée et le nouveau point obtenu par le gra-
dient projeté perturbé seront respectivement :

Dy, =dy + &2

ol 7, est choisi en utilisant I’equation 3.29.
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XT4q doit étre corrigé de la méme maniére que dans la section (3.3.2).
Pour des valeurs de XT', & S, Xj41 est généré en utilisant une méthode itéra-

tive, comme suit
x O _— XTy xU+) — x0O) _ O, (X(j)) . (3.39)

Ces itérations sont stopées apres un nombre fini d’itérations j > 0 fourni par les
théorémes 3.1 et 3.2, et on pose X}, = XU+D.
Soit ¢ > 0 donné. Les théoremes 3.1 et 3.2 montrent I'existence d’un index
H(6) tel que
9 (X)) <e Vji>H{(e) .

Si les itérations 3.39 sont stoppées pour une valeur j > H(e) — 1, donc
XU = X5 =) A Vige (X)) + e
i=0

Alors, le gradient projeté perturbé génére une suite de vecteurs aléatoires telle

que
j .
Xpr1 = Xy — Z ATVige (X9 + medi + mién Z
i=0
= Qr(Xg) + &2
ou
j .
Qr (Xi) = X, — ZAC;CFnga (XY + mpdy
i=0
On a

P(Xpp<yl|Xp=2) = P(Qr(Xi) +m&iZ <y | Xp =2)

=P (Z P A LA _nii(x)) .

Dong, la fonction cumulative de X est

Fk+1(y|Xk:$):®<%§g(x)> '
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et sa densité de probabilité f;, est

(3.40)

Fonr (| X = 2) = ngég@zﬁb (?/ — Qk (x)) ‘

N

On obtient le résultat suivant

Proposition 3.2 Soit x € Sety € Sy,

Qo (z) =7 — Z Aq (x)TVa (%) 9a (x(i)) — i Pad

Alors :
|y — Qu (z)| < M

Vnha?  «

2 o

M =2L+

Démonstration
Soit § > ay. Sy C S eton a, selon I'équation 3.8, ||y|| < L, Vz € S.
Soit z € S. Donc (voir [12])

1/2 m 2
< (Sad) = (Siwnr)
i, i=0
Puisque les contraintes sont réguliéres il existe un nombre A tel que
A>max{||Vg ()] : x€Sr;1<i<m}. (3.41)

et donc
| AT || < vmA < V/nA. (3.42)
Soitz € Sety € Sp.Ona:

J
ly—Qa (@)l = |ly—2+_ AlVaga (2) + i Pud
=0
J
< lyll + 2l + D AT IVall | ga (@) || + .
=0
On a (voir [50]),

|AIVw| < afw]| ., YweE
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De cette inégalité, et les équations 3.24 and 3.29, on a
J 4 a
ly = Qu @)l <20+ 3[4 ] Vel llge (=) + G-

=0

En utilisant les équations 3.12, 3.42 et le fait que /g, (z)]| < (3)”(24)\) ™" (voir
[8]), on a

Ao @ || IVa @) |92 (z9) || < vRAQ? t j(24A)*1-
2

Donc
J 1 i o
_ < 2( = —1 et

ly — Qu ()] < 2L+i§:0 ViAo <2> (2407 +

< 2L+ /nAa?(24))7 i (1) Lo

— 2 6
Vnha?  «
< 2L —
= TN e
= M. YA

Cette procédure génére une suite U, = J(Xj). Par construction, cette suite est
décroissante et bornée inférieurement par o. Dong, il exixte U > a tel que
U, — U pour k — +4o00. La convergence vers un minimum global est assurée

par le résultat suivant (voir [44], [42]) :

Lemme 3.1 Soit {U,}, ., une suite décroissante, bornée inférieurement par .
Donc, il existe U tel que
U,— U for n— +o0.

Supposons en plus que pour chaque 0 € |ov, oy, on peut trouver une suite de nombres
strictement positifs {c,(0)},, tel que

+o0
V>0 : P(Una <0 Up>0)>cy(0) >0; > cnlf) = +o00. (3.43)
n=0

Donc U = o presque siirement.

Le lemme 3.1 est appliqué a la suite {U,.},,., comme suit :
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Théoréme 3.3 Supposons que X, € S; 3.38 est satisfaite et

DR
— &k
Donc
U = «ag presque silrement.
Démonstration
Ona

P(Uk_H<l9|UkZQ)ZP(Xk+1ESQ|Xk¢Sg).

Dés que { X} },-, C S, on a aussi (voir [9]) :

P(XkJrl € S@,Xk ¢ S@) = / P(Xk < dl’) fk+1<y | X, = Q?)dy .

S—Sg S,
Puisque
P(Xgy1 € So, Xy & S,
P(Xis1 € 89 | Xy & 59) = ( k?(Xk Zé S:)§z )
on a

P(Xeos € S0 | Xe ¢ S0) > int { fm(yrxk:x)dy},
z€S—Sy Se

De l'équation 3.40, on a

P(Xio1 €50 | Xo € 5) > —— inf {Lg¢k(w>dy}

in
np&g w€5—50 Mk

meas(p) . . {¢k <y — Qi (2)

771?51? z€S—Sp,yeSy M€k

En utilisant 3.29, 3.38 et la proposition 3.2, on a

S, A\" M
P(Xk+IESG|Xk¢SQ)Z%;G)<%) 1/1(@)

La proposition (3.1) implique que

M M M
v (@) > ¥ (wo«%k) =Y (16a6£o) |

(3.44)

(3.45)

(3.46)
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Alors,
P(X]H_l - S@ | Xk ¢ S@) > C (k’) (347)
avec 0) " v
_ 7\ _ 24
coth) = 282 2 0) =measts) () 0 (o)

Puisque J est continue alors :
V0 € |ag, 1| : meas(Sg) > 0. (3.48)

et alors
VO € lag, aq|:cy (k) > 0.
selon 3.44 on a

+00
Zce (k) = 4+o00.
k=0

et en appliquant le lemme 3.1 : U = o presque surément. A

3.5 Résultats numériques

Dans cette section, on donnera des résultats numériques de 6 exemples aca-
démiques implémentés en utilisant le gradient projeté et le gradient projeté per-

turbé, pour comparer les deux algorithmes.

3.5.1 Problémes
Probléme 1

La source de ce probleme est [15]. La dimension est n = 8 et la fonction
objectif est :

J(x) = x1wow3 + T1T4T5 + ToXyTg + TeT7Ts + ToT5T7

Le probléeme a 26 contraintes données par :

201 +2x4 +8xg > 12, 1lxy + Txy + 1326 > 41 ; 629 + 92426 + D7 > 60 ;
3x9 + 0x5 + Taxg > 42 ;  6xoxy + 923 + 525 > 53 ; 4dwsx; + x5 > 13

211 + 4xo + Txy 4 325 + 17 < 69 ;5 921208 + 6375 + dwswr; < 47

1229 4+ 8xoxg + 2316 < 73 ; 3+ 4wy + 226 + 925 < 31



40 CHAPITRE 3. GRADIENT PROJETE PERTURBE

0<2;, <7, i=1,34,6,8; 0<z;<15, i=25 7.

Dans la source la valeur optimale de .J est :
J(z*) = 68.1779 et z* = (0.91, 2.19, 0.96, 5.08, 7.08, 0.85, 1.53, 0)

Probléme 2

La source de ce probleme est [49]. La dimension est n = 5 et la fonction
objectif est :
J(z) = 5.3578x3 + 0.8357x 25 + 37.23921,

Le probléme a 16 contraintes données par :
0.00002584z 325 — 0.00006663z975 — 0.0000734z124 < 1;
0.00085307z925 + 0.000093957 124 — 0.000330852375 < 1 ;
1330.3294x, w5 ! — 0.42z 25 — 0.30586x, w225 < 1.
0.00024186z525 + 0.000101592 25 + 0.0000737922 < 1 ;
2275.1327x3 w5t — 0.2668z 25" — 0.40584z 425 < 1.
0.00029955z 325 + 0.000079927 3 — 0.000121572374 < 1;
78 <y <102

33 < 1wy < 45

27 < x5 < 45;

27 < x4 < 45

27 < w5 < 45 ;

Dans la source la valeur optimale de .J est :
J(z*) = 10127.13 et z* = (78, 33, 29.998, 45, 36.7673)

Probléme 3

La source de ce probleme est [49]. La dimension est n = 4 et la fonction
objectif est :
J(x) = 1682125 + 3651221 5x5 ' 4 400002,

Le probleme a 11 contraintes données par :
1.0425x 25 < 1;
0.00035z129 < 1
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1.250 oy +41.6327 < 1;
40 <z, <44

40 < 9 < 45

60 < 23 < 70;

0.1 <2, <14,

Dans la source la valeur optimale de J est :
J(z*) = 623370.0754 et 2* = (43.02, 44.85, 66.39, 1.11)

Probléme 4

La source de ce probleme est [59]. La dimension est n = 2 et la fonction
objectif est :

1 4
J(x) =227 — 1.052] + éx? — 2179 + 75

Le probléme a 4 contraintes données par :
—3 < <3
—3< 23 < 3;

Théoriquement la valeur optimale de J est :
J(z*) =0and z* = (0, 0)
Probléme 5

La source de ce probleme est [41]. La dimension est n = 3 et la fonction
objectif est :

J(x) = —4xzy + (z1 — 1)* + 23 — 1023

Le probléme a 13 contraintes données par :

pi+a+a3 <2 —V2<z, <V
(v —2)2 + 23 + 22 <2 —V2 < x5 < V2
2 -2 <2 <V

Dans la source la valeur optimale de .J est :
J(z*) = —13.5661 et 2* = (0.9971, 0.1818, 0.9803)
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Probléme 6

La source de ce probleme est [59]. La dimension est n = 2 et la fonction
objectif est :

1
J(z) = 423 — 2127 + gx? — Ty — 423 + 4]

Le probléme a 4 contraintes données par :
—3 < a1 <3
-3 <@y <3

Théoriquement la solution de J est :
J(z*) = —1.03162844 et 2* = (0.08983714, 0.71269875)

3.5.2 Résultats numériques

Dans les tableaux suivants les résultats numériques des problémes définies
dans la section (3.5.1), en utilisant le gradient projeté et le gradient projeté per-
turbé, PN est le numéro du probleme, z* le vecteur optimal et J(z*) la valeur
optimale de la fonction objectif.

Tous les programmes ont été implémentés en Matlab 6.5.1, sous Windows XP et
Pentium (R) 4 CPU 1400 MHZ.

PN T* J(x*) temps(sec)
1 | (55, 1,2 6,3,2,0) 175 0.641
2 | (78, 33, 30, 31, 42) 10484 0.062
3 (40, 40, 60, 0.1) 766170 9.64
4 (—2.2863, —1.3694) 4.3130 0.031
5 (1, 0.7090, —0.7052) | —7.3064 0.5
6 (=2, —1) 1.7333 0.01

TABLE 3.1 — Résultats numériques du gradient projeté
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PN x* J(z*) temps(sec)
1 | (0, 2.3747, 1.0051, 5.3818, 6.7588, 0.7843, 1.5524, 0.1546) | 35.1285 5.3440
2 (78, 33, 29.997, 45, 36.772) 10123 13
3 (40, 40, 70, 0.5) 538510 19.22
4 (—0.0555, —0.8379) 0.6617 0.781
5 (2 -2, —V2, —V/2) —12.1716 1.03
6 (—1.7029, —0.7914) —0.2152 0.18

TABLE 3.2 — Résultats numériques du gradient projeté perturbé

Interprétation des résultats

L’algorithme du gradient projeté perturbé donne de bons résultats comparé
au gradient projeté, mais ne converge pas toujours vers 'optimum global du

probleme quand le choix du point initial n’est pas adéquat.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le comportement du gradient projeté
dans les situations non convexes. Les résultats obtenus mettent en évidence des
limitations de I’approche choisie. Il semble nécessaire d’envisager une autre mé-
thode que celle du gradient projeté, ce qui sera abordé dans les prochains cha-

pitres.



Chapitre

Méthode SQP perturbée

41 Introduction

La méthode séquentielle de programmation quadratique abréviée par SQP
[53] (cette nomenclature est due a son nom en anglais sequential quadratic pro-
gramming) est une méthode d’optimisation qui s’est avéré beaucoup plus per-
formante que celles basées sur le gradient.

Pour plus d’informations sur ladite méthode, on vous invite a vous référer a
([18], [47]).

A chaque itération, une approximation du hessien du lagrangien du probléeme
est faite en utilisant une méthode quasi-newtonienne, ce qui va permettre de
générer un sous-probleme QP dont la solution va étre utilisée pour former la
direction de recherche.

Dans ce chapitre, on étudie deux algorithmes SQP pour les problemes non li-
néaires, I'un pour les contraintes de type égalité et I’autre de type inégalité.
Dans la section (4.4), on modifie ces algorithmes en introduisant un pas de re-
cherche linéaire et en mettant a jour la formule de Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno (BFGS) utilisée pour l’estimation du hessien du Lagrangien.
Néanmoins, la méthode SQP ne donne pas I'optimum global dans le cas ot la
fonction objectif n’est pas convexe. A I'image du chapitre précédent, la pertur-
bation nous permet de 'améliorer et de ’assujétir a diverses contraintes.

Des résultats numériques sont implémentés pour montrer 1’efficacité de la mé-
thode SQP perturbée.

44
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4.2 SQP pour les problémes avec contraintes de type
égalité

Considérons le probléme

r* = argmin {f(z) : x € C'} 4.1)
C={reR"/a(x)=0,i=1,...,p}. 4.2)
ouf:R'"— Reta : R" — IR, i = 1,...,p sont des fonctions régu-

lieres continues et leurs dérivées secondes sont aussi continues. On sait que la
condition nécessaire du premier ordre pour que z* soit un optimum local du

probleme 4.1, est qu’il existe un \* € IR? tel que
VL(z*,\*) =0 (4.3)

ou L est le Lagrangien définie par

L(z,\) = f(x) — Z Aia; ()

Sil’ensemble {xj, A\, } est l'itération k, on a besoin de trouver un couple {6,,d,}
tel que l'itération suivante {xy 1, \e11} = {x) + 02, \x + dp} soit plus proche de
I'optimum {z*, \*}. Si on approche VL(zj1, Ai41) en utilisant les deux premiers

termes du développement de Taylor de VL en {xj, A}, i.e,

0
VL(Ik+1, >\k+1) ~ VL(xk, )\k) + V2L(l’k, /\k> [ 5 ]
A

donc {gi1, A\p+1} est 'approximation de {z*, \*} si le couple {J,, 0, } satisfait la

condition

A

On peut écrire 'équation 4.4 en fonction du Hessien du Lagrangien, W, pour
{z,\} = {x), \} et le Jacobien, A, pour = = z;, comme suit

) Qg

W, —Al
A, 0
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ol )
[ Via(n)
V3 as(zx)
A= (4.7)
i Vi ap(wi) i
ar = lay(zy) aa(zy) ... ap(xs)]” 4.9)

Si W, est définie positive et A a un rang non nul, alors la matrice a gauche
de I'équation 4.5 est non singuliére et symétrique et le systeme d’équations en
4.5 peut étre résolu facilement.

L’équation 4.5 peut s’écrire aussi sous la forme
Wid, + gk = Af At (4.10)

Akd,,: = —Aag (411)

Ces équations peuvent étre interprétées comme les conditions nécessaires du
premier ordre pour que J, soit un minimum local du probleme QP
minimiser 367 W6 + 6% gx

(4.12)
sous la contrainte : A0 = —ay

Une fois le minimum, §,, est obtenu, on pose zy+1 = z; + J, et le vecteur La-

grangien est obtenu en utilisant I’équation 4.10

Si xi11 et A\g1 sont connus, les quantités W11, gr+1, Akt et agy1 peuvent étre
évaluées. Les itérations continuent jusqu’a ce que ||d,|| soit suffisamment petit
pour terminer 1’algorithme.

La méthode SQP pour les problémes de type égalité peut étre implémenté par
l’algorithme suivant.
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Algorithme

1. Poser {z, A} = {x0, Ao}, k = 0 et initialiser une tolérence e.

2. Al’itération k, évaluer Wy, A;, gi et a; en utilisant les relations 4.6, 4.7, 4.8
et4.9.

3. Résoudre le probleme QP dans l'équation 4.12 pour ¢ et calculer le multi-

plicateur de Lagrange A, en utilisant la relation 4.13.

4. Poser x4y = v + d,. Si ||6,]| < ealors 2* = x4 ; sinon, poser k = k + 1 et
aller a I’étape 2.

4.3 SQP pour les problemes avec contraintes de type
inégalité

Dans cette section, on consideére le probleme suivant

z* = argmin {f(z) : x € C} (4.14)
C={zeR"/cx)>0,i=1,...,q}. (4.15)
ouf:R"— Retc : R" — IR, i = 1,...,q sont des fonctions régulieres

continues et leurs dérivées secondes sont aussi continues. Dans cette section,
on veut trouver un couple {6,, 6, } pour l'itération & {zy, 1} tel que l'itération
suivante {x1, pr41 = {zx + 0z, . + 6, }} approche les conditions de Karush-
Kuhn-Tucker (KKT)

V.L(z, ) =0

ci(x) >0 pourj=1,2...,¢q
p=0
pici(x) =0 pourj=1,2,..., ¢
On a

VoL (@pt1, pirsr) = VoL(zk, ) + VaL(xg, )0z + Vi, L(wy, px)d, =0 (4.16)

cj(zr + 62) ~ cj(wg) + 6L Vaej(zy) > 0pour j =1,2,...,¢q (4.17)
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figsr > 0 (4.18)

et
[Cj (mk> + 5%chj(:€k)](,uk+1)j =0 pourj = 17 27 ) (419)

Le Lagrangien dans ce cas est définie par

L(z,pu) = f(z) — zq:,ujcj(x) (4.20)
j=1
D’ou .
V.L(zg, pr) = Vaof(zk) Z )i Vaci(xr) = gr — A;;F,uk
J=1 q
VaL(zk, ) = Vaf(wr) = > () Vaci(ax) = Yi (4.21)
=1
et J

ou Ay, est le Jacobien des contraintes au point z;,

[ Ve (a)
VZCQ(%)

(4.22)

i Vi cq(ar) ]

Les conditions de KKT approchées dans les équations 4.16, 4.17, 4.18 et 4.19

peuvent étre exprimées par

Yidy + gk — Af i1 =0 (4.23)

Aby > —cn (4.24)

fe+1 > 0 (4.25)

(frs1)j(Ardy +cx); =0 pourj=1,2,...,¢q (4.26)

cr = [er(wn) ea(@r) - .. cqlzp)]” (4.27)
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Etant donné un couple (xy, k), les équations 4.23, 4.24, 4.25 et 4.26 peuvent
étre interprétées comme les conditions de KKT exactes du probléme QP suivant

S 15T T
minimiser 6" Y, + 0

20 Tk Tk (4.28)
sous la contrainte : A0 > —c¢; .

Si §, est une solution réguliére du sous-probleme QP 4.28 dans le sens ot les
gradients de ses contraintes sont actives au point z;, alors 1’équation 4.23 peut

étre ecrite sous la forme
Yibe + gr — AL figr1 = 0,

ol les lignes de A, sont ceux de Ay, satisfaisant 1'égalitée (A;d, + cx); = 0 et
fir+1 est le multiplicateur de Lagrange associé. Donc i1 peut étre calculé par

flk+1 = (AakAz;k)ilAak(Yk(Sm + g) (4.29)

La méthode SQP pour les problémes de type inégalité peut étre implémenté par
I’algorithme suivant.

Algorithme

1. Poser {z, i} = {x¢, o}, k = 0 et initialiser une tolérence e.

2. Alitération k évaluer Y}, Ay, g et ¢, en utilisant respectivement les rela-
tions 4.21, 4.22, 4.8 et 4.27.

3. Résoudre le probleme QP dans I'équation 4.28 pour 4, et calculer le mul-

tiplicateur de Lagrange /i, en utilisant la relation 4.29.

4. Poser 41 = x + 0,. Si ||6,|| < e alors 2* = x4 ; sinon, poser k = k + 1 et

aller a I’étape 2.

4.4 SQP modifiée

Dans cette section, on présente deux modifications de 1’algorithme SQP. Dans
un premier temps, on va décrire une méthode de recherche linéaire proposée
dans [23] qui permet aux deux algorithme précédents de converger avec un
point initial arbitraire. La deuxiéme modification est basée sur 1’approximation

du Lagrangien en utilisant la formule BFGS définie dans [46].
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4.4.1 Meéthode de recherche linéaire

Considérons le probléme avec contraintes 4.14, un pas de recherche linéaire
peut étre introduit dans l’algorithme de la section précédente, en générant 1'ité-
ration (k + 1) par

Tyl = T + Qply (4.30)

ou I, est la solution du sous-probleme QP 4.28, et ), est un scalaire obtenu
par une recherche linéaire. Han [23] a proposé que le scalaire oy, est obtenu en
minimisant la fonction de pénalité

q
Yp(a) = flag + ady) +r Z max[0, —c;(xy + ady)] (4.31)
j=1
ol r est un parametre fixé. Une autre méthode pour détérminer o, a été intro-
duite par Powel [46], dans cette méthode une recherche linéaire est appliquée
au Lagrangien dans I'équation 4.20 avec z = xj, + ad, et it = p41 pour obtenir
la fonction a minimiser

q

Up(a) = flag+ady) =Y () s (e + ady) (4.32)

j=1

4.4.2 SQP avec approximation du Hessien

On approche le Lagrangien définie dans 4.20 par la formule de BFGS, ce qui

donnera , 5 7
MWYe  Yr0z0; Yi
Y1 =Y, — 4.33
k+1 kT T 5TY, 0, (4.33)

ou 533 = Tg41 — Tk et

Ve = VeL(Zhy1, pe1) = VaL(@n, prr1) = (ger1 — g6) — (Aerr — Ap) s (4.34)

Si 'Y}, est définie positive, alors Y}, obtenu par I'équation 4.33 est définie posi-
tive si et seulement si
5Ly > 0 (4.35)

mais cette condition n’est pas toujours satisfaite, pour remédier a ce probleme
Powel [46] a suggéré de replacer 7, dans 1’'équation 4.33 par

Mk = Oy + (1 — 0)Yid, (4.36)
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ol 7 est donnée par 4.34 et 0 est définie par

0= _08Vid, (4.37)

En utilisant la méthode de recherche linéaire et la formule de BFGS a l'algo-
rithme décrit dans la section précédente, on obtient 1’algorithme suivant qu’on
peut appeler SQP modifiée pour les problemes avec contraintes de type inéga-
lité.

Algorithme

1. Poser {z, u} = {xo, o}, k = 0 et initialiser une tolérence ¢, Yy = I,.

2. ATitération k évaluer Ay, g et ¢, en utilisant respectivement les relations
4.22,4.8 et 4.27.

3. Résoudre le probléeme QP dans 1'équation 4.28 pour J, et calculer le mul-
tiplicateur de Lagrange /41 en utilisant la relation 4.29.

4. Calculer oy, en minimisant ou bien la fonction 1, («) définie dans 4.31, ou

bien la fonction 1, («) définie dans 4.32.
5. Poser 0, = a0, et xp 1 = x) + 6,
6. Si ||0,]| < ealors x* = 441 ; sinon, aller a 1’étape 7.

7. Evaluer v, 0 et ), en utilisant respectivement les relations 4.34, 4.37 et 4.36.
Calculer Y}, en utilisant 4.33.
k =k + 1 etaller a I'étape 2.

4.5 SQP pour des problemes avec des contraintes mixtes

Dans cette section, on va developper la méthode SQP pour des problemes
avec contraintes de type égalité et inégalité. Pour cela considérons le probleme
suivant

r* = argmin {f(z) : x € C'} (4.38)

C={reR"/a(z)=0,i=1,...,p, c;(x) >0,7=1,...,q}. (4.39)
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ouf:R"— R,a,:IR" — IR, i=1,...,petc;: R" — IR, 5 =1,...,gsont
des fonctions régulieres continues et leurs dérivées secondes sont aussi conti-
nues.

Soit {xy, \i, i} Vitération k et {J,, 05,0, } un ensemble de vecteurs tel que l'ité-
ration k + 1 est définie par {zg1, Aet1, o1 = {@k + 0z, A\p + On, g + 0,3} Les
conditions de KKT suivantes doivent étre satisfaites a l'itération & + 1

V.L(z, A\, u) =0
aj(r)=0 pouri=12,...,p
cj(r) >0 pourj=1,2,...,q

p=0

pici(x) =0 pourj=1,2,...,q,

ou le Lagrangien V,L(z, A, i) est définie par
p q
i=1 =1

En utilisant la méme procédure que dans la section précédente, on obtient les

conditions de KKT approchées

Zibs + g — AL Ners — Atk =0 (4.40)
Ackby = —ay, (4.41)
Aipdz > —Cy (4.42)
Pr+1 = 0 (4.43)
(,ukﬂ)j(Aik(Sx + Ck)j =0 pOU_I'j = 1, 2, Lo q (444)
ou
p q

Zp = V2 f(we) = ) )iVias(ok) = > () Vaei(ax) (4.45)

i=1 j=1

gr = Vo f(7p) (4.46)
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[ VTay(xy)

VZias(zk)

Ay = ‘ (4.47)

Agp = ‘ (4.48)

i Vieq(@r) i
ay et ¢, sont données respectivement par les équations 4.9 et 4.27.

Etand donné (zy, \x, i), les équations 4.40-4.44 peuvent étre interprétées comme
les conditions de KKT exactes du probleme QP

minimiser %(5TZ;€5 + 6T g
sous les contrainte : A0 = —ay (4.49)
Ajrd > —cy

Soit A,i; la matrice composée des lignes de A;;, satisfaisants 1'égalité (A;;d, +
cx)j = 0 et fi+1 le multiplicateur de Lagrange associé. A1 et fi;+1 peuvent étre

calculés par

A
[ P = (A AT) T A (Zid, + gr) (4.50)
Hi+1
ou
A
Aak _ ek
Aaik

Si d, est la solution du probleme QP 4.49, alors
Tyl = T + akéx (451)

ol ¢, est déterminée en minimisant la fonction de merite

q

wm):f@k+a@)+ﬁzzﬁ@m+a@)—E:Q%th@%+a@) (4.52)

J=1
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ou 3 est un positif scalaire suffisamment grand. Une fois z;, est determiné, un

Hessien approché Z;.,, est calculé en utilisant la formule BFGS

T T
MM Zk0z05 L,
Zoi1 =2 — 4.
k+1 kT e 5T 7,3, (4.53)

Me = 0y + (1 — 0)Zid, (4.54)
Vi = (Gr+1 — gr) — (Ac 1 — Ae,k)T)\k+1 — (Aipy1 — Ai,k)T/LkH (4.55)
0= 0.807 7,6, (4.56)

sinon

Cette méthode peut, donc, étre implémenté selon 1’algorithme suivant

Algorithme

1.
2.

N g e

Poser {x, \, u} = {x0, Ao, 0}, k = 0 et initialiser une tolérence ¢, Zy = I,,.

A l'itération k évaluer gy, Acr, Air, ar et ¢, en utilisant respectivement les
relations 4.46,4.47,4.48,4.9 et 4.27.

Résoudre le probleme QP dans 'équation 4.49 pour 9, et calculer le mul-
tiplicateur de Lagrange /i;41 en utilisant la relation 4.50.

Calculer oy, en minimisant la fonction ¢ («) définie dans 4.52.
Poser 0, = a0, et 11 = xp + 0.
Si||6,]] < ealors x* = w4 ; sinon, aller a 1’étape 7.

Evaluer vy, 6 et n;, en utilisant respectivement les relations 4.55, 4.56 et 4.54.
Calculer 7,1 en utilisant 4.53.
k =k + 1 etaller a I'étape 2.

4.6 Note sur SQP perturbée

Méme si la méthode SQP s’est avérée efficace pour les problemes non li-

néaires, et mieux que les méthodes basées sur le gradient, mais elle ne trouve

pas l'optimum global dans le cas des problemes non convexes, ce qui nous
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a poussé a la perturber aléatoirement comme on 1'a fait dans le cas du gra-
dient projeté discuté dans le chapitre précédent. Pour perturber la méthode
SQP, I'idée est de choisir une suite aléatoire RR; construite comme dans le cha-
pitre précédent, puis dans l'étape 5 de 1'algorithme précédent faire xt; =
xy + 6, + Ry, et pour rendre le point réalisable, on le corrige vers la frontiere
en utilisant la méthode 3.30, ce qui nous donnera un point x;, réalisable, et on
termine l'algorithme normalement. le théoréme 3.3 peut étre appliqué a la mé-
thode SQP perturbée pour montrer sa convergence.

4.7 Résultats numériques

Dans cette section, on donnera des résultats numériques de 6 exemples aca-
démiques implémentés en utilisant la méthode SQP et la méthode SQP pertur-

bée, pour comparer les deux algorithmes.

4.7.1 Probléemes

Les problemes choisis pour tester la méthode SQP sont les problemes 1-6

cités dans la section 3.5 du chapitre Gradient projeté perturbé.

4.7.2 Résultats numériques

Dans les tableaux suivants les résultats numériques des problemes définis
dans la section (4.7.1), en utilisant la méthode SQP et la méthode SQP perturbé.
PN est le numéro du probleme, z* le vecteur optimal et f(z*) la valeur optimal
de la fonction objectif.

Tous les programmes ont été implémenté en Matlab 6.5.1, sous Windows XP et
Pentium (R) 4 CPU 1400 MHZ.
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PN z* f(x*) temps(sec)
1 (0, 3.5691, 1.3315, 5.3272, 4.8591, 0.6177, 1.5281, 0.9996) 39.19 1.0470
2 (78, 33, 30, 31, 42) 10484 0.6400
3 (40, 40, 60, 0.1) 766170 2.33
4 (—2.2863, —1.3694) 4.3130 0.32
5 (1, 0.7090, —0.7052) —7.3064 0.35
6 (=2, —1) 1.7333 0.01

TABLE 4.1 — Résultats numériques de la méthode SQP

PN x* f(x*) temps(sec)
1 | (0, 2.3747, 1.0050, 5.3820, 6.7589, 0.7845, 1.5504, 0.1545) | 35.099 2.4126
2 (78, 33, 29.997, 45, 36.772) 10123 1.647
3 (40, 40, 70, 0.5) 538510 6.22
4 (—0.0555, —0.8379) 0.6617 0.67
5 (2 -2, —V2, —V?2) —12.1716 0.86
6 (—1.7029, —0.7914) —0.2152 0.18

TABLE 4.2 — Résultats numériques de la méthode SQP perturbée

Interprétation des résultats

Il s’est avéré que la méthode SQP perturbé donne de meilleurs résultats que
la méthode SQP au niveau de la précision des résultats obtenus.
Néanmoins, dans certains cas, I'optimum global n’est pas atteint.
L’autre remarque est que les méthodes SQP et SQP perturbé donnent de meilleurs
résultats que le gradient projeté et le gradient projeté perturbé au niveau de la
précision de la solution et du temps de calcul.

4.8 Conclusion

La méthode SQP est une méthode locale, basée sur une recherche linéaire et
une approche Lagrangienne du probléme.
Les essais numériques montrent que le role des perturbations est essentiel :
lorsque celles-ci ne sont pas présentes, le résultat se dégrade. Cette observation
tend a confirmer le choix d"une approche hybride.



Deuxieme partie

Algorithmes évolutionnaires
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Chapitre

Algorithme génétique

5.1 Introduction

La plupart des méthodes d’optimisation sont des méthodes locales qui ne
peuvent pas converger vers un optimum global dans le cas d’optimisation non
convexe, aussi ils ont I'inconvénient de boucler, et revenir sans cesse au méme
point. Ces algorithmes (de la famille du gradient ou Newton-Raphson) sont ba-
sés sur 'évaluation du gradient pour déterminer la direction de recherche de
I'optimum.

Goffe [20] compare cette situation a un aveugle qui veut trouver le sommet
d’une montagne :

ce dernier reconnait le sol seulement avec ses pieds; si le sol est régulier et le
point de départ est bon, alors il trouvera le sommet. Mais ces deux conditions

sont rarement accomplies.

Pour éviter ces inconvénients des auteurs ont pensé a utiliser des méthodes
stochastiques comme 1’algorithme génétique et le récuit simulé ([21], [28], [51])
qui ne requierent aucune hypotheése sur la fonction objectif ou sur les contraintes.
L’algorithme génétique est inspiré de la théorie génétique élaborée par Charles
Darwin [11]. Le vocabulaire utilisé est donc similaire a celui de la théorie géné-
tique et évolutionnaire. On utilisera donc les termes : individus (poids des solu-
tions), population, géenes (variables), chromosome, parents, croisement, mutation,. . ..

En résumé, la définition de l’algorithme génétique se présente comme suit :
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Un algorithme génétique est un algorithme stochastique itératif qui opere sur
un ensemble de points, partant d"une population initiale. Il est construit en uti-

lisant 3 opérateurs :

— croisement,

— mutation,

— sélection.
Nous aborderons l'algorithme génétique utilisé pour résoudre un probléme d’op-
timisation, puis nous le testerons sur différents problemes numériques.

5.2 Généralités

Historique

La programmation évolutionnaire a été introduite en 1960 par I. Rechenberg
[48]. Son idée a été développée par d’autres chercheurs.
Les algorithmes génétiques ont été inventés et développés par John Holland
dans son livre [28].
Goldberg [21] est le premier a utiliser 1’algorithme génétique pour résoudre des

problemes pratiques.

Principes

L’algorithme génétique consiste a évoluer, a partir d'une population initiale,
un ensemble de points dans I’espace de recherche pour trouver I'optimum.
Ce procédé est appliqué a une population d"une taille constante NV, de telle ma-
niere que toutes les générations successives soient aussi de taille N.
Pour faire évoluer cette population de la génération k a la génération k + 1, des
opérations sont appliquées a tous les individus de la génération & :
— Une sélection d’individus de la génération k est effectuée selon le critere
d’optimisation : on veut priviligier la reproduction des “bons” éléments
au lieu des “mauvais”.

— Des opérateurs d’exploration de I'espace sont alors utilisés :
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— L'opérateur de croisement est appliqué avec une probabilité P, a deux
éléments de la génération £ qui seront transformés en conséquence en
deux autres éléments qui vont les remplacer dans la génération £ + 1.

— L'opérateur de mutation est alors appliqué avec une probabilité P, pour
modifier les individus.

— Arrét de 'algorithme génétique.
— Arréter apres un nombre fixé d’itérations (ou de générations).
— Arréter quand la population n’évolue plus suffiseamment.

5.3 Opérateurs de I’algorithme génétique

L’algorithme génétique simple produit une génération lorsque les opérateurs
définis ci-dessus ont été appliqués simultanément aux individus de la popula-

tion, selon la séquence suivante :

décodage des solutions,
évaluation des solutions,

sélection des individus,

croisement et mutation.

De génération en génération, la taille de la population reste constante. Lors
d’une génération, la totalité d'une population peut étre remplacée par ses des-
cendants. L'algorithme génétique est alors dit “générationnel” (generational).
Dans le cas contraire, on se trouve, alors, en présence d’un algorithme “station-
naire” (steady state).

Les opérateurs de reproduction, introduisent continuellement de la diversité
dans la population.
Pour cette raison, une bonne solution, codée par un génotype présent a une
génération donnée, peut disparaitre et éventuellement réapparaitre dans les gé-
nérations suivantes. Un algorithme génétique simple ne converge donc pas au
sens habituel du terme, ot il existerait une certitude de disposer des bonnes so-
lutions dans la population a partir d"'un nombre de générations suffisamment
important.
En fait, les parametres de 'algorithme étant fixés, la population atteint un état

stationnaire ou chaque présence du génotype possible a une probabilité non
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nulle, constante, mais inconnue a priori.

Ce qu'il faut espérer dans cette situation, c’est que de bonnes solutions ont une
forte probabilité d’étre découvertes. Ce n’est pas toujours le cas, et c’est cela qui
distingue les problémes algorithmes génétiques-faciles des problemes difficiles.
L’algorithme génétique converge quand la plupart des individus d"une popula-
tion sont identiques. Toutefois, cette définition ne convient plus lorsque 1’algo-
rithme est configuré pour exhiber les différentes solutions d"un probléme a une
génération donnée.

Pratiquement, 'algorithme effectue autant de générations que nécessaire jus-
qu’a ce qu'un critere d’arrét, lié par exemple a la qualité des solutions obtenues,
soit respecté.

5.3.1 Codage

Il y’a deux types de difficultés dans le choix du codage.
D’une part, il doit étre capable de s’adapter au probleme;
et d’autre part il doit garder les propriétées de nouveaux éléments générés par
les opérateurs de recherche.
Le codage binaire choisi en vue d'implémenter 1’algorithme génétique a démon-

tré son efficacité.

Conversion décimale binaire

On décompose le nombre a convertir en un ensemble de bits, par des divi-
sions succéssives par deux.
Le reste de la premiére division est le bit de droite, le reste de la deuxieme divi-
sion est le bit suivant, et ainsi de suite jusqu’a avoir un quotient nul. Le reste de
cette derniére division est le bit de gauche.
Exemple
10=00001010
15=00001111
254=11111110
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Code du complément a deux :

Ce code a besoin de deux opérations pour représenter un nombre :
— On calcul le complément a 1 (C to 1).

— On ajoute 1 au complément a 1.

Complément a 1

Le complément a 1 est un nombre binaire obtenu en inversant les états lo-

giques des bits d"un autre nombre binaire.
11110000 — 00001111

Dans ce travail, on code chaque chromosome par une chaine binaire, selon le

format :

Exposant (E) Signe Mantisse (M)

— L'exposant est codé en complément a 2.
— Signe=1 nombre négatif.
Signe=0 nombre positif.

— La mantisse est codée en binaire.
Exemple
N=4,75=00000100,11000000 en binaire

=0.10011000000 x 23

M=0.10011000000
E=3=00000011 en complément a deux.

5.3.2 Fonction d’adaptation

Les individus les mieux adaptés, c’est-a-dire capables de mieux effectuer les
taches nécessaires a leur survie, se reproduisent a des taux plus élevés.
Alors que les individus les moins adaptés se reproduisent a des taux plus faibles.
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Ce sont les principes de survie et reproduction décrits par Charles Darwin dans
[11].

Il s’avere, alors, quune population ayant une grande variété engendrera, de
génération en génération, une contenance des individus dont le génotype se
traduit par une meilleure adaptation.

Pour cela il nous faut une fonction dite d’adaptation qui va étre dans notre cas

la fonction objectif elle méme.

5.3.3 Croisement

Apres avoir décidé du codage a utiliser, on peut passer a l’opération de croi-
sement.
Il est appliqué a deux éléments de la population choisis aléatoirement avec une
probabilité F..
Dans le cas d’un codage réel, on peut choisir comme opérateur de croisement
une transformation affine, par exemple si = et y sont les parents on peut générer

des enfants x; et y; comme suit :

rnn=ar+By+vy, n=ax+y+mn

oua, B, v, ai, B, 71 sont des constantes choisies aléatoirement.

Dans le cas d"un codage binaire, base de notre implémentation de 1’algorithme
génétique, il nous est possible de faire le croisement en choisissant aléatoire-
ment un point de coupure et de faire I'opération suivante : ( | est le point de

croisement)

parent 1 | 1100/01100100010
parent 2 | 0101/11000111011
enfant 1 | 1100/11000111011
enfant 2 | 0101/01100100010

5.3.4 Mutation

L’opérateur de mutation permet d’éviter une convergence prématurée vers

un optimum local en maintenant une diversité de solution.
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Pour l'appliquer dans le cas du codage binaire usité, par un choix au hasard
d’un bit du chromosome et de modification de sa valeur.

Dans le cas d'un codage réel, on peut utiliser une méthode d’optimisation clas-
sique (voir chapitre Hybridation).

La mutation ne doit pas étre appliquée systématiquement, mais en fonction

d’une probabilité P,,, parametre de la simulation.

5.3.5 Sélection

Les chromosomes sont sélectionnés a partir de la population pour étre des
parents pour des enfants produits par croisement ou mutation.
Pour choisir ses éléments il y’a plusieurs méthodes : le choix par tournois, 1'éli-
tisme, la sélection de Boltzman ou la roulette .... Lors de ce labeur, nous avons

choisi la méthode d’élitisme.

Elitisme

Une stratégie élitiste consiste a conserver dans la population, d"une généra-
tion a I'autre, au moins I'individu ayant la meilleure adaptation.
Il apparait qu'une telle stratégie améliore considérablement les performances
de l'algorithme génétique pour certaines classes de fonctions.
En fait, une stratégie élitiste favorise 1'exploitation des meilleures solutions, a

travers une recherche locale accentuée.

54 Algorithme

L'algorithme génétique qu’on a implémenté se présente comme suit :
Une population initiale est générée aléatoirement de NV individus F,.
Le processus suivant y est appliqués a l'itération k :

1. Codage de chaque individu de la population P;.

2. Croisement de tous les individus de la population deux par deux avec une
probabilité P,,, on aura N enfants notés Cj,.

3. Mutation de tous les individus de la population, on aura N éléments notés
M.
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4. Choisir les N meilleurs éléments de I'ensemble P | JCy |J My c.a.d. ceux
qui ont une valeur inférieure de la fonction objectif, et de les mettre dans

la population P ;.
5. Si le test d’arrét est vérifié arréter, sinon revenir a l'étape 1.

Nous avons choisi, comme test d’arrét dans notre implémentation un nombre

fini d’itérations.

5.5 Problémes avec contraintes

Les problemes d’optimisation issus du monde réel doivent souvent respec-
ter un certain nombre de contraintes. Celles-ci se traduisent par un ensemble
de relations que doivent satisfaire les variables de la fonction dont on cherche
I'optimum. Ces relations sont généralement exprimées comme un ensemble de
q inégalités et m égalités.

Or, les opérateurs de recherche standards décrits ci-dessus engendrent des gé-
notypes de fagon aveugle, ne tenant pas compte des contraintes, et qui peuvent
correspondre a des phénotypes irréalisables.

Pour imposer le respect des contraintes d'un probleme, plusieurs approches
agissant sur les différents opérateurs de I'algorithme génétique sont utilisables.

— Une premiére solution consiste a ne calculer la fonction d’adaptation que
dans l'espace réalisable des phénotypes. Les individus de l'espace irréa-
lisable se voient affecter une adaptation nulle qui empéchera leur repro-
duction. Il s’agit de la méthode de la peine de mort (death penalty me-
thod). Cette méthode qui a I'avantage d’étre simple s’est avérée tres peu
performante. Elle peut étre assimilée a une méthode par pénalisation avec
pénalité infinie.

— Une solution plus élaborée et plus efficace consiste a calculer une valeur
d’adaptation aussi bien dans 'espace réalisable que dans l'espace irréa-
lisable et, dans ce dernier cas, de lui ajouter une pénalité (pour une re-
cherche de minimum) dont la valeur donne une indication sur le nombre
et 'importance des contraintes violées. Toutefois, de faibles pénalités risquent
de faire apparaitre des individus irréalisables dont ’adaptation est meilleure
que celle d’individus réalisables. A I'inverse, de fortes pénalités associées
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a une forte production d’individus iréalisables risquent de faire converger
prématurément l'algorithme génétique vers une solution réalisable mais
de pauvre qualité.

— Une autre approche consiste a utiliser des algorithmes de réparation lors
du décodage, pour transformer un phénotype qui devrait étre irréalisable
en phénotype réalisable. Cependant, cette solution consomme générale-
ment beaucoup de puissance de calcul et sa mise en oeuvre est souvent
délicate.

— Une quatrieme possibilité revient a ne produire que des génotypes co-
dant des phénotypes réalisables. Cela conduit a remplacer les opérateurs
de recherche standards par des opérateurs dépendants du probleme. Une
telle solution permet de décrire le probleme posé de facon plus aisée, elle
élimine quasiment la phase de décodage, mais elle implique que les opé-
rateurs génétiques de recherche soient spécialisés.

— D’autres méthodes existent, comme ramener un probléme d’optimisation
sous contraintes en un probleme d’optimisation multi-critéres sans contrainte,
ol les contraintes sont considérées des fonctions objectif plus prioritaires
que le critere a optimiser.

Dans notre cas, on a utilisé la méthode de correction 3.30 utilisée dans le chapitre
“Gradient projeté perturbé”, qui consiste a ramener un point irréalisable vers la

frontiére.

5.6 Résultats numériques

5.6.1 Problémes sans contraintes

Les problemes sans contraintes utilisés pour 1'évaluation de I'algorithme gé-

nétique sont ceux définit dans la table 2.4.1 du chapitre 2.

5.6.2 Problémes avec contraintes

Les problemes avec contraintes utilisés pour I'évaluation de 1’algorithme gé-
nétique sont :
problémes 1-4 : problemes 1-4 du chapitre 2.
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problemes 5-10 : problemes 1-6 du chapitre 3.

5.6.3 Résultats numériques

Dans les tableaux suivants les résultats numériques des problemes définis
ci-dessus. Tous les programmes ont été implémenté en Matlab 6.5.1, sous Win-
dows XP et Pentium (R) 4 CPU 1400 MHZ.

Numéro dela | Valeur vecteur temps

fonction optimale optimal (sec)

1 2.5083 (0.9666,0.6388) 16.20

2 0.9999 (1.5612,1.0053) 16.34

3 0.9999 (4.7039,4.7135) 16.10

! 50.89 | (0.7818,0.3234,0.2877) | 24.10

5 0.9999 (0.1506,0) 15.96

6 -1.2284 (2.5922,1.5876) 16.43

7 -0.1691 (1.7868,1.3744) 16.28

8 -1.7441 (1.7433,2.0215) 16.23

TABLE 5.1 — Résultats numériques de 'algorithme génétique sans contraintes

Numéro dela | Valeur Vecteur temps
fonction optimale optimal (sec)
1 2819 (1.2959,2.8291,2.6281,1.0844,1.3570) | 42.87
2 -4.6839 (1.4022,1.7848,1.8102) 26.31
3 n.cvt 22.2
4 n.cvt 23.35
5 n.cvt 23.35
6 n.cvt 23.35
7 n.cvt 23.35
8 n.cvt 23.35
9 n.cvt 23.35
10 n.cvt 23.35

TABLE 5.2 — Résultats numériques de l'algorithme génétique avec contraintes

N.B : n.cvt veut dire non convergent.
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Interprétation des résultats

Puisque le test d’arrét que nous avons choisi pour I'implémentation de 1'al-
gorithme génétique est le nombre d’itérations constant, donc le nombre d’éva-
luation de la fonction objectif et des contraintes est aussi constant; le temps de
calcul est aussi constant car on a un méme nombre d’itérations. L'algorithme
génétique n’a pas convergé dans le cas avec contraintes vers une solution réali-
sable et dans le cas sans contraintes il a donné de mauvaises solutions du pro-
bléme.

Tout cela nous emmene a conclure que l'algorithme génétique ne peut pas étre

exploité pour résoudre des problemes d’optimisation complexes.

5.7 Conclusion

L’atout majeur de l'algorithme génétique est qu’il ne dépend aucunement
d’une hypothése sur la fonction objectif ou sur les contraintes, et en théorie
s’applique a des situations trés générales.

Cependant, en pratique, cet algorithme peut exiger un grand nombre d’évalua-
tions de la fonction sous peine de conduire a des résultats de mauvaise qualité.
Le couplage avec des algorithmes déterministes améliore nettement les résul-

tats, ce qui tent a comporter le choix d"'une approche hybride.



Chapitre

Recuit simulé

6.1 Introduction

Le recuit simulé est un algorithme qui a été congus afin de trouver une solu-
tion optimale d'un probleme d’optimisation conbinatoire.
I a été mis au point par trois chercheurs de la société IBM, S. Kirkpatrick, C.D.
Gelatt et M.P. Vecchi en 1983 [32].

L’idée du recuit simulé en optimisation combinatoire est de représenter nu-
mériquement une opération de recuit thermique.
Le principe en est le suivant :

On considere un systeme composé de N éléments.
A chaque configuration du systéme est associée une fonction a optimiser.
Si I’on recherche la configuration qui minimise la fonction, celle-ci joue le role
de I’énergie.
Sil'on recherche au contraire un maximum, alors on prend comme énergie 1’op-
posée de la fonction.
Les configurations du systeme peuvent étre modifiées par des changements
d’états discrets des composants du dit systeme.
Les systémes qui nous intéressent sont ceux qui ont un grand nombre d’opti-
mums.

Notre point de départ est une configuration aléatoire voire choisie astucieu-
sement en fonction du probleme.

A Titération initiale, on fixe un parameétre de température en relation avec la

69
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gamme des énergies accessibles au systéme.
On itere alors le processus suivant ; dit de Metropolis ou de Monte-Carlo :
on tire au sort une modification de la configuration actuelle qui change 1'énergie
du systeme.
Sil’énergie diminue, on effectue le changement.
Sil’énergie augmente, on effectue le changement avec une certaine probabilité.
Notons que La procédure de Monte-Carlo et celle des automates probabilistes,
sont équivalentes du point de vue des états stationnaires obtenus.
Les automates probabilistes nécessitent un peu plus de calcul d’exponentielles
et de tirage au sort.
On préfere donc Monte-Carlo dans les cas pratiques.

L'itération se poursuit tant que I'énergie du systéme diminue. Lorsque 1'éner-
gie reste stationnaire, on diminue un peu la température et I’'on reprend le pro-
cessus Monte-Carlo de décroissance de 1'énergie.

On arréte lorsque les diminutions de température restent inefficaces.

6.2 Algorithme

L'algorithme du recuit simulé peut étre implémenté comme suit :

1. (Déplacement) : partir de la solution courrante vers une nouvelle solution.
2. (Evaluation) : évaluer le cotit de la nouvelle solution.

3. (Acceptation) : décider d’accepter ou de rejetter une nouvelle solution.

4. (Test d’arrét) : si le test d’arrét est vérifié arréter sinon revenir a 1.

La différence entre le recuit simulé et les autres algorithmes est qu'il peut accep-
ter une nouvelle solution, méme si elle provoque une augmentation de 1'énergie

du systeme, avec une probabilité qui est généralement égale a

AE
P =exp (—7)

ol # est un parametre lié a la température.

La fonction d’acceptation peut étre implémentée comme suit :
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Procédure ACCEPTATION (J,0(k))
Début
Si AJ < 0 Alors
ACCEPTATION := vrai;
Sinon AR
Cr(0) := exp <—@
Si aléatoire(0,1) < Cx(¢) Alors
ACCEPTATION := vrai;
Sinon
ACCEPTATION := faux;
Fin Si
Fin Si
Fin Procédure ACCEPTATION

6.3 Convergence de I’algorithme

Dans cette section, on va citer un théoreme de convergence. Pour plus de
détails et preuves des résultats, nous vous invitons a voir [51].
Soit J(p1, e, - - -, pn) la fonction cofit. Soit G(V, £) son graphe, on peut construire
un graphe direct G(V, E) correspondant au probléeme d’optimisation donné.
Soit T' la température minimale que le recuit simulé a accédé. Et soit

A= max {J@)—J()}

i€V,jEN (i)
. On note respectivement le degrée et le diametre de G(V, E) par d D.

Lemme 6.1 Si X est un état de V', donc l'espérance du nombre d'itération avant que
I'optimum global soit visité est < (% exp (—A/T))fD.

Théoreme 6.1 Le recuit simulé converge dans un temps < 2k [dexp (—A/T)]", avec
une probabilité > (1 — 27F).
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6.4 Probleme du voyageur de commerce

Pour des problemes NP complets d’optimisation (comme le probleme du
voyageur de commerce), on ne connait pas d’algorithme polynomial permet-
tant une résolution de fagon optimale.

On va donc chercher une solution approchée de cette optimum en utilisant des
heuristiques.

Le recuit simulé est un algorithme basé sur une heuristique permetant la re-
cherche de solutions a un probleme donnée et qui a montré son efficacité pour
résoudre le probléme du voyageur de commerce.

Dans cette section on va définir ce probleme et donner un résultat de conver-

gence du recuit.

6.4.1 Définition

Un voyageur de commerce doit se rendre dans plusieurs villes.
I connait les distances entre toutes les villes et voudrait déterminer 1’ordre dans
lequel il doit faire ses visites pour minimiser la distance parcourue (et donc le
cotit de la tournée).
On numérote les villesde 1 a d.
On notera d6(a, b) la distance entre les villes a et b.
Ces distances sont connues. A une tournée dans les d villes, on associe (bijecti-
vement) une permutation circulaire o de {1,...,d}.

On note f l'application qui a une permutation o associe

La quantité f (o) représente la longueur totale de la tournée dans I’ordre spécifié
par o, avec retour au point de départ.

Le probleme est donc de trouver une permutation ¢ qui minimise f(o).

I s’agit d'un probléme d’optimisation sur 1’ensemble E des permutations de d
éléments. Il est fini mais devient vite tres grand avec d.

Evaluer f sur toutes les permutations prendrait un temps immense.
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6.4.2 Structures de graphe sur I’ensemble des permutations

On notera £ 1’ensemble des permutations de {1, ..., d}. Soit A une partie de
E? telle que si (0,0') € Aalors (0,0) € A.Si (0,0') € A, on dit que o et ¢’ sont
voisins et 'on note ¢ ~ ¢'. On a ainsi construit un graphe non orienté (£, A) ot
E est I’ensemble des sommets et A 'ensemble des arétes.
Si o et o sont deux éléments de E, un chemin de longueur n de o a ¢’ est une
suiteog =0,01,...,0,_1,0, = o de points de £ tels que deux points consécutifs
sont voisins.
Dire que le graphe est connexe signifie que pour tout couple de points de F, il
existe un chemin de I'un vers 'autre.
La distance de ¢ a ¢ est la plus petite longueur d'un chemin entre o et o'. Le
diametre du graphe est la plus grande distance entre deux points de £. On le

notera D.

6.4.3 Mesures de Gibbs

Définition et propriétés essentielles

On appelle mesure de Gibbs associée a la fonction d’énergie f a température
T > 01la loi de probabilité v = (v]),cp telle que

(e

Voe E vl = %e:ﬁp(—%f@))

ol la constante de normalisation est

1
Z(T) = exp(—=f(¢
(T) = 3" eap(—1£0)
ek
La proposition suivante explicite le comportement de la suite de mesures v* en
basse et haute températures : dans le premier cas elle converge vers la mesure
uniforme sur les états de plus basse énergie, dans le second elle converge vers

la mesure uniforme sur E.

Proposition 6.1 Si E,,;, ={i € E : Vj € E, f(i) < f(j)}, alors pour tout o € E :

. T _ . T_
P Vo = ey eb v =
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6.4.4 Concept physique

On définie I’entropie de la loi de probabilité yu = (1;);cr par

H(p) ==Y pilog p;

i€E
avec la convention 0log 0 = 0.

Lemme 6.2 L'entropie est toujours positive, maximale pour la loi uniforme sur E et
minimale pour les mesures de Dirac.

L’entropie est une mesure de l'incertitude, de 1’aléa contenu dans la loi p.

En physique, a chaque état ¢ d"un systeme est associé une énergie, représentée
dans notre probleme par f(i).

Un grand principe de la physique prédit que les distributions stables sont celles
dont I’entropie est maximale.

La distribution ;. sur E posséde une énergie moyenne égale &

Eu(f) = Z f(Z)Mz

el

Si 'on impose que cette énergie soit constante égale a I', peut-on trouver les
distributions qui maximisent I'entropie ?

Pour qu'il en existe, il faut bien stir que I' € [min f, max f].

Supposons de plus que f ne soit pas constante (sinon la question n’est pas trées
intéressante).

Dans ce cas, il existe une seule mesure de probabilité répondant a la question,
elle est appelée loi de Boltzmann.

Lemme 6.3 Si f n'est pas constante, alors, a énergie moyenne constante égale a I' €
|min f,max f|, la mesure de probabilité sur E qui maximise l'entropie est de la forme

1
Vi€ B pi=exp(—af(i)),

ot Zy =) e exp(—af(j)) et aest'unique solutiondel’ = 3, f(i)exp(—af(i))/Za
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6.5 Algorithme du recuit simulé et résultat de conver-
gence

La méthode du recuit simulé tire son nom et son inspiration de la physique
des matériaux et plus spécialement de la métallurgie.
Le recuit est une opération consistant a laisser refroidir lentement un métal pour
améliorer ses qualités.
L’'idée physique est qu'un refroidissement trop brutal peut bloquer le métal
dans un état peu favorable, alors qu'un refroidissement lent permettra aux mo-
lécules de s’agencer au mieux dans une configuration stable.
C’est cette méme idée qui est a la base du recuit simulé.
Pour éviter que l'algorithme ne reste piégé dans des minima locaux, on fait en
sorte que la température 7' = T'(n) décroisse lentement en fonction du temps.
On peut montrer que la décroissance de 7" doit étre de type logarithmique.
Le théoreme ci-dessous [51] montre que 'on peut également choisir 7" constante

par morceaux sur des paliers de longueur exponentielle.
Théoreme 6.2 Soit h > 0. On choisit T' constante par morceaux :

Vk e IN*, Vn€|exp(k—1)h,expkh[, T(n)= —.
Il existe h* > 0 tel que pour tout h > h*, I'algorithme du recuit converge, c’est a dire

que
lim P(X, € Epin) = 1.

n—oo

6.6 Résultats numériques

Dans cette section, on donnera des résultats numériques de 6 exemples aca-
démiques implémentés en utilisant la méthode SQP et la méthode SQP pertur-
bée, pour comparer les deux algorithmes.

6.6.1 Problémes

Les problemes choisis pour tester 1’algorithme du recuit simulé sont les pro-
blemes 1-6 cités dans la section 3.5 du chapitre Gradient projeté perturbé.
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6.6.2 Résultats numériques

Dans le tableaux suivant les résultats numériques des problemes en utilisant
le recuit simulé.
PN est le numéro du probleme, =* le vecteur optimal et f(z*) la valeur optimal
de la fonction objectif.
Tous les programmes ont été implémenté en Matlab 6.5.1, sous Windows XP et
Pentium (R) 4 CPU 1400 MHZ.

PN x* f(x*) temps(sec)
1 | (6, 1.14, 0.13, 0, 7.71, 0, 10.63, 0) | 94,58 14.05
2 (81.51, 42.17, 36.86, 44.69, 27.65) 12201.87 1.22
3 (42.28, 44.07, 69.11, 0.05) 465639.81 5.29
4 (—0.0071, —0.0405) 0.0014 0.18
5 (1, 0.18, —0.98) ~10.36 0.37
6 (—0.01, —0.75) —0.99 0.15

TABLE 6.1 — Résultats numériques du recuit simulé

Interprétation des résultats

On remarque que le recuit simulé donne parfois de bons résultats, et qu’il
s’approche vers l'optimum et ceci est di au remontées qu’il accepte de faire

avec une probabilité donnée.

6.7 Conclusion

Le recuit simulé a montré son efficacité pour les problemes NP, comme le
probleme du voyageur de commerce discuté dans ce chapitre, et on a pti I'utili-
ser aussi pour des problemes d’optimisation continus.

Cependant, son principal inconvénient réside dans le choix de nombreux para-
meétres, tels que la température initiale, la loi de décroissance de la température,
les critéres d’arrét ou la longueur des paliers de température.

Ces parametres sont souvent choisis de maniere empirique.

Le couplage du recuit simulé avec les algorithmes déterministes rend ces mé-
thodes plus robustes et moins dépendantes du choix des parametres, ce qui est
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un avantage indéniable. En autre, on constate une amélioration de la qualité des

résultats.



Chapitre

Hybridation

7.1 Introduction

La non convergence vers un optimum global lors de 'utilisation d’algo-
rithmes déterministes défavorise leur affectation lors de problemes d’optimi-
sation non convexe.

En effet, I’algorithme de Piyavskii est trés lent au voisinage de 1’optimum.
L'intérét de la perturbation aléatoire de l'algorithme déterministe, comme par
exemple, dans notre cas : I’algorithme du gradient projeté et de la méthode SQP
est d’éviter les optimums locaux.

Cependant, cette perturbation n’est pas toujours satisfaisantes.

Les algorithmes stochastiques comme :

— l'algorithme génétique

— le recuit simulé
prouvent leur robustesse dans certains cas; notamment ot la fonction objectif
n’est pas dérivable, ou bien la petitesse de l'intervale de recherche.
Ainsi, dans ce chapitre on va coupler l'algorithme de Piyavskii avec l'algo-
rithme génétique, l'algorithme du gradient projeté perturbé et la méthode SQP
perturbée avec I'algorithme génétique et le gradient projeté perturbé avec le re-
cuit simulé.
La similarité des problémes tests classiques de I’ensemble des chapitres, est une
preuve, concrete, de l'efficience de I'hybridation.

78
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Notre principal argumentaire de démonstration s’axe autour de deux points :
— le temps de calcul est inférieur
— le nombre d’évaluation de la fonction objectif et des contraintes est aussi
inférieur
— l'optimum obtenu est meilleur.
Il en découle que I'hybridation est un processus détérminant dans 1’optique de

I’amélioration et de la mise en valeur des algorithmes d’optimisation.

7.2 Couplage de l’algorithme de Piyavskii et de 1’al-
gorithme génétique

7.2.1 Méthodologie

Soit le probleme suivant :
z* = argmin {J(z) : z € C} (7.1)

ou J : R"' — IR est une fonction réguliere et Lipshitzienne qui n’est pas

forcément convexe ou linéaire et C' un ensemble régulier non vide. C' est définie

par:
C={zxcR"*/hx)<0,i=1,....,p et hix)=0,i=p+1,...,q}. (7.2)

On a vu dans le chapitre 2, que 1'algorithme de Piyavskii est convergent pour
ce type de problemes et donne un optimum global.

Puisque l'algoritme de Piyavskii est lent au voisinage de I'optimum global et
l’algorithme génétique est plus robuste au niveau des petits intervalles, car il
peut trouver I'optimum global facilement en effectuant les opérateurs d’évolu-
tion.

L'idée est d’appliquer l’algorithme de Piyavskii jusqu’a une précision sans pour
autant s’approcher de I'optimum, puis utiliser ’algorithme génétique.

En effet, I’algorithme génétique donne un vecteur optimal (z*) et la valeur de la
fonction objectif en ce point.

L’algorithme génétique qu'on a implémenté opére sur un fonction définie sur
un intervalle.
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L’'idée du couplage vient du fait que l'algorithme de Piyavskii est trés lent au
voisinage de l'optimum mais aussi tres rapide quand il est loin de la solution.
De plus, il a été prouvé qu’il trouve I’'optimum global.

L’algorithme génétique que nous avons programmé opere avec un nombre constant
d’itération.

Donc si l'intervalle de recherche est grand il peut ne pas converger et donner
des solutions lointaines de I'optimum global. Cependant, si 'intervalle de re-
cherche est petit, les chances de tomber sur I'optimum global ou au d’en étre
proche sont maximales.

L’avantage de cet algorithme est qu’il opere avec un nombre constant d’itéra-
tions.

Le couplage de I'algorithme de Piyavskii avec ’algorithme génétique est implé-

menté comme suit :

— On applique l'algorithme de Piyavskii jusqu’a une précision donnée pas
trés grande (on a choisi la précision égale a n = 1.0,0.5,0.25, .. .) ce qui va
nous donner un vecteur z.

— Apres, on applique l'algorithme génétique a la fonction sur l'intervalle
centré en = et de longueur 7 (c’est un intervalle relativement petit), en

forcant I’algorithme génétique a mettre x dans la population initiale.

Pour les problemes avec contraintes, l'idée du couplage est d'implémenter a
nouveaux l'algorithme de Piyavskii jusqu’a une précision donnée . Ce qui va
donner un vecteur optimal z*.

Par la suite, on applique 1'algorithme génétique sur l'intervalle centré en 2 et
de longueur 7.

Le vecteur trouvé par l'algorithme génétique sera corrigé en utilisant la mé-
thode de correction 3.30 définie dans le chapitre 3. Ladite méthode consiste a
ramener un point irréalisable vers la frontieére. Dans le cas échéant, la méthode
de correction sera efficace car le point trouvé ne sera pas trés loin de la frontiere,

du fait de la longueur pas tres grande de l'intervalle 7.
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7.2.2 Résultats numériques
Problemes sans contraintes
Les problemes sans contraintes utilisés pour 'évaluation du couplage de

l’algorithme génétique avec ’algorithme de Piyavskii sont ceux définit dans la
table 2.4.1 du chapitre 2.

Problémes avec contraintes

Les problemes avec contraintes utilisés pour 1’évaluation du couplage de
l'algorithme génétique avec 1’algorithme de Piyavskii sont les problemes 1-4 du
chapitre 2.

Résultats numériques

Dans les tableaux suivants les résultats numériques des problemes définie
ci-dessus. Tous les programmes ont été implémenté en Matlab 6.5.1, sous Win-
dows XP et Pentium (R) 4 CPU 1400 MHZ.

Numéro dela | Valeur Vecteur Nombre | temps

fonction optimale optimal d’évaluation | (sec)
1 2.5198 (0.9999,0.6351) 11256 0.12
2 0.9999 (1.5703,1.0008) 653 3.35
3 0.9999 (1.5711,-1.5706) 929 2.32
4 2662.3528 | (-0.7736,-0.7736,-1.4320) 28760 10.01
5 0.9999 (0.4003,-0.5326) 299 16.14
6 1.9126 (-0.5625,-1.5471) 1738 16.09
7 -0.1692 (1.7938,1.3779) 1652 16.15
8 -1.7441 (1.7410,2.0299) 9260 16.96

TABLE 7.1 — Résultats numériques du couplage de 'algorithme de Piyavskii et
l'algorithme génétique sans contraintes



82 CHAPITRE 7. HYBRIDATION

Numéro de | valeur vecteur temps
la fonction fopt optimal (sec)
1 2688.7850 | (-2.1808,2.9388,2.0449,-0.2914,-1.0325) 1.70
2 -4.5955 (1.4012,1.8098,1.8037) 26.21
3 28.6419 (9.4444,0.8333) 1.56.102
4 6.7308 (1,1.0740,0.7777,1.8888) 1.01

TABLE 7.2 — Résultats numériques du couplage de 'algorithme de Piyavskii et
de I'algorithme génétique avec contraintes

7.2.3 Récapitulation

Problémes sans contraintes

Dans le tableau qui suit les résultats des 8 problémes sans contraintes ob-
tenus en utilisant les 3 algorithmes : les 3 premieres colonnes représentent 1’al-
gorithme de Piyavskii, les 3 deuxieme colonnes 'algorithme génétique et les 3
dernieres colonnes le couplage de ces deux algorithmes.

Numérode | Valeur |temps | Eval | Valeur |temps | Eval | Valeur |temps | Eval

la fonction | optimale | CPU optimale | CPU optimale | CPU
1 25177 | 1631 | 12901 | 2.5083 | 16.20 | 100 | 2.5198 0.12 | 11256
2 0.9990 | 16.01 | 44275 | 0.9999 | 16.34 | 100 | 0.9999 335 | 653
3 0.9999 16.01 | 19120 | 0.9999 | 16.10 | 100 | 0.9999 232 | 929
4 2662.3528 | 26.95 | 28660 | 50.89 2410 | 100 |2662.3528 | 10.01 | 28760
5 0.9999 | 53.51 | 42154 | 09999 | 1596 | 100 | 0.9999 | 16.14 | 299
6 19132 | 30.50 | 43927 | -1.2284 | 16.43 | 100 19126 | 16.09 | 1738
7 -0.1690 | 70.03 | 57649 | -0.1691 | 16.28 | 100 | -0.1692 | 16.15 | 1652
8 -1.7441 | 33.67 | 26674 | -1.7441 | 16.23 | 100 | -1.7441 | 16.96 | 9260

TABLE 7.3 — Résultats des problemes sans contraintes

7.2.4 Problémes avec contraintes

Dans le tableau qui suit les résultats des 4 problemes avec contraintes ob-
tenus en utilisant les 3 algorithmes : les 3 premieres colonnes représentent 1'al-
gorithme de Piyavskii, les 3 deuxieme colonnes 'algorithme génétique et les 3
dernieres colonnes le couplage de ces deux algorithmes.
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Numérode | Valeur |temps | Eval | Valeur |temps | Eval | Valeur temps | Eval
la fonction | optimale | CPU optimale | CPU optimale | CPU
1 2411.3513 | 40.71 | 1855 2819 42.87 | 100 | 2688.78 1.70 1322
2 -4.5955 | 38.23 | 17533 | -4.6839 | 26.31 | 100 -4.60 2621 | 2589
3 28.6419 | 27.35 | 123 n.cvt 222 | 100 28.65 | 1.56.1072 | 46
4 6.2331 | 40.79 | 2026 n.cvt 23.35 | 100 | 6.2331 1.01 1263

TABLE 7.4 — Résultats des problemes avec contraintes

7.2.5 Interprétation des résultats

A travers la comparaison illustrée dans les tableaux ci-dessus, on peut voir
clairement que le couplage de I'algorithme de Piyavskii et 1’algorithme géné-
tique génére un optimum meilleur que les deux algorithmes tout en minimisant
remarquablement le nombre d’évaluation de la fonction et le temps de calcul.

7.2.6 Conclusion

Le couplage de 1’algorithme de Piyavskii avecl’algorithme génétique a fourni
de bons résultats.
La précision de l'algorithme de Piyavskii a été gardée tout en améliorant le
temps de calcul et le nombre d’évaluation de la fonction.
Néanmoins ce couplage reste limité puisqu’il opére seulement sur les fonctions
dites de Lipshitz.

7.3 Couplage du gradient projeté perturbé et de 1’al-
gorithme génétique

7.3.1 Méthodologie

Théoriquement le gradient projeté perturbé converge vers un optimum glo-
bal.
En pratique, il peut étre piégé par un optimum local, en fonction des choix des
valeurs des parametres.
Cette constatation nous a poussé a rendre l'algorithme du gradient projeté per-
turbé sous une forme hybride.
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Cette approche hybride a I'avantage de ne pas dépendre de ces parametres et
en plus générer plus de solutions au lieu d"une.

En plus elle n’a pas besoin d"un point initial.

Dans ce qui suit, on considere un couplage entre le gradient projeté perturbé
définie dans le chapitre 3 et une méthode évolutionnaire.

Initialement, on génére une population Sy = {z}, ..., =} } de points réalisables
comme suit;

— On génére un population aléatoire de points {zt},...,xt)’} dans l'inter-
valle de recherche.

— Chaque point est ramené a la frontiére, pour étre un point réalisable, en
utilisant la méthode de correction 3.30 décrite dans le chapitre 3.

Les itérations générent S;, Ss, ... comme suit :

alitération k, Sy = {z}, ..., z} } est donné et on génére Sy = {z} 1, ..., 20}
en utilisant 3 opérateurs : R (croisement), M (mutation), S (sélection). L'appli-
cation de ce ces opérateurs est faite de la maniére suivante :

— On applique I'opérateur de croisement a la population : On génére r élé-
ments qui ont la forme o, + B, +7, ol o, (3 et y sont choisis aléatoirement.
Ensuite on corrige ces éléments en utilisant la méthode de correction 3.30
du chapitre 3, pour avoir un ensemble réalisable R.

— On applique l'opérateur de mutation a la population : on génére ¢ élé-
ments en utilisant le gradient projeté perturbé définie dans le chapitre 3
appliqué a tous les éléments de S;, On aura I'ensemble alors M;,.

— On applique l'opérateur de sélection a la population : on choisie les meilleurs
N éléments de l’ensemble A;, = S;UR;UMj, ce qui va donner un nouveau

ensemble réalisable

Ski1 = {Xli+1> e 7X1£r1}-

Les itérations sont stoppés si || Si11 — Sk [|[< €, olte << 1.

7.3.2 Résultats numériques

Dans cette section on va donner des résultats numériques de 8 problemes
implémentés par 1’algorithme hybride.
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Définition des problemes

Les problémes 1-6 utilisés pour 1’évaluation du couplage de I’algorithme gé-

nétique avec le gradient projeté perturbé sont les problémes 1-6 du chapitre 3.

Probléme 7

La source de ce probleme est [52]. La dimension est n = 100 et la fonction

J(x)=1+6 (ajl —le> — cos (12 (ml —le>>

100

+1000 > " a7
=2

Le probleme a 2 contraintes données par :

objectif est :

100

2 2 _n.
Z‘ri — T = 0;
=6

2 2 2
5172—|-.CE4—$3:O;

Théoriquement la solution de .J est :
J(z*)=0etz* =0

Probléme 8

La source de ce probleme est [52]. La dimension est n = 100 et la fonction

J(z) =246 (xl — sin (Z@))
— cos <12 (xl — sin (i xz>>>

100 100 2
-+1000 Z z? 46 (:172 — sin (Z xl)>
i=3 1=3

objectif est :
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o ($22))

Le probléeme a 3 contraintes données par :

98
E ri —xf =0;
i=8
2 2 _ g
Tgg + 100 = 0;

2., .2, .2 _ 2 _ .

T+ a5+ x5 —axy =0;

Théoriquement la solution de J est :
J(x*)=0etz*=0

Résultats numériques

Dans les tableaux suivants les résultats numériques des problémes définie
ci-dessus. Tous les programmes ont été implémenté en Matlab 6.5.1, sous Win-
dows XP et Pentium (R) 4 CPU 1400 MHZ.

PN x* J(z*) temps
1 | (1.02x10718, 2.37, 1.00, 5.38, 6.75, 0.78, 1.55, 1.54) 35.12 52
2 (78, 33, 29.9969, 45, 36.7720) 10122.65789 | 10.23
3 (42.2866, 44.0838, 70, 0.5253) 486552.9507 | 30.15
4 (—0.0001, 0.0009) 9.4643 x 10797 | 42.01
5 (—2.78, —2.57, 1.33, 1.06, 1.86) —45.03 5.24
6 (—0.08995609, —0.71327529) —1.03162533 5.67
7 Approximativement 10~* 0.0024 50.22
8 Approximativement 10~° 0.000036 50.11

TABLE 7.5 — Résultats numériques du couplage du gradient projeté perturbé et
de I’algorithme génétique

7.3.3 Récapitulation

Dans le tableau qui suit les résultats des 6 premiers probléemes obtenus en
utilisant les 3 algorithmes : les 2 premieres colonnes représentent 1’algorithme
du gradient projeté perturbé, les 2 deuxieme colonnes l'algorithme génétique et
les 2 dernieres colonnes le couplage de ces deux algorithmes.
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Numéro de | Valeur |temps | Valeur |temps | Valeur | temps
la fonction | optimale | CPU | optimale | CPU | optimale | CPU

1 35.12 5.34 n.cvt 23.35 35.12 52
10123 13 n.cvt 23.35 | 10122.65 | 10.23
538510 | 19.22 n.cvt 23.35 | 486552.9 | 30.15
0.6617 | 0.78 n.cvt 23.35 | 9.46.107°7 | 42.01
-12.17 1.03 n.cvt 23.35 -45.03 524
-0.2152 | 0.18 n.cvt 23.35 -1.03 5.67

N Ol WIN

TABLE 7.6 — Comparaison des résultats des problemes

7.3.4 Interprétation des résultats

La comparaison des 3 algorithmes confirme l'efficacité du couplage des deux

algorithmes au niveau de la précision de 'optimum.

7.3.5 Conclusion

La satisfaction des résultats obtenus confere a 1'hybridation sa crédibilité.
En fait, en utilisant cette approche on a pti éviter les optimums locaux profonds
et aussi le choix du point initial.

Méme s’il y’a une petite augmentation du temps du calcul dtie a I’application de
plusieurs algorithmes simultanément, on peut dire que cette approche hybride
est performante et est meilleure que 1'algorithme du gradient projeté perturbé.
Nous avons aussi couplé la méthode SQP perturbée et ’algorithme génétique
en respectant la méme méthodologie. Il s’est avéré que nous avons trouvé les

mémes résultats.

7.4 Couplage du gradient projeté perturbé et du ré-
cuit simulé

Dans cette section, on va présenter un autre algorithme hybride construit
a partir du couplage de l'algorithme du gradient projeté perturbé et du récuit

simulé.
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7.4.1 Meéthodologie

Comme on a vu dans le chapitre 3, a chaque itération de l’algorithme du
gradient projeté perturbé on trouve un nouveau vecteur X, qui est obtenu
par la correction, en utilisant la méthode 3.30, du vecteur X7}, obtenu par la
transformation

XTyp1 = Xy + Dy,

ol 7, est donnée par 3.29 et Dy, est la direction de descente perturbée definie par
Dy = dy, + &2

Comme on 1’a mentioné dans la section précédente, 1’algorithme du gradient
projeté perturbé peut ne pas converger vers un optimum global.
L’'idée du couplage du gradient projeté perturbé et le récuit simulé est la sui-
vante, a chaque itération du gradient projeté perturbé, on applique le récuit
simulé en prenant comme point initial du récuit le point X7};, on va trouver
alors un point Y7}, puis on corrige ce point en utilisant la méthode de cor-
rection 3.30, ce qui va donner un point Y} qui est réalisable pour 1’algorithme
du gradient projeté perturbé. Si on note {WW;}, ., la suite générée par 'algo-
rithme hybride, on aura deux cas : )
— sile point obtenu par le récuit simulé est mieux que Xy, on pose WWj,; =
Yk+1
— sinon on implémente normalement le gradient projeté perturbé, et W, =
Xit1
L’avantage de cet algorithme est qu'il peut éviter n'importe quel optimum local,
et le nombre d’évaluation de la fonction objectif et des contraintes est moins
que si on applique l'algorithme du gradient projeté perturbé, et I'optimum est

mieux que si on applique le récuit simulé.

7.4.2 Théoréme de convergence

Il est clair que la suite W), = J(WW),) est décroissante et bornée inférieure-
ment par ay. Dong, il existe W > «y tel que W, — W quand k — +oc.
Avec les mémes hypotheses que I'algorithme du gradient projeté perturbé, 1'al-
gorithme hybride converge vers un optimum global :
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Théoréme 7.1 Supposons que Wy, = X, € S, 3.38 est satisfaite et

+00 1
d — =400 (7.3)
o Sk
alors W = o presque surément.
Démonstration
Ona
vk Wi, < U
ou U, = J(X}) est la suite générée par le gradient projeté perturbé.
Donc
PWy >0) < P(Uy, > 0)
et on aura
PWiy1 >0 | Wy >0) < P(Upy1 >0 | Uy > 0) (7.4)
On a aussi
P(Ups1 < 0| Uk 20)=1=P(U1 20| Uy = 0) (7.5)
PWir <0 | Wi 20)=1—P(Wiq 20| Wy, = 0) (7.6)
De74ona
1—=PUps1 >0 U, >0) <1 —PWyy1 > 6| Wy >0)
alors
Et

P(Uk+1<¢9|Uk29):P(Xk+1689|Xk¢89)

ona {Xx},-, C S, donc [10] :
P(Xy11€Sp , Xp¢So)=[s_s, P(Xx€dx) [g fry1(y | Xp=z)dy.

Puisque
P(Xp1 € Sp X ¢ Sp)

P(Xk+1€SQ|Xk¢SQ): P(Xk§é59) ,
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ona

P(Xii €S| Xe ¢ 5) > inf, { / ka(y\Xk:x)dy}
z€S—Sy Sp

On a aussi

. —Qp(z
P(Xk41€S0 | Xi¢So) ﬁmfzesfse{fse ¢k<yT§k<))dy}

>
meas(s,) . v—Qp (@)
2 ,,]LLELL lanEsfse,yESG {¢k( NLER )} .

En utilisant la proposition 3.2, on a

P(Xk+1eseyxk¢59)zw(6 >n¢(M>

& \a T
“ M M M
v (@) = (maéfk) = (maaso)
Donc,
P(Xiy1 € So | Xi & Sg) > co(k) (7.8)
ou ) \
_20) 6A)" M
co(k) = o v(6) = meas(Sy) ( - > P (16@650)
De 7.7 on a
P(Wk+1 <6 ’ W, > 9) > Cg(k)
on a alors

VO €lag, aq[: cp(k) > 0.
L’équation 7.3 donne

+00
an(k) = 400 .
k=0

En appliquant le lemme 3.1 ona: W = o sirement.

7.4.3 Résultats numériques

Dans cette section on va donner des résultats numériques de 6 problemes
implémentés par 1’algorithme hybride.
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Définition des problemes

Les problemes utilisés pour 1’évaluation du couplage du couplage du gra-
dient projeté perturbé et du recuit simulé sont les problemes 1-6 de la section

précédente.

Résultats numériques

Dans les tableaux suivants les résultats numériques des problémes définis
ci-dessus. Tous les programmes ont été implémenté en Matlab 6.5.1, sous Win-
dows XP et Pentium (R) 4 CPU 1400 MHZ.

PN x* J(z*) temps
1 (0, 3.59, 1.32, 4.85, 4.88, 0.70, 1.52, 0.97) 40.21 2.67
2 | (88.62, 34.27, 44.31, 27.08, 40.94) 10587.51 11.35
3 (44, 40, 60, 0.14) 440507.26 31.25
4 (0.0032, —0.0123) 2.11 x 107% | 0.28
5 (1, —0.19, —0.98, —6.04) —8.81 4.23
6 (0.10, 0.72) —1.02 0.27

TABLE 7.7 — Résultats numériques du couplage du gradient projeté perturbé et
du récuit simulé

7.4.4 Récapitulation

Dans le tableau qui suit les résultats des 6 premiers problémes obtenus en
utilisant les 3 algorithmes : les 2 premiéres colonnes représentent la méthode
SQP perturbée, les 2 deuxiéme colonnes le recuit simulé et les 2 derniéres co-

lonnes le couplage de ces deux algorithmes.

7.4.5 Interprétation des résultats

La comparaison des 3 algorithmes confirme I'efficacité du couplage des deux
algorithmes dans la plupart des cas, et la cause qui engendre les cas ou le cou-
plage ne donne pas de bons résultats par rapport aux deux autres algorithmes,
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Numéro de | Valeur |temps | Valeur | temps Valeur temps
la fonction | optimale | CPU | optimale | CPU optimale CPU
1 35.09 1.04 94.58 14.05 40.21 2.67

2 10484 0.64 12201 1.22 10587.51 11.35
3 538510 6.22 | 465639.81 | 5.29 440507.26 | 31.25
! 0.6617 0.67 0.0014 0.18 |2.11x107% | 0.28
5 -12.17 0.86 -10.36 0.37 -8.81 4.23
6 -0.2152 0.18 -0.99 0.15 -1.02 0.27

TABLE 7.8 — Comparaison des résultats des problemes

est que le recuit accepte parfois des remontées, on peut conclure alors que le

couplage esst efficace mais dans des cas seulement.

7.4.6 Conclusion

Les résultats fournis par le couplage du gradient projeté perturbé et du ré-
cuit simulé tend a prouver I'efficacité de la méthodologie proposée.
L’hybridation donne des résultats plus intéressants au niveau de la precision de
I'optimum ainsi que le temps de calcul et le nombre d’évaluation de la fonction

objectif et des contraintes.
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Chapitre

Un probleme logistique

8.1 Introduction

Pour montrer l'efficacité de I'hybridation, on a choisi d’appliquer le cou-
plage du gradient projeté perturbé et 1’algorithme génétique discuté dans le
chapitre 7 a un probleme de transport.

Etant donné un dépot central et plusieurs points de demandes dans une région
R, le probleme de transport choisi consiste a désigner un ensembles de trajets
depuis le dépot aux points de demandes tout en minimisant le cotit [4].

La région R est divisée en districts, chaque district est assigné a un véhicule.
Chaque véhicule démarre du dépot vers le district approprié, délivre la mar-
chandise a tous les points de demandes dans ce district et revient vers le dépot.
Dans ce chapitre, on veut trouver le partitionnement optimal de R basé sur un

systeme de coordonnées polaires centré au dépodt en districts tel que

— La capacité maximale du véhicule est fixée.
— Le temps de voyage d’un véhicule par jour est fixé.
— Le partitionnement doit guarantir un certaine homogénité entre les dis-

tricts.
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8.2 Lemodeéle

8.2.1 Généralitées

Le véhicule part au district de surface A, délivre la marchandise a n points
de demande. La distance totale E(DZ) parcourue par le véhicule peut étre ap-
prochée par [39] :

E(DZ) = ko An. (8.1)

ou kj est une constante qui dépend de la région [31].

Un véhicule démarre du dépot vers le district assigné, délivre la marchandise a
tous les points de demande dans ce district ou quand le temps de travail maxi-
mal est atteint, et il revient au dépot. Cette suite d’étapes est appelée le cycle du
véhicule. L'espérance T du temps total du cycle T est donnée par [40] :

_ 2E(DLH> i k)o vV An

T =E(T)
(% Uz

+pn BE(ts). (8.2)

Ou E(Dpy) est 'espérance de la distance depuis le dép6t au district, vy, est la
vitesse moyenne entre le dépot et le district, v, est la vitesse moyenne dans le
district, E(tg) est I'espérance du temps d’arrét dans une livraison et p la proba-
bilité qu'un client soit visité.

Soit ¢, le temps du voyage entre le dépot et le district, et ¢, le temps du
voyage dans le district, la variance de 7" est

var(T) = o5 = 2var(t,) + var(ty) + pnvar(ts). (8.3)

On note E(u), o, et U respectivement la moyenne, la déviation standart de la
quantité du produit u livré par point visité dans le district et le poids total du

véhicule, 'espérance de U est

U=E{U)=pnEu). (8.4)
La variance de U peut étre écrite

var(U) = o, = pno>. (8.5)

T et U peuvent étre représentés respectivement par les distributions normales
N(T,or) et N(U,oy). Soit ¢ ~ N(0,1) la variété unité normal. En adoptant un
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98 pourcentage, ¢ = 2.06, les restrictions suivantes doivent étre respéctées :

Et
g =U+2.060y <W. (8.7)

Ou H, est le nombre d’heures par jour que le temps du cycle ne peut pas dépas-
ser, et IV est la capacité du véhicule.

8.2.2 Lemodéle

Le partitionnement de la région est basé sur un systeme de coordonnées
polaires. Soit Z; ; un district limité par les rayons r;_; et r;, et les angles 0,_ ; et
0; j, la surface du district est alors

0 — 0,5
N B } (7"2 — 7".2_1)_ (88)

1, 2 i i

A
Le nombre de points visités dans un district Z; ; est [40] :
TLZ"]‘ = N(TZ‘, 97;73') — N(Ti, 91'73‘_1) — N(T‘i_l, 91'73‘) + N(Tz‘_l, 91'73'_1). (89)

Ou N(r,0) est la fonction cumulative des points visités dans le secteur r, 6. Le
temps total dépensé dans un district est [40] :

Yij = @D(Tu ei,j) - @D(Tu 9i,j—1) - ZZJ(Tz'—l, 91’,;‘) + ?/J(Ti—h 9i,j—1)~ (8.10)

Ot ¢(r,0) est la fonction cumulative du temps dépensé dans la livraisons aux
points visités.

On définie une fonction de distribution d’efforts par

k Ai,-niy-
B e TP (8.11)
" fij Hy ’ .
ou
1— 27‘1',1 vr,
oLz

H,
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Les districts Z;;, j = 1,2,... sont contenus dans un anneau i, soit E; la
moyenne de l'effort dans I’anneau i. Pour guarantir ’homogénité entre les dis-
tricts, la contrainte suivante doit étre respectée [40] :

=
=

‘B, —F;
ST, (8.12)
E;

1 1

i

<.
I

Ou NR est le nombre d’anneaux dans la région, et N D; le nombre de districts
dans I'anneau . En appliquant les restrictions 8.6 et 8.7 a chaque distict, on

aurra .
NR ND;

>N g-Hi<0. (8.13)

i=1 j=1

NR ND;

>N p-w<o. (8.14)

i=1 j=1
La fonction objectif s’écrit [40] :

NR ND;
Z Z CxmE(D; )+ CuE(T; ;) + Co,HX; ;. (8.15)
i=1 j=1

Ou Ck,, est le cotit par kilometre, C'y le cotit par heure, Cp, le cotit de travail

supplémentaire calculé quand le temps du cycle de travaille dépasse une limite

Hy et HX;; 'espérance du temps de travail supplémentaire par jour dans le

district Z; ;.

8.2.3 Résultats numériques

La région R est divisée en districts en utilisant un systeme de coordonnées
polaires centré au dépdt, les angles varient entre 7/100 et 7, et le rayon est
60 K'm
nr est le nombre d’anneaux dans R, le nombre de districts est nr * nt, et n est le
nombre de points visités par région.

La vitesse moyenne est v, = 35 Km/h et la vitesse dans un district est v; =
24 Km/h.

La quantité du produit livrée a chaque client est 5.76 K¢ avec une déviation
standard de 2.08 Kg. le temps d’arrét est 3min 49s .
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Le temps normal de travail est Hy = 8 hrs/jour, et au maximum H; = 10 hrs/jour.
La capacité des véhicules est w = 500 K g, la constante k, définie dans (8.1), peut
étre approchée par ky = ki1ks [31], out k; dépend de la métrique adoptée et k-
dépend de la structure de la route, on prend k; = 0.765 and &k, = 1.35.

Les cofit sont :

CKm = aow‘“, CH = bowbl, COv = CH + 8. (816)

oit:ag = 0.00408, a; =0.5, by=048, b =04, w=500.

On a implémenté le modéle sur MATLAB. On prend n = 2500 et pour bien
comparer les résultats, les points visités sont distribués uniformément dans la
région.

En parallélle, nous appliquons le programme a n = 30 point aléatoirement ré-
partis dans la région.
En changeant le nombre de rayons nr et le nombres d’angles nt, on obtient les

résultats suivants :
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FIGURE 8.1 — Résultats pour le cas uniforme : nr =3 etnt=3

FIGURE 8.2 — Résultats pour le cas uniforme : nr =4 etnt=3
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FIGURE 8.3 — Résultats pour le cas uniforme : nr =4 etnt=4

FIGURE 8.4 — Résultats pour le cas uniforme : nr =5etnt =3
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FIGURE 8.5 — Résultats pour le cas non uniforme : nr =3 et nt = 4
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FIGURE 8.6 — Résultats pour le cas non uniforme : nr =3 etnt =3
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FIGURE 8.7 — Résultats pour le cas non uniforme : nr =4 et nt =4
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FIGURE 8.8 — Résultats pour le cas non uniforme : nr =5 etnt =5
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Interprétation des résultats

L’interprétation globale revient a une visualisation shématique des résultats.
Du fait que la région est subdivisée en districts ou celles limitrophes au dépot
ou bien celles indexant plus de points de demande, se retrouvent moins éparses
que les autres, tend a confirmer la crédibilité des résultats obtenus.

L’économie du carburant et le gain en heures de travail supplémentaire, en est

une preuve indéniable.

8.3 Conclusion

Nous avons appliqués, au sein de ce chapitre, un algorithme hybride basé
sur le couplage du gradient projeté perturbé avec 1’algorithme génétique.
La complexité de la problématique logistique est un atout majeur d’expérimen-
tation.
En ce sens, 1'essentiel du probléme de transport choisi releve de sa contenance
en variables aléatoires comme le facteur humain par exemple.
L'implication de I'hybridation dans ce type de problemes confére, de maniere

pragmatique, un solutionnement optimal.



Chapitre

Conclusion

Ce travail concerne un theme dont I’ensemble des facettes n’a pas été exploré
acejour:
L’optimisation globale non convexe et non linéaire.
Nous retrouvons ce theme dans notre vie quotidienne tels, par exemple,

— Les problemes d’économie et d’économétrie.

— Les problemes a vocation agricole.

— Les problemes mécaniques, en particulier le calcul de I'indice de fiabilité

qui revient a minimiser une fonction objectif.

— Le design du systeme d’exploitation industrielle.
La résolution de problemes d’optimisation globale non convexes et non linéaires
reste, en général, un probleme ouvert, pour lequel n’existe pas a cette date des
méthodes aptes a résoudre I'ensemble des problemes de ce domaine.
Nous avons abordé ce probléeme dans 1’esprit de construire une procedure sys-
tématique sinon pour la résolution du moins pour la construction de méthodes
numériques générales. Nous avons ainsi choisi ’approche d’hybridation qui per-
met de combiner aisément des approches de nature stochastique ou détermi-
niste.
Dans ce cadre, nous avons envisagé les perturbations stochastiques des méthodes
de descente. Nos efforts ont principalement porté sur les situations comprenant
des restrictions, qui ont été abordées par :

— la méthode SQP ; méthode d’optimisation détérministe de type pénalité,

— la méthode de gradient projeté ; méthode d’optimisation détérministe de
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type projection,
Pour certaines situations, les résultats fournis par ces méthodes ne sont pas sa-
tisfaisants; tel est le cas, par exemple, des situations non convexes.
Dans ce cas, une approche purement stochastique peut, en théorie, déterminer
I'optimum global. Ces méthodes sont tres générales, car ne requiérent aucune
hypothese contraignante sur la fonction objectif ou sur les contraintes.
Cependant, ces méthodes ne convergent que tres lentement et sont peu efficace
numériquement. Leur couplage avec des procedures déterministes se revele
plus efficace : ’application de cette méthodologie a des problemes classiques
donne des résultats de meilleure qualité.
L'application a un probléme de transport stochastique s’est également révélée
probante et tendant a établir l'efficacité de I’approche par hybridation.
Ces essais ouvrent une voie pour la résolution des problemes envisagés. Pour
l’avenir, nous souhaiterions proposer cette approche aussi bien aux industriels
qu’aux agriculteurs, que pour 1’ensemble des composants du tissu économique,

pour pouvoir émanciper leurs activités respectives.
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