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Prés❡♥té❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

▲❊ ●❘❆❉❊ ❉❊ ❉❖❈❚❊❯❘ ❊◆ ❙❈■❊◆❈❊❙
❉❊ ▲✬❯◆■❱❊❘❙■❚➱ P❆❘■❙✲❙❯❉ ❳■

❙♣é❝✐❛❧✐té✿ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

♣❛r

❉♦♠✐♥✐q✉❡ ❇♦♥t❡♠♣s

❙t❛t✐st✐q✉❡s ❞✐s❝rèt❡s ❡t ❙t❛t✐st✐q✉❡s

❜❛②és✐❡♥♥❡s ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

❙♦✉t❡♥✉❡ ❧❡ ✷ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✵ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ❞✬❡①❛♠❡♥✿

▼✳ ❖❧✐✈✐❡r ❈❛t♦♥✐ ✭❘❛♣♣♦rt❡✉r✮
▼♠❡ ❊❧✐s❛❜❡t❤ ●❛ss✐❛t ✭❉✐r❡❝tr✐❝❡ ❞❡ t❤ès❡✮
▼✳ P❛s❝❛❧ ▼❛ss❛rt
▼♠❡ ❏✉❞✐t❤ ❘♦✉ss❡❛✉ ✭Prés✐❞❡♥t❡ ❞✉ ❥✉r②✮
▼✳ ❍❛rr② ✈❛♥ ❩❛♥t❡♥ ✭❘❛♣♣♦rt❡✉r✮



❚❤ès❡ ♣ré♣❛ré❡ ❛✉
❉é♣❛rt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞✬❖rs❛②

▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✭❯▼❘ ✽✻✷✽✮✱ ❇ât✳ ✹✷✺
❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❙✉❞ ✶✶
✾✶ ✹✵✺ ❖rs❛② ❈❊❉❊❳



❘és✉♠é

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s
tr♦✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥s r❡❧✐é❡s ✿ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✐♥✜♥✐✱ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡s
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ❡t ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❛♥s ♣❡rt❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssé à ❞❡s
❝❧❛ss❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✐♥✜♥✐✱ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s✳ ❯♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❧❛
r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❛ été ♦❜t❡♥✉❡✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛①
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❛✲♣r✐♦r✐ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦✐♥s ❢❛✈♦r❛❜❧❡s✱ ❜❛sés s✉r ❧✬❛✲♣r✐♦r✐ ❞❡ ❏❡✛r❡②s
❡♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✜♥✐✱ ♦♥t ❡♥ ♦✉tr❡ été ♣r♦♣♦sés✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t②♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛✲
♣♦st❡r✐♦r✐ ✭t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s✮ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛❞r❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❡t
s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❣r❡ss❡✉rs ❛✉❣♠❡♥t❡
❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
ré❣r❡ss✐♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♣♦rt❡♥t s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ❉❛♥s ♥♦s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✉✐t❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❡t à ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡s ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ♦✉ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té Cα✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s s✐♠✉❧✲
t❛♥é♠❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐st❡ ♠✐♥✐♠❛①✳
▲✬❛❞❛♣t❛t✐✈✐té ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡
♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ✈♦❧❡t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡t ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s✱ ❞❛♥s ✉♥❡
♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡st ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♥♦t②♣✐q✉❡s✳ ❯♥ ❝r✐tèr❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣é♥❛❧✐sé ❡st ♣r♦♣♦sé✱ ❡t
✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♦r❛❝❧❡ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ r❡t❡♥✉ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❣râ❝❡ à ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ♣❡♥t❡✳ ❙❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❝r✐tèr❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s BIC ❡t AIC s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té
❞❛♥s ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❧✐❜r❡♠❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳

▼♦ts✲❝❧❡❢s ✿ ❆❧♣❤❛❜❡t ✐♥✜♥✐ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✱ ❆✲♣r✐♦r✐ ❜❛②és✐❡♥ ❧❡ ♠♦✐♥s ❢❛✈♦r❛❜❧❡✱ ❈♦❞❛❣❡ ✉♥✐✲
✈❡rs❡❧✱ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❛♥s ♣❡rt❡✱ ❘❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛①✱
❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ▼♦❞è❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✱ ◆♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❛✲♣♦st❡r✐♦r✐✱ P❛r❛♠ètr❡
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✱ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❙t❛t✐st✐q✉❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡s
s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s✱ ❇✐♦st❛t✐st✐q✉❡s✱ ●é♥♦t②♣❡s ♠✉❧t✐❧♦❝✉s✱
❍❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ♣❡♥t❡✱ ▼é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s✱ ▼♦❞è❧❡s à ❝❧❛ss❡s ❧❛t❡♥t❡s✱ ❙é✲
❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❱r❛✐ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣é♥❛❧✐sé❡✳



❉✐s❝r❡t❡ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❙t❛t✐st✐❝s ✐♥ ❧❛r❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❧✐♥❦❡❞ ✜❡❧❞s✿ ❞❛t❛ ❝♦♠♣r❡s✲
s✐♦♥ ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡ts❀ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♥❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❙t❛t✐st✐❝s❀ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❧♦ss❧❡ss ❝♦❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐t❡
❛❧♣❤❛❜❡t✳ ■t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ s♦♠❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡♠♦r②❧❡ss s♦✉r❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❆♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ s✉❝❤ ❝❧❛ss❡s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
♠❛①✐♠✐♥ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇❤♦s❡ ♠❛①✐♠✉♠
r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳

❚❤❡ ♥❡①t ✇♦r❦s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ ❛✲♣♦st❡r✐♦r✐ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❇❡r♥st❡✐♥✲
✈♦♥ ▼✐s❡s t❤❡♦r❡♠s✮ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✳
❋✐rst✱ ✐♥ ●❛✉ss✐❛♥ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣r❡ss♦rs ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠♣❧❡ s✐③❡✳ ❚✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✿ ♥♦♥✲
♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❤❡♦r❡♠s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐ts❡❧❢✱ ❛♥❞ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❤❡♦r❡♠s ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡♠ t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t♦ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ✐♥ ❙♦❜♦❧❡✈ ❛♥❞ Cα ❝❧❛ss❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s✳ ❆❞❛♣t✐✈✐t②
✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❲❡ ❛❧s♦ ❣❡t ❛ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

■♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ♠✐①t✉r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥
✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❛r✐s❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐❧♦❝✉s ❣❡♥♦✲
t②♣✐❝ ❞❛t❛✳ ❆ ♥❡✇ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐❝
♦r❛❝❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♥❡❡❞s ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡
s❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❯s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t
t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❝r✐t❡r✐❛ s✉❝❤ ❛s BIC ❛♥❞ AIC✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❢r❡❡✲♦❢✲❝❤❛r❣❡ s♦❢t✇❛r❡✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ■♥✜♥✐t❡ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ❛❧♣❤❛❜❡ts✱ ▲❡ss ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❇❛②❡s
♣r✐♦r✱ ▲♦ss❧❡ss ❞❛t❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ▼✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦❞✐♥❣✱ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥✱ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠✱ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ❙t❛t✐st✐❝s✱ P♦st❡r✐♦r ❛s②♠♣t♦t✐❝
♥♦r♠❛❧✐t②✱ ❙❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ❇✐♦st❛t✐st✐❝s✱ ▲❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧s✱ ▼♦❞❡❧ s❡✲
❧❡❝t✐♦♥✱ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ♠✐①t✉r❡s✱ ▼✉❧t✐❧♦❝✉s ❣❡♥♦t②♣❡s✱ P❡♥❛❧✐③❡❞ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ❙❧♦♣❡
❤❡✉r✐st✐❝s✱ ❱❛r✐❛❜❧❡s s❡❧❡❝t✐♦♥✳





❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ♥✬❛✉r❛✐t ♣✉ ❛rr✐✈❡r à s♦♥ t❡r♠❡ s❛♥s ❧❡ s♦✉t✐❡♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
♣❡rs♦♥♥❡s✱ q✉❡ ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ✐❝✐✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♠❡r❝✐ à t♦✐✱ ❊❧✐s❛❜❡t❤✱ ♣♦✉r t♦♥ tr❛✈❛✐❧ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥s✳ ❚✉ ❛s s✉
êtr❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡t ❞❡ ❜♦♥ ❝♦♥s❡✐❧ à t♦✉t ♠♦♠❡♥t✳ ❆✉① ♠♦♠❡♥ts ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s✱ t✉ ❛s été à
❧✬é❝♦✉t❡✱ t✉ ♠✬❛s s♦✉t❡♥✉✱ t✉ ♠✬❛s ❡♥❝♦✉r❛❣é✳ ❚✉ ♠✬❛s ❣✉✐❞é ✈❡rs ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s q✉❡st✐♦♥s
❡t ♠✬❛s ♣r♦❝✉ré ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t❡s✳ ❚✬❛✈♦✐r ❡✉ ❝♦♠♠❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡
❡st ✉♥❡ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❝❤♦s❡s q✉✐ ♠❡ s♦✐t ❛rr✐✈é❡s✳

❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ♠② r❡❢❡r❡❡s✱ ❖❧✐✈✐❡r ❈❛t♦♥✐ ❛♥❞ ❍❛rr② ✈❛♥ ❩❛♥t❡♥✱ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣
❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ r❡♣♦rt ♠② t❤❡s✐s ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt t✐♠❡✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ ❛✉① ❛✉tr❡s ♠❡♠❜r❡s
❞✉ ❥✉r②✱ ❏✉❞✐t❤ ❘♦✉ss❡❛✉ ❡t P❛s❝❛❧ ▼❛ss❛rt✳

P❛s❝❛❧✱ ❥❡ t✐❡♥s é❣❛❧❡♠❡♥t à t❡ r❡♠❡r❝✐❡r ♣♦✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ t❡s ❝♦✉rs ❞❡ ▼✷✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
♣♦✉r t❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té à ♠❡s q✉❡st✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❝❝❛s✐♦♥s ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s
❛♥♥é❡s ✖ t✉ t❡ s♦✉✈✐❡♥s ♣❡✉t✲êtr❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛✐❧ q✉❡ ❥❡ t✬❛✈❛✐s ❡♥✈♦②é ✉♥ s♦✐r ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s
✈❛❝❛♥❝❡s✳ ▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ q✉✬❛✈❡❝ ❲❡♥❞❡❧✐♥ ❲❡r♥❡r ✈♦✉s
♥♦✉s ❞✐s♣❡♥s✐❡③ ❡♥ ▼✷✳ ❈✬❡st ❣râ❝❡ à ✈♦✉s q✉❡ ❥✬❛✐ ❝❤♦✐s✐ ❝❡tt❡ ✈♦✐❡ ❡t ❥❡ ♥❡ ❧❡ r❡❣r❡tt❡
♣❛s ✦

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♠❛ t❤ès❡ ❥✬❛✐ é❣❛❧❡♠❡♥t été ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♦♥♥❡s✳ ❯♥❡
♣❧❛❝❡ s♣é❝✐❛❧❡ r❡✈✐❡♥t à ❲✐❧s♦♥ ❚♦✉ss✐❧❡✳ ◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ♥♦s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥t ❥♦✉é ✉♥
❣r❛♥❞ rô❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥s✱ ❡t ♥♦tr❡ ❛♠✐t✐é ♠✬❡st ♣ré❝✐❡✉s❡✳
◆♦s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ♥♦s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♠✬♦♥t ♥♦✉rr✐ ✿ ♠❡r❝✐ à ❆✉ré❧✐❡♥✱ à ■s♠❛ë❧✱ à
❏✉❞✐t❤✱ à ❱✐♥❝❡♥t✱ à ❙té♣❤❛♥❡✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ❛♥❝✐❡♥s ❞♦❝t♦r❛♥ts ❞✬❖rs❛② ❞♦♥t
❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♠✬♦♥t ❡♥r✐❝❤✐ ✿ ◆✐❝♦❧❛s✱ ◆❛t❤❛❧✐❡✱ ❏❡❛♥✲P❛tr✐❝❦✱ ❇❡rtr❛♥❞✱ ❈❛t❤②✱ ❡t ❜✐❡♥
❞✬❛✉tr❡s✱ ♠❡r❝✐ à ✈♦✉s✳

❯♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ♥❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛s ❞❛♥s ❧✬✐s♦❧❡♠❡♥t✱ ❡t ❥❡ ❞♦✐s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛✉ ❣r♦✉♣❡
q✉❡ ♥♦✉s ❢♦r♠♦♥s à ❖rs❛②✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ❜✐❡♥ sûr ❛✉① r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬é❝♦❧❡ ❞♦❝t♦r❛❧❡✱
❛✉① ♦r❣❛♥✐s❛t❡✉rs ❞✉ sé♠✐♥❛✐r❡ ❞❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts ✿ ♠❡r❝✐ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à P✐❡rr❡ P❛♥s✉✱ à
❱❛❧ér✐❡ ▲❛✈✐❣♥❡ ♣♦✉r s❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ à ❘♦❜✐♥✱ à ❘❛♠❧❛✳ ▼❛✐s ❥❡ ♣❡♥s❡ s✉rt♦✉t à
t♦✉s ❧❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts✱ à ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❛♠❜✐❛♥❝❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ❝♦♥♥✉ ♣❛r♠✐ ✈♦✉s ✿ ♠❡r❝✐ P✐❡rr❡✱ ❚❤✐
❚❤✉✱ ❈❛♠✐❧❧❡✱ ❆❜❡❞✱ ❖❛♥❛✱ ❇❡r♥❛r❞♦✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧✱ ❍❛t❡♠✳✳✳ ❯♥ r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥t s♣é❝✐❛❧ à
❙é❜❛st✐❡♥ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❡❧✐r❡ ❞❛♥s ❧✬✉r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ♠♦♥ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

❊♥✜♥✱ ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é
❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳
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❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉és
❞❛♥s tr♦✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥s r❡❧✐é❡s ✿ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✐♥✜♥✐✱ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s
❜❛②és✐❡♥♥❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ❡t ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s✳
▲❛ ♣rés❡♥t❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s q✉✐ r❡♣r❡♥♥❡♥t ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✐s❝r❡ts ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡
✉♥ ✜❧ ❞✐r❡❝t❡✉r ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s r❡s✐t✉♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡s✲
s✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❛♥s ♣❡rt❡✱ ❡t ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛❧♣❤❛❜❡ts ✐♥✜♥✐s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s✳ ❚♦✉t ❝❡❧❛ ❡st
❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥
st❛t✐st✐q✉❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❢réq✉❡♥t✐st❡ q✉❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡✳ ◆♦s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡
❡♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✐♥✜♥✐ s♦♥t r❡♣❧❛❝és ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳

❙✐ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❝❛❞r❡ ✐❞é❛❧ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♠ét❤♦❞❡s
❜❛②és✐❡♥♥❡s ❡t rés✉❧t❛ts ❢réq✉❡♥t✐st❡s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ♣❡r♠❡t à s♦♥
t♦✉r ❞✬❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❢réq✉❡♥t✐st❡s ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❜❛②és✐❡♥s✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ♦ù ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜❛②és✐❡♥♥❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ◆♦✉s ② ♣rés❡♥t♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦tr❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✸ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡rst❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r
❛♣♣❛r❛ît ❡♥ ❡✛❡t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
q✉✐ s♦✉s✲t❡♥❞❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r♥❡s ✜♥❡s s✉r ❧❛
r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡✳

◆♦tr❡ ✈♦②❛❣❡ à tr❛✈❡rs ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✐❧❧✉stré ❧✬✐♥térêt ❞❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ✜♥❡s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✐s❝r❡ts ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❡t ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❧♦✐s
❞✐s❝rèt❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛✉tr❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❧♦✐s ❞✐s❝rèt❡s✱ ❞❛♥s
✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡ ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s❝rèt❡s ♠✉❧t✐✈❛✲
r✐é❡s✳ ◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛ été é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧✐é❡s à ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ♠étr✐q✉❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❞é❥à ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✐♥✜♥✐✳



✶✹ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❛♥s ♣❡rt❡

✶✳✶ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❛♥s ♣❡rt❡

✶✳✶✳✶ ❉✉ ❝♦❞❛❣❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ❛✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❙❤❛♥♥♦♥ ❞❛♥s s♦♥
❝é❧è❜r❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬✾✽❪✳ ❖✉tr❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❡♥ ❢❛✐s♦♥s ❝✐✲❛♣rès✱ ♦♥ tr♦✉✈❡r❛ ❞❡s
❡①♣♦sés ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ❧✐✈r❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❬✷✾❪ ❡t ❬✸✵❪✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡
❞♦❝t♦r❛t ❞❡ ●❛r✐✈✐❡r ❬✹✼❪ ❡t ❧❡s ♥♦t❡s ❞❡ ❝♦✉rs ❞❡ ●❛ss✐❛t ❬✹✾❪✳

❙♦✐t X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ♦✉ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✱ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ X ∗

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉✐t❡s ✜♥✐❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ X ✿

X ∗ =
∞⋃

n=1

X n.

▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ X s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❧❡ttr❡s ♦✉ s②♠❜♦❧❡s✱ ❡t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ X ∗ ♠♦ts✳ ❖♥
♥♦t❡ · ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦ts✳

❖♥ ❞és✐r❡ ❡♥❝♦❞❡r ❧❡s ♠♦ts ❞❡ X ∗ ❡♥ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❜✐ts 0 ♦✉ 1✳ ❯♥ ❝♦❞❡ s❛♥s ♣❡rt❡ f
❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ X ∗ ❞❛♥s {0, 1}∗✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
s❛♥s ♣❡rt❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦❞❡s s❛♥s ♣❡rt❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡

l[f(x)]

l(x)

♦ù l(x) = n s✐ x ∈ X n ❡t l(y) = m s✐ y ∈ {0, 1}m✳
❯♥ ❝♦❞❡ ❡st ❞✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞é❝♦❞❛❜❧❡ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r

✉♥❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡s ✿

f(w1) · f(w2) · · · f(wn) = f(w′
1) · f(w′

2) · · · f(w′
m)

=⇒ n = m,w1 = w′
1, . . . , wn = w′

n.

❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝♦❞❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞é❝♦❞❛❜❧❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦❞❡s ♣ré✜①❡s✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s
❛✉❝✉♥ ♠♦t ♥✬❡st ♣ré✜①❡ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦t ✿

f(w) · y = f(w′) =⇒ y = ∅, w = w′.

▲❡s ❝♦❞❡s ♣ré✜①❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ❞é❝♦❞❛❜❧❡s ✿ q✉❛♥❞ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥
♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡✱ ♦♥ ❧❡ s❛✐t✳

▲❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ s✉✐✈❡♥t ❢♦♥❞❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t st❛✲
t✐st✐q✉❡s✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑r❛❢t ❬✼✶❪ ❛ ❞✬❛❜♦r❞ été ♠♦♥tré❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦❞❡s ♣ré✜①❡s✱ ♣✉✐s
ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ❝♦❞❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞é❝♦❞❛❜❧❡s ♣❛r ▼❝▼✐❧❧❛♥ ❬✼✾❪ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❙✐ f ❡st ✉♥ ❝♦❞❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞é❝♦❞❛❜❧❡ ❞❡ A ⊂ X ∗ ❞❛♥s {0, 1}∗✱ ❛❧♦rs
∑

w∈A
2−l[f(w)] ≤ 1.

➚ t♦✉t❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦❞❡ l ◦ f ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ s♦✉s✲♣r♦❜❛❜✐❧✐té qf (·) =
2−l[f(·)] s✉r A✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ♣ré✜①❡s ❞♦♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s♦✉s✲♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✿



✶✳✶✳✷ ✲ ❯♥✐✈❡rs❛❧✐té ❢❛✐❜❧❡ ✶✺

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ✶✳ ❙✐ λ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ A ❞❡ X ∗ à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s q✉✐
✈ér✐✜❡ ∑

w∈A
2−λ(w) ≤ 1,

❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦❞❡ ♣ré✜①❡ f ❞❡ A ❞❛♥s {0, 1}∗ ❞♦♥t λ ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✳

✷✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ q ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r A ⊂ X ∗✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦❞❡
♣ré✜①❡ f ❞❡ A ❞❛♥s {0, 1}∗ t❡❧ q✉❡

∀w ∈ A, l[f(w)] ≤ q(w) + 1.

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ q ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
q′ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❝♦❞❡ ❝♦♥str✉✐t s✉r q′ s❡r❛
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♠♦✐♥s ❧♦♥❣ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❝♦♥str✉✐t s✉r q✳ ❙✐ ♦♥ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ♣❛ss❡r ♣❛r q′✱ ♦♥
♣❡✉t ❛✉ss✐ ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ♣♦✐♥t ❡①t❡r♥❡ ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛ttr✐❜✉❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ♠❛♥q✉❛♥t❡✳

▲❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❡t ❞❡ ❍✉✛♠❛♥ ❬✻✹❪ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦❞❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❬✽✻❪ q✉❛♥t à ❧✉✐ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té très ❧é❣èr❡♠❡♥t
❛✛❛✐❜❧✐❡

∀w ∈ A, l[f(w)] ≤ q(w) + 2.

▼❛✐s ✐❧ ♣rés❡♥t❡ s✉rt♦✉t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❡✣❝❛❝✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
♣♦✉r ❡♥❝♦❞❡r séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❧❡ttr❡s ❞✬✉♥ ♠♦t ❧♦♥❣ ❀ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ 2
❜✐ts ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠♦t à ❡♥❝♦❞❡r ❞❡✈✐❡♥t ❧♦♥❣✳

❆✐♥s✐ ❞♦♥❝✱ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶ ❡t ✷ ét❛❜❧✐ss❡♥t ✉♥❡ q✉❛s✐✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝♦❞❡ ❡t ❧♦✐
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s❡rt ❞❡ s✉♣♣♦rt à ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉①
rés✉❧t❛ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❡✣❝❛✲
❝❡♠❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

✶✳✶✳✷ ❯♥✐✈❡rs❛❧✐té ❢❛✐❜❧❡

❯♥❡ s♦✉r❝❡ s✉r X ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés P s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X N ❞❡s ♠♦ts
✐♥✜♥✐s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ X ✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❡ttr❡s é♠✐s❡ ♣❛r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
X = (Xn)n≥1✱ ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ♠✐♥✉s❝✉❧❡s x = (xn)n≥1✳
❙✐ P ❡st ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ X✱ P ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ X1 ❡t P n ❝❡❧❧❡ ❞❡ X1:n = (X1, . . . , Xn)✳
▲❛ s♦✉r❝❡ P ❡st ❞✐t❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ s✐ X1, X2, . . . s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t
✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✳

▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥
❝♦❞❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ à ❡♥❝♦❞❡r ❡st ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ P ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳ P♦✉r n ≥ 1✱ s♦✐t P n ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r X n✱ ❡t f ✉♥ ❝♦❞❡ ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t ❞é❝♦❞❛❜❧❡ ❞❡ X n ❞❛♥s {0, 1}∗✳ ❆❧♦rs

EPn [l(f(X1:n))] ≥ H(P n) = EPn [− log2 P
n(X1:n)] .

H(P n) ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ log ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r
❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❡♥ ❜❛s❡ 2✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡r❛ ln ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ♥❛t✉r❡❧✳



✶✻ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❛♥s ♣❡rt❡

❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ t❛✉① ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ♣r♦✲
❝❡ss✉s ❞❡ ❧♦✐ P ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱

H∗(P ) = lim
n→∞

1

n
H(P n).

▲❡ t❛✉① ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡①✐st❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rsq✉❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ P ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t q✉❡ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ P ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❡♥tr♦♣✐❡ ✜♥✐❡ ✿

H∗(P ) = inf
n→∞

1

n
H(P n) = lim

n→∞
H(Xn|X1:n−1)

♦ù ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ H(Y |Z) = E
[
H
(
PY |Z

)]
❡st ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛

❧♦✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t Z✳

❙♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s très ❢❛✐❜❧❡s ✭s♦✉r❝❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡r❣♦❞✐q✉❡✮✱ ♦♥ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♣r❡sq✉❡ sûr❡ ❞❡ − logP n(X1:n) ✈❡rs ❧❡ t❛✉① ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ H∗(P )✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❛ été ❞é✲
♠♦♥tré ♣❛r ❙❤❛♥♥♦♥ ❬✾✽❪ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧❡s s♦✉r❝❡s
♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡s ❀ ❙❤❛♥♥♦♥ ❧✬❛✈❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t é♥♦♥❝é ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡r❣♦✲
❞✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♥✬❡♥ ❛ été ❢❛✐t❡ q✉❡ ♣❛r ▼❝▼✐❧❧❛♥ ❬✼✽❪ ✭♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ L1✮
❡t ♣❛r ❇r❡✐♠❛♥ ❬✶✽❪ ✭♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣✳s✳✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳ ❙✐ P ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡r❣♦❞✐q✉❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
X ✜♥✐ ♦✉ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❡t ❞❡ t❛✉① ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ H∗(P ) ✜♥✐✱ − logP n(X1:n) ❝♦♥✈❡r❣❡ P ✲♣✳s✳
✈❡rs H∗(P )

➚ ♣❛rt✐r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✲❇r❡✐♠❛♥✲▼❝▼✐❧❧❛♥ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑r❛❢t✲
▼❝▼✐❧❧❛♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♣❡♥❞❛♥t ♣r❡sq✉❡ sûr à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳ ❙♦✐t P ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡r❣♦❞✐q✉❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
X ✜♥✐ ♦✉ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❡t ❞❡ t❛✉① ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ H∗(P ) ✜♥✐✳ ❙✐ f ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦❞❡s
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞é❝♦❞❛❜❧❡s s✉r X n✱ ❛❧♦rs P ✲♣✳s✳

lim inf
n→∞

l [f (X1:n))]

n
≥ H∗(P ).

❉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❡st ✜♥❡✱
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ❝♦❞❡ ❝♦♥str✉✐t s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ P n✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳ ❙✐ P n ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r X n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦❞❡ ♣ré✜①❡ f ❞❡ X n

❞❛♥s {0, 1}∗ t❡❧ q✉❡
EPn [l(f(X1:n))] ≤ H(P n) + 1.

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡ ❝♦❞❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❧♦✐
❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞ès ❧♦rs s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❝♦♠❜✐❡♥
❞❡ ❜✐ts ✉♥ ❝♦❞❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❡♥ tr♦♣ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❝❡ ❝♦❞❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝♦♥♥✉✳ ❈✬❡st
❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❙♦✐t n ≥ 1✳

✶✳ ▲❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ✭♦✉ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡✮ ❞✬♦r❞r❡ n ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Qn

❞é✜♥✐❡ s✉r X n ♣❛r r❛♣♣♦rt à P n ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Rn(Q
n, P n) = EPn

[
− log

Qn(X1:n)

P n(X1:n)

]
= D(P n, Qn).



✶✳✶✳✷ ✲ ❯♥✐✈❡rs❛❧✐té ❢❛✐❜❧❡ ✶✼

✷✳ ▲❡ r❡❣r❡t ✭♦✉ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✮ ❞✬♦r❞r❡ n ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Qn ❞é✜♥✐❡
s✉r X n ♣❛r r❛♣♣♦rt à P n ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

R∗
n(Q

n, P n) = sup
x1:n∈Xn

{− logQn(x1:n) + logP n(x1:n)} .

❖♥ r❡❝♦♥♥❛✐t ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✱
❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ❜❛s❡ 2✳ ❆✉ss✐ ❜✐❡♥ Rn(Q

n, P n) q✉❡ R∗
n(Q

n, P n) s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦❞❡ ❞❡ Qn ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ P n✱ ♠❛✐s ❧❡ r❡❣r❡t ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s
❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ ❝♦❞❡✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✬✐♥tér❡ss❡r à ❞❡s ❝♦❞❡s
q✉✐ ❝♦♠♣r❡ss❡♥t ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳
❈❡❧❛ ♥♦✉s ♠è♥❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❢❛✐❜❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❙♦✐t Λ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❧é❛t♦✐r❡s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s X ✳

✶✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ Λ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦❞❛❣❡
(Qn)n≥1 ❞♦♥t ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r s②♠❜♦❧❡ t❡♥❞ ✈❡rs 0 ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦✉r❝❡ ❞❡
Λ ✿

sup
P∈Λ

lim
n→∞

1

n
Rn(Q

n, P n) = 0.

(Qn)n≥1 ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦❞❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧✳

✷✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ ρ(n) ❡st ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣♦✉r Λ s✐ ρ(n) = o(n) ❡t s✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ (Qn)n≥1 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦✉r❝❡ P ∈ Λ✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ K(P ) t❡❧❧❡ q✉❡

Rn(Q
n, P n) ≤ K(P )ρ(n).

P♦✉r ❧❡s ❛❧♣❤❛❜❡ts ✜♥✐s ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡r❣♦❞✐q✉❡s
❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❀ ❞❡s ❝♦❞❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❞❡ ▲❡♠♣❡❧✲❩✐✈ ❬✶✷✹✱ ✶✷✺❪ ré❛❧✐s❡♥t ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t s♦♥t ❞✐ts ✉♥✐✈❡rs❡❧s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❙❤✐❡❧❞s ❬✶✵✶❪ ❛ ♣r♦✉✈é q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s
♣r♦❝❡ss✉s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡r❣♦❞✐q✉❡s ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r ❛❞♠❡ttr❡ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❢❛✐❜❧❡✳

P♦✉r ❧❡s ❛❧♣❤❛❜❡ts ✐♥✜♥✐s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ✿ ♠ê♠❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ♥✬② ❡st ♣❛s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳ ❑✐❡✛❡r ❬✻✼❪ ❛ ❞é♠♦♥tré ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡✱ s✐♠♣❧✐✜é❡ ♣❛r ❬✻✵✱ ✻✶❪✱ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s♦✐t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ Λ ❞❡ s♦✉r❝❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ X
❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡s
♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ✜♥✐❡

∀P ∈ Λ, H(P ) <∞,
❡t s✐ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Q s✉r X t❡❧❧❡ q✉❡

∀P ∈ Λ, D(P,Q) <∞.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ str✉❝✲
t✉r❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ Λ✳



✶✽ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❛♥s ♣❡rt❡

✶✳✶✳✸ ❯♥✐✈❡rs❛❧✐té ❢♦rt❡

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❢♦rt❡ ❛♣♣❛r❛ît ❧♦rsq✉✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉♥✐✲
✈❡rs❡❧s q✉✐ ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧❡✉r ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥
❡st r❡❧✐é❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✐♥✐♠❛①✱ q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ q✉✐ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❧❡
♠✐❡✉① ♣♦✉r ❧❛ ♣✐r❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ✶✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ Λ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ (Qn)n≥1 ❞♦♥t ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛r s②♠❜♦❧❡ t❡♥❞ ✈❡rs 0
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r Λ ✿

lim
n→∞

sup
P∈Λ

1

n
Rn(Q

n, P n) = 0.

✷✳ ▲❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞✬♦r❞r❡ n ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ Λ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Rn(Λ) = inf
Qn

sup
P∈Λ

Rn(Q
n;P n).

▲❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡♥♦r♠❛❧✐sé❡ Rn(Λ)/n ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❢♦rt❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✷✱ ✹✵✱ ✹✷✱ ✶✷✵❪✮ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ss❡♥t q✉❛♥t à ❡✉①
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ ❞✉ r❡❣r❡t ♠✐♥✐♠❛①✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ▲❡ r❡❣r❡t ♠✐♥✐♠❛① ❞✬♦r❞r❡ n ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ Λ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

R∗
n(Λ) = inf

Qn
sup
P∈Λ

R∗
n(Q

n;P n).

▲❡ r❡❣r❡t ♠✐♥✐♠❛① ♣❡✉t s❡r✈✐r à ét✉❞✐❡r ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛① ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
Rn(Λ) ≤ R∗

n(Λ)✳ ▼❛✐s ✐❧ ♣rés❡♥t❡ ❛✉ss✐ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ q✉❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ✜♥✐✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛✐t
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦❞❡ q✉✐ ❧✬❛tt❡✐♥t ✿ ❝✬❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞
✭◆▼▲✮ ❞❡ ❙❤t❛r❦♦✈ ❬✶✵✷❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❙♦✐t Λ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❡t n ≥ 1 ✜①é✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é x1:n ∈ X n✱ ♦♥
♥♦t❡ P̂x1:n = supP∈Λ P

n(x1:n) ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥ x1:n✳ ❙✐
∑

x1:n∈Xn P̂x1:n <
∞✱ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r X n ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

NMLn(x1:n) =
P̂x1:n∑

y1:n∈Xn P̂y1:n

.

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❡♥ ♦✉tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉✬❛❧♦rs ❧❡ r❡❣r❡t ♠✐♥✐♠❛① ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡

R∗
n(Λ) = log

∑

x1:n∈Xn

sup
P∈Λ

P n(x1:n). ✭✶✳✶✮

❈❡♣❡♥❞❛♥t (NMLn)n ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✿ NMLn−1

♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ NMLn ♣♦✉r ❧❡s n− 1 ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳

❉❛♥s ✉♥❡ t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ s✬♦♣♣♦s❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✐♥✐♠❛①
❡♥ ❝❡ q✉❡✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✱ ❡❧❧❡ ♣♦♥❞èr❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐✳
▲❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s s♦♥t ♠✉♥✐❡s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❡t ❞❡ ❧❛ tr✐❜✉
❜♦ré❧✐❡♥♥❡ ❛ss♦❝✐é❡✳



✶✳✶✳✸ ✲ ❯♥✐✈❡rs❛❧✐té ❢♦rt❡ ✶✾

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ❙♦✐t Λ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❡t µ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r Λ✳
▲❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ Λ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ µ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Rn,µ(Λ) = inf
Qn

∫

Λ

Rn(Q
n;P n) dµ(P ).

❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ Qn q✉✐ ❛tt❡✐♥t ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❛♣♣❡❧é str❛té❣✐❡ ❞❡ ❇❛②❡s✳

■❧ ♥✬② ❛ ❡♥ ré❛❧✐té q✉✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❇❛②❡s✱ ❝✬❡st ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❜❛②és✐❡♥

Mn,µ(x1:n) =

∫

Λ

P n(x1:n) dµ(P ). ✭✶✳✷✮

❉❛♥s ❧❡ ❥❡✉ ❜❛②és✐❡♥ P ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧♦✐ µ✱ t❛♥❞✐s q✉❡ Mn,µ

❡st ❧❛ ❧♦✐ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ X1:n✳ ▲❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ P ❡t X1:n

I(µ,X1:n) = D
(
P(P ,X1:n), µ⊗Mn,µ

)
, ✭✶✳✸✮

♦ù P(P ,X1:n) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (P , X1:n) ❧♦rsq✉❡ P ❡st t✐ré s❡❧♦♥ µ ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ X1:n s❛❝❤❛♥t P ❡st P ❧✉✐✲♠ê♠❡✳

❉❛♥s ❧✬✐❣♥♦r❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❡rt✐♥❡♥t s✉r Λ✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡ ♠♦✐♥s ❢❛✈♦✲
r❛❜❧❡✱ ❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡ ♠♦✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ♦✉ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✿ ❝✬❡st ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
♠❛①✐♠✐♥✳ ▲❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠❛①✐♠✐♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

sup
µ
Rn,µ(Λ).

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ♠❛①✐♠✐♥ s♦✐t ✉♥ ♠✐♥♦r❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡ très ❣é♥ér❛❧❡✳ ■❧ s✉✣t ❞ès ❧♦rs ❞✬❡①❤✐❜❡r ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛①✳ ❈❡ q✉✐ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❞✐✲
✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡✱ ❝✬❡st q✉❡ ♣❡rt❡ ♠❛①✐♠✐♥ ❡t ♣❡rt❡
♠✐♥✐♠❛① s♦♥t é❣❛❧❡s✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ s✉✐t ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é ❞❛♥s ●❛❧❧❛❣❡r ❬✹✻❪ ❡t ❞❛♥s
❉❛✈✐ss♦♥ ❡t ▲❡♦♥✲●❛r❝✐❛ ❬✸✸❪✳ ❍❛✉ss❧❡r ❬✻✷❪ ❛ ♠♦♥tré q✉✬✐❧ s✬ét❡♥❞ à t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡
♣r♦❝❡ss✉s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡r❣♦❞✐q✉❡s s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ sé♣❛r❛❜❧❡ ❡t ❝♦♠♣❧❡t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳ ❙♦✐t Λ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❡t n ≥ 1✳ ❆❧♦rs

Rn(Λ) = sup
µ
Rn,µ(Λ),

♦ù ❧❡ s✉♣r❡♠✉♠ ❡st ♣r✐s s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r Λ✳ ❙✐ ❝❡tt❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡
❡st ✜♥✐❡✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡st ❡♥ ♦✉tr❡ ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❇❛②❡s Mn,µ∗

n
✳

▲✬❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡ ♠♦✐♥s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❛ été ✐❞❡♥t✐✜é ♣❛r ❈❧❛r❦❡ ❡t ❇❛rr♦♥ ❬✷✼❪ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❏❡✛r❡②s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ très ❧❛r❣❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s
ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳ P♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s❛♥s ♠é♠♦✐r❡
❡♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✜♥✐ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ k✱ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❏❡✛r❡②s ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
❉✐r✐❝❤❧❡t D(1/2, 1/2, . . . , 1/2) s✉r ❧❡ s✐♠♣❧❡① ❞❡ Rk ❀ ❧❡ ❝♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ❛✉ss✐
❛♣♣❡❧é ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❑r✐❝❤❡✈s❦②✲❚r♦✜♠♦✈✱ ❞✉ ♥♦♠ ❞❡s ❛✉t❡✉rs ❬✼✷❪ q✉✐ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ♦♥t ét✉❞✐é ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧❡✉r ♣r♦♣r✐étés✳
❳✐❡ ❡t ❇❛rr♦♥ ❬✶✶✾✱ ✶✷✵❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛ ♣r✐♦r✐



✷✵ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❛♥s ♣❡rt❡

❞❡ ❏❡✛r❡②s ét❛✐t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ♠❛①✐♠✐♥ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ❡♥
❛❧♣❤❛❜❡t ✜♥✐✱ ♠❛✐s q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛① ✖ ❜✐❡♥ q✉✬✉♥❡ ❧é❣èr❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❡ s♦✐t✳ ❈❡s ♦✉t✐❧s ♥♦✉s s❡r✈✐r♦♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à
❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ❡♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✐♥✜♥✐✳

❊♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡✲
❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛① ♦♥t ♣✉ êtr❡ ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡♥ ❛❧♣❤❛❜❡t
✜♥✐✱ ❡t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡
❞❡s s♦✉r❝❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ❞✐✈❡rs ♣❛♣✐❡rs ❬✼✱ ✷✶✱ ✹✵✱ ✼✷✱ ✶✵✸✱ ✶✶✾✱ ✶✷✵❪ s♦♥t
❛rr✐✈és à ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛①

Rn(Λ) =
k − 1

2
log

n

2πe
+ log

Γ(1/2)k

Γ(k/2)
+ o(1),

♦ù k ❡st ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ✭✜①é✮ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❡t Γ(x) =
∫∞
0
tx−1e−t dt✳

▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ k
❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k − 1 s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t é✈❡♥✲
t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❀ ♣♦✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r t②♣❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
é❣❛❧❡s ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛① ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s s♦✉s ❞✐✈❡rs❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ♣❛r ❈❧❛r❦❡ ❡t ❇❛rr♦♥ ❬✻✱ ✷✻✱ ✷✼❪✳ ❉❛♥s ❬✹✱ ✸✷✱ ✼✷✱ ✶✶✽❪ ❞✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts s❡♠❜❧❛❜❧❡s
s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♦r❞r❡s✱ ❡t
❧❡s ❝❧❛ss❡s à ❛r❜r❡s ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✜♥✐✳ ❊♥✜♥ ❘✐ss❛♥❡♥ ❬✽✺❪ ❛✈❛✐t ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥
✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ Λ s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k s✉r ✉♥
❛❧♣❤❛❜❡t ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✿

lim sup
n→∞

1

log n
Rn(Λ) ≥

k

2
.

❯♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❝❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❝✬❡st q✉❡ ❧❛ r❡❞♦♥✲
❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡t ❧❡ r❡❣r❡t ♠✐♥✐♠❛① s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts
s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡♥ ♠✐♥♦r❛♥t ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐✱
❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❡♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❧❡ r❡❣r❡t ♠✐♥✐♠❛① ❣râ❝❡ à s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✭✶✳✶✮✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞✉ t②♣❡

d

2
log n+O(1) ≤ Rn(Λ) ≤ R∗

n(Λ) ≤
d

2
log n+O(1)

♦ù d ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ✭✈♦✐r ❬✽✺✱✶✶✻✱✶✶✾❪✮✳

❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ❞❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✜♥✐ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ k✱ ét✉❞✐é ♣❛r ❙❤❛♠✐r ❬✾✻❪✳
▲❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡st ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à 1

2
log(n/k3) s✐ k = o(n1/3)✱ ❡t ❡♥ O(n1/3+ǫ)

s✐ k = O(n)✳

▲❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s❡s ❧♦rsq✉✬♦♥
s✬✐♥tér❡ss❡ à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✜♥✐✳ ❯♥
❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡
❞❡ s♦✉r❝❡s ❈s✐s③ár ❡t ❙❤✐❡❧❞s ❬✸✶❪ ♦♥t ♦❜t❡♥✉ ❞❡s ♠✐♥♦r❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡

c
√
n ≤ Rn(Λ) ≤ R∗

n(Λ) ≤ C
√
n

❛✈❡❝ c ❡t C ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❋❧❛❥♦❧❡t ❡t ❙③♣❛♥❦♦✇s❦✐ ❬✹✸❪ ♦♥t ❛♠é❧✐♦ré ❡♥

R∗
n(Λ) =

2

ln 2

√(
π2

6
− 1

)
n+O(log n).



✶✳✶✳✹ ✲ ❈❧❛ss❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❡♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✐♥✜♥✐ ✷✶

P♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♠❛r❦♦✈✐❡♥s ❞✬♦r❞r❡ r✱ ❬✸✶❪ ❢♦✉r♥✐t
❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t

cn
r+1
r+2 ≤ Rn(Λ) ≤ R∗

n(Λ) ≤ Cn
r+1
r+2 .

❉❛♥s ❝❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s s✐ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡t r❡❣r❡t ♠✐♥✐♠❛① ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t
❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳

✶✳✶✳✹ ❈❧❛ss❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❡♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✐♥✜♥✐

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❧♣❤❛❜❡ts ✐♥✜♥✐s ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❞✐✈❡rs❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❣r❛♥❞❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s
q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡♥❝♦❞és✳ ❈❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s❡ r❡♥❝♦♥tr❡r ❡♥ ❧✐♥❣✉✐s✲
t✐q✉❡ ✭❛✈❡❝ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♠♦ts ❞✬✉♥❡ ❧❛♥❣✉❡ ❞♦♥♥é❡✮✱ à ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
s❛♥s ♣❡rt❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦❞❡❝s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛✱ ❡t❝✳ P❛r s✐♠♣❧✐❝✐té ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ✐❝✐ q✉❡
❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s X = N∗✳

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡s ❛❧♣❤❛❜❡ts ✐♥✜♥✐s ✈✐❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡✲
✈✐❡♥♥❡♥t tr♦♣ ❣r❛♥❞❡s ♣♦✉r ❛❞♠❡ttr❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ♠ê♠❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧s✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ ❑✐❡✛❡r ✭t❤é♦rè♠❡ ✺✮ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❯♥❡ ❞✐✣❝✉❧té à s♦✉❧✐❣♥❡r ❡st q✉✬✉♥❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡♥tr♦♣✐❡ ✜♥✐❡ ❀ ❞ès
❧♦rs ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ ❝♦❞❡ ❞♦♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ✜♥✐❡ ✦

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣❛r ♠♦t✐❢✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r
➘❜❡r❣✱ ❙❤t❛r❦♦✈ ❡t ❙♠❡❡ts ❬✶❪✱ ♣✉✐s ♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s ♣❛r ❙❤❛♠✐r✱ ❖r❧✐ts❦②✱
❙❛♥t❤❛♥❛♠ ❡t ❞✐✈❡rs ❛✉t❡✉rs ❬✸✼✱ ✻✺✱ ✽✶✕✽✸✱ ✾✶✕✾✺✱ ✾✼❪✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♥❡
tr❛♥s♠❡ttr❡ q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ré♣ét✐t✐♦♥s ❡♥ ♦♠❡tt❛♥t ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡s s②♠❜♦❧❡s✳

❙✐ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ ❞és✐r❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡t ❡♥❝♦❞❡r ❧❡ ♠❡s✲
s❛❣❡ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r
✉♥ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❝✐tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❢♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛① ❡♥ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ▲✬❡♥tr♦♣✐❡ ♠é✲
tr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r s❡ ré✈è❧❡ êtr❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❡t
❍❛✉ss❧❡r ❡t ❖♣♣❡r ❬✻✸❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❇❛rr♦♥ ❡t ❨❛♥❣ ❬✾❪ ❧✬♦♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❡❝ s✉❝✲
❝ès ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ▲✬❡♥tr♦♣✐❡
♠étr✐q✉❡ s❡ ré✈è❧❡ ❞❡ ❢❛✐t ✉♥ ♦✉t✐❧ très ♣✉✐ss❛♥t ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s st❛t✐s✲
t✐q✉❡s✱ ❡t ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝r♦✐s❡r ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❉❛♥s
❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ▼❛ss❛rt ❬✼✺❪ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❡♥ tr♦✉✈❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
ré❢ér❡♥❝❡s✳

P♦✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ✜♥✐❡✱ ❇♦✉❝❤❡r♦♥✱
●❛r✐✈✐❡r ❡t ●❛ss✐❛t ❬✶✻❪ ♦♥t r❡❧✐é ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ r❡❣r❡t ♠✐♥✐♠❛① ✜♥✐ à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✿

R∗
n(Λ) <∞⇐⇒

∑

k≥1

sup
P∈Λ

P (k) <∞.

▲❛ ♣r❡✉✈❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ s♦✉s✲❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡t ❞✉ r❡❣r❡t ♠✐♥✐♠❛①
♣♦✉r ❞❡ t❡❧❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✳



✷✷ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❛♥s ♣❡rt❡

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s s❛♥s
♠é♠♦✐r❡✱ q✉✐ r❛ss❡♠❜❧❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞♦♥t ❧❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞✬♦r❞r❡ 1 s♦♥t ❞♦♠✐♥é❡s
♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✿

Λf = {P : P ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ❡t ∀k ≥ 1, P (k) ≤ f(k)}.
❬✶✻❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡✱ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛① ❡t ❧❡ r❡❣r❡t ♠✐♥✐♠❛①
s♦♥t ✜♥✐s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ✿

Rn(Λf ) <∞⇐⇒ R∗
n(Λf ) <∞⇐⇒

∑

k≥1

f(k) <∞.

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡✱ ❞é✜♥✐s ♣❛r
❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♦✉ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ✶✳ ❙♦✐t α > 0 ❡t C > 0 t❡❧s q✉❡ C
∑

k≥1 k
−α ≥ 2α✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❡♥✈❡✲

❧♦♣♣❡ à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ΛC·−α ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s❛♥s
♠é♠♦✐r❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ k 7→ Ck−α✳

✷✳ ❙♦✐t α > 1 ❡t C > e2α ❞❡s ré❡❧s✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
ΛCe−α· ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❡♥✈❡❧♦♣♣❡ k 7→ Ce−αk✳

❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ✐♠♣♦s❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s q✉❡✉❡s
❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡✳ ■❧ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡
✐♠♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s s②♠❜♦❧❡s✱ ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ ❜♦r♥❡s ✐♥✲
❢ér✐❡✉r❡s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉r ❧❡ r❡❣r❡t ♠✐♥✐♠❛① q✉✐ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s
r❡st❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡

∑
k≥1 f(k)✱ ❬✶✻❪ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts

AC,αn
1/α ≤ Rn (ΛC·−α) ≤ R∗

n (ΛC·−α) ≤
(

2Cn

α− 1

)1/α

(log n)1−1/α +O(1) ✭✶✳✹✮

1 + o(1)

8α log e
log2 n ≤ Rn (ΛCe−α·) ≤ R∗

n (ΛCe−α·) ≤ 1

2α log e
log2 n+O(1)

♦ù AC,α ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ C ❡t α✳

❈❡s ♠ê♠❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ séq✉❡♥t✐❡❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ t❡♠♣s✱
❞♦♥t ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ à
❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡s ♣rès✳ ❙♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ sé♣❛ré
❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❣r❛♥❞s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝♦❞❡ ❞✬❊❧✐❛s ❬✹✶❪✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡
❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❝❡♥s✉rés✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞✉ t②♣❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡
❑r✐❝❤❡✈s❦②✲❚r♦✜♠♦✈✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞é❧✐❝❛t ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡
❝❡♥s✉r❡ à ✉t✐❧✐s❡r✱ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ α ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s
❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ✭❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❡st ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦sé❡✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♥♦✉s ❛♠é❧✐♦r♦♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞❡s
❝❧❛ss❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡♥ ♦❜t❡♥❛♥t ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t

Rn (ΛCe−α·) ∼ 1

4α log e
log2 n. ✭✶✳✺✮

P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛♣♣✉②♦♥s s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❍❛✉ss❧❡r
❡t ❖♣♣❡r ❬✻✸❪✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐✈❡♠❡♥t ♠❛①✐♠✐♥✱ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❏❡✛r❡②s ♣♦✉r ❧❡s ❛❧♣❤❛❜❡ts ✜♥✐s✳ ❊♥✜♥



✶✳✷✳✶ ✲ ▼♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❜❛②és✐❡♥ ✷✸

♥♦✉s ❛♠é❧✐♦r♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❬✶✻❪ ❡♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ s❡✉✐❧
❞❡ ❝❡♥s✉r❡ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡t ❞♦♥t ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧
❛tt❡✐♥t ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛① à ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣rès ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡
à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈♦♥s✐❞érés ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❝❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ♣♦✐♥ts ❝♦♥st✐t✉❡♥t
✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✺✮✳
❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛❜ré❣é❡ ❬✶✺❪ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❛ été ❛❝❝❡♣té ♣♦✉r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ à ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝✲
t✐♦♥s ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✳ ❆♣rès ❧❛ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝♦✉✈❡rt
✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t très s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡
♣❛r ❝❡♥s✉r❡ q✉✐ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❬✶✻❪ q✉❡ ❞❛♥s ❬✶✺❪ ❀ ❝❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐t
❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡ ✷✳❉ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ◆♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ét❡♥❞r❡ à ❞✬❛✉tr❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❝❧❛ss❡s à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
❝❛s ♥❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♣❛s ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛① ❞❡s ❝❧❛ss❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❀ ❡❧❧❡s ❢♦♥t ♠ê♠❡ ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ✭✶✳✹✮✳
❊❧❧❡s ♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡s♣ér❡r q✉❡
❞❡s ❛✲♣r✐♦r✐ ❝♦♥str✉✐ts ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣❡r♠❡ttr♦♥t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠✐♥♦r❛t✐♦♥s ❛♠é❧✐♦ré❡s ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠❛①✐♠✐♥✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ♣❛ss❡r à ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡s✳ P♦✉r ❣❛r❞❡r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✬✉♥❡
❝♦♠♣❧❡①✐té r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ q✉✐ ❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s à ❞❡s
s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡s ❧❡ttr❡s s❡ r❡❣r♦✉♣❡♥t ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝❧✉st❡rs ✿ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞r❛✐❡♥t ❛❧♦rs ❞✉ ♦✉ ❞❡s ❧❡ttr❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s q✉❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✉
❝❧✉st❡r ❛✉q✉❡❧ ❧❛ ❧❡ttr❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t✳ ❊♥ ♦✉tr❡ ❝❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈ér✐✜❡r❛✐❡♥t
❡✉①✲♠ê♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡✳

◆♦✉s ❞és✐r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧✬❛s♣❡❝t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❡t ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❛✈❡❝
❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♣❧✉s ❛♣♣❧✐q✉és✳ ◆♦✉s ✈♦✉❞r✐♦♥s êtr❡ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s
t②♣❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧✬♦♥ ② r❡♥❝♦♥tr❡✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❞és✐r ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✐♥✜♥✐❡ ❛ été ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t ♣♦✉ssés ✈❡rs ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❞❛♥s ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳ ◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛✲
r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✸ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣r♦❢♦♥❞❡s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❡♥tr❡
r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡t t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s✳

✶✳✷ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s

✶✳✷✳✶ ▼♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❜❛②és✐❡♥

❉❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ st❛t✐st✐q✉❡ très ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ (Ω,A)✱ ✉♥❡
♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P0 ✐♥❝♦♥♥✉❡ s✉r (Ω,A)✱ ❡t ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X t✐ré❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ P0✳
▲❡ rô❧❡ ❞✉ st❛t✐st✐❝✐❡♥ s❡r❛ ❞✬❡st✐♠❡r✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ X✱ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ g (P0)
❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ▲❡ st❛t✐st✐❝✐❡♥ ❢réq✉❡♥t✐st❡ ♠❡s✉r❡r❛ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r



✷✹ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s

ĝ✱ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à X✱ ♣❛r ✉♥ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

RP0(ĝ) = EP0 [d(ĝ, g(P0))]

♦ù d(·, ·) ❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥térêt g (P0)✱ ❧❡ st❛t✐st✐❝✐❡♥ ét❛❜❧✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡
st❛t✐st✐q✉❡ (Pθ)θ∈Θ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ♣❤②s✐q✉❡ q✉✐ ❡st
♠♦❞é❧✐sé❡✱ ♦✉ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs s✐t✉❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t s❡ r❡♥❝♦♥tr❡r✳

✕ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✿ Θ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ Rk✳ ❉✐✈❡rs❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré✲
❣✉❧❛r✐té s✉r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ Pθ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ θ s❡r♦♥t ❢❛✐t❡s s❡❧♦♥ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ν ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡✱
❡t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t θ ∈ Θ✳ ❈❡❧❛
s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝♦r❡ l̇θ(·) à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rk ❡t ❞❡ ❝❛rré ✐♥té❣r❛❜❧❡
s♦✉s Pθ✱ t❡❧❧❡ q✉❡

EPθ



(√

dPθ+h(X)

dPθ(X)
− 1− 1

2
hT l̇θ(X)

)2

 = o

(
‖h‖2

)
,

♦ù dPθ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ Pθ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ν✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✐s❤❡r I(θ) ❡st

❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ EPθ

[
l̇θ(X)l̇θ

T
(X)

]
✳

▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❢réq✉❡♥t✐st❡ ✉s✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r g (P0) ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ s❡r❛ ❞✬❡①❤✐❜❡r
❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r θ̂ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ Pθ̂ ❛♣♣r♦①✐♠❡ ❛✉ ♠✐❡✉① P0

✭s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ à ❞é✜♥✐r✮ ❀ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s ♦♥ ❝❤♦✐s✐r❛ g
(
Pθ̂

)
❝♦♠♠❡

❡st✐♠❛t❡✉r ♣❧✉❣✲✐♥ ❞❡ g (P0)✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❝♦♥s✐❞érés✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❝✐t❡r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭▼▲❊✱ ♣♦✉r ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❊s✲
t✐♠❛t♦r✮✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r

θ̂MLE = argmax
θ∈Θ

dPθ(X)

s✐ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡①✐st❡✳
❊♥✜♥✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ (Pθ)θ∈Θ ❡st ❞✐t ♠❛❧ s♣é❝✐✜é s✐ P0 /∈ {Pθ : θ ∈ Θ}✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡
♠❛❧ s♣é❝✐✜é ♣❡✉t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣rés❡♥t❡r ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❜✐❡♥ ♣❧✉s
♣❡t✐t❡✳ ❈❡❧❛ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs g

(
Pθ̂

)
❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱

❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥é✈✐t❛❜❧❡ ❞✉ ❜✐❛✐s E
[
g
(
Pθ̂

)]
− g (P0) ✖

❝✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❜✐❛✐s✲✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ré❞✉✐r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡
r✐sq✉❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡

E
[(
g
(
Pθ̂

)
− g (P0)

)2]
= E

[(
g
(
Pθ̂

)
− E

[
g
(
Pθ̂

)])2]
+
(
E
[
g
(
Pθ̂

)]
− g (P0)

)2
.

✕ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✿ Θ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✐♥✜♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❜✐❡♥ s♣é❝✐✜é✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❧❡ st❛t✐st✐❝✐❡♥ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡r❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ✈✐s❡♥t à ❡st✐♠❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t g (P0) s❛♥s
♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ θ✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥térêt g(Pθ) ❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳
❈❡❧❛ s✬♦♣♣♦s❡ ❛✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♦ù ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥térêt ❡st ❡❧❧❡✲
♠ê♠❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❧♦✐ P0 ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✮✳ ❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r



✶✳✷✳✶ ✲ ▼♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❜❛②és✐❡♥ ✷✺

❞❡ ♠♦❞è❧❡s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❡st ❝❡❧✉✐ ♦ù θ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (η, f)✱ ❛✈❡❝
η ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥térêt ✜♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❡t f ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♥✉✐s❛♥❝❡ ✐♥✜♥✐✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳

✕ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❝r✐❜❧❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❝r✐❜❧❡ ✭s✐❡✈❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ♣❡✉t ❞és✐❣♥❡r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ q✉✐ s❡rt à ❛♣♣r♦①✐♠❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ✖ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡
❝r✐❜❧❡ ✜♥✐✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐ ✉♥ s❡❝♦♥❞ s❡♥s ❞✉ ♠♦t ❝r✐❜❧❡✱ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❞❡s ❢❛✲
♠✐❧❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❜♦r♥é❡✳ ▲✬✐❞é❡ q✉✐ ❧❡s
s♦✉s✲t❡♥❞ ❡st q✉✬✐❧ ❢❛✉t s✬❛❞❛♣t❡r à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❧♦✐ P0✱ ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ♣❡✉t êtr❡ ♠❛❧✲s♣é❝✐✜é ✿ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ à P0 ❞✐♠✐♥✉❡ ✭❡♥ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ♦✉ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ kn ❞✉ ♠♦❞è❧❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❝r♦îtr❛ ❛✈❡❝ ❧❛
t❛✐❧❧❡ n ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛ss♦❝✐és
❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❝r✐❜❧❡ r❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳

❙✐❣♥❛❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❞❡♥s✐té Pθ ❞❡s ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥s ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ exp{θT t(X)}
✭♣♦✉r ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✐t ♥❛t✉r❡❧ ❀ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t
♣♦ss✐❜❧❡s✮✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s s❡r♦♥t ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ s❡❧♦♥ q✉❡ θ ❡st ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ♦✉ ❞❛♥s ℓ2(R)✳

▲❡ st❛t✐st✐❝✐❡♥ ❜❛②és✐❡♥ q✉❛♥t à ❧✉✐ r❡♣r❡♥❞ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s✱ ♠❛✐s ② ❛❥♦✉t❡
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬❛❧é❛✳ ▼✉♥✐ss♦♥s Θ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡t
❞❡ ❧❛ tr✐❜✉ ❜♦ré❧✐❡♥♥❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ st❛t✐st✐❝✐❡♥ ❜❛②és✐❡♥ ♣r♦♣♦s❡r❛ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té µ s✉r Θ✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐✱ q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡r❛ à ✐♥té❣r❡r ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✐❧ ❞✐s♣♦s❡ s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛tt❡♥❞✉❡s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s ❧❡ r✐sq✉❡ ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ✉♥ ❝❤♦✐① ✜①é ❞❡ ❧❛ ❧♦✐
P0✳ ❈❡ s❡r❛ ❞és♦r♠❛✐s ❧❡ r✐sq✉❡ ❜❛②és✐❡♥

Rµ(ĝ) =

∫

Θ

RP (ĝ) dµ(P ).

▲❡ ▼▲❊ ♥✬❡st ♣❛s ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ♣❧✉tôt à ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✉
t②♣❡ Eµ [θ|X]✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ q✉✐ ❡st ❧❛
❧♦✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❇❛②❡s

dµ(θ|X) =
dPθ(X) dµ(θ)∫
Θ
dPν(X) dµ(ν)

.

P♦✉r ❧❡ ❜❛②és✐❡♥ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✬❛✈èr❡r❛ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡✳
❈❡ ❝❤♦✐① ♣❡✉t êtr❡ ❣✉✐❞é ♣❛r ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✭❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♥❥✉❣✉és
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡ ❡t ❞✉
♠ê♠❡ t②♣❡✮✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡s ♠♦✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐❢s ♦✉ ❧❡s ♠♦✐♥s ❢❛✈♦r❛❜❧❡s✱
❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❛①✐♠✐♥✱ ❛✉r❛ s♦♥ ✐♥térêt ♣r♦♣r❡ ✖ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✐❧❧✉stré ❞❛♥s
❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✶✳✸ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳



✷✻ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s

✶✳✷✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❢réq✉❡♥t✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡s ✿ ❞❡ ❧❛

❝♦♥s✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡

❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ♦♥t ✈✉ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡
♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❢réq✉❡♥t✐st❡✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ét✉❞✐❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❢réq✉❡♥t✐st❡s ❞❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✐st✐♥❣✉❡r ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s
❞❡s rés✉❧t❛ts✱ q✉✐ ❢♦r♠❡♥t tr♦✐s ét❛♣❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣♦rt❡♥t s✉r
❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✈❡rs ❧❛ ✈r❛✐❡ ❧♦✐ P0✳ ▲❡s s✉✐✈❛♥ts ét✉❞✐❡♥t
❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❡t s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♥♦♠❜r❡✉①✳ ▲❡s ❞❡r♥✐❡rs ét❛❜❧✐ss❡♥t
❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛❞éq✉❛t❡s ✿ ❝❡ s♦♥t ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡
❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ♦✉ t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❜❛②és✐❡♥s✳

▲❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❙✐ P ❡t Q s♦♥t ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞❡♥s✐tés r❡s♣❡❝t✐✈❡s dP ❡t dQ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♠❡s✉r❡ ν✱ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❡♥tr❡ P ❡t Q ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

h2(P,Q) =

∫ (√
dP (x)−

√
dQ(x)

)2
dν(x).

▲❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r s✬é❝r✐t

∀ε > 0, µ (h(Pθ, P0) > ε|X)→ 0 ❧♦rsq✉❡ n→∞.

❯♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❛ été ❞é♠♦♥tré❡ ♦✉ ✐♥✜r♠é❡ s✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s
♣ré❝✐s ♣❛r ❉✐❛❝♦♥✐s ❡t ❋r❡❡❞♠❛♥ ❬✸✽✱✸✾❪✳ ❉❡s rés✉❧t❛ts ❣é♥ér✐q✉❡s ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été ♦❜t❡♥✉s
❞❛♥s ❬✽✱✺✹❪✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞♦✉❜❧❡s ✿ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞♦✐t ❝❤❛r❣❡r ✉♥ ✈♦✐s✐✲
♥❛❣❡ ❞❡ P0 ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❀ ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞♦✐t êtr❡
❝♦♥trô❧é❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝r✐❜❧❡s ❛❞❛♣tés ❡t ❞❡ t❡sts ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥s✐s✲
t❛♥ts✳ ❲❛❧❦❡r ❬✶✶✸✱✶✶✹❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡
❞❡ ❧✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳

❈❡s ♠ê♠❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♠étr✐q✉❡ ♦♥t été r❛✣♥é❡s ❡t ♦♥t ♣❡r♠✐s ❧✬ét❛❜❧✐s✲
s❡♠❡♥t ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ εn q✉✐
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs 0 ❡st ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ♣♦✉r ❧❛ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s✐✱ ♣♦✉r ✉♥ ré❡❧ M > 0 s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱

µ (h(Pθ, P0) > Mεn|X)→ 0 ❧♦rsq✉❡ n→∞.

●❤♦s❛❧✱ ●❤♦s❤ ❡t ✈❛♥ ❞❡r ❱❛❛rt ❬✺✺❪ ♦♥t ♦❜t❡♥✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉① ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r (X1, . . . , Xn) ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
Xi s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❧♦❣✲s♣❧✐♥❡s q✉✐ r❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭❧❛ ❧♦❣✲❞❡♥s✐té ❡st ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r ❞❡s s♣❧✐♥❡s✮✳ ❙❤❡♥ ❡t ❲❛ss❡r✲
♠❛♥ ❬✶✵✵❪ ♦♥t ♦❜t❡♥✉ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❀ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
❝r✐❜❧❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r♠✐ ❧❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ●❤♦s❛❧ ❡t ✈❛♥ ❞❡r ❱❛❛rt ❬✺✽❪ ❝♦♥s✐✲
❞èr❡♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✱
❛✈❡❝ ❞✐✈❡rs❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♦✉ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❊♥✜♥ ❑❧❡✐❥♥



✶✳✷✳✷ ✲ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❢réq✉❡♥t✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡s ✿ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✷✼

❡t ✈❛♥ ❞❡r ❱❛❛rt ❬✼✵❪ s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐s✲s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡
❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧✳

P❛r♠✐ ❧❡s ❛ ♣r✐♦r✐ q✉✐ s❡ s♦♥t ré✈é❧és ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❡✣❝❛❝✐té ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡
✈✐t❡ss❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s
❣❛✉ss✐❡♥s ❬✷✵✱ ✸✺✱ ✶✵✼✕✶✵✾❪✳ ●❤♦s❛❧ ❡t ✈❛♥ ❞❡r ❱❛❛rt ❬✺✼✱ ✺✾❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡
❉✐r✐❝❤❧❡t ❞❡ ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝♦♠♠❡ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡s
❞❡♥s✐tés ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❡t ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s ❞❡s ❞❡♥s✐✲
tés ré❣✉❧✐èr❡s ❀ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♦✉ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡s
✈✐t❡ss❡s ❢réq✉❡♥t✐st❡s ♠✐♥✐♠❛① ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❝❡s ❝❧❛ss❡s✳ ❬✺✻✱ ✶✷✸❪ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❞❡s ❛
♣r✐♦r✐ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ✿ ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱
✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ s✉♣ér✐❡✉r ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦rt❡
s✉r ❧✬✐♥❞❡① ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝r✐❜❧❡ à ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳ ❙❝r✐❝❝✐♦❧♦ ❬✽✾❪ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❡t ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ♠✐♥✐♠❛① ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✲❞❡♥s✐té s✉r
❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❬✾✵❪ ♦❜t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ♣❛r ❞❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❲❛❧❦❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✺❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳ ❳✐♥❣ ❬✶✷✶✱ ✶✷✷❪ ♦❜t✐❡♥t
s❡s rés✉❧t❛ts ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬α✲❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛✳

▲❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s
♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✿ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ t❤é♦rè♠❡s ❞❡
❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ t❤é♦rè♠❡ ét❛❜❧✐t✱ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛❞éq✉❛t❡s✱ q✉❡
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡t ❝❡♥tré❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
▼▲❊✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ é❣❛❧❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❢réq✉❡♥t✐st❡ ❞✉ ▼▲❊✳ ●é♥é✲
r❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ✭♦✉ ❞✐st❛♥❝❡ L1✮ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ P♦✉r ❣ér❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛❧ s♣é❝✐✜és✱ ♥♦t♦♥s P∗ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ P0 s✉r ❧❡
♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✱ ❡t θ∗ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛ss♦❝✐é✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ t②♣❡

EP0

∥∥∥µ(θ|X)−N
(
θ̂MLE, I(θ∗)

−1
)∥∥∥

❚❱

→ 0,

♦ù I(θ∗) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✐s❤❡r ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ θ∗✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té
q✉✐ s✉r❣✐t ❡st q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ▼▲❊ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱
❡t ❞❛♥s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♦♥ ♣❡✉t s✬✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❝❡ q✉❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❧❡ ❜♦♥ ❝❡♥tr❛❣❡ ♣♦✉r
✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s✳ ❉❡ ❢❛✐t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ t❡❧s
t❤é♦rè♠❡s ❞❛♥s ❞❡s ❝❛❞r❡s ♣✉r❡♠❡♥t ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡✱
❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❡♥ ♦✉tr❡ q✉❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t
♣❧❛t s✉r ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡ P0 ♦✉ ❞❡ s❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t ❝❡ ♣♦✐♥t ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳

❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ✭✜①é❡✮✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❡st ❞és♦r♠❛✐s ✉♥
rés✉❧t❛t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉✳ ❙❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❞❡s ❧✐✈r❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡✱ t❡❧ ❬✶✵✻❪✳
❉❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s✱ t❡❧s ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sés
♣❛r ❋r❡❡❞♠❛♥ ❬✹✺❪✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣♦s✐t✐❢s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ♥♦♠❜r❡✉①
q✉❡ ❝❡✉① ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❀ ✐❧s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝r✐❜❧❡ ✭❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✮ ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳



✷✽ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s

❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ s✐❣♥❛❧♦♥s ❧❡ ♣❛♣✐❡r ♣ré❝✉rs❡✉r ❞❡ ●❤♦s❛❧ ❬✺✷❪ s✉r ❧❡s ♠♦✲
❞è❧❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♦ù ❧❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ♠❛✐s ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❀ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦rt❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s
❡rr❡✉rs ❡t s✉r ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ kn ❞❡ ré❣r❡ss❡✉rs✱ q✉✐ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r k4n ln kn = o(n)✳
●❤♦s❛❧ ❬✺✸❪ s✬❡st ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ssé très tôt ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝r♦✐s✲
s❛♥t❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣♦rt❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❛✉t♦✉r ❞✉ ✈r❛✐ ♣❛r❛♠ètr❡
❡t s✉r ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✐s❤❡r✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
s✉r ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ 4 ❞❡s ❧♦✐s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ P0✳ ❇♦✉❝❤❡r♦♥ ❡t ●❛ss✐❛t ❬✶✼❪
♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✐s❝rèt❡s à ✈❛✲
❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✱ ❛✉①q✉❡❧s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ●❤♦s❛❧ ❬✺✸❪ ♥❡ ♣♦✉✈❛✐❡♥t
♣❛s s✬❛♣♣❧✐q✉❡r✳ ■❧s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ❡♥ ♦✉tr❡ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s s❡♠✐✲
♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▲❡✈②✲Pr♦❦❤♦r♦✈ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❝❡s ❧♦✐s ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❡♥tr♦♣✐❡s ❞❡ ❘é♥②✐ ❞✬♦r❞r❡ α ❬✷✾❪✳ ❈❧❛r❦❡ ❡t ●❤♦s❛❧ ❬✷✺❪
r❡✈✐❡♥♥❡♥t s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❡t s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ▲❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ♣♦✉r ❝❡s ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♥♦✉s ② r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ❞❛♥s
❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✸✳

P❛r♠✐ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ s✐❣♥❛❧♦♥s t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ét✉❞✐és ♣❛r ❑✐♠ ❡t ▲❡❡ ❬✻✽✱✻✾❪ ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡ à
❞r♦✐t❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈♦① ❞❡ ❤❛s❛r❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧✳ ❈❛st✐❧❧♦ ❬✶✾❪ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts
s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ t②♣❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥s✱ s✉r ❞❡s
♠♦❞è❧❡s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♦ù ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥térêt ❡t
✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♥✉✐s❛♥❝❡✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✐✛èr❡ s❡❧♦♥ q✉✬✐❧ ② ❛ ♦✉ ♥♦♥ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❝❧❛r✐✜❡ ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙❤❡♥ ❬✾✾❪ q✉✐ ét✉❞✐❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❣é✲
♥ér✐q✉❡s✳ ❘✐✈♦✐r❛r❞ ❡t ❘♦✉ss❡❛✉ ❬✽✼❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té
❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■❧s ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❡♥ ♦✉tr❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❢réq✉❡♥t✐st❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
♣♦✉r ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❛♥s ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤♦✐① ❞ét❡r♠✐♥✐st❡
✭♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢✮ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝r✐❜❧❡✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✐❧s
❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ♥✬❡st
♣❛s ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿ ✐❧s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ♠ê♠❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♦ù ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❡♥tr❡s
❞✐✛ér❡♥ts✳

❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❞❛♥s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡
❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ré❣r❡ss❡✉rs✱ ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝r♦✐s✲
s❛♥t❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ◆♦✉s ② ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s
t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ✭s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❝r♦✐ss❛♥t❡✮✱ ❡t ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts
♦♥t été s♦✉♠✐s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❝♦✉✈r❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❣❛✉ss✐❡♥ s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t



✶✳✷✳✷ ✲ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❢réq✉❡♥t✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡s ✿ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✷✾

❛❞❛♣té à ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥✱ ❡t ❧❡ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞✬❛ ♣r✐♦r✐ ré❣✉❧✐❡rs✳ ◆♦✉s ❛♠é❧✐♦r♦♥s✱
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ ●❤♦✲
s❛❧ ❬✺✷❪ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2

n

❝♦♥♥✉❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡ ♥♦s ♠♦❞è❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠❛❧✲s♣é❝✐✜és ❀ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ♥♦✉s ♥✬❡①✐✲
❣❡♦♥s ♣❛s q✉❡ P0 ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à ❧✬✉♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❝r✐❜❧❡✳ ◆♦s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦rt❡♥t
s✉r ❞❡✉① ❝❤♦s❡s ✿ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡
P0 s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❀ ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❧❛t s✉r ❝❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❈❡s t❤é♦rè♠❡s
s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈
♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té Cα[0, 1]✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✉✐t❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳
❉❛♥s ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢réq✉❡♥✲
t✐st❡ ♠✐♥✐♠❛① ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❤♦✐① ❛❞❛♣tés ✭♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢s✮ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ kn ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ n✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝♦♥❝❡♥tr❡
à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠✐♥✐♠❛① ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ♥✬❡st ♣❛s
✈ér✐✜é✳

◆♦s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s s❡♠✐✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❝♦✉✈r❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ▲❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t à ♣❛rt✐r ❞❡s
t❤é♦rè♠❡s ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❡t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲♦rsq✉❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ f ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s
❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❜❛②és✐❡♥s ❛❞❛♣t❛t✐❢s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❧✐✲
♥é❛✐r❡s ❞❡ f ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ❞❡ f ✿ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛① s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡
❝❡s ❝❧❛ss❡s s❛♥s ♥é❝❡ss✐t❡r ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ f ✳

▲✬❛♥♥❡①❡ ❆ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡♥❝♦r❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❝♦♥s❛❝ré ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ♣❛♣✐❡r
♣ré❝✉rs❡✉r ❞❡ ●❤♦s❛❧ ❬✺✸❪ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❬✷✺❪✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦✉s r❡✲
❧â❝❤♦♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❧✐é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✮ s✉r ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✐s❤❡r✱ ❡t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ 3 ❡t 4 ❞❡s ❧♦✐s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ P∗ ❞❡ P0 ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❇♦✉❝❤❡r♦♥ ❡t ●❛ss✐❛t ❬✶✼❪ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦tr❡ t❤é♦rè♠❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ s♦✉s P∗ ❛✉ ❧✐❡✉
❞✬✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ s♦✉s P0✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❝r♦✐ss❛♥t❡ ♠❛✐s ❜✐❡♥ s♣é❝✐✜és ✖ ❝✬ét❛✐t ❞é❥à ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❬✷✺✱✺✸❪✳ ▲❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡
q✉❡ ♥♦✉s r❡♥❝♦♥tr♦♥s✱ ❝✬❡st q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❋✐s❤❡r r❡st❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ✈ér✐✜❡r ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ❆✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❆✱ ♥♦✉s ♣❡♥✲
s♦♥s q✉✬✉♥❡ réé❝r✐t✉r❡ ♠✐♥✉t✐❡✉s❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ♥♦♥✲
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✈❡rs s❛ ❧✐♠✐t❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ❈❡s ✈✐t❡ss❡s s❡r❛✐❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❛ ♣r✐♦r✐✱ ❡t
❝❡❧❛ ♥♦✉s s❡r❛✐t ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♣♦✉r s❡ ❞✐r✐❣❡r ✈❡rs ❞❡s
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ♦✉ ❛✉✲♠♦✐♥s ❞❡s ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♠❛①✐✲
♠✐♥✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ② ❛rr✐✈❡r ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✸✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t❡r✐♦♥s ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ●❤♦s❛❧ ❬✺✷❪ ❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❛♥t s✉r ❧❛ ❧❛♥❝é❡ ❞✬✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✜♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈❛♥
❞❡r ❱❛❛rt ❬✶✵✻❪✳ ❙✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐❞é❛❧ s❡r❛✐t ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r
à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳



✸✵ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s

P♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✱ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡ ♣♦✉r✲
s✉✐✈r❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✿ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛❧ s♣é❝✐✜és✱ ❡t ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❞❛♥s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦rt❛♥t s✉r
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❋✐s❤❡r✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ♣♦✉rr❛✐❡♥t ♦✉✈r✐r ❧❛ ♣♦rt❡ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ s♦♥t ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉❞r❛ ❛❞❛♣t❡r ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❣é♥ér❛✉① ❧❡s ♦✉t✐❧s ✉t✐❧✐sés
♣❛r ❇♦✉❝❤❡r♦♥ ❡t ●❛ss✐❛t ❬✶✼❪ ♦✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳

✶✳✷✳✸ ▲✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♥t été ♠✐s❡s ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❞ès ✶✾✾✵✱ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❈❧❛r❦❡ ❡t ❇❛rr♦♥ ❬✷✻❪✳ ❈❡s ❛✉t❡✉rs
♣❛rt❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡
s♦✉r❝❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ✜①é❡✱ ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐s❡♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❜❛②és✐❡♥ Mn,µ ✭✈♦✐r ✭✶✳✷✮✮ ✿

Rn (Mn,µ, P
n
θ ) =

d

2
log

n

2πe
+

1

2
log det I(θ) + log

1

dµ(θ)
+ o(1) ✭✶✳✻✮

♦ù I(θ) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✐s❤❡r ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ dµ ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ µ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ❡t θ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

▲❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❜❛②és✐❡♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t s❡ réé❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

Rn (Mn,µ, P
n
θ ) = EPn

θ

[
− log

Mn,µ(X1:n)

P n
θ (X1:n)

]

= EPn
θ

[
log

dµ(θ|X1:n)

dµ(θ)

]
.

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✻✮ ❞é❝♦✉❧❡r❛ ❛❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ dµ(θ|X1:n) ♣❛r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❣❛✉s✲

s✐❡♥♥❡ dN
(
θ̂MLE, I(θ)−1

)
(θ)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ ♣❧✉s ❜❛s ♥✐✈❡❛✉

✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s✱ t❡❧s ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❛ ♣♦s✲
t❡r✐♦r✐ ❡t ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ▲❆◆ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭▲♦❝❛❧ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ◆♦r♠❛❧✐t②✱
✈♦✐r ❬✶✵✻❪✮✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞✉ t②♣❡ ✭✶✳✻✮✳

▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡st ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦✲
t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ✭✶✳✸✮ ♣♦✉r ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐s✳ ▲✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ♥✬❡st ❡♥ ❡✛❡t r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡

I(µ,X1:n) =

∫

Θ

Rn (Mn,µ, P
n
θ ) dµ(θ).

❈❡❧❛ ♠è♥❡✱ s♦✉s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❞éq✉❛t❡s✱ à ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ t②♣❡

I(µ,X1:n) =
d

2
log

n

2πe
+

∫

Θ

log

√
det I(θ)

dµ(θ)
dµ(θ) + o(1)

q✉✐ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ♠❛①✐♠✐sé ♣❛r ❧✬❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❏❡✛r❡②s dµ(θ) ∝
√
det I(θ) ✿ ❝✬❡st

❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❈❧❛r❦❡ ❡t ❇❛rr♦♥ ❬✷✼❪ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳ ❈❧❛r❦❡ ❡t
●❤♦s❛❧ ❬✷✺❪ ♦♥t ré❝❡♠♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é ✉♥ tr❛✈❛✐❧ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ●❤♦s❛❧ ❬✺✸❪ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐té
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳



✶✳✸✳✶ ✲ ❯♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❛✈❡❝ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✸✶

✶✳✸ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐s❝r❡ts

✶✳✸✳✶ ❯♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❛✈❡❝

sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡t ♠♦❞è❧❡s ❡①✐st❛♥ts✳ ◆♦tr❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r
❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐s❝r❡ts ét❛✐t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣é♥♦t②♣✐q✉❡s✳ ❙✉♣♣♦✲
s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ n ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞✬✉♥❡ ❡s♣è❝❡ ❞♦♥♥é❡✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
L ❞❡ ♠❛rq✉❡✉rs ❣é♥ét✐q✉❡s s♦✐❡♥t r❡❧❡✈és✳ ❈❡s ♠❛rq✉❡✉rs✱ ♦✉ ❧♦❝✐✱ s❡r♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✐s❝rèt❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ st❛t✐st✐q✉❡✳
▲❡ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❡s♣è❝❡s ✈✐✈❛♥t❡s ét✉❞✐é❡s s♦♥t ❞✐♣❧♦ï❞❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡✉r ❣é♥♦♠❡
❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❛✐r❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣è♥❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♦❜s❡r✈é ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ i ❡t ❝❤❛q✉❡ ♠❛rq✉❡✉r ❣é♥ét✐q✉❡ l ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♦✉
❛❧❧è❧❡s {xl,1i , xl,2i }✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛❧❧è❧❡s s♦♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t é❣❛✉①✱ ❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❧❡✉r
❛ttr✐❜✉❡r ❞✬♦r❞r❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s
❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣❛✐r❡✳
❉❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❜✐♦❧♦❣✐st❡s ♣❡♥s❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡
❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡st ❡♥ ré❛❧✐té ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ■❧s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡♠❛♥✲
❞❡✉rs ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✱ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
K ❞❡ s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡s s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❡✉rs ❢réq✉❡♥❝❡s
❛❧❧é❧✐q✉❡s✱ ❡t ❡♥✜♥ ❛ttr✐❜✉❡r ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ à ✉♥❡ ❞❡s K s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ s✉✲
♣❡r✈✐sé❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✭♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❢❛✐t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s❡♥s ✿ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✉✈r❡ ❧❛ ✈♦✐❡ à ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧❡s
♣❧✉s ❝♦✉r❛♥ts s♦♥t ❝❡✉① ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r Pr✐t❝❤❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✽✹❪✱ ❞♦♥t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❙tr✉❝t✉r❡
❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs très ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡t ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❞❡✉①✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡r❛✐t ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❝❧❛ss❡ ❧❛t❡♥t❡ st❛♥❞❛r❞✱ à
❝❡❝✐ ♣rès q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s à ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ♣❧✉s
❤❛✉t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❡ ❞é❝r✐r❡ ❛✐♥s✐ ✿

✕ ▲❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉és✳
✕ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ i ♦♥ ❛ttr✐❜✉❡ ✉♥ ❧❛❜❡❧ zi✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ à
❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t✳ zi ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♠✉❧t✐✲
♥♦♠✐❛❧❡ π = (π1, . . . , πK)✳

✕ ❙❛❝❤❛♥t ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ zi✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xli, 1 ≤ l ≤ L✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉①
❞✐✛ér❡♥ts ❧♦❝✐ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❜✐♦❧♦❣✐st❡s ❛♣♣❡❧❧❡♥t éq✉✐❧✐❜r❡
❞❡ ❧✐❛✐s♦♥✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❣é♥ét✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❡t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s à ❝❤❛q✉❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t
♣❧✉s ❥✉st✐✜é❡ q✉❡ ❧❡s ❧♦❝✐ s♦♥t é❧♦✐❣♥és ❞❛♥s ❧❡ ❣é♥♦♠❡✳

✕ ❙❛❝❤❛♥t ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ zi✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❧è❧❡s xl,1i ❡t xl,2i ❞✉ ♠ê♠❡ ❧♦❝✉s s♦♥t ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❣é♥♦t②♣✐q✉❡s ❞✐♣❧♦ï❞❡s✱ ❡st ❝❡
q✉❡ ❧❡s ❜✐♦❧♦❣✐st❡s ❛♣♣❡❧❧❡♥t éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ❍❛r❞②✲❲❡✐♥❜❡r❣✳ ❈❡❧❛ ❡st ❥✉st✐✜é ❞❛♥s ❧❛
♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡s ♣❛r❡♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ s♦♥t s✉♣♣♦sés t✐rés ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❛ s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛♣♣❛rt✐❡♥t✳

❊♥ ♥♦t❛♥t αk,l,j ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❧è❧❡ j ❛✉ ❧♦❝✉s l ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ k✱ ❧❛ ✈r❛✐✲



✸✷ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐s❝r❡ts

s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ i ❞❡✈✐❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡

P (xi) =
K∑

k=1

πk

L∏

l=1

(
2− ✶xl,1

i =xl,2
i

)
αk,l,xl,1

i
αk,l,xl,2

i
.

▲❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♣r✐✈✐❧é❣✐é ♣❛r Pr✐t❝❤❛r❞ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝
❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬❡①♣♦s❡r ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❛ttr✐❜✉❡ ♣❧✉s à ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ i ❧❡ ❧❛❜❡❧
zi ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❧❛ss❡✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q(i) = (q

(i)
1 , . . . , q

(i)
K ) s✉r ❧❛

❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦ù q(i)k r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✉ ❣é♥♦♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ i
q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ k✳ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s z(i,a)l ❡st
t✐ré❡ s❡❧♦♥ q(i)✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ n✱ 1 ≤ l ≤ L ❡t a ∈ {1, 2} ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❞✬♦ù ❡st ♦r✐❣✐♥❛✐r❡ ❧✬❛❧❧è❧❡ a ❛✉ ❧♦❝✉s l ♣♦✉r ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ i✳
❯♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡ s❡♠❜❧❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛②és✐❡♥♥❡s s♦♥t
❞ès ❧♦rs ✐♥é✈✐t❛❜❧❡s✱ ❡t ❝❡ s♦♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs s♦✉✈❡♥t ❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✸✱✷✽❪✮✳

➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❣é♥♦t②♣✐q✉❡s ♣❛r ❚♦✉ss✐❧❡ ❡t ●❛ss✐❛t ❬✶✵✹❪✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡ ❜r✉✐t ♣❡rt✉r❜❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
st❛t✐st✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ ♦✉✈r❡ s✉rt♦✉t ❧❛ ✈♦✐❡ à ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✿ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❣è♥❡s
q✉✐ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡♥t ❧❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ très ✉t✐❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♥✬❡st ♣❧✉s ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ s❡✉❧ ♥♦♠❜r❡ K ❞❡ s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱
♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡s ❧♦❝✐ ♣❡rt✐♥❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s S s♦♥t ❞és♦r♠❛✐s ❞✐str✐❜✉é❡s à ❧✬✐❞❡♥t✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ❡t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❛❧❧é❧✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ♥♦té❡s βl,j ✭❛✉ ❧✐❡✉
❞❡ αk,l,j✮✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♦ù à ❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡st ❛ss♦❝✐é ❧❡
❧❛❜❡❧ zi ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❧❛ss❡✳ ▲❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ i ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝

P (xi) =
K∑

k=1

πk
∏

l∈S

(
2− ✶xl,1

i =xl,2
i

)
αk,l,xl,1

i
αk,l,xl,2

i

∏

l /∈S

(
2− ✶xl,1

i =xl,2
i

)
βl,xl,1

i
βl,xl,2

i
.

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ❚♦✉ss✐❧❡ ❡t ●❛ss✐❛t ❬✶✵✹❪ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣é♥❛❧✐sé✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st✐♠❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s K ❡t ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ S ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❀ ❡❧❧❡ r❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s ✖ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡
♣✉✐s ❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✖ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s ♣é♥❛❧✐sés ❝♦♠♠❡ LASSO ♦✉ ICL

❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ♣é♥❛❧✐té ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ♠❛✐s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s ♣❡✉t s❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧✐s❡r ❞❡ ❧❛
❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s (M(K,S))(K,S)∈M✳

✷✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥str❛st❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ s❡rt à ♠❡s✉r❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❡st✐♠❛✲
t❡✉rs✳ ❙♦♥ rô❧❡ ❡st ❞✬✐♠✐t❡r ❧❡ r✐sq✉❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❛❝❝ès✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t tr❛♥s❧❛té ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ P♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡
♣é♥❛❧✐sé✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✿

γn (P ) = −
1

n

n∑

i=1

lnP (xi) .



✶✳✸✳✶ ✲ ❯♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❛✈❡❝ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✸✸

✸✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ M(K,S)✱ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r P̂(K,S) ❡st ❝❤♦✐s✐✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♥
♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s
❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ▼▲❊

P̂(K,S) = argmin
P∈M(K,S)

γn (P ) .

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✉ ▼▲❊ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼✳

✹✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ✉♥❡ ♣é♥❛❧✐té penn(K,S) ❡st ❝❤♦✐s✐❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥tr❡❜❛❧❛♥❝❡r
❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ s✉r✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✭♦✈❡r✜t✮ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✱ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡
♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛❧♦rs sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡
❝♦♥tr❛st❡ ♣é♥❛❧✐sé✱ ♦✉ ❝r✐tèr❡ ✿

(
K̂, Ŝ

)
= argmin

(K,S)∈M

[
γn

(
P̂(K,S)

)
+ penn(K,S)

]
.

P❛r♠✐ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧❡r
AIC ✭❆❦❛✐❦❡✬s ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❬✷❪✮ ❡t BIC ✭❇❛②❡s✐❛♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐✲
t❡r✐♦♥ ❬✽✽❪✮✳ AIC ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❛ ♣é♥❛❧✐té

penAIC(K,S) = D(K,S),

❛✈❡❝ D(K,S) ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ M(K,S)✳ AIC ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té
❛s②♣t♦t✐q✉❡ ❡t ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té✳ ◗✉❛♥t à BIC✱ ✐❧ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❛
♣é♥❛❧✐té

penBIC(K,S) =
lnn

2
D(K,S).

BIC ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❜❛②és✐❡♥♥❡
❝♦♠♣❧été❡ ♣♦✉r ❧✬❛✲♣r✐♦r✐ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✈r❛✐
♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❞❡ ❇❛✉❞r② ❬✶✵❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
s✉r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s✳

✺✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❝❤♦✐s✐ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st P̂(K̂,Ŝ)✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❚♦✉ss✐❧❡ ❡t ●❛ss✐❛t ❬✶✵✹❪✱ ❝❡s ❛✉t❡✉rs ❞é♠♦♥tr❡♥t
❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣é♥❛❧✐tés
❞✉ t②♣❡ BIC✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ ❡t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛❧❧é❧✐q✉❡s ❡st✐♠é❡s✱ ❧❡s ✐♥✲
❞✐✈✐❞✉s s♦♥t ❝❧❛ssé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛
♣♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ✿ ♦♥ ❛ttr✐❜✉❡ à ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ i ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ẑi q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ P̂(K̂,Ŝ)(z|xi)✱ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥é✳

❉❛♥s ❞❡ t❡❧s ♠♦❞è❧❡s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❛❞♠❡t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛✲
t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❬✶✶❪ ♣♦✉r ❞❡s ❞ét❛✐❧s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❊▼✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡ ♠♦❞è❧❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❣r❛♥❞✐t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✭à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ L✮✱ ❡t s♦♥
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛❝❦✇❛r❞✲st❡♣✇✐s❡ ❛❞❛♣té ❞❡ ❝❡ q✉❡ ▼❛✉❣✐s ❡t
▼✐❝❤❡❧ ❬✼✻❪ ❢♦♥t ♣♦✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ✜♥✐s ❞❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s✳ ▲❡ ❜é♥é✜❝❡ ❛♣♣♦rté
♣❛r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ✐❧❧✉stré❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✵✹❪ ❡♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ K✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐❧❧✉str❡♥t ❛✉ss✐ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛tt❡♥❞✉
s✉r ❞❡ t❡❧s ♠♦❞è❧❡s✱ q✉✐ ❡st q✉❡ BIC ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à s✉r♣é♥❛❧✐s❡r ❡t ❝❤♦✐s✐r❛ ❧♦♥❣t❡♠♣s
✭❧♦rsq✉❡ n ❣r❛♥❞✐t✮ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ tr♦♣ ♣❡t✐t❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ AIC s♦✉s✲♣é♥❛❧✐s❡
❡t ❛✉r❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ❞❡ s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ ♣r♦✲
✈✐❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s q✉✐ s♦✉s✲t❡♥❞❡♥t BIC✳ ❉✬♦ù ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✳



✸✹ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐s❝r❡ts

▼♦❞è❧❡ r❡t❡♥✉ ❡t rés✉❧t❛ts✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦✲
r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❲✐❧s♦♥ ❚♦✉ss✐❧❡✱ q✉✐ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ✐♥✐t✐é ♣❛r ❚♦✉ss✐❧❡ ❡t ●❛ss✐❛t✳ ❙♦♥
❝♦♥t❡♥✉ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ s♦✉♠✐s✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ❝♦♥str✉✐ts s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s
♣r✐♥❝✐♣❡s ♣♦✉r ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts
s❡♠❜❧❛❜❧❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚♦✉ss✐❧❡ ❡t
●❛ss✐❛t ❬✶✵✹❪✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❝❧❛ss❡ ❧❛t❡♥t❡✱ ❛✈❡❝ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❛❞❛♣tés à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s❝rèt❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s
❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ✿ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xli ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✳

❈♦♠♠❡ ❚♦✉ss✐❧❡ ❡t ●❛ss✐❛t✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣é♥❛❧✐sé✳
➚ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❛✉t❡✉rs✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐♦♥s ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡
❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦r❛❝❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❛❝❝❡♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s♦✐❡♥t ♠❛❧ s♣é❝✐✜és✳ ❈❡❧❛ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛✲
t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ✿ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
❛❧❧é❧✐q✉❡s ♥❡ ♣✉✐ss❡♥t ♣❛s êtr❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s
❣ê♥❛♥t✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♥✬❡st ♣❧✉s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ✈r❛✐ ♠♦❞è❧❡✱ ♠❛✐s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡
r✐sq✉❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡s✉ré ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st✐♠é❡ ❡t ❧❛
✈r❛✐❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡ r✐sq✉❡ ♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡
❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✖ ♥♦✉s ② r❡✈❡♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✶✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▼❛ss❛rt ❬✼✺❪ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ♠étr✐q✉❡✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s
✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♦r❛❝❧❡ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡

EP0

[
h2
(
P0, P̂(K̂n,Ŝn)

)]
≤ C

(
inf

(K,S)∈M

(
KL

(
P0,M(K,S)

)
+ penn(K,S)

)
+ ρ+

(3/4)L

n

)

♦ù ρ ♠❡s✉r❡ ❧✬❡rr❡✉r ♣❡r♠✐s❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ▼▲❊

γn
(
P̂(K,S)

)
≤ inf

P∈M(K,S)

γn(P ) + ρ,

KL
(
P0,M(K,S)

)
❡st ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❡♥tr❡ P0 ❡t ❧❡s ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡M(K,S)✱ ❡t C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❜s♦❧✉❡ ✭s✉♣ér✐❡✉r❡ à 1✮✳ ▲❛ ♣é♥❛❧✐té
❡st s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥

penn(K,S) ≥ κ

(
5 +

√
max

(
1

2
lnn+

1

2
lnL,

ln 2

2
+ lnL

))2

D(K,S)

n

♦ù κ ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❜s♦❧✉❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à 1✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ♦r❛❝❧❡ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
r❡❧✐❡r ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❛✉ r✐sq✉❡ ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❡st✐♠❛t❡✉r ✐♥❝♦♥♥✉ ❞❡ ❧❛
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬❛❞♠❡ttr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✬❛tt❡✐❣♥❡ ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❛ ♣é♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♦r❛❝❧❡ ❡st tr♦♣ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡t ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à
s✉r♣é♥❛❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ▲❛ ♣é♥❛❧✐té r❡t❡♥✉❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡✲❧à✱ ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡♥ ❡st ✐♥s♣✐ré❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞és♦r♠❛✐s ❛ss❡③
ré♣❛♥❞✉❡ λD(K,S)✱ ♦ù D(K,S) ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦✉r❛♥t ❡t λ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
❝❛❧✐❜ré ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ♣❡♥t❡ ❞✉❡ à ❇✐r❣é



✶✳✸✳✶ ✲ ❯♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❛✈❡❝ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✸✺

❡t ▼❛ss❛rt ❬✶✸❪✳ ❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s✱ q✉✐ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡
❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡✱ t❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦r❛❝❧❡✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉① ❝r✐tèr❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s BIC ❡t AIC✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❛ été ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ 2 ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧
▼✐①▼♦●❡♥❉✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ 1 ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❚♦✉ss✐❧❡ ❡t ●❛ss✐❛t ❬✶✵✹❪✱ ❡t q✉✐ ❡st
❧✐❜r❡♠❡♥t té❧é❝❤❛r❣❡❛❜❧❡✳ ◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛✲
❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✷✳

◆♦✉s t❡♥♦♥s à s✐❣♥❛❧❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ré❝❡♥t ❞❡ ❇✐❡r♥❛❝❦✐✱ ❈❡❧❡✉① ❡t ●♦✈❛❡rt ❬✶✷❪ q✉✐
s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ à ❝❧❛ss❡ ❧❛t❡♥t❡ st❛♥❞❛r❞ ✭s❛♥s sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❀ ❣râ❝❡
à ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✐♥té❣ré❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧été❡s ♣♦✉r ❧✬❛
♣r✐♦r✐ ❞❡ ❏❡✛r❡②s✱ ❝❡s ❛✉t❡✉rs ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❜❛②és✐❡♥s ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✱ q✉✐ é✈✐t❡♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ BIC✳ ■❧ s❡r❛✐t s❛♥s ❞♦✉t❡ ✐♥tér❡ss❛♥t
❞❡ ❧❡s ét❡♥❞r❡ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❝♦♥s✐❞érés✳ ▼❛❧❣ré ❝❡❧❛ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡st❡ ❣r❛♥❞❡ ✿ ❡❧❧❡ ❝r♦ît ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ S✱ ❡t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥
❞✬ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❥❡ts ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s r❡st❡ ♠♦❞❡st❡✳ ■❧ ❡st ❢réq✉❡♥t q✉❡
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♦✐t ♥❡tt❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ✭♠ê♠❡ s✐ ❧❡s
t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é à ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❞❡s ❢❛ç♦♥s ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉s❡s ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡s ✖ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s
❤✐st♦❣r❛♠♠❡s✳ ◆♦✉s r❡❣❛r❞♦♥s ❛✉ss✐ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s s✉r✲❝❧✉st❡rs✱ q✉✐
r❡❣r♦✉♣❡r❛✐❡♥t ❧❡s s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ P❛r♠✐
❧❡s ❜é♥é✜❝❡s ❛tt❡♥❞✉s✱ ❝❡s s✉r✲❝❧✉st❡rs ❞♦♥♥❡♥t ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ◆♦tr❡
✐❞é❡ ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ❛✐♥s✐ ✿ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ét❛t ❞♦♥♥é ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦♥♥é❡
♥❡ ❞é♣❡♥❞r❛✐t ❞✉ ❝❧✉st❡r ❛✉q✉❡❧ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛♣♣❛rt✐❡♥t q✉❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✉ s✉r✲
❝❧✉st❡r ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❛♥s ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡st
❞✬❡♥ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ ❀ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐sé❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡st ❞é❥à r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦ût❡✉s❡✳
◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ♥♦✉s r❡t❡✲
♥♦♥s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♦r❛❝❧❡✳ ❈❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r
❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ♣❡♥t❡✱ ♣♦✉r ♥♦s ♠♦❞è❧❡s ♦✉ ❞❡
❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣é♥❛❧✐sés✱ ✐❧ ♣❛r❛ît ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ❜é♥é✜❝❡
q✉✬❛♣♣♦rt❡r❛✐❡♥t ❞❡s ♣é♥❛❧✐tés ℓ1 ✭❞❡ t②♣❡ LASSO✮ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡
❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r ♣é♥❛❧✐té ℓ0 ✭♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✮✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♣é♥❛❧✐té ℓ1 ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❧♦✐s ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s
r❡st❡ à ❞é✜♥✐r✳
◆♦✉s ✈♦✉❞r✐♦♥s s♦rt✐r ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❧✐és à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❜♦r♥❡s ♥♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s
❛ss♦❝✐é❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r ❛✉ ❝r✐tèr❡ ICL ❡t à s❡s ❞ér✐✈és✱ ♠❛✐s ✐❧s ❢❛✈♦r✐s❡♥t ❞❡s ❝❧✉s✲
t❡rs ❜✐❡♥ sé♣❛rés ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✭✈♦✐r ❬✶✵❪ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❈❡❧❛ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞és✐r♦♥s ✐♥té❣r❡r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❢réq✉❡♥t❡s ❡♥
❜✐♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳



✸✻ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐s❝r❡ts

✶✳✸✳✷ ❆s♣❡❝ts ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s

P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡①♣♦sé❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦❧✲
❧❛❜♦ré ❛✈❡❝ ❲✐❧s♦♥ ❚♦✉ss✐❧❡ à ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ▼✐①▼♦●❡♥❉✳ ❯♥❡
♣❡t✐t❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s s❡ tr♦✉✈❡ ❞é❥à ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ q✉✐ ❛❝❝♦♠✲
♣❛❣♥❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✵✹❪✳
▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ❈✰✰ ♠❛✐s ❧❡s t♦✉t❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❛✈❛✐❡♥t été é❝r✐t❡s ❡♥ ❈✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧✱ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés✱ ❛
❞♦♥❝ été ❞✬❛❝❤❡✈❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ à ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♦r✐❡♥té❡ ♦❜❥❡t ❡t à ✉♥❡ ❣❡st✐♦♥
r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r tr♦✐s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿

✶✳ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ▼▲❊ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s✱ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❊▼ ❀

✷✳ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❜❛❝❦✇❛r❞✲
st❡♣✇✐s❡ ❀

✸✳ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ✜♥❛❧ ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣é♥❛❧✐sé s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①♣❧♦rés✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡
❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣é♥❛❧✐té ♣❛r ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ♣❡♥t❡✱ s✐ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❧❡
❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❬✶✶❪✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡
à ❢❛✐r❡ ❞❡s ❧❛♥❝❡♠❡♥ts ❜r❡❢s ❞❡ ❊▼ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞é♣❛rt ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ♣✉✐s à ❝❤♦✐s✐r ❧❡
♣❧✉s ♣r♦♠❡tt❡✉r✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞é♣❛rt ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥
s♦♥t ♣❛r❛♠étr❛❜❧❡s ❡♥ ♦♣t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙❊▼ ✭❙t♦❝❤❛st✐❝ ❊▼✮ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé
❡♥ ♦♣t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❣r❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❞❡ ▼✐①▼♦●❡♥❉ ❞és❛❝t✐✈❡♥t ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
♦♣t✐♦♥s ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ✐♠♣❛❝t❡r ❧❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳
P♦✉r ❧❡ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞é♣❛rts ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡♥té ❞❡
t✐r❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡
❉✐r✐❝❤❧❡t D(1/2, . . . , 1/2)✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ét❛✐❡♥t très ♠❛✉✈❛✐s ✦ ❊♥
r❡✈❛♥❝❤❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧❡ s✐♠♣❧❡① ❛ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ✿ ❛✈❡❝
10 ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞é♣❛rts ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♣rés❡♥té❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✹✳✸ ❡t s✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛✉tr❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❡♠❜❧❛❜❧❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦✉s r❡♣r❡♥✐♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛❝❦✇❛r❞✲st❡♣✇✐s❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r
▼❛✉❣✐s ❡t ▼✐❝❤❡❧ ❬✼✻❪ ♣♦✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡①✲
♣❧♦r❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r K ✜①é❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s S ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ❖♥ ♣❛rt ❞❡ S = {1, . . . , L} ♣❧❡✐♥✱ ❡t ♦♥ ❡ss❛✐❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡✲
♠❡♥t ❞✬❡♥❧❡✈❡r ♣✉✐s ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧❛ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡
❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬♦♥ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❧✉s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ❧✬❡①✲
♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉✈❛✐t s✬✐♥t❡rr♦♠♣r❡ s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s S r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞s✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡
♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ❜❡❛✉✲
❝♦✉♣ ♣❧✉s ♣❡t✐t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ♠♦❞✐✜é ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ s♦✐t ❢♦r❝é❡
❞❛♥s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬✐♥t❡rr♦♠♣❛✐t✳ ❙✉r t♦✉t❡s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❡✛❡❝t✉é❡s✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣❛ss❡r ré❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥ts✳
❆❝❝❡ss♦✐r❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛❥♦✉t❡r ❡♥ ♦♣t✐♦♥ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❢♦r✇❛r❞✲st❡♣✇✐s❡✱ s✉r
❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛❝❦✇❛r❞✲st❡♣✇✐s❡✱ ♠❛✐s ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ S = ∅✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣é♥❛❧✐té✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té ét❛✐t



✶✳✸✳✷ ✲ ❆s♣❡❝ts ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ✸✼

❧✐é❡ à ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛❝❦✇❛r❞✲st❡♣✇✐s❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r s♦♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡
q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♥✬❡st ❝❛❧✐❜ré q✉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s rés♦❧✉
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ à ❝❛❧✐❜r❡r✱ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à ❝♦✉✈r✐r ✉♥ é✈❡♥t❛✐❧ ❞❡ ♣é♥❛❧✐tés q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ❡t ❞é♣❛ss❡ ❧❡s ♣é♥❛❧✐tés ❛ss♦❝✐é❡s
à AIC ❡t BIC✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛❝❦✇❛r❞✲st❡♣✇✐s❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❛♥❝é ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✳ ❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ss✐ ❝♦ût❡✉① q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❧❡
❝r❛✐♥❞r❡✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r ❞❡s ♣❛rt✐❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s
❞❡ ❧❡✉r tr❛❥❡t✳ ▲❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣é♥❛❧✐té q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞❡ r✉♣t✉r❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♥❞✉❡ ♣❧✉s r♦❜✉st❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❣❧✐ss❛♥t❡ ✭✈♦✐r
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✹✳✶✮✳

➚ ❝ôté ❞✉ ❝♦❞❡ st❛❜❧❡ q✉✐ ❡st ❝♦♠♣✐❧é ❞❛♥s ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s té❧é❝❤❛r❣❡❛❜❧❡s ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧
▼✐①▼♦●❡♥❉✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ é✈♦❧✉é❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ♠✉t✉❛❧✐sé ❡t sé❝✉r✐sé ❞✉ ❝♦❞❡ q✉✐ ✐♥t❡r✈❡♥❛✐t ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥t❡①t❡s✱ ❣râ❝❡ à
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ✭t❡♠♣❧❛t❡ ♠❡t❤♦❞s✮✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤ér✐t❛❣❡ ❡t ❞❡ ❝❧❛ss❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❛❜str❛✐t❡s✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ✭t❡♠♣❧❛t❡ ❝❧❛ss❡s✮✱ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❛ ♠♦❞✉❧❛r✐té
❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ ✜♥ ❞✉
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✶ ♦♥t ♣✉ êtr❡ ✐♥té❣ré❡s ❛✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✱ ❡t ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s✳ ❈❡❧❛ ♦✉✈r❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ♣♦rt❡ à ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠é❧❛♥❣❡❛♥t
❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐s❝rèt❡s✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐s❝rèt❡s ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝♦♥t✐♥✉❡s✳

◆♦✉s ♣r♦❥❡t♦♥s ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ▼✐①▼♦●❡♥❉ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❛q✉❡t ❘✳ ❈❡❧❛
❡st ❞é❥à ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ré❛❧✐té✱ ♠❛✐s ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ à ❘ r❡st❡ à ❛♠é❧✐♦r❡r✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣r♦❥❡t♦♥s
à ♠♦②❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣✉❜❧✐❡r ❧❡ ❝♦❞❡ st❛❜✐❧✐sé ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ▼✐①▼♦●❡♥❉ s♦✉s ❧✐❝❡♥❝❡ ●P▲✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❈♦❞❛❣❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❡♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✐♥✜♥✐ ✿

❊♥✈❡❧♦♣♣❡s à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡

❯♥✐✈❡rs❛❧ ❈♦❞✐♥❣ ♦♥ ■♥❢✐♥✐t❡ ❆❧♣❤❛❜❡ts✿ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❉❡❝r❡❛s✐♥❣

❊♥✈❡❧♦♣❡s

❆❜str❛❝t

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❧♦ss❧❡ss ❝♦❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐t❡
❛❧♣❤❛❜❡t✳ ■t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ s♦♠❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡♠♦r②❧❡ss s♦✉r❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤
❡①♣♦♥❡♥t α✳

❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ 1

4α log e log
2 n✳ ❚❤❡♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♠❛①✐♠✐♥ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳

❆t ❧❛st✱ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇❤♦s❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳ ❆ r❡❝❡♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❇❛②❡s ♠✐①t✉r❡✱ ❉❛t❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ■♥✜♥✐t❡ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ❛❧✲
♣❤❛❜❡ts✱ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦❞✐♥❣✳
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✷✳✷✳✷ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡
❝❧❛ss❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
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✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ✐s ❜r♦❛❞❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❞❛✐❧② ❧✐❢❡✿ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦✈✐❡s ✇❡ ✇❛t❝❤
t♦ t❤❡ ♦✣❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇❡ ♣r♦❞✉❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❧♦ss❧❡ss ❞❛t❛
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛❧♣❤❛❜❡t✳ ❚❤✐s ❤❛s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s ❧❛♥❣✉❛❣❡
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦r ❧♦ss❧❡ss ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ ❝♦❞❡❝s✳

❋✐rst✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❜r✐❡✢② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❞❛t❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡①t❜♦♦❦s✱ ❧✐❦❡ ❬✷✾❪✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ s❤♦rt r❡✈✐❡✇ ♦❢ ♣r❡❝❡❞✐♥❣
r❡s✉❧ts✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s✐t✉❛t❡ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡
❝❧❛ss❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡ ♦✉r r❡s✉❧ts✳

✷✳✶✳✶ ▲♦ss❧❡ss ❞❛t❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ✜♥✐t❡ ♦r ❝♦✉♥t❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t X ✳ ❆ s♦✉r❝❡ ♦♥ X ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P ✱ ♦♥ t❤❡ s❡t X N ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s②♠❜♦❧s ❢r♦♠ X ✳ ■ts ♠❛r❣✐♥❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② P n✱ n ≥ 1 ✭❢♦r n = 1✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥♦t❡ P ✮✳ ❚❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢
❧♦ss❧❡ss ❞❛t❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s②♠❜♦❧s X1:n✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ P n✱ ✐♥t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜✐ts ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧②
❞❡❝♦❞❛❜❧❡✳

❚❤❡ ❜✐♥❛r② ❡♥tr♦♣② H(P n) = EPn [− log2 P
n(X1:n)] ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞

❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦❞❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ X1:n✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ log ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ t❛❦❡♥ t♦
❜❛s❡ 2✱ ✇❤✐❧❡ ln ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠✳ ❙✐♥❝❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦❞✐♥❣ ❜❛s❡❞
♦♥ P n ❡♥❝♦❞❡s ❛ ♠❡ss❛❣❡ x1:n ✇✐t❤ ⌈− logP n(x1:n)⌉ + 1 ❜✐ts✱ t❤✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t✇♦ ❜✐ts✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡①tr❛ ❜✐ts✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✱ ❛ ❝♦❞✐♥❣ str❛t❡❣② ✉s❡s t♦ ❡♥❝♦❞❡ Xn✳ ■♥ t❤❡
s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✇♦r❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❑r❛❢t✲▼❝▼✐❧❧❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦❞✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥
❛❧♠♦st ♣❡r❢❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♦♥ X n✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ✐❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Qn✱
✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝② r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❤✲▲✐❡❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ P n ❛♥❞ Qn

D(P n;Qn) = EPn

[
log

P n(X1:n)

Qn(X1:n)

]
.

❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✭❡①♣❡❝t❡❞✮ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Qn ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
P n✮✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ tr✉❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❜✉t P n

✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ s♦♠❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss Λ ♦❢ s♦✉r❝❡s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧
st❛t✐♦♥❛r② ♠❡♠♦r②❧❡ss s♦✉r❝❡s✱ ♦r t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ▼❛r❦♦✈ s♦✉r❝❡s✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ r❡❞✉♥❞❛♥❝②

Rn(Q
n; Λ) = sup

P∈Λ
Rn(Q

n;P n)

♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ✇❡❧❧ ❛ ❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Qn ❜❡❤❛✈❡ ♦♥ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❝❧❛ss Λ✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❜❡st ❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡
♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝②

Rn(Λ) = inf
Qn
Rn(Q

n; Λ).



✹✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ s♦✉r❝❡s t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ✐s
t❤❡ ❇❛②❡s r❡❞✉♥❞❛♥❝②

Rn,µ(Λ) = inf
Qn

∫

Λ

Rn(Q
n;P n) dµ(P )

✇❤❡r❡ µ ✐s ❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ Λ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞
t❤❡ ❇♦r❡❧ σ✲✜❡❧❞✳ ❖♥❧② ♦♥❡ ❝♦❞✐♥❣ str❛t❡❣② ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❇❛②❡s r❡❞✉♥❞❛♥❝②✿ t❤❡ ❇❛②❡s
♠✐①t✉r❡

Mn,µ(x1:n) =

∫

Λ

P n(x1:n) dµ(P ).

❲❤❡♥ Λ ✐s ❛ ❝❧❛ss ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡♠♦r②❧❡ss s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤❡ s❡t X = N∗ = N\{0}✱ t❤❡r❡
✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Λ ❜② Pθ(j) = θj✱ ✇✐t❤ θ = (θ1, θ2, . . .) ∈ ΘΛ✳ ΘΛ ✐s t❤❡♥
❛ s✉❜s❡t ♦❢

Θ =

{
θ = (θ1, θ2, . . .) ∈ [0, 1]N :

∑

i≥1

θi = 1

}

❛♥❞ ✐t ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ✇r✐t❡ µ
❛s ❛ ♣r✐♦r ♦♥ ΘΛ✳

▼✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛♥❞ ❇❛②❡s r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❧❛t✐♦♥
❬✸✸✱✹✻❪❀ ✐t ✐s ✇r✐tt❡♥ ❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡♠♦r②❧❡ss s♦✉r❝❡s ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♦r
❝♦✉♥t❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✱ ❜✉t ❍❛✉ss❧❡r ❬✻✷❪ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r
❛❧❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② ❡r❣♦❞✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t Λ ❜❡ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡♠♦r②❧❡ss s♦✉r❝❡s✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
s❡t ΘΛ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s✉❜s❡t ♦❢ Θ✳ ▲❡t n ≥ 1✳ ❚❤❡♥

Rn(Λ) = sup
µ
Rn,µ(Λ),

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ✭❇♦r❡❧✮ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ ΘΛ✳

❚❤❡ q✉❛♥t✐t② supµRn,µ(Λ) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♠❛①✐♠✐♥ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳ ❆ ♣r✐♦r ✇❤♦s❡ ❇❛②❡s r❡✲
❞✉♥❞❛♥❝② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✐♥ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♠❛①✐♠✐♥✱ ♦r ❧❡❛st ❢❛✲
✈♦r❛❜❧❡✳
❚❤❡♦r❡♠ ✶ s❛②s t❤❛t ♠❛①✐♠✐♥ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ■t
♣r♦✈✐❞❡s ❛ t♦♦❧ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳

❇❡❢♦r❡ s♣❡❛❦✐♥❣ ❛❜♦✉t ❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts✱ ❧❡t ✉s ♠❛❦❡ ♠❡♥t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r t✇♦ ♥♦t✐♦♥s✳
❲✐t❤ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s (Qn)n≥1 ✐s s❛✐❞ t♦
❜❡ ✇❡❛❦❧② ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✐❢ t❤❡ ♣❡r✲s②♠❜♦❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝② t❡♥❞s t♦ 0 ♦♥ Λ✿

sup
P∈Λ

lim
n→∞

1

n
D(P n;Qn) = 0.

■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❣r❡t

R∗
n(Λ) = inf

Qn
sup
P∈Λ

sup
x1:n∈Xn

log
P n(x1:n)

Qn(x1:n)

♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♣❧❛②s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳



✷✳✶✳✷ ✲ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s ✹✸

✷✳✶✳✷ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ s✐③❡ k✱ ♠❛♥② ❝❧❛ss❡s ♦❢ s♦✉r❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡♠♦r②❧❡ss s♦✉r❝❡s ✭s❡❡ ❬✼✱ ✷✶✱ ✹✵✱ ✼✷✱ ✶✶✾✱ ✶✷✵❪✱ ❛♥❞
r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✱ ✇❤♦s❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s

k − 1

2
log

n

2πe
+ log

Γ(1/2)k

Γ(k/2)
+ o(1).

❚❤✐s ❧❛st ❝❧❛ss ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❛ (k−1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ st❛t✐♦♥❛r②
♠❡♠♦r②❧❡ss s♦✉r❝❡s ♦♥ ❛ ✭♣♦ss✐❜❧②✮ ❜✐❣❣❡r ❛❧♣❤❛❜❡t✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t
✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭s❡❡ ❬✻✱ ✷✻✱ ✷✼❪✮✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❛r❡ st✐❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❝❧❛ss❡s ♦❢
▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ♠❡♠♦r② tr❡❡ s♦✉r❝❡s ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ✭s❡❡ ❬✹✱✸✷✱✼✷✱✶✶✽❪✮✱
❛♥❞ ❢♦r k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❡✈❡♥ ♥♦♥ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡♠♦r②❧❡ss s♦✉r❝❡s ♦♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
❛❧♣❤❛❜❡t ✭s❡❡ ❬✽✺❪✮✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss ♣r❡❝✐s❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦♥ ❛
✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ r❡♥❡✇❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
❤❛✈❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ ❜✉t ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡s

√
n ✭s❡❡ ❬✸✶✱ ✹✸❪✮✳

❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② ❡r❣♦❞✐❝ s♦✉r❝❡s ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡
❛❧♣❤❛❜❡t ✐s ✇❡❛❦❧② ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✭s❡❡ ❬✷✾❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❙❤✐❡❧❞s ❬✶✵✶❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s ❝❧❛ss
❞♦❡s ♥♦t ❛❞♠✐t ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✉♥✐✈❡rs❛❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝② r❛t❡s✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳
❊✈❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡♠♦r②❧❡ss s♦✉r❝❡s ✐s ♥♦t ✇❡❛❦❧② ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✭s❡❡ ❬✻✶✱✻✼❪✮✳
❑✐❡✛❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✇❡❛❦❧② ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ❬✻✼❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✻✵✱✻✶❪✮✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❆ ❝❧❛ss Λ ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② s♦✉r❝❡s ♦♥ N∗ ✐s ✇❡❛❦❧② ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Q ♦♥ N∗ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② P ∈ Λ✱ D(P ;Q) <∞✳

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ✜♥❞ t✇♦ ♠❛✐♥ ✇❛②s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡ts✳ ❚❤❡ ✜rst
♦♥❡ ❬✷✹✱✹✽✱✺✵✱✻✺✱✽✶✕✽✸✱✾✶✱✾✼❪ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✿ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②♠❜♦❧s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ t❤❡② ❢♦r♠✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢
♣❛tt❡r♥s ✐s st✉❞✐❡❞✳

❆ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✶✻✱✹✶✱✹✹✱✻✵✱✻✻❪ st✉❞✐❡s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ s♦✉r❝❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❑✐❡✛❡r✬s
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡s❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❆ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❬✶✻❪
✐♥❞✐❝❛t❡s ✉s s✉❝❤ ❛ ✇❛②✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ▲❡t Λ ❜❡ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡♠♦r②❧❡ss s♦✉r❝❡s ♦✈❡r N∗✳ ▲❡t t❤❡
❡♥✈❡❧♦♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② f(x) = supP∈Λ P (x)✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❣r❡t s❛t✐s✜❡s

R∗
n(Λ) <∞⇔

∑

x∈N∗

f(x) <∞.

■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ q✉✐t❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❧❛ss❡s ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡♠♦r②❧❡ss s♦✉r❝❡s ✇✐t❤
❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✇❡ st✉❞② s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss❡s
♦❢ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡♠♦r②❧❡ss s♦✉r❝❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❬✶✻❪✱ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s✳



✹✹ ▼✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝②

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ▲❡t C ❛♥❞ α ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs s❛t✐s❢②✐♥❣ C > e2α✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss ΛCe−α· ✐s t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ s♦✉r❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

ΛCe−α· = {P : ∀k ≥ 1, P (k) ≤ Ce−αk

❛♥❞ P ✐s st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ♠❡♠♦r②❧❡ss✳}

❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❞❞r❡ss❡s ♠❛✐♥❧② t❤❡ q✉❡✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ X1❀ ✐t ♠❡❛♥s
t❤❛t ❣r❡❛t ♥✉♠❜❡rs ♠✉st ❜❡ r❛r❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧✿ ✐❢ C ✐s ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤✱ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡
✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ C ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱
✉♥❧✐❦❡ α✳

❙✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♦♥❧② t❛❧❦ ❛❜♦✉t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡
❝❧❛ss❡s✱ ✇❡ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s Rn(Q

n; ΛCe−α·)✱ Rn(ΛCe−α·)✱ ❛♥❞ Rn,µ(ΛCe−α·) ✐♥t♦
Rn(Q

n;C, α)✱ Rn(C, α)✱ ❛♥❞ Rn,µ(C, α) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ Θ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
ΛCe−α· ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

ΘC,α = {θ = (θ1, θ2, . . .) ∈ [0, 1]N :
∑

i≥1

θi = 1 ❛♥❞ ∀i ≥ 1, θi ≤ Ce−αi}. ✭✷✳✶✮

❲❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡s❡ ❝❧❛ss❡s✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ 1

4α log e
log2 n ❛s n t❡♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥✜♥✐t②✳

❚❤✐s r❛t❡ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r t✇♦ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s✳ ❯♣ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ t❤❡ ✜rst ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝❧❛ss❡s ♦♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ❢♦r
✇❤✐❝❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡♥✱ ❡✈❡♥ t❤❡ r❛t❡ ✐s ♥❡✇✿
✉♥t✐❧ ♥♦✇ ♦♥❧② r❛t❡s ✐♥ log n ♦r

√
n ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✐♥ ❇❛②❡s ♣r✐♦r✳
❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❇❛②❡s ♣r✐♦rs ✇❤♦s❡ ❇❛②❡s r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
♠❛①✐♠✐♥ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ ❛s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ n ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ t❡♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥✜♥✐t②✳

❖♥❝❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ s♦✉r❝❡s ✐s ❦♥♦✇♥✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♥❡✇ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦❞✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❆❈❝♦❞❡✱ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s✳

❈♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡s❡ t✇♦ r❡s✉❧ts ✭♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
♣r♦♦❢ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳

❚❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ s♦♠❡ ❛✉①✐❧✐❛r② r❡s✉❧ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥
❛♥❛❧②s✐s✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ❛ r❡❝❡♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❆❈❝♦❞❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❉✳

✷✳✷ ▼✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st❛t❡ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ❜❡❧♦✇ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡
♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❚♦ ❣❡t ✐t✱ ✇❡ ✉s❡ ❛



✷✳✷✳✶ ✲ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✹✺

r❡s✉❧t ❞✉❡ t♦ ❍❛✉ss❧❡r ❛♥❞ ❖♣♣❡r ❬✻✸❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ▲❡t C ❛♥❞ α ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs s✉❝❤ t❤❛t C > e2α✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥✲
❞❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss ΛCe−α· s❛t✐s✜❡s

Rn(C, α) ∼
n→∞

1

4α log e
log2 n.

❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✐♠♣r♦✈❡s ♦♥ ❛ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ r❡s✉❧t ♦❢ ❬✶✻✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✼❪✳ ■♥ t❤❛t ❛rt✐❝❧❡ t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s
❛r❡ ❣✐✈❡♥✿

1

8α log e
log2 n (1 + o(1))

≤ Rn(C, α)

≤ 1

2α log e
log2 n+O(1).

■♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ✇❡ ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✻✸❪✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ✐t ✐♥ s✉❜s❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ ♦t❤❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s✳

✷✳✷✳✶ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝②

❚♦ st✉❞② t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ s♦✉r❝❡s✱ ❬✻✸❪ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡✳ ❇♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡✲
❞✉♥❞❛♥❝② ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠❛r❣✐♥❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❛t ♠❡t❤♦❞
❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② t♦ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡♠♦r②❧❡ss s♦✉r❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s✳

❋✐rst✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ s♦✉r❝❡s ♦♥ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✱ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ▲❡t P ❛♥❞ Q t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ N∗✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ P ❛♥❞ Q ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

h(P,Q) =

√∑

k≥1

(√
P (k)−

√
Q(k)

)2
.

❆ r❡❧❛t❡❞ ♠❡tr✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t Θ✿

d(θ,θ′) = h(Pθ, Pθ
′) =

√∑

k≥1

(√
θk −

√
θ′k

)2
.

❋r♦♠ ❛ ♠❡tr✐❝ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣②✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✜rst s♦♠❡ ♥✉♠❜❡rs✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ▲❡t S ❜❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ Θ✱ ❛♥❞ ǫ ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r✳



✹✻ ▼✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝②

✶✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Dǫ(S, d) t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✜♥✐t❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ S ✇✐t❤ s❡ts
♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ❛t ♠♦st ǫ✱ ♦r ✇❡ s❡t Dǫ(S, d) =∞ ✐❢ ♥♦ s✉❝❤ ✜♥✐t❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡①✐sts✳

✷✳ ❚❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ♦❢ (S, d) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Hǫ(S, d) = lnDǫ(S, d).
✶

✸✳ ❆♥ ǫ✲❝♦✈❡r ♦❢ S ✐s ❛ s✉❜s❡t A ⊂ S s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ x ✐♥ S✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t
y ♦❢ A ✇✐t❤ d(x, y) < ǫ✳ ❚❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♥✉♠❜❡r Nǫ(S, d) ✐s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
s♠❛❧❧❡st ✜♥✐t❡ ǫ✲❝♦✈❡r ♦❢ S✱ ♦r ✇❡ ❞❡✜♥❡ Nǫ(S, d) =∞ ✐❢ ♥♦ ✜♥✐t❡ ǫ✲❝♦✈❡r ❡①✐sts✳

✹✳ ❆♥ ǫ✲s❡♣❛r❛t❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ S ✐s ❛ s✉❜s❡t A ⊂ S s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ❞✐st✐♥❝t x, y ✐♥ A✱
d(x, y) > ǫ✳ ❚❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ♥✉♠❜❡r Mǫ(S, d) ✐s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✜♥✐t❡
ǫ✲s❡♣❛r❛t❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ S✱ ♦r ✇❡ ❞❡✜♥❡ Mǫ(S, d) = ∞ ✐❢ ❛r❜✐tr❛r② ❧❛r❣❡ ǫ✲s❡♣❛r❛t❡❞
s✉❜s❡ts ❡①✐st✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞✳ ■t ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧t
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❬✶✶✵❪✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ▲❡t S ❜❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ Θ✳ ❋♦r ❛❧❧ ǫ > 0✱

M2ǫ(S, d) ≤ D2ǫ(S, d) ≤ Nǫ(S, d) ≤Mǫ(S, d).

▲❡♠♠❛ ✶ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♥✉♠❜❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❡tr✐❝
❡♥tr♦♣②✳

❋r♦♠ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠❡tr✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥✲
❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❇✉t t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ❧❡ts ✉s ❦♥♦✇ ✐♥ s♦♠❡
✇❛② ❤♦✇ ❞❡♥s❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥ ❛ s❡t✱ ❡✈❡♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳

❆♥♦t❤❡r q✉❛♥t✐t② t❤❛t ❬✻✸❪ ✉s❡s ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r✐s❦ ❢♦r t❤❡ (1 + λ)✲❛✣♥✐t②

Rλ(Λ) = inf
Q

sup
θ∈Θλ

∑

k≥1

Pθ(k)
1+λQ(k)−λ,

❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ λ > 0✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ (1 + λ)✲❛✣♥✐t② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✻✸❪✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❬✶✹❪ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐❛❧
r❡❣❛r❞ ♣❛②❡❞ t♦ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss Λf ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✱ ✐t
✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t Rλ (Λf ) <∞ ❢♦r ❛❧❧ λ > 0✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡

Q(k) =
f(k)∑
l≥1 f(l)

❧❡❛❞s t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

Rλ (Λf ) ≤
(∑

k≥1

f(k)

)λ

.

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✇r✐t❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✷ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺ ♦❢ ❬✻✸❪ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❞❛t❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✳

✶✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ ❬✻✸❪ ✐♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣②✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t
❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦r t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ♥✉♠❜❡r✳

✷✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❤❛✈❡ ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❣✐✈❡♥ ❜② ❍❛✉ss❧❡r ❛♥❞
❖♣♣❡r✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❬✶✹❪✳



✷✳✷✳✶ ✲ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✹✼

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ▲❡t Λ ❜❡ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡♠♦r②❧❡ss s♦✉r❝❡s ♦♥ N∗✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ΘΛ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s✉❜s❡t ♦❢ Θ✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts λ > 0 s✉❝❤ t❤❛t
Rλ(Λ) < ∞✳ ▲❡t h(x) ❜❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
r❡❛❧s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ γ ≥ 0 ❛♥❞ C > 0✱

✶✳

lim
x→∞

h (Cx (h(x))γ)

h(x)
= 1

❛♥❞

✷✳

lim
x→∞

h (Cx(ln x)γ)

h(x)
= 1.

❚❤❡♥

✶✳ ■❢

Hǫ(ΘΛ, d) ∼
ǫ→0

h

(
1

ǫ

)
,

t❤❡♥
Rn(Λ) ∼

n→∞
(log e)h(

√
n). ✸

✷✳ ■❢✱ ❢♦r s♦♠❡ α > 0 ❛♥❞ c > 0✱

lim inf
ǫ→0

Hǫ(ΘΛ, d)

(1/ǫ)αh(1/ǫ)
≥ c,

t❤❡♥

lim inf
n→∞

Rn(Λ)

nα/(α+2) [h(n1/(α+2))]
2/(α+2)

> 0.

✸✳ ■❢✱ ❢♦r s♦♠❡ α > 0 ❛♥❞ C > 0✱

lim sup
ǫ→0

Hǫ(ΘΛ, d)

(1/ǫ)αh(1/ǫ)
≤ C,

t❤❡♥

lim sup
n→∞

Rn(Λ)

(n lnn)α/(α+2) [h(n1/(α+2))]
2/(α+2)

<∞.

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ h ♠❡❛♥ t❤❛t h ❝❛♥♥♦t ❣r♦✇ t♦♦ ❢❛st✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ h ❝❛♥ ❣r♦✇ ❧✐❦❡ C(ln x)η✱ ✇✐t❤ η ≥ 0✳

❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡
❝❧❛ss❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢❛st ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ✏♥♦t t♦♦ ❜✐❣✑ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣②✳
❚❤❡♦r❡♠ ✸ ❣✐✈❡s ✉s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ s♦✉r❝❡s ✇❤❡♥
n ❣♦❡s t♦ t❤❡ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤✐s t✉r♥s ♦✉t ✈❡r② ✉s❡❢✉❧✱ ❛s ✐t ✐♠♣r♦✈❡s ❛ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ r❡s✉❧t ♦❢ ❬✶✻❪✳
❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ♦♥❧② ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡s✉❧t✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ✐t❡♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❜✐❣❣❡r ❝❧❛ss❡s ♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s
t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ ❜✐t ❧❡ss ✐♥t❡r❡st✐♥❣✿ ✐t ❣✐✈❡s ❛ s♣❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱
❜✉t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣❛♣ ♦❢ (lnn)α/(α+2)

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ♣♦✐♥t ✷ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ♣♦✐♥t ✸✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ r❡tr✐❡✈❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❬✶✻❪ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✸✳ ❚❤❡ (log e) ❢❛❝t♦r ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ t❛❦❡♥ t♦ ❜❛s❡ 2✱ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Rn✳



✹✽ ▼✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝②

✷✳✷✳✷ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✲

✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ▲❡t C ❛♥❞ α ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs s✉❝❤ t❤❛t C > e2α✳ ❚❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣②
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ΘC,α s❛t✐s✜❡s

Hǫ(ΘC,α, d) = (1 + o(1))
1

α
ln2(1/ǫ),

✇❤❡r❡ o(1) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ g(ǫ) s✉❝❤ t❤❛t g(ǫ)→ 0 ❛s ǫ→ 0✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❏✉st ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✸✱ ✇✐t❤ h(x) = 1
α
ln2(x)✱ t♦ ❣❡t t❤❡ r❡s✉❧t✳

❲❡ ♠❛❦❡ ✜rst s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s✱
❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ▲❡t Λf ❜❡ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡
❡♥✈❡❧♦♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✳ ▲❡t Θf ❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t

Θf = {θ = (θ1, θ2, . . .) ∈ [0, 1]N :
∑

i≥1

θi = 1 ❛♥❞ ∀i ≥ 1, θi ≤ f(i)}.

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ θ 7→ (
√
θ1,
√
θ2, . . .) ✐s ❛♥ ✐s♦♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ (Θf , d)

❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡t Af ∩ {‖x‖ = 1} ♦❢ ℓ2✱ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ‖ · ‖✱
✇❤❡r❡ Af ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Af = {(xk)k∈N∗ ∈ ℓ2 : ∀k ∈ N∗, 0 ≤ xk ≤
√
f(k)}. ✭✷✳✷✮

❚❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ♦❢ (Θf , d) ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s s♣❛❝❡✳

◆❡①t ✇❡ tr✉♥❝❛t❡ s♦♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
ℓ2✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ✉s❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✱ t❤✐s ❤❡❧♣s ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ♦❢ (Θf , d)✳ ❚❤❡ ♦✉t❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❧❡♠♠❛s
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ ▲❡t Λf ❜❡ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✱
❛♥❞ ❧❡t ǫ ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r✳ ▲❡t Nǫ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r

Nǫ = inf

{
n ≥ 1 :

∑

k≥n+1

f(k) ≤ ǫ2

16

}
.

❋♦r U ∈ RN ❛♥❞ a > 0✱ ❧❡t BRN (U, a) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❜❛❧❧ ✐♥ Rn ✇✐t❤ ❝❡♥t❡r U ❛♥❞ r❛❞✐✉s a✳
❚❤❡♥

Hǫ(Θf , d) ≤ Nǫ ln(1/ǫ) + 3Nǫ ln 2 + A(Nǫ) + B(ǫ),

✇❤❡r❡

A(N) = − lnVol (BRN (0, 1)) = ln
Γ(N

2
+ 1)

π
N
2



✷✳✷✳✷ ✲ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s ✹✾

❛♥❞

B(ǫ) =
Nǫ∑

k=1

ln
(√

f(k) +
ǫ

4

)
.

❋✉rt❤❡r♠♦r❡

A(Nǫ) ∼
ǫ→0

Nǫ

2
lnNǫ.

◆♦t❡ t❤❛t
−Nǫ ln(1/ǫ)− 2Nǫ ln 2 ≤ B(ǫ) ≤ ǫ

4
Nǫ.

❚❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ B(ǫ) s❤♦✇ t❤❛t B(ǫ) t❡♥❞s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ ✇❤✐❧❡ A(Nǫ)
❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ✐ts ❣r♦✇t❤✳ ■❢ lnNǫ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ln(1/ǫ) ✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r✱ t❤❡♥ t❤❡
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡s Nǫ lnNǫ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡
❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✐♥t ✸ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳

◆❡①t ✇❡ st❛t❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t♦♦✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦
tr✉♥❝❛t❡ s♦♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t♦ ❜r✐♥❣ ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s
t✐♠❡ ✇❡ tr✉♥❝❛t❡ t❤❡ ✜rst ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r

lf = min{l ≥ 0 :
∑

k≥l+1

f(k) ≤ 1}.

▲❡♠♠❛ ✸✳ ▲❡t Λf ❜❡ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✱
✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s ∑

k≥1

f(k) ≥ 2.

▲❡t ǫ > 0 ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ ❧❡t m ≥ 1 ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤❡♥

Hǫ(Θf , d) ≥
1

2

lf+m∑

k=lf+1

ln f(k) +m ln

(
1

ǫ

)
+ A(m),

✇❤❡r❡ A(m) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✿

A(m) = − lnVol (BRm(0, 1)) ∼
m→∞

m

2
lnm.

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛♣♣❧② t❤❡s❡ t✇♦ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❲❡ ✜rst ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✷ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥

Nǫ ≤
2

α
ln(1/ǫ) +

1

α
ln

16C

1− e−α
∼
ǫ→0

2

α
ln(1/ǫ). ✭✷✳✸✮

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ B(ǫ)✿

B(ǫ) ≤
Nǫ∑

k=1

ln
( ǫ
4
+
√
Ce−

α
2
k
)

≤
∫ Nǫ

0

[
lnC

2
− α

2
x+ ln

(
1 +

ǫ e
α
2
x

4
√
C

)]
dx.



✺✵ ▼✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝②

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✭✷✳✸✮ ❣✐✈❡s

ǫ e
α
2
Nǫ

4
√
C
≤ 1√

1− e−α
,

❛♥❞ t❤❡♥

B(ǫ) ≤ −α
4
N2

ǫ +

(
lnC

2
+

1√
1− e−α

)
Nǫ

∼ −α
4
N2

ǫ ∼ −
1

α
ln2(1/ǫ).

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦

A(Nǫ) ∼
2

α
ln(1/ǫ) · ln ln(1/ǫ) = o(ln2(1/ǫ))

❛♥❞✱ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❣❡t

Hǫ(ΘC,α, d) ≤ (1 + o(1))
1

α
ln2(1/ǫ). ✭✷✳✹✮

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ▲❡♠♠❛ ✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡s s❛t✐s❢②
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

∑
k≥1 f(k) ≥ 2✳ ■♥❞❡❡❞ t❤✐s ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s

f(k) = min(1, Ce−αk),

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ C > e2α ❡♥t❛✐❧s t❤❛t f(1) = f(2) = 1✳

❙✐♥❝❡
∑

k≥lf+1 f(k) ≤ 1✱ Ce−αk ≤ 1 ❢♦r ❛❧❧ k ≥ lf + 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

ln f(k) = −αk + lnC

❢♦r ❛❧❧ k ≥ lf + 1✱ ❛♥❞

1

2

lf+m∑

k=lf+1

ln f(k) =
m

2
lnC − α

2

lf+m∑

k=lf+1

k

= −(1 + o(1))
α

4
m2.

❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Hǫ(Θf , d) ≥ m ln

(
1

ǫ

)
+ (1 + o(1))

m

2
lnm− (1 + o(1))

α

4
m2.

❲✐t❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ m =
⌊
2
α
ln
(
1
ε

)⌋
✱ t❤❡ t❡r♠ m

2
lnm ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✿

Hǫ(ΘC,α, d) ≥ (1 + o(1))
1

α
ln2(1/ǫ). ✭✷✳✺✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭✷✳✺✮ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✭✷✳✹✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s
❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳



✷✳✷✳✸ ✲ ❲❤❛t ❛❜♦✉t ♦t❤❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s❄ ✺✶

✷✳✷✳✸ ❲❤❛t ❛❜♦✉t ♦t❤❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s❄

■♥ ❬✶✻❪ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s ✐s ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡
♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss ΛC·−α ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ❢♦r C > 1 ❛♥❞ α > 1✱ ❜② t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡
❢✉♥❝t✐♦♥ fα,C(x) = min(1, C

xα )✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✶✻✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✻❪ ❛r❡

A(α)n1/α log⌊Cζ(α)⌋
≤ Rn(ΛC·−α)

≤
(

2Cn

α− 1

)1/α

(log n)1−1/α +O(1),

✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡

A(α) =
1

α

∫ ∞

1

1− e−1/(ζ(α)u)

u1−1/α
du,

❛♥❞ ζ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ζ(α) =
∑

k≥1
1
kα
✱ ❢♦r α > 1✳

■❢ ♦♥❡ ❛❞❛♣ts t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♠❛❞❡ ❡❛r❧✐❡r t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥
❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✿
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✭❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡✮ ❝♦♥st❛♥ts K1, K2 > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ǫ > 0✱

K1

(
1

ǫ

) 2
α−1

≤ Hǫ ≤ K2(1 + o(1))

(
1

ǫ

) 2
α−1

ln

(
1

ǫ

)
.

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❧❡❛✈❡s ❛ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ♠❛❦❡s t❤❡ ❣❛♣ ✇♦rs❡✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛rt
(
1
ǫ

) 2
α−1

♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ❝❛✉s❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❣❛♣ ♦❢ log1/α n✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✭✉♥❦♥♦✇♥✮ ❝♦♥st❛♥ts C, c > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ n ≥ 1✱

c(1 + o(1))n1/α ≤ Rn(ΛC·−α) ≤ C(1 + o(1))n1/α log n. ✭✷✳✼✮

❚❤❡s❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♠♣r♦✈❡ ✐♥ ♥♦ ✇❛② t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❬✶✻❪✳ ▼❛② ❛ ❜❡tt❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ✐♠♣r♦✈❡ ❡✐t❤❡r t❤❡✐r ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦r t❤❡✐r ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❄ ❆♥②✇❛② t❤❡
♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s ✐s ✏t♦♦ ❜✐❣✑ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✸✿
✐t ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❤♦♣❡ ❢♦r ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❛s ❢♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡
❝❧❛ss❡s✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ t✉r♥s
♦✉t ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ✏s♠❛❧❧✑ ❝❧❛ss❡s ♦❢ s♦✉r❝❡s✳

✷✳✸ ❉✐r✐❝❤❧❡t✬s ♣r✐♦r

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❣✐✈❡s ❛ ✇❛② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢
❛ ❝❧❛ss ♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❇❛②❡s
r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❛♥② ♣r✐♦r✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r✐♦r ✐s ❛ r❡❧❡✈❛♥t
♠❛tt❡r✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✱ t❤❡ ❇❛②❡s str❛t❡❣② ✉s✐♥❣ ❏❡✛r❡②s✬ ♣r✐♦r
♣❧❛②s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡✳ ■♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡♠♦r②❧❡ss



✺✷ ❉✐r✐❝❤❧❡t✬s ♣r✐♦r

s♦✉r❝❡s ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✱ t❤❡ ❏❡✛r❡②✬s ♣r✐♦r ✐s t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t(1/2, 1/2, . . . , 1/2) ♣r✐♦r✳
❬✷✼❪ ♣r♦✈❡s t❤❛t ✏❏❡✛r❡②✬s ♣r✐♦r ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❧❡❛st ❢❛✈♦r❛❜❧❡✑ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❬✶✶✾❪ ❣♦❡s ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ❉✐r✐❝❤❧❡t✬s ♣r✐♦r ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♠❛①✐♠✐♥ ❜✉t ♥♦t
❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♠✐♥✐♠❛①✳ ❚❤❡♥ ❬✶✷✵❪ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♠✐♥✐♠❛① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r✐♦r✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r✐♦rs µk ❛s t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r✐♦r ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t
♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳ ❲✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ k ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ n✱ ♣r✐♦rs µk ❛r❡ ✏❛❧♠♦st✑ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❧❡❛st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❢♦r
t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s✿ ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ❜❡❧♦✇ st❛t❡s t❤❛t t❤❡✐r ❇❛②❡s
r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛s n t❡♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥✜♥✐t②✱ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❣♦ ♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♦rs µk✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡
❉✐r✐❝❤❧❡t✬s ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡♠♦r②❧❡ss s♦✉r❝❡s ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✳

❆♥ st❛t✐♦♥❛r② ♠❡♠♦r②❧❡ss s♦✉r❝❡ P ♦♥ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t {1, 2, . . . , k} ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ✐ts ✜rst ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P (i)✱ 1 ≤ i ≤ k✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧
st❛t✐♦♥❛r② ♠❡♠♦r②❧❡ss s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤✐s ❛❧♣❤❛❜❡t ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❛s (P θ)✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ♦❢ Rk

Sk = {(θ1, θ2, . . . , θk) ∈ [0, 1]k :
∑

1≤i≤k

θi = 1},

❛♥❞ Pθ(i) = θi✳

❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ θ1 = 1−∑2≤i≤k θi✱ ✇✐t❤
(θ2, . . . , θk) ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡t

S′
k = {(θ2, . . . , θk) ∈ [0, 1]k−1 :

∑

2≤i≤k

θi ≤ 1}.

❚❤✐s ♠❛❦❡s ❡❛s✐❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ dθ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ♦❢ Rk✱ ❜② r❡str✐❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ [0, 1]k−1✳

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ X1:n ♦❢ t❤❡ ✜rst n s②♠❜♦❧s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ s♦✉r❝❡ P θ✱ ❧❡t
Ti ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ s②♠❜♦❧ i

Ti =
n∑

j=1

✶Xj=ai ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i ≤ k,

✇❤❡r❡

✶Xj=ai =

{
1 ✐❢ Xj = ai✱
0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ X1:n ✉♥❞❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P θ ✐s

P n
θ
(X1:n) = θT1

1 θ
T2
2 · · · θTk

k . ✭✷✳✽✮

❉✐r✐❝❤❧❡t✬s ♣r✐♦r ❤❛s ❛ ❞❡♥s✐t② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ θ
−1/2
1 θ

−1/2
2 · · · θ−1/2

k ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❇❛②❡s ♠✐①t✉r❡✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❑r✐❝❤❡✈s❦②✲❚r♦✜♠♦✈



✷✳✷✳✸ ✲ ❲❤❛t ❛❜♦✉t ♦t❤❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s❄ ✺✸

♠✐①t✉r❡✱ ✐s

KTk(X1:n) =

∫
S′k
θ
T1−1/2
1 θ

T2−1/2
2 · · · θTk−1/2

k dθ
∫
S′k
θ
−1/2
1 θ

−1/2
2 · · · θ−1/2

k dθ

=
Dk(T1 +

1
2
, · · · , Tk + 1

2
)

Dk(
1
2
, · · · , 1

2
)

, ✭✷✳✾✮

✇❤❡r❡ Dk(·, . . . , ·) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ✐♥t❡❣r❛❧s

Dk(λ1, . . . , λk) =

∫

S′k

θλ1−1
1 θλ2−1

2 · · · θλk−1
k dθ

=
Γ(λ1)Γ(λ2) · · ·Γ(λk)

Γ
(∑k

i=1 λi

) . ✭✷✳✶✵✮

❆♥♦t❤❡r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❑r✐❝❤❡✈s❦②✲❚r♦✜♠♦✈ ♠✐①t✉r❡s ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✿ ✐❢ x1:n ✐s ❛ ♠❡ss❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t {1, . . . , k}✱ t❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ i ≤ n− 1
❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ j ≤ k✱

KTk(Xi+1 = j|X1:i = x1:i) =
nj
i +

1
2

i+ k
2

, ✭✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ nj
i ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ s②♠❜♦❧ j ✐♥ x1:i✳

▲❡t f ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ Λf ❜❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss✳
❈❤♦♦s❡ ❛♥② ✜①❡❞ m ∈ N∗ s✉❝❤ t❤❛t

∑

i≥m

f(i) < 1.

❋♦r k ≥ m+ 1✱ ❧❡t Θk ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ Θf ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Θk =
{
(θ1, 0, . . . , 0, θm, . . . , θk, 0, . . .) : θ1 = 1−

k∑

i=m

θi

❛♥❞ ∀m ≤ i ≤ k, 0 ≤ θi ≤ f(i)
}
.

❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ③❡r♦s ❜❡t✇❡❡♥ θ1 ❛♥❞ θm ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥s✳

▲❡t µk ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r✐♦r ♦♥ Θk ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r✐♦r µ ♦♥ t❤❡
s✐♠♣❧❡① Sk−m+2✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (θ1, θm, . . . , θk)✿

dµk(θ1, 0, . . . , 0, θm, . . . , θk, 0, . . .)

=
θ
−1/2
1 θ

−1/2
m · · · θ−1/2

k dθ
∫
Θk
θ
−1/2
1 θ

−1/2
m · · · θ−1/2

k dθ

=

∫
Sk−m+2

θ
−1/2
1 θ

−1/2
m · · · θ−1/2

k dθ
∫
Θk
θ
−1/2
1 θ

−1/2
m · · · θ−1/2

k dθ
dµ(θ1, θm, . . . , θk).

■♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛✱ dθ ✐s t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡① Sk−m+2 ✐♥❞❡①❡❞ ❜②
(θ1, θm, . . . , θk)✱ ❛♥❞ Θk ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❧❡t
K̃T k−m+2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❇❛②❡s ♠✐①t✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r✐♦r µ ✐♥❞❡①❡❞ ❜②
(θ1, θm, . . . , θk)✳



✺✹ ❆✉t♦❈❡♥s✉r✐♥❣ ❈♦❞❡

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳ ▲❡t C ❛♥❞ α ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs s❛t✐s❢②✐♥❣ C > e2α✳ ▲❡t kn =⌊
1

α log e
log n

⌋
✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r✐♦rs µkn ✈❡r✐✜❡s

Rn,µkn
(C, α) ≥ (1 + o(1))

1

4α log e
log2 n,

✇❤❡r❡ o(1) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ g(n) s✉❝❤ t❤❛t g(n)→ 0 ❛s n→∞✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ r❡tr✐❡✈❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❛② t❤❡ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ✐♥ ♣r♦✈❡❞ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❇✳

❲❤❛t ❛❜♦✉t ♦t❤❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s❄ ❋♦r ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ kn =⌊
n−1/α

e

⌋
❣✐✈❡s

Rn(ΛC·−α) ≥ Rn,µkn
(ΛC·−α) ≥ (1 + o(1))

α

2e
n1/α.

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✷✳✻✮ ❛♥❞ ✭✷✳✼✮✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐s ❣♦♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r
✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r♠✐t t♦ ✜❧❧ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❣✐✈❡♥
✐♥ ✭✷✳✻✮✳

✷✳✹ ❆✉t♦❈❡♥s✉r✐♥❣ ❈♦❞❡

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ❆✉t♦❈❡♥s✉r✐♥❣ ❈♦❞❡ ✭❆❈❝♦❞❡✮✳ ■t ✐s
✐♥ ❢❛❝t ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❡♥s✉r✐♥❣ ❈♦❞❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇♦✉❝❤❡r♦♥✱ ●❛r✐✈✐❡r ❛♥❞
●❛ss✐❛t ✐♥ ❬✶✻❪✳ ❲❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❜✐❣ s②♠❜♦❧s ❛r❡ ✈❡r② ❢❡✇✱ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞
❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❊❧✐❛s ❝♦❞❡✳ ❙♠❛❧❧❡r s②♠❜♦❧s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦❞✐♥❣ ❜❛s❡❞
♦♥ ❑r✐❝❤❡✈s❦②✲❚r♦✜♠♦✈ ♠✐①t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r ✜♥✐t❡ ❛❧♣❤❛❜❡ts✳
❖✉r ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❝✉t♦✛ Mi = sup1≤k≤iXk ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ Xi+1✿ ✇✐t❤ t❤✐s
❝❤♦✐❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❡①❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
❡♥✈❡❧♦♣❡✳

❆❈❝♦❞❡ ✐s ❛ ♣r❡✜① ❝♦❞❡ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❛♥❞ ✐t ✇♦r❦s ♦♥
❧✐♥❡✳ ■ts ♠❛①✐♠✉♠ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦♥ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss ΛCe−α· ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❆❈❝♦❞❡ ✐s
❛❞❛♣t✐✈❡✱ ❛s t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❛t✐s✜❡s t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤ ❛❧❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❈✳
▲❡t ❆❈❝♦❞❡(x1:n) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❜✐♥❛r② str✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❆❈❝♦❞❡ ✇❤❡♥ ✐t ❡♥❝♦❞❡s t❤❡
♠❡ss❛❣❡ x1:n✱ ❛♥❞ ❧❡t l(·) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ str✐♥❣✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ❋♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs C ❛♥❞ α s❛t✐s❢②✐♥❣ C > e2α✱

sup
P∈ΛCe−α·

EPn [l(❆❈❝♦❞❡(X1:n))−H(P n)] ∼
n→∞

Rn(C, α).

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❆❈❝♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝②
✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜♦✉♥❞❡❞✿ t❤❡r❡ ♠❛② ❡①✐st ❝♦❞❡s ✇❤♦s❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❆❈❝♦❞❡✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❜❡♥❡✜t ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
log2 n✳



✷✳✷✳✸ ✲ ❲❤❛t ❛❜♦✉t ♦t❤❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s❄ ✺✺

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛①
r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ❆❈❝♦❞❡✳ ▲❡t n ≥ 1 ❜❡ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r✱ ❛♥❞ ❧❡t x1:n =
x1x2 . . . xn ❜❡ ❛ str✐♥❣ ❢r♦♠ Nn

∗ t♦ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛①✐♠❛

m0 = 0 ❛♥❞ mi = sup
1≤k≤i

xk, ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i ≤ n.

❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (mi)1≤i≤n ✐s ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦r 1 ≤ i ≤ n✱ ❧❡t
n0
i =

∑i
j=1 ✶mj>mj−1

❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛t❡❛✉s ❜❡t✇❡❡♥ 1 ❛♥❞ i✳ ❋♦r 1 ≤ k ≤ n0
n✱ ❧❡t

m̃k ❜❡ t❤❡ kt❤ ♥❡✇ ♠❛①✐♠✉♠✿
mi = m̃n0

i
. ✭✷✳✶✷✮

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛❧s♦ m̃0 = 0✳ ▲❡t str✐♥❣ m̃ ❜❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (m̃1 − m̃0 + 1), . . . , (m̃n0
n
−

m̃n0
n−1 +1), 1✳ m̃ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❜✐♥❛r② str✐♥❣ ❈✷ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❊❧✐❛s ♣❡♥✉❧t✐♠❛t❡ ❝♦❞❡

✭s❡❡ ❬✹✶❪✮ t♦ ❡❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ✐♥ m̃✳ ■t ✐s ❛ ♣r❡✜① ❝♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s lE(x) ❜✐ts t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r x✱ ✇✐t❤

lE(1) = 1,

lE(x) = 1 + ⌊log x⌋+ 2 ⌊log⌊log x⌋+ 1⌋ ✐❢ x ≥ 2.
✭✷✳✶✸✮

▼❡❛♥✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❡♥s♦r❡❞ s②♠❜♦❧s ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ s✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠
m̃✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❡♥s♦r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ x̃1:n = x̃1x̃2 . . . x̃n ❞❡✜♥❡❞ ❜②

x̃i = xi✶xi≤mi−1
=

{
xi ✐❢ xi ≤ mi−1,
0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❆❧❧ s②♠❜♦❧s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ mi−1 ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ t♦❣❡t❤❡r✿ t❤❡② ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡①tr❛
s②♠❜♦❧ 0✱ ❛♥❞ t❤✐s ❡①tr❛ s②♠❜♦❧ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥st❡❛❞✳ 0 ❤❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ✉s❡ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✿
✐t ♠❛❦❡s t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡♥ mi ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❛❞
✐♥ ❈✷✳ ❲❡ ❛❞❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ x̃1:n ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ 0✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❛s ❛ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛st 1 ✐♥ m̃✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ♦✉r ❝♦❞❡ t♦ ❜❡ ♣r❡✜① ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✜♥✐t❡
❧❡♥❣t❤ ♠❡ss❛❣❡s ✭✇❤❛t❡✈❡r n✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜✐♥❛r② str✐♥❣ ❈✶ ❜② ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦❞✐♥❣ ♦❢ x̃1:n0✳ ❚❤❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Qi+1(X̃i+1 = j|X1:i = x1:i) =
nj
i +

1
2

i+ mi+1
2

✐❢ 1 ≤ j ≤ mi,

Qi+1(X̃i+1 = 0|X1:i = x1:i) =
1/2

i+ mi+1
2

,

✇❤❡r❡ ❢♦r j ≥ 1 ❛♥❞ i ≥ 0✱ nj
i ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ s②♠❜♦❧ j ✐♥ x1:i ✭✇✐t❤

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ nj
0 = 0 ❢♦r ❛❧❧ j ≥ 1✮✳

■❢ i ≤ n− 1✱ t❤❡ ❡✈❡♥t {X̃i+1 = 0} ✐s ❡q✉❛❧ t♦ {Xi+1 > Mi}✳ ■❢ xi+1 = j > mi✱ t❤❡♥
nj
i = 0✱ ❛♥❞ ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡

Qi+1(X̃i+1 = 0|X1:i = x1:i) =
nj
i +

1
2

i+ mi+1
2

.



✺✻ ❆✉t♦❈❡♥s✉r✐♥❣ ❈♦❞❡

01110︸ ︷︷ ︸ 0110011001101︸ ︷︷ ︸ 0101︸︷︷︸ 00︸︷︷︸ 1︸︷︷︸
↓ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣

♦❢ ❈✶
↓ ❧❛st ❜✐ts

♦❢ ❈✶
↓

❊❧✐❛s ❝♦❞❡
♦❢ m̃1 + 1

❊❧✐❛s ❝♦❞❡
♦❢ m̃2 − m̃1 + 1

❊❧✐❛s ❝♦❞❡
♦❢ 1

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❆❈❝♦❞❡

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ str✐♥❣ x̃1:n0
❜②

Qn+1(x̃1:n0) = Qn+1(0|x1:n)
n−1∏

i=0

Qi+1(x̃i+1|x1:i).

❆ r❡♠❛r❦ ✇❡ ❝❛♥ ❞♦ ✐s t❤❛t t❤❡ s②♠❜♦❧ 0 ✐s ❛❧✇❛②s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥❡✇✿ ✇❤❡♥ xi+1 >
mi✱ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ 0 ❜✉t ✇❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t t❤❡ ❝♦✉♥t❡r nxi+1

i ✳ ✭❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦
s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❆❈❝♦❞❡✱ ❜✉t ✇❡ s✉s♣❡❝t t❤❛t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤✐s
❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳✮

◆♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❈✶ ❛♥❞ ❈✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡② ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞✳ ❚♦
❦❡❡♣ ♦✉r ❝♦❞❡ ♦♥ ❧✐♥❡✱ ✇❡ ♦✈❡r❧❛♣ t❤❡s❡ t✇♦ str✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳

❆r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦❞❡ ♥❡❡❞s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜✐ts✱ s❛② li✱ t♦ s❡♥❞ t❤❡ ✜rst i s②♠❜♦❧
♦❢ x̃1:n✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ li ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r i = n + 1 ♦r ♥♦t✳ ■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡
ln+1 = ⌈− logQn+1(x̃1:n0)⌉+1✱ ❛♥❞ ✐♥ ❧❛t❡r ♦♥❡ li ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②♠❜♦❧s ❛♥❞
❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳
❆❈❝♦❞❡ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ❈✷✱ ❜② t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❧✐❛s ❝♦❞❡ ♦❢ m̃1 + 1✳ ❚❤❡♥ t❤❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❈✶ ✐s ✐♥✐t✐❛t❡❞✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t x̃i = 0 ❛♥❞ n0

i = k✳ ❆s s♦♦♥ ❛s li ❜✐ts ♦❢
❈✶ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡♥t✱ t❤❡ ❆❈❝♦❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡♥❞s t❤❡ ❊❧✐❛s ❝♦❞❡ ♦❢ m̃k − m̃k−1 + 1✳ ❚❤❡♥
❈✶ ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛❣❛✐♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡①t ❜✐t✳

❚♦ ❞❡❝♦❞❡ t❤❡ it❤ s②♠❜♦❧ ✐♥ ❈✶✱ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ mi−1 ✐s
♥❡❡❞❡❞❀ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ str✐♥❣ ❈✷✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t❤❡
❝♦✉♥t❡rs (nj

i−1)j≥1✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst i − 1 ❞❡❝♦❞❡❞ s②♠❜♦❧s✳ ❆s
s♦♦♥ ❛s li ❜✐ts ♦❢ ❈✶ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡✐✈❡❞✱ x̃i ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦❞❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ♠❡❡ts ❛ 0
❛t t❤❡ it❤ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❤❡ ❦♥♦✇s t❤❛t t❤❡ ♥❡①t ❜✐ts ❛r❡ t❤❡ ❊❧✐❛s ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s②♠❜♦❧ ✐♥
m̃✱ ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡s mi ✈✐❛ ✭✷✳✶✷✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❊❧✐❛s ❝♦❞❡ ✐s ♣r❡✜①✱ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ❦♥♦✇s ✇❤❡♥
❤❡ r❡❝❡✐✈❡s ❈✶ ❛❣❛✐♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ (i+ 1)t❤ s②♠❜♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✳

❋✐❣✳ ✷✳✶ s❤♦✇s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♠❡ss❛❣❡ ✐s x1:4 = 5, 3, 2, 7✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❈✶ ✐s x̃1:40 = 0, 3, 2, 0, 0✳ 13
❜✐ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ tr❛♥s♠✐t t❤❡ s❡❝♦♥❞ 0✱ ❛♥❞ 15 ❜✐ts ❢♦r t❤❡ ❧❛st ♦♥❡✳ ■♥ ❈✷ ✇❡ tr❛♥s♠✐t
m̃ = 6, 3, 1✳

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡①❛❝t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t
s❡♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦❞✐♥❣✳ ❙♦♠❡ r✉❧❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s❡t
t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛♥❞ ✐t ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❝♦❞❡r ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡r✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❛
t♦♦ ❜✐❣ ❡①tr❛ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❣r♦✇ ❛s n ❣r♦✇s✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ♠❡♠♦r② ✇✐t❤ ❛ ❢✉rt❤❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ 2 ⌈log i⌉ ❜✐ts✱
✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ⌈− logQi(x̃1:i)⌉ + 1 ❜✐ts ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ x1:i❀ t❤✐s ✐♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡
❡①tr❛ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳



✷✳✷✳✸ ✲ ❲❤❛t ❛❜♦✉t ♦t❤❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s❄ ✺✼

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t

■ ✇✐s❤ t❤❛♥❦ ❊✳ ●❛ss✐❛t ❢♦r ❤❡r ❤❡❧♣❢✉❧ ❛❞✈✐❝❡✱ ❢♦r t❤❡ ♠❛♥② ✐❞❡❛s ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r s❤❡
s✉❣❣❡st❡❞ ♠❡✱ ❛♥❞ ❢♦r ❤❡r ❝♦♥st❛♥t ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② t♦ ♠② q✉❡st✐♦♥s✳

❚❤❛♥❦s ❛❧s♦ t♦ ❆✳ ●❛r✐✈✐❡r ❛♥❞ t♦ ❙✳ ❇♦✉❝❤❡r♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇❡ ❤❛❞✳ ■
❞♦♥✬t ❢♦r❣❡t t❤❡ ✐❞❡❛s ■ ❣♦t ❢r♦♠ ♠② ❝❧❛ss♠❛t❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❘✳ ■♠❡❦r❛③✳

✷✳❆ ▼❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✈❡✲
❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s

❲❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛s ✇❡ st❛t❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳ Nǫ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ tr✉♥❝❛t❡ t❤❡ ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡s✳ ■❢ y = (yk)k≥1 ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Af ✱ ✐ts tr✉♥❝❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ỹ = (yk✶k≤Nǫ)k≥1✳
❚❤❡♥

‖y − ỹ‖ =
√ ∑

k≥Nǫ+1

y2k ≤
√ ∑

k≥Nǫ+1

f(k) ≤ ǫ

4
.

❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t S ✐s ❛♥ ǫ/4✲❝♦✈❡r ♦❢ {y ∈ Af : ∀n ≥ Nǫ, yn = 0}✳ ▲❡t z ❞❡♥♦t❡ ❛♥
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Af ✳ ❚❤❡♥ ✐t ❡①✐sts s♦♠❡ y ∈ S s✉❝❤ t❤❛t ‖z̃− y‖ ≤ ǫ/4✳ ❚❤✉s ‖z− y‖ ≤ ǫ/2✱
❛♥❞ S ✐s ❛♥ ǫ/2✲❝♦✈❡r ♦❢ Af ✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦

Dǫ(Θf , d) ≤ Nǫ/2(Af , ‖ · ‖ℓ2)

≤ Nǫ/4

( ∏

1≤k≤Nǫ

[
0,
√
f(k)

]
, ‖ · ‖RNǫ

)

≤Mǫ/4

( ∏

1≤k≤Nǫ

[
0,
√
f(k)

]
, ‖ · ‖RNǫ

)

≤
Vol
(∏

1≤k≤Nǫ

[
− ǫ

8
,
√
f(k) + ǫ

8

])

Vol
(
BRNǫ (0, ǫ8)

)

≤
( ǫ
8

)−Nǫ Γ(Nǫ

2
+ 1)

πNǫ/2

Nǫ∏

k=1

(√
f(k) +

ǫ

4

)
.

❆ ✜rst ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❛t ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s t❤❛t Dǫ(Θf , d) ✐s ✜♥✐t❡ ❢♦r ❛❧❧ ǫ > 0✳ ❚❤❡ ✜rst
❛ss❡rt✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷ ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❋❡❧❧❡r ❜♦✉♥❞s✱ ✐♥ t❤❡✐r ✈❡rs✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✶✶✼✱
❝❤✳ ❳■■❪✿ ❋♦r ❛❧❧ x > 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts β ∈ [0, 1] s✉❝❤ t❤❛t

Γ(x) =
√
2π xx−1/2e−xe

β
12x . ✭✷✳✶✹✮



✺✽ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹

❚❤❡r❡❢♦r❡

A(N) = −N
2
ln π +

N + 1

2
ln

(
N

2
+ 1

)
−
(
N

2
+ 1

)

+
ln(2π)

2
+

β

12
(
N
2
+ 1
)

∼ N

2
lnN.

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳ ▲❡t m ≥ 1 ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❲❡ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ s❡t Af ∩ {‖x‖ = 1} ♦✈❡r
t❤❡ m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡

Em = {0}lf × Rm × {0}{k:k≥lf+m+1}

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢r♦♠ lf + 1 t♦ lf +m✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡t ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦

t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡
∏lf+m

k=lf+1

[
0,
√
f(k)

]
✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦

Dǫ(Θf , d) ≥ Nǫ




lf+m∏

k=lf+1

[
0,
√
f(k)

]
, ‖ · ‖Rm




≥
Vol
(∏lf+m

k=lf+1

[
0,
√
f(k)

])

Vol (BRm(0, ǫ))
.

■t ♦♥❧② r❡♠❛✐♥s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✷✳❇ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✐♥ ❬✶✶✾❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ▲❡t θ ❜❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① Sk✱ ❛♥❞ KTk t❤❡ ❑r✐❝❤❡✈s❦②✲
❚r♦✜♠♦✈ ♠✐①t✉r❡✳ ❚❤❡♥

D(P n
θ
;KTk) ≥

k − 1

2
log

n

2π
+ log

Γ(1/2)k

Γ(k/2)
− 5k

3
log e.

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ▲❡t Eθ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P θ✳
❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠✿

(ln 2)D(P n
θ
;KTk)

= Eθ ln
P n
θ
(X1:n)

KTk(X1:n)

= Eθ

k∑

i=1

Ti ln θi − Eθ ln
Dk(T1 +

1
2
, · · · , Tk + 1

2
)

Dk(
1
2
, · · · , 1

2
)

= ln
Γ(1/2)k

Γ(k/2)
+

(❆)︷ ︸︸ ︷
k∑

i=1

nθi ln θi − Eθ ln

∏k
i=1 Γ(Ti +

1
2
)

Γ(n+ k
2
)

. ✭✷✳✶✺✮



✷✳✷✳✸ ✲ ❲❤❛t ❛❜♦✉t ♦t❤❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss❡s❄ ✺✾

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ✭✷✳✽✮ ❛♥❞ ✭✷✳✾✮✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ❢r♦♠ ✭✷✳✶✵✮✳ ❲❡ ✉s❡ ♥♦✇
t❤❡ ❋❡❧❧❡r ❜♦✉♥❞s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✳✶✹✮✱ ✇✐t❤ β0 ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ Γ(n+ k

2
)✱ ❛♥❞ βi ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ Γ(Ti + 1

2
)✳

(❆) =
k∑

i=1

nθi ln θi − Eθ ln

∏k
i=1

(√
2π(Ti +

1
2
)Ti
)

√
2π(n+ k

2
)n+(k−1)/2

−
k∑

i=1

Eθ

βi
12(Ti +

1
2
)
+

β0

12(n+ k
2
)

≥ −k − 1

2
ln 2π − k

6

+

(❇)︷ ︸︸ ︷
k∑

i=1

(
nθi ln θi − EθiTi ln

(
Ti +

1

2

))

+

(❈)︷ ︸︸ ︷(
n+

k − 1

2

)
ln

(
n+

k

2

)
.

◆♦✇ ✇❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ s❡♣❛r❛t❡❧② (❇) ❛♥❞ (❈)✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛t❡r✱

(❈) =

(
n+

k − 1

2

)
lnn+

(
n+

k − 1

2

)
ln

(
1 +

k

2n

)

≥ n lnn+
k − 1

2
lnn.

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

(❇) = −n lnn+
k∑

i=1

(❇i)︷ ︸︸ ︷
(nθi lnnθi − EθiTi lnTi)

−
k∑

i=1

≤1/2︷ ︸︸ ︷
EθiTi ln

(
1 +

1

2Ti

)
.

❋r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ln t ≤ t− 1✱ ✇✐t❤ t = Ti

nθi
✱ ✇❡ ❣❡t

lnTi − lnnθi ≤
Ti − nθi
nθi

Ti lnTi − Ti lnnθi ≤
(Ti − nθi)2

nθi
+ (Ti − nθi)

EθiTi lnTi − nθi lnnθi ≤
VarTi
nθi

= 1− θi.

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
(❇i) ≥ −(1− θi) ≥ −1,

(❇) ≥ −n lnn− 3k

2
,



✻✵ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹

❛♥❞

(❆) ≥ k − 1

2
ln

n

2π
− 5k

3
.

❆❧❧ t❤❛t r❡♠❛✐♥s ✐s t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ✭✷✳✶✺✮ t♦ ❣❡t t❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞
r❡s✉❧t✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡

C(k) =

∫

Θk

θ
−1/2
1 θ−1/2

m · · · θ−1/2
k dθ,

D(k) =

∫

Sk−m+2

θ
−1/2
1 θ−1/2

m · · · θ−1/2
k dθ

=
Γ(1/2)k−m+2

Γ(k−m+2
2

)
.

■♥ ♣r❛t✐❝❡✱ ♣r✐♦r µk ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t Ak = {1,m,m + 1, . . . , k}✳ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❇❛②❡s str❛t❡❣② ❞♦❡s♥✬t ❡♥❝♦❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ✇✐t❤ ♦t❤❡r s②♠❜♦❧s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♠✐♥✐♠❛①✦

▲❡t x1:n ❜❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ An
k ✳ ❚❤❡♥

Mn,µk
(x1:n) =

D(k)

C(k)

∫

Θk

Pθ(x1:n) dµ(θ1, θm, . . . , θk)

≤ D(k)

C(k)
K̃T k−m+2(x1:n).

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ θ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Θk✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ❡♥t❛✐❧s

D(P n
θ
;Mn,µk

) ≥ D(P n
θ
; K̃T k−m+2) + logC(k)− logD(k)

≥ k −m+ 1

2
log

n

2π
+ logC(k)

− 5(k −m+ 2)

3
log e.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

Rn,µk
(Λf ) =

∫

Θk

D(P n
θ
;Mn,µk

) dµk(θ)

≥ logC(k) +
k

2
log n

− 10 log e+ 3 log 2π

6
k − m− 1

2
log n

+

(
m− 1

2
log 2π +

5(m− 2)

3
log e

)
.

✭✷✳✶✻✮

◆♦✇✱ ❧❡t ✉s ❝❛❧❝✉❧❛t❡ C(k)✳ ❋✐rst ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ m ♠❛❞❡ ❜❡❢♦r❡ ✐s s✉❝❤ t❤❛t
❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ (θm, . . . , θk) ✐♥ t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ [0, f(m)]×· · ·× [0, f(k)] ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■t ❛❧❧♦✇s



✷✳❈✳✶ ✲ ▼♦♠❡♥ts ♦❢ Mn ✻✶

✉s t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r Θk ❛s ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r t❤❛t r❡❝t❛♥❣❧❡✳

C(k) =

∫

Θk

dθm · · · dθk√
θ1θm · · · θk

≥
k∏

i=m

∫ f(i)

0

dθi√
θi

=
k∏

i=m

2
√
f(i).

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② f ✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝❧❛ss ΛCe−α· ✱ f(i) = min(1, Ce−αi)✳ ❙✐♥❝❡

∑
i≥m f(i) < 1✱ f(i) = Ce−αi < 1 ❢♦r

❛❧❧ i ≥ m✳ ❚❤✉s

C(k) ≥
k∏

i=m

2
√
Ce−

α
2
i,

❛♥❞

logC(k) ≥ (k −m+ 1)

(
1 +

logC

2

)
− α log e

2

k∑

i=m

i.

■❢ ✇❡ ♣❧✉❣ ✐t ✐♥ ✭✷✳✶✻✮✱ ✇❡ ❣❡t Rn,µk
(C, α) ≥ g(n, k)✱ ✇❤❡r❡

g(n, k) = −α log e

4
k2 +

k

2
log n+

[
1 +

logC

2
− α log e

4

− 5 log e

3
− log 2π

2

]
k − m− 1

2
log n

+

[
α(m2 +m− 1) log e

4
− (m− 1)

(
1 +

logC

2

)

+
m− 1

2
log 2π +

5(m− 2) log e

3

]
.

❲✐t❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ kn =
⌊

1
α log e

log n
⌋
✱ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ♠❛tt❡r✱ ❛♥❞

g(n, kn) ∼
1

4α log e
log2 n.

❚❤✐s ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳

✷✳❈ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❆❈❝♦❞❡

✷✳❈✳✶ ▼♦♠❡♥ts ♦❢ Mn

❲❡ ✜rst ♥❡❡❞ ❛ ❧❡♠♠❛ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s s❡✈❡r❛❧ ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢
Mn✳



✻✷ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❆❈❝♦❞❡

▲❡♠♠❛ ✹✳ ▲❡t C ❛♥❞ α ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs s❛t✐s❢②✐♥❣ C > e2α✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ n ≥ 1✱

✶✳

sup
P∈ΛCe−α·

EP [Mn] ≤
1

α

(
lnn+ ln

C

1− e−α
+ 1

)
.

✷✳

sup
P∈ΛCe−α·

EP

[
Mn✶Mn>

1
α
ln Cn2

1−e−α

]
= O

(
lnn

n

)
.

✸✳
sup

P∈ΛCe−α·
EP [Mn lnMn] = o(ln2 n).

Pr♦♦❢✳ ▲❡t F ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ P ✳ ❋♦r t ≥ 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡

P (X1 > t) =
∑

k≥⌊t⌋+1

P (k)

≤ C

1− e−α
e−α(⌊t⌋+1)

≤ e−α(t−β),

✇❤❡r❡ β = 1
α
ln C

1−e−α ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ F (t) ≥ G(t) ❢♦r ❛❧❧ t ∈ R✱ ✇❤❡r❡

G(t) = ✶t≥β

(
1− e−α(t−β)

)
.

G ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ β+Y ✱ ✇❤❡r❡ Y ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r α✳

▲❡t U1, . . . , Un ❜❡ n ✐✐❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ [0, 1]✳
❋♦r 1 ≤ i ≤ n✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡

X ′
i = F−1(Ui)

Yi = G−1(Ui)− β,

✇❤❡r❡ F−1 ❛♥❞ G−1 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡s ♦❢ F ❛♥❞ G✿

∀t ∈ [0, 1], F−1(t) = inf{x ∈ R : F (x) ≥ t}.

❚❤❡♥ t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r X ′
1:n = (X ′

1, . . . , X
′
n) ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s

X1:n✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ M ′
n = sup1≤i≤nX

′
i ❛♥❞ Mn ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ F ≥ G ❡♥t❛✐❧s X ′
i ≤ β+Yi✱ ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i ≤ n✳ ❆s t❤❡

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐❢M ′′
n = sup1≤i≤n Yi ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❛❧❧ Yi✱ ✇❡ ❤❛✈❡M ′

n ≤ β+M ′′
n ✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s Yi ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢M ′′
n ✐s ❡❛s②

t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t > 0✱

P (M ′′
n ≤ t) = P (∀ 1 ≤ i ≤ n, Yi ≤ t)

=
(
1− e−αt

)n
.

❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ❞♦✇♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ M ′′
n ✿

f(t) =

{
nα e−αt(1− e−αt)n−1 ✐❢ t > 0,
0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳



✷✳❈✳✶ ✲ ▼♦♠❡♥ts ♦❢ Mn ✻✸

◆♦✇ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ E[Mn] ❜② t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢
t❤❛t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

E[Mn] = E[M ′
n]

≤ E[β +M ′′
n ]

= β +

∫ ∞

0

t n α e−αt(1− e−αt)n−1 dt

= β +

∫ ∞

0

(
1− (1− e−αt)n

)
dt

✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts✳ ❯s❡ ♥♦✇ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s

{
u = 1− e−αt

t = − ln(1−u)
α

E[Mn] ≤ β +
1

α

∫ 1

0

1− un
1− u du

≤ 1

α

(
lnn+ 1 + ln

C

1− e−α

)
.

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ P ✱ t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ✶✳
❲❡ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ✷ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❋♦r ❛❧❧ t > 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E [Mn✶Mn>β+t] ≤ E
[
(β +M ′′

n)✶M ′′
n>t

]

≤
∫ ∞

t

(β + u)nα e−αu du

= ne−αt

(
t+

1

α
+ β

)
.

❲✐t❤ t = 2
α
lnn✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳

❚❤❡ t❤✐r❞ ✐t❡♠ ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ x 7→ x ln x ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥ [1,+∞) ❛♥❞
1 ≤M ′

n ≤ β +M ′′
n ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E [Mn lnMn]

≤ E [(β +M ′′
n) ln(β +M ′′

n)]

= E
[
✶M ′′

n≤β(β +M ′′
n) ln(β +M ′′

n)
]

+ E
[
✶M ′′

n>β✶M ′′
n≤ 2

α
lnn(β +M ′′

n) ln(β +M ′′
n)
]

+ E
[
✶M ′′

n>β✶M ′′
n>

2
α
lnn(β +M ′′

n) ln(β +M ′′
n)
]

≤ 2β ln(2β) +
4

α
(lnn) ln

(
4

α
lnn

)

+ E
[
2M ′′

n ln(2M
′′
n)✶M ′′

n>
2
α
lnn

]

≤ 2β ln(2β) +

(
4

α
ln

4

α

)
lnn+

4

α
(lnn)(ln lnn)

+ E
[
4M ′′

n
2
✶M ′′

n>
2
α
lnn

]
.



✻✹ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❆❈❝♦❞❡

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡

γ(n) = 2β ln(2β) +

(
4

α
ln

4

α

)
lnn+

4

α
(lnn)(ln lnn).

◆♦t❡ t❤❛t γ(n) = o(ln2 n)✳ ❚❤❡♥

E [Mn lnMn] ≤ γ(n) +

∫ ∞

2
α
lnn

4u2nα e−αu du

= γ(n) +
4ne−2 lnn

α2
(4 ln2 n+ 4 lnn+ 2).

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦✈❡r P ✱ ✇❡ ❣❡t

sup
P∈ΛCe−α·

EP [Mn lnMn] ≤ γ(n) +
16 ln2 n+ 16 lnn+ 8

α2 n

= o(ln2 n).

✷✳❈✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❈✶

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳ ▲❡t C ❛♥❞ α ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs s❛t✐s❢②✐♥❣ C > e2α✳ ❚❤❡♥

sup
P∈ΛCe−α·

EPn [− logQn(X̃1:n)−H(P n)]

≤ (1 + o(1))
1

4α log e
log2 n.

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ t❤❡ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡❧❛② t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ✭✷✳✶✼✮✱ ✭✷✳✶✽✮✱
✭✷✳✶✾✮✱ ❛♥❞ ✭✷✳✷✵✮✳

❍❡r❡ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛♥t✐t②

(❆) = sup
P∈ΛCe−α·

EPn [− logQn(X̃1:n)−H(P n)].

t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❈✶✳ ❆s ✇❡ s❛✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② Qn ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❑r✐❝❤❡✈s❦②✲❚r♦✜♠♦✈ ♠✐①t✉r❡s✳ ❋♦r k ≥ 1✱ ❧❡t KTk ❞❡♥♦t❡ t❤❡
✉s✉❛❧ ❑r✐❝❤❡✈s❦②✲❚r♦✜♠♦✈ ♠✐①t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t {1, . . . , k}✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ i ≤ n− 1 ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ j ≤ k✱

KTk(Xi+1 = j|X1:i = x1:i) =
nj
i +

1
2

i+ k
2

.

▲❡t ✉s ❝❤♦♦s❡ k = mn + 1✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ KTmn+1 ❛♥❞
Qn✳ ❋♦r ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ n ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs x1:n ∈ Nn

∗ ✱

Qi+1(X̃i+1 = x̃i+1|X1:i = x1:i)

=
2i+ 1 +mn

2i+ 1 +mi

KTmn+1(Xi+1 = xi+1|X1:i = x1:i).



✷✳❈✳✷ ✲ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❈✶ ✻✺

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❧✐♥❦ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ Qn t♦ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ KTmn+1✿

logQn(X̃1:n) = logKTMn+1(X1:n) +
n−1∑

i=0

log
2i+ 1 +Mn

2i+ 1 +Mi

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

(❆) = sup
P∈ΛCe−α·

( (❆1)︷ ︸︸ ︷
EPn

[
− logKTMn+1(X1:n)−H(P n)

]

−

(❆2)︷ ︸︸ ︷

EPn

[ n−1∑

i=0

log
2i+ 1 +Mn

2i+ 1 +Mi

])
.

◆♦t❡ t❤❛t (❆2) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ Qn ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ KTMn+1✳
■t ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❛❦✐♥❣ Mi ✐♥st❡❛❞ ♦❢ Mn ❛s ❝✉t♦✛ t♦ ❡♥❝♦❞❡ Xi+1✳

❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡

(❆1) ≤
E[Mn]

2
log n+ E[log(Mn + 1)]. ✭✷✳✶✼✮

❙✐♥❝❡ E[logMn] ≤ E[Mn]✱ ▲❡♠♠❛ ✹ ❡♥t❛✐❧s

sup
P∈ΛCe−α·

E[log(Mn + 1)] = o(log2 n).

❆♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t (❆1) ♣r♦❞✉❝❡s ❛ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
1

2α log e
log2 n✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t✇✐❝❡ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳

❙♦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤♦♣❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐✈❡ t❡r♠ (❆2) t♦ ❜❡ ❛❜♦✉t 1
4α log e

log2 n✳
❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ (❆2)✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ log ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣r♦✉♣ t❤❡ t❡r♠s ✐♥
t❤❡ s✉♠✱ Mn ❜② Mn✳ ▲❡t m =

⌊
n−1
Mn

⌋
❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✉♥❞❧❡s✳

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❣❧❡❝t ❢❡✇ t❡r♠s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉♠✳ ▲❡t
(hn)n≥1 ❜❡ ❛ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✱ s✉❝❤ t❤❛t hn →∞ ❛s n→∞✱

❛♥❞ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ λn = 2hn log
(
1 + 1

2hn

)
✳ ❚❤❡♥

(❆2) ≥ λnEPn

[
m∑

k=hn+1

Mn −MkMn

2(k + 1)

]
. ✭✷✳✶✽✮

■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ x 7→ x log
(
1 + 1

x

)
✐s ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ❛♥❞ t❡♥❞s t♦



✻✻ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❆❈❝♦❞❡

log e ✇❤❡♥ x t❡♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥✜♥✐t②❀ t❤❡r❡❢♦r❡ (λn) t❡♥❞s t♦ log e✳ ❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ♥♦✇

(❆) ≤ sup
P∈ΛCe−α·

(
E[Mn]

2
log n

− λnE
[

m∑

k=hn+1

Mn −MkMn

2(k + 1)

])
+ o(log2 n)

≤ 1

2

(❆3)︷ ︸︸ ︷

sup
P∈ΛCe−α·

EPn

[
Mn log n− λnMn

m∑

k=hn+1

1

k + 1

]

+
λn
2

(❆4)︷ ︸︸ ︷

sup
P∈ΛCe−α·

EPn

[
m∑

k=hn+1

MkMn

k + 1

]
+ o(log2 n)

▲❡t ✉s ❝❤♦♦s❡ hn = max{1, ⌊lnn− 2⌋}✳ ❚❤❡♥

(❆3) = o(log2 n) ✭✷✳✶✾✮

(❆4) ≤
log2 n

2α log2 e
+ o(log2 n). ✭✷✳✷✵✮

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡

(❆) ≤ (1 + o(1))
1

4α log e
log2 n

✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ✭✷✳✶✼✮✳ ▲❡t

P̂ n(x1:n) = sup
Pn

P n(x1:n) =
∏

j∈{x1,...,xn}

(
nn
j

n

)nn
j

❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ str✐♥❣ x1:n ♦✈❡r ❛❧❧ ✐✐❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ Nn✳ ❚❤❡♥

(❆1) ≤ EPn

[
log

P̂ n(X1:n)

KTMn+1(X1:n)

]

≤ EPn

[
sup

x1:n∈{1,...,Mn+1}
log

P̂ n(x1:n)

KTMn+1(x1:n)

]

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❛ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❈❛t♦♥✐ ❬✷✶✱ ♣r♦♣ ✶✳✹✳✶❪✿

▲❡♠♠❛ ✺✳ ❋♦r ❛❧❧ k ≥ 1 ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ x1:n ∈ {1, . . . , k}n✱

− logKTk(x1:n) + log P̂ n(x1:n) ≤
k − 1

2
log n+ log k.



✷✳❈✳✷ ✲ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❈✶ ✻✼

Pr♦♦❢ ♦❢ ✭✷✳✶✽✮✳ ❲❡ ❣r♦✉♣ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ (❆2)✱ Mn ❜② Mn✿

(❆2) ≥ EPn




m−1∑

k=1

(k+1)Mn∑

i=kMn+1

log

(
1 +

Mn −Mi

2i+Mi + 1

)
 .

❋r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ Mk ≤Mk′ ❢♦r ❛❧❧ k′ ≥ k ≥ 1✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r✱ ❢♦r ❛❧❧ i ≥ kMn✱

Mn −Mi

2i+Mi + 1
≤ Mn

2kMn

=
1

2k

❙✐♥❝❡ log ✐s ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ log(1+x) ≥ x log(1+a)
a

❢♦r ❛❧❧ a > 0 ❛♥❞ 0 ≤ x ≤ a✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ a = 1

2k
✱

(❆2) ≥ EPn



m−1∑

k=1

(k+1)Mn∑

i=kMn+1

2k log

(
1 +

1

2k

)
Mn −Mi

2i+Mi + 1




≥ EPn

[
m∑

k=hn+1

λn
Mn −MkMn

2k + 2

]
.

Pr♦♦❢ ♦❢ ✭✷✳✶✾✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡

(❆3) = sup
P∈ΛCe−α·

[∑

j≥1

P n(Mn = j)

×
(
j log n− λnj

⌊n−1
j ⌋∑

k=hn+1

1

k + 1

)]
.

❚❤❡♥ ✇❡ ♣❧✉❣ ✐♥ hn = ⌊lnn− 2⌋✳ ❋♦r n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ hn ≥ 1✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

j

⌊n−1
j ⌋∑

k=hn+1

1

k + 1
≥ j

∫ ⌊n−1
j ⌋+1

lnn−1

dx

x+ 1

= j

(
ln

(⌊
n− 1

j

⌋
+ 2

)
− ln(lnn)

)

≥ j ln(n− 1)− j ln j − j ln(lnn),

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

(❆3) ≤ sup
P∈ΛCe−α·

[
(log e− λn)E[Mn] lnn

+ λnE[Mn] ln
n

n− 1

+ λnE[Mn lnMn] + λnE[Mn] ln(lnn)
]
.

❚❤❡♥✱ ✐❢ ✇❡ ✉s❡ ▲❡♠♠❛ ✹ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t λn t❡♥❞s t♦ log e✱ ✇❡ ❣❡t ✭✷✳✶✾✮✳



✻✽ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❆❈❝♦❞❡

Pr♦♦❢ ♦❢ ✭✷✳✷✵✮✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♠✉t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ✐♥ (❆4)✳ ❚♦ ❞♦
✐t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ m✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ k ≤ m = ⌊n−1

Mn
⌋ ❡♥t❛✐❧s

kMn ≤ n− 1✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r n ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤✱

(❆4) ≤ sup
P∈ΛCe−α·

EPn

[
m∑

k=3

MkMn

k + 1

]

≤ sup
P∈ΛCe−α·

EPn

[
n−1∑

k=3

MkMn✶kMn≤n−1

k + 1

]

≤
n−1∑

k=3

supP∈ΛCe−α· EPn [MkMn✶Mn≤ln ]

k + 1

+ sup
P∈ΛCe−α·

EPn [Mn✶Mn>ln ]
n−1∑

k=3

1

k + 1
,

✇❤❡r❡ ln =
⌊
1
α

(
2 lnn+ ln C

1−e−α

)⌋
✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣❧✉❣ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✿

(❆4) ≤
n−1∑

k=3

ln(kln) + 1 + ln C
1−e−α

(k + 1)α
+ o(1)

n−1∑

k=3

1

k + 1

≤ 1

α

n−1∑

k=3

ln k

k + 1
+

1

α
(ln ln +O(1))

n−1∑

k=3

1

k + 1
.

◆♦t❡ t❤❛t ln = O(lnn)✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ln ln = O(ln lnn)✳ ❙♦

(❆4) ≤
1

α

∫ n

3

ln x

x
dx+O(ln lnn)

∫ n

3

dx

x

≤ 1

2α
ln2 n+ o(ln2 n).

✷✳❈✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❈✷

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳ ▲❡t C ❛♥❞ α ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs s❛t✐s❢②✐♥❣ C > e2α✳ ❚❤❡♥

sup
P∈ΛCe−α·

EPn [l(❈✷)] ≤ o(log2 n).

Pr♦♦❢✳ ▲✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ✜rst t❤❡ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❛♥❞ ✇❡
❞❡❧❛② s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧❡♠♠❛s✳

sup
P∈ΛCe−α·

EPn [l(❈✷)]

≤ 1 + sup
P∈ΛCe−α·

n∑

i=1

EPn

[
✶Xi>Mi−1

lE(Xi + 1)
]
.

❲❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s s✉♠ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✿



✷✳❈✳✸ ✲ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❈✷ ✻✾

▲❡♠♠❛ ✻✳ ▲❡t g ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ [1,∞)✳ ▲❡t (Kn)n≥1 ❜❡
❛ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ n ≥ 1✱

sup
P∈ΛCe−α·

n∑

i=1

EPn

[
✶Xi>Mi−1

g(Xi)
]

≤ (1 + o(1))g(Kn)
1

α
lnn+ C n

∫ ∞

Kn

g(x+ 1)e−αx dx.

❚♦ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✻✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ lE ♦♥ [1,∞) ❜②

lE(x) =

{
1 ✐❢ x ∈ [1, 2),
1 + ⌊log x⌋+ 2 ⌊log⌊log x⌋+ 1⌋ ✐❢ x ≥ 2.

❲❡ ❣❡t

sup
P∈ΛCe−α·

EPn [l(❈✷)]

≤ (1 + o(1))
lE(Kn + 1)

α
lnn+ C n

∫ ∞

Kn

lE(x+ 2)e−αx dx

❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ Kn = max{1, ⌊ 1
α
lnn⌋}✳ ❚❤✐s ❡♥t❛✐❧s

lE(Kn + 1) ∼
n→∞

logKn ∼ log log n = o(log n),

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
1

α
lE(Kn + 1) lnn = o(log2 n).

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡r♠ ✐s tr❡❛t❡❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✼✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✿

▲❡♠♠❛ ✼✳ ▲❡t α > 0 ❜❡ ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ ❧❡t Kn = max{1, ⌊ 1
α
lnn⌋}✳ ❚❤❡♥

n

∫ ∞

Kn

lE(x+ 2)e−αx dx = o(log n).

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✻✳ ▲❡t P ❜❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ΛCe−α· ✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r ❛❧❧ k ≥ 0✱

p̄(k) = P (X1 > k) =
∑

j≥k+1

P (k),

❛♥❞

(❇1) =
n∑

i=1

EPn

[
✶Xi>Mi−1

g(Xi)
]
.

◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i ≤ n✱ Xi ❛♥❞ Mi−1 ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞

P n(Mi ≤ k) = P n(∀ 1 ≤ j ≤ i, Xj ≤ k)

= (1− p̄(k))i.



✼✵ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❆❈❝♦❞❡

❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

(❇1) =
n∑

i=1

∑

k≥0

P n(Mi−1 = k)
∑

m≥k+1

P (m)g(m)

=
∑

m≥1

P (m)g(m)
n∑

i=1

m−1∑

k=0

P (Mi−1 = k)

= P (1)g(1) +
∑

m≥2

P (m)g(m)
n∑

i=1

(1− p̄(m− 1))i−1

=
∑

m≥1

P (m)g(m)
1− (1− p̄(m− 1))n

p̄(m− 1)
.

■❢ ✇❡ t❛❦❡ g(x) = 1 ❢♦r ❛❧❧ x✱ ✇❡ ❣❡t

∑

m≥1

P (m)
1− (1− p̄(m− 1))n

p̄(m− 1)
= E

[
n∑

i=1

✶Xi>Mi−1

]

≤ E[Mn].

■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s♣❧✐t t❤❡ s✉♠ ❛t Kn✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t

(❇1) =
Kn∑

m=1

P (m)g(m)
1− (1− p̄(m− 1))n

p̄(m− 1)

+
∑

m≥Kn+1

P (m)g(m)
1− (1− p̄(m− 1))n

p̄(m− 1)

≤ g(Kn)
∑

m≥1

P (m)
1− (1− p̄(m− 1))n

p̄(m− 1)

+
∑

m≥Kn+1

nP (m)g(m)

≤ g(Kn)E[Mn] + C n
∑

m≥Kn+1

g(m)e−αm.

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ s♦✉r❝❡s P ✐♥ ΛCe−α· ✿

sup
P∈ΛCe−α·

n∑

i=1

EPn

[
✶Xi>Mi−1

g(Xi)
]

≤ (1 + o(1))g(Kn)
1

α
lnn+ C n

∫ ∞

Kn

g(x+ 1)e−αx dx.



✷✳❈✳✹ ✲ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺ ✼✶

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✼✳

n

∫ ∞

Kn

lE(x+ 2)e−αx dx

≤ n

∫ ∞

Kn

(log(x+ 2) + 2 log log(x+ 3) + 1) e−αx dx

≤ ne−αKn log(Kn + 3)∫ ∞

Kn+3

log x+ 2 log log x+ 1

log(Kn + 3)
e−α(x−Kn−3) dx

≤ eα log(Kn + 3)

(
sup

x≥Kn+3

log x+ 2 log log x+ 1

log x

)

∫ ∞

Kn+3

log x

log(Kn + 3)
e−α(x−Kn−3) dx

= O(logKn)

∫ ∞

0


1 +

log
(
1 + x

Kn+3

)

log(Kn + 3)


 e−αx dx

= o(log n).

❚❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

x 7→ log x+ 2 log log x+ 1

log x

✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ t❡♥❞s t♦ 1 ❛s x t❡♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥✜♥✐t②✳

✷✳❈✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺

❚❤❡ ♠❡ss❛❣❡ s❡♥t ❜② t❤❡ ❆❈❝♦❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♦❢ t✇♦ str✐♥❣s ❈✶ ❛♥❞ ❈✷✳ ❈✶
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦❞❡✱ ✇✐t❤ ❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② Qn+1✳ ❚❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦❞❡ ❡♥❝♦❞❡s ❛ ♠❡ss❛❣❡ x̃1:n0 ✇✐t❤ ⌈− logQn+1(x̃1:n0)⌉+1
❜✐ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡

EPn [− logQn+1(0|X1:n)] = EPn [log(Mn + 1 + 2n)]

≤ log(2n) +
EPn [Mn + 1]

2n
= O(log n)

t❤❛♥❦s t♦ ▲❡♠♠❛ ✹✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❆❈❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❢♦r
❛❧❧ n ≥ 2✱ ❜②

sup
P∈ΛCe−α·

EPn [l(❈✶) + l(❈✶)]−H(P n)]

≤ sup
P∈ΛCe−α·

EPn [− logQn(X̃1:n)−H(P n)]

+ sup
P∈ΛCe−α·

EPn [l(❈✷)] +O(log n).

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛♥❦s t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✼ ❛♥❞ ✽✳



✼✷ ❙✐♠♣❧✐❢✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❆❈❝♦❞❡

✷✳❉ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❆❈❝♦❞❡

▲❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ ♣rés❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✺❪ ❛❝❝❡♣té à ■❊❊❊ ❚r❛♥✲
s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✳ ❆♣rès s❛ s♦✉♠✐ss✐♦♥ à ❝❡tt❡ r❡✈✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✲
❝♦✉✈❡rt ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t très s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉
❝♦❞❛❣❡ ♣❛r ❝❡♥s✉r❡✳ ❈❡tt❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ à ❆❈❝♦❞❡ q✉✬à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❈❡♥s✉r✐♥❣❈♦❞❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇♦✉❝❤❡r♦♥✱ ●❛r✐✈✐❡r ❡t ●❛ss✐❛t ❬✶✻❪✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥❝♦❞é ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ♠♦t ❞❡
❝♦❞❡ ❈✶ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❝❡♥s✉ré❡ X̃1:n✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
❧❡ s②♠❜♦❧❡ 0 ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❝❡♥s✉ré✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ❈✷ ❡st
❢♦r♠é ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ❊❧✐❛s ❬✹✶❪ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❝❡♥s✉rés✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ♥❡ ❢♦r♠❡r q✉✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡ ♣❛r ❝♦❞❛❣❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✳
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡♥s✉r❡✱ q✉✐ ♥♦✉s ❢❛✐t tr❛✐t❡r ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ♣❡t✐ts ❡t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s
❣r❛♥❞s✱ s❡r❛ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t tr❛♥s❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦❞❛❣❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ♥♦♥✲❝❡♥s✉rés ♥❡ ❝❤❛♥❣❡r❛✐t ♣❛s ❀ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s
s②♠❜♦❧❡s ❝❡♥s✉rés s❡r❛✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡♥tr❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡✲
♠❡♥t ❛ttr✐❜✉é❡ ❛✉ s②♠❜♦❧❡ 0✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✉♥❡ q✉❛♥t✐té q✉✐ ✐♠✐t❡r❛✐t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉
❝♦❞❡ ❊❧✐❛s✳

P♦✉r ✜①❡r ❧❡s ❝❤♦s❡s✱ ♣♦s♦♥s

C =

( ∞∑

k=1

1

k log2(k + 1)

)−1

,

❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r N∗ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

s(k) =
C

k log2(k + 1)
.

❆✐♥s✐ − log s(k) = log k + 2 log log(k + 1) − logC✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉
❝♦❞❡ ❊❧✐❛s à ✉♥ O(1) ♣rès✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠♣❧✐✜é✱ ❧❡ ❝♦❞❡✉r ❡♥❝♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡X1:n ♣❛r ❝♦❞❛❣❡
❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s

Qi+1(Xi+1 = j|X1:i = x1:i) =





nj
i + 1/2

i+ mi+1
2

s✐ 1 ≤ j ≤ mi,

1/2

i+ mi+1
2

s(j −mi) s✐♥♦♥✳

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦❞❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❆❈❝♦❞❡ r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡ ✖ ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❡st ♠ê♠❡ s✐♠♣❧✐✜é✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠♦②❡♥♥❡
❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦❞❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❆❈❝♦❞❡ à ✉♥ O(log n) ♣rès✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ ❧❡
❝❤♦✐① ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ♣♦✉r s ♣♦✉rr❛ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré ✭♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té✮✳ ❯♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✉rr❛✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t êtr❡
❞❡ ❞é✜♥✐r s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝♦❞❡ ❊❧✐❛s (2.13)✳

❆✐♥s✐ ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬❛♣♣♦rt❡ q✉❡ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ✿ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦❞❡
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❡t ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s

♣♦✉r ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ s♦✉s ✉♥

♥♦♠❜r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ré❣r❡ss❡✉rs

❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠s ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣r❡ss♦rs

❆❜str❛❝t

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❜r✐♥❣s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ t❤❡♦r② ♦❢ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s❡♠✐♣❛r❛✲
♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐♥ ●❛✉ss✐❛♥ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣r❡ss♦rs ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡
s✐③❡✳ ❚✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✿ ♥♦♥♣❛r❛✲
♠❡tr✐❝ t❤❡♦r❡♠s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐ts❡❧❢✱ ❛♥❞ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❤❡♦r❡♠s ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡♠ t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t♦ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✐♥ ❙♦❜♦❧❡✈ ❛♥❞ Cα ❝❧❛ss❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s✳ ❆❞❛♣t✐✈✐t② ✐s
r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ❙❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ❙t❛t✐st✐❝s✱
❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠✱ ♣♦st❡r✐♦r ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r♠❛❧✐t②✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✼✸
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❙♦♠♠❛✐r❡
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✸✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✺✳✶ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

❚❤❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ θ0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

❙❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r t❤❡ ℓ2 ♥♦r♠ ♦❢ θ0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
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✸✳✻✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
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✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♣✉ts ❛ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ✐t ❛♥❞ ❧♦♦❦s ❛t t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆
❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠ ✐s ❛ r❡s✉❧t st❛t✐♥❣ t❤❛t ✉♥❞❡r ❛❞❡q✉❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡
♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♥♦r♠❛❧✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❡st✐♠❛t♦r ✭▼▲❊✮ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞✱ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢r❡q✉❡♥t✐st
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼▲❊✳

❙✉❝❤ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣♦st❡r✐♦r ♥♦r♠❛❧✐t② ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥str✉❝t
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❦❡❡♣ ❣♦♦❞ ❢r❡✲
q✉❡♥t✐st ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❜✉✐❧❞ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥
❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭▼❈▼❈✮ ♠❛❦❡ ♠♦r❡
❢❡❛s✐❜❧❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥s ✖ ❤♦✇❡✈❡r ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s
❚❤❡♦r❡♠s ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡r✐✈❡ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s✳

❋♦r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠ ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡s✉❧t✱ ❢♦r
✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❬✶✵✻❪✳ ■♥ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐s ✐♥✜♥✐t❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦r ❣r♦✇✐♥❣✮✱ ❛♥❞ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ✭✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st
✐s ❛ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✮✱ t❤❡r❡
❛r❡ st✐❧❧ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❡✇ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r♠❛❧✐t② r❡s✉❧ts✳ ❬✹✺❪ ❣✐✈❡s ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ✇❡
r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡s ❜❡❧♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r ♠❛♥② r❡❝❡♥t ♣❛♣❡rs ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
r❛t❡ ♦❢ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s s❡tt✐♥❣s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t②✿ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❬✺✺✱✶✵✵❪ ❛s ❡❛r❧② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s s❝❤♦♦❧✳
◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ s✐❡✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣r♦✇s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡
s✐③❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✿ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❬✺✷❪❀ ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❬✺✸❪✱ ❬✷✺❪✱ ❛♥❞ ❬✶✼❪ ✭t❤✐s ❧❛st ♦♥❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇ s♦♠❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳
■♥ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦s t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r♠❛❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧
s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❬✻✾❪ ❛♥❞ ❬✻✽❪ st✉❞② t❤❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r✐❣❤t✲❝❡♥s♦r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥❛❧ ❤❛③❛r❞ ♠♦❞❡❧✳ ❬✶✾❪ ♦❜t❛✐♥s ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠s ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss
♣r✐♦rs✱ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✐t② ✐s (θ, f)✱ ✇✐t❤ θ
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ f ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥✉✐s❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■t ❝❧❛r✐✜❡s ❛
♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❛♣❡r ❬✾✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧s♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❛♥✲
t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❛ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ g(f) ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r
f ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❬✽✼❪ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ s✐❡✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❀ t❤❡② ❛❝❤✐❡✈❡
❛❧s♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t✐st ♠✐♥✐♠❛① ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥ s♣❡❝✐✜❝ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝❧❛ss❡s
✇✐t❤ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✭♥♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡✮ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉t♦✛ kn✳

■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛♣❡r ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥
▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠s ✐♥ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡✲
❣r❡ss♦rs✳
❖✉r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡s✉❧ts ❝♦✈❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♠♦r❡ ❣❡♥❡r✐❝ s♠♦♦t❤ ♣r✐♦rs✳ ❚❤❡② ❛r❡ s❛✐❞ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✉s❡ s✐❡✈❡ ♣r✐♦rs
❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣r♦✇s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♦♥❡s
❜② ❬✺✷❪ ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs ❜✉t ✐♠♣♦s❡❞ ♦t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣r❡ss♦rs✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡♠ t♦ t❤❡ ♣❡✲
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r✐♦❞✐❝ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ t♦ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝❧❛ss❡s Cα[0, 1] ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥
♠♦❞❡❧ ✭✉s✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ s♣❧✐♥❡s ❛s r❡❣r❡ss♦rs✮✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r✲
♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s✱ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
✭♥♦♥✲❛❞❛♣t✐✈❡✮ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ ♣r✐♦rs ❦♥♦✇♥ t♦ r❡❛❝❤
t❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✱ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✳
❲❡ ❞❡r✐✈❡ ❛❧s♦ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ✐s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥♣❛r❛✲
♠❡tr✐❝ t❤❡♦r❡♠s ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡
♣❡r✐♦❞✐❝ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝❧❛ss❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ L2 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐❢ ❡♥♦✉❣❤ s♠♦♦t❤♥❡ss ✐s ♣r❡s❡♥t✱ ❛♥❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥
❛❞❛♣t✐✈❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✇❤✐❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡
✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ✐s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r♠❛❧✐t②✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✸ st❛t❡s t❤❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠s✱ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♦r ♥♦♥✲
●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦rs✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ✇❡ ❡①♣♦✉♥❞ t❤❡ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s
❚❤❡♦r❡♠s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❙♦❜♦❧❡✈ ❛♥❞ Cα[0, 1] ❝❧❛ss✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻ t❤❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s❡♠✐♣❛r❛✲
♠❡tr✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠s ❛r❡ ♣r♦✈❡❞✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❝♦♥t❛✐♥s
✈❛r✐♦✉s t❡❝❤♥✐❝❛❧ t♦♦❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s✳

✸✳✷ ❋r❛♠❡✇♦r❦

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋♦r ❛♥② n ≥ 1✱ ♦✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
Y = (Y1, . . . , Yn) ∈ Rn ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r

Y = F + ε ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❡rr♦rs ε = (ε1, . . . , εn) ∼ N (0, σ2
nIn) ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡

♠❡❛♥ ✈❡❝t♦r F ❜❡❧♦♥❣s t♦ Rn✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s Yi ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
n ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs

♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ n✱ ❜✉t σ2
n ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❋✐① ❛ ✭s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢✮ ♠❡❛♥ ✈❡❝t♦r✭s✮ F0✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡

❜② PF0 t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ N (F0, σ
2
nIn)✱ ❛♥❞ E

t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳

▲❡t φ1, . . . , φkn ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ kn ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❣r❡ss♦rs ✐♥ Rn✱ ✇❤❡r❡
kn ≤ n ❣r♦✇s ✇✐t❤ n✳ ❲❡ ❣❛t❤❡r t❤❡s❡ r❡❣r❡ss♦rs ✐♥ t❤❡ n × kn✲♠❛tr✐① Φ ♦❢ r❛♥❦
kn✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ 〈φ〉 t❤❡✐r ❧✐♥❡❛r s♣❛♥✳ 〈φ〉 ✐s t❤❡ ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠s ✇✐❧❧ ❜❡ st❛t❡❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❛s 〈φ〉 ={
Φθ : θ = (θ1, . . . , θkn) ∈ Rkn

}
✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Pθ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥✲

❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ N (Φθ, σ2
nIn)✱ ❛♥❞ Eθ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳

❆s ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
♦❢ r❡❣r❡ss♦rs✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦♥❡
♦❢ t❤❡s❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✳

✶✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳

❖✉r ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥t t♦ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❬✼✺✱ ❝❤✳ ✹❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡



❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ▲❊ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉❊ ❇❊❘◆❙❚❊■◆✲❱❖◆ ▼■❙❊❙ P❖❯❘ ▲❆ ❘➱●❘❊❙❙■❖◆
●❆❯❙❙■❊◆◆❊ ❙❖❯❙ ❯◆ ◆❖▼❇❘❊ ❈❘❖■❙❙❆◆❚ ❉❊ ❘➱●❘❊❙❙❊❯❘❙ ✼✼

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣

Yj = θ0j +
1√
n
ξj, j ≥ 1 ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ξj, j ≥ 1 ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
N (0, 1)✳ Pr♦❥❡❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✜rst kn ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇✐t❤ kn ≤ n✱ ✇❡ r❡tr✐❡✈❡ ♦✉r
♠♦❞❡❧ ✭✸✳✶✮ ✇✐t❤ θ0 = (θ0j )1≤j≤kn ✱ σn = 1/

√
n✱ ❛♥❞ ΦTΦ = Ikn ✳

✷✳ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝❧❛ss✳

▲❡t f : [0, 1] → R ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ L2([0, 1])✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s

Yi = f(i/n) + εi ✭✸✳✸✮

❢♦r 1 ≤ i ≤ n✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡rr♦rs εi ❛r❡ ✐✐❞ N (0, σ2
n) ❛♥❞ σn ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ n✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② (ϕj)j≥1 t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❜❛s✐s

ϕ1 ≡ 1

ϕ2m(x) =
√
2 cos(2πmx) ∀m ≥ 1

ϕ2m+1(x) =
√
2 sin(2πmx) ∀m ≥ 1

✭✸✳✹✮

❋♦r t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❋♦✉r✐❡r✬s ❜❛s✐s ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❞❡s✐❣♥ xi = i/n ❢♦r
1 ≤ i ≤ n✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❣r❡ss♦rs φj = (ϕj(i/n))1≤i≤n✱ 1 ≤ j ≤ kn✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t f ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝❧❛ss❡s✿
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ▲❡t α > 0 ❛♥❞ L > 0✳ ▲❡t (ϕj)j≥1 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❜❛s✐s
✭✸✳✹✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝❧❛ss W(α, L) ❛s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s
f =

∑∞
j=1 θjϕj ✐♥ L2([0, 1]) s✉❝❤ t❤❛t θ = (θj)j≥1 ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ♦❢

ℓ2(N)

Θ(α, L) =

{
θ ∈ ℓ2(N) :

∞∑

j=1

a2jθ
2
j ≤

L2

π2α

}

✇❤❡r❡

aj =

{
jα ✐❢ j ✐s ❡✈❡♥❀
(j − 1)α ✐❢ j ✐s ♦❞❞✳

✭✸✳✺✮

✸✳ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ Cα[0, 1]✳
❋✐① ❛ r❡❣✉❧❛r✐t② α > 0✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ∈ Cα[0, 1]✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t f ✐s
α0 t✐♠❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ‖f‖α <∞✱ α0 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ✐♥t❡❣❡r
❧❡ss t❤❛♥ α ❛♥❞ t❤❡ s❡♠✐♥♦r♠ ❜❡✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

‖f‖α = sup
x 6=x′

∣∣f (α0)(x)− f (α0)(x′)
∣∣

|x− x′|α−α0
.

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❞❡s✐❣♥
(
x
(n)
i

)
n≥1,1≤i≤n

✱ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✉♥✐❢♦r♠✳ ❍❡r❡ F0 ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r
(
f
(
x
(n)
i

))
1≤i≤n

✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t σn = σ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ n✳

❋✐① ❛♥ ✐♥t❡❣❡r q ≥ α✱ ❛♥❞ ❧❡t K = kn + 1 − q✳ P❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, 1]
✐♥t♦ K s✉❜✐♥t❡r✈❛❧s ((j − 1)/K, j/K] ❢♦r 1 ≤ j ≤ K✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ f ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♣❧✐♥❡s ♦❢ ♦r❞❡r q ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❛t ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✉s❡
t❤❡ ❇✲s♣❧✐♥❡s ❜❛s✐s (Bj)1≤j≤kn ✭s❡❡ ❬✸✹❪ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✳ ❖✉r ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❣r❡ss♦rs
✐s φj =

(
Bj

(
x
(n)
i

))
1≤i≤n

✱ ❢♦r 1 ≤ j ≤ kn✳



✼✽ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠s

❋♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ n ≥ 1✱ ❧❡t W ❜❡ ❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ F ✱ ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
〈φ〉✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ W ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ W̃ ♦♥ θ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
θ 7→ Φθ✳ PW ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Y ✉♥❞❡r ♣r✐♦r W ✱ ❛♥❞ W (dG(F )|Y )
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ G(F )✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ n ✖ W ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ Rn ✖ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ n ❛s ✐♥❞❡① t♦
s✐♠♣❧✐❢② ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥s✳
W ✐s ❛ s✐❡✈❡ ♣r✐♦r✳ ❙✉❝❤ ♣r✐♦rs ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦s❀ t❤❡② ❛❧s♦ ♠❛❦❡ ❝❧❡❛r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝
r❡s✉❧ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉t♦✛ kn ❛r✐s❡s✳
❚❤❡ ❡①❛❝t ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❜② θ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❣r❡ss♦rs φ1, . . . , φkn

❛r❡ s♦♠❡❤♦✇ ❛r❜✐tr❛r②✿ ✇❤❛t ♠❛tt❡rs ✐s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ F ❛♥❞ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ 〈φ〉✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛tr✐① Σ = Φ(ΦTΦ)−1ΦT ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝✲
t✐♦♥ ♦♥t♦ 〈φ〉✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t❡ 〈φ〉 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ φ1, . . . , φkn ✱
❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ W ❛♥❞ F ♦✈❡r W̃ ❛♥❞ θ✳

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ 〈φ〉✱ t❤❡ ▼▲❊ ♦❢ F0 ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Y〈φ〉 ♦❢ Y ❀ s♦ Y〈φ〉 =
ΣY ✳ ❲❡ s❡t θY = (ΦTΦ)−1ΦTY ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ▲❡t ❛❧s♦ F〈φ〉 = Φθ0 ❜❡ t❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ F0 ♦♥ 〈φ〉✱ ✇✐t❤ θ0 = (ΦTΦ)−1ΦTF0✳ ❊✈❡♥ ✐❢ 〈φ〉 ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢
t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ W ✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t s✉♣♣♦s❡ t❤❛t F0 ❜❡❧♦♥❣s t♦ 〈φ〉✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡s
♦♥ s♦♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts✳ θ0 ❤❛s ♥♦t t♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s s♦♠❡ ✏tr✉❡✑ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ▼▲❊ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐❡✈❡ 〈φ〉✱ ✐t ❤❡❛✈✐❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ 〈φ〉✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠s ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❡✈❡ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❜✉✐❧t ♦♥✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ ❛ ♠❛②❜❡
♠♦r❡ ✈❡✐❧❡❞ ✇❛② ❢♦r ♦✉r s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡s✉❧ts✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❡♥t❡r✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❛ ♣❧✉❣✲✐♥
❡st✐♠❛t♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼▲❊ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ 〈φ〉✳ ■♥ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥
❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼▲❊❀ ✇❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡
♥❛t✉r❛❧ ❝❡♥t❡r✐♥❣ ❢♦r ❛ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠ ✐♥ s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❢r❡q✉❡♥t✐st r❡s✉❧t ❣✐✈❡s t❤❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ♦❢ Y〈φ〉 ✉♥❞❡r PF0 ✿

Y〈φ〉 ∼ N
(
F〈φ〉, σ

2
nΣ
)
.

✸✳✸ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠s

❚❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ♦✉r ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡❧❛②❡❞ t♦ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳

✸✳✸✳✶ ❲✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦rs

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ ❛ ❝❡♥t❡r❡❞✱ ♥♦r♠❛❧ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ W ✇❤✐❝❤ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝ ♦♥ 〈φ〉✱
s♦ t❤❛t W = N (0, τ 2nΣ) ❢♦r s♦♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ τn✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ♦♥❧② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r✐♦r ❜❡❝♦♠❡s ✢❛t ❡♥♦✉❣❤ ❛s n ❣r♦✇s✳ ‖Q − Q′‖❚❱ ❞❡♥♦t❡s t❤❡
t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♥♦r♠ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s Q ❛♥❞ Q′✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t σn = o(τn)✱ ‖F0‖ = o(τ 2n/σn) ❛♥❞ kn = o(τ 4n/σ
4
n)✳ ❚❤❡♥

E
∥∥W (dF |Y )−N

(
Y〈φ〉, σ

2
nΣ
)∥∥
❚❱
→ 0 ❛s n→∞.



✸✳✸✳✷ ✲ ❲✐t❤ s♠♦♦t❤ ♣r✐♦rs ✼✾

❙✐♥❝❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ W ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ 〈φ〉✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② st❛t❡

E
∥∥∥W̃ (dθ|Y )−N

(
θY , σ

2
n(Φ

TΦ)−1
)∥∥∥
❚❱

→ 0 ❛s n→∞.

❚❤❡♦r❡♠ ✻ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r r❡✲
str✐❝t❡❞ t♦ 〈φ〉✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ st❛t✐st✐❝s✱ ❛♥❞ kn ❤❛s
t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡♦✛✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s t❤✐s ❜✐❛s ❤❛s
❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥t✐st ♣❛♣❡rs ♦♥ s✐❡✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✉s✉❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ F0 = (f(xi))1≤i≤n✱
✇❤❡r❡ f ✐s s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ (xi)1≤i≤n s♦♠❡ ❞❡s✐❣♥✳ ■❢ σn ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ n✱ ❜♦t❤
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ‖F0‖ = o(τ 2n/σn) ❛♥❞ kn = o(τ 4n/σ

4
n) ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐❢ f ✐s ❜♦✉♥❞❡❞

❛♥❞ n1/4 = o(τn)✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛②✿ τ 4n ♠✉st ❜❡ ❧❛r❣❡
❡♥♦✉❣❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ‖F0‖ ❛♥❞ kn✳

✸✳✸✳✷ ❲✐t❤ s♠♦♦t❤ ♣r✐♦rs

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r✐♦rs✳ ❲❡ ❣❡t ❛♥ ❛❜str❛❝t r❡s✉❧t✱ ❜✉t ✇✐t❤ ♣♦✇❡r❢✉❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t W ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ θ ❛❞♠✐tt✐♥❣ ❛ ❞❡♥s✐t② w(θ)
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (Mn)n≥1 s✉❝❤ t❤❛t

✶✳ sup
‖Φh‖2≤σ2

nMn,‖Φg‖2≤σ2
nMn

w(θ0 + h)

w(θ0 + g)
→ 1 ❛s n→∞✳

✷✳ kn ln kn = o(Mn)

✸✳ max

(
0, ln

(√
det(ΦTΦ)

σkn
n w(θ0)

))
= o(Mn)

❚❤❡♥
E
∥∥W (dF |Y )−N

(
Y〈φ〉, σ

2
nΣ
)∥∥
❚❱
→ 0 ❛s n→∞.

❙✐♥❝❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ W ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ 〈φ〉✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② st❛t❡

E
∥∥∥W̃ (dθ|Y )−N

(
θY , σ

2
n(Φ

TΦ)−1
)∥∥∥
❚❱

→ 0 ❛s n→∞.

❲✐t❤ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✶ ✇❡ ❛s❦ ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✢❛t ♣r✐♦r ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ θ0✳
❇② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✷ ❛♥❞ ✸ ✇❡ ✐♥s✉r❡ t❤❛t t❤✐s ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❤❛s ❡♥♦✉❣❤ ♣r✐♦r ✇❡✐❣❤t✳ ❚❤✐s
❦✐♥❞ ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐s q✉✐t❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
♦❢ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t
♣r✐♦rs ❦♥♦✇♥ t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✢❛t ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❣❡t t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2

nΣ✳

❖✉r ♠❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧
✉s✐♥❣ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ s♣❧✐♥❡s✱ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❲❡ ♥♦✇
♣r❡s❡♥t t✇♦ r❡♠❛r❦s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r
✇♦r❦ ♦❢ ●❤♦s❛❧ ❬✺✷❪✳



✽✵ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠s

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ [0, 1]✱ ✇✐t❤
❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r k ♦❢ r❡❣r❡ss♦rs✳ ❙❡t ❛ ❞❡s✐❣♥ (x

(n)
i )n≥1,1≤i≤n✱ ✇✐t❤ x

(n)
i ∈ [(i− 1)/n, i/n]

❢♦r ❛♥② n ≥ 1✱ ❛♥❞ F0 =
(
f(x

(n)
i )
)
1≤i≤n

✳ ❈❤♦♦s❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❛♥❞ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❣r❡ss♦rs (ϕj)1≤j≤k ♦♥ [0, 1]✱ ❛♥❞ s❡t φj =
(
ϕj

(
x
(n)
i

))
1≤i≤n

❢♦r 1 ≤ j ≤ k✳ f ✱ kn = k✱ σn = σ✱ ❛♥❞ W ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ n✳
❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✼ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠
❢♦r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s✉❝❤ ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ t❤❛t s❡tt✐♥❣✱ ❧❡t ✉s
s✉♣♣♦s❡ t❤❛t w ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤❛t f ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✶
❜❡❝♦♠❡s Mn = o(n)✱ ✇❤✐❧❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✸ r❡❞✉❝❡s t♦ lnn = o(Mn)✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡r❡ ❡①✐st
s✉❝❤ s❡q✉❡♥❝❡s (Mn)n≥1✱ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✼ ❛♣♣❧✐❡s✳
❚❤❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ❜②

√
n ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s ✐s ❤❡r❡

❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣♦st❡r✐♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2(ΦTΦ)−1 ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ✳ ■♥❞❡❡❞✱
(1/n) ΦTΦ ✐s ❛ ❘✐❡♠❛♥♥ s✉♠✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ●r❛♠✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝✲
t✐♦♥ (ϕj)1≤j≤k ✐♥ L2([0, 1])✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ‖Φθ0‖ ≤ ‖F0‖ ≤
√
n‖f‖∞✱ ❛♥❞ ‖θ0‖2 ≤

∥∥(ΦTΦ)−1
∥∥ ‖Φθ0‖2 ≤∥∥n(ΦTΦ)−1

∥∥ ‖f‖2∞✳ (1/n) ΦTΦ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ●r❛♠✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝✲
t✐♦♥ (ϕj)1≤j≤k ✐♥ L2([0, 1])✱ ❛♥❞ ✐ts s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r n ❧❛r❣❡
❡♥♦✉❣❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ θ0 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ✐t ❧✐❡s ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♠♣❛❝t s❡t ♦♥
✇❤✐❝❤ w ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ r❡st
❢♦❧❧♦✇s✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ●❤♦s❛❧✬s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠ ✐♥ ❛
r❡❣r❡ss✐♦♥ s❡tt✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ✜rst st✉❞✲
✐❡❞ ❜② ●❤♦s❛❧ ❬✺✷❪ ❛s ❛♥ ❡❛r❧② st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t✐st ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝
❇❛②❡s✐❛♥ t❤❡♦r②✳ ■♥ ❤✐s ♣❛♣❡r t❤❡ ❡rr♦rs εi ❛r❡ ♥♦t s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ●❛✉ss✐❛♥✳ ❯♥❞❡r
t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❡ ❣❡t ✐♠♣r♦✈❡❞ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ♣r✐♦r s♠♦♦t❤♥❡ss ✐s s✐♠♣❧❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ kn ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss
❝♦♥str❛✐♥❡❞✳

✕ ❬✺✷❪ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞♠✐t ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐❛s ❜❡t✇❡❡♥ F0 ❛♥❞ Φθ0✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ t❤❡
♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs ♣❡r♠✐ts t♦ t❛❦❡ F0 6= Φθ0 ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦st✱ ❛s ✐t ❛♣♣❡❛rs
✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✭▲❡♠♠❛ ✶✹✮✳

✕ ■♥ ❬✺✷❪ σn ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳

✕ ❆t ❧❛st✱ ❬✺✷❪ r❡str✐❝ts t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ kn t♦ k4n ln kn = o(n) ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳
■t ✐s t❤❡♥ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧
♦r t♦ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❙♦❜♦❧❡✈ ♦r Cα ❝❧❛ss❡s✳

▲❡t δ2n = ‖(ΦTΦ)−1‖ ❜❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♥♦r♠ ♦❢ (ΦTΦ)−1 ❢♦r t❤❡ ℓ2 ♠❡tr✐❝✱ ❛♥❞ ❧❡t η2n ❜❡
t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ Σ✳ ❲✐t❤ ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
♦❢ ❬✺✷❪ ❜❡❝♦♠❡

✭❆✸✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts η0 > 0 s✉❝❤ t❤❛t w(θ0) > ηkn0 ✳ ▼♦r❡♦✈❡r

| lnw(θ)− lnw(θ0)| ≤ Ln(C)‖θ − θ0‖, ✭✸✳✻✮

✇❤❡♥❡✈❡r ‖θ− θ0‖ ≤ Cδnkn
√
ln kn✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥st❛♥t Ln(C) ✐s s✉❜❥❡❝t

t♦ s♦♠❡ ❣r♦✇t❤ r❡str✐❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❆✹✮✳



✸✳✹✳✷ ✲ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ✽✶

✭❆✹✮
∀C > 0, Ln(C)δnkn

√
ln kn → 0 ❛♥❞ ηnk

3/2
n

√
ln kn → 0. ✭✸✳✼✮

❋✉rt❤❡r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s❛t✐s✜❡s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ ΦTΦ✿

Tr(ΦTΦ) = O(nkn). ✭✸✳✽✮

❙✐♥❝❡ Σ ✐s ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦♥ ❛ kn✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ Tr(Σ) = kn
❛♥❞ η2n ≥ kn/n✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ ✭✸✳✼✮ ❡♥t❛✐❧s k4n ln kn = o(n)✳

■❢ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs ❛♥❞ ❛ s❧✐❣❤t t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ lnn =
o(kn ln kn)✱ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❡♥t❛✐❧ ♦✉rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ s❡t Mn = C2k2n ln kn ❢♦r s♦♠❡ ❛r✲
❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ C✳ ❖✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✷ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✶ ✐s ❣♦t ❢r♦♠ ✭✸✳✻✮ ❛♥❞ t❤❡
✜rst ♣❛rt ♦❢ ✭✸✳✼✮✳ ❚❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ✭❆✸✮ ❡♥t❛✐❧s − lnw(θ0) = O(kn) = o(Mn)✳ ❯s✐♥❣ t❤❡
❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ln ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✭✸✳✽✮✱ ✇❡ ❣❡t ln det(ΦTΦ) ≤ kn ln Tr(Φ

TΦ)− kn ln kn =
O(kn lnn) = o(Mn)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✸ ❤♦❧❞s✳

✸✳✹ ❙❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢ F ✿ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♥❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts
❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢ θ✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣s θ 7→ Φθ ❛♥❞ F 7→ (ΦTΦ)−1ΦTF ✳

✸✳✹✳✶ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡

❋♦r ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢ F ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳ ▲❡t p ≥ 1 ✜①❡❞✱ ❛♥❞ G ❜❡ ❛ Rp ×Rn✲♠❛tr✐①✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♦❢ ❡✐t❤❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✻ ♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✼ ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤❡♥

E
∥∥W (d(GF )|Y )−N

(
GY〈φ〉, σ

2
nGΣG

T
)∥∥
❚❱
→ 0 ❛s n→∞.

❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ GY〈φ〉 ✐s N
(
GF〈φ〉, σ2

nGΣG
T
)
✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ✐s ❥✉st ❛ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠s✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ♦❢ Y〈φ〉✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥
♦♥ ❋♦✉r✐❡r✬s ❜❛s✐s✳

✸✳✹✳✷ ❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝❛s❡

▲❡t p ≥ 1 ✜①❡❞✱ ❛♥❞ G : Rn 7→ Rp ❜❡ ❛ t✇✐❝❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❋♦r F ∈ Rn✱ ❧❡t ĠF ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ G ❛t F ✱ ❛♥❞ D2

FG(·, ·) t❤❡ s❡❝♦♥❞
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ G✱ ❛s ❛ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ Rn✳ ❋♦r ❛♥② F ∈ 〈φ〉 ❛♥❞ a > 0✱ ❧❡t

BF (a) = sup
h∈〈φ〉:‖h‖2≤σ2

na

sup
0≤t≤1

∥∥D2
F+thG(h, h)

∥∥ . ✭✸✳✾✮

✇❤❡r❡ ‖ · ‖ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ♦❢ Rp✳



✽✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①

ΓF = σ2
nĠFΣĠ

T
F . ✭✸✳✶✵✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ‖Γ−1
F ‖ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ♥♦r♠ ♦❢ Γ−1

F ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ΓF ✳

▲❡t I ❜❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐♥ R✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② I ∈ I✱ ❧❡t ψ(I) = P (Z ∈ I)✱
✇❤❡r❡ Z ✐s ❛ N (0, 1) r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✽✳ ▲❡t G : Rn 7→ Rp ❜❡ ❛ t✇✐❝❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❧❡t
ΓF ❜❡ ❛s ❥✉st ❞❡✜♥❡❞✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ΓF〈φ〉 ✐s ♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡
(Mn)n≥1 s✉❝❤ t❤❛t kn = o(Mn) ❛♥❞

B2
F〈φ〉

(Mn) = o

(∥∥∥Γ−1
F〈φ〉

∥∥∥
−1
)
. ✭✸✳✶✶✮

❙✉♣♣♦s❡ ❢✉rt❤❡r t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❡✐t❤❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✻ ♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✼ ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤❡♥✱
❢♦r ❛♥② b ∈ Rp✱

E


sup

I∈I

∣∣∣∣∣∣
W


 bT

(
G(F )−G(Y〈φ〉)

)
√
bTΓF〈φ〉b

∈ I

∣∣∣∣∣∣
Y


− ψ(I)

∣∣∣∣∣∣


→ 0 ❛s n→∞.

❯♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱

sup
I∈I

∣∣∣∣∣∣
P


b

T
(
G(Y〈φ〉)−G(F〈φ〉)

)
√
bTΓF〈φ〉b

∈ I


− ψ(I)

∣∣∣∣∣∣
→ 0 ❛s n→∞. ✭✸✳✶✷✮

supI∈I |Q(I)−Q′(I)| ✐s t❤❡ ▲❡✈②✲Pr♦❦❤♦r♦✈ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s Q
❛♥❞ Q′ ♦♥ R✳ ❚❤❡ ▲❡✈②✲Pr♦❦❤♦r♦✈ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝✐③❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❙♦✱ ✇❤❡♥ p = 1 ✭✸✳✶✷✮ s❛②s t❤❛t t❤❡ ▲❡✈②✲Pr♦❦❤♦r♦✈ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢
bT (G(Y〈φ〉)−G(F〈φ〉))√

bTΓF〈φ〉b
❛♥❞ N (0, 1) ❣♦❡s t♦ 0 ✐♥ ♠❡❛♥✳

❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✽ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡
r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❋♦✉r✐❡r✬s ❜❛s✐s✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❞❡❧❛②❡❞ t♦ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✸✳

✸✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❲❡ ♣r❡s❡♥t ♥♦✇ t❤❡ t❤r❡❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s st✉❞✐❡❞
❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ r❡❣r❡ss♦rs ✉s❡❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡r❡✳

✸✳✺✳✶ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✸✳✷✮✳ ❍❡r❡ t❤❡ ▼▲❊ ✐s ♦♥❧② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ θY = (Yj)1≤j≤kn ✳

❚❤❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ θ0✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
t❤❛t θ0 ✐s ✐♥ s♦♠❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝❧❛ss✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠ ✇✐t❤ t❤❡



✸✳✺✳✶ ✲ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✽✸

♣♦st❡r✐♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❛❧r❡❛❞② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❢♦r
s♦♠❡ ♣r✐♦rs ❦♥♦✇♥ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s r❛t❡✱ t❤❡ ❝❡♥t❡r✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ✜t ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s
❚❤❡♦r❡♠✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ℓ2 ♥♦r♠ ♦❢ θ0✳

❚❤❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ θ0

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t
∑kn

j=1(θ
0
j )

2 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❤❡♥

θ0 ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ℓ2(N) ♥♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ n✳ ❲✐t❤ ❛ ♣r✐♦r W̃ = N (0, τ 2nIkn) s✉❝❤ t❤❛t
n−1/4 = o(τn)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✇❤❛t❡✈❡r kn ≤ n✱

E

∥∥∥∥W̃ (dθ|Y )−N
(
θY ,

1

n
Ikn

)∥∥∥∥
❚❱

→ 0 ❛s n→∞.

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ θ t♦✇❛r❞s θ0 ✐s
√

kn
n
✿ ❢♦r ❡✈❡r② λn →∞✱

E

[
W̃

(
‖θ − θ0‖ ≥ λn

√
kn
n

∣∣∣∣∣Y
)]
→ 0.

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✐s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✱
❧❡t λn →∞✳ ❙✐♥❝❡ θY − θ0 ∼ N

(
0, 1

n
Ikn
)
✱

P

(
‖θY − θ0‖ ≥

λn
2

√
kn
n

)
→ 0.

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②

E

[
W̃

(
‖θ − θY ‖ ≥

λn
2

√
kn
n

)]
≤ E

∥∥∥∥W̃ (dθ|Y )−N
(
θY ,

1

n
Ikn

)∥∥∥∥
❚❱

+N
(
0,

1

n
Ikn

)({
h : ‖h‖ ≤ λn

2

√
kn
n

})

→ 0.

❚❤❡r❡❢♦r❡

E

[
W̃

(
‖θ − θ0‖ ≥ λn

√
kn
n

)]
→ 0.

❍♦✇❡✈❡r ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❜✐❛s ❜❡t✇❡❡♥
θ0 ❛♥❞ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ θ0✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❛❞❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝❧❛ss ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐t② α > 0✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

∑∞
j=1 |θ0j |2j2α <∞✳

■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ ♣r✐♦rs t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣♦st❡r✐♦r ♠❛② ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡
♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❝❡♥t❡r✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ ✇❤❛t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❡①❤✐❜✐t ♣r✐♦rs ❢♦r
✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡
❤♦❧❞✳



✽✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t
∑∞

j=1 |θ0j |2j2α <∞✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ❬✺✽✱ ➓✼✳✻❪ ❝♦♥s✐❞❡rs

❛ ♣r✐♦r W̃ s✉❝❤ t❤❛t θ1✱ θ2✱✳ ✳ ✳ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ θj ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤
✈❛r✐❛♥❝❡ σ2

j,kn
✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ✈❡r✐❢②

c/kn ≤ min{σ2
j,knj

2α : 1 ≤ j ≤ kn} ≤ C/kn ✭✸✳✶✸✮

❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts c ❛♥❞ C✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t α ≥ 1/2 ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❝♦♥st❛♥ts
C1 ❛♥❞ C2 s✉❝❤ t❤❛t C1n

1/(1+2α) ≤ kn ≤ C2n
1/(1+2α)✳ ❚❤❡♥ ❬✺✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶❪ ♣r♦✈❡❞

t❤❛t t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛t t❤❡ r❛t❡ n−α/(1+2α)✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t n−1Ikn ❛s ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥
kn✱ ♦r ❛ ✢❛tt❡r ♣r✐♦r✳ ❆s ❛ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r kn ≈ n1/(1+2α)✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝❤♦✐❝❡s ♦❢ σj,kn ✿

σ2
j,kn =

{
k−1
n ✐❢ 1 ≤ j ≤ kn/2✱

22α/n ✐❢ j > kn/2✳

❚❤❡♥ min{σ2
j,kn

j2α : 1 ≤ j ≤ kn} ≈ k−1
n ✱ ❛♥❞ ❬✺✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶❪ ❛♣♣❧✐❡s✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ♦♥❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞

W̃ (dθj|Y ) = N
(

σ2
j,kn

σ2
n + σ2

j,kn

Yj,
σ2
nσ

2
j,kn

σ2
n + σ2

j,kn

)
.

❋♦r j > kn/2✱
σ2
j,kn

σ2
n+σ2

j,kn

= 4α

1+4α
✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

∥∥∥W̃ (dθj|Y )−N (Yj, σ
2
n)
∥∥∥
❚❱

✐s ❜♦✉♥❞❡❞

❛✇❛② ❢r♦♠ 0✳

❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♣r✐♦r✱ ✢❛t ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✲
✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❛s
♣r❡✈✐♦✉s❧②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t θ0 ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝❧❛ss ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐t② α > 0✳
❈❤♦♦s❡ ❛ ♣r✐♦r W̃ = N (0, τ 2nIkn) s✉❝❤ t❤❛t n−1/4 = o(τn)✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥s✉r❡s t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝
♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳
■❢ ❢✉rt❤❡r kn ≈ n1/(1+2α)✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ θ t♦✇❛r❞s θ0 ❛♥❞ t♦✇❛r❞s θ0 ✐s
n−α/(1+2α)✿ ❢♦r ❡✈❡r② λn →∞✱

E
[
W̃
(
‖θ − θ0‖ ≥ λnn

−α/(1+2α)
∣∣Y
)]
→ 0.

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r θ ❛♥❞ θ0 ❛s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ℓ2(N) ❜② s❡tt✐♥❣ θj = θ0,j = 0 ❢♦r j ≥ kn+1✳
❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ t♦✇❛r❞s θ0 ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳ ❙✐♥❝❡

θ0,j = θ0j ❢♦r 1 ≤ j ≤ kn✱ ‖θ0 − θ0‖ ≤ k−α
n

√∑∞
j=kn+1(θ

0
j )

2j2α = O (k−α
n )✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ θ t♦✇❛r❞s θ0 ✐s ❛❧s♦ n−α/(1+2α)✳

❙❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r t❤❡ ℓ2 ♥♦r♠ ♦❢ θ0

❲❡ st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ❜✉t ♥♦✇ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡
♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ‖θ‖2✳ ❚♦ ❣❡t t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r♠❛❧✐t② ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ n−1/2✱ ✇❡
❥✉st ♥❡❡❞ kn = o(

√
n)✳ ❚♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❜✐❛s t❡r♠ ✇❡ ♥❡❡❞ α > 1/2✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡

❣❡t ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡st✐♠❛t♦r✳



✸✳✺✳✷ ✲ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❋♦✉r✐❡r✬s ❜❛s✐s ✽✺

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳ ▲❡t α > 1/2 ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t θ0 ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝❧❛ss ♦❢
r❡❣✉❧❛r✐t② α✳ ❈❤♦♦s❡ ❛ ♣r✐♦r W̃ = N (0, τ 2nIkn) s✉❝❤ t❤❛t n−1/4 = o(τn)✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥②
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ kn s✉❝❤ t❤❛t kn = o(

√
n) ❛♥❞

√
n = o(k2αn )✱

E

[
sup
I∈I

∣∣∣∣W̃
(√

n (‖θ‖2 − ‖θY ‖2)
2‖θ0‖ ∈ I

∣∣∣∣Y
)
− ψ(I)

∣∣∣∣
]
→ 0 ❛s n→∞

❛♥❞
√
n (‖θY ‖2 − ‖θ0‖2)

2‖θ0‖ → N (0, 1) ✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛s n → ∞✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❜✐❛s ✐s

♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✿
√
n (‖θ0‖2 − ‖θ0‖2)

2‖θ0‖ = o(1).

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ kn =
√
n/ lnn ✐s ❛❞❛♣t✐✈❡ ✐♥ α✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳

❍❡r❡ G(θ) = θT θ✱ Ġθ = 2θT ❛♥❞ G̈θ = 2Ikn ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ Bθ0(Mn) = 2Mn/n✱ ✇❤✐❧❡
Γθ0 = 4‖θ0‖2/n✳

▲❡t ✉s ❝❤♦♦s❡ (Mn)n≥1 s✉❝❤ t❤❛t kn = o(Mn) ❛♥❞ Mn = o(
√
n)✳ ❙✉❝❤ s❡q✉❡♥❝❡s

❡①✐st ❛♥❞ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✳

❙✐♥❝❡ ‖θ0‖2 → ‖θ0‖2✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ Γθ0 ❜② 4‖θ0‖2/n ❛♥❞ ❣❡t t❤❡
t✇♦ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r♠❛❧✐t② r❡s✉❧ts✳

❊✈❡♥t✉❛❧❧② ‖θ0‖2−‖θ0‖2 = ‖θ0− θ0‖2 = O (k−2α
n )✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳

■❢
√
n = o(k2αn )✱ ✇❡ ❣❡t

√
n (‖θ0‖2 − ‖θ0‖2) = o(1)✳

✸✳✺✳✷ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❋♦✉r✐❡r✬s ❜❛s✐s

◆♦✇ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭✸✳✸✮ ✇✐t❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐♥ ❛ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝❧❛ss
W(α, L)✱ ❛♥❞ ✉s❡ ❋♦✉r✐❡r✬s ❜❛s✐s ✭✸✳✹✮✳ ❋♦r ❛♥② θ ∈ Rkn ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ fθ =

∑kn
j=1 θjϕj✳ ❲❡

❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② θ0 ∈ ℓ2(N) t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❋♦✉r✐❡r✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ f ✿ f =
∑∞

j=1 θ
0
jϕj✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ ▲❡♠♠❛ ❛❜♦✉t ♦✉r ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❣r❡ss♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❬✶✵✺❪ ✭✇❡ s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ✐t t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝❛s❡ n ❡✈❡♥✮✿

▲❡♠♠❛ ✽✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❡✐t❤❡r t❤❛t n ✐s ♦❞❞ ❛♥❞ kn ≤ n✱ ♦r n ✐s ❡✈❡♥ ❛♥❞ kn ≤ n − 1✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ (φj)1≤j≤kn ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛♥❞ Φ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡♥

ΦTΦ = nIkn .

❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❋♦✉r✐❡r✬s ❜❛s✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❡q✉❡♥❝❡
♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ f ✐♥ ❛ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝❧❛ss✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡
❣❡t ❛ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t✐st ♠✐♥✐♠❛① n−α/(1+2α) ♣♦st❡r✐♦r
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ L2 ♥♦r♠✳

❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ s❡♠✐♣❛r❛♠❡tr✐❝ s❡tt✐♥❣s✿ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
♦❢ f ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ L2 ♥♦r♠ ♦❢ f ✳ ❲❡ ❣❡t t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡

√
n ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡

❢♦r ❛♥② α > 1/2✳



✽✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠ ✐♥ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝❧❛ss❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t f ❜❡❧♦♥❣s t♦ s♦♠❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝❧❛ss W(α, L) ❢♦r L > 0 ❛♥❞
α > 1/2✳ ▲❡t kn ≈ n1/(1+2α) ❛♥❞ W̃ = N (0, γnIkn) ❜❡ t❤❡ ♣r✐♦r ♦♥ θ✱ ❢♦r ❛ s❡q✉❡♥❝❡
(γn)n≥1 s✉❝❤ t❤❛t 1/

√
n = o(γn)✳ ❚❤❡♥

E

∥∥∥∥W̃ (dθ|Y )−N
(
θY ,

σ2

n
Ikn

)∥∥∥∥
❚❱

→ 0 ❛s n→∞

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ❢♦r fθ ✐s n−α/(1+2α)✿ ❢♦r ❡✈❡r②
λn →∞✱

E
[
W̃
(
‖fθ − f‖ ≥ λnn

−α/(1+2α)
∣∣Y
)]
→ 0.

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✿ ✇✐t❤ τ 2n = nγn✱ ✇❡ ❤❛✈❡ n = o(τ 4n)✳
❚❤❡ ✜rst ❛ss❡rt✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❋♦✉r✐❡r✬s ❜❛s✐s✱ ‖fθ − f‖ = ‖θ − θ0‖ ✐♥ ℓ2(N)✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ‖θ − θ0‖2 ≤ ‖θ − θ0‖2 + ‖θ0 − θ0‖2✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✱ ❢♦r ❛♥② λn →∞✱

E

[
W̃

(
‖θ − θ0‖ ≥ λn

√
kn
n

)]
→ 0.

●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡

‖θ0 − θ0‖2 =
∞∑

j=kn+1

(θ0j )
2 ≤ k−2α

n

∞∑

j=kn+1

a2αj (θ0j )
2 = O(k−2α

n ).

❚❤✐s ♣❡r♠✐ts t♦ ❣❡t

E
[
W̃
(
‖θ − θ0‖ ≥ λnn

−α/(1+2α)
∣∣Y
)]
→ 0.

▲✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢ f

▲❡t g : [0, 1] → R ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ L2([0, 1])✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ❡st✐♠❛t❡ F(f) =
∫ 1

0
fg✱

❛♥❞ ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐t ❜②
1

n

n∑

i=1

g(i/n)f(i/n) = GF0

✇❤❡r❡ G = (g(i/n)/n)T1≤i≤n✳ ❚❤❡ ♣❧✉❣✲✐♥ ▼▲❊ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ GF0 ✐♥ t❤❡ ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞
♠♦❞❡❧ 〈φ〉 ✐s GY〈φ〉✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ F 7→ GF ✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s ❛❞❛♣t✐✈❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝❤♦✐❝❡ kn = ⌊n/ lnn⌋
❡♥t❛✐❧s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ n−1/2 ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α > 1/2✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳ ❙✉♣♣♦s❡ f ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❛♥❞ ❧❡t W ❜❡ t❤❡ ♣r✐♦r ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
N (0, γn Ikn) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ θ✱ ❢♦r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (γn)n≥1 s✉❝❤ t❤❛t 1/

√
n = o(γn)✳ ❚❤❡♥



✸✳✺✳✷ ✲ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ ❋♦✉r✐❡r✬s ❜❛s✐s ✽✼

✶✳
E
∥∥W (d(GF )|Y )−N

(
GY〈φ〉, σ

2GΣGT
)∥∥
❚❱
→ 0

❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ GY〈φ〉 ✐s N
(
GF〈φ〉, σ2GΣGT

)
✳

✷✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❢✉rt❤❡r t❤❛t f ❛♥❞ g ❜❡❧♦♥❣ t♦ s♦♠❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝❧❛ss W(α, L) ❢♦r L > 0 ❛♥❞
α > 1/2✳ ❚❤❡♥ GΣGT ∼ 1

n

∫ 1

0
g2✱

E

∥∥∥∥∥∥
W


d

√
n(GF −GY〈φ〉)
σ
√∫ 1

0
g2

∣∣∣∣∣∣
Y


−N (0, 1)

∥∥∥∥∥∥
❚❱

→ 0,

❛♥❞

√
n(GY〈φ〉 −GF〈φ〉)

σ
√∫ 1

0
g2

→ N (0, 1) ✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛s n→∞✳

✸✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t f ❛♥❞ g ❜❡❧♦♥❣ t♦ s♦♠❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝❧❛ssW(α, L) ❢♦r L > 0 ❛♥❞ α > 1/2✱
❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ ❢✉rt❤❡r t❤❛t kn ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t n = o(k2αn )✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❜✐❛s ✐s
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✿

√
n
(
GF〈φ〉 −F(f)

)

σ
√∫ 1

0
g2

= o(1).

❇❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❡ ❣✐✈❡ t✇♦ ❧❡♠♠❛s✱ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❇✱ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠s
♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝❧❛ss ❜② ❛ s✐❡✈❡ ❜✉✐❧❞ ♦♥ ❋♦✉r✐❡r✬s ❜❛s✐s✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❜② ❛ ❘✐❡♠❛♥♥ s✉♠✳

▲❡♠♠❛ ✾✳ ▲❡t α > 1/2 ❛♥❞ L > 0✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ n ♦❞❞ ♦r kn < n✳ ■❢ f ∈ W(α, L)✱

‖F0 − F〈φ〉‖ ≤ (1 + o(1))

√
2L

πα

√
n

kαn
.

❋✉rt❤❡r✱ ‖F0‖ ∼
√
n
∫ 1

0
f 2 ❛♥❞ ‖F0 − F〈φ〉‖ = O(k−α

n ‖F0‖)✳

▲❡♠♠❛ ✶✵✳ ▲❡t t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s f ∈ W(α, L) ❛♥❞ g ∈ W(α′, L′) ❢♦r s♦♠❡ α, α′ > 1/2
❛♥❞ t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs L ❛♥❞ L′✳ ❚❤❡♥

∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

f(i/n)g(i/n)−
∫ 1

0

fg

∣∣∣∣∣ = O
(
n− inf(α,α′)

)
.

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳ ✶✳ ❚❤❡ ✜rst ❛ss❡rt✐♦♥ ✐s ❥✉st ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢
❚❤❡♦r❡♠ ✻ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳

✷✳ ■❢ g ∈ W(α, L) ❢♦r L > 0 ❛♥❞ α > 1/2✱ GΣGT = ‖ΣGT‖2 ∼ ‖GT‖2 ❜② ▲❡♠♠❛ ✾✳
■♥ t❤❡ ♠❡❛♥t✐♠❡ ‖GT‖2 = 1

n2

∑n
i=1 g

2(xi) ∼ 1
n

∫ 1

0
g2 ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✵✳ ❙♦ GΣGT ∼

1
n

∫ 1

0
g2✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ✇✐t❤

1
n

∫ 1

0
g2✳

✸✳ ❲❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❜✐❛s ✐♥t♦ t✇♦ t❡r♠s✱ |GF0−F(f)| ❛♥❞ |GF〈φ〉−GF0|✱ ❛♥❞ s❤♦✇
t❤❛t ❜♦t❤ ❛r❡ o(n−1/2)✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✵✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛st ♦♥❡✱
|GF〈φ〉−GF0| ≤ ‖GT‖ ‖F〈φ〉−F0‖✳ ‖GT‖ = O(n−1/2)✱ ‖F〈φ〉−F0‖ = O(k−α

n ‖F0‖) ❜②
▲❡♠♠❛ ✾✱ ❛♥❞ ‖F0‖ = O(

√
n)✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ n = o(k2αn )✳



✽✽ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

L2 ♥♦r♠ ♦❢ f

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡st✐♠❛t❡ F(f) =
∫ 1

0
f 2✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❧✉❣✲✐♥ ▼▲❊

❡st✐♠❛t♦r

G(Y〈φ〉) =
1

n

∥∥Y〈φ〉
∥∥2 = 1

n

n∑

i=1

(
kn∑

j=1

θY,jϕj(i/n)

)2

.

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✇❡ ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r ❛♥② F ∈ Rn✱

G(F ) =
1

n
‖F‖2. ✭✸✳✶✹✮

❲✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦r✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❛❞❛♣t✐✈❡✿ t❤❡
s❛♠❡ kn = ⌊√n/ lnn⌋ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ✇❤❛t❡✈❡r α > 1/2✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✳ ▲❡t G(F ) = ‖F‖2/n✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t f ∈ W(α, L) ❢♦r s♦♠❡ L > 0
❛♥❞ α > 1/2✳ ▲❡t W ❜❡ t❤❡ ♣r✐♦r ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ N (0, γn Ikn) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ θ✱ ❢♦r ❛
s❡q✉❡♥❝❡ (γn)n≥1 s✉❝❤ t❤❛t 1/

√
n = o(γn)✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (kn)n≥1 ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤

t❤❛t kn = o(
√
n) ❛♥❞

√
n = o(k2αn )✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡✱

E

[
sup
I∈I

∣∣∣∣∣W
(√

n
(
G(F )−G(Y〈φ〉)

)

2σ
√
F(f)

∈ I
∣∣∣∣∣Y
)
− ψ(I)

∣∣∣∣∣

]
→ 0 ❛s n→∞

❛♥❞

√
n
(
G(Y〈φ〉)−G(F〈φ〉)

)

2σ
√
F(f)

→ N (0, 1) ✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛s n→∞✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❜✐❛s ✐s

♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✿
√
n
(
G(F〈φ〉)−F(f)

)

2σ
√
F(f)

= o(1).

❆ s✐♠✐❧❛r ❝♦r♦❧❧❛r② ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♣r✐♦r✳

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst✱ ❧❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢
♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳ ▲❡♠♠❛ ✶✼ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❇ ✐♥s✉r❡s t❤❛t f ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳

■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ĠF = (2/n)F T ❛♥❞ D2
FG(h, h) = (2/n) ‖h‖2 ❢♦r ❛♥② F ∈ Rn ❛♥❞

❛♥② h ∈ Rn✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ BF (a) = 2σ2a/n✱ ❛♥❞ ΓF = 4(σ2/n2) ‖F‖2✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✾✱
‖F〈φ〉‖2 ∼ ‖F0‖2 ∼ nF(f)✳ ❚❤✉s ΓF〈φ〉 = 4(1 + o(1))F(f)/n✳

▲❡t ✉s ❝❤♦♦s❡ (Mn)n≥1 s✉❝❤ t❤❛t kn = o(Mn) ❛♥❞ Mn = o(
√
n)✳ ❙✉❝❤ s❡q✉❡♥❝❡s

❡①✐st ❛♥❞ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✳ ❲❡ ❝❛♥ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ΓF〈φ〉 ❜②
4F(f)/n ❛♥❞ ❣❡t t❤❡ t✇♦ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r♠❛❧✐t② r❡s✉❧ts✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜✐❛s t❡r♠✳

F(f)−G(F〈φ〉) ≤
‖F0‖2 − ‖F〈φ〉‖2

n
+

(∫ 1

0

f 2 − 1

n

n∑

i=1

f 2(i/n)

)

❲❡ ✉s❡ ▲❡♠♠❛ ✾ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ‖F0‖2 − ‖F〈φ〉‖2✱ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✶✵ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠✿
∣∣F(f)−G(F〈φ〉)

∣∣ = O
(
k−2α
n

)
+O

(
n−α

)
.

❚❤✐s ✐s ❛ o(1/
√
n) ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✹✳



✸✳✺✳✸ ✲ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ s♣❧✐♥❡s ✽✾

✸✳✺✳✸ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ s♣❧✐♥❡s

❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ Cα[0, 1] ✇✐t❤ α > 0✱ ✉s✐♥❣
s♣❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✈❡❧♦♣ ❢✉rt❤❡r t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✉s❡❞ ❤❡r❡✱ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧t ♦❢ ❬✺✽✱ ➓✼✳✼✳✶❪ ✇❤✐❝❤ ♦❜✲
t❛✐♥s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t✐st ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦
❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♦r ❛s ❬✺✽❪ ❜✉t ❛ str♦♥❣❡r
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ kn ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ♦♥ α✮❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ✢❛tt❡r ♣r✐♦r✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡
r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ●❛✉ss✐❛♥✐t② ♦❢ t❤❡
♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❋♦r ❛♥② θ ∈ Rkn ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ fθ =
∑kn

j=1 θjBj✳ ❚❤❡ ❇✲s♣❧✐♥❡s ❜❛s✐s ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✿ ❢♦r ❛♥② α > 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐st Cα > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ f ∈ Cα[0, 1]✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts θ∞ ∈ Rkn ✈❡r✐❢②✐♥❣

‖f − fθ∞‖∞ ≤ Cαk
−α
n ‖f‖α. ✭✸✳✶✺✮

❲❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥
(
x
(n)
i

)
n≥1,1≤i≤n

t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡❣✉❧❛r ❜✉t✱ ❛s str❡ss❡❞ ✐♥ ❬✺✽❪✱
t❤❡ s♣❛❝✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❇✲s♣❧✐♥❡s ♣❡r♠✐ts t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ΦTΦ✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts C1

❛♥❞ C2 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❛s n ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❤❛t❡✈❡r θ ∈ Rkn ✱

C1
n

kn
‖θ‖2 ≤ θTΦTΦθ ≤ C2

n

kn
‖θ‖2. ✭✸✳✶✻✮

❆ ♥♦r♠ ‖f‖n =
√

1
n

∑n
i=1 |f(xi)|2 ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t

√
n‖fθ‖n =

‖Φθ‖ ✐❢ θ ∈ Rkn ✳ ❯♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ‖ · ‖n ❛♥❞ t❤❡
❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✿ ❢♦r ❡✈❡r② θ1 ❛♥❞ θ2

C1‖θ1 − θ2‖ ≤
√
kn ‖fθ1 − fθ2‖n ≤ C2‖θ1 − θ2‖.

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✺✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷❪ ❣❡ts t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠✐♥✲
✐♠❛① r❛t❡✳ ❚❛❦❡ α ≥ 1/2✱ ❧❡t W̃ = N (0, Ikn) ❜❡ t❤❡ ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ s♣❧✐♥❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱
❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❝♦♥st❛♥ts C3 ❛♥❞ C4 s✉❝❤ t❤❛t C3n

1/(1+2α) ≤ kn ≤ C4n
1/(1+2α)✳

❚❤❡♥ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡ n−α/(1+2α) r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ‖ · ‖n✿ ❢♦r
❡✈❡r② λn →∞✱

E
[
W̃
(
‖fθ − f‖n ≥ λnn

−α/(1+2α)
∣∣Y
)]
→ 0.

❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ n
1−2α

2(1+2α) r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ❢♦r θ✿

E
[
W̃
(
‖θ − θ0‖ ≥ λnn

1−2α
2(1+2α)

∣∣∣Y
)]
→ 0.

■♥❞❡❡❞ ✭✸✳✶✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ❡♥t❛✐❧

‖fθ0 − f‖n ≤ ‖fθ∞ − f‖n ≤ ‖fθ∞ − f‖∞ ≤ Cα‖f‖αk−α
n .

❲✐t❤ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡ ❣❡t ❛❧s♦ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠ ✐♥ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t s❡tt✐♥❣s✳ ❋✐rst✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♦r ❛s ❬✺✽❪✿



✾✵ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✺✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t f ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ kn = o
((

n
lnn

)1/3)
✱ ❛♥❞ ✭✸✳✶✻✮ ❤♦❧❞s✳ ▲❡t

W̃ = N (0, Ikn) ❜❡ t❤❡ ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ s♣❧✐♥❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡♥

E
∥∥∥W̃ (dθ|Y )−N

(
θY , σ

2(ΦTΦ)−1
)∥∥∥
❚❱

→ 0 ❛s n→∞

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ❢♦r θ ✐s kn√
n
✳

❲❡ ♥❡❡❞ α > 1 t♦ ❣❡t t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❛s ✐♥ ❬✺✽❪✳
❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✺ ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❝♦♥st❛♥ts C3

❛♥❞ C4 s✉❝❤ t❤❛t C3n
1/(1+2α) ≤ kn ≤ C4n

1/(1+2α)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❢♦r
θ ✐s n

1−2α
2(1+2α) ✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ Mn s✉❝❤ t❤❛t kn lnn = o(Mn) ❛♥❞ Mn =

o
(

n
k2n

)
✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ✐s t❤❡♥ tr✐✈✐❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞✳

❋r♦♠ ✭✸✳✶✻✮ ✇❡ ❣❡t
∥∥ΦTΦ

∥∥ ≤ C2
n
kn

❛♥❞
∥∥(ΦTΦ)−1

∥∥ ≤ C−1
1

kn
n
✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦

ln det(ΦTΦ) ≤ kn lnC2 + kn ln
(

n
kn

)
= O(kn lnn) = o(Mn)✳ ❙✐♥❝❡ θ0 = Φ(ΦTΦ)−1F0✱

‖θ0‖2 ≤
kn
C1n
‖F0‖2 ≤

‖f‖∞
C1

kn.

❚❤❡r❡❢♦r❡ − lnw(θ0) = O(1) + 1
2
‖θ0‖2 = O(kn) = o(Mn)✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ ❤♦❧❞s✳

▲❡t h ∈ Rkn s✉❝❤ t❤❛t ‖Φh‖2 ≤ σ2Mn✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ‖h‖2 ≤
∥∥(ΦTΦ)−1

∥∥ ‖Φh‖2 ≤
σ2knMn

C1n
= o (k−1

n )✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

sup
‖Φh‖2≤σ2Mn

∣∣∣∣ln
w(θ0 + h)

w(θ0)

∣∣∣∣ ≤ sup
‖Φh‖2≤σ2Mn

‖h‖2 + 2‖h‖‖θ0‖
2

= o(1) ✭✸✳✶✼✮

❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ❢♦❧❧♦✇s✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✳ ▲❡t λn →∞✳ ❚❤❡♥

P

(
‖θY − θ0‖ ≥

λnkn
2
√
n

)
≤ P

(
‖Φ(θY − θ0)‖2 ≥

C1λ
2
nkn
4

)
→ 0

s✐♥❝❡ ‖Φ(θY − θ0)‖2 ∼ σ2χ2(kn)✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②

E

[
W̃

(
‖θ − θY ‖ ≥

λnkn
2
√
n

)]
≤ E

∥∥∥W̃ (dθ|Y )−N
(
θY , σ

2(ΦTΦ)−1
)∥∥∥
❚❱

+N
(
0, σ2(ΦTΦ)−1

)({
h : ‖h‖ ≤ λnkn

2
√
n

})

→ 0.

❚❤❡r❡❢♦r❡

E

[
W̃

(
‖θ − θ0‖ ≥

λnkn√
n

)]
→ 0.
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❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳
❚♦ ❣❡t t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❛s ❬✺✽❪ ❢♦r
α ≤ 1✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ✢❛tt❡r ♣r✐♦r✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t f ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ✭✸✳✶✻✮ ❤♦❧❞s✳ ▲❡t W̃ = N (0, τ 2nIkn) ❜❡
t❤❡ ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ s♣❧✐♥❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ τn ✈❡r✐❢②✐♥❣

k2n lnn

n
= o(τ 2n) ❛♥❞

k3n lnn

n
= o(τ 4n).

❚❤❡♥
E
∥∥∥W̃ (dθ|Y )−N

(
θY , σ

2(ΦTΦ)−1
)∥∥∥
❚❱

→ 0 ❛s n→∞

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ❢♦r θ ✐s kn√
n
✳

❲❤❡♥ α > 0 ❛♥❞ kn ✐s ♦❢ ♦r❞❡r n1/(1+2α)✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❞✉❝❡ t♦ n
2−2α
1+2α lnn = o(τ 4n)✳

❙♦ ✇❡ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ ❬✺✽❪ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ kn✱ ❡✈❡♥ ❢♦r α ≤ 1✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐♦r✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✺✳ Mn ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤

❛s kn lnn = o(Mn)✱ Mn = o
(

nτ2n
kn

)
✱ ❛♥❞ Mn = o

(
nτ4n
k2n

)
✳ ❚❤❡s❡ ❧❛st t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡

t❤❡ ♦♥❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❛s ✐♥ ✭✸✳✶✼✮✳

✸✳✻ Pr♦♦❢s

✸✳✻✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡tt✐♥❣ ❛❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ❛❞♠✐t ❞❡♥s✐t✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❲❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛♥② y ∈ Rn ✐♥ t✇♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts y = Φθy + y′✱ ✇✐t❤ ΦTy′ = 0✳ ❚❤❡♥

dPθ(y) = c1 exp

{
− 1

2σ2
n

(
‖Φθ‖2 + ‖Φθy‖2 + ‖y′‖2 − 2θTΦTΦθy

)}

dW̃ (θ) = c2 exp

{
− 1

2τ 2n
‖Φθ‖2

}

dPθ(y) dW̃ (θ) = c1c2 exp

{
−σ

2
n + τ 2n
2σ2

nτ
2
n

∥∥∥∥Φ
(
θ − τ 2n

σ2
n + τ 2n

θy

)∥∥∥∥
2

− 1

2(σ2
n + τ 2n)

‖Φθy‖2 −
1

2σ2
n

‖y′‖2
}

✇❤❡r❡ c1 = (2π)−n/2σ−n
n ❛♥❞ c2 = (2π)−kn/2τ−kn

n det(ΦTΦ)−1✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s r✉❧❡✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ W̃ (dθ|Y )✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡
♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

W̃ (dθ|Y ) = N
(

τ 2n
σ2
n + τ 2n

θY ,
σ2
nτ

2
n

σ2
n + τ 2n

(ΦTΦ)−1

)
. ✭✸✳✶✽✮



✾✷ Pr♦♦❢s

❆t t❤❛t ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣♦t ❛♥ ❡①❛❝t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ W̃ (dθ|Y )✱ ❜✉t ♥♦r t❤❡ ❝❡♥✲
t❡r✐♥❣ ♥♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Q =

N
(

τ2n
σ2
n+τ2n

θY , σ
2
n(Φ

TΦ)−1
)
✳ ❲❡ ✜rst ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

▲❡t αn = τn
σn

√
ln
(
1 + σ2

n

τ2n

)
✱ ❛♥❞ f ❛♥❞ g ❜❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢

N (0, Ikn) ❛♥❞ N
(
0, τ2n

σ2
n+τ2n

Ikn

)
✳ ▲❡t U ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❤✐✲sq✉❛r❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ kn ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ χ2(kn)✳ ❚❤❡♥
∥∥∥W̃ (dθ|Y )−Q

∥∥∥
❚❱

=

∥∥∥∥N (0, Ikn)−N
(
0,

τ 2n
σ2
n + τ 2n

Ikn

)∥∥∥∥
❚❱

=

∫

Rkn

(g − f)+ =

∫

‖x‖≤
√
knαn

g(x)− f(x) dnx

= P (U ≤ knα
2
n)− P

(
U ≤ σ2

n + τ 2n
τ 2n

knα
2
n

)

= P

(
α2
n ≤

U

kn
≤ σ2

n + τ 2n
τ 2n

α2
n

)
.

❆s n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ U
kn

❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s N (0, 1) ✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ σn = o(τn)✱

❜♦t❤ σ2
n+τ2n
τ2n

❛♥❞ αn ❣♦ t♦ 1✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
∥∥∥W̃ (dθ|Y )−Q

∥∥∥
❚❱

❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❛s n ❣♦❡s

t♦ ✐♥✜♥✐t②✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥t❡r✐♥❣ t❡r♠✳

▲❡♠♠❛ ✶✶✳ ▲❡t U ❜❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❡t k ≥ 1✱ ❛♥❞ ❧❡t Z ∈ Rk✳
❚❤❡♥

‖N (0, Ik)−N (Z, Ik)‖❚❱ = P (|U | ≤ ‖Z‖/2) ≤ ‖Z‖/
√
2π.

Pr♦♦❢✳ ▲❡t g ❜❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ N (0, Ik)✳ ❚❤❡♥

‖N (0, Ik)−N (Z, Ik)‖❚❱ =

∫

Rk

(g(x)− g(x− Z))+ dkx

=

∫

{2xTZ≤‖Z‖2}
(g(x)− g(x− Z)) dkx

= P (U ≤ ‖Z‖/2)− P (U + ‖Z‖ ≤ ‖Z‖/2)
≤ ‖Z‖/

√
2π.

❚❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ N (0, 1) ❜❡✐♥❣ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 1/
√
2π✳

▲❡t
√
ΦTΦ ❜❡ ❛ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ΦTΦ✳ ❚❤❡♥

∥∥N
(
θY , σ

2
n(Φ

TΦ)−1
)
−Q

∥∥
❚❱

=

∥∥∥∥N (0, Ikn)−N
(

σn
τ 2n + σ2

n

√
ΦTΦθY , Ikn

)∥∥∥∥
❚❱

≤ 1√
2π

σn
(τ 2n + σ2

n)
‖ΦθY ‖

≤ 1√
2π

σn
(τ 2n + σ2

n)

(
‖F0‖+

√
εTΣε

)
.
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εTΣε ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ σ2
nχ

2(kn) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

E
∥∥N

(
θY , σ

2
n(Φ

TΦ)−1
)
−Q

∥∥
❚❱
≤ 1√

2π

σn
τ 2n + σ2

n

(
‖F0‖+ σn

√
kn

)
.

❚❤✐s ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❧❡t ✉s ❥✉st ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ W (dF |Y ) ❢r♦♠
t❤❡ ♦♥❡s ♦♥ W̃ (dθ|Y )✱ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ F = Φθ✳

✸✳✻✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳

❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r W̃ (dθ|Y )✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r W (dF |Y ) ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡✳ ❖✉r
♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✼❪✳

❋♦r M > 0✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞

Eθ0,Φ(M) =
{
θ ∈ Rkn : (θ − θ0)TΦTΦ(θ − θ0) ≤ σ2

nM
}
. ✭✸✳✶✾✮

❚♦ ❛♥② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ P ♦♥ Rkn ✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

PM =
P (· ∩ Eθ0,Φ(M))

P (Eθ0,Φ(M))
✭✸✳✷✵✮

✇✐t❤ s✉♣♣♦rt ✐♥ Eθ0,Φ(M)✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t
∥∥P − PM

∥∥
❚❱

= P
(
Ecθ0,Φ(M)

)
. ✭✸✳✷✶✮

❚❤❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ♣❛rts✱Mn ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ❛s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ tr✉♥❝❛t❡
t❤❡ q✉❡✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ●❛t❤❡r❡❞✱ t❤❡s❡ ❧❡♠♠❛s ❣✐✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳

▲❡♠♠❛ ✶✷✳ ■❢ kn < 4Mn✱ t❤❡♥

E
∥∥N

(
θY , σ

2
n(Φ

TΦ)−1
)
−NMn

(
θY , σ

2
n(Φ

TΦ)−1
)∥∥
❚❱
≤ 2e−

(
√
Mn−2

√
kn)

2

8 .

■❢ kn = o(Mn)✱ ❢♦r n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② exp(−Mn/9)✳

Pr♦♦❢✳ ❚✇♦ ❝❛s❡s ♦❝❝✉r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r θY ✐s ♥❡❛r ♦r ❢❛r ❢r♦♠ θ0✿
∥∥N

(
θY , σ

2
n(Φ

TΦ)−1
)
−NMn

(
θY , σ

2
n(Φ

TΦ)−1
)∥∥
❚❱

= N
(
θY , σ

2
n(Φ

TΦ)−1
) (
Ecθ0,Φ(Mn)

)

≤ ✶(θY −θ0)TΦTΦ (θY −θ0)>σ2
nMn/4

+N
(
θ0, σ

2
n(Φ

TΦ)−1
) (
Ecθ0,Φ(Mn/4)

)

▲❡t U ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ χ2(kn) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ✇❡ ❣❡t

E
∥∥N

(
θY , σ

2
n(Φ

TΦ)−1
)
−NMn

(
θY , σ

2
n(Φ

TΦ)−1
)∥∥
❚❱
≤ 2P (U > Mn/4).

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇❡ ✉s❡ ❈✐r❡❧s♦♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❬✼✺❪✿

P (
√
U >

√
kn +

√
2x) ≤ exp(−x) ✭✸✳✷✷✮
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▲❡♠♠❛ ✶✸✳ ■❢ sup
‖Φh‖2≤σ2

nMn,‖Φg‖2≤σ2
nMn

w(θ0 + h)

w(θ0 + g)
→ 1 ❛s n→∞✱ t❤❡♥

E
∥∥∥W̃Mn(dθ|Y )−NMn

(
θY , σ

2
n(Φ

TΦ)−1
)∥∥∥
❚❱

→ 0 ❛s n→∞.

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ✜rst ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② θ ❛♥❞ τ ✐♥ Rkn ✱ ❢♦r ❡✈❡r② Y ∈ Rn✱

dPθ(Y )

dPτ (Y )
= exp

{−‖Φθ‖2 + ‖Φτ‖2 − 2Y TΦ(τ − θ)
2σ2

n

}
=

dN
(
θY , σ

2
n(Φ

TΦ)−1
)
(θ)

dN (θY , σ2
n(Φ

TΦ)−1) (τ)
.

✭✸✳✷✸✮
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♠❛✐♥❧② ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ x 7→ (1 − x)+✳ ❲❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡
NMn

(
θY , σ

2
n(Φ

TΦ)−1
)
✐♥t♦ NMn ✳ ❚❤❡♥

∥∥∥W̃Mn(dθ|Y )−NMn

∥∥∥
❚❱

=

∫ (
1− dNMn(θ)

dW̃Mn(θ|Y )

)

+

dW̃Mn(θ|Y )

=

∫ (
1−

dNMn(θ)
∫ w(τ)

dNMn (τ)
dPτ (Y ) dNMn(τ)

w(θ) dPθ(Y )

)

+

dW̃Mn(θ|Y )

≤
∫ ∫ (

1− w(τ) dNMn(θ) dPτ (Y )

w(θ) dNMn(τ) dPθ(Y )

)

+

dNMn(τ) dW̃Mn(θ|Y )

=

∫ ∫ (
1− w(τ)

w(θ)

)

+

dNMn(τ) dW̃Mn(θ|Y )

≤ 1− inf
‖Φh‖2≤σ2

nMn,‖Φg‖2≤σ2
nMn

w(θ0 + h)

w(θ0 + g)
.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼ ✭P♦st❡r✐♦r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✶✱ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✱ ❛♥❞
❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✸ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✼ ❤♦❧❞✳ ❚❤❡♥

E
∥∥∥W̃ (dθ|Y )− W̃Mn(dθ|Y )

∥∥∥
❚❱

= E
[
W̃
(
ECθ0,Φ(Mn)

∣∣Y
)]

→ 0 ❛s n→∞.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✶✹✳ ▲❡t a ∈ Rn s✉❝❤ t❤❛t ΦTa = 0✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② y ∈ Rn✱ W (·|Y = y) =
W (·|Y = y + a)✳

▲❡♠♠❛ ✶✹ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ W (·|Y ) ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② ❛♥② tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ Y
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ 〈φ〉✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♣r♦✈✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ F0 = Φθ0 ✐s
❡♥♦✉❣❤✳
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Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛♥② y ∈ Rn ✐♥ t✇♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts y = Φθy + y′✱ ✇✐t❤
ΦTy′ = 0✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ Pθ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

dPθ(y) =
1(

σn
√
2π
)n exp

{
−‖Φθy + y′ − Φθ‖2

2σ2
n

}

=
1(

σn
√
2π
)n exp

{
−‖y

′‖2
2σ2

n

}
exp

{
−‖Φθy − Φθ‖2

2σ2
n

}
.

❖♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱

dPθ(y + a) =
1(

σn
√
2π
)n exp

{
−‖y

′ + a‖2
2σ2

n

}
exp

{
−‖Φθy − Φθ‖2

2σ2
n

}

= exp

{
−‖y

′ + a‖2 − ‖y′‖2
2σ2

n

}
dPθ(y).

❚❤❡r❡❢♦r❡

dPW (y + a) =

∫
dPθ(y + a)w(θ) dθ

= exp

{
−‖y

′ + a‖2 − ‖y′‖2
2σ2

n

}
dPW (y)

❛♥❞

W̃ (dθ|Y = y + a) =
dPθ(y + a)w(θ) dθ

dPW (y + a)

= W̃ (dθ|Y = y).

✸✳✻✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥✿

G(F )−G(Y〈φ〉) = ĠF〈φ〉(F − Y〈φ〉)

+
1

2

∫ 1

0

(1− t)D2
F〈φ〉+t (F−F〈φ〉)

G(F − F〈φ〉, F − F〈φ〉) dt

− 1

2

∫ 1

0

(1− t)D2
F〈φ〉+t (Y〈φ〉−F〈φ〉)

G(Y〈φ〉 − F〈φ〉, Y〈φ〉 − F〈φ〉) dt.

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t F ∈ 〈φ〉✱ ‖F − F〈φ〉‖2 ≤ σ2
nMn✱ ❛♥❞ ‖Y〈φ〉 − F〈φ〉‖2 ≤ σ2

nMn✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥②
b ∈ Rp✱

∣∣∣bT
(
G(F )−G(Y〈φ〉)− ĠF〈φ〉(F − Y〈φ〉)

)∣∣∣ ≤ ‖b‖BF〈φ〉(Mn).
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❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
√
bTΓF〈φ〉b ≥

√∥∥∥Γ−1
F〈φ〉

∥∥∥
−1

‖b‖✳ ▼♦r❡♦✈❡r

∥∥∥∥∥∥
W


d

bT ĠF〈φ〉(F − Y〈φ〉)√
bTΓF〈φ〉b

∣∣∣∣∣∣
Y


−N (0, 1)

∥∥∥∥∥∥
❚❱

≤
∥∥W (dF |Y )−N

(
Y〈φ〉, σ

2
nΣ
)∥∥
❚❱
.

▲❡t ηn =

√∥∥∥Γ−1
F〈φ〉

∥∥∥BF〈φ〉(Mn)✱ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ 0 ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ▲❡t ❛❧s♦

Iηn = {x ∈ R : ∃x′ ∈ I, |x− x′| ≤ ηn}.

◆♦t❡ t❤❛t ψ (Iηn) ≤ ψ(I) +
√

2
π
ηn✳

●❛t❤❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

W


 bT

(
G(F )−G(Y〈φ〉)

)
√
bTΓF〈φ〉b

∈ I

∣∣∣∣∣∣
Y


 ≤ ψ(I) +

√
2

π
ηn

+
∥∥W (dF |Y )−N

(
Y〈φ〉, σ

2
nΣ
)∥∥
❚❱

+ ✶‖Y〈φ〉−F〈φ〉‖2>σ2
nMn

+W
(
‖F − F〈φ〉‖2 > σ2

nMn

∣∣Y
)
.

❆ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱

E

∣∣∣∣∣∣
W


 bT

(
G(F )−G(Y〈φ〉)

)
√
bTΓF〈φ〉b

∈ I

∣∣∣∣∣∣
Y


− ψ(I)

∣∣∣∣∣∣

≤ o(1) + P (‖Y〈φ〉 − F〈φ〉‖2 > σ2
nMn)

+ E
[
W
(
‖F − F〈φ〉‖2 > σ2

nMn

∣∣Y
)]
.

❇✉t ‖Y〈φ〉 − F〈φ〉‖2 ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ σ2
nχ

2(kn) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ kn = o(Mn)✱

P (‖Y〈φ〉 − F〈φ〉‖2 > σ2
nMn) = o(1).

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♣❛rt ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

▲❡♠♠❛ ✶✺✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❡✐t❤❡r ❚❤❡♦r❡♠ ✻ ♦r ❚❤❡♦r❡♠ ✼ ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞✳
❚❤❡♥

E
[
W
(
‖F − F〈φ〉‖2 > σ2

nMn

∣∣Y
)]
→ 0 ❛s n→∞.

Pr♦♦❢✳ ❋♦r s♠♦♦t❤ ♣r✐♦rs✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼✳ ▲❡t ✉s
s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❛r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳

▲❡t Z ❜❡ ❛ N
(
0, σ2

nτ
2
n

σ2
n+τ2n

(ΦTΦ)−1
)
r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ✐♥ Rn ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ Y ✱ ❛♥❞ U ❛
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r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ χ2(kn)✳ ❯s✐♥❣ ✭✸✳✶✽✮✱ ✇❡ ❣❡t

W
(
‖F − F〈φ〉‖2 > σ2

nMn

∣∣Y
)

= P

(∥∥∥∥Z +
τ 2n

σ2
n + τ 2n

Y〈φ〉 − F〈φ〉

∥∥∥∥
2

> σ2
nMn

)

≤ P

(
‖Z‖ > σn

√
Mn −

∥∥∥∥
τ 2n

σ2
n + τ 2n

Y〈φ〉 − F〈φ〉

∥∥∥∥
)

≤





1 ✐❢
∥∥∥ τ2n
σ2
n+τ2n

Y〈φ〉 − F〈φ〉

∥∥∥ > 2σn
√
Mn

3

P
(
U > σ2

n+τ2n
τ2n

Mn

9

)
♦t❤❡r✇✐s❡✳

❙✐♥❝❡ kn = o(Mn)✱ P (U > Mn/9) = o(1)✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
∥∥∥∥

τ 2n
σ2
n + τ 2n

Y〈φ〉 − F〈φ〉

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥Σ
(

τ 2n
σ2
n + τ 2n

ε+
σ2
n

σ2
n + τ 2n

F0

)∥∥∥∥

≤ ‖Σε‖+ σn√
σ2
n + τ 2n

‖F0‖

❙✐♥❝❡ ‖F0‖ = o(τ 2n/σn)✱
σ2
n‖F0‖2
σ2
n+τ2n

= o(1) < Mn

9
❢♦r n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ‖Σε‖2 ✐s ❛ χ2(kn)

✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱

E
[
W
(
‖F − F〈φ〉‖2 > σ2

nMn

∣∣Y
)]
≤ 2P (U > Mn/9) = o(1).

❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥t✐st ❛ss❡rt✐♦♥ ✭✸✳✶✷✮ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❢r♦♠ ❚❛②❧♦r✬s ❡①♣❛♥s✐♦♥

G(Y〈φ〉)−G(F〈φ〉) = ĠF〈φ〉(Y〈φ〉 − F〈φ〉)

+
1

2

∫ 1

0

(1− t)D2
F〈φ〉+t (Y〈φ〉−F〈φ〉)

G(Y〈φ〉 − F〈φ〉, Y〈φ〉 − F〈φ〉) dt.

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t

❚❤❡ ❛✉t❤♦r ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ■✳ ❈❛st✐❧❧♦ ❛♥❞ ❊✳ ●❛ss✐❛t ❢♦r ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s
❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s✳

✸✳❆ P♦st❡r✐♦r ❈♦♥s✐st❡♥❝②

❍❡r❡ ✇❡ ♣r♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼✳ ▲❡♠♠❛ ✶✹ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s✉♣♣♦s❡ F0 = Φθ0✳ ▲❡t
U ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ χ2(kn) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ❛s ✐♥ ❬✶✼✱ ✶✵✻❪✱ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ t❡st

Tn = ✶(θY −θ0)TΦTΦ (θY −θ0)>σ2
nMn/4. ✭✸✳✷✹✮

◆♦t❡ t❤❛t ETn = P (U > Mn/4) = o(1)✳ ❚❤❡♥

E
[
W̃
(
ECθ0,Φ(Mn)

∣∣Y
)]
≤ ETn + E

[
(1− Tn)W̃

(
ECθ0,Φ(Mn)

∣∣Y
)]
.



✾✽ P♦st❡r✐♦r ❈♦♥s✐st❡♥❝②

◆❡①t✱ ❧❡t (rn)n≥1 ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs s✉❝❤ t❤❛t rn ❣♦❡s t♦ 0 ❛♥❞
− ln(rn) = o(Mn/kn) ❛s n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❲❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pθ0 ❜② t❤❡
♠✐①t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ PW

θ0,rn
✇✐t❤ ❞❡♥s✐t②

dPW
θ0,rn

(y) =

∫

Eθ0,Φ(rn)
dPθ(y)W̃

rn(dθ). ✭✸✳✷✺✮

✇❤❡r❡ W̃ rn ✐s t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ W̃ t♦ Eθ0,Φ(rn)✱ ❛s ✐♥ ✭✸✳✷✵✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
▲❡♠♠❛ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ Pθ0 ❛♥❞ PW

θ0,rn
✳

▲❡♠♠❛ ✶✻✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✱

∥∥PW
θ0,rn
− Pθ0

∥∥
❚❱
≤
√
rn
2π

= o(1).

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✉s❡ ❝♦♥✈❡①✐t②✱ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✶✶ s✐♥❝❡ Pθ = N (Φθ, σ2
nIn)✿

∥∥PW
θ0,rn
− Pθ0

∥∥
❚❱
≤ sup

‖Φh‖2≤σ2
nrn

‖Pθ0+h − Pθ0‖❚❱ ≤
√
rn√
2π
.

❆t t❤❛t ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❇❛②❡s r✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❋✉❜✐♥✐ ❚❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡

EW
θ0,rn

[
(1− Tn)W̃

(
ECθ0,Φ(Mn)

∣∣Y
)]

=
1

W̃ (E(rn))

∫

E(rn)

(∫

Rn

[
(1− Tn)

∫

EC(Mn)

dPτ (Y )w(τ) dτ∫
Rkn dPη(Y )w(η) dη

]
dPθ(Y )

)
w(θ) dθ

=
1

W̃ (E(rn))

∫

EC(Mn)

Eτ

[
(1− Tn)W̃ (E(rn)|Y )

]
w(τ) dτ

≤ 1

W̃ (Eθ0,Φ(rn))
sup

‖Φh‖2>σ2
nMn

Eθ0+h(1− Tn)

≤ 1

W̃ (Eθ0,Φ(rn))
sup

‖Φh‖2>σ2
nMn

Pθ0+h

(
‖Φ (θY − θ0 − h)‖2 > σ2

nMn/4
)

=
P (U > Mn/4)

W̃ (Eθ0,Φ(rn))
.

▲❡t Bk(0, 1) ❜❡ t❤❡ ✉♥✐t ❜❛❧❧ ✐♥ Rk✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✺✱ ▲❡♠♠❛ ✷❪✮

− lnVol (Bk(0, 1)) = ln
Γ(1 + k/2)

πk/2
∼

k→∞

k

2
ln k

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ Eθ0,Φ(rn)

W̃ (Eθ0,Φ(rn)) ≥
(

inf
‖Φh‖2≤σ2

nrn

w(θ0 + h)

w(θ0)

)
σkn
n w(θ0)√
det(ΦTΦ)

rkn/2n Vol (Bkn(0, 1)) .



✸✳✻✳✸ ✲ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✳ ✾✾

◆❡①t ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❈✐r❡❧s♦♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✷✷✮ ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✷ ❛♥❞ ❣❡t✱ ❢♦r n ❧❛r❣❡
❡♥♦✉❣❤✱

ln
(
EW

θ0,rn

[
(1− Tn)W̃ (Eθ0,Φ(Mn)|Y )

])

≤ ln

(√
det(ΦTΦ)

σkn
n w(θ0)

)
− Mn

9
− kn

2
ln(rn)− lnVol (Bkn(0, 1)) + o(1)

∼ −Mn

9

✇❤✐❝❤ ❣♦❡s t♦ ♠✐♥✉s ✐♥✜♥✐t② ❛s n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳

✸✳❇ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝❧❛ss❡s

❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧❡♠♠❛✱ t❤❡♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ ▲❡♠♠❛ ✾ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✶✵

▲❡♠♠❛ ✶✼✳ ▲❡t α > 1/2✱ L > 0✱ ❛♥❞ θ ∈ Θ(α, L)✳ ❚❤❡♥

∞∑

j=1

|θj| <∞.

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ f ✐s t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s
∑∞

j=1 θjϕj ❛♥❞ f ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✼✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

∞∑

j=2

|θj| ≤
√∑

j≥2

a−2
j

√∑

j≥2

a2jθ
2
j ≤

L

πα

√∑

j≥1

j−2α <∞.

❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ϕj ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②
√
2✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦✐♥ts ❢♦❧❧♦✇✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✾✳ F〈φ〉 ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ F0 ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡① s♣❛♥ ♦❢ t❤❡
✜rst kn ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s (φj)1≤j≤n ♦❢ Rn✳ ❙♦

‖F0 − F〈φ〉‖2 =
n∑

j=kn+1

(F T
0 φj)

2 = n
n∑

j=kn+1

(
1

n

n∑

i=1

f(i/n)ϕj(i/n)

)2

.

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✶✵✺❪✱ ✇❡ s❡t ζj = 1
n

∑n
i=1 f(i/n)ϕj(i/n)− θ0j ❢♦r 1 ≤ j ≤ n✳ ❚❤❡♥

‖F0 − F〈φ〉‖2 = n

n∑

j=kn+1

(
ζj + θ0j

)2 ≤ 2n

(
n∑

j=1

ζ2j +
n∑

j=kn+1

(θ0j )
2

)
.

❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✽✱ ❢♦r ❛♥② 1 ≤ j ≤ n✱

ζj =
1

n

n∑

i=1

( ∞∑

m=1

θ0mϕm(i/n)

)
ϕj(i/n)− θ0j

=
1

n

n∑

i=1

( ∞∑

m=n+1

θ0mϕm(i/n)

)
ϕj(i/n).



✶✵✵ ❙♦❜♦❧❡✈ ❝❧❛ss❡s

❙♦✱ ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✽ ❛❣❛✐♥✱

n∑

j=1

ζ2j ≤
1

n

n∑

i=1

( ∞∑

m=n+1

θ0mϕm(i/n)

)2

.

❲❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❛ ❘✐❡♠❛♥♥ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
(∑∞

m=n+1 θ
0
mϕm

)2
✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✶✼✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

n∑

j=1

ζ2j ≤ (1 + o(1))

∫ 1

0

( ∞∑

m=n+1

θ0mϕm

)2

=
∞∑

m=n+1

(θ0m)
2

❛♥❞

‖F0 − F〈φ〉‖2 ≤ (2n+ o(n))
∞∑

m=kn+1

(θ0m)
2

≤ 2n+ o(n)

a2kn+1

∞∑

m=kn+1

a2m(θ
0
m)

2

≤ 2L2

π2α

n+ o(n)

k2αn
.

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ f ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❛♥❞ (1/n) ‖F0‖2 ✐s ❛ ❘✐❡♠❛♥♥ s✉♠ ♦❢ f 2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
(1/n) ‖F0‖2 ❣♦❡s t♦

∫ 1

0
f 2 ❛s n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✵✳ ▲❡t (θ′j)j≥1 t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ g✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢✱
✇❡ s❡t ζj = 1

n

∑n
i=1 f(i/n)ϕj(i/n)−θ0j ❛♥❞ ζ ′j = 1

n

∑n
i=1 g(i/n)ϕj(i/n)−θ′j ❢♦r 1 ≤ j ≤ n✳

❲❡ ❤❛✈❡ F0 =
∑n

j=1(ζj + θ0j )φj✱ s♦

1

n

n∑

i=1

f(i/n)g(i/n) =
n∑

j=1

(ζj + θ0j )(ζ
′
j + θ′j).

■♥ t❤❡ ♠❡❛♥t✐♠❡ ∫ 1

0

fg =
∞∑

j=1

θ0j θ
′
j.

❙♦
∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

f(i/n)g(i/n)−
∫ 1

0

fg

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑

j=1

ζjζ
′
j +

n∑

j=1

ζjθ
′
j +

n∑

j=1

θ0j ζ
′
j −

∞∑

j=n+1

θ0j θ
′
j

∣∣∣∣∣

≤

√√√√
n∑

j=1

ζ2j

√√√√
n∑

j=1

ζ ′j
2 +

√√√√
n∑

j=1

ζ2j

√√√√
n∑

j=1

θ′j
2

+

√√√√
n∑

j=1

ζ ′j
2

√√√√
n∑

j=1

(θ0j )
2 +

√√√√
∞∑

j=n+1

(θ0j )
2

√√√√
∞∑

j=n+1

θ′j
2.

❆s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✾✱ ✇❡ ❤❛✈❡
n∑

j=1

ζ2j ∼
∞∑

j=n+1

(θ0j )
2 ≤ L2

π2αn2α



✸✳✻✳✸ ✲ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✽✳ ✶✵✶

❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
n∑

j=1

(θ0j )
2 ≤

∫ 1

0

f 2 = ‖f‖2.

❚❤✉s
∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

f(i/n)g(i/n)−
∫ 1

0

fg

∣∣∣∣∣ ≤ (1 + o(1))

(
LL′

πα+α′nα+α′ +
L′‖f‖
πα′nα′ +

L‖g‖
παnα

)

= O
(
n− inf(α,α′)

)
.



✶✵✷
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹

▼é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧❡s

♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s ✿ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣é♥❛❧✐sé ♣♦✉r

❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣

▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ♠✐①t✉r❡s✿ ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥

❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❆❜str❛❝t

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ♠✐①t✉r❡✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛r✐s❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣
✇✐t❤ ♠✉❧t✐❧♦❝✉s ❣❡♥♦t②♣✐❝ ❞❛t❛✳ ❆ ♥❡✇ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱
❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐❝ ♦r❛❝❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✉♥❞❡r ✇❡❛❦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
tr✉❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t✳
❖♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✉♣ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❯s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ s✉❝❤ ❛s BIC ❛♥❞ AIC✳ ❚❤❡ ♥❡✇
❝r✐t❡r✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✏❲❤✐❝❤ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ s❛♠♣❧❡ s✐③❡❄✑✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❇✐♦st❛t✐st✐❝s✱ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ▼✉❧t✐❧♦❝✉s ❣❡♥♦t②♣✐❝ ❞❛t❛✱ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠✉❧t✐♥♦✲
♠✐❛❧ ♠✐①t✉r❡✱ ▲❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧✱ P❡♥❛❧✐③❡❞ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣❡♥❡t✐❝s✱ ❙❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✱
❱❛r✐❛❜❧❡s s❡❧❡❝t✐♦♥✳
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✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♠✉❧✲
t✐✈❛r✐❛t❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✐s ❛♥
✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♥❞ r✐❣♦r♦✉s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s
♥♦ ❝❧❡❛r ❝♦♥s❡♥s✉s ♦♥ t❤❡ ✇❛② t♦ ❣❛t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✿ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ✇❡❧❧
s❡♣❛r❛t❡❞ ❝❧✉st❡rs✱ ♦r ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❄ ❲❡
r❡❢❡r t♦ ❬✶✵❪ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝✳ ❋✐♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧❧②
❛❞❛♣t❡❞ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣❡♥❡t✐❝s✿ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐sts ❧♦♦❦ ❢♦r
❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡✐r ❛❧❧❡❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠❀ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✉♥✐t✱ ♦r ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s s❤❛r✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ❣❡♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡✳ ❋✐♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s t❤❡
❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ n ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r✱ ✇❤♦s❡ ♥✉♠❜❡r
L ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ♠❛② ❜❡ ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞
✐♥t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥✉♠❜❡r K ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢
❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t S ♦❢
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ❥✉st ♥♦✐s❡✳ ❚❤✉s✱
✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r K ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s✱
✇❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡t S✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❣❡♥♦♠✐❝s ✭s❡❡ ❬✷✸✱ ✷✽✱ ✽✹❪✮✳ ❇✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❞❛t❛ ✇❛s ✜rst ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❬✶✵✹❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
q✉❡st✐♦♥ ✐s r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❋✐rst t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ♠❡t❤♦❞✳
❯s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✱ t❤❛t ❛rt✐❝❧❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✭BIC✮ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■t ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡s✉❧t✿ ✇❤❡♥
t❤❡ tr✉❡ ❞❡♥s✐t② P0 ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞✲
❡❧s✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♠❛❧❧❡st ♠♦❞❡❧M(K0, S0) ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ P0❀ ❢✉rt❤❡r✱ t❤❡ BIC t②♣❡
❝r✐t❡r✐❛ s❡❧❡❝t M(K0, S0) ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❡♥❞✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ❛s t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ n ❣♦❡s t♦
✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤✐s ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦
♦❜t❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛s✐❞❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s✱ ✐s
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✇❡ ❛❞♦♣t ❛♥ ♦r❛❝❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❛✐♠ ❛t ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡
tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦✉r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❛t✳ ❚❤❡
❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ r❛t❤❡r ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ s♦♠❡ r✐s❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ tr✉❡ ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t s✐♠♣❧❡r ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦M(K0, S0)✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ t♦♦ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❡♥t❛✐❧ ❡st✐♠❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r✜t t❤❡ ❞❛t❛✳ ❆❝t✉❛❧❧②
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t P0 ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧sM(K,S)✳

BIC r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ str♦♥❣ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤✉s r❡q✉✐r❡ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡
s✐③❡s t♦ r❡❛❝❤ ✐ts ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r❀ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② BIC ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ♦✈❡r♣❡♥❛❧✐③❡✱ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❧❡❝ts t♦♦ s♠❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r s♠❛❧❧ ♦r ♠❡❞✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ n ✭s❡❡ ❬✽✵❪✮✳ ❖♥ t❤❡



✶✵✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❝♦♥tr❛r② ❆❦❛✐❦❡✬s ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐♦♥ ✭AIC✮ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ✉♥❞❡r♣❡♥❛❧✐③❡✱ ❛♥❞ s❡❧❡❝ts
t♦♦ ❧❛r❣❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ n✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤
❣❛t❤❡rs t❤❡ ✈✐rt✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ AIC ❛♥❞ BIC✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ n✳

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡tr✐❝
❡♥tr♦♣② t❤❡♦r② ♦❢ ▼❛ss❛rt ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❬✼✺❪✮✳ ■t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♦r❛❝❧❡
✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ r✐s❦ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡st✐♠❛t♦r t♦ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❜❡st ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✾ ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧❛r❣❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♥♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❚❤✐s
❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s st✐❧❧ ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ t♦♦❧s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
s✉❝❤ ❛s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭s❡❡ ❬✼✺❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳
■♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ♥♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r② r❡❝❡♥t✱ t❤❡ ✜rst r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦
❜❡✐♥❣ ❬✼✼❪ ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❞r❛✇❜❛❝❦s✿ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✇❤✐❝❤ s❤❛r♣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐t ❧❡❛❞s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡
t♦ ❛♥ ♦✈❡r♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✖ ❡✈❡♥ ✇♦rs❡ t❤❛♥ BIC✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧t ♠❛✐♥❧②
s✉❣❣❡sts t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥✿

penn (m) = λDm/n,

✇❤❡r❡ Dm ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ m✱ ❛♥❞ λ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✉♥❞❡r ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
❤❛s t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✳ ❆ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ λ ✇✐t❤ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❧✐❞✐♥❣
✇✐♥❞♦✇ ♦❢ t❤✐s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❛❞✲❤♦❝
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛❞❛♣ts ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢✉❧❧
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ s❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝
❛♥❞ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❬✸✱✶✸❪✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧
♦t❤❡r ❢r❛♠❡✇♦r❦s ✭s❡❡ ❬✼✹✱✼✻✱✶✶✶✱✶✶✷❪ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❣❡♥♦♠✐❝s✱
❡t❝✳✮✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t ♦✉r ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❡❤❛✈❡s
✇❡❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠♦r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❛s BIC ❛♥❞ AIC✱ ❜♦t❤ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
❞❡♥s✐t②✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ n ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
❛s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ t❤❡ ●❡♥❡r❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈r✐t❡r✐❛ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✺❪
✇❤♦s❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❧❡ss ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❜✉t ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ s❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✮✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸
✇❡ st❛t❡ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦
t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♦✉r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞ ❛❧♦♥❡
s♦❢t✇❛r❡ ▼✐①▼♦●❡♥❉ ✭▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ●❡♥♦t②♣✐❝ ❉❛t❛✮ ✭s❡❡ ❬✶✵✹❪✮✳ ❘❡s✉❧ts ♦♥
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞✿ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧
BIC ❛♥❞ AIC✱ ✐♥ ❜♦t❤ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦❢ ❞❡♥s✐t②
❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ❝♦♥t❛✐♥ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s✳



✹✳✷✳✶ ✲ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ✶✵✼

✹✳✷ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s

✹✳✷✳✶ ❋r❛♠❡✇♦r❦

❲❡ s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭✐✐❞✮ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s
♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r X = (X l)1≤l≤L✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♠❛✐♥ s❡tt✐♥❣s✿

✶✳ ❊❛❝❤ X l ✐s ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ {1, . . . , Al}✳
✷✳ ❊❛❝❤ X l ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ✭♥♦♥ ♦r❞❡r❡❞✮ s❡t

{
X l,1, X l,2

}
♦❢ t✇♦ ✭t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❡q✉❛❧✮

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❛❦✐♥❣ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡t {1, . . . , Al}✳
❆❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡s❡ t✇♦ s❡tt✐♥❣s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❈❛s❡ ✶ ❛♥❞ ❈❛s❡ ✷✳ ■♥
❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs Al ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞ st❛t❡s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ t♦ ✈❡r✐❢②
Al ≥ 2✳

❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✐s ❛ ✉s✉❛❧ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭♣s②❝❤♦♠❛tr✐❝s✱
♠❛r❦❡t✐♥❣✱ ❝r❡❞✐t s❝♦r✐♥❣✱ ❣❡♥♦♠✐❝s✱ ❡t❝✳✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ✐s ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❣❡♥♦t②♣✐❝
❞❛t❛✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t X = (X l)1≤l≤L r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛t L ❧♦❝✐
♦❢ ✐ts ❉◆❆✳ ❈❛s❡ ✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❤❛♣❧♦✐❞ ♦r❣❛♥✐s♠s✱ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢
❡❛❝❤ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡❀ ❛t ❛♥② ❧♦❝✉s l ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❧❧❡❧❡ X l ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❈❛s❡ ✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❞✐♣❧♦✐❞ ♦r❣❛♥✐s♠s✱ ✇✐t❤ t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡❀ ❛t ❛♥② ❧♦❝✉s l✱ t✇♦
❛❧❧❡❧❡s X l,1 ❛♥❞ X l,2 ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ♠✐①✲
t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥✉♠❜❡r K ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✭❝❧✉st❡rs✮✱ ❡❛❝❤ ❜❡✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
❛ s❡t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s✳ ▲❡t ❞❡♥♦t❡ ❜② Z t❤❡ ✭✉♥♦❜s❡r✈❡❞✮ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠❡s ❢r♦♠✳ ❱❛r✐❛❜❧❡ Z t❛❦❡s ✐ts ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s❡t {1, . . . , K} ♦❢ t❤❡ ❧❛❜❡❧s
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs✳ ■ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r π = (πk)1≤k≤K ✱ ✇❤❡r❡
πk = P (Z = k)✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ Z✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s X1, . . . , XL ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥ ❈❛s❡ ✷✱ t❤❡ st❛t❡s X l,1 ❛♥❞ X l,2 ❢♦r t❤❡ lt❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛r❡ ❛❧s♦ s✉♣♣♦s❡❞ t♦
❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ Z✳ ❚❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ✇❤❛t ❜✐♦❧♦❣✐sts
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛❧❧ ▲✐♥❦❛❣❡ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭▲❊✮ ❛♥❞ ❍❛r❞②✲❲❡✐♥❜❡r❣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❍❲❊✮✳ ❆❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥♦t②♣❡ x =

(
xl
)
1≤l≤L

✐♥ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ k ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s

P (x| Z = k) =
L∏

l=1

P
(
xl|Z = k

)

❈❛s❡ ✶✿ P
(
xl|Z = k

)
= αk,l,xl

❈❛s❡ ✷✿ P
(
xl|Z = k

)
= (2− ✶xl,1=xl,2)αk,l,xl,1αk,l,xl,2 ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ αk,l,j ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ st❛t❡ j ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ X l ✐♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ k✳ ❚❤❡
♠✐①✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s πk ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s αk,l,j ✇✐❧❧ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❣❡♥♦♠✐❝s✱ ❍❛r❞②✲❲❡✐♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❧✐♥❦❛❣❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
s❡✈❡r❛❧ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ s❡❡♠ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝❀ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡② ❤❛✈❡ st✐❧❧ ♣r♦✈❡♥
t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♠❛♥② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣❡♥❡t✐❝ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛♥❞ s❡r✈❡ ❛s ❛ ❜❛s❡ ♠♦❞❡❧
✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♠✐❝r♦❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ❡st✐♠❛t♦rs ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ✭▼▲❊✮ r❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
✇✐s❤ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐sts t♦ ❣r♦✉♣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥t♦ ❝❧✉st❡rs ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❍❛r❞②✲❲❡✐♥❜❡r❣ ❛♥❞
❧✐♥❦❛❣❡ ❞❡s❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ❛♥❞ t❤✐s ❜r✐♥❣s s♦♠❡ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✭s❡❡ ❬✼✸❪ ❛♥❞
r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳



✶✵✽ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s

●♦✐♥❣ ❞❡❡♣❡r✱ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❛t ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♦❢t❡♥ ♣r❡❢❡r s✐♠♣❧✐✲
✜❡❞ ❛♥❞ ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐❛s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ♠♦r❡
r♦❜✉st ❡st✐♠❛t♦rs ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❡rs✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ✇❡ ❣❡t ❛ s♠❛❧❧❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s
❧❡❣✐t✐♠✐③❡s ❛❧s♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳

■t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t S ♦❢ t❤❡
L ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♦t❤❡rs ❜❡❡♥ ✉s❡❧❡ss ♦r ❡✈❡♥ ❤❛r♠❢✉❧ t♦ ❞❡t❡❝t ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥t♦ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ S✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✐♥ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✿ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ t❤❡♠ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ st❛t❡s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝r♦ss
t❤❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥❀ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❬✶✵✹❪
✐❧❧✉str❛t❡ ✐ts ❜❡♥❡✜ts✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② βl,j t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ st❛t❡ j ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ X l ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦♣✉✲
❧❛t✐♦♥✿

βl,j = α1,l,j = · · · = αk,l,j · · · = αK,l,j ❢♦r ❛♥② l /∈ S ❛♥❞ 1 ≤ j ≤ Al.

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ S = ∅ ✐❢ K = 1✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ S ❜❡❧♦♥❣s t♦ P∗(L)✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♥♦♥ ❡♠♣t②
s✉❜s❡ts ♦❢ {1, . . . , L}✳

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ❞♦✇♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥ x =

(
xl
)
1≤l≤L

✿

❈❛s❡ ✶✿ P(K,S,θ)(x) =

[
K∑

k=1

πk
∏

l∈S
αk,l,xl

]
×
∏

l /∈S
βl,xl

❈❛s❡ ✷✿ P(K,S,θ)(x) =

[
K∑

k=1

πk
∏

l∈S
(2− ✶xl,1=xl,2)αk,l,xl,1 × αk,l,xl,2

]

×
∏

l /∈S
(2− ✶xl,1=xl,2) βl,xl,1βl,xl,2

✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ θ = (π, α, β) ✐s ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇✐t❤

α = (αk,l,j)1≤k≤K; l∈S; 1≤j≤Al

β = (βl,j)l /∈S; 1≤j≤Al
.

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ K ❛♥❞ S✱ θ = θ(K,S) r❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s❡t

Θ(K,S) = SK−1 ×
[∏

l∈S
SAl−1

]K
×
∏

l /∈S
SAl−1, ✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ Sr−1 =
{
p = (p1, p2, . . . , pr) ∈ [0, 1]r :

∑r
j=1 pj = 1

}
✐s t❤❡ (r − 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

s✐♠♣❧❡①✳

❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s

M(K,S) =
{
P(K,S,θ) : θ ∈ Θ(K,S)

}
✭✹✳✹✮

✇✐t❤ (K,S) ∈M := {(1, ∅)} ∪ (N\{0, 1})×P∗(L)✳ ❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥
✉s❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✐♥❞❡① m ∈M ✐♥st❡❛❞ ♦❢ (K,S)✳



✹✳✷✳✷ ✲ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✶✵✾

❊❛❝❤ ♠♦❞❡❧M(K,S) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ K ❝❧✉st❡rs
❛♥❞ ❛ s✉❜s❡t S ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥❢❡rr✐♥❣ K ❛♥❞ S ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■t ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❛t❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✈✐❛ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ θ̂ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θ(K,S) ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss z ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
x ❜② t❤❡ ▼❆P ♠❡t❤♦❞✿

ẑ = argmax
1≤k≤K

P(K,S,θ̂) (Z = k|X = x) .

✹✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥

❆ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ s♦❧✈❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧M(K,S)✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ✭▼▲❊✮ P̂(K,S) = P(K,S,θ̂)✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝♦♥tr❛st

γn (P ) = −
1

n

n∑

i=1

lnP (Xi) ✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ Xi ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡♥ ❛ ❞❛t❛ ❞r✐✈❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧

M(K̂n,Ŝn) ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ✇❤❡r❡
(
K̂n, Ŝn

)
♠✐♥✐♠✐③❡s ❛ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝r✐t❡✲

r✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
crit(K,S) = γn

(
P̂(K,S)

)
+ penn(K,S),

✇❤❡r❡ penn : M → R+ ✐s t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ✐s
P̂(K̂n, Ŝn)

✳

❚❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r✜t ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ♣❡♥❛❧t✐❡s✱ s✉❝❤
❛s t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ AIC ❛♥❞ BIC ❝r✐t❡r✐❛✱ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

D(K,S) = K − 1 +K
∑

l∈S
(Al − 1) +

∑

l /∈S
(Al − 1) ✭✹✳✻✮

❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ M(K,S)✳ ❚❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ AIC ❛♥❞ BIC ❛r❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②

penAIC (m) =
1

n
·Dm;

penBIC (m) =
lnn

2n
·Dm.

✭✹✳✼✮

❖✉r ✇♦r❦ ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼▲❊ ❡st✐♠❛t♦r P̂(K, S)✱ ❜✉t t❤✐s ❧❛st ♦♥❡ ♣r❡s❡♥ts ❛
❞r❛✇❜❛❝❦✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ KL ❛s ❛ r✐s❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱
✇❤❡♥ ❛♥ st❛t❡ ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ▼▲❊ ❡st✐♠❛t♦r ❛ss✐❣♥s t♦ ✐t ❛ ③❡r♦

♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦ r✐s❦ EP0

[
KL

(
P0, P̂(K, S)

)]
✐s ✐♥✜♥✐t❡✳

❚❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ♦✛❡rs ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ▲❡t
✉s ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P ❛♥❞ Q✱ ❛❞♠✐tt✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s ❛♥❞ t ❛s



✶✶✵ ◆❡✇ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ ♥♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r✐s❦ ❜♦✉♥❞s

❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ σ✲✜♥✐t❡ ♠❡❛s✉r❡ µ✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❍❡❧❧✐♥❣❡r
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ P ❛♥❞ Q t❤❡ q✉❛♥t✐t② h(P,Q) ❞❡✜♥❡❞ ❜②

h(P,Q)2 =

∫ (√
s(x)−

√
t(x)

)2
dµ(x). ✭✹✳✽✮

▲❡t (K∗, S∗) ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ✐♥ (K, S) ♦❢ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r r✐s❦ ♦❢ t❤❡ ▼▲❊ ❡st✐♠❛t♦r

R(K, S) = EP0

[
h2
(
P0, P̂(K, S)

)]
. ✭✹✳✾✮

❚❤❡ ❞❡♥s✐t② P̂(K∗, S∗) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♦r❛❝❧❡ ❢♦r t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r r✐s❦✳ ■t ✐s ♥♦t ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r✱
s✐♥❝❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ tr✉❡ ❞❡♥s✐t② P0✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t♦
q✉❛♥t✐❢② t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥
♣❛r❛❣r❛♣❤ ✹✳✹✳✸✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r r✐s❦ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡st✐♠❛t♦r P̂(K̂n, Ŝn)

t♦ t❤❡
♦r❛❝❧❡ r✐s❦✳

✹✳✸ ◆❡✇ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ ♥♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r✐s❦ ❜♦✉♥❞s

✹✳✸✳✶ ▼❛✐♥ r❡s✉❧t

❖✉r ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦r❛❝❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❜♦t❤ ❈❛s❡ ✶ ❛♥❞ ❈❛s❡ ✷✳ ■t
❧✐♥❦s t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r r✐s❦ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡st✐♠❛t♦r t♦ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ KL

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❯♥❧✐❦❡ KL ✇❤✐❝❤ ✐s
♥♦t ❛ ♠❡tr✐❝✱ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ h ♣❡r♠✐ts t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✭♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣②✮ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✾✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ M ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ρ✲▼▲❊s

(
P̂(K,S)

)
(K,S)∈M✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② (K,S) ∈M

γn
(
P̂(K,S)

)
≤ inf

Q∈M(K,S)

γn(Q) + ρ.

▲❡t Amax = sup1≤l≤LAl✱ ❛♥❞ ❧❡t ξ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ξ =
4
√
Amax

√
L

2L+1 − 1
✐♥ ❈❛s❡ ✶ ❛♥❞ ξ =

4
√
Amax

√
L

2(1 + 3
√
2)L − 1

✐♥ ❈❛s❡ ✷✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ξ < 1 ♦r n > ξ2K✳

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛❜s♦❧✉t❡ ❝♦♥st❛♥ts κ ❛♥❞ C s✉❝❤ t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r

penn(K,S) ≥ κ

(
5 +

√
max

(
1

2
lnn+

1

2
lnL,

ln 2

2
+ lnL

))2

D(K,S)

n
✭✹✳✶✵✮

❢♦r ❡✈❡r② (K,S) ∈M✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧M(K̂n,Ŝn) ✇❤❡r❡
(
K̂n, Ŝn

)
♠✐♥✐♠✐③❡s

crit(K,S) = γn
(
P̂(K,S)

)
+ penn(K,S)



✹✳✸✳✷ ✲ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ t♦♦❧ ❢♦r ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✶✶✶

♦✈❡r M ❡①✐sts ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P0✱

EP0

[
h2
(
P0, P̂(K̂n,Ŝn)

)]

≤ C

(
inf

(K,S)∈M

(
KL

(
P0,M(K,S)

)
+ penn(K,S)

)
+ ρ+

(3/4)L

n

)

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❡✈❡r② (K,S) ∈M✱ KL
(
P0,M(K,S)

)
= infQ∈M(K,S)

KL(P0, Q)✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ξ < 1 ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ t♦ ❛✈♦✐❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ξ ✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 1 ❢♦r L ♥♦t t♦♦ s♠❛❧❧✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛s s♦♦♥ ❛s n ≥ 2L✱ ✭✹✳✶✵✮ ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

penn(K,S) ≥ κ

(
5 +

√
1

2
lnn+

1

2
lnL

)2
D(K,S)

n
.

❚❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠ ❢♦r ❧❛r❣❡ n ✐s κ
lnn

2

D(K,S)

n
✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ BIC✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ❢r♦♠ ❬✶✵✹❪✿ ✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P0 ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♠♦❞❡❧ (K0, S0)
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ P0 ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❡♥❞✐♥❣ t♦ 1 ❛s n ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳

❙✉❝❤ ❛ ♣❡♥❛❧t② ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✿ ✐t ✐s ✐♥ ❢❛❝t ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✼✼❪ ✐♥ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❙❤❛r♣ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ κ ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✾ ✐s t♦♦ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ♦✈❡r✲♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s♠❛❧❧❡r ♣❡♥❛❧t✐❡s✳ ❙♦
✐t ✐s ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ t♦ s✉❣❣❡st t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥

penn(K,S) = λ
D(K,S)

n
✭✹✳✶✶✮

✇❤❡r❡ λ ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ n ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ M ✖ ❜✉t ♥♦t
♦♥ (K,S)✳ ❙❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❬✸✱ ✶✸❪ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ λ✿ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ ❝❤❛♥❣❡✲♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❬✼✹❪ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ s❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✳

❙✐♥❝❡ h2 ✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 2✱ t❤❡ ♥♦♥✲❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾ ✐s ✐♥t❡r✲
❡st✐♥❣ ✇❤❡♥ n ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ D(K,S)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s
♦❢ n✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥
❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❦❡❡♣ ❣♦♦❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳

✹✳✸✳✷ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ t♦♦❧ ❢♦r ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥

❚❤❡♦r❡♠ ✾ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❬✼✺✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶✶❪✳ ❚❤✐s ❧❛st r❡s✉❧t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ♥❛♠❡❧② ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ✇✐t❤ ❜r❛❝❦❡t✐♥❣ ❢♦r ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s♣❛❝❡ (A,A)✱
❛♥❞ µ ❛ σ✲✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ A✳ ❆ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s (Mm)m∈M ✐s ❣✐✈❡♥✱
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ Mm ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ µ✳



✶✶✷ ◆❡✇ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ ♥♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r✐s❦ ❜♦✉♥❞s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠✐ts ✉s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ h t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s s
♦r t ✇❤♦s❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ✜♥✐t❡ ❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② 1✳ ❉❡♥♦t✐♥❣

√
s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②√

s(x) =
√
s(x)✱ ❛♥❞ ❜② ‖ · ‖2 t❤❡ ✉s✉❛❧ ♥♦r♠ ✐♥ L2(µ)✱ t❤❡♥

h(s, t) = ‖√s−
√
t‖2.

▲❡t ✉s ♥♦✇ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ✇✐t❤ ❜r❛❝❦❡t✐♥❣✳ ❈♦♥s✐❞❡r s♦♠❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ F ♦❢ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ A✱ ❛♥❞ d ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡tr✐❝s ♦♥ F ✿ h✱
‖ · ‖1✱ ♦r ‖ · ‖2✳ ❆ ❜r❛❝❦❡t [l, u] ✐s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f s✉❝❤ t❤❛t
l ≤ f ≤ u✳ ■ts d✲❞✐❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ d(u, l)✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ε✱ ✇❡
❞❡♥♦t❡ ❜② N[·](ε, F, d) t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜r❛❝❦❡ts ✇✐t❤ d✲❞✐❛♠❡t❡r ♥♦t ❧❛r❣❡r t❤❛♥
ε ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦✈❡r F ✳ ❚❤❡ d✲❡♥tr♦♣② ✇✐t❤ ❜r❛❝❦❡t✐♥❣ ♦❢ F ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ N[·](ε, F, d)✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② H[·](ε, F, d)✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ Mm t❤❡ sq✉❛r❡ ❡♥tr♦♣② ✇✐t❤ ❜r❛❝❦❡t✐♥❣√
H[·](ε,Mm,h) ✐s ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❛t 0✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φm ♦♥ R+ ✇✐t❤

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✭■✮✳ φm ✐s ♥♦♥❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ x 7→ φm(x)/x ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥ (0,+∞) ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r②
σ ∈ R+ ❛♥❞ ❡✈❡r② u ∈Mm

∫ σ

0

√
H[·] (x, Sm(u, σ),h)dx ≤ φm(σ),

✇❤❡r❡ Sm(u, σ) =
{
t ∈Mm : ‖

√
t−√u‖2 ≤ σ

}
✳

✭■✮ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇✐t❤ φm(σ) =
∫ σ

0

√
H[·] (x,Mm,h)dx✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♠❡❛s✉r❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ m ∈ M✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦rMm✿

✭▼✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s✉❜s❡tM′
m ♦❢ Mm ❛♥❞ ❛ s❡t A′ ⊂ A ✇✐t❤ µ(A′) =

µ(A) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② t ∈ Mm✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ (tk)k≥1 ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢M′

m s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② x ∈ A′✱ ln(tk(x)) t❡♥❞s t♦ ln(t(x)) ❛s k t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳ ▲❡t X1, . . . , Xn ❜❡ ✐✐❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞❡♥s✐t② s ✇✐t❤ r❡✲
s♣❡❝t t♦ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ µ✳ ▲❡t {Mm}m∈M ❜❡ s♦♠❡ ❛t ♠♦st ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
♠♦❞❡❧s✱ ❡❛❝❤ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ✭▼✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ρ✲▼▲❊s (ŝm)m∈M✳
▲❡t {xm}m∈M ❜❡ s♦♠❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs s✉❝❤ t❤❛t

∑

m∈M
e−xm = Σ <∞,

❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② m ∈M ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ φm ✇✐t❤ ♣r♦♣❡rt② ✭✐✮ ❞❡✜♥❡ σm ❛s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

φm(σ) =
√
nσ2. ✭✹✳✶✷✮

▲❡t penn : M→ R+ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝r✐t❡r✐♦♥

crit(m) = γn (ŝm) + penn(m).

❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❝♦♥st❛♥ts κ ❛♥❞ C s✉❝❤ t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r

penn(m) ≥ κ
(
σ2
m +

xm
n

)
❢♦r ❡✈❡r② m ∈M,



✹✳✸✳✸ ✲ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾ ✶✶✸

s♦♠❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ m̂ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ crit ♦✈❡r M ❡①✐sts ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡
❞❡♥s✐t② s

Es

[
h2 (s, ŝm̂)

]
≤ C

(
inf
m∈M

(KL (s,Mm) + penn(m)) + ρ+
Σ

n

)
.

■♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✱ σ2
m ❤❛s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠ ♦❢ ŝm✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts xm t❛❦❡

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧s m ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

✹✳✸✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ✇✐t❤ ❜r❛❝❦✲
❡t✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ M(K,S)✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳❆✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽ ✭❇r❛❝❦❡t✐♥❣ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧✮✳ ▲❡t η : R+ → R+ ❜❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

❈❛s❡ ✶✿ η(ε) = (1 + ε)L+1 − 1,

❈❛s❡ ✷✿ η(ε) = (1 + ε) (1 +
√
2 ε (2 + ε))L − 1.

❋♦r ❛♥② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ K ❛♥❞ S✱M(K,S) ❢✉❧✜❧❧s ✭▼✮✳ ❋♦r ❛♥② ε ∈ (0, 1)✱

H[·]
(
η(ε),M(K,S),h

)
≤ D(K,S) ln

(
1

ε

)
+ C(K,S),

✇❤❡r❡

C(K,S) =
1

2

(
ln(2πe)D(K,S) + ln(4πe) (✶K≥2 + L+ (K − 1)|S|)

+ ✶K≥2 ln(K + 1) +
L∑

l=1

ln(Al + 1) + (K − 1)
∑

l∈S
ln(Al + 1).

) ✭✹✳✶✸✮

C(K,S) ✐s ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧M(K,S)✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r φm✳ ❆❧❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r♦✈❡❞
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳❇✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✾✳ ❋♦r ❛♥② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ m = (K,S)✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ φm ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ (0, η(1)] ❜②

φm(σ) =
(
2
√
ln 2

√
D(K,S) +

√
C(K,S) −D(K,S) ln η−1(σ)

)
σ

❢✉❧✜❧❧s ✭■✮✳

❲❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡✜♥❡ φm ❢♦r σ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ η(1)✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳
❚❤✐s ✐s ✇❤② ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ξ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✿



✶✶✹ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡

▲❡♠♠❛ ✶✽✳ ▲❡t Amax = sup
1≤l≤L

Al✱ ξ =
4
√
Amax

√
L

2L+1 − 1
✐♥ ❈❛s❡ ✶✱ ❛♥❞ ξ =

4
√
Amax

√
L

2(1 + 3
√
2)L − 1

✐♥ ❈❛s❡ ✷✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ n ≥ 1 ✐❢ ξ < 1✱ ❛♥❞ ❢♦r n > ξ2K ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ σm ♦❢
✭✹✳✶✷✮ ✈❡r✐✜❡s σm < η(1)✳

❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✾ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r σm✱ ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥✐♥❣
t♦ ❬✼✼❪✳ ❋✐rst✱ σm ≤ η(1) ❡♥t❛✐❧s η−1 (σm) ≤ 1✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ σm ≥ σ̃m✱
✇❤❡r❡

σ̃m =
1√
n

(
2
√
ln 2

√
Dm +

√
Cm

)
. ✭✹✳✶✹✮

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

σm ≤
1√
n

(
2
√
ln 2

√
Dm +

√
Cm −Dm ln η−1 (σ̃m)

)
. ✭✹✳✶✺✮

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts xm✳ ■❢ ✇❡ t❛❦❡ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ nσ2
m✱ t❤✐s ✇✐❧❧

❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✵✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡

xm = (ln 2)Dm.

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s s✉✐t❛❜❧❡✳

▲❡♠♠❛ ✶✾✳ ❋♦r ❛♥② ♠♦❞❡❧Mm✱ ✇✐t❤ m ∈M ❛s ❛❜♦✈❡✱ ❧❡t ✉s s❡t xm = (ln 2)Dm✳ ❚❤❡♥
∑

m∈M
e−xm ≤ (3/4)L.

❚♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ η−1 (σ̃m)✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✷✵✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✱

σ2
m +

xm
n
≤ D(K,S)

n

(
5 +

√
max

(
1

2
lnn+

1

2
lnL,

ln 2

2
+ lnL

))2

.

❚❤✐s ❡♥❞s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳

✹✳✹ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡

■♥ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts t❤❡ ♥✉♠❜❡rs Al ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ❛t ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ X l ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡s✲
s❛r✐❧② ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs Âl ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ▼▲❊
❡st✐♠❛t♦r s❡❧❡❝t ❛ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ ♥✉❧❧ ✇❡✐❣❤t ♦♥ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞ st❛t❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧
M(K,S)✱ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ▼▲❊ ❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲
▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❬✸✻❪✮✳

❚❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡st✐♠❛t♦r P̂(K̂n, Ŝn)

❛r❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜✲❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥s ✹✳✹✳✶ ❛♥❞
✹✳✹✳✷✳ ❚❤❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✳



✹✳✹✳✶ ✲ ❙❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❥✉♠♣ ✶✶✺

✹✳✹✳✶ ❙❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❥✉♠♣

❚❤❡♦r❡♠ ✾ s✉❣❣❡sts t♦ t❛❦❡ ❛ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ✭✹✳✶✶✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ♠♦❞✉❧♦
❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✳ ❙❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❬✸✱✶✸❪✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡♥❛❧t② penopt(m) = λoptDm/n✳
❚❤❡s❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡♥❛❧t②
penmin(m) = λminDm/n r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ✇♦r❦✿ ✇❤❡♥
t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛t penmin✱ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞✲
❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❧❛r❣❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❡♥❛❧t②
✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ penmin✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤❡♥ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ♣❡♥❛❧t② ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t✇✐❝❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡♥❛❧t②✿

penopt (m) ≈ 2λminDm/n.

❚❤❡ ♥❛♠❡ ✏s❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✑ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ λmin ❜❡✐♥❣ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥

γn

(
P̂m

)
∼ Dm/n ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ s✉❜✲❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s m✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ❜❡❧♦✇✱ ❛ s❧♦♣❡ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥✲
t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧M(K0, S0)✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❛♥❞ ♠❛✐♥❧② ❤❡r❡ ❢♦r
✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ✐t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ s❡♥s✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳
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Other competing models

y = −38180 + 0.881x
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Selected dimension

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❚✇♦ ✇❛②s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❧♦♣❡✱ ♦♥ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❛♠♣❧❡ ♦❢ 1000 ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱
✇✐t❤ 8 ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♠♦♥❣ 10✱ ❛♥❞ 5 ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ▼♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ✈✐❛
t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜❛❝❦✇❛r❞✲st❡♣✇✐s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r K ♦❢ ❝❧✉st❡rs
✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ 1 t♦ 10✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✐s 0.15✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ λmin ❜② ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ❛♥♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❥✉♠♣ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛t ❤❛♥❞ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❣r✐❞ λ1 < . . . < λr ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ λmin✱ ❛♥❞
❛ s✉❜✲❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ Mexplored ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❊❛❝❤ λi ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❡❧❡❝t❡❞
♠♦❞❡❧ m̂i ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ Dm̂i

✳ ■❢ ②♦✉ ♣❧♦t Dm̂i
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ λi✱ λmin ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦

❧✐❡ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❥✉♠♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s



✶✶✻ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡

❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t✿ ✐♥ t❤❛t ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❥✉♠♣ ✐s ❛t λ ≈ 5.1✱ ❜✉t λmin ✐s ❛r♦✉♥❞
0.9✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s❡✈❡r❛❧ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❥✉♠♣s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❥✉♠♣ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❬✸❪✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✿ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛t ❛ t✐♠❡
❛❧❧ ❥✉♠♣s ✐♥ ❛♥ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ h ≥ 1 ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐♥ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❜❡❧♦✇
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ P❡♥❛❧t②
(
Mexplored, (λi)i=1,...,r , h

)

❢♦r i = 1 t♦ nλ ❞♦

m̂i ← argmin
m∈Mexplored

{
γn
(
P̂m

)
+ λiDm/n

}

❡♥❞ ❢♦r

iend ← min argmax
i∈{h+1,...,r}

{
Dm̂i−h

−Dm̂i

}

iinit ← max
{
j ∈ [iend − h, iend − 1] , Dm̂j

−Dm̂iend
= Dm̂iend−h

−Dm̂iend

}

λ̂min ←
λiinit

+ λiend

2
r❡t✉r♥ λ̂min

✹✳✹✳✷ ❙✉❜✲❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ Kmax ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧s
✉♥❞❡r ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1 + (Kmax − 1) ∗

(
2L − 1

)
✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ❤✉❣❡ ✐♥

♠♦st s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ✈❡r② ♣❛✐♥❢✉❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r λ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❡♥♦✉❣❤ ♠♦❞❡❧s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r
❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜❛❝❦✇❛r❞✲st❡♣✇✐s❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✵✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦r❡s ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t✐❡s ♦❢ S✳ ■t ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❣❛t❤❡r
t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ S ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r K ♦❢ ❝❧✉st❡rs
❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥ penn✳ ■t ❣✐✈❡s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❛❞❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ st❡♣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠✐❧❛r❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ❢♦r✇❛r❞ str❛t❡❣②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s explorer (K, penn)✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❡♥❛❧t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ st❡♣✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❣r✐❞ 1/2 = λ1 < . . . < λr = lnn ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ AIC ❛♥❞ BIC ✭✹✳✼✮✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ λi ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥
penλi

✳ ❲❡ ❧❛✉♥❝❤ explorer
(
K, penλi

)
❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ K ✐♥ {1, . . . , Kmax} ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧

✈❛❧✉❡s ♦❢ λi ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❣r✐❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣❛t❤❡r t❤❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥ Mexplored✳ ❚❤✐s s✉❜✲
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ s❡❡♠❧② ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡
λ✳

✹✳✹✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❖✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❈❛s❡ ✷ ✐♥ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ▼✐①▼♦●❡♥❉ ✭▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ●❡♥♦t②♣✐❝
❉❛t❛✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝r✐t❡r✐❛ BIC

❛♥❞ AIC ✭s❡❡ ❬✶✵✹❪✮✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡ts



✹✳✹✳✸ ✲ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✶✼

❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♥♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ BIC

❛♥❞ AIC✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❈❛s❡ ✷✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧✿ ✇❡ st✉❞② ❤♦✇ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡tr✐❡✈❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡
tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱
✇❡ ❛r❡ r❛t❤❡r ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r❛❝❧❡
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✿ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r r✐s❦ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡st✐♠❛t♦r t♦ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ r✐s❦✳

❈♦♥s✐st❡♥❝② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ L = 10 ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ 10 st❛t❡s ❡❛❝❤✳ ❲❡
❝❤♦s❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐t❤ K0 = 5 ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡
st❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s
✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❛♥❦✳ ■♥ t❤❡ ✜rst 6 ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡
s❡♣❛r❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 2 ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ♣♦♦r❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞✳
■♥ t❤❡ ❧❛st 2 ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ st❛t❡s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✳✉✲♣s✉❞✳❢r✴⑦t♦✉ss✐❧❡✴✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s n ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐♥ [50, 900] ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡♠✱ 10 ❞❛t❛s❡ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ❛♥❞
❚❛❜❧❡ ✹✳✹✳✸✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s✉❜s❡t Ŝn

♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✜rst 6 ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡t✐❝❛❧❧②
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤
K̂n = K0✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✳✸ ❣✐✈❡s ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts K̂n✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤
Ŝn ⊇ {1, . . . , 6}✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤
K̂n = K0✱ ✈❡rs✉s t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡✳

■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ AIC s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❡st ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥❀ ❤♦✇❡✈❡r
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ AIC ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ■t ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs t❤❛t

http://www.math.u-psud.fr/~toussile/
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K̂n

n crit ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽
✺✵ ❈t❡✯❞✐♠ ✵ ✶✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

❆■❈ ✵ ✶✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵
❇■❈ ✶✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✶✵✵ ❈t❡✯❞✐♠ ✵ ✷ ✽ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵
❆■❈ ✵ ✵ ✾ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵
❇■❈ ✶✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✷✵✵ ❈t❡✯❞✐♠ ✵ ✵ ✸ ✷ ✺ ✵ ✵ ✵
❆■❈ ✵ ✵ ✵ ✶ ✾ ✵ ✵ ✵
❇■❈ ✶✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✸✵✵ ❈t❡✯❞✐♠ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶✵ ✵ ✵ ✵
❆■❈ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶✵ ✵ ✵ ✵
❇■❈ ✵ ✾ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✹✵✵ ❈t❡✯❞✐♠ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶✵ ✵ ✵ ✵
❆■❈ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶✵ ✵ ✵ ✵
❇■❈ ✵ ✾ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵

✺✵✵ ❈t❡✯❞✐♠ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶✵ ✵ ✵ ✵
❆■❈ ✵ ✵ ✵ ✵ ✽ ✶ ✶ ✵
❇■❈ ✵ ✺ ✹ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵

✻✵✵ ❈t❡✯❞✐♠ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶✵ ✵ ✵ ✵
❆■❈ ✵ ✵ ✵ ✵ ✼ ✸ ✵ ✵
❇■❈ ✵ ✵ ✵ ✵ ✺ ✺ ✵ ✵

✼✵✵ ❈t❡✯❞✐♠ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶✵ ✵ ✵ ✵
❆■❈ ✵ ✵ ✵ ✵ ✻ ✷ ✷ ✵
❇■❈ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶✵ ✵ ✵ ✵

✽✵✵ ❈t❡✯❞✐♠ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶✵ ✵ ✵ ✵
❆■❈ ✵ ✵ ✵ ✵ ✾ ✶ ✵ ✵
❇■❈ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶✵ ✵ ✵ ✵

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛✿ ❆■❈✱ ❇■❈ ❛♥❞
❈t❡✯❞✐♠ ✭❢♦r t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡✱ ✇✐t❤ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳

AIC ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡
s✐③❡s ✭❛r♦✉♥❞ n = 100 ❛♥❞ n = 200✮✱ ❜✉t ✐t ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤✐s ♥✉♠❜❡r ❢r♦♠ n =
500✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♣❡r❢❡❝t❧② ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❢♦r
s❛♠♣❧❡ s✐③❡s ≥ 300✳ BIC ♣❡r❢♦r♠s ♣♦♦r❧② ❢♦r ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♦♥ ❞❛t❛s❡ts ✇✐t❤ s♠❛❧❧ s✐③❡s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❛❧t②
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡s ❣❧♦❜❛❧❧② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛♥❞ ✐t ❣✐✈❡s t❤✉s
❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✏❲❤✐❝❤ ♣❡♥❛❧t② ❢♦r ✇❤✐❝❤ s❛♠♣❧❡ s✐③❡❄✑✳

■t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s ❝❤❛♥❣❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ❢r♦♠ ♦♥❡
r✉♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ♠✐ss t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦♥ s✉❝❤ s❛♠♣❧❡
s✐③❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ♣r♦❜❛❜❧②
t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ s✐③❡ n ≤ 300✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ≥ 310✳

❖r❛❝❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦r❛❝❧❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♠✲
♣❛r❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡st✐♠❛t♦r t♦ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ❢♦r ❍❡❧❧✐♥❣❡r r✐s❦✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ✐s
t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r (K∗, S∗) ♦❢ t❤❡ r✐s❦



✹✳✹✳✸ ✲ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✶✾

E
[
h2
(
P0, P̂(K, S)

)]
♦✈❡r t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s M✳

■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡ts ✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❞♠✐ts L = 6
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ 3 st❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ K0 = 3 ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥ t❤❡ ✜rst 3 ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♦♥ t❤❡ 4t❤ ❛♥❞
5t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ 6t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② K0 = 3 ❛♥❞ S0 = {1, 2, 3, 4, 5}✳ ❚❤❡
✇❤♦❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✳✉✲♣s✉❞✳❢r✴⑦t♦✉ss✐❧❡✴✳

❲❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ✉s✐♥❣ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ 100 s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡ts
♦❢ s✐③❡ 500 ❡❛❝❤✱ ❛♥❞ ❣♦t K̂∗ = 3 ❛♥❞ Ŝ∗ = {1, 2, 3, 4}✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜♦①♣❧♦ts✱ ♠❡❛♥s ❛♥❞ t❤❡✐r 95% ❝♦♥✜❞❡♥t ✐♥t❡r✈❛❧s✱

❢♦r
h
2
(
P0, P̂

(K̂n, Ŝn)

)

h
2
(
P0, P̂

(K̂∗, Ŝ∗)

) ❀ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞

♦r❛❝❧❡
(
K̂∗, Ŝ∗

)
❀ t❤r❡❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✿ AIC✱ BIC✱ ❛♥❞ Cte*Dim ✇❤✐❝❤

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳

AIC BIC

AIC ✲ < 5.40e− 05
Cte*Dim < 2.02e− 05 < 2.20e− 16

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❚❤❡ p✲✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ st✉❞❡♥t t❡sts ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡

h2
(
P0, P̂(K̂n, Ŝn)

)
✳ ❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞✐s✲

t❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡✳

❚❤❡ ✇♦rst ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦♠❡s ❢r♦♠ BIC ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ❛ s✉r♣r✐s❡ ❢♦r t✇♦ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s✳

http://www.math.u-psud.fr/~toussile/


✶✷✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❋✐rst BIC ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ tr✉❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t t♦ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ✐♥ ♦✉r
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r❡s
❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛r②✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ AIC ❛♥❞ BIC✱ t❤❡ ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❛t❛✲
❞r✐✈❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❜❡st ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❍❡❧❧✐♥❣❡r
r✐s❦ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦r❛❝❧❡✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❜♦t❤AIC ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥
❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✮✳ ❇✉t ❧✐❦❡BIC✱AIC ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❙♦ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦✈❡r AIC ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❛t ✐t ✐s
❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✈✐❛ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥
t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ♠✐①t✉r❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣
✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡✳ ❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦r❛❝❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢
s♦♠❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ s✉❝❤ ❛ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ✉s❛❜❧❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t s✉❣❣❡sts ❛ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ penn(m) = λDm/n✱ ✇❤❡r❡ λ = λ (n, M) ✐s
❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡ λ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ s❧♦♣❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✳

■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✱ t❤❡ ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❡♥❛❧t② ❝❛❧✐❜r❛✲
t✐♦♥ s❤♦✇s ❣♦♦❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❢♦r ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉❡
♠♦❞❡❧✳ ■t ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ❜♦t❤ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ✇❤❡♥
✐t ✐s r❡❛s♦♥♥❛❜❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✏❲❤✐❝❤ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ✇✐t❤
s❛♠♣❧❡ s✐③❡❄✑

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❣r♦✇s r❛♣✐❞❧②✳ ■♥ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝❛♥ ❜❡ s♠❛❧❧✱ s♦ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♠❛② ❜❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❲❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✇♦r❦ ♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❝❧✉st❡r t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞✐✛❡r❡♥t❧②
❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ s❡✈❡r❛❧ st❛t❡s✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ ❛❞✈✐❝❡ ♦❢ ❊❧✐s❛❜❡t❤ ●❛ss✐❛t✱
P❛s❝❛❧ ▼❛ss❛rt✱ ❛♥❞ ●✐❧❧❡s ❈❡❧❡✉①✳ ▼❛♥② t❤❛♥❦s ❛❧s♦ t♦ ◆❛t❤❛❧✐❡ ❆❦❛❦♣♦✱ ◆✐❝♦❧❛s
❱❡r③❡❧❡♥✱ ❛♥❞ ❈❛t❤② ▼❛✉❣✐s✱ ❢♦r t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇❡ ❤❛❞✳

✹✳❆ ▼❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ✇✐t❤ ❜r❛❝❦❡t✐♥❣

❲❡ ✜rst st❛t❡ s❡✈❡r❛❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥tr♦♣② ✇✐t❤ ❜r❛❝❦❡t✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ♣r♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺✶❪✱ ❜✉t s❡✈❡r❛❧ ❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦r
✇r✐t❡♥ ❤❡r❡ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✳ ❚❤❡s❡ ❧❡♠♠❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ t♦♦❧❜♦① t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ✇✐t❤ ❜r❛❝❦❡t✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ♦❢ s✐♠♣❧❡r
❡❧❡♠❡♥ts✳



✹✳✹✳✸ ✲ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✷✶

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s♣❛❝❡ (A,A)✱ ❛♥❞ µ ❛ σ✲✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ A✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦❞❡❧M✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ µ✳
❆❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ L1(µ)✳

▲❡♠♠❛ ✷✶✳ ▲❡t ε > 0✳ ▲❡t [l, u] ❜❡ ❛ ❜r❛❝❦❡t ✐♥ L1(µ)✱ ✇✐t❤ h✲❞✐❛♠❡t❡r ❧❡ss t❤❛♥ ε✱
❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ µ✳ ❚❤❡♥

∫
l dµ ≤ 1 ≤

∫
u dµ ≤ (1 + ε)2.

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst t✇♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡✱ ❢r♦♠ l ≤ s ≤ u✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛st ♦♥❡✱ ✇❡ ✉s❡
tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ L2(µ)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ h✿

∫
u dµ =

∫ (√
l +
(√

u−
√
l
))2

dµ

≤
(√∫

l dµ+ h(u, l)

)2

≤ (1 + ε)2.

▲❡♠♠❛ ✷✷ ✭❇r❛❝❦❡t✐♥❣ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ❞❡♥s✐t✐❡s✮✳ ▲❡t n ≥ 2✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦❧✲
❧❡❝t✐♦♥ (Ai,Ai, µi)1≤i≤n ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ s♣❛❝❡✳ ❋♦r ❛♥② 1 ≤ i ≤ n✱ ❧❡tMi ❜❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ Ai ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ✭▼✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♠♦❞❡❧

M = {s = ⊗n
i=1si; ∀1 ≤ i ≤ n, si ∈Mi} .

M ❝♦♥t❛✐♥s ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ A =
∏n

i=1Ai ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ µ = ⊗n
i=1µi✳

M ❢✉❧✜❧❧s ✭▼✮ ❛♥❞✱ ❢♦r ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs (δi)1≤i≤n✱ ✐❢ ε ≥
∏n

i=1(1 +
δi)− 1 t❤❡♥

H[·] (ε,M,h) ≤
n∑

i=1

H[·] (δi,Mi,h) .

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ s = ⊗n
i=1si ✐♥M✳ ❋♦r 1 ≤ i ≤ n✱ ❧❡tM′

i✱ A
′
i ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡

(ti,k)k≥1 ❜❡ s✉❝❤ ❛s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r Mi t♦ ✈❡r✐❢② ✭▼✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ tk = ⊗n
i=1ti,k

❛♥❞ A′ =
∏n

i=1A
′
i✱ ✭▼✮ ✐s tr✉❡ ❢♦rM t♦♦✳

▲❡t δ > 0✳ ❋♦r ❛♥② 1 ≤ i ≤ n✱ ❧❡t [li, ui] ❛ ❜r❛❝❦❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ si✱ ✇✐t❤ h✲❞✐❛♠❡t❡r
❧❡ss t❤❛♥ δi✳ ▲❡t ✉s s❡t l = ⊗n

i=1li✱ ❛♥❞ u = ⊗n
i=1ui✳ ❚❤❡♥ s ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❜r❛❝❦❡t [l, u]✳ ❲❡

❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts h✲❞✐❛♠❡t❡r✿

h(l, u) =

√√√√
∫

A

( n∑

j=1

( j−1∏

i=1

√
li

n∏

i=j

√
ui −

j∏

i=1

√
li

n∏

i=j+1

√
ui

))2

dµ

≤
n∑

j=1

j−1∏

i=1

√∫

Ai

li dµi

n∏

i=j+1

√∫

Ai

ui dµi h(lj, uj)

≤
n∑

j=1

δj

n∏

i=j+1

(1 + δi) =
n∏

j=1

(1 + δj)− 1



✶✷✷ ▼❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ✇✐t❤ ❜r❛❝❦❡t✐♥❣

t❤❛♥❦s t♦ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✷✶ ✭❡♠♣t② ♣r♦❞✉❝ts ❡q✉❛❧ 1✮✳

▲❡t ε ≥∏n
i=1(1+ δi)− 1✳ ❋♦r ❛♥② 1 ≤ i ≤ n ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢Mi ✇✐t❤

❜r❛❝❦❡ts ♦❢ h✲❞✐❛♠❡t❡r ❧❡ss t❤❛♥ δi✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❝❡ss ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣
♦❢ M ✇✐t❤ ❜r❛❝❦❡ts ♦❢ h✲❞✐❛♠❡t❡r ❧❡ss t❤❛♥ ε✳ ❙♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❛
❝♦✈❡r✐♥❣ ✈❡r✐✜❡s

N[·] (ε,M,h) ≤
n∏

i=1

N[·] (δi,Mi,h) .

▲❡♠♠❛ ✷✸ ✭❇r❛❝❦❡t✐♥❣ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ♠✐①t✉r❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✮✳ ▲❡t n ≥ 2✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② 1 ≤ i ≤ n✱
❧❡tMi ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛❧❧ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s♣❛❝❡ (A,A, µ)
❛♥❞ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ✭▼✮✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♠✐①t✉r❡ ❞❡♥s✐t✐❡s

M =

{
n∑

i=1

πisi : π = (πi)1≤i≤n ∈ Sn−1; ∀1 ≤ i ≤ n, si ∈Mi

}
.

❚❤❡♥M ❢✉❧✜❧❧s ✭▼✮✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② δ > 0✱ η > 0✱ ❛♥❞ ε ≥ δ + η + δη✱

H[·] (ε,M,h) ≤ H[·] (δ, Sn−1,h) +
n∑

i=1

H[·] (η,Mi,h) .

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst✱ ❧❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t Sn−1 ✐s s❡♣❛r❛❜❧❡ ❢♦r ✐ts ✉s✉❛❧ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤❡♥✱ ❝❤❡❝❦✐♥❣
t❤❛tM ❢✉❧✜❧❧s ✭▼✮ ✐s ❡❛s②✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t ✐t✳

❲❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡✈❡❧♦♣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❧❛st r❡❧❛t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡
s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❬✺✶✱ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷❪✳ ▲❡t ✉s ❥✉st s❛② t❤❛t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ✇❡ ❣❡t✱ ✉s✐♥❣ ♦✉r
▲❡♠♠❛ ✷✶ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❬✺✶✱ ▲❡♠♠❛ ✸❪✱

h2(l, u) ≤ η2 (1 + δ)2 + δ2 + 2η δ (1 + δ)

≤ ε2.

◆❡①t r❡s✉❧t ✐s ❥✉st ▲❡♠♠❛ ✷ ❢r♦♠ ❬✺✶❪✿

▲❡♠♠❛ ✷✹ ✭❇r❛❝❦❡t✐♥❣ ❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✮✳ ▲❡t n ≥ 2 ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ▲❡t µ ❜❡
t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ {1, . . . , n}✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥ {1, . . . , n} ✇✐t❤ ✐ts
❞❡♥s✐t② s ∈ Sn−1 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ µ✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ 0 < δ ≤ 1✱

H[·] (δ, Sn−1,h) ≤ (n− 1) ln

(
1

δ

)
+

ln 2 + ln(n+ 1) + n ln(2πe)

2
.

❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❈❛s❡ ✷✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❍❛r❞②✲
❲❡✐♥❜❡r❣ ❣❡♥♦t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

▲❡♠♠❛ ✷✺ ✭❇r❛❝❦❡t✐♥❣ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ❍❛r❞②✲❲❡✐♥❜❡r❣ ❣❡♥♦t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✳ ❙✉♣♣♦s❡
t❤❛t✱ ❢♦r s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ l✱ t❤❡r❡ ❡①✐st Al ≥ 2 ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s✳ ▲❡t Ωl ❜❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❛❧❧ ❣❡♥♦t②♣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍❛r❞②✲❲❡✐♥❜❡r❣ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✮✳ ❚❤❡♥ Ωl ❢✉❧✜❧❧s ✭▼✮✱
❛♥❞ ❢♦r ❛♥② δ > 0 ❛♥❞ ε ≥

√
2 δ (2 + δ)✱

H[·] (ε,Ωl,h) ≤ H[·] (δ, SAl−1,h) .



✹✳✹✳✸ ✲ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✶✷✸

Pr♦♦❢✳ ✭✹✳✶✮ ♣❡r♠✐ts t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r α = (α1, . . . , αAl
) ∈ SAl−1 t♦ ❛♥② ❞❡♥s✐t②

✐♥ Ωl✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❢♦r ❛♥② α ∈ [0, 1]Al ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

dα(x) = (2− ✶x1=x2)αx1αx2

♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❣❡♥♦t②♣❡s x = {x1, x2} ♦♥ Al st❛t❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ δ > 0 ❛♥❞ dα ∈ Ωl✳
▲❡t [l, u] ❜❡ s♦♠❡ ❜r❛❝❦❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ α✱ ✇✐t❤ h✲❞✐❛♠❡t❡r ❧❡ss t❤❛♥ δ✳ ❚❤❡♥ dα ❜❡❧♦♥❣s
t♦ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t [dl, du]✳ ▲❡t ✉s ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✐ts ❞✐❛♠❡t❡r✳

h2(dl, du) =

Al∑

a=1

(ua − la)2 +
∑

1≤a<b≤Al

(√
2uaub −

√
2lalb

)2

≤ 2

Al∑

a=1

Al∑

b=1

(√
uaub −

√
ualb +

√
ualb −

√
lalb

)2

≤ 2



√√√√

Al∑

a=1

ua

Al∑

b=1

(√
ub −

√
lb

)2
+

√√√√
Al∑

a=1

(√
ua −

√
la

)2 Al∑

b=1

lb




2

≤ 2 ((1 + δ) δ + δ)2

✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷✶✳ ❙♦ h(dl, du) ≤
√
2 δ (2 + δ)✳

▲❡t (α(k))k≥1 ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ SAl−1 ∩ QAl ✱ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ α ❢♦r t❤❡ ✉s✉❛❧
t♦♣♦❧♦❣② ❛s k t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② ❣❡♥♦t②♣❡ x = {x1, x2}✱ ln dα(k)(x) t❡♥❞s
t♦ ln dα(x)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ Ωl ❢✉❧✜❧❧s ✭▼✮✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽✳ ❲❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r ❈❛s❡ ✷✳ ❋♦r ❈❛s❡ ✶ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✐s s✐♠✐❧❛r✱
✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② ❤❛✈❡ SAl−1 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ Ωl✳

❯s✐♥❣ ✭✹✳✷✮ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P(K,S)

(
· |θ
)
✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛ ♠✐①t✉r❡ ❞❡♥s✐t②

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ S✱ ❛♥❞ ❛ ♣r♦❞✉❝t ❞❡♥s✐t② ✐♥
⊗

l /∈S Ωl ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡t ✉s ❝❛❧❧M t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ K ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥

⊗
l∈S Ωl✳

❲❡ ✜rst ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✷✷ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✷✺✱⊗
l /∈S Ωl ❢✉❧✜❧❧s ✭▼✮✳ ❋♦r ❛♥② ε ∈ (0, 1)✱

H[·]

(
(1 + 2

√
2ε+

√
2ε2)L−|S| − 1,

⊗

l /∈S
Ωl,h

)
≤
∑

l /∈S
H[·]

(
2
√
2ε+

√
2ε2,Ωl,h

)

≤
∑

l /∈S
H[·] (ε, SAl−1,h) .

❖♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②

H[·]

(
(1 + 2

√
2ε+

√
2ε2)|S| − 1,

⊗

l∈S
Ωl,h

)
≤
∑

l∈S
H[·] (ε, SAl−1,h) .

❲❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✷✸✱ ❛♥❞ ❣❡t t❤❛tM ❢✉❧✜❧❧s ✭▼✮ ❛♥❞

H[·]
(
(1 + 2

√
2ε+

√
2ε2)|S|(1 + ε)− 1,M,h

)

≤ ✶K≥2H[·] (ε, SK−1,h) +K
∑

l∈S
H[·] (ε, SAl−1,h) .



✶✷✹ ❊st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ♣❡♥❛❧t②

▲❡♠♠❛ ✷✷ ❛❣❛✐♥✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦M ❛♥❞
⊗

l /∈S Ωl✱ ❣✐✈❡s t❤❛tM(K,S) ❢✉❧✜❧❧s ✭▼✮✱ ❛♥❞ ❢♦r
❛♥② ε ∈ (0, 1)✱

H[·]
(
η(ε),M(K,S),h

)

≤ ✶K≥2H[·] (ε, SK−1,h) +K
∑

l∈S
H[·] (ε, SAl−1,h) +

∑

l /∈S
H[·] (ε, SAl−1,h) .

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t ♦♥❧② r❡♠❛✐♥s t♦ ✉s❡ ▲❡♠♠❛ ✷✹ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

✹✳❇ ❊st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ♣❡♥❛❧t②

❋✐rst✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ η✳

▲❡♠♠❛ ✷✻ ✭Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ η✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ η ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✶✽✱ ❢r♦♠ R+ ✐♥t♦ R+✳ η ✐s ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✳ η(0) = 0✱ ❛♥❞
η′(0) = L+ 1 ✐♥ ❈❛s❡ ✶ ✇❤✐❧❡ η′(0) = 2

√
2L+ 1 ✐♥ ❈❛s❡ ✷✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❈❛s❡ ✶ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡✱ s♦ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦♥❧② ❈❛s❡ ✷✳

❙❡tt✐♥❣ u(x) = 1 + 2
√
2 x +

√
2 x2✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ η(x) = (1 + x) u(x)L − 1✳ ❚❤❡♥✱

❝❛❧❝✉❧✉s ❣✐✈❡s

η′(x) = (2L+ 1) u(x)L + 2L (
√
2− 1) u(x)L−1.

❙✐♥❝❡ u ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥ (0,+∞)✱ η ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❇✉t η(0) = 0✱ s♦ η ✐s ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥ R+✳
❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ η′(0) = 2

√
2L+ 1✳ ◆❡①t✱

η′′(x) = 2
√
2 (1 + x)

(
(2L2 + L) u(x)L−1 + 2L (L− 1) (

√
2− 1) u(x)L−2

)

✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥ R+✳

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✾✳ ▲❡t 0 < σ ≤ η(1)✱ ❛♥❞ δ = η−1(σ)✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② u ∈Mm✱

∫ σ

0

√
H[·] (x,Mm(u, σ),h)dx

≤
∞∑

j=1

∫ η(2−j+1δ)

η(2−jδ)

√
H[·] (x,Mm,h)dx

≤
∞∑

j=1

(
η
(
2−j+1δ

)
− η

(
2−jδ

))√
Cm −Dm ln δ +Dmj ln 2

≤ η(δ)
√
Cm −Dm ln δ

+
√
Dm ln 2

∞∑

j=1

√
j
(
η
(
2−j+1δ

)
− η

(
2−jδ

))
.
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❲❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦❢ t❤✐s s✉♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

∞∑

j=1

√
j
(
η
(
2−j+1δ

)
− η

(
2−jδ

))
≤

∞∑

j=1

j
(
η
(
2−j+1δ

)
− η

(
2−jδ

))

=
∞∑

k=1

η
(
2−k+1δ

)

≤
∞∑

k=1

2−k+1η(δ) = 2σ.

❙♦ ∫ σ

0

√
H[·] (x,Mm(u, σ),h)dx ≤ φm(σ).

❙✐♥❝❡ η ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ φm(x)/x ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t φm ✐s ♥♦♥❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ✐t ✐s
❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x) = x

√
b− ln η−1(x) ✐s ♥♦♥❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥ (0, η(1)]✱

✇❤❡r❡ b = Cm

Dm
✳ ❋r♦♠ ✭✹✳✶✸✮✱ ✇❡ ❣❡t Cm > ln(2πe)

2
Dm > Dm✱ s♦ b > 1✳ ❈❛❧❝✉❧✉s ❣✐✈❡s

f ′(x) =
√
b− ln η−1(x)− x

2η−1(x) η′ (η−1(x))
√
b− ln η−1(x)

.

▲❡t y ∈ (0, 1]✳ η ✐s ❝♦♥✈❡① ♦♥ (0, 1]✱ ❛♥❞ t❤❛t ❡♥t❛✐❧s η(y)
y η′(y) ≤ 1✳ ❚❤✉s

√
b− ln y f ′ (η(y)) ≥ b− ln y − 1/2 > 0.

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✽✳ ❙✐♥❝❡ φm(x)/x ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❢♦r ❛♥② σ > 0 s✉❝❤ t❤❛t
√
nσ2 >

φm(σ)✱ σ > σm✳ ❙♦✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r s✐t✉❛t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t
√
n >

φm(η(1))

η2(1)
✳

❋♦r ❛❧❧ 1 ≤ l ≤ L✱ Al ≥ 2✳ ❙✐♥❝❡ 1
2
ln(1 + x) ≤ x− 1 ❢♦r x ≥ 2✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❜♦✉♥❞s
1 + ln(2π)

2
Dm ≤ Cm ≤

(
2 + ln(2π) +

ln 2

2

)
Dm. ✭✹✳✶✻✮

❚❤❡r❡❢♦r❡

φm(η(1))

η2(1)
<

4
√
Dm

η(1)

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡
Dm ≤ K LAmax.

❙♦✱ s✐♥❝❡ φm(x)/x
2 ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ σm < η(1) ❛s s♦♦♥ ❛s n > ξ2K✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ✇❤❡♥ ξ < 1✱

s✐♥❝❡ K ≤ n✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✐s ♥♦t ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✾✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ δ = 1/2✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ e−xm = δDm ✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ M✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐s❝❡r♥ t✇♦ ❝❛s❡s✿ K = 1 ❛♥❞ S = ∅✱ ♦r K ≥ 2 ❛♥❞ S 6= ∅✳ ❙♦✱



✶✷✻ ❊st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ♣❡♥❛❧t②

✉s✐♥❣ ✭✹✳✻✮✱

∑

m∈M
e−xm = δ

∑L
l=1(Al−1)

(
1 +

∑

S 6=∅

∑

K≥2

(
δ1+

∑
l∈S(Al−1)

)K−1

)

= δ
∑L

l=1(Al−1)

(
1 +

∑

S 6=∅

δ1+
∑

l∈S(Al−1)

1− δ1+
∑

l∈S(Al−1)

)

≤ δL

(
1 +

δ

1− δ
∑

S 6=∅
δ|S|
)

= δL(1 + δ)L.

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✵✳ η−1 ✐♥ ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ η(0) = 0✱ s♦ ❢♦r ❛♥② 0 ≤ x ≤
η(1)✱

η−1(x) ≥ η−1(2)

2
min(x, 2).

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✭✹✳✶✹✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✻✮ ❡♥t❛✐❧

σ̃m ≥ C1

√
Dm

n
≥ C1

√
L

n
✭✹✳✶✼✮

✇❤❡r❡ C1 = 2
√
ln 2 +

√
1+ln(2π)

2
> 2
√
2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

− ln η−1 (σ̃m) ≤ − ln

(
η−1(2)

2

)
− ln 2 + max

(
0,

1

2
(lnn− lnL− ln 2)

)
.

❈♦♥s✐❞❡r ❈❛s❡ ✶✳ ❙✐♥❝❡ η ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ η′(0) = L+ 1✱

η−1(2) ≤ 2

L+ 1
.

◆♦✇✱

η

(
2

L+ 1

)
=

(
1 +

2

L+ 1

)L+1

− 1 ≤ e2 − 1.

❚❤❡♥
η−1(2)

2
≥ 2/(L+ 1)

η (2/(L+ 1))
≥ 2

(e2 − 1)(L+ 1)
.

❚❤❡r❡❢♦r❡

− ln

(
η−1(2)

2

)
≤ ln(e2 − 1)− ln 2 + lnL+ ln(3/2)

❛♥❞

− ln η−1 (σ̃m) ≤ ln(e2 − 1)− 7

2
ln 2 + ln 3 + max

(
1

2
lnn+

1

2
lnL,

ln 2

2
+ lnL

)
.
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❯s✐♥❣ ♥♦✇ ✭✹✳✶✺✮✱ ✇❡ ❣❡t

σ2
m +

xm
n
≤ Dm

n


1

2
+

(
2
√
ln 2 +

√
2 + ln(2π) +

ln 2

2
− ln η−1 (σ̃m)

)2



≤ Dm

n

(
1√
2
+ 2
√
ln 2 +

√
2 + ln(2π)− 3 ln 2 + ln 3 + ln(e2 − 1)

+

√
max

(
lnn+ lnL

2
,
ln 2

2
+ lnL

))2

≤ Dm

n

(
5 +

√
max

(
lnn+ lnL

2
,
ln 2

2
+ lnL

))2

.

◆❡①t✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❈❛s❡ ✷✱ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡♥

η−1(2) ≤ 1√
2L

❛♥❞

η

(
1√
2L

)
≤ 2 exp

(
2 +

1√
2

)
.

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦

− ln η−1(x) ≤ 2 +
1√
2
+

3 ln 2

2
+ lnL− lnmin(x, 2)

❛♥❞

− ln η−1 (σ̃m) ≤ 2 +
1√
2
+ max

(
1

2
lnn+

1

2
lnL,

ln 2

2
+ lnL

)
.

◆♦✇ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

σ2
m +

xm
n
≤ Dm

n

(
1√
2
+ 2
√
ln 2 +

√

4 + ln(2π) +

√
2 + ln 2

2

+

√
max

(
lnn+ lnL

2
,
ln 2

2
+ lnL

))2

≤ Dm

n

(
5 +

√
max

(
lnn+ lnL

2
,
ln 2

2
+ lnL

))2

.



✶✷✽
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❆♥♥❡①❡ ❆

❯♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s

♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s

❆ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥✲❱♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

♠♦❞❡❧s

❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r ♣❛♣❡r ♦❢ ●❤♦s❛❧ ❬✺✸❪✱
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❇♦✉❝❤❡r♦♥ ❛♥❞ ●❛ss✐❛t ❬✶✼❪ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤❡
✇♦r❦ ✐s st✐❧❧ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿ ♠✐ss♣❡❝✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ t♦♦❧s t♦ ❝❤❡❝❦ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❛②❡s✐❛♥ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
♠♦❞❡❧s✱ ♠❡❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
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❆✳✷✳✶ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

▼♦❞❡❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

Pr✐♦r ❤②♣♦t❤❡s❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

❆✳✷✳✷ ▼❛✐♥ r❡s✉❧t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

❆✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

❆✳✸✳✶ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ♣r♦♦❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

❆✳✸✳✷ ❚r✉♥❝❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

❆✳✸✳✸ P♦st❡r✐♦r ❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

❆✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

❆✳❆ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

❆✳❇ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

❆✳❈ ▼▲❊ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

❆✳❉ ❉✐st❛♥❝❡ ✐♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼



❆✳✶✳✶ ✲ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ P❛r❛♠❡t❡r ✶✸✶

❆✳✶ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

▲❡t X ❜❡ s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❡t ✭t❤❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡✮✳ ▲❡t X1:n = (X1, . . . , Xn) ❜❡
❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P0 ♦♥ X ✳

❆✳✶✳✶ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ P❛r❛♠❡t❡r

▲❡t µ ❜❡ ❛ σ✲✜♥✐t❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ X ✳ ▲❡t (kn)n≥1 ❜❡ s♦♠❡ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✱ ✇✐t❤ pn →∞ ❛s n→∞✳

❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ k = kn✱ ❧❡t tk = (tk1, . . . , t
k
k) : X → Rk ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞

❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ 1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ 1 ♦♥ X ✱ t❤❡♥ 1✱ tk1✱
✳ ✳ ✳ ✱ tkk ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ µ✳

▲❡t fk ❜❡ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ µ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ k = kn✱ ❧❡t

ψk(θ) = ln

∫

X
exp

(
θT tk(x)

)
f(x) dµ(x)

❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ Rk ✭✐t ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱ s✐♥❝❡ tk ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✮✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ tkn ✱ ψ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ψkn ✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳
❚❤❡ s❛♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ Λ
❝❛♥

= {Pθ,❝❛♥}θ∈Θ✱ ✇❤❡r❡ Θ ✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡♥
s✉❜s❡t ♦❢ Rkn ✱ ❛♥❞ Pθ,❝❛♥ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ X ❛❞♠✐tt✐♥❣

fθ,❝❛♥(x) = f(x) exp
(
θT t(x)− ψ(θ)

)

❛s ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ µ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t T ❞❡♥♦t❡ t❤❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣✲
❡r❛t♦r✳ Eθ,❝❛♥[g(X)] ❛♥❞ Eθ,❝❛♥[g(X1:n)] r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ g(X) ❛♥❞
g(X1:n) ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ X ✐s Pθ,❝❛♥✱ ❛♥❞ X1:n ✐s ❛ n✲s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
Pθ,❝❛♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Pθ,❝❛♥(B) ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥✐♥❣✳

θ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭♦r ♥❛t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✮ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛♠✐❧② Λ
❝❛♥

✳
❚❤❡ ✐♥❞❡① ✏❝❛♥✑ ✐♥ Pθ,❝❛♥ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤✐s ♣♦✐♥t✳

ψ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ♦♥ Rkn ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✵✻✱ ♣✳ ✸✽❪✮✱ ❛♥❞

ψ̇(θ) = Eθ,❝❛♥ t(X)

ψ̈(θ) = Covθ,❝❛♥ t(X)

ψ̈(θ) ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ Λ
❝❛♥

✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t 1✱ tk1✱ ✳ ✳ ✳ ✱
tkk ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ µ ❡♥t❛✐❧s t❤❛t ψ̈(θ) ✐s ♣♦s✐t✐✈❡
❢♦r ❛♥② θ ✐♥ Rkn ✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ψ̇ ✐s ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

▲❡t Π = ψ̇(Θ) t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Θ ❜② ψ̇✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
π = ψ̇(θ) = Eθ,❝❛♥ t(X)✳ π ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❧❡t Q = ψ̇−1

t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❀ t❤✉s θ = Q(π)✳ ❲❡ ♥♦✇ ✇r✐t❡ Pπ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ Pθ,❝❛♥✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ φ(π)
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ ψ ◦Q(π)✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ Pπ ✐s

fπ(x) = f(x) exp
(
Q(π)T t(x)− φ(π)

)
.



✶✸✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❚❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ Λ = {Pπ}π∈Π ✐s

I(π) = ψ̈−1(θ).

❆✳✶✳✷ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r

❋♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ kn✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r π∗ ∈ Π✱ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ X1:n t♦ ❜❡ ❛ ❛
✈❡❝t♦r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pπ∗ ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
P0 = Pπ∗ ✳ ▲❡t θ∗ = Q(π∗)✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡❛♥

t(X) =
1

n

n∑

i=1

t(Xi).

t(X) ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② π̂n✳ π̂n ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ π∗✿ ✐♥❞❡❡❞✱ π̂n ✐s
❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ✭▼▲❊✮ θ̂n ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ θ̂n = Q(π̂n)✳
Pπ̂n ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ Pπ∗ ✳
❍♦✇❡✈❡r π̂n ♠❛② ❜❡ ♦✉ts✐❞❡ Π✿ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ▼▲❊ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✳

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ∆n t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

∆n =
√
n(π̂n − π∗).

❚❤❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s ∆n → N
(
0, ψ̈(θ∗)

)
✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❆✳✶✳✸ Pr✐♦r ❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

▲❡tW = Wkn ❜❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ Π✱ ❛❞♠✐tt✐♥❣ w(·) ❛s ❛ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ s❡tt✐♥❣ ✇❤❡r❡ W ✐s ❛ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
π✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ X1:n ❣✐✈❡♥ π ✐s t❤❡ n✲❢♦❧❞ ♣r♦❞✉❝t ♠❡❛s✉r❡ P⊗n

π

✭❣✐✈❡♥ π✱ X1, . . . , Xn ❛r❡ ✐✐❞ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ Pπ✮✳

❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ π ❣✐✈❡♥ X1:n✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
P (·|X1:n)✳

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Hn t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

Hn =
√
n(π − π∗).

■ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✭♣♦st❡r✐♦r✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ X1:n ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② PHn|X1:n ✳

❆ ❇❡r♥st❡✐♥✲❱♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠ ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠ st❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✐♥ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥✱ ✐♥ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ PHn|X1:n t♦✇❛r❞s ❛ ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳



❆✳✷✳✶ ✲ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶✸✸

❆✳✷ ❆ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥✲❱♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠

❆✳✷✳✶ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s

▲❡t (Mn)n≥1 ❞❡♥♦t❡ s♦♠❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✱ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ (0,∞)✳ Mn ✇✐❧❧
❛♣♣❡❛r ❛s ❛ t♦♦❧ ✐♥ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧✉s✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳

kn = o(Mn).

❋♦r h ∈ Rkn ✱ ❧❡t σ2
n(h) = hT I(π∗)h✳ ❋♦r M > 0✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t E(M) ❞❡✜♥❡❞

❜②
En,π∗(M) =

{
h ∈ Rkn : σ2

n(h) ≤M
}

❲❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥t❡r✐♦r ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳ ❋♦r n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ En,π∗(Mn) ⊂ Π✳

❖✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤ ❡♥♦✉❣❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ π∗ ❛♥❞ t♦ ❜❡ ✢❛t ❡♥♦✉❣❤ ♦♥ ✐t✳

▼♦❞❡❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s

❋♦r ❛♥② π ∈ Π✱ ❧❡t Jπ ❜❡ ❛ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ ψ̈(θ)✱ ✐✳❡✳ ❛ ♠❛tr✐① s✉❝❤ t❤❛t JπJT
π = ψ̈(θ)✳

❚❤❡♥✱ (JT
π )

−1 ✐s ❛ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ I(π)✳ ▲❡t h =
√
n(π − π∗)✳ ❋♦r ❛ k × k✲♠❛tr✐① A✱ ❧❡t

‖A‖ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♥♦r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ‖ · ‖ ♦❢ Rk✳ ❲❡
♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① J−1

π∗ ψ̈(θ)(J
T
π∗)

−1 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ σn(h)✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ εn → 0 s✉❝❤ t❤❛t

sup
h∈E(Mn)

‖JT
π∗I(π)Jπ∗‖ ≤ 1 + εn

❛♥❞✱ ✇❤❡♥❡✈❡r σ2
n(h) ≥Mn✱

∥∥∥J−1
π∗ ψ̈(θ)(J

T
π∗)

−1
∥∥∥ ≤ C

σ2
n(h)

Mn

,

✇❤❡r❡ Ikn ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ kn × kn✳

❙✐♥❝❡ t✇♦ sq✉❛r❡ r♦♦ts ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐① ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✱ ‖J−1

π∗ ψ̈(θ)(J
T
π∗)

−1‖ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡✜♥❡❞✳

◆❡①t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✹✳

Mn‖I(π∗)‖ sup
x∈X
‖t(x)‖2 = o(n).



✶✸✹ ❆ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❇❡r♥st❡✐♥✲❱♦♥ ▼✐s❡s ❚❤❡♦r❡♠

■♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❆✳✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡
supx∈X ‖t(x)‖ = 1✱ ❛♥❞ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✹ ❡♥t❛✐❧s n‖I(π∗)‖−1 → ∞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✷✳✶ ❛♥❞ ✸✳✶ ♦❢ ❬✶✼❪✳

❖✉r ❧❛st ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ♦r❞❡r 3 ❛♥❞ 4 ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ π∗✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✺✳ ❋♦r h ∈ E(M) ❛♥❞ u ∈ (0, 1)✱ ❧❡t πu = π∗ +
u√
n
h✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡

sup
h∈E(Mn)

sup
u∈(0,1)

∥∥∥Eπu

[
J−1
πu

(t(X)− πu)
(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)2]∥∥∥ = o

(√
n

Mn

)
.

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻✳ ❋♦r h ∈ E(M) ❛♥❞ u ∈ (0, 1)✱ ❧❡t πu = π∗ +
u√
n
h✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡

sup
h∈E(Mn)

sup
u∈(0,1)

Eπu

[(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)4]
= o(n)

❆♣❛rt t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦r
♣❛♣❡r ♦❢ ●❤♦s❛❧ ❬✺✸❪ ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❜✉t ♥♦♥✲t✐❣❤t ♠♦♠❡♥ts

sup‖a‖=1Eπu

[∥∥aTJ−1
πu

(t(X)− πu)
∣∣4
]
✿

Pr✐♦r ❤②♣♦t❤❡s❡s

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✼ ✭Pr✐♦r ❙♠♦♦t❤♥❡ss✮✳

sup
h,g∈E(Mn)

w(π∗ +
h√
n
)

w(π∗ +
g√
n
)
→ 1 ❛s n→∞.

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✽ ✭Pr✐♦r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✮✳

2 lnw(π∗)− kn lnn− ln det I(π∗) = o(Mn).

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❇♦✉❝❤❡r♦♥ ❛♥❞ ●❛ss✐❛t ❬✶✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹❪ st✉❞② t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t
♣r✐♦rs D(β, . . . , β) ✇✐t❤ β > 0 ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✿ t❤❡② ❢✉❧✜❧❧ t❤❡
Pr✐♦r ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ✉♥❞❡r ❛ ❜✐t str♦♥❣❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ kn lnn = o(Mn)✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ln det I(π∗) = o(Mn)✳

❆✳✷✳✷ ▼❛✐♥ r❡s✉❧t

▲❡t N (∆n, ψ̈(θ∗)) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ Rkn ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ∆n ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐✲
❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ψ̈(θ∗)✳ ▲❡t ‖ · ‖❚❱ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♥♦r♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t (kn)n≥1 ❛♥❞ (πkn
∗ )n≥1 ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r s♦♠❡ s❡q✉❡♥❝❡

(Mn)n≥1✱ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✱ ✺✱ ❛♥❞ ✻✱ ✼✱ ❛♥❞ ✽ ❤♦❧❞✳ ❚❤❡♥

Eπ∗

∥∥∥N
(
∆n, ψ̈(θ∗)

)
− PHn|X1:n

∥∥∥
❚❱

→ 0 ❛s n→∞.

❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✺ ❛♥❞ ✻ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❛ str♦♥❣❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✹✿



❆✳✷✳✷ ✲ ▼❛✐♥ r❡s✉❧t ✶✸✺

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✾✳

M3
n‖I(π∗)‖ sup

x∈X
‖t(x)‖2 = o(n).

▲❡♠♠❛ ✷✼✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✷✱ ✸✱ ❛♥❞ ✾ ❤♦❧❞✳ ❚❤❡♥ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✺ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ (❆) t❤❡ q✉❛♥t✐t②

(❆) =
∥∥∥Eπu

[
J−1
πu

(t(X)− πu)
(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)2]∥∥∥ .

(❆) ≤ 2‖J−1
πu
‖ sup

x∈X
‖t(x)‖Eπu

[(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)2]

≤ 2
√
‖JT

π∗I(πu)Jπ∗‖ ‖I(π∗)‖ sup
x∈X
‖t(x)‖ hT I(πu)h

❚❤❡r❡❢♦r❡

sup
h∈E(Mn)

sup
u∈(0,1)

(❆) ≤ 2Mn sup
h∈E(Mn)

‖JT
π∗I(π)Jπ∗‖3/2

√
‖I(π∗)‖ sup

x∈X
‖t(x)‖

= o

(√
n

Mn

)

t❤❛♥❦s t♦ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✸ ❛♥❞ ✾✳

▲❡♠♠❛ ✷✽✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✷ ❛♥❞ ✸ ❤♦❧❞✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❢✉rt❤❡r t❤❛t

M2
n‖I(π∗)‖ sup

x∈X
‖t(x)‖2 = o(n).

❚❤❡♥ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻ ❤♦❧❞s✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✽✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✼✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

sup
h∈E(Mn)

sup
u∈(0,1)

Eπu

[(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)4]

≤ 4M2
n sup

h∈E(Mn)

‖JT
π∗I(π)Jπ∗‖3‖I(π∗)‖ sup

x∈X
‖t(x)‖2

= o(n).

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❧❡♠♠❛s✱ ✇❡ ❣❡t ❛ s✐♠♣❧❡r ❜✉t s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss ♣♦✇❡r❢✉❧ ❇❡r♥st❡✐♥✲✈♦♥ ▼✐s❡s
❚❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✷✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t (kn)n≥1 ❛♥❞ (πkn
∗ )n≥1 ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r s♦♠❡ s❡q✉❡♥❝❡

(Mn)n≥1✱ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✼✱ ✽✱ ❛♥❞ ✾ ❤♦❧❞✳ ❚❤❡♥

Eπ∗

∥∥∥N
(
∆n, ψ̈(θ∗)

)
− PHn|X1:n

∥∥∥
❚❱

→ 0 ❛s n→∞.



✶✸✻ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶

❆✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶

❆✳✸✳✶ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ ♣r♦♦❢

❋♦r ❛♥② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P ♦♥ Rkn ✱ ❧❡t PM ❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡✜♥❡❞ ❜②

PM(B) =
P (B ∩ E(M))

P (E(M))
.

∥∥∥N
(
∆n, ψ̈(θ∗)

)
− PHn|X1:n

∥∥∥
❚❱

≤
∥∥∥N
(
∆n, ψ̈(θ∗)

)
−NMn

(
∆n, ψ̈(θ∗)

)∥∥∥
❚❱

+
∥∥∥NMn

(
∆n, ψ̈(θ∗)

)
− PMn

Hn|X1:n

∥∥∥
❚❱

+
∥∥∥PMn

Hn|X1:n
− PHn|X1:n

∥∥∥
❚❱

❲❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♣❛rt s❡♣❛r❛t❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✵✳ ❆ss✉♠❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✱ ✺✱ ✻✱ ❛♥❞ ✼ ❤♦❧❞✳ ❚❤❡♥

Eπ∗

∥∥∥NMn
(
∆n, ψ̈(θ∗)

)
− PMn

Hn|X1:n

∥∥∥
❚❱

→ 0 ❛s n→∞.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✶✳ ❆ss✉♠❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✺✱ ✻✱ ✼✱ ❛♥❞ ✽ ❤♦❧❞✳ ❚❤❡♥

Eπ∗

∥∥∥PMn

Hn|X1:n
− PHn|X1:n

∥∥∥
❚❱

→ 0 ❛s n→∞.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✷✳ ❆ss✉♠❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ❤♦❧❞✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❢✉rt❤❡r t❤❛t

M−1
n ‖I(π∗)‖ sup

x∈X
‖t(x)‖2 = o(n).

❚❤❡♥

Eπ∗

∥∥∥N
(
∆n, ψ̈(θ∗)

)
−NMn

(
∆n, ψ̈(θ∗)

)∥∥∥
❚❱

→ 0 ❛s n→∞.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✵ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✶ ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ❆✳✸✳✷ ❛♥❞
❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ❆✳✸✳✸✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✷ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❬✶✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✶❪❀ ✐ts ♣r♦♦❢ r❡❧✐❡s
♦♥ ❈✐r❡❧s♦♥✬s ■♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✸✵ ❜❡❧♦✇✳

❆✳✸✳✷ ❚r✉♥❝❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✵✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡r ♥♦t❛t✐♦♥

(❆) =
∥∥∥NMn

(
∆n, ψ̈(θ∗)

)
− PMn

Hn|X1:n

∥∥∥
❚❱

.



❆✳✸✳✷ ✲ ❚r✉♥❝❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✶✸✼

❚❤❡ ♣r♦♦❢ r❡❧✐❡s ♦♥ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦s✳ ❈♦♥s✐❞❡r π∗ ∈ Π✱ ❛♥❞

h s✉❝❤ t❤❛t
[
π∗, π∗ +

h√
n

]
⊂ Π✳ ▲❡t πu ❞❡♥♦t❡ π∗ + u h√

n
✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡

An(h) =
√
nJT

π∗

(
Q(π1)−Q(π0)−

dQ(πu)

du

∣∣∣∣
u=0

)
✭❆✳✶✮

Bn(h) = nπT
∗

(
Q(π1)−Q(π0)−

dQ(πu)

du

∣∣∣∣
u=0

− 1

2

d2Q(πu)

du2

∣∣∣∣
u=0

)

− n
(
φ(π1)− φ(π0)−

dφ(πu)

du

∣∣∣∣
u=0

− 1

2

d2φ(πu)

du2

∣∣∣∣
u=0

)
.

✭❆✳✷✮

❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ❧❡t Pn,h ❜❡ ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r P⊗n

π∗+ h√
n

✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳❆

ln
dPn,h

dPn,0

(X1:n) = ∆T
nI(π∗)h−

1

2
hT I(π∗)h+∆T

n (J
T
π∗)

−1An(h) + Bn(h). ✭❆✳✸✮

❚❤❡♥✱ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛s ❬✶✼✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉❪✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❏❡♥s❡♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱
❣✐✈❡s

(❆) ≤
∫∫ (

1−
w
(
π∗ +

g√
n

)

w
(
π∗ +

h√
n

) exp
{
∆T

n (J
T
π∗)

−1
(
An(g)− An(h)

)}

· exp
{
Bn(g)− Bn(h)

}
)

+

dNMn(g) dPMn

Hn|X1:n
(h)

✭❆✳✹✮

✇❤❡r❡ (x)+ = max(0, x)✱ ❛♥❞ NMn ✐s ❛♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r NMn
(
∆n, ψ̈(θ∗)

)
✳

❯s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

∀x ≥ 0, (1− x ea)+ ≤ |a| x+ (1− x)+ ✭❆✳✺✮

✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

(❆) ≤
(
1− 1

C

)
+ 2C

(
‖J−1

π∗ ∆n‖ sup
h∈E(Mn)

‖An(h)‖+ sup
h∈E(Mn)

|Bn(h)|
)

✇❤❡r❡

C = sup
g,h∈E(Mn)

w
(
π∗ +

g√
n

)

w
(
π∗ +

h√
n

)

❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ 1 ✐❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✼ ❤♦❧❞s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ❜✉t
‖J−1

π∗ ∆n‖✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Eπ∗ ‖J−1
π∗ ∆n‖ ≤

√
Eπ∗

[
‖J−1

π∗ ∆n‖2
]
=
√
kn ✭❆✳✻✮

❚❤❡♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳❇✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✸✳ ❆ss✉♠❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✺✱ ❛♥❞ ✻ ❤♦❧❞✳ ❚❤❡♥
√
kn sup

h∈E(Mn)

‖An(h)‖+ sup
h∈E(Mn)

|Bn(h)| → 0 ❛s n→∞.



✶✸✽ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶

❆✳✸✳✸ P♦st❡r✐♦r ❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ▲❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ ✷✾✳ ▲❡t P ❞❡♥♦t❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ s♦♠❡ s♣❛❝❡ (Ω,F)✳ ▲❡t A ❞❡♥♦t❡
❛♥ ❡✈❡♥t ✇✐t❤ ♥♦♥✲♥✉❧❧ P ✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❧❡t PA ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣✐✈❡♥
A✱ t❤❛t ✐s PA(B) = P (A ∩ B)/P (A)✱ t❤❡♥

‖PA − P‖ = P (Ac).

❍❡r❡ Ac ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❡t Ω \ A✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢
❬✶✼✱✶✵✻❪ t♦ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ Eπ∗

[
P
(
HT

n I(π∗)Hn > Mn|X1:n

)]
✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❡st φn = ✶∆T
n I(π∗)∆n>Mn/4✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❣❡t ❢r♦♠

▲❡♠♠❛ ✷✾

Eπ∗

∥∥∥PMn

Hn|X1:n
− PHn|X1:n

∥∥∥
❚❱

≤ Eπ∗ φn

+ Eπ∗

[
(1− φn)P

(
HT

n I(π∗)Hn > Mn|X1:n

)]

❋♦r t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛✱ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳❈✳

▲❡♠♠❛ ✸✵✳ ❆ss✉♠❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ❤♦❧❞s✱ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡

M−1
n ‖I(π∗)‖ sup

x∈X
‖t(x)‖2 = o(n).

❚❤❡♥
Pπ∗

(
∆T

nI(π∗)∆n > Mn/4
)
→ 0 ❛s n→∞.

❚❤❡♥✱ ❧❡t ✉s ❝❤♦♦s❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ rn ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs s✉❝❤ t❤❛t rn → 0 ❛♥❞
− ln rn = o(Mn/kn)✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ✐♥s✉r❡s t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡t ✉s
❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Pn,E(rn) ♦♥ X n ❛s t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ Pn,h ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r✐♦r
✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ E(rn)✿

Pn,E(rn)(B) =

∫
E(rn) dhn

−kn/2w
(
π∗ +

h√
n

)
Pn,h(B)

W
(
π∗ +

1√
n
E(rn)

) . ✭❆✳✼✮

❋♦r ❝♦♠♠♦❞✐t② ✐♥ ❧♦♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ✇❡ ♣✉t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳

❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ P⊗n
π∗ ❛♥❞ Pn,E(rn) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∀X : Ω→ [0, 1], |EP X − EQX| ≤ ‖P −Q‖ ✭❆✳✽✮

❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛✱ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳❉✳

▲❡♠♠❛ ✸✶✳ ❆ss✉♠❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✺✱ ❛♥❞ ✻ ❤♦❧❞✳ ❚❤❡♥

∥∥P⊗n
π∗ − Pn,E(rn)

∥∥
❚❱
→ 0 ❛s n→∞.



❆✳✸✳✸ ✲ P♦st❡r✐♦r ❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✶✸✾

❚❤✐s ❧❡♠♠❛ ♣❧❛②s t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❡ ❛s t❤❡ ❝♦♥t✐❣✉✐t② ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ❬✶✵✻❪✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❣❡t ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞✱ ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✳

❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t② ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ 0✿

(❇) = En,E(rn)
[
(1− φn)P

(
HT

n I(π∗)Hn > Mn|X1:n

)]
.

❯s✐♥❣ ❛ ❋✉❜✐♥✐ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❣❡t

(❇) =
1

W
(
π∗ +

1√
n
E(rn)

)
∫

E(Mn)c
dhn−kn/2w

(
π∗ +

h√
n

)

· En,h

[
(1− φn)P

(
HT

n I(π∗)Hn ≤ rn|X1:n

)]

≤ 1

W
(
π∗ +

1√
n
E(rn)

) sup
h∈E(Mn)c

En,h(1− φn)

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✶ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❧❡♠♠❛s✿

▲❡♠♠❛ ✸✷✳ ❆ss✉♠❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✷✱ ✼✱ ❛♥❞ ✽ ❤♦❧❞✳ ❚❤❡♥

− lnW

(
π∗ +

1√
n
E(rn)

)
= o(Mn).

▲❡♠♠❛ ✸✸✳ ❆ss✉♠❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✸ ❛♥❞ ✹ ❤♦❧❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t c > 0
s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱

sup
h∈E(Mn)c

En,h(1− φn) ≤ exp (−cMn) .

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✷✳ ❋♦r n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ rn ≤Mn✳ ❇② ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✷ ❛♥❞ ✼✱

W

(
π∗ +

1√
n
E(rn)

)
= (1 + o(1))w(π∗) Vol

(
1√
n
E(rn)

)

= (1 + o(1))n−kn/2w(π∗) r
kn/2
n (det I(π∗))

−1/2

· Vol
({
x ∈ Rkn : ‖x‖ ≤ 1

})

≥ (1 + o(1))n−kn/2rkn/2n (det I(π∗))
−1/2w(π∗).

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✉s✐♥❣ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✽ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t −kn ln rn = o(Mn)✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✸✳ ❋♦r σn(h) >
√
Mn✱ ❧❡t π = π∗ +

h√
n
✳ ❚❤❡♥

√
∆T

nI(π∗)∆n = sup
a:‖a‖=1

aTJ−1
π∗ ∆n

≥ 1√
n

n∑

i=1

aT∗ J
−1
π∗ (t(Xi)− π) + σn(h)

✇❤❡r❡ a∗ =
J−1
π∗ h

σn(h)
✳ ▲❡t Yi = − 1√

n
aT∗ J

−1
π∗ (t(Xi)− π)✱ ❢♦r 1 ≤ i ≤ n✳ ❚❤❡♥

En,h (1− φn) ≤ Pn,h

(
n∑

i=1

Yi ≥ σn(h)−
√
Mn

2

)
.
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❯s✐♥❣ ❇❡♥♥❡tt✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❬✼✺✱ ✭✷✳✶✻✮❪✱ ✇❡ ❣❡t

En,h (1− φn) ≤ exp

(
− (σn(h)−

√
Mn/2)

2

2v + 2b(σn(h)−
√
Mn/2)/3

)

✇❤❡r❡

v = Varπ(a
T
∗ J

−1
π∗ t(X)) ≤ ‖J−1

π∗ ψ̈(θ)(J
T
π∗)

−1‖

b = 2

√
‖I(π∗)‖

n
sup
x∈X
‖t(x)‖.

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t σn(h) >
√
Mn ❡♥t❛✐❧s

v ≤ σ2
n(h)

Mn

O(1).

❯s✐♥❣ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✹✱ ✇❡ ❣❡t

En,h (1− φn) ≤ exp

{
− Mn

O(1)

}

✇❤❡r❡ O(1) ❞❡♥♦t❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ n✱ ♥♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ h✳

❆✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✶✼✱ ✺✸❪✳ ❍❡r❡✱
✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❇♦✉❝❤❡r♦♥ ❛♥❞ ●❛ss✐❛t ❬✶✼❪✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣
♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ N∗ = N\{0} ❜② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧②✐♥❣ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

▲❡t µ =
∑

m≥1 δ{m} ❜❡ t❤❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ N∗✳ ▲❡t Q ❜❡ s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ N∗✳ ❋♦r ❛♥② k ≥ 1✱ ❧❡t Qk ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Qk(j) = 0 ✐❢ 1 ≤ j ≤ k
Qk(j) = Q(j − k) ✐❢ j ≥ k + 1.

▲❡t ✉s ❝❤♦♦s❡ fk(j) = ✶1≤j≤k +Qk(j)✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ tj = ✶{j}✱ Θ = Rk✱ ❛♥❞

Π =

{
π ∈ Rk : ∀1 ≤ j ≤ k, π(j) > 0 ❛♥❞

k∑

j=1

π(j) < 1

}
.

❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② π ∈ Π✱ Pπ ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ N∗ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Pπ(j) = π(j) ✐❢ 1 ≤ j ≤ k
Pπ(j) = π(0)Qk(j) ✐❢ j ≥ k + 1

✇❤❡r❡ π(0) ✐s ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r π(0) = 1−∑k
j=1 π(j)✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✹✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t

kn = o

((
n inf

0≤j≤k
π∗(j)

)1/3
)

✭❆✳✾✮

❛♥❞ Π ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ π∗ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② π ∈ Rkn s❛t✐s❢②✐♥❣
∣∣∣∣1−

π(j)

π∗(j)

∣∣∣∣ ≤
1

kn
✭❆✳✶✵✮

❜❡❧♦♥❣s t♦ Π✳

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (Mn)n≥1 s✉❝❤ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✱ ✺ ❛♥❞ ✻ ❤♦❧❞
❢♦r n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳

◆♦t❡ t❤❛t π∗ ❝❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ Π ❛s n ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ π∗ ✐s
s✐♠♣❧② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P0 ♦♥ N∗✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s
t♦ P0 ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✹ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✼ ♦❢ ❬✶✼❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❇♦✉❝❤❡r♦♥ ❛♥❞ ●❛ss✐❛t ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡✐r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹ t❤❛t t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
D(β, . . . , β) ✇✐t❤ β > 0 ❢✉❧✜❧❧ ♦✉r ❧❛st ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✼ ❛♥❞ ✽✱ s♦ t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶ ❛♣♣❧✐❡s✱
✐❢

max (kn lnn, ln det I(π∗)) = o

((
n inf

0≤j≤k
π∗(j)

)1/3
)
.

Pr♦♦❢✳ ■❢ ✭❆✳✾✮ ❤♦❧❞s✱ ❜② s❡tt✐♥❣

Mn =
√
kn

(
n inf

0≤j≤k
π∗(j)

)1/6

✭❆✳✶✶✮

✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (Mn)n≥1 s✉❝❤ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ❤♦❧❞s✱ ❛♥❞

Mn = o

((
n inf

0≤j≤k
π∗(j)

)1/3
)
. ✭❆✳✶✷✮

❚❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ ▼✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐s ❦♥♦✇♥ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✺✸❪✮✿

ψ̈(θ) = D − ππT

I(π) = D−1 +
11T

π(0)

✇❤❡r❡ D ✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① Diag(π(j), 1 ≤ j ≤ k)✱ ❛♥❞ 1 ∈ Rk ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇❤♦s❡
❛❧❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ 1✳

❚❤❡r❡❢♦r❡

‖I(π∗)‖ ≤ (kn + 1) sup
0≤j≤kn

1

π∗(j)
.

■♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♥♦♠✐❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ‖t(x)‖ = 1 ❢♦r ❛❧❧ x ∈ X ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ✭❆✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭❆✳✶✷✮ ✐s

M2
n‖I(π∗)‖ sup

x∈X
‖t(x)‖2 = o(n).
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❚❤✐s ❡♥t❛✐❧s ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✹✳

❲❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r det I(π) ❛♥❞ Jπ✿

det I(π) =
kn∏

j=0

1

π(j)
✭❆✳✶✸✮

Jπ = D1/2 − ππTD−1/2

1 +
√
π(0)

J−1
π = D−1/2 +

D1/211T

π(0) +
√
π(0)

.

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ▲❡♠♠❛ ✸✹ ❜❡❧♦✇✱ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ t❤❛♥❦s t♦
▲❡♠♠❛ ✸✺✱ ❛♥❞ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✺ t❤❛♥❦s t♦ ▲❡♠♠❛ ✸✻✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✻ ❝♦♠❡s
❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✽✳

▲❡♠♠❛ ✸✹✳ ❆ss✉♠❡ kn = o(Mn) ❛♥❞ Mn = o

(√
n ∧

(
n inf

0≤j≤k
π∗(j)

))
✳ ❚❤❡♥ ❆ss✉♠♣✲

t✐♦♥ ✸ ❤♦❧❞s✳

❲❡ ✉s❡ a ∧ b ❛s ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r min(a, b)✳

▲❡♠♠❛ ✸✺✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ✭❆✳✾✮ ❛♥❞ ✭❆✳✶✵✮ ❤♦❧❞✱ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ Mn ❛s ✐♥ ✭❆✳✶✶✮✳ ❚❤❡♥
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ❤♦❧❞s ❢♦r n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳

▲❡♠♠❛ ✸✻✳ ■❢ Mn = o

((
n inf

0≤j≤k
π∗(j)

)1/3)
✱ t❤❡♥ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✺ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✹✳ ▲❡t π ∈ Π✱ ❛♥❞ h =
√
n (π − π∗)✳ ‖JT

π I(π∗)Jπ‖ ✐s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① JT

π I(π∗)Jπ✳ ■t ✐s ❛❧s♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①

D−1
∗ D (Ikn + 1(π∗ − π)) = D−1

∗ ψ̈(θ)I(π∗)D∗.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱

‖JT
π I(π∗)Jπ‖ ≤ ‖D−1

∗ D‖ ‖Ikn + 1(π∗ − π)‖

≤ sup
1≤j≤kn

π(j)

π∗(j)

(
1 +

√
kn ‖π∗ − π‖

)
. ✭❆✳✶✹✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱

‖JT
π∗I(π)Jπ∗‖ ≤ sup

1≤j≤kn

π∗(j)

π(j)

(
1 +

√
kn ‖π∗ − π‖

)
.

❖♥ ❛♥♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❣✐✈❡

σ2
n(h) = n

k∑

j=0

(π(j)− π∗(j))2
π∗(j)
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❙♦

‖π∗ − π‖2 =
k∑

j=1

π∗(j)
(π(j)− π∗(j))2

π∗(j)

≤ σ2
n(h)

n
. ✭❆✳✶✺✮

❋♦r ❛♥② 0 ≤ j ≤ k✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∣∣∣∣1−
π(j)

π∗(j)

∣∣∣∣ =
|π(j)− π∗(j)|

π∗(j)

≤ sup
0≤j≤k

1√
π∗(j)

√√√√
k∑

l=0

(π(l)− π∗(l))2
π∗(l)

≤
√

σ2
n(h)

n inf0≤j≤k π∗(j)
. ✭❆✳✶✻✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♥❝❡ Mn = o

(
n inf

0≤j≤k
π∗(j)

)
✱

lim
n→∞

sup
σ2
n(h)≤Mn

sup
0≤j≤kn

π∗(j)

π(j)
= 1 ✭❆✳✶✼✮

❛♥❞

sup
σ2
n(h)≤Mn

‖JT
π∗I(π)Jπ∗‖ = 1 + o(1).

■❢ ♥♦✇ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r π s✉❝❤ ❛s σ2
n(h) ≥Mn✱ t❤❡♥ ✭❆✳✶✹✮✱ ✭❆✳✶✺✮✱ ❛♥❞ ✭❆✳✶✻✮ ❧❡❛❞ t♦

∥∥∥J−1
π∗ ψ̈(θ)(J

T
π∗)

−1
∥∥∥ ≤

(
1 +

σn(h)√
n inf0≤j≤k π∗(j)

)
·
(
1 +

√
kn σn(h)√

n

)

≤
(
1 +

σn(h)√
Mn

o(1)

)2

.

■♥ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ Mn = o
(√

n ∧
(
n inf0≤j≤k π∗(j)

))
✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✺✳ ■❢ π ∈ En,π∗(Mn)✱ σ2
n(h) ≤Mn✳ ❋r♦♠ ✭❆✳✶✻✮ ✇❡ ❣❡t

∣∣∣∣1−
π(j)

π∗(j)

∣∣∣∣ ≤
√

Mn

n inf0≤j≤k π∗(j)
.

= o
(
k−1
n

)
.

❚❤✉s π ∈ Π ❢♦r n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳



✶✹✹ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦s

Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✻✳ ❋♦r h ∈ E(Mn) ❛♥❞ u ∈ (0, 1)✱ ❧❡t π = π∗ +
u√
n
h✳ ■❢ u 6= 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡

h =
√
n
u
(π − π∗)✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② h ∈ E(Mn) tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦

n

u2

k∑

j=0

(π(j)− π∗(j))2
π∗(j)

≤Mn. ✭❆✳✶✽✮

❚❤❡♥

hT I(π)(t(X)− π) =
√
n

t

k∑

j=0

✶{X=j}
π(j)− π∗(j)

π(j)

J−1
π (t(X)− π) = ✶{X=0}

(3− 2π(0))√
π(0)

[
√
π] +

k∑

j=1

✶{X=j}

(
1√
π(j)

ej

+

(
2(1− π(0))√

π(0)
− 1

(1 +
√
π(0))

)
[
√
π∗]

)

✇❤❡r❡ ej ✐s t❤❡ jt❤ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ Rk✱ ❛♥❞ [
√
π] =

(√
π(j)

)
1≤j≤k

✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ ∥∥∥Eπ

[
J−1
π (t(X)− π)

(
hT I(π)(t(X)− π)

)2]∥∥∥

=
n

t2

∥∥∥∥∥

(
2(1− π(0))√

π(0)

k∑

j=0

(π(j)− π∗(j))2
π(j)

+
(π(0)− π∗(0))2

π(0)3/2

−
k∑

j=1

(π(j)− π∗(j))2
π(j) (1 +

√
π(0))

)
[
√
π] +

k∑

j=1

(π(j)− π∗(j))2
π(j)3/2

ej

∥∥∥∥∥

≤ 4Mn sup
0≤j≤k

(
π∗(j)

π(j)

)3/2

sup
0≤j≤k

1√
π∗(j)

✉s✐♥❣ ✭❆✳✶✽✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ‖[√π]‖ ≤ ‖ej‖ = 1✳ ❯s✐♥❣ ✭❆✳✶✼✮✱ ✇❡ ❣❡t

sup
h∈E(Mn)

sup
u∈(0,1)

∥∥∥Eπu

[
J−1
πu

(t(X)− πu)
(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)2]∥∥∥

= O


 Mn

inf
0≤j≤k

√
π∗(j)


 = o

(√
n

Mn

)
.

❆✳❆ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦s

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s fπ∗ = fπ0 ❛♥❞ fπ∗+ h√
n
= fπ1 ✳

ln
dPn,h

dPn,0

(X1:n) =
n∑

i=1

t(Xi)
T (Q(π1)−Q(π0))− n (φ(π1)− φ(π0))

=
√
n∆n (Q(π1)−Q(π0)) + nπT

0 (Q(π1)−Q(π0))
− n (φ(π1)− φ(π0))



❆✳✸✳✸ ✲ P♦st❡r✐♦r ❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✶✹✺

❚❤❡♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ s♦♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

dQ(πu)

du
=

1√
n
I(πu)h ✭❆✳✶✾✮

dφ(πu)

du
= πT

u

dQ(πu)

du
✭❆✳✷✵✮

d2φ(πu)

du2
=

1√
n
hT

dQ(πu)

du
+ πT

u

d2Q(πu)

du2

✭❆✳✸✮ ✐s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❆✳❇ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✸

❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ‖An(h)‖✳

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❆✳✶✮✿

‖An(h)‖ ≤ sup
ũ∈(0,1)

∥∥∥∥
√
n

2
JT
π∗

d2Q(πu)

du2

∣∣∣∣
u=ũ

∥∥∥∥

◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ ✭❆✳✶✾✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞❡r✐✈❛❜❧❡✱ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐①
A(t)✱ d

du
(t 7→ A−1(t)) = −A−1(t)dA(t)

du
A−1(t)✱ ✇❡ ❣❡t

d2Q(πu)

du2
= − 1√

n
I(πu)

dψ̈(Q(πu))

du
I(πu)h

❚❤❡♥

dψ̈(Q(πu))

du
=

d

du

∫

X
(t(x)− πu)(t(x)− πu)T et(x)

TQ(πu)−φ(πu)f(x) dµ(x)

=
1√
n

∫

X

[
(t(x)− πu)(t(x)− πu)T I(πu)h (t(x)− πu)T

− h (t(x)− πu)T − (t(x)− πu)hT
]
et(x)

TQ(πu)−φ(πu)f(x) dµ(x)

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✵✻✱ ♣✳ ✸✽❪✮✳

❙✐♥❝❡ πu = Eπu [t(X)]✱ ✇❡ ❣❡t

d2Q(πu)

du2
= − 1

n
Eπu

[
I(πu)(t(X)− πu)

(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)2]
. ✭❆✳✷✶✮

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡
∥∥∥∥JT

π∗

d2Q(πu)

du2

∥∥∥∥ ≤
√
‖JT

π∗I(πu)Jπ∗‖
n∥∥∥Eπu

[
J−1
πu

(t(X)− πu)
(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)2]∥∥∥

❲✐t❤ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶✱ ✸✱ ❛♥❞ ✺✱ ✇❡ ❣❡t√
kn sup

h∈E(Mn)

‖An(h)‖ = o(1).



✶✹✻ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✸

❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ |Bn(h)|✳

❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❚❛②❧♦r✬s ❢♦r♠✉❧❛✿

Bn(h) =
n

6

d3

du3
(
πT
∗ Q(πu)− φ(πu)

)∣∣∣∣
u=ũ

❢♦r s♦♠❡ ũ ∈ (0, 1).

▲❡t R(t) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

R(t) = πT
∗ Q(πu)− φ(πu).

❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♠❛❞❡ ❛❜♦✈❡✱

R′(t) = − t
n
hT I(πu)h = − t

n
Eπu

[(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)2]

R′′(t) = − 1

n
Eπu

[(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)2]
+

t

n3/2
Eπu

[(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)3]

❚♦ ❣❡t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❆✳✷✶✮✿

d

du
(I(πu)h) =

d

du

(
Eπu

[
I(πu)(t(X)− πu)(t(X)− πu)T I(πu)h

])

= − 1√
n
Eπu

[
I(πu)(t(X)− πu)

(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)2]

❲✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛❣❛✐♥

R(3)(t) =
2

n3/2
Eπu

[(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)3]
+

t

n2
Eπu

[(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)4]

+
3t

n2

(
Eπu

[(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)2])2

− 3t

n2
Eπu

[(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)2
(t(X)− πu)T

]

I(πu)Eπu

[
(t(X)− πu)

(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)2]

|R(3)(t)| ≤ 2

n3/2

√
‖JT

π∗I(πu)Jπ∗‖
∥∥J−1

π∗ h
∥∥

∥∥∥Eπu

[
J−1
πu

(t(X)− πu)
(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)2]∥∥∥

+
4

n2
Eπu

[(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)4]

+
1

n2

∥∥∥Eπu

[
J−1
πu

(t(X)− πu)
(
(t(X)− πu)T I(πu)h

)2]∥∥∥
2

.

❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✸✱ ✺ ❛♥❞ ✻ ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✿

sup
h∈E(Mn)

|Bn(h)| = o(1).



❆✳✸✳✸ ✲ P♦st❡r✐♦r ❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✶✹✼

❆✳❈ ▼▲❊ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥

❲❡ ♣r♦✈❡ ❤❡r❡ ▲❡♠♠❛ ✸✵✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r

Zn =
∥∥J−1

π∗ ∆n

∥∥ .

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ Z2
n = ∆T

nI(π∗)∆n✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ Zn✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r 1 ≤ i ≤ n ❛♥❞ a ∈ Rkn ✱

Yi,a =
1√
n
aTJ−1

π∗ (t(Xi)− Eπ∗ t(Xi)) .

❚❤❡♥

Zn = sup
a:‖a‖=1

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Yi,a

∣∣∣∣∣

❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❚❛❧❛❣r❛♥❞✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❬✼✺✱ ♣✳ ✶✼✵❪✱ ✐s s❛t✐s✜❡❞
❢♦r ❛♥② x > 0✿

Pπ∗

(
Zn ≥ Eπ∗ Zn + 2

√
(2v + 16bEπ∗ Zn) x+ 2b x

)
≤ e−x ✭❆✳✷✷✮

✇❤❡r❡

v = sup
a:‖a‖=1

n∑

i=1

Eπ Y
2
i,a = 1

b = sup
a:‖a‖=1

‖Y1,a‖∞ ≤ 2

√
‖I(π∗)‖

n
sup
x∈X
‖t(x)‖.

▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ ✭❆✳✻✮✿

Eπ∗ Zn ≤
√
kn = o(

√
Mn).

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✇❡ ❥✉st ❝❤♦♦s❡ x = xn✱ ✇✐t❤ xn →∞ ❛♥❞ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss xn = o
(√

Mn/b
)

❛♥❞ xn = o(Mn)✿ t❤✐s ❡♥t❛✐❧s Eπ∗ Zn + 2
√

(2v + 16bEπ∗ Zn) x+ 2b x = o(
√
Mn)✳

❆✳❉ ❉✐st❛♥❝❡ ✐♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥

❲❡ ♣r♦✈❡ ❤❡r❡ ▲❡♠♠❛ ✸✶✳

∥∥P⊗n
π∗ − Pn,E(rn)

∥∥
❚❱

=
1

2
Eπ∗

∣∣∣∣∣∣
1−

∫

E(rn)

dPn,h

dPn,0

(X1:n)
n−kn/2w

(
π∗ +

h√
n

)
dh

W
(
π∗ +

1√
n
E(rn)

)

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

h∈E(rn)
‖Pn,h − Pn,0‖❚❱

≤ sup
h∈E(rn)

√
D(Pn,0, Pn,h)



✶✹✽ ❉✐st❛♥❝❡ ✐♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥

❋♦r n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ rn ≤Mn ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② h ∈ E(rn)✱

D(Pn,0, Pn,h) = Eπ∗

[
− ln

dPn,h

dPn,0

(X1:n)

]

=
1

2
σ2
n(h)− Eπ∗

[
∆T

n (J
T
π∗)

−1An(h) + Bn(h)
]

≤ rn +
√
Eπ∗

[
‖J−1

π∗ ∆n‖2
]

sup
h∈E(rn)

‖An(h)‖+ sup
h∈E(rn)

|Bn(h)|

❙✐♥❝❡
Eπ∗

[
‖J−1

π∗ ∆n‖2
]
= kn,

❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✸ ✐s

sup
h∈E(rn)

D(Pn,0, Pn,h)→ 0 ❛s n→∞.
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❬✶❪ ❏✳ ➘❜❡r❣✱ ❨✳ ▼✳ ❙❤t❛r❦♦✈✱ ❛♥❞ ❇✳ ❏✳ ▼✳ ❙♠❡❡ts✳ ▼✉❧t✐❛❧♣❤❛❜❡t ❝♦❞✐♥❣ ✇✐t❤ s❡♣❛✲
r❛t❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❙❡q✉❡♥❝❡s✱
♣❛❣❡s ✺✻✕✻✺✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✳ ❙♦❝✳✱ ✶✾✾✼✳
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