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❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❡①♣r✐♠❡r ♠❛ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ♠❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡ ❋r❛♥ç♦✐s
❆❧♦✉❣❡s ❡t ❇❡♥❥❛♠✐♥ ●r❛✐❧❧❡✳ ❋r❛♥ç♦✐s✱ ❥❡ t❡ s✉✐s très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❡✲
❧❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡t ❢r✉❝t✉❡✉s❡ q✉❡ t✉ ❛s s✉ ✐♥st❛✉r❡r ❡♥tr❡ ♥♦✉s✳ ❏✬❛✐ été ❤♦♥♦ré❡ q✉❡
t✉ ♠❡ ♣r♦♣♦s❡s ❞✬êtr❡ t♦♥ ét✉❞✐❛♥t❡✱ ❡t ❥❡ t❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r ❝❡ ♣❛ss✐♦♥♥❛♥t s✉❥❡t ❞❡
t❤ès❡ t❛♥t ♣♦✉r s❡s ❛s♣❡❝ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s q✉❡ ♣♦✉r s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚✉ ❛s t♦✉❥♦✉rs
été très ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ♠❡ s♦✉t❡♥✐r ❡♥ ❝❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ t❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡
q✉✬❛❞♠✐♥✐str❛t✐❢✳ ❏✬❛✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣ré❝✐é t❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞✉ r❡❝✉❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉ s✉❥❡t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣é❞❛❣♦❣✐❡ ❞♦♥t t✉ ❛s ❢❛✐t ♣r❡✉✈❡✱ t♦✉t ♣❛r❛ît s✐ s✐♠♣❧❡ q✉❛♥❞
♦♥ ❞✐s❝✉t❡ ❛✈❡❝ t♦✐ ✦
❏❡ s✉✐s très ✜èr❡ ❞✬êtr❡ t❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞✐❛♥t❡ ❇❡♥❥❛♠✐♥✱ ❡t ❥❡ s♦✉❤❛✐t❡ ♣♦✉r t♦✐✱
♠❛✐s s✉rt♦✉t ♣♦✉r t❡s ❢✉t✉rs ✧❡♥❢❛♥ts✧✱ q✉❡ t✉ ❛✐❡s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉tr❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts✳
❚❛ r✐❣✉❡✉r✱ t❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t t❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ♠✬♦♥t été très ♣ré❝✐❡✉①
t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡s ❛♥♥é❡s✳
❚♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ❥✬❛✐ s❛✈♦✉ré ❧❡ ♣❧❛✐s✐r ❞✬êtr❡ ❡♥❝❛❞ré❡ ♣❛r ✈♦tr❡ ❞✉♦ s✐
♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✦ ❯♥ é♥♦r♠❡ ♠❡r❝✐ à ✈♦✉s ❞❡✉① ♣♦✉r ✈♦tr❡ ❝♦♥st❛♥t❡
❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r ❡t ✈♦tr❡ ♣❛t✐❡♥❝❡✳ ❏❡ ❞♦✐s ❛✉ss✐ r❡♥❞r❡ ❤♦♠♠❛❣❡ à ✈♦tr❡ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❡t
à ✈♦tr❡ ❤✉♠❛♥✐té✳ ❈✬❡st ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❣râ❝❡ à ✈♦✉s q✉❡ ♠♦♥ ❞és✐r ❞✬❡♥s❡✐❣♥❡r ❡♥
❝❧❛ss❡ ♣ré♣❛r❛t♦✐r❡ s✬❡st ♣❡✉ à ♣❡✉ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ✈♦❧♦♥té ❞❡ r❡st❡r ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠❡r ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉① ✐♥❣é♥✐❡✉rs ❞❡ ❉❛ss❛✉❧t✲
❆✈✐❛t✐♦♥ ❉♦♠✐♥✐q✉❡ ❚r❡♥t✐♥ ❡t ◆✐❝♦❧❛s ❱✉❦❛❞✐♥♦✈✐❝ ❡t ❞❡ ❧✬❖◆❊❘❆ ❋❛❜r✐❝❡ ❇♦✉st
❡t ▲❛✉r❡♥t ▲❡②❧❡❦✐❛♥ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s très ♣r♦✜t❛❜❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❛✈♦✐r✳
❏❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à ❛❞❛♣t❡r ❧❡✉r ❞✐s❝♦✉rs à ❧❛ ♥♦♥✲♣❤②s✐❝✐❡♥♥❡ q✉❡
❥❡ s✉✐s ❡t ♣♦✉r ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧s ♦♥t ♣♦rté à ♠❡s tr❛✈❛✉①✳ ❙❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✱ ❧❡
❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ♠❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ♣✉ êtr❡ ❢❛✐t✳ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ r❡♠❡r❝✐❡r
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ◆✐❝♦❧❛s ♣♦✉r s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✳

❏✬❛❞r❡ss❡ ♠❡s s✐♥❝èr❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ❊r✐❝ ❇♦♥♥❡t✐❡r ❡t à ❆♥❞r♦ ▼✐❦❡❧✐➣ ♣♦✉r ❧❡
t❡♠♣s q✉✬✐❧s ♦♥t ❝♦♥s❛❝ré à r❛♣♣♦rt❡r s✉r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▼❡r❝✐ à ❡✉① ❞❡ s✬êtr❡ ❛✐♥s✐ ✐♥té✲
r❡ssés à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❆♥❞r♦ ▼✐❦❡❧✐➣ ♣♦✉r s❡s r❡♠❛rq✉❡s
très ♣ré❝✐❡✉s❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❏❡ s✉✐s très r❡❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥t❡ à ●ré❣♦✐r❡ ❆❧❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❤♦♥♥❡✉r q✉✬✐❧ ♠❡ ❢❛✐t ❡♥ ❛❝❝❡♣t❛♥t ❞✬êtr❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡
♠♦♥ ❥✉r②✳ ▼❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ s❡ t♦✉r♥❡ ❛✉ss✐ ✈❡rs ❋r❛♥ç♦✐s ❉✉❜♦✐s q✉✐ ❛ t♦✉❥♦✉rs s✉ ♠❡
♣♦rt❡r ✉♥ r❡❣❛r❞ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥t q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ à ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ❡♥
❛❝❝❡♣t❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡✱ ♦✉ ❡♥ ♠✬❛❝❝❡♣t❛♥t ❝♦♠♠❡ ét✉❞✐❛♥t❡
♣♦st✲❞♦❝t♦r❛❧❡✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❧✉s ♣r❛❣♠❛t✐q✉❡✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡ ♣ô❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐✈✐té s②s✲
t❡♠❅t✐❝✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ré❣✐♦♥ ■❧❡ ❞❡ ❋r❛♥❝❡ q✉✐ ♦♥t ✜♥❛♥❝é ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡
❞❡ ❢❛ç♦♥ très ❣é♥ér❡✉s❡ ✿ ❣râ❝❡ à ❝❡t ❛r❣❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣û s✉✐✈r❡ ❞❡s ❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s✱ ❛❧❧❡r ❛✉① ❝♦♥❣rès ❙▼❆■ ❡t ❈❆◆❯▼ ❡t ❛❝❤❡t❡r ❞✉ ♠❛tér✐❡❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡
❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥❤❛❜✐t✉❡❧ ❡t ❧❡ r❡t❛r❞ ❞❡ ❝❡ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ t♦✉t
❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✽è♠❡ é♣r❡✉✈❡ ❞✬❆stér✐① ❡t ❖❜é❧✐① ✿ rés✐st❡r à ❧❛ ♠❛✐s♦♥ q✉✐ r❡♥❞
❢♦✉ ✦ ❈❡❧❧❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ❞û tr❛✈❡rs❡r ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛✐t q✉❡ tr♦✐s ét❛❣❡s ❡t ❥❡ ❞♦✐s ❛✈♦✉❡r q✉❡ ❥❡
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♥✬② s❡r❛✐s ❥❛♠❛✐s ❛rr✐✈é❡ s❡✉❧❡✳ ❏❡ t✐❡♥s ❞♦♥❝ à ❡①♣r✐♠❡r ♠❛ ♣r♦❢♦♥❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
à t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ❛✐❞é❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ à ✈♦❧❡r ♣❛r ❞❡ss✉s
❝❡t ♦❜st❛❝❧❡✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❈é❧✐♥❡ ▼❛r✐❡❧✱ ✜❣✉r❡ s✐ ❝♦♠♣ét❡♥t❡ ❞✉ ❙❆■❈✱ à
❉❛✈✐❞ ❍❛r❛r✐✱ ❱❛❧ér✐❡ ▲❛✈✐❣♥❡ ❡t P✐❡rr❡ P❛♥s✉ ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ❝♦♥st❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❧✬é❝♦❧❡ ❞♦❝t♦r❛❧❡✱ ❡t ❡♥✜♥ à ❈❤r✐st✐♥❡ ❇❛✐❧❧❡✉❧ ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡✱ s❡s ♣ré❝✐❡✉① ❝♦♥s❡✐❧s✱
s♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t s♦♥ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ s❛♥s ♣r✐① ❞❡ ❧✬é❞✉❝❛t✐♦♥ ♥❛t✐♦♥❛❧❡✳ ■❧ ❡st
é✈✐❞❡♥t q✉❡ s❛♥s ✈♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❥❡ ♥✬❛✉r❛✐s ♣❛s ♣✉ t❡r♠✐♥❡r ♠❛ t❤ès❡ ❛✉tr❡♠❡♥t q✉❡
❞❡✈❛♥t ❞❡s ❧②❝é❡♥s ❝❡rt❡s ❛tt❛❝❤❛♥ts ♠❛✐s très ❝❤r♦♥♦♣❤❛❣❡s ✦

▼♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❞♦✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ à ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ♦✛❡rt ♣❛r ❧❡ ❧❛❜♦r❛✲
t♦✐r❡ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞✬❖rs❛②✱ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❥❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❞✐r❡ ❧❡ ♣❧❛✐s✐r q✉❡
❥✬❛✐ ❡✉ à ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❆♥❛❧②s❡ ◆✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❊q✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❉ér✐✈é❡s P❛r✲
t✐❡❧❧❡s✳ ▼❡r❝✐ ❛✉① ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉✐♣❡ ♣♦✉r ✈♦tr❡ s②♠♣❛t❤✐❡ ❡t ✈♦tr❡ ❞②♥❛♠✐s♠❡
✭❍❡r✈é ✿ à q✉❛♥❞ ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝♦♥❝♦✉rs ❞❡ ❢♦✐❡ ❣r❛s ❄✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❥❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡✲
♠❡r❝✐❡r ❙②❧✈❛✐♥ ❋❛✉r❡ ♣♦✉r s♦♥ ❡①trê♠❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡t s✉rt♦✉t s❡s
❧✉♠✐èr❡s s❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥❡ s❡r❛✐t ✈r❛✐♠❡♥t ♣❛s
❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❈❛t❤❡r✐♥❡ P♦✉♣♦♥ ♣♦✉r s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ❡t s♦♥ s♦✉r✐r❡ tr�s
❛❝❝✉❡✐❧❧❛♥t✱ ❡❧❧❡ ❛ ❧❡ ❞♦♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ t♦✉t❡ ❢♦r♠❛❧✐té s✐ s✐♠♣❧❡ ✦ ❏❡ s✉✐s ❤❡✉r❡✉s❡ q✉❡ ❧❡
❤❛s❛r❞ ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❜✉r❡❛✉① ♠✬❛✐ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♥♥❛îtr❡
❙②❧✈❛✐♥ ❋❛✉r❡✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ●r❛✐❧❧❡ ❡t ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ▲♦ï❝ ●♦✉❛r✐♥ ❡t ❋ré❞ér✐❝ ▲❛❣♦✉✲
t✐èr❡ q✉✐ ♣❛r ❧❡✉rs t❛q✉✐♥❡r✐❡s✱ ❧❡✉rs ❝♦♥s❡✐❧s ❡t ❧❡✉r ❥♦✐❡ ❞❡ ✈✐✈r❡ ♠✬♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣
❛✐❞é❡✳ ❏❡ ❞♦✐s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛✉① ❛♥❝✐❡♥s ❡t ♥♦✉✈❡❛✉① ❞♦❝t♦r❛♥ts q✉✐ ♦♥t ❢❛✐t ❞✉ ❜✉r❡❛✉
✷✺✻ ✉♥ ❤❛✈r❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r ❡t ✉♥❡ rés❡r✈❡ ❞❡ s✉❝r❡r✐❡s ✦ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ très ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❋ré❞ér✐❝ ❇❡r♥✐❝♦t✱ ❆❧✐♥❡ ▲❡❢è❜✈r❡✲▲❡♣♦t ❡t ❏✉❧✐❡tt❡
❱❡♥❡❧ ♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ q✉✬✐❧s ♠❡ ❞♦♥♥❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡✉rs ❝♦♥s❡✐❧s✳ ▼❡r❝✐ à ✈♦✉s tr♦✐s ❞❡
♠✬é♣❛✉❧❡r ❡t ❞❡ ♠❡ s♦✉t❡♥✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐ ❛❝t✐✈❡✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❛✉ss✐ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❧✐♥
❞✬♦❡✐❧ à ❆✉❞❡ q✉✐ ❛ ré✉ss✐ à ♥♦✉s ❝❛❝❤❡r ✉♥❡ s✐ ❜♦♥♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❛✉t❛♥t ❞❡
t❡♠♣s✱ ❡t à ❇❡♥♦ît q✉✐ ❛❝❝❡♣t❡ ❛✈❡❝ t❛♥t ❞❡ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ♥♦s ❜r✐♠❛❞❡s✳

❯♥❡ t❤ès❡✱ ❏✉❧✐❡tt❡ ♠❡ ❧✬❛ ❛♣♣r✐s très r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ❡st ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ s❡ tr♦✉✈❡r
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❞♦♥❝ ✐❝✐ s❛❧✉❡r ♠❡s s÷✉rs ❏❡♥♥✐❢❡r ❇♦✉r❣✉✐❣♥♦♥✲
▼✐r❡❜❡❛✉ ❡t ❙é✈❡r✐♥❡ ▼♦❧❦♦✲❉❛✉❣❛s q✉❡ ❥✬❛✐ ❛♣♣r✐s à ❝♦♥♥❛îtr❡ ❡t à ❛♣♣ré❝✐❡r✳ ▼❡r❝✐
à ✈♦✉s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❛✈♦✐r✱ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥ ✦ ❏❡
s♦✉❤❛✐t❡ ❛✉ss✐ r❡♠❡r❝✐❡r ❞❡ t♦✉t ♠♦♥ ❝÷✉r ♠♦♥ ❣r❛♥❞ ❢rèr❡ ❇❡♥♦ît ▼❡r❧❡t q✉✐✱ s♦✉s
s❡s ❞❡❤♦rs ❜♦✉rr✉s✱ ❛ t♦✉❥♦✉rs s✉ ♠❡ ♣r❡♥❞r❡ s♦✉s s♦♥ ❛✐❧❡✱ ♠❡ ❝♦♥s❡✐❧❧❡r ❡t ♠✬❛✐❞❡r
t❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉❡ ♠♦r❛❧✳ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❛✉ss✐ r❡♠❡r❝✐❡r ❝❡✉①
q✉✐ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ s♦rt✐r ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❞❡ ♠✬❛ér❡r ❧✬❡s♣r✐t ✿
♠❡r❝✐ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉① ❍❳3207✱ à ▼❛r✐❡✲❈❧❛✐r❡ ❡t à s❛ ❣r❛♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ à ❙♦♣❤✐❡ ❡t
❛✉① ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❝✐♥é ❝❧✉❜ ❋♦❧❛ï❡ ✦

■❧ ♠❡ r❡st❡ à r❡♥❞r❡ ❤♦♠♠❛❣❡ à ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ s❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t ❝❡❧❛ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s
été ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡✳ ▼❡r❝✐ à ✈♦✉s t♦✉s ❞✬❛✈♦✐r s✉✐✈✐ ❡t ❡♥❝♦✉r❛❣é ♠♦♥ ♣❛r❝♦✉rs ❞ès ♠♦♥
♣❧✉s ❥❡✉♥❡ â❣❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝✬❡st ♣♦✉r ♠♦✐ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞✬❛❞r❡ss❡r ❡♥✜♥ t♦✉t❡ ♠❛
❣r❛t✐t✉❞❡ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts✳ ❈✬❡st ❧✬é❞✉❝❛t✐♦♥ q✉❡ ✈♦✉s ♠✬❛✈❡③ ♦✛❡rt❡✱ ✈♦tr❡ s♦✉t✐❡♥
✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❛✉ss✐ ✈♦tr❡ ✜❡rté q✉✐ ♠✬♦♥t ♣♦rté❡ ❞❡♣✉✐s ❜✐❡♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s✳ ▼❡r❝✐
❛✉ss✐ à ✈♦✉s ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❛✐❞é❡ ✜♥❛♥❝✐èr❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ✐❧ ❧✬❛ ❢❛❧❧✉✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à
t♦✐ ❆❧❛✐♥ ♣♦✉r t❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✐s❝rèt❡ à ♠❡s ❝ôtés✱ q✉❡❧❧❡ ❝❤❛♥❝❡ ❥✬❛✐ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs

✐✈



❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❝♦♠♣t❡r s✉r t♦✐ ✦ ❏❡ ♥❡ t✬♦✉❜❧✐❡ ♣❛s ❇❡rtr❛♥❞✱ t♦✐ q✉✐ ❛ s✉ ♠❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♠❡
❞❡✲str❡ss❡r✱ ❛❝❝❡♣t❡r ❡t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ✐♥é✈✐t❛❜❧❡s s❛✉t❡s ❞✬❤✉♠❡✉r✳ ▼❡r❝✐ à t♦✐ ❞❡
♠✬❛✐♠❡r ❝♦♠♠❡ t✉ ❧❡ ❢❛✐s✱ ❥❡ s❛✐s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦tr❡ ❝♦✉♣❧❡ ❡st ❛ss❡③ s♦❧✐❞❡ ♣♦✉r
rés✐st❡r ❛✉ t❡♠♣s✳

✈



❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

✈✐



❘és✉♠é

❘és✉♠é

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡
à tr❛✈❡rs ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ♣♦r❡✉①✱ t②♣❡ ♠♦✉ss❡ ♦✉ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s s♦✉✲
❤❛✐t♦♥s ét❛❜❧✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s s✉r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❤♦♠♦❣è♥❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ P♦✉r
♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ♣♦r❡✉①
❡st ❞❡ ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡✳ ◆♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✜①é❡ ❡t ♥♦✉s
s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡
é❝❤❡❧❧❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥✲
ç♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r sé♣❛ré♠❡♥t ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ❡t ❧✬❛✐r ❡t ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ▲✬❛✐r ❡st ❛ss✐♠✐❧é à ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r s♦♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s✳ ▲❛ ✜❜r❡ ❞❡
✈❡rr❡ ❡st q✉❛♥t✲à ❡❧❧❡ s♦✉♠✐s❡ à ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t é❧❛st✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡
❧✐❡✉ à ✉♥ s②stè♠❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ (F −S)✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ét❛❜❧✐✱ ♥♦✉s
♣r❡♥♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ♦❜✲
t❡♥♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ((F − S)ε)✱ ♦ù ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ε ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✳

❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ((F − S)ε) ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
t❤é♦r✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ♣❛r ét❛❜❧✐r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❡♥ ♣♦sé ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✳
❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡✱ é❝r✐t ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦❡r✲
❝✐❢ ✿ ✐❧ ❡st ❞❡ t②♣❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ♠❛✐s s❛♥s ❢réq✉❡♥❝❡ ✐♥t❡r❞✐t❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ε t❡♥❞
✈❡rs 0✳ P♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛
❞é♠❛r❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❡①♣❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡t ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ ♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣✉✐s ❞✉
s②stè♠❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ▲✬ét❛♣❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐
♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♥♦♥✲❝♦❡r❝✐✈✐té ❞✉ s②stè♠❡ ((F − S)ε) r❡♥❞ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥✉t✐❧✐✲
s❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✿ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ♣♦✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡
❡t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳
❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦✉♣❧é ♥♦♥ ✐♥t✉✐t✐❢✳ ❉❛♥s ❧❡
❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t✲❆❧❧❛r❞ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❡s ♣❤②s✐❝✐❡♥s ❡t ✐♥❞✉str✐❡❧s ♣♦✉r
tr❛✐t❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✳

❉❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣ré❝é❞❡♥t ❣râ❝❡ à ❞❡s rés✉❧t❛ts
♥✉♠ér✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s s②stè♠❡s ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✸❉✱ ✈✐❛ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ é❧é✲
♠❡♥ts ✜♥✐s ▲✐❜▼❡s❤ ❡t ✉♥ ❝♦❞❡ é❧❛❜♦ré ❡♥ ❈✰✰✱ t❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ✢✉✐❞❡ q✉❡ ❞✉
s♦❧✐❞❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦❞❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❡ ✷❉ ▼❛t❧❛❜ é❝r✐t
♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✳

❆❜str❛❝t

✈✐✐



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✈✐✐✐



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ①✐✐✐

▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ①✈

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

P❛rt✐❡ ■ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

❈❤❛♣✐tr❡ ✶

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡

✶✳✶ ❈❛❞r❡ ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✶✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✶✳✷ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❡t q✉❛♥t✐tés ♣❤②s✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✸ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✸✳✶ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✸✳✷ Pér✐♦❞✐❝✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✸✳✸ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

P❛rt✐❡ ■■ ❘és✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s

✐①



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❊t✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✷ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✷✳✶ ▲❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✷✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✢✉✐❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✸ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✸✳✶ ▲❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✸✳✷ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s Hf ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✸✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s [H1
Dir(Ω)]

3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✸✳✷ ❈❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
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✺✳✶✼ P❛rt✐❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

❡t ♣♦✉r ω = 100✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✺✳✶✽ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♦❧✐❞❡ ❞❡ Y1 ✈✉ ❞❡ ❢❛❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
✺✳✶✾ ❉é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ G = E11✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
✺✳✷✵ ●r♦ss✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r G = E11✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
✺✳✷✶ ❉é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ G = (E12 + E21)/2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
✺✳✷✷ ●r♦ss✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r G = (E12 + E21)/2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✻✳✶ P❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✻✳✷ P❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ω = 100 s−1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✻✳✸ P❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ω = 4980 s−1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

①✐✐✐



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✻✳✹ P❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ω = 4980 s−1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
✻✳✺ P❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♣♦✉r ω = 100 s−1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
✻✳✻ P❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♣♦✉r ω = 100 s−1✳ ✳ ✳ ✶✸✶
✻✳✼ P❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ω = 4980 s−1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
✻✳✽ P❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ω = 4980 s−1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
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▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✶✳✶ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✷ ❱❛❧❡✉rs à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✶✳✹ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✉♥✐tés✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✶✳✸ ❈♦♥st❛♥t❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✹✳✶ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❇✐♦t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✹✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✹✳✸ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✉t✐❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✺✳✶ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ♣♦✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Y1 ♣♦✉r ✭▼✐❝r♦❋✮✳ ✶✵✾
✺✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥s (ũ, p̃) ❞❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ ❞❛♥s Yk✱ 2 ≤ k ≤ 8✱ ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ ❞❡ (ui
j)1≤i,j≤3 ❡t ❞❡ pi✱ 1 ≤ i ≤ 3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✺✳✸ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Y1 ♣♦✉r
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ✭▼✐❝r♦❙✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✺✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥s ✭▼✐❝r♦❙✮ ❞❛♥s Yk✱ 2 ≤ k ≤ 8✱ ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
(〈σs(u1)

i,j〉Y1
)1≤j≤3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✺✳✺ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ s♦❧✐❞❡ ♦❜t❡♥✉ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳ ✳ ✶✷✺
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▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

①✈✐



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ♠❛îtr✐s❡ ❞✉ ❝♦♥❢♦rt ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛✈✐♦♥s ❞✬❛✛❛✐r❡s ❢❛✐t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❛♣✲
♣❡❧ ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛ss✐✈❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ♠❛tér✐❛✉① ♣♦r❡✉① ✭❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡✱
♠♦✉ss❡s✱ t✐ss✉s✮ ♣♦✉r ❧❡✉rs q✉❛❧✐tés ❞❡ ❧é❣èr❡té✱ ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣❤♦♥✐q✉❡ ❡t ❞❡ s♦✉✲
♣❧❡ss❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉✳ ❈❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s q✉❛❧✐tés s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞✬✐s♦❧❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♦ù ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡st ♣❧❛❝é ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❛r♦✐s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡s ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ t♦✉t ❡♥ ❛❜s♦r❜❛♥t
❡t ❡♥ ré✢é❝❤✐ss❛♥t ❧❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ✢✉✐❞❡ ❞✉
♠❛tér✐❛✉ ♣♦r❡✉①✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉①✳

❈❡ tr❛✈❛✐❧ r❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❊❍P❖❈ ❞✉ ♣ô❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐✈✐té ❙②s✲
t❡♠❅t✐❝✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✈❛✐❧❧é ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲♣r♦❥❡t ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t
❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠❛tér✐❛✉①✳ ❈❡ ♣r♦❥❡t ❡st ❝♦✜♥❛♥❝é ♣❛r ❧❛ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ●é✲
♥ér❛❧❡ ❞❡s ❊♥tr❡♣r✐s❡s✱ ❧❡ ❈♦♥s❡✐❧ ❘é❣✐♦♥❛❧ ■❧❡ ❞❡ ❋r❛♥❝❡ ❡t ❧❡ ❈♦♥s❡✐❧ ●é♥ér❛❧ ❞❡s
❨✈❡❧✐♥❡s✳ ■❧ ❡st ❧❡ ❢r✉✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❉❛ss❛✉❧t✲❆✈✐❛t✐♦♥✱ ❧✬❖◆❊❘❆ ❡t ❧❡
▲❆❯▼ ✭▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬❆❝♦✉st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✉ ▼❛✐♥❡✮✳

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉① t②♣❡ ✢✉✐❞❡✲
str✉❝t✉r❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r à ❢réq✉❡♥❝❡ ✜①é❡✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❡♥ ❡✛❡t
♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❞♦♥♥é à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❝❡s ❝❛✲
r❛❝tér✐st✐q✉❡s s❡ ré❞✉✐s❡♥t à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳

❯♥ s❛✈♦✐r✲❢❛✐r❡ ❞✬✐♥❣é♥✐❡✉r ❡①✐st❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❛✈❡❝ ❞❡ ❜♦♥♥❡s
♣r♦♣r✐étés ❛❝♦✉st✐q✉❡s✱ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① t❡sts ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és s✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡✉rs ✐♠♣é❞❛♥❝❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❇✐♦t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✳ ❈❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦ût❡✉s❡s ❡t ❞✐✣❝✐❧❡s à
ré❛❧✐s❡r ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♠❛tér✐❛✉① ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ré❛❧✐sés ♣❛r ▲✳ ▲❡②❧❡❦✐❛♥ ✶✳ ❉❛♥s ❧❡s r❛♣♣♦rts
✐♥t❡r♥❡s ❬▲❡②✵✶❪✱ ❬▲❡②✵✸❪ ❡t ❬▲❍❇✵✹❪✱ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ♥♦♥ ✈✐❜r❛♥t ❡st ét✉❞✐é✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s❡✉❧❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❛✐r s♦♥t ét✉❞✐é❡s✱
❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ét❛♥t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✐♠♠♦❜✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❬▲❡②✵✶❪✱
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r ♣❛ss❛♥t à
tr❛✈❡rs ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ♣♦r❡✉① s♦♥t ét❛❜❧✐❡s✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥
❧✬❛♣♣❡❧❛♥t ♠♦❞è❧❡ r✐❣✐❞❡✳ ❉❛♥s ❬▲❡②✵✸❪ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé
❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s q✉✐ ✈♦✐❡♥t ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡
t②♣❡ ❈❤❛♣♠❛♠✲❊♥s❦♦❣✳

✶✳ ❖♥❡r❛

✶



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❬▲❡②✵✸❪ ❡t ❬▲❍❇✵✹❪ ▲✳ ▲❡②❧❡❦✐❛♥ ❡t ❛❧ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ❈❡❧P❡r✷ é❝r✐t ♣❛r
❍❛❞❥✐ ❍❛ss❛♥✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❈✰✰ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡✳ ❈❡
❝♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡s s❡❧♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ✉♥ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦♥♥és✳ ▲❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧✬❖◆❊❘❆
♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ♣♦r❡✉① ❛②❛♥t ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s très ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧✬❖◆❊❘❆ ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❧❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❞✉ sq✉❡❧❡tt❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡
❥✉st✐✜❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡
❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✜①é❡ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s❡✉❧ ♠❛tér✐❛✉ à ❧❛ ❢♦✐s✳ ❆✜♥ ❞❡ s❡ ♣❧❛❝❡r
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✲
♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① s✉r
❧❡sq✉❡❧s ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ s♦♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ s♦✐t
♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ s♦✐t ♣❛r❝❡ q✉❡ s❛ str✉❝t✉r❡ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st très ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s
❛❧♦rs q✉❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠♦②❡♥♥é❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱
✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ✿ ✉♥ ♣♦✉r ❧✬❛✐r ❡t ❧✬❛✉tr❡ ♣♦✉r
❧❡ ♠❛tér✐❛✉✳ P♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ❛ss✐♠✐❧♦♥s ❧✬❛✐r à
✉♥ ✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙t♦❦❡s
❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ▲❡ ♠❛tér✐❛✉✱ q✉❛♥t✲à✲❧✉✐ ❡st ré❣✐ ♣❛r ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t q✉✐ ♣r❡♥❞
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❞✉ sq✉❡❧❡tt❡✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ♣r❡♠✐❡r s②stè♠❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❝♦✉♣❧é❡s ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ é❝r✐t❡s ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ♣r❡ss✐♦♥✱ ❡t ❞✬✉♥ s❡✲
❝♦♥❞ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r q✉✐ ❡st é❝r✐t ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t
♣r❡ss✐♦♥ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡✳

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧s très ♣❡r❢♦r♠❛♥t ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ♥♦tr❡
♠♦❞è❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛✲
❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s é❝r✐t❡s s✉r ❧❡ ♠❛té✲
r✐❛✉ ♣♦r❡✉① ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❈❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡
♦❜t❡♥✉❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡
♣r♦♣♦s❡♥t ❆✳ ❇❡♥s♦✉ss❛♥ ❡t ❛❧ ❞❛♥s ❬❇▲P✼✽❪✱ ❊✳ ❙❛♥❝❤❡③✲P❛❧❡♥❝✐❛ ❞❛♥s ❬❙P✽✵❪ ❡t
❏✳ ▲✳ ❆✉r✐❛✉❧t ❞❛♥s ❬❆✉r✵✷❪✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ▲✳
❚❛rt❛r ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❚❛r✽✾❪ ❡t ❬●r✉❪✮ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❍✲♠❡s✉r❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r
❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s❡ ♣❧❛❝❡r ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs
❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❉❡s rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉① s✉r
❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés ♣❛r ●✳ ❆❧❧❛✐r❡✱ ●✳ ◆❣✉❡ts❡♥❣ ❡t ❛❧ ❡t
❆✳ ❇❡♥s♦✉ss❛♥ ❡t ❛❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬❆❧❧✾✷❪✱ ❬▲◆❲✵✷❪ ❡t ❬❇▲P✼✽❪✳

▲❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣♦r❡✉① ♦♥t été ❜❡❛✉❝♦✉♣ ét✉❞✐és ❡♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❡t ♣♦✉r ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❯♥❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭❙t♦❦❡s✱
é❧❛st✐❝✐té✱ ❍❡❧♠❤♦❧t③✮ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❆✳ ❇❡♥s♦✉ss❛♥ ❡t ❛❧ ❞❛♥s ❬❇▲P✼✽❪✳ ❉❛♥s
❬❊P✾✺❪✱ ❏✳ ❙❛✐♥t ❏❡❛♥ P❛✉❧❛✐♥ ❡t ■✳ ❆✳ ❊♥❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ é❧❛s✲
t✐q✉❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✐♠♠❡r❣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ✈✐sq✉❡✉①✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣r❡♥♥❡♥t
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞✉ s♦✲
❧✐❞❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙t♦❦❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡

✷



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♣❛r ●✳ ❆❧❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❬❆❧❧✽✾❛❪✱ ❬❆❧❧✾✶❝❪✱ ❬❆❧❧✾✶❛❪ ❡t ❬❆❧❧✾✶❜❪✳ ■❧ ② ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣r♦✉✈é
q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♠✐t❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st très ❞✐✛ér❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❡t ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡s ✜❜r❡s ❞✉ sq✉❡❧❡tt❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❝♦✉♣❧é❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✬é❝r✐✈❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés
♣❤②s✐q✉❡s ❧✐é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st
rés♦❧✉ ♣❛r ❆✳ ▼✐❦❡❧✐➣ ❡t ❛❧ ❞❛♥s ❬❋▼P✾✽❪✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❞❡s
♠✐❧✐❡✉① ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♥st✐t✉és ♣❛r ❞❡s ❝❡r❝❧❡s ✐♥❝❧✉s ♦✉ ♥♦♥ ❧✬✉♥
❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡✱ ❝✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ▼✳ ❋✳ ❇❡♥ ❍❛ss❡♥ ❡t ❊✳ ❇♦♥♥❡t✐❡r ❞❛♥s ❬❍❇✵✺❪✳

▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✐♥tér❡ss❡ ❆✳ ▼✳ ▼❡✐r♠❛✲
♥♦✈ ❡t ❙✳ ❆✳ ❙❛③❡♥❦♦✈ ❞❛♥s ❬▼❙✵✼❪✱ ❡t ❆✳ ▼✳ ▼❡✐r♠❛♥♦✈ ❞❛♥s ❬▼❡✐✵✽❛❪✱ ❬▼❡✐✵✽❜❪
❡t ❬▼❡✐✵✽❝❪ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ❢♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t q✉✐ s❡rt ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① ♣❤②s✐❝✐❡♥s✳ ❉❛♥s
❝❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ét✉❞✐és ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ é❝r✐ts ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❞♦♥t
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦✉♣❧❡♥t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
❝❡tt❡ ✈♦❧♦♥té ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡st ❛✉ss✐
♣rés❡♥t❡ ♣❛r ❏✳ ▲✳ ❋❡rr✐♥ ❡t ❆✳ ▼✐❦❡❧✐➣ ❞❛♥s ❬❋▼✵✸❪ ❡t ❞❛♥s ❬▼✐❦✾✹❪ ♦ù ❧❡s ❧✐♠✐t❡s
❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ s②stè♠❡s é❝r✐ts ❡♥ t❡♠♣s s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t ♦✉
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❛r❝②✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r ✉♥ ✢✉✐❞❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❡t ✉♥ ♠❛té✲
r✐❛✉ é❧❛st✐q✉❡ ❛ été très ét✉❞✐é ❡♥ ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ à ♥♦tr❡
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♣♦sé❡s ❡♥ t❡♠♣s ♦✉ ❡♥ ré❣✐♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱
❝❡ q✉✐ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡s ♥ôtr❡s ♦ù ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦♥t é❝r✐t❡s ❡♥ ré❣✐♠❡ ❤❛r✲
♠♦♥✐q✉❡ ❡t ❢♦♥t ❞♦♥❝ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❙✳ ❉❛ss❡r
❞❛♥s ❬❉❛s✾✻❪ ❡t ❬❉❛s✾✺❪ q✉✐ ét✉❞✐❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧
♣rés❡♥té ♣❛r ❆✳ ▼✐❦❡❧✐➣ ❡t ❛❧ ❞❛♥s ❬●▼✵✵❪ ❡t ❬❈❋●▼✵✶❪ ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❝❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ❡♥ t❡♠♣s✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❆✳ ▼✐❦❡❧✐➣ ❡t
❏✳ ▲✳ ❋❡rr✐♥ ❞❛♥s ❬❋▼✵✸❪ r❡♠❛rq✉❡♥t q✉❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s
❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✱ ❝✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s
❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡✳

◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ♣♦rté s✉r ❧❡s tr♦✐s ❛s♣❡❝ts ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s❛❝r♦♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ à
❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ✿ ❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✉t✐❧❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐
♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ r✐❣✐❞❡ ❞é❥à ❞é❝r✐t ♣❛r ▲✳ ▲❡②❧❡❦✐❛♥ ❞❛♥s ❬▲❡②✵✶❪✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❡♥ ❞é✲
❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ♣♦r❡✉① ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ✢✉✐❞❡
❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥tr❡♥t ❡♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✿
❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡✱ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
❙t♦❦❡s s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❀ ❧❡ s❡❝♦♥❞✱ q✉❡
♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡t✱ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
❛♣♣❡❧é ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳
❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉
✢✉✐❞❡ ❡t ❝❡❧❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r
❆✳ ▼✐r❛♥✈✐❧❧❡ ❛♥❞ ❘✳ ❚❡♠❛♠ ❞❛♥s ❬▼❚✵✸❪✳ ■❧ r❡st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té
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❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ♣♦r❡✉① ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡t ✐❧
❡♥ r❡ss♦rt q✉❡ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ✢✉✐❞❡ ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡
❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♦❧✐❞❡ ❡st ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉✐ s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ét✉❞✐é✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♦❜t❡♥✉s ❡t à
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡✲
♥✐r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥
❝❤❛♣✐tr❡ ❞é❞✐é à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐✲
❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❞❡s s②stè♠❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦✉ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❙t♦❦❡s✱ s❡ ré❢ér❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❉✳ ❇r❛❡ss ❬❇r❛✵✶❪✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❝♦✉♣❧é ♥❡ s✬ét✉❞✐❡ ♣❛s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ r❡♥❞
❧❛ ❢♦r♠❡ s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ ♥♦♥ ❝♦❡r❝✐✈❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s s✉✐✈r❡ ❧❛
❞é♠❛r❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❆✳ ▼✐❦❡❧✐➣ ❡t ❛❧ ❞❛♥s ❬❈❋●▼✵✶❪✳ P♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❡t ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ r❡❝♦✉rs à ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❋r❡❞✲
❤♦❧♠✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ◆♦✉s
❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✳ P♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ●✳ ❆❧❧❛✐r❡
❡t ●✳ ◆❣✉❡ts❡♥❣ ❡t ❛❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬❆❧❧✾✷❪ ❡t ❬▲◆❲✵✷❪✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❞❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r é❝r✐r❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ❞❡ ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s ♦♥t ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❡♠♣ê❝❤❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞✬é♥❡r❣✐❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ P♦✉r
❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t s✉❝✲
❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ✢✉✐❞❡ ♣✉✐s s♦❧✐❞❡✱ ♦♥
❝♦♥❝❧✉t ❣râ❝❡ à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥
♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❣é♥ér❛❧✱ ❡t s❡ ❢❛✐t ❡♥ s✉✐✈❛♥t
❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▲✳ ❚❛rt❛r ❞❛♥s ❬❚❛r❪✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❡s ❧✐♠✐t❡s
❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❡s s②stè♠❡s ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
❡♥ t❡st❛♥t ❧❡✉rs ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥tr❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡st ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡s✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ s②stè♠❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ q✉✐ ✈♦✐t ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st é❝r✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s t❛♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s q✉❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✳ ❈❡ s②stè♠❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡
s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❧❡s s❡✉❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s s✐ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s s♦♥t ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❞♦♥t
❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐q✉❡s✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❡t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ▲❡s s②stè♠❡s ♠✐❝r♦s❝♦✲
♣✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t très ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ❧❡✉r ét✉❞❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st é❝r✐t ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡
❝❡ q✉✐ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ s♦♥ ét✉❞❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦✉♣❧é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ét✉❞✐é✱
♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❛♣♣❡❧ à ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ét✉❞✐é
❝♦♥t✐❡♥♥❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦❧✐❞❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t t♦✉❝❤❛♥t t♦✉s ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣♦✉r
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥✐❝✐té✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♣❛r ✉♥ ❧✐❡♥ ✈❡rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♣❤②s✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❡♥ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❇✐♦t ✿ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❇✐♦t ❞✉ s②stè♠❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❡st
❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s✱ ❧✬✉♥ ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s
❡t ❧✬❛✉tr❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❊✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ s❡✉❧❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞ét❡r✲
♠✐♥❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✳ P♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r
é❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✐s❝rèt❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✢✉✐❞❡ ❡t
s♦❧✐❞❡✱ ♣✉✐s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r
s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s②♠étr✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❣ér❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té s✉r
❧❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣❧✉s
❢❛❝✐❧❡s à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦♥s ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧
❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ✈✐❛ ✉♥ ❝♦❞❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ▼❛t❧❛❜ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
❚♦♦❧❜♦① ❚r✐❛♥❣❧❡ ❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t
❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ✈✐❛ ✉♥ ❝♦❞❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❈✰✰ é❝r✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r❡ ▲✐❜✲
▼❡s❤✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦❞❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
é❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥éré à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠❛✐❧❧❡✉r ❣♠s❤✳ ▲❛ s♦rt✐❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡
❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡s q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❣♠✈ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ✈✐❛ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ P❛r❛❱✐❡✇✳
❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡♥
é❝r✐✈❛♥t s❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥✜♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡ ❝♦❞❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ▼❛t❧❛❜ ❜✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❝r✐t ❡t ❧❡s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t
♣❛r ❉❛ss❛✉❧t✲❆✈✐❛t✐♦♥✳ ▲❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t
❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❇✐♦t ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥ts à ❝❡ ♠❛tér✐❛✉✳

✺



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✻



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

✼





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡

✈❡rr❡

❙♦♠♠❛✐r❡

✶✳✶ ❈❛❞r❡ ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✶✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✶✳✷ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❡t q✉❛♥t✐tés ♣❤②s✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✸ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✸✳✶ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✸✳✷ Pér✐♦❞✐❝✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✸✳✸ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛✐r à
tr❛✈❡rs ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣♦r❡✉① t②♣❡ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ♦✉ ♠♦✉ss❡ ✭❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❡t ❧❡s ✜❣✉r❡s r❡♣rés❡♥té❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥❝❡♥trés s✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡
✈❡rr❡✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ à s❛✈♦✐r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡
tr❛✈❛✐❧✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡
s♦♥t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t U ❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ Θ✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱
♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❧❡s s②stè♠❡s ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳ ❈❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦♥t
♦❜t❡♥✉❡s ❣râ❝❡ à ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ♣✉✐s à ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞✳

✶✳✶ ❈❛❞r❡ ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s

✶✳✶✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉

❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s ❞✐s♣♦s❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✉ ❢✉s❡❧❛❣❡ ❞❡
❧✬❛✈✐♦♥ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣♦r❡✉① t②♣❡ ♠♦✉ss❡ ♦✉ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❜r✉✐t
tr❛♥s♠✐s ♣❛r ❧❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞✉ ✈❡♥t ❝♦♥tr❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✉ ❢✉s❡❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛✈✐♦♥✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡
❧✬ét✉❞❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❧❡ s♦♥ ❞❛♥s ❝❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣♦r❡✉①✳
◆♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s à ❢réq✉❡♥❝❡ ω ✜①é❡✱ ❡t ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♠❛té✲
r✐❛✉ ✿ ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡✳ ▲❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ✜❜r❡s ❞❡ ✈❡rr❡
✭❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ s♦❧✐❞❡ ♦✉ ♠❛tér✐❛✉✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ❧✬❛✐r q✉✐ ❧❛ tr❛✈❡rs❡ ✭❧❡ ✢✉✐❞❡✮✳
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❡♥ ❢❛✐t à ♦❜t❡♥✐r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❤♦♠♦✲
❣é♥é✐sé ❞❡ ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ✿ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛t✐èr❡
❡t ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧✬❛✐r ❞✉ sq✉❡❧❡tt❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✲ ▲❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ❞❛♥s ❧❛
♣❛r♦✐ ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✲ ❈❆❖ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳

P♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ♦❜❥❡t✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r à ❧❛
❋✐❣✳ ✶✳✶ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢✉s❡❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛✈✐♦♥ ❡t à ❧❛

✶✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳ ❈❛❞r❡ ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s

❋✐❣✳ ✶✳✷ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ❡♥ ❈❆❖ ✭❈♦♥❝❡♣t✐♦♥
❆ss✐sté❡ ♣❛r ❖r❞✐♥❛t❡✉r✮ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ✜❣✉r❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❉✳ ❚r❡♥t✐♥
❞❛♥s ❬❚r❡✵✼❪✳

❚♦✉t ❝❡ tr❛✈❛✐❧ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ω ❡st ✜①é❡✱
✕ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ♣♦r❡✉① ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱
✕ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✜❜r❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡st ♣❡t✐t❡ ❞❡✈❛♥t ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s

❞❡ ❧✬❛✐r ❡t ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ✈❡rr❡✱
✕ ❧✬❛✐r ❡st ❛ss✐♠✐❧é à ✉♥ ✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱
✕ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ✢✉✐❞❡s ❡t s♦❧✐❞❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ s♦♥t ❝♦♥♥❡①❡s ❡t t♦✉❝❤❡♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉

❞♦♠❛✐♥❡✳
▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬ét✉❞❡✱ ❛ ✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤②✲

s✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✜♥❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣♦r❡✉① ❛✉①q✉❡❧s ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❞♦✐t
s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❡st s♦✐t ré❡❧❧❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭❝❛r s❛ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ♠❡t ❡♥ ❥❡✉
❞❡s ♣r♦❝é❞és ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✮ s♦✐t ❡①trê♠❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r
❞❡s q✉❛♥t✐tés ♠♦②❡♥♥é❡s ✭t❛✉① ❞✬❛✐r✱ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡t ❧❛r❣❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ✜❜r❡s
♦✉ ❞❡s tr♦✉s✱✳✳✳✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✐❧ ♣❛r❛✐t ❥✉st✐✜é ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡
❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s q✉❛♥t✐tés r❡❝❤❡r❝❤é❡s s✉r ❞❡s
❝❡❧❧✉❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❣é♥ér❛❧ Ω ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠❛tér✐❛✉ ♣♦r❡✉①
✈✉ ❞❛♥s s❛ ❣❧♦❜❛❧✐té✳ ❈❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ε✲♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣ér✐♦✲
❞✐❝✐té ❞❡ t❛✐❧❧❡ ε✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Y ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té r❡♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ✶✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❣❧♦❜❛❧ Ω ♣❛r ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

Ω =

( ⋃

k∈Z3

ε(Y + k)

)
∩ Ω,

♦ù Ω ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é✱ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ❞❡ R3✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Y ❡st ❧❡ ❝✉❜❡
❞❡ t❛✐❧❧❡ [0, 1]3✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦❧✐❞❡ S ❡t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ F ✳ ❯♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Y s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ S ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r tr♦✐s ✜❜r❡s ❞❡
✈❡rr❡ q✉✐ s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ❡t ♦ù ❧❡ ✢✉✐❞❡ s✬é❝♦✉❧❡ ❛✉t♦✉r ❞❡s ✜❜r❡s ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r
❧❛ ❋✐❣✳ ✶✳✸✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶ ✭■♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ Y ✮
■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦❧✐❞❡
❝♦♥♥❡①❡ ❡t t♦✉❝❤❛♥t t♦✉s ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❝✉❜❡✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❛ ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝r✉❝✐❛❧❡ ♣❛r
❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉
s♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé✳

❆✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❛r ♣ér✐♦❞✐❝✐té✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✲
✈❛♥t❡s ✿

Sk = S + k, Sε
k = εSk ∩ Ω, Fk = F + k, F ε

k = εFk ∩ Ω, k ∈ Z3. ✭✶✳✶✮

◆♦✉s ❞✐✛ér❡♥❝✐♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Ωf r❡❧❛t✐❢ ❛✉ ✢✉✐❞❡ ✭❧✬❛✐r✮ ❡t Ωs r❡❧❛t✐❢ ❛✉ s♦❧✐❞❡
✭✜❜r❡ ❞❡ ✈❡rr❡✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡

Ω = Ωs ∪ Ωf ,

✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✲ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Y ✳

♦ù✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ♥♦t❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✭✶✳✶✮

Ωf =
⋃

k∈Z3

F ε
k, Ωs =

⋃

k∈Z3

Sε
k.

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❡①tér✐❡✉r Γext ❡t ❧❡ ❜♦r❞ ✐♥tér✐❡✉r Γint ❡♥tr❡ ❧❡s
❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✢✉✐❞❡ ❡t s♦❧✐❞❡ ♣❛r

Γext = ∂Ω, Γint = (∂Ωs ∩ ∂Ωf ) \∂Ω.

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ❜♦r❞ ✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Y ♣❛r

Yint = (∂S ∩ ∂F ) \∂Y.

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷ ✭❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞✮
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s ❜♦r❞s ✐♥tér✐❡✉rs ❞❡s ❜♦r❞s ❡①tér✐❡✉rs ♣❛r❝❡
q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s à ❝❡s ❜♦r❞s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡✳

✶✳✶✳✷ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❡t q✉❛♥t✐tés ♣❤②s✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r é❝r✐r❡
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛✐r à tr❛✈❡rs ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡✳ ▲❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ s♦♥t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❧❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ x = t(x1, x2, x3) ❡t ❞✉ t❡♠♣s t✳
P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s ✈ér✐✜és ♣❛r
❝❡s s❡✉❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ✈❛st❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ ❆✜♥ ❞❡
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ♥♦✉s ré❝❛♣✐t✉❧♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜✳ ✶✳✶
t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✸
▲✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s ❡t ❧❡s ♣❤②s✐❝✐❡♥s
♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡
❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❊❧❧❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛tér✐❛✉
❤♦♠♦❣é♥é✐sé✳ P♦✉r ❧❛ ❝♦♥♥❛îtr❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦❜t❡♥✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡♥
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❧❡s rés♦✉❞r❡✳

✶✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳ ❈❛❞r❡ ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s

◆♦t❛t✐♦♥ ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❘❡❧❛t✐♦♥ ✐♥tér❡sss❛♥t❡
p(x, t) ❈❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ♣❤é✲

♥♦♠è♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐❢
Vf (x, t) ❈❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡

❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐❢
U (x, t) ❈❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡

♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐❢ ❣❧♦❜❛❧
Us(x, t) ❈❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡

♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐❢ s♦❧✐❞❡
Uf (x, t) ❈❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡

♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐❢ ✢✉✐❞❡
u(x, t) ❈❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♥✉❧ s✉r Γext

ρ(x, t) ❉❡♥s✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡
E(x, t) ❊♥tr♦♣✐❡
Θ(x, t) ❚❡♠♣ér❛t✉r❡ ✢✉✐❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡
θ(x, t) ❚❡♠♣ér❛t✉r❡ ✢✉✐❞❡ ♥✉❧❧❡ s✉r ∂Ωf

K(x, t) ▼♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té p = −K∇ · U ♦ù ∇ · U
❡st ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é✲
♠❡♥t ❞❡ ✈♦❧✉♠❡

Z(x, t) ■♠♣é❞❛♥❝❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❛ ré✲
s✐st❛♥❝❡ q✉✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♦♣♣♦s❡ à s❛ ♠✐s❡ ❡♥
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st tr❛✈❡rsé ♣❛r ✉♥❡
♦♥❞❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡

Z =
p

(U )Γext

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✲ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✹
❚♦✉t❡s ❝❡s ❣r❛♥❞❡✉rs s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥
ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜✳ ✶✳✷ ❧❡s ✉♥✐tés ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳

◆♦t❛t✐♦♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❱❛❧❡✉r ❯♥✐té
P0 p 105 P❛
V0 V ✵ ♠·s−1

ρf ρ ✶✳✷✶✸ ❦❣·♠−3

E0 E ❏·❑−1

T0 Θ ✷✼✸ ❑
K0 K ✶✳✹✷×105 P❛
Z0 Z ✹✶✺✳✶ P❛·s·♠−1

❚❛❜❧❡ ✶✳✷ ✲ ❱❛❧❡✉rs à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

➱♥✉♠ér♦♥s ❧❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ✭♠✐❧✐❡✉
❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✮✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ tr♦✐s t②♣❡s ❞✬♦♥❞❡s ✿

✕ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞✐t❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ s♦✐t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ❣r❛✲
❞✐❡♥t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✭♦♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡
♥♦té ζ✮✱

✕ ❞❡✉① ♦♥❞❡s ❞✐t❡s ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ s♦✐t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❛✉ ❣r❛✲
❞✐❡♥t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✭♦♥ ❧❡✉r ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡
♥♦té η✱ ❛✈❡❝ η = 1.84× 10−5 P♦✐s✮✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛✉ss✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ré❝❛♣✐t✉❧♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜✳ ✶✳✸ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ▲❛♠és µ ❡t λ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r
❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ν = 0.2 ❡t ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❨♦✉♥❣ E ✈❛❧❛♥t 69109 P❛ ❣râ❝❡
❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s

µ =
E

2(1 + ν)
et λ =

Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
.

❯♥✐té ❯♥✐té éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
P❛s❝❛❧ ❦❣·♠−1·s−2

❏♦✉❧❡ ❦❣·♠2·s−2

❲❛tt ❦❣·♠2·s−3

◆❡✇t♦♥ ❦❣·♠·s−2

P♦✐s❡✉✐❧❧❡ P❛·s

❚❛❜❧❡ ✶✳✹ ✲ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✉♥✐tés✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✈ér✐✜❡r s✐ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡ s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❞✬✉♥✐tés ❞❛♥s ❧❡
❚❛❜✳ ✶✳✹✳

✶✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡

◆♦t❛t✐♦♥ ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❱❛❧❡✉r
ω ❋réq✉❡♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ω ∈ R+ ✉♥✐té ✿ s−1

cp ❈❤❛❧❡✉r ♠❛ss✐q✉❡ à ♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ cp = 1005 ❏·❦❣−1·❑−1

κ ❈♦♥❞✉❝t✐✈✐té t❤❡r♠✐q✉❡ κ = 0.02547 ❲·♠−1·❑−1

c ❱✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ c = 342.2 ♠·s−1

η ❱✐s❝♦s✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡ η = 1.84 · 10−5 P♦✐s
ρf ❉❡♥s✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡ ρf = 1.213 ❦❣·♠−3

ρs ❉❡♥s✐té ❞✉ s♦❧✐❞❡ ρs = 16 ❦❣·♠−3

γ ❘❛♣♣♦rt ❞❡s ❝❤❛❧❡✉rs s♣é❝✐✜q✉❡s γ = 1.4
λ Pr❡♠✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ▲❛♠é λ = 19 166 666 666 P❛
µ ❉❡✉①✐è♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ▲❛♠é µ = 31 363 363 363 P❛

❚❛❜❧❡ ✶✳✸ ✲ ❈♦♥st❛♥t❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳

✶✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛✐r
❞❛♥s ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ♣♦r❡✉① t②♣❡ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡✱ ♠❛tér✐❛✉ ❞♦♥t ❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
❜♦✉❣❡r✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡
❧❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ❡st ❞û à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡✳

P♦✉r ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❛❞♠❡ttr❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s
✕ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✱

✕ ❧✬❛✐r ❡st ❛ss✐♠✐❧é à ✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡s
❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts PV = nRT ✱

✕ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ K = γp✱
✕ ❧✬❛✐r ❡st ❛ss✐♠✐❧é à ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ♥✉❧❧✐té ❞❡
❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✺ ✭❙✉r ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡✮
❯♥ ✢✉✐❞❡ ❡st ❞✐t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ s♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡♠❡✉r❡ ❝♦♥st❛♥t s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡①t❡r♥❡✳ ▲✬❛✐r ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ♥♦tr❡
ét✉❞❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♦s❝✐❧❧❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱
❝❡ q✉✐ ✈❛ r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❧✉s ❥✉st✐✜❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té Y ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❛ss❡③
❣r❛♥❞ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ ❞é♣❧❛❝é ♣❛r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡①❡r❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣❛r♦✐ r❡st❡
❝♦♥st❛♥t ♠❛✐s ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❣r❛♥❞❡✲
♠❡♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡♥ ✈✐t❡ss❡
❡t ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳

❖♥ ❛ss✐♠✐❧❡ ❧✬❛✐r à ✉♥ ❣❛③ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❝✐♥q éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛r✐sé❡s ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ét❛t
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✿ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡✱ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡✲
♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ é❝r✐t❡ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡✱ ❡t ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s

✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷

✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✷✮✲✭✶✳✻✮ s✉✐✈❛♥t ✿

∂ρ

∂t
+ ρf ∇ · V = 0, ✭✶✳✷✮

ρf
∂V

∂t
= −∇p+ η△V +

(
ζ +

η

3

)
∇ (∇ · V ) , ✭✶✳✸✮

T0ρf
∂E

∂t
= κ△Θ, ✭✶✳✹✮

Θ =
1

ρfcp
p+

T0
cp
E, ✭✶✳✺✮

ρ =
1

c2
p−

(
ρf
cp

)
E. ✭✶✳✻✮

❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r ❏✳ ❋✳ ❆❧❧❛r❞ ❡t ◆✳ ❆t❛❧❧❛ ❞❛♥s ❬❆❆✵✾❪ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱
❑✐r❝❤❤♦✛ ❡t ❘❛②❧❡✐❣❤ ♦♥t rés♦❧✉ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✿
❞♦♠❛✐♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Y ❡st tr❛✈❡rsé❡ ♣❛r ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ ❞❛♥s
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ z ❞❡s ❝ôt❡s✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❋✐❣✳ ✶✳✹✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✲ ❈❡❧❧✉❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❝♦♠♣❧✐q✉és ❡t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❡①♣❧♦✐t❡r ♣❤②s✐✲
q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ♣✉✐sq✉✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❛
♣r✐♦r✐ ❞❡ ✜❜r❡s ❞❡ ✈❡rr❡s ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭✈♦✐r ❧❛ ❋✐❣✳ ✶✳✷ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✵
♣♦✉r s✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✮✳

◆♦✉s r❡❢♦r♠✉❧♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭✶✳✷✮✲✭✶✳✻✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿




ρf
∂V

∂t
= −∇p+ η△V +

(
ζ +

η

3

)
∇ (∇ · V ) ,

∇ · V = −
∂

∂t

(
p

P0

−
Θ

T0

)
,

ρfcp
∂Θ

∂t
−
∂p

∂t
= κ△Θ.

✭✶✳✼✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✻ ✭❙✉r ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✮✮
❈❡tt❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✷✮✲✭✶✳✻✮ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s rés♦❧✈♦♥s ❧❡
♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ♣♦✉r s❡✉❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳

✶✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡

◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❡ s✐♠♣❧✐✜❡r✱
♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❑✐r❝❤❤♦✛ ❡t ❘❛②❧❡✐❣❤✳

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ✭✶✳✼✮ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ✭✶✳✷✮✲✭✶✳✻✮✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✳✼✮ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✭✶✳✸✮✳
❊♥s✉✐t❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✺✮ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡

T0E = cpΘ−
p

ρf
. ✭✶✳✽✮

❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✽✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à t ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✳✼✮ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✶✳✷✮ s✐ ♦♥ ♠♦♥tr❡
q✉❡

ρ

ρf
=

p

P0

−
Θ

T0
.

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✺✮ ❡t ✭✶✳✻✮ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ρ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ s✉✐✈❛♥t ✿

ρ =

(
1

c2
+

1

T0cp

)
p− ρf

Θ

T0
.

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ ❞♦♥❝ à ♠♦♥tr❡r q✉❡

1

c2
+

1

T0cp
=
ρf
P0

. ✭✶✳✾✮

❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ K0 ❡st t❡❧ q✉❡ K0 = γP0 ❡t
c =

√
K0/ρf ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

1

c2
=

ρf
γP0

. ✭✶✳✶✵✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r 1/(T0cp)✱ ✐❧ ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛✐r ❛ss✐♠✐❧é
à ✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ PV = nRT ♦ù R ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s
❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✱ n ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ❡t V ❡st ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬❛✐r✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t
n = m/M ✱ ♦ù m ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧✬❛✐r ❡t M s❛ ♠❛ss❡ ♠♦❧❛✐r❡✱ ❡t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡
ρ = m/V ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

P0 = ρf
RT0
M

. ✭✶✳✶✶✮

❊♥✜♥ ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ r❡❧✐❡ M ✱ à γ✱ cp ❡t R

M
γ − 1

γ
=
R

cp
. ✭✶✳✶✷✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✭✶✳✶✶✮ ❡t ✭✶✳✶✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

1

T0cp
=

(
1−

1

γ

)
ρf
P0

. ✭✶✳✶✸✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ♠❡tt❛♥t ✭✶✳✶✵✮ ❡t ✭✶✳✶✸✮ ❜♦✉t✲à✲❜♦✉t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✭✶✳✾✮✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡
❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥✳

✶✼
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❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✼
▲❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♥❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▲❛✉r❡♥t
▲❡②❧❡❦✐❛♥ ❞❛♥s ❬▲❡②✵✶❪✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ♥✉❧❧❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡
❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡st ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✮✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ❥✉st✐✜❡r ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❡♥
ét✉❞✐❛♥t ❧❡s q✉♦t✐❡♥ts p/P0 ❡t Θ/T0 q✉✐ ✈❛r✐❡♥t ♣❡✉ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ❡♥ t❡♠♣s ♣❛r❝❡ q✉❡
❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ p ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ Θ✮ s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ P0

✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t T0✮✳
❊♥ ❢❛✐t ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡

❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs s❡ ❞é❝♦✉♣❧❡r ❡t ❞♦♥❝ s❡ rés♦✉❞r❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧ ✭❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ♣❤②s✐q✉❡✮ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❑✐r❝❤❤♦✛ ❡t ❘❛②❧❡✐❣❤✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s à ❢réq✉❡♥❝❡ ✜①é❡ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t q✉❡
❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s♦♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❡♥ t❡♠♣s ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡t ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ✿

p(x, t) = p(x)eiωt, V (x, t) = V (x)eiωt et Θ(x, t) = Θ(x)eiωt. ✭✶✳✶✹✮

❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡ s②stè♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡
{
η△V − iωρfV −∇p = 0,

∇ · V = 0,
✭❱✮

❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧✬éq✉❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡

iωρfcpΘ− iωp = κ△Θ. ✭❚✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ❞❡✉① s②stè♠❡s ✭❱✮ ❡t ✭❚✮ ❞é❝♦✉♣❧és q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡♥t
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ très r❡str✐❝t✐✈❡
s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❡st ✐♠♠♦❜✐❧❡✱ ❡t ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ ♣❛s à ❧❛ ré❛❧✐té✳ ❈✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❝♦♥s❛❝r♦♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡s
♠❛tér✐❛✉① ♣♦r❡✉① ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭é❧❛st✐q✉❡✮ ❞✉ sq✉❡❧❡tt❡✳

✶✳✸ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝♦✉✲
♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✢✉✐❞❡s ❡t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦❧✐❞❡s é❝r✐t❡s ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡ ❡t ♣r❡ss✐♦♥✳ ❈❡ s②stè♠❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧✬❛✐r ❡st
✉♥ ✢✉✐❞❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s r✐❣✐❞❡ tr❛✐té à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱
♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t s✬é❝r✐t ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ❞é❝♦✉♣❧❡♥t ❧❡ ❞é✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à
é❝r✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦❧✐❞❡ ❡♥ ♣r❡s✲
s✐♦♥ ❡t ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s s②stè♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✳
❆✐♥s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡
❡♥ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❡t ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ r❡❧✐❛♥t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té
❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦✉♣❧é ❡t ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s
♠❡tt♦♥s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳

✶✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

✶✳✸✳✶ ❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

P♦✉r é❝r✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt s✉r ❧❡ s♦❧✐❞❡✳ P♦✉r ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s
❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Vf ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✢✉✐❞❡ ❡t Us

♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♦❧✐❞❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s
❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ❡♥
✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s ❡t ♥♦✉s ❛ss✐♠✐❧♦♥s ❧✬❛✐r à ✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ♣❧❛❝é
❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡✳ ▲❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ✿ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
❞é❝♦✉♣❧é❡s✳

▲❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❚✮ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✢✉✐❞❡ ❡st
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ q✉❡ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✈✐sq✉❡✉s❡s

{
ρf
∂Vf

∂t
= ∇ · (σf (Vf , p)), sur Ωf ,

∇ · Vf = 0, sur Ωf ,

♦ù ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✈✐sq✉❡✉s❡s σf ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

σf (Vf , p) = η
(
∇Vf +

t∇Vf

)
− p Id.

P♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♦❧✐❞❡ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
✢✉✐❞❡ ❡t s♦❧✐❞❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡st é❧❛st✐q✉❡ ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥s♣✐r♦♥s
❞❡ ❬▼❚✵✸❪✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♦❧✐❞❡ ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ρs
∂2Us

∂t2
= ∇ · (σs(Us)) sur Ωs,

♦ù ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ σs ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

σs(Us) = λ (∇ ·Us) Id+ µ
(
∇Us +

t∇Us

)
.

❊♥✜♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞✱ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛
✈✐t❡ss❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡

Vf =
∂Us

∂t
sur Γint,

❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦r♠❛❧❡s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t
♣❛r

σf (Vf , p)n = σs(Us)n sur Γint,

♦ù n r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ s♦❧✐❞❡ ✭♦♥ ❛✉r❛✐t ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❡♥
❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ ✢✉✐❞❡✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡





ρf
∂Vf

∂t
= η△Vf −∇p, sur Ωf ,

∇ · Vf = 0, sur Ωf ,

ρs
∂2Us

∂t2
= (λ+ µ)∇∇ ·Us + µ△Us, sur Ωs,

Vf =
∂Us

∂t
, sur Γint,

(ηG(Vf )− pId) n = (λ∇ ·UsId+ µG(Us)) n, sur Γint,

✶✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸

♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♥♦té
G(U ) = ∇U + t∇U . ✭✶✳✶✺✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✽
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❡♥ r❡✲
♠❛rq✉❛♥t q✉❡

∇ · (G(V )) = △V +∇∇ · V ,

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡✳

❈❡ s②stè♠❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ Vf ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t Us

❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ q✉❛♥t✐tés✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉✐❞❡ Vf ✳ ◆♦✉s ❧❡ ❞é✜♥✐ss♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❡
❢❛✐t ❙✳ ❉❛ss❡r ❞❛♥s ❬❉❛s✾✺❪ ♣❛r

U f (x, t) =

∫ t

0

Vf (x, s)ds. ✭✶✳✶✻✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Us✱ Vf ❡t p s♦♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❡♥ t❡♠♣s
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ é❝r✐t❡s ❝♦♠♠❡ ❡♥ ✭✶✳✶✹✮ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✽✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✳✶✻✮ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

Uf (x, t) = Uf (x)
(
eiωt − 1

)
, avec Uf (x) =

Vf (x)

iω
.

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t





ρfω
2U f = −iωη△U f +∇p, sur Ωf ,

∇ ·U f = 0, sur Ωf ,
ρsω

2Us = −(λ+ µ)∇∇ ·Us − µ△Us, sur Ωs,
U f = Us, sur Γint,

(iωηG(U f )− pId) n = (λ∇ ·UsId+ µG(Us)) n, sur Γint,

✭❋✲❙✮

♦ù n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ s♦❧✐❞❡✳

✶✳✸✳✷ Pér✐♦❞✐❝✐té

◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✱
❡t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ✈ér✐✜é ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞é❥à ❞é✜♥✐ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ♣❛r ε✲♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ❢❛✐t
♣❛r ❏✳ ▲✳ ❆✉r✐❛✉❧t ❡t ❛❧ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬❆✉r✵✷❪✱ ♥♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s ❝❡❝✐ ❡♥ ❛ss✐♠✐❧❛♥t
ε à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ s②stè♠❡✱ ❛✈❡❝
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✾ ✭▲♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✮
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ q✉❛♥t✐té ét✉❞✐é❡ ✭✐❝✐ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡t ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ s♦❧✐❞❡✮✳

✷✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✵ ✭❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✮
❈❡tt❡ ❧♦♥❣✉❡✉r s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❡t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ✭❋✲❙✮ ♣♦✉r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts s♦❧✐❞❡ ❡t ✢✉✐❞❡✳
❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❚✮✱ ♠♦♥tr❡ q✉❡

κ

longueur2
❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ à ωρfcp,

♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✱ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ r❡✈✐❡♥t à ✉♥❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❛r
✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❛✉ ❝❛rré✳

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡s tr♦✐s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s

ltemp =

√
κ

ωρfcp
,

lair =

√
η

ωρf
,

lverre =

√
λ

ω2ρs
=

√
µ

ω2ρs
.

❙✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✶✳✺✱ ♦♥ tr♦✉✈❡r❛ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ tr❛✐t ♣❧❡✐♥ ❞❡ ltemp/lverre ❡t ❡♥
♣♦✐♥t✐❧❧é ❞❡ lair/lverre✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✲ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉rs ❡♥tr❡ lverre ❡t ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s ✢✉✐❞❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ω✳

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r lverre ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ✶✵✵✵ ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡
❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✢✉✐❞❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❧❛ t❡♠♣é✲
r❛t✉r❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t q✉❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞✉ ✈❡rr❡ s✬♦❜s❡r✈❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛ss✐♠✐❧♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ t❛✐❧❧❡ ε ❞❡s
❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té Y ε

k à lair/lverre ♦✉ à ltemp/lverre ✭❝❡s ❞❡✉① ❧♦♥❣✉❡✉rs s♦♥t ❞✉
♠ê♠❡ ♦r❞r❡✮✳

✷✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✶ ✭❙✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Y ✮
■❧ ❡st r❛ss✉r❛♥t ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✬✉♥❡ ✜❜r❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 50 µ♠✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ε✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ r❡♣rés❡♥té❡
s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✶✳✸✱ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦❤ér❡♥t❡✳

▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ε ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ✈❡rs 0 ♣♦✉r ❢❛✐r❡
❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❡♥ ✉♥ s❡♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣ré❝✐s❡r♦♥s ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❝♦♠✲
♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣ér✐♦✲
❞✐❝✐té t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ♥♦t❛♥t ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs g q✉✐
✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t

g = gĝ,

♦ù g ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✉♥✐té ❞✉ s②stè♠❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✱ g ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡✉r
❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ✉♥✐té ❡t ♦ù ĝ ❡st ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s❛♥s ✉♥✐té✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉❣❣èr❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

η

x2 ω ρf
=
l2air
x2

= ε2,
κ

x2 ω ρf cp
=
l2temp

x2
= ε2, Uf = lair,

λ

x2 ω2 ρs
= 1,

µ

x2 ω2 ρs
= 1.

✭✶✳✶✼✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✢✉✐❞❡ Vf ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ✭✈✐t❡ss❡
❞✉ s♦♥✮ cf s♦♥t ❧✐é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

ωUf = Vf = εcf =

√
p

ρf
. ✭✶✳✶✽✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✶✳✶✽✮ ♣✉✐s ✭✶✳✶✼✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

p =
ω2 ρf U f

2

ε
= ω2 ρf U f x

U f

εx︸︷︷︸
lair
x

1

ε

= ω2 ρf U f x. ✭✶✳✶✾✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✺✮ ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✻✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ p ❡t ρf cp s♦♥t
❞❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦t✐✈❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡

p = Θρf cp. ✭✶✳✷✵✮

▲✬❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s s②stè♠❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t éq✉✐✈❛✲
❧❡♥ts à ✭❋✲❙✮ ❡t ✭❚✮ s✉✐✈❛♥ts ✿





p

xω2 ρf Uf

∇x̂p̂+ ω̂2ρ̂fÛf = i
η

x2 ω ρf
ω̂η̂△x̂x̂Ûf , s✉r Ωf ,

∇x̂ · Ûf = 0, s✉r Ωf ,

−

(
λλ̂+ µ µ̂

x2 ω2 ρs

)
∇x̂∇x̂ · Ûs −

µ

x2 ω2 ρs
µ̂△x̂x̂Ûs = ω̂2ρ̂sÛs, s✉r Ωs,

✷✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

❡t

iω̂ρ̂f ĉpΘ̂− i
p ω

Θω ρf cp
ω̂p̂ =

κ

x2 ω ρf cp
κ̂△x̂x̂Θ̂, sur Ωf .

▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✶✳✶✼✮ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ε ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❡t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té t❤❡r♠✐q✉❡

η = ε2η̂ et κ = ε2κ̂. ✭✶✳✷✶✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✶✳✶✾✮ ❡t ✭✶✳✷✵✮ s✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s
é❝r✐t✉r❡s s✐♠♣❧✐✜é❡s ❞❡s s②stè♠❡s ✭❋✲❙✮ ❡t ✭❚✮





−∇x̂p̂− ω̂2ρ̂fÛf = iε2 ω̂η̂△x̂x̂Ûf , s✉r Ωf ,

∇x̂ · Ûf = 0, s✉r Ωf ,

−
(
λ̂+ µ̂

)
∇x̂∇x̂ · Ûs − µ̂△x̂x̂Ûs = ω̂2ρ̂sÛs, s✉r Ωs

❡t
iω̂ ρ̂f ĉpΘ̂− iω̂p̂ = ε2 κ̂△x̂x̂Θ̂, sur Ωf .

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✷ ✭❙✉r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ε✮
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ltemp ❡t lair ❢❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡
❧♦♥❣✉❡✉r ❛✉ ❝❛rré✱ ❝✬❡st ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✷ s✉r ❧❡ ε ❞❛♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
✭✶✳✷✶✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✸ ✭❙✉r ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ε✮
❋❛✐r❡ t❡♥❞r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✈❡rs 0✱ r❡✈✐❡♥t à ❢❛✐r❡ ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ✜❜r❡s ❞❡ ✈❡rr❡ ❡t ❞♦♥❝ à ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛✐r✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ε
♣❧❛❝é ❞❡✈❛♥t ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ♣❡r♠❡t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❞❡ ❧✬❛✐r à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡✉① é❝❤❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✿ ❧✬✉♥❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t ❧✬❛✉tr❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ▲✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ y é❧é✲
♠❡♥t ❞❡ Y ✱ ♥❡ ❣èr❡ ♣❛s ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ♠❛✐s ❝✬❡st s✉r ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s
❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s♦❧✐❞❡ ❡t ✢✉✐❞❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ x ∈ Ω ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✱ ♠❛✐s
♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ♣❛s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✢✉✐❞❡ ❡t s♦❧✐❞❡✳ ❊♥ ❢❛✐t ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t r❡❧✐é❡s
❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

Y ∋ y =
x

ε
, ♦ù x ∈ Ω.

■❧ r❡st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❝♦♠♠❡♥✲
ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ε✲♣ér✐♦❞✐❝✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✹ ✭ε✲♣ér✐♦❞✐❝✐té✮
❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ U ε ❡st ε✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✉r Ω s✐ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Ω✱

U ε(x+ εei) = U ε(x), ∀ i ∈ {1, 2, 3},

♦ù (e1, e2, e3) ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ R3✳

✷✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸

P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ♣❛r ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ér✐♦✲
❞✐q✉❡ Ω → D(Ω, C∞

♯ (Y )) ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ Y → C∞
♯ (Y ) ♣❛r ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥

U ε(x) = U
(x
ε

)
= U (y).

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✺
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠❛❝r♦s❝♦✲
♣✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✳✷✶✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ r❛♣✐❞❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡

ε2△xxU ε(x) = △yyU (y).

❈❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✳✷✶✮ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦✐t ❝♦♠✲
♣❧èt❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✳ ❈❡❧✉✐ ♥✬❡st
♣❛s tr✐✈✐❛❧ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❞♦✐t ❝❤♦✐s✐r

pε(x) =
1

ε
p (y) ,

♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ✈♦✐r ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ε s✉r ❞✬❛✉tr❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts q✉❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té✳

❊♥ ♥♦t❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ U ε ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞✉ s♦❧✐❞❡
❡t ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡t ❡♥ ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t ♣❧✉s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ·̂ ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✭♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ✿





ρfω
2U ε = −iε2ωη△U ε +∇pε, sur Ωf ,

∇ ·U ε = 0, sur Ωf ,
ρsω

2U ε = −(λ+ µ)∇∇ ·U ε − µ△U ε, sur Ωs,
U ε = U ε, sur Γint,

εσf
ε
(U ε, pε)n = σs

ε
(U ε)n, sur Γint,

✭✶✳✷✷✮

♦ù n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ s♦❧✐❞❡✱ ❧❡s t❡♥s❡✉rs σf
ε
❡t σs

ε
s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r

σf
ε
(U ε, pε) = εηiωG(U ε)−

1

ε
pεId,

σs
ε
(U ε) = λ∇ ·U εId+ µG(U ε),

♦ù G ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✶✳✶✺✮ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✷✵✳
❆✉ ♥✐✈❡❛✉ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

iωρfcpΘε − ε2κ△Θε = iωpε, sur Ωf . ✭✶✳✷✸✮

✶✳✸✳✸ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞

▲❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ Θε ❡t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t uε s♦♥t ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s
s✉r ❧❡ ❜♦r❞ Γext✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s q✉✐✱ ❡❧❧❡s✱ s♦♥t
♥✉❧❧❡s s✉r Γext✱ ❛✜♥ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♦ù ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡s
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r

✷✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜♦r❞ Γext ✿ Γext
D q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t Γext

N

q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐

Γext = Γext
D ∩ Γext

N et Γext
D ∪ Γext

N = ∅.

◆♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t U ε ❡t q✉❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ Θε ✈❛❧❡♥t r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t g ❡t Θ0 s✉r ❧❡ ❜♦r❞ Γext

D ✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s U ε ❡t Θε s♦♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s
❡♥ t❡♠♣s ✭♦♥ ❧❡s ❛ s✉♣♣♦sés ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❡♥ t❡♠♣s✱ ✈♦✐r ✭✶✳✶✹✮✮✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t g ❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ Θ0 s♦✐❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡♥ t❡♠♣s✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝❤♦✐① ❞❡
g s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ✐❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡ s♦❧✐❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✜①é à ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞✉ ❢✉s❡❧❛❣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s♦✉♠✐s
❛✉ ♠ê♠❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛✐r ♣rès ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ✿ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♥♦♥
❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡ s♦❧✐❞❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✢♦tt❛♥t ✿ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
◆❡✉♠❛♥♥✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞❡ ❧❛ ❝❛r✲
❧✐♥❣✉❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✱ ❝❡ q✉✐
s❡ tr❛❞✉✐t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ét❛♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ε✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✷✷✮ s❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞♦♥❝ ❛✐♥s✐

U ε = g sur Γext
D ,

♦ù✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t✱ g ∈ [H
1

2 (Γext)]3 ❡t ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ∫

Γext

g · n =

∫

Ω

g.

❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✸✮ s❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❛✐♥s✐

Θε = Θ0 sur Γext
D , avec Θ0 ∈

[
H

1

2 (Γext)
]
.

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✻ ✭❙✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❜♦r❞s✮
■❧ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s ❜♦r❞s Γext ❡t Γint ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t
∂Y ❡t Yint ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❜♦r❞ ∂Y ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❛❧♦rs q✉❡ Yint ❣èr❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✉ ❝ôté ✢✉✐❞❡ ❡t ❞❡
◆❡✉♠❛♥♥ ❞✉ ❝ôté s♦❧✐❞❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ Ω✱ ❧❡ ❜♦r❞
Γext ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ♥❡ ✈♦✐t ♣❛s ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡
❜♦r❞ Γint ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ s♦❧✐❞❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳

P❛r ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛❝❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ h ∈ [H1(Ω)]3 ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡
g à ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉❧❧❡ s✉r Ω✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t uε = U ε −h✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
uε ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ pε ✈ér✐✜❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t ✿




ρfω
2uε + iε2ωη△uε −∇pε = f f

ε , sur Ωf ,
∇ · uε = 0, sur Ωf ,

ρsω
2uε + (λ+ µ)∇∇ · uε + µ△uε = f s

ε, sur Ωs,
uε = 0, sur Γext

D ,
∇uε n = 0, sur Γext

N ,
εσf

ε
(uε + h, pε)n = σs

ε
(uε + h)n, sur Γint,

uε ❝♦♥t✐♥✉ sur Γint,

✭✭❋✲❙✮ε✮

✷✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸

♦ù

σf
ε
(uε + h, pε) = iεωηG(uε + h)−

1

ε
pεId, ✭✶✳✷✹✮

σs
ε
(uε + h) = λ∇ · (uε + h)Id+ µG(uε + h), ✭✶✳✷✺✮

❡t ♦ù

f f
ε = −ρfω

2h− iε2ωη△h,

f s
ε = −ρsω

2h− (λ+ µ)∇∇ · h− µ△h.

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✼ ✭❙✉r ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t h✮
■❧ s✉✣r❛✐t q✉❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t h s♦✐t ♥✉❧ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✭✭❋✲❙✮ε✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐♠♣♦s❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ à ❧✬✉♥ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♣♦✉r ❧❡ r❡❧è✈❡✲
♠❡♥t✱ r❡✈✐❡♥t à ❧✉✐ ❢❛✐r❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝❡ q✉✐
♥✬❡st ♣❛s ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ g✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛
♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞✉ ♠❛tér✐❛✉

{
ε2η△vε − iωρfvε −∇pε = −ε2η△h+ iωρfh, sur Ωf

∇ · vε = 0, sur Ωf .
✭Vε✮

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r é❝r✐r❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮ ❡t ✭Vε✮✱
♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❝♦♥tr❛❝té s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✽ ✭Pr♦❞✉✐t ❝♦♥tr❛❝té✮
❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① t❡♥s❡✉rs ❞✬♦r❞r❡ ✸✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝♦♥tr❛❝té ❞❡ ❝❡s ❞❡✉①
t❡♥s❡✉rs✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r

A : B =
∑

1≤i,j≤3

Ai,jBi,j.

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✾
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés A : B = tA : tB ❡t q✉❡ ∇v + t∇v ❡st s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

G(u) : ∇v = G(u) :
t
∇v =

1

2
G(u) : G(v), ∀u,v ∈ [H1(Ω)]3, ✭✶✳✷✻✮

♦ù G ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✶✳✶✺✮ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✷✵✳

❉é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ H1
Dir(Ω) ♣❛r

H1
Dir(Ω) =

{
u ∈ H1(Ω), u = 0 sur Γext

D

}
.

❈❡t ❡s♣❛❝❡ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❍✐❧❜❡rt ❝♦♠♠❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❢❡r♠é ❞❡ H1(Ω)✳ ❊♥ ❡①♣r✐♠❛♥t
△v +∇∇ · v ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ G(v)✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✾✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮

❚r♦✉✈❡r (uε, pε) ∈ [H1
Dir(Ω)]

3 × L2(Ωf ) t❡❧s q✉❡ ∀ (v, q) ∈ [H1
Dir(Ω)]

3 × L2(Ω) ♦♥ ❛✐t

✷✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡





ω2ρs

∫

Ωs

uε · v −
µ

2

∫

Ωs

(
∇uε +

t∇uε

)
:
(
∇v + t∇v

)
− λ

∫

Ωs

∇ · uε ∇ · v

+ω2ρf

∫

Ωf

uε · v − i
ωηε2

2

∫

Ωf

(
∇uε +

t∇uε

)
:
(
∇v + t∇v

)
+

∫

Ωf

pε∇ · v

=

∫

Ω

f 1 · v +

∫

Ω

f 2
ε : ∇v,

∫

Ωf

q · ∇ · uε = 0,

✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮
❛✈❡❝ f 1 ❡t f 2

ε ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

∫

Ω

f 1 · v = −ω2ρf

∫

Ωf

h · v − ω2ρs

∫

Ωs

h · v,
∫

Ω

f 2
ε : ∇v = −ε

∫

Ωf

σf
ε
(h, 0) : ∇v −

∫

Ωs

σs
ε
(h) : ∇v,

✭✶✳✷✼✮

♦ù ❧❡s t❡♥s❡✉rs σf
ε
❡t σs

ε
s♦♥t ❞é✜♥✐s ❡♥ ✭✶✳✷✹✮ ❡t ✭✶✳✷✺✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷✵ ✭❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ε ❞❡ f ε✮
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣r✐♠é f ε ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ε ❡t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ε✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡①❝❧✉r❡ ❧❡ ❝❛s
❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❡ ε ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✭❡♥ ✉♥ s❡♥s q✉❡ ♥♦✉s
♣ré❝✐s✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ t❤é♦r✐q✉❡✮ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♥✬❡st
♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù f ε s✬❡①♣r✐♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❡
ε✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ f ε ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ε ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡ ❢❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❛r✐❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r f ε✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷✶ ✭Pr♦♣r✐été ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡ f ε✮
■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t h ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱
♠❛✐s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ f ε ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❞♦✲
♠❛✐♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t s✉r ❧❡ s♦❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐
♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❛ s♦♥ ✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ f ε ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s x
❡t y✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ✭Vε✮ s✬é❝r✐t ✿

❚r♦✉✈❡r (uε, pε) ∈ [H1
Dir(Ωf )]

3 × L2(Ωf ) t❡❧s q✉❡ ∀ (v, q) ∈ [H1
Dir(Ωf )]

3 × L2(Ω)✱ ♦♥
❛✐t





−iωρf

∫

Ωf

uε · v − ε2η

∫

Ωf

∇uε : ∇v +

∫

Ωf

pε∇ · v

= iωρf

∫

Ωf

h · v + ε2η

∫

Ωf

∇h : ∇v,
∫

Ωf

q · ∇ · uε = 0.

✭❋❱ ✭❱ε✮✮

✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ s♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡①❤✐❜❡r Θ1✱ ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r ❞❡ Θ0✱ ❣râ❝❡
à ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r tr❛❝❡✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t θε = Θε−Θ1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡
t❤❡r♠✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿

{
ε2κ△θε − iωρfcpθε + iωpε = −ε2κ△Θ1 + iωρfcpΘ1, s✉r Ωf ,

θε = 0, s✉r Γext;
✭Tε✮

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭Tε✮ s✬é❝r✐t ✿

❚r♦✉✈❡r (θε, pε) ∈ [H1
Dir(Ωf )]

3 × L2(Ωf ) t❡❧s q✉❡ ∀ (θ, q) ∈ [H1
Dir(Ωf )]

3 × L2(Ω)✱ ♦♥
❛✐t

− ε2κ

∫

Ωf

∇θε · ∇θ − iωρfcp

∫

Ωf

θε θ + iω

∫

Ωf

pε θ

= ε2κ

∫

Ωf

∇Θ∇θ + iωρfcp

∫

Ωf

Θ θ. ✭❋❱ (Tε)✮

✷✽



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❘és✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s

✷✾





❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❊t✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛

♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

❙♦♠♠❛✐r❡

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✷ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✷✳✶ ▲❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✷✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✢✉✐❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✸ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✸✳✶ ▲❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✸✳✷ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s Hf ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✸✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s [H1
Dir(Ω)]

3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞é❞✐é à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❤②✲
♣♦t❤ès❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡ é❝r✐t s♦✉s ✉♥❡
❢♦r♠❡ q✉✐ ❞é❝♦✉♣❧❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡
ét✉❞❡ ❡st ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ t❤é♦rè♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✳ ❉❛♥s ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ t❡♠♣s✱
♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲
str✉❝t✉r❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❡♥ ♣r❡ss✐♦♥✳ ❈❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ét✉❞❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r
❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❡♥ ré❣✐♠❡ ❤❛r✲
♠♦♥✐q✉❡✳

P♦✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♥ér❛❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❝♦✉rs à ✉♥ ♦✉✈❡rt O ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡
❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✷✳✶✮
▲✬♦✉✈❡rt O ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ❜♦r♥é✱ ❞❡ ❜♦r❞ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ❞❛♥s R3✳

❖♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt O s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬♦♥ ❧✉✐ ❛ttr✐❜✉❡ ♣❛r
❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ✷✳✶✮
❖♥ ♥♦t❡ ∂OD ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ O s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣♦rt❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱
❡t ∂ON ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ O s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣♦rt❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✷✳✷✮
▲✬♦✉✈❡rt O ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ∂OD ❡st ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♥♦♥
♥✉❧❧❡✳

◆♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ Ω q✉✐ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✢✉✐❞❡
Ωf ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s♦❧✐❞❡ Ωs✱ t♦✉t❡s ❞❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ε✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡
♣ér✐♦❞✐❝✐té✱ ❛♣♣❡❧é❡ Y ❡st ✉♥ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✢✉✐❞❡ F ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡
s♦❧✐❞❡ S✳ ❖♥ ❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✷✳✸✮
▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Ωf ✱ Ωs ❡t Ω s♦♥t ❞❡s ♦✉✈❡rts ❝♦♥♥❡①❡s ❜♦r♥és ❞❡ R3 t❡❧s q✉❡ ∂Ωf ✱ ∂Ωs

❡t ∂Ω s♦♥t ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥s✳

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ωs ♠❛✐s ♥✬❡st ✉t✐❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✲
♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❑♦r♥ ✭❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✽✮✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✷✳✹✮
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ωs ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ ♣❡t✐ts ❝✉❜❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①❡✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✷✳✺✮
▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Ωf ✱ Ωs ❡t Ω s♦♥t ❧✐és ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

Ω = Ωf ∪ Ωs ∪ Γint.

✸✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❍②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✷✳✻✮
▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Ωf ❡t Ωs s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ε✲♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Y
❝♦♠♠❡ s✉✐t

Ωf =
⋃

k∈Z3

F ε
k, Ωs =

⋃

k∈Z3

Sε
k,

♦ù

Sk = S + k, Sε
k = εSk ∩ Ω, Fk = F + k, F ε

k = εFk ∩ Ω, k ∈ Z3. ✭✷✳✶✮

❉é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ H1
Dir(Ω) ♣❛r

H1
Dir(Ω) =

{
u ∈ H1(Ω), u = 0 sur Γext

D

}
.

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡t é❝r✐t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞é❝♦✉✲
♣❧é❡ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✬é❝r✐t ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❋❱ ✭❱ε✮✮ ❡t ✭❋❱ (Tε)✮ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❚r♦✉✈❡r (uε, pε) ∈ [H1
Dir(Ωf )]

3 × L2(Ωf ) t❡❧s q✉❡ ∀(v, q) ∈ [H1
Dir(Ωf )]

3 × L2(Ω) ♦♥
❛✐t




iωρf

∫

Ωf

uε · v − ε2η

∫

Ωf

∇uε : ∇v +

∫

Ωf

pε∇ · v

= −iωρf

∫

Ωf

h · v + ε2η

∫

Ωf

∇h : ∇v,
∫

Ωf

q · ∇ · uε = 0,

✭❋❱ ✭❱ε✮✮
❡t

❚r♦✉✈❡r (θε, pε) ∈ H1
Dir(Ωf )× L2(Ωf ) t❡❧s q✉❡ ∀(θ, q) ∈ H1

Dir(Ωf )× L2(Ω) ♦♥ ❛✐t

ε2κ

∫

Ωf

∇θε · ∇θ + iωρfcp

∫

Ωf

θε θ + iω

∫

Ωf

pε θ

= −ε2κ

∫

Ωf

∇Θ∇θ + iωρfcp

∫

Ωf

Θ θ. ✭❋❱ (Tε)✮

❈❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❛ss❡③ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❡t ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✐❧s ♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞✬êtr❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t à ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❛❧♦rs
❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✉① t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❇r❡③③✐ ❡t
❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠ ✭❝❡ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t ét❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱
♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❝❡s rés✉❧t❛ts ❛✉① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❋❱ ✭❱ε✮✮ ❡t ✭Tε✮✳

❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮
s✉✐✈❛♥t ✿



ρfω
2uε + iε2ωη△uε −∇pε = f f

ε , sur Ωf ,
∇ · uε = 0, sur Ωf ,

ρsω
2uε + (λ+ µ)∇∇ · uε + µ△uε = f s

ε, sur Ωs,
uε = 0, sur Γext

D ,
∇uε n = 0, sur Γext

N ,
εσf

ε
(uε + h, pε)n = σs

ε
(uε + h)n, sur Γint,

uε ❝♦♥t✐♥✉ sur Γint,

✭✭❋✲❙✮ε✮

✸✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷

♦ù

σf
ε
(uε + h, pε) = iεωηG(uε + h)−

1

ε
pεId,

σs
ε
(uε + h) = λ∇ · (uε + h)Id+ µG(uε + h),

❡t ♦ù

f f
ε = −ρfω

2h− iε2ωη△h, ✭✷✳✷✮

f s
ε = −ρsω

2h− (λ+ µ)∇∇ · h− µ△h. ✭✷✳✸✮

P♦✉r ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣❧✉tôt ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮ ✿

❚r♦✉✈❡r (uε, pε) ∈ [H1
Dir(Ω)]

3 × L2(Ωf ) t❡❧s q✉❡ ∀(v, q) ∈ [H1
Dir(Ω)]

3 × L2(Ω) ♦♥ ❛✐t




ω2ρs

∫

Ωs

uε · v −
µ

2

∫

Ωs

(
∇uε +

t∇uε

)
:
(
∇v + t∇v

)
− λ

∫

Ωs

∇ · uε ∇ · v

+ω2ρf

∫

Ωf

uε · v + i
ωηε2

2

∫

Ωf

(
∇uε +

t∇uε

)
:
(
∇v + t∇v

)
+

∫

Ωf

pε∇ · v

=

∫

Ω

f 1 · v +

∫

Ω

f 2
ε : ∇v,

∫

Ωf

q · ∇ · uε = 0,

✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮
❛✈❡❝ f 1 ❡t f 2

ε ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
∫

Ω

f 1 · v = −ω2ρf

∫

Ωf

h · v − ω2ρs

∫

Ωs

h · v,
∫

Ω

f 2
ε : ∇v = −ε

∫

Ωf

σf
ε
(h, 0) : ∇v −

∫

Ωs

σs
ε
(h) : ∇v.

✭✷✳✹✮

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ tr❛✐té ♣❛r ❆✳ ▼✐❦❡❧✐➣ ❡t ❛❧ ❞❛♥s ❬❈❋●▼✵✶❪
♠❛✐s ❧❡ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❡st é❝r✐t ❛✈❡❝
❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s

✕ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞✬é♥❡r❣✐❡s q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ é❝r✐t ❡♥ t❡♠♣s
♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮ é❝r✐t ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤❛r♠♦✲
♥✐q✉❡s ❡♥ t❡♠♣s✱

✕ ❧❡ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦❡r❝✐✈❡✱
✕ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r à ❢réq✉❡♥❝❡ ω ✜①é❡ ♥❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛s✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t
❧❡ ♣❡♥s❡r✱ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✐♥t❡r❞✐t❡✱ ❡t ❝❡ ♣❛r❝❡ q✉❡
ε t❡♥❞ ✈❡rs 0✳

P♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♠✲
♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❋❱ ✭❱ε✮✮✳

✷✳✷ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡

✷✳✷✳✶ ▲❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡

❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❉✳ ❇r❛❡ss ❬❇r❛✵✶❪ q✉❡ ♥♦✉s
❛❞❛♣t♦♥s ❛✉ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s
❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✭◆ ✷✳✷✮ ❡t ✭◆ ✷✳✸✮✳

✸✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ✷✳✷✮
▲❡s ❡s♣❛❝❡s X ❡t M s♦♥t ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❞✬❛♥t✐✲❞✉❛✉① r❡s♣❡❝t✐❢s X ′ ❡t M ′✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡s ❢♦r♠❡s ❛♥t✐✲❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r X ′ ❡tM ′✳ ❖♥ ♥♦t❡ r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (·, ·)X ❡t (·, ·)M ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s s✉r X ❡t M ❡t X′〈·, ·〉X ❡t M ′〈·, ·〉M
s♦♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❞✉❛❧✐té (X ′, X) ❡t (M ′,M)✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ✷✳✸✮
▲❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é à Hm(O) ❡st ♥♦té 〈·, ·〉m,O ❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ s❡ ♥♦t❡
‖·‖m,O✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s q✉✐ ❛❣✐ss❡♥t s✉r ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ❛✈❡❝

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ✷✳✹✮
▲❡s ❢♦r♠❡s a ❡t b s♦♥t s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❞é✜♥✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r X×X
❡t X ×M ✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✐♥t✲s❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s
s♦✉❤❛✐t♦♥s rés♦✉❞r❡

❊t❛♥t ❞♦♥♥é (f, g) ∈ X ′ ×M ′ tr♦✉✈❡r (u, λ) ∈ X ×M t❡❧s q✉❡ ✿
{
a(u, v) + b(v, λ) = X′〈f, v〉X , ∀ v ∈ X,

b(u, µ) = M ′〈g, µ〉M , ∀µ ∈M.
✭✷✳✺✮

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✺✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡✱
❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ L✱ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ✷✳✺✮
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭✷✳✺✮ s✬é❝r✐t

L :

{
X × M −→ X ′ × M ′

(u , λ) 7−→ (F , G),
✭✷✳✻✮

♦ù ❧❡s ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s F ❡t G s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

F(v) = a(u, v) + b(v, λ), v ∈ X,
G(µ) = b(u, µ), µ ∈M.

❊♥ ✈✉❡ ❞❡ réé❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✐♥t✲s❡❧❧❡ ✭✷✳✺✮ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♠❛✐s
❡①♣r✐♠é❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣❧✉tôt q✉✬❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s a ❡t b
❞é✜♥✐❡s à ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ✷✳✹✮✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞é❞✉✐ts ❞❡ a ❡t b✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ✷✳✻✮
▲✬♦♣ér❛t❡✉r A ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡ a ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

A : X −→ X ′; u 7−→

{
X −→ C

v 7−→ X′〈Au, v〉X = a(u, v)
✭✷✳✼✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r B ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡
b ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ❞✉❛❧ ✿

B : X −→M ′; u 7−→

{
M −→ C

µ 7−→ M ′〈Bu, µ〉M = b(u, µ)
, ✭✷✳✽✮

✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷

B′ :M −→ X ′; λ 7−→

{
X −→ C

v 7−→ X′〈B′λ, v〉X = b′(λ, v) = b(v, λ)
. ✭✷✳✾✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶
❈♦♠♠❡ a ❡t b s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs A✱ B ❡t B′

s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉s✳

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✐♥t✲s❡❧❧❡ ✭✷✳✺✮

Au+B′λ = f
Bu = g

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❛✉ ❝❛s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ ✭❇r❡③③✐✮
P♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✐♥t✲s❡❧❧❡ ✭✷✳✺✮✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ L ✭❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✷✳✻✮✮ ❞é✜♥✐t ✉♥ ✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐✮ ❡t ✐✐✮ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s

✐✮ ∃α > 0 t❡❧ q✉❡ ℜ(a(v, v)) ≥ α‖v‖2, ∀ v ∈ V ✳

✐✐✮ ▲❛ ❢♦r♠❡ s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡ b s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲s✉♣ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ β > 0
t❡❧ q✉❡

inf
v∈X
v 6=0

sup
µ∈M
µ 6=0

|b(v, µ)|

‖v‖X‖µ‖M
≥ β > 0.

❊♥✜♥✱ r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❆❧❧✵✺❪✮ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸ ✭▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✮
❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❝♦♠♣❧❡①❡✱ a(u, v) ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
s✉r H ×H✱ ❡t L ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r H✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
α > 0 t❡❧ q✉❡

|a(v, v)| ≥ α‖v‖2V , ∀ v ∈ H, ✭✷✳✶✵✮

♦✉ t❡❧ q✉❡
ℜ(a(v, v)) ≥ α‖v‖2V , ∀ v ∈ H. ✭✷✳✶✶✮

❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t

Trouver u tel que ∀ v ∈ H, a(u, v) = L(v) ✭✷✳✶✷✮

❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

◆♦✉s ✜♥✐ss♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s ♥♦r♠❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✭◆♦r♠❡s ♥é❣❛t✐✈❡s✮
❙♦✐t m ≥ 1✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é u ∈ L2(O)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ❞✉❛❧ H−m(O) ❞❡ Hm

0 (O)
♣❛r ✿

‖u‖−m,O = sup
v∈Hm

0
(O)

(u, v)0,O
‖v‖m,O

.

✸✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♣❡✉t s✬ét❡♥❞r❡ ❛✉ ❝❛s u ∈ [L2(O)]

3
✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻
❙♦✐t O ✉♥ ♦✉✈❡rt ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✷✳✶✮✱ ❛❧♦rs

✶✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

∇ : L2(O) −→
[
H−1(O)

]3

❡st ✉♥ ❢❡r♠é ❞❡ [H−1(O)]
3
✳

✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c = c(O) t❡❧❧❡ q✉❡

‖p‖0,O ≤ c(‖∇p‖−1,O +‖p‖−1,O) ∀ p ∈ L2(O), ✭✷✳✶✸✮

‖p‖0,O ≤ c‖∇p‖−1,O ∀ p ∈ L2
moy(O). ✭✷✳✶✹✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✼
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c(O) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳

✷✳✷✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✢✉✐❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭Vε✮ ❡t ✭Tε✮ ❞é✜♥✐s ❛✉① ♣❛❣❡s ✷✻ ❡t ✷✽✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s (uε, pε) s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡

[
C2(Ωf ) ∩ C0(Ωf )

]3
× C1(Ωf ).

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à rés♦✉❞r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥s [H1
Dir(Ωf )]

3 × L2
moy(Ωf ) ♦ù

❧✬❡s♣❛❝❡ L2
moy(Ωf ) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

L2
moy(Ωf ) =

{
qε ∈ L2(Ωf ),

1

|Ωf |

∫

Ωf

qε(x) ❞x = 0

}
. ✭✷✳✶✺✮

P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ♣♦s❡r

X = [H1
Dir(Ωf )]

3, M = L2
moy(Ωf ). ✭✷✳✶✻✮

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ L2
moy(Ωf ) s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à L2(Ωf )/R ✭♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t

♥❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ q q✉✬à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐ ❧❡s ❢♦r♠❡s s❡q✉✐✲
❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s a ❡t b ♣❛r ✿

a(uε,vε) = ε2η

∫

Ωf

∇uε : ∇vε ❞x− iωρf

∫

Ωf

uε · vε ❞x,

b(vε, qε) = −

∫

Ωf

∇ · vε qε ❞x,

✸✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷

♦ù (uε,vε) ∈ X2 ❡t qε ∈M ✳ ●râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
a ❡t b s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r X × X ❡t s✉r X ×M ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝
❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✲s❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮
❞é✜♥✐❡ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✸✹ ✿

{
a(uε,vε) + b(vε, pε) = X′〈f,vε〉X ∀vε ∈ X,

b(uε, qε) = 0 ∀ qε ∈M,

♦ù

X′〈f,vε〉X = −ε2η

∫

Ωf

∇h : ∇vε dx+ iωρf

∫

Ωf

h · vε dx. ✭✷✳✶✼✮

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs V ♣❛r

V =
{
vε ∈ X, (∇ · vε, qε)0,Ωf

= 0, ∀ qε ∈ L2
moy(Ωf )

}
. ✭✷✳✶✽✮

❉❡ ♣❧✉s s✐ ♦♥ ♠✉♥✐t X ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡

(uε,vε)X = ε2
∫

Ωf

∇uε : ∇vε ❞x,

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r V ⊥

V ⊥ =
{
uε ∈ X, (∇uε,∇vε)0,Ωf

= 0, ∀vε ∈ V
}
.

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽
❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✻✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭Vε✮ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ ❞❡ ❇r❡③③✐✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝❛❧❝✉❧♦♥s a(uε,uε) ♣♦✉r uε ∈ V

a(uε,uε) = ε2η

∫

Ωf

|∇uε|
2 + iωρf

∫

Ωf

|uε|
2.

❊♥s✉✐t❡ ✈ér✐✜♦♥s ❧❛ V ✲❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ a

ℜ
(
a(vε,vε)

)
= ε2

∫

Ωf

|∇vε|
2 = ‖vε‖

2
H1

0
(Ωf)

.

❉✬♦ù ❧✬❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❞❡ a✳
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ b ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲s✉♣✳ P♦✉r pε ∈ L2

moy(Ωf )✱ ✭✷✳✶✹✮ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡

c−1‖pε‖0,Ωf
≤ ‖∇pε‖−1,Ωf

.

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ♥é❣❛t✐✈❡✱ ♣♦✉r t♦✉t γ > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ vγ
ε é❧é♠❡♥t ❞❡

[H1
Dir(Ωf )]

3 t❡❧ q✉❡ ‖vγ
ε‖1,Ωf

= 1 ❡t

(vγ
ε ,∇pε)0,Ωf

‖vγ
ε‖1,Ωf

≥ (1− γ)‖∇pε‖−1,Ωf
.

✸✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡

❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t γ = 1/2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

(v
1

2
ε ,∇pε)0,Ωf

≥
1

2
‖∇pε‖−1,Ωf

∥∥∥v
1

2
ε

∥∥∥
1,Ωf

=
1

2
‖∇pε‖−1,Ωf

.

❊♥✜♥ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✶✹✮ ❞♦♥♥❡

(
v

1

2
ε ,∇pε

)
0,Ωf

≥
1

2c
‖pε‖0,Ωf

,

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲s✉♣ ❡st ✈ér✐✜é❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✾
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭Vε✮ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❋❱ ✭❱ε✮✮ ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✸✸ ❛❞♠❡t
✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ (uε, pε) ∈ V ×M ✱ ♦ù ❧❡s ❡s♣❛❝❡s V ❡t M s♦♥t ❞é✜♥✐s ❡♥ ✭✷✳✶✽✮
❡t ✭✷✳✶✻✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✉t✐❧✐s❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭Tε✮
❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❋❱ (Tε)✮ ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✸✸✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✵
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭Tε✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ θε ❞❛♥s H1

Dir(Ωf )✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
P♦s♦♥s

a(θε, ϕ) = ε2κ

∫

Ωf

∇θε · ∇ϕ− iωρfcp

∫

Ωf

θεϕ, ∀ θε, ϕ ∈ H1
0 (Ωf )

❡t

L(ϕ) = −ε2κ

∫

Ωf

∇Θ · ∇ϕ+ iωρfcp

∫

Ωf

Θϕ− iω

∫

Ωf

pεϕ, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ωf )

❖♥ ♠✉♥✐t H1
Dir(Ωf ) ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡

(θε, ϕ) = ε2
∫

Ωf

∇θε · ∇ϕ.

❆❧♦rs a ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r H1
Dir(Ωf ) × H1

Dir(Ωf ) ❡t L
❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ H1

Dir(Ωf )✳ ❉❡ ♣❧✉s

ℜ (a(θε, θε)) = κ‖θε‖
2
H1

0
(Ωf )

.

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ a ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

✸✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸

✷✳✸ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮ r❛♣♣❡❧é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐t❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❙✉✐✈❛♥t ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ Hf ❞é✜♥✐ ♣❛r

Hf =
{
u ∈ [H1

Dir(Ω)]
3, ∇ · u = 0 sur Ωf

}
. ✭✷✳✶✾✮

▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬êtr❡ ❞❛♥s
Hf ✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t uε ∈ Hf s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮✱ ♣✉✐s ♦♥ r❡✈✐❡♥t à ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮ s✉r [H1

Dir(Ω)]
3 ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ pε✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✶ ✭Hf ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✮
▲✬❡s♣❛❝❡ Hf ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ❢❡r♠é ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ [H1

Dir(Ω)]
3 q✉✐

❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✉♥ ❇❛♥❛❝❤✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à é❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭✭❋✲❙✮ε✮ ❞❛♥s Hf s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

P♦✉r 0 < ε < ε(ω)✱ tr♦✉✈❡r uε ∈ Hf t❡❧ q✉❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t v ∈ Hf ♦♥ ❛✐t

a(uε,v) = F (v), ✭✷✳✷✵✮

♦ù ε(ω) ❡st à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛
❢♦r♠❡ s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡ a ♥✬❡st ♣❛s ❝♦❡r❝✐✈❡✳ P♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s
❧✬♦♣ér❛t❡✉r A ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡ a s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ A = B + C ♦ù B ❡st
❝♦❡r❝✐❢ ❡t ❜✐❥❡❝t✐❢✱ C ❡st ❝♦♠♣❛❝t ❡t B + C ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ▲✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠
♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ A ❡st ❜✐❥❡❝t✐❢✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡
uε ∈ Hf s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮✳

❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ Hf ✳

✷✳✸✳✶ ▲❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡s ❧❡♠♠❡s ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❛♥❛✲
❧②s❡ ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
❑♦r♥ ❡t à ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s ♣r❡♠✐❡rs ❝♦r♦❧❧❛✐r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✣r♠❡r q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
[H1

0 (O)]
3 ❞♦♥t ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ♥✉❧✱ ❡st ♥✉❧❧❡ s✉r O✳ ❆✜♥ ❞✬ét❛❜❧✐r ❝❡

❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t✱ ♥♦✉s ❝❛r❛❝tér✐s♦♥s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ [H1(O)]3 ❞♦♥t ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ♥✉❧✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠✳

■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑♦r♥

❆✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r♦♣r✐étés ♣r♦♣♦sé❡s ✐❝✐✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ré❢é✲
r❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❋✳ ❇♦②❡r ❡t P✳ ❋❛❜r✐❡ ❬❇❋✵✻❪ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ■■■ ❡t
❱■■✱ ❉✳ ❇r❛❡ss ❬❇r❛✵✶❪ ❡t ●✳ ❆❧❧❛✐r❡ ❬❆❧❧✾✷❪✳

✹✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✷ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ R(O)✮
❙♦✐t O ✉♥ ♦✉✈❡rt ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✷✳✶✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ R(O) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
u ∈ [H1(O)]3 t❡❧❧❡s q✉❡ ∇u+ t∇u = 0 ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✸
P♦✉r ✉♥ ♦✉✈❡rt O ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❍ ✷✳✶✮ ❡t ✭❍ ✷✳✷✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ [H1

Dir(O)]
3
♣❛r ✿

[
H1

Dir(O)
]3

= {v ∈ [H1(Ω)]3, tel que v = 0 sur ∂ΩD}. ✭✷✳✷✶✮

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✹
❙♦✐t u ∈ R(O) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♥st❛♥ts a ∈ R3 ❡t b ∈ R3 t❡❧s q✉❡

u(x) = a+
1

2
b ∧ x, ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s Ω. ✭✷✳✷✷✮

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ a ❡t b s♦♥t ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ R3✱ u ❞é✜♥✐ ♣❛r u(x) = a+
1

2
b∧x

❛♣♣❛rt✐❡♥t à R(O)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r b ❞é✜♥✐ ♣❛r

b = ∇∧ u(x) =




∂2u3 − ∂3u2

∂3u1 − ∂1u3

∂1u2 − ∂2u1


 .

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ∇u ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ b✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ u ❡st ♥✉❧✱ ♣✉✐s
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ b ❡st ❝♦♥st❛♥t✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ a ❝♦♥st❛♥t t❡❧ q✉❡
✭✷✳✷✷✮ s♦✐t ✈ér✐✜é❡✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝♦♠♠❡ ∇u+ t∇u = 0✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡

∂iuj + ∂jui = 0, ∀ 1 ≤ i, j ≤ 3. ✭✷✳✷✸✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ∂iui + ∂iui = 0 ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ 3 ❡t ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ∇u ❡st ♥✉❧❧❡✳
❊♥s✉✐t❡ ❣râ❝❡ à ✭✷✳✷✸✮✱ ♦♥ ❛

2∂2u1 = ∂2u1 + ∂1u2 − ∂1u2 + ∂2u1 = −b3,

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

∇u(x) =
1

2




0 −b3 b2
b3 0 −b1
−b2 b1 0


 .

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ b ❡st ❝♦♥st❛♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ♥✉❧✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

∂ibj = 0, ∀ 1 ≤ i, j ≤ 3.

✹✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸

❋❛✐s♦♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r i = 1✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ét❛♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✷✸✮ ❡t ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ∇u ❡st ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ❛

∂1b2 = 2∂1 (∂3u1) = 2∂3 (∂1u1) = 0,

∂1b3 = 2∂1 (∂2u1) = 2∂2 (∂1u1) = 0.

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ∂ibj = 0 ♣♦✉r t♦✉s 1 ≤ i 6= j ≤ 3✳
■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù i = j✱ t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✷✸✮

∂1b1 = 2∂1 (∂2u3) = −2∂1 (∂3u2) = −2∂2∂3u1. ✭✷✳✷✹✮

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ∂2b2 = 2∂2∂3u1 = −∂1b1 ❡t ∂3b3 = 2∂1∂2u3 = −∂1b1.
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ∂2b2 = −2∂3∂2u1 = ∂1b1✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡

∂1b1 = ∂2b2 = ∂3b3 = 0,

❡t ❞♦♥❝ b ❡st ❝♦♥st❛♥t ♣❛r ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ O✳
■❧ ♥♦✉s r❡st❡ ❛❧♦rs à ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ a✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡

q✉❡

∇

(
u(x)−

1

2
b ∧ x

)
= 0.

❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❝♦♥♥❡①✐té✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ a t❡❧❧❡ q✉❡ ✭✷✳✷✷✮ s♦✐t ✈ér✐✜é❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✺ ✭▲✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t✮
❙♦✐t u ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ [H1

0 (O)]
3
✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

∥∥∇u+ t∇u
∥∥2
0,O

= 2‖∇u‖20,O + 2‖∇ · u‖20,O.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
P❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡

∥∥∇u+ t∇u
∥∥2
0,O

= 2‖∇u‖20,O + 2

∫

O

t∇u : ∇u.

■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
∫
O

t∇u : ∇u = ‖∇ · u‖20,O. ❈❡ rés✉❧t❛t s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥
❡①♣❧✐❝✐t❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝♦♥tr❛❝té ❡t ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ❝❡ q✉✐
❞♦♥♥❡ ∫

O

t∇u : ∇u = −

∫

O

∑

1≤i,j≤3

∂i(∂jui)uj.

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ∂i(∂jui)uj = ∂j(∂iui)uj ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡
❞❡r♥✐èr❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✻
❙♦✐t O ✉♥ ♦✉✈❡rt ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❍ ✷✳✶✮ ❡t ✭❍ ✷✳✷✮✱ ❛❧♦rs

R(O) ∩
[
H1

Dir(O)
]3

= {0},

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ u ∈ [H1
Dir(O)]

3
✱ ❛❧♦rs ∇u+ t∇u = 0 ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ u = 0 ♣r❡sq✉❡

♣❛rt♦✉t✳

✹✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐

∥∥∇u+ t∇u
∥∥
0,O

= 0✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✹✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉①
✈❡❝t❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s a ❡t b t❡❧s q✉❡ u(x) = a+b∧x ✭♦♥ ❞✐t q✉❡ u ❡st ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
r✐❣✐❞❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧✮✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s u ❡st ❞❛♥s [H1

Dir(O)]
3✱ ✐❧ ❡st ♥✉❧ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡

❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞♦♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r u ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s t♦✉r♥❡r s✉r ❧✉✐ ♠ê♠❡✱ ✐✳❡✳ b = 0✳ ❉♦♥❝ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t u ❡st ❝♦♥st❛♥t é❣❛❧ à a

❡t ♥✉❧ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ❞✬♦ù u = 0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✼ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑♦r♥✮
❙♦✐t O ✉♥ ♦✉✈❡rt ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❍ ✷✳✶✮ ❡t ✭❍ ✷✳✶✮✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ c(O) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ [H1

Dir(O)]
3
✱ ♦ù [H1

Dir(O)]
3
❡st ❞é✜♥✐ ❡♥

✭✷✳✷✶✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛
‖u‖1,O ≤ c(O)

∥∥∇u+ t∇u
∥∥
0,O
.

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✼ ❡st ❞é♠♦♥tré ♣❛r ●✳ ❉✉✈❛✉t ❡t ❏✳▲✳ ▲✐♦♥s ❞❛♥s ❬❉▲✼✻❪ ✭❝❤❛♣✐tr❡
✸✮ ❡t ♣❛r ❉✳ ❇r❛❡ss ❞❛♥s ❬❇r❛✵✶❪ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✽
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞♦♥t ♦♥ tr♦✉✈❡r❛ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❬❉▲✼✻❪ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ❡t
❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✻✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✽
❙♦✐t O ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ré❣✉❧✐èr❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ c(O) str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢
t❡❧ q✉❡

‖u‖1,O ≤ c(O)
(
‖u‖0,O +

∥∥∇u+ t∇u
∥∥
0,O

)
.

❈❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛
❞♦♥❝ ♣❛s à ❛❞❛♣t❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

❖♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠

■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✷✳✶✾ ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✵ s✉✐✈❛♥ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✾ ✭❖♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠✮
P♦✉r E ❡t F ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r T ∈ L(E,F ) ❡st ❞✐t ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠
s✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s

✶✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ker(T ) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❛♥s E✳

✷✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ℑ(T ) ❡st ❢❡r♠é❡ ❡t ❞❡ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❛♥s F ✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ T ♥♦té ind(T ) ♣❛r

ind(T ) = dim(ker(T ))− codim(ℑ(T )).

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✵ ✭❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠✮
❙✐ T ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ind(T )✱ ❡t s✐ C ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♠♣❛❝t✱
❛❧♦rs T + C ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ind(T )✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♠❛✐s ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s
❝♦r♦❧❧❛✐r❡s✳

✹✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✶
❙♦✐t A ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✐♥❥❡❝t✐❢ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs B ❡t C t❡❧s q✉❡ A = B+C✱
❛✈❡❝ B ❜✐❥❡❝t✐❢ ❡t C ❝♦♠♣❛❝t✳ ❆❧♦rs ❧✬♦♣ér❛t❡✉r A ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❜✐❥❡❝t✐❢✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❈♦♠♠❡ B ❡st ❜✐❥❡❝t✐❢✱ dim(kerB) = ❝♦❞✐♠(ℑB) = 0 ❡t ❞❡ ♣❧✉s ℑB ❡st ❢❡r♠é

❞❛♥s Hf ✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ B ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ ❞✬✐♥❞✐❝❡ 0✳ ❈♦♠♠❡ C ❡st
❝♦♠♣❛❝t✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✵ ♠♦♥tr❡ q✉❡ A ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ ❞✬✐♥❞✐❝❡ 0✳
❖r ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ A ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ codim(ℑA) = 0✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ A
❡st s✉r❥❡❝t✐❢✳ ❉✬♦ù ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ A✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✷
❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ f ∈ X ′ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛♥t✐✲❧✐♥é❛✐r❡
s✐ ✿

✕ f(x+ y) = f(x) + f(y)✱ ♣♦✉r t♦✉t (x, y) ∈ X2✱
✕ f(λx) = λf(x)✱ ♣♦✉r t♦✉t (λ, x) ∈ C×X✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞✉❛❧✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥t✐✲❞✉❛❧ X ′ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ X s✬é❝r✐t ✿

‖f‖X′ = sup
x∈X
x 6=0

|X′〈f, x〉X |

‖x‖X
.

❉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ C ❡st ❝♦♠♣❧❡t✱ ❡t q✉❡ X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❜♦r♥é✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ (X ′, ‖·‖X′) ❡st
✉♥ ❇❛♥❛❝❤✳

❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ❧❡♠♠❡s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s
à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❝♦✉♣❧é ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✸✹ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s Hf ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✸

✕ ❙♦✐t E ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❡t A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ E✳ ❆❧♦rs ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ A⊥ ❞❡ A
❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❢❡r♠é ❞❡ E ′✳ ▲♦rsq✉❡ E ❡st ré✢❡①✐❢✱ A⊥⊥ s✬✐❞❡♥t✐✜❡
à ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ E✳ ❈✬❡st ❛❧♦rs ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❢❡r♠é ❞❡
E ❝♦♥t❡♥❛♥t A✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ A⊥⊥ = A✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

A ❡st ❢❡r♠é ⇐⇒ A⊥⊥ = A.

✕ ❙✐ A ⊂ B✱ ❛❧♦rs B⊥ ⊂ A⊥✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✹ ✭P❡❡tr❡✮
❙♦✐❡♥t E1✱ E2✱ E3 tr♦✐s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ❙♦✐❡♥t A ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
❞❡ E1 ❞❛♥s E2 ❡t B ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ E1 ❞❛♥s E3 ❝♦♠♣❛❝t❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

N : u ∈ E1 7→ ‖Au‖E2
+ ‖Bu‖E3

✭✷✳✷✺✮

❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♥♦r♠❡ s✉r E1 éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❆❧♦rs kerA ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❛♥s E1 ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ A ❡st ❢❡r♠é❡ ❞❛♥s E2✳

✹✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❋✳ ❇♦②❡r ❡t P✳ ❋❛❜r✐❡ ❞❛♥s ❬❇❋✵✻❪ ✭▲❡♠♠❡

■■■✳✶✳✶✺✮✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✺
❙♦✐❡♥t E ❡t F ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❡t S ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ E
❞❛♥s F ✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥t❡ tS ❞❡ F ′ ❞❛♥s E ′ ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❋✳ ❇♦②❡r ❡t P✳ ❋❛❜r✐❡ ❞❛♥s ❬❇❋✵✻❪ ✭▲❡♠♠❡

■■✳✷✳✻✮✳

✷✳✸✳✷ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s Hf

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✷✳✷✵✮ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ Hf ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✷✳✶✾✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r A ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ a ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ✭✷✳✷✵✮✱ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ A = B +C✱ ❛✈❡❝ B ❜✐❥❡❝t✐❢ ❡t C ❝♦♠♣❛❝t✳ P✉✐s ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ s❡❧♦♥ ❧❡q✉❡❧ s✐ A ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✱ ❛❧♦rs A ❡st ❜✐❥❡❝t✐❢✳ ◆♦✉s
❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡♥ ét❛❜❧✐ss❛♥t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠✳
P✉✐s ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ B ❡st ❝♦❡r❝✐❢✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑♦r♥ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
Ω✱ ❡t ❞♦♥❝ ❜✐❥❡❝t✐❢ ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ C ✈✐❡♥t ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❡❧❧✐❝❤✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ A✱ ♦♥ é❝r✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✷✳✶✾✮ ❡♥ uε✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑♦r♥ s✉r ❧❡s
❞♦♠❛✐♥❡s Ωf ❡t Ωs ❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ a(uε,v) = F (v)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✻
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮ ❞♦♥♥é à ❧❛ ♣❛❣❡ ✸✹✱ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡sts ❞❛♥s Hf ✱ ♣❡✉t
s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

❚r♦✉✈❡r uε ∈ Hf t❡❧ q✉❡ ✿

a(uε,v) = b(uε,v) + c(uε,v) = F (v), ∀v ∈ Hf ,

♦ù Hf ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✷✳✶✾✮ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✹✵✱ ♦ù b ❡t c s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡s
❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r Hf ×Hf ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

b(uε,v) =
µ

2

∫

Ωs

(
∇uε +

t∇uε

)
:
(
∇v + t∇v

)
+ λ

∫

Ωs

∇ · uε ∇ · v

− iωηε2
∫

Ωf

(
∇uε +

t∇uε

)
: ∇v, ✭✷✳✷✻✮

❡t

c(uε,v) = −ω2ρs

∫

Ωs

uε · v − ω2ρf

∫

Ωf

uε · v,

❡t ♦ù F ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛♥t✐✲❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ Hf → C ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

F (v) = −

∫

Ω

f 1 · v −

∫

Ω

f 2
ε :
(
∇v + t∇v

)
,

♦ù f 1 ❡t f 2
ε s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❡♥ ✭✷✳✷✮ ❡t ❡♥ ✭✷✳✸✮ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✸✹✳

✹✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸

❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs A✱ B ❡t C ♣❛r

A :





Hf −→ (Hf )
′

u 7−→ A(u) :

{
Hf → C

v 7→ H−1〈Au,v〉H1
0

= a(u,v)
,

✭✷✳✷✼✮

B :





Hf −→ (Hf )
′

u 7−→ B(u) :

{
Hf → C

v 7→ H−1〈Bu,v〉H1
0

= b(u,v)
,

✭✷✳✷✽✮

C :





Hf −→ (Hf )
′

u 7−→ C(u) :

{
Hf → C

v 7→ H−1〈Cu,v〉H1
0

= c(u,v)
.

✭✷✳✷✾✮

❊t✉❞✐♦♥s ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ε ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❑♦r♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
s♦❧✐❞❡ ✭♣♦✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ rés✉❧t❛t✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s
❞✐✛ér❡♥❝✐♦♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù Ωs ♣✉✐s Sε

k ✈ér✐✜❡♥t ♦✉ ♥♦♥ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✷✳✷✮✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✼ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑♦r♥ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ωs✮
❙✐ Ωs ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✷✳✷✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ M q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ε
t❡❧❧❡ q✉❡

∀u ∈ [H1
Dir(Ωs)]

3, ‖u‖0,Ωs
≤M

∥∥∇u+ t∇u
∥∥
0,Ωs

.

❈❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞é♠♦♥tré ♣❛r ❆✳ ❖✳ ❖❧❡✐♥✐❦ ❡t ❛❧ ❞❛♥s ❬❖❈❨✾✷❪✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✽ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑♦r♥ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ωs ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t
s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡✮
❙✐ u ❡st ♥✉❧❧❡ s✉r Ωf ✭❡t ❞♦♥❝ s✐ Sε

k ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✷✳✷✮ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ Z3✮
❡t s✐ Ωs ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✷✳✹✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ N q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡
ε t❡❧❧❡ q✉❡

∀u ∈ [H1
Dir(Ωs)]

3, ‖u‖0,Ωs
≤ εN

∥∥∇u+ t∇u
∥∥
0,Ωs

.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é❝♦✉♣❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ωs s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Sε

k ❞♦♥♥és ❡♥
✭✷✳✶✮ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✸✸✱ ♣✉✐s ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

y =
x

ε
et u

(x
ε

)
= uε(x)

♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

‖u‖20,Ωs
=
∑

k∈Z3

∫

Sε
k

|uε(x)|
2dx = ε3

∑

k∈Z3

∫

Sk

|u(y)|2dy.

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑♦r♥ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Sk ❡t ♦♥ ❢❛✐t ❧❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

‖u‖20,Ωs
≤ ε3

∑

k∈Z3

C(Sk)

∫

Sk

|G(u)|2dy ≤ ε2
∑

k∈Z3

C(Sk)

∫

Sε
k

|G(uε)|
2dx.

✹✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

❈♦♠♠❡ Ωs ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✷✳✹✮✱ ❝❤❛q✉❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Sε
k ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s

❞❛♥s Ωs ✭❞ès q✉❡ ε ❡st ❛ss❡③ ♣❡t✐t✮ ❡t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s C(Sk) s♦♥t t♦✉t❡s é❣❛❧❡s ❡♥tr❡
❡❧❧❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é ❛✈❡❝ N = C(S)✳

P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ B ❡st ❜✐❥❡❝t✐❢✱ C
❝♦♠♣❛❝t ❡t A ✐♥❥❡❝t✐❢✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✾
▲✬♦♣ér❛t❡✉r B ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✷✳✷✽✮ ❡st ❝♦❡r❝✐❢ s✉r Hf ❛✉ s❡♥s ♦ù ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ str✐❝✲
t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ c(ε) t❡❧ q✉❡

∀u ∈ Hf , |H−1〈Bu,u〉H1
0

| = |b(u,u)| ≥ c(ε)‖u‖21,Ω.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✳✷✻✮ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ b ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✷✳✷✻✮✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡

b(u,u) =
µ

2

∥∥∇u+ t∇u
∥∥2
0,Ωs

+ λ‖∇ · u‖20,Ωs
− i

ωηε2

2

∥∥∇u+ t∇u
∥∥2
0,Ωf

.

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♠✐♥♦r❡r |b(u,u)| ❡♥ ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r∇u+
t∇u s✉r Ω t♦✉t ❡♥t✐❡r✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t c(ε) = min (µ/2, ωηε2/2)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

|b(u,u)| ≥ c(ε)
∥∥(∇u+ t∇u

)∥∥2
Ω
,

❈♦♠♠❡ Ω ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é✱ ❝♦♥♥❡①❡✱ ❡t ré❣✉❧✐❡r ❞❡ R3✱ ❡t q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡
s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡ ❞❡ Γext ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ✭✐✳❡✳ ❧❛ ♠❡s✉r❡ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ Ω s♦✉♠✐s
❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✼✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ B✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✵
❖♥ ✈♦✐t ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ b(u,u) ♣❧✉tôt q✉❡
s❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ b(u,u) ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ s♦❧✐❞❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❛❧♦rs ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑♦r♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à ❡①♣❧♦✐t❡r s✉r ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡♥t✐❡r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✶
▲✬♦♣ér❛t❡✉r B ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✷✳✷✽✮ ❡st ❜✐❥❡❝t✐❢✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
▼♦♥tr❡r q✉❡ B ❡st ❜✐❥❡❝t✐❢ r❡✈✐❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐✲

♥✉❡ L ❞♦♥♥é❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ∈ Hf t❡❧❧❡ q✉❡

H−1〈Bu,v〉H1
0

= L(v), ♣♦✉r t♦✉s v ∈ Hf .

■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ b ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✷✳✷✻✮✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ Hf

❡st ❤✐❧❜❡rt✐❡♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ♥♦r♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ [H1(Ω)]3✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ b ❡st s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡
♣❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡t ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥✜♥ ✈✉
q✉❡ B ❡t ❞♦♥❝ b s♦♥t ❝♦❡r❝✐❢s ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✾✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝✱ ❡t B ❡st ❜✐❥❡❝t✐❢✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✷
▲✬♦♣ér❛t❡✉r C ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✷✳✷✾✮ ❡st ❝♦♠♣❛❝t✳

✹✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s (Hf , ‖·‖1,Ω) ❡t (H

′
f , ‖·‖H′

f
) s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s

❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♠♣❛❝ts s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝✱ ❡t ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ C(U) ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té U ❞❡ Hf ♣❛r C ❡st ♣ré❝♦♠♣❛❝t❡✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à
♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ C(U) ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

❙♦✐t ❞♦♥❝ (Cun)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ C(U)✳ ❆❧♦rs (un)n∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❜♦r♥é❡
✭♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s U✮ ❞❡ H1

0 (Ω)✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❡❧❧✐❝❤✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡
❞❡ (un)n∈N ✭❡♥❝♦r❡ ♥♦té❡ (un)n∈N✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❞❛♥s [L2(Ω)]

3✳ ◆♦t♦♥s u ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡
(un)n∈N✳

■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (Cun)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✭à s♦✉s✲s✉✐t❡ ♣rès✮ ✈❡rs
Cu✳ ❖r ♣❛r ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖C(un − u)‖∞,Ω ≤ ω2 max(ρf , ρs)‖un − u‖0,Ω.

❉♦♥❝ ♣♦✉r n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖C(un − u)‖∞,Ω t❡♥❞ ✈❡rs ✵✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈♦✉❧✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✸
▲✬♦♣ér❛t❡✉r A ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✷✳✷✼✮ ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❙♦✐t u ∈ kerA✱ ❛❧♦rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ B ❡t C ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✭✷✳✷✽✮ ❡t

✭✷✳✷✾✮ ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✳✷✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

0 = [H−1(Ω)]3〈Au,u〉[H1

Dir
(Ω)]3 =

µ

2

∥∥∇u+ t∇u
∥∥2
0,Ωs

+ λ‖∇ · u‖20,Ωs

− i
ωηε2

2

∥∥∇u+ t∇u
∥∥2
0,Ωf

− ω2ρs‖u‖
2
0,Ωs

− ω2ρf‖u‖
2
0,Ωf

. ✭✷✳✸✵✮

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
∥∥∇u+ t∇u

∥∥2
Ωf

= 0✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡
✷✳✶✻ ♣❛❣❡ ✹✷ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t u ❡st ♥✉❧ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ Ωf ✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✵✮ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝

µ

2

∥∥∇u+ t∇u
∥∥2
0,Ωs

+ λ‖∇ · u‖20,Ωs
− ω2ρs‖u‖

2
0,Ωs

= 0. ✭✷✳✸✶✮

❊♥ ♠✐♥♦r❛♥t ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r 0 ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑♦r♥ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
♣❡r❢♦ré ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ✭✈✉❡ ❛✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✽✮ ❞❛♥s ✭✷✳✸✶✮✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t (

µN

2ε2
− ω2ρs

)
‖u‖20,Ωs

≤ 0, ✭✷✳✸✷✮

♦ù N ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ε✳ ❖r ♦♥ ❛

lim
ε→0

µN

2ε2
− ω2ρs = +∞.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ε ❛ss❡③ ♣❡t✐t ✭ε < ε(ω)✮✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té µN/2ε2−ω2ρs ❡st str✐❝t❡✲
♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ✭✷✳✸✷✮ q✉❡ u ❡st ♥✉❧❧❡ ❛✉ss✐ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦❧✐❞❡✳
❈❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ A ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳

✹✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✹ ✭❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❛♥s Hf ✮
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ uε ❞❛♥s Hf ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮✱ ❞ès
q✉❡ ε < ε(ω)✱ ♣♦✉r ω ✜①é✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❈✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✶✱ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ B ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦✲

♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✶✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ C ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✷ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té
❞❡ A ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✸✳

✷✳✸✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s [H1
Dir(Ω)]

3

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ u ∈ Hf

t❡❧❧❡ q✉❡ ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮ s♦✐t ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ Hf ✭❞ès q✉❡ ε ❡st ❛ss❡③ ♣❡t✐t✮✳ P♦✉r
♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡ss✐♦♥ pε s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥
❛r❣✉♠❡♥t t②♣❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❛❞❛♣té ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡
❝✐té ♣❛r ❋✳ ❇♦②❡r ❡t P✳ ❋❛❜r✐❡ ❞❛♥s ❬❇❋✵✻❪✱ ♣❡r♠❡t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✺
❙♦✐t Ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❜♦r♥é ❞❡ R3 ❡t Hf ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✷✳✶✾✮
à ❧❛ ♣❛❣❡ ✹✵✳ ❆❧♦rs s♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡

H⊥
f =

{
g ∈ [H−1(Ω)]3, ∃ p ∈ L2(Ωf ),

telle que H−1〈g,ϕ〉H1
0

= −

∫

Ωf

p(x)∇ ·ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ [H1
Dir(Ω)]

3

}
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❙♦✐t Y ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ [H−1(Ω)]3 ❞é✜♥✐ ♣❛r

Y =

{
g ∈ [H−1(Ω)]3, ∃ p ∈ L2(Ωf ),

telle que H−1〈g,ϕ〉H1
0

= −

∫

Ωf

p(x)∇ ·ϕ(x)dx

}
. ✭✷✳✸✸✮

❈♦♠♠❡ Y ∈ H⊥
f ✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞é♠♦♥tré s✐ ♦♥ ét❛❜❧✐ q✉❡ H⊥

f ⊂ Y ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡
❧❡♠♠❡ ✷✳✸✻✱ Y ❡st ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❢❡r♠é ❞❡ [H−1(Ω)]3✳ ❖r [H−1(Ω)]3 ❡st ré✢❡①✐❢ ❝❛r
❝✬❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❞♦♥❝ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✸ ❛ss✉r❡ q✉❡ Y ⊥⊥ = Y ✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧
s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ Y ⊥ ⊂ Hf ✭t♦✉❥♦✉rs ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✸✮ ♣♦✉r t❡r♠✐♥❡r
❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

❙♦✐t ❞♦♥❝ ϕ ∈ Y ⊥✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❞❡ Y ✱ H−1〈g,ϕ〉H1
0

= 0✳ ❖✉

❡♥❝♦r❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ p ∈ L2(Ωf )✱
∫
Ωf
p(x)∇ ·ϕ(x)dx = 0✳ ❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡

∇ ·ϕ ❡st ♥✉❧❧❡ s✉r Ωf ✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ϕ ❡st ❞❛♥s Hf ✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✻
❙♦✐t Ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭❍ ✷✳✸✮ ❡t ✭❍ ✷✳✺✮✱ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Y
❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✷✳✸✸✮ ❡st ❢❡r♠é ❞❛♥s [H−1(Ω)]3✳

✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s E1 = L2(Ω)✱ E2 = [H−1(Ω)]3 ❡t E3 = H−1(Ω)✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t

B ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

A :

E1 −→ E2

u 7−→

{
∇u sur Ωf

0 sur Ωs

et B :
E1 −→ E3

u 7−→ u
.

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✹ s✬❛♣♣❧✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ A ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳

▲✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ tB ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t (un)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡
❞❡ {v ∈ H1(Ω), ‖v‖1,Ω ≤ 1}✳ ❆❧♦rs ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❡❧❧✐❝❤✱ ❧❛ s✉✐t❡ (un)n∈N
❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ❢♦rt❡♠❡♥t L2(Ω) ✈❡rs u✳ ❉❡ ♣❧✉s

∥∥ tBun −
tBu

∥∥
0,Ω

= ‖un − u‖0,Ω −−−→
n→∞

0.

❆✐♥s✐ ( tBun)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✭à s♦✉s✲s✉✐t❡ ♣rès✮ ❡t tB ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✺
♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ B ❡st ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❝♦♠♣❛❝t❡✳

❊♥✜♥ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ N ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✷✳✷✺✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖·‖0,Ω ❣râ❝❡
❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✻ ✭❧✬❛✉tr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s ♥♦r♠❡s
✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♥♦r♠❡s ♥é❣❛t✐✈❡s✮✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷✹ ♠♦♥tr❡ q✉❡ Y ❡st ❢❡r♠é✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✼ ✭❯♥✐❝✐té ❞❡ p✮
❙♦✐t g ∈ H⊥

f ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ p ∈ L2
moy(Ωf ) t❡❧❧❡ q✉❡

H−1〈g,ϕ〉H1
0

= −

∫

Ωf

p(x)∇ ·ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ [H1
Dir(Ω)]

3,

♦ù L2
moy(Ωf ) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

L2
moy(Ωf ) =

{
p ∈ L2(Ωf ),

1

|Ωf |

∫

Ωf

p(x)dx = 0

}
. ✭✷✳✸✹✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❉❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✺✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ∈ H⊥

f ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ p ∈ L2(Ωf ) t❡❧❧❡ q✉❡

H−1〈g,ϕ〉H1
0

= −

∫

Ωf

p(x)∇ ·ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ [H1
Dir(Ω)]

3.

❙♦✐❡♥t g ∈ H⊥
f ❡t p ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ H⊥

f ✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs
p̃ = p−

∮
Ωf
p✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❞❡ [H1

Dir(Ω)]
3

❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ L2
moy(Ω)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été

H−1〈g,ϕ〉H1
0

= −

∫

Ωf

p̃(x)∇ ·ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ [H1
Dir(Ω)]

3.

✺✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡

❆✐♥s✐✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ p̃ ❡st ✉♥✐q✉❡✳ ❙♦✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s p̃1 ❡t p̃2 ❞❡
L2
moy(Ωf ) t❡❧❧❡s q✉❡

H−1〈g,ϕ〉H1
0

= −

∫

Ωf

p̃1(x)∇ ·ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ [H1
Dir(Ω)]

3

H−1〈g,ϕ〉H1
0

= −

∫

Ωf

p̃2(x)∇ ·ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ [H1
Dir(Ω)]

3

●râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ∈ L2
moy(Ωf )✱

∫

Ωf

(p̃1(x)− p̃2(x)) f(x)dx = 0.

❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✺ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ p̃1 − p̃2 ❡st ♣r❡sq✉❡
♣❛rt♦✉t ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈♦♠♠❡ p̃1 ❡t p̃2 s♦♥t à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t p̃1 = p̃2✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✽
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮ ❞é✜♥✐ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✸✹ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ (uε, pε) ∈
[H1

Dir(Ω)]
3 × L2

moy(Ωf )✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ε✮

❞é✜♥✐❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ✈❡❝t❡✉r uε ∈ Hf t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮

a(uε,ϕ) = F (ϕ), ∀ϕ ∈ Hf ,

s♦✐t ✈ér✐✜é❡ s✉r Hf ✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✺ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✸✼ ❞♦♥♥❡♥t ❛❧♦rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (uε, pε) ∈ [H1

Dir(Ω)]
3 × L2

moy(Ω) s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮✳

✺✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊t✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸

✺✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡

❙♦♠♠❛✐r❡

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✸✳✷ ❈❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✸✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✸✳✶ Pr♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✸✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸✳✸✳✸ ▲✐♠✐t❡s ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✸✳✸✳✹ ▲✐♠✐t❡s ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✼✻

✸✳✹ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❤♦♠♦❣é♥é✐sés ✳ ✳ ✽✷

✸✳✹✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❤♦✲

♠♦❣é♥é✐sés ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✹✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤♦♠♦✲

❣é♥é✐sé ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

P♦✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♥ér❛❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❝♦✉rs à ✉♥ ♦✉✈❡rt O ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡
❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✶✮
▲✬♦✉✈❡rt O ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ❜♦r♥é✱ ❞❡ ❜♦r❞ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ❞❛♥s R3✳

❖♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt O s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬♦♥ ❧✉✐ ❛ttr✐❜✉❡ ♣❛r
❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ✸✳✶✮
❖♥ ♥♦t❡ ∂OD ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ O s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣♦rt❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱
❡t ∂ON ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ O s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣♦rt❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✷✮
▲✬♦✉✈❡rt O ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ∂OD ❡st ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♥♦♥
♥✉❧❧❡✳

◆♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ Ω q✉✐ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✢✉✐❞❡
Ωf ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s♦❧✐❞❡ Ωs✱ t♦✉t❡s ❞❡✉① ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ε✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡
♣ér✐♦❞✐❝✐té✱ ❛♣♣❡❧é❡ Y ❡st ✉♥ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✢✉✐❞❡ F ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡
s♦❧✐❞❡ S✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
Ω✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✸✮
▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Ωf ✱ Ωs ❡t Ω s♦♥t ❞❡s ♦✉✈❡rts ❜♦r♥és ❞❡ R3 t❡❧s q✉❡ ∂Ωf ✱ ∂Ωs ❡t ∂Ω
s♦♥t ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥s✳

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ωs ♠❛✐s ♥✬❡st ✉t✐❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✲
♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❑♦r♥ ✭❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✽✮✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✹✮
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ωs ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ ♣❡t✐ts ❝✉❜❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①❡✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✺✮
▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Ωf ✱ Ωs ❡t Ω s♦♥t ❧✐és ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

Ω = Ωs ∪ Ωf ∪ Γint.

❍②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✻✮
▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s Ωf ❡t Ωs s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ε✲♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Y
❝♦♠♠❡ s✉✐t

Ωf =
⋃

k∈Z3

F ε
k, Ωs =

⋃

k∈Z3

Sε
k,

♦ù

Sk = S + k, Sε
k = εSk ∩ Ω, Fk = F + k, F ε

k = εFk ∩ Ω, k ∈ Z3. ✭✸✳✶✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶
▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✸✮ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Ωf ❡t ❞❡ Ωs ✐♠♣❧✐q✉❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡s
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ∂Ω ∩ ∂Ωf ❡t ∂Ω ∩ ∂Ωs s♦♥t ♥♦♥ ✈✐❞❡s✳

✺✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ H1
Dir(Ω) ♣❛r

H1
Dir(Ω) =

{
u ∈ H1(Ω), u = 0 sur Γext

D

}
.

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡t é❝r✐t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞é❝♦✉♣❧é❡ ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t
❡♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❞♦♥t ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❋❱ ✭❱ε✮✮ ❡t
✭❋❱ (Tε)✮ ✿

❚r♦✉✈❡r (uε, pε) ∈ [H1
Dir(Ωf )]

3 × L2(Ωf ) t❡❧s q✉❡ ∀(v, q) ∈ [H1
Dir(Ωf )]

3 × L2(Ω) ♦♥
❛✐t




−iωρf

∫

Ωf

uε · v − ε2η

∫

Ωf

∇uε : ∇v +

∫

Ωf

pε∇ · v

= iωρf

∫

Ωf

h · v + ε2η

∫

Ωf

∇h : ∇v,
∫

Ωf

q · ∇ · uε = 0,

✭❋❱ ✭❱ε✮✮
❡t

❚r♦✉✈❡r (θε, pε) ∈ H1
Dir(Ωf )× L2(Ωf ) t❡❧s q✉❡ ∀(θ, q) ∈ H1

Dir(Ωf )× L2(Ω) ♦♥ ❛✐t

− ε2κ

∫

Ωf

∇θε · ∇θ − iωρfcp

∫

Ωf

θε θ + iω

∫

Ωf

pε θ

= ε2κ

∫

Ωf

∇Θ∇θ + iωρfcp

∫

Ωf

Θ θ. ✭❋❱ (Tε)✮

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮ s✉✐✲
✈❛♥t ✿




ρfω
2uε + iε2ωη△uε −∇pε = f f

ε , sur Ωf ,
∇ · uε = 0, sur Ωf ,

ρsω
2uε + (λ+ µ)∇∇ · uε + µ△uε = f s

ε, sur Ωs,
uε = 0, sur Γext

D ,
∇uε n = 0, sur Γext

N ,
εσf

ε
(uε + h, pε)n = σs

ε
(uε + h)n, sur Γint,

uε ❝♦♥t✐♥✉ sur Γint,

✭✭❋✲❙✮ε✮

♦ù

σf
ε
(uε + h, pε) = iεωηG(uε + h)−

1

ε
pεId,

σs
ε
(uε + h) = λ∇ · (uε + h)Id+ µG(uε + h), ✭✸✳✷✮

❛✈❡❝
G(u) = ∇u+ t∇u, ✭✸✳✸✮

❡t ♦ù

f f
ε = −ρfω

2h− iε2ωη△h, ✭✸✳✹✮

f s
ε = −ρsω

2h− (λ+ µ)∇∇ · h− µ△h. ✭✸✳✺✮

P♦✉r ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✺✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶

❚r♦✉✈❡r (uε, pε) ∈ [H1
Dir(Ω)]

3 × L2(Ωf ) t❡❧s q✉❡ ∀(v, q) ∈ [H1
Dir(Ω)]

3 × L2(Ω) ♦♥ ❛✐t





ω2ρs

∫

Ωs

uε · v −
µ

2

∫

Ωs

(
∇uε +

t∇uε

)
:
(
∇v + t∇v

)
− λ

∫

Ωs

∇ · uε ∇ · v

+ω2ρf

∫

Ωf

uε · v − i
ωηε2

2

∫

Ωf

(
∇uε +

t∇uε

)
:
(
∇v + t∇v

)
+

∫

Ωf

pε∇ · v

=

∫

Ω

f 1 · v +

∫

Ω

f 2
ε : ∇v,

∫

Ωf

q · ∇ · uε = 0,

✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮
❛✈❡❝ f 1 ❡t f 2

ε ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
∫

Ω

f 1 · v = −ω2ρf

∫

Ωf

h · v − ω2ρs

∫

Ωs

h · v,
∫

Ω

f 2
ε : ∇v = −ε

∫

Ωf

σf
ε
(h, 0) : ∇v −

∫

Ωs

σs
ε
(h) : ∇v.

✭✸✳✻✮

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r✱ ❡♥ ✉♥ s❡♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣ré❝✐s❡r♦♥s
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s ✢✉✐❞❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✭Vε✮ ❡t ✭Tε✮ ❡t
❧❡ s②stè♠❡ ❝♦✉♣❧é ✭✭❋✲❙✮ε✮✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❆✳ ❇❡♥s♦✉ss❛♥ ❡t
❛❧ ❞❛♥s ❬❇▲P✼✽❪✱ ❊✳ ❙❛♥❝❤❡③✲P❛❧❡♥❝✐❛ ❞❛♥s ❬❙P✽✵❪ ❡t ❏✳ ▲✳ ❆✉r✐❛✉❧t ❞❛♥s ❬❆✉r✵✷❪✱
❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦r♠❡❧ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ❈❤❛♣♠❛♥✲❊♥s❦♦❣ s✉✐✈❛♥ts ✿

uε(x) = u0 (x,y) + εu1 (x,y) + · · · ,
pε(x) = p0 (x,y) + εp1 (x,y) + · · · ,

✭✸✳✼✮

♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ y = x/ε ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✸✳✼✮ ❞❛♥s ✭Vε✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ✭V0✮ ❞é✜♥✐ ♣❛r





∇yp0 = 0 s✉r Ω× Y,
∇y · u0 = 0 s✉r Ω× Y,

η△yyu0 − iωρ0u0 −∇yp1 = ∇xp0 − iω2ρf + h s✉r Ω× Y,
✭V0✮

♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s u0✱ △yyu0✱ ∇yp0 ❡t p1 s♦♥t 1✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ y✳ ❊♥
♣r♦❝é❞❛♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s s②stè♠❡s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛❝r♦s❝♦✲
♣✐q✉❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s s✉r ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Y ✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ✸✳✷✮
❖♥ ♥♦t❡ 〈·〉Y ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Y✳

❊♥✜♥ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ q✉❡
♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

✺✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❈❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ✸✳✸✮
▲❡s ❡s♣❛❝❡s L2

moy(Ω) ❡t H1
moy(O) s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

L2
moy(O) =

{
f ∈ L2(Ω), telle que

∫

O

f = 0

}

et H1
moy(O) =

{
f ∈ H1(O), telle que

∫

O

f = 0

}
✭✸✳✽✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ R(O)✮
❙♦✐t O ✉♥ ♦✉✈❡rt ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✶✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ R(O) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
u ∈ [H1(O)]3 t❡❧❧❡s q✉❡ ∇u+ t∇u = 0 ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧✲
t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s s②stè♠❡s ✭Tε✮✱ ✭Vε✮ ❡t ✭✭❋✲❙✮ε✮ s❛♥s ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✸✳✼✮
s✉r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❣râ❝❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❤♦✲
♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ▲✳ ❚❛rt❛r ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❚❛r✽✾❪ ❡t ❬●r✉❪✮✱ ❡t ♣❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ●✳ ❆❧❧❛✐r❡
❬❆❧❧✾✷❪ ❡t ♣❛r ●✳ ◆❣✉❡ts❡♥❣ ❡t ❛❧ ❬▲◆❲✵✷❪✳ ❉❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡
é❝❤❡❧❧❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ r❡❧❛t✐❢ à ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡
❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ét✉❞✐és✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✳

✸✳✷ ❈❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✳ P✉✐s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❛♥❛❧②s❡ q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ♣r♦❧♦♥✲
❣❡r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω t♦✉t ❡♥t✐❡r✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❡♥ ét❛❜❧✐ss❛♥t ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés
q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥✐❝✐té ♣♦✉r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡

❚♦✉t ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ●✳ ❆❧❧❛✐r❡ ❬❆❧❧✾✷❪ ❡t ❞❡ ❉✳ ▲✉❦❦❛ss❡♥ ❡t ❛❧ ❬▲◆❲✵✷❪✳
❙♦✐❡♥t ❧✬♦✉✈❡rt O ❡t Y ❧❡ ❝✉❜❡ [0; 1]3 ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✶✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥s✉✐t❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ✸✳✹✮
❖♥ ♥♦t❡ C∞

♯ (Y) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ C∞(Y) q✉✐
s♦♥t 1✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ L2

♯ (Y) ❡t H1
♯ (Y) ❧❡s ❝♦♠♣❧étés ❞❡ C∞

♯ (Y) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r
❧❡s ♥♦r♠❡s L2 ❡t H1✳ ❊♥✜♥✱ ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡s♣❛❝❡ ♥♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✱ ♦♥ ♥♦t❡
L2
moy,♯(Y) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ L2

♯ (Y) q✉✐ s♦♥t à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t H1
0,♯(Y) ❧✬❡s✲

♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ H1
♯ (Y) ❛②❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡s s✉r ❧❡ ❜♦r❞

❞❡ Y✳

✺✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✭❋♦♥❝t✐♦♥s t❡st✮
P♦✉r ϕ ∈ D(O, C∞

♯ (Y))✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

ϕ : x 7→ ϕ
(
x,

x

ε

)

q✉✐ s♦♥t C∞(O) ❡♥ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t C∞
♯ (Y) ❡♥ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✼✮
❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥✱ (uε)ε>0 ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ L2(O)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ✭❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✮
❖♥ ❞✐t q✉❡ (uε)ε>0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✈❡rs u0 ∈ L2(O×Y) s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
ψ ∈ D(O, C∞

♯ (Y))

lim
ε→0

∫

O

uε(x)ψ
(
x,

x

ε

)
dx =

∫

O

∫

Y

u0(x,y)ψ(x,y)dxdy.

❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs uε ։ u0✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✭◆♦r♠❡ L2(O, L2
♯ (Y))✮

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ L2(O, L2
♯ (Y)) ♣♦✉r ψ ∈ L2(O, L2

♯ (Y)) ♣❛r

‖ψ(x,y)‖L2(O,L2

♯ (Y))

def
≡

(∫

O

sup
y∈Y

|ψ(x,y)|2dx

) 1

2

.

❘❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✻ s✉✐✈❛♥t

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✮
❙✐ (uε)ε>0 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L2(O)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲
s✉✐t❡ ✭t♦✉❥♦✉rs ♥♦té❡ (uε)ε>0✮ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u0 ❞❡
L2(O × Y)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✼
▲❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✻ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù (uε)ε>0 ❡st ✉♥❡
s✉✐t❡ ❞❡ [L2(O)]3✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✽
▲❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ é♥♦♥❝és ❞❛♥s ❬❇r❡✾✾❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s✉✐t❡ ré❣✉❧❛r✐s❛♥t❡ t♦✉t❡ s✉✐t❡ (ρn)n≥1 ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡❧❧❡ q✉❡

ρn ∈ C∞
c (R3), Suppρn ⊂ B

(
0,

1

n

)
,

∫

R3

ρn = 1, ρn ≥ 0 sur R3.

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✵ ✭❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✉✐t❡ ré❣✉❧❛r✐s❛♥t❡✮
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s

ρn =

(∫

R3

ρ

)−1

n3ρ(nx), avec ρ(x) =




e

1

‖x‖2 − 1 si ‖x‖ < 1,

0 si ‖x‖ ≥ 1.

✺✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❈❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✶ ✭❘é❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✮
❙♦✐t f ∈ Lp(R3) ❛✈❡❝ 1 ≤ p <∞✳ ❆❧♦rs ρn ∗ f → f ❞❛♥s Lp(R3)✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✷ ✭■♥t❡r✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡s✮
❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ X✱ a ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ A✳
❙♦✐t (E, d) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✱ ❡t ❡♥✜♥ s♦✐t fn ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ A ❞❛♥s
E✱ ❡t f ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ A ❞❡ E✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✿

✕ limx→afn(x) = en✱
✕ fn ❝♦♥✈❡r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✈❡rs f s✉r A✱
✕ E ❡st ❝♦♠♣❧❡t✳

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ e ❧✐♠✐t❡ ❞❡ en ❡t limx→af(x) = e✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✸
❙♦✐t o ✉♥ ♦✉✈❡rt ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s O ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✶✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣é✲
r✐♦❞✐❝✐té z ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s Y✳ ❙♦✐t (uε)ε>0 ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ [L2(O)]3 à s✉♣♣♦rt ❞❛♥s o
❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✈❡rs u0✳ ❆❧♦rs u0 ❡st à s✉♣♣♦rt ❞❛♥s O × z✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝♦♠♠❡ (uε)ε>0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✈❡rs u0 ❞❛♥s O✱ ♦♥ ❛

lim
ε→0

∫

O

χo(x)uε(x) ·ϕ
(
x,

x

ε

)
dx =

∫

O

∫

Y

u0(x,y) ·ϕ(x,y)dxdy, ✭✸✳✾✮

♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ϕ ∈ D(O, C∞
♯ (Y))✳ P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❧✬✐❞é❡

❡st ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st q✉✐ ré❣✉❧❛r✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ χo✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ χo ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ z ✿

χo(x) =
∑

k∈Z3

χz

(x
ε
+ k

)
.

❖♥ ❞é✜♥✐t ρn ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❣✉❧❛r✐s❛♥t❡ s✉r Y ♣✉✐s

χn
o (x) = ψn

(x
ε

)
=
∑

k∈Z3

ρn ∗ χz

(x
ε
+ k

)
,

avec ρn ∗ χz(y) =

∫

Y

ρn(z)χz(y − z)dz.

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✶✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦rt❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r 1 ≤ p <∞ ✿

χn
o → χo, ❞❛♥s Lp(O). ✭✸✳✶✵✮

▲❛ ❧✐♠✐t❡ ✭✸✳✾✮ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs

lim
ε→0

∫

O

χo(x)uε(x) ·ϕ
(
x,

x

ε

)
dx = lim

ε→0
lim
n→∞

∫

O

χn
o (x)uε(x) ·ϕ

(
x,

x

ε

)
dx,

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✭✸✳✾✮✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❢❛✐❜❧❡✳ ▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥t❡r✈❡rt✐r ❧❡s ❞❡✉① ❧✐♠✐t❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✸✳✶✷ ♣♦✉r ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥sfn : R+ → C s✉✐✈❛♥t❡s

fn(ε) =

∫

O

χn
o (x)uε(x) ·ϕ

(
x,

x

ε

)
dx.

✺✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷

❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞é✜♥✐❡ s✉r R+ ♣❛r

f(ε) = lim
n→+∞

fn(ε) =

∫

O

χo(x)uε(x) ·ϕ
(
x,

x

ε

)
dx.

❆❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ❡t ✭✸✳✶✵✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ fn ❝♦♥✈❡r❣❡
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✈❡rs f s✉r R+✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✷ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ♦♥
❛

lim
ε→0

∫

O

χo(x)uε(x) ·ϕ
(
x,

x

ε

)
dx = lim

n→+∞
lim
ε→0

fn(ε).

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ρn ∗ χn
o (x) s♦♥t ré❣✉❧✐èr❡s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡

♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st x 7→ ϕ(x,x/ε)χn
o (x) ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ rés✉❧t❛t

lim
ε→0

fn(ε) =

∫

O

∫

Y

u0(x,y) ·ϕ(x,y)ψ
n(y)dxdy = en.

❊♥✜♥ ♣❛r ❧✐♠✐t❡ s✐♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛

lim
n→+∞

en =

∫

o

∫

Y

χz(y)u0(x,y) ·ϕ(x,y)dxdy,

❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡

χo(x)uε(x) ։ χz(y)u0(x,y).

P♦✉r ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❡st✐♠❡r ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❧❡✉rs ❞ér✐✈é❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t
❞❡ ε ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✻✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❡s
❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❛✉① ✐♥❝♦♥♥✉❡s uε✱ pε ❡t θε✱ ❡t ♥♦✉s ❝❛r❛❝tér✐s♦♥s ❝❡s ❧✐♠✐t❡s ✭❣râ❝❡
à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✮✳ ❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ét✉❞✐és✱ ❝♦♥tr❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡st ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡s✱ ♥♦✉s
❡①❤✐❜♦♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❡t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s r❡❝❤❡r❝❤és✳

Pr♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥

P♦✉r ♣r♦❧♦♥❣❡r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ à Ω ❡♥t✐❡r✱ ♦♥ s✉✐t ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▲✳ ❚❛rt❛r
❞❛♥s ❬❚❛r❪✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❛♥❛❧②s❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✹
❙♦✐t O ✉♥ ♦✉✈❡rt ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✶✮✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✐t✉é ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝ôté ❞❡
s❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂O✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ∈ L2

moy(O)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ f ∈ [H1
0 (O)]3 t❡❧❧❡

q✉❡

✶✳ ∇ · f = ϕ s✉r O✱

✷✳ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ 7→ f ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ‖f‖1,O ≤ c‖ϕ‖0,O✳

❯♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❘✳ ❚❡♠❛♠ ❞❛♥s ❬❚❡♠✼✼❪ ✭❝❤❛✲
♣✐tr❡ ■✱ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✹✮✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✺
❙♦✐t g ∈ L2(O) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ f ❞❡ L2

moy(O) ♦♥ ❛✐t
∫
O
fg = 0✳ ❆❧♦rs g ❡st

♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r O✳

✻✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❈❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
P♦s♦♥s f̂ = f −

∮
O
f ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ∈ L2(O)✳ ❆❧♦rs

∮
O
f̂ = 0 ❡t ♣❛r

❤②♣♦t❤ès❡✱
∫
O
gf̂ = 0✳ ❈❡ q✉✐ s✬é❝r✐t ❛✉ss✐

∫

O

gf =

∫

O

g

∮

O

f.

■❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs ∫

O

f

(
g −

∮

O

g

)
= 0, ∀ f ∈ L2(O).

❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ q✉❡ g ❡st ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t é❣❛❧❡ à
∮
O
g s✉r O✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱

g ❡st ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r O✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✻ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ér✐♦❞✐q✉❡ q✉✐ ❡st

❞é♠♦♥tré ♣❛r ●✳ ◆❣✉❡ts❡♥❣ ❞❛♥s ❬◆❣✉✽✷❪✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✻
❙♦✐t O ✉♥ ♦✉✈❡rt ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✶✮✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✐t✉é ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝ôté ❞❡
s❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂O✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ∈ L2

moy,♯(O)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ f ∈ [H1
Dir,♯(O)]3

t❡❧❧❡ q✉❡

✶✳ ∇ · f = ϕ s✉r O✱

✷✳ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ 7→ f ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ‖f‖1,O ≤ c‖ϕ‖0,O✳

■♥é❣❛❧✐tés

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐ss✉s ❞❡
❧✬é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❛❞❛♣té❡s ❛✉ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❢❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡
✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ s♦❧✐❞❡ ✿

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ✸✳✺✮
❙♦✐t w ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ [H1(O)]3✱ ♦♥ ♥♦t❡ s♦♥
t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦❧✐❞❡ ♣❛r

Gx(w) = ∇w + t∇w.

❙♦✐t w1 ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ D(O, H1
♯ (S)) ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st ✜①é❡✱ ❛❧♦rs

♦♥ ♥♦t❡ s♦♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦❧✐❞❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♣❛r

Gy(w1) = ∇w1 +
t∇w1.

❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ❧❡s é❝r✐t✉r❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s é❧❛st✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ✸✳✻✮
❙♦✐t w ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ [H1(O)]3✱ ♦♥ ♥♦t❡ s♦♥
t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡ ♣❛r

σs
x
(w) = µGxw + λ∇x ·wId.

✻✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷

❙♦✐t w1 ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ D(O, H1
♯ (S)) ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st ✜①é❡✱ ❛❧♦rs

♦♥ ♥♦t❡ s♦♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♣❛r

σs
y
(w1) = µGyw1 + λ∇y ·w1Id.

❍②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✽✮
▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Y ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s S ❡t F ✳ ❖♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ S ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t t♦✉❝❤❡ t♦✉s ❧❡s ❜♦r❞s ✭q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✮ ❞❡ Y✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✼
P♦✉r t♦✉t w1 ∈ D(O, H1

♯ (S))✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡

∫

S


σs

y
(w1)−

〈
σs

y
(w1)

〉
S

|S|


 :

(
Gy(w1)−

〈Gy(w1)〉S
|S|

)
≥ 0. ✭✸✳✶✶✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
■❧ s✉✣t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✶✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡
∫

S

λ

∣∣∣∣Gy(w1)−
〈Gy(w1)〉S

|S|

∣∣∣∣
2

+ µ

∣∣∣∣∇y ·w1 −
〈∇y ·w1〉S

|S|

∣∣∣∣
2

,

q✉✐ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ♣♦s✐t✐❢ ✭♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♥♦té |A|2 ♣♦✉r A : A✮✳
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r w1 ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✾✮
▲❡ ✈❡❝t❡✉r w1 ❞❡ [L2(O, H1

♯ (S)/(R))]
3 ❡st ✶✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✉r S ❡t ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉

♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t
{

∇y · σs
y
(w1) = 0, sur S,

σs
y
(w1)n = M n, sur ∂SN .

✭✸✳✶✷✮

♦ù n r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ à S ❡t ♦ù M ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ y✳

❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✼✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✽
P♦✉r t♦✉t w ∈ [H1(Ω)]3 ❡t w1 ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸✳✾✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❡st
✈ér✐✜é❡ 

σs
x
(w)−

〈
σs

y
(w1)

〉
S

|S|


 :

(
Gx(w)−

〈Gy(w1)〉S
|S|

)
≥ 0. ✭✸✳✶✸✮

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✾
❙♦✐❡♥t w ∈ [H1(Ω)]3 ❡t w1 ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✾✮ ❆❧♦rs ❧❛ q✉❛♥t✐té

∫

S

σs
y
(w1) : Gy(w1) =M : 〈Gy(w1)〉S , ✭✸✳✶✹✮

❡st ré❡❧❧❡✳

✻✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❈❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ w1 ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ✭✸✳✶✷✮✱ ♣♦✉r

é❝r✐r❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s
∫

S

σs
y
(w1) : Gy(w1) = 2

∫

∂S

(M n) ·w1. ✭✸✳✶✺✮

▲❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ✭✸✳✶✺✮ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ré❡❧ ❡t ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❞✉
s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞♦♥♥❡

2

∫

∂S

M nw1 =M : 〈G(w1)〉S .

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✵
❙♦✐❡♥t w ∈ [H1(Ω)]3 ❡t w1 ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✾✮ ❛✈❡❝ M = σs

x
(w)✳ ❆❧♦rs

(
|S|σs

x
(w)−

〈
σs

y
(w1)

〉
S

)
: Gx(w) ≥ 0. ✭✸✳✶✻✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✭✸✳✶✶✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✿

0 ≤

∫

S

σs
y
(w1) : 〈Gy(w1)〉S −

〈
σs

y
(w1)

〉

|S|
: 〈Gy(w1)〉S .

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ w1 ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✾✮ ❛✈❡❝ M = σs
x
(w) ❡t

✭✸✳✶✹✮✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿

0 ≤ σs
x
(w) : 〈Gy(w1)〉S −

〈
σs

y
(w1)

〉

|S|
: 〈Gy(w1)〉S .

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✶✸✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✶ ✭❈❛s ❞✬é❣❛❧✐té✮
▲❡ ❝❛s ❞✬é❣❛❧✐té ❞❛♥s ✭✸✳✶✻✮ ❛ ❧✐❡✉ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛ é❣❛❧✐té ❞❛♥s ✭✸✳✶✶✮ ❡t ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✽✳ ▲♦rsq✉❡ ❞❡ ♣❧✉s✱ S ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✽✮✱ ❛❧♦rs
✭✸✳✶✻✮ ❡st ♥✉❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ w1 ∈ R(S) ♦ù R(S) ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✸✳✷✮ ♣❛❣❡ ✺✼✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs w1 q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té ❞❛♥s ✭✸✳✶✶✮✱ ❝✬❡st✲à✲

❞✐r❡ t❡❧s q✉❡

Gy(w1) =
〈Gy(w1)〉S

S
.

❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ✭❢❛❝✐❧❡ ♠❛✐s ❢❛st✐❞✐❡✉①✮ ♠♦♥tr❡ q✉✬❛❧♦rs

w1(x,y) =
n∑

i=1

Ai(x)y + Ci(x), ∀ (x,y) ∈ O × S, ✭✸✳✶✼✮

✻✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸

♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ S✱ ❧❡s Ai ❡t Ci s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡t ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥st❛♥ts✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡ ♣❧✉s S ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
✭❍ ✸✳✽✮✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ n = 1✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ w1 s♦✐t ✶✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ A1ei = 0✱
♦ù ❧❡s ei ❢♦r♠❡♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ C3✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ A1 ❡st ♥✉❧❧❡ ❡t q✉❡ w1✱ q✉✐ ♥❡
❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ y✱ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R(S) ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✺✼✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ é❣❛❧✐té ❞❛♥s ✭✸✳✶✸✮✱ ♦♥ ❛

Gx(w) =
〈Gy(w1)〉S

|S|
,

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ w ❡st ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♦❧✐❞❡ ❞❛♥s Ω✳ ❈♦♠♠❡ Ω ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s ✭❍ ✸✳✷✮ ❡t ✭❍ ✸✳✶✮✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✻ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ w ❡st ♥✉❧ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t✳

✸✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✻ s♦♥t ✈ér✐✲
✜é❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r
♣r♦❧♦♥❣❡r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡♥t✐❡r ✭❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉r Ω ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ q✉❡
s✉r Ωf ✮✳ ◆♦✉s ❡st✐♠♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s uε ❡t pε ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ε ❛✜♥ ❞❡
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦♥t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛✉ss✐ ❞❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉r

(
∇uε +

t∇uε

)
❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✳

❉❛♥s ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r
❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❧❡s s②stè♠❡s ✭❋❱ ✭❱ε✮✮✱ ✭❋❱ (Tε)✮ ❡t ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s t❡sts q✉❡ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡✉① s②stè♠❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❡t ✉♥
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳

✸✳✸✳✶ Pr♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥

◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡
❝♦♥✈❡r❣❡r ❛✉ s❡♥s ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❤❡r❝❤❡r à ❡st✐♠❡r ‖pε‖0,Ωf

✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ε✳ ▲❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲✳ ❚❛rt❛r ❡①♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❚❛r❪ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✻ é♥♦♥❝é à
❧❛ ♣❛❣❡ ✸✼✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ‖pε‖0,Ωf

❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ‖∇p‖−1,Ωf

✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ r❡❧✐❡ ❝❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés
❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ωf ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ε✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ∇pε s✉r
Ω ❡♥t✐❡r✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ♣♦✉r pε✳

❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡st ♦❜t❡♥✉ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ ♣r♦✲
❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ∇pε ♥♦té Fε(pε)✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Qε(pε)
❞❡ L2(Ω) t❡❧❧❡ q✉❡ Fε(pε) s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ Fε(pε) = ∇Qε(pε)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥✜♥
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t Pε(pε) ❞❡ pε à Ω ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t Pε(pε) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡ Qε(pε) ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡✳

▲❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ pε ∈ L2
moy(Ωf ) à L2

moy(Ω)✱ ♦ù ❧❡s ❡s♣❛❝❡s L2
moy(Ωf )

❡t L2
moy(Ω) s♦♥t ❞é✜♥✐s ❡♥ ✭✸✳✽✮ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✺✼✱ ❡st ✐♥s♣✐ré ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●✳ ❆❧❧❛✐r❡

❧✉❡ ❞❛♥s ❬❆❧❧✾✶❛❪ ❡t ❞❛♥s ❬❆❧❧✽✾❜❪✳

✻✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✷
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ∇pε à Ω ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Fε ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

H−1〈Fε(pε),ϕ〉H1
0

= −

∫

Ωf

pε(x)∇ ·ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ [H1
Dir(Ω)]

3.

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✸
P♦✉r t♦✉t❡ ♣r❡ss✐♦♥ pε ❞❡ L2

moy(Ωf )✱ ✐❧ ❡①✐st❡ Qε(pε) é❧é♠❡♥t ❞❡ L2(Ω) t❡❧ q✉❡

Fε(pε) = ∇Qε(pε).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ϕ ∈ Hf ✱ ♦ù Hf ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✷✳✶✾✮ à ❧❛ ♣❛❣❡

✹✵✱ ♦♥ ❛ H−1〈Fε(pε),ϕ〉H1
0

= 0✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✺✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✹
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Pε : L

2
moy(Ωf ) → L2

moy(Ω) ♣❛r

Pε(pε) = Qε(pε) +
1

|Ωf |

∫

Ωf

(pε −Qε(pε)) = Qε(pε)−
1

|Ωf |

∫

Ωf

Qε(pε). ✭✸✳✶✽✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✺
▲✬♦♣ér❛t❡✉r Pε : L

2
moy(Ωf ) → L2

moy(Ω) ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉ q✉✐ ♣r♦❧♦♥❣❡
pε s✉r Ω✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Pε(pε) = pε s✉r L2

moy(Ωf )✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ Pε ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r

❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ L2
moy(Ωf ) ❞❛♥s L2

moy(Ω)✳ ❉❡ ♣❧✉s Pε ❡st ❝♦♥t✐♥✉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ Fε✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t pε ❞❡ L2

moy(Ωf )✱

‖Fε(pε))‖−1,Ω ≤ ‖pε‖0,Ωf
. ✭✸✳✶✾✮

❖r ♦♥ ❛ ✈✉ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✸✱ q✉❡ ‖Fε(pε))‖−1,Ω = ‖∇Qε(pε)‖−1,Ω✱ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦✲
rè♠❡ ✷✳✻✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ‖Qε(pε)‖0,Ω ≤ C(Ω)‖∇Qε(pε)‖−1,Ω✳ ❉✬♦ù ✭✸✳✶✾✮ s✬é❝r✐t

‖Qε(pε)‖0,Ω ≤ C(Ω)‖pε‖0,Ωf
. ✭✸✳✷✵✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞♦♥♥❡

‖Pε(pε)‖
2
0,Ω ≤ ‖Qε(pε)‖

2
0,Ω +

|Ω|

|Ωf |

(∫

Ωf

Qε(pε)

)2

. ✭✸✳✷✶✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡

1

|Ωf |

(∫

Ωf

f

)2

≤ ‖f‖20,Ωf
, ∀ f ∈ L2(Ω),

❡t ❡♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ✭✸✳✷✵✮ ❞❛♥s ✭✸✳✷✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

‖Pε(pε)‖0,Ω ≤ C(Ω)
√

1 + |Ω| ‖pε‖0,Ωf
,

✻✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ Pε ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥t✐♥✉✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡st ✈r❛✐❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ét❛❜❧✐r

q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té pε−Qε(pε) ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à
∫
Ωf
(pε−Qε(pε))/|Ωf |✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡
✸✳✶✺✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ f ∈ L2

moy(Ωf ) ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té

E =

∫

Ωf

(pε −Qε(pε)) f.

❖r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹ ❛ss✉r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ∈ [H1
Dir(Ωf )]

3 t❡❧❧❡ q✉❡ f = ∇·ϕ✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ E s✬é❝r✐t ❛❧♦rs

E =

∫

Ωf

(pε −Qε(pε))∇ ·ϕ.

❖r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✷ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✸✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

H−1〈Fε(pε),ϕ〉H1
0

= −

∫

Ωf

pε(x)∇ ·ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ [H1
Dir(Ωf )]

3

et H−1〈Fε(pε),ϕ〉H1
0

= −

∫

Ωf

Qε(pε)(x)∇ ·ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ [H1
Dir(Ωf )]

3.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ E ❡st ♥✉❧❧❡ ❡t ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✺✱ pε − Qε(pε) ❡st
❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à

∫
Ωf
(pε − Qε(pε))/|Ωf |✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✽✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡

Pε(pε) ✈❛✉t pε ♣♦✉r t♦✉t pε ∈ L2
moy(Ωf )✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✻ ✭❙✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ Pε(pε)✮
❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱

1

|Ωf |

∫

Ωf

(pε −Qε(pε))

❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠ê♠❡ ✈♦✐r q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ε ✭❧❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ε ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ |Ωf |✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝
q✉❡ Pε(pε) ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ Qε(pε)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

Pε(pε) = Qε(pε) + C, ♦ù C ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ε. ✭✸✳✷✷✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✼ ✭❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✮
❉✬❛♣rès ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ●✳ ❆❧❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❬❆❧❧✾✶❝❪✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❝❛s ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t Pε(pε) ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱
♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ sq✉❡❧❡tt❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ε✳
❈✬❡st ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❆✳ ▼✐❦❡❧✐➣ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬▼✐❦✾✹❪✳

✸✳✸✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s
❞✉ s②stè♠❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✻✳

✻✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ‖uε‖0,Ω t♦✉❥♦✉rs à ❝❛✉s❡ ❞✉
❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮
❡st ♥♦♥ ❝♦❡r❝✐✈❡✳ ▲✬❛st✉❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❛✐s♦♥♥❡r ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡
❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❢❛✉ss❡s ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♥♦r♠❡s ❞❡ uε✱ G(uε s✉r ❧❡ s♦❧✐❞❡ ❡t εGU ε

s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♥♦r♠❡s r❡❝❤❡r❝❤é❡s
✈❛✉t 1 ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ h t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❛✐♥s✐ ❡st✐♠é❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ s❛✐t
q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❡t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s♦♥t ❜✐❡♥ ♣♦sés✱ ❡t q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞
♠❡♠❜r❡ h t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ s♦♥t ♥✉❧❧❡s✳ ■❧ r❡st❡
♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ét❛❜❧✐r q✉❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s ♥♦r♠❡s ❡st✐♠é❡s t❡♥❞❡♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ✈❡rs 0 ❛✜♥
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❊♥✜♥ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ‖Pε(pε)‖0,Ω✱ ♥♦✉s s✉✐✈♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲✳ ❚❛rt❛r ❡①♣♦sé❡
❞❛♥s ❬❚❛r❪✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡ ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❨♦s✐✜❛♥ ❞❛♥s ❬❨♦s✵✷❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✽
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t P s : H1(Ωs) → H1(Ω) t❡❧ q✉❡ ✿

‖∇(P s(χΩsuε))‖0,Ω ≤ C‖∇(χΩsuε)‖0,Ωs
et ‖P s(χΩsuε)‖0,Ω ≤ C‖χΩsuε‖0,Ωs

,

❛✈❡❝ C ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ε✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❧❡ ❢r✉✐t ❞❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛✈❡❝ ❇✳ ▼❡r❧❡t ❬▼❡r✵✾❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✾
■❧ ❡①✐st❡ ε0 > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ C > 0 ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ε < ε0 ❡t ♣♦✉r
t♦✉t❡s h ∈ H1(Ω) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ uε ❞❡ ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮ ❞❛♥s Hf ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été

‖uε‖
2
0,Ω + ‖∇(uε)‖

2
0,Ωs

+ ε2‖G(uε)‖
2
0,Ωf

≤ C ‖h‖21,Ω, ✭✸✳✷✸✮

❛✈❡❝ C ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ε✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡ ✭✸✳✷✸✮ s♦✐t ❢❛✉ss❡✳ ❆❧♦rs ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✷✸✮ ♣♦✉r

C = n ❝♦♥s✐st❡ à é❝r✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s n ∈ N✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ (εn)n∈N ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
t♦✉s ✐♥❢ér✐❡✉rs à 1/n✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s hn ∈ H1(Ω) ❡t un

ε s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮ t❡❧s q✉❡

‖uεn‖
2
0,Ω + ‖∇(uεn)‖

2
0,Ωs

+ ε2n‖G(uεn)‖
2
0,Ωf

> n ‖hn‖21,Ω, ✭✸✳✷✹✮

♦ù✱ q✉✐tt❡ à r❡♥♦r♠❛❧✐s❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡

‖uεn‖
2
0,Ω + ‖∇(uεn)‖

2
0,Ωs

+ ε2n‖G(uεn)‖
2
0,Ωf

= 1. ✭✸✳✷✺✮

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✭✸✳✷✹✮✳ ❙♦✐t ν > 0✳
Pr❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✿ ♣♦✉r ❝♦♥tr❡❞✐r❡ ✭✸✳✷✹✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡

lim
n→∞

‖uεn‖
2
0,Ω = 0. ✭✸✳✷✻✮

✻✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮ ❡♥ uεn ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

−
µ

2

∥∥∇uεn + t∇uεn

∥∥2
0,Ωs

− λ‖∇ · uεn‖
2
0,Ωs

− i
ωηεp

2

2

∥∥∇uεn + t∇uεn

∥∥2
0,Ωf

+ ω2ρs‖uεn‖
2
0,Ωs

+ ω2ρf‖uεn‖
2
0,Ωf

=

∫

Ω

f 1 · uεn +

∫

Ω

f 2
εn :

(
∇uεn + t∇uεn

)
,

✭✸✳✷✼✮

♦ù f 1 ❡t f 2
εn s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❡♥ ✭✸✳✻✮ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✺✻✳ ❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s

♣❛rt✐❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❡t ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✸✳✷✼✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♣r♦♣r✐été ✭✸✳✷✺✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ε2‖G(uεn)‖
2
0,Ωf

≤ α‖hn‖1,Ω, ✭✸✳✷✽✮

‖G(uεn)‖
2
0,Ωs

≤ β
(
‖hn‖1,Ω + ‖uεn‖

2
0,Ω

)
, ✭✸✳✷✾✮

♦ù ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s α ❡t β ❞é♣❡♥❞❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✿ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ ▲❛♠é λ ❡t µ✱ ❢réq✉❡♥❝❡ ω✱ ✈✐s❝♦s✐té η ❡t ❞❡♥s✐tés ρf ❡t ρs✳ ❙✐ ✭✸✳✷✻✮ ❡st ét❛❜❧✐❡✱ ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✽✮ ♣✉✐s ✭✸✳✷✾✮ ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✭✸✳✷✺✮ ✭♣♦✉r ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ‖∇uε‖0,Ωs

t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑♦r♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡
✷✳✷✼ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦❧✐❞❡✮✳

❉❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ✿ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✳
P❛r ✭✸✳✷✺✮✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ s♦♥t ✈r❛✐❡s ♣♦✉r ❧❡s s✉✐t❡s (uεn)n∈N✱ (εG(uεn))n∈N
❡t (χΩsG(uεn))n∈N✳ P❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✷✱ ♦♥ s❛✐t ❛✉ss✐ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐
❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (pεn)n∈N✳ ❈❡s s✉✐t❡s ❛❞♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✻ ❡t ♦♥
♦❜t✐❡♥t

uεn ։ u(x) + v(x,y), sur Ω× Y,

εnG(uεn) ։ Gy

(
v(x,y)

)
, sur Ω× F,

G(uεn) ։ Gx

(
u(x)

)
+Gy

(
u1(x,y)

)
, sur Ω× S,

pεn ։ p(x) + χS(y)q(x,y), sur Ω× Y.

●râ❝❡ ❛✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✷✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✹✱ ❡t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ▼❛❝r♦✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s
❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s
✭▼✐❝r♦❋✮ ❡t ✭▼✐❝r♦❙✮ ❞♦♥♥és à ❧❛ ♣❛❣❡ ✼✽✱ ❡t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✭▼❛❝r♦✮
❞♦♥♥é ♣❛❣❡ ✽✵✳ ❖r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✼✵ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❛❞♠❡t
✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦♥t
s✉✣s❛♥t❡s✮ ❡t ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

‖u‖1,Ω + ‖p‖1,Ω ≤ C‖hn‖1,Ω → 0. ✭✸✳✸✵✮

❚r♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡ ✿ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s✉r ❧❡ s♦❧✐❞❡✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✽ ❡t ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡ P s✳ ▲✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✺✮ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ‖P s(χΩsuεn)‖1,Ω ❡st ❜♦r♥é ♣♦✉r t♦✉t n✱ ❧❛ s✉✐t❡
(P s(χΩsuεn))p∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦♥❝ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Ω)✱ ♥♦t♦♥s ũ0 s❛ ❧✐♠✐t❡✳ ❈♦♠♠❡
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱

χΩsP
s(χΩsuεn) ։ χS(y)u(x),

✻✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

♦♥ s❛✐t q✉❡ χΩsP
s(χΩsuεn) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t L2(Ω) ✈❡rs |S|u(x)✳ P❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡

❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ ũ0 = |S|u(x) = 0✱ ❡t ❞♦♥❝

lim
n→0

‖uεn‖0,Ωs
= ‖χΩsP

s(χΩsuεn)‖0,Ωs
= 0. ✭✸✳✸✶✮

◗✉❛tr✐è♠❡ ét❛♣❡ ✿ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ vn

εn = uεn − P s(uεn)✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ vn
εn ❡st ❛❧♦rs ♥✉❧❧❡ s✉r

❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ Γint ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✢✉✐❞❡ ❡t s♦❧✐❞❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
❑♦r♥ ❞é♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✽ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ N
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ε t❡❧❧❡ q✉❡

∥∥vn
εn

∥∥
0,Ωf

≤ Nεn

(
‖G(uεn)‖0,Ωf

+ ‖G(P s(uεn))‖0,Ωf

)
. ✭✸✳✸✷✮

❖r ♣❛r ✭✸✳✷✽✮✱ ✭✸✳✷✺✮✱ ❡t ♣❛r ♣r♦♣r✐été ❞✉ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t✱ limn→0

∥∥vn
εn

∥∥
0,Ωf

= 0✳ ❋✐✲
♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ❞♦♥♥❡

‖uεn‖0,Ωf
→ 0, ✭✸✳✸✸✮

♦ù C ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t✳
❈✐♥q✉✐è♠❡ ét❛♣❡ ✿ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

▲❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✭✸✳✸✶✮ ❡t ✭✸✳✸✸✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ν > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❛♥❣ n5 à
♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧

‖uεn‖0,Ω → 0,

❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ✭❛✈❡❝ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✮ q✉❡ ✭✸✳✷✺✮ ❡st ❛❜s✉r❞❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✸✵ ✭❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ‖∇ · uε‖0,Ωs
✮

▲❛ s✉✐t❡ (∇ · uε)ε>0 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L2(Ωs)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ Tr

(
∇uε +

t∇uε

)
= 2∇ · uε ♣✉✐s ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡

rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✾✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✶ ✭❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ε
∥∥∇uε +

t∇uε

∥∥
0,Ω

✮
◗✉✐tt❡ à ♠❛❥♦r❡r ε ♣❛r 1 s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦❧✐❞❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✾ q✉❡
ε
∥∥∇uε +

t∇uε

∥∥
0,Ω

❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❡♥ ε✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✷ ✭❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ Pε(pε)✮
▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (Pε(pε))ε>0 ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L2(Ω)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▲✳ ❚❛rt❛r ❞❛♥s

❬❚❛r❪✳
❖♥ ❛ ✈✉ ❡♥ ✭✸✳✷✷✮ q✉❡ Pε(pε) = Qε(pε)+C✱ ♦ù C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡

❞❡ ε✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞✬❡st✐♠❡r ‖Qε(pε)‖0,Ω ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ε ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡
Pε(pε) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L2(Ω)✳

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡

H−1〈Fε(pε),ϕ〉H1
0

= H−1〈∇Qε(pε),ϕ〉H1
0

= −

∫

Ωf

pε∇ ·ϕ.

✻✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮ ❡t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✾ ❡t ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✶ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
C2 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ε t❡❧❧❡ q✉❡

|H−1〈∇Qε(pε),ϕ〉H1
0

| ≤ C2‖ϕ‖1,Ω.

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♥♦r♠❡s ♥é❣❛t✐✈❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ϕ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱

‖∇Qε(pε)‖−1,Ω‖ϕ‖1,Ω ≤ |H−1〈∇Qε(pε),ϕ〉H1
0

|,

❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ‖∇Qε(pε)‖−1,Ω ≤ C2✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✻ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ C3 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ε ✭♠❛✐s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ Ω✮ t❡❧❧❡ q✉❡

‖Qε(pε)‖0,Ω ≤ C3‖∇Qε(pε)‖−1,Ω.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ‖Qε(pε)‖0,Ω ❡st ❡st✐♠é❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ε✱ ❡t ❞♦♥❝ ‖Pε(pε)‖0,Ω
❧✬❡st ❛✉ss✐✳

✸✳✸✳✸ ▲✐♠✐t❡s ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✻✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞♦✉❜❧❡
é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ✭♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s ❡st✐♠é❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡
ε✮✳ ❊♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ●✳ ❆❧❧❛✐r❡ ❡t ❆✳ ▼✐❦❡❧✐➣ ❡t ❛❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❞❛♥s ❬❆❧❧✾✷❪ ❡t ❞❛♥s ❬❈❋●▼✵✶❪✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞♦✉❜❧❡
é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s u0 ∈ [L2(Ω, H1
♯ (Y ))]3✱

u ∈ [H1
Dir(Ω)]

3 ❡t v ∈ [L2(Ω, H1
Dir,♯(F ))]

3✱ t❡❧❧❡s q✉❡

uε(x) ։ u0(x,y) = u(x) + v(x,y), sur Ω× Y. ✭✸✳✸✹✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

ε
(
∇uε +

t∇uε

)
։ η0 (x,y) = Gy(v(x,y)) sur Ω× F, ✭✸✳✸✺✮

ε
(
∇uε +

t∇uε

)
։ η0 (x,y) = 0 sur Ω× S, ✭✸✳✸✻✮(

∇uε +
t∇uε

)
։ µ0 = Gx(u(x)) +Gy(u1(x,y)) sur Ω× S, ✭✸✳✸✼✮

♦ù u1 ∈ [L2(Ω, H1
♯ (S))]

3 ❡st 1✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ♦ùG ❡st ❧✬♦♣é✲
r❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✶✳✶✺✮ ♣❛❣❡ ✷✵✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①❤✐❜❡r u0✱ η0(x,y)
❡t µ0 ❣râ❝❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✻✳ ▲❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✻✮ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡
❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ε

(
∇uε +

t∇uε

)
❡t
(
∇uε +

t∇uε

)

s♦♥t ❡st✐♠és s✉r Ωs✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✸✹✮ ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞❡ ✭✸✳✸✻✮✳ ▲❛ ❝❛r❛❝✲
tér✐s❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✺✮ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ε

(
∇uε +

t∇uε

)

❝❛❧❝✉❧é❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣✉✐s ❛♣rès ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❊♥✜♥ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
✭✸✳✸✼✮ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ µ0−

(
∇xu+ t∇xu

)
❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ H⊥

s ✱ ♦ù Hs

❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

Hs =
{
Φ ∈

[
H1

0 (Ω, H
1
♯ (S))

]9
,∇y ·Φ = 0

}
. ✭✸✳✸✽✮

✼✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡

Pε(pε) ։ p0(x,y) = p(x) + p1(x,y) sur Ω× Y,

♦ù p ∈ H1(Ω) ❡t ♦ù p1 ∈ [L2(Ω, H1
♯ (S))]

3 ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡♥ y✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été
s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮ ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ε✱ ♣♦✉r
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡st à s✉♣♣♦rt ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✸
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (uε)ε>0 ❡t ❞❡

(
ε
(
∇uε +

t∇uε

))
ε>0

❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u0 ❞❡

[L2(Ω, H1
♯ (Y ))]3 t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (uε)ε>0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✈❡rs u0✱ ❧❛ s✉✐t❡(

ε
(
∇uε +

t∇uε

))
ε>0

❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✈❡rs
(
∇yu0 +

t∇yu0

)
s✉r Ω×Y ❛✈❡❝(

∇yu0 +
t∇yu0

)
= 0 s✉r Ω× S✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
P❛r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✾ ❡t r❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✶✱

(uε)ε>0 ❡t (ε
(
∇uε +

t∇uε

)
)ε>0 s♦♥t ❜♦r♥é❡s ❞❛♥s L2(Ω)✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t

❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✈✉ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✻ à
❧❛ ♣❛❣❡ ✺✽✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s u0 ❞❛♥s [L2(Ω, L2

♯ (Y ))]3 ❡t η0 ❞❛♥s
[L2(Ω, L2

♯ (Y ))]9 t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s s✉✐t❡s (uε)ε>0 ❡t (ε
(
∇uε +

t∇uε

)
)ε>0 ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✭à

✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ♣rès✮ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✈❡rs u0 ❞❛♥s [L2(Ω, L2
♯ (Y ))]3 ❡t

✈❡rs η0 ∈ [L2(Ω, L2
♯ (Y ))]9✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡st Φ ❞❛♥s [D(Ω, C∞

♯ (Y ))]9

❡t ϕ ∈ [D(Ω, C∞
♯ (Y ))]3✱ ♦♥ ❛

lim
ε→0

∫

Ω

uε(x) ·ϕ
(
x,

x

ε

)
❞x =

∫

Ω

∫

Y

u0(x,y) ·ϕ(x,y)❞x❞y,

lim
ε→0

∫

Ω

εG(uε)(x) : Φ
(
x,

x

ε

)
❞x =

∫

Ω

∫

Y

η0 (x,y) : Φ(x,y)dxdy. ✭✸✳✸✾✮

❖♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✐♥té❣r❡r ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ■❧
r❡st❡ à é❝r✐r❡ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛ît
❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐
∫

Ω

ε
(
∇uε +

t∇uε

)
(x) : Φ

(
x,

x

ε

)
dx

= −
3∑

i=1

∫

Ω

εuε(x) · ∇x · (Φ+ t
Φ)
(
x,

x

ε

)
dx

−
3∑

j=1

∫

Ω

uε(x) · ∇y · (Φ+ t
Φ)
(
x,

x

ε

)
dx.

❊♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ♦♥ tr♦✉✈❡

∫

Ω

∫

Y

η0 (x,y) : Φ(x,y)dxdy

= −
3∑

j=1

∫

Ω×Y

u0(x,y) · ∇y · (Φ+ t
Φ) (x,y) dx dy.

✼✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸

❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s s✉r ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
∫

Ω

∫

Y

η0 (x,y) : Φ(x,y) dxdy = −

∫

Ω

∫

Y

(
∇yu0 +

t∇yu0

)
: Φ(x,y) dxdy,

❡t ❝❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ✳ ❉♦♥❝ ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱

η0 =
(
∇yu0 +

t∇yu0

)
, sur Ω× Y. ✭✸✳✹✵✮

■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ε
(
∇uε +

t∇uε

)
❡st ♥✉❧❧❡ s✉r ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ s♦❧✐❞❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r tr❛❞✉✐r❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
(
∇uε +

t∇uε

)
ε>0

❡st
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❡♥ ε ❞❛♥s L2(Ωs) ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✾✳ P❛r ❧❡ rés✉❧t❛t
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✈✉ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✻ à
❧❛ ♣❛❣❡ ✺✽✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ µ0 ∈ [L2(Ω, L2

♯ (S))]
9 t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡(

∇uε +
t∇uε

)
ε>0

❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t à ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ♣rès✮
✈❡rs µ0 ∈ [L2(Ω, L2

♯ (S))]
9✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t❡s Φ ∈ [C∞

0 (Ω, C∞
♯ (S))]9✱ ♦♥ ❛

lim
ε→0

∫

Ωs

(
∇uε +

t∇uε

)
(x) : Φ

(
x,

x

ε

)
dx =

∫

Ω

∫

S

µ0(x,y) : Φ(x,y)dxdy ✭✸✳✹✶✮

❖♥ ❞é❞✉✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ✭✸✳✹✶✮ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s Φ ∈ [C∞
0 (Ω, C∞

♯ (S))]9✱ ♦♥ ❛

lim
ε→0

∫

Ωs

ε
(
∇uε +

t∇uε

)
(x) : Φ

(
x,

x

ε

)
dx = 0. ✭✸✳✹✷✮

❉♦♥❝ ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✭✸✳✸✾✮✱ ✭✸✳✹✷✮ ❡t ✭✸✳✹✵✮✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ (

∇yu0 +
t∇yu0

)
= 0 sur Ω× S.

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✹
■❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❜✐❡♥ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r(
∇yu0 +

t∇yu0

)
❡t ♥♦♥ ❞❡ µ0 ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✺ ✭▲✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ (∇ · uε)ε>0✮
▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (∇·uε)ε>0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ à ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ♣rès ✈❡rs
Tr(µ0)/2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✸✵ q✉❡ ‖∇ · uε‖0,Ωs

❡st ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t
❞❡ ε✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ζ0 ∈ L2(Ω, L2

♯ (S)) t❡❧❧❡ q✉❡ (∇ · uε)ε>0 ❝♦♥✈❡r❣❡
❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✈❡rs ζ0✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
ϕ ∈ C∞

0 (Ω, C∞
♯ (S))

lim
ε→0

∫

Ωs

∇ · uε(x)ϕ
(
x,

x

ε

)
dx =

∫

Ω

∫

S

ζ0(x,y)ϕ(x,y)dxdy. ✭✸✳✹✸✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✾ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡
∥∥(∇uε +

t∇uε

)∥∥
0,Ωs

❡st ❜♦r♥é

✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ε✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ‖∂xi
uj

ε‖ ❡st ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ε ♣♦✉r
t♦✉s 1 ≤ i, j ≤ 3✱ ♦ù uj

ε ❡st ❧❛ j✲è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r uε✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧

✼✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

❡①✐st❡ 9 ❢♦♥❝t✐♦♥s ζi,j, 1 ≤ i, j ≤ 3 t❡❧❧❡s q✉❡ ∂xi
uj

ε ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✈❡rs ζi,j
♣♦✉r t♦✉s 1 ≤ i, j ≤ 3✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ∈ C∞

0 (Ω, C∞
♯ (S))

❡t ♣♦✉r t♦✉s 1 ≤ i, j ≤ 3,

lim
ε→0

∫

Ωs

∂xi
uj

ε(x)ϕ
(
x,

x

ε

)
dx =

∫

Ω

∫

S

ζi,j(x,y)ϕ(x,y)dxdy. ✭✸✳✹✹✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t Φ = ϕEi,j ✭♦ù ϕ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❡t Ei,j s♦♥t ❧❡s
♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ M3(C)✮ ❞❛♥s ❧✬é❣❛❧✐té ✭✸✳✸✾✮✱ ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡
é❝❤❡❧❧❡ ❡t ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡✱ ✭✸✳✹✹✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

ζi,j + ζj,i = µ0i,j sur Ω× S, ∀ 1 ≤ i, j ≤ 3, ✭✸✳✹✺✮

♦ù µ0i,j ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r µ0 = (µ0i,j)1≤i,j≤3✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✭✸✳✹✸✮ ❡t ✭✸✳✹✹✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♣❛r
✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❡t ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ∇ · uε ✈❡rs

∑3
i=1 ζi,i✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✺✮ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬é❝r✐r❡ q✉❡

∇ · uε ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✈❡rs Tr(µ0)/2✳
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❞✉❡ à ●✳ ❆❧❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❬❆❧❧✾✷❪✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s

❧✐♠✐t❡s ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡✉r ♣❛rt✐❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✻ ✭❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✮
■❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s u ❞❛♥s [H1

Dir(Ω)]
3✱ v ❞❛♥s [L2(Ω, H1

Dir,♯(F ))]
3 ❡t u1 é❧é♠❡♥t

❞❡ [L2(Ω, H1
♯ (S)/R)]

3 t❡❧❧❡s q✉❡

uε ։ u(x) + v(x,y), sur Ω× Y, ✭✸✳✹✻✮

εG(uε) ։ Gy

(
v(x,y)

)
, sur Ω× F, ✭✸✳✹✼✮

G(uε) ։ Gx

(
u(x)

)
+Gy

(
u1(x,y)

)
, sur Ω× S. ✭✸✳✹✽✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✾ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✺✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ‖∇uε‖0,Ωs

❡t ‖ε∇uε‖0,Ω
s♦♥t ❜♦r♥és ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ ε✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✸✳✸✸✱ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ∇yu0(x,y) = 0 s✉r Ω×S✳
❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ u0(x,y) ❡st é❣❛❧❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ u(x) s✉r Ω× S✳
❉❡ ♣❧✉s ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ u = 〈u0〉F ✳
❊♥ ♥♦t❛♥t v = u0 − u✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs q✉❡ v ❞❛♥s [L2(Ω, H1

Dir,♯(F ))]
3 ❡st t❡❧❧❡ q✉❡

u0(x,y) = u(x) + v(x,y), ∀ (x,y) ∈ Ω× Y. ✭✸✳✹✾✮

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✹✼✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦✲
rè♠❡ ✸✳✸✸ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ u0 ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✸✳✹✾✮✳

P♦✉r t❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✹✻✮✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ v ❡st ♥✉❧❧❡
s✉r ∂S✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡
ε
(
∇uε +

t∇uε

)
✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✭✸✳✹✼✮✱ ❧✬❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥té✲

❣r❡r ♣❛r ♣❛rt✐❡
∫
Ω
ε
(
∇uε +

t∇uε

)
(x) : Φ

(
x,

x

ε

)
dx✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ Φ ∈ D(Ω, C∞

♯ (Y ))✱

❡t à é❝r✐r❡ s❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡
∫

Ω

∫

F

(
∇yv(x,y) +

t∇yv(x,y)
)
: Φ(x,y)

= −

∫

Ω

∫

Y

u(x) · ∇y ·Φ(x,y)−

∫

Ω

∫

F

v(x,y) · ∇y ·Φ(x,y).

✼✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ uΦ ❡t vΦ s♦♥t
♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡♥ y s✉r Y ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t v = 0 s✉r ∂S✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✹✽✮ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡
∫
Ωs

(
∇uε +

t∇uε

)
: Φ ♣♦✉r

t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st Φ ❞❡ Hs ♦ù ❧✬❡s♣❛❝❡ Hs ❡st ❞é✜♥✐ ✭✸✳✸✽✮ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✼✵✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♦♥ s❛✐t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt q✉❡

lim
ε→0

∫

Ωs

(
∇uε +

t∇uε

)
(x) : Φ

(
x,

x

ε

)
dx

=

∫

Ω

∫

S

µ0(x,y) : Φ(x,y)dxdy, ∀Φ ∈ Hs.

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

∫

Ωs

(
∇uε +

t∇uε

)
(x) : Φ

(
x,

x

ε

)
dx =

−

∫

Ωs

uε(x) · ∇x ·
(
Φ

(
x,

x

ε

)
+ t

Φ

(
x,

x

ε

))
dx, ∀Φ ∈ Hs.

❊♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ ε→ 0 ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡
∫

Ω

∫

S

µ0(x,y) : Φ(x,y)dxdy =

∫

Ω

∫

S

u(x,y) · ∇x · (Φ+ t
Φ)(x,y)dxdy,

♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u0 ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ u s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦❧✐❞❡✳
❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ µ0 −

(
∇xu+ t∇xu

)
❡st ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ H⊥

s ✱ ♦ù Hs ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✸✳✸✽✮ ❡t
♦ù ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ H⊥

s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ H⊥
f ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✺✳ ■❧ ❡①✐st❡

❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u1 ∈ [L2(Ω, H1
♯ (S)/R)]

3 t❡❧❧❡ q✉❡

µ0(x,y) =
(
∇xu+ t∇xu

)
(x) +

(
∇yu1 +

t∇yu1

)
(x,y), ∀ (x,y) ∈ Ω× S,

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✹✽✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✼
❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✺ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✻✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

∇ · uε ։ ∇x · u+∇y · u1.

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✽ ✭❖r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✮
▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s u0 ❡t u1 r❡ss❡♠❜❧❡♥t à ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❈❤❛♣♠❛♠✲❊♥s❦♦❣ ♣rés❡♥té ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥✲
t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳✶✱ q✉❡ ❧❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✢✉✐❞❡ s✬♦❜s❡r✈❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♦✲
❧✐❞❡ s✬♦❜s❡r✈❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✐
❧✬♦♥ ❛❞♠❡t q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡

uε(x) = u0 (x,y) + εu1 (x,y) + · · ·

❡st ✈r❛✐ ✭❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞é♠♦♥tré✮✳

✼✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✾ ✭▲✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✮
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s p ∈ L2(Ω) ❡t q ∈ L2(Ω, L2

♯ (S)) t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s (Pε(pε))ε>0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✭à s♦✉s✲s✉✐t❡ ♣rès✮ ✈❡rs p0 = p+ q✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ é❝r✐t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮ ✈✉❡ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✺✻ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

t❡st ϕ ∈ C∞
0 (Ω, C∞

♯ (F )) ❡t ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ε✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
❛❧♦rs

εω2ρf

∫

Ωf

uε(x) ·ϕ
(
x,

x

ε

)
dx

− ε2
∫

Ωf

σf
ε
(uε, pε) : ∇ϕ

(
x,

x

ε

)
dx− ε

∫

Ωf

σf
ε
(uε, pε) : ∇ϕ

(
x,

x

ε

)
dx

= ε

(∫

Ω

f 1 ·ϕ
(
x,

x

ε

)
dx+

∫

Ω

f 2
ε :

(
∇ϕ

(
x,

x

ε

)
+

t

∇ϕ
(
x,

x

ε

))
dx

)
. ✭✸✳✺✵✮

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ r❡st❡ ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ Pε(pε) ♣✉✐sq✉❡ ϕ

❡st à s✉♣♣♦rt ❞❛♥s Ω × F ✳ ❉❡ ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✸ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✸✳✸✾✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (uε)ε>0✱

(
ε
(
∇uε +

t∇uε

))
ε>0

❡t
(Pε(pε))ε>0 s♦♥t ❜♦r♥é❡s ❡t ❞♦♥❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✻✳ P❛r
✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✱ (εuε)ε>0✱

(
ε2
(
∇uε +

t∇uε

))
ε>0

❡t (εPε(pε))ε>0

❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✈❡rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ✭✸✳✺✵✮
❧♦rsq✉❡ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0 ❡st

∫

Ω×F

p0(x,y)∇y ·ϕ
(
x,

x

ε

)
dx = 0. ✭✸✳✺✶✮

❈♦♠♠❡ ϕ ❡st à s✉♣♣♦rt s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡✱ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❞❛♥s ✭✸✳✺✶✮ ♠♦♥tr❡
q✉❡

∇yp0(x,y) = 0, sur Ω× F,

❡t ❞♦♥❝ q✉❡ p0 ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s✉r Ω× F ✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡
❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✻✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs p ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q ❞é✜♥✐❡ ♣❛r q = p0−p ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ L2(Ω, L2

♯ (S))✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✵ ✭▲✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ f ε✮
❖♥ ❛ ✈✉ ❞❛♥s ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮ q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ s✬❡①♣r✐♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

F (v) =

∫

Ω

f 1 · v +

∫

Ω

f 2
ε :
(
∇v + t∇v

)

❛✈❡❝ f 1 ❡t f 2
ε ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

∫

Ω

f 1 · v = −ω2ρf

∫

Ωf

h · v − ω2ρs

∫

Ωs

h · v
∫

Ω

f 2
ε : ∇v = −ε

∫

Ωf

σf
ε
(h, 0) : ∇v −

∫

Ωs

σs
ε
(h) : ∇v,

✼✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸

♦ù h ❡st ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❜♦r❞s ❡t ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ●râ❝❡ à ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ ❝❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡∥∥f 1

∥∥
0,Ω

❡t
∥∥f 2

ε

∥∥
0,Ω

s♦♥t ❜♦r♥é❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ε✳ ▲❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s

(f 1)ε>0 ❡t (f 2
ε)ε>0 ❛❞♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡♠❡♥t f 1
0 ❡t f 2

0✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ h ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✭❝✬❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s f 1

0 ❡t f 2
0 ❝♦♠♠❡ s✉✐t

f 1
0(x,y) = −ω2ρfh(x)χF (y)− ω2ρsh(x)χS(y),∫

Ω

f 2
0(x,y) : ∇ϕ = −

∫

Ω×Y

σs(h(x))χS(y) : ∇ϕ, ∀ϕ ∈ D(Ω, C∞
♯ (Y )).

P♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐♠✐t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t é❝r✐r❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ f 2
ε ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✈❡rs f 2

0✱
❡t q✉❡ ∇ · (σs(h(x))) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✈❡rs ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ P✉✐s ✐❧ ❢❛✉t t❡st❡r f 2

ε

❝♦♥tr❡ ∇ϕ ❛✈❡❝ ϕ ∈ D(Ω, C∞
♯ (Y )) ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✳

✸✳✸✳✹ ▲✐♠✐t❡s ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ✈ér✐✜é❡s ♣❛r
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s q✉❛♥❞ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
t❡st ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮ ❡t ♥♦✉s ❝❛❧✲
❝✉❧♦♥s ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s
❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s p ❡t u q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❈❡s éq✉❛t✐♦♥s ❢♦♥t ❛✉ss✐ ✐♥t❡r✈❡♥✐r
❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s 〈Gy(u1)〉S ❡t 〈v〉F ♦ù v ❡t Gy(u1) s♦♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❞❡s
❧✐♠✐t❡s ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ s♦♥ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t s✉r ❧❡ s♦❧✐❞❡✳ ❈❡❧❛ ❥✉st✐✜❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ét✉❞✐❡r ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡t s✉r ❧❡ s♦❧✐❞❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✶ ✭Pr♦❜❧è♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s♦❧✐❞❡✮
▲❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ µ0 ∈ L2(Ω, L2

♯ (S)) s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦❧✐❞❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡

❢♦♥❝t✐♦♥s
(
∇uε +

t∇uε

)
ε>0

✈ér✐✜❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✭❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ x ✜①é❡✮





∇y ·

(
µµ0 +

λ

2
Tr(µ0)Id

)
= 0 sur S,

(
µµ0 +

λ

2
Tr(µ0)Id

)
n =

(
−pId+ f 2

0

)
n sur ∂S,

✭✸✳✺✷✮

♦ù n r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ s♦❧✐❞❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ é❝r✐t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮ ✈✉❡ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✺✻ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ t❡st ϕ ❞❡
[
D(Ω, C∞

♯ (Y ))
]3

❡t ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ε✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t

✼✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

✐♥t❡r✈❡♥✐r Pε(pε)✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

εω2ρf

∫

Ωf

uε(x) ·ϕ
(
x,

x

ε

)
+ εω2ρs

∫

Ωs

uε(x) ·ϕ
(
x,

x

ε

)
dx

−
ε

2

∫

Ωf

σf
ε
(uε(x), Pε(pε)(x)) :

(
εGx

(
ϕ
(
x,

x

ε

))
+Gy

(
ϕ
(
x,

x

ε

)))
dx

−
1

2

∫

Ωs

σs
ε
(uε(x)) :

(
εGx

(
ϕ
(
x,

x

ε

))
+Gy

(
ϕ
(
x,

x

ε

)))
dx

= ε

∫

Ω

f 1 ·ϕ
(
x,

x

ε

)
+ ε

∫

Ω

f 2
ε : ∇xϕ

(
x,

x

ε

)
dx+

∫

Ω

f 2
ε : ∇yϕ

(
x,

x

ε

)
dx. ✭✸✳✺✸✮

❉❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✸ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✾✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (uε)ε>0✱

(
ε
(
∇uε +

t∇uε

))
ε>0

❡t (Pε(pε))ε>0 ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡
s✉r Ω✳ P❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✱ (εuε)ε>0✱

(
ε2
(
∇uε +

t∇uε

))
ε>0

❡t
(εPε(pε))ε>0 ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✈❡rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ s✉r Ω✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s
✭✸✳✹✶✮ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦té µ0 ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡

(
∇uε +

t∇uε

)
ε>0

s✉r ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ s♦❧✐❞❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✺ q✉❡ s✉r ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ∇ · uε

❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs Tr(µ0)/2✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ✭✸✳✺✸✮ ❧♦rsq✉❡ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0 ❡st

∫

Ω

∫

F

p(x,y)∇y ·ϕ (x,y)dxdy

−
µ

2

∫

Ω

∫

S

µ0(x,y) :
(
∇yϕ (x,y) + t∇yϕ (x,y)

)
dxdy

−
λ

2

∫

Ω

∫

S

Tr(µ0(x,y))∇y ·ϕ (x,y)dxdy

= −

∫

Ω

∫

S

σs(h) : ∇yϕ (x,y)dxdy. ✭✸✳✺✹✮

▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ϕ ∈ C∞
0 (Ω, C∞

♯ (S)) ❞♦♥♥❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛r✲
t✐❡❧❧❡s s✉r S ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡
✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❞❡ ✭✸✳✺✹✮✱ ❧✉❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✷
●râ❝❡ à ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✽✮ ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✼✸✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♠✐t❡ s✉r ❧❡ s♦❧✐❞❡
❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r u1 ∈ [L2(Ω, H1

♯ (S))]
3 ✿





∇y ·
(
σs

y
(u1)

)
= 0 sur S,

σs
y
(u1)n = −

(
σs

x
(u+ h) + pId

)
n sur ∂S,

u1y − ♣ér✐♦❞✐q✉❡ sur ∂Y,

✭▼✐❝r♦❙✮

♦ù

σs
y
(u1) = µ

(
∇yu1 +

t∇yu1

)
+ λ∇y · u1 Id,

σs
x
(u) = µ

(
∇xu+ t∇xu

)
+ λ∇x · uId,

❡t ♦ù n r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ s♦❧✐❞❡✳

✼✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✸ ✭❚❡♥s❡✉r ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ s♦❧✐❞❡✮
P❛r ❧✐♥é❛r✐té ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡♥s❡✉r Ms t❡❧ q✉❡

〈
σs

y
(u1)

〉
S
=Ms

(
−σs

x
(u+ h)− pId

)
, ✭✸✳✺✺✮

q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ Gy(u1) ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s
p ❡t Gx(u)✳ ❈❡ t❡♥s❡✉r ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t ré❡❧✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
▲❡ t❡♥s❡✉r ❡st ré❡❧ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é❝♦✉♣❡r ❧❡ s②stè♠❡ ✭▼✐❝r♦❙✮

❡♥ ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ ❡t ❝♦♠♣❧❡①❡✳
❙♦✐❡♥t E ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ♣♦✉r ✭▼✐❝r♦❙✮ ❡t u1 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ❛❧♦rs

♦♥ ❛ |S|MsE =
〈
∇yu1 +

t∇yu1

〉
S
✳ ❈♦♠♠❡ E ❡t

(
∇yu1 +

t∇yu1

)
s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s✱

❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ Ms ❧✬❡st ❛✉ss✐✳
❊♥s✉✐t❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈ér✐✜é ♣❛r v s✉r F ✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

t❡st ❞❡ Hf ✱ ❡s♣❛❝❡ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✷✳✶✾✮ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✹✵✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ s②stè♠❡
❞❡ ❙t♦❦❡s ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✹
▲❡ s②stè♠❡ ❧✐♠✐t❡ s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ✈ér✐✜é ♣❛r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t v ∈ [L2(Ω, H1

Dir,♯(F ))]
3✱ ❡st

❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s s✉✐✈❛♥t





ω2ρfv + iωη△yyv −∇yp1 = −ω2ρf (u+ h) +∇xp sur F,
∇y · v = 0 sur F,

v = 0 sur ∂FD,
vy − ♣ér✐♦❞✐q✉❡ sur ∂Y.

✭▼✐❝r♦❋✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st

ϕ
(
x,

x

ε

)
= ϕ1 (x)ϕ2

(x
ε

)
, telle que ∇ ·ϕ2 = 0,

❛✈❡❝ ϕ1 ∈ H1
0 (Ω) ❡t ϕ2 ∈ [H1

♯ (F )]
3.

❖♥ ❢❛✐t t❡♥❞r❡ ε ✈❡rs 0 ❞❛♥s ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡

ω2ρf

∫

Ω×F

(u0 + h) ·ϕ−
iωη

2

∫

Ω×F

Gy(u0) : Gy(ϕ) +

∫

Ω×F

p0∇x ·ϕ = 0. ✭✸✳✺✻✮

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ F ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ sé♣❛r❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉r Ω
❞❡ ❝❡❧❧❡ s✉r F ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ✭✸✳✺✻✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

∫

Ω

ϕ1

(∫

F

ω2ρf (u0 + h) ·ϕ2 −
iωη

2
Gy(u0) : Gy(ϕ2) + p0∇x ·ϕ2

)
= 0. ✭✸✳✺✼✮

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ♣♦✉r ϕ2 à s✉♣♣♦rt ❞❛♥s F ✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s ❞❡ u0 ❡t ❞❡ p0 ✈✉❡s ❡♥ ✭✸✳✸✻✮ ❡t ❡♥ ✭✸✳✸✾✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

g = ω2ρfv + ω2ρf (u+ h) + iωη△yyv −∇xp ∈
[
[H1

♯ (F )]
3
]⊥
. ✭✸✳✺✽✮

✼✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✺✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ p1 ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s L2
moy(Ω) t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ s♦✐t ✈ér✐✜é❡✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ t❡st❛♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡

✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st q ∈ C∞
0 (Ω, C∞

♯ (F ))✱ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥
♣❛r ε ❡t ♦♥ ❧✬✐♥tè❣r❡ ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

ε

∫

Ωf

∇xq
(
x,

x

ε

)
· uε(x)dx+

∫

Ωf

∇yq
(
x,

x

ε

)
· uε(x)dx = 0. ✭✸✳✺✾✮

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❝♦♥✈❡r❣❡r ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✭✸✳✺✾✮ ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r
♣❛rt✐❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

∫

Ω

∫

Y

q (x,y)∇y · u0(x,y)dxdy = 0, ∀ q ∈ C∞
0 (Ω, C∞

♯ (F )),

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳
▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

✸✳✸✻✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✺
▲✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ [H1

♯ (F )]
3 ❡st

[
[H1

♯ (F )]
3
]⊥

=

{
g ∈ H−1

♯ (F ),

telle que ∃ p1 ∈ L2,0(F ), ∀ϕ ∈ [H1
♯ (F )]

3,H−1〈g,ϕ〉H1
0

= −

∫

F

p1∇y ·ϕ

}
. ✭✸✳✻✵✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✺ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡

✷✳✸✼✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✻ ✭Y ✲Pér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ p1✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ p1 ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✸✳✻✵✮ ❡st Y ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ p1 ∈ L2

0(F ) t❡❧❧❡ q✉✬❛✉ s❡♥s ❞❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s g = ∇yp1 s✉r F ✱ ♦ù g ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✸✳✺✾✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ pi1 ∈ L2

0(F + ei) t❡❧❧❡ q✉✬❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱
g = ∇yp1 s✉r F +ei✱ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ 3✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ p1 ❡st Y ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ p1 ❡st é❣❛❧❡ à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s p̃1

i ♦ù p̃1
i(·) = pi1(·+ ei)✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡ p̃1
i − p1 ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✺✳ ▼❛✐s ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✻✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ t❡st❡r p̃1
i − p1 ❝♦♥tr❡

∇y ·ϕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ϕ ∈ [H1
Dir,♯(F )]

3✳ ❖r

∫

F

(
p̃1

i − p1
)
∇y ·ϕ

= −H−1

♯ (F+ei)

〈
pi1,ϕ

〉
H1

♯ (F+ei)
+ H−1

♯ (F )〈p1,ϕ〉H1

♯ (F ), ∀ϕ ∈ [H1
Dir,♯(F )]

3.

✼✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸

▲❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❡st ♥✉❧ ♣❛r ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ g ❡t ❞❡ ϕ✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ F ✱ p̃1

i − pi1 = C✳

■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs à ♠♦♥tr❡r q✉❡ C ❡st ♥✉❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ p̃i1 − pi1 s✉r F ❡t ♦♥
✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ pi1 ❡t p1 s♦♥t à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✼ ✭▼❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ✢✉✐❞❡✮
P❛r ❧✐♥é❛r✐té ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Mf t❡❧❧❡ q✉❡

〈v〉F =Mf

(
∇p− ω2ρf (u+ h)

)
, ✭✸✳✻✶✮

q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ v s✉r F ✭♥♦té❡ 〈v〉F ✮ ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ∇p ❡t u✳ ❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ |F |✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✽ ✭▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s r✐❣✐❞❡ s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡✮
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✢✉✐❞❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s r✐❣✐❞❡ à ❝❡❝✐ ♣rès
q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞✐✛èr❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ u✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✾ ✭❉é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✮
◆♦t♦♥s ❜✐❡♥ q✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t u0 = u + v ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t
❞ét❡r♠✐♥é ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ s✉r ❧❡ s♦❧✐❞❡ u0 = u ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥st❛♥t ❡♥ y✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ u ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡
♣❛r ❧❡s s②stè♠❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✵
▲❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮ s✬é❝r✐t

{
ω2ρ(u+ h) + ω2ρf〈v〉F +∇ ·

(
|S|σs

x
(u+ h) +

〈
σs

y
(u1)

〉
S

)
− |F |∇p = 0,

|F |∇ · u+∇ · 〈v〉F − 〈∇y · u1〉S = 0,
✭▼❛❝r♦✮

♦ù ρ = ρs|S|+ ρf |F |✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ é❝r✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛✲

t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ❡t ♦♥ ❧❛ ❢❛✐t ❝♦♥✈❡r❣❡r
❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✳

P♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ é❝r✐t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❋❱ ✭❋✲❙✮ε✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st q à ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ∫

Ω

q(x)∇ · uε(x)dx−

∫

Ωs

q(x)∇ · uε(x)dx = 0. ✭✸✳✻✷✮

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ∇·uε ❡st
❝♦♥♥✉❡ s✉r Ωs✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉r Ω✱ ✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥
♣❛r ♣❛rt✐❡s ❞❛♥s ✭✸✳✻✷✮✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ à é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡

−

∫

Ω

∇xq(x) · uε(x)dx−

∫

Ωs

q(x)∇ · uε(x)dx = 0. ✭✸✳✻✸✮

✽✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✸✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✈❡rs

−

∫

Ω×Y

∇xq(x) · u0(x,y)dxdy −
1

2

∫

Ω×S

q(x)Tr(µ0(x,y)dx = 0.

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✺✶
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭▼❛❝r♦✮ ✭✐ss✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é✮ ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✈❡❝✲
t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ t②♣❡ é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❢♦r❝é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
✭▼❛❝r♦✮ ✭✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té✮ ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ q✉✐ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞❡
❧✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✺✷ ✭▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡✮
❖♥ rés♦✉t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❧❡s s②stè♠❡s ✭▼✐❝r♦❙✮ ❡t ✭▼✐❝r♦❋✮ ❡t ❣râ❝❡ ❛✉①
r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✳✻✶✮ ❡t ✭✸✳✺✺✮ ♦♥ é❝r✐t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
s❡✉❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s u ❡t p ❡t ♦♥ ❧❡s rés♦✉t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✸ ✭❯♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✮
▲❡ s②stè♠❡ ✭▼❛❝r♦✮ s✬é❝r✐t ❛✉ss✐ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡





∇ ·
(
|S|σs

x
(u+ h) +

〈
σs

y
(u1)

〉
S

)
=

∫

∂FD

σf (v, p1)n− ω2ρs|S|(u+ h),

|F |∇ · u+∇ · 〈v〉F − 〈∇y · u1〉S = 0,

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ ♣❛rt ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✢✉✐❞❡ ✈✉❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡t ♦♥

❧✬✐♥tè❣r❡ s✉r F ✳ ❯♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs

ω2ρf〈v〉F +

∫

∂F

iωη∇v · n−

∫

∂F

p1n = |F |
(
∇p− ω2ρf (u+ h)

)
,

♦ù n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ à F ✳ ❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ∂F ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✉ ❜♦r❞
♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭q✉✐ t♦✉❝❤❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ Y ✮ ❡t ❞✉ ❜♦r❞ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ❡t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ∇v ❡t p1 s♦♥t Y ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✭❝❢ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

ω2ρf〈v〉F −

∫

∂FD

σf (v, p1)n = |F |
(
∇p− ω2ρf (u+ h)

)
, ✭✸✳✻✹✮

♦ù n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ à S✳ ❖♥ ✐♥❥❡❝t❡ ❛❧♦rs ✭✸✳✻✹✮ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ✭▼❛❝r♦✮ ❡t ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✺✹
❈❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡st ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❣éré ♣❛r ❧❡ s♦❧✐❞❡ ✭❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✢✉✐❞❡ ♥❡ s❡ ✈♦✐t q✉❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡
Y ✮✳

✽✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹

✸✳✹ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❤♦♠♦❣é♥é✐sés

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s ♦♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s à ❞ét❡r✲
♠✐♥❡r✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s s♦♥t ❢❛❝✐❧❡s à tr❛✐t❡r ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❝r♦s❝♦✲
♣✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s
❬❈❋●▼✵✶❪✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s
à ❢réq✉❡♥❝❡ ✜①é❡ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ✿ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦❡r❝✐❢✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❝❡✉①
♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❬❈❋●▼✵✶❪ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ✉♥✐❝✐té q✉❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s t②♣❡s ❞❡
❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✳

✸✳✹✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❤♦♠♦✲

❣é♥é✐sés ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❡ s②stè♠❡ ✭▼✐❝r♦❙✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✺
❙✐ p ❡t Gx(u) s♦♥t ❝♦♥♥✉s ❡t s✐ ♦♥ ❛

∫

∂S

ϕ (µGy(u1) + λ(∇y · u1)Id)n = 0, ∀ϕ ∈ R(S), ✭✸✳✻✺✮

♦ù R(S) ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✷✳✶✷✮ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✹✶✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭▼✐❝r♦❙✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ u1 ∈ [L2(Ω, H1

♯ (S)/R]
3 ✉♥✐q✉❡ à ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t r✐❣✐❞❡ ♣rès ✭à ✉♥ é❧é♠❡♥t

❞❡ R(S) ♣rès✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ x ❡st ✜①é❡✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡s ✐♥❝♦♥✲

♥✉❡s ❞❡ ✭▼✐❝r♦❙✮ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ y✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✳ ◆♦✉s
❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt W ♣❛r

W =
[
H1

♯ (S)�R(S)
]3
, ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ 〈u,v〉W =

∫

S

Gy(u) : Gy(v).

P✉✐s ♥♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ✭▼✐❝r♦❙✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

❚r♦✉✈❡r u1 ∈ W t❡❧ q✉❡ a(u1,ϕ) = L(ϕ), ∀ϕ ∈ W,

♦ù a ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r W ×W ❡t L ∈ W ′ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r W ✳

◆♦✉s s✉✐✈♦♥s ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ●✳ ❆❧❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❬❆❧❧✵✼❪ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ a ❡st
❝♦❡r❝✐✈❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r é❝r✐r❡

a(u1,u1) = µ
∥∥(∇yu1 +

t∇yu1

)∥∥2
0,S

+ λ‖∇y · u1‖
2
0,S.

➱t✉❞✐♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A = Gy(u1) ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡

A = Ad + Ah, avec Ad =
1

3
TrA Id et Ah = A−

1

3
(TrA)Id.

✽✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❤♦♠♦❣é♥é✐sés

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ Ad : Ah = Ah : Ad = 0 ❡t A : A = Ad : Ad+Ah : Ah✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
❛✐♥s✐✱

µ‖A‖20,S +
λ

2
‖(TrA)Id‖20,S = µ

∥∥Ah
∥∥2
0,S

+

(
µ+

3

2
λ

)∥∥Ad
∥∥2
0,S

≥ ν‖A‖20,S,

❛✈❡❝ ν = min(µ, µ+ 3λ/2)✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t A ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ u1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

a(u1,u1) ≥ ν
∥∥(∇yu1 +

t∇yu1

)∥∥2
0,S

= ν‖u1‖
2
W ,

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ a✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❞♦♥❝
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u1 ∈ W ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭▼✐❝r♦❙✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✺✻
▲❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✻✺✮ s❡rt à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ W ✱ ❡t à
❞é✜♥✐r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ L✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✺✼
▲❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✻✺✮ s❡ ✈ér✐✜❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s✱ ♦✉ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t
q✉✬♦♥ ✐♥tè❣r❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭▼✐❝r♦❋✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✽ ✭❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭▼✐❝r♦❋✮✮
▲❡ s②stè♠❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ r❛♣♣❡❧é ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ (v, p1) ❞❛♥s
[L2(Ω, H1

Dir,♯(F ))]
3 × L2(Ω, L2

♯,moy(F ))✳




ω2ρfv + iωη△yyv −∇yp1 = −ω2ρf (u+ h) +∇xp sur F,
∇y · v = 0 sur F,

v = 0 sur ∂FD.
✭▼✐❝r♦❋✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t s❡ ❢❛✐t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞❡

❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭Vε✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✺✾ ✭❘❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ à Y ✮
▲❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∇xp s♦♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞é✲
ré❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥♥✉❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ Y ε

k ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❢❛✐r❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡
s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ y✳

✸✳✹✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤♦♠♦✲

❣é♥é✐sé ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭▼❛❝r♦✮✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ✐ss✉
❞✬✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡
é❝❤❡❧❧❡✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ ❞♦♥❝ à ét✉❞✐❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♠✲
♠❡♥ç♦♥s ♣❛r é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s u ❡t
p q✉✐ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛❞❞✐✲
t✐♦♥♥♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

A(u, p) = F (u, p).

✽✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹

◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❛❧♦rs ❧✬♦♣ér❛t❡✉r A ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❜✐❥❡❝t✐❢ ❡t ❞✬✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♠♣❛❝t✳ ▲✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥✲
tr♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ p ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ H1

moy(Ω)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✵ ✭❘❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭▼❛❝r♦✮✮
▲❡ s②stè♠❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ♠❛✲
❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s u ❡t p ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

{
Z1(u+ h) + Z2∇p+∇ · (Z3σ

s(u+ h)) +∇ · (Z4pId) = 0,
−∇ · (Z2(u+ h)) +∇ · (Mf∇p) + Tr (Z5σ

s(u+ h)) + Tr (Z5pId) = 0,
✭✸✳✻✻✮

❛✈❡❝

Z1 = ω2ρId− (ω2ρf )
2Mf , Z2 = ω2ρfMf − |F |Id,

Z3 = |S|Id−Ms, Z4 = −Ms et Z5 =
1

3λ+ 2µ
Ms

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
■❧ s✉✣t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡t t❡♥s❡✉rs ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❞é✜♥✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥

✭✸✳✻✶✮ ♣❛❣❡ ✽✵ ❡t ❡♥ ✭✸✳✺✺✮ ♣❛❣❡ ✼✽ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✭▼❛❝r♦✮ à ❧❛ ♣❛❣❡
✽✵✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✻✶
P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✻✻✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❛♥s
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✭✸✳✻✻✮

Z1(u+ h) + Z2∇p+∇ · (Z3σ
s(u+ h)) +∇ · (Z4pId)

−∇ ·
(
Z2(u+ h)

)
+∇ · (Mf∇p) + Tr (Z5σ

s(u+ h)) + Tr (Z5pId) = 0. ✭✸✳✻✼✮

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠✱ ♦♥ é❝r✐t ✭✸✳✻✼✮ s♦✉s ❢♦r♠❡
❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❡♥ sé♣❛r❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♠♣❛❝t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✷ ✭➱❝r✐t✉r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs✮
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✼✮✱ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

A(u, p) = B(u, p) + C(u, p) = L(h), ✭✸✳✻✽✮

♦ù A✱ B ❡t C s♦♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs [H1
Dir(Ω)]

3u × L2
moy(Ω) → [H−1(Ω)]3 × L2

moy(Ω)
❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

B(u, p) = −∇ · (Z3σ
s(u))−∇ · (Mf∇p) ,

C(u, p) = −Z1u− Z2∇p−∇(Z4pId)

+∇ · (Z2u)− Tr (Z5σ
s(u))− Tr (Z5pId) .

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✸
❖♥ ♥♦t❡ b ❡t c ❧❡s ❢♦r♠❡s s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡s ❛ss♦❝✐é❡s à B ❡t C✳

✽✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❤♦♠♦❣é♥é✐sés

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ p ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ [H1(Ω)]3 à
♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ✭✐✳❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ H1

moy(Ω)✮✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡
Mf ❡st ❝♦❡r❝✐✈❡✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t✱ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✻✻✮✱
❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ p ❡st ❞❛♥s [H1(Ω)]3✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ p ❡st à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡st ✉♥❡
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✻✹ ✭❈♦❡r❝✐✈✐té ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡t t❡♥s❡✉rs ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡✳✮
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ Mf ❡st ❝♦❡r❝✐✈❡✱ ✐✳❡✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ αf t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t ✈❡❝t❡✉r e ∈ C3✱

ℜ
(
teMfe

)
≥ αf |e|

2.

❙♦✐t Zs ❧❡ t❡♥s❡✉r q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ u1✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭▼✐❝r♦❙✮✱ ❛✉ s❡❝♦♥❞
♠❡♠❜r❡ ❞❡ ✭▼✐❝r♦❙✮ ✐✳❡✳

〈G(u1)〉S = Zs

(
−σs

x
(u+ h)− pId

)
.

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ β str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡
s②♠étr✐q✉❡ M ∈ M3(C) ✿

M : (ZsM) ≥ βM :M.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r

ré❡①♣r✐♠❡r ℜ (teMfe) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t M : (ZsM)✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉①
❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭▼✐❝r♦❋✮ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭▼✐❝r♦❙✮✮ ♣✉✐s ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❣râ❝❡ à ✉♥
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✳

❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ✢✉✐❞❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭▼✐❝r♦❋✮ ❞é✜♥✐❡ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✼✽ ❛✈❡❝ e

♣♦✉r s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡✱ ♦♥ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♣❛r v ❡t ♦♥ ❧✬✐♥tè❣r❡ s✉r F ✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ v ❡st à ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ♥✉❧❧❡ ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ F ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

ω2ρf
〈
|v|2
〉
F
− iωη

〈
|∇v|2

〉
F
= e〈v〉F .

❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Mf ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✸✳✻✶✮ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✽✵✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ Mfe = 〈v〉F ✳
❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs q✉❡

ℜ
(
teMfe

)
= ℜ

(
te〈v〉F

)
= ω2ρf

〈
|v|2
〉
F
. ✭✸✳✻✾✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡ Mf ♥✬❡st ♣❛s ❝♦❡r❝✐✈❡✳ ❈❡❧❛ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t

∀n ∈ N, ∃ en ∈ C3, ℜ
(
tenMfen

)
<

1

n
|en|

2. ✭✸✳✼✵✮

◗✉✐tt❡ à r❡♥♦r♠❛❧✐s❡r en✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ |en|
2 = 1 ❞❛♥s ✭✸✳✼✵✮✳ P❛r ❝♦♥sé✲

q✉❡♥t✱ (en)n∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s C3✱ ❡❧❧❡ ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡❛♥t ✈❡rs e ∈ C3✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs ℜ ( teMfe) = 0 ❡t |e|2 = 1✳ ❉✬❛♣rès ✭✸✳✻✾✮✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
v ❞❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ ❛✈❡❝ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ e✱ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r v ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ ❛✈❡❝ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t
❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭▼✐❝r♦❋✮✳ ❆✐♥s✐✱ Mf ❡st ❝♦❡r❝✐✈❡✳

❆✉ ♥✐✈❡❛✉ s♦❧✐❞❡✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ✿ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭▼✐❝r♦❙✮ ❛✈❡❝
♣♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ s✉r ∂S

σs(u1)n =Mn.

✽✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹

▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✭▼✐❝r♦❙✮ ♣❛r u1 ❡t s♦♥ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r S ❞♦♥♥❡

1

2

∫

S

σs(u1)G(u1) =

∫

∂S

(σs(u1)n)u1.

❖r ♣❛r s②♠étr✐❡ ❞❡ M ❡t ❞❡ G(u1)✱ ♦♥ ❛

∫

∂S

(σs(u1)n)u1 =
1

2
M : 〈G(u1)〉S.

❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡

∀n ∈ N, ∃Mn ∈ M3(C),
(
MnMfMn

)
<

1

n
Mn :Mn, ✭✸✳✼✶✮

❛✈❡❝ Mn : Mn = 1✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ✈❡rs M ∈ M3(C)✱ ❝❡
q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ MnMfMn = 0 ❡t Mn :Mn = 1✳ ●râ❝❡ à ❧✬ét✉❞❡
♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u1 ❞❡ ✭▼✐❝r♦❙✮ ❡st à ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♦❧✐❞❡ ♥✉❧✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡
s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ M ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬✉♥✐❝✐té ✭à ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♦❧✐❞❡ ♣rès✮
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭▼✐❝r♦❙✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✺ ✭▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞❛♥s [H1(Ω)]3✮
▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✭✸✳✻✻✮ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ [H1(Ω)]3

à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ pε s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s

L2
moy(Ωf ) ❡t q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t Pε(pε) à Ωf ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦✉❜❧❡

é❝❤❡❧❧❡ ✈❡rs p s✉r Ω × F ✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❛❧♦rs ϕ é❧é♠❡♥t ❞❡ D(Ω, C∞
♯ (Y )) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ϕ(x,y) = 1(x)✳ ❈♦♠♠❡ pε ❡st à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ❛ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt

∫

Ω

pε(x)χΩf

(x
ε

)
ϕ
(
x,

x

ε

)
dx = 0. ✭✸✳✼✷✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ pε = χΩf
Pε(pε) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✈❡rs p

s✉r Ω× F ❡t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✸✱ ♦♥ ❛

lim
ε→0

∫

Ω

pε(x)χΩf

(x
ε

)
ϕ
(
x,

x

ε

)
dx =

∫

Ω

|F |p(x)dx. ✭✸✳✼✸✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✭✸✳✼✷✮ ❡t ✭✸✳✼✸✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ p ❡st à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✳
❈♦♠♠❡ (u, p) ∈ [H1

Dir(Ω)]
3 × L2

moy(Ω)✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✻✻✮ ❛✣r♠❡
q✉❡ ∇x · (Mf∇xp) ❡st ❞❛♥s L2(Ω)✱ ❡t ❞♦♥❝ Mf∇xp ✭❧✉❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮
❧✬❡st ❛✉ss✐✳ ❈♦♠♠❡ Mf ❡st ❝♦❡r❝✐✈❡✱ ♦♥ ❛ ∇xp ∈ [L2(Ω)]3 ❡t ❞♦♥❝ p ∈ H1(Ω)✳

◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ét❛❜❧✐r
q✉❡ B ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t q✉❡ C ❡st ❝♦♠♣❛❝t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✻ ✭❈♦♠♣❛❝✐té ❞❡ C✮
▲✬♦♣ér❛t❡✉r C ❡st ❝♦♠♣❛❝t✳

✽✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❤♦♠♦❣é♥é✐sés

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ([H1

Dir(Ω)]
3, ‖·‖1,Ω)✱ ([H

−1(Ω)]3, ‖·‖−1,Ω) ❡t
(H1

moy(Ω), ‖·‖1,Ω) s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♠♣❛❝ts
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝✱ ❡t ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ C(U) ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té U ❞❡
[H1

Dir(Ω)]
3×H1

moy(Ω) ♣❛r C ❡st ♣ré❝♦♠♣❛❝t❡✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t❡ s✉✐t❡

❞❡ C(U) ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳
❙♦✐t ❞♦♥❝ (C(un, pn))n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ C(U)✳ ❆❧♦rs (un)n∈N ❡t (pn)n∈N s♦♥t ❞❡✉①

s✉✐t❡s ❜♦r♥é❡s ✭♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s U✮ ❞❡ [H1
Dir(Ω)]

3×H1
moy(Ω)✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘❡❧❧✐❝❤✱

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (un, pn)n∈N ✭❡♥❝♦r❡ ♥♦té❡ (un, pn)n∈N✮ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ❞❛♥s
[L2(Ω)]3 × [L2(Ω)]3✳ ◆♦t♦♥s (u, p) ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ (un, pn)n∈N✳

■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (C(un, pn))n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✭à s♦✉s✲s✉✐t❡ ♣rès✮
✈❡rs C(u, p)✳ ❖♥ é❝r✐t ❛❧♦rs C(un − u, pn − p) s♦✉s ❢♦r♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r (v, q)
é❧é♠❡♥t ❞❡ [H1

Dir(Ω)]
3 ×H1

moy(Ω) ❡t ♦♥ ❢❛✐t ❞❡s ✐♥té❣r❛t✐♦♥s ♣❛r ♣❛rt✐❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❡♥ un−u ❡t pn−p ❝♦♥tr❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ ✵ ♦✉ ✶ ❞❡ v ❡t q✳ ❈♦♠♠❡
(un, pn)n∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs (u, p)✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍ö❧❞❡r ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ B s❡ ❢❛✐t ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s q✉❡ ♥♦✉s s✉❜✲
❞✐✈✐s♦♥s ❡♥ ❧❡♠♠❡s ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✻✼
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù S ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸✳✽✱ ✐❧ ❡①✐st❡ αs > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t
u ❞❡ [H1

Dir(Ω)]
3 ❡t u1 s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té s♦❧✐❞❡ ❞♦♥t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡

❡st σs
x
(u)✱ (

|S|σs
x
(u)−

〈
σs

y
(u1)

〉
S

)
: Gx(u) ≥ αs|Gx(u)|

2. ✭✸✳✼✹✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✵ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

(
|S|σs

x
(u)−

〈
σs

y
(u1)

〉
S

)
: Gx(u) ≥ 0. ✭✸✳✼✺✮

❉❡ ♣❧✉s ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✶✱ ✐❧ ♥✬② ❛ é❣❛❧✐té ❞❛♥s ✭✸✳✼✺✮ q✉❡ s✐ u = 0 ♣r❡sq✉❡
♣❛rt♦✉t✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡ ✭✸✳✼✹✮ ❡st ❢❛✉ss❡✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ✐❧ ❡①✐st❡
un ❡t un

1 t❡❧s q✉❡
(
|S|σs

x
(un)−

〈
σs

y
(un

1 )
〉
S

)
: Gx(un) ≤

1

n
|Gx(u

n)|2. ✭✸✳✼✻✮

❙❛♥s ♣❡r❞r❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r ‖un‖1,Ω = 1✳ ▲❡s s✉✐t❡s (un)n∈N ❡t
(Gx(un))n∈N s♦♥t ❞♦♥❝ ❜♦r♥é❡s ❞❛♥s [H1

Dir(Ω)]
3 ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✈❡rs u

❞❛♥s [H1
Dir(Ω)]

3 ❡t Gx(u)✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡ ♣❧✉s 〈σs
y
(un

1 )〉S = Msσ
s
x
(un)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡

Gy(u
n
1 ) ❡st ❜♦r♥é ❞❛♥s L

2(Ωs) ❡t ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✼ ✭✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑♦r♥ r❛♣♣❡❧é❡
à ❧❛ ♣❛❣❡ ✹✸✮ un

1 ❡st ❜♦r♥é ❞❛♥s [H1
♯ (S)/R]

3 ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs u1✳ ❊♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ✭✸✳✼✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝

(
|S|σs

x
(u)−

〈
σs

y
(u1)

〉
S

)
: Gx(u) = 0. ✭✸✳✼✼✮

❉✬❛♣rès ❧✬ét✉❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✭✸✳✼✼✮ ❡st q✉❡ u ∈ R(Ω)✳ ❖r ♣❛r
♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ u ❡st ♥✉❧
♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ‖u‖1,Ω = 1✳

✽✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✻✽ ✭■♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✸✮✮
❙❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✸✳✸✮ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Ωs ♣❛r ♣ér✐♦❞✐❝✐té✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❛♥t✐ q✉❡
∂Ωs s♦✐t ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞❡ Ω✳ ❖r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡
♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑♦r♥✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❬❋▼✵✸❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻✾ ✭❇✐❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ B✮
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù S ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸✳✽✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r B ❡st ❝♦❡r❝✐❢ ❡t ❞♦♥❝ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡
♣❛r ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ α > 0✱ t❡❧❧❡ q✉❡

∀ (u, p) ∈ [H1
Dir(Ω)]

3 ×H1
moy(Ω), ℜ (B((u, p), (u, p))) ≥ α

(
‖u‖1,Ω + ‖p‖1,Ω

)
.

❖r ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✹ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑♦r♥✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ αf t❡❧ q✉❡

ℜ

(∫

Ω

Mf∇p · ∇p

)
≥ αf‖p‖

2
1,Ω.

■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à tr❛✐t❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡
∫

Ω

(
Z3σ

s
x
(u)
)
: ∇u =

1

2

∫

Ω

(
|S|σs

x
(u)−

〈
σs

y
(u1)

〉
S

)
: Gx(u),

♦ù u1 ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r s❡❝♦♥❞
♠❡♠❜r❡ σs

x
(u)✳ ❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑♦r♥ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✼✱ ♦♥ ❛

ℜ

(∫

Ω

(
Z3σ

s
x
(u)
)
: ∇u

)
=

∫

Ω

(
Z3σ

s
x
(u)
)
: ∇u ≥ αs‖u‖

2
1,Ω,

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉ ❛✈❡❝ α = min(αf , αs)✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼✵
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù S ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸✳✽✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞é✜♥✐ à ❧❛ ♣❛❣❡
✽✵ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s [H1

Dir(Ω)]
3×H1

moy(Ω)✱ ♦ù H
1
moy(Ω) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

✭✸✳✽✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡

é❝❤❡❧❧❡✳
P♦✉r ❧✬✉♥✐❝✐té✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ A ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢ ✭❝❡❧❛ ❡st ♣❧✉s r❡str✐❝t✐❢ q✉❡

❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭▼❛❝r♦✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ❖r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♠♦♥tré q✉❡ A = B+C ❛✈❡❝ B ❜✐❥❡❝t✐❢ ❡t ❞♦♥❝ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ♥✉❧ ❡t C ❝♦♠♣❛❝t✳ ❉♦♥❝✱ ♣❛r
❋r❡❞❤♦❧♠✱ A ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ♥✉❧✳ ▼❛✐s ♦♥ s❛✐t ❞é❥à q✉❡ ❝♦❞✐♠✭ℑA✮❂✵ ♣✉✐sq✉❡
A ❡st s✉r❥❡❝t✐❢✱ ❛✐♥s✐ A ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✉♥✐❝✐té✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼✶
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù S ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸✳✽✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞é✜♥✐ à
❧❛ ♣❛❣❡ ✽✵ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s [H1

Dir(Ω)]
3 ×H1

moy(Ω)✱ ♦ù H
1
moy(Ω)

❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✸✳✽✮✳

✽✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❤♦♠♦❣é♥é✐sés

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù S ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✸✳✽✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✼ ❡st ❢❛✉①✳

P♦✉r ♥♦✉s ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ ❞❡ ❝❡❝✐✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①❤✐❜❡r ✉♥ ❝♦♥tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥
❞❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

❙✐ S ♥❡ t♦✉❝❤❡ ♣❛s ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ Y ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t u ♥♦♥ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ♥✉❧✱
u1 = G(u(x))y + C(x) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡
q✉✐ ❛♥♥✉❧❡ ✭✸✳✼✺✮ ❡t q✉✐ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳

❙✐ S ❡st ♥♦♥ ❝♦♥♥❡①❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

u1 = Axy + Ayy + Azy,

♦ù Ax✱ Ay ❡t Az s♦♥t ❧❡s tr♦✐s ♠❛tr✐❝❡s q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t u1 s✉r ❧❡s t✉②❛✉① s❡❧♦♥ ❧❡s tr♦✐s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭❝❡s t✉②❛✉① ♥❡ s❡ ❝♦✉♣❡♥t ♣❛s ❡t ❞é✜♥✐ss❡♥t S✮✳ ❈❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s
♣❛r

Ax =




0 0 λ
0 0 0
0 0 0


 , Ay =




0 0 λ
0 0 0
0 0 0


 , Az =




0 0 0
0 0 0
λ 0 0


 .

❆❧♦rs u(x) = t(z, 0, x) ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t ❛♥♥✉❧❡ ✭✸✳✼✺✮✳

✽✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹

✾✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t

❙♦♠♠❛✐r❡

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✹✳✷ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t✲❆❧❧❛r❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✹✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✾✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé q✉❡
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥ ❧❡ ❝♦♥❢r♦♥t❛♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t✲❆❧❧❛r❞ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣❛r
❧❡s ♣❤②s✐❝✐❡♥s ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦✉♣❧és ✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t✲
❆❧❧❛r❞ ❛ été ét❛❜❧✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡t ❡st très s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❜❛ss❡s
❢réq✉❡♥❝❡s ❡t ❞❡s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ét❛❜❧✐r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭▼❛❝r♦✮
❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t✲❆❧❧❛r❞ ❞❛♥s ❝❡s ❝❛s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❇✐♦t✲❆❧❧❛r❞✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❧❡s ❞❡✉①
♠♦❞è❧❡s ✿ ✭❇❆✮ ❡t ✭▼❛❝r♦✮✳

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ♣♦r❡✉① t②♣❡ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮ s✉✐✈❛♥t ✿





ρfω
2uε + iε2ωη△uε −∇pε = f f

ε , sur Ωf ,
∇ · uε = 0, sur Ωf ,

ρsω
2uε + (λ+ µ)∇∇ ·U ε + µ△uε = f s

ε, sur Ωs,
uε = 0, sur Γext

D ,
∇uε n = 0, sur Γext

N ,
εσf

ε
(uε + h, pε)n = σs

ε
(uε + h)n, sur Γint,

uε ❝♦♥t✐♥✉ sur Γint,

✭✭❋✲❙✮ε✮

♦ù

σf
ε
(uε + h, pε) = iεωηG(uε + h)−

1

ε
pεId,

σs
ε
(uε + h) = λ∇ · (uε + h)Id+ µG(uε + h),

❡t ♦ù

f f
ε = −ρfω

2h− iε2ωη△h,

f s
ε = −ρsω

2h− (λ+ µ)∇∇ · h− µ△h.

❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮ ❛ tr♦✐s
❧✐♠✐t❡s ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ✿ ❞❡✉① ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ✢✉✐❞❡ ❡t s♦❧✐❞❡ ❡t ✉♥❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ P♦✉r u1 ∈ [L2(Ω, H1

♯ (S))]
3✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♠✐t❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s♦❧✐❞❡

s✬é♥♦♥❝❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
{

∇y ·
(
σs

y
(u1)

)
= 0 sur S,

σs
y
(u1)n = −

(
σs

x
(u+ h) + pId

)
n sur ∂S,

✭▼✐❝r♦❙✮

♦ù

σs
y
(u1) = µ

(
∇yu1 +

t∇yu1

)
+ λ∇y · u1 Id,

σs
x
(u) = µ

(
∇xu+ t∇xu

)
+ λ∇x · uId,

✾✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t✲❆❧❧❛r❞

❡t ♦ù n r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ s♦❧✐❞❡✳
P♦✉r v é❧é♠❡♥t ❞❡ [L2(Ω, H1

Dir,♯(F ))]
3✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✢✉✐❞❡ s✬é♥♦♥❝❡

❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿



ω2ρfv + iωη△yyv −∇yp1 = −ω2ρf (u+ h) +∇xp sur F,
∇y · v = 0 sur F,

v = 0 sur ∂FD.
✭▼✐❝r♦❋✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ r❡♠❛rq✉é q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ Mf ❡t ✉♥ t❡♥s❡✉r
❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ Ms t❡❧s q✉❡

〈v〉F =Mf

(
∇xp− iω2ρf (u+ h)

)
et

〈
σs

y
(u1)

〉
S
= −Ms(σ

s
x
(u+ h) + pId).

❊♥✜♥✱ r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭▼❛❝r♦✮ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡
é❝❤❡❧❧❡ ✿
{
ω2ρ(u+ h) + ω2ρf〈v〉F +∇ ·

(
|S|σs

x
(u+ h) +

〈
σs

y
(u1)

〉
S

)
− |F |∇p = 0,

|F |∇ · (u+ h) +∇ · 〈v〉F − 〈∇y · u1〉S = 0,
✭▼❛❝r♦✮

♦ù ρ = ρs|S|+ ρf |F |✳

✹✳✷ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t✲❆❧❧❛r❞

▲❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣♦r♦✲é❧❛st✐q✉❡s ♦♥t été ét✉❞✐és ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡ s❛♥s ❧✬♦✉t✐❧
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❇✐♦t q✉✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦♣♦s❛ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
♣♦✉r ❧❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡♥ ✶✾✺✻✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t éq✉❛✲
t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❇✐♦t s♦♥t r❛♣♣❡❧é❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❈✳ ❈❤✐❛✈❛ss❛
❞❛♥s ❬❈❤✐✵✾❪✳ ◆♦✉s r❡t❡♥♦♥s s✉rt♦✉t q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
r❡❧✐❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❢♦♥t
✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✢✉✐❞❡✱ ❡t ❞❡✉① ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✿ ❧✬✉♥ s♦❧✐❞❡ ❡t ❧✬❛✉tr❡ r❡❧❛t✐❢ ❞❡
❧❛ ♣❤❛s❡ ✢✉✐❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣❤❛s❡ s♦❧✐❞❡ ✭✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts s♦❧✐❞❡ ❡t ✢✉✐❞❡✮✳ ❈❡tt❡ ♠✐s❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s très s❛t✐s❢❛✐✲
s❛♥t❡ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✸ ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡t ✼ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✮✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s♦♥t ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥❝ tr♦♣ ❝♦♥tr❛✐♥t✳ ◆♦s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✉rs ❞❡ ❉❛ss❛✉❧t✲❆✈✐❛t✐♦♥ ❡t ❞❡
❧✬❖◆❊❘❆ ♣ré❢èr❡♥t ❞♦♥❝ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ❞❡ ❇✐♦t✲❆❧❧❛r❞ ♣r♦♣♦sé❡
♣❛r ❏✳ ❋✳ ❆❧❧❛r❞ ❡t ◆✳ ❆t❛❧❧❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❞❡ ❬❆❆✵✾❪✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t✲❆❧❧❛r❞ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡
❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ♣♦r❡✉①✳ ❯♥ ♠❛tér✐❛✉ ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞é❝r✐t
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❇✐♦t✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜✳ ✹✳✶✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t✲❆❧❧❛r❞ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ❧♦✐s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❢♦r♠✉❧é❡s ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❡t ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s
❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ✢✉✐❞❡ ❡t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♦❧✐❞❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐t❡ (U , p) ❡st ♣rés❡♥té❡
❡♥ ✭❇❆✮ ✿ 




∇ · σ̃ + ω2ρ̃sU + γ̃∇p = 0,
Φ2

ω2ρ̃22
△p+

Φ2

R̃
p = γ̃∇ ·U ,

✭❇❆✮

✾✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷

❙②♠❜♦❧❡ Pr♦♣r✐étés ✴ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
P♦r♦s✐té Φ Pr♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ t♦t❛❧
❚♦rt✉♦s✐té α∞ ❈♦❡✣❝✐❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t s✉r ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉✲

♠✐q✉❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝❛✲
r❛❝tèr❡ t♦rt✉❡✉① ❞✉ ♠❛tér✐❛✉

❘és✐st✐✈✐té σ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈✐sq✉❡✉s❡s à ❜❛ss❡
❢réq✉❡♥❝❡

◆✳s✳♠−4

▲♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡ ✈✐sq✉❡✉s❡ Λ

❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❡✛❡ts ✈✐sq✉❡✉① à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠

▲♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡ t❤❡r♠✐q✉❡ Λ′

❊❝❤❛♥❣❡s t❤❡r♠✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s à ❤❛✉t❡
❢réq✉❡♥❝❡

♠

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✲ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❇✐♦t✳

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦tés ❛✈❡❝ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ·̃ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ω ✭♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✲
♠❡♥t✮ ❡t s♦♥t ré❝❛♣✐t✉❧és ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜✳ ✹✳✷✳

❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❇✐♦t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❤②s✐q✉❡s
❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜✳ ✹✳✸✳

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ Pr❛♥❞t❧ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

NPr =
ηcp
κ
,

♦ù ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ν✱ cp ❡t κ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜✳ ✶✳✸ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✺✳
◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✭▼❛❝r♦✮ ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐✲

s❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✭❇❆✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❇✐♦t
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✭❇❆✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ é❝r✐t✉r❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❇✐♦t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t✲
tr❛ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❇✐♦t ❝❛❧❝✉❧és ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t à ❝❡✉① ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r
✭▼❛❝r♦✮✳

◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r t♦t❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❇✐♦t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ✭❇❆✮✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ✐❧ ② ❛ tr♦♣ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❡t ♦♥
♣❡✉t ♠❡ttr❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✭❘❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮
❊♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ ❚❛❜✳ ✹✳✷✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❣râ❝❡ à ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ✿

Λ′ = ±

√
−i

8η

ωNPrρfβ
, ❛✈❡❝ β =

1±

√
1 + 16

(Φ− CpγP )
2

(γCpP − γΦ)2

4
❡t Cp =

Φ2

R̃
. ✭✹✳✶✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ✭❇❆✮ s♦♥t ❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

C∇·p = 1− Φ− C∇·U , ✭✹✳✷✮

✾✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t✲❆❧❧❛r❞

❈♦❡✣❝✐❡♥t ❱❛❧❡✉r ❯♥✐té
σ̃ σs(U ) + (1− Φ)pId P❛

ρ̃s ρ̃11 −
ρ̃212
ρ̃22

❦❣✳♠−3

ρ̃11 ρs + Φρf (α∞ − 1)− i
b̃

ω
❦❣✳♠−3

ρ̃12 −Φρf (α∞ − 1) + i
b̃

ω
❦❣✳♠−3

ρ̃22 Φρfα∞ − i
b̃

ω
❦❣✳♠−3

b̃ Φ2σ

√
1 + i

4α2
∞ηρfω

σ2Λ2Φ2
◆✳s✳♠−4

γ̃ = C∇·U Φ

(
ρ̃12
ρ̃22

−
1− Φ

Φ

)

Φ2

R̃
= Cp

Φγβ

√
1 +

1

2β
+ Φ

γP

(
β

√
1 +

1

2β
+ 1

)

β −i
8η

ωΛ′2NPrρf

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✲ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t✳

❈♦♥st❛♥t❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❱❛❧❡✉r
ρs ❉❡♥s✐té ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ✶✻ ❦❣✳♠−3

γ ❘❛♣♣♦rt ❞❡s ❝❤❛❧❡✉rs s♣é❝✐✜q✉❡s ✶✳✹
NPr ◆♦♠❜r❡ ❞❡ Pr❛♥❞t❧ ✵✳✼✶
P Pr❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✶✵✶✸✷✵ P❛

❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ✲ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✉t✐❧❡s✳

✾✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸

❡t
ρf

1 + C∇·U

=
1

ω2C△p

= −
ω2ρ2f

CU − ω2ρs − ω2ρfΦ
. ✭✹✳✸✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❡①♣❧✐❝✐t❡r Λ′✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❛❜✳ ✹✳✷✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡

Λ′ = ±

√
−i

8η

ωNPrρfβ
.

■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à é✈❛❧✉❡r β ❣râ❝❡ à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✐t✉é ❞❡✈❛♥t ❧❛ ♣r❡s✲
s✐♦♥ ✿ Cp✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ β ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❞❡❣ré à ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❝♦♠♣❧❡①❡s s✉✐✈❛♥t❡ ✿

β2 +
β

2
− A2 = 0, avec A =

Φ− CpγP

γCpP − γΦ
,

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✭✹✳✶✮✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✮ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭❇❆✮✳ P♦✉r

♦❜t❡♥✐r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts C∇·U ✱
CU ❡t C△p ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❚❛❜✳ ✹✳✷✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

ρ̃22 =
Φ2ρf

1 + C∇·U

=
Φ2ρf
ω2C△p

= −
ω2ρ2fΦ

2

CU − ω2ρs − ω2ρfΦ
,

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳

✹✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s

▲❡ s②stè♠❡ ✭▼❛❝r♦✮ ❞é✜♥✐ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✾✸ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♣r♦♣♦sé
♣❛r ❇✐♦t ❡t ❆❧❧❛r❞ ❞❛♥s ✭❇❆✮ à ❝❛✉s❡ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t✮ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❝r♦✐sé❡s ✈❡♥❛♥t ❞✉
t❡r♠❡ 〈σs

y(u1)〉✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞❡ ❇✐♦t ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿

h(x, y, z) = t(h1(x), 0, 0). ✭✹✳✹✮

❊t✉❞✐♦♥s q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ (u, p) ❞❡ ✭▼❛❝r♦✮✳ ❖♥
♣❡✉t ✈♦✐r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ s✐ h(x, y, z) = t(h(x), 0, 0)✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ (u, p) ❞❡
[H1

Dir(Ω)]
3 ×H1

moy(Ω) ❡st t❡❧❧❡ q✉❡

u(x, y, z) = t(u(x), 0, 0) et p(x, y, z) = p(x).

❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

p′ = ω2ρf (u+ h). ✭✹✳✺✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ (uε, pε) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮ ❡st
t❡❧❧❡ q✉❡

uε(x, y, z) =
t(uε(x), 0, 0) et pε(x, y, z) = pε(x).

✾✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts q✉❡ ♣♦✉r h ❞♦♥♥é❡✱ ✭✭❋✲❙✮ε✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡
✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s ❛❧♦rs (uε, pε) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮ ❛✈❡❝ ♣♦✉r
s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ h ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✹✮✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (vε, qε) ❞é✜♥✐ ♣❛r

vε(x, y, z) =
t
(u1ε(x, y, z), 0, 0) et qε(x, y, z) = pε(x, y, z).

❯♥ r❛♣✐❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ (vε, qε) ❡st ❡♥❝♦r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮✱ ❛✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
q✉❡ u2ε(x, y, z) = u3ε(x, y, z) = 0✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ ♥♦t❡ uε ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ u1ε✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ uε(x, y, z) = uε(x) ❡t q✉❡ pε(x, y, z) = pε(x)✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ h ❡st ❛ss❡③ ré❣✉❧✐èr❡✱ ♦♥ ❛ ❡♥ ❢❛✐t uε ∈ [H2(Ω)]3 ❡t pε ❞❛♥s
[H1(Ω)]3✳ ❊♥s✉✐t❡✱ s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ (uε, pε) ❡st ❛ss❡③ ré❣✉❧✐èr❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝♦✉♣❧❡
(vε, qε)✱ ❛✈❡❝

vε(x, y, z) = ∂yuε et qε = ∂ypε(x, y, z).

❆❧♦rs ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t ✭✭❋✲❙✮ε✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ y✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ (vε, qε) ❡st
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮ ❛✈❡❝ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ♥✉❧✳ P❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥ tr♦✉✈❡
q✉❡ vε ❡t ε s♦♥t ♥✉❧s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ uε ❡t pε s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
y✳ ♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ z ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✭❋✲❙✮ε✮ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ✉♥✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧✳ ❊♥ t❡st❛♥t uε
❝♦♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡sts ε∇yϕ ❡t ❝♦♥tr❡ ε∇yϕ✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡
u0 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❜s❝✐ss❡ x ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳

❊♥✜♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭▼❛❝r♦✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù u = u(x) ❡t p = p(x)✳

■❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t ❡t ✭▼❛❝r♦✮ ❡♥ ❧❡s
é❝r✐✈❛♥t ♣♦✉r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (u, p) ✉♥✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷ ✭▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t✲❆❧❧❛r❞ ❡♥ ✶❉✮
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t✲❆❧❧❛r❞ é❝r✐t ❡♥ ✶❉ s✬é♥♦♥❝❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿





(2µ+ λ)∂2xU + ω2ρ̃sU + (|S|+ γ̃)∂xp = 0,
Φ2

ω2ρ̃22
∂2xp+

Φ2

R̃
p = γ̃∂xU,

✭✹✳✻✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸ ✭▼♦❞è❧❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé ❡♥ ✶❉✮
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✭▼❛❝r♦✮ s✬é❝r✐t ❡♥ ✶❉ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

{
α∂2xu+ βu+ γ∂xp = −α∂2xh− βh,
δ∂2xp+ ηp+ ζ∂xu = (|F | − ζ)∂xh,

✭✹✳✼✮

✾✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r

α =

(
|S|(2µ+ λ)δi1 − 2µM i1

11 − λ
∑

1≤j≤3

M i1
jj

)

1≤i≤3

,

β =
(
ω2ρδi1 −M i1

f (ω2ρf )
2
)
1≤i≤3

,

γ =

(
ω2ρfM

i1
f − |F |δi1 −

∑

1≤j≤3

M i1
jj

)

1≤i≤3

,

δ =
∑

1≤i≤3

M i1
f ,

η =
1

2µ+ 3λ

3∑

i=1

TrMii,

ζ =

(
|F | − ω2ρf

∑

1≤i≤3

M i1
f +

2µ

2µ+ 3λ
TrM11 +

λ

2µ+ 3λ

∑

1≤i≤3

TrMii

)
,

♦ù Mii = MsEii ❡t ♦ù Mkl
f ❡t Mkl

ii s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ (k, l) ❞❡ Mf

❡t ❞❡ Mii.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r u(x) = t(u(x), 0, 0)✱ ♦♥ ❛ ✿

∇ · u = u′, σs(u) =




(2µ+ λ)u′ 0 0
0 λu′ 0
0 0 λu′


 ❡t ∇ · σs(u) =




(2µ+ λ)u′′

0
0


 .

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❡①♣r✐♠❡r 〈v〉F ❡t s❡s ❞ér✐✈é❡s ✿

〈v〉F =
(
M i1

f (p′ − ω2ρfu)
)
1≤i≤3

et ∇ · 〈v〉F =
∑

1≤i≤3

M i1
f p

′′ − ω2ρf
∑

1≤i≤3

M i1
f u

′.

❊t ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱

〈σs(u1)〉S = −2µu′M11 − λ
∑

1≤j≤3

(u′ + p)Mjj,

∇ · 〈σs(u1)〉S =

(
−2µu′′M i1

11 − λ
∑

1≤j≤3

(u′′ + p)M i1
jj

)

1≤i≤3

,

〈∇ · u1〉S = −
1

2µ+ 3λ

(
2µTr(M11)u

′ + λ
∑

1≤j≤3

TrMjj(u
′ + p)

)
.

❊♥ ♠❡tt❛♥t ❝❡s rés✉❧t❛ts ❜♦✉t✲à✲❜♦✉t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ♣r♦♣♦sé✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✹ ✭❋réq✉❡♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡✮
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✭▼❛❝r♦✮ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡
❢réq✉❡♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ❡st ♦❜s❡r✈é ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t✳

✾✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✺
▼ê♠❡ s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❇❆✮ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ✭▼❛❝r♦✮ s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ❡♥ ✶❉✱ ✐❧s s♦♥t
❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✭▼❛❝r♦✮ ❡st ♣❧✉s r✐❝❤❡ q✉❡ ✭❇❆✮
♣✉✐sq✉✬✐❧ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❝r♦✐sé❡s✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡ ✭❇❆✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝✉t✉r❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ✭❇❆✮✱ ❡❧❧❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❇✐♦t✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦s❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ♠❡s✉r❛❜❧❡s✳ ▲✬✐♥térêt
✐♥❞✉str✐❡❧ ❡st ✐❝✐ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦ù ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
❇✐♦t ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭▼❛❝r♦✮✱ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡s✱ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ❡✛❡❝t✉❡r✱
q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s✳

✾✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❇✐♦t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸

✶✵✵



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

✶✵✶





❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡

❙♦♠♠❛✐r❡

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✺✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✢✉✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✺✳✷✳✶ ❊t✉❞❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞❛♥s Y1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✺✳✷✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ à Y ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✺✳✷✳✸ ❊❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✺✳✷✳✹ ❈♦❞❡ ▼❛t❧❛❜ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✺✳✷✳✺ ❈♦❞❡ ❈✰✰ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✺✳✸ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s♦❧✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✺✳✸✳✶ ❊t✉❞❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞❛♥s Y1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✺✳✸✳✷ ❚❡♥s❡✉r ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ s♦❧✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✺✳✸✳✸ ❊❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✺✳✸✳✹ ❈♦❞❡ ❈✰✰ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✶✵✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s✳ ❈♦♠♠❡
♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❝✬❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ q✉✐ ❡st
✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❧✬♦❜t❡♥✐r✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r
❧✐❡✉ ét✉❞✐❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✳
◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
❡t ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❞✐✈✐s♦♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥
s✬❛tt❛r❞❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ F ❡t ❞❛♥s ✉♥❡
s❡❝♦♥❞❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦❧✐❞❡
S✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té Y ✱ ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✢✉✐❞❡ F ❡t s♦❧✐❞❡ S✳ P♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✺✳✶✮
▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té Y ❡st s②♠étr✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥s −→x ✱ −→y ❡t −→z ✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ Y s❡ s✉❜❞✐✈✐s❡ ❡♥ ✽ ❝❡❧❧✉❧❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s
♥✉♠ér♦té❡s s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s Yi ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❤✉✐t✐è♠❡ ❞❡
Y ❡t r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝✉❜❡ ♥✉♠ér♦ i✱ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ 8✱ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✲ ❙②♠étr✐❡s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
Y ✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✲ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ Y1✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ♣♦✉r q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé✱ ♥♦✉s r❡❝♦✉rr♦♥s à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❍②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✺✳✷✮
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦❧✐❞❡ S ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t t♦✉❝❤❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛r♦✐s ❞✉ ❝✉❜❡ Y ✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞♦♥❝ Y1✱ ❧❡ ❤✉✐t✐è♠❡ ❞❡ ❝✉❜❡ Y ✱ s✐t✉é ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉❞✲♦✉❡st
❡t t♦✉❝❤❛♥t ❧❛ ❢❛❝❡ ❞❡ ❞❡✈❛♥t ❞❡ Y ✳ ❈❡ ♣❡t✐t ❝✉❜❡ ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✺✳✷✮ ❡t ❡st
r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✷✳

✶✵✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Y s♦✐t ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❝✉❜❡
❢♦r♠é ♣❛r Y ✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✳ ❊♥
r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❝✉❜❡ ❢♦r♠é ♣❛r ✉♥ ❤✉✐t✐è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Y ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ s②♠étr✐❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞❡
◆❡✉♠❛♥♥ q✉❡ ♥♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❝❤❛❝✉♥
❞❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❝✉❜❡ Y1 ♣❛r ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❡t ♣❛r ❞❡s ♥♦♠s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r
à ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✸ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ ♥♦té ❧❡s ❢❛❝❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✕ ❧❛ ❢❛❝❡ ✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢❛❝❡ ❞❡ ❞❡rr✐èr❡✱
✕ ❧❛ ❢❛❝❡ ✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢❛❝❡ ♦✉❡st✱
✕ ❧❛ ❢❛❝❡ ✸ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢❛❝❡ s✉❞✱
✕ ❧❛ ❢❛❝❡ ✹ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢❛❝❡ ❡st✱
✕ ❧❛ ❢❛❝❡ ✺ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢❛❝❡ ♥♦r❞✱
✕ ❧❛ ❢❛❝❡ ✻ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢❛❝❡ ❞❡ ❞❡✈❛♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✲ ▲❛❜❡❧s ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❧❡s ❢❛❝❡s ❞✉ ❝✉❜❡ Y1✳

▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✢✉✐❞❡ ❡t s♦❧✐❞❡ s♦♥t s✐t✉és ❞❛♥s ✉♥ ❝✉❜❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té s✉r s❡s ❜♦r❞s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ S ❡t ❞❡ F
s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬♦♥ ❧❡✉r ❛ttr✐❜✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦❧✐❞❡ ❝♦♥t✐❡♥t
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ✺✳✶✮
❖♥ ♥♦t❡ ∂FD ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ F s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣♦rt❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱
❡t ∂SN ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ S s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣♦rt❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳

❙✉r ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ✢✉✐❞❡ ❡t s♦❧✐❞❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❙t♦❦❡s ❡t ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❧✐♥é❛✐r❡s s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r v ∈ [L2(Ω, H1

Dir,♯(F ))]
3
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷

❡t p1 ∈ L2(Ω, L2
♯,moy(F )) ✿





ω2ρfv + iωη△v −∇p1 = g sur F,
∇ · v = 0 sur F,

v = 0 sur ∂FD.
✭▼✐❝r♦❋✮

♦ù g ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t s✉r F ✭❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ x✮ ❡t

{
∇ · (σs(u1)) = 0 sur S,

σs(u1)n = Gn sur ∂S,
✭▼✐❝r♦❙✮

♦ù

σs(u1) = µ
(
∇u1 +

t∇u1

)
+ λ∇ · u1 Id,

❡t ♦ù n r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ s♦❧✐❞❡ ❡t G ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡
s✉r S ✭❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ x✮✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s s②stè♠❡s ✭▼✐❝r♦❋✮ ❡t ✭▼✐❝r♦❙✮✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ✢✉✐❞❡ Mf ❡t ✉♥ t❡♥s❡✉r ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ s♦❧✐❞❡ Ms t❡❧s
q✉❡

〈v〉F =Mfg, et
〈
σs

y
(u1)

〉
S
=MsG. ✭✺✳✶✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶ ✭▲✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é✮
▲✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡✱ ♦ù ❧✬♦♥ ✐♥t❡r❞✐t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡st ✐♥tér❡s✲
s❛♥t❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ✉♥ s②stè♠❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ♥♦♥ ❝♦✉♣❧é ❛✈❡❝ ❧❡
s②stè♠❡ é❧❛st✐q✉❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ✭Vε✮ ❡st
❧❡ s②stè♠❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡
✭▼✐❝r♦❋✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉①
♣r♦❜❧è♠❡s✳

❖♥ é♥♦♥❝❡ ❡♥✜♥ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✺✳✷
❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ x0 ❛❧♦rs

f ′(x0) = lim
h 7→0

f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
= lim

x 7→x0

f(x)− f(2x0 − x)

2(x− x0)
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
■❧ s✉✣t ❞✬é❝r✐r❡

f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
=

1

2

f(x0 + h)− f(x0)

h
+

1

2

f(x0)− f(x0 − h)

h
,

❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❡♥ x0✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ é❣❛❧✐té rés✉❧t❡ ❞✉
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x = x0 + h✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✢✉✐❞❡

✺✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✢✉✐❞❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✢✉✐❞❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✺✳✶✮ s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥
s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ q✉✬❛ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❧✬ét✉❞❡ ❡♥ ❞❡✉①
♣❛rt✐❡s ✿ ❧❡ ❝❛s ✷❉ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ❞♦♥♥é ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦❞é
❡♥ ▼❛t❧❛❜ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❜♦✐t❡ à ♦✉t✐❧s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s é❝r✐t❡ ♣❛r ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s ❡t ▼✳
❚❛❥❝❤♠❛♥✱ ❡t ❧❡ ❝❛s ✸❉ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦❞é ❡♥ ❈✰✰ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡
❧✐❜▼❡s❤✳

✺✳✷✳✶ ❊t✉❞❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞❛♥s Y1

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ♣❛r s②♠étr✐s❡r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Y ❣râ❝❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✺✳✶✮✳
❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ❧❡s ❜♦r❞s
❞❡ Y1 ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ Y ✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té s♦♥t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s à ét✉❞✐❡r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♦❜❧✐❣❡♥t à ❝ré❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❡t à r❡♣ér❡r ❧❡s
♣♦✐♥ts ❞✉ ❜♦r❞s r❡❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✳

P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❞✬♦ù ✈✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ q✉❡
♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✐♠♣♦s❡r s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ Y1✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ṽ
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ ❛♣rès ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❡s s②♠étr✐❡s
s❡❧♦♥ ❧❡s tr♦✐s ❛①❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡ r❡♣èr❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡st
❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✹✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✲ ❘❡♣èr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s②♠étr✐❡s✳

✶✵✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷

❉ét❛✐❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥t tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ Y1✳ ❙♦✐❡♥t v ❡t ṽ ❧❡s s♦✲
❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ ❛✈❡❝ g = e1 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s Y1 ❡t ❞❛♥s Y2✱ ♦ù ❧❡s Yi s♦♥t
r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❖♥ ♣❛ss❡ ❞✉ ❝✉❜❡ Y1 ❛✉ ❝✉❜❡ Y2 ❣râ❝❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ (x, y, z) 7→ (x, 1− y, z)✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

ṽ(x, y, z) =




v1(x, 1− y, z)
−v2(x, 1− y, z)
v3(x, 1− y, z)


 et p̃(x, y, z) = p(x, 1− y, z), ✭✺✳✷✮

♦ù vi ❡st ❧❛ i✲è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ v✱ 1 ≤ i ≤ 3✱ s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ ❛✈❡❝ g = e1

❞❛♥s Y2✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ y ✈❡rs 1/2✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥é❡ v2 ❡st s♦✉♠✐s❡ à
✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ♥♦r❞ ❞❡ Y1✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛❜s❝✐ss❡ v1✱ ❧❛ ❝♦t❡
v3 ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p ✈ér✐✜❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ❝❡ ❜♦r❞✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ∂v1/∂n = 0 s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ♥♦r❞✱ ♦ù n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ ❜♦r❞ ♥♦r❞✱
s✐ ∂yv1(x, 1/2, z) = 0✳ ❖r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✳✷ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡

∂yv1

(
x,

1

2
, z

)
= lim

y→1/2

v1(x, 1− y, z)− v1(x, y, z)

2y − 1
,

❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ ✭✺✳✷✮ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ v1 ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ♥♦r❞✳

P♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❜♦r❞ s✉❞✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

(x, y, z) 7→ (x,−y, z)

♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✉ ❝✉❜❡ Y1 ❛✉ ❝✉❜❡ Y2 ❞✉ ❝✉❜❡ s✐t✉é ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ Y ✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

ṽ(x, y, z) =




v1(x,−y, z)
−v2(x,−y, z)
v3(x,−y, z)


 et p̃(x, y, z) = p(x,−y, z)

s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ ❛✈❡❝ g = e1 ❞❛♥s Y2✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ y ✈❡rs 0✱ ♦♥
❝♦♠♣r❡♥❞ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s s✉r ❧❡ ❜♦r❞ s✉❞ q✉❡ s✉r ❧❡
❜♦r❞ ♥♦r❞✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❡st ❡t ♦✉❡st ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s r❡s♣❡❝t✐❢s (x, y, z) 7→ (1−x, y, z) ❡t (x, y, z) 7→ (−x, y, z) ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❢❛❝❡s ❞❡
❞❡✈❛♥t ❡t ❞❡ ❞❡rr✐èr❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ (x, y, z) 7→ (x, y,−z) ❡t
(x, y, z) 7→ (x, y, 1− z)✳ ❖♥ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts
❜♦r❞s ❡t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜✳ ✺✳✶ ♦ù ♦♥ ❛ ♥♦té ❉ ♣♦✉r
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ◆ ♣♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳

✺✳✷✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ à Y

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ Mf s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Y ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❧❡
❤✉✐t✐è♠❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ Y1✳ ◆♦t♦♥s (vi

j)1≤j≤3 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ s✉r Y ❛✈❡❝ s❡❝♦♥❞
♠❡♠❜r❡ ei ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ✢✉✐❞❡ ✿

Mf =




〈v1
1〉Y 〈v2

1〉Y 〈v3
1〉Y

〈v1
2〉Y 〈v2

2〉Y 〈v3
2〉Y

〈v1
3〉Y 〈v2

3〉Y 〈v3
3〉Y


 .

✶✵✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✢✉✐❞❡

❙❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ s✉❞✴♥♦r❞ ❡st✴♦✉❡st ❞❡✈❛♥t✴❞❡rr✐èr❡
g = e1 ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ◆ ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ◆ ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ◆

♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ❉ ♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ❉ ♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ◆
❝♦t❡ ✿ ◆ ❝♦t❡ ✿ ❉ ❝♦t❡ ✿ ❉
♣r❡ss✐♦♥ ✿ ◆ ♣r❡ss✐♦♥ ✿ ❉ ♣r❡ss✐♦♥ ✿ ◆

g = e2 ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ❉ ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ❉ ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ◆
♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ◆ ♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ◆ ♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ◆
❝♦t❡ ✿ ❉ ❝♦t❡ ✿ ◆ ❝♦t❡ ✿ ❉
♣r❡ss✐♦♥ ✿ ❉ ♣r❡ss✐♦♥ ✿ ◆ ♣r❡ss✐♦♥ ✿ ◆

g = e3 ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ◆ ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ❉ ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ❉
♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ❉ ♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ◆ ♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ❉
❝♦t❡ ✿ ◆ ❝♦t❡ ✿ ◆ ❝♦t❡ ✿ ◆
♣r❡ss✐♦♥ ✿ ◆ ♣r❡ss✐♦♥ ✿ ◆ ♣r❡ss✐♦♥ ✿ ❉

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✲ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ♣♦✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Y1 ♣♦✉r ✭▼✐❝r♦❋✮✳

P♦✉r ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝✉❜❡ Yk✱
2 ≤ k ≤ 8 ❡t ❞❡ s♦♠♠❡r t❡r♠❡s à t❡r♠❡s ❧❡s 8 ♠❛tr✐❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ (ui

j)1≤j≤3

❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ ❛✈❡❝ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ei ✭❧✬✉♥ ❞❡s tr♦✐s ✈❡❝t❡✉rs
❞❡ ❜❛s❡✮ s✉r Y1 ❡t pi ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❖♥ ét❛❜❧✐t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝✉❜❡s Yk ♣♦✉r 2 ≤ k ≤ 8 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ u✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡
❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s②♠étr✐❡s✱ ❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡❧❛t✐❢
❛✉① ♣❛ss❛❣❡s ❞❡ Y1 à Yk✱ 2 ≤ k ≤ 8✱ ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s s✐❣♥❡s ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ s✉r Yk✳

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s Yk s♦♥t ré❝❛♣✐t✉❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜✳ ✺✳✷✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝✉❜❡ Yk✱

1 ≤ k ≤ 8✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ Mf s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Mf =




8〈u1
1〉Y 0 0
0 8〈u2

2〉Y 0
0 8〈u3

3〉Y


 .

❆✐♥s✐✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡✱ ♦♥ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ s✉r ❧❡ ❤✉✐t✐è♠❡
❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ Y1 ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜✳ ✺✳✶✳ P✉✐s ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ s✉r Y ❡♥t✐❡r ❡♥
s✬✐♥tér❡ss❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① t❡r♠❡s ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡
❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r Y1✳

✺✳✷✳✸ ❊❧é♠❡♥ts ✜♥✐s

❊❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

P♦✉r q✉✬✐❧ ② ❛✐t ❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ (uh, ph) ∈ Xh×Mh ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✐s❝r❡t✱ ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇r❡③③✐ ✷✳✷
♣❛❣❡ ✸✻✳ ❖r ❞✬❛♣rès ❬❆❧♦✵✼❪✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♣♦✉r
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s uh ❡t ph ✈ér✐✜❡♥t ❧❛

✶✵✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷

❈✉❜❡ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ g = e1 g = e2 g = e3

Y2 (x,−y, z) ũ1
1 = u1

1 ũ1
2 = −u2

1 ũ1
3 = u3

1

ũ2
1 = −u1

2 ũ2
2 = u2

2 ũ2
3 = −u3

2

ũ3
1 = u1

3 ũ3
2 = −u2

3 ũ3
3 = u3

3

p̃1 = p1 p̃2 = −p2 p̃3 = p3

Y3 (−x,−y, z) ũ1
1 = u1

1 ũ1
2 = u2

1 ũ1
3 = −u3

1

ũ2
1 = u1

2 ũ2
2 = u2

2 ũ2
3 = −u3

2

ũ3
1 = −u1

3 ũ3
2 = −u2

3 ũ3
3 = u3

3

p̃1 = −p1 p̃2 = −p2 p̃3 = p3

Y4 (−x, y, z) ũ1
1 = u1

1 ũ1
2 = −u2

1 ũ1
3 = −u3

1

ũ2
1 = −u1

2 ũ2
2 = u2

2 ũ2
3 = u3

2

ũ3
1 = −u1

3 ũ3
2 = u2

3 ũ3
3 = u3

3

p̃1 = −p1 p̃2 = p2 p̃3 = −p3

Y5 (−x, y,−z) ũ1
1 = u1

1 ũ1
2 = −u2

1 ũ1
3 = u3

1

ũ2
1 = −u1

2 ũ2
2 = u2

2 ũ2
3 = −u3

2

ũ3
1 = u1

3 ũ3
2 = −u2

3 ũ3
3 = u3

3

p̃1 = −p1 p̃2 = p2 p̃3 = −p3

Y6 (−x,−y,−z) ũ1
1 = u1

1 ũ1
2 = u2

1 ũ1
3 = u3

1

ũ2
1 = u1

2 ũ2
2 = u2

2 ũ2
3 = u3

2

ũ3
1 = u1

3 ũ3
2 = u2

3 ũ3
3 = u3

3

p̃1 = −p1 p̃2 = −p2 p̃3 = −p3

Y7 (x,−y,−z) ũ1
1 = u1

1 ũ1
2 = −u2

1 ũ1
3 = −u3

1

ũ2
1 = −u1

2 ũ2
2 = u2

2 ũ2
3 = u3

2

ũ3
1 = −u1

3 ũ3
2 = u2

3 ũ3
3 = u3

3

p̃1 = p1 p̃2 = −p2 p̃3 = −p3

Y8 (x, y,−z) ũ1
1 = u1

1 ũ1
2 = u2

1 ũ1
3 = −u3

1

ũ2
1 = u1

2 ũ2
2 = u2

2 ũ2
3 = −u3

2

ũ3
1 = −u1

3 ũ3
2 = −u2

3 ũ3
3 = u3

3

p̃1 = p1 p̃2 = p2 p̃3 = −p3

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✲ ❙♦❧✉t✐♦♥s (ũ, p̃) ❞❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ ❞❛♥s Yk✱ 2 ≤ k ≤ 8✱ ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ (ui

j)1≤i,j≤3 ❡t ❞❡ pi✱ 1 ≤ i ≤ 3✳

✶✶✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✢✉✐❞❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲s✉♣ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇r❡③③✐✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r
❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s P2 ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t P1 ❡♥ ♣r❡ss✐♦♥✳ ❖♥ ✈❡✉t ❛❧♦rs rés♦✉❞r❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ s✉✐✈❛♥t ✿

❚r♦✉✈❡r uh ∈ [Xh]
3 ❡t ph ∈Mh t❡❧s q✉❡ ✿




−

∫

F

∇uh : ∇vh +

∫

F

ph∇ · vh =

∫

F

g · vh ∀vh ∈ [Xh]
3 ,

−

∫

F

qh∇ · uh = 0 ∀qh ∈Mh,

♦ù
vh = (v1,h, v2,h, v3,h), ❛✈❡❝ vi,h ∈ Xh, ∀i ∈ {1, 2, 3},

❡t
Xh =

{
vi,h ∈ P2, vi,h/∂FD

= 0
}

et Mh = {qh ∈ P1, qh (x0) = 0} ,

♦ù x0 ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ F à ✜①❡r✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✸
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té
❡t ❞❡ s②♠étr✐❡ ❛♥♥✉❧❡♥t t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✹ ✭❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✮
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ ✭r❛♣♣❡❧é
♣❛❣❡ ✶✵✻✮ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✽ é♥♦♥❝é à ❧❛ ♣❛❣❡ ✽✸✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❝❡
s②stè♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡
q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❛❞♠❡t ❜✐❡♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ (uε, pε) ∈ Xh ×Mh✳

❊❝r✐t✉r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡

❖♥ ♥♦t❡ (ϕi)1≤i≤N ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ Xh ❡t (ψi)1≤i≤M ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡
Mh✳ ❖♥ ♥♦t❡ uj,i ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ uj ❡♥ ❧❡ i✲è♠❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤M ✱ ❡♥
❝❤❛q✉❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ j ♣♦✉r 1 ≤ j ≤ 3✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s é❝r✐t✉r❡s

uj,h(x, y) =
N∑

i=1

uj,iϕi(x, y), gj,h(x, y) =
N∑

i=1

gj,iϕi(x, y) 1 ≤ j ≤ 3

❡t

ph(x, y) =
M∑

i=1

piψi(x, y).

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t Uj ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs t(uj,i)1≤i≤N ✱ 1 ≤ j ≤ 3 ❡t P ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
t(pi)1≤i≤M ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡




A 0 0 B1

0 A 0 B2

0 0 A B3
tB1

tB2
tB3 0







U1

U2

U3

P


 =




G1

G2

G3

0


 ,

✶✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷

❛✈❡❝

A =

(
−iωη

∫

F

∇ϕi · ∇ϕj + ω2ρf

∫

F

ϕiϕj

)

1≤i,j≤3

,

et Bk =

(∫

F

∂kϕiψj

)

1≤i,j≤3

, 1 ≤ k ≤ 3.

✺✳✷✳✹ ❈♦❞❡ ▼❛t❧❛❜

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ à ét✉❞✐❡r

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ♣❛r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ▼❛t❧❛❜
✷❉✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛❞❛♣t❡r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ à ét✉❞✐❡r
❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Y ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✺✳ ❉❡ ♠ê♠❡
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à s②♠étr✐s❡r ❝❡tt❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
❛✜♥ ❞❡ ❣ér❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✳ ◆♦✉s ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥♦♥s ❞♦♥❝ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝❛rré ♣r♦♣♦sé
s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✻✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✲ ❈❡❧❧✉❧❡ Y ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣ér✐♦❞✐❝✐tés✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✲ ❈❡❧❧✉❧❡ F s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
♦♥ tr❛❝❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✺ ✭❈♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ét✉❞✐é✮
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧✬❤②✲
♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✺✳✷✮ t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❝♦♥♥❡①❡ ✭❤②♣♦t❤ès❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✺✱ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ✢✉✐❞❡ ❡t
s♦❧✐❞❡ s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥❡①❡s ♠❛✐s ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ s♦❧✐❞❡ ♥❡ t♦✉❝❤❡ ♣❛s t♦✉s ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ Y ✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❥✉❣é ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ♥♦s ♣r❡♠✐❡rs t❡sts s✉r
❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❝❡✉① tr♦✉✈és ♣❛r ❧❡s éq✉✐♣❡s
❞❡ ❉❛ss❛✉❧t✲❆✈✐❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❖◆❊❘❆✳

▲❛ ❚♦♦❧❜♦①

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✈❛ êtr❡ très s✐♠♣❧✐✜é ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❚♦♦❧❜♦① é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
❞❡ ❋✳ ❆❧♦✉❣❡s ❡t ▼✳ ❚❛❥❝❤♠❛♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡❢ ♥♦✉s r❡t♦✉r♥❡ ✭♥♦t❛♠♠❡♥t✮ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ✉♥

✶✶✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✢✉✐❞❡

t❛❜❧❡❛✉ ❢❛✐s❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❝❤❛q✉❡ tr✐❛♥❣❧❡ s❡s ♥✉♠ér♦s ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ ❡t s✉rt♦✉t
❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝r❡✉s❡s (ϕj(x̃i))i,j✱ (∂xϕj(x̃i))i,j✱ (∂yϕj(x̃i))i,j✱ ♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕi s♦♥t
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts x̃i s♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❧✐❣♥❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠♦❞✐✜é ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é s❡rt à rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
MU = F ✱ ♦ùM ❡st ré❡❧❧❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s
✐♥✈❡rs❡r ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛✐s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❞❛♣t❡r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❆❧❣✳ ✺✳✶✳

✕ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés✐❞✉ rn = F −MU0✳
✕ ❖♥ r❡♣èr❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ U ✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ rn✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ U ❡♥ ❞❡s
♣♦✐♥ts s✐t✉és ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s♦✉♠✐t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱

✕ ❆♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ rés✐❞✉ rn s✉r ❝❡s ❧✐❣♥❡s✱
✕ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s❝❡♥t❡ ✿ pn = rn✱
✕ ❚❛♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❡st ❣r❛♥❞ ✿

� ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ Mpn✱
� ❆♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ Mpn s✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱

� ■tér❛t✐♦♥ ❞❡ U ✿ Un+1 = Un −
‖rn‖2

(Mpn, pn)
pn✱

� ■tér❛t✐♦♥ ❞✉ rés✐❞✉ ✿ rn+1 = rn −
‖rn‖2

(Mpn, pn)
Mpn✱

� ■tér❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s❝❡♥t❡ ✿ pn+1 = rn+1 +
‖rn+1‖

‖rn‖
pn.

❆❧❣✳ ✺✳✶✿ ●r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é ❛✈❡❝ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✳

❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✜♥❛❧

❖♥ ✈❡✉t rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t





A1U1 + B1P = G1,
A2B2 + B2P = G2,

tB1U1 + tB2U2 = 0.

❖♥ ré❝r✐t ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡





U1 = A−1
1 (F1 − B1P ),

U2 = A−1
2 (F2 − B2P ),(

tB1A
−1
1 B1 +

tB2A
−1
2 B2

)
︸ ︷︷ ︸

M̃

P = tB1A
−1
1 F1 +

tB2A
−1
2 F2︸ ︷︷ ︸

F̃

.

✶✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷

✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ M̃P = F̃ ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é
❆❧❣✳ ✺✳✶ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r A−1

1 F1 ❡t A−1
2 F2✱

✕ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés✐❞✉ rn à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❝❛❧❝✉❧é ❝✐✲❞❡ss✉s✱
✕ ❆♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ rés✐❞✉ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣♦✐♥t (1/2, 1/2)✱
✕ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ à 0✱
✕ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s❝❡♥t❡ dn = rn✱
✕ ❚❛♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❡st ❣r❛♥❞ ✿

� ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ M̃dn = tB1A
−1
1 B1d

n+ tB2A
−1
2 B2d

n✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❝♦♥❥✉❣✉é ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r A−1

1 B1d
n ❡t A−1

2 B2d
n ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s

A1U1 = B1d
n ❡t A2U2 = B2d

n ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s U1,0 = 0 ❡t U2,0 = 0✱
� ❆♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r M̃dn s✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
❉✐r✐❝❤❧❡t✱

� ■tér❛t✐♦♥ ❞❡ P ✿ P n+1 = P n −
‖rn‖2

(M̃dn, dn)
dn✱

� ■tér❛t✐♦♥ ❞✉ rés✐❞✉ ✿ rn+1 = rn −
‖rn‖2

(M̃dn, dn)
m̃dn✱

� ■tér❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s❝❡♥t❡ ✿ dn = rn+1 +
‖rn+1‖

‖rn‖
dn.

❆❧❣✳ ✺✳✷✿ ●r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛❞❛♣té à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ M̃P = F̃ . P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❣râ❝❡ à ❆❧❣✳ ✺✳✷✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs U1 ❡t U2 ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é
❆❧❣✳ ✺✳✶ ❡t ❛✉① ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳

❘és✉❧t❛ts

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts tr❛❝és s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ F r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✻ à ❧❛
♣❛❣❡ ✶✶✷ s✉r ❧❡s ❋✐❣✳ ✺✳✼✱ ✺✳✽✱ ✺✳✾ ❡t ✺✳✶✵✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✲ Pr❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ s❡❝♦♥❞
♠❡♠❜r❡ ✈❡rt✐❝❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✲ Pr❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ s❡❝♦♥❞
♠❡♠❜r❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳

✶✶✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✢✉✐❞❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✲ ❱❡❝t❡✉rs ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
♣♦✉r ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ✈❡rt✐❝❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✲ ❱❡❝t❡✉rs ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
♣♦✉r ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ω = 100 ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Zf = 10−8

(
32.24 + 539.2i 0

0 32.24 + 539.2i

)
.

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❜✐❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✻
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬❖◆❊❘❆ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ❈❡❧✲
P❡r✷✳

✺✳✷✳✺ ❈♦❞❡ ❈✰✰

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛ été ré❛❧✐sé ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❙✳ ❋❛✉r❡ ✷✳

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ à ét✉❞✐❡r

◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Y ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s 8 ❝✉❜❡s
r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✷ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✵✹✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ♥♦s rés✉❧✲
t❛ts ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ▲❆❯▼ ✭▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬❆❝♦✉st✐q✉❡ ❞❡
❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✉ ▼❛✐♥❡✮✳ ◆♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❝♦♥st✐t✉é❡
♣❛r ❧❡s ❝②❧✐♥❞r❡s r❡❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① ♣❛r ❧❛ s♣❤èr❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❡t q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡
s♦❧✐❞❡✱ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ q✉❡ 1% ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ t♦t❛❧ ❞✉ ❝✉❜❡✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❡✉r ❣♠s❤ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Y1✳ ▲❡s
♣❛r❛♠ètr❡s à ❞é✜♥✐r s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡ ❝ôté ❞✉ ❝❛rré 2M ✱ ❧❡ r❛②♦♥ rs ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝❡♥tr❛❧❡✱
❧❡ r❛②♦♥ rc ❞❡s ❝②❧✐♥❞r❡s ❡t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r L ❞❡ ❝❡s ❝②❧✐♥❞r❡s✳ ■❧s s♦♥t r❡❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉①
♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

rc =
rs
2
, M = L+ rs, 2M = 0.5,

✷✳ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❙✉❞ ✶✶✱ ❖rs❛②

✶✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷

♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❡♥ ❡✛❡t 2M = 0.5 ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♠❛✐❧❧♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❤✉✐t✐è♠❡ ❞❡ ❝✉❜❡✳
❊♥ é❝r✐✈❛♥t q✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à 1% ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ Y1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

πr2s
16rs + 18L

12
= 0.01× 8M3.

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ rs + L = M = 0.25✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❞❡❣ré tr♦✐s ❞♦♥t ❡st s♦❧✉t✐♦♥ rs✳ ❈♦♠♠❡ 0 < rx < 0.5✱ ❧❛ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st
rs = 0.03281365 ♠✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Y1 r❡♣rés❡♥té❡ ✭✈✉❡ ❞❡ ❢❛❝❡✮
s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✶✶✳

XY

Z

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✲ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✢✉✐❞❡ Y1 ✈✉ ❞❡ ❢❛❝❡✳

▲❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❧✐❜▼❡s❤

❆✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥ ❝♦❞❡ ❈✰✰ q✉✐ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❧✐❜▼❡s❤✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝
❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❧✐❜r❡♠❡♥t ❡t ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡
❧✐❜r❛✐r✐❡ ❛ été ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❉r✳ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❙✳ ❑✐r❦ ✸✱ ❙t❡✛❡♥ P❡t❡rs❡♥ ✹✱
❉r✳ ❏♦❤♥ ❲✳ P❡t❡rs♦♥ ✺✱ ❉r✳ ❘♦② ❙t♦❣♥❡r ✻ ❡t ❉❡r❡❦ ●❛st♦♥ ✼✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡st rés♦❧✉ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t♦❦❡s ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❡t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ré❡❧✳ ▲❡ ❝♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❧❛❜♦ré ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡
❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❧✉✐ ❛✈♦♥s ❛♣♣♦rté ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝réé ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛✐❧❧❡✉r ❣♠s❤ ✭❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❧✐❜▼❡s❤
♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✐♠♣❧❡s ♠❛✐s à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s
❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥ ♠❛✐❧❧❡✉r ❡①tér✐❡✉r ♣♦✉r ♠❛✐❧❧❡r ❡t ❧❛❜é❧✐s❡r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
t❡❧ q✉❡ Y1 q✉✐ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✷✮✱

✕ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✱

✸✳ ◆❆❙❆ ▲②♥❞♦♥ ❇✳ ❏♦❤♥s♦♥ ❙♣❛❝❡ ❈❡♥t❡r

✹✳ ❍❛♠❜✉r❣ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②

✺✳ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡①❛s ❛t ❆✉st✐♥

✻✳ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡①❛s ❛t ❆✉st✐♥

✼✳ ❯❚✲❆✉st✐♥✱ ❙❛♥❞✐❛ ◆❛t✬❧ ▲❛❜

✶✶✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✢✉✐❞❡

✕ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡✱
✕ é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ s②stè♠❡✱
✕ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✿ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♦✉ ♥♦♥✱ s✐ ❡❧❧❡
❡st ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ♦✉ ♥♦♥ ❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●▼❘❊❙ ✈✐❛ ▲❆❙P❛❝❦✱

✕ é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛t ❧✐s✐❜❧❡ ♣❛r ✈t❦ ✭❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛ été ❞é❧✐❝❛t❡
♣✉✐sq✉❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ♣ré✈✉❡ ♣❛r ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝❛s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞û très ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡✮✳ ◆♦✉s ✈✐s✉❛❧✐s♦♥s ❧❡s
rés✉❧t❛ts ✈✐❛ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ P❛r❛❱✐❡✇✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r t❡st❡r ❧❡ ❝♦❞❡ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✷❉ ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡ ▼❛t❧❛❜✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❡♥❋✐❣✳ ✺✳✶✷ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
❡t ❡♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✸ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❝❡✉① tr♦✉✈és
❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ▼❛t❧❛❜ ✿ ❞é♣r❡ss✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❝❛✉sé ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ❡♠♣ê❝❤❡
❧❡ ✢✉✐❞❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ✭♦♥ ✐♠♣♦s❡ ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♥✉❧ à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✮ ❡t ❧❡ ✢✉✐❞❡ s✬é❝♦✉❧❡
❞✬❛✉t❛♥t ♠✐❡✉① q✉✬✐❧ ❡st é❧♦✐❣♥é ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✲ Pr❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ s❡✲
❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ✈❡rt✐❝❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✲ ❉é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥
s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ✈❡rt✐❝❛❧✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✼ ✭▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès✮
P♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡ ❈✰✰✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ✐♠♣♦sé ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t
❞♦♥♥é✳ ▲✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♠❛✐s ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ −→x ❡t
♣♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ω = 100 s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✹✱ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺✱ ❋✐❣✳ ✺✳✶✻ ❡t ❋✐❣✳
✺✳✶✼✳ ❙✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✶✹✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❞é♣r❡ss✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝r♦✐① ❢♦r♠é❡ ♣❛r
❧❡s ❝②❧✐♥❞r❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❧❡ ♠❛tér✐❛✉✱ ❧à ♦ù ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❛rr✐✈❡✱ ❡t ✉♥❡ s✉r♣r❡ss✐♦♥ ❧à ♦ù
✐❧ r❡♣❛rt✳ ❈❡❧❛ ✈✐❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ♥✉❧❧❡s ✐♠♣♦sé❡s s✉r ❧❛ ❝r♦✐①✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✶✻✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥
q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st q✉❛s✐ ♥✉❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❡ ✈❡rr❡✳

❊♥✜♥ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿




0.0528481 + i0.0196472 0 0
0 0.0528274 + i0.0196563 0
0 0 0.0505321 + i0.021576


 .

✶✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✲ P❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡s✲
s✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❤♦r✐③♦♥✲
t❛❧ ❡t ♣♦✉r ω = 100✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ ✲ P❛rt✐❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❧❛
♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❤♦✲
r✐③♦♥t❛❧ ❡t ♣♦✉r ω = 100✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ ✲ P❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞✉ ❞é♣❧❛✲
❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❤♦r✐✲
③♦♥t❛❧ ❡t ♣♦✉r ω = 100✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼ ✲ P❛rt✐❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡t ♣♦✉r ω = 100✳

✶✶✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s♦❧✐❞❡

❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬✐❞❡♥t✐té ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡
❝❛❧❝✉❧ s✉r ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ Y1 s②♠étr✐q✉❡✳

✺✳✸ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s♦❧✐❞❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s♦❧✐❞❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✺✳✶✮ s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥
s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ q✉✬❛ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❧✬ét✉❞❡ ♣❛r ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ✈✐❛ ✉♥ ❝♦❞❡ ✸❉ é❝r✐t ❡♥ ❈✰✰ t♦✉❥♦✉rs ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡
❧✐❜▼❡s❤✳

✺✳✸✳✶ ❊t✉❞❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❞❛♥s Y1

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ♣❛r s②♠étr✐s❡r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Y ❣râ❝❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✺✳✶✮✳
❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ❧❡s ❜♦r❞s
❞❡ Y1 ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣ér✐♦❞✐❝✐té s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ Y ✳

P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❞✬♦ù ✈✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ q✉❡
♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✐♠♣♦s❡r s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ Y1✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ũ1

s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ ❛♣rès ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❡s s②♠étr✐❡s
s❡❧♦♥ ❧❡s tr♦✐s ❛①❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡ r❡♣èr❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✹✳

❉ét❛✐❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥t tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞s ❞❡ Y1✳ ❙♦✐❡♥t u1 ❡t ũ1 ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭▼✐❝r♦❙✮ ❛✈❡❝ G = E11 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s Y1 ❡t ❞❛♥s Y2 ✭à ✉♥ ❞é♣❧❛✲
❝❡♠❡♥t s♦❧✐❞❡ ♣rès✮✱ ♦ù ❧❡s Yi s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❖♥ ♣❛ss❡ ❞✉ ❝✉❜❡ Y1
❛✉ ❝✉❜❡ Y2 ❣râ❝❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ (x, y, z) 7→ (x, 1− y, z)✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

ũ1(x, y, z) =




u1
1(x, 1− y, z)

−u2
1(x, 1− y, z)

u3
1(x, 1− y, z)


 , ✭✺✳✸✮

♦ù ui
1 ❡st ❧❛ i✲è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ u1✱ 1 ≤ i ≤ 3✱ s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ ❛✈❡❝

G = E11 ❞❛♥s Y2✳ P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✢✉✐❞❡✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ y
✈❡rs 1/2✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥é❡ u2

1 ❡st s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r
❧❡ ❜♦r❞ ♥♦r❞ ❞❡ Y1✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛❜s❝✐ss❡ u1

1 ❡t ❧❛ ❝♦t❡ u3
1 ✈ér✐✜❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡

◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ❝❡ ❜♦r❞✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✽ ✭❙❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s à ét✉❞✐❡r✮
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ✭▼✐❝r♦❙✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡
❞❡ M3(R)✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s à t❡st❡r ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ êtr❡ ré❞✉✐t s✐ ♦♥
r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s s❡✉❧s s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s s②✲
♠étr✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✐♥ ✜♥❡ t❡st❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❝♦♥tr❡ ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ G(u) + PId✳ ❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ q✉✐ s✉✐t✱ ❧❡s s❡✉❧s s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s q✉✐
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ E11✱ (E12 + E21)/2✱
(E13 + E31)/2✱ E22✱ (E23 + E32)/2 ❡t E33✳

✶✶✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸

❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❚❛❜✳ ✺✳✸ q✉✐ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ r❡❧❛t✐✈❡s
❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❜♦r❞s ❡t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞✉
t❛❜❧❡❛✉✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❉ ♣♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ◆ ♣♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳

❙❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ s✉❞✴♥♦r❞ ❡st✴♦✉❡st ❞❡✈❛♥t✴❞❡rr✐èr❡
G = E11 ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ◆ ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ❉ ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ◆

♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ❉ ♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ◆ ♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ◆
❝♦t❡ ✿ ◆ ❝♦t❡ ✿ ◆ ❝♦t❡ ✿ ❉

G = (E12 + E21)/2 ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ❉ ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ◆ ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ◆
♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ◆ ♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ❉ ♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ◆
❝♦t❡ ✿ ❉ ❝♦t❡ ✿ ❉ ❝♦t❡ ✿ ❉

G = (E13 + E31)/2 ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ◆ ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ◆ ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ❉
♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ❉ ♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ❉ ♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ❉
❝♦t❡ ✿ ◆ ❝♦t❡ ✿ ❉ ❝♦t❡ ✿ ◆

G = E22 ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ◆ ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ❉ ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ◆
♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ❉ ♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ◆ ♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ◆
❝♦t❡ ✿ ◆ ❝♦t❡ ✿ ◆ ❝♦t❡ ✿ ❉

G = (E23 + E32)/2 ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ❉ ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ❉ ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ❉
♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ◆ ♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ◆ ♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ❉
❝♦t❡ ✿ ❉ ❝♦t❡ ✿ ◆ ❝♦t❡ ✿ ◆

G = E33 ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ◆ ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ❉ ❛❜s❝✐ss❡ ✿ ◆
♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ❉ ♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ◆ ♦r❞♦♥♥é❡ ✿ ◆
❝♦t❡ ✿ ◆ ❝♦t❡ ✿ ◆ ❝♦t❡ ✿ ❉

❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✲ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Y1 ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ✭▼✐❝r♦❙✮✳

✺✳✸✳✷ ❚❡♥s❡✉r ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ s♦❧✐❞❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞✬✐♠✲
♣é❞❛♥❝❡ Ms s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Y ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❝❛❧❝✉❧é s✉r ❧❡ ❤✉✐t✐è♠❡
❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ Y1✳ ◆♦t♦♥s (〈σs(u1)

i,j〉Y )1≤i,j≤3 = (MsEi,j)1≤j≤3 ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s q✉❡ ♥♦✉s
r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r Ms✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✢✉✐❞❡✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❧❡s
♠❛tr✐❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s s✉r ❝❤❛q✉❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Yk✱ 1 ≤ k ≤ 8 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (〈σs(u1)

i,j〉Y1
)1≤i,j≤3✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛

s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡♥ ét❛❜❧✐ss❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ũ1 s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭▼✐❝r♦❙✮ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
❝✉❜❡s Yk✱ ♣♦✉r ❧❡s s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ M3,3(C)✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s
❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ s✉r Y t♦✉t ❡♥t✐❡r s♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ Yk✱ 1 ≤ k ≤ 8✳ ◆♦✉s ré❝❛♣✐t✉❧♦♥s
❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭▼✐❝r♦❙✮ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜✳ ✺✳✹ ❡♥
♥♦t❛♥t σi,j

k,l ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (〈σs(u1)
i,j〉Y1

)1≤i,j≤3✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ② ❛
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ♣❛r ❝✉❜❡s ✿ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡t s♦♥ ♦♣♣♦sé❡✳ ◆♦✉s
❛♠é❧✐♦r♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❝✉❜❡ ❡t ❡♥ ♥♦t❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ✉♥ s✐❣♥❡ ✰ s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ✉♥ s✐❣♥❡ ✲ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ s♦♥ ♦♣♣♦sé✳

✶✷✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s♦❧✐❞❡

❈✉❜❡ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ E11
E12+E21

2
E13+E31

2
E22

E23+E32

2
E33

Y2




σij
11 −σij

12 σij
13

−σij
12 σij

22 −σij
23

σij
31 −σij

32 σij
33


 ✰ ✲ ✰ ✰ ✲ ✰

Y3




σij
11 σij

12 −σij
13

σij
12 σij

22 −σij
23

−σij
31 −σij

32 σij
33


 ✰ ✰ ✲ ✰ ✲ ✰

Y4




σij
11 −σij

12 −σij
13

−σij
12 σij

22 σij
23

−σij
31 σij

32 σij
33


 ✰ ✲ ✲ ✰ ✰ ✰

Y5




σij
11 −σij

12 σij
13

−σij
12 σij

22 −σij
23

σij
31 −σij

32 σij
33


 ✰ ✲ ✰ ✰ ✲ ✰

Y6




σij
11 σij

12 σij
13

σij
12 σij

22 σij
23

σij
31 σij

32 σij
33


 ✰ ✰ ✰ ✰ ✰ ✰

Y7




σij
11 −σij

12 −σij
13

−σij
12 σij

22 σij
23

−σij
31 σij

32 σij
33


 ✰ ✲ ✲ ✰ ✰ ✰

Y8




σij
11 σij

12 −σij
13

σij
12 σij

22 −σij
23

−σij
31 −σij

32 σij
33


 ✰ ✰ ✲ ✰ ✲ ✰

❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✲ ❙♦❧✉t✐♦♥s ✭▼✐❝r♦❙✮ ❞❛♥s Yk✱ 2 ≤ k ≤ 8✱ ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
(〈σs(u1)

i,j〉Y1
)1≤j≤3✳

✶✷✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝✉❜❡s
Yk✱ 1 ≤ k ≤ 8✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡
t❡♥s❡✉r ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ Ms ✿

MsE11 =




8σ11
11 0 0
0 8σ11

22 0
0 8σ11

33


 , MsE22 =




8σ22
11 0 0
0 8σ22

22 0
0 8σ22

33


 ,

MsE33 =




8σ33
11 0 0
0 8σ33

22 0
0 8σ33

33


 , MsE12 =




0 8σ12
12 0

8σ12
12 0 0
0 0


 ,

MsE13 =




0 0 8σ13
13

0 0 0
8σ13

13 0 0


 , et MsE23 =




0 0 0
0 0 8σ23

23

0 8σ23
23 0


 .

❆✐♥s✐✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡✱ ♦♥ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭▼✐❝r♦❋✮ s✉r ❧❡ ❤✉✐t✐è♠❡
❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ Y1 ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s✐① s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜✳ ✺✳✸✳ P✉✐s ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ s✉r Y ❡♥t✐❡r ❡♥
s✬✐♥tér❡ss❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① t❡r♠❡s ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡
❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r Y1✳

✺✳✸✳✸ ❊❧é♠❡♥ts ✜♥✐s

❊❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

❖♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❡♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s P2 ♣♦✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s✉r ❧❡ s♦❧✐❞❡
❛✜♥ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ré❣✉❧❛r✐té q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✢✉✐❞❡✳

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❞❡✉① ❢♦✐s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ s✉✐✈❛♥t ✿

❚r♦✉✈❡r uh ∈ [P2]
3 t❡❧ q✉❡ ✿

µ

∫

S

(
∇uh +

t∇uh

)
: ∇vh =

∫

S

G : ∇vh ∀vh ∈ [P2]
3 .

❊❝r✐t✉r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡

❖♥ ♥♦t❡ (ϕi)1≤i≤N ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ Xh ❡t uj,i ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ uj ❡♥ ❧❡ i✲è♠❡
♣♦✐♥t ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧✬é❝r✐t✉r❡

uj,h(x, y) =
N∑

i=1

uj,iϕi(x, y), 1 ≤ j ≤ 3.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t Uj ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs t(uj,i)1≤i≤N ✱ 1 ≤ j ≤ 3✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧✬é❝r✐t✉r❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡



µA+ (λ+ µ)B11 µB12 + λB21 µB13 + λB31

µB21 + λB12 µA+ (λ+ µ)B22 µB31 + λB13

µB31 + λB13 µB32 + λB23 µA+ (λ+ µ)B33






U1

U2

U3


 =




G1

G2

G3


 ,

✶✷✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s♦❧✐❞❡

❛✈❡❝

A =

(
−

∫

S

∇ϕi · ∇ϕj

)

i,j

, Bij =

(∫

S

∂jϕm∂iϕl

)

1≤m,l≤3

, 1 ≤ i, j ≤ 3.

❡t

Gi =

( ∑

1≤j≤3

Gij

∫

S

∂iϕmϕl

)

1≤m,l≤3

, 1 ≤ i ≤ 3.

✺✳✸✳✹ ❈♦❞❡ ❈✰✰

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛ été ré❛❧✐sé ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❙✳ ❋❛✉r❡ ✽✳

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ à ét✉❞✐❡r

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽ ✲ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♦❧✐❞❡ ❞❡ Y1 ✈✉ ❞❡ ❢❛❝❡✳

◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Y ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s 8 ❝✉❜❡s
r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✷ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✵✹✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✢✉✐❞❡✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧❡✉r ❣♠s❤ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥tr❛✐❣♥♦♥s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✜♥
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ s♦✉❤❛✐té✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡♣rés❡♥té ✈✉ ❞❡ ❢❛❝❡ s✉r ❧❛
❋✐❣✳ ✺✳✶✽✳

▲❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❧✐❜▼❡s❤

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❧✐❜▼❡s❤ ❡t ♦♥ ❧✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ✈✐❛ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ P❛r❛✲
❱✐❡✇✳

▲❡s rés✉❧t❛ts tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ é❣❛❧ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ E11

s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✾ ♣♦✉r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❡♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✵ ♣♦✉r
✉♥ ❣r♦ss✐ss❡♠❡♥t ✭❞❡ 105✮ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P♦✉r ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ q✉✐ t♦✉❝❤❡
❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ E12✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❡♥ ❋✐❣✳

✺✳✷✶ ♣♦✉r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❡♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✷ ♣♦✉r ✉♥ ❣r♦ss✐ss❡♠❡♥t ✭❞❡ 103✮
❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ s♦❧✐❞❡ s♦♥t
♥♦tés ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜✳ ✺✳✺✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s❡♠❜❧❡♥t ❝♦❤ér❡♥ts ♣❛r❝❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s
♠❛tr✐❝❡sMsEii✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❡st ♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ (i, i) ❡t ❡st

✽✳ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❙✉❞ ✶✶✱ ❖rs❛②

✶✷✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾ ✲ ❉é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r
❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ G = E11✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵ ✲ ●r♦ss✐ss❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r G = E11✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶ ✲ ❉é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r
❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ G = (E12 +
E21)/2✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷ ✲ ●r♦ss✐ss❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r G = (E12 +
E21)/2✳

✶✷✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ s♦❧✐❞❡

s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ 3 à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✭❧❡s
❝②❧✐♥❞r❡s s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❝♦✉♣❡♥t t♦✉s ❧❡ ❝✉❜❡ ♣❛r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡✳
❉❡ ♠ê♠❡ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ MsEii ❡t ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s
MsEij✱ 1 ≤ i 6= j ≤ 3 s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ♣❛r s②♠étr✐❡✳

▼❛tr✐❝❡ ❘és✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t

MsE11




0.986148 0 0
0 0.209556 0
0 0 0.209616




MsE12




0 0.755646 0
0.755646 0 0

0 0 0




MsE13




0 0 0.75561
0 0 0

0.75561 0 0




MsE22




0.209435 0 0
0 0.985958 0
0 0 0.209499




MsE23




0 0 0
0 0 0.755633
0 0.755633 0




MsE33




0.209377 0 0
0 0.209383 0
0 0 0.985725




❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ✲ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ t❡♥s❡✉r ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ s♦❧✐❞❡ ♦❜t❡♥✉ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳

✶✷✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸

✶✷✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡

❙♦♠♠❛✐r❡

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✻✳✷ ❈♦❞❡ ▼❛t❧❛❜ ✷❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✻✳✷✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✻✳✷✳✷ ❊❝r✐t✉r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✶✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐sé q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❡①❤✐❜é ❡♥ ✭▼❛❝r♦✮ ❡st r❡♣rés❡♥t❛t✐❢✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s t❡st♦♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s
✉♥ ❝❛s ❞é❥à ❝♦♥♥✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✿ ❧❛ ❧❛✐♥❡ ❞❡ ✈❡rr❡✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡
❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s très s✐♠♣❧✐✜é ❛✜♥ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♦❜t❡♥✉❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❉❛ss❛✉❧t✳

▲❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
{
ω2ρ(u+ h) + ω2ρf〈v〉F +∇ ·

(
|S|σs

x
(u+ h) +

〈
σs

y
(u1)

〉
S

)
− |F |∇p = 0,

|F |∇ · (u+ h) +∇ · 〈v〉F − 〈∇y · u1〉S = 0,
✭▼❛❝r♦✮

♦ù ρ = ρs|S|+ ρf |F |✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ t❤é♦r✐q✉❡ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

♠❛✐s q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡st ✉♥✐q✉❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ♠✐❧✐❡✉①
✢✉✐❞❡ ❡t s♦❧✐❞❡ t♦✉s ❞❡✉① ❝♦♥♥❡①❡s ❡t t❡❧s q✉❡ ❧❡ s♦❧✐❞❡ ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ✺✳✷✮✳ ❖♥
♣❡✉t ❛❧♦rs ❝❤❡r❝❤❡r à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭▼❛❝r♦✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
♥♦✉s ❞❡✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭▼✐❝r♦❋✮ ❡t ✭▼✐❝r♦❙✮ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s ♠❛tr✐❝❡ ❡t t❡♥s❡✉r ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s
♣r♦♣r✐étés

〈v〉F =Mf

(
∇p− ω2ρf (u+ h)

)
, ❡t

〈
σs

y
(u1)

〉
S
=Ms

(
−σs

x
(u+ h)− pId

)
.

✭✻✳✶✮
■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ✭▼❛❝r♦✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Mf ❡t ❞❡ Ms ❡t ❞❡

❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ✭❧✬✉♥❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡t ❧✬❛✉tr❡ s❝❛❧❛✐r❡✮
❡♥ ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❝♦♥♥✉❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s U = u+ h ❡t p✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs
{

Z1(u+ h) + Z2∇p+∇ · (Z3σ
s(u+ h)) +∇ · (Z4pId) = 0,

−∇ · (Z2(u+ h)) +∇ · (Mf∇p) + Tr (Z5σ
s(u+ h)) + Tr (Z5pId) = 0,

✭✻✳✷✮
❛✈❡❝

Z1 = ω2ρId− (ω2ρf )
2Mf , Z2 = ω2ρfMf − |F |Id,

Z3 = |S|Id−Ms, Z4 = −Ms et Z5 =
1

3λ+ 2µ
Ms.

✻✳✷ ❈♦❞❡ ▼❛t❧❛❜ ✷❉

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✭▼❛❝r♦✮✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ré✲
s✉❧t❛ts ❞❡s ❝♦❞❡s rés♦❧✈❛♥t ❧❡s s②stè♠❡s ✭▼✐❝r♦❋✮ ❡t ✭▼✐❝r♦❙✮ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ❧❡
t❡♥s❡✉r ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ s♦❧✐❞❡ ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ✢✉✐❞❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s t❡st❡r ❡t ♥♦✉s ❧✬é❝r✐✈♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ✜❝❤✐❡r ▼❛t❧❛❜✳ ❈❡s
✜❝❤✐❡rs s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧✉s ♣❛r ❧❡ ❝♦❞❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ▼❛t❧❛❜ q✉✐ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
✭▼❛❝r♦✮ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s P2 ♣♦✉r ❧❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t P1 ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✳

✶✷✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳ ❈♦❞❡ ▼❛t❧❛❜ ✷❉

✻✳✷✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

❖♥ é❝r✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ✭▼❛❝r♦✮ ♣♦✉r ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡ u ♣❧✉tôt q✉❡
♣♦✉r ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡ U = u+ h✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ s✉✐✈❛♥t ✿

❚r♦✉✈❡r uh ∈ Xh ❡t ph ∈Mh t❡❧s q✉❡ ✿∀ (vh, qh) ∈ [Xh]
3 ×Mh




∫

Ω

(Z1uh) · vh +

∫

Ω

(Z2∇ph) · vh −

∫

Ω

(Z3σ
s(uh)) : ∇vh

+

∫

Ω

∇ · (Z4phId) · vh = −

∫

Ω

(Z1hh) · vh +

∫

Ω

(Z3σ
s(hh)) : ∇vh,

−

∫

Ω

∇ · (Z2uh)qh −

∫

Ω

(Mf∇ph) · ∇qh +

∫

Ω

Tr(Z5σ
s(uh))qh

+

∫

Ω

Tr(Z5phId)qh =

∫

Ω

∇ · (Z2hh)qh −

∫

Ω

Tr(Z5σ
s(hh))qh,

♦ù
Xh =

{
vh ∈ P2, vi,h/∂ΩD

= 0
}

et Mh = {qh ∈ P1, qh (x0) = 0} ,

♦ù x0 ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ Ω à ✜①❡r✳

✻✳✷✳✷ ❊❝r✐t✉r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡

❖♥ ♥♦t❡ (ϕi)1≤i≤N ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ Xh ❡t (ψi)1≤i≤M ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛
❜❛s❡ ❞❡ Mh✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧ s✉✐✈❛♥t




A11 A12 A13 Q1

A21 A22 A23 Q2

A31 A32 A33 Q3

R1 R2 R3 T







u1
u2
u3
p


 =




A11 A12 A13 Q1

A21 A22 A23 Q2

A31 A32 A33 Q3

R1 R2 R3 0







h1
h2
h3
0


 ,

♦ù ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r 1 ≤ i 6= j ≤ 3 ♣❛r

Aii = (ω2ρ− (ω2ρf )
2M ii

f )Mu − λ

(
1− Φ−

∑

1≤j≤3

M ii
jj

)
Sii

−µ
∑

1≤j≤3

(1− Φ− 2M ji
ji )Sjj − µ(1− Φ)Sii,

Aij = −λ(1− Φ−M ij
ij )Sij − µ(1− Φ− 2M ji

ji )Sji

Qi =
(
(ω2ρf )M

ii
f − Φ

)
Ci −

∑

1≤j≤3

M jj
ii Dj,

Ri =
(
−(ω2ρf )M

ii
f + Φ

)
C ′

i +

(
2µ

2µ+ 3λ
Tr(Mii) +

λ

2µ+ 3λ

∑

1≤j≤3

Tr(Mjj)

)
D′

i,

T = −
∑

1≤j≤3

M jj
f Tjj +

1

2µ+ 3λ

∑

1≤j≤3

Tr(Mjj)Mp,

♦ù ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s Mu✱ Sij✱ Ci✱ Di✱ Mp ❡t Tii ♣♦✉r 1 ≤ i, j ≤ 3 s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ♣❛r

Mu =

(∫

Ω

ϕiϕj

)

1≤i,j≤N

, Mp =

(∫

Ω

ψiψj

)

1≤i,j≤N

, Ci =

(∫

Ω

ϕk∂iψl

)

1≤k,l≤N

✶✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷

❡t

Di =

(∫

Ω

ψk∂iϕl

)

1≤k,l≤N

, Sij =

(∫

Ω

∂iϕk∂jϕl

)

1≤k,l≤M

,

Tii =

(∫

Ω

∂iψk∂iψl

)

1≤k,l≤M

.

❉❛♥s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❛ ♥♦té M ij
f ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ (i, j) ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ✢✉✐❞❡ ❡t M ij
kl ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ (i, j) ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ MsEkl ♦ù Ms ❡st ❧❡

t❡♥s❡✉r ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ s♦❧✐❞❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ♣♦✉r h = t(1, 0, 0) ❡t ω = 1000 s♦♥t ✈✐s✐❜❧❡s s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡

r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r 0.1 ♠ ❡t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 1 ♠ ❡♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶ ❡t ❡♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷ ♣♦✉r ❧❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉r ❋✐❣✳ ✻✳✶ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❜s❝✐ss❡
♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ h ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❜s❝✐ss❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥
❋✐❣✳ ✻✳✶✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ♦ù ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❡✛❡❝t✉é ♣♦✉r ω = 100 s−1 ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡
❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❜♦r❞ ♦ù ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ✐♠♣♦sé✳ P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❡✛❡t ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té ❧❛ ♣❛rt✐❡
ré❡❧❧❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ω = 4980 s−1 ❡♥ ❋✐❣✳

✻✳✸ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❡t ❡♥ ❋✐❣✳ ✻✳✹ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡
❛✉ss✐ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ♠❛✐s ❡❧❧❡ s❡ ❝réé s✉r ♣❧✉s ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ω = 100 s−1✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✲ P❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s ❞❡s ✈❡❝✲
t❡✉rs ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ✲ P❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞✉ ❞é♣❧❛✲
❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ω = 100 s−1✳

❙✉r ❋✐❣✳ ✻✳✺ ❡t ❋✐❣✳ ✻✳✻ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ ❡t
✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✐✈✐sé❡s ♣❛r 105 ❛✜♥ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦✐❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 105 P❛✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t
❛✉ss✐ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ω = 100 s−1✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱
♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❜s❝✐ss❡✱ ❝❡ q✉✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐①
❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé s✉r ❧❡ ❜♦r❞✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❝❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s
♣♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ω = 4980 s−1 ✿ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❡♥ ❋✐❣✳ ✻✳✼ ❡t ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡
❡♥ ❋✐❣✳ ✻✳✽ ✭❞✐✈✐sé❡s ♣❛r ✶✵✵✮✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡
✈✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✳

✶✸✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳ ❈♦❞❡ ▼❛t❧❛❜ ✷❉

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✲ P❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞✉ ❞é♣❧❛✲
❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ω = 4980 s−1✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✲ P❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞✉ ❞é✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ω = 4980 s−1✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✲ P❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡s✲
s✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♣♦✉r ω = 100 s−1✳

✭à ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ♣rès✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ✲ P❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛
♣r❡ss✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♣♦✉r ω = 100
s−1✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✲ P❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡s✲
s✐♦♥ ♣♦✉r ω = 4980 s−1✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ✲ P❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛
♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ω = 4980 s−1✳

✶✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷

✶✸✷



❆♥♥❡①❡s

✶✸✸





❆♥♥❡①❡ ❆

Pr♦♣r✐étés ❞❡ pε

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st
♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ pε q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s été ❛♠❡♥és à ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳

▲✬ é♥♦♥❝é ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♠✬❛ été s✉❣❣éré ♣❛r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❈✳ ▲❡
❇r✐s ❬❇r✐✵✺❪ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✻✵✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶
❙♦✐t Λ ✉♥ ♣❛✈é ❞❡ t❛✐❧❧❡ T1 × T2 × T3 ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ❞❡ Λ ✈❛✉t
|Λ| = T1T2T3✳ ❙♦✐t p : R3 → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡

∫
Λ
∇p = ei✱ ♦ù ei ❡st ✉♥

✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

✐✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∇p ❡st T ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

✐✐✮ ■❧ ❡①✐st❡ w : R3 → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ T ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡ p(x) = xi/|Λ|+w(x)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
P♦✉r ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ p ✈❛✉t ei/|Λ|+∇w✱

❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ T ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✳
▲✬❛✉tr❡ s❡♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ w(x) = p(x)− xi/|Λ| ❡st

T ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ r❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡

w(x+ tjej)− w(x) = 0, ∀ 1 ≤ j ≤ 3, ∀ x ∈ Λ.

❙♦✐t ❞♦♥❝ 1 ≤ j ≤ 3✳ ❆❧♦rs

w(x+ tjej)− w(x) = p(x+ tjej)− p(x)−
Tjδi,j
|Λ|

,

♦ù δi,j ✈❛✉t 1 s✐ i = j ❡t 0 s✐♥♦♥✳ ❖r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❛✈❡❝ r❡st❡ ✐♥té❣r❛❧ ❞♦♥♥❡

p(x+ tjej)− p(x) =

∫ xj+Tj

xj

∂jp(x+ (t− xj)ej)dt.

■❧ ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ∇p ❡♥ ❤②✲
♣♦t❤ès❡✳ ❊♥ ❢❛✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∂jp ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✬✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ◗✉✐tt❡ à ❞✐✈✐s❡r ♣❛r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ r❛♠❡♥❡r à
✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ s✉r Λ✳ ❉✬♦ù

p(x+ tjej)− p(x) =
Tj

T1T2T3

∫ xj+Tj

xj

∂jp(x+ (t− xj)ej)dt.

✶✸✺



❆♥♥❡①❡ ❆ Pr♦♣r✐étés ❞❡ pε

❊♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
∫
Λ
∇p = ei✱ ❝♦♥s✐st❡ à é❝r✐r❡ ❧✬é❣❛❧✐té∫

Λ
∂jp = δi,j✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

w(x+ tjej)− x(x) =
Tj

T1T2T3
δi,j −

Tjδi,j
|Λ|

= 0.

❉♦♥❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ w ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ❆✳✷
❙♦✐t Λ ✉♥ ♣❛✈é ❞❡ t❛✐❧❧❡ T1 × T2 × T3 ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ❞❡ Λ ✈❛✉t
|Λ| = T1T2T3✳ ❙♦✐t p : R3 → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡

∫
Λ
∇p = Ciei✱ ♦ù ei ❡st ✉♥

✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡t Ci ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

✐✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∇p ❡st T ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

✐✐✮ ■❧ ❡①✐st❡ w : R3 → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ T ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡

p(x) =
Cixi
|Λ|

+ w(x).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q = p/Ci.

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ❆✳✸
❙♦✐t Λ ✉♥ ♣❛✈é ❞❡ t❛✐❧❧❡ T1 × T2 × T3 ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ❞❡ Λ ✈❛✉t
|Λ| = T1T2T3✳ ❙♦✐t p : R3 → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡

∫
Λ
∇p =

∑3
i=1Ciei✱ ♦ù ei

❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡t Ci ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① ❛ss❡rt✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

✐✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∇p ❡st T ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✳

✐✐✮ ■❧ ❡①✐st❡ w : R3 → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ T ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡

p(x) =
3∑

i=1

Cixi
|Λ|

+ w(x).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✈❡❝ q(x) = p(x)− C1x1/|Λ| − C2x2/|Λ|✳

❘❡♠❛rq✉❡ ❆✳✹
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ s✐ p ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ∇p ❡st T ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✱
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ w✱ T ✲♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡

∇p(x) = ∇w(x) +

∫

Λ

∇p(y)dy.

❘❡♠❛rq✉❡ ❆✳✺
❉❛♥s ♥♦s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ pε(x)✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐r❛ Λ = F ε

k ❡t
T = ε t(1, 1, 1)✳

✶✸✻



❆♥♥❡①❡ ❇

❈♦♠♣❧é♠❡♥ts s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉

♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✷✳✷✳✶✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❡❧ ❡t ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❝♦♥s✐sté à ❧❡s
❛❞❛♣t❡r ❛✉ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡✳

❍②♣♦t❤ès❡ ✭❍ ❇✳✶✮
▲✬♦✉✈❡rt O ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ❜♦r♥é✱ ❞❡ ❜♦r❞ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ❞❛♥s R3✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❉✳ ❇r❛❡ss ❬❇r❛✵✶❪ q✉❡ ♥♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❛✉ ❝❛s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✭◆❇✳✶✮
❡t ✭◆❇✳✷✮✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ❇✳✶✮
▲❡s ❡s♣❛❝❡s X ❡t M s♦♥t ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❞✬❛♥t✐✲❞✉❛✉① r❡s♣❡❝t✐❢s X ′ ❡t M ′✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡s ❢♦r♠❡s ❛♥t✐✲❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r X ′ ❡tM ′✳ ❖♥ ♥♦t❡ r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (·, ·)X ❡t (·, ·)M ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s s✉r X ❡t M ❡t X′〈·, ·〉X ❡t M ′〈·, ·〉M
s♦♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❞✉❛❧✐té (X ′, X) ❡t (M ′,M)✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ❇✳✷✮
▲❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é à Hm(O) ❡st ♥♦té 〈·, ·〉m,O ❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ s❡ ♥♦t❡
‖·‖m,O✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s q✉✐ ❛❣✐ss❡♥t s✉r ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ❛✈❡❝

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ❇✳✸✮
▲❡s ❢♦r♠❡s a ❡t b s♦♥t s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❞é✜♥✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r X×X
❡t X ×M ✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✐♥t✲s❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s
s♦✉❤❛✐t♦♥s rés♦✉❞r❡

❊t❛♥t ❞♦♥♥é (f, g) ∈ X ′ ×M ′ tr♦✉✈❡r (u, λ) ∈ X ×M t❡❧s q✉❡ ✿
{
a(u, v) + b(v, λ) = X′〈f, v〉X , ∀ v ∈ X,

b(u, µ) = M ′〈g, µ〉M , ∀µ ∈M.
✭❇✳✶✮

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✺✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡✱
❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ L✱ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳

✶✸✼



❆♥♥❡①❡ ❇ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ❇✳✹✮
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ✭✷✳✺✮ s✬é❝r✐t

L :

{
X × M −→ X ′ × M ′

(u , λ) 7−→ (F , G),
✭❇✳✷✮

♦ù ❧❡s ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s F ❡t G s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

F(v) = a(u, v) + b(v, λ), v ∈ X,
G(µ) = b(u, µ), µ ∈M.

❊♥ ✈✉❡ ❞❡ réé❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✐♥t✲s❡❧❧❡ ✭✷✳✺✮ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♠❛✐s
❡①♣r✐♠é❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣❧✉tôt q✉✬❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s a ❡t b
❞é✜♥✐❡s à ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✭◆❇✳✸✮✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞é❞✉✐ts ❞❡ a ❡t b✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ❇✳✺✮
▲✬♦♣ér❛t❡✉r A ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡ a ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

A : X −→ X ′; u 7−→

{
X −→ C

v 7−→ X′〈Au, v〉X = a(u, v)
✭❇✳✸✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r B ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡
b ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ❞✉❛❧ ✿

B : X −→M ′; u 7−→

{
M −→ C

µ 7−→ M ′〈Bu, µ〉M = b(u, µ)
, ✭❇✳✹✮

B′ :M −→ X ′; λ 7−→

{
X −→ C

v 7−→ X′〈B′λ, v〉X = b′(λ, v) = b(v, λ)
. ✭❇✳✺✮

❘❡♠❛rq✉❡ ❇✳✶
❈♦♠♠❡ a ❡t b s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs A✱ B ❡t B′

s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉s✳

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✐♥t✲s❡❧❧❡ ✭✷✳✺✮

Au+B′λ = f
Bu = g

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❡s♣❛❝❡s ét✉❞✐és ✿ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❡t ❧✬♦✉✈❡rt ♣♦❧❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❜♦r♥é ✭✐❝✐ B✮✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ❇✳✻✮
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s V (g) ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t V ♣❛r

V (g) = {v ∈ X, ∀µ ∈M b(v, µ) = M ′〈g, µ〉M},
V = {v ∈ X, ∀µ ∈M b(v, µ) = 0}.

✶✸✽



❆♥♥❡①❡ ❇

❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ H1 ❡t H2 ❞❡ ❞✉❛✉① r❡s♣❡❝t✐❢s H ′
1 ❡t H ′

2 ❡t H ✉♥
s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ H1✳ ❖♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ H ❞❛♥s
H1 ❡t ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ H ♣❛r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

◆♦t❛t✐♦♥ ✭◆ ❇✳✼✮
▲✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ H ❞❛♥s H ′

1 s✬é❝r✐t

H◦ = {f1 ∈ H ′
1, H′

1
〈f1, h〉H1

= 0, ∀h ∈ H},

❛❧♦rs q✉❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ✭q✉✐ s♦♥t ré✢❡①✐❢s✮✱ ❧❡ ❝♦♠✲
♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ H ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ H⊥ ❞é✜♥✐ ♣❛r

H⊥ = {x1 ∈ H1, (x1, h)H1
= 0, ∀h ∈ H}.

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝✐t❡r q✉❡❧q✉❡s t❤é♦rè♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞♦♥t ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r ❧❛
s✉✐t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ❇✳✷
❙♦✐❡♥t H1 ❡t H2 ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❡t s♦✐t F : H1 → H2 ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❜♦r♥é❡✳ ▲❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ✐✮ ❡t ✐✐✮ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

✐✮ ▲✬✐♠❛❣❡ F (H1) ❞❡ F ❡st ❢❡r♠é❡ ❞❛♥s H2✳

✐✐✮ F (H1) = (kerF ′)◦✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇r❛❡ss ❞❛♥s ❬❇r❛✵✶❪✱ ✐❧
♥✬② ❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ✐❝✐ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❛✉ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♠❛✐s ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥❡r q✉❛♥❞ ♠ê♠❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❛♥s

H2 ❞❡ F (H1) ❡st é❣❛❧❡ à ❧✬❡s♣❛❝❡ (kerF ′)◦✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛❞❥♦✐♥t✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s

kerF ′ = {f2 ∈ H ′
2, F

′(f2) = 0},

= {f2 ∈ H ′
2, ∀ x1 ∈ H1 H′

1
〈F ′(f2), x1〉H1

= 0},

= {f2 ∈ H ′
2, ∀ x1 ∈ H1 H′

2
〈f2, F (x1)〉H2

= 0}.

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ H2 ❤✐❧❜❡rt✐❡♥✱ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ H ′′
2 à H2✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t

❞✬❡①♣r✐♠❡r ❛✐♥s✐ (kerF ′)◦ ✿

(kerF ′)◦ = {x2 ∈ H2, H′

2
〈f2, x2〉H2

= 0, ∀ f2 ∈ kerF ′},

= {x2 ∈ H2, H′

2
〈f2, x2〉H2

= 0, ∀ f2 ∈ H ′
2, ✭❇✳✻✮

tel que H′

2
〈f2, F (x1)〉H2

= 0, ∀ x1 ∈ H1}.

❆✐♥s✐✱ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ F (H1) ⊂ (kerF ′)◦ ❡st ❝❧❛✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ (kerF ′)◦

❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❢❡r♠é ❞❡ H ′
2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳

▼♦♥tr♦♥s ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✳ ❙♦✐t x2 ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ (kerF ′)◦✱
t❡❧ q✉❡ x2 ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ F (H1)✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ x2 ❡t F (H1)
❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❝❡♥tré❡ ❡♥ x2 ❡t ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt

✶✸✾



❆♥♥❡①❡ ❇ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡

❝♦♥✈❡①❡ F (H1)✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ♦✉✈❡rts ❝♦♥✈❡①❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ f2 ∈ H ′
2

❡t ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡ a t❡❧ q✉❡

H′

2
〈f2, x2〉H2

> a,

H′

2
〈f2, F (x1)〉H2

≤ a ∀ x1 ∈ H1.

❈♦♠♠❡ F ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥✬❡st ✈ér✐✜é❡ q✉❡ s✐ H′

2
〈f2, F (x1)〉H2

= 0 ♣♦✉r
t♦✉t x1 ∈ H1✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ a > 0 ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r H′

2
〈f2, x2〉H2

6= 0✳ ❖r ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❡❞✐t ✭❇✳✻✮✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ❡st ✈r❛✐❡ ❡t ♥♦✉s
❞♦♥♥❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ F (H1) ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ (kerF ′)◦✳

▲❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❧✐r❡ ❞❛♥s ❬❇r❛✵✶❪
♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❝✐ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ❇✳✸
❙♦✐❡♥t H1 ❡t H2 ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳

✶✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ F : H1 → H ′
2 ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞✬✐♥✈❡rs❡

❝♦♥t✐♥✉ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡

l :

{
H1 ×H2 −→ C

(x1, x2) 7−→ H′

2
〈F (x1), x2〉H2

,
✭❇✳✼✮

✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

✐✮ ✭❈♦♥t✐♥✉✐té✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ C ≥ 0 t❡❧ q✉❡

|l(x1, x2)| ≤ C‖x1‖H1
‖x2‖H2

, ∀ x1 ∈ H1, ∀ x2 ∈ H2.

✐✐✮ ✭❈♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲s✉♣✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ α > 0 t❡❧ q✉❡

sup
x2∈H2

x2 6=0

|l(x1, x2)|

‖x2‖H2

≥ α‖x1‖H1
, ∀ x1 ∈ H1.

✐✐✐✮ P♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t x2 ❞❡ H2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ x1 ∈ H1 t❡❧ q✉❡ l(x1, x2) 6= 0✳

✷✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✐✮ ❡t ✐✐✮ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✱ ❛❧♦rs

F : H1 → {x2 ∈ H2, l(x1, x2) = 0, ∀ x1 ∈ H1}
◦ ⊂ H ′

2

❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞✬✐♥✈❡rs❡ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲s✉♣
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à

‖F (x1)‖H′

2

≥ α‖x1‖H1
, ∀ x1 ∈ H1. ✭❇✳✽✮

❘❡♠❛rq✉❡ ❇✳✹
▲❡ ♥♦♠ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲s✉♣ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✐✐✮ ❡st

inf
x1∈H1

x1 6=0

sup
x2∈H2

x2 6=0

|l(x1, x2)|

‖x1‖H1
‖x2‖H2

≥ α > 0.

✶✹✵



❆♥♥❡①❡ ❇

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✐✮✱ ✐✐✮ ❡t ✐✐✐✮ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ F ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

❝♦♥t✐♥✉ ❞✬✐♥✈❡rs❡ ❝♦♥t✐♥✉✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été ✐✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té✳
▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲s✉♣ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ F ✳ P❛r

❧✐♥é❛r✐té✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ s✐ x1 ∈ H1 ❡st t❡❧ q✉❡ F (x1) = 0✱ ❛❧♦rs x1 = 0✳
❙♦✐t ✉♥ t❡❧ x1✱ ❛❧♦rs ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ l✱ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t x2 ❞❡ H2✱ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té
l(x1, x2) = 0✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été supx2∈H2

l(x1, x2) = 0 ❡st ✈ér✐✜é❡ ❡t ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲s✉♣ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ q✉❡ x1 = 0✱ ❞✬♦ù ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ F ✳

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲s✉♣ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ F−1✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝
q✉❡ F ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❡t s♦✐t f2 ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ F (H1)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t
x1 ❞❡ H1 t❡❧ q✉❡ x1 = F−1(f2)✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲s✉♣ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡
F−1 ✿

α
∥∥F−1(f2)

∥∥
H1

= α‖x1‖H1
≤ sup

x2∈H2

x2 6=0

|l(x1, x2)|

‖x2‖H2

= sup
x2∈H2

x2 6=0

|H′

2
〈f2, x2〉H2

|

‖x2‖H2

,

≤ ‖f2‖H′

2

= ‖F (x1)‖H2
.

✭❇✳✾✮

P♦✉r ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ F ✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭❇✳✾✮ ❞♦♥♥❡ ✭❇✳✽✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥
r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ F ❡t ❞❡ F−1 ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ F (H1) ❡st ❢❡r♠é✱ ❡t
❝♦♠♠❡ H2 ❡st ✉♥ ❍✐❧❜❡rt✱ ✐❧ ❡st ré✢❡①✐❢ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ kerF ′ ✿

kerF ′ = {x2 ∈ H2, l(x1, x2) = 0, ∀ x1 ∈ H1},

♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❇✳✷✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✐✐✐✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ {x2 ∈ H2, l(x1, x2) = 0, ∀ x1 ∈ H1}

◦ ❡st
❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❛♥s H ′

2 ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♥✉❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ H ′
2✳

▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐✮ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥t✐✲
♥✉✐té ❞❡ F ❡t à ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐✐✐✮ s✬♦❜t✐❡♥t ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ F ′✳
❊♥✜♥ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲s✉♣ ✐✐✮ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❡t ❞❡ ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ F−1✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t x1 ∈ H1✱ ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ F−1 ❛ss✉r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ f2 ∈ H ′

2 t❡❧
q✉❡ F−1(f2) = x1 ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ f2 = F (x1) ♣✉✐sq✉❡ F ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ F−1 ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ α str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡

α‖x1‖H1
= α

∥∥F−1(f2)
∥∥
H1

≤ ‖f2‖H′

2

= ‖F (x1)‖H′

2

,

❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❛♥s H ′
2 ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

▲❡♠♠❡ ❇✳✺
P♦✉r b✱ B ❡t B′ ✭❞é✜♥✐❡s ❡♥ ✭✷✳✽✮✱ ❡t ✭✷✳✾✮✮✱ ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ✐✮✱ ✐✐✮ ❡t ✐✐✐✮ s♦♥t éq✉✐✲
✈❛❧❡♥t❡s✳

✐✮ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ β > 0 t❡❧❧❡ q✉❡

inf
v∈X
v 6=0

sup
µ∈M
µ 6=0

|b(v, µ)|

‖v‖X‖µ‖M
≥ β > 0.

✶✹✶



❆♥♥❡①❡ ❇ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡

✐✐✮ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r B : V ⊥ → M ′ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ‖Bv‖M ′ ≥ β‖v‖X ♣♦✉r t♦✉t
é❧é♠❡♥t v ❞❡ V ⊥✳

✐✐✐✮ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r B′ :M → V ◦ ⊂ X ′ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ‖B′µ‖X′ ≥ β‖µ‖M ♣♦✉r
t♦✉t é❧é♠❡♥t µ ❞❡ M ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
▲❛ ♣r♦♣r✐été ✐✮⇒ ✐✐✐✮ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❇✳✸ ❛✈❡❝ F = B′

❡t f = b ♣✉✐sq✉❡ b ❡st ❝♦♥t✐♥✉ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❡t q✉❡ b′(µ, x) = b(x, µ)✱ ♣♦✉r t♦✉s
x ∈ X ❡t µ ∈M ✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ✐✐✐✮⇒ ✐✐✮✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❇✳✸ ❞♦♥t ❧❛
♣r♦♣r✐été ✐✮ ❡st ✈r❛✐❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✐✐✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❇✳✸ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t v ∈ V ⊥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ét❛❜❧✐r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ■♥❢✲
s✉♣✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❞❡ V ◦ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r g : w 7→ X′〈g, w〉X = (v, w)✱
❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ét❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❡s③✲
❋ré❝❤❡t✳ ❈♦♠♠❡ B′ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ λ ∈M t❡❧ q✉❡ B′λ = g ♦✉ ❡♥❝♦r❡

b(w, λ) = (v, w), ∀w ∈ X.

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ g✱ ♦♥ ❛ ‖g‖X′ = ‖v‖X ✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡
‖B′λ‖X′ ≥ β‖λ‖M ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ‖v‖X ≥ β‖λ‖M ✳ ❊♥✜♥✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡ B′λ ❡t g✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ q✉❡ b(v, λ) = (v, v) = ‖v‖2X ✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
s✉✐✈❛♥t❡

sup
µ∈M
µ 6=0

|b(v, µ)|

‖µ‖M
≥

|b(v, λ)|

‖λ‖M
=

‖v‖2X
‖λ‖M

≥ β‖v‖X .

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡ B : V ⊥ → M ′ s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲s✉♣ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❇✳✸✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐✐✐✮ ❞❡ ❝❡ ♠ê♠❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣✉✐sq✉❡ B′ ❡st
✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡❇✳✸ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ✭♣✉✐sq✉❡ b ❡st
❝♦♥t✐♥✉ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✮ ❡t ♠♦♥tr❡ q✉❡ B ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❛♥♥♦♥❝é❡
✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳

❊♥✜♥ ♠♦♥tr♦♥s ✐✐✮⇒ ✐✮✳ ❙♦✐t µ ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ M ✱ s❛ ♥♦r♠❡ s✬é❝r✐t

‖µ‖M = sup
g∈M ′

g 6=0

M ′〈g, µ〉M
‖g‖M ′

.

P♦✉r t♦✉t g ∈M ′✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ B ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣♦✉r ❡①❤✐❜❡r v ∈ V ⊥

t❡❧ q✉❡ g = Bv ♦✉ ❡♥❝♦r❡ t❡❧ q✉❡ M ′〈g, µ〉M = M ′〈Bv, µ〉M ♣♦✉r t♦✉t µ ∈ M ✳ ❖♥
♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡

‖µ‖M = sup
v∈V ⊥

v 6=0

M ′〈Bv, µ〉M
‖Bv‖M ′

= sup
v∈V ⊥

v 6=0

|b(v, µ)|

‖Bv‖M ′

.

❊♥✜♥ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✐✐✮✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ q✉❡

‖µ‖M ≤ sup
v∈V ⊥

v 6=0

|b(v, µ)|

β‖v‖X
,

✶✹✷



❆♥♥❡①❡ ❇

❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲s✉♣ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✐✮✳
❉❡ ♠ê♠❡ q✉✬❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♠❛✐s ❡♥

❧✬❛❞❛♣t❛♥t ❛✉ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ❇✳✻ ✭❇r❡③③✐✮
P♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✐♥t✲s❡❧❧❡ ✭✷✳✺✮✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ L ✭❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✷✳✻✮✮ ❞é✜♥✐t ✉♥ ✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐✮ ❡t ✐✐✮ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s

✐✮ ∃α > 0 t❡❧ q✉❡ ℜ(a(v, v)) ≥ α‖v‖2, ∀ v ∈ V ✳

✐✐✮ ▲❛ ❢♦r♠❡ s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡ b s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲s✉♣ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❇✳✸✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐✮ ❡t ✐✐✮ s♦♥t ✈r❛✐❡s✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é♠♦♥✲

tr❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ❢♦rt q✉❡ ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ✿ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t t♦✉t (F ,G) ∈ X ′ ×M ′

❛❞♠❡t ✉♥ ❛♥té❝é❞❡♥t (u, λ) ∈ X×M ♣❛r L ♠❛✐s ❞❡ ♣❧✉s u ❡t λ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés
s✉✐✈❛♥t❡s

‖u‖X ≤ α−1‖F‖X′ + β−1
(
1 +

c

α

)
‖G‖M ′ ,

‖λ‖M ≤ β−1
(
1 +

c

α

)
‖F‖X′ + c

(
1 +

c

α

)
‖G‖M ′ .

❙♦✐t G ∈ M ′ ❛❧♦rs ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❇✳✺ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ u0 ∈ V ⊥ t❡❧
q✉❡ Bu0 = G ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt q✉❡ β‖u0‖X ≤ ‖Bu0‖M ′ = ‖G‖M ′ ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs
❧✬✐♥é❣❛❧✐té

‖u0‖X ≤ β−1‖G‖M ′ . ✭❇✳✶✵✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ réé❝r✐✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✐♥t✲s❡❧❧❡ ✭✷✳✺✮✱ ❞é✜♥✐ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✸✺✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t
w = u− u0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t

a(w, v) + b(v, λ) = X′〈f, v〉X − a(u0, v) ∀ v ∈ X, ✭❇✳✶✶✮

b(w, µ) = 0 ∀µ ∈M.

▼❛✐s V = kerB ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❡♥ t❛♥t q✉❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❢❡r♠é ❞✉
❍✐❧❜❡rt X ✭♥✬♦✉❜❧✐♦♥s ♣❛s q✉❡ B ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉s a
❡st s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ v 7→ X′〈f, v〉X − a(u0, v) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭❈❛✉❝❤②✲
❙❝❤✇❛r③ ❡t ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ a✮✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✐✮ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❇✳✽ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠
♥♦✉s ❛ss✉r❡♥t ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ w ∈ V t❡❧ q✉❡

a(w, v) = X′〈f, v〉X − a(u0, v) ∀ v ∈ X. ✭❇✳✶✷✮

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭❇✳✶✷✮ ❛✈❡❝ v = w✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉
❧❛ ♣r♦♣r✐été ✐✮✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ ❡t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ a✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡

‖w‖X ≤ α−1 (‖F‖X′ + c‖u0‖X) . ✭❇✳✶✸✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✐♥t✲s❡❧❧❡ ✭❇✳✶✶✮ ❡st ✈ér✐✜é s✐ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r
✉♥ é❧é♠❡♥t λ ❞❡ M t❡❧ q✉❡

b(v, λ) = X′〈f, v〉X − a(u0 + w, v) ∀ v ∈ X. ✭❇✳✶✹✮

✶✹✸



❆♥♥❡①❡ ❇ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡

▲❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✶✹✮ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ X ′ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s V ◦

♣❛r ✭❇✳✶✷✮✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐✐✐✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❇✳✺✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ B′ : M → V ◦ ❡st
✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ t❡❧ q✉❡ ‖B′µ‖M ′ ≥ β‖µ‖M ♣♦✉r t♦✉s µ é❧é♠❡♥ts ❞❡ M ✳ ■❧ ❡①✐st❡
❞♦♥❝ λ ∈ M t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s v ❞❡ X✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭❇✳✶✹✮ ♣✉✐ss❡ s✬é❝r✐r❡
b(v, λ) = X′〈B′λ, v〉X ✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

‖λ‖M ≤ β−1(‖F‖X′ + c‖u‖X). ✭❇✳✶✺✮

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❛♥♥♦♥❝é❡s ❡♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭❇✳✶✵✮ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés
✭❇✳✶✸✮ ❡t ✭❇✳✶✺✮✳

❉é♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té✳ ❙♦✐❡♥t (u, λ) ❡t (u′, λ′) ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✐♥t✲s❡❧❧❡ ✭✷✳✺✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t

a(u− u′, v) + b(v, λ− λ′) = 0 ∀ v ∈ X,

b(u− u′, µ) = 0 ∀µ ∈M.

❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t v = u−u′ ❡t µ = λ−λ′ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
a(u−u′, u−u′) = 0✳ ▲❛ V ✲❡❧❧✐♣t✐❝✐té ❞❡ a ✐♠♣♦s❡ u = u′ ♣✉✐sq✉❡ u−u′ ∈ V ✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ♠♦♥tr❡ q✉❡ B′(λ − λ′) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
V ◦✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣♦s❡ ❞♦♥❝ supv∈V |b(v, λ− λ′)| = 0✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■♥❢✲s✉♣ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❇✳✺
♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ‖λ− λ′‖M = 0✳

❊♥✜♥ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ✈✐❡♥t ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s✉r❥❡❝t✐✈✐té✳

❘❡♠❛rq✉❡ ❇✳✼
❆ ♣r✐♦r✐✱ ❇r❛❡ss ❞❛♥s ❬❇r❛✵✶❪ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ à ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❡❧✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❞♦✐t ❢❛❧❧♦✐r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r a ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ré✲
❝✐♣r♦q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ●✐r❛✉❧t ❞❛♥s ❬●❘✼✾❪ ♥❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛s ❞❡
ré❝✐♣r♦q✉❡ à ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡✳

❊♥✜♥✱ r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❆❧❧✵✺❪✮✱ ♥♦✉s
❝✐t♦♥s ❡t ❞é♠♦♥tr♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❛❞❛♣té ❛✉ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à s❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ❇✳✽ ✭▲❛①✲▼✐❧❣r❛♠✮
❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❝♦♠♣❧❡①❡✱ a(u, v) ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
s✉r H ×H✱ ❡t L ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r H✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
α > 0 t❡❧ q✉❡

|a(v, v)| ≥ α‖v‖2V , ∀ v ∈ H, ✭❇✳✶✻✮

♦✉ t❡❧ q✉❡

ℜ(a(v, v)) ≥ α‖v‖2V , ∀ v ∈ H. ✭❇✳✶✼✮

❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t

Trouver u tel que ∀ v ∈ H, a(u, v) = L(v) ✭❇✳✶✽✮

❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✶✹✹



❆♥♥❡①❡ ❇

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❡♥ ❡✛❡t ♣❛r r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

▼♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ u ∈ H t❡❧ q✉❡ Au = f,

♦ù A ❡t f s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r H × H → H ′ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ H
♦❜t❡♥✉s ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✐❡s③✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❡♥ ét❛❜❧✐ss❛♥t ❧❛
❜✐❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❆✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ L ❡t v 7→ a(u, v) s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ♦♥
✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❘✐❡s③✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ∈ H ′ ❡t ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t Au ❞❡ H ′ t❡❧s q✉❡

L(v) = V ′〈f, v〉V et a(u, v) = (Au, v)V .

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r A : u 7→ Au✱ ♦ù Au ∈ H ′ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

Au : v 7→ V ′〈Au, v〉V = a(u, v),

❡st ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉ s✉r H✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✷✮✱ ♥♦✉s ❝❤❡r✲
❝❤♦♥s ❞♦♥❝ à ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ u ∈ H t❡❧ q✉❡ Au = f ✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à
♠♦♥tr❡r q✉❡ A ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✐♥❥❡❝t✐❢ ❡t s✉r❥❡❝t✐❢✳

P❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦❡r❝✐✈✐té ❞❡ a ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✷✳✶✵✮✱ ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③✱ ♦♥ ❛

α‖v‖2V ≤ |a(v, v)| = |〈Av, v〉| ≤ ‖Av‖H′‖v‖V , ∀ v ∈ H, ✭❇✳✶✾✮

s✐ ♦♥ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✷✳✶✵✮ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✶✶✮ ❝❡❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡
♣❛r❡✐❧❧❡♠❡♥t ♣✉✐sq✉❡ ℜ(a(v, v)) ≤ |a(v, v)|✳ ❈❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ A ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳

◆♦t♦♥s I ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ A ❞❛♥s H ′ ❡t s♦✐t (yn)n∈N ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞❡ I✱ ♦♥ ♥♦t❡
♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ yn = Aun✱ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✳ ❉✬❛♣rès ✭❇✳✶✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs q✉❡

α‖un − up‖V ≤ ‖Aun‖H′‖un − up‖V , ∀n < p ∈ N.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ (un)n∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡t H✱ ❡❧❧❡
❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦♥❝ ✈❡rs u ∈ H✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ A✱ Aun ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs Au✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ I ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❢❡r♠é ❞❡ H✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✬✉♥ ❢❡r♠é ❛✣r♠❡ ❛❧♦rs q✉❡ H = I ⊕ I⊥✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡
I⊥ = ∅✱ ❝❤♦✐s✐ss♦♥s w ∈ I⊥ ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♥✉❧✳ P❛r ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥✱ V ′〈Aw,w〉V = V ′〈Aw, w〉V = 0✳ ❉♦♥❝ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭❇✳✶✾✮ ❞♦♥♥❡ w = 0✳ ❉✬♦ù A
s✉r❥❡❝t✐❢✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t A ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢ ❡t s✉r❥❡❝t✐❢✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❥❡❝t✐❢✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✷✮✳

◆♦✉s ✜♥✐ss♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s ♥♦r♠❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❇✳✾ ✭◆♦r♠❡s ♥é❣❛t✐✈❡s✮
❙♦✐t m ≥ 1✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é u ∈ L2(O)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ❞✉❛❧ H−m(O) ❞❡ Hm

0 (O)
♣❛r ✿

‖u‖−m,O = sup
v∈Hm

0
(O)

(u, v)0,O
‖v‖m,O

.

✶✹✺



❆♥♥❡①❡ ❇ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r✐❣✐❞❡

❘❡♠❛rq✉❡ ❇✳✶✵
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♣❡✉t s✬ét❡♥❞r❡ ❛✉ ❝❛s u ∈ [L2(O)]

3
✳

❚❤é♦rè♠❡ ❇✳✶✶
❙♦✐t O ✉♥ ♦✉✈❡rt ✈ér✐✜❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❍❇✳✶✮✱ ❛❧♦rs

✶✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

∇ : L2(O) −→
[
H−1(O)

]3

❡st ✉♥ ❢❡r♠é ❞❡ [H−1(O)]
3
✳

✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c = c(O) t❡❧❧❡ q✉❡

‖p‖0,O ≤ c(‖∇p‖−1,O +‖p‖−1,O) ∀ p ∈ L2(O), ✭❇✳✷✵✮

‖p‖0,O ≤ c‖∇p‖−1,O ∀ p ∈ L2
moy(O). ✭❇✳✷✶✮

❘❡♠❛rq✉❡ ❇✳✶✷
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c(O) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❇✳✶✶✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ●✳ ❉✉✈❛✉t
❡t ❏✳ ▲✳ ▲✐♦♥s ❞❛♥s ❬❉▲✼✻❪✳

✶✹✻
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✸✵✾✭■✮ ✿✼✹✶✕✼✹✻✱ ✶✾✽✾✳
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❬❆❧❧✾✶❛❪ ●✳ ❆❧❧❛✐r❡✳ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ N❛✈✐❡r✲St♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♦♣❡♥ s❡ts
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✶✾✾✶✳
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