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❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❉❯❊❚✲▼▼● ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
✽✳✷✳✷✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦✉r❝❡ ✰ ❜r✉✐t ✿
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◆♦t❛t✐♦♥s

◆♦t❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✉s✉❡❧❧❡s

ℜe P❛rt✐❡ ré❡❧❧❡
ℑm P❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡
N, N∗ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ ❞❡s ❡♥t✐❡rs str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s
R, R+ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ré❡❧s ❡t ❞❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s
C ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
P, E Pr♦❜❛❜✐❧✐té ❡t ❡s♣ér❛♥❝❡

▼❛tr✐❝❡s ❡t ✈❡❝t❡✉rs

A ▼❛tr✐❝❡
a ❱❡❝t❡✉r
IM ▼❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ M ×M
A−1 ▼❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A

A† ▼❛tr✐❝❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A

AT ▼❛tr✐❝❡ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A

AH ▼❛tr✐❝❡ tr❛♥s❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A

det (A) ❉ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A

❞✐❛❣ (a) ▼❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r a

❞✐❛❣ (A) ▼❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A

tr (A) ❚r❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A

◆♦t❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✉t✐❧✐sé❡s

t ■♥❞✐❝❡ ❞✉ t❡♠♣s
f ■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡
T ❋✐❛❜✐❧✐té

▼é❧❛♥❣❡

N ◆♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s
M ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
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sn(t) ∈ R n✲✐è♠❡ s♦✉r❝❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t
xm(t) ∈ R m✲✐è♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ à ❧✬✐♥st❛♥t t
s(t) ∈ RN ❱❡❝t❡✉r ❞❡s s♦✉r❝❡s à ❧✬✐♥st❛♥t t
x(t) ∈ RM ❱❡❝t❡✉r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t
S(t, f) ∈ CN ❚❋❈❚ ❞❡s s♦✉r❝❡s
X(t, f) ∈ CM ❚❋❈❚ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡
Sn(t, f) ∈ C ❚❋❈❚ ❞❡ ❧❛ n✲✐è♠❡ s♦✉r❝❡
Xm(t, f) ∈ C ❚❋❈❚ ❞❡ ❧❛ m✲✐è♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡

▼é❧❛♥❣❡ ✐♥st❛♥t❛♥é

A ∈ RM,N ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡
amn ●❛✐♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧❛ n✲✐è♠❡ s♦✉r❝❡ s✉r ❧❡ m✲✐è♥❡ ❝❛♥❛❧ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
an ∈ RM n✲✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A

▼é❧❛♥❣❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢ ❡t ❛♥é❝❤♦ïq✉❡

A(f) ∈ CM,N ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡
an(f) ∈ CM n✲✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A(f)
δmn ❉é❧❛✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ ♣r✐s ♣❛r ❧❛ n✲✐è♠❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ m✲✐è♠❡ ❝❛♣t❡✉r
δn ❉✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ n✲✐è♠❡ s♦✉r❝❡ ✭❝❛s ♦✉ M = 2✮
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◗✉❛♥❞ ❧❡ s♦✐r ❛♣♣r♦❝❤❛✐t ❥❡ ❞❡s❝❡♥❞❛✐s ❞❡s ❝✐♠❡s ❞❡ ❧✬î❧❡ ❡t ❥✬❛❧❧❛✐s ✈♦✲
❧♦♥t✐❡rs ♠✬❛ss❡♦✐r ❛✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❧❛❝ s✉r ❧❛ ❣rè✈❡ ❞❛♥s q✉❡❧q✉❡ ❛s✐❧❡ ❝❛❝❤é ❀ ❧à ❧❡
❜r✉✐t ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❡t ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ✜①❛♥t ♠❡s s❡♥s ❡t ❝❤❛ss❛♥t ❞❡ ♠♦♥
â♠❡ t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ❛❣✐t❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧♦♥❣❡❛✐❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ rê✈❡r✐❡ ❞é❧✐❝✐❡✉s❡ ♦ù ❧❛
♥✉✐t ♠❡ s✉r♣r❡♥❛✐t s♦✉✈❡♥t s❛♥s q✉❡ ❥❡ ♠✬❡♥ ❢✉ss❡ ❛♣❡rç✉✳ ▲❡ ✢✉① ❡t r❡✢✉①
❞❡ ❝❡tt❡ ❡❛✉✱ s♦♥ ❜r✉✐t ❝♦♥t✐♥✉ ♠❛✐s r❡♥✢é ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❢r❛♣♣❛♥t s❛♥s r❡✲
❧â❝❤❡ ♠♦♥ ♦r❡✐❧❧❡ ❡t ♠❡s ②❡✉①✱ s✉♣♣❧é❛✐❡♥t ❛✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✐♥t❡r♥❡s q✉❡ ❧❛
rê✈❡r✐❡ ét❡✐❣♥❛✐t ❡♥ ♠♦✐ ❡t s✉✣s❛✐❡♥t ♣♦✉r ♠❡ ❢❛✐r❡ s❡♥t✐r ❛✈❡❝ ♣❧❛✐s✐r ♠♦♥
❡①✐st❡♥❝❡ s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣❡✐♥❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r✳

❏❏✳ ❘♦✉s❡❛✉ ▲❡s ❘ê✈❡r✐❡s ❞✉ ♣r♦♠❡♥❡✉r s♦❧✐t❛✐r❡ ✭♣♦st❤✳ ✶✼✽✷✮✱ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ♣r♦♠❡♥❛❞❡✳

❏✳❏✳ ❘♦✉ss❡❛✉ ✭❏❏❘✮✱ ❞❛♥s ❝❡t ❡①tr❛✐t ❛✉t♦❜✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ❘ê✈❡r✐❡s ❞✉ ♣r♦♠❡♥❡✉r

s♦❧✐t❛✐r❡✱ ❛♥❛❧②s❡ ❧❛ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❛♥t✱ ❡t ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s q✉❡ s♦♥t
✓ ❧❡s ✈❛❣✉❡s ✔✱ ✓ ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ✔✱ ✓ ❧❡ ✢✉① ❡t ❧❡ r❡✢✉① ❞❡ ❝❡tt❡ ❡❛✉ ✔✳ ▲❡s r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts s♦♥♦r❡s ❞❛♥s s♦♥ ❡s♣r✐t ♦♥t ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡r ❞❛♥s ✉♥❡
✓ rê✈❡r✐❡ ❞é❧✐❝✐❡✉s❡ ✔✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ♣❛r ♠❛❧❤❡✉r ✉♥ ♦✉rs ✈❡♥❛✐t à s✬❛♣♣r♦❝❤❡r✱ ❏❏❘
s❡r❛✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❛❧❡rté ♣❛r s♦♥ s②stè♠❡ ❝♦❣♥✐t✐❢✱ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ❢ér♦❝❡ ❛♥✐♠❛❧✳
❊♥ ❡✛❡t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s s♦♥s✱ ❞✉ r✉❣✐ss❡♠❡♥t ❡t ❞✉ ❝r❛q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡s✱ ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r
❧❡ ❞❛♥❣❡r❡✉① ♠❛♠♠✐❢èr❡✱ ❏❏❘ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ✿

✶✳ ❆♥❛❧②s❡r❛✐t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦✉r❝❡ s♦♥♦r❡✱ q✉✬✐❧ ❝❤❡r❝❤❡r❛✐t à ❝❛té❣♦r✐s❡r
♣❛r♠✐ ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥♦r❡s st♦❝❦és ❞❛♥s s❛ ♠é♠♦✐r❡✳

✷✳ ❆♥❛❧②s❡r❛✐t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦✉r❝❡ s♦♥♦r❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❜✐✲❝❛♥❛❧
❢♦✉r♥✐ ♣❛r s❡s ❞❡✉① ♦r❡✐❧❧❡s✳

✸✳ ❖r✐❡♥t❡r❛✐t s❛ têt❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣rés✉♠é❡ ❞❡ ❧✬❛♥✐♠❛❧✱ ❡t r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r❛✐t ✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ❛✉❞✐t✐✈❡s ❞✉❡s à ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s❛ têt❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✈✐s✉❡❧❧❡s ❝♦rré❧é❡s ❛✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉❞✐t✐✈❡s✳

▼❛✐s ❝♦♠♠❡♥t ❢❛✐t✲✐❧ ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r ❡t s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡✱
❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ♠é❧❛♥❣é❡s ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t à s♦♥ ❝❡r✈❡❛✉ ❄

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ♣❛r ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❡s s♦♥s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs q✉❡ s♦♥t ❧❡s ♦r❡✐❧❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✈❛♥t
❞✬❛rr✐✈❡r ❛✉① ♦r❡✐❧❧❡s✱ ❧❡ s♦♥ é♠✐s ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡♠♣r✉♥t❡ ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✱
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❞✉s ❛✉① ♣♦ss✐❜❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞❡s s♦♥s✳ ❈❡s ré✢❡①✐♦♥s s♦♥t s♣é❝✐✜q✉❡s à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❧❛ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t s✐ ❧✬♦♥ ♥é❣❧✐❣❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ré✢❡①✐♦♥
❞❡s s♦♥s q✉✐ s♦♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♠♦✐♥❞r❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡①tér✐❡✉r✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛✉① ❝❛♣t❡✉rs✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣♦✉rr❛ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ à ♣❛rt ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❛✉① ❝❛♣t❡✉rs ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✬✉♥
❝❛♣t❡✉r à ❧✬❛✉tr❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛rr✐✈é❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s s✐❣♥❛✉① r❡ç✉s✱ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞✬✉♥ ❝❛♣t❡✉r à
❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡s ✐♥❞✐❝❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s
s♦♥♦r❡s✱ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ✿ ■❚❉ ✭■♥t❡r❛✉r❛❧ ❚✐♠❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡✮ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ t❡♠♣s
❞✬❛rr✐✈é❡✱ ❡t ■▲❉ ✭■♥t❡r❛✉r❛❧ ▲❡✈❡❧ ❉✐✛❡r❡♥❝❡✮ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✳

■❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s q✉✐ s♦♥t
s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❛♣t❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s s♣❡❝tr❛✉① ❞✉s à ❧❛ rés♦♥❛♥❝❡ ❡t
à ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❞❡s s♦♥s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❛♣t❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬é❝♦✉t❡ ❞❡
❧✬❤✉♠❛✐♥✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡s s♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ têt❡ ❡t ❧❡s ♣❛✈✐❧❧♦♥s
❛✉❞✐t✐❢s✳ ❈❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt✱ ❞✐t❡ ❍❘❚❋ ✭❤❡❛❞✲
r❡❧❛t❡❞ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ q✉✐ ❡st s♣é❝✐✜q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❈❡s ✐♥❞✐❝❡s
s♣❡❝tr❛✉① ♣❡r♠❡tt❡♥t à ❧✬❤✉♠❛✐♥ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬é✈✐t❡r ❧❛ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛✈❛♥t ❡t ❧✬❛r✲
r✐èr❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧✬é❧é✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❝❡ q✉❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s
✐♥❞✐❝❡s ■❚❉ ❡t ■▲❉ q✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ ❞❡✉① ❝❛♣t❡✉rs✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s s♣❡❝✲
tr❛✉① s♦♥t très ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦❣♥✐t✐❢ ❤✉♠❛✐♥✱ ♠❛✐s ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r
♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ❡①♣❧♦✐t❡r✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❍❘❚❋ q✉✐
❡st s♣é❝✐✜q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❛♣t❛t✐♦♥✳

❯♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣❡r♠❡tt❛♥t à ❧✬❤✉♠❛✐♥ ❞✬❛✣♥❡r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡✱
❝♦♥s✐st❡ à ♦r✐❡♥t❡r s❛ têt❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❛♣t❛t✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s✳ ❊♥✜♥ ✉♥❡
q✉❛tr✐è♠❡ ♣✐st❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡
❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛✐t sûr❡♠❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♥✐♠❛❧✱ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❛✉❞✐t✐✈❡ s❡✉❧❡✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ ❧❛ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé❡
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s q✉✐ s♦♥t ♠é❧❛♥❣é❡s ❞❛♥s ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡
❝❛♣t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞✬❡♥t❡♥❞r❡ ❧❡s s♦♥s é♠✐s ♣❛r ♥♦tr❡ ♦✉rs✱ ❏❏❘ ♣❡rç♦✐t ❧❡s s♦♥s ❞✉
r❡ss❛❝✱ ❞❡s ♦✐s❡❛✉①✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞✬❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s ♣❧✉s ♦✉
♠♦✐♥s ✐♥t❡♥s❡s✳ ❈❡❧❛ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐q✉❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡t ❞❡ t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥térêt✳

❈♦♠♠❡♥t ❧✬❤✉♠❛✐♥ ❢❛✐t✲✐❧ ❛❧♦rs ♣♦✉r s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r s✉r ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦✉r❝❡ ❄

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s♦♥ é♠✐s ♣❛r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐✲
s♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s s♦♥♦r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ♣❡t✐ts ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ s♦♥s q✉✐ ❛❞❞✐t✐♦♥♥és ❡♥s❡♠❜❧❡s
r❡❝♦♥st✐t✉❡r❛✐❡♥t ❧❡ s♦♥ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥t✐❡r✳ ▲❡ s♦♥ ❝❛♣té ♣❛r ❧✬❛✉❞✐t❡✉r s❡r❛✐t ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧✲
t❛t ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s s♦♥♦r❡s é♠✐s ♣❛r ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❛♣t❛t✐♦♥✱ ❝❡rt❛✐♥s ❛t♦♠❡s✱ ♣❡✉t êtr❡ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té✱
s❡ s❡r♦♥t ♠é❧❛♥❣és ❛✈❡❝ ❞❡s ❛t♦♠❡s é♠✐s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡

✶✵



❞❡s ❛t♦♠❡s s♦♥♦r❡s ♥❡ s❡ s❡r♦♥t s❛♥s ❞♦✉t❡ ♣❡✉ ♦✉ ♣❛s ♠é❧❛♥❣és ❛✈❡❝ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡s
❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡s ❛t♦♠❡s ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❛✉r♦♥t ❛✐♥s✐ ❝♦♥s❡r✈é ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s
♣r♦♣r❡s à ❧❛ s♦✉r❝❡ q✉✐ ❧❡s ❛ é♠✐s✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s r❡ç✉s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s✱ ♣ré❝✐sé♠❡♥t
❝❡✉① q✉✐ ♥❡ s❡ s❡r♦♥t ♣❛s ♠é❧❛♥❣és ❛✉① ❛✉tr❡s✱ ❛✉r♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✐♥❞✐❝❡s✱ ♦✉ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s
très ♣r♦❝❤❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛✉r♦♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❛❧é❛✲
t♦✐r❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s
r❡ç✉s ♣rés❡♥t❡r❛ ❞❡s ❛♠❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡✳
➚ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞♦♥♥é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ ✉♥ ❛♠❛s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❝❡rt❛✐♥s ❛t♦♠❡s
❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬êtr❡ ♠é❧❛♥❣és ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛t♦♠❡s ❡t ❛✐♥s✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣rés❡♥ts
❞❛♥s ❧✬❛♠❛s ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❝❡rt❛✐♥s ❛t♦♠❡s ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦✉r❝❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬êtr❡
♠é❧❛♥❣és ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛t♦♠❡s ❡t êtr❡ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛♠❛s ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
s✐ ❧✬♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❛♠❛s✱ ♦♥ r❡❝♦♥str✉✐t ❧❛ s♦✉r❝❡ s♦♥♦r❡
❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡t ❜r✉✐té❡✳

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♥❛t✉r❡ s♣❛t✐❛❧❡ ♣♦✉✈❛✐❡♥t
♥♦✉s ❛✐❞❡r à ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡ ♠é❧❛♥❣é❡s ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
❝❛♣t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ✈✉ q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ à ❡❧❧❡ s❡✉❧❡ ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t❡
♣♦✉r r❡❝♦♥st✐t✉❡r ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦❣♥✐t✐❢
❤✉♠❛✐♥ ♥✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❛s ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ✐❧ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r
s✉r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡t ❞✬❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❧✬♦❜❥❡t s♦♥♦r❡✱ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t s♦♥ ❝♦♥t❡♥✉ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✭❧❡ s❡♥s ❞✬✉♥❡ ♣❤r❛s❡ s✐ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ s♦♥♦r❡ ❡st ✉♥ ❧♦❝✉t❡✉r✮✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ♣❡r♠❡tt❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❛✣♥❡r ❧❛ ❢♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝❛r ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞és❛♠❜✐❣ü✐s❡r ❧❡s ❝♦♥❢✉s✐♦♥s
❞✉❡s ❛✉① ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ♥é❝❡ss✐t❡♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t
❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❏❏❘ ❛✈❛✐t
✉♥❡ ✐❞é❡ ❞✉ s♦♥ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉✱ ❧❡ s♦♥ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♥t ❞❡s ♦✐s❡❛✉①✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝r❛q✉❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❡t ❞✉ r✉❣✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦✉rs✳ ❙✐ ❜✐❡♥ ♠ê♠❡
✐❧ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛✐t ♣❛s ❧❡ s♦♥ ❡①❛❝t ❞✉ r✉❣✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦✉rs✱ ✐❧ ét❛✐t sûr❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉r❛♥t
q✉✬✐❧ ♣♦✉✈❛✐t ❝r♦✐s❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬✉♥ ♦✉rs ♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❣r♦s ❛♥✐♠❛❧ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡
r✉❣✐r ❞❛♥s ❝❡s ❝♦♥tré❡s ❤❡❧✈ét✐q✉❡s✳ ■❧ ❛✈❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t sûr❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
r②t❤♠✐q✉❡ ❞✉ s♦♥ q✉❡ ♣r♦❞✉✐t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ t❡❧ ❛♥✐♠❛❧✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ é✈✐❞❡♥t
q✉❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❞❛♥s
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❛✉❞✐t✐✈❡✳ ■❧ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬✉♥ ❤✉♠❛✐♥ s♦✐t
❢❛❝❡ à ✉♥ ♦❜❥❡t s♦♥♦r❡ ✐♥♦✉ï✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❏❏❘ ♣♦✉rr❛✐t ❡♥t❡♥❞r❡ ✉♥ ❛♥✐♠❛❧ ❞♦♥t ✐❧ ♥❡
❝♦♥♥❛✐t ♣❛s ❧❡ s♦♥✱ ❡t ❞♦♥t ✐❧ ✐❣♥♦r❡ t♦✉t ❞❡ s❛ ♣rés❡♥❝❡ ❡♥ ❝❡s ❧✐❡✉①✳ ❆ ❝❡ ♠♦♠❡♥t ❧à✱
❧✬❛✉❞✐t❡✉r ❛rr✐✈❡r❛✐t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ à s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r s✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ s♦♥♦r❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ♠❛✐s ♥❡
♣❛r✈✐❡♥❞r❛✐t ♣❛s à ❧✬✐❞❡♥t✐✜❡r✳ ■❧ ♠é♠♦r✐s❡r❛ ✉♥ t❡♠♣s ❧❡ s♦♥ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡✱ ❡t
❧❡ ❥♦✉r ♦ù ✐❧ ✈❡rr❛ ❧✬❛♥✐♠❛❧ ❞❡ s❡s ②❡✉① ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡ s♦♥ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ ✐❧ ❛ss♦❝✐❡r❛
❡♥✜♥ ❧❡ s♦♥ à ❧✬❛♥✐♠❛❧✳ ❙✐ ❞♦♥❝ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s ❥♦✉❡♥t
✉♥ rô❧❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❛✉❞✐t✐✈❡✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡
❧❛ s❝è♥❡ ❛✉❞✐t✐✈❡ ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r à ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s❝è♥❡s s♦♥♦r❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ♦♥ ♥✬❛
❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ sé♣❛r❡r✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ ✐s♦❧❡r✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡
s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s✳
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▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✿

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❝è♥❡s s♦♥♦r❡s✱
❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① s✐❣♥❛✉① ❛✉❞✐♦✳ ◆♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥❡ s❝è♥❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s ❡t ♦❜✲
s❡r✈é❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ ♦❜s❡r✈é
❡st ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡✱ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❥✉sq✉✬❛✉① ❝❛♣t❡✉rs✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❡①tr❛✐r❡
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉① s♦✉r❝❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❝❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
✶ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ tr♦✐s
s♦✉r❝❡s ❝❛♣té❡s ♣❛r ❞❡✉① ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s✳

✭❛✮ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ✸ s♦✉r❝❡s ❝❛♣té❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✷ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s✳

?

✭❜✮ ▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ✸ s♦✉r❝❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s✉r ✷ ❝❛♥❛✉①

❋✐❣✳ ✶ ✕ ▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❛❞❛♣té❡s à ❞❡s
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ♣❛r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r
❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s q✉✐ ✈❛r✐❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ré❛❧✐s♠❡ q✉❡
❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❛tt❡✐♥❞r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✉❞✐♦
✭❙❙❆✮ ✈❛r✐❡ s❡❧♦♥ ✿
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✶✳ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✿ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t s✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❡st ❡✛❡❝t✉é✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s
❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts q✉✐ ♦♥t ❧✐❡✉ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♥❛t✉r❡❧ s♦♥t ❛✛❡❝tés ♣❛r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s
é❝❤♦s q✉✐ ♦♥t ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s s♦✉r❝❡s ✭✈♦✐r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✭❛✮✮✳ ❙✐ ❧✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❡st ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s
✉♥❡ s❛❧❧❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡ ❝♦♠♠❡ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✭❛✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞✬é❝❤♦✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ à ❝❤❛q✉❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡
ét❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s ♥✬❛rr✐✈❡♥t ♣❛s ❛✉ ♠ê♠❡ ✐♥st❛♥t ❛✉① ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ ❛✈♦✐r été ❡♥r❡❣✐stré❡s sé✲
♣❛r❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ s❡ ❢❛✐t s♦✉✈❡♥t ❡♥ st✉❞✐♦ ❞✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s ♠é❧❛♥❣é❡s
❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ✈✐❛ ✉♥❡ ❝♦♥s♦❧❡ ❞❡ ♠✐①❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐♦♠ètr❡s✳ ❈✬❡st ❧❛ ❝❛s
❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✭❜✮✳ ▲❛ ❝♦♥s♦❧❡ ❞❡ ♠✐①❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬❛❥✉st❡r ❧✬✐♥✲
t❡♥s✐té ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✈✐❛ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐♦♠ètr❡ ❞❡ ❣❛✐♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❜❛❧❛♥❝❡
❞❡s s♦✉r❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡ s♦rt✐❡ ✈✐❛ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐♦♠ètr❡ ❞❡ ♣❛♥♦r❛♠✐q✉❡✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ tr♦✐s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① tr♦✐s s❝é✲
♥❛r✐♦s ♣ré❝é❞❡♥ts ✿

✭❛✮ ▲❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥st❛♥t❛♥é✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s
s♦✉r❝❡s s♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥t❡♥s✐té
❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛♥❛✉①✳

✭❜✮ ❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ✐♥st❛♥t❛♥é ❡st ❧❡ ❝❛s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❛rr✐✈❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ❝❛♣t❡✉r à ❞❡s ✐♥st❛♥ts ❞✐✛ér❡♥ts✱
s✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛♥❛✉①✳

✭❝✮ ▲❡ ❝❛s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡ ♣❡✉t ❧✉✐ ♠ê♠❡ êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❛✉ ❝❛s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❝❛♣t❡✉r✳

✷✳ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✿ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s
❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✳ ❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✱
♦♥t ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞ét❡r♠✐♥é✳ ❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é✳ ❊♥✜♥ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s
❡st s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✳

✸✳ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦ssè❞❡ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❧❡ ♠é✲
❧❛♥❣❡✳ ■❧ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱
❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ✭❝❛s ❞✉ ❍❘❚❋✮✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞❡ ♥❛t✉r❡ s♣❡❝tr❛❧❡ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙❙❆
❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✳

❆✜♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
✓ st❛♥❞❛r❞ ✔ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s✳

❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s tr✐✈✐❛✉① ✭✐♥✈❡rs✐❜❧❡s✮ ✿

▲❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ❧❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡♠❡♥t tr❛✐té ❞❛♥s ❧❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥st❛♥t❛♥é✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐ss✉❡s ❞❡s M ❝❛♣t❡✉rs s✬é❝r✐✈❡♥t

✶✸



✭❛✮ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡ ❡♥r❡❣✐stré❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s❛❧❧❡ à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✷ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞✉ s♦♥ é♠✐s
♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✉r❝❡ s✉r ❧❡s ♣❛r♦✐❡s ❧❛tér❛❧❡s✳

�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂

✭❜✮ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡ ♦ù ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ✐s♦❧é❡s ❞❛♥s
❞✐✛ér❡♥t❡s s❛❧❧❡s ❡t ♠é❧❛♥❣é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡
❝♦♥s♦❧❡ ❞❡ ♠✐①❛❣❡✳

❋✐❣✳ ✷ ✕ ❊♥r❡❣✐str❡♠❡♥t s✉r ✷ ❝❛♥❛✉① ❞✬✉♥❡ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡ ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ✸ s♦✉r❝❡s

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s N s♦✉r❝❡s ✿ xm(t) =
∑N

n=1 amnsn(t), 1 ≤ m ≤M ✳
❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s sn ❡t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s xm ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ x(t) = As(t)✳

❙✐ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❞✐t ❞ét❡r♠✐♥é✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡st é❣❛❧ ❛✉
♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭N = M✮✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A✱ ❛❧♦rs
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st tr✐✈✐❛❧❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✉✣t ❞✬✐♥✈❡rs❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ✭à ❝♦♥❞✐t✐♦♥
q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ s♦✐t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛ss✉ré s✐ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦♥t ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✮
♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s à ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♣rès✳

❙✐ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é ✭N ≤ M✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❛✈❡❝ ❧❛
♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✿ ŝ(t) = A†x(t)✳

❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞ét❡r♠✐♥és ❡t s✉r✲❞ét❡r♠✐♥és✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❈✬❡st à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ q✉❡ s✬❡st
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❧✬❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s ■♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭■❈❆✮✱ q✉✐ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s
s♦✉r❝❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭❡t ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✮✳

▼é❧❛♥❣❡s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥és ✿

❙✐ ❧✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é ✭N > M✮✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞❡
s♦✉r❝❡s q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ x(t) = As(t) ❡st
✐♥✜♥✐✳ ❆✉ss✐✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ sé♣❛r❡r ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❬●❇❱❋✵✸❪✳ ❉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r
❢♦✉r♥✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳ ❯♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛❞♠✐s❡✱ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❡①♣❧✐q✉❡r ❛✉① ♣r♦❝❤❛✐♥s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s✱ ❡st ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉♣♣♦rt ❞✐s❥♦✐♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s✳

✶✹



❍②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✶ ✿

❯♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙❆❙ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥st❛♥t❛♥é s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦♥t
❞❡s s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡✱ q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥ts t ∈ Ωn ♦ù ❧❛ s♦✉r❝❡ sn ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❛❝t✐✈❡✱ ♦♥
❛ ✿

x(t) = ansn(t) ✭✶✮

♦ù an ❞és✐❣♥❡ ❧❛ n✲✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A = [a1,a2, · · · ,aN ]✳ ❖♥ ❡♥
❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts x(t), t ∈ Ωn ❞♦✐t êtr❡ ❛❧✐❣♥é ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ♣❛ss❛♥t
♣❛r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✐r❡❝t❡✉r an✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r an✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✱ s✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐t
♥✐ an ♥✐ sn(t)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡♥tr❡ an ❡t sn(t)✳ P♦✉r
❧❡✈❡r ❝❡tt❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t ♥♦r♠é❡s✳
❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ ✭M = 2✮✱ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ an ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡
an = [cos(θn), sin(θn)]T ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ ✿ θn✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r θn ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡
sn✳

P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞✐s❥♦✐♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s
♣♦✐♥ts x(t) ✐ss✉s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ ✭M = 2✮ ❞❡ tr♦✐s s♦✉r❝❡s ❛②❛♥t ✉♥ s✉♣♣♦rt
t❡♠♣♦r❡❧ ❞✐s❥♦✐♥t✱ ❞❛♥s ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✮✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts (x1(t), x2(t)) ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ t✳

✭❛✮ s♦✉r❝❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧

✭❜✮ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✭❝✮ ❞✐❛❣r❛♠♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❋✐❣✳ ✸ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♣♦✉r ❞❡s s♦✉r❝❡s
à s✉♣♣♦rts t❡♠♣♦r❡❧s ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢❛✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡
❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸ ❢❛✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts
❞❡ ♣♦✐♥ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s
s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ✿

✕ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱
❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s✉r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s θ(t) = tan−1 (x2(t)/x1(t)) ❞❡s ♣♦✐♥ts

✶❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬●r✐✵✼❪
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x(t) ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡st✐♠❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s an = [cos(θn), sin(θn)]T

❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳
✕ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s sn(t) à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝❧✉st❡rs Ω̂n ❡t ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ Â✱ ♣❛r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ♠❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✭✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❉❯❊❚ ❬❨❘✵✹❪✮✳ ❙✐ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s✬❡st ❜✐❡♥ ♣❛ssé✱ Ω̂n ≈ Ωn✳ ❙✐ ❜✐❡♥ q✉❡
♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ s♦✉r❝❡ sn✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✐♥✈❡rs❡r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✭✶✮ ♣♦✉r t ∈ Ω̂n✳ P♦✉r ❧❡s
✈❛❧❡✉r ❞❡ t 6∈ Ω̂n✱ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ à ✈❛❧❡✉r ♥✉❧❧❡ ✿

ŝn(t)
△
=

{
âT

nx(t) s✐ t ∈ Ω̂n

0 s✐♥♦♥
✭✷✮

❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❛✉❞✐♦ ♥✬♦♥t q✉❡ très r❛r❡♠❡♥t ❞❡s s✉♣♣♦rts t❡♠♣♦r❡❧s ❞✐s✲
❥♦✐♥ts✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❡t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♥❡
♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r t❡❧❧❡ q✉❡❧❧❡✳

✭❛✮ s♦✉r❝❡s ♠✉s✐❝❛❧❡s ✭♥♦♥✲
❞✐s❥♦✐♥t❡s✮ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧

✭❜✮ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✭❝✮ ❞✐❛❣r❛♠♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❋✐❣✳ ✹ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♣♦✉r ❞❡s s♦✉r❝❡s
♠✉s✐❝❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ♣❧✉s ❛♣♣❛r❛îtr❡
❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
t❡♠♣♦r❡❧ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❛✉❞✐♦✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✐t❡s
♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛✉❞✐♦ ♦♥t ❞❡s s✉♣♣♦rts ❡s✲
s❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺ ♠♦♥tr❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ♣r❡✲
♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r à ❈♦✉rt ❚❡r♠❡
✭❚❋❈❚✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts (ℜex1(t, f),ℜex2(t, f)) r❡♣ré✲
s❡♥t❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜✈❡r✈❡r q✉❡
❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s♦♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡s✳

▲❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❚❋❈❚✱ s♦♥t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r❝✐✲
♠♦♥✐❡✉s❡s ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❛✉❞✐♦✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❤②✲
♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
s♦✉r❝❡✱ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ♥✉❧s ♦✉ très ♣❡t✐ts✱ t❛♥❞✐s q✉❡ s❡✉❧s q✉❡❧q✉❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❬❘❛♦✾✽✱ ❉❊✵✸✱ ❑❉❘✾✾✱ ❇❩✵✶✱ ❨❘✵✹✱ ●r✐✵✼❪✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡
q✉✬✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥t ✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✱ ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❜✐❡♥

✶✻



✭❛✮ s♦✉r❝❡s ♠✉s✐❝❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡

✭❜✮ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✭❝✮ ❞✐❛❣r❛♠♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❋✐❣✳ ✺ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♣♦✉r ❞❡s s♦✉r❝❡s
♠✉s✐❝❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ✭❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❚❋❈❚✮✳ ▲❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉
♠é❧❛♥❣❡s s♦♥t à ♣❡✉ ♣rès ❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡s s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

q✉❡✱ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ é❧❡✈é✱ ❡t q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s tr♦♣
❝♦rré❧é❡s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣✉✐ss❡ êtr❡ ✈❛❧✐❞❡✳

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ à ♥♦✉✈❡❛✉ êtr❡
❡st✐♠és ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞és♦r♠❛✐s ❞r❡ss❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧
st❛♥❞❛r❞ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✮✱
❛✈❡❝ ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉① ❀

✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❀

✸✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❀

✹✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡

♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉①

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❡

♠é❧❛♥❣❡

x(τ ) ŝ(τ )❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s

s♦✉r❝❡sX(t, f )

Â Ŝ(t, f )

❋✐❣✳ ✻ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❜❛sé❡s
s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡

▲✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡t ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✾✭❝✮✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s s✉♣♣♦rts
❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡
s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ♥✬❡st q✉❡ r❛r❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ② ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣♦sé❡ ✈r❛✐❡ q✉❡
♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

❈❡tt❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦✉❜❧❡ ✿
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✶✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s②sté♠❛t✐✲
q✉❡♠❡♥t ❛❧✐❣♥és s✉r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❀

✷✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r
q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s✱ ❡t q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

▲✐♠✐t❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✿

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♣rés❡♥t❡r
❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❡t ❞✬❡st✐♠❡r
❧❡s ♣✐❝s ❞❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡✳
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θ en radians

✭❛✮ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♥♦♥ ♣♦♥❞éré✳ ❈❡r✲
t❛✐♥❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡s✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s s♦♥t très ♣❡✉ ❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡s✳

0  0.5 1  1.5
0
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10000

15000

θ en radians

✭❜✮ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣♦♥❞éré ♣❛r ❧✬✐♥✲
t❡♥s✐té ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳
▲❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t ♣❧✉s ❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡s q✉❡ ❞❛♥s
❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ♥♦♥ ♣♦♥❞éré✳

❋✐❣✳ ✼ ✕ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡r✲
s✐♦♥✳ ▲❡s ✈r❛✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ♣❛r ❞❡s ❧✐❣♥❡s ♣♦✐♥t✐❧❧é❡s✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈♦✐r ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞❛♥s ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ q✉❡❧q✉❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♠❛✐s ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉ ❧❡
✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✭❛✮✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s ✈✐s✐❜❧❡✳

❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♦♥t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✐♥t❡♥s✐té ❡t ♦♥t
s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡✉ ❝♦rré❧é❡ ❛✈❡❝ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✭❜✮ ✭❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚
❬❨❘✵✹❪✮✱ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s✲
♣❡rs✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧❡ rô❧❡ ❥♦✉é ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♥t❡♥s✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡♥s✐té ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❢❛ss❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ r❡st❡♥t ♣❡✉ ✈✐s✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧✬❤✐st♦✲
❣r❛♠♠❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦♥t ❞❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❞✐✈❡rs❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞❡s s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s ♥✬❡st q✉❡ r❛r❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡

✶✽



❣r❛♥❞❡ ✐♥t❡♥s✐té q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉
♠é❧❛♥❣❡✳ ❈❡❝✐ à ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞❛♥s ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡✱ ❞❡s ♣✐❝s ♥❡ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t à ❛✉❝✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❊♥✜♥ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ♣♦s❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s✱ q✉✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❯♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ é❧❡✈é❡ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ❢❛✐r❡
❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣✐❝s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❛✉❝✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ t❛♥❞✐s
q✉✬✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡st✐♠❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱
❡t s✐ ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❝❤❛♥❝❡s q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t
❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✳

❯♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❆❜r❛r❞ ❡t ❉❡✈✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚■❋❘❖▼
❬❆❉✵✸❪✱ ❡t ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞✉ ♣❧❛♥ t❡♠♣s✲
❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✱ ❡t à ❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❝❡s ré❣✐♦♥s✳ P♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❝❡s ré❣✐♦♥s✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s ré❣✐♦♥s ❡st ❡st✐♠é❡✱ ❡t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s s♦♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳
▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚■❋❘❖▼ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞❡s s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✉✣t s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡✱ ✐❧
❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞✉ ♣❧❛♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❛❝t✐✈❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r s✐ ❞❡✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞✉r s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ▲❛
♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞♦♥❝ ❛ss❡③ s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

❋✐❣✳ ✽ ✕ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❉❡✈✐❧❧❡✳ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❡st✐♠é❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡
❡st ❛❝t✐✈❡✳

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❡①♣❧♦✐t❡♥t s♦✐t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✺✭❝✮ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ s♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ❧♦❝❛✉① ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡s ré❣✐♦♥s
❞✉ ♣❧❛♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❛ ♣♦✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞é❢❛✉t q✉✬❡❧❧❡ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦♥t ❞❡s s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❚■❋❘❖▼ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡
❤②♣♦t❤ès❡ ♣❧✉s s♦✉♣❧❡✱ ♠❛✐s ♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❧✐❝❛t ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✏❜♦♥♥❡s✑ ré❣✐♦♥s
♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡t ✉♥❡
s❡✉❧❡ ré❣✐♦♥ ♣❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞✬♦✉❜❧✐❡r ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡t ❞✬❡st✐♠❡r
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❞❡✉① ❢♦✐s ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❊♥✜♥ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
♥é❝❡ss❛✐r❡ à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡ ❛ très ♣❡✉ été tr❛✐té❡
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❝♦rr❡❝t❡✲
♠❡♥t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❛♥❛✉①✱ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ❛ ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ✭♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❉❯❊❚✮ ♦✉ ✉♥❡
✏✈✐s✐❜✐❧✐té✑ ✭♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚■❋❘❖▼✮ s✉✣s❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❡t q✉❡
❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s tr♦♣ ♣r♦❝❤❡s ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✳

▲✐♠✐t❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✿

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡ ♣❛r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❡st ❧✬❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

✭❛✮ ♠é❧❛♥❣❡ stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ ✭❜✮ ♠❛sq✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞❡ ❝❤❛✲
❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❡st✐♠és ♣❛r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚

✭❝✮ s♦✉r❝❡s ❡st✐♠é❡s ❛♣rès ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛sq✉❡s s✉r ❧❡ ♠é✲
❧❛♥❣❡

❋✐❣✳ ✾ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ♠❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡✳

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ♠❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚ ❡t ✐❧❧✉stré❡ s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✾✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❡st✐♠❡r ❧❛ s♦✉r❝❡ s✉♣♣♦sé❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❝t✐✈❡ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❧❛
s♦✉r❝❡ ❞♦♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❝♦rré❧é❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✛❡❝t❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡✳ ❆✐♥s✐ ❞❡s s♦✉r❝❡s q✉✐ s♦♥t
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❝t✐✈❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ✈♦✐r ❛✛❡❝t❡r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♥✉❧✳ ❉❡ ♣❧✉s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
q✉❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❛❝t✐✈❡ ♥❡ s♦✐t ❡♥ ❢❛✐t q✉❡ très ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t
❛❝t✐✈❡✱ ✈♦✐r❡ ♣❛s ❛❝t✐✈❡ ❞✉ t♦✉t✳ ❈❡tt❡ s♦✉r❝❡ s❡ ✈❡rr❛ ❛❧♦rs ❛✛❡❝t❡r ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛❧♦rs
q✉✬❡❧❧❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❛❝t✐✈❡✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s s♦♥t ❛❝t✐✈❡s✱
❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♠♠✐s❡s✳ ▲✬❡rr❡✉r ❣❧♦❜❛❧❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s s❡r❛
❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉✬✐❧ ② ❛✉r❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣♦✐♥ts t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s s♦♥t ❛❝t✐✈❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s q✉✐ r❡❧❛①❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s s✉♣♣♦rts
❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❡t s✉♣♣♦s❡♥t q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❝t✐✈❡s
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦r♠❡ l1✱ q✉✐ s✉♣♣♦s❡♥t
q✉✬✐❧ ② ❛ ❥✉sq✉✬à J = M s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s q✉✐ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❛❝t✐✈❡s s♦♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù M = 2✱ ❧❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✈♦✐s✐♥❡s q✉✐ ✓ ❡♥t♦✉r❡♥t ✔ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠é✲
❧❛♥❣❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♥♦♥ ✈♦✐s✐♥❡s✱ ♥❡ s❡r♦♥t ❥❛♠❛✐s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡
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❋✐❣✳ ✶✵ ✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t
t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥é✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✭◦✮ ❡st ♣r♦❥❡té ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♠❡♥t s✉r
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✭✐❝✐ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s♦✉r❝❡ S2✮✳ ▲❛
❞✐st❛♥❝❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ♣r♦❥❡té ✭+✮ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ttr✐❜✉é❡ à ❧❛ s♦✉r❝❡ S2✱ ❛❧♦rs
q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥✉❧❧❡ ❡st ❛ttr✐❜✉é❡ ❛✉① ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❡st✐♠é❡s ♣❛r ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡s s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❛✉ ♣❧✉s ❡st
❛❝t✐✈❡ ✭❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✮✳ ❖r ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s S1 ❡t S3 s♦♥t
❛❝t✐✈❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ S2 ❡st ✐♥❛❝t✐✈❡✳

❛❝t✐✈❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✶ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦r♠❡ l1✳
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✭❛✮ ❊①❡♠♣❧❡ ♦ù ❧❡s s♦✉r❝❡s S1 ❡t S3 s♦♥t ❧❡s 2
s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s✳
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✭❜✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡
♥♦r♠❡ l1✳ ▲❡s 2 s♦✉r❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❛❝t✐✈❡s s♦♥t
S1 ❡t S2✳

❋✐❣✳ ✶✶ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ 2 s♦✉r❝❡s
❛✉ ♣❧✉s s♦♥t ❛❝t✐✈❡s✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥é✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t
❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❛❝t✐✈❡s ♣❛r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦r♠❡ l1 s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s
✈♦✐s✐♥❡s q✉✐ ✓ ❡♥t♦✉r❡♥t ✔ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❇♦✜❧❧ ❡t ❩✐❜✉❧❡✈s❦② ❬❇❩✵✶❪ s✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❛✉❞✐♦
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stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs
q✉❡ ❉❯❊❚✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ét❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ ❜❛s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ✭❝❤❛q✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ét❛♥t tr❛✐té ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✮✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❥✉s✲
t❡♠❡♥t ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ❞é❢❛✉t ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦ù ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♠✐s❡ ❡♥ ❞é❢❛✉t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♣❛t✐♦✲s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✿

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡
♣rés❡♥t❡r✱ ❡①♣❧♦✐t❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✳ P♦♥❝t✉❡❧❧❡✱ ❝❛r ❧✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t
t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❡t s♣❛t✐❛❧❡✱ ❝❛r ❧❡s s❡✉❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡
♦ù ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t❡ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s✱ ✐❧ s❡✲
r❛✐t s❛♥s ❞♦✉t❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ❡①♣❧♦✐t❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥t
été ✉t✐❧✐sé❡s ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡ ♠♦♥♦✲❝❛♣t❡✉r ✭M = 1✮
❬❇❡♥✵✸✱ ❖③❡✵✻❪✱ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛✲
t✐❛❧❡✳

◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬❛s♣❡❝t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡
s♦✉r❝❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡
s♦✉r❝❡s ❡♥ tâ❝❤❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝té❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧ s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✱ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ✈✐❡♥t
❞❡ ❧❡ ✈♦✐r✱ ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡s
s♦✉r❝❡s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ r❡✈✐❡♥t à ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té s♣❛✲
t✐❛❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲✬ét❛♣❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ s♣❛t✐❛❧❡✱ ❛ ♣♦✉r tâ❝❤❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡st✐♠❡r ❧❡s
s♦✉r❝❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡
q✉✐ ♦♥t été ❡st✐♠é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ s♣❛t✐❛❧❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✷✮✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❞❛♥s
❧❡s ❝❛s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ✭s✉r✲✮❞ét❡r♠✐♥és✱ ✐❧ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡
ét❛♣❡ ♣❛r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s ■♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭❆❈■✮✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧❛❜❧❡✳

❆♥❛❧②s❡ s♣❛t✐❛❧❡X
Â

Ŝ
❊st✐♠❛t✐♦♥

s♣❛t✐❛❧❡

❞❡s s♦✉r❝❡s

❋✐❣✳ ✶✷ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✈❡✉❣❧❡s ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧
❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✳ X ❡st ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✉❧✐❝❛♥❛❧✱ Â ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ Ŝ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠♦♥♦❝❛♥❛❧✱ ♦ù ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐s♣♦✲

✷✷



♥✐❜❧❡✱ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♣❡❝tr❛✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r sé♣❛r❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s
❬❇❇✵✸✱ ❖P❇●✵✼❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥✱ ❞❡
❝♦♥♥❛îtr❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s à ♣❛rt✐r ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❛②❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s♣❡❝tr❛❧❡s
s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉① s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❞♦✐t ❛✈♦✐r été ❡✛❡❝t✉é❡ ❛✈❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✸✮✳

Ŝ

Y

❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡

♠♦❞è❧❡s ❞❡

s♦✉r❝❡s
Λ̂

❊st✐♠❛t✐♦♥

s♣❡❝tr❛❧❡

❞❡s s♦✉r❝❡s

X

❋✐❣✳ ✶✸ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♠♦♥♦❝❛♥❛❧ ❜❛sé❡s s✉r
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ X ❡st ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♠♦♠♦❝❛♥❛❧✱ Y ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ Λ̂ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ Ŝ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❜❛sé❡ s✉r
❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛r❝❤✐✲
t❡❝t✉r❡ ✉♥✐q✉❡ ❛✜♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣❧♦✐t❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❡t ❧❛
❞✐✈❡rs✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❛✜♥ ❞✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛
♣r✐♦r✐✳

■❧ s✬❛❣✐r❛✐t ❛❧♦rs ❞✬✐♥❢ér❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s♣❡❝tr❛✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✹✮✱ ❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s
♠♦❞è❧❡s s♣r❡❝tr❛✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❞❡ s❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✐❧❧✉stré❡s ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡ ✶✷ ❡t ✶✸✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞♦✐t êtr❡ tr♦✉✈é ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡s s♦✉r❝❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

❯♥❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❛✜♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞✬❡st✐♠❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ r♦❜✉st❡ ❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞✬❡st✐♠❡r✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s✉r ❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳

P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ✿
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❆♥❛❧②s❡ s♣❛t✐❛❧❡X
Â

Ŝ

Λ̂
❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡

♠♦❞è❧❡s ❞❡

s♦✉r❝❡s

❊st✐♠❛t✐♦♥

s♣❛t✐♦✲s♣❡❝tr❛❧❡

❞❡s s♦✉r❝❡s

❋✐❣✳ ✶✹ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ s♣❛t✐♦✲s♣❡❝tr❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦✲
s♦♥s✳ X ❡st ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✉❧✐❝❛♥❛❧✱ Â ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ Λ̂ ❡st
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ Ŝ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳

✕ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❀
✕ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❀
✕ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s
❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♣♦s✐✲
t✐♦♥♥❡r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ q✉✐ s❡r❛ tr❛✐té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✳

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥
❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❡❧❧❡ s❡ ❜❛s❡♥t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s
✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ s❡✉❧❡✱ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ■♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ✭❆❈■✲❞ét❡r♠✐♥é❡✮ ♥✬❡st
♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱ ♠❛✐s q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐
❧✬❡st à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❙✐ ❝❡s ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❝❡
q✉✐ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ❞✐✣❝✐❧❡ ✈♦✐r❡ ✐♠♣♦sss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❣❛✉s✐❡♥♥♥❡
❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣♦s❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ ❞❡s
s♦✉r❝❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❆♥❛❧②s❡ ❡♥
❈♦♠♣♦s❛♥t❡s P❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❧❡s s♦✉r❝❡s
s❛♥s ❛✈♦✐r à r❡❝♦✉r✐r à ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s
s♦✉r❝❡s✳ ▲❛ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ▼❛tr✐❝❡s ◆♦♥ ◆é❣❛t✐✈❡ ✭❋▼◆◆✮ ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱
q✉✐ s❡r❛ ❜r✐é✈❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♠❛✐s ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❡①♣❧♦✐té❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❈❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐s❝✉t❡r ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡♥ ❞❡✉①
ét❛♣❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s ét❛♥t ❧✬❡s✲
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t✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳
❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡

❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❣❧♦❜❛❧❡✱ ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✱ q✉✐
❝❤❡r❝❤❡ à ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts t❡♠♣s✲
❢réq✉❡♥❝❡✱ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❚■❋❘❖▼ ❡t ❚■❋❈❖❘❘✱ q✉✐
s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s✱ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s✱ q✉✐ ♥✬❛
été tr❛✐té❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞é❧❛✐s ✐♥❢ér✐❡✉rs à ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✉
s✐❣♥❛❧✳

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡
❞❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ q✉❡ s❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡
❞❡ ❉❯❊❚ ♦✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦r♠❡ lp✱ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
s♣❛t✐❛❧❡s✳

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ▼é❧❛♥❣❡s ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ✭▼▼●✮✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦♣❤♦♥✐q✉❡✱ ♦ù ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♥✬❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧✱ ♠❛✐s q✉❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ✉♥❡ ét❛♣❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼● s♦♥t ❡st✐♠és ❞❛♥s ❧❛
♣r❛t✐q✉❡✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐t❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❊▼
✭❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✮ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❤❡r❝❤❡ à ❡st✐♠❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼✱ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s✱ ❡♠ ♣❛rt❝✉❧✐❡r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s q✉✐ ❧❡s r❡♥❞❡♥t
❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♠♦♥ ❞♦❝t♦r❛t ❛✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s✳

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❡t s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r✲
❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡
❞❛♥s ❝❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ q✉✐ ♦♥t
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡✱ ❣râ❝❡ ♥♦t❛♠❡♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té✳
❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠❡♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✜❛❜❧❡✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
q✉✐ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st ♣❧❛❝é❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡
✭❝✳✲à✲❞✳ q✉✐ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥t❡♥s✐té s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛♥❛✉①✮✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❧♦❝❛❧❡ ❡t ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ st❛♥❞❛r❞

✷✺



❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❑✲▼❡❛♥s ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ s♣é❝✐✜❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣❡❧é ❉❊▼■❳ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡s ❡t ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s✱ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❈❈✲P❍❆❚ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐✲s♦✉r❝❡s✱ ❡t q✉✐
♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❞❡s ❞é❧❛✐s s✉♣ér✐❡✉rs à ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①♣❡r✐❡♥❝❡s q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡♥t ❧❛ r♦✲
❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ✐♥st❛♥t❛♥és ❡t
❛♥é❝❤♦ïq✉❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❊▼■❳ ❛✈❡❝
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❛♥s ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞✐✣❝✐❧❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳ q✉❛♥❞ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❧❡s ✉♥❡ ❞❡s ❛✉tr❡s✱ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s à sé♣❛r❡r ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♦✉
q✉❛♥❞ ❧❡s ❞é❧❛✐s s♦♥t ❣r❛♥❞s✳

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛♣♣♦❝❤❡s✱ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡s s♦✉r❝❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡s ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s
t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♣♣❡❧é❡ ▼♦❞è❧❡ ●❛✉ss✐❡♥ ▲♦❝❛❧ ✭▼●▲✮✱ ♦ù ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s
❡st s✉♣♣♦sé❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❡st✐✲
♠❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① ✐♥tr♦❞✉✐ts ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡♥ ❛✈❡✉❣❧❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ s❛♥s ❛✈♦✐r
à r❡❝♦✉r✐r à ❞✬❛✉tr❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉
♠é❧❛♥❣❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①♣❡r✐❡♥❝❡s q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ❛✉❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♣❛t✐♦✲s♣❡❝tr❛❧❡s
q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✾✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❧❛ t❤ès❡✱ ❡t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥tr❡
❛✉tr❡s q✉❡❧q✉❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♣❡❝tr❛✉①
❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢✳

▲✐st❡s ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à q✉❛tr❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ❡t ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ ✿
✕ ❙✳ ❆r❜❡r❡t✱ ❘✳ ●r✐❜♦♥✈❛❧✱ ❋✳ ❇✐♠❜♦t✳ ❆ r♦❜✉st ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦✉♥t ❛♥❞ ❧♦❝❛t❡ ❛✉❞✐♦
s♦✉r❝❡s ✐♥ ❛ st❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ ❧✐♥❡❛r ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡✳ ■♥ ■❈❆✱ ✷✵✵✻✳

✕ ❙✳ ❆r❜❡r❡t✱ ❘✳ ●r✐❜♦♥✈❛❧✱ ❋✳ ❇✐♠❜♦t✳ ❆ r♦❜✉st ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦✉♥t ❛♥❞ ❧♦❝❛t❡ ❛✉❞✐♦
s♦✉r❝❡s ✐♥ ❛ st❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ ❧✐♥❡❛r ❛♥❡❝❤♦✐❝ ♠✐①t✉r❡✳ ■♥ ■❈❆❙❙P✱ ✷✵✵✼✳

✕ ❙✳ ❆r❜❡r❡t✱ ❆✳ ❖③❡r♦✈✱ ❘✳ ●r✐❜♦♥✈❛❧✱ ❋✳ ❇✐♠❜♦t✳ ❇❧✐♥❞ s♣❡❝tr❛❧✲●▼▼ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❢♦r ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ■❈❆✱
✷✵✵✾✳

✕ ❊✳ ❱✐♥❝❡♥t✱ ❙✳ ❆r❜❡r❡t✱ ❘✳ ●r✐❜♦♥✈❛❧✳ ❯♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❧♦❝❛❧ ❣❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ■❈❆✱ ✷✵✵✾✳
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✕ ❙✳ ❆r❜❡r❡t✱ ❘✳ ●r✐❜♦♥✈❛❧✱ ❋✳ ❇✐♠❜♦t✳ ❆ r♦❜✉st ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦✉♥t✱ ❧♦❝❛t❡ ❛♥❞ s❡✲
♣❛r❛t❡ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡s ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠✐①t✉r❡✳ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦
■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✳

❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡t ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❊▼■❳ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ✐♥st❛♥t❛♥és✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ▼●▲ ❡t ▼●▲✲▼▼● q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t
✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥t été s♦✉♠✐s❡s à ❧❛ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❙■❈❊❈
✷✵✵✽✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡st✐♠é❡s s❡r♦♥t ❡♥ ❧✐❣♥❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❉❡❝❡♠❜r❡ ✷✵✵✽✳

✷✼



✷✽



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

✷✾





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

▲❡s ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❤❡r❝❤❛♥t à ré✲
s♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥st❛♥t❛♥é✱ q✉✐
❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ♠❛✐s q✉✐ ❡st s✉✣s❛♥t
♣♦✉r ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ❝♦♥s✐st❡
à ❢❛❝t♦r✐s❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X ❞❡ t❛✐❧❧❡ M × T ❡♥ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s A ❞❡ t❛✐❧❧❡
M ×N ❡t S ❞❡ t❛✐❧❧❡ N × T ✱ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té ✿

X = AS ✭✶✳✶✮

▲❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S s♦♥t ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞✐s❝rét✐sés ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❣❛✐♥s ❛♣♣❧✐q✉és à ❧✬✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛♥❛✉①
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

▼♦❞è❧❡ ❜r✉✐té ❄ ❖♥ ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦✲
❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✱ s♦✐t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❜r✉✐t ❝♦♠♠❡ M s♦✉r❝❡s✱ s♦✐t ❡♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❛♥t ❞✬✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ X ≈ AS✳

❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥ ✶ ♦✉ ✷ ét❛♣❡s ❈❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❡st✐♠❡r A ❡t S

❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s sé♣❛r❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲
♣r♦❜❧è♠❡s ✿ ❡st✐♠❡r A✱ ♣✉✐s ❡st✐♠❡r S ❝♦♥♥❛✐s❛♥t A✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡s
❛s♣❡❝ts ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛✉① ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s
A ❡t S ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❈❛s ❞ét❡r♠✐♥és ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞ét❡r♠✐♥é ❡t s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦✉r❝❡ N ❡st é❣❛❧ ♦✉ ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs M ✱ ✐❧ ❡st tr✐✈✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
✐♥st❛♥t❛♥é ✭♣❛r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✮ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧❛

✸✶



♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A ✿

Ŝ = A†X.

❉❡ ♠ê♠❡ ✐❧ ❡st tr✐✈✐❛❧ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧❡s s♦✉r❝❡s ✿

Â = XS†.

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s ■♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭❆❈■✮✱ q✉✐ s♦♥t ❤✐st♦r✐✲
q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s à ❛✈♦✐r été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡
s♦✉r❝❡s✱ ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t
q✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬❆❈■ s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡
❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♦✉ s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é✳

❈❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s✳

●é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥
❞❡✉① ét❛♣❡s ❞✐s✐♥❝t❡s q✉✐ ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✿

✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ A✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡
X ❀

✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s S à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ X ❡t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ Â ❡st✐♠és à ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ❡st s❛ ♠♦❞✉❧❛r✐té q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ✶ ❛✈❡❝ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ✷✳

■❧ ❡①✐st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❡st✐♠❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❧❡s s♦✉r❝❡s ✿

❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❈■ ♣♦✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥és ❜r✉✐tés✱ ♣❡r♠❡t✱ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s q✉✐ s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❊▼ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❡♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥❛❜❧❡✱ ♠❛✐s q✉✐ s♦✐t s✉✣✲
s❛♠♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❧✉s q✉❛♥❞ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡✈✐❡♥t ♥✉❧✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ▼❛tr✐❝❡s ◆♦♥✲◆é❣❛t✐✈❡s ✭❋▼◆◆✮✱ ❝❤❡r❝❤❡♥t é❣❛❧❡✲
♠❡♥t à ❡st✐♠❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❡♥ ❧❡✉r ✐♠♣♦s❛♥t
✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té✳

P❧❛♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❆❈■✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é ❜r✉✐té✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❋▼◆◆ ❡t ❡♥✜♥ ❧✬❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s P❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s✱ q✉✐
❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✸✷



✶✳✶ ▲✬❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s ■♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭❆❈■✮

▲✬❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s ■♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s r❡❣r♦✉♣❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛✲
❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s✱ ✈✐s❛♥t à ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s X =
[x(1) . . .x(T )]✱ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✓ ❛✉ss✐ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✔✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❡st✐♠❡r ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s S =
[s(1) . . . s(T )] à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ X = AS✱ ❛✈❡❝ A ❞❡ t❛✐❧❧❡ M ×M ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♠❛✐s
✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st✐♠é❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t
❞✐t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❬❈❛r✵✷❪ ✿

ŝ(t) = Â−1x(t), Â = arg min
A∈GL(M)

I(Y = A−1X) ✭✶✳✷✮

♦ù I(Y) ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Y ❞❡ t❛✐❧❧❡
M ×T ❡t GL(M) ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❞❡❣ré ▼✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ❈✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡

I(Y)
△
=K(PY|

∏

n

Pyn),

♦ù PY ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ Y✱ Pyn ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ n ❞❡ Y✱ ❡t
K(f |g) ❡st ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s f ❡t g ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

K(f |g)
△
=

∫
f log

f

g
.

▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ q✉❛♥t✐té q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❝❡tt❡
q✉❛♥t✐té ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❆❈■✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❧✐❡♥s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❡♥tr❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ A ✭♦✉
❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ S✮ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ q✉❛♥❞ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s
s♦✉r❝❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳ q✉❡ PS(S) =

∏
n Psn(sn)✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❬❈❛r✵✼❪

q✉❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r
K(PY|PS) ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ PY ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st✐♠é❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t✱ ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
PS ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❖r ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❬❈❛r✵✼❪ q✉❡ ✿

K(PY|PS) = I(Y) +
∑

n

K(Pyn |Psn) ✭✶✳✸✮

❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✱ t♦✉t ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s
❡st✐♠é❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s
s♦✉r❝❡s✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ ❧❡ ♣❧✉s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡ ✭❝✳✲à✲❞✳ Psn =
Pyn ,∀n✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❡ ✭✶✳✸✮ s✬❛♥♥✉❧❡✱ ❡t ✐❧ ② ❛ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡t ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱
s✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡
❞♦♥♥❡r❛ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♠✉t✉❡❧❧❡ ❬▼❈✵✼❪✳
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■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥tr❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t
❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ Y✱ ♥♦té❡ C(Y)✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞❡ s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❬❈❛r✵✷❪ ✿

C(Y)
△
= I(YG) = K(N (0, R̄y)|N (0, ❞✐❛❣ R̄y)) ✭✶✳✹✮

♦ù YG ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐✐❞ ❞❡ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡
N (µy, R̄y) ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡ ♠♦♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❡t ✷ q✉❡ Y✱ R̄y = 1

T

∑
t E
{
y(t)y(t)T

}

✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ y(t), 1 ≤ t ≤ T s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐
✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉és✮ ❞❡ t❛✐❧❧❡ M ×M ét❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ Y✱ ❡t ❞✐❛❣ R̄y ét❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ q✉❡
R̄y✳ ❊♥ ❢❛✐t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✶✱ µy✱ ❡t ♠❡s✉r❡ ❧✬é❝❛rt
❞❡ R̄y à ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐té ❬❈❛r✵✷❪✳ ❖♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉❡ s✐ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ✐✐❞ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱
❛❧♦rs ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬❆❈■ ♥❡ ❢❛✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
❧à q✉✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s
Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ✭❆❈P✮ q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ❞é❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬♦rt❤♦❣♦✲
♥❛❧✐té ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✭ÂT Â = I✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❆❈■ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥
❡st ✐♥✜♥✐✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♥❡ s✉✣t ♣❛s à ❡❧❧❡ s❡✉❧❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ A✳

■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❧✐❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ à ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥é✲
r❛❧❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❛♥✐té G(Y) ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞❡ Y ❡t s❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐✐❞ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ YG ✿ G(Y)
△
=K(Y|YG)✳ ◆♦t♦♥s q✉❡

❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs
s✬é❝r✐r❡ ✿

I(Y) = C(Y)−
∑

n

G(yn) + cst

❆✐♥s✐✱ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ C(Y) ❡♥tr❡
❧❡s s♦✉r❝❡s✱ t♦✉t ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡✉r ✏♥♦♥✲✐✐❞✲❣❛✉ss✐❛♥✐té✑ G(yn)✳

➚ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é✲
❧❛♥❣❡ ❡t ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ✐✐❞✱ ♠❛✐s q✉❡ ♣❛r ❝♦♥tr❡ s✐
❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s à ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✱
❛❧♦rs ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✭❡t ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✮ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s
❛✐❡♥t ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡
à ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✉❞✐♦✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✬❆❈■ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡
❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♦♣t✐♠✐sé ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P❤❛♠ ❬P❤❛✵✶❪ ♦✉
❝❡✉① ❞❡ ❈❛r❞♦s♦ ❡t ❙♦✉❧♦✉♠✐❛❝ ❬❈❙✾✸✱ ❈❙✾✻❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t
✐✐❞✲♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢❛st■❈❆ ❬❍②✈✾✾❪✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍❏ ❬❏❍✾✶❪
q✉✐ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬■❈❆ ❡t ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡✉r♦♠✐♠ét✐q✉❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
❈♦♠♦♥ ❬❈❖▼✾✹❪ ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥tr❛st❡ q✉✐ ❛♣♣r♦①✐♠❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♠✉t✉❡❧❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝✉♠✉❧❛♥ts ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❏❆❉❊ ❬❈❛r✾✾✱
❈❙✾✸❪ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ✈♦✐s✐♥✳

✸✹



▲✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬❆❈■ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❈■ ❡st q✉✬❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A s♦✐t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ▲✬❆❈■ ❡st ❞♦♥❝ ❧✐♠✐té❡ à ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s
❝❛s ❞ét❡r♠✐♥és ♦✉ s✉r✲❞ét❡r♠✐♥és✳ ■❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t
❛❞❞✐t✐❢ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❝❛ss❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✏✐♥✈❡rs✐❜❧❡✑ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬❆❈■✱
❜r✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✶✳✸✮✳

✶✳✷ ❆❈■ s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❜r✉✐tés

P❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧✬❆❈■✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s
❞❡ ❧✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦✉s ét✉✲
❞✐♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜r✉✐té✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❡r✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❜r✉✐té✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r✱ ❡st ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥t❡rr❡ss❛♥t✱ ❝❛r ✐❧ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐✲
s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛s ❞ét❡r♠✐♥é s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é ❡t s♦✉s✲
❞ét❡r♠✐♥é ❬❈❛r✵✼✱ ❇❈✾✾❛❪✳ P♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛
♣rés❡♥t❡ s❡❝t✐♦♥ ❆❈■ s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é❡✱ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ❧✬❆❈■ ❝❧❛ss✐q✉❡ q✉✐ ❛ été ♣ré✲
s❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❆❈■ q✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✱ ♦✉ ❜✐❡♥
❆❈■ ❞ét❡r♠✐♥é❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

x(t) = As(t) + b(t) ✭✶✳✺✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛♥❣ ♣❧❡✐♥ ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ M × N ✱ ❛✈❡❝
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t N > M ✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ✐✐❞ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
Ps(s) =

∏
n Psn(sn)✱ ❡t ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥ ✐✐❞ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧ b ∼

N (b; 0,Rb) ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❞✉ ❜r✉✐t ét❛♥t ✐✐❞✱
✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ P (X) =

∏
t P (x (t))✱ ❡t x(t) s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ x = As + b✳

✶✳✷✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❞✉ ❜r✉✐t

◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳✷✳✶ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ A ❡t ❞❡ Rb ❛✉ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ✭❆✳✶✺✮ ❡t ✭❆✳✷✶✮ ✿

Â = R̂xs|x,ξR̂
−1

s|x,ξ ✭❆✳✶✺✮

R̂b = R̂x − R̂xs|x,ξÂ
T ✭❆✳✷✶✮

ξ = (A,Rb,Λ) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❜r✉✐té✱ Λ ét❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Ps ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❡t ❧❡s q✉❛♥t✐tés R̂xs|x,ξ✱ R̂s|x,ξ

❡t R̂x s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭❆✳✶✼✮ ✭❆✳✶✽✮✱ ✭❆✳✶✾✮ ❡t ✭❆✳✷✵✮ ✿

✸✺



R̂x =
1

T

∑

t

x(t)x(t)T ✭❆✳✶✼✮

R̂sx|x,ξ =
1

T

∑

t

E {s|x(t); ξ}x(t)T ✭❆✳✶✽✮

R̂s|x,ξ =
1

T

∑

t

E
{
ssT |x(t); ξ

}
✭❆✳✶✾✮

R̂xs|x,ξ = R̂
T

sx|x,ξ ✭❆✳✷✵✮

❆✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s A ❡t Rb✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡st✐♠❡r
❧❡s q✉❛♥t✐tés ✭❞✐t❡s st❛t✐st✐q✉❡s s✉✣s❛♥t❡s✮ E {s|x; ξ} ❡t E

{
ssT |x; ξ

}
✳

✶✳✷✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s

▲❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❡st✐♠❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛✉ s❡♥s ❞✉ ▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❊rr❡✉r ◗✉❛✲
❞r❛t✐q✉❡ ▼♦②❡♥♥❡ ✭▼❊◗▼ ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s✱ ▲▼❙ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✱ ❝✳❛✳❞✳ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t E{(ŝ− s)2}✱
❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✿

ŝ = E{s|x; ξ} ✭✶✳✻✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ●❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P (s|x, ξ) ét❛♥t ●❛✉s✲
s✐❡♥♥❡✱ ♦♥ ❛ ✿

ŝG = ρ(x) ✭✶✳✼✮

♦ù ρ(x) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✺✮✳

✶✳✷✳✸ ▲✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬❆❈■ s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é

■❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s E {s|x; ξ} ❡t E
{
ssT |x; ξ

}

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❬▼❈●✾✼❪ ♦ù ❧✬♦♥ ♥✬✐♠♣♦s❡ ♣❛s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✐sé ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s
❛✈♦✐r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s
✭▼▼●✮✳

✶✳✸ ❆❈■ s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ♣♦✉r ❞❡s s♦✉r❝❡s
❣❛✉ss✐❡♥♥❡s

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s s♦♥t ❞❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ✐✐❞ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ µ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
Σ ✿

s ∼ N (µ,Σ)

▲❡s s♦✉r❝❡s ét❛♥t ❞❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σ ❡st
❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✿ Σ = ❞✐❛❣

([
σ2

1, . . . , σ
2
N

])
✳

✸✻



◆♦✉s ❞ér✐✈♦♥s à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳✷✳✷ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s E {s|x; ξ}
❡t E

{
ssT |x; ξ

}
♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ A ❡t Rb ❡t s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s

❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

E {s|x; ξ} = ρ(x) ✭❆✳✸✶✮

E
{
ssT |x; ξ

}
= ρ(x)ρ(x)T + C ✭❆✳✸✷✮

♦ù ρ(x) ❡t C s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

ρ(x) = µ + W (x−Aµ) ✭❆✳✷✺✮

W = ΣAT B ✭❆✳✷✻✮

C = Σ−ΣAT BAΣ ✭❆✳✷✼✮

B =
(
AΣAT + Rb

)−1
✭❆✳✷✽✮

P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡st✐♠❡r E {s|x; ξ} ❡t E
{
ssT |x; ξ

}
✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐tr❡ ❧❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ξs = (µ,Σ) ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❞♦♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭❆✳✸✸✮ ❡t ✭❆✳✸✹✮ ✿

µ̂ =
1

T

∑

t

E {s|x(t); ξ} ✭❆✳✸✸✮

Σ̂ =
1

T

∑

t

E
{
ssT |x(t); ξ

}
− ❞✐❛❣

(
µµ

T
)

✭❆✳✸✹✮

❆✐♥s✐✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ξ = (A,Rb,µ,Σ) ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
E {s|x; ξ} ❡t E

{
ssT |x; ξ

}
✱ ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s

éq✉❛t✐♦♥s ✭❆✳✸✶✮ ❡t ✭❆✳✸✷✮✳ ❖r ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ξ✳
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s E {s|x; ξ} ❡t E
{
ssT |x; ξ

}
❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ξ = (A,Rb,µ,Σ)

❞✉ ♠♦❞è❧❡s✱ ♣✉✐s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ξ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t E {s|x; ξ} ❡t E
{
ssT |x; ξ

}
✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡

❢❛✐t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❬❉▲❘❪✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳

✶✳✸✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ✭❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✮ ❬❉▲❘❪✱ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ré✲❡st✐♠❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐ss❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❊▼ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ✉♥❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ♥♦♥ ♣❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s✱ ♠❛✐s ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s s✬❛❥♦✉t❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❞✐t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝❛❝❤é❡s✱ ❡t q✉✐ s✐ ❡❧❧❡s ét❛✐❡♥t ♦❜s❡r✈é❡s✱ ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡✳

✸✼



❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ log P (x; ξ)✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊▼ ❝❤❡r❝❤❡ à
♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿

Q(ξ | ξ′) = E
{

log P (X,Z| ξ)|X; ξ′
}

✭✶✳✽✮

♦ù X s♦♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s✱ ❡t Z ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❝❤é❡s✳ ❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st q✉❡ s✐ Q(ξ | ξ′) ≥ Q(ξ′ | ξ′)✱ ❛❧♦rs log P (x; ξ) ≥ log P (x; ξ′)✳ P❛r

❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡
{

ξ(0), ξ(1), . . .
}

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ✿

ξ(l+1) = arg max
ξ

Q
(
ξ
∣∣∣ξ(l)

)
✭✶✳✾✮

❢❛✐t ❝r♦îtr❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❊▼ ❡st ✿

∂Q(ξ | ξ′)
∂ ξ

= E

{
∂ log P (X,Z; ξ)

∂ ξ

∣∣∣∣X; ξ′
}

✭✶✳✶✵✮

■❧ ❡st ✐♥t❡rr❡ss❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✭❆✳✾✮✳ ❉❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✾✮✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s S ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦❜s❡r✈é❡s✱ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❝❤é❡s Z ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❊▼ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✽✮✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❡st q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❊▼✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥
♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ξ′ ♦❜t❡♥✉❡s à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❛♥t❡✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✏❧✐✲
❜r❡s✑ ξ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼
✭ξ′ = ξ ❡t ∂Q(ξ | ξ′)

∂ ξ = 0✮✱ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼✱ ❡st q✉❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❊▼ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ♣❡✉t s✬♦❜t❡♥✐r ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳

✶✳✸✳✷ ❋♦r♠✉❧❡s ❞❡ ré✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥

▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ré✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭❆✳✶✺✮✱ ✭❆✳✷✶✮✱
✭❆✳✸✸✮ ❡t ✭❆✳✸✹✮✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r ❞❡ ξ✱ ❝❡❧❧❡s ❡st✐♠é❡s à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t✱ ❧❡s ré✲❡st✐♠❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

A(l+1) = R̂xs|x,ξ(l)R̂
−1

s|x,ξ(l) ✭✶✳✶✶✮

R
(l+1)
b = R̂x − R̂xs|x,ξ(l)

(
A(l+1)

)T
✭✶✳✶✷✮

❡t ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ✿

µ
(l+1) =

1

T

∑

t

E
{
s|x(t); ξ(l)

}
✭✶✳✶✸✮

Σ(l+1) = R̂s|x,ξ(l) − ❞✐❛❣
(
µ

(l+1)
µ

(l+1),T
)

✭✶✳✶✹✮

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ R̂x✱ R̂s|x,ξ ❡t R̂xs|x,ξ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭❆✳✶✼✮✱ ✭❆✳✶✾✮✱
✭❆✳✷✵✮✳
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▲✐♠✐t❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té ✿ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥ q✉✐ ❞é❥à ♥✬ét❛✐t ♣❛s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❆❈■ ❞ét❡r♠✐♥é✱ ♥✬❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é
✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❆✳✷✳✷ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧❧❡s s✉r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❣❛✉s✲
s✐❡♥✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s
❡t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡✈✐❡♥t
✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ q✉✐ ✈✐❡♥t ❞✬êtr❡ ❞é❝r✐t ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❡♥ ✜①❛♥t ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

✶✳✸✳✸ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ q✉❛♥❞ ❧❡ ❜r✉✐t t❡♥❞ ✈❡rs
③ér♦

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼✱ q✉❛♥❞ ❧❛ ❝♦✈❛✲
r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ Rb = σ2

b I, σ
2
b → 0✳ ❆♥❛❧②s♦♥s

❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❝❡ q✉❡ ❞❡✈✐❡♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉①
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❡st s✉♣♣♦sé ♥✉❧✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❡ q✉❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ré✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳

✶✳✸✳✸✳✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s s♦✉r❝❡s

P♦✉r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡t ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té P (s|x; ξ) ❡st ✉♥❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✺✮✳ ❙❛♥s
♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♠❛✐s ❛✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st ♥✉❧❧❡ µ = 0✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

P (s|x; ξ) = N (s;Wx,C)

◗✉❛♥❞ Rb = σ2
b I, σ

2
b → 0✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r ❬❲✐❡✻✹❪ W ❡t ❞❡ ❧❛

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s s♦✉r❝❡s C s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s❡❧♦♥ ❧❛
❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

❈❛s ✭s✉r✲✮❞ét❡r♠✐♥és ✿
✕ ❝❛s ❞ét❡r♠✐♥é ✿

W = A−1

C = 0

✕ ❝❛s s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é ✿

W =
(
ATA

)−1
AT

C = 0

▲❛ ❝♦✈❛r❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s C s✬❛♥♥✉❧❡✱ r❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s✐♥❣✉❧✐èr❡ ✿
P (s|x; ξ) = δ[x − ρ(x)]✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ✐♠✲
♣♦s❡r à ❡❧❧❡ s❡✉❧❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳
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❈❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é ✿

W = ΣAT
(
AΣAT

)−1
✭✶✳✶✺✮

C = (IN −WA)Σ ✭✶✳✶✻✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s♣❛t✐❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r
à ❡❧❧❡ s❡✉❧❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
r❡st❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❜r✉✐té✱ ❝❡tt❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥t✐♦♥ N ❞❡s s♦✉r❝❡s✱
♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s x = As ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N −M ✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r
✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❆✳✷✳✸✮ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ C ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ A✳

ImC = KerA

❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é ♠♦♥♦♣❤♦♥✐q✉❡ ✿ Pr❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ très s✐♠♣❧❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐q✉❡ ✭M = 1✮ x0✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡
❞❡✉① s♦✉r❝❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s s1 ∼ N (s1; 0, σ2

1) ❡t s2 ∼ N (s1; 0, σ2
2)✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡

❡st ❛❧♦rs A = [1, 1]✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✶✳✶✺✮ ❡t ✭✶✳✶✻✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ✇✐❡♥❡r ❬❲✐❡✻✹❪

E{s|x0; ξ} = Wx0 =




σ2
1

σ2
1+σ2

2
σ2
2

σ2
1+σ2

2


 · x0

▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ KerA ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐q✉❡ ✈❛❧❡✉r
♣r♦♣r❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ C q✉✐ ✈❛✉t ✿

σ2
s;ξ =

2σ2
1σ

2
2

σ2
1 + σ2

2

▲❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ s♦♥t ❛❧♦rs ✿

P (s1|x0; ξ) = N
(
s1;

σ2
1

σ2
1+σ2

2
,

σ2
1σ2

2

σ2
1+σ2

2

)
❡t P (s2|x0; ξ) = N

(
s2;

σ2
2

σ2
1+σ2

2
,

σ2
1σ2

2

σ2
1+σ2

2

)

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛✐♥✐
q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s x0 = As✱ q✉✐ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts (0,x0)
❡t (x0, 0)✳ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✭▼❆P✮ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ▼❊◗▼ ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ŝ = E{s|x0; ξ}✳

✶✳✸✳✸✳✷ ❋♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✶✮
❞❡✈✐❡♥t ✿

R̂xs|x,ξ(l)R̂
−1

s|x,ξ(l) = R̂xA
(
AT R̂xA

)−1
·
(
ATA

)

❙✐ ❜✐❡♥ q✉❡ s✐ A ❡st ❝❛rré ✭❝❛s ❞ét❡r♠✐♥é✮✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✿

A(l+1) = A(l) ✭✶✳✶✼✮

✹✵



−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

P(s1;ξs1)

P(s2;ξs2)

x0

x0

x0 = As

s1

s2

P(s|x0;ξ)

E{s|x0;ξ}

P(s1|x0;ξ)

P(s2|x0;ξ)

❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥♥❛✐s❛♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡s s♦✉r❝❡s

❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ✭✈♦✐r ❛♥♥❡①❡ ❆✳✷✳✸✮ q✉✬✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✱
❡t ❝❡❝✐✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é✱ ♦♥ ♣❡✉t
♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ A q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❞❡ ré❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✿ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛✐t ✉♥ ❜r✉✐t ♥✉❧ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❊▼ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜r✉✐té ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛✐t ♣❛s ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♠é❧❛♥❣❡✱ ❡t ❝❡❝✐ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳

❇❡r♠♦♥❞ ❬❇❡r✵✵✱ ❇❈✾✾❜❪ ❛ ét✉❞✐é ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦✲
❞è❧❡ ❜r✉✐té✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❢❛✐❜❧❡✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❚❛②❧♦r
❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ré❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré✲
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✈❡❝
✉♥ ♣❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ❙✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❧❡♥t❡ q✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ❢❛✐❜❧❡✳
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✶✳✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ❧✐♠✐t❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❜r✉✐té ❞❡ s♦✉r❝❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❆❈■ ❞ét❡r♠✐♥é✱ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡
s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✿ ▼ê♠❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
♥♦♥✲❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡s s♦✉❝❡s✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐ ❧❡
❜r✉✐t ❡st ♥♦♥✲♥✉❧✱ ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❡st très ❧❡♥t❡ ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❢❛✐❜❧❡
❬❇❈✾✾❜❪✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ♣❡✉t ❝♦♥s❡✐❧❧é ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❊▼ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♠é❧❛♥❣❡✳

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ✿ ❯♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❊▼ ❡st s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ q✉✐ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡
très ❧❡♥t❡✱ ♠❛✐s ❡♥ ♣❧✉s ❞é♣❡♥❞ é♥♦r♠é♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❜✐❡♥ q✉❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ s♦✐t ❛ss✉ré ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❞❛♥s ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ r✐❡♥
♥❡ ❣✉❛r❛♥t✐❡ q✉❡ ❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♦✐t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠✐♥✐✲
♠✉♠ ❧♦❝❛✉①✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝❛❝❤é❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❬❏❑✾✼❪✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛ ✐♥térêt ❞✬✉♥❡ ♣❛rt à
❛✈♦✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛s tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ s✉rt♦✉t s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt à ♥❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❧❡ ❜r✉✐t ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ▼é❧❛♥❣❡ ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ✭▼▼●✮ ✿ ❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡
✺✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r♦♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ré✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ✭▼▼●✮ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼● s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s s♣❡❝tr❡s à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛✉❞✐♦✳

✶✳✹ ▲❛ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ▼❛tr✐❝❡s ◆♦♥✲◆é❣❛t✐✈❡s ✭❋▼◆◆✮

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❢❛✐t r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✈❡✉❣❧❡
❡st ✉♥❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✱ q✉✐ s✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ❞é✜♥✐t ♣❛s ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❛ ✉♥❡
✐♥✜♥✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❧✬❆❈■ ♣r♦♣♦s❡ ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré✱ ❞❡
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ S s♦✐❡♥t ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts
❡♥tr❡ ❡✉①✳ ▲❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♠❛tr✐❝❡s ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡s ✭❋▼◆◆✮✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❡①♣❧♦✐t❡ ✉♥
❝r✐tèr❡ ❞❡ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈✐té ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s X✱ A ❡t S✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ❋▼◆◆ ❡st ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡ X ∈ ℜeM×T ❡♥ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s
♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡s A ∈ ℜeM×N ❡t S ∈ ℜeN×T ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût s✉✐✈❛♥t❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ✿

f(A,S) = ‖X−AS‖2 , s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉❡ A,S ≥ 0 ✭✶✳✶✽✮
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❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❡♥ A ❡t ❡♥ S✱ ♠❛✐s ♥♦♥ ❡♥ (A,S) ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t✳
■❧ ❡①✐st❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐♠✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉
❝r✐tèr❡ ✭✶✳✶✽✮✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❬❳▲●✵✸✱ ❇❇▲+✵✼❪✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ rés♦❧✈❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❋▼◆◆✱ ❞♦♥t ❧❡ ♣❧✉s ❝é❧è❜r❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▲❡❡ ✫
❙❡✉♥❣ ❬▲❙✾✾✱ ▲❙✵✵❛❪✳

●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ N < M ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ AS r❡♣ré✲
s❡♥t❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✧❵❝♦♠♣r❡ssé❡✧✬✱ ❞❡ r❛♥❣ ✐♥❢ér✐❡✉r✱ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ♦s❡r✈❛t✐♦♥s
X✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❛ ❋▼◆◆ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ X ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ ai ✭ai ét❛♥t ✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A✮✱
❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ N ≥M ✱ ❡t s✐ ❛✉❝✉♥ ❛✉tr❡ ❝r✐tèr❡ ♥✬❡st ✉t✐❧✐sé✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ s❛♥s ✐♥térêt ❬❊❑✵✹❪✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ N = M ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t
❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ A = IM ❡t S = X✱ q✉✐ ♥✬❛ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛s ❣r❛♥❞ ✐♥térêt✳

▲❛ ❋▼◆◆ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡s s✐❣♥❛✉① s♦♥♦r❡s✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♥é❣❛t✐✈❡s✳ P♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋▼◆◆ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❛✉❞✐♦ s❡ ❢❛✐t ♣❧✉tôt
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭❉❙P✮✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡s ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s s♦♥t t♦✉t❡s ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡s✱ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❡❝tr❛❧❡
❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❛✉❞✐♦ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉① q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
t❡♠♣♦r❡❧✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡st ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é à ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ X ❡♥ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s✉❣❣èr❡ ❧❛ ❋▼◆◆✳

▲❛ ❋▼◆◆ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❡♥ ❛✉❞✐♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦❝❛♥❛❧✱ ❡t ♣❧✉s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✐♥str✉♠❡♥ts ❞❡ ♠✉s✐q✉❡ ❬❙❇✵✸✱ ❇❇❘✵✼❪✳ ▲❛
❋▼◆◆ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛
❉❙P✮ X✱ ❡♥ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡s ♥♦t❡s ❞❡ ♠✉s✐q✉❡s✱ ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ S ❞♦♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞✬❛❝t✐✈✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s ❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳

❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ❋▼◆◆ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ sé♣❛✲
r❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s s❡ rés✉♠❡♥t à ✉♥❡
✉♥✐q✉❡ ❢♦r♠❡ s♣❡❝tr❛❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ✐♥str✉♠❡♥ts ❞❡ ♠✉s✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s
✐❞✐♦♣❤♦♥❡s ♣✉✐ss❡♥t s❡ rés✉♠❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦r♠❡ s♣❡❝tr❛❧❡✱ ❧❛ ♣❧✉✲
♣❛rt ❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ✉♥ ❧❛r❣❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r
q✉❡ ❧❛ ❋▼◆◆ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❧✉st❡✲
r✐♥❣ s✬❛✈èr❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞é❧✐❝❛t❡ ❬❱✐r✵✼❪ s✐ ❡❧❧❡ ♥❡ s❡ ❜❛s❡ ♣❛s s✉r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s
❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣✐st❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡
♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞❡s ❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡✱ ❞✐✛ér❡♥t ❢♦r♠❛✲
❧✐s♠❡s ét❡♥❞❛♥t ❧❛ ❋▼◆◆ ♦♥t ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r✳ P❛rr② ❬P❊✵✻❪ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥s✲
t❛♥t❛♥é✱ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ MF × T ✱ ✭M ét❛♥t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉①✱ F ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❉❙P✱ T ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♠❡s ❞❡
❧❛ ❉❙P✮ ❡♥ ♥♦♥ ♣❧✉s 2✱ ♠❛✐s 3 ♠❛tr✐❝❡s✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❞❡s ❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ✭♠✉❧t✐❝❛✲
♥❛❧✮ ét❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ 2 ♠❛tr✐❝❡s✱ ❧✬✉♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s
✭♠♦♥♦❝❛♥❛❧✮ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❧✬❛✉tr❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✬✐♥t❡♥s✐té s♣❛t✐❛❧❡✳ ❋✐t③❣❡✲
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r❛❧❞ ❬❋❈❈✵✺❛❪ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✐❞é❡✱ ♠❛✐s ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ t❡♥s❡✉rs✳
❋✐t③❣❡r❛❧❞ ❬❋❈❈✵✺❜❪ ♣r♦♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❋▼◆◆ ♣♦✉r ❧❛ sé♣❛r❛✲
t✐♦♥ ♠♦♥♦❝❛♥❛❧ ❞✬✐♥tr✉♠❡♥ts ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♣❡❝tr❛❧❡
❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ s♦✉r❝❡ s♦♥t ❧❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❜❛s❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ✿ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ N < M ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♥❣ ❞❡ X ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ X ❡st ❞❡ r❛♥❣ ♣❧❡✐♥✮✱ ❡t q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱
❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭✶✳✶✽✮✱ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s q✉✐ é♠❡r❣❡♥t ❞❛♥s A r❡♣rés❡♥t❡♥t ❜✐❡♥ X ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛
♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡ss❡♠❜❧❡ à ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉①✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ❞❡ ❝r✐tèr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡
❞❛♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❋▼◆◆✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❑✲❙❱❉ ❛ été ❝♦♠♣❛ré❡ à ❧❛ ❋▼◆◆
♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❝✐♣t✐♦♥ ♠✉s✐❝❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❇❇❘✵✼❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❋▼◆◆
♣r♦❞✉✐s❡ ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉①✱ ♥✬❡st q✉✬✉♥ ❡✛❡t ✓ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ✔ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡t
♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥tr♦❧é ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❬❊❑✵✹❪✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞é❣é♥éré M ≥ N ✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞♦✐t êtr❡ ❛❥♦✉té❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦ût ✭✶✳✶✽✮✱ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s tr✐✈✐❛❧❡s ❬❊❑✵✹❪✳

✶✳✺ ▲✬❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s P❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s ✭❙❈❆✮

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❆❈■ ❡t à ❧❛ ❋▼◆◆✱ s❡
❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t ❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A✱
♣✉✐s ❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s S✱ ❝♦♥♥❛✐s❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s s✬❛♣♣✉✐❡♥t
t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ♥✉❧s ♦✉ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ③ér♦✳ ▲❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣rés❡♥t❡ ❛❧♦rs ✉♥ ♣✐❝ étr♦✐t ❡♥ ③ér♦ ❡t ✉♥❡ q✉❡✉❡
❧♦♥❣✉❡ ❬❖P❘✵✺❪✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛ss✐♠✐❧é❡ à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ▲❛♣❧❛✲
❝✐❡♥♥❡✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❋▼◆◆✱ q✉✐ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✱ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡ A ❡t ❞❡ S ♣❛r ❧❛ ❙❈❆ ❡st ✉♥✐q✉❡ ✭❛✉① ✐♥❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬é❝❤❡❧❧❡
♣rès✮ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ A ❡t s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡ S ❬●❚❈✵✺❪✳
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été❡ ❡st ✈r❛✐❡ ② ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✱ ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❝♦♠♣❡♥✲
s❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s ét❛♥t s✉♣♣♦sé❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱
❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s ✭❝✳❛✳❞✳ q✉✐ ❛✐❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✮ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s
❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❝♦♥t✐❡♥♥♥❡♥t ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦✉r❝❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❝❡❝✐
❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦♥t
❞❡s s✉♣♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❛ ✈✉
❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ r❡ss♦rt✐r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ q✉✐ ♣❡✉t
❛❧♦rs êtr❡ ❡st✐♠é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
s✉✐✈❛♥t✱ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✮✱ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦♥t ❞❡s s✉♣✲
♣♦rts ❞✐s❥♦✐♥ts s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✭❛②❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✮

✹✹



❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳
▲✬ét❛♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥s✐st❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s s♦✉s

❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬é❣❛❧✐té x = As✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r✱ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❞❡ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ s❛ ♥♦r♠❡ l0 ✭q✉✐ ❡♥ ré❛❧✐té ♥✬❡st ♣❛s
✉♥❡ ♥♦r♠❡✮✳

‖s‖0
△
=#{k, sk 6= 0} =

∑

k

|sk|
0 ✭✶✳✶✾✮

❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❡t ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ s✐ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦♥t
✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❡t s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r A ❬●❚❈✵✺❪✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦❜✲
t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❡t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✐♠♣r❛t✐❝❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❛✉❞✐♦✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡
♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♠❛✐s ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ l0 ❡st
♣❡✉ ✈ér✐✜é❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ r❡❧❛①é❡ ❞❡ ❧❛
♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ q✉✐ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ lp ✿

‖s‖p
△
=
∑

k

|sk|
p ✭✶✳✷✵✮

▲❡ ❝r✐tèr❡ à ♦❜t✐♠✐s❡r ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

f(A, s) = arg min
s|x=As

‖s‖p ✭✶✳✷✶✮

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ 0 ❡t 1 ✐♥❝❧✉s ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s
❛ss❡③ s❡♠❜❧❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠✐s ❡♥ ❥❡✉ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s✳ P♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ p t❡❧❧❡s q✉❡ 1 < p ≤ 2✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✱ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✱ ♠❛✐s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✈r❛✐❡♠❡♥t ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s✳
P♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p t❡❧❧❡s q✉❡ p < 1✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s
♠✐♥✐♠✉♠s ❧♦❝❛✉①✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p = 1 ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡st❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s r❡st❡♥t ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛
été ❜❡❛✉❝♦✉♣ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

❆✉ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❜❛②és✐❡♥♥❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ p✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡
✭✶✳✷✶✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s ❧❡s ♣❧✉s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡s s❛❝❤❛♥t q✉❡ x = As

❡t s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦✐❡♥t ❞❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ✐✐❞ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡
p✳ ❙✐ p = 2✱ ❧❛ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ s❡ r❛♠è♥❡ à ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ♣♦✉r p = 1✱ ❧❛ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ s❡ r❛♠è♥❡ à ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡✳

P♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ ❡♥✈❡♥t✉❡❧ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢✱ ♦✉ ❞❡ ❧✬✐♥❡①❛❝t✐t✉❞❡ str✐❝t♦ s❡♥s✉s
❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♣♦s❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f(A, s) = ‖x−As‖2 + λ‖s‖p ✭✶✳✷✷✮

♦ù ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦r♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡✱ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡
❞❡s s♦✉r❝❡s r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡✳

✹✺



❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❛✉❞✐♦ s♦♥t très ♣❡✉ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉①
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ✭❧❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✮✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉①✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡
❋♦✉r✐❡r à ❈♦✉rts ❚❡r♠❡s ✭❚❋❈❚✮✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ét❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é✲
❧❛♥❣❡ ❣❛r❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ✿
X(t, f) = AS(t, f)✳ ▲❛ ❙❈❆ s❡ ❞✐✈✐s❡ ❛❧♦rs ❡♥ q✉❛tr❡ ét❛♣❡s ✿

✕ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ x(t) ❞❛♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ X(t, f) ❀
✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ Â à ♣❛rt✐r ❞❡ X(t, f) ❀
✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s Ŝ(t, f) à ♣❛rt✐r ❞❡ Â ❡t X(t, f) ♣❛r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡
❝♦♠♠❡ ✭✶✳✷✶✮ ♦✉ ✭✶✳✷✷✮ ❀

✕ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ŝ(t) ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡✳

✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆❈■ ♣♦✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ✭s✉r✲✮❞ét❡r♠✐♥és ✿ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥st❛♥t❛♥é ✭s✉r✲✮❞ét❡r♠✐♥é✱ ✐❧ s✉✣s❛✐t ❞✬❡s✲
t✐♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❝❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s q✉✐
♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❡♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ❧✬❆❈■ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡
❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❛♥✐té ❞❡s s♦✉r❝❡s✳

❆❈■ ♣♦✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥és ✿ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ s♦✉s✲
❞ét❡r♠✐♥é✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱
♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s q✉✐ s♦♥t ❛❧♦rs ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡
❛✣♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N −M ✳ ❉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❧✉s ❢♦rt❡s s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ❝♦♠♠❡ s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❛✐❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❊▼✱ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐tr❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❊♥ t❤é♦r✐❡✱ à
❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦✐❡♥t ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❊▼ ❞✬❡st✐♠❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡✈✐❡♥t ❝r✐t✐q✉❡✱ ❡t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ♥✉❧✱ ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ré✲❡st✐♠é❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡
❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳

❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ▼❛tr✐❝❡s ◆♦♥✲◆é❣❛t✐✈❡s ✭❋▼◆◆✮ ✿ ▲❛ ❋▼◆◆ ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛❝t♦r✐s❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮✱ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧❛ ♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈✐té ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❛✉❞✐♦ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥é❣❛t✐✈❡s✳
■❧ ❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ à ♣r♦✜t ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥
tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts à ✈❛❧❡✉r

✹✻



♥♦♥✲♥é❣❛t✐✈❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❡st ♣❡r❞✉❡✱
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳ ▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞♦✐t ❛❧♦rs êtr❡ ét❡♥❞✉ à ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ tr♦✐s
♠❛tr✐❝❡s ❬P❊✵✻❪✱ ♦✉ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♥s❡✉rs ♥♦♥✲♥é❣❛t✐❢s ❬❋❈❈✵✺❛❪✳
❯♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
s♣❡❝tr❛❧❡s ✭♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✮ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ s♦✉r❝❡✳

▲✬❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s P❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s ✿ ❊♥✜♥ ❧✬❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s
P❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s ❞❛♥s ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s
❜✐❡♥ ❞✐s❝t✐♥❝t❡s ✿ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♣✉✐s
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲✬❛✈❛♥✲
t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ sé♣❛r❛♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✬❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❡st q✉✬✐❧ ❡st ❛❧♦rs
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❛✈❡❝ ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s✱ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❘❡st❡ ❛❧♦rs à s❛✈♦✐r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❧✬❤②✲
♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❛✉❞✐♦✱ ❡t q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈❆ q✉❛♥❞ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
r❡s♣❡❝té❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❙❈❆ ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❤②✲
♣♦t❤ès❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✿ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt
❞✐s❥♦✐♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s q✉✐ s❡ ❥✉st✐✜❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♠♦✐♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞✐s❥♦✐♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ♥✬❛ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡
❞✬êtr❡ ✈❛❧✐❞é❡✳

▲❛ ❙❈❆ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ♠♦♥♦✲❝❛♥❛❧
❝❛r ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té s♣❛t✐❛❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡
✹ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦❝❛♥❛❧ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s
▼▼● ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛✈♦✐r ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té à ❧❛ sé❝t✐♦♥ ✶✳✷✳

P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✿ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ✓ s❡✉❧❡ ✔
✭♦♥ s✉♣♣♦s❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✮✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞ét❡r♠✐♥és✳

P❛r ❝♦♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥és q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛♣♣r♦❤❡s q✉✐ s✉♣♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✿

✶✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦ù ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♦✉ ▼▼●✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s✳

✹✼



▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❊▼ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬❡st✐♠❡r t♦✉s ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛
♣♦s❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉✐ r❡♥❞❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ s♦♥
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

✷✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s P❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s q✉✐ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s
s♦✉r❝❡s ♦♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛✲
r❛♠ètr❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s
❡st ❡✛❡❝t✉é❡✱ ♣❛r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ s❛♥s q✉✬✐❧ s♦✐t ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ P❛r
❝♦♥tr❡ ✐❧ ❡st ♥é❝❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ❡st✐♠é ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳

❆✐♥s✐✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉✬✉♥❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❡st✐♠❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♣✉✐s ❧❡s
s♦✉r❝❡s✱ s♦✐t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤♦✐① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥s ❝❤❛♣✐tr❡s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♣✉✐s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r
❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉①✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦♥ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡s ❡t ❞❡
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s ❜❛sé❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té s♣❛t✐❛❧❡✱ ♣❡r♠❡t ❧❛
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧✬♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ q✉❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝❛♣t❡✉r✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♣♦✉r
❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s q✉✐ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺ ❡t q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ♣❛r❢♦✐s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♣♦✉r ♣❛r❧❡r ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬❆❈■ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ ré♣♦s❡♥t s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✳

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧✱ ♥♦✉s ❞❡✲
✈♦♥s ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ tr❛✐t❡✲
♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛✉❞✐♦ ♦♥ ❡♠♣❧♦✐❡ ❢réq✉❡♠❡♥t ❧❛ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r à ❈♦✉rt ❚❡r♠❡
✭❚❋❈❚✮✳ ▲❛ ❚❋❈❚ ❞✉ s✐❣♥❛❧ xm(τ), 0 ≤ τ < T ✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ❡st ✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s très r❛♣✐❞❡s✳

Xm(t, f) =

T−1∑

τ=0

xm(τ)hL(τ −t) exp (−i2πf τ) ✭✷✳✶✮

▲❛ ❢❡♥êtr❡ hL(.) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✉♣♣♦rt [−L /2,L /2] ❞❡ ♥♦r♠❡ ✉♥✐té ‖hL‖ =
1✱ ❡t f ❡st ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ré❞✉✐t❡✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ X(t, f) =
[X1(t, f), · · · , XM (t, f)]T s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞✐s❝rèt❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿ t = k L /2, k ∈ Z✱
❡t f = l/ L, 0 ≤ l ≤ L /2✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ x(t) =
[x1(t), · · · , xM (t)]T ✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r à
❬▼❛❧✵✵❪✳

▲❛ ❚❋❈❚ ♦✛r❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❛✉❞✐♦✱ ❡t ❡st
♣♦✉r✈✉ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡♥ ❣r✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s❡ à
♣r♦✜t ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡
❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ✭✶✳✷✶✮✱ q✉✐ ♣❡✉t s✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s
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♦♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥
❧✬❛ ✈✉ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❧t❡r♥❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s
❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❬▲❙✵✵❜❪✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❬❨❘✵✹✱ ❇❩✵✶✱ ❆❉✵✸❪ ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
ét✉❞✐❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞✐✈✐s❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥ ✷ ét❛♣❡s ✿

✶✳ ▲✬ét❛♣❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s à
♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s♦♥t ❡st✐♠é❡s à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❀

✷✳ ▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❡ rô❧❡ ❡st ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❛r
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡①tr❛✐ts ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
ét❛♣❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡
❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥st❛♥t❛♥é✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡✳

✷✳✶ ▼é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥st❛♥t❛♥é

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✉ ❝❛s ✐♥st❛♥t❛♥é✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐t❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❡st✐♠❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s à ♣❛rt✐r
❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭❣❧♦❜❛❧✮ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦♥t ✉♥
s✉♣♣♦rt q✉❛s✐✲❞✐s❥♦✐♥t✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ✐❧ ② ❛✐t
❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❛❝t✐✈❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡
♣❧✉s s♦✉♣❧❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡
♦ù ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st q✉❛s✐✲❞✐s❥♦✐♥t✳

✷✳✶✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥st❛♥t❛♥é

▲✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ❞❡ N s♦✉r❝❡s ❡t M ❝❛♣t❡✉rs s✬é❝r✐t s♦✉s
❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ✿

xm(t) =

N∑

n=1

amnsn(t) + bm(t), 1 ≤ m ≤M ✭✷✳✷✮

♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿
x(t) = As(t) + b(t) ✭✷✳✸✮

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ amn ∈ R r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ✭♦✉ ✐♥t❡♥s✐té✮ q✉✐ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ s♦✉r❝❡
n s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ m✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ b(t) ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐♦♥❡❧ q✉✐ ❡st s♦✉✈❡♥t ♥é❣❧✐❣é✳

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s N ✱ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥t❡♥s✐té amn✱ à ♣❛r✲
t✐r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ x(t)✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s
❛✈❡✉❣❧❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s N ❡st ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❝♦♥♥✉❡
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❬P❖✵✺❪✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣❡✉t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r ❛✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♥✐ A ♥✐ s(t)✱ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ A ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡
q✉✬à ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡t à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♣rès ❬P❖✵✺❪✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱
♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

∑M
m=1 a2

mn = 1 ❡t q✉❡ a1n ≥ 0 ♣♦✉r 1 ≤ n ≤ N ✱ ❛✜♥ ❞❡ ✜①❡r
❧✬✐♥❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳

●râ❝❡ à ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ Xm(t, f) ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛♥❛✉① xm(t) ❞✉ ♠é✲
❧❛♥❣❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✱ ♦ù
X(t, f) ❡t S(t, f) ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦❧♦♥♥❡s [X1(t, f), . . . , XM (t, f)]T

❡t [S1(t, f), . . . , SN (t, f)]T ✳

X(t, f) = AS(t, f) + B(t, f) ✭✷✳✹✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A = [a1, . . . ,aN ] ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ M × N ✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦❧♦♥♥❡s an =
[a1n, a2n, . . . , aMn]T ❞❡ A s♦♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ ✭M = 2✮✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ A ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r à ❞❡✉①
❞✐♠❡♥s✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

an =

[
cos θn

sin θn

]
∈ R2. ✭✷✳✺✮

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ a2n/a1n = tan θn ❡st ❛♣♣❡❧é ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ✭❉■✮ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
n✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θn ∈]−π/2, π/2] ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ n✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐
♣❡✉t êtr❡ ♥é❣❛t✐❢ s✐ θn < 0✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥st❛♥t❛♥é✱ ❧✬✉♥✐q✉❡
♣❛r❛♠ètr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té θn✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❉■ ❡t θn✱ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ♣❛r❢♦✐s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❉■ ♣♦✉r ♣❛r❧❡r
❞❡ θn✳

✷✳✶✳✷ ✶r❡ ét❛♣❡ ✿ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡

❆✈❛♥t ❞❡ ❞✐s❝✉t❡r ❞❡s ✓ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✔ à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ❝♦♠♣t❡ ❡st✐♠❡r ❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❜t❡♥✉
à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ à tr♦✐s s♦✉r❝❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s
❞❡ ✈❛❧❡✉rs (x1(t), x2(t))✱ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s t ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ s✉r M = 2
❝❛♥❛✉①✳ ◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ à t♦✉s t②♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✱ ♦♥ ❛ tr❛❝é ❧❡s ♣♦✐♥ts

Xℜe(t, f)
△
=[ℜeX1(t, f),ℜeX2(t, f)]T ❡t Xℑm(t, f)

△
=[ℑmX1(t, f),ℑmX2(t, f)]T ✳

❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t à ♣❡✉ ♣rès ❛❧✐❣♥és ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ tr♦✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s an ❞❡ A✳

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡①♣❧♦✐té❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚ ❬❨❘✵✹❪ ❡st q✉❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡s s♦✉r❝❡s
❡st q✉❛s✐✲❞✐s❥♦✐♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚✳

❍②♣♦t❤ès❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞✐s❥♦✐♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ✿ ❙✐ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❛✈❛✐❡♥t ❞❡s s✉♣♣♦rts
t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s s❡r❛✐❡♥t ❛❧✐❣♥és
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✭❛✮ s♦✉r❝❡s ♠✉s✐❝❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣s✲
❢réq✉❡♥❝❡

✭❜✮ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✉s✐❝❛❧ stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡
tr♦✐s s♦✉r❝❡s✳

❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡ss❡♠❜❧❡r❛✐t ❛❧♦rs à ❝❡❧✉✐ ❞❡
❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ♦ù ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f)✱ ♦♥ ❛✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡r✱
✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ♠✐s à ③ér♦ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ❡①❝❡♣té
❧❛ s♦✉r❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ❞♦♠✐♥❛♥t❡ n(t, f) = arg maxn′ |Sn′(t, f)|✱ ❛✜♥ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❛✐❡♥t ✉♥
s✉♣♣♦rt ❞✐s❥♦✐♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

✭❛✮ s♦✉r❝❡s ♠✉s✐❝❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣s✲
❢réq✉❡♥❝❡

✭❜✮ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✉s✐❝❛❧ stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡
tr♦✐s s♦✉r❝❡s✱ q✉✐ ♦♥t été ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡s ❛✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ s✉♣♣♦rt
❞✐s❥♦✐♥t s♦✐t ✈❛❧✐❞❡✳

❊♥ ❡✛❡t s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f)✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡
s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ✉♥ ✐♥❞❡① 1 ≤ n(t, f) ≤ N t❡❧ q✉❡ ∀n 6= n(t, f) |Sn(t, f)| = 0✱
❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ✿

X(t, f) = AS(t, f) = an(t,f) · Sn(t,f)(t, f).

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✿ {
ℜeX(t, f) = an(t,f) · ℜeSn(t,f)(t, f)

ℑmX(t, f) = an(t,f) · ℑmSn(t,f)(t, f)
✭✷✳✻✮

❡t

✺✷



ℜeX2(t, f)

ℜeX1(t, f)
=
ℑmX2(t, f)

ℑmX1(t, f)
=

X2(t, f)

X1(t, f)
= tan θn(t,f) ∈ R ✭✷✳✼✮

❆✐♥s✐✱ s✐ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡s s♦✉r❝❡s ét❛✐t ❞✐s❥♦✐♥t✱ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ♥♦♥ ♥✉❧ ❢♦✉r♥✐r❛✐t
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❡t ✐❧ s✉✣r❛✐t ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡
❝♦♠♣t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✉ r❛♣♣♦rt

RR
21(t, f)

△
=

RX2(t, f)

RX1(t, f)
, ✭✷✳✽✮

♦ù R ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ r❡♣rés❡♥t❡ ✐♥❞✐❢ér❡♠♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ℜe ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❛ ♣❛rt✐❡
✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ℑm✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t
❛❧✐❣♥és s✉r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ A✱ ❝❛r ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞✐s❥♦✐♥t ❞❡s
s♦✉r❝❡s ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ■❧ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s❡ ❜❛s❡r s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♠♦✐♥s ❢♦rt❡s✳

❍②♣♦t❤ès❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt q✉❛s✐✲❞✐s❥♦✐♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ✿ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt
q✉❛s✐✲❞✐s❥♦✐♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ❬❨❘✵✹❪ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ s✐ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ Sn(t, f) ❛ ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t❡ ❛✉ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f)✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s ❛ ❞❡
❣r❛♥❞❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞✬êtr❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉❣❣èr❡ q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥ ✐♥❞❡①
1 ≤ n(t, f) ≤ N t❡❧ q✉❡ |Sn(t,f)(t, f)| ≫ |Sn(t, f)|✱ n 6= n(t, f)✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

X(t, f) ≈ an(t,f)(f) · Sn(t,f)(t, f)

ℜeX2(t, f)

ℜeX1(t, f)
≈
ℑmX2(t, f)

ℑmX1(t, f)
≈ tan θn(t,f) ∈ R ✭✷✳✾✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt q✉❛s✐✲❞✐s❥♦✐♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧❡s
♣♦✐♥ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s♦♥t ❣r♦✉♣é❡s ❛✉t♦✉r ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s an(t,f)(f)✱ ❝❡
q✉✐ ❡st ✈ér✐✜é ♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳ ❆✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❬❇❩✵✶❪ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

✷✳✶✳✸ ✷❡ ét❛♣❡ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❛r ❝❧✉st❡r✐♥❣

❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❑✲
♠❡❛♥s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❬❇❩✵✶❪ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ Φλ(θ) à
♣❛rt✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣✐❝s à ❧✬❡♥❞r♦✐t
❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣✐❝s ❞❡ ❝❡tt❡
❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

✺✸



✷✳✶✳✸✳✶ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ P❛r③❡♥✱
q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❤✐st♦❣r❛♠♠❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ hλ ❝❡♥tré❡s s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

θ(t, f)
△
=tan−1 RR

21(t, f) ✿

Φλ(θ)
△
=
∑

t,f

ω(t, f) · hλ (θ − θ(t, f)) ✭✷✳✶✵✮

♦ù ω(t, f) ❡st ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t q✉✐ ❛ttr✐❜✉❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐❞s ❛✉① ♣♦✐♥ts q✉✐ s♦♥t ❝♦♥s✐❞é✲
rés ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ♣❧✉s ✜❛❜❧❡s ❬❇❩✵✶❪✱ ❡t hλ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❞♦♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt

❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ λ ✿ hλ(θ)
△
= 1√

λ
h
(

θ
λ

)
✱ ♦ù h ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à s✉♣✲

♣♦rt ❧♦❝❛❧❡ ✜①❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ω(t, f) ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ρR(t, f) =√
(RX1(t, f))2 + (RX2(t, f))2 ❞✉ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ✿ ω(t, f) = f(ρR(t, f))✳ ❊♥ ❣é✲

♥ér❛❧✱ f(ρ) = ρ ♦✉ f(ρ) = ρ2✳ ▲✬✐❞é❡ ét❛♥t q✉❡ ✿ à ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ é❣❛❧❡✱ ❧✬❡rr❡✉r ❛♥❣✉❧❛✐r❡
❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ q✉✐ s♦♥t ❧♦✐♥s ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡
❬❇❩✵✶❪✳ ❉❯❊❚ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ω(t, f) = |X1(t, f) · X2(t, f)|p✱ ♦ù ❧❛
✈❛❧❡✉r p = 1 ❡st s✉❣❣éré❡ ❬❨❘✵✹❪✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ s♦✉r❝❡ Sn(t, f)
❞♦♠✐♥❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛✉ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f)✱

|X1(t, f) ·X2(t, f)|p ≈

∣∣∣∣
sin(2θn)

2
· |Sn(t, f)|2

∣∣∣∣
p

.

▲❡ ♣♦✐❞s ω(t, f) ❞❡ ❉❯❊❚ ❞é♣❡♥❞ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θn ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❡t
❞❡✈✐❡♥t ♥✉❧ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❡①trê♠❡s ♦ù ❧❛ s♦✉r❝❡ ♥✬❛♣♣❛r❛✐t q✉❡ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ✭θn = 0 ♦✉
θn = π/2✮✳

❖✉tr❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣♦✐❞ ω(t, f)✱ ✐❧ r❡st❡ à ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ hλ✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥
❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ λ✳ ❇♦✜❧❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❬❇❩✵✶❪ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h✱ ♠❛✐s ❞✬❛✉tr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ λ ❡st très ❞é❧✐❝❛t ❝❛r ✐❧ ✐♥✢✉❡ s✉r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❬❇❩✵✶❪✳

❆✉ss✐ ✐❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ Φλ(θ) ❞♦✐t êtr❡ ❞✐s❝rét✐sé❡ s✉r ✉♥❡
❣r✐❧❧❡ θ(j) = jπ/J ✱ ❛✈❡❝ −J

2 < j ≤ J
2 ✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ✿

✕ ❞✉ ♣♦✐❞s ω(t, f) ❀
✕ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ h ❀
✕ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ λ ❀
✕ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ θ(j)✳

q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s
❡①✐st❡r à ❝❡ ❥♦✉r ❞✬ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❬●r✐✵✼❪✳

❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ✿ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇♦✜❧❧ ❡t ❩✐❜✉❧❡✈s❦② ❬❇❩✵✶❪ ✿

✺✹



✕ ▲❡ ♣♦✐❞s ω(t, f) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ω(t, f) =
ρ(t, f) =

√
|X1(t, f)|2 + |X2(t, f)|2 ❀ ❯♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ s✉r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r

ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts à tr❛✐t❡r✳ ❈❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts
t❡❧s q✉❡ ρ(t, f) < η✱ ❛✈❡❝ η r❡❣❧é à 1/3 ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳

✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ h ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

h(θ) =

{
1− θ

π/4 , |θ| < π/4

0 ❛✐❧❧❡✉rs

✕ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✜①é ✓ à ❧❛ ♠❛✐♥ ✔ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳
❙✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ tr❛✐tés ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❇❩✵✶❪✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✈❛r✐❡ ❞❡ 10−3 à 102 ✭❧♦rsq✉❡ θ ❡st ❡♥ r❛❞✐❛♥✮✳

✕ ▲❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❝❤♦✐s✐❡ ✓ à ❧❛ ♠❛✐♥ ✔ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳
❙✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ tr❛✐tés ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❇❩✵✶❪✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ❝❡
♣❛r❛♠ètr❡ ✈❛r✐❡♥t ❡♥tr❡ J = 30 ❡t J = 540✳

✷✳✶✳✸✳✷ ▲✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ✭❝❛❧❝✉❧é s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥tsXR(t, f)✮
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ❢❛ss❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❧❡✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❑✲♠❡❛♥s✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ♣❛r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣✐❝s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ❞é❧✐❝❛t ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s ✿

✕ ▲❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ✐♥t❡♥s✐tés très ❞✐✈❡rs❡s✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥sé✲
q✉❡♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ✐♥t❡♥s✐té s♦♥t ♣❡✉ ✈✐s✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s✲
♣❡rs✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ❀ ❝✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✭❜✮✳

✕ ❙✐ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ r✐sq✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❡s
❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❧♦rsq✉❡ λ ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞✳

✕ ❙✐ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛ss❡③ ❞✐s❥♦✐♥t❡s✱
✐❧ ② ❛✉r❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♥t❡♥s✐té ♦ù
♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ■❧ ② ❛ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
✉♥ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ❝❧✉st❡r ✭♣♦✉r ❧❡ ❑✲♠❡❛♥s✮✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥ ♣✐❝ ✭♣♦✉r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✮ ❛✈❡❝ ❝❡s ♣♦✐♥ts q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s à ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ♥♦t❡r q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s
❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♣❧✉s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳

✷✳✶✳✹ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡

❆✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ♣❧✉s r♦❜✉st❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❆❜r❛r❞ ❡t ❉❡✈✐❧❧❡ ❬❆❉✵✸❪ s❡
❜❛s❡♥t s✉r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt q✉❛s✐✲❞✐s❥♦✐♥t ❞❡s
s♦✉r❝❡s✳ ■❧s s✉♣♣♦s❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥
t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❡st très s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s
❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ❚■❋❘❖▼ ♥❡ s❡ ❜❛s❡ ♣❛s s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
❣❧♦❜❛❧ q✉✐ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♠❛✐s s✉r ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛✉①

✺✺



❝♦♥tr✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❞❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ Ωt,f ❞❡ t❛✐❧❧❡
|Ω| = 2L+1 ❡t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

Ωt,f = {(t + k L /2, f) | |k| ≤ L} ✭✷✳✶✶✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❚■❋❘❖▼✱ ♦ù ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s
s♦♥t ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡s✳

❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❚■❋❘❖▼✳ ▲❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❡st✐♠é❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞✐❛✲
❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡
s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✭❛✮ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡
♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❛✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❖♥ ♥❡ ✈♦✐t ♣❛s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts
♦✉ ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❞❡ ♣♦✐♥ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✉r
❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✭❜✮✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ très ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t
❞❡s ♣♦✐♥ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❆✐♥s✐✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r ❞ét❡❝✲
t❡r ❝❡s ré❣✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ s✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡
✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳

P♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❝❡s ré❣✐♦♥s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❚■❋❘❖▼ ❬❆❉✵✸❪ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ r❛♣✲
♣♦rt

R21(t, f)
△
=

X2(t, f)

X1(t, f)
, ✭✷✳✶✷✮

❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥ Ωt,f ✿

❱❛r (R21 (Ωt,f )) =
1

|Ωt,f |

∑

(τ,ω)∈Ωt,f

∣∣R21(τ, ω)− R̄21(Ωt,f )
∣∣2 ✭✷✳✶✸✮

✺✻
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✭❜✮ ❘é❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ✉♥❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✳

❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛✉① ❞❡ ❞❡✉① ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❡s
❞r♦✐t❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡s ✈r❛✐❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚
❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ L = 4096✱ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ❞❡ |Ω| = 100✳

❡t ♦ù R̄21(Ωt,f ) ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt R21 ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ Ωt,f ✿

R̄21(Ωt,f ) =
1

|Ωt,f |

∑

(τ,ω)∈Ωt,f

R21(τ, ω). ✭✷✳✶✹✮

❆✐♥s✐✱ s✐ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ Ωt,f ✱ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❛ ✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té très s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❱❛r (R21 (Ωt,f )) ≈ 0 ❡t R̄21(Ωt,f ) ≈ tan θn(t,f)✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ♦♣♣♦sé✱ s✐ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s ♦♥t ❞❡s ✐♥t❡♥s✐tés ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ❱❛r (R21 (Ωt,f ))
❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ③ér♦ ❬❆❉✵✸❪✳

✷✳✶✳✹✳✶ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❚■❋❘❖▼

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚■❋❘❖▼ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ✿

✶✳ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ré❣✐♦♥ Ωt,f q✉✐ ❛ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❱❛r(R21) ♣❛r♠✐ ❧❡s ré❣✐♦♥s
t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❀

✷✳ ❝ré❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θK = tan−1
(
ℜeR̄21(Ωt,f )

)
s✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s à ✉♥❡

❞✐st❛♥❝❡ |R21(Ωt,f )−R21(Ωk)| ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ s❡✉✐❧ ζ ❞✬✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
❝réé❡ θk ❀

✸✳ s✬❛rrêt❡r s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❝réé❡s à ❛tt❡✐♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ K ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
s♣é❝✐✜é❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ s✐♥♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❡r K ❡t r❡✈❡♥✐r à ❧✬ét❛♣❡ ✶✳

✷✳✶✳✹✳✷ ❈r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚■❋❘❖▼

❈❤♦✐① ❞✉ s❡✉✐❧ ζ ✿ ▲❡ s❡✉✐❧ ζ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞♦✐t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡
q✉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥❡ s♦✐t ♣❛s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✱ ♠❛✐s q✉❡ ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s
♣r♦❝❤❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ s♦✐❡♥t q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ❞✐st✐♥❣✉é❡s✳ ▲❡ ré❣❧❛❣❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ζ
s✬❛✈èr❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞é❧✐❝❛t✳

✺✼



❊st✐♠❛t❡✉rs s②♠étr✐q✉❡s ✿ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬❡st✐✲
♠❛t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t s✐ ❧✬♦♥ ♣❡r♠✉t❡ ❧❡s

❝❛♥❛✉①✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ V
(
[θ(τ, ω)](τ,ω)∈Ωt,f

)
❡st s②♠étr✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t

s✐
V
(
[θ(τ, ω)](τ,ω)∈Ωt,f

)
= V

(
[π/2− θ(τ, ω)](τ,ω)∈Ωt,f

)
.

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

E
(
[θ(τ, ω)](τ,ω)∈Ωt,f

)
♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ s♦✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ♣❡r♠✉t❡r ❧❡s ❝❛♥❛✉① s✉r ❧✬❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ q✉❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ q✉❛♥❞ ✿

π/2− E
(
[θ(τ, ω)](τ,ω)∈Ωt,f

)
= E

(
[π/2− θ(τ, ω)](τ,ω)∈Ωt,f

)
.

❊st✐♠❛t❡✉rs ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ✿ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡
♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t s✐
❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡

✈❛r✐❛♥❝❡✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ V
(
[θ(τ, ω)](τ,ω)∈Ωt,f

)
❡st s②♠étr✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t

s✐
V
(
[θ(τ, ω)](τ,ω)∈Ωt,f

)
= V

(
[θ(τ, ω) + α](τ,ω)∈Ωt,f

)
,∀α.

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

E
(
[θ(τ, ω)](τ,ω)∈Ωt,f

)
♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ s♦✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ à ❧✬❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ q✉❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ q✉❛♥❞ ✿

E
(
[θ(τ, ω)](τ,ω)∈Ωt,f

)
+ α = E

(
[θ(τ, ω) + α](τ,ω)∈Ωt,f

)
,∀α.

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
s②♠étr✐❡✳

❊st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❚■❋❘❖▼ ✿ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ✈❛✲
r✐❛♥❝❡ ❱❛r (R21 (Ωt,f )) ♥✬❡st ♣❛s s②♠étr✐q✉❡✱ ❝❛r à ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ é❣❛❧❡✱ ❧❡s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r R21 s❡r♦♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ❝❛✲
♥❛❧ X1 q✉❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ X2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ s♦✉r❝❡ Sn ❞♦♠✐♥❡ ❧❡s
❛✉tr❡s✱ R21 ≈ tan θn✱ ♦r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s✉r R21 ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ✿
∆ tan(θn) =

(
1 + tan2 (θn + ∆θ)

)
∆θ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r R21 ♥❡ s♦♥t

♣❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❡❧❧❡s ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ∆θ ♠❛✐s ❞é♣❡♥❞❡♥t très
❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θn✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧
X1 ✭θn = 0✮✱ ❛❧♦rs ∆R21 ≈ ∆θ✱ ♠❛✐s q✉❛♥❞ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧
X2✱ ✭θn → π/2✮✱ ❛❧♦rs ∆R21 →∞✳

❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ P✉✐❣t ❡t ❉❡✈✐❧❧❡ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s②♠étr✐sé❡ ❞❡
❚■❋❘❖▼ ❬P❉✵✺❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡♥ ♣❧✉s ❞✉ r❛♣♣♦rt R21 ❧❡ r❛♣♣♦rt R12 =
1/R21✳

✺✽



✷✳✶✳✹✳✸ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚■❋❈❖❘❘

❉❡✈✐❧❧❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❚■❋❘❖▼ ❛♣♣❡❧é❡ ❚■❋❈❖❘❘ ❬❉❡✈✵✸❪✳ ❈❡tt❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❚■❋❘❖▼✱ ♠❛✐s ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s ét❛♣❡s
❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ✿ ❉❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚■❋❈❖❘❘✱ ❧❛ ❞ét❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✲❝❛♥❛❧
✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ❝♦❤ér❡♥❝❡ ✐♥t❡r✲❝❛♥❛❧ ❬❆❏✵✷✱ ❱✐♥✵✹❪✮ ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

ĈX1X2 (Ωt,f )
△
=

R̂X1X2 (Ωt,f )√
R̂X1X1 (Ωt,f ) R̂X2X2 (Ωt,f )

✭✷✳✶✺✮

❛✈❡❝ ✿

R̂XiXj
(Ωt,f )

△
=

1

|Ωt,f |

∑

(τ,ω)∈Ωt,f

Xi(τ, ω)X∗
j (τ, ω) ✭✷✳✶✻✮

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
∣∣∣ĈX1X2 (Ωt,f )

∣∣∣ ≤ 1 ✈❛✉t 1 s✐ ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✱ ❡t à ❝♦♥❞✐t✐♦♥

q✉❡ ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♣rés❡♥t❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❛♥❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡
❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st ♥✉❧❧❡ ❜✐❡♥ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ s♦✐t ❛❝t✐✈❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❛ ✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té très s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❡t s✐ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ θ
❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ✭θ 6→ 0, θ 6→ π/2✮✱ ❛❧♦rs ❧❛

✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ s❡r❛ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1 ✿
∣∣∣ĈX1X2 (Ωt,f )

∣∣∣ / 1✳ ❈❡tt❡

❡st✐♠❛t❡✉r ❡st s②♠étr✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♣❛r ❝♦♥tr❡ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✱ ❝❛r ♣❧✉s
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ✭θ → 0, θ → π/2✮✱ ♣❧✉s ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡
❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té ❢♦rt❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s✱ ❛✜♥ q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡

❝♦rré❧❛t✐♦♥
∣∣∣ĈX1X2 (Ωt,f )

∣∣∣ s♦✐t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1✳

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✿ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡
θ ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù

∣∣∣ĈX1X2 (Ωt,f )
∣∣∣ / 1 ❡st ❢❛✐t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ✿ θ̂ = tan−1(ẑ)✱

♦ù ẑ
△
=ℜe

(
bRX1X2(Ωt,f)
bRX1X1(Ωt,f)

)
✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ẑ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❞✉

❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✿

ẑ = arg min
z∈R

‖X2 (Ωt,f )− zX1 (Ωt,f )‖2 ,

♦ù Xm (Ωt,f ) = [Xm(τ, ω)](τ,ω)∈Ωt,f
✳ ❈❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡✳ ❊♥

❡✛❡t✱ s✐ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ẑ ét❛✐t s②♠étr✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✈r❛✐❡ ♣♦✉r
t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts Ωt,f ✿

ℜe

(
R̂X1X2 (Ωt,f )

R̂X1X1 (Ωt,f )

)
= 1

/
ℜe

(
R̂X1X2 (Ωt,f )

R̂X2X2 (Ωt,f )

)
✭✷✳✶✼✮

❖r s✐ ℜe
(
R̂X1X2

)
= R̂X1X2 ✱ ❛❧♦rs ❧✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✶✼✮ ♥✬❡st ✈ér✐✜é❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

♦ù ĈX1X2 (Ωt,f ) = ±1✳

✺✾



✷✳✷ ▼é❧❛♥❣❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✉ ❝❛s ✐♥st❛♥t❛♥é ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡
❛♥é❝❤♦ïq✉❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

✷✳✷✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡

❆✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ s❝è♥❡ ❛✉❞✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠✐✲
❝r♦♣❤♦♥❡s ♣❧❛❝és ❞❛♥s ✉♥❡ s❛❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣❛r♦✐s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s✱ ♦♥
✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s✉✐✈❛♥t ✿

xm(t) =

N∑

n=1

amnsn(t− δmn) + bm(t), 1 ≤ m ≤M ✭✷✳✶✽✮

▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮✱ ❡st ❧✬✐♥✲
tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s δmn✳ ▲❡ ❞é❧❛✐ δmn r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡♥tr❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥
❞✉ s♦♥ ♣❛r ❧❛ s♦✉r❝❡ n ❡t ❧❛ ❝❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❛r ❧❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ m✳ ❈❡ ❞é❧❛✐ ❡st
✐♥❞ét❡r♠✐♥❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛❜s♦❧✉✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ♣❛r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ t❡♠♣s
❞✬❛rr✐✈é ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛♥❛✉①✳ P♦✉r ✜①❡r ❝❡tt❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ δ1n = 0✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥st❛♥t❛♥é✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
∑M

m=1 a2
mn = 1

❡t q✉❡ a1n ≥ 0 ♣♦✉r 1 ≤ n ≤ N ✱ ❛✜♥ ❞❡ ✜①❡r ❧✬✐♥❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❞❛♥s

❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

X(t, f) = A(f)S(t, f) + B(t, f),

♦ù A(f) = [a1(f), . . . ,an(f)] ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ×N ❞♦♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦❧♦♥♥❡s an(f) =
[a1n, a2ne−2iπδ2nf , . . . , aMne−2iπδMnf ]T s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ ✭M = 2✮✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ A(f) ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

an(f) =

[
cos θn

sin θn · e
−2iπδnf

]
∈ C2. ✭✷✳✶✾✮

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θn ∈] − π/2, π/2] ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ n q✉✐ ❡st
❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥st❛♥t❛♥é✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ δn ∈ R ❝❛r❛❝tér✐s❡
❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ n ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❛♥❛✉①✳ ❯♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ n ❡st ❛❧♦rs ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ♣❛✐r❡ (θn, δn)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st s✉r M > 2 ❝❛♥❛✉①✱ ♦♥
♣❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♣❛✐r❡✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❞é❧❛✐s
∆n = [δ1n, δ2n, . . . , δMn]T ∈ RM ❛✈❡❝ δ1n = 0✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ n✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡
♣r♦✜❧ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ n ♣❛r abs (an(f)) ∈ RM ❛✈❡❝ ‖ abs(an(f))‖2 = 1✱ ♦ù
abs(·) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ CM ❞❛♥s RM q✉✐ à t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ CM ❢❛✐t
❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t✳

✻✵



✷✳✷✳✷ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❡t ❞❡s ❞é❧❛✐s

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡ s❡
❜❛s❡♥t✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✐♥st❛♥t❛♥é✱ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt q✉❛s✐✲
❞✐s❥♦✐♥t ❞❡s s♦✉❝❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬❛✉ ♣♦✐♥t
t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f)✱ ❧❛ s♦✉r❝❡ Sn(t,f)(t, f) ❛ ✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té très s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s n 6= n(t, f) ✭|Sn(t,f)(t, f)| ≫ |Sn(t, f)|✮✱ ❛❧♦rs ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✾✮✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt R21(t, f) ❞é✜♥✐ à ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✭✷✳✶✷✮ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

R21(t, f) ≈ tan θn(t,f) · e
−2iπδn(t,f)f .

❉❛♥s ❉❯❊❚✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❡t ❞✉ ❞é❧❛✐
♣❛r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs s✉✐✈❛♥ts ❬❨❘✵✹❪ ✿

θ(t, f)
△
= tan−1 |R21(t, f)| ✭✷✳✷✵✮

δ(t, f)
△
= −

1

2πf
∠R21(t, f) ✭✷✳✷✶✮

♦ù ∠z ∈]π, π] ❡st ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ z✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠é❡s ❧♦❝❛❧❡s✱ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❉❛♥s ❉❯❊❚ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭✉♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✛é✲
r❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té✱ ❧✬❛✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é❧❛✐✮ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡✱ ♣✉✐s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑✲♠❡❛♥s
❝❤❡r❝❤❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣✐❝s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

▲✐♠✐t❡s ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❉❯❊❚ ✿ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❉❯❊❚ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡
s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❞é❧❛✐ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t s✐ ❧❡s ❣❛✐♥s amn s♦♥t t♦✉s ♣♦s✐t✐❢s✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❛✉ ♣♦✐♥t (t, f)✱ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ n(t, f) ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❛❝t✐✈❡✱ ❧✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ θ(t, f) ❞❡ ❉❯❊❚ ✈❛✉❞r❛ ✿ θ(t, f) ≈ |θn(t,f)|✱ ♦r θn(t,f) ❡st ♥é❣❛t✐❢ s✐ a2n

❡st ♥é❣❛t✐❢ ✭a1n ≥ 0✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❧✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❧❛✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮ ❡st ❛♠❜✐❣ü❡ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s
❞é❧❛✐s ♣❡✉t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ P♦✉r s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡st ❞❡ fe = 44.1 ❦❍③
✭❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ❈❉ ❛✉❞✐♦✮✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧❡ s✐❣♥❛❧
♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡st ❞❡ c/fe = 7.8 ♠♠✱ ♦ù c = 344 ♠✴s ❡st ❧❛ ✈✐✲
t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ s♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❞❡s ❞é❧❛✐s ✐♥❢ér✐❡✉rs à ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ dmic ❡♥tr❡ ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❞♦✐t êtr❡ ❛✉ ♣❧✉s dmic = c/fe✱ q✉✐ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ à 44.1 ❦❍③ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ 7.8 ♠✐❧❧✐♠ètr❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ré❡❧ ✿ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
❛✉ ❝❛s ✐♥st❛♥t❛♥é✱ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ét❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
♣❧✉s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ré❡❧s ❝♦♥str✉✐ts ❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐♥ts Xℜe(t, f) ❡t
Xℑm(t, f)✳ P♦✉r s✬❡♥ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ Sn(t, f) = ρn(t, f)eiφn(t,f)

❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦✉r❝❡ ❛❝t✐✈❡✱ ❛❧♦rs ✿

✻✶



{
Rℜe

21 (t, f) ≈ tan θn
cos(φn(t,f)−2iπδnf)

cos(φn(t,f))

Rℑm
21 (t, f) ≈ tan θn

sin(φn(t,f)−2iπδnf)
sin(φn(t,f))

✭✷✳✷✷✮

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r R21(t, f) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✷✮✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt RR
21(t, f) ❞é✲

♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ q✉✐ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳

✷✳✷✳✸ ❆♠❜✐❣✉ïté ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡s ❞é❧❛✐s ❞❡ ❉❯❊❚

❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt
R21(t, f) ❡st ❞é✜♥✐❡ à 2kπ ♣rès✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ n(t, f) ❡st
❛❝t✐✈❡✱

∠R21(t, f) ≈ −2πδn(t,f)f + 2kπ ∈]− π, π[.

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ré❞✉✐t❡ f ≤ 1/2✱ s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❞é❧❛✐ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱
❝✳❛✳❞✳ δn(t,f) ∈ [−1,+1[✱ ❛❧♦rs k = 0 ❡t

δ(t, f) ≈ δn(t,f).

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❉❯❊❚ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮ ❡st t♦✉t ❛ ❢❛✐t ♣❡rt✐♥❡♥t✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❞é❧❛✐ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❝✳❛✳❞✳ δn(t,f) 6∈

[−1,+1[✱ ❛❧♦rs ✿

δ(t, f) ≈ δn(t,f) +
k

f
,

♦ù δn(t,f) ❡t k s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉s✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ❧❡s ❞é❧❛✐s s♦♥t s✉♣ér✐❡✉rs à ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡

❧❡s ❡st✐♠❡r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳

✷✳✷✳✹ ❆✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s

❆✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❧❛✐ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s❡✉❧
♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❡st✐♠❡r ❧❡s ❞é❧❛✐s ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ à
♣❛rt✐r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ✭à ❞✐✛ér❡♥ts ❢réq✉❡♥❝❡s✮ s✉♣♣♦sés ❛♣♣❛rt❡♥✐r
à ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ s♦✉r❝❡✳

P✉✐❣t ❡t ❉❡✈✐❧❧❡ ét❡♥❞❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❚■❋❘❖▼ ❬P❉✵✺❪ ❡t ❚■❋❈❖❘❘ ❬P❉✵✻❪ ❡♥
❡st✐♠❛♥t ❧❡s ❞é❧❛✐s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ✿

ΩF
t,f = {(t, f + k/L) | |k| ≤ L}. ✭✷✳✷✸✮

❊♥ ❝♦♥st❛t❛♥t q✉❡ s✐ ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ΩF
t,f ✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❡st✐♠❛✲

t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ φt(f
′)

△
=∠R21(t, f

′) ≈ −2iπδn(t,f)f
′ + 2k(t, f ′)π ♣♦✉r (t, f ′) ∈ ΩF

t,f ✱
s♦♥t s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❞r♦✐t❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣❡♥t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r δn(t,f)✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s k(t, f ′)
s♦✐❡♥t t♦✉s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ΩF

t,f ✳ P✉✐❣t ❡st✐♠❡ ❛❧♦rs ❝❡tt❡ ❞r♦✐t❡ ♣❛r ré❣r❡s✲
s✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✮✱ ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❞é❧❛✐✳ ■❧ ❡st ❝♦♥♥✉
❬❙❛♣✾✵❪ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st
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✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡s f ∈ ΩF
t,f ✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s

♣♦✐♥ts ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ ΩF
t,f ❛②❛♥t ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ✈♦✐s✐♥❡s✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①♣❧✐✲

❝❛t✐✈❡s ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❡t ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ♣❡✉t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
êtr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳

❇♦✜❧❧ ❬❇♦❢✵✸❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❞✬✐♥t❡♥s✐té✱ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts q✉✐ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞✬✉♥❡
♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♣✉✐s ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❞é❧❛✐s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ✭❝❧✉st❡rs✮✳

❇♦✜❧❧ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s✐ ♦♥ ❝♦rr✐❣❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ X2(t, f) ♣❛r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r 2πδf ✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts
(t, f) ❞✉ ❝❧✉st❡r n✱ ♦♥t ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ✿

R̃21(t, f, δ) ≈ tan θn · e
−2iπ(δn−δ)f ,

❛✈❡❝ R̃21(t, f, δ)
△
= X2(t,f)·e2iπδf

X1(t,f) ✳ ❊t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù δ = δn✱

R̃21(t, f, δ) ≈ R̃R
21(t, f, δ) ≈ tan θn,

❛✈❡❝ ✿ R̃R
21(t, f, δ)

△
= RX2(t,f)·e2iπδf

RX1(t,f) ✳

❆✐♥s✐✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt R̃R
21(t, f, δ)✱ q✉✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ δ 6= δn ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡

❧❛ s♦✉r❝❡ ✭❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✷✮✱ ❡st é❣❛❧ à tan θn q✉❛♥❞ δ = δn✳ P♦✉r ❡st✐♠❡r
❧❡ ❞é❧❛✐ δn✱ ❇♦✜❧❧ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ δ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts (t, f) ❢♦r♠❡♥t
✉♥ ❝❧✉st❡r✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ δ ❝♦♠♠❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡♥tré❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ t♦✉❥♦✉rs s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬❛✈ér❡r ❞é❧✐❝❛t à ré❣❧❡r✳

✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①♣❧♦✐✲
t❛♥t ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ✐♥st❛♥t❛♥é ❡t
❛♥é❝❤♦ïq✉❡✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❛r
❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts
t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ✉♥ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❛✐❡♥t ❞❡s s✉♣♣♦rts
q✉❛s✐✲❞✐s❥♦✐♥t✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
s♦✉r❝❡ ✐❧ ② ❛✐t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ à êtt❡
❛❝t✐✈❡✳ ❈❡s ré❣✐♦♥s s♦♥t ❞ét❡❝té❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt RR

21(t, f)✱ ❡t ❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❡st✐♠é❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s
❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛✉①✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té
❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❞é❧❛✐s✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s
✐♥st❛♥t❛♥é s♦♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡s ❛✉ ❝❛s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ❞é❧❛✐s
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s♦✐❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t r❛r❡♠❡♥t ✈ér✐✜é ❡♥
♣r❛t✐q✉❡✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡st✐♠❡r ❞❡s ❞é❧❛✐s s✉♣ér✐❡✉rs à ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥✱ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ s♦✉r❝❡✱
à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❯♥❡ ♣✐st❡ ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s✉❣❣èr❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❆❉✲❚■❋❘❖▼
❬P❉✵✺❪ ❡t ❆❉✲❚■❋❈❖❘❘ ❬P❉✵✻❪✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇♦✜❧❧ ❬❇♦❢✵✸❪✱ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛
❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té✱ ❞❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡✳

❯♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s
❞❡ ♣rés❡♥t❡r✱ ❡st q✉❡ ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❞♦♥t ❧❛
✈❛❧❡✉r ❛❞éq✉❛t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ λ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉
s❡✉✐❧ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚■❋❘❖▼ à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡
❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ s♦♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦♥t ❧✬❛❥✉s✲
t❡♠❡♥t ♣❛r❢♦✐s ❞é❧✐❝❛t ❞♦✐t êtr❡ ❢❛✐t ✓ à ❧❛ ♠❛✐♥ ✔ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s tr❛✐té❡s✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ré❣❧❛❣❡
♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦✐t ❞✐✛ér❡♥t ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ à ❧✬❛✉tr❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡
✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ q✉✐ ❧❛✐ss❡ ♣❡♥s❡r q✉✬✉♥ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
q✉✐ s♦✐t ❧❡ ♣❧✉s ❛❞❛♣t❛t✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✱ s❡r❛✐t ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥
r♦❜✉st❡ ❡t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳

❯♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❡st
q✉✬❡❧❧❡s r❡♣♦s❡♥t s♦✉✈❡♥t s✉r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❛s②♠étr✐q✉❡s✱ ♦✉ ❞✉ ♠♦✐♥s ♥♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts
♣❛r r♦t❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ✈❛r✐❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té
❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

✻✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♣♦✉r
❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s

▲✬ét❛♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ q✉✐ ♦♥t été ❡st✐♠é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❡t ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❝❛♥❛✉① ✭M ≥ 2✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❆❈■ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✮ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥és ✭N ≥M✮✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱
❝✳✲à✲❞✳ s❡❧♦♥ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s N ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉① M ✱ ❡t
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs
❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳

✸✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✭s✉r✲✮❞ét❡r♠✐♥é

◗✉❛♥❞ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ✭s✉r✲✮❞ét❡r♠✐♥é ❡t ♥♦♥ ❜r✉✐té✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✐♥✈❡rs❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♠é❧❛♥❣❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳

▼é❧❛♥❣❡s ✐♥st❛♥t❛♥és ✿ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ✐♥st❛♥t❛♥é✱ ❝❡tt❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥
♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧

ŝ(t)
△
= Â−1x(t),

♦✉ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é

Ŝ(t, f)
△
= Â−1X(t, f).

❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é ✐♥✈❡rs❡ ❛✜♥
❞❡ r❡st❛✉r❡r ❧❡s s♦✉r❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs❡ Â−1✱ ♣❛r ❧❛
♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ Â†✳ ❙✐ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❡st ❡①❛❝t❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ Ψ(x) ❞✉ s✐❣♥❛❧ x = [x(τ)]Tτ=1
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s✉✐✈✐❡ ❞❡ s❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥ ♣❡r♠❡tt❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ x = Ψ−1 (Ψ(x))✱ ❛❧♦rs
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ♦✉ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❬●r✐✵✼❪✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❡st✐♠é❡✱ ❛❧♦rs
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s s❡r❛ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ♣❛r❢❛✐t❡✳

▼é❧❛♥❣❡s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s ✿ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥❡ ♣❡✉t
♣❧✉s êtr❡ ✐♥✈❡rsé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧✱ ♠❛✐s ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❧✬êtr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
tr❛♥s❢♦r♠é ✿

Ŝ(t, f)
△
= Â−1(f)X(t, f).

▲❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ r❡st❛✉ré❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é
✐♥✈❡rs❡✳

✸✳✷ ❍②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉①

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s J ❡♥
❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉① M ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❡st✐✲
♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥
♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ X(t, f)✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù J ≥M ✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡
q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s J s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s✳

✸✳✷✳✶ ❈❛s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ ✿ ▼❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❛rt ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ s♦✉r❝❡
❛❝t✐✈❡✱ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛✐♥s✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ q✉❡ ❧❡s
s♦✉r❝❡s ♦♥t ✉♥ s✉♣♣♦rt ❞✐s❥♦✐♥t ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛❝t✐✈❡ n(t, f) ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s✉r ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✐♥❛❝t✐✈❡s✳
❖♥ ♣❛r❧❡ ❛✐♥s✐ ❞❡ ♠❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

Ŝn(t, f)
△
=

{
aH

n (f)X(t, f) si n = ñ(t, f)
0 si n 6= ñ(t, f)

✭✸✳✶✮

♦ù ñ(t, f) ❡st ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❡st✐♠é ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛❝t✐✈❡✱ q✉✐ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r
❧✬❡rr❡✉r ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✿

ñ(t, f)
△
= arg min

n
‖X(t, f)− an(f)aH

n (f)X(t, f)‖2 ✭✸✳✷✮

= arg max
n

∣∣aH
n (f)X(t, f)

∣∣ ✭✸✳✸✮

▲❛ s♦✉r❝❡ ñ(t, f) q✉✐ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❛❝t✐✈❡ ❛✉ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲
❢réq✉❡♥❝❡ (t, f) ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ s❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❡
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♠é❧❛♥❣❡ X(t, f)✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚ ❬❨❘✵✹❪✱ ♦ù ❛✉
❧✐❡✉ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛❝t✐✈❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ aH

n (f)X(t, f) ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s✉r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡✱ ♦♥ ❡st✐♠❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ♣❛r ♠❛sq✉❛❣❡ ❞✬✉♥ ❞❡s ❝❛♥❛✉① Xm(t, f) ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

❍②♣♦t❤ès❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt q✉❛s✐✲❞✐s❥♦✐♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ✿ ◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡
❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡s s♦✉r❝❡s ♥✬❡st ♣❛s ❞✐s❥♦✐♥t ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡ ❡st ❛❧♦rs
❝❡❧❧❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt q✉❛s✐✲❞✐s❥♦✐♥t ❞❡s s♦✉r❝❡s ❬❨❘✵✹❪✳

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❝❤❡r❝❤❡ à ❡st✐♠❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f) ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Sn(t, f) ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ Sn q✉✐ ❡st
❧❛ ♣❧✉s ❛❝t✐✈❡✱ ❡t ❛ttr✐❜✉t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥✉❧❧❡ ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s q✉✐ s♦♥t
s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❛❝t✐✈❡s✳

✸✳✷✳✷ ❈❛s ❣é♥ér❛❧ ♦ù J < M

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù M > 2 q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s
❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉① J < M ✱ ♠❛✐s
♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à ✶✳ ●r✐❜♦♥✈❛❧ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❬●r✐✵✸❪ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡
❧❡ ♠❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s J < M s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s ❛✉
♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f)✱ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ AJ (t,f)(f) ❞❡
A ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s J s♦✉r❝❡s ✿





[
Ŝj(t, f)

]

j∈eJ (t,f)

△
= A

†
eJ (t,f)

(f)X(t, f)

Ŝn(t, f)
△
= 0 si n 6∈ J̃ (t, f)

✭✸✳✹✮

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s J (t, f) ❛✉ ♣♦✐♥t (t, f)✱ ❛♣♣❡❧é ♣❛tt❡r♥ ❞✬❛❝t✐✈✐té
❬❱●P✵✼❪✱ ❡st ❡st✐♠é ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✿

J̃ (t, f)
△
= arg min

J \|J |≤J
‖X(t, f)−AJ (f)A†

J (f)X(t, f)‖2 ✭✸✳✺✮

= arg max
J \|J |≤J

‖AJ (f)A†
J (f)X(t, f)‖2 ✭✸✳✻✮

♦ù | J | ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✉ ♣❛tt❡r♥ ❞✬❛❝t✐✈✐té✳

✸✳✸ ❍②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s

❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s s✉♣♣♦sé❡s ❛❝t✐✈❡s ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉①
M ✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉✬❛✈❡❝ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ J ≥M s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s✱
♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

P❛r ❝♦♥tr❡ s✐ ❧✬♦♥ s♣é❝✐✜❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❛✉ ▼❛①✐♠✉♠ ❛ P♦st❡r✐♦r✐ ✭❝r✐tèr❡ ▼❆P✮ s♦✉s
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

✻✼



✸✳✸✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t
t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ♦♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡✱
❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✜①❡s✳

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡ ❬❲❙▼✵✺✱ ▲▲●❙✾✾✱
❩P✵✶❪✱ ♠❛✐s ❞✬❛✉tr❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ♣❛r❢♦✐s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❛✈❡❝ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❜✐✲❣❛✉ss✐❡♥ ❬❉▼✵✹❪ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❧✬❛✉tr❡ ❛②❛♥t ✉♥❡
✈❛r✐❛♥❝❡ q✉❛s✐✲♥✉❧❧❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❙t✉❞❡♥t ❬❋●✵✻❪✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❛♣r✐s
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s ❬❈●✾✷✱ ●●✽✽❪✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✱ ❧❛ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ▲❛♣❧❛✲
❝✐❡♥♥❡ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ ét❛♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♦♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧❡
♠♦❞✉❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❛r ✉♥❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✼✮ ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s p > 0 ❡t β > 0✳ ▲❛ ♣❤❛s❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡✳

P (Sn(t, f)) = p
β1/p

Γ(1/p)
e−β|Sn(t,f)|p ✭✸✳✼✮

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s p ❡t β ❞✐r✐❣❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù p = 2✱ ❧❛ ❧♦✐ ❡st ✉♥❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❡t q✉❛♥❞ p = 1 ❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t
▲❛♣❧❛❝✐❡♥♥❡✳

✸✳✸✳✷ ❈r✐tèr❡ ❞✉ ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r✐

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ▼❆P ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s (β, p) ❝♦♥st❛♥t ❡st ❛❧♦rs
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✮✳

Ŝ(t, f) = arg min
S\A(f)S=X(t,f)

‖S‖p ✭✸✳✽✮

♦ù ‖S‖p ❡st ❧❛ ♥♦r♠❡ lp ❞❡ S ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ‖S‖p
△
=
∑N

n=1 |Sn|
p✳

▲❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉① ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ p ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡
0 ❡t 1✱ ❡t ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ q✉❛♥❞ p ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡
q✉❡ ❧♦rsq✉❡ p = 2✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s
❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭✸✳✽✮ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉
♠é❧❛♥❣❡✳

✸✳✸✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ▼❆P

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✮ ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❡
♣❛r❛♠ètr❡ p ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à 1✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧♦rsq✉❡ p = 1✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥✈❡①❡
❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭❙❖❈P✮ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❬❲❙▼✵✺✱ ❇♦❢✵✸❪✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦✉ p < 1✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥✈❡①❡✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❱✐♥❝❡♥t ❬❱✐♥✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù N = M + 1✳

✻✽



❙✐ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✉t✐❧✐sé❡ s♦♥t ré❡❧s✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s s✐ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡
▼❉❈❚ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✽✮ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
p = 1✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ré❞✉✐t à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù 0 ≤ p < 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐tér❛t✐❢s ❝♦♠♠❡ ❋❖❈❯❙❙ ❬●●❘✾✺❪✱ ❞♦♥t
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛ss❡③ ❧♦✉r❞❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❛ été ♣r♦✉✈é q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❡❧✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✽✮ ❝♦♥❞✉✐s❛✐t à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s ❡st ❛✉ ♣❧✉s
J = M ❬❑❉❘❊+✾✾❪✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s N ❡t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs M ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♠♣❧♦②❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ M s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

J̃ (t, f)
△
= arg min

J \|J |=M
‖AJ (f)−1X(t, f)‖p ✭✸✳✾✮

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s à t❡st❡r ❡st
(
M
N

)
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♠❛✐s ♥✬❡st q✉❡ ❞❡

N(N−1)
2 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s ♣✉✐ss❡

êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r à M ✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t êtr❡ ❡♠♣❧♦②é❡ s❛♥s
q✉✬✐❧ ② ❛✐t ❞❡ ❣r♦ss❡s ♣❡rt❡s ❞❛♥s ❧❛ q✉❛❧✐té ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❬❲❙▼✵✺✱ ❱✐♥✵✼❪✳ ■❧ s❡♠❜❧❡
❛✉ss✐✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❡t ❧❡s ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❱✐♥❝❡♥t ❬❱✐♥✵✼❪ q✉❡
❧♦rsq✉❡ p ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r pcrit q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱
❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♥✬❡①❝è❞❡ ♣❛s M ✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ s❡ ❥✉st✐✜❡ ♣♦✉r ❞❡s p ❢❛✐❜❧❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ✐♥st❛♥t❛♥és✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❬❇❩✵✶❪ s✐♠♣❧✐✜❡♥t ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ✭✸✳✽✮ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ X(t, f) =
AS(t, f) ❡♥ ❞❡✉① ♠é❧❛♥❣❡s ré❡❧s ℜeX(t, f) = AℜeS(t, f) ❡t ℑmX(t, f) = AℑmS(t, f)✱
❡t rés♦❧✈❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✽✮ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛✲
❣✐♥❛✐r❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ Ŝ(t, f) ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠❜✐♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
ℜeŜ(t, f) ❡t ❞❡ ℑmŜ(t, f)✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉♣♣♦s❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ S(t, f)✱ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛❧❡✳

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s
❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧♦rsq✉❡
❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♦✉ s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡st✐♠é❡s ♣❛r ✐♥✈❡r✲
s✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ s❛♥s q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥❡ s♦✐t ❢❛✐t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦✉r❝❡s ❡st s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✱ ❡t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧♦✐té❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡st✐♠é❡
✉♥✐q✉❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❆✐♥s✐ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉①✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❝♦♠♠❡ ❝r✐✲
tèr❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ♦✉ ❜✐❡♥ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s
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♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✱ ❛❧♦rs ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ét❛♥t ♣❛r❢❛✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐✈♦q✉❡✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré✲
s❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t très ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝❛r ❡❧❧❡ s♦♥t r❛♣✐❞❡s ❡t ❞♦♥♥❡♥t
❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♠❡tt❡♥t s♦✉✲
✈❡♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs q✉❛♥❞ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s s♦♥t ❛❝t✐✈❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥ts✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡st q✉❡
❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❥❡✉ ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ s✐ ❜✐❡♥ q✉❡ s❡✉❧❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❡st ❡①♣❧♦✐té❡
❛✜♥ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♥st❛t❡ ❳✐❛♦ ❬❳❳❋✵✺❪ ❧❡s
s♦✉r❝❡s q✉✐ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❛❝t✐✈❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❝❡❧❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t
❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲
❞ét❡r♠✐♥é✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣r✐s ❡♥
❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✳

✼✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
▼▼● s♣❡❝tr❛❧

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s
s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❡st✐♠é❡s ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r ❛✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉①✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❡r
❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦♣❤♦♥✐q✉❡ ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❝❛♣t❡✉r
✭M = 1✮✳

❉✬❛✉tr❡s ♣❛rt✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡s
s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦♥t t♦✉t❡s ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡s
s♦✉r❝❡s ♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞✐✈❡rs❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧❡ ♣♦✐♥t s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
s♣❡❝tr❛❧ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦♣❤♦♥✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ Sn s✉r ✉♥❡ tr❛♠❡ t ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚✱ Sn(t)
△
=[Sn(t, f)]f ✱ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥

▼♦❞è❧❡ ❞❡ ▼é❧❛♥❣❡ ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ✭▼▼●✮✳ ❈❤❛q✉❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡ ▼▼● s♣❡❝tr❛❧
♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❉❡♥s✐té ❙♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ P✉✐ss❛♥❝❡ ✭❉❙P✮ t②♣✐q✉❡ ❞✬✉♥❡
s♦✉r❝❡✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s ❛ été ♣r♦♣♦sé❡
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❊♣❤r❛✐♠ ❬❊♣❤✾✷❪ ♣♦✉r ❧❡ ❞é❜r✉✐t❛❣❡ ❡t ♣❛r ❇❡♥❛r♦②❛ ❬❇❇✵✸❪ ♣♦✉r
❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐q✉❡✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❛♣♣r✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ q✉✐ s♦♥t ❧❡s s✐❣♥❛✉① s♦✉r❝❡s ❡✉①✲♠ê♠❡s ✭❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐st❡✮✱ ♦✉
❜✐❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✐❣♥❛✉① q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉① s♦✉r❝❡s ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ à sé♣❛r❡r✳ ❖③❡r♦✈ ❬❖③❡✵✻❪ ❛ ét✉❞✐é ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❇❡♥❛r♦②❛✱ ♣❛r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞✐t ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣♥❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛ ♣r✐♦r✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉
♠é❧❛♥❣❡✳ ■❧ ❛ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣♦✉r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✈♦✐①✴♠✉s✐q✉❡✳ ▲❡
❙❉❘ s✬❡♥ ❡st tr♦✉✈é ❛♠é❧✐♦ré ❞❡ 5 ❞❇ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ♥♦♥✲❛❞❛♣tés✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▼▼● s♣❡❝tr❛❧✱ ❡t ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦✲
❞è❧❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❖③❡r♦✈✱

✼✶



❝✳✲à✲❞✳ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦♣❤♦♥✐q✉❡ à ✷ s♦✉r❝❡s✳ ◆♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧ à N s♦✉r❝❡s✳ ❈❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠✐♥❡✉r❡
ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♦♥t ❞é❥à été ❡①♣♦sé❡s ♣♦✉r ❞❡s ▼▼● s❝❛❧❛✐r❡s ré❡❧s ❬❆tt✾✾❪✳

✹✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ✐❝✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼▼● s♣❡❝tr❛❧ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❖③❡r♦✈
❬❖③❡✵✻❪✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ Sn à ❧❛ tr❛♠❡ t✱ s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r
✉♥ ▼▼● ♠✉❧t✐✈❛r✐é ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

P (Sn(t)|λn) =
∑

kn

πn,kn
Nc(Sn(t); 0̄,Σn,kn

) ✭✹✳✶✮

♦ù Nc(V ;µ,Σ) ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ❝♦♠♣❧❡①❡
❝✐r❧✉❧❛✐r❡ V ❞❡ t❛✐❧❧❡ d ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

Nc(V ;µ,Σ) = π−d [det (Σ)]−1 exp
[
− (V − µ)H Σ−1 (V − µ)

]
, ✭✹✳✷✮

♦ù λn
△
= {πn,kn

,Σn,kn
}kn

❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ▼▼● ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ Sn✱ πn,kn

❡st ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧❛ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ kn ❞✉ ▼▼● ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ Sn✱ ❡t Σn,kn

△
= ❞✐❛❣([σ2

n,kn
(f)]f )

❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ kn ❞✉ ▼▼● ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ Sn✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉
✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ Sn(t) s♦♥t ❞é❝♦rré❧é❡s ❬P✐❝✾✹❪✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σn,kn

❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ Nc(Sn(t); 0̄,Σn,kn
)

❞✉ ▼▼● ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

Nc(Sn(t); 0̄,Σn,kn
) =

∏

f

1

π · σ2
n,kn

(f)
exp

[
−
|Sn(t, f)|2

σ2
n,kn

(f)

]

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① à ✸✷ ét❛ts✳ ❖♥ ❛ r❡♣rés❡♥té
s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ❧❡s ❉❙P σ2

n,kn
= [σ2

n,kn
(f)]f ♣♦✉r 1 ≤ kn ≤ 32 ❞❡s ▼▼● λn ❞❡ ❞❡✉①

s♦✉r❝❡s Sn, n = {1, 2}✳

✹✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✷ s♦✉r❝❡s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐q✉❡

❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❖③❡r♦✈ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐q✉❡ x(t) = s1(t) + s2(t)✱ q✉✐
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ s✬é❝r✐t ✿

X(t, f) = S1(t, f) + S2(t, f) ✭✹✳✸✮

❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s Λ = {λ1, λ2} ❞❡s ❞❡✉① s♦✉r❝❡s
q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ sé♣❛r❡r✱ ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ S1 ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♠✐♥✐♠✐s❛♥t

✼✷
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✭❜✮ ▼▼● s♣❡❝tr❛❧ à
✸✷ ét❛ts ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡
❞❡ ✢ût❡✱ ❝❤❛q✉❡ ét❛t
❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r s❛
❉❙P
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✭❞✮ ▼▼● s♣❡❝tr❛❧ à
✸✷ ét❛ts ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡
❞❡ ✢ût❡✱ ❝❤❛q✉❡ ét❛t
❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r s❛
❉❙P

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① à ✸✷ ét❛ts ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡s
s♦✉r❝❡s✳

❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✉ ▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❊rr❡✉r ◗✉❛❞r❛t✐q✉❡ ▼♦②❡♥♥❡ ✭▼❊◗▼✮ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

E
{
‖Ŝ1 − S1‖

2
} △

=
∑

t,f

E
{
|Ŝ1(t, f)− S1(t, f)|2

}
✭✹✳✹✮

❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r ♣♦♥❞éré ✿

Ŝ1(t, f) = E {S1(t, f) |X(t);Λ}

=
∑

k1,k2

γk1,k2(t)
σ2

1,k1
(f)

σ2
1,k1

(f) + σ2
2,k2

(f)
X(t, f) ✭✹✳✺✮

❛✈❡❝ X(t)
△
=[X(t, f)]f ✱

∑
k1,k2

γk1,k2(t) = 1 ❡t γk1,k2(t) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ q✉❡

✼✸



❧❛ s♦✉r❝❡ S1 s♦✐t ❞❛♥s ❧✬ét❛t k1 ❡t ❧❛ s♦✉r❝❡ S2 ❞❛♥s ❧✬ét❛t k2 à ❧❛ tr❛♠❡ t ✿

γk1,k2(t)
△
=P (k1, k2|X(t);Λ) ✭✹✳✻✮

∝ π1,k1 π2,k2 Nc(X(t); 0̄,Σ1,k1 +Σ2,k2).

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ S2 ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s
1 ❡t 2✳

❆✐♥s✐ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s s✬❡✛❡❝t✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♠❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿

✶✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s ét❛ts γk1,k2(t) ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮ ❀ ❈❡tt❡
ét❛♣❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ét❛ts✳

✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r ♣♦♥❞éré ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ❬❖③❡✵✻❪ q✉✬à ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✭✹✳✺✮✱ ✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
ét❛ts✱ ❡t ❢❛✐r❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t à ♥❡ ❣❛r❞❡r q✉✬✉♥ s❡✉❧ ✜❧tr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬ét❛t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡✳ ❈❡t ❡st✐♠❛t❡✉r ❛♣♣r♦❝❤é ❛♣♣❡❧é ❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉r ♣❛r
♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮ ❛♣♣❡❧é ❡st✐♠❛t❡✉r ❞♦✉①✱ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡
✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉r✱
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s s✬❡✛❡❝t✉❡ ❛❧♦rs ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♠❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿

✶✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬ét❛t ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ (k∗
1(t), k

∗
2(t)) = arg max(k1,k2) γk1,k2(t) ❀

✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡❲✐❡♥❡r ✿ Ŝ1(t, f) =
σ2
1,k∗1(t)

(f)

σ2
1,k∗1(t)

(f)+σ2
2,k∗2(t)

(f)
X(t, f)

✹✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s N s♦✉r❝❡s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ à M ❝❛♥❛✉①

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à N s♦✉r❝❡s ❡t M ❝❛♥❛✉① ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s Λ✱ q✉✐ ❛ été ♣ré✲
s❡♥té à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s♣❛t✐♦✲s♣❡❝tr❛❧❡✱ ♥é❝❡ss✐t❡
❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s Λ✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r ♣♦♥❞éré ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s s♦✉r❝❡s S ❛✉
♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f)✱ q✉✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦♣❤♦♥✐q✉❡ à ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ❡st ❞♦♥♥é
♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮✱ s✬♦❜t✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ à M ❝❛♥❛✉① ❡t N s♦✉r❝❡s✱ ❞❡
❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ▼▼● s❝❛❧❛✐r❡s ❬❆tt✾✾✱ ❇▼❈✾✼❪ ✿

Ŝ(t, f) =
∑

k

γk(t)Wk(f)X(t, f) ✭✹✳✼✮

♦ù k
△
=[k1, k2, · · · , kN ]T ❡t Σk(f)

△
= ❞✐❛❣([σ2

1,k(f), σ2
2,k(f), · · · , σ2

N,k(f)])✳
γk(t) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s ét❛ts à ❧❛ tr❛♠❡ t ✿

γk(t)
△
=P (k|X(t);A,Λ) ∝ πk

∏

f

Nc

(
X(t, f); 0̄,AΣk(f)AT

)
✭✹✳✽✮

✼✹



♦ù X(t)
△
=[X(t, f)]f ❡t ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r s♣❛t✐♦✲s♣❡❝tr❛❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

Wk(f)
△
=Σk(f)AT

(
AΣk(f)AT

)−1
✭✹✳✾✮

▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à N s♦✉r❝❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
❞❡s ét❛ts ❞✉ ▼▼● ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮✱ ♥✬❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡
q✉❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s N ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts K ♣❛r s♦✉r❝❡ ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ é❧❡✈é✱
❝❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛t ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ KN ✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✾✮ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❱✐♥❝❡♥t ❬❱❘✵✹❪
q✉✐ ❛ é✈❛❧✉é ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ s♣❛t✐♦✲s♣❡❝tr❛❧❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t s♣❛t✐❛❧❡ ♦✉ s♣❡❝tr❛❧❡✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① ✐♥str✉♠❡♥ts
❞❡ ♠✉s✐q✉❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✳

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✉t✐✲
❧✐s❛♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à été ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ♠♦♥♦♣❤♦♥✐q✉❡s à ❞❡✉① s♦✉r❝❡s✱ ♦ù ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❜❛sé❡s s✉r
❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ s♦♥t ✐♥❛❞❛♣té❡s✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à N s♦✉r❝❡s ❡t M ❝❛♥❛✉①
❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❊▼ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ▼▼● s❝❛❧❛✐r❡ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧ ❬❆tt✾✾✱ ❇▼❈✾✼❪✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
✐❧ ❢❛✉t s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ét❛ts ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s é❧❡✈é✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ❡①✐st❡r ❞❡ rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①
❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♣❛t✐♦✲s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r
❱✐♥❝❡♥t ❬❱❘✵✹❪ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✐✛ér❡♥t✱ ♠❛✐s ❜❛sé s✉r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❲✐❡✲
♥❡r✱ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t s♣❡❝tr❛❧❡s ♣❡r♠❡t
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
s♣❛t✐❛❧❡ ♦✉ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♥é❝❡ss✐t❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥❡ ét❛♣❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t
❞✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✼✺



✼✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ▼♦❞è❧❡s ❞❡
▼é❧❛♥❣❡ ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ✭▼▼●✮

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❉❙P ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❞❡s ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ▼é❧❛♥❣❡ ❞❡ ●❛✉s✲
s✐❡♥♥❡s ✭▼▼● s♣❡❝tr❛✉①✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡
❞✐s♣♦s❡r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❯♥❡ ét❛♣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❇❡♥❛r♦②❛ ❬❇❇✵✸❪ ❡t ❖③❡r♦✈ ❬❖③❡✵✻❪ ❛♣♣r❡♥♥❡♥t ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ s✐❣♥❛✉①
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s♣❡❝tr❛❧❡s ❧❡s ♣❧✉s s❡♠❜❧❛❜❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s
❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♣❛s ❛✈❡✉❣❧❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥é✲
❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✈❡✉❣❧❡ ❬❆tt✾✾✱ ❇▼❈✾✼❪ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é
à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ♣♦✉r ❞❡s s♦✉r❝❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❡t à ❧✬ét❡♥❞r❡ ♣♦✉r ❞❡s s♦✉r❝❡s ▼▼●✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧✱ ♦ù ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡
❡t ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t s♦♥t ❡st✐♠és à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ r✐❡♥ ♥✬❡♠♣❡❝❤❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉♥✐✲
q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❞✉ ❜r✉✐t✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♥❡ ♣❛s ré✲❡st✐♠❡r à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t✳

✺✳✶ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❇❡♥❛r♦②❛ ❬❇❇✵✸❪ ❡t ❖③❡r♦✈ ❬❖③❡✵✻❪ ❛♣♣r❡♥♥❡♥t ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼● ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡s ✈r❛✐✲
s❡♠❜❧❛♥❝❡s P (S̄1|λ1) ❡t P (S̄2|λ2)✱ ♦ù S̄1 ❡t S̄2 s♦♥t ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ▲❡
❞ét❛✐❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❞♦♥♥é ♣❛r ❇❡♥❛r♦②❛ ❬❇❇✵✸❪ ❡t r❛♣♣❡❧é ♣❛r ❖③❡r♦✈ ❬❖③❡✵✻❪
❡st rés✉♠é ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❇✳✶✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ét❛♣❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❞❡ ❧✬❛♥✲
♥❡①❡ ❇✳✶✱ ❡t ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉r❡✱ s✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ ✭♦r❛❝❧❡✮ S✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s

✼✼



❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♦r❛❝❧❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♦r❛❝❧❡✮✱ q✉❛♥❞ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✭r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✮ ❡st ❡✛❡❝t✉é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ S ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ q✉✐ ♥✬❡st
é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡s✳
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✭❛✮ s♣❡❝tr♦❣r❛♠♠❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ✢ût❡
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✭❜✮ s♣❡❝tr♦❣r❛♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞✉ ▼▼● ❞é❝♦❞é
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✭❝✮ ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ét❛ts ❞é❝♦❞és ❞✉ ▼▼●

❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♦r❛❝❧❡ ✭s✉r ❧❛ s♦✉r❝❡✮ ❞✬✉♥
▼▼● à ✸✷ ét❛ts ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉r❡✳ ▲❛ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠♠❡ ❞✉
s✐❣♥❛❧ ❞❡ ✢ût❡ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞✉ ▼▼● ❞é❝♦❞é ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉r❡
✐❧❧✉str❡ ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼▼● ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ét❛ts ❞✉ ▼▼● s❡♠❜❧❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ✉♥❡ ♥♦t❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦✉ à ✉♥
s✐❧❡♥❝❡✳

▲✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✿ ▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡s s♦✉r❝❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ S̄n ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① s♦✉r❝❡s Sn ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐✲❝❛♥❛❧✱
✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼● ❛✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ t❡❧s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱
q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉
♠é❧❛♥❣❡✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s s♦✐t ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té ❬❖③❡✵✻❪✳ P♦✉r é✈✐t❡r
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❛♣♣r✐s ❤♦rs✲❧✐❣♥❡✱ ❖③❡r♦✈ ❬❖③❡✵✻❪ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❢♦r✲

✼✽



♠❛❧✐s♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❥✉st❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ♥♦♥ ♣❛s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ▼❱✱ ♠❛✐s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ▼❆P✱
❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛ ♣r✐♦r✐ ♣❡r✲
♠❡t ❛❧♦rs à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈❡rs ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱
♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ q✉✐ s♦✐❡♥t ❛❞❛♣tés ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s❛ t❤ès❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à sé♣❛r❡r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ✈♦✐① ♠é❧❛♥❣é❡ à ❞❡ ❧❛
♠✉s✐q✉❡✱ ❖③❡r♦✈ ❛ ♣r✐s ❝♦♠♠❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ✈♦✐① ❡t ✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝ ♣♦✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ✈♦✐① ❛✉ ▼❱ ❡♥ ✜①❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✳
▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠✉s✐q✉❡ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉ ▼❱ s✉r
❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♦ù ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♠✉s✐q✉❡ ét❛✐t ♣rés❡♥t❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❇ ❡♥ ❙❉❘✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s
s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
s✬✐♥s❝r✐t ♠❛ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ♣❛s ❞❡ ❝❡s s✐❣♥❛✉① ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉① s❡❝t✐♦♥s ✶✳✷ ❡t ✶✳✸ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s
❞❡s s♦✉r❝❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

✺✳✷ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ▼▼● à ♣❛rt✐r ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ t❡❧ q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❆tt✐❛s ❡t ❇❡r♠♦♥❞ ❬❆tt✾✾✱ ❇▼❈✾✼❪✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ▼▼● q✉✐
❡st ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❆tt✐❛s ❡t ❇❡r♠♦♥❞ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é à ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ré❡❧❧❡s✱ ❡t ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ▼▼● s♣❡❝tr❛❧ q✉✐ ❛ été ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱
♦ù ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é à ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥
❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❧✬❛✉tr❡ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té✳ ◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ▼▼● s❝❛❧❛✐r❡ ré❡❧✱ ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✳✸
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ▼▼● s♣❡❝tr❛✉①✳

✺✳✷✳✶ ▲❡ ▼♦❞è❧❡ ▼▼● s❝❛❧❛✐r❡

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s q✉✬à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ♦ù ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s s(t), 1 ≤ t ≤ T
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s S = [s(1), · · · , s(T )] s♦♥t ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐✐❞ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡
s✱ ♦ù ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s sn, 1 ≤ n ≤ N ❞❡ s = [s1, · · · , sN ]T s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞❡
♠♦②❡♥♥❡ µn,kn

❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
n,kn

✿

P (sn; ξsn
) =

∑

kn

πn,kn
N
(
sn;µn,kn

, σ2
n,kn

)
✭✺✳✶✮

❛✈❡❝ ξsn
=
{

πn,kn
, µn,kn

, σ2
n,kn

}

kn

✱ ❡t
∑

kn
πn,kn

= 1 s♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞✉

▼▼● ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ n✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♠♠❡
✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ ✷ ét❛♣❡s ✿ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à t✐r❡r ❛✉ ❤❛s❛r❞ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ j

✼✾



❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té P (kn = j) = πnj ✱ ♣✉✐s t✐r❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡

P (sn|kn = j; ξsn
) = N

(
sn;µn,j , σ

2
n,j

)
✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡

✈❡❝t❡✉r k = [k1, k2, . . . , kN ]T s♦✐t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝❛❝❤é❡ ✭♥♦♥ ♦❜s❡r✈é✮✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♦♥ ❛ ✿ P (s,k|x; ξ) =

P (s|x,k; ξ)P (k|x; ξ)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡ ♠é✲
❧❛♥❣❡✱ ❡st ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ✿

P (s|x; ξ) =
∑

k

P (s,k|x; ξ) =
∑

k

γkN (s;ρk(x),Ck) ✭✺✳✷✮

♦ù ✿

γk = P (k|x; ξ) ✭✺✳✸✮

ρk(x) = µk + Wk (x−Aµk) ✭✺✳✹✮

Wk = ΣkA
T Bk ✭✺✳✺✮

Ck = Σk −ΣkA
T Bk AΣk ✭✺✳✻✮

Bk =
(
AΣkA

T + Rb

)−1
✭✺✳✼✮

µk = [µ1,k1 , µ2,k2 , . . . , µN,kN
]T ✭✺✳✽✮

Σk = ❞✐❛❣
([

σ2
1,k1

, σ2
2,k2

, . . . , σ2
N,kN

])
✭✺✳✾✮

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✭✈♦✐r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
✭❆✳✷✻✮✱✭❆✳✷✼✮ ❡t ✭❆✳✷✾✮✱✭❆✳✸✵✮✮✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✺✮ ❡t
✭✺✳✻✮✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ✭❆✳✷✻✮ ❡t✭❆✳✷✼✮✳
■❧ r❡st❡ à ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ à ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ k✱ q✉✐ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
❇❛②❡s ✿

γk = P (k|x; ξ) =
P (x|k; ξ)πk

P (x; ξ)
✭✺✳✶✵✮

∝ πkN
(
x;0,AΣkA

T + Rb

)

✺✳✷✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ♣♦✉r ❞❡s s♦✉r❝❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s

▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❊▼ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮✱ ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝❛❝❤é❡s s♦♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s k ❞é❝r✐✈❛♥t q✉❡❧❧❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞✉ ♠é✲
❧❛♥❣❡ ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ❛ été ✏sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡✑ Z = (S,K)✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s (X,S,K) s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿

log P (X,S,K; ξ) = log P (X|S,K; ξx) + log P (S|K; ξs) + log P (K; ξk) ✭✺✳✶✶✮

❆✐♥s✐ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❊▼ ✭❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✽✮✮ s❡ sé♣❛r❡
❡♥ tr♦✐s t❡r♠❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦♣t✐♠✐s❡r sé♣❛ré♠❡♥t ❝❛r ✐❧s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ✭✺✳✶✶✮ ♣❡r♠❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t
❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ré✲❡st✐♠❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♦♥t été ét❛❜❧✐❡s ♣❛r ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ✭❆✳✶✺✮ ❡t ✭❆✳✶✻✮✱ ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❞✉ ♠♦♠❡♥t

✽✵



q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s E{s|x; ξ} ❡t E{ssT |x; ξ}✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s
s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✺✳✷✮✱ ✭✺✳✶✵✮ ✿

E{s|x; ξ} =
∑

k

P (k|x; ξ)E{s|x,k; ξ}

=
∑

k

γkE{s|x,k; ξ} ✭✺✳✶✷✮

E{ssT |x; ξ} =
∑

k

P (k|x; ξ)E{ssT |x,k; ξ}

=
∑

k

γkE{ssT |x,k; ξ} ✭✺✳✶✸✮

E{s|x,k; ξ} = ρk(x) ✭✺✳✶✹✮

E{ssT |x,k; ξ} = ρk(x)ρk(x)T + Ck ✭✺✳✶✺✮

❙✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐t ♣❛s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
✭❆✳✷✶✮ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳

P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
❊▼ ❞✉ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮ ❬❇▼❈✾✼✱ ❆tt✾✾❪ ✿

E{log P (S|K; ξs)|X, ξ′} =
∑

t

∑

n

∑

kn

∫
log P (sn|kn; ξsn

)P (sn, kn|x(t); ξ′)dsn ✭✺✳✶✻✮

❊♥ ❛♥♥✉❧❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ξs =
{

µn,kn
, σ2

n,kn

}
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s

❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ré✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬❆tt✾✾❪ ✿

µ
(l+1)
n,kn

=

∑
t

∑
{kj}j 6=n

γ
(l)
k

(t) · E
{

sn

∣∣∣k,x(t); ξ(l)
}

∑
t

∑
{kj}j 6=n

γ
(l)
k

(t)
✭✺✳✶✼✮

σ
2,(l+1)
n,kn

=

∑
t

∑
{kj}j 6=n

γ
(l)
k

(t) · E
{

s2
n

∣∣∣k,x(t); ξ(l)
}

∑
t

∑
{kj}j 6=n

γ
(l)
k

(t)
− µ

(l+1),2
n,kn

✭✺✳✶✽✮

♦ù γ
(l)
k

(t) = P
(
k

∣∣∣x(t); ξ(l)
)

P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣♦✐❞s ξk = {πn,kn
} ❞❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❊▼ ❞✉ tr♦✐s✐è♠❡ t❡r♠❡ P (K; ξk) ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♠♣❧èt❡ ✿

E{log P (K; ξk)|X, ξ′} =
∑

t

∑

n

∑

kn

log P (kn; ξkn
)P (kn|x(t); ξ′) ✭✺✳✶✾✮

❊♥ ❛♥♥✉❧❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ξk = {πn,kn
}✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

❞❡ ré✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬❆tt✾✾❪ ✿

π
(l+1)
n,kn

=
1

T

∑

t

∑

{kj}j 6=i

γ
(l)
k

(t) ✭✺✳✷✵✮

✽✶



P♦✉r rés✉♠❡r✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ♣♦✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ ✷
ét❛♣❡s ✿

✕ ét❛♣❡ ❊ ✿
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s s✉✣s❛♥t❡s E{s|x,k; ξ(l)} ❡t E{ssT |x,k; ξ(l)} ✭éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✶✷✮

❡t ✭✺✳✶✸✮✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ét❛ts γ
(l)
k

(t) ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✵✮✮ ❀
✕ ét❛♣❡ ▼ ✿

ré✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s A(l+1),R
(l+1)
b ✭❛✈❡❝ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✶✮ ❡t ✭✶✳✶✷✮✮ ❡t

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
{

πn,kn
, µn,kn

, σ2
n,kn

}(l+1)
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧✬ét❛♣❡

❊ ✭éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✵✮✱ ✭✺✳✶✼✮✱ ✭✺✳✶✽✮✮✳

✺✳✷✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧❛ ▼❊◗▼ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✿

ŝ = E{s|x; ξ}

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ▼▼●✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡st ✉♥
♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ▼❊◗▼ ❞✉
▼▼● ❡st ✿

ŝ =
∑

k

γkρk(x) ✭✺✳✷✶✮

♦ù γk ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✮✱ ❡t ρk(x) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✮✳

✺✳✷✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ♣♦✉r ❞❡s ▼▼● ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❆tt✐❛s ❬❆tt✾✾❪✱ ❇❡r♠♦♥❞ ❬❇▼❈✾✼❪✱
▼♦✉❧✐♥❡s ❬▼❈●✾✼❪ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✱ ❇❡r♠♦♥❞ ❬❇❈✾✾❛✱ ❇❡r✵✵❪ ❛ ❝♦♠♣❛ré ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❊▼ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❝✉♠✉❧❛♥ts ❞✉ tr♦✐s✐è♠❡ ❡t ❞✉ q✉❛tr✐è♠❡
♦r❞r❡ ❬❈♦♠✾✽✱ ❈❛r✾✶❪✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊▼✱ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t
❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ♠❛✐s ❜✐❡♥ q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✱ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ s♦✉r❝❡s
✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡s✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ❇❡r♠♦♥❞ s✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉① s②♥t❤ét✐q✉❡s✱ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊▼ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❝✉♠✉❧❛♥ts✳

❉❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t été ♠❡♥é❡s ♣❛r ❙♥♦✉ss✐ ❬❙P▼P+✵✶❪ ❡t ❈❛r❞♦s♦ ❬❈❙❉P✵✷❪ ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❡❝tr❛❧❡✱ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❛str♦♥♦♠✐q✉❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✉❞✐♦✱ ❉❛✈✐s ❬❉▼✵✹❪✱ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ▼▼● ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜r✉✐té
s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✳ ❙♦♥ ♠♦❞è❧❡ ❡st très s✐♠♣❧❡ ❝❛r ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ ✷ ét❛ts ✭✷ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s✮ ♣❛r
s♦✉r❝❡✱ ✉♥ ét❛t ❞✐t ✏♦✛✑ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬✐♥❛❝t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜①é❡ à
③ér♦✱ ❡t ✉♥ ét❛t ✏♦♥✑ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✜①é❡ à 1✳ ❉❛♥s
❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦♥t ♠❡♥é❡s s✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❛✉❞✐♦✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é ✭✷ ❝❛♥❛✉①✱ ✸ s♦✉r❝❡s✮✱ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❛✈❡❝

✽✷



❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲❡✇✐❝❦✐ ❬▲❙✵✵❜❪✳ ▲❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲❡✇✐❝❦✐
♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ▼▼● ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❜r✉✐té✱ ♠❛✐s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜r✉✐té✱ ❧❡ ▼▼● ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s✬❡①♣❧✐q✉❡♥t
s✉rt♦✉t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲❡✇✐❝❦✐✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ▼▼● ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❜r✉✐t✳ ❉✬❛✉tr❡s ♣❛rt ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❞❡s ▼▼● ❛②❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t
❞❡✉① ét❛ts ❡st ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡ ▼✳ ❉❛✈✐s ❛ss❡③ ✓ ❣r♦ss✐èr❡ ✔✳

✺✳✷✳✺ ▲✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ♣♦✉r ❞❡s ▼▼● ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❧❡s s♦✉r❝❡s ② ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s ❞ét❡r♠✐♥é✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ♥✉✐s❛♥❝❡ ✭❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❡t ❞❡s s♦✉r❝❡s✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❡st r♦❜✉st❡ ❛✉ ❜r✉✐t
❛❞❞✐t✐❢ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡s ♥✬❡st t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣❛s ❧✐♠✐té
❬❇❈✾✾❛❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t s❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣❡✉t ♣♦s❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳

❈♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ✿ ❯♥❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❊▼ ♣♦✉r ❧❡s
▼▼●✱ ❡st q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ✭❝✳❛✳❞✳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✮ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ ❝r♦ît ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ❙✐ ✐❧ ② ❛ N s♦✉r❝❡s ❡t
q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r K ●❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ ❡st KN ✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ♣❡✉t ✈✐t❡ ❞❡✈❡♥✐r
ré❞❤✐❜✐t♦✐r❡✳

❆✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❆tt✐❛s ❬❆tt✾✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❝❤é❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱
❢❛❝t♦r✐s❛❜❧❡ ✭♠❛✐s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✮✱ ❞✐t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✈❛✲
r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❬❏●❏❙✾✾❪✳

❖❧s❤❛✉s❡♥ ❬❖▼✾✾❪✱ ♣r♦♣♦s❡ ❧✉✐ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ét❛ts ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦✲
❜❛❜❧❡s✱ ❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ét❛ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❛r
✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉r ❞❡ ●✐❜❜s✳

❉❛✈✐s ❬❉▼✵✹❪ ♣r♦♣♦s❡ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❡♥ ❢❛✐s✐❛♥t ❞❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♣♦✉r s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞✬ét❛ts ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡
♦❜s❡r✈é✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ♥❡ r❡t❡♥✐r q✉❡ ✷ ét❛ts ♣❛r s♦✉r❝❡s ✭❧✬✉♥ ✓ ❛❝✲
t✐❢ ✔✱ ❧✬❛✉tr❡ ✓ ✐♥❛❝t✐❢ ✔✮✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞✬✐♥t❡r❞✐r❡ q✉❡ ✷ s♦✉r❝❡s s♦✐❡♥t ❛❝t✐✈❡s ❡♥ ♠ê♠❡
t❡♠♣s✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡
q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✿ ❈♦♠♠♦♥s ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ❢❛✐t r❡♠❛rq✉é à ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❊▼ ❡st s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ q✉✐ ♥♦♥ s❡✉❧❡✲
♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ très ❧❡♥t❡✱ ♠❛✐s ❡♥ ♣❧✉s ❞é♣❡♥❞ é♥♦r♠é♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐
❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ♣❛rt ❞✬✉♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❧✬ét❛t
❞❡ ❧✬❛rt✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❝❤❛♥❝❡s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳ ▲❛
q✉❛♥t✐té ❞✬♦♣t✐♠✉♠s ❧♦❝❛✉①✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s ❬❏❑✾✼❪✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡

✽✸



❞❡s ét❛ts ❞✉ ▼▼● ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ❝r♦✐ss❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ P♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡
très ❢❛✐❜❧❡ ❞✬ét❛ts ✭✷ ♦✉ ✸✮ ♣❛r s♦✉r❝❡s ❬❈❛r✵✼✱ ❆tt✾✾✱ ❉▼✵✹❪✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♠é❧❛♥❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❧✐♠✐t❡s ♦ù ❧❡ ❜r✉✐t t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✸
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ♥✉❧ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥✬é✈♦❧✉❡ ♣❛s✱
❡t ♣♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st très ❧❡♥t❡ ❬❇❈✾✾❜❪
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s♣❛r❛✐t s✐ ❧✬♦♥ ❛ ❡st✐♠é ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ✜①❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❊▼✳

✺✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♣♦✉r ❧✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ▼▼● ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡
✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♥♦♥✲❛✈❡✉❣❧❡
❝❛r ❡❧❧❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛②❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉① s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ▼▼● ❞❡s s♦✉r❝❡s✱
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✈❡✉❣❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t
❞❡✉① ✐♥❝♦✈é♥✐❡♥ts ♠❛❥❡✉rs ✿ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼● ♥✬❛②❛♥t q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ét❛ts✳ ❉❡✉①✐è✲
♠❡♠❡♥t ✐❧ s❡ ♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ q✉✐ s✐ ❡❧❧❡
❡st ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ✭♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✮✳

▲✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ q✉✐ s❡r❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽
❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡ ▼▼● s♣❡❝tr❛✉①✱ q✉✐
♥✬❛ ♣❛s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✽✹



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

✽✺





❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❊st✐♠❛t✐♦♥ r♦❜✉st❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♠❛❥❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡
s♦✉r❝❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡♥ 2 ét❛♣❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✮✱ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ tâ❝❤❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡
à ❛❝❝♦♠♣❧✐r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ✐♥st❛♥t❛♥és ✭s✉r✲✮❞ét❡r♠✐♥és✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡
❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s s✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❛r s✐♠♣❧❡ ✭♣s❡✉❞♦✲✮✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ q✉❡ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt
♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ét❛✐t ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ●râ❝❡
à ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①tr❛✐r❡
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s s✉r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉
♠é❧❛♥❣❡✳

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♠❡ ❉❯❊❚ ❡st très ❢♦rt❡ ❝❛r
❡❧❧❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st q✉❛s✐✲❞✐s❥♦✐♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳
❉❛♥s ❧❛ ré❛❧✐té ❧❡s s♦✉r❝❡s s❡ r❡❝♦✉✈r❡♥t ❛ss❡③ s♦✉✈❡♥t✱ ❡t ❝❡❝✐ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡st ❣r❛♥❞✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚■❋❘❖▼ ❬❆❉✵✸❪ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s♦✉♣❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❉❯❊❚✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st s✉♣♣♦sé q✉❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡✱ ✐❧ ② ❛✐t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡
à êtr❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❉❛♥s ❝❡s ré❣✐♦♥s✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❡♥tr❡ ❝❛♥❛✉① ❢♦✉r♥✐t ❛❧♦rs ✉♥❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ✐♥st❛♥t❛♥és✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

▲✐♠✐t❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s ✿ ❯♥❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡st ❧❡✉r ♠❛♥q✉❡ ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡
q✉✐ ❡st ❧✐é ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à tr❛✐t❡r
s♦♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✜①❡s✱ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡s✳ ▲❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦✐t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡
êtr❡ ❢❛✐t ✓ à ❧❛ ♠❛✐♥ ✔ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡t ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡s✳

✽✼



❯♥❡ ❛✉tr❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡st q✉✬❡❧❧❡s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❞❡s
❡st✐♠❛t❡✉rs ♥♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✱ ❡t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ❛s②♠étr✐q✉❡s✳ ❆✉tr❡✲
♠❡♥t ❞✐t✱ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♥✬❛❝❝♦r❞❡♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♥❞s ❞é❧❛✐s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❡✉ ❞❡
♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❞❡ ❣r❛♥❞s ❞é❧❛✐s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s
♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ❉❯❊❚ ❬❨❘✵✹❪ ♥✬❡st ✈❛❧✐❞❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ❞é❧❛✐s q✉✐
♥❡ ❞é♣❛ss❡♥t ♣❛s ✶ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ q✉❡❧q✉❡s
♠ét❤♦❞❡s ❬❇♦❢✵✸✱ P❉✵✻✱ P❉✵✺❪ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳

❍②♣♦t❤ès❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ✿ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥st❛♥t❛♥é r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ❚■❋❘❖▼✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❛♥é❝❤♦ïq✉❡✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❞é❧❛✐s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉rs à 1 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❧✬❤②✲
♣♦t❤ès❡ ❞♦✐t êtr❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥st❛♥t❛♥é✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ✐❧
❞♦✐t ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ré❣✐♦♥s à ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♦ù ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦✉r❝❡
❛❝t✐✈❡✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❡t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❈❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
❡st✐♠❡r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳

❆♣❡rç✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✿ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♣♣❡❧é ❉❊▼■❳ ✭❉✐r❡❝t✐♦♥
❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ▼✐①✐♥❣ ♠❛tr■❳✮✱ q✉✐ ❡st✐♠❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐❞s ❛✉① ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ✉♥❡
s♦✉r❝❡ ❞♦♠✐♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ré❣✐♦♥s s♦♥t ✜❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡
♦ù ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❛♥s ❝❡s
ré❣✐♦♥s s♦♥t ❞❡s ❡st✐♠é❡s ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬❡rr❡✉r✳

❯♥❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✐t❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té✱
❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ré❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❡t q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡
❞✬✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❛ ✉♥ rô❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱
✭à ✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣rès✮ à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❱❛r (R21 (Ωt,f )) ❞❡ ❚■❋❘❖▼ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✷✳✶✸✮✱ ❡t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✲❝❛♥❛❧
∣∣∣ĈX1X2 (Ωt,f )

∣∣∣
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚■❋❈❖❘❘ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐✲
❧✐té ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❚■❋❘❖▼ ❡t ❚■❋❈❖❘❘✱ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❧❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐❞s
❛✉① ♣♦✐♥ts q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✜❛❜✐❧✐té✳

❘és✉❧t❛ts ✿ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❉❊▼■❳ q✉❡
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❛❧♦rs ♣❧✉s r♦❜✉st❡ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡

✽✽



❧✬❛rt q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é✈❛❧✉é❡s ✶✱ ❝❛r ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞✐✣❝✐❧❡s✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❛♥❞ ✿

✕ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ❀
✕ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❀
✕ ❧❡s ❞é❧❛✐s ❡♥tr❡ ❝❛♣t❡✉rs s♦♥t ❣r❛♥❞s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲

t✐q✉❡s ✭❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs q✉✐ s❡r♦♥t
✉t✐❧✐sés ❧♦rs ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ P❛r♠✐ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿

✕ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❡t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❀

✕ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞✐s✲
❝r✐♠✐♥❡r ❧❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✱ ❞❡s ré❣✐♦♥s ♦ù
❛✉❝✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s s♦♥t ❛❝t✐✈❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❧❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲
❢réq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✜❛❜❧❡ s✉r ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❞❡s ré❣✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
❧♦❝❛❧ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s
✓ ❡①tr❛✐t❡s ✔ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ à tr❛✈❡rs ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❉❊▼■❳
q✉✐ ✈❛ r❡❣r♦✉♣❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱
❛✜♥ ❞❡ ❧❡s ❢✉s✐♦♥♥❡r ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡✳

✻✳✶ ✶r❡ ét❛♣❡ ✿ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❡t sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s

◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉✲
❧❛♥t ❧❛ ❚❋❈❚ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❚■❋❘❖▼✱ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥s
t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ Ωt,f ✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f)✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ✿

✶✳ ▲❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ û(Ωt,f ) ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❀

✷✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡✱ ♥♦té❡ T̂ (Ωt,f )✱ q✉✐ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r q✉❛♥❞
❧❡s ✈❡❝t❡✉rs X(τ , ω)/(τ , ω) ∈ Ωt,f ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ Ωt,f

s♦♥t ❝♦♥❝❡♥trés ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ û(Ωt,f )✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❡st
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❝t✐✈❡✳

▲❡ rô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té T̂ (Ωt,f ) ét❛♥t ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❡s✲
s❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❛✉❝✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s
s♦♥t ❛❝t✐✈❡s✱ ❡❧❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ û(Ωt,f )
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ û(Ωt,f ) ❛
très ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

❆✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s û(Ωt,f ) ❡t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té q✉✐ ❧❡✉rs s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s✱
♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ✭❆❈P✮ ❬❏♦❧✵✷✱ ❇❡♥✼✸❪ à ♣❛rt✐r ❞❡s

✶✐❧ s❡r❛✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❉❊▼■❳ ❛✈❡❝
❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❝♦♠♠❡ ❚■❋❘❖▼ ❡t ❚■❋❈❖❘❘✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❣r❛♥❞s ❞é❧❛✐s✳

✽✾



✈❡❝t❡✉rs X(τ , ω) ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ Ωt,f ✱ ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r û(Ωt,f ) ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧✬❆❈P✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té T̂ (Ωt,f ) q✉✐ s❡r❛ ❞é✜♥✐❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✮ à
♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬❆❈P ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts X(τ , ω)
❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ û(Ωt,f )✳

✻✳✶✳✶ ▲❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚■❋❘❖▼ ❬P❉✵✻❪ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té à ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✷✳✶✳✹✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣♦♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞✐t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞✐t❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s✳
❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f)✱ ♣♦ssè❞❡ ❛❧♦rs ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ✿ s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ t❡♠✲
♣♦r❡❧ ΩT

t,f ✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ♣♦✐♥ts t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ q✉✐ s♦♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f q✉❡

❧❡ ♣♦✐♥t (t, f)✱ ♠❛✐s s✉r ❞❡s tr❛♠❡s τ ✈♦✐s✐♥❡s ❞❡ t✱ ❡t s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ΩF
t,f ✱

❝♦♠♣♦sé ❞❡s ♣♦✐♥ts t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ q✉✐ s♦♥t s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ tr❛♠❡ t q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t (t, f)✱
♠❛✐s s✉r ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ω ✈♦✐s✐♥❡s ❞❡ f ✳

▲❡s ♣♦✐♥ts X(t, f) s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ✿
t = k L /2, k ∈ Z ❡t f = l/ L, 0 ≤ l ≤ L /2✳ ▲❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❢réq✉❡♥t✐❡❧✮ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f)✱ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

ΩT
t,f = {(t + k L /2, f) | |k| ≤ L} ✭✻✳✶✮

ΩF
t,f = {(t, f + k/L) | |k| ≤ L}. ✭✻✳✷✮

❆♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ✿ ❆✜♥ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ❢ré✲
q✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ à ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ✭♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s
❞❡ ❢❡♥êtr❡✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s
❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚✳ ▲❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ à ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛✉r♦♥t ❛❧♦rs ❞❡s
❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r s✬❛❞❛♣✲
t❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① ❢♦r♠❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡s s✐❣♥❛✉① s♦✉r❝❡s✳

✻✳✶✳✷ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥tér❡s✲
s❛♥t✱ ❝❛r ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❡t
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ✈♦✐r s✐ ❞❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❛❧✐❣♥és ❞❛♥s ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❙✐ ❧❡s
♣♦✐♥ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s♦♥t ❞✐s♣♦sés ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥ str✉❝t✉ré❡ ✭❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✹✭❝✮✮✱ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ q✉✬✉♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣✉✐ss❡
tr♦✉✈❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ s✐ ❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t t♦✉s ❛❧✐❣♥és s✉r ❞❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✭❝♦♠♠❡ s✉r ❧❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✭❜✮✮✱ ❛❧♦rs ✐❧ s❡r❛ très ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

P❧✉tôt q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ✭s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts
t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ✈♦✐r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✭❜✮✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts
t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ♠ê♠❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡t ♦✉t✐❧ ❞❡
✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✱ ❡t ❞♦♥t ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés
à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧✳

✾✵



▲❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ q✉✐ ♦♥t été ❞é✜♥✐❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t |Ω| =
2L+1 ♣♦✐♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s X(τ , ω), (τ , ω) ∈ Ω✳ ◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ X(Ω) ❞❡ t❛✐❧❧❡
M×|Ω|✱ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s s♦♥ts ❧❡s ♣♦✐♥tsX(τ , ω)✳ ❖♥ ♣❛r❧❡r❛ ❛❧♦rs ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s✲
♣❡s✐♦♥ ❞❡ X(Ω) ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts X(τ , ω)✳
❱✐s✉❛❧✐s❡r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s ♥✬❡st ♣❛s ❛✐sé✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s
✐♥st❛♥t❛♥és✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s an(f) s♦♥t à ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✲
✈♦♥t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭ré❡❧✮ ❞❡ XR(Ω)✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ XR(Ω)✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡
M×2|Ω| ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦❧♦♥♥❡s ℜeX(τ , ω) ❡t ℑmX(τ , ω), (τ , ω) ∈ Ω✳

✻✳✶✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ❡t ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té

❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ Ω✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧ s♦♥t ❛❧✐❣♥és ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ ✉♥✐q✉❡ s♦✉r❝❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✭❜✮✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ s✐ ❛✉❝✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♥✬❡st ❛❝t✐✈❡✱ ♦✉ s✐ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s s♦♥t ❛❝t✐✈❡s ❡♥ ♠ê♠❡
t❡♠♣s✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧ s♦♥t ❞✐s♣❡rsés ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞é✲
✜♥✐ ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s✱ q✉✐ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳ ❈❡s ♣♦✐♥ts ♥✬♦♥t
❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞✬êtr❡ ❛❧✐❣♥és ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ❈❡ ❝❛s ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✭❛✮✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ Ω✱ ❛❧♦rs ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✭❆❈P✮ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r X(Ω) ✭r❡♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r XR(Ω)✮ ❢♦✉r♥✐t
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ û(Ω) ∈ CM ✭r❡s♣✳ û(Ω) ∈ RM ✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦✉r❝❡
❛❝t✐✈❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❆❈P ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λ̂1(Ω) ≥ . . . ≥ λ̂M (Ω) ≥ 0 ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ R̂x(Ω)
△
= 1

|Ω|X(Ω)XH(Ω) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t R̂R
x (Ω)

△
= 1

|Ω|X
R(Ω)(XR(Ω))T ✮✳

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ R̂x(Ω) ✭r❡s♣✳ R̂R
x (Ω)✮ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ❞é✜♥✐❡ ♥♦♥✲

♥é❣❛t✐✈❡ ✭❉◆◆✮ ✭r❡s♣✳ ré❡❧❧❡ s②♠étr✐q✉❡ ❉◆◆✮ ❞❡ t❛✐❧❧❡ M ×M ✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✭❡♠♣✐r✐q✉❡✮ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ♣❛r ✿

T̂ (Ω)
△
= λ̂1(Ω)

/
1

M − 1

M∑

m=2

λ̂m(Ω) . ✭✻✳✸✮

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡
❝♦♠♠❡ ✉♥ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ✭❘❙❇✮ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❞❡s ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s ♣❧✉s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❜r✉✐t ✭s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡
❛✈❡❝ ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢✮✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❛ss❡③ ❝♦♠♠♦❞❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡♥ ❞é❝✐❜❡❧ ✭❞❇✮ ✿
10 log10(T̂ (Ω))✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ ✭q✉✐ ❛ ❞é❥à été ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ♠❛✐s s❛♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té
❛ss♦❝✐é❡s✮ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❡ XR(Ω) ❞❛♥s ❞❡✉① ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲
❢réq✉❡♥❝❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ❯♥❡ ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s s♦♥t ❛❝t✐✈❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡
♦ù ✐❧ ② ❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡
✜❛❜✐❧✐té ❡st é❧❡✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ♦ù ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✱
❡t ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦♣♣♦sé✳

✾✶
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✭❛✮ ❘é❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s
s♦♥t ❛❝t✐✈❡✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❡st ❢❛✐❜❧❡ ✭✹✳✼
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✭❜✮ ❘é❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ✉♥❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡
✜❛❜✐❧✐té ❡st é❧❡✈é❡ ✭✺✵✳✼ ❞❇✮

❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❞❡✉① ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❡s ❞r♦✐t❡s
✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❛ ✈r❛✐❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡
L = 4096✱ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ❞❡ |Ω| = 99✳

✻✳✶✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❆❈P q✉✐ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣♦♥❞éré ✿ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♣♦✐♥ts ré❡❧s x(t) = [x1(t), x2(t)]

T ❛ été ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s
♣♦✐♥ts (x1(t), x2(t))✳ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ♣❡✉t s❡ ré✲é❝r✐r❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s ✿

(x1(t), x2(t)) = (ρ(t) cos θ(t), ρ(t) sin θ(t)),

♦ù ρ(t)
△
=
√

x2
1(t) + x2

2(t)✱ ❡t θ(t)
△
=tan−1(x2(t)/x1(t))✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣♦♥❞éré ❞❡ x(t)✱ ♣❛r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛✲
♣❤✐q✉❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts (ρ′(t) cos θ(t), ρ′(t) sin θ(t))✱ θ(t) = tan−1(x2(t)/x1(t))✱ ♠❛✐s ♦ù ♦ù
ρ′(t) ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡

√
x2

1(t) + x2
2(t)✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✭❛✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts t❡♠♣s✲
❢réq✉❡♥❝❡ XR(t, f) ♣♦♥❞érés ♣❛r ❧❡✉r é♥❡r❣✐❡ ρ2(t, f) = ‖XR(t, f)‖2✱ q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣❛r
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st❛♥❞❛r❞✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✭❜✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts û(Ωt,f ) ♦❜t❡♥✉s ♣❛r
❆❈P s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ♣♦♥❞érés ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ❞❇ ❞❡ ❧❡✉r
✜❛❜✐❧✐té 10 log10 T̂ (Ωt,f )✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✭❜✮ s♦♥t ♣❧✉s
❝♦♥❝❡♥trés ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✭❛✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
✐❧ ♣❛r❛✐t é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❆❈P s♦♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts q✉❡ ❝❡✉①
❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✈✐❛ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❈❡❝✐
s❡r❛ ❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳

✾✷



✭❛✮ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts X
R(t, f)

♣♦♥❞érés ♣❛r ❧❡✉r é♥❡r❣✐❡ ρ2(t, f) = ‖XR(t, f)‖2✳
✭❜✮ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts
û(Ωt,f ) ♣♦♥❞érés ♣❛r ❧❡✉r ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té

10 log10
bT (Ωt,f )✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ✿

|Ωt,f | = 9✳

❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣♦♥❞érés ❞❡s ♣♦✐♥ts ✉t✐❧✐sés ♣❛r
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❡t ❞❡s ♣♦✐♥ts ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❆❈P✳
▲❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡ ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ✈r❛✐❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ 4✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❢❡♥êtr❡s ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ ❡st L = 4096✳

✻✳✷ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧♦❝❛❧ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ❉❊▼■❳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ t❡♠♣s✲
❢réq✉❡♥❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❡♠♣✐r✐q✉❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥
s♦♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs q✉✐ s❡r✈❡♥t à ❧✬ét❛♣❡
❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ✭δn = 0✮✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A(f) ❡st ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭A(f) = A✮✳ ▲❡ ♠é❧❛♥❣❡
❞❡s s♦✉r❝❡s ✭❜r✉✐té✮ q✉✐ ❡st à ✈❛❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①❡ s✬é❝r✐t ✿ X(t, f) = AS(t, f) + B(t, f)✱
♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡♥ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ à ✈❛❧❡✉rs
ré❡❧❧❡s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✿ [ℜX(t, f),ℑX(t, f)] =
A[ℜS(t, f),ℑS(t, f)] + [ℜB(t, f),ℑB(t, f)]✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧♦❝❛❧✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ Sn✱ ❛②❛♥t ♣♦✉r
❞✐r❡❝t✐♦♥ an✱ ❡st ❧❛ s♦✉r❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ Ω✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s
❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ Ω s♦♥t ♠♦✲
❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡
✈❛r✐❛♥❝❡ σ2

n✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❝❡♥tré❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ 2σ2

n✳ ▲❡s ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s✱ ✐♥❝❧✉❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❜r✉✐t B✱ s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ✉♥❡

✾✸



❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❝❡♥tré❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ M ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✿
σ2

b IM ✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❡♥tré❡s ℜX(τ , ω),ℑX(τ , ω)✱ (τ , ω) ∈ Ω ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s✲

♣❡rs✐♦♥ ❞❡ XR(Ω) = an · S
R
n (Ω) + BR(Ω) s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✐s♦tr♦♣❡

❝❡♥tré❡ N
(
0,RR

x

)
❛✈❡❝ ✿

RR
x = σ2

nana
T
n + σ2

b IM . ✭✻✳✹✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ RR
x ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s s②♠étr✐q✉❡✳ ▲❛ ♣❧✉s

❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ RR
x ❡st λ1 = σ2

n + σ2
b ❡t ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡

an✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s r❡st❛♥t❡s s♦♥t ✿ λ2 = . . . = λM = σ2
b ✳ ❙❡❧♦♥ ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱

❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ RR
x ❡st ❧❛ ✓ ✈r❛✐❡ ✔

❞✐r❡❝t✐♦♥ an✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ✓ ✈r❛✐❡ ✔ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡
❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ RR

x ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ♥♦✉s
♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❛❝❝ès à ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❛ ✓ ✈r❛✐❡ ✔ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

T
△
=

λ1

1
M−1

∑M
m=2 λm

= σ2
n/σ2

b + 1 ✭✻✳✺✮

♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t ✭❘❙❇✮ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞♦♠✐✲
♥❛♥t❡✱ ❡t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s ✭❡t ❞✉ ❜r✉✐t s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡
❜r✉✐té✮✳

❙✐ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ XR(Ω) ét❛✐❡♥t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ RR

x ✱ ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ s✬❛rrêt❡r❛✐t
❧à✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ û(Ω) ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té
T̂ (Ω) s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❆❈P à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ s❡✉❧❡♠❡♥t |Ω| ♣♦✐♥ts✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ û(Ω) ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té T̂ (Ω) ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ✓ ✈r❛✐❡ ✔ ❞✐r❡❝t✐♦♥ an ❡t ❧❛ ✓ ✈r❛✐❡ ✔ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té T ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ |Ω| ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳

✻✳✷✳✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❬❍❙✵✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✼❪✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡

R̂R
x

△
= |Ω|−1

XR(Ω)(XR(Ω))T s✉✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❲✐s❤❛rt |Ω|−1WM (RR
x , |Ω| −1) ❞❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ M ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❬❍❙✵✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✹❪✱ s✐ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡
❞❡ RR

x ❡st RR
x = UΛUT ✱ ❡t s✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s Λ s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ❞✐st✐♥❝ts ❞❡✉① à

❞❡✉①✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ R̂R
x = ÛΛ̂ÛT ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ ❧♦✐✱ q✉❛♥❞ ❧❛ t❛✐❧❧❡

❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ |Ω| ❡st ❣r❛♥❞❡✱ ✈❡rs ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✿

√
|Ω| −1 · (Λ̂− Λ)

L
−→ N (0, 2Λ2) ✭✻✳✻✮

√
|Ω| −1 · (û1 − u1)

L
−→ N (0,V) ✭✻✳✼✮

♦ù
L
−→ s✐❣♥✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ❧♦✐✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ M ×M ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ V ❡st ❞♦♥♥é❡

♣❛r ✿

✾✹



V = λ1

∑

m≥2

λm

(λm − λ1)2
umuT

m

=

(
σ2

n

σ2
b

+ 1

)
·

(
σ2

b

σ2
n

)2

(IM − u1u
T
1 )

=
T

(T −1)2
· (IM − u1u

T
1 ). ✭✻✳✽✮

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✽✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ ✓ ✈r❛✐❡ ✔ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té
T ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ V ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r û(Ω) = û1 ❞❡ ❧❛
✈r❛✐❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ an = u1✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ✓ ✈r❛✐❡ ✔ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ♥✬❡st
♣❛s ♦❜s❡r✈é❡✳ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❡♠♣✐r✐q✉❡ T̂ ✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✼✮ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳

✻✳✷✳✷ ❋✐❛❜✐❧✐té ❡♠♣✐r✐q✉❡ r♦❜✉st❡

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ r❡✲
❧❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✼✮✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✐t❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té
❡♠♣✐r✐q✉❡ r♦❜✉st❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❡s♣èr❡ q✉❡ s❡
tr♦✉✈❡ ❧❛ ✓ ✈r❛✐❡ ✔ ✜❛❜✐❧✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶ ✭❋✐❛❜✐❧✐té ❡♠♣✐r✐q✉❡ r♦❜✉st❡✮ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡♠♣✐r✐q✉❡ T̂ (Ω)✱
♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡♠♣✐r✐q✉❡ r♦❜✉st❡ T̃ (Ω) ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 1− α ♣❛r ✿

T̃ (Ω)
△
= T̂ (Ω)e

−q(α)
q

2M
(|Ω| −1)(M−1) ✭✻✳✾✮

♦ù q(α) ❡st ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❞✬♦r❞r❡ 1− α ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ N (0, 1)✳

▲❡ q✉❛♥t✐❧❡ q(α) = F−1(1−α) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ F−1 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ F (q) =

∫ q
−∞

1√
2π

e−y2/2dy ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ N (0, 1)✳

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✶✱ ♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ |Ω| ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡✱
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✓ ✈r❛✐❡ ✔ ✜❛❜✐❧✐té T (Ω) ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ❞✬êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té
❡♠♣✐r✐q✉❡ r♦❜✉st❡ T̃ (Ω) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜❧✐❧✐té 1− α✳

❉❛♥s ♥♦s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1 − α = 99%✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
q✉❛♥t✐❧❡ q(α) = 2.33✳

❚❤❡♦rè♠❡ ✻✳✷✳✶ ✭■♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✮ ❙♦✐t Λ = ❞✐❛❣([λ1, · · · , λM ])
❡t Λ̂ = ❞✐❛❣([λ̂1, · · · , λ̂M ]) ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡♥ ❧♦✐
❧♦rsq✉❡ |Ω| t❡♥❞ ✈❡rs +∞ s✉✐✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✻✮✱ ❡t s♦✐t T ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✺✮

❡t T̂ ❞é✜♥✐ ♣❛r T̂
△
= λ̂1

1
M−1

PM
m=2 λ̂m

✳ ❆❧♦rs s✐ |Ω| ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ✿

P
(
T ≥ T̂ b(α)

)
= 1− α ✭✻✳✶✵✮

✾✺



❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ [T̂ b(α),+∞[ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 1− α ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ T ✱ ❛✈❡❝ ✿

b(α) = e
−q(α)

q

2M
(|Ω| −1)(M−1) ✭✻✳✶✶✮

q(α) ét❛♥t ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❞✬♦r❞r❡ 1− α ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ N (0, 1)✳

Pr❡✉✈❡ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ Λ̂ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✻✮✱ ❡t

❡♥ ♣♦s❛♥t µ̂
△
=(λ̂1,

1
M−1

∑M
m=2 λ̂m) ❡t µ

△
=(σ2

n + σ2
b , σ

2
b )✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

√
|Ω| −1 · (µ̂− µ)

L
−→ N

(
0, 2 · ❞✐❛❣

(
µ2

1,
µ2

2

M − 1

))
.

❊♥ ♣♦s❛♥t 1
2 ln T̂ = f(µ̂) ❛✈❡❝ f(x1, x2) = 1

2 lnx1−
1
2 lnx2✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡

❬❍❙✵✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✶❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ♣♦s❛♥t d = ( ∂f
∂xi

∣∣∣
µ
)i=1,2 ✿

√
|Ω| −1

(
1

2
ln T̂ −

1

2
ln T

)
L
−→

N
(
0, 2 · dT❞✐❛❣

(
µ2

1, µ
2
2/ (M − 1)

)
d
)
.

❖♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡ dT❞✐❛❣
(
µ2

1, µ
2
2/ (M − 1)

)
d = M

4(M−1) ✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❛❧♦rs ✿

√
2(M − 1)

M
·
√
|Ω| −1

(
1

2
ln T̂ −

1

2
ln T

)
L
−→ N (0, 1).

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ |Ω|✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

P

(
T ≥ T̂ e

−q
q

2M
(|Ω| −1)(M−1)

)
=

P

(
1

2
ln T̂ −

1

2
ln T ≤ q

√
M

2(|Ω| −1)(M − 1)

)
= F (q).

♦ù F (q) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ N (0, 1)✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ q✉❛♥t✐❧❡ q(α) = F−1(1−α) t❡❧ q✉❡ T ≥ T̂ e
−q(α)

q

2M
(|Ω| −1)(M−1)

❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1− α✳

✻✳✷✳✸ Pré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❡✈❡♥✐r à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ T̃ (Ω) ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
V ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ û(Ω) ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ an✳

✾✻



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✷ ❙✐ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛✉ss✐❡♥ ❝❡♥tré ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ RR

x ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✮✱ ❡t s✐ û1 ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t à ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ R̂R

x ❞❡ RR
x ✱

❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ |Ω|✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ û1 ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥
❧♦✐✱ q✉❛♥❞ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ |Ω| ❡st ❣r❛♥❞❡✱ ✈❡rs ✿

û1
L
−→ N (an, σ2(T (Ω)) ·R) ✭✻✳✶✷✮

❛✈❡❝

σ2(T )
△
=

T

(|Ω| −1) · (T −1)2
✭✻✳✶✸✮

R
△
= IM − ana

T
n . ✭✻✳✶✹✮

Pr❡✉✈❡ ❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✼✮✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ û1 ❡st ✿

û1
L
−→ N (an, (|Ω| −1)−1V)

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✸ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡ ❞✉ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ û1 ❡t an ❡st ✿

E
{
‖û1 − an‖

2
}

= (M − 1) · σ2(T ).

Pr❡✉✈❡ ❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✷✮✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❛✉ ❝❛rré ❡♥tr❡ û1 ❡t an

❡st ✿
‖û1 − an‖

2 = σ2(T (Ω)) · Ξ

♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Ξ ∼ χ2(M − 1) ❡st ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ χ2 ❛✈❡❝
M − 1 ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

❚❡st ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✉ χ2 ✿ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
û(Ω1)✱ û(Ω2) ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ❧♦✐s ✿

û(Ω1) ∼ N (an, σ2(T (Ω1)) ·R) ✭✻✳✶✺✮

û(Ω2) ∼ N (an′ , σ2(T (Ω2)) ·R) ✭✻✳✶✻✮

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ é❧❛❜♦r❡r ❧❡ t❡st ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H0 = {an = an′} ❝♦♥tr❡ H1 = {an 6=
an′}✳

❙✐ an = an′ ✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❝❛rré ❡♥tr❡ û(Ω1) ❡t û(Ω2) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

‖û(Ω1)− û(Ω2)‖
2 =

(
σ2(T (Ω1)) + σ2(T (Ω2))

)
Ξ ✭✻✳✶✼✮

♦ù Ξ ∼ χ2(M − 1)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✿

P

(
‖û(Ω1)− û(Ω2)‖

2

σ2(T (Ω1)) + σ2(T (Ω2))
≥ qχ2

M−1
(α)

)
= α

✾✼



♦ù qχ2
M−1

(α) ❡st ❧❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ α ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ χ2 ❛✈❡❝ M − 1 ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ t❡st ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✉ χ2 ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ α ❝♦♥s✐st❡ à r❡❥❡tt❡r ❧✬❤②♣♦✲
t❤ès❡ H0 s✐ ✿

‖û(Ω1)− û(Ω2)‖
2 ≥ qχ2

M−1
(α) ·

(
σ2(T (Ω1)) + σ2(T (Ω2))

)
✭✻✳✶✽✮

❉❛♥s ♥♦s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1−α = 99%✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ ✭M = 2✮ ❛✉ q✉❛♥t✐❧❡ qχ2

M−1(α) = 6.63✳

✻✳✸ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❉❊▼■❳

◗✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉
♠é❧❛♥❣❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦①✐♠✐té ❞♦♥t ❧❡ rô❧❡ ❡st ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡

❞❡❣ré❡ ❞❡ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts
(
û(Ω), T̂ (Ω)

)
❡st✐♠és ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥

❡t ❞❡ sé❧é❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❈❡s ♣♦✐♥ts ét❛♥t ✐♥❞❡①és ♣❛r ✉♥❡ ré❣✐♦♥ Ω✱ ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ♣❛r❢♦✐s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✐♦♥ ♣♦✉r ♣❛r❧❡r ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❡t ✈✐s ❡t ✈❡rs❛✳

▲❡s ♣♦✐♥ts
(
û(Ω), T̂ (Ω)

)
ét❛♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡st✐♠é❡ û(Ω) ❡t ✉♥❡

✜❛❜✐❧✐té ❡♠♣✐r✐q✉❡ T̂ (Ω)✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✱ ♣✉✐s ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱
♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✳

❉✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✿ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✐♥❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s ❣é♥ér✐q✉❡s u1,u2✱ q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❞♦✐t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❛✈❡❝ ❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❉❡✉①
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ s✐ ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡st
❢❛✐❜❧❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ q✉❛♥❞ |〈u1,u2〉| ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡ ❝❛rré
❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✿

d2(u1,u2)
△
= min

|z|=1,z∈C

‖u1 − zu2‖
2 = 2 (1− |〈u1,u2〉|) . ✭✻✳✶✾✮

❉✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✿ ❙❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ ❞❡✉①
♣♦✐♥ts Ω1 ❡t Ω2 ❞♦✐✈❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥✐r ❛✉ ♠ê♠❡ ❝❧✉st❡r✱ s✐ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞❡ ❧❡✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥ û(Ω1) ❡t û(Ω2) ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ u(Ω1) =
u(Ω2)✳

▲❡ t❡st ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✉ χ2 ❡①♣r✐♠é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✽✮ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ t❡st❡r
❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❛❝❝❡♣té✱ ♦♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts s♦♥t
s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✽✮✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts s♦✐❡♥t
s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✿

DT ((û(Ω1), T (Ω1)) , (û(Ω2), T (Ω2)))

✾✽



♦ù DT ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

DT ((u1, T 1) , (u2, T 2))
△
=

d(u1,u2)√
σ2(T 1) + σ2(T 2)

✭✻✳✷✵✮

■❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs T (Ω1) ❡t T (Ω2) ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛
♣r❛t✐q✉❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦✉s ❧❡s s✉❜st✐t✉♦♥s ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❡✉r ❡st✐♠é❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡
T̂ (Ω1) ❡t T̂ (Ω2)✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ♣❛r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ♣❧✉s ♣❡ss✐♠✐st❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛
✜❛❜✐❧✐té ❡♠♣✐r✐q✉❡ r♦❜✉st❡ T̃ (Ω) < T̂ (Ω) ❞é✜♥✐❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✾✮✱ ❡t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥
❛✉tr❡ q✉❛♥t✐❧❡ q(α)✳

✻✳✹ ✷❡ ét❛♣❡ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❛r
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♠❜✐♥♦♥s ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬❚❑✵✸❪ ✿

✶✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐tér❛t✐❢s ❜❛sés s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❀

✷✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡s ❀

✸✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s séq✉❡♥t✐❡❧s ❀

❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐tér❛t✐❢s ❜❛sés s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✿ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❢❛✐r❡
❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❑✲♠❡❛♥s ❬❍❲✼✾❪ q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡ à
♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥tr❛✲❝❧✉st❡r ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✐tér❛t✐✈❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞é❢❛✉ts ❬❳■✵✺❪ ❞♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t rés✉♠és ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

✶✳ ▲❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭❧♦❝❛❧✮ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑✲♠❡❛♥s ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡✲
♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ✉t✐❧✐sé
♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✱ ❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡①é❝✉té I ❢♦✐s ❛✈❡❝ I ✐♥✐✲
t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✐✛érér❡♥t❡s ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥tr❛✲❝❧✉st❡r ❡st
r❡t❡♥✉❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑✲▼❡❛♥s ❬❍❲✼✾❪✱ q✉✐ ❡st
❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞✲▲❇● ✭❊▲❇●✮ ❬P❘✵✵✱ P❘✵✶❪✱ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r
✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r
❞❛♥s ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳ ◆♦✉s é✈❛❧✉❡r♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❧❛
♣❛rt✐❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳

✷✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❞♦✐t êtr❡ ✜①é à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦✉r
é✈❛❧✉❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧✉st❡rs✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❡①é❝✉t❡r ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ N ✱ ♣✉✐s à ❡st✐♠❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r N
s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝r✐tèr❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés✱ ♠❛✐s ❧❡✉rs
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❬❳■✵✺❪✳

✾✾



▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡s ✿ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ❬❚❑✵✸❪
❝❤❡r❝❤❡♥t à r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝❧✉st❡rs s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✱ q✉✐ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
✉♥ ❞❡♥❞♦❣r❛♠♠❡✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❧✉st❡rs ♣❛r ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉✲
❧❛t♦✐r❡ ❡♥ O(n2) ✈♦✐r O(n3) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ n ❞❡ ♣♦✐♥ts q✉✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
s✐❣♥❛✉① ❛✉❞✐♦ ♣❡✉t êtr❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞✉ré❡ d = 10 s✱
❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ fe = 10 ❦❍③✱ ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚
❞❡ r = 2✱ ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ ❞❡ nbE = 10✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣♦✐♥ts à tr❛✐t❡r ❡st ✿ n = d× fe× r × nbE = 2 000 000 ❞❡ ♣♦✐♥ts✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s séq✉❡♥t✐❡❧s ✿ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ séq✉❡♥t✐❡❧s
❡st q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ✭♦✉ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❢♦✐s✮
à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞r❡✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❡t ❞❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❧❡
❞✬❡st✐♠❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧✉st❡rs à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❉❊▼■❳ ✿ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❉❊▼■❳ ✭❉✐r❡❝t✐♦♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
▼✐①✐♥❣ ♠❛tr■❳✮ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❛r✲
t✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s séq✉❡♥t✐❡❧s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s
♣rés❡♥t❡r ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é✱ q✉✐ ❝♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ ❡st ❛❞❛♣té ❛✉① ♠é❧❛♥❣❡s
✐♥st❛♥t❛♥és✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❉❊▼■❳ s♦♥t ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❇❙❆❙ ✭❇❛s✐❝ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❙❝❤❡♠❡✮ ❬❚❑✵✸❪✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❇❙❆❙ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❡st ♣rés❡♥té à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱
❝❡ ♣♦✐♥t ❡st ✿

✕ s♦✐t ❛ss✐❣♥é à ✉♥ ❝❧✉st❡r ❡①✐st❛♥t s✐ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✉ ♣♦✐♥t à ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❧✉st❡rs ❡st
✐♥❢ér✐❡✉r à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧ ❞✐t ❞❡ ❞✐ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❀

✕ s♦✐t ❛ss✐❣♥é à ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❧✉st❡r ❝réé ♣♦✉r ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥✳
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇❙❆❙ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ✿

✶✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ D(·, ·) ❡♥tr❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❡t ✉♥ ❝❧✉st❡r ❀ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐
à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✵✮ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ DT (·, ·) ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✳ ❉❛♥s ❉❊✲
▼■❳✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♣♦✐♥t Ω ❡t ✉♥ ❝❧✉st❡r Ck ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡

DT
((

û(Ω), T̂ (Ω)
)

,
(
û(Ωk), T̂ (Ωk)

))
❡♥tr❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❡t ✉♥ ♣♦✐♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉

❝❧✉st❡r ❛♣♣❡❧é ❝❡♥tr♦ï❞❡✳

✷✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞✐ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ζ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥ ♣♦✐♥t ❡st
s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❝❧✉st❡r ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❀ ❉❛♥s ❉❊▼■❳
✉♥ ♣♦✐♥t Ω ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❝❧✉st❡r s✐ ❧❡ t❡st ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✉ χ2

❡♥tr❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❡t ❧❡ ❝❡♥tr♦ï❞❡ Ωk ❞✉ ❝❧✉st❡r ❡st ❛❝❝❡♣té✱ ❝✳✲à✲❞✳ s✐ ✿

DT
((

û(Ω), T̂ (Ω)
)

,
(
û(Ωk), T̂ (Ωk)

))
≤ ζ ✭✻✳✷✶✮

❛✈❡❝ ζ =
√

qχ2
M−1

(α)✳

✶✵✵



✸✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ♣rés❡♥tés à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❉❊▼■❳✱
❧❡s ♣♦✐♥ts Ω s♦♥t ♣rés❡♥tés à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❧❡✉r ✜❛❜✐❧✐té
T̂ (Ω)✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇❙❆❙✱ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡
❧❡s ✉♥s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ❞❛♥s ❉❊▼■❳✱ q✉❛♥❞ ✉♥ ❝❧✉st❡r ❡st ❝réé✱ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
❧❛ séq✉❡♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉✐ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡ ❝❧✉st❡r✱
s♦♥t ❛❥♦✉tés à ❝❡ ❝❧✉st❡r✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ♣❡✉t ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ♣❧✉s✐❡✉rs
❝❧✉st❡rs à ❧❛ ❢♦✐s✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇❙❆❙✱ ✉♥❡ ét❛♣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st r❛❥♦✉té❡ à ❧❛ ✜♥
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❊▼■❳ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❝❧✉st❡rs ♥♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✳

✻✳✹✳✶ ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝ré❡r ❧❡s ❝❧✉st❡rs ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❡♥
sé❧❡❝t✐♦♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t Ωk ❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✜❛❜✐❧✐té T̂ (Ωk)✱ ❡t ❡♥ ❛❣ré❣❡❛♥t ❛✉t♦✉r ❞❡
❧✉✐ ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ û(Ωk)✳

▲❡ ♥♦♠❜r❡ K ❞❡ ❝❧✉st❡rs ❝réés ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t

❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts
(
û(Ω), T̂ (Ω)

)
✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ❝❡♥tr♦ï❞❡ ûc
k ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧✉st❡r ❡♥

sé❧❡❝t✐♦♥❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❝❧✉st❡r ❛②❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✜❛❜✐❧✐tés ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✳✷✮
♣✉✐s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts s❡❧♦♥ ❧❡✉r ✜❛❜✐❧✐té✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s
✉♥ t❡st st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❝❧✉st❡rs q✉✐ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ♥♦♥ s✉✣s❛♠✲
♠❡♥t ✜❛❜❧❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧✉st❡rs N̂ ≤ K r❡st❛♥t à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦✉r♥✐t
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❡t ❧❡s ❝❡♥tr♦✐❞❡s ❞❡ ❝❡s ❝❧✉st❡rs s♦♥t ❧❡s ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥s ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

✻✳✹✳✶✳✶ ❈ré❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✉st❡rs

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝ré❡r ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t K ❝❧✉st❡rs Ck ⊂ P
♦ù P ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s Ω ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

✶✳✶✮ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ✿ K = 0✱ PK = P0 = P ❀

✶✳✷✮ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ré❣✐♦♥ ΩK ∈ PK ❛②❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ✿

ΩK
△
=arg max

Ω∈PK

T̂ (Ω);

✶✳✸✮ ❝ré❡r ❧❡ ❝❧✉st❡r CK ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s Ω ∈ P t❡❧❧❡s q✉❡ û(Ω) s♦✐t s✉✣✲
s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ û(Ωk) ❀

✶✳✹✮ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r PK+1 = PK \ CK ❡♥ r❡t✐r❛♥t ❞❡ PK✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❝❧✉st❡r CK q✉✐
s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s PK ❀

✶✳✺✮ ❛rrêt❡r s✐ PK = ∅✱ s✐♥♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❡r K← K+1 ❡t r❡t♦✉r♥❡r à ❧✬ét❛♣❡ ✶✳✷✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬à ❧✬ét❛♣❡ ✶✳✸✱ ❧❡ ❝❧✉st❡r ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❝réé ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ré❣✐♦♥s
❞é❥à ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❧✉st❡r ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝réé✳

✶✵✶



✻✳✹✳✶✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s

❆♣rès ❛✈♦✐r ❝réé K ❝❧✉st❡rs {Ck}
K
k=1✱ ♥♦✉s ❡♥ ❡st✐♠♦♥s ❧❡s ❝❡♥tr♦ï❞❡s u(Ck)✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧✬♦❜s❡r✈❡r s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣♦♥❞éré ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✱
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st s②♠étr✐q✉❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
à ❝❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✈♦✐s✐♥❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♥❡ s♦✐t ♣❛s
❜✐❛✐sé❡✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❡st✐♠❡r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ C ′

k ⊂ Ck ❞❡s ✓ ♠❡✐❧❧❡✉rs ✔
♣♦✐♥ts ❞❡s ❝❧✉st❡rs✳

P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡
à ✉♥ s❡✉✐❧ ❛❞❛♣t❛t✐❢✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ❝❡ s❡✉✐❧✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t
♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❛s êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❝❡♥tr♦✐❞❡s ❞❡ ❞❡✉① ❝❧✉st❡rs ❞✐✛ér❡♥ts✳
❆✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉
❝❡♥tr♦✐❞❡✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝♦♠♠❡ s❡✉✐❧ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡
♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉✬❛✉❝✉♥ ♣♦✐♥t ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡✉① ❝❧✉st❡rs ❞✐✛ér❡♥ts ♥❡
♣✉✐ss❡ êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ✿

ηk = min η s✳❝✳ ∄Ω ∈ Ck ∩ [∪j 6=kCj ] � T (Ω) > η ✭✻✳✷✷✮

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡♥tr♦✐❞❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡s tr♦✐s ét❛♣❡s ✿

✷✳✶✮ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ✿

ηk
△
= max

Ω∈Ck∩[∪j 6=kCj]
T̂ (Ω) ✭✻✳✷✸✮

✷✳✷✮ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ✜❛❜✐❧✐té ❡♠♣✐r✐q✉❡ s✉✣s❛♥t❡ ✿

C ′
k
△
=
{

Ω ∈ Ck

∣∣∣T̂ (Ω) ≥ ηk

}
.

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❝❧✉st❡r C ′
k✳

✷✳✸✮ ❡st✐♠❡r ❧❡ ❝❡♥tr♦✐❞❡ u(Ck) à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts C ′
k✳

❆ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ ❊q✳ ✭✻✳✶✷✮✲✭✻✳✶✹✮✱
❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ û(Ω) ❞✉ ❝❧✉st❡r s❡✉✐❧❧é C ′

k ❡st ❞✐str✐❜✉é❡ s❡❧♦♥ N (uk, σ
2(T ) ·R)✳

▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥ ❜✐❛✐sé à ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ✓ ✈r❛✐❡ ✔ ❞✐r❡❝t✐♦♥ uk ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

vk
△
=

∑
Ω∈C′

k
σ−2(T (Ω)) · û(Ω)

∑
Ω∈C′

k
σ−2(T (Ω))

✭✻✳✷✹✮

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ û(Ω) s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐s ❛✉ s✐❣♥❡
♣rès✱ ♥♦✉s ♠✉❧t✐♣❧✐♦♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ s✐❣♥❡ ε(Ω) t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ 〈ε(Ω) ·
û(Ω), û(Ωk)〉 ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr♦✐❞❡ û(Ωk) s♦✐t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❆✉ss✐✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s
✜❛❜✐❧✐tés ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❧❡✉r ❡st✐♠é❡ ✿

ṽk
△
=

∑
Ω∈C′

k
σ−2(T̂ (Ω)) · s✐❣♥ (〈û(Ω), û(Ωk)〉) · û(Ω)

∑
Ω∈C′

k
σ−2(T̂ (Ω))

. ✭✻✳✷✺✮

✶✵✷



uk

C
′
k

C
′
k

ηk

ηk

Ek

Ek

❋✐❣✳ ✻✳✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❝❧✉st❡r C ′
k ♣❛r s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ηk

❞✉ ❝❧✉st❡r Ck✱ ♣✉✐s ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ uk✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s

♣♦✐♥ts
(
û(Ω), T̂ (Ω)

)
❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✭❜✮✱ ♠❛✐s ♣♦✉r

✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐✛ér❡♥t✳ ▲❡ ❝♦♥t♦✉r Ek r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉ ❝❧✉st❡r Ck ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s

♣♦✐♥ts (u, T ) t❡❧s q✉❡ DT
(
(u, T ) ,

(
û(Ωk), T̂ (Ωk)

))
= ζ

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❧✉st❡r Ck ❡st ❛♣rès
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿

u(Ck)
△
= ṽk/‖ṽk‖ ✭✻✳✷✻✮

✻✳✹✳✶✳✸ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✉st❡rs ♥♦♥ ✜❛❜❧❡s

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à é❧✐♠✐♥❡r ❞❡s ❝❧✉st❡rs ♥♦♥ ✜❛❜❧❡s✳ ■❧ ♣❡✉t
❛rr✐✈❡r q✉❡ ❞❡✉① ❝❧✉st❡rs s♦✐❡♥t très ♣r♦❝❤❡s ❡t q✉✬✐❧ s♦✐t ❞és✐r❛❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❢✉s✐♦♥♥❡r✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ s❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ q✉❡ ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦✐❡♥t très ♣r♦❝❤❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱
❢♦r♠❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡✉① ❝❧✉st❡rs très ♣r♦❝❤❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ s♦✉❤❛✐t❡ ♣❛s ❢✉s✐♦♥♥❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❝❧✉st❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡
❞❡✉① ❝❧✉st❡rs q✉✐ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❡s ❞❡✉① ❝❧✉st❡rs ♦♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✜❛❜✐❧✐té✳

❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✷✮ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ vk ❡st ❞✐str✐❜✉é s❡❧♦♥
❧❛ ❧♦✐ N (uk, σ

2(T (Ω)) ·R)✱ ❛✈❡❝ R = IM − ana
T
n ✱ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥ ❜✐❛✐sé à ✈❛r✐❛♥❝❡

♠✐♥✐♠✉♠✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✹✮✱ ❡st ❞✐str✐❜✉é s❡❧♦♥ ✿

✶✵✸



vk ∼ N

(
uk,
( ∑

Ω∈C′
k

σ−2(T )
)−1

R

)
✭✻✳✷✼✮

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✸ ✱ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
vk ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ uk ♣❛r ✿

σ2(Ck)
△
= E

{
‖ṽk − uk‖

2
}

= (M − 1) ·
( ∑

Ω∈C′
k

σ−2(T (Ω))
)−1

✭✻✳✷✽✮

❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ♣❛s ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té T (Ω)✱ ♥♦✉s ❧❛ r❡♠♣❧❛✲
ç♦♥s ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡♠♣✐r✐q✉❡ r♦❜✉st❡ T̃ (Ω)✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2(Ck)
♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥✈❡rt✐❡ ❡♥ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té T (Ck) ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✸✮✳

▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✉st❡rs ♥♦♥ ✜❛❜❧❡s ❝♦♥s✐t❡ à ré✲✐tér❡r ❧✬ét❛♣❡ ❞❡
❈ré❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✉st❡rs ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✳✶ ♠❛✐s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✱
❧❡s ❝❡♥tr♦✐❞❡s u(Ck) ❞❡s ❝❧✉st❡rs ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ✜❛❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐é❡s T (Ck) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s ♣♦✐♥ts(
û(Ω), T̂ (Ω)

)
✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡ ❝❧✉st❡r Cj ❢✉s✐♦♥♥❡r❛ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❧✉st❡r Co 6= Cj s✐ ✿

DT
((

û(Cj), T̂ (Cj)
)

,
(
û(Co), T̂ (Co)

))
≤ ζc ✭✻✳✷✾✮

♦ù ζc ❡st ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✶✮ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ζ✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts
(
û(Ck), T̂ (Ck)

)
✱

s✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s❡✉✐❧ ζc ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ✉♥ q✉❛♥t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ χ2✳ ❉❛♥s
♥♦s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ζc = 2.33 ζ✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ s✐ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱
❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✉st❡rs ❝♦♥s✐st❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❣❛r❞❡r ❧❡s N ❝❧✉st❡rs q✉✐
♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té✳

✻✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s ✐♥t❡r❝❛♥❛✉①

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s ∆n =
[δ1n, δ2n, . . . , δMn]T ∈ RM , δ1n = 0 ❞✬✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡ ✿

an(f) = [a1n, a2ne−2iπδ2nf , . . . , aMne−2iπδMnf ]T ∈ CM .

❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✱ s✐ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❛♥❛✉① ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✉♥
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❝❡ ❞é❧❛✐ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❛ss❡♠❜❧❡r ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱
à ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ♠ê♠❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s
✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ s❡✉❧ ❞é❧❛✐
♣❛r s♦✉r❝❡ ❞♦✐t êtr❡ ❡st✐♠é✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉①
s✉♣ér✐❡✉r à ❞❡✉①✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ✐♥sèr❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s
❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡✳

✶✵✹



✻✳✺✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❈❛s ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡ ✿ ❆✜♥ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱
♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ n ❡st ❛❝t✐✈❡ à ❧❛ tr❛♠❡ t✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ à ❝❡tt❡ tr❛♠❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❉❯❊❚ s❛t✐s❢❛✐t ✿
R21(t, f) = tan(θ̂(t, f))eibφ(t,f) ≈ a2n

a1n
e−2iπfδn ✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡

❋♦✉r✐❡r ■♥✈❡rs❡ ✭❚❋■✮ ❞❡ R21(t, f)/|R21(t, f)| ≈ e−2iπfδn ❡st ✉♥ ❉✐r❛❝ à ❧✬✐♥st❛♥t δn ✿

r21(τ)
△
=

∫
R21(t, f)

|R21(t, f)|
ei2πf τdf ≈ δ(τ −δn) ✭✻✳✸✵✮

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❈❈✲P❍❆❚ ❬❑❈✼✻❪ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡❝t❡r ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r21(τ)
❞é✜♥✐❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✵✮ ❛✈❡❝ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r s✉✐✈❛♥t ✿

δ̂n
△
=arg max

τ
r21(τ) ✭✻✳✸✶✮

❈❛s ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s s♦♥t ❛❝t✐✈❡s ✿ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❛r❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡r
✉♥❡ tr❛♠❡ ❡♥t✐èr❡ ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ❞é❧❛✐ δn✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é ❧❡ ♣♦✐♥t Ωn ❞❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s♦♥ ♣r♦✜❧ ❞✬✐♥t❡♥s✐té abs(û(Ωn))✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥
q✉✬à ❧✬ét❛♣❡ ✶✳✷ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✳✶✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧ q✉❡ abs(·) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ CM ❞❛♥s
RM q✉✐ à t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ CM ❢❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇♦✜❧❧
❬❇♦❢✵✸❪ à ✿

✶✳ ❈ré❡r ✉♥ ❝❧✉st❡r ✭t❡♠♣♦r❛✐r❡✮ C̃n✱ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞✬✐♥t❡♥s✐té✱ abs(û(Ωn))✱
❡t q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts q✉✐ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ n✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ s♦✉r❝❡ Sn ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦✉r❝❡ ❛❝t✐✈❡✳

P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❧✉st❡r t❡♠♣♦r❛✐r❡ C̃n ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts
Ω t❡❧s q✉❡ abs(û(Ω)) s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ abs(û(Ωn))✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❡s ♣♦✐♥ts Ω
t❡❧s q✉❡ ✿

d(abs(û(Ω)), abs(û(Ωn))) ≤ ζ2 ·σ(T̃ (Ωn)) ✭✻✳✸✷✮

♦ù T̃ (Ωn) ❡st ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡♠♣✐r✐q✉❡ r♦❜✉st❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✾✮ ❡t ζ2 ❡st
✉♥ s❡✉✐❧ q✉✐ ❛ été r❡❣❧é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ζ2 = ζ ❞❛♥s ♥♦s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✳

✷✳ ❊st✐♠❡r ❧❡ ❞é❧❛✐ δn à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❝❧✉st❡r C̃n✳

❉❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s Ω ∈ C̃n✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ û(Ω) ❡st
eiφ(Ω) ≈ e−2iπδnf ✱ ♦ù f = f(Ω) ❡st ❧❛ ✓ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ✔ ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳
▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ σ2(T̂ (Ω)) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✭✻✳✶✸✮✳ ❊♥ ♣♦♥❞ér❛♥t ♣❛r ❧❡✉r ♣ré❝✐s✐♦♥ 1/σ2(T̂ (Ω)) t♦✉t❡s ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ Ω ∈ C̃n ❛②❛♥t f ❝♦♠♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡✱

✶✵✺



♦♥ ♣❡✉t s✬❛tt❡♥❞r❡ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❡st✐♠é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ n✱ à ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ f ✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r s✉✐✈❛♥t ✿

RC̃n
(f)

△
=

∑
Ω wf (Ω)eibφ(Ω)

∑
Ω wf (Ω)

≈ e−2iπδnf ✭✻✳✸✸✮

❛✈❡❝

wf (Ω)
△
=

{
1/σ2(T̂ (Ω)) s✐ Ω ∈ C̃n ❡t f = f(Ω)
0 s✐♥♦♥

. ✭✻✳✸✹✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❚❋■ ❞❡ RC̃n
(f) ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✺✮✮ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❞♦♥t

❧❛ q✉❛❧✐té ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✸✮✱ ❞✬✉♥ ❉✐r❛❝ à ❧✬✐♥st❛♥t δn✳

rC̃n
(τ)

△
=

∫
RC̃n

(f)ei2πf τdf ≈ δ(τ −δn) ✭✻✳✸✺✮

▲❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♣✐❝ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ❞é❧❛✐ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ n ✿

δ̂n
△
=arg max

τ
rC̃n

(τ) ✭✻✳✸✻✮

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✉♥ ♣✐❝ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜é s✐ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ♣✐❝
rC̃n

(δ̂n) ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s 3 ❞❇ à t♦✉t ❛✉tr❡ ♣✐❝ ❞❡ rC̃n
✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣✐❝

❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜é s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ✐♥sér❡r ❧✬ét❛♣❡
❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s ❞❛♥s ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❞é❧❛✐ ét❡♥❞ ●❈❈✲P❍❆❚ ❛✉ ❝❛s ♦ù ✐❧ ② ❛ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❇♦✜❧❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞é❝r✐t à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳

✻✳✺✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞❡ 2 ❝❛♥❛✉①

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ M ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❡st s✉♣ér✐❡✉r à 2✱ ✐❧ ② ❛ M − 1 > 1 ❞é❧❛✐s
✐♥t❡r❝❛♥❛✉① à ❡st✐♠❡r✱ ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ❝❛♥❛❧ s❡r✈❛♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ✐❧ ② ❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡
s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❛❝t✐✈❡✱ s✐ ❧✬✐♥t❡♥s✐té s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ m ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦ ✭❝✳✲à✲❞✳ ℜeXm(t, f) ≈ 0

❡t ℑmXm(t, f) ≈ 0✮✱ ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ∠Xm(t, f) = tan−1
(
ℑmXm(t,f)
ℜeXm(t,f)

)
s✉r

❝❡ ❝❛♥❛❧ s❡r❛ ✐♥st❛❜❧❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝❛♥❛❧ k 6= m ❡t ❧❡
❝❛♥❛❧ m✳

❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❝❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡✱
♣♦✉r ❧❡ ❝❧✉st❡r CK✱ ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉✐ ❛ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞✬✐♥t❡♥s✐té
abs(û(ΩK)) = (um)M

m=1 ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ΩK✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡

q✉✐ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ ❝❛♥❛❧ mK
△
=arg maxm |um|✱ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s ❧❡s ❞é❧❛✐s ✐♥t❡r❝❛✲

♥❛✉① δ̂′m K ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛♥❛✉① m 6= mK ❡t ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ mK✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s ❞✉ ❝❛s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ q✉✐ ❛ été ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳✶✳ ◆♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ∆K ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜é s✐ t♦✉s ❧❡s ❞é❧❛✐s ❞❡ ∆K s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
✐❞❡♥t✐✜és ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳✶✱ ❝✳✲à✲❞✳ s✐ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣✐❝ ❡st
s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s 3 ❞❇ à t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣✐❝s✳

✶✵✻



❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❡st
❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❞✐s❝rèt❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞é✜♥✐s
❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✸✺✮ ❡t ✭✻✳✸✻✮ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✐s❝rèt❡s ❞❡s ❞é❧❛✐s✳ ❙✐
❧❛ ❚❋■ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✺✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❢réq✉❡♥❝❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚
X(t, f)✱ ❛❧♦rs ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉ ❞é❧❛✐ ❞♦♥♥é à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✻✮
❡st ❞❡ 1 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ■❧ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❝❡tt❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞✉ ③ér♦✲♣❛❞❞✐♥❣ ♦✉ ❞✉ ✓ ③♦♦♠ s♣❡❝tr❛❧ ✔ ❬❍❙✼✼❪ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✻✳✸✸✮✳

✻✳✺✳✸ ❉❊▼■❳ ❆♥é❝❤♦ïq✉❡

◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡✱ q✉✐ ét❡♥❞ ❉❊▼■❳✲
■♥st❛♥t❛♥é ❛✉ ❝❛s ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s✳ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ ❡st str✉❝t✉ré ❛✈❡❝ ❧❡s
tr♦✐s ♠ê♠❡s ét❛♣❡s q✉❡ ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é ✿

✶✳ ❈ré❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✉st❡rs ❀

✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❀

✸✳ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✉st❡rs ♥♦♥ ✜❛❜❧❡s✳

▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é ❡st ❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ❞❡
❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✉st❡rs✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ak(f)✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬êtr❡ ❝❛✲
r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬✐♥t❡♥s✐té✱ ❡st ❛✉ss✐ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r s♦♥✴s❡s ❞é❧❛✐✭s✮ ✐♥t❡r❝❛♥❛✉①
∆k✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr♦✐❞❡ uCk

(f) ∈ CM ❞♦✐t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡
❞✉ ❝❛s ✐♥st❛♥t❛♥é✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❞é♣❡♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f ❡t ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✿

✕ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞✬✐♥t❡♥s✐té abs(uCk
(f)) q✉✐ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳

✕ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛♥❛✉① q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❞❡s ❞é❧❛✐s ∆k✳
▲❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ s♦♥t ❞✬✉♥❡

♣❛rt ❧✬✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣rés❡♥t❡r✱ ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❞é❝✐❞❡r q✉✬✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ û(Ω) ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t
♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❝❧✉st❡r ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡t ❞❡s ❞é❧❛✐s✳

✻✳✺✳✸✳✶ ❈ré❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✉st❡rs ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❧❛✐s

❈❡tt❡ ét❛♣❡ s✉✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✐tér❛t✐✈❡ ✭❞é❝r✐t❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✳✶✮ q✉❡
❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é✱ ❡①❝❡♣té ♣♦✉r ❧✬ét❛♣❡ ✶✳✸ ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✉st❡rs q✉✐ s❡ ❞✐✈✐s❡ ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥t ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿

✶✳✸✳❛✮ ❊st✐♠❡r ❧❡s ❞é❧❛✐s ✐♥t❡r❝❛♥❛✉① ∆K à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝❧✉st❡r t❡♠♣♦r❛✐r❡ C̃K ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s
♣♦✐♥ts Ω ∈ PK s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ abs(û(ΩK))✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ à été ❞ét❛✐❧❧é à
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳

✶✳✸✳❜✮ s✐ ∆K ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜é ✭❝❢ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✮ ✿ ❞é✜♥✐r ❧❡ ❝❡♥✲
tr♦✐❞❡ uCK

(f) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬✐♥t❡♥s✐té abs(û(ΩK)) ❡t ❧❡s ❞é❧❛✐s ∆K ❀ ❝ré❡r
❧❡ ❝❧✉st❡r CK ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s ré❣✐♦♥s Ω ∈ P s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ uCK

(f) ❀

s✐♥♦♥ ✿ r❡❥❡t❡r ❧❡ ❝❧✉st❡r CK
△
= C̃K ❀

✶✵✼



❆ ❧✬ét❛♣❡ ✶✳✸✳❛✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ♣r♦✜❧s ❞✬✐♥t❡♥s✐té✳ ❊♥ ❝♦♥tr❛st❡✱
à ❧✬ét❛♣❡ ✶✳✸✳❜✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
û(Ω) ❡t ❧❡ ❝❡♥tr♦✐❞❡ uCK

(f)✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳
P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡❝✐✱ ♣r❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù M = 2✳ ▲❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ Ω ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿ û = [cos θ̂, sin θ̂ · eibφ]T t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛

❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr♦✐❞❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿ uCk
(f) = [cos θ̂k, sin θ̂k · e

−i2πbδkf ]T ✳ ❆✜♥ ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ û(Ω) ❡t ❧❡ ❝❡♥tr♦✐❞❡ uCK

(f)✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ DT (., .) ♣♦✉r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f = f(Ω)✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛
ré❣✐♦♥ Ω✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♦♥ Ω ❡st ✐♥❞❡①é❡ ♣❛r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s (t, f) q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♦♠✐s ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐té ❧❛ ❧❡❝t✉r❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ à ❧✬ét❛♣❡ ✶✳✸✳❜✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❝♦♠♠❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❧❡s ré❣✐♦♥s Ω ∈ P t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

DT
((

û(Ω), T̂ (Ω)
)

,
(
uCK

(f(Ω)), T̂ (ΩK)
))
≤ ζ, ✭✻✳✸✼✮

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞❛♥s ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ DT ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ ζ r❡❧❛t✐❢s à
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❇❙❆❙✱ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✶✮✮✱
♠❛✐s ❞❛♥s ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡✱ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f(Ω) ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥
Ω✳

✻✳✺✳✸✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s

❆♣rès ❛✈♦✐r ❝réé ❧❡s K ❝❧✉st❡rs Ck✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s ❝❡♥tr♦✐❞❡s uCk
(f) ♣♦✉r ❧❡s✲

q✉❡❧s ❧❡s ❞é❧❛✐s ♦♥t été ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜és ✭❝❢ ét❛♣❡ ✶✳✸✳❜✮✱ ❡st ré✲❡st✐♠é ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ❝❛s ✐♥st❛♥t❛♥é ✭❝❢ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✳✷✮✳
▲❡s ❞é❧❛✐s ∆k ❞✉ ❝❡♥tr♦✐❞❡ ♦❜t❡♥✉s à ❧✬ét❛♣❡ ✶✳✸✳❜ s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és t❡❧ q✉❡❧s✳

✻✳✺✳✸✳✸ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✉st❡rs ♥♦♥ ✜❛❜❧❡s

▲✬ét❛♣❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✉st❡rs ♥♦♥ ✜❛❜❧❡s ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛s ✐♥st❛♥t❛♥é
❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✳✸✱ à ♣❛rt ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✾✮✱ ♦ù ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ d q✉✐ ❡st
✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ DT ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✵✮✮ ❞♦✐t êtr❡ ❝❤❛♥❣é❡
♣❛r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ dc ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❛♥é❝❤♦ïq✉❡✱ ❧❡s ❝❡♥tr♦ï❞❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f ✳

dc(uCi
,uCj

) =

∫
d(uCi

(f),uCj
(f))df. ✭✻✳✸✽✮

✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧ ✐♥st❛♥t❛♥é ♦✉
❛♥é❝❤♦ïq✉❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❊▼■❳ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚■❋❘❖▼✱ s❡
❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❉❯❊❚✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝♦♥tr❛✐✲
r❡♠❡♥t à ❉❯❊❚ q✉✐ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st q✉❛s✐✲❞✐s❥♦✐♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
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t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❉❊▼■❳ ❡t ❚■❋❘❖▼ s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ✭✉♥❡ s❡✉❧❡ s✉✣t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥st❛♥t❛♥é✮ ♦ù ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❞♦♠✐♥❡
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡st ❛❧♦rs ❡✛❡❝t✉é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s
❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s ré❣✐♦♥s✳

▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❝❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ❧♦❝❛✉①✱ ❡t ♣❧✉s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❧♦❝❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t à ❝❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❡st ❡①♣❧♦✐té❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡
s✐♠♣❧❡ ♦ù ❧✬♦♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ♣❛r ✉♥❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❡t ❧❛
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ✉♥❡ ●❛✉s✐❡♥♥❡ ✐s♦tr♦♣❡✳ ▲✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✿

✶✳ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ q✉✐ ❞♦♠✐♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❝♦♥s✐✲
❞éré❡ ❡t q✉✐ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❀

✷✳ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té q✉✐ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛❝❝♦r❞❡r à
❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❈❡s ❡st✐♠é❡s ❧♦❝❛❧❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❢✉s✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣♦✉r
❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❇✐❡♥ q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♠♠❡
❑✲♠❡❛♥s ♦ù ❊▲❇● ♣✉✐ss❡ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❛❞✲❤♦❝ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❞❡s
❞é❧❛✐s s✉♣ér✐❡✉rs à ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ét❡♥❞ ●❈❈✲P❍❆❚ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐✲
s♦✉r❝❡s✳

◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

✶✵✾



✶✶✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉
♠é❧❛♥❣❡

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é ❡t ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡✱
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ tr♦✐s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉✐ ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ✿

✕ ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é✱ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▲❇● ❬P❘✵✵✱ P❘✵✶❪ ✭q✉✐ r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡
❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛♠é❧✐♦ré❡✱ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❞❛♥s ❞❡s ♠✐♥✐♠❛s ❧♦❝❛✉①✱ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❑✲▼❡❛♥s ❬❍❲✼✾❪✮ ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❀

✕ é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é s✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t
✈❛r✐❡r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r très ❢❛✐❜❧❡ ❥✉sq✉✬à ✉♥❡
❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣❛ss❡r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡
✐♥st❛♥t❛♥é✱ à ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡ ❀

✕ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ ❡t ❞❡ ❉❯❊❚ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠❜r❡s
❛♥é❝❤♦ïq✉❡s✳

❚♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ ✭M = 2✮✳

✼✳✶ ▼ét❤♦❞❡s é✈❛❧✉é❡s

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ q✉❡ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✼✳✶✳✶ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ✐♥st❛♥t❛♥és

■♥t❡♥t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✿
◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✿

✶✳ ❈♦♠♣❛r❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é ❛✈❡❝ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
❝❧✉st❡r✐♥❣✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▲❇●✳

✶✶✶



✷✳ ❊✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ✿
✕ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ✓ ❧✐ss❛❣❡ ✔ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ♣❛r ❧✬❆❈P ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ st❛♥❞❛r❞ ❀

✕ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ♣❛r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ♣❧✉tôt
q✉❡ ♣❛r ❧✬é♥❡r❣✐❡✳

▲❡s q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❊▲❇● ✿ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s 4 ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❊▲❇● ✿

✕ ❊▲❇● s✉r ❧❡s ❛♥❣❧❡s θ(t, f) ❜r✉ts ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡s
X(t, f)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ st❛♥❞❛r❞ ♦ù ❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❡st ❢❛✐t à
♣❛rt✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ❀

✕ ❲❊▲❇● ✭✈❡rs✐♦♥ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡ ❧✬❊▲❇● ❬❆❘❇✵✺❪✮ s✉r ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❜r✉ts θ(t, f) ♦❜✲
t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡s X(t, f) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
ρ(t, f) = ‖X(t, f)‖ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐❞s ❀

✕ ❊▲❇● s✉r ❧❡s ❛♥❣❧❡s θ̂(t, f) ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ û(t, f) ❛♣rès ❧✬❆❈P✳
✕ ❲❊▲❇● s✉r ❧❡s ❛♥❣❧❡s θ̂(t, f) ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ û(t, f) ❛♣rès ❧✬❆❈P✱ ♠❛✐s ❡♥ ❡①✲

♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ✿ 1
/

σ2
(
T̂ (t, f)

)
✭σ2(T )

ét❛♥t ❞é✜♥✐ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✸✮✮✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s t❡stés s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✳

x1(t)

x2(t)

X1(t, f )

X2(t, f )
θ̂(t, f )

T̂ (t, f )

échelles |Ω|

TFCT ACP locale

coordonnées
polaires

θ(t, f ) ρ(t, f )

ELBG WELBG ELBG
WELBG/
DEMIX

❋✐❣✳ ✼✳✶ ✕ s❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ♠♦♥tr❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡stés à ♣❛rt✐r
❞✉ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

✼✳✶✳✷ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s

◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s
❛✈❡❝ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡s ❢❛✐t❡ ♣❛r ❉❯❊❚✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é ❛✜♥ ❞✬❡♥ é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s✳

✼✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♠♠✉♥❡s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♥♦s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s é✈❛❧✉é❡s✳

✶✶✷



✼✳✷✳✶ ▼❡s✉r❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❉❊▼■❳ ♣❡✉✈❡♥t ❡st✐♠❡r ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s
♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✿ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ❧❡
t❛✉① ❞❡ s✉❝❝ès ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❊▼■❳✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❉❯❊❚ ✭❜❛sé s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❑✲♠❡❛♥s✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❊▲❇● ❡t s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✱ ♥✬❡st✐♠❡♥t ♣❛s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦✉r❝❡s✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✿ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♣♣❡❧é❡ ▼❉❊ ✭♣♦✉r ♠❡❛♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r✮✱ q✉✐ ❡st
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈r❛✐❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡st✐♠é❡s✳ ▲✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t
❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡st✐♠é❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ✈r❛✐❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r
❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ s♦✐t ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥st❛♥t❛♥é✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
s♦♥t A = [a1 . . .aN ] ❡t s♦✐❡♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡st✐♠é❡s ✿ Â = [â1, â2, . . . , âN ]✱ ❧❡ ▼❉❊ ❡st
❛❧♦rs ❞é✜♥✐t ♣❛r ✿

▼❉❊ (A, Â)
△
= min

π∈SN

1

N

N∑

n=1

d(an, âπ(n)) ✭✼✳✶✮

♦ù SN ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬♦♥ ❛✉r❛✐t ❛✉ss✐ ♣✉
❝❤♦✐s✐r ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ✿

min
π∈SN

max
1≤n≤N

d(an, âπ(n)),

❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ✭♥♦♥ ♣rés❡♥tés ✐❝✐✮ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ét❛✐❡♥t q✉❛s✐✲
✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ ▼❉❊✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈r❛✐❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❘▼❉❊ q✉✐ ❡st
❧❡ ▼❉❊ ❞✐✈✐sé ♣❛r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈r❛✐❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✿

❘▼❉❊ (A, Â)
△
=

▼❉❊ (A, Â)

minn6=n′ d(an,an′)
. ✭✼✳✷✮

▲❡ ❘▼❉❊ ❡st ♥✉❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡✱ ❡t s✐ ❧❡ ❘▼❉❊ ❡st
♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡
❣r❛♥❞❡✉r q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈r❛✐❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ é✈✐❞❡♠♠❡♥t à
❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠é❞✐♦❝r❡s✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s
❛♥é❝❤♦ïq✉❡s ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✼✳✶✮ ❡t ✭✼✳✷✮ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d(., .) ♣❛r ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ dc(., .) q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✽✮✳

✶✶✸



P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✿ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❡♥tr❡ ❡✉① ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞é✜♥✐s ♣♦✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ✐♥st❛♥t❛♥és ❡t ❞✬❛✉tr❡s ♣♦✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s✱ ❡t q✉✐
♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ s♦rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡
❞✬é✈❛❧✉❡r ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✉r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡ ❞✬❡♥tré❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ▲❛
♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧
à ❞✐st♦rt✐♦♥ ✭❙❉❘✮ ❬●❇❱❋✵✸❪✳

P♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ♠❛sq✉❛❣❡
❜✐♥❛✐r❡ q✉✐ ❛ été ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳

✼✳✷✳✷ ❙✐❣♥❛✉① ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

▲❡s s✐❣♥❛✉① s♦✉r❝❡s ✿ ◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉①
❞❡ ♣❛r♦❧❡ ❝♦♠♣♦sés ❞❡ 200 ❡①tr❛✐ts ❞❡ 5 s❡❝♦♥❞❡s✱ ❞❡ ✈♦✐① ♣♦❧♦♥❛✐s❡s✱ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s
à fe = 4 ❦❍③✳ ❈❡s s✐❣♥❛✉① s♦♥t ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ q✉✐ ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ❛✉ ❝♦✉rs
❞✉ ✇♦r❦s❤♦♣ ✿ ✷✵✵✺ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ▼❆❈❍■◆❊ ▲❊❆❘◆■◆● ❋❖❘
❙■●◆❆▲ P❘❖❈❊❙❙■◆● ❡t s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❧✬❯❘▲ ❤tt♣✿✴✴♠❧s♣✷✵✵✺✳❝♦♥✇✐③✳❞❦✴✳

◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s t❡stés ✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é✲
❧❛♥❣❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡s ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐✲
s✐ss♦♥s ♣❛r t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ T = 20 ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s
200 s✐❣♥❛✉① s♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡sté✱ ♥♦✉s r❡t✐❡♥❞r♦♥s
❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❘▼❉❊ s✉r ❝❡s T ♠é❧❛♥❣❡s✳

✼✳✷✳✸ P❛r❛♠étr❛❣❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s

P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ ✿ P♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ ✐♥st❛♥t❛♥é✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é ❡t ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡✱
q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ X(t, f) à ❞✐✛ér❡♥t❡s
é❝❤❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❢❡♥êtr❡ ❛❧❧❛♥t ❞❡ 64 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s à
32768 ♣❛r ♣❛s ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ 2✳

P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✱ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ q✉✐ ❛ été ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ♣❛r s❡s ❛✉t❡✉rs ❬❨❘✵✹❪✱ q✉❡ ♥♦✉s r❡✲
♠❡r❝✐♦♥s ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♦❝❝❛s✐♦♥✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ ✉t✐❧✐sé❡
♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ❡t ❡st ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ 512 é❝❤❛♥t✐❧♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ 63 ♠s✳
❈❡tt❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❢❡♥êtr❡ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s
❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥t❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥✳

P♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❞❡s ❢❡♥êtr❡s ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ✉♥ r❡❝♦✉✲
✈r❡♠❡♥t ❞❡ 1/2✳

P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❉❊▼■❳ ✿ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é ❡t ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡✱ à ♣❛rt ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ζ2

✶✶✹
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q✉✐ ♥✬❡st ✉t✐❧✐sé q✉❡ ♣❛r ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡✳
▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❆❈P ❧♦❝❛❧❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❉❊▼■❳ ❡st ❞❡

|Ω| = 10 ♣♦✐♥ts✳
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t ✿
✕ ❧❡ s❡✉✐❧ ζ ré❣❧❛♥t ❧❡ t❡st ❞❡ χ2 ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t à ✉♥ ❝❧✉st❡r ❧♦rs ❞❡

❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✉st❡rs ✿ ζ = 2.33 ❀
✕ ❧❡ s❡✉✐❧ ζc ré❣❧❛♥t ❧❡ t❡st ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❝❧✉st❡rs ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s

❝❧✉st❡rs ✿ ζc = 5.43 ❀
✕ ✭P♦✉r ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t✮ ❧❡ s❡✉✐❧ ζ2 ré❣❧❛♥t ❧❡ t❡st ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡

❞✬✉♥ ♣♦✐♥t à ✉♥ ❝❧✉st❡r t❡♠♣♦r❛✐r❡ ❜❛sé s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡
❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧✉st❡rs ✿ ζ2 = 2.33✳

■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✿ P✉✐sq✉❡ ❧✬❊▲❇● ❡t s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s
s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧✐sés ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡st ❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❡①é❝✉t♦♥s I = 10 ❢♦✐s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s t❡sts q✉❡ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s
s✉r ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ❡t ♥♦✉s ❣❛r❞♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❛②❛♥t ♦❜t❡♥✉
❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r rés✉❧t❛t✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❛②❛♥t ♦❜t❡♥✉ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡rr❡✉r ▼❉❊✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ♣❧✉tôt ♦♣t✐♠✐st❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❉❊▼■❳ q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳

✼✳✸ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ✐♥st❛♥t❛♥és

✼✳✸✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧

■♥t❡♥t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✿ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s é✈❛❧✉❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦✉r❝❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉✬❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✱
❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥
♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s✳

❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❛♥❞ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t
s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡♥ s♦✐t ❛✛❡❝té❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡
❞❡✉①✐è♠❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❢❛✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

✶r❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✿ N s♦✉r❝❡s à ❡s♣❛❝❡♠❡♥t é❣❛❧ P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ ♥♦✉s
❝♦♥str✉✐s♦♥s ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥st❛♥t❛♥és s❛♥s ❜r✉✐t✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡s♣❛❝é❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❇❩✵✶❪✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦✉r❝❡s ✈❛r✐❛♥t ❞❡ N = 2 à N = 15✳ P♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é✱ q✉✐ ❡st ❧❡ s❡✉❧
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ s❛❝❤❡ ❝♦♠♣t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡
❞❡ ré✉ss✐t❡ ✭♣❛r♠✐ ❧❡s T ❡①❡♠♣❧❡s✮ à ❝♦♠♣t❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦✉r N = 2 ❥✉sq✉✬à N = 11✳

✷❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✿ ✸ s♦✉r❝❡s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s P♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s 3 s♦✉r❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♥❣❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ θl+2 = π

4 + lεπ✱ ❛✈❡❝ l ∈
{−1, 0, 1}✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡

✶✶✺



♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵ ✶✶
❉❊▼■❳ ■♥st ✾✺ ✶✵✵ ✶✵✵ ✾✺ ✾✺ ✾✵ ✼✺ ✼✵ ✶✺ ✵

❚❛❜✳ ✼✳✶ ✕ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s

επ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❛♥❞ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❧❡s
✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ✭ε ❢❛✐❜❧❡✮✳

✼✳✸✳✷ ❘és✉❧t❛ts

◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✭t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✶✮ q✉❡ ❥✉sq✉✬à N = 7 s♦✉r❝❡s✱ ❉❊▼■❳ ❡st✐♠❡ ❝♦rr❡❝✲
t❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❛♥s ♣❧✉s ❞❡ ♥❡✉❢ ❝❛s s✉r ❞✐①✱ ♠❛✐s q✉❛♥❞ N > 10 ✐❧
é❝❤♦✉❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ✐♥❞✐q✉❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦✉r❝❡s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♠♦✐♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬✐❧ ② ❛✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
ré❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ à êtr❡ ❛❝t✐✈❡✱ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✼✳✷ ❡t ✼✳✸✱ ❉❊▼■❳ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❘▼❉❊✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ét❛♥t ❝♦♠♣❛ré ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ✐♥st❛♥❝❡s
✭♣❛r♠✐ ❧❡s I = 10 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✮ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✬❊▲❇●✳
◆♦t♦♥s q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❉❊▼■❳ ♥✬❡st✐♠❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦✉r❝❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛✣❝❤és ♣♦✉r ❉❊▼■❳ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷ s♦♥t ❧❡ ❘▼❉❊
♠♦②❡♥♥é s✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❉❊▼■❳ ❛ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡st✐♠é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦✉r❝❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ ❘▼❉❊ ❞❡ ❉❊▼■❳ ♥✬❛ ♣❛s été ❡st✐♠é ♣♦✉r N > 10✱ ❝❛r ✐❧
♥✬② ❛✈❛✐t ♣❧✉s ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✐t été ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡st✐♠é✳
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❋✐❣✳ ✼✳✷ ✕ ❊rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❘▼❉❊✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é ✭❉❊▼■❳✲■♥st✮ ❡t ❧❡s
♠❡✐❧❧❡✉rs ✐♥st❛♥❝❡s ✭♣❛r♠✐ ❧❡s I = 10 ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s✮ ❞❡s q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❊▲❇●

✶✶✻
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❋✐❣✳ ✼✳✸ ✕ ❊rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❘▼❉❊✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ✸ s♦✉r❝❡s✱ ♣♦✉r ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é ✭❉❊▼■❳✲■♥st✮ ❡t ❧❡s
♠❡✐❧❧❡✉rs ✐♥st❛♥❝❡s ✭♣❛r♠✐ ❧❡s I = 10 ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s✮ ❞❡s q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❊▲❇●

▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❉❊▼■❳ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡①✲
♣ér✐❡♥❝❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞✬✉♥✐q✉❡♠❡♥t 3 s♦✉r❝❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ très ♣r♦❝❤❡s ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❡ ❘▼❉❊ ❞❡s q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✬❊▲❇● ❛♣♣r♦❝❤❡♥t
1 q✉❛♥❞ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈r❛✐❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✼✳✸✮✱ ❝❡
q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♣r❡sq✉✬❛✉ss✐ é❧❡✈é❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✬❊▲❇● ❝♦♥❢♦♥❞❡♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❆ ❧✬♦♣♣♦sé✱ ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é r❡st❡ très r♦❜✉st❡ q✉❛♥❞ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t très
♣r♦❝❤❡s ✿ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✱ ❧❡ ❘▼❉❊ ❞❡ ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é
✭❉❊▼■❳✲■♥st✮ r❡st❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à 3 · 10−4 q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s✱ ♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❊▲❇●✱ q✉❡
❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ✭♠ét❤♦❞❡ st❛♥❞❛r❞✮
♣❛r ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❆❈P ❧♦❝❛❧❡✱ ♥✬❛♠é❧✐♦r❡ ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ P❛r
❝♦♥tr❡ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ✿

✕ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ✱ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ❡st✐♠é❡s ❧♦❝❛❧❡s✱
❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❀

✕ q✉❛♥❞ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡st ♣rés❡♥t✱ ♠❛✐s q✉❡ ❝❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s
❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ✭♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✮ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❡t
❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ s❡s ❝♦♥❝✉r❡♥ts✳

✶✶✼



✼✳✹ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s

■♥t❡♥t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✿
◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✿

✶✳ é✈❛❧✉❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é s✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s ❡t ❢❛✐✲
❜❧❡♠❡♥t ❛♥é❝❤♦ïq✉❡ ✭❛②❛♥t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❞é❧❛✐s✮✳

✷✳ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚ ❞❡
❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ ❡t é✈❛❧✉❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❞❡ ❣r❛♥❞s
❞é❧❛✐s✳

✼✳✹✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ s✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r
♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛♥❛✉①✳ ▲❡ ❜✉t ét❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞é❧❛✐s s♦♥t ♥✉❧s✱ à ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s
❛♥é❝❤♦ïq✉❡s ❛②❛♥t ❞❡s ❞é❧❛✐s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠❡♥é❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✶✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐✲
s♦♥s ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡s ❞❡ 3 s♦✉r❝❡s ❛②❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✬✐♥t❡♥s✐té θn ∈
{π/12, π/4, 5π/12} ❡t ❧❡s ❞é❧❛✐s δn ∈ {−δ, 0,+δ}✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❞é❧❛✐s δ ≥ 0 r❡♣rés❡♥t❡
❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✓ ❛♥é❝❤♦ïs♠❡ ✔ q✉✐ ✈❛r✐❡✳

◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✭❡♥ ❡st✐♠❛♥t ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r
♠❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡✮ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✹ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♠❡t❤♦❞❡s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s
❛✈❡❝ ❉❊▼■❳✲■♥t❛♥t❛♥é✱ ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬❡rr❡✉rs ❘▼❉❊ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❉❯❊❚ ❡t ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✺✳

✼✳✹✳✷ ❘és✉❧t❛ts
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DEMX−Inst

DEMX−Anec

DUET

❋✐❣✳ ✼✳✹ ✕ ❙❉❘ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ δ ❞❡s ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ❧❛tér❛❧❡s

✶✶✽
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DEMIX−Anec

DUET

❋✐❣✳ ✼✳✺ ✕ ❘▼❉❊ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ δ ❞❡s ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ❧❛tér❛❧❡s

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦r❛❝❧❡s ✿ ❈♦♠♠❡ ❡♥ té✲
♠♦✐❣♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ❛✣❝❤és s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✹✱ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥s ♦r❛❝❧❡s✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ♠❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ♣❡✉
♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s q✉❛♥❞ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡st ❣r❛♥❞✳ ❊♥ ❡✛❡t ♣♦✉r ❞❡s ❞é❧❛✐s
s✉♣ér✐❡✉rs é❣❛❧s à ✶✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❧❡ ❙❉❘ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦r❛❝❧❡s ❡st ✐♥❢é✲
r✐❡✉r à ✵ ❞❇✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✐❧ ♣ré❢ér❛❜❧❡✱ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❛♥é❝❤♦ïq✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♥❞s ❞é❧❛✐s✱ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❘▼❉❊✱ ❛✣❝❤é❡s
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✺✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ ✿ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✹✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ✿
q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❞é❧❛✐ δ✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ s♦♥t ❡①✲
❝❡❧❧❡♥t❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t s♦♥t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t é❣❛❧❡s à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡
❧❛ ✈r❛✐❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✭♠❛tr✐❝❡ ♦r❛❝❧❡✮✱ ❥✉sq✉✬à ✉♥ ❞é❧❛✐ ❞❡ 5 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❡t très
♣r♦❝❤❡s ♦✉ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♣♦✉r ♣♦✉r ❞❡s ❞é❧❛✐s ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 5 ❡t 30 é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥s ✭75 ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞❡s à 4 ❦❍③✮✳ P✉✐s ♣♦✉r ✉♥ ❞é❧❛✐ ❞❡ 60 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❧❡ ❙❉❘ ❞❡
❉❊▼■❳✲❆♥❡❝❤♦ïq✉❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r ❞❡ 7 ❞❇ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ ♦r❛❝❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✈✐❡♥t ❝♦♥✜r♠❡r q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ s♦♥t très ❜♦♥♥❡s ♣♦✉r ❞❡s ❞é❧❛✐s
✐♥❢ér✐❡✉rs à ✻✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ♠❛✐s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✵✱✶ ❘▼❉❊ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡
✈❛❧❡✉r✳

❘♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é ✿ P♦✉r ❞❡s ❞é❧❛✐s très ❝♦✉rts✱ ❉❊▼■❳✲■♥st✲
❛♥t❛♥é ❡t ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛
✜❣✉r❡ ✼✳✹✮✱ éq✉✐✈❛❧❡♥ts à ❝❡✉① ❞❡ ❧✬♦r❛❝❧❡✱ ❡t ❞❡ 0.5 ❞❇ s✉♣ér✐❡✉rs à ❝❡✉① ❞❡ ❉❯❊❚✳
P♦✉r ✉♥ ❞é❧❛✐ ✐♥❢ér✐❡✉r à 0.12 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é ❡st à ♣❡✐♥❡ ❞❡ 0.26 ❞❇
❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬♦r❛❝❧❡✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❞❡s ❞é❧❛✐s s✉♣ér✐❡✉r à 1 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❧❡s

✶✶✾



♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é ♣❧♦♥❣❡♥t à ♣❧✉s ❞❡ 10 ❞❇ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❉❊▼■❳✲
❆♥é❝❤♦ïq✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❞❡s ❞é❧❛✐s ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 1.5 ❡t 5 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ❞❡ ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é ♥✬♦♥t ♠ê♠❡ ♣❛s ♣✉ êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❝❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ é❝❤♦✉❡
s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t à ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❉❯❊❚ ✿ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❉❯❊❚✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡s ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡s✱ q✉❡❧❧❡ s♦✐❡♥t é✈❛❧✉é❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✹✮ ♦✉ ❡♥ ❘▼❉❊ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✺✮✱
s✬❡✛♦♥❞r❡♥t q✉❛♥❞ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡①❝è❞❡ 2 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥✜r♠❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s t❤é♦r✐q✉❡s
❞❡ ❉❯❊❚ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❧❛✐s s✉♣ér✐❡✉rs à 1 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ ❡t ❞❡ ❉❯❊❚ ✿
❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❉❯❊❚✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♦✉ ❡♥ ❘▼❉❊✱
r❡st❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡✳

▼ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❞❡❧❛✐s ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 10−2 ❡t 10−1 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❧❡ ❙❉❘ ❞❡
❉❯❊❚ ❡st ❞❡ 0.5 ❞❇ ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✈✐❡♥t ❝♦♥✜r♠❡r q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥é✲
❝❤♦ïq✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ✭❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r
s✉♣ér✐❡✉r à ✶✵ ❡♥ ❘▼❉❊✮ à ❉❯❊❚ ♣♦✉r ❞❡s ❞é❧❛✐s ✐♥❢ér✐❡✉rs à ✻✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ♣✉✐s ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s❡ r❡ss❡rr❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ ✻✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❘▼❉❊ ❞❡ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡
♣♦✉r ✉♥ ❞é❧❛✐ ❞❡ ✻✵ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ♥❡ s♦♥t q✉❡ ✷ à ✸ ❢♦✐s s✉♣ér✐❡✉r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❉❯❊❚
♣♦✉r ❞❡s ❞é❧❛✐s ✐♥❢ér✐❡✉rs à ✷ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳

✼✳✺ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡

◆♦tr❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡
❛✈❡❝ ❉❯❊❚ s✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✓ s❛❧❧❡ ✔ ❛♥é✲
❝❤♦ïq✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ t♦♦❧❜♦① ❘♦♦♠❙✐♠ ❬❉❈❇✵✺❪ ❞❡ ▼❆❚▲❆❇✳

✼✳✺✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧

❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❞❡✉① ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❝❛r❞✐♦ï❞❡s s♦♥t ♣❧❛❝és ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ s❛❧❧❡✱
à 20 ❝♠ ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❡t ❧❡✉rs ❞✐r❡❝t✐♦♥s s❡ ❝r♦✐s❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ 90 ❞❡❣rés✳ ▲❡s
s♦✉r❝❡s s♦♥t ♣❧❛❝é❡s s✉r ✉♥ ❝❡r❝❧❡✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ s✐t✉é ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ s❛❧❧❡✱
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à êtr❡ ❛✉ss✐ ❡s♣❛❝é❡s q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s②♠étr✐q✉❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❧❛♥ ♠é❞✐❛t❡✉r ❞✉ ❜✐♣♦✐♥t ❢♦r♠é ♣❛r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s✳
▲❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❧❡s ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s s♦♥t s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❧❛♥✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡❝✐ ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ 7 s♦✉r❝❡s ✿ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❞❡s ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ❞❛♥s ❧❛ s❛❧❧❡
❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✻✳ ▲❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥
s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✼✳

▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ N = 2 à N = 7✳
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❋✐❣✳ ✼✳✻ ✕ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❛❧❧❡ ♣♦✉r N = 7 s♦✉r❝❡s

n ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼
θn ✵✳✶✷ ✵✳✶✸ ✵✳✺✻ ✵✳✼✽ ✶✳✵✶ ✶✳✹✹ ✶✳✹✺
δn ✲✶ ✲✷✳✷ ✲✶✳✽ ✵ ✰✶✳✽ ✰✷✳✷ ✶

❋✐❣✳ ✼✳✼ ✕ ❉✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡s 7 s♦✉r❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ s❛❧❧❡ ✐❧❧✉stré❡
♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✻✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té θ ✭❡♥
r❛❞✐❛♥s✮✱ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❧✐❣♥❡ ❧❡s ❞é❧❛✐s δ ✭❡♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✮

✼✳✺✳✷ ❘és✉❧t❛ts

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ ❛rr✐✈❡ à ❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❥✉sq✉✬à
N = 4 ❞❛♥s ♣❧✉s ❞❡ 9 ❝❛s s✉r 10 ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✷✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✽ ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ❧✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡
❘▼❉❊ ♠♦②❡♥✱ ❞❡ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ ❡st s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❉❯❊❚
❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ 10✱ ❡t ❝❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

❉❡✉① ❤②♣♦tès❡s ♠❛❥❡✉r❡s ♣❡✉✈❡♥t ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ ♦❜t✐❡♥♥❡
❞❡s rés✉❧t❛ts ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❉❯❊❚ ✿

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞é❧❛✐s s✉♣ér✐❡✉rs à 1 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛♠❜✐✲
❣✉ës à ❝❛✉s❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞é❝r✐t à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ P❤é♥♦♠è♥❡
q✉✐ ❞✐s♣❛r❛✐t ❞❛♥s ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡✱ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❞é❧❛✐s
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ●❈❈✲P❍❆❚✳

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳✷✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
R21(t, f) = X2(t, f)/X1(t, f) ❞❡ ❉❯❊❚ ❡t ❚■❋❘❖▼ ❡st très ✐♥st❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❡st ♣rés❡♥t❡ ♣r❡sq✉❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ✉♥
s❡✉❧ ❞❡s ❝❛♥❛✉①✱ ✭❝✳❛✳❞✳ q✉❛♥❞ θ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ♦✉ ❞❡ π/2✮✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❉❯❊❚✱
❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ q✉✐ ❣❛r❞❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡

♥❜ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼
❉❊▼■❳✲❆♥❡❝ ✾✵ ✶✵✵ ✾✺ ✻✺ ✺ ✵

❚❛❜✳ ✼✳✷ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s
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❋✐❣✳ ✼✳✽ ✕ ❊rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❘▼❉❊✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ ✭❉❊▼■❳✲❆♥❡❝✮ ❡t ❉❯❊❚

r♦❜✉st❡ss❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❉❊▼■❳ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ ✿

✕ ❝♦♠♣t❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✭❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞❡ s✉❝❝ès s✉♣ér✐❡✉r à 90%✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦✉r❝❡s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡ ♦♣t❡♥✉ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❥✉sq✉✬à ✹ s♦✉r❝❡s ❀

✕ ❡st✐♠❡r ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✭❛✈❡❝ ✉♥ RMDE < 3 · 10−4✮ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s très ♣r♦❝❤❡s✱
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♠♠❡ ❑✲♠❡❛♥s ❡t ❊▲❇●
é❝❤♦✉❡♥t s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✭RMDE ≈ 1✮ ❀

✕ ❡st✐♠❡r ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s ❛②❛♥t ❞❡s ❞é❧❛✐s ♣♦✉✈❛♥t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ 60 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✭♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ 512 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✮✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚ s✬❡✛♦♥❞r❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ❞é❧❛✐s s✉♣ér✐❡✉rs à 2✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❧♦❝❛❧❡s✱ q✉✐ ❛ été ❡①♣❧♦✐té❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♣❡✉t
êtr❡ ♠✐s❡ à ♣r♦✜t ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♣♦✉r
❡st✐♠❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❈❡
q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s
♣❛r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✳

✶✷✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✽

▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s
❞❡ s♦✉r❝❡s

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ✭✈♦✐r ❝❤❛✲
♣✐tr❡ ✸✮✱ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❡t s♣❛t✐❛❧❡ ❀ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❝❤❛q✉❡
♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❡st tr❛✐té ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s✱ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù
❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ s♦♥t ❡st✐♠é❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s✳

▲✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✿ P♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉①✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡st✐♠é❡s
♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♣❛t✐❛❧❡✱ ❝❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❡r ❡t ❞❡ ❧❡s sé♣❛r❡r ♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✱ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉①✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡
♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱
✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t s♦♥
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♥✬❡st ♣❧✉s
✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ à tr♦✐s
s♦✉r❝❡s ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✱ ♦ù ❧❡s ❞❡✉① s♦✉r❝❡s S1 ❡t S3 q✉✐ s♦♥t ❛✉① ❡①tr❡♠✐tés ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ ♦♥t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ s♦✉r❝❡ S2 ♣❧❛❝é❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡
♥✬❡st ♣❛s ❛❝t✐✈❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♣♦✐♥t❡r❛ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞❡
❝❡❧❧❡ ❞❡ S2✱ ❡t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❛ttr✐❜✉❡r❛ ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ à ❧❛ s♦✉r❝❡
S2✳

❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ✿ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❛♥❛✉①✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣♦✉r ❧❛
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✉❞✐♦ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦♣❤♦♥✐q✉❡ ❬❇❡♥✵✸✱ ❖③❡✵✻❪ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮
♦ù ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st ✐♥❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞✬❛✈♦✐r
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❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ❖r ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❛✈❡✉❣❧❡
ré❛❧✐st❡ ♦ù ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼●▲ ✿ ◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♠❡ttr❡ à ♣r♦✜t ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡ ❡♥ ❛✈❡✉❣❧❡✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛✲
tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s R̂x ❞é✜♥✐❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✸✱ q✉✐ ❛ été
✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❊▼■❳ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✲
✈❛r✐❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
❛❧♦rs ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✭❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✮ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s st❛✲
t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♥♦♥ ❜r✉✐té X(t, f) = AS(t, f)✱
❛❧♦rs Rx(t, f) = AΣ(t, f)AT ✱ ♦ù Rx(t, f) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❛✉
♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f)✱ t❛♥❞✐s q✉❡ Σ(t, f) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s
❛✉ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ R̂x(t, f) = |Ωt,f |

−1
∑

(τ,ω)∈Ωt,f
X(τ, ω)XH(τ, ω) ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ Ωt,f ❞✉

♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f) ✈❛✉t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ✿

R̂x(t, f) ≈ AΣ(t, f)AT ✭✽✳✶✮

❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✐s❝✉t❡r à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✶ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❧♦❝❛❧❡s Σ(t, f) ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡
✭✽✳✶✮✱ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✽✳✶✮✳

X

A

MGL Var Wiener Ŝ

Σ̃

❋✐❣✳ ✽✳✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼●▲✱ ♦ù à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ X ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A✱ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❡st✐♠é❡s ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s ❢réq✉❡♥❝❡
✭♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ Σ̃ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠é❡s✮✱ ♣✉✐s ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❡st✐♠é❡s
♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r✳

◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✿ ▼♦❞è❧❡ ●❛✉ss✐❡♥
▲♦❝❛❧ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ▼●▲✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ▼●▲ t✐❡♥s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ♠❛✐s ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s
s♦✉r❝❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à s❡ ré♣ét❡r ❛✉
❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳

❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ré♣ét✐t✐✈❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ✿ ■❧ ♣❡✉t êtr❡
❛❧♦rs ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
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❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ▼▼● s♣❡❝tr❛❧ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✉❞✐♦ ❞❡
❇❡♥❛r♦②❛ ❡t ❖③❡r♦✈ ❬❇❡♥✵✸✱ ❖③❡✵✻❪ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ▼▼● s♣❡❝tr❛❧ ❞❡s s♦✉r❝❡s
q✉✐ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ✭✈♦✐r
❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s❡ ❥✉st✐✜❡ ❛♠♣❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❛✉❞✐♦✱ ❛✉ r❡❣❛r❞
❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐q✉❡ à ♣❛t✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉①
♦r❛❝❧❡s ✭❛♣♣r✐s ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✮ ❬❇❡♥✵✸✱ ❖③❡✵✻❪✳

◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❜❛sé❡s
s✉r ❞❡s ▼▼● ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ✿

✶✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① ✓ ❝♦♥♥✉s ✔ ♣♦✉r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♠♦♥♦♣❤♦✲
♥✐q✉❡ ✿
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① ♦r❛❝❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛✉❞✐♦ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐q✉❡
❛ été ét✉❞✐é ♣❛r ❇❡♥❛r♦②❛ ❬❇❡♥✵✸❪✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼
❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ▼▼● à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s σ2

n(t, f) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ❡t ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲
❢réq✉❡♥❝❡✱ ❇❡♥❛r♦②❛ ❡✛❡❝t✉❡ ❛❧♦rs ✉♥ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ét❛ts q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❛❧❝✉❧❡r✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♠❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬ét❛ts ❞❡s ▼▼● ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡✳

✷✳ ▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡ ▼▼● ✭♣♦♥❝t✉❡❧s✮ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✿ ■❧ ❡st t❤é♦✲
r✐q✉❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ▼▼● ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à
♣❛rt✐r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▼♦✉✲
❧✐♥❡s ❡t ❆tt✐❛s ❡t r❛♣♣❡❧é❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ❡st ♣r♦❜é♠❛t✐q✉❡ à ❝❛✉s❡ ✿
✕ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦✉r❝❡s ❀

✕ ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉① ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✱ q✉✐ ✐♠♣♦s❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ s♦✉s ♣❡✐♥❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛❜❡rr❛♥t❡s ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✿ ❙✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ A✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s
♦ù ❧✬♦♥ ❡st✐♠❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♣✉✐s ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t
❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❞❡ ▼♦✉❧✐♥❡s ❡t ❆tt✐❛s ❡♥ ✜①❛♥t ❧❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠❛♥q✉❛♥t❡s
❡t ❛✉ss✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛✲
r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ q✉✐ s❡ ♣♦s❡♥t q✉❛♥❞ ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ❢❛✐❜❧❡ ✭✈♦✐r ✶✳✸✳✸✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦✉r❝❡s✳

✷✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ A ❡st ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s♣❛t✐❛❧❡ ✭♣❛r ❡① ❉❯❊❚✮ ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼● à ♣❛rt✐r ❞❡
❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❞❡ ❇❡♥❛r♦②❛✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼●
❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❛♣♣r✐s sé♣❛ré♠❡♥t✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼♦✉❧✐♥❡s✲❆tt✐❛s✱ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s

✶✷✺



♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ♥✬② ❛✉r❛✐t ♣❛s ❞✬✐♥térêt à r❡❝♦✉r✐r à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡
s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡♥ ❛♣♣r❡♥❛♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s à ♣❛rt✐r
❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦rr♦♠♣✉❡s ❛✉① ❡♥❞r♦✐ts ♦ù ❧✬♦♥ ❛✉r❛✐t ❧❡ ♣❧✉s ❜❡s♦✐♥
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✿ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼●▲✱ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❊▼ à
❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❧♦❝❛❧❡s✱ ❛✜♥
❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s ✿

✕ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❊▼ ❞❡ ▼♦✉❧✐♥❡s✲❆tt✐❛s✱ ❡t ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣r❡♥❞r❡
❧❡s ▼▼● à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ❀
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❙♣❛t✲▼▼● ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✷ ❡t
q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✶✳

X

A

MGL Var

EM
MMG

Spat
Λ

Σ̃

K

❋✐❣✳ ✽✳✷ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙♣❛t✲▼▼●✱ ♦ù ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼● Λ ❞❡s s♦✉r❝❡s
s♦♥t ❛♣♣r✐s ❡♥ ❛✈❡✉❣❧❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A✳ ▲❡ ❜❧♦❝ ▼●▲ ❱❛r ❢❛✐t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ Σ̃ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❡♥
❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s ❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❡ ❜❧♦❝ ❊▼ ▼▼● ❙♣❛t ❡st✐♠❡ ❧❡s ▼▼● Λ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❊▼ q✉✐ s❡ ❢❛✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s Σ̃ ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s X ❡t
A✳ K ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼●✳

✕ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❖③❡r♦✈ ❬❖③❡✵✻❪✱ ❡❧❧❡ ♠ê♠❡ ❜❛sé❡
s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❇❡♥❛r♦②❛✱ ❡t ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ▼▼● à
♣❛rt✐r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✽✳✸✮✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✿

✶✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚
❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s
♥♦♥✲❞♦♠✐♥❛♥t❡ q✉✐ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚ s♦♥t ❡st✐♠é❡s ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
♥✉❧❧❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❉❯❊❚✲▼▼● ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s à ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✽✳✷✳✷✳✶✳

✷✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r✱ ❡t s✬❛♣✲
♣❡❧❧❡ ▼●▲✲▼▼●✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✷✳✷✳

✶✷✻



X

A

Estimation
Spatiale

des Sources

EM
MMG

S+B

Λ

Σ̃b

K

S̃

❋✐❣✳ ✽✳✸ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❉❯❊❚✲▼▼● ❡t ▼●▲✲▼▼●✱ ♦ù ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼● Λ

❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❛♣♣r✐s ❡♥ ❛✈❡✉❣❧❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X ❡t ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A✳ ▲❡ ❜❧♦❝ ❊st✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❢❛✐t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ S̃

❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ Σ̃b ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡♥ ❝❤❛q✉❡
♣♦✐♥t t❡♠♣s ❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❉❯❊❚✲▼▼● ❡t ▼●▲✲▼▼● s❡ ❞✐♥st✐♥❣✉❡♥t ♣❛r ✉♥❡
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❜❧♦❝✳ ▲❡ ❜❧♦❝ ❊▼ ▼▼● ❙✰❇ ❡st✐♠❡ ❧❡s ▼▼●
Λ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❊▼ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s S̃

❡t Σ̃b✳ K ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼●✳

✽✳✶ ▲❡ ▼♦❞è❧❡ ●❛✉ss✐❡♥ ▲♦❝❛❧ ✭▼●▲✮

◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼●▲✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✿

✶✳ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s
❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❡st✐♠é❡s✳

✷✳ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡❧❧❡s✲
❝✐ s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉s ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✶✮ ♥✬❡st ♣❛s s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté Q ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ R̂x✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡
R̂x ét❛♥t ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡✱ ❡t Σ ét❛♥t ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ Q = M(M+1)

2
éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s N ✐♥❝♦♥♥✉❡s σ2

n✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Rx✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛✲
r✐❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ R̂x ❡st à ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r
❞❡s ❝♦❡✣❝❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s X(t, f)✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❈✳✶ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡
q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ℜeR̂x ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛
♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ R̂x ♠❛✐s ♥♦✉s ❣❛r❞♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ R̂x ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛❧♦✉r❞✐r ❧❡s
♥♦t❛t✐♦♥s✳

✸✳ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✱ ❛✉ ♦ù ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦✉r❝❡s ❡st s✉♣ér✐❡✉r à Q = M(M+1)

2 ✳

✽✳✶✳✶ ◆❛t✉r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼●▲

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼●▲ ❡st q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ❡st ❡s✲
t✐♠é❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❞❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

✶✷✼



❈♦♠♣r♦♠✐s s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✿ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❛ ✉♥❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❛✜♥ q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❧♦❝❛❧❡ s♦✐t ✈❛❧✐❞❡✱
♦♥ ❛ ✐♥térêt à ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♣❡t✐t ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❛✜♥ q✉❡ ❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ s♦✐t ❜✐❡♥ ❡st✐♠é❡✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❡t
❞♦♥❝ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

✽✳✶✳✷ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❧♦rq✉❡ N ≤M(M +1)/2

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❡st✐♠❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐✲
s❡♠❜❧❛♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦♣t✐✲
♠✐s❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥♥✉❡s ✭❊▼✱
◆❡✇t♦♥✱✳✳✳✮ s♦♥t ✐tér❛t✐✈❡s ❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡♥t❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❤❡✉r✐st✐q✉❡ r❛♣✐❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts éq✉✐✈❛❧❡♥ts à ❝❡✉① ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
✐tér❛t✐✈❡s✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ▼●▲ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ✓ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✔ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳✷✳✷ ❡t ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ▼●▲ ■t❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✓ ✐tér❛t✐✈❡ ✔ q✉❡ ♥♦✉s ♣ré✲
s❡♥t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r❡r♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s✉r ❞❡s
♠é❧❛♥❣❡s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥és à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✳✹✳✶✳

✽✳✶✳✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s Σ(t, f) ❞❡s s♦✉r❝❡s ❣❛✉s✲
s✐❡♥♥❡s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❬❈❛r✵✼❪ ✿

− log P (X(t, f) |Σ(t, f)) = DKL

(
R̂x(t, f),AΣ(t, f)AT

)
+ cst ✭✽✳✷✮

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣❛✉s✲
s✐❡♥♥❡s ❛ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✸✮ q✉❡ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s
❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

DKL

(
R̂x,Rx

)
=

1

2

(
tr
(
R̂xR

−1
x

)
− log det

(
R̂xR

−1
x

)
−M

)

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡
♣❛r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ✭❞❡ t②♣❡ ◆❡✇t♦♥✮ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡t
❧❡ ❤❡ss✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ✐tér❛t✐✈❡s ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ ❝♦♥❞✉✐t❡s s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥é❝❡ss✐t❡♥t
✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ très ✐♠♣♦rt❛♥t ✭♣❧✉s✐❡✉rs ❤❡✉r❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ 10
s❡❝♦♥❞❡s✮✳

✽✳✶✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ r❛♣✐❞❡ ✿

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛✲
t✐✈❡s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ✭q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s ❝♦♠♣❛ré❡s à q✉❡❧q✉❡s ❤❡✉r❡s✮✳

✶✷✽



❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ✐❞❡♥t✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✽✳✶✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❛✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r
❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♦♠❡tt♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s (t, f)✳

❙♦✐t (iq, jq) ❧❡s Q = M(M + 1)/2 ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ M×M ✳ ❆❧♦rs ❣râ❝❡ à ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ R̂x✱ ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✶✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿

r̂x ≈ Lv ✭✽✳✸✮

♦ù r̂x =




R̂x(i1, j1)
✳✳✳

R̂x(iQ, jQ)


✱ v =




σ2
1
✳✳✳

σ2
N


 ❡t L ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ Q×N t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

L(q, n) =
(
ana

T
n

)
(iq, jq). ✭✽✳✹✮

❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❡st✐♠❡r ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s σ2
n ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✽✳✸✮✳

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥✬✐♠♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té
❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡t ✐❧ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦♣t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❡s
✈❛r✐❛♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝❛s ❧à✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s♦✐t ❡st✐♠❡r ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡ r❡❝♦✉rs
à ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡✱ ♦♥ ♣❡✉ ❢❛✐r❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à tr♦♥q✉❡r ❧❡s ✈❛✲
r✐❛♥❝❡s ♥é❣❛t✐✈❡s à ③ér♦✳ ◆♦✉s é✈❛❧✉❡r♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✳✹✳✶ ❝❡s
❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ▼●▲ ■t❡r ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❡t ▼●▲ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡r✲
s✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✱ ❛✜♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛❞♦♣t❡r ❝❡tt❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ s❛♥s ❞é❣r❛❞❡r ❧❡s
♣❡r❢♦♠❛♥❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳

❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ ❝✳❛✳❞✳ s✐
M(M+1)/2 ≥ N ✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
❝❛s ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❝♦✉r✐r à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r
❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♥❡ s❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❝❛r✱ s♦✐t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ✭s✉r✲✮❞ét❡r♠✐♥é ❡t ✐❧ s✉✣t
❞✬✐♥✈❡rs❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ s♦✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡
❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧❡ à Q = 3✳

✽✳✶✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à M(M +
1)/2

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ♣r♦♣♦sé❡ ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù M(M +1)/2 ≥
N ✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à
M(M + 1)/2✱ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡s
s♦✉r❝❡s✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

J(v) = DKL

(
R̂x,A ❞✐❛❣(v)AT

)
+ λ‖v‖p ✭✽✳✺✮

❛✈❡❝ λ→ 0 ❡t ❞✐❛❣(v) = Σ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s ❡t D(., .) ❡st ❧❛
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❞♦♥t

✶✷✾



❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✸✮✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ J(v) ❝✐✲❞❡ss✉s s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥
❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s v q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦ ❝✳✲à✲❞✳ q✉✐
♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s à ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❛❧♦rs ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♥♦r♠❡ lp ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ J(v)✳

✽✳✶✳✸✳✶ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ ♦ù ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡
M = 2 ❝❛♥❛✉①✳ ❆✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✺✮✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ M(M + 1)/2
s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳

❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ♣❛r J ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❛♣♣❡❧é ♣❛tt❡r♥ ❞✬❛❝t✐✈✐té✱ ❞❡s M(M + 1)/2
s♦✉r❝❡s q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f) ✿

✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ R̂x ❀

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s vJ = L−1
J r̂x ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛tt❡r♥ ❞✬❛❝t✐✈✐té J ❀

♦ù ✿ LJ = [lj ]j∈J ❡t lj ét❛♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ L = [lj ]
N
j=1✳

✕ ❙✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛tt❡r♥s ❞✬❛❝t✐✈✐té t❡❧s q✉❡ J ∈ P✱ ♦ù P ❞és✐❣♥❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛tt❡r♥s ❞✬❛❝t✐✈✐té ♣♦✉r q✉✐ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r vJ ❡st à ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
♣♦s✐t✐✈❡s ✿
sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡ ♣❛tt❡r♥ J ∈ P q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ lp✳

✕ ❙✐♥♦♥ tr♦♥q✉❡r à ③ér♦ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts vJ ,j ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs vJ q✉✐ s♦♥t
♥é❣❛t✐✈❡s ✿
vJ ← tronc(vJ )✱ ♦ù tronc(vJ ) = [tronc(vJ ,j)]j ❡t s✐ x ❡st ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡ ✿

tronc(x) =

{
x si x ≥ 0
0 si x < 0

.

❙é❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r vJ tr♦♥q✉é q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦

DKL

(
R̂x,A ❞✐❛❣(vJ )AT

)
❀

✸✳ ❊st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
Σ̃ = ❞✐❛❣(vJ ) ♣♦✉r ❧❡ ♣❛tt❡r♥ J q✉✐ ❛ été sé❧❡❝t✐♦♥♥é ✿

S̃ = Σ̃AT
(
AΣ̃AT

)−1
X

✽✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡

❆✜♥ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❡t ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡
♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▼●▲✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❞❡s ▼▼● s♣❡❝✲
tr❛✉① ❝♦♠♠❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ▼▼● ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ét❛t ✭❝❛❝❤é✮

✶✸✵



♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡t q✉❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦✐❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❣❛✉s✲
s✐❡♥♥❡s r❡✈✐❡♥t à ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t✱ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t
❞❡ ❞é❝♦❞❡r✱ q✉✐ ❞❡♠❡✉r❡ ❝♦♥st❛♥t s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❝♦♥❝❡r♥é❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ♥♦✉s ❜❛s❡r s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼●▲
❡①♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✱ ❛✜♥ ❞✬✐♥❢ér❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ▼▼● ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s tr♦✐s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ▼▼● s♣❡❝✲
tr❛✉① ❡♥ ❛✈❡✉❣❧❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ s❛♥s ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s q✉❡ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ X ❡t
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A✳

✽✳✷✳✶ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ▼▼● ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣r✐s ❛✉ s❡♥s ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ X(t, f) = AS(t, f)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs
✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❞❡ ▼♦✉❧✐♥❡s ❡t ❆tt✐❛s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✮ ♣♦✉r
❞❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉①✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉①✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❡st ❞♦♥♥é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❇✳✸ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡✳

Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✿ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❙♣❛t✲▼▼● ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ✐❧❧✉s✲
tr♦♥s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✳ ■❝✐✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ✜①❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A q✉✐ ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ♥♦✉s ✜①♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s Σ̃ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱
q✉✐ ♦♥t été ❡st✐♠é❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✱ ❡①❝❡♣té❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ Sn ♣♦✉r ❧❛✲
q✉❡❧❧❡ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ▼▼●✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❞✉ ▼▼● ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ Sn ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥

❇✳✸✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Σ
(l)
k

(f) = ❞✐❛❣
([

σ2
k1

(f), · · · , σ2
kN

(f)
])

♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

Σ
(l)
kn

(t, f) = ❞✐❛❣
([

σ̃2
1(t, f), · · · , σ2

kn
(f), · · · , σ̃2

N (t, f)
])
✱ ♦ù σ̃2

k(t, f) ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
s♦✉r❝❡ Sk ❡st✐♠é❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ❛✉ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f)✳

❈♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ✿ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❡st✐♠❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ■❧ ❢❛✉t
❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s AΣ

(l)
k

(f)AT à ✐♥✈❡rs❡r ét❛✐t ❞❡ FKN ❞❛♥s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❇✳✸✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐❧ ❢❛✉t ✐♥✈❡rs❡r ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡s ❧❡s T FK ♠❛tr✐❝❡s AΣ

(l)
kn

(t, f)AT ✱ ♦ù T ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♠❡s ❞❡
❧❛ ❚❋❈❚ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ F ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❡t K ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❡s ▼▼●
❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s à ✐♥✈❡rs❡r ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s N
s♦✉r❝❡s ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ T FKN ✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✳✸✳✷✮✱ ♦♥ ❛tt❡✐♥❞ ✈✐t❡
❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts K
❛✉❣♠❡♥t❡✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❞és✐❣♥❡r♦♥s ♣❛r ❙♣❛t✲▼▼● ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❞❡ ▼▼●✳

▲✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✿ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ▼▼● r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ♠♦✲
❞è❧❡ ▼●▲✱ ❡t ❞♦♥❝ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❡t ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❧♦❝❛❧❡s s♦♥t ❡st✐♠é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥

✶✸✶



✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s s❡r♦♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❡♥t❛❝❤é❡s ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r✱ ♥♦♥ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ▼▼●✳

✽✳✷✳✷ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♦✉r❝❡
✰ ❜r✉✐t

❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✸ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❡t ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛✜♥ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t ♦ù ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ S̃n(t, f) ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ n ❛✉
♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f) ❡st ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❜r✉✐té❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ Sn(t, f) ✿

S̃n(t, f) ≈ Sn(t, f) + Bn(t, f) ✭✽✳✻✮

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛✐♥s✐ à ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ▼▼● ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ Sn à ♣❛rt✐r ❞❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s S̃n ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉
❜r✉✐t Bn✳ ▲❡ ❜r✉✐t ❡st s✉♣♣♦sé ❣❛✉ss✐❡♥ ❡t ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ s♦✉r❝❡ S̃n✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t σ̃2

b,n q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡
❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡st✐♠é❡ ❣râ❝❡
❛✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❥♦✐♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s R̂x✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ S̃n(t, f) ❡t ❞❡ σ̃2
b,n(t, f) ❡st✐♠é❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣❛✲

r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼▼● ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ Sn ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❣râ❝❡ à
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❞é❝♦✉❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ♣♦✉r ❧❡s ▼▼● ❞é✲
t❛✐❧❧é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉①✱ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡
t❛✐❧❧❡ 1× 1 ✭A = [1]✮ ✜①❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ̃2

b,n ✜①é❡✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ rés✉❧t❛♥t✱ ❞ét❛✐❧❧é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❇✳✷ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡✱ ❡st ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞✬❖③❡r♦✈ ❬❖③❡✵✻❪ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✈♦✐①✲
✴♠✉s✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ♠♦♥♦♣❤♦♥✐q✉❡✳ ❖③❡r♦✈ ❛♣♣r❡♥❞ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ▼▼● ❞❡
♠✉s✐q✉❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐①✱ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ▼▼●✱
❡st ✜①é✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✓ ❞é❣é♥éré❡ ✔ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ▼❆P✱ ♦ù ❧✬♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ▼▼● ❞❡ ❧❛ ♠✉s✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❧♦✐
✉♥✐❢♦r♠❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ▼▼● ❞❡ ❧❛ ✈♦✐① ❡st ✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t q✉✐ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♥✬❡st ♣❛s
✉♥ ▼▼● ♠❛✐s ✉♥ ▼●▲ ❡st ✜①é✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣r❡♥❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▼▼● ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡
Sn ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✽✳✷✳✷✳✶ ❡t ✽✳✷✳✷✳✷ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r

❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
{

S̃n, σ̃2
b,n

}

(t,f)
❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦✉r❝❡ ✰ ❜r✉✐t✳

✽✳✷✳✷✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦✉r❝❡ ✰ ❜r✉✐t ✿ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❉❯❊❚✲▼▼●

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧♦❝❛❧ ✉t✐❧✐sé ♣❛r
❉❊▼■❳✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❉❊▼■❳ ❞ét❛✐❧❧é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t

✶✸✷



❛✉ ♠♦❞è❧❡ ▼●▲✱ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✳
■❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ (t, f)✱ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ Sn ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞♦♠✐♥❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❈❡s
❞❡r♥✐èr❡s ét❛♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥ ✐s♦tr♦♣❡ ✿

X(t, f) ≈ an(t,f)Sn(t,f)(t, f) + B(t, f) ✭✽✳✼✮

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ♦♠❡tt♦♥s ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s (t, f)✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ✿ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜❧✐❧✐té ❞✉ ❜r✉✐t ❡st
B ∼ Nc(B;0, σ̃2

b IM )✱ ♦ù Nc(.; ., .) ❡st ❧❛ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞é✜♥✐❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭❇✳✷✮✳ ❙✉✐✈❛♥t ✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s M − 1 ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ Rx s♦♥t ❛❧♦rs é❣❛❧❡s à σ̃2

b ✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡✱
♦♥ ♣❡✉t ❡st✐♠❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ σ̃2

b = λ2✱ ♦ù λ1 > λ2 s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Rx✱ ♣❛r ❧❛
♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ̂2 ❞❡ R̂x ✿ σ̃2

b ≈ λ̂2✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ✿ P♦✉r ❡st✐♠❡r Sn✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ♣r♦✲
❥❡t❡r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ X s✉r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ an✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❉❯❊❚ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X ❡st
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ Sn✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ Sn ♣❛r ❉❯❊❚ ♣❡✉t
❛❧♦rs s✬é❝r✐r❡ ✿

S̃n = aH
n X ≈ Sn + Bn ✭✽✳✽✮

❛✈❡❝ Bn ∼ Nc(Bn; 0, σ̃2
b )

P♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ Sn✱
♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r σ̃2

b = λ̂2✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♥♦♥ ❞♦♠✐♥❛♥t❡s ✿ P♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s✱
♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

S̃i6=n(t, f) =

√
M

N − 1

(
‖X(t, f)‖2 − ‖S̃n(t, f)‖2

)
✭✽✳✾✮

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✿
❈♦♠♠❡ ‖

∑
i6=n aiSi‖

2 = ‖X − anSn‖
2✱ ❡t ❝♦♠♠❡ S̃n = aH

n X✱ ❞✬❛♣rès P②t❤❛❣♦r❡

‖X− anS̃n‖
2 = ‖X‖2 − ‖S̃n‖

2✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s Si s♦✐❡♥t ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐✐❞ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✱ ❡t q✉❡ ai6=n

s♦✐❡♥t ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐✐❞ t❡❧ q✉❡ ‖ai‖
2 = 1 ❡t E{a2

m,i} = 1/M,∀m✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ E{
∑

i6=n a2
m,i} = N−1

M ✳ ❖r✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❞❡s s♦✉r❝❡s ♥♦♥ ❞♦♠✐♥❛♥t❡s s♦✐t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t
❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s♦tr♦♣❡ ✿ ❝✳❛✳❞✳ E{

∑
i6=n aia

T
i σ2} = σ2E{

∑
i6=n aia

T
i } = σ2 · α · IM ✳ P❛r

❝♦♥séq✉❡♥t E{
∑

i6=n am,i ·al,i} = αδ[m, l] = N−1
M δ[m, l] ❡t ❞♦♥❝ E{

∑
i6=n aia

T
i } = N−1

M IM

❡t E{‖
∑

i6=n aiSi‖
2} = N−1

M σ2✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✿ σ2 ≈ M
N−1

(
‖X‖2 − ‖S̃n‖

2
)
✳ ◆♦tr❡

❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ σ2 ❝♦♠♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♥♦♥
❞♦♠✐♥❛♥t❡s✳

✶✸✸



P♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ Si6=n✱ ♥♦✉s
♣r❡♥♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r σ̃2

b = λ̂2 ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡✳

❘és✉♠é ✿ ❙♦✐t n ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡st✐♠é❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚ ❛✉ ♣♦✐♥t
t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f)✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❉❯❊❚✲▼▼● s♦♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿

S̃n(t, f) = aH
n X(t, f) ✭✽✳✶✵✮

S̃i6=n(t, f) =

√
M

N − 1

(
‖X(t, f)‖2 − ‖S̃n(t, f)‖2

)
✭✽✳✶✶✮

σ̃2
b,k(t, f) = λ̂2(t, f),∀k ✭✽✳✶✷✮

♦ù λ̂2(t, f) ❡st ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ R̂x(t, f)✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❞és✐❣♥❡r♦♥s ♣❛r ❉❯❊❚✲▼▼● ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ▼▼●✳

✽✳✷✳✷✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦✉r❝❡ ✰ ❜r✉✐t ✿ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
▼●▲✲▼▼●

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s S̃n(t, f)
♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ✭❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Σ̃(t, f)✱ ♣✉✐s ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r✮✳ ❆✜♥ ❞❡ s✐♠✲
♣❧✐✜❡r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♦♠❡tt♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s (t, f)✳ ▲✬❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t σ̃2

b,n ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

C̃ = E
[
(S̃− S)(S̃− S)H

∣∣∣X
]
❞❡s s♦✉r❝❡s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬♦❜s❡r✈❛✲

t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭❆✳✷✼✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❝❛❧❛✐r❡✱ ❡t q✉✐ ♣❡✉t
sé❝r✐r❡ ✿

C̃ = Σ̃− Σ̃AT
(
AΣ̃AT

)−1
AΣ̃ . ✭✽✳✶✸✮

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ▼▼● ❞❡s s♦✉r❝❡s sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s ✉♥s ❞❡s
❛✉tr❡s✱ ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s q✉✬❛✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❊♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❛s ❛✉① ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❡♥tr❡ s♦✉r❝❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛
✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ s♦✉r❝❡ Sn ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r C̃n,n

❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ C̃ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ S ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à X ✿

σ̃2
b,n = E

[∣∣∣S̃n − Sn

∣∣∣
2
∣∣∣∣X
]

= C̃n,n . ✭✽✳✶✹✮

P♦✉r rés✉♠❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs s✉✐✈❛♥ts ✿

S̃ = W̃X ✭✽✳✶✺✮

W̃ = Σ̃AT
(
AΣ̃AT

)−1
✭✽✳✶✻✮

σ̃2
b,n = C̃n,n ✭✽✳✶✼✮

❡t Σ̃ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ❡①♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✱ ❡t C̃ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✽✳✶✸✮✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❞és✐❣♥❡r♦♥s ♣❛r ▼●▲✲▼▼● ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ▼▼●✳

✶✸✹



✽✳✷✳✸ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡s ét❛ts ❞✉ ▼▼●

❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ▼▼● ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥
♣r❡♥♥❡♥t ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ sé♣❛r❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❡r ❧❡s ét❛ts ❞✉ ▼▼● ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❊▼✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡
❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ét❛ts ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés Γ = [γk]k ❞❡s ét❛ts✱ ♦r ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t
s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❊ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ▼▼●
❡st✐♠és à ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs ré✲✐tér❡r ✉♥❡
ét❛♣❡ ❊ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❛♣rès ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs γ

(L+1)
k

✱
♦ù L ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❞é♣❡♥❞ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❊▼ ✉t✐❧✐sé❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✽✳✹ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❜❧♦❝s ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s
❊▼ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

▲✬✐♥térêt ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❛✈❡✉❣❧❡ ❡st q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉
❞é❝♦❞❛❣❡ s✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞é❝r✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳

Décodage

Spat

Λ

Γ
Σ̃

A

X

✭❛✮ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❙♣❛t ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♣❛t✲▼▼●✳
Σ̃ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st✐♠é❡
♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼●▲✳

Décodage

S+B
Λ

ΓΣ̃b

S̃

✭❜✮ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❙✰❇ ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❉❯❊❚✲▼▼●
❡t ▼●▲✲▼▼●✳ S̃ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s S̃n ❡t
Σ̃b ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞✬❡rr❡✉r σ̃b,n✳

❋✐❣✳ ✽✳✹ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡ ▼▼● à ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡
q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✳ ▲❛ s♦rt✐❡ Γ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ét❛ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉r❝❡s✳

✽✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s
✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✽✳✸✳✶ ❈❤♦✐① ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s t❡st

❆✜♥ ❞❡ t❡st❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥t❡①t❡s✱
♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❛②❛♥t ❞❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❛✈♦✐r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❛②❛♥t
❞✐✛ér❡♥ts ♥♦♠❜r❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❛✈♦✐r ❞❡s ♠é✲
❧❛♥❣❡s ❝♦♠♣♦sés ❞❡ s♦✉r❝❡s ♠✉s✐❝❛❧❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦sés ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣❛r♦❧❡✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♥♦✉s

✶✸✺



s♦✉❤❛✐t♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s st❛♥❞❛r❞s q✉✐ ♦♥t ❞é❥à été ✉t✐❧✐sés ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳ ◆♦tr❡
❝❤♦✐① ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡ ❡t ❞❡ ♠✉s✐q✉❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❱●P✵✼❪✳

▲❡s ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts ♠✉s✐❝❛✉① s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ✶✵ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✸ s♦✉r❝❡s s②♥❝❤r♦✲
♥✐sés ❡t ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts ❞❡ ♣❛r♦❧❡ s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ✶✵
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✸ s♦✉r❝❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡s ❞❡ ❧✐✈r❡s ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ❛♥❣❧❛✐s❡✳ ▲❡s ✸ ♣r❡♠✐❡rs
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣❛r♦❧❡ s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ❧♦❝✉t❡✉rs ♠❛s❝✉❧✐♥s✱ ❧❡s ✸ s✉✐✈❛♥ts ❞❡
❧♦❝✉t❡✉rs ❢é♠✐♥✐♥s ❡t ❧❡s ✹ ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ♠✐①t❡s✳

▲❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❞❡ ✶✶ s❡❝♦♥❞❡s✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s
s✐❣♥❛✉① ♠✉s✐❝❛✉① ❡st ❞❡ 22, 05 ❦❍③ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡ ♥✬❡st q✉❡ ❞❡ 8
❦❍③✱ ❝❛r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡ ♦♥t ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♣❧✉s ré❞✉✐t❡ q✉❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♠✉✲
s✐❝❛✉①✳ ❉❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❞❡s ❢❡♥êtr❡s s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡s ❞❡ 512 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❚❋❈❚ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉①
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥és à 8 ❦❍③✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ 64 ♠s✱ ❡t ❞❡s ❢❡♥êtr❡s s✐♥✉s♦ï✲
❞❛❧❡s ❞❡ 2048 é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥és à 22, 05 ❦❍③✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥s 93 ♠s✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❧❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡s ❢❡♥êtr❡s ❡st ❞✬✉♥
❢❛❝t❡✉r 1/2✳

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✈❛r✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s N ❞❡ 3 à 6✱ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ N ✱ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❱▼✵✶❪✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ 50−5N ❞❡❣ré❡s
❡♥tr❡ s♦✉r❝❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s 4 ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s
❡st ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✺✳

✭❛✮ ✸ s♦✉r❝❡s ✭❜✮ ✹ s♦✉r❝❡s ✭❝✮ ✺ s♦✉r❝❡s ✭❞✮ ✻ s♦✉r❝❡s

❋✐❣✳ ✽✳✺ ✕ ▲❡s q✉❛tr❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ✐♥st❛♥t❛♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s

◆♦✉s ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s 20 ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ✭10 ❞❡ ♣❛r♦❧❡ ❡t 10 ❞❡
♠✉s✐q✉❡✮ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é❝r✐r❡✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ 4 × 20 = 80 ♠é❧❛♥❣❡s
❝❧❛ssés ❡♥ 8 ❣r♦✉♣❡s ❞❡ 10 ♠é❧❛♥❣❡s✱ 4 ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✱ ❡t 4 ❞❡ ♣❛r♦❧❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ s❡r♦♥t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s
❡♥ ❙❉❘ ✭✈♦✐r ❬●❇❱❋✵✸❪✮ ❝❛❧❝✉❧é❡s s✉r ❧❡s N × 10 s♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ 10
♠é❧❛♥❣❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❡t ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

✽✳✸✳✷ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ♦♣t✐♠❛✉①

■♥t❡♥t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✿ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ ❞❡ ▼▼● q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❧❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳ ◆♦✉s
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s♦✉❤❛✐t♦♥s é✈❛❧✉❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✽✳✸✳✷✳✶ ❱♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❛♣♣r❡♥♥❡♥t ❞❡s ▼▼●✱ ❡st ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ r❛♣✐❞❡ q✉✐ ❡①♣❧♦✐t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡s ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r
❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✳

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✱
♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ✭LT×LF✮ ✿

V = {1× 1, 1× 3, 1× 5, 3× 1, 3× 3, 3× 5, 5× 1, 5× 3, 5× 5} ✭✽✳✶✽✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛♠ètr❡ LT r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡♥ tr❛♠❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡
❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡ LF r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐♥s ❢réq✉❡♥t✐❡❧s✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ❡st✐♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ (t, f)✳ ■❧
♣❛r❛✐t ❛❧♦rs ✐♥t✉✐t✐❢ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐❞s ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ (t, f) q✉✐ s♦♥t
♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♣♦✐♥t (t, f)✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s
❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡
♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡
❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐❞s ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✿

R̂x(Ωt,f ) =
1

|Ωt,f |

∑

(τ,ω)∈Ωt,f

X(τ, ω)XH(τ, ω) ✭✽✳✶✾✮

t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ hL(t) ❞❡ t❛✐❧❧❡ L ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✿

R̂x(Ωt,f ) =
1∑

(τ,ω)∈Ωt,f

hLT
(t− τ)hLF

(f − ω)

∑

(τ,ω)∈Ωt,f

hLT
(t−τ)hLF

(f−ω)X(τ, ω)XH(τ, ω)

✭✽✳✷✵✮
❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s ♣♦✐❞s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s

{3× 1} ❡t {3× 3} ❛✈❡❝ ❢❡♥êtr❛❣❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ✿

✭❛✮ ❢❡♥étr❛❣❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ {3 × 1}

✵✳✺
✶
✵✳✺

✭❜✮ ❢❡♥étr❛❣❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ {3 × 3}

✵✳✷✺ ✵✳✺ ✵✳✷✺
✵✳✺ ✶ ✵✳✺
✵✳✷✺ ✵✳✺ ✵✳✷✺

▲❡s rés✉❧t❛ts ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❙❉❘✮ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
✽✳✶✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s✐❣♥❛✉① ♠✉s✐❝❛✉①✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s V✱ s✉❣❣é✲
r❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❛②❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♠❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

✶✸✼



❞❡ ❜✐♥s ❢réq✉❡♥t✐❡❧s✱ ♥♦✉s r❛❥♦✉t♦♥s à V ❧❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s {9×1, 9×3, 9×5} ❛✈❡❝ ❢❡♥êtr❛❣❡
❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣✳

❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ré✉❧t❛ts ✿ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
✈❛r✐❡♥t très ♣❡✉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡✱ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s
♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ 3× 3 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣✱ ❡t
❝❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
❢❡♥êtr❛❣❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ♦✉ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ 3× 3✱ ♥✬❡st q✉❡ ❞❡ 0.2
❞❇ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✳

P♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛r✐❡ s❡❧♦♥ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r✱ ♣♦✉r
❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✱ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ s♦♥t ✿

✕ ♣♦✉r ✸ s♦✉r❝❡s ✿ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ 9× 3 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ❀
✕ ♣♦✉r ✹ s♦✉r❝❡s ✿ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ 9× 1 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ❀
✕ ♣♦✉r ✺ ❡t ✻ s♦✉r❝❡s ✿ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ 5× 1 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ❀

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s s♦♥t très ❢❛✐❜❧❡s ✿ ❊♥tr❡ ❧❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s
9× 1H ❡t 5× 1H ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡st ❞❡ 0.1 ❞❇✱ ❡t ❡♥tr❡ 9× 1H ❡t 9× 3H ❡❧❧❡
❡st ❞❡ 0.2 ❞❇✳

■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✿

✶✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❢❡♥êtr❛❣❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❧❡ ❢❡♥étr❛❣❡ r❡❝t❛♥✲
❣✉❧❛✐r❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❛ttr✐❜✉❡r ✉♥ ♣♦✐❞s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛✉① ♣♦✐♥ts
❞✬✉♥❡ r❡❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ Ωt,f q✉✐ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♣♦✐♥t (t, f)✱ ❡st ❞♦♥❝ ✈❛❧✐❞é
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❀ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s
❞❡ ❢❡♥êtr❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❛✉ ♣❧✉s ❞❡ 0.2 ❞❇ ❡♥ ❙❉❘✳

✷✳ P♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✱ ♣❧✉s ✐❧ ② ❛ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ♣❧✉s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st
♣❡t✐t ❡t ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳✶✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st
✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ✿ ❛✈♦✐r ✉♥ ❣r❛♥❞ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❛✜♥ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
s♦✐t ❣r❛♥❞ ❡t q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s s♦✐t ✈❛❧✐❞❡✱ ❡t ❛✈♦✐r
✉♥ ♣❡t✐t ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❛✜♥ q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❡t ❞❡ st❛t✐♦♥❛r✐té ❧♦❝❛❧❡
s♦✐❡♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s✉❣❣èr❡♥t q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s
❞❡✈✐❡♥t ❣r❛♥❞✱ ♠♦✐♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❡t ❞❡ st❛t✐♦♥❛r✐té ❧♦❝❛❧❡s s♦♥t
✈❛❧✐❞❡s✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❝♦♥s❡✐❧❧é ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts
q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✉❣♠❡♥t❡✳

✸✳ P♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✱ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞❡ tr❛♠❡s q✉❡ ❞❡ ❜✐♥s ❢réq✉❡♥t✐❡❧s✳ ❈❡❧❛ s✉❣❣èr❡ ✉♥❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡✳

✽✳✸✳✷✳✷ ❱♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼▼●

Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✿ ❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ▼▼● ❞é❝r✐t❡s ❛✉① s❡❝t✐♦♥s ✽✳✷✳✶ ❡t

✶✸✽



✈♦✐s✐♥❛❣❡ ▼●▲ ♣❛r♦❧❡ ♠✉s✐q✉❡
♥❜r ❞❡ s♦✉r❝❡s → 3 4 5 6 3 4 5 6

1× 1R 12✳7 7✳9 4✳8 2✳7 14✳0 9✳4 6✳7 4✳4
1× 3R 13✳1 8✳0 4✳8 2✳7 14✳0 9✳3 6✳4 4✳1
1× 5R 12✳8 7✳6 4✳2 2✳0 14✳0 9✳0 5✳8 3✳7
3× 1R 13✳0 7✳9 4✳8 2✳6 14✳3 9✳8 7✳1 4✳7
3× 3R 13✳5 8✳2 4✳9 2✳7 14✳3 9✳6 6✳7 4✳4
3× 5R 13✳3 7✳8 4✳3 2✳1 14✳3 9✳3 6✳1 4✳0
5× 1R 12✳8 7✳6 4✳4 2✳2 14✳4 9✳8 7✳0 4✳5
5× 3R 13✳2 7✳8 4✳4 2✳2 14✳4 9✳6 6✳7 4✳2
5× 5R 13✳0 7✳3 3✳8 1✳6 14✳4 9✳3 6✳0 3✳8
1× 1H 12✳8 7✳9 4✳8 2✳7 14✳0 9✳4 6✳7 4✳4
1× 3H 13✳1 8✳1 4✳9 2✳8 14✳1 9✳4 6✳5 4✳3
1× 5H 13✳1 8✳0 4✳7 2✳5 14✳1 9✳3 6✳3 4✳1
3× 1H 13✳1 8✳1 4✳9 2✳8 14✳3 9✳8 7✳1 4✳7
3× 3H 13✳5 8✳4 5✳1 2✳9 14✳3 9✳7 6✳9 4✳6
3× 5H 13✳5 8✳2 4✳8 2✳7 14✳3 9✳6 6✳6 4✳4
5× 1H 13✳1 8✳0 4✳8 2✳6 14✳4 9✳8 7✳2 4✳7
5× 3H 13✳5 8✳2 4✳9 2✳7 14✳5 9✳8 7✳0 4✳6
5× 5H 13✳5 8✳1 4✳6 2✳6 14✳4 9✳6 6✳7 4✳3
9× 1H 14✳5 9✳9 7✳1 4✳6
9× 3H 14✳5 9✳8 6✳9 4✳4
9× 5H 14✳5 9✳6 6✳5 4✳2

❚❛❜✳ ✽✳✶ ✕ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❙❉❘ ❡♥ ❞❇✮ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ✈♦✐s✐♥❛❣❡s LT×LF✱ ♦ù LT ❡st ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡♥
tr❛♠❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ LF ❡st ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐♥s ❢réq✉❡♥t✐❡❧s ❞✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ ❢❡♥étr❛❣❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ ♠❛❥✉s❝✉❧❡
q✉✐ s✉✐t ✿ ✓ ❘ ✔ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ✓ ❍ ✔ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣✳
▲❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s s♦♥t é❝r✐ts ❡♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❣r❛s✳

✶✸✾



✽✳✷✳✷✱ ♥♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ 9 ♣♦✐♥ts q✉✐ ❡st ✓ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✔
♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✱ ❡st ❛✉ss✐ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
▼▼●✳ ❊♥ ✜①❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ à 9 ♣♦✐♥ts✱ ♥♦✉s ré❞✉✐s♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
{1× 9, 3× 3, 9× 1} ❛✈❡❝ ❞❡s ❢❡♥êtr❡s ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ♦✉ ❜✐❡♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳
❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥✲

t✐ss❛❣❡s ❞❡ ▼▼●✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦♠❛♥❝❡ ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❙❉❘✮✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡
❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ▼▼● s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦r❛❝❧❡s✳

❱♦✐s✐♥❛❣❡s ❛❞❛♣t❛t✐❢s ✿ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✲▼▼●✱ q✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧
❞❡ ❉❊▼■❳ ♦ù ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡
❡st ❛❝t✐✈❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❛✜♥ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡
❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V̂ (t, f) ❧❡ ♣❧✉s ❛❞❛♣té ♣❛r♠✐ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ V ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✿

V̂ (t, f) = arg max
V ∈V

T̂
(
ΩV

t,f

)
✭✽✳✷✶✮

❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❧❛ t❡st❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡s
✈♦✐s✐♥❛❣❡s V = {1× 9, 9× 1}.

❆♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✿ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✲▼▼● ✭▼▼●
❛♣♣r✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❉❯❊❚✮ rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✽✳✷✱
♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ✿

✕ P♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡✱ à ♣❛rt ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ 6 s♦✉r❝❡s✱ ❧✬✉t✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❝❤♦✐s✐r✱ ♣❛r♠✐ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ét❛ts
9 × 1 ❡t 1 × 9✱ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✜❛❜✐❧✐té✱ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts
q✉✬❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ 9×1 ♦✉ ❜✐❡♥ 1×9 ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✜①❡✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st
❛✉ss✐ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ à 3 s♦✉r❝❡s✳ ❈❡s
rés✉❧t❛ts s✉❣❣èr❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞❛♣✲
t❛t✐✈❡ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ♣✉✐ss❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r
❧❡s rés✉❧t❛ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

✕ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❡♥êtr❛❣❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s s✐✲
❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡✱ ♠❛✐s ♣❛s ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♠✉s✐❝❛✉①✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❢❡♥êtr❛❣❡ s♦♥t
très ❢❛✐❜❧❡s ✭❡♥tr❡ 0 ❡t 0.1 ❞❇✮✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✲▼▼● ✭▼▼● ❛♣♣r✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛
sé♣❛r❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ▼●▲✮ rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✽✳✸✱ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ✿

✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s à ✸ s♦✉r❝❡s✱ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ 3 × 3 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡
❍❛♥♥✐♥❣ ❀

✕ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✸✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s rés✉❧t❛ts s❡ ❞é♠❛rq✉❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st t❛♥tôt
9× 1✱ t❛♥tôt 1× 9 ♦✉ 3× 3✱ t❛♥tôt ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣✱ t❛♥tôt ❛✈❡❝ ✉♥❡
❢❡♥êtr❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✳

✶✹✵



✈♦✐s✐♥❛❣❡
♣❛r♦❧❡ ♠✉s✐q✉❡

❉❯❊❚✲▼▼●
♥❜r ❞❡ s♦✉r❝❡s → 3 4 5 6 3 4 5 6

{9× 1, 1× 9}R 11✳4 7✳2 4✳7 2✳9 16✳1 11✳8 8✳5 7✳0
9× 1R 10✳8 7✳0 4✳7 3✳0 15✳4 11✳8 8✳9 7✳2
1× 9R 10✳9 7✳0 4✳8 3✳0 15✳3 11✳7 8✳8 7✳2
3× 3R 10✳8 6✳9 4✳7 2✳9 15✳3 11✳9 9✳0 7✳3
{9× 1, 1× 9}H 11✳5 7✳4 4✳9 3✳0 16✳0 11✳8 8✳5 7✳1
9× 1H 10✳7 7✳0 4✳8 2✳9 15✳5 11✳8 9✳0 7✳2
1× 9H 10✳7 6✳9 4✳7 3✳0 15✳4 11✳8 9✳0 7✳3
3× 3H 10✳8 6✳9 4✳7 3✳0 15✳3 11✳8 9✳0 7✳3

❚❛❜✳ ✽✳✷ ✕ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❙❉❘ ❡♥ ❞❇✮ ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✲▼▼● ✭▼▼● ❛♣♣r✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❉❯❊❚✮✱
♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ✈♦✐s✐♥❛❣❡s LT×LF✱ ♦ù LT ❡st ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡♥ tr❛♠❡s✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ LF ❡st ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐♥s ❢réq✉❡♥t✐❡❧s ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ▲❡ t②♣❡
❞❡ ❢❡♥êtr❛❣❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ ♠❛❥✉s❝✉❧❡ q✉✐ s✉✐t ✿ ✓ ❘ ✔
♣♦✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ✓ ❍ ✔ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣✳ ▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s
ét❛ts ❡st ❡✛❡❝t✉é s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦r❛❝❧❡s✳ ▲❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
♠é❧❛♥❣❡s s♦♥t é❝r✐ts ❡♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❣r❛s✳

✕ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ♥✬❛♠é❧✐♦r❡
♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢❡♥êtr❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✳

✽✳✸✳✸ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉①

■♥t❡♥t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✿ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼▼●
s♣❡❝tr❛❧❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳ ❊♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✿

✶✳ é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts K ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❀

✷✳ é✈❛❧✉❡r ❧✬é❝❛rt ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡s ▼▼●
❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼▼● ♦r❛❝❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳

❊st✐♠❛t❡✉r ❞✉r ✿ P❧✉tôt q✉❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ✉♥ ✜❧tr❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r ♣♦♥❞éré
♣❛r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ✿

Ŝ(t, f) =
∑

k

γk(t)Wk(f)X(t, f)

✭♦ù Wk(f) ❡st ❞é✜♥✐ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✾✮✮ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✱ ❞é❝♦❞❡r ❧✬ét❛t ✿

k∗(t) = arg max
k

γk(t)

✶✹✶



✈♦✐s✐♥❛❣❡
♣❛r♦❧❡ ♠✉s✐q✉❡

▼●▲✲▼▼●
♥❜r ❞❡ s♦✉r❝❡s → 3 4 5 6 3 4 5 6

9× 1R 11✳6 6✳4 3✳1 1✳2 15✳5 10✳9 6✳8 4✳9
1× 9R 11✳9 7✳4 4✳3 2✳2 15✳9 11✳1 7✳5 5✳6
3× 3R 11✳9 7✳4 3✳9 2✳0 16✳1 11✳1 7✳5 6✳1
9× 1H 11✳8 6✳6 3✳2 1✳6 16✳2 10✳3 7✳7 5✳2
1× 9H 12✳0 7✳6 4✳4 2✳0 16✳3 10✳6 7✳7 5✳3
3× 3H 12✳1 7✳6 4✳0 2✳1 16✳4 11✳0 7✳4 6✳0

❚❛❜✳ ✽✳✸ ✕ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❙❉❘ ❡♥ ❞❇✮ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✲▼▼● ✭▼▼● ❛♣♣r✐s à ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
▼●▲✮✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ✈♦✐s✐♥❛❣❡s LT×LF✱ ♦ù LT ❡st ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡♥ tr❛♠❡s✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ LF ❡st ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐♥s ❢réq✉❡♥t✐❡❧s ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳
▲❡ t②♣❡ ❞❡ ❢❡♥étr❛❣❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ ♠❛❥✉s❝✉❧❡ q✉✐ s✉✐t ✿
✓ ❘ ✔ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t ✓ ❍ ✔ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣✳
▲❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ét❛ts ❡st ❡✛❡❝t✉é s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦r❛❝❧❡s✳ ▲❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s s♦♥t é❝r✐ts ❡♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❣r❛s✳

❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ à ❝❤❛q✉❡ tr❛♠❡ ❡t ❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ✉♥ ✜❧tr❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r s✐♠♣❧❡ ✿

Ŝ(t, f) = Wk∗(t)(f)X(t, f)

▲❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛ été ❞✐s❝✉té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ s♦✉s ❧❡s ♥♦♠s
❞✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞♦✉① ❡t ❞✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✉r✳

Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✿ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ s♦♥t é✈❛❧✉é❡s ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❙❉❘ ❬●❇❱❋✵✸❪✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ K = {1, 2, 4, 8, 16,
32, 64, 128} ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ✭❞✬ét❛ts✮ ❞✉ ▼▼● ❞❡s s♦✉r❝❡s✳

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s ✜❧tr❡s ❞❡ ❲✐❡♥❡r s✬♦❜t❡♥❛♥t ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✱ ✉♥❡ ét❛♣❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ▼▼●✱ ❡t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é✈❛❧✉❡r ❞✐st✐♥❝t❡✲
♠❡♥t ❝❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡s ét❛♣❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
✭♦r❛❝❧❡s✮✳

✽✳✸✳✸✳✶ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ▼▼● ♦r❛❝❧❡s

■♥t❡♥t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✿ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✿

✶✳ é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ▼▼● ♦r❛❝❧❡s ✭▼▼● ❖❖✮✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❛♣♣r✐s ❡t
❞é❝♦❞és s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ K ❞✬ét❛ts ❞❡s ▼▼●
❞❡s s♦✉r❝❡s ❀ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✻ ❞♦♥♥❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t❛✐ss❛❣❡ ♦r❛❝❧❡✱ ❡t ❧❛
✜❣✉r❡ ✽✳✼✭❛✮ ❞♦♥♥❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♦r❛❝❧❡✳

✷✳ é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ▼▼● ♦r❛❝❧❡s ❞é❝♦❞és s✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡
✭▼▼● ❖▼✮✱ ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞û❡ ❛✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s

✶✹✷



EM

MMG
Oracle

Λ

K

S

❋✐❣✳ ✽✳✻ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♦r❛❝❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❞♦♥♥é ❡♥ ❛♥♥❡①❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❇✳✶✳ K
❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼●✳

▼▼● s✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♣❧✉tôt q✉❡ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦r❛❝❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s
❞❛♥s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❀ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✼✭❜✮ ❞♦♥♥❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ s✉r
❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✳

Décodage

Oracle
Λ

Γ

S

✭❛✮ ❉é❝♦❞❛❣❡ ❖r❛❝❧❡

Décodage
sur

Mélange
Λ

Γ

X

A

✭❜✮ ❉é❝♦❞❛❣❡ s✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡

❋✐❣✳ ✽✳✼ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ▼▼● ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt q✉✐ s♦♥t
♣rés❡♥té❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹

✸✳ ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦r❛❝❧❡s ❬❱●P✵✼❪ ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ▼▼●✲s♣❡❝tr❛✉①
q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ♠❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ▲❡s ♦r❛❝❧❡s
q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s é✈❛❧✉❡r s♦♥t ❞♦♥❝ ✿
✕ ▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r ❛❞❛♣t❛t✐❢ ♦r❛❝❧❡ ✭❲✐❡♥❡r ❖r❛❝❧❡✮✱❝✳✲à✲❞✳ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r W(t, f) q✉✐ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t

❧❡s s♦✉r❝❡s ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬❊◗▼ s♣❡❝tr❛❧❡ E

{∥∥∥Ŝ(t, f)− S(t, f)
∥∥∥

2
}
❀

✕ ▲❡ ♠❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦r❛❝❧❡ ✭✶sr❝ ❖r❛❝❧❡✮✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t
t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛sq✉❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬❊◗▼
s♣❡❝tr❛❧❡✳

❆♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✿ ❙✉✐t❡ à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✽✳✽ ❡t ✽✳✾✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧❡s
r❡♠❛rq✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼▼● ❖▼ ♥✬❛ ♣❡✉ êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ K✳ ❊♥ ❡✛❡t
ét❡♥❞ ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts à ❞é❝♦❞❡r ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✭KN ✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✐t❡ ❛tt❡♥❞ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡
♥♦s ♠❛❝❤✐♥❡s ✭P❈ ❇✐♣r♦ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ✸✳✹✵●❍③ ❡t ❞✐s♣♦s❛♥t ❞❡ ✹ ●✐❣❛❖❝t❡ts ❞❡
♠é♠♦✐r❡✮ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ♠é♠♦✐r❡✳
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✭❞✮ ✻ s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣❛r♦❧❡

❋✐❣✳ ✽✳✽ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❙❉❘✮ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼▼● ♦r❛❝❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts s✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ♣❛r♦❧❡✳ ❲✐❡♥❡r ❖r❛❝❧❡ ❡st ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r
♦r❛❝❧❡✱ ▼▼● ❖❖ ❡st ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r ▼▼● ❛♣♣r✐s ❡t ❞é❝♦❞és s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ▼▼● ❖▼ ❡st
❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r ▼▼● ❛♣♣r✐s s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❞é❝♦❞és s✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✳

✕ ▲✬é❝❛rt ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✭♣♦✉r ❧❡s
✈❛❧❡✉rs q✉✐ ♦♥t ♣✉ êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s✮ ❡t ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦r❛❝❧❡s ♥❡ s✬❛❝❝r♦✐t
♣❛s q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛t ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❡t ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉①
❞❡ ♣❛r♦❧❡ ✭❡♥tr❡ 1, 5 ❡t 2 ❞❇✮ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♠✉s✐❝❛✉① ✭♠♦✐♥s ❞❡ 1 ❞❇✮ ❀
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r K = 1 ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❛r ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ✜❧tr❡
❞❡ ❲✐❡♥❡r ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞✬ét❛♣❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✳

✕ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡s ▼▼● ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♠✉s✐q✉❡ s♦♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❡✉r ❜♦r♥❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❲✐❡♥❡r ❖r❛❝❧❡✱ q✉❡ ♥❡ ❧❡ s♦♥t ❧❡s ▼▼● ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡
♣❛r♦❧❡✳ ❆✉ss✐✱ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡s ▼▼● ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣❛r♦❧❡ ét❛♥t ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ▼▼● ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬❛✉❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛t ❞❡s ▼▼● ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡
♣❛r♦❧❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✳
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✭❞✮ ✻ s♦✉r❝❡s ❞❡ ♠✉s✐q✉❡

❋✐❣✳ ✽✳✾ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❙❉❘✮ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼▼● ♦r❛❝❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts s✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✳ ❲✐❡♥❡r ❖r❛❝❧❡ ❡st ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r
♦r❛❝❧❡✱ ▼▼● ❖❖ ❡st ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r ▼▼● ❛♣♣r✐s ❡t ❞é❝♦❞és s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ▼▼● ❖▼ ❡st
❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r ▼▼● ❛♣♣r✐s s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❞é❝♦❞és s✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛❧✐té✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❞✬ét❛ts ♣❛r ▼▼● s♣❡❝tr❛❧ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r sé♣❛r❡r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡ q✉❡ ♣♦✉r
sé♣❛r❡r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✳

❈❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✈❛❧❛❜❧❡s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① ❡st✐♠és
s♦♥t très r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ré❡❧s ♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉
♠é❧❛♥❣❡✱ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
✐❧ ❡st ♣❡✉ ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① ❛♣♣r✐s ♣❛r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛✈❡✉❣❧❡s q✉❡
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❝r♦✐ss❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦r❛❝❧❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✳

✽✳✸✳✸✳✷ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ▼▼● ❛✈❡✉❣❧❡s

■♥t❡♥t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✿ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✿

✶✹✺



✶✳ é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts K ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✈❡✉❣❧❡s ❞❡
▼▼● s♣❡❝tr❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❙♣❛t✲▼▼●✱ ❉❯❊❚✲▼▼● ❡t ▼●▲✲▼▼●✱ ♣rés❡♥té❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① s❡❝t✐♦♥s ✽✳✷✳✶✱
✽✳✷✳✷✳✶ ❡t ✽✳✷✳✷✳✷ ❀

✷✳ é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡s ét❛ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s à ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✸ ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❛✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♦r❛❝❧❡ ✭s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✮✳

▼ét❤♦❞❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ✿ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ K ❧❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡s ét❛♣❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ▼▼● ❡t ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ét❛ts ✿

❞é❝♦❞❛❣❡❭❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❙♣❛t✲▼▼● ❉❯❊❚✲▼▼● ▼●▲✲▼▼●

♦r❛❝❧❡ ❙♣❛t✲▼▼● ❖ ❉❯❊❚✲▼▼● ❖ ▼●▲✲▼▼● ❖

❛✈❡✉❣❧❡ ❙♣❛t✲▼▼● ❆ ❉❯❊❚✲▼▼● ❆ ▼●▲✲▼▼● ❆

❈❤♦✐① ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ✿ ▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ▼▼● ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣rés❡♥té❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❝❤♦✐s✐✳ ❆✉ r❡❣❛r❞ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✳✷✳✷ s✉r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼▼●✱
♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❡s ▼▼● ❛♣♣r✐s s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ 3× 3 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✲▼▼● ❀
✕ {9× 1, 1× 9} ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✲▼▼●✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡
❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳

✕ 3× 3 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♣❛t✲▼▼● s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡
♣❛r♦❧❡✱ ❡t 9 × 1 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♣❛t✲▼▼● s✉r ❧❡s
s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✳

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♣❛t✲▼▼● ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♣❛t✲▼▼●✱
✐♥tr♦❞✉✐t❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✶ s♦♥t ♣rés❡♥tés à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✵

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✲▼▼● ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✲▼▼●✱
✐♥tr♦❞✉✐t❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✷✳✶ s♦♥t ♣rés❡♥tés à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✶✳

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✲▼▼● ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✲▼▼●✱
✐♥tr♦❞✉✐t❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✷✳✷ s♦♥t ♣rés❡♥tés à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✷

❆♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t s✬② ❛tt❡♥❞r❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ▼▼●
♦r❛❝❧❡✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡♥t ♣❛s s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts
❞❡s ▼▼●✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❛✉ ❞❡❧à ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❝❤✉t❡♥t
❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ▼▼● ❡♥
❛✈❡✉❣❧❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❛✉❣♠❡♥t❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts
♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s ▼▼● ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✉
♠é❧❛♥❣❡✳ ◗✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♠♣❧♦②é❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥✜r♠❡♥t q✉❡✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s
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❋✐❣✳ ✽✳✶✵ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❙❉❘✮ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♣❛t✲▼▼● ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♣❛t✲▼▼●✲❖✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ét❛ts ❛ été ❡✛❡❝t✉é s✉r
❧❡s s♦✉r❝❡s ♦r❛❝❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♣❛t✲▼▼●✲❆✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ét❛ts ❛
été ❡✛❡❝t✉é s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝r✐tèr❡ q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ▼▼●✳ ▲❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st 3 × 3 ❛✈❡❝ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡✱ ❡t 9 × 1 ❛✈❡❝
❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✳
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✭❜✮ s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡

❋✐❣✳ ✽✳✶✶ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❙❉❘✮ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✲▼▼● ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✲▼▼●✲❖✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ét❛ts ❛ été ❡✛❡❝t✉é s✉r
❧❡s s♦✉r❝❡s ♦r❛❝❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✲▼▼●✲❆✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ét❛ts ❛
été ❡✛❡❝t✉é s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝r✐tèr❡ q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ▼▼●✳ ▲❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ❡st {9 × 1, 1 × 9} ❛✈❡❝ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥✱ ❡t ✉♥
❢❡♥êtr❛❣❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣✳

❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ▼▼● s♦♥t ❛♣♣r✐s ❡♥ ❛✈❡✉❣❧❡✱ ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ♣❛r s♦✉r❝❡ ❡st
s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡ ✭K = 64✮ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♠✉s✐❝❛✉① ✭K = 8✮✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ▼▼● ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♣♦s❡r ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❝❛r

✶✹✼



1 2 4 8 16 32 64 128

0

5

10

15

20

25

nombre d’etats

S
D

R
 e

n
 d

B

 

 

}
3 sources

}
4 sources

}
5 sources
}

6 sources

MGL−MMG O

MGL−MMG A

✭❛✮ s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡

1 2 4 8 16 32 64 128

0

5

10

15

20

25

nombre d’etats

S
D

R
 e

n
 d

B

 

 

}
3 sources

}
4 sources

}
5 sources
}

6 sources

MGL−MMG O

MGL−MMG A

✭❜✮ s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡

❋✐❣✳ ✽✳✶✷ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❙❉❘✮ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✲▼▼● ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✲▼▼●✲❖✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ét❛ts ❛ été ❡✛❡❝t✉é s✉r
❧❡s s♦✉r❝❡s ♦r❛❝❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✲▼▼●✲❆✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ét❛ts ❛
été ❡✛❡❝t✉é s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝r✐tèr❡ q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ▼▼●✳ ▲❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ❡st 3× 3 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣✳

❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❡t ♠ê♠❡ ♣❛r❢♦✐s s✉♣ér✐❡✉rs à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡
s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦r❛❝❧❡s✳

✽✳✸✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt

■♥t❡♥t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❡ ✿ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦✲
♣♦sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼●▲✱ ❙♣❛t✲▼▼●✱ ❉❯❊❚✲▼▼● ❡t ▼●▲✲▼▼●✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✈❡❝ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❛✉q✉❡❧s
♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ✿

✶✳ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉❯❊❚ ❬❨❘✵✹❪ ❝❛r ✐❧ ❡st très ❝♦♥♥✉ ❡t s❡rt ❞♦♥❝ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❀

✷✳ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ Lp ❞✬❊✳ ❱✐♥❝❡♥t ❬❱✐♥✵✼❪ ❝❛r ✐❧ ❛ ♦❜t❡♥✉ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡♥
sé♣❛r❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ✐♥st❛♥t❛♥és ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬■❈❆✬✵✼
❬❱❙❇+✵✼❪✳

✽✳✸✳✹✳✶ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲

■♥t❡♥t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✿ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✿

✕ ❈♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ✓ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✔ ✭♥♦té❡
▼●▲✮ ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳✷✳✷✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ✓ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✔ ✭▼●▲ ■t❡r✮✱
♣rés❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳✷✳✶✳ ❆✜♥ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♠✐♥❝♦♥ ❞❡ ❧❛ ❚♦♦❧❜♦① ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛t❧❛❜✳

✕ ❈♦♠♣❛r❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❉❯❊❚ ❡t Lp ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳

❆♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✿ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✸ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ✿

✶✹✽



❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ▼●▲ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡t ▼●▲ ■tér❛t✐❢ ✿ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ❤❡✉✲
r✐st✐q✉❡ ✭▼●▲✮ ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳✷✳✷ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥
s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ✐tér❛t✐✈❡ ✭▼●▲ ■t❡r✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡
♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✶✵✵✵ ❢♦✐s ♠♦✐♥s ❧♦♥❣ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ✐tér❛t✐✈❡ ❞♦♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r sé♣❛r❡r
❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ 10 s❡❝♦♥❞❡s✱ s❡ ❝♦♠♣t❡ ❡♥ ❤❡✉r❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡
q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♠ê♠❡ tâ❝❤❡
s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ▼●▲ à ❉❯❊❚ ❡t ▲♣ ✿ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼●▲
♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❉❯❊❚ ❡t ▲♣✳ ▲❡ ❣❛✐♥
❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥s ✸ ❞❇ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❉❯❊❚ ♣♦✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s à ✸
s♦✉r❝❡s✱ t❛♥❞✐s q✉✬✐❧ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶ ❞❇ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ▲♣ ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ♠é❧❛♥❣❡s
❞❡ ♣❛r♦❧❡✱ ❡t ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷✱✺ ❞❇ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✳
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✭❛✮ ♣❛r♦❧❡
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✭❜✮ ♠✉s✐q✉❡

❋✐❣✳ ✽✳✶✸ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❙❉❘✮ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
▼●▲ ■t❡r✱ ❉❯❊❚ ❡t ▲♣ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ❧❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ▼●▲ ❡t ▼●▲ ■t❡r s♦♥t ❧❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s 3× 3 ❛✈❡❝ ❢❡♥êtr❛❣❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ♣♦✉r ❧❡s
♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ♣❛r♦❧❡s ❡t 9× 1 ❛✈❡❝ ❢❡♥êtr❛❣❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ♣♦✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✳

✽✳✸✳✹✳✷ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① ❛♣♣r✐s ❡♥ ❛✈❡✉❣❧❡

■♥t❡♥t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✿ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r
▼▼● s♣❡❝tr❛✉① ❛♣♣r✐s ❡♥ ❛✈❡✉❣❧❡ ❙♣❛t✲▼▼●✱ ❉❯❊❚✲▼▼● ❡t ▼●▲✲▼▼● ❡t ✿

✶✳ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❉❯❊❚ ❡t ▼●▲ ❛✈❡❝ ❉❯❊❚✲▼▼● ❡t ▼●▲✲▼▼● ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r
❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞û à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼▼● ❀

✷✳ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❙♣❛t✲▼▼●✱ ❉❯❊❚✲▼▼● ❡t ▼●▲✲▼▼● ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
❝❤♦✐s✐r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❀

✶✹✾



✸✳ ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✈❡❝ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲♣ s✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s t❡stés✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♠✲
♣❛r♦♥s ♣❛s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼▼● ♣♦✉r ♥❡
♣❛s ❡♥❝♦♠❜r❡r ❧❡s ✜❣✉r❡s✳

✹✳ ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✈❡❝ ❧✬♦r❛❝❧❡ ▼▼● ✭▼▼● s♣❡❝tr❛✉① ❛♣♣r✐s ❡t ❞é❝♦❞és s✉r
❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✮ ❡t ❧❡ ♠❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦r❛❝❧❡ ✶sr❝ ❖r❛❝❧❡ ✭❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✉ ♠❛sq✉❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬❊◗▼ s♣❡❝tr❛❧❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧❡s s♦✉r❝❡s✮✱
❝✳✲à✲❞✳ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♦r❛❝❧❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ♦r❛❝❧❡s ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❛✈❡✉❣❧❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s s❛✈♦✐r s✐✱ ❡t ❧❡ ❝❛s
é❝❤é❛♥t q✉❛♥❞✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛❧❡s ❡♥ ❛✈❡✉❣❧❡ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❡ ♠❛sq✉❛❣❡ ♦r❛❝❧❡ ❜✐♥❛✐r❡✳

❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✿ P♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ▼▼●
♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ♣❛r s♦✉r❝❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✕ K = 64 ét❛ts ♣❛r s♦✉r❝❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡ ❀
✕ K = 8 ét❛ts ♣❛r s♦✉r❝❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✳
▲❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✲▼▼● ❡st {9 × 1, 1 × 9} ❛✈❡❝ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té

❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥✱ ❡t ✉♥ ❢❡♥êtr❛❣❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣✳ ▲❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✲▼▼● ❡st 3 × 3 ❛✈❡❝ ❢❡♥êtr❛❣❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣✳ ▲❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❙♣❛t✲▼▼● ❡st 9× 1 ❛✈❡❝ ❢❡♥êtr❛❣❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣✳
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✭❜✮ ♠✉s✐q✉❡

❋✐❣✳ ✽✳✶✹ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❙❉❘✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❉❯❊❚✱ ❉❯❊❚✲▼▼●✱ ▼●▲ ❡t ▼●▲✲▼▼●✳ P♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡s ❧❡s ▼▼● ♦♥t
64 ét❛ts ♣❛r s♦✉r❝❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✱ ❧❡s ▼▼● ♦♥t 8 ét❛ts ♣❛r
s♦✉r❝❡✳

❆♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✿ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✹ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✣❝❤é ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❉❯❊❚✱ ▼●▲✱ ❉❯❊❚✲▼▼● ❡t ▼●▲✲▼▼●✱ ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡

✶✺✵
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✭❜✮ ♠✉s✐q✉❡

❋✐❣✳ ✽✳✶✺ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❙❉❘✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❞❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❙♣❛t✲▼▼● ✭♠✉s✐q✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t✮✱ ❉❯❊❚✲▼▼● ❡t ▼●▲✲▼▼● ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬♦r❛❝❧❡
▼▼● ❡t ❞✉ ♠❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦r❛❝❧❡ ✶sr❝ ❖r❛❝❧❡✳ P♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡s ❧❡s ▼▼●
♦♥t 64 ét❛ts ♣❛r s♦✉r❝❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✱ ❧❡s ▼▼● ♦♥t 8 ét❛ts
♣❛r s♦✉r❝❡✳

❧❛ str✉❝t✉r❡ ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▼▼● ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠ê♠❡s ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ❝❡tt❡
str✉❝t✉r❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❛✣❝❤és s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✹ ❢♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❉❯❊❚✲▼▼● ❡t ▼●▲✲▼▼● ♦❜t✐❡♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs ré✲
s✉❧t❛ts q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❉❯❊❚ ❡t ▼●▲✱ à ♣❛rt ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡ q✉❛♥❞
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 5✳ ▲❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ▼▼● s❡ ❢❛✐t ❞❛✈❛t❛♥❣❡ s❡♥t✐r s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♠✉s✐❝❛✉①✱ ♦ù ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❉❯❊❚✲▼▼● ❡st ❡♥tr❡ 2 ❞❇ ❡t 4 ❞❇ s✉♣ér✐❡✉r à ❉❯❊❚✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ▼●▲✲▼▼● ❡st ❡♥✈✐r♦♥
2 ❞❇ s✉♣ér✐❡✉r à ▼●▲✳

✕ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ▼●▲✲▼▼● ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❉❯❊❚✲▼▼●✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬é❝❛rt s♦✐t ♣❧✉s
s❡rré s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♠✉s✐❝❛✉①✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✺ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✣❝❤é ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼▼● ❛✈❡✉❣❧❡s
♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❉❯❊❚✲▼▼●✱ ▼●▲✲▼▼● ❡t ❙♣❛t✲▼▼●✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♦r❛❝❧❡s ▼▼● ❡t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♠❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣✉ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♣❛t✲▼▼● ♣♦✉r
❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡ ❝❛r ♥♦✉s ♥✬❛✈✐♦♥s ♣❛s ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝✲
t✉❡r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ▼▼● ❞❡ 64 ét❛ts✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❛✣❝❤és s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✺ ❢♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♣❛t✲▼▼● ♦❜t✐❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❛r❢♦✐s ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ▼●▲✲▼▼● s✉r
❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ r❡♥❞
❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

✕ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛❧❡s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ✸ s♦✉r❝❡s✱ ❞❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❞✬❡♥✈✐r♦♥s 2 ❞❇ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡s ❡t 4 ❞❇ ♣♦✉r
❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✱ s✉♣ér✐❡✉r❡s à ❧✬♦r❛❝❧❡ ❞✉ ♠❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡✳

✶✺✶



❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛❧❡s
s♦♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s ❛✉ ♠❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦r❛❝❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❛②❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ ✺
s♦✉r❝❡s✳

✕ ▲✬é❝❛rt ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼▼● ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ▼▼● ♦r❛❝❧❡ ❡st ✐♠✲
♣♦rt❛♥t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡ ♦ù ✐❧ ❡st ❞❡ 4 à 8 ❞❇✱ ❝♦♥tr❡ 2
à 5 ❞❇ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❝❡t é❝❛rt ❡st ❞✬❛✉t❛♥t
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❣r❛♥❞✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t
✐❧ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ▼▼● ❡♥ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡✱ ❡t q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❘❡♠❛rq✉❡ s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✿ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s à t✐tr❡ ✐♥❞✐❝❛t✐❢
❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ✭❛✈❡✉❣❧❡s✮ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é✈❛❧✉é❡s ❞❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ✹ s♦✉r❝❡s ❡①tr❛✐t ❞❡ ✿

✕ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ t❡st ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡ ❞❡ ❞✉ré❡ ✶✶ s❡❝♦♥❞❡s ❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥és à ✽
❑❍③ ❀

✕ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ t❡st ❞❡s s✐❣♥❛✉① ♠✉s✐❝❛✉① ❞❡ ❞✉ré❡ ✶✶ s❡❝♦♥❞❡s ❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥és à
✷✷✱✵✺ ❑❍③ ❀

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼▼● ❡st ✜①é à K = 64 ♣♦✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♣❛r♦❧❡
❡t à K = 8 ♣♦✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✳ ▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✉♥ P❈ ❇✐♣r♦ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥
✸✳✹✵●❍③ ❡t ❞✐s♣♦s❛♥t ❞❡ ✹ ●✐❣❛❖❝t❡ts ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳

♠ét❤♦❞❡s ❙♣❛t✲▼▼● ❉❯❊❚✲▼▼● ▼●▲✲▼▼● ▼●▲ ❉❯❊❚ ▲♣

♣❛r♦❧❡ ◆❝ ✶✵✸ s ✶✵✽ s ✷✼ s ✵✳✻ s ✵✳✽ s
♠✉s✐q✉❡ ✺✹ ♠✐♥ ✶✸✷ s ✶✸✸ s ✶✷✵ s ✶✳✾ s ✶✳✽ s

✽✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ▼▼● q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡
❜❛s❡♥t s✉r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❧♦❝❛❧❡s q✉✐ ♦♥t ❞é❥à été ♠✐s❡s à ♣r♦✜t ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❊▼■❳ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ▼▼● à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s
❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉✐ r❡st❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞✉
▼▼●✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❇ ❡♥ ❙❉❘ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❝♦♠♠❡ ❉❯❊❚ ❡t ▲♣✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ♣❧✉s ✢❛❣r❛♥t s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♠✉s✐❝❛✉①✱ ♦✉ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦✉r❝❡ ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ❣r❛♥❞✳ ❊♥ ❡✛❡t q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐♠✐♥✉❡✱ ❡t ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡
♦ù ♣❡✉ ❞❡ s♦✉r❝❡s s♦♥t ❛❝t✐✈❡s✱ r❡♥❞❛♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
❧♦❝❛❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡ s♦♥t ♠♦✐♥s ❜♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✉s✐q✉❡✱ ♣❛r❝❡
q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♣❛r♦❧❡ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t
♣♦✉r ❧❛ ♣❛r♦❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✉s✐q✉❡✱ ❡t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ▼▼●
❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✳

✶✺✷



▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✲▼▼●
❝❛r ✿

✕ ❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼●▲ ❡t ❉❯❊❚✲▼▼●✱
♣♦✉r ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❀

✕ ❡❧❧❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ✷ à ✺ ❞❇ ✭s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s
s✐❣♥❛✉①✮ ❡♥ ❙❉❘ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ ❡t ❞é♣❛ss❡
♠ê♠❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ♠❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦r❛❝❧❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ② ❛ ♠♦✐♥s ❞❡ ✹ s♦✉r❝❡s✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✲▼▼● s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲
q✉✐ ❛ été ❞é✜♥✐❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡s ✐♥st❛♥t❛♥és✳ ■❧ ♥✬❡st
♣❛s é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧ ❡♥ ❣é♥ér❛❧
✭M > 2✮ s❡ ❢❛ss❡ s❛♥s q✉✬✐❧ s♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❝♦✉r✐r à ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❞✉
❝r✐tèr❡ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ q✉✐ ❛✉r❛✐t ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡♥❞r❡ ré❞❤✐❜✐t♦✐r❡✳
▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼●▲✲▼▼● ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡s ❡t
❝♦♥✈♦❧✉t✐❢s ♥✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡✱ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✱ à ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❆✉ ❞❡❧à ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ▼●▲✲▼▼● ❡t ❉❯❊❚✲▼▼● q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡s ▼▼●
s♣❡❝tr❛✉①✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼●▲✲▼▼● ❡t ❉❯❊❚✲▼▼● ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❡s♣ér❡r q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉rr♦♥t ❡①♣❧♦✐t❡r
❝❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦✉ s✬❡♥ ✐♥s♣✐r❡r✳

✶✺✸



✶✺✹



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✶✺✺





❈❤❛♣✐tr❡ ✾

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡ ✐♥tér❡ssés ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✉❞✐♦ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦✉r❝❡s ❡st s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉①✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡
❞✐✈✐s❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ✷ ét❛♣❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ✿ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡s✱ ♣✉✐s
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é s✬❛♣♣✉✐❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ s✉r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❡t ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳ P♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts t❡♠♣s✲
❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✱ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❛❧♦rs ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é✱
❡t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳

❈❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❡✉✈❡♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✈❛❧✐❞❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❞❡s ♣♦✐♥ts t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
❧♦❝❛❧❡s ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡t ❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t très ♣❡✉ ✜❛❜❧❡s✳

■♥s♣✐ré ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❉❡✈✐❧❧❡✱ q✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♣❧✉s
❢❛✐❜❧❡ ❡t ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡t q✉✐ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❞✬❛♥❛❧②s❡ s♣❛t✐❛❧❡ q✉✐ s♦✐t ❧♦❝❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧♦✐té ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡s ❛✜♥ ❞✬✐♥❢ér❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡s ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s s✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐
❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉①✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♦♥ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
❧♦❝❛❧❡s ✭❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡t ❞❡ s♦✉r❝❡s✮ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳

◆♦✉s ❡①♣❧♦✐t♦♥s ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té✱ à tr❛✈❡rs ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❛♣♣❡❧é ❉❊▼■❳ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❡t ❡♥✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✭tâ❝❤❡ q✉✐ ❛ été très ♣❡✉
❛❜♦r❞é❡ ♣❛r ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✮ ❡t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✓ ❣❧♦❜❛❧❡s ✔ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r♦❜✉st❡ q✉❡ ❉❯❊❚ ♣♦✉r
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ✐♥st❛♥t❛♥é✱ ❝❛r ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡
q✉✐ s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❞❡s ❞é❧❛✐s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐③❛✐♥❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳

✶✺✼



P♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡✱ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧♦✐té ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡s ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♣♦✉r ✐♥❢ér❡r ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s
s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ q✉✐ s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❡t q✉✐
r❡♣♦s❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té s♣❛t✐❛❧❡ ♣♦✉r sé♣❛r❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥sé✲
q✉❡♥t✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ ❜❛s❡ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té s♣❛t✐❛❧❡ s✉r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té s♣❡❝tr❛❧❡
❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛✐♥s✐
❡st✐♠é❡s ✭♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✮✱ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉rs ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ❞❇ ❡♥ ❙❉❘✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s t❡❧s q✉❡ ❉❯❊❚ ♦✉ ▲♣ q✉✐ s♦♥t ❜❛sé❡s
✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ▼▼● s♣❡❝tr❛✉①✱ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❜t❡✲
♥✉s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✱ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ▼▼● ♣r♦♣♦sé❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡ ▼▼● ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡t
❣❛r❞❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❡s ▼▼●✳ ▲❛
♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞❇ ❡♥ ❙❉❘ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✳ ❆ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼▼● ♦r❛❝❧❡s q✉✐ ♦♥t été
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ✐❧ r❡st❡ ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❇ ♣♦✉r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ▼▼●✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉rt♦✉t é✈♦q✉é ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✱ ♣♦✉r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ✐♥st❛♥t❛♥é ♦✉ ❜✐❡♥ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡✳ ◆♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡❧q✉❡s ♣✐st❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✜♥ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧ ♦ù M ≥ 2 ✿ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡
❉❊▼■❳ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ à été ❢♦r♠✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧
❛✈❡❝ M ≥ 2 ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ✐♥st❛♥t❛♥é ❡t ❛♥é❝❤♦ïq✉❡✱ ♠❛✐s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✬♦♥t été ❢❛✐t❡
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡✳ ❆✉ss✐ ❞❛♥s ❉❊▼■❳✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡
✜❛❜✐❧✐té ❧❡s ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧ ❛✈❡❝ M ≥ 2✱ ♦♥
♣❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té✱ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ✐❧ ② J < M s♦✉r❝❡s
❛❝t✐✈❡s ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ❲❛① ❡t ❑❛✐❧❛t❤ ❬❲❑✽✺❪✱ ❡t ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ ♥♦♥
♣❧✉s ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✱ ♠❛✐s ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞✐ts ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s
s❡ s✐t✉❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡✱ s♦✐t ♣♦✉r ✉♥❡ ré❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à M ✱ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s s♦✉r❝❡s ❛❝t✐✈❡s ❛✉
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❬❩❲✽✽❪✱ ♦✉ ❜✐❡♥
❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❛r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❬◆▼❇❩❏✵✼✱ ◆❇❩❏✵✼❪✳

❊①t❡♥s✐♦♥s ❛✉ ❝❛s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢ ✿ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❊▼■❳ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ ❛ été ❢♦r♠✉❧é❡ ❡st é✈❛❧✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s✐♠♣❧❡ ❞✉
❝❛s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉ ❝❛s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t❡✳
❯♥❡ ♣✐st❡ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❊▼■❳ ❛✉ ❝❛s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢ s❡r❛✐t ❞❡ s❡ ❜❛s❡r s✉r
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ✜❧tr❡s s♦♥t ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉① ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧✱ ❧❡ ❝❛s ❛♥é❝❤♦ïq✉❡
ét❛♥t ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉① ❞❡ ❞❡❣ré ✶✳ ❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♦ù ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡s ✜❧tr❡s ✭❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s✮ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à
✶✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞✬✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦♥st❛♥t❡ à tr❛✈❡rs ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱
s✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞✬❛✉tr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s ❛✜♥ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ✓ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡

✶✺✾



♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✔✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❛✜♥ ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ❡st✐♠é❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞✬✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ à tr❛✈❡rs ❧❡s
❢réq✉❡♥❝❡s✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s q✉✐ ❛ été ❡①♣❧♦✐té❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❞✬❛❜♦r❞
❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ♣✉✐s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼● ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ♣♦✉rr❛✐t s❛♥s
❞♦✉t❡ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❝♦♥✈♦✲
❧✉t✐❢ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼● ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ❆✳ ❖③❡r♦✈ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞✬
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❬❖③❡✵✻❪ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦♣❤♦♥✐q✉❡✱ ❧❡ ✜❧tr❡
✓ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✔ ❞✬✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ▼▼● ❞❡s s♦✉r❝❡s✳
❈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ✉♥ ❝r✐✲
tèr❡ ▼❆P ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ■❧ ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧ ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❝♦♥✈♦❧✉t✐❢✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ▼●▲ ❡t ▼▼● q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s✱
♦♥t été ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥st❛♥t❛♥é✱ ❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼●▲
♣✉✐ss❡ êtr❡ ét❡♥❞✉ ❛✉ ❝❛s ❝♦♥✈♦❧✉t✐❢ s❛♥s ❛✈♦✐r à r❡❝♦✉r✐r à ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐tér❛t✐✈❡
ré❞❤✐❜✐t♦✐r❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r
▼▼● ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s s♦✉❧❡✈❡r ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés t❤é♦r✐q✉❡s ♠❛❥❡✉r❡s✳

❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ▼▼● ✿ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡✛❡❝t✉é❡s
♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ é❝❛rt s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ♣❛r
❧❡s ▼▼● ❛♣♣r✐s s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❝❡✉① ❛♣♣r✐s ❡♥ ❛✈❡✉❣❧❡✳ ❆✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬ét❛♣❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ▼▼● ❡♥ ❛✈❡✉❣❧❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✐st❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳

❖♥ ❛ ✈✉ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✲▼▼● q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♥♦♥ ♣❛s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦r♠❡
❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ♠❛✐s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛
✜❛❜✐❧✐té✱ ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ❈❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s❡
❝♦♠♣r❡♥❞ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦✉ ❧✬❤②♣♦tès❡ ❞❡ ❉❯❊❚ ❡st q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❛❝t✐✈❡
❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ♠❡s✉r❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡
❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝r✐tèr❡s q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s♣❛t✐❛❧❡ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ▼▼●✱ ✐❧ ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
▼▼●✱ ♣❛r ✉♥ ❝❤♦✐① ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳
P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ✐❧ s✬❛❣✐r❛✐t ❛❧♦rs ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ❞❡ ❣❛✉ss✐❛♥✐té ❡t ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣✐st❡ ♥♦♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐✲
é❝❤❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s s♦✐t ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❛ss❡③
❣r❛♥❞❡ ✭♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐❡rs ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s q✉❛♥❞ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❈❉ ❛✉❞✐♦✮✱ ❡st✐♠❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼● ❛②❛♥t ❞❡s ❝❡♥✲
t❛✐♥❡s ✈♦✐r ❞❡s ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ♥✬❡st ♣❛r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❢❛❝✐❧❡✱ s✉rt♦✉t s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬ét❛ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❡t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡st ❝♦✉rt❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡ ❞✬✉♥ ▼▼● à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ♦✉ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ s✐♠♣❧❡✱
❝❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♠❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈✐s❛♥t à ❞✬❛❜♦r❞ ❡st✐♠❡r ❧❡s ▼▼● à ✉♥❡ ♣❡t✐t❡
é❝❤❡❧❧❡✱ ♣✉✐s à r❛✜♥❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♦ù ❧✬✐♥✲

✶✻✵



❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✓ ✜❛❜❧❡ ✔ s❡r❛✐t sûr❡♠❡♥t ❜é♥é✜q✉❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡
❞✬❖③❡r♦✈ ❬❖③❡✵✻❪ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♠✐s à ♣r♦✜t ♣♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

❆♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡ ✿ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐té ✿
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♣❡❝tr❛❧❡s q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❡s
s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s✱ ❡t ❡①♣❧♦✐té ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r
❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡✳

❈♦♠♠❡ é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧✬❤♦♠♠❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❞✬❛✉tr❡s s❡♥s q✉❡ ❧✬❛✉❞✐t✐♦♥
♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ✉♥❡ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ✈✉❡✱ ❡t ❝❡❝✐ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡ ❧✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦♥♦r❡ ❡st ❞é❣r❛❞é❡✳ ❆✐♥s✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ♠❛❧❡♥t❡♥❞❛♥t❡s s♦♥t
s♦✉✈❡♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❧✐r❡ s✉r ❧❡s ❧è✈r❡s ❞✬✉♥ ❧♦❝✉t❡✉r ♣♦✉r ❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ s❡♥s✳

❆✐♥s✐ q✉❛♥❞ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡✱ à ❝❛✉s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦rt❡ ré✈❡r❜ér❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣✐st❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡
s♦✉r❝❡ ♦✉ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ❝♦♥s✐st❡ à
❡①♣❧♦✐t❡r✱ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ❧✬❛✉❞✐♦✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♠❡❞✐❛ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈✐❞é♦✳ ▲❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼♦♥❛❝✐ ❡t ▲▲❛❣♦st❡r❛ ❬▲▼❱●✵✽✱ ▼❱✵✻❪ ✈♦♥t ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s✳

✶✻✶
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❆♥♥❡①❡s

✶✻✸





❆♥♥❡①❡ ❆

❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s
♣♦✉r ❧✬❆❈■

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❆❈■ ❞ét❡r♠✐♥é❡
♣rés❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶ ❡t ❧✬❆❈■ s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳

❆✳✶ ❆❈■ ❞ét❡r♠✐♥é❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞ér✐✈♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬❆❈■ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡rs ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳

❆✳✶✳✶ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s

◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ✐❝✐ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✭♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✮
q✉❛♥❞ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭❞♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉s✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ✭✶✳✹✮ q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦r✲
ré❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ●❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✐✐❞ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σ✱ s(t) ∼ N (0,Σ)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❬❈❛r✵✼❪ q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té à ♠✐♥✐♠✐s❡r
❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✮ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

K(PY|PS) = K(N (0, R̄y)|N (0,Σ)) ✭❆✳✶✮

= DKL

(
R̄y,Σ

)
✭❆✳✷✮

♦ù DKL(R1,R2) ❡st ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞❡
♠ê♠❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❛②❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s R1 ❡t R2 ❞❡ t❛✐❧❧❡ d× d ❡t ❡st ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✿

DKL(R1,R2)
△
=

1

2

(
tr
(
R1R

−1
2

)
− log det

(
R1R

−1
2

)
− d
)

✭❆✳✸✮

❖r✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s R̄y ❡t Σ ét❛♥t s②♠étr✐q✉❡s✱ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ R̄y ❛✈❡❝
Σ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t q✉❡ M(M + 1)/2 éq✉❛t✐♦♥s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ A ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❛♥s

✶✻✺



❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ M2 éq✉❛t✐♦♥s✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ s✐ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ✐✐❞ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳

❆✳✶✳✷ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✐❛❣♦✲
♥❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r

◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ✐❝✐ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✭♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✮
q✉❛♥❞ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡
❋♦✉r✐❡r✳

❙✐ ❧❡s s✐❣♥❛✉① s♦♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s♦✉✈❡♥t ❛❞♠✐s❡ ♣♦✉r ❧❡s
s✐❣♥❛✉① ❛✉❞✐♦✱ ❞✉ ♠♦✐♥s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
❞✐s❝rèt❡ s♦♥t ❞é❝♦rré❧és✱ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡
s♦✉r❝❡✳

❆✐♥s✐ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦✐❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ♣❛r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s
✭❝♦♠♣❧❡①❡s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s✮ ✿

PSn(Sn) =
∏

f

Nc

(
Sn(f);σ2

n(f)
)

♦ù Nc

(
S;σ2

)
❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

Nc

(
S;σ2

)
=
∏

f

1

πσ2
exp

[
−
|S|2

σ2

]
.

▲❡s s♦✉r❝❡s ét❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜❧✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ s✬é❝r✐t ✿

PS(S) =
∏

f

∏

n

Nc

(
(Sn(f);σ2

n(f)
)
.

❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❬❈❛r✵✼❪ q✉❡ ✿

I(Y) =
∑

f

C(Y(f)) = C(Y)−
∑

n

G(Yn) + cst ✭❆✳✹✮

G(Yn) =
∑

f

DKL


σ2

n(f),
1

F

∑

f ′

σ2
n(f ′)


 ✭❆✳✺✮

F ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ✐✐❞
❣❛✉ss✐❡♥✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s é❣❛❧❡ à ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
❝♦rré❧❛t✐♦♥s à ❝❤❛q✉❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ P♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞❡
❞é❝♦rré❧❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ✭s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✮ ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ✭✈♦✐r ❬P❤❛✵✶❪✮✳
▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✏♥♦♥✲✐✐❞✲❣❛✉ss✐❛♥✐té✑✱ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✺✮ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡

✶✻✻



❞❡ ✏❝♦✉❧❡✉r✑ s♣❡❝tr❛❧❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❞✬é❝❛rt ❞✉ s♣❡❝tr❡ à ❧❛ ❜❧❛♥❝❤❡✉r ✭s♣❡❝tr❡ ❝♦♥st❛♥t✮✳ ■❧
❛♣♣❛r❛ît ❬❈❛r✵✼❪ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ sé♣❛r❛❜✐❧✐té ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st q✉❡ ❝❡❧❧❡s✲
❝✐ ♥✬❛✐❡♥t ♣❛s ❞❡s ❞❡♥s✐té❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭ {σ2

n(f)}f 6= α{σ2
j (f)}f ♣♦✉r

∀n 6= j✮✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✉♥❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❞❡♥s✐té s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r sé♣❛r❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡♥ ❛✈❡✉❣❧❡✳

❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❝♦♥♥✉ ❧❡s ❞❡♥s✐tés s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ Σ(f) = ❞✐❛❣
([

σ2
n(f)

]N
n=1

)
✱

❛❧♦rs ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ q✉✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐✐❞ ❣❛✉ss✐❡♥ s✬é❝r✐✈❛✐t s✉✐✈❛♥t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✮ r❡✈✐❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✿

K(PY|PS) =
1

F

∑

f

DKL

(
R̂y(f),Σ(f)

)
✭❆✳✻✮

♦ù R̂y(f) = Ê
{
y(f)y(f)T

}
✳ Ê ❡st ✉♥❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ■❝✐ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s q✉✬✉♥

s❡✉❧ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s très s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✱
❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ♥♦✉s ❢❛✐s✐♦♥s ✉♥❡ ❚❋❈❚ ✭❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r à ❈♦✉rt ❚❡r♠❡✮✱ ❝❡tt❡
❡s♣ér❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦②❡♥♥❛❣❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♠❡s✳

❆✳✷ ❆❈■ s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é❡

❆✳✷✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❜r✉✐té ❞❡ ❧✬❆❈■ s♦✉s✲
❞ét❡r♠✐♥é❡

◆♦✉s ❞ér✐✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ξ = (A,Rb,Λ) ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❜r✉✐té ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳

❆✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ξ = (A,Rb,Λ)✱ ♦ù Λ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té Ps ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝r✐tèr❡
à ♦♣t✐♠✐s❡r✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬■❈❆ ✭✶✳✸✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ X ❡t ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❡♥tr❡ ❧❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✿

K (P (X) |P (X; ξ)) = −E{log P (X; ξ)} −H(X) ✭❆✳✼✮

▲❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ H(X) ❡st ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ q✉✐ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ξ✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ét❛♥t s✉♣♣♦sé ✐✐❞✱ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

E{log P (X; ξ)} = −T (K (P (x) |P (x; ξ)) + H(x)) ✭❆✳✽✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❡♥tr❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❝❡❧❧❡ ♣♦st✉❧é❡ ♣❛r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ξ✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ✭❞ét❡r♠✐♥é✮ s❛♥s ❜r✉✐t ✈✉ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❛♥t❡✱ ❧❛ ♠❛①✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♥❡ ❝♦♥s✐st❡ ♣❧✉s à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❆❈■ ❬❈❛r✵✼❪ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✮✮✳

✶✻✼



▲❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✲✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❬❈❛r✵✼❪ ✿

∂ log P (X; ξ)

∂ ξ
= E

{
∂ log P (X,S; ξ)

∂ ξ

∣∣∣∣X; ξ

}
✭❆✳✾✮

= E

{
∂ log P (X|S; ξx)

∂ ξx

∣∣∣∣X; ξ

}
✭❆✳✶✵✮

+ E

{
∂ log P (S; ξs)

∂ ξs

∣∣∣∣X; ξ

}
✭❆✳✶✶✮

♦ù ξx = (A,Rb) ❡t ξs = (Λ) s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ξ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ P (x|s; ξ) ❡t P (s; ξ)✳

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ξx ❡t ξs ét❛♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✾✮ s❡ ❢❛✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ξx ❡♥ ❛♥♥✉❧❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✵✮✱ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ξs✱ ❡♥ ❛♥✲
♥✉❧❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✶✮✳

▲❡ ❜r✉✐t b ét❛♥t ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ P (x|s; ξx) ❡st ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ●❛✉✲
s✐❡♥♥❡✳ ❆✐♥s✐✱ P (x|s; ξx) = Pb(x − As) = N (x;As,Rb)✳ ■❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ξx ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♦❜t❡✲
♥✉❡s ♣❛r s✐♠♣❧❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✵✮ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ♣❛r ❆tt✐❛s
❬❆tt✾✾❪ ❡t ❈❛r❞♦s♦ ❬❈❛r✵✼❪✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ X ét❛♥t ✐✐❞✱ log P (X; ξ) =∑

t log P (x(t); ξ) ❡t ❞♦♥❝ ✿

∂ log P (X; ξ)

∂A
=
∑

t

∂ log P (x(t); ξ)

∂A
,

∂ log P (X; ξ)

∂ Rb
=
∑

t

∂ log P (x(t); ξ)

∂ Rb
✭❆✳✶✷✮

❛✈❡❝ ✿

∂ log P (x; ξ)

∂A
= R−1

b

(
xE
{
sT |x; ξ

}
−AE

{
ssT |x; ξ

})
✭❆✳✶✸✮

∂ log P (x; ξ)

∂ Rb
=

1

2
R−1

b

(
xxT −AE {s|x; ξ}xT − xE

{
sT |x; ξ

}
AT

+ AE
{
ssT |x; ξ

}
AT −Rb

)
R−1

b ✭❆✳✶✹✮

❆✐♥s✐✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♥✉❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞r❛✐t ❧❛ ❞❡♥s✐té
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ P (x|s; ξx) s✐♥❣✉❧✐èr❡✱ ♦♥ ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s A

❡t Rb ❞✉ ♠♦♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t ❡st✐♠❡r ❧❡s q✉❛♥t✐té❡s ✭❞✐t❡s st❛t✐st✐q✉❡s s✉✣s❛♥t❡s✮
E {s|x; ξ} ❡t E

{
ssT |x; ξ

}
✳

▲✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à A ✭éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✸✮✮ ❡t Rb ✭éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✹✮✮
♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿

Â = R̂xs|x,ξR̂
−1

s|x,ξ ✭❆✳✶✺✮

R̂b = R̂x −AR̂sx|x,ξ − R̂xs|x,ξA
T + AR̂s|x,ξA

T ✭❆✳✶✻✮

✶✻✽



❛✈❡❝

R̂x =
1

T

∑

t

x(t)x(t)T ✭❆✳✶✼✮

R̂sx|x,ξ =
1

T

∑

t

E {s|x(t); ξ}x(t)T ✭❆✳✶✽✮

R̂s|x,ξ =
1

T

∑

t

E
{
ssT |x(t); ξ

}
✭❆✳✶✾✮

R̂xs|x,ξ = R̂
T

sx|x,ξ ✭❆✳✷✵✮

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ R̂b ❞♦♥♥é❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✻✮ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ A✱ ♠❛✐s s✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐t
♣❛s A✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❡st✐♠❡r R̂b ❡t A ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t s✉❜st✐t✉❡r
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ A ♣❛r s♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✺✮✳ ❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❛♣rès
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✿

R̂b = R̂x − R̂xs|x,ξR̂
−1

s|x,ξR̂sx|x,ξ = R̂x − R̂xs|x,ξÂ
T ✭❆✳✷✶✮

❆✳✷✳✷ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s s♦♥t ❞❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ✐✐❞ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ µ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
Σ ✿

P (s) = N (s;µ,Σ)

▲❡s s♦✉r❝❡s ét❛♥t ❞❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σ ❡st
❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✿ Σ = ❞✐❛❣

([
σ2

1, . . . , σ
2
N

])
✳

■❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✿ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r ❝❡ q✉❡ ❞❡✈✐❡♥t ❧✬❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡st ✉♥❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡✳
▲❡s s♦✉r❝❡s ét❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡✈✐❡♥t ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❡t
♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡✈✐❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❬❈❛r✵✼❪ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ✭❆✳✽✮ q✉✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣❛✉ss✐❡♥ ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✿

K (P (x) |P (x| ξ)) = K
(
N
(
x̄, R̂x

)∣∣∣N (Aµ,Rx,ξ)
)

✭❆✳✷✷✮

❛✈❡❝ x̄
△
= 1

T

∑
t x(t)✱ Rx,ξ = AΣAT + Rb ❡t R̂x ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡

❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞é✜♥✐❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✼✮✳
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❝❡♥tré❡s ✭µ = 0✮✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❝❡♥tré E {x} = 0✱ ❡t ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲
▲❡✐❜❧❡r ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

K (P (x) |P (x| ξ)) = DKL

(
R̂x,Rx,ξ

)
✭❆✳✷✸✮

♦ù DKL(., .) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✸✮✳

✶✻✾



▲❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡ Rx,ξ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✈❛r❛✐♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ R̂x✳ ❆✜♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s♦✐t ✉♥✐q✉❡✱ ✐❧
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s✳
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ R̂x ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❢♦✉r♥✐t ❞♦♥❝ M(M + 1)/2 éq✉❛t✐♦♥s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡st ❞❡ (M − 1)N ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✭s✐ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t
♥♦r♠é❡s✮✱ N ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s q✉✐ ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❡t M ♣♦✉r ❧❡
❜r✉✐t ✭❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❞é❝♦rré❧é✮✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡ ❧✬❆❈■✱ ♣♦s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té✱ ❝❛r ✐❧ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s
s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧❡ à M(M +1)/2✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❡✉ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s
❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✿ P❛r ❝♦♥tr❡ ✐❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s
❡s♣ér❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭❆✳✶✽✮ ❡t ✭❆✳✶✾✮✱ ❝❛r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ à ♣♦st❡r✐♦r✐
❞❡ s s❛❝❤❛♥t x ❡st ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡t ✈❛✉t ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✸ ❞❡
❑❛② ❬❑❛②✾✸❪✮ ✿

P (s|x; ξ) = N (s;ρ(x),C) ✭❆✳✷✹✮

ρ(x) = µ + W (x−Aµ) ✭❆✳✷✺✮

W = ΣAT B ✭❆✳✷✻✮

C = Σ−ΣAT BAΣ ✭❆✳✷✼✮

B =
(
AΣAT + Rb

)−1
✭❆✳✷✽✮

▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ P (s|x; ξ)✱ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
✭❆✳✷✻✮ ❡t ✭❆✳✷✼✮ ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥
♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❬❑❛②✾✸❪ ✿

W = CAT R−1
b ✭❆✳✷✾✮

C =
(
Σ−1 + AT R−1

b A
)−1

✭❆✳✸✵✮

■❧ ❡st ♣❧✉s ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ W ❡t C✱ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
✭❆✳✷✻✮ ❡t ✭❆✳✷✼✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✱ ❝❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ à ✐♥✈❡rs❡r B ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ M×
M ✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
✭❆✳✷✾✮ ❡t ✭❆✳✸✵✮✱ ❝❛r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Σ✱ Rb ❡t C à ✐♥✈❡rs❡r s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ×N ✳

❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ s✐ Σ ❡t Rb s♦♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s✱ ❛❧♦rs B ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ C ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✸✵✮ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✿ ❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞♦♥♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❧❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉① ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭❆✳✶✽✮ ❡t ✭❆✳✶✾✮ ✿

E {s|x; ξ} = ρ(x) ✭❆✳✸✶✮

E
{
ssT |x; ξ

}
= ρ(x)ρ(x)T + C ✭❆✳✸✷✮

✶✼✵



❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ✿ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦s✲
t❡r✐♦r✐ s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡st ❞é✜♥✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ξs = (µ,Σ) ❞❡s s♦✉r❝❡s
♣❛r ❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✶✮✳ ❈❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✿

µ̂ =
1

T

∑

t

E {s|x(t); ξ} ✭❆✳✸✸✮

Σ̂ =
1

T

∑

t

E
{
ssT |x(t); ξ

}
− ❞✐❛❣

(
µµ

T
)

✭❆✳✸✹✮

❆✳✷✳✸ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ q✉❛♥❞ ❧❡ ❜r✉✐t t❡♥❞ ✈❡rs
③ér♦

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼✱ q✉❛♥❞ ❧❛ ❝♦✈❛✲
r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ Rb = σ2

b I, σ
2
b → 0✳

❆✳✷✳✸✳✶ ■♠❛❣❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s

◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ✐❝✐ q✉❡✱ q✉❛♥❞ ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ♥✉❧✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s C ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A

✭♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ A s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✮ ✿

ImC = KerA ✭❆✳✸✺✮

❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ✭s✉r✲✮❞ét❡r♠✐♥és✱ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st é✈✐❞❡♥t❡ ❝❛r C = 0 ❡t KerA ❡st ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ r❛♥❣✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s s✬é❝r✐t s✉✐✈❛♥t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✻✮ ✿

C = (IN −WA)Σ

W ét❛♥t ✉♥❡ ✐♥✈❡rs❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ A ✭❝✳❛✳❞✳ AW = IM ✮✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❞❡ WA s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ AW✱ ■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ WA

♣♦ssè❞❡ M ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s é❣❛❧❡s à 1 ❡t N −M ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥✉❧❧❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♦♥
♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ A✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N −M ❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ WA✳ ■❧
❡st ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ IN −WA ♣♦ssè❞❡ M ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥✉❧❧❡s ❡t
N −M ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s é❣❛❧❡s à 1✱ ❡t ❞♦♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é✱ ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ A✳
P❛r ❝♦♥❝éq✉❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ C ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ A✳

❆✳✷✳✸✳✷ ❋♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✐❝✐ ❝❡ q✉❡ ❞❡✈✐❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❞é✜♥✐ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ♣❛r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✶✮✳

❝❛s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✭s✉r✲✮❞ét❡r♠✐♥é ✿ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s
♦✉ ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱

✶✼✶



❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✶✮ s✬é❝r✐t ❬❆tt✾✾❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é ❡t
q✉❛♥❞ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡✈✐❡♥ ♥✉❧ ✿

R̂xs|x,ξ(l)R̂
−1

s|x,ξ(l) = R̂xA
(
AT R̂xA

)−1
·
(
ATA

)
✭❆✳✸✻✮

❙✐ ❜✐❡♥ q✉❡ s✐ A ❡st ❝❛rré ✭❝❛s ❞ét❡r♠✐♥é✮✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✿

A(l+1) = A(l) ✭❆✳✸✼✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s s✉r✲❞ét❡r♠✐♥é✱ ✐❧ ❡st ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡
♠❛tr✐❝❡ A q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✶✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ A ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❝✳❛✳❞✳ A = R̂xA

(
AT R̂xA

)−1
·
(
ATA

)
✱

❛❧♦rs t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ AU✱ ❛✈❡❝ U ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ N×N ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❝❛s ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥é ✿ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s♦✉r❝❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t
r❡♠❛rq✉❡r ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ R̂xs|x,ξ(l) ❡t R̂s|x,ξ(l) ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ r❡❧❛✲

t✐♦♥ A(l)W(l) = IM q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❜r✉✐t ❡st ♥✉❧ ✿ R̂xs|x,ξ(l) = A(l)R̂s|x,ξ(l) ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✶✮ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✿

A(l+1) = R̂xs|x,ξ(l)R̂
−1

s|x,ξ(l) = A(l) ✭❆✳✸✽✮

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❛✈❡❝ ❧❡s ▼▼● ✭❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t

q✉❡ ∀k,A(l)W
(l)
k

= IM ✮✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♥ ❜r✉✐té
♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é✲
❧❛♥❣❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r❛ ♣❛s q✉❡❧q✉❡ s♦✐t
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ P♦✉r s✬❡♥ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s à ❧✬ét❛♣❡ (l) ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x(t)✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❜r✉✐té✱
✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s s♦✉r❝❡s s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t
A(l)s = x(t)✳ ❙✐ ❜✐❡♥ q✉❡

A(l)E{ssT |x(t); ξ(l)} = x(t)E{sT |x(t); ξ(l)}

❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭❆✳✸✽✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳

✶✼✷



❆♥♥❡①❡ ❇

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❊▼ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ▼▼● s♣❡❝tr❛✉①

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ✈❡rs✐♦♥s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❬❉▲❘❪
♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉①✳

❇✳✶ ▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♦r❛❝❧❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ▼▼● s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ λ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛
s♦✉r❝❡ ♦r❛❝❧❡ S(t) = [S(t, f)]f ✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▼▼● λ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡
❝r✐tèr❡ ❞✉ ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❱r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭▼❱✮ s✉✐✈❛♥t ✿

λ = arg max
λ′

P (S|λ′) ✭❇✳✶✮

♦ù S = [S(t, f)]T,F
t,f=1 λ = {πk,Σk}

K
k=1✱ ♦ù K ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✱ πk s♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s

❞❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❡t Σk s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s Σk = ❞✐❛❣ [σ2
k(f)]Ff=1✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ▼▼● ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❇❡♥❛r♦②❛ ❬❇❡♥✵✸❪ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✳ ▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❑✲▼❡❛♥s ❬▼❛❝✻✼❪✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ V = [V (f)]f ●❛✉s✐❡♥♥❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ µ = [µ(f)]f ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ Σ =
❞✐❛❣ [σ2(f)]f ✱ P (V |µ,Σ) = Nc(V ;µ,Σ)✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✷✮✳

Nc(V ;µ,Σ) =
∏

f

1

πσ2(f)
exp

[
−
|V (f)− µ(f)|2

σ2(f)

]
, ✭❇✳✷✮

✶✼✸



❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦r❛❝❧❡ ❞✉ ▼▼● ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❛✉ s❡♥s
❞✉ ▼❱ ✭❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡①♣♦s❛♥t (l) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ l✲✐è♠❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✮

✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣♦✐❞s γ
(l)
k (t) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t

∑
k γ

(l)
k (t) = 1 ❡t

γ
(l)
k (t) , P (K(t) = k|S;λ(l)) ∝ π

(l)
k Nc(S(t); 0̄,Σ

(l)
k ) ✭❇✳✸✮

♦ù K(t) ❡st ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞✉ ▼▼● λ à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ❡t Nc(V ;µ,Σ) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
✭❇✳✷✮✳

✷✳ ❘é❡st✐♠❡r ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ●❛✉s✐❡♥♥❡s

π
(l+1)
k =

1

T

∑

t

γ
(l)
k (t) ✭❇✳✹✮

✸✳ ❘é❡st✐♠❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s

σ
2,(l+1)
k (f) =

∑
t

〈
|S(t, f)|2

〉(l)
k

γ
(l)
k (t)

∑
t γ

(l)
k (t)

✭❇✳✺✮

❇✳✷ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ s♦✉r❝❡ ✰ ❜r✉✐t

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♠♦♥♦♣❤♦♥✐q✉❡ ✿

S̃(t, f) = S(t, f) + Ẽ(t, f), ✭❇✳✻✮

♦ù à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ S̃(t, f)✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ Σ̃t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ●❛✉s✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ Ẽ(t) =
[Ẽ(t, f)]f ✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❡st✐♠❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▼▼● s♣❡❝tr❛❧ λ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ S✳

❈❡ ♠♦❞è❧❡ ▼▼●✱ ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛ été ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❆✳❖③❡r♦✈ ❬❖P❇●✵✼❪✱ ❡st ♣❛✲
r❛♠étr✐sé ♣❛r ✿ λ = {πk,Σk}

K
k=1✱ ♦ù K ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✱ πk s♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s

●❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❡t Σk s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s Σk = ❞✐❛❣ [σ2
k(f)]Ff=1✳

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❛❧♦rs à ❡st✐♠❡r λ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▼❱ s✉✐✈❛♥t ✿

λ = arg max
λ′

P (S̃|Σ̃; λ′) ✭❇✳✼✮

♦ù S̃ = [S̃(t, f)]T,F
t,f=1 ❡t Σ̃ = [Σ̃t]

T
t=1✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❞é❝r✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼

✭❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✮ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭❇✳✼✮ ✭✈♦✐r ❬❖P❇●✵✼❪ ♣♦✉r ♣❧✉s
❞❡ ❞ét❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✮✳ ▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼
❡st ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑✲▼❡❛♥s ❬▼❛❝✻✼❪ s✉r ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ S̃(t, f)✳

✶✼✹



❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ▼▼● ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ s♦♥
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦rr♦♠♣✉❡ ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❞♦♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ❛✉ s❡♥s
❞✉ ▼❱ ✭❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬❡①♣♦s❛♥t (l) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ l✲✐è♠❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✮

✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣♦✐❞s γ
(l)
k (t) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t

∑
k γ

(l)
k (t) = 1 ❡t

γ
(l)
k (t) , P (K(t) = k|S̃, Σ̃; λ(l)) ∝ π

(l)
k Nc(S̃(t); 0̄,Σ

(l)
k +Σ̃t) ✭❇✳✽✮

♦ù K(t) ❡st ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞✉ ▼▼● λ à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ❡t Nc(V ;µ,Σ) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
✭❇✳✷✮✳

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❉❙P ♣♦✉r ❧✬ét❛t K(t) = k

〈
|S(t, f)|2

〉(l)
k

, ES

[
|S(t, f)|2

∣∣∣K(t) = k, S̃, Σ̃; λ(l)
]

=

=
σ

2,(l)
k (f)σ̃2

t (f)

σ
2,(l)
k (f) + σ̃2

t (f)
+

∣∣∣∣∣
σ

2,(l)
k (f)

σ
2,(l)
k (f) + σ̃2

t (f)
S̃(t, f)

∣∣∣∣∣

2

✭❇✳✾✮

✸✳ ❘é❡st✐♠❡r ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ●❛✉s✐❡♥♥❡s

π
(l+1)
k =

1

T

∑

t

γ
(l)
k (t) ✭❇✳✶✵✮

✹✳ ❘é❡st✐♠❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s

σ
2,(l+1)
k (f) =

∑
t

〈
|S(t, f)|2

〉(l)
k

γ
(l)
k (t)

∑
t γ

(l)
k (t)

✭❇✳✶✶✮

✶✼✺



❇✳✸ ▲❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧ ✿

X(t, f) = AS(t, f), ✭❇✳✶✷✮

♦ù à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s X(t) = [X(t, f)]Ff=1✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❡st✐♠❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① Λ = [λn]Nn=1 ❞❡s
s♦✉r❝❡s S = [S(t, f)]T,F

t,f=1✱ ❛✈❡❝ S(t, f) = [Sn(t, f)]Nn=1✳
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❛❧♦rs à ❡st✐♠❡r Λ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▼❱ s✉✐✈❛♥t ✿

Λ = arg max
Λ

′
P (X|A;Λ′) ✭❇✳✶✸✮

♦ùX = [X(t, f)]T,F
t,f=1✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❞é❝r✐t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ✭❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✮

♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭❇✳✶✸✮✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ Σk(f) = ❞✐❛❣ [σ2
kn

(f)]Nn=1 ❡t k =

[k1, k2, · · · , kN ]T ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛❝❤é❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ▼▼● ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❡t q✉❡ kn ❡st
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛❝❤é❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ n✳

✶✼✻



❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ▼▼●s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛✉ s❡♥s ❞✉ ▼❱
à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✭❧✬✐♥❞✐❝❡
❞✬❡①♣♦s❛♥t (l) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ l✲✐è♠❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✮

✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣♦✐❞s γ
(l)
k

(t) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
∑

k
γ

(l)
k

(t) = 1

❡t

γ
(l)
k

(t) , P (K(t) = k|X(t),A;Λ(l)) ∝ π
(l)
k

∏

f

Nc(X(t, f); 0̄,AΣ
(l)
k

(f)AT ),

✭❇✳✶✹✮

♦ù K(t) ❡st ❧✬ét❛t ❝♦✉r❛♥t ❞✉ ▼▼● Λ(l) à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ❡t Nc(V ;µ,Σ) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
✭✹✳✷✮✳

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❉❙P ♣♦✉r ❧✬ét❛t K(t) = k

〈
|Si(t, f)|2

〉(l)
k

, ES

[
|Si(t, f)|2

∣∣∣K(t) = k,X,A;Λ(l)
]

=

〈
S(t, f)ST (t, f)

〉(l)
k

(i, i) ✭❇✳✶✺✮

〈
S(t, f)ST (t, f)

〉(l)
k

, ES

[
S(t, f)ST (t, f)

∣∣∣K(t) = k,X,A;Λ(l)
]

=

= W
(l)
k

(f)X(t, f)XT (t, f)W
T,(l)
k

(f) + C
(l)
k

(f) ✭❇✳✶✻✮

❛✈❡❝

C
(l)
k

(f) = Σ
(l)
k

(f)−Σ
(l)
k

(f)ATR
(l)
k

(f)AΣ
(l)
k

(f) ✭❇✳✶✼✮

W
(l)
k

(f) = Σ
(l)
k

(f)ATR
(l)
k

(f) ✭❇✳✶✽✮

R
(l)
k

(f) = (AΣ
(l)
k

(f)AT )−1 ✭❇✳✶✾✮

✸✳ ❘é❡st✐♠❡r ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s

ω
(l+1)
i,ki

=
1

T

∑

t

∑

{kj}j 6=i

γ
(l)
k

(t) ✭❇✳✷✵✮

✹✳ ❘é❡st✐♠❡r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s

σ
2,(l+1)
i,ki

(f) =

∑
t

∑
{kj}j 6=i

〈
|Si(t, f)|2

〉(l)
k

γ
(l)
k

(t)
∑

t

∑
{kj}j 6=i γ

(l)
k

(t)
✭❇✳✷✶✮

✶✼✼



✶✼✽



❆♥♥❡①❡ ❈

❘❡♠❛rq✉❡s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▼●▲

❈✳✶ ❘❡♠❛rq✉❡ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡

❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
Rx = AΣ(t, f)AT s♦✐❡♥t ré❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥st❛♥t❛♥é✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s R̂x s♦♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝❛r ❝❛❧❝✉❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
❧❛ ❚❋❈❚✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ét❛♥t ré❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t s❡ ❥✉st✐✜❡r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡♥
r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ r❡♣rés❡♥t❡
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠♣❧❡①❡ X✱ q✉✐ s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ♥✉❧❧❡s ♣❛r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ✭AΣ(t, f)AT ∈
RM×M ✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ R̂x ♥✬❛♣♣❛r❛✐t q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❑✉❧❧❜❛❝❦✲❧❡✐❜❧❡r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✸✮ q✉❡ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ✿

DKL

(
R̂x,Rx

)
=

1

2

(
tr
(
R̂xR

−1
x

)
− log det

(
R̂xR

−1
x

)
−M

)
✭❈✳✶✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ R̂x ❡st ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ❡t q✉✬✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡

♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ Rx ❡st ré❡❧❧❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡✱ ❛❧♦rs tr
(
R̂xR

−1
x

)
= tr

(
ℜe
(
R̂x

)
R−1

x

)
✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❈✳✶✮ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐✲
♥❛✐r❡ ❞❡ R̂x✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❈✳✶✮✱ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

log det
(
R̂xR

−1
x

)
= log det R̂x − log detRx,

s✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❈✳✶✮ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉
♠é❧❛♥❣❡ R̂x ♥✬❛♣♣❛r❛✐t q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♥st❛♥t✳

✶✼✾
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◆❡t✇♦r❦s✱ ✶✹✭✾✮ ✿✶✷✶✾✕✶✷✸✼✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✶✳

❬❘❛♦✾✽❪ ❇❉ ❘❛♦✳ ❙✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛rs❡♥❡ss ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■♥ ❆❝♦✉st✐❝s✱
❙♣❡❡❝❤✱ ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✶✾✾✽✳ ■❈❆❙❙P✬✾✽✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾✾✽
■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✱ ✶✾✾✽✳

❬❙❛♣✾✵❪ ● ❙❛♣♦rt❛✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❙t❛t✐st✐q✉❡s✳ ❚❡❝❤♥✐♣✱ ✶✾✾✵✳

❬❙❇✵✸❪ P✳ ❙♠❛r❛❣❞✐s ❛♥❞ ❏✳ ❈✳ ❇r♦✇♥✳ ◆♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐① ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♣♦❧②✲
♣❤♦♥✐❝ ♠✉s✐❝ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✳ ■♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ t♦ ❆✉❞✐♦
❛♥❞ ❆❝♦✉st✐❝s✱ ✷✵✵✸ ■❊❊❊ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥✳✱ ♣❛❣❡s ✶✼✼✕✶✽✵✱ ✷✵✵✸✳

❬❙P▼P+✵✶❪ ❍✳ ❙♥♦✉ss✐✱ ●✳ P❛t❛♥❝❤♦♥✱ ❏✳ ▼❛❝✐❛s✲P❡r❡③✱ ❆✳ ▼♦❤❛♠♠❛❞✲❉❥❛❢❛r✐✱ ❛♥❞
❏✳ ❉❡❧❛❜r♦✉✐❧❧❡✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❜❧✐♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦s♠✐❝ ♠✐❝r♦✲
✇❛✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ P❤②s✐❝s✱ ❡❞✐t♦r✱
❇❛②❡s✐❛♥ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ▼❛①✐♠✉♠ ❊♥tr♦♣② ▼❡t❤♦❞s✱ ▼❛①❊♥t ❲♦r❦s❤♦♣s✱
♣❛❣❡s ✶✷✺✕✶✹✵✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✶✳

❬❚❑✵✸❪ ❙✳ ❚❤❡♦❞♦r✐❞✐s ❛♥❞ ❑✳ ❑♦✉tr♦✉♠❜❛s✳ P❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱
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❬❱●P✵✼❪ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❱✐♥❝❡♥t✱ ❘é♠✐ ●r✐❜♦♥✈❛❧✱ ❛♥❞ ▼❛r❦ ❉✳ P❧✉♠❜❧❡②✳ ❖r❛❝❧❡ ❡s✲
t✐♠❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❙✐❣♥❛❧
Pr♦❝❡ss✳✱ ✽✼✭✽✮ ✿✶✾✸✸✕✶✾✺✵✱ ✷✵✵✼✳

❬❱✐♥✵✹❪ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❱✐♥❝❡♥t✳ ▼♦❞è❧❡s ❞✬✐♥str✉♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❡t
❧❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts ♠✉s✐❝❛✉①✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P✐❡rr❡
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s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ■♥ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❇❧✐♥❞ ❙♦✉r❝❡
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❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♥❞ s♣❛rs❡♥❡ss ❝r✐t❡r✐❛✳ ✶✺✭✸✮ ✿✶✵✻✻
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❬❱▼✵✶❪ P✉❧❦❦✐ ❱ ❛♥❞ ❑❛r❥❛❧❛✐♥❡♥ ▼✳ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✲♣❛♥♥❡❞ ✈✐rt✉❛❧
s♦✉r❝❡s✳ ✐ ✿ ❙t❡r❡♦♣❤♦♥✐❝ ♣❛♥♥✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆✉❞✐♦ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙♦✲
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❬❱❘✵✹❪ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❱✐♥❝❡♥t ❛♥❞ ❳❛✈✐❡r ❘♦❞❡t✳ ❯♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
✇✐t❤ str✉❝t✉r❡❞ s♦✉r❝❡ ♣r✐♦rs✳ ♣❛❣❡s ✸✷✼✕✸✸✹✳ ✷✵✵✹✳

❬❱❙❇+✵✼❪ ❊✳ ❱✐♥❝❡♥t✱ ❍✳ ❙❛✇❛❞❛✱ P✳ ❇♦✜❧❧✱ ❙✳ ▼❛❦✐♥♦✱ ❛♥❞ ❏✳P✳ ❘♦s❝❛✳ ❋✐rst st❡✲
r❡♦ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✿ ❉❛t❛✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞
r❡s✉❧ts✳ ■♥ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❇❧✐♥❞ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥
✭■❈❆✮✱ ♣❛❣❡s ✺✺✷✕✺✺✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✼✳

❬❲✐❡✻✹❪ ◆✳ ❲✐❡♥❡r✳ ❊①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥✱ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❙♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ ❙t❛t✐♦♥❛r② ❚✐♠❡
❙❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ▼■❚ Pr❡ss✱ ✶✾✻✹✳

❬❲❑✽✺❪ ▼✳ ❲❛① ❛♥❞ ❚✳ ❑❛✐❧❛t❤✳ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧s ❜② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r✐❝ ❝r✐✲
t❡r✐❛✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ❖♥ ❆❝♦✉st✐❝s✱ ❙♣❡❡❝❤✱ ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱
❆❙❙P✲✸✸✭✷✮ ✿✸✽✼✕✸✾✷✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✽✺✳

❬❲❙▼✵✺❪ ❙ ❲✐♥t❡r✱ ❍ ❙❛✇❛❞❛✱ ❛♥❞ ❙ ▼❛❦✐♥♦✳ ❖♥ r❡❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡❞ ❧✶✲
♥♦r♠ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✈❡r❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❧✐♥❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ■♥ ✐♥ ■❊❊❊
❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ t♦ ❆✉❞✐♦ ❛♥❞ ❆❝♦✉st✐❝s✱
♣❛❣❡s ✽✻✕✽✾✱ ✷✵✵✺✳

❬❳■✵✺❪ ❘✉✐ ❳✉ ❛♥❞ ❉♦♥❛❧❞ ❲✉♥s❝❤ ■■✳ ❙✉r✈❡② ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■❊❊❊
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❬❳▲●✵✸❪ ❲❡✐ ❳✉✱ ❳✐♥ ▲✐✉✱ ❛♥❞ ❨✐❤♦♥❣ ●♦♥❣✳ ❉♦❝✉♠❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦♥✲
♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐① ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❙■●■❘ ✬✵✸ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✻t❤ ❛♥✲
♥✉❛❧ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❆❈▼ ❙■●■❘ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
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❬❳❳❋✵✺❪ ▼✐♥❣ ❳✐❛♦✱ ❙❤❡♥❣❧✐ ❳✐❡✱ ❛♥❞ ❨✉❧✐ ❋✉✳ ❆ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s♣❛rs❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜❧✐♥❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❙✐❣♥❛❧
Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s✱ ✷✵✵✺✳ ■❙P❆❈❙ ✷✵✵✺✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
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s♣❛rs❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐❣♥❛❧ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ◆❡✉r❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✶✸ ✿✽✻✸✕
✽✽✷✱ ✷✵✵✶✳

❬❩❲✽✽❪ ■✳ ❩✐s❦✐♥❞ ❛♥❞ ▼✳ ❲❛①✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡
s♦✉r❝❡s ❜② ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆❝♦✉st✐❝s✱ ❙♣❡❡❝❤✱
❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✸✻✭✶✵✮ ✿✶✺✺✸✕✶✺✻✵✱ ❖❝t♦❜❡r ✶✾✽✽✳

✶✽✼



✶✽✽



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶ ▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✷ ❊♥r❡❣✐str❡♠❡♥t s✉r ✷ ❝❛♥❛✉① ❞✬✉♥❡ s❝è♥❡ s♦♥♦r❡ ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ✸ s♦✉r❝❡s ✶✹
✸ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♣♦✉r ❞❡s

s♦✉r❝❡s à s✉♣♣♦rts t❡♠♣♦r❡❧s ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢❛✐t
❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✹ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♣♦✉r ❞❡s
s♦✉r❝❡s ♠✉s✐❝❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
♥❡ ❢❛✐t ♣❧✉s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✺ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♣♦✉r ❞❡s
s♦✉r❝❡s ♠✉s✐❝❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ✭❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❚❋❈❚✮✳
▲❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡s s♦♥t à ♣❡✉ ♣rès ❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡s s✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✻ ❙❝❤é♠❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❜❛✲
sé❡s s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✼ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ▲❡s ✈r❛✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ♣❛r ❞❡s ❧✐❣♥❡s ♣♦✐♥t✐❧❧é❡s✳ ✳ ✶✽

✽ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❉❡✈✐❧❧❡✳ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❡st✐♠é❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞✐❛✲
❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡
♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✾ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ♠❛sq✉❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ✷✵
✶✵ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✱ ♣♦✉r ✉♥

♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥é✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ✭◦✮ ❡st ♣r♦❥❡té
♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✭✐❝✐ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s♦✉r❝❡ S2✮✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ♣r♦❥❡té ✭+✮ à ❧✬♦r✐✲
❣✐♥❡ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ttr✐❜✉é❡ à ❧❛ s♦✉r❝❡ S2✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥✉❧❧❡ ❡st
❛ttr✐❜✉é❡ ❛✉① ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❡st✐♠é❡s ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t
❧❡s ♣❧✉s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡s s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❛✉ ♣❧✉s ❡st ❛❝✲
t✐✈❡ ✭❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✮✳ ❖r ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s S1

❡t S3 s♦♥t ❛❝t✐✈❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ S2 ❡st ✐♥❛❝t✐✈❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✶✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ 2

s♦✉r❝❡s ❛✉ ♣❧✉s s♦♥t ❛❝t✐✈❡s✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥é✳ ▲❡s
❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❛❝t✐✈❡s ♣❛r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡ ♥♦r♠❡ l1 s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✈♦✐s✐♥❡s q✉✐ ✓ ❡♥t♦✉r❡♥t ✔ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✽✾



✶✷ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❛✈❡✉❣❧❡s ♠✉❧t✐❝❛♥❛❧
❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✳ X ❡st ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✉❧✐❝❛♥❛❧✱ Â ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ Ŝ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✸ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♠♦♥♦❝❛♥❛❧ ❜❛sé❡s s✉r
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ X ❡st ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♠♦♠♦❝❛♥❛❧✱ Y ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡
♠é❧❛♥❣❡✱ Λ̂ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ Ŝ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✹ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ s♣❛t✐♦✲s♣❡❝tr❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦✲
♣♦s♦♥s✳ X ❡st ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✉❧✐❝❛♥❛❧✱ Â ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♠é❧❛♥❣❡✱ Λ̂ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ Ŝ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶✳✶ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❝♦♥♥❛✐s❛♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✶ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✉s✐❝❛❧ stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ ❝♦♠♣♦sé
❞❡ tr♦✐s s♦✉r❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✷✳✷ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♠✉s✐❝❛❧ stéré♦♣❤♦♥✐q✉❡ ❝♦♠♣♦sé
❞❡ tr♦✐s s♦✉r❝❡s✱ q✉✐ ♦♥t été ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡s ❛✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧✬❤②✲
♣♦t❤ès❡ ❞❡ s✉♣♣♦rt ❞✐s❥♦✐♥t s♦✐t ✈❛❧✐❞❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✷✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❚■❋❘❖▼✳ ▲❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❡st✐♠é❡s à ♣❛rt✐r ❞✉
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ t❡♠♣s✲
❢réq✉❡♥❝❡ ♦ù ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❛❝t✐✈❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✷✳✹ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛✉① ❞❡ ❞❡✉① ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❡s
❞r♦✐t❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡s ✈r❛✐❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲❛ ❢❡♥êtr❡
❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ L = 4096✱ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ❞❡ |Ω| =
100✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✹✳✶ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ▼▼● s♣❡❝tr❛✉① à ✸✷ ét❛ts ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡
❞❡s s♦✉r❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✺✳✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❞✉ ❞é❝♦❞❛❣❡ ♦r❛❝❧❡ ✭s✉r ❧❛ s♦✉r❝❡✮ ❞✬✉♥
▼▼● à ✸✷ ét❛ts ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉r❡✳ ▲❛ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s♣❡❝✲
tr♦❣r❛♠♠❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ✢ût❡ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ❞✉ ▼▼●
❞é❝♦❞é ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉r❡ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼▼● ❛✉①
❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ét❛ts ❞✉ ▼▼●
s❡♠❜❧❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ✉♥❡ ♥♦t❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦✉ à ✉♥ s✐❧❡♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✻✳✶ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❞❡✉① ré❣✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❡s
❞r♦✐t❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❛ ✈r❛✐❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡
❧❛ ❚❋❈❚ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ L = 4096✱ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ❞❡ |Ω| = 99✳ ✾✷

✶✾✵



✻✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣♦♥❞érés ❞❡s ♣♦✐♥ts ✉t✐❧✐sés
♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦❜❛❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❡t ❞❡s ♣♦✐♥ts ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡
✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❆❈P✳ ▲❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡ ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ✈r❛✐❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ 4✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❢❡♥êtr❡s ❞❡ ❧❛ ❚❋❈❚ ❡st
L = 4096✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✻✳✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❝❧✉st❡r C ′
k ♣❛r s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ηk

❞✉ ❝❧✉st❡r Ck✱ ♣✉✐s ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ uk✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡r✲

s✐♦♥ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♣♦✐♥ts
(
û(Ω), T̂ (Ω)

)
❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡

♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✭❜✮✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐✛ér❡♥t✳ ▲❡ ❝♦♥t♦✉r Ek r❡✲
♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉ ❝❧✉st❡r Ck ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts (u, T ) t❡❧s q✉❡

DT
(
(u, T ) ,

(
û(Ωk), T̂ (Ωk)

))
= ζ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✼✳✶ s❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ♠♦♥tr❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡stés à
♣❛rt✐r ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✼✳✷ ❊rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❘▼❉❊✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é ✭❉❊▼■❳✲
■♥st✮ ❡t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ✐♥st❛♥❝❡s ✭♣❛r♠✐ ❧❡s I = 10 ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s✮ ❞❡s q✉❛tr❡
✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊▲❇● ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✼✳✸ ❊rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❘▼❉❊✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ✸ s♦✉r❝❡s✱ ♣♦✉r ❉❊▼■❳✲■♥st❛♥t❛♥é ✭❉❊▼■❳✲
■♥st✮ ❡t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ✐♥st❛♥❝❡s ✭♣❛r♠✐ ❧❡s I = 10 ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s✮ ❞❡s q✉❛tr❡
✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊▲❇● ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✼✳✹ ❙❉❘ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ δ ❞❡s ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ❧❛tér❛❧❡s ✶✶✽
✼✳✺ ❘▼❉❊ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ δ ❞❡s ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ❧❛tér❛❧❡s✶✶✾
✼✳✻ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❛❧❧❡ ♣♦✉r N = 7 s♦✉r❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
✼✳✼ ❉✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡s 7 s♦✉r❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ s❛❧❧❡ ✐❧❧✉stré❡

♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✻✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❞✬✐♥t❡♥s✐té θ ✭❡♥ r❛❞✐❛♥s✮✱ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❧✐❣♥❡ ❧❡s ❞é❧❛✐s δ ✭❡♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✮ ✶✷✶

✼✳✽ ❊rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❘▼❉❊✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❉❊▼■❳✲❆♥é❝❤♦ïq✉❡ ✭❉❊▼■❳✲
❆♥❡❝✮ ❡t ❉❯❊❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✽✳✶ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼●▲✱ ♦ù à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ X ❡t ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A✱ ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❡st✐♠é❡s ❡♥ ❝❤❛q✉❡
♣♦✐♥t t❡♠♣s ❢réq✉❡♥❝❡ ✭♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ Σ̃ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡s
❡st✐♠é❡s✮✱ ♣✉✐s ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❡st✐♠é❡s ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✽✳✷ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙♣❛t✲▼▼●✱ ♦ù ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼● Λ ❞❡s s♦✉r❝❡s
s♦♥t ❛♣♣r✐s ❡♥ ❛✈❡✉❣❧❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X ❡t
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A✳ ▲❡ ❜❧♦❝ ▼●▲ ❱❛r ❢❛✐t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ Σ̃

❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s ❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❡ ❜❧♦❝ ❊▼
▼▼● ❙♣❛t ❡st✐♠❡ ❧❡s ▼▼● Λ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❊▼ q✉✐ s❡ ❢❛✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s Σ̃ ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s X ❡t A✳ K ❞és✐❣♥❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼●✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✶✾✶



✽✳✸ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❉❯❊❚✲▼▼● ❡t ▼●▲✲▼▼●✱ ♦ù ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼●
Λ ❞❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t ❛♣♣r✐s ❡♥ ❛✈❡✉❣❧❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥ X ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ A✳ ▲❡ ❜❧♦❝ ❊st✐♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡
❞❡s s♦✉r❝❡s ❢❛✐t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ S̃ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ Σ̃b

❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t t❡♠♣s ❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ❉❯❊❚✲▼▼● ❡t ▼●▲✲▼▼● s❡ ❞✐♥st✐♥❣✉❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❜❧♦❝✳ ▲❡ ❜❧♦❝ ❊▼ ▼▼● ❙✰❇ ❡st✐♠❡ ❧❡s ▼▼●
Λ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❊▼ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡s
❧❡s ❞♦♥♥é❡s S̃ ❡t Σ̃b✳ K ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼●✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✽✳✹ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❛✈❡✉❣❧❡ ❞❡ ▼▼● à ❝♦♠♣❧❡①✐té
❧✐♥é❛✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✳ ▲❛ s♦rt✐❡ Γ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡s ét❛ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼●
s♣❡❝tr❛✉① ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉r❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✽✳✺ ▲❡s q✉❛tr❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ✐♥st❛♥t❛♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✶✸✻

✽✳✻ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♦r❛❝❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❞♦♥♥é ❡♥ ❛♥♥❡①❡ à ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ❇✳✶✳ K ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ▼▼●✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✽✳✼ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ▼▼● ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt q✉✐
s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✽✳✽ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❙❉❘✮ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼▼● ♦r❛❝❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts s✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ♣❛r♦❧❡✳ ❲✐❡♥❡r ❖r❛❝❧❡ ❡st
❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r ♦r❛❝❧❡✱ ▼▼● ❖❖ ❡st ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r ▼▼● ❛♣♣r✐s ❡t
❞é❝♦❞és s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ▼▼● ❖▼ ❡st ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r ▼▼● ❛♣♣r✐s s✉r ❧❡s
s♦✉r❝❡s ❡t ❞é❝♦❞és s✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✽✳✾ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❙❉❘✮ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼▼● ♦r❛❝❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts s✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✳ ❲✐❡♥❡r ❖r❛❝❧❡ ❡st
❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡r ♦r❛❝❧❡✱ ▼▼● ❖❖ ❡st ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r ▼▼● ❛♣♣r✐s ❡t
❞é❝♦❞és s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ▼▼● ❖▼ ❡st ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r ▼▼● ❛♣♣r✐s s✉r ❧❡s
s♦✉r❝❡s ❡t ❞é❝♦❞és s✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✽✳✶✵ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❙❉❘✮ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♣❛t✲▼▼● ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♣❛t✲▼▼●✲❖✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s
ét❛ts ❛ été ❡✛❡❝t✉é s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦r❛❝❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❙♣❛t✲▼▼●✲❆✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ét❛ts ❛ été ❡✛❡❝t✉é s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝r✐tèr❡
q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ▼▼●✳ ▲❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st 3× 3 ❛✈❡❝
❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡✱ ❡t 9 × 1 ❛✈❡❝ ❢❡♥êtr❡ ❞❡
❍❛♥♥✐♥❣ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✽✳✶✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❙❉❘✮ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✲▼▼● ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❯❊❚✲▼▼●✲❖✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s
ét❛ts ❛ été ❡✛❡❝t✉é s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦r❛❝❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❉❯❊❚✲▼▼●✲❆✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ét❛ts ❛ été ❡✛❡❝t✉é s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝r✐✲
tèr❡ q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ▼▼●✳ ▲❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ❡st
{9× 1, 1× 9} ❛✈❡❝ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥✱ ❡t ✉♥ ❢❡♥êtr❛❣❡
❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✶✾✷



✽✳✶✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❙❉❘✮ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✲▼▼● ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✲▼▼●✲❖✱ ❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ét❛ts ❛ été
❡✛❡❝t✉é s✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦r❛❝❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲✲▼▼●✲❆✱
❧❡ ❞é❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ét❛ts ❛ été ❡✛❡❝t✉é s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝r✐tèr❡ q✉❡ ❧♦rs ❞❡
❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ▼▼●✳ ▲❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ❡st 3× 3 ❛✈❡❝ ✉♥❡
❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✽✳✶✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❙❉❘✮ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼●▲ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
▼●▲ ■t❡r✱ ❉❯❊❚ ❡t ▲♣ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ ❧❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s
✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼●▲ ❡t ▼●▲ ■t❡r s♦♥t ❧❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s 3× 3 ❛✈❡❝
❢❡♥êtr❛❣❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ♣♦✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ♣❛r♦❧❡s ❡t 9×1 ❛✈❡❝ ❢❡♥êtr❛❣❡
❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ♣♦✉r ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✽✳✶✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✭❙❉❘✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❉❯❊❚✱ ❉❯❊❚✲▼▼●✱ ▼●▲ ❡t ▼●▲✲▼▼●✳ P♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❛r♦❧❡s
❧❡s ▼▼● ♦♥t 64 ét❛ts ♣❛r s♦✉r❝❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♠✉s✐q✉❡✱
❧❡s ▼▼● ♦♥t 8 ét❛ts ♣❛r s♦✉r❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
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