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, ��
 �����
***
+� ����� ��$$�� ����� ���
 ��
 
�3���) �
� �����
 ��� ��� ��%����������
, ���
� 2 ����
�����
 �� 
��� ���
 
��
 ���� 6��$� �����3���� ��������, $��
 
��
 ��� 6��$� ��$������*
!��
�, ��� �)�$���, �� 
�� ���� 7��� �����
���� ��� 44 100 ��%��������
 ��� 
������,
��� �$�3� %���� ������� ��� 2 $������
 �� ��)��
 S1 600 ��� 1 200T, �� ��� ����� ��� 24
�$�3�
 �� 300 000 ��)��
 S640 ��� 480T ��� 
������*  ������
 ��) �����
 �� ������$���
�� 
�3���*

+�
 �����
 �� �� ���$�&�� 6�$���� 
������ 2 ����=
�� ��
 
�3���), �C� ��������� ���
��������	�	
�� ������ �� ��$���%��
���� ��
 ������
* +�����=
� ���� ���$����� �� ��0

����
�� ��
������$��� ��
 ���������
�����
 ����������
 �� 
�3��� �� �� ������� ��
 �)������
�� ��
 $�������� 6�����$���* ��� �)�$���, ���� �� 
�3��� �� $�
����, ������=
� ����
���
�
��� 2 �����
����� ��
 ����
 ;����
 
�� ��� ���������, 2 ������ �� 
�� ����*

+�
 �����
 �� �� ���)�&$� 6�$���� 
������ 2 ����
6��$�� �� 
�3���* ��
 
������ 3���0
����$��� ��� �%�
� ������=
�, ��� ��
 $��������� ��� �����
�������� �� 
�3���, �� ���
�� 
�3��� ���0$7$�* ����
�����
 ���� ���)�$��� �� �� $�
����* 4� ����� �� ����
6��0
$����� ���� ��� �)�$��� ���
�
��� 2 ��3$����� �� %������ ��
 ����
 �� �� ���������
���� ���* +� ��
����� �� ����� ����
6��$����� �
� ��� ����� ���������, ���
�020���� ��� ��
����
6��$����� 
� 6��� 
�� ��
 �����
��������
 �� 
�3��� �� ��� 
�� �� 
�3��� ���0$7$�*

+�
 �����
 �� �� ����
�&$� 6�$���� 
������ 2 
=��%���
�� ��
 
�3���), ���
�020���� �����

3��&���� ��
 
�3���) 2 ������ �� ����
 �����
��������
* "��
 ���)�$��� �� �� $�
����, 
� ��
�����
�������� �
� ��� ���������, ����
 �� 
=��%&
� 6������� �� 
����� �� 
�� �����
�������
2 �� ���������* +� 
=��%&
� �
� ����������� �����
� �� ������=
�*

�� ���%�Q���� ��
 ����
 �)�$���
, �� 
�� $�
���� � ���� ��� ����=
� 
��
 �� 6��$�
����� ���������, ��� � ��
���� ��� ��%��

�� ���� ���, ���
 
=��%���
�� ���� ������ ��
������� 
��, ���
 ��3� ��� �� 
�� �������*

+� ����� �� �� ������� �
� ������� ���� $��&�� ����������� �� �����
�������� ��


�3���), 2 
����� ��
 ��������	�	
��� ����
���
�����* +� �������� ��
 �����
��������

�����$�����
�
 �
� �� ����$��
�� �� 
�3��� �� �� ����� ��$��� �����$���
 ��
����
* #�

���$���
 
��� ������
 ��
 �	����, ��� �����3�� ���� �� $���&�� ��� ���� 7��� $�����
��
��$$� �� �

�$���3� �����$�
* �����
��
 ����� ���$� �
� �� 
�3���, �� �� $7$� ������
��� �� 
�3��� ���3����, $��
 �����
���� ������$��� ��� ������ ���$������� ���� 
�3���
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D' 
�	�����	
��

��$���)�* "��
 �� ����� �� �� $�
����, ��
 ���$�
 ������� ��� �)�$��� 7��� ��
 ����
,
���
�020���� �� 
�� �� �%���� ����, �� ��
 �� �����
�������� 
=$�������* "� 6�A�� ���

�$�3��, �� 
�3��� ���� 7��� �� ��$$� �� ��UU�� �� ��
 ���$�
 ��$$� ��
 ��&��
 ��
��UU��* ���� ����;�� �� �� 
=��%&
� �
� ���

�$���� ��
 ��&��
 2 �� ����� ����� �� ���

�� ��� 
��
 �C� �� �����
������ ���6����$��� �� ��UU��*

+����� �� �����$���� �� �� �����
�������� 
�3��C� ���2 ������ ���� ��
�$��� ���
�0
����� �����$�
 2 ��
��
�����, �� 
�3��� ���� 7��� �����
����� �� �����
��� ������$���
�������
 ���$�
, 2 
����� ��
 ���
 ���������
 �� 
�3���* +���
�$��� ��
 ���$�
 �
�
���������
 ������ �� �
�	
����
��, �� ��� ���$�� ��� ����� �����3��* �� �

�$����� ��

�3��� 2 ��� �%��
�, �� ��
 ���$�
 2 ��
 $��
, �� �%��
� ���� 7��� ���
������ �� ����%���
���
 �� ������������ ��
 $��
 ��� �� ��$��
���*

���
 ���� ������ ��� ���� �� �� ��M�����, �$�3����
 ��� ��������� �������� �����
�%��
�, ��� �� 
�� �
� ����3�
��� ��� �� $����, �� ��� ����;����6 �
� �� ���� ������Q��� ��
�%��
� ������ 
�� ������� ���� ����������* �� 
������ �� �������� ��
 �����
��������
 ���0
��$�����
�
, �� ��$���%� ���
�
�� 2 ����$��
�� �� 
�� �� �� �%��
� ��$$� �� ��
�$���
�� 
��
 �����
������� ��) �������
 $��
 ��������
*

���� ����$��
�� �� �%��
� �� $��
, �� 6��� ���� ������� ��

���� �� ������������ ���
�������� �� ������������� �� ���
 ��
 $��
* �� 6��� ��
���� ������� ��$����� �%���� ����
�� �� �%��
� 2 ���
 ��
 $��
 �� ������������ ���� �������� ��
 $��
 ��������
* ���$�
�����
 ��
 ��
����
 ���
 �� �%��
� �� ���
 ��
 $��
 �� ������������, �� 6��� ��
���� �%��
��
��
����
 ��� �� ���
 �� �%���� �� �����
������ ��) $��
 ������$��� ��������
* +� �%��
�
�
� ��C� ������ 2 ������� �� �

�$����� ��
 $��
 
����������
* �����
 ��� ��
 ���%�����

�� ��������

���� ����$������ �� �� ������ 
��� �������� ���
 
��%�
������
 ��� �����
��
�������� ������, �� ������� 
��$����� �� ��$����) �����&$�
 ��� ���
 ���������

��
 ���*

������� ��
������	 �� ������ � �
 �� ��
�������	� #

+� ���$��� 3���� �����&$� ��
 �����
��������
 �����$�����
�
 �
� �� ������� ��
$�������� �����
�������� ���� 
�3���, ���
�020���� �� $������� ��
�$��� �����$�
 �� ��
$�������� 6�A�� �� ��
 ��$�����, ���� �� ������������ �����$�
 �����* �� �� ��$���
�����$�
 �
� ���� 6�����, �� �
� �$��

���� �� ����$��
�� �� 
�3��� �� 6�A�� �)����, ���
��
 ���$�
 �� 
��� ��
 �

�U �����
 ���� �����
����� �����
 ��
 6������
 �� 
�3���* 4��
������ �� 
�3��� �� ���� ���� ��
 7��� �����
�����, �� �� �����
�������� �����
��� ��

���$�
 ���
� ������ �����)�$�����, ��� ���� �������� ��� ������*

�� �� ��$��� �����$�
 �
� �)����$��� �3�� 2 ��� ��$��� �%������� ��� ���
 �)�����0
�����
 ��� �� 
����, �� 
���
 
��� ��������$��� �����������
, ����
 �� 
�3��� 
� ����$��
�
�� 6�A�� �)���� �� ������ 
�� �� ������������, �� ��� 
�3��C� ����� �)�
�� �� �� �� 
���
;�� �����$�
 ��� ���$�� �� �����
����� �� 
�3��� 
��
 ������*

��C�, 
� �� ��$��� �����$�
 �
� 
�������� 2 �� ��$��� �%�������, ����
 �� ������������
�
� ��� ��������	, �� �� �)�
�� ��� ��C���� �� ��$�����
��
 �����$�
 ��O������
 ���
����� ��� ����$��
����� �)���� �� 
�3���* �� �
� ���� ����

���� �� ��C��� �� ����&��
���� �%��
�� ���$� �����
 ��
 ����$��
�����
 ��

����
* +� ����&�� ������ ���
 �����
�%&
� �
� �� ����
���
�, ��� ���
�
�� 2 �%��
�� �� ����$��
����� ��� �����
� �� $���





�	�����	
�� DD

�����$�
* +� �����$���� �
� ��� ���������
����� ��
����� ���� �� ��$����) 
�3���)
����
 S��
 
� ����$��
��� ���� ��� �����$�
 ���� �� ������������ ���� �%��
�T* +� ����&��
�� �����$���� 
� ;�
��C� �3���$��� �� ������ ����������, ���
����� ���$��� �� 
�������
�� ���
 V
�$���W 2 �������*

�� ����;����6 ���
� ���
 �� ������� �)����$��� �� 
�3���, $��
 �� ��������%�� �� ��0
������� ��� �������� ������, ���
�020���� �� ���$����� ������ ������ �� 
�3��� �� 
���
��
 �����
�����, ����
 ���� ��� 
��� �� ��$��� �����$�
 ���
 �� ������������, �� �)�
��
��� ��C���� �� ��$�����
��
 �����$�
 ��

����
* ���� �%��
�� ���$� ��
 ��$�����
��
,
�� �
� ������ ��� 6��
 ����

���� �� ��C��� �� ����&�� �� �%��), ��� ������� ��$��� �����
6��
0�� �� ������ �������� 
��%����, �� 
��� �� ��$���$�
 ����� ��� ������ 6����� �� ��
��$��� �����$�
 6�����* #��
� �� ��$���$�
 ��� 
� ����� ���$� ���
� �����
�, �������� �
�
$�)�$��� �� �� 
�3��� ���
� ��
 �����
���� �� ����, �����
 ��� ���
 �� ��$��� �����$�

�����
�
 �
� 3����, ���
 �������� ���� 7��� ������ ������*

$��� ��
�������	� �������	 #

+� ���)�&$� 3���� �����&$� ��
 �����
��������
 �����$�����
�
, ��� �
� �� 
�;��
��������� �� �� �������, �
� �� �%��) �� ������������ �����$�
* �� 6��� �� �O�� �%��
�� ��
������������ �� ���������� ���� �� 
�3��� ������* ��� �)�$���, �� ��������� ���)�$���
�� �� ��������

���� �� ������, 
� �� �%��
� ��������� �
� �� 6���A��
, $���) ���� ���
�� ������������ 
������ 2 �� ����$��
����� 
��� ��

� �� 6���A��
, �� ��
 �� 
�����
* 4�
������������ �� 
�����
 ���$������� ��������$��� �� �����
������ �� �%��
�, $��
 �� ��
0

����� ��
 ��
 ���
 $��
, �� ����������� ��� 
����
 �� $��
 
�����
 ���� �� �������������
�
� �� ���
 ����%� �� �� �%��
�* �� �����
����� ���
� ��������$��� ���
 �� $��
, ��
 �� ���
�������, �� �� 
�3��� 
����� ������%� 3��

�&��$���*

+� ������������ ���� 7��� �%��
� ���$� �� ��
�$��� �� ������������
 ����)�
����
,
�� ����
 7��� ���
����� �� �����
 ��&��
 2 ������ ���)�$���
 ��
 
�3���) 2 �������* +�
���
�������� ����$������ �� ������������ 2 ������ ���)�$���
 �� 
�3���) �
� �������
������	
����� �� ������������* +���������

�3� ���� �������� ������$��� ��
 
�3���),
�� ����3��� �� ���
 ��
 ������

����
 �)�����
 
�� �� ������ ��
 
�3���)*

��� �)�$���, ���� ��������� �� ������������ �� ����
 �� ����� S�� 
��
 �� ����
 ��
�����, ���
�020���� ����3���� �� ��$��� �� ����
���$���T, �� ���$�&�� $��%��� ���
�
�� 2
���������� ��
 ����3�
���$���
 �� ����� �� ������ ����� ����� ����� �� �� ��������� ��
������������ �� 
�����, �� �
������ ��� ��
 ���$�
 �����
������� ��) 
��
 ��
 ��O�����

����
 �� �� 3�$$�* +� ���)�&$� $��%��� ���
�
�� 2 ��3��� ����� ����� ����� ���� ���
��
 ���$�
 �����
 
����� 
�����
 ���� ��$�0���* +� ������������ � ����
 ���
 �� �%����

�� �����
������ 2 �� 3�$$� ������� �� ���$�&�� $��%���, ���
��� ��
 ��6��$�����


�� �� ������ �������� ��
 ���$�
 � ��� ����3��� 2 ����������

�3�* .��� 
<�, 
� ������
��6��$����� ���
� ��
������� � ������ 
�� �� ������ ��
 
�3���), �� 6����� �����
�� ��
���$�&�� $��%���* +������������ �� ��
 $��%���
 �
� �� �X�� �� �� ������� �� �%&
�*

+� ��������	
%�� �� �� �%&
� ���
����� ���
 �� ����$��� �
� �� 
������� � V#�$0
$��� �����
�� ����6��$����� ��
������� � ������ 
�� �� ������ ��
 
�3���) 2 ������� �C�
�� ���
������ �� ������������ ���� ������ ���� ����$��
�� ��
 
�3���) �� 6�A�� �����0
$�����
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!��&
 ����� �%�
� ������������, ���
�����
 $��������� �� ����� $��%�$������ ��

�����
��������
 �����$�����
�
*

����
������
��� ����
���
����� �� ������� �
�
�
��

���
 ����
 �)������ ��� ��
 �����
 ������=
� �� �� 
=��%&
� ���$������ �� ����3���
����� ��
 
�3���) �� ���� �����
��������* +� �����
�������� 
��� 2 �)���$�� ��
 
�3���)

��
 ��� ����� 6��$�, �� ����� ����� �� ���, ��� ���$�� �� ��
 $�������� �� 6�A�� ���

�M����*

��������
��
 �������
 ��������
 $��%�$������
* 4� 
�3��� �
� �� ������� ��3��, ����
s* ��� �� 
����, �����
 ��
 ������
 
����3���
 �����
�������� ��
 
�3���)* +� �����
��������,
����� 2 ����, �
� �� ������� �������, ���� c* ���
 ��
 �������
 �� ���M�����
 
����� ����

�� 3��
*

+���������� ������=
� �
� ��� 6������� ��� ����
6��$� s �� c, �� ����������� ��

=��%&
� ����
6��$� c �� s*

"��
 �� ����� ��
 �����
��������
 �����$�����
�
, �� 
=��%&
� ���
�
�� 2 �)���$�� ��

�3��� ��$$� ��� ��$�����
�� �����$�
, ��� ���
 �����
 dk, �K k ������� �� ��$���
�� �����$� ���
 �� ������������* ���
 �����
 D �� ������������ �� K �� ��$��� �����$�

���
 �� ������������* +���������� �� 
=��%&
� 
������ �

s =
K∑
k=1

ck · dk , SDT

�K ck �
� �� ���M����� �� �� �����
�������� c �

���� 2 �����$� ��$��� k* ���
 �������0
���
 �3���$��� c ;�� �� ���M�����
 �� ������� �� ���M�����
*

+� 
=��%&
� ���
�
�� ���� 2 6���� �� 
�$$� �� ���
 ��
 ���$�
 �� ������������, ���0
����
 ��� �� ���M����� �

����* �� �� ���M����� �
� 3����, �����$� �
� ��&
 ���
��� ���
 ��

�3���, 
��� �
� 6����� ����
 �����$� ��$��� ��� ���
 �� 
�3���, �� 
��� �
� ���, ����
 �����$�
�� ��������� ��
 �� ���� 2 �� ���
�������� �� 
�3���* ���� ��� ��
 ���M�����
 ck 
�����
��$�������
, ��
 ���$�
 dk 
��� ���������
 2 7��� ������3�� 1* #���� ���������� �
� �$0
��
�� ;�
����� �%������ (, �K ���
 ���
�������
 �� $��&�� �����$�
 
��������
 ��������
�� ����$&��� ���$�������* /�
���2 �� �%������, ��
 ���$�
 
��� �� ���$� ��������*

+� 
=��%&
� �
� ��� ��������� �������� ��� ������� ��) ���$�
, �� ��� ������� ��)
���M�����
* +������7� �� �� ��������� ���� ����������� �� 
=��%&
� �
� ���� ������� 
�

�$������� �%������� �� ������������, ��� ���$�� ��$$� ���
 �� ������
 ��� �� 
����,
���������� ��
 
�����3��
 �

�U �������
 ���� �������� ��
 ���M�����
 �� ��
 ���$�
* +�
��������� ��P&�� ��
���� �

�U C�&��$��� �� ������� ���� ��� ��$��� �� 
�3���)* !��
�,
�� 
�� �� ����� �
� �O������$��� �� 
�$$� ��
 ������������
 �� �%����� ��
 ����%�
 ��
�����* �� ����3�
����� 
�����$��� �%����� ��
 ����
 �� ����� �� �� 
=��%���
��� ��
����
�� ������ ��� �� 
�$$� �� �������
 ����
, ����
 �� 
�� ������ 
��� ��&
 ����%� �� 
�� ��
�������� ;��� ������$���* +� ��O������ ������� ������$��� ��) �����6������
 �%=
����

���
 �� 6��� ��� ��
 �����
 ������3�

��� ���
 ����
���$���* �� ���$�&�� �����)�$�����,
�� ��������� �
� ���� ���� ������� �� ������$��� ��
 
�3���)* �����
 ��������� ��� ���

�� ��
 ��
 �$�3�
, ��� �)�$���, �� $��&�� �� 
=��%&
� �������� �� ���$�� �� ������� ���




�	�����	
�� D�

��
 �$�3�
 ����
�������
* �� �O��, ����������� �������
���, ��� ���
�
�� 2 ���%�� �� ��;��
�����&�� �� ����� ���
� ��
 ��������* �� �����
��� �� $��&�� ��������, ����;�� ��� 
� ������
�����&�� �
� ���;���
 ��
����*

+���������� ������=
� ���
�
�� ����� 2 ���� 2 ������� ��
 ���M�����
 c 2 ������ ��

�3���* �� ����������� �� 
=��%&
� �
� ��������, �� ������%�, ����������� ������=
� ����
7��� ���0��������, �� ��� �
� �� ��
 ���
 �� ����� �� �� �������* �� �O��, ���
 ������
 ��;2
�)������ ���
 �� �%�
� ��������������, �� ������ ��
 ���M�����
 c ������ �� ��$���
�����$�
 �� �� �%��) �� ����$��
�� �)����$��� �� 
�3��� �� 
����$��� �� ��������%��*

���� �)�������� ��
 ��O�����
 ��
, �� 6��� ���������� �� ������ �� �
����
�� ��


�3���)* ��� �)�$���, 
����
��
 ��� ��
 
�3���) ������
 
����� ��
 
�3���) $�
����)*
�� �� 
�3��� � ��� ����� ����� 
������, �� ��� �����
���� 2 44 100 ��%��������
, ����

�� ��$��
��� �� �� 
�3���, ����� L, �
� L = 44 100* ���� ��� �$�3�, �� ��$��
��� 
���
�� ��$��� �� ��)��
* ���� ��� �����, �� ��$��
��� 
��� �� ��$��� �� ��)��
 ���
 �%����
�$�3� $�������� ��� �� ��$��� ���$�3�
*

%��������� ���� �&����� ������	�

���
 �����
 ������ ���
 �� �%�
� ������������ ��� ��$��� �%������� ������ �� ��0
������ ����������� ������=
� ����� ��
 6��$�
 ��O�����
* #���� ��$��� �%������� �����
0
���� 2 K = L, ���
�020���� �� ��
 �K �� ��$��� �����$�
 �
� �3�� 2 �� ��$��
��� ��

�3��� 2 ����=
��*

�� �O��, 
� K = L, �� 2 ��������� ��� ����
�$��� ��
 ���$�
 6��$� ��� 6�$���� �����
S�%���� ���$� ������� ��� ������������ ���3�����, ��� ���
���� ���
 ��
 �����
 ���$�
T,
����
 �� ������������ ���� 7��� �

�$��� 2 ��� ��
� �� ���
���� ��
 
�3���)* +����������
������=
� �
� ����
 �������� �� �����
���� 2 ����������� �����
� �� ����������� �� 
=��%&
�*
+�
 �����
��������
 
��
 �� 6��$� s �� 
��
 �� 6��$� c ���������� �����������
, ���
�����
�
� ��

���� �� ��

�� �� ����� 2 ������� 
��
 ������ �� �� 6�A�� ������*

�� K < L, ����
 ���
 �� ��
 3������, �� 
�3��� �� ���� ��
 7��� ����$��
� 
��
 ������

�� �� ������������* ���
 ��
 ���$�
 �� ������������ 
��� �����
�
, �� ��
 ���M�����
 
���
�������
 �� 6�A�� 2 $���$�
�� ������3�� �� ��������* #� �=�� ����������� ������=
� 
���

������ ���� �� ��������� �� ��$��
���, �C� ���)������ ������$��� ��
 ��$��
����

��
 ���
 ����3������
 �� 
�3��� �� �� ������� �� ��$���)���, ��� ��
 ������
 
��� ���

��3��
 �� $��������� ��
 ������
 �� ������ K ��� ��
 ������
 �� ������ L* �����
 ���
�� $���$�
����� �� �������� ����������� ����� �� ��������� ������=
� ��������*

��C�, 
� K > L, ���
 ����
 ��� ��� �� ������������ ����� �� ��$ �� ������������
���������, �� �� �)�
�� ��� ��C���� �� ;��) �� ���M�����
 c ���$������ �� ����$��
��
�� 
�3��� �� 6�A�� �)����* �� �O��, �%���� 
��
0��
�$��� �� ������������ �� L ���$�

��� 6��$� ��� ��
� ���$�� ��� ����$��
����� �)����, ��$$� ���
 ������
 �� ���
 ��

����3���%�
 ���������
* #��� 
�3��C� ����$$��� ��� ����������� �� 
=��%&
� ���
� ��

�����
����, �� ���� �����$$��� ��� ����������� ������=
� �� ���� ��
 7��� ������ ��
�����
��� ����������� �� 
=��%&
�, ��$$� ������� �� ��
 ���
��� �� ��$��� �����$�
 �
�
�3�� 2 �� ��$��
��� ��
 
�3���)*



DJ 
�	�����	
��

���	'��� �	���� ��	 �� ��	
������ #

!C� �� �%��
�� ���$� ���
 ��
 ;��) �� ���M�����
 �� ������ ;�� �� ���M�����
 c, ��
6��� ��C��� �� ����&�� ���$������ ���)���$�� �� �=�� �� ���M�����
 ��� ���
 ���6����
*
���$� ����
�$��� ��
 ����&��
 ��

����
, ���
 ���
 ������

��
 2 �� 6�$���� ��
 ����&��
 ��
�����$����, ��� ���
�
���� 2 
����������� �� ;�� �� ���M�����
 ��� �����
����� �)����$���
�� 
�3��� �� �����
��� �� $���
 �����$�
, ���
�020���� ���� ������ �� ���
 ��

���� ��
���M�����
 ck ������ U���*

�������� ������� �����
�� �� $���
 �����$�
 ��

����
, �� ���� �������� �%��
�� ��
����&�� �� �����$���� H ���� �������, ��$$� ���� �� ���������, ��� ���
�� 
� ������
���
 ����
�������� ��
 
�3���)* ���
 ������
 ��� �� 
���� ��� ��
 
�3���) $�
����)
������� 7��� ����$��
�
 �� ���$�
 �����
������� 2 ��
 6��������
 ����
 �� ������
����� S�

�$������
 �� 3��
 2 ��
 ����
T, �� ������
 ���$�
 �� -����* �� ���
����
���
�� ������������ �����$�
 �� -���� ���� ����� 
��� ��� ��
�, ���
 �������
 ��� ����$0
��
����� �)���� �� 
�3���* +���
�������� ��
 ���M�����
 ������
 6��� ������Q��� ��� ��
������� 
��� ���
, �� ��&
 6�����
, �� ��� 
���
 �������
 ��$������� �������� ������0
3��* !��
�, ��
 
�3���) $�
����) 
��� ���������$��� �����$�����) ���
 �� ������������
�����$�
 �� -����* +�
 $7$�
 ��
��������
 ������� 7��� �O������
 
�� �������
 �=��

�� 
�3���) �� �����$�
*

+� ���)�&$� ���
�� �
� ������������* �� �O��, ���� �� ��
����� ����������, �� �
�
���
 ��
������6 �� ������� �����
����� �� ��;�� ��� ��� �����$���
 ��� ��� ��������* #�
�������� �������� ����� �� ��
��� ��5���$ ��� ���� 7��� �)��
� ��$$� �� 6��� �� �%��
��,
���$� ���) �)���������
 �����������
, �� ���
 
�$��� ��
 ���)*

��� �)�$���, ���� �����
����� �� 
�3��� $�
����, 
� �� ������������ �������� �����

��
 ����
 
������
, �� �� ���
 ���
 ��
 ������
 ��

����
 ����� ��
 ����
, �� 
��� ���

�����$���� �� ���
 ��3���� �� �����
����� �� 
�3��� ��� �� 
���� ��
 ������
 ;���
 ���
��� �� 
���� �� �� 
������
����� �� �����
 ��
 ����
 ������������
* #���� ���� �
� ������ ��
�������� �� ����3� �� �� ��$���

��� ��� ���
 ��������
 ���
 �� 
������ 
�������*

��C�, ��������
 ��� �������
����� �� �� �����$���� �
� ����� ���� �� $�=�� ���$��0
���� �� �����$���� �� ������ ;�� �� ���M�����
 ���$� ��� ��C���� �� ��

����
*

$��� ����� ������&�� #

+���������� ������=
�, ���
 �� ��
 ���������, ������ �� ����&�� �� �����$���� �%��
�,
$��
 �� 3������ �� ���
 ���������&��$��� ���
 ����� �%&
�, �� ����&�� �%��
� S��� ������
�� ��$��� �� ���M�����
 ���0���
, �� ����� �����)�$����� �� �� ��$���T ������� 2
�� ��������� ������=
� ���0��������* #�� ��������� ������=
� �
� ����� 2 $�������� ��
������� �� $������� ;�� �� ���M�����
 �
� ��� �E�%� �����, ��� ;�
��C� ��
 ������) $���

���
 �� ��$���� ��
 ��3����%$�
 �� �����
�������� �����$�����
�*

 �������
 ��C� ��� ���
��� ����;����6 �
� ��������%�� �� 
�3��� �� ��������� ��
������� ������ ��������, ����
 ���� ��� 
��� �� ��$��� �����$�
 ���
 �� ������������, ��
�
� ����

���� �� ��C��� ��� 
�����3�� ���� �%��
�� �� ;�� �� ���M�����
 c S���
 ��
 ;��) ��
���M�����
 ������� ��� �����)�$����� �� 
�3���, $7$� 
� ���� ���� 7��� �)��7$�$���
$�����
�T* ���� �� �����&$� �������)�$�����, �� 
�����3�� ���

���� ���
�
�� 2 �O������




�	�����	
�� D	

�� ��$���$�
 ����� �� ������ �������� �� �� ��$��� �����$�
 �����
�
* ����� ��
 
�����3��
,
�� ��$���$�
 ���� 7��� ��3�� �� ��O������
 6�A��
, �� 
���� ��
 �����������
, ��� 6�����
������ 
��� �������3���, �����
 ��� ���
 �� ����� ��
, �������� ������ 7��� 3�����, 2
��������� ��� 
���
 �������
 ���$�
 
����� �����
�
*

#� �����&$� �������)�$����� ���$�� ������=
�� �� 
�3��� �� �$��
��� �� �������
������ �� �����$���� 2 
� �����
�������� c, ���� ��� 
��� �� ������������ �����
�, �� $7$�
���
��� �� ������������ �
� ��� ��
�* #��� 
�3��C� ���
 �� ��
 ��� �� �����
��������
�)���� ���
� ��
 
���
6��
���� �� ����� ���� $���) ���$����� ��� ������ 6����� 
� ����
���$�� �� ��$����� 
��
����$��� �� ��$��� �����$�
 �����
�
* #��� ��;���� ����$$���
������ �� ��$���

��� �� 
�3���) ���� �����, ��� ���
 �)��
��
 ���
 �� 
������ 
�������,
���
����� ��) �����������
 �����
��� ��
 �����
��������
 �����$�����
�
*

������ ������
���
�� ��� ����
������
��� ����
���
�����

+�
 �����
��������
 �����$�����
�
 
��� �������
�
 ���� ������� ��
 �E�%�
 ��

� ��0
���
�
 ��� �� ��
����
����� ��
 ������
, �� ��$���

��� �� 
�3���), �� 
��������� ��

�����
, �� �� ���

�C������ �� 
�3���)*

(������������ ��� ������)

���$�&��$���, ��
 �����
��������
 �����$�����
�
 
��� �����
 2 ��
 C�
 �� ��
����
�0
����* �� �O��, ���M�%�3� ��
 ���M�����
 �� �� ����$��
����� ���$�� ��� ����=
� ��
�����
������ ����� 
���
 �������
 ���M�����
 
������ �� ���* !��
�, �� ��������� ���)�$��� ��

���$�
 �� -����, ���M�%�3� ��
 ���M�����
 �

�
 �� ������=
� ���� 
�� �� ������ 6���
������Q��� �� ���$��� ���� ������ ��� 
�������� %��$������* �� �O��, ���
 ������
 
��
�� C3��� D*D ��� ��
 ���M�����
 �����
������� 2 ��� 6�������� 6����$������, ���
� ���
��
 ���M�����
 �����
������� 2 �����
 ��
 6��������
 $�������
 S������
T, ��$�������
�� $�;����� �� ������3��, �� ��� ��
 �����
 ���M�����
 
��� �

�U 6�����
* "� 6�A�� 3�0
������, �� �
� 6����� ���)������ ��� ��6��$����� 
� 
��� �� ����� ��$��� �����$���
 � ��
��$�����$��� ��O����� �� ��
�� ��
 ���$���
*

������ �� 
���	������

#�$$� ���
 ������
 $�������� �������$$���, �� �����$���� � �� ���� 6��� ���� ��
����3�* �� �O��, ���� ����
$����� �� 
�3��� ���� �)�������� 2 �� ��
���������, ����;����6
�� ����3� �
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����* �� �O��, ��
 �����) �� ����
$�

��� ��� �� �����
��$��� S����6��$����� �
� $�
���� �� ���
, �� �� ����� �
� $�
��� �� ���
 ��� 
������T
�� ���
 ��
 $�

�3�
 
��� �� ����
 6�����, ���
 ��
 ������� 7��� ����
$�
 ������$���*
"��� ����� ����� �� ���, ���
 ��
 $�

�3�
 
��� �� ����
 6�����, ���
 �� �
� ��

���� ����
����
$����� �� 3���� ��$��� 
�$������$���*

4�� ���%����� ���

���� �� ����3� �
� �� ����
6��$�� �� 
�3��� �� ��� �����
��������
�����������, ��� �������� �� $7$� ��6��$�����, $��
 ��� ���$�� �� �� ����� ���� $���




DL 
�	�����	
��

�� ���
* "��
 �� ��
 ��
 �����
��������
 �����$�����
�
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� ����� ��� ���)�������� �� ��� �� ��
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��� ��� ��$���

��� ���� �����
, �� ��� 
�3��C� ��� �� ��
��������� ��
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 ����� ��), ������
 
�����
, �C� ���)������
��
 
�����
 �� $����3� ��� 2 ���* �� ���� 
��3�� �� ������� ������3�
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 ����������

�3� �� $���6
* +�
���$���, ������ ����1, �����
���� 2 ����� ���$�&�� ������%� �� �����&$� �� ���0
��������� ��������� ��� ����
������* +� 
�����, ��� �
� ������ �� ����3����%$� R0�>",
���$�� ����������

�3� �� $���6
 
��
 �� ������� $��&�� �����$�
 ��6��$�
* +2 ������,
����3����%$� R0�>" �
� ���������&��$��� ������ 2 �������
����� �� ��6��$�����
 ��������





�	�����	
�� 
�

3�E�� 2 ���)�
����� ���� ��;����*
���
 $������
 �)����$������$��� �������� �� �� 
������������ �� ���$�
 �� ���6��0

$����
 �� $�����
����� �� ������������ �����
* ���
 �������
 �3���$��� ����P����� ��
�� ������ �� ������������ �� �� ����
�$��� ��
 
�3���) ����������

�3� 
�� �� ������� ��
����������

�3� �� 
�� �� 3�������
����� �� ������������ �����
 2 �������
 
�3���) �� ��
$7$� ���

�*

*���	����� �� ���	
��

"��
 �� �%������ D', ���
 �)�������
 �������� �� $��&�� �����$�
 
��������
 �
�
������

��� ���� �� 
��������� �� 
�����
, �� ��$$��� ������3��� 2 ��
 ��3����%$�
 ��

���������* ���
 ���
�����
 ���) ��3����%$�
 �� 
��������� �� 
�����
 ��
�
 
�� ����0
3����%$� ����%��3 ���
���, ���
 �� ��
 $�������� �� ���
 �� ��
 $���������, ���� ��

$����3�
 
��
0�����$���
 S���
 �� 
�����
 ��� �� �������
T* +�
 ���) ��3����%$�
 ��0
��
��� 
�� ���)�
����� �� ������
 ����������

�3� ��
 ��O������
 
�����
 �� ���������*
���� �� 
��������� �� 
�����
 $����������, ���
 
����
��
 �3���$��� ��� ��
 ����$&���

�� $����3� 
��� �����
, �� ���
 ���������
 ��� �� �����

�
 ���
��$����� ��
 
�����

�� ���0$7$�*

���
������� �� ��	���
�� ��

���
 ���

��
 ���
 �� ����
�&$� ������ �� ����� ��
 �)��������
 �)��
��
 ���� ��
���3 ��
 �%������
 �C� �� $����� �� ��$�&�� ��
 ����������
 �������
 ���� ���$�
�
 ��
$��&�� �����$� 
��������, �� ������
���� 
�
 ��$���
 ��������
* ���
 ���
�����
 �3���0
$��� ��
 �����&$�
 �� ������ �%������� �� ��3����%$���� ��� ���
 ������
 �� ��
�����*
���
 ���$����
 �� ������� ��� ��� ������
��� �� �� �)��
� ��
 ���
�������
 �%�������
,
��3����%$����
 �� �����������
*
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+� �%������ ��� 
������ �
� ���
���� 2 �� ��C������ ��
 �����
��������
 �����$�0
����
�
 �� 
�3���) ���
 �� ������������ ����� �� 2 ���)��
����� ��
 ��;��) �� ��
 ���0
��&$�
 ��� = 
��� �

����
*

"��
 �� ���$��� ��$�
, ���
 �)��
����
, 
��
 ������� �� �����$����, �������7� ��
�����
����� ��
 
�3���) 
��
 ��� ����� 6��$� �� ���
 ���
�������
 �� 
=��%&
� �������� 2
��
� �� ������������, �� ��C��

��� ��
 ������
 �� 
�3���, �����$�, �� ������������ �� ��
���M�����
* !��&
 ���) ������
 ���
�����
 2 �� ���������� �� ������������, �� 2 ����0
���)�$����� ��������, ���
 �)��
����
 ��
 ��M�����
 ��� �� ���������, ���������� �� �%��)
����� �����
�������� ���$� �����
 ��
 �����
��������
 ��

����
 ���
 �� $7$� �������0
�����* #��� ���
 ���$����� ������������ �� ���)�&$� 
������ �� �� �%������, ���
����� 2
�� �����$����*

"��
 ����� ���)�&$� 
������, ���&
 ����� ��C�� �� �����$����, ��� ��������
0��,
���
�
�� 2 �����
�� 
����$��� ��� ������ ������ ��
 ���$�
 �� ������������ ���� �������
�� 
�3���, ���
 �)���������
 �������� �� ����&�� �� �����$���� � ��� ������ ���� �������
������ �����
�������� �%��
�� ���
 �� ������������* "� 6�A�� $��%�$������, �� 
��3�� ��
������� ��
 ���M�����
 c��� ��� ����$�
� �� ����&�� C(s, c,D) 6�����
��� �� �����$���� �

c��� = arg min
c

C(s, c,D) , SD*DT

�K ��������
0��, s ��
�3�� �� 
�3��� 2 ����$��
��, c ��
 ���M�����
 �� �� ����$��
�����
�� D �� ������������ �����$�
*

���
 ��C�����
 ��
 ������
 �� ����&��, �� �����&$�, �� 
������� �� ����3����%$�*
���
 ����������
 ��O������
 $�
�
 �� X���� �� �� �����$���� �� 
��� ���� ����&��, ��
��������
 �������
 ��
�����
 �%�������
 ������
 ���� ��
 ����&��
 �)��
�
*

��C�, ���
 ��

�$������
 ��
 %=���%&
�
 �� �������, �� ��
�����
 ��
 ��M�����
 2

��$�����, �� ���������
 
�� �� 
�$$���� ���
������ ��
 �%������
 
������
*


(




F ��������	�	
�� ����
���
���� ��� �
�����

��� ����
������ ��� �
����� �� �� � �� �
��
����
��

+�����=
� ��
 
�3���) ���� ��
 �����
����� 
��
 ��� 6��$� ��O������ �
� ��� $�0
��&�� �� ��
����
�� ��
 ��$��
����
 ��������
 ���
 ��
 
�3���), �C� �� ��$�������, ���
�)�$���, ��$$��� ��
 ��� ��� 6��$�
 �� �� ;��3�� ��
 ��6��$�����
 ��� �������� �� 7���
�)������
*

+�����=
� ���� 
�3��� 
��� �3���$��� 2 ������� �� ��;��, �� �����
��������, ���
 6�����
2 $�������� �� ���$������ ������$���� ��
 �E�%�
 �� 6�A�� ���
 ��������� �� ������ �����
$��������� ��
 
�3���)* ���
 ����� �� ���� ��$$��� �O������ ���� ����=
�, ������
 ����
������� ��� ��C������ ��
 
�3���)*

�1�1� $�����

� '���� ������ #

���
 ����
 ��;2 ��C�� ���
 �������������� ��� ��
 
�3���) 
��� ����
 s* +� ������
���
� ��
 �$��������, �� ������%�, �� 6��� �� 
����3��� �� ������ ��
�3���� ���;���
 ��

�3���, ���� �� ���3 �� �� ����$���*

���
 �����
��
 ����� �������� ���� ���
 �=��
 �� 
�3���)* !��
�, ���
 �������
 ��


�3���) ��$�����
, ���, ��$$� ��� �)�$��� ��
 ����3�
���$���
 $�
����) �� ��
 ����0
���������3��$$�
, ��$����� ��� 
���� ��$��
��� ��$�������, ��
 �$�3�
, ��� ��$�����
���) ��$��
���
 
�������
, �� ������ ��
 �����
, ��� ��$����� ���) ��$��
���
 
�������

�� ��� ��$��
��� ��$�������* �����
 ��� ��� �����, ���
 �� ��
�3���
 ��
 ���$�3� �� ��

��, $��
 ������$��� ���$�3�, �� ����:� �� 
���� ��$������� ���$�3�
*

���� ���
 ��
 
�3���), s �
� �� ������� %���U����� ���� �� ������ L � s ∈ R1×L �, �K
L �
� �� ��$��
��� �� 
�3���* #� ������� �
� ������ �������$��� ��� �� 
���� ��
 ������

��%�����������
 ���
 �� ��
 ��
 
�3���) ��$�����
 $���0��$��
������
* ���� ��
 �$�3�
,
�� ������� �
� ������ ��� ������������$��� ��
 ��)��
* !��
�, ��� �$�3� ������ �� 12
��)��
 ��� 12 ��)��
 ������� �� ������� s �� ������ 144* +� ������� �
� ������ ��� ��
$7$� �=�� �� 
�����3�� ���� ��
 �����
*

+�
 
�3���) 
��� 
����
�
 ����
 ���� �� 
���� �� 
�$������� �� ����� ��� ��
 
�3���)
��$���)�
 �� 
��� ��
 �� �X�� �� ��
 �������������
* "� $7$�, ��
 
��� �� ��$��
���
C��� ���� ���
 �� 
�$�������* #�
 ���) ��
��������
 ���$������ �� ������� �� 3����
��$��� �� 
�3���), ��� 
�M
��� 2 ����� �����* ��� �)���
��� ��) 
�3���) ��$���)�
 ��
�� ��$��
��� ��C��� ������ 7��� ����
�3��, $��
 ���
 �� �����������
 ���
 ��� �� 
����*

"��
 �� ��
 ��
 ����3�
���$���
 $�����������
, ��$$� ��� �)�$��� ������3�
���$���

����� �� $�
����, ���������������3��$$� SD
 ��
��
T, �� ������3�
���$��� �� ������


�
$����
 
�� ���
����
 
���
 
�$������$���, �� 
�3��� ������ �
� $���������* #��� 
�0
3��C� ��� �%���� ����� �������� �� 
�3��� �����$��
������* ���� ��
�3��� ��
 
�3���)
$���������), ���
 �����
��
 �� �������� S, �� ���
 �����
 sm �� 
�3��� ���
��� 
�� �� m

e

�����* +2 ������, ���
 
����
��
 ��� �� ��$��� �� �����), ���� M , �
� C��* +� 
�3���
$��������� S ���� 7��� �� ��$$� ��� $������ �� ������ M × L*

2��� �,��� ���
�
 �� ��������	�� ��� �
����� ����� ��� ,��	���� ���
"
3��	��� �4� �� ��
,�� �� ���,��	
�� ����	�� ��� �� ��������	� �� �-�.�

����� ���� 	�
 ���
���
� ���
 �
�	�
��
 	� ��
�
��� ��
�����		� ���� ����������� ���
���
 �������
���
�
 ���
����� �	� 
��		� M × N ������� ������ ��
���� � M 	����
 �
 N ��	����
��
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!��&
 ����� ��C������ ��
 
�3���), ������

��
0���
 2 ���� �����
�������� 
�� ��
������������ �����$�
, �� �� ���$��� ����, 2 ����������� �� 
=��%&
� ��� ���$�� �� 3������
��
 
�3���) ��������$��� 2 ������ ��
 ���$�
*

�1�1� *&��-��� �� ������) 2 ��	��	 ��������

���
 ����
 �)������ ���
 �������������� �������7� ��� ���� ����� �� �����
��������
���� 
�3��� 
�� �� ������������ �����$�
*  �������
 ��� ���
� �� $��&�� �� ����$0
��
����� �� 
�3��� �� 
��
0������
 ���$�������
 �������
 ���$�
* #�
 ���$�
 �������
��P���� ��O�����
 ������) �� ��
��������* �� ��������� ���)�$��� �� �� $�
����, ��

���$�
 ������� 7��� ��
 6��������
 ����
, ��
 ����
, ��� 
��� ��$�����
��
 ��$���)�

�� 6��������
 ��������� ��� ��6��$����� �� %������ �� �� ��$���, �� ������ �� ������

�������� ��
 ������
 ��� 
��� ��
 ��$�����
��
 �� ����
*

+� �����
�������� �
� ��C��� ��� �� ��������� �� 
=��%&
� ��� ����
6��$� �� ;�� ��
���M�����
 ck �� �� 
�3��� s* +���������� �� 
=��%&
� �����
������� 2 �� �����
��������

�� �� ������������ 3��&�� �� 
�3��� ��$$� ��$�����
�� �������� �����$�
 �

s =
K∑
k=1

ck · dk SD*
T

+�
 ��������
 ��� ��;2 ��� �����
��
 ���
 ��������������* "�C��

��
 ��
 ��;��
 ��
���
���� �� 6�A�� ���
 �����
�*

+�
 ���$�
 dk ∈ R1×L 
��� ��
 
�3���) �� ��$��
��� L ��������� 2 �� ��$��
���
�� 
�3��� s* ��
 
��� ��3�����
 �� 
��� ���� ������������ D = {dk , 1 ≤ k ≤ K}* ���

�$��
��
, ���
 �� ���$�&�� ������ �� �� �%&
�, ��� ��
 ���$�
 dk 
����� �� ���$� ����� �

‖dk‖2 = 1 * SD*�T

�� ���
 �$��
��
 �3���$���, ���� ���
 �� 
�$�������, ��� �� ������������ �
� �� ���3
�����, �� ��� 
�3��C� ��� �� 6�$���� ��
 ���$�
 �
� ����� 
� �� ��$��� �����$�
 K �
�
��6������ �� �3�� 2 �� ������ ��
 ���$�
 L, �� ����� �)�
�� ��� 6�$���� ����� �� L ���$�

���
 �� ������������ 
� �� ��$��� �����$�
 �
� 
�������� 2 L*  �������
 ������ 6�$����
�� K �������
 �
� ����� 
� �� 
����$��� 
� ������ ��$�����
�� �������� �� K−1 �������

�� �� 6�$���� ���
� �3��� �� ������� ��� �����
�*

"��
 �� ���$�&�� ������ �� ����� �%&
�, ���
����� 2 ������ �� �����, ���
 
����
��

��� �� ��$��� �����$�
 �
� C��* ���
 ���E�%����
 ����� ���������� ���
 �� ���)�&$�
������, �� �� ������������ ������ ��$������� ��� ��C���� �����$�
* ���� �� $�$���, K
�
� C�� �� ��
 ���$�
 ������� 7��� ������
 ��� k*

���
��� �� ��$��� �����$�
 �
� C��, ���
 ������
 ������ �� ������������ 
��
 �� 6��$�



�' ��������	�	
�� ����
���
���� ��� �
�����

����� $������ D �� ������ K × L �

D =

⎡
⎢⎣
d1
***
dK

⎤
⎥⎦ * SD*JT

 �$�����U ��� �� $������ �� ������������ �
� ����� �� �� $7$� $���&�� ��� ��
 
�3���)
$���������), �� ��� ���
� ��
 �%������, ���
��� ���
� ��

� �� V�������W �� 
�3���)*

+�
 ���M�����
 ck ∈ R 
��� ����
, �� 
��� �� �����
�������� �� 
�3��� s 
�� �� �������0
����� D* "��
 �� ��
 ���
��� �K �� ��$��� �����$�
 �
� C��, ��
 ���M�����
 ������� 7���
��3�����
 �� �� ������� c ∈ RK×1 ��C�� ��� �

c =

⎡
⎣ c1
. . .
cK

⎤
⎦ * SD*	T

���;���
 ���
 �� ��
 ���� ��$��� �����$�
 C��, ����������� �� 
=��%&
� �
� ����

��C�� ������$��� 2 ������ �� �� $������ D �� 
������ ��$$� �� ������� $�������� �

s = cT ·D * SD*LT

���
 �� ����������
 ��
 
�� �� 6��� ���K �
� C�� ���
 ����� ������, �� ���
 
����
��

��� �� ������� ��� 2 ���
����*

�1�1! 0���&�� �� ������) ��	 �� ��
�������	�

���� ������� $�������� �� 
�3���, �� ���
� ��
 ����������� �� 
=��%&
� ��� ���

������

�, $��
 ����������� ������=
�, �C� ��������� ��) ���M�����
 2 ������ �� 
�3���*
>�=��
 ��$$��� ����������� ������=
� ���� 7��� ������ 2 ������ �� ����������� �� 
=�0
�%&
�*

+���������� ������=
� �
� ��C�� 2 ������ �� ����������� �� 
=��%&
� ��� �

R1×L −→ RK×1

5�������� ������=
� : s −→ c / s = cT · D SD*(T

#���� ��C������ �� ���������
� ��
 ����������� ������=
�, ��� �� ���� �� ��
 = ��
�����, �� ���� �� �)�
��� �� ������, �� ����
 �� �)�
��� ���
����
, ����� ��� ��C����* "�
$7$�, 
� �� ��������� �)�
��, �� ���
� ��
 6����$��� �)���$���� ��

� 
�$���$��� ���
����������� �� 
=��%&
� �� ���
� ��
 6����$��� ��������*

�1�13 ��� ��	��
����	 �4 �� ��
�������	� ��� ��� ����

+� ��
 �� ���
 
�$��� �
� ����� �K �� ������������ D �
� ��� ��
�, �� ��� 
�3��C� ���
K = L �� ��� ��
 ���$�
 6��$��� ��� 6�$���� ����� �� �������
*



��������	�� ��� �
����� ����� � �� �
�	
����
�� �D

�� �� ������������ �
� ��� ��
�, ����
 D �
� ��� $������ ������ �����
����, �� �������0
���� ������=
� �
� ����� �������$��� ��� 
� $������ �����
�, ����� D−1 �

R1×L −→ RK×1

5�������� ������=
� : s −→ c / cT = s ·D−1 SD*FT

"��
 �� ��
, �� 
�3��� s �� 
� �����
�������� c 
��� ����������
 �� �� $7$� ����3��*
+���������� ������=
� �
� ��������, ���
����� ���� 7��� ���������
� ��� ��� $�������������
$����������*

+�
 ��
�
 
��� ��&
 �����
��
 ���� ��
 �����
��������
 �� 
�3���)* �� �����������,
�����
 ��
 ����
6��$��
 ������� 
��)���$�� ��$$� �� �%��3�$��� �� ��
�, ��, �� ���0
��
��� ��
 ���$�
 �� �� �������, ��$$� ��� �����
�������� 
�� ��� ��
�* !��
� �������
����$$��� ���
 �� ����� �� ����
6��$�� �� 1������, �� ����
6��$�� �� U �� ��
 ����
6��0
$��
 �� ���������
* ! ���� �������
 ����
6��$��
 �� ���������
, �� 
��� ��
 ����
6��$��

2 ���M�����
 ��$���)�
 ���� ���
 �� ��������
 ��
 ���
 ���*

�� ������%�, ���
�����
 ���) ����
6��$��
 2 ���M�����
 ����
, �C� ������
���� ��

�����
* ���
 ���
 ������

��
 2 �� ����
6��$�� �� ��
���
, ��� �
� ��� ���
��� �� ��
����
6��$�� �� 1������ ���
 �� ��$���� ����, �� �� ����
6��$�� �� 9���, ��� �
� ���
����
6��$�� �� ���������
 2 ���M�����
 ����
 ���)���

��� ��&
 
�$���*

+�
 ���$�
 dk �� �� ����
6��$�� �� ��
���
 
��)���$��� �

dk(l) =

√
2
L

· cos
(

2π · k · l
L

)
, ∀ l ∈ �1, L� , SD*IT

�K L �
� �� ���3���� ��
 
�3���) �� ��
 ���$�
* +�
 ���$�
 �� ����� ��
� �����
�������
2 ��
 6��������
 ����
, �� 
��� ��&
 �����
 ���� ����=
�� �� 
�������� 6������������ ����

�3���* +��M�%�3� �� 
������, ��� �
� �� �����
�������� �� ��%���� ��3����%$���� �� ��
������ ��
���� ��
 ���M�����
 c, �O�� ��� �������� ��� �� 
�3���, �� $������ �� ��$�&��
�������������� ��
 6��������
*

������
 �� �)�$��� $�
����* 4� 
�3��� ��$����� Y ��� ���� �� ������ Y �� 
��

������ 
��� �����
����
 
�� �� C3��� D*D* "��
 ��� �)�$���, ��
 ���M�����
 ��������0
����
 
��� �� �������� %��$������, �� ��� 
�3��C� �����
 �����
������� 2 ��
 ���$�

�� 6�������� $������� ����� 6�������� 6����$������* �� $�
����� ������� �� 6��������
����� ��
 %��$������
, ��� �
� ��������� 200 9U, ���
 ������
 ���������
�� �� %������
�� �� ���� ;����* ���, �� ���� ;���� ���� 7��� �� 
��, ���
��� �� 6�������� 6����$������
�%������� ���� 
�� �
� �� 196 9U*

"�C��

��
 $��������� �� ��
� �� 9��� ��� �
� �� ��
� �����������
 �� ���
 
�$���*
���� �
� ���%�3�����, ��
 ���$�
 ��� �� 
������ C��, �� ����������� $&�� �
� �� ��%����*
+�
 ���$�
 
��� ������
�
 ��$�������$���, �� �����
������ �� $7$� ��������� $&�� ��0
�����* +� ��$��
��� L ���� 7��� ��� ���

���� �� ���)* +�
 L ���$�
 
��� ��C��
 �� ��
6�A�� 
�������* +� ���$��� ���$� �
� ���
���� � d1(l) = 1√

L
, ∀ l ∈ �1, L�* +�
 K − 1

���$�
 
������
 
��� ������
 ��� �� ������ ����%���� k �� �� ������ �� ������
����� l, ��

��� ��C��
 ��� �

dk,l(l) =

⎧⎨
⎩

+ 2k√
L
���� l ∈ �(l − 1) · L

2k
+ 1, (l − 1

2) · L
2k

�

− 2k√
L
���� l ∈ �(l − 1

2) · L
2k

+ 1, l · L
2k

� ,
SD*D'T



�
 ��������	�	
�� ����
���
���� ��� �
�����

���� D*D Y ���� �� ������ � 
�3��� ��$����� S%���T �� 
������ S��
T*

���� k ∈ �0, log2(
L
2 )� �� l ∈ �1, 2k�*

���
 ���
�����
 
�� �� C3��� D*
 �������
 ���$�
 �� �� ��
� �� ��
���
, �� �������

���$�
 �� �� ��
� �� 9���*

20 40 60 80 100 120
−0.2

0

0.2

k = 2

20 40 60 80 100 120
−0.2

0

0.2

k = 4

20 40 60 80 100 120
−0.2

0

0.2

k = 10

20 40 60 80 100 120
−0.2

0

0.2

k = 60

20 40 60 80 100 120
−0.5

0

0.5k = 1
l = 2

20 40 60 80 100 120
−0.5

0

0.5k = 4
l = 2

20 40 60 80 100 120
−0.5

0
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0.5k = 7
l = 25

���� D*
 Y G������
 ���$�
 �� �� ��
� �� ��
���
 S3���%�T �� �� �� ��
� �� 9��� S������T,
�� ������ L = 128*

!� ���$��� ���� ������, �� 6��$� ��
 ���$�
 ���
 ������� ��� ��
 ���) ��
�
 
���
�

�U ��O������
, �� �� 
����� ��
 �����
��
 ���
 �� $7$� ���, �� ���� �� $7$� �=��
�� 
�3���)* ���
 ����������
 ��� �� 
���� 2 ��� �)�$��� ���
��� ���
 ���������
 ��
�����$���� ��
 ���M�����
* �� ���������� 
�� �� ���
���� �� �� �����$����, �� ����Q�
�������� ��� ��
 
�3���) 6����$��� %��$������
 
����� $���) ������%�
 ��� �������

���$�
 �� �� ��
� �� ��
���
 ������� �������
 ���$�
 �� �� ��
� �� 9��� S�� ����������
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�	
����
�� ��

�
� ����� ���� ��
 
�3���) �� ������ ���
 �$���
���T*

�1�1� ��� ���� ��
�������	� 	��������

���
 �����
 �� ���� ��� ����������� ������=
� 
� ������ 6�����$��� �� �����������
�� 
=��%&
� ���
 �� ��
 �K �� ������������ �
� ��� ��
�* �� ������%�, ���
��� �� ��$���
�����$�
 K �
� ��O����� �� �� ������ ��
 
�3���) L, �� �����&$� �
� �������� ���

��M����*

�)�$����
 ������$��� �� ��
 �K K < L* "��
 �� ��
, �� ������������ ���
� ��
 ���
6�$���� 3���������� �� ���
���� ��
 
�3���), ���
��� �� ��$��
��� �� ������������ �
�
��6������� 2 �� ��$��
��� �� ���
���� 2 3������* #��� 
�3��C� ����� �)�
�� ��
 
�3���)
s ��� �� ������� ��
 
������� ��$$� ��$�����
�� �������� ��
 ���$�
 �� ������������*
+���������� �� 
=��%&
� ��C�� 2 ������ �� ������������ ��3����� 
����$��� �� 
��
0
�
���� �� ���
���� ��
 
�3���)* �� ���)�
�� ���� ��
 ����������� ������=
� ���$������
������=
�� ���
 ��
 
�3���) �� R1×L* ���
 ����������
 ���
 �� 
������ 
������� 
�� ��
��
*

������

��
0���
 $��������� �� ��
 �KK > L* +� ������������ �������� ���
 �����$�

��� �� ��$��
��� �� 
�3���, �� �� �
� ��� ���������* +� 6�$���� ��
 ���$�
 �
� ����

��0
��$��� ����, ���
��� �� ��$��� �� �������
 �� �� 6�$���� �
� 
�������� 2 �� ��$��
��� ��
���
���� 2 ��3������* ���
����
 ;��) �� ���M�����
 ��O�����
 ������� ���� 
=��%���
��
�� $7$� 
�3���, �� ��� ���
������, �� ���)�
�� ��
 �� ������ ��������� ������=
�*

���
 ������
 �3���$��� �)������� ��� �� $������ D, �� ��$��
��� K × L, ���
�
��
 ������ 
� K > L �� ���� �� ���� ���� ��
 7��� �����
��* #��������, �� �)�
�� ���
��C���� �� $������
 D2 �����
 ��� DT

2 ·D = I S�K I ∈ RL×L �
� �� $������ ��������T* #�

$������
 ��3������� ������ �����������
 ������=
� ��

����
 �

R1×L −→ RK×1

5�������� ������=
� : s −→ c / cT = s · DT
2

SD*DDT

�� �O�� �

s = cT · D =
(
s ·DT

2

)
· D = s * SD*D
T

"&
 ���
, ��$$��� �%��
�� ���$� ���
 ��
 ���������
 ������=
� H �� �%��
�

��� 2
�%���� ����=
� �� ��������� �� %�
���, �� 
��� ��M���� �������
�� ��
 ���M�����
 �M��0
��$���, ���
��� ��
 ���������
 ��
 ���M�����
 ���� �������� �� ����������� �����
� ��
����� ���
� ��
 ����

����$��� ���� �����, ���
��� �%��
� �� %�
��� ���$� ��� ��C����*
���� ��� ��
 ���M�����
 �������� ���;���
 ��
 $7$�
 ���������
, �� �� ���� ��
, ����

����������� �� ;�� �� ���M�����
 ��� ���
���� ��
 ���������
 ��
 ���
 ����%�
 �� �����

������
, ��� 
������� ���
�
�� 2 ��C��� �� ����&�� �� �%��) ��
 ���M�����
, �� ��� 6��

��� �� ����&�� �� �%��) ��
 ���M�����
 �)�
��, ����������� ������=
� �
� ��C�� ��$$�
������$�
����� �� �� ����&��*
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 &������ ' �� �
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����
�� �� 7����

!���� �� ��
����� �� ����&�� 2 �%��
��, ��� ���
 ����� ��
 
���, 
��
 
�����
�, ��
����&�� ����$�
��� �� �����$���� ��
 ���M�����
, ���
�����
 �� ������������ ���������



�J ��������	�	
�� ����
���
���� ��� �
�����

����$$��� �����
� ���� ������� ��
 
�3���) 
�����
, ��� ���
 ����������
 ������������
�� -����*

#� ������������ �
� ��$��
� �����$�
 �� -����, ��� 
��� ������
�
 �� ��$�
 ��
�� 6��������*  �������
0���
, ��
 ���$�
 �� �� ��
� �� ��
���
 ������� ������
�
 ��
6��������, ��
 ���$�
 �� �� ��
� �� 9��� ������� ������
�
 �� ��$�
* +�
 ���$�
 �� -����
�����

��� ���� ��
 ���) ���������
 �� �����
������ ��� 6�������� ���� �
������� 
�� ���
������ �������* 4� ���$� �� -���� �
� ����$���� ��� ��� ������
����� ��$������� l, ���
6�������� f , ��� �%�
� ϕ �� ��� ������ �� 6��7��� Lt �

dt,f,ϕ,Lt(l) =

{
C · w

(
l−t
Lt

)
· cos

(
2π · f · l−tLt + ϕ

)
,∀l ∈ �t+ 1, t+ Lt� ,

0 �������
,
SD*D�T

�K C �
� ��� ���
����� �� ���$���
����� �� w �
� ��� 6������� �� 6��7���3�, ��� �)�$���
��� 6��7��� �� 9�$$��3* �����
 ��� �� �=�� �����$� ������� ���
 �� ����� ��� ���

����
 C)� ���2 ��������� ��� �� �%�
� 
��� ��%����������� �� �� ���

� ������� �����
��$��� C�� �� ������
, 
����, 
� �� �%�
� �
� 2 ������ ��������, ����
 �� ��$��� �����$�

�
� ��C��* #� ���
� ��������� ��
 �� �����&$� ��&
 �$�������*

��� �� C3��� D*� 
��� �����
����
 �������
 ���$�
 �� -����, ��� 
��� �O������$���
������
�
 ��$�������$���, �
������� ��3���&��$��� �� ��� ��� ��������� 
������ �� 6��$�
����� 6��7��� �� 9�$$��3*
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���� D*� Y G������
 ���$�
 �� -���� �� ������ L = 128, �����
��� ��� 6��7��� �� 9�$0
$��3 �� ���3���� Lt = 16*

#�$$� ���� ���
 ��
 ������������
 ���������
, �� �)�
�� ��� ��C���� �����������

������=
� �

����
 �� ������������ �� -����* ������

��
0���
 2 �� ��������� 
����C���,
������ �����*����� �� 8���
�� 9 .���	 ����� S�1#�T* +� �1#� �
� ��&
 �����0

�� ���� ����=
�� ����������� �� ������� 6���������� ��
 
�3���)* +��M�%�3� �� ��%����
��3����%$���� �� $����� �� 
�
 ���M�����
 �
� ������ 
������3��$$�, �� �
� ��� �����0

�������� ���� V��$�
06��������W ��&
 �����
��* +� 
������3��$$� �
� 2 �� �1#� �� ���
�� 
������ �
� 2 �� ����
6��$�� �� ��
���
* �� 6��� ����� ��� ����� ��
�������� �� �� �1#�
�
� ���
��� ��� ���
� �� ������� ��� ����
6��$�� 2 ���M�����
 ��$���)�
 �����
�������
2 ��
 ���$�
 �� -���� ��$���)�
, �� �� 
=��%&
� ��
 ���M�����
 �� �� �1#� ���
� ��

�)����$��� �� 
�$$� ��
 ���$�
 �� -���� �������
*
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�� �	

"�������
 ���
 ��
 3�����
 ��3��
 ��
 �������
 �����
 �� �� �1#�* ���� �������, ��

���$�
 �� 
�3��� �� ���3���� Lt � L S������ ������ �� ���3���� �� 
�3���T �)������� ���
������ �� 
�3��� 2 ����=
��* #�
 ���$�
 
��� 3�������$��� �������
 �� Lt/2 ��%��������
,
�� 6�A�� 2 �� ��
 ������ �� 
�3��� ���
 �� 6��7���3� ��� �� 
�����* 4� ������3� ��6������ 2
�� ������ ����� ���$� ����� �� ������������ ���������* +�
 ���$�
 
��� ��
���� 6��7����

�� �����
��� �� 6��7��� w ��C��� �������$$���* ��C�, ��� ����
6��$�� �� 1������ ��
������ Lt �
� �O������ 
�� �%���� ���$�* ���� Q ���$�
, �� �1#� ����� ���� Q · Lt
���M�����
 ��$���)�
, ��� �����
������� �%���� 2 ��� V��
�W ��$�
06��������, ���
�020
���� �����
 �����
������� 2 ���$������� �� 2 �� �%�
� ���� ���$� �� -���� ��$���)�

���� �� $7$� ��
���� �� 2 �� $7$� 6��������*

+� �1#� �
� �� $�=�� ��&
 ����� ������=
�� �� 
�������� ��$�
06�������� ���� 
�0
3���* >�
�����$���, �� �����
�������� �� 
�� $����� ���$�� �� 
����� ����������� ��

6��������
 �� ����
 �� ��$�
 �� �� ��$������� 
� 
�������� %��$������* +� C3��� D*J
�����
���� �� �1#� �� �� ���� �� ������ ���� �� �)����� �
� �����
���� ���
 �� ��$����
��$����� 
�� �� C3��� D*D* +� 
�������� %��$������ �
� ��&
 ��
���� 
�� ����� C3���,
�����
����� ��� ��
 �����
 �����
 ������&��
 �����
������� ��) ���M�����
 �� ���
 %����
����3��* +� ���� 3���%� �� �� C3��� �����
���� �� ����� �� �� ����, ���� ������������ ��

���$���
 ���M�����
 �$�������
, �� �� ���� ����� �����
���� 2 ���)�������� �� �� ����,
���� �� ��
�������� ��
 ���M�����
 �$�������
* ���
 �����
����
 ��� �� 
���� ��
 
������0
3��$$�
 �������
 ��� �1#� ���� ��
����
�� �� 
�������� ��$�
06�������� �� 
�3���)*
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���� D*J Y ����
6��$�� �� 1������ 2 #���� ���$� ���� 
�3��� �� ������ �� ������ L =
132 300 S3 
 �� 
�3��� ��%�����������
 2 44 100 9UT, ���� ��
 ���$�
 �� ���3����
Lt = 2 048 ��� 
� ���������� �� $�����*



�L ��������	�	
�� ����
���
���� ��� �
�����

�1�15 %��	���������� ���	�
-�� ��� ������)

���
 ����
 �)������ ���
 �� 
������ ���������� ��� 
� �� ��$��� �����$�
 �
� ���

����� ��� L, �� ���3���� �� 
�3���, ����
 �� ���)�
�� ��
 ����������� ������=
� ���$������
��� �����
�������� ���6����* �� �
� �������� ������

��� ���
 �� ��$����) ��
 �������
��
��
 ������������
 ��������� $���
 �����$�
 ��� �� ��$��
���*

+� $������� �)�$��� ����� �� ��!���=
� �� #�$��
����
 ����������
 S!#�T, ��� �
�
�)��
�� �� ������
 2 �� 
������ �*
* +��� ��
 ��;����6
 �� ��!#� �
� �� ����� �� ������������
�����$�
 ��� ���$�� �� ������� �� ��$��
��� ��
 
�3���) ������
 �� ���
������ �� $�)�0
$�$ ������3��* �� �O��, ���� ��������
 �����������
 �K ��
 ������
 
��� ���
�������
,

� 
���
 �������
 ���$�
 
��� ������$��� ��P����
 �� ������� ������� ��
 ������
 ����
��� �

�U ����� �����
���, �� ���� 7��� ������

��� ���O���� ���
 ��
 �����
 ���$�
 ��
������������, �C� �� ��$����� �� ��$��� �� ���M�����
 2 $��������* "��
 �� ��
, ���

����� ;�� �� ���M�����
 �� ���� �����
������ �)����$��� ��
 ������
, �� ��� 
�3��C�
����� ��= � ��
 ����������� ������=
�*

#��������, ���
 �����
 ��������� �� �����
��� ���� �������� ��
 ������
 
��� ��0
�����
* +���;����6 �� ����� ����������� ���
� ���� ��
 �� ����$��
�� ��
 ������
 �)����0
$��� 
�� �� ������������, $��
 �� ��$����� 
�3��C������$��� �� ��$��
��� ��
 
�3���)
���� �� $�Q���
��� �� ������ ��������*

���� ��
 ������������
 ��������� $���
 �����$�
 ��� �� ������ ��
 
�3���), ��� 
���0
���� ���� �� ������ ��
 ���M�����
 �
� ���� �������)�$����� �� ���� �� �� ����$��
�����
�)����* +�
 ���M�����
 ����$��) ������� 7��� �%��
�
 ��$$� ���) ��� $���$�
��� ����0
���� ����� �� 
�3��� �����3��� �� �� 
�3��� ������ ���&
 ����=
� �� 
=��%&
�, 
���, ��
$���$�
��� ������3�� �� �������� �

R1×L −→ RK×1

5�������� ������=
� : s −→ c = arg minc ‖s− cT ·D‖2
2 =
(
s · D+

)T
SD*DJT

�K D+ �
� �� �
����0�����
� 2 ������ �� ������������ D S������ ���
 ������)� !*DT*
���� �� ������������ �=��� ���
 �� �������
 ��� �� ��3��
, ��$$� ���, �� �
����0

�����
� 2 ������ �
� ��C��� ��� � D+ = DT ·
(
D · DT

)−1
* "�C��

��
 �3���$��� �&


$��������� �� �
����0�����
� 2 3���%� ����� �� ��$��� �� ��3��
 �
� ���
 �$�������
��� �� ��$��� �� �������
 � D† =

(
DT · D

)−1 · DT * ��C�, 
� �� $������ �
� ������, ��
�
����0�����
� �
� ����������� 2 �������
�* +� �
����0�����
� ���
� ��C��� ��� ���� ��

$������
 �� ���3 �����*

!� ���2 �� ��� �)�$���, ����;����6 �� �� ����$��
����� ���� 7��� �������)�$�����,
���� ��� 
��� �� �=�� �� ������������* �� �O��, $7$� 
��� �)�
�� ��
 
�������
 �)����
,
�����
������� 2 ��
 ���������
 ������=
� ���� ��C��
, �� ���� 7��� ������

��� ����������
�� ������ �������� �� ��%��3� �� $��������
 ���������
 
�� ��
 ���M�����
* �����$$���,
���
 ����� ��
, ������ �
� �� �������� ��
 ���M�����
 �����$�����)*

���� �������� ��
 ���M�����
, ��� 
������� ���
�
�� �������� �� ����&�� 6��
��� ��
��$���$�
 ����� �� ������� �� �� �����
�������� �� ��� $�
��� ��
 �����
 ���������
 ��

���M�����
* +���������� ������=
� �
� ����
 ��C�� ��� ������$�
����� �� �� ����&��*  ���
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��
�� �� ����
���
� �� �� ��������	�	
�� �(

�� ��� ��� ��� ��������� 
��� ���������� �)�������$���, �� $7$� ����� �)�
�� ��� 
�����3��
���$������ �� ������� ��� 
�������* #��
� ���������
 �� ��
 ��;��) �� �� ���%���%� ���

�� ��$���� ��
 ����$��
�����
 �����$�����
�
*

���
 ����
 �� ���� ��
 ������������
 ���������
 ��� ���
 �� ����� ��
 ����$��
�0
����
 �)����
, �� 6��� ������� �� ����&�� ���$������ �� �%��
�� ��
 ���M�����
, �� �� ������Q�
�3���$��� ��� ���� ���� �=�� �� ������������, �� ����&�� �
� ����

���� ���� �%��
�� ��

���M�����
 ���
 �� �������)�$����� �� 
�3���* ���
 ����
 ������� ���
 ��������������
��� �� �����$���� �
� ��� ��������� ��
���� ���� ��
 ���M�����
 ���
 ���
����
 �����0
������
* "��������
 ���� �� ��� 
� ���%� �����&�� �� ���$� �� �����$���� �� ��$$���
����3��� ����� ��������� ���
 �� ����&�� �C� �� ��C��� �� ��������� ������=
� 6�����
���
�� �����$����*

��! ��
��
�� �� ����
���
� �� �� ����
������
��

���
 ����
 ��;2 ��� ���
����
 6��
 ��� �� �����$���� �
� ��� ��������� ��
���� ���� ��

���M�����
 ���
 ��
 ����$��
�����
 �� 
�3���) 
�� �� ������������* "��
 ����� 
������,
���
 ��C��

��
 �� ���$� �� ��������
 �������� ���
� ��� ��������� ������* !��&
 �����
��C�� �� ��� ���
 ��������
 ��� �����&$�, ����&��, ��3����%$� �� 
������� ����$���,
���
 �)��
����
 ��O�����
 ����&��
 �� �����$���� �� �������
 ��
�����
 �%�������
 ��� =

��� ������%�
*

�1�1� ��+������ �� �� ��	
������

+� �����$���� �
� �� ���$� ����� �� 6���A��
 2 �� ������ ������3�� �� $7$� ��
���3�����* �� ��6��$������, �� ���$� �� �����$���� 
��� �� $7$� ��3���� �� �� �
� ��������
��) $������
 �� ��) �������
 ���� ���
�$��� ���
 ��
 ���$���
 
��� �3��), �� ����
�������
 ���$���
 ��� ��� ������ ���0
�������* 4�� $������ �
� ����
 �����$�����
�

��� �
� ���
 �����$���� �� �� ������� �� ������� �� ������ 
�������, ���
� ��� �� ������
�� �� ��
����� �� �%���� ���$��� ���0
�������, ����:� ����� ������� �� ������ �� ���

��
 ���$���
*

"��
 �� ����� �� �� �������, �� ;�� �� ���M�����
 �
� ��� �����$�����) �� 
��
 
�����

� ��� 3����� $�;����� ��
 ���M�����
 ���� U���, �� 
� 
���
 �������
 ���M�����
 ���
��� ������ ���0�����* "� 6�A�� ���
 ���3�, �� ;�� �� ���M����� �
� �����$�����) 
� ��
$�;����� ��
 ���M�����
 � ��� ������ 6�����, �����
 ������ $������� ����� ��
 3�����

������
*

�1�1� ���	'���  �����	 �� ��	
������ #

+� $��������� ���� �������
����� �� �� �����$����, �� ���2 �� �� ����

��� �� ��C���
�� ������ ��������� ������=
�, �
� 2 �� 6��
 ������������ �� �)����$������*

���� �������, ������ �
� �� ������� �)���$�� �� 
�3��� ��$$� ���3��3����� �� �������

���$���
 �����
 6�����$��� $����������
 �� ��$���%��
����
* !��
�, ��� ������ 
�� ��

�3���, ��� ���� ����Q��� ����� �� ������, �
� ����$��
�� �� ��� ������ 
�$��� �� ������

�� �%���� ��
 ���$���
* #��
� ��� 
�����3�� 2 �������%�� �� ������3$� ��3����%$����



�F ��������	�	
�� ����
���
���� ��� �
�����

V������ ��� �������W S����
�� ���� $���) ��3���, �� 6���A��
T ��� ���
�
�� 2 ����
��
�� 6�A�� �����
��� �� �����&$� ��$������ �� 
��
0�����&$�
 $���
 ��$������
, ;�
���2
������� ������� ��� 
�������, ���
 2 ��$����� ��
 
�������
 ;�
����� ������ ���3����* ��0
���
 ��� ���
 �� ����� ��
 ����$��
�����
 
�� �� ������������, �� ����
��� �� 
�3��� �
�
��������, �� ���� �� �E�%� �� ������$��� �� 
�3��� 
��� 
�$��� 2 ����
�� �� 2 ��6�
������

� ���� �
� ����0$7$� ��������*

 ������
 2 �� ����$��
����� �� 
�3��� �� ���$�
* ���������$���, �� ����Q� ���
 
�$���
$������$��� �� ��$������� ��� �����
�������� 
� �������
 ���$���
 �������
 ;�����

���
�� �� $�

� ��
 �����
 ���M�����
, ��� 
� ������3�� �
� �������� ���
 �� $���
 ���6��0
$�$��� 
�� ���
 ��
 ���M�����
 
��
 ������ ��3�������* +���������� ���
 ��� ��� �����
;�
��C������ �� ��
����
����� 
������ ��

� 2 �� $����������� �� �� �����
��������* 4��
�����
�������� �����$�����
� ���� 7��� ��� ��$$� ��� 6�A�� �� ���� V���3��W ���
 ��

��
�
 ��
������
 �����
������� ��) ���$�
 �� ��
����� �� �� ����������� ������3�� �� 
���
�� 
�3���* !��
�, $�������� �%���� ��
 ���$�
 ������� �� �������� ������3�� �
� ���

�M���� ��� $�������� ��� ������ �� 
�3��� �� $7$� ������ $��
 $���
 ����3������*

+� $��������� �)����$������ �� �� �����$���� ����� �� ����
��������* ���
 ����

������ ���
 �������������� �� ������������ �� -���� 
�� ������ ��
 
�3���) 
�����
 
�
����$��
��� �� 6�A�� �����$�����
�* ���
 ������
 �� ����C�� 
�� �� C3��� D*J* +�

�����
 �����
 �����
������� ��) ���$�
 �� -���� ��
 ���
 ����6
* ��
 �����
������ ���

��6��� $���������� �� ����� �� 
��6���, �������� ���
 ��� �� C3��� � ��� ��������* ��
�O��, �� �����
�������� ��$�
06�������� $���� ;�
���2 22 050 9U ��������$���, �� 
����

��
 ��

�
 6��������
, ;�
���2 8 000 9U 
��� �����
�����
* +� ��
�� �� �� C3��� ��������
��
 ���M�����
 �� 6����� ����
*

+� $7$� �=�� ����
�������� � ��� 6���� �� ����$��
��� ��
 �$�3�
 
�� ��� ��
�
�����������
* ���
 ���
�����
 
�� �� C3��� D*	 �� ��
����� ��
 ���M�����
 ���0���
 �� ��
����$��
����� ������%�� ����� �$�3� 
�� �� ������������ �����������
*

+��$�3� ���3����� �
� ������ �� �������� 5122 ��)��
* #%���� ��)�� �� ���$�3� �
� ����
���� 8 ���
 �� ����� ��� ������ ����&�� ����� 0 �� 255* ���
 ��
 ���M�����
 ��6������
 2
�� ������� 
���� ��� ��� $�
 2 U���* +������)�$����� �
� ��&
 ����� $��3�� �� 
������3�
��� ��� ���
���� ���������� 7% ��
 ���M�����
, ���
��� �� ������� 
�3��� 2 ����� ��7��
S �.#T �
� �� 35 �.* !��� �� 
������3�, �� ;�� �� ���M�����
 ���� 7��� ���� 2 0.5 ���
��� ��)��, �� ���� �� 8 ���
 ��� ��)�� 2 �����3���* +�  �.# ����� �� 
�3��� s �� ���
�����)�$����� �� �� 
�3��� ŝ �
� ��C�� ��� �

 �.(s, ŝ) = 10 · log10

C

‖s− ŝ‖2
2

, SD*D	T

�K C ��� ���
����� �3��� 2 ������3�� $�)�$��� ���� �� 
�3��� s* +�  �.# ���
� ����

<� �����
���� ��� ���� ��
 
�3���) �����
* ���� ���$�3� ����������, ��� �)�$���, C =
5122 · 2552*

"�C��

��
 �&
 $���������, ���� ��
 
�3���) ���0�����
, �� ������� 
�3��� 2 �����
S �.T, ��� ���
 �����
����
 ���
 ���� �

 �.(s, ŝ) = 10 · log10
‖s‖2

2

‖s− ŝ‖2
2

* SD*DLT



��
��
�� �� ����
���
� �� �� ��������	�	
�� �I

���� D*	 Y #���� ��
 ���M�����
 
�3��C����6
 �� �� ����
6��$�� �� ��������� �� ���$�3�
V+���W S����� � ���M����� ���, ���� � ���M����� ���0���T* �$�3� �)������ �� Z���IF[*

�1�1! $���'��� ������� ��������������

���� �����
 ��
 ���
��
 �)��
��
 �������$$���, �� �
� ;�
��C� �� �%��
�� ��
 ���M0
�����
 ��
 ���
 �����$�����) ���
��� ���
����
 ;��) �� ���M�����
 
��� �� �����������*
 �������
 ��� ���
� �� ��
 ���
��� �� ������������ �
� ��������� �� ���
��� �� ����$��0

����� �
� ������%��* ���� 6���� �� �%��) ��
 ���M�����
, �� 6��� �&
 ���
 ��C��� �� ����&��
�� �����$����* ���
 �� �����
����
 ���
����
 ���
 �� 
������ 
�������* "��
 ����� 
��0
����, ���
 ��C��

��
 �� ��������� �������
 ������
 ��� ���
 �����������
 ���� �� ���3
�� �� ����$���*

���� �������, �� ��
	��� �
� ��� 6������� $��%�$������ ��� �������� ��� ������

������� 2 ���
 ��
 ���$���
 ���� ��
�$���* +� ����&�� 
��� 3�������$��� 2 $�
���� ��
���������� ���� ���$��� ��� ������� 2 ��� ��������� ������* �� 
��� 2 ��C��� �� ��;����6*
"��
 �� ��
 �� �� �����$����, �� ����&�� ���� $�
���� 2 ���� ����� �� ;�� �� ���M�����

�
� �����$�����), �� ������ ��� ������ ���� �%���� ;�� �� ���M�����
* ���
 �������

��
 ����&��
 �� 6�A�� 3������� ��� �� ������ C*



J' ��������	�	
�� ����
���
���� ��� �
�����

"�C��

��
 $��������� �� ������ �� �����&$�* 4� �������� �
� ��� ���
���� ��
��

��
 6��$� $��%�$������* ����� �����
� 2 �� �����&$� �
� ���� 
<� ������� ��� ����"
	
��* +�
 �����&$�
 ������� �� ��
 ����� �� 
�������, ����� ��� ������ 
�������, �� �����
���
����
 
�������
* ������ ���
 ������ ����3���� 
� ������ �� �����&$� �
� ���������
 ��
�����&$� �� 
��* ���
 �������
 ��
 �����&$�
 ��� �� ������ P *

+�
 ����&��
 ������� 7��� �����
�
 ���� 6��$�� �� �=�� �� �����&$�
 ����������� � ��

�����&$�
 ������$�
����� �� ����&��* �� 
��3�� �� ������� ���$� �� ��
�$��� �����$���

����� S�� ���)T ��� ����� �� ������ �� ����&�� ���6����* +����$��� S�� ��
 ���$���
T
3�3���� �
� ������ 
������� ����$��� �� �����&$�, �� 
� ��
 ���$���
 
��� ����
 t, ����

�����$��� ����$�� 
��� ���� t���*

+���������� ������=
� SD*DJT �
� ��� �)�$��� ��C�� 2 ������ ���� �����&$� ������$�0

�����* +� ����&�� �
� �

C(s, c,D) = ‖s− cT · D‖2
2 , SD*D(T

�� �����&$� ������$�
����� �
� �

P : min
c∈RK

C(s, c,D) , SD*DFT

�� ��
 
�������
 �� �����&$� 
��� �

c��� = arg P = arg min
c∈RK

C(s, c,D) SD*DIT

��C�, ���� ��
����� �� �����&$�, �� 6��� ��������� ��� $��%��� �� ������ �� ��

�������* ���
 ����������
 �����
	��� �� ��
�������� �� ����
�$��� ��
 ������
, ��
��
��������
, ����� $��%���* "��
 ���)�$��� ���������, ����3����%$� �
� ��&
 
�$���, ��

��3�� ����� 
���� ��
�������� �

c =
(
s · D+

)T
* SD*
'T

�������, �� ���)�
�� ��
 �� $���&�� �� �������� �� 
������� �� 6�A�� �)����* +�
 ��0
3����%$�
 
��� ����
 ���A�
 ���� 
�������%�� �� ���
 ��&
 �� �� 
������� ����$���* ��
�)�
�� ���� ��
 �����&$�
 ������$�
����� ��
 ��3����%$�
 ���

����
 S��
����� �� 3��0
�����, ���������� �� 3�������, ***T ��� ������� 7��� ��������
 ���� �� ��$����) ����&��
*
+��
��� ��
 ��3����%$�
 ���

����
 
��� ���� ��$���)�
, �� ��
 ����������
, �� ���� 7���
������

��� �������
�� ��
 ��3����%$�
 %����
�����
, ��� ����
��� 3�������$��� 
�� ��

�&3��
 �$�������
 
�$���
 �� ������
, �� ��� 6�����

��� ��
 ��
�����
 ���
�������$���
����%�
 �� �� 
������� ����$���* #���� ���)�$��� ���� 7��� ������� ���
 �������
 ��
*

4� ��3����%$� �
� ��� 
��������� 
� ��
 ��
��������
 
��� �O������
 ����� ���&
 �������,
�� �������6 
��� �������� ��� ������, ���
�020���� 
� �� ��
�$��� ����
��������
 �
� ��������
���
����
 6��
 �� 
����* ���� ��
 ��3����%$�
 �������6
, �� ��
� �O����� 2 �%���� ���������
���$�� �� �����$���� 
� �� ������ ���� 7��� ���7��� �� ���* -�������$���, �� ��
� �����7�
�
� �O����� �� ��$������ �� ����&�� ������� 
�� ��
 ��������
 2 �� 
����, �� �� ������ �
�
���7��� ���
��� �� ����&�� 6����%�� �� 
����*



��
��
�� �� ����
���
� �� �� ��������	�	
�� JD

+� ��$���)��� ���� ��3����%$� ���$�� �� $�
���� 
�� �M������ ���
 �� ���%���%� ��

������� �� ������ �� ���) ����$&���
 ��� ������� ���� �� ������ ��
 ������
 � �� ��$���
����
��������
 ����

����
 ���� ������� 2 �� 
�������, �� �� �������� �� $�$���� �����
��*

���� C���, �����
 ��� ��
 
�������
 ����$���
 
�� ���� ����
�$��� �� ���%���%� 
���
��

� �������
 ����$� 3�����), �� ��� ��
 
�������
 ����$���
 ���
 �� ���
���3� 
���
�������
 ����$� �����)*

�1�13 �	���	�� �� ��	
������

!��&
 ��
 �������
 ��C������
, ������

��
0���
 ��) ���������) ����&��
 ��� ��� ���
�������
 ���� $�
���� �� �����$���� �� ��) �����&$�
 ��� ���� 
��� �

����
*

���
 �����
 ��C�� �� �����$���� ��$$� �� 6��� ������ $�;����� ��
 ���M�����

���� U���* ���
 ��C��

��
 ����
 �� $�
��� �� �
,���
	� 
������ ��$$� �� ��$��� ��
���M�����
 ���0���
 S�� ��$��� �����$�
 �����
�
T* ���
 �� �����
 ���� �� �
����0���$�
�0 � ‖c‖0

0, �� ���
 �)����������
 ����� �������� ��� �� 
����* +� �����
��� �
� ��� $�
���
�� ����
 ��
 ���M�����
*

+� �����&$� P0 �
� �� ���
 �������6 �� ���
�
�� 2 ������� �� ����$��
����� �)���� ���
$���$�
� �� ��$��� �� ���M�����
 ���0���
 �

P0 : min
c

‖c‖0
0 ��� ��� s = cT · D * SD*
DT

�� � ��� ������ Z���I	[ ��� �� �����&$� �
� ��0��$����, �� ��� 
�3��C� �� 6�A�� ���������
����� �� ���� 7��� ��
��� ��� ��� ��� ���%���%� �)%��
���� ���$� �����
 ��
 ��$�����
��

�����$�
 ��O������
* +��
��� ��
 ��$��
���
 
��� 3�����
, �� �
� �$��

���� 2 ��
�����*
�� 6��� ���� ������� ��� ����� $���&�� ���$��
�� �� �����$����*

���� ������� �� ��$������� ���������� ��� �� �����
��� 
������, #%��, "���%� �� ����0
���
 Z#"�II[ ��� �

����� ����� $�
��� �� �� �����$���� �� ��$����� �� �����
��� 
������
��� �� ���$� �1 ��C��� ��� �

‖c‖1 =
K∑
k=1

|ck| * SD*

T

+� $�
��� �� �����
��� �
� $���$��� 
� ���
 ��
 ���M�����
 
��� ���
, 
��6 ��, �� ���� �
�
$�)�$��� 
� �� ;�� �� ���M�����
 �
� ����, ���
�020���� 
� ���
 ��
 ���M�����
 
��� �3��)*
���� ������� �� ;�� �� ���M�����
 �����$�����), �� 6��� ���� $���$�
�� ����� �����
���*
+� �����&$� ��
������ P1 �
�

P1 : min
c

‖c‖1 ��� ��� s = cT · D * SD*
�T

#� �����&$� ���� 7��� ��
���, ����$$��� ��� ��
 ���%�����
 �� ���3��$$�����
�������� S���� 
������ 
*
T* �� �
� ������ ��� 
� �� 
������� �� �����&$� P0 � ��������

���������
 
�$���
, ����
 ���
� ��

� �� 
������� �� �����&$� P1 S���� �� 
������ 
�������T*
"� ����� �� ��� ���������
��, �� ���$� �1 �����
���� 2 �� ��30����
�$������ �� ���M0
�����
 ���� �� ���
��� �� ����������� � ������ 
��� ��� ��� �� +������ � p(c) ∝ e−‖c‖1 * +�



J
 ��������	�	
�� ����
���
���� ��� �
�����

�����&$� P1 �
� ���� ���������� 2 ��� $�)�$�
����� �� �� ����
�$������ �� �� ���
��� �
���	������*

+� �����
��� ���� 7��� �3���$��� �������� ��� �� ���$� �τ �

‖c‖ττ =
K∑
k=1

|ck|τ , SD*
JT

���� τ ∈ [0, 1]* ���
 ������
 $��������� �)������� �� �������� ���
��� �� �� �����
���

������ ��� �‖c‖0

0 = limτ→0 ‖c‖ττ *
+� �����&$� Pτ �

���� 2 ����� $�
��� �� �����
��� �
� �

Pτ : min
c

‖c‖ττ ��� ��� s = cT · D , SD*
	T

�� �� �%���&$� ������������� ����� ��
 �����&$�
, ��;2 ������ �� ��� 
��� �)��
� ���

�� 
������ 
�������, �
� �3���$��� ������� ���� Pτ * "�
 ��3����%$�
 ��� ��� ���������

���� ��
����� �� �����&$� �� 
��� �)��
�
 �� �%������ 
* +��������������� ���������
�� ��
�� ���$� �τ �
� ��� ��
 ���M�����
 
������ ��� ��� 3��

����� 3�������
��* ���� τ ∈ [0, 1],
����� ��� �$��
� ��
 ���M�����
 �����$�����)*

���
 ������
 ��C� �������� ��� �� �����&$� P2, ������ �����$$��� �����&$� ��

$������
 �����
 �

P2 : min
c

‖c‖2
2 ��� ��� s = cT ·D , SD*
LT

� ��� 
������� ������� � c��� =
(
s · D+

)T
* +�
 ���M�����
 ������
 �� $���$�
��� ��

����&�� 
��� ��
 ���M�����
 �� ���
 ������ ����3��, �� �� 
��� ��
 �����$�����) Z#"�II[*
"� ����� �� ��� ���������
��, �� ����&�� �����
���� 2 �� ��30����
�$������ �� ���M�����


���� � ������ 3��

��� � p(c) ∝ e−cT ·Σ−1
c, �K �� $������ �� ���������� Σ �
� ����������*

!� ���2 ��
 ����&��
 �� �����$���� ��C��
 ��� �� ���$� �τ , \��?��%��
�� �� #��60
$�� Z#\I
[ ��� �����
� �� $�
���� �� �����$���� �� ��������� ���������� �� �%�����
��
 ���M�����
* ���
 �� ���������
 ��
 �� ����&�� ��� ���
 �� �������
����
 ��
 ��� ��

����*

���
 ��
 �����&$�
 ��� ���
 �����
 ���)��
�� �����
������� �� ����� ��
 ����$0
��
�����
 �)����
, �� ��
 ����� �� �����7� ��� ���� ��
 ������������
 ���������
* �� �O��,
��
 �����&$�
 ����� ��
 �� 
������� 
� �� ������������ �������� $���
 �����$�
 ��� ��
��$��
���, �� �� 
��� ;�� �� ���M�����
 ��$���� �� ��������� s = cT · D, ���
��� ��
������������ �
� ��� ��
�, �� ��� ���� ������� �� $���$�
�����*

������

��
0���
 $��������� �� ��
 �� �� �������)�$����� �����$�����
� �� 
�3���)*
"��
 �� ��
, �� �����&$� �
� �� ������� �� ;�� �� ���M�����
 2 �� 6��
 �����$�����) ��
���$������ ��� �����
�������� C�&�� �� 
�3���* "� 6�A�� ���

����, �� $�
��� �� ��������
�� �����
�������� �
� �������� ����������� � ‖s− cT ·D‖2

2, �� ��� �����
���� 2 
����
��,
���
 �� ����� ���������
��, ��� �������� �
� �� ��
��������� 3��

�����*

+� �����&$� �� �������)�$�����, ���� PDN
τ,λ , 
������ ����
, ������ ��� 
��� �� $�
���

�� �����$���� �%��
�� S���� 0 ≤ τ ≤ 2T

PDN
τ,λ : min

c
‖s− cT ·D‖2

2 + λ · ‖c‖ττ * SD*
(T



��
��
�� �� ����
���
� �� �� ��������	�	
�� J�

+� �������� DN 6��� ��6������ �� .�
�
 ���
��� "�0���
��3, �����
� ���
 Z#"�II[,
��� �����
���� �� �����&$� PDN

1 * +� ����$&��� λ 
��� 2 ��3��� �� �������� ����� ��

���) ���$�
 �� �� 
�$$�* �� λ �
� ��&
 3����, ����
 �� 
������� ����$��� 
��� ��&

�����$�����
�, $��
 �������� ���� 7��� 3�����* "� ������� �:��, 
� λ �
� ��&
 �����, ����

�������� 
��� 6�����, $��
 ��
 ���M�����
 �� 
����� ��
 ��&
 �����$�����)* +� ��3��3� ��
�� ����$&��� �
� 3�������$��� �$�������, $��
 ��������
 $��%���
 Z��3'', R"� +'�[
���$������ �� ������� ����$������$��� ��� ������ �O���� �� ��� ��$���$�
*

"� ��$����) ��3����%$�
 ���$������ �� ��
����� ��
 ��O�����
 �����&$�
, �� ��

���
 $�������
 
��� ���
����
 �� �%������ 
* �����
 2 ������� ��� �� �����&$� PDN

2 ,
������ ���%�� �6 1��$� "�0���
��3 Z#"�II[, ����� ��
 ���M�����
 ��� �� 
��� ��


�����$�����)* ��
 
��� ������
 ��� c��� =
(
s · DT (D ·DT + λ · I)−1

)T
, �K I ∈ RK×K

�
� �� $������ ��������*
!���� ���)��
�� �������
 ��
�����
 �%�������
 ������
 
�� ��
 �����&$�
, 6��
��
 ��

������ 
�� �������)�$����� �� �� �����* ���
 ������
 ���
����� ;�
���2 $��������� ��$$�
��� $���&�� ��������%�� �� ����$��
����� �)����, ���� �� ��3$������ �� �����$����
��
 ���M�����
* +������)�$����� ���� 7��� ��� �3���$��� 
��
 ����3�� �� $��&�� ��
����$��
����� ������� �

s = cT ·D + r * SD*
FT

#� $��&�� ���� 7��� ���������� �� 6�A�� 3��������� � �����
 
�3���), �����
������� ��)
���$�
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, 
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���
 ��� �� �������, �� r �
� �� ����� �� $�
��� �� �� ������� �<
2 ���$�����
��� ��
 ��
���$���
 �� $�
���* +� ����� ���� �3���$��� �����
������ 2 ��
����� ���� �����* "��
 ��
 �����&$�
 PDN
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� 3��

���, �� �� ����$&���
λ ������ �� ������, ��� ���� 7��� �����, �� �� �����* �� �� ������ �� ����� �
� �����
�� 
� ����;����6 �
� ��������C�� ��
 ���$�
 ����6
 ���
 �� �����, ����
 �� ����$&��� λ �� ��
��
 7��� ��3�� ���� $���$�
�� ��������, $��
 ���� ��� �������� 
��� �� $7$� ������ ���
�� �����*
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 ��� ��� $����
 ���� ���������
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�����&$�
 �)��
�
 ���
 �� 
������ ����������* +� �%���&$� �� ���
 �$������� �
� ������0
��$��� ����� ��� ������ 
��
 ��������
 ���������
 ������$����� ���� ;�� �� ���M�����
 c
���� �� �����&$� Pτ * "���%� �� ���� Z"�'�[ ��� ������ �� �%���&$� ���� τ ∈ {0, 1}
�� -�������� �� ����
�� Z-�'��[ ���� τ ∈ [0, 1]* +� �%���&$� �
� �� 
������ �

�������� 
 
��	 D �� 
��	�������� ����	����� 
��� �� ������ 
� ������	 
� 
��������
���� �� ������� 
� s =

∑K
k=1 ck · dk ����

‖c‖0
0 <

1
2
(1 + 1/M(D)) � SD*
IT

����� c ��	 �������� ����	��� 
� �������� Pτ � ���� 	��	�� ��� ������� 
� τ � 0 ≤ τ ≤ 1�
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+� 3������� M(D) = supk′ �=k |〈 dk′ , dk 〉| 
�������� �� ��%������ �� ������������ D ��
���� $�
��� �� ���)�$��� ����� ��
 ���$�
 �� ������������, ���
 �� ���� ��
*

+� �%���&$� ���$�� ���

���� ����� ;�� �� ���M�����
 c �
� �������� 
������� ��0
��$��� �� �����&$� Pτ , $��
 �3���$��� ����� �
� �� 
������� ����$��� ������ �� ���

��
 �����&$�
 Pτ ���� 0 ≤ τ ≤ 1, �� ����$$��� �� P0, ���, ��$$� ���
 ������
 ��;2
�)������, �
� �� �����&$� ��0��$���� ���
 �� ��
 3������*

+� �%���&$� ������ ����� ;�� �� ���M�����
 �
� �� 
������� ����$���, $��
 �� �� �����
��
 �� $��%��� ���$������ �� �������� ����� 
�������* #�������
 $��%���
 ���$������
�� ������ ���
 ����� 
������� 
��� ���
�����
 �� �%������ 
*
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, �� ��� �$������ ��� ��
 ���������
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��&
 ����$��� ��������
* ���� �� ������������ ��������� �����$�
 ���$�
, �� ��%������
�� ���� ��
 7��� ��6������� 2 1/

√
L* �� ��� �)�$��� ��
 ���$�
 
��� �� ������ L = 256,

�� ;�� �� ���M�����
 ���� ���� ����C�� ‖c‖0
0 < 8 �� s = cT · D* +� ��
 �� C3��� �K ��
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∑K

k=1 ck · dk

��� �� 
��	�������� ����	����� D� �	 ��	��� I = {k / ck �= 0} �	 TI �������	��� 
�
���	���� c → TI(c) =

∑
k∈I ck · dk� 
�

sup
k �∈I

‖TI+(dk)‖1 < 1 � SD*�'T

����� c� �� ����	��� ��� �������� P1� ��	 ����� �� ����	��� ��� �������� P0�
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�3�� �� �
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� �� TI *
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 ��
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�
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 ��� ��
�, $��
 ��
 ���
 ��� �����, �� ��� �� �%��) ��
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�� ��
 ��O�����
 ����&��
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� �� ��
���
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���� ����
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���� 2 �� $���&�� ���� �� � ��� 
=��%���
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�������� �
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� �� 9���, �� 6�A�� 2 ����
�����
����� ��� 
������
����� �� ��$��
����
 �
����������
 �� ���$���
���
*

�� �����
��� ;�
��$��� �� ������������, �����
 �� 
�3��� �� ������ L = 128 ��$$� ��

�$$� �������� �� 10 ���$�
 �� �� ��
� �� ��
���
 �� �� 10 ���$�
 �� �� ��
� �� 9���*
�� �������� ���� ��
 
���
�]��
 �� ��
 �$���
���
* +� 
�3��� �
� �����
���� �� %��� �� ��
C3��� D*(*

!� $����� �� �� C3��� D*( 
��� �����
����
 ��
 ���M�����
 ��� ��� 
���� 2 3������
�� 
�3��� 2 ������ �� ������������ ��������� ��������� �� ��
� �� ��
���
 �� �� ��
� ��
9���* #� ������������ �������� K = 256 ���$�
 �� 256 ���M�����
 
��� ���� �����
����
*
����
 20 ������� ��) 
��� ���0���
*

�� ��
 �� �� C3��� D*(, ��
 ���M�����
 �� �� ����$��
����� �� 
�3��� 
�� �� ��
�
�� ��
���
 
��� �����
����
 2 3���%� S2 ������ ���� �� ��
� �� 9���T* !����� ��
 ���)
��
�
 �� ���$�� ���)������� 
��������$��� �� 
�3���, ��� ���
 ��
 ���M�����
 
��� �����0

�
, �� ����� ���
� ������������* ���� �� ������������ ��$������� ��
 ���$�
 ��
 ���)
��
�
 ���$�� ��������� ��� ����$��
����� �M���� S�� $�����T* ���
 ������
 �����0
���� ��$������ ��� ���
 �� ��
� �� ��
���
 S�� ��
 2 3���%�T, ��
 ���M�����
 ��
 ���

����3������
 �����
������� ��) ���$�
 3���������
 �� 
�3��� S��
����
 �� $�����T, ��

���M�����
 �=��� ��� ���3�
 ���
 �� $7$� �����* +� $7$� ��$����� 
��������� 2 ��
��
� �� 9���*

����� �)�$��� ����
��� �������7� �������
�� �� ������������ ��������� ���� ������� ��

�3��� ��� �������� ��
 ���$���
 �� ������ ��O������
* !����� ����� ����$��
�����
�������� ��
 �� 7��� ������� �� �����
��� ��� ��
� 
����* +������7� �� �� ����������
3������ ���� �� ��$��� �� 
��������
 ��O������
 ���
 �� 
�3��� 2 �������*

�1!1! �����	����� ��� 
	���	�� �� ��	
������

���
 ����
 $����� ���
 �� 
������ D*�*D ��� �� 
�3��� 3����� ��� �� ��
� �� ��
���

���
� ��
 �����$�����) ���
 �� ��
� �� 9���, �� �����
�$���* >���C��
0�� �� 6�A��




����	��	
�� �����
���	��� J(

20 40 60 80 100 120
−2

0

2
Signal genere par cosinus + Haar

50 100 150 200 250
−2

0

2
Coefficients sur le dictionnaire redondant [cosinus, Haar]

20 40 60 80 100 120
−2

0

2
Coefficients sur la base de cosinus

20 40 60 80 100 120
−2

0

2
Coefficients sur la base de Haar

���� D*( Y +� 
�3��� ��$��
� �� ��
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 �� 9��� S%���T � ��� ����$��0

����� �M���� ���
 �� ������������ �����

��� ��
 ���$�
 �� �� ��
� �� ��
���
 �� �� ��
��
� �� 9��� S$�����T* �� ������%�, ������ ��
 ���) ��
�
 ���
� 
���� �� ���$�� ���
����$��
����� �M����*

��$������ 2 ������ ��
 $�
���
 �� �����
��� ���
�����
 �������$$���* ���
 ���)��
��

��� ��
 ��
�����
 ���� �� 
�3��� 3����� ��� �� ��
� �� ��
���
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 ���
��
 �� �����
�� �������7� �� �� �������* �� �O��, ��
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+� ���$�&�� ��3�� �� ������� ������� �� 6��� ��� 10 ���$�
 �� �� ��
� �� ��
���
 ���
��� 
����������
 ���� ����� �� 
�3���, �� ��� 128 ���$�
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��� �� �������� ��
 ���$�
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���
����

����
 ���� ����$��
�� �� 
�3��� 
�� �� ��
� �� 9���*

! ������
 ��
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 ��3��
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��� ��� ��
 ���$�
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���$������ �� $�
���� �� �����
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��� ���;���
 ���
 ������
 ���� �� ������� ��
3���%�, �����
������� 2 �� ����$��
����� ��� �����$�����
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�� �� ��
� �� 9���, ���
���� �� ������� �� ������, ��� �����
���� 2 �� ����$��
����� �� ���
 �����$�����
�*

+� ��3�� 4 $����� ����� 2 ���� ��� �� ���$� �2 ��� ��
 �� ������� ���� �� �����$����*
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� ���
 6����� ���� �� ������� �� 3���%� ��� ���� �� ������� ��
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����� �����$�����
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�� ������������ ����� ��
 ���) ��
�
, �� �� C3��� D*( $����� ��� �� �� ��
� �� ��
���
, ��
�� ��
� �� 9��� �� ����� 2 ���� 
���� ��� ����$��
����� �����$�����
�* ���
 ���C�$��

����� ����=
� �� 6�A�� �%�O��� ���
 �� ������� 
������, 2 ������ ��
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���
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��
 ���M�����
 �� �� ����$��
����� 
�� �� ������������ ��������� 
��� ���
 �����$�����)
��� ��
 ���M�����
 �� �� ����$��
����� 
�� ��� 
���� ��
 ���) ��
�
* �� ���C�$� �3���0
$���, ���� �� ������&$� �������, ��� ��
 ���M�����
 ������3�� $���$��� �� 
��� ��
 ��

���
 �����$�����)*

��$ �������
�� �� �����
��

���� �������� �� �%������ �� �������� ��
 ����%���
, ���
 �����
 �������� ��
 �������

%=���%&
�
 �� ������� �� ������� ��
 ��M�����
 2 
��$����� ���� �����
�� ��
 �����
����0
����
 �����$�����
�
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 ���$������
 ��� �� 
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 �%������
 
������
*

�131� 7&���-���� �� �	� ���

���
 ����
 ��;2 ������� ���, ���� �� ���$�&�� ������ �� �� ����$���, ��
 
�3���)

��� �� ��$��
��� C��� �� 
��� �����
����
 ��� �� ������� s �� ������ L*
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 ��� �� ��$��� �����$�
 K ���
 �� ������������ �
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�� ��� ���$�� �� �����
����� �� ������������ ��� �� $������ D, ���� ��
 K ��3��
 
��� ��

���$�
 dk �� ������ L, �� ��
 ���M�����
 ��� �� ������� c, �� ������ K*

 �������
 �3���$��� ��� ���
 ����
 ��
������ ��
 
�3���), ��
 ���$�
, �� ��
 ���M0
�����
 2 7��� 2 ������
 ������
*

��C�, 2 ������
 ��
 ����&��
 �� �����$���� ��C��
 ��� ��� ���$� �τ , ���� τ ∈ [0, 1],
���
 
����
��
 ��� ��
 ���M�����
 �� �� ����$��
����� 
��� �����������
 ����� ��)
�� ���������$��� ��
������
, ���� ����� �� ��� ���������
��* �� �O��, 
��
 ����3�� ��

�����������
, �� ����&�� ‖c‖ττ �����
���� 2 �� ��30����
�$������ ��
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��� �����
���� �� �1#� ���� 
�3��� �� ������, ��
 ���M�����
 �� �������� %��$������
��� ��
 ��$�����$���
 ��&
 
�$������
, �� ��������$��� ��
 �����������
* "� ���
, ���

�� ��
 �� ������=
� �)���� �� 
�3���, 
� �� ������������ �
� ���������, ����
 ��
 ���M�����

�� ������� ��
 7��� �����������
, ���
�����
 6��$��� ��� 6�$���� ����*

�� ������%�, ������ �������������� ���
� ��
 ��$��&��$��� ����3��� �� ���������0
���� ���� ������������ �M����* �� �O��, ��������
 ���)�$��� �� �� �1#� �� 
�3���
�� ������* �� ��
 ��������
 %��$������
 6��������
 
��� �������
 ���
 �� 
�3���, ����

���� ��3$����� �� �����$����, �� �
� ;�������) ���;����� ���
 �� ������������ ��
 ���$�

%��$������
 ������� �� 3�
������ ���
����
 ���M�����
 ����
 ����� 
��� 
�M�* "�
 ���M0
�����
 ��&
 ��������������
 ���%��� 
������ ��� ����$�
����� ��

���� �� ������������*
+������������� ����� ��
 ���M�����
 �
� ����;����6 ����� $��%��� ����������

�3� �� ���0
��������� ���
����� �� �%������ �, �� ��$$�� ������=
� �� ��$��
����
 ������������

S!#�T*

!��&
 ����� �)��
� ��
 �������
 %=���%&
�
 �� �������, ��
���
 ��
 ��M�����
 ��%������

��) �����
��������
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�
*
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�
 ���$������ ���������� �� ��
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����� �� 
�3���) �� 
��� �� ����� �������)
���� ��
 �����������
 �����
 ��� �� ����3�, �� 
��������� �� 
�����
, �� �� ���

�C������*

����� ����� �� ������������ �����$�
, �� ������ ��
 ���M�����
 ���
� �� ������%�
��
 ������* +� �%��) ���� ;�� �� ���M�����
 �����������, ��� 6��� ���� �������7� ��
 ����$0
��
�����
 �����$�����
�
, �
� �3���$��� �� �����&$� 
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 �%���&$�
 ���0
���

��� ��������
 ��������
 ������������� ����� ��
 �����&$�
* �� 6��� ����$���
 �%��
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���� �����&$� �����
�� ���� �������� ��
 ���M�����
, �� ����$$��� �%��
�� ��
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τ �� λ, ���� ��
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+� ���)�&$� ��M����� 
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 ������������� ����� $��%��� ���$������ ��
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����� �� �����&$� ��
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�� $��%��� �� ��
������� �
� �������, $��
 ��
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 ��$������ �� ����

���� ��
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����$���, �� ��� ������� 7��� 3���$���
 �� ��$�
 �� ������ �� �� $�$����* �����

�3���$��� ������ ���� ������&�� ���
�
�� 2 �������� �� ��3����%$� %����
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���
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 ������
 ��������� �������� �&
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, 2 �� �����&$�
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�� ���
 ��
 �%������
 
������
 ��

�����
�
 ��������
 ��� �� ��$$������, ����������$��� �����
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 ���M�����
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 �� ���$��� ��$�
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 �)��
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�����
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�������� �� 
�����
 �� ���
 ���
�������
 ��
 $��%���
 ���

����
 �� ��
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, ���
����
 2 �� 
������ 
*
, ��3����� ��
 ��3�0
���%$�
 �� ���3��$$����� �������� �� ����������� ��� ������� 2 ��
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 3��
 �O��� �� ������*

+� ���)�&$� 6�$���� ����3����%$�
, ���
����
 2 �� 
������ 
*� ��3����� ��
 ��3����%$�

�� 
������3� �������6* #�
 ��3����%$�
 ������
 ���
�
���� 2 �������� ��
 ���M�����
 ���
$���$�
����� �� �������� �����������, ���
 2 ��
 
�������, �� 2 ���������� �� ������$���
;�
���2 ������3����*

!�� %����
����� �� ������
��

+�
 ��3����%$�
 �� ����
����, �� ��3����%$�
 3������
, �%���%��� 2 ��
����� �� ���0
��&$� PDN

0,λ 2 �%���� ���������* #���� ����$�
����� ������ ���

��� ��������� ��
 ����0
��$�
����� 3������ ���
 �� ��
 3������* +� ��3���� %����
����� ��
 ��3����%$�
 �
� ��
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	���� �� ��������
	
�� ����
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������� � �%���� ����� �;���� �� ���$� 2 �� ����$��
�����, ���� ������ ���
 ��� ��0
���� ����� ����� �� ��$��� �����$�
 �
� 3����* ! �%���� �����, �����$� ��� $���$�
�
�� ���
 �� ����&�� ��� 
�� �;��� �
� 
����������* +���3����%$� 
����7�� ����� �� ����&��
�����7� ��C�� � ������ �
� �������*

���
 ���
�����
 ���
 �� ���$��� ��$�
 ����%��3 ���
���, ��� �
� �� ���$��� ��0
3����%$� 3������, �����
� ��� ������ �� ^%��3 �� DII� Z�^I�[* "��
 �� ���)�&$�
��$�
, ���
 �)��
��
 ����3����%$� 5��%�3���� ����%��3 ���
��� Z� RI�[ ��� �

���
��� ���
 3����� �����$���� �� ������3� �� �� ��$��� C�� �����������
* "������
 ��3�0
���%$�
 3������
 Z���I	, # 'D, R��8'	[ ��� ��� �����
�
 ���
 �� ����������� $��

���
 �� ��
 ���
�����
 ��
 ���* "��
 �� 
���� �� �� �%&
�, ���
 �)���������
 ��������
���
 ����
 �%��
� ����%��3 ���
��� ���� ��
 �)��������
*

�1�1� ���
-��� ��	����

+� �������� �� ����%��3 ���
��� S��T �
� �� 
����������� 2 �%���� ����� �����$� ��
���
 ������� ���� �� 
�3���* +� ����$��
����� ���&
 ����%��3 ���
��� �
� �� �� 6��$� �

s =
I∑
i=1

ci · dki + rI * S
*DT

+� ��
��� ������� r0 �
� �� 
�3��� s, �� 2 �%���� ��������� i, �����$� dki 
���������� �
�
����� ���� �� ������� 
������� ���� �� ��
��� ri �
� �� ���
 3����*

!����
�	
�� �� :�	��
�� +����
	 '

��������
����� �� ��$����� i := 0 �� �� ��
��� r0 := s
8�
��

D* ��
� 2 ;��� �� ��$����� i := i+ 1


*  ��%���%� �� �����$� �� ���
 ������� �

ki = arg max
k

|〈 ri−1 , dk 〉|2 S
*
T

�* #����� �� ������� ���M����� � ci = 〈 s , dki 〉
J* ��
� 2 ;��� �� ��
��� � ri = ri−1 − ci · dki

���	 %�� �� ������3���� ���
� ��
 ��������

�� 6��� ����� ��� ���
 �� ����� ���������, �� $7$� ���$� dk ���� 7��� 
����������
���
����
 6��
*

+���3����%$� ����%��3 ���
��� ���
���� �������7� ��7��� ��&
 ������ ��� �� ���)�3�
��� ��
 ������
 �� �������
 
�������
, �� ������ ��������� �� �=�� �����
��� �� $�0
�����, ���������$��� 2 �������� ��
 ��3����%$�
 ��� ���
 ���
�����
 ���
 ����* ��



�����
	���� �� ������
	� 	�

������������, �� ��$��� �����������
 2 �O������ ����� �� ������3�� ���� 7��� �$�������,
����$$��� 2 ���
� �� �� ��

������� �� 
����������� ���
����
 6��
 �� $7$� ���$�*

! �%���� ���������, ������3�� �� �������� ��$���� �� �� �����
��� ��
 ���M�����
 ��30
$����* +������� ���� ���
 U��� ����� �� ��$��� �����������
 ���� ���
 ����C��* ���

��������
 ���������
 �

�U 
��&��
 
�� �� �����$���� �� �� 
������� ����$��� �� �����&$�
PDN

0,λ , �� �
� ������ ��� ����3����%$� ����%��3 ���
��� ���� ���
 ����� 
������� Z-�'��[
S���� �� 
������ 
*D*�T*

�1�1� 9	�-������ ���
-��� ��	����

+���3����%$� 5��%�3���� ����%��3 ���
��� S5��T ����
� 
�� �� $7$� �������� ���
����%��3 ���
��� �� �� ��O������ ����� �� �� $�
� 2 ;��� ��
 ���M�����
* �� �O��, 2
�%���� ���������, �� ���� �� ���;���� �� ��
��� 
�� �����$� 
���������� �� �� ��������
������$��� �� ������� ���M�����, ���
 ��
 ���M�����
 
��� ���������
, �� ���;����� ��

�3��� s 
�� ���
���� ��3����� ��� ���
 ��
 ���$�
 
����������
*

#���� $�
� 2 ;��� �� ���
 ��
 ���M�����
 �
� ������� ��� ��� ���%�3�����
����� ��
-��$0��%$��� 
�� ��
 ���$�
 ��;2 
����������
* �� 6��� ����� ��� 
� ���
 ��
 ���$�


��� ���%�3����) ����� ��), 5��%�3���� ����%��3 ���
��� �� ����%��3 ���
��� 
���
���������
*

4�� ��������� �� 5�� �
� �� ������3�� �� �� ��$��� C�� �����������
 ���� �� 
�3���
�� ��$��
��� C���* �� �O��, ���
 �� ���� ��
 ��
, 
� �� ������ �� 
�3��� �
� L, �������� 
���
����� �� ���� �� L ���������
, ��� ��
 L ���$�
 
����������
 �� ���%����$���
�
 6��$���
��� ��
� ���%�3����� �� ���
���� RL* �� 6��� 
�3����� ��

� ��� �� ���;������ �������� 2
�� ���$� ��;2 
���������� ��7��� 
���������� �� �������*

���
 �����
 Di = [dTk1 · · · d
T
ki

]T �� 
��
0������������ �� D ��3������� ��
 i ���$���


���$�
 
����������
 �� ci = [c1 . . . ci]
T �� ������� ��
 ���M�����
 �����
�������
*

!����
�	
�� �-;�	������� :�	��
�� +����
	 '

��������
����� �� ��$����� i := 0 �� �� ��
��� r0 := s
8�
��

D* ��
� 2 ;��� �� ��$����� i := i+ 1


*  ��%���%� �� �����$� �� ���
 ������� �

ki = arg max
k

|〈 ri−1 , dk 〉|2 S
*�T

�* !;��� �� ������ ���$� 2 �� ���������� � Di =
[

Di−1

dki

]
J* ��
� 2 ;��� ��
 ���M�����
 ��� ���;������ �� ��
��� 
�� ���
���� ��3����� ��� ��

i ���$���
 ���$�
 � c =

(
s · Di

+
)T
���� Di

+ = (DT
i ·Di)−1 ·DT

i

	* ��
� 2 ;��� �� ��
��� � ri = ri−1 − cT · Di
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���	 %�� �� ������3���� ���
� ��
 ��������

+� ���
�������� $���������� �� ����3����%$� $�� �� ��$�&�� ������� �� ���;������, ���
����������� �� �� �
����0�����
� 2 ������ Di

+ �� �� ���������� ��
 i ���$���
 ���$�
* ��
6��� ����� ��� ����� �
����0�����
� ���� 7��� �������� ���������$��� �� 6������� �� ��
�
����0�����
� Di−1

+* "� $7$�, ��
 ���M�����
 ������� 7��� �������
 ���������$��� 2
�� $������ ��<�* ���� ��
 ������
 �� ��
 
�$���C������
, ���� Z� RI�[*

�1�1! %�������� �-��	�'��� ��� ����	��-��� �� ���	�����

+������ ��
 ���������
 �� ������3���� ��
 ��3����%$�
 ����%��3 ���
��� �� 5��%�3�0
��� ����%��3 ���
��� � ��� �����
� ���
 ��
 �����&��
 �����
* �� �
� ������ ��� ����%��3
���
��� ������3� Y ������3�� �� ��
��� ���� ���
 ' Y 2 ��������� ��� �� ������������ 3�0
�&�� ���� ���
���� ��
 
�3���) Z/��F([* #�$$� �)������ �������$$���, 5��%����$��
����%��3 ���
��� ������3� �� �� ��$��� C�� �����������
 ���� ��
 
�3���) �� ��$��
���
C���*

����� Z���'J[ �� -�������� �� >�����3%�=�
� Z->'L[ ��� ��
�������$��� ������ ���
5�� �� �� ����C��� �� �%���&$� 
������, ��� $����� ��� 
��
 ��������
 ���������
, ��

V���
W ���$�
 
��� 
����������
 2 �%���� ��������� �

�������� � 
�������� ��� �� ������ s �� 
�������� ����	����	 �����
∑K

k=1 ck · dk

��� �� 
��	�������� ����	����� D� �	 ��	��� I = {k / ck �= 0}� �	 TI �������	���
c → TI(c) =

∑
k∈I ck · dk� 
�

sup
k �∈I

‖TI+(dk)‖1 < 1 � S
*JT

����� �� �	  �� ��	������	 �� 
��������	���� ����	!"!
��� ���" ������ ���� �� �	���
#������	$ ��	 ������ % ∀i, ki ∈ I�

#� �%���&$� ������ ��� 
��
 ��
 $7$�
 ���������
 ��� �����
 �� �%���&$� 
, ���
������ ��� �� 
������� �� .�
�
 ���
��� �
� ��

� 
������� �� PDN

0,λ , ��
 ��3����%$�
 ��

�� 5�� ������� �� 
������� �� PDN
0,λ *

!�! ����������
�� �������
���

���
 ���
�����
 ���
 ����� 
������ �� 6�$���� ��
 ��3����%$�
 �� ��
������� �� ���0
��&$� PDN

τ,λ , ��� ��
 ���%�����
 �� ����� C)� �� �� ���3��$$����� �����������*

�1�1� 0���	��-�� �� ����� +)� : ;9�.**

+���3����%$� 15#4�� Z R"II,  �#+'�[ �
� �� �=�� ��3����%$� �� ����� C)� 
��
�� ����&�� CDNτ,λ (s, c,D) �

CDNτ,λ (s, c,D) = ‖s− cT ·D‖2
2 + λ · ‖c‖ττ * S
*	T
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+� ����� ��� �� ����3����%$� 15#4�� �
� ��%=���%&
� ��� �� 3������� �� �� �����
���,
∇c(‖c‖ττ ), ���� 
������� ��$$� �

∇c(‖c‖ττ ) = α(c) · Π(c) · c , S
*LT

�K α(c) �
� 
������$��� ��
���6, �� Π(c) �
� ��� $������ ���3����� ��C��� ��
�����* ��
��%=���%&
� �
� ����C��, ����
 �� 3������� �� ����&�� CDNτ,λ (s, c,D) 
������ �

∇c(CDNτ,λ (s, c,D)) = −2 ·D · (s− cT ·D)
T

+ λ · α(c) · Π(c) · c * S
*(T

!� ����� C)� c∗, �� 3������� �
� ��� �� ����

c∗ =
[
D ·DT +

λ · α(c∗)
2

· Π(c∗)
]−1

D · sT * S
*FT

! ������ �� �� $����������� 
������� �

[
D ·DT +

λ · α(c∗)
2

· Π(c∗)
]−1

·D = Π−1(c∗) ·D ·
[
DT · Π−1(c∗) ·D +

λ · α(c∗)
2

· I
]−1

,

S
*IT

�K I �
� �� $������ ��������, ���������� S
*FT ���� 
������� 
��
 �� 6��$� �

c∗ = Π−1(c∗) · D ·
[
DT · Π−1(c∗) · D +

λ · α(c∗)
2

· I
]−1

· sT * S
*D'T

#���� �������� 6��$������� ���$�� �������
�� �� $������ Π−1(c) ��� � ��� �)���

���
���
 
�$��� ��� Π(c) �� ��� �
� ���;���
 ��C���* �� �O��, ���
 �� ��
 �� �� �����
���
‖.‖ττ , �� $������ Π(c) �
� �� $������ ���3����� �� ���$� ���3���� |ck|τ−2, ��� ���
� ��

��C��� 
� �� ���M����� �
� ���, ���� τ ≤ 1* �� ������%�, �� ���$� ���3���� �� �� $������
Π−1(c) �
� |ck|2−τ , ��, ���� τ = 1, |ck|, �� ��� �
� ���;���
 ��C��*

+��������� S
*D'T ������ �3���$��� �� ��$���)��� ������������ �� ��
 �����&$�
 ��
�����������$���, ��� �� $������ 2 �����
�� �
� �������� ���
 ������ �� �������� $���)
������������* �� �O��, ���
 ���������� S
*FT, �� $������ 2 �����
�� �
� �� ������ K ×K,
���� K �� ��$��� �����$�
 ���
 �� ������������ D, �����
 ��� ���
 ���������� S
*D'T, ��
$������ 2 �����
�� �
� �� ������ L×L, ���� L �� ������ ��
 
�3���), ��� �
� ������ ������
�� ��$��� �����$�
 ���
 �� ��
 ��
 ������������
 ���������
*

+���3����%$� ��� ������� �� ���������� �� ����� C)� S
*D'T �
� �� 
������ �

!����
�	
�� �� 8;.<)) '

��������
����� �� ��$����� i := 0 �� ��
 ���M�����
 c(0)

8�
��

D* ��
� 2 ;��� �� ��$����� i := i+ 1
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* ��
� 2 ;��� �� �� $������ Π−1(c(i−1))

Π−1(c(i−1)) = ���3(|c(i−1)
k |2−τ ) S
*DDT

�* ��
� 2 ;��� �� ������� �� ���M�����
 c(i)

c(i) = Π−1(c(i−1)) ·D ·
[
DT · Π−1(c(i−1)) · D +

λ · τ
2

· I
]−1

· sT , S
*D
T

���	 %�� �� ������3���� ���
� ��
 ��������

�� �
� ������ Z �#+'�, 1��'L[ ��� ����3����%$� 15#4�� ������3� ���
 �� ������
����� C)� ��� 6��� ������ ��
 $���$� �����) �� ����&�� CDNτ,λ (s, c,D), ���� τ ∈]0, 1] ��
���� ����� ������ �� λ ≥ 0* �� 6��� ����� Z1��'L[ ��� ���
��� λ �
� 3����, �� 
�������
����$��� �
� �� ������� ���*

+���������
����� ��
 ���M�����
 c(0) � ��� 3����� ��P����� 
�� �� ����

� �� ������0
3����, �� ��� ���$�� ������������ ��
 ������

����
 � ������ ���
 �� ����������
����� Z R"II,
 �#+'�[* �� 6��� ����� ��� ���������� �� $�
� 2 ;��� ��
 ���M�����
 S
*D
T �
� ����� �����
���M����� $�
 2 U��� 2 ��� ��������� ��
���� 2 U��� ���� �����
 ��
 ���������
 
�������
*
+��
 �� ����������
�����, �� �
� ���� �$������6 �� ������� ��� ��
 ���M�����
 ���0���

���
 �� ������� c(0)* 4�� ��������
����� 
������� ��� ������� ���
��� 
<��$��� 2 ��

���M�����
 ���0���
 �
� �� 
������� ������3�� $���$��� �

c(0) =
(
s ·D+

)T
* S
*D�T

�1�1� �	��	�������� '���	���'��

+� ����&�� CDN1,λ (s, c,D) ���� 7��� ��
��� ��� ���3��$$����� �����������* �� �O��,
�� ��
���

c+k = max(ck, 0) �� S
*DJT

c−k = max(−ck, 0) , S
*D	T

��
 ���M�����
 ������� 
�������

ck = c+k − c−k S
*DLT

|ck| = c+k + c−k * S
*D(T

+� ����&�� CDN1,λ (s, c,D) 
������ ����
 
��
 �� 6��$� �� ���3��$$� ����������� 
��0
���� �

min
c̃

c̃T · D̃ · D̃T · c̃ + (λ · 1 − 2 · s · D̃T
) · c̃


��
 �� ���������� − c+k ≤ 0 �� c−k ≤ 0 ∀k S
*DFT



���
����� ��	���� 	(

���� c̃ = [c+T c−T ]
T
�� D̃ =

[
D
−D

]
�� 1 = [1 . . . 1]*

#� ���3��$$� ����������� �
� �����)� �� ��

&�� �� $���
 �� $���$�$ 3����� ���
���� 7��� ����$$��� ������ ��� ��
 ��3����%$�
 �� ����� ��������� Z��%I
, #"�II[
�� �� 3������� ���;�3�� Z-+IL[* #�
 $��%���
 3��������
 
��� ���3�$��� �$���$�����

���
 ��
 ��3�����
 
������C���
 $��
 ����
 ���
������ �� ��6��� ��7��� ��&
 ��<���
�
 ��
��$�
 �� ������ �� �� $�$����*

"�
 ������) ������
 ��� ���$�
 ����������� �� ��
������� �� �� �����&$�, ����$$���
�����������  �B��3%��� +��
�0������
 S� +�T Z1��'L[, ��� �
� ��&
 ����%� �� ����3����%$�
15#4��, �� ��������%� ��� ������������ %�$�������� Z�#\'	, �1'L[ ��� ���$�� ��
������� �� 
������� �)���� �� �����&$� PDN

1,λ �� �� ��$��� C�� �����������
*

!�" &��
����� ������


+�
 ��3����%$�
 ���������
 �����
��� ��
 
�������
 ���� �� ������������ 3������*
+��
��� �� ������������ ���
���� ��� 
�������� ���������&��, ��
 
�����3��
 ������� 7���
$�
�
 �� ����� ���� 
�$���C�� �� ��������� �� ��
�������* ���
 ���
�����
 ���
� ���)
��3����%$�
 �� 
������3� ���) S
������ 
*�*DT �� �� 
������3� ���) ������� S
������ 
*�*
T
���� $���$�
�� CDN1,λ (s, c,D) ���
��� �� ������������ �
� ��
�������$��� ��� ��
� ��0
�%����$�� �� ��� ����� �� ��
�
 ���%����$��
* ���
 ���
�����
 �� 
������ 
*�*� ��
��3����%$� �� 
������3� �������6, ��
� 
�� �� $7$� ��������, $��
 ���������� 2 ���� �=��
�� ������������, 
��
 ���������� �� 
��������*

�1!1� *�������� ���)

+��
��� �� ������������ �
� ��� ��
� ���%����$��, �� 
������� ����$��� �� PDN
1,λ �
�

������� ��� 
������3� ���) Z"��I	, #"�II[*
 �������
 ��� �� $������ D ����� ��
� ���%����$�� �
� ������, �� ��� 
�� �����
�

�
� �3��� 2 
� ����
��
�� � DT · D = D · DT = I* +�
 ��
�
 �����������
 Z���IF[ ��
��
 ��
���
 �����) 
��� �)�$���
 �� ��
�
 ���%����$��
 �����
��
 ���� �� ������$��� ��

�3��� �� ���$�3�
*

���� ��� ��
� ���%����$��, �� ����&�� CDN1,λ (s, c,D) ���� 
������� 
��
 �� 6��$� �

‖e − c‖2
2 + λ · ‖c‖1 , S
*DIT

���� eT = s · DT * +� ����&�� �
� ����
 
��������, ���
�020���� ����� ������ �� 6�A��
������������ �� �%���� ��
 ����$&���
 ck, k ∈ �1,K� S����� ��� K = LT*

"�C��

��
 �� 6������� �� 
������3� ���) ηλ ��� �

ηλ(c) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

c− λ
2 , 
� c ≥ λ

2

0 , 
� |c| ≤ λ
2

c+ λ
2 , 
� c ≤ −λ

2

* S
*
'T

+� 6������� �� 
������3� ���) ηλ �
� �����
����� 
�� �� C3��� 
*D*
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*D Y -���%� �� �� 6������� �� 
������3� ���)*

"���%� � ������ Z"��I	[ ��� ��
 ���M�����
 c��� ����$��) 
��� �����
 ��� �

c��� = ηλ(D · sT ) , S
*
DT

�� ��� �����
���� 2 �������� ��
 ���M�����
 �� �� ����$��
����� �)����, ��� D · sT , ���

2 
������� ��
 ���M�����
 �C� ����3$����� �� �����$����*

�1!1� *�������� ���) ����	��

����=, .���� �� �
��3 Z�.�''[ �����
��� ��� $��%��� �� 
������3� ���) �������,
������� ��

� .���? #���������  ���)�����, ���
��� �� ������������ �
� ���
����� �����
����� �� ��
�
 ���%����$��
* #��� �����
���� 2 ����� ����� ��
 ��
�
 ���%����$���

�������$$��� �����
 ���
 �� 
������ 
*�*D* ��� �)�$���, "����� �� �����
��� Z"�'
[
�����
��� �������
�� ������� �� �� ����
6��$�� �� ��
���
 ��
��&�� $���C�� S�#"�T ��
����� ��
� �����������
 ���� ����$��
�� �� 
�3��� 
����� ����� 
�
 ��$��
����
 ������

S��
 ������
 �
����������
T, ����
������
 S��
 ������
 �$���
���
T �� �� �����* �� 6��� �����
�����
 �������
��� ��
 �� $��%��� �� 
������3� ���) ������� ���� �� ����$��
�����*

�� �� ������������ �
� D =

⎡
⎢⎣

D1
***

DP

⎤
⎥⎦, ����3����%$� ���
�
��, 2 �%���� �����, 2 �%��
��

��� ��
� Dp, 2 C)�� ��
 ���M�����
 cp′ �

����
 ��) �����
 ��
�
, �� 2 $����� 2 ;��� ��

���M�����
 cp �

����
 2 �� ��
� Dp ��� 
������3� ���)*

!����
�	
�� �� ���
����� ���� ��	���� '

��������
����� �� ��$����� i := 0 �� ��
 ���M�����
 cT = [c1
T . . . cP T ]

8�
��



���
����� ��	���� 	I

D* ��������� ����� ��
� Dp


*  ������ �� �� ������������ ��
 �����
 ��
�
 �� 
�3��� � sp := s−
∑

p′ �=p cp′
T · Dp′

�* ��
� 2 ;��� ��
 ���M�����
 �

����
 2 �� ��
� Dp ��� 
������3� ���) �

c(i)
p := ηλ(Dp · spT ) S
*

T

J* +�
 �����
 ���M�����
 
��� ���%��3�
 �

c(i)
p′ := c(i−1)

p′ ,∀p′ �= p S
*
�T

���	 %�� �� ������3���� ���
� ��
 ��������

+� 
�������� ��
 ��
�
Dp ���� 
��O������ ���
 ������� �������, �� 
����� ��� $��%���
���
 C�� ��� �������� 
�� ����������� 
������� ���� 
����������� �� ��
� ��� ��$������ ��
���
 �� ����&�� CDN1,λ (s, c,D)*

! �%���� ��
, ����
 ��� �����
 ��
 �����
 ��
�
 
��� C)��
, �� $�
� 2 ;��� �� �� ��
�Dp

�
� ����$��� �� 
��
 �� ����&�� �� .�
�
 ���
���* �� �
� ������ ��� ����3����%$� ������3�
���
 �� $���$�$ �� ����&�� CDN1,λ (s, c,D), ��� ��
 ��
�
 Dp 
����� 
�����������
 �����
���&
 ������� ���
 �� ����� �����C��, �� �������
 
����� 
�����������
 
���� ��� �&3�� ��
���
 3����� ��
����� Z�.�''[* ���, �� ������3���� 
�3��C� ��� �� ����
 ‖c(i)‖1 �
� �����
�� ��� ���
 ��
 �����
 C)�
 �� ����3����%$� 
��� ��� 
������� �� .�
�
 ���
���*

+�
 ���M�����
 ������� 7��� ��������
�
 ����� ����������� ����3����%$�, ��� �)�$���
��� ��3��

��� �������� S����������� �� �� �
����0�����
� 2 ������ � c(0) =

(
s ·D+

)T
T*

+���3����%$� �� 
������3� ������� ���$�� ����������� �� ������3���� ��� ������� 2 ��

$��%���
 �� ���3��$$����� �����������, ����$$��� ����� �������)�$����� �
� 3��
0

�&�� Sλ 3����T* �� ������%�, �� �
� ��������� �� ��
����� �� �����&$� ���� λ → 0 ���
�� 
������3� ���) ��� ����� �O�� ���
 �� ��
 �� ��
 ���M�����
 �� 
��� ;�$��
 $���C�
*

�1!1! *�������� ���	���<

�� 
� ��
��� 
�� �� �������� �� $�
� 2 ;��� ��������� ��
 ���M�����
 ��� 
������3�,
1�3������� �� ��B�? Z1�'�[, "�����%��
, "�6��
� �� "� ��� Z""�'J[, #�$�����
 ��
\�;
 Z#\'	[ �� ���� Z���[ �����
��� �����
�
 ���
���
 ���� ��3����%$� �� 
������3�
�������6 ���������� 2 ���� �=�� �� ������������ D, �� ��� ���
 ������$��� ��) �����
 ��
��
�
 ���%����$��
* +���3����%$� �
� �� 
������ �

!����
�	
�� �� ���
����� 
	���	
* '

��������
����� �� ��$����� i := 0 �� ��
 ���M�����
 c(0) = 0
8�
�� �� $�
� 2 ;��� ��
 ���M�����
 �

c
(i)
k := ηλ

(
c
(i−1)
k + 〈 s− c(i−1)T · D , dk 〉

)
S
*
JT
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� ��
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+� �������� �� ����3����%$� �
� ���O������ ��� ��
����� �� 3������� ���� �� ��
 ��
1 �� ���3 �� 3������� �� �������� �� �����
�������� ��� ������� ��) ���M�����
, ���

�� 
������� ��
 ���M�����
* #�� ��3����%$� ������3� ���
 �� $���$�$ ����� �� ����&��
CDN1,λ (s, c,D)*

!�$ �������
��

���
 ����
 ���
���� ���
 �� �%������ ����
 3�����
 6�$����
 ����3����%$�
 ��
����

�� ������ �� ���M�����
 �����$�����) ���
 �� ������������* ���
 ����
 �)��
� ���

�� ���$��� ��$�
 ��
 ��3����%$�
 %����
�����
 �� �� 5��, ��� ���%���%��� ��
 ���$�

����6
 �� ��� ��* �� �
� ������ �����
 ������3��� ���
 �� 
������� �� P0 ���
��� �����

������� �
� 
�M
�$$��� �����$�����
�*

���
 ����
 ��
���� ���
���� ����3����%$� 15#4�� ��� ��
� 2 ��
����� �� �����&$�
PDN
τ,λ , ���
 ��
 ��3����%$�
 �� ���3��$$����� ����������� �� �� 
������3� ������� �����


�� �����&$� �� .�
�
 ���
��� PDN
1,λ *

���
 �� ��
��
��
 ��
 ������� ��$�������� ����� ��
 ��O�����
 ��3����%$�
 ��� ���0
$���� �� $������ ����
 �����
 6���
 �� ����
 6�����

�
* ���
 ������
 ��������� ��������
��� ���� ���
 ��
 ��3����%$�
, �� �)�
�� �� �%���&$� �� ������3���� �� $���
 ���
 ��
����$�$ ����� ���� �����&$� �� �=�� Pτ �� PDN

τ,λ *
�����
 �&
 $��������� ���, ���
 �� ���)�&$� ������ �� �� �%&
�, ���
 ���������
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�������� �����$�
*
!�$�
 �� ���
 ��
 ��3����%$�
 �� ����$��
����� �����$�����
�, ���
 ������
 $���0

������ ���
 �������� �� �����&$� ����������

�3� ��
 ���$�
 ���$������ ��
 ����$��0

�����
 ��
 ���
 �����$�����
�
* "� ��$����
�
 $��%���
 ����

����� �� �O�� �� ������

2 �� ��3����%$� �� ����$��
����� �����$�����
� ��� ��� ���) ��� ���
 �����
 �� ���0
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���� ���
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�� �� ����$��
����� �� ���
 �����$�����
� ���� 
�3��� 
�� �� ������������ �����* ���

�� ������� �� �� �����$���� ����� ����$��
����� ���������, �� ���2 �� ����&�� �� ��
����3����%$� �����
�
, �� �%��) ���� ������������ ������ 2 ������������� ��
����* ���

��
�����
 ���
 �� �%������ �� �� 6�A�� �� �%��
�� �� ������������, 
��� ���$� ��� 6�$����
�� ������������
 �����
, 
��� �� ���������, �� ���
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 ���M�����
, �� ������������ �� ���
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�3���)*
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 �� ������ �� �� ����$��
����� �� ���
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� ���� 
�3��� 
�� �� ������������ C)�, �� ��� �����
���� �� �����&$� �

c��� = arg min
c

C(s, c,D) * S�*DT

"��
 �� �%������, ���
 �������
 �� ������������ �� �� ����������

�3� �� �������0
�����, �� ��� �����
���� 2 ���E�%�� �� ��3�� �� ������� ���
 S�*DT � �� ������������ D*
�� 
��3�� ����3$����� ��
 �%����
 ��� ��
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 �� 6�A��
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 �� ���������� ���� ������������ D C)�, ��
���
 �%��
�

��
 �� ������������ �� ���
 6�������� ���$� �� ��
�$��� �� ������������
 D*

+� ������������ ����$�� �
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�3���) 2 �������, �� 
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�� �M����$��� �� 
�� ����
��
���$���, �� ������������ ���� �����
����� 
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� ��
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�� ����
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, �� ������������ ���� 7��� ������
2 �� ��)����, $��
 ��

� �� �=�� �� �������
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��������
 %�$����
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 ��
��
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��� �� ���� �����
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�3��C������$��� ���������
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 ��
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 �� �������������3��$$� S�#-T*
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���� 6��$�� ��� ���

� ��%������ �� �

�U �����
 ���� ������� �����
 ��
 ���������
�����

��$$���
 �� �� ���

�* �� ����� �� �����
��� �� �� ���

� ���
� ��
 ���
���� ���
 ��


�3���) ����������

�3�, �� �
� ������� ��� �� ������������ ��
������ 
��� $�� ������ ��)
���������
�����
 $��������
*

�� 6��� ����� ��� �� ���%���%� ���� ������������ ������ ���� 
����� 2 ������� �� ��$0
���)��� �� �� ��$��
��� ��
 
�3���)* +�����=
� �� ��$��
����
 ����������
 S!#�T, ���
�
� ������� ���
 �� 
������ �*
, ���
�
�� ���
� 2 
����������� ��
 ��$��
����
 ��
 ���

����3������
 �� 
�3��� ���� 6��$�� �� ������������*

!1�1� =���
� �� 	�
-�	
-� �� ��
�������	�

+� �%��) �� ������������ 
� 6��� ���$� �� ��
�$��� D, ��� ���� 7��� �� ���
����

������
 �

Y ������3�� � ���
� �� ��
�$��� �� ������������
 �����
 � ������ ���
 ��
����
 ���0
�%��, 
���� �� ����&��,

��� �)�$���, D = {DFourier,DHaar} , S�*
T

Y ����$������� � ���
 ��
 ������������
 
��� ����=�����
 �� ��������� ���� ��
�$���
�� ����$&���
* +� �%��) �� ������������ ���
�
�� 2 ����$�
�� �� ;�� �� ����$&���
,

��� �)�$���, D = {DTFCT
Lt ���� Lt �� ������ ��
 6��7���
} , S�*�T

Y 
��
0��
�$��� �� RL×K � ��
 ���$�
 
��� ������
 ������$��� ��� ���� 6��$� ������
S��
 ����� ��
 �� ��
�������� ����=�����T,

��� �)�$���, D = {D ∈ RL×K / ‖dk‖ = 1,∀k ∈ �1,K�} * S�*JT

���
 �� �������
 ��� �� ����
�&$� ����� ���
 �� 
���� �� �� �������, ���� ��� �� 
������

������� ���

� 
���������� ��) ����
 �����
*

!1�1� ���-��� �������������� �� ��
�������	�

+� �%��) �� ������������ ���� 7��� 6��� 
��� ��� ������

���� �)����� ��
 
�3���)
������
 �� ��
 ������������
 %���������$��� �

����
, 
��� ��� ����$�
����� ���� ����&��*

+� ���$��� ��
, �� �%��) ��� ������

���� �)����� � ������, �����
���� 
������ 2
�� 
�������� �� ������������
 ���
 �� ������3��, �� 2 �� ������������ ��������� ��
��� �� ����$&���
* ��� �)�$���, ��$$� $�������� ���
 �� 
������ 
*�*
, �� 
�3���
$�
���� ��$��
� $�;��������$��� �� ������
 S����
 �����
, ��� �)�$���T 
� ����$��
�
�� 6�A�� �����$�����
� 
�� �� ������������ �� �=�� �#"�, �� �� 
�3��� ��$��
� ��
����
������
 S�������
 �� ����
, ��� �)�$���T 
� ����$��
� �� 6�A�� �����$�����
� 
��
�� ������������ �����������
 Z"�'
[* "���� 6�A�� �����3��, �� � ��� $����� ��� ��
 �$�3�

���������
 ��) ��)����
 ��$���)�
 
� ����$��
��� �����$�����
�$��� 
�� ��� �"#�



��	
 �	
��� L�

2 ���) ��$��
���
, �����
 ��� ��
 ��

��
 �� ����� ��

���� 
��� $���) ����$��
�

��� ��� ����
6��$�� �� V����������
W Z��"'J[*

+� ���)�&$� ��
, ������$�
����� ���� ����&��, ���� �����
������ 2 �� ���%���%� ����0
$������� �� ������������* ��� �)�$���, #��6$�� �� \��?��%��
�� Z#\I
[ ��� �����
� ��
$��%��� .�
� .�
�
 ��������� ��� �%��
�� 
�� ������ ��
� �����������
 Di �
� ����$��
��
�%���� ���$� �� 
�3��� sq, �� 6������� �� ���������� �� 
� ����$��
����� sq · Di

−1*
"� 6�A�� 3�������, �� �����&$� ������$�
����� ���� ����&�� �� �%��) �� ������������

�
� �� 
������ �

D��� = arg min
D∈D

⎡
⎣ Q∑
q=1

min
c

C(sq, c,D)

⎤
⎦ * S�*	T

+� �����&$� S�*	T ������� 2 �%���%�� �� ������������ ��� ���$�� �� ����$��
����� ��
���
 �����$�����
�, �� $�=����, �� Q 
�3���) sq* �� �
� ��� ������ 3�������
����� ��
�����&$� S�*DT, ��� �� 
�3��� s �
� ��$����� ��� ��� ���

� �� 
�3���) sq �� �� ������������
�
� �� ����$&��� ����� 2 ����$�
��*

+� �����&$� S�*	T ���� 
� ����� �3���$���

D��� = arg min
D∈D

[
min
C

C(S,C,D)
]
* S�*LT

�K S =

⎡
⎢⎣
s1
***
sQ

⎤
⎥⎦ �� C = [c1 . . . cQ] 
��� ��
�������$��� ��
 Q ���$�
 �� 
�3��� �� ��


���M�����
 �� ���� ����$��
����� 
�� �� ������������ D* +� �������� ��
 ����&��
 �
�
������� ��
 �������
 ��) $������
 ��� �

C(S,C,D) =
Q∑
q=1

C(sq, cq,D) * S�*(T

�����
 ��� �� �����&$� S�*	T ����
� 
�� ��%=���%&
� ���������
�� �� 
�3���) ����0
�������
 ����� ��)* ����� ����� �����
 ����������� 2 �� $7$� ���

�, ��
 
�3���) ���
�������� ��
 ���������
�����
 ��$$���
 ��� ������� ����
����Q��� ���
 ���� ��
�����0
���� ���;�����* +������������� 
����
�� ����� ��
 
�3���) ���
� ��� ���2 ��
 ���
��
 ��

�$������� �� ������, �� �� $7$� 6�A�� ��� ��
 ���M�����
 �� �� ����$��
����� ��� ���

����
�
 �����������
* ���
 �� �%���%����
 ��
 ��� �� 
���� 2 ��������� ��
 ���
�������

�� ����� �����)�$�����*

!1�1! *�����	�

+�
 ����
 �����&��
 
������
 �� �� �%������ ��������� ��
 ����
 3�����
 6�$����
 ����0
������

�3� ���� ������������ ���0����=�����, ��� ������� �� �������� �� �����&$� S�*	T*
����
 �����
������� �� ����
�&$� ����� �� �� 
������ �*D*D*

"��
 �� 
������ �*
, ���
 �)��
��
 ��!���=
� �� #�$��
����
 ����������
 S!#�T, ���
�
� �� ����� ���

���� ������=
� �� ������
 �� �� ��������� ����6��$�����, $��
 ��� ��



LJ ������	
����� �� �
�	
����
��

6�����
� ��
 �� �����$����* "��
 �� 
������ �*�, ���
 ��������
 ��!���=
� �� #�$��
����

������������
, ��� ��
� 2 ����

�� �� ������������� �������� ��� ��!#�, �� ��
� ��

��������
 �� ����������

�3� �� ������������ ���� ��
 ����$��
�����
 �����$�����
�
, ��
V
���
� �����3W, ��� �
� ������ ���
 ��
 
������
 �*J �� �*	*

"�! %���(�� �� ����������� ��
��
�����

+�!���=
� �� #�$��
����
 ����������
 S!#�T �
� �� ����� ���

���� �� ������$���
�� 
�3��� ��� ���$�� �� ������� �� ��$��
��� ��
 ������
 2 �������* "��
 �� ����� ��
����������

�3� �� ������������, ��!#� ������� 2 �������� ��� ��
� ���%����$���, ��)
���������
 ����3������
 ���������&��
, $��
 
��
 ���� ���� �� �����$����* +�
 ���M�����

������
 ��� ����
6��$����� �� 
�3��� 
�� �� ������������ 
��� ����$$��� ���������

����� ��)*

+�
 ������) �� ����
�� Z���'D[ 
��� ��
 ���$���
 ��
 ���
 ��!#� �� ���$������ ��
�������, ���� �� ���3� �� �����
, ��
 �)�
 ���������) ��� 3��&���� ��%=������� ��� ��� ��
����� �� �� ��
����� �� ��%=������� ��) �����
 �
� $���$�� �� $�=����* 9�������3 Z9����[,

��
 ���� ���� ��
 ������) �� ����
��, � ������ �� ������ ��
 ��$��
����
 ����������
,
�C� ��������� ��
 ��������
 �� ����������� ����� ��
 ��O������
 ��$��
����
 ���� �������
����
��������*

+�!#�, ��

� ������� ����
6��$�� �� R��%����0+�&�� ZR��JL, +�&		[ �� ����
6��$��
�� 9�������3 Z9����[ ���
�
��, 2 ������ ���� ���3� �� �������
 sq �� ��$��
��� L, �� ����
��� ��$��
��� K ������ ��6������� 2 L, 2 ������� ��� ��
 ��
�
 ���%�3�����
 �� 
��
0
�
���� �� ��$��
��� K ��� ���
������ �� ���
 ������3�� ��
 �������
*

"�C��

��
 DBON
K = {D ∈ RK×L /D·DT = IK} ����
�$��� ��
 ��
�
 ���%����$���


�� 
��
0�
���� �� ��$��
��� K* +���;����6 �� ��!#� �
� �� ������� �� ��
� ���%����$���
D �� ���
���� �� ��$��
��� L ����� ��� �%����� �� 
�
 
��
0$������
DK S��
K ���$�&��

��3��
 �� DT 
��� �����$��� �� DBON

K ������� ��
 ���M�����
 ��
 ���
 ����3������
* ��
���$�
 $��%�$������
, �%���� 
��
0$������ DK , ���� K ∈ �1, L�, $���$�
� �

Q∑
q=1

‖sq · DK
T ‖2

2 * S�*FT

4�� ���$�&�� $���&�� ���� ������� ��
 ���$�
 dk �� ������������ ���
�
�� 2 $���0
$�
�� 
����

���$��� �� ����&�� S�*FT ���� K ������ �� 1 2 L, �� 6��A��� ��
 K − 1 ��3��

�� DK 2 7��� �� $������ DK−1 ������� �� ���3 ���������*

4�� ���)�&$� $��%��� ���
�
�� 2 �O������ ��� ����$��
����� �� ������
 
��3���&��

�� �� $������ S =

[
s1
T . . . sQ

T
]
�

S = UT ·Δ · V , S�*IT

�K U �� V 
��� ��
 $������
 ���%����$���
, �� �K ��
 L ���$�&��
 ��3��
 �� Δ 6��$���
��� $������ ���3����� ��������� ��
 ������
 
��3���&��
, �� ����� ������

��� ������3��,
����
 ��� ��
 �����
 ��3��
 
��� �����
* +� ������������ D ����$�� �
� ����
 ����� ��� ��
$������ V S����� 
��
 3��
 ���� �������� ������� �
� ��� $������ ������ �� ������ L×LT*



����!�� �� ��������	�� 
���������	�� L	

+�!#� �
� �� ����� ���

��� ������=
� 
����
����� �� �� ��������� �� ��$��
���,
�� ���
 �� ����� �� ������=
� �� 
�3���), ���� ���$�� ���)������ ����$$��� �� 6��$�
������ �� ���
 �������� ���� �����
 ��
 ���$�
 sq* ���
 ������
 ���
 �� ���)�&$� ������
�� �� �%&
� ��� ����� ��������� ���� 7��� �)������� ���� �������� ��
 ������������
 ��)
���������
 �����$�����
�
*

�� ������%�, �� ���� ��� �����, �� $������ ���%�3����� ������� ��� !#� �
� ��
������������ ��� ��� ������ ����� ��������� �� �����$����* +� ���������� �����%�3���0
���� ����� ��
 ���$�
 �
� ����$$��� ��&
 ��
��������* +� ���)�&$� ��
�������� �������� ��
���0���������� �� �� ������������* �� �O��, ���
 ����
 ��;2 ������ �� 6��� ��� �� �����0
����� ���$�� ����3$����� �� �%��) �����$�
 ���
 �� �� ����$��
����� �� ���
� ��3$����
�� �������� 2 �������� ��
 ����$��
�����
 �����$�����
�
*

�� ��������� ��� L �
� �� ������ ��
 
�3���), ��!#� � L(L−1)
2 ��3��
 �� �������
, ��

��� L× L, �� ��� �� ���������� �����%�3�������*
+� 
������ 
������� �����
� ��
 $��%���
 
����
�����
 ��
��
 
�� ��������������

����� ��
 ���M�����
 ���$������ �� ���E�%�� �� ���������� �����%�3������� ����� ��
 ���$�
*

"�" %���(�� �� ����������� #��
���������

+�!���=
� �� #�$��
����
 ������������
 S!#�T �
� ��� ���%����� ������=
� 
��0
��
����� �� ������
 $����������
 ��� �%���%� 2 �)������ ��
 �����

�
 �����������
 ���
3��&���� ��
 ������
* "� ����� �� ��� �� ����������

�3� �� ������������, �� 
��3�� ����0
������� ��� $������ ������ D �����
����* #�$$� ���� ��!#�, �� ������������ �
� ���
��
�, �� ��� ��
 �� ������������ ���������*

+� $��&�� �� ��!#� �
� �

S = CT · D , S�*D'T

�K S �����
���� ��
 ������
 $����������
, ��C �����
���� ��
 ��$��
����
 ������������
*
+���;����6 �� ��!#� �
� �� �������, 2 ������ ��
 ������
 S, ��� $������ �� 
���������
B = D−1, ����� ��� ��
 ��$��
����
 Y �

Y =
(
S · B

)T
, S�*DDT


����� ��
 ���
 ������������
 ��

���� ����� ����
, �� 
��
 
����
�����* +� �������� B,
���� �� ����� �� ��

�
 ����:� ����� ��

��
, 
�3��C� ��� �� ������ �� �� $������ �
� L×K*
���, �� ��O������ �� �������� �
� 
������ 
�$������� ���
��� D �� B 
��� ������
*

 �������
 ��� �������������� 
����
����� ����� ���) ��������
 
�3��C� ��� �� ������
0

���� �� �� ������ �� ����� ��������� ������ ������

���� 
�� �� ������ �� �������*
���%�$������$���, �������������� ����� ��
 ��$��
����
 yk �
� ��C��� 2 ������ ��

���
���
 �� ����������� $��3�����
 �� �� �� ���
��� �� ����������� ;����� ��� �

p(y1, . . . ,yK) =
K∏
k=1

p(yk) S�*D
T
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��� ������� 2 ��!#�, ��!#� �� ���
 ���� �� ��

��� �� �� ������������� ����� ���M0
�����
 2 �������������� 
����
�����* �� �O��, ��
 ��$��
����
 ����������
 
��� ���%�3�0
����
 ����� ����
, �� ��� �����
���� 2 ��� ���������������� ����� ����� ���) ��$��
����

�� ����� �� ��� 
����
�����* �� ������%�, �����%�3������� ���$��
� ���� ���� ��
 $�$���

������� 
��������
 2 ���), �� ���$��
� ���� ��
 ��������������*

���� ��� �������� 3��

����� �

px(x) =
1√

2πσ2
exp
(
−(x− μ)

2σ2

)
, S�*D�T

�K μ �
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��� �����������
* �� �� 
��
,
��!#� �
� ���� ��� !#� �K ��
 ���M�����
 
��� 
����
�
 �� ��
��������� 3��
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 ��� �����$�����
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0
��#!, ��� ���$�� �� ������� ��
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 ����

������
 ��!#�, �� 
��������� �� 
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#�$$� $�������� ���
 �:�, ��� ��
�������� ��������� ��
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 ���������
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py(y) =
λ

2
exp(−λ|y|) , S�*DJT
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‖B · S‖1 * S�*D	T
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������ ���%�3������� Z9#5II, #��I
[* +� �����&$� �
� ��������� ���
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������� ��� ��
������� 2 ���� ����&�� ���
 DII	*

"�$ %������
����� �� ���� ���� �� �
������
�
�� ����
��)
�
���� ������

+� �����&$� �� ����������

�3� �� ������������ �
� �� ������� �� ������������ D ���
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�� 6��$���
$� �� �� $���$�
����� ���� ����&�� ���� ���
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‖sq − cTq · D‖2
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Q∑
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f(cq) + g(D) S�*DLT
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�������� ��������

���� �K α ���� ���
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��
 ��
�����
�� �����&$�* +� ����
�&$� ���$� 
��� 2 ���$���
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s = cT · D * S�*DFT
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S�������
T 
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⎛
⎝ 1
Q

Q∑
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log pc
((
sq ·D−1

)T)⎞⎠+ log |��� D−1| , S�*DIT

���� ��� D−1 �� �����$����� �� �� $������ D−1*
�� ������ �� $�=���� E{t} = 1

Q

∑Q
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�$������ �����
����
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������ �
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 �� $������ �����
� B = D−1, ��� �� $���$�
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�
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������� �

∇B L(B) = λ · E{∇B f(s ·B)} −
(
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)−1
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 �����������
* ��� �)�$���,
��%=���%&
� �� ���M�����
 ���������
 �� �����������
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� �� ������3���� �� ��
�����������$��� �� �� ����
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Bi+1 = Bi + μ ·Bi · (λ · E{ci · gT (ci)} − I) , S�*
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T
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 S�*
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��$$� �)������ �������$$��� Sf1(t) = |t|T, $��
 ��

�, ��$$� ���
 �� ��$���� ��
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�� ���)�����
�*

"�* %������
����� �� �
��
����
�� ��������� ���� ��������
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������ D*�*
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 ���������
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����� ����

�3��� ��$$� 
�$$� �� �������
 ���$�
*

+�
 �����
 ������
 2 ����������

�3� �� ������������ ��������� ���
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�, �� ����� ������ �� �����
�������� �����,
��
 ���M�����
 c �� ������� ��
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�� ��
�� ���������� �� �� �������� �� �����
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������������ D �

L = E{log p(s|D)} , S�*
FT
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∇
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����� �� 3������� 2 ������ ���� ������������ �������, ���� μ �� ��
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D := D + μ · ∇D L * S�*�DT
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∇D L = E{E{∂ log p(s|D, c)
∂ D

}p(c|s,D)} * S�*�
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������� �� ∂ log p(s|D,c)
∂ D 
��
 �� ��
���0

������ � ���	������ ��
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�� 3��
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��

�T  ������ �� �� ������������ �� ���
 ��
 �����
 ���$�
 ���
 ��
 
�3���) �

šq ← sq −
∑
k′ �=k

ĉq,k′ · dk′ = ĉq,k · dk + rq ,∀q ∈ �1, Q� S�*�FT



������	
����� �� �
�	
����
�� ��������	 ���� �"������
��	
�� ����
���
���� (	

�T ��
� 2 ;��� �� �����$� dk �� ��
 ���M�����
 ĉq,k, q ∈ �1, Q� �� $���$�
��� ������3��
�� �������� ��
�������

(
dk, {ĉq,k}q∈�1,Q�

)
← arg min

‖d‖2=1,{ĉq,k}
q∈�1,Q�

Q∑
q=1

(
‖šq − ĉq,k · dk‖2

2

)
, S�*�IT

�� ��� �����
���� 2 �

dk = arg max
‖d‖2=1

Q∑
q=1

|〈 sq , d 〉|2 S�*J'T

= arg max
‖d‖2=1

d ·

⎛
⎝ Q∑
q=1

sq
T · sq

⎞
⎠ · dT , S�*JDT

���� �� 
������� dk �
� �� ������� ������ �� �� $������
∑Q

q=1 sq
T · sq �

���� 2 ��

���
 3����� ������ ������* +� ���M����� ĉq,k �
� ����
 $�
 2 ;��� ��� �

ĉq,k = 〈 sq , dk 〉 * S�*J
T

�T ��
� 2 ;��� �� ��
��� �

rq ← šq − ĉq,k · dk S�*J�T

+� ������ �� �� 
������� ����$��� �� S�*JDT �
� ��
������� ���
 ������)� !*�*
+�
 ���$�
 
��� ���������
 2 7��� �� ���$� �����* #���� ���$���
����� �
� �������

���
 �� �� $�
� 2 ;��� ��
 ���$�
, �� �%��
�

��� �� ������� ������ �� ���$� �����*
�����
 ��� ���
 ����3����%$� R0�>", ��
 ���M�����
 ĉ 
��� $�
 2 ;��� �� $7$�

��$�
 ��� ����
 ���$�
 �

����
, �C� �� $���$�
�� ��������* #��� ���� ��$����� ����
�����$����, ��� ��
 �� 
��� ��
 ���������
, $��
 �� ��$��� �����$�
 ����6
, ���� �� �����0
$���� 
������, ���
� ��
 $���C�*

��� ������� 2 ��� $�
� 2 ;��� 3������ �� �� $������ ������������ D, �� $�
� 2 ;���
������������ ��
 ���$�
 ���
���� ��������3� ����� ��������� ����� �� ������������ ��
����
 ��
 ���������
 ����������

�3�, ��� �� $�
� 2 ;��� ������������ ��
 ���$�
 �$�7�%�
����� ��������� $���������� $���C��� ����
�$��� ��
 ���$�
* !��
�, ����� ��������� 2
�������, 
���
 ��
 ���$�
 ��� ����� ��
 ������ ������3� 
��� $�
 2 ;���, 
��
 ��
���� ��
$���C�� ���� �� ������������*

+� 3�
���� ������������ ��
 ���$�
 ���
���� �� ����� ������3� ��� 
��� �)��
� ���0
3��$��� ���
 �� ���)�&$� ������ �� �� �%&
�* �� �������3���� �� $��&�� ��
 ���$�
,
����� 3�
���� ������������ ������
� �� �O�� �������
����� �����$�
 �� ���3���� ��O������,
�� $7$� �� ������ ��O������*



(L ������	
����� �� �
�	
����
��

!1�1! 0���	��-�� �� ,�@�
A�

+�B��?� �	 ����� Z+5II, +�'', ++-�II[ �����
��� �� �������� ��
 ���M�����
 �����
�� $�
� 2 ;��� �� ������������, �� �� $7$� $���&�� ��� ���
 �� 
������ ����������*
+� ��
��������� � ���	������ ��
 ���M�����
 �
� �� ������%� ��O������* !� ���� ��7���
$�����
�� ��� �� "���� 
���� 2 �� ������ ĉ, ���� �
� $�����
�� ��� ��� ��� 3��

�����
������� �� ĉ ���� �� �������� �
� �������� � ���	������*

+� �����&$� ���� 
��)���$�� ��$$� �� $���$�
����� ���� ����&�� �

(D���, c���) = arg min
D,c

E{‖s − cT · D‖2
2 + λ · f(c) + log |��� H|} , S�*JJT

�K H �
� �� ���$� ��$������� �� 9�

��� �� p(c), ���
 �� ����� ĉ, �� ��30��
���������
��
 ���M�����
 c, ���
� �� ����� ĉ, �� �� ���$� �� ����
 �� ������������ �������������
2 D ·DT *

+� ����
�&$� ���$� �� ����&�� �����:�� ���� �� ���$� �� ������������ �� ���$�7�%�
�� ���Q��� ����C��$���, �����
 ��� ��$$� �������$$���, �� ���$��� ���$� �� ����&��
$�
��� �������� �� �����
�������� �� �� ���)�&$� ���$� �� ����&�� $�
��� �� �����
��� ��

���M�����
* ���
 �)��
�� ��
 ������
, ����3����%$� ����
� 
�� ��� ��
����� �� 3�������
������� �� ����&�� S�*JJT* +� 3������� ������� �
� �����
� �C� �� ���$������ �� 
��������
������ �� ����� �����������*

!1�13 ���-���� �� �����
��	��

���� �������
 �%��) �� �� ��
��������� � ������ p(c), �� �
� ��

���� �� 3������ �������0
��$��� ��
 ���M�����
 
������ �����)�$�����$��� �� ��
��������� � ���	������ p(c|s,D)*
�� 3������� 
�M
�$$��� �� ���M�����
 cn �� �� 
��

����� ��� ��
 ���M�����
 �)�������
���� ���
����, ������3���� 
�� ��
 ���M�����
 ���� 7��� ������%�� ��� ��� 
�$$� 
�� ���

��
 ����3�
 �

E{∂ log p(s|D, c)
∂ D

}p(c|s,D) =
∫
∂ log p(s|D, c)

∂ D
· p(c|s,D) dc S�*J	T

≈ 1
N

·
N∑
n=1

∂ log p(s|D, cn)
∂ D

S�*JLT

#���� ���%����� �
� ��� $��%��� �� �����0#���� Z# 'J[* ���� ���� 7��� �$���$�����
��� ����3����%$� ���������
09�
���3 �� �� ��
 �����������, ����%����������3� �� -���
*

5�
%��
�� �� ����$�� �����
��� ���
 Z5�''[ �� $�����
�� ��
 ���M�����
 � ������ ���
�� $����3� �� 3��

�����
 �

p(c|q) =
K∏
k=1

(
qk · Nck(0, σ

2
1,k) + (1 − qk) · Nck(0, σ

2
2,k)
)
, S�*J(T

�K qk �
� �� ���������� ������ 0 �� 1 ��� ���$�� �� �%��
�� ����� ��
 ���) ��
���������
* ��
����� ������ �� $��&�� �� $����3� �� 3��

�����
 ���� �� ���M����� ck* +� �����������



������	
����� �� �
�	
����
�� ��������	 ���� �"������
��	
�� ����
���
���� ((

p(qk = 1) �
� �� ����������� ��� �� ���M����� ck 
��� 3����� ��� �� 3��

����� Nck(0, σ
2
1,k),

�� p(qk = 0) �
� �� ����������� ����� 
��� 3����� ��� Nck(0, σ
2
2,k)*

#� $����3� �� 3��

�����
 ��P&�� �� ������ ��
 ���M�����
 �����$�����), ��� 
���
���
�����
 �� �������� �� ���M�����
 ����%�
 �� U���, �� �� �������
 ���M�����
 ���

3����
* !��
�, �� ���$�&�� 3��

����� � ��� 3����� �������� ���� $�����
�� ��
 ���M0
�����
 �� ����
 6���, �� ������� � ��� ������ �������� ���� $�����
�� ��
 ���M�����
 ��
����
 6�����*

.��$��
��% �� "����
 Z."'L[, ���
 �� ����� �����$�
 ���������
 ��� ����
������ ���
���
 ���
�������
 ���
 �� ���)�&$� ������ �� �� �%&
�, �����
��� �� $��&�� 
������,
��3&��$��� ��O����� �

p(c|q) =
K∏
k=1

(qk · pnz(ck) + (1 − qk) · δ0(ck)) , S�*JFT

�K pnz(ck), ��� ���� 7��� ��� 3��

�����, $�����
� �� ����������� ��
 ���M�����
 ���0
���
 ��� �)�$���* 4� ���M����� ck � ���� �� ����������� p(qk = 1) ��7��� 3����� ���
pnz(ck), �� �� ����������� p(qk = 0) ��7��� ���*

.��$��
��% �� "����
 �����
��� �� $�����
�� �� ��
��������� �� ������������ qk ���
�� ��� ��
��&�� �

p(qk) = μqkk + (1 − μk)1−qk , S�*JIT

�K μk �
� �� $�=���� �� ������ qk �� ���� �
� �����$$��� ������� ����
 �� �� 3��

�����
Nck(0, σ

2
1,k)* "� 6�A�� 
=$�������, (1 − μk) �
� �� ����
 �� �� ���)�&$� 3��

�����*

+� $��&�� �������� �� 3���� ��$��� �� ����$&���
 ��� ���
 �����
 θ = [θ1 . . . θP ]T �
Y �� ������������ D,
Y �� �������� �� ����� σr S���
 ����
 
����
� ��� �� ��� p(s|D, c) �
� ��� ��� 3��
0

����� �������T,

Y ��
 2 ·K ��������
 σ2
1,k �� σ

2
2,k, ���
 �� ��
 �� $����3� �� ���) 3��

�����
, �� 5�0


%��
�� �� ����$�� S�� 
������� ��
 ����$&���
 �� �� ��� pnz(ck), ���� .��$��
��%
�� "����
T ��

Y ��
 K ����$&���
 μk ��
 ���
 p(qk) ��
 ����������
*
!C� ���
��$�� ��
 ����$&���
 ����$��), �� ����$$��� �� ������������ ����$��, ���


��
 ����$&���
 θp 
��� ��������
�
, ���
 $�
 2 ;��� 
����

���$��� ��� ��
����� �� 3�������
;�
���2 ������3����* +������ �� ��
����� �� 3������� �� ����$&��� θp �
� �

θp := θp + μ · ∇θp L * S�*	'T

#�$$� �� ������ �� �%���� 3������� ∇θp L ����

��� ��� ����3������ 
�� ���
 ��

���M�����
, �� ��%����������3� �� -���
 �
� �����
� 2 �%���� ����� ���� ��$������
������3���� ��� ��� 
�$$� 
�� �� ��
�$��� �� �����
�����
 cn* #%���� �����
����� cn ��

���M�����
 �
� ������� �� �� $���&�� 
������� �

D* ���� �%���� ��$��� �� ���M����� k, ����3� ����� �����
����� qnk �� ������ qk 
����
�� ��� p(qk),
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����� �� �
�	
����
��


* +� ;�� �� ���M�����
 cn �
� ���� 
���� �� ��� p(c|qnk ), ��� �
� �������, ���� �%����
���M����� ck 2 �� 3��

����� �����
������� 2 ������ qnk *

+���������

�3� �� ������������ �)��
� ���, ��� �
� ������ �� $�����
��� ��
 ���M0
�����
 ��� �� $����3� �� ��
���������
, 
���&�� ���
 �M���� ��� ��
 $��%���
 �)��
��

���
 ��
 
������
 ����������
 �K ��
 ���M�����
 �� �� ������������ 
��� $�
 2 ;��� �����0
������$��� Z."'L[* �� ������%�, �� ��$�
 �� ������ �
� �������� ���
 ����� 2 ���
� ��
����%����������3� �� -���
*

!1�1� 0���	��-�� =�

!� ���� �������
�� ��� ���%����� �� ������ ��
 ����$&���
 ��� ��
����� �� 3�������,
�� �
� ��

���� �%�������$��� �������
�� �� ��3����%$� �� ���� �
��$�� ��
 ����$&���
,
���� �� ������������, ���� �� $�����
����� �� $����3� �� 3��

�����
* +� ��$���)���
��3����%$���� ���� $��%�����
�$��� 
�� ����������� �$��

����* ���
 �)��
��
 ���

�� 
���� ���
����
 ���%�����
 ���� ���������� ����� ��M�����*

+���3����%$� �� ������� ���) �����
* +������ � SV�)���������WT ���
�
�� 2 ��������
���
������� �� �� ����
�$������ L 
�� ��
 ����$&���
 ���%�
, ��� ��
 ���M�����
 c �� ��

����
 ��
 3��

�����
 q, ������

��� ��
 ������
 ��
�����
 sq �� ��
 ����$&���
 θ

i−1 2
������� ����������* +������ � SV$�)�$�U�����WT ���
�
�� 2 $�)�$�
�� �� ����
�$������
��� ������� ��) ����$&���
 θ ���� ������� ��
 �������) ����$&���
 θi*

�%�������$���, ����3����%$� �� ���� 7��� �������� ���
 �� ����� �� $����3� ��
3��

�����
 Z"�'J[, ��� ��
 �
�������
 �� �� $�)�$�
����� ��
 ����$&���
 
� ���������
����=�����$���* �� ������%�, ������� � ��$����� �� ������ �� K �
�������
 
�� ��

���M�����
 ck, �� 
������ �� 2K �
�������
 
�� ��
 ����
* �� �O��, �� �)�
�� 2K ����

�����
������� 2 �����
 ��
 ��$�����
��
 �� K ����
 �������
*

#� ��$��� ������
 �
� ���������� ���� �� ������
 ��$��
���
 S1024 ����
 ���� 10
���$�
T, $��
 �$��

���� 2 ������� �&
 ��� ��
 ��$��
���
 
��� �� ��� ���
 3�����

S1.3 · 1030 ����
 ���� 100 ���$�
T* �� 6��� ���� �������� 2 ��
 $��%���
 ���$������ ��
������� ����� ��$���)���*

"����
 �� ����������
 Z"�'J[ �����
��� �� �������� �� $����3� �� 3��

�����
 ����
�� 3����� ��� ��
 ���
 ����3������
* !����
 Z!��II[, �� -�����$� Z-��'D[ �����
��� ��

$��%���
 ��������������
 �� ������%��� p(c), ���
 �� ��
 ��������� exp(−‖c‖1), ��� ���

��� �� $����3� �� 3��

�����
 $��
 ��� �

sup
ξ

{C(ξ) · Nc(0,Δ(ξ))} , S�*	DT

�K C(ξ) �
� �� 6������ �� ���$���
�����, ξ �
� �� ������� ��K ����$&���
 �����
�������
��) K ���M�����
 �� c, �� Δ(ξ) = ���3(|ξ1|, ·, |ξK |) �
� �� $������ �� ���������� �� ��
��
��������� 3��

�����*

�� �����
��� ����� �����)�$�����, �� �
� ��

���� �� �������� ��� ����� ��6�������
�� �� ����
�$������ 3�E�� 2 �� ��
��������� 3��

����� ���������� ���� $�����
�� ��

���M�����
* �� �����
��� �� ��3����%$� �)���������0��)�$�U����� S��T, ����� �����
��6������� ��3$���� �� 6�� �� 2 $�
��� ��
 ���������
, �� ��� 
���� �� ����
�$������
�3���$���* +������ � �� ��$����� ���
 �� ��
 ��� K �
�������
 
�� ��
 ���M�����
 ck
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�� (I

��� 
��� ��
 ����$&���
 ���%�
* +�
 ����$&���
 
��� �� ������������ D, �� �������� σr ��
�����, �� ��
 ����$&���
 ξq ���� �%���� ���$� �� 
�3��� sq* -�E�� 2 ����3����%$� ��,
�� ������������ �
� $�
 2 ;��� �� $���&�� ��������� 
��
 ������ �)������� ��
 ���M�����

c* #�$$� ���� ��
 $��%���
 ��
 
������
 ����������
, �� ������������ �
� ���$� ���&

�%���� $�
� 2 ;���*

"�+ �������
��

!� ����
 �� �� �%������, ���
 ����
 �)������ �������7� ����������� �� ������������
������ ��) 
�3���) 2 ����$��
��* ���
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$������ �� $����3�, �
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6��$�� �� 1������ ��
 ���$�
 
����

���
 �� 
�3���* "��
 �� ��
,
�� C3��� �
� ���
������ ���� ��
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�, ��� ��������, ��� 3������ 
��� �� ���
3������ �=�%$����, �� ����
 ;����� �� $7$� $������ �� 6�A�� 
=��%����*

���� J*
 Y !$������� �� ����� ����� ������ �$������� �� ����� 3���%� ���� �� $����3�

����� �� ������ 
�����
* -���%� � ��%��������
 �� 
�3��� ��$�����* "����� � ���M�����

�� �� �1#�*

+� C3��� J*
 �����
����, 2 3���%�, ���$������� �� ����� ����� �� $����3� ������
���$������� �� ����� 3���%�* #%���� ����� �����
���� 2 �� ��
���� l � X(l)* +� C3���
�� 3���%� ���
� �������� ��6��$����� ���� �����$���� ��
 ���������
* �� �O��, 2 �%����
��
����, �����
 ��
 
�����
 
��� ������
 �� ����
 ������������
 
� 
������
���*

#%���� ����� �
� ����
6��$� ��� �1#�, �C� ��������� ��
 ���M�����
 ��
 ��
�

��$�
06��������* +� C3��� J*
 �����
����, 2 ������, ��
 ���M�����
 ��$�
06�������� ��
����� �� ������ ������ ��
 ���M�����
 ��$�
06�������� �� ����� �� 3���%�* #%���� �����
�����
���� 2 ��� ��
� ��$�
06�������� (t, f) � X̃(t, f)* �� ������Q� ��� ���� ��
 ��
�

��$�
06�������� ��
 ���
 ����3������
, �� ����� �
� ���3�� ���� ��� ��
 ���������
 an ��
�� $������ A* #��� 
�3��C� ��� ���
 ����� ��
�, 
���� �� 
����� sn �
� ������*

"��
 �� �������, ��%=���%&
� ����� 
���� 
����� ������ ���
� ��
 ����C�� 
������$���,
��� 
���� ���
 ��
 �����
 
�� �� C3��� �� ������ 
������� �����
 
�� ��� ��
 N ������




&�	
��	
�� ��� ������� ������� ��� ������� ��� ������� ���	 ������ FI

�����
������� ��) ���������
 ��
 
�����
 an*

 5�5�5� �����
	��� !<&�

+� $��%��� �����
�� ��� 8��$�U ��  ��?��� Z8 'J[, ������� "4��, �
� �� 
�������*
 �������
 ���, ���
 ����� �%&
�, ���
 
����
��
 ��� ������� ���
��$����� �� �� $������
�� $����3� � ��;2 ��� �O������* +�
 ���������
 an 
��� ���� ������
* !��&
 ����� ��0
������ �� �1#� �� $����3� X, �%���� ����� ��$�
06�������� X̃(t, f) �
� ��$���� ��)
N ���������
 an, �
� �������� 2 �� 
����� �� ���
 ����%�, �� �� ���M����� �������� 2 �����

����� �����
���� 2 �� ���;������ �� ����� 
�� �� ���������* ��
����, �%���� 
����� �
�
�����
������ 2 ������ �� ���
 ��
 �����
 ��$�
06�������� ��� ��� ��� ��� ��������
, �� ��
��
�� ���� ��$�
06�������� ����� 2 U���* +���3����%$� �
� ��
�$� ��0��

��
 �

!����
�	
�� �� �-�����
	��� !<&� '

D* ����
6��$�� �� 1������ 2 �����0���$� �� $����3� �

X̃ = �1#�(X) SJ*	T


* ��������
����� ��
 �1#� ��
 
�����
 �
��$��
 ˜̂sn 2 U���

�* +��� �����
 ��
 ��
�
 ��$�
06�������� (t, f)

8�
��

S�T  ��%���%� �� �� ��������� �� ���
 ����%�

n��� = arg max
n

|〈 an , X̃(t, f) 〉| SJ*LT

S�T ���;������ 
�� �� 
����� �� ���
 ����%�

˜̂s
n���(t, f) = 〈 a

n��� , X̃(t, f) 〉 SJ*(T

J*  ����
�������� ��
 
�����
 �
��$��
 ���
 �� ��$���� ��$�����

ŝn = �1#�−1(˜̂sn) ���� ���� n ∈ �1, N� SJ*FT

 5�5�5� &�	���
��� �� �-�����
	��� !<&�

+���3����%$� "4�� 
��
0���� ��%=���%&
� ����� 
���� 
����� ������ ��� ��
� ��$�
0
6��������* +�
 $��%���
 �����
��
 ��� !]

� �� .�= �	 ����� Z!�.+�!�+'L[ �� .����
��  �
�� Z. '	[ 
����
��� ��� ���
����
 
�����
 ������� 7��� ������
 ���
 �%���� ��
�
��$�
06��������* !��
�, 
� ���
 
����
��
 ��� Nact < M 
�����
 
��� ������
, ������� ��



I' #�������
	
��� ����
���
����� ���� �� ������	
�� �� ������� ����$��	���
���

�� ����3����%$� "4�� ������� �� ���%���%� ��
 Nact ���������
 ���$������ �� $��������
���;������ �

β��� = arg min
β

‖(I − Aβ ·Aβ
†) · X̃(t, f)‖2

2 , SJ*IT

�K β = (n1, · · · , nNact) �
� ����
�$��� ��
 ������
 ��
 Nact 
�����
 ������
, Aβ �
� ��

��
0$������ A ���
������ ��
 �������
 �����
������� ��) 
�����
 �� β, �� Aβ

† =
(Aβ

T ·Aβ)
−1 ·Aβ

T 
� �
����0�����
�* +������ �� �� ����3����%$� "4�� ������� ����

�� ���;������ 
�� ���
���� 3����� ��� ��
 �������
 ��������
 β��� �

���� ���� n ∈ β��� , ˜̂sn(t, f) = (Aβ
† · X̃(t, f))n , SJ*D'T

�K (Aβ
† · X̃(t, f))n ��
�3�� �� ne ���M����� �� ������� Aβ

† · X̃(t, f)*
+�%=���%&
� �)��7$� ���
�
�� 2 
����
�� ��� M 
�����
 
��� ������
 ���
 �%����

��
� ��$�
06�������� Z.^'D, �+'
[, �� ���� ��� �%����� �� ��
 
�����
 �����&�� ���
������ �� ���M����� �� $����3�, �� 6������� �� �� ���)�$��� �� 
� ��������� �� �����
��$�
06��������* #�$$� �� ��$��� �� 
�����
 ������
 �
� �3�� �� ��$��� �� �������
,
�� ���;������ �������� ������ ������* +� ���
 ����� �%�$�� �
� �����
�, �C� �� �%��
��
���$� ���
 ��
 ��
�$���
 ��������
 β ��

����
* �� �����
���� 2 �� ���;������ ��� �����
�
��
 ���M�����
 ��
 $���
 �����
 �� 
��
 �� �� ���$� l1* +������ �� �� ����3����%$� "4��
�
� �

β��� = arg min
β

‖Aβ
−1 · X̃(t, f)‖1 , SJ*DDT

�K β = (n1, · · · , nNact), ���� Nact = M , �� ������� �� �� ����3����%$� "4�� �
� �

���� ���� n ∈ β��� ,˜̂sn(t, f) = (Aβ
−1 · X̃(t, f))n * SJ*D
T

31�1! *���	����� �� ���	
�� ��������� �� ��	
������ ���� �� ��
����

���	�

+� �������� �� �����$���� �����
� ���
 ����3����%$� "4�� � ��� ������ �� �� �1#�
��) ����$��
�����
 �����$�����
� 
�� �� ������������* !��
�, ���
 �� ���$��� ��$�
,
���
 ���
�����
 �� �������� �� �� 
��������� ���
 �� ��
 $��������� ���
 �� ��3����%$�
��
������ �� ��
 ���� $����3� 
����� �O������� �� 
��������� 3�E�� 2 �� ����$��
�����
�����$�����
� �� �%���� ��
 �������
 
�� �� $7$� ������������*

��
����, ���
 ���
�����
 �� $��%��� ������=
� �� ��$��
����
 $���%���3����

S!#�T ���, ���
 �� ��
 $��������, ���$�� ���O������ �� 
��������� �� �����
��� ��

���� ��O������ �� ���������
� ����� ��
 
�����
*

 5�5�5
 :������ ���	
�����

"��
 �� ��
 $���������, 
� �� ������������ D ���$�� �� ����$��
�� �%����� ��


�����
 sn �� 6�A�� �����$�����
�, ����
 ��� ��C������, �%���� ���$� dk �� D �
�
�����
� ��� �� 6��
 �

sn = cnT ·D ���� ‖cn‖0 �����* SJ*D�T



&�	
��	
�� ��� ������� ������� ��� ������� ��� ������� ���	 ������ ID

+� $����3� X = A · S ���� ����
 
������� ��$$� �

X = A ·C ·D , SJ*DJT

�K C =
[
c1
T . . . cNT

]T
��$����� ��
 ���M�����
 �����$�����) �� �����
 ��
 
�����
*

#���� ��
��������, �����
�� �� 
''D ��� ^������
?= �� �����$����� Z^�'D[, ������� ��
�����&$� �� 
��������� 
������ � &���������	 �� ������� X �	 �� 
��	�������� D� 	������
��� ��	���� 
� ������� A �	 
�� ���'����	� C 	��� ��� X ≈ A ·C ·D �	 C ���	 �� ����
������������ ��������*

�� �O��, �� �����$���� �� C ���$�� �� 6���� ��%=���%&
� ��� �%���� ���$� �� D �
�
�����
� ��� ��� 
���� 
�����, ���� �%���� ������� �� C ��$����� �� 
��� ���M����� ���0
���* ���
 ����� %=���%&
�, �� ����$��
����� ��X 
�� �� ������������ D 
������ X = Z·D,
�K Z, ������� �� ������M , �������� ��
 ���M�����
 �����$�����), �� �� 
��������� ���
�
��
2 ����$��
�� Z ��$$� A · Ĉ* ���
 $��������
 ���
 �� ������ 
 ��� ���� ���������
��� ��;����6, �� 
�M� ����������� ��
 $7$�
 ��������
 �� ���

�C������ ��
 ���������
 ���
���
 �� 
������ J*
*
*

-�������� � �����
� �� 
''
 Z-��'
[ �� ��3����%$� ��
� 
�� ��� ���������� 
�����
�� ����3����%$� ����%��3 ���
��� ���$������ ���O������ �� ����$��
����� ���� $����3�

����� ���� $���
 ����
 
�����
 ��$$� � X = Z · D* ���
 �����
��
 ��� ����3����%$� ��
��
 ��
�������, $��
 �� � ��� ��������$��� �����
� ���� ��
 $����3�
 ���� ����� �

�����
	��� :�	��
�� +����
	 )	���� '

��������
����� �� ��$����� i := 0 �� �� ��
��� R0 := X
8�
��

D* ��
� 2 ;��� �� ��$����� i := i+ 1


* #����� �� 〈 ri−1
m , dk 〉, ���� ��
 ���) �����) m = 1, 2 �� ���� ���
 ��
 ���$�


k ∈ �1,K�

�*  ��%���%� �� �����$� �� ���
 ������� ���;�����$��� 
�� ��
 ���) �����) �

ki := arg max
k

|〈 ri−1
1 , dk 〉|2 + |〈 ri−1

2 , dk 〉|2 SJ*D	T

J* #����� ��
 �������) ���M�����
 �

zi,1 = αi · cos θi SJ*DLT

zi,2 = αi · sin θi , SJ*D(T

����

αi =
√

|〈 ri−1
1 , dki 〉|2 + |〈 ri−1

2 , dki 〉|2 SJ*DFT

θi = arctan

(
〈 ri−1

2 , dki 〉
〈 ri−1

1 , dki 〉

)
SJ*DIT



I
 #�������
	
��� ����
���
����� ���� �� ������	
�� �� ������� ����$��	���
���

	* ��
� 2 ;��� �� ��
��� �

Ri = Ri−1 −
[
zi,1 · dki
zi,2 · dki

]
SJ*
'T

���	 %�� �� ������3���� ���
� ��
 ��������

����� ����� ��� ��
 ���������
 
� ��
�$��� 2 �� ��3�� ���
 �� ��
 
�����, -��������
�����
� ��
���� �� 
������ ��
 
�����
 ��� ��� ��������� $������� ��
 ��3��
 θ, �� ���
������� 2 ��������� ���
 ��
 ���$�
 
����� 
����
 ���
 ��� $7$� ������� 2 ��� 
����

�����*

 5�5�5� :������ ���������

"��
 �� ��
 ���� $����3� $�������� SJ*DT, �� ���
����$��� �� ��� ��O�����, ��
�
�3���$��� 
�� ��
 ����$��
�����
 �����$�����
�
, ���$�� �� �������� �� �����&$� ��

��������� �� 
�����
* +� $��%���, ������� !���=
� �� #�$��
����
 ����%���3����

S!#�T Z��"'J[, �$��
� �� �����Q���, ���� �%����� ��
 
�����
 sn, �� ������������
��O����� Dn ���$������ �� ����$��
�� �����$�����
�$��� �� 
����� sn* +� $����3�
�
� ����
 �%�������$��� �� 
������ �

x =
N∑
n=1

znT · Dn + r , SJ*
DT

�K r =
∑N

n=1 rn* +� 
��������� ���
�
�� 2 ��������� ��
 ���M�����
 cn 2 ������ �� �� 
����
������

���� �� $����3� �� ��
 ������������
* �� �
� ������ Z��"'J[ ��� 
� ��
 
�����


� ����$��
��� �� 6�A�� 
�M
�$$��� �����$�����
� 
�� ���� ������������ �

����, �� 
�
��
 ������������
 
��� 
�M
�$$��� ��O�����
 ��
 ��
 ��
 �����
, ����
 ��
 ��3����%$�

���

����
 �� ����$��
����� �����$�����
� S����%��3 ���
���, �� ��3����%$�
 �� �=��
.�
�
 ���
���T ���$������ �� ��
����� �� �����&$� �� 
��������� �� 
�����* +���3����%$�
�
� �� 
������ �

!����
�	
�� �� �-����$�� �� ��������	�� ���������
%��� '

D* "���$��
����� �����$�����
� �� $����3� 
�� ������� ��
 ������������
 [D1 · · ·DN ] �

x =
N∑
n=1

znT ·Dn + r SJ*

T

���� ����3����%$� �� ����$��
����� �����$�����
�, ���� �� �%������ 
*



�������
�� I�


*  ����
�������� ��
 
�����
 �
��$��


ŝn = znT ·Dn ���� ���� n ∈ �1, N� SJ*
�T

+�
 ���) ������%�
 ���
�����
 ���
 �� ��
 $��������� �� $�������� ������� 7���
������
 ���� ��� 
��������� $���������� �M����, �����
��� 2 �� 6��
 ��
 ��6��$�����
 ��
��������� 
������� �� �� ��O������ $���%���3����* #���� 6�
��� ��
 ������%�
 6��� ������
�� ������� �� �%&
� �� �
� ���
����� �� �%������ D'*

$�" �������
��

"��
 �� �%������ ���
���� �� �����&$� �� �� 
��������� �� 
�����
, ���
 ����

���
���� ��
 6������
 �� ��M�����, �� ���
 ����
 �%��
� �� ���
 ������

�� ���������&��$���
�� ��
 �������� 
��
0�����$��� �K �� ��$��� �� 
�����
 �
� 
�������� �� ��$��� ��
�������
* ���
 ����
 �)��
� ����3����%$� ���

���� "4�� ��� 
� ��
� 
�� �� �����$����
��
 ���M�����
 �� �� �1#� ���� �� 
��������� �� 
�����
 �����, �� ��� �����
� �� ��O������
�� ��������� 
������� ��
 
�����
* ���
 ����
 ��
���� ���
���� ���)���
��� ��� � ��� 6����
�� �� �������� 2 �� ������������ ����������* ���
 ����
 C�� �� ���
������ ��!#� ���
���$�� ���O������ ��� 
��������� ���
 �� ��
 $��������, ��O��������� ��
 
�����
 ���
���� $���%���3��, 2 ������ ���� ������������ ������ 2 �%���� 
�����*

 �������
 ��� ���
 ���
 
�$$�
 �����
 ���
 �� ����� �K ��
 ����$&���
 �� $�)�3�

��� �����
 S�� ��� ��;2 ��� �
��$�
T, �� ���
 ���
 
�$$�
 ������

�
 ������$��� 2
���
��$����� ��
 
�����
, ������

��� �� $����3� �� ��
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"������ �� �	���	��� # ��
�� ��
����� ��	���������
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��������� �� ���0
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��
 �� ������� �����$�
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 ��� ��
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� �� ���������� ������������ �� ����� �%&
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 �� �%������, ���
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��
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�
�� ������$���
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�� �� ������������ ��7��� ��� ����� �� ��
�
 ���%����$��
* ���
 �)�������
 ��

���
��
 �� �� �%��) ;�
�� ���&
 �� ��
�������� �� $��&��*

+� $��&�� �� ����$��
����� 
������ �

s = cT ·D + r =
[
c1
T · · · cP T

]
·

⎡
⎢⎣

D1
***

DP

⎤
⎥⎦+ r SL*DT

�K �%���� ��
�Dp �
� ��� ��
� ���%����$�� �Dp·Dp
T = Dp

T ·Dp = IL* +� ������������
�
� ���� ���������, �� ������ PL× L*

+� �%��) �� �� $��&�� � ��� ��������$��� 6��� ���
 ��������� �� ��$����� 
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� ��
������ �� ����� �������, �� ���
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 �)������ �� �%������ ��������� ��
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��
 ��� ���
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�������� ������� �� ��
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����� �� 
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���
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�� �� D2

�
� ��� ��
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 ��� ���� ��
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*
��
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��� ��� ��
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���
 S�"#� 2 ���) ��$��
���
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���$�3�
 ���������
 �� ��� 6��$� D2 �� V����������
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���� ��
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c �������, �� ���, 
����

���$���, ��
 
��
0�������
 �� ���M�����
 cp 
��� $�
 2 ;���
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���
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S = C ·D + R * SL*
T
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D��� = arg min
D

‖S − C ·D‖2
2 ��� ��� D 
��� ��� ��
� ���%����$�� SL*�T

#� �����&$� � ��� 
������� ����=�����, ��� �
� ������� ��� �� ����
 �� �� ����$��0

����� �� ������
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���
 �����
UT ·Δ·V �� ">� ��CT ·S S�� ��� ">� ���$� �����
 ��
 ">� ��

����
T*
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 U �� V 
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 �� ������ �%������� 
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� �������� )*�+,� ��	 
����� ���

D��	 = UT · V � SL*JT

�- ��� ��	����� U �	 V ���	 ��	����� ��� �� 
��������	��� �� ������� ����������� 
� ��
��	���� CT · S %

UT · Δ · V = CT · S � SL*	T


� �� ��	���� CT ·S ��	 ����������� ����� UT ·V ��	 �������� ����	��� 
� �������� )*�+,�

� ���� ����	 ��� ����������� ����� UT · V ��	 ��� ����	��� ����� ���������� 
�� ����	����

� �������� )*�+,�

+� ������ ��$��&�� �� �� �%���&$� �
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��
��� ��
 $�������������
 �� +�3���3� �

(D���,Λ���) = arg min
D,Λ

‖S − C ·D‖2
2 + ��

[
(D ·DT − IL) ·Λ

]
, SL*LT

�K �� [·] �
� ����������� �� �����, �� Λ �
� ��� $������ 
=$������� �� ������ L × L ��
$�������������
 �� +�3���3�* +� �����&$� ������� ����
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��� ���
��� ���������� �� 3�������, �� �� 
������� D��� �
� �� $7$� ��� ����� �� �����&$� SL*�T*

+����������� ��
 3�������
 �� SL*LT ��� ������� 2 �� ��
� D �� ��� ������� 2 ��
$������ Λ ���$�� �� $������ ��� D��� ���� ����C�� �

ZT · Z = D���
T
· Z · ZT · D��� , SL*(T
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D��� = UT ·R���
T
· V , SL*FT

�K R��� �
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D��� = arg min
D
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2 ��� ��� Dp 
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��$���������, �� ��� ��� 
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�����3�� �� �%��) ��
 ��
�
 �� ���
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�� �� ������������ D* +���3����%$� �� 
������3� ���)
������� �
� ������ 2 �� $��&�� �� ������������*

S�T +��� p ������ �� 1 2 P
8�
�� �� $�
� 2 ;��� �� �� ��
� Dp �

�*  ������ �� �� ������������ ��
 �����
 ��
�
 �� 
�3���

Sp = S −
∑
p′ �=p

Cp′ ·Dp′ , SL*D�T

��* "���$��
����� �� ������
 
��3���&��
 �� Cp
T · Sp �

Cp
T · Sp = UT · Δ · V , SL*DJT

���* ��
� 2 ;��� �� �� ��
� Dp �

Dp = UT · V * SL*D	T

���	 %�� ����3����%$� ��� ��
 ������3�*

51�1! %D�� �� ��	����	� λ

���
 ����
 $�������� ���
 �������������� ��� �� ������ ��
 ���M�����
 �
� �O�����
����� �� $�
� 2 ;��� �� ������������, �� ��$$� ���
 ���
 ������

��
 ������$��� 2 �����
$�
� 2 ;��� ����
 ��� ��
 ���M�����
 
��� C)�
, ���
 ����
 ������ �� ���$� �� $�
��� ��
�� �����$���� ��
 ���M�����
 ���
 �� ����&�� 2 $���$�
��*

�� 6��� ��������� ������� �� ����&�� ���
 
�� ��
�$���, �� ����$$��� �� ����$&���
�� ��$���$�
 λ ����� ����
 �� �������� �� ����
 ��
 ���M�����
 �

‖S − C · D‖2
2 + λ · ‖C‖1 * SL*DLT

�� �O��, 
� �� ����$&��� �
� ���, �� 
��� �
� ���� �����, ����3����%$� �� $�
� 2 ;���
��
 ��
�
 ��� ��
 ���������*

�������
0�� ���
 �� ��
 �� ���
����
 ��
�
* �� λ = 0, ����
 ��
 ���M�����
 ����$��)

��� ������
 ��� ����������� �� �� �
����0�����
� 2 ������ �� D, ��� ���� ���� ���
����� �� P ��
�
 ���%����$��
 �

D+ =
1
P

·DT , SL*D(T



D'F &������ �� �	���	��� ( ��
�� �� ����� ��	���������

�� ���� ��
 ���M�����
 ����$��) 
��� �

Cp =
1
P

· S · Dp
T * SL*DFT

+� $������ Cp
T · Sp ���� ����
 �

Cp
T · Sp =

1
P

· Dp · ST ·

⎛
⎝S −

∑
p′ �=p

1
P

· S ·Dp′
T ·Dp′

⎞
⎠ SL*DIT

=
1
P 2

·Dp · ST · S , SL*
'T

�� ��$���A��� ��
 ���M�����
 ��� ���� ������, �� �� �����
��� �� 6��� ��� ��
 ��
�
 Dp′


��� ���%����$��
* �� ������ ST · S = V T ·Δ · V �� ">� �� ST ·S, ����
 �� ">� �� ��
$������ Cp

T · Sp, �����
������� 2 ������� SL*DJT 
������ �

Cp
T · Sp =

(
Dp · V T

)
· Δ
P 2

· V , SL*
DT

�� �� $�
� 2 ;��� SL*D	T 
������ �

Di
p = Di−1

p · V T · V = Di−1
p , SL*

T

�� ��� 
�3��C� ��� �� ������������ ��
�� ���%��3�*
+���3����%$� ���
���� ��� ���� ��� ������ ��� 
� �� ����$&��� �� ��$���$�
 λ �
�


�������� 2 U���*
! ������
�, 
� �� ����$&��� �
� ���� �����, �� �����$���� �
� $�)�$���, �� ��
 ���60

C�����
 ������ U���* "��
 �� ��
, ����$�
�� �� ������������ 2 ���M�����
 C)�
 ��� ��
 ��

��
, ��� �����
 ��
 �����
 �� ��
�
 ���%����$��
 ��

����
 ������� �� $7$� ������*

#��� 
� ����C� �� ���������� ����3����%$�, ��� �� ������ �� �� ">� �� Cp
T ·Sp �����

��� $������ Δ ����� �� ���$����� ���� ������ �� $������
 ���%����$���
 SU, V T* +�
��
� $�
� 2 ;��� Dp = UT · V ���� ���� 7��� ���$����� ������ ��
� ���%����$�� ��
�
� ������� ��� ��
 $������
 U �� V ���� �� �%��) ������ �� %�
��� �� ����3����%$�
�� ">� �����
�*

+� ����$&��� λ ���� ���� 7��� �%��
� �� 6�A�� 2 �� ��� ��
 ���M�����
 �� 
����� ��

���
 S�����
��� ����� �� �����$���� $�)�$���T, $��
 �3���$��� �� 6�A�� 2 �� ��� ��

���M�����
 �� �����
����
��� ��
 �)����$��� �� 
�3��� S������ �����T, ��� ���
 ��
 ���)
��
 �)��7$�
, ����3����%$� �� $�
� 2 ;��� ��
 ��
�
 �
� �������*

+�! -������
�� �� �� ����
�
 �� ���������
����� �� �
��
��)
��
��

���
 �����
 $������ ���
 ����� ������ �)����$������ 
��
 ������
 ���������
 ����3�0
���%$� ����������

�3� ������� �� ��
�
 ���%����$��
 ���$�� �� ��������� �� �������0
����� �=��� 3����� ��
 ������
 �����$�����
�
 ����C������
* ���
 $��������
 �3���$���
��� ��� ��3����%$� �
� ��$��� ��� �� ������ ��
 
�3���) ����� ���� �������*



& ����	
�� �� �� ����
	� �� �"������	
����� �� �
�	
����
�� D'I

"��
 �� ���$��� ��$�
, ���
 �����
 ��C��� ��
 �����
 �� $�
��� �� �� ���6��$����
��� ���
 �����
����
 ���
 ��
 �)��������
* ���
 �)���������
 ��
���� ��
 ���������
 �)0
����$������
, �� �����������
 ����
 �)��������
 ���������� ����P����� �� �� �������� ��
������
 ����������

�3�, ���� $�����
 ��$��
�����$��� �� ������������, �� �� �� ��0
$��
��� ��
 
�3���) ������
*

51�1� ���	�'���

���
 ���
�����
 ���
 ����� 
������ ��
 �����
 
������ 2 $�
���� �� ��

�$������ �����
���) ������������
* ���
 ��C��

��
 ���� ������� �� �������3��$$� ��� �����
���� ��

�����������
 ����� ��
 ���$�
 ��
 ���) ������������
, ���
 ���
 �� �����
��
 ���) $�0

���
, �� ���) �� ������, �� �� ���) �� �����
���, ��� ���$������ �� ��$���� �� ������=
��
�� ��$��� �����$�
 �� ��$$�� ���
 ��
 ���) ������������
*

���
 ������
 ��� ��C������ �� �������3��$$� ��� 
��� ������� ���
 �� 
���� ��
�� �%&
�* ���� �� $�$���, �� ��C������ �
� �� 
�������* ������ ���) ������������
 Dref

�� Dapp ��������� ��
�������$��� Kref �� Kapp ���$�
 �� ������ L* +� �������3��$$�,
���� C(Dref ,Dapp), �
� �� $������ ��������� ���
 ��
 �������
 
�������
 ����� ��
 ���$�

��
 ���) ������������
, ��C��� ��� �

C(Dref ,Dapp) = Dref ·Dapp
T =

j
↓⎡

⎢⎢⎣
***

〈 drefi , dappj 〉 . . .

⎤
⎥⎥⎦ ← i

, SL*
�T

�K drefi �
� �� ie ���$� �� ������������ Dref *
+��
��� ��
 ���$�
 
��� ���$�
, �� $������ ��$����� ��
 ������
 ����� −1 �� 1*

+� �������3��$$� ���� 7��� �M�%� ��$$� ��� �$�3� �� $7$� ������, �� ���������� 2
�%���� ��)�� ��� ������� �����
������� 2 �� ������ �� �� ��
� �

����� ���
 �� $������*
�� ���� ��

� 7��� ��
�$� ��� ��
 �����������
 $�)�$���
 
�� ��
 ��3��
 �� ��
 �������
, ��
�� 6�A�� ������ ���
 �����
�, ���� ��
 $�
���
 �� ������ �� �� �����
���*

+� ���$�&�� 6�A�� �� ��
�$�� �� �������3��$$� ���
�
�� 2 ��������, ���� �%���� ��3��
�� �������3��$$�, �� ����������� $�)�$��� �� $���6 �� ��6������ ���� ���
 ��
 $���6

�����
 ` �� ���� �%���� �������, �� ����������� $�)�$��� �� $���6 �����
 ���� ���
 ��

$���6
 �� ��6������* +��M�%�3� �� ���$��� ���3� �� �����
 ������� 2 ���� ����� ��

$���6
 �� ��6������ ��� ��� ��������
, �� ���M�%�3� �� ���)�&$� ���3� �� �����
 �������
2 ���� ����� ��
 $���6
 �����
 
��� �������
, ���
�020���� �����
������� 2 �� $���6 ��
��6������* ���
 �����
����
 ��� C3��� �� �� 
�=�� 2 �� 
������ I*J*

+� ���)�&$� 6�A�� �� ��
�$�� �� �������3��$$� �
� �������
�� ��
 ���) �� ������ ��
�� �����
���, ��� ��������� �� ��
 ���3�
 �� �����
* #��
� ����� ��� ���
 �����
����
 ���

����� 
������* +�
 $�
���
 �� ������ �� �� �����
��� 
��� ���

����
 ���
 �� ��$���� ��
�� ���%���%� ����6��$�����* ����
 
������ ����$$��� 2 $�
���� �� ������� �� �� �����
�
���� 
=
�&$� 2 ��� ����7�� �� ���%���%� �� ����$���
 ���
 ��� ��
� �� ������
* !��
�,
�� $�
��� �� ������ �
� ��C��� ��� �� ���������� �� ����$���
 ���������
 ������
 ��� ��



DD' &������ �� �	���	��� ( ��
�� �� ����� ��	���������


=
�&$�, ���$� ����
�$��� �� ����$���
 ���������
 ���
 �� ��
�* +� $�
��� �� �����
���
�
� ��C��� ��� �� ���������� �� ����$���
 ���������
 ���$� ����
�$��� ��
 �����
�
 ��

=
�&$�*

"��
 �� ����� �� �� ��$�����
�� �����$�
, �� ������������ �� ��6������ Dref �����
0
���� 2 ����
�$��� ��
 ����$���
 ���������
 ���
 �� ��
� �� ���)�$���, �����
 ��� ��
������������ �����
 Dapp �����
���� 2 ����
�$��� ��
 ����$���
 �����
 �� �����
� ���
�� 
=
�&$�* +� ��
��� �
� ���� �� $7$� �� ��� ��O������, ���
��� ��
 ���$�
 �� �������
��
 6����$��� 7��� �������
* �� �O��, �� 
� ���� ��� ���) ���$�
 �����
 �����
�������
�� $7$� ���$� �� ��6������, ��� �)�$���*

���
 ��C��

��
 ��
 $�
���
 �� ������ R(Dref ,Dapp) �� �� �����
��� P(Dref ,Dapp)
��� �

R(Dref ,Dapp) =
��$��� �����$�
 �� Dref ���
���
 ���
 Dapp

��$��� �����$�
 �� Dref

SL*
JT

P(Dref ,Dapp) =
��$��� �����$�
 �� Dapp ���
���
 ���
 Dref

��$��� �����$�
 �� Dapp

SL*
	T

+� ��$��� �����$�
 ���� ������������ ���
���
 ���
 ������� ������������ �
� ��C�� 2
������ �� �������3��$$�* ���
 ��C��

��
 ����� ���$� �
� ���
��� ���
 �� ������������

� 
� ����������� ���� �� �� $���
 ��
 ���$�
 �� ������������ �
� 
��������� 2 �� 
����
�����* +� ��
� �������������� ���� ���$� d 2 �� ������������ D, ��������������$��� 2
�� 
���� ξ, �
� ��C�� ��� �

A(d,D, ξ) =

{
1 
� ∃ dk ∈ D /

|〈 d , dk 〉|2
‖d‖2·‖dk‖2

≥ ξ

0 
����
SL*
LT

! ������ �� ����� $�
���, �� ������ �� �� �����
��� 
��� ��C��
 ��� �

R(Dref ,Dapp, ξ) =
1

Kref
· ���� {dk ∈ Dref / A(dk,Dapp, ξ) = 1} SL*
(T

P(Dref ,Dapp, ξ) =
1

Kapp
· ���� {dk ∈ Dapp / A(dk,Dref , ξ) = 1} SL*
FT

#�
 $�
���
 ������� 7��� ��������
 �� ��������� ��
 ������
 $�)�$���
 �� ����� ��
�%���� ��3�� �� �� �%���� ������� �� �������3��$$�* +� ��$��� �� $�)�$� ��
 ��3��

�� �������3��$$� 
��������
 �� 
����, �������� �� ��$��� �� ��3��
, ����� �� ������,
�����
 ��� �� ��$��� �� $�)�$� ��
 �������
 �� �������3��$$� 
��������
 �� 
����,
�������� �� ��$��� �� �������
, ����� �� �����
���*

+� 
���� ���� 7��� �%��
� ����� 0 �� 1 ���
��� ���
 ��
 ���$�
 
��� ���$�
* �� �� 
����
���� 0, ����
 ����
 ��� 
����� ��
 ������������
, �� ������ �� �� �����
��� ������ 1, ��
��� 
�3��C� ��� ���
 ��
 ���$�
 �� ������������ �� ��6������ ��� ��� ��������
 �� ���
���
 ��
 ���$�
 �����
 ������������� �� ������������ �� ��6������* �� �� 
���� ���� 1,
����
 �� ������ ����� �� ����� �����$�
 �� ������������ �� ��6������ ��� 
� ��������

�)����$���, �� �� �����
��� ����� �� ����� �����$�
 �����
 ��� 
��� �)����$��� ��

���$�
 �� ��6������*

!��&
 �� ��C������ �� ��
 $�
���
, �)��
��
 ��
 ���������
 �)����$������
 ������0
���� ����������

�3� �� ������������ 
�������� ��$$� ������� �� ��
�
 ���%����$��
*
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51�1� ���������� �)��	���������

���
 ��
����
 ������� ��
 ��������
 �� ����3����%$� ���
���� �� 
������ L*D*
 2 ��0
������� �� ������������ �� ��6������, 2 ������ �� ������
 ����C������
 3������
 �� 6�A��
�����$�����
�
 ��� �� ������������ �� ��6������, ���
�020���� 2 ��������� ��
 ���$�
 
��
��
����
 ��
 ������
 ����������

�3� 
��� ������
&���$��� �����$�����
�
*

���
 �%���%����
 ���� �
� ������� �� 3������� �� �� ������ ��
 ������
 ����������

�3�
����

���� 2 �� ��� ��������

�3�* ���
 �)�$������
 ��
���� ����P����� ����� ������
�� $�����
����� ���������� �� ��$��� �����$�
 ���%���%�
, ��� ������� �� ��$���
�����$�
 ����*

��C�, ���
 ���������
 ����P����� �� �� ������ ��
 
�3���) ������
 
�� ��
 �������0
��
 �� ������3���� �� ����3����%$�, �C� �� ��$������� ���� ����
 �=��
 �� 
�3���)
����3����%$� �
� �����
����*

51�1! ��E���
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+���3����%$� ����

��� �� ��
�$��� �� 
�3���) �������Q��$��� �C� ����������� ��

���$�
 ���$������ �� ��
 ����$��
�� �� 6�A�� �����$�����
�* �� �
� �������6 ��� 
�
����
�$��� �
� ���� �����, ����
 ���
 ��
 ���$�
 �� 
����� ��
 �����
����
 �� �� 
���
�$��

���� ����������� ����� �� �����
��� �� ������������* ���
 �

������
 ���
 �����
�)�������� �� �����$���� 2 ������ �� ������ ������ ����
�$��� �� ������
 �
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+� �������� �� ���)�������� �
� �� 
������* ���
 �����
 �� ������������ �� ��6������,

�������� ��$$� ��� ����� �� ��
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 ���%����$��
, ���
 ��
 
�3���) ����C����
, 2 ��
�����$���� �����:���, 2 ������ �� �� ������������ �� ��6������* +� ��$��� �� 
�3���)
����
 �
� �� ����$&��� 2 ������� �� ���
 �� 6��
��
 ������* ���
 ��������
 ��
����, 
��
�%���� �� ��
 
�3���), �� ������������ �� $7$� ������ ��� �� ������������ �� ��6������

���
 $�
����
 ��
���� �� ������� ��
 ���$�
 �����
 2 ������ ��
 $�
���
 �� ���0
��� �� �� �����
���, �� ���
 ����=
��
 ��
 $�
���
 ��� ������� �� ��$��� �� 
�3���)
����������

�3� �����
�
*

����� ����� ��� �� ��$��� �� ����$&���
 2 ��������� ���
 �� ������������ �
�
L · (L−1) S���� �� 
������ �*
T, �� ��$��� �� 
�3���) Q 
��� �� �=�� n ·L �� 
���� ��� ��
��$��� ����%��������
 ���
 ��
 
�3���) �������Q��$��� �
� S���
���T ������������� ��
��$��� �� ����$&���
 �����
 �� $��&�� � n · L2*
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� �� 3���� ��$��� �� 6��
 �� ���
 ���
�����
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�����
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 ��
 �)��������
* "� ���
, ���)�������� 
��� �����
�� ���� ���
����

������
 �� 
�3���), �C� �������� �� ����� ��
 ������
���
 2 ������ ���� ��
 �����������*
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DD
 &������ �� �	���	��� ( ��
�� �� ����� ��	���������

"����������� Dref 4���� �� ���) ��
�
 ���%����$��
, ��������
��
 �������0
��$��� 
���� ��� ��� 3��

�����, ���
 ���%����$���
��

��� ����3����%$� �� -��$0��%$���

"����������� Dapp 4���� �� ���) ��
�
 ���%����$��
, �� �� $7$� ������
��� Dref

������ ��
 
�3���) L 4, 8, 16, 32 ���
 64

-��������� ��
 
�3���)
sq

#%���� 
�3��� �
� 3����� ��� 1 2 r ���$�
 ����
 �������0
��$��� 
���� ��� ��� ���6��$�, �� ���� ��
 �$�������


������ ��� ��� 3��

�����*

��$��� �����$�
 $�) r �1+
√
L

2 �, �C� ���

���� ��� cq �
� �� ;�� �� ���M�����

�� ���
 �����$�����) 3������� �� 
�3��� sq Z-�'J[

��$��� �� 
�3���)
Q = n · L

n = 1/4, 1, 2, 5, 10, 20, 50 �� 100

��$��� ���)��������

Ne

100, ���� �%���� ������ �� 
�3��� L

����� �� ����
��� ξ ����
�� �����
��� �� �� ������

'*II

!�3����%$� �� ������
��
 ���M�����


�������3� ���) �������* +� ����$&��� �� ��$���$�
 λ
�
� ��3�� 
���� �� $��%��� �������� ���
 Z+-..'	[ ��
�����Q� �������� �� C� ��
 ���������
 �� ����$��
�����*
4� 
������3� ���, �� $���
 �� $���
 
��&�� �� ����
 ��
����������

�3�, �
� ��
���� �������� 
�� ��
 ���M�����


��������
����� �� Dapp

���
 ����3����%$� ����0
������

�3�

����3� ��������� 
���� ��� ��� 3��

�����, ���
 ���%�0
���$���
����� �� �%����� ��
 ��
�


#���&�� �����7� �� ����3�0
���%$� ����������

�3�

+� �����
��� ��
 ���M�����
 �������
 �
� 
����� �� ��
��$��� �����������
 �
� 
�������� 2 
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����
 
��
 �� 6��$� 
�������* ���� �%���� ������ �� ��
���3���� ��
 
�3���) L, ���
 �M�%����
 �� ���) �� ������ �� �� �����
���, �� �������0
��3�, �� 6������� �� ���M����� n = Q/L* #���� ��
��

� ���$����� �� ����� ��$��� ��

��O������
 ������
 �� L*

"� 6�A�� ���������, ���
��� �� ��$��� �� ����$&���
 2 �
��$�� �
� �� L · (L − 1)
���� ���) ��
�
 ���%����$���
, ���
 ���
 ��������
 2 �� ��� ��
 ���) �� ������ ��
�� �����
��� 
����� ����%�
 �� 0% ���
��� �� ��$��� ����%��������
 ��$��� 
�� ���
 ��


�3���) �������Q��$��� �
� ��6������ 2 L · (L − 1), �� ��� �
� �� ��
 ���� n = 1/4, ��
���
��� ���� n = 1* "� 6�A�� ���
 3�������, ���
 ������
 ���
�� ����� 6��� ��� ��
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�� �� �� ����
	� �� �"������	
����� �� �
�	
����
�� DD�

��$��� �� ����$&���
 ����������

�3� SQ · LT 
��� 
�3��C������$��� ���
 3���� ��� ��
��$��� �� ����$&���
 �����
 ���� ��� ���)0�� 
����� ��������$��� �
��$�
, �� ���� ���

���
 ��������
 2 �� ��� ��
 ���) �� ������ �� �� �����
��� ���������� 3����
 ������$���
���� �� 3�����
 ������
 �� n*

+� C3��� L*D ���
���� �� ������ �� ���) �� ������ �� 6������� �� ���M����� n = Q/L,
���� ��
 ��O������
 ������
 �� �� ������ ��
 
�3���) L* ���
 ���M�%��
 ��
 �� ������ ��
���) �� �����
��� ��� ���� �
� ���
�$��� ���������* +���
��

� �
� ���
����� �� ��%����
��3����%$���� ���� 7��� �� ���6��$��� ���� �� $��%��� ���)���������, �K n ���Q� ��
6�A�� �)�����������*
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L = 4
L = 8
L = 16
L = 32
L = 64

���� L*D Y ���) �� ������ $�=�� S
�� 100 �

��
T �� 6������� �� ������� ����� �� ��$���
�� 
�3���) ����������

�3� Q �� �� ��$��
��� ��
 
�3���) L, ���� ��O������
 ��$��
���

L

���
 ��=��
 
�� ����� C3��� ��� 3������$���, �� ���) �� ������ $�=�� ��3$����
���� �� ��$��� �� 
�3���) ����������

�3�, ������ ��� 
��� �� ��$��
��� �� 
�3���* #���

�3��C� ��� ���
 �� �������� �� ������
 ����������

�3� �
� ������, ���
 �� ������������
�����
 �
� ����%� �� ������������ �� ��6������* #��
� �� ��
����� ��3���� ���� ��
 ���
��

������
 �������$$���* "��� ����� �� ��� ���������
��, ��������
 ��� ���
 �����
 ��C��
�� �����&$� ����������

�3� ��$$� �� $�)�$�
����� �� �� ����
�$������ ��
 ������
, ��
�
�������* +��
������� �
� ������%�� ��� ��� $�=���� 
��Q 
�3���), �� �
� ���� �������6,
�� 
������ �� ��� ��
 3����
 ��$���
, ��� �� ������� �� �������)�$����� �� ���
�������
��3$���� ���� �� ��$��� �� 
�3���), �� ��� 
���� ��� �� ������� �� ����������

�3� 
�
������ �$�������*

�� �
� ��$�������� ��� ��
 ������
 
����� �������� 
�$������, ������ ��� 
��� �� ��$��0

���* ���
 ������
 �� �������� ����� �
� �$������� �� ��3��� �� ��$��� �� 
�3���) Q



DDJ &������ �� �	���	��� ( ��
�� �� ����� ��	���������

�� 6�A�� ��������������� 2 �� ��$��
��� L, �� ��� �� 6������ �$������� �
� n*

"� 6�A�� �������� 
������ ��
 ��$��
���
, �� 
�$��� ����� ������ 
��� ������� ���

n = 20, �� ���2 ������ �� ����� ������, �� ���6��$���� �� ����3����%$� 
��3��* ���

������
 �� ������� ��� 
��� �
� �$������� ��� �� ��$��� �� 
�3���) 
��� ������� 20
6��
 
�������� 2 �� ��$��
���, �� ������%�, �� ���
� ��
 ����

���� ������� ���
 ����* "�
����� �� ��� ������������, �� ��$���)��� ������ �� 3�����

��� ��$$� ���
 �� ������
 ��

������ L*
*	, �� �%��) �� Q = 20 · L ������ ;�������)*

���
 ����
 ������ ����P����� �� �� ������ �� ����
�$��� ����������

�3� 
�� �� �������
�� ����������

�3�, �� 
����
��� �����Q��� �� ������ �� ������������ 2 ���������* G����
�
�0�� ���
��� �� ������������ �� ��6������ �� �� ������������ �����
 �� 
��� ��
 �� $7$�
������ H

51�13 ��E���
� �� ��������������� �� ��
�������	�

+��)�������� ���������� � ��� 6���� 
��
 ��%=���%&
� 6���� ��� ��
 ��$��
���
 ��
������������ 
��
0;����� 
��� ������
* �� �O��, �� ��$��� �����$�
 
��
0;�����
 ��
���� ��
 7��� ����� 2 ��������, �� ���
 ������
 ���
 ��$����� ������ �
� ����P�����
����� $�������

���� �� ��$��� �����$�
* ���
 ������
 ����� �
� ����

���� �� 
��0
��$��
������ �� ������������ ���� �
����� ��������� �� ������������ �� ��6������*

�5�5 5
 +�
��
�� �� �-�����
����

���
 �����
��
 ���)�������� 
�������* +���;����6 �
� ���;���
 �� ��������� �� ���0
��������� 
��
0;�����, 2 ������ �� ������
 �����$�����
�
 ����C������$��� �����
 
�� ��
������������ �� ��6������* ���
 ��
�����
 ��
 ���6��$����
 �� ����3����%$� ����������
0

�3�, ���� �� ��$��� �� ��
�
 ����� ���
 �� ������������ �����
, �� 6������� �� ��$���
�� ��
�
 ���
 �� ������������ �� ��6������* +� ���6��$���� 
��� �� ������� $�
���� ��
���$�
 �� ������ �� �� �����
���, �� �� $�=������ 
�� �� 3���� ��$��� ���)��������
*

�5�5 5� +��	����� ��	�
���
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�� DD	

��$��� �� ��
�
 ���%�0
���$��
 ���
 �� �������0
����� Dref

1, 2 �� 3

��������
����� ��
 ��
�

�� Dref

����3� ��������� ��
 ��$��
����
 
���� ��� ��� 3��
0

�����, ���
 ���%����$���
����� ��
 ��
�
 ��� ����3�0
���%$� �� -��$0��%$���

"����������� Dapp 4���� �� ���) ��
�
 ���%����$��


������ ��
 
�3���) L 32

-��������� ��
 
�3���)
sq

#%���� 
�3��� �
� 3����� ��� 1 2 r = 3 ���$�
 ����

���������$��� 
���� ��� ��� ���6��$�, �� ���� ��
 �$0
�������
 
������ ��� ��� 3��

�����*

��$��� �����$�
 $�) r �1+
√
L

2 � = 3, �C� ���

���� ��� cq �
� �� ;�� �� ���M0
�����
 �� ���
 ���$�����) 3������� �� 
�3��� sq Z-�'J[

��$��� �� 
�3���)
Q = n · L

n = 50

��$��� ���)��������

Ne

200

����� �� ����
��� ξ ����
�� �����
��� �� �� ������

'*II

!�3����%$� �� ������
��
 ���M�����


�������3� ���) �������* +� ����$&��� �� ��$���$�
 λ
�
� ��3�� 
���� �� $��%��� �������� ���
 Z+-..'	[ ��
�����Q� �������� �� C� ��
 ���������
 �� ����$��
�����*
4� 
������3� ���, �� $���
 �� $���
 
��&�� �� ����
 ��
����������

�3�, �
� ��
���� �������� 
�� ��
 ���M�����


��������
����� �� Dapp

���
 ����3����%$� ����0
������

�3�

4���� �� ���) 6��
 �� $������ �������� � Dapp = [I I]

#���&�� �����7� �� ����3�0
���%$� ����������

�3�

+� �����
��� ��
 ���M�����
 �������
 �
� 
����� �� ��
��$��� �����������
 �
� 
�������� 2 
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 ��
 ��
�����
 
��
 �� 6��$� ���� ������� ��������� ��
 ���) $�=��

�� ������ �� �� �����
��� ���� ��
 ����
 ���C3�������
, 2 
����� $��&�� 
��0��$��
�����
S���) ��
�
 �� ���� �����T, ���� ��$��
�����, �� 
��
0��$��
����� S���) ��
�
 �� ����
�� ����
T*

���
 ������
 ���
 �������� 2 �� ��� �� $��&�� ���� ��$��
����� ����� �� $7$�
�=�� �� ��
����� ��� ���
 �� ��
 ���������* ���� �� $��&�� 
��0��$��
�����, ���
 �
��0



DDL &������ �� �	���	��� ( ��
�� �� ����� ��	���������

���
 ����� $���
 ��� ��
 ���) ��
�
 �� ������������ �����
 �������� �� ��
� �� ��6������*
+������� �$������� �
� �� ���) �� ������, ��� ��$��� �� ���������3� �����$�
 �� ��6�0
����� ��������$��� �����
* �� �O��, �� ���) �� �����
���, ���
 �� ��
, ���� 7��� 6�����,
;�
���2 50%, 
��
 ��� �� ������������ 
��� $�� �����
, ���
����� 
�M� ������ ��
� 
���
���� �����
�, 
��� �� $����� ��
 ���$�
* "��
 �� ��
 
��
0��$��
�����, �� ���) �� ���0
��� �� ���� ��
 7��� 
�������� 2 66%, ���
��� 
���
 64 ���$�
 
��� �����
 ����
 ��� ��
������������ �� ��6������ �� ��$��� 96* ���
 ������
 
� �� ���) �� ������ 
� �������%�
�� �� ���) $�)�$��, �� ��� �� ���� ������� ��� 
� �� ���) �� �����
��� 
�������%� ��
100%, �� 
� ����3����%$� ����� �� ����� ���

�=�� �� ����� ��
 96 ���$�
 ��� ���) ��
�

��O������
, $��
 ���
 �M����
, ��� ���� 
��
0��
�$��� �� ���) ��
�
 �� ��6������*

"����������� �� ��6������ Dref Dref,1 Dref,2 Dref,3

���) $�=�� �� ������ 99.5% 93% 0.5%

���) $�=�� �� �����
��� 56% 93% 1%

+�
 ��
�����
 
��� $�������
 ���������� ���� �� ������������ ���� ��$��
�����*  ��0
�����
 ��� ���
 ����
 �%��3� �� ����$&��� ��� ������� 2 ���)�������� ����������, ��
������ �� ����������
����� �� ������������* !� ���� ����������
�� ��
 ��
�
 ���������$���,
���
 ��
 ����
 ��������
��
 ���� �� $������ ��������* +� ��
����� �
� �� ���) $�=�� ��
������ �� 93% �� ���� �� 77% ���� ��� ��������
����� ���������* ���
 ���)�������
 ��

�� ��O������ �� ���6��$����* �����
 ��� ���$� ��
 200 �)��������
 ������
, ���) ��

�� C3��� �������

��� ���� �)������� �� �%�O�� �� 93%* "��
 8% ��
 ��
, ����� ���$�
���
� ��������$��� ��������, �����
 ��� ���
 92% ��
 ��
, ���
 ��
 ���$�
 
��� ���6��0
��$��� ��������
* ���
 
����
��
 ��� ����������
����� ;��� �� 3���� �:��, ��� ��
�� 2
��$�������*

���� �� ������������ 
��0��$��
�����, ���
��� ���
 ��
 ���$�
 
��� ��������
, �� 6%
��
 ���$�
 �� ��6������ 
��� ���
���
 ���
 ��
 ���) ��
�
 �����
�
, ���
��� 56% ��

���$�
 �����
 �����
������� 2 �� ���$� �� ��6������* ���$� ��
 200 �)��������
, ���

������
 ������ ��� 6��
 ��
���3��� ���) ��$�����$���
* "��
 55% ��
 ��
, ��� ��

���) ��
�
 �� Dapp �
� �)����$��� �� ��
� �� ��6������, �� ���
 45% ��
 ��
, ��
 ���$�


��� �������
 ���
 ��
 ���) ��
�
 S82% ���
 �� ���$�&��, 17% ���
 �� ���)�&$�, �� 1%
���
� ��
 ��������T*

"��
 �� ��
 
��
0��$��
�����, ���
 ��$������
 ��� ��������$��� ����� ���$�
���
� �������� ��������$���* �����
 ��� ���$� ��
 200 �)��������
, ������ ��� ���$�

�� ��������� ���
 �� 15% ��
 ���$�
* �� 
����� ������

��� ���
 �� ��
 �� ��3����� 
� ��


�3���) 
��� ���
 �����$�����) ���
 �� ������������ �����
 Dapp ��� ���
 ���$�����
������ ����� �� ���) ��
�
 �� Dref , �� ��� �)���������� �� �%��) 6��� ��� ����3����%$�*

���� �������� 
�� ����� �)��������, ���
��� ����;����6 �
� �� ��������� �� ������������

��
0;�����, ���
��� ����3����%$� ���
� �M���� ��� ���
��� �� ��$��� �� ��
�
 �����
�

�
� �� $���
 ��

� 3���� ��� �� ��$��� �� ��
�
 �� ��6������, �� ������ ����
���
����
�� 
��0��$��
������ �� ������������, ������ 2 ������� ��
���� ��
 ��
�
* �� 6������� �����
���� ����C�� ��� �� ��$�����$��� ��
���� ���� ��� �� ��
�
 
� ��������� ���� �� ���

3���� ��$��� �� ��
�
*



& ����	
�� �� �� ����
	� �� �"������	
����� �� �
�	
����
�� DD(

������

��
0���
 $��������� 2 �� ����

� �� ������3���� �� ����3����%$�, �� 6�������
�� �� ��$��
��� ��
 
�3���), �C� ��������� �� ��$��� �������
����� �� ����3����%$�*

51�1� ��E���
� �� �� ��������� ��� ������)

!��&
 ����� ������ ����P����� �� �� ������ �� ����
�$��� ����������

�3�, �� �����
������ �� $�����
�����, ������

��
0���
 2 ������� �� �� ��$���)��� �� ����3����%$� ����0
������

�3�* ���
 �����
 $������ ��� ��� ��3����%$� �� ���� 7��� �����
� ��� ���� ��

������
 ��$��
���
, �� ��� ��$��� 
�� �����7� ���� �� ������$��� �� ������
 ������
*

�5�5�5
 +�
��
�� �� �-�����
����

���
 �� ���
 ������

��
 ���
 $��������� ��) ���6��$����
 �� ���$�
 �� ������ ��
�� �����
��� �� ����3����%$�, $��
 ������$��� 2 
� ��$���)��� ��3����%$����*

���� ����, ���
 �����
 $�
���� �� ��$�
 �� ������ �� �� ��$��� �����������
 ����

����

2 �� ������3����, ���
����� ������3�, ���
 �� ����������

�3� ���� ������������ 
�� ��
��
�$��� �� 
�3���) ����C����
, 3�����
 ��$$� ���� ��
 ���) �)��������
 ����������
 2
������ ���� ������������ �� ��6������* ���
 ��������
 �� ��$����
�
 �)��������
, �C�
��������� ��
 
����
�����
 C����
, ���� ��O������
 ������
 �� �� ��$��
��� L ��
 
�3���)*
+���3����%$� �
� ��� ������3��� ���
����� �������� �� ������������ �)����$���, ���
�020����
���� �� ���) �� ������ �� 100%, ���� �� 
���� ξ*

�5�5�5� +��	����� ��	�
���

+� ��������� �������� �
� ������ ���
 �� ������� 
������



DDF &������ �� �	���	��� ( ��
�� �� ����� ��	���������

������������ Dref 4���� �� ���) ��
�
 ���%����$��


��������
����� ��
 ��
�

�� Dref

����3� ��������� ��
 ��$��
����
 
���� ��� ��� 3��
0

�����, ���
 ���%����$���
����� ��
 ��
�
 ��� ����3�0
���%$� �� -��$0��%$���

"����������� Dapp 4���� �� ���) ��
�
 ���%����$��


������ ��
 
�3���) L 4, 8, 16, 32, 64 �� 128 ���� ��
 ���) $�
���
 ���
� ���
256, 512, 1 024 �� 2 048 ���� �� $�
��� �� ��$�
 ��
������ ����� ���������

-��������� ��
 
�3���)
sq

#%���� 
�3��� �
� 3����� ��� 1 2 r ���$�
 ����
 �������0
��$��� 
���� ��� ��� ���6��$�, �� ���� ��
 �$�������


������ ��� ��� 3��

�����*

��$��� �����$�
 $�) r �1+
√
L

2 � = 3, �C� ���

���� ��� cq �
� �� ;�� ��
���M�����
 �� ���
 �����$�����) 3������� �� 
�3���
sq Z-�'J[

��$��� �� 
�3���)
Q = n · L

n = 50

��$��� ���)��������

Ne

100

����� �� ����
��� ξ ����
�� �����
��� �� �� ������

'*II

!�3����%$� �� ������
��
 ���M�����


�������3� ���) �������* +� ����$&��� �� ��$���$�
 λ
�
� ��3�� 
���� �� $��%��� �������� ���
 Z+-..'	[ ��
�����Q� �������� �� C� ��
 ���������
 �� ����$��
�����*
4� 
������3� ���, �� $���
 �� $���
 
��&�� �� ����
 ��
����������

�3�, �
� ��
���� �������� 
�� ��
 ���M�����


��������
����� �� Dapp

���
 ����3����%$� ����0
������

�3�

4���� �� ���) 6��
 �� $������ �������� � Dapp = [I I]

#���&�� �����7� �� ����3�0
���%$� ����������

�3�

+� �����
��� ��
 ���M�����
 �������
 �
� 
����� �� ��
��$��� �����������
 �
� 
�������� 2 
 '''

�5�5�5� �����	�	�

���
 �����
 ���� ������� ���
����� 
��
 6��$� 3���%���� ����������� �� ��$�
 ��
������ ����� ��������� �� ����3����%$� ����������

�3�, �� 6������� �� �� ��$��
��� ��


�3���)* �� 
��3��� �� $�
���� 
���� ������ �&3�� �� ��$�
 �� ������ ��3$���� ���� ��
��$��
���*

"��
 �� ���)�&$� ��$�
, ���
 ���
�������
 ��� �����
�������� 
����
����� �� ��$���
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�� �� �� ����
	� �� �"������	
����� �� �
�	
����
�� DDI

�����������
 ����

����
 2 �� ������3����, ���� �%���� ��$��
��� S������ ���� �%����
�)��������, $�=����, ����� �=�� �� ��3��

��� ��������T*

+� C3��� L*
 �����
���� ����������� �� ��$�
 �� ������ ����� ��������� �� ����3����%$�
����������

�3� 
�� �� ������$ J*
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���� L*
 Y ��������� �� ��$�
 �� ������ ����� ��������� �� 6������� �� �� ��$��
��� ��


�3���)*

���
 ������
 ��
����� ��� 
� ���� ��
 ������
 ��$��
���
, �� ��$�
 �� ������ ��
����� ��
 ����$��� �� 6������� �� �� ��$��
���, �� ������%�, 2 ������ �� L = 128, ��
��$�
 �� ������ ������ ��$$� ��� ���

���� �� L S����� O(L2) �� O(L3)T* #��� ��� ����
���������� ���
��� �� ��$��
��� ��
 $������
 �������
 �
� $������� �� L2*

�� �� ��$�
 �� ������ ����� ��������� �
� �� 10 
 ���� L = 512, �� �
� �� 324 
,

��� ������� 6 $�����
, ���� L = 2 048* �����$$���, ���
����� 6��� 6���� ��
 ��������

�����������
, ��$$� ���
 �����
 �� ���� ��
����, �� ���
� ��
 ����
�3�����* ���
 �� ��0
�������
 ��
 �������
����� �� �� $�$����, $��
 3��

�&��$���, ��
 $������
 �� 
�3���), ����
L = 2 048 ����������� 2 · 108 ��%��������
, �� ���� ��
 
���?�� �� P������
 ������ �����0

���, 
��� 4 �����
, �� 6��� ������� �� 1 -�, �� ��� �����
���� ��) ��$���
 ��
 $��%���

��������
*

!���=
��
 $��������� �� ��$��� �����������
 ����

����
 2 �� ������3���� �� ����3�0
���%$� �� 6������� �� �� ��$��
��� ��
 
�3���), ��� �
� �M�%� 
�� �� C3��� L*�*

���
 ��
�����
 ��� �� ��$��� �����������
 $�=�� ���$������ �� ������3���� ��
����3����%$� ����� �� 6�A�� �������� ���� �� ��$��
��� L ��
 
�3���)* +������
����� �� ��
$�=���� �
� �������, ���
��� �� �������� ��
 ������
 �
� �

�U ������ ������ �� �����
$�=���� ���� ���� ������$��� �� ���������� �������� ����� �� ��$��
��� L �� �� ��$���
�����������
*
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���� L*� Y ��������� �� ��$��� �����������
 ����

����
 2 �� ������3���� �� ����3����%$�
����������

�3� �� 6������� �� �� ��$��
��� ��
 
�3���)*

�� ���
 ��������� ����������� �� ��$�
 �� ������ ����� ��������� �� 6������� �� ��
��$��
���, ���
 ������
 ���� ������� ��� �� ��$���)��� �� ����3����%$� 
� 
���� �����
O(L3) �� O(L4), �� ��� �� ��
�����C� ���� ��
 ��$��
���
 �� 
�3���) ����

��� �� ���0
����� ����%��������
* 5� ���� ������� ��
 
�3���) �����, ��� �)�$���, �� ������ ��
 ���$�

�� 
�3��� �����
��
 �
� �� 3������ ��������� 20 $
* ���� ��� 6�������� ����%����������3�
�� 44 100 9U, ��� ���$� �� 23.2 $
 �����
���� 2 L = 1 024, �� ��� �
� �$��

����
2 ������� ���� ��� ��3����%$�* 4� �%�����3� $�;��� ���� ���$����� �������
����� �� ���
��3����%$� �
� �� ��������� 2 �� ���
 3�����
 ��$��
���
*

+�" %���(�� ��
�
���

���
 ����
 ���
���� �� ��3����%$� ���$������ ����������� �� ������������, 
����0
���� ��$$� ��� ����� �� ��
�
 ���%����$���
, ������ 2 �� ��
�$��� �� 
�3���), ���
�0
20���� ��� ���$�� �� ��
 ����$��
�� �� 6�A�� �����$�����
�*

���
 ����
 $����� 
�
 �����
 ���������
 �� ������3����, 
��
 �� ��������� ����

��0��$��
�����$��� �� ������������ �� ���� ��$��� �� ������
 ����������

�3� 
�M0

�$$��� 3����* ���
 ����
 �3���$��� $����� 
�
 ��$���
 �� ���$� �� ��$��
��� ��


�3���) ���������
, ��� �� ���� 3�&�� 7��� ���
 3����� ������ �������� ����%��������
 ���
���$�* #���� �����&�� �������� ���� 7��� 6���� ��) �����
 ��3����%$�
 ����������

�3� ��
������������ ��� 
��������
, ���
�����
 �����
��� ��
 $7$�
 ������
* #��� ������ ����
������������ ��� ����
������ �� ���
 ���3�$��� ���� �� $��&�� �����$�
 
��������
 ���
���
 ���
�����
 ���
 �� �%������ 
������ �� ��� �
� $���) ������ ��) 
�3���) ��$�����
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��� D
D

�� 3����� ��$��
���*
�� 
����� ������

��� �� ��$�����, 
�� ��
 ������
 ������
, �� �����$���� ��������

��� �� ������������ 
�������� �� ��� �� ������������ ��� 
��������, �C� �� ��$�������

� �� ���������� �����%�3������� �
� %����������� �� ���* ! �����, �� 6��� ���$��
��
��� �� ��$��� �����$�
 
��� �� $������� �� L �
� ��

� ��� ���������� 6����* ���

������
 ���
 �������� 2 �� ����� ��������, �� $��&�� 
�������� ��� ��� ��������� ����
��
 ����$��
�����
 �����$�����
�
, �� ������%�, �� �
� ������

��� 2 ���) �����
 �

Y �� � ���$�
 �� 
� ����%�� 
�� �� �����&$� �� ������3������ ����� ���������� �� 
����0
���� ���
 �� $�����
����� �� ������������, ����$$��� ���� 
�� ��������

�3�,

Y ����3����%$� ��
������, ����
��� 
�� ��� $�
� 2 ;��� �������� ��
 ��O������
 ��
�

��� ��$��
��� �� ������������ �� 
�� ��� ����$��
����� �� ������
 
��3���&��
,
���� 7��� �� ��$$� ��� ���$�&�� �����%� �� ����3����%$� R0�>" Z!�.'	[, ���
���
 ����
 ���
���� �� 
������ �*	*
 �� ��� ���
 �������
 ��� �� 
����* ���

������
 ���������
 ������� ��� ��6������ 2 ����� ��3����%$� ���
 �� ��$ R0�>",
���
��� ����3����%$� R0�>" ���O����� ��
 �� ">�, $��
 �)������ ������$���
�� ��$��
���� ����������, ���������$��� 2 ����� ��3����%$� ��� �����
� �����
 ��

��$��
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+� 6������� ��;����� �� RT,L �
� ������� �� ���A��� ��
 L ���$���
 ���$���
 �� s 
��
�� ���$��� ����� �� S, 2 ������ �� ����
���� T , ��
 L ���$���
 
������
 
�� �� ���)�&$�
�����, ���;���
 2 ������ �� ����
���� T , �� ���
� �� 
���� ;�
����� ������� �����*

���
 ��C��

��
 �� ������� 
������� ����� ���) 
�3���) $���������) S1 �� S2 ��� �

〈 S1 , S2 〉 =
M∑
m=1

∑
l

s1,m(l) · s2,m(l) * S(*(T

"1�1! *�����) ����� ��  ����

.��� ��� ���
 �� �����������
 ��
 
�� ��
 �$�3�
 �� ��
 �����
, ���
 ������
 ��
����A� �� �� 6�A�� ���� ����
 ������� 7��� �������
 ���
 ����� 6��$���
$�* ���
 ����0
������
��
 ��
 �� �������� ��������, �� ���
 ��
�3���
 ��
 �$�3�
 ��� s(x, y) ∈ I �� ��

�����
 ��� s(x, y, l) ∈ V, �K x �� y 
��� ����
��

� �� ����������, �� l �
� �� ��$�
* #�

����
 ����������
 
��� 2 ������ ���
 Z* �� �� ��$����
�
 ���%���%�
 ��� ��� �O������

���� ��������� ��
 ������������
 
�� ��
 �$�3�
 S2 ������ �� DII	, ���� .��� �� ��;0
��B
?� Z.�I	[T, ��
 �$�3�
 ���$��
, �� �����
, ����� ��� �������
 ���
 �� ����� ��� ���

����$$��� ��� ��� 9������ ��  ����$�� �� DIIF Z�9 IF[*

#�$$� ���� ��
 �����
 �=��
 �� 
�3���), ���
 
����
��
 ��� ��
 �$�3�
 �� ��
 �����

��� �� 
������ C�� 
�� �%����� �� ����
 ��$��
���
, �� ��
 6�������
 �� ��
��������
����
6��$��� ���$�3� �� �� ����� �� �� ������� ������� S2 �����, ���
 ��
�3���
 ��

����������
 �� ��$����3� �� �� ��
�������� ��� T = (Tx, Ty) �� �� ���3���� ��� L =
(Lx, Ly) ���� ��
 �$�3�
, ���� ���;��� �� Tt �� Lt ���� �� �����T �

I −→ RLx·Ly×1

RT,L : s −→ s =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

s(Tx, Ty)
s(Tx + 1, Ty)

***
s(Tx + Lx − 1, Ty)
s(Tx, Ty + 1)

***
s(Tx + Lx − 1, Ty + Ly − 1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

S(*FT

���� �� �����, �� 6������� ��
�������� �
� �

V −→ RLx·Ly·Lt×1

RT,L : s −→ s =

⎡
⎢⎢⎢⎣

Rs(·,·,Tt)
Rs(·,·,Tt+1)

***
Rs(·,·,Tt+Lt−1)

⎤
⎥⎥⎥⎦ S(*IT
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, �� 6������� ��
�������� �����
� �
� 6����� 2 �������* �� 
�M� �� ������
��
 ���$���
 �� ������� s ���
 ���$�3� �� ���
 �� ����� 
���� ������� ������)�����, 2
������ ��
 ����������
 �� ��$����3� Tx, Ty, ���
� ��� Tt ���� �� �����*

�� 6��� ����� ��� ��
 �$�3�
  -. S���3�0����0����T, �� 84> S��$������0�%��$������T,
��� ��� ����
 ����%�
, 
��� ��) �$�3�
 �� ��� ��
 
�3���) $���������) 
��� ��) 
�3���)
$��������), �� ������� 7��� ������
 �� �������� �� $��&�� �� 
�3���) �� �� $7$�
$���&��*

���
 ��C��

��
 �� ������� 
������� ����� ���) �$�3�
 s1 �� s2 ��� �

〈 s1 , s2 〉 =
∑
x

∑
y

s1(x, y) · s2(x, y) , S(*D'T

�� ����� ���) �����
 ��� �

〈 s1 , s2 〉 =
∑
x

∑
y

∑
l

s1(x, y, l) · s2(x, y, l) * S(*DDT

"���� 6�A�� 3�������, ���� �=�� �� 
�3��� ��
���� �=��� �� 
������ C�� 
�� �%�����
�� 
�
 ��$��
���
 ���� 7��� ������ ���
 �� ����� �� $��&�� ��� ���
 �)��
��
 ���
 �����
�%&
�*  �������
 ��� ��
 
�3���) �=��� �� 
������ C�� 
��� �� ����� ����3����� �� ���
���
���� ���� 7��� $��� ���� ������� 
�������*

"��
 �� 
������ 
�������, ���
 �)��
��
 �� $��&�� �����$� 3����� ��� �� $���6
����
����, �����
������� ��) $��&��
 �� 
�3���) ������
 ���
 ����� 
������*

3�" '����� ��
�
�
��
�� / �
��
����
�� 
����
��� ��� �����)
���
��

!���� �� ���
����� �� $��&�� 3������ �� ������������, ��� �
� �� ���������� ������0
������ �%������� �� ����� �%&
�, ���
 ���
�����
 �� ���$��� $��&�� ���
 
�$��� ��
������������ ��������� ��� ����
������, ��� � ��;2 ��� �����
� ���
 �� ����������� ����
����������

�3� Z5�
'', �+'	, ."'L[*

"��
 �� $��&�� 
�$���C�, ���
 ��������
��
 �� 
��������� �� �� ������ ���

����
�����$� �� ���) ������
 ��
������
 � ���	��� �� �� ��	
** "��
 ����� 
������, ���� ���

�� 
�$�������, ��
 
�3���) 
��� ��$���
 ��) 
�3���) ��$�����
 $��������)*

"1!1� ��+������ ���� ����� �� ���� ����<

4� ���$� �
� �� 
�3��� ��$����� $��������, �� $7$� �=�� ��� ��
 
�3���) ������
,
�� ��� ����$��
����� ���$���� �����$�����
� ���
�
�� 2 �����
����� �� 
�3��� ��$$�

�$$� �� ��� �����$�
 �

s =
I∑
i=1

di + r * S(*D
T

"��
 �� $��&�� ������������ ��� ����
������, �� �	��� d ∈ S �
� ���
����� ����
��	
* mk ∈ S, �%��
� ���
 �� ������������ M �� $���6
, ��
������� 2 �� 
��	��	 t ∈ Z
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�� ������ ��� ��+����	
�� �
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�� �� ��	
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�����, �� $�������� ��� ��� ����
	��� c ∈ R ������* +� ��
�������� �� $���6 m 2 
��

������ �
� ���� m �� �
� �� ������ Lm* ���� ��
�3��� �� $���6, ���
 �����
����
 
���� ��

��
 �

Y m � �� ������� �� Lm ��%��������
, ��
Y m = R∗

0,Lm
[m] � �� 
�3��� ���� �� 
������, ����� 2 ����
���� U���, �����
���� ��

$���6 m *
4� ���$� d 
������ ����
, ���� ���� l �

d(l) = c ·mk(l − t) * S(*D�T

�� 6��� ���� ����� ��� ���������$��� �� $��&�� �� ����$��
����� �� ��3���� ;�
0
���2 $���������, �-����
	��� ��	 �������
� 
������ ���� �-�	���* +� 
�3��� 
�
����$��
� ��$$� �

s(l) =
I∑
i=1

ci ·mki(l − ti) + r(l) * S(*DJT

+� �������� ���
�
���� 2 ������� ������ ��
 $���6
 2 ���$����� ���� ��
���� �
� 
������
������ ���������� ��� ����
������*

"1!1� ���� �� ���	�

4� $��&�� �� ������������ ��������� ��� ����
������ �� �=�� S(*DJT � ��� �����
� ��

''� ��� 5�
%��
��* +�
 
�3���) ������
 �� 
��� ��
 ��
 
�3���) $���0��$��
������
,
$��
 ��
 �����
, �� ��
 $���6
 
��� ��
 �����
 ��&
 ������
 S��� 
����

��� �� 7 �$�3�
T
������
��
 2 �� ��
���� �����, �� ���������
 ���� �� C���� ���$�������
*

5�
%��
�� � �����
� �� ��3����%$� ���� ����$��
�� ��� ����� 
�� ��
 $���6
, ��
�� ��3����%$� ���� ��������� ��
 $���6
 mk 2 ������ �� 
�3���* �� 6��� ����� ��� 
��
$��&�� �
� ��������� ��� ����
������ ���
 �� ��$�
, $��
 ��
 �� 
��� ��
 �$�3�
, ���

��� ��������
 �� ���$�
 �� 6�A�� ����������*

�$��% �� +�B��?� ��� �����
� �� $��&�� S(*DJT �� 
''	, ���� ������� 
����C���$���
��
 
�3���) ��$�����
 $���0��$��
������
 �� �����
��� �� ��3����%$� ���� ���������
��
 $���6
* .��$��
��% �� "����
 ��� �3���$��� �����
� �� ��3����%$� ����������

�3�
�� 
''L*

���
 ���
�����
 ���
 ��
 ��3����%$�
 ����������

�3� ���
 �� 
������ I*D*

"1!1! *
-��� �)���
���<

+� C3��� (*� ������ �� $��&�� �� ����$��
����� �����$�����
� �� 
�3��� s 
�� ��
������������ �� $���6
 mk* #��� �����
���� 2 �� 6��$��� �

s = c1 ·R∗
t1,Lm1

[m1] + c2 · R∗
t2,Lm1

[m1] + c3 · R∗
t3,Lm1

[m2] + c4 ·R∗
t4,Lm4

[m3] + r *

S(*D	T
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�� D�D

t1

c1 · m1

t3

t4

c4 · m3

c2 · m1

c3 · m2 t2

s

r

���� (*� Y ���&�� �� �� ����$��
����� �����$�����
� ���� 
�3��� 
�� �� ������������
��������� ��� ����
������*

"1!13 ;��
���� �� �	���������

"� 6�A�� ���
 6��$����, �� $��&�� �� 3��������� ���� ���$� S(*D�T ���� 
�������
��$$� �

d = Ac [Tt [m]] , S(*DLT

�K Ac �
� ��� 6������� ���$���C������, �� Tt �
� �� 6������� �� ����
������, ��� 
���
��C��
 ��� �

S −→ S

Ac : s −→ c · s S(*D(T

��

S −→ S

Tt : s −→ δt � s
S(*DFT

���� δt �� 
�3��� �� "���� �

δt(l) =
{

1 
� l = t
0 
� l �= t

S(*DIT

�� � ����������� �� �����������*
#���� 6��$���
����� ���� ����Q��� ������, $��
 ���� ���$�� ���)������� �� �����

�


�� �������� ��
 ���$�
 ��$$� ��� 
����

��� �������
, �� �� �������� ��) 6�������
 ��
��6��$����� ���
�����
 ���
 �� 
������ (*J*



D�
 �	���	��� +�������	��� ( �
�	
����
�� ������ ��� ��+����	
�� �
���
�� �� ��	
+�

3�$ '����� ��������
 / �
��
����
�� �
�
�
 ��� �
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4�

���
 ����
 ���
���� ���
 �� 
������ ���������� �� 3��������� �����$�
 ��� �� �����0
$��� �� 
������ ��
 $���6
 �� ������������ 2 ��
 ��
����
 �����
* ���
 ����
 �3���$���
���
���� ��
 ���$�
 ��$$� ��
 $���6
 ��6��$�
 ��� ���) �=��
 �� 6�������
 � ��� 6���0
���� �� ����
������ �� ��� 6������� ���$���C������*

�� 
���
������ �� ����� ���)�&$� �)���������, ���
 ������
 ������� �� ��C������ ��

���$�
 �� ���$������ �������
����� �������
 6�������
 �� ��6��$����� 2 ��������� ��)
$���6
* !��
�, �� ������������ �� �������
 ����$&���
 
�����$�������
, ���;��� �����
��6��$����� ���$�� �� 3��������� �� ���� �� ��
�$��� �����$�
 
�����$�������
*

+� $��&�� �����$� 3����� ��� ��6��$����� �������� ���� $���6 �
� �

d = Fψ,φ[m] , S(*
'T

�K
Y m ∈ S �
� �� $���6 3���������, �

� ���� ������������ M �� K $���6
,
Y d ∈ S �
� �����$� 3����� ��
Y Fψ,φ �
� �� 6������� �� ��6��$�����, ����$����� ��� ψ �� φ*
!���� �� ������ ��
 �)�$���
 �������
 �� �����
 ��6��$�����
, �����
��
 �������


�����
* ���� �������, ���
 �$��
��
 ��� ��
 $���6
 mk ∈ M, �� ��� ���
 ��
 ���$�
,

����� �� ���$� ����� S‖mk‖2 = 1T* #���� ���������� � ���� ��� ��������C������ ��

$���6
 ���
 ��
 ��3����%$�
 �� ����$��
����� �� ����������

�3� �� ������������* ����
����������

�3� �� ������������, ���
 ������
 ����$$��� ��� ����3����%$� R0�>" 3��&��
��
 $���6
 ��������
 ��� �� ">�*

���
 ���
 ��
����3���
 ��) 6�������
 Fψ,φ ��������
 ��� ������� �� 
�3��� m �� ���
������� ��) ����$&���
 ψ, �� ���
�� ��
 ���������
 6��������
 ��
 6�������
 ��������
,
�����
 ��� ���)�
����� ���� ��;����, ��� 
��� ��&
 ����� ���� ��
 ��3����%$�
 ���
����
 ���
�� 
����*

+�
 ����$&���
 ψ =
[
ψ1, . . . , ψIψ

]T ∈ RIψ×1 
��� �������
 �� ���$������ ���)���$��
�� 6������� Fψ,φ ��$$� �

Fψ,φ =
Iψ∑
i=1

ψi · F iφ , S(*
DT

�K ��
 Iψ 6�������
 F iφ 
��� ��
 6�������
 ��������
 �� S ���
 S* #�
 6�������
 6��$��� ���
6�$���� ����� �C� �� ������� ���������
�� ��
 ����$&���
 ψi* �� ��3������� ��
 6�������

F iφ ���
 �� ������� Fφ, ��� ���
 �������
 ��
� �� 6�������
, �� $��&�� ���� 
������� 
��

6��$� ����������� ��$$� �

d = ψT · Fφ[m] * S(*

T

+� ��
� �� 6�������
 Fφ �
� ����$����� ��� �������� S��
����T φ = (φ1, . . . , φJφ) ∈
Z1×Jφ , ��� ���$�� �� �%��
�� ���$� �� ��
�$��� ��
���� �� ��
�
 �� 6�������
 F =
{Fφ}φ*
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�3���) ��$�����
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 ������� 7��� ���%�Q���
 ���
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 �)��
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+� ���$�&�� ��
 ��6��$�����
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� �� ���
 
�$���, �� �����
���� 2 �� ��C������ ���
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���� ��
 ���$�
* �� 
��3�� �� �� $���C������ ���$������� Ac ��C��� ��� �

S −→ S

Ac : m −→ c ·m S(*
�T

�� 
��3�� ������$��� �� $��������� �� $���6 ��� �� 
������� c* +� ����$&��� ψ �
� �3�� 2
c, �� �� ��= � ��
 �� ����$&��� φ* +� C3��� (*J $����� �����
�
 6�������
 ���$���C������
*
#���� C3��� ��&
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*
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���� (*J Y "�6��$����� ���$�������* 9��� � �� $���6 ���3����, $����� � �� $���6 ����
�
��� 3, ��
 � �� $���6 $�������� ��� 2*

+���;���� �� Ac �
� Ac ����0$7$�*
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"1�1� G	���������

+� ����
������ Tt � ��;2 ��� �)��
�� 2 �� 
������ (*�* ���� ���
�
�� 2 ������� �� $���6
���
 �� ��$�
 �� t ��%��������
 �

S −→ S

Tt : m −→ Tt[m]
S(*
JT

���� Tt[m](l) = m(l − t) S(*
	T

+� ����$&��� φ �����
���� �� ����$&��� �� ����
������ t ∈ Z, �� �� ��= � ��
 ��
����$&��� ψ* +� C3��� (*	 $����� �����
�
 ����
������
*
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m

���� (*	 Y ����
������ �� $���6* 9��� � �� $���6 ���3����, $����� � �� $���6 ����
���� ��
2 000 ��%��������
, 
��� 45 $
 S6�������� ����%����������3� �� 44 100 9UT, ��
 � �� $���6
����
���� �� 750 ��%��������
, 
��� 17 $
*

+���;���� �� �� Tt �
� T−t, ���
�020���� �� ����
������ �� $7$� ��$��� ����%��������

���
 �� 
��
 ����
�*

"1�1! ��� ������� ��	 �� +��	� %�;

+� $��&�� �� ��6��$����� �������� ��$����� ��� ��6��$����� ��&
 �$�������� � ��
����������� �� $���6 m ��� �� C���� 2 �����
� �$���
�������� C��� e* +� $���C������
���$������� �� �
� �� ��
 �����������* ���� �
� ��C��� ��� �

S −→ S

Ce : m −→ eT ·C[m] = R∗
0,Ie

[e] � m S(*
LT



#���
��
��� �� �
 ����� ��+����	
��� D�	

+� ����$&��� ψ �
� �� ������� e �� ������ Ie, �� ��
 6�������
 �� ��
� 
��� Ci = Ti−1,
��
 ����
������
 �� T0 2 TIe−1* �� ��= � ��
 �� ����$&��� φ* �����
 e = R∗

0,Ie
[e] �� 
�3���

���� �� ��
�������� �� 
������, ��$������ 2 ����
���� 0, �
� �� ������� e* +� ��6��$�����
���� ����
 
������� �� 6�A�� ����������� ��$$� �

Ce[m] = eT · C[m] =
Ie∑
i=1

ei · Ti−1[m] , S(*
(T

�� ��$$�

Ce[m](l) = [e � m](l) =
∞∑

n=−∞
e(n) ·m(l − n) * S(*
FT

���
 �����
 �� ��6��$����� Ce[m] �� Ce[m] �� 6�A�� �����������, �K e �
� �� ��
0
�������� �� 
������ �� e*

�� 6��� ����� ��� ��
 ���������
 �� �� ����������� 6��� ��� Ce[m] = Cm[e]* #��� 
�3��C�
����
 ��� �� 
�3��� e �
� �� 
�3��� ���)��������, C���� ��� �� 
�3��� m* ���
 ������������

��� �
���� ���
 �� 
������ (*	*L*

����U ��� ���
 ����
 �%��
� �� ������ e �� ���
�� �� ���������������� �� �� 
�3��� ��
���� ����)��������* �� ����� ��
 ����� ������ �� �����
���� ��� ������, ���������$��� 2
�� �������� 
������ �����
��*

+� C3��� (*L $����� �����
�
 ��6��$�����
 ��� ����������� �� $7$� $���6 m*
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m

���� (*L Y "�6��$����� ��� C����3�* 9��� � �� $���6 ���3����, $����� � �� $���6 C���� ���
�� ����� ���$���
���
 �
�����
 �� 500 ��%��������
, 
��� 11.3 $
 � e1 =

∑3
i=0 1 · δ500·i,

��
 � �� $���6 C���� ��� �� ����� ����� e2 �� 200 ��%��������
, 
��� 4.5 $
*



D�L �	���	��� +�������	��� ( �
�	
����
�� ������ ��� ��+����	
�� �
���
�� �� ��	
+�

���
 ��������
��
 �� ������ �� 
�3��� �����
�, ���� s∗ �� ��C�� ��� �

s∗(l) = s(−l) ,∀ l ∈ Z * S(*
IT

+���;���� �� �� ��6��$����� Ce �
� �� ����������� ��� �� 
�3��� �����
� Ce∗ * ����
��
��� ��%����� ���� ��
 ����������
, ����;���� 
������ ��

� C∗

e = T−Ie ◦ Ce∗ , �K e∗ �
�
�� ������� e ��������*

+� $���C������ ���$������� Ac �
� �� ��
 ����������� �� �� ��6��$����� Ce, �K
e = c* #��� ������� 2 ��������� �� $���6 ���� �� 
�3��� e ��� �������, 
��6 �� l = 0, �K ��
���� c Se = c · δ0T*

+� $��&�� �� C���� ���
���� �����
���� 2 �� C����  �1 ���� ��
 Ie ���M�����
 
���
�����
* !C� �� $�����
�� ��
 C����
 �����������
, ��
 ���M�����
 ������� 7��� ���������
*
��� �)�$���, �� 
�������� 
������� ���$�� �� $���C�� ����������� ����� %����
 �� ��

�

6��������
 �� $���6 �

Fψ = ψ1 · T0 + ψ2 · (T−1 + T1) S(*�'T

= T−1 ◦ Ce ���� e =

⎡
⎣ ψ2

ψ1

ψ2

⎤
⎦ , S(*�DT

�K �� ����$&��� ψ1 $���C� �� ����
 ��
 ��

�
 6��������
 �� $���6, �����
 ��� �� ����0
$&��� ψ2 $���C� �� ����
 ��
 %����
 6��������
*

"1�13 ��<�	������ ���� ��	����	� �� �-���

!C� �� $�����
�� ���
 C��$��� ��
 
�3���) ��$�����
, �� ���
 
�$��� �������� ��
$�����
�� �� �%�
� �� $���6, �� ���
 �� 
� 6��$� ������ ������* ���
 ������
 6���� ��
������&�� ���� ��
 ���$�
 �� -����, ��� 
��� ���������
�
 ��� 
����$��� ��� ���� ������
�0
���� ��$������� �� ���� 6��������, $��
 ��

� ��� ���� �%�
� ��������* #��������, 
� ����
��
 ���$�
 �� -����, �� 
��� ����$&��� �� �%�
� 
�M�, ���� ��
 
�3���) ��$�������
���
����
 6��������
, �� �������� �� ��C��� �� ��� ���
 �������
 �%�
�*

���� ������� ��$�������$��� �� $���6 ���� ��$��� ���0������ ����%��������
, ����
 ��
6��� ������ �� ����$&���
 �� �%�
� ��� �� ���3���� �� 
������* �� �O��, �� ������3�
��$����� t �����
���� 2 �� $������������� ��
 ���M�����
 �� 1������ �� �� ��
�������� ��

������ ��� �� 6������ e2iπft ��� ������ �� �� 6�������� f * #���� ��6��$����� ���
� ��

�������� ��� ������� �� ����$&��� t, �� ������� ���� ��
 ���
 �� ����� �� ����� $��&��*

���, ���
 �����
��
 �� ����� �=�� �� ��6��$����� �� �� �%�
�, �����
������� ����:�
�� V�������$���W ��
 ��$��
����
 
���
�]����
 
�� �� 
������* ���� ����, ���
 ��C��
0

��
 �� ��6��$����� ���� ����$&��� �� �%�
� Pψ ��� �

S −→ S

Pψ : m −→ ψ1 ·m+ ψ2 ·H[m] S(*�
T

�K H[m] �
� �� ������ �$�3������ �� �� ����
6��$�� �� 9������ �� $���6 m* +�
 
�3���)
m �� H[m] 
��� �� ���������� �� �%�
�, �� ��� 
�3��C� �����
 
��� ������
 ���� ��3�� ��
�%�
� �� π/2* ���
 �������
 H[m] �� $���6 �� ����������*



#���
��
��� �� �
 ����� ��+����	
��� D�(

�����
 m �� ��
�������� �� m 2 
�� 
������, �� ���3���� L, �� m̌, �� ��
��������
�� H[m] 2 
�� 
������, �� $7$� ������* +� ��6��$����� H ���� 7��� ��C���, ���
 ��
��$���� �� 1������, ��� �

ˆ̌m(f) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 , 
� f = 0
−i · m̂(f) , 
� f ∈ �1, L/2 − 1�

0 , 
� f = L/2
+i · m̂(f) , 
� f ∈ �L/2 + 1, L− 1�

S(*��T

�K f ��
�3�� �� 6��������, ���
 �� ��
 �K �� ������ �� 
������ �� m, L, �
� �����* �� L
�
� �$����, �� ����
�&$� ��3��, ��� �����
���� 2 �� 6�������� �� �=���
� ���
 �� ��
 ����,
��
����Q�, �� ��
 �����
 L/2− 1 �� L/2 + 1 
��� ��$������
 ��� (L− 1)/2 �� (L+ 1)/2*

"��
 �� ��$���� ��$�����, ���� �
� ��C��� ��� �

m̌ = H ·m ���� H =

n
↓⎡

⎢⎢⎢⎣
***

2
L

∑L/2−1
k=1 sin

(
2πk(n−l)

L

)
. . .

⎤
⎥⎥⎥⎦ ← l

S(*�JT

���
 $������
 
�� �� C3��� (*( �� $7$� $���6 m $���C� ���� ��O�����
 ����$&���


�� �%�
� ϕ = arctan
(
ψ2

ψ1

)
�� ��� �$������� ‖ψ‖2 = 1* �� ������Q� ��� �����������,

��� �����
���� ��) ��

�
 6��������
 �� $���6, ��
�� 2 ��� ��&
 �� $7$� ������� 
���
�� ����$&��� �� �%�
�, �����
 ��� ��
 %����
 6��������
 
��� ������
 ���
 �� ��$�
,
���������������$��� 2 �� 6��������*

�� 6��� ����� ��� ����� ��6��$����� �����
���� 
������$��� 2 �� ���%�
�3� 
� m �
�
��� 6�������� ����*

+� ��6��$����� H ������ ��
 ��$��
����
 $�=���� �� �� �=���
�* �� �� $���6 �
�
2 �����3��� �� $�=���� �����, �� ���
 �� ��
 �� L ����, �� ��$��
���� 6������������ ��
�=���
� �����, ����
 �� ��
� �� 6�������
 P �
� ��������, �� ���
���� �� ���$�*

+���;���� �� �� ��6��$����� Pψ �����
���� 2 ����3�� �� �%�
� ����
� � P ∗
ψ = Pψ∗ ,

���� ψ∗ =
[

ψ1

−ψ2

]
*

"1�1� =)������� �����
�����

"� 6�A�� 
����������, ���)���
��� $����������, ��� ���
�
�� 2 ��
������� �� $���6 
��
��O�����
 �����), ����� �3���$��� ���
 �� ����� �� ��
 ��6��$�����
* #���� 6������� ��
��6��$����� ���$����� ��� �� 
���� �� 6���� �� ���� ������ ����� �� 
��������� �� 
�����

�� ��
 ����$��
�����
 �����$�����
�
*

+� 6������� ���
�
�� 2 ��������� �� $���6 ���� �� C���� ��O����� 
�� �%���� �����,
�� ��� �����
���� 2 �� $�����
����� ���� $����3� ���������6* ����
����
 �� $��&�� ����
���)�$��� �� ������3�
���$��� 
�����* +� $���6 �
� �$�
 ��� ����
���$���, ��
 �����)
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m

���� (*( Y "�6��$����� �� �%�
�* 9��� � �� $���6 ���3����, $����� � �� $���6 ��6��$� ���
�� ����$&��� �� �%�
� ϕ = π/3, ��
 � �� $���6 ��6��$� ��� �� ����$&��� �� �%�
�
ϕ = 2π/3*

�����
������� ��) ����3�
���$���
 ��� ��O�����
 $�����%���
, �� ��
 C����
 $�����
���
�� ��
���
��� 
���� ��� �� $���6 ���� ������
�� �� 
���� �� ��;������ �%���� $�����%���*

+� $��&�� �
� �� 
������ �

S −→ SM

Ea : m −→

⎡
⎢⎣
Ca1 [m]
***

CaM [m]

⎤
⎥⎦ S(*�	T

���� am �� C���� �����
������� �� me �����, ���
 ��
 C����
 ����� ��3�����
 ���
 ��
������� a* +��)���
��� $���������� ���� �� ���
���� ��
 
�3���) $��������) S ����
������� ���
 ���
���� SM ��
 
�3���) 2 M �����)*

�� ������ Iam �� ��$��� �� ���M�����
 �� C���� am, �� $��&�� ���� 
������� �3���0
$��� ��$$� �

Ea =
M∑
m=1

Iam∑
im=1

am,im ·Emim−1 , S(*�LT

�K ��
 ��$��
����
 �� C���� am �� ����� m 
��� �����
 am,im , �� �K E
m
i �����
���� 2



#���
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��� �� �
 ����� ��+����	
��� D�I

�� ����
������ �� ����� m �� i ��%��������
 �

Emi =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

***
0
Ti
0
***

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
← m S(*�(T

�� 6��� ����� ��� �� $��&�� ��3���� ��

� ��
 $����3�
 ��������
 ��
�������
, �����
0
������� 2 �� 
�$��� $������������� ��� ��� �$������� 
�� �%���� ����� Sam = cmT, ��
��
 $����3�
 ��������
 ���� �����, �K ��
 C����
 
��� �� 
�$���
 ������
, ��$����
 ����
�� $������������� ��� ��� �$������� Sam = cm · δtm , ���� �� �������� ����������� 
��

6��$� �� 
�3���)T*

+� C3��� (*I �����
���� �� 
�3��� $��������� ������ �� 
�$����� ���$�

��� �� $���6
m ���
 ��� 
���� ������� �� ������3�
���$��� ���� ����
 $�����%���
, �����
 2 ����

�$�����$���
 ��O�����
* +� 3��$����� �� �� 
���� �
� �����
����� 
�� �� C3��� (*F* �����

��� �� ��&
 3�����
 ��$��
���
 ��� ��� �%��
��
 ���� �� 
����, �C� �� 3������ �� ���3��

�������������
, $������ $���) �� ��$�&�� �� �%���$&�� �� ��P�)��� 
�� ��
 $��
*

+���;���� �� �� ��6��$����� �
� ��C�� ��� �

E∗
a[S] =

M∑
m=1

C∗
am [sm] * S(*�FT

"1�15 ��<�	������ ��	 +��	��� : ����	�	������� ���	 �� ��	���

+� 6������� �� ��6��$����� ��� C����3� Ce � ��� �)��
�� ��$$� �� C����3� �� $���6
m ��� �� 
�3��� e* ���
 �����
��
 �� ��������� �� ����� �� ��� ���� ���� �� $���6 m
��$$� �� C���� S�� �� C���� e ��$$� �� 
�3��� 2 C�����T* "��
 �� ��
, �� 
�3��� Ce[m] �
�
������ ��� C����3� ���� 
�3��� ���)�������� e ��� �� C���� m � Cm[e]*

!��
�, �� ��
 ����������� A1[m] = Cm[δ0] �����
���� 2 �� �����
� �$���
�������� ��
C���� m*

#� $��&�� �
� ���������&��$��� ������ 2 ������=
� ��
 
�3���) �� ������* �� �)�
��
���) $���
 ���������) �� 3��������� �� �� ������, �����Q���� ��
 
��
 ���
�
, �� ��
 
��

���0���
�
* #���� ���

�C������ ���
� ��
 
������ ��� ��
 
��
 ������� 7��� 3�����
 
����
��
 ���) $���
*

+�
 
��
 ���
�
 S����$$��� ��
 ��=����
, �� �������
 ���
����
 ��$$� �$� �� ��� ���
�)�$���T 
��� 3�����
 ��� ��
 ����
 3��������
, ��������
 ��� �� ��������� ��
 �����

������
, ��� 
��� $������
 
���� �� 6��$� �� ������� ����� S3��3� a ����%� a �&���
T*
+�
 ����
 3��������
 ��

�$����� 2 �� ����� ���$���
���
 ���� �� 6�������� ����� ��
%������ �� 
��* +� ������� ����� 6��$� ����� 2 ��� �� �%��&$� ��������* +� C3��� (*D'
$����� ��
 6��$�
 ������
 ��$�������
 S%���T �� 
��������
 S��
T �� 
�3��� ���)��������
S2 3���%�T, �� C���� �� ������� ����� S�� $�����T �� �� 
�� ������� S2 ������T*

+�
 
��
 ���0���
�
 S���
����
 ��$$� ���, ��%�, �
�, ***T 
��� �������
 ��� �� 
��b�
C���� ��� �� ������� �����* #� 
��b� �
� $�����
� ��� �� �����* +� C3��� (*DD $�����
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40 m

Source

Micro 3 40 m

Micro 2Micro 1

���� (*F Y -��$����� �� �� 
����, ��
����� �� �� 
����� 
����� �� ��
 ����
 $�����%���
*
+�
 P&�%�
 �� �����
 ��������� �������
 ��
 ��
 �%�$��
 $����� ��
 ����
 �� �� 
�����
�� $���� 1* +� ��O������ �� ���3���� ����� ���) �%�$��
 �$������ ��� ��O������ ��
��$�
 �� �������
, �� �%���� ��P�)��� 
�� �� $�� ������� ��� ������ �� ������3�� ��
������*

��
 6��$�
 ��$�������
 S%���T �� 
��������
 S��
T �� 
�3��� ���)�������� S2 3���%�T ��
�=�� ����� ���������, �� C���� �� ������� ����� S�� $�����T, ��� �����
���� �� $���6 m,
�� �� 
�� ������� S2 ������T*

���
 ������
 ��$������ 
�� �� C3��� (*D' ��� ��
 ���) $���
 �� 
��� ��
 ��
���0
$�����
, �� ��� ��
 ����
 3��������
 ����������� ��� ���� �� �����* #��
� ���������
 ��
���
���� �� �� ����� ��� ���� ������ 2 �� ���) �� ������&�� ���������) �� ��� �)�$���
��O�������� ����� #����
 �� "���*

�� 
����
��� ��

���� �� ������������ �� $���6
 ��� �����
������ ��
 6��$�
 ��
������� ����� �����
������� ��) �%��&$�
 ��

����
, ����
 �� ������ ���� 7��� ����$0
��
�� �� ���$�
, 6��$�
 ��� C����3� ���� 
�3��� ���)�������� S�$���
���
, �� �����, 
����
�� ��
T ��� ��
 C����
 m*
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m

���� (*I Y �)���
��� $����������* 9��� � �� $���6 ���3����, ��
 � �� 
�3��� $���������
��������� ��
 ����
 $�����%���
 �����
����
 
�� �� C3��� (*F* +� $���6 �$�
 ��� ��

����� �
� ��P��%� 
�� ��
 $��
 ;�
���2 ����������� ��$��&��* +�
 ��P�)���
 
� ��P&����
��� ��
 ����������
 
����

���
 �� $���6, ���� ����
���� �� ���$������� ��������� �� ��
3��$����� �� ���)��������

Temps

Fréquence

Atome Cm[e]

Signal voisé

A
m

p
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tu

d
e

A
m

p
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tu

d
e

(d
B

)

Fréquence

Temps

Excitation e

Ondes glottiques

Temps
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Filtre m
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�

× =

=

���� (*D' Y 1��$����� ���� 
�� ���
� S����
������� ��������� �� Z.��[T

3�+ �����

�
� ��� 4����
��� �� �
4�����
��

!��&
 ����� �)��
� ��
 ����������
 ��6��$�����
 ������� ���
 �� $��&�� �����$�


��������
, ���
 ���������
 ���
 ����� 
������ ��
 ���������
 ��
 6�������
 �� ��6��$�����*
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Temps

Fréquence

Atome Cm[e]

Signal non-voiséBruit turbulent

���� (*DD Y 1��$����� ���� 
�� ���0���
� S����
������� ��������� �� Z.��[T

"151� ��	����	�� 
������� ψ �� ��	����	�� ���
	��� φ

+�
 ����$&���
 �� �� 6������� Fψ,φ 
��� 
�����
 �� ψ �� φ �� ���
�� �� ���� ��O������
�� ������*

+�
 ����$&���
 ψ 
��� �������
 �� ��� �������� 2 7��� ����$�
�
 ����=�����$��� ���

�� ������ �� �����$�* ��
 ����������� ����$$��� ���$������� �� �����$�, $��
 �������

����� �3���$��� 2 $�����
�� ����3�� ����� ��������, �� ��
 ���M�����
 ���� C����* "��

�� $��&�� �������$$��� �)��
� �� ������������ ��� ����
������, ψ �� ��$����� ��� ��
����$&��� ���$������� c ∈ R*

+�
 ����$&���
 φ ��� ��) ��
 ������
 ��
��&��
 �� ���� ����$�
����� �������� ���
���%���%� �)%��
����* ��
 ������� $�����
�� ��
 ����$&���
 ������
&���$��� ��
����
,
��$$� �� ����$&��� �� ����
������ t ∈ Z �� $��&�� �����$������, $��
 ��

� ��
 ����0
$&���
 �������
 ��� ��� ��� ������
 �� ���������* ��� �)�$���, �� ���� �� ���

�� �����
����3�� ����� ��������, ���
 ������
 �� ��
�������� 2 ������� ��� ������ ��%�����������
���$� {0, π/4, π/2, 3π/4}*

"151� ,�� ��<�	������� Fψ,φ
���� ������	�� ��	 	����	� �� ����<

���
 �$��
��
 ��) 6�������
 �� ��6��$����� ��7��� ��������
 ��� ������� �� $���6
m* +� �%��) �� ����� ��
��������, ��� ���$�� ��������� ����3����� �� 3���� ��$���
�� ��6��$�����
, �
� �)������ 2 �� 
������ (*L*	 ��� ���)�
����� ���� ��;���� ���
��� ��
��6��$����� �
� ��������* ���
 ������
 ���
 �� 
���� ��� ��� ��;���� �
� ��&
 ����� ����
�� ������ ��
 ���M�����
 �� ���� ����������

�3� �� ������������*

+� ��������� �
� �3���$��� ������ ���
 �� 
���� �� ��%������ ���� �� $��&�� ���

����
��
 ���$�
, �C� ��� ����������� �� 
=��%&
�, ��� 3��&�� �� 
�3��� 2 ������ ��
 $���6

�� ��
 ���M�����
, 
��� �������� ��� ������� ��) $���6
 ��$$� �� ���
� ��� ������� ��)
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���$�
 �� ������������ ���
 �� $��&�� ���

����*
 �������
 ��� �� 6������� Fψ,φ �
� �������� 
� �� 
����$��� 
�, ���� ���� λ ∈ R, ��

���� ���
 
�3���) s1 ∈ S, �� s2 ∈ S �

Fψ,φ[s1 + λ · s2] = Fψ,φ[s1] + λ · Fψ,φ[s2] * S(*�IT

"151! *�����+
������ ��	�'�� �� ���� �� <��
����� Fφ ��� �	�-���	����

�� �� ��
� �� 6�������
 Fφ �
� ���%����$���, ����
 ��
 ������
 ��� 
����� �)��
�
 ���

��
 �%������
 
������
 
��� 
�$���C�
* #������
 �����&$�
 
��� ����
 ��
���
 ����=�����0
$���, ����
 ��� ���
 �� ��
 3������, ��� 
�����3�� ������$�
����� ��<���
� ���� 7��� $�
�
�� X����, �� �� ���$�� ��������� ������ �����)�$����� �� �� 
�������*

���
 ��C��

��
 ������ 6������� F �
� ���$�� 
� �� 
����$��� 
� ���� ����C�, ����
���� (s1, s2) ∈ S × S �

〈 F [s1] , F [s2] 〉 = 〈 s1 , s2 〉 , S(*J'T

�� ��� ���) 6�������
 F �� G 
��� ���%�3�����
 
� �� 
����$��� 
� ����
 ����C���, ����
���� (s1, s2) ∈ S × S �

〈 F [s1] , G[s2] 〉 = 0 * S(*JDT

+� ��
� �� 6�������
 Fφ �
� ���� ���%����$��� 
� �� 
����$��� 
� ��
 6�������
 F
j
φ ��

����� ��
� 
��� ���$��
 �� ���%�3�����
 ����� ����
*
�� �� ��
���� ��� �� $������ �

Gk,φ =

j1
↓⎡

⎢⎢⎣
***

〈 F j1φ [mk] , F
j2
φ [mk] 〉 . . .

⎤
⎥⎥⎦ ← j2

S(*J
T

��� �
� �����
�� ���
 ��
 ������
 ��
 �%������
 
������
, �
� �3��� 2 �� $������ �������� IJφ

� �� ��
� �� 6�������
 Fφ �
� ���%����$���, ��� ���
 ����
 �$��
� ��� �� $���6 
��� ��
���$� �����*

"� ���
, ���� �� $7$� ���
��, ���
��� Fφ �
� ���%����$���, �� ���$� �� 
�3���
��������� ���� �

‖Fψ,φ[m]‖2 = ‖ψ‖2 · ‖Fφ[m]‖2 = ‖ψ‖2 * S(*J�T

�����
��
 ��� ���
 ���$��
��
 ��
 2 �����
 ��
 ��
�
 �� 6�������
 Fφ ��7��� ���%�0
���$���
*
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"1513 ����	� �� �� ��	
������

"� 6�A�� ���

����, �� �����$���� ����� ����$��
����� �� ���$�
 �
� $�
���� 2 ������
��
 �$�������
 ��
 ���$�
* ���� ��
��� ���
�
���� ���� ��
 ��C������
 �� �����$����, ��

�M� �� ��C��� ���$������� c �� �%���� ���$� ��� 
� ���$� ‖Fψ,φ[m]‖2* +� �����$����
�� 
��
 
�����, ��� $�
��� �� ��$��� �����$�
, ��
�� ���%��3��*

�� ������%�, ���� ��
 �����������
 �� ����3�, �� ����
 �� �����$� �����
���� ��
��$��� �� ���
 
������ 2 �� �������* "��
 �� ��
 ���

����, �� 
�M� �� ������� �� ��$���
k �� �����$�, �� ���$������� c* "��
 �� $��&�� 
��������, �� 6��� ������� �� ��$��� k ��
$���6, ��
 Iψ ����$&���
 �������
 ���
 �� ������� ψ �� ��
 Jφ ����$&���
 �� φ* +� 6�A��
�� ������C�� ��
 ��O�����
 ����$&���
 ������ �� ���$���$�������� �� ������* #��
� ��
�����&$� 2 ���� ����&��, ��� ���
 �� �������
 ��
 ���
 �� �������*

"151� �	��	���� <����������� ��� ��<�	������� ������	�� : ���)�����
�
���� ��?����

���
 ����
 �$��
� ��) ��6��$�����
 Fψ,φ ��7��� ��������
 ��� ������� �� $���6 m
���� �� ���
�� 
������� � �� ��������� �
� ����������� 2 ���)�
����� ���� ��;���� F ∗

ψ,φ*

+���;���� �
� ��C�� ��� �

〈 s , Fψ,φ[m] 〉 = 〈 F ∗
ψ,φ[s] , m 〉 , S(*JJT

�� ����� ��������� �
� ��&
 ����� ���� ���
 ��
 ������
 �������� �� ������� 
�������, ���
0
������� ���$�� �� �������� �� ��6��$����� 
�� �� 
�3��� s ����:� ��� 
�� �� $���6 m*

���
 ������
 ���
 �� 
������ F*D ��� ����� ��������� ���$�� �������
�� ����3����%$�
����%��3 ���
��� ���� �������� ��
 ����$&���
 ψ �� φ, �� ���� ��
 ���$�
, �� 6�A��
������, �� ���
 �� 
������ I*�*�*� ��� ���)�
����� �� ����;���� ���$�� ����������� ����3�0
���%$� R0�>" ���� �� ������ �� $���6
 ������
 ��) 
�3���) ����������

�3�*

"1515 ����������� �� <��
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����	�
����

+� $��&�� �����$�
 
��������
 ���
���� Fψ,φ ��$$� ��� ��6��$����� ������* 5�,
�C� �� ������ ���
 �� ��3��
 �� ������� �� $��&�� �� ������
��� ���
����
 �=��
 �� ��6��0
$�����
, �� ���� ���
������ ��
 ��6��$�����
 ��$���)�
, �� �
� ������

��� �� ��$��
��
���
����
 6�������
 Fψ,φ*

���%�����
�$���, �� ����� �� $��&�� S(*
DT �� ���$�� ��
 ���� �=�� ���

��������,
���� ��
 ���
��
 �� ���������� 
�� ��
 ����$&���
 ψ* ���
 ������
 ��� ��
 ���������


��
 ��
������
 �� $��&�� �
� 
����� ��� ��$��
�����, �� ��� �&3�� �� ���
�������� �� ��
6������� �� ��6��$����� ��
������� Fψ,φ*

"151" ����������� �� ���) <��
�����

!�������� 
����

���$��� ���) ��6��$�����
, �����
�����
 ��� ��
 6�������
 Gψ1
,φ1

�� Hψ2
,φ2
, ������� 2 ��������� �� ��$��
����� Hψ2

,φ2
◦Gψ1

,φ1
��
 ���) 6�������
* ����
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������ �

Hψ2
,φ2

◦Gψ1
,φ1

=
I1∑
i1=1

I2∑
i2=1

ψ1
i1 · ψ

2
i2 ·
(
H i2
φ2 ◦Gi1φ1

)
* S(*J	T

����� ������ �� $������������� ����� ��
 ����$&���
 ψ1
i1
�� ψ2

i2
, ���)0�� �� �������

7��� �����
 ���2 �� 6������ ��&
* �� �O��, ��
 ;��) �� ����$&���
 ψ1 �� ψ2 
��� ����0
������
 ��) ;��) �� ����$&���
 λ · ψ1 �� 1/λ · ψ2, ���� λ ∈ R\{0}* ��� ���
������, ��
��$��� �� ����$&���
 �����
 �� $��&�� S(*J	T �
� I1 + I2 −1* +� ������� ���� ����$&���
���� 
� 6���� �� ���$���
��� ψ1 �� ψ2, �� �� �$��
��� ��� ������ 2 �� ����$&��� S���
�)�$��� ψ1

1 = 1T*
�� ������ F iφ = H i2

φ2 ◦Gi1φ1 , ��

Fψ,φ =
I∑
i=1

ψi · F iφ , S(*JLT

���
 ������
 
����� 
��
 ������
 ���������
 �� �
� ��

����, ���&
 ����� ������� ��
 ����0
$&���
 ψ ∈ RI �� �� $��&��, ��������C�� ��
 ����$&���
 ψ1

i1
�� ψ2

i2
*

+�
 ����$&���
 ψ1 �� ψ2 
��� ������C����
 2 ������ �� ψ 
� �� ��$��� �� ����$&���

�����
 �
� �3�� �� ��$��� �� ����$&���
 2 ������C�� �

I = I1 + I2 − 1 * S(*J(T

���� ����, �� 6��� 
� ������� ���
 �� ��
 ��
 ���) ��
 �

D* �� 6�$���� ��
 6�������
 H i2
φ2◦Gi1φ1 �
� �����* "��
 �� ��
, I = I1 ·I2, �� ��
 ����$&���



��� ������C����
 
� �� 
����$��� 
� I1 = 1 �� I2 = 1, ��� �

I1 · I2 = I1 + I2 − 1 ⇐⇒ (I1 − 1) · (I2 − 1) = 0 * S(*JFT


* �� 6�$���� ��
 6�������
 H i2
φ2 ◦ Gi1

φ1 �
� ����, �� ��3����� �� �
���� �� ��$��
���
I1 + I2 − 1* #��
� ��� �)�$��� �� ��
 
� ���) ��6��$�����
 �� �=�� C����3� ���
�� C����  �1 �� ��$��
��� N 
� 
���&����* �� �O��, ����
 6��$��� �� C����  �1
�� ��$��
��� 2 ·N − 1, �� ��
 ����$&���
 ��
 ���) C����
 
��� ������C����
* "��

�������
 ��
, �� ��������� �� ��$��
��� ������� ��� �� ��$��
����� ���
� ��
 
�60
C
���� SI > I1 + I2 − 1T, �� �� ��$��
����� ��
 6�������
 
��� �� $��&�� S(*
DT*
���
 �� ������

��
 ��
 �� ���������
 3�������
 ���$������ �� ������� ��������C�0
������ ��
 ����$&���
 ���
 �� ��
* "��
 �� �&3�� �� ���
�������� ��
 6�������
 ��
��6��$����� ������ ��
����, ���
 ������
 �� ��
 �� C3���*

 �$������
 ��� �� �����&$� ����� 
����$��� 
�� ��
 ����$&���
 ψ1 �� ψ2* +�

����$&���
 φ 
��� ��C��
 ��� φ = (φ1

1, . . . , φ
1
I1
, φ2

1, . . . , φ
2
I2

) �� ��
 
��� �������
 ���&
 ���
���%���%� �)%��
���� 
�� ���
 ��
 �0�����
 ��

����
*

�� 6��� ���� 
<� ����� ��� ��
 ����$&���
 ψ1 �� ψ2 ������� 7��� ����$�
�
 2 ������ ��
�� 6��$��� S(*J	T, 
��
 
� ����� ��) ����������
 �������
 �������$$���* +� ��6��$�����
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�� �� ��	
+�

��
������� ���
� ����
 ��
 ���
 �� ����� �� ����� $��&��, �� �� 6��� ���������� ��
 
���0
��3��
 �����������
 ���� �������� ��
 ����$&���
 �� �����$�* "��
 �� �%������ DD ��������
��
 �����&$�
 ��� ��
���
 ���
 ����� �%&
�, ���
 $������
 ��$$��� �������� ��
 ����0
$&���
 ���
 �� ��
 
�$���, �� ���
 $�����
 �� ��$�&�� �� ��������� ������ �$�7�%���

� 3�������
�����*

"151H ����������� �� N <��
�����

+� ��
����� ��������� 
������ 2 �� ��$��
����� �� N 6�������
 Fnψn
,φn
��C���
 ��� �

Fnψn
,φn

=
IN∑
in=1

ψnin · F
nin
φn
* S(*JIT

+� ��$��
����� ��
 N 6�������
 �
� �

F 1
ψ1

,φ1
◦ . . . ◦ FN

ψN
,φN

=
I1∑
i1=1

. . .

IN∑
iN=1

(
N∏
n=1

ψnin

)
·
(
F 1i1

φ1
◦ . . . ◦ FN iNφN

)
* S(*	'T

���� ��
 $7$�
 ���
��
 ���2 �� 
������ ����������, �� ������� ��
 ����$&���
 �$��
�

���� C)�� N − 1, �� �� ��$��� �� ����$&���
 �����
 �
� ����
(∑N

n=1 In

)
− (N − 1)*

�� ������ F iφ = F 1i1
φ1

◦ . . .◦FN iNφN , ���� �������� i = (i1, . . . , iN ) �� φ = (φ1, . . . , φN ),
��

Fψ,φ =
I∑
i=1

ψi · F iφ , S(*	DT

�� �����&$� ���
�
�� 2 ������� ������C�� ��
 ����$&���
 ψnin 2 ������ ��
 ����$&���
 ψi*
+� 6�$���� ��
 6�������
 F iφ ���� 7��� ����, �� ��� ������ �� ��$��
��� �� ���
���� ��


6�������
 Fψ,φ ��

����
* ���
 �� �������
 ��
 �� ��
, �� ���
 
����
��
 ��� �� ��$���

�� ����$&���
 �����
 ψ �
� $�)�$�$ �� ���� �3�� 2
(∏N

n=1 In

)
* +�
 ����$&���
 ψnin


��� ������C����
 
� �� 
����$��� 
� �(
N∏
n=1

In

)
−
(

N∑
n=1

In

)
+ (N − 1) = 0 , S(*	
T

�� ��� ���
� ��

���� S������ ���
 ������)� !*	T ��� 
� �����
 ��
 ��$��
���
 In 
���
�3���
 2 1, 
��6 ���*

#��� 
�3��C� ���� ����� = � �� ���
 �� ������ n ��� ��� �� ��$��
����� 
������ �

Fψ,φ =
In∑
i=1

ψni ·
(
F 1

φ1 ◦ . . . ◦ Fn−1
φn−1 ◦ Fniφn ◦ F

n+1
φn+1 ◦ . . . ◦ FNφN

)
* S(*	�T
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"151I %���� ����
-�F������ �� ��<�	�������

!C� ������3��� ���
����
 ��6��$�����
 �� �����

�
 �� �������� �� �����$� �� �����
������� �� ��
��� ���
 �� ����� �� $��&�� S(*
DT, ���
 �����
��
 �� ��
������ �� �����

�

�� �������� 
������ �

D* ����������� �� n − 1 ��6��$�����
 �������
 F 1
φ1, . . . , Fn−1

φn−1 , ����$�����
 ���
φ1 . . . φn−1, ���



* ����������� ����� S�� ��� 
����T ��6��$����� Fnψ,φn =
∑I

i=1 ψi ·Fniφn ����$�����
��� ψ �� φn, ��C�

�* ����������� �� N−n ��6��$�����
 �������
 Fn+1
φn+1 , . . . , FNφN ����$�����
 ���

φn+1 . . . φN *

+� ��6��$����� ��
������� 
������ �

Fψ,φ = ψT · Fφ , S(*	JT

���� φ = (φ1, . . . , φN ), �� F iφ = F 1
φ1 ◦ . . . ◦ Fn−1

φn−1 ◦ Fniφn ◦ F
n+1

φn+1 ◦ . . . ◦ FNφN *
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���
 ����
 �)��
� ��) �%������
 D �� 
 �� ����

��� �� �������� 2 ��� 
�����3�� �����0
��� ���� ������%�� �� 
�3��� ��� ��
 ���$�
 ���� ������������ ���������* "&
 ���
 ��� ��
6������� �� ����
������, ��� �)�$���, �
� �����
�� ���
 �� $��&�� ���
���� �� �%������ (,
����
 �� ������������ 3����� ��� ��
 $���6
 ����
����
 �
� ���������, �� �������)�$�����
�� 
�3��� �� ���� 
� 6���� ������� ��� 
�����3�� ��3����%$���� ��$���)�* ���$� ��
 ��0
3����%$�
 ���
����
 �� �%������ 
, ���
 ����
 �%��
� ��������� ����%��3 ���
��� ��
$��&�� �� ������������ 
��������, ���� ��
 ���
��
 �)��
��
 ���
 �� 
������ F*D*

���
 ���
�����
 ���
 �� 
������ F*
 �� �������� �� ����3����%$� ����%��3 ���
���
������ ��) ������������
 �� $���6
 ��6��$�
* "��
 ��
 
������
 F*�, F*J, F*	 �� F*L, ���

������
 ��
 ������
 �� �� ���� �����
�
 6�������
 �� ��6��$�����, �� ���
 �)�������

��$$��� �$���$����� �� �� $���&�� �M����*

"��
 �� 
������ F*(, ���
 �)��
��
 ��� ����� �)����$������ ��$������ �� ������� ��
����$��
����� ���� 
�3��� 
�����, 2 �����$���� �3���, 
�� �� ������������ ���0
��������
S��������� �� ���$�3�T, �� 
�� �� ������������ ��������� ��� ����
������* #���� �����
��� $����� �� ��� ������3� �� ������������ ��������� ��� ����
������ ���$�� �� ���6�����
����� �����7� ���� �� $��&�� �� ������������ 
��������*

5�� �������
 ���
�
� '����
�� �����
� 6

���� ������� ��
 ������������
 6��$�
 ��� ��
 $���6
 ��6��$�
, �� �
� ����

���� ��
��
��
�� ���� ��3����%$� �� ����$��
����� ��
 
�3���) 
�� ��
 ������������
* 4�� ���0
$�&�� 
������� �
� �� ���
������ �)�������$��� �� ������������ ��������� ���
 ��
 ���$�

��� �� ������������ �� $���6
 �� ��
 6�������
 �� ��6��$�����
 ������� 3������* �� 
�M�
����
 �������
�� �� ��
 ��3����%$�
 ���
����
 ���
 �� �%������ 
* #���� 
������� �� ����
��������� ��
 7��� ������� ���� ���) ���
��
* ���� �������, 
� ��
 6�������
 �� ��6��0
$����� ����������� ��
 ����$&���
 �������
 S��� �)�$��� �� ����$&��� �� �%�
�T, ��
���
� ��
 ��

���� �� ���
������ �)�������$��� �� $������ �� ������������* ��
����, ���


��%�����
 ����3��� �� ����
������ �C� �� ������� ������� ��
 
�3���) ��$�����
 �� ������

DJI
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�3��C������, �� ��
 ��$��
���
 
��� ����
 ����$�������
 ���� �� ���3����* ��� �)�$���,
���� ��� $����� ������3�
���$��� 
����� ��%���������� 2 8 000 9U, 
��� 480 000 ��%��0
������
, 
� �� �� ��
��� ��
 �O������ �� ���$�3�, �� $������ �� ������������ ���� ��������
480 000 ��3��
 �� ������� 480 000 ·K �������
 S���� K �� ��$��� �� $���6
T, �� ��� �
�
���� ������� �$��

���� 2 �������*

+� ���)�&$� 
������� ���
�
�� ���� 2 ������� �� ��
 ��3����%$�
 ���
����
 ���

�� �%������ 
 �� $��&�� �� $���6
 ��6��$�
* ���
 ����
 �%��
� ��������� ����3����%$�
����%��3 ���
��� ���� ��
 ���
��
 
�������
 �

Y 
�$������� ������3��� �� ������� �=�� �����$� � �� 
�M� �� 
����� �������� �� �������

������� ����� �����$� �� �� 
�3���, �� �� 
����� 
��
������ �����$� �� 
�3���* #��
�

�� �� ����� ��� �� �%��) �� 6�������
 �� ��6��$����� ��������
, �� ���� �=��� ��
��;����, �� ���$����� �� 
�$���C�� ��
 ������
 �� �� ������ ����3����%$� �����
����*

Y �������� �� ��

�3� 2 ����%���� � 
� �� ���
� ��
 �

��� �� ������3�� �� �� ��$���
�����������
 C��, �� ���$�� ����$���
 �� �������� ��&
 ������$��� ��
 ���$�
 
�0
���������
 ;�
���2 ��������� �� ���) �������� ����������* #��� ���$�� �� �������
�����
�� ��
 
�3���) �� ��
 $���6
 �� ���
 3����� ��$��
���*

Y �%��) ����$������ �� 
����

�6 ��
 ���$�
 � �� ��$�����$��� �� ����3����%$� �
�
$������� �� ���$�� �� 
����7��� ���
������ �����)�$����� ���������� �
� �������*

Y ������ �� ������3���� � $7$� 
��� �
� 3������$��� $���
 �����$�����) ��� .�
�

���
��� �� 5��, �� �
� ������ ��� �� ������%� �� $���$�
��� �� $7$� ����&��

��
 ��������
 ���������
 �������
 2 �� 
������ 
*D*�*

Y $�Q���
� �� ������� �� 
��� �� �������� � ��� �������%&��� �� 6�������
 ���� �� ������
������ �� ��, ��$$�� ���R ���� ����%��3 ���
��� ����R��, �
� ����������
�� 
��� �� �������� ZR-'L[*

���$� ��
 �����
 ��3����%$�
 ���
����
 �� �%������ 
, 5�� ��
� �� �����&$� �%��0
����� �� �� ������ �� ��$�
 �� ������ �� �����%�3�����
����� ���&
 �%���� ���������*
+���3����%$� 15#4�� �� ��
 ��3����%$�
 �� ���3��$$����� ����������� ����

�����
�� ���
������ �)�������$��� �� $������ �� ������������ �� ���� �� ������� 7��� �����0

�
 ��$$� ���
 ����� �=��� ������� ��
 
�3���) �� ���$�
* ��C�, ��
 ��3����%$�
 ��

������3� ���) ����� ���� �� $�$��� ��� �����
�
 ��� ���� �� 
�������� ���������&��
���� ������������ ����� �� ��
�
 ���%����$��
*

�� �
� ��

���� ��� ��
 ��3����%$�
 ����
 �������$$��� ���

��� 7��� ������
 �� $�0
�&�� �� $���6
 ��6��$�
, $��
 �� ����� �� ��
 ������), �� ���
 � 
�$��� �� ���
 2 $7$�
��7��� ������, ���� ��
 ���
��
 �������
 ���
 %���* ���
 �����
����
 ���� ����3����%$�
�� ��� �� 
����*
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+���3����%$� ����%��3 ���
��� � ��� ���
���� 2 �� 
������ 
*D*D ���
 
� ���
��� ���0
3�����*  �������
 ��� ����;����6 �
� �� ����$��
����� �����$�����
� �� 
�3��� s ��$$� �

s =
I∑
i=1

di + rI SF*DT

=
I∑
i=1

Fψi,φi
[mki ] + rI * SF*
T

+� ��
��� ���3���� �
� C)� 2 r0 = s* ! �%���� ��������� i, ��
 ����$&���
 �� �����$�
Fψ,φ[mk] 
��� �� 
������� �� �����&$� 
������ �

(ki, φi,ψi) = arg min
k,φ

min
ψ

‖ri−1 − Fψ,φ[mk]‖2
2 , SF*�T

�� ����3����%$� �������� ;�
���2 �� ��� �� ������3���� 
��� ��������*
+� $���$�
����� ��� ������� 2 k �� ��� ������� 2 φ �
� �O������ ��� ���%���%�

�)%��
���� 
�� �����
 ��
 ������
 ��

����
 �� ��
 ���) ����$&���
* �� ������%�, ��
����$&��� ψ ����$�� 
� ������� �� 6�A�� ����=�����* !��
�, 2 k �� φ C)�
, �� �����&$�
������� �

ψ(k, φ) = arg min
ψ

‖ri−1 −ψT · Fφ[mk]‖2
2 , SF*JT

�� ��� ���� �3���$��� 
������� �

ψ(k, φ) = arg max
ψ

2 · ψT · vk,φ −ψT ·Gk,φ ·ψ , SF*	T

�� ������ vk,φ = [ . . . , 〈 ri−1 , F
j
φ[mk] 〉, . . . ]

T
�� ������� ������������������ ����� �� ��0


��� ri−1 �� ��
 ��O������
 ��6��$�����
 �� $���6mk 
�� �� ��
� �� 6�������
 Fφ, �� �� ��0
����Gk,φ �� $������ �����������������, �� $������ �� -��$, �� ������� ��
 ��6��$�����


�� $���6 mk ��� ��
 6�������
 �� �� ��
� Fφ �Gk,φ =
(
〈 F j1φ [mk] , F

j2
φ [mk] 〉

)
1≤j1,j2≤Iψ

*

+� ������� �� ����$&���
 ψ(k, φ) ����$�� �
� ����
 �� 
������ S������ ���
 ����0
��)� !*LT �

ψ(k, φ) = G−1
k,φ · vk,φ * SF*LT

�� ��$���A��� �� ������� ψ ��� 
� ������ ����$��� ψ(k, φ) ���
 SF*�T, �� �����&$�
������� ����
 �

(ki, φi) = arg max
k,φ

vk,φT ·G−1
k,φ · vk,φ , SF*(T

�� 
� ��
��� ��� ���%���%� �)%��
���� 
�� ��
 ����$&���
 k �� φ* +� ������� �� ����$&���

ψ � ��� ���$��� �� �����&$�*
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#��������� �� $������ Gk,φ, ���
����
 
��������
 ������� 
� ���
�����, 
���� �� ��6��0
$����� �����
��* ���� �������, 
� ψ �
� �� ��$��
��� D S��� 
���� 6������� �� ��6��$�����
���
 �� ��
� FφT, ����
 �� $������ Gk,φ �
� ������� 2 �� 
�$��� 
�������* +� $������ ����
�3���$��� �� ��
 �������� �� ����$&��� φ, �� ��� ���$�� �� �� �������� ����� �� ��$0
$����� ����3����%$�, 
��� ���� �%���� $���6 mk, 
� ���� ������ �� k, 
��� ��� 
����
6��
*

+� ������� vk,φ �
� ����� 2 ��� 
����� �� 
�$���C������ ��
 ������
, 3�E�� 2 ����=�
�	
�� �� 6������� �� ��6��$�����* �� �O��, �%���� ������� 
������� 〈 ri−1 , F

j
φ [mk] 〉 ����


������� 〈 F jφ
∗
[ri−1] , mk 〉, �� ��� ���$�� �� ������� �� ��$��
��� �� ������� 
�������*

�� �O��, �� ������� 
������� ����� 
�3���) ������� �� ������� 
������� ����� �������
 ��
��$��
��� Lm, ���
��� �� $���6 �
� �� 
������ C�� �� ���3���� Lm* +� ��$���)��� ����
�3���$��� 7��� ������� 
� ��
 
�3���) F jφ

∗
[ri−1] 
��� ���0�������
*

"��
 ��
 ������ 
������
 
�������
, ���
 �����
 ���� ������� ������� ����3����%$� ��
�������� 2 ����
 ��6��$�����
 S����
������, ��6��$����� �� �%�
�, �� �)���
��� $������0
���T, �� ������� �� �&3�� �� ������ ��
 ���$�
, $��
 ��

� ��
 ������
 �� ���$���$��������*
#�
 ��6��$�����
 ��� ��� ���3��$$��
 �� 6��� ����;�� ���)����$��������
 ���
 �����
�%&
�* +� ������&$� ��
 
������
 �
� ���
����� 2 ������������� �� �� 2 �� �����������,
��� ���
 ��������
 �%�������$��� $��
 ��� ���
 ������
 ��
 �$���$�����* +�����������
�� ����3����%$� �� ���� ����$��
�� ��
 
�3���) 
�� �� ������������ �����$�
 C����

��� ���� ��
 �� ���� ���
 ����� �%&
� �� ��
�� ��� ���
������� �� �������*

5�" '����
�� �����
� 
����
��� ��� ��������
��

�� 
���������� ��
 ���$�
 ��$$� ��
 $���6
 ����
����
 �� �$���C�
, ����%��3 ���0

��� ��
� 2 ����$��
�� �� 
�3��� s ��$$� �

s =
I∑
i=1

ci · Tti [mki ] + rI * SF*FT

#�$$� �� ��= � ����� 
��� ����$&��� ψ1 = c, �� $������ Gk,φ �
� ������� �� 
�������
1, �� �� ������� vk,φ �� 
������� 〈 ri−1 , Tt[mk] 〉* #�
 �������
 
�������
 ������� 7���
�������
 ��� �� ����������� ����� �� ��
��� ri−1 �� �� $���6 mk �

〈 ri−1 , Tt[mk] 〉 = [ri−1 ∗mk](t) =
∑
l

ri−1(l) ·mk(l + t) * SF*IT

�����
��
 ��� ∗ ��
�3�� �� �����������, ����
 ��� ���
 �����
 �����
� �� 
=$���� � ����
�� �����������*

+���3����%$� ����%��3 ���
��� �
� ����
 �� 
������ �

:�	��
�� +����
	 ��� ��� ��	
*� 	������	�� '

��������
����� �� ��
��� r0 = s �� �� ��$����� I = 0*
8�
��



��	��
�� �����
	 
� ��
��	 ��� 	������	
�� �	 ��+����	
�� �� ����� D	�

D* ��
� 2 ;��� �� ��$����� � I = I + 1


*  ��%���%� �� $���6 �� �� ����$&��� �� ����
������ �

(kI , tI) = arg max
k,t

[rI−1 ∗mk]
2(t) SF*D'T

�* #����� �� ���$������� �

cI = [rI−1 ∗mkI
](tI) SF*DDT

J* ��
� 2 ;��� �� ��
��� �

rI = rI−1 − cI · TtI [mkI ] SF*D
T

���	 %�� �� ������3���� ���
� ��
 ��������

"� ����� �� ��� �� �� ��$���)���, �� �
� ������

��� �������
�� �� ����������� ����� ��
$���6 �� �� ��
���, ���
 �� �������� �� ����� ��
 ���M�����
 �� �� �����������, �� ���� ��
�������� �� ����� �� ������� 
������� �� �%���� $���6, 2 �%���� ��
����, ���� �� ��
���
S�������� SF*D'TT*

�� �O��, 
� �� ��
��� � ��� ���3���� L �� �� $���6 ��� ���3���� Lm � L, ����

�� ������ �� ����� �� ���
 ��
 �������
 
�������
 ������� 2 O(L × Lm) ���������
* ��
��������� �� �����������, ��� �� ���%����� ���������0��� Z �(F[, �� ��$��� �����������

��$�� 2 O(L · log(Lm))*

���� 3�3��� �������� �� ��$�
, �� �
� �3���$��� ����� �� �� ����������, 2 ������� I,
��� ��
 �������
 
�������
 ����� ��
 $���6
 �� �� ������ �� ��
��� rI−1 ��� � ��� $���C��
2 ������� ���������� ��� �� ������� �� �����$�* !� ���� �� �������� L �������
 
�������
,
�� 
�M� ���� ���� �������� 2 ·Lm* �����$$���, 2 �� ���$�&�� �����, �� 6��� �������� ���

��
 �������
 
�������
*

��C�, ��� ����
�&$� ����$�
����� ���� 7��� ��������� ���� �� ���%���%� �� �������

������� $�)�$�$* �� �O��, ���$���$���, �� ���%���%� �� $�)�$�$ 
� 6��� �� ������0
���� �����
 ��
 ������
 �� �� ����������� ����� �� ��
��� �� �%���� $���6* #���� ���%���%�
� ���� �� ��<� �� ������� �� O(L · K)* �� �����
��� ��� ���%����� �� ���%���$��, ��
��$���)��� �� �� ���%���%� �� $�)�$�$ ���� 7��� ��$���� 2 O(log(L) ·K)*

�����
 ��
 ����$�
�����
 
��� ���������
 ���
 ��������� ZR-'L[ ��� �
� ���
���� 2
���$���$�������� ������ �� ����%��3 ���
��� ��������� ��� ����
������* #�
 ����$�
�0
����
 
��� ����3���
 2 �� �������%&���
 �� 6�������
 ���R, ��� ���
 �����
��
 ���� ��

����������
 �)����$������
*

5�$ '����
�� �����
� 
����
��� ��� ��������
�� �� �
4����)
�
�� �� �����

���
 ���������
 ���
 �� 
���� �������� �� �� ��6��$����� �� �%�
� ���
 �� �������
�� �� �����$���� �� �� ����$��
�����*  �������
 ��� �� ��6��$����� �� �%�
� ���
�
��,
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�

����� 2 �� ����
������ ��
 $���6
, 2 $�����
�� ��
 ���$�
 ��$$� �

d = ψ1 · Tt[m] + ψ2 · Tt ◦H[m] * SF*D�T

���
 �����
 �$��
� ��� ‖m‖2
2 �
� �3�� 2 1* ���
 �$��
��
 �3���$��� ��� ‖H[m]‖2

2

���� 1, �� ��� �����
���� 2 �$��
�� ��� ��
 $���6
 m ��� ��� ��$��
���� $�=���� �����
S�� ��$��
���� �� �=���
� �
� ��

� ����� 
� Lm �
� ����T* #���� ��
�������� ���$�� ��
�O�� �� 
�$���C�� ���)���

��� �� �� $������ Gk,φ �

Gk,φ =
[
‖m‖2

2 0
0 ‖H[m]‖2

2

]
= I * SF*DJT

+� ��
�������� 
��� �� ���
 �������� ���� ���$����� ����������

�3� �����$�
 �� �� �=��
��� R0�>" S���� 
������ I*�*JT*

+� ;�� �� ����$&���
 ψ ����

[
ψ1

ψ2

]
, �� φ = t* +� ������� vk,φ ���� �

vk,φ =
[

〈 ri−1 , Tt[mki ] 〉
〈 ri−1 , Tt ◦H[mki ] 〉

]
* SF*D	T

�� ���
�������, ����3����%$� ����%��3 ���
��� 
� ������� ��$$� �

:�	��
�� +����
	 ��� ��� ��	
*� 	������	�� �	 9 ����� ��*����� '

��������
����� �� ��
��� r0 = s �� �� ��$����� I = 0*
8�
��

D* ��
� 2 ;��� �� ��$����� � I = I + 1


*  ��%���%� �� $���6 �� �� ����$&��� �� ����
������ �

(kI , tI) = arg max
k,t

[
〈 rI−1 , Tt[mk] 〉2 + 〈 rI−1 , Tt ◦H[mk] 〉2

]
SF*DLT

�* #����� �� ���$������� �[
ψ1

ψ2

]
=
[

〈 rI−1 , TtI [mkI ] 〉
〈 rI−1 , TtI ◦H[mkI

] 〉

]
SF*D(T

J* ��
� 2 ;��� �� ��
��� �

rI = rI−1 − (ψ1 · TtI [mkI
] + ψ2 · TtI ◦H[mkI

]) SF*DFT

���	 %�� �� ������3���� ���
� ��
 ��������



��	��
�� �����
	 ���	
����� �	 #��
�
�� �����
	 D		

+��$���$�������� ���� �� �=�� �����$� ��O&�� ��� �� ����� �� �� 
������ ����������*
+� 
���� ��O������ �
� �� ��������, �� ������&�� 2 �� ����������� ����� �� ��
��� �� �%����
$���6 mk, �� ����������� ����� �� ��
��� �� �� $���6 �� ���������� H[mk]* +�
 $���6

�� ���������� H[mk] ������� 7��� �������
 ��� 6��
 ���� �����
, ����� �� ��$�����
����%��3 ���
���*

A-
�������	�	
�� �� :�	��
�� +����
	 ���� ��� ��	
*� 	������	��6 �,��
�� ���� ��*����	
�� �� �����6 �
��
 %�� �� ������ ���
�� �� �� ���,���	
��
�� ��
� �� �� �
��
�	��%�� :+�> �� *���	
��� ��� � �	� ��� ��� ��
��
"
����� ���	�
��	
��� ���
�
���� �� �� 	��,�
�5 �����
 ��� �� V$�����W �� ����%��3
���
��� ����� ��;2 �$���$���� ����� �� ������� �� �%&
�, �� ���$������ �� �������� ��

����$��
�����
 
�� ��
 ���$�
 �� -����*

+��$���$�������� ������ �� ����%��3 ���
��� ���� �� ���
 ���$�
 � ��� �������� ����
������� �O������ ��
 ����������
 �)����$������
 
�� ��
 
�3���) �� ������ ���
�������*
���� ������ �� ����� �� 3�������, �� ������ �� �� ����$��
����� ���� 
�3��� $�
���� ��
1 024 512 ��%��������
 S1 $�� 32 
 2 11 025 9UT ;�
���2 �� ������� 
�3��� 2 ����� ��
30 �., ���� ��
 ���$�
 6��$�
 ��� �� ��6��$����� �� �%�
� �� �� ����
������ �� $���6

�

�
 ���� ������������ �� 40 $���6
, ����� 1 %���� S�� ����$��
����� �����
� I = 300 000
���$�
T* �� �������� ��
 ��� ��

���� �� ���O������ 
��
 ��
 �������
 ����$�
�����
 �������

���
 %���*

5�* '����
�� �����
� ����
����� �� 1��
�
�� �����
�

���
 �)��
��
 $��������� ������������ �� ����3����%$� ����%��3 ���
��� 2 �� ��0
��$��
����� �� 
�3���) $���������) ��$$� 
�$$� �����$�
 6��$�
 ��� �)���
���
$���������� �� $���6
 $��������)* #�$$� ���� ��
 
������
 ����������
, ��
 $���6


��� �3���$��� ����
����
 ���
 �� ��$�
*

"��
 ����� 
������, ���
 ���
 ��$����
 �� $��&�� �K �� $���6 �
� ������$��� $��0
������ ��� ��� �$������� ��O������ 
�� �%���� �����, �� ��� ��
 ����
���� ���� �����
��O����� 
�� �%���� �����, �� �������� ��� ��
 C����
  �1 ��O�����
 S�� $��&�� �������0
��6 � ��� ������ ���
 �� 
������ (*	*	T* �� �O��, �� $��&�� 
�$��� �
� ��;2 ��&
 ���%� �� ���

������
 ��$$��� ����������� ��$$� ��3����%$� �� 
��������� �� 
�����
 $����������,

��
 �� ����$������� "�$�)��3 ���
���* "� ���
, ��
 ���
���
 ���� ����� �� C����  �1
����� ��
 ��� �$���$�����
 ���
 ���R, ���������$��� �� $��&�� 
�$���*

+� $��&�� ��
 ���$�
 �
� �

d = Ea ◦ Tt[m] =
M∑
c=1

ac ·Ect [m] , SF*DIT
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���� �

Ect =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

***
0
Tt
0
***

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
← c SF*
'T

�� 6������� ��� ������ �� 
�3��� $�������� ����&��$��� 
�� �� ����� c, ������ �� t* ���

����
 ���� �����$� d ���� ��� $���
����, ���� ��� �� 
��� �� 
�3��� $���������, ����
������ �� ���6�
��� ���� �� ������������ ���0
�������� D ��� ���
 ����
 $������� ���

�� ���$�&�� ������*

�� 
� ��������� �� �%������ J �������� �� �� 
��������� �� 
�����
, ���
 �� ��

$��������� ����$$���, ���
������
 ��� �� $���6 �
� �� 
�3��� �$�
 2 �� ������� �������
���
 ���
����, �����
 ��� ��
 �����) �����
������� 2 ������3�
���$��� �� 
�3��� ��A� 2 ��
����� �������* "��
 �� ��
, ��
 �$�������
 ac $������� ���$�������� �� �� ��������� ��
$���6 �� ������� c* +� ������� a ��� ����� ��
 �$�������
 �� $���6 
�� �%���� ��
 �����)
�
� ����
 �

�$��� 2 �� ��������� 
������� ���$�

��� �� �� 
�����* #���� �������������� �
�3���$��� ��;2 ��� ������� 2 �� 
������ (*	*	*

+� $��&�� �������� ���) �������
 ��O������
, ��� ��������� �� �� ������

���� ��
��� ��
 ���M�����
 ac* "��
 �� ���$��� ��
, ��
 ���M�����
 ac 
��� �������
 S�� ���������
�
� ��������T �� ��
 
��� ��
 ����$&���
 ψc* "��
 �� ���)�&$� ��
, ��
 ���M�����
 ac 
���

����
�
 �����
 2 �� 6������ ��&
* #��� �����
���� 2 �����Q��� �� ��������� ������ ���
�� ������� a �� 2 
����
�� ��� 
���
 �� ���$� �� �� 
�3�� �� ������� a 
��� �������
*

+� ���$��� ��
 $&�� 2 ����3����%$� ����%��3 ���
��� $���������, �� ���)�&$� ��

$&�� 2 ����3����%$� "�$�)��3 ���
���*

H1�1� ���
-��� ��	���� �����
����

+���3����%$� ����%��3 ���
��� $��������� � ���� ��;����6 �� ����$��
�� �� 
�3���
$��������� ��$$� 
�$$� �� $���6
 $��������) �����
 �� $7$� ��
���� ���� ���
�$������� ��O������ 
�� �%���� �����* "��
 �� �����)�� ������3�
���$��� 
������, ����
�����
���� 2 �
��$�� �����$��� ��������� ���$�

��� �� $���6 ���� �%���� ���$�*

+� ;�� �� ����$&���
 ψ ���� ���� [a1 . . . aIa]
T , �� φ = t* +� $������ Gk,t �
� ��

$������ �������� IIa, �� ���
�� �� �����%�3������� ����� ��
 6�������
 E
c
t �� �� 6��� �������


���
������ �� ���$�* #���� �����&�� ��������� 
�3��C� ��� ���� ���� $���6 m �� ���$�
�����, 
� ���
��� ��6��$�� �
� ��

� �� ���$� ����� � ‖Ect [m]‖2 = 1*

+� ������� vk,t ���� �

vk,t =

⎡
⎢⎣

〈 Ri−1 , E
1
t [mk] 〉

***
〈 Ri−1 , E

Ia
t [mk] 〉

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

〈 r1,i−1 , Tt[mk] 〉
***

〈 rIa,i−1 , Tt[mk] 〉

⎤
⎥⎦ , SF*
DT

���� rc,i−1 �� c
e ����� �� ��
��� Ri−1*
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	 ���	
����� �	 #��
�
�� �����
	 D	(

+���3����%$� ����%��3 ���
��� $��������� � ���� ��;����6 �� ����$��
����� �

S =
I∑
i=1

Eai ◦ Tti [mki ] + RI SF*

T

>���2 
� ��
�������� �

:�	��
�� +����
	 ���	
����� ��� ��� ��	
*� ���������� 	������	�� �	 ��"
��
4�� ��� ���%�� ����� '

��������
����� �� ��
��� R0 = S �� �� ��$����� I = 0*
8�
��

D* ��
� 2 ;��� �� ��$����� � I = I + 1


*  ��%���%� �� $���6 �� �� ����$&��� �� ����
������ �

(kI , tI) = arg max
k,t

‖vk,t‖2
2 = arg max

k,t

M∑
c=1

|〈 rc,I−1 , Tt[mk] 〉|2 SF*
�T

�* #����� ��
 ���M�����
 ac S��������� 
������� �� �$�������T �

aI = vkI ,tI =

⎡
⎢⎣

〈 r1,I−1 , TtI [mkI
] 〉

***
〈 rIa,I−1 , TtI [mkI ] 〉

⎤
⎥⎦ SF*
JT

J* ��
� 2 ;��� �� ��
��� �

RI = RI−1 − EaI ◦ TtI [mkI
] SF*
	T

���	 %�� �� ������3���� ���
� ��
 ��������

+��$���$�������� �� ����%��3 ���
��� $��������� 
���
���� �������$��� �� ����� ��
����%��3 ���
��� 
�� ��
 $���6
 ����
����
, ���
����� 2 �� 
������ F*�* !� ���� �� ��������
�� ����������� ����� �� ��
��� �� �%���� $���6, �� 6��� $��������� �������� �� �����������
����� �%���� ����� �� ��
��� �� �%���� $���6, ���� �����
 ��
 ����$�
�����
 �������$0
$��� �)�������
* +� ���%���%� �� ������� 
������� $�)�$�$ S�������� SF*
�TT 
� 6���
��� ���������� ��
 �����
 ��
 �����������
 
�� ��
 ��O�����
 �����)*
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�	
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H1�1� ����)��� ��	����

+���3����%$� "�$�)��3 ���
��� � ���� ��;����6 �� ����$��
�� �� 
�3��� $���������
��$$� 
�$$� �����$�
 $���������) ����
 �� �� $���&�� 
�������* 4� $���6 $��������
�
� ������� 
�� ��
 ��O�����
 �����) 
������ ��
 ���M�����
 ���� ������� an ���$���
�,
���
 �� 
��� ���� ��
�$��� �� �������
 ������
* �� �
� ��
���� ����� 2 �� ��
���� �����,
�� $�������� ��� �� 6������ ���$�������*

"��
 �� �����)�� ������3�
���$��� 
������, ���� �����
���� 2 �
��$��, ���$� ��
��
�$��� �� ���������
 
�������
 ���������, ���
 ������ ��������� � ��� �$�
 �� $���6,
���� �%���� ���$�* +� ���%���%� �� �� ��������� �
� ��$���� 2 ��� ��
�$���, �� 
���� ��
���%���%� �� ���$������� �
� �����*

+� ;�� �� ����$&���
 ψ �
� ���� ������ 2 ���$������� c, �� �� ����$&��� ��������
��$����� �� ��$��� �� ������� �� ��������� an �� ����
���� �� ��$����3� �� �����$� �
φ = (n, t)* +� $������ Gk,(n,t) �
� ������� �� 
������� 1* +� ������� vk,(n,t) �
� �3���$���
�� 
������� �

vk,(n,t) = 〈 Ri−1 , Ean ◦ Tt[mk] 〉 * SF*
LT

+���3����%$� "�$�)��3 ���
��� 
� ������� ��$$� 
��� �

!��
�
�� +����
	 '

��������
����� �� ��
��� R0 = S �� �� ��$����� I = 0*
8�
��

D* ��
� 2 ;��� �� ��$����� � I = I + 1


*  ��%���%� �� $���6, �� ����$&��� �� ����
������ �� �� ��$��� �� ������� ��
��������� �

(kI , tI , nI) = arg max
k,t,n

|〈 RI−1 , Tt ◦ Ean [mk] 〉|2 SF*
(T

= arg max
k,t,n

|〈
M∑
c=1

ac,n · rc,I−1 , Tt ◦mk 〉|2 SF*
FT

�* #����� �� ���$������� �

cI = 〈 RI−1 , TtI ◦ EanI
[mkI ] 〉 SF*
IT

= 〈
M∑
c=1

ac,nI · rc,I−1 , TtI ◦mkI 〉 SF*�'T

J* ��
� 2 ;��� �� ��
��� �

RI = RI−1 − TtI ◦EanI
[mkI ] SF*�DT
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	 ��� ���	
+ D	I

���	 %�� �� ������3���� ���
� ��
 ��������

+� ��O������ ����� "�$�)��3 ���
��� �� ����%��3 ���
��� 
�� ��
 $���6
 ����
����
,
������ 2 �� 
������ F*�, ��
��� ������$��� ���
 ���;��� �� �� ���%���%� �� �� ���������
an, �� ��� $�������� �� ��$���)��� ��� N , �� ��$��� �� ���������
* �� �O��, �� �����
���
��
 6��$���
 SF*
FT �� SF*�'T, �� �� ������ y

n
=
∑M

c=1 ac,n · rc = anT · R �� ���;������
�� ��
��� R 
�� �� ��������� an, �� 
�M� �� �������� �� ����������� �� �%����� �� ��
 N
���;������
 ���� �%���� $���6, �C� �� ������� �� ����������� $�)�$��� S�������� SF*
FTT*

+� $�
� 2 ;��� SF*�DT ���� ����
 7��� �O������ �������$��� 
�� ��
 ���;������
 �

y
n,I

= y
n,I−1

− 〈 an , anI 〉 · TtI [mkI ] SF*�
T

#���� ���%����� ������$�
����� �
� �)������� �� ������
 ���
 Z-�'	[* +� ��$ "�0
$�)��3 ���
��� �
� ������ ���
 ��������� Z+-R'L[, ��� 6��� 
���� 2 ��������� Z+-R'	[* "��

��
 ���) �������
, ���
 ����
 ����$$��� ��$���� �������
����� �� ����%��3 ���
��� $��0
������� �� �� "�$�)��3 ���
��� ���� �� 
��������� �� 
�����
, ���
 �� ��
 $���������
���
��� ��
 ���������
 an ��
 
�����
 
��� ������
*

5�+ ��������
�� / '����
�� �����
� ��������
4

+� $��&�� �����$� 6��$� ��� ����
������ �� C����3� �� $���6
 ��� �� C����  �1 �
�
�� 
������ �

d = Tt ◦ Ce[m] =
Ie∑
i=1

ei · Tt+i−1[m] * SF*��T

���
 ������
 ��
 �$���$���� �� �=�� �����$�
 ���
 ���R, ��� $����� �� ��$�
,
�� ��� �$������ ��� ���
 ������
 ��
 �� ������� ���� ������ �� ���$�
 �� �����$����
�� �� ��� ����� ����������� �� 
��������� �� 
�����
* ���
 ���
�����
 ��� �� ��������
�%������� �� �������
 ������
 ���$������ ��� �$���$�������� ������*

+� ;�� �� ����$&���
 ψ ���� ���� e, �� φ = t* +� $������ Gk,t �� �� ������� vk,t



DL' �����
	���� �� ��������
	
�� ��� �� �
�	
����
�� �	���	���

������ �

Gk,t =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

‖m‖2
2 〈 m , T1[m] 〉 . . . 〈 m , TIe−1[m] 〉

〈 m , T−1[m] 〉 ‖m‖2
2 �

***

*** � � 〈 m , T1[m] 〉

〈 m , T1−Ie [m] 〉 . . . 〈 m , T−1[m] 〉 ‖m‖2
2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
SF*�JT

vk,t =

⎡
⎢⎢⎢⎣

〈 ri−1 , Tt[mk] 〉
〈 ri−1 , Tt+1[mk] 〉

***
〈 ri−1 , Tt+Ie−1[mk] 〉

⎤
⎥⎥⎥⎦ SF*�	T

+� $������ Gk,t �
� ��� $������ �� �������U S���3�����
 ���
�����
T 
=$�������*
#���� 
�������� ��� ���$�� ��7��� �����
�� ������$��� �� �����
��� �� ���������� ��
+����
��Z-+IL[* ���� �� ������ ��
 �� ����$&��� �� ����
������ t, �� ���
 �� �����

Gk*

�� ��
 ���M�����
 ei �� C���� 
��� �����
 �� ����� ���������� S��$$� ��� �)�$���
�)�3�� �� ���3�� �� "����, �� ����� �������� ����� ��
 ���M�����
T, ����
 ����3����%$�
����%��3 ���
��� �
� �� 
������ �

:�	��
�� +����
	 ��� ��� ��	
*� 	������	�� �	 4�	��� ��� �� 4�	�� ��8 '

��������
����� �� ��
��� r0 = s �� �� ��$����� I = 0*
8�
��

D* ��
� 2 ;��� �� ��$����� � I = I + 1


*  ��%���%� �� $���6 �� �� ����$&��� �� ����
������ �

(kI , tI) = arg max
k,t

vk,tT ·G−1
k · vk,t SF*�LT

�* #����� �� ���$������� �

eI = G−1
kI

· vkI ,tI SF*�(T

J* ��
� 2 ;��� �� ��
��� �

rI = rI−1 − (
Ie∑
i=1

ei · TtI+i−1[mkI ]) SF*�FT



#
�	
����
��� �	���	��� �	 ���$�	���	��� ( �������
��� �� 	����� �� ����
���
� DLD

���	 %�� �� ������3���� ���
� ��
 ��������

+��$���$�������� �� ��� ��3����%$� ���� 7��� ����$�
�� �� ��������� �� �����������,
��� �������0���, ����� �� ��
��� �� �%���� $���6* #%���� �����%� �� Ie ���M�����
 ��
�� ����������� �����
���� �� ������� vk,t ���� ��� ������ ������ �� t* �� �=��� ��
��������� ������� �� ������ �� $������ G−1

k ���� �%���� $���6, �� 6��� ��
���� �������� ��
������� ������ 2 ���������� SF*�LT* �� �
� ��

���� ��� ���������� �� �� ������� 
��
 ���
����� 6��$� ���$���� �� 6���� �$��3�� �� ������� �=�� ������$�
�����*

#�$$� ���� ��
 
������
 ����������
, �� �
� �����$$��� ������� �� ���������� ��

�������
 ���%��3�
, �� ��� $��%��� ���%���$���� ���$�� ����������� �� ���%���%� ��
$�)�$�$, ��� ������� 2 ��� ���%���%� ��������*

5�3 1
��
����
��� ��������
 �� ���)��������
 / �������
���
�� ������ �� ����
���
�

"��
 ����� 
������, ���
 �����
 $������ 
�� �� �)�$��� 
�$��� �������7� �� ���$�

�� ������� �� �� ����$��
����� �������
�� �� ������������ ��������� ��� ����
������ ����
������� ��
 
�3���) ��$�����
* #��� ���� 
�$���� �������, $��
 �� 6�A�� ���

���� ��


�3���) 
��� �������
 �� ���$�
 ����� ������$���, ���� ��� �� �� 
��� ��
 �� ���

�M����*

"�C��

��
 ���
 �� ���$��� ��$�
 �� $������� 
������ 2 $�
���� �� ������� �� ��
����$��
����� ���� 
�3��� ���
 �� ������������*

H1"1� ���	�'��

"��
 �� ����� �� �������)�$����� �����$�����
� �� 
�3���) 
�� �� ������������,
����;����6 �
� �� 3������ �� $���$�
�� �������� �� �����
�������� �� �� $�)�$�
�� �� ���0
��$���� ��
 ���M�����
 �� �� ����$��
�����* ����� �� 6��$������� �� �����&$�, �����

��3����%$�
 ������� 7��� $�
 �� X���� ���� �� ��
�����* 4� ��3����%$� ����� �� ��
��0
���, ���� ��� �����$���� ������, �� ������ ;�� �� ���M�����
, �

���� 2 ��� ������ ��
�����
��������* ���
 ������
 ���� �

�����, ���� �� ��3����%$� �����, ��� ������ ��
�������� �� 6������� �� �� �����$���� 2 �� ������ 
�3���0������������*

#��
� ����� ������ �� �������� �� �����
�������� �� 6������� �� �� �����$���� ��

���M�����
 ��� 
��� �����
�� ���� $�
���� �� ������� ����� ����$��
�����* +� ��$��0
���
�� �� ���) ������
 
�3���0������������ 
� 6��� ��� �� ��$�����
�� ��
 ���) ������

�

�����
* +� ����$��
����� �� 
�3��� �
� ����� �

s =
I∑
i=1

Fψi,φi
[mki ] + rI * SF*�IT

#�$$� ���
 �������
 7��� �$���
 2 ��$����� �� ����$��
����� �� 
�3���) �� ������
�� ������3�� ��O������
, ���
 �����
��
 �������
�� ��� $������� ������������ �� ��
 ���)
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����$&���
, �� ��$���A��� ������3�� ��� ��  �., �� �� ��$��� �����$�
 ��� �� �
,���
	�
����	
,�* !���� ���)������� ���
 �����
�$��� ����� $�������, ��$�����
 �&
 $���������
�� �����
�������� ���

���� �� �������� �� �����
�������� �� 6������� �� ��$��� �����$�

�����
�
 S��� ��T ���� �� �����
�������� ��  �. �� 6������� �� �� �����
��� ��������* +�
���$�&�� �
� 
����� 2 3���%� �� �� C3��� F*D, �� �� 
������ 2 ������*
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���� F*D Y !M�%�3� �� �� ������� �� �� ����$��
����� ���� 
�3��� ����� �� ���� 
�3���
���3 �� $7$� ������ 
�� �� $7$� ������������ 0 3���%� � ����3�� �� ��
��� �� 6�������
�� ��$��� �����$�
 0 ������ � ������� 
�3��� 2 ����� �� 6������� �� �� �����
��� ��������

+��)�������� � ���
�
�� 2 ����$��
�� ���) 
�3���) 
�����
 �� $7$� ������ 
��
�� $7$� ������������ �� -����* +� 
�3��� ����� �����
���� �� ���$��� ����
 �� 
�3���
���3* +� ����$��
����� ��
 ���) 
�3���) � ��� 6���� ���� ��, ;�
���2 ������� ��  �.
�� 20 �. ����� �� 
�3��� �����3��� �� �� ��
���*

��� �� C3��� �� 3���%�, ���
 ����
 �����
���� ��
 ������
 �� ������3�� �� ��
��� ��
6������� �� ��$��� �����$�
 �����
�
 ���
 �� ����$��
�����* ���
 ����
 �����
���� ��
��$��� �����$�
 �� ��%���� ��3����%$���� ���� ��� $�������� ��
�������* ���
 ��$������

��� ������3�� �������� ��
 ���) 
�3���) �
� ��O������ �� ��� �� ��$��� �����$�
 �����
�

�
� ��O����� S������� ����
 6��
 ���
 �����$�
 ���� �� 
�3��� ���3 ��� ���� �� 
�3���
�����T* �� �
� ��M���� �� ��$����� ��
 ����$��
�����
 2 ������ �� ��
 ���) ������
*

��� �� C3��� �� ������, ���
 ����
 �����
���� ��
 ������
 �� ������� 
�3��� 2 �����
����� �� 
�3��� �����3��� �� �� ��
���, �� 6������� �� �� �
,���
	� ����	
,� B!�C η, ���
�����
���� �� ��$��� �����$�
 ��� ��%�������� �� 
�3��� �

ηI =
I

L
, SF*J'T

�K I �
� �� ��$��� �����$�
, �� L �� ���3���� �� 
�3���*
+������
����� ��  �. ���$�� �� 3�$$�� �� ��O������ ������3�� ��
 
�3���) �������)*

#����0�� ���� 0 �. ���
��� �� ��
��� �
� ������3�� �3��� 2 ����� �� 
�3���, �� ���� +∞
���
��� �� ��
��� �
� ���*

+������
����� �� �� " , ����� 2 ����, ���$�� �� ������ �� $�
��� ������������ ��
�� ���3���� �� 
�3��� ������* �� �O��, ���
 ���
 ��������
 2 �� ��� �� " V������W 
���
2 ��� ��&
 ���
�����, ���� ��� 
��� ����
���� ������, ���� �� 
�3��� ��$����� ���� ��

���������
 
��� ���
�����
 �� ����
 �� ��$�
*



#
�	
����
��� �	���	��� �	 ���$�	���	��� ( �������
��� �� 	����� �� ����
���
� DL�

!��
�, 
�� �� C3��� �� ������, ��
 ���) 
�3���) ���
������ ��
 ������
 ���
�$���

������
��
, ���
����� ��%��
 �� ���� ���3���� �� �� ���� ����3��, ��
 
�3���) 
��� ��
$7$� ������ �� 
� ����$��
��� �� 6�A�� 2 ��� ��&
 ��

� �����$�����
� 
�� �� $7$�
������������*

+� " �
� �3��� 2 1 
� �� ��$��� �����$�
 �
� �3�� 2 �� ���3���� �� 
�3���* 4�� �����
�����
��� �
� �� 3������ ���� 
��������� ��) ��3�$�
 ���

����$��� ������
, ���
��� ��
�����$���� 
����� ���
 �� ��
 ��&
 6�����, �� �� ����$��
����� 
����� ���� 
��6 �����$����*
���� �� ��3�$� ���

����, �� " ����C� ηI � 1*

+� ������ 
������ 2 �� ��$�����
�� �
� ���� �� ������ ��  �. �� 6������� �� ��
" η* ���
 ��  �. �
� �����, �� $�������� �
� �� ����$��
�����* 4�� ������ ������ ��
��

�
 ����� ����� �����
���� 2 ��� $�������� ����$��
�����, �� ���$�
 �������� ��
�����
�������� �� �� �����$����*

���
 �%��
�

��
 ���
 ����� ����� �������
�� ����3����%$� �� ���� 3������ �� ������*
�� �� ��
���� ��� �� ������ �
� ��$��
�� �� I �����
, �K I �
� �� ��$��� �����$�


����������
 ��� ��* +�  �. �
� ��C��, ���� �%���� �����, ��� �

 �.ηi = 10 · log10

‖s‖2
2

‖ri‖2
2

SF*JDT

"��
 ���)�������� ��� 
���, ���
 �����
 �����
�� ��
 ������������
 ���������
 ��� ����
0
������* ���
 �����
����
 �3���$��� ��
 ������������
 ���0
��������
, ��������
 
�� ��

���$�
 �� 
�3���), �������
 ��� ���$�3� 
���� �� �������� �� �� C3��� (*D* ���� �� ��
,
��  �. 
��� ������� 
�� �� 
�3��� �����
����� ���&
 V�����$�3�W, �� �� " ηI 
��� �������
��� �� ������� ����� �� ��$��� �����$�
 �����
�
 �� �� ������ �� 
�3��� �����
�����*

H1"1� ���������� �)��	���������

���
 
��%�����
 ������� 2 ������
 ����� �)�������� 2 ���� ����� �� $��&�� �� ���0
��������� ��������� ��� ����
������ �
� ���
 ������

��� ���� ����$��
�� �� 6�A�� ���0
��$�����
� ��
 
�3���) ��$�����
 ��� �� $��&�� �� ������������ ���

����, �����
��� ��
�������3� �� ���$�
 ��
 
�3���)*

H1"1! �	��
��� �� ���)��	���
�

���
 �����
 ����$��
�� �� 
�3��� ����� �� ����
 $���&��
 ��O������
 
�� �� �������0
����� �� -����, ��� �
� �� �������� ������ 2 �� ����$��
����� �����$�����
� �� 
�3���)
�����* ���
 �����
����
 ��� 
���� ������ Lm �� $���6
 �� -����*

"��
 �� ���$��� ��
, �� 
�3��� 
��� ������� �� ���$�
 �� ������ Lm, ���
 ����$��
�

�� �� ������������ �� $���6
 �� -���� S�� $7$� ��$��� �����$�
 
��� �����
� 
�� �����

��
 ���$�
T* #��� �����
���� 2 �� ����$��
����� ���� 
�3��� 
�� �� ������������ ���

����*
"��
 �� ���)�&$� ��
, �� 
�3��� ������ 
��� ����$��
� 
�� �� ������������ �� -����
V���������$��� ���������W ��� ����
������, ���� �� ������3� ����� ���$�
 �� -���� �3��
�� ������3� ����� ��
 ���$�
 ���
 �� ���$��� ��
 S�� ������%�, �� ��$��� �����$�

��� ���$� 
��� ��������T* ��C�, ���
 �� ����
�&$� ��
, �� 
�3��� 
��� ����$��
� 
�� ��



DLJ �����
	���� �� ��������
	
�� ��� �� �
�	
����
�� �	���	���

������������ �� -���� ��������� ��� ����
������, ���� �� ������3� ����� ���$�
 �� -����
�� �� ��%��������*

+�
 ���) ���$���
 ��
 �����
������� 2 �� ������������ �� $7$� ������, �����
 ���
�� ����
�&$� ��
 �����
� �� ������������ ���
 3����* �� 6��� ��$������ ��� �� ����
�&$�
������������ �� ��<�� ��
 ���
 �%�� 2 ����� ��� ��
 ���) ���$���
, ��� �� ����
� 
��
�� $7$� ������������ �� $���6
* �� ������%�, �� ��
�������� �� �� ����$��
����� ��<��
���
 �%��, ��� �� ��$��� �����$�
 ��3�����
 �
� ���
 3���� �� �������� ��
�3���� �����$�
�%��
� ���� 7��� ���� ���� ���
 �� ���
*

���
 ��$�������
 ��
 ������
 ��  �. �� �� ����$��
����� �� 
�3��� 
�� �%����
������������, �� 6������� �� �� " , ���
� ��� �� ��$�
 �� ������, �C� �� ��$�������
���� 3��� �� $�����
����� �
� ������ �� ��

��� �� ���$��� �� ���)�&$� ��
, ���
 ��
���)�&$� ��
 �� ����
�&$� ��
*

H1"13 �	���
��� ��������

+� ��������� �������� �
� ������ ���
 �� ������� 
������

��3��� s 704 130 ��%��������
 S1 $ 03 
 2 11 025 9UT, ���������
�� ������3�
���$��� V \#0�".0#0
''D �� JJW �� ��
��
�  \# Z�-5'
[ � +� ��� �� �������, ��  �$
?�0
R��
�?��, ���� P<�� �� �����*

"����������� �� $���6

M

127 $���6
 �� -���� ��$���)�
, �����
������� 2
127 6��������
, ���
� ����� $���6 ���
���� S0 9UT ��
����� $���6 �����
������� 2 �� 6�������� �� �=���
�
S5 512.5 9U, �� $����� �� �� 6�������� ����%��������0
��3�T* +�
 $���6
 
��� �� ������ Lm = 256 S23.2 $
 2
11 025 9UT* +�
 $���6
 �� -���� ��$���)�
 ��$�����
���� ���) $���6
 ����
, �� ��� �)������ ��� �� ��$���
�� 6��������
 
��� 127 �� ��
 254*

"�����3� ����� ���$�

�� 
�3���

Lm/2

1��7��� !��%� �� 
���


#���&�� �����7� �� �� η = 0.8

"����������� D1 "����������� �� $���6
 M

"����������� D2 "����������� V���������$��� ���������W ��� ����
������
�K ��
 ���$�
 
��� ������
 �� Lm/2 ��%��������
, �����0

��� �� ������������ �� $���6
 M*

"����������� D3 "����������� ��������� ��� ����
������ �K ��
 ���$�


��� ������
 �� 1 ��%��������, �����
��� �� ������������
�� $���6
 M*
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� DL	

H1"1� %�������� ��������

���
 �����
 ���
����� ��
 ������
 ��  �. �� 6������� �� �� " ��
 ����
 ������������


�� �� $7$� 
�3���* ���
 ���
�������
 ��

� �� ��$�
 �� ������ �� �� ����$��
����� ��

�3��� 
�� �%���� ������������*

���
 ������
 ���
 �������� 2 �� ��� �� ������ �� ������������ D2 
��� �� ��

�

�� ����� �� ������������ D1, �� ��� �����
���� 2 ��� $�������� ����$��
�����, ���
���
�� ��$��� �����$�
 ��� ���$� ���
� ���
 C)�* !��
�, ���� ��� " η = 3, ���� ��
������������ D2, ��� ���$� �� 
�3��� ���� �������� ���� ���$�
 �� �� 
������� �� 
���,
�����
 ������� �� ������������ D1, ��
 ���) ���$�
 ��������� �)����$��� ����
 ���$�
*

!� ������ �� ��$�
 �� ������ �3���$���, �� 6��� �� �%���%�� ��
 ���$�
 �������0
$��� 
�� �� 
�3���, ����:� ��� �� �������� 2 �� ���$�3�, ������� ������� �� 6����� ��
������������ D2*

+� ������ �� ������������ D3, ��C�, ������� 7��� ���
 %���� ��� ���� ��
 ���) �����

������������
, ���
��� ���
 D3, �� ���������� �� ������ ��
 ���$�
 2 �� ��
���� C)� �
�
���E�%��* #��� ���, �� 6��� ��� ��
 $���6
 
����� �� ������ ������ �� ��� �� �%�
� �� �����$�
�
� ����$�
�� ���� ��$���� �� ��O������ �� ���6��$����*

+� ������������ D3 ������� 7��� ���
 3���$��� �� ��$�
 �� ������, ���
����� 6���
�������� Lm/2 6��
 ���
 �� �������
 
�������
 ��� ���� ��
 ���) �����
 ������������
, ��
���%���%�� �� $�)�$�$ ���$� Lm/2 6��
 ���
 �� ������
*

���
 �����
�$���, �� ������������ D1 �������� 709 500 ���$�
 S�� ��$��� �� $���6

�� M $�������� ��� �� ��$��� �� ���$�
T* +� ��$��� �����$�
 �
� �� $7$� ���� ��
������������ D2* +� ������������ D3 ��$��� ����� 2 ��� 90 799 875 ���$�
, 
��� Lm/2 =
128 6��
 ���
 ��� ��
 ���) �����
 ������������
, ��) �O��
 �� ���� ��&
*

H1"15 �	���������� ��� 	��������

+� ��$�
 �� ������ �� �� ����$��
����� �� 
�3��� 
�� �� ������������ D2 �
� �� 44 
,
����
 ����� �
� �� 2 304 
 S38 $ 24 
T ���� �� ������������ D3* +� ��$�
 �� ������ �
�
������� 52 6��
 ���
 �$������� ���� �� ������������ D3 ��� ���� �� ������������ D2, ��
��� �
� ��6������ �� ����� ����� �� Lm/2 = 128*

�� �O��, ��
 ����$�
�����
 $�
�
 �� X���� ���
 ���R ZR-'L[ ���$������ �� ��0
$����� �� ��$���)���* +�
 ����������
 ����$�
�����
 
��� �������
����� �� �� ����
6��$��
�� 1������ ������, ��� ��$&�� �� ��$���)��� �� ������ ��
 �������
 
�������
 �� O(Lm)
2 O(log(Lm)), �� ������ ��
 �������
 
�������
 ������$��� ���� ��
 ���$�
 
����
 2
���)�$��� �� ������� ���$� 
���������� S��
 
���
 �������
 
�������
 2 7��� $���C�
T,
�� �� ���%���%� �� ������� 
������� $�)�$�� ��� ��� $��%��� ���%���$���� ����:� ���
�� 6�A�� ��������, ��� 6��� ��

�� ���� �%���� ��������� �� ��$���)��� �� O(K · L) 2
O(log(K · L))*

���
 ������
 ��
 ������� �� ��$�
 �� ������ �� �� ����$��
����� ���� �� ������������
D1 ��� ���
 ������
 ��
 �����
� �� ��3����%$� ����$�
�* ���
 ���
 ��������
 2 �� ���
�� ��$�
 �� ������ 
��� ��3&��$��� ��6������ 2 ����� ������ ���� �� ������������ D2* +�

���� ��O������ ��
��� ���
 �� ������$��� 
����

�6 ��
 ���$�
, ����:� ��� �� �%���%�� ��
$�������� ���$� 2 �%���� ���������* +� $�)�$�$ �
� ���� ���%���%� ���$� K ������
,
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�� ���� �� K ·L* +������ �� ������ ��
 �������
 
�������
, �� ������%�, �
� 
�$������ ����
��
 ���) ������������
*
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 dictionnaire D
1
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���� F*
 Y #����� ��  �. ����� �� 
�3��� �� �������� ��
������� ���&
 ����$��
�����, ��
6������� �� �� �����
��� �������� η �� �� ����$��
�����

������

��
0���
 $��������� 2 �� ������� �� �� ����$��
����� �� 
�3��� 
�� ��
 ����

������������
* +� ������ ��  �. �� 6������� �� �� " �
� �����
����� ���� �%����
������������ 
�� �� C3��� F*
*

#�$$� ���
 �������
 ����� �������$$���, �� $�������� ����$��
����� S�� ������
�� ���
 %����T �
� ������� ���� �� ������������ D3, ������ �� ������������ D2 �� �� ���0
��������� D1*

+�
 ������
 ��
 ������������
 D3 �� D2 
������ ��� ��� �� ���3��

��� 2 ��� ��&


�$������, ����
 ��� �� ������ �� ������������ D1 ����� �������� ���
 �����$��� ���
���
�� �����
��� �������� η ������� ������* �� �� ��
���� ��� ������� ����� ��
 ������
 ��

������������
 D3 �� D2 ����� ��� S��  �. �� ������������ D2 ��

� �� 90% 2 82% ��
 �. �� ������������ D3T, �����
 ��� ������� ������� ��&
 3���� ���� �� ������������ D1

S��  �. �� D1 ��

� �� 65% 2 42%T*
���
 ������
 �� ������� ��� ���
 �� " �
� 3�����, ���
 �� 3��� ������ �� ���

���

����� �� ��$��� �����$�
 ��� ���$� �
� 3����* #��
� ����� $���C������, ��O��������� ��

������������
 D1 �� D2, ��� �$������ �� ���
 �� ������� �� �� ����$��
�����*

+� 3��� ��  �. �
� $������, $��
 ���� �� $7$� ���
������ S10% 2 20%T ����
������� $���C������, ��� ���
�
�� 2 ������� �� ������3� ����� ���) ���$�
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�6
 ��
Lm/2 2 1*  �������
 ��� �������
����� �� $���6
 �����
 �� �� �� ��6��$����� �� �%�
�
������ ��������3� ����� ������
����� ��&
 �����
� ��
 ���$�
 S������������ D3T ��� �������
2 ��� ������
����� ���
 �����)�$����� S������������ D2T*
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��� �	���	��� �	 ���$�	���	��� ( �������
��� �� 	����� �� ����
���
� DL(

-������$���, 2 M ���
����, �� ������� 
�3��� 2 ����� �
� $�������� ��� ���) ��
��

��� ����� ����$��
����� ��� ���$�3� �� 
�3���, ���� �� ��$��� �����$�
 ���
����

��� ���$�, 2 ��� ����$��
����� 
�� �� ������������ ��������� ��� ����
������*

H1"1" ���
������

���
 �����
 �� $�
���� 
�� �� �)�$��� �������� �� ������������ ��� ����
������

�� �� ������� �� �� ����$��
����� ���� 
�3��� 
�� �� ������������* +� 3��� �� ���6��0
$����
, ������$��� ��  �., �
� ������� ���� ��� ��3$�������� �� �� ��$���)��� ��
�� ����$��
�����* �� �����
��� ��
 ����$�
�����
 ��������
, �� ��<� ���� 7��� ������ ��
���� ���$����� �� ������� ��
 
�3���) �� 3����� ������*

"� 6�A�� ���
 3�������, ���
 ����
 $����� ���
 �� �%������ ��� ����3����%$� ���0
�%��3 ���
��� ���$�� ��� 
����$��� �� ����$��
�� �� 
�3��� 
�� �� ������������ ����0
����� ��� ����
������, $��
 �3���$��� 
�� ����� ��� ���

� �� ������������
 �����
�������
��) ��6��$�����
 �����
��
 ���
 �� �%������ (, ��$$� ��� �)�$��� �� ��6��$����� ��
�%�
�, �� �� �����������*

�� ���$�� �3���$��� �� ����$��
�� ��
 
�3���) $���������), 
��� ���� ��� �$���0
���� ����� 
�� �%���� ����� S�� $���������T, 
��� 
���� ��
 6�������
 ���)���
��� $��0
�������� ���0�������
 S"�$�)��3 ���
���T* ���
 �����
����
 ��
 ���) �$���$��������

���������&��
 �� �� ���� �� 
��������� �� 
�����
 ���
 �� ��
 �� $����3�
 $���������),
�� �%������ D'*
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���
 ����
 ��;2 ������ �� �%������ � �������7�, ���� ��
 ����$��
�����
 �����$�0
����
�
, �� ������� ��������� �� ������������ D ������ 2 �� ��
�$��� �� 
�3���)* ���

����
 ����
 �O����� �� ���� ��
 ����������
 $��%���
 �� ������ �� �����*

"��
 �� ����� ���
 ��
������ ��� ���
 ����
 ��������� ���
 �� ���)�&$� ������ ��
�� ����$���, ��
 ���$�
 �� ������������ 
��� 3�����
 ��� ��
 $���6
 ��6��$�
 
����
��
 6�������
 ���� ��C���
 �� ����$�����
* !�������� �� ������������ 2 ������ �� 
�0
3���) ������� ����
 2 ��������� �� ������������ �� $���6
 M, ��� ��� 
���� ��3�����
�� ������������ D ������ ��) 
�3���), ��� �� ����
 ��
 6�������
 �� ��6��$�����*

+�
 ��������
 ��
 $��%���
 ����������

�3� ���
�����
 �� �%������ � ��
���� �����0
�����
 ���
 �� ������� �����, $��
 ��
 ����

����� �������
 �$���3�$���
 
����C���
,
��� 
��� �)��
�
 ���� �� ���3 �� �� �%������* ���
 �����
 ����$$��� ������� 2 �� 
��0
���� I*D 
�� ��
 ���$�&��
 ������������
 ���������� ����������

�3� �� $���6
, ���
 ��
���$��� ��$�
 ���� ��
 ������������
 ���������
 ��� ����
������, ���
 �� ���)�&$� ��$�

���� �������
 �=��
 �� ��6��$�����
*

! �� 
������ I*
 
��� �)��
�� �� ���$�&�� ������%� ��� ���
 ����
 �������� ����
����������

�3� �� $���6
 3������� �� ������������ ��� ����
������* ���
 = ���
�����

����3����%$� ������ ����1, ���� ����%��3 �6 ��$�0��������� 1�����
*

���
 �)��
��
 ��
���� 2 �� 
������ I*� �� ���)�&$� ������%� �

�=��� �� $�����
��
 �����
 �� ����3����%$� ����1 �� �� ����3����%$� R0�>", ���
���� �� �%������ �*
+���3����%$� ��
������ ���$�� ����������� ��
 $���6
 ��6��$�
, �� ���� ���� �� 3����
��$��� �� 6�������
 ��������
* ���
 ���� ������ ���
 ��
 ������
, ����3����%$� R0�>"
���$�� ��������%�� ����;����6 �� $�)�$�
����� ;����� ��
 $���6
 �� ��
 ����$&���
 ���

��&
 ��� ��
 ���%�����
 ��������������
 ����������

�3� S�� �=�� 5�
%��
��, ��� �)�$���T*
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������

�3� 
�� ��
 ������
 ����C������$��� �����
 �� 
������ �� $��&�� �����$�����)*
"��
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+� �����&$� �� ����������

�3� ���� ������������ ��������� ��� ����
������ �
� ������*
+� ���$��� ��3����%$� ���$������ ����������� ��
 $���6
 ��� 
��� ��
���� ����
����

���� �� 
''' Z5�
''[* "�
 ������) ��� �3���$��� ��� $���
 ���� ����������

�3� �����$�

3�����
 ��� ��6��$����� S�%�
�, ��������, 6��������, ����
������T �� $���6
, 2 ������ ��

''� Z\R'�[*

���
 ���
�����
 �� $��&�� �� �� �������� ��
 ��3����%$�
 ����������

�3� �� �������0
����� ��������� ��� ����
������ ���
 �� 
������ I*D*D, �� ��������� ��� �������
 ��6��$�0
����
 ���
 �� 
������ I*D*
*

I1�1� ������ �� �	��������� ��� ����<�

5�
%��
�� � ��� �� ���$��� 2 ����3��� ��� ���������� ������������ ��� ����
������ ��)
���$�
 �����
 �� 
''' Z5�
''[* ��
 
�3���) �� 
��� ��
 ��
 
�3���) $�����$��
������

��$�����
, $��
 ��
 �����
 S�� 
��
 �K ���
 ��
 ����
 ��C���
 �� �%������ (T* �$��%
�� +�B��?� Z�+'	[, �� .��$��
��% �� "����
 Z."'L[ ��� �������� ����� ���������� ����0
�������� ��� ����
������ ��) 
�3���) $��������) ��$�����
 �� 
''	, �� �����
��� ��

���%�����
 �� ��� ���
 �������
*

G��� ��� 
��� �� �=�� �� 
�3���) ������
, �� $��&�� �� ����$��
����� 
�� �� �������0
����� M �� $���6
 ����
����
 �
� �� 
������ �

s =
K∑
k=1

∑
l

ek,l · Tl[mk] + r * SI*DT

�� 6��� ��$������ ��� �� ���
� ��
 ���� 2 6��� �� $7$� $��&�� ��� S(*DJT �K ���

�����
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� ����� �)�
�� �� ��$��� I ����� ������������
 �� ���
 ��
 $���6
* #���
�����
���� 2 
����
�� ���
 �� $��&�� SI*DT ��� 
���
 I ���M�����
 ek,l 
��� ���0���
*
+��������� SI*DT ���� ��

� 
������� �

s =
K∑
k=1

ek � mk + r , SI*
T

�K ek(l) = ek,l, �� � �
� �� �����������*
#��������$��� �� $��&�� ���

���� ������ 2 �� 
������ �*	, �� �� 
��3�� ���
 ����0

������� �� ������������ �����$�
 D, $��
 
�$���$��� �� ������������ �� $���6
 M* +�
�������� ��
 ��3����%$�
 ����������

�3� �
� �� $�)�$�
�� �� ��30����
�$������ $�=����
��
 
�3���) �������Q��$��� 
��%��� �� ������������ �� $���6
 �

L = E{log p(s|M)} * SI*�T
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#���� ����
�$������ �
� $�)�$�
�� ��� ������� 2 �%���� ��
 $���6
, �� �� 3�������
��� ������� 2 �� $���6 mk 
������ �

∇mk L = E{E{∂ log p(s|M, e)
∂ mk

}p(e|s,D)} * SI*JT

G����� ��� 
��� �� $��%��� ���� �
��$�� �� ��� �� ����������� p(e|s,D) �� ���� ��������
���
�������, ���)���

��� 
����� 2 ����������� ���� 
� ��������, �� ����� �� ��%=���%&
� ��
����� 3��

��� ������ �

log p(s|M, e) =
1

2 · σ2
r

‖s−
K∑
k=1

ek � mk‖2
2 , SI*	T

�� ���� �

∂ log p(s|M, e)
∂ mk

= − 1
σ2
r

· r � e∗k , SI*LT

�K ��������
0��, e∗k �
� �� 
�3��� ek �����
� ��� ������� �� ��$�
* +� ����������� �����
r �� e∗k �
� ��

� �� ����������� ����� r �� ek*

�����
 ���� ��� �� 3������� �������� �� $���6 mk ���
 �� ���$� r = s−
∑K

k=1 ek �mk*
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5
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 .����� ��	���� ��� ���@�
��	� �	 ��� ��	
*�

"��
 ��
 $��%���
 �����
��
 ��� 5�
%��
�� �� ��� �$��% �� +�B��?�, �� �������0
���� � ���	������ p(e|s,D) �
� ������%�� ��� �� δe=ê, �K ��
 ���M�����
 ê ��� ��� �
��$�

�������$$���* +�
 ��3����%$�
 
��� ����
 ��� ���������� �� ������ ��
 ���M�����
 ����
�� ������������ �� $���6
 �����, ���
 �� ������ ��
 $���6
 ���� ��
 ���M�����
 �����
*

+� ������ ��
 ���M�����
 �
� �O����� ��� ��� ��
����� �� 3������� ���� 5�
%��
��,
���� �

∇ek,l L = − 1
σ2
r

· r � m∗
k + f ′(ek) , SI*(T

�K m∗
k �
� �� $���6 mk �����
� ��� ������� �� ��$�
, �� f

′ �
� �� ������� �� �� 6������� ��
$�
��� �� �� �����$���� f * !� ����
 �� ����� �%&
�, ���
 ����
 3�������$��� ���������
f(e) = |e|* "� 
�� �:��, 5�
%��
�� �%��
�� �� 6������� f(e) = β · log(1+ (e/σ)2) ���� 
�

���������
 �� �����$����, $��
 ��������$��� ��

� ����� ������� 
� ������ 
��
 �����&$�,
���������$��� 2 �� ������ ��
����* +� 3������� �����
� �� ������ ���������� ��
 ���M�����

���� �������� ��
 ���$�
 f ′(ek) �� r*

ek := ek + μ ·
[
f ′(ek) −

1
σ2
r

·
(
s−

K∑
k=1

ek � mk

)
� m∗

k

]
SI*FT

�$��% �� +�B��?� �����
��� ����3����%$� ����%��3 ���
��� ���� 
����������� �� ��$���
I �����$�
 ����6
*
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 �� ���$��� ��
, ��
 ���M�����
 �����
������� 2 �����
 ��
 ����
������
 �� �%����
$���6 
��� �������
* #��� �����
���� 2 ������ ���� C���� e ��� �������� �%���� $���6 
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����� �� ����� �� 
�3���* "��
 �� ���)�&$� ��
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���
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 I ���M�����
 ��
 ���
 �����
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* +����� 
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0;������ �
� ����
 ��� �%���� $���6 �
� ����6 ������$��� 2 ��
��$��� C�� ����
����
 �� 
�3���, �� ��� �� ��
�� �� 
�3��� �
� ����3� �� ����� ������������
�� �� $���6* �����
 ��� ����� ������%� 
��� �� ���)�&$� ����, �� ��� 
� ��P&�� ���
 ��
��
�������� �� $��&�� �����
� S(*DJT*
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� 2 ;��� �� �%���� $���6 
� 6��� ��� ��
����� �� 3������� ���
 ��
 ���) $�0
�%���
 �

mk := mk + μ · E{ 1
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 �� ���� ��� $���6
 ��
 ���

�����
������6
 ��
 �$�3�
 ���������
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������ ���������� ��� ����3����%$� ����1 �� ����
� ��� 
��
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k
,φi′

k

[mk] , Fψik
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���� ��� �)�$��� �� ��
 ��
 ������������
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⎦
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[š] , mk 〉 * SI*
DT

+� ��
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���� ��
���������� �$��
��*

+� ��

�3� �� SI*
'T 2 SI*
DT �����
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�� ��
 ���$�
 �� 
�3���
������
��
 �� $7$� ��
���� tik ��� ��
 ���$�
, ��������
 ��� ���$������� cik ��
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* SI*
�T

#���� $��%��� � �� $����� �� �� ��������, ���
����� 
��3�� ������$��� ����� $�=����
�� ����� ���$���
�����* �� ������%�, ���� �
� ��
������� ��� ���$��

������� �� ������� ��

���$�
 ���0���%�3����) ����� ��)* #���� ��
�������� ���� 7��� ���������� ��$$� ���

���)�������
 ���
 �� 
������ I*�*J*D ���� ����3����%$� R0�>" ��� ���
 �)��
��
 ���

�� 
������ 
�������*

I1!1! ����	������� ��?��	� : ����	��-�� �� �&�� K
*(� ���	 ����

�	��������� �� ��
�������	� �� �	���� ��	 ��<�	������ ������	�

���
 ����
 ���
���� ���
 �� 
������ ���������� ��
 ������) �� ����%� ��� ��
 
���
��&
 ����%�
 ��
 �:���
 �� 
��� ������
 ���
 �� $7$� �������* ���
 ����
 �%��
� ���
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ψ
���
k = G−1

k,φk
· vk,φk , SI*
IT

�� 
������ ��
 ��������
 ��C���
 2 �� 
������ F*
* �� ��$���A��� ��
 ����$&���
 ψk ���
���� ������ ����$���, �� �����&$� ������$�
����� �� $���6 ������� ����
 �

mk = arg max
m

vk,φk
T · G−1

k,φk
· vk,φk * SI*�'T

 �$������
 ���� ������� ����� ���������� ����;���� �� �� ��6��$�����, �� �� ��$0
���A��� �� ������� 
������� ����� 
�3���) �� �� ������� 
������� ����� ��
 ��
��������
 ��

������ �� $���6, ���
 �������
 �

〈 š , F iφk [m] 〉 = 〈 F iφk
∗[š] , m 〉 SI*�DT

=
(
R∗

0,Lm ◦ F iφk
∗
[š]
)T

·m , SI*�
T
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	��� �� 	!�� -$�*# ( ��	�� ��
��
���� ���	�
��	
�� DFD

�K R∗
0,Lm

◦F iφk
∗[š] �
� �� ������� �� RLm×1, ��$$� m* +� ��3�� i �� ������� vk,φk �����

〈 š , F iφk [m] 〉, ���
 ������
 ��$������ �� ������� ��� �� ������� $�������� 
������ �

vk,φk = F∗
φk

[š] ·m , SI*��T

�K ��
 ��3��
 �� �� $������ F∗
φk

[š], �����
����� ���� �� 
=$���� �� ����;���� ��� ���


�� ��������, 
��� ��
 �������
 ��3��
(
R∗

0,Lm
◦ F iφk

∗[š]
)T
* +���;����6 �� ����������

�3�

������� �� $�)�$�
����� �� ����&�� 
������ �

mT ·
(
F∗
φk

[š]T · Gk,φk · F∗
φk

[š]
)
·m = mT ·A(m) · m * SI*�JT

�� �� $������ ����������������� Gk,φk ������ �� $���6 m, ����
 �� $������

A(m) =
(
F∗
φk

[š]T ·G−1
φk

·F∗
φk

[š]
)

SI*�	T

������ ��

� �� $���6 m �� ���
 �� 
����
 ��
 ��
����� �� �����&$� ������$�
�����
�� 6�A�� �)���� �� 6��
��� ����� 2 ����3&��� ��������* ���
 ����������
 
�� �� �����&$�
��M���� ���
 ��
 ���
�������
 �� �%������ DD*

�� ������%�, 
� �� $������ A(m) �
� ������������ �� $���6m, ����
 �� $���6 ����$��
���� 7��� ������ �� 6�A�� ����=����� � �� $���6 ����$�� mk �
� �� ������� ������, ��
���$� �����, �

���� 2 �� ���
 3����� ������ ������ �� �� $������ A* +� ������ �� ��
��
����� �
� ��
������� ���
 ������)� !*�*

�5�5�5� .���
	
��� ��� �� ��	�
�� Gk,φk

���
 ������ �� ���������
 3�������
 
���� ��
������
 �� $������ Gk,φk �
� �������0
����� �� $���6 m, ���
 ������
 ������� �� ��
 ����������� �K ���� �
� �3��� 2 ����������*

#� ��
 
�$��� �
� ������ ���
��� ��
 ��O������
 ����������
 �� $���6 
��� ���%�0
3�����
 ����� ����
 �� ���
��� �� ��
� Fφ �� 6�������
 �

�����
 2 �� ��6��$����� �
�
���%����$���*

�� ��� �)�$��� �� ��6��$����� ��$����� ��� ����
������ �� 
� 
�
 6�������
 �� ��
�

��� ���%����$���
, ����
 �� 
�M� ��� ��
 ����������
 ��
 $���6
 �� 
� ���������� ��

���� ��� �� $������ Gk,φk 
��� �� $������ ��������*

�5�5�5� ��	��E	 �� �� �
����
	� �� �� ��*����	
��

+� ��������� �� ��������� �� �� ��6��$����� ���$�� �������
����� �� ����;���� �� �� ��0
6��$����� ���
 �� 6��$��� SI*�DT, �� ��� ���
������� ���)���

��� �� ����&�� 2 $�)�$�
��
��$$� ��� 6��$� ����������� �� $���6 � mT · A(m) · m*  �������
 ��� �� ���������
���$�� �3���$��� �� ������ ��
 ����$&���
 ψk 
���� �� �&3�� SF*LT*

�5�5�5 !����
�	
�� �� �-�����
	��� >")?! ���� �-������	
����� �� �
�	
��"
��
�� 
�,��
��	 ��� ��*����	
��

���
 ��������
 ��� ����3����%$� R0�>" ��
���� 2 ����������

�3� ���� ������������ ��
$���6
, 3������� ��� ��6��$����� �������� �� ������������ �����$�
 ������ ��) 
�3���)
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 ������	
����� �� �
�	
����
�� �	���	���

����������

�3�* �� 6��� ����� ��� ���
 �� $��&�� ���

���� �K ��
 $���6
 
��� ��
 ���$�

�� ������������ �� 
��� �� �� ������ ��
 
�3���), �� ����� ����

���� �������
�� �� 3����
��$��� Q �� 
�3���) ����������

�3�* "��
 �� $��&�� 
��������, �K ���
 
����
��

�$�������$��� ��� �� ��6��$����� �������� �� ����
������, ���
�020���� ��� ��
 $���6

��6��$�
 ������� 7��� �����
 2 ���$����� ���� ������� �� 
�3���, �� ���
� ��
 ����

���� ��
6���� �� ��
�������� ����� ���
����
 
�3���) ����������

�3�, �� ���� ����3�� ��
 ��������
,
���
 
����
��
 ����� ��= � ����� 
�3��� ����������

�3� 
�M
�$$��� ���3 �� �����
 S��
���� 7��� 6��$� �� �� ������������� �� 
�3���) ����������

�3�T*

�����
	��� >")?! ���� �-������	
����� �� �
�	
����
�� 
�,��
��	 ��� ��"
*����	
�� '

��������
����� �� ������������ �� $���6
 M = {mk}1≤k≤K S��
 $���6
 ������� 7��� ��
������ ��O������ �� 
��� ���$�
T*

8�
��

D* "���$��
����� �� 
�3��� �������Q��$��� s 
�� �� ������������ ��� ����%��3 ���0

��� �

s =
I∑
i=1

Fψi,φi
[mki ] + rI SI*�LT


* +��� ���� $���6 mk, k ∈ �1,K�, �� ������������ M
8�
��

�T  ������ �� �� ������������ ��
 �����
 $���6
 ���
 �� 
�3��� �

š := s−
∑

i / ki �=k
Fψi,φi

[mki ] =
∑

i / ki=k

ψi
T ·Fφi [mk] + rI , SI*�(T

�T #������� ��
 ��������
 
�������
 �
Y ����
�$��� ��
 ������
 �����$�
 3�����
 2 ������ �� mk � Ik = {i / ki = k},
�� ������ Nk

Y ��3�����$��� �� ���
 ��
 ���$�
 �

�
 �� mk �� �� 
��� � ψk
T ·Fφk , ����

ψk
T =
[
ψi1

T , . . . ,ψiNk
T
]
�� Fφk

T =
[
Fφi1

T , . . . ,FφiNk
T
]

Y �� $������ �����������������, Gk,φk , ��� ���� 7��� ������������ �� m, �
�
�� ���$� (i1, i2) � 〈 F i1φk [m] , F i2φk [m] 〉*

Y �� $������ F∗
φk

[š]T =
[
R∗

0,Lmk
◦ F 1

φk

∗[š], . . . , R∗
0,Lmk

◦ FNkφk

∗
[š]
]

�T #����� �� �� $������ A =
(
F∗
φk

[š]T ·G−1
k,φk

·F∗
φk

[š]
)

�T ��
� 2 ;��� �� $���6 mk � 
�� 
������ mk �
� �� ��
 �������
 ������
 ���0
�����
 �

����
 2 �� ���
 3����� ������ ������ �� �� $������ A*
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�T ��
� 2 ;��� ��
 ����$&���
 ψk �

ψk := G−1
k,φk

·F∗
φk

[š] · mk SI*�FT

6T ��
� 2 ;��� �� ��
��� �

r := šq −ψkT ·Fφk [mk] * SI*�IT

���	 %�� �� ������3���� ���
� ��
 ��������

I1!13 ������ ���	 �� �	��������� �� �� ��<�	������ �� �-���

+�
 ��6��$�����
 ��������
 ���������
 ���
 �� 
������ (*	 ��������� ��
 �����
 ���
 ��
����� �� ����3����%$� R0�>", 2 ���
� �� �� ��������� �������������� �� �� $������Gk,φk

�� $���6 m* !��
�, 
� ���$���C������, �� ��6��$����� �� �%�
� �� ���)���
��� $����������
�� ��
��� ��
 �� �����&$�, �� �� ����
������ ��� ���
, 2 ��������� ��� ��
 ����������

�� 
� ���������� ��
, �� ������%� �� ����������� �� �������� ��
 ���
 �� ��
 3������*

���
 ������
 ��� ��
 ��������
��
 �� ����3����%$� R0�>" ���� ��������� ��
 ���0
���������
 ��������� ��� ����
������ �� ��������� ��� ����
������ �� ���%�
�3�*
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�	
����
�� 
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��	 ��� 	������	
��

���
 ����
 $�������� ��� �� ����
������ ������� ���
 �� ����� �� R0�>" ��� 
�
��
 ����������
 ���� $7$� $���6 �� 
� ���������� ��
* �����
��
 ���
 �� ���$���
��$�
 ��� ���
� �� ��
* ���
 ��������
 �� C� �� 
������ ��� ���������� �� ����3����%$�
���$������ �� 
� ������ ���
 ��
 �����
 ���������
*

 �������
 ��� ���� �� ������������ ��������� ��� ����
������, ��
 ���$�
 
��� ��C��

��� ci ·Tti [mki ], �K ci �
� ���$�������, ti �� ������3� ��$�����, �� mki �� $���6 3���������*

+�
 ���$�
 �� 
� ���������� ��
 ��$�������$���, �� $������ Gk,φk �
� �� $������
�������� S3�E�� 2 �� ���$���
����� ��
 $���6
T* +� $������ A ���� ����
 
������� �

A =
∑
i∈Ik

R∗
ti,Lmk

[š]T ·R∗
ti,Lmk

[š] , SI*J'T

�K ��
 �������
 R∗
ti,Lmk

[š] 
��� ��
 ���$�
 �� 
�3��� š �� ���3���� Lmk 
�����
 ��)
��
����
 ti*

+� $���6 �
� �� ������� ������ S�� �� ��
 �������
 ������
T �

���� 2 �� ���
 3�����
������ ������ �� �� $������ A* "��
 �� ��
 �� ������������ ��� ����
������, ���� 
�3��C�
��� �� $���6 �%��
� �
� �� ���
 ������� �� $�=���� ���� ��
 ���$�
 �� 
�3��� š 
�����
 ��)
��
����
 ti*

#���� ����$�
����� �����
���� 2 �� ���$�&�� ����� �� ����3����%$� ����1 ��C�� 2
�� 
������ I*
*  �������
 ��� ����� ����� ����� �O������ ��� 
���� 6��
 ���
 ����1, ��
��� ��
 �����
 $���6
 ������� �������
 ��O���$$���* "��
 R0�>", �� ������%�, ���
 ��

$���6
 
��� �����
 ���� ����� �&3�� �� �%���� $���6 �
� $�
 2 ;��� ���
����
 6��
 ;�
���2
������3����, ����
 ��� ���
 ����1, ��
 $���6
 
��� �������
 �� ��� 6��
*
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�� ��$�����
��, ����3����%$� �����
� ��� ����%� �� -�������� �O����� ��� $�=����
�� ��
 ���$�
, ��������
 ��� ��
 ���M�����
 ���$������� �������
 ��� ����%��3 ���
���*
+�
 ��3����%$�
 �� 3�������, ����� 2 ��), ��������� �� $���6 ���
 �� ��������� �� ��
$�=���� �������� ��
 ���$�
 �� ��
���*

 ������
 2 ����3����%$� R0�>"* +�
 ���M�����
 ���$������� 
��� �������
 �������0
$��� 2 ������ �� ������� $���6 mk ��� �

ci = 〈 š , Tti [mk] 〉 * SI*JDT

������

��
0���
 $��������� �� ��
 �K ��
 ����������
 ��
 $���6
 
� ����������* ��
����3����%$� ����%��3 ���
��� �
� �����
� ���� �������� �� ����$��
�����, �� ���� ��

����$&���
 ti �� ci, ����
 ���� �� 
�3��� �� ��
 $���6
 ����������
, 2 ������ ���� �������
��$��� �����������
, �� �
� ������� ��� ��
 ����������
 ��
 $���6
 ��$$�������� 2 
�
�%�����%��*

"��
 �� ��
, 
���� �� $�
� 2 ;��� �� $���6 ��
� �����&$�, ��� �� $�
� 2 ;��� ��

���M�����
 ���$�������, ��3�����
 ���
 �� ������� ψk, ���� 
� 6���� ��� �� �&3�� 3������� �

ψk := G−1
k,φk

·F∗
φk

[š] · mk SI*J
T

�K �� $������ Gk,φk ����� ��$��� ��
 ��������$���
* ���
 ���
 ������

��
 ���� $���0
������ ������$��� 2 �� 6�A�� �� �������� �� $���6 mk*

+�
 ���$�
 ������� 7��� ����
�
 �� ���) ����3����
 � ���) ��� �� ���������� ��$0
�������$��� ����� ����� ���$� 6��$� ��� �� $7$� $���6 �� ���� �����, �� ���) ���
���������� ��� ���������� ���������� �� $7$� $���6*

4�� ���$�&�� 
�����3�� ��
���� 
����� ��������%�� �� $������ Gk,φk ��� ����������,
$��
 
����� �

�U ����3��� �� �� ������� ���
��� �� ��$����) ���$�
 
� ���������� ���
���
��
 ���$�
 ���0���3����) �����
������� �� 
��� ��
 ���
* 4�� ���)�&$� ������%�
���
�
������ 2 ���7��� �� ����$��
����� �� ���$��� ���$� ��� �������� ��� ����� ��0
�������� �� $7$� $���6, $��
 ���� ��
��� �� ��
�������� �� �����
��� ��
 ���$�
 
����0
�������
 �� �� $���� 2 �� $���6 ��� ������ �� 
�3���* ���
 ����
 �%��
� ��� ����
�&$�
������%� ��� ���
�
�� 2 �������
�� ��� ��
 ���$�
 �� ���$��� 3����� ���� �� ������ ��
$���6, $��
 2 ���
 ��
 �����
�� ���� �� $�
� 2 ;��� ��
 ���M�����
 ���$������� �� ��
��
���*
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[mki ] = ψi,1 ·Tti [mki ] +ψi,2 ·Tti ◦H[mki ]*
 �������
 ����C� �� ������ �� ��6��$����� �������� S�� ���� �� ���
����� �� ���$�T,
���
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 �$��
� ���
 �� 
������ F*J ��� ��
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*
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��� �3��) 2 1, ���
��� ���������� �� �� ������ �$�3������ ��
�� ����
6��$����� �� 9������ ���
������ �� ���$� S���� ��� $�=���� �����, ��������
0
��T* ��C�, ��
 �������
 
�������
 ����� �� $���6 �� �� ������ �$�3������ �� 
� ����
6��$��
�� 9������ 
��� ���
, ��� ��������� �� �� ����
6��$�� �� 9������ S��$��
������� ��
����)� !*(T*

+� $������ A �
� ���� �

A =
∑
i∈Ik

(
R∗
ti,Lmk

[š]
)T

·
(
R∗
ti,Lmk

[š]
)

+
(
H ◦R∗

ti,Lmk
[š]
)T

·
(
H ◦R∗

ti,Lmk
[š]
)
, SI*J�T

�K ��
 �������
 R∗
ti,Lmk

[š] 
��� ��
 ���$�
 �� 
�3��� š �� ���3���� Lmk 
�����
 ��)
��
����
 ti*

+� $���6 ����$�� �
� �� ������� ������ �� A �����
������� 2 �� ���
 3����� ������
������, �� ��� 
�3��C� ����� �
� �� ���
 ������� �� $�=���� ���� ��
 
��
0�
����
 ��3�����

��� ��
 ���$�
 �� 
�3��� š �� �� ������ �$�3������ �� ���� ����
6��$�� �� 9������*

+�
 ����$&���
 
��� ������
 ��� �

ψi,1 = 〈 š , Tti [mk] 〉 SI*JJT

ψi,2 = 〈 š , Tti ◦H[mk] 〉 * SI*J	T

7�$ -������
�� �� �� �����
�
 � 4����
��� �� ����
���
�

���
 ���
 ������

��
 $��������� 2 ������� �)����$������ �� ����3����%$� �� �=��
R0�>" ���
���� ���
 �� 
������ ����������* ���
 ���������
 �� ����
 ��
 ����
 
������

2 �����, ���
 �� ����� �� ����������

�3� �� ������������ �����
��� ��� ��3����%$� �

D* �� �������� 2 ��������� �� ������������ �����$�����) S
������ I*JT,


* �������7� �� 
��������� �� ������������ S
������ I*	T,

�* ��
 ���������
 ���� ������ �� 
��0��������

�3� S
������ I*LT,

+� ���$��� ����� �
� �� $7$� ����� ��� ������������ 6���� ���� ����������

�3� ��
��
�
 ���%����$��
, �� 
������ L*
* �� 
��3��� ����������� �� ������������ 2 ������ ��
������
 ����C������
 �����
 �����$�����
�$��� 2 ������ ���� ������������ �� ��6������*
���
 ���������
, �� ���$�
 �� ������ �� �� �����
���, �� ���)�$��� �� ������������ �����

���� �� ������������ �� ��6������, ���
��� ��
 
�3���) 
��� ��&
 �����$�����) ���
 ��
������������ �� ��6������* ���
 ������
 �3���$��� ��$$��� ����3����%$� ���� 6���� ��
�%��) ���� ������������ ����3�� �� ������������ �� ��6������ 
� �� �����$���� ��
 
�3���)
���� = 3�3���*

+� ���)�&$� ����� �� ���
 ���� ��� ���)�������� �� �� 
������ F*(, ��� $�������
������$��� ��� �� ���$�3� �
� ��6�
�� ���� �� ����$��
����� �� 
�3���) ��$�����
,
�� ��� ���� �� $7$� ������������ �� $���6
, �� ����$��
����� ���� 7��� �$�������
�� ��3$������ ������������ ��� ����
������* ���, ���
 �����
 $������ 
�� ��
 
�3���)

=��%������
 ��� �� ���$�3� ��

� ��$��&��$��� ��
 $���6
 ������$��� ���
���
 ���
 ��

�3���* ���
 $��������
 ��� ������������ ��� ����
������ ���$�� �� ��$����� 2 ��
 $���6

���
 �=�����
 �� 
�3���, �� ���
� ����3$����� �� �����$���� �� �� ����$��
�����* ���




DFL ������	
����� �� �
�	
����
�� �	���	���

$��������
 �3���$��� �������� �� ������������ ��� �%�
� 
�� �� ������� �� ������������
�����
*

+� ����
�&$� ����� �������� �� 3�������
����� �� ������������ ���� ������� ��
 
�3���)
�� $7$� ������ ��� ��
 
�3���) �������Q��$���, $��
 ��O�����
* ���
 $��������
 
��

������
 ���������
 
�� ��
 ������
 ��
�������
 �� ������������ �� ��
 
�3���) ��������0
��

�3� ���
 ������
 ���
�������$��� �

���� ��� ����3����%$� ��� ��
 
��0�����
 ��

6��$�
 ��
 
�3���) ����������

�3�, �� ��� �� ������������ �����
 ������ ����$��
��
�������
 
�3���) �� �� $7$� ������ 2 ��� ��&
 ��

� �����$�����
�$���*

"��
 ����� 
������, ���
 �������
 �� ���$��� �����*
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"��
 ����� �)�������� �K ���
 �����
 $�
���� �� ��

�$������ ����� �� ������������
�����
 Dapp �� �� ������������ �� ��6������ Dref , ���
 �����
 �����
�� �� �������3��$$�,
�� ��
 $�
���
 �� ������ �� �� �����
��� ��� �� ���������, ��$$� 2 �� 
������ L*
* ���

�����
 ��������� ����C��� �� �������3��$$�, ��� �� $��&�� �����$� 
�������� �� ���$��
���
 �������
�� �� ��C������ ���

����*

"��
 �� ��C������ ���

���� ���� ��
 ������������
 ���0
��������
, ��
 ���$�
 
���
��
 $���6
 �� �� �������3��$$� �����
���� ��
 �������
 
�������
 ����� ���
 ��
 ���$�
*
!��
�, �� ��
� (i, j) �� �������3��$$� �������� �� ������� 
������� ����� ��
 ���$�
 drefi
�� dappj , �� ��� ���$�� �� $�
���� �� ���)�$��� ����� ��
 ���) �
����
 �����
 ��3�������,
��� ���$������� ��� ���� �
� �

�����*

"��
 ����� 
������, ��
 ���$�
 
��� ��3�����
 ��� �$���C������ �� ����
������ ��

$���6
* "��
 �� ����� ��
 ���$�
 
��������
, �� �� 
��3�� ���
 �� $�
���� �� ��

�$������
����� ���
 ��
 ���$�
, $��
 ������$��� ����� ��
 K �
����
 ��3�����
 ��� ��
 $���6
*

���
 ��C��

��
 ����
 �� ��
� (i, j) �� �������3��$$� ��$$� �� $�)�$�$ �� �����0
������ ����� ���) ���$�
 ��3�����
 ��� ��
 $���6
 mref

i �� mapp
j �

Ci,j(Dref ,Dapp) = max
t

|〈 Tt[mref
i ] , mapp

j 〉| SI*JLT

+� $�
��� �
� ������������ �� ��
�������$��� �� �� 6��$� ������ 2 ����������� ��
$���6 �����
* ��� �)�$���, 
����
��
 ������ 6��$� ������ �=����� �� 
�3��� �
� �� ������
16 �� ��� ��
 $���6
 �����
 
��� �� ������ 32* �����
��
 �3���$��� ��� ���) $���6
 ���
�����
 ����� 6��$� ������, ������� �
� ������ 
�� ��
 16 ���$���
 ��%��������
 �� ���$���
$���6, �� 
�� ��
 16 �������
 ��%��������
 �� ���)�&$� $���6, �� ��
�� ��
 $���6
 �����
���* !���
 ��� ��
 ���) $���6
 
��� ���%�3����) ����� ��), �� $�
��� �� ����������� �
�
�� 1, �� ��� �
� 
���
6��
��� ���
�����
 ��3������� ��
 $7$�
 ���$�
*

 �$������
 ��� �� $�
��� ������ ������$��� �� ������� �� ����
������ ����� ���)
���$�
, �� ��� ��
 �� �� ����
������ ��
���� �� �%���� ���$�* #���� $�
��� �
� ����
3������ �� 
��
 �K ���� �� ������ ��
 ����� ����� ���������&�� �� ����$&���
 �� ����
0
������*

���� ������ ��$��� �� ���)��������, ���
 ���
�������
 ��
 $�
���
 �� �=�� ������
�� �����
��� ����� �� ������������ �� ��6������ �� �� ������������ �����
* ���� �� ���0
���, ���
 �M�%����
, ���� �%���� $���6 �� ��6������, �� ����������� $�)�$��� ���� ��



& ����	
�� �� �� �����
	� � +� ��
��� �� ����
���
� DF(

$���6 �����
* ���� �� �����
���, ���
 �M�%����
 ���� �%���� $���6 �����
 �� �����������
$�)�$��� ���� �� $���6 �� ��6������* �� ���
 ���M�%�� ��
 ���3�
 �� �����
, ���
 ��

��
�$����
 3�E�� 2 �� ������ $������ ���$� ���
 ��
 $���6
* ���
 ���M�%����
 ��
 ��
�����������, $��
 �� ��
����� �� �� ����������� 2 �� ����������� $�)�$���, 1* 4�� ��
0
����� ����%� �� 0 
�3��C��� ���� ���) $���6
 ��&
 �������
* 4�� ��%���� ��3����%$����
���$����� ������=
�� ���
 �����
�$��� �� ��
����� 2 �� ����������� $�)�$���*

"��
 ���)�������� 
�������, ���
 $�
������
 �3���$��� �� ������� �� �� ����$��0

����� ��
 
�3���) �������Q��$��� 
�� �� ������������ �����
 �� 
�� �� ������������ ��
��6������, 3�E�� 2 �� ������ ��  �. �� 6������� �� �� ���
��� ��������, ���� ���� 
�
����3����%$� ����������

�3� 6�����
� �� �����$����, �� ���� �������� 2 ���� $�$��� ��
������������ �����
 
�����3�� �� ������������ �� ��6������ ���� ����$��
�� �� 
�3��� ����
��� ���
 3����� �������*

���
 ��������
��
 �3���$��� �� ������ �� ���
��� �������� �������� S" �T ��� ��0
����
� �� ���3���� ��
 ���$�
, ��� ������� 2 �� " * ���� �
� ��C��� ��� �

μI =
∑I

i=1 Ldi
L

, SI*J(T

�K Ldi ��
�3�� �� ���3���� �� 
������ �� �����$� i* �� ���
 ��
 ���$�
 ��� �� 
������ ��
$7$� ������ ��� �� $���6 ��� ��
 � 3�����
 �� ��� ���
 ��
 $���6
 
��� �� $7$� ������ Lm,
����
 �� ��$������� �
� �3�� 2 I ·Lm* �� ������%�, 
� �� ��6��$����� $���C� �� ������ ��

������ S��$$� �� �����������, ��� �)�$���T, Ldi �
� ��O������ �� Lm* �� ���� �����
�:��, ��
 ���$�
 
��� 3�����
 ���� ��
 $���6
 �� ������ ��O������, ����
 �� ��$������� �
�∑K

k=1 Ik · Lmk , ���
�020���� �� ��$��� �����$�
 3�����
 ��� �%���� $���6, $�������� ���
�� ���3���� �� $���6*

+� $�
��� �����
���� �� ��$��� ����%��������
 ��
 ���$�
 �������� �� ��$���
����%��������
 �� 
�3���* ���� �
� ���������&��$��� ������

���� ���� ��$����� ��
 ���0
���������
 �����
 �����
��� ��
 $���6
 �� ������ ��O������* ���� ���$�� �� ������ ��� ��0
�������� 
�� ��������� ����������� �� 3����
 $���6
, ���
 ���
�$$�����
 �� ����$&���

�����
 ��� ��
 �����
 $���6
*
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+���;����6 �� ����� �)�������� �
� �� ����C�� �� �������� �� ����3����%$� �� �=�� R0
�>" 2 ��������� ��
 $���6
 ���$������ �� ����$��
�� �����$�����
�$��� ��
 
�3���)
����������

�3�*

���
 ��3�������
 ����$$���, 
�� ��
 
�3���) ����C����
, ��$$��� 
� ��

� �� ����0

����� ����� 
�3���) �����$�����) �� 
�3���) ���0�����$�����) 
�� �� ������������ ��
��6������* ���$���$���, �� ������������ �����
 ������� ��������� �� ������������ �� ��0
6������ 
� ��
 
�3���) ��� ��� 3�����
 �� 6�A�� ��&
 �����$�����
�* �� �� ���������, ��
������������ �����
 ������� 7��� ��O����� �� ������������ �����
, �� ���
 �M����, 
� ��


�3���) ��� ��� 3�����
 �� 6�A�� ��� �����$�����
�*

���
 ������
 �3���$��� ��$������� ������ �
� ����P����� �� ��$��
�����$��� ��
������������ 
�� �� ������� �� ����������

�3�*
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"�
 
�3���) 
��� 3�����
 ����C������$��� 2 ������ ���� ������������ �� ��6������, ����
��
 �����$����
 ��O������
, ����
 ��� �� ������ �� 
�3��� ��
�� ���������* ���� �%���� ��


�3���) 3�����
, ���
 ��������
 ���
����
 ������������
, �� ������ ���
 �� $���
 3�����
��� ������� �� ������������ �� ��6������*

���� �%���� ������������ �����
, ���
 $�
����
 �� ��

�$������ ���� �� ������������
�� ��6������ 2 ������ �� �������3��$$�, ���
� ��� ��
 ������
 ��  �. �� 6������� �� ��
" �� �� �� " � ���� �� ������������ ����������

�3�, ��� ���
 ��$�����
 2 �����
 ��
������������ ���3����*
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+� ��������� �������� �
� ������ ���
 �� ������� 
������



& ����	
�� �� �� �����
	� � +� ��
��� �� ����
���
� DFI

"����������� ��
 $���6

�� ��6������ Mref

10 $���6
 �� ������ 16, 3�����
 ���� ��� ��
���������
3��

����� �������, �� ���$�
*

"����������� Dref !��$�
 3�����
 ��� ����
������ �� �$���C������ ��

$���6
 ��Mref � Ac ◦Tt[mref ]*  �������
 ��� ���
 ��


�3���) 
��� 3�����
 ���� �� $7$� ������������ Dref *

������ ��
 
�3���) ����0
���Q��$��� �� �� ��
�

10 000 ��%��������


�����$���� ��
 
�3���)
�������Q��$��� �� ��
��
�

����� 30 �� 6 000 ����������
 ��
 $���6
 �� ��6������,

��� ��� " η ��$���
� ����� 0.003 S��&
 �����$�����)T
�� 0.6 S��� �����$�����)T*

-��������� ��
 
�3���) 100 
�3���) 3�����
 ���� �� ��$��� ������������

����

��� ����� 30 �� 6 000 
���� ��� ��%���� ��3����%0
$����* +�
 ����������
 
��� 3������
 �� �����
��� ��

$���6
 
����

���$���, �� �� ������ ����
���� t 
���� ���
��� ���6��$�, �� ���$������� c 
���� ��� ��� 3��

�����*

��$��� �� ������������

�����
 ���� �%���� 
�0
3���

4*

"����������� �� $���6

M1

app

10 $���6
 �� ������ 16*

"����������� �� $���6

M2

app

10 $���6
 �� ������ 32*

"����������� �� $���6

M3

app

20 $���6
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Liste des notes presentes dans le signal MIDI
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������, $�� 2 $�� ��%=���%&
� 
���� �������� ��

��
0��%����������3� ���� 6������ ���0������ ��3$�������� �� ��
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�3�
�� ����� ��
����� 2 �� 3�������
����� ���� ��� ��
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L ���� �����0
����� �� ���%�
��� S��������� ���� ���������� �� �����T,
\���� � ������$��� �� ���$�&�� ��
�� �� ����������*
��%���������� 2 16 000 9U �� 
��
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������ ��
 ������������
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2 11 025 9U* ��$��� �� ����$&���
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��3���) ����������

�3� 10 
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 ���
 �� ������������ �� $�0
��6
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 ���Q� ��
6�A�� �)�����������, �� ��
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 �� ����3�0
���%$� R0�>"

30 ���������
, �� ���� �%���� ���������, ��� 
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 ����3� ��������� 3��

���, ���
 ���$���
�����

I1513 %��������

!���� ���)��
�� ��
 ��
�����
 �� ���)��������, ��������
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������� �������$��� ��
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6������� �� �� �����
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�� �� ������

���� ���)�$���
 ��
 
�����
 2 
������* +� $��&�� �� $����3� �
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����� �����
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� ���;������ 
�� ���
���� ��3����� ��� �����
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 �! = 10 · log10

‖scible + rinterf‖2
2

‖rartef‖2
2

* SD'*D
T

#�
 ����
 $�
���
 
��� �� �=��  �., ���� ��� ��%���� �� �������
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���� 2 �����Q���
2 �������� �� ����� ���������, �� ��� ������� 7��� ����C���*

���
 ��$�����
 ��
���� ��
 ��
�����
 �� ���$�
 ��  �",  �� ��  �!*





J ������	
�� �� ������� ( ��	
��	
�� ��� ������� ��� �
�	
����
�� �	���	���

��1!1! �	���
��� ��������

��3���) 
�����
 ��3��� ����� ��"� �� ���������� S
����� DT �� �� �����
S$��� ������, 
����� 
 �� $��� 3���%�, 
����� �T*
#��������� ��* 
L ���� ���������� �� ���%�
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 �� ������ Lm = 512, �������
 �� Lm/2 = 256*
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������� 2
255 6��������
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�3��� ����������

�3�T*

#��� ��;����, ���� �� $��&�� ���� ������������
, ������=
� 6���� ���
 �� 
������ ���0
�������, �K ���
 
����
���
 �����3$����� �� ��$��� �� $���6
 �� �����
�� ���
 �� ��0
��$&���
 �����
 ���
 ��
 ��6��$�����
 ���$������� �� ��$����� ��
 ����6���
 �� ������*
 �$������
 ��� �� ��- ���� 7��� ��, 
��
 ������ ���
 ��
 ������
, ��$$� �� $��&��
�� ������������ �� $���6
 �����
 
�� �� 
������ ���� ��
����
 �� �%�
� �
� �����, �� ���
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�����
���� 2 512 ����$&���
 �����
 ���
 ����� ��
* +� ��$��� �� ����$&���
 �����
 
��0
���$������� �)������ ���� �� ������ ������� �� 16 �. ����� ��
  �! ��
 $��&��
 ����
������������ �� ���� ��-*

�� �
� ��M���� �� ��$����� ��
 ���6��$����
 ����� �� $����3� ����������

�3� �� ��
��
�, ���
����� ����� ���� ������� ����� ���)  �", ��� �)�$���, � ���
 ���$��������

� ��  �" ���� 10 �. ��� 
��� ���� 50 �.* ���
 ������
 ���� �� $7$� ��$������ ���
������� ����� ��
 $��%���
 ���� ��- �� �� $��%��� ���� ������������
 
� ������, ����
��

�� ��������� 15 �. 2 ������� 4 �.*

���� ����=
�� ���
 �����
�$��� ��
 ���6��$����
 �� "� 
�� �� $����3� �� ��
�,
��3�����
 �� C3��� D'*F, �K 
��� �����
�����
 ��
 ���6��$����
 
����� ��� 
�����, ��
���
 �� �� $�=����*
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���� D'*F Y ���6��$����
 �� 
��������� �� $����3� �� ��
� ��� ����3����%$� "� �����
���
�� ������������ �����
 ���� �%���� 
�����*

������

��
0���
 2 �� ������ ������ ��
 ������
, �����
������� 2 ��
 
�3���) ����0
������

�3� 
�M
�$$��� ���3
 ���� �

���� ��� 3�������
����� 
�M
����* ���
 ��=��

��� �� 
����� �� ���������� �
��$�� S����T �������� �������� ���
 �������6������
 ��� ��

����� �� ����� �
��$�� S����)T, �� ��� 
�3��C� ������ ������ �� ����� �
� ��������� 2 ��
����������* +� ������ ��  �! �
� �� ��������� ���
 ������ ���� �� ���������� ��� ���� ��
�����, �� ��� ���� 
��)�������, �� ��������� �� ��
��

��� �� �� 
������ ����������, ���
�� 6��� ��� �� ���� ��$�
06�������� �� �� 
����� �� ���������� �������� $���
 �� V����
W
��� ����� �� �����* �� �O��, ���
 �� �� $����� ��
 ���$�
 
��� ��������
 2 �� ����������
S���) ��� ������ �� ������ ����������, ���
 ��� ������ �� ���) ��� ������ �� ������ �����T*

���
 ����
����
 �� �%���$&�� �������
����� �����$�
 �� ���������� ���� ����� �� ������
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���� D'*I Y 1��$�
 ������ ��
 
�����
 ���3�����
 S3���%�T �� �
��$��
 ��� "� S������T
�� ���������� S%���T �� �� ����� S��
T* +� ���������� �
� $����� 
�� ��� �)�����, �� ��
����� �
� ��������� ���� �� ������ ���� ��
 ���$�
 �� ����������*

�� ����� 
�� �� C3��� D'*I* ��� ����� C3��� 
��� �����
�����
 2 3���%� ��
 6��$�
 ������
��
 
�����
 ���3�����
 �� ���������� S%���T �� �� ����� S��
T* ���� �� ����� ;��� 
�� ���
�)�����* ! ������ 
��� �����
�����
 ��
 
�����
 �
��$��
 ���� ����3����%$� "�*

�� �
� 6������� �� ���
����� ��� �� 
����� �
��$�� �� ���
 ����3������ �
� �� 
����� ��
����������* !��
�, ��
 80 ���$�&��
 $����
������
, 
��� ������� ���) $���6
 
����

�6
, ���
��� ����$��
��
 �� $�;����� ���� ��
 ���$�
 �� �����, ��� ��� ��� ��������
 ����&��$���
2 �� 
����� �� ����� 
���� �� �������� �� "�* +�
 300 $
 
�������
 
��� ���
��� ����&��0
$��� ����$��
��
 ��� ��
 ���$�
 �� ����������, ��� 
��� ���� ��������
 �)���
���$���
2 �� 
����� �� ����������*

#��� 
�3��C� ����� �)�
�� ��
 $���6
 �� ���������� ���
 �������
 ���� �� 
�3��� �� �����
�������� $���6 �� �����* 4�� ��
 ���
��
 �
� ��� �� ���� ;����, �� 6� S
	T, ���
� ��

���
���� ���
 �� ������������ �� ����� S�� ����� �� ����������, ���������
T Y ���� �� C0
3��� D'*	 S��
 ������������
 
��� ��
 $7$�
T*  �������
 �� ���
 ��� ��
 $���6
 �� �����
����������� ��
 ������
 ����:� ��� ��
 ����
 �
����
, ���������$��� 2 �� ����������, ��
��� � ����07��� $��� 2 ���
������ ����� ���� �
���� ��$$� �� �� ����������*

�����
�$���, �� ���� 
	 �
� ���
���� ���
 �� 
����� ����������

�3� �� ����� Y ����
C3��� D'*J Y �� ���� �
� ���
���� �3���$��� ���
 ���) $���6
 �� �����, ���
 ��
������

���� �
� ��������� $���������� ��� ������� 2 �������
 6��������
* "��
 �� ������������
�� ����������, �� ���� 
	 �
� ���
���� ���
 ���) $���6
* +� ���$��� �
� ��� 
���
�]��
�����
������� 2 
�, �� �� ���� 
	 �
� ���� ���
���� ��$$� %��$������* +� ���)�&$�
�
� �� $���6 ��������� ���) 6��������
 �����
������� ��) ����
 
	 �� ��	, $��
 ��
���)�&$� 6�������� �
� �� ��� ���
 $������*

!��
�, �� ���������� �
� ����� �� $���6
 ���$������ �� �����
����� ���
 �����
�$���
�� ���� 
	 ��� ��
 $���6
 �� �����, �� ��� �)������ �����
 ����� ��� �%��
�
 ��� "�* ���

���
����� �)�
�� ���� �� $7$� ��
 $���6
 �� ����� ��� �����
������ �� ������ 
	, �� 
�����
��� ���� ����� ��$���*

4�� ��
 ����������
 ���
�������
 ����������� �� "� �
� ��������� �� ����
���, ��
��$���A��� �� �%��) ������� ����� 
����� �� ����� �����, ���� �%���� ���$�, ��� ��
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���� 
�	

�%��) ������ ��$��� �� �� �������� ��
 $���6
 �� �%���� 
����� 2 �����
����� �� $����3�*
���
 = ����������
 ���
 �� ������
���*
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���� D'*D' Y 1��$�
 ������ ��
 
�����
 �
��$��
 ���� �� $��&�� �� ��- 2 32 ����

S3���%�T �� 2 64 ����
 S������T, ���� �� ���������� S%���T �� �� ����� S��
T* +� ����������
�
� $����� 
�� ��� �)����� S���� C3��� D'*IT*

#���� ���
������� 
���
������ ����$$��� �� C����3� �� \����� �����
� ���
 ����3�0
���%$� �� 
��������� 2 ��
� �� ��-* +� C3��� D'*D' ���
 $����� ��� A� �� ���$�� ��

�� ��
����� ������$��� �� �����&$�* �� �O��, ���� �� $��&�� 2 32 ����
, ��
 
�����
 �
��0
$��
, �����
�����
 2 3���%�, 
��� �

�U ����%�
 ��
 
�����
 ���3�����
 S���� C3��� D'*IT,
�� 
���
 ���) V$���6
W 
��� ��������
 �� ������ 2 �� ����������* �� ������%�, ���� �� $�0
�&�� 2 64 ����
, ��� ���3�� ������ �� $����3� �
� �������� ���
��� �)���
���$��� 2 ��

����� �� ����������* +� C����3� �� \����� ���$�� ��� ����
��� �����, �� �����3����
�%���� ���$� ����� ��
 ���) 
�����
* ��� ��� �)�$���, �� �����3� �
� ���3�$��� �� 6�����
�� �� ����������* �� �� 6��� ���� ��
 ���� �������� �� ��������

�$��� �� �� ����
���*

��131� ���
������ �� ��	���
�� �

+���3����%$� "�$�)��3 ���
��� �����
��� �� ������������ ��� 
����� ���$�� ���O��0
���� �� 
��������� $��������� ���� $����3� �� ���) 
�����
* +�
 ���6��$����
 
��� ��
��A2 �� �����
 �� ����3����%$� ����������, ��
�
 
�� �� $��&�� �� ��- �� �� C����3�
�� \�����*

+������
����� ���� $��&�� �� $����3� �� 3��

�����
 ���$�� ����3$����� �� ��$���
�� ����$&���
 �����
 ��� ������� �� $��&�� �� ������������, ���
��� ���
 ��
 ����$&���

�� �%�
�
 
��� �����
* �������� 2 �$���� ����� �������� $���&�� ����� ������� ��� �������
2 �� �%�
� ���
 ��
 ������������
, �� ������ ���
 ���� ��� �� 
�$��� ��6��$����� ����
����$&��� �� �%�
�, ���$����� ��������$��� ���$������� �� ������� �� $�����
����� ��


�����
 �� �� ��$����� ��
 ����6���
 �� ������*

+� ��O������ ����� ��
 ���) $��%���
 ����� �3���$��� �� �� $���&�� ����������� ��

������
 �� $����3� ��) ���) 
�����
* ���� "�$�)��3 ���
���, �� ����
��� �
� �������
�� ���
�
�� 2 ��������� ������$��� �%���� ���$� 2 �� 
����� �����
������� �� $���6
�����
�, �����
 ��� ���� ������� $��%���, �� C����3� �� \����� �������� ��� ������ ��




�L ������	
�� �� ������� ( ��	
��	
�� ��� ������� ��� �
�	
����
�� �	���	���

�%���� ���$� ��) ���) 
�����
, ���������������$��� 2 �� ����������� ��� �� ���$� ���
��� 3������ ���� �� $��&�� ����� 
����� �� �� �������*

! ��������, ��
 
�����
 �
��$��
 ��� ����3����%$� "� ����������� �� ��3�� �����,
�� �=�� ����� �����, ��� ����� ��������$��� �� ������� �� �%�
� �$��
� ��� �� $���6
��$�����* ����
 ����������� �3���$��� �� V����� $�
����W, ��������� �� �� ����$��
�����
�� �=�� ����%��3 ���
��� ��� 6��� ������Q��� �� ��
����Q��� ��
 ���$�
, ������
���
���6��
 ��
 V������
W, �����
 ��� ��
 
�����
 �
��$��
 ��� �� $��%��� 2 ��
� �� ��-

��� ���
 ��

�
 �� ���
 ������
* #���� ��O������ ����� �� �������
����� �� �� ���� �:��,
�� �� �� �1#� �� �������*

4�� ���
�������, ��� ���
 ��������
 ������� ��6� "�$�)��3 ���
���, ���
�
������ 2
������� �� �%�
� ������������� ��
 ���$�
 �� �� ����$��
����� ��) ��O������
 
�����
*
!��
�, �� ���� ���;����� �����$� ����3����$��� 2 �� 
����� �����
������� �� $���6 �����
�
S��� �)�$���, �� ���$�&�� 
�����T �

s1 := s1 + Fψ,φ[m
1
k] SD'*D�T

s2 := s2 , SD'*DJT

���
 ������
 �$�3���� �� �����3�� �����$� ����� ��
 ���) 
�����
 �

s1 := s1 + α · Fψ,φ[m
1
k] SD'*D	T

s2 := s2 + (1 − α) · Fψ,φ[m
1
k] , SD'*DLT

�K α, ��$���
 ����� 0.5 �� 1 ���� �������3��� �� 
����� �

����� �� $���6 �����
�, �
� ��3��
�� 6������� �� �� ����������� ����� �� $���6 m1

k �� ���
 ��
 $���6
 m
2
k′ �� ������������

�

���� 2 ������� 
�����* �� �� $���6 �� ������������ 2 �
� �3�� 2 m1
k, α �
� ��3�� 2 0.5,

���
��� ��
 ���) $���6
 ��� ������ �������� 2 �����
����� �� $����3�* �� ������%�,
$���
 �� $���6 m1

k 
��� ������� ���� ��
 $���6
 �� ������� ������������, ���
 α 
��� ����%�
�� 1*

�� ��3$������ �� �������� ��
 ������������
 2 �����
����� �����$�����
�$��� ��


�3���) 
�����
, ��� ������������� �����$�
 $���
 ��3���
, �� �� ������

��� �� �����

�

������������� ��
 ���$�
 �� �� ����$��
�����, ����3����%$� "�$�)��3 ���
��� 
�$���
���$������, ����$$��� ���� ������� ��
 $����3�
 
��
0�����$���
 ��$���)�
, �� �=��
$����3� ���������6*



��������� ���	��

&������	
'�� �	 �������
��


�(






����	�� ��

&�������� ��'��	� �	 �������	
'��

!� ����
 �� ������� ���
���� ���
 �� ����$���, �� ��$����
�
 ��
��
 ��� ��� �)0
������
, �� ���
 ����
 ���� 
�� �������
 ������
 ��� ���
 ��� ����3�
 2 ��
�������� ��
�%�$� ������������� ��
 
�������
 �������
* ���
 ���
�����
 �� 
������ DD*D �� ���������
�����&$� ��� ��
���, ��� �������� �� ���
� �� �%��3� �� ��������$��� ��
 ���$�
 ���

�� ����������

�3� �� ������������ ��������� ��� ����
������*

4�� ���)�&$� ��M����� �������� ���
��$����� ��
 ���M�����
 ���
 �� ����������

�3�
�� ������������* "��
 �� ������� ��
 ��3����%$�
 ������
 �� �����
�
, ��
 ���M�����

�� �� ������������ 
��� $�
 2 ;��� �����������$���, �� ��� ��$���� �� ��M�����, $��

���� ����3����%$� 
��
0����$��* 4�� ��
 ���
�������
 �� ���%���%� �
� ��������� 
��� �
�
��

���� ������$�
�� �� ����&�� ���;�����$��� 
�� ��
 ���M�����
 �� �� ������������ ���
 ��
��
 �� ����������

�3� ����� ��
� ���%����$�� �� ����� ����� �� ��
�
 ���%����$��
*
���
 �� ��
�����
 ���
 �� 
������ DD*
*

"��) ���
�������
, ���
�����
 �� 
������
 DD*� �� DD*L, ���������� ��
 ������������

�%�������
 �� ������� ��� ����� ��
 ��� �)����$�����
* �� ���$��� ����, ���
 
��%����0
����
 $�
���� 2 ���� ����� �� $��&�� �� C����
 �)����
, �)��
� 2 �� 
������ (*	*L, ��������
���� �����
����� �� ������* +� ���)�&$� ������������ ��� ���
 ��$�����
 ����=
�� �)��0
��$������$��� �������� �� 
��������� �� 
�����
, ���
 �� ��
 ���� $����3� ���������6,
�K ��
 C����
 
��� �����
* �� 
��3�� ����
 �� $�
���� ��
 ���6��$����
 �� �� 
���������
��� ����%��3 ���
���*

��C�, ���;���
 ���
 �� ��$���� �� �� 
��������� �� 
�����
, ���) ���
�������


�$����� ������

����
* +� ���$�&��, ���
����� �� 
������ DD*J, ���
�
�� 2 �������� ��
������� �� ��3����%$� �� 
��������� �� 
�����
 $���������� ���
 �� ��
 �K ��
 ���������

�� $����3� 
��� ������
, �� �K ��
 ������������
 
��� ������
 ��) 
�����
 2 ������ ��
$����3�, �� ��� ���
 �� �$��� 
�� ��
 �)�$���
 �� 
�����
* #��� 
�3��C� ��� �� 
���0
������ �
� �O������ 
��
 ������

���� � ������ 
�� �� ������ ��
 
�����
* +� ���)�&$�
���
�������, ���
����� �� 
������ DD*	, ���
�
�� 2 �
��$�� ��
 ���������
 ��
 
�����
, ���

�� ��
 ��
�������, �� ���
 ���3�$��� ��
 ���������
 �� $����3�, ������� �� 
���������
2 ������ ���� ��3����%$� �� �=�� R0�>"* 4� ��;����6 ���
 �������� �
� ����������

�3�
���;���� ��
 ������������
 �� ��
 ���������
 �� $����3�, 
��
 �� 
���� ������

���� ��
��$��� �� 
�����
, �� �� 6��� �������
 
��� ������
��
 ���
 ���
����*


�I




J' ��������� �� ��	� �	 �������	
 ��

���� ������������ ��� ������

���
 ����
 $��������, �� ����
 �� �� ���
�������� �� ����3����%$� R0�>" ��
����
2 ����������

�3� �� ������������ ��������� ��� ����
������ S
������ I*�T, ��� �� ���
����
���
 �� ����$��
����� �� 
�3��� ����������

�3� ������������
 ���� $7$� $���6 ��� 
�
���������� ��$�������$��� �
� �� ��
����� ���� ����������

�3� �� $���6 �� ���
����*
���� �� $7$� ���
��, �� ��6��$����� ��
 $���6
 ��� ����������� ������� ��
 ���
 ��
����� ������������� �� ����3����%$� R0�>"*

+� �����&$� ���� 7��� �)���$� 
�� �� �)�$��� 
�$���* ������� ��� 
������� 2 �� ���0
��&$� ������� ��������$��� �� �����
 ��
��
 ���� �� ���
� �� �%��3� �� ��������$���
��
 ���$�
*

+��)�$��� �
� �� 
������ � 
����
��
 ����� 
�3��� s 
��� �� 
�$$� �� ���) ����������

���� $7$� $���6 m, �
�����
 �� t1, �� ���$�������
 ��
�������
 c1 �� c2, ��)������


��;������ �� ����� ��
����� r* +� 
�3��� 
������ �

s = c1 ·m+ c2 · Tt1 [m] + r , SDD*DT

�� �� 
�%�$� �� �����
���� 
�� �� C3��� DD*D*

Motif

Motif translaté

Signal résultant

Bruit

t1

���� DD*D Y #��
�������� �� 
�3��� s, ��$$� 
�$$� �� ���) ����������
 ���� $7$�
$���6 �� ���� �����*

#�����

��� �� ������3� t1, ����;����6 �
� �� ������� �� $���6 m ��� $���$�
� �� �����
��
����� �

m��� = arg min
m,c1,c2

‖s− c1 ·m− c2 · Tt1 [m]‖2
2 SDD*
T

���
 ������
 ��
 ������ �� 6��$� ����=����� 
�$��� ���� ��
����� �� �����&$�* ��
�����
��� ��
 ��������
 �� �� 
������ F*
, �� ������� vt1 �� �� $������ Gt1(m) ������ �

vt1 =
[

〈 s , m 〉
〈 s , Tt1 [m] 〉

]
SDD*�T



����� �����	 ��� 	����� 
JD

��

Gt1(m) =
[

1 〈 m , Tt1 [m] 〉
〈 m , Tt1 [m] 〉 1

]
* SDD*JT

+�
 ���M�����
 ����$��) 
��� ������
 ��� �[
c1
c2

]
= G−1

t1 (m) · vt1 , SDD*	T

�� �� �����&$� 
� ������� �

m��� = arg max
m

vt1
T · G−1

t1 (m) · vt1 , SDD*LT


��� �

m��� = arg max
m

mT ·
(
F∗
t1
T [s] ·G−1

t1 (m) ·F∗
t1 [s]
)
·m , SDD*(T

�K F∗
t1
T [s] = [R0,Lm[s] Rt,Lm [s]]*

#���� �����&�� 6��$������� $����� ����� �
� ��

���� �� ������� �� 
������� 
�G−1
t1 (m)

�
� ����������� �� m* "��
 �� ��
, �� 
������� �
� �� ������� ������ �

���� 2 �� ���


3����� ������ ������ �� �� $������
(
F∗
t1 [s]

T · G−1
t1 ·F∗

t1 [s]
)
, ��$$� ���
 ������
 $�����

���
 �� 
������ I*�*�*
5�, G−1

t1
(m) ������ �� $���6 m �

G−1
t1 (m) =

1
1 − 〈 m , Tt1 [m] 〉2 ·

[
1 −〈 m , Tt1 [m] 〉

−〈 m , Tt1 [m] 〉 1

]
* SDD*FT

���
 �� 
����
 ���� ��
 ������� �� 
������� ����=����� 2 �� �����&$�* �������
 $���0
������ ������
 ��
��
 ������� 7��� �)������
, �� ����3�

��� �� ����� �� ���*

�� �O��, �� $7$� �����&$� 
� ��
� ����$$��� ���
��� ���
 �� ���) ���$�
 
� 
�0
�����
���, �� ���
 �� ��
, �� ��$��
��� �� �� $������ ������ Gt1(m) �
� �3��� �� ��$���
�����$�
 ����������
* +� �����&$� ���� �3���$��� ��3����� �������
 ��6��$�����
 ���
��
 ����
������
, �� ���������� �&
 ����� �)�
�� �� ��
�$��� �����$�
 �

�
 �� $7$� $���6
��� �� 
��� ��
 ���%�3����) ����� ��)*

+� �����&$� ���� ���� 
������� ���
 3�������$��� �

m��� = arg max
m

mT ·A(m, s) · m , SDD*IT

�K A(m, s) �
� ��� $������ ������ 
=$������� �� ������ Lm × Lm SLm �
� �� ������ ��

������ �� $���6T, ��������� �� $���6 m �� �� 
�3��� s*

+��
��� �� $������ �� ������ ��� �� 
�3��� �� ���� 
������� A(s), ����
 �� $���6
����$�� m��� �
� �� ��
 �������
 ������
 �

����
 2 �� ���
 3����� ������ ������ ��
A(s)* �� ������%�, 
� �� $������A(m, s) ������ ��m, ����
 ���
 �� 
����
 ��
 ��
�����
�� �����&$� ����=�����$���*




J
 ��������� �� ��	� �	 �������	
 ��

4�� ���$�&�� ���
���� �
� �� 
����� 
��� �)�
�� ��� 
������� �� �����&$�, �� 
� ���,

� ���� �
� ������* �����
 ��� ���
 �� ��
 �� �� ��6��$����� �� �%�
�, ��� �)�$���, ��

������� ����$��� �
� ������ 2 �� ����$&��� �� �%�
� ��&
, �� ��� 
�3��C� ��� �����
 
�

���
���
 ��6��$��
 
��� �3���$��� 
�������
* �� �
� ���� ��

����, 
���� ��
 �����&$�
,
�� �%���%�� ��������� ����� 
�������, �� ��������� ���� ��
�$��� �� 
�������
 ������
 �����
����
*

4�� ���)�&$� ���
���� �
� �� ������� ��$$��� ������ ���
 �� �����
 
�������
* �� ��


�������
 �� ������� ��
 7��� ��������
 �� 6�A�� �)����, ���
 ������
 �

�=�� ����������
��
 
�����3��
 ��3����%$����
 ���� ��
 ������%�� ���� ��� �����
��� 
�M
����* ����� ��
$���&�� ���� A(m, s) ����� ���� �� $���6 m, ��� $��%��� ���� ��� �)�$��� ���
�
���
2 ������� ��� �������� �� ����� C)� 
���
6���� ��� ������$�$ m��� �

m��� = f
(
m���

)
, SDD*D'T

�� 2 �� ������� �� ��3����%$� �������6 �� �=�� ����� C)� �

D* ��������
����� m(0)


* .����� 
�� i

m(i+1) = f
(
m(i)
)

SDD*DDT

�* /�
���2 ������3����

�� �� ��� ��3����%$� ���� 7��� ���A�, �� ��
���� ������ 2 ������� ��
 ���������
 ��
������3���� ���
 �� ����� C)� �� �� 
�������� ������ �� �� �����, ���
� ���2 ��$�������
��$$��� ��������
�� �� $���) �� $���6*

�����
 ��� ���
 ����
 �

�=� �� $��%��� ���
�
���� 2 ��������
�� �� $���6 ��� m(0),
���
 2 ��
����� ���������$��� �� �����&$� SDD*(T �� C)��� �� $������ A(m(i−1), s) ���� ��
������ ���������� �� $���6 m(i−1) �� �� ��������� m(i) ��$$� �� ������� ������ �

����
2 �� ���
 3����� ������ ������ �� ����� $������* ���
 ����
 ����C� �)����$������$���
��� ����� $��%��� �
� 
��
0����$��� �� ������ ���3�$��� �� ����������
�����*

���
 ������
 �� 
������ DD*	 ��� �� �����&$� �)��
� ��� 
� ��
� �3���$��� ���
 ��
����������

�3� �� $���6
 $���������) ��$��
�
 ����� ��������� 
������� �� ���� $���6
��$�����*

���! %������
����� ����� ��
�� �� ����� ���������
�� /
���
�
���
�� ���0�
��� ��� ��� �����
���� �� ��� ������

"��
 �� ����� �� ����������

�3� ����� ��
� ���%����$��, ���
���� �� �%������ L,
��������
 ��� ����;����6 
������ �

(D���,C���) = arg min
D,C

‖S − C · D‖2
2 ���� D ���%����$��� , SDD*D
T

�K D �
� �� ��
� ���%����$��, S �������� ��
 
�3���) ����������

�3� sq �� C ��
 ���M0
�����
 �� �� ����$��
����� cq*




�	��/	 �� ������ ��� ���	
+ ���� �����
��� �� ������ 
J�

���
 ����
 ���� ���� �� ��3����%$� ��������� ����$��
����� �� �%���� 
�3��� ����0
������

�3� sq 
�� �� ��
�D ��������, �� $�
� 2 ;��� �� �� ��
�D �� C)��� ��
 ���M�����

�������
 �������$$���*

����� ������
 ��
 ���������
 ��
 ��
�
 ���%����$��
, ���
 ���
 ��$�����
 
��� �
�
��

���� ������$�
�� ���;�����$��� ��
 ���M�����
 �� �� ��
� �

(D���,C���) = arg min
D,C

‖S − C ·D‖2
2 + λ · ‖C‖1 ���� D ���%����$��� * SDD*D�T

�� �O��, ��
 ���M�����
 ����$��) 
��� ������
, 2 ��
� D C)��, ��� 
������3� ���) �

C = ηλ(S ·DT ) , SDD*DJT

�� ������� ���� 7��� ����3��
 ���
 �� ����&�� �

D��� = arg min
D

‖S − ηλ(S ·DT ) · D‖2
2 + λ · ‖ηλ(S ·DT )‖1 ���� D ���%����$��� *

SDD*D	T

����� �� ��M����� ��
��� 2 ������� ���
 ������
 ���������
 �� ���� ���� ��3����%$� ��
�
� ��

���� �� ������� �� ��
� D ����$��� �� �� �����&$�, ��� �� ������ ���
 ��� ��
�� ��
� �� ��
 
�3���)*

4�� ��
��, �� ��� �� ���
������ �� ��3����%$� �� ��
�������, ���
�
�� 2 �����
�� ��

$�������������
 �� +�3���3� ���� �$��
�� �����%�3������� S�;�����+��

[
(D · DT − IL) ·Λ

]
2 �� C� �� ����&�� ���
 SDD*D	T 0 ���� ����)� !*JT* ���
 ���
��
 ��� �� �����&$� ��0

������ ��� ��
 �� 
������� ����=�����, �� ������%�, �������������� �� �� ���������� ���

�� ����&�� ���� ���$����� ���������� �� ��3����%$� �� ����� C)� 2 ������ �� ����������
������������ �� 3������� �� �� ����&��* �� 6����� ����C�� ��� �� 
������� ����$��� ����C�
����� �������� �� ����� C)� �� ��� �� ����� C)� �
� ������*

���� �
� ��

���� �� ������� �� $�������� ��
�, ����
 �� 
��� ������

��� ���

�=��
��������� �� $��%��� �� ��
������� �� �����&$� �� ����������

�3� ����� ����� �� ��
�

���%����$��
*

���" #��
�=� �� ������ ��������
4 ���� ���
�
��� �� ������

���
 ����
 �)��
� 2 �� 
������ (*	*L �� 6�A�� ���� ���
 ���
��
 ������� �����
�� ��
$��&�� �����$�
 6��$�
 ��� ��
 $���6
 C����
 ���� $�����
�� �� �� ������, �� $���6 m
�����
������ �� ������� ����� �� �� C���� e �����
������ ���)�������� ������ ��
 �����

������
 �� �� 
��b�, ���� ������ ��
 ���$�
 �� �=�� �

Ce[m] = e � m SDD*DLT

5�, ����� �� ����$��
�� �� ������ 
�� �� �=�� �� ������������ �� $���6
, �� 6��� ��;2
�����Q��� �� ������������ �� $���6
* ���
 ����
 �� ����� �
� �$��

���� �������
�� ����0
3����%$� R0�>" ��� ���� ���� ��������� ��
 ������������
 ���������
 ��� �����������*
���� ��������� �� ������������ �� 6��$�
 �� ������� �����, �� 6����� ���� ������� ��




JJ ��������� �� ��	� �	 �������	
 ��

$���&�� ��������� R0�>" ��) $���6
 ��������
, �� �����
�� ��� �)�$��� ��
 ��3����%$�

�� �=�� ��
����� �� 3�������*

���
 �������
 ��
 $�������� ��
 ������
 ��
�������
 ��
 
������
 ��
 $���6
 m ��
��
 C����
 ���)�������� e ���
 �� 
������ (*	*L* +� ����� �� 
������������ �� �� ������,
������� 30 $
, �����
���� 2 �� ����� ������� �������� �� ���C3������� �� ������� �����
�
� ���
�����* �� �� ������������ �� $���6
 �������� �� $���6 ���� �%���� ���C3�������
�� ������� �����, �� $7$� $���6 ���� 7��� �����
� ���� ����� �� 
�3��� ������� ����� ��
����� �� 
������������*

+� �����
� �$���
�������� �� ������� �����, ����� ��� �� $���6 m, �
� ��������
���
 ������ ��� 30 $
, ����:� �� ������� �� �������
 $����
������
* ���� 3������ ��

�3��� �� ������, �� 6��� ���� �� 
�3��� ���)�������� e ������ ������� 30 $
* ����


�����3��
 ������� 7��� ����
�3��
* +� ���$�&�� ���
�
�� 2 C)�� �� ���3���� �� e 2 �������
30 $
, �� ��� ���� 
������� ���� ���3 ���
 �������
 ��
, �� �������� 2 �����
�� ���� ��
����$&���
 ���
 �� $��&��* +� ���)�&$� 
�����3�� �
� �� ��
�������� �� ������ �� e 2
�������
 $����
������
, �� �������� ��� 
����

��� �����$�
 ��������� �� $7$� $���6
���� 3������ �� 
�3���* ��C�, �� ����
�&$� 
������� �
� �� ���

�� ����� �� ���3���� ��
���)��������, $��
 ���
 �� ��
, �� 6��� ��C��� ��� ���$���
����� ��� ������� 2 �� ������,
������
��� ��
 ���3��
 �)��������
, �C� �� ������� �%��
�� �� 6�A�� ��������� ����� ��

���$�
*

�� �� $��&�� 
���&�� �����
���� ���� �� ������, ����
 �� 6����� ��$������� ���
 ������
$�
��� �� ���� 
����� ���� ��
 ����������
 �E�%�
 �� ������$��� �� �� ������ � ����3�,

=��%&
�, ��������

���� �� �� ������ �� ��������

���� �� ��������*

���$ %������
����� ��� �
��
����
��� �����
� ��� �������
��� �� �
�����

 �������
 ���&��$��� �� �����)��* ���
 ����
 ������ �� $��&�� �� $����3� 
������ �

X =
N∑
n=1

Xn , SDD*D(T

�K X �
� �� $����3� ��
���� S$�������� �� $���������T, �����
 ��� Xn 
��� ��
 N
��$��
��� �� $����3�* ����� ��
 ��
 ��� ���
 ����
 ��������
 ��) 
������
 D'*D �� D'*
, ��


�����
 Xn ������� 
��)���$�� ��O���$$���* "��
 �������
 ��
, ��$$� ����� �� 
�����

�������
, ����3�
����
 �� �%�$� ����%�, ��
 
�����
 ������� ������$��� 
��)���$�� ���

�� ��$���� V$����3�W ��$$� Xn* "��
 �������
 ��
, ��
 
�����
 ������� 7��� ���
������

��$$� �� C����3� ����� 
����� ���������� $��������� �

Xn = Mn[sn] , SDD*DFT

�K �� 6������� �� $����3� Mn ��P&�� ��
 ���������
 �� $����3�*
�� �� $����3� �
� $��������, �� 6������� Mn �
� ��� 
�$��� $������������� ��� ���

�$������� ���
 �� ��
 ��
�������, ��� ����������� ���� �� C���� �� "���� ���
 �� ��




������	
����� ��� �
�	
����
��� ����	�� ��� ������� ��� �� ������� 
J	

���� $����3� ���� �����, �� �� C����3� ���
 ��$������, ���� $�����
�� ��� �)�$��� ��

��O�����
 �%�$��
 �� �����3����� �� �� 
����� ;�
����� �������*

�� �� $����3� �
� $���������, �� 6������� Mn ����
6��$� �� 
�3��� $�������� �� ��

�3��� $���������, �� ���� 7��� ��� ��$$� �� ������� �� 6�������
 �� $����3� Mn

m Sm
�
� �������� �� �����T �� $7$� �=�� ��� �����
 �)��
��
 ���
 �� ����3���%� ���������*

G����� ��� 
��� �� ���C3������� �� $����3�, ��
 %=���%&
�
 6����
 ;�
���2 $���������

��� �� ������

���� ��
 6�������
 �� $����3� Mn, ���
�������
 �)�
����, �� �� ������
0

���� ���)�$���
 �� 
�����
 s̃n, �� X̃

n
, 
�$������
 ��) 
�����
 ��$��
��� �� $����3�

��
���� X* #�
 �)�$���
 �� 
�����
 
��� �����
�
 ���� ��������� ��
 ������������
 ��
$���6
 Mn 
������ 2 �� 
���������*

#����Q��� ��
 �)�$���
 ��
 
�����
 
�M
�$$��� ���
�
����
 ���� ��� ��
 �������0
�����
 �����
 ���$������ ��� 
��������� ���6��$���� ���
� ��
 ���;���
 ��

����* ��
��
 
����
 ������
 ��
�������
 
��� �� $����3� ��
���� �� ��
 ����������
 6�������
 ��
$����3�, ����
 �� ���
� ���
 ��

���� ����������� ��
 ������������
 ���������$��� 2 ��

���������*

���
 �����
��
 ���
 �� ��
 ���O������ ����������

�3� ��
 ������������
 ������
 ��)

�����
 �������$��� 
�� �� $����3�, �� ��� ���
 2 ������ �� 
�����
 �������Q��$���, ���

��� ���6��
 $��������
 �� ��
�M
����
*

+����� �� �� $��%��� �����
�� �
� �� 
�������* �� 
��3�� ���������� ��� �%�
� �� 
���0
������ �� $����3� 2 ������������
 C)�
, �� ��� �%�
� ������������ �� ��
 ������������
,
2 
�����
 �
��$��
 C)��
*

5������
 ��
 6�������
 �� ��6��$����� ���� 
�$���C��, �� �)���$��
 ��
 ������������

��$$� Dn, 
��
 ���
 ����%�� 
�� �� ������ ��
 $���6
 �� ��
 6�������
 �� ��6��$�����
��� ��
 3��&����* �� ������ �� 6�A�� 3������� � ����3����%$� �� 
���������, �� �=��
����%��3 ���
��� ��� �)�$���, �� � ����3����%$� ����������

�3� �� $���6
, R0�>" ���
�)�$���, �� $��%��� ��� ���
 ��$�����
 ������� �
� �� 
������� �

)�����	
�� �� ������� �,�� ������	
����� ��� �
�	
����
��� ��� �� ������� '

+� ��$��� �� 
�����
 �
� �����* ��������
����� ��
 ������������
 D1, . . . ,DN

8�
��

D* ���������� ��
 
�����
 2 ������ �� $����3� �

(X̂
1
, . . . , X̂

N
) = �(X,D1, . . . ,DN ) SDD*DIT


* +��� �%���� 
����� n
8�
�� ����������

�3� �� ������������ Dn 
�� �� 
����� �������$$��� �
��$�� X̂

n
�

Dn = �(X̂
n
) SDD*
'T

���	 %�� �� ������3���� ���
� ��
 ��������




JL ��������� �� ��	� �	 �������	
 ��

���
 ������
 ��
 $�������� ��
 6�������
 �� $����3� ���
 ���)��
� �� �� $��%���,
�� ���
 ����
 ���� ������ 
��
 �� $7$� 6��$���
$�* �� �� $����3� �
� �� 
�$$� �� 
�����

����������
 �����3��
 ;�
�����) �������
 
���� ��
 6�������
 �� $����3� ������
, ����

�� �
� �������� ��� ����6��$����� �������� ���
 ��
 6�������
 S��6��$����� 
�������T

��� ��&
 ����� ���� ��
���$���� ��
 
�����
, ����$$��� ���� ��
 ���$�&��
 ���������
 ��
����3����%$� �K ��
 ������������
 �� ��P&���� ��
 ������ �� ������ ��
 
�����
*

!�������� ��
 ������������
 
�� �� $����3� ���
 �� ��
 $��������, ��� �)�$���,
����Q� �������� ���
 ��M����, ��� ����
 �� 
���� ��6��$����� ����� ���� �� ��
���$�������
�� ��
������� � ������ �������� ��
 ����������
 �$��
��
 ��) ������������
* �� �O��,
���� ��� ����3����%$� �������� ������$��� ��
 ������������
 ������
, �� 6��� ��� ��

$���6
 �����
 ���� �� ������������ ����� ����� �� ������� ���� ����� ��), ��� ���������
�
;�
��$��� �� 
�����*

#���� ����

��� �� ��3�����$���, �� ����������3�, ���� 7��� ��$���� ��� ��� ����������
�������3���� �� ��O������ ����� ��
 ������������
, �� 
��
 ����� �������� $�
��� �� ��
0
�����, �� ��� ��� ���������� �� ���)�$��� ��
 $���6
 �� 
��
 ���� $7$� ������������
S��� �)�$���, ���� �� $�
����, ��
 ����
 
�����
 ���
 ��� ��

����� ��$$���T* ! $���

�� 6���� �� �����
 %=���%&
�
 
�� �� ������ ��
 ������������
, �� ����Q� �$��

���� ����0
������� ����3����%$� ���
 �� ��
 �K ������ ��6��$����� 
������� ���
� ��
�������*

+������
����� �� ����������
 �� ��
����� ����� ������������
 �� �� ���)�$��� �� 
���
���� $7$� ������������ ������� �$������� ����������

�3� �� �� 
��������� ���
 �� ��
 �K
��� ��6��$����� 
������� �
� ��
�������* �� ��
�� ��������� 2 ���� ������
 6��$�
 �������
������� �� �����
 ����������
*

���* %������
����� ���0�
�� ��� ����
�
��� �� �
����� ��
��� �
��
����
��� �����
�

���� ����� ������ �� ��� ���
 ���� ��� ���
 �� 
������ ����������, ���
 ������
 �$�0
3���� �

�=�� ����������� ���;�����$��� ��
 ���������
 �� $����3� �� ��
 ������������

2 ������ �� $����3�* ���� ����, ���
 
����
��
 ��� �� $����3� 
������ �

X =
N∑
n=1

Mn
an [sn] , SDD*
DT

�K ��
 
�����
 sn 
��� ��
 
�3���) $��������), �� ��
 6�������
 �� $����3� M
n
an 
���

����$�����
 ��� �� ������� an S��� �)�$��� �� ��������� 
�������, ���� �� $����3� $��0
������� ��
�������T*

����� ��;����6 �
� �����������, ���� �%���� 
����� n �
Y �� ������� �� ����$&���
 an
Y �� Kn $���6
 mn

k

���$������ �� 6��$�� ��
 ���$�
 �

Mn
an ◦ Fnψ,φ[m

n
k ] , SDD*

T

�K ψ �� φ 
��� �����
*



������	
����� ���)�
�	 ��� ����
	
��� �� ������� �	 ��� �
�	
����
��� ����	�� 
J(

���� �O������ ����������

�3�, �� 6��� �����Q��� 2 �������� �� ��$��� �� 
�����
 ��
�3���$��� ����������� ��
 ����$&���
 �� $����3� an 2 7��� ��O�����
 ����� 
����� 2
�������* �� 
�$��� ��� ��
 �%����
 �� ���

��� ���� ��� ��������

�3� ��
����� ���
 ��
�������� �� �� ���������� 2 ����3��� 
�3��C������$��� ����$&���
 �� $����3� �� �������0
�����
 ��
 ��O������
 
�����
* 4�� ����� $��%��� 
�$��� �����6��
 ��M���� 2 $����� ��
X����*

4�� $��%��� �����������, �� ���) �����
, �
� �� 
�������* �� 
��3�� ����������� ���

�� ���$��� ��$�
 �� ��
�$��� �� ������
 $���6
0����$&���
 �� $����3� (mk,ak) 
�� ��
$����3�, 
��
 ����������* #��� �����
���� ��� �)�$���, ���
 �� ��
 ���� $����3� $����0
����� �������� ��
�������, 2 ��������� ��
 ������
 $���60��������� 
�������* +� ���)�&$�
����� ���
�
�� ����
 2 ������� ����
�$��� ��
 K ������
 �����
 ���� ��3������ ��
 ������

����%�
 ��� 6�$����
 �� 
�$�������, �� ������Kn, �� ��
 �

������ 2 ��� 
����� n � (mn

k ,a
n
k)*

+� $�
��� �� �� $��%��� �� ��3�����$��� ��
���� 2 ��C��� ���� �����$���� ��
 �������0
�����
 �� ��
 6�������
 �� $����3� ���$������ ��� 
��������� 
���
6��
����*

����
����
 �� ���$�&�� ����� �� ����� $��%��� 
�� ���)�$��� �� $����3� $���������
��
������� Y ��
 6�������
 �� $����3� 
��� Mn

an = Ean Y �K ��
 ������������
 
���
��3�����
 ��� �� ������������ �� $���6
 ����
����
*

+� ������������ ������� �
� �� ������������ $���������, 6��$� ��K $���6
 $���������)
Eak [mk] ��� ������� 7��� ����
����
 �� �$���C�
*

�� �����
��� �� ��3����%$� �� �=�� R0�>", ��
 ������
 (mk,ak) ������� 7��� �����


�� �� $����3� �

������	
����� �-�� �
�	
����
�� ���	
����� ��� �� ������� '

��������
����� ��
 K ���������
 ak �� ��
 K $���6
 mk �����
�������
* ����6
 �� �������

�� ���������
 
��� �� ���$� ��������*

8�
��

D* "���$��
����� �� $����3� ��� ����%��3 ���
��� �

X =
I∑
i=1

ci · Tti ◦ Eaki
[mki ] + rI SDD*
�T


* +��� �%���� ������ (ak,mk)
8�
��

S�T  ������ �� ���
 ��
 �����
 ������
 �

X̌ =
∑

i / ki=k

ci · Tti ◦ Eak [mk] + rI SDD*
JT

S�T ����$�
����� �� �������� ��� ������� �� ������ (ak,mk) �� ��) ����$&���

ci S���� �� 
���� �� ��)�� ���� ��
 ������
T �

(ak,mk, {ci}) = arg min
(ak,mk,{ci})

‖X̌ −
∑

i / ki=k

ci · Tti ◦ Eak [mk]‖2
2 SDD*
	T




JF ��������� �� ��	� �	 �������	
 ��

S�T ��
� 2 ;��� �� ��
��� �

rI = X̌−
∑

i / ki=k

ci · Tti ◦Eak [mk] SDD*
LT

���	 %�� �� ������3���� ���
� ��
 ��������

"��
 ��� ��3����%$� ����������

�3� ��
 $���6
 $���������), ���
 ������
 ��
 ��0
������ ������� SDD*
	T* ���� ��
� �����&$� ��� �� �
� �$��

���� �� $����� 2 ;��� ���;�����0
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 �)��
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������ DD*D, 
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 $7$� ������ �� �����&$� �� ��������$��� ��
 ���$�
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 ci ������� ����
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ci = 〈 T−ti [X̌] , Eak [mk] 〉 * SDD*
(T

+� �����&$� SDD*
	T ���� ���� 
������� �

(ak,mk) = arg max
(ak,mk)

∑
i / ki=k

〈 T−ti [X̌] , Eak [mk] 〉2 * SDD*
FT

"��� �:��, �� �������� �� ������� 
������� �

〈 T−ti [X̌] , Eak [mk] 〉 = uiT · mk , SDD*
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���� ui = R0,Lmk
◦E∗

ak
◦T−ti [X̌] SLmk �
� �� ������ �� 
������ ��mkT, �� �����&$� SDD*
FT
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∑
i / ki=k

ui · uiT · mk , SDD*�'T
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∑
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[
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∑
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� ��M���� �� ���� 
� 6��$���� �3���$��� 2 ������ �� ���
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 ����
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min
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∑
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min
c

‖X̌ − c · Ea[m]‖2
2 SDD*��T
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� �

min
(a,m,c)

∑
i,j,l

(x̌i,j,l − ci · al ·mj)
2 , SDD*�JT

�K i 
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�3��� �� l �� �����* +� �������
c �������� ���� ��
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���� 
�� �� ����� l, �� �� ���$�
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��3���&��, �� ������%�, ���
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��$������� ���
 �� ���;�� ���R* #%������3����$���, ���
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 $��������� ��
�������* ���

����
 ���� ���
���� ��
 �O���
 ����

����
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 ��� ��3��3�����, ��� ���
 ������

��
 ���
 ���� ��
 ���
��
 ����3���
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������ D
*D �
� ���
����� ��) ����
 ���

��� ����� ������� �� ��$���� �� ����3�* ���

$������
 ���
 �� 
������ D
*
 ��$$��� ��
 ������������
 
��������
 ������� 7��� �����
�

���� �� ��������3�* "��
 �� 
������ D
*�, ���
 �)��
��
 ��� $��%��� 
�$��� �� ���
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�����
 �����
������� ��) �����
 ���3�����
* +�
���)�&$� ����� �
� �� $�)�3� ���$������ �� ������ ��
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����, ���
 �� ����� ��
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�����
 �����$�����
�
 �� 
�3���) 
�� �� ������������
�����$�
* 4� ������������ 
�������� �
� ��$��
� ���� ������������ �� $���6
 �� ����
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�$��� �� 6�������
 ��������
 ���$������ �� ��6��$�� ��
 $���6
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 6��$�
 ������
 ��
 ���
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�3���) ������
, �� ��
 6�������
 �� ��6��$�����
���$������ �� ��
 ������, �� ��
 �������, �� ��
 ��������***

��� ������� ��) ������������
 �����������
 �� �� -����, ��� �����
��� �������
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 $���6
 2
������ ��
 ������
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� � ���$�
, ��� ������� ��) $�0
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 ���0
��������
, �� 6������
�� �� ������������ ��0
���
 ���� ������� 
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 ������
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�� ������� ��
 �����
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 ����
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2 ���;��� �� 6�������
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��
, ������������ ��
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 ������� ��
 ������
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���
 �������
 ���3����� arg minc ‖s − cT · D‖2
2 =
(
s · D+

)T
���
����� ���
 �� 6��0

$��� SD*DJT*  �������
 ��� �� ��$��� �����$�
 K �� ������������ D �
� ���
 ����� ���
�� ������ ��
 
�3���) L*

+� �����&$� �� $���$�
����� �
� �����)�, �� �� 
������� 3������ �����
���� ������
�� 3������� �

∇c ‖s− cT · D‖2
2 = −2 · D · (s− cT ·D)

T
S!*DT


���

D · sT = D ·DT · c��� S!*
T
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c��� =
(
D · DT

)−1 ·D · sT =
(
s ·D+

)T
, S!*�T

���� D+ = DT ·
(
D · DT

)−1
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+� 3������� �� �� ����
�$������ ��� ������� �� ������������ ∇D L 
������ �

∇D L =
∂ E{log p(s|D)}

∂ D
S!*JT

= E{ 1
p(s|D)

· ∂ p(s|D)
∂ D

} S!*	T

= E{ 1
p(s|D)

· ∂
∂ D

∫
p(s|D, c) · p(c|D) dc} S!*LT

= E{ 1
p(s|D)

·
∫
∂ p(s|D, c)

∂ D
· p(c|D) dc} S!*(T

= E{ 1
p(s|D)

·
∫
∂ log p(s|D, c)

∂ D
· p(s|D, c) · p(c|D) dc} S!*FT

= E{
∫
∂ log p(s|D, c)

∂ D
· p(c|s,D) dc} S!*IT

= E{E{∂ log p(s|D, c)
∂ D

}p(c|s,D)} S!*D'T

+��������� S!*	T �
� ������� ��� ���������� �� ��3����%$�* +��������� S!*LT �����
�� �� $��3�����
����� �� �� ����������� p(s|D) ��� ������� ��) ���M�����
 c* +�����0
���� S!*(T �
� ������� ��� ���������� �� �������, �� ��� ������������ �� ���$� ∂ p(c|D)

∂ D

��� ��
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�
,� ������, �����������
 �� ������������* +��������� S!*FT
������� �� ���������� p(s|D, c) = exp(log p(s|D, c))* +��������� S!*IT ����� �� �� ��� ��
.�=�
 �

p(s|D, c) · p(c|D) = p(c|D, s) · p(s|D) * S!*DDT

��C�, ���������� S!*D'T �
� ��� 
�$��� ���������� �� ��������*
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���
 �������
 ��� �� 
������� d��� �� �����&$� arg maxd d ·
(
ST · S

)
· dT , ����

‖d‖2
2 = 1, �
� �� ������� ������ �

���� 2 �� ���
 3����� ������ ������ �� �� $������

ST · S*
���� ����, �������
 �� $������ ��$$� �

ST · S =
I∑
i=1

λi · STi · Si , S!*D
T

�K 0 ≤ λI < λI−1 < . . . < λ1 
��� ��
 I ������
 ������
 ��
������
 �� �� $������, �� �K
��
 $������
 Si 
��� ��
 ��
�
 ��
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0�
����
 Si �� �������
 ������
 �

����
 2 �%�����
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���
 �����
 PSid �� ���;������ ���%�3����� �� d 
�� �� 
��
0�
���� Si ��
 �������

������
 �

����
 2 �� ������ ������ λi* +����$� ���� 
� ����$��
�� ��$$� �

d =
I∑
i=1

PSid * S!*D�T

�����
 ��� �� ���;������ ���� 
������� $����������$��� ��$$� �

PSid = d · STi · Si * S!*DJT

! ������ �� ��
 ���$���
, �� 3������� d ·
(
ST · S

)
· dT ���� ���� �

d ·
(
ST · S

)
· dT =

I∑
i=1

λi · d · STi · Si · dT S!*D	T

=
I∑
i=1

λi · 〈 PSid , d 〉 S!*DLT

=
I∑
i=1

λi · ‖PSid‖2
2 * S!*D(T

5�, ��� ��������� �� ���
�������� �� �� ���$� �

I∑
i=1

‖PSid‖2
2 = ‖d‖2

2 = 1 , S!*DFT
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 ������
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� ������� ���
��� �� ����
 �O���� 2 �� ���

3����� ������ ������ λ1 �
� �3�� 2 1, �� ���
��� ��
 �����
 ����
 
��� �3��) 2 0*

���
 ����
 ���� PS1d
��� = 1 �� PSid

��� = 0, ���� ���� i > 1, 
��� �

d��� = PS1d
��� , S!*DIT

�� ��� 
�3��C� ��� d��� ���������� 2 S1 �� ���� ����� �
� �� ������� ������ �� ���$� 1
�

���� 2 �� ������ ������ λ1, 
��� �� ���
 3����� ������ ������ �� �� $������ ST · S*

%�$ %������
����� ����� ���� ������������ ) ������ ��
�
������ �� +����

���
 ������
 �� ������ �� ������ �� ������������ ����$��, ���
 �� ��
 �� ��������0
��

�3� ����� ��
� ���%����$���, ��� �
� ������ ���
 �� 
������ L*D*D*

 �������
 ��� �� ����&�� 2 $���$�
�� ��� ������� �� ������������ D �
� �

C(D,Λ) = ‖S − C ·D‖2
2 + ��

[
(D ·DT − IL) · Λ

]
* S!*
'T
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+� ������������ ����$�� D��� ����C� ����

����$��� ��� ��
 3�������
 ∇Λ C(D,Λ)
�� ∇D C(D,Λ) 
��� �3��) 2 U��� �

∇Λ C(D���,Λ) = D��� · D���
T
− IL = 0 S!*
DT

∇D C(D���,Λ) = −2 · CT · (S − C · D���) + (Λ + ΛT ) ·D��� = 0 S!*

T

�� �

D��� ·D���
T

= IL S!*
�T

CT · S =
(

Λ + ΛT

2
+ CT ·C

)
·D��� S!*
JT

�� ������ Z = CT · S �� Y =
(
Λ+ΛT

2 + CT ·C
)
, ���������� S!*
JT 
������ Z =

Y ·D���* !���
 ��� Z ���� 7��� �������, ��� ��
 
�3���) �� ��
 ���M�����
 
��� �����
,
Y �
� ������� �� ������ ��
 $�������������
 �� +�3���3�*

+��������� S!*
JT ���$�� �������� �

ZT · Z = D���
T
· Y2 · D��� , S!*
	T

��� �� $������ Y �
� 
=$�������* "� ���
, ���������� S!*
�T ���$�� �������� �

Z · ZT = Y · D��� ·D���
T
·YT = Y2 * S!*
LT

�� ��$������ ��
 ���) ��
�����
, �� ������������ ����$�� ���� ����C�� �

ZT · Z = D���
T
· Z · ZT ·D��� * S!*
(T

0131� ���	���
���� �� �� ��
���������� ��  ����	� ��������	��

���
 �����
 Z = UT · Δ · V �� ����$��
����� �� ������
 
��3���&��
 S">�T �� Z*
�� 6��� ��$������ ��� 
� Z ���
� ��
 �����
����, ����� ����$��
����� ���
� ��
 ������, ��
����� ���) ">���O������
 �� Z, ��
 $������
 U �� V 
��� ��O������
, $��
 �� $������
Δ �
� �� $7$�* +�
 $������
 U �� V 
��� ���%����$���
, �� Δ �
� ���3�����* ���


����
��
 ��� ��
 ���$���
 ���3����) �� Δ S��
 ������
 
��3���&��
T 
��� �������
 ��
6�A�� ������

����* �� ������ L �� ��$��� �� ������
 
��3���&��
 ��O������
 �� Nl �������
�� $����������� �� �� le ������ 
��3���&�� λl, �� $������ Δ 
������ �

Δ =

⎡
⎢⎣
λ1 · IN1 0 0

0
* * * 0

0 0 λL · INL

⎤
⎥⎦ S!*
FT



������	
����� �"��� ���� ��	��������� $ ���� � �� �����	�	 �� 01212 
L	

���� λ1 > λ2 > . . . > λL ≥ 0*
+��������� S!*
(T 
������ ����
 �

V T ·Δ2 · V = D���
T
·UT ·Δ2 · U · D��� , S!*
IT

��, �� $���������� 2 3���%� ��� V �� 2 ������ ��� D���
T
·UT �

Δ2 · V · D���
T
·UT = V · D���

T
·UT · Δ2 * S!*�'T

���
 �����
 R��� = V ·D���
T
·UT �� ���������� ���������� 
������ �

Δ2 · R��� = R��� · Δ2 * S!*�DT

0131! G	���<�	������ �� �� �	������ �'�� �����

���
 ������
 ������ �� ������������ ����$�� ��$$�

D��� = UT ·R���
T
· V , S!*�
T

�� ���� ������� D���, �� 
�M� �� ������� �� $������ ����������� R���* ���
 �����

$������ ��� R��� = IL �� D��� = UT · V 
��� ��
 
�������
 ����$���
*

�5 5�5
 A� ��	�
�� �%�
,����	� ��	 ����"�
�������

�����
R = [Ri,j]i,j ���� Ri,j ��� 
��
0$������ ��R �� ������ Ni×Nj* ���
 ������

����
 ������ �

R · Δ2 = [λ2
j · Ri,j]i,j S!*��T

Δ2 · R = [λ2
i · Ri,j]i,j * S!*�JT

+��������� S!*�DT ����� ���3����� ����� ��
 ���) ���$�
 ���������
, �� ����, ����

���� i �= j, λ2
i · R

���
i,j = λ2

j · R
���
i,j * 5�, ���
 �� ��
, λi �= λj , �� ���� R���i,j = 0* +�

$������ R��� �
� ���� ����0���3����� �

R��� =

⎡
⎢⎢⎣

R���1,1 0 0

0
* * * 0

0 0 R���L,L

⎤
⎥⎥⎦ * S!*�	T

#�$$� �� $������ R��� �
� �� ������� �� $������
 ���%����$���
, ���� �
� ����0$7$�
���%����$���* #�$$� ���� �
� ����0���3�����, �%���� 
��
0$������ R���l,l �
� ���%����0
$���*




LL �������

�5 5�5� A� ��	�
�� 
���	
	� ��	 �� ��	�
�� �%�
,����	� %�
 �
�
�
�� �� ��
"
	���

+� ����&�� C(D���,Λ) 
������ �

C(D���,Λ) = ‖S −C · D���‖2
2 , S!*�LT

���D��� �
� ���%����$��* �� ������ ��� ‖S−C·D‖2
2 = ‖S‖2

2+‖C‖2
2−2·��

[
ST · C ·D

]
,

$���$�
�� C(D���,Λ) ������� 2 $�)�$�
�� ��
[
ST · C ·D���

]
*

���
 ������
 �������� �

��
[
ST · C · D���

]
= ��

[
ZT ·D���

]
S!*�(T

= ��
[
(V T ·ΔT ·U) · (UT · R���

T
· V )
]

S!*�FT

= ��
[
V T · ΔT · R���

T
· V
]

S!*�IT

= ��
[
ΔT · R���

T
]

S!*J'T

= ��
[
R��� · Δ

]
S!*JDT

=
L∑
l=1

λl · ��
[
R���l,l

]
* S!*J
T

�� 
��3�� �� $�)�$�
�� �%���� ��
 ���$�
 �� �� 
�$$�, �� ����, ���� ���� l ��� ���

λl > 0, �� 6��� $�)�$�
�� ��
[
R���l,l

]
*

#�$$� ���
 ��
 ���$���
 ���3����) ����� $������ ���%����$��� 
��� ��6������
 ��

�3��) 2 1, �� ����� $�)�$��� �
� ��
[
R���l,l

]
= Nl* ���� �
� �������� ������$��� 
�

R���l,l = INl *

�� �� �����&�� ������ 
��3���&�� λL �
� 
������$��� ��
�����, ����
 R��� = IL �
� ��

���� 
������� ����$���*

�� λL = 0, ����
 R���L,L ���� 7��� ���$����� ������ $������ ���%����$��� �� ������

NL ×NL* +� $������ R��� = IL �
� ����
 ��� 
������� ����$��� $��
 ��
 �� 
����*

%�* ����
�
�� ��
����
>��
�
�
 ��� ���������� ���� �� ��
������
�
�� �� N 4����
��� �� �
4�����
��

�� 
��3�� �� $������ ��� �� �����
����� P (N) �
� ����� ���� ���� N �

P (N) � ���� In ∈ N\{0}, ���� 1 ≤ IN ≤ IN−1 ≤ . . . ≤ I1,
N∏
n=1

In −
N∑
n=1

In + (N − 1) ≥ 0

���� �3����� 
� �� 
����$��� 
� IN = . . . = I2 = 1



������ �� ������	�� ψ ��	
��� ���� ��	��
�� �����
	 
L(

���
 �� $������
 ��� �� ���
����$��� ��� ����������* +� ��������� �
� ����� ��
���3 N = 2* �� �O��,

I1 · I2 − I1 − I2 + 1 = (I1 − 1) · (I2 − 1) *

#���� �)���

��� �
� 
��������� �� �3��� 2 0 ��� 1 ≤ I2 ≤ I1, �� ���� �
� �3��� 2 0 
�
�� 
����$��� 
� I2 = 1 �� I1 = 1, �� ������� ��
 �$�������� I2 = 1*

�����
��
 $��������� �� �����
����� P (N) ����� �� ���3 N �� $������
 ��� P (N+
1) �
� �����*  �������
 ��� 1 ≤ IN+1 ≤ IN ≤ . . . ≤ I1* +��)���

���

N+1∏
n=1

In −
N+1∑
n=1

In +N

���� 
�������

IN+1

(
N∏
n=1

In − 1

)
−

N∑
n=1

In +N ≥
N∏
n=1

In − 1 −
N∑
n=1

In +N S!*J�T

≥ 0 * S!*JJT

+����3����� S!*J�T �
� ������� ��� �� 6��� ���
∏N
n=1 In − 1 ≥ 0, ��� ���
 ��
 In 
���


��������
 2 1, �� ��� �� 6��� ��� IN+1 ≥ 1* +����3����� 
� ����
6��$� �� �3����� 
� ��

����$��� 
� IN+1 = 1 ��

∏N
n=1 In = 1, ���� I1 = . . . = IN = 1, �� ��� �$������ IN+1 = 1*

+����3����� S!*JJT ����� �� 6��� ��� �� �����
����� P (N) �
� �����* +��3����� �
�
������� 
� �� 
����$��� 
� IN = . . . = I2 = 1*

���
 ����
 ���� ������ ��� �

N+1∏
n=1

In −
N+1∑
n=1

In +N ≥ 0

�� ��� ���3����� �
� �������� 
� �� 
����$��� 
� IN+1 = IN = . . . = I2 = 1* P (N + 1) �
�
���� �����*

%�+ ������ �� ��������� ψ ���
��� ���� '����
�� �����
�

+� ���$� �� �������� ‖ri−1 − Fψ,φ[mk]‖2
2, ��� ���
 �%���%��
 2 $���$�
�� ���
 ��

�����&$� SF*�T, ���� 
������� �

‖ri−1‖2
2 − 2 ·ψT · vk,φ +ψT · Gk,φ · ψ , S!*J	T

���� vk,φ �� Gk,φ ��
�������$��� �� ������� ������������������ �� �� $������ ���������0
�������� ��C��
 ���
 �� 
������ F*
*

+� ����$&��� ψ��� $���$�
��� �������� �
� ������ ��� ���������� �� 3������� 
��0
���� �

∇ψ ‖ri−1 − Fψ,φ[mk]‖2
2 = −2 · vk,φ + 2 ·Gk,φ ·ψ , S!*JLT




LF �������

�� ��� �������� 2 �

ψ��� = G−1
k,φ · vk,φ * S!*J(T

+� ���$� �� �������� 
������ ����
 �

‖ri−1‖2
2 − 2 · vk,φT · G−1

k,φ · vk,φ + vk,φT · G−1
k,φ · Gk,φ · G−1

k,φ · vk,φ S!*JFT


���

‖ri−1‖2
2 − vk,φT · G−1

k,φ · vk,φ , S!*JIT

�� �� $���$�
�� ��� ������� �� $���6 mk �� ��) ����$&���
 φ ������� 2 $�)�$�
��

vk,φT ·G−1
k,φ · vk,φ * S!*	'T

%�3 	� ������� �� �� ����
� 
���
��
�� �� �� �����4���
�
�� A
����� ���� �����������

���
 �������
 ��� ���� ������� m ∈ RLm×1 �
� ���%�3���� 2 �� ������ �$�3������
�� 
� ����
6��$�� �� 9������ m̌*

��� �3����� �� ���
����, ���
 ����
 �

〈 m , m̌ 〉 =
1
Lm

· 〈 m̂ , ˆ̌m 〉 S!*	DT

=
1
Lm

·
Lm−1∑
f=0

m̂(f) · ˆ̌m(f) , S!*	
T

�K ˆ̌m(f) �����
���� �� ���;�3�� �� ˆ̌m(f)*
�� ��������� �� ��C������ �� �� ����
6��$�� �� 9������ ������ ��� S(*��T, ��
 ���$�


�� f = 0 �� f = Lm/2, 
� Lm �
� ����, ��
�����

���* ���
 ������
 ���� ������ �� 6�A��
���
 
=$������� �

〈 m̂ , ˆ̌m 〉 =

(Lm−1)/2�∑

f=1

[
m̂(f) · ˆ̌m(f) + m̂(Lm − f) · ˆ̌m(Lm − f)

]
S!*	�T

=

(Lm−1)/2�∑

f=1

[
m̂(f) · (−i · m̂(f)) + m̂(Lm − f) · (i · m̂(Lm − f))

]
, S!*	JT

�K �.� �����
���� �� 6������� ������ ����&��* +� �����&�� ��3�� �
� ������� �� ��$���A���
��
 ���M�����
 ˆ̌m(f) ��� ���� �)���

���* +� ������� 
������� %��$����� ���� ������

������� ��$$� �

〈 m̂ , ˆ̌m 〉 =

(Lm−1)/2�∑

f=1

[
i · |m̂(f)|2 − i · |m̂(Lm − f)|2

]
* S!*		T



������� 
LI

5�, m̂(Lm − f) �
� �3�� 2 m̂(f), ���� f ∈ �1, �(Lm − 1)/2��, ��� �� ������� m �
�
���� S��������� �� �� ����
6��$�� �� 1������T* +� ������� 
������� %��$����� 
������ ���� �

〈 m̂ , ˆ̌m 〉 =

(Lm−1)/2�∑

f=1

[
i · |m̂(f)|2 − i · |m̂(f)|2

]
S!*	LT

= 0 * S!*	(T

+�
 �������
 m �� m̌ 
��� ���� ���%�3����)*
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