N
N

N

HAL

open science

Apprentissage de dictionnaires structurés pour la
modélisation parcimonieuse des signaux multicanaux

Sylvain Lesage

» To cite this version:

Sylvain Lesage. Apprentissage de dictionnaires structurés pour la modélisation parcimonieuse des sig-
naux multicanaux. Traitement du signal et de I'image [eess.SP]. Université Rennes 1, 2007. Frangais.

NNT: . tel-00564061

HAL Id: tel-00564061
https://theses.hal.science/tel-00564061
Submitted on 7 Feb 2011

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00564061
https://hal.archives-ouvertes.fr

Ne d’ordre: 3525

THESE

Présentée devant
devant I’Université de Rennes 1

pour obtenir

le grade de : DOCTEUR DE L'UNIVERSITE DE RENNES 1
Mention TRAITEMENT DU SIGNAL ET TELECOMMUNICATIONS

par
Sylvain LESAGE
Equipe d’accueil : METISS/IRISA

Ecole Doctorale : MATISSE
Composante universitaire : SPM

Titre de la thése :

Apprentissage de dictionnaires structurés pour la
modeélisation parcimonieuse des signaux multicanaux

soutenue le 3 avril 2007 devant la commission d’examen

MM. :  Christian JUTTEN LIS, Grenoble Rapporteurs
Bruno TORRESANI LATP, Marseille
M. : Jean-Jacques FUCHS IRISA, Rennes Président
MM. : Rémi GRIBONVAL IRISA, Rennes Examinateurs
Pierre VANDERGHEYNST EPFL, Lausanne

M. : Frédéric BiMBOT IRISA, Rennes Directeur de thése






Remerciements

Merci en preMiER lieu & mes deux direCteurs de theése, Frédérlc Bimbot et Rémi
Gribonval, chargéS de recherche a I'IRISA, poUR la qualiTé de leur encadrement. J’ai
du travailler ma détente verticale pOUr pouvoir aTtrAper au vol les idées que Frédéric
a lancées, idées qui, une fois ramenées sur Terre, se sOnt avérées étre les principales
contribuTions de la thése. Frédéric a aussi été d’un soutien sans faille face & tous les
tYPes de tracas qu'un tHésArd peut rencontrer. Réml m’a de soN coté toujours aidé
a avancer dans cEt inconnu Peuplé de mathématiques, cOnservant cotite que cotite
sa gentillesse et sa qUalité d’écoute. Notons que deux ou tRois auTres théses seraient
nécessaires pOur suivre toutes les pistes qu’il a tracées.

Merci égalemeNt aux rapporteurS de cette thése, Christian Jutten et Bruno Tor-
résani, pOUr l'aTtentlon trés pointuE qu’ils oNt Porté a mon travail Et pour leurs
remarques pertiNentes. Je suis aussi trés reconnaissant a Jean-Jacques Fuchs D’Avoir
accepté de présider le jury aiNsi qu’a Pierre VandergheynsT et Jal.al Fadili qui ont biEn
voulu examiner cette théSe.

Merci aux membres de L’équipe METISS de 'TRISA pOur tous les momeNts pas-
sés en leur compaGnie pendant leS trois derniéres années. Merci donc, péle-méle, a
GuillauMe, AmadOu, Mlchael, GilleS, AhmaD, AlExey, LauREnt, DAniel, LorCan,
Mikaél, MaThieu, SImON, Sacha, Touria, Emmanuel, Frangois, Pascal, Stéphanie, Syl-
via, Sylvain, Anne, Benjamin, Sonia, Ewa, Carillo, Boris, Thomas, Robert, Marie-Noélle
et Olivier.

Enfin, merci & mes amis et & ma famille.






Table des matiéres

Table des matiéres 1
Introduction 9

I Etat de ’art

Décomposition parcimonieuse sur un dictionnaire redondant, ap-

prentissage de dictionnaire et séparation de sources 25
1 Représentation parcimonieuse des signaux 27
1.1 Représenter des signaux grace a un dictionnaire . . . . . . . .. .. ... 28
1.1.1  Qu’est-ce qu'un signal? . . . . .. ..o 28
1.1.2 Synthése de signaux a partir d’atomes . . . . . ... ... ... 29
1.1.3 Analyse de signaux sur un dictionnaire . . . . . .. . ... .. .. 30
1.1.4 Cas particulier ou le dictionnaire est une base . . . . . . . . ... 30
1.1.5 Cas d’un dictionnaire redondant . . . . . . . ... ... ... .. 33
1.1.5.1 Exemple : le dictionnaire de Gabor . . . . . . .. .. .. 33

1.1.6 Représentation approchée des signaux . . . . ... ... .. ... 36

1.2 Principe de parcimonie de la représentation . . . .. ... .. ... ... 37
1.2.1 Définition de la parcimonie . . . . . . . .. ... 37

1.2.2  Pourquoi vouloir la parcimonie? . . . . .. ... ... ... ... 37
1.2.3  Quelques notions d’optimisation . . . . ... ... ... .. ... 39
1.2.4 Critéres de parcimonie . . . . . . . .. . ... 41
1.2.5 Reésultats théoriques connus . . . . . . . .. ... 43

1.3 TIlustration expérimentale . . . . . . .. . ... ... ... 44
1.3.1 Le dictionnaire doit étre adapté a la nature des signaux . . . . . 45
1.3.2 La redondance permet d’augmenter la parcimonie . . . . . . . . . 46
1.3.3 Comparaison des critéres de parcimonie . . . . ... ... . ... 46

1.4 Conclusion et sommaire . . . . . . . . .. .. 48
1.4.1 Hypotheéses de travail . . . . ... ... ... 48
1.4.2 Difficultés . . . . ... 49
1.4.3 Sommaire . . . . .. ..o 50



2 Table des matiéres

2 Algorithmes de décomposition parcimonieuse
2.1 Algorithmes de poursuite . . . . . . ... . ... ... ..
2.1.1 Matching Pursuit . . . . . . . ... oo o
2.1.2  Orthogonal Matching Pursuit . . . . . .. .. ... .. ... ...
2.1.3 Résultats théoriques des algorithmes de poursuite . . . . . . . . .
2.2 Programmation quadratique . . . . . . .. .. Lo
2.2.1 Algorithme de point fixe : FOCUSS . . . ... ... .......
2.2.2  Programmation quadratique . . . . . . .. .. L oL
2.3 Seuillage alterné . . . . ...
2.3.1 Seuillage doux . . . . ..o
2.3.2  Seuillage doux alterné . . . . .. ... o L
2.3.3 Seuillage itératif . . ... ... o L oL
24 Conclusion . . . . . .. L

3 Apprentissage de dictionnaire

3.1 Motivations . . . . . . . ..
3.1.1 Espace de recherche du dictionnaire . . . . ... ... ... ...
3.1.2 Méthode d’optimisation du dictionnaire . . . . . ... ... ...
3.1.3  Sommaire . . . . ...

3.2 Analyse en Composantes Principales . . . . ... ... ... ... ....
3.3 Analyse en Composantes Indépendantes . . . . . .. .. ... ... ...
3.3.1 ACI par non-gaussianité . . . . . . . . . . ... ... ... ...
3.3.2 ACI par maximum de vraisemblance . . . .. . ... ... ....

3.4 Apprentissage de base pour la décomposition parcimonieuse exacte . . .
3.4.1 Principe probabiliste : maximum de vraisemblance . . . .. ...
3.4.2 Interprétation en tant que critére . . . . . ... ..o L.
3.4.3 Dérivation du critére . . . . . . . . ..o
3.4.4 Algorithme de Bell-Sejnowki . . . .. . ... ... ... ......
3.4.5 Algorithme de Hyvérinen . . . ... ... ... ... .......
3.4.6  Choix de la distribution des coefficients . . . . . ... ... ...

3.5 Apprentissage de dictionnaire redondant pour ’approximation parcimo-
NIEUSE . . v v v v e e e e e e
3.5.1 Interprétation probabiliste : maximum de vraisemblance . . . . .
3.5.2 Mise a jour alternée des coefficients et du dictionnaire - calcul
explicite des coefficients . . . . . . . .. ... ...

3.5.3 Algorithme de Lewicki . . . . . ... ... ... .. .. ......
3.5.4 Meéthodes de Monte-Carlo . . . . . . ... .. .. ... ...,
3.5.,5 Algorithme EM . . . . . . .. ...

3.6 Conclusion . . . . . . . . .. ...

4 Décompositions parcimonieuses pour la séparation de sources sous-
déterminée
4.1 Le probléme de la séparation de sources . . . . ... .. ... ......
4.1.1 Configuration du mélange . . . . . . .. ... ... L.



Table des matiéres 3

4.1.1.1 Conditions favorables . . . . . . ... ... ... .... 82

4.1.1.2 Conditions difficiles . . . .. . ... ... ... .. ... 82

4.1.1.3 Autres difficultés . . . . .. ..o oL 83

4.1.1.4 Configuration de notre étude . . . . . ... .. .. ... 83

4.1.2 Modele linéaire instantané . . . . . . .. . ... ... ... 84
4.1.3 Connaissances sur les sources . . . . . . . . . . .. .. ... ... 85

4.2 Estimation des sources lorsque les modeéles des sources sont connus . . . 85
4.2.1 Estimation des parametres de mélange . . . . . . . . ... . ... 86
4.2.2 Parcimonie dans le plan temps-fréquence . . . . . . . . ... ... 86
4.22.1 Principe . . . . . ..o o 86

4.2.2.2 Algorithme DUET . . . . . ... ... ... ... ... 89

4.2.2.3 Extensions de l'algorithme DUET . . ... ... .. .. 89

4.2.3 Séparation de sources utilisant la parcimonie dans un dictionnaire 90
4.2.3.1 Mélange multicanal . . . .. . ... L 90

4.2.3.2 Meélange monocanal . . . ... ... ... L. 92

4.3 Conclusion . . . . . . .. 93

Analyse critique du modéle de dictionnaire non-structuré et proposi-

tion 95
5.1 Similarités et différences entre la séparation de sources et ’apprentissage
de dictionnaire . . . . . . . . .. L 95
5.1.1 Similarités . . . . . . . .. 95
5.1.2 Différences . . . . . . ... ... 96
5.1.3 Complémentarité . . . . . . . . . . ... ... ... ... 97
5.2 Insuffisance de la modélisation . . . . . . . ... ... . ... ... ..., 97
5.2.1 Les atomes appris sont significatifs... . . . . . .. ... ... ... 98
5.2.2 ... mais peuvent étre factorisés . . . . . ... ... oL 99
5.3 Proposition : la structuration du dictionnaire . . . . . . ... ... ... 99

IT Contributions

Modéle de dictionnaire structuré, décomposition parcimonieuse, ap-

prentissage de dictionnaire structuré, séparation de sources 101
6 Exemple de structure : union de bases orthonormées 103
6.1 Mise a jour des bases par DVS . . . . .. .. ... oL 104
6.1.1 Apprentissage d'une seule base orthonormée . . . . . .. ... .. 104

6.1.2 Apprentissage d’une union de bases orthonormées . . . . . . . . . 106

6.1.3 Role du paramétre A . . . . . ..o 107

6.2 Evaluation de la qualité de apprentissage du dictionnaire . . . . . . . . 108
6.2.1 Meétriques . . . . . .. 109

6.2.2 Intentions expérimentales . . . . . .. ... ..o L. 111

6.2.3 Influence de la taille de I’ensemble d’entrainement . . . . . . . . 111



Table des matiéres

6.2.3.1 Principe de ’expérience . . . . . . . .. . .. ... ... 111
6.2.3.2 Protocole détaille . . . . . .. ... 111
6.2.3.3 Résultats . . . . .. ..o 112
6.2.4 Influence du dimensionnement du dictionnaire . . . . . . . . . .. 114
6.2.4.1 Principe de I’expérience . . . . . . . . . . .. ... ... 114
6.2.4.2 Protocole détaille . . . . . ... ... L. 114
6.2.4.3 Reésultats . . . . .. .. oo 115
6.2.5 Influence de la dimension des signaux . . .. ... ... ..... 117
6.2.5.1 Principe de ’expérience . . . . . .. .. ... ... ... 117
6.2.5.2 Protocole détaille . . . .. ... ... ... ... 117
6.2.5.3 Reésultats . . . ... .. .o 118
6.3 Analyse critique . . . . . .. 120
Structure fondamentale : dictionnaire généré par déformation linéaire
de motifs 123
7.1 Motivations . . . . . ... 124
7.1.1 Problémes du découpage en trames . . . . . . . .. ... ... .. 124
7.1.2 Probléme de la redondance au sein du dictionnaire appris . . . . 125
7.2 Modéle de signaux . . . .. ..o 126
7.2.1 Signaux temporels monocanaux . . . . . . . . .. .. ... L. 126
7.2.2  Signaux temporels multicanaux . . . . . . ... ... L. 127
7.2.3 Signaux imageet vidéo. . . . .. ... .. 128
7.3 Modéle préliminaire : dictionnaire invariant par translation. . . . . . . . 129
7.3.1 Définition d’un atome et d’'un motif . . . .. .. ... ... ... 129
732 Etatdelart. ... ... ... ... ... ... 130
7.3.3 Schéma explicatif . . . . . .. ... o 130
7.3.4 Fonction de translation . . ... .. ... ... ... .. 131
7.4 Modéle structuré : dictionnaire généré par déformation linéaire de motifs 132
7.5 Deéclinaison de diverses déformations . . . . . . . ... ..o 133
7.5.1 Modification d’amplitude . . . . . . ... ..o 133
7.5.2 Translation . . . .. .. . ... 134
7.5.3 Convolution par un filtre RIF . . . . . . . .. .. ... ... ... 134
7.5.4 Déformation d’'un paramétre de phase . . .. .. ... ... ... 136
7.5.5 Expansion multicanale . . . . ... ... .. oL 137
7.5.6 Déformation par filtrage : interprétation pour la parole . . . . . . 139
7.6 Propriétés des fonctions de déformation . . . . . ... ..o 141
7.6.1 Parameétres continus 1 et parameétres discrets ¢ . . . . . .. ... 142
7.6.2 Les déformations F o Sont linéaires par rapport au motif . . . . 142
7.6.3 Simplifications lorsque la base de fonctions F4 est orthonormale . 143
7.6.4 Mesure de la parcimonie . . . . . .. ... .. Lo 144
7.6.5 Propriété fondamentale des déformations linéaires : ’existence
d'un adjoint . . . . . ... L 144

7.6.6 Composition de fonctions de déformation : stabilité et régle de
construction . . . . . . .. Lo L 144



Table des matiéres )

7.6.7 Composition de deux fonctions . . . . . ... ... ... .. ... 144
7.6.8 Composition de N fonctions . . . . .. .. ... ... ... ..., 146
7.6.9 Regle d’enchainement de déformations . . . . . ... ... . ... 147
8 Algorithmes de décomposition sur un dictionnaire structuré 149
8.1 Pourquoi choisir Matching Pursuit? . . . ... . ... ... ... .... 149
8.2 Matching Pursuit sur un dictionnaire structuré . . . . .. ... .. ... 151
8.3 Matching Pursuit invariant par translation . . . . . . . .. ... .. ... 152
8.4 Matching Pursuit invariant par translation et déformation de phase . . . 153
8.5 Matching Pursuit multicanal et Demixing Pursuit . . . . . . ... . ... 155
8.5.1 Matching Pursuit multicanal . . . . . . . ... ... ... ..., 156
8.5.2 Demixing Pursuit . . . . . .. ..o 158
8.6 Perspective : Matching Pursuit convolutif . . . ... ... ... .. ... 159
8.7 Dictionnaires structuré et non-structuré : comparaison en termes de par-
CIMONIE . . . . . o o vt it 161
8.7.1 Meétrique . . . . . . . .. 161
8.7.2 Intentions expérimentales . . . . . ... ... oL 163
8.7.3 Principe de 'expérience . . . . . . ... ... L. 163
8.7.4 Protocole détaille . . . . . . . ... o 164
8.7.5 Résultats attendus . . . . . . ... 165
8.7.6 Présentation des résultats . . . . . . ... ..o 165
8.7.7 Conclusion . . .. .. ... . 167
9 Apprentissage de dictionnaire structuré 169
9.1 Algorithmes existants pour ’apprentissage de dictionnaire structuré . . 170
9.1.1 Modéle de translation des motifs . . . . ... ... ... .. ... 170
9.1.1.1  Calcul alterné des coefficients et des motifs . . . . . . . 171
9.1.1.2 Echantillonnage de Gibbs . . . . ... .. ... .. ... 172
9.1.2 Modéle de déformation des motifs . . . . . . . .. ... ... ... 172
9.2 MoTIF : notre premiére approche dans le cas invariant par translation . 173
9.2.1 Principe . . . . ... 174
9.2.2 Algorithme . . . . ... ... ... 175
9.2.3 Avantages et limites . . . . . ... ... 175
9.3 Algorithme de type K-SVD : notre principale contribution . . . . . . .. 177
9.3.1 Mise & jour alternée des parametres et des motifs . . . . . . . .. 177
9.3.2 Algorithme voisin proposé par Mailhé et Gribonval . . . . . . .. 178
9.3.3 Contribution majeure : algorithme de type K-SVD pour ’appren-
tissage de dictionnaire invariant par déformation linéaire . . . . . 179
9.3.3.1 Détails de la résolution . . . . .. .. ... ... .... 180
9.3.3.2 Conditions sur la matrice Gy ¢, . . . . . . . ... ... 181
9.3.3.3 Intérét de la linéarité de la déformation . . . . . . . .. 181
9.3.3.4 Description de I'algorithme K-SVD pour I"apprentissage
de dictionnaire invariant par déformation . . . .. ... 181

9.3.4 Détail pour la translation et la déformation de phase . . . . . . . 183



6 Table des matiéres

9.3.4.1 Dictionnaire invariant par translation . . .. ... . .. 183
9.3.4.2 Dictionnaire invariant par translation et déphasage . . . 184
9.4 Evaluation de la capacité a favoriser la parcimonie . . . . . . ... ... 185
9.4.1 Meétrique . . . . .. 186
9.4.2 Intentions expérimentales . . . . .. . . . ... ... ... .. 187
9.4.3 Principe de l'expérience . . . . . . . . .. ... ... 188
9.4.4 Protocole détaille . . . . . . . . .. ... 188
9.4.5 Résultats attendus . . . . . . ... 189
9.4.6 Présentation des résultats . . . . . . . ... Lo 190
9.47 Conclusion . .. ... ... ... ... 193
9.5 Evaluation de la qualité de 'apprentissage selon les déformations utilisées 193
9.5.1 Principe de l'expérience . . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 194
9.5.2 Protocole détaille . . . . . . . . .. ... oL 195
9.5.3 Présentation des résultats . . . . . . . ... oL 195
9.5.3.1 Analyse dusignal . .. ... ... ... ... ... ... 196

9.5.3.2 L’invariance par translation est primordiale pour retrou-
verlesnotes . . .. .. ... 197

9.5.3.3 L’invariance par translation permet d’apprendre des mo-
tifs localisés en temps . . . . . . .. .. ... 200
9.5.3.4 Signaux MIDI : invariance par modulation? . . . . . . . 201

9.5.3.5 La déformation de phase est surtout utile pour de grands
écarts entre atomes . . . . ... L. 201

9.5.3.6 L’apprentissage est invariant a la fréquence d’échantillon-
DAZE . .« o o e e e e e e e e e 203

9.6 Influence de la taille de I’ensemble d’apprentissage sur la qualité de ’ap-
prentisage . . . . . . . L 206
9.6.1 Meétrique . . . . . .. 206
9.6.2 Principe de 'expérience . . . . . . .. .. ... ... 206
9.6.3 Protocole détaille . . . . . . . ... 207
9.6.4 Résultats . . . . . .. . L 207

9.6.4.1 L’algorithme apprend les notes du signal d’apprentis-
sage, indépendamment de la taille du signal . . . . . . . 208

9.6.4.2 Seuls les longs signaux d’apprentissage permettent d’ap-
prendre des dictionnaires généralisables . . . . . . . .. 210

10 Séparation de sources : estimation des sources par dictionnaire struc-

turé 215
10.1 Cas particulier de la séparation d’un mélange linéaire instantané . . . . 216
10.2 Perspective : formalisme global de séparation utilisant des dictionnaires
structurés . . . .. L. L 218
10.3 Séparation multicanale sur des mélanges synthétiques . . . . . . . . . .. 221
10.3.1 Métrique . . . . . . L 221
10.3.2 Principe de 'expérience . . . . . . . . . . .. ... L. 222

10.3.3 Protocole détaillé . . . . . . . . . . . ... 224



Table des matiéres 7

10.3.4 Résultats . . . . . . . .. .o 225

10.3.5 Conclusion . . . . . . .. . . .. .. 229

10.4 Séparation monocanale sur des signaux synthétiques . . . . . ... ... 230

10.4.1 Métrique . . . . . . L 230

10.4.2 Principe de 'expérience . . . . . . . . . . .. ... L. 230

10.4.3 Protocole détaille . . . . . . . . .. ... ... . ... ... . ... 231

10.4.4 Reésultats . . . . . . . 231

10.4.5 Conclusion et perspective . . . . . . . . .. ... L. 235

IIT Perspectives et conclusion 237

11 Problémes ouverts et perspectives 239

11.1 Recouvrement des trames . . . . . . . . . . ... ... ... 240
11.2 Apprentissage d’une union de bases orthonormées : optimisation conjointe

sur les coefficients et lesatomes . . . . . . ... ... ... ... 242

11.3 Intérét du modele convolutif pour modéliser la parole . . . . . . . . . .. 243

11.4 Apprentissage des dictionnaires adaptés aux sources sur le mélange . . . 244

11.5 Apprentissage conjoint des conditions de mélange et des dictionnaires
adaptés . . . .. 246
11.6 Séparation de sources par Matching Pursuit sur un mélange convolutif . 250

12 Perspectives pour d’autres applications 251
12.1 Parcimonie et codage . . . . . . . . .. ..o 251
12.1.1 Considérations techniques sur le codage . . . . .. .. ... ... 251
12.1.2 Limites de I'approche par apprentissage de dictionnaire pour le
codage . . . . .. 253
12.2 Débruitage par seuillage . . . . . . . . ..o oL 255
12.3 Classification . . . . . . . . .. L 256
12.4 Remix . . . . . o o e e 256
Conclusion 259
A Annexes 261
A.1 Minimisation de lerreur quadratique - Preuve du résultat (1.14) . . . . . 261
A.2 Calcul du gradient de la vraisemblance par rapport au dictionnaire (équa-
tion (3.32)) . . . oL 262
A.3 Solution optimale du probléme (3.41) . . . . .. .. .. ... L. 262
A.4 Apprentissage d’une base orthonormale - Preuve du résultat de 6.1.1 . . 263
A.4.1 Annulation des gradients par rapport au dictionnaire et aux mul-
tiplicateurs de Lagrange . . . . . . .. . ... ... L. 264
A.4.2 Introduction de la décomposition en valeurs singuliéres . . . . . . 264
A.4.3 Transformation en un probléme équivalent . . . . . . .. ... .. 265

A.4.3.1 La matrice équivalente est bloc-diagonale . . . . . . .. 265



A5

A6
A7

Table des matiéres

A.4.3.2 La matrice identité est la matrice équivalente qui mini-

mise le critére . . . ... oL Lo 266
Condition d’identifiabilité des paramétres lors de la composition de N
fonctions de déformation . . . . . .. ..o oo 266
Calcul du paramétre v optimal dans Matching Pursuit . . . . . . . . .. 267
Un vecteur et la partie imaginaire de sa transformée de Hilbert sont
orthogonaux . . . . . . ... 268

Bibliographie 279



Introduction

Le traitement de signal numérique comporte schématiquement trois grandes familles
d’outils, qui sont les outils d’analyse, de transformation et de synthése pour manipuler
les signaux. Les signaux peuvent étre des signaux sonores, des signaux médicaux, de
type électrocardiogramme, des signaux sismiques, mais aussi des images, des vidéos...
Le point commun entre tous ces signaux est qu’ils ont été échantillonnés, c’est a dire
qu’ils ne sont plus sous leur forme analogique initiale, mais sous une forme numérique.
Ainsi, par exemple, un son peut étre représenté par 44 100 échantillons par seconde,
une image haute qualité par 2 millions de pixels (1 600 par 1 200), ou une vidéo par 24
images de 300 000 pixels (640 par 480) par seconde. Revenons aux outils de traitement
de signal.

Les outils de la premiére famille servent a analyser les signaux, afin d’obtenir une
représentation claire et compréhensible des données. L’analyse doit permettre de vi-
sualiser distinctement les caractéristiques principales du signal et de pouvoir les extraire
et les manipuler facilement. Par exemple, pour un signal de musique, I'analyse peut
consister a représenter les notes jouées sur une partition, & partir du son brut.

Les outils de la deuxiéme famille servent a transformer le signal. Ils suivent géné-
ralement une phase d’analyse, car ils manipulent une représentation du signal, et non
le signal lui-méme. Poursuivons avec ’exemple de la musique. Un outil de transfor-
mation peut par exemple consister & augmenter la hauteur des notes de la partition
d’un ton. Le résultat de cette transformation est une autre partition, c’est-a-dire que la
transformation se fait sur des représentations du signal et non sur le signal lui-méme.

Les outils de la troisiéme famille servent a synthétiser les signaux, c’est-a-dire qu’ils
générent des signaux a partir de leurs représentations. Dans ’exemple de la musique, si la
représentation est une partition, alors la synthése fournira en sortie le son correspondant
& la partition. La synthése est 'opération inverse de I’analyse.

En enchainant les trois exemples, le son musical a donc été analysé sous la forme
d’une partition, qui a ensuite été rehaussée d’un ton, puis synthétisée pour donner un
nouveau son, plus aigu que le son initial.

Le cadre de ce travail est ’étude d’un modéle particulier de représentation des
signaux, & savoir les représentations parcimonieuses. Le principe des représentations
parcimonieuses est de décomposer un signal en un petit nombre d’éléments basiques. Ces
éléments sont appelés des atomes, par analogie avec la matiére qui peut étre modélisée
comme un assemblage d’atomes. Précisons qu’un atome est un signal, de la méme nature
que le signal original, mais représente uniquement une partie élémentaire d’un signal
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complexe. Dans le cadre de la musique, les atomes peuvent par exemple étre les notes,
c’est-a-dire le son de chaque note, et pas la représentation symbolique. De facon plus
imagée, le signal peut étre vu comme un puzzle et les atomes comme les piéces du
puzzle. Tout ’enjeu de la synthése est d’assembler les piéces a la bonne place et dans
le bon sens afin de reconstruire parfaitement le puzzle.

L’idée de parcimonie de la représentation signifie qu’a partir d’'un ensemble consé-
quent d’atomes & disposition, le signal peut étre reconstruit en utilisant uniquement
quelques atomes, & savoir les plus appropriés au signal. L’ensemble des atomes est
d’ailleurs appelé le dictionnaire, ce qui permet une autre analogie. En assimilant le
signal & une phrase, et les atomes & des mots, la phrase peut étre construite en piochant
dans le dictionnaire les mots qui la composent.

Mais pour donner une idée de la difficulté, imaginons que quelqu’un prononce cette
phrase, que le son est enregistré via un micro, et que ’objectif est de voir apparaitre la
phrase écrite sur ’écran d’un ordinateur. En suivant le principe des représentations par-
cimonieuses, la démarche consiste & décomposer le son de la phrase comme un ensemble
de sons correspondant aux quelques mots prononceés.

Pour décomposer la phrase en mots, il faut tout d’abord posséder le dictionnaire qui
contient la prononciation de tous les mots. Il faut ensuite pouvoir comparer chaque bout
de la phrase & tous les mots du dictionnaire pour détecter les mots prononcés. Parmi
toutes les instants dans la phrase et tous les mots du dictionnaire, il faut ensuite choisir
lesquels ont le plus de chance de correspondre aux mots réellement prononcés. La phrase
est enfin écrite a ’écran en assemblant les mots sélectionnés. Notons que les techniques
de reconnaissance automatique de la parole sont beaucoup plus sophistiquées que cette
description rapide, et doivent surmonter de nombreux problémes que nous n’évoquons
pas ici.

Comment décomposer un signal avec un dictionnaire ?

Le premier grand probléme des représentations parcimonieuses est de trouver la
meilleure représentation d’un signal, c’est-a-dire le meilleur ensemble d’atomes et la
meilleure facon de les combiner, pour un dictionnaire d’atomes donné. Si le nombre
d’atomes est trop faible, il est impossible de décomposer le signal de facon exacte, car
les atomes ne sont pas assez divers pour représenter toutes les facettes du signal. Une
partie du signal ne peut donc pas étre représentée, et la représentation utilisant les
atomes n’est qu’une approximation, car elle contient une erreur.

Si le nombre d’atomes est exactement égal & une limite théorique que nous explici-
terons par la suite, et s’ils sont linéairement indépendants, alors le signal se décompose
de facon exacte et unique sur le dictionnaire, ce qui signifie qu’il existe un et un seul
jeu d’atomes qui permet de représenter le signal sans erreur.

Enfin, si le nombre d’atomes est supérieur a la limite théorique, alors le dictionnaire
est dit redondant, et il existe une infinité de combinaisons d’atomes différentes qui
donne une décomposition exacte du signal. Il est donc nécessaire de définir un critére
pour choisir parmi toutes les décompositions possibles. Le critére retenu dans cette
theése est la parcimonie, qui consiste & choisir la décomposition qui utilise le moins
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d’atomes. La parcimonie est une caractéristique observée pour de nombreux signaux
réels (ils se décomposent avec peu d’atomes pour un dictionnaire bien choisi). Le critére
de parcimonie se justifie également au niveau conceptuel, puisqu’il promeut la solution
la plus “simple” & décrire.

Si lobjectif n’est plus de décrire exactement le signal, mais de 'approcher en ac-
ceptant une certaine erreur, c’est-a-dire de permettre qu’une partie du signal ne soit
pas représentée, alors quel que soit le nombre d’atomes dans le dictionnaire, il existe
une infinité de combinaisons d’atomes possibles. Pour choisir parmi ces combinaisons,
il est encore une fois nécessaire de définir un critére de choix, qui tiendra compte cette
fois-ci du niveau d’erreur souhaité, et sera un compromis entre une erreur faible et un
nombre d’atomes faible. C’est un compromis car si aucun atome n’est utilisé, I’erreur est
maximale et le signal n’est pas représenté du tout, tandis que plus le nombre d’atomes
utilisés est grand, plus l'erreur peut étre rendue petite.

Quel dictionnaire utiliser ?

Le deuxiéme grand probléme des représentations parcimonieuses, qui est le sujet
principal de ce travail, est le choix du dictionnaire d’atomes. Il faut en effet choisir un
dictionnaire en adéquation avec le signal traité. Par exemple, en reprenant ’exemple
de la reconnaissance de parole, si la phrase prononcée est en francais, mieux vaut que
le dictionnaire servant & la décomposition soit aussi en francais, et pas en suédois. Un
dictionnaire de suédois permettrait certainement de reconstruire la phrase, mais ne pos-
sédant pas les bons mots, il bricolerait une suites de mots suédois dont la prononciation
est la plus proche de la phrase. Il utiliserait ainsi certainement plus de mots, pas au bon
endroit, et le signal serait approché grossiérement.

Le dictionnaire peut étre choisi parmi un ensemble de dictionnaires préexistants,
ou alors étre construit de toutes piéces & partir d’exemples des signaux & traiter. La
construction automatique du dictionnaire & partir d’exemples de signaux est appelée
apprentissage de dictionnaire. L’apprentissage peut dépendre uniquement des signaux,
ou intégrer en plus des connaissances expertes sur la nature des signaux.

Par exemple, pour apprendre un dictionnaire de notes de piano (de sons de notes de
piano, c’est-a-dire intégrant le timbre de I'instrument), la premiére méthode consiste a
introduire des enregistrements de piano en entrée d’une boite noire et de récupérer le
dictionnaire en sortie, en espérant que les atomes correspondent aux sons des différents
notes de la gamme. La deuxiéme méthode consiste & régler cette boite noire pour que
les atomes appris soient séparés d’'un demi-ton. Le dictionnaire a alors plus de chances
de correspondre & la gamme qu’avec la premiére méthode, puisque des informations
sur la nature attendue des atomes a été intégrée & 'apprentissage. Bien sir, si aucune
information n’est disponible a priori sur la nature des signaux, il faudra utiliser la
premiére méthode. L’élaboration de ces méthodes est au coeur de ce travail de these.

La problématique de la thése présentée dans ce document est la suivante : “Com-
ment utiliser I'information disponible a priori sur la nature des signaux a traiter afin
de construire un dictionnaire bien adapté pour décomposer ces signaux de fagon parci-
monieuse ?”
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Aprés cette phase introductive, présentons maintenant le cadre mathématique des
représentations parcimonieuses.

Représentations parcimonieuses et algébre linéaire

Nous avons expliqué que les outils d’analyse et de synthése permettent de naviguer
entre les signaux et leur représentation. La représentation sert & exprimer les signaux
sous une autre forme, un autre point de vue, qui permet de les manipuler de facon plus
efficace.

Introduisons quelques notations mathématiques. Un signal est un vecteur ligne, noté
s. Par la suite, toutes les lettres soulignées représenteront des signaux. La représentation,
quant 3 elle, est un vecteur colonne, noté c. Tous les vecteurs de coefficients seront notés
en gras.

L’opérateur d’analyse est une fonction qui transforme s en c, et 'opérateur de
synthése transforme c en s.

Dans le cadre des représentations parcimonieuses, la synthése consiste & exprimer le
signal comme une combinaison d’atomes, que nous notons d;, ot k indique le numéro
de l'atome dans le dictionnaire. Nous notons D le dictionnaire et K le nombre d’atomes
dans le dictionnaire. L’opération de synthése s’écrit :

§:ch-c_lk, (1)

ou ¢ est le coefficient de la représentation c associé a I'atome numéro k. Nous appelle-
rons également c jeu de coefficients ou vecteur de coefficients.

La synthése consiste donc & faire la somme de tous les atomes du dictionnaire, pon-
dérés par un coefficient associé. Si le coefficient est grand, I’atome est trés présent dans le
signal, s'il est faible alors I’atome compte peu dans le signal, et s’il est nul, alors ’atome
ne contribue pas du tout a la construction du signal. Pour que les coefficients ¢ soient
comparables, les atomes d;, sont contraints & étre d’énergie 1. Cette convention est im-
posée jusqu’au chapitre 7, oll nous présenterons un modéle d’atomes structurés incluant
un parameétre d’amplitude. Jusqu’a ce chapitre, les atomes sont de norme unitaire.

La synthése est une opération linéaire par rapport aux atomes, et par rapport aux
coefficients. L’intérét de la linéarité pour 'opération de synthése est tout d’abord sa
simplicité théorique et calculatoire, qui permet comme nous le verrons par la suite,
d’élaborer des stratégies assez directes pour calculer les coefficients ou les atomes. La
linéarité reflete ensuite assez fidélement la réalité pour bon nombre de signaux. Ainsi,
un son de piano est effectivement la somme des contributions de chacune des touches du
piano. En enregistrant séparément chacune des notes du piano et en synthétisant ensuite
un accord par la somme de quelques notes, alors le son obtenu sera trés proche du son de
I’accord joué réellement. La différence tiendra uniquement aux interférences physiques
dues au fait que les cordes interagissent dans l'instrument. En premiére approximation,
la linéarité est donc bien adaptée au traitement des signaux. Notons cependant que dans
le cas des images, par exemple, un modéle de synthése linéaire ne permet de traiter que
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les images transparentes. En effet, ’opération d’occlusion, qui consiste & cacher un objet
derriére un autre n’est pas linéaire. En utilisant le modéle linéaire, ’objet qui se trouve
derriére est toujours visible.

L’opération d’analyse consiste quant a elle & trouver les coefficients ¢ a partir du
signal. Si l'opération de synthése est linéaire, en revanche, 'opération d’analyse peut
étre non-linéaire, ce qui est le cas dans le cadre de ce travail. En effet, nous ’avons déja
expliqué dans la phase d’introduction, la calcul des coefficients ¢ dépend du nombre
d’atomes et du choix de décomposer exactement le signal ou seulement de ’approcher.

Pour expliciter ces différents cas, il faut introduire la notion de dimension des
signaux. Par exemple, supposons que les signaux traités soient des signaux musicaux.
Si un signal a une durée d’une seconde, ce qui correspond & 44 100 échantillons, alors
la dimension de ce signal, notée L, est L = 44 100. Pour une image, la dimension sera
le nombre de pixels. Pour une vidéo, la dimension sera le nombre de pixels dans chaque
image multiplié par le nombre d’images.

Résolution d’un systéme linéaire

Nous avions évoqué dans la phase introductive une limite théorique autour de la-
quelle I'opérateur d’analyse prend des formes différents. Cette limite théorique corres-
pond & K = L, c’est-a-dire au cas ou le nombre d’atomes est égal & la dimension du
signal & analyser.

En effet, si K = L, et & condition que 'ensemble des atomes forme une famille libre
(chaque atome apporte une contribution originale, non présente dans les autres atomes),
alors le dictionnaire peut étre assimilé & une base de ’espace des signaux. L’opérateur
d’analyse est alors linéaire et correspond & ’opérateur inverse de ’opérateur de synthése.
Les représentations sous la forme s ou sous la forme ¢ deviennent équivalentes, puisqu’il
est possible de passer de I'une & ’autre sans erreur et de facon unique.

Si K < L, alors dans le cas général, le signal ne peut pas étre décomposé sans erreur
sur le dictionnaire. Tous les atomes du dictionnaire sont utilisés, et les coefficients sont
calculés de fagon & minimiser 1’énergie de l'erreur. Ce type d’opérateur d’analyse sert
souvent pour la réduction de dimension, afin d’extraire uniquement les composantes
les plus énergétiques du signal et de réduire la complexité, car les calculs sont plus
légers en manipulant des données de taille K que des données de taille L. Notons que
la minimisation de ’erreur quadratique donne un opérateur d’analyse linéaire.

Enfin, si K > L, nous avons dit que le dictionnaire prend le nom de dictionnaire
redondant, et il existe une infinité de jeux de coefficients ¢ permettant de décomposer
le signal de fagon exacte. En effet, chaque sous-ensemble du dictionnaire de L atomes
qui forme une base permet une décomposition exacte, comme nous ’avons vu dans les
paragraphes précédents. Cela signifie notamment que 'opérateur de synthése n’est pas
inversible, et donc évidemment que 'opérateur d’analyse ne peut pas étre obtenu en
inversant 'opérateur de synthése, comme c’était le cas lorsque le nombre d’atomes est
égal & la dimension des signaux.
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Pourquoi promouvoir la parcimonie ?

Afin de choisir parmi tous les jeux de coefficients un unique jeu de coefficients c, il
faut définir un critére permettant d’exprimer le type de coefficients que nous préférons.
Parmi I’ensemble des critéres possibles, nous nous intéressons & la famille des critéres de
parcimonie, qui consistent & sélectionner le jeu de coefficients qui reconstruit exactement
le signal en utilisant le moins d’atomes, c’est-a-dire pour lequel le plus possible de
coefficients ¢, valent zéro.

Pourquoi vouloir utiliser le moins d’atomes possibles, et donc pourquoi choisir le
critére de parcimonie? Tout d’abord, comme pour la linéarité, une raison se trouve
dans l'observation des signaux. Nous verrons par la suite que les signaux musicaux
peuvent étre décomposés en atomes correspondant a des fréquences pures de courte
durée (assimilables en gros a des notes), et appelés atomes de Gabor. En construisant
le dictionnaire d’atomes de Gabor pour qu’il soit une base, nous obtenons une décom-
position exacte du signal. L’observation des coefficients obtenus fait apparaitre que la
plupart sont nuls, ou trés faibles, et que seuls certains comportent beaucoup d’éner-
gie. Ainsi, les signaux musicaux sont naturellement parcimonieux dans un dictionnaire
d’atomes de Gabor. Les mémes observations peuvent étre effectuées sur d’autres types
de signaux et d’atomes.

La deuxiéme raison est conceptuelle. En effet, pour un résultat équivalent, il est
plus instinctif de vouloir représenter un objet par peu d’éléments que par beaucoup. Ce
principe rappelle celui du rasoir d’Occam qui peut étre exposé comme le fait de choisir,
parmi deux explications équivalentes, la plus simple des deux.

Par exemple, pour représenter un signal musical, si le dictionnaire contient toutes
les notes séparées, et en plus tous les accords possibles entre ces notes, il sera plus
économique et plus logique de représenter le signal par la suite des accords joués que
par la suite et la superposition de toutes les notes individuelles. Cette idée est reliée au
principe de codage et de compression que nous décrirons dans la section suivante.

Enfin, rappelons que I'utilisation de la parcimonie est avant tout un moyen permet-
tant de déterminer un unique jeu de coefficients parmi une infinité de possibles.

Quel outil d’analyse ?

L’opérateur d’analyse, dans le cas redondant, dépend du critére de parcimonie choisi,
mais en général et plus particulierement dans cette theése, le critére choisi (qui dépend
du nombre de coefficients non-nuls, ou d’une approximation de ce nombre) conduit &
un opérateur d’analyse non-linéaire. Cet opérateur d’analyse est lourd & manipuler et
trouver le meilleur jeu de coefficients est une tache ardue, qui justifie les travaux menés
dans le domaine des algorithmes de représentation parcimonieuse.

Rappelons enfin que lorsque 'objectif est d’approcher le signal en acceptant un
certain niveau d’erreur, alors quel que soit le nombre d’atomes dans le dictionnaire, il
est nécessaire de définir une stratégie pour choisir le jeu de coefficients ¢ (tous les jeux de
coefficients donnent une approximation du signal, méme si elle peut étre extrémement
mauvaise). Pour ce probléme d’approximation, la stratégie classique consiste a effectuer
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un compromis entre le niveau d’erreur et le nombre d’atomes utilisés. Selon les stratégies,
ce compromis peut étre réglé de différentes facons, et selon les applications, une faible
erreur sera privilégiée, tandis que dans un autre cas, l'erreur pourra étre grande, a
condition que seuls quelques atomes soient utilisés.

Ce probléme d’approximation permet d’analyser un signal en imposant un certain
niveau de parcimonie a sa représentation c, quel que soit le dictionnaire utilisé, et méme
lorsque ce dictionnaire est une base. Cela signifie dans ce cas que la représentation
exacte n’est pas satisfaisante et qu’il vaut mieux permettre une erreur faible si cela
permet de diminuer sensiblement le nombre d’atomes utilisés. Cela rejoint notamment
I’idée de compression de signaux avec perte, que nous exposons dans la section suivante,
consacrée aux applications utilisant les représentations parcimonieuses.

Champs d’application des représentations parcimonieuses

Les représentations parcimonieuses sont précieuses pour traiter des taches aussi di-
verses que la visualisation des données, la compression de signaux, la séparation de
sources, ou la classification de signaux.

Visualisation des signaux

Premiérement, les représentations parcimonieuses sont utiles & des fins de visualisa-
tion. En effet, ’affichage des coefficients de la décomposition permet une analyse visuelle
rapide quand seuls quelques coefficients sortent du lot. Ainsi, en reprenant ’exemple des
atomes de Gabor, l’affichage des coefficients issus de ’analyse d’un son de violon fait
apparaitre au premier coup d’oeil une structure harmonique. En effet, nous verrons sur
la figure 1.1 que les coefficients correspondant & une fréquence fondamentale, ainsi que
les coefficients correspondant & toutes les fréquences multiples (octaves), comportent
la majorité de 1’énergie, et que les autres coefficients sont assez faibles. De facon gé-
nérale, il est facile d’extraire une information si seul un petit nombre d’éléments a un
comportement différent du reste des éléments.

Codage et compression

Comme nous ’avons mentionné précédemment, la parcimonie a un lien fort avec le
codage. En effet, pour transmettre un signal d’un expéditeur & un destinataire, ’'objectif
du codage est généralement de décrire le signal de facon & ce que l'information qu’il
contient (au sens de la théorie de information) soit transmise sans erreur, et de la
fagon la plus économique possible. En effet, les canaux de transmission ont un débit
limité (U'information est mesurée en bits, et le débit est mesuré en bits par seconde)
et plus les messages sont de poids faible, plus ils peuvent étre transmis rapidement.
D’un autre point de vue, plus les messages sont de poids faible, plus il est possible d’en
transmettre un grand nombre simultanément.

Une technique classique de codage est de transformer le signal en une représentation
équivalente, qui contient la méme information, mais qui permet de la coder avec moins
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de bits. Dans le cas des représentations parcimonieuses, le codage se fera alors sur les
coefficients ¢ plutdt que sur le signal. Pour que cela soit intéressant, il faut que les
coefficients “pésent moins lourd” que le signal, ce qui est le cas quand la décomposition
est parcimonieuse et que la plupart des coefficients sont nuls. Le nombre de coefficients
non-nuls est assez corrélé avec la quantité d’information en nombre de bits. Si le dic-
tionnaire d’atomes est connu par l'expéditeur et par le destinataire, alors le codage
consiste uniquement & transmettre les numéros des atomes utilisés et les coefficients
correspondants. Plus la décomposition est parcimonieuse, plus le codage est efficace.

En utilisant une approximation du signal, et non plus une décomposition, alors la
compression sera une compression avec pertes, ce qui signifie que le destinataire ne
pourra pas reconstruire exactement le signal. En revanche, la compression sera beau-
coup plus forte, et le message envoyé de poids potentiellement beaucoup plus faible. Le
compromis entre ’erreur de reconstruction et le nombre d’atomes utilisés est alors du
méme ordre que le compromis débit-distorsion classique en codage. Ce compromis vise
a minimiser le débit (le nombre de bits par secondes) et la distorsion (le “taux” d’erreur
dans le message transmis) selon un équilibre donné.

Séparation de sources

Le probleme de la séparation de sources peut également étre abordé avec le concept
de parcimonie. Il consiste a traiter un signal que nous supposons généré par le mélange de
plusieurs signaux généralement indépendants entre eux, appelés sources, afin d’extraire
ces sources du mélange une a une. Il peut s’agir de traiter ’enregistrement d’un chanteur
accompagné d’une guitare pour extraire d’un co6té la guitare seule, et de ’autre la voix
seule. Cette tache est appelée “démixage” dans le cas sonore, par opposition au mixage
effectué en studio d’enregistrement. La séparation consiste & discriminer les formes des
sources, qui doivent étre différentes si les sources sont différentes.

De fagon analogue au dictionnaire redondant, connaitre un seul signal de mélange
et chercher deux sources est un probléme redondant, au sens ou il existe une infinité
de facons de découper le mélange en deux sources. En revanche, une seule solution
correspond aux sources originales. Le défi consiste & trouver cette solution parmi I’en-
semble des possibles. Le critére de parcimonie peut encore une fois étre utilisé & des fins
d’unicité de la solution.

En supposant connaitre un dictionnaire d’atomes modélisant fidélement (i.e. avec
parcimonie) les sons de guitare, et un autre dictionnaire d’atomes modélisant fidélement
la voix, et en supposant que ces deux types d’atomes soient suffisamment différents
I'un de 'autre, alors le mélange de guitare et de voix peut étre séparé efficacement. Il
suffit pour cela de décomposer tout d’abord le signal sur les deux dictionnaires mis en
commun, puis, parmi les atomes actifs, utiliser d’un coté les atomes de type guitare pour
reconstruire la source de guitare, et de 'autre les atomes de type voix pour reconstruire
le chant.
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Classification de signaux

Enfin, la parcimonie peut servir également & classifier des signaux. Supposons qu’un
ensemble de signaux a été découpé en sous-ensembles de signaux, appelés classes, qui
regroupent les signaux les plus proches entre eux. Prenons I'exemple d’enregistrements
d’instruments solo, ot chaque classe correspond & un instrument. La classification
consiste & choisir dans quelle classe placer un nouveau signal arrivant.

Grossiérement, selon le méme principe que la séparation de sources, il suffit de
connaitre un dictionnaire d’atomes adapté a chaque classe de signaux. La classification
se fait alors en décomposant le nouveau signal sur I'union de tous les dictionnaires, puis
a attribuer ce signal a la classe qui a fourni le plus d’atomes dans la décomposition.

Problémes et difficultés liés a P'utilisation de la parcimonie

Nous venons d’exposer quelques applications pour lesquelles ’appel aux représenta-
tions parcimonieuses est utile. La manipulation de ces représentations n’est cependant
pas toujours aisée, en raison tout d’abord de la difficulté a implémenter ’opérateur
d’analyse, comme nous ’avons vu auparavant. Cette difficulté est théorique et dépend
du critére de parcimonie choisi, mais aussi pratique, car les stratégies de mise en oeuvre
de 'opérateur d’analyse sont en général coiiteuses.

Afin d’optimiser la parcimonie de la représentation, nous avons mentionné l'intérét
de bien choisir le dictionnaire. Faire ce choix est un probléme & part entiére.

Enfin, nous avons exposé le principe de séparation de sources basé sur la discrimi-
nation des formes des sources. Un autre type de séparation se base sur la disposition
spatiale de chacune des sources dans le mélange (grossiérement, rapport d’intensités
gauche-droite dans un mélange stéréo). Un défi est d’unifier les deux approches pour
augmenter les chances de discriminer les sources.

Probléme du calcul des décompositions parcimonieuses

Nous nous intéressons dans ce travail au probléme de 'approximation d’un signal en
utilisant un dictionnaire redondant. L’opérateur d’analyse est en général non-linéaire,
et peut prendre des formes diverses selon la facon d’intégrer la contrainte de parcimo-
nie. Pour chacune des formulations de la contrainte de parcimonie, diverses stratégies
peuvent étre utilisées pour obtenir les coefficients.

Dans certains cas simples, mais pas forcément efficaces en termes de parcimonie,
l'opérateur d’analyse est une fonction linéaire et les coefficients peuvent étre calculés
facilement et de facon exacte.

En revanche, dans des cas plus réalistes ou 1’objectif de parcimonie est plus affirmé,
l'opérateur est non-linéaire, et ne peut étre appliqué directement. Il faut alors déployer
des stratégies algorithmiques complexes et parfois sous-optimales pour estimer les coef-
ficients.

Globalement, le probléme peut étre posé comme la minimisation d’un critére par
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rapport aux coefficients :
Pl = arg min C(s,D,c) (2)
(¢

Le choix de la contrainte de parcimonie, I’expression de 'opérateur d’analyse, I’ana-
lyse théorique de 'existence et de 'unicité de coefficients optimaux, et I’élaboration de
stratégies de calcul de ces coefficients sont des problémes ouverts. De nombreuses solu-
tions ont été proposées pour ces problémes, mais ils restent des champs d’investigation
pour les chercheurs du domaine.

Au dela de ces questions théoriques, la question pratique de la complexité algorith-
mique des méthodes servant a les résoudre est cruciale, car elle conditionne la possibilité
méme d’évaluer les solutions sur des exemples.

Ainsi, si la complexité n’est pas handicapante pour traiter des exemples jouets, en
revanche, le probléme devient critique pour manipuler des signaux réels. Sans entrer dans
les détails des algorithmes, ni donner leur complexité algorithmique, nous assurons qu’il
est crucial d’utiliser des algorithmes rapides, méme s’ils sont sous-optimaux, uniquement
afin de pouvoir expérimenter.

Dans ce document, nous exposons les principaux travaux consacrés au probléme des
décompositions parcimonieuses, mais ce n’est pas le centre du travail.

Le probléme du choix du dictionnaire

Au dela des problémes liés aux décompositions parcimonieuses dans un dictionnaire
donné, un probléme également largement traité par la communauté depuis environ 1995
est celui du choix du dictionnaire. Plus précisément, nous évoquerons le probléme de
la construction du dictionnaire le plus adapté aux signaux & décomposer, c’est-a-dire
permettant la décomposition la plus parcimonieuse des signaux sur le dictionnaire.

Comme précédemment, chercher le dictionnaire le plus “adapté” a une classe de
signaux n’est pas défini de facon unique, et dépend notamment de la fagon dont la
contrainte de parcimonie est exprimée. Le probléme pourra s’écrire sous la forme d’une
minimisation par rapport au dictionnaire :

(DOPY,c%P) = argmin C(s, D, c) (3)

Pour une formalisation donnée du probléme d’adaptation, diverses stratégies peuvent
étre adoptées pour calculer le dictionnaire optimal.

Il faut noter que de nombreuses méthodes font appel & une étape de décomposition
parcimonieuse. Cette étape peut revenir de nombreuses fois dans un algorithme d’ap-
prentissage, et la complexité de cet algorithme d’apprentissage dépend donc directement
de la complexité de la décomposition.

Prenons I’exemple des signaux de parole. Supposons que la taille des atomes est
de 'ordre de la durée de stationnarité, c’est-a-dire environ 40 ms ou environ 1 800
échantillons, pour une fréquence d’échantillonnage de 44 100 Hz. Pour que le dictionnaire
soit redondant, le nombre d’atomes doit étre au moins égal & la dimension. Il faut donc
plus de trois millions d’échantillons pour décrire les atomes. Il est nécessaire de disposer



Introduction 19

de méthodes rapides pour traiter de telles données. Un allégement des calculs peut
cependant intervenir en structurant le dictionnaire.

Le défi de l’incorporation de structure

De nombreuses méthodes trés générales permettent d’apprendre un dictionnaire de
fagon automatique & partir de signaux d’entrainement. En revanche, elles sont peu
nombreuses a prendre en compte les informations de plus haut niveau sur la nature
intrinseque des signaux. Pour des raisons d’utilisation de connaissances a priori sur les
signaux et de cott de calcul, il est intéressant de structurer le dictionnaire comme :

D =F(M), (4)

ot M est un dictionnaire de motifs — des bouts élémentaires de signal — qui sont déformés
selon des fonctions prédéfinies pour engendrer les atomes du dictionnaire D.

Pourquoi la structure ?

Connaissances : Donnons un exemple des informations de haut niveau dispo-
nibles a priori, ol les signaux traités sont des photos, et les atomes des objets élémen-
taires de la photo. Imaginons qu'un des atomes soit un visage. Si les photographies
proviennent d’un photomaton, la position du visage dans l'image, sa taille et son incli-
naison seront & peu preés les mémes pour toutes les photos. En revanche, si les photos ont
été prises dehors, sans aucun dispositif particulier, alors la position, 'inclinaison et la
taille du méme visage dépendent de I’endroit ol se trouve le photographe et de la fagon
dont il tient son appareil. Il faudra donc pouvoir décrire le visage, dans le dictionnaire,
quelque soit sa position, sa taille et son inclinaison dans la photo a décomposer.

Savoir comment ont été générés les signaux et quels sont les propriétés d’invariance
des atomes est donc une information utile, qui peut étre disponible de facon experte.
Ces propriétés peuvent étre déduites également de données d’entrainement, mais de
fagon incompléte ou approximative, et sous forme brute. Il peut étre souhaitable de les
intégrer de fagon plus formelle dans le modeéle de création du dictionnaire. Les visages
sont alors inclus dans le dictionnaire de motifs M, et les déformations d’inclinaison, de
taille et de position dans la fonction F'.

Coiit : L’utilisation de la structure permet de factoriser le dictionnaire et de réduire
le nombre de parameétres libres. C’est une contrainte sur la forme des atomes, qui suivent
le modele de motifs déformés, mais elle permet de réduire le cotit de manipulation du
dictionnaire.

Le grand probléme pour lequel peu de solutions ont été proposées, et qui est la
motivation principale de notre travail de thése, concerne 'utilisation de toutes les in-
formations disponibles sur les sources, que ce soit des informations de haut niveau sur
leur nature ou des informations brutes sous la forme de données d’entrainement, pour
I’apprentissage de dictionnaire.
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Utiliser les modéles parcimonieux pour la séparation de sources

Nous avons exposé le probléme de la séparation de sources monocanale ol un capteur
enregistre plusieurs sources. La méthode classique utilisant la parcimonie repose sur
la. connaissance d’un dictionnaire “adapté” & chaque source, au sens de ’adaptation
exposée dans la section précédente. Jusqu’a maintenant, les dictionnaires utilisés pour
la séparation sont des dictionnaires analytiques qui ont été choisis a prior: en connaissant
les types de sources a séparer.

Utiliser des méthodes d’apprentissage de dictionnaire & partir d’exemples des sources
pour construire les dictionnaires adaptés est un probléme ouvert qui n’a pas encore été
traité. Il est restreint, évidemment, au cas ol les sources peuvent étre captées séparé-
ment dans un premier temps pour effectuer ’apprentissage. Nous proposons d’étudier le
probléme dans cette thése, en espérant améliorer la qualité de la séparation par rapport
a 'utilisation de dictionnaires analytiques.

Au delad du probléme de séparation de sources monocanale, que nous avons ex-
posé plus haut, nous souhaitons utiliser la parcimonie pour améliorer la séparation de
mélanges multicanaux. Un mélange multicanal correspond & un ensemble de plusieurs
capteurs qui enregistrent chacun un mélange monocanal différent des sources.

Géomeétriquement, la différence de position et d’orientation des capteurs permet de
disposer d’informations spatiales sur les sources. Prenons I’exemple simple d’un enregis-
trement musical stéréo. Si une source émet prés du micro gauche, alors sa contribution
sera plus forte sur le canal gauche que sur le canal droit. Si une autre source émet a
mi-distance entre les deux micros, sa contribution sera similaire sur les deux canaux.
Ainsi, en supposant que les sources sont immobiles, la séparation peut consister a se
focaliser sur une partie de ’espace (dans 'exemple, de I’éventail gauche-droite) pour
extraire une source, et a se focaliser sur une autre partie de I’espace pour une autre
source.

Des techniques de séparation basées sur ce principe existent pour la séparation de
mélanges multicanaux, mais utilisent des dictionnaires analytiques. Pour les mémes
raisons que dans le cas monocanal, nous supposons que l'utilisation de dictionnaires
appris sur des exemples des sources, quand ils sont disponibles, peut aider a augmenter
la qualité de la séparation multicanale.

Problématique

Nous venons de présenter les grands enjeux dans le domaine des décompositions
parcimonieuses. Le premier concerne la conception et les méthodes d’application de
l'opérateur d’analyse, & dictionnaire fixé. Le deuxiéme enjeu est celui du choix du dic-
tionnaire, piloté par les informations connues a priori sur les signaux. Le troisiéme
enjeu concerne les modalités d’application des décompositions parcimonieuses pour la
séparation de sources. Enfin le dernier enjeu est celui de la complexité des méthodes
de résolution. Parmi ces quatre enjeux majeurs, nous nous focalisons en priorité sur le
deuxiéme.
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La problématique de cette thése est donc de savoir comment utiliser des informa-
tions expertes sur la nature des signaux conjointement avec des données d’entrainement
afin d’élaborer le dictionnaire permettant la. décomposition la plus parcimonieuse des
signaux.

Plan et contributions de ce travail

Le document est divisé en trois parties. La premiére partie est consacrée a 1’état de
I’art concernant les problémes mentionnés précédemment. Dans la deuxiéme partie, nous
exposons les contributions de notre travail, qui apportent une réponse a la problématique
posée. La derniére partie comprend un bilan des évaluations expérimentales présentées
tout au long du document, ainsi qu’une présentation des perspectives de recherche, et
une conclusion.

Au cours de ce travail, nous avons étudié les méthodes existantes pour les problémes
mentionnés précédemment, en nous focalisant sur les dictionnaires redondants pour
I’approximation de signaux.

Aprés avoir pointé certaines lacunes du modeéle classique de décomposition parci-
monieuse sur un dictionnaire non-structuré, nous proposons une spécialisation de la
définition d’atome, en introduisant les concepts de motif et de déformation li-
néaire pour donner aux atomes une structure semi-paramétrique qui permet d’inclure
des hypothéses sur la nature des signaux.

En utilisant la propriété d’adjonction des déformations linéaires, nous montrons
I'intérét d’adapter les algorithmes Matching Pursuit pour la décomposition des signaux,
et K-SVD pour 'apprentissage du dictionnaire.

Nous proposons également un nouvel éclairage sur la séparation de sources en utili-
sant l’algorithme Matching Pursuit et des déformations adaptées.

Etat de l’art

Nous exposons dans la premiére partie du document notre vision de 1’état de 1’art
concernant le modéle de décomposition parcimonieuse (chapitre 1), les algorithmes de
décomposition parcimonieuse pour un dictionnaire connu (chapitre 2), les algorithmes
d’apprentissage de dictionnaire a partir des données (chapitre 3) et la séparation de
sources (chapitre 4).

Pour conclure cet état de l’art, dans la section 5.1, nous proposons d’établir une
mise en paralléle rétrospective entre le traitement des problémes d’apprentissage de
dictionnaire et de la séparation de sources multicanale et les algorithmes d’Analyse en
Composantes Indépendantes (présentés en section 3.3).

Dans la section 5.2, nous pointons les insuffisances du modeéle de dictionnaire non-
structuré, qui proviennent notamment de ’approche trop générale de I’apprentissage de
dictionnaire. En effet, prenons I’exemple de signaux temporels. Les méthodes classiques
ne prennent pas en compte leur nature intrinséque, selon laquelle un élément récurrent
du signal se retrouvera & plusieurs instants, pas nécessairement réguliers. Pour modéliser
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finement les signaux temporels, les atomes devraient donc pouvoir étre placés a tout
instant du signal, ce qui correspondrait & un dictionnaire invariant par translation.

Or, de fagon classique, selon la technique choisie, si les atomes appris sont trés longs,
alors plusieurs d’entre eux représentent le méme objet & des instants différents ce qui
n’est pas économique, ou alors, si les atomes appris sont courts car appris sur des trames
découpées arbitrairement dans le signal, alors ils ne parviennent pas & refléter fideélement
les formes typiques des signaux d’entrainement.

Dans la section 5.3 nous expliquons donc notre proposition d’un modéle de structu-
ration des atomes pour spécialiser les approches d’apprentissage en fonction des signaux
traités. Le modéle d’atomes structurés est développé dans la deuxiéme partie du docu-
ment.

Nouveau modéle d’atomes structurés

Nous proposons dans le chapitre 7 un modeéle d’atome structuré, qui est une res-
triction du modele général d’atome, et qui est plus adapté au traitement des signaux
temporels que le modéle non-structuré, dans le cadre de ’apprentissage de dictionnaire.
La définition classique de I'atome est scindée en deux pour donner ’atome structuré :
nous définissons le concept de motif, qui est un élément de base du signal, généralement
de petite taille, et celui d’atome structuré qui est un signal formé & partir d’un motif et
de parameétres divers.

Le modéle prend en compte 'invariance par translation permettant de placer les mo-
tifs & tout instant du signal. Au dela de I'invariance par translation, il permet d’inclure
des connaissances a priori sur le type de signaux traités par 'application de fonctions de
déformation sur le motif (phase, convolution par un filtre, rotation, ...), en vue de créer
des atomes semi-paramétriques. Le dictionnaire peut étre résumé par un dictionnaire de
motifs et un jeu de déformations. Cette structure du dictionnaire diminue la redondance
entre atomes, ce qui présente un intérét pour la transmission du dictionnaire & des fins
de codage.

Nous exposons les résultats expérimentaux qui montrent l'intérét de structurer le
dictionnaire pour améliorer la parcimonie de la décomposition.

Adaptation des algorithmes de décomposition et d’apprentissage

Dans le chapitre 8, nous expliquons notre choix d’étudier ’algorithme Matching
Pursuit pour les décompositions parcimonieuses, et nous présentons son adaptation au
modéle d’atomes structurés. En utilisant la propriété d’adjonction des déformations
linéaires qui sont appliquées aux motifs, nous montrons que Matching Pursuit peut
notamment traiter des atomes convolutifs et des atomes multicanaux.

Dans le chapitre 9, nous présentons deux algorithmes d’apprentissage de motifs. Le
premier, appelé MoTIF, correspond & notre premiére approche du probléme de dic-
tionnaire invariant par translation. Le second, qui est dérivé de l'algorithme K-SVD,
permet ’apprentissage de motifs sous le nouveau modele d’atomes déformés. La encore,
I’algorithme K-SVD est particuliérement adapté a 'utilisation de déformations linéaires
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grace a l’existence d'un adjoint.

Nous montrons expérimentalement ’apport de la structuration en termes de perfor-
mances de modélisation du dictionnaire appris. Nous étudions également 'influence de
la taille du dictionnaire et de I’ensemble des signaux d’apprentissage sur la qualité de
I’apprentissage et sur la généralisation du dictionnaire appris a d’autres signaux de la
méme classe.

Séparation de sources

Dans le chapitre 10, nous expliquons pourquoi le modéle d’atomes structurés est
intéressant pour la séparation de sources, et comment l'intégrer a des algorithmes de
séparation. Nous présentons deux algorithmes de séparation de sources basés sur 1’al-
gorithme Matching Pursuit, dans le cas monocanal et dans le cas multicanal, pour des
mélanges sous-déterminés (plus de sources que de capteurs). Les deux algorithmes re-
posent sur ’existence de données d’apprentissage des différentes sources au préalable.
Pour la séparation de sources multicanale, nous supposons également que les parameétres
de mélange sont connus, et nous n’étudions que le processus d’estimation des sources
en lui-méme.

Conclusions et perspectives

Nous dressons dans la troisiéme partie un bilan des expériences exposées tout au
long des chapitres afin de mettre en lumiére les principales avancées qu’a permises le
modéle d’atome structuré, et d’illustrer ses limites actuelles. Nous présentons égale-
ment les problémes de nature théorique ou algorithmique que nous n’avons pu résoudre.
Nous terminons ce travail par une conclusion et un exposé des perspectives théoriques,
algorithmiques et applicatives.
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Premiére partie

Etat de 'art
Décomposition parcimonieuse sur
un dictionnaire redondant,
apprentissage de dictionnaire et
séparation de sources
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Chapitre 1

Représentation parcimonieuse des
signaux

Le chapitre qui s’ouvre est consacré a la définition des représentations parcimo-
nieuses de signaux dans un dictionnaire connu et a ’exposition des enjeux et des pro-
blémes qui y sont associés.

Dans un premier temps, nous exposerons, sans évoquer la parcimonie, 'intérét de
représenter les signaux sous une autre forme et nous présenterons la synthése linéaire a
base de dictionnaire, en définissant les notions de signal, d’atome, de dictionnaire et de
coefficients. Apres deux parties consacrées & la redondance du dictionnaire, et a 1’ap-
proximation linéaire, nous exposerons les difficultés qui en découlent, concernant le choix
d’une représentation parmi toutes les représentations possibles dans un méme diction-
naire. Cela nous permettra d’introduire la deuxiéme section de ce chapitre, consacrée a
la parcimonie.

Dans cette deuxiéme section, aprés avoir défini la parcimonie, qui rappelons-le,
consiste a utiliser seulement une petite partie des atomes du dictionnaire pour décrire
un signal, nous expliquerons pourquoi le critére de parcimonie a été retenu pour décider
quelle représentation choisir dans un dictionnaire. De facon mathématique, il s’agit de
trouver les coefficients cOPt qui optimise un critére C(s, ¢, D) favorisant la parcimonie :

cOPt = argminC(s,c, D) , (1.1)
c

ou rappelons-le, s désigne le signal & décomposer, c les coefficients de la décomposition
et D le dictionnaire d’atomes.

Nous définirons les notions de critére, de probléme, de solution et d’algorithme.
Nous déclinerons différentes mises en ceuvre de la parcimonie au sein d’un critére, et
donnerons quelques résultats théoriques établis pour les critéres exposés.

Enfin, nous rassemblerons les hypothéses de travail, et listerons les difficultés a
surmonter, et conclurons sur un sommaire présentant les chapitres suivants.

27
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1.1 Représenter des signaux grace a un dictionnaire

L’analyse des signaux pour les représenter sous une forme différente est une ma-
niére de visualiser les composantes contenues dans ces signaux, afin de comprendre, par
exemple, comment ils ont été formés ou de jauger les informations qui pourront en étre
extraites.

L’analyse d’un signal sert également & obtenir un objet, la représentation, plus facile
4 manipuler et permettant d’accomplir des taches de facon plus intuitive et rapide qu’en
manipulant les signaux. Mais avant de voir comment effectuer leur analyse, donnons tout
d’abord une définition des signaux.

1.1.1 Qu’est-ce qu’un signal ?

Nous avons déja défini dans l'introduction que les signaux sont notés s. La lettre
n’est pas importante, en revanche, le fait de souligner la lettre désignera toujours un
signal, tout au long de ce document.

Nous utilisons cette notation pour tous types de signaux. Ainsi, nous incluons les
signaux temporels, qui, comme par exemple les enregistrements musicaux ou les élec-
trocardiogrammes, comptent une seule dimension temporelle, les images, qui comptent
deux dimensions spatiales, ou encore les vidéos, qui comptent deux dimensions spatiales
et une dimension temporelle. Notons que par vidéo, nous ne désignons pas l'image et le
son, mais uniquement 1’image, ou plutot la suite temporelle d’images.

Pour tous ces signaux, s est un vecteur horizontal réel de taille L : s € R'*F 1 on
L est la dimension du signal. Ce vecteur est obtenu directement par la suite des valeurs
échantillonnées dans le cas des signaux temporels mono-dimensionnels. Pour les images,
le vecteur est obtenu par réordonnancement des pixels. Ainsi, une image carrée de 12
pixels par 12 pixels donnera un vecteur s de taille 144. Le vecteur est obtenu par le
méme type de stratégie pour les vidéos.

Les signaux sont supposés réels pour un souci de simplicité et parce que les signaux
complexes ne sont pas au coeur de nos préoccupations. De méme, ils sont de dimension
finie pour plus de simplicité. Ces deux restrictions permettent de couvrir un grand
nombre de signaux, qui suffisent & notre étude. Son extension aux signaux complexes et
de dimension infinie pourra étre envisagée, mais nous ne 1’évoquerons plus par la suite.

Dans le cas des enregistrements multicapteurs, comme par exemple 'enregistrement
stéréo de musique, 1’électrocardiogramme (12 pistes), ou 'enregistrement de données
sismiques sur plusieurs sites simultanément, le signal obtenu est multicanal. Cela si-
gnifie que chaque canal contient un signal unidimensionnel. Pour désigner ces signaux
multicanaux, nous utilisons la notation S, et nous notons s,, le signal présent sur le m®
canal. La encore, nous supposons que le nombre de canaux, noté M, est fini. Le signal
multicanal S peut étre vu comme une matrice de taille M x L.

Nous avons choisi de représenter les signaux comme des vecteurs hori-
zontaux afin de suivre la convention adoptée par la communauté de I’ACI

IMéme pour les vecteurs, nous utilisons la notation matricielle pour différencier vecteurs horizontaux
et verticaux (la taille M x N indique qu’une matrice a M lignes et N colonnes).
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et de la séparation de sources. Dans la communauté de la parcimonie, la
convention est au contraire de noter les signaux verticalement. Nous espé-
rons que les lecteurs de cette communauté ne seront pas trop dérangés par
les notations.

Apres cette définition des signaux, intéressons-nous & leur représentation sur un
dictionnaire d’atomes, et en premier lieu, & 'opérateur de synthése qui permet de générer
les signaux linéairement & partir des atomes.

1.1.2 Synthése de signaux a partir d’atomes

Nous avons expliqué dans l'introduction l'intérét que peut avoir la représentation
d’un signal sur un dictionnaire d’atomes. Rappelons que c’est un modéle de décom-
position du signal en sous-parties élémentaires appelées atomes. Ces atomes peuvent
refléter différents niveaux de description. En reprenant ’exemple de la musique, les
atomes peuvent étre des fréquences pures, des notes, qui sont combinaisons complexes
de fréquences contenant une information de hauteur et de timbre, ou encore au niveau
supérieur des accords qui sont des combinaisons de notes.

La représentation est définie par un opérateur de synthése qui transforme un jeu de
coefficients ¢; en un signal s. L’opérateur de synthése correspondant a la représentation
sur un dictionnaire génere le signal comme combinaison linéaire d’atomes :

K
5= e d, (1.2)

Les notations ont déja été utilisées dans l'introduction. Définissons les objets en
présence de fagon plus précise.

Les atomes d,, € R sont des signaux de dimension L identique & la dimension
du signal s. Ils sont regroupés au sein d’un dictionnaire D = {d;, , 1 < k < K}. Nous
imposons, dans la premiere partie de la thése, que les atomes d;, soient de norme unité :

dill2 =1 (1.3)

et nous imposons également, pour plus de simplicité, que le dictionnaire est de rang
plein, ce qui signifie que la famille des atomes est libre si le nombre d’atomes K est
inférieur ou égal a la taille des atomes L, et qu'il existe une famille libre de L atomes
dans le dictionnaire si le nombre d’atomes est supérieur & L. Rappelons qu’une famille
de K vecteurs est libre si et seulement si aucune combinaison linéaire de K — 1 vecteurs
de la famille n’est égale au vecteur non utilisé.

Dans la premiére partie de cette thése, consacrée a 1’état de I’art, nous supposons
que le nombre d’atomes est fini. Nous relacherons cette contrainte dans la deuxiéme
partie, et le dictionnaire pourra comprendre une infinité d’atomes. Pour le moment, K
est fini et les atomes peuvent étre indicés par k.

Puisque le nombre d’atomes est fini, nous pouvons écrire le dictionnaire sous la forme
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d’une matrice D de taille K x L :

D= : : (1.4)

Remarquez que la matrice du dictionnaire est notée de la méme maniére que les signaux
multicanaux, ce qui n’est pas choquant, puisque c’est aussi un “vecteur” de signaux.

Les coefficients ¢ € R sont réels, et sont la représentation du signal s sur le diction-
naire D. Dans le cas présent ou le nombre d’atomes est fini, les coefficients peuvent étre
regroupés en un vecteur ¢ € RE€*1 defini par :

c=1| ... | . (1.5)

Toujours dans le cas d’un nombre d’atomes fini, I’opérateur de synthése est alors
défini uniquement & l’aide de la matrice D et s’écrit comme le produit matriciel :
s=c’.D. (1.6)

Nous ne reviendrons pas sur le fait que K est fini dans cette partie, et nous supposons
que le lecteur I'a & ’esprit.

1.1.3 Analyse de signaux sur un dictionnaire

Pour pouvoir manipuler un signal, ce n’est pas l'opérateur de synthése qui nous
intéresse, mais 'opérateur d’analyse, afin d’accéder aux coefficients a partir du signal.
Voyons comment 'opérateur d’analyse peut étre obtenu a partir de 'opérateur de syn-
these.

L’opérateur d’analyse est défini & partir de I'opérateur de synthése par :

RI x L RKX 1

1.7

Opérateur d’analyse : s — c¢/s=c'-D (1.7)
Cette définition ne caractérise pas l'opérateur d’analyse, car il peut ne pas y en

avoir, il peut en exister un unique, ou alors en exister plusieurs, voire une infinité. De

méme, si un opérateur existe, il n’est pas forcément exprimable aussi simplement que

l'opérateur de synthése et n’est pas forcément linéaire.

1.1.4 Cas particulier ou le dictionnaire est une base

Le cas le plus simple est celui ou le dictionnaire D est une base, ce qui signifie que
K = L et que les atomes forment une famille libre de vecteurs.
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Si le dictionnaire est une base, alors D est une matrice carrée inversible, et 'opéra-
teur d’analyse est donné directement par sa matrice inverse, notée D71 :
Rl XL RKX 1

Opérateur d’analyse : s — c¢/cl'=5s-D!

(1.8)

Dans ce cas, le signal s et sa représentation ¢ sont équivalents et de méme énergie.
L’opérateur d’analyse est linéaire, puisqu’il peut étre caractérisé par une multiplication
matricielle.

Les bases sont tres utilisées pour les représentations de signaux. En particulier,
toutes les transformées peuvent s’exprimer comme un changement de base, ou, en uti-
lisant les termes de ce travail, comme une représentation sur une base. Ainsi entrent
notamment dans ce cadre la transformée de Fourier, la transformée en z et les transfor-
meées en ondelettes. A part quelques transformées en ondelettes, ce sont des transformées
a coefficients complexes dont nous ne parlerons pas plus ici.

En revanche, présentons deux transformées a coefficients réels, afin d’illustrer nos
propos. Nous nous intéressons a la transformée en cosinus, qui est une version de la
transformée de Fourier dans le domaine réel, et la transformée de Haar, qui est une
transformée en ondelettes & coefficients réels d’expression trés simple.

Les atomes d,, de la transformée en cosinus s’expriment :

di(l) = \/%-cos <2w.%) L Yie1,1], (1.9)

ou L est la longueur des signaux et des atomes. Les atomes de cette base correspondent
a des fréquences pures, et sont trés utiles pour analyser la structure fréquentielle d’un
signal. L’affichage du spectre, qui est la représentation en échelle logarithmique de la
valeur absolue des coefficients c, offre une nouvelle vue du signal, en mettant en lumiére
I’articulation des fréquences.

Prenons un exemple musical. Un signal temporel — une note de violon — et son
spectre sont représentés sur la figure 1.1. Dans cet exemple, les coefficients prépondé-
rants sont en relation harmonique, ce qui signifie qu’ils correspondent a des atomes
de fréquence multiple d’une fréquence fondamentale. En mesurant I’écart de fréquence
entre les harmoniques, qui est d’environ 200 Hz, nous pouvons caractériser la hauteur
de la note jouée. Ici, la note jouée doit étre un sol, puisque la fréquence fondamentale
théorique d’un sol est de 196 Hz.

Définissons maintenant la base de Haar qui est la base d’ondelettes la plus simple.
Elle est orthogonale, les atomes ont un support fini, et 'ondelette meére est un échelon.
Les atomes sont localisés temporellement, et représentent la méme ondelette mére di-
latée. La dimension L doit étre une puissance de deux. Les L atomes sont définis de la
fagon suivante. Le premier atome est constant : d;(l) = ﬁ , VIe[l,L]. Les K — 1
atomes suivants sont indicés par un indice d’échelle k£ et un indice de localisation I, et
sont définis par :

) & +1,(0-1) &]

—i—j—% pour l € (I —1
pourle[[(l—%)-%k—l-l,l-%k]],

VI

(1.10)
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F1G. 1.1 — Note de violon : signal temporel (haut) et spectre (bas).

avec k € [0,logy(5)] et 1 € [1,2%].
Nous présentons sur la figure 1.2 quelques atomes de la base de cosinus, et quelques
atomes de la base de Haar.
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F1G. 1.2 — Quelques atomes de la base de cosinus (gauche) et de la base de Haar (droite),
de taille L = 128.

Au premier coup d’oeil, la forme des atomes nous apprend que les deux bases sont
assez différentes, et ne seront pas utilisées dans le méme but, ou pour le méme type
de signaux. Nous reviendrons par la suite & cet exemple lorsque nous évoquerons la
parcimonie des coefficients. En anticipant sur la question de la parcimonie, il parait
probable que des signaux fortement harmoniques seront mieux approchés par quelques
atomes de la base de cosinus qu’avec quelques atomes de la base de Haar (la réciproque
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est vraie pour des signaux de nature plus impulsive).

1.1.5 Cas d’un dictionnaire redondant

Nous venons de voir que l'opérateur d’analyse se déduit facilement de 1’opérateur
de synthése dans le cas ou le dictionnaire est une base. En revanche, lorsque le nombre
d’atomes K est différent de la taille des signaux L, le probléme est beaucoup plus
difficile.

Examinons rapidement le cas oit K < L. Dans ce cas, le dictionnaire n’est pas une
famille génératrice de 'espace des signaux, puisque la dimension du dictionnaire est
inférieure & la dimension de ’espace & générer. Cela signifie qu'il existe des signaux
S qui ne peuvent pas s’écrire comme combinaison linéaire des atomes du dictionnaire.
L’opérateur de synthése défini a partir du dictionnaire engendre seulement un sous-
espace de l’espace des signaux. Il n’existe donc pas d’opérateur d’analyse permettant
d’analyser tous les signaux de R'**. Nous reviendrons dans la section suivante sur ce
cas.

Intéressons-nous maintenant au cas ot K > L. Le dictionnaire contient plus d’atomes
que la dimension du signal, et il est dit redondant. La famille des atomes est nécessai-
rement liée, puisque le nombre de vecteurs de la famille est supérieur a la dimension de
I’espace a engendrer. Plusieurs jeux de coefficients différents peuvent donc synthétiser
le méme signal, et par conséquent, il n’existe pas un unique opérateur d’analyse.

Nous pouvons également expliquer que la matrice D, de dimension K x L, n’est
pas carrée si K > L et elle ne peut donc pas étre inversée. Cependant, il existe une
infinité de matrices D, telles que Q2T ‘D =1 (ou I € RE*E est la matrice identité). Ces
matrices engendrent autant d’opérateurs d’analyse possibles :

RlXL . RKXl
. : T - (1.11)
Opérateur d’analyse : s — ¢/ =5s-D;
En effet :
s=c’ D= (s-D3)-D=s. (1.12)

Dés lors, comment choisir parmi tous les opérateurs d’analyse? En choisissant &
chaque analyse un opérateur au hasard, il sera difficile d’utiliser les coefficients effica-
cement, puisque les propriétés des coefficients vont dépendre de 'opérateur utilisé et
qu’il n’est pas nécessairement bien connu, puisque choisi au hasard parmi une infinité.
Pour que les coefficients arborent toujours les mémes propriétés, ou en tout cas, pour
sélectionner le jeu de coefficients qui présente les propriétés les plus proches de celles
voulues, une solution consiste a définir un critére de choix des coefficients, et une fois
que le critére de choix des coefficients existe, 'opérateur d’analyse est défini comme
I'optimisation de ce critére.

1.1.5.1 Exemple : le dictionnaire de Gabor

Avant de discuter du critére & choisir, qui dans notre cas sera, sans surprise, un
critére optimisant la parcimonie des coefficients, présentons un dictionnaire redondant
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notamment utilisé pour traiter les signaux sonores, que nous appellerons dictionnaire
de Gabor.

Ce dictionnaire est composé d’atomes de Gabor, qui sont localisés en temps et
en fréquence. Rappelons-nous, les atomes de la base de cosinus étaient localisés en
fréquence, les atomes de la base de Haar étaient localisés en temps. Les atomes de Gabor
réunissent donc les deux propriétés et représentent une fréquence pure oscillant sur une
courte période. Un atome de Gabor est paramétré par une localisation temporelle [, une
fréquence f, une phase ¢ et une taille de fenétre L; :

dt,f,gO,Lt (l) - {

ou C' est une constante de normalisation et w est une fonction de fenétrage, par exemple
une fenétre de Hamming. Notons que ce type d’atome n’entre dans le cadre que nous
avons fixé qu’a condition que la phase soit échantillonnée et ne puisse prendre qu’un
nombre fini de valeurs, sinon, si la phase est & valeur continue, alors le nombre d’atomes
est infini. Ce n’est cependant pas un probléme trés important.

Sur la figure 1.3 sont représentés quelques atomes de Gabor, qui sont effectivement
localisés temporellement, oscillent réguliérement et ont une enveloppe suivant la forme
d’une fenétre de Hamming.

C-w(%)-cos(Qw-f-%+@) Viet+1,t+ L,

0 ailleurs,

(1.13)
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F1G. 1.3 — Quelques atomes de Gabor de taille L = 128, utilisant une fenétre de Ham-
ming de longueur L; = 16.

Comme pour tous les dictionnaires redondants, il existe une infinité d’opérateurs
d’analyse associés au dictionnaire de Gabor. Intéressons-nous & un opérateur spécifique,
appelé Transformée de Fourier & Court Terme (TFCT). La TFCT est treés utili-
sée pour analyser I’évolution du contenu fréquentiel des signaux. L’affichage en échelle
logarithmique du module de ses coefficients est appelé spectrogramme, et est une repré-
sentation dite “temps-fréquence” trés utilisée. Le spectrogramme est & la TFCT ce que
le spectre est & la transformée en cosinus. Il faut noter que notre description de la TFCT
est abusive car c’est en réalité une transformée a coefficients complexes correspondant
a des atomes de Gabor complexes, et la synthese des coefficients de la TFCT n’est pas
exactement la somme des atomes de Gabor pondérés.
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Décrivons dans les grandes lignes les quelques étapes de la TFCT. Tout d’abord, des
trames de signal de longueur L; < L (petite devant la longueur du signal) extraient une
partie du signal & analyser. Ces trames sont généralement décalées de L;/2 échantillons,
de fagon & ne pas perdre de signal lors du fenétrage qui va suivre. Un décalage inférieur a
la taille d’une trame donne un dictionnaire redondant. Les trames sont ensuite fenétrées
en utilisant la fenétre w définie précédemment. Enfin, une transformée de Fourier de
taille L; est effectuée sur chaque trame. Pour @) trames, la TFCT donne donc @ - Ly
coefficients complexes, qui correspondent chacun a une “case” temps-fréquence, c’est-a-
dire qu’ils correspondent & l’amplitude et a la phase d’un atome de Gabor complexe
situé au méme instant et & la méme fréquence.

La TFCT est un moyen trés utile d’analyser la structure temps-fréquence d’un si-
gnal. Visuellement, la représentation de son module permet de suivre 1’évolution des
fréquences au cours du temps et de comprendre sa structure harmonique. La figure 1.4
représente la TFCT de la note de violon dont un extrait est représenté dans le domaine
temporel sur la figure 1.1. La structure harmonique est trés visible sur cette figure,
représentée par les traits clairs paralléles correspondant aux coefficients de plus haute
énergie. Le bord gauche de la figure représente le début de la note, avec ’apparition des
premiers coefficients importants, et le bord droit correspond & l’extinction de la note,
avec la disparition des coefficients importants. Nous utiliserons par la suite des spectro-
grammes calculés par TFCT pour visualiser la structure temps-fréquence de signaux.
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Fic. 1.4 — Transformée de Fourier & Court Terme d’un signal de violon de taille L =
132 300 (3 s de signal échantillonnées & 44 100 Hz), pour des trames de longueur
L; = 2 048 qui se recouvrent de moitié.
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1.1.6 Représentation approchée des signaux

Nous avons expliqué dans la section précédente que si le nombre d’atomes est plus
petit que L, la longueur du signal, alors il n’existe pas d’opérateur d’analyse permettant
une reconstruction parfaite. Il est pourtant intéressant dans de nombreux cas d’utiliser
des dictionnaires contenant moins d’atomes que la dimension.

Le meilleur exemple vient de I’Analyse en Composantes Principales (ACP), qui est
exposée en détails a la section 3.2. L’un des objectifs de ’ACP est de créer le dictionnaire
d’atomes qui permet de réduire la dimension des signaux traités en conservant le maxi-
mum d’énergie. En effet, pour certaines applications ou les données sont conséquentes,
si seuls quelques atomes sont réellement influents et peuvent décrire les données avec
une assez bonne précision, il peut étre intéressant d’effacer tous les autres atomes du
dictionnaire, afin de diminuer le nombre de coefficients & manipuler. Dans ce cas, plus
aucun jeu de coefficients ne peut reconstruire exactement les données, ce qui signifie
qu’il n’y a pas d’opérateur d’analyse.

Cependant, nous venons d’évoquer la précision avec laquelle les données sont dé-
crites. L’objectif de cette application n’est donc pas de décomposer les données exacte-
ment sur un dictionnaire, mais de diminuer significativement la dimension des signaux
tout en maitrisant le niveau d’erreur.

Pour les dictionnaires contenant moins d’atomes que la taille des signaux, une solu-
tion pour le calcul des coefficients est donc "approximation au lieu de la. décomposition
exacte. Les coefficients optimaux peuvent étre choisis comme ceux qui minimisent 1’er-
reur entre le signal d’origine et le signal obtenu aprés analyse et synthése, soit, en
minimisant 1’énergie de 'erreur :

RIXL RKXI

Opérateur d’analyse : s — c=argmin|ls—c’-D|f = (s- D+)T
(1.14)

oit D est la pseudo-inverse & droite du dictionnaire D (preuve dans 'annexe A.1).

Pour un dictionnaire ayant plus de colonnes que de lignes, comme ici, la pseudo-
inverse & droite est définie par : DT = DT . (D-DT)_I. Définissons également dés
maintenant la pseudo-inverse & gauche quand le nombre de lignes est plus important
que le nombre de colonnes : DT = (DT . Q)71 -DT. Enfin, si la matrice est carrée, la
pseudo-inverse est équivalente & l'inverse. La pseudo-inverse n’est définie que pour les
matrices de rang plein.

Au dela de cet exemple, 'objectif de la décomposition peut étre 'approximation,
quel que soit le type de dictionnaire. En effet, méme s’il existe des solutions exactes,
correspondant & des opérateurs d’analyse bien définis, il peut étre intéressant d’accepter
un niveau d’erreur en échange de meilleures propriétés sur les coefficients. Evidemment,
dans notre cas, I'idée est de calculer des coefficients parcimonieux.

Pour calculer les coefficients, une solution consiste élaborer un critére faisant un
compromis entre la qualité de la reconstruction et une mesure des bonnes propriétés des
coefficients. L’opérateur d’analyse est alors défini par ’optimisation de ce critére. Rien
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ne dit que cet opérateur sera calculable explicitement, ni méme qu’il existe une stratégie
permettant de trouver une solution. C’est d’ailleurs un des enjeux de la recherche dans
le domaine des décompositions parcimonieuses.

Nous avons vu avec les dictionnaires redondants que dans le cadre des décomposi-
tions exactes, il faut établir un critére permettant de choisir les coefficients, et il apparait
également que pour tout type de dictionnaire, un critére est nécessaire pour choisir les
coefficients lors de I'approximation du signal. Nous avons indiqué dans l'introduction
que la parcimonie est une propriété désirée pour les coefficients dans plusieurs appli-
cations. Découvrons donc ce qui se cache derriére le terme de parcimonie et comment
intégrer cette propriété dans un critére afin de définir un opérateur d’analyse favorisant
la parcimonie.

1.2 Principe de parcimonie de la représentation

Nous avons déja dit plusieurs fois que la parcimonie est une propriété désirée pour les
coefficients dans les décompositions de signaux sur un dictionnaire. Dans cette section,
nous définissons le terme et rappelons pourquoi c’est une propriété voulue. Aprés avoir
défini ce que nous entendons par probléme, critére, algorithme et solution optimale,
nous exposerons différents critéres de parcimonie et quelques résultats théoriques qui y
sont rattachés.

1.2.1 Définition de la parcimonie

La parcimonie est un terme relié en francais a la notion d’épargne et méme de
pingrerie. En informatique, le terme de parcimonie suit la méme logique et il est appliqué
aux matrices ou aux vecteurs dont quasiment tous les éléments sont égaux, et dont
quelques éléments ont une valeur non-standard. Une matrice est alors parcimonieuse
s'il est plus économique de la décrire en donnant la valeur standard, ainsi que la valeur
et la position de chaque élément non-standard, plutét qu’en donnant la valeur de tous
les éléments.

Dans le cadre de ce travail, un jeu de coefficients est dit parcimonieux au sens strict
si une grande majorité des coefficients vaut zéro, et si seuls quelques coefficients ont
une valeur non-nulle. De fagon plus large, un jeu de coefficient est parcimonieux si la
majorité des coefficients a une valeur faible, tandis qu'une minorité prend des grandes
valeurs.

1.2.2 Pourquoi vouloir la parcimonie ?

La motivation pour l'utilisation de la parcimonie, au deld de la nécessité de définir
un unique opérateur d’analyse, est a la fois conceptuelle et expérimentale.

Tout d’abord, Iidée est de pouvoir exprimer un signal comme ’agrégation de quelques
éléments connus facilement manipulables et compréhensibles. Ainsi, une action sur le
signal, qui peut paraitre ardue et opaque, est décomposée en une action simple et claire
sur chacun des éléments. C’est une stratégie & rapprocher du paradigme algorithmique
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“divide and conquer” (diviser pour mieux régner, en frangais) qui consiste a diviser
de fagon récursive un probléme compliqué en sous-problémes moins compliqués, jusqu’a
pouvoir trouver une solution, puis & remonter les solutions jusqu’au niveau original. No-
tons que dans le cadre des décompositions sur un dictionnaire, la division du signal est
linéaire, et donc un tache de traitement du signal sera simple & diviser et & refusionner
si elle est elle-méme linéaire.

Revenons & la décomposition du signal en atomes. Intuitivement, il parait plus simple
mentalement de comprendre une représentation si quelques éléments notables jaillissent
de la masse des autres coefficients, que si ’énergie est répartie plus ou moins unifor-
mément sur tous les coefficients sans aucune régularité. L’intuition nous dit que cette
justification de visualisation s’étend aussi & la manipulation de la représentation. Une
représentation parcimonieuse peut étre vue comme une facon de bien “ranger” dans des
cases distinctes correspondant aux atomes le désordre de la répartition d’énergie au sein
du signal. Ainsi, manipuler chacun des atomes porteur de beaucoup d’énergie est plus
efficace que manipuler une partie du signal de méme taille mais moins énergétique.

La motivation expérimentale de la parcimonie vient de ’observation. Nous avons
évoqué dans l'introduction le dictionnaire de Gabor sur lequel les signaux sonores se
décomposent de fagon parcimonieuse. Nous pouvons le vérifier sur la figure 1.4. Les
traits clairs correspondent aux atomes de Gabor les plus actifs. Ils représentent une
surface minoritaire de toute la surface, d’autant plus que la figure a été tronquée. En
effet, la représentation temps-fréquence monte jusqu’a 22 050 Hz initialement, et seules
les basses fréquences, jusqu’a 8 000 Hz sont représentées. Le reste de la figure contient
des coefficients de faible poids.

Le méme type d’observation a été faite en décomposant des images sur une base
d’ondelettes. Nous présentons sur la figure 1.5 la position des coefficients non-nuls de la
décomposition approchée d’une image sur un dictionnaire d’ondelettes.

L’image originale est carrée et contient 5122 pixels. Chaque pixel de I'image est codé
avec 8 bits et prend une valeur entiére entre 0 et 255. Tous les coefficients inférieurs a
un certain seuil ont été mis a zéro. L’approximation est trés bonne malgré ce seuillage
qui n’a conservé qu’environ 7% des coefficients, puisque le rapport signal a bruit créte
(RSBC) est de 35 dB. Avec ce seuillage, le jeu de coefficients peut étre codé a 0.5 bit
par pixel, au lieu de 8 bits par pixel a 'origine. Le RSBC entre un signal s et une
approximation de ce signal 5 est défini par :

RSB(s,s) = 10 - log;, (1.15)

s —3[3
ot C' une constante égale a ’énergie maximale pour un signal s. Le RSBC n’est bien
str utilisable que pour des signaux bornés. Pour 'image précédente, par exemple, C' =
512% - 2552,

Définissons dés maintenant, pour les signaux non-bornés, le rapport signal & bruit
(RSB), que nous utiliserons plus tard :

. 53
= 2112
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FiG. 1.5 — Carte des coefficients significatifs de la transformée en ondelette de I'image
“Léna” (blanc : coefficient nul, noir : coefficient non-nul). Image extraite de [Mal98|.

1.2.3 Quelques notions d’optimisation

Pour toutes les raisons exposées précédemment, il est justifié de choisir les coeffi-
cients les plus parcimonieux lorsque plusieurs jeux de coefficients sont en concurrence.
Rappelons que c’est le cas lorsque le dictionnaire est redondant et lorsque la décompo-
sition est approchée. Pour faire le choix des coefficients, il faut dés lors définir un critére
de parcimonie. Nous en proposerons plusieurs dans la section suivante. Dans cette sec-
tion, nous définissons au préalable quelques notions que nous retrouverons tout au long
de ce document.

Tout d’abord, un critére est une fonction mathématique qui attribue une valeur
scalaire & tous les éléments d’'un ensemble. Le critere sert généralement a mesurer la
pertinence d’un élément par rapport a une propriété voulue. Il sert & définir un objectif.
Dans le cas de la parcimonie, le critére doit mesurer & quel point un jeu de coefficients
est parcimonieux, et donner une valeur pour chaque jeu de coefficients. Nous noterons
les critéres de fagon générale par la lettre C.
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Définissons maintenant la notion de probléme. Un probléme est une question posée
sous forme mathématique. Toute réponse a ce probléme est bien str appelée une solu-
tion. Les problémes peuvent ne pas avoir de solution, avoir une unique solution, ou avoir
plusieurs solutions. Savoir dans quelle catégorie se trouve un probléme est d’ailleurs un
probléme en soi. Nous noterons les problémes par la lettre P.

Les critéres peuvent étre utilisés pour former un type de problémes particulier : les
problémes d’optimisation de critére. Il s’agit de trouver parmi un ensemble d’éléments
celui (ou ceux) qui donne la valeur de critére préférée. L’élément (ou les éléments)
gagnant est appelé solution optimale du probléme, et si les éléments sont notés ¢, alors
I’élément optimal sera noté topt

L’opérateur d’analyse (1.14) est par exemple défini & ’aide d’un probléme d’optimi-
sation. Le critére est :

C(s;c,D) =|ls—c"-DJ3, (1.17)
le probléme d’optimisation est :

P min C(s,c,D) , (1.18)

ceRE
et les solutions du probléme sont :

opt

ct' =argP = arg rgﬂlg}{ C(s,c,D) (1.19)

Enfin, pour résoudre un probléme, il faut appliquer une méthode de calcul de la
solution. Nous appellerons algorithme la description de ’ensemble des calculs, ou
instructions, d’une méthode. Dans 'exemple précédent, 'algorithme est trés simple, il
s’agit d’une seule instruction :

c=(s-D")" . (1.20)

Souvent, il n’existe pas de maniére de calculer la solution de facon exacte. Les al-
gorithmes sont alors congus pour s’approcher au plus prés de la solution optimale. Il
existe pour les problémes d’optimisation des algorithmes classiques (descente de gra-
dient, annulation de gradient, ...) qui peuvent étre appliqués pour de nombreux critéres.
Lorsque ces algorithmes classiques sont trop complexes, ou pas applicables, il peut étre
intéressant d’utiliser des algorithmes heuristiques, qui reposent généralement sur des
régles empiriques simples et rapides, et qui fournissent des résultats raisonnablement
proches de la solution optimale. Cette proximité peut étre prouvée dans certains cas.

Un algorithme est dit séquentiel si les instructions sont effectuées I'une apreés 'autre,
et itératif s’il contient une boucle, c’est-a-dire si un ensemble d’instructions est appliqué
plusieurs fois de suite. Pour les algorithmes itératifs, un test effectué a chaque itération
permet de déterminer si la boucle doit étre arrétée ou non. Généralement, le test d’arrét
est effectué en comparant un critére calculé sur les variables & un seuil, et la boucle est
arrétée lorsque le critére franchit le seuil.
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La complexité d’un algorithme permet de mesurer son efficacité dans la recherche de
solution et dépend de deux parameétres qui varient avec la taille des données : le nombre
d’instructions nécessaires pour arriver a la solution, et la quantité de mémoire utilisée.

Pour finir, notons que les solutions optimales sur tout ’ensemble de recherche sont
aussi appelées optima globaux, et que les solutions optimales dans un voisinage sont
appelées optima locaux.

1.2.4 Critéres de parcimonie

Aprés ces quelques définitions, intéressons-nous aux principaux critéres qui ont été
élaborés pour mesurer la parcimonie et aux problémes qui leur sont associés.

Nous avions défini la parcimonie comme le fait qu'une majorité des coefficients
vaut zéro. Nous définissons alors la mesure de diversité stricte comme le nombre de
coefficients non-nuls (le nombre d’atomes utilisés). Nous la notons avec la pseudo-norme
20 : ||c||8, et nous expliciterons cette notation par la suite. La diversité est une mesure
du poids des coefficients.

Le probléme Py est le plus intuitif et consiste & trouver la décomposition exacte qui
minimise le nombre de coefficients non-nuls :

Po : min ||c||) tel que s =c? - D . (1.21)
c

Il a été prouvé [Nat95] que ce probléme est NP-complet, ce qui signifie de fagon intuitive
qu’il ne peut étre résolu que par une recherche exhaustive parmi toutes les combinaisons
d’atomes différentes. Lorsque les dimensions sont grandes, il est impossible & résoudre.
Il faut donc trouver une autre maniére d’imposer la parcimonie.

Pour pallier la limitation introduite par la diversité stricte, Chen, Donoho et Saun-
ders [CDS99] ont assoupli cette mesure de la parcimonie et remplacé la diversité stricte
par la norme ¢! définie par :

K

el =) lexl - (1.22)

k=1

La mesure de diversité est minimale si tous les coefficients sont nuls, sauf un, et elle est
maximale si le jeu de coefficients est plat, c’est-a-dire si tous les coefficients sont égaux.
Pour obtenir un jeu de coefficients parcimonieux, il faut donc minimiser cette diversité.
Le probléeme résultant Py est

Pi: min ||c||; tel que s =c? - D . (1.23)
c

Ce probléme peut étre résolu, notamment par des techniques de programmation
linéaire (voir section 2.2). Il est prouvé que si la solution du probléme Py a certaines
propriétés simples, alors c¢’est aussi la solution du probléme P; (voir la section suivante).
Du point de vue probabiliste, la norme ¢! correspond a la log-vraisemblance de coeffi-
cients dont la densité de probabilité a priori suit une loi de Laplace : p(c) oc e~ llell Te
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probléme P, est donc équivalent & une maximisation de la vraisemblance de la densité a
posteriori.
La diversité peut étre également calculée par la norme £7 :

K
lells = lewl (1.24)
k=1

avec 7 € [0,1]. Nous pouvons maintenant expliquer la notation abusive de la diversité
stricte par :||c[|) = lim, g ||c||7.
Le probléeme P, associé & cette mesure de diversité est :

P min ||c||7 tel que s =c’ -D , (1.25)
C

et le théoréme d’équivalence entre les problémes, déja évoqué et qui sera exposé dans
la section suivante, est également valable pour P,. Des algorithmes ont été développés
pour résoudre ce probléme et sont exposés au chapitre 2. L’interprétation probabiliste de
la norme ¢7 est que les coefficients suivent une loi gaussienne généralisée. Pour 7 € [0, 1],
cette loi impose des coefficients parcimonieux.

Nous pouvons enfin rappeler que le probléme Ps, appelé couramment probléme des
moindres carrés :

P : min ||c|j3 tel que s=c’ -D , (1.26)
C

a une solution directe : cOPt = (s- Q*)T. Les coefficients obtenus en minimisant ce
critére sont les coefficients de plus petite énergie, et ne sont pas parcimonieux [CDS99].
Du point de vue probabiliste, ce critére correspond a la log-vraisemblance de coefficients
avec a priori gaussien : p(c) o« e*CT'zilc, ou la matrice de covariance X est l'identité.

Au dela des critéres de parcimonie définis par la norme ¢7, Wickerhauser et Coif-
man [CW92] ont proposé de mesurer la parcimonie en calculant l’entropie de Shannon
des coefficients. Nous ne détaillons pas ce critére car nous ne l’utiliserons pas par la
suite.

Tous les problémes que nous venons d’exposer correspondent au cadre des décom-
positions exactes, et ils n’ont un intérét que pour des dictionnaires redondants. En effet,
les problémes n’ont pas de solution si le dictionnaire contient moins d’atomes que la
dimension, et un seul jeu de coefficients remplit la condition s = ¢’ - D, lorsque le
dictionnaire est une base, ce qui rend inutile la minimisation.

Intéressons-nous maintenant au cas de de 'approximation parcimonieuse de signaux.
Dans ce cas, le probléme est de trouver un jeu de coefficients & la fois parcimonieux et
permettant une reconstruction fidéle du signal. De fagon classique, la mesure de ’erreur
de reconstruction est l’erreur quadratique : ||s — c? -DJ|3, ce qui correspond & supposer,
dans le cadre probabiliste, que ’erreur est de distribution gaussienne.

Le probléme de "approximation, noté ’Pg ﬁ\v , s’écrit alors, quelle que soit la mesure
de parcimonie choisie (avec 0 < 7 < 2)

PEY: minfs— e’ DJE+A- el (1.27)
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La notation DN fait référence au Basis Pursuit De-Noising, proposé dans [CDS99],
qui correspond au probléme ’P{j N Le parameétre \ sert a régler la priorité entre les
deux termes de la somme. Si A est trés grand, alors la solution optimale sera trés
parcimonieuse, mais l'erreur peut étre grande. De 'autre coté, si A est trés petit, alors
Ierreur sera faible, mais les coefficients ne seront pas trés parcimonieux. Le réglage de
ce paramétre est généralement empirique, mais certaines méthodes [Eng00, KDMR ™ 03|
permettent de trouver automatiquement une valeur offrant un bon compromis.

De nombreux algorithmes permettent de résoudre les différents problémes, et les
plus marquants sont présentés au chapitre 2. Notons a nouveau que le probléme ’Péj N
appelé Method of Frame De-Noising [CDS99|, donne des coefficients qui ne sont pas

parcimonieux. Ils sont obtenus par cOPt = (§ -DT(D-DT + ). I)_I)T, ot I € REXK
est la matrice identité.

Avant d’exposer quelques résultats théoriques établis sur ces problémes, faisons un
aparté sur ’approximation et le bruit. Nous I'avons présentée jusqu’a maintenant comme
une maniére d’approcher la décomposition exacte, tout en augmentant la parcimonie
des coefficients. L’approximation peut étre vue également sous l’angle du modéle de
décomposition bruitée :

s=c -D+r. (1.28)

Ce modeéle peut étre interprété de facon générative : divers signaux, correspondant aux
atomes actifs, sont mesurés par un capteur, et r est le bruit de mesure de ce capteur di
& 'imprécision des instruments de mesure. Le bruit peut également correspondre a un
bruit réel capté. Dans les problémes ’P? N le bruit est supposé gaussien, et la paramétre
A dépend du niveau, qui peut étre connu, de ce bruit. Si le niveau du bruit est connu
et si 'objectif est d’identifier les atomes actifs dans ce bruit, alors le paramétre A ne va
pas étre réglé pour minimiser 1’erreur, mais pour que ’erreur soit du méme niveau que
le bruit.

1.2.5 Reésultats théoriques connus

De nombreuses études théoriques ont été menées pour caractériser les solutions des
problémes exposés dans la section précédente. Le théoréme le plus important est certai-
nement celui qui prouve sous certaines conditions ’optimalité d’un jeu de coefficients c
pour le probléme P.. Donoho et Elad [DE03| ont prouvé le théoréme pour 7 € {0,1}
et Gribonval et Nielsen [GN03b| pour 7 € [0, 1]. Le théoréme est le suivant :

Théoréme 1 Soit D un dictionnaire arbitraire dans un espace de Hilbert de dimension
. . . . K
finie ou infinie. Si s = ;| ¢ - d;, avec

Jell§ < 51 +1/M(D) (1.29)

alors ¢ est l'unique solution du probléme P, pour toutes les valeurs de 7, 0 < 7 < 1.
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La grandeur M (D) = supy; [( ds , dj, )| s’appelle la cohérence du dictionnaire D et
elle mesure la proximité entre les atomes du dictionnaire, dans le pire cas.

Le théoréeme permet d’assurer qu’un jeu de coefficients ¢ est 'unique solution op-
timale du probléme P, mais également qu’il est la solution optimale unique de tous
les probléemes P pour 0 < 7 < 1, et notamment de Py, qui, comme nous 1’avons déja
expliqué, est un probléme NP-complet dans le cas général.

Le théoréme prouve qu’un jeu de coefficients est la solution optimale, mais il ne donne
pas la méthode permettant de calculer cette solution. Certaines méthodes permettant
de tendre vers cette solution sont présentées au chapitre 2.

Notons que le théoréme se base sur le pire cas, ce qui implique que les conditions sont
trés rarement atteintes. Pour un dictionnaire redondant d’atomes normés, la cohérence
ne peut pas étre inférieure a 1/ VL. Si par exemple les atomes sont de taille L = 256,
le jeu de coefficients doit donc vérifier ||c|| < 8 et s = ¢! - D. Le cas de figure ot un
signal de taille 256 est décomposé exactement comme combinaison linéaire de 8 atomes
est trés restrictif, et n’arrive jamais en pratique. Gribonval et Nielsen proposent des
conditions moins restrictives dans [GN03a].

Un deuxiéme théoréme concerne les seuls problémes Pq et Py. Fuchs [Fuc04] et
Tropp[Tro04] ont prouvé que, sous certaines conditions différentes de celles du premier
théoréme, les deux problémes sont équivalents :

Théoréme 2 Supposons que le signal s se décompose exactement comme Zszl cr - dg,
dans un dictionnaire arbitraire D, et notons I = {k / ¢ # 0} et T l'opérateur de
synthése ¢ — Tr(c) = Y pcrck - di. Si

sup || Tr T (d)] < 1, (1.30)
keI

alors c, la solution qui minimise P1, est aussi la solution qui minimise Py.

Rappelons que la notation 771 désigne la pseudo-inverse de T7.

Concernant les problémes d’approximation parcimonieuse, Gribonval, Figueras et
Vandergheynst [GFV05] proposent un test déterminant si un jeu de coefficients c est
la solution de ’P(])) N et plus largement mesurant & quel point le jeu de coefficients est
proche de la solution optimale.

Apres toutes ces définitions et résultats théoriques, illustrons sur quelques exemples
simples les notions exposées jusqu’ici.

1.3 Illustration expérimentale

Nous présentons dans cette section quelques résultats expérimentaux permettant
d’illustrer trois notions précédemment exposées. Nous montrerons donc qu’un signal
peut étre parcimonieux dans une base, mais pas dans une autre, et que le choix du
dictionnaire doit refléter la nature du signal & décomposer. Dans un deuxiéme temps,
nous illustrerons l'intérét de la redondance sur un exemple simple. Nous terminerons
cette partie expérimentale par une comparaison des différents critéres de parcimonie
exposés précédemment.
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1.3.1 Le dictionnaire doit étre adapté a la nature des signaux

Pour illustrer 'intérét de bien choisir le dictionnaire, nous étudions deux signaux,
de taille . = 128. Le premier signal est la somme pondérée de dix atomes de la base
de cosinus. Le second signal est la somme pondérée de dix atomes de la base de Haar.
IIs sont représentés sur la figure 1.6, le premier signal & gauche et le deuxiéme & droite.
Le signal de gauche est oscille de fagon assez réguliére tandis que le signal de droite est
plus impulsif. Les deux signaux ont des natures trés différentes qui s’expriment lors de
leur représentation dans les deux bases.

Signal genere par la base de cosinus Signal genere par la base de Haar
2 2

WMWWWMWWMHN—"\H

20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120

Signal
o

oA —py———r— OV iAo A A

Coefficients sur
la base de cosinus

20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
55 2 2
38
n I
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Sg v '
= (2]
© ©
oL
CE_ -2
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120

FiG. 1.6 — Gauche : le signal est une somme de sinusoides. Droite : le signal est une
somme d’ondelettes de Haar. La ligne du milieu représente les coefficients de leur décom-
position sur la base de cosinus, et la ligne du bas les coefficients de leur décomposition
sur la base de Haar. Chaque signal est représenté trés efficacement dans sa base associée,
et pas du tout dans l'autre.

Sur la base de cosinus (au milieu, & gauche), le signal de gauche est représenté avec
dix coefficients non-nuls, ce qui correspond a la maniére dont il a été synthétisé. La
description est trés économique et explicite. En revanche, la décomposition du signal
sur la base de Haar (en bas, a gauche) donne des coefficients non-nuls répartis sur tous
les atomes. Cette description est compliquée & lire, et n’apporte pas une information
claire sur la nature du signal.

Le signal de droite suit la méme logique. Il se décompose avec seulement dix atomes
sur la base de Haar, en revanche tous les coefficients sont nécessaires pour décomposer
sur la base de cosinus.

Les mesures de parcimonie de ces exemples sont donnés a la section 1.3.3, pour les
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différents critéres. De facon visuelle, nous avons montré 'intérét d’utiliser un diction-
naire approprié pour obtenir une représentation parcimonieuse.

1.3.2 La redondance permet d’augmenter la parcimonie

Nous illustrons maintenant l'intérét des dictionnaires parcimonieux sur le méme
exemple. Rappelons tout d’abord qu’en considérant les atomes comme des éléments
générateurs du signal & décomposer, il n’y a aucun raison de supposer que seuls L
éléments contribuent & générer le signal, mais au contraire que le nombre d’éléments
générateurs est plus important que L. Dans le cas redondant, le dictionnaire forme un
grand catalogue contenant des formes précises de signal, contrairement & une base qui
contient L éléments modélisant grossiérement chaque partie de signal, sans en modéliser
une seule précisément. Intuitivement, plus il y a d’atomes générateurs, mieux la création
de chaque signal peut s’expliquer comme somme de peu d’atomes.

Utiliser un dictionnaire redondant permet de décomposer un signal sonore en tenant
compte de sa structure particuliére. Par exemple, le dictionnaire peut étre composé a
la fois des atomes de la base de cosinus et de ceux de la base de Haar, de facon & bien
représenter une superposition de composantes oscillatoires et d’impulsions.

En utilisant justement ce dictionnaire, créons un signal de taille L = 128 comme la
somme pondérée de 10 atomes de la base de cosinus et de 10 atomes de la base de Haar.
Il contient donc des sinusoides et des impulsions. Le signal est représenté en haut de la
figure 1.7.

Au milieu de la figure 1.7 sont représentés les coefficients qui ont servi a générer
le signal & partir du dictionnaire redondant contenant la base de cosinus et la base de
Haar. Ce dictionnaire contient K = 256 atomes et 256 coefficients sont donc représentés.
Seuls 20 d’entre eux sont non-nuls.

En bas de la figure 1.7, les coefficients de la décomposition du signal sur la base
de cosinus sont représentés a gauche (& droite pour la base de Haar). Aucune des deux
bases ne permet d’expliquer succinctement le signal, car tous les coefficients sont utili-
sés, et aucun n’est prépondérant. Seul un dictionnaire comprenant les atomes des deux
bases permet d’obtenir une décomposition efficace (au milieu). Nous pouvons cepen-
dant remarquer que dans la base de cosinus (en bas & gauche), les coefficients les plus
énergétiques correspondent aux atomes générateurs du signal (visibles au milieu), les
coefficients ayant été rangés dans le méme ordre. La méme remarque s’applique a la
base de Haar.

Notre exemple illustre I'intérét d’utiliser un dictionnaire redondant pour traiter un
signal qui contient des éléments de nature différentes. Aucune bonne décomposition
n’aurait pas pu étre obtenue en utilisant une base seule. L’intérét de la redondance
grandit avec le nombre de structures différentes dans le signal & traiter.

1.3.3 Comparaison des critéres de parcimonie

Nous avons montré dans la section 1.3.1 que le signal généré par la base de cosinus
n’est pas parcimonieux dans la base de Haar, et inversement. Vérifions-le de fagon
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Signal genere par cosinus + Haar
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F1G. 1.7 — Le signal composé de cosinus et d’ondelettes de Haar (haut) a une décompo-
sition efficace dans le dictionnaire réunissant les atomes de la base de cosinus et de la
base de Haar (milieu). En revanche, aucune des deux bases prise seule ne permet une
décomposition efficace.

numérique a ’aide des mesures de diversité présentées précédemment. Nous n’exposons
que les résultats pour le signal généré par la base de cosinus, pour des raisons de place
et d’intérét de la lecture. En effet, les résultats sont similaires pour les deux signaux.

Décomposition sur la base de Haar | Décomposition sur la base de cosinus
llcllo 128 10
lellf:3 40.14 5.51
lellx 14.69 4.02
leli3 2.75 3.31

La premiére ligne du tableau traduit le fait que 10 atomes de la base de cosinus ont
été sélectionnés pour créer le signal, et que 128 atomes, soit la totalité des atomes, sont
nécessaires pour décomposer le signal sur la base de Haar.

A travers les trois premieéres lignes, 'exemple illustre que les normes ¢7, avec 7 € [0, 1]
permettent de mesurer la diversité. Elles sont toujours plus élevées pour la colonne de
gauche, correspondant & la décomposition non parcimonieuse sur la base de Haar, que
pour la colonne de droite, qui correspond & la décomposition la plus parcimonieuse.

La ligne 4 montre quant a elle que la norme £ n’a pas de rapport avec la parcimonie.
En effet, la norme ¢2 est plus faible pour la colonne de gauche que pour la colonne de
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droite.

Intéressons-nous maintenant au signal généré par 20 atomes issus du dictionnaire
redondant formé des deux bases. Ce signal a donc une décomposition parcimonieuse sur
le dictionnaire union des deux bases, et la figure 1.7 montre que ni la base de cosinus, ni
la base de Haar ne donne & elle seule une décomposition parcimonieuse. Nous confirmons
cette analyse de facon chiffrée dans le tableau suivant, & I'aide des différentes mesures
de parcimonie.

Base de cosinus | Base de Haar | Union des bases de cosinus et de Haar
Ilcllo 128 128 20
llc]l§:2 62.49 61.80 17.69
llel| 40.48 38.01 18.85
llell? 26.37 26.37 26.82

Le tableau confirme que quelle que soit la mesure de parcimonie utilisée, pour 7 < 1,
les coefficients de la décomposition sur le dictionnaire redondant sont plus parcimonieux
que les coefficients de la décomposition sur une seule des deux bases. Il confirme égale-
ment, avec la quatriéme colonne, que les coefficients d’énergie minimale ne sont pas les
plus parcimonieux.

1.4 Conclusion et sommaire

Pour conclure ce chapitre et annoncer les prochains, nous allons rappeler les quelques
hypothéses de travail et énoncer les difficultés & surmonter pour utiliser les représenta-
tions parcimonieuses. Nous terminerons par un sommaire des chapitres suivants.

1.4.1 Hypothéses de travail

Nous avons déja annoncé que, pour la premiére partie de ce document, les signaux
sont de dimension finie et sont représentés par un vecteur s de taille L.

De méme, nous supposons que le nombre d’atomes K dans le dictionnaire est fini,
ce qui permet de représenter le dictionnaire par la matrice D, dont les K lignes sont les
atomes d;, de taille L, et les coefficients par le vecteur c, de taille K.

Rappelons également que nous avons restreint les signaux, les atomes, et les coeffi-
cients & étre & valeurs réelles.

Enfin, & travers les critéres de parcimonie définis par une norme ¢7, avec 7 € [0, 1],
nous supposons que les coefficients de la décomposition sont indépendants entre eux
et identiquement distribués, d’un point de vue probabiliste. En effet, sous ’angle des
probabilités, le critére ||c||T correspond a la log-vraisemblance des coefficients suivant
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de fagon indépendante une méme loi gaussienne généralisée :

K
lellf oclog J[] € - el (1.31)
k=1

ou C' et « sont des constantes.

Cette hypothése peut paraitre surprenante, car rien ne permet d’affirmer que les
coefficients sont réellement indépendants. Par exemple, sur I’exemple de la figure 1.4
qui représente la TFCT d’un signal de violon, les coefficients en relation harmonique
ont des comportements trés similaires, et certainement pas indépendants. De plus, dans
le cas de ’analyse exacte du signal, si le dictionnaire est redondant, alors les coefficients
ne peuvent pas étre indépendants, puisqu’ils forment une famille liée.

En revanche, l'idée d’indépendance n’est pas complétement éloignée de 1’élabora-
tion d’un dictionnaire efficace. En effet, reprenons 1’exemple de la TFCT du signal
de violon. Si des relations harmoniques fréquentes sont repérées dans le signal, alors
pour augmenter la parcimonie, il est judicieux d’ajouter dans le dictionnaire des atomes
harmoniques évitant de gaspiller plusieurs coefficients alors qu’un seul suffit. Des coeffi-
cients trés interdépendants cachent souvent une optimisation possible du dictionnaire.
L’indépendance entre les coefficients est I’objectif d’une méthode d’apprentissage de dic-
tionnaire présentée au chapitre 3, et nommée ’analyse en composantes indépendantes
(ACI).

Apres avoir exposé les quelques hypothéses de travail, listons les difficultés inhérentes
aux représentations parcimonieuses.

1.4.2 Difficultés

Nous avons expliqué dans 'introduction et dans ce chapitre que les représentations
parcimonieuses permettent d’éclairer la visualisation de signaux et sont un outil précieux
pour des applications telles que le codage, la séparation de sources, ou la classification.

Etant donné un dictionnaire d’atomes, le calcul des coefficients n’est en revanche
pas direct. Le choix d’un jeu de coefficients particulier, qui fait tout 'intérét des décom-
positions parcimonieuses, est également un probléme souvent compliqué.

La premiére difficulté consiste & formuler le probléme en fonction des propriétés
voulues sur les coefficients. Nous avons exposé dans la section 1.2 les formulations les
plus courantes du probléme du choix de coefficients parcimonieux et des théorémes éta-
blissant certaines relations d’équivalence entre ces problémes. Il faut néanmoins choisir
quel probléme utiliser pour calculer les coefficients, et notamment choisir les parameétres
T et A, pour les problémes P et ’Pg ﬁ\v )

La deuxiéme difficulté se trouve dans I’élaboration d’une méthode permettant de
résoudre le probléme posé. Le probléme peut étre trivial, comme P5 o1, en théorie,
la méthode de résolution est directe, mais aussi étre plus compliqué et nécessiter la
mise en ceuvre d’algorithmes complexes, dont le résultat n’est pas forcément la solution
optimale, et qui peuvent étre gourmands en temps de calcul et en mémoire. Notons
également qu’une voie paralléle consiste & élaborer un algorithme heuristique, détaché
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de toute idée de minimisation de critére, et de prouver ensuite la qualité de son résultat
pour approcher la solution optimale d’un probléme donné.

Enfin, la troisiéme grande difficulté des représentations parcimonieuses se trouve
dans le choix des atomes, car la parcimonie des coefficients dépend du dictionnaire uti-
lisé, comme nous ’avons montré dans la section 1.3. Ce probléme spécifique sera discuté
plus en détails dans le chapitre 3, et nous verrons notamment quels critéres devront étre
minimisés. Nous pouvons cependant dévoiler dés maintenant que les méthodes d’appren-
tissage de dictionnaire consistent en général & optimiser alternativement le dictionnaire
et les coefficients de la représentation, et que la mise & jour du dictionnaire est basée sur
la minimisation de I’erreur d’approximation de la représentation calculée précédemment.
Le calcul des coefficients correspond donc, pour ce genre de méthodes, & un probléme
d’approximation, ot il est nécessaire que ’erreur soit non-nulle pour que le dictionnaire
puisse évoluer.

1.4.3 Sommaire

Pour répondre a ces difficultés, nous allons exposer dans les chapitres suivants les
réponses apportées par la communauté, principalement depuis quinze ans. Dans le cha-
pitre 2, nous exposerons des méthodes de résolution des différents problémes de calcul
des coefficients. Dans un premier temps, nous exposerons des algorithmes heuristiques,
et notamment Matching Pursuit, que nous retrouverons par la suite. Nous trouverons
ensuite des méthodes de résolution des problémes ’Pg ﬁ\v , puis des méthodes de seuillage
alterné pour le probléme ’Pf f\v .

Le chapitre 3 sera consacré au probléme de ’apprentissage de dictionnaire. Nous
donnerons les motivations, formaliserons le probléme, et exposerons des méthodes de
résolution pour ’apprentissage de bases et de dictionnaires redondants, aprés un préli-
minaire sur les premiéres méthodes d’apprentissage que sont 'ACP et I’ACI.

Ensuite, dans le chapitre 4, nous poserons de maniére formelle le probléme de sé-
paration de sources et nous présenterons les méthodes classiques de résolution utilisant
les représentations parcimonieuses.

Enfin, le chapitre 5 fera un bilan critique de cet état de I’art et permettra d’introduire
le modéle d’atomes structurés que nous avons évoqué dans l'introduction.



Chapitre 2

Algorithmes de décomposition
parcimonieuse

Nous avons expliqué au chapitre 1 que ’approximation d’un signal en utilisant les
atomes d’un dictionnaire redondant n’est pas unique, a cause du caractére redondant
du dictionnaire, mais aussi de ’erreur de reconstruction non nulle. Il faut donc définir
une stratégie pour choisir un jeu de coefficients ¢ parmi tous les jeux possibles.

Nous présentons dans ce chapitre deux approches. La premiére est une approche
heuristique de sélection successive des atomes actifs. Les algorithmes implémentant cette
approche sont appelés algorithmes de poursuite et sont présentés a la section 2.1. Ils
sont rapides et conduisent sous certaines conditions & la solution optimale du probléme
PLY.

La deuxiéme approche regroupe les stratégies de minimisation d’un criteére. Hormis
pour le probléme ’PQ ﬁ\v , qui a une solution analytique directe, la minimisation des critéres
exposés dans le chapitre précédent nécessite le recours & des algorithmes complexes, qui
peuvent étre sous-optimaux selon les cas.

Une premiére famille d’algorithmes, présentés a la section 2.2, regroupe les algo-
rithmes de programmation linéaire et quadratique qui tendent & résoudre le probléme
Basis Pursuit ’Pf ﬁ\v de fagon exacte. Si les algorithmes que nous présentons permettent
de donner des solutions trés proches du minimiseur du critére, ils nécessitent néanmoins
un trés gros effort de calcul.

La deuxieme famille d’algorithmes, présentés a la section 2.3 regroupe les algorithmes
de seuillage itératif. Ces algorithmes rapides consistent & calculer les coefficients par
minimisation de l'erreur quadratique, puis a les seuiller, et & renouveler ce traitement
jusqu’a convergence.

2.1 Algorithmes de poursuite

Les algorithmes de poursuite, ou algorithmes gloutons, cherchent a résoudre le pro-
bléme ’P(If ﬁ\v a chaque itération. Cette optimisation locale n’assure cependant pas d’op-
timisation globale dans le cas général. La logique heuristique des algorithmes est la

o1
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suivante : chaque étape ajoute un atome & la décomposition, pour tendre vers une er-
reur nulle quand le nombre d’atomes est grand. A chaque étape, 'atome qui minimise
le plus le critére par son ajout est sélectionné. L’algorithme s’arréte quand un critére
d’arrét défini a priori est atteint.

Nous présentons dans un premier temps Matching Pursuit, qui est le premier al-
gorithme glouton, proposé par Mallat et Zhang en 1993 [MZ93|. Dans un deuxiéme
temps, nous exposons l’algorithme Orthogonal Matching Pursuit [PRK93] qui assure
une plus grande parcimonie et converge en un nombre fini d’itérations. D’autres algo-
rithmes gloutons [Nat95, CR01, KMPY05] ont été proposés dans la littérature mais
nous ne les présentons pas ici. Dans la suite de la thése, nous expliquerons pourquoi
nous avons choisi Matching Pursuit pour nos expériences.

2.1.1 Matching Pursuit

Le principe de Matching Pursuit (MP) est de sélectionner a chaque étape I'atome le
plus corrélé avec le signal. La décomposition aprés Matching Pursuit est de la forme :

I
§:Zci’dki+fl- (2.1)
=1

Le résidu initial r( est le signal s, et a chaque itération ¢, 'atome d;, sélectionné est
celui dont le produit scalaire avec le résidu r; est le plus grand.

Description de Matching Pursuit :

Initialisation du compteur ¢ := 0 et du résidu rg := s
Faire

1. Mise a jour du compteur ¢ :=1¢+ 1

2. Recherche de I'atome le plus corrélé :
k= argmax (£, s dy )l 22)
3. Calcul du nouveau coefficient : ¢; = ( s , i, )

4. Mise a jour du résidu : r; =1, 1 — ¢; - di,

Tant que la convergence n’est pas atteinte

Il faut noter que lors de cette procédure, un méme atome d;, peut étre sélectionné
plusieurs fois.

L’algorithme Matching Pursuit présente l'intérét d’étre trés rapide car il n’exige
que des calculs de produits scalaires, et aucune opération de type inversion de ma-
trice, contrairement a beaucoup des algorithmes que nous présentons plus loin. En
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contrepartie, le nombre d’itérations & effectuer avant de converger peut étre important,
notamment & cause de la possibilité de sélectionner plusieurs fois le méme atome.

A chaque itération, I’énergie de I'erreur diminue et la diversité des coefficients aug-
mente. L’erreur tend vers zéro quand le nombre d’itérations tend vers l'infini. Sous
certaines conditions assez sévéres sur la parcimonie de la solution optimale du probléme
’ng ﬁ\v , il est prouvé que l'algorithme Matching Pursuit tend vers cette solution [GN03b]
(voir la section 2.1.3).

2.1.2 Orthogonal Matching Pursuit

L’algorithme Orthogonal Matching Pursuit (OMP) repose sur le méme principe que
Matching Pursuit et la différence vient de la mise a jour des coefficients. En effet, a
chaque itération, au lieu de projeter le résidu sur ’atome sélectionné et de calculer
uniquement le dernier coefficient, tous les coefficients sont recalculés, en projetant le
signal s sur ’espace engendré par tous les atomes sélectionnés.

Cette mise & jour de tous les coefficients est obtenue par une orthogonalisation de
Gram-Schmidt sur les atomes déja sélectionnés. Il faut noter que si tous les atomes
sont orthogonaux entre eux, Orthogonal Matching Pursuit et Matching Pursuit sont
identiques.

Une propriété de OMP est de converger en un nombre fini d’itérations pour un signal
de dimension finie. En effet, dans le pire des cas, si la taille du signal est L, ’erreur sera
nulle au bout de L itérations, car les L atomes sélectionnés et orthonormalisés forment
une base orthogonale de 1’espace R Il faut signaler aussi que la projection interdit &
un atome déja sélectionné d’étre sélectionné de nouveau.

Nous notons D; = [glfl x -Qgi]T le sous-dictionnaire de D regroupant les % premiers

. . . T .
atomes sélectionnés et ¢; = [c1...¢;]" le vecteur des coefficients correspondants.

Description d’Orthogonal Matching Pursuit :

Initialisation du compteur ¢ := 0 et du résidu ry 1= s
Faire
1. Mise a jour du compteur ¢ := ¢+ 1

2. Recherche de I’atome le plus corrélé :

ki = arg max (11, di )P (2.3)

. . D,
3. Ajout du nouvel atome a la collection : D, = [ _dl ! ]
Ay,
4. Mise a jour des coefficients par projection du résidu sur ’espace engendré par les
1 premiers atomes : ¢ = (§ . Qﬁ)T avec D,7 = (D! -D,)"! - DY

5. Mise a jour du résidu : r; = 7,4 —c’ - D,
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Tant que la convergence n’est pas atteinte

La présentation matricielle de ’algorithme met en lumiére ’étape de projection, par
application de la pseudo-inverse & droite D, de la collection des i premiers atomes. Il
faut noter que cette pseudo-inverse peut étre calculée itérativement en fonction de la
pseudo-inverse D, ;. De méme, les coefficients peuvent étre calculés itérativement &
un moindre cotit. Pour les détails de ces simplifications, voir [PRK93].

2.1.3 Reésultats théoriques des algorithmes de poursuite

L’étude des propriétés de convergence des algorithmes Matching Pursuit et Orthogo-
nal Matching Pursuit a été intense dans les derniéres années. Il est prouvé que Matching
Pursuit converge — ’énergie du résidu tend vers 0 — & condition que le dictionnaire gé-
nére tout l'espace des signaux [Jon87|. Comme expliqué précédemment, Orthonormal
Matching Pursuit converge en un nombre fini d’itérations pour des signaux de dimension
finie.

Tropp [Tro04] et Gribonval et Vandergheynst [GV06| ont respectivement prouvé que
OMP et MP vérifient le théoréme suivant, qui montre que sous certaines conditions, les
“bons” atomes sont sélectionnés a chaque itération :

Théoréme 3 Supposons que le signal s se décompose exactement comme Zszl c - dy,
dans un dictionnaire arbitraire D, et notons I = {k | ¢ # 0}, et T; lopérateur

c—Tr(c) = percr-dy. Si
sup || T (dy)llh < 1, (2.4)
keI
alors MP et OMP retrowvent la décomposition, c’est-a-dire qu’a chaque pas, un atome
“correct” est choisi : Vi, k; € 1.

Ce théoreéme prouve que sous les mémes conditions que celles du théoréme 2, qui
prouve que la solution de Basis Pursuit est aussi solution de ’Pg f\v , les algorithmes MP

et OMP donnent la solution de ’P@ﬁ\v.
2.2 Programmation quadratique

Nous présentons dans cette section la famille des algorithmes de résolution du pro-
bléme ’Pf ﬁ\v , par des techniques de point fixe et de programmation quadratique.

2.2.1 Algorithme de point fixe : FOCUSS

L’algorithme FOCUSS [RKD99, RECT 03] est de type algorithme du point fixe sur
le critére c£§V(§,c,Q) :

C3 (s,¢.D) = s —c' D3+ c||7 - (2.5)
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Le point clé de 'algorithme FOCUSS est ’hypothése que le gradient de la diversité,
Ve(|[c||T), peut s’écrire comme :

Ve(llel[7) = alc) - TI(c) - ¢, (2.6)

ou «a(c) est strictement positif, et II(c) est une matrice diagonale définie positive. Si
I’hypothése est vérifiée, alors le gradient du critére Cg N (s,c,D) sécrit

V(€PN (s,¢,D)) = —2-D-(s—c’-D)" + X -alc) - T(c) -c . (2.7)
Au point fixe c*, le gradient est nul et donc

A-afc)

* DDT
c [__ + 5

—1
: H(C*)} D-s". (2.8)

A T’aide de la manipulation suivante :

T )\'Oé(C*) * - —1/ % T —1/ % )\'Oé(C*) -
D-D" +———"I(c")] -D=I"(c")-D- D" -II"(c") - D+ ——"-1
(2.9)
ou I est la matrice identité, ’équation (2.8) peut s’écrire sous la forme :
* —1/ % T —1/ % )\-Oé(C*) - T
¢'=I'(c")-D- D" I \(e") D+ 50 5T (210)

Cette nouvelle formulation permet d’utiliser la matrice TI"!(c) qui a une expression
plus simple que II(c) et qui est toujours définie. En effet, dans le cas de la diversité
|7, la matrice II(c) est la matrice diagonale de terme diagonal |c;|7~2, qui n’est pas
définie si un coefficient est nul, pour 7 < 1. En revanche, le terme diagonal de la matrice
IT!(c) est |cx]|?>™7, ou, pour 7 = 1, |cx|, ce qui est toujours défini.

L’équation (2.10) réduit également la complexité calculatoire et les problémes de
conditionnement, car la matrice & inverser est beaucoup plus petite et beaucoup mieux
conditionnée. En effet, dans I’équation (2.8), la matrice & inverser est de taille K x K,
avec K le nombre d’atomes dans le dictionnaire D, tandis que dans I’équation (2.10), la
matrice & inverser est de taille L x L, avec L la taille des signaux, qui est petite devant
le nombre d’atomes dans le cas des dictionnaires redondants.

L’algorithme qui découle de I’équation du point fixe (2.10) est le suivant :

Description de FOCUSS :

Initialisation du compteur i := 0 et des coefficients ¢(?)
Faire

1. Mise a jour du compteur ¢ :=1¢ + 1
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2. Mise a jour de la matrice TT71(c(—1)
I () = diag(le) ) (2.11)

3. Mise a jour du vecteur de coefficients ¢

-1

-

Tant que la convergence n’est pas atteinte

Il est prouvé [RECT03, Fuc06] que I’algorithme FOCUSS converge vers un unique
point fixe qui fait partie des minima locaux du critére Cgﬁ\v(g,c,g), pour 7 €]0,1] et
pour toute valeur de A > 0. Il faut noter [Fuc06] que lorsque A est grand, la solution
optimale est le vecteur nul.

L’initialisation des coefficients ¢(©) a une grande influence sur la vitesse de conver-
gence, ce qui permet d’introduire des connaissances a priorilors de l'initialisation [RKD99,
REC™03]. Il faut noter que I’équation de mise a jour des coefficients (2.12) est telle qu'un
coefficient mis & zéro & une itération restera & zéro pour toutes les itérations suivantes.
Lors de l'initialisation, il est donc impératif de n’avoir que des coefficients non-nuls
dans le vecteur ¢, Une initialisation standard qui conduit presque strement a des
coefficients non-nuls est la solution d’énergie minimale :

c® = (s-D*)" . (2.13)

2.2.2 Programmation quadratique

Le critere CP g\v (s,c,D) peut étre résolu par programmation quadratique. En effet,
en posant

¢f = max(cy,0) et (2.14)
¢, = max(—c,0) , (2.15)
les coefficients peuvent s’écrire
a=c —cp, (2.16)
lek| = cf + ¢ . (2.17)

Le critére C{) f\v (s,c,D) s’écrit alors sous la forme du programme quadratique sui-
vant :

min &-D-D' e+(A-1-2.5D')-¢

C

sous la contrainte — c,j <0etc, <0VEk (2.18)
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T N
avecé:[c+T C_T] et D = |: _D]) :| etl:[ll]

Ce programme quadratique est convexe et posséde au moins un minimum global qui
peut étre notamment obtenu par des algorithmes de point intérieur [Meh92, CDS99|
ou de gradient conjugué [GL96]. Ces méthodes génériques sont largement implémentées
dans les logiciels scientifiques mais elles présentent le défaut d’étre trés cotiteuses en
temps de calcul et en mémoire.

Des travaux récents ont permis d’accélérer la résolution de ce probléme, notamment
I'Iterative Reweighted Least-Squares (IRLS) [Fuc06], qui est trés proche de l’algorithme
FOCUSS, et I’approche par continuation homotopique [MCWO05, MF06]| qui permet de

trouver la solution exacte du probléme PP en un nombre fini d’itérations.

2.3 Seuillage alterné

Les algorithmes précédents proposent des solutions pour un dictionnaire général.
Lorsque le dictionnaire présente une structure particuliére, des stratégies peuvent étre
mises en place pour simplifier et accélérer la résolution. Nous présentons ainsi deux
algorithmes de seuillage doux (section 2.3.1) et de seuillage doux alterné (section 2.3.2)
pour minimiser C LA (s ¢,D) lorsque le dictionnaire est respectivement une base or-
thonormée et une union de bases orthonormées. Nous présentons en section 2.3.3 un
algorithme de seuillage itératif, basé sur le méme principe, mais applicable & tout type
de dictionnaire, sans contrainte de structure.

2.3.1 Seuillage doux

Lorsque le dictionnaire est une base orthonormée, la solution optimale de ’Pf f\v est
obtenue par seuillage doux [Don95, CDS99].

Rappelons que la matrice D d’une base orthonormée est carrée, et que son inverse
est égale & sa transposée : DT - D = D - D’ = I. Les bases d’ondelettes [Mal98] et
les cosinus locaux sont exemples de bases orthonormées utilisées pour le traitement de
signal ou d’images.

Pour une base orthonormeée, le critére Cf Y (s,¢,D) peut s’écrire sous la forme :

lle —cll3 +A-llefl (2.19)
avec el = s - DT, Le critére est alors séparable, c’est-a-dire qu’il dépend de facon
indépendante de chacun des parameétres ¢, k € [1, K] (noter que K = L).

Définissons la fonction de seuillage doux 7, par :

c—% ,siczg
m(c) = 0 ,sile<3 (2.20)
c—i—% ,sic < %

La fonction de seuillage doux 1)y est représentée sur la figure 2.1.
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n,(c)

FiG. 2.1 — Graphe de la fonction de seuillage doux.

Donoho a prouvé [Don95]| que les coefficients cOPt optimaux sont donnés par :
Pt — (D57, (2.21)

ce qui correspond a calculer les coefficients de la décomposition exacte, par D - s’ puis
a seuiller ces coefficients afin d’augmenter la parcimonie.

2.3.2 Seuillage doux alterné

Sardy, Bruce et Tseng [SBT00] proposent une méthode de seuillage doux alterné,
appelée aussi Block Coordinate Relaxation, lorsque le dictionnaire est constitué dune
union de bases orthonormeées. Cela correspond & toute union des bases orthonormales
précédemment citées dans la section 2.3.1. Par exemple, Daudet et Torrésani [DT02]
proposent d’utiliser 'union de la transformée en cosinus discréte modifiee (TCDM) et
d’une base d’ondelettes pour décomposer un signal sonore entre ses composantes tonales
(les parties oscillatoires), transitoires (les parties impulsives) et le bruit. Il faut noter
qu’ils n’utilisent pas la méthode de seuillage doux alterné pour la décomposition.

D,
Si le dictionnaire est D = : , 'algorithme consiste, & chaque étape, a choisir
Dp
une base D, a fixer les coefficients ¢,/ associés aux autres bases, et a mettre a jour les
coefficients ¢, associés a la base D,, par seuillage doux.

Description du seuillage doux alterné :

Initialisation du compteur i := 0 et des coefficients ¢ = [c;T ... cpT]

Faire
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1. Sélection d’une base D,

2. Retrait de la contribution des autres bases au signal : Sp =8~ Zp’#p cp/T 'Qp,

3. Mise a jour des coefficients associés a la base D,, par seuillage doux :

) :=m(D, 5,") (222)
4. Les autres coefficients sont inchangés :
cz()i/) = cz(jfl) Vo' #£p (2.23)

Tant que la convergence n’est pas atteinte

La sélection des bases D), peut s’effectuer dans 'ordre naturel, ou suivre une méthode
plus fine qui anticipe sur l'itération suivante pour sélectionner la base qui diminuera le
plus le critere Cfﬁ\v (s,c,D).

A chaque pas, alors que toutes les autres bases sont fixées, la mise a jour de la base D,
est optimale au sens du critére de Basis Pursuit. Il est prouvé que l’algorithme converge
vers le minimum du critére Cf f\v (s,c,D), que les bases D,, soient sélectionnées I'une
apres 'autre dans un ordre prédéfini, ou qu’elles soient sélectionnées selon une régle de
plus grande descente [SBT00]. Ici, la convergence signifie que le poids ||c(?||; est borné
et que tous les points fixes de I’algorithme sont une solution de Basis Pursuit.

Les coefficients doivent étre initialisés avant d’appliquer I'algorithme, par exemple
par régression linéaire (application de la pseudo-inverse & droite : c0 = (§'Q+)T).
L’algorithme de seuillage alterné permet d’accélérer la convergence par rapport a des
méthodes de programmation quadratique, notamment quand ’approximation est gros-
siére (A grand). En revanche, il est incapable de résoudre le probléme pour A — 0 car
le seuillage doux n’a aucun effet dans ce cas et les coefficients ne sont jamais modifiés.

2.3.3 Seuillage itératif

En se basant sur le principe de mise & jour itérative des coefficients par seuillage,
Figueiredo et Nowak [FN03|, Daubechies, Defrise et De Mol [DDMO04|, Combettes et
Wajs [CW05] et Elad [Ela] proposent diverses versions d’un algorithme de seuillage
itératif applicable a tout type de dictionnaire D, et non plus uniquement aux unions de
bases orthonormeées. L’algorithme est le suivant :

Description du seuillage itératif :

Initialisation du compteur i := 0 et des coefficients ¢(®) = 0
Faire la mise & jour des coefficients :

o = (ef 7 (s V"D, 4 )) (2.24)

Tant que la convergence n’est pas atteinte
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Le principe de ’algorithme est d’effectuer une descente de gradient avec un pas de
1 le long du gradient de l'erreur de reconstruction par rapport aux coefficients, puis
de seuiller les coefficients. Cet algorithme converge vers un minimum local du critére
cPY (s,c.D).

2.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre trois grandes familles d’algorithmes destinés
au calcul de coefficients parcimonieux dans un dictionnaire. Nous avons exposé dans
un premier temps les algorithmes heuristiques MP et OMP, qui recherchent les atomes
actifs un par un. Il est prouvé qu’ils convergent vers la solution de Py lorsque cette
solution est suffisamment parcimonieuse.

Nous avons ensuite présenté ’algorithme FOCUSS qui vise & résoudre le probléme
’PE f\v , puis les algorithmes de programmation quadratique et de seuillage alterné dédiés
au probléme de Basis Pursuit ’Pf e

Nous ne disposons pas d’étude comparative entre ces différents algorithmes qui per-
mette de montrer leurs points forts et leurs faiblesses. Nous pouvons cependant rappeler
que pour tous ces algorithmes, il existe un théoréme de convergence au moins vers un
optimum local d’un probléme de type P, ou ’PE f\v i

Notons dés maintenant que, dans la deuxiéme partie de la thése, nous étudierons
spécifiquement ’algorithme MP, afin de I’adapter & un modéle structuré d’atomes.

Armés de tous ces algorithmes de décomposition parcimonieuse, nous pouvons main-
tenant nous attaquer au probléme d’apprentissage des atomes permettant les décompo-
sitions les plus parcimonieuses. De nombreuses méthodes nécessitent en effet le recours
& un algorithme de décomposition parcimonieuse tel que ceux que nous venons de pré-
senter.



Chapitre 3

Apprentissage de dictionnaire

Nous avons présenté dans le chapitre précédent divers algorithmes pour le calcul
de la décomposition la plus parcimonieuse d’un signal sur un dictionnaire donné. Mais
la qualité et la parcimonie d’une décomposition dépendent, au deld du critére et de
I'algorithme utilisés, du choix d’un dictionnaire adapté & l’application désirée. Nous
discutons dans ce chapitre de la fagon de choisir le dictionnaire, soit parmi une famille
de dictionnaires connus, soit en calculant, en plus des coefficients, le dictionnaire le plus
adapté a un ensemble d’exemples de signaux.

3.1 Motivations

Les deux chapitres précédents sont dédiés au calcul de la décomposition la plus
parcimonieuse d’un signal sur un dictionnaire fixé, ce qui correspond au probléme :

cOPt — argminC(s,c,D) . (3.1)
C

Dans ce chapitre, nous traitons de 'adaptation et de ’apprentissage de diction-
naire, ce qui correspond a relacher un degré de liberté dans (3.1) : le dictionnaire D.
Il s’agit d’augmenter les chances que les signaux traités soient décomposés de facon
parcimonieuse. Pour cela, nous supprimons la contrainte d’un dictionnaire D fixé, et
nous choisissons le dictionnaire le plus favorable parmi un ensemble de dictionnaires .

Le dictionnaire optimal est le plus adapté aux signaux a traiter, au sens ou il re-
flete le mieux la nature des signaux. Ainsi, pour décomposer efficacement le son d’un
instrument, le dictionnaire doit représenter son timbre ainsi que sa tessiture (la palette
de notes que l'instrument peut jouer). Pour des images, le dictionnaire doit étre adapté
a la texture, mais aussi au type de contours. Par exemple, pour des images artificielles,
ou des photos de constructions humaines, les contours seront souvent des droites ou
des formes géométriques, contrairement aux scénes naturelles o les contours sont plus
libres.

D’une fagon générale, le dictionnaire doit étre en mesure de bien représenter les
motifs significativement récurrents du signal, par exemple les différentes notes dans un
enregistrement de piano, ou le complexe QRS dans un électrocardiogramme (ECG).

61



62 Apprentissage de dictionnaire

Les signaux utilisés pour la sélection ou 'apprentissage du dictionnaire doivent étre
de la méme classe, c’est-a-dire qu’ils doivent présenter des caractéristiques communes
qui permettent de les rassembler. Les signaux doivent donc étre & la fois assez proches
pour former une classe cohérente et assez divers pour inclure toutes les caractéristiques
communes de la classe. Si toute la diversité de la classe n’est pas présente dans les
signaux d’apprentissage, il est évident que le dictionnaire résultant sera mal adapté aux
caractéristiques manquantes.

Il faut noter que la recherche d’un dictionnaire adapté peut servir a réduire la com-
plexité ou la dimension des signaux. L’analyse en composantes principales (ACP), qui
est décrite dans la section 3.2, consiste ainsi & sélectionner les composantes les plus
énergétiques du signal pour former le dictionnaire.

3.1.1 Espace de recherche du dictionnaire

Le choix du dictionnaire se fait parmi un ensemble D, qui peut étre de plusieurs
natures :
— catalogue : c’est un ensemble de dictionnaires connus a prior: dans lesquels pio-
cher, selon un critére,

par exemple, D = {Dfouwrier pHaary (3.2)

— paramétrique : tous les dictionnaires sont analytiques et dépendent d’un ensemble
de paramétres. Le choix du dictionnaire consiste & optimiser ce jeu de paramétres,

par exemple, D = {Qg’j CT avec Ly la taille des fenétres} | (3.3)

— sous-ensemble de RE*K : ]es atomes sont décrits uniquement par leur forme d’onde
(ils n’ont pas de description analytique),

par exemple, D = {D € RE*K /|4, || = 1,Vk € [1, K]} . (3.4)

Nous ne traitons que le troisiéme point dans la suite de ce travail, bien que la section
suivante puisse s’appliquer aux trois points.

3.1.2 Meéthode d’optimisation du dictionnaire

Le choix du dictionnaire peut étre fait soit par connaissance experte des signaux
traités et des dictionnaires habituellement associés, soit par optimisation d’un critére.

Le premier cas, le choix par connaissance experte a priori, correspond surtout &
la sélection de dictionnaires dans un catalogue, ou & un dictionnaire dépendant de
peu de parameétres. Par exemple, comme mentionné dans la section 2.3.2, un signal
musical composé majoritairement de tonales (notes tenues, par exemple) se décompose
de fagon parcimonieuse sur un dictionnaire de type TCDM, et un signal composé de
transitoires (attaques de notes, par exemple) se décompose de fagon parcimonieuse sur
un dictionnaire d’ondelettes [DT02]. D’une facon analogue, il a été montré que les images
naturelles aux textures complexes se décomposent parcimonieusement sur une TDCM
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a deux dimensions, tandis que des dessins de bande dessinée sont mieux décomposés
par une transformée en “curvelettes” [SEDO04].

Le deuxiéme cas, I'optimisation d’un critére, peut correspondre & la recherche para-
métrique du dictionnaire. Par exemple, Coifman et Wickerhauser [CW92| ont proposé la
méthode Best Basis Selection qui choisit sur quelle base d’ondelettes D, est décomposée
chaque trame du signal 5., en fonction de l'entropie de sa décomposition s, D, L.

De facon générale, le probléme d’optimisation d’un critére de choix de dictionnaire
est le suivant :

Q
opt: . .
D arg min glrrgnc@q,c,g) : (3.5)
=

Le probléme (3.5) revient & chercher le dictionnaire qui permet la décomposition la
plus parcimonieuse, en moyenne, de ) signaux s,. Il est une double généralisation du
probleme (3.1), car le signal s est remplacé par une classe de signaux s, et le dictionnaire
est un paramétre libre & optimiser.

Le probléme (3.5) peut se noter également

D°P" = arg min [rrgnC(g,c,D)} : (3.6)

51

ou S = : et C = [c1...cq| sont respectivement les ) trames de signal et les
3Q

coefficients de leur décomposition sur le dictionnaire D. La notation des critéres est

étendue des vecteurs aux matrices par :

Q

C(S,C,D)=> C(s,cyD) . (3.7)
q=1

Notons que le probléme (3.5) repose sur ’hypothése probabiliste de signaux indé-
pendants entre eux. Etant donné qu’ils participent & la méme classe, les signaux ont
pourtant des caractéristiques communes qui doivent transparaitre dans leur distribu-
tion conjointe. L’indépendance supposée entre les signaux n’est due qu’a des raisons de
simplicité de calcul, de la méme facon que les coefficients de la décomposition ont été
supposés indépendants. Nous ne chercherons pas par la suite & détailler les conséquences
de cette approximation.

3.1.3 Sommaire

Les trois derniéres sections de ce chapitre décrivent les trois grandes familles d’ap-
prentissage d’un dictionnaire non-analytique, qui tentent de répondre au probléme (3.5).
Elles correspondent au troisiéme point de la section 3.1.1.

Dans la section 3.2, nous exposons I’Analyse en Composantes Principales (ACP), qui
est un outil classique d’analyse de données et de réduction d’information, mais qui ne
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favorise pas la parcimonie. Dans la section 3.3, nous décrivons I’Analyse en Composantes
Indépendantes, qui vise & dépasser la décorrélation apportée par PACP, et pose les
principes de l'apprentissage de dictionnaire pour les décompositions parcimonieuses, ou
“sparse coding”, qui est traité dans les sections 3.4 et 3.5.

3.2 Analyse en Composantes Principales

L’Analyse en Composantes Principales (ACP) est un outil classique de traitement
de signal qui permet de réduire la dimension des données & traiter. Dans le cadre de
I’apprentissage de dictionnaire, ’ACP revient & calculer une base orthonormale, aux
propriétés énergétiques particuliéres, mais sans lien avec la parcimonie. Les coefficients
obtenus par transformation du signal sur ce dictionnaire sont notamment décorrélés
entre eux.

Les travaux de Pearson [Pea0l]| sont les premiers pas vers I’ACP et permettent de
trouver, pour un nuage de points, les axes principaux qui générent ’hyperplan tel que le
carré de la distance de ’hyperplan aux points est minimal en moyenne. Hotelling [Hot33],
sans lien avec les travaux de Pearson, a établi le calcul des composantes principales,
afin d’étudier les relations de corrélation entre les différentes composantes d’un vecteur
d’observation.

L’ACP, aussi appelée transformée de Karhunen-Loéve [Kar46, Loé55] ou transformée
de Hotelling [Hot33| consiste, a partir d’un nuage de vecteurs sy de dimension L, et pour
une dimension K donnée inférieure & L, a trouver une des bases orthogonales du sous-
espace de dimension K qui conservent le plus d’énergie des vecteurs.

Définissons ]DEON ={D ¢ REXL / DD =1 K } 'ensemble des bases orthonormales
du sous-espace de dimension K. L’objectif de ’ACP est de trouver la base orthonormale
D de I’espace de dimension L telle que chacune de ses sous-matrices Dy (les K premiéres
lignes de D) soit I’élément de ]D)EON donnant les coefficients les plus énergétiques. En
termes mathématiques, chaque sous-matrice Dy, pour K € [1, L], minimise :

Q
> llsy DT (3.8)
q=1

Une premiére maniére pour trouver les atomes d;, du dictionnaire consiste a mini-
miser successivement le critére (3.8) pour K allant de 1 & L, en forcant les K — 1 lignes
de Dy a étre la matrice Dy _; obtenue au rang précédent.

Une deuxiéme méthode consiste & effectuer une décomposition en valeurs singuliéres
de la matrice S = [§1T .. .§QT] :

s=ul.A.v, (3.9)

ot U et V sont des matrices orthonormales, et ou les L premiéres lignes de A forment
une matrice diagonale contenant les valeurs singuliéres, en ordre décroissant d’énergie,
alors que les autres lignes sont nulles. Le dictionnaire D optimal est alors donné par la
matrice V (notée sans gras pour indiquer qu’elle est une matrice carrée de taille L x L).
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I’ACP est un outil puissant d’analyse statistique et de réduction de dimension,
et dans le cadre de l'analyse de signaux, elle permet d’extraire notamment la forme
d’onde la plus corrélée avec toutes les trames s,. Nous verrons dans la deuxiéme partie
de la thése que cette propriété peut étre exploitée pour élaborer des dictionnaires aux
propriétés parcimonieuses.

En revanche, en tant que telle, la matrice orthogonale obtenue par ACP est un
dictionnaire qui n’a aucune bonne propriété de parcimonie. La contrainte d’orthogona-
lité entre les atomes est notamment trés restrictive. La deuxiéme restriction concerne la
non-redondance de ce dictionnaire. En effet, nous avons déja évoqué le fait que la redon-
dance permet d’augmenter le choix d’atomes lors de la décomposition et ainsi augmente
la capacité a produire des décompositions parcimonieuses.

En rappelant que L est la taille des signaux, 'ACP a @ degrés de libertés, et
non L x L, de par la contrainte d’orthogonalité.

La section suivante propose des méthodes statistiques basées sur l'indépendance
entre les coefficients permettant de relacher la contrainte d’orthogonalité entre les atomes.

3.3 Analyse en Composantes Indépendantes

L’Analyse en Composantes Indépendantes (ACI) est une technique d’analyse sta-
tistique de données multivariées qui cherche & extraire les processus indépendants qui
générent ces données. Du point de vue de 'apprentissage de dictionnaire, il s’agit d’ap-
prendre une matrice carrée D inversible. Comme pour ’ACP, le dictionnaire est une
base, et non pas un dictionnaire redondant.

Le modele de ’ACI est :

s=c"-D, (3.10)

ou S représente les données multivariées, et C représente les composantes indépendantes.
L’objectif de ’ACI est de trouver, & partir des données S, une matrice de séparation
B =D !, telle que les composantes Y :

Y=(s-B), (3.11)

soient les plus indépendantes possible entre elles, au sens statistique. La notation B,
avec la barre au dessus plutét qu’en dessous, signifie que la taille de la matrice est L x K.
Ici, la différence de notation est surtout sémantique puisque D et B sont carrées.

Rappelons que I'indépendance statistique entre deux variables signifie que la connais-
sance de la valeur de 'une n’apporte aucune connaissance sur la valeur de l’autre.
Mathématiquement, I'indépendance entre les composantes yj est définie & partir des
densités de probabilité marginales et de la densité de probabilité jointe par :

K
plyr,--yx) = [[ plve) (3.12)
k=1
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Par rapport & 'ACP, I’ACI va plus loin en passant de la décorrélation entre coeffi-
cients a l'indépendance statistique. En effet, les composantes principales sont orthogo-
nales entre elles, ce qui correspond & une intercorrélation nulle entre deux composantes
du point de vue statistique. En revanche, l'orthogonalité n’impose rien pour les moments
d’ordre supérieurs & deux, et n’impose donc pas I'indépendance.

Pour une variable gaussienne :

pe(x) = \/;76)(1) (— (2;2“ )) : (3.13)

ot 4 est la moyenne, et o? est la variance, tous les moments d’ordre supérieur & deux
sont nuls et les notions de décorrélation et d’indépendance sont équivalentes. En un sens,
I’ACP est donc une ACI ou les coefficients sont supposés de distribution gaussienne.

Tout Uintérét de ’ACI est justement de s’éloigner le plus possible de 'ACP et de
chercher les distributions les “moins gaussiennes” pour tendre vers 'indépendance. Une
premiére technique, exposée & la section 3.3.1, consiste & maximiser un critére de “non-
gaussianité” de la distribution. Sachant que la distribution des composantes issus de
I’ACP est gaussienne et donc trés peu parcimonieuse, une autre technique, exposée a la
section 3.3.2, consiste & imposer aux composantes des distributions connues pour leurs
propriétés de parcimonie, tout en supposant que les composantes sont indépendantes.
Cette deuxieéme technique est le point de départ historique des méthodes d’apprentissage
de dictionnaire pour les décompositions parcimonieuses, qui est le sujet principal de cette
these.

Historiquement, I’ACI est apparue au milieu des années 80 pour des applications
de neurophysiologie, grace a Hérault, Jutten et Ans [HJA85|. Cardoso [Car89| et Co-
mon [Com89] ont introduit en 1989 les méthodes a base de tenseurs de cumulants
d’ordre supérieur — implicitement, d’ordre supérieur a 2 — et l'algorithme JADE, basé
sur ces méthodes a été proposé en 1993 par Cardoso [CS93]. Le principe d’information-
maximisation (infomax) a été utilisé par Bell et Sejnowski en 1995 pour I’ACI [BS95].
Enfin, Hyvérinen et Oja ont présenté en 1997 [HO97| l'algorithme de point fixe Fas-
tICA, qui permet de traiter des données importantes grace a sa rapidité calculatoire.
Pour plus de détails, se référer a ’historique de I’ACI exposé dans [HKOO01].

Le probléme de la séparation de sources, qui est exposé au chapitre 4, est ’application
majeure de 'ACI. Nous discutons dans la section 5.1 du lien trés fort entre les trois
notions d’ACI, de séparation de sources, et d’apprentissage de dictionnaire.

Comme mentionné plus tot, une description détaillée des critéres et algorithmes
d’ACI est disponible dans [HKOO1]. Nous ne les détaillons pas ici, mais listons les
quelques critéres permettant de tendre vers I'indépendance.

3.3.1 ACI par non-gaussianité

Une premiére famille de méthodes [Car89, Com89| consiste a assimiler indépendance
a “non-gaussianité”. En effet, le théoréme de la limite centrale établit que sous certaines
conditions, la distribution de la somme de k variables aléatoires tend vers une distri-
bution gaussienne lorsque k tend vers I'infini. Cela signifie qu’en général la distribution
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d’une somme de deux variables aléatoires est plus proche d’une loi normale que chacune
des deux distributions initiales. Ainsi, pour retrouver les distributions initiales & par-
tir d’un mélange, le principe est de chercher les distributions les moins proches d’une
loi normale. Cette méthode ne peut marcher que si au plus une distribution initiale est
normale (cela correspond d’ailleurs souvent, lorsque ’ACT est utilisée pour la séparation
de sources, a la modélisation du bruit).

La non-gaussianité est généralement mesurée a ’aide du cumulant d’ordre 4, nommé
kurtosis, qui doit étre maximisé, & variance fixée. Une autre mesure de non-gaussianité
est la “negentropie”, définie comme la différence entre ’entropie d’une variable gaus-
sienne et ’entropie de la composante y. Elle est basée sur le fait que l’entropie est
maximale quand la variable est gaussienne. L’objectif est alors de maximiser, & va-
riance fixée, la negentropie, qui est toujours positive ou nulle, et vaut zéro lorsque les
composantes sont gaussiennes.

3.3.2 ACI par maximum de vraisemblance

La deuxiéme grande famille de méthodes [BS95, HO97]| est basée sur le principe
de maximum de vraisemblance, qui choisit la matrice de séparation B maximisant la
vraisemblance des données S. Les coefficients, de distribution supposée connue a priori,
sont des données cachées car ils peuvent étre exprimés avec S et B. Toute la difficulté
réside dans le choix de la distribution a priori sur les composantes. Souvent, la dis-
tribution choisie est parcimonieuse, comme par exemple la loi laplacienne. C’est avec
les méthodes d’ACI par maximum de vraisemblance qu’est né le champ spécifique de
I’apprentissage de dictionnaire pour des décompositions parcimonieuses, détaillé dans
les sections 3.4 et 3.5.

Dans de nombreuses méthodes d’ACI, la moitié du travail est effectuée lors d’une
étape de blanchiment. Cette étape transforme les observations S en observations blan-
chies, qui ont une matrice de covariance identité, ce qui signifie que ces observations sont
orthogonales, et de variance unité. Grace a cette étape préalable, la deuxiéme moitié
du travail, qui consiste a tendre vers l'indépendance, est limitée & la recherche d’une
matrice orthogonale. Le nombre de paramétres a optimiser passe donc de L? a @

L’ACI a un lien particulier avec la recherche de la parcimonie, car les méthodes par
maximum de vraisemblance imposent aux coefficients d’avoir une distribution parcimo-
nieuse. Dans le cadre bayésien, imposer une loi laplacienne sur les coefficients :

A
py(y) = 5 exp(=Alyl) , (3.14)
conduit a la minimisation suivante :

B — argmin [B- S| . (3.15)
B

Il s’agit de minimiser la diversité en norme ! des coefficients, par rapport aux co-
efficients et au dictionnaire. Les coefficients étant obtenus par inversion du dictionnaire
(application de B), le critére & minimiser ne dépend que du dictionnaire.
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L’ACI est limitée au cas d’'une matrice de séparation carrée, ce qui empéche toute
redondance. Quelques pistes ont été proposées pour relacher cette contrainte en propo-
sant de chercher des composantes quasi-orthogonales, aprés blanchiment, au lieu de la
stricte orthogonalité [HCO99, Car92|. Le probléme est cependant plus compliqué dans
le cas redondant : il ne suffit pas de trouver le dictionnaire, il faut également estimer
les composantes. Afin de tendre vers la parcimonie, notamment pour des dictionnaires
redondants, il convient donc d’adopter des critéres spécifiques.

Nous présentons dans la section suivante le domaine de I'apprentissage de diction-
naire pour les décompositions parcimonieuses, qui a émergé du monde de ’ACI pour
devenir une discipline & part entiére vers 1995.

3.4 Apprentissage de base pour la décomposition parcimo-
nieuse exacte

Le probléme de ’apprentissage de dictionnaire est de trouver le dictionnaire D qui
permet la décomposition la plus parcimonieuse d’'un ensemble de signaux d’apprentis-
sage S,

Historiquement, le probleme a été abordé du point de vue probabiliste, sous le
formalisme bayesien. Dans cette thése, nous établissons systématiquement le lien entre
ce formalisme et la minimisation d’un critére dont nous expliquons la signification de
chaque terme.

Selon les a priori et les approximations du modéle probabiliste, trois contraintes
contradictoires pourront étre présentes sous différentes formes dans le critére & minimi-
ser, & savoir :

1. le poids de l'erreur de reconstruction,
2. la diversité des coefficients,
3. le poids du dictionnaire,

soit

Q Q
D llsg =g -Dl3+ > flcg) + 9(D) (3.16)
q=1 q=1

Dans le cas ou la décomposition n’est pas exacte, le premier terme sert a maitriser
le poids de l’erreur, pour coller au mieux aux signaux d’apprentissage.

Le deuxiéme terme impose quant & lui une certaine parcimonie aux coefficients.

Enfin, le troisiéme terme est nécessaire pour éviter, en vertu de ’égalité

1
"D =(a-c") (D), (3.17)
o
pour tout a # 0, la situation inintéressante ot « tend vers zéro, ce qui fait artificielle-
ment diminuer le poids des coefficients et augmenter celui du dictionnaire, sans résoudre
le probléme. Le troisiéme terme sert & normaliser le dictionnaire, et prendra différentes
formes selon les cas.
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Nous traitons dans cette section le probléme de I’apprentissage d’un dictionnaire
non-redondant, ou base, permettant la décomposition parcimonieuse exacte des signaux
d’apprentissage. Dans la section 3.5, nous nous intéresserons a l'apprentissage d'un dic-
tionnaire redondant, permettant une approximation parcimonieuse des signaux d’ap-
prentissage.

Dans cette section, I’approche [BS95, BS97, HO97]| est treés lice a ’ACI, car le dic-
tionnaire est une matrice carrée, et I'erreur de reconstruction est nulle. Cette approche
a déja été abordée a la section 3.3.2 sous 'angle du maximum de vraisemblance. Le
modeéle est :

s=c’'-D. (3.18)

3.4.1 Principe probabiliste : maximum de vraisemblance

Si la distribution pc(c) des coefficients ¢ est connue a priori, et si les coefficients

(inconnus) sont remplacés par (§ . Qil)T, la log-vraisemblance des signaux observés s
connaissant le dictionnaire D [BS95, HKOO01] s’exprime comme :

q

Q
£D) = | > toge ({5, D)) | +loglder DY) (3.19)
q=1

avec det D™! le déterminant de la matrice D™.
En notant la moyenne E{t} = 52(?:1 tq, maximiser la vraisemblance correspond
donc au probléme de minimisation suivant :

DP' = argmin A~ E{f(s- D™")} + log |det D], (320)

ot la densité de probabilité s’écrit pe(c) o< exp(—Af(cT)). Si les coefficients sont sup-
posés laplaciens, par exemple, f(c) = ||c||1.

3.4.2 Interprétation en tant que critére

Le critére & minimiser dans le probléme (3.20) se compose de deux termes seulement.
En effet, le terme de minimisation de I’erreur n’a pas lieu d’étre, puisque 'erreur est
nulle. Le premier terme du critére est une mesure de diversité, qui peut prendre des
formes différentes selon la loi a priori des coefficients. Minimiser ce terme correspond
& augmenter la parcimonie des coefficients. Le deuxiéme terme contréle le poids du
dictionnaire pour répondre au besoin de normalisation du dictionnaire.

Il est intéressant de noter, dans le cas d’un dictionnaire carré et en I’absence de bruit,
que les coefficients ¢ disparaissent du critére, et que la minimisation se fait directement
sur le dictionnaire.



70 Apprentissage de dictionnaire

3.4.3 Deérivation du critére

Nous introduisons la matrice inverse B = D ™!, car la minimisation du critére (3.20)
par rapport & B est équivalente & la minimisation par rapport a D, et la solution est
plus facile & obtenir. Ainsi, le probléme devient :

B°P" — argmin A - E{f(s - B)} — log |det B , (3.21)
B

La dérivation du critére du probléme (3.21) par rapport a l'inverse du dictionnaire
est la suivante :

Vg £(B) = - E{Vg f(s-B)} - (ET)_l . (3.22)

Si nous supposons que les coefficients sont mutuellement indépendants, alors f(c) =

ZkK:1 fr(er), et :
Vg f(s-B)=s"-g"(s-B), (3.23)

ot g7 (c) = [g1(c1) - gr(cK)], avec g, = fi qui est la dérivée de fi. Il faut noter qu’en
général, les coefficients sont également supposés identiquement distribués, ce qui signifie
que toutes les fonctions fi sont identiques, ainsi que les fonctions g.

L’hypothése d'indépendance entre les coefficients fait un lien direct avec ’ACI. Il faut
noter que dans 'immense majorité des méthodes d’apprentissage de dictionnaire, ou de
décomposition parcimonieuse, les coefficients sont supposés indépendants. Par exemple,
I’hypotheése de coefficients laplaciens et indépendants explique de facon probabiliste le
choix de la mesure de diversité ||c||;.

3.4.4 Algorithme de Bell-Sejnowki

Plusieurs algorithmes découlent de ce formalisme. L’algorithme proposé par Bell
et Sejnowski [BS95]| est un algorithme du gradient, ou la mise & jour de l'inverse du

dictionnaire B; est :
Biyi=Bi+pu \-E{sT-g"(s By} - (BZ- ) ), (3.24)

avec p le pas de ’algorithme.
La genése de cet algorithme est expliquée dans [BS95| non par maximum de vrai-
semblance, mais par le principe d’infomax.

3.4.5 Algorithme de Hyvirinen

L’utilisation du gradient naturel permet d’améliorer la vitesse de convergence et le
conditionnement de la vraisemblance. Le gradient naturel, défini par Amari [Ama98|,
s’écrit dans le cas d’un gradient par rapport & une matrice comme :

Vit £B)=B B - Vg L(B). (3.25)
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Il permet de conserver le point d’équilibre d’un critére, tout en améliorant la stabilité
autour de ce point. Ainsi, ’algorithme du gradient naturel, dérivé de I’algorithme décrit
en (3.24), s’écrit :

Bis1=Bi+u-Bi- (A BE{ci-g' ()} - 1) (3.26)

oi ¢! = s B;. La phase d’inversion de EiT présente dans (3.24) a ainsi disparu.
En blanchissant au préalable les signaux d’apprentissage, cet algorithme devient
FastICA [HO97], un algorithme classique d’ICA. Hyvérinen conseille d’effectuer le blan-

chiment pour améliorer la rapidité et le conditionnement de la résolution.

3.4.6 Choix de la distribution des coefficients

Le choix de la fonction f peut étre fait par rapport & la mesure de diversité,
comme expliqué précédemment (f;(t) = |¢]|), mais aussi, comme dans le domaine des ré-
seaux de neurones, parmi un ensemble de fonctions de non-linéarité classiques (fa(t) =
—arctan(t), f3(t) = —tanh(t)/2 et fu(t) = —#) Le choix de la fonction, corres-
pondant au choix de 1’a priori sur les coefficients, est 1'objet de recherches dans les
domaines de 'apprentissage de dictionnaires, de I’ACI et des réseaux de neurones, et
repose essentiellement sur 1’expertise.

3.5 Apprentissage de dictionnaire redondant pour ’approxi-
mation parcimonieuse

Comme expliqué en section 1.3.2, I'intérét des décompositions parcimonieuses réside
particulierement dans I'utilisation de dictionnaires redondants, qui par leur plus grande
diversité d’atomes permettent de mieux correspondre a 'esprit de décomposition d’un
signal comme somme de quelques atomes.

Les études dédiées a ’apprentissage de dictionnaire redondant considérent une dé-
composition approchée, et non pas exacte, du signal sur le dictionnaire. Le modéle est
le suivant :

s=cl -D+r. (3.27)

Il faut noter que les algorithmes proposés dans cette section permettent également
d’apprendre une base non-redondante, dans le cas bruité.

Contrairement au cas précédent d’une base, et d’une erreur de reconstruction nulle,
les coefficients ¢ ne peuvent pas étre remplacés dans les critéres par (§ -Qil)T, ou
toute autre expression analytique. En effet, comme nous I’avons expliqué au chapitre 1,
il faut recourir & une méthode spécifique pour déterminer les coefficients en raison de
la redondance et de I’erreur de reconstruction.
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3.5.1 Interprétation probabiliste : maximum de vraisemblance

Le principe de toutes les méthodes d’apprentissage de dictionnaire [OF96b, OF97,
OF96a, LOY9, LS00, LLGS99, KDMR™03, EAH, ERKD99, Gir01, OMO00] est de trou-
ver le dictionnaire qui maximise la log-vraisemblance £ des données s connaissant le
dictionnaire D :

L = E{logp(s|D)} , (3.28)

ou E{-} correspond a l’espérance sur les données, et par abus de notation, a la moyenne
sur les () signaux s,. Par principe d’ergodicité, en effet, I'espérance peut étre d’autant
mieux approchée par la moyenne sur () trames que () est élevé et que les trames couvrent
une grande partie de ’espace des signaux.

Deux types de méthodes sont communément utilisées pour maximiser la vraisem-
blance : les méthodes utilisant le gradient par rapport au dictionnaire :

vp £ = 2 EloepsD)}
qui sont exposées dans les sections suivantes, et ’algorithme “Expectation-Maximization”
(EM [DLD77]) exposé dans la section 3.5.5.
Pour les méthodes utilisant le gradient, le dictionnaire est soit obtenu directement
par annulation du gradient :

(3.29)

Vopt £=0 (3.30)

soit par descente de gradient & partir d’un dictionnaire initial, avec y le pas d’appren-
tissage :

D:=D+u-Vp L. (3.31)

Toute la difficulté réside dans le calcul du gradient Vp £, qui peut s’écrire (calculs
en annexe A.2) comme :

9 logp(s|D, c)
Vb £ = E{E{ 7D ’ Ip(cls,D)} - (3.32)
Il faut en effet étre en mesure de calculer ’espérance de %%'QC) sous la distri-
bution a posteriori des coefficients p(c|s,D), qui ne permet pas de calculs analytiques
pour la distribution a priori des coefficients p(c) classique (loi laplacienne). Il faut donc
approcher la loi a posteriori d’'une certaine maniére pour pouvoir calculer le gradient.
La loi p(s|D,c) correspond quant a elle a la distribution du bruit r, qui est de
maniére classique supposée gaussienne i.i.d. de moyenne nulle et variance O'z connue.
Par conséquent, la dérivée de logp(s|D, c) peut se calculer et vaut :
9 log p(s|D, c) 1 T o7

P o s-¢"D) e (3.33)

13 Do

Nous exposons dans les sections suivantes les méthodes correspondant a différentes
modélisations de la loi a posterior: :
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1. section 3.5.2 :1aloi p(c|s, D) est dc—¢, ce qui correspond a remplacer les coefficients
c, dans l'intégrale, par les coefficients ¢ calculés explicitement. Il n’y a alors plus
de degré de liberté sur les coefficients.

2. section 3.5.3 : la loi p(c|s, D) est une loi gaussienne centrée autour des coefficients
estimés ¢. Les coefficients sont donc fortement influencés par ¢ mais conservent
une certaine liberté autour de ce point, dans la limite de la variance autorisée.

3. section 3.5.4 : la loi p(c|s, D) peut étre calculée analytiquement & partir de la loi a
priori p(c). L'intégrale est estimée par une méthode de Monte-Carlo, qui consiste
a tirer un grand nombre de jeux de coefficients c, suivant la loi p(c|s,D) et a
approcher l'intégrale par la moyenne sur tous ces tirages.

3.5.2 Mise a jour alternée des coefficients et du dictionnaire - calcul
explicite des coefficients

Dans les premiers travaux de Olshausen et Field [OF96b, OF97, OF96al, et pour les
algorithmes du méme type [KDMRT03, EAH, ERKD99, AEB05, AEB06], la distribu-
tion p(c) est approchée par de—¢, ol € sont les coefficients estimés avant la mise & jour de
D, par un algorithme de décomposition parcimonieuse. Cela signifie que les coefficients
sont fixés lors du calcul du dictionnaire. Tous les algorithmes de cette section sont basés
sur le principe suivant :

Principe des algorithmes d’apprentissage :

Initialisation du dictionnaire Dy
Faire

1. Pour chaque signal d’apprentissage s,, calcul des coefficients ¢, sur le dictionnaire
D, par un algorithme de décomposition parcimonieuse

2. Mise a jour du dictionnaire D, ; & partir des signaux s, et des coefficients ¢,
fixés :

D, = argmin B{||s — & - DJ|3} . (3.34)

Tant que la convergence n’est pas atteinte

Pour ’étape 1 de calcul des coefficients, Olshausen et Field [OF96b, OF97, OF96a]
utilisent un algorithme de descente de gradient. Kreutz-Delgado et coll. [KDMR103],
ainsi que Engan et coll. [EAH, ERKD99] utilisent 1’algorithme FOCUSS. Enfin, Aharon
et Elad [AEB05, AEBO06| laissent le choix de ’algorithme a leur lecteur.

Pour I’étape 2 de mise & jour du dictionnaire, remarquons qu’il s’agit uniquement
de minimiser 'erreur quadratique, et qu’il n’existe pas de terme de parcimonie. La
parcimonie est présente dans le critére par le biais des coefficients précédemment calculés
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¢. De méme, la normalisation du dictionnaire n’est pas incluse dans le critére, et elle
est donc effectuée aprés mise & jour.
Le gradient de £ s’écrit :

1
Vp L = E{ ¢-(s—¢'-D)}. (3.35)
= 202
La mise & jour du dictionnaire, dans les algorithmes proposés par Olshausen et
Field [OF96b, OF97, OF96a|, repose sur une descente de gradient :

D,.,=D,+pu-Ef{e-(s—¢" D)}, (3.36)

et chaque atome du dictionnaire est ensuite multiplié par un facteur permettant a tous
les coefficients ¢; d’étre de variance unité. Kreutz-Delgado et coll. [KDMR™03] pro-
posent la méme mise & jour du dictionnaire, mais la normalisation s’effectue soit en
multipliant D pour que sa plus grande valeur propre soit égale & 1 — I'algorithme s’ap-
pelle FOCUSS-FDL pour Frébenius-norm Dictionary Learning —, soit en normalisant
chaque atome — l’algorithme s’appelle FOCUSS-CNDL pour Column Normalized Dic-
tionary Learning.

Les algorithmes proposés par Engan [EAH, ERKD99| reposent quant & eux sur
I’annulation du gradient :

D, = B{c-¢"} " B{c-s}, (3.37)

et les atomes sont normalisés un a un.

L’algorithme K-SVD [AEB05, AEB06], élaboré par Aharon et Elad, suit une logique
un peu différente des algorithmes précédents pour la mise & jour du dictionnaire. En
effet, le dictionnaire n’est pas mis a jour de fagon globale, mais au contraire atome par
atome.

L’algorithme K-SVD est appelé K-SVD en référence a ’algorithme de classification
K-means et a la SVD (Singular Value Decomposition ou décomposition en valeurs singu-
lieres). Il reprend le principe de mise a jour alternée de parties du dictionnaire que nous
avons proposé dans [LGBBO05], et que nous exposons au chapitre 6. Il nous a en retour
servi comme principe de départ pour l'algorithme que nous présentons au chapitre 9.

La mise a jour du dictionnaire est la suivante :

Mise a jour des atomes par K-SVD :

Pour tout atome d, k € [1, K], du dictionnaire D
Faire

a) Retrait de la contribution de tous les autres atomes dans les signaux :

By 8y — Y Cqur -y = Gqp - dyp 1y Y€ [1,Q] (3.38)
k' #k
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b) Mise a jour de I'atome d, et des coefficients ¢, i, ¢ € [1, Q] en minimisant I’énergie
de Derreur résiduelle

Q
(dk, {éq,k}qe[[LQ]]) — oy min Z (H§q — Cake QkH%) , (3.39)
|| ll2=1.{¢qr} we[1.0] =1
ce qui correspond & :
Q
dj, = arg max Z (5, d )2 (3.40)
lldll2=1 7=3
= arg |(rir|1|ax d- Z E dT (3.41)
=1

dont la solution d;, est le vecteur propre de la matrice Zq 1 qT - 84 associé a la

plus grande valeur propre. Le coefficient ¢, est alors mis & jour par :
Cae = (54, dy ) - (3.42)
¢) Mise a jour du résidu :

Tq < éq — Cq ko - dy, (3.43)

La preuve de la solution optimale de (3.41) est disponible dans "annexe A.3.

Les atomes sont contraints & étre de norme unité. Cette normalisation est obtenue
lors de la mise a jour des atomes, en choisissant le vecteur propre de norme unité.

Notons que dans l’algorithme K-SVD, les coefficients ¢ sont mis & jour en méme
temps que leurs atomes associés, afin de minimiser ’erreur. Cela peut diminuer leur
parcimonie, car ils ne sont pas contraints, mais le nombre d’atomes actifs, i.e. la parci-
monie stricte, n’est pas modifié.

Par rapport & une mise a jour globale de la matrice dictionnaire D, la mise & jour
individuelle des atomes présente l’avantage d’une évolution douce du dictionnaire au
cours des itérations d’apprentissage, car la mise & jour individuelle des atomes empéche
toute opération matricielle modifiant ’ensemble des atomes. Ainsi, d’une itération a
I’autre, seuls les atomes qui n’ont pas encore convergé sont mis & jour, sans risquer de
modifier tout le dictionnaire.

La gestion individuelle des atomes présente un autre avantage qui sera exposé lon-
guement dans la deuxiéme partie de la thése. En contraignant le modéle des atomes,
cette gestion individuelle autorise en effet ['utilisation d’atomes de longueur différente,
et méme de nature différente.
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3.5.3 Algorithme de Lewicki

Lewicki et coll. [LO99, LS00, LLGS99] proposent de calculer les coefficients avant
la mise a jour du dictionnaire, de la méme maniére que dans la section précédente.
La distribution a posteriori des coefficients est en revanche différente. Au lieu d’étre
modélisée par un Dirac situé a la valeur ¢, elle est modélisée par une loi gaussienne
centrée en ¢ dont la variance est calculée a posteriori.

Le probléme peut s’exprimer comme la minimisation d’un critére :

(DOP, c%Pt) = argmin B{|ls — <™ DIf + A+ f(c) +logldet H]},  (3.44)

=

ou H est un terme comprenant le Hessien de p(c), pris au point ¢, la log-distribution
des coefficients ¢, prise au point €, et un terme de poids du dictionnaire proportionnel
aD-DT.

Le troisiéme terme du critére contréle donc la norme du dictionnaire et I’empéche
de croitre indéfiniment, tandis que comme précédemment, le premier terme du critére
mesure ’erreur de reconstruction et le deuxiéme terme du critére mesure la diversité des
coefficients. Sans exposer les détails, I'algorithme repose sur une descente de gradient
naturel du critére (3.44). Le gradient naturel est utilisé afin de promouvoir la stabilité
autour du point d’équilibre.

3.5.4 Méthodes de Monte-Carlo

Pour certains choix de la distribution a priori p(c), il est possible de générer aléatoi-
rement des coefficients suivant approximativement la distribution a posteriori p(c|s, D).
En générant suffisamment de coefficients c” et en s’assurant que ces coefficients explorent
tout ’espace, l'intégrale sur les coefficients peut étre approchée par une somme sur tous
les tirages :

0 logp(s|D, c d logp(s|D, c
E{$}p(cls®) = / % -p(cls,D) dc (3.45)
N
1 9 logp(s|D, c”
N > a(]‘j ) (3.46)
n=1 -

Cette technique est une méthode de Monte-Carlo [CR04]. Elle peut étre implémentée
par l'algorithme Metropolis-Hasting ou un cas particulier, I’échantillonnage de Gibbs.

Olshausen et Millman proposent dans [OMO00] de modéliser les coefficients a priori par
un mélange de gaussiennes :

p(elq) = N (0,0% ) + (1= qi) - Noy (0,0%4)) (3.47)

||':]N

ol g est un indicateur valant 0 ou 1 qui permet de choisir entre les deux distributions. I1
donne I’état du modéle de mélange de gaussiennes pour le coefficient ¢. La probabilité
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p(gr, = 1) est la probabilité que le coefficient ¢y soit généré par la gaussienne N, (0, ai i)
et p(qr = 0) est la probabilité qu'il soit généré par N, (0,03 ,).

Ce mélange de gaussiennes refléte la nature des coefficients parcimonieux, qui sont
constitués de beaucoup de coefficients proches de zéro, et de quelques coefficients plus
grands. Ainsi, la premiére gaussienne a une grande variance pour modéliser les coeffi-
cients de poids fort, et ’autre a une petite variance pour modéliser les coefficients de
poids faible.

Blumensath et Davies [BD06], dans le cadre d’atomes invariants par translation que
nous présenterons dans la deuxiéme partie de la thése, proposent le modéle suivant,
légérement différent :

K

plela) = [ (ar - pasler) + (1 = ar) - So(cr)) (3.48)
k=1

ol Pnz(ck), qui peut étre une gaussienne, modélise la probabilité des coefficients non-
nuls par exemple. Un coefficient ¢; a donc la probabilité p(gr = 1) d’étre généré par
Pnz(ck), et la probabilité p(qr = 0) d’étre nul.

Blumensath et Davies proposent de modéliser la distribution de l’indicateur ¢ par
la loi discréte :

plar) = pf* 4+ (1 — pg)' 7%, (3.49)

ol uy est la moyenne de ’état gi et elle est couramment appelée poids de la gaussienne
N, (0, aik). De fagon symétrique, (1 — pug) est le poids de la deuxiéme gaussienne.

Le modéle contient un grand nombre de paramétres que nous notons @ = [6; ... 6p]" :

— le dictionnaire D,

— la variance du bruit o, (nous avons supposé que la loi p(s|D, c) est une loi gaus-
sienne centrée),

— les 2- K variances aik et 0%7 i» dans le cas du mélange de deux gaussiennes, de Ol-
shausen et Millman (ce seraient les parameétres de la loi py(cx), pour Blumensath
et Davies) et

— les K parameétres py des lois p(gx) des indicateurs.

Afin d’estimer les parameétres optimaux, et notamment le dictionnaire optimal, tous

les parametres ¢, sont initialisés, puis mis & jour successivement par descente de gradient
jusqu’a convergence. L’étape de descente de gradient du parameétre 6, est :

0, :=0p+p-Vo, L. (3.50)

Comme le calcul de chaque gradient Vg, £ nécessite une intégration sur tous les
coefficients, un échantillonnage de Gibbs est utilisé & chaque étape pour remplacer
Iintégrale par une somme sur un ensemble de réalisations c’. Chaque réalisation c¢™ des
coefficients est obtenue de la maniére suivante :

1. Pour chaque numéro de coefficient k, tirage d’une réalisation ¢ de I’état g selon
la loi p(qx),
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2. Le jeu de coefficients c™ est tiré selon la loi p(c|q}}), qui est réduite, pour chaque
coefficient ¢, & la gaussienne correspondant a ’état g .

L’apprentissage de dictionnaire exposé ici, qui est obtenu en modélisant les coeffi-
cients par un mélange de distributions, s’avére plus efficace que les méthodes exposées
dans les sections précédentes ol les coefficients et le dictionnaire sont mis & jour alter-
nativement [BD06|. En revanche, le temps de calcul est beaucoup plus élevé a cause de
I’échantillonnage de Gibbs.

3.5.5 Algorithme EM

Au lieu d’utiliser une technique de calcul des paramétres par descente de gradient,
il est possible théoriquement d’utiliser un algorithme EM pour estimer les parameétres,
dont le dictionnaire, avec la modélisation en mélange de gaussiennes. La complexité
algorithmique rend malheureusement son application impossible. Nous exposons dans
la suite plusieurs techniques pour contourner cette difficulté.

L’algorithme EM alterne deux étapes. L’étape E (“expectation”) consiste & calculer
I’espérance de la vraisemblance £ sur les paramétres cachés, ici les coefficients c et les
états des gaussiennes ¢, connaissant les données observées s, et les parameétres 0! a
Pétape précédente. L’étape M (“maximization”) consiste & maximiser la vraisemblance
par rapport aux parameétres @ pour trouver les nouveaux parameétres 0.

Théoriquement, ’algorithme EM peut étre appliqué dans le cadre du mélange de
gaussiennes [DMO04], car les espérances et la maximisation des paramétres se calculent
analytiquement. En revanche, I’étape E comprend le calcul de K espérances sur les
coefficients cj, et surtout de 2% espérances sur les états. En effet, il existe 25 états
correspondant a toutes les combinaisons de K états binaires.

Ce nombre d’états est acceptable pour de petites dimensions (1024 états pour 10
atomes), mais impossible & traiter dés que les dimensions sont un peu plus grandes
(1.3 - 1030 états pour 100 atomes). Il faut donc recourir a4 des méthodes permettant de
réduire cette complexité.

Davies et Mitianoudis [DM04] proposent de tronquer le mélange de gaussiennes pour
ne garder que les plus énergétiques. Attias [Att99], et Girolami [Gir01] proposent des
méthodes variationnelles en approchant p(c), dans le cas laplacien exp(—||c||1), non plus
par un mélange de gaussiennes mais par :

Slép {C(&) - Ne(0,A(8))} (3.51)

ou C'(&§) est un facteur de normalisation, £ est un vecteur de K parameétres correspondant
aux K coefficients de c, et A(€) = diag(|&1], -, |{x]|) est la matrice de covariance de la
distribution gaussienne.

En utilisant cette approximation, il est possible de calculer une borne inférieure
de la vraisemblance grace & la distribution gaussienne introduite pour modéliser les
coefficients. En utilisant un algorithme Expectation-Maximization (EM), cette borne
inférieure augmente au fur et & mesure des itérations, et par suite la vraisemblance
également. L’étape E ne comprend dans ce cas que K espérances sur les coefficients ¢
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qui sont les parametres cachés. Les paramétres sont le dictionnaire D, la variance o, du
bruit, et les parametres §, pour chaque trame de signal s,. Grace a l'algorithme EM,
le dictionnaire est mis & jour de maniére itérative sans calcul explicite des coefficients
c. Comme pour les méthodes des sections précédentes, le dictionnaire est normé aprés
chaque mise a jour.

3.6 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons expliqué 'intérét d’apprendre un dictionnaire
adapté aux signaux & décomposer. Nous avons ensuite présenté ’ACP et I’ACI comme
des principes ayant fait émerger historiquement ’apprentissage de dictionnaire. Nous
avons ensuite présenté divers algorithmes pour ’apprentissage de bases, puis de diction-
naires redondants.

Blumensath et Davies [BD06] ont présenté une étude comparative de quelques al-
gorithmes, montrant que les algorithmes utilisant une méthode de Monte-Carlo offrent
un meilleur apprentissage, au détriment de la rapidité de calcul, que les méthodes d’op-
timisation alternée sur les coefficients et le dictionnaire. Nous ne disposons pas d’autre
étude comparative sur ces méthodes, et les travaux théoriques sur la convergence des
algorithmes, ou sur l'unicité des solutions optimales des problémes sont a leurs débuts.

Dans la deuxiéme partie, nous étudierons particuliérement 1’algorithme K-SVD, et
nous ’adapterons au modeéle d’atomes structurés que nous proposons dans cette thése.
Nous avons notamment choisi cet algorithme parce qu’il est dans la lignée de travaux
que nous avons mené précédemment, et parce qu’il peut s’adapter au modéle d’atomes
structurés de facon simple.

Nous avons présenté dans les deux derniers chapitres comment calculer des dé-
compositions parcimonieuses, et comment apprendre le dictionnaire, intéressons-nous
maintenant aux applications mettant en ceuvre les représentations parcimonieuses, et
en particulier la séparation de sources. Nous présenterons le probléme, délimiterons le
cadre de notre étude, et présenterons les méthodes classiques permettant de séparer des
sources & l'aide de la parcimonie.



80

Apprentissage de dictionnaire



Chapitre 4

Décompositions parcimonieuses
pour la séparation de sources
sous-déterminée

Le probléme de la séparation de sources repose sur I’hypothése qu’un signal, appelé
mélange, a été généré par la somme de plusieurs signaux, appelés sources, et ’objectif
de la séparation de sources est de retrouver ces sources a partir du mélange.

Ce probléme a un lien trés fort avec le principe de décomposition parcimonieuse. En
effet, considérons ’exemple suivant. Un mélange constitué de la somme de deux sources
distinctes peut étre décomposé de facon trés parcimonieuse : si les deux sources sont
deux atomes du dictionnaire, alors la décomposition du mélange comme somme de ces
deux atomes est la plus parcimonieuse possible. Dans ce cas, la séparation peut donc
étre effectuée simplement par une décomposition parcimonieuse du mélange.

Bien siir, cet exemple n’est pas réaliste, car la séparation n’a de sens que si les sources
sont inconnues et donc les sources ne peuvent pas se trouver dans le dictionnaire. En
revanche, en supposant que chaque source a une décomposition parcimonieuse sur un
dictionnaire distinct, alors la séparation de sources peut reposer sur une décomposition
du mélange sur un dictionnaire, suivie d’un regroupement des atomes de méme type en
vue d’estimer les sources. Ce regroupement nécessite des connaissances a priori sur les
sources attendues.

Nous détaillons les tenants et aboutissants de la séparation de sources dans la sec-
tion 4.1, et dans la section 4.2, nous exposons les diverses méthodes de séparation.

4.1 Le probléme de la séparation de sources

La séparation de sources est un probléme classique en traitement de signal. Il vise a
extraire d’un signal les différentes composantes qui ’ont généré. Prenons I'exemple d’'un
enregistrement musical. Le signal que nous appelons mélange est un enregistrement
stéréophonique et les sources sont les différents instruments. La séparation de sources
consiste & extraire les instruments a partir du mélange et de certaines connaissances sur
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les sources.

4.1.1 Configuration du mélange

La séparation de sources regroupe des réalités trés diverses et la difficulté est trés
variable selon les configurations.

4.1.1.1 Conditions favorables

Décrivons un premier cas facile a séparer. Supposons que le mélange est créé artifi-
ciellement par le mixage d’une voix et d’un instrument, de telle facon que le chanteur
est placé au milieu (méme contribution sur les canaux de gauche et de droite) et que
Pinstrument est placé plutot a gauche (contribution supérieure sur le canal de gauche
que sur le canal de droite). Dans ce cas, nous pouvons obtenir I'instrument, débarrassé
de la voix, uniquement en faisant la différence entre les deux canaux. Cette technique
est utilisée dans la plupart des logiciels de karaoké, car en général, la voix du chanteur
est mixée au milieu alors que 'accompagnement se trouve autour.

Pour n’obtenir que la voix, il suffirait de faire la différence entre les deux canaux,
apres avoir appliqué un gain différent sur chacun des canaux, correspondant a la direc-
tion de l'instrument. Nous expliquons plus loin que cette méthode revient juste a une
inversion de matrice. Elle repose sur une propriété importante : il y a autant de capteurs
(microphones) que de sources.

4.1.1.2 Conditions difficiles

Décrivons maintenant un cas trés difficile & séparer. Un orchestre symphonique joue
dans une église et il est enregistré avec deux microphones. L’objectif est d’obtenir I'en-
registrement de chaque instrument séparé. Plusieurs facteurs font que c’est impossible
a réaliser.

Tout d’abord, le nombre d’instruments est bien supérieur au nombre de capteurs,
ce qui rend le systéme fortement sous-déterminé.

Ensuite, les sons enregistrés par les microphones correspondent aux sons émis par
les instruments puis modifiés selon 'acoustique de la salle. Dans le cas d’une église, par
exemple, la résonance est importante, et une note reste audible prés d’une dizaine de
secondes aprés que l'instrumentiste ’ait jouée. Ainsi, le mélange ne peut pas étre consi-
déré comme une simple addition de sources et nécessite une modélisation convolutive,
dans laquelle un filtre décrit le trajet entre chaque instrument et chaque microphone.

Une autre difficulté provient de la proximité spatiale entre certains instruments :
deux instruments placés I'un & coté de ’autre pourront & peine étre distingués, et il faut
faire appel & d’autres informations que les informations de localisation pour les séparer.

Enfin, la derniére difficulté est due aux timbres proches ou identiques de différents
instruments. En effet, il est utopique de penser séparer deux violons jouant la méme
mélodie, car leur différence de timbre ne peut pas étre distinguée. Cette difficulté est
augmentée dans le cas d’un orchestre par la volonté de former un son global harmonieux
et non pas une somme de sonorités différentes.
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4.1.1.3 Autres difficultés

Trois autres parameétres peuvent augmenter la difficulté de modélisation. Tout d’abord,
le modéle peut étre variable avec le temps, ce qui arrive par exemple quand les musiciens
se déplacent sur scéne alors que les microphones sont fixes.

Ensuite, si un seul microphone enregistre la scéne, alors aucune notion de direction
spatiale ne peut étre utilisée, et seule la différence de timbre peut servir a séparer les
instruments.

Enfin, 'ajout d’effets par post-production de ’enregistrement est trés néfaste a la
séparation, car les distorsions introduites sont en général non-linéaires et de nature
inconnue. De méme, la compression des fichiers (MP3, OggVorbis, ...) déforme le signal
de fagon inaudible mais dommageable pour la séparation.

4.1.1.4 Configuration de notre étude

Dans notre étude, la configuration se situe entre les deux exemples précédents. Les
hypothéses de travail sont :

1. le nombre de sources est strictement supérieur au nombre de capteurs, mais faible
(entre 2 et 5)

2. le mélange est linéaire instantané (pas de filtrage, pas de délais)
3. les paramétres de mixage sont connus

4. deux cas seront étudiés : un seul capteur (monocanal) ou au moins deux capteurs
(multicanal)

5. le mélange est artificiel
6. le modéle est invariant dans le temps
7. pas d’effets, ni de compression

Détaillons ces différents points. Le point 1 place notre étude dans le domaine des
problémes sous-déterminés ou les variables inconnues sont plus nombreuses que les va-
riables connues. C’est un cas difficile, et la plupart des travaux initiaux de séparation
de sources ont été fait dans le cas déterminé, en utilisant les algorithmes d’ACI no-
tamment. Les premiers travaux de séparation dans le cas sous-déterminé datent de
1991, avec I’extension au cas sous-déterminé de I’ACI [Car91]. Nous supposons que le
nombre de sources est assez faible, de 'ordre de 2 & 5 sources, parce qu’il est réaliste de
penser que seuls quelques instruments jouent ensemble, mais aussi pour satisfaire des
hypothéses qui sont données plus loin.

Le point 2 correspond au cas le plus simple, ot aucun délai, ni aucun filtrage n’est
modélisé entre les sources et les capteurs, et ol seule une amplitude modélise I’ampleur
de la contribution de chaque source sur chaque capteur. Les modéles de mélange avec
délai ou filtrage nécessitent une mise en ceuvre plus complexe. Nous proposons au cha-
pitre 10 un algorithme pour traiter ces cas, mais dans 1’état de I’art de ce chapitre et
dans les expériences que nous exposons, nous ne traitons que le cas linéaire.

Le point 3 est une restriction importante du probléme. Nous ne pouvons plus deés lors
appeler le probléme “séparation de sources”, mais uniquement “estimation des sources”,
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puisque l'estimation des paramétres du mélange constitue la moitié du travail. Dans le
cas déterminé, I’estimation des sources est directe lorsque les parameétres de mixage sont
connus, comme nous le verrons par la suite. En revanche, dans le cas sous-déterminé,
estimer les sources alors que les parameétres de mixage sont connus est un vrai challenge.

Dans le point 4 nous découpons le probléme en deux sous-problémes qui ne peuvent
pas étre attaqués avec les mémes outils. En effet, dans le cas monocanal, la connaissance
des paramétres de mixage est inutile, tandis que dans le cas multicanal, elle permet de
discriminer les sources en fonction de leur position spatiale. Nous exposons un état
de I’art plus fourni pour le cas multicanal, mais nous proposons et expérimentons une
méthode de séparation pour les deux cas, monocanal et multicanal.

Les points 5, 6 et 7 permettent de manipuler des données qui suivent exactement
le modéle et dont nous maitrisons les paramétres. Pour des données venant d’un enre-
gistrement réel, le modéle linéaire est trop restrictif & cause des résonances, de plus les
paramétres de mixage seront modifiés au cours du temps par le mouvement des sources
et méme par le brassage de l'air dans la piéce. De plus, pour rendre compte de sources
réelles, il faudrait les modéliser comme des sources étendues occupant une partie de
I’espace, et non pas juste un point. Enfin, nous ne nous intéressons pas ici au probléme
spécifique de I'annulation des effets de post-production, qui peut s’avérer trés difficile.

4.1.2 Modéle linéaire instantané

Sous ces conditions, le mélange mesuré par un capteur suit le modéle suivant :

N
T= an-s,+71, (4.1)
n=1

ou s,, est la source n, a,, est le facteur correspondant a la contribution de la source s,, au
mélange x, r est le bruit qui inclut U'erreur de modélisation et un bruit additif éventuel
(modélisation du bruit ambiant et de la mauvaise fidélité du capteur, par exemple). Il
faut noter que dans le cas monocanal, le bruit peut étre considéré comme une source
supplémentaire.

Lorsque plusieurs capteurs enregistrent simultanément, le modéle linéaire multicanal
s’écrit :
ol S est le vecteur des IV sources s,,, X est le vecteur des M capteurs z,,, et A, appelée
matrice de mélange, est la matrice de taille M x N composée des facteurs a,, . Enfin,

R est le vecteur de bruit, de taille M.
La formule (4.2) peut s’écrire comme :

N
X=) a, s, +R, (4.3)
n=1

ol a, est la n® colonne de la matrice A. Cette colonne donne la répartition de la source

s, sur chacun des capteurs z,,. Si les deux capteurs correspondent aux voies droite
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et gauche, la colonne est assimilée & la direction spatiale de la source associée. Par

V2 ] une

0 .
exemple, a,, = [ 1 ] représente une source située & gauche et a, = [ V3 /2

source située au milieu.

4.1.3 Connaissances sur les sources

La difficulté de la séparation dépend beaucoup des connaissances disponibles a
priori sur les sources. Il faut savoir ce qui permet de différencier les sources. Dans le
cas multicanal (plusieurs microphones), savoir qu'’il existe quatre instruments qui sont
dans des directions spatiales différentes peut permettre de les retrouver. En revanche,
sans plus d’information, il est impossible de savoir & quel instrument correspond chaque
source. Pour pouvoir les nommer apres séparation, il est nécessaire d’avoir un modéle a
priori des sources.

Lorsqu’aucun modéle discriminant des sources n’est connu a priori, la séparation
de sources est dite aveugle [VFGT03b|, ce qui signifie que les sources ne peuvent étre
connues qu’a une permutation prés. Notons que si les paramétres de mixage sont incon-
nus, alors les sources ne peuvent étre connues qu’a un facteur multiplicatif prés, dans
le cas linéaire (a, - s,, = (A-a,) - (5 - 5,)), ou & un filtre prés, dans le cas convolutif. En
revanche, si les paramétres de mixage sont connus, cette incertitude est levée.

La définition du mot “aveugle” a été donnée auparavant par Cardoso [Car98], pour
désigner le fait que les sources ne sont pas observées et qu’aucune information n’est
disponible sur les paramétres de mélange.

Dans le cadre de notre étude, les sources peuvent étre discriminée selon les méthodes
suivantes. Dans le cas multicanal, si aucune information n’est disponible sur le mélange,
I’ACI, qui a déja été présentée en section 3.3 permet de discriminer les sources par leur
indépendance mutuelle et permet notamment d’estimer les paramétres de mélange.

Les contributions des différents instruments peuvent également étre discriminées
grace a la différence de position spatiale. Enfin, la différence de timbre, qui est modéli-
sée par des distributions statistiques différentes selon les sources, permet également de
séparer les sources, que ce soit dans le cas monocanal ou multicanal.

4.2 Estimation des sources lorsque les modéles des sources
sont connus

La séparation de sources suit généralement deux étapes. La premiére étape consiste a
estimer les paramétres du modeéle de mélange (nombre de sources, matrice de mélange).
La deuxiéme étape consiste & inverser le systéme afin d’estimer les sources, & partir des
signaux captés (mélange) et des parameétres du modeéle précédemment estimés.

Dans le cas ot le nombre de sources est égal au nombre de capteurs, la matrice de
mélange A est carrée et le systéme est inversible. Si I’erreur R est nulle, alors les sources
sont directement obtenues par S = A~!. X. Tout Ieffort de la séparation réside alors
dans l'estimation de la matrice de mélange.
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Dans le cas que nous allons traiter, & savoir plus de sources que de capteurs, le
systéme n’est pas inversible, et une infinité de solutions sont possibles, méme si la
matrice de mélange est connue parfaitement. Pour choisir entre tous les jeux de sources
possibles, nous devons faire des hypothéses sur la modélisation de ces sources.

La modélisation des sources et leur estimation, lorsque les paramétres du mélange
sont connus, est le seul versant de la séparation de sources que nous traitons dans cette
thése. Nous citons cependant dans la section suivante les quelques méthodes d’estima-
tion de la matrice de mélange.

4.2.1 Estimation des paramétres de mélange

Les méthodes d’estimation des paramétres de mélange, plus particuliérement de la
matrice de mélange, sont réparties en deux grandes familles.

La premiére famille de méthodes, de type ACI, suppose les sources indépendantes
statistiquement, et estime la matrice de mélange grace aux statistiques d’ordre supé-
rieur [Com98, JHI1|.

La deuxiéme famille de méthodes est basée sur I’hypothése que les sources sont par-
cimonieuses (ou qu’une transformée ou une décomposition sur un dictionnaire rend ses
coefficients parcimonieux) et estime les directions de la matrice de mélange par des al-
gorithmes de clustering de type carte de Kohonen |[TLP04| (ne retrouve pas les sources
sous-représentées en nombre de points car ’algorithme ne tient pas compte de ’éner-
gie), réseau bayesien [ZSCO06|, K-means [YRO04| (lent et convergence trés dépendante
de linitialisation) et classification utilisant les propriétés locales [AD05, AGB06|. La
classification peut étre précédée d’une réduction de dimensions [VSIT04].

Nous présentons maintenant quelques méthodes reposant sur la parcimonie des
sources dans le plan temps-fréquence (section 4.2.2) ou sur un dictionnaire (section 4.2.3).
Notons que d’autres méthodes, basées sur des modélisations statistiques des sources, ont
été proposées pour 'estimation des sources [VR04, FGO06|.

4.2.2 Parcimonie dans le plan temps-fréquence

La représentation dans le plan temps-fréquence des signaux sonores est un outil
fondamental pour ’analyse et le traitement de son. Une des propriétés de ce type de
représentation, fondamentale pour la séparation de sources, est la parcimonie des sons
dans le plan temps-fréquence.

4.2.2.1 Principe

La représentation temps-fréquence d’un signal sonore expose 1’évolution des fré-
quences présentes dans le signal au cours du temps. Elle peut étre calculée par TFCT,
qui effectue une transformée de Fourier des trames successives du signal. Dans ce cas,
la figure est constituée d’un ensemble de “cases temps-fréquence” paramétrées par un
instant ¢ et une fréquence f. Chaque case temps-fréquence est remplie d’une couleur
d’autant plus claire que "amplitude de la composante fréquentielle f de la trame a
I'instant ¢ est grande.
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Pour un signal sonore, la plupart des cases temps-fréquence sont d’amplitude faible,
car ’activité se situe principalement sur les basses fréquences et sur les motifs harmo-
niques qui évoluent selon la mélodie, pour la musique, ou la prosodie, pour la parole.

Cette parcimonie est illustrée sur la figure 4.1. Une gamme chromatique — une succes-
sion de notes décalées d’un demi-ton — jouée avec une contrebasse est représentée dans
le plan temps-fréquence. La représentation temps-fréquence est calculée par TFCT et
seules les basses fréquences sont représentées, pour plus de lisibilité.

Les points clairs, correspondant aux zones d’activité principales, occupent seulement
une petite partie du plan, tandis que la plupart des cases temps-fréquence sont de
couleur claire, correspondant & une faible amplitude. Cette lecture de la représentation
temps-fréquence fait donc ressortir le caractére parcimonieux des coefficients obtenus
par TFCT, avec beaucoup de coefficients faibles, et peu de coefficients élevés.
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Fia. 4.1 - Représentation temps-fréquence (TFCT) d’une gamme chromatique de
contrebasse.

L’intérét de la parcimonie pour la séparation de sources est expliqué dans [YR04] et
provient de la linéarité de la TFCT :

1Y

X=A-S+R, (4.4)
ol X, S et R sont respectivement le vecteur des TFCT des M capteurs, des N sources
et des M résidus.

Etant donné que la plupart des cases temps-fréquence sont vides, et que le nombre
de sources est faible, en supposant que les sources n’ont aucune raison de jouer les
mémes notes en méme temps, alors la probabilité est grande pour que chaque case
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temps-fréquence active soit due & une seule source. Lorsque deux sources ont la méme
fréquence active au méme moment, nous pouvons supposer que c’est un cas isolé.

La parcimonie des sources dans le plan temps-fréquence implique donc que, pour
la plupart des cases temps-fréquence, seule une source est active, i.e. seule
une source a une coefficient non-nul. En conséquence, si cette hypothése est stricte, en
notant Sn = [ .. QTQZTQT .. .]T la restriction de S aux cases temps-fréquence ou seule
la source n est active, le mélange X peut étre scindé en N sous-parties Xn = a, - S,
plus une contenant le bruit R. Réussir a effectuer ce découpage de X, avec attribution
des cases temps-fréquence a 1'une ou ’autre source, revient a effectuer la séparation de
sources.

La figure 4.2 illustre graphiquement l'intérét de la parcimonie pour la séparation de
sources. Un mélange stéréo artificiel de quatre sources est créé, de fagon & maximiser la
distance angulaire entre les sources. Ainsi, en attribuant 'angle 0 au capteur droit, et
l’angle 7/2 au capteur gauche, les quatre sources sont situées aux angles 0, 7/6, 7/3 et
/2. Les sources sont respectivement une basse, une batterie, une guitare solo et une
guitare rythmique, et elles jouent le méme morceau de fagon synchrone.

Eetusslont lergurteis Costiiorss &0 la TFCT

amginga by canal gauhe

ameinusn b canal gauhe

F1G. 4.2 — Amplitude du canal droit contre amplitude du canal gauche pour un mélange
stéréo de quatre sources. Gauche : échantillons du signal temporel. Droite : coefficients
de la TFCT.

La figure 4.2 représente, a gauche, 'amplitude du canal droit du mélange contre
Pamplitude du canal gauche. Chaque point correspond & un instant [ : X([). La figure
de gauche n’est d’aucune information pour déterminer les directions. En effet, a chaque
instant, toutes les sources sont actives et leurs contributions se superposent.

Chaque canal est transformé par TFCT, afin d’obtenir les coefficients des cases
temps-fréquence. La figure 4.2 représente, & droite, les coefficients temps-fréquence du
canal de droite contre les coefficients temps-fréquence du canal de gauche. Chaque point
correspond & une case temps-fréquence (¢, f) : X(t, f). Il apparait que pour les cases
temps-fréquence les plus énergétiques, le point est aligné avec une des directions a,, de
la matrice A. Cela signifie que dans cette case, seule la source s,, est active.

Dans la réalité, I’hypothése d’une seule source active n’est pas vérifiée strictement,
car sinon tous les points sur la figure de droite seraient placés sur une des N droites
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correspondant aux directions des sources a,,.

4.2.2.2 Algorithme DUET

La méthode proposée par Yilmaz et Rickard [YRO04], appelée DUET), est la suivante.
Rappelons que, dans cette thése, nous supposons que ’étape d’estimation de la matrice
de mélange a déja été effectuée. Les directions a,, sont donc connues. Aprés avoir ap-
pliqué la TFCT au mélange X, chaque point temps-fréquence X(t, f) est comparé aux
N directions a,,, est attribué & la source la plus proche, et le coefficient attribué a cette
source correspond & la projection du point sur la direction. Ensuite, chaque source est
reconstruite a partir de tous les points temps-fréquence qui lui ont été attribués, le reste
du plan temps-fréquence étant & zéro. L’algorithme est résumé ci-dessous :

Description de 1’algorithme DUET :

1. Transformée de Fourier & court-terme du mélange :
X = TFCT(X) (4.5)

2. Initialisation des TFCT des sources estimées §,, & zéro

3. Pour toutes les cases temps-fréquence (¢, f)

Faire

(a) Recherche de la direction la plus proche

nOPt = argmax|(a, . X(t, ) ) (4.6)

(b) Projection sur la source la plus proche

5 opt(t:f) ={a opt » X(t. f)) (4.7)

4. Reconstruction des sources estimées dans le domaine temporel

3, = TFCT_l(én) pour tout n € [1, N] (4.8)

4.2.2.3 Extensions de ’algorithme DUET

L’algorithme DUET sous-tend ’hypothése d’une seule source active par case temps-
fréquence. Les méthodes proposées par Aissa El Bey et coll. [AEBLTAMT(06] et Balan
et Rosca [BRO5| supposent que plusieurs sources peuvent étre actives dans chaque case
temps-fréquence. Ainsi, si nous supposons que N, < M sources sont actives, I'étape 3a
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de lalgorithme DUET devient la recherche des N, directions permettant la meilleure
projection :

FOPt = argmin | (1 Ag - Agh) - X(E 1) (4.9

ou f = (ny,---,nn,,) est I'ensemble des indices des N, sources actives, Ag est la
sous-matrice A constituée des colonnes correspondant aux sources de 3, et AgT =

(AgT : Ag)71 : AgT sa pseudo-inverse. L’étape 3b de ’algorithme DUET devient alors
la projection sur espace généré par les colonnes d’indices 3°Pt :

pour tout n € 3Pt 3 (¢, f) = (AsT- X(t, /))n (4.10)

ott (A" X(t, f)), désigne le n® coefficient du vecteur A" - X(t, f).

L’hypothése extréme consiste a supposer que M sources sont actives dans chaque
case temps-fréquence [BZ01, TL02|, et donc que chacune de ces sources récupére une
partie du coefficient du mélange, en fonction de la proximité de sa direction au point
temps-fréquence. Comme le nombre de sources actives est égal au nombre de capteurs,
la projection n’induit aucune erreur. Le plus court chemin est utilisé, afin de choisir
parmi tous les ensembles d’indices (3 possibles. Il correspond & la projection qui utilise
les coefficients les moins lourds au sens de la norme [!. L’¢tape 3a de I’algorithme DUET
est :

3Pt = arg min |Ag~" - X(t, Il (4.11)

ou f=(ni, - ,nn,,), avec Ngo = M, et I'étape 3b de 'algorithme DUET est

pour tout n € BPE 3 (¢, f) = (Ag~" X(t, f))n - (4.12)

4.2.3 Séparation de sources utilisant la parcimonie dans un diction-
naire

Le principe de parcimonie utilisé dans I'algorithme DUET a été étendu de la TFCT
aux décompositions parcimonieuse sur un dictionnaire. Ainsi, dans un premier temps,
nous présentons le principe de la séparation dans le cas multicanal puis un algorithme
restreint au cas d’'un mélange stéréo effectuant la séparation grace a la décomposition
parcimonieuse de chacun des capteurs sur un méme dictionnaire.

Ensuite, nous présentons la méthode d’analyse en composantes morphologiques
(ACM) qui, dans le cas monocanal, permet d’effectuer la séparation en utilisant la
seule différence de morphologie entre les sources.

4.2.3.1 Meélange multicanal

Dans le cas multicanal, si un dictionnaire D permet de décomposer chacune des
sources s, de facon parcimonieuse, alors par définition, chaque atome d;, de D est
utilisé peu de fois :

5, =cCn’ - D avec ||c,|lo petit. (4.13)

112
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Le mélange X = A - S peut alors s’écrire comme :

X=A-C-D, (4.14)

ou C = [clT . ..cNT]T comprend les coefficients parcimonieux de toutes les sources.
Cette description, proposée en 2001 par Zibulevsky et Pearlmutter [ZP01], conduit au
probléme de séparation suivant : Connaissant le mélange X et le dictionnaire D, trouver
une matrice de mélange A et des coefficients C tels que X =~ A - C-D et C soit le plus
parcimonieur possible.

En effet, la parcimonie de C permet de faire I’hypothése que chaque atome de D est
utilisé par une seule source, i.e. chaque colonne de C comprend un seul coefficient non-
nul. Sous cette hypothése, la décomposition de X sur le dictionnaire D s’écrit X = Z-D,
ou Z, vecteur de taille M, contient les coefficients parcimonieux, et la séparation consiste
& décomposer Z comme A - C. Nous montrerons dans la partie 2 que pour atteindre
cet objectif, il suffit d’appliquer les mémes principes de classification des directions que
dans la section 4.2.2.

Gribonval a proposé en 2002 [Gri02] un algorithme basé sur une adaptation stéréo
de I'algorithme Matching Pursuit permettant d’effectuer la décomposition d’un mélange
stéréo d’au moins trois sources comme : X = Z - D. Nous réduisons ici ’algorithme au
cas instantané, mais il a été initialement proposé pour les mélanges avec délai :

Algorithme Matching Pursuit Stéréo :

Initialisation du compteur ¢ := 0 et du résidu RY:=X
Faire

1. Mise a jour du compteur ¢ :=1¢ + 1

2. Calcul de { -1 | d; ), pour les deux canaux m = 1,2 et pour tous les atomes
ke[l,K]

3. Recherche de I'atome le plus corrélé conjointement sur les deux canaux :

ki := arg max |( L d P+ d )P (4.15)

4. Calcul des nouveaux coefficients :

Zi1 = ;- cos b; (4.16)
Zi2 = ;- sinb; , (4.17)

avec
a; = \/I( T dg WPy dy )P (4.18)

-1 g
0; = arctan <M (4.19)

<£Z1_1 Y C—ikz >
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5. Mise & jour du résidu :

4 . .
R' =R - [ z; _gzl ] (4.20)

Tant que la convergence n’est pas atteinte

Etant donné que les directions se résument & un angle dans le cas stéréo, Gribonval
propose ensuite de séparer les sources par une partition manuelle des angles 6, ce qui
revient & attribuer tous les atomes stéréo situés dans une méme portion & une seule
source.

4.2.3.2 Meélange monocanal

Dans le cas d'un mélange monocanal (4.1), un raisonnement un peu différent, basé
également sur les décompositions parcimonieuses, permet de répondre au probléme de
séparation de sources. La méthode, appelée Analyse en Composantes Morphologiques
(ACM) [SEDO04|, impose de connaitre, pour chacune des sources s,, un dictionnaire
différent D,, permettant de décomposer parcimonieusement la source s,,. Le mélange
est alors théoriquement le suivant :

N
n=1

our = Zfzvzl r,,. La séparation consiste a retrouver les coefficients c,, & partir de la seule
connaissance du mélange et des dictionnaires. Il est prouvé [SED04]| que si les sources
se décomposent de facon suffisamment parcimonieuse sur leur dictionnaire associé, et si
ces dictionnaires sont suffisamment différents les uns des autres, alors des algorithmes
classiques de décomposition parcimonieuse (Matching Pursuit, et algorithmes de type
Basis Pursuit) permettent de résoudre le probléme de séparation de source. L’algorithme
est le suivant :

Description de ’analyse en composantes morphologiques :

1. Décomposition parcimonieuse du mélange sur 'union des dictionnaires [D; --- D] :
N
z=> 2z, D, +r (4.22)
n=1

Pour I'algorithme de décomposition parcimonieuse, voir le chapitre 2.
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2. Reconstruction des sources estimées

3, =2z, - D, pour tout n € [1, N] (4.23)

n

Les deux approches présentées dans le cas multicanal et monocanal peuvent étre
réunies pour une séparation multicanale efficace, utilisant & la fois les informations de
direction spatiale et de différence morphologique. Cette fusion des approches fait partie
du travail de thése et est présentée au chapitre 10.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre consacré au probléme de la séparation de sources, nous avons
présenté les facteurs de difficulté, et nous avons choisi de nous intéresser particuliérement
au cas linéaire sous-déterminé ou le nombre de sources est supérieur au nombre de
capteurs. Nous avons exposé 1’algorithme classique DUET qui se base sur la parcimonie
des coefficients de la TFCT pour la séparation de sources audio, et qui utilise la différence
de direction spatiale des sources. Nous avons ensuite présenté 'extension qui a été faite
de ce principe a un dictionnaire quelconque. Nous avons fini en présentant ’ACM qui
permet d’effectuer une séparation dans le cas monocanal, différenciant les sources par
leur morphologie, & partir d’un dictionnaire adapté & chaque source.

Rappelons que nous nous sommes placés dans le cadre ou les parameétres de mixage
sont connus (ou ont déja été estimés), et nous nous sommes intéressés uniquement &
I’estimation des sources, connaissant le mélange et les parameétres de mixage.

Dans la suite de ce document, nous proposerons de réunir I’ACM et la séparation de
type DUET sur un dictionnaire pour utiliser conjointement les informations spatiales et
morphologiques sur les sources. Nous proposerons notamment d’utiliser des dictionnaires
appris sur des exemples des sources pour ’ACM.

Ce chapitre conclut 1’état de ’art concernant les représentations parcimonieuses.
Nous établissons dans le chapitre suivant une analyse critique du modéle de dictionnaire
utilisé dans les chapitres 1, 2, 4 et 3, et expliquons l'intérét de structurer le modele
d’atome pour apprendre des dictionnaires mieux adaptés aux signaux, et de description
plus économique.
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Chapitre 5

Analyse critique du modéle de
dictionnaire non-structuré et
proposition

Le modéle s = ¢’ - D utilisé pour la séparation de sources et les décompositions

parcimonieuses, a évolué au cours des années. Dans les premiers travaux, ’objectif était
d’analyser un signal de taille L comme combinaison de K = L causes indépendantes.
L’ACP, puis I’ACI permettent d’apprendre une base, i.e. un dictionnaire D carré, mais
aussi une matrice de mélange. La redondance du dictionnaire a apporté de nouvelles
perspectives et de nouvelles difficultés.

Nous discutons dans la section 5.1 de ’analogie historique de modélisation et de
résolution entre la séparation de sources et ’apprentissage de dictionnaire. Nous mettons
en lumiére les différences fondamentales qui justifient de traiter ces deux problémes
séparément. Dans la section 5.2, nous pointons les insuffisances du modéle matriciel pour
les décompositions parcimonieuses et introduisons le concept de motifs déformables.

5.1 Similarités et différences entre la séparation de sources
et Papprentissage de dictionnaire

Le modele de séparation de sources et le modéle d’apprentissage de dictionnaire
sont proches au niveau de la forme, mais différent par leur dimension et leur nature.
Malgré leurs différences, ils sont souvent confondus et traités de la méme maniére. Nous
proposons quelques éclaircissements dans cette section.

5.1.1 Similarités

Les deux modéles sont de méme forme matricielle, comme l'indique la figure 5.1.
Nous pouvons ainsi faire une analogie respectivement entre :

— le mélange X et les trames de signal 87,

— la matrice de mélange A et le dictionnaire D7,
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— les sources S et les coefficients CT, et
— le bruit R et le résidu R”.

X iM = A 1M. + R 1M
S N
<> <> <>
L N L
>
L
s7 iL = D’ iL. + RT 1L
CcT K
> <> >
Q K
<>
Q

F1G. 5.1 — Similarité morphologique entre le modeéle de séparation de sources (haut) et
le modeéle d’apprentissage de dictionnaire (bas).

Dans le cas non-redondant, le nombre de capteurs M et de sources N sont égaux,
et le nombre d’atomes K est égal a la taille des signaux L. Dans ces deux situations,
la matrice carrée peut étre calculée par ACI. Tous les premiers algorithmes classiques
d’ACI [CS93, BS95, HO97] ont été développés a des fins de séparation de sources dans
le cas déterminé.

La prédominance de ’ACI pour les deux taches d’apprentissage de dictionnaire et
de séparation de sources a certainement contribué a entretenir un niveau de confusion
entre les deux problémes.

La similarité vient également, dans le cas d’une approche parcimonieuse de la sé-
paration de sources, de l'interprétation qu’on peut donner aux sources. Dans le cadre
parcimonieux, le mélange est supposé avoir été transformé, par exemple par TFCT,
afin de satisfaire I’hypothése d’une seule source active par atome, ou par case temps-
fréquence.

Le résultat est que chaque colonne de X est théoriquement proportionnelle & une
colonne de A, et chaque colonne de S ne contient qu'un coefficient non-nul. Nous pou-
vons alors interpréter la séparation comme la décomposition ultra-parcimonieuse, a un
coefficient, du mélange X sur le “dictionnaire” A dont les atomes sont les directions a,,.
Cette décomposition peut étre assimilée & une quantification vectorielle [LBG80]. Le
dictionnaire est alors un dictionnaire spatial, et le mélange transformé est parcimonieux
sur les directions spatiales.

5.1.2 Différences

La différence entre les deux modeéles de séparation de sources et d’apprentissage de
dictionnaire vient surtout des dimensions et de la nature des objets manipulés.

En ordre de grandeur, le nombre de capteurs M et de sources N est généralement
de 1 & 10, et la taille des signaux L peut varier de 100 a 10000 échantillons ou plus.
Le nombre d’atomes K est en général de 1’ordre de 1 & 10 fois la taille du signal L, et
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pour un apprentissage correct, le nombre de trames @ doit étre d’au moins 20 fois le
nombre d’atomes K, comme nous l’avons montré dans l'article [LGBBO05| concernant
I'algorithme d’apprentissage de dictionnaire que nous présentons au chapitre 6. Le dic-
tionnaire contient donc, selon les cas, entre 10% et 10° fois plus d’éléments que la matrice
de mélange.

L’émergence de la redondance, pour la matrice de mélange ou pour le dictionnaire, et
de 'erreur de reconstruction dans le modeéle ont accentué la différence entre la résolution
des deux problémes. En effet, le traitement doit alors étre non-linéaire pour étre efficace,
et contient une étape d’estimation des sources, ou d’estimation des coefficients, qui est
lourde et constitue un nouveau probléme sans solution analytique.

L’ACI classique n’est plus applicable, et les approches de résolution des deux pro-
blémes sont différentes et s’appuient sur la nature et la dimension des objets.

Pour la séparation de sources, le modéle est de petite taille, et la matrice de mélange
comporte des informations de direction spatiale qui dépendent du dispositif d’enregis-
trement (position des sources et des capteurs, et réverbérations dans le cas convolutif).
La plupart des méthodes d’estimation de la matrice de mélange sont géométriques, et
se basent sur la différence entre les angles d’arrivée des sources. Les algorithmes de
clustering sont utilisés pour estimer les directions.

Pour 'apprentissage de dictionnaire, le modéle est de grande taille, et les atomes
sont des constituants élémentaires du signal. Les méthodes d’apprentissage de diction-
naire visent généralement & maximiser la vraisemblance des signaux d’apprentissage
connaissant les atomes qui les générent.

5.1.3 Complémentarité

Avec Dapparition de la redondance dans le modeéle, la matrice de mélange A et le
dictionnaire D sont devenus deux objets de nature et de taille différente, obtenus par des
moyens différents. Ils sont cependant complémentaires, comme nous ’avons montré dans
la section 4.2.3.1, out A et D apparaissent dans la modélisation du mélange multicanal :

X=A-C-D+R. (5.1)

Cette modélisation peut alors étre vue comme une décomposition du mélange X
sur un dictionnaire multicanal qui inclut des informations spatiales, avec la matrice
de mélange A, et des informations de forme d’onde, avec le dictionnaire D. Des mé-
thodes d’estimation conjointe de la matrice de mélange et du dictionnaire peuvent étre
envisagées, et nous y reviendrons dans les perspectives, au chapitre 11. Nous rappelons
que dans cette thése, nous ne traitons pas le probléme de ’estimation de la matrice de
mélange.

5.2 Insuffisance de la modélisation

La premiére partie de cette thése a montré comment des algorithmes de décompo-
sition parcimonieuse et d’apprentissage de dictionnaire D ont été dérivés du modéle
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s = ¢’ - D. Ils permettent d’extraire les atomes qui sont les éléments générateurs des
signaux étudiés.

5.2.1 Les atomes appris sont significatifs...

Pour les images, comme ’ont prouvé Olshausen et Field [OF96b, OF96a], les atomes
appris sont analogues aux réponses des cellules du premier cortex visuel, qui traitent les
images percues par ’ceil afin d’en réduire la complexité et d’en faciliter le traitement
postérieur. Cette expérience a donc confirmé l'intérét de la recherche de parcimonie
pour représenter les signaux de facon efficace, en imitant la stratégie du cerveau. La
figure 5.2 présente les atomes appris avec 1’algorithme proposé par Olshausen [OF96b]
sur des patches d’images naturelles, de taille 12x12. Chacun de ces atomes est localisé
dans ’espace, orienté selon une direction principale, et a une bande de fréquences propre.
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F1G. 5.2 — 144 atomes de taille 12x12, appris & partir d’images naturelles (figure tirée
de [OF96b])
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5.2.2 ... mais peuvent étre factorisés

Si les atomes appris par Olshausen, représentés sur la figure 5.2, ont des propriétés
spatiales intéressantes, on remarque cependant que plusieurs de ces atomes représentent
le méme objet, uniquement translaté dans ’espace. De méme, le méme objet est présent
dans plusieurs atomes, avec des orientations différentes. Ces 144 atomes pourraient donc
étre résumés par :

— 5 objets de type atome de Gabor qui différent par leur fréquence et leur taille,

— deux transformations — translation et rotation — qui changent ces objets en atomes.

Cette factorisation est également valable pour les signaux temporels. En effet, Ab-
dallah et Plumbley [AP01] ont appris une base d’atomes par ACI sur un enregistrement
de radio de plusieurs jours. La radio est BBC Radio 4, qui diffuse majoritairement des
émissions de débat, et donc des signaux de parole. Ils ont montré la similitude entre
cette base et une base d’ondelettes. En effet, plus la fréquence centrale d’un atome
grandit, plus la bande de fréquence s’élargit et plus le support temporel devient petit.

Les atomes peuvent donc étre factorisés. Au lieu de laisser tous les parameétres des
atomes libres, la structure de type ondelettes obtenue expérimentalement peut étre
imposé dés le départ aux atomes, en apprenant des objets de base qui sont ensuite
dilatés et translatés pour générer le dictionnaire.

5.3 Proposition : la structuration du dictionnaire

Pour les décompositions parcimonieuses, les deux principales stratégies sont 1utili-
sation :

— d’un dictionnaire standard, comme la TFCT ou les ondelettes,
ou

— d’un dictionnaire appris de facon non-supervisée.

Nous proposons d’étudier une stratégie médiane consistant & intégrer les connais-
sances disponibles a priori sur les signaux d’apprentissage en imposant une structure
aux atomes appris.

Le premier exemple simple concerne les signaux temporels. Au lieu d’effectuer un
tramage régulier des signaux & ’aide d’une fenétre de taille fixe, nous travaillerons
sur le signal entier, en placant les atomes a l'instant approprié, sans la contrainte du
tramage. Cette approche a déja été proposée ces derniéres années par Olshausen, Smith
et Lewicki, et Blumensath et Davies [Ols00, SL05, BD06].

Au deld de cet exemple simple, nous proposons un formalisme de motifs qui su-
bissent une déformation linéaire pour générer les atomes du dictionnaire. Cette défor-
mation peut étre la translation, le déphasage, la dilatation, ’expansion multicanale, la
rotation d’images, ou toute combinaison de ces exemples.

La deuxiéme partie du document présente les contributions théoriques et expérimen-
tales de cette thése. Nous exposons le principe de structuration de dictionnaire, puis le
modeéle de déformation. Nous expliquons ensuite comment 1’algorithme Matching Pur-
suit peut étre adapté au modeéle pour permettre des décompositions parcimonieuses.
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Nous présentons ensuite deux algorithmes d’apprentissage de motifs, puis nous mon-
trons l'intérét de ce modeéle pour la séparation de sources.



Deuxiéme partie

Contributions
Modéle de dictionnaire structuré,
décomposition parcimonieuse,
apprentissage de dictionnaire
structuré, séparation de sources
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Chapitre 6

Exemple de structure : union de
bases orthonormées

Nous avons conclu la premiére partie par l'intérét potentiel de structurer le dic-
tionnaire, en vue d’intégrer des connaissances a prior:i sur les signaux & décomposer.
Dans les chapitres suivants, nous exposons le concept d’atomes formés par des motifs
déformables, qui est la principale contribution de cette thése.

Dans ce chapitre, nous proposons un type de structuration plus élémentaire, qui
conserve le modeéle matriciel (3.10) de la partie précédente, et qui consiste uniquement
& imposer au dictionnaire d’étre une union de bases orthonormées. Nous expliquons les
raisons de ce choix juste aprés la description du modéle.

Le modéle de décomposition s’écrit :

s=c" - Dtr=[cTcp?]-| |47 (6.1)

ou chaque base D, est une base orthonormée : QP~QPT = QpT-Qp = I;. Le dictionnaire
est donc redondant, de taille PL x L.

Le choix de ce modéle a été initialement fait dans ’optique de combiner structuration
de dictionnaire et apprentissage de dictionnaire. L’apprentissage de dictionnaire est le
centre de notre travail, et nous avons expliqué au chapitre précédent les raisons qui nous
poussent & vouloir structurer le dictionnaire.

Dans ce travail préliminaire, nous avons choisi la structure d’union de bases orthonor-
meées pour sa simplicité et ses propriétés spécifiques intéressantes pour 'apprentissage.
Ce choix se justifie également par 'utilisation fréquente d’union de bases orthonormées
dans la littérature, pour décrire des signaux exhibant des caractéristiques de nature
différente.

Ainsi, nous avions mentionné dans la section 3.1.2 que ce modeéle a été utilisé par
Daudet et Torrésani [DT02] pour la décomposition de sons musicaux, avec P = 2 bases.
La base D; est une base de cosinus (TCDM) qui code les parties tonales du son et D,
est une base d’ondelettes qui code les parties transitoires. Nous avons également évoqué
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le modele proposé par Starck, Elad et Donoho [SED04| pour décomposer des images.
Ils utilisent une base D; de cosinus (TDCM a deux dimensions) pour coder les textures
d’images naturelles et une frame D, de “curvelettes” pour les contours.

La structure d’union de bases orthonormées permet également d’appliquer des stra-
tégies spécifiques pour améliorer la décomposition. Ainsi, pour décomposer le signal s
sur le dictionnaire D, nous proposons d’utiliser le seuillage doux alterné présenté en
section 2.3.2. Rappelons que cet algorithme démarre avec un vecteur de coefficients
c initial, et que, successivement, les sous-vecteurs de coefficients ¢, sont mis a jour
individuellement alors que tous les autres c,/, avec p’ # p, sont fixés.

Dans la section 6.1, nous proposons un algorithme d’apprentissage de dictionnaire
intégrant la contrainte d’union de bases orthonormées. Cet algorithme met a jour les
bases de facon successive. La section 6.2 évalue la capacité de I'algorithme proposé a ex-
traire des bases représentatives des composantes du signal, et la section 6.3 montre que
la contrainte structurelle est généralement trop forte quand on traite des signaux natu-
rels musicaux. Nous rappelons également que ce modéle suit le modeéle matriciel (3.10),
dont les défauts ont été présentés au chapitre 5.

6.1 Mise a jour des bases par DVS

L’apprentissage d'une union de bases orthonormeées suit le principe exposé dans la
section 3.5, & savoir une alternance entre le calcul des meilleurs coefficients pour le
dictionnaire courant, et la mise & jour du dictionnaire en gardant les coefficients fixes.
Nous avons expliqué que le calcul des coefficients se fait par seuillage doux alterné. Nous
exposons ici I'étape de mise & jour du dictionnaire, les coefficients étant fixés.

La méthode d’apprentissage d’une union de bases orthonormées proposée dans cette
section a été présentée dans la conférence ICASSP 05 [LGBBO5].

Nous exposons dans la section 6.1.1 le critére et ’algorithme d’apprentissage sur
I’exemple simple d’un dictionnaire formé d’une seule base orthonormée. Nous le géné-
ralisons ensuite, dans la section 6.1.2, & un dictionnaire union de bases orthonormées.

6.1.1 Apprentissage d’une seule base orthonormée

Nous supposons dans cette section que le dictionnaire D est une base orthonormée
(taille L x L), et donc le dictionnaire est non redondant. Nous modélisons la décompo-
sition de I'ensemble des signaux s,, regroupés dans la matrice S, comme :

S=C-D+R. (6.2)

Le critére & optimiser est similaire & (3.34), auquel il faut ajouter la contrainte d’or-
thonormalité sur le dictionnaire. Le deuxiéme terme de (3.34), qui impose la parcimonie
des coefficients C, est inutile puisque les coefficients sont fixés lors de la mise & jour de la
base. Notons que dans les perspectives, a la section 11.2, nous évoquons 1’optimisation
conjointe de la base et des coefficients, mais pour le moment, nous supposons que les
coefficients ont été calculés et nous nous intéressons uniquement & la mise & jour de la
base.
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L’objectif est donc le suivant :

DOP! = arg Il’]l:i)n |S — C - DJ|3 tel que D soit une base orthonormée (6.3)

Ce probléeme a une solution analytique, qui est obtenue par le biais de la décompo-
sition en valeurs singuliéres (DVS) de la matrice CT - S.

Nous notons UT-A-V 1a DVS de C”-S (ou une DVS parmi toutes les DVS possibles).
Les matrices U et V sont orthonormales et de taille L x L, avec L la taille des signaux.
La matrice A, également de taille L x L, est diagonale et la diagonale porte les valeurs
singuliéres en ordre décroissant.

Les valeurs singuliéres sont toutes strictement positives si et seulement si la matrice
CT .S est inversible. La DVS est unique si et seulement si toutes les valeurs singuliéres
sont strictement positives, et toutes différentes.

Apres ce rappel théorique sur la décomposition en valeurs singuliéres, présentons le
théoréme donnant la solution du probléme (6.3).

Théoréme 4 La base QOpt, solution du probléme (6.3), est donnée par
D? =uT.y (6.4)

ot les matrices U et V. sont obtenues par lo décomposition en valeurs singuliéres de la
matrice CT - S :

ul.A.v=ctl.s. (6.5)

Si la matrice CT -8 est inversible, alors UT -V est l'unique solution du probleme (6.3).
Si elle n'est pas inversible, alors UL -V est une solution parmi l’ensemble des solutions
du probléme (6.3).

La preuve compléte de ce théoréme est donnée dans ’annexe A.4. Expliquons en
quelques lignes son principe.

En premier lieu, la contrainte d’orthonormalité peut étre intégrée au critére en uti-
lisant les multiplicateurs de Lagrange :

(DP', A%!) = axgmin |8 - C- DI} + Tr [(D-D" ~1;)-A] . (66)

ou Tr[-]| est Popérateur de trace, et A est une matrice symétrique de taille L x L de
multiplicateurs de Lagrange. Le probléme devient alors convexe, peut étre résolu par
une annulation de gradient, et la solution QOpt est la méme que celle du probléme (6.3).

L’annulation des gradients de (6.6) par rapport a la base D et par rapport a la
matrice A permet de montrer que QOpt doit vérifier :

T
7" .7z =D .z.27.pOoPt (6.7)
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avec Z = CT . 8. En notant Z = UT - A -V la DVS de la matrice Z, nous prouvons
alors que QOpt vérifie :

Qopt — UT X EoptT . K , (68)

ou EOpt est une matrice vérifiant A2 -EOpt = BOpt - A%, Nous prouvons enfin que
EOpt = I; et QOpt = UT . V sont les solutions optimales, et nous montrons les
conditions d’unicité de la solution.

6.1.2 Apprentissage d’une union de bases orthonormeées

Lorsque le dictionnaire est formé de P bases orthonormeées D,,, le modele de décom-
position de la matrice S est :

P
S=) G, 'D,+R. (6.9)
p=1
Connaissant le signal S et les coefficients précédemment calculés C, le dictionnaire
optimal est celui qui minimise I’erreur de reconstruction sous la contrainte d’orthonor-
malité :

P
D°Pt — arg Irll__i)n IS — Z C, -QpH% tel que les bases D,, soient orthonormées . (6.10)
D =

Le probléme (6.10) n’a pas de solution explicite, contrairement au cas précédent d’un
dictionnaire contenant une seule base orthonormée. Pour le résoudre, nous proposons
une technique sous-optimale de mise & jour successive des bases D,. Le principe de
I’algorithme est le suivant :

1. Choix de la base D,, & mettre a jour,

2. Retrait de la contribution des autres bases au signal

S,=8-> C,-D,, (6.11)
p'#p

3. Mise & jour de la base D,, :

Dg?pt = arg r%in 1S, — Cp -QpH% tel que D,, soit une base orthonormée (6.12)
=P

4. Retour au pas 1

Le pas 3 correspond au probléme traité dans la section précédente, qui se résout
analytiquement. Les bases D,, peuvent étre choisies, au pas 1, dans l'ordre de leur
numérotation, ou par une stratégie plus élaborée. Nous ne traitons pas cette question
de la stratégie de choix des bases et dans les expériences, nous mettons & jour les bases
dans ’ordre de leur numérotation.

L’algorithme d’apprentissage d’une union de bases orthonormeées, dans son ensemble,
est le suivant :
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Apprentissage d’une union de bases orthonormées :

1. Initialiser le dictionnaire D = [D; ---Dp]
2. Faire

(a) Calculer un jeu de coefficients C = [C; - - - Cp| parcimonieux pour la décom-
position des signaux S sur le dictionnaire D. L’algorithme de seuillage doux
alterné est adapté a ce modéle de dictionnaire.

(b) Pour p allant de 1 & P
Faire la mise a jour de la base D,, :

i. Retrait de la contribution des autres bases au signal
S,=8-> C,-D,, (6.13)
p'#p
ii. Décomposition en valeurs singuliéres de CpT -5,

c, -8,=U"-AV, (6.14)

iii. Mise a jour de la base D,, :

T
D,=UT.V. (6.15)

Tant que 'algorithme n’a pas convergé.

6.1.3 Role du paramétre A

Nous avons mentionné dans l'introduction que le calcul des coefficients est effectué
avant la mise & jour du dictionnaire, et comme nous nous intéressons uniquement a cette
mise & jour alors que les coefficients sont fixés, nous avons enlevé le terme de mesure de
la parcimonie des coefficients dans le critére & minimiser.

Il faut cependant évoquer le critére dans son ensemble, et notamment le parameétre
de compromis A entre poids de ’erreur et poids des coefficients :

[S—C-Dl5+X-|C|x . (6.16)

En effet, si ce paramétre est nul, ou s’il est trop élevé, 'algorithme de mise & jour
des bases n’a pas d’utilité.

Montrons-le dans le cas de plusieurs bases. Si A = 0, alors les coefficients optimaux
sont obtenus par application de la pseudo-inverse & droite de D, qui vaut pour une
union de P bases orthonormées :

1

Dt =—.D7 1
D"=5-D°, (6.17)
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et donc les coefficients optimaux sont :

1
Cp =5 -8-D,". (6.18)
La matrice CpT '§p vaut alors :
c, -8, = ( F s-D,"-D, (6.19)
— D,-8"-8, (6.20)

en remplacant les coefficients par leur valeur, et en utilisant le fait que les bases D,
sont orthonormeées. En notant ST -S=V7-A -V laDVS de S” -S, alors la DVS de la
matrice CpT -8, correspondant a I'é¢tape (6.14) s’écrit :

A
T Ty A
et la mise a jour (6.15) s’écrit :
i il T . v — i1
D =D V7.V =D (6.22)

ce qui signifie que le dictionnaire reste inchangé.

L’algorithme présenté n’a donc une action que si le parametre de compromis A est
supérieur a zéro.

A lopposé, si ce parameétre est trop élevé, la parcimonie est maximale, et les coef-
ficients valent zéro. Dans ce cas, optimiser le dictionnaire & coefficients fixés n’a pas de
sens, car toutes les unions de bases orthonormeées possibles donnent la méme erreur.

Cela se vérifie en appliquant I’algorithme, car le calcul de la DVS de CpT -S,, donne
une matrice A nulle et n’importe quel couple de matrices orthonormales (U, V). La
base mise & jour D, = UT . V peut donc étre n’importe quelle base orthonormée et
est obtenue par les matrices U et V dont le choix dépend du hasard de l'algorithme
de DVS utilisé.

Le paramétre A doit donc étre choisi de fagon & ce que les coefficients ne soient pas
nuls (diversité nulle et parcimonie maximale), mais également de fagon a ce que les
coefficients ne reconstruisent pas exactement le signal (erreur nulle), car dans ces deux
cas extrémes, 1’algorithme de mise & jour des bases est inutile.

6.2 Evaluation de la qualité de ’apprentissage du diction-
naire

Nous allons montrer dans cette partie expérimentale sous quelles conditions 1’algo-
rithme d’apprentissage d’union de bases orthonormées permet de retrouver un diction-
naire ayant généré des données parcimonieuses artificielles. Nous montrerons également
que cet algorithme est limité par la taille des signaux qu’il peut traiter.
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Dans un premier temps, nous allons définir les outils de mesure de la performance
que nous utiliserons dans les expériences. Nous expliquerons ensuite les intentions ex-
périmentales, et détaillerons trois expériences concernant l'influence de la quantité de
données d’apprentissage, d’'un mauvais dimensionnement du dictionnaire, et de la di-
mension des signaux traités.

6.2.1 Meétriques

Nous présentons dans cette section des outils servant a mesurer la ressemblance entre
deux dictionnaires. Nous définissons tout d’abord le corrélogramme qui représente les
corrélations entre les atomes des deux dictionnaires, puis nous en déduisons deux me-
sures, le taux de rappel, et le taux de précision, qui permettent de compter et d’analyser
le nombre d’atomes en commun dans les deux dictionnaires.

Nous donnons une définition du corrélogramme qui sera étendue dans la suite de
la these. Pour le moment, la définition est la suivante. Soient deux dictionnaires D, ¢
et Qapp contenant respectivement K,.r et Ky, atomes de taille L. Le corrélogramme,
noté C(D,. s, D,y,), est la matrice contenant tous les produits scalaires entre les atomes
des deux dictionnaires, définie par :

J
!

T
C(Drefvg = Dref ’ Dapp = ) (623)

app) :
<dzef’d‘;ﬂp> — 3

oit d7’ est le i atome du dictionnaire D, I3

Lorsque les atomes sont normés, la matrice comprend des valeurs entre —1 et 1.
Le corrélogramme peut étre affiché comme une image de méme taille, en attribuant a
chaque pixel une couleur correspondant a la valeur de la case associée dans la matrice.
Il peut aussi étre résumé par les corrélations maximales sur les lignes et les colonnes, et
de facon encore plus concise, avec des mesures de rappel et de précision.

La premiére fagon de résumer le corrélogramme consiste & calculer, pour chaque ligne
du corrélogramme, la corrélation maximale du motif de référence avec tous les motifs
appris ; et pour chaque colonne, la corrélation maximale du motif appris avec tous les
motifs de référence. L’affichage du premier nuage de points indique & quel point les
motifs de référence ont été retrouvés, et I’affichage du deuxiéme nuage de points indique
a quel point les motifs appris sont corrects, c’est-a-dire correspondent & un motif de
référence. Nous utiliserons une figure de ce style a la section 9.4.

La deuxieme facon de résumer le corrélogramme est d’utiliser les taux de rappel et
de précision, qui découlent de ces nuages de points. C’est celle que nous utiliserons dans
cette section. Les mesures de rappel et de précision sont classiques dans le domaine de
la recherche d’information. Elles servent notamment & mesurer la qualité de la réponse
d’un systéme a une requéte de recherche de documents dans une base de données. Ainsi,
la mesure de rappel est définie par la proportion de documents pertinents trouvés par le
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systéme, parmi I’ensemble de documents pertinents dans la base. La mesure de précision
est définie par la proportion de documents pertinents parmi ’ensemble des réponses du
systéme.

Dans le cadre de la comparaison d’atomes, le dictionnaire de référence D, ¢ corres-
pond & I’ensemble des documents pertinents dans la base de ’exemple, tandis que le
dictionnaire appris D,,,, correspond & ’ensemble des documents donnés en réponse par
le systéme. La vision est tout de méme un peu différente, puisque les atomes ne peuvent
pas forcément étre appariés. En effet, il se peut que deux atomes appris correspondent
au méme atome de référence, par exemple.

Nous définissons les mesures de rappel R(D,.. 7, D,,,,) et de précision P(D, ., D,,,)
par :
nombre d’atomes de D résents dans D
R(D, s, Dyyp) = —res P i (6.24)
PP nombre d’atomes de D,..;
nombre d’atomes de D, présents dans D
P(Qref72app) = ) — ref (625)
nombre d’atomes de D,

Le nombre d’atomes d’un dictionnaire présents dans ’autre dictionnaire est défini &
I’aide du corrélogramme. Nous définissons qu'un atome est présent dans un dictionnaire
si sa corrélation avec un au moins des atomes du dictionnaire est supérieure & un seuil
donné. Le test d’appartenance d’un atome d & un dictionnaire D, conditionnellement &
un seuil £, est défini par :

1 Siﬂdk62/|<d’dk>‘2>

A(d,D,§) = { TalR T,z = & (6.26)

0 sinon

A l’aide de cette mesure, le rappel et la précision sont définis par :

1

R(Qr@f?Dapp’ 5) - K f : Ca‘rd {dk‘ e Dref / A(dk‘?Qapp?&) = 1} (627)
1

,P(Dreﬁgappvg) = K - card {dk € Dapp / A(C—lkvgrefvé) = 1} (628)
app

Ces mesures peuvent étre calculées en calculant les valeurs maximales du carré de
chaque ligne et de chaque colonne du corrélogramme. Le nombre de maxima des lignes
du corrélogramme supérieurs au seuil, rapporté au nombre de lignes, donne le rappel,
tandis que le nombre de maxima des colonnes du corrélogramme supérieurs au seuil,
rapporté au nombre de colonnes, donne la précision.

Le seuil doit étre choisi entre 0 et 1 lorsque tous les atomes sont normés. Si le seuil
vaut 0, alors quels que soient les dictionnaires, le rappel et la précision valent 1, ce
qui signifie que tous les atomes du dictionnaire de référence ont été retrouvés et que
tous les atomes appris appartiennent au dictionnaire de référence. Si le seuil vaut 1,
alors le rappel donne le ratio d’atomes du dictionnaire de référence qui se retrouvés
exactement, et la précision donne le ratio d’atomes appris qui sont exactement des
atomes de référence.

Apres la définition de ces mesures, exposons nos intentions expérimentales concer-
nant ’apprentissage de dictionnaire structuré comme 'union de bases orthonormées.
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6.2.2 Intentions expérimentales

Nous désirons évaluer les capacités de 1’algorithme présenté en section 6.1.2 & re-
trouver un dictionnaire de référence, a partir de données artificielles générées de fagon
parcimonieuses par ce dictionnaire de référence, c’est-a-dire & retrouver les atomes sur
lesquels les données d’apprentissage sont intrinséquement parcimonieuses.

Nous chercherons quel est 'ordre de grandeur de la taille des données d’apprentissage
nécessaire & un bon apprentissage. Nous examinerons ensuite l'influence d’une erreur
de modélisation concernant le nombre d’atomes recherchés, par rapport au nombre
d’atomes réel.

Enfin, nous étudierons l'influence de la taille des signaux traités sur les proprié-
tés de convergence de l’algorithme, afin de comprendre pour quels types de signaux
I’algorithme est utilisable.

6.2.3 Influence de la taille de I’ensemble d’entrainement

L’algorithme nécessite un ensemble de signaux d’entrainement afin d’apprendre les
atomes permettant de les décomposer de facon parcimonieuse. Il est intuitif que si
I’ensemble est trop petit, alors tous les atomes ne seront pas représentés et il sera
impossible d’apprendre toute la diversité du dictionnaire. Nous essaierons dans cette
expérience de déterminer & partir de quelle taille ’ensemble de données est suffisamment
grand pour permettre d’apprendre correctement le dictionnaire.

6.2.3.1 Principe de ’expérience

Le principe de ’expérience est le suivant. Nous créons un dictionnaire de référence,
structuré comme une union de bases orthonormées, puis des signaux artificiels, & la
parcimonie controlée, a partir de ce dictionnaire de référence. Le nombre de signaux
créés est le paramétre a étudier et nous le faisons varier. Nous apprenons ensuite, sur
chacun de ces signaux, un dictionnaire de méme taille que le dictionnaire de référence

Nous mesurons ensuite la qualité des atomes appris a ’aide des mesures de rap-
pel et de précision, et nous analysons ces mesures par rapport au nombre de signaux
d’apprentissage utilisés.

Etant donné que le nombre de paramétres a apprendre dans le dictionnaire est
L-(L—1) (voir la section 3.2), le nombre de signaux @ sera du type n- L de sorte que le
nombre d’échantillons dans les signaux d’entrainement est (presque) proportionnel au
nombre de paramétres libres du modéle : n - L2.

L’expérience est réalisé un grand nombre de fois et nous présentons la moyenne des
résultats de toutes ces expériences. De plus, I'expérience sera réalisée pour plusieurs
tailles de signaux, afin d’éviter de tirer des conclusions & partir d’un cas particulier.

6.2.3.2 Protocole détaillé

Le protocole détaillé est décrit dans le tableau suivant
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Dictionnaire D, ¢

Union de deux bases orthonormeées, initialisées aléatoi-
rement selon une loi gaussienne, puis orthonormalisées
par l'algorithme de Gram-Schmidt

Dictionnaire Qapp

Union de deux bases orthonormées, de la méme taille
que Dref

Taille des signaux L

4, 8, 16, 32 puis 64

Génération des signaux

5q

Chaque signal est généré par 1 & r atomes tirés aléatoi-
rement selon une loi uniforme, et dont les amplitudes

suivent une loi gaussienne.

{1*‘2\@ |, afin d’assurer que c, est le jeu de coefficients

le plus parcimonieux générant le signal s, [GN04]

Nombre d’atomes max r

Nombre de signaux | n=1/4, 1, 2, 5, 10, 20, 50 et 100
Q=n-L
Nombre d’expériences | 100, pour chaque taille de signal L

Ne

Seuil de décision & pour | 0.99

la précision et le rappel

Algorithme de calcul

des coefficients

Seuillage doux alterné. Le parameétre de compromis A
est réglé selon la méthode indiquée dans [LGBBO05] et
décroit linéaire au fil des itérations de décomposition.
Un seuillage dur, de moins en moins sévére au cours de
I’apprentissage, est ensuite appliqué sur les coefficients

Tirage aléatoire selon une loi gaussienne, puis ortho-
normalisation de chacune des bases

Initialisation de D,
dans ’algorithme d’ap-
prentissage

La diversité des coefficients calculés est stable ou le
nombre d’itérations est supérieur a 2 000

Critere d’arrét de l'algo-
rithme d’apprentissage

6.2.3.3 Résultats

Les résultats vont étre présentés sous la forme suivante. Pour chaque valeur de la
longueur des signaux L, nous afficherons le taux de rappel et de précision, en pourcen-
tage, en fonction du coefficient n = @)/L. Cette abscisse permettra de tenir compte des
différentes valeurs de L.

De fagon intuitive, puisque le nombre de parameétres a estimer est de L - (L — 1)
pour deux bases orthonormales, nous nous attendons a ce que les taux de rappel et
de précision soient proches de 0% lorsque le nombre d’échantillons cumulé sur tous les
signaux d’entrainement est inférieur & L - (L — 1), ce qui est le cas pour n = 1/4, et
presque pour n = 1. De fagon plus générale, nous pouvons penser qu’il faut que le
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nombre de paramétres d’apprentissage (@ - L) soit significativement plus grand que le
nombre de paramétres libres pour que ceux-ci soient correctement estimés, et donc nous
nous attendons & ce que les taux de rappel et de précision deviennent grands uniquement
pour de grandes valeurs de n.

La figure 6.1 présente la courbe du taux de rappel en fonction du coefficient n = Q /L,
pour les différentes valeurs de la taille des signaux L. Nous n’affichons pas la courbe du
taux de précision car elle est quasiment identique. L’abscisse est présentée en échelle
logarithmique pour étre en conformité avec la méthode d’exploration, ou n croit de
fagon exponentielle.

100

Taux de rappel (%)

n=Q/L

F1G. 6.1 — Taux de rappel moyen (sur 100 essais) en fonction du rapport entre le nombre

de signaux d’apprentissage () et la dimension des signaux L, pour différentes dimensions
L

Nous voyons sur cette figure que globalement, le taux de rappel moyen augmente
avec le nombre de signaux d’apprentissage, quelle que soit la dimension du signal. Cela
signifie que plus la quantité de données d’apprentissage est élevée, plus le dictionnaire
appris est proche du dictionnaire de référence. C’est un résultat logique pour les raisons
données précédemment. D’un point de vue probabiliste, rappelons que nous avions défini
le probléme d’apprentissage comme la maximisation de la vraisemblance des données, en
espérance. L’espérance est approchée par une moyenne sur ) signaux, il est donc intuitif,
en suivant la loi des grands nombres, que la qualité de ’approximation de I’espérance
augmente avec le nombre de signaux, et par suite que la qualité de ’apprentissage se
trouve améliorée.

Il est remarquable que les courbes soient d’allure similaire, quelle que soit la dimen-
sion. Nous pouvons en conclure qu’il est important de régler le nombre de signaux Q
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de fagon proportionnelle & la dimension L, et que le facteur important est n.

De facon variable suivant les dimensions, il semble qu’un palier soit atteint vers
n = 20, et qu’a partir de cette valeur, la performance de 1’algorithme stagne. Nous
pouvons en déduire que s’il est important que le nombre de signaux soit environ 20
fois supérieur a la dimension, en revanche, il n’est pas nécessaire d’aller plus loin. Du
point de vue calculatoire, la complexité allant en grandissant comme nous le verrons en
section 6.2.5, le choix de @ = 20 - L parait judicieux.

Nous avons étudié I'influence de la taille de I’ensemble d’apprentissage sur la qualité
de 'apprentissage, en supposant connaitre la taille du dictionnaire & apprendre. Qu’en
est-il lorsque le dictionnaire de référence et le dictionnaire appris ne sont pas de méme
taille ?

6.2.4 Influence du dimensionnement du dictionnaire

L’expérience précédente a été faite sous 'hypothése forte que les dimensions du
dictionnaire sous-jacent sont connues. En effet, le nombre d’atomes sous-jacents ne
peut pas étre connu a l'avance, et nous pouvons nous demander quelle est 'influence
d’une méconnaissance du nombre d’atomes. Nous verrons qu’il est nécessaire de sur-
dimensionner le dictionnaire pour espérer retrouver le dictionnaire de référence.

6.2.4.1 Principe de ’expérience

Nous proposons ’expérience suivante. L’objectif est toujours de retrouver un dic-
tionnaire sous-jacent, & partir de données parcimonieuses artificiellement créées sur ce
dictionnaire de référence. Nous testerons les performances de ’algorithme d’apprentis-
sage, pour un nombre de bases donné dans le dictionnaire appris, en fonction du nombre
de bases dans le dictionnaire de référence. La performance sera de nouveau mesurée en
termes de rappel et de précision, et en moyennant sur un grand nombre d’expériences.

6.2.4.2 Protocole détaillé

Le protocole détaillé est décrit dans le tableau suivant
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Nombre de bases ortho-
normées dans le diction-
naire D,..

1,20u3

Initialisation des bases
de Dref

Tirage aléatoire des composantes selon une loi gaus-
sienne, puis orthonormalisation des bases par ’algo-
rithme de Gram-Schmidt

Dictionnaire D,

Union de deux bases orthonormeées

Taille des signaux L

32

Génération des signaux

34

Chaque signal est généré par 1 & r = 3 atomes tirés
aléatoirement selon une loi uniforme, et dont les am-
plitudes suivent une loi gaussienne.

Nombre d’atomes max r LHT\EJ = 3, afin d’assurer que c, est le jeu de coeffi-
cients le plus parmonieux générant le signal s, [GNO4]

Nombre de signaux | n =50

Q=n-L

Nombre d’expériences | 200

Ne

Seuil de décision & pour | 0.99

la précision et le rappel

Algorithme de calcul

des coefficients

Seuillage doux alterné. Le paramétre de compromis A
est réglé selon la méthode indiquée dans [LGBBO5| et
décroit linéaire au fil des itérations de décomposition.
Un seuillage dur, de moins en moins sévére au cours de
I’apprentissage, est ensuite appliqué sur les coefficients

Initialisation de D,

dans l’algorithme d’ap-
prentissage

Union de deux fois la matrice identité : D, = [I I]

Critere d’arrét de l’algo-
rithme d’apprentissage

La diversité des coefficients calculés est stable ou le
nombre d’itérations est supérieur a 2 000
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6.2.4.3 Reésultats

Nous présenterons les résultats sous la forme d’un tableau contenant les taux moyens
de rappel et de précision pour les trois configurations, a savoir modéle sur-dimensionné
(deux bases au lieu d’une), bien dimensionné, et sous-dimensionné (deux bases au lieu
de trois).

Nous pouvons nous attendre & ce que le modéle bien dimensionné donne le méme
type de résultat que dans le cas précédent. Pour le modéle sur-dimensionné, nous espé-
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rons qu’au moins une des deux bases du dictionnaire appris retrouve la base de référence.
L’indice important est le taux de rappel, qui compte le pourcentage d’atomes de réfé-
rence correctement appris. En effet, le taux de précision, dans ce cas, peut étre faible,
jusqu’a 50%, sans que le dictionnaire soit mal appris, puisqu’il suffit qu'une base soit
bien apprise, soit la moitié des atomes. Dans le cas sous-dimensionné, le taux de rap-
pel ne peut pas étre supérieur a 66%, puisque seuls 64 atomes sont appris alors que le
dictionnaire de référence en compte 96. Nous verrons si le taux de rappel se rapproche
de ce taux maximal, ce qui ne peut arriver que si le taux de précision s’approche de
100%, ou si I'algorithme prend le parti d’essayer de coder les 96 atomes par deux bases
différentes, mais plus efficaces, que tout sous-ensemble de deux bases de référence.

Dictionnaire de référence D, D,cr1 | Drero | Dreps
Taux moyen de rappel 99.5% | 93% | 0.5%
Taux moyen de précision 56% 93% 1%

Les résultats sont meilleurs qu’attendu pour le dictionnaire bien dimensionné. Rap-
pelons que nous avons changé un paramétre par rapport a ’expérience précédente, au
niveau de l'initialisation du dictionnaire. Au lieu d’initialiser les bases aléatoirement,
nous les avons initialisées avec la matrice identité. Le résultat est un taux moyen de
rappel de 93% au lieu de 77% avec une initialisation aléatoire. Nous n’expliquons pas
la différence de performance. Notons que parmi les 200 expériences lancées, deux cas
de figure apparaissent pour expliquer le chiffre de 93%. Dans 8% des cas, aucun atome
n’est correctement retrouvé, tandis que dans 92% des cas, tous les atomes sont parfai-
tement retrouvés. Nous supposons que l'initialisation joue un grand role, qui reste a
comprendre.

Pour le dictionnaire sur-dimensionné, presque tous les atomes sont retrouvés, et 6%
des atomes de référence sont présents dans les deux bases apprises, puisque 56% des
atomes appris correspondent & un atome de référence. Parmi les 200 expériences, nous
pouvons encore une fois distinguer deux comportements. Dans 55% des cas, une des
deux bases de D,,,, est exactement la base de référence, et dans 45% des cas, les atomes
sont répartis dans les deux bases (82% dans la premiére, 17% dans la deuxiéme, et 1%
n’est pas retrouvé).

Dans le cas sous-dimensionné, nous remarquons que pratiquement aucun atome
n’est retrouvé correctement. Notons que parmi les 200 expériences, aucune n’a permis
de retrouver plus de 15% des atomes. Il serait intéressant dans ce cas de regarder si les
signaux sont plus parcimonieux dans le dictionnaire appris D, que dans n’importe
quelle union de deux bases de D, ¢, ce qui expliquerait le choix fait par I’algorithme.

Pour conclure sur cette expérience, lorsque ’objectif est de retrouver un dictionnaire
sous-jacent, puisque ’algorithme n’est efficace que lorsque le nombre de bases apprises
est au moins aussi grand que le nombre de bases de référence, il parait indispensable
de sur-dimensionner le dictionnaire, quitte & retirer ensuite des bases. Il faudrait avant
cela vérifier que le comportement observé pour peu de bases se reproduit pour un plus
grand nombre de bases.
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Intéressons-nous maintenant & la vitesse de convergence de ’algorithme, en fonction
de la dimension des signaux, afin d’évaluer la limite d’utilisation de I’algorithme.

6.2.5 Influence de la dimension des signaux

Apres avoir étudié l'influence de la taille de ’ensemble d’apprentissage, et d’une
erreur de modélisation, intéressons-nous a I’étude de la complexité de 1’algorithme d’ap-
prentissage. Nous allons montrer que cet algorithme ne peut étre utilisé que pour des
petites dimensions, ce qui limite son intérét pour le traitement de données réelles.

6.2.5.1 Principe de ’expérience

Nous ne nous intéressons plus maintenant aux performances en termes de rappel et
de précision de l’algorithme, mais uniquement a sa complexité algorithmique.

Pour cela, nous allons mesurer le temps de calcul et le nombre d’itérations nécessaires
& la convergence, lorsqu’il converge, lors de ’apprentissage d’un dictionnaire sur un
ensemble de signaux artificiels, générés comme pour les deux expériences précédentes a
partir d’un dictionnaire de référence. Nous lancerons de nombreuses expériences, afin
d’établir des statistiques fiables, pour différentes valeurs de la dimension L des signaux.
L’algorithme est dit convergent lorsqu’il retrouve le dictionnaire exactement, c’est-a-dire
avec un taux de rappel de 100%, pour un seuil &.

6.2.5.2 Protocole détaillé

Le protocole détaillé est décrit dans le tableau suivant
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dictionnaire D, ¢

Union de deux bases orthonormeées

Initialisation des bases
de Dref

Tirage aléatoire des composantes selon une loi gaus-
sienne, puis orthonormalisation des bases par ’algo-
rithme de Gram-Schmidt

Dictionnaire Qapp

Union de deux bases orthonormeées

Taille des signaux L

4, 8, 16, 32, 64 et 128 pour les deux mesures ainsi que
256, 512, 1 024 et 2 048 pour la mesure du temps de
calcul d’une itération

Génération des signaux

5q

Chaque signal est généré par 1 & r atomes tirés aléatoi-
rement selon une loi uniforme, et dont les amplitudes
suivent une loi gaussienne.

Nombre d’atomes max r

L—HQ\EJ = 3, afin d’assurer que c, est le jeu de
coefficients le plus parcimonieux générant le signal

s, [GNO4]

la précision et le rappel

Nombre de signaux | n =50
Q=n-L

Nombre d’expériences | 100
Ne

Seuil de décision & pour | 0.99

Algorithme de calcul
des coefficients

Seuillage doux alterné. Le parameétre de compromis A
est réglé selon la méthode indiquée dans [LGBBO05] et
décroit linéaire au fil des itérations de décomposition.
Un seuillage dur, de moins en moins sévére au cours de
I’apprentissage, est ensuite appliqué sur les coefficients

Initialisation de D,
dans l'algorithme d’ap-
prentissage

Union de deux fois la matrice identité : D, = [I I]

Critére d’arrét de I’algo-
rithme d’apprentissage

La diversité des coefficients calculés est stable ou le
nombre d’itérations est supérieur a 2 000

6.2.5.3 Reésultats

Nous allons tout d’abord présenter sous forme graphique 1’évolution du temps de
calcul d’une itération de ’algorithme d’apprentissage, en fonction de la dimension des
signaux. Il s’agira de mesurer selon quelle régle le temps de calcul augmente avec la
dimension.

Dans un deuxiéme temps, nous présenterons une représentation statistique du nombre
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d’itérations nécessaires a la convergence, pour chaque dimension (valeur pour chaque
expérience, moyenne, écart type et régression linéaire).

La figure 6.2 représente I’évolution du temps de calcul d’une itération de I'algorithme
d’apprentissage sur un Pentium 4.

Temps de calcul
d’une iteration (secondes)

10’ P . P . P

10 10° 10
Dimension des signaux L

FiG. 6.2 - Evolution du temps de calcul d’une itération en fonction de la dimension des
signaux.

Nous pouvons observer que si pour des petites dimensions, le temps de calcul ne
varie pas vraiment en fonction de la dimension, en revanche, & partir de L = 128, le
temps de calcul évolue comme une puissance de L (entre O(L?) et O(L3)). Cela n’a rien
d’étonnant puisque la dimension des matrices traitées est multiple de L?.

Si le temps de calcul d’une itération est de 10 s pour L = 512, il est de 324 s,
soit environ 6 minutes, pour L = 2 048. Evidemment, lorsqu’il faut faire des centaines
d’itérations, comme nous allons le voir ensuite, ce n’est pas envisageable. Nous ne dé-
taillons pas l'utilisation de la mémoire, mais grossiérement, les matrices de signaux, pour
L = 2 048 contiennent 2-10% échantillons, et pour les stocker en flottants double préci-
sion, soit 4 octets, il faut environ un 1 Go, ce qui correspond aux limites des machines
actuelles.

Analysons maintenant le nombre d’itérations nécessaires & la convergence de 1’algo-
rithme en fonction de la dimension des signaux, qui est affiché sur la figure 6.3.

Nous observons que le nombre d’itérations moyen permettant la convergence de
I’algorithme croit de fagon linéaire avec la dimension L des signaux. L’utilisation de la
moyenne est valable, puisque la variance des données est assez petite autour de cette
moyenne pour voir clairement la dépendance linéaire entre la dimension L et le nombre
d’itérations.
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FiG. 6.3 - Evolution du nombre d’itérations nécessaires a la convergence de ’algorithme
d’apprentissage en fonction de la dimension des signaux.

En nous rappelant I’évolution du temps de calcul d’une itération en fonction de la
dimension, nous pouvons donc évaluer que la complexité de 1’algorithme se situe entre
O(L?) et O(L*), ce qui le disqualifie pour des dimensions de signaux dépassant la cen-
taine d’échantillons. Or pour traiter des signaux audio, par exemple, la taille des trames
de signal utilisées est en général d’environ 20 ms. Pour une fréquence d’échantillonnage
de 44 100 Hz, une trame de 23.2 ms correspond & L = 1 024, ce qui est impossible
& traiter avec cet algorithme. Un challenge majeur pour permettre 1'utilisation de cet
algorithme est de 'adapter & de plus grandes dimensions.

6.3 Analyse critique

Nous avons présenté un algorithme permettant d’apprendre un dictionnaire, struc-
turé comme une union de bases orthonormales, adapté & un ensemble de signaux, c’est-
a-dire qui permet de les décomposer de facon parcimonieuse.

Nous avons montré ses bonnes propriétés de convergence, sous la condition d’un
sur-dimensionnement du dictionnaire et d’un nombre de données d’apprentissage suffi-
samment grand. Nous avons également montré ses limites en terme de dimension des
signaux traitables, qui ne peut guére étre plus grande qu’une centaine d’échantillons par
trame. Cette derniére critique peut étre faite aux autres algorithmes d’apprentissage de
dictionnaire non structurés, puisqu’ils utilisent les mémes données. Cela plaide pour
Iinvariance par translation et plus largement pour le modéle d’atomes structurés que
nous présentons dans le chapitre suivant et qui est mieux adapté aux signaux temporels
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de grande dimension.

Il serait intéressant de comparer, sur des données réelles, la parcimonie atteinte
par un dictionnaire structuré et par un dictionnaire non structuré, afin de comprendre
si la contrainte d’orthogonalité est handicapante ou non. A noter, le fait d’imposer
que le nombre d’atomes soit un multiple de L est aussi une contrainte forte. Nous
pouvons nous attendre & ce qu’en pratique, le modeéle structuré ait peu d’utilité pour
les décompositions parcimonieuses, en revanche, il est intéressant a deux titres :

— il a permis de se pencher sur le probléme de I'intégration d’une contrainte de struc-

ture dans la modélisation du dictionnaire, notamment pour son apprentissage,

— D’algorithme résultant, reposant sur une mise & jour alternée des différentes bases
qui composent le dictionnaire et sur une décomposition en valeurs singuliéres,
peut étre vu comme une premiére ébauche de 1’algorithme K-SVD [AEBO05], que
nous avons présenté en section 3.5.2 et que nous adaptons par la suite. Nous
pouvons d’ailleurs trouver une référence & notre algorithme dans le nom K-SVD,
puisque l'algorithme K-SVD n’effectue pas de DVS, mais exploite uniquement
la composante principale, contrairement & notre algorithme qui utilise toutes les
composantes.

Le modeéle de dictionnaire utilisé dans cette section est un modéle matriciel, et
nous avons exposé certaines de ses limites dans la section 5.2. Pour s’affranchir de la
contrainte de tramage des signaux, notamment, nous proposons dans la section suivante
un modele d’atome généré par un motif subissant une déformation linéaire.
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Chapitre 7

Structure fondamentale
dictionnaire généré par déformation
linéaire de motifs

Dans ce chapitre, nous changeons de point de vue et de modéle de signaux. Nous
avons pointé les manques du modéle de dictionnaire non-structuré : nécessité de tramer
les signaux, redondance inutile du dictionnaire, pas de prise en compte des connais-
sances a priori sur les invariances du dictionnaire. Nous proposons ici de travailler sur
des signaux entiers, c¢’est-a-dire non-tronqués et donc de dimension “infinie”.

Nous nous focalisons sur les signaux temporels monodimensionnels (monocanaux)
ou multidimensionnels (multicanaux). Cependant, le modeéle que nous présentons ici est
plus général, et peut étre utilisé pour traiter des images ou des vidéos (nous utilisons le
terme vidéo pour désigner une séquence d’images, et non pas un film contenant du son
en plus des images).

Nous définissons le dictionnaire comme une collection d’atomes, qui sont des si-
gnaux du méme type que les signaux traités. Un atome n’est pas paramétré par sa
valeur & chaque échantillon sur ’axe du temps, mais doit étre vu comme le résultat,
par exemple, du placement d’un support, nommé motif, & un instant donné, ou bien
du filtrage d’un signal d’excitation par un filtre a réponse impulsionnelle finie (RIF).
Le dictionnaire est donc généré a partir d’un dictionnaire de motifs et de parameétres
additionnels permettant de modifier et déformer ces motifs.

Nous exposons dans la section 7.1 les motivations qui ont conduit & changer de mo-
déle pour les signaux et les atomes. Dans la section 7.2, nous présentons le modéle de
signaux. Dans la section 7.3, nous détaillons le modéle d’atomes dans le cas intuitif de
I'invariance par translation, qui a déja été proposé par le passé [Ols00, SL05, BDO06].
Dans la section 7.4, nous présentons le modeéle d’atomes créés par des motifs déformés
par une fonction linéaire. Ce modéle, ainsi que les algorithmes de décomposition par-
cimonieuse et d’apprentissage de dictionnaire, est la principale contribution de cette
these.

123
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7.1 Motivations

Nous avons exprimé dans les sections 5.2 et 6.3 les limites du modéle classique de
décomposition de signal sur un dictionnaire parcimonieux représenté par une matrice.

7.1.1 Problémes du découpage en trames

La principale restriction du modéle classique est que la représentation des signaux
en tant que vecteurs de taille fixe L; n’est pas appropriée au traitement de signaux
temporels. Il faut noter que le modéle de dictionnaire non-structuré ne pose pas de
probleme pour traiter des données intrinséquement sous la forme de suite de vecteurs s,
de taille Ly, ot la [® composante est toujours de la méme nature quel que soit le numéro
q du vecteur. Le probléme survient en revanche lorsque les vecteurs sont obtenus par un
processus ayant une dimension arbitraire, comme par exemple le tramage de signaux
temporels que nous expliquons ici.

La technique classique est de découper le signal temporel (d'une durée d’une minute,
par exemple) en trames de longueur L égale a la longueur des atomes (par exemple
de lordre de 100 ms). Le tramage doit étre tel que le signal peut étre reconstruit
parfaitement & partir des trames.

Nous expliquons le principe classique de tramage sur la figure 7.1. Les tranches de
signal, représentées par les rectangles noirs, sont multipliées par une fenétre d’analyse
w, pour donner les () trames s,. Deux tranches de signal successives sont décalées de
D échantillons. Les trames, regroupées dans la matrice S, sont traitées, par exemple
pour apprendre un dictionnaire puis étre décomposées sur ce dictionnaire. Les trames
résultant du traitement, notées 3., sont ensuite multipliées par une fenétre de synthése
wg, puis additionnées pour construire le signal résultant. Cette technique est appelée
“overlap-add” (OLA).

Le schéma de tramage repose sur la condition de reconstruction parfaite, qui relie
la fenétre d’analyse w,, la fenétre de synthése w; et le décalage entre trames de signal
D :

o
L

we(l—¢q-D) - ws(l—q-D)=1,VI (7.1)

Il
o

q

Cette condition est vérifiée par exemple pour des fenétres d’analyse et de synthése
identiques et égales & une demi-arche de cosinus, a condition que le décalage D soit égal
a la moitié de la longueur L; des trames.

Pour ce décalage d’'une demi-trame, le dictionnaire a une mauvaise précision tem-
porelle. En effet, les motifs récurrents du signal n’ont aucune raison d’étre strictement
alignés avec le début des trames, qui sont découpées de fagon réguliére. Ce probléme
est exposé schématiquement sur la figure 7.2. Les atomes appris & partir des trames ne
peuvent donc pas refléter fidélement ces motifs, et seule la tendance moyenne ressort,
sans conserver les détails.

11 est possible d’appliquer le méme schéma pour un décalage d’un échantillon entre
les trames, ce qui permettrait d’étre aligné & 1’échantillon prés avec les motifs du signal,
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Fenétre d’analyse TT

[@)]
Il

Traitement ;
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Fenétre de synthese
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Signal reconstruit MWM[\WM\/WWMWW

F1G. 7.1 — Principe de tramage d’un signal temporel monodimensionnel (schéma inspiré
de [Bad]).

mais alors chaque trame correspond & un seul échantillon du signal, et il faut donc L
(longueur du signal) trames de longueur L; (longueur d’une trame), soit une matrice S
de taille L x Ly, ce qui est énorme pour un long signal.

7.1.2 Probléme de la redondance au sein du dictionnaire appris

Le deuxiéme argument justifiant de modifier le modéle non-structuré concerne la
redondance résiduelle au sein du dictionnaire appris. Nous avons montré sur la fi-
gure 5.2 que le dictionnaire d’atomes appris sur des images naturelles en utilisant 1’algo-
rithme d’Olshausen (décrit en section 3.5.2) contient la méme information dans plusieurs
atomes et peut étre avantageusement factorisé.

Ainsi, le méme motif se retrouve dans plusieurs atomes du dictionnaire appris, et
seule la localisation de ce motif au sein de ’atome change. Une deuxiéme forme de
redondance tient au fait que ce méme motif se retrouve dans plusieurs atomes, et cette
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Signal I rame optimale

Wl

e

Trame 2
Trame 3
Trame 4
Trame 1l Trame 2 Trame 3 Trame 4

—_

F1G. 7.2 — Des trames décalées de moitié (trames 1 & 4) ne permettent pas de s’aligner
précisément avec le motif du signal, comme le ferait la trame optimale (en haut a droite).

fois seule la direction angulaire du motif change. Dans le méme esprit, le méme motif
peut se retrouver dans plusieurs atomes avec un déphasage différent.

Le dictionnaire peut donc étre factorisé par un dictionnaire de motifs élémentaires
et un ensemble de parameétres décrivant la localisation, ’angle et la phase.

7.2 Modéle de signaux

Jusqu’ici, nous avons utilisé des signaux monocanaux s modélisés par des vecteurs
horizontaux de longueur L. Nous proposons maintenant d’utiliser des signaux de dimen-
sion infinie, et nous détaillons dans les deux sections qui suivent le modéle des signaux
temporels monocanaux et des signaux temporels multicanaux, et dans la troisiéme sec-
tion, nous donnons quelques conventions qui faciliteront le passage aux images et aux
vidéos pour le lecteur voulant étendre le modéle a d’autres types de signaux.

7.2.1 Signaux temporels monocanaux

Nous modélisons désormais les signaux temporels mono-dimensionnels par des vec-
teurs horizontaux de dimension infinie, notés s, et qui comprennent les échantillons du
signal situés dans le temps entre —oo et 400 :

s=[ sl—1)s() s +1) -] . (7.2)

L’ensemble de signaux temporels monocanaux de dimension infinie est noté S.
En pratique, les signaux que nous traitons expérimentalement ont un support fini
en dehors duquel les échantillons sont de valeur zéro. Nous notons Ry, la fonction qui
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extrait d’un signal s sa restriction au support situé a l'instant 71" et de longueur L :

S _ RLxl

s(T)
Rop . (7.3)

)

l

s(T —l—.L -1)

Cette fonction restriction (par abus de langage, nous ’appellerons restriction, et
non plus restriction au support) a évidemment une fonction adjointe, notée R}, qui
consiste a placer les composantes du vecteur s entre 'instant T et 'instant T’ L1
d’un signal s dont les autres échantillons sont nuls.

Nous définissons le produit scalaire entre deux signaux monocanaux s; et sy par :

(81,8)= Z§1(l) - 55(0) - (7.4)

l

7.2.2 Signaux temporels multicanaux

Les signaux temporels multicanaux permettent par exemple de modéliser les mé-
langes sonores obtenus en sortie d’une rangée de microphones. Ils sont notés S, et
peuvent étre représentés par leurs M canaux (des signaux monocanaux) s,, € S sous la
forme d’un vecteur de signaux :

S=1| :+ | . (7.5)
SMm

L’ensemble de signaux temporels multicanaux de dimension infinie & M canaux est
noté SM et S est un vecteur de cet espace.

Le signal multicanal S peut étre vu comme une matrice, dont les lignes sont les
canaux, et dont les colonnes donnent la valeur des canaux & un instant donné.

Comme pour les signaux monocanaux, un signal multicanal a un support fini, qui
est défini par les bornes des supports de ses canaux. En dehors de ce support temporel,
tous les échantillons de tous les canaux sont nuls.

Nous définissons la fonction restriction Ry par la succession des restrictions des
canaux :

sM ., RMLxl
Ry 1[s1]

Rrrp : S8 — s= (7.6)

Ry 1[sum]

Nous avons choisi un ordre d’indexation particulier pour la fonction de restriction,
mais les canaux auraient pu étre entrelacés, ou rangés selon un ordre encore différent.

Il faut bien noter que la restriction n’est pas une matrice de M lignes par L
colonnes, mais bien un vecteur colonne de taille M- L. Cette convention permettra



128  Structure fondamentale : dictionnaire généré par déformation linéaire de motifs

de décrire les méthodes de décomposition de signal et d’apprentissage de motifs sous des
notations générales sans a priori sur le caractére monocanal ou multicanal des signaux.
La fonction adjointe de Rr 1, est obtenue en plagant les L premiers éléments de s sur
le premier canal de S, & partir de 'instant 7', les L éléments suivants sur le deuxiéme
canal, toujours & partir de 'instant 7', et ainsi de suite jusqu’au dernier canal.
Nous définissons le produit scalaire entre deux signaux multicanaux S; et S, par :

S

(8:.,8;) = Z Z§1,m(l) ‘§2,m(l) . (7.7)
!

m=1

7.2.3 Signaux image et vidéo

Bien que nous ne travaillions pas sur les images ni les vidéos, nous donnons un
apercu de la fagon dont elles peuvent étre traitées dans notre formalisme. Nous n’in-
troduisons pas de nouvelle notation, et nous désignons les images par s(x,y) € I et les
vidéos par s(z,y,l) € V, ou = et y sont 'abscisse et 'ordonnée, et [ est le temps. Ces
trois coordonnées sont & valeur dans Z. Si de nombreuses recherches ont été effectuées
pour apprendre des dictionnaires sur des images (& partir de 1995, avec Bell et Sej-
nowski [BS95]), les images animées, ou vidéos, n’ont été étudiées dans ce cadre que plus
récemment par van Hateren et Ruderman en 1998 [vHR98].

Comme pour les autres types de signaux, nous supposons que les images et les vidéos
ont un support fini sur chacune de leurs dimensions, et les fonctions de restriction
transforment 'image ou la vidéo en un vecteur colonne (& noter, nous désignons les
coordonnées de démarrage de la restriction par T' = (T,,Ty) et la longueur par L =
(L, Ly) pour les images, avec I'ajout de T} et L; pour la vidéo) :

I RLx'LyX1

§(Txa Ty)
s(Ty +1,Ty)
Rrp : s — s= s(Ty + L, —1,Ty) (7.8)
s(Ty, T, + 1)
| §(Tx+Lx_1aTy+Ly_1) J
Pour la vidéo, la fonction restriction est :
A4 _ RLI-Ly-thl
Ry(.,.m)
Ry..m
Rroc s — s=| )

Ry(. mrri-1)
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Encore une fois, la fonction restriction inverse est facile & obtenir. Il suffit de placer
les éléments du vecteur s dans l'image ou dans la vidéo selon l'ordre d’indexation, a
partir des coordonnées de démarrage T}, T),, ainsi que T} pour la vidéo.

I1 faut noter que les images RGB (rouge-vert-bleu), ou YUV (luminance-chrominance),
qui ont trois couches, sont aux images ce que les signaux multicanaux sont aux signaux
monocanaux, et peuvent étre traités en étendant le modéle de signaux de la méme
manieére.

Nous définissons le produit scalaire entre deux images s; et sy par :

(81,8 )= ZZ&(%ZJ) - so(@,y) (7.10)

et entre deux vidéos par :
< 815 82 > = ZZZ&(%?/J) '§2(x7y7l) . (711)
T Yy l

D’une facon générale, tout type de signal discret ayant un support fini sur chacune
de ses dimensions peut étre traité dans le cadre du modeéle que nous exposons dans cette
thése. Rappelons que les signaux ayant un support fini sont de carré intégrable et que
I’espace peut étre muni d’un produit scalaire.

Dans la section suivante, nous exposons le modéle d’atome généré par un motif
translaté, correspondant aux modeles de signaux décrits dans cette section.

7.3 Modéle préliminaire : dictionnaire invariant par trans-
lation

Avant de présenter le modéle général de dictionnaire, qui est la principale contri-
bution théorique de cette thése, nous présentons un premier modéle plus simple de
dictionnaire invariant par translation, qui a déja été proposé dans la littérature pour
Papprentissage [Ols00, SL05, BD06].

Dans ce modéle simplifié, nous introduisons la séparation de la notion classique
d’atome en deux notions distinctes : 'atome et le motif. Dans cette section, pour plus
de simplicité, les signaux sont limités aux signaux temporels monocanaux.

7.3.1 Définition d’un atome et d’un motif

Un atome est un signal temporel monocanal, du méme type que les signaux traités,
et une décomposition atomique parcimonieuse consiste a représenter le signal comme
somme de peu d’atomes :

I
5= di+r. (7.12)
=1

Dans le modéle d’invariance par translation, un atome d € S est constitué d’un
motif m; € S, choisi dans un dictionnaire M de motifs, positionné a un instant ¢t € Z
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donné, et multiplié par une amplitude ¢ € R donnée. La restriction du motif m & son
support est noté m et est de taille L,,. Pour désigner le motif, nous utiliserons selon les
cas :
— m : le vecteur de L, échantillons, ou
— m = Rj; [m]: le signal dont le support, placé & I'instant zéro, correspond au
motif m .
Un atome d s’écrit alors, pour tout [ :

d(l) = c-my (i —t) . (7.13)

Il faut bien noter que contrairement au modeéle de décomposition en vigueur jus-
qu’a maintenant, I’amplitude est désormais incluse dans I’atome. Le signal se
décompose comme :

1

s() =Y e my, (L—t;) +r(l) . (7.14)

=1

Le principe consistant & pouvoir placer les motifs & n'importe quel instant est souvent
appelé invariance par translation.

7.3.2 Etat de ’art

Un modele de dictionnaire invariant par translation du type (7.14) a été proposé en
2003 par Olshausen. Les signaux traités ne sont pas des signaux mono-dimensionnels,
mais des vidéos, et les motifs sont des vidéos trés courtes (une succession de 7 images)
localisées & un instant donné, et convoluées avec un filtre d’amplitudes.

Olshausen a proposé un algorithme pour décomposer une vidéo sur ces motifs, et
un algorithme pour apprendre les motifs m; a partir du signal. Il faut noter que son
modeéle est invariant par translation dans le temps, mais pas au sein des images, qui
sont découpées en trames de facon arbitraire.

Smith et Lewicki ont proposé le modeéle (7.14) en 2005, pour traiter spécifiquement
des signaux temporels mono-dimensionnels et proposent un algorithme pour apprendre
les motifs. Blumensath et Davies ont également proposé un algorithme d’apprentissage
en 2006.

Nous présentons tous les algorithmes d’apprentissage dans la section 9.1.

7.3.3 Schéma explicatif

La figure 7.3 décrit le modele de décomposition parcimonieuse du signal s sur un
dictionnaire de motifs m,,. Cela correspond & la formule :

sS=2cCy- R:LLml [ml] + Co - R:27Lm1 [ml] + C3 - R:S,Lml [mQ] + Cq - R:4,Lm4 [m3] +£ .
(7.15)
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FiGg. 7.3 — Modéle de la décomposition parcimonieuse d’un signal sur un dictionnaire
invariant par translation.

7.3.4 Fonction de translation

De facon plus formelle, le modéle de génération d’un atome (7.13) peut s’écrire
comme :

d=Ac[T; [m]] (7.16)

ou A. est une fonction d’amplification, et T} est un fonction de translation, qui sont
définis par :

S — S
A, s o cos (7.17)
et
S — S
T, s —— Oyxs (7.18)
avec ¢, le signal de Dirac :
lsil=t

et x 'opérateur de convolution.

Cette formalisation peut paraitre lourde, mais elle permet d’expliquer le processus
de création des atomes comme une succession d’étapes, et de préparer aux fonctions de
déformation présentées dans la section 7.4.
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7.4 Modéle structuré : dictionnaire généré par déformation
linéaire de motifs

Nous avons présenté dans la section précédente la génération d’atomes par le place-
ment du support des motifs du dictionnaire & des instants donnés. Nous avons également
présenté les atomes comme des motifs déformés par deux types de fonctions : une fonc-
tion de translation et une fonction d’amplification.

En s’inspirant de cette deuxiéme explication, nous pouvons étendre la définition des
atomes en permettant l'utilisation d’autres fonctions de déformation & appliquer aux
motifs. Ainsi, en contrepartie de quelques paramétres supplémentaires, 'ajout d’une
déformation permet la génération de tout un ensemble d’atomes supplémentaires.

Le modéle d’atome généré par déformation linéaire d’un motif est :

d=Fy 4,lm] (7.20)

ol

— m € S est le motif générateur, issu d'un dictionnaire M de K motifs,

— d € S est 'atome généré et

— F,;, . est la fonction de déformation, paramétrée par ¥ et ¢.

Avant de donner des exemples concrets de telles déformations, précisons quelques
points. Tout d’abord, nous imposons que les motifs m; € M, et non plus les atomes,
soient de norme unité (|jmy|l2 = 1). Cette contrainte a pour but l'identification des
motifs dans les algorithmes de décomposition et d’apprentissage de dictionnaire. Pour
I’apprentissage de dictionnaire, nous verrons notamment que l’algorithme K-SVD génére
des motifs unitaires via la DVS.

Nous nous restreignons aux fonctions F¢7 " linéaires par rapport au signal m et par
rapport aux parameétres v, en raison des propriétés favorables des fonctions linéaires,
telles que I’existence d’un adjoint, qui sera tres utile pour les algorithmes présentés par
la suite.

Les paramétres ¢ = [wl, e ,¢1w]T € R»*1 sont continus et permettent d’exprimer
la fonction F¢7¢ comme :

Iy
Fyys= > Wi Y, (7.21)
=1

ot les I, fonctions F; sont des fonctions linéaires de S dans S. Ces fonctions forment une
famille libre afin de pouvoir caractériser les parameétres ;. En regroupant ces fonctions
F; dans le vecteur F 4, que nous appelons base de fonctions, le modele peut s’écrire sous
forme vectorielle comme :

d=" - Fy[m] . (7.22)

La base de fonctions Fy est paramétrée par l'indice (discret) ¢ = (¢1,...,¢4,) €
Z*Js | qui permet de choisir parmi un ensemble discret de bases de fonctions F =

{F¢>}¢-
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Présentons maintenant des exemples de déformations linéaires entrant dans le cadre
du modéle de dictionnaire structuré. Ce sont les déformations linéaires qui nous semblent
les plus intéressantes a appliquer a des signaux temporels, et notamment musicaux.

7.5 Deéclinaison de diverses déformations

Nous proposons dans cette section quelques déformations que nous jugeons inté-
ressantes pour le traitement des signaux temporels. Elles peuvent étre enchainées par
composition, selon une régle que nous exposons dans la section 7.6, consacrée aux pro-
priétés des fonctions de déformation.

7.5.1 Modification d’amplitude

La premiére des déformations est la plus simple, et correspond & la définition clas-
sique des atomes. Il s’agit de la modification d’amplitude A, définie par :

S — S

A.: m — c¢c'm

(7.23)

Il s’agit uniquement de multiplier le motif par un scalaire c. Le paramétre 1) est égal a
¢, et il n’y a pas de paramétre ¢. La figure 7.4 montre diverses fonctions d’amplifications.
Cette figure trés simple permet de faire le paralléle avec les autres déformations.

2
OJWWW m
K 002 004 006 008 0.1

2

g [0 e e

£ Ay y3lm]

2, | | | |

=% 002 004 006 008 0.1

< 2
0 Ag[m]
K 002 004 006 008 01

Temps (s)

FiGg. 7.4 — Déformation d’amplitude. Haut : le motif original, milieu : le motif divisé
par 3, bas : le motif multiplié par 2.

L’adjoint de A, est A, elle-méme.
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7.5.2 Translation

La translation T} a déja été exposée a la section 7.3. Elle consiste & décaler le motif
dans le temps de ¢ échantillons :

— S

S
T, : m — Tim]
avec Ti[m](l) = m(l —t) (7.25)

(7.24)

Le paramétre ¢ correspond au paramétre de translation ¢ € Z, et il n’y a pas de
parameétre 1. La figure 7.5 montre diverses translations.

1 |
ot m
5 002 004 006 008 0.1
) 1 | |
=R
5 A 15 goolm]
o, . . . ,
g 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
<< 1 ‘ ‘
O—J\MMMW T50(m]
5 002 004 006 008 0.1

Temps (s)

FiG. 7.5 — Translation du motif. Haut : le motif original, milieu : le motif translaté de
2 000 échantillons, soit 45 ms (fréquence d’échantillonnage de 44 100 Hz), bas : le motif
translaté de 750 échantillons, soit 17 ms.

L’adjoint de la T} est T, c’est-a-dire la translation du méme nombre d’échantillons
dans le sens opposé.

7.5.3 Convolution par un filtre RIF

Le modéle de déformation linéaire comprend une déformation trés importante : la
convolution du motif m par un filtre & réponse impulsionnelle finie e. La modification
d’amplitude en est un cas particulier. Elle est définie par :

S — S
Ce : m — €' Clm]l=Rj;[e]xm

)

(7.26)
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Le paramétre 1 est le vecteur e de taille I, et les fonctions de base sont C* = T;_q,
les translations de Ty a T7,—1. Il n'y a pas de paramétre ¢. Notons e = Ry ; [e] le signal
dont la restriction au support, démarrant & I'instant 0, est le vecteur e. La déformation
peut alors s’écrire de facon équivalente comme :

Ie
Celm] = €" - Clm] =) ;- T 1[m)] , (7.27)
=1
Celm](l) = [exm](l) = Y e(n)-m(l—n). (7.28)

Nous notons la déformation Ce[m] ou C¢[m] de facon équivalente, ol e est la res-
triction au support de e.

Il faut noter que les propriétés de la convolution font que C¢[m] = Cy,[e]. Cela signifie
alors que le signal e est un signal d’excitation, filtré par le signal m. Nous développerons
cet aspect dans la section 7.5.6.

Notez que nous avons choisi la lettre e en raison de 'interprétation de ce signal en
tant qu’excitation. En aucun cas cette lettre ne représente une erreur, contrairement 3
la notation souvent utilisée.

La figure 7.6 montre diverses déformations par convolution du méme motif m.

=S

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

1
1
(D)
= 0
= 051[m]
a, ‘ ‘ ‘ ‘
= 002 004 006 008 0.1
<< 1 ‘ ‘
o Ceylr
1 002 004 006 008 0.1
Temps (s)

FiG. 7.6 — Déformation par filtrage. Haut : le motif original, milieu : le motif filtré par
un train d'impulsions espacées de 500 échantillons, soit 11.3 ms : ¢; = Z?:o 1 3500.4»
bas : le motif filtré par un bruit blanc e, de 200 échantillons, soit 4.5 ms.
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Nous introduisons la notion de signal inversé, noté s* et défini par :
s'()y=s(-l) YIeZ. (7.29)

L’adjoint de la déformation C, est la convolution par le signal inversé¢ Cg-. Pour
rester cohérent avec les conventions, I'adjoint s’écrit aussi Cg = T_, o Cex, ol €* est
le vecteur e retourné.

La modification d’amplitude A. est un cas particulier de la déformation Ce, oul
e = c. Cela revient & convoluer le motif avec le signal e nul partout, sauf en [ = 0, ou il
vaut ¢ (e = ¢+ dy).

Le modéle de filtre présenté correspond & un filtre RIF dont les I, coefficients sont
libres. Afin de modéliser des filtres particuliers, ces coefficients peuvent étre contraints.
Par exemple, la structure suivante permet de modifier I’équilibre entre hautes et basses
fréquences du motif :

Fyy =41 -To+ - (T +Th) (7.30)
(05

=T 10Ceavece= | 1 | , (7.31)
(0

ou le paramétre 11 modifie le poids des basses fréquences du motif, tandis que le para-
meétre 9 modifie le poids des hautes fréquences.

7.5.4 Déformation d’un paramétre de phase

Afin de modéliser plus finement les signaux temporels, il nous semble opportun de
modéliser la phase du motif, en plus de sa forme d’onde réelle. Nous pouvons faire le
paralléle avec les atomes de Gabor, qui sont caractérisés non seulement par leur localisa-
tion temporelle et leur fréquence, mais aussi par leur phase initiale. Cependant, si pour
les atomes de Gabor, un seul paramétre de phase suffit, pour les signaux comprenant
plusieurs fréquences, il convient de définir ce que nous appelons phase.

Pour décaler temporellement le motif d’'un nombre non-entier d’échantillons, alors il
faut autant de parameétres de phase que la longueur du support. En effet, un décalage
temporel ¢ correspond & la multiplication des coefficients de Fourier de la restriction au
support par un facteur e/ qui dépend de la fréquence f. Cette déformation n’est pas
linéaire par rapport au parameétre ¢, et n’entre donc pas dans le cadre de notre modele.

Ici, nous proposons un autre type de déformation de la phase, correspondant plutot
au “déroulement” des composantes sinusoidales sur le support. Pour cela, nous définis-
sons la déformation d’un parameétre de phase PT.[’ par :

S — S

Py m — Y1 -m +p - H[m| (7:32)

ou H[m] est la partie imaginaire de la transformée de Hilbert du motif m. Les signaux
m et H[m| sont en quadrature de phase, ce qui signifie qu’ils sont décalés d'un angle de
phase de 7/2. Nous appelons H[m] le motif en quadrature.
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Notons m la restriction de m a son support, de longueur L, et m, la restriction
de H[m] & son support, de méme taille. La déformation H peut étre définie, dans le
domaine de Fourier, par :

0 ,sif=0
R (7.33)
ti-mm(f) Lsife[L/2+1,L—1]

ou f désigne la fréquence, dans le cas ou la taille du support de m, L, est paire. Si L

est impair, la troisiéme ligne, qui correspond a la fréquence de Nyquist dans le cas pair,

disparait, et les bornes L/2 — 1 et L/2 + 1 sont remplacées par (L —1)/2 et (L4 1)/2.
Dans le domaine temporel, elle est définie par :

n
!
m=H -mavec H= , 5 (7.34)
L/2-1 . 2rk(n—I
% b1 sm(%) —1

Nous montrons sur la figure 7.7 le méme motif m modifié pour différents parameétres
de phase ¢ = arctan (%) et une amplitude ||| = 1. Il apparait que I’enveloppe,
qui correspond aux basses fréquences du motif, reste & peu prés la méme quelque soit
le paramétre de phase, tandis que les hautes fréquences sont décalés dans le temps,
proportionnellement a la fréquence.

Il faut noter que cette déformation correspond strictement & un déphasage si m est
une fréquence pure.

La déformation H annule les composantes moyenne et de Nyquist. Si le motif est
a Dorigine de moyenne nulle, et dans le cas de L pair, de composante fréquentielle de
Nyquist nulle, alors la base de fonctions P est unitaire, et conserve la norme.

L’adjoint de la déformation PT.[’ correspond & ’angle de phase opposé : Pq*p = P1.b*’

* sz)l
avec Y = [ oy ]

7.5.5 Expansion multicanale

De fagon surprenante, I’expansion multicanale, qui consiste & distribuer le motif sur
différents canaux, entre également dans le cadre de ces déformations. Cette fonction de
déformation permettra par la suite de faire un lien direct entre la séparation de sources
et les décompositions parcimonieuses.

La fonction consiste & convoluer le motif avec un filtre différent sur chaque canal,
ce qui correspond & la modélisation d’un mélange convolutif. Illustrons ce modéle avec
I’exemple de I'enregistrement sonore. Le motif est émis par U'instrument, les canaux
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1 |
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FiG. 7.7 — Déformation de phase. Haut : le motif original, milieu : le motif déformé par
un parameétre de phase ¢ = 7/3, bas : le motif déformé par un parameétre de phase
© =271/3.

correspondent aux enregistrements par différents microphones, et les filtres modélisent
la distorsion subie par le motif pour traverser la salle et rejoindre chaque microphone.

Le modéle est le suivant :

S — sM
Ca, [m]
: (7.35)

Ca M [m]

avec a,, le filtre correspondant au m® canal, tous ces filtres étant regroupés dans le
vecteur a. L’expansion multicanale part de I’espace des signaux monocanaux S pour
arriver dans l’espace SM des signaux & M canaux.

En notant I,,, le nombre de coefficients du filtre a,,, le modéle peut s’écrire égale-
ment comime :

~

M lap,
Ba=» > mi, B, (7.36)
m=1im,=1

im

ou les composantes du filtre a,, du canal m sont notées a,;,,, et ot K" correspond &
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la translation du canal m de 7 échantillons :

0
EN=1|T, | «m (7.37)
0

Il faut noter que ce modeéle englobe aussi les mélanges linéaires instantanés, corres-
pondant & la simple multiplication par une amplitude sur chaque canal (a,, = ¢;,), et
les mélanges linéaires avec délai, ou les filtres sont de simples retards, combinés avec
la multiplication par une amplitude (a,, = ¢, - d;, , avec la notation équivalente sous
forme de signaux).

La figure 7.9 représente le signal multicanal obtenu en simulant ’émission du motif
m dans une salle cubique et ’enregistrement avec trois microphones, placés a trois
emplacements différents. La géométrie de la salle est représentée sur la figure 7.8. Notons
que de trés grandes dimensions ont été choisies pour la salle, afin de générer de longues
réverbérations, mettant mieux en lumiére le phénomeéne de réflexion sur les murs.

L’adjoint de la déformation est défini par :

M
Ei[S] = Ci [sm] - (7.38)
m=1

7.5.6 Déformation par filtrage : interprétation pour la parole

La fonction de déformation par filtrage Ce a été exposée comme le filtrage du motif
m par un signal e. Nous proposons de retourner le point de vue pour voir le motif m
comme un filtre (et le filtre e comme le signal a filtrer). Dans ce cas, le signal Ce[m] est
obtenu par filtrage d’un signal d’excitation e par le filtre m : Cy,[e].

Ainsi, le cas particulier A;[m] = Cy,[dy)] correspond & la réponse impulsionnelle du
filtre m.

Ce modele est particulierement adapté & ’analyse des signaux de parole. Il existe
deux modes principaux de génération de la parole, entrainant les sons voisés, et les sons
non-voisés. Cette classification n’est pas stricte car des sons peuvent étre générés selon
les deux modes.

Les sons voisés (notamment les voyelles, et quelques consonnes comme 'm’ ou ’b’ par
exemple) sont générés par des ondes glottiques, produites par la vibration des cordes
vocales, qui sont modulées selon la forme du conduit vocal (gorge + bouche + lévres).
Les ondes glottiques ressemblent & un train d’impulsions dont la fréquence donne la
hauteur du son. Le conduit vocal forme quant & lui le phonéme prononcé. La figure 7.10
montre les formes d’ondes temporelles (haut) et spectrales (bas) du signal d’excitation
(a gauche), du filtre du conduit vocal (au milieu) et du son produit (& droite).

Les sons non-voisés (consonnes comme 'p’, 'ch’, ’s’; ...) sont produits par un souffle
filtré par le conduit vocal. Ce souffle est modélisé par du bruit. La figure 7.11 montre
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FiG. 7.8 — Géométrie de la salle, position de la source sonore et des trois microphones.
Les fleches en tirets indiquent quelques uns des chemins menant les ondes de la source
au micro 1. La différence de longueur entre deux chemins implique une différence de

temps de parcours, et chaque réflexion sur un mur retient une partie de 1’énergie de
I’onde.

les formes temporelles (haut) et spectrales (bas) du signal d’excitation (& gauche) de
type bruit turbulent, du filtre du conduit vocal (au milieu), qui correspond au motif m,
et du son produit (a droite).

Nous pouvons remarquer sur la figure 7.10 que les deux modes ne sont pas discri-
minants, et que les ondes glottiques contiennent une part de bruit. C’est d’ailleurs la

présence de ce bruit qui peut donner & la voix un caractére rocailleux et par exemple
différencier Maria Callas de Dani.

En supposant posséder un dictionnaire de motifs qui représentent les formes de
conduit vocal correspondant aux phonémes possibles, alors la parole peut étre décom-

posée en atomes, formés par filtrage d’un signal d’excitation (impulsions, ou bruit, selon
le cas) par les filtres m.
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Fic. 7.9 — Expansion multicanale. Haut : le motif original, bas : le signal multicanal
provenant des trois microphones représentés sur la figure 7.8. Le motif émis par la
source est réfléchi sur les murs jusqu’a atténuation compléte. Les réflexions se reflétent
par les occurrences successives du motif, dont I'instant et "amplitude dépendent de la
géométrie de I'expérience

Ondes glottiques Conduit vocal Signal voisé
Excitation e Filtre m Atome Cyple]

. ] BTV
..‘ ol dl I afla 1 il
g 4 i 1L O

Temps Temps Temps

Fréquence Fréquence Fréquence

F1G. 7.10 — Formation d’un son voisé (illustration provenant de [Bad])

7.6 Propriétés des fonctions de déformation

Apres avoir exposé les principales déformations entrant dans le modéle d’atomes
structurés, nous détaillons dans cette section les propriétés des fonctions de déformation.
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F1G. 7.11 — Formation d’un son non-voisé (illustration provenant de [Bad|)

7.6.1 Paramétres continus ) et parameétres discrets ¢

Les parameétres de la fonction FT.Z), » sont séparés en 1 et ¢ en raison de leur différence
de nature.

Les parameétres v sont continus et ont vocation & étre optimisés analytiquement lors
du calcul de 'atome. Ils contiennent notamment ’amplitude de ’atome, mais peuvent
servir également & modéliser ’angle d’une rotation, ou les coefficients d’un filtre. Dans
le modéle précédemment exposé de l'invariance par translation, @ ne comprend que le
paramétre d’amplitude ¢ € R.

Les paramétres ¢ ont eux des valeurs discrétes et leur optimisation requiert une
recherche exhaustive. Ils peuvent modéliser des paramétres intrinséquement discrets,
comme le paramétre de translation ¢ € Z du modéle préliminaire, mais aussi des para-
métres continus qui ont été tabulés au préalable. Par exemple, au lieu de laisser libre
I’angle d’une rotation, nous pouvons le restreindre & prendre une valeur échantillonnée
parmi {0, 7/4,7/2,37/4}.

7.6.2 Les déformations F¢ » sont linéaires par rapport au motif

Nous imposons aux fonctions de déformation d’étre linéaires par rapport au motif
m. Le choix de cette restriction, qui permet cependant d’englober un grand nombre
de déformations, est expliqué & la section 7.6.5 par l'existence d’un adjoint lorsque la
déformation est linéaire. Nous verrons dans la suite que cet adjoint est trés utile pour
le calcul des coefficients ou pour ’apprentissage de dictionnaire.

La linéarité est également voulue dans un souci de cohérence avec le modéle classique
des atomes, afin que l'opérateur de synthése, qui génére un signal & partir des motifs
et des coefficients, soit linéaire par rapport aux motifs comme il I’est par rapport aux
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atomes du dictionnaire dans le modéle classique.

Rappelons que la fonction F,, . est linéaire si et seulement si, pour tout A € R, et

) Y.
pour tous signaux s; €S, et s, €S :

F1/),¢[§1 +A- §2] = F1,[),¢[§1] +A- F¢7¢[§2] . (7'39)

7.6.3 Simplifications lorsque la base de fonctions F; est orthonormale

Si la base de fonctions F est orthonormale, alors les calculs qui seront exposés dans
les chapitres suivants sont simplifiés. Certains problémes sont alors résolus analytique-
ment, alors que dans le cas général, une stratégie d’optimisation cotiteuse doit étre mise
en ceuvre, et ne permet d’obtenir quune approximation de la solution.

Nous définissons qu’une fonction F' est normée si et seulement si elle vérifie, pour
tout (s1,89) €S XS :

(Fls1], Flsol )=(s1, 82), (7.40)

et que deux fonctions F' et GG sont orthogonales si et seulement si elles vérifient, pour
tout (s;,85) €S xS

(Fls1], Glso] ) =0, (7.41)

La base de fonctions F est dite orthonormale si et seulement si les fonctions Fdj) de
cette base sont normées et orthogonales entre elles.
Il en résulte que la matrice :

Gy = , 5 ' (7.42)
(Fi'lmy], FPmy]) ... | <o

qui est utilisée dans les calculs des chapitres suivants, est égale a la matrice identite Iy,
si la base de fonctions Fy est orthonormale, car nous avons imposé que le motif soit de
norme unité.

De plus, pour la méme raison, lorsque Fy4 est orthonormale, la norme du signal
d’arrivée vaut :

1Eyp o [mlll2 = 1912 - IF[m][l2 = [[¢b]l2 - (7.43)

Précisons que nous n’imposons pas a toutes les bases de fonctions F4 d’étre ortho-
normales.
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7.6.4 Mesure de la parcimonie

De facon classique, la parcimonie d’une décomposition en atomes est mesurée a partir
des amplitudes des atomes. Pour rester consistant avec les définitions de parcimonie, il
suffit de définir 'amplitude ¢ de chaque atome par sa norme HFQP slml[2- La parcimonie
au sens strict, qui mesure le nombre d’atomes, reste inchangée.

En revanche, pour des applications de codage, le poids de ’atome correspond au
nombre de bits servant a le décrire. Dans le cas classique, il suffit de décrire le numéro
k de I'atome, et 'amplitude c¢. Dans le modéle structuré, il faut décrire le numéro k£ du
motif, les I, paramétres contenus dans le vecteur 1) et les J, parametres de ¢. La facon
de quantifier les différents parameétres dépend de 'implémentation du codeur. C’est un
probléme & part entiére, que nous ne traitons pas dans ce travail.

7.6.5 Propriété fondamentale des déformations linéaires : ’existence
d’un adjoint

Nous avons imposé aux déformations F, 4 d’étre linéaires par rapport au motif m
b
pour la raison suivante : la linéarité est équivalente & l’existence d’un adjoint Fq*p o

L’adjoint est défini par :

et cette propriété est trés utile pour tous les calculs incluant le produit scalaire, puis-
qu’elle permet de reporter la déformation sur le signal s plutot que sur le motif m.

Nous verrons dans la section 8.1 que cette propriété permet d’utiliser l'algorithme
Matching Pursuit pour calculer les paramétres @ et ¢, et donc les atomes, de facon
rapide, et dans la section 9.3.3.3 que 'existence de ’adjoint permet d’appliquer 1’algo-
rithme K-SVD pour le calcul de motifs adaptés aux signaux d’apprentissage.

7.6.6 Composition de fonctions de déformation : stabilité et régle de
construction

Le modéle d’atomes structurés présente F, 4 comme une déformation donnée. Or,
afin de donner plus de degrés de liberté au modele en autorisant plusieurs types de défor-
mations, ou pour construire des déformations complexes, il est intéressant de composer
plusieurs fonctions F¢7 &

Malheureusement, le cadre du modele (7.21) ne permet pas tout type d’association,
pour des raisons de contrainte sur les paramétres 1. Nous donnons ici les conditions
sous lesquelles le modéle est stable par composition, et une régle de construction de la
fonction de déformation résultante FT.Z), e

7.6.7 Composition de deux fonctions

Appliquer successivement deux déformations, représentées par les fonctions G Pl ot
et H s revient & appliquer la composition H P2 oG P o des deux fonctions. Elle
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s’écrit :
L I ‘ A
Hyp o0 Gyt 1 = Zl 2% 7, - (H;% ° Gfgl) : (7.45)
11=112=

2
i)
étre connus qu’a un facteur pres. En effet, les jeux de parameétres @' et 12 sont équi-
valents aux jeux de paramétres X - 1! et 1/) - 42, avec A € R\{0}. Par conséquent, le
nombre de parametres libres du modeéle (7.45) est I; + Io — 1. Le retrait d’un parameétre
peut se faire en normalisant ¥ ou 2, ou en imposant une valeur & un paramétre (par
exemple 11 = 1).
En notant F; = H;QQ o Gfbll, et

Etant donnée la multiplication entre les paramétres will et 1; | ceux-ci ne peuvent

1
Fy = > i F (7.46)
=1

nous voulons savoir sous quelles conditions il est possible, aprés avoir calculé les para-
métres ¥ € R! de ce modéle, d’identifier les paramétres wz-ll et w%.

Les paramétres ' et 12 sont identifiables & partir de 9 si le nombre de paramétres
libres est égal au nombre de paramétres a identifier :

I=L+1-1. (747)

Pour cela, il faut se trouver dans un des ces deux cas :

1. la famille des fonctions H i22 on;l est libre. Dans ce cas, I = I-15, et les paramétres
sont identifiables si et seulement si I; =1 ou Iy = 1, car :

L-Lh=hL+lh—-1<< (L—-1)-(I,—1)=0. (7.48)

2. la famille des fonctions HZ;Q o Gf;l est lie, et engendre un espace de dimension
I + I — 1. C’est par exemple le cas si deux déformations de type filtrage par
un filtre RIF de dimension N se succédent. En effet, elles forment un filtre RIF
de dimension 2 - N — 1, et les paramétres des deux filtres sont identifiables. Dans
d’autres cas, la réduction de dimension induite par la composition n’est pas suf-
fisante (I > I; + I, — 1), et la composition des fonctions sort du modele (7.21).
Nous ne connaissons pas de conditions générales permettant de prédire I’identifia-
bilité des paramétres dans ce cas. Dans la régle de construction des fonctions de
déformation donnée ensuite, nous évitons ce cas de figure.

Remarquons que le probléme porte seulement sur les paramétres @' et 2. Les
paramétres ¢ sont définis par ¢ = (¢1,.. ., gb}l, 2. ,gbi) et ils sont calculés aprés une
recherche exhaustive sur tous les n-uplets possibles.

Il faut bien sar noter que les paramétres ' et 12 peuvent étre optimisés a partir de
la formule (7.45), sans se plier aux contraintes énoncées précédemment. La déformation
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résultante n’est alors pas dans le cadre de notre modeéle, et il faut développer des stra-
tégies alternatives pour calculer les paramétres de ’atome. Dans le chapitre 11 traitant
des problémes non résolus dans cette thése, nous montrons comment calculer les para-
métres dans un cas simple, et nous mettons en lumiére le principal verrou empéchant
sa généralisation.

7.6.8 Composition de N fonctions

Le résultat précédent s’étend a la composition de N fonctions F”wn s définies par :

"o = Zzp SFn (7.49)

in=1

La composition des N fonctions est :

Flyp g om0 FV Z Z<H¢>( oFN(zij) (7.50)

i1=1 7

Pour les mémes raisons qu’a la section précédente, le produit des parameétres impose
In) (N —1).

En notant F;) = Flgl o. ..oFNng, avec l'indice i = (i1,...,in) et ¢ = (¢1,...,dN),

d’en fixer N — 1, et le nombre de parameétres libres est donc (ZN

n=1

et
I .
o= > i F (7.51)
=1

le probleme consiste & pouvoir identifier les parametres ¢ & partir des parameétres ;.
La famille des fonctions Fé) peut étre liée, ce qui réduit la dimension de I’espace des
fonctions F¢ " possibles. Nous ne traitons pas ce cas, et nous supposons que le nombre

de paramétres libres 1 est maximum et donc égal a (Hivzl In). Les parametres ;"

sont identifiables si et seulement si :

(H In> - (Z In> +(N=1)=0, (7.52)

ce qui n’est possible (preuve dans l’annexe A.5) que si toutes les dimensions I,, sont
égales & 1, sauf une.
Cela signifie donc qu’il y a au plus un indice n tel que la composition s’écrit :

¢>:Z¢?'<F1¢1O"'0Fn_1¢>n_1anfpnOFn+1¢n+lo...oFN¢N) . (7.53)
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7.6.9 Regle d’enchainement de déformations

Afin d’intégrer plusieurs déformations au processus de création de 'atome en étant
certain de rester dans le cadre du modele (7.21), nous proposons de respecter le processus
de création suivant :

1. application de n — 1 déformations tabulées F1¢1, .. ,Fnil(bnfl, paramétrées par
ot "L puis

2. application d’une (et une seule) déformation F”d) o = Zi[:1 ;- F ”fbn paramétrée
par ¥ et ¢", enfin

3. application de N —n déformations tabulées F”+1¢n+1, . ,FN¢N paramétrées par
¢n+1 . ¢N-
La déformation résultante s’écrit :
Fy,= T Fy (7.54)

avec ¢ = (¢!,...,¢"), et F;:Fltblo...oF”_1¢n71oF”é)noF”"'l(anO...OFN(bN.
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Chapitre 8

Algorithmes de décomposition sur
un dictionnaire structuré

Nous avons exposé aux chapitres 1 et 2 la nécessité de recourir & une stratégie élabo-
rée pour approcher un signal par les atomes d’un dictionnaire redondant. Deés lors que la
fonction de translation, par exemple, est utilisée dans le modeéle présenté au chapitre 7,
alors le dictionnaire généré par les motifs translatés est redondant, et 'approximation
du signal ne peut se faire qu’avec une stratégie algorithmique complexe. Parmi les al-
gorithmes présentés au chapitre 2, nous avons choisi d’adapter Matching Pursuit au
modéle de dictionnaire structuré, pour des raisons exposées dans la section 8.1.

Nous présentons dans la section 8.2 le principe de l'algorithme Matching Pursuit
adapté aux dictionnaires de motifs déformés. Dans les sections 8.3, 8.4, 8.5 et 8.6, nous
donnons les détails de MP pour diverses fonctions de déformation, et nous expliquons
comment implémenter MP de maniére efficace.

Dans la section 8.7, nous exposons une étude expérimentale comparant la qualité de
décomposition d’un signal sonore, & parcimonie égale, sur un dictionnaire non-structuré
(recourant au tramage), et sur un dictionnaire invariant par translation. Cette étude
qui montre le net avantage du dictionnaire invariant par translation permet de conforter
notre intérét pour le modele de dictionnaire structuré.

8.1 Pourquoi choisir Matching Pursuit ?

Pour étudier les dictionnaires formés par des motifs déformés, il est nécessaire de
disposer d’un algorithme de décomposition des signaux sur ces dictionnaires. Une pre-
miére solution est de construire explicitement le dictionnaire contenant tous les atomes
que le dictionnaire de motifs et les fonctions de déformations peuvent générer. Il suffit
alors d’utiliser un des algorithmes présentés dans le chapitre 2. Cette solution ne peut
cependant pas étre retenue pour deux raisons. Tout d’abord, si les fonctions de défor-
mation contiennent des paramétres continus (par exemple le paramétre de phase), il
n’est pas possible de construire explicitement la matrice de dictionnaire. Ensuite, nous
souhaitons intégrer la translation afin de pouvoir traiter des signaux temporels de taille
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significative, et les dimensions sont alors incompatibles avec la longueur. Par exemple,
pour une minute d’enregistrement sonore échantillonné a 8 000 Hz, soit 480 000 échan-
tillons, si on ne désire pas effectuer de tramage, la matrice du dictionnaire doit contenir
480 000 lignes et environ 480 000 - K colonnes (avec K le nombre de motifs), ce qui est
bien entendu impossible & traiter.

La deuxiéme solution consiste donc & adapter un des algorithmes présentés dans
le chapitre 2 au modéle de motifs déformés. Nous avons choisi d’adapter 1'algorithme
Matching Pursuit pour les raisons suivantes :

— simplicité d’intégrer un nouveau type d’atome : il suffit de savoir calculer le produit
scalaire entre I’atome et le signal, et de savoir soustraire 'atome au signal. C’est
sur ce point que le choix de fonctions de déformation linéaires, et donc ayant un
adjoint, va permettre de simplifier les calculs et de rendre ’algorithme utilisable.

— rapidité et passage a 1’échelle : si MP n’est pas assuré de converger en un nombre
d’itérations fini, il permet néanmoins de calculer trés rapidement les atomes sé-
lectionnés jusqu’a atteindre un taux d’erreur acceptable. Cela permet de pouvoir
utiliser des signaux et des motifs de plus grande dimension.

— choix automatique et successif des atomes : le comportement de I’algorithme est
monotone et permet de s’arréter lorsqu’une approximation acceptable est obtenue.

— preuve de convergence : méme s’il est globalement moins parcimonieux que Basis
Pursuit ou OMP, il est prouvé que MP approche le minimiseur du méme critére
sous certaines conditions énoncées a la section 2.1.3.

— maitrise de I'outil au sein de I’équipe : une bibliothéque de fonctions pour le calcul
rapide de MP, nommée MPTK pour Matching Pursuit ToolKit, est développée
au sein de I’équipe [KG06].

Parmi les autres algorithmes présentés au chapitre 2, OMP pose le probléme théo-
rique et au niveau du temps de calcul de 'orthogonalisation aprés chaque itération.
L’algorithme FOCUSS et les algorithmes de programmation quadratique nécessitent
de construire explicitement la matrice du dictionnaire et donc ne peuvent étre utili-
sés comme tels qu’en ayant découpé les signaux en trames. Enfin, les algorithmes de
seuillage doux n’ont pour le moment été proposés que pour la structure particuliére
d’un dictionnaire union de bases orthonormeées.

11 est possible que les algorithmes cités précédemment puissent étre adaptés au mo-
dele de motifs déformés, mais au début de nos travaux, MP nous a semblé le plus & méme
d’étre adapté, pour les raisons évoquées plus haut. Nous utiliserons donc 'algorithme
MP par la suite.
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8.2 Matching Pursuit sur un dictionnaire structuré

L’algorithme Matching Pursuit a été présenté a la section 2.1.1 dans sa version ori-
ginale. Rappelons que 1’objectif est la décomposition parcimonieuse du signal s comme :

I
s=Y di+r; (8.1)
i=1
I
i=1

Le résidu original est fixé & ry = s. A chaque itération ¢, les paramétres de I’atome
EFy, [my] sont la solution du probléme suivant :

. . 2
(kis ¢i, ;) = arg filldl)ﬂ T%n i1 — F¢,¢[mk]“2 , (8.3)
et ’algorithme continue jusqu’a ce que la convergence soit atteinte.

La minimisation par rapport a k et par rapport & ¢ est effectuée par recherche
exhaustive sur toutes les valeurs possibles de ces deux paramétres. En revanche, le
parameétre @ optimal se calcule de facon analytique. Ainsi, & k et ¢ fixés, le probléme
devient :

Y(k,¢) = arg n;;n iy — T - Folmy]ll3 (8.4)

ce qui peut également s’écrire :
P(k,¢) = arg mi)lX 29" vy — T Grg -, (8.5)

T
en notant vy =[...,( 1,1, Fg) [mg] ),...] le vecteur d’intercorrélation entre le ré-
sidur; ; et les différentes déformations du motif my, sur la base de fonctions Fy, et en no-

tant Gy, 4 la matrice d’autocorrélation, ou matrice de Gram, du vecteur des déformations

du motif my, par les fonctions de la base Fy : G ¢ = (( Fi'im,)] , F2[my] >) .

’ ¢ ¢ 1<j1.2<1y

Le vecteur de paramétres ¥ (k, ) optimal est alors le suivant (preuve dans l’an-
nexe A.6) :

Yk, d) = Gpy Vi - (8.6)

En remplacant le vecteur v par sa valeur optimale v (k, ¢) dans (8.3), le probléme
devient alors :

(ki, ¢i) = arg HkI%XVk,f Gy Vi (8.7)

et se résout par recherche exhaustive sur les parameétres k et ¢. Le vecteur de parameétres
1 a été éliminé du probléme.
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Concernant la matrice Gy, 4, plusieurs situations peuvent se présenter, selon la défor-
mation utilisée. Tout d’abord, si ¢ est de dimension 1 (une seule fonction de déformation
dans la base Fy), alors la matrice Gy, 4 est réduite a un simple scalaire. La matrice peut
également ne pas dépendre du parameétre ¢, ce qui permet de la calculer avant de com-
mencer l'algorithme, soit pour chaque motif m,, si elle dépend de k, soit une seule
fois.

Le vecteur vy, 4 est quant & lui source de simplification des calculs, grace & I'adjoint
de la fonction de déformation. En effet, chaque produit scalaire ( r;,_; , F dj) [my] ) peut

s’écrire ( F] [r;i_1] » my ), ce qui permet de réduire la dimension du produit scalaire.
En effet, le prodult scalaire entre signaux devient un produit scalaire entre vecteurs de
dimension L,,, puisque le motif est de Support fini de longueur L,,. La complexité peut
également étre réduite si les signaux F [ r;_1] sont pré-calculés.

Dans les quatre sections suivantes, nous allons tout d’abord décrire I'algorithme MP
appliqué & trois déformations (translation, déformation de phase, et expansion multica-
nal), en donnant la régle de calcul des atomes, mais aussi les détails de 'implémentation.
Ces déformations ont été programmées et font ’objet d’expérimentations dans cette
these. La quatriéme des sections est consacrée a l'application de MP & la convolution,
que nous décrivons théoriquement mais que nous n’avons pas implémentée. L’évaluation
de l’algorithme MP pour décomposer des signaux sur un dictionnaire d’atomes filtrés
n’a donc pas eu lieu dans cette thése et reste une perspective de travail.

8.3 Matching Pursuit invariant par translation

En structurant les atomes comme des motifs translatés et amplifiés, Matching Pur-
suit vise & décomposer le signal s comme :

I
§:Z T Tmy) 1 (8.8)

Comme il n’y a qu'un seul parameétre ¢1 = ¢, la matrice Gy, 4 est réduite au scalaire
1, et le vecteur vy 4 au scalaire ( r;_; , Ty[m,] ). Ces produits scalaires peuvent étre
calculés par la corrélation entre le résidu r;_; et le motif my, :

(riy, Tilmy) ) = [ri—q * my)( Z"”z 1(0) - my (I +1) . (8.9)

Précisons que * désigne la corrélation, alors que nous avions utilisé le symbole * pour
la convolution.
L’algorithme Matching Pursuit est alors le suivant :

Matching Pursuit sur des motifs translatés :

Initialisation du résidu ry = s et du compteur I = 0.
Faire
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1. Mise & jour du compteur : [ =71 +1

2. Recherche du motif et du parameétre de translation :

(ks tr) = argmax [y + myJ*(¢) (8.10)

3. Calcul de 'amplitude :
cr = [rp—q * my, | (tr) (8.11)

4. Mise a jour du résidu :
rp=rr—cr Ty [mk,] (8.12)

Tant que la convergence n’est pas atteinte

Du point de vue de la complexité, il est intéressant d’utiliser la corrélation entre le
motif et le résidu, puis de calculer le carré des coefficients de la corrélation, au lieu de
calculer le carré du produit scalaire de chaque motif, & chaque instant, avec le résidu
(équation (8.10)).

En effet, si le résidu a une longueur L et le motif une longueur L,, < L, alors
le calcul du carré de tous les produits scalaires revient & O(L X L,,) opérations. En
calculant la corrélation, par la technique d’overlap-add [RS78], le nombre d’opérations
tombe & O(L - log(Ly,)).

Pour gagner beaucoup de temps, il est également utile de ne recalculer, a I’étape I,
que les produits scalaires entre les motifs et la partie du résidu r;_; qui a été modifiée
a l'étape précédente par le retrait de ’atome. Au lieu de calculer L produits scalaires,
il suffit donc d’en calculer 2- L,,. Evidemment, & la premiére étape, il faut calculer tous
les produits scalaires.

Enfin, une troisiéme optimisation peut étre appliquée pour la recherche du produit
scalaire maximum. En effet, normalement, la recherche du maximum se fait en parcou-
rant toutes les valeurs de la corrélation entre le résidu et chaque motif. Cette recherche
a donc un cott de l'ordre de O(L - K). En utilisant une technique de dichotomie, la
complexité de la recherche du maximum peut étre ramenée & O(log(L) - K).

Toutes ces optimisations sont détaillées dans l'article [KGO06| qui est consacré a
I'implémentation rapide de Matching Pursuit invariant par translation. Ces optimisa-
tions sont intégrées & la bibliotheques de fonctions MPTK, que nous utilisons pour les
évaluations expérimentales.

8.4 Matching Pursuit invariant par translation et déforma-
tion de phase

Nous étudierons dans la suite 'apport de la déformation de phase dans la qualité
et la parcimonie de la décomposition. Rappelons que la déformation de phase consiste,
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associée a la translation des motifs, & modéliser les atomes comme :
d =y - Ti[m] +po - Ty 0 H[m] . (8.13)

Nous avions imposé que ||m/||3 est égal a 1. Nous imposons également que || H[m]||3
vaut 1, ce qui correspond a imposer que les motifs m ont une composante moyenne nulle
(la composante de Nyquist est aussi nulle si L,, est pair). Cette restriction permet en
effet de simplifier ’expression de la matrice Gy, 4 :

C[lmB o 1
G’W‘[ 0 HH[m]H%]_I' (8.14)

La restriction sera de plus cruciale pour permettre I’apprentissage d’atomes de ce type
par K-SVD (voir section 9.3.4).

(1
(>

Le jeu de paramétres v vaut [ ], et ¢ = t. Le vecteur vy 4 vaut :

_ (rio1, Tilmy,] )
Ve = [ (riey, TroH[my]) } - (8.15)

En conséquence, 1’algorithme Matching Pursuit se déroule comme :

Matching Pursuit sur des motifs translatés et a phase déformeée :

Initialisation du résidu ry = s et du compteur I = 0.
Faire

1. Mise a jour du compteur : I =1+ 1

2. Recherche du motif et du parameétre de translation :

(kr,tr) = argrrﬁx [( rr_q1 s Ti[my] >2 + (11, Tio Hlmy] >2] (8.16)

)

3. Calcul de 'amplitude :

P | (171, Ty lmy,] )
PRI - Himy,]) (8:17)
4. Mise a jour du résidu :
rr=rr— W1 Ty lmy, ] + o - Ty o Himy, ]) (8.18)

Tant que la convergence n’est pas atteinte
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L’implémentation pour ce type d’atome différe peu de celle de la section précédente.
La seule différence est de calculer, en paralléle & la convolution entre le résidu et chaque
motif my,, la convolution entre le résidu et le motif en quadrature H[my]. Les motifs
en quadrature H[m;] peuvent étre calculés une fois pour toutes, avant de démarrer
Matching Pursuit.

L’implémentation de Matching Pursuit pour des motifs translatés, avec
ou sans déformation de phase, ainsi que du calcul rapide de la convolution
au sein de la bibliothéque MPTK de fonctions C++ a été une des princi-
pales contributions logicielle de ce travail. Notons que le “moteur” de Matching
Pursuit était déja implémenté avant ce travail de thése, et permettait de calculer des
décompositions sur des atomes de Gabor.

L’implémentation rapide de Matching Pursuit pour de tels atomes a été cruciale pour
pouvoir effectuer des évaluations expérimentales sur des signaux de taille conséquente.
Pour donner un ordre de grandeur, le calcul de la décomposition d’un signal musical de
1 024 512 échantillons (1 min 32 s & 11 025 Hz) jusqu’a un rapport signal a bruit de
30 dB, pour des atomes formés par la déformation de phase et la translation de motifs
issus d'un dictionnaire de 40 motifs, prend 1 heure (la décomposition utilise 7 = 300 000
atomes). Il n’aurait pas été possible de I'effectuer sans les quelques optimisations décrites
plus haut.

8.5 Matching Pursuit multicanal et Demixing Pursuit

Nous exposons maintenant ’adaptation de l’algorithme Matching Pursuit a la dé-
composition de signaux multicanaux comme somme d’atomes formés par expansion
multicanale de motifs monocanaux. Comme pour les sections précédentes, les motifs
sont également translatés dans le temps.

Dans cette section, nous nous limitons au modéle ou le motif est uniquement mul-
tiplié par une amplitude différente sur chaque canal, et non pas translaté d’'un délai
différent sur chaque canal, ou convolué par des filtres RIF différents (le modeéle convolu-
tif a été décrit dans la section 7.5.5). En effet, le modele simple est déja trés riche et nous
verrons comment ’appliquer comme algorithme de séparation de sources multicanale,
sous la dénomination Demixing Pursuit. De plus, les versions avec délai et filtre RIF
n’ont pas été implémentées dans MPTK, contrairement au modéle simple.

Le modéle des atomes est :

M
Q:anTt[m] :ZacEg[M] ) (819)
c=1
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avec :

=T | —c (8.20)

la fonction qui envoie un signal monocanal entiérement sur le canal ¢, décalé de ¢t. Nous
avons noté 'atome d avec une minuscule, bien que ce soit un signal multicanal, pour
éviter la confusion avec le dictionnaire non-structuré D que nous avons manipulé dans
la premiére partie.

En se reportant au chapitre 4 traitant de la séparation de sources, dans le cas
multicanal notamment, considérons que le motif est un signal émis & un certain endroit
dans l'espace, tandis que les canaux correspondent a ’enregistrement du signal regu & un
autre endroit. Dans ce cas, les amplitudes a. marquent I'importance de la réception du
motif au capteur c. Le vecteur a qui porte les amplitudes du motif sur chacun des canaux
est alors assimilé & la direction spatiale d’émission de la source. Cette interprétation a
également déja été évoquée a la section 7.5.5.

Le modele recouvre deux réalités différentes, qui dépendent de la connaissance ou
non des coefficients a.. Dans le premier cas, les coefficients a. sont inconnus (la direction
est inconnue) et ils sont les parametres ¢).. Dans le deuxiéme cas, les coefficients a,. sont
supposés connus & un facteur prés. Cela correspond & connaitre la direction donnée par
le vecteur a et & supposer que seuls la norme et le signe du vecteur a sont inconnus.

Le premier cas méne & l'algorithme Matching Pursuit multicanal, le deuxiéme cas
meéne a l'algorithme Demixing Pursuit.

8.5.1 Matching Pursuit multicanal

L’algorithme Matching Pursuit multicanal a pour objectif de décomposer un signal
multicanal comme somme de motifs monocanaux placés au méme instant avec une
amplitude différente sur chaque canal. Dans un contexte d’enregistrement spatial, cela
correspond & estimer librement ’endroit d’émission du motif pour chaque atome.

Le jeu de paramétres 1 vaut donc [a; . ..aja]T, et ¢ = t. La matrice Gy est la
matrice identité Iy, en raison de I'orthogonalité entre les fonctions Ef et du fait qu’elles
préservent la norme. Cette derniére propriété signifie que pour tout motif m de norme
unité, sa version déformée est aussi de norme unité : |Ef[m][|s = 1.

Le vecteur v vaut :

(R, Etl[mk] ) <fl,i71 , Tilmy] )
Vit = : = : , (8.21)
(R,1, El*lmy]) (Tric1 s Telmy] )

avec r

€ At
Tei—1 le ¢ canal du résidu R;_;.
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L’algorithme Matching Pursuit multicanal a pour objectif la décomposition :

I
S = Z Eq, o Ty, [mkz] +R; (8.22)
=1

Voila sa description :

Matching Pursuit multicanal sur des motifs monocanaux translatés et am-
plifiés sur chaque canal :

Initialisation du résidu Ry =S et du compteur I = 0.
Faire

1. Mise & jour du compteur : [ =71 +1

2. Recherche du motif et du paramétre de translation :

M
2 2
— aroem — arem E: T 2
(kr,tr) = arg kétXHVk,tHz arg kiXCZIKKCJ_l, tlmy] )| (8.23)

3. Calcul des coefficients a. (direction spatiale et amplitude) :

<£1,1—1 s Tty [mkl] )
ar = Vi, ¢, = : (8.24)

<fla,171 » 1, [mk-f] )
4. Mise a jour du résidu :

R, =R; | —E, 0Ty [mk,] (8.25)

Tant que la convergence n’est pas atteinte

L’implémentation de Matching Pursuit multicanal s’inspire directement de celle de
Matching Pursuit sur des motifs translatés, présentée a la section 8.3. Au lieu de calculer
la corrélation entre le résidu et chaque motif, il faut maintenant calculer la corrélation
entre chaque canal du résidu et chaque motif, avec toutes les optimisations précédem-
ment expliquées. La recherche du produit scalaire maximum (équation (8.23)) se fait
par 'addition des carrés des corrélations sur les différents canaux.
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8.5.2 Demixing Pursuit

L’algorithme Demixing Pursuit a pour objectif de décomposer un signal multicanal
comme somme d’atomes multicanaux créés de la maniére suivante. Un motif monocanal
est réparti sur les différents canaux suivant les coefficients d’un vecteur a,, normalisé,
pris au sein d’un ensemble de vecteurs tabulés. Il est ensuite placé & un instant donné,
et multiplié par un facteur d’amplitude.

Dans un contexte d’enregistrement spatial, cela correspond & estimer, parmi un
ensemble de directions spatiales préétabli, dans quelle direction a été émis le motif,
pour chaque atome. La recherche de la direction est limitée & cet ensemble, et seule la
recherche de 'amplitude est libre.

Le jeu de parameétres @ est donc réduit & 'amplitude ¢, et le paramétre d’indice
comprend le numéro du vecteur de direction a,, et 'instant de démarrage de ’atome :
¢ = (n,t). La matrice Gy, (,,4) est réduite au scalaire 1. Le vecteur vy, (,, ;) est également
un scalaire :

Vi ng) = ( Ri_1 5 Ea, o Ty[my] ) . (8.26)

L’algorithme Demixing Pursuit se déroule comme suit :

Demixing Pursuit :

Initialisation du résidu Ry =S et du compteur I = 0.
Faire

1. Mise a jour du compteur : I =1+ 1

2. Recherche du motif, du parameétre de translation et du numéro du vecteur de

direction :
(kr,tr,ny) = arg max (Ry_1, Tio Ea,[my] )? (8.27)
M
= argmax|( Zl Qe Tego1 5 Tiomy, )| (8.28)
c=

3. Calcul de 'amplitude :

cr=( Ry, Ty © Ea,, [my,]) (8.29)
M

= < ZG’C,TL[ 'fc,lfl ) ﬂ] Omkl > (830)
c=1

4. Mise a jour du résidu :

R; =R, — T} o Ea,, [my,] (8.31)
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Tant que la convergence n’est pas atteinte

La différence entre Demixing Pursuit et Matching Pursuit sur des motifs translatés,
décrit a la section 8.3, réside uniquement dans I’ajout de la recherche de la direction
a,,, ce qui multiplie la complexité par N, le nombre de directions. En effet, en utilisant
les formules (8.28) et (8.30), et en notant y = Zi\il den 7. = a,” - R la projection
du résidu R sur la direction a,,, il suffit de calculer la corrélation de chacune de ces IV
projections avec chaque motif, afin de trouver la corrélation maximale (équation (8.28)).

La mise a jour (8.31) peut alors étre effectuée directement sur les projections :

Yt = Ypgo1 — (0o an ) Ty ] (8.32)

Zn,l = <z

Cette technique d’optimisation est expliquée en détails dans [GNO05]. Le nom De-
mixing Pursuit est apparu dans l'article [LGKO06]|, qui fait suite a I’article [LGKO05|. Dans
ces deux articles, nous avons notamment comparé 'utilisation de Matching Pursuit mul-
ticanal et de Demixing Pursuit pour la séparation de sources, dans le cas multicanal
lorsque les directions a,, des sources sont connues.

8.6 Perspective : Matching Pursuit convolutif

Le modéle d’atome formé par translation et filtrage de motifs par un filtre RIF est
le suivant :

Ie

d="T,0Celm] =) e Tiyi1[m] . (8.33)
=1

Nous n’avons pas implémenté ce type d’atomes dans MPTK, par manque de temps,
ce qui implique que nous n’avons pas pu évaluer leur apport en termes de parcimonie
ou en vue d’une application en séparation de sources. Nous présentons ici le principe
théorique et quelques détails permettant une implémentation rapide.

Le jeu de parameétres 1 vaut donc e, et ¢ = t. La matrice Gy et le vecteur vy,
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valent :
[ [m||3 (m, Ti[m]) (m, Tr,—1lm] ) ]
(m, T_1[m] ) ml3 N
G =
AN AN (m, Ti[m] )
| (m, Ti_1.[m]) (m, T_1[m] ) |m||3 i
(8.34)
(ri_1, Tilmy] )

Vi (rica s ii’tﬂ[ﬂk] ) (5.35)

L (ric1 s Terro—1[my] )

La matrice G est une matrice de Toeplitz (diagonales constantes) symétrique.
Cette structure lui permet d’étre inversée rapidement en utilisant la récurrence de
Levinson|GL96|. Elle ne dépend pas du paramétre de translation ¢, et nous la notons
Gy.

Si les coefficients e; du filtre sont libres de toute contrainte (comme par exemple
exiger un peigne de Dirac, ou toute relation entre les coefficients), alors I’algorithme
Matching Pursuit est le suivant :

Matching Pursuit sur des motifs translatés et filtrés par un filtre RIF :

Initialisation du résidu ry = s et du compteur I = 0.
Faire

1. Mise & jour du compteur : I =71+1

2. Recherche du motif et du parameétre de translation :

(k1 tr) = arg max Vil Gl Vi (8.36)
3. Calcul de 'amplitude :
€e; = Gzz,l *VErtr (8.37)
4. Mise a jour du résidu :
Ie
rr==rra— (Z ei - Tyyti-1[my,]) (8.38)

=1
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Tant que la convergence n’est pas atteinte

L’implémentation de cet algorithme peut étre optimisée en calculant la corrélation,
par overlap-add, entre le résidu et chaque motif. Chaque tranche de I, coefficients de
la corrélation correspond au vecteur vi; pour une valeur donnée de t. En ayant au
préalable calculé et tabulé la matrice G,;l pour chaque motif, il faut ensuite calculer le
produit décrit a l'équation (8.36). Il est possible que I’écriture de ce produit sous une
autre forme permette de faire émerger un nouveau type d’optimisation.

Comme pour les sections précédentes, il est évidemment inutile de recalculer les
produits inchangés, et une méthode dichotomique permet d’accélérer la recherche du
maximum, par rapport & une recherche linéaire.

8.7 Dictionnaires structuré et non-structuré : comparaison
en termes de parcimonie

Dans cette section, nous allons montrer sur un exemple simple I'intérét en termes
de qualité de la décomposition d’utiliser un dictionnaire invariant par translation pour
traiter les signaux temporels. Cela peut sembler évident, mais de fagon classique les
signaux sont découpés en trames avant traitement, bien que ce ne soit pas le plus
efficace.

Définissons dans un premier temps la métrique servant & mesurer la qualité de la
décomposition d’un signal dans un dictionnaire.

8.7.1 Meétrique

Dans le cadre de ’approximation parcimonieuse de signaux sur un dictionnaire,
I’objectif est en général de minimiser ’erreur de reconstruction et de maximiser la par-
cimonie des coefficients de la décomposition. Selon la formulation du probléme, divers
algorithmes peuvent étre mis en ceuvre pour le résoudre. Un algorithme donne en résul-
tat, pour une parcimonie donnée, un unique jeu de coefficients, associé a une erreur de
reconstruction. Nous pouvons donc associer, pour un algorithme donné, une courbe de
I’erreur en fonction de la parcimonie & un couple signal-dictionnaire.

C’est cette courbe de I'erreur de reconstruction en fonction de la parcimonie des
coefficients qui sera utilisée pour mesurer la qualité d’'une décomposition. La compa-
raison de deux couples signal-dictionnaire se fera par la comparaison des deux courbes
associées. La décomposition du signal est notée :

I
5= Fy g lm]+r; (8.39)
=1

Comme nous pourrons étre amenés a comparer la décomposition de signaux de taille
et d’énergie différentes, nous proposons d’utiliser une métrique indépendante de ces deux
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parameétres, en remplagant [’énergie par le RSB, et le nombre d’atomes par la diversité
relative. Avant d’expliquer plus précisément cette métrique, comparons dés maintenant
la représentation classique de l'erreur de reconstruction en fonction du nombre d’atomes
utilisés (par MP) avec la représentation du RSB en fonction de la diversité relative. La
premiére est située & gauche de la figure 8.1, et la seconde a droite.

goof | signal court
—signal long

@ 600
2
24000

2000 e

o 15,000 Q
nombre d’atomes | 0 8'eon25ite d'a?dcr)rélles n= 986

Fia. 8.1 — Affichage de la qualité de la décomposition d’un signal court et d’un signal
long de méme nature sur un méme dictionnaire - gauche : énergie du résidu en fonction
du nombre d’atomes - droite : rapport signal & bruit en fonction de la diversité relative

L’expérience a consisté a décomposer deux signaux sonores de méme nature sur
un méme dictionnaire de Gabor. Le signal court correspond au premier tiers du signal
long. La décomposition des deux signaux a été faite avec MP, jusqu’a obtenir un RSB
de 20 dB entre le signal d’origine et le résidu.

Sur la figure de gauche, nous avons représenté les courbes de 1’énergie du résidu en
fonction du nombre d’atomes utilisés dans la décomposition. Nous avons représenté le
nombre d’atomes en échelle logarithmique pour une meilleure lisibilité. Nous remarquons
que ’énergie initiale des deux signaux est différente et que le nombre d’atomes utilisés
est différent (environ trois fois plus d’atomes pour le signal long que pour le signal
court). Il est difficile de comparer les décompositions & partir de ces deux courbes.

Sur la figure de droite, nous avons représenté les courbes du rapport signal & bruit
entre le signal d’origine et le résidu, en fonction de la diversité relative (DR) 7, qui
correspond au nombre d’atomes par échantillon de signal :

I

ou I est le nombre d’atomes, et L la longueur du signal.

L’utilisation du RSB permet de gommer la différence d’énergie des signaux initiaux.
Celui-ci vaut 0 dB lorsque le résidu est d’énergie égale & celle du signal, et vaut +o0
lorsque le résidu est nul.

L’utilisation de la DR, quant & elle, permet de rendre la mesure indépendante de
la longueur du signal traité. En effet, nous nous attendons & ce que la DR “locale” soit
& peu prés constante, quel que soit 'instant étudié, pour un signal temporel dont les
propriétés sont constantes au cours du temps.
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Ainsi, sur la figure de droite, les deux signaux présentent des courbes quasiment
superposées, puisqu’en dehors de leur longueur et de leur énergie, les signaux sont de
méme nature et se décomposent de fagon & peu prés aussi parcimonieuse sur un méme
dictionnaire.

La DR est égale a 1 si le nombre d’atomes est égal a la longueur du signal. Une telle
diversité est en général bien supérieure aux régimes classiquement étudiés, puisque la
parcimonie serait dans ce cas trés faible, et la décomposition serait tout sauf économique.
Pour un régime classique, la DR vérifie n; < 1.

La courbe servant & la comparaison est donc la courbe du RSB en fonction de la
DR 7. Plus le RSB est élevé, et meilleure est la décomposition. Une courbe placée au
dessus d’une autre correspond & une meilleure décomposition, en termes d’erreur de
reconstruction et de parcimonie.

Nous choisissons dans cette étude d’utiliser ’algorithme MP pour générer la courbe.
Il en résulte que la courbe est composée de I points, ou I est le nombre d’atomes
sélectionnés par MP. Le RSB est défini, pour chaque point, par :

Is!l3

RSB,, = 10 - logy, (8.41)

Dans I’expérience qui suit, nous allons utiliser des dictionnaires invariants par trans-
lation. Nous utiliserons également des dictionnaires non-structurés, appliqués sur des
trames de signaux, obtenues par tramage selon le principe de la figure 7.1. Pour ce cas,
le RSB sera calculé sur le signal reconstruit aprés “détramage”; et la DR 7y sera obtenue
par le rapport entre le nombre d’atomes utilisés et la taille du signal reconstitué.

8.7.2 Intentions expérimentales

Nous souhaitons évaluer a travers cette expérience a quel point le modéle de dic-
tionnaire invariant par translation est plus intéressant pour décomposer de fagon par-
cimonieuse les signaux temporels que le modéle de dictionnaire classique, utilisant un
découpage en trames des signaux.

8.7.3 Principe de ’expérience

Nous allons décomposer un signal audio de trois maniéres différentes sur un diction-
naire de Gabor, qui est en principe adapté a la décomposition parcimonieuse de signaux
audio. Nous utiliserons une seule taille L,,, de motifs de Gabor.

Dans le premier cas, le signal sera découpé en trames de taille L,,, puis décomposé
sur le dictionnaire de motifs de Gabor (le méme nombre d’atomes sera utilisé sur toutes
les trames). Cela correspond & la décomposition d’un signal sur un dictionnaire classique.
Dans le deuxiéme cas, le signal entier sera décomposé sur le dictionnaire de Gabor
“partiellement invariant” par translation, avec un décalage entre atomes de Gabor égal
au décalage entre les trames dans le premier cas (en revanche, le nombre d’atomes
par trame sera variable). Enfin, dans le troisiéme cas, le signal sera décomposé sur le



164 Algorithmes de décomposition sur un dictionnaire structuré

dictionnaire de Gabor invariant par translation, avec un décalage entre atomes de Gabor
de un échantillon.

Les deux premiers cas correspondent & un dictionnaire de méme taille, tandis que
le troisiéme cas utilise un dictionnaire plus grand. Il faut remarquer que ce troisiéme
dictionnaire ne cotite pas plus cher a coder que les deux premiers, car il repose sur
le méme dictionnaire de motifs. En revanche, la description de la décomposition coiite
plus cher, car le nombre d’atomes engendrés est plus grand et I'indice désignant ’atome
choisi doit étre codé avec plus de bits.

Nous comparerons les courbes du RSB de la décomposition du signal sur chaque
dictionnaire, en fonction de la DR, ainsi que le temps de calcul, afin de comprendre
quel gain de modélisation est obtenu en passant du premier au deuxiéme cas, puis du
deuxiéme cas au troisiéme cas.

8.7.4 Protocole détaillé

Le protocole détaillé est décrit dans le tableau suivant

Signal s 704 130 échantillons (1 m 03 s & 11 025 Hz), provenant
de enregistrement “RWC-MDB-C-2001 No 44”7 de la
base RWC [MGOO02| : Le vol du bourdon, de Rimski-
Korsakov, pour fliite et piano.

Dictionnaire de motifs | 127 motifs de Gabor complexes, correspondant a
M 127 fréquences, ainsi qu'un motif constant (0 Hz) et
qu’un motif correspondant & la fréquence de Nyquist
(5 512.5 Hz, la moitié¢ de la fréquence d’échantillon-
nage). Les motifs sont de taille L,, = 256 (23.2 ms &
11 025 Hz). Les motifs de Gabor complexes comptent
pour deux motifs réels, ce qui explique que le nombre
de fréquences soit 127 et pas 254.

Décalage entre trames | L,,/2
de signal

Fenétre Arche de sinus

Critére d’arrét de MP n=0.8

Dictionnaire Dq Dictionnaire de motifs M

Dictionnaire Dy Dictionnaire “partiellement invariant” par translation
ou les atomes sont décalés de L, /2 échantillons, utili-
sant le dictionnaire de motifs M.

Dictionnaire Dy Dictionnaire invariant par translation ou les atomes
sont décalés de 1 échantillon, utilisant le dictionnaire
de motifs M.
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8.7.5 Résultats attendus

Nous allons présenter les courbes de RSB en fonction de la, DR des trois dictionnaires
sur le méme signal. Nous présenterons aussi le temps de calcul de la décomposition du
signal sur chaque dictionnaire.

Nous pouvons nous attendre & ce que la courbe du dictionnaire Dy soit au dessus
de celle du dictionnaire Dy, ce qui correspond a une meilleure décomposition, puisque
le nombre d’atomes par trame n’est plus fixé. Ainsi, pour une DR n = 3, avec le
dictionnaire Dy, une trame de signal peut recevoir cinq atomes et la suivante un seul,
tandis qu’avec le dictionnaire Dy, les deux trames recevront exactement trois atomes.

Au niveau du temps de calcul également, le fait de chercher les atomes directe-
ment sur le signal, plutot que de recourir & un tramage, devrait plaider en faveur du
dictionnaire Ds.

La courbe du dictionnaire D3, enfin, devrait étre plus haute que pour les deux autres
dictionnaires, puisque dans Ds, la contrainte de placer les atomes & un instant fixé est
relachée. Cela dit, le fait que les motifs soient de petite taille et que la phase de I’atome
est optimisée peut limiter la différence de performance.

Le dictionnaire D3 devrait étre plus gourmand en temps de calcul, puisqu’il faut
calculer L,,/2 fois plus de produits scalaires que pour les deux autres dictionnaires, et
rechercher le maximum parmi L,,/2 fois plus de valeurs.

Plus précisément, le dictionnaire D; contient 709 500 atomes (le nombre de motifs
de M multiplié par le nombre de trames). Le nombre d’atomes est le méme pour le
dictionnaire Ds. Le dictionnaire D3 compte quant & lui 90 799 875 atomes, soit L,,/2 =
128 fois plus que les deux autres dictionnaires, aux effets de bord prés.

8.7.6 Présentation des résultats

Le temps de calcul de la décomposition du signal sur le dictionnaire Dy est de 44 s,
alors qu’il est de 2 304 s (38 m 24 s) pour le dictionnaire D3. Le temps de calcul est
environ 52 fois plus important pour le dictionnaire D3 que pour le dictionnaire D, ce
qui est inférieur au ratio prévu de L,,/2 = 128.

En effet, les optimisations mises en ceuvre dans MPTK [KGO06] permettent de di-
minuer la complexité. Les principales optimisations sont l'utilisation de la transformée
de Fourier rapide, qui rameéne la complexité du calcul des produits scalaires de O(Ly,)
a O(log(Ly,)), le calcul des produits scalaires uniquement pour les atomes situés a
proximité du dernier atome sélectionné (les seuls produits scalaires a étre modifiés),
et la recherche du produit scalaire maximal par une méthode dichotomique plutét que
de facon linéaire, qui fait passer pour chaque itération la complexité de O(K - L) a
O(log(K - L)).

Nous n’avons pas indiqué le temps de calcul de la décomposition pour le dictionnaire
D1 car nous n’avons pas utilisé un algorithme optimisé. Nous nous attendons & ce que
le temps de calcul soit légérement inférieur & celui obtenu pour le dictionnaire Ds. La
seule différence réside dans le traitement successif des trames, plutét que de chercher la
meilleure trame & chaque itération. Le maximum est donc recherché parmi K valeurs,
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au lieu de K - L. L’étape de calcul des produits scalaires, en revanche, est similaire pour
les deux dictionnaires.

___dictionnaire D1

80

dictionnaire D2

-

60

...dictionnaire D, e

&
9 40

20

0 02 04 06
diversite relative n

FiG. 8.2 — Courbe du RSB entre le signal et ’erreur résiduelle aprés décomposition, en
fonction de la diversité relative n de la décomposition

Intéressons-nous maintenant & la qualité de la décomposition du signal sur les trois
dictionnaires. La courbe du RSB en fonction de la DR est représentée pour chaque
dictionnaire sur la figure 8.2.

Comme nous 'avions prévu précédemment, la meilleure décomposition (la courbe
la plus haute) est obtenue avec le dictionnaire D3, devant le dictionnaire Dy et le dic-
tionnaire D;.

Les courbes des dictionnaires D3 et Dy suivent une loi de progression & peu prés
similaire, alors que la courbe du dictionnaire D; croit beaucoup plus lentement lorsque
la diversité relative n devient élevée. Il en résulte que l'écart entre les courbes des
dictionnaires D3 et Do varie peu (le RSB du dictionnaire Dy passe de 90% a 82% du
RSB du dictionnaire Ds), tandis que I’écart devient trés grand avec le dictionnaire Dy
(le RSB de D; passe de 65% a 42%).

Nous pouvons en déduire que plus la DR est grande, plus le gain obtenu en laissant
libre le nombre d’atomes par trame est grand. C’est cette modification, différenciant les
dictionnaires D; et Dy, qui améliore le plus la qualité de la décomposition.

Le gain en RSB est moindre, mais tout de méme conséquent (10% a 20%) pour
I’autre modification, qui consiste a réduire le décalage entre deux atomes successifs de
L,,/2 a 1. Rappelons que 'utilisation de motifs courts et de la déformation de phase
réduit 'avantage d’une localisation trés précise des atomes (dictionnaire Ds) par rapport
a une localisation plus approximative (dictionnaire Ds).
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Globalement, & M constant, le rapport signal & bruit est multiplié par deux en
passant d’une décomposition par tramage du signal, avec un nombre d’atomes constants
par trame, & une décomposition sur un dictionnaire invariant par translation.

8.7.7 Conclusion

Nous venons de mesurer sur un exemple ’apport de l’invariance par translation
sur la qualité de la décomposition d’un signal sur un dictionnaire. Le gain en perfor-
mances, doublement du RSB, est corrélé avec une augmentation de la complexité de
la. décomposition. En utilisant des optimisations adéquates, le colit peut étre réduit et
peut permettre de traiter des signaux de grande taille.

De fagon plus générale, nous avons montré dans ce chapitre que l'algorithme Mat-
ching Pursuit permet non seulement de décomposer un signal sur un dictionnaire inva-
riant par translation, mais également sur toute une classe de dictionnaires correspondant
aux déformations proposées dans le chapitre 7, comme par exemple la déformation de
phase, ou la convolution.

Il permet également de décomposer des signaux multicanaux, soit avec une ampli-
tude libre sur chaque canal (MP multicanal), soit selon des fonctions d’expansion mul-
ticanale pré-tabulées (Demixing Pursuit). Nous utiliserons ces deux implémentations
particulieres de MP pour la séparation de sources dans le cas de mélanges multicanaux,
au chapitre 10.
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Chapitre 9

Apprentissage de dictionnaire
structuré

Nous avons déja évoqué au chapitre 3 l'intérét, pour les décompositions parcimo-
nieuses, de pouvoir apprendre un dictionnaire D adapté & un ensemble de signaux. Nous
avons alors effectué un tour des principales méthodes de ’état de I’art.

Dans le cadre plus restreint que nous avons introduit dans la deuxiéme partie de
ce document, les atomes du dictionnaire sont générés par des motifs déformés selon
des fonctions bien définies et paramétrées. Apprendre un dictionnaire a partir de si-
gnaux revient alors & apprendre un dictionnaire de motifs M, qui par suite engendre
un dictionnaire D adapté aux signaux, par le biais des fonctions de déformation.

Les principes des méthodes d’apprentissage présentées au chapitre 3 restent appli-
cables dans le nouveau cadre, mais ils nécessitent quelques aménagements spécifiques,
qui sont exposés tout au long de ce chapitre. Nous allons notamment revenir a la sec-
tion 9.1 sur les premiéres contributions concernant ’apprentissage de motifs, dans un
premier temps pour les dictionnaires invariants par translation, dans un deuxiéme temps
pour d’autres types de déformations.

A la section 9.2 sera exposée la premiére approche que nous avons élaborée pour
I’apprentissage de motifs générant un dictionnaire par translation. Nous y présentons
I’algorithme appelé MoTIF, pour Matching of Time-Invariant Filters.

Nous exposons ensuite & la section 9.3 la deuxiéme approche essayant de marier
les atouts de l'algorithme MoTIF et de l'algorithme K-SVD, présenté au chapitre 3.
L’algorithme résultant permet d’apprendre des motifs déformés, et cela pour un grand
nombre de fonctions linéaires. Sans trop entrer dans les détails, ’algorithme K-SVD
permet d’approcher 1’objectif de maximisation jointe des motifs et des paramétres plus
prés que les techniques traditionnelles d’apprentissage (de type Olshausen, par exemple).

Les trois derniéres sections sont consacrées aux expériences menées sur l'algorithme
K-SVD. Nous vérifions dans la section 9.4 le bon comportement de I’algorithme d’ap-
prentissage sur des données artificiellement créées en suivant le modéle parcimonieux.
Dans la section 9.5, nous étudions l'intérét de la structuration du dictionnaire (no-
tamment linvariance par translation et par déformation de phase) sur des signaux
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synthétiques. Dans la section 9.6 nous analysons la capacité de I'algorithme K-SVD a
produire des dictionnaires généralisables & des signaux de méme nature que les signaux
d’apprentissage.

9.1 Algorithmes existants pour apprentissage de diction-
naire structuré

Le probléme de ’apprentissage d’un dictionnaire invariant par translation est récent.
Le premier algorithme permettant d’apprendre des motifs qui sont ensuite translatés
date de 2000 [Ols00]. Des travaux ont également été menés pour I’apprentissage d’atomes
générés par déformation (phase, rotation, fréquence, translation) de motifs, & partir de
2003 [WKO3|.

Nous présentons le modele et le principe des algorithmes d’apprentissage de diction-
naire invariant par translation dans la section 9.1.1, et invariant par d’autres déforma-
tions dans la section 9.1.2.

9.1.1 Modéle de translation des motifs

Olshausen a été le premier & intégrer une contrainte d’invariance par translation aux
atomes appris en 2000 [Ols00]. Ses signaux ne sont pas des signaux monodimensionnels
temporels, mais des vidéos (au sens ou nous les avons définies au chapitre 7). Smith
et Lewicki [SLO05], et Blumensath et Davies [BD06] ont appliqué cette contrainte d’in-
variance par translation aux signaux monocanaux temporels en 2005, en utilisant des
techniques un peu plus avancées.

Quel que soit le type de signaux traités, le modéle de décomposition sur un diction-
naire M de motifs translatés est le suivant :

K
§:Zzek,l‘Tl[mk]+Z. (9.1)
k=1 1

Il faut remarquer que ce n’est pas tout a fait le méme modeéle que (7.14) ot nous
avions supposé qu’il existe un nombre I donné d’occurrences de tous les motifs. Cela
correspond & supposer dans le modeéle (9.1) que seuls I coefficients ey ; sont non-nuls.
L’équation (9.1) peut aussi s’écrire :

K
5= epxmy+r, (9.2)
k=1

ot e (l) = ek, et % est la convolution.

Contrairement au modeéle classique décrit & la section 3.5, il ne s’agit plus d’ap-
prendre le dictionnaire d’atomes D, mais simplement le dictionnaire de motifs M. Le
principe des algorithmes d’apprentissage est de maximiser la log-vraisemblance moyenne
des signaux d’entrainement sachant le dictionnaire de motifs :

L = E{logp(siM)} . (9.3)
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Cette vraisemblance est maximisée par rapport & chacun des motifs, et le gradient
par rapport a un motif m;, s’écrit :

0 logp(s| M, e)

Vi, £ = BB{=25

}p(elsD)} - (9.4)

Quelle que soit la méthode pour estimer la loi de probabilité p(e|s, D) et pour calculer
I’'espérance, 'expression située & l'intérieur peut se calculer, en vertu de I’hypothése de
bruit gaussien centré :

K

1

logp(s|M.€) = o—lls = > ey xmy3 (9.5)
r k=1

et donc :

0 logp(s|M,e)

1 *
=—— T*e (9.6)
2 =7 =k
0 my O-E
ot rappelons-le, e} est le signal e, inversé par rapport au temps. La convolution entre
r et ey est aussi la corrélation entre r et ey.

Notons bien que le gradient contient le motif m;, dans le terme r = s — Zszl e, * M.

9.1.1.1 Calcul alterné des coefficients et des motifs

Dans les méthodes proposées par Olshausen et par Smith et Lewicki, la probabi-
lité a posteriori p(e|s,D) est approchée par la §._;, o les coefficients & ont été estimés
précédemment. Les algorithmes sont alors une alternance de calcul des coefficients pour
un dictionnaire de motifs donné, puis de calcul des motifs pour des coefficients donnés.

Le calcul des coefficients est effectué par une descente de gradient pour Olshausen,
avec :

Ve £=—— rxmj+ f'(e) , (9.7)

ot m; est le motif my, inversé par rapport au temps, et f’ est la dérivée de la fonction de
mesure de la parcimonie f. Au cours de cette thése, nous avons généralement rencontré
f(e) = |e|. De son coté, Olshausen choisit la fonction f(e) = 3-log(1+ (e/c)?) pour ses
propriétés de parcimonie, mais certainement aussi parce qu’elle se dérive sans probléme,
contrairement & la valeur absolue. Le gradient utilise la valeur précédente des coefficients
pour calculer les termes f’(e;) et r.

1 K
flen) = — - <§ - e *m) *m?é] (9.8)

k=1

T

Smith et Lewicki utilisent I’algorithme Matching Pursuit pour sélectionner un nombre
I d’atomes actifs.
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L’utilisation de deux algorithmes différents conduit & deux situations différentes.
Dans le premier cas, les coefficients correspondant a toutes les translations de chaque
motif sont calculés. Cela correspond a l’idée d’un filtre e qui convolue chaque motif sur
toute la durée du signal. Dans le deuxiéme cas, seuls les I coefficients les plus élevés
sont calculés. L’idée sous-jacente est alors que chaque motif est actif uniquement & un
nombre fini d’instants du signal, et que le reste du signal est vierge de toute contribution
de ce motif. Notons que notre approche suit la deuxiéme idée, ce qui se reflete dans la
description du modele proposé (7.14).

La mise & jour de chaque motif se fait par descente de gradient dans les deux mé-
thodes :

1 *
my, 3:m;q+M'E{§'£*§k} ) (9.9)

et une étape de normalisation sur les motifs est appliquée aprés cette mise & jour.
Rappelons une fois encore que le résidu r est calculé & partir de la valeur précédente du
motif my,.

9.1.1.2 Echantillonnage de Gibbs

Blumensath et Davies proposent dans [BD06] d’estimer ’espérance, pour le calcul
du gradient, par échantillonnage de Gibbs qui est une méthode de Monte-Carlo. Le
principe est le méme que les méthodes d’apprentissage par Monte-Carlo dans le modéle
classique, exposées & la section 3.5.4. Rappelons qu’il s’agit d’approcher le gradient de
la fagon suivante :

9 logp(s|M,e) 0 logp(s|M,e,)
E{/ om. plels, D) de} ~ ZE{ 5 mr I (9.10)

ou e, sont des jeux de coefficients tirés selon la loi p(e|s, D), et pour un nombre assez
important de tirages IV, ’échantillonnage de Gibbs assure une bonne convergence vers
I'intégrale.

Dans [BD06], les auteurs effectuent un comparatif de méthodes d’apprentissage. Il en
ressort que la modélisation plus fine permise par la méthode de Monte-Carlo présentée
améliore la qualité de ’apprentissage par rapport a I'algorithme proposé par Smith et
Lewicki. La qualité est mesurée par la corrélation entre des motifs de référence et les
motifs appris sur des signaux générés selon le modeéle parcimonieux (9.1) en utilisant
les motifs de référence.

Il ressort également de I’étude que la méthode de mise a jour alternée des coefficients
et du dictionnaire est beaucoup plus rapide que la méthode de Monte-Carlo.

9.1.2 Modéle de déformation des motifs

Des travaux ont été menés pour structurer le dictionnaire au dela de la simple
invariance par translation. Les quatre travaux que nous mentionnons dans cette section
concernent le traitement d’images.
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Olshausen, Sallee et Lewicki [OSLO00] ont proposé en 2000 de structurer le diction-
naire comme un dictionnaire d’ondelettes pour lequel les fonctions d’ondelette et la
fonction d’échelle sont apprises & partir de signaux d’entrainement. Sans entrer dans
les détails, a chaque atome du dictionnaire correspond une position, une bande de fré-
quences et un niveau de résolution. Les coefficients qui multiplient ces atomes sont
parcimonieux et sont obtenus par une descente de gradient similaire aux autres algo-
rithmes proposés par Olshausen (voir par exemple (9.7)). Chaque fonction d’ondelette
ou d’échelle est mise & jour également par descente de gradient, aprés avoir calculé les
coefficients, le long du gradient de la vraisemblance par rapport & la fonction. La struc-
ture en ondelettes implique que le gradient est une fonction récursive sur les niveaux
de résolution, mais son calcul est rapide grace a des algorithmes prenant en compte la
structure en ondelettes. Il ressort de ce travail que I’adaptation des fonctions d’ondelette
et d’échelle améliore la parcimonie, et donc le pouvoir de compression par rapport & des
familles analytiques classiques d’ondelettes.

En 2005, Grimes et Rao [GR05| ont proposé un modeéle de décomposition bilinéaire
sur un dictionnaire, par rapport a des coefficients d’activation d’un coté, et a des coefhi-
cients de déformation de ’autre coté. Ils ne 'ont appliqué qu’a la translation qui est un
cas particulier. Il faut noter que cela ne concerne que des petites translations au sein de
trames découpées au hasard. Le probleme de tramage n’est donc pas résolu. Berkes et
Wiskott, en 2006 [BWO06], ont restreint le modéle aux formes quadratiques (les termes
d’activation et de déformation sont les mémes). Ils obtiennent des motifs qui peuvent
étre invariants par décalage de phase, rotation, changement de fréquence, changement
de courbure ou dilatation. Notons que les deux modeéles sont différents de celui que nous
exposons au chapitre 7. Ils proviennent de la communauté des réseaux de neurones, et
ils reposent sur un tramage aléatoire des signaux.

Enfin, Wersing et Korner ont en revanche décrit en 2003 [WKO03] un modeéle de
structuration trés proche de celui que nous proposons au chapitre 7, basé sur la dé-
formation de motifs de base par une fonction linéaire. Contrairement & notre modéle,
ils n’imposent a priori que la fonction de déformation soit décomposable comme (7.21)
en fonction des paramétres de déformation. S’ils ne traitent que le cas d’invariance par
translation dans l'article [WKO03], ils évoquent également ’extension de la modélisation
a la rotation et & la dilatation. L’algorithme d’apprentissage, similaire & 1’algorithme de
Olshausen, consiste & effectuer une mise a jour alternée des coefficients de décomposition
et des motifs, tous deux par descente de gradient.

9.2 MOoTIF : notre premiére approche dans le cas invariant
par translation

Apres avoir constaté le besoin d’intégrer l'invariance par translation aux diction-
naires appris pour pouvoir traiter des signaux temporels avec une bonne précision, nous
avons élaboré un algorithme d’apprentissage de motifs en collaboration avec Philippe
Jost et Pierre Vandergheynst en 2005. Il a donné lieu & deux publications [JLVGO05,
JLVGO6].
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9.2.1 Principe

L’algorithme MoTIF cherche & apprendre un ensemble de K motifs m; a partir de
signaux d’apprentissage, dans le but ultérieur de permettre une décomposition parci-
monieuse des signaux avec les versions translatées et amplifiées de ces motifs.

Pour autant, l’algorithme ne consiste pas & minimiser un critére comprenant er-
reur de reconstruction et poids des coefficients, comme c’est le cas dans la plupart des
algorithmes d’apprentissage précédemment exposés.

MoTIF est un algorithme heuristique qui géneére les motifs successivement, sans
jamais revenir sur les motifs précédemment appris. Le premier motif est le plus corrélé
avec les signaux d’apprentissage, et correspond a la composante principale de trames
spécifiquement choisies parmi les signaux. Pour les motifs suivants, ’objectif est de
trouver le motif le plus corrélé avec les signaux, mais aussi le plus décorrélé avec les
motifs précédents, afin de promouvoir la diversité dans le dictionnaire de motifs.

Chaque motif est contraint & étre de norme unité. Le nom MoTIF signifie Matching
of Time Invariant Filters.

Présentons en premier lieu ’apprentissage du premier motif. L’ensemble d’appren-
tissage est constitué de () signaux s, dont le support est de taille supérieure au support
du motif m,, qui est fixé a L,,. Nous définissons le motif optimal comme le plus corrélé
en moyenne avec les signaux d’apprentissage, soit :

Q

m; = arg max max |( s, , Ti,[m] )2 . (9.11)
llmllz=17=7 *

En supposant que k — 1 motifs ont déja été appris, le motif m;, optimal est défini
comme le plus corrélé en moyenne avec les signaux d’apprentissage, tout en étant le
plus décorrélé avec les k — 1 motifs précédents, soit :

Do maxe, | ( s, Ty, lm] )
my, = arg max =
mll2=1 3 2y >0 [y 5 Ti[m] )2

(9.12)

Trouver la meilleure solution, dans les deux cas, est un probléme difficile que nous
simplifions en alternant la maximisation des parameétres de translation t, a motif m
fixé, et la maximisation du motif pour des parametres ¢, fixés.

La premiere étape consiste a trouver pour chaque signal s, I'instant ¢, correspondant
au maximum de corrélation entre le motif et le signal.

La deuxiéme étape repose sur l'utilisation de 1’adjoint de la translation qui permet
de transformer le produit scalaire { s, , Ty[m] ) en ( T¢[s,] , m ) = (sq—¢, m ), ou
m est la restriction au support du motif, et s, s = R 1, [§q] est la trame du signal Sq
de taille L,, démarrant a l'instant ¢.

Nous notons A = ZqQ:l Sq,—t - saft et By, = Zz/_:ll S THR m{,y_t. Les équa-
tions (9.11) et (9.12) peuvent alors s’écrire :

m”-A-m

_ m -A-m 9.13
ks mT By m (9-13)
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avec By =1y, pour le premier motif.
Le motif qui résout le probléeme (9.13) est le vecteur propre (de norme unité) associé
& la plus grande valeur propre A du probléme aux valeurs propres généralisé suivant :

A m=)\-B; m. (9.14)

Pour la premiére étape, le motif optimal est le vecteur propre associé a la plus
grande valeur propre de la matrice A. Le motif m; est donc en quelque sorte la com-
posante principale, au sens de ’ACP. La différence se situe au niveau de la gestion de
la translation, car dans le cadre de ’ACP, les motifs et les signaux sont de méme taille.

9.2.2 Algorithme

Présentons un résumé de ’algorithme MoTIF :

MoTIF : Algorithme d’apprentissage de motifs translatés :

Initialisation du compteur k& = 0. L’ensemble des signaux d’apprentissage est {§q}.
Faire
— Incrément du compteur k := k + 1 et initialisation du motif m,,
- B = 22;11 DM g m@,t
— Faire
— pour chaque signal s,, trouver t, := argmaxy|( s, , Ti[my] )|, 'instant ou le
motif m et le signal s, sont le plus corrélés.
- A= 222:1 Sq—t " Sq ¢
— trouver :
m”-A-m
my ;= arg ||nl?||%}i1 mT B, m’ (9.15)
correspondant au vecteur propre associé a la plus grande valeur propre du pro-
bléme aux valeurs propres généralis¢ A-m = A - By - m.
Tant que la convergence n’est pas atteinte
Tant que le nombre de motifs appris n’est pas suffisant

9.2.3 Avantages et limites

MOoTIF est trés rapide par rapport & d’autres algorithmes d’apprentissage, car il ne
comprend pas d’étape de calcul de coefficients ¢, ni d’estimation des lois de probabilités
par méthodes de Monte-Carlo, par exemple.

La figure 9.1 représente 19 motifs appris sur les mémes images naturelles que Ol-
shausen et Field [OF96a| avec I’algorithme MoTIF. La taille des motifs est 16 x 16, soit
un support de taille L,, = 256. Les motifs appris sont & comparer aux motifs appris
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F1G. 9.1 — 19 motifs de taille 16 x 16 appris sur des images naturelles.

par l'algorithme de Olshausen et Field dans le cadre des dictionnaires classiques sans
translation. Ils sont affichés sur la figure 5.2, dans le chapitre 5.

Les motifs appris par MoTIF sont centrés et orientés. Ils oscillent dans une direc-
tion différente de ’orientation et & des fréquences différentes. Les premiers motifs sont
similaires & des atomes de Gabor, les suivants & des contours droits, et les derniers a
des contours courbés.

Dans les motifs appris dans un modéle de dictionnaire classique, affichés sur la
figure 5.2, nous pouvons trouver également des atomes de Gabor et des contours droits,
mais pas de contours courbés. Ils ne sont pas centrés, mais au contraire localisés a
différents endroits dans les motifs. La conséquence de cet éparpillement est que le méme
objet est appris plusieurs fois pour représenter les différentes positions & laquelle il
peut se trouver. Cette redondance est évitée dans les motifs appris par MoTIF. Nous
supposons que c’est cette place économisée qui a permis I’émergence de contours courbés,
peut étre moins représentatifs que les autres types de motifs, et donc absents des motifs
appris dans le cas classique.

Ces résultats prometteurs doivent étre nuancés par la présence des quelques motifs
qui suivent le premier motif appris (ligne du haut), qui semblent plus influencés par la
contrainte d’orthogonalité avec le premier motif que par la ressemblance aux signaux.
En effet, ces motifs de haute fréquence semblent incongrus en tant que motifs les plus
représentatifs des images naturelles. Les premiers motifs sont d’ailleurs trés peu corrélés
entre eux. Pour les motifs suivants, cet artefact semble s’atténuer pour donner des
motifs plus attendus. Un traitement a posterior: visant & éliminer les motifs les moins
représentatifs peut étre envisage.

L’absence de lien direct avec la parcimonie des coefficients fait également craindre un
dictionnaire moins optimisé pour la parcimonie qu’en utilisant un algorithme minimisant
classiquement ’erreur de reconstruction et le poids des coefficients de la décomposition.

L’algorithme MoTIF a été notre premier essai d’apprentissage de dictionnaire in-
cluant la translation, et il nous a permis de remarquer le puissant intérét que peut
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apporter la propriété d’adjonction qui permet de reporter la translation (et plus large-
ment la déformation linéaire) du motif au signal.

Afin de tirer le meilleur des deux approches, nous avons intégré les translations et les
déformations linéaires par ce biais dans les algorithmes classiques minimisant ’erreur de
reconstruction et le poids des coefficients de la décomposition. Nous exposons ainsi a la
section suivante ’adaptation de I’algorithme K-SVD a la translation et aux déformations
linéaires de motifs.

9.3 Algorithme de type K-SVD : notre principale contri-
bution

Nous avons vu dans la section précédente que l'algorithme MoTIF ne repose que sur
la corrélation entre les motifs et les signaux et sur la décorrélation entre les motifs. La
parcimonie n’est pas prise en compte par MoTIF les motifs appris n’ont donc aucune rai-
son de donner une décomposition trés parcimonieuse des signaux d’apprentissage. Afin
de remédier & ce manque, nous avons décidé d’élaborer une méthode d’apprentissage
qui tienne compte de la parcimonie.

Nous avons opté pour 'adaptation de I’algorithme K-SVD, présenté a la section 3.5.2,
au modele d’atomes contraints (7.21). Rappelons que Palgorithme K-SVD vise a4 maxi-
miser la vraisemblance des données connaissant le dictionnaire, et qu’il fait partie de
la famille d’algorithmes qui décompose I'apprentissage en deux étapes : calcul des co-
efficients & dictionnaire fixé, et mise & jour du dictionnaire a partir des coefficients
précédemment calculés. Rappelons encore que si pour la plupart des algorithmes de
cette famille, le dictionnaire est mis & jour alors que les coefficients sont fixés, de son
coté, 'algorithme K-SVD met & jour le dictionnaire mais aussi les coefficients lors de
la deuxiéme étape. L’objectif de la deuxiéme étape est alors de minimiser l'erreur de
reconstruction par rapport au dictionnaire et aux coefficients, sans hypothése de parci-
monie sur les coefficients.

9.3.1 Mise a jour alternée des paramétres et des motifs

Nous avons choisi un algorithme basé sur le calcul alterné des coefficients et du
dictionnaire parce qu’il permet d’intégrer le modéle d’atomes déformés de fagon simple.
En effet, il suffit de savoir calculer d’une part les paramétres du modéle 1, et ¢, a
dictionnaire fixé, et d’autre part la dérivée de I'erreur de reconstruction par rapport a
chaque motif :

Iy
05— Thoy Py, mellf

zk—l

s ZF¢ o lmul| o (916)

'k

avec § = 8 — Zk/;ﬁk sz/ 1 1/)Z .
butions des autres motifs. Cette régle est équivalente a (9.6) lorsque la déformation est
une convolution.

i [my] le signal auquel ont été soustraites les contri-
it
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Les méthodes qui ont été proposées pour la translation dans la section 9.1.1 sont
basées sur une descente de gradient. Dans une partie de ’article que nous avons coécrit
sur I’apprentissage de dictionnaires structurés [LMGO06], Mailhé et Gribonval proposent
de calculer les motifs en minimisant le critére quadratique par rapport au motif, en
gardant les coefficients fixés, sans recourir au gradient. La méthode élaborée par Mailhé
et Gribonval est présentée a la section 9.3.2, tandis que la méthode issue de I'algorithme
K-SVD, que nous proposons, est présentée & la section 9.3.3.

9.3.2 Algorithme voisin proposé par Mailhé et Gribonval

La méthode proposée par Mailhé et Gribonval consiste & mettre & jour les motifs un a
un, alors que les parameétres 1 et ¢ sont calculés a I’étape précédente et fixés. L’objectif
est de trouver le motif de norme unité minimisant ’erreur résiduelle quadratique :

I,
opt _ ' i— S F 2 9.17
my, arg min I3 - > 1/,%%[@;@]\\2- (9.17)

L’algorithme proposé repose sur I’hypothése que les fonctions F¢ s, Sont unitaires
ik’ Ll

(elles préservent la norme), et que les atomes sont orthogonaux entre eux :
. ./ .
( Fd)ik"z’ik [my] quik,% [my] ) =0, Viy, # i - (9.18)
Cela correspond par exemple au cas des dictionnaires invariants par translation, avec

I’hypothése que les atomes ne se recouvrent pas temporellement.
Le probléme peut s’écrire :

I, Iy,
opt . 112 2 o /3
miPt =g min N85+ D0 1Fy, o B -2 (50 Y0 Fy )

lm|13=1 P =
(9.19)
Iy,
—arg max (3, Fy o [my]) (9.20)
Imy |3=1 Zkzzl ), biy, Tk
I
=arg max Froo 3], my ). (9.21)
Imy, [13=1 Zkz:l Y, i

Le passage de (9.19) a (9.20) s’explique par le fait que les deux premiers termes
de la somme ne dépendent pas du motif. En effet, si c’est évident pour la norme du
signal, le deuxiéme terme est également indépendant du motif, puisque par unitarité de
la fonction de déformation, ce terme est égal a la norme du motif, qui vaut 1 selon la
contrainte imposée.

Le passage de (9.20) a (9.21) correspond a Iapplication de I’adjoint de la fonction
de déformation. Cet adjoint existe puisque la fonction de déformation est linéaire.
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Le motif optimal est donc le vecteur de norme unité colinéaire au vecteur situé a
gauche dans le produit scalaire de (9.21) :

P
2k - I, * N )
[ Zikzl Qpik iy [8]12

(9.22)

ce qui revient & une moyenne normalisée des “atomes duaux”, correspondant au signal §
déformé par I'adjoint des fonctions de déformations utilisant les parametres 1, et ¢;,
des atomes.

Dans le cas d’un dictionnaire invariant par translation ou les atomes sont définis
par ¢, - Ty, [my], le motif optimal est la moyenne normalisée des trames de signal
localisées au méme instant ¢;, que les atomes, pondérées par 'amplitude ¢;, des atomes :

I .
opt _ Dip—1 Cir Ty, [3]

m, = T, ~ .
[ Zikzl Ciy, - Tty [3]]]2

(9.23)

Cette méthode a le mérite de la rapidité, puisqu’il s’agit uniquement d’une moyenne
et d’'une normalisation. En revanche, elle est restreinte par I'impossibilité de traiter des
atomes non-orthogonaux entre eux. Cette restriction peut étre contournée comme nous
I’expliquons dans la section 9.3.4.1 pour l'algorithme K-SVD que nous exposons dans
la section suivante.

9.3.3 Contribution majeure : algorithme de type K-SVD pour I’ap-
prentissage de dictionnaire invariant par déformation linéaire

Nous avons présenté dans la section précédente les travaux de Mailhé car ils sont
trés proches des ndtres et sont apparus dans la méme période. Nous avons choisi une
voie légérement différente avec l'algorithme K-SVD. Il s’agit de minimiser l'erreur de
reconstruction par rapport au motif m; mais aussi par rapport aux parameétres conti-
nus 1, tandis que les parametres discrets ¢y calculés a ’étape précédente sont fixés.
Nous faisons ce choix pour nous rapprocher de I’objectif premier, qui est ’optimisation
jointe sur les motifs et sur tous les paramétres 1 et ¢. Ce choix découle également de
la chronologie du travail de thése. En effet, nous avons d’abord élaboré 'algorithme
d’apprentissage de dictionnaire formé d’une union de bases orthonormées, présenté au
chapitre 6. Aharon et Elad ont ensuite créé I'algorithme K-SVD en suivant une ligne
assez similaire. Nous avons donc naturellement décidé de fondre nos travaux sur l'in-
variance par translation et déformation avec cette famille d’algorithmes et notamment
I’algorithme K-SVD.

L’algorithme que nous présentons dans cette section vise a maximiser la vraisem-
blance des données connaissant le dictionnaire. La tache est divisée en deux : estima-
tion des parameétres 1 et ¢ dans un premier temps, mise a jour des motifs m; et des
parametres 1, correspondant dans un deuxiéme temps. La premiére étape peut étre
avantageusement effectuée par Matching Pursuit (pour les raisons, voir la section 8.1).
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La deuxiéme étape correspond & la minimisation suivante :

(ms {9} rimk) = arg min 53— )~ Fy s, m]l3 (9.24)

m,{ 7,}) i/ ki=k

Comme nous le montrons dans la section suivante, grace & la linéarité de la défor-
mation, et donc a l'existence d’un adjoint, le motif optimal mOPt (représenté par son
support) peut étre exprimé comme la solution d’un probléme du type :

my, = arg ﬁnall)é m? - A(m) -m, (9.25)
mij3

ou la matrice A(m) est de taille L,, X Ly, et symétrique.

Dans le cas ou la matrice A(m) est indépendante du motif m, le motif optimal
est un des vecteurs propres de norme unité associés a la plus grande valeur
propre de la matrice A.
9.3.3.1 Détails de la résolution

Factorisons les paramétres des différents atomes sous la forme :

vl = [ . w7 (9.26)

et les bases de fonctions par :
T T T
Fo,” = [F, " By, ] (9.27)
La somme des atomes issus du motif m, peut alors s’écrire :

D Fyp g lml=v" Fo[m] (9.28)

i | ki=k

En utilisant cette nouvelle écriture, les parameétres 1, peuvent étre optimisés grace
a la regle (8.6) :

opt -
Py = Gy Vhbr » (929)

en suivant les notations définies & la section 8.2. En remplacant les paramétres 1), par
leur valeur optimale, le probléme d’optimisation du motif devient alors :

_ T -1 .
my, = argmax Vig, - G g, - Vi - (9.30)

Remarquons tout d’abord qu’en appliquant ’adjoint de la déformation, et en rem-
placant le produit scalaire entre signaux en un produit scalaire entre les restrictions au
support du motif, nous obtenons :

(3, Fj [m])=(F}"[3.m) (9.31)

(R&Lm o F;k*[g])T ‘m, (9.32)
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ot R, oF! "[3] est un vecteur de RFm*1 comme m. La ligne i du vecteur vy 4, étant
OvLm Pk ) Pk
(35, Fy [m] ), nous pouvons remplacer ce vecteur par le produit matriciel suivant :
k

Ving, = Fg [3]-m (9.33)
ol les lignes de la matrice F(’;k [3], représentée avec le symbole de I’adjoint par abus

‘ T
de notation, sont les vecteurs ligne (Ra Lo, oFé)k*[g]) . L’objectif de I'apprentissage

devient la maximisation du critére suivant :
AT y
m? - (F5, (8" Grg, - F5,[5]) m=m” A(m) - m. (9.34)
Si la matrice d’autocorrélation Gy, 4, dépend du motif m, alors la matrice
AT ~— .
A(m) = (F;, 5" G-y, [3]) (9.35)

dépend aussi du motif m et nous ne savons pas résoudre ce probléme d’optimisation
de fagon exacte en faisant appel & ’algébre linéaire. Nous reviendrons sur ce probléme
difficile dans les perspectives au chapitre 11.

En revanche, si la matrice A(m) est indépendante du motif m, alors le motif optimal
peut étre obtenu de facon analytique : le motif optimal my est le vecteur propre, de
norme unité, associé a la plus grande valeur propre de la matrice A. La preuve de ce
résultat est disponible dans I'annexe A.3.

9.3.3.2 Conditions sur la matrice Gy, 4,

Sans donner de conditions générales selon lesquelles la matrice Gy, ¢, est indépen-
dante du motif m, nous pouvons décrire le cas particulier ou elle est égale & 'identité.

Ce cas simple est obtenu lorsque les différentes occurrences du motif sont ortho-
gonales entre elles et lorsque la base F, de fonctions associées & la déformation est
orthonormale.

Si par exemple la déformation comprend une translation et si ses fonctions de base
sont orthonormales, alors il suffit que les occurrences des motifs ne se recouvrent pas
pour que la matrice Gy g, soit la matrice identité.

9.3.3.3 Intérét de la linéarité de la déformation

La propriété de linéarité de la déformation permet 'utilisation de ’adjoint de la dé-
formation dans la formule (9.31), et par conséquence l'expression du critére & maximiser
comme une forme quadratique du motif : m” - A(m) - m. Rappelons que la linéarité
permet également le calcul des parameétres 1), selon la regle (8.6).

9.3.3.4 Description de I’algorithme K-SVD pour I’apprentissage de diction-
naire invariant par déformation

Nous décrivons ici l'algorithme K-SVD destiné a ’apprentissage d’un dictionnaire de
motifs, générant par déformation linéaire un dictionnaire d’atomes adapté aux signaux
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d’apprentissage. Il faut noter que dans le modéle classique ou les motifs sont les atomes
du dictionnaire et sont de la taille des signaux, il était nécessaire d’utiliser un grand
nombre () de signaux d’apprentissage. Dans le modéle structuré, ol nous supposons
implicitement que la déformation contient la translation, c’est-a-dire que les motifs
déformés peuvent étre placés a n’importe quel endroit du signal, il n’est pas nécessaire de
faire la distinction entre plusieurs signaux d’apprentissage, et pour alléger les notations,
nous supposons qu’il n’y a qu’un signal d’apprentissage suffisamment long et divers (il
peut étre formé de la concaténation de signaux d’apprentissage).

Algorithme K-SVD pour 'apprentissage de dictionnaire invariant par dé-
formation :

Initialisation du dictionnaire de motifs M = {m;}1<x<x (les motifs peuvent étre de
taille différente et sont normés).
Faire

1. Décomposition du signal d’entrainement s sur le dictionnaire par Matching Pur-
suit :

I
Z b, i)+ 11 (9.36)

2. Pour tout motif my, k € [1, K], du dictionnaire M
Faire

a) Retrait de la contribution des autres motifs dans le signal :

5i=5— zk: Fy sl ]= > 7 Folm]+r,, (9.37)

i/ ki=k

b) Création des variables suivantes :
— l’ensemble des indices d’atomes générés a partir de my, : I, = {i / k; = k},
de taille Ny
— regroupement de tous les atomes issus de m;, en un seul : ¢kT -Fy,, avec

1'1) T = |:1'Z),L'1T, oo 71lbiN T:| et Fd)kT = |:F¢11T, Fd)ZN T]
— la matrice d’ autocorrelatlon Gy, ¢, qui doit étre indépendante de m, est
de terme (i1,142) : ( F“[ ], in [m] ).

: 1T *re Ni*r+
— la matrice Fy [3]" = [ S,Lmk o F(;k 3], ..., S,Lmk oFy " [§]]
c) Calcul de la matrice A = (Fj;k[v] -G }bk Fy, [5])

d) Mise a jour du motif my, : son support my est un des vecteurs propres uni-
taires associés a la plus grande valeur propre de la matrice A.
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e) Mise a jour des paramétres 1, :

Yy, = Gy - F5 (3] -my, (9.38)
f) Mise a jour du résidu :

ri=35, =y Fo[my] - (939)

Tant que la convergence n’est pas atteinte

9.3.4 Détail pour la translation et la déformation de phase

Les déformations linéaires détaillées dans la section 7.5 n’entrent pas toutes dans le
cadre de I’algorithme K-SVD, & cause de la condition d’indépendance de la matrice Gy, 4,
au motif m. Ainsi, si amplification, la déformation de phase et ’expansion multicanale
ne posent pas de probléme, et la translation non plus, & condition que les occurrences
ne se recouvrent pas, en revanche la convolution ne convient pas dans le cas général.

Nous donnons ici les déclinaisons de l’algorithme K-SVD pour apprendre les dic-
tionnaires invariant par translation et invariant par translation et déphasage.

9.3.4.1 Dictionnaire invariant par translation

Nous avons mentionné que la translation n’entre dans le cadre de K-SVD que si
les occurrences d’un méme motif ne se recouvrent pas. Supposons dans un premier
temps que c’est le cas. Nous donnerons en fin de section une adaptation de I'algorithme
permettant de se placer dans les bonnes conditions.

Rappelons que pour un dictionnaire invariant par translation, les atomes sont définis
par ¢; -1y, [mki], ot ¢; est "amplitude, ¢; le décalage temporel, et m le motif générateur.

Les atomes ne se recouvrant pas temporellement, la matrice Gy, 4, est la matrice
identité (grace a la normalisation des motifs). La matrice A peut alors s’écrire :

A=Y R, "R, [3, (9.40)
i€l

*

ou les vecteurs T
ti,Lm,,

(3] sont les trames du signal § de longueur L, situées aux
instants ¢;.

Le motif est le vecteur propre (ou un des vecteurs propres) associé a la plus grande
valeur propre de la matrice A. Dans le cas de l'invariance par translation, cela signifie
que le motif choisi est le plus corrélé en moyenne avec les trames du signal 3 situées aux
instants ¢;.

Cette optimisation correspond & la premiére étape de 'algorithme MoTTF défini &
la section 9.2. Rappelons que cette étape était effectuée une seule fois dans MoTIF, et
que les autres motifs étaient calculés différemment. Dans K-SVD, en revanche, tous les
motifs sont appris avec cette régle et chaque motif est mis & jour plusieurs fois jusqu’a

convergence, alors que dans MoTIF, les motifs sont calculés en une fois.
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En comparaison, I’algorithme proposé par Mailhé et Gribonval effectue une moyenne
de ces trames, pondérées par les coefficients d’amplitude calculés par Matching Pursuit.
Les algorithmes du gradient, quant & eux, déplacent le motif dans la direction de la
moyenne pondérée des trames du résidu.

Revenons a l'algorithme K-SVD. Les coefficients d’amplitude sont calculés directe-
ment & partir du nouveau motif m,, par :

¢i = (3, Ty[my] ) - (9.41)

Intéressons-nous maintenant au cas ou les occurrences des motifs se recouvrent. Si
I'algorithme Matching Pursuit est utilisé pour calculer la décomposition, et donc les
paramétres t; et ¢;, alors pour un signal et des motifs quelconques, & partir d’un certain
nombre d’itérations, il est certain que les occurrences des motifs commenceront & se
chevaucher.

Dans ce cas, seule la mise & jour du motif pose probléme, car la mise & jour des
coefficients d’amplitude, regroupés dans le vecteur 1, peut se faire par la régle générale :

Vi = Gy, - FG,[5] - my, (9-42)
ou la matrice Gy, 4, tient compte des recouvrements. Nous nous intéressons donc main-
tenant uniquement a la fagon de calculer le motif m,.

Les atomes peuvent étre divisés en deux catégories : ceux qui ne recouvrent tem-
porellement aucun autre atome formé par le méme motif et tiré avant, et ceux qui
recouvrent une occurrence précédente du méme motif.

Une premiere stratégie basique serait d’approcher la matrice Gy, 4, par l'identite,
mais serait assez éloignée de la réalité lorsque de nombreux atomes se recouvrent puisque
les termes non-diagonaux correspondant ne sont pas nuls. Une deuxiéme approche
consisterait a arréter la décomposition au premier atome qui recouvre une autre oc-
currence du méme motif, mais cela risque de restreindre la diversité des trames sélec-
tionnées et de mener & un motif peu adapté au signal. Nous avons choisi une troisiéme
approche qui consiste & n’utiliser que les atomes du premier groupe pour le calcul du
motif, mais & tous les utiliser pour la mise a jour des coefficients d’amplitude et du
résidu.

9.3.4.2 Dictionnaire invariant par translation et déphasage

Nous détaillons maintenant 1’algorithme lorsque les atomes sont créés par translation
et déformation de phase d’un motif : 7}, o Pwv[mki] = i1 Tt Imy, | + i - Ty, 0 Hmy, .
Rappelons qu’afin de rendre la déformation unitaire (et donc de préserver la norme),
nous avons imposé dans la section 8.4 que les motifs sont de moyenne et de composante
fréquentielle de Nyquist nulles.

Nous ne revenons pas sur la gestion des atomes qui se recouvrent, le probléme et les
solutions restent les mémes. En supposant donc que les occurrences d’'un méme motif
ne se recouvrent pas, la matrice Gy, 4, est de nouveau égale a l'identité. En effet, alors
que les produits scalaires entre occurrences non recouvrantes sont évidemment nuls, les



Evaluation de la capacité a favoriser la parcimonie 185

produits scalaires diagonaux sont égaux a 1, puisque l’identité et la partie imaginaire de
la transformation de Hilbert conservent la norme (pour une moyenne nulle, rappelons-
le). Enfin, les produits scalaires entre un motif et la partie imaginaire de sa transformée
de Hilbert sont nuls, par propriété de la transformée de Hilbert (démonstration en
annexe A.7).

La matrice A est donc :

A=Y (R, 8) (B, 1) + (Ho Ry, 1) - (HoRiy, [) . (0.43)

i€l

ou les vecteurs Rj Lim, (3] sont les trames du signal 3 de longueur L,,, situées aux
instants ¢;.

Le motif optimal est le vecteur propre de A correspondant & la plus grande valeur
propre, ce qui signifie qu’il est le plus corrélé en moyenne avec les sous-espaces engendrés
par les trames du signal § et la partie imaginaire de leur transformée de Hilbert.

Les paramétres sont obtenus par :

’ th [mk] > (9'44)
, Ty, 0 Hlmy] ) . (9.45)

(3

9.4 Evaluation de la capacité a favoriser la parcimonie

Nous nous intéressons maintenant a I’étude expérimentale de 1’algorithme de type
K-SVD présenté dans la section précédente. Nous évaluerons au cours des trois sections
& venir, dans le cadre de ’apprentissage de dictionnaire utilisant cet algorithme :

1. la capacité a apprendre un dictionnaire parcimonieux (section 9.4),
2. l'intérét de structurer le dictionnaire (section 9.5),
3. les conditions pour éviter le sur-apprentissage (section 9.6),

Le premier point est du méme ordre que 1’évaluation faite pour 'apprentissage de
bases orthonormeées, en section 6.2. Il s’agira d’apprendre un dictionnaire & partir de
données artificielles créées parcimonieusement a partir d’un dictionnaire de référence.
Nous évaluerons, en termes de rappel et de précision, la proximité du dictionnaire appris
avec le dictionnaire de référence, lorsque les signaux sont trés parcimonieux dans le
dictionnaire de référence. Nous verrons également comment 1’algorithme peut faire le
choix d’un dictionnaire éloigné du dictionnaire de référence si la parcimonie des signaux
peut y gagner.

Le deuxiéme point va plus loin que ’expérience de la section 8.7, qui montrait
uniquement que le tramage est néfaste pour la décomposition de signaux temporels,
et que pour un méme dictionnaire de motifs, la décomposition peut étre améliorée
en augmentant l'invariance par translation. Ici, nous allons montrer sur des signaux
synthétiques que le tramage casse complétement les motifs réellement présents dans le
signal. Nous montrerons que 'invariance par translation permet de remonter & des motifs
plus typiques du signal, et ainsi d’augmenter la parcimonie de la décomposition. Nous
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montrerons également 1’apport de l'invariance par phase sur la qualité du dictionnaire
appris.

Le troisiéme point concerne la généralisation du dictionnaire pour traiter des signaux
de méme nature que les signaux d’entrainement, mais différents. Nous montrerons sous
quelles conditions sur les tailles respectives du dictionnaire et des signaux d’appren-
tissage nous pouvons raisonnablement assurer que ’algorithme n’a pas sur-appris les
formes des signaux d’apprentissage, et que le dictionnaire appris pourra décomposer
d’autres signaux de la méme nature & peu prés aussi parcimonieusement.

Dans cette section, nous étudions le premier point.

9.4.1 Métrique

Dans cette expérience ot nous allons mesurer la ressemblance entre un dictionnaire
appris Dgyp et un dictionnaire de référence D, ¢, nous allons utiliser le corrélogramme,
et les mesures de rappel et de précision qui en découlent, comme a la section 6.2. Nous
devons cependant redéfinir le corrélogramme, car le modéle d’atome structuré ne permet
plus d’utiliser la définition classique.

Dans la définition classique pour des dictionnaires non-structurés, les atomes sont
les motifs et le corrélogramme représente les produits scalaires entre tous les atomes.
Ainsi, la case (7,7) du corrélogramme contient le produit scalaire entre les atomes dfef
et c_i?p P ce qui permet de mesurer la proximité entre les deux espaces qu’ils engendrent,
via 'amplitude qui leur est associée.

Dans cette section, les atomes sont engendrés par amplification et translation des
motifs. Dans ce cadre des atomes structurés, il ne s’agit plus de mesurer la ressemblance
entre tous les atomes, mais uniquement entre les K espaces engendrés par les motifs.

Nous définissons alors la case (7, ) du corrélogramme comme le maximum de corré-

lation entre deux atomes engendrés par les motifs mfef et m?p P,
Cij(Dres, Dapp) = max | Tofm] , mg™ )| (9.46)

La mesure est indépendante du positionnement de la forme d’onde a l'intérieur du
motif appris. Par exemple, supposons qu’une forme d’onde typique du signal est de taille
16 et que les motifs appris sont de taille 32. Supposons également que deux motifs ont
appris cette forme d’onde, qu’elle est placée sur les 16 premiers échantillons du premier
motif, et sur les 16 derniers échantillons du deuxiéme motif, le reste des motifs étant
nul. Alors que les deux motifs sont orthogonaux entre eux, la mesure de corrélation est
de 1, ce qui est satisfaisant puisqu’ils engendrent les mémes atomes.

Remarquons que la mesure dépend uniquement de ’écart de translation entre deux
atomes, et non pas de la translation absolue de chaque atome. Cette mesure est donc
globale au sens ou elle ne dépend pas d’une paire particuliére de paramétres de trans-
lation.

Pour rendre compte de 1’expérience, nous présenterons des mesures de type rappel
et précision entre un dictionnaire de référence et un dictionnaire appris. Pour le rap-
pel, nous afficherons, pour chaque motif de référence, la corrélation maximale avec un
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motif appris. Pour la précision, nous afficherons pour chaque motif appris la corrélation
maximale avec un motif de référence. En plus d’afficher ces nuages de points, nous les
résumerons grace & la valeur médiane parmi tous les motifs. Nous n’afficherons pas la
corrélation, mais la distance de la corrélation & la corrélation maximale, 1. Une dis-
tance proche de 0 signifiera donc deux motifs trés corrélés. Une échelle logarithmique
permettra d’analyser plus précisément la distance & la corrélation maximale.

Dans l'expérience suivante, nous mesurerons également la qualité de la décompo-
sition des signaux d’entrainement sur le dictionnaire appris et sur le dictionnaire de
référence, grace a la courbe du RSB en fonction de la densité relative, pour voir si
I’algorithme d’apprentissage favorise la parcimonie, et pour détecter & quel moment le
dictionnaire appris s’éloigne du dictionnaire de référence pour décomposer le signal avec
une plus grande qualité.

Nous introduisons également la notion de densité relative pondérée (DRP) qui pé-
nalise la longueur des atomes, par rapport & la DR. Elle est définie par :

_ Zz’lzl Ldi

L (9.47)

Knr

ou Ly, désigne la longueur du support de l'atome 7. Si tous les atomes ont un support de
méme taille que le motif qui les a générés et que tous les motifs sont de méme taille L,,,
alors le numeérateur est égal & I - L,,. En revanche, si la déformation modifie la taille du
support (comme la convolution, par exemple), L, est différente de Ly,. Si d’un autre
coOté, les atomes sont générés avec des motifs de taille différente, alors le numérateur est
Zszl Iy, - Ly, , c’est-a-dire le nombre d’atomes générés par chaque motif, multiplié par
la longueur du motif.

La mesure correspond au nombre d’échantillons des atomes rapporté au nombre
d’échantillons du signal. Elle est particuliérement intéressante pour comparer des dic-
tionnaires appris utilisant des motifs de taille différente. Elle permet de donner une in-
dication sur l'utilité d’apprendre de grands motifs, plus consommateurs de parameétres
libres que les petits motifs.

9.4.2 Intentions expérimentales

L’objectif de cette expérience est de vérifier la capacité de ’algorithme de type K-
SVD & apprendre des motifs permettant de décomposer parcimonieusement les signaux
d’apprentissage.

Nous regarderons notamment, sur des signaux artificiels, comment se passe la tran-
sition entre signaux parcimonieux et signaux non-parcimonieux sur le dictionnaire de
référence. Normalement, le dictionnaire appris devrait retrouver le dictionnaire de ré-
férence si les signaux ont été générés de fagon trés parcimonieuse. Et au contraire, le
dictionnaire appris devrait étre différent du dictionnaire appris, et plus efficace, si les
signaux ont été générés de fagon non parcimonieuse.

Nous voulons également comprendre quelle est 'influence du dimensionnement du
dictionnaire sur la qualité de ’apprentissage.
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9.4.3 Principe de ’expérience

Des signaux sont générés artificiellement & partir d’un dictionnaire de référence, pour
des parcimonies différentes, alors que la taille du signal reste identique. Pour chacun des
signaux générés, nous apprenons plusieurs dictionnaires, de taille plus ou moins grande
par rapport au dictionnaire de référence.

Pour chaque dictionnaire appris, nous mesurons la ressemblance avec le dictionnaire
de référence a ’aide du corrélogramme, ainsi que les courbes du RSB en fonction de la
DR et de la DRP pour le dictionnaire d’apprentissage, que nous comparons a celles du
dictionnaire original.

9.4.4 Protocole détaillé

Le protocole détaillé est décrit dans le tableau suivant
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Dictionnaire des motifs
de référence M,.qs

10 motifs de taille 16, générés avec une distribution
Y
gaussienne centrée, et normés.

Dictionnaire D;..r

Atomes générés par translation et amplification des
motifs de M,..r : AcoTy [m"¢f]. Rappelons que tous les
signaux sont générés avec le méme dictionnaire D, .

Taille des signaux d’en-
trainement et de test

10 000 échantillons

Parcimonie des signaux
d’entrainement et de
test

entre 30 et 6 000 occurrences des motifs de référence,
soit une DR 7 comprise entre 0.003 (trés parcimonieux)
et 0.6 (peu parcimonieux).

Génération des signaux

100 signaux générés avec un nombre d’occurrences
croissant entre 30 et 6 000 selon une échelle logarith-
mique. Les occurrences sont générées en utilisant les
motifs successivement, et en tirant ’instant ¢ selon une
loi uniforme, et 'amplitude ¢ selon une loi gaussienne.

Nombre de dictionnaires
appris pour chaque si-
gnal

4.

Dictionnaire de motifs

Ml

app

10 motifs de taille 16.

Dictionnaire de motifs

M2

app

10 motifs de taille 32.

Dictionnaire de motifs

MS

app

20 motifs de taille 16.

Dictionnaire de motifs

M4

app

20 motifs de taille 32.

Critére d’arrét de MP

lorsque la DRP g a atteint la DRP fi4e, des signaux
et le nombre d’atomes a atteint le nombre d’atomes
générateurs.

Parameétres de
rithme K-SVD

1’algo-

100 itérations, et pour chaque itération, 5 mises a jour
de chaque motif, dans un ordre aléatoire de distribu-
tion uniforme.

Initialisation des motifs

tirage aléatoire gaussien, puis normalisation
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9.4.5 Reésultats attendus

Nous allons présenter deux figures, la premiére montrant a quel point les diction-
naires appris sont proches du dictionnaire de référence, et la seconde comparant la par-
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cimonie de la décomposition du signal d’apprentissage sur les différents dictionnaires.

Sur la premiére figure sont affichées les nuages de points de type rappel et précision.
Elle est divisée en huit sous-figures, correspondant aux quatre types de dictionnaires
appris et aux deux mesures rappel et précision. Sur chaque sous-figure sont affichés les
nuages de points correspondant aux dictionnaires appris sur les 100 signaux d’appren-
tissage, de parcimonie croissante.

Cette figure permettra d’analyser comment la taille du dictionnaire de motifs appris
influe sur le fait de retrouver les motifs de référence, ceci en fonction de la parcimonie
intrinséque des signaux d’apprentissage.

La deuxiéme figure représente la qualité de la décomposition des signaux d’appren-
tissage sur les quatre dictionnaires appris et sur le dictionnaire de référence, pour trois
signaux d’apprentissage (trés parcimonieux sur le dictionnaire de référence, trés peu
parcimonieux, et entre les deux). La qualité de la décomposition est affichée grace a la
courbe du RSB en fonction de la DR, mais aussi en fonction de la DRP, ce qui permettra
d’analyser la pertinence de sur-dimensionner le dictionnaire appris.

Les deux figures seront & analyser conjointement, car les interprétations seront liées.
Nous nous attendons & ce que les corrélations de rappel et précision soient proches de 1
(ou que la distance soit proche de 0, sur la courbe) pour des signaux d’apprentissage trés
parcimonieux sur le dictionnaire de référence. En correspondance, si les dictionnaires
sont proches, les courbes de RSB seront trés proches pour le dictionnaire de référence
et pour les dictionnaires appris.

En revanche, pour les signaux d’apprentissage trés peu parcimonieux dans le dic-
tionnaire de référence (14en €levée), I'algorithme d’apprentissage devrait calculer des
dictionnaires plus performants en termes de parcimonie que le dictionnaire de référence.
Cela devrait se traduire par une augmentation de la distance entre les motifs de référence
et les motifs appris.

Nous analyserons également la transition entre ces deux phases, en termes de rapidité
de passage entre les deux comportements, et en regardant si les dictionnaires appris sont
toujours meilleurs en termes de parcimonie que le dictionnaire de référence.

9.4.6 Présentation des résultats

La figure 9.2 représente la distance entre les motifs de référence et les motifs appris,
en fonction de la parcimonie intrinséque des signaux d’apprentissage.

Le premier enseignement de ces courbes (nuages de points et médianes) vient de
leur allure générale. Toutes les courbes sont a peu prées constantes pour une DR 7gep
des signaux d’apprentissage inférieure & 0.01, et elles montent, ce qui signifie que la
distance augmente, pour des DR supérieures, c’est-a-dire pour des signaux générés de
fagon moins parcimonieuse avec le dictionnaire de référence.

Lorsque les signaux sont générés parcimonieusement, les dictionnaires appris sont
proches du dictionnaire de référence, et ils s’en éloignent quand les signaux sont générés
moins parcimonieusement. Cela vient du fait que les motifs appris, différents des motifs
de référence, sont plus efficaces pour coder les signaux non parcimonieux, comme nous
pouvons le voir sur la figure 9.3.
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FiG. 9.2 — Distance entre les motifs appris et les motifs de référence (distance de la
corrélation entre motifs & la corrélation maximale), pour quatre dictionnaires appris, en

fonction de la parcimonie naturelle des signaux d’apprentissage.
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Fi1a. 9.3 — Qualité de la décomposition des signaux d’apprentissage (naturellement trés
(haut), moyennement (milieu) et peu (bas) parcimonieux) sur les quatre dictionnaires
appris et sur le dictionnaire de référence, en fonction de la diversité relative (gauche)
ou de la diversité relative pondérée (droite)

Cette figure représente la qualité de la décomposition en RSB en fonction de la
densité relative (colonne de gauche), pour trois DR de génération. Pour le signal parci-
monieux (7gen, ~ 0.06), le dictionnaire de référence décompose beaucoup mieux le signal
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que les dictionnaires appris. En revanche, pour les signaux moyennement (1ge, ~ 0.32)
et peu (ngen ~ 0.6) parcimonieux, les dictionnaires appris décomposent les signaux aussi
bien que le dictionnaire de référence.

Une premiére conclusion est donc que ’algorithme d’apprentissage ne permet pas de
retrouver exactement le dictionnaire de référence, méme pour des signaux trés parcimo-
nieux dans le dictionnaire de référence. Ces dictionnaires sont donc moins performants
que le meilleur dictionnaire qui est le dictionnaire de référence. Dans le cas de signaux
peu parcimonieux, les dictionnaires appris deviennent trés éloignés du dictionnaire de
référence, et doivent certainement coder des combinaisons d’atomes récurrentes non
présentes dans le dictionnaire de référence, ce qui leur permet de décomposer le signal
aussi bien que le dictionnaire de référence.

Intéressons-nous maintenant a la question de la taille du dictionnaire appris. Nous
avons fait varier le nombre de motifs K et la taille des motifs L,,. Le dictionnaire D}

app
est de la méme taille que le dictionnaire D,.f. Les dictionnaires D2 et D3 doublent

a a
respectivement la taille des motifs et le nombre de motifs, et le dictigﬁnaire %%pp double
la taille et le nombre de motifs.

Sur la figure 9.2, nous voyons que le doublement de la taille des motifs (D, & D7)
diminue la distance entre les motifs de référence et appris d’environ un ordre de gran-
deur (de 0.1 & 0.01, en gros) pour les signaux naturellement parcimonieux (gauche de
Pabscisse). En revanche, pour les signaux naturellement peu parcimonieux, le compor-
tement ne varie pas. Remarquons que les courbes de rappel et de précision sont presque
identiques en raison du nombre égal de motifs dans le dictionnaire de référence et dans
les dictionnaires appris.

Au niveau de la qualité de la décomposition (figure 9.3), nous voyons que le dou-
blement de la taille des motifs augmente légérement la taille du RSB pour le signal
naturellement parcimonieux (haut, gauche) et n’a pas d’influence sur les signaux natu-
rellement moins parcimonieux (milieu et bas, gauche). Sur la colonne de droite, nous
voyons que la faible différence de qualité entre les deux dictionnaires devient presque
une différence du simple au double au niveau du RSB, puisque les motifs longs sont
deux fois plus pénalisés que les motifs courts. Cela signifie que les 16 paramétres libres
supplémentaires ne sont pas aussi utiles que les 16 premiers parameétres pour ’appren-
tissage des motifs récurrents du signal. Rien d’anormal, puisque la taille des motifs de
référence est de 16.

Le doublement du nombre de motifs conduit & deux remarques différentes. Tout
d’abord, si I'amélioration de la distance de type “rappel” est & peu prés la méme que
pour le doublement de la taille des motifs, il semble que pour la précision, environ
la moitié des motifs appris s’approchent des motifs de référence, tandis que 'autre
moitié est trés différente, avec une distance & la corrélation maximale de 'ordre de
0.3 & 0.5. Nous pouvons supposer que ces motifs sont affectés a la description des
formes complémentaires aux motifs de référence les plus représentatives (peut étre des
superpositions récurrentes de certains motifs).

La qualité de la décomposition est améliorée de maniére plus nette que pour le dou-
blement de la taille des motifs, trés fortement pour le signal naturellement parcimonieux,
et assez distinctement pour les sighaux moins parcimonieux. L’utilisation de la DRP au
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lieu de la DR en abscisse ne change rien, puisque les motifs sont de méme taille que les
motifs de référence. Cette mesure peut sembler discutable puisque le nombre de para-
metres libres a aussi été multiplié par deux. Rappelons que la DRP ne s’intéresse pas au
nombre de paramétres du dictionnaire mais uniquement au nombre d’échantillons des
atomes utilisés par rapport au nombre d’échantillons du signal. Cela signifie qu’il faut
moins d’échantillons d’atomes pour décrire le signal avec la méme précision lorsque le
nombre de motifs appris est doublé.

Nous pouvons déduire de ces constatations que les parameétres supplémentaires ont
été utilisés de meilleure fagon qu’en doublant la taille des motifs, ce qui parait logique
puisqu’un motif de taille 32 ne pourra pas représenter & la fois le motif de référence
et une superposition particuliére de motifs, tandis que c’est possible en utilisant deux
motifs de taille 16.

3

Enfin, le doublement de la taille des motifs entre le dictionnaire Dy, et le diction-
naire Dgpp apporte a peu prés les mémes améliorations qu’entre le dictionnaire Dépp et
le dictionnaire Dgpp. Les motifs appris sur les signaux naturellement parcimonieux sont
plus proches des motifs de référence (mesure de rappel), la qualité de décomposition
(RSB) augmente de quelques dB, et I'utilisation de la DRP en abscisse divise presque
par deux les performances, ce qui confirme que 'apport du doublement de la taille des

motifs n’est pas trés grand.

9.4.7 Conclusion

Cette expérience met en lumiére la bonne capacité de ’algorithme K-SVD & retrou-
ver les motifs générateurs d’un signal naturellement parcimonieux, et & promouvoir la
parcimonie. Le sur-dimensionnement du dictionnaire semble plus efficace, & nombre de
paramétres libres égal, en ajoutant des motifs qu’en augmentant leur taille, car cela
permet de coder des enchainements récurrents d’atomes.

9.5 Evaluation de la qualité de ’apprentissage selon les dé-
formations utilisées

Nous avons exposé dans la section précédente & quel point l'algorithme K-SVD
favorise la parcimonie de la décomposition de son signal d’apprentissage. Nous nous
intéressons dans cette section a savoir comment 'utilisation des fonctions de translation
et de déformation de phase agissent sur la qualité de I’apprentissage. Nous compare-
rons la décomposition des signaux d’apprentissage sur des dictionnaires invariants par
translation et sur des dictionnaires “partiellement” invariants par translation, revenant
& découper les signaux en trames.

Nous comparerons les décompositions & ’aide de la mesure déja définie de RSB en
fonction de la densité relative.
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9.5.1 Principe de ’expérience

Deux dictionnaires a la structure différente vont étre étudiés (analogues aux dic-
tionnaires D? et D3 de la section 8.7), et nous les apprendrons & partir d’un méme
signal audio synthétique (MIDI). Nous utiliserons un signal synthétique, et non plus un
signal artificiel généré & partir d’un dictionnaire de référence. En effet, les dictionnaires
appris n’ayant pas le méme modéle de structure, le choix du modéle du dictionnaire de
référence favoriserait 1’'un ou 'autre dictionnaire appris.

Décrivons rapidement ce que sont les signaux MIDI. Le format MIDI est un format
informatique pour décrire la musique qui ressemble & une partition. Pour générer un son
a partir d’un fichier au format MIDI, il faut utiliser un logiciel de synthése (synthétiseur),
qui, grossiérement, attribue & chaque note de la partition le son correspondant, en
utilisant le timbre de l'instrument indiqué sur la partition. Chaque synthétiseur utilise
ses propres sons, et un méme fichier MIDI n’aura donc pas forcément le méme rendu
sonore sur deux ordinateurs différents.

Nous utilisons des signaux de type MIDI plutét que des signaux musicaux enregistrés
parce que le modéle parcimonieux semble plus approprié pour ce type de signaux que
pour des signaux réels ou la variabilité est treés grande. En effet, la méme note jouée
deux fois produira & peu prés le méme son avec un ficher MIDI, tandis que pour un
enregistrement réel, le son peut étre trés différent, et méme s’il semble identique a
I’oreille, la suite d’échantillons du signal peut étre trés différente.

Afin d’éviter que le déroulement de la phase soit toujours le méme & chaque oc-
currence de chaque note dans le fichier MIDI, nous générons le fichier MIDI avec une
fréquence d’échantillonnage élevée, puis nous sous-échantillonnons le signal, d’un facteur
entier d’'un part, et d’'un facteur non-entier d’autre part. Nous analyserons alors pour
chacune des deux fréquences d’échantillonnage ’apport de la déformation de phase sur
la qualité de 'apprentissage. Logiquement, il devrait étre plus grand pour la fréquence
d’échantillonnage obtenue par une division non-entiére de la fréquence d’échantillonnage
originale, car les relations de phase devraient étre plus chamboulées.

Le premier dictionnaire, D;, est “partiellement” invariant par translation, car les
atomes qu’il contient correspondent & des occurrences des motifs décalées d'un grand
nombre d’échantillons (analogue au découpage en trames pour le modéle de dictionnaire
non-structuré). Le deuxiéme dictionnaire, Dy, est invariant par translation, car le déca-
lage entre occurrences de motifs est de 1 échantillon. Les deux dictionnaires reposent sur
un dictionnaire de motifs de méme taille, afin de pouvoir comparer en toute objectivité.

Précisons que les paramétres de ’algorithme d’apprentissage donnés dans le tableau
suivant ont été réglés pour permettre un apprentissage a la fois rapide et performant.
Pour ne pas alourdir le document, nous ne présentons pas les expériences qui nous
meénent a choisir ces parameétres. Le point le plus important pour la qualité d’apprentis-
sage est d’arréter l’algorithme MP quand un certain niveau de RSB est atteint, et non
pas quand un certain nombre d’atomes est utilisé. Il est préférable de ne pas mettre a
jour plusieurs fois les motifs aprés chaque étape de MP, car le gain de performance n’est
pas trés grand par rapport a I’augmentation du temps de calcul.
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9.5.2 Protocole détaillé

Le protocole détaillé est décrit dans le tableau suivant

Signal original s

Signal audio MIDI - Concertino op. 26 pour clari-
nette et orchestre (réduction pour clarinette et piano),
Weber : uniquement la premiére piste de clarinette.
Echantillonné & 16 000 Hz et de durée 1 m 33 s.

Signaux d’apprentissage

8 000 11 025
Sapp € Sapp

sous-échantillonnage de s pour donner respectivement
743 039 et 1 024 000 échantillons.

Taille des dictionnaires
des motifs

K = 40 motifs centrés de taille 46.4 ms, soit L,,, = 512
a 11 025 Hz et L,, = 372 a 8 000 Hz. Nombre de
parametres : 20 480 et 14 480.

Dictionnaires appris

8 dictionnaires D;} s.P correspondant aux combinaisons

des trois paramétres :

~ D! . dictionnaires “partiellement” invariants par
translation/D? : dictionnaires invariants par trans-
lation.

— Di oo appris sur le signal a 8 000 Hz, et D}y (o5
appris sur le signal & 11 025 Hz

- D;}  sans déformation de phase et D;} s,p AVEC défor-
mation de phase

Décalage entre occur-

rences de motifs pour
Dl

respectivement L,,/2 = 256 et L,,/2 = 186

Critére d’arrét de MP,
dans lalgorithme K-
SVD

lorsque le RSB atteint 20 dB.

Parameétres de
rithme K-SVD

1’algo-

30 itérations, et pour chaque itération, une seule mise
a jour de chaque motif, sans mise & jour des coefficients
ni de lerreur.

Initialisation des motifs

tirage aléatoire gaussien, puis normalisation

9.5.3 Présentation des résultats

Avant de présenter les résultats de l'apprentissage de dictionnaire, présentons le
signal sur lequel sont appris les motifs.
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F1G. 9.4 — Histogramme des notes présentes dans le signal §2p%00 (haut), 'ordonnée cor-

respond & la durée totale des occurrences de chaque note. Histogramme de la répartition
: g : i : 8 000 ) :

des motifs des dictionnaires Mg gy . appris sur sg,," (bas), 'ordonnée correspondant

au nombre de motifs associés a chaque note

9.5.3.1 Analyse du signal

La figure 9.4 contient cinq histogrammes, mais nous ne regardons que celui du haut
pour linstant. Cet histogramme présente la répartition des notes dans le signal d’ap-
prentissage : & chaque note (par exemple, le LA 440 Hz, ou A#4, en notation anglaise)
est associée la durée totale pendant laquelle la note apparait dans le morceau. Cette
donnée est facilement disponible puisque le fichier MIDI, que nous pouvons comparer
une partition, fournit toutes les informations nécessaires sous forme symbolique.

Sur cet histogramme, 30 notes sont présentes, avec des durées cumulées allant de
110 ms a presque 11 s. La répartition est inégale, et en comparant avec la durée des
motifs appris (512 échantillons, soit 46.4 ms), 19 notes ont une durée cumulée totale plus
longue que 10 fois la longueur des motifs, et parmi elles, 10 notes ont une durée cumulée
plus longue que 50 fois la longueur des motifs. Cette mise en relation permet de supposer
que les notes les plus fréquemment utilisées présentent une redondance suffisante par
rapport a la taille des motifs pour étre bien apprises tandis que les autres notes seront
certainement moins bien retrouveées. Précisons que parmi toutes les notes jouées dans ce
signal, 'occurrence la plus courte dure 100 ms. La durée des motifs (46.4 ms) se justifie
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donc, en supposant que les notes sont a peu prés stationnaires, ce qui permet de les
coder en utilisant plusieurs fois le méme motif.

Nous pouvons maintenant analyser les autres histogrammes, correspondant aux mo-
tifs appris sur le signal.

9.5.3.2 L’invariance par translation est primordiale pour retrouver les notes

Les quatre histogrammes situés en dessous de I’histogramme des notes du signal
correspondent aux quatre dictionnaires appris (décalage de L,,/2 ou de 1 entre atomes,
et utilisation ou non de la déformation de phase). Chaque motif appris est associé a une
note (grace a la fréquence dominante du spectre du motif), et les histogrammes sont
construits en représentant pour chaque note le nombre de motifs appris qui lui sont
associés.

Cette présentation permet de voir la diversité des motifs appris et de corréler ’ap-
prentissage avec les notes présentes dans le morceau MIDI. Ainsi, nous nous attendons
& ce que les notes les plus jouées dans le morceau soient retrouvées par les dictionnaires
et que les notes peu jouées ou absentes du signal n’aient pas de motifs associés.

Pour comparer les dictionnaires, nous afficherons également la courbe du RSB de
la décomposition en fonction de la densité relative 7. Elle permettra de comparer les
performances des différents dictionnaires du point de vue de la parcimonie de la décom-
position.

Nous afficherons enfin la forme d’onde temporelle et le spectre de plusieurs motifs,
afin de comprendre ce qu’ils contiennent et donc ce que ’algorithme a appris.

Les histogrammes de la figure 9.4 indiquent que les motifs appris selon le modele
invariant par translation (dictionnaire M2 oy, quatriéme ligne) retrouvent mieux les
notes présentes dans le signal que les motifs appris selon le modeéle “partiellement inva-
riant par translation” (dictionnaire M} o,, deuxiéme ligne). En effet, les 40 motifs du
dictionnaire M3 oo ont été affectés & 29 notes parmi les 30 notes jouées (seule la note
B6 n’a pas été retrouvée). Dans le méme temps, les 40 motifs du dictionnaire M} oy,
ont été affectés a seulement 11 notes.

Parmi ces 11 notes, 9 motifs ont été affectés a la note la plus jouée (C6) et 18 motifs a
la note G5. Cette note n’est que la dixiéme note la plus jouée dans le signal, mais elle est
surtout la note située un octave en dessous de la note G6, qui est la deuxiéme note la plus
jouée. Cela peut s’expliquer par le fait qu’au niveau fréquentiel, la note G6 correspond a
la moitié des harmoniques de la note G5 et peut donc étre codée, moyennant la présence
de certaines harmoniques (ainsi que la fréquence fondamentale) indésirables, par la note
G5.

La figure 9.5 représente trois motifs du dictionnaire appris M} y59. Nous pouvons
voir que ’harmonique G6 est importante dans le motif associé & la note G5. En plus de la
présence de ces deux notes, nous voyons que le motif contient également les fréquences
correspondant aux notes C6, F6, F#6 et C7. La méme diversité se retrouve pour les deux
autres motifs. Cela signifie que ces motifs codent en majorité les notes auxquelles ils
sont affectés dans ’histogramme, mais qu’ils codent également en partie d’autres notes.

La figure 9.6 montre, quant & elle, les trois mémes motifs appris au sein du diction-
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FiG. 9.5 — Trois motifs du dictionnaire appris ./\/lé 000, correspondant aux notes C6, F6
et G6. Affichage de la forme d’onde (haut) et du spectre (bas). Les fréquences du spectre
sont en échelle logarithmique correspondant aux notes de la gamme.

naire M3 o0, ¢'est-a-dire avec le modéle d’invariance par translation. Nous pouvons
alors nous rendre compte que les motifs appris sont presque des sinusoides pures, ou les
seules fréquences présentes sont la fondamentale de la note associée et les harmoniques.
Notez que les lobes secondaires sont dus & une étape de “zero-padding” permettant une
plus grande précision du spectre.

La différence entre les motifs de M3 oo et de M2 o, est frappante. Nous pouvons
I'interpréter comme le fait que les trames d’apprentissage du dictionnaire MY o, sont
découpées de fagon arbitraire, et peuvent se trouver & cheval sur deux notes différentes,
tandis que pour le dictionnaire M% 000s les trames sont découpées de facon précise a
I’endroit ol les notes sont jouées, menant & une meilleure focalisation sur une seule note.

Du point de vue de la qualité de la décomposition, la figure 9.7 nous montre que le
modeéle invariant par translation est plus efficace que le modéle “partiellement” invariant
par translation.

Les lignes en pointillés représentent la performance du dictionnaire de motifs M{ 4,
appris suivant le modéle de tramage arbitraire. Les lignes continues correspondent au
dictionnaire ./\/l% 000 appris avec I'invariance par translation. La figure de gauche cor-
respond & la décomposition selon le modéle de tramage arbitraire, tandis que la figure
de droite correspond a la décomposition sur un dictionnaire invariant par translation.
A droite comme & gauche, le méme modéle est appliqué sur tous les dictionnaires de
motifs appris, indépendamment du modéle utilisé pour I’apprentissage.

De fagon cohérente avec ’expérience présentée au chapitre 8, le modéle invariant
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FiG. 9.7 — Mesure de la qualité de décomposition du signal §2p%00 sur les quatre dic-

tionnaires de motifs appris, utilisés dans le modele avec décalage de L,,/2 entre atomes
(gauche), et dans le modele avec décalage de 1 entre les atomes (droite).

est le plus efficace pour la décomposition, quel que soit le dictionnaire de motifs utilisé.
Ainsi, pour une densité relative d’environ 0.4 atome par échantillon de signal, utiliser
le dictionnaire de motifs M} ;oo dans le modéle avec lequel il a été appris (gauche),
donne une décomposition moins performante d’environ 8 dB en termes de RSB qu’en
utilisant ce méme dictionnaire de motifs dans un modéle invariant par translation, qui
n’est pourtant pas le modeéle dans lequel les motifs ont été appris.
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Pour faire abstraction de cette différence, nous comparons les dictionnaires de mo-
tifs appris sur le méme modéle de décomposition. Ainsi, pour le modeéle “partiellement”
invariant par translation, le dictionnaire appris suivant le méme modéle permet une
meilleure décomposition (5 dB) que le dictionnaire appris avec invariance par transla-
tion, ce qui est une vérification rassurante sur le fait que l'algorithme apprend un bon
dictionnaire pour le modéle utilisé.

Sur la figure de droite, nous voyons que pour le modéle de décomposition invariant
par translation, le dictionnaire M% 000s appris sous le méme modéle, donne une décom-
position meilleure de 7 dB au dictionnaire ./\/lé 000, appris suivant ’autre modele. Ce
résultat indique qu’une stratégie consistant & apprendre le dictionnaire selon un modéle
“partiellement” invariant pour réduire le temps de calcul, puis a utiliser le modéle inva-
riant par translation pour la décomposition, donnerait des résultats bien inférieurs en
termes de performance de décomposition. Cela n’empéche pas de réfléchir a des straté-
gies intermédiaires ou ’écart entre les trames, sans étre aussi grand que L,,/2, serait
supérieur a 1 échantillon.

9.5.3.3 L’invariance par translation permet d’apprendre des motifs localisés
en temps

T 1 1 T Y B 1 ol A ]
Ci4 D4 Dit4 E4 F4 Fiid GA Gitd Ad A4 B4 C5 C#5 D5 D#5 ES F5 F#5 G5 G#5 AS A#5 B5 C6 Cii6 D6 Dit6 EG F6 Fii6 G6 Gitb A6 A#6 B6 C7 C#7 D7 DH7 E7 F7 F#7 G7 GT

FIG. 9.8 — Un motif, issu du dictionnaire appris M2 ,,, localisé en temps et ressemblant
a un motif de Gabor.

Nous montrons sur la figure 9.8 un exemple particulier de motif appris avec le modéle
invariant par translation. Ce motif ressemble beaucoup a un motif de Gabor (voir la
figure 1.3, par exemple) puisqu’il est localisé & un instant donné du motif, le reste du
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motif étant presque nul, il n’est composé que d’une fréquence pure (environ 880 Hz,
la fréquence fondamentale de la note A5) et son amplitude suit une fenétre de type
Hamming. Parmi le dictionnaire ./\/lg 000, seuls quelques autres motifs sont localisés,
tandis que la plupart des autres motifs ressemblent aux quasi-sinusoides présentées sur
la figure 9.6.

Le mini-motif de Gabor présenté sur la figure 9.8 est de taille 8 ms, bien inférieure
a la taille du motif (46.4 ms), et a la taille de la seule note A5 présente dans le mor-
ceau (1,8 s). Il faudrait analyser le résultat de la décomposition pour voir ot se situent
les atomes utilisant ce motif, et en déduire ce qui a pu engendrer un motif de Gabor.
Pour cela, une solution serait d’utiliser un “atomogramme” qui, & 'instar d’un “spec-
trogramme”, représenterait le signal en échelle temps-motifs, et permettrait de suivre
les zones d’activité des différents motifs. Pour des raisons de temps, nous n’avons pas
développé un tel outil, mais nous pensons qu’il serait d’une aide précieuse pour analyser
les décompositions parcimonieuses.

Nous pouvons supposer qu’en apprenant des motifs plus longs, de taille supérieure
aux différentes occurrences des notes dans le morceau, les motifs appris seraient plus
nombreux & étre localisés et que la taille de leur support serait calquée sur la taille des
notes communément jouées.

9.5.3.4 Signaux MIDI : invariance par modulation ?

Les spectres typiques des motifs appris avec invariance par translation, représen-
tés sur la figure 9.6, fait émerger I'idée d’une nouvelle déformation de motifs : I'inva-
riance par modulation de fréquence. En effet, les trois spectres représentés semblent
correspondre & un méme motif fréquentiel, placé a trois fréquences différentes. Cette
impression est due au fait que les motifs appris sur le signal MIDI sont trés proches
de sinusoides, lesquelles sont toutes, de facon théorique, des translations fréquentielles
d’une seule raie. Rappelons également que 1’échelle des fréquences est logarithmique,
ce qui explique que nous voyions les motifs comme des simples translations, ce qui ne
serait pas le cas en échelle linéaire.

Il faut remarquer qu’une déformation par modulation serait assez proche du principe
de génération des signaux MIDI, puisque ces signaux sont créés a partir de quelques
motifs (ici 5) qui subissent une modification de “pitch” pour atteindre la note demandée.
Nous ne connaissons pas le détail de I'algorithme présent dans le synthétiseur que nous
avons utilisé, mais connaissant le principe du modéle de génération, il semble logique
d’apprendre des motifs & I'allure spectrale proche, placés & des fréquences différentes.

9.5.3.5 La déformation de phase est surtout utile pour de grands écarts
entre atomes

Analysons maintenant les résultats de I'apprentissage utilisant la déformation de
phase. La figure 9.9 représente, pour le modéle “partiellement” invariant par translation
(gauche) et pour le modeéle invariant par translation (droite), les courbes du RSB en
fonction de la densité relative pour deux dictionnaires. Les courbes sans marqueurs
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FiG. 9.9 — Mesure de la qualité de décomposition du signal §§p%00 sur les deux diction-

naires de motifs appris avec ou sans déformation de phase, utilisés dans le modéle avec
décalage de L,,/2 entre atomes, avec déformation de phase (gauche), et dans le modéle
avec décalage de 1 entre les atomes, avec déformation de phase (droite).

correspondent aux dictionnaires appris sans déformation de phase, et les courbes avec
marqueurs carrés aux dictionnaires appris avec déformation de phase. La décomposition
est faite, dans tous les cas, en utilisant le modéle avec déformation de phase, ce qui est
naturel pour les courbes avec marqueurs, et qui correspond & un changement de modéle
pour les courbes sans marqueurs.

Nous pouvons voir en premier lieu, par rapport aux valeurs lues sur la figure 9.7,
que ’ajout de la déformation de phase apporte un gain de 1.2 dB en utilisant le méme
dictionnaire M} o9, avec invariance par translation “partielle” (gauche), et un gain
de 0.35 dB en utilisant le méme dictionnaire M2, avec invariance par translation
(droite).

Au dela de ce gain attendu en raison des paramétres libres supplémentaires, re-
gardons le gain en performances que permet 'utilisation de la déformation de phase
lors de I’apprentissage. Pour le modéle avec invariance par translation (droite), 'apport
est d’environ 1 dB, tandis qu’il monte & 4.4 dB pour le modéle avec invariance par
translation “partielle” (gauche).

Ce résultat n’a rien d’étonnant puisque la déformation de phase compense en partie
le manque de précision temporelle dii au grand décalage entre les atomes.

La déformation de phase avait été établie par analogie avec le déphasage (permuta-
tion circulaire) d’une sinusoide. Dans le cas général, une permutation circulaire requiert
L,,/2 paramétres (le nombre de coefficients de Fourier non-nuls dans le spectre), et pour
limiter le nombre de paramétres, nous n’en avons gardé qu’un.

Toutefois, nous pouvons voir sur les figures 9.5 et 9.6 que les motifs appris ne com-
portent que peu de fréquences significatives. Grace & cette “parcimonie” du spectre,
la déformation de phase utilisant un seul parameétre permet donc de se rapprocher du
déphasage, ce qui explique en partie le gain en performances pour la décomposition.

Le spectre des motifs du dictionnaire appris avec invariance par translation est le plus
“parcimonieux”, mais cela ne méne pas & une plus grande amélioration lors de 'utilisation
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de la déformation de phase, puisqu’une grande partie de 'effet du déphasage a été réglé
par la translation. Grossiérement, il ne reste plus, pour la déformation de phase, qu’a
régler les décalages inférieurs a un échantillon. Evidemment, pour une invariance par
translation “partielle”, la marge de manoeuvre de la déformation de phase est plus
grande, ce qui explique le gain supplémentaire.

Cette interprétation trouve un appui supplémentaire & la lecture de la figure 9.4.
En regardant les histogrammes deux & deux, nous pouvons voir que l'utilisation de la
déformation de phase permet, dans le cas “partiellement” invariant par translation, de
passer de 11 notes retrouvées (M} o, deuxiéme ligne) a 22 notes retrouvées (M} 000,P
troisiéme ligne). Il faut noter que pour le dictionnaire /\/lé 000 p+ O motifs sont associés a
des notes qui ne sont pas directement présentes dans le signa[l original (D#7, E7, F7, G7,
G#7), mais correspondent & la premiére harmonique de notes parmi les plus présentes
(D#6, E6, F6, G6, G#6).

Dans le cas de l'invariance par translation, I’augmentation du nombre de motifs
retrouvés se transforme en une légere diminution, avec 27 notes retrouvées au lieu de
29, et 2 notes absentes du signal d’apprentissage. L’apport de la déformation de phase
est donc 1& aussi plus important pour un dictionnaire appris seulement “partiellement”
invariant par translation.

9.5.3.6 L’apprentissage est invariant a la fréquence d’échantillonnage

Pour terminer cette série d’expériences, nous nous intéressons a l’'influence de la
fréquence d’échantillonnage du signal. Nous rappelons que le signal a été généré a une
fréquence de 16 000 Hz par le synthétiseur, et que nous avons sous-échantillonné ce
signal &4 8 000 Hz et & 11 025 Hz.

Nous avons supposé que 'amélioration due & l'ajout de la déformation de phase
serait plus grande pour un sous-échantillonnage non-entier (11 025 Hz) que pour un
sous-échantillonnage entier (8 000 Hz) parce que les relations de phase peuvent étre
davantage chamboulées.

Notez qu’il n’est pas possible de faire une comparaison en modifiant uniquement la
fréquence, tout étant égal par ailleurs.

En effet, il est impossible de maintenir la méme durée de signal, le méme nombre de
paramétres dans la motifs (nombre et longueur), et le méme rapport entre la taille du
signal et la taille des motifs. Nous avons choisi de conserver la méme durée pour le signal
d’apprentissage et les motifs, ce qui conduit & diminuer le nombre d’échantillons dans
les motifs et dans le signal. Cela signifie une augmentation d’environ 38% du nombre
d’échantillons pour décrire la méme durée. Nous pouvons imaginer que la variabilité
est plus grande lorsque le nombre d’échantillons par seconde augmente, et qu’un méme
nombre de motifs appris aura donc un peu plus de difficulté & représenter le signal.

Sur la figure 9.10, nous représentons les histogrammes des dictionnaires de motifs
appris, avec ou sans déformation de phase, et avec invariance par translation partielle
ou totale, pour le signal sous-échantillonné & 11 025 Hz. Cette figure est a comparer a
la figure 9.4, qui concerne le signal sous-échantillonné & 8 000 Hz.
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Liste des notes presentes dans le signal MIDI

Fi1G. 9.10 — Histogramme des notes présentes dans le signal §(1111?p025 (haut), l'ordon-
née correspond & la durée totale des occurrences de chaque note. Histogramme de la
répartition des motifs des dictionnaires Mj; go5  appris sur syl 9% (bas), Pordonnée

app
correspondant au nombre de motifs associés & chaque note

Nous pouvons remarquer que le nombre de notes retrouvées est & peu prés du méme
ordre de grandeur :
— 16 notes retrouvées contre 11, pour M}S,
— 22 notes retrouvées pour les deux fréquences, et 3 absentes du signal original,
contre 5, pour M}S,P

— 27 notes retrouvées et 1 absente, contre 29 notes retrouvées, pour M?S, enfin

— 26 notes retrouvées et 2 absentes, contre 27 notes retrouvées et 2 absentes, pour
M%S,P'

Regardons maintenant les performances de décomposition. La figure 9.11 représente
les mémes grandeurs que la figure 9.9, c¢’est-a-dire, pour les deux modeéles d’invariance
partielle ou totale par translation, la décomposition du signal sur un dictionnaire avec
déformation de phase, utilisant le dictionnaire de motifs appris soit avec déformation
de phase, soit sans déformation de phase. La différence avec la figure précédente est
que nous représentons les courbes pour les deux fréquences 8 000 Hz et 11 025 Hz, et
non plus seulement 8 000 Hz, et que I’abscisse n’est plus la densité relative (nombre
d’atomes par échantillon de signal), mais le nombre d’atomes par seconde de signal.

Dans le cas “partiellement” invariant par translation (gauche), les courbes corres-
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FiG. 9.11 — Mesure de la qualité de décomposition du signal §(11119p025 sur les deux dic-

tionnaires de motifs appris avec ou sans déformation de phase, utilisés dans le modéle
avec décalage de L,,/2 entre atomes, avec déformation de phase (gauche), et dans le
modele avec décalage de 1 entre les atomes, avec déformation de phase (droite).

pondant aux deux fréquences sont presque exactement superposées, ce qui signifie que la
différence d’échantillonnage ne modifie pas réellement les performances d’apprentissage
et de décomposition. Dans le cas invariant par translation (droite), la différence est de
1.5 dB en faveur de la fréquence 8 000 Hz, pour les deux courbes. En revanche , 'amé-
lioration apportée par l'utilisation de la déformation de phase lors de I'apprentissage
est presque la méme pour les deux fréquences (1.1 dB). Ce constat, le méme que pour
le cas “partiellement” invariant par translation, met & mal I’hypothése selon laquelle le
sous-échantillonnage d’un facteur non-entier augmenterait le besoin d’un parameétre de
phase pour compenser un bouleversement des relations de phase.

8 000->11 025

1

10
11025 8000->11 025 8 000->11 025

20 30 40 10 20 30 40

1

1

FiG. 9.12 — Les deux autocorrélogrammes et 'intercorrélogramme générés par les deux
dictionnaires de motifs M?, o5 et M2 (0011 025 Ce dernier est le rééchantillonnage a
11 025 Hz de M2 4

La figure 9.12 présente les autocorrélogrammes des dictionnaires de motifs M3, (o5
et M2 j00—11 025, Ce dernier étant le rééchantillonnage a 11 025 Hz du dictionnaire de
motifs M2 g- Sur la figure est également représenté, au milieu, l'intercorrélogramme
entre les deux dictionnaires de motifs. Les corrélogrammes ont été générés en classant
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les motifs par fréquence fondamentale croissante.

Nous pouvons voir que les trois corrélogrammes sont trés proches visuellement les uns
des autres, ce qui signifie que les corrélations entre les motifs d’un méme dictionnaire, ou
les corrélations entre les motifs des deux dictionnaires sont assez proches. Nous pouvons
remarquer en particulier que les corrélogrammes sont proches d’une matrice diagonale,
ou bloc-diagonale, avec des blocs de un a trois motifs représentant la méme note.

La principale différence entre les corrélogrammes vient du nombre de motifs dans
ces blocs, ce qui donne des blocs rectangulaires, et non plus carrés, dans l'intercorrélo-
gramme. En dehors de cela, les corrélogrammes sont trés proches.

Pour conclure, & part la différence de qualité de la décomposition dans le cas invariant
par translation, toutes les expériences plaident pour dire que les motifs appris sur le
signal MIDI sont presque les mémes, quelle que soit la fréquence d’échantillonnage, et
donc que la différence d’échantillonnage n’a que peu d’influence sur I'apprentissage et
la, décomposition.

9.6 Influence de la taille de ’ensemble d’apprentissage sur
la qualité de apprentisage

Nous venons d’exposer l'intérét de 'invariance par translation sur des signaux réels,
au niveau de la décomposition et au niveau de ’apprentissage. Nous nous intéressons
maintenant au probléme de la généralisation des dictionnaires appris sur un signal d’ap-
prentissage a d’autres signaux de méme nature (signaux de test).

Intuitivement, plus le signal d’apprentissage est long, plus le dictionnaire peut in-
tégrer la diversité de ce signal, et donc décomposer efficacement d’autres signaux de
méme nature. Cette généralisation doit se faire au détriment de Defficacité de la décom-
position du signal d’apprentissage. Il faudra déterminer quelle redondance de données
d’apprentissage est nécessaire pour atteindre une généralisation suffisante.

9.6.1 Meétrique

Nous mesurerons 'efficacité de la décomposition du signal d’apprentissage et du
signal de test a l’aide de la courbe du RSB en fonction de la densité relative. Nous
mesurerons également le nombre de notes du signal d’apprentissage retrouvées par les
motifs, et nous les comparerons aux notes présentes dans le signal de test.

9.6.2 Principe de ’expérience

Un signal audio synthétique (MIDI) de longue durée est découpé en deux sous-
signaux. Le premier signal servira & I’apprentissage, et le deuxiéme & la généralisation, en
prenant garde & ce que les deux signaux soient de la méme nature. Nous ferons attention
& laisser un long intervalle entre la partie du signal d’origine destinée & ’apprentissage
et celle destinée & la généralisation pour que les signaux ne soient pas trop ressemblants.

Le signal d’apprentissage sera découpé en parties de plus en plus longues, et sur
chacune de ces parties sera appris un dictionnaire, toujours de la méme taille. Pour
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chacun de ces dictionnaires, nous comparerons la qualité de la décomposition du signal

d’apprentissage associé et du signal de test, ainsi que le nombre de notes retrouvées.
Comme dans ’expérience précédente, le fichier MIDI est généré avec une fréquence

d’échantillonnage élevée, puis sous-échantillonné d’un facteur non-entier.

9.6.3 Protocole détaillé

Le protocole détaillé est décrit dans le tableau suivant

Signal Signal audio MIDI - Concertino op. 26 pour clari-
nette et orchestre (réduction pour clarinette et piano),
Weber : uniquement la premiére piste de clarinette.
Echantillonné & 16 000 Hz et sous-échantillonné a
11 025 Hz.

Taille des dictionnaires | K = 40 motifs centrés de taille L,, = 512, soit 46.4 ms
a 11 025 Hz. Nombre de paramétres : 20 480.

Signaux d’apprentissage | 10 signaux de longueur 20 480 (1.86 s, autant d’échan-
tillons que de paramétres dans le dictionnaire de mo-
tifs) & 2 048 000 (3 m 06 s, cent fois plus d’échantillons
que de parameétres). Le nombre d’échantillons croit de
fagon exponentielle, et les échantillons sont pris & par-
tir du début du signal.

Signal de test Les 1 024 000 derniers échantillons du signal, soit
1m 33 s.

Nombre de dictionnaires | 20. Pour chaque signal d’apprentissage, deux diction-
appris naires invariants par translation sont appris, I’'un avec
invariance par déphasage et ’autre sans.

Critére d’arrét de MP, | lorsque le RSB atteint 20 dB.
dans lalgorithme K-
SVD

Parametres de 1’algo- | 30 itérations, et pour chaque itération, une seule mise
rithme K-SVD a jour de chaque motif, sans mise & jour des coefficients
ni de erreur.

Initialisation des motifs | tirage aléatoire gaussien, puis normalisation

9.6.4 Reésultats

Avant d’exposer les résultats de ’expérience, décrivons quelques caractéristiques des
signaux traités. Les dix signaux d’apprentissage contiennent de 1 note, pour le plus
petit, a 34 notes pour le plus grand. Le signal de test compte également 34 notes. Parmi
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ces 34 notes, 4 ne font pas partie d’aucun signal d’apprentissage, et parmi le signal
d’apprentissage le plus long, 4 notes ne font pas partie du signal de test.

Cela signifie que, pour le signal le plus long, la plupart des notes (30 notes sur
34) sont communes avec le signal de test, ce qui atteste de la proximité de nature
entre les deux signaux. En revanche, cette proximité n’est pas maximale, puisqu’il reste
des notes que le dictionnaire appris sur le plus grand signal d’apprentissage ne pourra
pas connaitre. Les données reflétent bien la réalité de I'apprentissage o les données
d’apprentissage sont proches, mais pas totalement similaires.

9.6.4.1 L’algorithme apprend les notes du signal d’apprentissage, indépen-
damment de la taille du signal

Intéressons-nous dans un premier temps & la qualité de I'apprentissage suivant la
taille des signaux. La figure 9.13 représente, pour chaque signal d’apprentissage, le
nombre de notes présentes dans le signal, le nombre de notes retrouvées par ’algo-
rithme d’apprentissage, et le nombre de notes apprises absentes du signal d’apprentis-
sage. Comme pour les histogrammes présentés sur la figure 9.4, par exemple, chaque
motif est associé & la note dont la fréquence fondamentale est la plus proche de la
fréquence prépondérante dans le spectre du motif.

-&-dans le signal d’apprentissage
- - - apprises, abstentes du signal
—apprises, presentes dans le signal

Nombre de notes
N w
o (@)

[E=Y
(@)

2 4 6 8 10
Numero du sianal d’apprentissaae

F1G. 9.13 — Comparaison du nombre de notes présentes dans les signaux d’apprentissage
avec le nombre de notes retrouvées par les dictionnaires appris, et avec le nombre de
notes apprises absentes des signaux d’apprentissage

Nous voyons sur la figure de gauche, consacrée au signal d’apprentissage, que le
nombre de notes présentes dans le signal augmente au fur et & mesure que la taille du
signal augmente (trait plein avec marqueurs), et que jusqu’au sixiéme signal (265 000
échantillons, soit 24 s & 11 025 Hz), toutes ces notes sont retrouvées par au moins un
motif (trait plein sans marqueurs). A partir du septiéme signal, quelques-unes des notes
supplémentaires ne sont pas retrouvées. En parallele, nous pouvons voir qu’entre 3 et
8 notes apprises ne correspondent pas aux notes présentes dans le signal pour les 6
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premiers signaux (ligne pointillée). A partir du huitiéme, seule une note apprise est
absente du signal.

Nous pouvons interpréter ces résultats comme le fait que pour des petits signaux,
le dictionnaire contient suffisamment de motifs pour coder d’autres formes d’ondes que
les notes. Ainsi, le plus petit signal contient autant d’échantillons que le dictionnaire
de motifs contient de paramétres, ce qui peut nous laisser penser que le dictionnaire
apprend directement des tranches du signal. Nous verrons par la suite que ce n’est pas
tout & fait le cas.

Pour les signaux les plus longs, il semble que le nombre de motifs soit insuffisant
pour retrouver toutes les notes, puisque chaque motif, a ’exception d’un, est associé
& une note présente dans le signal. Cela signifie que plusieurs motifs sont associés a la
méme note. Nous pourrions essayer d’augmenter le nombre de motifs pour voir si plus de
notes sont retrouvées. Cela dit, il se peut qu’en augmentant le nombre de motifs, nous
augmentions uniquement le nombre de motifs associés aux notes les plus fréquentes, sans
pour autant coder les notes les moins fréquentes. Rappelons que ’algorithme MoTIF
(section 9.2) reposait sur la contrainte de faible corrélation entre les différents motifs.
Imposer une contrainte de ce type dans K-SVD pourrait permettre d’augmenter la
diversité de formes dans le dictionnaire.

04
6

Numero du signal 02

! 5 .1
d'apprentissage 0 o Densite relative n

F1G. 9.14 — Qualité de la décomposition des dix signaux d’apprentissage sur les diction-
naires appris associés

Pour analyser la qualité de la décomposition, reportons-nous & la figure 9.14. Cette
figure représente, pour chacun des dix signaux, la courbe du RSB de la décomposition
du signal d’apprentissage en fonction de la diversité relative. Nous pouvons voir que
plus le signal d’apprentissage est court, plus le RSB est élevé. Cela n’a rien d’étonnant,
puisque lorsque le rapport entre taille du signal d’apprentissage et nombre de parameétres
des motifs appris est petit, nous nous attendons & ce que ces motifs décrivent trés
précisément le signal. Quand le signal est plus grand, nous nous attendons au contraire
a ce que les motifs refletent la forme d’onde “moyenne” des notes, qui sont d’ailleurs
plus nombreuses.
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9.6.4.2 Seuls les longs signaux d’apprentissage permettent d’apprendre des
dictionnaires généralisables

Nous allons maintenant analyser les résultats de ’expérience pour comprendre sous
quelles conditions le dictionnaire appris se généralise avec succes, c’est-a-dire permet
de décomposer parcimonieusement d’autres signaux de méme nature que le signal d’ap-
prentissage.

0.4

6

Numero du signal 02

. 0.1
d'apprentissage 0 o Densite relative n

F1G. 9.15 — Qualité de la décomposition du signal de test sur les dix dictionnaires appris

La figure 9.15 représente, comme la figure 9.14 avant elle, la courbe du RSB en
fonction de la diversité relative de la décomposition du signal sur chacun des signaux.
Ici, le signal décomposé n’est plus celui qui a servi & apprendre le dictionnaire, mais le
signal de test, qui est le méme pour tous les dictionnaires. Rappelons qu’il contient 34
notes et dure 1 m 33 s.

Nous pouvons remarquer sur la figure que pour les dictionnaires appris sur des petits
signaux (signaux 1, 2 et 3 notamment), la courbe du RSB croit linéairement en fonction
de la diversité relative, et ceci dés les premiers atomes. C’est le mode de décomposition
le plus lent qui existe en utilisant ’algorithme MP. En effet, il est prouvé que MP fait
décroitre ’énergie du résidu de fagcon exponentielle [DMZ94], ce qui se traduit dans
notre cas par une augmentation linéaire du RSB en fonction de la densité relative. Le
taux de décroissance de ’erreur, qui donne la pente de la droite, peut varier et donner
de plus ou moins bonnes décompositions, mais le régime linéaire est le plus mauvais qui
soit en utilisant MP.

De lautre coté, pour les dictionnaires appris sur les plus longs signaux (signaux 8,
9 et 10 notamment), le RSB croit trés vite avec la densité relative au début, puis la
croissance ralentit lorsque la densité relative augmente. A titre de comparaison, pour
une grande densité relative (n = 0.3), le dictionnaire appris sur le signal 1 (le plus petit)
donne un RSB de 19.7 dB, alors que le dictionnaire appris sur le signal 10 (le plus
grand) donne un RSB de 24.4 dB, soit un écart de 4.7 dB. En revanche, pour une faible
densiteé relative (n = 0.02), correspondant aux premiers atomes, cet écart est de 11.5 dB
(3.3 dB pour le dictionnaire appris sur le signal 1, et 14.8 dB pour le dictionnaire appris
sur le signal 10).
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Les dictionnaires appris sur de longs signaux permettent donc de décomposer avec
une faible erreur le signal de test dés les premiers atomes, tandis que les dictionnaires ap-
pris sur les petits signaux ont besoin de beaucoup plus d’atomes pour parvenir au méme
niveau de RSB, ce qui signifie que la décomposition est beaucoup moins parcimonieuse.

appris sur
le signal 1

1 | 1
F#1 G#1 A#l C2 D2 E2 F#2 G#2 A#2 C3 D3 E3 F#3 G#3 A#3 C4 D4 E4 F#4 G#H4 A#4 C5 D5 ES5 F#5 G#HS5 A#5 C6 D6 E6 Fi#6 G#6 A#6 C7 D7 ET7 F#7 GHT A#T

le signal 4

appris sur

1
0
F#1 G#1 A#1 C2 D2 E2 F#2 G#2 A#2 C3 D3 E3 F#3 G#3 A#3 C4 D4 E4 F#4 GH4 A#4 C5 D5 ES5 F#5 GHS5 A#5 C6 D6 E6 Fi#6 G#6 A#6 C7 D7 E7 F#7 GHT A#T

o
i
©
c 10 =
Ry
(2]
Q

appris sur

] e B S A A I Y 2 I e Oy Y YL B LT WG LY
F#1 G#1 A#1 C2 D2 E2 F#2 G#2 A#2 C3 D3 E3 F#3 G#3 A#3 C4 D4 E4 F#4 GH4 A#4 C5 D5 ES5 F#5 GHS5 A#5 C6 D6 E6 Fi#6 G#6 A#6 C7 D7 E7 F#7 GHT AHT

Frequences en echelle logarithmique

F1G. 9.16 — Amplitude créte parmi les spectres de tous les motifs, pour chacun des trois
dictionnaires appris sur les signaux 1 (le plus petit), 4 et 10 (le plus grand)

Nous pouvons remarquer que pour de grandes valeurs de la densité relative, les
dictionnaires appris sur les petits signaux parviennent au méme niveau de RSB que les
meilleurs dictionnaires. Nous ’expliquons par le fait que la largeur de bande des motifs
appris sur des petits signaux est plus grande que pour les motifs appris sur des grands
signaux, comme la figure 9.16 nous permet de le voir.

Cette figure représente, pour les dictionnaires appris sur les signaux 1 (petit), 4 et
10 (grand), la valeur maximale du spectre, & chaque fréquence, parmi tous les motifs du
dictionnaire. Le résultat n’est pas un spectre en tant que tel, mais nous ’appellerons
spectre par commodité. Nous voyons que pour le signal 10, de nombreux pics, corres-
pondant aux notes apprises, sont présents sur des largeurs de bandes tres petites. En
dehors de ces pics, le spectre est trés faible (une amplitude de 'ordre de 0.5), ce qui
signifie que les fréquences correspondantes ne sont presque pas présentes, quelque soit
le motif étudié.

En revanche, le spectre du dictionnaire appris sur le signal 1 comporte beaucoup
moins de pics (uniquement pour la seule note présente dans le signal et son harmonique)
et le reste du spectre a une valeur non négligeable, notamment en basses fréquences (une
amplitude de 2 a 5). Pour le signal 4, le comportement est intermédiaire, avec un plus
grand nombre de notes retrouvées et une amplitude de spectre un peu plus faible en
dehors de ces pics.

L’interprétation de ce résultat est que les motifs du dictionnaire appris sur le signal
10 permettent de décrire trés précisément les notes du signal de test qui ont été apprises,
mais qu’ils sont presque incapables de représenter la partie fréquentielle située entre les
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pics.

Ainsi, une premiére conséquence est que les quelques notes qui différent peuvent étre
mal décomposées si ces notes se trouvent dans des creux. Notons que ce n’est pas le cas
ici, puisque les notes uniquement présentes dans le signal de test sont E4, C#5, D7 et
D#7, pour lesquelles un petit pic d’amplitude est présent.

Le plus important est plutot que toutes les fréquences éloignées des pics du spectre
ont une amplitude trés faible. Or, il est prouvé que pour certains types de dictionnaires,
dont notamment le dictionnaire de Gabor, le résidu de MP converge vers un bruit blanc
stationnaire [DMZ94]. Or, I’espérance de I’énergie de chaque fréquence est la méme pour
un bruit blanc. En supposant que le résultat est valable pour les dictionnaires que nous
manipulons, nous voyons alors tout de suite qu’une partie du spectre du résidu ne peut
pas étre correctement décomposée a cause du manque des fréquences correspondantes
dans les motifs appris. Nous pouvons en déduire que des motifs large bande seraient
utiles, en complément, pour décomposer le résidu lorsque celui-ci est petit.

-B-dans le signal de test
- - - apprises, absentes du signal
——apprises, presentes dans le signal

= = = = |
830
°
c
320
o
£
°© 10
2
0 2 4 6 8 10

Numero du sianal d’apprentissaae

Fi1Gg. 9.17 — Comparaison du nombre de notes présentes dans le signal de test avec le
nombre de notes retrouvées par les dictionnaires appris, et avec le nombre de notes
apprises absentes du signal de test

Pour finir avec la discussion sur la généralisation, regardons la figure 9.17. Elle
représente, a 'instar de la figure 9.13 pour les signaux d’apprentissage, la comparaison
du nombre de notes présentes dans le signal de test et dans les dictionnaires de motifs
appris. Pour chaque dictionnaire sont représentés le nombre de notes apprises présentes
dans le signal de test et le nombre de notes apprises absentes du signal de test.

Nous voyons que le nombre de notes apprises présentes dans le signal de test aug-
mentent avec la taille du signal d’apprentissage, ce qui est logique puisque le signal
d’apprentissage contient lui aussi plus de notes, et que presque toutes sont communes
avec le signal de test. Entre 2 et 4 notes apprises sont absentes du signal de test, quelle
que soit la taille du signal d’apprentissage, ce qui parait également normal, puisque 4
notes du signal de test sont absentes des signaux d’apprentissage. Le nombre de notes
du signal de test retrouvées est inférieur, en proportion et en absolu, au nombre de notes
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des signaux d’apprentissage retrouvées, ce qui est cohérent avec le fait que les signaux
d’apprentissage soient mieux décomposés que le signal de test.
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Chapitre 10

Séparation de sources : estimation
des sources par dictionnaire
structuré

Dans ce chapitre, nous revenons au sujet de la séparation de sources, déja longuement
évoqué au chapitre 4. Nous y avions notamment abordé les techniques de séparation de
sources utilisant les décompositions parcimonieuses, dans le cadre du modéle classique
de dictionnaire. Ces techniques reposent sur la différentiation des sources en fonction
de leur direction spatiale, ou en fonction de la parcimonie de leur décomposition dans
divers dictionnaires (analytiques).

Nous proposons ici de réunir les deux techniques en une méthode commune, et de
les enrichir en remplacant le choix des dictionnaires parmi une collection de diction-
naires analytiques connus, par ’apprentissage de dictionnaires adaptés aux sources et
structurés (engendrés par des motifs déformés). L’algorithme de séparation est exposé
a la section 10.2.

Rappelons les conditions du mélange que nous traitons. Nous nous plagons dans
le cas sous-déterminé, ou le nombre de sources est supérieur au nombre de capteurs.
Nous supposons également, lorsqu’il y a au moins deux capteurs, que les parameétres
de mélange sont connus (les fonctions de transfert entre chaque source et chaque cap-
teur). Enfin, nous supposons disposer d’exemples représentatifs de chacune des sources,
permettant d’apprendre les dictionnaires.

Cela signifie que nous ne traitons pas le probléme de séparation aveugle, pour le-
quel il faudrait estimer les paramétres de mélange et les modeéles & partir du mélange,
mais uniquement le probléme de I’estimation des sources. Nous pouvons par exemple
nous reporter a [Com98, VSIT04, FG06, AGB06| pour I'estimation des parameétres du
meélange, ou a [Oze06] pour l'adaptation des modéles de source sur le mélange.

Nous présentons deux études expérimentales sur la qualité de la séparation obte-
nue suivant ’algorithme présenté en section 10.1, la premiére dans le cas multicanal
(section 10.3) et la seconde dans le cas monocanal (section 10.4).

Dans la section 10.2, nous exposons le formalisme général de séparation lorsque
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les fonctions de mélange suivent le modéle des fonctions de déformation présenté au
chapitre 7. Ce cadre tres général, qui inclut notamment les mélanges avec délai et les
mélanges convolutifs, et permet de s’affranchir de I’existence de sources ponctuelles, n’a
pas été expérimenté, en raison de l'investissement nécessaire & son implémentation. Il
sera toutefois intéressant d’évaluer les performances de ’algorithme proposé pour des
mélanges moins classiques que le mélange linéaire instantané, pour lequel il existe déja
de nombreuses méthodes performantes.

Nous tenons & préciser que la méthode de séparation de sources présentée ici doit
étre vue comme une application du travail présenté précédemment, et n’a pas constitué
le coeur de ce travail de theése. Lors des expériences, la méthode ne devra donc pas
étre considérée comme concurrente des méthodes les plus pointues de séparation de
sources, mais plutot comme une méthode préliminaire, dont les résultats peuvent en-
courager 'utilisation de la parcimonie, avec notamment ’apprentissage de dictionnaires
structurés, pour la séparation de sources.

10.1 Cas particulier de la séparation d’'un mélange linéaire
instantané

Nous présentons dans cette section une méthode de séparation de sources dans le cas
d’un mélange linéaire instantané. Cette méthode a été implémentée et expérimentée.
Nous présentons ces expériences dans les sections 10.3 et 10.4.

La méthode de séparation se base sur la connaissance des paramétres de mélange,
et sur la connaissance d’exemples des sources & séparer. Le modeéle de mélange est le
suivant :

X =S B ls.] . (10.1)

ce qui signifie que les sources s,, sont réparties sur les différents canaux par la fonction
d’expansion Ej,, selon les coefficients du vecteur a,, qui indique la direction spatiale
des sources dans le cas multicanal (voir 4.1.2), pour donner le mélange X. Dans le cas
ou le mélange est un signal monocanal, le vecteur a,, est réduit & un simple scalaire et
le mélange est une combinaison linéaire des sources.

Nous supposons que les vecteurs de direction a, sont connus, et nous supposons
posséder des exemples 5, des sources s,,. Le principe de la méthode de séparation, ins-
pirée de PACM (Analyse en Composantes Morphologiques, voir la section 4.2.3.2), est
le suivant. En premier lieu, pour chaque source s,,, un dictionnaire D™ adapté est appris
a partir de ’exemple 5,,. Ensuite, tous les dictionnaires D" sont regroupés en un grand
dictionnaire D, aprés avoir été transformés par les fonctions Ej, . Enfin, une décompo-
sition du mélange X est effectuée sur ce grand dictionnaire D par Matching Pursuit, et
chaque atome est affecté & la source correspondant & son dictionnaire d’origine. Cette
version de Matching Pursuit a été baptisée Demixing Pursuit (voir 8.5).

Détaillons les étapes.
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A) Le dictionnaire D™ appris sur la source 3, est constitué d’un dictionnaire de motifs
M™ et d’une fonction de déformation FQZ & Il est appris par exemple en utilisant

I’algorithme K-SVD présenté a la section 9.3.

B) Le dictionnaire D regroupe tous les dictionnaires D™ appris et contient les atomes
suivants :

E,, o F’l%¢[m2] , (10.2)

paramétrés par le numéro n de la source correspondante, le numéro k£ du motif et

les paramétres v et ¢ de la fonction de déformation.

C) La séparation est effectuée par l’algorithme Demixing Pursuit :

Séparation par Demixing Pursuit :

Initialisation du résidu Ry = X, des sources estimées 3, = 0 et du compteur
I1=0.
Faire

(a) Mise a jour du compteur : [ =1+ 1

(b) Recherche de ’atome optimal dans le dictionnaire D :

(n17k17¢17¢1) = arg min ”Bffl - Ean o F&@[mm”% (103)

n,k,
(¢) Mise a jour du résidu :

R; =Ry~ Fa, o Fy) ] (104

(d) Mise a jour de la source 5,,,

Sy = gy T F ] (10.5)

Tant que la convergence n’est pas atteinte

L’étape (10.3) a déja été détaillée dans le chapitre 8, et consiste a trouver les para-
métres 1; de fagon analytique, et les parameétres ny, kr et ¢; par recherche exhaustive.
Il faut noter que la mise & jour de la source (10.5) est effectuée dans le domaine des
sources s,,, ce qui correspond & estimer les sources émises. Il serait également possible,
en ajoutant ’atome total Ey, oF;zI ¢1[ ], qui a été enlevé au résidu, de reconstruire

les sources dans le domaine du mélange, c’est-a-dire d’estimer les sources pergues par
les capteurs.
Le fait de rester dans le domaine du mélange ne signifie bien str pas que la connais-
sance de la fonction Ea,, —est inutile, car elle sert dans la recherche du meilleur atome.
Cette méthode d’estimation des sources est expérimentée dans les sections 10.3
et 10.4. Avant cela, présentons cette méthode dans un cadre plus général de mélanges
linéaires.
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10.2 Perspective : formalisme global de séparation utilisant
des dictionnaires structurés

Nous élargissons le modeéle de séparation de sources du cas linéaire instantané au
cas plus général qui contient par exemple les mélanges avec délai ou avec convolution.
Le modéle de mélange linéaire est le suivant :

N
X=>» X" (10.6)

n=1

Les sources sont notées X" en raison de leur appartenance au “domaine” du mélange,
ce qui signifie qu’elles sont de méme nature que le mélange X.
Ces sources X" peuvent avoir été générées selon la régle suivante :

X" =M"[s,], (10.7)

ol s,, sont des signaux monocanaux représentant des sources ponctuelles, et M™ sont
des fonctions de mélange linéaires envoyant les sources ponctuelles dans le domaine du
mélange.

Si le mélange X est monocanal, alors les fonctions M™ peuvent par exemple étre
Iidentité, la translation d’un délai fixé, ou la convolution par un filtre donné. Si le
mélange est multicanal, alors les fonctions M™ sont des fonctions d’expansion, qui ap-
pliquent au motif un filtre différent sur chaque canal (1a encore, le filtre peut par exemple
étre un Dirac au temps 0, un Dirac positionné au délai, ou un filtre RIF).

Les sources X" peuvent également étre considérées comme telles, et non plus comme
résultant du modele (10.7). Elles représentent le signal pergu par les capteurs lorsque
toutes les autres sources sont muettes. En considérant les sources au niveau des
capteurs, nous nous affranchissons de I’hypothése d’existence de sources
ponctuelles. Nous pouvons alors par exemple traiter des exemples plus réalistes de
sources réparties et en champ proche.

Donnons un exemple d’un tel mélange. Sur la figure 10.1 est représenté un dispositif
expérimental particulier. Deux microphones sont placés juste au dessus d’un xylophone.
Supposons que les sources que nous souhaitons séparer sont les trois régimes du xylo-
phone : grave (vert, source 3), médium (bleu, source 2) et aigu (rouge, source 1).Nous
voyons bien que la note la plus aigué et la note la plus grave de la source 1 ne sont pas
situées dans la méme direction spatiale, par rapport & n’importe quel microphone. La
note la plus grave de la source 1 est méme plus proche spatialement de la note la plus
aigué de la source 2, que de la note la plus aigué de la source 1.

Il est donc impossible dans ce cas-ci de représenter les sources comme des objets
ponctuels, d’autant plus que les microphones sont trés proches des sources et que les
notes sont générées a la fois par le coup de mailloche sur la lame et par la résonance dans
le tube. Nous supposons toutefois que le mélange des sources est égal a la somme des
sources jouant séparément (linéarité). Cette hypotheése est valide si les sources interférent
suffisamment peu entre elles.
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FiG. 10.1 — Exemple de mélange de sources diffuses en champ proche. Les trois sources
correspondent aux notes aigués, aux notes médium et aux notes graves du xylophone.
Deux microphones placés juste au dessus de l'instrument enregistrent le mélange.

Dans cet exemple, les sources seront considérées au niveau des capteurs (sources
notées X") et non pas au niveau d’une source ponctuelle qui, nous venons de le voir,
n’existe pas.

Dans le cas ot la source X" peut se factoriser comme M"[s, ], comme nous supposons
que la fonction de mélange M™ est connue, il est équivalent de traiter les sources au
niveau des capteurs. Si nous disposons d’exemples de sources 5,,, nous disposons donc
également des sources X = M "[3,,]. Nous nous raménerons a ce cas.

Le principe de I’ algorlthme d’estimation des sources repose alors sur la connaissance
d’exemples de sources X". Ceux-ci peuvent par exemple étre obtenus en enregistrant,
au niveau des capteurs, la seule source n, pendant que les autres sont muettes.

Dans le cas du xylophone, cela signifie que 'exemple de source 1 est enregistré en
jouant uniquement sur les lames aigués, et en répétant la manceuvre pour les autres
sources. Si la scéne enregistrée est maintenant un orchestre, le “calibrage” des modéles
de sources est effectué en enregistrant séparément au préalable chaque instrument, ou
chaque groupe d’instruments.

Les modeéles correspondent & des dictionnaires appris sur les exemples de sources. Si
nous reprenons ’exemple du xylophone, ot le mélange est stéréo, les motifs appris ne
seront pas mono, mais bien stéréo (deux canaux) eux aussi. De tels motifs peuvent tou-
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tefois étre appris avec 'algorithme K-SVD, en utilisant simplement 'astuce d’entrelacer
les canaux de droite et de gauche des sources d’apprentissage et des motifs, pour traiter
tous les signaux en tant que signaux monocanaux. L’opération inverse peut ensuite étre
faite pour analyser les dépendances entre les deux canaux des motifs appris.

La séparation se fait ensuite en décomposant le mélange sur I’ensemble des diction-
naires appris, et en discriminant les atomes a posterior: selon le dictionnaire utilisé.

Le principe de cette séparation est simple et ne nécessite aucune connaissance sur
la géomeétrie de la salle et des capteurs, puisque toute la différentiation entre les sources
se situe dans la différence de perception par les capteurs. Il suffit d’effectuer une étape
préalable d’entrainement des modeéles, pour que ces modeéles apprennent & distinguer
les sources & partir des enregistrements.

Evidemment, en pratique, I’étape d’entrainement peut s’avérer lourde pour les musi-
ciens, puisqu’il faut enregistrer une palette de sonorités suffisamment large pour couvrir
I’ensemble des sons qui peuvent étre produits par la source. De plus, nous nous at-
tendons & ce que la séparation produise une qualité du méme ordre que pour les cas
multicanal et monocanal que nous présentons ensuite, et qui reste assez médiocre.

En revanche, la méthode a ’avantage de la simplicité et de pouvoir étre appliquée
a tout type de mélange.

Résumons les étapes de la méthode :

A) Pour chaque source n, apprentissage d’un dictionnaire D™ sur un exemple Xn
suffisamment long, enregistré au niveau des capteurs et ot seule la source n joue.
Le dictionnaire est constitué de motifs M™ et d’une fonction de déformation FQTL o

11 est appris par exemple en utilisant ’algorithme K-SVD présenté a la section 9.3.

B) Les dictionnaires D™ appris sont regroupés en un grand dictionnaire D contenant
tous les atomes F;z) ¢[m}§] paramétrés par le numéro n de la source correspondante,

le numéro k£ du motif et les parameétres 1 et ¢ de la fonction de déformation.

C) La séparation du mélange enregistré X est effectuée en le décomposant sur le
dictionnaire D par Matching Pursuit, pour donner :

I
X=) Fy o, mil+n (10.8)
i=1

. ) . SN
et en affectant ensuite chaque atome F;Z s [m;"] & la source X * correspondante.
i Pi ?

. 2 o . 2 N .
D) Les sources estimées X sont dans le domaine “mélange”, c’est a dire que, par
exemple, si deux microphones enregistrent le mélange, les sources sont stéréopho-
niques, comme l’est le mélange X.

Précisons que cette méthode de séparation de sources n’a pas été implémentée pour
plus qu'un capteur et qu’elle reste a valider expérimentalement pour des mélanges réels
notamment. Dans les deux sections qui suivent, nous présentons la méthode de sépa-
ration par Demixing Pursuit, dans les cas linéaire instantané multicanal et monocanal.
Ces deux expériences sont des cas particuliers de la méthode que nous venons de présen-
ter (pour le mélange multicanal, les fonctions M™ sont les fonctions d’expansion F, ,
et pour le mélange monocanal, le nombre de capteurs est limité a un).
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10.3 Séparation multicanale sur des mélanges synthétiques

Dans cette section, nous évaluons l'efficacité de la séparation de sources & base de
dictionnaires structurés, en utilisant Demixing Pursuit, dans le cas multicanal. Nous
étudierons la séparation d’un mélange multicanal de trois sources sonores synthétiques
de type MIDI. Nous avions montré précédemment que les signaux MIDI peuvent étre
représentés efficacement a 1’aide de dictionnaires structureés.

Rappelons que nous ne traitons que ’aspect d’estimation des sources, en supposant
que les directions de sources sont connues parfaitement. La phase d’estimation des
directions des sources nécessite une traitement particulier que nous ne traitons pas ici.

Nous souhaitons montrer dans un premier temps que la séparation de sources mul-
ticanale peut se faire a 1’aide de décompositions parcimonieuses, sur un dictionnaire
standard commun & toutes les sources.

Nous souhaitons également évaluer 'importance de I’apport de la connaissance des
sources, en utilisant un dictionnaire différent par source, dans les performances de sé-
paration. Pour cela, il est nécessaire de disposer d’exemples séparés des sources pour
apprendre les dictionnaires nécessaires a la séparation. Le mélange a séparer est composé
de signaux de la méme nature, mais différents des signaux d’apprentissage.

Nous comparerons les performances de DP, avec ou sans connaissance a priori sur
les sources, a deux méthodes classiques de type DUET.

10.3.1 Meétrique

La qualité de la séparation sera mesurée en termes de distorsion des sources estimées.
La distorsion d’une source est composée d’artefacts de calcul et d’interférences des
autres sources. La mesure que nous présentons a été proposée par Vincent, Gribonval
et Févotte [VGF06] en 2006, et nécessite de connaitre les sources originales.

Les interférences correspondent a l'influence des autres sources dans l’estimation
d’une source. Les artefacts correspondent quant & eux & tous les autres types de distor-
sions, et sont introduits lors du calcul. Une séparation linéaire ne produira par exemple
aucune artefact. Vincent, Gribonval et Févotte ont également pris en compte le bruit
présent sur le mélange dans 1’élaboration de leurs mesures, mais comme nous travaillons
dans un modéle sans bruit, nous présentons une version simplifiée des mesures.

Mathématiquement, en notant 5,, la source m estimée aprés séparation, et s, la
source originale, la source estimée peut étre décomposée comme :

én = Sciple + Zinterf + Zartef ) (109)

Ol Sep. représente la portion de la source bien estimée, 1., ; représente Uerreur d’es-

timation due aux autres sources, et 1., ¢ représente 'erreur d’estimation due aux ar-
tefacts de calcul.

Ces trois signaux sont calculés de la facon suivante : s, est la projection de la

source §, sur la vraie source s, I'jn.,s est la différence entre la projection de §,, sur

I’espace engendré par toutes les sources et la projection sur la vraie source s,. Enfin,
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s . —_— ; .
Tartes €St la différence entre s et sa projection sur l'espace engendré par toutes les
sources.

Trois mesures sont dérivées de cette décomposition. La premiére, notée RSD, pour
rapport signal & distorsion, est définie par :

2
RSD = 10 - log g —I2eiie2 S (10.10)
Hﬁinterf + za’/‘tefH2

La deuxiéme, notée RSI, pour rapport signal & interférences, est définie par :

) 2
RSI = 10 - logy, Ml”g : (10.11)
Htinterf”Q

Enfin, la troisiéme, notée RSA, pour rapport signal & artefacts, est définie par :

||§cible + Tinterf H%

Hta’rtefH%

Ces trois mesures sont du type RSB, avec une échelle en décibels, et plus elles sont
élevées, meilleure est la séparation. Le RSD mesure la qualité globale de la séparation,
et correspond & peu de choses prés au minimum du RSI et du RSA. Le RSI permet de
ne s’intéresser qu’a l'erreur due & la présence d’autres sources dans la source estimée.
Le RSA mesure lui la dégradation de l'estimation due & la méthode de calcul.

10.3.2 Principe de ’expérience

Trois sources audio MIDI, jouant la méme mélodie, sont mélangées selon une matrice
de mélange qui les disposent dans l'espace stéréo. Les trois sources sont disponibles
séparément, ce qui permettra de comparer les sources estimées aux vraies sources, mais
aussi d’apprendre un dictionnaire par source.

Nous utilisons la premiére partie des sources pour ’apprentissage de dictionnaires
adaptés et la deuxiéme partie pour le test de séparation. Nous utilisons des signaux
d’apprentissage suffisamment longs pour ne pas poser de probléme de sur-apprentissage.

Cing méthodes d’estimation des sources seront comparées. Les deux premiéres mé-
thodes viennent des algorithmes DUET et BZ (pour Bofill et Zibulevski [BZ01]), et
consistent & attribuer les coefficients temps-fréquence obtenus par TFCT aux diffé-
rentes sources, en fonction du rapport de ces coefficients sur le canal droit et le canal
gauche.

Les trois autres méthodes utilisent 1’algorithme DP, qui décompose le mélange sur
des atomes formés par ’expansion multicanale, selon une des directions des sources,
de motifs monocanaux. Les deux premiéres de ces trois méthodes consistent & utiliser
le méme dictionnaire de motifs pour toutes les directions, & savoir un dictionnaire de
Gabor, “partiellement” invariant par translation (décalage entre atomes égal & la moitié
de la longueur des motifs) pour la premiére méthode, et invariant par translation pour
le deuxiéme méthode. La troisitme méthode consiste & utiliser, pour chaque source, un
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dictionnaire différent, appris sur des exemples de la source correspondante, et invariant
par translation et par déformation de phase.

Pour pouvoir effectuer la comparaison de fagon équitable, nous allons utiliser des
tailles cohérentes pour les différents parameétres a régler. Cependant, il faut noter que les
méthodes étant trop différentes, nous ne pouvons pas assurer I’équivalence de traitement.

Ainsi, pour les méthodes DUET et BZ, les atomes sont formés par un motif et
une amplitude multicanale libre. Pour les méthodes DP, I'amplitude est proportionnelle
a la direction de la source, et le nombre d’atomes n’est pas comparable & celui des
méthodes précédentes (il est de mesure nulle dans l'espace des atomes a amplitude
multicanale libre). Nous utiliserons le méme nombre d’atomes pour DUET et BZ, en
fixant le méme décalage entre trames pour le calcul de la TFCT. En revanche, comme le
nombre d’atomes est incommensurablement plus petit, nous permettrons aux méthodes
DP d’utiliser un décalage d’un échantillon pour compenser la perte de liberté dans
I’amplitude. Rappelons tout de méme que cette perte de liberté correspond & connaitre
a I'avance la bonne direction, ce qui devrait étre bénéfique.

Nous comparons ensuite les résultats en termes de RSD, RSI et RSA.
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10.3.3 Protocole détaillé

Signaux sources

Signal audio MIDI de clarinette (source 1) et de piano
(main droite, source 2 et main gauche, source 3).
Concertino op. 26 pour clarinette et orchestre (réduc-
tion pour clarinette et piano), Weber. Echantillonné a
16 000 Hz puis sous-échantillonné & 11 025 Hz.

Signaux d’apprentissage
(pour chaque source)

les 1 024 000 premiers échantillons (1 m 33 s a
11 025 Hz) échantillons

Sources de test

les 1 024 000 derniers échantillons (I m 33 s a
11 025 Hz) échantillons

Matrice de mélange

Si les angles 0 et 7/2 correspondent a droite et gauche,
les sources sont placées & 7/8, m/4 (milieu) et 37/8 :
A 0.92 0.71 0.38

0.38 0.71 0.92 |

Parameétres de la TFCT
pour DUET et BZ

Fenétres de taille L,, = 512, décalées de L,,/2 = 256.

Dictionnaire de motifs
de Gabor

255 motifs de Gabor complexes, correspondant a
255 fréquences, ainsi qu’un motif constant (0 Hz) et
qu’un motif correspondant & la fréquence de Nyquist
(5 512.5 Hz, la moitié¢ de la fréquence d’échantillon-
nage). Les motifs sont de taille L,, = 512 (46.4 ms &
11 025 Hz). Les motifs de Gabor complexes comptent
pour deux motifs réels, ce qui explique que le nombre
de fréquences soit 255 et pas 510.

Dictionnaires de Gabor
Dy, et Dy,

Décalage temporel de respectivement L,,/2 = 256
échantillons et de 1 échantillon entre atomes.

Dictionnaires D,
pris sur les signaux

ap-

K = 50 motifs de taille L,, = 512, soit 46.4 ms a
11 025 Hz. Nombre de paramétres : 20 480. Le dic-
tionnaire est invariant par translation et déformation
de phase.

Critére d’arrét de MP,
dans K-SVD

lorsque le RSB atteint 20.

Parameétres de lalgo-

rithme K-SVD

30 itérations, et pour chaque itération, une seule mise
a jour de chaque motif, sans mise & jour des coefficients
ni de l'erreur.

Initialisation des motifs

tirage aléatoire gaussien, puis normalisation
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10.3.4 Reésultats

Nous présentons les performances moyennes de séparation des algorithmes sur la
figure 10.2. Nous représentons la valeur du RSI moyennée sur les trois sources, en fonc-
tion du RSA moyen, pour chacun des cinq algorithmes. Cette représentation graphique
fait apparaitre en un coup d’ceil les avantages en termes d’interférences ou d’artefact
des méthodes, en rappelant que les valeurs doivent étre les plus grandes possibles, et
donc que les meilleurs points se situent en haut & droite du graphique.

35 35
30 30 o
25 o 25 N
x +
% 20 o % 20 o
215 & 15 o DUET
O DUET B2
10 o BZ 10 x DP Gabor 1
x DP Gabor 1
+ DP Gabor 2
+ DP Gabor 2 © DP Appris
5 ¢ DP Appris 5
9 10 20 < 10 20
RSA (dB) RSA (dB)

F1G. 10.2 — Performances de séparation du mélange d’apprentissage (gauche) et de test
(droite).

Pour le graphique de gauche, le mélange est constitué des sources qui ont servi
& apprendre les dictionnaires, tandis que pour le graphique de droite, le mélange est
composé de sources de test. La nature des sources d’apprentissage et de test étant la
meéme, les performances ne doivent étre modifiées que pour 'algorithme DP utilisant
les dictionnaires appris. Les quelques différences de performance des autres algorithmes
entre les deux mélanges relévent donc uniquement de la variabilité entre les signaux.

Précisons que dans le cas présent, résumer les performances des différentes sources
par leur moyenne ne modifie pas les “rapports de force” entre les différents algorithmes.

En rappelant que des RSA et RSI élevés correspondent a des “taux” d’artefacts et
d’interférences faibles, nous pouvons tout d’abord voir que ’algorithme DUET (rond)
et lalgorithme BZ (carré) sont les meilleurs, chacun dans leur catégorie. DUET produit
peu d’interférences et BZ peu d’artefacts. Cette différence s’explique par un détail des
deux algorithmes. Chaque case temps-fréquence est assignée a une source, dans le cas
de DUET et & deux sources dans le cas de BZ. Cela signifie, pour BZ, que les plans
temps-fréquence des sources estimées contiennent en moyenne deux fois moins de “trous”
qu'avec DUET. La reconstruction contient donc moins d’artefacts liés a ces trous. En
revanche, obliger la séparation de chaque case temps-fréquence en deux sources aug-
mente les chances d’attribuer de I’énergie & deux sources alors qu’une seule est active,
et donc les interférences.
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En utilisant le “petit” dictionnaire de Gabor Dy, , qui correspond a la TFCT utili-
sée pour les algorithmes précédents, 1'algorithme Demixing Pursuit (croix) permet une
séparation intermédiaire entre DUET et BZ, notamment au niveau des interférences.
Pour les artefacts, le niveau est presque le méme que DUET, ce qui se congoit par le fait
que chaque atome sélectionné par DP est également alloué & une seule source. Il faut
aussi remarquer que la décomposition du mélange par DP ne couvre pas nécessairement
tout le plan temps-fréquence, contrairement & DUET et BZ, ce qui peut engendrer des
artefacts lorsque trop peu d’atomes sont sélectionnés. Le niveau d’interférences est plus
bas que pour BZ, pour les mémes raisons qu’avec DUET.

Nous remarquons que l'utilisation d’un “grand” dictionnaire de Gabor (plus), inva-
riant par translation, ne produit pas une meilleure séparation qu’avec le “petit” diction-
naire de Gabor qui n’est que “partiellement” invariant par translation. Cela signifie que
pour ces signaux MIDI, il ne semble pas nécessaire de dépenser 'important effort de
calcul supplémentaire permettant d’assurer 'invariance par translation.

Pour finir, nous pouvons voir que 1'utilisation d’un dictionnaire appris par source
(losange) plutot qu’un dictionnaire de Gabor commun n’apporte pas le gain de perfor-
mances que nous pouvions espérer en raison de l'utilisation de la diversité de formes en
plus de la diversité spatiale. Nous allons tenter d’en expliquer les raisons.

Tout d’abord, méme lorsque la séparation est effectuée sur le mélange d’apprentis-
sage, l'algorithme produit plus d’artefacts que toutes les autres méthodes, notamment
DP avec dictionnaire de Gabor, et seul BZ produit plus d’interférences. Nous ne pouvons
donc pas nous attendre & ce que cet algorithme concurrence les autres sur le mélange
de test.

Les mauvaises performances sur le mélange d’apprentissage peuvent tout d’abord
s’expliquer par la petite taille du dictionnaire par rapport au dictionnaire de Gabor (40
motifs contre 256). Les motifs de Gabor sont trés bien adaptés a la décomposition de
ces signaux MIDI qui sont trés purs, ce qui est confirmé par le fait que les motifs appris
sont en majorité trés proches de sinusoides. Schématiquement, utiliser 256 sinusoides
plutot que 40 augmente les chances de reconstruire parcimonieusement le signal. Nous
exposons deux motifs représentatifs, I’'un appris sur la clarinette et 'autre sur le piano
(main droite), sur la figure 10.3. Les motifs appris sur la clarinette sont proches de
sinusoides, tandis que les motifs appris sur le piano représentent des accords (ici accord
sol, do, ré), composés uniquement de quelques fréquences prépondérantes.

Nous ne parlons pour 'instant que du taux d’artefacts élevé, qui est da a l'insuffi-
sance de modélisation des dictionnaires appris par rapport au dictionnaire de Gabor.
Nous avons notamment remarqué cette faiblesse en mesurant le RSA local (sur une
fenétre glissante de durée 46.4 ms, la taille des motifs). A un instant donné du mélange,
seule la clarinette joue, et le piano est muet. Le RSA est alors environ de 65 dB pour
BZ, de 60 dB pour DUET, de 35 dB pour DP avec un dictionnaire de Gabor, et de
25 dB pour DP avec des dictionnaires appris. Cela signifie que le dictionnaire appris
sur la clarinette ne permet pas de coder aussi bien la clarinette que le dictionnaire de
Gabor.

Au dela de l'insuffisance de modélisation, le faible intérét de différencier les sources
selon leur forme vient de la proximité entre les dictionnaires, pour les sources que nous
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F1G. 10.3 — Un motif appris sur le signal de clarinette (gauche) et sur le signal de piano

main droite (droite).

avons choisies. Les notes jouées par les différentes sources sont dans des registres as-
sez séparés — le piano main gauche est en particulier plus grave que les deux autres

instruments — comme nous le montre la figure 10.4.
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FiG. 10.4 — Histogramme des notes jouées dans les sources d’apprentissage (haut :

clarinette, milieu : piano main droite, bas : piano main gauche)

En revanche, les quelques notes de piano communes & la main droite et & la main
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gauche sont identiques et les notes du piano main droite sont trés proches des harmo-
niques des notes du piano main gauche. Enfin, la proximité naturelle des instruments
(plus grande en tout cas entre une clarinette et un piano qu’entre une clarinette et des
percussions) et le son “artificiel” du synthétiseur font que les dictionnaires de clarinette
et de piano main droite recouvrent les mémes zones fréquentielles.
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Fi1Gc. 10.5 — Histogramme des notes associées aux motifs appris sur les trois sources
(haut : clarinette, milieu : piano main droite, bas : piano main gauche)

La figure 10.5 montre les notes associées aux motifs appris sur les sources. Méme
si 'attribution d’un motif & une note est discutable, puisque nous avons vu que les
motifs de piano sont plutét des accords que des notes isolées, nous remarquons que les
instruments se superposent plus que dans les sources d’apprentissage. Cela peut étre
di au fait que le nombre de motifs appris est trop important par rapport au nombre
de notes réellement présentes (40 motifs pour 15 notes, pour le piano). La redondance
de motifs permet alors de coder une plus grande diversité de formes, contribuant & une
plus grande proximité entre les dictionnaires.

La proximité des dictionnaires conduit méme & des confusions entre sources. Nous
pouvons le voir sur la figure 10.6. Il s’agit d’'un zoom sur une partie du mélange ou la
clarinette ne joue pas. En théorie, les motifs du dictionnaire de piano devraient servir
& représenter le piano. En réalité, sur cet exemple, une partie du signal de piano a été
décomposée avec des atomes formés par les motifs appris sur la clarinette, ce qui a
conduit a attribuer cette partie du signal & la clarinette.
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Forme d'onde de la source ORIGINALE de clarinette (source 1) Forme d'onde de la source ESTIMEE de clarinette (source 1)
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F1G. 10.6 — Confusion lors de ’estimation de la source de piano. Des atomes de clarinette
sont choisis pour représenter la source de piano. A gauche sont représentés les formes
d’ondes temporelles des sources originales de clarinette (haut) et de piano main droite
(bas), et & droite les formes d’ondes des sources estimées.

10.3.5 Conclusion

Le dernier exemple montre que la décision binaire d’attribution de la totalité d’un
atome & une seule source, dans 'algorithme DP, peut provoquer des interférences, alors
que nous avons vu au contraire, avec DUET, que I’attribution & une seule source peut
permettre un faible niveau d’interférences. L’avantage que posséde DUET vient en par-
tie d’un effet de lissage di a l'utilisation de la TFCT. En effet, comme nous ’avons dit
auparavant, toutes les cases temps-fréquence sont calculées et une décision, méme bi-
naire, sur une case peut étre compensée par les cases environnantes. Ce n’est en revanche
pas le cas avec les dictionnaires, puisqu’il n’existe pas forcément d’atomes voisins. Nous
reviendrons dans la partie expérimentale de la section suivante sur ce probléme de choix
trop brut.

L’expérience précédente montre quelques limites des dictionnaires appris pour la
séparation multicanale. Pour exploiter plus fortement le potentiel de l'apprentissage
de dictionnaires, il sera intéressant d’essayer des mélanges de sources plus éloignées
morphologiquement (percussions et instrument harmonique, par exemple). Il faudra
également envisager d’améliorer la capacité de décomposition des sources sur leur dic-
tionnaire associé. Cela peut étre fait par augmentation du nombre de motifs (mais nous
avons vu que cela peut augmenter du méme coup la proximité entre dictionnaires de
sources différentes), ou par utilisation de nouvelles déformations. Nous discuterons no-
tamment dans les perspectives de modéles hybrides, contenant une part de modélisation
statistique, pour les atomes.

Enfin, s’il est vrai que pour les mélanges linéaires instantanés multicanaux de signaux
sonores, DUET et BZ effectuent une bonne séparation pour un cott calculatoire trés
faible, de nombreuses autres configurations ne permettent pas de les appliquer tels quels.
Nous pouvons tout d’abord imaginer que pour des signaux peu harmoniques, la TFCT
s’avére moins appropriée que pour les signaux que nous avons traités. Pour des mélanges
convolutifs, DUET et BZ ne s’appliquent pas directement, en revanche le formalisme
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proposé a la section 10.2 fournit un algorithme de séparation qu’il convient d’évaluer.
Enfin, les algorithmes DUET et BZ étant basés sur la discrimination spatiale, il n’est
pas possible de les mettre en ceuvre pour des mélanges monocanaux. Nous évaluons
justement dans la section suivante ’algorithme DP sur les mélanges monocanaux.

10.4 Séparation monocanale sur des signaux synthétiques

Dans cette section, nous évaluons 'efficacité de la séparation de sources dans le cas
monocanal par Demixing Pursuit avec des dictionnaires structurés. Nous étudierons la
séparation d’un mélange monocanal de deux sources sonores synthétiques de type MIDI.

Il est nécessaire de disposer d’exemples séparés des sources pour apprendre les dic-
tionnaires nécessaires a la séparation. Le mélange & séparer est quant a lui effectué sur
des signaux de la méme nature, mais différents des signaux d’apprentissage. Nous dé-
terminerons la taille des signaux d’apprentissage nécessaire & une bonne généralisation,
comme nous l'avons fait précédemment & la section 9.6, mais en mesurant cette fois-ci
la capacité de généralisation en termes de qualité de la séparation.

Nous comparerons la qualité de la séparation avec celle obtenue avec un algorithme
de séparation monocanale performant, élaboré par Benaroya [Ben03| et repris par Oze-
rov [Oze06]. Cet algorithme est basé sur la modélisation par des mélanges de gaussiennes
des densités spectrales de puissance des sources découpées en trames, et sur la séparation
via un filtrage de Wiener adaptatif.

Pour comparer cette méthode avec DP, nous pouvons dire approximativement que
la taille des trames correspond & la taille des motifs des dictionnaires appris, et que le
nombre d’états dans le mélange de gaussiennes correspond au nombre de motifs appris.

10.4.1 Meétrique

Nous utiliserons les mesures de RSD, RSI et RSA comme dans la section précédente.

10.4.2 Principe de I’expérience

Deux signaux audio synthétiques de type MIDI sont découpés en deux parties. La
premiére partie est destinée a Papprentissage des modéles (dictionnaires pour la méthode
que nous proposons, paramétres de modeéles de mélange de gaussiennes (MMG) pour la
méthode de comparaison). La deuxiéme partie sert & créer le mélange de test.

Pour chaque source, les deux modéles concurrents sont appris pour différentes tailles
du signal d’apprentissage, ce qui permettra de mesurer 'importance de cette taille pour
la généralisation des modeéles. Nous imposons que le dictionnaire et le MMG comptent
autant de parameétres afin de permettre une comparaison équitable.

Nous appliquerons les deux algorithmes de séparation sur le mélange, pour chaque
taille du signal d’apprentissage. Les performances de séparation sont ensuite évaluées
en termes de distorsion, d’interférences et d’artefacts.
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10.4.3 Protocole détaillé

Signaux sources

Signal audio MIDI de clarinette (source 1) et de piano
(source 2). Concertino op. 26 pour clarinette et or-
chestre (réduction pour clarinette et piano), Weber.
Echantillonné & 16 000 Hz puis sous-échantillonné a
11 025 Hz.

Dictionnaire

K = 40 motifs de taille L,, = 512, soit 46.4 ms a
11 025 Hz. Nombre de paramétres : 20 480.

Deux modéles de mé-
lange de gaussiennes

Respectivement 32 et 64 états, et les signaux sont
découpés en trames recouvrantes de taille 512, soit
46.4 ms a 11 025 Hz. Nombre de paramétres : res-
pectivement 16 384 et 32 768.

Signaux d’apprentissage
(pour chaque source)

10 signaux de durée croissant exponentiellement entre
1.86 s et 3 m 06 s (soit 20 480 a 2 048 000 échan-
tillons, ou 1 & 100 fois le nombre de paramétres du
dictionnaire).

Sources de test

1 m 33 s, soit 1 024 000 échantillons.

Mélanges Somme des sources.
Critére d’arrét de MP, | lorsque le RSB atteint 20.
dans K-SVD

Parameétres de
rithme K-SVD

1’algo-

30 itérations, et pour chaque itération, une seule mise
a jour de chaque motif, sans mise & jour des coefficients
ni de lerreur.

Initialisation des motifs

tirage aléatoire gaussien, puis normalisation
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10.4.4 Reésultats

Pour chacun des trois modeéles appris sur les 10 signaux d’apprentissage (les dic-
tionnaires et les MMG a 32 et 64 états), nous avons effectué la séparation du mélange
monocanal. Précisons que le programme utilisé pour les MMG impose un nombre d’états
égal & une puissance de 2. C’est pourquoi nous avons entouré le nombre de motifs (40)
par les deux valeurs les plus proches (32 et 64).

Nous affichons sur la figure 10.7 les courbes moyennes du RSD, du RSI et du RSA,
pour DP et les algorithmes de séparation a base de MMG. L’abscisse correspond aux dif-
férentes tailles de signaux d’apprentissage (en nombre d’échantillons). Cette figure per-
met d’évaluer la capacité de généralisation des algorithmes d’apprentissage, en termes
de séparation. La généralisation est bonne si les performances de séparation ne sont pas
trop dégradées en passant du mélange d’apprentissage, formé des sources d’apprentis-
sage, au mélange de test.

Nous remarquons tout d’abord que les deux méthodes & base de MMG ont des
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Fi1G. 10.7 — Performance de la séparation des 10 mélanges d’apprentissage (gauche) et
de test (droite), mesurés en termes de RSD, RST et RSA moyennés sur les deux sources.

courbes quasiment superposées. Nous verrons par la suite, sur un exemple particulier
qu’elles peuvent différer localement. Globalement, en revanche, ’utilisation de 32 ou 64
états dans le MMG ne semble pas jouer beaucoup.

Pour les trois algorithmes, ’allure générale des courbes est logique, puisque la qualité
de séparation du mélange d’apprentissage diminue lorsque la taille des signaux d’appren-
tissage augmente, et dans le méme temps la qualité de séparation du mélange de test
augmente. Cela signifie qu’utiliser des sources d’apprentissage trop restreintes spécialise
les modeles appris sur ces données, alors qu’utiliser de longues sources d’apprentissage,
plus diverses, augmente les chances d’étre adapté & d’autres signaux de méme nature
(signaux de test).

Globalement, les distorsions sont dominées par les artefacts, puisque le RSA est in-
férieur au RSI (notez que le RSD est pratiquement égal au minimum des mesures RSI et
RSA). Si les deux modeéles (dictionnaire et MMG) semblent permettre une bonne sépa-
ration, en termes d’interférences, du mélange d’apprentissage, en revanche, ils semblent
limités par les artefacts qu’ils produisent (RSA de 26 dB pour MMG, et de 10 dB pour
DP, pour le plus grand signal d’apprentissage).

Cela rejoint, pour le modeéle avec dictionnaires, I'analyse faite dans la section pré-
cédente, ol nous supposions qu’augmenter le nombre de motifs et utiliser plus de pa-
ramétres libres dans les déformations permettrait de diminuer les artefacts de calcul.
Remarquons que le MMG peut étre vu, sans entrer dans les détails, comme un modéle
de dictionnaire de motifs appris sur le spectre pour lesquels la phase est libre, ce qui
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correspond a 512 paramétres libres dans notre cas. Le nombre de paramétres libres sup-
plémentaire explique donc en partie I’écart de 16 dB entre les RSA des modeéles avec
dictionnaire et avec MMG.

Il est difficile de comparer les performances entre le mélange d’apprentissage et de
test, puisqu’un écart d'un décibel entre deux RSD, par exemple, a plus d’importance
si le RSD vaut 10 dB que s’il vaut 50 dB. Nous pouvons tout de méme remarquer que
I’écart entre les méthodes avec MMG et la méthode avec dictionnaires se réduit, pour
passer d’environ 15 dB & environ 4 dB.

Pour analyser plus précisément les performances de DP sur le mélange de test,
regardons la figure 10.8, ol sont représentées les performances source par source, en
plus de la moyenne.

20
™ -O-clarinette -%-piano —— moyenne
e
o)
]
14
10 05 1 1.5 2
Taille du signal d'apprentissage x 10°

0.5 1 15 2

Taille du signal d'apprentissage x 10°

0.5 1 15 2
Taille du signal d'apprentissage x 10°

F1G. 10.8 — Performances de séparation du mélange de test par I’algorithme DP utilisant
un dictionnaire appris pour chaque source.

Intéressons-nous a la partie droite des courbes, correspondant & des signaux d’ap-
prentissage suffisamment longs pour assurer une généralisation suffisante. Nous voyons
que la source de clarinette estimée (rond) contient beaucoup plus d’interférences que la
source de piano estimée (croix), ce qui signifie qu’une partie du piano est attribuée a la
clarinette. La courbe du RSA est au contraire plus élevée pour la clarinette que pour le
piano, ce qui peut s’expliquer, en reprenant la discussion de la section précédente, par
le fait que le plan temps-fréquence de la source de clarinette contient moins de “trous”
que celui du piano. En effet, plus de la moitié des atomes sont attribués a la clarinette
(ceux qui codent la partie clarinette, plus une partie de ceux qui codent la partie piano).

Nous illustrons le phénomeéne d’utilisation d’atomes de clarinette pour coder la partie
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F1G. 10.9 - Formes d’onde des sources originales (gauche) et estimées par DP (droite)
de clarinette (haut) et de piano (bas). La clarinette est muette sur cet extrait, et le
piano est cependant codé en partie avec des atomes de clarinette.

de piano sur la figure 10.9. Sur cette figure sont représentées & gauche les formes d’onde
des sources originales de clarinette (haut) et de piano (bas). Seul le piano joue sur cet
extrait. A droite sont représentées les sources estimées avec l'algorithme DP.

11 est frappant de constater que la source estimée la plus énergétique est la source de
clarinette. Ainsi, les 80 premiéres millisecondes, soit environ deux motifs successifs, ont
été décomposées en majorité avec des atomes de piano, qui ont été attribués entiérement
a la source de piano selon le principe de DP. Les 300 ms suivantes sont presque entiére-
ment décomposées par des atomes de clarinette, qui sont donc attribués exclusivement
& la source de clarinette.

Cela signifie qu’il existe des motifs de clarinette plus corrélés avec le signal de piano
qu’aucun motif de piano. Une des raisons est que la note jouée, un fa (F5), n’est pas
présente dans le dictionnaire de piano (ni celui de clarinette, d’ailleurs) — voir la fi-
gure 10.5 (les dictionnaires sont les mémes). Rappelons de plus que les motifs de piano
contiennent des accords plutdt que des notes isolées, contrairement a la clarinette, ce
qui a peut-étre mené a considérer cette note isolée comme de la clarinette.

Précisément, la note F5 est présente dans la source d’apprentissage de piano — voir
figure 10.4 — et elle est présente également dans deux motifs de piano, dans lesquelles
elle est cependant minoritaire par rapport a d’autres fréquences. Dans le dictionnaire
de clarinette, la note F5 est présente dans deux motifs. Le premier est une sinusoide
correspondant & F4, et la note F5 est donc présente comme harmonique. Le deuxiéme
est un motif contenant deux fréquences correspondant aux notes F5 et G#5, mais la
deuxiéme fréquence est un peu plus marquée.

Ainsi, la clarinette est dotée de motifs permettant de représenter plus précisément
la note F5 que les motifs de piano, ce qui explique qu’ils aient été choisis par DP. Mais
puisqu’il existe tout de méme des motifs de piano qui représentent en partie F5, il serait
bon d’en tenir compte.

Une des principales perspectives d’évolution de DP est d’adoucir la décision, en
remplacant le choix binaire d’une source ou d’une autre, pour chaque atome, par un
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choix tenant compte de la capacité des motifs de chaque source & représenter le mélange.
Nous y reviendrons dans la conclusion.
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F1G. 10.10 — Formes d’onde des sources estimées avec le modéle de MMG & 32 états
(gauche) et & 64 états (droite), pour la clarinette (haut) et le piano (bas). La clarinette
est muette sur cet extrait (voir figure 10.9).

Cette perspective s’inspirera notamment du filtrage de Wiener utilisé dans 1’algo-
rithme de séparation & base de MMG. La figure 10.10 nous montre que ¢a ne permet pas
de résoudre totalement le probléme. En effet, pour le modéle & 32 états, les sources esti-
mées, représentées a gauche, sont assez proches des sources originales (voir figure 10.9),
et seuls deux “motifs” sont attribués en partie & la clarinette. En revanche, pour le mo-
déle & 64 états, une longue partie du mélange est attribué presque exclusivement & la
source de clarinette. Le filtrage de Wiener permet une décision douce, en partageant
chaque trame entre les deux sources. Sur cet exemple, le partage est largement en faveur
de la clarinette. Il ne faut donc pas tout attendre de ’adoucissement de la décision.

10.4.5 Conclusion et perspective

L’algorithme Demixing Pursuit utilisant un dictionnaire par source permet d’effec-
tuer la séparation monocanale d’un mélange de deux sources. Les performances sont en
deca de celles de 'algorithme concurrent, basés sur un modéle de MMG et un filtrage
de Wiener.

L’utilisation d’un modéle de mélange de gaussiennes permet d’augmenter le nombre
de parameétres libres par rapport au modéle de dictionnaire, puisque tous les parameétres
de phases sont libres. Parvenir & imiter d’une certaine maniére cette liberté par rapport
& la phase dans les dictionnaires, en allant plus loin que la simple déformation d’un
paramétre de phase, permettra certainement d’améliorer le pouvoir de modélisation des
sources et de diminuer les artefacts de calcul.

La différence entre les deux méthodes vient également de la maniére d’attribuer les
parties du mélange aux deux sources. Pour Demixing Pursuit, la décision est brutale
et consiste a attribuer totalement chaque atome a la source correspondant au motif
utilisé, tandis que pour l'autre méthode, le filtrage de Wiener attribue une partie de
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chaque trame aux deux sources, proportionnellement & la probabilité que la trame ait
été générée avec le modéle d’une source ou de l'autre.

A Técoute, les sources estimées par l’algorithme DP contiennent un léger bruit,
de type bruit blanc, qui vient certainement du rapport de phase imposé par le motif
temporel. Elles contiennent également du “bruit musical”, provenant de la décomposition
de type Matching Pursuit qui fait apparaitre et disparaitre des atomes, produisant
parfois des “accrocs”, tandis que les sources estimées par la méthode & base de MMG
sont