N

N

Effets des choix institutionnels d’enseignement sur les
possibiblités d’apprentissage des étudiants. Cas des
notions ensemblistes fonctionnelles dans la transition
Secondaire/Supérieur
Ridha Najar

» To cite this version:

Ridha Najar. Effets des choix institutionnels d’enseignement sur les possibiblités d’apprentissage
des étudiants. Cas des notions ensemblistes fonctionnelles dans la transition Secondaire/Supérieur.
Mathématiques [math]. Université Paris-Diderot - Paris VII; Université Virtuelle de Tunis, 2010.
Francais. NNT: . tel-00564191

HAL Id: tel-00564191
https://theses.hal.science/tel-00564191
Submitted on 8 Feb 2011

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00564191
https://hal.archives-ouvertes.fr

Université Paris Diderot (Paris 7)

ECOLE DOCTORALE
Savoirs scientifiques : épistémologie, histoire des
sciences, didactique des disciplines (ED 400)

Theése en co-tutelle
Pour I'obtention du titre de

DOCTEUR DE L'UNIVERSITE PARIS-DIDEROT, PARIS 7
&
DOCTEUR DE L'UNIVERSITE VIRTUELLE DE TUNIS

Spécialité : Didactique des mathématiques

Présentée et soutenue publiquement
Le 12 novembre 2010
par :
Ridha NAJAR

Effets des choix institutionnels d’enseignement sues
possibilités d’apprentissage des étudiants

Cas des notions ensemblistes fonctionnelles damnaraition
Secondaire/Supérieur

Directeurs de thése :
Michéle ARTIGUE & Houcine CHEBLI

Jury :
Michele ARTIGUE Professeur, Université Paris Diderot
Houcine CHEBLI Professeur, Université de Tunis El Manar
Hikma SMIDA Professeur, Université de Tunis El Manar
Viviane DURAND-GUERRIER Professeur, Université de Montpellier 2
Jean-Baptiste LAGRANGE Professeur, Université de Reims
Belhassen DEHMAN Professeur, Université de Tunis El Manar

Université Virtuelle de Tunis
(ISEFC)

Directeur
Directeur
Rapporteur
Rapporteur

Président

Examinateur



Résumé

Se situant principalement dans le cadre de la itné@mthropologique du didactique mais tirant apssti de
travaux relevant d’approches cognitives sur la siton lycée-université notamment, notre thése \ase
comprendre et a expliquer les difficultés liées'eindeignement et I'apprentissage des notions ersteh
fonctionnelles dans la transition enseignement redmioe (ES)/Classes préparatoires scientifiquesS{¢Rn
Tunisie. La thése s’articule autour de trois momessentiels :

- une étude des rapports des institutions ES etLl@RBS notions ensemblistes fonctionnelles ;

- une étude des rapports personnels des étudiartaaiions ensemblistes fonctionnelles a la fin degles
secondaires et de leur évolution au fil de la péeenannée des classes CPS1 ;

- la conception, implémentation et analyse d'ungémerie didactique visant a remédier aux diffiésilt
constatées.

S'appuyant sur des critéres d’ordre anthropologieppruntés aux travaux de Bosch et al. sur laitrans
lycée-université mais aussi sur la notion de nivdaumise en fonctionnement des connaissances (fRabda
distinction entre modes procédural et structurigltdivention du savoir, I'étude des rapports desititions ES
(programmes de 1998) et CPS1 aux notions ensepwlighctionnelles met en évidence une rupture dasre
environnements praxéologiques mis en place darunbkades deux institutions et permet de la caliaetéElle
montre aussi un manque de cohérence dans l'institiS en ce qui concerne la structuration du saaiosi
gu’'un écart important entre le topos de I'enseigretncelui de I'éléve au niveau du discours techgialbo-
théorique.

Pour I'étude des rapports personnels des étudien@PS1 aux notions ensemblistes fonctionnellds é&tur
évolution, nous nous sommes appuyés sur deux thstsdiagnostiquesoumis a deux classes le premier jour de
la rentrée universitaire, I'autre é/aluationpassé apreés deux trimestres d’enseignement. Lalisgmnostique
montre chez ces étudiants, choisis parmi les nuedllbacheliers, une fragilité dans les connaissath@oriques
relatives aux notions ensemblistes, des difficuitéss 'usage et la gestion du symbolisme mathéumatié a
ces notions et dans la réalisation de taches noilidaes. Le test d'évaluation met en évidence pegres
notables sur le plan de la connaissance du same&igné et des possibilités de mobiliser ce sadairs des
taches familieres et moins familieres. Il montrpareant également la persistance de difficultécawmnt
notamment l'usage et la gestion du symbolisme magli§ue et la mise en ceuvre du savoir enseigné ldans
résolution de problemes (mise en relation des desyredaptation des connaissances au contexte aletics
identification de pas de raisonnement non indiquéy, Il permet aussi d'identifier d’autres diffi¢ébk, dues
notamment a la multiplicité des points de vue desguels se présentent les notions fonctionneiendes
cadres d’étude.

Ces résultats montrent les difficultés que renemtces étudiants, malgré leur motivation et léwssite
scolaire antérieure, d'une part pour dépasseruptires et dysfonctionnements mis en évidence biénsle
institutionnelle, d’autre part pour répondre auigerces de travail de l'institution CPS1. Ceci@stfirmé par
les réponses des étudiants a un questionnairet\aésg&tudier I'effet de leurs modes de travail pernsd et
l'influence des contraintes institutionnelles seurs possibilités d’apprentissage. A partir deréssiltats et en
s’'appuyant sur les travaux de Castela concernantdmposantes pratiques des technologies nous avogs
et expérimenté une ingénierie didactique visanermédier a ces difficultés. Cette ingénierie, biem ¢rés
contrainte et limitée a quelques séances, a pattoigenir des progrés sur le plan de la mise enreedes
connaissances dans I'exploration stratégique dgpdee de résolution, de la rédaction et de I'etqtion des
ressources sémiotiques mises en jeu dans les prekléDes difficultés persistent néanmoins concértan
manipulation du formalisme symbolique dans des esgons particulierement complexes et la possbd
procéder a des changements de points de vue adéhliagénierie a aussi permis de montrer la difié que
rencontrent les étudiants a prendre en compteaeffiment les spécificités du travail fonctionnelsincadre
linéaire.

En guise de conclusion, notre recherche montre,s neemble-t-il, la pertinence d'une approche
anthropologique institutionnelle dans la mise eidémwce et la compréhension des difficultés réstltin
discontinuités dans les choix d’enseignement déism®oensemblistes fonctionnelles entre le Sedondd le
Supérieur, met en évidence le role essentiel quenjple monde ensembliste et les ostensifs assdeigs
l'activité mathématique fonctionnelle a I'universitet la nécessité de prendre en charge de fagsregplicite
'enseignement des moyens de gestion des resscsgo@stiques et des connaissances d'ordre praéigyeu
dans la résolution des problémes.

Mots clés: transition Secondaire/Supérieur, notions ensestasli fonctionnelles, praxéologie mathématique,
résolution de problémes, composantes théoriquépeat’une technologie.
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Introduction et problématique

|. Introduction

Un parcours professionnel de plus d'une vingtairenmie dans I'enseignement, au
Secondaire puis dans les classes préparatoirastigiees, nous a permis de constater les
difficultés que rencontrent les éléves et étudiartsnisiens) dans l'usage des notions
ensemblistes et du formalisme mathématique danpftatique des mathématiques, et ceci au
fil des réformes qui se sont succédées depuis caie mathématiques modernes dans
'enseignement secondaire tunisien. Une premiesowi globale qui ressort de notre
expérience d’enseignement, nous conduit a sitiiegihe de ces difficultés a deux niveaux :

Le premier niveau concerne l'écologie des noti@mmsemblistes et de logique dans
I'institution du Secondaire :

Les notions ensemblistes et les éléments de logiqueont vu leur apparition dans
'enseignement secondaire avec la réforme des ‘&natiques modernes” dans les années
soixante dix, n'ont pas completement disparu dass rEformes ultérieures qui lui ont
succédé, comme ce fut le cas pour les structugébrdjues et I'algebre linéaire. L'institution
du Secondaire a choisi de garder I'usage de césnsatout en modifiant leur écologie. Elle
recommande ainsi de les introduire dans différédmésnes d’étude, au fur et & mesure des
besoins d’enseignement, tout en stipulant de nelgmsonsidérer comme des objectifs
d’apprentissage et d’éviter tout exposé générat@orant ces concepts.

Cette situation crée une certaine ambiguité irgiitnelle quant a I'importance a accorder
aux dites notions dans I'enseignement et laisseHes sous la responsabilité du professeur
de lycée et l'influence de ses rapports personaalss objets de savoir. L'éleve se trouve
ainsi d’'une année a l'autre contraint de manipdés notions et des symboles introduits sur le
tas et au gré des besoins, et souvent sans gqardals ces notions ne soit clarifié. L'absence
de moments d'étude spécifiques visant a travasllerle sens des notions ensemblistes et de
logique introduites et sur l'utilisation du symlsstie associé ne semble pas donner des
résultats satisfaisants. Ainsi n’est-il pas rarerelecontrer de nouveaux bacheliers, ayant
obtenu le baccalauréat avec mention, ne pas powoiner une définition correcte des
notions d’application ou de bijection, ou confondrgersection et réunion, image et
antécédent, implication et équivalence...

Le deuxiéme niveau ou nous situons a priori I'aregdes difficultés est celui de « I'obstacle
du formalisme » dans l'institution du supérieur :

! Nous désignerons toujours par « éléve » un apptenaniveau Secondaire (Lycée) et par « étudiamt »
apprenant au niveau Supérieur (Université).
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A l'entrée a l'université, les enseignants du igo# considérent généralement que les
concepts de base de la théorie des ensembles eigles élémentaires de logique ont été
suffisamment manipulés par les nouveaux étudiaats deur cursus Secondaire, pour leur
étre devenu familiers. lls supposent de ce faitlgaeconnaissances associées sont acquises.
Ceci conduit a passer souvent rapidement sur leniprechapitre du cours d'Algébre,
traditionnellement consacré a I'étude de ces netit de certaines de leurs extensions. Plus
généralement, le symbolisme mathématique utilisés deanseignement des mathématiques
formelles du Supérieur n'est pas considéré commenjau explicite d’enseignement. On
suppose souvent que son usage par les étudiadis s@i s'ils ont compris les notions qui y
sont engagées et qu'il n'est pas nécessaire datthcher une attention particuliere. Cet état
meéne les étudiants a développer des mécanismeavad peu réfléchi concernant I'usage du
symbolisme mathématique, les conduisant souveas abistacles difficiles a surmonter.

Ce constat, n'est pas spécifigue au systéeme dgmseient tunisien, dans leurs travaux sur
'enseignement de l'algebre linéaire a I'universiBorrier, Sierpinska et al. ont pointé de
telles difficultés, qu'ils désignent pard’ebstacle du formalisme. Sierpinska et al. précisent
(1999, p. 19:

« L'obstacle du formalisme se manifeste chez lediggtts qui operent sur la forme des
expressions, sans considérer ces expressions cdesamt référence a autre chose qu'a
elles-mémes. Un des symptdomes en est la confustom différentes catégories d'objets
mathématiques ; par exemple, les ensembles satgistcomme des éléments d'ensembles, les
transformations comme des vecteurs, les relatiomsnoe des équations, les vecteurs comme
des nombres, et ainsi de suite. L'obstacle du fisma fait produire aux étudiants un
discours qui a les apparences du discours utiliaé lgnseignant ou le manuel. Pour étre
efficaces en tant qu'étudiants, ceux-ci vont soudéuelopper des automatismel de ces
automatismes est de construire une matrice et dédaire a chaque fois gu'ils le peuvent,
guelle que soit la question qui leur est demandée

Cette situation nous a incités a consacrer notesethd I'étude des effets des choix
institutionnels concernant lI'enseignement des mngtiensemblistes et du formalisme
mathématique, dans la transition Secondaire/Supésar les possibilités d’apprentissage des

étudiants entrant a I'Universite.
Il. Délimitation du sujet de la thése et premiére édrmulation des questions de recherche

L'omniprésence du formalisme mathématique dangifé&rents domaines mathématiques
enseignés dans le Supérieur et son interventionslés niveaux de l'activité mathématique,
nous incitent, pour des raisons d'efficacité etfftteence de la recherche, a délimiter le
champ des notions mathématiques sur lequel nousrngonotre travail et a circonscrire le
domaine d’activité ou nous menons nos observagbm®s analyses. En méme temps, cette
délimitation doit tenir compte de la transition 8edaire/Supérieur, dimension essentielle de
notre problématique. Pour ces raisons, nous cBoisss pour notre these l'étude de

2 Traduction. Tanguay, 2002, p. 37.
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I'enseignement des notions fonctionnelles dans despect ensembliste et algébrique, et les
formes d'intervention de ces notions dans l'acdide résolution de probléme. Ce choix se
justifie par les deux facteurs suivants :

Le premier facteur concerne le choix des notiomstionnelles :

Les notions d’application et de fonction et lesiowd ensemblistes qui leur sont rattachées
(bijection, bijection réciproque, image d'un ensémbimage réciproque...) sont forts
présentes dans I'enseignement secondaire comme |@arseignement supérieur. Leur
intervention dans les différents domaines mathéquas, les possibilités qu’elles offrent pour
unifier certains thémes d’étude (classes de fonstiotransformations géométriques,
morphismes de structures algébriques...), I'éconatrigensée qu’elles permettent dans la
résolution des problemes (résolution d’équationsndfert et conservation de propriétés,
recherche d’ensembles de points, modélisation...yr lattribuent, avec d’autres
fonctionnalités, une grande importance dans I'gmeehent des mathématiques, au
Secondaire comme au Supérieur. De plus, l'usagecade notions, d'un point de vue
ensembliste et algébrique (y compris celui de €hhg linéaire au Supérieur), fait souvent
intervenir d’autres objets de la théorie des en$esnét met en ceuvre tout le langage et le
symbolisme ensembliste et de logique. Ces congidasafont des notions fonctionnelles un
candidat privilégié pour I'étude de notre probléiaae.

Notons que les études didactiques relatives auepbrle fonction abondent. Ces études se
sont intéressées a plusieurs aspects et divers di@ece concept : conception de I'objet
fonction chez les éléves (Vinner, 1989 ; DubinskyHarel, 1992) , rdles que jouent les
différents registres de représentations sémiotiguasiérique, algébrique, graphique, tableau
de variation) dans l'opération de conceptualisateindans la résolution de problemes
(Chauvat, 1999 ; Maschietto, 2001 ; Rogalski, 19¢@de de propriétés analytiques et/ou
topologiques (limite, dérivée, différentielle, tamge...) liées aux fonctions (Cornu, 1983 ;
Artigue 1993 ; Bloch, 2000 ; Praslon, 2000 ; Ghesie2008).

En ce qui concerne notre recherche, nous nouggséns aux formes d’intervention et aux
modes d'usage des notions fonctionnelles, parépoeiinent dans leur aspect ensembliste et
algébrique, dans la résolution des problémes. Barmontexte, nous nous restreignons dans
I'institution du supérieur aux notions fonctionmsllétudiées dans le cours d’Algébre (aspects
ensemblistes et leurs extensions en algébre dastwss et en algébre linéaire). Nous
écartons par conséquent de notre travail I'étudepdepriétés analytiques et topologiques de
ces notions.

Le deuxieme facteur concerne I'activité de résotutle problemes :

Le rble que joue la résolution de problemes dadaboration des connaissances
mathématiques et le développement des habilitédldotuelles des sujets lui assigne une
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place primordiale dans l'apprentissage des mathéoest. Des courants pédagogiques
(commele courant du Problem Solvihd'adoptent méme comme moyen d’enseigner les
mathématiques. Son importance institutionnelle jgrtvaussi du fait qu’elle constitue (dans
le systeme d’enseignement tunisien, comme dangephgsautres systémes) la base de
'évaluation en mathématiques a tous les niveaux|'eeseignement, du Primaire au
Supérieur. La réussite des éleves et étudiants athématiques se trouve ainsi étroitement
liée a leur possibilité de mettre en ceuvre les issemseignés au service de la résolution de
problémes.

En didactigue des mathématiques, la résolutionrdielgmes constitue un large champ de
recherche. La variété des facteurs dont dépen@etivité de résolution de problemes et leur
complexité a conduit les chercheurs a adopter ¢esoaehes diverses pour son étude :
modélisation logique (Durand-Guerrier, 1996 ; Duak&uerrier et Arsac, 2003), approche
cognitive (Duval, 1995, 2000, 2003), preuve et déstiation (Arsac, 1996 ; Balacheff,
1988) ; mathematical thinking and problem solviri@cHoenfeld, 1985. Dubinsky, 1991 ;

Barnard & Tall, 1997, Tall, 2002)...

Notre propos dans cette recherche n’est pas de lmoiisr a 'une de ces approches, ni
d’étudier I'activité de résolution de probleme anttque telle. Nous nous intéressons plutot a
identifier les difficultés éventuelles qu’éprouvées étudiants dans l'activité de résolution de
problemes, dues a l'usage du symbolisme mathénegatayleurs sources et aux moyens de
remédier a ces difficultés. Comme nous I'avonsqodiau début, nous nous intéressons dans
ce contexte particulierement aux effets résultaets choix institutionnels dans la transition
Secondaire/Supérieur concernant I'enseignemenndiésns ensemblistes et fonctionnelles.
Nous nous référons dans notre travail a certairss tdievaux cités ci-dessus, gue nous
préciserons ultérieurement.

Choix de la population d’étude

Pour la partie expérimentale de cette rechercheis navons choisi de mener les
expérimentations avec nos étudiants de premiéréeades classes préparatoires scientifiques
de linstitut préparatoire aux études d’ingéniedis Tunis (filiere MP : Mathématiques-
Physique). Deux facteurs nous ont suggéré d’adaptehoix :

Le premier facteur est lié a notre objectif de s¥che. Pour mener a bien I'étude des effets
des choix institutionnels sur les rapports des iétid au formalisme mathématique, nous
sommes amenés a atténuer, autant que faire se lpswtffets des divers autres facteurs
(sociaux, psychologiques, cognitifs...) intervenaauslles processus d’apprentissage. De tels
facteurs se répercutent naturellement sur la ntodivades étudiants, leur intérét aux
mathématiques et peuvent de cette maniere fortemfiuncer les résultats expérimentaux
de la recherche. Les étudiants de la filiere MP dasses préparatoires scientifiques sont
sélectionnés parmi les meilleurs bacheliers dedtian "Mathématiques” du Secondaire. Les
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mathématiques constituent aussi la matiere de tase les deux années d’étude dans les
classes préparatoires, et le classement des éfsidlans le concours sanctionnant le cycle
préparatoire, pour l'entrée aux écoles dingéniewst fortement conditionné par leurs
résultats dans I'épreuve de mathématiques. Cesuiactont que les sujets de cette institution,
en plus d'étre de bons bacheliers, sont fortemamestis dans le projet institutionnel
d’enseignement/apprentissage, et le systeme dewmsanctionnant leurs études les incite a
déployer le plus d'efforts possibles pour réusBmur ces raisons, nous considérons que les
étudiants de cette institution constituent une faipan se situant dans des conditions
favorables pour les expérimentations visées.

Le deuxiéme facteur qui a motivé notre choix coneefa réalisation de la partie
expérimentale de la recherche et les contraintg#utionnelles qui pésent sur la possibilité
d’effectuer les expérimentations.

La partie expérimentale de notre recherche, ques rd®iaillerons ultérieurement, est
composée de trois parties essentielles : test dgtigoie, test d’évaluation et ingénierie
didactique. La réalisation de ces différentes erp&Emtations requiert une certaine
disponibilité de la part des étudiants et de lenseggnant, une bonne connaissance de
'enseignement dispensé, des aménagements hoinesgue des interventions au niveau de
'enseignement. Or, nous avons trouvé difficilejreoméme impossible, de satisfaire ces
conditions avec des étudiants autres que les nétres pour diverses raisons. D’une part, il y
a le temps que doivent consacrer, enseignant ediaéts, a la réalisation des
expérimentations, chose difficile a concilier dame classe préparatoire avec les contraintes
horaires, d’'autre part, le fait qu’il n’y a pas ene de tradition d’études didactiques dans nos
institutions universitaires, ce qui rend difficitee convaincre enseignants et/ou étudiants de
I'intérét de telles études et de les amener a adlaun projet de recherche didactique.

Pour contourner toutes ces difficultés, nous av@té contraints de mener les
expérimentations avec nos propres étudiants, d&éndé test d’évaluation dans I'évaluation
ordinaire de la classe et d’effectuer I'ingéniatidactique avec un groupe réduit d’étudiants
volontaires, en donnant aux cing séances d’ingénlerstatut de séances de soutien et de
consolidation de niveau.

Les questions de recherche

Compte tenu des facteurs que nous venons de prédéerminant I'environnement
thématique et expérimental de notre recherche, ndestons notre travail de thése autour
des guestions suivantes :

1) Quelles sont les notions fonctionnelles et lesongtensemblistes associées, étudiées dans
'enseignement secondaire (ES) ? Comment est mgégur enseignement et quelles sont les
formes de leur intervention dans les exercicesailpmes ?
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2) Comment est organisé I'enseignement de ces notians l'institution de premiére année
des classes préparatoires scientifiques (CPS1)édel@uevolutions subissent-elles dans les
différents themes d’étude, et quelles sont les ésrige leur intervention dans les exercices et
problemes ?

3) Quelles connaissances ont les étudiants a pragmadations ensemblistes fonctionnelles a
la fin de leurs études secondaires ?

4) Comment évoluent les rapports des étudiants atismsoensemblistes fonctionnelles et au
symbolisme mathématique dans l'institution CPS1 ?

5) Quelles sont les difficultés éventuelles qu’épentvies étudiants dans I'activité de
résolution de probleme, dues a l'usage des notiomstionnelles et du symbolisme
mathématique ? A quel niveau se situent ces difispet quelles sont leurs origines ?

6) Quelles actions didactiques peut-on entreprendte pider les étudiants a surmonter les
difficultés observées ?
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Chapitre 1 : Cadres théoriques et orgasation de la thése

Dans ce chapitre nous décrivons en premier liess&rtiel des cadres théoriques auxquels
nous avons eu recours dans notre travail. Ceudgpsient conjointement sur des travaux de
I'école francophone de didactique des mathématiguekes travaux anglophones concernant
la construction des connaissances mathématiquela gtensée mathématique avancee
(Advanced Mathematical Thinking (AMT)). Nous évoqgoensuite un ensemble de travaux
de didactigue des mathématiques menés dans dagsgpi se sont intéressés aux difficultés
d’enseignement et d’apprentissage résultant derdasition Secondaire/Supérieur. Nous
finissons en précisant I'organisation généraleadbése.

|. Cadres Théoriques

Pour répondre aux questions de notre recherches aoons eu recours a divers outils
eémergeant des recherches en didactique des maiféesatLa théorie anthropologique du
didactique constitue le cadre général des analgses nous effectuons concernant les
contenus mathématiques, les rapports institutieneeles rapports personnels aux objets de
savoir enseignés. Pour étudier les différentes dernd’'usage des connaissances
mathématiques et les apprentissages en jeu darssdéution de problemes, nous nous
référons d’'une part aux travaux de Dubinsky dansaldre de la théorie APOS et de Tall
distinguant trois mondes mathématiques concerraaobhstruction et 'usage des concepts
mathématiques chez un sujet, et d’autre part ataitr@e Robert concernant la mise en
fonctionnement des connaissances mathématiquedadasolution des problémes.

I.1. Théorie anthropologique du didactique

La Théorie Anthropologique du Didactique (TAD),tiée par Chevallard (1989), situe la
didactique des mathématiques dans le vaste charfipntleropologie, c’est a dire de I'étude
de 'homme en général. Cette approche suppose gumrictionnement des systémes
didactiques est conditionné par celui des instingide la société dans laquelle ces systemes
prennent place.

[.1.1. Termes primitifs : Objet, Individu, Institut ion, Rapport au Savoir

Le point de départ de I'approche anthropologiqueges « tout est objet » I'école, le
professeur, le savoir, 'apprentissage, la fonctagarithme... L’auteur distingue néanmoins
trois types d’objets particuliergndividu X, institution | (école, séance de cours, séance de
travaux dirigés, famille, systéme éducatif, etd.)Jes positiongp qu’'occupent les individus
dans les institutions. Un objétde savoir existe dés lors qu’un individwou une institution
reconnaitO comme existant. On dira qie(ou l) connaitO. Plus précisémen existe pour
X s'il existe unrapport personnelde X a O (noté R(X,0)). Ce rapport personnel est
'ensemble des interactions gepeut entretenir ave® (le manipuler, I'utiliser, en parler, y
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réver, etc.). De méme, un obf@tde savoir existe pour une institutigrs’il existe unrapport
institutionneldel a O en une positiop (notéR, (p,0)). Ce rappork énonce, en gros, ce qui
peut se faire dans | avec O, comment O y est mjslerou encore, en termes imagés, ce
gu’est le destin de O dans I(kbid., p. 213). Le rapport institutionnel de&x O est considéré
comme le rapport @ dusujet idéaldel.

Chevallard précise« Tout savoir S est ainsi attaché a une institutiaa moins, dans la
guelle il est mis en jeu par rapport a un domaimerdalité D. Le point essentiel est alors
gu’un savoir n’existe pasn vacug dans un vide social : tout savoir apparait, amoment
donné, dans une société donnée, comme ancré dar@miudes institutions. fbid., p. 213)

Selon cette approche, les objets n’existent pagwl@amémes, mais sont des produits
institutionnels qui émergent des systemes de prgiqqui les caractérisent dans les
institutions. Pour un obje® ayant une existence au sein de deux institutioes I’ (I
représentant pour nous I'enseignement secondaitiniversité etO I'objet « fonction », ou
'objet «langage ensembliste»), les différencesreemapportR(p,0) a l'objet O dans
l'institution | et rapportR; (p’,0) dans l'institutionl’, vont amener un sujét en transition de
(I, p) vers(l', p’ ) a modifier son rapport personre(X,0)de facon a ce qu'’il devienne le
plus conforme possibleRy(p,0).

Dire que X est unbon sujetde | en positionp, c’est dire queX arrive a modifier ses
rapports personneR(X,0)aux objetsO qui existent pout en positionp, de maniéere a ce
gu’ils s’approchent le plus possible aux rappardiiutionnelsR(p,0). Dans le cas contraire,
X sera qualifié denauvais sujet

Selon cette perspective, il n'existe pas de « kagpart »universela un objet donné,
reconnu comme tel pour toute institutiddon sujetet mauvais sujehe renvoient plus a la
bonne et mauvaise connaissance d’un objet parjeh #a sont seulement des appréciations
de la conformité du rapport personrR(X,0) au rapport institutionneR(p,0): « une
personne Y appelée a juger la connaissance qu’apengonne X d’'un objet O ne sait guére
qgu’apprécier la conformité du rapport personnel R§X au rapport institutionnels |ip,0),
ou p est la position que X est censée occuperiawsd » (Chevallard, 2003, p. 4)

Ces considérations ne sont généralement pas peisesompte par linstitution du
Supérieur, qui, constatant les difficultés que oerient les nouveaux bacheliers (méme les
bons) au début de leurs cursus universitaire a asdooner aux exigences du travail
mathématique dans le Supérieur, met souvent ere causiveau faible des étudiants ou une
inadéquation de la formation dispensée dans [ingth du Secondaire aux besoins du
Supérieur. Aussi, les nouveaux étudiants de ltmstin Supérieur, et particulierement ceux
des classes préparatoires, acceptent-ils mal Issdaipectaculaire des notes qu’'on leur
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attribue dans les devoirs et exanfegtsne comprennent pas pourquoi les connaissandiés q
ont apprises tout au long de I'enseignement sedanaaéme s'ils y ont excellé, ne les aident
pas (ou que peu) dans leurs études supérieuresndas situant dans I'approche
anthropologique, notre these tente donc d’idemtifies caractéristiques des rapports
institutionnels dans chacune des institutions ES C&S1 (pour les objets notions
fonctionnelles et langage ensembliste) et d'étudams quelle mesure ces caractéristiques
peuvent expliquer les décalages d’évaluations gbser

1.1.2. Praxéologies mathématiques — Praxéologieddrctiques

Pour Bosch et Chevallard (1999, p. 83)le savoir mathématiqueen tant que forme
particuliére de connaissances, est le fruit deti@e humaine institutionnelle : c’est quelque
chose qui se produit, qui s'utilise, s’enseigne plus généralement se transpose dans des
institutions » Pour étudier les pratiques institutionnelles treé® a un objet de savaoir,
Chevallard propose de modéliser I'activité mathémoat en termes drganisations
praxéologique®u praxéologies

Une praxéologie est un quadrup['étr,e,@] , formé de :

- Une tacher : c’est un construit institutionnel qui s’exprimarpun verbe diviser un entier
par un autrecalculer la valeur d’'une fonction en un point, étudier neergence d'une
suite... Souvent, pour analyser une praxéologie grompe des taches d’'un méme type dans
une méme catégorie appetgpe de taches

- Une techniquel : c’est une maniére de faire ou de réaliser ucteetéle type T.

Pour un individu X, un type de tacheest soitroutinier (si X dispose d’'une technique
relatve a T) soit problématigue (dans le cas contraire). La notion de
problématique/routiniéren’est pas absolue, elle dépend et de l'individu esli appelé a
accomplir la tache T et du "vieillisseméehtle la praxéologie dans le temps d’enseignement.
La partie [T,T] représente selon Chevallard, le bfmatico-technique usuellement appelé
savoir-faire.

- Une technologied : c’est un discours rationnel ayant pour objejusgifier la techniquer,
et/ou de la rendre intelligible. La forme de ratibi® mise en jeu pour une technolode

% Généralement, ces étudiants sont habitués a dedies bonnes notes en mathématiques dans le dzéeon
Pour les étudiants de premiere année MP de l'lngbitéparatoire aux études d'ingénieurs de Tunispaus
avons mené nos expérimentations (année univeesR8in6/2007), la plupart d’entre eux (environ 70Q &b eu
une note supérieure ou égale a 17 sur 20 en matilyées au Baccalauréat (pour les 30 % autres, ta est
située entre 15 et 17). Les moyennes des notesat@matiques de ces étudiants en premiere annédadsss
préparatoires dans les trois trimestres de l'arum@eersitaire sont respectivement de : 8,87 ; £8490,63.
Notons cependant que, dans l'institution « Claggpdtatoires », le classement compte d’avantagéegumtes
brutes.

* Selon Chevallard : kes praxéologies vieillissent : leurs composanétiyues et technologiques perdent de
leur crédit et deviennent opaques, tandis que éelsnologies nouvelles émergent qui, par contrgsietent a
suspecter d’archaisme les techniques établigShevallard, 1998)
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varie selon l'institution, et en une institutionra@e, au fil de son histoire. Une technologie
peut aussi avoir pour fonction la production d’'t@ehnique.

- Une théorie® : c’est une technologie de la technolo§ie

En effet, une technologi® doit elle-méme étre produite, justifiée et intghie, ce réle est
assuré a son égard par la thé@®e Généralement une théorie se distingue d’'une tdobie
par le fait qu’elle a une généralité plus grandeijs parfois les deux niveaux engendrent des
résultats équivalents. On parlera alors dans cedoasiveau (ou du blochechnologico-
théorique

Dans le cas ou les composants T, 6 et © d'une praxéologie sont de nature
mathématique, on parle deraxéologie mathématiqueou dorganisation mathématique
(OM). « Un complexe de techniques, de technologies ¢héwies organisées autour d’'un
type de taches forme une praxéologimctuelle L'amalgamation de plusieurs praxéologies
ponctuelles créera une praxéolodiecale ou régionale ou globalg selon que I'élément
amalgamant est, respectivement, la technologiethé&orie ou la position institutionnelle
considérée » (ibid., p. 86). Si nous considérons, par exemplenskignement des
mathématiques au lyc&¢en Tunisie), nous pouvons parler d’organisatiprexéologiques
ponctuelles autour de la résolution d’'un systémdeale équations a deux inconnues et d'une
organisation locale, autour de la résolution ddédihts types de systemes linéaires a
éguations ep inconnues. A l'université, ces praxéologies petnan réunir autour d’'une
praxéologie régionale relative a la théoriapplications linéaires et espaces vectoriglset
autour d'une praxéologie globale si nous consid&fatgebre linéairecomme un domaine
dans lequel la résolution des systémes linéairespecune position institutionnelle.

Une praxéologie mathématique étant construiteplarte alors de savoir :
- Comment étudier cette praxéologie ?

- Quel réle doit jouer chacun des individus (éleymsfesseur, etc.) d’'une institution donnée
pour accomplir les taches constituant cette pragel?

La réponse a ces questions se traduit pour Chedghlar la mise en place de ce qu'il
appelle praxéologie(ou organisatior) didactique

Chevallard considére que les taches didactiques dganms un certain nombre de contextes,
coopérativesen ce sens qu’elles doivent étre accomplies dabowation par les différents
acteurs d’'une institution. Cependant, il est parfoossible qu’un individX de linstitution
soit appelé (momentanément) a réaliser une padigsftache) d'une tachel en autonomie
relative par rapport aux autres individus. L’ensende ces taches, sous-ensemble du role de

° Eléve de 15/16 a 18/19 ans
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X, lorsqueT est accomplie selon une techniqueest nommé alors eposde X dans la tache
T.

« L'une des difficultés didactiques les plus ordiea et les plus pressantes pour un
professeur est celle qu’il rencontre podonner une place aux éléveg’est a dire pour
créer, a leur intention, et & propos de chacun tlesnes étudiés, uiopos approprié, qui
donne a I'éléve le sentiment d’avaimn vrai role a jouer». (Chevallard 1998)

En mathématiques, la transition Secondaire/Supégeparticulierement ES/CP%1 est
caractérisée, entre autres choses, par des badevents dans l'organisation générale du
couple (cours/exercices) et dans les rapports edqtinéorie » et « pratique ». Ceci entraine
naturellement des changements au niveau des ergeahe travail des étudiants et des
modifications dans le®posrespectifs des enseignants et enseignés.

Dans l'enseignement secondaire, le cours est (denfagénérale) dépouillé de toute
problématisation théorique, les concepts et théesesont présentés sous l'angle de la
fonctionnalité et sont illustrées par de nombrewggsications. Les éleves, dont le travail est
essentiellement axé sur la résolution d'exercicaglés et relativement stéréotypés, se
soucient peu des démonstrations données dansrg cau les techniques et démarches mises
en jeu dans un grand nombre de ces démonstratiérertent de ce dont ils auront besoin
dans les exercices et problémes. En classe teehipaiticuliérement, il n’est pas rare de
trouver des enseignants qui préferent remplacerdéesonstrations de théoremes par un
travail sur les exercices qu'ils trouvent mieux éame de contribuer a préparer les éléves a
'examen de Baccalauréat. Le travail des démomshstqui donne lI'occasion d’accéder a un
certain niveau théorique et de formalisation matitéue, se trouve ainsi marginalisé par
I'institution du Secondaire et reste, généralemennfiné dans léoposdes enseignants.

En revanche, dans les classes préparatoires §igees, il est bien connu que I'étude du
cours joue un role central dans le travail persbdas étudiants et qu’il devient indissociable
de I'étude des exercices et problemes. Ceci prgviBane part des opportunités que donne
le cours pour étudier les techniques de raisonnegtdies démarches mises en jeu dans les
démonstrations, d’autre part du fait que les tamqies que requiert la résolution des exercices
et problémes donnés aux étudiants dans les sédectravaux dirigés (TD), ou dans les
devoirs et examens, ressemblent, dans une certagwire, a celles utilisées dans les
démonstrations du cours. Pour cette raison, lesigments laissent souvent a la charge de
leurs étudiants les démonstrations de certaingsriptés et théoremes du cours, et dans les
fiches de TD, on donne souvent des exercices gpigsent de démontrer des corollaires aux

théoremes du cours ou des extensions théoriqguepadies étudiées dans le cours.

® Enseignement Secondaire/Premiére année MP dese€IRséparatoires Scientifiques.
" Nous désignons par classe terminale, la derniésse de lycée, désignée encore par classe dé&qmaannée
de I'enseignement secondaire.

20



Contrairement au Secondaire, dans linstitution CPI® topos de I'enseigné, en ce qui
concerne la pratique mathématique, tend a se relpprale celui de I'enseignant.

Nous étudierons dans notre recherche les changsmeingxistent au niveau degposdes
enseignants et des enseignés entre les institlEiSret CPS1, et nous regarderons dans quelle
mesure ces changements pourraient expliquer cestailes difficultés qu’éprouvent les
étudiants au début de leur cursus universitaire.

[.1.3. Ostensifs et non-ostensifs

La question de laature des objets mathématiques et de leur fonction dlantvité
mathématique a conduit Bosch et Chevallard (1996)stinguer deux types d’objets : les
objetsostensifset les objetsion ostensifs

- les objetsostensifgéferent aux objets ayant une nature sensibleceriaine matérialité, et
qui, de ce fait, acquiérent pour le sujet humaie falité perceptible.

- les objetsnon ostensifssont les objets qui, comme les idées, les instiou les concepts,
existent institutionnellement sans pourtant pouétie vus, dits, entendus, pergus ou montrés
par eux-mémes : ils ne peuvent qu’'@w@quéuinvoquéegar la manipulation de certains
objets ostensifs associés.

Ainsi, pour résoudre I'équation2* =10, on peut «penser a utiliser la fonction
logarithme ». On évoque ainsi mentalement I'obg@t nstensif « fonction logarithme ». Pour
effectuer ou expliquer la résolution, on sera,gop@mple, amené a prononcer : "on applique la
fonctionlog", et & écrire :
log10
log 2
Le nom prononcé « fonctidng » et I'écriture «og » sont des objets ostensifs.

2*=10 - xlog2=logl0 x=

Généralement, en toute activité humaine il y a co-activation detb ostensifs et d’objets
non ostensifs (ibid., p. 92)

Pour les auteurs, la dialectique ostensif/non-g#test généralement congue en termes de
signes et de signification : les objets ostenifst sles signes d’objets non ostensifs qui en
constituent lesensou lasignification

Un objet ostensif se voit ainsi attribuer une deufidnction, ou une doublealence
instrumentalest sémiotique

- Dire gu’un ostensif a une valenoestrumentalesignifie qu’il permet d’agir, de travailler,
gu'il s’integre dans des manipulations techniqteshnologiques et théoriques.

- Dire qu'un ostensif a une valensémiotiquesignifie qu’il permet de produire du sens, de
voir, d’'apprécier de maniere sensible, le travait, le travail entrain de se fairg et
d’envisager le travai faire.
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Pour Bosch et Chevallard, la fiabilité de toutehtéque, supposée accomplir une tache
donnée, est conditionnée par la double valenc&umentale et sémiotique, de chacun des
ostensifs mis en jeu dans la réalisation de cetfenique et des interrelations qui s’établissent
entre ces ostensifs. Néanmoins, si I'un et 'ad&e deux aspects d’'un ostensif coopérent de
facon étroite dans la réalisation de la techniguest en fait la valence instrumentale qui
détermine le rendement de I'ostensif et définipetentialité opératoire. Cette instrumentalité
dépendra alors éu nombre de techniques dans lesquelles ['osfepsiiit intervenir et elle
sera d'autant plus grande que ces techniques setraront robustes et fiables dans
'accomplissement des taches concernéegibid., p. 108). La sémioticité, quant a elle,
permet, au sujet comme a l'observateur, de témoig@éintelligibilité du travail accompli et
de l'efficacité ou de I'inadéquation de I'ostendifoisi.

Beaucoup de difficultés rencontrées par les étaslian mathématiques au début de leurs
études supérieures résultent d’'une insuffisances darcompréhension du sens des objets
ostensifs constituants du langage symbolique goidsipulent, et d’'un manque de sensibilité
au réle opératoire du symbolisme utilisé. C'est gukécriture formelle n'est pas en elle-
méme porteuse de la signification des lois qu'@éience et des objets qu'elle met en jeu »
(Bloch et al., 2006). Cette signification est sulmomée au rapport du sujet a l'activité
mathématique a travers laquelle ces ostensifstitoment et évoluent :

« Le statut et les fonctions assignés aux objaeneds sont indissociablement liés a notre
rapport a I'activité mathématique, rapport qui déteéne les éléments de cette activité que
I'on met en avant et ceux que I'on refoule, exf@itient ou implicitement, hors de son champ
d’action » (Bosch et Chevallard,999, p. 119).

Dans l'approche anthropologique, cette activité hdatatique, ses composants, son
évolution et ses produits sont une constructiotitii®nnelle et le fruit d'un apprentissage.
La question qui se pose alors est de savoir comraantiveau de I'enseignement, amener les
étudiants a prendre conscience du rdle que jousntobjets ostensifs dans la pratique
mathématique et quelle nécessité d’apprentissagéseitte. Dans la partie expérimentale de
notre recherche, nous montrerons, a travers I'aealle productions d’étudiants, comment la
réussite et I'échec dans I'activité de résolutienpdobléemes est conditionnée par l'usage du
symbolisme mis en jeu dans cette activité et nossayerons de voir quelles actions
didactiques il est possible d’entreprendre pourefavoluer le rapport des étudiants au
matériau ostensif et aux représentations sémiatiquéls manipulent.

l. 2. La dimension cognitive de la transition Secateaire/Supérieur

L'étude de la transition Secondaire/Supérieur, k& ese trouve, selon l'approche
anthropologique, étroitement liée a celle des clavides pratiques institutionnelles, ne peut
ignorer les changements qui se produisent sur da pbgnitif, a propos des modes de
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construction des connaissances, du fonctionnemeathématique et des exigences de
flexibilité cognitive.

Dans sa thése sur I'enseignement de I'algebreitméalves Dias remarque :

« De plus en plus, nous semble-t-il, en didactides mathématiques, la flexibilité entre
formes de connaissances et de représentation s§oaotend a étre reconnue comme une
composante essentielle de la compréhension et d#ic#icité du fonctionnement
mathématique. ¢Dias, 1998, p. 5)

De trés nombreux travaux de recherche, notammaeaglo-aaxons, se sont intéressés a la
dimension cognitive de I'enseignement et l'appss#ge des mathématiques. Nous nous
intéressons particulierement dans notre rechenghéravaux de Dubinsky et Tall, concernant
la transition processus/objet(ou procédural/structurdl dans le passage d'une pensée
mathématique élémentaire a une pensée mathématigaecée. Nous nous référons
également au modéle introduit par Robert conceneanhiveaux de mise en fonctionnement
des connaissances mathématiquésus résumons ci-aprés ce gue nous retenonsnooe
travail de ces travaux.

[. 2.1. La théorie APOS

Dans la théorie APOS (Action-Processus-Objet-Schéiabinsky, 1991, Dubinsky &
McDonald, 2001), Dubinsky propose un modele du kbfpement des connaissances
mathématiques inspiré de la notion«deeflective abstraction introduite par Piaget (Beth &
Piaget, 1966). Il distingue quatre phases dansratouction par un sujet d’une connaissance
mathématique action, processus, objet et schéma

Action: c’est une transformation que le sujet exercepa@ftcoit en réagissant a des
indications externes qui lui indiquent les pas &rsu Elle est considérée comme le début
crucial de la formation d’un concept.

Processus une répétition réfléchid’'une action permet a celle-ci de S'intérioriset de
devenir unprocessusll s’agit d’'une construction mentale interne pettant de reproduire
par la pensée la méme action sans l'effectueremdelht. Le sujet, a cette étape, devient
capable de concevoir des opérations sur le progsessul’inversantou en le_mettant en
relationavec d’autres processus.

Objet: lorsque le sujet percoit un processus dans tditéoet se rend compte des
opérations pouvant étre effectuées sur lui (coatdin avec d'autres processus, inversion
généralisatiomu processus a un champ d’application plus laggdes transformations qui en
résultent, on dit que le processus s’est encagsuigobjet

Schéma: c’est une collection d’actions, de processusb@is et éventuellement d’autres
schémas se référant a un méme concept et liés emrgar des principes généraux pour
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former une structure cohérente que le sujet seapiible de mettre en ceuvre, globalement ou
partiellement, dans la résolution de problemes.sugt, a cette étape, est censé pouvoir
décider, implicitement ou explicitement, entretigses de problemes qui peuvent étre résolus
en utilisant ceschémaet ceux ou celui-ci s’avere inutile.

Ainsi, des correspondances terme a terme entr@lésents de deux ensembles (par
exemple, associer a des entiers naturels donnésdeubles, a des points représentés dans un
plan P leurs symétriques par rapport a une draitenée D), peuvent étre considérées comme
des actions qui vont permettre un premier contactiget avec la notion de « fonction » (ou
d’application). Des répétitions réfléchies de tellactions peuvent conduire le sujet a
concevoir mentalement la « loi $X)) selon laquelle s’effectue I'action, I'étendrer@ahamp
déléments plus large (par exempi@)=2n, pour tout entien deN, f(M)=S,(M), pour
tout point M d’'une figure donnée dans P), imaginer l'actionense et éventuellement
concevoir d'autres actions de méme type.

A cette étape, le concept de « fonction » est campume un processus permettant de
« produire » des éléments a partir d'autres via, ume plusieurs, opération(s) bien
déterminée(s).

Lorsque le sujet arrive a percevoir les élémentsnienant dans le fonctionnement de
chaque processus\a de N vers 2N, et a tout entien associe son doubl&, va de P vers P
et & tout poinM associe le poini’ tel queD soit la médiatrice du segmemMiiA’]), saisir
tous ces éléments en tant que constitutifs d'unenen@éntité et se rendre compte des
transformations pouvant étre réalisées sur destelités (composer, additionner, multiplier,
inverser...), on considére dans la théorie que lesgasus sont encapsulés en des objets,
gu'on désigne alors a l'aide d'ostensifs spécifgju@n I'occurrence « fonction » ou
« application f, S ...).

Le stade de schéma, quant a lui, correspond atape de conceptualisation, de traitement
et de mise en ceuvre des objets plus développés. |IPDaras des fonctions, par exemple, ceci
peut correspondre a la possibilité de classer destibns selon les genres de processus
auxquels elles se rapportent (fonctions linéairear pes processus de proportionnalité,
fonctions exponentielles pour des processus desaonce rapide, fonctions sinusoidales pour
des processus périodiques, isométries pour desféramtions géométriques conservant les
distances...), de connaitre les liens éventuels guvent s’établir entre les fonctions d’'une
méme classe et des fonctions de classes différatitgganiser les classes de fonctions selon
des structures générales permettant de mieux coomgreles liens établis (groupes de
fonctions linéaires, anneau des fonctions numésigieeR dans R, groupe des isométries du
plan...), & la possibilité de mettre en ceuvre cesnaiesances dans des situations de
résolution de problemes et de savoir détermines dhaque situation les éléments a prendre
en considération et les éléments qui s’averenti@sut
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Selon Dubinsky, dans des situations de résoluteoprdblémes, uschémasera soumis a
des opérations d’'adaptation, de restriction, degausation, de désencapsulation ..., lui
permettant de s'intérioriser et de devenir un olgesujetti lui méme a un nouveau
cycle daction-objet-processus-schéma

Dubinsky illustre le cycle de construction des schg par la figure ci-dessous :

Injeriorization

. m

OBJECTS PROCESSES

coordination
revarsal

Encapsulation

Generalization

Figure 1.SchémdDubinsky, 1991. p. 33)

Notons que, dans cette théorisation, le wiget ne se limite pas au sens usuel d’objet
mathématique comme concept défini de fagcon pragomaticomme un point est ce dont la
partie est nulle chez Euclide) ou axiomatiquan point est un élément d’'un espace ajfiile
s’étend a des constructions mathématiques ou cogmiplus générales comme par exemple
des théoremes, des types de preuves, des algaosithenzalcul, des structures algébriques...

Pour illustrer le modéle de construction des scl¥maus reprenons l'analyse que fait
Dubinky a propos de la genese de la notion dealgabrique :

In the beginning, there are vectors, which aredbgects, and actions on vectors including
addition, scalar multiplication and the gatheringgether of vectors in a set with these
operations, to form &ector spaceThis is a schema that we assume the subjectgsesseNe
also assume that the subject has a schema foridunittat transform numbers into numbers.
The first step, according to our conjecture, iggeneralize the function schema to include as
a function any process that transforms vectors sttalars. This could then be coordinated
with the addition of vectors and their multiplicati by scalars to restrict the functions to
processes that transform vectors into scalars, prdserve the algebraic operations of
addition and scalar multiplication. We would theayghat these functions are encapsulated
into objects called linear functionals and collettdgether in a single set. At this point we
would like to suggest that, although the assigmihg name like linear functional to a process
is closely connected with its encapsulation into adoject, it is the encapsulation that is
fundamental and gives “meaning” to the name. To @gmocesses without encapsulating
them is the essence of jargon [...]. In any casesétef linear functionals can be assimilated
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to the vector space schema [...] by defining additeord scalar multiplication of these
functionals. This can be done very naturally, ipteting the functions as processes and using
“ point-wise operation”. In this way, the set ohé&ar functionals becomes a vector space,
called the algebraic dual. Now comes a major irdgration. What we have been describing
is an action applied to a vector space E that carcss its algebraic dual E*. When this has
been interiorized, one has constructed the begmwihduality theory. One can reverse the
process to look for a “pre-dual”, that is, givenvector space F, can one find a vector space
E whose algebraic dual is F ? [...]. Or one can pemiothe process twice. When two
instantiations are coordinated, one obtains theubidE**. » (ibid., p. 108-109)

Cette analyse montre I'importance de l'opératioandapsulation dans la formation des
schémas. Dans ses recherches sur les fonctiongdBybmontre que les sujets appliquent et
généralisent sans difficultés majeures les procebés a I'objet « fonction », mais c'est le
mécanisme d’encapsulation, permettant la transfiiomades processus en objets, qui
présente selon lui le plus de difficulté chez legl@ants sur le plan cognitif.

Une théorisation proche de celle de Dubinsky adéeéeloppée par Tall. Elle s’en est
progressivement distinguée et est aujourd’hui pt&separ ce dernier dans une construction
distinguant trois mondes mathématiques :

l. 2. 2. Les trois mondes mathématiques de Tall

Pour expliquer le développement cognitif permettdat passage d'une pensée
mathématique élémentaire (EMT) a une pensée mathgraavancée (AMT), Tall (2002, p.
5) postule I'existence de trois mondes des math§omext:

» The Embodied worldof perception and action, including reflection perception and
action, which develops into a more sophisticateatdtic framework.

» TheProceptual worldof symbols, such as those in arithmetic, algebrd ealculus that
act as both processes to do (e.g. 4+3 as a prookssldition) and concepts to think above
(e.g. 4+3 as the concept of sum) [...]

» The Formal world of definitions and proof leading to the constrantiof axiomatic
theories.

Bien que Tall estime que chacun de ces mondesaesttérisé par un mode opératoire
spécifique, des regles de validité et des formesé#é qui lui sont propres, il reconnait
toutefois une certaine similarité dans la facontdsmn forment les concepts mathématiques
dans chacun de ces mondes. Ainsi, dans le prenoeden(enbodied world, les objets
mathématiques, préalablement distingués par leanasctgristiques physiques (un cercle est
rond, un carré a des cotés égaux et des angles)dmii reconnus comme résultat d’'une
action ( jai 1, 2, 3, 4 jouets dans mon sac: 4 @snc le résultat d'une action de
dénombrement ), se voient attribuer, sous ['efféactibns réfléchies (procédures)
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intériorisées des définitions pragmatiques verbales conduisante qu'il appelle des
embodied conceplUn cercle est une figure dont les points sontledgant éloignés a un
méme point. Un nombre (entier positif) est un repndant de tous les ensembles ayant une
méme cardinalité). De nouvelles procédures exemmdrede tels concepts pourraient conduire
a une certaine catégorisation des objets consetfibsl a établir des liens entre eux. Ceci,
d’apres Tall, améne progressivement a la congitudu raisonnement déductif.

As soon as an object has a definition, say an edesdriangle is “a triangle with two sides
equal’ then we can see if this implies that it ldker properties, for instance that it is “a
triangle with two angles equal’. Definitions of amepts naturally lead to a process of
deduction: if the object has these properties, thenmill have those properties. In this way,
using the idea of “congruent triangles” to estalblis template for “sameness”, Euclidean
proof is developed as a verbal formulation of enédgroperties of geometric figures. (ibid.,
p. 6)

Dans le mondeproceptuel(proceptual world of symbdglschaque objet est I'effet d’'un
processus (ou action) et il est distingué au malen symbole qui évoque chez le sujet a la
fois le concept-objet auquel il se réfere et lecpasus qui était a I'origine de sa création. Tall
désigne ce triplefprocessus-careptsymbolepar proceptélémentaireet appelleproceptune
collection de procepts élémentaires se référanmi@mue objet.

* An elementaryproceptis the amalgam of three imagery components : a&g8® which
produces a mathematical object, and a symbol wlsalsed to represent either process or
object.

* A proceptconsists of a collection of elementary proceptscivihave the same object.
(Gray & Tall, 1994, p. 3-4)

Le passage des désignations pragmatiques verbaleslésignations symboliques des
objets manipulés constitue, selon Tall, le poirdeesiel qui distingue les deux premiers
mondes des mathématiques. Pour lui, le role debalps dans le monde proceptuel ne se
limite pas a la désignation des objets auxquelssélsréferent, mais il évoque aussi les
processus qui étaient a l'origine de ces objetsteGhualitéprocessus/objequ’offre 'usage
des symboles commence souvent par lI'applicatiomprdeessus élémentaires (procédures)
qui, par degépétitions routiniereset descompressiongnentales successivesencapsulent
en des objets pensables via des symboles. De nouywacessus appligués a ces objets
peuvent conduire a I'apparition de nouveaux pragegt des procepts ayant trait a un méme
objet s’organisent et se généralisent pour formedlamaine mathématique. Ainsi, le symbole
« 3+4 » désigne a la fois le processus de I'omrati« addition » et le concept de «<somme».
La répétition d’'un processus d’addition utilisantméme nombre (multiplication) conduit au
concept de « produit », lequel, par répétition,dtohau concept de « puissance ». De tels
proceptss’organisentprogressivement et forment ensemble le « calcuiérigue », qui, a
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son tour, se développe st généralisepour donner naissance au « calcul algébrique ».
(cf., Tall, 2005)

La description des deux mondes « embodied » ebeeptual » que nous venons de faire
présente des similarités évidentes avec celle feyraur la théorie APOS. Cette similarité
apparait surtout dans les étapes de construction abjet mathématiquéA¢tion, Processus,
Objed), ainsi que dans le mécanisme de développemedtéeblution de ces différentes
étapes i(tériorisation, encapsulation, organisation, géaksation). Nous notons toutefois
une attention particuliére portée dans le modél@aleau réle que jouent les représentations
symboliques dans la construction des objets dans\dade proceptuel, chose qui reste
implicite dans la théorisation de Dubinsky.

Tall considére par ailleurs, que les actions pgms (procédures) par lesquelles le sujet
commence a réagir aux indications externes d’un@tgn, renvoient a un savgirocedural
pouvant intervenir aussi bien dans le premier qaesde deuxieme monde. Il illustre le
modeéle conceptuel selon lequel se développe laaissamce mathématique dans ces deux
mondes par la figue suivante :

ScHEMA

Embodied Procept OBJECT
Cﬂncepl‘ as both process
representing the effect and thinkable concept
| T
Effect <~——>  Process Process

of the embodied acrion seen as a whole

J T
" f.‘_‘ ./,: ( .; ) ‘~_: !f f

Procedure <——————> Procedure
through expressed symbolically,
embodied action step-by-step

AcTION

Figure 3.(Tall, 2005, p. 13)

Finalement, dans le monde form&ofmal world of definitions and propfles objets
mathématiques ne résultent plus de l'effet d'untioac mais sont définis préalablement de
facon axiomatique en utilisant un langage formels @éfinitions, ajoutées a des principes de
base posés comme vrais (axiomes) vont engendnes, I&ifet de preuves formelles, des
théoremes et des propriétés, et conduire éventoetiea poser de nouvelles définitions. |l
s’agit la d’une inversion de l'ordre dans lequeldgxeloppe la connaissance mathématique
par rapport aux deux premiers mondes, entrainantthangement significatif dans la
construction du sens des objets.
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« This move from the embodied “concept giving rieedefinitions” to the formal
“definition” giving rise to concepts is a change @mphasis that involves a significant
reconstruction of meaning(¥all, 2002, p. 5)

Un autre facteur qui distingue les trois mondescestiue Tall appelle &he warrant for
truth », que nous traduisons pate«controle de vérité. DansThe embodied world je
contrble la vérité pda vision et la perception(2 et 3) est la méme chose que (3 et 2) parce
gue je vois que c’est vrai. Dafisie proceptual world le contrdle se fait par le calcul ou par
des principes généraux d’arithmétique : 2+3=3+2/g8tcar le calcul donne la méme somme.
DansThe Formal worldla vérité est garantie par des preuves formellegar référence a des
résultats établis : damg x +y =y +x car la commutativité de I'addition est un axiome.

Faisant référence a la thése de Pjrtall rapporte que différentes stratégies sontiesi
par les étudiants pour gérer la transitmoceptuel world/formal worldDeux stratégies sont
particulierement utilisées : (Tall, 2005, p. 10)

» Natural approach: giving meaningo a definition and formal deduction from a range
of personnel images, procepts, processes, exanmaesxamples, etc.,

* Formal approach: extracting meaningrom definitions by working through giving
theorems until they make sense.

La premiere approche peut traduire un attachementrendes de travail des deux premiers
mondes, source de difficultés pour s’insérer damsonde formel.

Pour étendre le modele de construction du mondeeptael au monde formel, Chin et
Tall (2002) proposent de qualifier les textes rmaathtiques (définitions, axiomes, théoremes,
preuves...) de formal procept» s’organisant au niveau de I'apprentissage daesduialité
processus/objet Ainsi, I'écriture symboligue AX=Y, pourrait évogqu le processus de
transformation d’'un systeme d’équations linéaireséeriture matricielle. En méme temps,
cette écriture peut étre considérée commproneptformel, permettant d’utiliser le systeme,
de connaitre ses propriétés et méme de le résaatie,avoir besoin de le remettre sous sa
forme initiale. De maniére similaire, I'énoncé d’timtoreme peut étre regardé comme un
symboleévoquant a la fois uconcept(le sens du théoréme) et processusreprésenté par le
processus de preuve qui le justifie.

[...] If we consider the definition of “procept” in prescriptive view, it seems applicable
to extend the notion of “procept” to the notionfofmal proof, which can be calleddrmal
procept, by adding the following analysis.

[...] Thesymbolis the statement of what is going to be proveddlvican be a theorem or
a question]. Therocesss the deduction of the whole proof. And tiiigectis the concept of

8 Pinto, M. M. F. (1998)Students’ Understanding of Real AnalygesD Thesis, Warwick University.

29



the notion of proof, i.e. the real meaning of thedrem [or question]. The statement of a
theorem [or question] as aymbolmay evoke the proof deduction agpm@cessthat may
contain sequential procedures and require the ssithof distinct cognitive unitor the
general notion of the theorem or question a®bjectlike a manipulable entity to be used as
inputs to other theorems re questions. (Chin & ,T2002, p. 2)

Le jeu gu’entraine cette théorisation entreyeboleet la dialectigu@rocessus/objgbose
le probleme de ldlexibilité dans I'usage du symbolisme mathématique. Pour qugice
phénomene et les possibilités d’acquisition de meyde pensée efficaces, Barnard et Tall
(1997), introduisent la notion ahité cognitive

« A cognitive unitconsists of a cognitive item that can be helchanfocus of attention of
an individual at one time, together with other ideghat can be immediately linked toit.
(Barnard & Tall, 1997, p. 2)

« The identification of schema and concept work$y amhen the individual can
comprehend the whole schema as a single cognitivexu(ibid. p. 9)

Il s’agit d’'une construction proche de la structdeeschéma de Dubinsky. Néanmoins, les
auteurs ici distinguent deux types de structurese structure dont les composants sont
encore diffus et les liens internes sont faibles,qai ne permet pas un usage flexible et
efficace du schéma, et une deuxieme structure compdont les items sont bien compressés
et fortement liés. Celle-ci correspond a la notlamité cognitive.

Barnard et Tall postulent que la construction d'\pensée mathématique flexible et
opératoire dépend de deux facteurs essentiels mplémentaires : la faculté de pouvoir
compresser l'information dans des unités cognitieesa faculté d’établir des connexions
dans et entre les unités cognitives :

«[...] two complementary factors are important inlbung a powerful thinking structure :
1) The ability tacompressnformation to fit into cognitive units.

2) The ability to makeonnectionswithin and between cognitive units so that othéevant
information can be pulled in and out of the foctiatbention at will.

[...] An individual with compressed cognitive struetsiand relevant internal links will be
able to make relationships between them far mdreiegitly than one who has a more diffuse
cognitive structure. »(ibid. p. 16)

Suite & des expérimentations menées avec des rigudia premiere année universitaire,
les auteurs concluent que cette capacité de manipld maniere flexible les théorémes

9“A cognitive unitconsists of a cognitive item that can be heldfocus of attention of an individual at one
time, together with other ideas that can be imntetlidinked to it.” (Barnard & Tall, 1997, p. 2)
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comme «ormal procept» ne peut étre acquise (par la plupart des éttgliades la premiére
année universitaire. Elle requiert de la durée.

Praslon dans sa thése (2000), remarque gqukun des problemes de I'enseignement
supérieur consiste a savoir quels moyens mettieeevre pour prendre en compte et faciliter
cette flexibilité attendue, qui, jusqu’alors, a dtéitée comme si elle « allait de soi », ou
relevait du seul travail privé de I'étudiant. Ellgavére, selon A. Robert, d’autant plus
nécessaire au niveau post-bac, que I'étudiant esfronté a une €ombinatoire explosive
des possibilités au niveau des problémes rencontrés, dont laluéea nécessite donc
organisation, efficacité, adaptation des connaisss) puisque les situations nouvelles sont
alors plus fréquentes. (ibid., p. 45)

Ceci nous ameéne a nous interroger sur la naturkesetorigines des difficultés que
rencontrent les étudiants dans la mise en ceuvreathemissances mathématiques acquises, en
faisant référence aux niveaux de mise en fonctimmeme des connaissances mathématiques
dans la résolution des problemes.

[. 2. 3. Niveaux de mise en fonctionnement des carasances

En se référant aux pratiques « expertes » des mattudens professionnels, Aline Robert
(1998) trouve gu’en dépit d’'une grande variabitigéces pratiques, dépendante des domaines
de recherche, des personnalités des mathématidiengpoques ou ils ont vécu, il existe des
éléments communs qui caractérisent toute activisthématique « experte ». Les plus
marquants de ces éléments, selon elle, étant :

e Le caractere disponible» d'un grand nombre de connaissances et de leur
« organisation».

» L'existence de «epéres» dépendant du stock de connaissances organisées d
mathématicien, et permettant un contrdle (systé&mueaji interne dans toute situation
mathématique. Ce contréle se traduit généralemanplusieurs types de questionnements
(explicites ou implicites) concernant : la strueturhomogénéité, la cohérence, le caractere
local ou global, fini ou infini...

» L’existence de situations de référence constituant des points d’appui qui permettent de
repérer une anomalie, de tester une hypothése oalcul, de conjecturer...

» La possibilité de généraliser, de particulariser, «dnettre en relatiom des situations
différentes, des problemes variés, des aspectreliffs d'un méme énoncé (changement de
points de vue)...

» La possibilité de calculer, longtemps si la sitoiatiexige.
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» Le role de I'écrit (hotamment dans la phase finat@hme générateur d’'une dynamique de
guestionnements plus précis, rendue possible pae«exigence de riguewr sur la chose
écrite.

Considérant ainsi qu’a partir du lycée les mathé&mes enseignées commencent a
ressembler a celles des « experts » (elle lesfigualors de connaissances complexes), tant
en ce qui concerne les savoirs que les pratiguesdates de la part des éléves et des
étudiants, Robert estime que la prise en compte@egtiques expertes pourrait contribuer
d’'une part a nous éclairer sur les difficultés aieltps se heurtent les apprenants dans leurs
pratigues mathématiques, d'autre part a nous mmspites <«onditions suffisantes
d’acquisition de connaissances mathématiques compleotamment au niveau du lycée et de
l'université. Il devient des lors impératif pour whercheur «’étre mieux armé, mieux
outillé, pour faire des analyses adaptées aux $ipéés de la complexité des contenus de ces
niveaux, que ce soit a des fins d'évaluation, pdas diagnostics ou d’élaboration de

séquences et de scénariogRobert, 1998, p. 142)

En vue d’'accéder a cette complexité, I'auteur uhifb quatre dimensions d’analyse des
contenus : les trois premiéres sont des caradtgrest strictement liées aux notions a
enseigner et a leurs domaines d’applications. Ebesernent :

» Le statut de ces notions quant a leur insertiors tiapaysage mathématique des éléves.

» La dimension : outil/objet, cadre (Douady, 198@&jistre (Duval, 1995). Elle permet pour

chaqgue notion de distinguer ses occurrences camdiesdes et décontextualisées (outil/objet),
de repérer les diversités liées aux domaines ditrmathématique (cadres) et celles liées
aux domaines d’écritures mathématiques (registres).

* Les niveaux de conceptualisation. lls décriventnsdain champ de connaissances
mathématiques, différents niveaux d’organisationhécentes de connaissances relevant
d’'une méme notion. L'étude de ces organisationsi ajue de leurs imbrications successives
permet des analyses longitudinales relatives apgeatienseignement.

La quatrieme dimension d’analyse des contenuséséase, quant a elle, auxnises en
fonctionnemeng des connaissances. Robert distingue dans cexterttois niveaux de mises
en fonctionnement des connaissances par les $Bjetbert, 1998, p. 165-166) :

* Le niveau technique ce niveau correspond a des mises en fonctionnemdiquées,
isolées, mettant en jeu des applications immédideeghéoremes, propriétés, définitions,
formules, etc. Les notions mathématiques sonsééiti ici essentiellement dans leur fonction
d’'« outil ». L’habileté a mener des calculs stardfareléve aussi de ce niveau.

Concernant les connaissances liées a la notiororidn, il peut s’agir selon nous, au
lycée, de simplifier I'expression de f(x), de cd&ul'image d’'un nombre, de déterminer la
composée de deux fonctions, de construire dan®pgre orthogonal, a partir de la courbe
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d’'une fonction f continue et strictement monotolaecourbe dé™. Au niveau de premiére
année du supérieur, il peut s’agir par exemple él#fier qu'une application définie entre
deux espaces vectoriels est linéaire, de montredegiisométries du plan forment un groupe
pour la composition des applications...

* Le niveau des connaissances mobilisablekans ce niveau, les connaissances en jeu sont
encore explicites et indiquées, mais il ne suftism’appliquer immédiatement une propriété
ou un théoréme. Il peut étre nécessaire d’adapgsrconnaissances, de changer de points de
vue. Les caracteres « outil » et « objet » peuddrd concernés. La solution peut requérir
plusieurs étapes. Ce niveau teste une mise ertidonement ou existe un début de
juxtaposition de savoirs dans un domaine donnégdibrganisation.

En classe terminale, montrer, sans indication, mgi'@quationf(x) = 0 admet une solution
unique dans un intervalle I, lorsqu’il y a lieu dentrer quef est continue et strictement
monotone sur | et quelUf(l), ou encore déterminer I'ensemble décrit par umtpli en
montrant queM est I'image par une transformation plane (a détesrh d'un point dont on
connait le lieu géométrique, nous semblent metirgee le niveau mobilisable. En premiére
année supérieure, il en va de méme, pour nous,|@etéches :

- Montrer que I'image réciproque d’'un sous-grotipear un morphisme de groupe®st un
sous-groupe (considérer la structure de sous-grdepd, gérer convenablement le passage
entre éléments dé *(H ) et éléments del, utiliser les propriétés de morphismefde

- Montrer que I'ensembleF :{ (x,y,2)OC® /[(x+y+z= Oetx+iy—z:O} est un sous-
espace vectoriel d&?, et en déterminer une base et la dimension (refemi'écriture deF
en: F={z(i,-1-i,1);z0C}, et en déduire quE est le sous espace vectoriel @& de
dimension 1, dont une base est le vectepr1-1i,1))

* Le niveau des connaissances disponibléscorrespond au fait de savoir résoudre ce qui
est proposé « sans indications », de pouvoir «igppt des méthodes non prévues »,
effectuer « des mises en relations », « donnercdasre-exemples, changer de cadres sans
suggestion ». Ce niveau de mise en fonctionnensefitea une familiarité importante ainsi
gu’'a une organisation des connaissances, a la pd#éi de se servir de situations de
références variées. L'étudiant ici est autonomejspose de repeéres, de guestionnements, et
est capable, si besoin est, de se poser seul dé&dpnes ou de tirer des bilans.

Par exemple, étre capable, au niveau du lycéeaydiast sans indication, la convergence de
la suiteu définie par :u, = letu,, =In(3+u,) et de calculer, éventuellement, sa limite
(ou une valeur approchée tle Pour la convergence, I'éleve serait amené aigituds
variations de la fonctiorf : x+ In(x+3) et a montrer par récurrence quest croissante et
majorée. Il y aura lieu éventuellement de faireedfu cadre graphique pour conjecturer le
comportement de la suite Pour calculer la limité I'éleve serait amené & montrer que sur un
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intervalle approprié | (a2 déterminer), I'équatidr{x) = x admet une solution unique, qui est
la limite |. Pour cela, I'éléve doit utiliser le théoreme diedtion avec la fonctiory définie
sur | parg(x) = f(xX) — x Finalement, une valeur approchéeldmurrait étre déterminée a
I'aide d’un tableur ou par la méthode de dichotomie

En premiere année supérieure, il nous semble guertice :

(G, .) est un groupe fini muni de la relation d'éqlence : XRy <« y=xouy=x".
Montrer que I'ensembl& = { xOG/x* =eetx# e} est de cardinal impair.

correspond au niveau disponible. En effet, il yeaassité de voir I'intérét de la donnée de la
relation d’équivalenc® et donc de considérer I'ensemble quoti€itR, de déterminer les
classes d'équivalences @selonR ({d, les singletongx} pourxLiS et les pairegx,x}
pour xOH =G - (SO {e})), de remarquer queard(G)=1 + Card(S) + card(H)et enfin d’en
déduire le résultat.

Ces différents niveaux de mise en fonctionnemestabnnaissances restent pour Robert
relatifs au niveau d’apprentissage auquel se stgejet. Ainsi, une mise en fonctionnement
d'un certain niveau a un moment donné peut devetiérieurement une mise en
fonctionnement d’'un autre niveau. Il nous semblegldeurs que ces niveaux peuvent étre
mis en relation avec les étapes d’acquisition demaissances décrites dans les travaux de
Dubinsky et Tall. Ainsi, le niveau de mise en foaghement technique peut étre mis en
relation avec le niveau procédural, ou le sujapglique encore a utiliser les processus liés
aux connaissances en jeu, sans que ces procesgug parfaitement intériorisés et
transformés en objets. Le niveau mobilisable ptet@&socié a I'existence de connaissances
intériorisées, a la possibilité de caractérisat’etiliser les objets mis en jeu et a un début de
constitution de la structure de schéma, avec toistefes objets encore faiblement liés entre
eux et des difficultés a organiser les savoirs @mcqtia mobiliser et mettre en ceuvre des
connaissances non indiguées. Quant au niveau did@oit correspond a des structures de
schémas bien développées dont les objets et wagstives sont fortement reliés, et dotées
d’une bonne flexibilité cognitive.

Notons que l'intérét que représente pour notreaitdes différentes approches que nous
venons de présenter est double : d'une part, elas permettront de déterminer les niveaux
de fonctionnement des notions ensemblistes etitonatlles dans chacune des institutions ES
et CPS1, et ceci a travers I'analyse des docuntEntsavail destinés aux éleves et étudiants
concernant le travail de ces notions. Nous désigres niveaux pamiveaux institutionnels
de fonctionnement des connaissanc&sautre part, elle nous permettra d'étudier, avérs
'analyse des productions des étudiants, les nivebacquisition et les possibilités d'usage
des dites notions par les étudiants des classed.OR&Is désignons ces hiveaux par:
niveaux personnels de fonctionnement des connaissNous analyserons par la suite les
rapports entre les différents niveaux de fonctiomexet des connaissances établis (dans
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linstitution ES, dans linstitution CPS1 et persats) et nous essayerons d’expliquer et
d’interpréter ces rapports en nous référant auresathéoriques sus-cités.

Ceci dit, se pose alors la question des moyensgitant a I'étudiant de passer d’'un niveau
de fonctionnement a un autre, d’acquérir des praticexpertes et d’affronter la complexité
croissante des mathématiques auxquelles il estragf notamment lors du passage du
Secondaire au Supérieur. Selon Robert (1998, p) &5@ie I'on parle de disponibilité,
d’organisation des connaissances ou de flexibiliés, exigences correspondantes peuvent
paraitre transparentes pour les enseignants, il tpétre pour eux évident que les
apprentissages comportent cette dimension, ce nest toujours souligné dans les
enseignements, et il N’y a pas toujours de moyrpkcées mis en ceuvre a cette fin : tout se
passe comme si cet apprentissage se faisait tayt@ge en tout cas, était du seul ressort des
étudiants». Plusieurs travaux en didactiques se sont isgéseau probléme des connaissances
requises en matiére de pratigues mathématiquessdiesoins d’apprentissage qui se trouvent
institutionnellement ignorés, ou du moins implisitenais qui s’avérent nécessaires pour la
réussite des étudiants. C’est ce point que nousiabs dans le paragraphe suivant en situant
I'approche anthropologique par rapport aux apprechkevant diProblem Solving

l. 3. Résolution de problémes et besoins d’appressage

Il est incontestable que I'apprentissage des nstieh concepts mathématiques et la
connaissance des réegles et des lois qui les ragissautorisent pas nécessairement des
habilités a mettre en ceuvre ces savoirs et cesatgmamces dans la résolution des problémes,
considérée comme la plus essentielle des actiwitagématiques, pour ce qu'elle offre
d’'occasions a familiariser les apprenants avecsdaations de recherche, a s'approprier les
bases du raisonnement mathématique et a déveldgper aptitudes intellectuelles. Niss
exprime ce point de vue dans les termes suivants :

« There is no automatic transfer from a solid krexge of mathematical theory to the
ability to solve no-routine mathematical probleros,the ability to apply mathematics and
perform mathematical modelling in complex, extratmanatical contexts. For this to happen
both problem solving and modelling have to be n@gject of explicit teaching and learning,
and there is ample evidence that it is possiblddsign teaching settings so as to foster and
solidify these abilities $Niss, 1999, p. 21)

Conscients de l'importance que représente l'aétide résolution de problemes dans
'enseignement des mathématiques, recherches etrtsupédagogiques ont essayé de
trouver un ajustement entre le savoir a dispenserapprenants et les moyens qui favorisent
chez eux I'acquisition et le développement d’ajplkits et de compétences dans la résolution
de problemes. Le courant de recherche relevarRrdblem Solvingtres répandu chez les
anglo-saxons, s’est traditionnellement positionnéagant des courants qui s’intéressent a
'étude des moyens permettant de développer chezapprenants des heuristiques de
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résolution de problémes. Ce courant s’est mémetitadsdans plusieurs pays, en un courant
pédagogique accordant une importance particulidieparentissage du raisonnement et de
stratégies générales de résolution de problemel&reincant les pratiques d’enseignement
trop centrées sur les contenus et sur la résolutid@tanique d’exercices stéréotypes.
L’approche cognitive a laquelle se réferePimblem Solvingoostule que pour favoriser des

conditions propices a une compréhension profonde amcepts mathématiques, il est
nécessaire d’amener les étudiants a s'engagerempsocessus liés a I'activité de résolution
de problémes : conjecturer, explorer, tester, sgri€réer...(Lester et al., 1994). Une facon de
procéder est décrite par Lithner (2000, p. 165-166)

« Solving a mathematical task can be seen as gpdviset of sub tasks of different grain
size and character. If the sub task is not routiolee way to describe the reasoning is the
following four-step structure:

1. A problematic situation is met, a difficulty whérés not obvious how to proceed.

2. Strategy choice : one possibility is to try to ckeq...] a strategy that can solve the
difficulty. This choice can be supported by pradecargumentation : will the strategy
solve the difficulty ? If not, choose another spt

3. Strategy implementation : this can supported bywueficative argumentation : did
the strategy solve the difficulty ? If not, redm23 depending on if one thinks the
problem is in the choice or in the implementatiéthe strategy.

4. Conclusion : a result is obtained. »

Dans le méme contexte, Schoenfeld suggére questtbdes problémes proposés aux
étudiants doit aller au-dela de I'application etlaeonsolidation des acquis. Ces problémes
doivent aussi permettre d’explorer des possibildésgénéralisation et de construction de
stratégies complexes pour résoudre des taches aotiniéres. Il décrit ainsi trois
caractéristiques auxquels doit répondre un « bohl@me » (Schoenfeld, 1994) :

- Valoriser les processus de mathématisation étstfaction.
- Développer des compétences au sujet des ouditsfispues du travail mathématique
- Permettre I'intériorisation et la généralisatotes schemes mis en jeu.

La perspective dans laquelle se situe la rechesahée Problem Solvingache a prendre
de la distance vis-a-vis des contenus mathématigiggn jeu dans les problemes, ceci dans
l'objectif d'établir des heuristigues d’exécutiont €le commande générales pouvant
s’appliquer aux problémes des divers domaines meti@ues. A ce niveau, |[Broblem
Solvingse distingue de I'approche anthropologique quibaté a la résolution de problemes
un rdle dans la structuration et l'unification ddgférents niveaux de détermination
mathématique proposés par Chevallard (2003) :

Discipline - Domaine- Secteur- Théme- Sujet
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En effet, pour Bosch et Gascon (2005, p.107), s&git de la question de savoir
« comment obtenir que les éléves apprennent a rcimgstet a utiliser adéquatement des
stratégies complexes pour résoudre de "vrais" mrolds mathématiques, une fois qu'ils
dominent les techniqgues mathématiques élémenteirgs’ils ont acquis les connaissances
nécessaires qui leur sont associées (fes auteurs désignent ce questionnement par le
probléme de Polyatrois niveaux de traitement peuvent étre engpgésy répondre :

- Le niveauponctuel: ou« la résolution de chaque probleme est considéo@ate une fin
en soi et se maintient relativement isolée du rest® activites mathématiques(ibid., p.
109)

- Le niveauocal : « ou la résolution de problemes s’intégre a I'étulds différents themes
mathématiques traités a I'école (par exemple, lesstructions géométriques, les suites
récurrentes ou I'optimisation de fonctions)(ibid., p. 109)

- Les niveauxplus génériques« dans lesquels la résolution de problemes eséeeé
I'organisation globale du curriculum ou des grandemaines qui le composent, et apparait
comme une activité structurante qui, partant d'wartain nombre de "grandes questions",
devrait permettre de conférer une unité aux difisethemes d’'un méme domaine
mathématique, voire de relier différents domainmgseceux »(ibid., p. 109)

Pour ces auteurs, la perspective cognitive danselbxse situe le courant deroblem
Solving donne une réponse d'un niveau ponctuelpaobleme de Polyaceci bien que
I'objectif visé par cette perspectivese situe généralement a des niveaux de plus grand
généricité allant méme parfois au-dela du niveaobgl (par exemple I'étude de processus
métacognitifs ou de démarches de preuve qui neiesgrpas spécifigues de l'activité
mathématique) $ibid., p. 112). Les auteurs expliqguent ce sodedradoxe par le fait que le
caractere essentiellement cognitif Boblem Solvings’intéressant a I'acquisition d’habilités
heuristigues et de compétences transversalesnhose de prendre toujoukscomme point
de départ la résolution d’'un unique spécimen debfgnme dont il est important que le
“résolveur" ne connaisse pas le type auquel ceisméc appartient. En d’autres termes,
I'activité de résolution de problemes ne doit jasmae dérouler dans un environnement
mathématique délimité a I'avance, car la délimiatide cet environnement, c'est-a-dire la
détection du type de problemes auquel le spécinpgartient, fait partie du travail de
résolution » (ibid., p. 110)

En revanche, I'approche que propose la TAD romipblement des problemes, non en
s’intéressant au probléme concret que I'on essaiggsoudre, maig en postulant d’emblée
gue, dans la vie des institutions, ce qui importeeft] ce qui pourra étre fait apres avec la
réponse fournie [au probleme], soit tgpe de problemes que celle-ci permettra de résoudre
et qui ont des chances de se reproduire plus t@e.postulat anthropologique peut se
synthétiser en disant que processus d’étudel’'une question problématique conduit a la
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considératiord’'un type de problemesuquel on rattache la question, processus qui abaut
la mise en place drganisations ou praxéologiesiathématiques de complexité croissante :
ponctuelle si elle ne répondent qu'a la réalisation du type thches,locales si elles
regroupent différents types de taches et de teaksi@utour d’'un discours technologique
commun,régionales lorsqu’elles regroupent les organisations mathémqmads locales qui
partagent la méme théorie (ibid., p. 113).

Pour les auteurs, ce cadre d’analyse permet dirétar leprobléme de Polya « comme un
aspect, et méme un effet, du phénometatordisation scolaire du curriculum de
mathématiquesqui se manifeste a tous les niveaux de détermimatidactique »(ibid., p.
113). Pour leur importance dans notre travail,snoitions deux des traits essentiels de ce
phénoméne :

« (a) Dans I'enseignement des mathématiques au Prinedi@u Secondaire, mais
aussi de maniére croissante a I'Université, il &xigne tendance a « atomiser » les
contenus mathématiques en une suite giestions ponctuellesrelativement
indépendantes entre elles. Le manque de lien déedrelifferentes questions est tel
gu’il peut arriver a convertir 'enseignement desatimmatiques en I'étude d’un
ensemble d’anecdotes ou de «devinettes». En cpheti les techniques
mathématiques s’utilisent de maniere isolée etgrEnt une grande rigidité, ce qui
se manifeste surtout dans le passage du LycéeravEsité. Il existe des preuves
empiriques sur les différents aspects de cettdit@gextraites aussi bien de I'activité
mathématique des éléves que des manuels et aotremdnts curriculaires. Malgré
la présence d'une certaine «idéologie modernistqut, en accord avec le
mouvement diProblem Solving identifie I'enseignement des mathématiques avec
'enseignement d’'une activité libre et créative aut de problémes isolés, on
observe une pratique d’enseignement qui a du nadllea au-dela de I'enseignement
de techniques de résolution presque algorithmiques.

(b) L'atomisation du curriculum ne se produit pas weqent au niveau des
guestions mathématiques étudiées a I'école. On tatnsen effet dans les
curriculums actuels 'absence d'urstructuration des domaines ou secteugsii
regroupent les themes étudiés. Cette absence sdéestan par exemple, dans
'abandon, de la part du professeur, des niveaupéseurs de l'organisation
didactique, ce qui provoque un repli de son actsom le niveau deshemes Cet
« enfermement dans les thémes » constitue un pleé@eaidactique que Chevallard
a désigné comme '« autisme thématique du profess@hevallard 2003). Il peut
étre rapproché de la structuration spontanée queppse le courant du Problem
Solving en prétendant donner une réponse a la stratton du curriculum
directement par la considération de problemes «égéunes », c’est-a-dire isolés. Le
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mangue d’articulation entre themes semble empéaloes une articulatiorentre les
secteurs d’'un méme domaindes mathématiques scolaires, par exemple (au moins
en Espagne) entre la géométrie synthétique et dangérie analytique ou vectorielle

ou entre l'algebre élémentaire et les fonctionsna wariable réelle. La permanence
de ce fait, qui se maintient malgré les différent&®rmes curriculaires, semble
indiquer gu'’il ne s’'agit pas d'une séparation aceidelle mais d'un phénomene
didactique qui mérite d’étre expliqué(Bosch et Gascon, 2005, p. 113)

Dans ce cadre d’analyse, les auteurs situgntoleléeme de Polyau niveau dyprogramme
d’étudede toute une étape éducative, voire méme darigliation entre différentes étapes.
lls le reformulent alors dans les termes plus ggoés suivants :

« Quelles doivent étre la structure et les fondiates dispositifs d’'une organisation
didactique scolaire qui permette de reprendre lestenus anciens, méme ceux étudiés dans
des étapes antérieures, pour les questionner,desldpper et les articuler afin de former des
organisations mathématiques plus larges et compl@xgibid., p. 114)

Cette formulation montre gu'une réponse piobleme de Polyadoit prendre en
considération I'organisation d'un processus d'étypéemettant I'articulation des différents
niveaux (théme, secteur, domaines, discipline) 'detivité mathématique scolaire, et
ceci «depuis le travail le plus routinier jusqu’a la rdation de problémes plus « ouverts » -
au sens gu'ils se situeraient aux « bords » desamisgtions mathématiques élaborées-»
(ibid., p. 114)

Le traitement d’un point de vue organisationnetweticulaire duProbleme de Polyainsi
présenté nous conduit & nous interroger quant atreitement aux niveaux inférieurs de
détermination mathématique, c’'est a dire au nivdausujet et du théme d’étude. Plus
précisément, nous nous interrogeons quant a larenaties connaissances liées aux
organisations mathématiques ponctuelles intervesteams I'activité de résolution de probleme
et dont le manquement pourrait expliquer les diffies que rencontrent les apprenants au
niveau de la résolution de problemes, et pourmitr&me temps mettre en évidence des

nécessités d’apprentissage.

Corine Castela (2007a, 2007b, 2008a, 2008b) a édiexistence de telles nécessités
d’apprentissage chez de bons éléves de PrentidgriSmalgré leur performance, se trouvent
désarmés devant des taches de résolution de pmbd&igeant initiative, adaptabilité et
inventivité. Partant de I'hypothése que ces nétiEssie peuvent résulter d’'une insuffisance
dans l'appropriation d’éléments du savoir savantigm éléves (compte tenu du contexte dans
lequel est menée la recherche), Castela (2008kulpogue les professeurs, dans leur trés
grande majorité, se trouvent a ce niveau d’enseigné (caractérisé par une évolution

19 Deuxiéme année de lycée, option scientifique, 16u1s. (Il s'agit du systéme d’enseignement francai
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significative dans le contenu et le volume des ognes et par une accélération dans le
rythme d’enseignement par rapport au college) eomts de réduire I'étude en classe de
chacun des thémes enseignés. lls laissent pousetiiel a la charge des éleves la
construction d’'un complément de connaissances énomle le cadre du savoir théorique
(décrit dans le texte des programmes officielsdatt il s’avere que seulement certains
éléves, par un cheminement personnel et/ou grédes goutiens extérieurs a I'école, arrivent
a le réaliser.

Dans l'objectif de décrire les besoins d’appremafigs qui font défaut et prouver leur
nécessité pour la réussite des éleves, et en audopta modele des organisations
praxéologiques, Castela (2008b) distingue au nivkala technologie de toute organisation
mathématique ponctuelle (OMP) intervenant dans uoblpme deux composantes,
respectivement théorique et pratique. La composheérique d’'une technologie, constituée
d’éléments de savoirs théoriques, assure la validé la technique utilisée, quant a la
composante pratique, caractérisée par des conneessaqualifiees d’opératoires,
pragmatiques, pratiques, elle correspond« &e que certains mathématiciens anglais
considérent comme mathematical folklore[...], c'est a dire certains savoirs trés ancrés
dans I'expérience, permettant de choisir, de meémneceuvre, de piloter la technique »
(Castela, 2007b. p. 7). Pour Castela, ces conmaissal’ordre pratique peuvent étre associées
a ce que le courant cognitif définit comme heugistis générales et des stratégies de
résolution, lesquelles, peuvent étre assimiléessatechnologies a faible contenu théorique,
associées a des types de taches a grand degréétaligé. D’'un autre c6té, tenant compte de
l'effet du contexte (savoirs déja institutionnasiséu en cours d’enseignement, problémes
nouveaux ou déja résolus, cadre d’enseignemerdteaxie de techniques usuelles, présence
d’ostensifs pouvant renvoyer a une certaine techndg réalisation...) sur les possibilités de
réalisation d’'une tache ainsi que sur la déternunatles connaissances a mettre en ceuvre,
Castela (2008b) introduit la notion dache prescritepour désigner le couple associant
I'énoncé de la tache et le contexte de prescriptatistingue deux types de taches prescrites,
les taches potentiellegdéterminées par I'énoncé et le contexte d¢the effectivaui tient
compte de I'activité des éléves sollicitée (et évelhement de I'intervention du professeur en
situation) et pourrait ainsi permettre d’identifas besoins d’apprentissage d’ordre pratique.
Dans ce contexte, une attention particuliere egépgar l'auteur aux OMP impliquées dans
la réalisation des taches, a leurs modes d'intdéiMendans les problemes et aux
responsabilités dévolues au résolveur relativeraelfgmploi de ces OMP. Les taches sont
ainsi différentiées selon deux niveaux d’interventi

- niveau de OM-convoquégou l'identification du type de tachie, et/ou le choix de 'OM
parmi plusieurs OM associée Ta, pour mener a bien la résolution, est a la chahge
résolveur ;
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- niveau de OM-convoqueégou les mémes réles sont mobilisés par la tacheené

Castela remarque que ces niveaux pourraient étsecids aux niveaux de mise en
fonctionnement des connaissancesponible et mobilisable (respectivement) introduits par
Robert (1998), mais considere que les termesnvoquéett-convoquéesont mieux a méme
de répondre a lI'approche gu’elle propose, notamrdans la prise en compte du réle du
résolveur dans la réalisation de la tadche et dmddélisation des enjeux d’apprentissage
requis par le curriculum praxigtfedans une institution. Pour notre part, nous wiilisdans
nos analyses la classificationec¢hnique, mobilisable, disponibldorsque nous nous
intéressons aux caractéristiqupstentielles(Castela) d’'une tache, notamment celles qui
concernent la complexité des données et la difécule réalisation et font clairement
intervenir les trois niveaux de mise en fonctioneatdistingués par Rob&tDans le cas o

il y a une intention d’enseignement axée sur ldaiguwa de résolution, en revanche, la
dichotomie r-convoquédfconvoquée nous parait mieux adaptée a l'analyse tdehes
intervenant dans les exercices et problémes preljosé

Ceci dit, Castela considére que les connaissarioedra@ pratique en mathématiques, si
elles sont dotées d’une Iégitimité mathématique (@kerence a I'activité du mathématicien)
et se trouvent implicitement reconnues par l'ingiitn éducative (vu que leur nécessité se
manifeste dans les taches d’évaluation et c’est &asence qui est institutionnellement
évoquée comme facteur d’échec), celle-ci reste tmuetleur propos et n’organise aucun
systeme didactique visant explicitement a permeétie apprentissage. Ces considérations
sollicitent le développement d’autonomie mathémaigqualifiée par Castela d’autonomie
autodidactg et font apparaitre le travail personnel des ééammme un facteur déterminant
pour faire face a cette situation.

Pour atténuer les effets de cette situation, ejuella plupart des éléves n'arrivent pas a
réaliser par eux mémes les apprentissages igiiqpésle systéme d’enseignement, pourtant
nécessaires a leur réussite, Castela (2008a) trimapérative que linstitution assume la
responsabilité didactique d’organiser I'enseigneingentels enjeux d’apprentissage et«qill’
appartient aux professeurs de mathématiques deécpat a la construction chez les éleves

Y« Les étapes de ce curriculum sont définies & pde# corpus d’exercices et problémes effectiverestpts
aux éleves, elles s’expriment en termes de OM eiveaux d’intervention de ces OM Castela précise que ce
curriculum est gour I'essentiel non explicitée institutionnellerher{Castela, 2008b)

12 Ce sera le cas dans I'analyse des taches loiétddd des rapports institutionnels et des rapgmetsonnels,

ou le réle du résolveur en situation n'est pas @nigonsidération.

13 Ce sera le cas lors de l'analyse des exercicegopés dans les séances de remédiation de I'inggnier
didactique. (cf. Chapitre V)

14 « dans le sens ou [Iinstitution], méme si elle@mnait I'existence, ne s’exprime pas a leur propbs’en
assume pas la responsabilit¢§Gastela, 2008b)
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d'un rapport stratégique au monde et de les prépade assumer la responsabilité
autodidacté® ». (ibid., p. 25)

Il. Des travaux de recherche concernant la transitin Secondaire/Supérieur

Plusieurs travaux de recherche, dans différents,psg sont intéressés a I'étude des
difficultés qui se posent au niveau de l'enseigngmet/ou de I'apprentissage des
mathématiques dans la transition Secondaire/Swpélus présentons dans ce paragraphe
certains de ces travaux et nous organisons nakaikrsuivant trois axes décrivant les
principaux aspects de cette transition : I'aspadtucel, I'obstacle du formalisme et la
discontinuité des organisations praxéologiques.

Il. 1. Secondaire/Supérieur, une transition culturde

Pour Artigue (2004), chaque institution ou se fe@gant les mathématiques développe sa
propre culture mathématique, caractérisée, noreswuit par les objets de savoir qui s’y
enseignent, mais aussi par des savoir-faire, dedesnale pensée et des pratiques
noosphériennes qui orientent la transposition #tiéncent les pratiques et les conceptions.
De ce point de vue, la transition entre le secaordei le supérieur est une transition entre
deux cultures : la culture secondaire et la cultumeersitaire.

Se référant a Hall (1986), Artigue distingue danes aulture mathématique trois niveaux :

- le niveauformel correspond aux croyances sur ce que sont les mmattigues, ce qu’en sont
les outils et méthodes légitimes,

- le niveauinformel correspond aux schémas d’action et de pensée,nzanieres non
explicitées de faire les choses, de penser et mamsoqui résultent de I'expérience et de la
pratique [...].

- le niveautechniquel...] correspond a la part explicite de la connaiese, aux techniques
institutionnalisées et aux théorigartigue, 2004, p. 2)

Artigue souligne que, dans une institution donnée grande partie des connaissances
mathématiques des sujets se situent au niveauriafok Elles sont acquises par I'action,
I'expérience, I'imitation ; elles sont non verbaes et souvent non verbalisablegibid., p.

6). De plus, la mémoire et le contrat didactiquesditionnent la mobilisation d’'une partie
non négligeable des connaissances des sujets, iceergli ces connaissances difficiles a
exploiter dans un changement d'institution. En prénl’exemple de I'enseignement
secondaire francais, Artigue remarque qu’en dépg tBformes successives qui s’y sont
succédées depuis la contre-réforme des années &bjture mathématique du Secondaire

5 pour ce faire, Castela (2008a) trouve nécessaieelg systéme didactiqueprend en charge une triple
dévolution a l'éléve : dévolution de la position deathématicien, dévolution de la position d’appnrena
stratégique et dévolution de la position d’autoditta» (p. 25). Elle remarque en méme temps que jusqu'a
présent, la didactique n'a pris en compte quedmpire de ces dévolutions.
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reste caractérisée par la fragilité des connaigsades éleves qui terminent le lycée, une
fragilité accrue par un enseignementixda composante d’explicitation et de structuratitu
savoir a plus de difficultés a vivre que par le g&s (ibid.).

D’autres chercheurs (Praslon, 2000), (Bloch, 200R0&5), (Gueudet, 2005), (Ghedemsi,
2008) ont mis en évidence des éléments qui carsenérle changement culturel dans le
passage du lycée a l'université et favorisent leelbdppement de ruptures entre les deux
niveaux d’enseignement. Parmi ces éléments, noorssci

- laccélération du temps didactique a [l'universigé I'évolution de la dialectique
cours/exercices, ce qui limite le travail des teghes et rend plus difficile, faute de maitrise
technique, la prise d'initiatives dans la résolnties exercices et problemes ;

- I'évolution du degré d’autonomie requis pour éalrsation d’'un certain nombre de taches,
méme élémentaires, et pour I'acquisition de méthatketravail (savoir-faire). Pour Praslon
(2000) « l'institution universitaire ne s’impose pas toujs, en matiere de savoir-faire, des
objectifs bien circonscrits, comme le fait le lycai s’appuie en ce domaine sur des textes
de programmes tres précis(Braslon, 2000, p. 50) ;

- I'évolution des objets d’enseignement : passdgbjets pré-construits a des objets définis
de facon axiomatique et formelle (comme les notiakes limite et de nombre réel),

enseignements de concepts généralisateurs, uaifisatsimplificateurs qui s’accompagnent
d’'une formalisation entrainant une perte de ligibiet limitant le réle de la perception en
résolution de problémes, accroissement du nivealostfaction ;

- la modification du contrat didactique, notammautniveau des exigences de rigueur et des
modes de validation.

Pour Artigue (2004), prévoir des dynamiques quipatront les évolutions nécessaires et
aideront les étudiants & surmonter difficultés bstacles ne peut se faire en rompant
brutalement avec la culture du Secondaire. Cetiterey aussi limitée soit-elle, présente en
effet une certaine potentialité et il revient aglitution du Supérieur de déterminer comment
en tirer parti et comment aider les nouveaux venlugiversité a comprendre et a répondre a
ses attentes. Ceci, selon Artigue, demande<demprendre suffisamment ce que savent
réellement les étudiants qui arrivent a l'univeésgiour déterminer ce qui est exploitable de
ces connaissances, ce qui a besoin d’étre recahstrsur quelles bases peut s'opérer cette
reconstruction xibid., p. 7), mais aussi de ne pas chercher &gy a se situer dans la
stricte continuité du lycée. Ce serait, selon Bauf une erreur aussi profonde que celle, trés
fréquente, qui consiste a rejeter ou ignorer laucaldu lycée.

Il. 2. Secondaire/Supérieur, I'obstacle du formalime

Plusieurs travaux qui se sont intéressés a I'étledenseignement et de I'apprentissage
des mathématiques au Supérieur ont mis en évidescdifficultés des étudiants dues a
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l'usage du formalisme mathématique. C’est le caamment des recherches menées dans
différentes universités francaises entre les anfhi88% et 1994 au sujet de I'algebre linéaire
(Dorier, 1990), (Robert et Robinet, 1989), (Rogalsk991). Elles ont montré que les
difficultés des étudiants dans ce domairsont [...] révélatrices d’'un méme obstacle, massif,
qui apparait pour toutes les générations successiee pratiqguement pour tous les modes
d’enseignement : c’est ce que [les auteurs appglleivement 'obstacle du formalisme»
(Dorier et al., 1997, p. 105). Les expérimentatjae type diagnostic, menées dans le cadre
de ces recherches, ont permis de montrer a quat imanque de maitrise du langage
ensembliste et la déficience dans les connaissatecésgique élémentaire conduisent a des
blocages dans la résolution de problemes et rendepérantes les connaissances d’algebre
linéaire étudiées. Pour Dorier et al., les diffiéalobservées sont ainsi en grande partie dues
au peu d'utilisation des notions de logique et @lughge de la théorie des ensembles avant
l'introduction méme de I'algebre linéaire. Ce laggaécrit-il,« n’est pas vraiment introduit,
pas méme partiellement en ce qui concerne le lyeéeseulement « par la bande » en
premiere année d'université. Son caractere forraddisr et généralisateur n’'est pas
problématisé. Et on passe ensuite rapidement &daes mathématiques” (ibid., p. 145)

De fagon similaire, dans son mémoire en didactdpgemathématiques intitiéarrimage
Secondaire-Collégial : démonstration et formalisspn&orriveau (2007), étudie la transition
du Secondaire vers le Collégial dans le systemesdignement québécois, particulierement
en ce qui concerne les difficultés liées a l'usdgesymbolisme mathématique et des regles de
logique dans I'établissement de démonstrations lear étudiants. Elle remarque qu’au
collégial, les symboles représentant les nouveajpt®mathématiques et leurs relations sont
introduits par I'enseignant sans insistance suchesx effectués ni sur les regles qui régissent
leur manipulation et dont dépendent les propriéigs objets enseignés. Corriveau montre
dans son travail que cette situation conduit laonit&] des étudiants a perdre le sens du
langage symbolique gqu’ils manipulent et le contidetravail qu’ils effectuent, ce qui aboutit
souvent a des résultats incohérents ou vides de $éauteur ajoute que« comme la
logique ne fait plus partie explicitement du progwae du secondaire, I'utilisation des régles
de logique se fait, en partie, inconsciemment dpald des étudiants ¢bid., p. 18), ce qui
complexifie les tdches de démonstration et entrainenanque de contréle sur la structure
logico-déductive de la preuve.

Plusieurs autres chercheurs se sont intérességuesiion des difficultés en logique que
rencontrent les étudiants entrant a I'universitan®sa thése, consacrée a I'étude de la place
de la logique dans l'activité mathématique des iahid, El Fagih (1991), repére chez des
étudiants francais de DEUG-A (premiére année usit@r un certain nombre de lacunes en
logique dont l'analyse lui permet d’établir une féience entrele fonctionnement des
éléments de logique qui apparait spontanérsher les étudiants ket fonctionnement logico-
mathématiqueCette inadéquation apparait sous deux formes :
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- comme défauts d’interprétatidiee qui correspond a une lecture du discours metigue
non conforme au sens logico-mathématique)

- comme erreurs opératoir€bées a une meéconnaissance des lois et régliegidele : lois de
De Morgan, interversion des quantificateurs...)

Selon l'auteur, ces lacunegsapparaissent [...] comme un véritable handicaprdezffets
négatifs dépassent parfois toute prévision, autpgire le savoir mathématique des étudiants
s’en trouve complétement dénaturdibid., p. 163). Face a ce constat, El Fagih adnzlla
nécessité d’'une réponse du coté de I'enseigner@ehenseignement, pour lui, ne doit pas se
limiter a la présentation du vocabulaire logicoinéabatique et de certaines propriétés et lois
logiques, il doit en outre permettre de comprentfemode de fonctionnement des
connaissances en logique, et ceci par la mise emeosystématique de ces connaissances
dans l'activité mathématique courante des étudiaDBns ce contexte, l'auteur précise
gu'« un enseignement de logique, quelle gu’en sofbime, devrait tendre beaucoup plus
vers l'acquisition d’'un certain savoir-faire logigugue vers un savoir logique en sdibid.,

p. 165)

Durand-Guerrier, Arsac (2003) et Chellougui (2084plorent, quant a eux, le probleme
de la rigueur dans le domaine de l'analyse et exiiogent quant aux moyens pouvant
permettre a I'étudiank en tant que novice du domaine mathématique ét[db§ satisfaire
aux exigences de rigueur qui permettent, en pracige se prémunir contre les preuves
invalides »(Durand-Guerrier, Arsac, 2003, p. 297). Pour Ddr@uerrier et Arsac, la
réponse a cette question conduit en premier lietpandre a la question<:par quoi, dans
son discours auprés des étudiants, [le professmmiplace-t-il la logique absente ?(iid.,

p. 297). L'étude de la pratique de la démonstrat@m analyse au début des études
universitaires permet aux auteurs de constatercelleci« se fonde sur le raisonnement a
partir de I'exemple génériqt@lequel peut s’analyser a I'aide de la déductiorunelle dans

le calcul des prédicats. Dans le discours de |'épsant, ce mode de raisonnement apparait
sous forme de régles de manipulation des variabl@bid., p. 296), lesquelles se trouvent
trés contextualisées et fortement dépendantesal@srs en jeu, ce qui peut expliquer leur
difficulté d’appréhension par les étudiants débistan

Adoptant ce point de vue, Chellougui (2004) étuldie difficultés liées a l'usage des
énonceés a quantifications multiples que rencontlestétudiants tunisiens de premiere année
scientifique dans la conduite des raisonnementshénatiques. Son étude montre une
insuffisance, pour un bon nombre d'étudiants, dotrébe des aspects tant syntaxique que
sémantique de la structure logique des énoncésématitjues, des difficultés a mettre en

16 défini par Balacheff par (1988 L’exemple générique consiste en I'explication desons de la validité
d’'une assertion par la réalisation d’opérations da transformations sur un objet présent, non paoixmiéme,
mais en tant que représentant caractéristique d'clagse »
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ceuvre plusieurs guantificateurs dans un méme éneindés difficultés d’articulation entre
logique et mathématiques. Pour surmonter ces udiffis, Durand-Guerrier et Arsac
conjecturent qu’il est impératif de mettre sur pigd enseignement plus systématique des
regles de raisonnement prenant en comptee maniére explicite I'articulation entre les
aspects syntaxique et sémantique qui est au codiactieité mathématique dés lors que I'on
se propose de tirer parti des avantages du formadidiés a ses propriétés opératoires,
I'aspectsyntaxique sans renoncer pour autant aux intéréts d’'un o@etpar la signification,
'aspectsémantique» (Durand-Guerrier, Arsac, 2003, p. 334).

Les travaux de recherche que nous venons de citetremt que le langage mathématique
formel (y compris le langage de la logique) est ldeé pouvoir fonctionner de fagon naturelle
et spontanée chez les étudiants entrant a l'unigerses effets négatifs induits par les
difficultés de son usage sur l'activité mathémagigies étudiants sont incontestables dans de
nombreux pays. Mais la question des stratégiesr@agper pour remédier a cet état de fait,
celle de l'importance qu’il faut accorder a ce lagg et & son fonctionnement au niveau de
I'enseignement, restent toujours largement ouvertes

Il. 3. Secondaire/Supérieur, discontinuité des orgasations praxéologiques

Se situant dans le cadre de la théorie anthropplegdu didactique, Bosch et al. (2004)
étudient les difficultés qui surgissent lors ddrensition entre I'enseignement secondaire et
'université en Espagne. Pour ces chercheurs, iffiesutiés s’expliquent, entre autres choses,
par des contradictions, des discontinuités et demgements brusques dans les contrats
didactiques institutionnels qui régissent les oigg@tions mathématiques et didactiques des
deux institutions. lIs les décrivent de la fagoivante :

1. Dans le Secondaire

Dans I'enseignement secondaire (S), les organisatinathématiques (OM) enseignées
sont généralememonctuellesrigides et peu coordonnéesntre elles, ce qui rend difficile, et
méme empéche, la construction d’organisations matiques locales (OMLjelativement
complétes L’activité mathématique dans (S) se trouve enségoence centrée sur le bloc
pratico-technique [T/T]. Le bloc technologico-théorique[elO], guant a lui, a peu
d’incidence sur le travail effectivement effectwa fes éléves.

Pour justifier leur point de vue, les auteurs plestul’existence d’'indices caractéristiques
du degré de complétude d’'une OML, dont le manquémen en évidence certains aspects de

rigidité des OMP et leur limite a s’articuler etsantégrer dans des OML relativement
complétes. Nous résumons ces indicateurs dap®iets suivants :

i1) Intégration des types de taches composant I'OMit,mar un discours technologique, soit
par développement successifs des techniques associé
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i) Existence de techniques alternatives associéesypax de taches des OML et présence
d’éléments technologiques permettant de questioroesr techniques, d’analyser leurs
équivalences ou leurs différences et de discereie qui est la plus fiable ou la plus

économique.

i3) Indépendance des techniques par rapport aux obgtnsifs a leur description et
application.

is) Existence de techniques réversibles permettaméstgudre une tache mais aussi la tache
inverse.

is) Possibilité d’interpréter le fonctionnement deshtéques et de leur résultat; ce qui
attribue plus de fonctionnalité au discours techgigjue dés lors gu'il doit comporter les
éléments technologigues nécessaires pour metteuere cette tache d’'interprétation.

is) Existence de tdches mathématiques « ouvertes esodonnées et les inconnues des
situations étudiées ne sont pas préétablies coenpitt a I'avance (comme par exemple dans
les taches de dénombrement, de calcul de prokiglbtmodélisation mathématique...)

i7) Incidence des éléments technologiques associé©MIXsur la pratique mathématique,
avec génération de nouveaux types de taches ethkeiques.

Bosch et Gascon, illustrent par I'exemple ci-dess(®005, p.118-119) les contraintes
institutionnelles qui empéchent des OMP enseigdé&smluer et de s’intégrer dans des OML
relativement completes :

1) Nous partons du constat de certaines erreursip@mtes chez les étudiants espagnols de
lycée lors de I'apprentissage du théme « limitegamhetions », erreurs qui témoignent de la
construction d’'une OM locale formée d’'OM ponctugllies faiblement intégrées :

- On identifie la limite d’'une fonction en un pointeg la valeur de la fonction en ce
point et, par conséquent, on tend a considérerlgsiéonctions sont continues en tous les
points de leur domaine de définition.

- On ne sait pas pourquoi dans certains cas la linsigecalcule en remplagant la
variable x par la valeur au point considéré alorsieq dans d'autres cas, il faut
auparavant réaliser certaines transformations algges sur I'expression de la
fonction.

- Ce qui justifie la valeur de la limite d’'une forai en un point est un tableau de
valeurs « de plus en plus proches » du point c@néjcc'est-a-dire le constat empirique
de l'existence d'une unique suite dont les imagasbient converger vers la limite
considérée.

2) Ces phénomenes, qui ont lieu dans 'OM « apprist que l'on retrouve dans les
différents processus didactiques observés, s’exgtit) par les contraintes que 'OM « a
enseigner » impose a 'OM « enseignée » :

- Impossibilité a aller au-dela des problémes de wlatte limites de fonctions données
par leurs expressions algébriqugm(ctualisation des problemgs
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- Impossibilité a varier les techniques utilisées aetjustifier leur choix Kgidité
technique

- Discours technologique formel qui ne résout pashesoins de justification de la
pratique.

- Role technologique attribué au graphe et au tabléawaleurs d’'une fonction.

- Echec dans les essais de motiver I'introductiotedsotion de limite.

Pour Bosch et Gascon, 'OM « a enseigner » dangexemple se compose d’éléments
provenant de deux OM savantescelle qui répond au probléme dalcul de la limite d’'une
fonction élémentaire basée sur une "algébre degdsh dont elle emprunte le bloc pratique,
et celle qui répond au probleme dexistencede la limite d’'une fonction élémentaire, basée
sur la définitione —J ou sur la convergence de suites de réels, doatestiprunte le bloc
technologico-théorique.»(ibid.,). Le manque de matériel technologique sdéimstitution
d’enseignement considérée, entraine une faiblessenieeau des liens entre les OMP
enseigneées, les empéchant de s’intégrer dans ure rélistivement complete. Notons que
pour les auteurs, la notion decemplétude» reste relative. On ne peut, selon eux, parler
d’'une OML «compléte» ou «incomplete» de facon absolue, il s'agit plutét d’'une questio
de degré de complétude : il existe des OML plugnoins completes que d’autres en fonction
de leurs possibilités a répondre aux indicateupdi@tes ci-dessus.

2. Dans le Supérieur

A l'université (U), en revanche, on commence desldbut par I'étude d’organisations
mathématiques régionales (OMR), dont la présemasb concentrée, par raison d’économie,
sur la théorie®. On ne cherche pas a utiliser les éléments tecbitples ou théoriques
enseigneés pour intégrer les OMP disponibles (oalgbéement étudiées dans (S)), dans des
OML relativement complétes. On suppose souvent lggeOML évoquées dans (U) sont
disponibles avec un degré suffisant de complétudguél n'y a pas de nécessité de
« descendre aux détails » (Bosch et al., 2004).i @eaduit a réduire l'opération
d’enseignement/apprentissage  des mathématiques dédbs a une opération
d’enseignement/apprentissage de théories. Le bhtdx:p—techniqu{aT/T] se trouve le plus
souvent déconnecté du bloc technologico-théor{@tﬂ@] ; son développement est considéré
comme une activité secondaire dans le processastitjde global, jouant un réle auxiliaire
dans lI'apprentissage des théories.

Pour Bosch et al. (ibid.), ceci est un signe deemtahdu entre les institutions (S) et (U),
constituant un obstacle d’origine didactique imanttqui provoque un dysfonctionnement
dans I'étude des mathématiques a I'entrée de larsité. On ne peut attendre des étudiants
gu’ils construisent spontanément par eux-méme<Oddls relativement complétes, si celles-
ci ne sont pas construites dans une institutioou(®). Pour cette raison, une des principales
conclusions pratiques du travail de ces auteurdeesbuligner la nécessité d’établir des liens
entre les institutions (S) et (U), et que cellep@nnent en charge la construction d’OML
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relativement complétes afin d’atténuer les grardiffigeultés que rencontrent les éleves dans
leur passage du Secondaire au Supérieur.

lll. Conclusion et organisation des travaux de thés

L'étude que nous venons de réaliser montre qudiféisultés résultantes de la transition
Secondaire/Supérieur ne sont pas spécifiques aymdonné. Ces difficultés se présentent au
contraire comme caractéristiques de cette transitidépendamment de la société ou de
l'institution ou elle prend place. Deux approchéfdentes essayent d’expliquer les origines
de ces difficultés. D’'une part, les recherches @aatare cognitif attribuent les difficultés
constatées aux changements qui se produisentigdisité au niveau de la construction des
connaissances et de la complexité des savoirsgeiseiCes recherches trouvent nécessaire
que les sujets de linstitution universitaire ptefit pendant la période transitoire d’un
encadrement spécifique et du temps nécessairepoonoir s’adapter aux changements qui
se produisent et permettre les développementsdaatiebls et cognitifs qui leur sont inhérents.
D’autre part, les recherches relevant de I'appraaitaropologique attribuent ces difficultés a
un manque d'articulation concernant les praxéokgmeathématiques placés dans les
institutions Secondaire et Supérieur et a une diswaité dans I'organisation praxéologique
du savoir enseigné lors du passage du Secondaf®ei@érieur. Admettant que chacune des
deux approches permet d’élucider un des aspecta tlansition Secondaire/Supérieur et
permet d’expliquer une part des difficultés quirésultent, nous tenterons dans notre these de
nous servir de 'une comme de l'autre des deuxag@s pour répondre a nos questions de
recherche.

Ainsi, I'étude des rapports des institutions ES GRPS1 aux notions ensemblistes
fonctionnelles et au formalisme mathématique agsoous permettra de répondre aux deux
premieres questions de recherche que nous rappelons

1) Quelles sont les notions fonctionnelles et legongtensemblistes associées,
étudiées dans I'enseignement secondaire (ES) ? @atmnest organisé leur
enseignement et quelles sont les formes de leavigrition dans les exercices
et problemes ?

2) Comment est organisé I'enseignement de ces notlans l'institution de
premiere année des classes préparatoires sciaasfifCPS1) ? Quelles
évolutions subissent-elles dans les différents d®d¥étude, et quelles sont les
formes de leur intervention dans les exercicesailpmes ?

Dans cette étude, nous nous intéresserons auxoengiments praxéologiques relatifs a
'enseignement des notions ensemblistes fonctitemelans les institutions ES et CPS1 et
aux aspects de continuité et de discontinuité ergge environnements lors du passage de
linstitution ES a linstitution CPS1. Nous étudis pour cela, dans chacune des deux
institutions, I'écologie des notions ensemblis@sctionnelles, les outils sémiotiques utilisés,
la possibilité d'intégration des OMP dans des OMLaequel point les OML disponibles
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peuvent répondre aux indices de complétude donaésBpsch et al (2004). Ceci nous
permettra de voir si les praxéologies mathématiguises en place dans chacune des deux
institutions permettent I'articulation entre ledfélients themes d’étude et la structuration du
savoir désigné pour I'enseignement des dites netiblous étudierons également les formes
d’intervention des blocs pratico-techniqL[é'/r] et technologico-théorique[elG)] des
praxéologies dans les exercices et problemes pespdans les documents de travail de
chacune des deux institutions. Cette étude nousngita de déterminete niveau
institutionnel de fonctionnement des connaissapoes chacune des institutions ES et CPS1
a propos des notions ensemblistes fonctionnellestr&vail fera I'objet du chapitre Il de la
these.

L'étude des rapports personnels des étudiants atians fonctionnelles et au formalisme
mathématique et son évolution le long de la prezn@rmnée en CPS1 nous permettront de
répondre aux questions 3, 4 et 5 de la these quenappelons ci-dessous :

3) Quelles connaissances ont les étudiants a prog@siations ensemblistes
fonctionnelles a la fin de leurs études second&ires

4) Comment évoluent les rapports des étudiants auonso ensemblistes
fonctionnelles et au symbolisme mathématique darsditution CPS1 ?

5) Quelles sont les difficultés éventuelles qu'épentvies étudiants dans
I'activité de résolution de probleme, dues a I'esags notions fonctionnelles
et du symbolisme mathématique ? A quel niveau tsersi ces difficultés, et
quelles sont leurs origines ?

Un test diagnostique a propos des notions fonctilbes étudiées dans le Secondaire, passé
par les étudiants de deux classes de CPS1, legr@mar de la rentrée universitaire avant le
début des cours, nous permettra d’étudier le ragmmsonnel de ces étudiants aux notions
fonctionnelles a la fin de I'enseignement secorda&t de répondre en conséquence a la
guestion 3 de la thése. Ceci nous permettra égatedeedéterminele niveau personnel de
fonctionnement des connaissandass l'institution ES a propos des dites notions.

Pour étudier I'effet de I'enseignement ordinairesldinstitution CPS1 sur I'évolution des
rapports personnels des étudiants aux notionsifomalles et au symbolisme mathématique,
nous ferons passer aux mémes eétudiants concerméde ptest diagnostique un test
d’évaluation apres deux trimestres d’enseignemer@S1. Au cours de ces deux trimestres,
les étudiants auront suivi un enseignement ordindans le sens qu’aucune action didactique
particuliere visant a modifier le cours normal daeseignements n'aura été entreprise. Ce test
d’évaluation et I'analyse des productions des @misiqui lui sont relatives nous permettront
de répondre a la question 4 de la thése, de coeraitniveau de savoir atteint par les
étudiants concernant les notions ensemblistesitomalles aprés une année d’étude en CPS1
et de préciser en conséqueneaiveau personnel de fonctionnement des coraraiesdes
étudiants de cette institution.
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Le test diagnostique et le test d’évaluation fetatjet du chapitre Ill de la these.
Pour répondre a la question 5 de la thése, nous aqouuierons sur trois types d’analyses :

- Le premier type concerne l'analyse des produstides étudiants au test d’évaluation
préecédemment décrit et linterprétation des diffiési et obstacles constatés dans ces
productions.

- Le deuxieme type concerne I'étude, a travers uestionnaire, des habitudes de travail
personnel des étudiants dans linstitution CPSdestdifficultés qu’ils rencontrent dans leur

apprentissage des mathématiques, particulieremretigebre. L'analyse des réponses des
étudiants a ce questionnaire, qui fera I'objet Hapitre IV de la these, nous renseignera sur
les possibilités des étudiants a répondre aux egagede travail de I'institution CPS1.

- Le troisieme type d’analyse concerne le suivirdwail d’'un groupe réduit d’étudiants dans
deux séances de résolution d’exercices. L'analgsediscussions des étudiants enregistrées
au cours de leur travail dans ces séances et derlaonses aux questions de I'enseignant a
propos de leurs productions et des difficultés oetrées, nous permettront d’avoir une idée
plus claire sur la maniere dont les étudiants gdesndonnées des exercices et utilisent leurs
connaissances pour répondre aux questions des@sedonnés.

La prise en compte de ces trois types d’analyse peunettra, nous semble-t-il, de mieux
comprendre les origines des difficultés que rerremtles étudiants dans l'activité de
résolution de problemes et particulierement en cé a@pncerne l'usage des notions
fonctionnelles et du symbolisme mathématique.

Finalement, pour répondre a la question 6 de Isethe

6) Quelles actions didactiques peut-on entreprendte pider les étudiants a

surmonter les difficultés observées ?
nous expérimenterons avec le groupe réduit desagtisdconcernés par I'expérimentation
préecédemment indiquée, une ingénierie didactiqgeantia étudier les possibilités d’aider les
étudiants a surmonter les difficultés constatées tkss différentes expérimentations réalisées.
Le travail effectué avec le groupe réduit d’étuthaanalyse de leur travail dans les deux
séances de résolution d’exercices ajoutées a fiegé didactique) fera I'objet du chapitre V
de la these.

Nous terminerons notre these par un chapitre delasion, présentant également les
perspectives que nous voyons a ce travail de relober
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V. Organigramme récapitulatif

Nous récapitulons dans le diagramme suivant I'asgdion générale de la thése

Introduction et problématique

I. Cadres théoriques et
organisation de la thése

Q1 : Quelles sont les notions fonctionnelles et lesamstiensemblistes
associées, étudiées dans I'enseignement seco(E8y&® Comment est

Ry 8 organisé leur enseignement et quelles sont lessfod®a leur intervention
II. Rapports dgs 'nSt'tUtlons_ES et .| dans les exercices et problémes ?

CPS:_L aux notions ensemblistes 7”1 Q. : Comment est organisé I'enseignement de ces naiiams
fonctionnelles I'institution de premiére année des classes prépigea scientifiques
(CPS1) ? Quelles évolutions subissent-elles dandifférents themes
d’étude, et quelles sont les formes de leur intefua dans les exercices ef
problemes ?

3 . Quelles connaissances ont les étudiants a pro| jens
. Rapports per;onnels al'!x S)semblistes fonctionnelles a la fin de leurs élﬂ;oﬁes ?
notions ensemblistes fonctionnellg » Q,: Comment évoluent les rapports des étudiants atersot
des étudiants de CPS1 ensemblistes fonctionnelles et au symbolisme madtigoe dans
I'institution CPS: 7

Qs : Quelles sont les difficultés éventuelles qu'éprauvies étudiants

. - dans l'activité de résolution de probleme, dues'udabe des notiong
IV. Modalités de travail _p| ensemblistes fonctionnelles et du symbolisme maatigue ? A quel
personnel des étudiants et leurs niveau se situent ces difficultés, et quelles gt origines ?
effets

Qs : Quelles actions didactiques peut-on entreprendner mider les

V. Ingénierie d'daCt'que : étudiants a surmonter les difficultés observées ?

V. 1. Partie diagnostique

V. 2. Action de remédiation

Conclusion générale et
perspective!
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Chapitre 1l : Rapports des institutions «Enseignement Secondaire »
et « Classes Préparatoiresé&tifiques »
aux notions ensemblistes forminelles

Dans ce chapitre nous envisageons d’étudier legortgp des institutions Enseignement
Secondaire (ES) et Premiere année des Classesr&o#ms Scientifiques (CPS1) aux
notions ensemblistes fonctionnelles et au formaismathématique associé, en vue de
répondre aux deux premieres questions de notre thes

1) Quelles sont les notions fonctionnelles et lesonstensemblistes associées,
étudiées dans I'enseignement secondaire (ES) ? @amest organisé leur
enseignement et quelles sont les formes de leanvigrition dans les exercices
et problemes ?

2) Comment est organisé I'enseignement de ces notlans l'institution de
premiere année des classes préparatoires sciansfiCPS1) ? Quelles
évolutions subissent-elles dans les différents dgd¥étude, et quelles sont les
formes de leur intervention dans les exercicesailgmes ?

Pour ce faire, nous nous intéressons aux enviroenempraxeologiques relatifs aux
notions fonctionnelles et aux notions ensembliagsociées présents dans les documents de
travail de chacune des deux institutions ES et CRBLs étudions, dans chacune des deux
institutions, I'écologie des notions fonctionneléss outils sémiotiques utilisés dans leur
enseignement, les praxéologies mathématiques rarsgdace pour leur étude ainsi que les
modes d’intervention de ces praxeologies dansslaluéon des exercices et problémes. Nous
regardons d'un autre coOté la possibilité dintégratdes Organisations Mathématiques
Ponctuelles (OMP) dans des Organisations Mathéoegiggocales (OML) et a quel point les
OML disponibles peuvent répondre aux indices de ptétade donnés par Bosch et al.
(2004). Ceci nous permettra de voir si les praxgiek mathématiques mises en place dans
chacune des deux institutions permettent I'artitoitades différents themes d’étude et la
structuration du savoir désigné pour I'enseignendestdites notions et de voir les aspects de
continuité et de discontinuité entre les environeets praxeologiques mis en place lors du
passage de l'institution ES a l'institution CPSTuN concluons en précisant, pour chacune
des institutions ES et CPSg, niveau institutionnel de fonctionnement des corgaaisesa
propos de I'étude des notions fonctionnelles etrie®ns ensemblistes associées.

|. Apercu général sur les institutions « Enseignenmt Secondaire » et « Classes
Préparatoires Scientifiques »

l. 1. L’institution « Enseignement Secondaire »

Dans le systeme d’enseignement tunisien, I'enseigné secondaire concerne les quatre
annees de lycée (désignées respectivement parguegndieuxieme, troisieme et quatrieme
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année de I'enseignement seconddjreLes deux premiéres années constituent un tronc
commun pour tous les éléves ayant terminé ave@suear enseignement de b&sa la fin

de la classe de deuxieme année, les éleves quissest sont orientés (compte tenu de leurs
résultats, de leurs choix et de I'avis du condeilclasse) vers I'une des sections suivantes :
Mathématiques, Sciences expérimentales, Sciencegchhiques, Economie et gestion,
Lettres, ou ils termineront les deux dernieres aartke lycée. Les études dans I'enseignement
secondaire sont sanctionnées par I'examen natidealBaccalauréat. Le dipldbme de
Baccalauréat est nécessaire pour avoir acces ades2supérieures.

Par ailleurs, notons que, pour chaque niveau dignement, et pour chaque discipline
enseignée, un seul manuel scolaire est autorisée paistére de tutelfé pour I'utilisation
en classe. Ce manuel (dit officiel), bien gu’illeé¢ une interprétation personnelle de ses
auteurs au sujet des programmes officiels, tradaims une certaine mesure, le point de vue
de linstitution quant a I'application et la mise& @uvre des programmes officiels dans
I'enseignement. Notons que pour chacun des maotfedgels qui concernent nos analyses, il
y a au moins un inspecteur qui fait partie du geodps auteurs. Pour ces raisons, les textes
des programmes officiels, ajoutés aux manuelsielficsemblent permettre de fournir une
vue d'ensemble assez conforme quant aux rapport$irdgitution du Secondaire aux
différentes notions qui y sont enseignées. Nougptads ce point de vue pour I'étude des
rapports institutionnels aux notions ensemblistesctionnelles dans I'enseignement
secondaire.

l. 2. L'institution « Classes Préparatoires Scienfiques »

Les Classes Préparatoires Scientifiques constituentcle d’enseignement supérieur dont
la vocation est de préparer ses sujets au cone@tienal d’entrée aux écoles d’ingénieurs
tunisiennes. Elles proposent trois branches d'étublathématiques-Physique, Physique-
Chimie et Physique-Technique. Les étudiants admisugsuivre leurs études dans ces classes
sont choisis selon les branches d'étude respectimermparmi les bacheliers des sections
Mathématiques, Sciences expérimentales et Sciaideshniques. Les criteres d’admission
varient selon l'institution ou est assuré ce typenseignement. Pour le cas de notre
recherche, l'institution ol se sont déroulées ngEBmentationd est classée la deuxiéme en
Tunisie du point de vue des criteres d’admissioigésx Les moyennes générales et les
moyennes des matiéres scientifiques (MathématiguBfysique) obtenues dans I'examen de
baccalauréat par les étudiants admis dans cettgufim sont supérieures ou égales a

" Dans le systéme d’enseignement francais, ceseslassrespondent respectivement aux classes d&ma,
seconde, premiére et terminale. Les éléves de prerannée secondaire tunisienne sont des éleviss e ans.

18 |'enseignement de base comprend neuf années d'ééphrties en deux cycles : le cycle primaire qui
comprend six ans et le cycle du college qui en cengbtrois.

19 Aprés I'accord préalable d’une commission d’éviibraconstituée généralement, d’'inspecteurs, deaitiers
pédagogiques et d’enseignants du Secondaire ai/Suérieur.

2| s’agit de l'institut préparatoire aux étudesngiénieur de Tunis (IPEIT)
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quinzé' sur vingt. Les programmes d’enseignement danglesses sont nationaux, arrétés
par le ministere de I'enseignement supérieur et l@erecherche scientifique. Les
enseignements se font dans des classes compagtadratement entre 30 et 35 étudiants et se
font en cours intégrés. C’est a dire que, pour ghagatiere, I'enseignant se charge d’assurer
et le cours et les travaux dirigés. Pour ce quceame les mathématiques, il y a, pour chaque
classe, un enseignant qui assure l'enseignementragramme d’algebre et un autre le
programme d’analyse. Nos expérimentations ont gogcdes étudiants de premiére année
Mathématiques-Physique (MP). Ces étudiants forteltes de mathématiques par semaine,
a raison de 6 heures d’Algebre et 6 heures d’Amealy®s cours sont assurés de facon
personnelle par les enseignants. En ce sens gud pas de manuel ou de polycopié de cours
que les enseignants seraient contraints d’utiliBeur les travaux dirigés, les étudiants de
toutes les classes de premiére année MP de litistit IPEIT ont une série d’exercices
commune relative a chaque chapitre. Cette sériepestarée, a tour de réle, par les
enseignants de ces clasée®ar ailleurs, I'évaluation des connaissancesaieefi controle
continu, avec, pour chacun des trois trimestrekadeée universitaire, un devoir surveillé au
milieu du trimestre, un ou deux tests écrits, &t teal et un examen a la fin du trimestre. Le
devoir surveillé et 'examen sont communs a toldexlasses d’'une méme branche.

Il. Les notions fonctionnelles et les criteres d’aalyse retenus pour notre travail

Comme nous l'avons précisé dans la problématiqaas mous restreignons dans notre
travail aux notions fonctionnelles en rapport ales notions ensemblistes, I'algébre des
structures et l'algébre linéaire. Nous écartons garséquent de notre travail I'étude des
propriétés analytiques et topologiques liées auxtfons (limite, continuité, dérivabilité...).
Par ailleurs, vu le contexte temporel et institutiel dans lequel se place notre these, nous
nous intéressons dans l'institution du Secondairepgogrammes de 1998 en vigueur dans
la période des études secondaires des étudiardero@s par notre recherche, et pour les deux
dernieres années de lycée, nous nous restreignansettion « Mathématiques » dont sont
issus ces étudiants.

Dans ces conditions, les notions fonctionnellegignges dans les institutions ES et CPS1
gue nous retenons pour notre travail sont les atega

- Notions d’application et de fonction et opérasosur les applications (opérations
algébriques, de composition et de décomposition).

L Avec des variations minimes d’une année a I'asélen la capacité d’admission et les résultatonatix au
baccalauréat.

2 purant les deux années ol se sont déroulées pésimentations (2006/2007 et 2007/2008) I'instiREIT
comptait respectivement 13 et 15 classes de prenaignée MP avec respectivement 7 et 8 enseignants e
Algébre et autant en Analyse.

% Décret 11 98-1280 du 15 juin 1998.

Une réforme a été mise en place a partir de I'arsuidaire 2004/2005 dans la classe de premiéreeanné
secondaire et s’est achevée dans tout le cyclendare en 2007/2008. Les étudiants qui intéressetre
recherche ne sont pas concernés par cette réforme.
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- Notions de bijection et de bijection réciproque.

- Propriétés de transferts : transfert d’objeteletde propriétés par une application (image
directe d’un ensemble par une application, progsiéte conservation, transfert de propriétés
géomeétriques et de structures par une application...)

Pour étudier les rapports des institutions ES eé8ICR ces notions, les conditions dans
lesquelles s’effectue la transition ES/CPS1, etr vdans quelle mesure les rapports
institutionnels et les conditions de transition paient expliquer les difficultés que
rencontrent les étudiants entrant a l'universif@r@pos de I'apprentissage et de l'usage des
dites notions, nous sommes amenés a cerner leufadiés a I'enseignement des notions
fonctionnelles qui pourraient influer sur les pb#gés de travail et d’apprentissage des
étudiants. En nous référant a I'étude théoriquectfte dans le chapitre précédent, nous
retenons pour nos analyses les points suivants :

1) Les environnements praxéologiques dans chacwese dux institutions relatifs a
I'enseignement des notions fonctionnelles et lessidités d’'intégration et de complétude
des différents niveaux de praxéologies mathémadiquie en place.

2) L'importance des blocs pratico-techniq[]’e/ r] et technologico-théoriquEﬁ/ O] dans la
pratique mathématique des éleves et étudiantsuet modes d’intervention dans l'activité de
résolution de problemes.

3) Les formes des savoirs construits (procédurabtirel) et leurs niveaux de mise en
fonctionnement.

lll. Des précisions concernant les facteurs retenygsour nos analyses et grille d’analyse
1) Les environnements praxéologiques et la compligtules organisations mathématiques

Nous nous situons ici dans I'approche anthropologidu didactique. Pour chacune des
notions fonctionnelles retenues pour notre travadus étudions son écologie dans les
différents niveaux d’enseignement, les représamtatsémiotiques utilisées et leurs domaines
de fonctionnement, les praxéologies mathématiqusesen place pour son enseignement et
les possibilités d’'intégration, d’articulation e¢ domplétude des différents niveaux de ces
praxéologies mathématiques. Nous rappelons ci-deses principales caractéristiques des
praxéologies mathématiques auxquelles nous nousreg#erons dans nos analyses,
conformément aux points de vue de Bosch et al.oré@p dans le chapitre 1 (11. 3) :

c1) Indépendance des techniques par rapport aux obgpessifs, existence de techniques
alternatives associées aux types de taches domnésistence de techniques réversibles.
(Indices de rigidité des techniques)
c;) Présence d’éléments technologiques permettartediiréter et de justifier les techniques
choisies, de mettre en relation différentes OMBectes intégrer dans des OML. (Indice de
rigidité et de complétude des OMP)
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c3) Présence d’éléments technologiques permettantede en relation différentes OML et

de les intégrer dans des organisations mathématigggonales (OMR). (Indice de rigidité et

de complétude des OML)

c;) Existence de tadches mathématiques « ouvertes lkesodonnées et les inconnues des
situations étudiées ne sont pas préétablies coempditt a I'avance, et ou I'étudiant doit

décider, devant une situation déterminée, quele® $es données les plus pertinentes
permettant de réaliser la tache (comme par exerdples les taches de modélisation
mathématique). (Degré d’autonomie dans la réatisates taches)

L'étude de ces caractéristiqgues pour les envirommgsnpraxéologigues mis en place dans
chacune des deux institutions ES et CPS1 nous fteamd’'étudier les possibilités
d’articulation entre les différents themes d’étuete de structuration du savoir relatif a
'enseignement des notions ensemblistes fonctibeselet dans quelles conditions
praxéologiques, du point de vue continuité/discuanté, s'effectuent le passage de
l'institution ES a l'institution CPS1.

2) L'importance des blocs pratico-technique et tedfogico-théorique dans la pratique
mathématique

Dans l'enseignement, l'activité mathématique suppggnéralement allier théorie et
pratique. Néanmoins, l'importance accordée a chatdeinces deux aspects de l'activité
mathématique dans l'opération d’enseignement/apipsage et la répartition des rbles entre
enseignants et enseignés pour accomplir les tachégentes a chaque type d’activité varient
d'une institution a l'autre. Ainsi, dans I'enseigment supérieur scientifique spécialisé,
lactivité mathématique est généralement concensée la théorie. Les exercices et
problemes données aux étudiants se rapprocherst,uti@ngrande mesure, des démonstrations
du cours et on attribue le plus souvent au blotiqnmechnique[T/T] un role auxiliaire dans
'enseignement des théories. Dans le Secondairgewanche, I'activité mathématique se
trouve souvent centrée sur le bloc pratico-tecrmih'd T]. Le bloc technologico-théorique
[9/@], quant a lui, a peu d’'incidence sur le travaieefivement effectué par les éleves.

Ainsi, dans les manuels officiels de I'enseignenmsgdondaire tunisien, nous remarquons
un écart, parfois important, entre le discours netbgique utilisé pour institutionnaliser des
résultats théoriques et le discours technologiéotilque dont les éléves auraient besoin pour
résoudre les exercices qui leur sont proposés.eige suivant nous servira a illustrer ce
phénoméne :

Dans le livre officiel de mathématiques de la adassrminale, les auteurs définissent
'espérance mathématique d’une variable aléatoipaxX

E(X) = ZX(a)).p({a)}) ou Q désigne l'univers des cas possibles et p une piiitBasur Q .
1Q
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Pour donner I'expression de E(X) dans la cas ouexgles valeurs,, x,,....X,,, les auteurs
procedent ainsi :

PosonsQ, I'événement(X =x,), i 0{12,....n}

Les Q; forment une partition d& , donc on a :
£x(@.pah =5 £x(@.pdeh)
1Q i=1\ Q)

Or, pour toutw1Q, , on a X(w) = X;, il vient alors :

> X@)pdod) = xi. Y pdud) = x p(Q;)

wlQ, wlQ;
Par suiteE(X) = i xi pX = x;})
i=1

La définition de E(X) et la démonstration qui s'eitgenferment des points qui semblent
loin d’étre transparents pour un éleve de terminidieus résumons ces points dans ce qui
suit :

v ¥ :la sommation s’étend sur tous les élémentddl s’agit d'une sommation selon
wQ

un critére (¢ appartient ou n'appartient pasy), souvent utilisée dans des sommes infinies.

n
Elle se distingue ainsi de la sommatign que les éleves ont I'habitude d’utiliser dans It&tu
i=1

des suites numeériques.

v’ L'écriture de « avec ou sans accolades dahﬁ(m).p({m}) marque la différence entre les
ensembles de départ de X (égdba et celui de p (égal &(Q)).

v L'événement (X =x;), noté Q., désigne lI'ensemble des antécédents depar
I'application X

v’ Les Q, forment une partition d€ : ceci suppose de connaitre ce qu’est une partiion

ensemble. Or, cette notion ne fait pas partie dgnmamme de I'enseignement secondaire et le
manuel officiel ne donne aucune information sutecebtion ensembliste, ce qui veut dire

gu'’il s’agit d'une notion introduite pour le besade la démonstration.
v Légalité : ¥ X(w).p{a}) :i( ZX(w).p({w})j, découle de I'associativité de I'addition
1Q i=1\ a0

dansR.

v L'égalité ZX(a).p({a}):xi.Zp({a}):xi.p(Qi) est une factorisation qui marque
[onen 10,

I'indépendance des X{) ( c’est a dire desjxde « dans unQ; donné.
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Comprendre les différents points que nous venonsaldever demande une certaine
capacité d’'abstraction et une bonne familiarisativec le langage symbolique. Or, les éleves
ne sont pas habitués a un tel travail, et il savigoque les auteurs font usage de notions,
d’ostensifs et de techniques de travail qu’ilsadtrisent pour les besoins de la démonstration.
De plus, ce dont auront besoin les éléves pouraleuc de E(X) dans les exercices est
seulement la formul&(X) = Zx p({X x,}) (que beaucoup d’enseignants donnent comme
définition de E(X)). Le discours technologico-thi&oe relatif a la démonstration donnée
reste ainsi déconnecté, avant et apres sa produdio discours technologico-théorique
gu'utilisent les éléves de terminale pour le catteiE(X).

Nos analyses visent a préciser I'écart entre cag dedres de discours dans chacune des
deux institutions ES et CPS1, I'importance qu’ocewhacun des blocs pratico-technique et
technologico-théorique dans l'activité mathématigies étudiants et les conséquences que
ceci peut avoir sur les exigences de travail d&gesl et étudiants dans chaque institution.

3) Les formes du savoir construit et ses niveauxnise en fonctionnement

Nous nous placons ici dans I'approche cognitivéatuisition des connaissances décrite
par Dubinsky (1991 & 2001) dans "APOS Theory" ell {2002) dans "The three worlds of
mathematics" (cf. Chapitre 1). Selon cette apprdatmnnaissance d’'un objet mathématique
se construit selon un cycle a quatre étapéstign, Processus, Objet, Schémeat suivant un
mécanisme de développemerihtériorisation, encapsulation, organisation, géaksation
permettant le passage d’'une étape a l'autre. Datis théorisation, nous distinguons deux
niveaux dans la connaissance et l'usage d’'un camaafhématique : le niveaarocédural(le
concept commerocessuget le niveawstructurel (le concept commebjed). La possibilité de
mobiliser I'aspect adéquat d’'un concept (processusbjet) pour la résolution d’un probléme
donné, d’établir et d’organiser des liens entreedivcouples processus/objet ou de passer du
niveau procédural au niveau structurel, requiee certaine flexibilité de pensée et un niveau
de maturation cognitive qui, selon I'approche ctigaj sont liées au développement et a
I'évolution des opérations d'intériorisation et ddapsulation, ainsi qu’aux possibilités
d’organisation et de généralisation des objets tcoits dans des structures de schémas, ou
d’'unités cognitives, de plus en plus développéssDla chapitre 1 (8. 1.2.3), nous avons
montré comment on peut associer les niveaux de emigenctionnement (Robert, 1998) d’'un
objet donné a ses niveaux cognitifs de connaissacbez un sujet. Ainsi, nous avons
associé :

- le niveau technique de mise en fonctionnement d¢oncept au niveau procédural, ou le
sujet s’applique encore a utiliser les process®s di la connaissance de ce concept, sans que
ces processus soient parfaitement intériorisésesfiormés en objet ;

- le niveau mobilisable, a des connaissances arigéies, a la possibilité de caractériser les
objets mis en jeu et a un début de constitutiomadgructure de schéma, avec toutefois des
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objets encore faiblement liés entre eux et degcdifés a mettre en ceuvre des connaissances
non indiquées ;

- le niveau disponible, a des structures de schémad’unités cognitives, bien développées
chez le sujet, dont les objets et les items lesposiant sont fortement reliés et dotées d’'une
bonne flexibilité cognitive.

Nous avons également remarqué, dans ce contexdd,agaes par le sujet aux différents
niveaux cognitifs de connaissance d’'un objet matti&ue nous semble étroitement lié au
niveau de structuration du savoir, institutionrmelnt construit, relatif a 'enseignement de
cet objet ainsi qu’au niveau de complétude deséfmagies mathématiques représentant ce
savoir.

Dans l'analyse des rapports institutionnels que snemvisageons d’effectuer nous
précisons, a partir de la détermination des degtéscomplétude des praxéologies
mathématiques mises en place et des niveaux de emséonctionnement des notions
fonctionnelles dans les exercices et problemesfdeses du savoir construit relatif a ces
notions et le niveau de structuration de ce sadans chacune des institutions ES et CPS1.
Nous concluons en déterminam, niveau institutionnel de mise en fonctionnemees
notions fonctionnelledans chacune des deux institutions ES et CPS1.

4) Diagramme récapitulatif
Nous récapitulons dans l'organigramme suivant |&&rdnts critéres que nous
utiliserons pour étudier les rapports des instngi ES et CPS1 aux notions ensemblistes

fonctionnelles choisies pour notre recherche.
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Diagramme 1 : Grille d'analyse des rapports instittionnels

Grille d’analyse des rapports institutionnels
aux notionsfonctionnelles

Environnements Role et importance des . .
Forme du savoir construit

praxeologiques ; bIOCS[T / T] et [91 G] dans la et sa structuration

complétude/incomplétude ratique mathématique
des OV pratiq 4

Rigidité des techniques

Modes d’intervention des . .
Forme du savoir construit : __|

blocs [T/ T] et procédural/structurel
[9, G] dans les exercices

Rigidité et complétude et problémes

des OMP
Organisation et degré de
structuration du savoir
Rigidité et complétude construit
des OML
Ecarts entre les formes
. des discours utilisés par _| Niveaux institutionnels de
Autonomie dans la enseignants et enseignés mise en fonctionnement des—!
réalisation des taches ConEEsEncES

IV. Rapport de l'institution ES aux notions ensembistes fonctionnelles

Pour analyser les rapports institutionnels auxamatifonctionnelles en utilisant les critéres
fixés pour cette analyse, nous commengons par damapercu général sur les instructions
rapportées dans les textes des programmes offiaigisopos de I'enseignement de ces
notions. Nous étudions ensuite la maniére donhoéiens sont introduites et présentées dans
les manuels officiels des différentes classes das€ignement secondaire ainsi que les
techniques de travail que les auteurs utilisent pgpliquer ces notions. Nous étudions a la
fin les praxéologies mathématiques mises en ceuans ¢bs exercices donnés dans les
manuels pour travailler les dites notions.

IV. 1. Ce que disent les programmes officiels

Précisons d’abord que, pour chaque classe de lie¢éextes des programmes officféls
de mathématiques sont présentés sous quatre rebridg premier est consacré aux themes a
étudier, le deuxieme spécifie les objectifs d'étuldechaque théme, le troisieme donne les
contenus détaillés des thémes d’étude et le deiintdulé recommandations, est consacré a
préciser des choix particuliers d’enseignement,roerta maniére d’introduire une notion, des

2 Ministére de I'éducation (1998): Programmes &dfic de I'enseignement secondaire. Annexe XI.
Mathématiques.
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propriétés ou théorémes a admettre, des types ahestéauxquelles il faut accorder une
attention particuliere dans I'enseignement de oestdnemes...

Ceci étant, c’est en premiere année de lycée gummemce I'étude des notions
ensemblistes fonctionnelles avec l'introductionla@eotion d’application lors de I'étude des
applications linéaires et des applications affin@éstte étude se poursuit le long des quatre
années de lycée avec l'enseignement de certailogsigtés liées aux notions ensemblistes
fonctionnelles pour des catégories particulierefodetions numériques et de transformations
géomeétriques. L'étude générale des dites notiormonstitue pas un objectif d’apprentissage
pour l'institution ES.

Ainsi, a propos de la notion d’application, nousotis dans le programme de premiere
année secondaire, sous la rubrique « Recommangdation

« Les notions d’application d’un ensemble vers utreaet de restriction d’une application sur un
intervalle deR seront introduites au cours des activités et oiteéw de s’attarder sur leurs
aspects théoriques. (®. 9)

Dans le programme de deuxieme année secondaiee peipos de I'étude de certaines
fonctions de référence, il est précisé (p. 18) :

« Pour appréhender le concept de fonction, oneilk présenter des exemples de fonctions par
des procédés divers : graphiques, tableaux de demméimériques, touches de la calculatrice,
formules explicites.

On évitera tout exposé général sur les conceptifel cette partie du programme(pp. 18)

Notons que I'objectif essentiel que visent les paagmes officiels a travers I'étude des
notions d’application, de fonction et de bijectiest de faire apparaitre le fonctionnement et
I'utilité de ces notions dans la résolution desreixes et problemes. Ceci est explicitement
mentionné a plusieurs reprises dans les textespamgammes officiels. Ainsi, dans les
programmes de deuxieme année secondaire, nous lison

« L’étude des translations et des homothéties rpastune fin en soi ; c’est leur fonctionnement
dans la résolution de probléemes d'alignement, dacoars, de construction et de recherche
d’ensembles de points, qui constitue le but essenti{p. 19)

Nous résumons dans les tableaux qui suivent |é&relifts moments d’étude des notions
d’application et de bijection et les types de taobhdes programmes officiels recommandent
explicitement de faire apparaitre leur fonctionname

1) Notion d’application

Vu la variété des themes ou interviennent cett®nat pour une raison de commodité (de
construction des tableaux et de leur lecture), mbaklissons pour cette notion deux tableaux.
Le premier concerne I'étude des fonctions numésgliene variable réelle dans les domaines
de l'algebre et de l'analyse et le deuxieme coreé€gtude des transformations géometriques
dans le domaine de la géométrie.
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Tableau 1 : La notion d’application dans les domaias de I'algébre et de I'analyse

Premiére A N .
Notion Theme d'étude classe Type de tache; ou est reqommande de mettre |a
iy notion en fonctionnement
d’étude
Applications linéaires et Prerpiére Tl.: Lir_g et inter_préter des représ_enta_tio’ns_ graph?'qu
affines anneée T,: Utlllse_r le I|e_n,entre application linéaire ettion
secondaire de proportionnalité
Fonctions numeériques
d'une variable réelle T3 : Tracer, a partir de représentation graphiquenelju
(Premiéres fonctions de . fonction f, la courbe représentative d’'une fonctaun
réference. . Er?#gleeme type: x> [f(X)], x> -f(x), x>f(x)+a  ou
Foncions u type
) Jx P secondaire X f ()f +a) _ o
X ax, X=X, T.: Résoudre graphiqguement des équations et|des
X s E) inéquations
X
Fonctions numeériques
d'une variable réelle
(Autres  fonctions ds
référence. Foncions du . ) . )
type : Ts: _Epr0|ter les représentations graphiques | de
3 2 fonctions pour :
X ax” +bx” +cx+d, Troisiéme - conjecturer des résultats ;
Application | XH ax* +bx* +c, année - contréler des résultats ;
ax+b secondaire - résoudre une équation ou une inéquation ou| un
cx+d’ (Section : systeme d'équations ou d’'inéquations ;
ax? + bx+ Mathématiques) | - mener la discussion d'équations et d'inéquatipns
= = paramétriques ;
ax+h - résoudre des problémes d’optimisation.
X  sin(@ax+b),
X > cos@x+h),
X tg@ax+b))
Fonctions numeériques Te: Exploiter les représentations graphiques |de
d'une variable réelle fonctions dans la résolution de problémes

(Fonctions logarithmes ¢
fonctions exponentielles
Foncions de types varié
obtenues a partir de
fonctions étudiées dar
les classes antérieure
Fonction définie par un

1 .
Quatrieme
"année

S .
secondaire
(Section :

Mathématiques)

)

S
S

D

intégrale)

T, : Etudier et représenter graphiqguement des exemple

de fonctions composées obtenues a partir des ¢orsc

du programme

Tg: Etudier sur des exemples, des fonctions défi
u(x)

par des intégrales de la fornj’ef (t)dt, ou a est une
a

ti

nies

constante efl une fonction dérivable.

Commentaire

Nous remarquons dans ce tableau que les typeschest@u les programmes officiels

recommandent de faire fonctionner les fonctions énimpes d'une variable réelle sont

essentiellement centrés autour de 'usage et dplogation des représentations graphiques

des fonctions pour résoudre divers types de praggemotons par ailleurs que les opérations

algébriques (d’addition et de multiplication) ses Ifonctions numériques ne sont étudiées

gu’a partir de la classe de troisieme année seaeneiaceci a propos de I'étude de la limite,

de la continuité et de la dérivabilité des fonctiorumeériques d’'une variable réelle. Le texte

des programmes officiels de troisieme année seaenda spécifie pas ces opérations par un
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article particulier dans les contenus des themenseigner. Ce texte fait allusion a ces
opérations seulement par les termes suivants :

- Limite de la somme, du produit, du quotient de fions. (p. 36)
- Somme, produit, quotient de fonctions continues3{jp
- Calcul de la fonction dérivée de la somme, du pitodu quotient de fonctions dérivables (p. 37)

De méme pour I'opération de composition des fomstioumériques d’une variable réelle.
Cette notion n’est étudier en analyse qu’en cléssainale a propos de I'étude de la limite
d’'une fonction composée, de la continuité de laposBe de deux fonctions continues et de la
dérivabilité de la composée de deux fonctions déiis.

Il nous semble que le travail sur les opératiorseeapplications, la mise en évidence des
liens entre une fonctions f et les fonctions as®mxi de types
x> [f(X), x> =f(x),x > f(x)+a ou x> f(x+ a), et 'étude des fonctions définies par
des intégrales donnent I'occasion pour mettre ddeéee le statut d’objet de la notion
d’application. Ceci dépendra cependant de la marééec laquelle seront introduites ces
notions ainsi que des taches qui seront données ldanexercices que les éleves auront a
résoudre.
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Tableau 2 : La notion d’application dans le domaie de la géométrie

Premiere A N .
: . . Type de taches ou est recommandé de mettre
Notion Théme d’étude classe . :
2 la notion en fonctionnement
d’étude
T,: Construire la transformée d'une figure
o géométrique par une translation ou par une honiethét
. Deuxiéme ) . N
Translations et ! T,: Mettre en ceuvre les propriétés de ces
<o année . ; . N
homothéties . transformations dans la résolution des probléemes
secondaire o .
d'alignement, de concours de construction et|de
recherche d’ensemble de points
T5: Reconnaitre une rotation a partir de sa définiti
ou de sa propriété caractéristique
T, : Déterminer et construire I'image d’une droite ou
Troisiéme d’'un cercle par une rotation
année Ts : Mettre en ceuvre les propriétés de la rotatiar pg
Rotations secondaire - résoudre des problemes d'alignement, |de
(Section : parallélisme, de concours et de constructions
Mathématiques) | géométriques;
- déterminer un ensemble de points en utilisant| les
transformées des configurations usuelles par |une
rotation
. Ts: Représenter le projeté orthogonal d'un point|ou
L , Troisiéme , )
Projections de I'espace . d’une droite sur un plan
L S anné . . o , .
Application | (Projection orthogonale secondaire T, : Représenter le projeté orthogonal d’'un point |sur
sur une droite. Projection o une droite
(Section :

orthogonale sur un plan)

Mathématiques)

Tg: Trouver 'ensemble des points ayant méme pragjeté

par 'une ou l'autre des deux projections

Isométries planes et
similitudes planes

Quatrieme
année
secondaire
(Section :
Mathématiques)

17

To: Reconnaitre une isométrie ou une similitude
partir de sa définition, de sa propriété caradigrie
ou de la transformation complexe qui lui est assoet
déterminer sa nature et ses éléments caractéastiqu
T,o: Déterminer et construire I'image d'une droite o
d’'un cercle par chacune des applications précéslente
Ty, : Décomposer une isométrie en un produit
symétries orthogonales

T2 Déterminer la forme réduite d’'une similitude
T13: Mettre en ceuvre les propriétés de ces applits
pour :

- résoudre des problémes d’alignement, de pasatél
ou de concours;

- déterminer un ensemble de points et résoudre
problemes de construction en utilisant les tramséars
des configurations usuelles

Commentaire

Ce tableau montre que dans le domaine de la géemis principaux types de taches

recommandées par les programmes officiels et quieo lien avec les notions ensemblistes

fonctionnelles sont :

- La composition et la décomposition d’applications
- La détermination de I'image d’une figure géonuaig
- La recherche d’ensembles de points

C’est en classe de deuxiéme année secondaire sjé&iles rencontrent pour la premiére

fois I'opération de composition d’applications,ceici a propos de I'étude des translations et
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des homothéties. Les éleves étudieront dans cexderla composition de deux translations et
la composition de deux homothéties de méme cehRimetroisieme année secondaire, les

éleves étudieront la composée de deux rotationmé&ee centre et la décomposition d’'une

rotation en produit de deux symétries orthogonabette étude sera reprise et généralisée
dans la classe de quatrieme année secondaire 'attetel de la composition des différents

types d’'isométries, la composition de similitude@gdtes et la décomposition d’une isométrie

en produit de symétries orthogonales.

Notons que ce n'est qu'en classe terminale quetdgtes des programmes officiels
considérent les opérations de composition et deordgosition de transformations
géométriques comme objectif d’étude, ceci bien cgge opérations figurent dans les themes
d’études de classes antérieures.

Par ailleurs, la recherche d’ensembles de pointssttae un objectif essentiel pour
'enseignement de la géométrie au lycée. Elle wdet dans plusieurs types de taches:
problemes d’alignement, de concours, de constmictide détermination de lieux
géométriques... Ces problemes utilisent souventrégsformées des configurations usuelles
par des transformations géométriqgues. Ceci demamdels semble-t-il, une bonne
connaissance de la notion d'image d’'un ensemblempa@application.

2) Notions de bijection et de bijection réciproque

Les textes des programmes officiels ne font allugioces notions que dans la classe de
guatrieme année secondaire, et ceci dans les teunests :

« Fonction continue et strictement monotone sur intervalle : existence de la fonction
réciproque, continuité de cette fonction. » (p. 58)

« Dérivée de la fonction réciproque d’'une fonctidérivable et strictement monotone sur un
intervalle » (p. 59)

La propriété de bijectivité pour les transformatiareométriques n’est pas indiquée dans
les textes des programmes officiels et aucun theest spécifié pour I'étude de la notion
générale de bijection. Le vocabulaire méme deectiijn » n’est nulle part mentionné dans
les textes officiels.

Nous résumons dans le tableau ci-dessous les tgéaches ou il est recommandé de
mettre en ceuvre les notions de fonction continustttement monotone et de fonction
réciproque.
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Tableau 3 : Notion de fonction continue et stricterant monotone

Premiere A - . .
Notion Theme d'étude classe Type de taches ou est recommandé de mettre
détude la notion en fonctionnement
T, : Décider si une fonction (ou sa restriction sor|u
intervalle) admet une fonction réciproque
Quatriéme T,: Déterminer l'image d'un intervalle | par une
Fonction continue et année fonction continue et strictement monotone sur |
Bijection strictement monotone suf secondaire Ts : Décider si une équation de la forme f(x) = a aim
un intervalle (Section : une racine (éventuellement unique) dans un intieryal
Mathématiques) | donné o |
T, : Dérivée de la fonction réciproque d'une fonction
dérivable et strictement monotone

Nous remarquons ici que les taches indiquées magiemt pas nécessairement la mise en
évidence du concept général de bijection, désgoesla réalisation de ces taches requiert des
techniques n'utilisant pas les caractéristiquesmmmistes de la bijection.

Conclusion

Les notions ensemblistes d’application et de becsont fort présentes a travers les
themes d’étude des programmes de I'enseignemendaice tunisien. Toutefois, les aspects
ensemblistes et théoriques de ces notions ne tmTstipas un objectif d’étude pour le lycée
et nous n'observons dans les textes des prograroffieigls aucune structuration du savoir
concernant I'enseignement de ces notions. Cellssront introduites a propos de I'étude de
certains themes d'algébre, d'analyse ou de géoenddti c'est surtout leur mise en
fonctionnement dans des types de taches et destiaitsl précises qui est visé par les
programmes officiels. Les textes des programmegieff ne prévoient aucun théme
spécifique pour I'étude des notions ensemblistestionnelles. Ceci pourrait étre considéré
comme un vide institutionnel qui laisse aux ensaigs une grande marge pour gérer dans les
classes la maniére d’'introduire et de travailles getions. Nous étudions dans le paragraphe
qui suit les différentes facons avec lesquellesigsurs des manuels officiels ont géré ce vide
institutionnel.

V. 2. Le savoir construit dans les manuels officie

Nous remarquons tout d'abord que les manuels efficide mathématiques de
I'enseignement secondaire sont rédigés par quqtip&s différentes d’auteurs. Cette variété
dans les équipes pourrait entrainer des différedegs les maniéres de concevoir et de
présenter certains contenus d’enseignement oulesfsgons de désigner certaines notions.

Ceci étant, I'analyse des manuels que nous envisagde réaliser se fera en deux étapes.
Dans la premiere étape nous nous intéressons sabégies adoptées dans les différents
manuels pour introduire les notions d’applicatide, bijection et les propriétés ensemblistes
qui leur sont rattachées. Ceci nous permettra deigar les niveaux d’organisation et de
structuration des savoirs liés aux notions ensesteslifonctionnelles. Dans la deuxieme étape
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nous nous intéressons a I'étude et a I'analys@e®ologies mathématiques mises en ceuvre
pour travailler ces notions. Dans ce travail, néuglions les possibilités de complétude entre
les différents niveaux des organisations praxéqleeg, I'importance accordée aux blocs
pratico-technique et technologico-théorique danssdge des notions ensemblistes
fonctionnelles et la maniére avec laquelle sonantip ces deux blocs entre les topos des
éléves et des enseignants. Nous concluons en gmédésniveau de mise en fonctionnement
institutionnel des notions fonctionnelles dansdtitution ES.

IV. 2. 1. Notions d’application et de fonction

La notion d’application est introduite pour la piéna fois en premiere année secondaire a
propos de I'étude des applications linéaires etagigdications affines. Nous rencontrons dans
le manuel officiel® de premiére année secondaire la définition géméravante (page 68) :

Soient E et F deux ensembles et f une relation der&F.
Lorsque tout élément x de E est en relation avesauh élément y de F, on dit que f ase
application de Evers F: Onnotef: E- F
X > y=f(X)
E estl'ensemble de départde f, F estensemble d’arrivée de f,
y estl'image de x par f et x estantécédent® de y par f.

Cette définition donne les représentations sémietiget la terminologie spécifique qui
vont servir pour I'étude des applications linéaeesles applications affines dans cette classe.
Conformément aux recommandations des programmesietdf aucun développement
théorique relatif a la notion d’application, autpee la définition sus-citée, n’est donné dans le
manuel.

La distinction entre les notions d’application et fdnction intervient en deuxieme année
secondaire lors de I'étude des fonctions numériqdes référence. Le manuel de
mathématiques de deuxiéme année secorfdaioenmence I'étude de ces fonctions par une
lecon de « Généralités », ou sont définis formedetrles concepts généraux de fonction
numérique d’une variable réelle, d’ensemble denitéin, de représentation graphique et de
sens de variation d'une fonction numérique.

Une fonction numérique d’une variable réelle ediné& comme suit (page 84) :

On appelle fonction numérique a variable réellag@pplication d’'une partie D d® dansR ; D
est appelée le domaine de définition de la fonction
Une telle fonction est désignée par :
f:R - R
X b f(X), et son domaine de définition pay. D

25 Allani Mohsen et al. ( ?) : Mathématique&8®année de I'enseignement secondaire. CNP. Codé@22

%6 | es auteurs supposent ici implicitement l'uniaité I'antécédent (en désignant x par "l'antécéde@@&ci
pourrait s’expliquer par le fait que les applicaajue les éléves auront & manipuler dans cetsectont toutes
bijectives, excepté le cas particulier des appboataffines constantes.

2"Mongi Zouari et al. ( ?) : Mathématique§®2nnée Secondaire. CNP. Code 222 501.
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La distinction que fait cette définition entre lestions d’application et de fonction
numérique, se situe au niveau de I'ensemble daitiéfi qui, pour une fonction numérique
d’'une variable réelle, ne coincide pas nécessaitemac son ensemble de départ (toujours
égal aR). Ainsi, on parle par exemple de la fonction :

f:R- R, X b yx+1 ; qui n’est pas une application.
X

Les définitions que nous venons de citer ne sostregprises dans les livres officiels des
classes supérieures. Elles constituent ainsi ideseéférences, du coté des manuels officiels
des quatre années de lycée, qui définissent den fiyonelle les objets « application » et
« fonction numérique d’une variable réelle ».

Outre le registre symbolique formel présent damssdéfinitions sus-citées, les notions
d’application et de fonction sont représentées demisnanuels de I'enseignement secondaire
sous d’autres formes sémiotiques. Nous résumons lgatableau ci-dessous les différentes
représentations seémiotiques utilisées pour désigsenotions d’application et de fonction et
nous precisons, pour chacune de ces représenta@mprincipales fonctions.
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Tableau 4 : Représentations sé

miotiques de fonctieret d’applications

Représentation sémiotique

Domaine de fonctionnement

1) Représentation ensembliste :
f de E vers F définie par : f(x) =...,
f:E > F
X > f(x)
f du plan P dans P, qui a tout poiifx,y)
associe le point’'(x’,y’) tel que
X'=ax+by+c
{y'= ax+by+c

» Préciser les ensembles de départ et d’arrivée de f.

Par exemple : soit la fonctidp deR versR définie par :
X+m)(3x+10m

£ (00 = Or M) Bxr10m)

(x+2m)

Préciser le domaine de définition de f .

Par exemples :

f: [— 4,2] - R, x> E(gj (E désigne la partie entiérg

de x)
w:N*%{1,2} - R,n— W,=+n-3

t
F:]o+e - R, XerTdt
1

2) Expression algébrique :

soit la fonction f : x — f(x), ou

soit la fonction (ou soit la fonction numérique)
définie par f(x) =...

Effectuer des calculs sur f(x)

Effectuer des opérations entre fonctions

Etudier les propriétés analytiques et topologiqle$
Résoudre des équations et des inéquations liées a

—h

3) Tableau de valeurs numériques (x,y) : partie d
graphe de la fonction f donnant quelques couple

Déterminer I'expression de f(x) pour des classes d
fonctions particuliéres (linéaire, affine, polynaie du
second degré)

us Tracer la représentation graphique de f

5+ Etudier le comportement de f(x) pour des valeurs d
proches d’'une valeurxlonnée ou pour de grandes
valeurs de x, en vue d’approcher la limite de f@dand x
tend vers xou a I'infini.

D

4) Représentation graphique

Visualiser I'image de f et les dépendances entre
éléments des ensembles de départ et d’'arrivée
Lire des propriétés graphiques de la courbe de f
Résoudre graphiquement des équations et des
inéquations liées a f

5) Représentation rhétorique. Comme par exemg
Application du plan dans lui-méme qui a tout
pointM quelconque du plan associe le paitittel

que MM'=u, ou u est un vecteur donné. (Pour

désigner une translation de vectéu)

Application du plan dans lui-méme telle que
pour tous poinf, B d'images respectives’, B’, on
ait : A'B'=k.AB, ouk est un réel strictement positif
donné. (Pour désigner une similitude de rapfort

le :

Définir les transformations géométriques de facon
géomeétrique

6) Représentation symbolique spécifique :
t- translation de vecteur

S | symétrie centrale de centre O

Sp : symétrie orthogonale d’axe D

Nk :homothétie de cent@ et de rappork

Ro.s : rotation de centr® et d'anglea
S(Ak,8) : similitude directe de centis de

rapportk et d'angle&
Projection p sur une droite D (resp. un plan)
parallelement a un plan P (resp. une droite D)

Désigner une transformation géométrique et précis
ses éléments caractéristiques

Simplifier le calcul de composition et de
décomposition entre transformations géométriques

Interpréter une situation de dénombrement par une

7) Représentation entre ensembles en patates

application entre ensembles finis
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Commentaire

L'importance accordée par les manuels aux diff@®nteprésentations sémiotiques
d’application et de fonction varie selon les maaudéés domaines mathématiques et les
fonctions qu’occupe chacune des représentations.

Dans les domaines de l'algebre et de I'analysesgloil s’agit de désigner une fonction
dont I'expression algébrique est connue, les mandel premiere et de deuxiéme année
secondaire utilisent souvent la représentation rehliste, conformément aux définitions
générales données dans ces manuels. En revarslaeitéeirs des manuels de troisieme et de
guatrieme années secondaires font usage, dansaki-tqtalité des cas, de I'expression
algébriqgue pour désigner une fonction. C'est quasdees classes, le travail dans les
principaux themes d’analyse (limites, continuitéridabilité, étude de fonctions) se centre
autour des expressions algébriques des fonctionsmgues étudiées, les ensembles de
départ et d’'arrivée de ces fonctions étant im@ioiént supposés étre égauR.a

Pour le registre numérique, sa fonction se réduibunir des éléments (x, f(x)) pour
permettre la construction de représentations ggajlsi de fonctions, pour déterminer
I'expression de f(x) pour des classes de fonctmasiculieres (linéaire, affine, polynomiale
du second degré), ou pour conjecturer le comporieaf(x) sur les bornes de son domaine
de définition. Dans ces cas, le tableau de valeumnsériques est considéré seulement comme
une aide a la réalisation de la tache demandéeeBens que la réalisation d'une telle tache
fait appel a d’autres données concernant la fonctie type de fonction, son tableau de
variation, ses branches infinies, ses points reuoadngs...). Dans ces conditions, nous
pouvons considérer que le registre numérique negtegu’une représentation partielle des
fonctions et qu’une suite finie de couples (x, ¥(Re peut donner acces a la généralité ni
permettre une définition compléte de la fonctioprésentée.

Concernant le registre graphique, nous distinguams sa fonctionnalité trois niveaux de
traitement : ponctuel local et global (Maschiet2)02). L'usage des représentations
graphiques aux niveaux ponctuel et local intérésdenctionnement mobilisé pour obtenir
des résultats numériques de fagcon standard etithlgague : obtenir graphiquement des
pour desx donnés et vice versa, obtenir le signd’fle) en un pointx, donné, observer les
variations des termes d’une suite, étudier la ooité et la dérivabilité dé en un pointx,
déterminer les extremums dle.). Pour Chauvat (1999), dans ce mode de traiterfugnil
gualifie denomographiqug« le sujet doit engager un rapport effectif avedéssin précis
gu’il a sous les yeux, sans se soucier de ce gafirésente » Autrement dit, I'aspect
ensembliste fonctionnel de la courbe disparaitysux du sujet dans ce mode de traitement,
ou du moins reste non opérationnel et la repré8entgraphique fonctionne avec son statut
d’outil. Au niveau global, la représentation graple est utilisée avec son statut d’objet et
'aspect ensembliste d’'une fonction (unicité denBige, domaine de définition, image de ce
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domaine par la fonction, loi de dépendance ente¢ ) est illustré. De plus, les courbes de
fonctions deviennent des supports de propriétédrdormations ne pouvant apparaitre dans
le registre numérique ou algébrique (continuitérivadilité, nombre de solutions d’'une
éguation, régionnement du plan...) et pourraient @weilisées pour désigner des fonctions
génériques ou des classes de fonctions particsliépwlynomiales, homographiques,
sinusoidales...). Les courbes de fonctions sont ausisiées pour obtenir d’autre courbes
(par restriction ou en appliquant des transfornmstigéomeétriques), ou pour économiser des
développements théoriqgues qui ne figurent pas aogrgmmes du Secondaire. Pour ce
dernier point, il s’agit précisément de lillusiiat, dans le manuel de troisieme année, des
définitions formelles de limites (finie ou infinien un point ou a l'infini), et pour le manuel
de quatrieme année, de lillustration graphique théoréme concernant I'image d'un
intervalle par une fonction continue, du théoréras daleurs intermédiaires et de I'approche
de la notion d’intégrale d’une fonction. Nous vogaainsi que les fonctions remplies par le
registre graphique au niveau global lui attribuemtéle opératoire important et permettent de
mettre en évidence de nouveaux aspects des paspaésemblistes et fonctionnelles, ce qui
pourrait donner une meilleure conceptualisatiotadsotion de fonction. Toutefois, ceci reste
étroitement lié aux droits d’'usage des représamtatijraphiques dans la réalisation des taches
et la validation des résultats obtenus, ainsi ¢pi@partition de ces droits entre les topos des
éleves et des enseignants. Dans ce contexte, Gh@®a¥) a montré dans sa thése qu'il
existe un certain clivage entre le rapport ingttutel aux représentations graphigues de
fonctions en position d’éleve et celui en positaianseignant. C’est que I'enseignant, bien
gu’il soit contraint d’enseigner l'insuffisance dgephiques et leurs caracteres contingents,
pourrait se trouver dans la situation de recoures graphiques pour expliquer ou justifier
des propriétés mathématiques.

Ceci étant, dans le domaine de la géométrie, dsfiormations géométriques, dont I'étude
commence en classe de deuxieme année secondairde pdus souvent désignées par leurs
notations spécifiques (cf. tableau 4, ci-dessusydprésentation ensembliste dans ce domaine
n'est utilisée que six fois : deux fois en trois&année secondaire, dans les énoncés donnant
les définitions générales des projections de I'esgprojection sur une droite parallélement a
un plan et projection sur un plan parallélement@ droite), et les quatre autres sont données
dans le manuel de quatrieme année secondaire den®xrcices ou interviennent des
applications du plan dans le plan définies parsl@xpressions analytiques. La représentation
rhétorique, quant a elle, est utilisée seulemenmament de la donnée de la définition de
chacune des transformations géométriques étudifesfois ces définitions établies, ce sont
les désignations spécifiques qui sont utilisées dameste du cours et dans les exercices. Et
ceci, soit en désignant une transformation a I'aldeson symbole spécifique (comme par
exempleh k) Soit encore par la phrase correspondante (contmepthétie de centr® et
de rappork). Ceci pourrait s’expliquer d’'une part par le fqitau lycée, les transformations
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géométriques sont étudiées sous leur aspect géguetret dans ce cas, I'image f(M) d’'un
point M ne peut s’exprimer par une relation comraagdle cas des expressions algébriques
des fonctions numériques. La détermination de cetigge dépend plutét des éléments
caractéristiques de la transformation utiliséeguets sont donnés dans I'écriture symbolique
de la transformation considérée. D’autre part,destures symboliques des transformations
géométriques donnent un moyen tres efficace poancan et travailler les propriétés de
composition et de décomposition de ces transfoonati

Finalement, la représentation d’une applicatiomeedéux ensembles en patates, nous ne la
rencontrons que dans deux activités dans le mateugbisieme année secondaire. Chacune
de ces activités vise a interpréter une situatierdénombrement par la construction d’'une
application entre deux ensembles finis. Ceci datgdctif de donner les possibilités d'usage
en dénombrement du théoréme exprimant le nombngplications entre deux ensembles
finis.

En conclusion, il semble qu’au lycée, ce qui esplles visé dans la représentation des
applications sont la fonctionnalité et I'efficacities ostensifs vis-a-vis des thémes étudiés.
Ainsi, dans les deux dernieres années de lycédralail est focalisé soit sur I'étude
analytique et topologique des fonctions numériquets,dans ce cas c'est I'expression
algébrique et/ou la représentation graphique quiaeglus utilisée dans les manuels, soit sur
'étude des transformations géométriques et danscaz ce sont les représentations
symboliques spécifiques de ces transformations spmt utilisées. De ce fait, les
représentations et les caractéristiqgues ensentbtistgérales des applications, introduites dans
les deux premieres années de lycée, voient leuortiaapce et leur réle diminués dans les
manuels officiels avec 'avancement des annéesdignement au lycée.

IV. 2. 2. Opérations sur les applications

Nous distinguons a ce propos deux types d’opémtitopération de composition, utilisée
en géométrie et en analyse, et les opérations rédgéls d’addition, de multiplication et de
division, utilisées en analyse.

Pour I'opération de composition d’applications, sae rencontrons dans les manuels des
guatre années de lycée aucune définition génémleette notion ni I'énoncé de propriété
précisant le caractére non commutatif de cetteatioér.

La premiere rencontre avec cette notion dans lesigia officiels se fait dans le manuel de
deuxieme année secondaire a propos de I'étude tdanislation du plan. Nous rapportons ci-
dessous le paragraphe correspondant a I'introdudtocette notion (p. 146) :
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Composée de deux translations
On considére deux translationl]s ett-. On se propose de déterminer I’applicatt(a,nta .

SoitM un point du plan. Comment obtenir le pdifit image dev par t-ot- ?

Montrer que :MM"' = u+u'. En déduire I’applicatiorta,ota
Théoréme

La composée de deux translations de vectauet u' est la translation de vecteurt u'

t-ot- =t- -
u u u+u

- Que peut-on dire dé-ot- et t-ot- ?
u u u u

- Quelle est I’applicatiort_aota ?

Cette maniére de présenter la propriété de conmmogie translations laisse a la charge de
I'enseignant I'introduction de la notion de compeasie deux applications, qui peut se faire
soit dans le cadre général d’applications, soitsdkn cadre particulier des translations.
Remarquons par ailleurs que dans I'énoncé du thémrdes auteurs anticipent sur la
commutativité de la composition des translationécen’vantta,ota =t. - au lieu de

t-ot. =t. . Nous rencontrons dans le méme manuel un paragsapiiaire dans le cas de
la composée de deux homothéties de méme centre.

Dans le manuel de troisieme année secondaire i@asition des applications intervient
aussi seulement en géométrie a propos de I'étusleotigtions et des projections de I'espace.
Dans le chapitre sur les rotations, trois propsidiées a la composition d’applications sont
étudiées : composée de deux rotations de mémeecerdmposée de deux symétries
orthogonales d’axes sécants et décomposition d'ota¢ion en un produit de deux symétries
orthogonales. Dans le chapitre sur les projectidesl'espace, la composée de deux
projections intervient dans un seul exercice, yl &'pas de propriétés concernant la composée
de projections qui sont données dans le cours.

C’est en classe terminale que la composition diapfbns est la plus travaillée. Elle
intervient aussi bien en géométrie qu'en analysansDle domaine de la géométrie, sont
étudiées la composée d'isométries du plan, la cegwde similitudes (directes et indirectes)
ainsi que la décomposition de ces différents typyagplications. Le tableau suivant donne les
principaux résultats établis dans ce contexte :
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Tableau 5 : Tables des opérations de composition é& décomposition
des transformations géométriques

Composée Nature de la transformation

Composée d’'un nombre pair de symétries orthogonalegplacement

Composée dun nombre impair de symétiiemtidéplacement

orthogonales
Composée d’'une homothétie et d'un déplacement iBiohdl directe
Composée d’'une homothétie et d'un déplacement iBiohd indirecte

Composée de deux symétries orthogonal€s, Translationt -, ou v est orthogonal &\ et tel que
d’axes paralléles A=t-(A")
Vv

Composee de deux symétries orthogon8gs0Sop, Rotation R(O,6) ot 6= 2 (O_AD@S [2771
d’axes sécants ' ’

ComposéeR(O, 6) ot- » Translation, si@ = 2kt (kOZ)
u * Rotation d’angled si non

» Translation si@ + 8'= 2k, (kOZ2)

ComposéeR(0,8) o R(O, &' . .
P ©.8) oK ) » Rotation d’angled + &' si non

Composée de deux symétries centrig® S, Translationt -

* Translation, sk.k'=1

Composée de deux homothétig®,kph(O’,k’) «  Homothétie de rappokik', si non

Similitude directeS(O,k,8) , de centreD, de rapport

Composéeh(O,k) o R(0, 6) ket d'angled

Composée de deux similitudes directes ;. . . , ; ’
S(0,k,6) 0S(0'.K', &) Similitude directe de rappokk’ et d'angled + 6

Composéeh(O,k)0S,, ou k 1 et A passe par A Similitude indirecte de centre A et de rapgort

Notons que les données de ce tableau fonctionra# lés deux sens : premiere colonne
vers la deuxieme et inversement selon que l'onatfeea composer ou a décomposer la
transformation en question.

L’'usage essentiel qui est fait des opérations deposition et de décomposition dans le
domaine de la géométrie est de fournir des teclesigermettant de déterminer la nature des
transformations géométriques étudieées et éventoefle de préciser leurs éléments
caractéristiques, comme dans les exemples suivants

Sos0Son = 0. 2(0R, 0B} |
+ S(0,k,0) 0845 0So, =h(O,k)0R(0,8)0R(0,8) =h(0,k)oR(0,6+8) =S(O,k,6+8),
ou 6=2.(0A,08) [27]
- Siu est un vecteur directeur d’une droite Dget toS, , alors:
toS, =S o0t. etgpog = toS0S0t- =t -

Dans un tel travail, les techniques mises en cesa/teouvent étroitement dépendantes des
ostensifs utilisés dans la désignation des tramsfttons géométriques considérées. L’'aspect
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ensembliste de ces transformations ainsi que deatigns de composition et de
décomposition qui en sont faites reste implicita’gttervient pas dans la réalisation des dites
techniques.

Dans le domaine de l'analyse, la composition degliGgions intervient dans trois
situations :

e Calcul de la limite d’une fonction composée
» Composée de deux fonctions continues
e Composée de deux fonctions dérivables et dérivéda fidaction composée

Pour la premiére situation, il s’agit de la premie¢encontre avec la notion de fonction
composée de deux fonctions numeériques dans les elsardu lycée. Le paragraphe
correspondant & cette situation commence parfi&du théoréme suivah(p. 60) :

Théoréme
Soitf etg deux fonctions

Silim f =1 etlimg=I" alorslim gof =1I"
%o l %o

(Xg, I et finis ou infinis)

Ce théoreme est admis (conformément aux progranoffiegels) et il est suivi de deux
exercices resolus visant a en donner des exemjlgglidations. Nous citons ci-dessous I'un
de ces exercices (p. 61) :

Exercice
. . . X+1

Etudier la limite en—-c de la fonctionh: x — co -
X+ Xx+1

Solution

On peut écrireh = gof avec:

X+1
f X ———— et g X+ CcosX
X“+x+1

Ona:limf = |im(izj = |im[1j =0
—00 —oo \ ¥ —oo \ X

et limg=Ilimcosx=1
0 0

dou limh=1

Dans les deux autres situations, nous trouvons pdésentations analogues, avec un
théoreme (admis dans la deuxiéme situation et dématans la troisieme) énoncant la
propriété correspondante et un exemple d’applinatinthéoréme.

Le fonctionnement de la notion de composée de ftmotions numériques se réduit dans
les manuels du lycée a ces trois types de tachetenbl que dans les autres exercices ou
intervient I'un des théoremes indiqués ci-desassaliteurs déterminent parfois explicitement

% Ben Younes Ali & al. (1999) : Mathématique§™%année de I'enseignement secondaire. Section Mathe
1.
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les fonctions composant la fonction a étudier (ce@mast le cas dans I'exercice ci-dessus) et
parfois d’autres utilisent le théoreme impliciterh@omme dans les exemples suivants :

* Pour f(x) =>{ /1—i2 —3], (x=1),onalim f =—c0. (ibid. p. 62)
X +o0

« La fonction: x— ¥2x -1 est continue comme composée de fonctions contifisés. p. 96)

 La fonction f : x> sinx.Log(cosx) est dérivable SUEO,%T|: et pour tout x d{o,g{ :

: sin2x .. .
f (x) = cosx.Log(cosx) ——— (ibid. p.213)
COS X

Généralement, c’est cette facon implicite qui agills souvent utilisée dans les exercices.

Ceci étant, dans le domaine de l'analyse sont atissiiées les opérations algébriques
d’addition, de multiplication et de division pouesl fonctions numériques d’'une variable
réelle. Il n'existe pas dans les manuels officides mathématiques de theme spécifique
consacré a l'étude de ces opérations. Celles-di déimies pour la premiere fois dans le
manuel de troisieme année secondaire dans le patagrintitulé : « Opérations sur les
limites ». En fait, ce qui est défini dans ce paapbe est le résultat de ces opérations, c'est-a-
dire : la somme, le produit et le quotient de dfanctions numériques. Nous lisons afigp.

49) :

Opérations sur les fonctions
Soient f et g deux fonctions numériques d'une \deiaéelle. On désigne par D le domaine|de
définition de f et par D’ celui de g.

» La somme des deux fonctions f et g, notée f+gdéBhie par : (f+g)(x)=f(x)+g(x). Le domain
de définition de f+g est D D'.

* Le produit des deux fonctions f et g, noté f.g, dini par : (f.g)(x)=f(x).g(x). Le domaine d
définition de f.g est Dy D’.

D

D

* Le quotient des deux fonctions f et g, nofté est défini par :( ](x) :LX;. Le domaine de
g

f
g g(x

définition dei estDn D'—{x OR,g(x) = O}
g

Nous ne rencontrons dans le manuel en questiomagxercice spécifique relatif a ces
opérations (Comme par exemple la recherche du aenul définition de f+g, de f.g ou de

fa, qui ne semble pas étre toujours évident a déterjnine

Immédiatement apres ces définitions, les auteuabligssent les tableaux donnant les
limites de la somme, du produit et du quotient daxdfonctions. Ces notions interviennent
ensuite lors de I'étude des opérations sur lestimme continues et des opérations sur les
fonctions dérivables. Dans le manuel de quatrienm&a secondaire, les mémes résultats sont
brievement rappelés et les notions de somme, dkipret de quotient de deux fonctions sont

29Ben Younes Ali & al. (1999) : Mathématique§™année secondaire. Section Mathématiques. Tome 1.
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reprises lors de I'étude des fonctions primitivesle calcul intégral. Au niveau du langage
utilisé dans les manuels concernant ces opératiang remarquons que dans les premiers
exemples visant I'application des théoremes indiqués auteurs mettent en évidence de
facon explicite les opérations intervenant dansolastruction des fonctions données, comme
le montre I'exemple suivant (ibid. p. 120) :

2x% -x -1
2X +5

Soit h la fonction X

La fonction h est définie, continue et dérivable Ri{ —g}

Posons f(x) =2x? —x -1 et g(x) = 2x +5

_5 : - X
Pour tout x déR-{ E}, ona:h(x)= 9(x)

FO080-T g0 — (AX=D(2x+5) - 2(2x* ~x ~1)
(9()) (2x +5)?

4x2 +20x -3

(2x +5)2

Par suite,h'(x) =

D’ou: h'(x) =

Apres ces exemples d'applications, les théoremes appliqués de facon implicite,
comme c’est le cas pour la fonctibnx — sinx.Log(cosx) donné ci-haut. Nous donnons ci-
dessous un autre exemple rapporté dans le mangelatiééme année seconddire

> -4
X

La fonction f est définie et continue Rt
x 1

Extrait d'un exercice résolu (p. 181)

Soit f la fonction définie paf (x) = % -

Pour tout x de] 0,]{, f(x) :E__ 1-x2
X
x 173
Pour toutxde[],+oo[,f(x)=5__ X2 -1
X
La fonction f est dérivable SL]rO,][ et pour tout x de] OJ{, ona:f'(x)= 5 + - + -
1-x X

La fonction f est dérivable SL]ﬂ,+oo[et pour tout x d§3l+oo[, ona:

2 _
oot Wx?-1

2_\/1—x2 x?

Dans les exercices sur I'étude des fonctions nuqués, c’est de cette facon implicite que
seront utilisés les théorémes faisant intervesiolgerations sur les fonctions.

Conclusion

Les opérations sur les fonctions sont étudiéesyeeel sous I'angle de la fonctionnalité
visée par les programmes officiels. Leur aspeairiée apparait occasionnellement dans les
manuels au moment d’établir des propriétés conoerdas themes faisant intervenir ces

%0'Ben Younes Ali. & al. (1999) : Mathématique§™%année de I'enseignement secondaire. Section Mathe
1.
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opérations. Dans ces cas la, la théorie se rédud donnée des définitions et de la

terminologie correspondante. Les opérations darsémble des fonctions numériques, en
tant que lois de composition internes dans cetrebkeet leurs propriétés (commutativité,

associativité...) ne sont pas traitées dans les nimpti@e constituent pas un objectif d’étude
pour I'enseignement secondaire. L'usage dominaibtdi@s opérations sur les fonctions se
réduit au niveau procédural, et I'aspect théorigaeimplicite et les techniques employées
dans la réalisation des taches sont stéréotypées.

IV. 2. 3. Notions de bijection et de bijection régroque

Dans IV. |, nous avons remarqué que les notionsijdetion et de bijection réciprogue ne
sont indiquées dans les textes des programmesetdfaqu’a propos de I'étude, dans la classe
de quatriéeme année secondaire, des fonctions ngumedrcontinues et strictement monotones.
Il n'est pas précisé dans ces textes les poséibititusage de ces notions dans le domaine de
la géométrie. Or, il sSavére que ces notions séaessaires pour I'étude des transformations
géométriques et de certaines de leurs propriétéest @our cette raison que les manuels
officiels commencent a les utiliser dés les presm@rapitres de géométrie, lors de I'étude des
translations et des homothéties en deuxieme aredndaire. L'usage de ces notions se
poursuit dans le domaine de la géométrie jusqu'zldsse terminale avec I'étude des
isométries et des similitudes du plan. En revantbgjde des bijections et des bijections
réciproques en Analyse se limite a la classe terimiet se fait seulement dans le contexte des
fonctions continues et strictement monotones. Cédton de procéder a entrainé le
développement de deux discours technologiquesrelifté a propos des dites notions. Nous
rapportons dans ce qui suit les deux formes deodiscselon l'usage qui est fait de ces
notions dans chacun des deux domaines ou ellesislisées.

a) Bijection et bijection réciproque dans le domainle la géométrie

C’est a propos de I'étude des translations, damsaleuel de deuxiéme année secondaire,
gue nous rencontrons pour la premiére fois leonstde bijection et de bijection réciproque.
Il s’agit précisément de la propriété suivantel4s)
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Propriété :
La translation de vectewr est une bijection du plan sur lui-méme.
Son application réciproque est la translation deere -u.

Démonstration :
Soit M un point quelconque du plan, montrons ddiea un seul antécédent pttr. C'est-a-dire

gu'il existe un point uniquéal tel queta(N )=M.
ta(N)= M équivaut aNM =G, ou encoreMN = —G, et par suite N est I'image de M parl|la

translation de vecteus u .
Ainsi tout point du plan a un antécédent unique Ipatranslationta. Donc la translation de

D

vecteuru est une bijection du plan sur lui-méme, son apgibn réciproque est la translation de

-

vecteur—u.

L’énoncé de cette propriété et sa déemonstratiopaagnt que les définitions de bijection
et de son application réciproque sont laissées éhdaige de I'enseignant. Une propriété
analogue avec sa démonstration sont aussi dona@sdedchapitre sur I’hnomothétie. Dans les
deux cas, le seul usage qui est fait de ces ptéprige limite a leur utilisation dans les
démonstrations relatives a la détermination degy@mad’une droite, d’'un segment et d’'un
cercle par chacune des deux transformations. Adegrexercices donnés dans le manuel ne
fait intervenir explicitement la propriété de bijedé pour les translations et les homothéties.

Dans le manuel de troisieme année secondaire ¢Beu@thématiques. Tome Il), la notion
de bijection apparait deux fois : une premiere fiaiss le chapitre sur les rotations du plan, ou
est étudiée la propriété de bijectivité d’une riotatet une deuxieme fois dans le chapitre sur
les projections de I'espace, ou il est remarquéimgi’projection n’est pas bijective. Dans les
deux chapitres, aucun usage n’a éteé fait des @tégrindiquées dans les exercices.

Notons que pour les translations, les homothétiesleg rotations, les propriétés
correspondantes indiquant que la composée de ldmeces transformations avec sa
réciprogue est égale a l'identité du plan sontlé&sta partir des propriétés de composition
relatives aux transformations indiquées et nontéisant la propriété de la composée d’'une
bijection avec sa bijection réciproque. Ainsi it égbli que :

tot.=t =idp, h<0k>0h(01) =h,) =idp €t R 45)0R A-s) = Riap) =1d;
'k

Dans le manuel de quatrieme année secondaire ¢8edathématiques. Tome 1), les
notions de bijection et de bijection réciproquemtennent dans trois chapitres de géomeétrie :

* Lesisométries du plan,

» Déplacements et Antidéplacements,

* Les similitudes.
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L'usage de ces notions est fréquent dans ces obspi#tussi bien dans le développement
des cours que dans les exercices. Trois propriélgti/es a ces notions sont utilisées :

- La définition d’'une bijection f de E vers E est bijective si, et seulement si, tout
élément d&e admet un antécédent unique par
- Sif deE versE est bijective alorsfof " et f "of sont égales a l'identité de
- Sif est une application bijective &esurE, et x, y sont deux éléments dg, alors :
y=f(x) équivaut ax = f *(y)
- La composée de deux bijection est une bijection

Remarquons que dans toutes les bijections consglélés ensembles de départ et
d’arrivée sont toujours les mémes. lIs sont précesd égaux au plan P.

Les auteurs du manuel ne donnent a aucun momerdéraesés précisant les propriétés
indiquées ci-dessus. Celles-ci sont directemehiséris, explicitement ou implicitement selon
les cas, chaque fois que la situation I'exige. BRidleurs, pour le besoin de certaines
démonstrations, les auteurs font aussi appel atlam« d’application injective », qui ne fait
plus partie des programmes officiels depuis la reeréforme (qui a suivi la période des
mathématiques modernes). Cette notion est alasdinite dans le manuéldans le contexte
particulier des isométries du plan comme suit §).:6

Les images par une isométrig de deux points distincts sont distincts : A% B alors
@(A) # ¢(B) (on dit qu'une isométrie est injective)

Nous donnons ci-dessous deux exemples, rapportés l[damanuel de quatriéeme année
secondaire (Section Mathématiques. Tome Il), adt silisées les notions et propriétés
indiquées ci-dessus :

%1 Ben Younes Ali. & al. (1999) : Mathématique§™%année de I'enseignement secondaire. Section Mathe
2.
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Exemple 1(p. 72):

Théoréme
1. Une isométrie du plan est une bijection du planiguméme.
2. L’application réciproque d’'une isométrie est urmnigtrie.

Démonstration
1. Soit ¢ une isométrie du plan, O, A et B trois points rdignés et O’, A’ et B’ leurs image

respectives paé .

[2)

Les vecteurOA et OB étant non colinéaires, pour tout point C du plaxiste un couple uniqu
de réels (a,b) tel quea:: aOA + bOB.

On déduit du corollaire précédéngue "0'C= aO'A+bO'B', avecC'= $©C).

Par ailleurs, pour tout point Y du plan il existe gouple unique de réels (x,y) tel qu
oY= xﬁ#y.ﬁ' (car les points O’, A’, B’ ne sont pas aligiés

D

(1]

Le point Y’ est nécessairement I'image mardu point X tel que OX = x.OA + y.FB.
Le point X est unique car une isométrie est injggtcela implique queé est bijective.
2. Soit M et N deux points du plan d'images respestpar$ , M’ et N

Notons ¢ I'application réciproque dé . On a :
M'= (M) et N'=(N) équivauta:M = ¢ (M') et N=¢p*(N').

On a donc MN=M'N", ce qui implique qué ™ est une isométrie.

Commentaire

Dans la démonstration du théoréme, le problemejeetibité de ¢ n’est pas mis en relief
par les auteurs, de méme pour l'usage de la ptépdénjectivité de ¢. A notre avis,
comprendre cette démonstration demande une bomikafésation avec ces deux notions, ce
qgui ne semble pas étre le cas avec les éléves mariBde qui sont concernés. Par ailleurs
nous notons la présence dans la démonstrationnti@ls précurseurs au domaine de
l'algeébre linéaire. En effet, le corollaire utilisians la démonstration exprime implicitement
la linéarité de I'application linéairgg associée a I'application affing et nous lisons a
travers la démonstration donnée le lien entre jectivité de ¢ et celle deg . De telles
propriétés, que nous rencontrons dans plusieudsmts dans les chapitres relatifs a I'étude
des transformations géométriques en classe Temnjp@alrraient constituer des occasions
pour établir des ponts entre les institutions ESCES1 au niveau de I'enseignement de
l'algébre linéaire au supérieur.

% Corollaire

Soit ¢ une isométrie du plan. Soit A, B, C, D, E, F stinps du plan et A, B, C’, D', E’, F’ leurs image
respectives pag . Soit a, b deux nombres réels.

Si EF=aAB + bCD alors EF = aA'B'+ bC'D'

3|1 est démontré avant que les images de troistpoion alignés par une isométrie sont trois paintsalignés.
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Exemple 2(p. 76):

Propriété
Deux isométries du plan qui coincident sur troimsonon alignés coincident partout.

Démonstration
Soit ¢ ety deux isométries qui coincident sur trois points abignésA, B etC. Il suit :

¢loy(A)= A, g7 oy (A)=Aetgp oy(C)=C.
Par conséquenp oy =id ** Cela implique quep =y

Commentaire

Cette démonstration utilise implicitement la prépéi: ¢ "og =gog™" =id, pour la
bijection ¢ . De plus, elle suppose évident le passage d'ugatzm rhétoriqgue au langage
ensembliste correspondant. En effet :

Dire queg ety coincident sur trois points alignAsB et C signifie que I'on ait :
Y(A)=¢(A) ,y(B)=¢(B)ety(C)=¢(C) (ce qui est implicite dans la démonstration).

En composant dans chaque égalité gpara gauche, et sachant g@ie¢'og =id (ceci est aussi
implicite dans la démonstration), il vient :

g ow(A)=¢"0p(A)=A , ¢"ow(B)=¢"0p(B)=B etgoy(C)=¢0g(C)=C.
Ceci montre quep "oy =id .

En composant finalement cette derniére égalité gpaa gauche (un autre implicite), on
obtient ;¢ =¢.

A notre avis, les connaissances implicites utiséans la démonstration ne semblent pas
étre évidentes pour des éleves qui ne sont padidas@is a 'usage de telles connaissances.
Pourtant, cette facon de procéder est frequente ldardémonstrations et les exercices donnés
dans le manuel.

Ceci étant, nous remarquons que dans le domaita géométrie, les taches relatives a
'étude de la bijectivité d’'une application et a datermination de la bijection réciproque
n'interviennent pas dans les exercices, elles tsaitées seulement dans les cours a propos de
'étude des transformations géométriqgues. Nous méss dans le tableau suivant les
techniques utilisées dans la réalisation de ces ahes.

3 Les auteurs utilisent ici le théoréme selon lequed isométrie du plan qui fixe trois points noigaés est
égale a l'identité.
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Tableau 6 : Techniques d’étude de la bijectivité efe détermination
de la bijection réciproque en géométrie

Application Bijectivité Bijection réciproque

On utilise la définition d’'une bijection. On montreia la
définition géométrique de la transformation consdé que| L'étude de la bijectivité  donne
tout point du plan admet un antécédent unique.r(Mocas| immédiatement la bijection réciproque
d’'une translation ci-dessus)

- Translation
- Homothétie
- Rotation

D

- Une symétrie
orthogonaleS,

- Une symétrig 4
centrale Sy comme évidente)

On utilise sans preuve explicite que
Non démontrée. Supposée immédiate. Sit=S, et '=S, (considérée

Une isométrie| On utilise la définition d’une bijection. (Voir Bemple 1 ci-

quelconque dessus) Non spécifiee

Composée de deux bijections: une isométrie et

upe.. .. . 1
homothétie g%uectlve etS0S=idp =S =S

Une similitude

Concernant les propriétés de bijectivité intervérmams les exercices, elles se limitent aux
deus propriétés suivantes :

. sifest bijectiveN=f(M) = M = f (N)
« Pour une bijectiofideP surP, fof * =id,

La premiére est généralement utilisée lorsquabi’ de passer d’une transformation a sa
réciprogue dans une situation ou interviennentpests donnés. Comme dans la situation
suivante :

Dans un plan orienté, on considére deux pointssfike et B et les rotationsR, :R(A'E) et

n . .
Rg = R(B,E) . Pour tout M du plan, on note;Mt M, les images respectives de M far, et Rg. On

veut déterminer I'image par I'applicatioh = RBOR;l du point M :
Ona:T(M,) =Rz0R}(M,)

CommeM; =R, (M), alorsR:}(M,) =M

Dou: T(M;) =Rg(M) =M,

Quant a la deuxieme, elle intervient généralemansdes taches relatives a la composition
ou la décomposition des transformations géométsighleus reviendrons sur ces techniques
lors de I'étude des praxéologies mathématiquessneiseeuvre dans les exercices.

b) Bijection et bijection réciproque dans le domaicle I'analyse

Conformément aux programmes officiels, dans le doende I'analyse, ces deux notions
sont étudiées en quatrieme année secondaire darmniexte des fonctions continues et
strictement monotones.

La premiére rencontre avec ces notions dans le ehadfiiciel*® se fait & travers les deux
théorémes suivants :

% Ben Younes Ali. & al. (1999) : Mathématique§™%année de I'enseignement secondaire. Section Mathe
1.
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Théoreme 1 (p. 92) :

Théoréme
Soit f une fonction strictement monotone sur uprville I. On a alors les propriétés suivantes
» La fonction f est une bijection de | sur f(l).

« Lafonctionf %, réciproque de f, est une bijection de f(I) set bn a :
e« (xOnL y=f) = [yofm, x=fiy)
« Lafonctionf ! est strictement monotone sur f(l) et a le méms slenvariation que f.

+ Les courbes représentatives de f etfd®, dans un repére orthonormé, sont symétriques par
rapport a la premiéere bissectrice du repere.

Théoréme 2 (p. 92) :

Théoreme
Soit f une fonction strictement monotone sur uerivelle .

Si f est continue sur |, alors sa fonction récipmé ™ est continue sur f(1).

Le premier théoréme est démontré et le deuxieme adstis (conformément aux
recommandations des programmes officiels). Aucsnoalirs préalable concernant les notions
sous-jacentes a ces deux théoremes n’est donndedamanuel. Par ailleurs, I'usage fait de
ces deux théoremes est double :

- I'utiliser comme moyen pour définir dans le cotagonction x> ¥x, comme bijection
réciproque sur[O,+oo[de la fonction x> x", et la fonction x+ €*, comme bijection
réciproque de la fonctior - Inx ..

- l'utiliser dans les exercices et problemes conmm@yen pour montrer qu’une fonction
numerique est bijective, déterminer sa bijectiocipi®que et en connaitre certaines de ces
propriétés.

Contrairement au cas des transformations géomésjqu la propriété de bijectivité et la
détermination de la bijection réciproque sont éésbldans le cours pour chacune des
transformations étudiées, il serait question pearfbnctions numériques de réaliser ces deux
taches en exercices pour différents types de fometdonnées. Dans ce contexte, le choix
adopté par les auteurs du manuel pour la réalisatéo ces deux taches consiste a séparer
'étude de la bijectivité de la détermination defdaction réciproque, et ceci méme pour des
fonctions ou les deux propriétés peuvent étre @mldimultanément via la résolution de
'équation en X : (ny(I), x:f‘l(y)) = (xDI, f(x):y). Ceci pourrait s’expliquer
par le fait que dans la plupart des exercicegrais question de déterminer l'intervalle image
f(1). Or, pour ce faire, le seul moyen dont dispudes éleves est d'utiliser le théoreme relatif
a I'image d’un intervalle par une fonction contiretestrictement monotone.

L’exemple suivant illustre les techniques adoptgasle manuel dans la réalisation de ces
deux taches (p. 93, 94) :
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Exemple 3 (p. 93, 94)

Exercice résoiu

s z S * 1
On considere la foncton f définie sur IR par: f (x) =x-—.
. X ;
a- Montrer que la restriction g de f a I'intervalle ]0,+ o[ réalise une bijection de 10,+ o[ sur
un intervalle I que 1’on déterminera.
b- Construire, dans un méme repere orthonormé (O, i, j) les courbes représentatives de g et
‘de- g_l.

c- Calculer g_l(x), pour xe 1.

Solution

5 1 : : -
a- Chacune des fonctions : X = X et X +> - — est continue et strictement croissante sur
X

I’intervalle ]0,+ o[ ; donc la fonction g est continue et strictement croissante sur 0,+ee[.

Il en résulte que g eét une bijection de ]0,+ <[ sur g(]0,+eo[) avec
£(J0,+oo[) =]1lim g, lim g[ =]-o0,+oo[.
QF 7 e,

b- Tableau de variationde g

xHO +oo

=+ o

g()
- 00
* lim g = -ee, donc la droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale a la courbe de g.

*  lim (g(x)-x) = 0, donc la droite d’équation y = x est une asymptote oblique a la courbe
X—>+oo .

de g.

Cg




=l s N e :
Les courbes de g et g7 sont symétriques par rapport & la premiére bissectrice.

c- Soit x un réel quelconque et y un élément de IR:_.
Ona: gl =y & gly)=x
By
@‘yz-xy-lr-o.
‘Le discriminant de I’équation y2 -Xy-1=0estA= X2+ 4> 0.

Cette équation admet donc deux solutions :

_x—'\/x2+4 x+vx% +4
On vérifie que y, <0 et ¥, > 0.
2
La solution, dans IR:, de I’équation yz-xy -1=0 d’inconnue y est donc y = w

Conclusion : Pour tout réel x, on a : g_l(x) =

Commentaire

Nous remarquons que pour la fonction g de I'exerdianicité de la solution de I'équation
g™ (x) =y montre que g est bijective et détermine en mémmgpsela bijection réciproque
g™. La propriété de «g continue et strictement sanise sur]0,+oo[) reste toutefois
nécessaire pour déterminer lintervalle imagg@ O,+oo[). Dans d'autres situations ou
lintervalle image est donné dans I'énonceé, nowsivons que les deux taches sont aussi
demandées séparément, comme dans I'exercice s(v&#9) :

Exemple 4 (p. 249)

Exercice
e -1
1. Démontrer que, pour tout réel x, on a+1< <1
er +1
. . . . e -1
2. Etudier les variations de la fonction f définie Bupar :  f(x) = —; ™)
e

Construire sa courbe représentative dans un repgrenormé.
3. Démontrer que f est une bijection Besur ]— 1,]{ .

Pour x donné dan}:— 1,][ calculerf (x).

Dans cet exercice, la résolution ddRsde I'équation en y x =f(y) (pour xD]—l][)

donne pour unique solutlony.:%ln[i—xj . Ceci montre a la fois que f est bijective et que
-X

f(x) = %m@_’—;‘j
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A notre avis, le choix adopté par les auteurs douabconcernant la séparation de la tache
relative a I'étude de la bijectivité de celle relata la détermination de la fonction réciproque
suggere implicitement d'utiliser le théoréme sus l@nctions continues et strictement
monotones pour la premiére tache et de résoudyadtéon en y x =f(y), pour la deuxiéme
tache. Il nous semble que cette facon de procésléavorise pas I'exploitation de la variété
de points de vue associées a la notion de bijedponr les fonctions numériques d’'une
variable réelle) et risque d’entrainer chez lesygdeune confusion entre les notions de
« fonction bijective » et de « fonction continuesgictement monotone ». C’est ce que nous
avons constaté dans le test diagnostique donnéétudiants au début de leurs études
supérieures. Nous reviendrons sur ce point dadsdpitre suivant.

Conclusion

Bien que les textes des programmes officiels n‘at®@ pas une attention particuliere a
I'étude générale de la notion de bijection et nedasidérent comme objectif d’étude que
dans le contexte des fonctions continues et stneteé monotones, I'analyse des manuels
montre que cette notion joue un réle important datgde des transformations géométriques,
notamment en classe terminale. Son usage s’aveoessdire aussi bien dans le
développement des legons que dans la résolutiomxagsices. Malgré cette importance, et la
variété des notions ensemblistes associées auptoedijection qui sont utilisées dans les
manuels officiels aux différents niveaux de I'egseiment secondaire (a partir de la classe
deuxieme année), nous ne rencontrons dans ces Imauoein discours spécifique visant a
définir et & présenter les dites notions. Les saveobnt introduits dans des contextes
particuliers et sous une variété de formes liéasspécificités d’'usage selon les thémes et les
domaines d’étude. Cette situation, ajoutée a Iabse de structuration et d'une
décontextualisation des notions étudiées, ne samnlpas permettre de favoriser une
acquisition solide et une conception conforme docept de bijection ou des notions et
propriétés qui lui sont associées.

IV. 2. 4. Propriétés de transfert liées aux applid@gons et aux bijections

Au niveau du lycée, ces propriétés interviennergemisellement dans les situations
suivantes :

- Détermination de I'image d’une figure géométrigpae une transformation géométrique.

- Etude des propriétés de conservation pour lesfisamations géométriques : conservation
de l'alignement, du parallélisme, de I'orthogorelit.

- Détermination de I'image d’un intervalle par ubaction continue.

Les notions ensemblistes sous-jacentes a ces @égpaont celles liées a la notion d’'image
d’'un ensemble par une application. Nous étudioms da qui suit le savoir construit dans les
manuels a propos de ces notions ainsi que leur maatervention dans les différents types
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de taches ou elles sont utilisées. Nous séparams miatre étude le cas des transformations
géométriques et celui des fonctions numériques.

a) Propriétés de transfert pour les transformatioggométriques

Dans le domaine de la géométrie, les propriétésamsfert concernent essentiellement la
détermination des images de figures géométriguetepdransformations géométriques. Ces
propriétés sont étudiées dans toutes les classdgcéle a partir de la deuxieme année
secondaire et jouent un réle important dans leblenoes de construction et les problemes de
lieux géométriques. Les exemples qui suivent mabhieediscours technologique utilisé pour
étudier ces propriétés et la maniere avec laquedlés interviennent dans les exercices et
problémes.

Exemple 1

Cet exemple, donné dans le manuel de deuxieme aegéadaire (p. 143, 144), concerne
la détermination de I'image d’une droite par uranslation. Il s’agit de la premiére rencontre
avec la notion de 'image d’une figure géométrigae une application.

1°) Image d'une droite :

On se propose de déterminer l'image d'une droite A par une translation t- .
u

a) Soient A un point fixe de la droite A et M un

+
point variable de A distinct de A. A' et M' étant s
les images respectives des points A et M par la

translation t- , nous savons que les droites
u
/ "
(A'M) et (AM) -sont paralleles. 4 M a’
Ainsi I'image d'un point quelconque de la droite A
appartient a la droite A’ passant par A' et parallele
aA. - A M A

b) Soit N' un point de la droite A'.

- Quel est I'antécédent N du point N' par la translation t, ?

u

- Montrer que N appartient a la droite A.

Théoréme :

[ L'image d'une droite par une translation est une droite de méme direction. J

Commentaire

Bien que la définition de I'image d’'un ensemble pae application ne soit pas précisée
dans le manuel, le travail effectué explicite deofa précise et rigoureuse les notions
ensemblistes sous-jacentes a la démonstration. aissaht a la charge des éleves la
démonstration de linclusion réciproque, il semblee les auteurs visent a familiariser les
éleves avec cette technique de travail. D’'une mara@alogue, les auteurs déterminent les
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images par une translation d’'un segment et d’'ugleeet les images par une homothétie
d’'une droite, d’'un segment et d’'un cercle. Nousaegmons que dans toutes ces propriétés les
auteurs évitent d'utiliser le symbolisme ensemélist préferent s’exprimer dans le registre
rhétorique pour énoncer les propriétés et rédegdémonstrations.

Par ailleurs, dans les exercices résolus visanbrinal des exemples d’application des
propriétés établies, les auteurs utilisent les lt@su établis sur les images par les
transformations des figures usuelles. L’exempléone un exemple de ces exercices.

Exemple 2 (p. 183, 184)

Exercice 1 : ; :
Ori considere un cercle &5 de centre O et de rayon R et un diametre [AB] de ce cercle. M étant un point

variable de ¢S, on désigne par N le symétrique de A par rapport a M.

1°) Quel est I'ensemble des points N ? :
2°) Lorsque M est distinct de A et B, les droites (BM) et (ON) se coupent €n I:

Déterminer et construire l'ensemble des points 1.

Solution :
: 1°) N étant le symétrique du point A
— —_—
parrapporta Mona: AN =2 AM ;
donc N est l'image du point M par 'homothétie
hio - Lorsque M décrit le cercles 28, le point

N décrit le cercle ¢5' image du cercle & par

I'homothétie h , 5, -
L'ensemble des.points N est le cercle &' de

centre B et de rayon 2R.

2°) M et O sont les milieux respectifs de [AN] et [AB] ; donc le point I est le centre de gravité du

triangle ABN ; on a alors :
— oyt
Bl = — BM et par suite I est I'image du point M par l'homothétie h
3 B, —)
3

L'ensemble des points I est alors le cercle ¢5" image du cercle ¢5 par I'homthétie h , privé des
A - : ®. =)
3

points A" et B qui sont les images respectives des points A et B par cette homothétie.
— —

Le cercle ¢&5" a pour rayon 2/3 R et pour centre O" tel que BO" = ? BO.

Commentaire

Cet exercice décrit la technique généralement eygplaen géométrie pour déterminer
'ensemble décrit par un point variable N. Il stade définir N comme image d’'un point M
par une transformation géométrique usuéllet de préciser I'ensemblg décrit par M.
'ensemble des point N est alors I'image Elgpar la transformatioh Comme nous I'avons
remarqué dans I'exemple 1, les notions ensemblgias-jacentes a cette technique restent
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invisibles dans la solution donnée. Celle-ci sagppdutbt a une description de la trajectoire
du point N lorsque M se déplace sur le ce@l®ans ce contexte, les auteurs font usage d’'un
vocabulaire spécifique pour remplacer le langagembliste. Ainsi, les phrasedvkétant un
point variable de G, ou «M décrit le cercle G> expriment implicitement que le point M
prend toutes les positions sur le cer€leOr, de par notre expérience dans I'enseignement
secondaire, nous avons toujours constaté que banbneo d’éleves n’accordent pas
d'importance a de telles précisions dans la rédactie la solution. Ainsi dans ce genre
d’exercice, il n'est pas rare de trouver des élepgsépondent par : lersque M_appartient

au cercle C (ou se trouve sur C), le point N apieattau cercle C’ (ou se trouve sur C’)
image du cercle C par 'homothétig.h), donc I'ensemble des points N est le cercle Or,
avec le mot « appartient », on ne peut en faitlcoagu’a une inclusion.

Nous rencontrons ce genre d’exercices aussi damadauels de troisieme et de quatrieme
année secondaire. Les auteurs de ces manuels @idtptenéme technique et le méme
discours pour résoudre ces exercices. Nous en dseruno exemple rapporté dans le manuel
de quatriéme année second&ifp. 131).

% Ben Younes Ali. & al. (1999) : Mathématique§™%année de I'enseignement secondaire. Section Mathe
2.
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Exemple 3

NN}

On considére un triangle ABC rectangle isocele en B et tel que ( EE’ ﬁ) = [27]

On note  Ala droite (BC), M un pointde A et M’ le point tel gue AMM'  est rectangle

isocele et (MM’ XJZ) = 4k [27[].
2

/- Préciser la similitude directe S de centre A qui transforme M en M’
2- Déterminer l'ensemble E des points M’ lorsque M décrit A.
3-Soit I =M =M.

: AT —_—
Culculer AM ¢! (AM, AD) .

Déterminer l'ensemble des points I lorsque M décrit A.

Solution

|- Nous connaissons le centre de la similitude S, 1 M
suffit donc de déterminer son rapport k et son A

angle 6.

Le triangle AMM’ est isocéle et rectangle donc : .
AM' ’

sl 2
AM A~ - B cC M

De plus (AM,AM') = — [2z].

S est la similitude directe de centre A, de rapport /2 et d’angle R
4

- M décrit la droite A passant par B, donc M’ décrit la droite A’ image de A ch la similitude
S. C’est la droite A’ passant par C et perpendiculaire a (AC).

1
3- Le triangle AMI est rectangle en M et Ml = — MM’ = ;AM.

, S :
Donc : Al’ = AM* + i AM® = " AM.

RO |

; / J5
Dot: — = —
AM 2 ,
De plus : cos ( AM,Al) = ‘S_

L’ angle ( AM, Al) est donc de mesure 8 indépendante du point M .

Le point I est I'image du point M par la similitude directe S* de centre A de rapport — o

d’angle 6. 1l décrit donc la droite A" image de la droite A par la similitude S°. La droite A™

passe par le milieu du segement [BC].

Dans le manuel de quatrieme année secondaire rencsntrons d’autres situations ou les
images d’ensembles de points sont utilisées. Aifesis le chapitre sur les isométries du plan,
plusieurs exercices sont donnés a propos de |l&nmatdh des isométries laissant globalement
invariante une figure géométrique. Dans ce contdgteauteurs commencent par préciser le
sens d’ensemble globalement invariant par une is@ndinsi, nous lisons (ibid. p. 76) :
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Soit ¢ une isométrie.
Ont dit qu’une partieQ du plan est globalement invariante gay si $(Q) =Q ce qui équivaut a
dire :

L'image de tout point de€) est un point deQ et pour tout point N d&€ il existe un point M de
Q tel queN =¢(M).

L’exercice suivant donne un exemple de situatioestiutilisée cette notion (ibid. p. 76) :

Exemple 4

Exercice
Soit ¢ une isométrie du plan & B, Ctrois points non alignés.

Montrer que si le triangl&BC est globalement invariant paf alors I’ensemble{ A,B,C} est
globalement invariant pagp .

Solution
Soit ¢ une isométrie qui laisse globalement invariantriangle ABC. Notons/~ le cercle

circonscrit au triangle ABC.
L'image du cercle/” étant le cercle circonscrit au triangle image, endéduit que/~ est
globalement invariant parp. Par suite, I’ensemble[ A,B,C} des sommets du triangle €

globalement invariant paj .

t

(2]

Commentaire

Notons tout d’'abord que le langage ensemblistésétitlans la définition d'« ensemble
globalement invariant » n’est pas mis en ceuvre tasslution donnée par les auteurs et que
beaucoup d'implicite caractérise cette solutionudlproposons dans ce qui suit de détailler
cette solution en explicitant les notions enserntdsig|ui lui sont sous-jacentes.

Le cercle /~ a pour centre le poird intersection des médiatrices du triangBC. Donc ¢ (/")
est le cercle de centrg (O) et de méme rayon que celui de (selon un théoréme du cours).
@ (0) est lintersection des médiatrices du triangle gmale ABC. Le triangle ABC étant
globalement invariant pap alors ¢(O) =0, et par suitep(/ )=/ .

Notons 4 le triangleABC. Alors /" n A= { A,B,C}.

L'application ¢ étant bijective, alors@(/ n A)=¢(/ ) n ¢(4) Q)

Par suite ¢ ({ ABC}) =7 n a={ABC}.

Nous remarquons a travers cette solution détaijléela propriété (1) est nécessaire pour
établir la démonstration, or cette propriété dépdsscadre des programmes officiels de
mathématiques du Secondaire et aucun discours @repos n’'est établi dans les manuels
officiels. Le discours adopté par les auteurs pésoudre I'exercice se base sur les images
intuitives de la situation plutdt que sur les nosoensemblistes sous-jacentes (nous
rencontrons ce genre de discours dans plusieurssaekercices donnés dans les manuels
officiels). En revanche, dans les démonstratiorssptepriétés du cours, les auteurs utilisent
souvent le langage ensembliste de fagon explimiteyme dans I'exemple suivant, ou il s’agit
de montrer qu’'une isométrie conserve le paralléigm 70) :
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Exemple 5

Propriété
Soit ¢ une isométrie du plary, et 4, deux droites.
Montrer qued // 4, = ¢(4) 11 ¢(4,)

Solution
Le résultat est immédiat €, = 4,.

Supposong, # 4,.
On sait que I'image par une isométrie d’'une dregeune droite.
Supposons que les droitg¢g 4, ) et ¢(4,) sont sécantes en un poit

PuisqueM O¢(4,), il existe un point A appartient4, tel queM =g (A).
Il existe de méme un point B appartenambatel queM =¢(B).

Les points A et B sont distincts (cay// 4, et 4, # 4,) et ont méme image, cela contredit le fait
gu’une isométrie est injective.

Donc 4,114, = ¢(4)11(4,)

Commentaire

Les notions ensemblistes requises par la démoiostisint toutes explicitées ici, toutefois,
les auteurs meélangent dans leur discours le regrsigtorique et le registre symbolique.
Notons d’'un autre c6té 'usage de nouveau de lematinjection qui ne fait pas partie des
programmes de mathématiques du lycée. |l étaitiplessi de remplacer cette notion par la
propriété de conservation des distances par l'isoen®, en remarquant que AB0 et
@ (A)(B)=MM =0, ce qui conduit a une contradiction.

Conclusion

Les propriétés de transfert pour les transformatiggéomeétriques sont étudiées aux
différents niveaux du lycée a partir de la classelduxiéme année secondaire, elles occupent
une place importante dans I'enseignement de la §&mndu lycée, aussi bien dans les
développements théoriques des lecons que dangdesaes, ou elles constituent des outils
economiques et efficaces pour les techniquesvetad la recherche d’ensembles de points
et a la résolution de probléemes de constructios. n@ions ensemblistes sous-jacentes aux
dites propriétés sont parfois utilisées de facompliexe et parfois restent implicites.
Néanmoins, aucune présentation précisant le seossdeotions, leurs propriétés ou les regles
de leur usage n’est donnée dans ces manuels, éxaa#finition d’'un ensemble globalement
invariant par une isométrie, donnée dans le madaetjuatrieme année secondaire. Nous
distinguons deux niveaux de discours a propos ueatje des propriétés de transfert. Un
discours ou les notions ensemblistes associeéegspritnées de facon explicite, parfois dans
le registre rhétorique et parfois dans le regisymabolique. Ce genre de discours est souvent
réservé aux démonstrations des théorémes et péepridonnées dans les lecons. Et un
discours rhétorique descriptif introduisant une eligion cinématique aux situations
considérées, souvent utilisé dans les exercicgwaitlemes. Dans ce cas, les notions et
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propriétés ensemblistes interviennent de maniepidgite. Certaines d’entre elles dépassent
le cadre des programmes de I'enseignement secendair

Notons dans ce contexte que, selon Ana Paula J&188), le passage d’'une conception
des transformations géométrigues comme transfoometi entre figures (percues
synthétiquement) a celle de transformation ponkued reléve pas d’'une évolution naturelle
spontanée, mais au contraire correspond a unereupdnceptuelle difficile pour les éleves du
Secondaire. L'auteur montre dans sa thése (ibilyng interprétation cinématique (point
mobile sur une courbe) peut favoriser une positioognitive intermédiaire entre
'appréhension synthétique d’'une figure géométrigiesa perception comme ensemble de
points. Cette interprétation cinématique peut a wam favoriser la compréhension de la
notion de transformation d'une figure F en une Mg’ comme opérateur ponctuel.
Néanmoins, un manque de maitrise du vocabulairengnisste de base et un vide didactique
inhérent a l'aspect abstrait de la notion d’appitca peuvent conduire selon elle a une
stabilisation relative de la conception cinématighez les éleves et finir par faire obstacle a
I'évolution vers la compréhension de la transfoioraponctuelle.

b) Propriétés de transfert pour les fonctions nurigres

Ces propriétés concernent la détermination de ¢jend’'un intervalle par une fonction
numérique continue. Conformément aux programmesi@f, ce theme est exclusivement
étudié en classe Terminale, les théoremes rekatds théme d’étude sont tous admis. Pour
expliquer et justifier ces théoremes, les auteuss ntanuel font usage d'illustrations
graphiques. Nous rapportons ci-dessous les énategstrois théoremes donnés dans le
manuei’ & propos de ce sujet (p. 75 et p. 89).

Théoréme 1

L’image d’'un intervalle par une fonction continugt an intervalle

Théoréme 2

L'image d’un intervalle ferme bornEa,b] par une fonction continue est un intervalle ferrnén
[m,M ]

Théoréme 3

- Sif est une fonction continue et strictement croissauteﬁa,b] alors f([a,b]):[f(a),f(b)].

- Si f est une fonction continue et strictement décroissa sur [a,b] alors

f([ab])=[f(b).f(a)].

A la suite du théoreme 3 est énoncé un quatrierdéeréme précisant les images d’'un
intervalle | par une fonction continue et strictemeroissante (respectivement, décroissante)
pour les différents cas de | : intervalle ouveemsouvert, a extrémités finies ou infinies.
C’est ce théoreme qui sera utilisé dans les questielatives a la détermination de I'image
d’'un intervalle | par une fonction continue et&ment monotone. L'exemple 3, de IV. 2. 3.

3" Ben Younes Ali. & al. (1999) : Mathématique§™%année de I'enseignement secondaire. Section Mathe
1.
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(b) donne la technique utilisée pour détermineteties images. Il s’agit de calculer, selon les
cas, I'imagéd(x) ou la limite def en chacune des extrémités de | (finie ou infieieje placer
les valeurs obtenues sur les extrémitéd(eselon le sens de variation @leAinsi, pour
déterminer l'image de [lintervalle [@,+oo[ par la fonction f:x+>+/x-1, on
calcule :f(0)=-1, Xlirpw f(x) =+, et en remarquant qliest strictement croissante sur

[0,+00[, on déduit que :f ([0,+00]) = [~1,+0o[ . Cette fagon de procéder ne fait pas intervenir la
définition ensembliste d&l). Néanmoins, le théoreme des valeurs intermédidivese une
occasion pour mettre en ceuvre cette définitioni eecremarquant que podircontinue et
)ID] f(a),f(b)[ (ou ]f(b),f(a)[, selon le sens de variation €@, il existe au moins un

Xo D]a,b[ tel que f(x,)=A. Or il se trouve que, dans ce contexte aussauésurs utilisent
souvent une technique qui ne fait pas appel aflaitién def(l). Cette technique se référe au
corollaire suivant du théoréme des valeurs intefaiks donné dans le manuel (ibid. p. 76) :

Corollaire
Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé la’aorfa,b] (a<b) et telle que:

f(a)x f(b)<O.
Il existe alors au moins un rég} de l'intervalle ouvert]a,b[ tel que : f(x;)=0

L’exercice ci-dessous montre la technique utilipée les auteurs lorsqu'’il s'agit de faire
usage du théoréme des valeurs intermédiaires :

Exercice 1 (ibid. p. 77) :

Exercice

, . . 7l . . 71
Montrer que I'équatiorx + sinx = E admet une solution comprise entre Géet
Solution

. . . no, . 5 . . n
L'équation (E) :x+ sinx = 3 équivaut a I'’équationx + sinx -3 =0.

Considérons alors la fonctioh définie par : f(x) = x + sinx —% .
On vérifie que :

« f estcontinue suﬁo,g}

. f(O)Xf(§j<O

Le corollaire précédent permet d'affirmer I'existerd’une solutiorn, D{O,g} de I'équation (E).

Dans le cas ou il s’agit de prouver que la solutienl’équation f(x) = O est unique, les
auteurs changent de technique, ils utilisent lgppété de bijectivité de f comme le montre
I'exercice suivant :
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Exercice 2 (ibid. p. 209) :

Exercice

1.a- Etudier les variations de la fonctign x — x> -2+ Logx.
b- Montrer qu’il existea unique de] O,+oo[ tel queg(a)=0.
Montrer que 1,31& <1,32.

c- En déduire le signe agXx).

Solution

Solution

1- a- La fonction g est définie et continue sur IR:_

Ona: MHm_ g6 =+co.
m o) = —ee
x—0+ ¥

La fonction g est dérivable sur IR: et pour tout réel strictement positif,
gx) = 2)(+l > 0.
X

Le tableau de variation de la fonction g est :

x |0 o + oo
g (x)-| + T
+ oo
g(x)

b- gest continue et strictement croissante sur JO,+oo].
D’ol g est une bijection de ]0,+ e[ sur g(JO,+e=[) = IR et comme 0 € £(0,+e=]), il

existe donc o unique de ]O,+<<[ tel que g(o) = 0.
Montrons que : 1,31 < & < 1,32

. 8(1,31)=- 0,01

ond: .1,32)~ 0,02

} D’olu: 1,31 <o < 1,32.
c- Le signe de g(x) est donné par le tableau suivant :

xIO o o

g(x) =

s
+

Commentaire

A notre avis, les techniques utilisées dans le mladans les situations ou intervient
image d’'un intervalle par une fonction continuendent difficile la mise en évidence de
l'aspect ensembliste de I'ensemble f(I). Comme dansas de la géométrie, les aspects
théoriques de telles notions ne semblent pas &és ypar les auteurs, ce qui reste conforme
aux recommandations des programmes officiels.
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IV. 2. 5. Conclusion concernant I'organisation etd structuration du savoir construit
dans les manuels

Les notions d’application et de bijection et lesiors et propriétés ensemblistes qui leurs
sont rattachées jouent un réle important dans dignement des mathématiques du
Secondaire. Elles interviennent dans plusieurs ¢isediétude en algébre, en analyse et en
géomeétrie, et ceci dans toutes les classes deeimament secondaire. Excepté les notions
d’application, de fonction numérique d’'une variabdelle et des opérations algébriques sur
les fonctions numériques, pour lesquelles des itiéfis générales sont données dans les
manuels officiels, aucun discours n’est donné dees manuels précisant le sens, les
propriétés et les régles d'usage des autres natiocnsposition d’application, bijection,
bijection réciproque, image d’'un ensemble par upglieation. Celles-ci sont directement
utilisées par les auteurs des manuels dans desxtest particuliers d’étude. Nous
récapitulons dans le tableau ci-dessous les résuléanos analyses en précisant pour chacune
des notions fonctionnelles étudiées, le (ou legmi(s) ou elle intervient, les principales
caractéristiques de son usage, ainsi que la (delkesse(s) ou elle est étudiée.
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Tableau 7 : Synthése de I'étude des notions enseiates fonctionnelles dans les
manuels officiels

. . L , Classes
Notions | Contextes d'étude Caractéristiques d’'usage Jétude
Désignatior : généralement
par : Dans les deux premiéres classes
) - - f(x) on utilise souvent
Fonctions numériques | _, " £(x) Iécriture - f "E - F Toutes les
d’une variable réelle N . classes
c On précise parfois le x> f(x)
2 domaine de départou de | pour les fonctions numériques
g définition.
= Désignétion : 2°me:
o P
< Symboles spécifiques Une définition géométrique est E h(Ok)
Transformations & .h(Ok) donnée au moment de 3*™: R(0,0)
géométriques l'introduction de chaque eme.
R(0,8), So. Sy . 4°Me:
S(OK.8) transformation Isométries,
similitudes
a 8 Icégkf:grllst?c:rl\isclcl)rr?tlitr?jés On s'intéresse aux résultats| Dans les exercices, l'usage est
i) cjy . ' de I'opération plutdt qu'a généralement implicite. Les sme . fme
= .= les fonctions PR A o P FMeet £
S5 o I'opération elle-méme, par | propriétés des opérations ne sont .
@ D dérivables, les s ~ R S années
9% |f . L exemple : a f(x)+g(x) plutdt | pas étudiées (commutativité,
o= onctions primitives et qua f+g associativité...)
calcul intégral
- Techniques dépendantes des
co Transformations Composition et objets ostensifs utilisés dans la geme  pme ot
o g géométriques décomposition des désignation des transformations 4éme’années
5 b= transformations géométriquesgéométriques
8 e - Aspect ensembliste invisible
E g Enoncer les théorémes
8 o Fonctions numériques relatifs a la limite, la Usage généralement implicite de,eme .
ke année

d’une variable réelle

continuité et la dérivabilité
d’une fonction composée

ces théorémes dans les exercice

S

Transformations

- Etablir la propriété de
bijectivité pour les isométries
et les similitudes

- Utiliser la propriété :

" La définition et la propriété
y=f(x) = x=f1(y) sont

d’une variable réelle

)
>
o
o . X
o o _ _ Ané 4 4 2°me FPM et
S géométriques fof 1= f Lof =idp, dans les| 9€neralement réserveées aux eme .
@ R I, développements théoriques des| 4 annees
E taches de composition et de lecons
o décomposition des ¢
*8‘ transformations géométriques
= - Bijectivité des fonctions
c continues et strictement Séparation entre la tache relative
2 Fonctions numériques Monotones . a la propriete de bJJeCt'\{lte_Et4éme ,
3 d'une variable réelle | - Utiliser la propillléte : celle relative & la déterminatiogn® ~ annee
o y=f(x) = x=1"Y(y) pour| ge 1
déterminer la fonctionf =
- Notions ensemblistes sous-
jacentes utilisées généralement
- dans les développements
A ’ .
Q9 théoriques des lecons
@ . ) | - Dans les exercices, ces notions
T Transformations Images des figures e eme  pme
© P P P P sont souvent implicites. Les 257 et
= géomeétriques géomeétriques par lesauteurs se réferent plutot A | ame .
" ; AR plutdtala | 4°™années
5 transformations géométriques . . MO
7 dimension cinématique de la
Q transformation et utilisent
2 souvent le registre rhétorique
o3 dans leur discours plutét que le
T registre ensembliste symbolique
Fonctions numériques Image d’un intervalle par ung Les techniques associées laissent
5 . . . P , & z
fonction continue et souvent  inopérant  l'aspe¢t4°™année

strictement monotone

ensembliste de la notion
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Outre I'absence dans les manuels officiels de discantroduisant de fagon générale et
précise les notions de bijection, de compositicapglications et de I'image d’'un ensemble
par une application, nous distinguons sur le plan’'asage de ces notions, ainsi que des
notions et propriétés qui leurs sont rattachéesx deéveaux de discours et deux modes
d’intervention. Ainsi, dans les développements tigges des lecons, et pour répondre aux
exigences de rigueur que requiert l'institutionsatiion des théoremes et propriétés, les
auteurs des manuels font usage des notions ensésbkt du formalisme symbolique
nécessaires a leur travail, quitte a faire appebdartains cas a des notions qui ne figurent
pas dans les programmes officiels et que les autatroduisent de facon incidente quand le
contexte I'exige. En revanche, dans les exerci@ssnotions ensemblistes sont présentées
sous l'angle de la fonctionnalité, en ce sens qe@fforce de mettre a la disposition des
éléves des techniques de travail gu'il serait fbssil’utiliser sans se soucier des notions
ensemblistes sous-jacentes, ou du discours tedajigol associé. La plupart de ces
techniques sont données dans les manuels dangateges résolus.

Par ailleurs, I'usage des notions ensemblisteerdifelon le contexte et le domaine ou
elles interviennent. Ainsi, pour les transformasiogéométriques, les opérations de
composition et de décomposition sont étroiteme¥dsliaux objets ostensifs utilisés dans la
désignation de ces transformations, et les thémeasheropriétés donnés dans le cours a
propos de ces opérations permettent de réalis¢edbsiques associées a ces opérations en se
référant aux conditions géométriques de la sitnatkoau formulaire mis a la disposition des
éléves relatif aux différents cas de compositiondet décomposition des isométries et
similitudes. Les conditions et propriétés ensengsiset fonctionnelles auxquelles obéissent
les dites opérations restent implicites et n'inemment pas dans la réalisation des techniques
données aux éleves. Dans le cas des fonctions muegr ou l'on traite seulement
'opération de composition, 'usage qu’on fait dette opération se limite généralement a
reconnaitre les fonctions numériques qui composard fonction donnée, et ceci pour
calculer une limite, une dérivée ou justifier lantiouité ou la dérivabilité d’'une fonction.
Souvent, ces théorémes sont utilisés de facon éitgglien exprimant par exemple qu’une
fonction est continue ou dérivable, car c’'est lanposée de deux fonctions, sans donner
explicitement les fonctions qui la composent.

Pour la notion de bijection, son intervention difeaussi selon les domaines d'étude.
Ainsi, dans le domaine de la géométrie, cette ndtitervient dans les exercices seulement a
travers deux propriétés :

+ sif est bijective N=f(M) = M =f™(N)
« Pour une bijectiofideP surP, fof * =id,

Les questions de bijectivité et de bijection réotpre ne sont jamais posées dans les
exercices de géométrie. Ces deux taches sont esarhent utilisées dans pour démontrer des
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théoremes de cours. Pour la bijectivité, la teammigtilisée par les auteurs consiste soit a
appliquer la définition générale d’'une bijectiomitsa utiliser que la composée de deux
bijections est une bijection. Pour la bijection ipéoque, les auteurs déterminent la
réciprogue de chacune des transformations géomésrigtudiées en cherchant, via la
définition géométrique de la transformation congdéé I'application qui a un point du plan
associe son antécédent. En revanche, dans le dooaifanalyse, le probleme de bijectivité
est toujours lié aux fonctions continues et stnat monotones. Et on sépare souvent dans
les exercices la tache de bijectivité de celle aleldtermination de la bijection réciproque,
gu’on réalise par la résolution de I'équationyenx = f(y). Il nous semble que cette fagon
de procéder pourrait conduire au développementeds& donceptions différentes de la notion
de bijection selon le domaine ou elle est utilisatout que les notions utilisées ne sont pas
présentées et étudiées dans un cadre général.

Concernant la notion de I'image d’un ensemble par application, bien qu’elle joue un
réle important dans I'étude de plusieurs themegd@mmétrie, il nexiste dans les manuels
officiels aucun discours précisant son sens ougirait ses propriétés. En outre, nous
trouvons que les auteurs font usage de tout ledlisme ensembliste et de I'outil théorique
nécessaires, associés a cette notion, pour étibfacon rigoureuse et détaillée les propriétés
concernant les images des figures géométriguetepdransformations du plan. La mise en
ceuvre de ces propriétés dans les exercices se pEercontre, généralement, a la dimension
cinématique des situations étudiées et les notiensemblistes sous-jacentes restent
implicites. De méme, dans le domaine de I'analle® techniques utilisées pour déterminer
'image d’un intervalle par une fonction continues&ictement monotone laissent souvent les
caractéristiques ensemblistes de I'ensemble fpénantes et invisibles.

En guise de conclusion, les notions fonctionnedlast bien présentes dans la plupart des
themes enseignés dans linstitution ES. Leurs bténatigues ensemblistes s’'averent
essentielles dans les développements théoriquessdhémes, comme dans la réalisation de
bon nombre de tadches associées. Malgré cette peSse#s notions ne sont pas considérées
par I'institution comme un objectif d’étude et anctheme spécifique n’est consacré a leur
enseignement. Cette situation semble avoir conesiiauteurs des différents manuels officiels
a introduire les dites notions au gré des besohmeue fois que le contexte d’étude I'exige, et
a faire en sorte que les praxéologies mathématiquedes éleves auront & mettre en ceuvre
dans les exercices, ne soient pas, aux niveaux tetdmiques, trop dépendantes des
connaissances ensemblistes sous-jacentes. Ladvdeigtcontextes d’étude ou sont introduites
et utilisées les notions ensemblistes fonctioneglles spécificités des techniques utilisées
selon les themes et les domaines d'étude et I'aesdivpérations de décontextualisation et
de discours unificateur généralisateur permettank &leves de se détacher des
caractéristiques particulieres des différents cdete ont marqué le savoir construit relatif
aux notions ensemblistes fonctionnelles d’'un mandeeganisation et d’'une absence de

101



structuration. Ceci, a notre avis, ne semble pasrifser une acquisition solide ni permettre un
usage d’un niveau structurel des dites notions.

IV. 3. L’environnement praxéologique des notions esemblistes fonctionnelles dans
linstitution ES

Dans ce paragraphe, nous analysons les praxéolovgigsmatiques faisant intervenir les
notions ensemblistes fonctionnelles mises en cedares les exercices donnés dans les
manuels officiels. Nous nous intéressons particeieent a I'étude de la rigidité, de la
complétude et des possibilités d'intégration etrtialation des différents niveaux de
praxéologies mathématiques ainsi qu'a I'importaaceordée aux blocs pratico-technique et
technologico-théorique dans la résolution des ésescdonnés dans les manuels. Ceci nous
permettra de voir le mode d’intervention (Procéti8teucturel) du savoir construit (relatif
aux notions ensemblistes fonctionnelles) dans leséologies mathématiques mises en place
ainsi que le niveau de mise en fonctionnement dEgnms ensemblistes fonctionnelles
étudiées. Vu le nombre important d’exercices guéerenent les manuels officiels, et afin de
faciliter le dépouillement et I'analyse des prax@s mathématiques intervenant dans ces
exercices, nous avons choisi de nous limiter datre nravail aux manuels (Tomes 1 et 2) de
la classe Terminale (Section Mathématiques). Céxcdm justifie par le fait que, d’'une part
les themes et les types de taches ou interviemegmibtions ensemblistes fonctionnelles dans
les trois premieres classes de lycée sont revuslasse terminale (cf. le tableau 7 ci-dessus),
et que d’autre part, dans cette classe, les noénasmblistes fonctionnelles sont utilisés de
facon plus large et plus générale, ceci aussi Hems les développements théoriques des
lecons que dans les exercices. Par ailleurs, it reoparu intéressant aussi d’analyser, pour
certains types de taches, des extraits de sujetBadealauréat ou interviennent des
praxéologies mathématiques objet de notre étudg.noes donnera une idée sur le niveau de
mise en fonctionnement des connaissances exigélipatitution ES pour l'acces a
I'Université.

IV. 3.1. Méthodologie de travalil

Pour effectuer I'analyse praxéologigue des exescitmnnés dans les manuels nous avons
procédé dans un premier temps a un inventaire yuss tde taches ou interviennent les
notions fonctionnels objets de notre étude. Afinsilmplifier la lecture des praxéologies
mathématiques associées a ces types de tachestret emeévidence les indices de rigidité et
de complétude fixés dans notre grille d’analyse I{tf (4)), nous procédons dans la suite a
une synthése du travail effectué dans l'inventairenous étudions de fagon détaillée les
indices de rigidité et de complétude pour des exesnghoisis de praxéologies. Le
diagramme suivant donne le modeéle selon lequel rnmwens effectué l'analyse des

praxéologies mathématiques.
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Diagramme 2 : Modéle d'analyse des praxéologies nigmatiques

Type de tache

Rigidité des techniques :

- Indépendance par rapport aux objets
ostensifs ?

- Existence de techniques alternatives [?
- Existence de techniques réversibles 1

Techniquest de
réalisation

A 4

Y

Complétude des OMP : v

- 8, permet-elle d’interpréter ? - Niveau de mise en
- 8, permet-elle de justifier le choix de fonctionnement de la notion
T2 considérée

- Mode d’intervention du savoir
Procédural/Structurel

- Forme d’'intervention de la
praxéologie :[T, r] /[e, O]

| - L'interprétation det et la justification >
de son choix sont-elles requises pour |
réalisation de la tache ?

- Quelle possibilité d’articulation pour
les techniques en vue d’intégrer des
OMP dans des OML ?

js2)

A

Technologie/Théorie[G,O] -

A 4
Complétude des OML :

Possibilité de mettre en relation

| plusieurs technologie® pour intégrer
les OML associées dans des OMR

IV. 3.2. Praxéologies mathématiques associées awtions fonctionnelles

Nous récapitulons dans le tableau suivant les ipanx types de tdches mettant en
fonctionnement les notions ensemblistes d’appbicatt de bijection que nous étudierons
dans ce paragraphe.
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Tableau 8 : Types de taches associées a I'usage niesons
ensemblistes fonctionnelles

Types de taches
Reconnaitre/Caractériser une transformation géormétra :
T2 : la transformation complexe associée,

T . .
1| T2 :ses expressions analytiques,

TS : des propriétés géométriques données

T, | Déterminer les isométries du plan laissant globatgrmvariante une figure géométrique
T, | Déterminer une transformation géométrigue sousaines
T, | Composer des transformations géométriques

Ts | Décomposer des transformations géométriques

Te | Mettre en ceuvre des transformations géométriques dizs questions de géométrie.

T, | Etudier et/ou utiliser la propriété de bijectivité

Nous analysons dans ce qui suit chacun de ces tgpghes selon le modele décrit dans
le diagramme 2 ci-dessus.

+ Type de taches T: Reconnaitre/Caractériser une transformation géorétrique

En classe Terminale, les transformations géomédsigont représentées sous trois formes
différentes :

- Algébrique : transformation complexe associée atriEnsformation géométrique
considérée.

- Analytique : systéme d’équations exprimant les doonées de I'image d’un point en
fonction des coordonnées de ce point.

- Géometrique : éléments géométriques caractérigdrarisformation considérée.

Le type de tache iTconsiste a identifier/caractériser une transfolmnagéometrique en
utilisant 'une de ses formes de représentatiors tezhniques mises en ceuvre pour la
réalisation de ce type de tache requiérent danaigercas de passer d’'une représentation a
une autre. Les exercices suivants donnent des éesm@ taches de type™f:

Exercice 1(p. 131)

1- Déterminer les éléments caractéristiques eplession analytique de I'applicatidnqui a un point M
d’affixe z associe le point M’ d'affixez'= (L+i)z +i .
2- Déterminer I'application complexe associée &ihailitude directe de centre A(1, -1), de rapporéet2

T
d'angle —
g 3

Exercice 2(p. 138)

.0
On considere un carré ABCD tel q@BC, BA) Eg [2T[]

1- Caractériser la similitude directe qui fixe Ageti envoie B sur C.
2- Caractériser la similitude directe qui fixe Dgeii envoie C sur A.

% Ben Younes Ali. & al. (1999) : Mathématique§™%année de I'enseignement secondaire. Section Mathe
2.
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Exercice 3(p. 63)

1- Ecrire I'expression complexe de la transfornmafigui a M(x,y) associe M'(x",y’) tel que :
x'=%(3x—4y)+6
Y= @x+3)+5

2- En déduire que f est une rotation. Déterminarcatre et son angle.

Analyse des indices de rigidité et de complétude

1) La réalisation des taches de typese€ fait souvent a I'aide de techniques stéréot/pée
consistent a appliquer des définitions ou des pEtgm de cours. Ces techniques sont
étroitement liées aux objets ostensifs mis en ceimsi :

i) Dans la question 1 de I'exercice 1, la forme dtéce : z=az+b, avecal{ 0,1},
indique qud est une similitude directe de centre le point Affike %, d’angle Arg(a)
(Argument de a) et de rappdat.

ii) Pour déterminer I'expression analytiquefdi suffit de remplacer z’ parx'+iy' et z par :

X +iy, dans l'égalité :z’= (1 +i)z+ | écrire le deuxieme membre de I'égalité sous forme
algébrique et de faire les correspondances enttiepaéelles et parties imaginaires des deux
membres.

iii) Dans la question 2, on utilise en sens invergedpariété utilisée dans la question 1.

iv) Dans la question 1 de I'exercice 2, A étant irevaty il représente le centre de la
similitude directe S. Pour déterminer le rappoet Kangle 8 de cette similitude, il faut
utiliser les formules =% eto E(E,DA—C)[ZT[], ou les positions des points A, B et C sont

lites aux données : « A est fixe » et « B s’engoieC ». (Mémes remarques pour la question
2)

V) Pour la question 1 de I'exercice 3, on pase + X, Zy=x +iy et on détermine la relation
entre z’ et z en utilisant la représentation amnglg de f. Il s’agit de la technique inverse de la
technique utilisée dang); Et pour la question 2, on applique le théorémealrs qui donne
la nature d’'une similitude directe a partir derensformation complexe associée.

2) Bien que la variété des formes de représentagsntinsformations géomeétriques donne
des techniques alternatives pour la résolution eesrcices faisant intervenir ces
transformations, le manuel ne donne pas d’exemmickéléeve doive choisir par lui-méme la
représentation (et donc la technique) convenabla aituation de I'exercice qu'il veut
résoudre. Les énonceés indiquent toujours la reptésen a utiliser. Ceci rend difficile
lintégration des OMP relatives aux différentesht@ques de travail de;Tdans des OML, ou

le choix et la justification de la technique senai@ la charge de I'éleve.
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3) Les technologies relatives aux techniques desaain des taches de type Jont bien
justifiees dans le manuel, néanmoins, la réalisadi® ces techniques requiert seulement une
application directe de la technologie corresporelaBtles ne demandent ni justification, ni
interprétation. C’est donc le bloc pratico-techm@iq{iT;, T;]) qui est mis en fonctionnement
dans la réalisation des taches de types T

4) Finalement, nous notons que les techniques asso@éx taches de types ¥ont
réversibles. L'inverse d’'une technique permettanpdssage d’'une représentation a une autre
est la technique permettant d’effectuer le pasdags le sens inverse.

% Type de taches 7§ : Déterminer les isométries du plan laissant globement invariante
une figure géométrique

Nous donnons ci-dessous deux exercices se rappartantype de tach&s

Exercice 4(p. 100)

— 0
Soit ABCD un carré tel que(AB , AD) Eg [21'[].

Déterminer les isométries qui laissent globalenmerdgriant le carré ABCD.

Exercice 5(p. 144)

D et D’ sont deux droites strictement paralléles.
Déterminer toutes les isométries qui laissent derhant invariante la réunion des deux droites.

Analyse des indices de rigidité et de complétude

La résolution de ce genre d'exercices requiert @assages entre les niveaux
d’appréhension « transformation de figures » etarsformations ponctuelles » (Sangaré,
2004). L'explicitation du raisonnement se rappdrtarces niveaux d’appréhension met en
ceuvre des propriétés ensemblistes fonctionnellegrgiement non familieres aux éléves
(comme nous I'avons remarqué a propos de I'exedpla |V.2.1). En outre, il n’existe pas
de techniques standard pour résoudre de tels egsrdia résolution repose plutdt sur la
recherche d’invariant(s) de la situation consid@iésur la possibilité de mener et de justifier
une discussion envisageant les différents cas riésdes possibles tenant compte des
éléments invariants et des propriétés des isorsétie principe général de résolution peut
constituer un élément d’intégration autour duquattisulent les techniques associées aux
taches de type,I Toutes ces considérations montrent que pourpmdg taches, c’est plutbt
le bloc technologico-théorique qui est mis en famotiement. Notons par ailleurs que
I'absence de ce type d’exercices des examens dmlbacéat les a gardés a la marge de la
culture du Secondaire.

% Les solutions sont dans I'annexe, pages 1 et 2.
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% Type de taches % : Déterminer une transformation géomeétrique sousantraintes

Ce type de taches concerne les exercices ou ilt Slegprouver I'existence et/ou de
déterminer une transformation géométrique vérifds conditions données. Nous pouvons le
considérer comme inverse du type de tache. ds techniques associées aux taches de type T
se réferent toujours a I'un des trois théoremesgasitis donnés et démontrés dans le manuel :

Théoreme 1 (p. 92)

Soit A, B, C et D quatre points du plan vérifiantB#CD et AB# 0.

Il existe un unique déplacement du plan qui envoseir C et B sur D.
Théoreme 2 (p. 100)

Soit A, B, C et D quatre points du plan vérifiantB#CD et AB# 0.

Il existe un unique antidéplacement du plan qub@mA sur C et B sur D.
Théoréme 3 (p. 128)

Si CD et C'D' sont deux vecteurs non nuls, alors il existe unique similitude directe qui envoie C sur|C’
etDsurD'.

Les démonstrations de tels théoremes offrent I'siocade rencontrer des exemples de
stratégies de construction d’applications et deeayir I'importance dans ces stratégies de la
mise en relation des caractéristiques généraled’aghplication a construire avec les
contraintes spécifiques de la situation. Nous awaly a titre d’exemple la démonstration du
théoréme 1 :

Démonstration du théoréme 1

Unicité :

Si f et g sont deux déplacements tels qii¢A) =g(A)=C et f(B)=g(B) = D, alors fog_l(C) =C et
fog"l(D) =D. fog_1 est un déplacement qui fixe deux points, dm@"l =Idp et par suitef = g

Existence

Soit E le point du plan défini paﬁ =CD E
Sif= (Xé,xlé) [21'[] , alors la rotation R(A) fixe A et envoie B sur E. i
B

La translationtA—C envoie A sur C et E sur D. c

Le déplacementEOR(A’e) envoie donc A sur C et B sur D

Outre les notions ensemblistes mises en ceuvrednuant la composition des applications
et des propriétés de bijectivité), cette démoristigiermet aux éléves de se familiariser avec
des techniques et des stratégies de travail comtetes problemes d’existence et d’unicité
d’'une application.

Ainsi, pour l'unicité, la stratégie consistant gppaser I'existence de deux applications f et
g puis & montrer (dans le cas d’applications Lijes) quefog™ = Idest souvent utilisée
dans la réalisation de cette tache.

Pour l'existence, la stratégie consiste a congrugxplicitement, par points, un
déplacement qui envoie A sur C et B sur D. Traesrdegments [AB] et [CD] dans une
situation générale, tenir compte du fait qu'un dépment est soit une translation, soit une
rotation et que la composée de deux déplacementgnedéplacement, puis considérer le
point E et construire finalement la composeeR , ¢, , peut ne pas étre évident a réaliser
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pour un éléve. Dans le cas ou le probleme estqaséléves, il serait peut étre intéressant de
commencer par leur demander de traiter les cascplgats : AB=CD puis A=C, qui
conduisent directement respectivement a une tri@orslet une rotation.

Si la lecture de la démonstration ne semble pasrpiesdifficultés de compréhension pour
les éleves, il n'en est pas de méme pour les gtestale travail mises en ceuvre pour la
réalisation des taches d’existence et d'unicitées€C’'que ces stratégies requierent de
I'expérience et de I'apprentissage, elles corredpoha ce que Castela (2007 b) qualifie de
composantes pratiques des technologies associgesiches considérées (cf. Chap. I, IlI).
Castela considere que cette composante pratigigctieité mathématique doit étre reconnue
comme enjeu d’apprentissage et que linstitutioit dessumer la responsabilité didactique
d’organiser I'enseignement de tels enjeux et déigiyaer a la construction chez les éleves
d'un rapport stratégique a l'activité mathématiq@e, dans notre cas, avec les théorémes
énonces, les éléves ne sont censés dans les egemque Vérifier les hypotheses des
théorémes puis les appliquer directement. Nousorapps ci-dessous des exemples de tels
exercices :

Exercice 6(p. 146)

— 00—
Dans un plan orienté, on considére carré ABCD deeddttel que (AB, AD) Eg [21'[]. On désigne par

et J les milieux respectifs §&B] et [BC].

1- a) Montrer gu'il existe un unique déplacemeqtifenvoie A sur C et B sur D. Caractériser f.
b) Soit g I'antidéplacement qui envoie A sur C efiB D. Déterminer (gof)(C) et (gof)(D). Caractérigof.

Exercice 7(p. 140)

Soit S une similitude directe différente d’'une station.
Soit A et B deux points distincts du plan et ABétleurs images respectives par S.
Montrer gqu'il existe une similitude directe S’ d€&me centre que S qui transforme Aen B et A’en B'.

Analyse des indices de rigidité et de complétude

1) Pour montrer I'existence et l'unicité de la tramgfation demandée, on applique le
théoreme correspondant parmi les théoremes du sasssités (En indiquant queB = CD et

AB #0 pour 1-a de I'exercice 6 et quez&\’, ou B# B’ pour I'exercice 7 (Car on ne peut
avoir a la fois A=A’ et B=B’). Notons que dans ldupart des exercices de ce genre,
'existence est implicite (comme dans 1-b de I'exss 6) et on demande seulement de
caractériser la transformation en question. Ladébh caractérisation utilise des techniques
stéréotypées se basant sur la classification desformations donnée dans le cours, ainsi :

- Dans 1-a de I'exercice 6, il est connu qu’'un dépiment est soit UE Dt@slation, soit une
rotation, et elles se distinguent par leurs angsmme ici I'angle(AB ,CD)est non nul
(égal an), alors le déplacement f est une rotation d’angleSi K est son centre, alors K est
l'intersection des médiatrices de [AC] et [BD], ddK est le centre O du carré.
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- Dans 1-b, gof est un antidéplacement (composgée dplacement et d’'un antidéplacement)
qui laisse fixe deux points (gof(C)=C et gof(D)=[)kst donc la réflexion d’axe (CD).

- Pour I'exercice 7, si on désigne Rk, 0) la similitude directe de cent®, de rapport k
et d’angled alors, de S(A)=A’ et S(B)=B’ on déduit que :

! ' 0, N N
= 2A QB et6=(QA,QA) =(QB, QB)[2r],
QA OB
ce qui donne DB _QB o (QA, QB) (QA", QB')[ZT[]
QA' QA

Ceci montre que la similitude S’ de cenf2ede rapportk‘z% et d’angle
R B
6'=(QA,QB)[2n] envoie A sur B et A’ sur B'.

Ce travail requiert la connaissance de la définitdes caractéristiques d’'une similitude
directe et un travail algébrique sur les fractiehkes angles.

2) Nous remarquons l'existence de techniques alteagpour ce type de taches. Ainsi, la
guestion 1-a de I'exercice 6 peut étre résoludavieansformation complexe associée a f. En
effet, en se placant dans le repere orthono(mé@,ﬁ), I'existence de f sera alors
associée a I'existence de la transformation conqo&ssociééz :z— az+b. Ce qui raméne

le probléme a la recherche de deux nombres conpkeet b tel quef~(0): 1+ et f @)=1.

On trouve alorsf :z+s>-z+1+i comme unique solution du probléme, ce qui prouve
I'existence et l'unicité de f et permet en consémeede donner la nature et les éléments
caractéristiques de f. De méme, pour l'exerciceef, rapportant le plan a un repére
orthonormé direct(O,i, j), la détermination de S’ peut se ramener a la uhdtation d'une
transformation complexs:z— az+w(l- douw désigne I'affixe du centre de S’ qui est le
méme que celui de S) telle quEz,) =z, et S(z,.) =z, ce qui donne immédiatement :

a=28"%8 gt justifie I'existence de S'.

Zp —Zp

Cette possibilité d'aller et retour entre les cadrgéométrique et complexe des
transformations géométriques, ou le sujet se traoreraint a choisir le cadre de travail le
mieux adapté a la situation, donne plus d’autonai€leve et 'amene a réfléchir sur les
raisons de ses choix. D’'un autre c6té, ceci carsstin facteur d’articulation entre différentes
techniques pouvant étre intégrées autour de lantdobie relative a l'existence et la
caractérisation des transformations géométriquesil@emble que lI'usage de la méthode
décrite dans les exercices 6 et 7, utilisant |éertmes donnés dans le cours, est systématique
dans ce type de taches. En examinant trois anhatesennes d’exercices corrigés destinés

aux éléves de Terminaf@snous avons trouvé que dans les douze questionséthe genre

401) Sassi J. & Abidi F. ( ?) : Mathématiques. Exersieeproblémes corrigés. Géométrie. Terminale.i@ect
Maths.

2) Medimagh A. Mathématiques (2001) : Le lauréat en.Bf™année secondaire. Analyse-Géométrie.

3) Bouatay M. ( ?) : Les annales Horizons. Mathénuatsg Tome 2. Classes Terminales. Section Maths
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gue celles données dans les exercices 6 et 7rdaction est toujours donnée par référence
aux théoremes du cours, ceci méme dans les cas qoints considérées dans les exercices
sont définis par leurs coordonnées (cf. annex&) mu par leurs affixes complexes (cf.
annexe, p. 4) et ou la méthode complexe pourradifpa mieux adaptée a la réalisation de la
tache demandée. A notre avis, ceci confine leseélélans un mode de travail figé, ou leur
réle se limite a reproduire de fagcon mécaniquetéetniques apprises, et ou la marge de
réflexion et de prise d'initiatives est tres réduitlalgré I'opportunité que présente ce type de
tache pour familiariser les éléves aux situatiomsanstruction d’applications et a un usage
plus raisonné des notions fonctionnelles, il s’av@ue c’est plutdt le bloc pratico-technique
([T1,T;]) qui est mis en avant dans la réalisation delsnigcies associées aux taches de type
Ta.

% Type de taches T : Composer des transformations géométriques

Les principales taches que nous rencontrons a grope@ la composition des
transformations géométriques sont les suivantes :

T, : Détermination directe de la nature d’'une compade transformations par application
des théorémes de cours (cf. tableau 5 ci-dessus).

T;7 : Détermination de la nature d’'une composée destoamations via I'étude de certaines
propriétés géomeétriques de la composée.

T, : Détermination de la nature d’'une composée destoamations via la détermination de
I'expression complexe de la composée et étude ttariaformation obtenue.

Nous donnons ci-dessous des exemples d’exercicegc@nt ces trois taches :

Exercice 8(p. 107)

— 0
On consideére un triangle équilatéral ABC tel déé8 , AC) El; [21'[] .

On note B’ le projeté orthogonal de B sur (AC\d& paralléle & (AC) menée par B.
1- Comparer Sgc)0§pa) et $0Sgc)
2- Caracteriser 'antidéplaceme8fc)0Sgc)0Sea)

Commentaire

- La réponse a la premiere question peut étre dorpar
application directe de la formule de composition dieux
symétries orthogonales d’axes sécantes :

21

— O -
AINSi : Sge,0S s = Rot[ B2(BA , Bcj = R(B,%’T) =R(B,—") \

_ ——= U= _ - 21
et 5,08 = Rot B2(CB,CA |= R(B,— ")
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- Pour caracteriser I'antidéplacemédnt S.,,0S ., 0S;,,, On peut proceder comme suit :
h =Sca)0S6c)0Sea) = Sica)0S0Ssc (d'apres 1°)

Les droitesA et (AC) étant paralléles et telles que; (8) = (AC), alors la formule de
composition de deux symétries orthogonales d’aaesllgles donne h = t,559SeE0)

Le vecteurBB' étant non orthogonal a la droite (BC), alors huest symétrie glissante.

Jusqu'a ce niveau de la résolution, les tachesidéo®ses sont toutes de typ&,(. Les
techniques associées a ces taches se basentakgantit sur des théoremes de cours et sont
étroitement dépendantes des objets ostensifs ndsusmne.

Pour terminer I'exercice, il reste a écrire h seasforme réduite pour en déterminer les
éléments caractéristiques. Le manuel donne la igebra adopter dans ce cas : il s'agit de
décomposerBB' en la somme de deux vecteurs dont I'un est dectibre celle de (BC) et
l'autre de direction orthogonale, par exemp& =BH +HB', ou H est le projeté orthogonal
de B’ sur (BC).

On obtient ainsi h=t,-0Sgc) =t,:0t - 0Sg,

HB' étant orthogonal & (BC), alors, d’aprés un théerdmcours,t ..0Sgc, estune
symétrie orthogonale. Pour déterminer son axeaeual donne la technique suivante :
on décompose la translation . en : t, - =S,0S4, , 0U A'=t__((BC)), ce qui donne :
L, rs0Se0) = S30Se0)0Sec) = Su

Finalement, on obtienth=t__.0S,..

h est donc la symétrie glissante de vect2HB' et d’axeA'.

Dans cette partie de I'exercice, le travail requian agencement entre composition et
décomposition de transformations, ce genre deitrasasouvent utilisé dans la détermination
de la nature d’'une composée de transformations npoeviendrons lors de I'étude du type de
taches T. Notons que les techniques utilisées ici sontieitpés de facon détaillée dans le
manuel et ceci dans un cadre général.
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Exercice 9(p. 112)

ABCD est un parallélogramme de cene. ABO;, BCO,, CDO; et DAO4 sont des triangles rectangles
isoceles de sommets principaux respectifs @, O; et Q. On suppose que le plan est orienté et gue

A OB =T en).

On désigne par RRy, R; et R, les rotations d’angleg de centres respectifs @, O; et Q..

1- a) Déterminer(R,0R; )(A), (R30R;)(B) et (R40R3)(C)
b) Montrer que les applicationR,0R;, R30R,et R,0R; sont toutes les trois égales & une méme

application que I'on déterminera et que I'on désignpar f.

2- a) Montrer queRS[Rz(Ol)] =R, (0;) et déterminer f(@

b) Montrer que f(@=0,

c) Quelle est la nature du quadrilatergdgD;0, ?

3- SoitA la médiatrice du segment [AB] &, la symétrie orthogonale d’axe On poseg = R,0S, -
a- Déterminer g(A) et g((p

b- Montrer que g n’est pas une symétrie axialmetéduire la nature de g.

c- Construire le pointy'= g(w) . Déterminer les éléments caractéristiques de g

Commentaire

Cet exercice est donné dans I'épreuve de Mathéuoesige
'examen de Baccalauréat de 1996 (Section Mathéunes).
Une solution compléte est donnée dans I'annexé)(pNous o1
nous intéressons ici particulierement a la quesBionCette
guestion utilise la réponse a la question 2-c)rsédmuelle le A B 02

guadrilatére @0,030, est un carré. ~ul

L’'objectif de la question 3 est de déterminer l&urede la 04 ™.D ¢
transformation g. On ne trouve pas dans le manaigrdpriété
ou de technique permettant de traiter la questienfaon
directe. Les questions de I'exercice visent a amkngésolveur
vers la solution. Pour la question 3-a), en remamtgque @ est
un point deA, un calcul simple donne :

9(A) =R, S, (A)) =R,(B)=C
et g(0,) =R, S, (0,)) =R, (0,) =0O;

03

Pour la question 3-b), si on suppose que g estsym&trie orthogonale d’'axé, alors,
puisqueg(A) =C et g(O,) =0O,, & serait mediatrice de [AC] et de {Os]. Or ces deux
segments n’'ont pas la méme meédiatrice, donc g p&stune symétrie orthogonale. g est un
antidéplacement (composée d'un déplacement et duotidéplacement) distinct d'une
symétrie orthogonale, c’est donc une symétrie gifits Commaeax est milieu de [AC] et de
[0,05], alors « appartient a laxe de g. g s’écrit alors sous mrméduite :
g=t—-0S, = SOt ol w'=g).

Finalement, g est la symétrie glissante d'éxe:  et'dle vecteutuw
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Dans cet exercice, nous considérons que les taehasves a la caractérisation des
applications f (questions 1, 2-a, et 2-b)get R,0S, (question 3) sont de typ&;. Elles se
distinguent de la tach€&, (exercice 8) au niveau de la technique de réaisattn effet, pour
les taches de typd@?, le formulaire de composition de transformationdes techniques
standard donnés dans le manuel ne permettent pasxaseuls de caractériser les
transformations en questions. Le sujet est cort@imanipuler de plus pres les composées
des transformations considérées en utilisant degrigtés ensemblistes de la composée
(images de points, éléments invariants, décomposit). Dans de telles situations, les
exercices donnés dans le manuel indiquent la gteate adopter pour arriver a la solution.
Exercice 10(p. 111)

Le plan P est rapporté a un repére orthonor(ﬁlé?al ,Eé). On désigne par T 'applicationM(z) > M'(Z")
tel quez'=-iz+1

1- Montrer que T est un antidéplacenfént
2- Montrer que T ne fixe aucun point
3- Montrer que ToT est une translation et précser vecteur

4- Soit t la translation de vecte%(@i —e?) . Montrer queTot"l :t"loT:SD , ou D est une droite que I'on

précisera. En déduire les éléments caractéristideds

Commentaire

Cet exercice vise a caractériser la transformaliodéfinie a I'aide de son expression
complexe. Les questions posées donnent les étaepesstratégie a adopter. A notre avis, les
propriétés données dans le manuel a propos dedéplattements donnent a l'éleve les
moyens pour qu’il construise tout seul une stratélgi travail. Une maniere de procéder est la
suivante :

- T est un antidéplacement, donc T est soit uneésyenorthogonale, soit une symétrie
glissante. Les deux se distinguent par 'ensembk gbints invariants (une droite pour la
premiére et 'ensemble vide pour la deuxieme). D'ioiée de déterminer cet ensemble.

- La résolution de I'équatiom = -iz+1 donne 0 solution. Donc T est une symétrie glissant
En désignant pau le vecteur de T et par D son axe, T s'écrit akwas forme réduite

T=1t0§, =S;0t..
- Pour déterminen, on peut chercher a écrire une relation fonctidarmi I'on élimine 3.

La commutativité de I'écriture de T sous forme iéslpourrait suggérer de considérer :
ToT = toS,05,0t- =t _-.

- L’écriture complexe de ToT, donne l'affixe @l oz=-i+1,

d'ou u est le vecteur d'affixe z =%(—i +1), c'est-a-dire 1 :% (51 —g) :

“l Les transformations complexes de la forme> z=az+b ne sont pas étudiées dans le cours de la classe
Terminale Mathématiques.
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- Finalement, pour trouver D, on revienT& t-0S,, et on compose pauE1 dans les deux
membres, ce qui donné -oT =S;.

De I'expression complexe dg,Son détermine I'ensemble des points invariantsSpaet on
obtient la droite D.

Construire cette stratégie conduit a réfléchir quaumx possibilités d’'intervention des
propriétés de composition et de décomposition diegjions dans la caractérisation de T et a
prendre conscience de l'intérét que représentenprapriétés dans la réalisation de la tache
considérée. Or, comme dans l'exercice précédentidation des pas de la stratégie de
résolution réduit le rble du résolveur a la régiisade calcul et a la vérification de propriétés
données, ce que l'éleve peut effectuer sans réfléatx éléments sous-jacents a la
construction de la stratégie de travail, ni se mvute la maniere avec laquelle les propriétés
fonctionnelles sont intervenues dans la constroali cette stratégie.

Analyse des indices de rigidité et de complétude pole type de taches T

En nous référons aux techniques associées aux stadbetype T et aux modes
d’intervention des technologies, nous distinguoesxdtypes de praxéologies mathématiques
concernant la composition des transformations géamués :

1) Pour le premier type, les techniques sont étmméint liées aux objets ostensifs mis en
ceuvre. Dans ce cas la tache peut étre réaliséesesassucier des propriétés ensemblistes
sous-jacentes a I'opération de composition et sans besoin de se référer a la technologie
pour interpréter ou justifier la technique utilisé@omme, par exemples, dans les cas
suivants :

R(D%”)oH(D, -J2)= S(D,—\/E,%n)

_ U= 41
S@ac)0Ses) = ROt B2(BA ,BC |=R(B,—)

Sica)0Sh0Sec) =t,=50S5c) s OU (AC) =t (A)

2.BB'

Pour ce type de praxéologies, c’est le bloc pragobnique qui est mis en ceuvre dans la
réalisation des taches et nous remarquons unedatiffé entre le discours technologique
utilisé dans le manuel pour justifier les formulétablies et le niveau de mise en
fonctionnement (technique) de ces formules daneXescices.

2) Dans le deuxieme type de praxéologies mathémegtiges techniques utilisées requiérent
le choix d’'une stratégie de travail prenant en cenges propriétés liées aux transformations
géométriques et d’autres liées aux propriétés dgosition d’applications. La mise en ceuvre
de ces praxéologies mathématiques dans les exercaeluit a réfléchir aux techniques
choisies et a faire intervenir les technologiesrappées pour interpréter et/ou justifier les
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techniques ou la stratégie adoptée. Ceci met errecalrs praxéologies mathématiques
locales. Néanmoins, dans le manuel, la stratégadapter dans de telles situations est
généralement fixée et décrite dans I'exercice (cemans le cas des exercices 9 et 10) et on
ne demande a I'éléve que de réaliser les sousgadmstituant la stratégie. Ceci, a notre avis,
réduit les possibilités de mettre en fonctionnemkntbloc technologico-théorique des
praxéologies ou le niveau structurel des connaitesachez les éléves.

% Type de taches T : Décomposer des transformations géométriques

Ce type de taches est inverse a celui de la cotiposies transformations géométriques.
Généralement, les deux types de taches interviérsems les exercices ou il s’agit de
déterminer la nature ou les éléments caractérestigle transformations géométriques, nous
les rencontrons souvent ensemble dans de telsieegrcomme dans les exercices 8, 9 et 10
ci-dessus. Nous donnons ci-dessous un autre exelapétles situations.

Exercice 11(p. 106)

Dans le plan orienté, on considére de part et tBalitin segment [AB], deux triangles AMB et ANB tels

=3

Y o
que AMB est un triangle équilatéral vérifianfMA , MB) Eg[ZT[], ANB est un triangle isocéle vérifian

NA=NB et (NA ,Dﬁ) = —g [2r]

On designe paBua) » Sme) » Sna)y et Sne) les symétries orthogonales d'axes respectifsi) (YMB),
(NA) et (NB).

On posef =§ya) 0§ mB) O NB) OSNA)

1- Déterminer la nature de f et ses éléments carsatitgres

0
2- Déterminer la nature et les éléments caractéristigie f, lorsquéNA , NB) = 3 [211]

Commentaire

1) Pour la premiere question, les formules de caitipo
des symétries orthogonales permettent d’écrire :
f=R

(M’—Zn

oR
3

-Tt
(N
La somme des angles des rotations composant f &gant
a -mn, alors f est une symétrie centrale.

Pour déterminer le centre de f, la technique sauuéiiisée dans les annales d’exercices

_._€en deux symétries

corrigés consiste a décomposer chacune des rcﬂaa'(ch)ﬂn_m) et R(N
"3

orthogonales convenablement choisies.

Plus précisément, en considérant le triangle MQitarggle en O et tel que :
[ N

(MO, MN) Eg [21], on obtient :

-2, =Sm0)0Swny €t R(N - = Swn)0Sno)

M o
M3 3
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Soit : f :S(Mo)OSMN)OSMN)OS(NO) =S(MO)OS(NO) :SO

G N N
2) Dans le cas o(NA , NB) = —%” [2r], on obtient :f = R -2 OR | on -
R

La somme des angles des rotations composant fréigritest donc une translation.

Pour déterminer son vecteur, on peut décomposer le-
rotationsR( et R( 2, et obtenir : '
M N,—

3

—21

3
f' = S0y ) 0wy 0Sine) = Simo)0Se)

Les droites (MO) et (NB) étant paralleles (toutesuxd

perpendiculaires a (MB)), alofs=t ..

Remarquons que d’autres techniques restent aussibfeEs pour déterminer le centre de la
symétrie f dans la premiere question (on peut pamgle chercher I'image du point N par f)
et le vecteur de la translation dans la deuxienmestipn (on cherche par exemple I'image du
point B par f). Ces techniques demandent un trasail les configurations géométriques
considérées, qui, dans certains cas, peut pargitims évident que la technique de
décomposition.

Analyse des indices de rigidité et de complétude pole type de taches §

Les techniques associées aux taches de décompoagitibsent les formules de
composition des transformations géométriques en semrse (comme le montre les taches
de décomposition intervenant dans les exercicesl®)aElles sont, de ce fait, étroitement
liées aux objets ostensifs mis en jeu, désignasttiansformations ou leurs éléments
caractéristiques. La réalisation de ces technigeesande d’effectuer des choix convenables
concernant les caractéristigues géométriques desftrmations considérées pour pouvoir
appliquer les formules de composition/décompositimmcernées. L'identification de ces
caractéristiques géométrigues n’est pas toujoudeste et demande parfois la mobilisation
de connaissances non indiquées. Notons aussi q@detasituations ou intervient la tache de
décomposition, il revient souvent a I'éleve d’idéat le type de décomposition appropriée a
réaliser, ceci demande la possibilité de mettraetation et d’organiser les connaissances
relatives aux opérations de décomposition et ditfier le choix adapté a la situation
géométrique de I'exercice a résoudre. Les praxésgogathématiques mises en ceuvre dans
ces cas nous semblent de ce fait d’'un niveau local.

Ceci étant, nous remarquons par ailleurs que mdlexétence de théoremes généraux
autour desquels s’articulent les technologies a&sscaux taches de composition et de
décomposition des transformations géométritfuedont les démonstrations font intervenir

2 Notamment les théorémes suivants :
1) Toute isométrie du plan est la composée d’au phis symétries orthogonales
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des connaissances géométriques et fonctionnelles miveau structurel, les justifications
technologiques requises dans la réalisation déms$ade types slet Ts sont spécifiques aux
caractéristiques géométriques des transformationasidérées, I'aspect ensembliste-
fonctionnel sous-jacent aux opérations de décortippsiemeure invisible dans ce genre de
travail. Ceci marque un écart entre le discourdirtelbgique mis en ceuvre dans les
développements théoriques du cours et celui quéedda résolution des exercices destinés
aux éleves.

% Type de taches T: Mettre en ceuvre des transformations géométriqueslans des
questions de géométrie.

Ce type de taches concerne les taches ou sorseasliles transformations géomeétriques
comme outil pour résoudre des questions de géandtriegroupe une grande variété de
taches mettant en ceuvre différentes techniquess Nous intéressons ici particulierement
aux manieres avec lesquelles seront mobiliséedra@sformations géométriques dans la
réalisation des taches de ce type, plus préciséments regardons si la transformation
géométrique a mobiliser est explicitée dans I'eixerou laissée a la charge de I'éleve. Nous
étudions pour cela trois exercices de géométriméonlans des épreuves de baccaldiiréat
Apres lI'analyse détaillé de deux de ces exerciess commentons les trois exercices, d’'une
part du point de vue des indices de rigidité etolmplétude du type de tache, Et d’autre
part du point de vue du niveau de mise en foncaamnt des connaissances concernant les
différents types de taches intervenant dans cesiegs. Ceci nous fournira une idée quant au
niveau requis par l'institution concernant l'usatps notions ensemblistes fonctionnelles pour
'entrée a I'Université.

Exercice 12(Exercice 1 de I'examen du Baccalauréat, sessigninl@005)

0
Soit ABC un triangle rectangle en B tel quéBC, BA) Eg[ZTt] ,AB=3etBC=4.

1) Soit f la similitude directe telle que({A) =B etf(B)=C

a- Déterminer I'angle et le rapport de f
b- Soit H le projeté orthogonal de B sur (AC)
Montrer que H est le centre de f.
2) SoitD=f(C).
a- Montrer que D appartient a la droite (BH).
b- Construire le point D.
3) Soit g la similitude indirecte qui transforme ABret B en C. On désigne p& le centre de g.

a- Montrer quefog™ = Sec)
b- Soit E = g(C) . DéterminerSgc, (E) . Construire alors le point E.

c- Préciser la nature de gog. Montrer dideappartient a la droite (AC) ainsi qu’a la droite JBE
d- Construire le poinQ et I'axe A de la similitude g.

2) Les similitudes sont les composées des isométriesdnomothéties
3 Baccalauréat tunisien. Section Mathématiques.
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Analyse praxéologique

1) Pour la question 1-a), d€A) =B et f(B) = C et en utilisant les définitions de I'angle et
du rapport de f on obtient immédiatement :

— .0
o =(AB ,BC)EE[ZT[] etsz—C.
2 AB

Il s’agit d’une tache de type,Tde nivealf technique.

2) La question 1-b) est aussi de type dlle vise a identifier le
centre de la similitude f. L'éleve doit justifieug ce centre es
confondu avec H. ' E

Nous indiguons deux techniques possibles :
Désignons parc le centre de f,
_ .0 — .0
tech, : Def(A) = B etf(B) = C, on obtient : (wA , wB) sg[zn] et (0B, wC) sg[zn] .

w est donc le point d'intersection (autre que B, Iid@) # B) de demi-cercles passant par H
et de diameétres respectifs [AB] et [BC], c'est¢edi=H.

o0, .03
tech, : Def(A) = B etf(B) = C, on obtient : (wA , wB) sg[zn] et (0B, ) sg[zn] ,

— .0
donc : (WA, wC) =m[2m] et par suitew(AC )
— .0
D'autre part :(wB, wC) sg[zn] indique que(wB) O (« C)et donc(wB) O (AC )

De («B) O(AC) et wO(AC), on déduit quac= H

La réponse a cette question demande un choix deitee et une organisation des
connaissances mises en jeu. Toutefois, la donn@®idttH diminue la difficulté de la tache.
Nous considérons pour cela qu'il s’agit d'une tadkeniveau mobilisable.

3) Dans la question 2-a), la tache est de typél F'agit de montrer que I'image D de C par f
appartient a la droite (HB). Le contexte de I'exegcsuggere d'utiliser les caractéristiques de
I'application f. En effet, f étant de centre H éﬂrtgleg , alors:

f(C) =D implique que(HD) [0 (HC )
et f(B) = Cimplique que(HB) OO (HC )
d'ou (HB)//(HD) et H, B et D sont alignés.

Il est possible aussi d’effectuer un travail sgrdagles :

o o, _ 0o n n
(HB, D) = (HB ,HC) + (HC, HD) = 2+ ~ =7t [2n]

“ Dans cette analyse, nous désignons par niveanivéau de mise en fonctionnement des connaissances
(technique, mobilisable, disponible) (Robert, 19%9f)e requiert la résolution de la question conéielé
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L’éléve ici est autonome, il doit fixer une techimégde travail et s’adapter au contexte de
I'exercice en mobilisant I'application f. Nous casiérons pour cela que la tache est de niveau
disponible.

4) La tache 2-b) est de type, Elle consiste a construire le poildt=f (C).

Pour ce faire, on définit D comme intersection dexdensembles.

On sait déja qu® O (HB .)

D’autre part :f(C)= Det f(B) = C impliquent que(BC) 0 (CD ) Donc D appartient a la
droite &, perpendiculaire a (BC) passant par C.

(HB) et 6 étant sécantes, D est donc leur point d’intersecti

Pour réaliser cette tache, I'éléve est appelé er fisne technique de travail. La question
précédente donne une premiere indication et sugigeneobiliser I'application f. Ceci facilite
la réalisation de la tache. Nous considérons pala cue cette tache est de niveau
mobilisable.

5) La question 3-a) concerne la composition destaamations, elle est de type.Ta tache
consiste a montrer I'égalitéfog™ = Sec)» OU g est la similitude indirecte telle qgeA)= B
et g(B) = C.

L'éléve pourrait penser a étudier séparément lareatle fog™, mais la donnée d&,
oriente la tache. Il suffit alors de remarquer cfog™ et Sg, sont deux similitudes
indirectes ; elles seront alors égales dés qu’ebéscident sur deux points distincts. Le choix
de ces deux points ne pose pas de difficulté, peisg texte donneg(A)= Bt g(B)= C.

Un calcul simple donne alors :

fog™(B) =f (A) =B =S, (B) etfog™(C) =f(B) =C=Sg, (C). Le résultat en découle.

La réponse a cette question demande d’effectuercdex non indiqués et une mise en
relations de plusieurs données. L'éléve ici esbrmmine. Nous considérons pour cela que la
tache est de niveau disponible.

6) La question 3-b) vise la construction du pdit g(C , elle est de typegl La tache peut,

a priori, paraitre non évidente, du fait qu’on rnigpdse pas encore du centre et de I'axe de la
similitude indirecte g. Néanmoins, l'indication dendant de déterminer d’aboi$ly,, (E)
(See) (BE) =S (g(C))=S(BC)og(C) =f(C) =D) oriente la tache et permet de conclure que E
et D sont symétriques par rapport a (BC). D’oudastruction de E. Pour cette tache, méme
si le texte donne une indication pour sa réaligatibéleve doit savoir I'exploiter
adéquatement. Nous considérons pour cela gu'iltsdagne tache de niveau mobilisable.

7) La question 3-c) concerne la composition etdaodnposition de transformations, elle est
de type T/Ts. La tache consiste a préciser la nature de g@gamt une similitude indirecte,
alors gog est une similitude directe. En désigpantQ , k et A respectivement, le centre, le
rapport et 'axe de g, alors g s’écrit sous for@guite :g =h,,,0S, =S,0h 4,
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D’ou : gog= h(Q,k)OSA oSth(Q,k) = h(Q,kz)

Cette question ne fournit pas d’indications poutedéiner la nature de gog. Le sujet est
autonome, il doit réfléchir seul a une techniqua@mlution. Décomposer dans un contexte
général g sous forme réduite et utiliser la comtivité de cette décomposition pour éliminer

S, et simplifier le calcul de gog requiert, nous sés¥thil, une disponibilité de connaissances
et une possibilité de se détacher du contextecpdigr de I'exercice et de travailler dans un

cadre général. Nous considérons pour cela quehe st de niveau disponible.

8) La question 3-c’) est de types.TLa tache consiste a montrer que le cerfrede g
appartient a la fois a (AC) et a (BE). La premigagtie de la question suggere d'utiliser le fait
que Q est le centre de 'homothétie gog.

Ona:gogA)=9g(B)=C, doncQUI(AC),

et gog(B) = g(C) = E, donc QI (BE ), d’ou le résultat.

Cette tache demande de mobiliser la transformatidéquate et de mettre en relation
différentes connaissances. Toutefois, I'indicafiaurnie par la premiére partie de la question
réduit la difficulté de la tache. Nous considérgns la tache est de niveau mobilisable.

9) La question 3-d) est aussi de type [Ja tache consiste a construire le cerireet I'axe A

de g. La question précédente indique @ueest le point d’intersection des droites (AC) et
(BE), et puisqueg(A) = Balors une propriété du cours indique glieest la bissectrice
intérieure du secteu(r@,co—B). Il s’agit d’applications directes d’'un résultatté@rieurement
établi et d’'une propriété de cours. La tadche estdie niveau technique.

Le tableau ci-dessous résume les types de tactesdnant dans I'exercice, ainsi que le
niveau de mise en fonctionnement des connaissaieesequiert la résolution de chacune des
taches :

Tableau 9 : Niveaux de mise en fonctionnement desnnaissances
pour I'exercice 12

Question | Type de taches ~ Niveau de mise en
fonctionnement des connaissances
1-a T technique
1-b T mobilisable
2-a Te disponible
2-b Ts mobilisable
3-a T disponible
3-b T mobilisable
3-C Td/Ts disponible
3 Te mobilisable
3-d Te technique
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Exercice 13(Exercice 2 de I'examen du Baccalauréat, sessigninl@003)

— 0
Soit ABC un triangle rectangle en C tel quéCA , CB) Eg [21'[], et soit r la rotation de centre A et d‘anglle

g .SoitD=r(C) etE= r"l(B) . On désigne par | le milieu du segment [CD]

1) a- Montrer qu'il existe un unique déplacement fgeef (A)= Det f(C) = A.

b- Préciser la nature et les éléments caractarigige f.

2) Soit g = for
a- Montrer que g est une translation
b- Soit F= g(E). Montrer quef (B) = Fet en déduire la nature du triangle BIF.
c- Montrer que les points C, A et F sont alignés.

3) SoitG= tﬁ(l) ,ou 5 désigne la translation de vectedD

a- Montrer gu'il existe un unique antidéplaceméntel que$(C) =D et §(l) = G.
b- Montrer qued est une symétrie glissante dont on préciseradieueet I'axe.

Analyse praxéologique

1) La question 1-a) est de type Le théoréme 1 cité a propos de ce type de tguraset de
conclure quant a I'existence et I'unicité du déplaent f. Il suffit de remarquer que I'on a:
A #C et AC = AD (car r(C) =D). Il s’agit d’une tache de niveau technique.

2) La question 1-b) est de type. D’apres la classification des déplacements du,dlast
soit une translation, ﬁtmu_ne rotation. Puis@@a)= , fiC) =A et AC DA, alors f est
une rotation d’anglg AC, DA) et dont le centre est le point d’intersection dexdiatrices
respectives des segments : [AD] et [AC], c’estdenpl. D’'ou f =r

e

2

Il s’agit d’une tache routiniére. Nous la considé&rae niveau technique.

3) La question 2-a) est de type. Pour y répondre, il suffit
d’utiliser le formulaire sur la composition desnséormations
géométriquesg = folest la composée de deux rotations dont le
somme des angles est nul, c’est donc une transldtic’agit
d’'une tache de niveau technique.

4) La question 2-b) vise a préciser la nature dangle BIF.
C’est une tache de types. TPour faciliter la réalisation de la
tache, on demande d’abord de montrer qgB) = , c& qui
s’obtient par un calcul simplef(B) = f(r(E))= g(E) =F. Ainsi,

F est 'image de B par une rotation de centre d’ahgle —ﬂ,
donc FIB est un triangle rectangle et isocéle en |. 2

La mise en fonctionnement de I'application f poaréalisation de la tache étant indiquée et
les applications a effectuer étant immeédiates, rammsidérons que la tadche est de niveau
technique.

5) La question 2-c) a pour objectif de montrer tpgepoints C, A et F sont alignés. C’est une
tache de type ¢ Aucune indication n’est donnée pour la réalisatie cette tache. on peut
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par exemple procéder come suit: DEC)=A et f(B) = F, on déduit que(BC) O (AF )
(puisque f est une rotation d’ang+e]21) et comme(BC) I (AC ) alors (AF) et (AC) sont

paralléles et par suite C, A et FDsont alignésstipossible aussi d’effectuer un calcul sur les
angles et montrer que I'ang{&C , AF) est nul.

L’éléve ici est autonome, il doit fixer une techmégde travail et s’adapter au contexte de
I'exercice en mobilisant la transformation f. Natensidérons pour cela que la tache est de
niveau disponible.

6) La question 3-a) est de type On utilise le théoreme 3 cité a propos de ce tigptiches.
Pour cela on remarque d’une part que :

G=t_(l) = AD=IG = Al =IG
Et d’autre part,r(C) = Dimplique que le triangle ACD est rectangle isocdlinc Cl = Al
Ainsi, | #C et CI =Al =DG

Le théoreme indiqué permet alors de conclure quantexistence et l'unicité de
I'antidéplacement . Il s’agit d’'une tache routiniére, et les conditsoa réunir pour appliquer
le théoreme concerné sont faciles a fournir. Naussiclérons pour cela que la tache est de
niveau technique.

7) La question 3-b) est de type. Tl s'agit de justifier quep est une symétrie glissante et de
préciser ses éléments caractéristiques. La techrggociée a;fconsiste a remarquer qée
étant un antidéplacement, est soit une symétrfmganale soit une symétrie glissante. On a :
¢(C)=D, ¢(I) =G et les médiatrices de [CD] et [IG] sont distinctBe®nc ¢ ne peut étre
une symétrie orthogonale, c’est donc une syméfigsante. L'axeA de ¢ passe par le
milieu | de [CD]. Siu est le vecteur de, alors¢(l) = taoSA(I) :ta(l) =G,douu=1G.

® est donc d’axe (IG) et de vectel@ .

Cette tache requiert une certaine organisationnet mise en relation concernant les
données de l'exercice et les connaissances redatux antidéplacements. La stratégie
générale est néanmoins routiniere en classe telenilareste a I'éleve a l'adapter a la
situation de I'exercice. Pour cela, nous considergue la question est d'un niveau
mobilisable.

Le tableau ci-dessous résume les types de tactergdnant dans I'exercice, ainsi que le
niveau de mise en fonctionnement des connaissaeesequiert la résolution de chacune des
taches :
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Tableau 10 : Niveaux de mise en fonctionnement des
connaissances pour I'exercice 13

Question | Type de taches ~ Niveau de mise en
fonctionnement des connaissances
1-a E technique
1-b Ty technique
2-a Ta technique
2-b Te technique
2-C Ts disponible
3-a E technique
b Ty mobilisable

Exercice 14(Exercice 1 de I'examen du Baccalauréat, sessigninl@004)

Y
Dans le plan orienté, on considére un rectangle OA8BCGue OA=2.0C et :(OA ,OC)E%[[ZT[]. La

c

médiatrice A du segment [OB] coupe la droite (OA) en | et laitdr (OC) en I'. Soit J le symétrique d
point O par rapport au point | et J' le symétrigluepoint O par rapporta I’
1) a- Montrer que les triangles OBJ et OBJ’ sont redeangn B.
b- En déduire que les points B, J et J' sont alignés
2) Soit S la similitude directe telle queJ) =0 et SO)= J.
a- Déterminer une mesure de 'angle de S
b- Montrer que le point B est le centre de la stode S.
c- Donner le rapport de la similitude S.
3) Soit o la similitude indirecte telle que(J) = @to (O)= J.
a- Donner le rapport de .
b- En déduire que la similitude admet un unique point invariant que I'on not€la
c- Déterminerc o (J)
d- En déduire que le poir® appartient a la droite (3J’).
e- Construire le poinf ainsi que I'axe D de la similitude .

Commentaire

Cet exercice a pour objectif d’étudier les élémearagctéristiques de deux similitudes
données. Nous nous limitons pour cet exercicedammée du tableau récapitulant les types de
taches intervenant dans I'exercice et le niveami en fonctionnement des connaissances
gue requiert la résolution de I'exercice. Les t&cméervenant dans les questions 1-a et 1-b ne
font pas intervenir des transformations géométsqieus les désignons pay. T

Tableau 11 : Niveaux de mise en fonctionnement des
connaissances pour I'exercice 14

Question | Type de tacheg ~ Niveau de mise en
fonctionnement des connaissances
1-a To mobilisable
1-b Ty mobilisable
2-a L technigue
2-b T mobilisable
2-C T disponible
3-a T technique
3- Ty technique
3-¢ T/Ts technique
3-d Te disponible
3-e Ts mobilisable
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Commentaire concernant les exercices 12, 13 etl4

Dans les trois exercices donnés dans des exameBaadelauréat, les taches de type T
occupent une part plus ou moins importante damsémble des taches que renferme chacun
des exercices (5 sur 9 dans I'exercice 12, 2 slansg I'exercice 13 et 2 sur 9 dans I'exercice
14). La réalisation des taches considérées utiliden techniques de différents niveaux de
mise en fonctionnement des connaissances. Néanmemsdifficultés que représentent
certaines de ces techniques sont liées a la situggométrique de I'exercice plutét qu’a
l'usage des transformations géométriqgues. Dans llgpapg des cas, la transformation
géométrique et/ou la propriété fonctionnelle a risdn est indiquée dans I'exercice, ce qui
réduit le travail des éléves a l'application dehteques indiquées et limite chez eux les
possibilités de réfléchir quant aux manieres aesguelles interviennent les transformations
géométriques dans la résolution des questions almdéjée. Ceci, a notre avis, rend difficile
I'articulation des techniques considérées autoysrdeéologies locales, et rend aussi difficile
la disponibilité des connaissances relatives afjiasdes transformations géométriques.

Ceci étant, 'analyse générale des trois exergiuastre que les taches intervenant dans ces
exercices sont toujours fermées et ne débordeniepaadre des types de tachesalTs
recensés dans le manuel officiel. Ces exercicesnéoau Baccalauréat dans trois années
successives, se caractérisent par une grande fdasem du point de vue des taches
considérées, de l'indication des techniques a adopiinsi que des niveaux de mise en
fonctionnement des connaissances. Ceci, naturaliemacite les éléves comme les
enseignants, a focaliser leur travail en classemifale sur la résolution d’exercices
similaires, ce qui amene a routiniser les techrigméses en ceuvre dans la réalisation des
taches et a réduire les possibilités d’'usage desaissances a un niveau disponible ou
structurel.

% Type de taches ¥F: Etudier et/ou utiliser la propriété de bijectivité

Pour ce type de tache, nous nous ne limitons pagransformations géométriques, car en
Terminale il y a un autre habitat ou est travail@g@ropriété de bijectivité, celui de I'étude
des fonctions d’'une variable réelle.

Comme nous l'avons remarqué dans (IV. 2. 3), I'esdg la notion de bijectivité dans les
exercices de géométrie se limite aux deux progigtévantes :

. sifest bijectiveN=f(M) = M = f (N)
« Pour une bijectiofideP surP, fof * =id,

L'étude de la propriété de bijectivité pour lesnsformations géométriques et la
détermination des bijections réciproques de cestoamations étant réalisés dans le cours, la
mise en ceuvre des propriétés sus-citées dans ksi@s se limite aux trois taches
suivantes :
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T, : Calcul de I'antécédent d’un point (par exemptgA) =B, doncg™(B) = A)

T? :Réduction d'une composée de transformations géayés

(par exemple S =S, doncToT = t0S,0§,0t. =t )

T. : Détermination d’une transformation (par exemple= taoSD, donct_aoT =S;)

Les exercices 8, 10, 11, 12, 13 et 14, analysdsssus donnent des exemples de taches ou
interviennent ces propriétés.

Nous nous intéressons ici particulierement aux gobpgie mathématiques relatives a
'enseignement de la notion de bijection pour lasctions numériques d’une variable réelle.
Nous rappelons dans ce contexte que dans le domaib@nalyse, I'étude et/ou l'usage de la
propriété de bijectivité se limite aux fonctiongmériques continues et strictement monotones
sur un intervalle | de&R. Les taches de type;Tnises en ceuvre a propos de ce type de
fonctions sont les suivantes :

T, : Montrer qu’une fonction est bijective
T> : Déterminer la bijection réciproque d’une fonatioijective
T; : Tracer la courbe représentative d’'une fonctigechve

T, : Montrer qu’une équation de la forniéx) =0 (ou se ramenant a cette forme) admet une
solution unique dans un intervalle | donné.

Nous désignons dans la suite pech, la technique associée a la tadfe Nous étudions
les différentes techniquetech, pouri{ 456,7}, & travers des extraits de quatre problémes
d’analyse posés dans des examens de Baccaffuféatis nous sommes limités dans ces
extraits aux parties des problemes ou interviemd’'des quatre taches indiquées ci-dessus.

Exercice 15(Extrait du probleme d’analyse de I'examen du Bkag&at, session de juin
2004)

A- On considére la fonction tiéfinie sur [-1,+c[ par f;(x) =V1+x e et on désigne par;Ga courbe

représentative dans un repére orthonor(@gi, j) .
1) a- Etudier la dérivabilité de & droite de -1
b- Interpréter graphiquement le résultat obtenu
c- Calculer la limite de;fen +oo
d- Interpréter graphiquement le résultat obtenu
2) Dresser le tableau de variation de f
3) Donner I'équation de la tangente adli point d’abscisse 0.

4) Montrer que I'équatiorf;(x) =x admet une unique solutiam dans[_?l,+oo[ et quea I]]_?l,l[

5) Tracer la courbe £

|| s’agit toujours du Baccalauréat tunisien, setilathématiques. Les énoncés complets des prebldiau
sont extraits les exercices sont dans l'annexe.
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Commentaire

L’objectif de cette partie du probleme est I'étutdela fonction f donnée.
-2x-1

2e*V1+x

f; est strictement croissante S{H‘l,—%] de O vers\/g et strictement décroissante sur

[—£,+oo[ de\/E vers 0.
2 2

La question 4 vise a fournir plus de précision pleutracage de la courbe, e f. Elle
permet de préciser le point d’intersection dea@ec la droitey = x . Pour ce faire, la question
fait intervenir la tachd, .

Pour réaliser cette tache, la technique consisteoatrer que la fonction g définie sur
| =[_71,+oo[ par g(x) =f,(x) —x est une bijection de | sur g(l), q@&lg(l)

La fonction dérivée de &st définie sufj—1,+e[ par : f,(x) =

et de la déduire I'existence et I'unicité de Pour montrer que g est bijective, on montre que
g est strictement décroissante sur |, et pour aéter g(l), on utilise un théoréme du cours
selon lequel : g étant continue et strictementalésante, alors :

o) =g([-3 +e0) = lim gg(-)[= [—l\/g[-

Notons dans ce contexte que I'indication explicieeg bijective n'est pas exigée dans ce
genre de question, en ce sens que I'éleve peubrgenter d’indiquer que g est continue et
strictement monotone et qu&]  g(uis conclure.

La techniquetecl pour cette tdche comprend plusieurs étapes gaonepas indiquées
dans I'énoncé, notamment la mobilisation de la fioncauxiliaire g et 'usage (implicitement
ou explicitement) de la propriété de bijectivitéupqustifier I'existence et l'unicité de la
solution. Ceci requiert une disponibilité et unesenen relation de différentes connaissances.
D’'un autre coté, le travail algébriqgue que requiartréalisation de la tache (calcul des
dérivées deifet de g, étude des signes des fonctions déricéésyl de limites) peut, dans
certains cas, ne pas étre évident. Néanmoins,cleet®’ est routiniere dans la classe
terminale, elle intervient souvent dans les exegicet problémes d’'analyse. Nous
dénombrons dans le manuel officiel 14 occasionsntarvient une tache de ce type. Pour
toutes ces raisons, nous considérons que cette &t d’'un niveau mobilisable a ce niveau
d’enseignement.
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Exercice 16(Extrait du probleme d’analyse de I'examen du Bkag&at, session de juin
2005)

e2><

1+e*

Soitf: R - R, x - f(X)=

et soit (C) sa courbe représentative dans le plgworé a un repére orthonorm@®, i, ])

A- 1) Dresser le tableau de variation de f
2) a- Déterminer les branches infinies de (C)
b- Tracer (C)

3) a- Montrer que f est une bijection Resur R:
b- Tracer la courbe (C’) représentative de la fimmctéciproquef 1 def.
c- Calculer f1 (X)pour x> 0

Commentaire

Dans cet exercice interviennent des taches de pe3. et TS. Bien que les trois taches
s’articulent autour de la notion de bijection, Etechniques de réalisation sont isolées, en ce
sens que le sujet pourrait réaliser chacune destéiches de fagcon séparée et dans n'importe
quel ordre (en admettant, pour les tach2g3-b) etT? (3-c) que f est bijective). Ainsi :

- pour montrer que f est bijective (tache de ty/@, on se sert de I'étude des variations de f
effectuée dans la question 1). Cette étude mond gst continue et strictement croissante

e’ﬁ‘x(e—x+22)) de O verst+ o, ce qui permet, d’apres un

(1+€%)
théoréme de cours, de conclure que f est une oilede R sur fR)=R/, . Il s’agit d’'une
technique routiniere (nous dénombrons dans le nhaofiieiel 32 occasions ou intervient
cette technique), le travail algébrique inhéreria aéalisation de la tache ne semble pas
présenter de difficultés particulieres, nous cofigids pour cela qu’il s’agit d’une tache de
niveau technique.

surR (fonction dérivée f'(x) =

- Pour tracer la courbe représentativef de(tache de typd?), on trace, par application d’un
théoreme de cours, la courbe symétrique de (Cygmport a la droitey = x . Il s’agit aussi
d'une tache routiniere, de niveau technique (efkervient dans 21 exercices du manuel
officiel).
- Pour calculef ™ (x)Xtache de typd?), on résout danR et pourx >0, 'équation eny :

2y

X = 13 ;- Cette équation conduit a I'équatiof@’)* - xe’ -x =0.
€

La résolution de I'équation du second degré assabi@ne pour unique solution strictement

X ++/ X2 +4x

positive : (puisqu’on cherche’ > 0) : e’ = 5

2

d’oli I'on déduit quef ™ (x) = In(w} , pour toutx > 0

2
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La technique de réalisation de la tachg est routiniére (elle intervient dans le manuel
officiel dans 18 occasions). Toutefois, le travalidébrigue que requiert la résolution de
I'équation requiert 'usage de différentes conreiggs dont la mobilisation et I'organisation
pourrait présenter certaines difficultés pour M&l&(ramener I'équationy =f™ (xAa une
éguation du second degré, résoudre I'équation donskedegré obtenue et étudier les signes
de ses racines, utiliser que In est la bijecticripréque de la fonction exponentielle pour
obtenir y). Nous considérons pour cela qu'il s’ajitne tache de niveau disponible.

2y

Notons que la résolution daRsde I'équation :x = 1 pourx >0, permet a la fois de

+e’
montrer que f est bijective et de déterminer ladtipn réciproqud . Néanmoins, en classe
terminale, ces deux taches sont toujours traitéas tks exercices d’analyse de fagcon séparée.

Exercice 17(Extrait du probleme d’analyse de I'examen du Bhuo&at, session de juin
2006)

Soit f la fonction définie suf0,+ o[ par f(x)=x+Log @+ e_zx) et soit (C) sa courbe représentative dans

un repére orthonorméO, i, ])
A- 1) a- Dresser le tableau de variation de f
b- Montrer que la droite D d’équation= x est une asymptote a (C) au voisinage-de

c- Déterminer la position de (C) par rapport a D
d- Tracer D et (C) dans le repg@, | ])
2) a- Montrer que f est une bijection f&+ o[ sur[Log2,+ o]

b- Construire la courbe (C’) représentative defecfion f 1 réciprogue de f.

Commentaire

Dans cet exercice interviennent des taches de tJpest TS. Leur réalisation utilise les
mémes techniquestdchf’ et tecly) que celles utilisées dans I'exercice précédeni pes
taches de méme type. Le travail algébrique que ddeka réalisation de ces techniques ne

1-e

semble pas poser de difficultés particulieresdtecfion dérivée de f et (x) = e >0).

La donnée de l'intervalle image d6,+«[ par f fournit aux éleves un moyen pour vérifier
leur travail. Nous considérons qu'il s’agit de de&ghes de niveau technique.

Exercice 18(Extrait du probleme d’'analyse de I'examen du Bhag&at, session de juin
2007)

Dans tout le probleme n désigne un entier natureiw
A- 1) Soit g,, la fonction définie SUR par : g, (x) = n(x + 1) +€*
a- Dresser le tableau de variation dg
b- Montrer que I'équationg,, (x) =0 admet dan® une unique solutiona, .
c- Prouver que-2<a, <-1
d- En déduire le signe dg,, (x) suivant les valeurs de x.
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Commentaire
L’objectif de cette partie du probléme est I'étullesigne de la fonctiorg,, (qui va
xe*

X )
n+e

servir a I'étude des variations de la fonction gipale du probléme f_(x) =

Pour justifier que g,(x) s’annule suR en une unique valeum,, on fait intervenir une
tache de typdl/. Comme dans I'exercice 15, la technique assamésiste a remarquer que,
g, étant continue et strictement croissanteRsde —o vers +, elle définit une bijection
deR sur]—o,+o[, puis en remarquant que]] —c,+co , fn déduit le résultat. Il s’agit
d’une technique routiniére, de plus le travail aligue inhérent a la réalisation de la tache est
immédiat et ne présente aucune difficulté. Noussictimons que la tadche est d’'un niveau
technique

Analyse des indices de rigidité et de complétude pole type de taches ¥

Nous résumons dans le tableau suivant les tachggdel; mises en ceuvre a propos de
'étude des fonctions numériques d’'une variabldlegéansi que les niveaux correspondants
de mise en fonctionnement des connaissances :

Tableau 12 : Niveaux de mise en fonctionnement desnnaissances pour
les taches de type Tconcernant les fonctions numériques

Exercice | Type de taches Niveau de mise en
yp fonctionnement des connaissances
15 T/ mobilisable
16 T7 technique
16 T disponible
16 T¢ technique
17 T7 technique
17 T¢ technique
18 T/ technique

Nous remarquons que pour la plupart des tachesnit® en fonctionnement des
connaissances est de niveau technique ; les nivaapsrieurs requis dans certains cas sont
dus au travail algébrique (calcul de dérivée, éuisigne de la dérivée, calcul de limites...)
inhérent a la réalisation de la tadche et non artégie a adopter. De fait, les techniques
associées aux taches de types®nt standards et routinieres, elles interviendans un bon
nombre d’exercices et de problemes d’analyse esselterminale. D’'un autre c6té, la maniére
avec laquelle sont posés les questions a propeesiéaches, caractérisée généralement par
l'indication détaillée des pas a suivre et 'abgede taches ouvertes, rend difficile 'usage de
techniques alternatives (comme pour les tachie®t T., qui peuvent dans certains cas étre
réalisées simultanément via une méme techniquelaomise en ceuvre de praxéologies
mathématiques de niveau local, ou le sujet seoatraint a fixer sa stratégie de travail et a
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choisir la technique appropriée pour la réalisatienla tache. Notons aussi que le probléme
de non bijectivité n’est jamais posé dans les éxesc

Le choix institutionnel de lier de facon systémaéd’étude de la propriété de bijectivité
pour les fonctions numériques avec le théorémelesufonctions continues et strictement
monotones, et I'usage de techniques stéréotypémgiass a des praxéologies ponctuelles
souvent indiquées dans les exercices et ou lefigagbns technologiques ne sont pas
toujours exigées (comme l'indication de la bijeitéypour justifier I'unicité de la solution de
f(x)=0) rendent difficile, a notre avis, la mise &idence de I'aspect ensembliste de la notion
de bijection, empéchent l'intégration des technggassociées aux propriétés de bijectivité
utilisées pour les transformations géométriquescealtes utilisées pour les fonctions
numériques dans des technologies locales et litigsnpossibilités de fonctionnement de la
notion de bijection a un niveau structurel et dd@s contextes généraux non standards.

IV. 3.3. Conclusion concernant I'environnement pragologiqgue des notions
ensemblistes fonctionnelles dans l'institution ES

Nous résumons dans le tableau suivant les castajées de complétude des praxéologies
mathématiques étudiées dans ce paragraphe. Ntissngiles abréviations suivantes pour les
techniques associées a ces praxéologies:

NR : technique non rigide. Concerne les techniqudépendantes des objets ostensifs qui les
décrivent, ayant des techniques alternatives dosade est a la charge du sujet et admettant
éventuellement des techniques inverses si la t@s$@ciée est réversible.

MR : techniqgue moyennement rigide. Concerne les tqubs indépendantes des objets
ostensifs qui les décrivent, dont l'usage est inéliqu routinisé et ayant néanmoins des
techniques alternatives. Elles sont éventuellem@mrsibles.

R : technique rigide. Concerne les techniques dépded des objets ostensifs qui les
décrivent, pour lesquelles il n’y a ni techniquialative ni technique inverse.
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Tableau 13 : Synthése de I'environnement praxéologiie des notions
ensemblistes fonctionnelles dans l'institution ES

Forme

Niveau de mise en ceuvre . . Rigidité des o .
Taches/Type des praxéologie d'intervention qes techniques Possibilité d'intégration des
de taches praxéologie : OMP dans des OML
OMP | OML |OMR | [T,1] [66] | R | MR | NR
T, X X X Existe mais non exploitée
T, X x X Existe
T3 X X X Existe mais non exploitée
T; X X X Existe mais difficile & apercevoi
>3 a cause de l'indication des
T, x x x x x techniques & adopter
Existe mais trop liée au contexte
Ts X X X X d’étude des transformations
géométrigues
Existe mais difficile a apercevoi
T » » » % » a cause de | |nd.|cat|on des .
stratégies de raisonnement a
adopter
T3 T2 T3 x x x
-|—74 % % x % I?xiste mais Qifficile a apercevoi
a cause de l'isolement des
T X X X X techniques utilisées et de la
6 similitude des contextes ou
Tz x x x interviennent les taches
T77 X X X

L’environnement praxéologique relatif a I'étude destions ensemblistes fonctionnelles
dans la classe terminale est caractérisé par uddominance des techniques rigides et
moyennement rigides et des praxéologies mathéneatigonctuelles. Bien que les blocs
pratico-technique et technologico-théorique degéwkpgies mises en ceuvre soient tous deux
sollicités dans la réalisation des taches, I'irdation du bloc technologico-théorique se limite
généralement a la justification de la Iégitimitéerdploi de la technique, ce qui réduit le
discours technologique de I'éléve a un travail eonant les caractéristiques (géométrique,
analytique et/ou algébrique) de la situation dedteice a résoudre ou, le cas échéant, a faire
référence a la propriété utilisée. D’'un autre cé&lépendance de plusieurs techniques aux
objets ostensifs qui les décrivent, l'indicatiomdd’énoncé de la stratégie de résolution et la
donnée de l'application et/ou de la propriété famoielle a mobiliser dans la réalisation de la
tache, réduisent la fonctionnalité du discours netbgique, dés lors que les éléments
technologiques nécessaires pour interpréter Ieifomement des techniques et/ou justifier le
choix de la stratégie adoptée ou de la transfoomatiobilisée ne sont plus requis pour la
réalisation de la tache. Par ailleurs, I'analysexttaits de différents sujets de Baccalauréat
montre l'absence de taches mathématiques « ouvertescernant l'usage des notions
ensemblistes fonctionnelles et que le fonctionnéndes connaissances se rapportant a ces
notions se limite dans la plupart des cas au nivechnigue, les niveaux supérieurs, lorsqu’ils
sont sollicités, concernent essentiellement laigeste la situation géométrique de I'exercice,
ou le travail algébrique et analytique inhérerd &lalisation de la tache.
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Nous concluons que I'environnement praxéologique em place pour I'étude et I'usage
des notions ensemblistes fonctionnelles, bien quékente des potentialités de complétude,
reste caractérisé par la rigidité des technigtiesjdment et I'incomplétude des praxéologies
mathématiques ponctuelles qui dominent I'espacdraleil des dites notions. Ceci rend
difficile I'intégration des praxéologies ponctuallautour de praxéologies locales relativement
complétes ainsi que la mise des notions ensendligiactionnelles & un niveau de
fonctionnement disponible ou a un niveau d’'usagectirel.

IV. 4. Conclusion concernant le rapport de linstiution ES aux notions ensemblistes
fonctionnelles

Trois aspects caractérisent I'enseignement dasnsoensemblistes fonctionnelles dans
I'institution ES :

- une nécessité d’'usage,

- un vide institutionnel concernant la fagon deifgsoduire et de les travailler,

- deux niveaux de discours concernant les praxésdagathématiques mises en ceuvre pour
leur étude et leur usage dans les manuels officiels

L'étude des programmes de 1998 et des manuelsetsfien vigueur dans la période qui
concerne notre recherche montre que les notiorsmdistes fonctionnelles constituent un
outil indispensable pour I'enseignement des mathigoes au lycée. En nous limitant aux
themes des transformations géométriques et desidoamumeériques d’une variable réelle,
sur lesquels a porté notre étude, nos analysesrembnfue les notions ensemblistes
fonctionnelles interviennent a plusieurs niveaursdéétude de ces thémes. Ainsi les notions
d’application et de bijection, les opérations demposition et de décomposition des
applications, les opérations algébriques sur laxtions numériques, les propriétés de
transfert..., pour ne citer que ces exemples, samindéons clé sur lesquelles repose, selon
les choix institutionnels, I'étude des propriété&ométriques des transformations planes et
l'institutionnalisation de plusieurs résultats bédrémes en algeébre et en analyse. Malgré
cette importance, aucune organisation didactique pé&tude de ces notions n’est prévue par
les programmes officiels, ceux-ci se limitent soremander d’introduire ces notions dans des
activités et d'éviter tout développement théoriqudeur propos. En revanche, dans les
manuels officiels des différentes classes de lytaralyse des modes d'intervention des
notions sus-citées dans différents thémes faitdtat usage de niveau théorique et formel
des notions ensemblistes fonctionnelles dans leslajgpements des lecons concernées. Ce
niveau d’'usage s’avere nécessaire pour répondresgigences de rigueur et de précision
mathématiques que requierent ces développements.daas pour autant que soit introduite
de facon explicite et/ou général la plupart desonet utilisées ou que soient précisées les
regles de leur usage. Celles-ci sont directemeligagts par les auteurs des manuels chaque
fois que le contexte I'exige. Nous pouvons comprenckla dans la mesure ou ce niveau
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théorique d’'usage n’est pas exigible dans la partrdvail dévolue aux éleves. En effet,
conformément aux recommandations institutionnelésstaches données dans les exercices et
problémes concernant les notions fonctionnelles soncues de maniere a ce que leurs
techniques de réalisation ne fassent pas appedspects théoriques des notions ensemblistes
sous-jacentes et que le discours technologiqueagueerent la justification et l'interprétation
de ces techniques ne soit pas trop dépendant demtiens. L’environnement praxéologique
qui résulte de cet état de fait est caractérisé yae dominance de praxéologies
mathématiques ponctuelles et rigides, dont la miseeuvre est essentiellement axée sur les
blocs pratico-techniques et ou il semble difficidéutiliser un discours technologique
permettant I'intégration des OMP autour de praxgiel® mathématiques locales relativement
complétes.

Par ailleurs, la prédominance dans les exerciceBatealauréat de taches mettant en
fonctionnement le niveau technique des connaissargatives aux notions ensemblistes
fonctionnelles indique que c'est ce niveau qui ese par linstitution a la fin de
I'enseignement secondaire pour les dites notiomsi €onduit naturellement, enseignant et
éleves, a focaliser leur travail (a propos desomstensemblistes fonctionnelles) sur les taches
de niveau technique, dont les stratégies de résnlat les objets a mobiliser sont indiqués et
les techniques de réalisation sont répertoriéetie Géuation rend difficile pour les éléves le
dépassement du niveau procédural dans I'usageddiess ensemblistes fonctionnelles dans

I'institution ES.

En conclusion, dans I'enseignement secondldraiveau institutionnel de fonctionnement
des connaissancelatives aux notions ensemblistes fonctionnedists dans le toposies
élévesessentiellement techniqueentré autour de praxéologies mathématiques pelhes et
de techniques bien répertoriées et stéréotypéeméame temps, nous notons la présence d’un
discours technologique assez développé pour cemealans les développements théoriques
donnés dans les manuels, exigeant un usage deunsirgcturel et disponible des dites
notions. La non exigibilité de ce niveau de dissodans le travail demandé aux éléves et
notamment dans les exercices de Baccalauréatlléenstaécart entre le fonctionnement des
connaissances dans le topos de I'éléeve et cellgmkeignant et pourrait amener les éleves, et
méme les enseignants, a ne pas accorder d'impertanes développements théoriques, ce
qui influencerait la formation mathématique dev&sede Secondaire.

V. Rapport de l'institution CPS1 aux notions ensemlistes fonctionnelles

L'enseignement des mathématiques dans les classgsaratoires scientifiques, et
particulierement dans la filiere Mathématiques-Riyes (MP), a pour objectif de fournir aux
étudiants une formation de base solide concermasntdncepts fondamentaux sur lesquelles
repose le savoir savant mathématique, de leur pendacquérir les méthodes spécifiques
du travail et de la recherche mathématiques et @eldpper chez eux des capacités
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d’autonomie. Dans cette perspective, les notiosemblistes et le vocabulaire et symbolisme
associés sont considérés par linstitution CPS1ngendes outils fondamentaux et il est
attendu que les étudiants apprennent a les maigtiseles utiliser & bon escient. Pour I'étude
des rapports de linstitution CPS1 a ces notiomsisnsommes contraints, vu la variété des
notions ensemblistes et leur présence dans toudolasines mathématiques enseignés, de
délimiter les concepts ensemblistes sur lesquetenaonotre étude. En continuité avec I'étude
réalisée dans linstitution ES et tenant compte m##ons autour desquelles seront congues
les expérimentations de la these nous avons cHeigious limiter a I'étude des notions
d’application et de bijection et a la maniere defies interviennent dans les différents
chapitres d’Algébre enseignés en CPS1.

Pour ce faire, nous commencons par donner un aggméral sur I'enseignement des
notions d’application et de bijection dans les paogmes d’Algeébre de linstitution CPS1,
nous étudions ensuite I'environnement praxéologidas dites notions a travers l'analyse
d’exemples d’exercices ou elles interviennent, sisailans les fiches de travaux dirigés (TD)
des classes CPS1.

V. 1. Les notions d’application et de bijection das les programmes de mathématiques
de l'institution CPS1

Le texte des programmes de mathématiques pouadaelde premiére année préparatoire
MP, précise en préliminaire des thémes a enseiglamis le chapitre « Ensembles et
Applications », ce qui suit :

L'objectif est d’acquérir le vocabulaire usuel sle#s ensembles, les applications et les
relations. Toute étude systématique, a fortioriteoaxiomatique, de la théorie des ensembles est
exclue.

Le programme se limite strictement aux notions deebfigurant ci-dessous. Ces notions
doivent étre acquises progressivement par les @iitsliau cours de I'année, au fur et a mesure
des exemples rencontrés dans les différents cleapitialgébre, d’analyse et de géométrie. Elles
ne doivent pas faire I'objet d’'une étude exhaustioguée en début d’anné®.

Il s’agit par ce préliminaire d’éviter toute ex@gsance de I'enseignement vers la théorie
axiomatique des ensembles et d’éviter aussi deireétlanseignement de ces notions a un
exposeé de concepts présentés aux étudiants au déblannée, hors de leurs contextes
d’utilisation. L’étude des notions ensemblisted'aatquisition de la maniere avec laquelle le
vocabulaire et le symbolisme associés interviendans la formulation et I'élaboration des
enoncés mathématiques doivent se faire de facogrgmsive le long de lI'année, lors de
l'étude des différents themes d'algebre, d’analyde de géométrie. Néanmoins, les
enseignants considerent utile de montrer la mandmet sont structurées les notions
ensemblistes et de préciser simultanément les ptéendamentaux autour desquels elles
s’articulent. C’est dans cette perspective que derg d’Algebre en CPS1 commence

¢ Préparation MP. Programme de premiére année. Page
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traditionnellement par le chapitre « Ensemblesmgtli&ations ». Ce chapitre s’articule autour

de trois themes principaux :

- Ensembles et opérations sur les parties d’unneiplee

- Applications, lois de composition.
- Relations d’équivalence et relations d’ordre.

Le paragraphe relatif aux « Applications » danglegrammes officiels précise :

Une applicatiorf de E dans (versF est définie par so
ensemble de dépaH, son ensemble d’arrivélé et son
grapheG.

Ensembler(E,F) des applications de dansF. Ensemble
E' des familles (x ), d'éléments dun ensembl&
indexées par un ensemble

Composée de deux applications, application ideati
Restriction et prolongements d’une application.

Equations, application injectives, surjectivesetiijves.
Application réciproque d'une bijection. Composée
deux injections, de deux surjections, de deux tigas.

Définition des images directe et réciproque d’'uaetip.
Compatibilité de I'image réciproque avec les opéret
sur les parties.

Fonction caractéristique d'une partie. Lien aves
opérations sur les parties.

0

Le programme ne distingue pas les notions
fonction et d'application. La notion d
ql<J:orrespondance entre deux ensembles est
programme.

de

Aucune connaissance spécifique sur les images

f
Notations E-F, f:E-F, x& f(x), la

premiére étant trés commode, notamment pou
composition des applications.

leurs relations avec les images réciproques n’est
exigible'’ des étudiants.

le

rla

de

hors

Nous remarquons que la plupart des notions indgjdéas ce tableau sont étudiées, ou du
moins utilisées, explicitement ou implicitement,jadélans I'enseignement secondaire.
Toutefois, contrairement & ce que nous avons deéndans I'enseignement secondaire, ces
notions sont présentées dans linstitution CPS1 ldedébut dans toute leur généralite,
indépendamment des contextes ou elles serontéetlid’on montre la facon avec laquelle
elles sont structurées puis comment elles évoldans I'enchainement des themes d’étude.
En nous référant aux polycopies de cours des dasm@cernées par nos expérimentations,
nous récapitulons dans les tableaux suivants lesipales étapes de I'enseignement des
notions d’application, d’injection, de surjectionde bijection dans le programme d’algebre

de CPS1.

“"En ce sens qu’elles ne doivent pas faire 'obgetiorémes de cours. Néanmoins, il est souhaitalgeces

connaissances soient traitées en activités dafdes

135



1)Notion d’application

Contexte

Caractéristiques

Général

Ensembles de départ, d'arrivée et graphe

de dimension finie

Application linéaire sur un espace vectoriel (

3\f}nage d'une base de I'espace de départ

de dimensions finies

Application linéaire entre espaces vectoriels

Matrice

2) Notion d’injection

Contexte Caractéristiques
f:E - F estinjective si 'une des conditions suivantdsvésifiée :
- Tout élément d€& a, au plus, un antécédent dangsarf.
- Pour touty O F , I'équation f(x) = y admet au plus une solution dan
E.
Général

-O(xx)OE?, f(x) = f(X) = x=X

-O(x,x)OE?, xz X' = f(x)# f(X)

- f est la composée de deux injections

- Il existe une applicatioy: F - E telle quegof =idg

d’espaces vectoriels

Morphisme de groupes ou

Un morphisme de groupes (ou d'e¥). G — H est injectifsi, et
seulement siKerf :{OG}

Application linéaire entre
espaces vectoriels de
dimensions finies

E etF sont deux espaces vectoriels de dimensions fingsectives p et
n. Une application linéairé : E — F est injective si, et seulement si,

I'une des conditions suivantes est vérifiée :
- f transforme une base #leen une famille libre dE.

-rangf) = p

3) Notion de surjection

Contexte Caractéristiques
f :E - F estsurjective si 'une des conditions suivants/érifiée :
- Tout élément d& a, au moins, un antécédent d&ngzarf.

Général - Pour touty O F , I'équation f(x) = y admet au moins une solution

dans E.
- f est la composée de deux surjections
- Il existe une applicatioy: F - E telle que fog =id

d’espaces vectoriels (ev)

Morphisme de groupes ou

Un morphisme de groupes (ou d'e¥).G — H est surjectif si, et
seulement si,Imf = H

Application linéaire entre
espaces vectoriels de
dimensions finies

E etF sont deux espaces vectoriels de dimensions fiesgsectives p et
n. Une application linéairé : E — F est surjective si, et seulement si

I'une des conditions suivantes est vérifiée :
- f transforme une base &en une famille génératrice &e

-rangf) = n
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4) Notion de bijection

Contexte Caractéristiques

f :E - F est bijective si 'une des conditions suivantds es
vérifiée :
- Tout élément d& a un antécédent unique ddnparf.
- Pour touty O F , I'équation f(x) = y admet une solution unique
Général dans E.
- f est a la fois injective et surjective
- f est la composée de deux bijections
- Il existe une applicatioy: F - E telle que fog =id; et

gof =idg

Application entre deux
ensembles finis de mémes f bijective= f injective~ f surjective
cardinaux

Morphisme de groupes ou Un morphlsrT]e de groupe®u d’'ev) f :G - H est bijectifsi, et
d’espaces vectoriels (ev) seulement siKerf :{OG} etimf =H

E etF sont deux espaces vectoriels de mémes dimensioes fi.
Une application linéairé : E — F est bijective si I'une des

Application linéaire entre conditions suivantes est vérifiée :

espaces vectoriels de mémes | - f est injective

dimensions finies - f est surjective
- f transforme une base #een une base de
-rangf) = n

- déterminanf} #0
- f admet une matrice inversible

Commentaire

L’organisation de I'enseignement des savoirs fislagiux notions rapportées dans les
tableaux ci-dessus (et de facon plus généraleatgsrus d’étude en CPS1), la démonstration
des équivalences entre différents énoncés carseménine méme notion, la justification des
modifications qui s’opérent sur les caractéristgjdes concepts selon les contextes d’étude et
la mise en évidence des liens éventuels qui exigietne ces concepts, sont des questions
auxquelles on accorde une grande importance damgtitlition CPS1. En témoigne la
présence dun environnement praxéologique assezlae, dont les praxéologies
mathématiques sont bien structurées et suffisammetéigrées et ou un discours
technologique substantiel est mis en ceuvre.

D’un autre coté, pour favoriser chez les étuditamtsompréhension des concepts et de leur
portée, I'exploitation de la multiplicité des pa@rde vue a travers lesquels se présentent ces
concepts et I'acquisition de méthodes de travaileetaisonnement répondant aux exigences
de formation dans linstitution CPS1, il est coms#&l trés utile de mettre en valeur les
meéthodes d’élaboration des concepts et des dératines et de faire intervenir ces meéthodes
dans les problemes et exercices destinés aux Btadi@’est dans cette perspective que
'étude du cours occupe une place importante damsdignement des mathématiques en
CPS1 et joue un réle central dans la formation éadiants. Par ailleurs, dans les travaux
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dirigés (TD) et devoirs, on évite généralemensédimiter a des probléemes routiniers et a

des exercices dont la solution met en ceuvre unigoedes techniques bien répertoriées. Les
exercices et problemes traités avec les étudigapprochent, dans une certaine mesure, des
développements théoriques effectués dans le cours.

A partir d’'exemples d’exercices extraits de ficklesTD et de devoirs des classes CPSI de
linstitut IPEIT* nous étudions dans le paragraphe suivant 'enmgment praxéologique
des notions d’application et de bijection danssfitution CPS1. Cette étude nous permettra
de déterminer le niveau institutionnel de fonctiement des connaissances dans cette
institution.

V. 2. L'environnement praxéologique des notions diaplication et de bijection dans
linstitution CPS1

Nous adoptons dans cette étude le méme modéle gBangue celui utilisé pour
l'institution ES. Nous résumons dans le tableawamti les principaux types de taches que
nous étudierons dans les exercices.

Tableau 14 : Types de taches associées a l'usags detions
ensemblistes fonctionnelles dans l'institution CPS1

Types de taches

T; | Construire une application ou justifier qu’une apgtion est bien définie

T | Mettre en ceuvre une application pour montrer unpnté donnée

T; | Montrer gu’une application est injective

T: | Mettre en ceuvre une injection pour montrer une pétgpdonnée

Ts | Montrer qu’une application est surjective

Ts | Mettre en ceuvre une surjection pour montrer unprpgte donnée

T; | Montrer gqu’une application est bijective

Tz | Mettre en ceuvre une bijection pour montrer une pétgpdonnée

T, | Déterminer la réciproque d’une application bijeetiv

Ty | Caractériser une application donnée

Nous donnons en annexe les textes entiers desfadhd@D et tests d’ou sont extraits les
exercices que nous analysons. Ces textes permdtesituer les exercices analysés dans le
contexte général du travail destiné aux étudiants.

“8 Institut Préparatoire aux Etudes d’Ingénieur daeiu_es fiches de TD et tests utilisés ont éténés au
cours de I'année universitaire 2005/2006.
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% Exercice 1(Série n° 1, 2005/2006)

SoientE, F, GetH quatre ensembles tels gdgpossede au moins deux élémentisuste
application deé versG. On désigne par(E, F) I'ensemble des applications HeversF.
1) Montrer que :
a- estinjective = [Og, h AE, F), (fog=foh = g=h)]
b- fest surjective = [Og, h AG, H), (gof = hof = g=h)]
2) Soitu LJ.AE, F), vL1. 4G, H) et

¢ AF,G) - .7AE,H)

f — ¢ (f) =vofou

Montrer que su est surjective et est injective, alorgp est injective.

Commentaire

Dans cet exercice les applications considéréesone mas définies explicitement. Les
principales notions mises en jeu sont :

ni: composition d’applications
n,: égalité entre deux applications
nsz: connecteurs logiques d’implication et d’équivalen
Ng: injection
Ns: surjection
Question 1-a
Il s’agit de montrer une équivalence entre deuypébés. Les notions;ra n, sont en jeu

- Dans la condition nécessaire intervient une tadbetype T, sa réalisation utilisant la
définition d’une injection. On peut procéder ainsi

Si f et g sont deux applications telles gfag = foh, alors : [0 XOE, f(g(x))= f(h(X)), et
commef est injective, il s’ensuit quelIxE, g(x) =h(x). D’oug=h.

Il s’agit d’'une application de la définition d’irggon. Il faut néanmoins reformuler les
égalités entre applications en des égalités emiages d’éléments. Par ailleurs, avant de
mettre en ceuvre cette technique, il faut interpié&quivalence formelle donnée a démontrer,
la décomposer en deux implications et gérer legiadt dans la condition nécessaire (qQue nous
désignons par A>B), B est elle-méme une implication quantifiee @msellement. Il y a la
une complexité logique peu familiere aux étudiagrnsrant en classes préparatoires. Nous
considérons pour cela que la tache est de nivegowmible.

- Dans la condition suffisante intervient une tacleetypeT; . Le passage des hypothéses
[Og, hO .AE, F), fog=foh = g=h)] ala propriété [ injective] ne semble pas évident. II

y a des étapes dans la résolution non indiquéesamttant plus d’autonomie a I'étudiant. On
peut procéder en effet comme suit :

Soienta etb deux éléments de F tels qu&)=f(b). On construit les applications constantes :
g:E-F,x—~a e h:E-F,x—b. Légalitt : f(@)=f(b) sécrit alors:
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OxOE, f(g(x))= f(h(x)) ou encore fog = foh , on en déduit, d'aprés I'hypothése, que
g=h et par suite qua=b. Ceci montre que f est injective.

La réalisation de la tdche demande la constructbjets spécifiques permettant
d’exploiter les hypothéses, en l'occurrence desliegijpns constantes représentant les
élémentsa etb deF. Les taches de construction sont généralementagépudifficiles pour les
étudiants, surtout lorsqu’elles ne sont pas inddgugt qu’il revient a I'étudiant de les mettre
en évidence. Ceci requiert une flexibilité de penséune disponibilité des connaissances.
Pour cela, nous considérons que la tache estuedta de niveau disponible.

Question 1-b
La aussi il faut montrer une équivalence. Les mstig a ry et nssont en jeu.

- Dans la condition nécessaire intervient une taehg/peTs. On peut procéder ainsi :
g eth étant deux application deversH telles quegof = hof , alors :

OyOF, g(f(y))=h(f(y)), commé est surjective, ceci s’écrit aussi :
OzOf(F)=G, ¢(z)= Hz), ce qui montre queg=h.

La réalisation de la tache demande la encore tameflation de I'égalité entre applications
en termes d'égalité entre les images de tout ptanteformulation de I'égalité quantifiée
universellement obtenue en utilisant la propriégactérisant une surjection et une gestion
appropriée des ostensifs en jeu. Une caracténsappropriée de la surjection est nécessaire
pour la réalisation de la tache. La tache nous kepdur cela de niveau disponible.

- Dans la condition suffisante intervient une tadhee type7s Sa réalisation requiert la
construction d’applications pour rendre I'hypothégeératoire, I'exploitation du fait quid
contient au moins deux éléments et le choix d'umtpde vue adéquat de la notion de
surjection. On peut procéder par I'absurde comnite su

On suppose que]g, hd (G, H), (gof =hof = g=h)] etque f(F)#G. Soientheth
deux éléments distincts the Considérons les applicatiogeth deG dansH définies par :
Pour toutxOF ety= f(x)0 f(F), g(y) =h(y),

et pour touty (G - f (F )) g(y)=h; eth(y)=h,.

On obtient dans ces conditions§lxOF, g(f(x))=h(f(x)) et par suite qug=h (d’aprés
I'hypothése), ce qui est absurde puisquye# Hh,. On a doncf (F) =G et f est surjective.

Outre le choix d'une stratégie fixant le mode desaanement (par I'absurde dans la
solution proposée) et une caractérisation conver@dla surjection, la réalisation de la tache
requiert la construction d’applications approprigesair pouvoir exploiter I’hypothese. Un
choix adéquat et une bonne gestion des ostensjsuesont aussi nécessaires. Ceci demande
une flexibilité de pensée, une disponibilité desraissances et la possibilité de gérer et
d’organiser les notions mises en ceuvre. La tachie semble ici encore de niveau disponible.
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Question 2

Cette question fait intervenir une tache de tgpd.es notions ) n,, b et s sont en jeu.
Une difficulté particuliére réside dans le douliktt des éléments deg(F,G) (resp. 7 (E,H)),
gui sont suivant le cas des variables (resp. imdgg#éments paw ) ou des fonctions. Ceci
demande un jeu entre des objets fonctionnels deanidifférent et une bonne gestion des
ostensifs considérés. Une facon de procéder ssivante :

Considérond; etf, dans./(F, G)telles queg(f,)=¢(f,), alors : vofou=vof,ou donc :
OXOE, v(f,(u(x))=v(f,(u()

Si v est injective alors,OxOE, f (u(x)) = f,(u(x)), ce qui s’écrit, siu est surjective :
OzOF, f,(2) = f,(2). Ceci montre quef, = f,.

En plus de I'appréhension globale de la questimtamment la variété des données
constituant I'hypothese de la condition nécessargémontrer, la tdche demande une
reformulation d’'une égalité fonctionnelle en terndgégalité d'image des éléments, une
exploitation appropriée de linjectivité et de larjgctivité et la gestion du jeu entre éléments
et ensembles dans les quantifications universeliess en ceuvre. Nous considérons pour ces
raisons que la tache est de niveau disponible.

% Exercice 2(Série n° 1, 2005/2006)

SoientE un ensemble fini non vide g une application de’(E) dans~(E) telle que :

() g(0)=10

(i) DAO~(E), OBO.7(E), p(ALIB) =¢ (A) O ¢ (B).

(i) OAO.~(E), card A< cardg (A).

1) Démontrer que pour toutes parties A et BEden a:

« AOB = ¢(A) O ¢(B).

* ¢(ANB)DO@(A) n¢(B)

2) Une partie A dé& est dite normale poup si et seulement si card A = cagrdA).

a- Montrer queg (E) =E.

b- Montrer que, si A et B sont deux parties normaleE, A1 B et An B sont normales et que

p(AnB)=¢(A)n ¢(B).

Commentaire

Dans cet exercice, I'existence d’'une applicatignvérifiant les conditions données est
implicitement admise. Ce sont les conditions impss&¢ qui seront mises en ceuvre pour
démontrer les propriétés données. Les principaléenms mises en jeu sont la définition d’'une
application et les « opérations sur les ensemblé$éovs nous limitons a I'analyse de la
premiére question. La deuxiéme question met en @msgentiellement un travail algébrique
sur les cardinaux.
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Démonstration de la premiere propriété

La question fait intervenir une tache de typeUne fagon de procéder est la suivante :
SiALIB, alorsA 0B =B etdoncg(A [1B)=¢(B),
ce qui s'écrit, d’apreés (ii),#(A)d ¢(B) =¢ (B)On en déduit quep (A) U ¢ (B)

Une premiére difficulté réside dans la nature déménts des ensembles de départ et
d’'arrivée deg qui sont des parties de Ceci pourrait entrainer des confusions entred{m
d'un élément pap et la notion d'image d’une partie de I'ensemblaldpart. Si par exemple,
obéissant a une stratégie usuelle, I'étudiant ex@iiinclusion en passant aux élémexide
A etyde ¢ (A) et posey = @(x), sa stratégie sera erronée, gas’applique aux parties de E
et non a ses éléments. Bien saisir le sens portlepastensifs en jeu est ici nécessaire. Par
ailleurs, la tache requiert une reformulation appee de [linclusion permettant
d’opérationnaliser la condition (i) swp. Le sujet ici est autonome, doit bien saisir les
données et doit savoir adapter ses connaissanaestaation de I'exercice. Nous considérons
pour cela que la tache est de niveau disponible.

Démonstration de la deuxiéme propriété

Cette propriété fait intervenir une tache de typeet utilise la premiere propriété. Une
facon de procéder est la suivante :

A nBOA, donc, d'aprés la propriétée (A nB)O ¢ (A) Q)
et aussiA n B[ B, donne :¢(A n B) ¢ (B) (2)
De (1) et (2), on déduitqu(A n B) O @¢(A)n ¢ (B)

La tache a les mémes caractéristiques que la mBtdl est ainsi nécessaire de bien
identifier la nature des variables en jeu pour plagation ¢, de savoir utiliser
convenablement les opérations sur les parties B @t E et de tirer profit du résultat de la
guestion précédente. Nous considérons ici encardagiiche est de niveau disponible.

s Exercice 3(Test n° 1, 05/01/2006)

On munitR de la loi de composition interne définie par :

O@b)ORxR, alb=3Ya®+b®
Montrer que R, L) est un groupe abélien isomorphe au grolhe)(

Commentaire

L’exercice fait intervenir une tache de typg(construction d’'une application). Pour établir
isomorphisme entre les groupeR,() et R,+), le sujet sera amené a construire une
application deR versR qui soit un morphisme bijectif.a tdche comprend plusieurs étapes,
des sous taches de typ&set 7; sont en jeu, elles correspondent a des contrapues la
construction de l'application visée. Nous considér@our cela que la question concerne
principalement une tache de type
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Deux stratégies sont ici possibles :

Stratégie 1 : Montrer que R,C) est un groupe abélien (via la vérification deg@res du
groupe abélien), puis construire un isomorphisnteedas groupes en question.

Stratégie 2 :Commencer par construire un morphisindeR versR pour les lois + et , qui

soit bijectif. Dans ce cas, étant donnée drg-) est un groupe abélien, le théoréme sur le
transfert de la structure de groupe permet de piatey la structure du group®,¢) vers
(R,0). L'isomorphisme entre les deux groupes sera aiadili.

Nous nous intéressons ici particulierement a lstantion d’'un isomorphismé entre les
deux groupes. Trois sous-taches composent celte tac

t1 : Construiref (de typeT;)
t2: Montrer quef est un morphisme
t3: Montrer quef est bijectif (de typeqy)

- Pourty, et pour les deux stratégies, I'application a tmm® est suggérée par la loi il
s'agit de I'applicationf: R - R, X — 3/x. Cette construction n’est pas tout a fait évidente
les puissances 3 dans’(+ b®) pouvant perturber I'étudiant.

- Pourty, il suffit d'appliquer af la définition de morphisme. Il s’agit d’une tacte niveau
technique

- Pourts, plusieurs techniques sont possibles :

» Montrer que pour tout réel, I'équationy = f(x), d'inconnuex admet une solution
unique dang.

» Montrer séparément quie est injective et surjective.

* Montrer quef est strictement croissante fuet quef(R)=R.

« Considérer l'applicationg définie deR vers R par g(x)=x* et montrer que
fog = gof = idr

Pour réaliser la tache, le sujet ici est autonoiinépit fixer une stratégie de travail,
organiser et mettre en relation les connaissancgswe effectuer un choix entre différentes
techniques, vérifier 'opportunité de ses choixdetson travail... Cependant, I'isomorphisme
a construire entreR(+) et R,L) est suggéré par I'énoncé et le type de tachesecné est
plus ou moins routinisé dans le domaine de I'algéNous considérons pour cela que la tache
est globalement de niveau mobilisable.
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s Exercice 4(Test n° 1, 05/01/2006)

Pour tous il N* et aLl Z, on notecl,(a) la classe da dansZAZ .

Soient n et p deux entiers naturels non nuls.
On considére la correspondance :

o nz - ZAz"%z
£ P (ch(x), ch(x)
oux est un entier relatif tel que = cl,y(x)
1) Montrer queg définit une application de%]pZ vers Z hz X %Z .
2) On suppose quelnp = 1.
Montrer queg est un isomorphisme du group%/rgpz , +)surle groupe%Z x %Z , +).

Commentaire

La premiére question de I'exercice fait intervammie tache de typg; et la deuxieme une
tache de typd;. L'exercice se situe dans le contexte de l'arittigue dan<Z. Les notions de
classe d’équivalence, congruence daret divisibilité dansZ sont en jeu.

Question 1

Il s’agit de montrer quep : %pz - %Z x %Z’ e (cl,(x),cl (x))  (oue=cl, (X))

définit bien une application. Une premiére diffiéutésulte de la formulation dg(¢), ou la
dépendance entre et ¢ (€) n'est pas directement explicitée. Il faut pateaits identifier la
tache a réaliser pour prouver ggieest bien définie. Il s’agit précisément de montree si
e=cl,(x)=cl,(x;), ou x et x sont deux enters relatifs, alors:
(cl, (x,),cl (%) =(cl, (x,),cl,(x,) . Ceci suppose que I'étudiant connaisse ce quictaise
la définition d’'une application et aussi qu‘unessla d‘équivalence peut avoir plus d'un
représentant.

En supposant que la tache est bien identifiée, nésismons dans le tableau suivant les
étapes d’une solution possible :

Hypothese Résultats obtenus Connaissances utilisées
Clp(XD)=Clpg(X2) | = X = %2 [np] Définition d’une classe d’équivalence modulp n
= np|X;—X, Définition de la relation de congruence

— ”|X1 -x, et p|x1 -x, |Propriété de divisibilité

= X3 =X, [n] et x = x; [p] | Définition de la relation de congruence

= Cly(Xa) = ch(x)

et gl(x1) = cl(x2)

Définition des classes d'équivalence modulg n
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Outre la connaissance de la définition général@ed'application et I'identification de la
tache a reéaliser, la réponse a cette questionirf@tvenir des notions et des propriétés
d’'arithmétique danZ. C’est le bloc p,®] qui est concerné par la tache a réaliser. Letsuj
doit pouvoir adapter la définition générale d’'upplecation au contexte de I'exercice, ce qui
requiert une bonne familiarité avec la notion desse d’équivalence. Toutefois, 'usage fait
des congruences ici est assez standard en CPS4.ddpsidérons pour cela que la tache est
de niveau mobilisable.

Question 2

Il s’agit de montrer que I'applicatio : & (cl,(x),cl,(x)) est un isomorphisme du

groupe (%pz , #) sur le groupe/, x %z, +).

La tache relative au morphisme est une applicationédiate de la définition, nous nous
intéressons particulierement a la bijectivité @eC’estune tache de typ®. Deux stratégies
de résolution sont possibles :

Strat. 1: On montre queb est injective et surjective

Strat. 2: Tenant compte du fait que I'applicatign est définie entre deux ensembles finis de
méme cardinal np, il suffit de montrer qgieest injective ou surjective.

Nous adoptons ici la stratégie qui consiste a neommfued est injective. Plusieurs techniques
sont possibles :

tech, : Elle utilise I'un des énoncés définissant urjedtion

tech : Elle utilise le fait quep est un morphisme de groupes, il suffit dans cedeamontrer
que Kerp ={cl,,(0)}. Cette technique donne une solution économigua tache par rapport
aux autres techniques. Nous résumons dans le tablégant les étapes constituant cette
technique :
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Soiente dans%pZ etx dansZ tel quee = Chp(X).

Hypothese Résultats obtenus Connaissances utilisées
ed Ker ¢ | = ¢ (cly(X)) = (ck(0) , ck(0)) Définition de Kerf
= cly(x)=cl,(0) et ch(x)=cl,(0) Egalité de deux couples
= Xx=0 [n] et x=0 [p] Définition de la classe d’équivalence modulo n
= n|x etp]|x Définition de la relation de congruence
= np|x (carop=1) Théoréme: Si un entier est divisible par deux entiers

premiers entre eux, il est divisible par leur pribdu

= Xx=0 [np] Définition de la relation de congruence
= clyg(X) = clg(0) Définition de la classe d’équivalence modulo n
= & =clyy(0) Hypothese : gh(x) = ¢

Ceci montre que Ker U {cly(0)}. L'inclusion réciproque est généralement admislle est
toujours vérifiée.

Cette tache admet plusieurs techniques de réalisakffectuer un choix adéquat de
stratégie et de technique de travail demande une@ebappropriation de la situation et la
connaissance des différents points de vue carsatéria propriété de bijectivité. Toutefois,
guelle que soit la caractérisation de bijectionisiep le travail sur les congruences qui
s’ensuit est, a de petites modifications prés,lainei d’'une technique a l'autre et il est assez
standard comme dans la tache précédente. Nousiéomss la encore qu'’il s’agit d’une tache
de niveau mobilisable.

Exercice 5(Série n° 5, 2005/2006)

Soit A ={0,1} un anneau intégre a deux élémentétdnt un ensemble quelconque, on considére
'anneau F (E, A), +,.) des applications de E dans A.
1) Montrer que tout &1 #(E, A) est idempotent. Quels sont les diviseurgéte de cet anneau ?
2) AtoutallF(E, A) on associeX 0@ (E) tel queX :{x O E/a(x) :]}
) Montrer que I'application® :ar> ® (@) = X est une bijection d& (E, A) sur®(E).
ii) Montrer que si®@) =X et P(b)=Y alors®@+b)=XAY gt ®P@b)=XnY
En déduire quexE), 2, N ) est un anneau isomorphé®(E, A), +,.)

Commentaire

L’exercice s'inscrit dans le contexte d'étude dememux. Nous nous intéressons
particulierement a la deuxieme question. Celleatiihtervenir des taches de typEset .
La définition de @, la nature des éléments des ensembles de dépdrarevée et le
symbolisme utilisé pourraient constituer des oleta@ la résolution ou étre sources
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d’erreurs. Les principales connaissances en jeaeroant les opérations entre ensembles et
I'image réciproque d’une partie par une application

Question 2-i
Il s’agit d’'une tache de typ&. Deux techniques sont possibles :
techy : Montrer que® est injective et surjective
techy : Montrer que pour tout X darg(E), il existe une application a damgE, A) unique
telle que®d (@) = X.

Il est intéressant de remarquer q@da) =a‘1({1}). Ceci met en évidence la dépendance
entre a et son image et permet de simplifier aestaalculs. Nous analysons la tache selon les
deux techniques indiquées.

1) Avec la technique 1
- @ estinjective

Soient a et b deux éléments @¢E, A) tels que @ (@) =® (b) Alors : a™*{1}) =b*{1}) . On
en déduit que I'on a aussa*{0}) =b™*{0}) . Car A ne contient que 0 et 1. Ceci montre que
a=Db, et par suite qu& est injective.

- @ est surjective

Soit X U@ (E). L'applicationa:E —» A définie par :a(x) =1,six0 Xeta(x)=0,six0 X,
vérifie : ® (@) = X. Ceci montre qu&P est surjective.

2) Avec la technique 2

On fait un travail identique a celui réalisé pouontrer que® est surjective, puis on
remarque que l'application "a" ainsi construite@sjue car A ne contient que O et 1.

Il nous semble que pour I'une ou l'autre des dexchmiques, la réalisation de la tache est
étroitement liée a la possibilité de s’appropriarsgns du symbolisme mis en ceuvre et a la
possibilité de gérer adéquatement ce symbolisnreaifeurs, les deux techniques demandent
une adaptation de la définition de bijection aitaation de I'exercice, ce qui ne semble pas
évident : il faut construire une application soumtcainte, mettre cette construction en
relation avec I'’hypothése que A contient seulendenix éléments et utiliser, implicitement ou
explicitement, la notion d'image réciproque d’ureatfe par une application. La tache nous
semble pour ces raisons de niveau disponible.

Question 2-ii

Il s’agit d’'une tache de typ&s. La premiére partie de la question indique latétie a
adopter pour montrer que (E), A, n ) est un anneau isomorphe@(g, A), +,.). En effet,
en montrant queb (@a+b) =P @AP (bet qued (@b) =d @ n @ (b) on obtient quedb est
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un morphisme pour les lois de (E, A), +,.) et® (E), A,n). Comme ® est bijectif et
(FE,A), +,.) a la structure d’anneau, le théoréme sur le fiesindes structures permet de
conclure.

La démonstration des égalitéB(@a+b) =P @AP(b) et d (@ab)=d @ n @ (b) met en
ceuvre les opérations sur les ensembles et demaedaonne familiarisation avec le langage
ensembliste. Nous démontrons a titre d’exempledanere égalité :

On a ®@=X={x0Ea(x)=1 et on note X =E-X ={xOE,a(x)=0}. De méme,
db) =Y ={xOE b(x) =1 et Y ={x O E, b(x) =0}.

xOd@+h) = ax)+b(x)=1

a(x) =letb(x) =0
xOd@+h) - ou
a(x) = Oetb(x) =1

xOXetxOY [xOXnY
xOd@+hb) - ou o ou
xOX etxOY xOXnY

Dol : @@+b)=(XnY)D(XNY)=XAY

La réalisation de cette tache comprend plusiewapeét et met en ceuvre des notions de
différents thémes d’étude (notamment : ensemblapg@ications, structure d’anneau), il y a
lieu aussi de connaitre la maniere avec laqueliensdraitées les égalités ensemblistes a
démontrer (par équivalence ou par double inclusih) certain niveau d’abstraction est
€galement requis pour pouvoir travailler en ménmepte dans un ensemble d’applications et
dans un ensemble de parties et aussi pour adaptearhctérisation d’'une bijection au
contexte de I'exercice. Une bonne gestion du syrsim&@ en jeu est aussi nécessaire. Nous
considérons pour cela que la tache est de nivegownible.

+ Exercice 6(Série n° 5, 2005/2006)

Soit uun endomorphisme d&" de rang 1.
1. Montrer qu'il existe un rédd unique tel queu? = ku
2. Montrer que sk est différent de 1, alor&i—id ..) est inversible. Exprimer son inverse (On

pourra calculeu? —u).

Commentaire

L’exercice fait intervenir des taches de tyfig(caractériser une applicatiorg; (montrer
gu’une application est bijective) €} (déterminer la réciproque d’une application bijee}i Il
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se situe dans le domaine de l'algebre linéaire eguiert une adaptation des notions
ensemblistes concernées a ce contexte.

Tache 1

|l s’agit de trouver un réed, unique, tel queu® = ku (tache de typdy). Les notions de
rang, d’espace vectoriel de dimension finie et pligation linéaire sont en jeu ici. Une fagon
de procéder est :

rang(u)=1 signifie quedim(Imu) =1. Si <a > désigneune base dbmu, il existe alors un
réelk tel queu(a) = ka ; et pour tout x danR", il existe un réel, tel queu(x)=a, a, ce
qui donne (puisque est linéaire) : u*(x)=a, u(a) =a,ka= ku(x). D'oli u*> =ku.

Si on a aussu® = k'u, on en déduit (k- k' )u =0 (application nulle suR"). u, étant de
rang 1, n'est pas nulle ; on en dédujk:=k' ) =0. D’ou l'unicité de k.

La réalisation de la tache se fait en deux étagrasténce et unicité) et requiert la mise en
relation de plusieurs notions d’algébre linéaimn¢ d’une application linéaire, dimension et
base d'un ev, caractérisation kheu). De plus, I'étudiant doit pouvoir mettre en évide la
particularité du scalairk associé a la basea > par rapport a un scalair@, associé a un
vecteur quelconque dB", savoir exploiter la linéarité da et gérer convenablement le
passage de I'égalité entre images d’éléments &gakté entre applications. Le probleme de
l'unicité dek aussi ne semble pas étre évident. L’étudiantalwisir une stratégie a adopter
et savoir exploiter 'nypothese queest de rang 1. Pour toutes ces raisons nous &évosil
gue la tache est de niveau disponible.

Tache 2

Il s’agit de montrer que pouk#1, (u-id_ ) est inversible (tache de typg). Deux
stratégies sont possibles : montrer que-id . ) est bijective, ou déterminer une application
réciproque a(u-id_, ). La deuxieme stratégie permet de répondre aux gedies de la
guestion en méme temps. Toutefois, la formulatieradquestion suggeére de séparer la tache
de bijectivité de celle de la détermination de ijadtion réciproque. Nous adoptons ce point
de vue dans la solution que nous proposons.

Tenant compte du fait quéu—id_, ) est une application linéaire entre deux espaces
vectoriels de mémes dimensions finies, il suffitrdentrer que(u—id_, ) est injective (on
peut aussi envisager d'utiliser une autre carattgue de la bijectivité). Pour ce faire, on
peut, soit utiliser la définition générale d'une jettion, soit montrer que
Ker(u-id_, ) ={0Rn}. Nous résolvons la question selon cette derngatenique :

Soit xOKer(u—-id, ), c'est-a-direu(x) = x, alors u®(x)=u(x).

Comme on au®=ku, il vient kx=x. k étant différent de 1, alorsx=0,, et
Ker(u-id_, ) ={0Rn}. On en déduit quéu—id_, ) estinjective et par suite est bijective.
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Pour réaliser cette tache, I'étudiant est autonoihéoit choisir une stratégie de travail,
reformuler la propriété de bijectivité dans le @xté de I'exercice, mettre la question en
relation avec la propriété” = ku et doit savoir exploiter 'hnypothése que k esfaint de 1.
Toutefois, dans le domaine de l'algébre linéaistectechnique est plus ou moins routinisée
en CPS1 et les calculs a effectuer ne semblenppsar des difficultés. Nous considérons
pour cela que la tache est de niveau mobilisable.

Tache 3

Il s’agit de determiner l'inverse deu-id_ ) (tache de typers). L'applicationu n'étant
pas définie par son expression, la technique gavieat dans cette situation consiste en la
détermination d’une applicationtelle que (u—id_, J)ov=vo(u-id_ )=id_ . L’indication
donnée ne permet pas une détermination immédiate dne facon de procéder est la
suivante :

De u® = ku, on déduit :u> —u = ku—u, ce qui s'écrit

(u-id Jou=(k-1)u=(k-1)((u—id)+id)

1 . .
Dot (u-id)o| — u|=(u-id)+id
( )(k_l j (u-id)
. . 1 . .
Ce qui donne (u-id )o(k—lu—ldj =id
et on vérifie facilement qu%—k1 1 u- idj o(u-id)=id

On conclut que :(u —id ) = (il u- idj :

La réalisation de la tache demande tout d’aborfix¢e une technique de travail adaptée
au contexte de I'exercice. La technique que nousng d’expliciter, tout en restant au niveau
formel (on reste au niveau des applications), exquun calcul réfléchi articulant les
propriétés algébriques des opérations de 'algét(R"),+, . , 0) des endomorphismes BE.
L'étudiant doit notamment savoir exploiter conveleatent I'égalitéu’® = ku et réécrireu en
u-id+id pour rendre productif le calcul algébrique sur @slomorphismes en jeu. Les
opérations algébriques a effectuer dans ce contexsemblent pas évidentes non plus. Pour
ces raisons, nous considérons que la tache estelurdisponible.
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V. 3. Conclusion concernant le rapport de l'institdion CPS1 aux notions ensemblistes
fonctionnelles

Dans les exercices que nous venons d’analyser, nreousrquons que dans la plupart des
taches, généralement, le choix d’'une stratégieés@ution, la justification ou I'interprétation
du choix effectué, l'identification et la réaligati des techniques de travail, sont souvent
laissés a la charge de I'étudiant. Ceci sur le pteatégique. Au niveau des connaissances et
des praxéologies mathématiques mises en ceuvre r@masquons que le bloc technologico-
théorique est souvent mobilisé dans la réalisaties techniques. Celles-ci sont rarement
routiniéres, les taches familieres et d’applicatilimecte de cours sont aussi rares et le savoir
mis en jeu fonctionne dans la plupart des cas aeani formel/structurel. D’'un autre coté,
dans une méme tache, une notion fonctionnelle ctioje, surjection et bijection) peut
généralement étre traitée selon plusieurs pointgude selon le cadre de résolution choisi
(ensembliste, algebre des structures, algeébreid@éace qui donne une multiplicité de
techniques pour la réalisation de la tache cond&éfl s’ensuit que les praxéologies
mathématiques correspondant a de telles tachesempe@re qualifiées de praxéologies
locales permettant l'intégration des praxéologieactuelles correspondantes aux différents
cadres de travail. Par ailleurs, méme si nous atorst le manque dans les exercices analysés
de praxéologies associés a des taches ouvertesyanche, les taches de construction ou de
recherche (construire une application sous cor&ginmontrer I'existence d’'un élément d’'un
ensemble vérifiant une condition donnée...) occupam@ place non négligeable dans ces
exercices (de telles taches sont parfois implic#ed revient a I'étudiant de les identifier
comme dans le cas de I'exercice 1). Ce type deetiadomme pour les problémes ouverts,
s’avere souvent problématique pour les étudiahtsequiert une bonne disponibilité des
connaissances et des compétences de flexibilitéi gjme de la créativité. Par ailleurs,
conformément aux recommandations institutionnellgipulant d'éviter toute étude
axiomatique des théories sous-jacentes aux thenédsdd (théories des ensembles, des
groupes, des idéaux...), nous remarquons I'absenpeastéologies mathématiques de niveau
régional dans les exercices analysés. En faitekescices et problemes traités en travaux
dirigés, bien gu'ils soient d’'un niveau technolagicassez développé, se limitent néanmoins a
'aspect opératoire des mathématiques enseignds, qe fait apparaitre la portée des
concepts enseignés, la richesse du symbolisme mmjsueet la spécificité des méthodes de
travail mathématiques, sans s’engager dans ledgmnebk de fond relatifs a I'apparition des
concepts et/ou a I'émergence des théories. Nouwmnsat'un autre cété, le rapprochement,
dans l'institution CPS1, du niveau du discours tebbgique utilisé dans les développements
théoriques des cours et de celui requis dans la eniseuvre des praxéologies mathématiques
dans les TD et les devoirs. Ceci est, d’'une paest par la fréquente intervention du bloc
technologico-théorique dans les praxéologies madtigues étudiées, et d’autre part justifié
par I'objectif de formation que vise l'institutiddPS1 pour ses sujets apprenants. Finalement,
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nous remarquons que le niveau technique de migenstionnement des connaissances est
sous-estimé dans l'institution CPS1, ils n’'intentigue comme ingrédient aux autres niveaux
de travalil.

En conclusion, dans l'institution CPS1, le niveastitutionnel de fonctionnement des
connaissances, pour les notions ensemblistes dometiles, est intermédiaire entre le
mobilisable et le disponible, et nous ne trouvoas ge grand écart entre le fonctionnement
des connaissances dans le topos des étudiantsset&lai des enseignants. Les connaissances
mises en ceuvre fonctionnent essentiellement aamif@mel/structurel. En revanche, nous
notons une sous-estimation des besoins d’appragésse niveau technique ou procédural.

VI. Conclusion générale pour I'étude des rapportsristitutionnels

Nous récapitulons dans le tableau suivant les ipawo& résultats établis dans I'étude des
rapports des institutions ES et CPS1 aux notioserablistes fonctionnelles.

Tableau 15 : Comparaison des caractéristiques desvdronnements
praxéologiques des institutions ES et CPS1

Institution ES Institution
CPS1
Niveau dominant des praxéologies Ponctuel Local
Caractéristigue dominante des techniques R|g|dell;€lé)ié2nnement Non rigide
Mode d'intervention des praxéologies le plus fréque [T.1] [6,6]
Niveau de mise en fonctionnement des connaissances Technique Mobilisable/Disponible
(Procédural) (Formel/Structurel)
Ecart entre le fonctionnement des connaissances dale .
) . Fort Faible
topos des apprenants et dans celui des enseignants

Un premier constat qui découle de notre étude wstdans chacune des institutions ES et
CPS1, les environnements praxéologiques relatiffétude des notions ensemblistes
fonctionnelles obéissent globalement aux objedtiés formation visés par chacune des
institutions pour ses sujets apprenants. Dans dignement secondaire, les notions
ensemblistes fonctionnelles n’étant pas considépags I'institution comme un objectif
d’étude, leur mise en fonctionnement, dans le tajess éleves, se limite essentiellement au
niveau technique. Ceci apparait a travers les sgions mathématiques concernées par les
exercices et problemes donnés dans les manuaigetsfet aussi par les extraits des sujets de
Baccalaureéat relatifs a 'usage des dites noti@es organisations se caractérisent par une
prédominance de praxéologies mathématiques poteguet isolées, dont l'intervention se
localise le plus souvent au niveau pratico-techmigiudont la plupart des techniques associées
sont rigides et relativement stéréotypées. Dans amuditions, l'usage des notions
ensemblistes fonctionnelles se réduit, pour I'éleéue niveau procédural (Tall, 1997), ou le
travail est centré sur la reproduction de techrsgépertoriées dans des taches bien définies
et sur un usage réglementé d'ostensifs permet@nedliser certaines taches sans que la
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considération du contenu conceptuel de ces ossemsifies notions ensemblistes qui leur sont
sous-jacentes ne soit obligatoirement convoquéen Butre c6té, dans les démonstrations des
théoremes et propriétés du cours, les auteurs desiats, contraints de se conformer aux
normes institutionnels de rigueur et de précisicathd@matiques, font usage d’'un discours
technologique formel, ou les notions ensemblisbestionnelles sont employées a un niveau
plus ou moins structurel et fonctionnent a un niveebilisable-disponible. Se crée ainsi un
écart entre le niveau de fonctionnement des notemsemblistes fonctionnelles dans les
développements théoriques des legcons et celui nirésms le topos de I'éleve. Cet écart
pourrait conduire a une négligence de la part degeg envers les contenus théoriques
enseignés (notamment les démonstrations, du maguenies techniques, les démarches et le
formalisme qui y sont mis en jeu ont peu d'incidersur le travail gu’ils sont appelés a
réaliser) ce qui influencerait leur formation né&tratique (en ce qui concerne les notions
ensemblistes fonctionnelles) qui se trouverait mgséEement réduite au nivead echnique-
Procédural

Dans les classes préparatoires scientifiques, \@ancie, I'environnement praxéologique
dans lequel évolue I'activité mathématique des iahid est dominé par des praxéologies
mathématiques locales relativement complétes, ratdgdes praxéologies ponctuelles
associées a différents cadres de travail, compoltaplus souvent une forte composante
technologico-théorique et fonctionnant a un nivegermédiaire entre le mobilisable et le
disponible. Les techniques associées a ces prajéslsont le plus souvent non rigides, le
choix et la mise en ceuvre de celles-ci, laissé€rgéament a la charge de I'étudiant,
requiérent une bonne disponibilité de connaissansesflexibilité de pensée et une maitrise
du formalisme souvent nouveau mis en jées notions ensemblistes fonctionnelles
fonctionnent dans ces conditions au niveau Fornreie&irel, et leur emploi se rapproche, au
niveau des méthodes et du discours technologiquégrtttionnement qui est le leur dans les
développements théoriques associés. Sur le plamitidépge fonctionnement correspond a un
niveau conceptuel (pour les notions concernéegramsance, caractérisé chez les sujets par
des unités cognitives compressées et suffisamnmmtectées (Barnard & Tall, 1997). Se
pose alors la question des possibilités qu’offréeg choix institutionnels concernant
'enseignement des notions ensemblistes fonctitesmeans les institutions ES et CPS1, pour
favoriser I'accés a ce niveau conceptuel et detfomesement.

Selon 'approche cognitive, le passage du nivEachnique-Procédurabuquel est réduit
'usage des notions ensemblistes fonctionnelless danSecondaire, au nivedtormel-
Structure] qui caractérise I'usage des mémes notions en CP&fectue via des opérations
de compressions et d’intériorisation mentales desgssus routiniers appliqués au niveau
procédural, conduisant progressivement a I'encagisul de ces processus en des objets (qui,
selon Tall, peuvent étre des concepts, des deéinsiii des théorémes...) pensables et
manipulables via un symbolisme précis, permettasthhonne conceptualisation des concepts
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enseignés et une flexibilité dans leur usage. Geat étre mis en relation avec les opérations
d’'intégration des praxéologies mathématiques pafieki (OMP) dans de praxéologies
mathématiques locales (OMP) relativement compléesassimilant les processus routiniers
de I'approche cognitive aux techniques rigidessetées des OMP, et la transition vers des
OML relativement complétes, comme un moyen de dé&pase niveau technique de
fonctionnement des connaissances. De ce point de, Va transition cognitive
procédural/ Structurel est a rapprocher, du co6té praxéologique, de Ilasitian
Ponctuel/ Local et ceci nous conduit a nous interroger quant acxefirs, au niveau de
'enseignement, intervenant dans 'opération dignédéion des OMP en des OML pouvant
favoriser le passage du nivetocéduralau niveauStructurelsur le plan cognitif.

Pour Bosch et al. (2004), on ne peut attendre desliafits qu’ils construisent
spontanément par eux-mémes des OML relativemenplébes, cette construction doit étre
prise en charge par l'institution via des orgamiset didactiqgues et mathématigues adaptées,
favorisant l'articulation entre les bloc{§ /r] et [6/ @] et faisant apparaitre l'intérét des
éléments technologiques ou théoriques enseignés.dne part, I'étude du rapport
institutionnel dans l'institution ES a mis en évide une centration sur le travail technique et
une insuffisance dans la mise en ceuvre du blomedaico-théoriqug6/ @] dans le travalil
des éleves, ce qui a conduit a des difficultés pontegration des OMP dans des OML
relativement complétes, et d’'autre part, I'étude rdpport institutionnel dans l'institution
CPS1 a fait apparaitre une négligence quant aait@derdre technique et une prédominance
des OML dans I'environnement praxéologique. Le tpimiiico-technique[T/r] en CPS1 se
trouve le plus souvent déconnecté du bloc techmﬂagéorique[ele] et ne joue qu’un réle
auxiliaire dans l'apprentissage des théories, ®OML évoquées sont supposés disponibles
avec un degré suffisant de complétude, ce quicegtaire a ce que nous avons constaté dans
linstitution ES. Il y a la une rupture et un dys@ionnement dans le spectre des
organisations praxéologiques au niveau de la transES/CPS1 (cf. diagramme 3 ci-
dessous), conduisant naturellement a des diffsudtépprentissage pour les étudiants dans
linstitution CPS1. Dans les chapitres suivants,usoétudions les effets de ce
dysfonctionnement institutionnel sur les possieditd’apprentissage et de réussite des
étudiants dans leurs cursus universitaire.
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Diagramme 3 : Correspondance Praxéologique/Cognitevdans la transition ES/CPS1

Niveau de Point de vue Point de vue
fonctionnement institutionnel cognitif

- Mise en ceuvre de
techniques
Techr)ique- stére(_)typees, |s?lees Application de
Procédural = Bl processus routiniers.
(ES) praxeologique
dominé par des
OMP.
Fongtionnement Schémas conceptuels
de niveau composants simples et
techniqut faiblement connectés
Articulation Compression/
[T,1]/[6,0] Intériorisation
Dysfonctionnement
Intégration
des OMP Encapsulation

- Formation d’'OML

O - Formation d’objets
Formel- complétes. concgptuel_s .
Structurel - Intervention de AP HEL LT
(CPS1) [6,©] dans I'activité pLetly Sym)bo"q“e
L ormalisme
mathématique des développé
apprenants.
Fonctionnement - Conceptualisation
de niveau développée.
mob|l|§able- - Flexibilité
disponible coaritive
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Chapitre 11l : Rapports personnels des étudnts de CPS1
aux notions ensemblistes fonctionnelles

Dans ce chapitre, nous étudions les rapports desaéts de l'institution Premiere année
des Classes préparatoires scientifiques (CPS1phations ensemblistes fonctionnelles. Cette
étude se fera en deux parties : dans la premiéte pepus nous intéresserons aux rapports
des étudiants aux notions ensemblistes fonctioemetVant le début de I'enseignement dans
l'institution du supérieur. Nous nous appuieronsirpeela sur un test diagnostique passé par
les étudiants le premier jour de la rentrée damsllEsses CPS1. Ce test vise a faire un état des
lieux des connaissances (savoirs et méthodes dailjrdes étudiants a propos des notions
ensemblistes fonctionnelles et a préciser niveau personnel de fonctionnement des
connaissancedominant chez ces étudiants a la fin de 'Enserggré Secondaire (ES). Ceci
nous permettra d’apporter des éléments de répolasga@siéme question de notre recherche :

» Quelles connaissances ont les étudiants a prog@sations ensemblistes
fonctionnelles a la fin de leurs études second&res
La deuxieme partie du chapitre est consacrée @diétle I'évolution du rapport personnel

des étudiants aux notions ensemblistes fonctioemell de leurs aptitudes a mettre en ceuvre
ces notions dans la résolution des problemes, ratetele deux trimestres d’enseignement
dans linstitution CPS1. Un test d’évaluation a, gtéur ce faire, proposé aux étudiants de
linstitution CPS1 au début du troisiéme trimesteel’année universitaire. Il visait a évaluer
les progres des étudiants concernant 'apprentsdag notions ensemblistes fonctionnelles et
'usage du symbolisme mathématique associé etrdifiee les difficultés éventuelles qu’ils
rencontraient dans la mise en ceuvre de ces nati@mms la résolution des problémes. Cette
seconde partie nous permettra d’apporter des ék8ndenréponse aux questions 4 et 5 de la
these :

» Comment évoluent les rapports des étudiants delC&$ notions
ensemblistes fonctionnelles et au symbolisme madtigoe associé ?

» Quelles sont les difficultés éventuelles qu'épentvies étudiants dans
I'activité de résolution de probléme dues a l'usags notions ensemblistes
fonctionnelles et du formalisme mathématique ? A&l quveau se situent ces
difficultés, et quelles sont leurs origines ?
Nous conclurons en examinant les possibilités dediants a dépasser la rupture et le
dysfonctionnement constatés dans les organisghi@x®ologiques relatives a I'enseignement

des notions ensemblistes fonctionnelles dans taitran ES/CPS1.
|. Apercu général sur la population concernée pards expérimentations

Les deux tests, diagnostique et dévaluation, détpassés par les étudiants de deux
classes de CPS1 (filiere Mathématiques-Physique)'ldstitut Préparatoire aux Etudes
d’'Ingénieurs de Tunis (IPEIT) au cours de l'annééversitaire 2006/2007. Nous assurons
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nous-mémes I'enseignement du cours d'Algébre poes deux classes. Les classes
comprennent ensemble 51 étudidhtde tableau ci-dessous donne leurs résultats de
mathématiques, en classe terminale et au Baccataaidsi que leur moyenne générale de
réussite au Baccalauréat pour ces étudiants.

Tableau 1 : Niveau institutionnel des étudiants carernés par I'expérimentation

Moyenne de mathématiques| Note de mathématiques aul Moyenne générale au
en classe terminale Baccalauréat Baccalauréat
Intervalles des
moyennes et des Effectifs Pourcentage Effectifs Pourcentade Effectifs Pourcentade
notes (sur 51) 9 (sur 51) 9 (sur 51) 9
(sur 20)
1427 19 37 % 12 23,5 % 44 86 %
[172d 32 63 % 39 76,5 % 7 14 %

Nous remarquons a travers ces données que toustleants concernés par les
expérimentations ont de bons résultats, aussi brerclasse terminale qu’'a I'examen du
Baccalauréat. Nous pouvons par suite considérdal siagit d’'une population de kons
sujets» (Chevallard, 1989) dans l'institution de la skagerminale. Ce choix nous fournit un
observatoire privilégié dont nous espérons qu'ipor@ra a nos attentes relatives a
I'atténuation des facteurs personnels (négligerda dnatiere, manque de motivation pour les
études menées...) relatifs a I'apprentissage desématiques au lycée et en CPS1, qui
pourraient influer sur I'étude des effets des chiastitutionnels concernant I'enseignement
des mathématiques dans les institutions concernées.

Il. Rapports personnels aux notions ensemblistestictionnelles dans linstitution ES
Il.1. Organisation générale de I'expérimentation
II. 1. 1. Conception du test diagnostique

Conformément a I'objectif visé par I'expérimentatides exercices du test diagnostique
sont congus de fagon a nous permettre de :

1) Connaitre I'état des connaissances des notimsengblistes fonctionnelles chez les
nouveaux bacheliers :

* Quelles définitions retiennent les étudiants a psofiune application, d’une bijection ?
Quels en sont pour eux des exemples prototypiques ?

* Quels moyens utilisent-ils pour reconnaitre cexddajets mathématiques ?

*9Tous les étudiants sont issus de la section «dfagtiques » du Secondaire.
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* Quelle importance accordent les étudiants auxréiffis éléments intervenant dans les
définitions de ces deux concepts (ensemble de tlépasemble d’'arrivé, unicité de
'image, unicité de I'antécédent dans le cas d'bijection)

2) Etudier la disponibilité de ces notions chezdesliants dans la résolution de problemes.

Par ailleurs, en vue d’amener les étudiants a eetdur attention sur les notions qui
intéressent notre travail et de réduire les errporszant étre dues a I'usage d’autres notions,
nous avons fait en sorte que les questions et iegsrau test soient énoncés dans des
contextes supposés assez familiers pour des éogsns de lycée et ne requiérent pas de
connaissances approfondies relatives aux themegyass dans le Secondaire.

Il. 1. 2. Contexte de I'expérimentation

Nous avons fait passer le test lors de notre precoigtact avec les étudiants. Le test a été
passé le méme jour par les deux classes concesnédsux plages horaires différentes mais
qui ne permettaient pas d’échamjeblous avons accordé aux étudiants 1h 30’ poummgo
aux questions posées, ce qui nous a semblé largesuffisant. D’ailleurs, la plupart des
étudiants ont remis leurs copies avant la fin dopt® accordé.

Il. 1. 3. Méthodologie d’analyse

Pour l'analyse des productions des étudiants, mauss sommes intéressés a quatre
catégories de réponses selon lesquelles nous affentué le dépouillement des copies :

» Réponse correcte, convenablement rédigée et bistifiga (si une justification est
requise). Désignée parGe ».

» Réponse correcte mais manque de précisions (dandésldation et/ou la justification) ou
présence d'implicite. Désignée paC«».

» Réponse fausse. Désignée pérx
» Copie sans réponse. Désignée paiRo.

Les réponses incomplétes seront considérées, awst ld catégorie C-, soit dans F, selon
ce que la partie fournie apporte a la réalisatierladtache. Par ailleurs, pour distinguer les
différentes solutions données par les étudiants &xercice donné, tout en facilitant le
dépouillement et le traitement statistique des Itésuobtenus, nous avons regroupé, pour
chaque exercice, les réponses que nous avons égdesdcomme similaires. Ces réponses se
caractérisent par un méme contenu mathématiquedaviigeres différences sur le plan de la
rédaction. Donnons-en quelques exemples :

0 De 9h & 10h 30’pour la premiére classe et de4B®h 12h15’ pour la deuxiéme classe. Pour le peemi
contact avec les étudiants, ceux-ci ne connaisspénencore leur enseignant avant I'entrée eselas
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Exemple 1
A la question Qu’est ce qu’une application de X vers Y ?
Nous considérons comme similaires les réponseasi@s :

«Une application de X vers Y est une relation o@ssocie a chaque élément de X un unique
élément de Y ».

«Une application est une relation définie entre demsembles tel que chaque élément de
'ensemble de départ appelé antécédent possedenigee image appartenant a 'ensemble
d’arrivé ».

Exemple 2

Pour la question 3 de I'exercice 2 demandant deestaur la bijectivité de la fonction f &
partir de sa représentation graphique, les répmsesntes seront considérées comme
similaires :

Réponsel

44 ). L. L5 o PP

o siker o5y B P TR EWD e 4
o . ni)al&é;ws)m]ae Lve.di T fc1)

... ..w.‘.%}..pm..mtwfme.»...é‘rﬁ‘..r..

Réponse2

2 .k\(_.....(&W\.&,L.‘..?M....n&.‘—...mw
....:\:.wwm'.\‘..-.‘.sv.\..(»u\r

P PN
insinmmnte e Brse=2 [

CAU%.SM\"‘C)\:\Y'E..zq%] J

i

/ g @m\ac......‘&@..Y.\‘.i-e}’.'...?w.....lai.‘.‘.(,d:_‘*u{
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Il. 2. Le test diagnostique

Pour chacun des exercices du test, nous effecauompséalable une analyse a priori, puis
nous analysons les réponses des étudiants a festerc

Il. 2. 1. Le premier exercice
Il. 2. 1. 1. Analyse a priori
Exercice 1

X et Y désignent deux ensembles non vides.
1- a) Qu’est ce qu’une application de X vers Y ?

b) Donner trois exemples d’applications (une ctoidans le domaine de I'algebre, une autre
dans le domaine de la géométrie et la troisiemdopmegue mais définie entre deux ensembles
finis).

2-a) Soit f une application de X vers Y. Que sigmjtie f est bijective?

b) Donner trois exemples simples de bijections @gébrique, une autre géométrique et une
troisieme quelconque entre des ensembles finishnBola bijection réciproque de chacune
d’elles.

Analyse a priori

Dans le chapitre précédent, nous avons vu queokians d’application et de bijection sont
fort présentes dans les themes d'étude enseigncérl Généralement, dans les manuels
officiels du Secondaire, les exemples d’'applicatiatilisés sont bien définis (d'un intervalle
deR vers un intervalle d&, pour les fonctions numériquest, du plan vers le plan pour les
transformations géométriques) et I'accent est atirtas sur I'expression algébrique f(x) pour
les fonctions numériques et sur les ostensifs fgées pour les transformations
géométriques. L'aspect ensembliste est souvensibigi et inopérant dans l'usage de ces
applications. Nous rencontrons dans les manueldadf une seule fois la définition générale
d’'une application (donnée dans le manuel de premd@anée secondaire) et une seule fois la
définition d’'une fonction numérique d'une variabtéelle (donnée dans le manuel de
deuxiéme année secondaire).

Notre objectif a travers cet exercice est de vaeligs définitions les étudiants retiennent
d'une application et d’'une bijection lorsqu’on ne efére pas aux cas particuliers ou les
ensembles de départ et d’arrivée sont des pari€sal le plan. A travers les exemples que
les étudiants vont fournir, nous estimerons égafentienportance qu’ils accordent aux
différents éléments qui interviennent dans la déieation de ces deux objets mathématiques
(ensemble de départ, ensemble d’arrivée, unicitéidage, unicité de I'antécédent dans le
cas d’une bijection).

*1 Le texte complet du test diagnostique est donnérerexe
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Il. 2. 1. 2. Analyse des productions des étudiants
Question 1-a) Définition d’'une application

Pour cette question, sur 51 copies, nous dénombrbfhséponses correctes dont 8 sont
convenablement rédigées, 28 réponses faussex@i® sans réponse. Le tableau et le
graphique ci-dessous illustrent ces résultats.

Tableau 2 : Classement des réponses pour « Définiti d’'une application »

Types de réponses Effectifs Pourcentage
Réponses correctes 14 27,5 %
Réponses fausses 28 55 %
Sans réponse 9 175%
80
70
60 SR
50
40 b2
30 i CH
20
10 -+
0 -
Correctes Fausses

Graphique 1 : Définition d’une application (en %)

Pour chacune des catégories de réponses selorellesqunous avons fait le classement,
nous rapportons dans le tableau ci-dessous despte®mes réponses les plus fréquentes
données par les étudiants.
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Tableau 3 : Exemples de « D

éfinition d’une applicédn »

Réponses correctes

Exemples de réponses

Commentaire

Type de
réponses
et
Fréquence

R;: Une application de X vers Y est une relafi@ans ces types de réponses, ou la défin
ou on associe a chaque élément de X un ur

élément de Y.

idaenée est correcte et précise, n
rencontrons dans certaines rédactions

R, : Tout élément appartenant a un ensemblg

qui a une seul image dans la partie (Y), ¢
relation est une application.

erreurs sur le plan du langage utilisé (Erré
¢¢) vocabulaire, de construction..., com
ptlest le cas dansR;). Ces erreurs n
modifient en rien la rigueur mathématiq
de la définition donnée.

tion
ous
des
C
bUrS

(15,5 %)
ue

+

Rs;: Une application associe a chaque pqi

d'un ensemble de départ (ensemble

antécédents) une image unique de rensefifié

d’arrivée.

t A -
(F(éls les étudiants ne précisent pas ce gy
application en tant qu'obj
mathématique (en l'occurrence, une rela

R4 : On appelle application de X vers Y lorsqu
chaque élément de X possede une seule ina

dansY.

entre deux ensembles). lls se limiten
d%nger la caractéristique de la relation {
ev%quer I'objet « relation ».

et

est

C.

ion

a
ank!2 %)

Réponses fausses

Rs: Une application de X vers Y est toute

relation qui a chaque élément de I'ensemble
départ X associe un élément dans I'ensemblg
d'arrivée Y.

e

Re : Une application de X vers Y est une relaligss plus fréquentes dans les réponses fa

qui a tout élément de X associe un ou plusi
élément de V.

Comme le montre ces exemples, les erre

SRt
- non considération de I'unicité de I'image

R~ : Une application de X vers Y est une fonc
qui a chaque élément de X donne un et un
élément de Y, et pour chaque élément de
existe un seul antécédent x de X.

iononfusion entre la notion d’application et
salie de bijection,

¥ rdstriction de la notion d’application aux
fonctions numériques ou complexes, sans

Rs: Une application de X vers Y est une fonc
dont les éléments de départ sont définis dan

igannée de la condition caractéristique d'y
application.

Urs

SSes

F

1a(55 %)
ne

ensemble réel ou complexe et de méme podr les
éléments d’arrivée.
Ry : Une application est une transformation qui

caractérise un ensemble de points, une colirbe
par exemple.

Commentaire

Pour cette question, nous remarquons que seule2ieght% des étudiants ont donné une
réponse correcte, et un bon nombre de ces répdfgéd) manquent de précision. La
majorité des étudiants7@5%) ne sont pas parvenus a donner une réponse @elet
définition d’'une application. La conception qui dden dominante pour ces étudiants est
gu’une application est un moyen qui permet deeralies éléments entre eux. La notion de
correspondance (ou de relation) existe, explicitem@u implicitement, dans toutes les
réponses fausses. Néanmoins, la condition a lagdeit satisfaire cette correspondance n’est
pas connue de fagon précise par ces étudiants. ldmarquons aussi qu’il y a restriction de
la notion d’application aux cas de fonctions nupées ou complexes. Ceci peut s’expliquer
par le fait que c’est généralement dans ces nmtique I'on utilise les ostensifs
« application », « fonction » et x— f(x) », renvoyant a I'idée d’'une application ou d’'une
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correspondance dans l'enseignement secondaire,u@t par contre, en géométrie, les
transformations géométriques (opérant dans les ciersr souvent sur des figures
géométriques) et les ostensifs associés (homothét{® k), rotation R(Q,0), symétrie
orthogonale S,, ...) semblent avoir éloigné certains étudiants de cbnception de
correspondance ponctuelle pour ces transformatmmsui les a amené a ne pas considérer
ces transformations comme des exemples d’applicatio

Question 1-b) Exemples d’applications

Pour cette question, nous dénombrons 135 exempkgplidation données par les
étudiants (Certains étudiants se sont contenté@®deer 1 ou 2 exemples seulement et non 3
comme le demande la question). Parmi ces applicatioy a 114 réponses correctes, dont 69
sont convenablement explicitées et 21 réponsesdaute tableau et le graphique ci-dessous
illustrent ces résultats.

Tableau 4 : Classement des réponses pour « Exempt&applications »

Types de réponses Effectifs Pourcentage
Réponses correctes 114 84,5 %
Réponses fausses 21 15,5 %
90
80
70
C-
60
50
40 - M2
30 |1
20 -
10 -
0 -
Correctes Fausses

Graphique 2 : Exemples d’applications (en %)

Les exemples d’applications donnés par les étusliannt, dans leur majorité, choisis
parmi les applications étudiées au lycée : apptinataffines, fonctions polynémes, fonctions
rationnelles, translations, rotations, similitudpknes.... Nous trouvons aussi certains
exemples originaux. Les méthodes de rédactionséé par les étudiants pour écrire les
exemples choisis sont variées. Nous rapportons lgarsbleaux ci-dessous les manieres les
plus fréquentes utilisées dans I'écriture des appbins données.

163



Tableau 5 : Réponses correctes de type (C+)
(Applications convenablement explicitées)

Exemples de réponses Fréquence
1)f:R, - R, 2)f: N - Z 3)f: {02 - {13} [4f:[-mm - [-11]
X X2+ 2x X -X X > x+1 X —  sinx
5g:01 -~ [07] [6)f:R -~ Ry |7)f:R} - R, 8)f:[12] - [Lv2]
t— 72 -
X € X 2 Logx-1 X s X
M(z2)— M’(2")
X E(X) . _ M M M Tg g (M)
(partie entiére de x) |tq:Z' = 2€° z i —_— ©9
tel que OM' =2.0M
. * tH +A . 2
13) f:R* -~ R 14) L'identité du 15) hP_ P 16)f: R2 - R 69
3x2—1 | plan est une xy) > x+y
X application du plan | M(x,y > M'(X’,y) (51 %)
dans le plan
x'=x-1
t.q:
{v=2y+3
17)s:¢ - R, |18) ¥ -~ R. 19)
Co,N— p R = i
C: ensemble des umr lu :
cercles du plan ’
p : périmetre du
cercle.
Tableau 6 : Réponses correctes de type (C-)
(Formulations correctes mais incomplétes ou/et imgrcises)
Exemples de réponses Commentaires Fréquenge
Df: X - Y
X y=ax+b; avec Les ensembles X et Y ne sont pas précisés.
(a,b)J R% xR.
2 A - C
lettre — chiffre La dépendance entre «lettre» et son injage
A désigne I'ensemble des lettres et C « chiffre » n'est pas précisée
désigne I'ensemble des chiffres.
3) L'application qui a chaque personne|on
associe I'age x: . o 45
f: Populaton - N L'ensemble « Population » n’est pas précisé
personne +— age (33,5 %)
4) f(x) = 5x + 2, f(x) = x
5)f: x> X
6) Valeur absolue, racine carrée, la foncli%n o .
affine. ans ces exemples, Je§ 'appllcatlons données| sont
7) La multiplication dgflnles d’e fggon génerique. Les ensembleg de
départ et d’arrivée sont implicites.
8) La translation t-, une rotation, u
u
déplacement...
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Tableau 7 : Réponses Fausses

Exemples de réponses Commentaires Fréquen
1)f:[og] - [120] Les intervalles de départ et d’arrivée ne se
X B X2 correspondent pas.
2)f:R - R

X tg2x + cos X — sin X . o . .
=19 Confusion entre application et fonction. (Au lya#e

3)f:R - R distingue ces deux notions. Une fonction est une

X2 T application seulement si son ensemble de départ
X — -lgx+ 1, RY 7 krt} coincide avec son domaine de définition)

4)f:R - R\{3} . . 4

%2 +5 Confusion dans l'écriture des ensembles de départ e
d’arrivée.

x-3

5) f(x) = Ofr-my =,-Z2

) f(x) = cos | oI {E'_E] Ensemble de départ mal écrit et ensemble d’arfivée
et f(x) 0[-11] faux. 21

Probleme d'ostensifs. Confusion entre les désignaf
6) y = 2x + 3, est une application affine. | d'une application, de sa courbe représentativeusieg
équation de cette courbe.
7) Si X droite et I'application sinus, on adra
une sinusoide qui est Y.
8) Si X désigne (xx’) et I'application Problemes de langage.
R - R, f:xm— x2 onaura une parabol¢
qui est Y.
9 g: P - P
M (xy)=> M(X.y),
N (xy) = N'(x".y"),

i
(15,5 %)

Ces écritures établissent des correspondgnces

tels que MN = M'N’ quelconques qui ne désignent pas des applications.
10)h: P - P a la confusion entre différentes notions.

AXY)— A :x+y=0
1)h:% - Y,

x> h(x) =y, i0ONeti< 10.

Soulignons que pour les exemples d'« applicatioaatre ensembles finis, la majorité des
éléves qui ont répondu a cette question (19 suroB¥considéré comme ensemble fini un
intervalle fermé d&®, comme dans les exemples suivants :

f:fog - [o7] g:[-1 - [of
t > t+7 X o
h:[-nr - [-11] E:[o5] -~ [og|
X B sinx x = E()

Commentaire

Nous remarquons tout d’abord que contrairement @uestion 1-a, la majorité des
réponses (84,5 %) a cette question sont correaest plus que la moitié sont
convenablement explicitées. Cette différence pexpsquer par la familiarité différente des
étudiants avec les connaissances demandées damsnehdes deux questions. En effet,
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comme nous l'avons vu dans le chapitre précédamtgfinition générale d’'une application ne
constitue pas un objectif d’apprentissage pougéléses de Secondaire, et généralement, ces
éleves rencontrent cette définition une ou deux &oi lycée sans que I'accent soit mis sur son
apprentissage ou sur son utilisation. On passaleamnt ensuite a I'étude d’exemples
d’applications. L'étude des fonctions numériques amalyse et des transformations
géométriques en géométrie occupe la part essentiel programmes de mathématiques du
Secondaire et fournit aux éleves I'occasion de maer une grande variété d’'applications, ce
qui explique gue les éleves n'aient pas éprouvdiffieultés pour répondre correctement a la
guestion 1-b.

Ceci étant, pour les réponses correctes de typen@is remarquons que la majorité des
exemples donnés (exemples 1 a 15) sont choisislelaépertoire des applications étudiées et
utilisées au lycée. Les exemples originaux (comeseekemples 16 a 19), sont rares (8/69).
Les étudiants qui ont donné de tels exemples amiui@ correctement la définition d’'une
application dans la question précédente. Nous Botanssi la bonne gestion des
correspondances entre ensemble de départ et emsdiabivée, surtout dans les cas ou ces
ensembles sont distincts Reet deP.

Pour les réponses correctes de type C-, les isanffes notées se trouvent généralement
au niveau de la détermination des ensembles detdépd’arrivée, ces ensembles sont ou
bien implicites (pour les fonctions usuelles) oerbils ne sont pas complétement définis.
L’'accent est surtout mis sur la correspondanceeaid@éments de départ et éléments d’arrivée,
bien que la dépendance entre ces éléments neasdibyjours bien explicitée.

Concernant les réponses fausses, nous remarquainard’que certains étudiants qui ont
donné de tels exemples ont fourni un deuxieme doipaun troisieme exemple correct. Ceci
étant, nous pouvons classer les erreurs enregsttéas les réponses fausses en trois
catégories :

- Erreurs concernant la détermination des ensentddedépart et d'arrivée. Les ensembles
donnés ne correspondent pas exactement aux domaimevariation des éléments
correspondants.

- Erreurs sur le plan langagier, dues a des carrigsentre le concept « application » (en tant
gu’objet mathématique) et ses représentations dlangres registres sémiotiques.

- Erreurs ou seulement I'aspect « correspondar(eatse ensembles et entre éléments) reste
correct, avec un flou et/ou des incohérences aanidu sens du symbolisme utilisé.

En conclusion, dans tous les exemples donnés marétadiants, la notion de
« correspondance » pour une « application » egiumiprésente. Les imprécisions et erreurs
les plus fréquentes se situent au niveau du chesxethsembles de départ et d’arrivée, qui,
Soit, ne sont pas complétement précisés, soitpmespondent pas aux domaines de variation
des éléments correspondants. Ceci peut s’explipprele fait que pour les fonctions étudiées
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au lycée (dans le cours ou dans les exercicegnkmmbles de départ et d’arrivée sont le plus
souvent implicites R pour les fonctions numériques et le plan pour ttassformations
géométriques) et, que généralement, on n'accordadjmportance au réle que jouent ces
deux ensembles dans la détermination d’'une « ajglic». Méme le domaine de définition
d’'une fonction numérique est regardé comme un qarligea I'expression algébrique f(x) et
non a la fonction f, ce qui explique la réponse étesliants (il y en a eu 5) qui ont donné des
exemples de type 4 (tableau 7). Notons finalemantdnfusion chez un bon nombre
d’étudiants (19/51) entre les notions d’ensembiidi d’intervalle deR de longueur finie.

Question 2-a) Définition d’une bijection

Pour cette question, sur 51 copies, nous dénombrb@géponses correctes dont 8 sont
convenablement rédigées, 30 réponses faussex@piés sans réponse. Le tableau et le
graphique ci-dessous illustrent ces résultats.

Tableau 8 : Classement des réponses pour « Défipiti d’'une bijection »

Types de réponses Effectifs Pourcentage
Réponses correctes 16 31 %
Réponses fausses 30 59 %
Sans réponse 5 10 %
70
60
50
40
bd 2
30
H1
20 C-
10 -+
0 -
Correctes Fausses

Graphique 3 : Définition d'une bijection (en %)

Nous rapportons dans le tableau ci-dessous les @asrtes plus fréquents de réponses
données par les étudiants.
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Tableau 9 : Exemples de «

Définition d’une bijectin »

une courbe qui est continue et qui garde
méme sens de variation.

Type de
Exemples de réponses Commentaire repg?ses
Fréquence
«»n |Ri: Une application f de X vers Y est dite
% bijective ssi chaque élément de Y possede un C
@ |seul antécédent dans X. Ce type de réponses est caractérisé paf une
3 R,: f est bijective ssi elle admet ur{‘grmulatlon correcte et precise. (15,5 %)
§ application réciproque ",
S |Rs:festune bijection= O xOX, x admet ungLa condition sur les éléments d¢ est
& |seule image Y et O yOY, y admet un sefpinutile, du moment que dans I'hypothése de
@ [antécédentX. I'exercicef est supposée une application. C
) L _— . La premiére condition, qui traduit [a )
R, : f est bijective signifie que : e T .
: propriété d'injectivité pouf, est inutile, dy
- 0, % 0Dy, Six 2 X alors f(x) # f(x) moment que l'unicité de l'antécédent b s{19:5 %)
- Chague point de I'ensemble d’arrivée p'a . .-, les &l ts de I’ensen;ble
gu’un seul antécédent. gyrec!se:‘e pour fes elemen
arrivée.
Rs : Une fonction bijective signifie que chadue
élément de la partie image de f admet|@onfusion entre ensemble d'arrivée | et
unique antécédent dans le domaine de ddmarsemble image.
de f.
Re: f est bijective sgiConfusion entre les notions d’applicatior| et
OxO X, OydY/ f(x) =y de bijection.
R;: f est bijective = Confusion entre la définition générale d’'yne
- festcontinue bijection et la bijectivité des fonctiofns
{ _ numériques. Pour ce type de fonctions| la
@ - feststr.|cteme|n monotone condition ¢ strictement monotoje est
% d’ou toute image] Y admet un seul antécédéstiffisante mais pas nécessaire et| la
= dans X. condition § continug est inutile.
s Rg: f est bijective si chaque image apparterfdhy a tout d’abord confusion entre élément  F
3 a l'ensemble darrivée admet un uniquie I'ensemble d'arrivée et élément image.
o antécédent de Il'ensemble de départ, [UBesuite, la réponse donne lidée que| la(59 %)
& |fonction bijective admet nécessairement o@priété de bijectivité est liee apx
@ fonction réciproque, graphiqguement ce sgfanctions numériques, puisqu’on évoque la

aourbe def . Dans ce cas, comme daRg
la continuité dé est inutile.

Ry: fest bijective signifie qu’a tout élément
X elle associe un élément de Y et la relation
valable dans l'autre sens.

e
est
La condition sur l'unicité de l'antécédgnt

Rio: f est bijective c-a-d chaque élément d
admet son antécédent dans X.

en\?st pas indiquée.

Ri1: f est bijective signifie qu'il existe U
unique X1D;s tel que f(x) = .

hl manque a préciser que ceci doit étre gour
touty dansy.

Commentaire

Pour cette question, il y a 31 % de réponses daesedont la moiti€ manque de précision
et 69 % de réponses fausses ou de copies sansecpopart les réponses de typaseRR,,

dont la formulation est bien précise, les autrggomées refletent un certain flou chez les
étudiants a propos de la propriété de bijectiWi@ur les réponses de type C-, ce flou est du a
un manque de précision quant a la condition surfeséiée a la propriété de bijectivité. Les
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étudiants ayant donné ce type de réponses ajodgsntonditions inutiles a ce propos. Pour
les réponses fausses, il y a souvent un amalgatree @osieurs notions ensemblistes liées a
la notion d’application : ensemble d’arrivée/enskimage, application/bijection, fonction
bijective/fonction continue et strictement monoton€e genre de réponses, qui représente la
majorité des réponses fausses (21/30), montreuffisance dans la connaissance des notions
ensemblistes de base chez les étudiants. Ceci aestpréhensible, dés lors que de telles
précisions servent au lycée surtout dans les dgpetnents théoriques des cours, qui,
généralement, restent a la charge de I'enseigabt que dans les exercices destinés aux
éléves, les techniques de résolution ne requigyasti'usage d’'un discours technologique
formel, ou la distinction entre les différentesians ensemblistes s’avere essentielle. Nous
regarderons dans I'analyse des exercices 2 et 8uinent si les formulations imprécises ou
fausses des étudiants ont des effets sur leurgpidds a mettre en ceuvre les techniques vues
au lycée a propos de la vérification de la propra bijectivité.

Question 2-b) Exemples de bijections

Pour cette question, nous dénombrons 119 exempisplidations données par les
étudiants (la plupart des étudiants se sont cokgesd donner 1 ou 2 exemples seulement, au
lieu des trois demandés par I'énoncé). Dans cess&s, il y a 84 réponses correctes, dont 33
sont convenablement rédigées (ou la bijection diijiection réciproque sont correctement
explicitées) et 35 réponses fausses. Le tableale gfraphique ci-dessous illustrent ces
résultats.

Tableau 10 : Classement des réponses pour « Exengplie bijections »

Types de réponses Effectifs Pourcentage
Réponses correctes 84 70,5 %
Réponses fausses 35 29,5 %
80
70
60
50 C-
40 b2
30 - CH
20
10 -+
0 -
Correctes Fausses

Graphique 4 : Exemples de bijections (en %)
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Les exemples de bijections donnés par les étudsamis dans la plus part des cas, choisis
parmi les applications bijectives usuelles dontuli® figure dans le programme des
mathématiques de la classe terminale. D’autres pbesnsont toutefois donnés par certains
étudiants. Nous rapportons dans les tableaux sedssles exemples les plus fréquents de
réponses données.

Tableau 11 : Réponses correctes de type (C+)
(Bijections et leurs réciproques convenablement ekpitées)

X b Logx

Types de bijections Bijections réciproques Fréquermg
1)f:R, - R, f1:R, - R,
X B X X &
2)f: [2,+00[ - [4,+00[ £l [4,+00[ - [2,+00[
X = x X b WX
3)f:[og] - [119] f1: (111 - [og]
X b y=2x+1 X -1
X B —
2
4Hf: P - P f': P - P
i it
MZ)—~» M(2)/zZ=e2.2z MZ) » M(@Z)/z=e 2.z
5)f:R - R% f1:R%Y - R
X > € X = Inx 33
6)h:[12] - [0Log?] h* [oLog2] - [12] (28 %)

X - €

7) hOk) :P - P
M M
tel quem' =k.OM . Avec kJR*

h(O,%) ‘P . P

M— M : OM' =%.o_|v|'

8) Rotation du plan de centre O et
d'anglef (6 OR):

Rog (P — P

Mi> M= R o (M)

Rotation de centre O et d’'anglé -

R P . P

M— M

©.-6)

9)f:{1,2, ... ,n} - {0,, ... ,n-1}
p o pl

f1:{0,1, ... ,n-1} -~ {1,2, ... .n}
p> p+l
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Tableau 12 : Répon

ses correctes de type (C-)

(Formulations correctes mais incomplétes ou/et imgrcises)

Exemples de réponses

Commentaires

Fréquen

1) La fonction g : x—» 2x, XOOR est bijective, sa
bijection réciproque est §: x — % xOR

2) La fonction exponentielle {eest bijective. Sa
bijection réciproque est la fonction Log x.

3)fx) =€ = fix) =Inx.

Les ensembles de départ et d’'arrivée ne s
pas indiqués.

bnt

4) & est la bijection de Log x
5) f(x) = Log X, x>0 f_é

Les ensembles de départ et d'arrivée ne
pas indiqués, de plus il y a des erreurs da
formulation langagiére.

sont
hs la

6) L’homothétie W «, k) est bijective (si kIR*) et

sa réciproque est(w ,%).

-1

7f=s,,f =5,

Les applications sont désignées par l¢urs

8) La similitude S(t, k , ) est bijective et sa symboles sp_ec,|f|ques._ Le_s_ ensembles| de
1 départ et d’arrivée sont implicites.
réciproque est : §« e -9)
(Aucune précision n’est donnée sur les parametfes
«w,k,0)
9) L’application qui associe a chaque étre huma|n
sa structure d’ADN (son caryotype) et Exemple original, cependant les ensembles
réciproquement I'application qui a chaque de départ et d’arrivée sont implicites 45
caryotype associe un étre humain bien déterming.
10)f: P - P (33,5 %)
A(z)— B(2)/z =5.z+10i
11)f:{0,1,2} - {3,4,5}
ne— n+3
12)f:Ry - R Dans ces exc'emple,s,lles étudiants n'in_diq lent
pas les bijections réciproques des applicatjons
X > Log x bijectives données. Notons que pour [les
13) L’homothétie est bijective exemples de type 13, les réciproques |des
14)f: [04] R [012] fonctions trigonométriques ne . figurent pas
' dans le programme du secondaire.
X B 3
-T T
15)f[ 5 ,2} - [l
X B sinx
16)f:c - A La bijection réciproque n’est pas indiquée| de
Mi> M’ ; avecC représente un demi- |plus, pour (15), le segmeht ne peut étrg
cercle etA un segment du plan et M’ le projeté | arbitraire, il fallait le préciser (Par exempld le
orthogonal de M sun\ . diamétre de”), et pour (16) les ensembles|de
17) L'homothétie f:P - P départ et d'arrivée sont des ensembleqd de
U o KU (ot U estun points, anr; que Ies_ variables sont Hes
: vecteurs, et il faut préciser que k est un féel

vecteur du plan), est bijective.

non nul.
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Tableau 13 : Réponses Fausses

Exemples de réponses

Commentaires

Fréquen

1)f: P\{My} - P

M(z ) —> M'(2") tel que z'= +2
Z_
et fL:P\{M3} -~ P

est bijective f

Erreurs dans le choix des ensemlbples

de départ et d’arrivée de f et d&,fde
plus les points Met M, ne sont pa

5

M(zZ}> M(2) tel que z':% definis.
2)f:R -~ R, . f':R, -~ R
X = X2 X WX Dans ces exemples, les expressiong de
f(x) et de f(x) peuvent définir deps
3) f:[o9 - ]Jog - Jog - [og] applications bijectives, stment,
X B x+1 X B x-1 avec les ensembles de départ| et
4f: Ry - R et 'R - R d’'arrivée choisis la propriété de
bijectivité n'est pas vérifiée.
X = Inx X €
5) f(x) =» est bijective et T(x) =vx . Dans ces exemples, les étudiants| ne
. o s'intéressent qu’'aux expressions |de
6) 9(x) = Log(x-1) ol = ]1,+oo] est bijective f(x) et de f(x), qui se correspondept
etg”(x) =€+ 1, avec ;=R du point de vue de la réciprocifé.
- Fantinn raei g — Cependant, l'absence des ensemples
7)f(x) =x+ 1, sa bijection réciproque Tfx) =x -1 de départ et darrivée, ou de I{in
8) f(x) = X est bijective et f{(x) = ¥x , si x=0, d'eux, ne permet pas de décider si
_1 ) I'application considérée est bijectiye
et () =3/~ , si x<0 ou non. Nous considérons qu’il s’apit
9)Logx=y - x=¢ l& de réponses fausses.
10)f:R - R — 35
) Ces applications ne sont fas
X 2x2-3 bijectives. Les ensembles de dépaft €t29,5 %)
11)g :R - R d’arrivée ne se correspondent pas Vis-
X = X + Sinx + cosx a-vis de la propriété de bijectivité.
12) La fonction f:[T[,ZT[] [— lO]
X > COS X est bijective
13) La fonction f: [15] [15]
X  2X est bijective S o
14)f :R - R Les exemples choaisis ici ne définissent
X - SinX — cosx + tgx pas des applications. Il y |a
inconvenance dans le choix des

15)

Pl —
S

......... W...w% =

ensembles de départ et d’'arrivée.

16)h : P - @

MN — U=2MN
vecteurs du plan)

17nf:P - P
X 5’(=t_.,a;t5
u

(¥ désigne I'ensemble des

Il 'y a ici des erreurs sur le plan de|
formulation symbolique de
applications choisies.

a
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Commentaire

Remarquons d’abord que dans la question précéd@rdag relative a la définition de
bijection, il y a eu 31 % de réponses correctesofnipris celles de typ€_), alors que nous
en trouvons ici 70,5 %. Ceci pourrait s’expliquer fe fait que beaucoup d’étudiants qui ne
sont pas parvenus a formuler correctement la diéinid’une bijection, ont donné des
exemples de bijections correctes (avec plus ou sndénprécision). Notons dans ce contexte
gue dans les réponses de certains étudiants nocenteons un mélange d’exemples corrects
et moins corrects. D’'un autre c6té, la plupart @gections données (toute catégories
confondues) sont assez familieres pour les étwgjigtant donné que ces bijections sont
supposées longtemps manipulées en classe termagalgi pourrait indiquer que certains
étudiants ont fourni leurs exemples sans se sodeita concordance de chaque exemple avec
la définition de bijection qu’il a écrite.

Ceci étant, nous soulignons que la majorité degénigions (pour les réponses de type
C_) et des erreurs (pour les réponses fausses) eméegistont dues a l'absence des
ensembles de départ et d’'arrivée des fonctionssiespiou a leur non concordance vis-a-vis
de la propriété de bijectivité. Ceci indique quaupbeaucoup d'étudiants, la propriété de
bijectivité est liée avant tout a I'expression ¢6,fet que la bijection réciproque releve de la
possibilité de trouver une solution a I'équationxeny =f(x), indépendamment de I'unicité
de cette solution et des domaines d’appartenanceet@le y. Remarquons dans ce contexte
gue dans 18 exemples de bijection (soit envirorR2tles réponses correctes), la bijection
réciproque n’est pas mentionnée, et ceci méme gesrbijections simples et/ou usuelles
(comme pour les exemples 10 a 14 du tableau 12jotfe avis, ceci traduit des difficultés
chez les étudiants a faire le lien (rapidementjeenhe bijection et sa réciproque, effet qui
pourrait résulter du fait qu’en classe terminale,sépare toujours la tadche de vérification de
la bijectivité d’une application, de celle de lgeténination de la bijection réciproque, comme
nous l'avons constaté dans le chapitre précédemnirapos de I'étude des rapports
institutionnels.

Concernant les bijections entre ensembles finesstila noter que trois exemples seulement
répondent correctement a la question ('exemplé @ eéxemples de type 11), tous les autres
étudiants (17/51), bien qu'ils aient fourni des laggtions qui sont bijectives, ont considéré un
intervalle de longueur fini comme ensemble finimeoe c’était le cas pour les exemples
d’applications entre ensembles finis. Finalemeatysnremarquons que les erreurs au niveau
de la formulation symbolique des applications mstares dans cette question (4 étudiants
sur 51, soit environ 7,8 %)

II. 2. 1. 3. Conclusion pour I'exercice 1

Les principaux résultats qui ressortent de l'aralges productions des étudiants a ce
premier exercice sont les suivants :
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1) Un tiers des étudiants seulement sont parveraxpliciter correctement (avec de légéres
imprécisions parfois) les définitions relatives auotions d’application et de bijection (dans la

plupart des cas, il s'agit des mémes étudiantsyekzanche, environ les 3/4 des étudiants ont
fourni des exemples d’applications et de bijectiammsrectes (avec plus ou moins de

précision). Ceci montre que beaucoup d’étudiantsitnpas fait le lien entre la technique de

construction d’'une application et la technologie guppose la justification.

2) Les imprécisions et les erreurs enregistrées das exemples d’applications et de
bijections donnés par les étudiants sont, dansnejorité, dues a I'absence des ensembles de
départ et d’arrivée dans les exemples donnés aunar adéquation de ces ensembles avec
'objet de la question. Pour la plupart des étudiam’est I'expression d§(x) seule qui
caractérise une application et permet d'étudieipsegriétés. Ceci, a notre avis, résulte du fait
guau lycée, les ensembles de départ et darrivés fbnctions numériques et des
transformations géométriques sont, la plupart dopte implicites, et que la majorité des
techniques mises en ceuvre a propos des applicatioreernent un travail sdifx) (pour les
fonctions numériques) ou sur les symboles spédfiguésignant les transformations
géométriques. Rares sont les taches qui font ietérwun travail sur les ensembles de départ
et d’'arrivée.

3) Un bon nombre d’étudiants (environ 35 %) confartdensemble fini et intervalle de
longueur finie. Ceci reflete une confusion entre &t borné.

4) Enfin, nous notons l'existence chez certaingi@nts de difficultés au niveau de I'usage du
symbolisme mathématique dans la désignation ddafipns et des bijections.

Ce constat met en évidence, d’'une part une inauifis dans les connaissances théoriques
mises en jeu, et d'autre part le peu d’effet déeceisuffisance sur les réponses des étudiants
aux questions d’ordre technique (celles qui corerrfa donnée d’exemples d’applications et
de bijections). A notre avis, il s’agit la d’'unesdeonséquences de la déconnexion des blocs
pratico-technique [T,1] et technologico-théorique[6,© ]dans les environnements
praxéologiques mis en place dans I'enseignemennsadre.
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II. 2. 2. Le deuxiéme exercice
ll. 2. 2. 1. Analyse a priori
Exercice 2

Pour chacune des applications ci-dessous, dir&application est bijective ou non. Justifier votre
réponse.

[ f:-m+n - [-1+1

X b cos(X)

2l p:vY - R
u

- [

Ou v désigne I'ensemble des vecteurs du plan.

[3] La fonction g est définie sur I'intervallé = [— 4,+ 3] par sa représentative graphiqug C
tracée ci-dessous dans un systeme d’axes (O, QxlJ@ydemi-cecle a I'extrémité de la courbe
indigue que le point en question est exclu geldn petit disque plein a I'extrémité de la courbe
indigue que le point en question appartienta C
Dire si g est bijective de | sur g(l) ? Justifiestre réponse.

1\3

3

Analyse a priori

Dans I'exercice on donne trois fonctions numérigggisse distinguent par la maniéere dont
elles sont définies : fonction numeérique a variabBlele, fonction numérique dont la variable
est un vecteur et fonction définie graphiquemeatirRhacune de ces fonctions, la définition
d’une bijection donne un moyen simple pour décsielle est bijective ou non. Ainsi :

- pour [1], la fonctionf n’est pas bijective, il suffit par exemple de requer que
f(-n)=f(n)=-1,

- pour [2], la fonctionp n’est pas bijective, il suffit par exemple de requeer que pour tout
vecteuru, on a p(ﬁ): p(—ﬁ)

- pour [3], la fonctiorg est bijective dé surg(l), car on vérifie graphiquement que tout réel
deg(l) admet un seul antécédent dans

L’objectif de I'exercice est de voir comment lesdiints vont-ils procéder pour étudier la
propriété de bijectivité pour chacune de ces fimgtions. Rappelons qu’en classe terminale,
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la technique souvent utilisée dans les exercices pwntrer qu’une fonction numérique
d’'une variable réellef réalise une bijection consiste a montrer gfie est continue et
strictement monoton& la définition d’une bijection étant généralematitisée uniquement
dans les développements théoriques des cours. Wasns connaitre I'effet de ce choix
institutionnel relatif & I'étude de la propriété kigectivité sur les possibilités des étudiants a
gérer les différentes situations données dansrib@oe

Pour [1] et [3], o