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RÉSUMÉ  

 
 

Une partie des travaux présentés dans ce mémoire est inspirée du modèle mathématique écrit 

sous forme « semi strict feedback » du vérin électropneumatique présent au centre d’essais 

Fluid Power du laboratoire Ampère. En effet, ce modèle a suscité un approfondissement des 

travaux de recherche concernant la synthèse de lois de commandes non linéaires robustes des 

systèmes « strict feedback » (ou triangulaires) généraux. Ainsi deux approches directes sont 

développées pour l’élaboration de lois de commandes continues mono et multidimensionnelles 

en suivi de trajectoires. La stabilité exponentielle globale du point d’équilibre est prouvée pour 

le système nominal. La preuve de la stabilité au sens entrée bornée / état borné (« input-state 

stable ») est également proposée dans le cas de variations paramétriques ou de dynamiques mal 

modélisées. De plus, une solution au problème du suivi de trajectoire pour une classe de 

systèmes non linéaires monodimensionnels sous forme « strict feedback » avec une dynamique 

interne à minimum ou non minimum de phase est énoncée. 

 
 

Après un rappel des modèles de simulation et de commande utilisés, la mise en œuvre sur le 

vérin électropneumatique des approches proposées est alors décrite. Les résultats 

expérimentaux obtenus sont convaincants et ont permis de compléter le benchmark de 

l’ensemble des travaux du groupe « Automatique, Commande et Mécatronique » du laboratoire 

par une extension du tableau comparatif initialisé en 1999 des lois de commandes appliquées à 

ce type d’actionneur. 

 

 

Enfin, une solution est proposée pour résoudre le phénomène du redécollage du vérin 

électropneumatique. Ce problème, rencontré par le groupe depuis de nombreuses années, 

concerne toutes les commandes linéaires et non linéaires mono et multidimensionnelles 

étudiées au laboratoire. Il se traduit par un mouvement saccadé du vérin lorsque les trajectoires 

suivies en position comportent des phases statiques. Il résulte conjointement de l’existence des 

forces de frottement sec et du fait que le système atteint lors de ces régimes seulement un 

équilibre mécanique alors que les pressions dans les chambres continuent à évoluer. Pour 

pallier à cet inconvénient, la dernière partie de ce mémoire propose de commuter la commande 

sur deux régulations de pressions quand le système atteint cet équilibre partiel. Cette technique 

est finalement mise en œuvre et son efficacité est constatée.  
 

 

MOTS CLÉS : Commande non linéaire robuste, stabilité exponentielle, stabilité au sens 

entrée/état, benchmark industriel, expérimentation, redécollage des vérins électropneumatiques. 
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ABSTRACT 

 

Part of the work presented in this thesis is inspired by the mathematical model written as "semi 

strict feedback" form of the electro-pneumatic cylinder within Ampere Laboratory’s in the 

« Fluid Power Center». Indeed, this model has led to a deepening of research on the synthesis 

of robust nonlinear control laws of systems written as "strict feedback" form in general. Thus, 

two approaches are developed to direct the development of control laws in continuous mono 

and multidimensional trajectory tracking. The global exponential stability of equilibrium point 

is proved for the nominal system. The proof of Input-State Stability is also proposed in the case 

of parametric variations or poorly modeled dynamics. In addition, a solution to the problem of 

trajectory tracking for a class of nonlinear systems mono-dimensional as "strict feedback" with 

a minimum or non-minimum internal dynamic phase is set. 

 

After a review of used simulation and control models, the implementation of the proposed 

approaches electro-pneumatic actuator is then described. The experimental results are 

convincing and have filled the benchmark of the overall work of the group “Automation, 

Control and Mechatronics” laboratory by extending the comparative table initialized in 1999 

control laws applied to this type of actuator. 

 

Finally, a solution is proposed to solve the problem of the “Stick-Slip”. This phenomenon, 

encountered by the group for many years concerning all linear and nonlinear, mono and 

multidimensional control laws studied in the laboratory. It results in a jerky movement of the 

actuator when the position trajectories include static phases. It follows from the existence of 

dry friction and the fact that the system achieves at these plans only a mechanical equilibrium, 

meanwhile pressures in the rooms continue to evolve. To overcome this drawback, the last part 

of this thesis proposes to switch the control law on two regulation pressures when the system 

reaches the partial equilibrium. This technique is finally implemented and its effectiveness is 

proven. 

 

KEY WORDS: Nonlinear robust control, exponential stability, Input State Stability, Industrial 

Benchmark, Experimental Results, “Stick-Slip” Phenomenon of Electro-pneumatic Cylinders. 
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Tableau 2.8 :  Résultats du suivi en pression obtenus avec la commande (2.46)  

Tableau 2.9 :  Étude comparative de différentes stratégies de commande 
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INTRODUCTION GÉNÉRALE 

 

 

Après les premières publications de [Jebar’80], [Hunt’83] et [Isidori’81], la littérature 

concernant la commande non linéaire pour les systèmes affines s’est fortement développée, 

citons quelques références de synthèse [Isidori89], [Slotine’91], [Utkin92], [Marino’95] et 

[Fliess’95]. Après ces premiers travaux, l’objectif devient la recherche d’une commande non 

linéaire robuste (pour des modèles avec présence d’incertitudes), qui assure une stabilité 

asymptotique, exponentielle globale d’un point d’équilibre ou une stabilité au sens entrée 

bornée/sortie bornée ou au sens entrée bornée/état borné. Parmi les nombreuses contributions 

qui traitent de ce problème, deux grandes familles de lois de commande ont émergé:  

 

- la commande par mode glissant d’ordre un ou d’ordre supérieur qui utilise des lois dont 

la synthèse est relativement aisée mais commutante entraînant plus au moins du 

« chattering » et nécessitant les dérivées successives des variables d’états [Slotine’84], 

[Levant’00] et [Fridman’02]. La prise en compte de modèles possédant une dynamique 

interne, n’est pas aisée avec ce type de loi de commande. Par contre, le choix des gains 

assurant une robustesse en maintenant la stabilité asymptotique du point d’équilibre ne 

pose pas généralement de problème.  

 

- les lois de commande continues dont la plus connue est la commande par la technique 

du backstepping [Kanellakopoulos’91], [Krstić’95] et [Khalil’02]. Ces lois ont 

évidemment l’avantage d’être sans commutations, mais les conditions assurant la 

robustesse sont plus difficiles à expliciter. Cependant, la prise en compte d’une 

éventuelle dynamique interne est possible, comme le montre le paragraphe 5 du 

chapitre 1. 

 

L’objectif général des recherches menées au « Laboratoire Ampère » consiste à gérer et utiliser 

de façon rationnelle l’énergie dans les systèmes en relation avec leur environnement. Le 

laboratoire est contractualisé avec le Centre National de la Recherche Scientifique (CNRS, 

UMR 5005) et trois établissements lyonnais : l’École Centrale de Lyon (ECL), l’Institut 

National des Sciences Appliquées de Lyon (INSA Lyon) et l’Université Claude Bernard Lyon 

1 (UCBL). Le travail présenté dans ce rapport a été effectué au sein du groupe « Automatique 

Commande Mécatronique » faisant partie du département « Méthodes pour l’Ingénierie des 

Systèmes ». 
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Le groupe « Automatique Commande Mécatronique » a mené de nombreuses recherches pour 

tester l’applicabilité de différentes méthodes de commande sur les systèmes 

électropneumatique. Ainsi, ce groupe s’est fixé comme objectif une comparaison sous forme de 

benchmark global d’un grand nombre de commandes. En effet, Richard [Richard’90] a 

synthétisé et testé des lois de commandes linéaires et non linéaires pour asservir en position un 

axe électropneumatique rotatif. Det [Det’91] a étudié la faisabilité d’une pince à souder 

électropneumatique et a abordé des problèmes de commande en position et en effort. Lin 

[Lin’92] a présenté une première approche du problème posé par la commande des vérins de 

grande longueur. Bouhal [Bouhal’94] a traité de la commande linéaire et non linéaire 

adaptative d’un dispositif de contrôle de pression et d’un asservissement de position 

électropneumatique. Bouri [Bouri’97] a testé la commande par modes glissants d’ordre un pour 

un axe électropneumatique rotatif. Il a montré une amélioration des performances par rapport à 

celles obtenues avec une loi de commande non linéaire linéarisante mais au détriment 

d’excitations à fréquences élevées (réticence) de la commande. Brun [Brun’99 b] a testé, sur un 

actionneur électropneumatique linéaire, des lois de commandes linéaires avec un retour d’état à 

gains fixes ou variables et des lois de commandes non linéaires linéarisantes  ainsi qu’une loi 

non linéaire multidimensionnelle basée sur la théorie de la platitude sous contraintes de critères 

énergétiques. Sur le même actionneur, [Smaoui’04] a synthétisé et expérimenté des lois de 

commandes non linéaires par les techniques du backstepping, des modes glissants d’ordre un et 

d’ordre supérieur.  

 

Cette thèse s’inscrit dans ce contexte. En effet, le système électropneumatique sur lequel ont 

été testées les commandes développées dans les thèses de Brun [Brun’99 b] et Smaoui 

[Smaoui’04] a été développé, lors de la thèse de Sesmat [Sesmat’96 b], dans le cadre d’une 

collaboration avec la société Asco Numatic (ex Asco Joucomatic). Sesmat [Sesmat’96 b] s’est 

intéressée à la modélisation, la simulation et la commande des deux servodistributeurs 

électropneumatiques présents dans le système. Un modèle mathématique, a donc été conçu lors 

de sa thèse afin de représenter le mieux possible le vérin électropneumatique.  

 

Dans le but de synthétiser des lois de commandes en suivi de trajectoires assurant une stabilité 

exponentielle du point d’équilibre du système d’erreurs, un difféomorphisme a été appliqué au  

modèle proposé par Sesmat. Ce modèle se présente alors sous une forme non linéaire 

multidimensionnelle assez particulière qui est nommée tout au long de ce rapport « forme semi 

strict feedback ». La particularité de cette forme est qu’elle est triangulaire supérieure en les 

états, triangulaire inférieure en les entrées de commande et aussi triangulaire en les sorties.  
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D’où l’idée de proposer des approches directes pour l’élaboration de lois de commandes 

continues en suivi de trajectoire pour cette classe de système et d’étendre ces travaux aux 

formes monodimensionnelles « strict feedback » avec et sans dynamique interne. 

 

Ainsi, le premier chapitre propose d’une part, deux approches différentes de synthèse de loi de 

commande en suivi de trajectoire pour la classe de systèmes non linéaires sous la forme 

monodimensionnelle « Strict Feedback » et sous la forme multidimensionnelle « Semi Strict 

Feedback ». Il s’agit d’une méthode directe qui synthétise simultanément un « générateur de 

trajectoires » et une loi de commande. Les expressions analytiques complètes de ce 

« générateur de trajectoire » et de la loi de commande sont obtenues grâce à l’étude de la 

stabilité du système d’erreur. Dans le cas où le modèle de commande ne contiendrait pas 

d’incertitudes paramétriques, et/ou de dynamiques mal modélisées, la stabilité exponentielle 

globale du point d’équilibre du système d’erreur est prouvée. Dans le cas contraire, grâce à des 

arguments relevant des résultats sur les systèmes à entrée/état stable, il est montré que les écarts 

de trajectoires restent bornés pour des perturbations bornées. D’autre part, ce chapitre propose 

une stratégie pour le problème de suivi de trajectoire des systèmes monodimensionnels avec 

une dynamique interne de dimension 1 ou avec une dynamique interne sous forme « strict 

feedback ». En reprenant les arguments relevant des résultats sur les systèmes à entrée/état 

stable, il est montré que les  états du système dynamique d’erreur et la dynamique interne sont 

bornés.  

 

Le chapitre 2 traite de l’application des résultats précédents à l’actionneur électropneumatique 

présent au Centre d’Essais Fluid Power du Laboratoire Ampère. Après la présentation de ce 

système, le modèle mathématique global de l’axe électropneumatique est développé pour la 

simulation. Ce modèle n’étant pas exploitable directement pour la synthèse de loi de 

commande, un modèle non linéaire avec une forme affine en la commande est donc élaboré 

sous certaines hypothèses. Ensuite, des commandes en position et en pression sont synthétisées 

et implémentées sur le procédé expérimental, après essais préalables en simulation. Des 

expérimentations réelles sont effectuées afin de vérifier la robustesse des approches proposées 

en considérant des incertitudes au niveau du débit massique et des variations de la masse durant 

les tests. Les résultats expérimentaux trouvés complètent le benchmark de l’ensemble des 

travaux du groupe « Automatique Commande Mécatronique »  avec un tableau comparatif des 

commandes multidimensionnelles implantées sur le vérin électropneumatique dans les mêmes 

conditions.  
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Lors de tous ces résultats expérimentaux fondés sur les approches proposées, un phénomène dit 

de « redécollage » est observé. Ce phénomène a aussi été constaté avec d’autres lois de 

commandes comme celles basées sur les techniques du backstepping ou par modes glissants 

[Brun’99] [Smaoui’04]. Il se traduit par un mouvement de secousses saccadées quand le 

système est à l’arrêt et constitue un problème crucial pour la mise en œuvre industrielle de cette 

technologie. Ainsi, dans le chapitre 3, ce phénomène est étudié et une solution à ce problème 

est proposée. Durant le régime statique, quand le système est à l’arrêt, les pressions dans les 

chambres du vérin continuent à évoluer. Ce qui veut dire que le système a atteint son équilibre 

mécanique et non son équilibre pneumatique. Il est donc en équilibre partiel, ce qui peut causer 

le phénomène du redécollage du piston. La solution proposée afin d’éviter ce problème se 

résume en l’utilisation de commandes en commutation : durant le régime dynamique, le 

système est commandé en suivi de position. En régime statique, sous certains critères, le 

système est régulé en pressions.  

 

Enfin, afin de rendre auto-suffisant la lecture de ce mémoire, trois annexes ont été introduites.  
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CHAPITRE 1 : 

 

CONTRIBUTION À LA COMMANDE NON LINÉAIRE ROBUSTE :  

 APPROCHES DIRECTES POUR L’ÉLABORATION DE LOIS DE 

COMMANDES CONTINUES ET ÉTUDE DE STABILITÉ 
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1. INTRODUCTION 

 

Parmi les nombreuses contributions qui traitent du problème de la commande non linéaire 

robuste, deux grandes familles de lois ont émergé:  

- la commande par mode glissant d’ordre un ou d’ordre supérieur [Slotine’84], 

[Levant’00] et [Fridman’02] qui utilise des lois dont la synthèse est relativement aisée 

entrainant plus au moins de réticence (« chattering ») et nécessitant un nombre de 

dérivées successives des variables d’états croissant avec l’ordre choisi. L’obtention de 

la stabilité asymptotique du point d’équilibre même en présence d’incertitudes ne pose 

généralement pas de problème. Par contre, la prise en compte de modèles possédant 

une dynamique interne n’est pas aisée.  

- les lois de commande continues [Isidori’81] [Kanellakopoulos’91] [Krstić’95] 

[Khalil’02] ont l’avantage d’être sans commutation et permettent dans certains cas la 

prise en compte de la dynamique interne, comme le montre le paragraphe 5 de ce 

chapitre. Par contre, le problème de la robustesse est plus difficile à expliciter. 

 

Ce premier chapitre se situe dans le cadre de cette dernière alternative et propose deux 

approches différentes de synthèse de loi de commande en suivi de trajectoire pour la classe de 

systèmes non linéaires mono et multi dimensionnels sous forme « Strict Feedback » ou 

triangulaire [Annexe 1]. Tout en se différenciant, l’idée de la méthodologie proposée est 

inspirée des travaux de [Alleyne’00][Alleyne’02] qui développent une loi de commande 

passive pour les systèmes monodimensionnels sous forme triangulaire. Il s’agit, contrairement 

à la technique récursive du backstepping d’une méthode directe qui propose de synthétiser 

simultanément un « générateur de trajectoires » (ou entrées fictives) et la loi de commande. 

Les expressions analytiques complètes de ce « générateur » et de la commande sont obtenues 

grâce à l’étude de la stabilité globale du point d’équilibre du système d’erreur.  

Les développements proposés portent au départ sur les systèmes mono et multi dimensionnels 

sans dynamique interne. Le problème des systèmes avec dynamique interne sera développé en 

fin de chapitre. 

 

Afin de rendre auto-suffisant la lecture de ce mémoire, le paragraphe suivant rappelle 

succinctement les éléments de théorie utilisés dans ce mémoire, concernant la stabilité d’un 

point d’équilibre au sens de Lyapunov et de la notion de la stabilité entrée/état [Sontag’89] 

[Khalil’02]. 
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2. ÉLÉMENTS DE THÈORIE 

 

2.1 STABILITÉ AU SENS DE LYAPUNOV  [Hahn’67] [Praly’02] 

 

Ce mémoire utilise, au sens de Lyapunov, la stabilité d’un point d’équilibre ex  (choisi comme 

l’origine de l’espace d’état) d’un système continu autonome de dimension finie décrit par une 

équation différentielle vectorielle non-linéaire du premier ordre : 

  nxxfx  ,   

Le champ de vecteur  xf  sera considéré Lipschitzien sur un domaine n  incluant 

l’origine ou globalement Lipschitzien sur n . 

 

DÉFINITION 1.1 : FONCTION DÉFINIE POSITIVE 

Une fonction scalaire   nxV :  est dite localement (resp. globalement) définie positive 

dans le domaine   (resp. n ) si : 

(1)   00 V  

(2)   0xV    0/resp.0/  xxxx n  

 

DÉFINITION 1.2 : FONCTION DÉFINIE NEGATIVE  

Une fonction scalaire   nxV :  est dite localement (resp. globalement) définie négative 

dans le domaine   (resp. n ) si : 

(1)   00 V  

(2)   0xV    0/resp.0/  xxxx n  

 

DÉFINITION 1.3 : FONCTION PROPRE  

Une fonction scalaire   nxV :  est dite propre si : 

  xV  quand  x  
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THÉORÈME 1.1 : STABILITÉ EXPONENTIELLE [ANNEXE 2] 

Soit 0x
 
le point d’équilibre de )(xfx   et nD   un domaine contenant 0x . Soient 

DV :  une fonction 1C , et 321 ,,, kkka  des constantes strictement positives telles 

que Dx : 

  
aa

xkxVxk 21    

  a
xkxV 3           (A2.1) 

 

 

Alors 0x
 

est exponentiellement stable. Si nD 
 

alors 0x
 

est globalement 

exponentiellement stable. 

 

2.2 STABILITÉ ENTRÉE/ETAT 

 

DÉFINITION 1.4 : DÉFINITION D’UN SYSTÈME ENTRÉE/ETAT STABLE [Sontag’89] 

Le système ),( uxfx  , ( nRx , mRu , 0)0,0( f )  où le champ de vecteur f est 

Lipschitzien en x et u, et l’entrée u(t) est continue et bornée 0t , est dit entrée/état stable 

s’il est possible de trouver une fonction   de classe K (sachant qu’une fonction 

 :)(  est de classe K  si elle est strictement croissante lorsque   croit et vaut 0 

pour 0 ) et une fonction   de classe KL  (sachant qu’une fonction   .:),(   

est de classe KL si elle est de classe K en  , strictement décroissante en   et de plus 

0),(   quand  ), telles que pour tout état initial )( 0tx  et pour toute entrée 

bornée )(tu , une trajectoire solution existe et vérifie: 

))(sup(),)(()(
0

00 


utttxtx
tt 

  (1.1) 

 

PROPRIÉTÉ 1.1 : PROPRIÉTÉ DE LA STABILITÉ ENTRÉE/ ETAT 

Compte tenu des propriétés des fonctions   et  , si l’inégalité (1.1) est vérifiée, alors pour 

toute entrée )(tu  bornée, la trajectoire )(tx  initialisée en )( 0tx  est bornée. 

D’autre part, cette inégalité (1.1) devant être vérifiée )(tu , pour 0)( tu  l’inégalité 

précédente devient ),)(()( 00 tttxtx   , ce qui signifie (compte tenu que   est de classe 

KL) que le point d’équilibre (l’origine) du système )0,(  uxfx  est globalement 

asymptotiquement stable.  
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Il existe un théorème et un lemme permettant de conclure à la stabilité entrée/état d’un 

système non linéaire [Khalil’02][Krstić’95], seul le lemme sera utilisé dans ces travaux et 

donc énoncé dans ce rappel d’éléments de théorie et sa démonstration est rappelée dans 

l’annexe 3 [Annexe 3]. 

 

LEMME 1.1 : STABILITÉ ENTRÉE/ ETAT [ANNEXE 3] 

Si le système ),( uxfx  , ( nRx , mRu , 0)0,0( f ) est tel que: 

- f est globalement Lipschitzien en x et u 

- )0,(  uxfx  globalement exponentiellement stable à l’origine 

alors ce système est entrée/état stable. 

 

Après avoir rappelé ces éléments de théorie, la suite de ce chapitre propose deux approches 

directes de synthèse de commande non linéaire robuste en suivi de trajectoire pour des 

systèmes mono et multi dimensionnels dont les modèles peuvent s’écrire sous la forme « strict 

feedback ». Les systèmes sans ou avec dynamique interne sont abordés et des exemples 

illustratifs sont développés. 

 

3. SYSTÈMES SOUS FORME « STRICT FEEDBACK » 

 

3.1  SYSTÈMES MONODIMENSIONNELS SOUS FORME « STRICT FEEDBACK » 

 

La classe des modèles monodimensionnels étudiée s’écrit sous la forme « strict 

feedback » [Krstić’95] suivante:  

               
          

            
          

          
    





























txhty

tutxtxttg

txtxttftx

nitxtxtxttg

txtxttftx

njtxttgttft

nnn

nnnn

iini

inii

nnj jj

1

11

11

111

11

111

,,,,,

,,,,,

1,,1,,,,,

,,,,,

,,1,,,,





























 

 

 

(1.2) 

où   tu  et    ty  représentent respectivement l’entrée de commande et la sortie. 

  ntx   et   
n

t   représentent les états du système. Les fonctions non linéaires (de 


in ),         ,,,,,, 11 txtxttf ini 


            nitxtxttg ini ,,1,,,,,, 11  


  et 

les fonctions non linéaires (de  n
) ,     ,,,1 ttf nj 

       ,,,1 ttg nj 
   

 nj ,,1  seront considérées Lipschitziennes. Nous admettrons également que ces 

fonctions ainsi que    txh 1  sont suffisamment dérivables.  
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Le modèle (1.2) est considéré localement (resp. globalement) à minimum de phase si le point 

d’équilibre de la dynamique des zéros       ttft nj j 
  ,,1   ,  nj ,,1  est 

localement (resp. globalement) asymptotiquement stable sur n
 (resp. sur n

 ). Sinon, 

(si le point s’équilibre de la dynamique des zéros est instable) le système est dit à non 

minimum de phase. 

 

A des fins d’illustrations, voici un exemple de système physique dont le modèle, sous 

certaines hypothèses, peut se mettre sous la forme « strict feedback » monodimensionnelle: 

 

Exemple 1.1 [Alleyne’00] : Vérin électrohydraulique (figure 1.1) commandé par une 

servovalve,  attaché à une charge composée d’une masse reliée à une armature rigide au 

moyen d’un ressort et d'un amortisseur.  

 

Figure 1.1 : Vérin électrohydraulique 

 

En supposant que les sections des chambres du vérin sont symétriques et que la connexion 

entre la tige du vérin et la masse de la charge est rigide, l’équation dynamique de la masse 

mobile s’écrit : FrictionL FPAzkzbzm    où z et LP  représentent respectivement la 

position du vérin et la différence de pression dans les chambres du vérin (les notations sont 

détaillées dans le tableau 1.1).  

 

La servovalve utilisée est de type proportionnel à 4 voies. La géométrie de ses orifices est 

considérée idéale et donc les sections de passage du fluide  .S  sont symétriques :  

       vvvv xSxSxSxS  4321 , où vx  est la position du tiroir.  D’autre part, cette 

servovalve est à centre critique  (donc à 0vx , le débit est nul).  
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En négligeant le régime laminaire du fluide et en prenant en compte uniquement le régime 

turbulent et en considérant que les volumes des chambres sont quasiment identiques, 

l’équation du débit LQ  s’écrit sous la forme:  























0pour        

0pour        

2

1

v
Ls

d

v

Ls

d

L

x
PP

SC

x
PP

SC

Q




, expression qui peut être réécrite en une seule 

relation :  
 


Lvs

vdL

PxP
xSCQ

sgn
sgn1


 .  

De plus, en considérant les orifices de la servovalve rectangulaires, l’équation du débit 

devient : 
 


Lvs

vdL

PxP
xwCQ

sgn
 . 

 

D’autre part, l’équation différentielle de la différence de pression LP  dans les chambres du 

vérin  est donnée par : LLtmL

e

t QPCzAP
V

 
4

. 

 

La servovalve utilise pour son premier étage un moteur électrique linéaire et un capteur de 

position LVDT pour commander la position du tiroir dont la dynamique peut être modélisée 

par une équation différentielle de premier ordre :      tu
K

txtx vv



1

 , où u est la 

commande. 

 

En considérant  l’équation dynamique de la masse mobile, l’équation du débit, l’équation 

différentielle de la différence de pression dans les chambres du vérin, l’équation de la 

dynamique de la servovalve et une sortie LPy  , le système d’état suivant est obtenu, avec 

   vL xPzzxx 2121   : 
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où : 
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(1.3) 
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Nomenclature Description et Unité 

m  Masse en déplacement (Kg) 

k  Raideur du ressort (N.m
-1

) 

b  Coefficient de viscosité (N/(m/s)) 

Friction
F  Frottement sec (N) 

s
P  Pression source (Pa) 

A Section du piston (m
2
) 

K  Gain statique de la servovalve (m.V) 

  Constante de temps de la servovalve (s) 

t
V  Volume total des chambres (m

3
) 

e
  Module de compressibilité de l’huile (Pa) 

d
C  Coefficient de décharge (Kg. m

-1
.s

2
.Pa

-1
) 

tm
C  Coefficient du débit de fuite inter-chambres (m

3
.s

-1
.Pa

-1
) 

  Masse volumique du fluide (Kg.m
-3

) 

w  Gradient de la section de la valve (m) 

  Coefficient hydraulique  (Nm
-3

) 

  Coefficient hydraulique   (s
-1

) 

  Coefficient hydraulique  (Kg
0.5

.m
-1.5

.s
2
) 

Tableau 1.1 : Nomenclature du système électrohydraulique 

 

3.2  SYSTÈMES MULTIDIMENSIONNELS SOUS FORME « SEMI STRICT FEEDBACK » 

 

La forme multidimensionnelle des systèmes « strict feedback » [Krstić’95] est une succession 

de block de systèmes monodimensionnels sous forme « strict feedback ». L’extension au cas 

multidimensionnel des deux approches proposées dans le cas monodimensionnel, ne 

présentant pas de spécificité particulière, ne sera donc pas élaborée dans ce travail.  

 

Par contre, une autre classe de systèmes multidimensionnels que nous nommerons « semi 

strict feedback » sera étudiée. Le choix de cette classe de système est dû à la forme du modèle 

du système électropneumatique sur lequel nous appliquerons les deux approches en suivi de 

trajectoires proposées dans ce chapitre. 
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Ainsi, le modèle s’écrit sous la forme suivante : 
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    (1.4)  

 

où  tu ,   mty   représentent respectivement les entrées de commande et les sorties. 

  mntx  et   
n

t  représentent les états du système.  

Les fonctions non linéaires (de 
in ),         txtxttf ini ,,,,, 11 


 , 

 mni  ,,1 ,         txtxttg ini ,,,,, 11 


 ,  ni ,,1 , les fonctions non linéaires 

(de 
 mnn ),         txtxttg mnnjin  ,,,,, 11, 


 ,  mi ,,1  et les fonctions non 

linéaires (de  n
)      ttf nj 

 ,,1  ,     ttg nj 
 ,,1    nj ,,1  seront 

considérées Lipschitziennes. Nous admettrons également que ces fonctions ainsi que les 

 ,xhi   mi ,,1  soient suffisamment dérivables.  

 

A des fins d’illustrations, voici un exemple simplifié de palier magnétique dont le modèle 

peut se mettre sous la forme « semi strict feedback » multidimensionnelle. Le vérin 

électropneumatique, présenté au chapitre suivant, sera également un exemple de ce type de 

modèle.  

 

Exemple 1.2 [Mouille’94][Lévine’96] : Une version simplifiée d’un palier magnétique est 

représentée sur la figure 1.2. Il est composé d’une bille de masse M soumise à l’action de la 

pesanteur (l’accélération de la pesanteur est notée g) et de deux électroaimants. Chaque 

électroaimant exerce sur la bille une force proportionnelle au carré du courant i1/2 et 

inversement proportionnelle au carré de la distance entre la position de la bille z (son centre) 

et l’électroaimant. D’un point de vue électrique, les deux électroaimants sont supposés 

absolument identiques et chacun d’eux se comporte comme l’association en série d’une 

inductance (L) et d’une résistance (R). Les variables de commandes sont les deux tensions u1 

et u2 aux bornes des électroaimants. 
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Figure 1.2 : Palier magnétique  

Sous les hypothèses suivantes : 

- absence de saturation ou d’hystérésis du matériau magnétique 

- variation de réluctance négligeable 

- force due à la résistance de l’air lors du déplacement de la bille négligeable 

 

ce système peut être modélisé comme suit:   
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Il est sous la forme    uxgxfx  où :  
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En utilisant le difféomorphisme    1

2

21,,, izLzLziivz ff

 

ce modèle peut se mettre sous la 

forme « semi strict feedback » multidimensionnelle suivante : 
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(1.5) 

 

Où    TT
iavzxxxx 14321  et : 
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4. COMMANDES EN SUIVI DE TRAJECTOIRE DE SYSTÈMES SANS DYNAMIQUE INTERNE 

 

Dans cette partie, deux approches différentes de synthèse de loi de commande en suivi de 

trajectoire pour la classe de systèmes non linéaires mono et multi dimensionnels, sans 

dynamique interne et sous la forme « Strict Feedback », sont proposées. Le problème des 

systèmes avec dynamique interne sera développé au paragraphe 5. 

 

Les modèles monodimensionnels sans dynamique interne s’écrivent sous la forme : 
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(1.6) 
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Et les modèles multidimensionnels sans dynamique interne s’écrivent sous la forme : 
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(1.7) 

 

Les hypothèses du modèle (1.2) monodimensionnel et (1.4) multidimensionnel sont 

conservées et de plus les fonctions non linéaires (de i ),  ii xxg ,,1  ,  ni ,,1  et 

les fonctions non linéaires (de  mn ),  mnjin xxg  ,,1,     mi ,,1 , seront 

supposées différentes de zéro. 

 

NOTE 1.1:  

Afin de ne pas alourdir l’écriture, la variable temps « t » sera omise des vecteurs d’états, 

de commande et de sortie. De plus, seront omises les variables d’états 
ix  dans les 

fonctions non linéaires  
ii xxf ,,1  ,  

ii xxg ,,1    ni ,,1  dans le cas 

monodimensionnel et dans les fonctions non linéaires  
ii xxf ,,1  ,  mni  ,,1 , 

 
ii xxg ,,1    ni ,,1  et  

mnjin xxg  ,,1,  ,  mi ,,1  dans le cas 

multidimensionnel. 

 

4.1 APPROCHE N°1  

 

4.1.1 SYSTÈMES MONODIMENSIONNELS 

 

4.1.1.1  MODÈLE SANS INCERTITUDES 

 

Le but de la commande étant un suivi de trajectoire de la sortie y  du système (1.6), une base 

d’erreur  niei ,,1,   est créée comme étant la différence entre tous les états du système et 

leurs états désirés idx  : 

 nixxe idii ,,1,   (1.8) 

 

La dérivée de chaque erreur de (1.8) est alors donnée par :  
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(1.9) 
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Considérons )(tyd
, au moins nC , une trajectoire désirée. Sous l’hypothèse que la fonction h  

est bijective et h
-1

 est nC , le choix de 
dy  permet de calculer une trajectoire admissible unique 

dx1
 de classe nC  pour 

1x .  

 

Il est alors possible de construire un « générateur de trajectoire » pour 
2x  à 

nx  sous la forme : 
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(1.10) 

 

et d’utiliser la loi de commande : 

 nnnnndn

n

ekegxf
g

u   11

1
  

(1.11) 

 

Compte-tenu des équations (1.10) et (1.11), le système (1.9) devient : 
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(1.12) 

 

ou encore sous la forme matricielle : 
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(1.13) 

 

La preuve suivante montre que l’origine est l’unique point d’équilibre. 
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PREUVE DE L’UNICITÉ DU POINT D’ÉQUILIBRE À L’ORIGINE : 

 

L’étude du point d’équilibre de (1.12) revient à résoudre le système suivant :  
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(1.14) 

 

 

Soit en reportant (1.14) dans la (n-1)
éme

 équation de (1.12) avec 01 ne : 
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(1.15) 

 

Et sous les hypothèses déjà effectuées :  niki ,,1,0   et  nigi ,,1,0  , 

l’unique solution du système (1.14) est 0........21  ni eeee . 
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PREUVE DE LA STABILITÉ EXPONENTIELLE GLOBALE DU POINT D’EQUILIBRE: 

Considérons la fonction de Lyapunov suivante: 
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ieV
1

2

2

1
 

(1.16) 

 

La dérivée directionnelle de Lie de cette fonction s’écrit : 
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(1.17) 

 

Ce qui donne après calculs : 





n

i

iiekV
1

2 ,      avec  niki ,,1,0   
(1.18) 

 

Ainsi (cf. théorème 1.1, § 2) le point d’équilibre 0........21  ni eeee  est  globalement 

exponentiellement stable. 

 

 

4.1.1.2  MODÈLE AVEC INCERTITUDES 

 

Dans ce paragraphe, les systèmes étudiés sont sous la forme (1.6) mais avec présence 

d’incertitudes affectant les fonctions non linéaires if  et  nigi ,,1,  .  

 

 Ces incertitudes sont considérées sous la forme suivante : 
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(1.19) 

 

expressions dans lesquelles les iNf  et  nigiN ,,1,   sont les valeurs nominales connues 

et les if  et ig  les incertitudes qui seront considérées comme bornées de la manière 

suivante : 
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(1.20) 

et 

 niii ,,1,
max

  (1.21) 

où  nii ,,1,
max

  sont des bornes connues. 
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En suivant alors la même démarche qu’au paragraphe précédent 4.1.1.1 mais dans ce cas le 

« générateur de trajectoire » ne comporte que des dynamiques connues et s’écrit donc sous la 

forme suivante: 
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(1.22) 

 

et avec le choix de la commande qui, comme le générateur de trajectoires, ne comporte que 

des dynamiques connues: 
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(1.23) 

 

La base d’erreurs (1.9) devient alors : 
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(1.24) 

 

Ou encore sous la forme matricielle 
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   (1.25) 

  

Dans le cas général, les    niee ni ,,1,001    ne sont pas toutes nulles, alors 

0........21  ni eeee  n’est plus point d’équilibre. Cependant, une stabilité au sens entrée 

bornée/ état borné peut être établie. 
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PREUVE DE LA STABILITÉ ENTRÉE/ETAT : 

Le système nominal (1.13) sans les incertitudes étant exponentiellement stable à l’origine et 

les composantes du vecteur des incertitudes étant bornées (1.21), d’après le lemme 1.1, le 

système (1.25) est entrée/état stable. 
 

REMARQUE 1.1 : 

Dans le cas où les incertitudes n’apparaîtraient que sur les fonctions non linéaires 

 nifi ,,1,  , les hypothèses (1.20) et (1.21) se résumeront à: 

 nif
ifi ,,1,max    (1.26) 

où  ni
if

,,1,max   seront des bornes connues. 

 

Cette remarque est valable pour tout ce qui suit dans le cas où les incertitudes n’affecteraient 

que les fonctions non linéaires
(.)f . 

 

4.1.2 SYSTÈMES MULTIDIMENSIONNELS  

 

4.1.2.1  MODÈLE SANS INCERTITUDES 

 

Dans le but d’une commande en suivi de trajectoire des sorties du système (1.7), la base 

d’erreur s’écrit: 

 mnixxe idii  ,,1,   (1.27) 

 

et sa dérivée est alors donnée par :  
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 (1.28) 

 

Avec le « générateur de trajectoire »: 
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(1.29) 

 

en supposant que les  dinx   puissent s’écrire sous la forme :      miyyx idddin ,,2,,1   iF , 

avec Fi  de classe C
1
.  
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et les lois de commande : 
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                       (1.30) 

le système (1.29) devient : 
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       (1.31) 

 

ou encore sous la forme matricielle : 
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(1.32) 

 

dont l’unique point d’équilibre est l’origine (la démonstration de la preuve de l’unicité de ce 

point d’équilibre s’effectue d’une manière analogue au cas monodimensionnel). 
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PREUVE DE LA STABILITÉ EXPONENTIELLE GLOBALE : 

Soit la fonction de Lyapunov suivante: 
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(1.33) 

 

La dérivée directionnelle de Lie de cette fonction s’écrit : 
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(1.34) 

 

ou encore, après calculs : 







mn

i

iiekV
1

2 ,  avec  mniki  ,,1,0   
(1.35) 

 

Ainsi (cf théorème 1.1, § 2) le point d’équilibre 0........21  mni eeee  est  globalement 

exponentiellement stable. 
 

4.1.2.2  MODÈLE AVEC INCERTITUDES 
 

Dans ce paragraphe, les systèmes étudiés sont sous la forme (1.7) avec des incertitudes 

affectant les fonctions non linéaires if ,  mni  ,,1 , 
ig ,  ni ,,1  et 

jing ,
, 

 mi ,,1 . Ces incertitudes sont considérées sous la même forme et les mêmes hypothèses 

décrites dans (1.19) , (1.20) , (1.21) et : 

 miugf
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j

jjininin ,,1
1

1
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(1.36) 

avec : 

   miinin ,,1,
max

 
 (1.37) 

 

En suivant la même procédure que dans le cas sans incertitudes, un « générateur de 

trajectoire » ne comportant que des dynamiques connues est construit: 
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(1.38) 

avec les mêmes hypothèses qu’au §4.1.2.1 pour le calcul des  dinx  ,  mi ,,2 .  
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et avec le choix des entrées de commande qui, comme le générateur de trajectoires, ne 

comportent que des dynamiques connues: 
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(1.39) 

 

La base d’erreurs (1.28) devient alors : 
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(1.40) 

 

ou encore sous la forme matricielle : 
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(1.41) 

 

PREUVE DE LA STABILITÉ ENTRÉE-ETAT : 

Le système nominal (1.32) sans les incertitudes étant exponentiellement stable à l’origine et 

les composantes du vecteur des incertitudes étant bornées (1.21) et (1.36), d’après le lemme 

1.1, le système (1.41) est entrée/état stable. 
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4.2 APPROCHE N°2  

 

4.2.1 SYSTÈMES MONODIMENSIONNELS 

 

De manière analogue à l’approche n°1, les modèles (1.6) et (1.7), avec les mêmes hypothèses 

associées, seront pris en considération. 

 

4.2.1.1  MODÈLE SANS INCERTITUDES 

 

Toujours dans le but de commander le système (1.6) en suivi de trajectoire de la sortie y , une 

trajectoire désirée )(tyd
, au moins nC , est envisagée. Sous la même hypothèse que la 

fonction h  est bijective, le choix de 
dy  permet de calculer une trajectoire admissible unique 

dx1
 de classe nC  pour 1x .  

 

Il est alors possible de construire un « générateur de trajectoire » pour 2x  à 
nx , différent du 

« générateur » utilisé dans la première approche: 
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(1.42) 

 

et la loi de commande: 
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(1.43) 

 

Le système différentiel d’erreurs s’écrit alors :  
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(1.44) 

 

qui peut se mettre sous la forme : 
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(1.45) 

 

Il est alors bien connu que le système linéaire (1.45) possède un seul point d’équilibre 

0........21  ni eeee  exponentiellement stable dès lors que le choix des gains iK  conduit 

à un polynôme 
12

1 .... KsKsKs n

n

n    de type « Hurwitz ».  
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Cependant le lemme suivant propose une autre approche pour l’étude de cette stabilité, 

approche à priori sans intérêt car plus complexe que la condition précédente mais qui trouvera 

une utilité dans le choix des gains. En effet, avec ce lemme les gains 
iK sont calculés à partir 

de constantes i  qui doivent être seulement strictement positives pour assurer la stabilité 

exponentielle à l’origine du système (1.45). 

 

LEMME 1.2 

Le changement de coordonnées : 
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(1.46) 

 

défini par la matrice triangulaire inférieure T, telle que : 
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(1.47) 

avec  niRi ,,1,    

 

et le choix des gains : 

     niinTinTK ni ,,11,,   (1.48) 

 

permet de réécrire le système (1.45) sous la forme d’une cascade de systèmes strictement 

positifs réels (SPR) [Khalil’02] et par la suite la stabilité exponentielle du point d’équilibre 

peut être prouvée. 
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PREUVE DU LEMME 1.2 

La forme de T garantit à la fois l’existence de son inverse et le fait que 1T soit aussi une 

matrice triangulaire inférieure qui peut être calculée analytiquement avec les formules 

suivantes : 
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(1.49) 

 

Le calcul de 
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(1.50) 

 

conduit au système : 
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(1.51) 

 

Ce nouveau système d’état (1.51) peut être représenté par le schéma bloc suivant : 

 

Figure 1.3 : Sous-systèmes SPR en cascades avec une entrée nulle  

 

nz tend exponentiellement vers zéro quand t  et donc les sorties des systèmes SPR en 

cascade tendent, elles-aussi, exponentiellement vers zéro. Ainsi, vu que la transformation T  

est régulière, toutes les erreurs  niei ,,1,   tendent également exponentiellement vers zéro. 
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Notons que les gains  niKi ,,1,   sont obtenus à partir des choix des gains  nii ,,1,   

et la formule récursive (1.48). D’une part, ceci a l’avantage de proposer une forme de 

« découplage » des gains caractérisant le taux de décroissance vers zéro de différentes erreurs 

de trajectoires. D’autre part, il suffit de choisir les gains  nii ,,1,   strictement positifs 

pour assurer la stabilité exponentielle à l’origine du système (1.45) 

 

Note 1.2: Bien que le calcul de la commande dans l’équation (1.43) fasse appel à la variable ndx qui elle-même 

contient la variable nx  (comme le montre le générateur de trajectoire (1.42)) et que cette dernière fait aussi 

intervenir la variable de commande (1.7), le calcul de l’entrée de commande n’est pas implicite, en effet :  
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(1.52) 

d’où : 
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(1.53) 

De plus, le calcul de la commande n’impose l’ajout d’aucune autre hypothèse car les fonctions non linéaires ig  

sont différentes de zéro. 

 

4.2.1.2  MODÈLE AVEC INCERTITUDES 

 

Les incertitudes affectant les fonctions non inéaires  if  et  nigi ,,1,   du système (1.7) 

sont considérées sous la forme générale (1.19) et (1.20) et sous l’hypothèse (1.21). 

 

En suivant la même démarche qu’au paragraphe précédent 4.2.1.1, le « générateur de 

trajectoire » ne comporte que des dynamiques connues et s’écrit sous la forme suivante: 
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(1.54) 

 

Le choix de la loi de commande qui, comme le générateur de trajectoires, ne comporte que 

des dynamiques connues: 
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(1.55) 
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conduit à la base d’erreurs suivante : 
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(1.56) 

 

qui peut s’écrire sous la forme matricielle : 
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                       (1.57) 

 

Le système (1.57) est composé d’un système linéaire dont le point d’équilibre 

0........21  ni eeee  est exponentiellement stable (preuve au paragraphe précédent 

4.2.1.1) et d’un vecteur de perturbations bornées. D’après le lemme 1.1, les composantes du 

vecteur d’état de (1. 57) sont bornées.  
 

Le calcul des gains  niKi ,,1,  du système (1.57) est obtenu, de la même manière que 

dans le cas sans incertitudes, à partir des choix des gains  nii ,,1,   et par la formule 

récursive (1.48). Il suffit donc de choisir  nii ,,1,   strictement positifs pour assurer la 

stabilité entrée/état du système (1.57). 
 

4.2.2 SYSTÈMES MULTIDIMENSIONNELS  
 

Dans ce paragraphe, les modèles sous la forme (1.7), avec les mêmes hypothèses associées, 

seront pris en considération. 
 

4.2.2.1  MODÈLE SANS INCERTITUDES 
 

De manière analogue au cas monodimensionnel, un « générateur de trajectoire » est construit : 
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(1.58) 

en supposant que les  dinx   puissent s’écrire sous la forme :      miyyx idddin ,,2,,1   iF , 

avec Fi  de classe C
1
.  

 

et une loi de commande soit utilisée: 
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           (1.59) 
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Le système différentiel des erreurs s’écrit alors :  
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(1.60) 

Il est alors bien connu que le système linéaire (1.60) possède un seul point d’équilibre 

0........21  mni eeee  exponentiellement stable dès lors que le choix des gains 
iK  

conduit à une matrice eA  « Hurwitz ».  

 

De manière analogue au cas monodimensionnel, le lemme suivant propose une autre approche 

pour l’étude de cette stabilité, qui impose seulement un choix de gains strictement positifs 

pour prouver la stabilité exponentielle de l’origine du système (1.60). 

 

LEMME 1.4 

Le changement de coordonnées : 
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(1.61) 

 

défini par la matrice triangulaire inférieure T, tel que : 
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(1.62) 

avec  mniRi   ,,1,   

 

et le choix des gains : 
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(1.63) 
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permet de réécrire le système (1.60) sous la forme d’une cascade de systèmes strictement 

positifs réels (SPR) [Khalil’02] et par la suite la stabilité exponentielle du point d’équilibre 

peut être prouvée. 

 

PREUVE DU LEMME 1.4 

La forme de T garantit l’existence de son inverse. De plus 1T est aussi une matrice 

triangulaire inférieure qui peut être calculée analytiquement avec les formules suivantes : 
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 (1.64) 

 

Le calcul de 
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(1.65) 

 

conduit au système : 
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(1.66) 

 

mnz 
à 

1nz tendent exponentiellement vers zéro quand t . Les sorties des systèmes SPR 

en cascade dépendent de 
1nz
 
qui les fait tendre, elles-aussi, exponentiellement vers zéro. 

Ainsi, vu que la transformation T  est régulière, toutes les erreurs  mniei  ,,1,   tendent 

également exponentiellement vers zéro. 
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4.2.2.2  MODÈLE AVEC INCERTITUDES 

 

Les incertitudes affectant les fonctions non linéaires if ,  mni  ,,1 , 
ig ,  ni ,,1  

et  
jing ,
,  mi ,,1  du système  (1.7) sont considérées sous les mêmes formes que (1.19), 

(1.20), (1.36) et sous les mêmes hypothèses que (1.21) et (1.37). 

 

Suivons alors la même démarche qu’au paragraphe précédent le « générateur de trajectoire » 

ne comportant que des dynamiques connues, s’écrit sous la forme suivante: 
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(1.67) 

 

avec les mêmes hypothèses qu’au §4.2.2.1 pour le calcul des  dinx 
,  mi ,,2 .  

 

Le choix des entrées de commande : 
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          (1.68) 

 avec  mniKi  ,,1,0 
 

 

transforme la base d’erreurs en: 








































































































































































mn

n

n

mn

n

n

n

mn

n

n

mn

n

n

n

e

e

e

e

e

e

K

K

KK

e

e

e

e

e

e













































1

1

2

1

2

1

2

11

2

1

2

1

00

0

00

00

100

0

000010

 

 

                       

(1.69) 

 

Le système (1.69) est composé d’un système linéaire dont le point d’équilibre 

0........21  mni eeee  est exponentiellement stable et d’un vecteur de perturbations 

bornées. D’après le rappel théorique sur les systèmes entrée/état stables, les composantes du 

vecteur d’état de (1.69) sont bornées.  
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Le calcul des gains  mniKi  ,,1,  du système (1.69) est obtenu, de la même manière que 

dans le cas sans incertitudes, à partir des choix des gains  mnii  ,,1,   et par la formule 

récursive (1.63). Il suffit donc de choisir  mnii  ,,1,   strictement positifs pour assurer 

la stabilité entrée/état du système (1.69). 

 

4.3 EXEMPLE ACADÉMIQUE 

 

Exemple 1.3 : 

Soit le système non linéaire monovariable, sous la forme « strict feedback », suivant  : 
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 (1.70) 

 

En appliquant l’approche n°1, la loi de commande obtenue est la suivante :  

   dd

x

d xxkxxexu 333223
1    (1.71) 

 

où :  
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(1.72) 

 

 

La loi de commande obtenue avec l’approche n°2 est la suivante:  

      d

x

dd

x

d

x
xxeKxxKxxKxxexeu 133122111321

111  
  (1.73) 

 

où :  
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(1.74) 

 

Les deux lois de commandes assurent une stabilité exponentielle à l’origine. La simulation 

(Solveur Runge-Kutta Ode45 de Matlab) du système commandé en suivi de trajectoire a 

donné les résultats suivants (fig. 1.5 et 1.6): 
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Figure 1.4 : Résultats de simulation de 

l’exemple (1.3) pour les états initiaux: 
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Figure 1.5 : Résultats de simulation de 

l’exemple (1.3) pour les états initiaux: 















1

6

5

30

20

10

x

x

x

 

 

Les figures montrent l’évolution de la sortie y de l’exemple (1.70) et de la sortie désirée 

   tteyd 10sin , l’erreur entre y et yd et l’évolution des lois de commandes (1.71), trouvées 

avec l’approche n°1, et  (1.73) trouvées avec l’approche n°2. 
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Les gains utilisés pour ces simulations avec l’approche n°1 sont : 
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(1.75) 

 

Les gains (1.74) utilisés pour ces simulations avec l’approche n°2 sont: 
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(1.76) 

 

où 4,3,2 321    ont les mêmes valeurs que 
321 ,, kkk utilisés pour l’approche n°1. 

 

Les figures 1.4 et 1.5 ne présentent que deux simulations pour des états initiaux différents et 

les gains précités. D’autres essais non mentionnés ici permettent de vérifier les résultats 

théoriques énoncés précédemment. Il ne s’agit pas de comparer les performances respectives 

des deux lois de commande (ce qui n’aurait aucun sens car lié aux gains respectifs choisis) 

mais de vérifier les résultats théoriques précédents même si ici deux jeux de valeurs initiales 

sont présentées. 

 

5. COMMANDE EN SUIVI DE TRAJECTOIRE AVEC PRÉSENCE DE DYNAMIQUE INTERNE 

 

Le problème de la stabilisation ou du suivi de trajectoire pour les systèmes non linéaires 

avec dynamique interne demeure partiellement résolu. Des schémas de stabilisation ont été 

proposés par [Byrnes’91 a] et [Byrnes’91 b] en utilisant deux hypothèses principales: le 

système est localement ou globalement presque minimum de phase (weakly minimum 

phase) et le degré relatif est égal à 1. Plus récemment, [Travieso-Torres’07] [Travieso-

Torres’06] en utilisant les mêmes hypothèses que [Byrnes’91 b] ont étendu le résultat à la 

stabilisation de systèmes non linéaires à non minimum de phase en utilisant des arguments 

de passivité (normes 2L  et L ). Pour le problème du suivi de trajectoire, ces mêmes auteurs 

utilisent l’hypothèse supplémentaire que la trajectoire de référence bornée vérifie également 

la propriété au moins locale de presque minimum de phase (locally bounded reference 

weakly minimum phase). En outre, [Krstić’95] ont résolu, au moins formellement, le 

problème de la stabilisation pour la forme strict feedback (1.3). 
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Dans ce chapitre, seul le cas des systèmes strict feedback monodimensionnels (1.2) est étudié. 

D’abord, le résultat de Krstic est rappelé. Puis une proposition est faite pour résoudre le 

problème du suivi de trajectoire pour une dynamique interne de dimension 1, ensuite pour une 

classe particulière de dynamique interne de dimension supérieure à 1 (cette classe n’est pas la 

classe très particulière ou la dynamique interne s’écrit sous forme « strict feedback » et 

linéaire avec une matrice d’état « Hurwitz » car dans ce cas cette dynamique interne est 

« naturellement » entrée/état stable). 

 

NOTE 1.3:  

Sauf cas particulier, afin de ne pas alourdir l’écriture, la variable temps « t » sera omise 

des vecteurs d’états, de commande et de sortie.  

 

5.1 RAPPEL DU RÉSULTAT DE [KRSTIĆ’95] 

 

Pour les systèmes du type (1.2), les auteurs précités considèrent : 

 

a- Il existe une fonction  


 n,,1   de RR
n
 , avec 0)0(  , qui stabilise l’origine du 

sous-système : 
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(1.77) 

 

b- Il existe une fonction de Lyapunov  


 nV ,,1   définie positive et propre telle 

que  


 nV ,,1 
  est définie négative: 
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(1.78) 

 

Alors, l’origine du sous-système: 
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(1.79) 
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est globalement asymptotiquement stable avec le choix de la commande : 
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(1.80) 

 

NOTE 1.4:  

Dans l’équation (1.80), afin de ne pas alourdir l’écriture, les variables d’états 
ix  et 

i  

ont été omises des fonctions non linéaires  
111 ,,, xf n

  ,  
111 ,,, xg n

   , 

 


 nj
f ,,1  ,     

 njg nj
,,1,,,1   ,  


 nV ,,1   et  


 n,,1  . 

   

La démonstration s’effectue en utilisant la fonction de Lyapunov : 

               2111111 ,,)(
2

1
,,)(,,, tttxttVtxttV nnn 

     
(1.81) 

 

La stabilisation complète de l’origine du système (1.2) est ensuite obtenue en prolongeant sur 

les xi la classique méthode du backstepping. 

 

REMARQUE 1.2 : 

Ce résultat qui permet de stabiliser les systèmes de type (1.2) sans hypothèse de minimum de 

phase, reste cependant théorique, dans la mesure où (sauf cas particulier) les choix de la 

fonction     tt n
 ,,1   et de la fonction de Lyapunov associée     ttV n

 ,,1   restent 

des problèmes ouverts. 

 

Les deux paragraphes suivants proposent une solution constructive et systématique dans le cas 

où la dynamique interne est de dimension 1 et dans le cas où la dynamique interne est sous 

forme « strict feedback ».  

 

5.2 SUIVI DE TRAJECTOIRE AVEC UNE DYNAMIQUE INTERNE DE DIMENSION 1 

 

Les systèmes étudiés dans ce paragraphe sont du type : 

   
     
   
 






















1

11

111

1

,,,,,,

1,,1,,,,,,

xhy

uxxgxxfx

nixxxgxxfx

xgf

nnnnn

iiiiii











 

 

 

(1.82) 
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avec   tu ,   ty , n

n Rtxtxtx  )](),....,([)( 1
,   t . Les fonctions non linéaires 

      txtxtf ii ,,, 1  ,       txtxtg ii ,,, 1    ni ,,1  et   tf  ,   tg   seront 

considérées Lipschitziennes sur 1n  et  . Nous admettrons également que ces fonctions 

non linéaires ainsi que )(ty  soient suffisamment dérivables et que (au besoin après une 

translation)   00 f . De plus les fonctions non linéaires       txtxtg ii ,,, 1   et   tg   

seront supposées différents de zéro, ntx  )( ,  )(t . Enfin la fonction  1xh  est 

supposée bijective. 

 

NOTE 1.5:  

Afin de ne pas alourdir l’écriture, les variables d’états ix  et i  seront omises des 

fonctions non linéaires       txtxtf ii ,,, 1  ,       txtxtg ii ,,, 1  ,  ni ,,1  et 

  tf  ,   tg  . 

 

Le système (1.82) s’écrit alors sous la forme suivante: 
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(1.83) 

 

Soient une trajectoire dx1  au moins nC  et un « générateur de trajectoire» du même type que 

celui de l’approche n°2 (un résultat presque identique peut être obtenu avec l’approche n°1): 
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(1.84) 

 

où : 

  111
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 ddynr xf
g
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(1.85) 
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avec : 

dynrux  11  (1.86) 

 

La loi de commande est choisie telle que : 

 

















n

d

n

nnndn

n

dynr

dt

xd
eKeKKKxf

g
u

KKuf
g

u

1
22110

1101

1

1

: 1n si

1

: 1n si









 

 

(1.87) 

 

Le système dynamique d’erreur s’écrit alors en boucle fermée: 
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(1.88) 

 

Soit sous la forme matricielle : 
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(1.89) 

Ce système (1.89) est du type )(tAzz   et est donc en fait un système linéaire perturbé 

par une perturbation bornée )(t . Un choix adéquat de 
nKK ,...,0

 conduit à une matrice A 

« Hurwitz » et donc à la stabilité exponentielle globale de l’origine du système non perturbé 

ce qui permet de conclure que (1.89) est à entrée/état stable et donc que la dynamique interne 

  et les écarts  Tnee 21 sont bornés. 
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REMARQUE 1.3 : 

Si le résultat précédent prouve que la dynamique interne et le vecteur d’erreur sont bornés, 

sans aucune hypothèse de minimum de phase du système (1.89), il n’indique pas qu’il existe 

un choix des gains 
nKK ,...,0

 tel que l’écart de trajectoire 01  
t

e . 

 

Cependant, si une trajectoire dx1  est choisie telle que 

 T
t

T

n

d

n

dd C
dt

xd
xxt 00)( 1

11   










 , avec C , alors la démonstration 

suivante prouve que toutes les dérivées des variables d’états tendent vers zéro quand 

t  . 
 

 

En effet, la solution de (1.89) s’écrit sous la forme : 

    

t

sAtA dsstezetz
0

0 

 

 

(1.90) 

avec : 

    vtt  0  ,   0lim 0 


t
t

  et   TCv 00   (1.91) 

 

Ainsi, la solution  tz  peut être décomposée comme suit : 

   

   
  

tz

t

sA

tz

t

sAtA dsvedsstezetz

10

00

00   

 

 

(1.92) 

Puisque   0lim 0 


t
t

  et A est une matrice « Hurwitz », alors   0lim 0 


tz
t

. Le terme 




tz1

, quant 

à lui, ne tend pas forcément vers 0, mais il admet tout de même une limite : 

 

D’après le critère de Cauchy : 

    
2

1

1121

t

t

sA dsvetztz

 

 

(1.93) 

Puisque A est Hurwitz, il existe 0, K  tel que 
ssA eKe  et donc : 

     12

2

1

1121

tt

t

t

s ee
K

dseKtztz




  
 

 

(1.94) 

Cette quantité peut être rendue arbitrairement petite pour tout 1t  et 2t suffisamment grands. Du fait 

que  tz  est continue et admet une limite en  , elle est donc uniformément continue sur 

l’intervalle  0 . C’est le cas aussi de l’application  tt  . Il s’en suit que 

     ttzAtz  est uniformément continue.  
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D’après le lemme de Barbalat, l’application  tzt   admet une limite en   et sa dérivée 

 tz  est uniformément continue, par conséquent   0lim 


tz
t

 .  

CAS OÙ C=0 : 

Dans ce cas, 0 
t

  , 01  
t

  et vu que 01  
tdx , 0 

tdynru  et donc 

0111  
tddynr xue  . 

 

Exemple 1.4 : Soit le système à non minimum de phase: 
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(1.95) 

 

Soit la trajectoire de référence choisie tex t

d 10cos.101

  qui vérifie 0,, 111  
tddd xxx  .  

 

L’application de (1.85) mène au résultat suivant : 

ddynr xxu 11

3 )sin1(    (1.96) 

 

d’où : 
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sin3cos26cos3      (1.97) 

 

Le générateur de trajectoire s’écrit alors sous cette forme : 
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(1.98) 

 

Ainsi, 
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(1.99) 
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et la commande s’écrit finalement: 

 
    ddynrd xeKuxKKxxxf

xxg
u 1221102212

212

,,
,,

1
  


 

 

 

 

 

(1.100) 

 

soit : 
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 (1.101) 

 

Un premier exemple de simulation (Solveur Adams Ode113 de Matlab) est présenté dans la 

figure 1.6, avec un choix de gains : 400 K , 401 K , 202 K , et d’états initiaux : 20  , 

110 x , 1020 x . Comme prévu, la stabilisation de la dynamique interne et la convergence 

asymptotique vers zéro de l’erreur de trajectoire sont obtenues.  
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Figure 1.6 : Résultats de simulation de l’exemple 1.4 
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Un deuxième exemple de simulation est présenté sur la figure 1.7, avec un choix de gains : 

50 K , 51 K , 52 K , et d’états initiaux : 20  , 110 x , 1020 x . Malgré des gains 

plus faibles, la stabilisation de la dynamique interne et une convergence asymptotique de 

l’erreur de trajectoire, mais avec écart important en régime transitoire, sont aussi obtenues. 
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Figure 1.7: Résultats de simulation de l’exemple 1.4 

 

CAS OÙ  0C :  

 

Lorsque t  les valeurs finales sont calculées à partir du système (1.89) : 
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(1.102) 
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D’où 
ddynr xue 111    conduit lorsque t  à l’équation : 
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(1.103) 

et donc minimiser 
t

e1  revient à rechercher les gains 1K  et 0K qui minimisent la fonction 













0

1

K

K
,  sous la contrainte que la matrice A du système non perturbé (1.89) soit « Hurwitz ». 

 

Exemple 1.5 : 

 

Soit le système à non minimum de phase: 
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(1.104) 

 

Soit la trajectoire de référence choisie t

d ex 11
 qui vérifie 11  

tdx  et 

0, 11  
tdd xx  . 

 

L’application de (1.85) mène au résultat suivant : 

ddynr xu 1

2   (1.105) 

 

d’où : 

ddynr xxu 11

3 22                                                                                                        (1.106) 

 

 

Le générateur de trajectoire s’écrit alors sous cette forme : 
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Ainsi, 

 dd xxxxx 1
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2 266                                                                              (1.108) 
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et la commande s’écrit finalement: 

dddynr xxxKuxKKxxxu 1222110

2

121

24 3)()(66    (1.109) 

La fonction 
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est sous la forme : 
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(1.110) 

Un exemple de simulation est présenté sur la figure (1.8), avec un choix de gains : 2000 K , 

2001 K , 502 K  satisfaisant les contraintes 0,, 210 KKK  et 0021 KKK , et des 

états initiaux : 20  , 010 x , 420 x . 

 

Cette simulation montre que tous les états du système (1.104) sont bornés. De plus, ici 

11 
t
dxC  et donc 1)()( 2
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K

K
. Le choix 1

0

1 
K

K
 et 502 K  respecte l’inégalité 

0021 KKK  et permet de faire tendre vers zéro l’écart de trajectoire. 
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Figure 1.8 : Résultats de simulation de l’exemple 1.5 
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5.3 SUIVI DE TRAJECTOIRE AVEC UNE DYNAMIQUE INTERNE SOUS FORME « STRICT 

FEEDBACK » 

 

Ce paragraphe prolonge l’étude précédente aux systèmes monodimensionnels sous forme 

« strict feedback » dont la dynamique interne est également sous forme « strict feedback ». 

Cette forme de la dynamique interne est la même que celle proposée par [Andrieu’08] [cf 

annexe 1]. Soit : 
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(1.111) 

 

avec     
 Rtt  ],...,[ 1

 et n

n Rtxtxtx  )](),....,([)( 1
, l’ensemble des fonctions non 

linéaires 
(.)f  et 

(.)g  sont Lipschitziennes sur leurs domaines, ces fonctions non linéaires ainsi 

que   txh 1  (bijective) sont suffisamment dérivables. De plus 0(.) g , ntx  )( , 

  )(t  et     ,,1,00,0   jf
j

. 

NOTE 1.6:  

Comme dans le paragraphe précédent, afin de ne pas alourdir l’écriture, les variables 

d’états ix  et i  seront omises des fonctions non linéaires         txtxttf ii ,,,, 11   , 

        txtxttg ii ,,,, 11   ,  ni ,,1  et     ttf jj
 ,1

,     ttg jj
 ,1

, 

 ,,1 j . 

 

Le système (1.111) est réécrit alors sous la forme suivante : 
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(1.112) 
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Soit une trajectoire 
dx1

 au moins nC  et le même type de «générateur de trajectoire» que 

précédemment: 
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(1.113) 

avec : 
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(1.114) 

où : 
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(1.115) 

 

La loi de commande est choisie telle que : 
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(1.116) 

 

Le système dynamique d’erreur s’écrit alors en boucle fermée: 
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(1.117) 



                                                                                                                                             CHAPITRE 1 : CONTRIBUTION À LA COMMANDE NON LINÉAIRE ROBUSTE  

 

62 

 

Soit sous la forme matricielle : 
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(1.118) 

 

Comme dans le paragraphe précédent, ce système (1.118) est du type )(tAxx   soit un 

système linéaire perturbé par une perturbation bornée )(t . Un choix adéquat des gains (.)K  

conduit à une matrice A « Hurwitz » et donc à la stabilité exponentielle globale de l’origine 

du système non perturbé ce qui permet de conclure que ce système est à entrée/état stable et 

donc que la dynamique interne et les écarts de trajectoire sont bornés. 

 

6. CONCLUSION 

 

Dans ce chapitre, plusieurs propositions ont été formulées : une synthèse directe de lois de 

commande non linéaire en suivi de trajectoire pour les systèmes sous forme «strict feedback » 

(ou triangulaire) grâce à l’utilisation d’un « générateur de trajectoire» (ou entrées fictives). 

Deux approches en mono et multi dimensionnel ont été proposées. Pour les deux approches, 

la stabilité exponentielle du point d’équilibre du système dynamique d’erreur est démontrée 

dans le cas sans incertitudes.  Dans le cas incertain, grâce à des arguments relevant des 

résultats sur les systèmes à entrée/état stable, il est montré que les écarts de trajectoires restent 

bornés pour des perturbations bornées. 

  

Dans le cas des systèmes monodimensionnels avec une dynamique interne de dimension 1 ou 

sous forme « strict feedback », cette dynamique interne et les  états du système dynamique 

d’erreur sont également prouvés bornés. Cette preuve est constructive et obtenue sans aucune 

hypothèse sur la dynamique des zéros (c’est à dire pour les systèmes à minimum ou à non 

minimum de phase). Pour certaines classes de trajectoires, la loi de commande obtenue assure 

la nullité asymptotique de l’erreur.  
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Plusieurs exemples académiques illustrent les différents résultats obtenus. 

 
 

Le chapitre suivant fera l’objet de la présentation du système électropneumatique sur lequel 

nous appliquerons les approches proposées dans ce chapitre. 
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1. INTRODUCTION 

 

Les actionneurs pneumatiques sont de plus en plus présents dans un très grand nombre de 

procédés industriels touchant la fabrication, la manutention, la médecine, la robotique, 

l'armement, etc... En effet, ces systèmes se caractérisent d’une part, par leur faible poids et 

coût énergétique, d’autre part, par leur facilité d’installation, de maintenance et de transfert de 

puissance. 

 
 

Le frein à la pénétration industrielle de ces types d’actionneurs est le fait que la commande de 

ces systèmes est difficile. En effet, ces derniers présentent de fortes non linéarités 

essentiellement liées à la compressibilité de l’air et aux lois d’écoulements aux travers des 

restrictions des modulateurs de puissance. De plus, la difficulté de modélisation du 

phénomène de frottement sec et la présence d’incertitudes paramétriques compliquent la 

tâche.  

 

Depuis plus d’une vingtaine d’années, le groupe « Automatique, Commande et 

Mécatronique » du « Laboratoire Ampère » étudie l’adaptation et la mise en œuvre des 

commandes « modernes » sur les systèmes à fluide sous pression tant sur le plan des 

performances (caractéristiques statiques et dynamiques, robustesse, …) que sur le plan 

économique (difficulté d’implémentation, facilité ou non de réglage des paramètres du 

correcteur, nombre de capteurs, …). Ainsi, l’équipe s’est fixé comme objectif une 

comparaison sous forme de benchmark global d’un grand nombre de commandes. Ce chapitre 

décrira donc dans un premier temps les composants du banc d’essai électropneumatique du 

Laboratoire Ampère qui est utilisé pour cette étude. Ce banc a été développé dans le cadre 

d’une collaboration avec la société Asco Numatic (ex Asco Joucomatic).  

 

Dans un second temps, le modèle de simulation de l’ensemble du système,  sera donné. Il 

s’agit du modèle qui servira de base ensuite pour la validation des différentes lois de 

commandes développées. Ce modèle de simulation, n’étant pas exploitable directement pour 

la synthèse de loi de commande, un modèle non linéaire avec une forme affine en la 

commande sera donc élaboré. Ensuite, des commandes en position et en pression seront 

synthétisées.  
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Avant la mise en œuvre pratique sur le vérin électropneumatique, la co-simulation a été 

utilisée afin de prérégler les gains et d’étudier la sensibilité des lois de commande à des 

dynamiques mal modélisées et à des variations paramétriques. Des essais réels ont ensuite été 

effectués sur le vérin électropneumatique et ont permis de compléter le benchmark de 

l’ensemble des travaux de l’équipe. 

 

2. DESCRIPTION DU BANC D’ESSAI ELECTROPNEUMATIQUE 

 

Un asservissement électropneumatique de position (figure 2.1) est construit autour d’un 

actionneur pneumatique entraînant une charge à positionner. Le mouvement du vérin est 

commandé au moyen d’un modulateur de puissance (servodistributeur) dont l’entrée est le 

signal de commande élaboré par l’unité de traitement.  Des capteurs (position, vitesse, 

accélération, pression, température,…) délivrent des informations sous forme de signaux 

électriques à l’unité de traitement. Cette dernière élabore à l’aide d’un algorithme les signaux 

de commande. 

 

 
 

Figure 2. 1 : Principe d’un asservissement électropneumatique de position 

 

Le banc d’essai électropneumatique présent au Centre d’Essais Fluid Power du Laboratoire 

Ampère (Figure 2.2) est destiné à des applications en mouvements rectilignes d’un actionneur 

pneumatique : il permet le positionnement d’une charge à masse variable avec la possibilité 

de choisir le profil des mouvements. 
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L’actionneur est un vérin double effet, simple tige, de sections asymétriques. La tige du vérin 

est reliée à un chariot guidé sur rails. Le banc d’essai est alimenté en air comprimé par un 

compresseur. L’air est filtré et la pression source est réglée manuellement à 7 bars absolus à 

l’aide d’un détendeur. Deux servodistributeurs (Servotronic de chez Asco Numatic) modulent, 

en fonction de la commande, les débits d’air fournis aux deux chambres du vérin. Le système 

est équipé de capteurs afin de mesurer la position et les pressions des deux chambres du vérin. 

Le traitement des signaux ainsi que le calcul des commandes sont effectués par une carte 

d’acquisition dSpace DS1104. 

 

Figure 2. 2 : Schéma de principe du banc d’essai 

 

2.1 LA SOURCE D’ENÉRGIE PNEUMATIQUE 

 

L’air comprimé délivré par un compresseur (Figure 2.3) contient souvent une quantité de 

vapeur d’eau qui, par condensation, se transforme en eau et se mélange alors aux particules 

solides issues de la calamine ou de déchets de soudure. Afin d’éviter l’encrassement des 

orifices du servodistributeur, un pré-filtre puis un filtre sont  utilisés afin d’éliminer les 

impuretés et les gouttes d’eau.  
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Figure 2. 3 : Alimentation et traitement de l’air 

 

La pression d’alimentation est réglée manuellement à 7 bars absolus à l’aide d’un détendeur. 

Elle peut être considérée comme constante grâce à la présence d’un réservoir de grand volume 

(45 litres) par rapport à la cylindrée totale de l’actionneur (environ 0.3 litres). Ses variations 

ne seront donc pas prises en compte dans le modèle de simulation. 

 

2.2 LES SERVODISTRIBUTEURS 

 

Les servodistributeurs permettent de moduler la puissance transmise au système en fonction 

d’un signal électrique. La société Asco Numatic a commercialisé une génération de 

servodistributeurs Servotronic (figure 2.4) dont la conception, le développement et la mise au 

point ont été réalisés en partenariat avec le Laboratoire Ampère lors de la thèse de Sylvie 

SESMAT [Sesmat’96 b].  

 

Figure 2. 4 : Servodistributeur Servotronic 

 

L’axe électropneumatique présent au Laboratoire Ampère est équipé de 2 servodistributeurs 

Servotronic en régulation de débit (figure 2.5). Il s’agit de servodistributeurs à tiroir 3 

orifices/ 3 positions à commande électronique. La position du tiroir peut être modifiée en 

continu à partir d’un signal de consigne V10 entre les positions extrêmes. 
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Figure 2. 5 : Schéma de principe de la Servotronic en régulation de débit 

 

Le tiroir est asservi en position à partir d'un capteur de position à effet Hall qui délivre un 

signal proportionnel à la position du tiroir.  

 

Les principales caractéristiques données par le constructeur sont résumées dans le tableau 

suivant : 

Pression maximale admissible 10 bar 

Signal de consigne V10  

Caractéristiques en débit  

[Norme ISO 6358]  

Conductance sonique : 
1138 ..1029.3  PasmC  

Rapport de pression critique : b=0.44 

Débit pour barpSource 7 et 

tEchappemennUtilisatio Pp   

mnNl /1400 à pleine ouverture 

skgmnNl /1013.2/1 5  

Débit de fuite maximum pour 

barPS 7 et EU PP   

mnNl /50  (consigne 0 V) 

Température du fluide C 5  à  C 40  

Bande passante à -3 dB 150 Hz à 50% d’amplitude 

Temps de réponse mécanique 5 ms à 50% d’amplitude 

Tension d’alimentation 24 V 

Courant maximum 1.25 A 

Puissance maximum 30 W 

Tableau 2.1 : Principales caractéristiques du servodistributeur 

 

La Servotronic est proposée en 2 versions suivant l’état souhaité du composant lors de la 

coupure de l’alimentation (position « Failsafe »): mise à l’échappement (centre ouvert) ou 

Interruption de débit (centre fermé). Sur le banc d’essai, les servodistributeurs sont à centre 

ouvert. 
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2.3 L’ENSEMBLE VERIN-CHARIOT  

 

La figure 2.6 présente les principaux emplois des vérins pneumatiques en automatisation de 

production, qui sont le transfert, le serrage, l’élévation, l’indexage, le bridage, le formage, 

l’arrêt, l’éjection, le pivotement, la rotation et le transfert guidé.  

 

 

Figure 2. 6 : Utilisations des vérins pneumatiques 

 

Le vérin du banc d’essai électropneumatique utilisé est destiné à déplacer horizontalement un 

chariot. Il s’agit d’un vérin double effet simple tige (figure 2.7). Sa particularité est la 

dissymétrie de ses sections. En effet, la surface effective de la chambre est définie comme 

celle du piston en contact avec l’air sous pression, donc il s’agit de la section du piston 

diminué de la section de la tige. En général, cette différence de section effective varie de 4 à 

20% pour les vérins à simple tige [Kain’73]. Dans notre cas, elle vaut 33%.  Le tableau 2.2 

résume les principales caractéristiques du vérin utilisé. 

 

Figure 2. 7 : Vérin pneumatique, double effet, simple tige 
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Paramètres Définitions Valeurs Numériques Unités 

l  Course du vérin 500 mm 

M  Masse de la partie mobile (avec chariot non chargé) 17 Kg  

PS  Section utile du vérin chambre P (voir figure 2.2) 4102727.7   2m  

NS  Section utile du vérin chambre N (voir figure 2.2) 4109009.4   2m  

tigeS  Section de la tige 4101416.3   2m  

DPV  Volume mort côté P 5101   3m  

DNV  Volume mort côté N 5102.1   3m  

Tableau 2.2 : Principales caractéristiques du vérin 

 

 La tige du vérin est reliée à un chariot guidé sur rails. La liaison tige / chariot est une rotule 

sphérique, considérée comme rigide et indéformable. Le chariot se déplace sur deux glissières 

cylindriques. La liaison chariot / unité de guidage est assurée par douilles à billes, dans le but 

de limiter les frottements. La masse totale à vide de la partie mobile correspondant à 

l’ensemble piston-tige-chariot est de 17 Kg. 

 

Deux absorbeurs de chocs (figure 2.8) sont aussi disposés en fin de course du vérin afin 

d’augmenter la durée de vie de l’ensemble du mécanisme. 

 

Figure 2. 8 : Absorbeurs de chocs 
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3. MODÈLE DE SIMULATION DU SYSTÈME ELECTROPNEUMATIQUE 

 

Le modèle de simulation du système électropneumatique retenu est le résultat de travaux 

antérieurs réalisés au sein du Laboratoire Ampère (ex LAI) : [Sesmat’96 b] pour la 

modélisation des servodistributeurs et  [Brun’99 b] pour la modélisation des frottements. De 

ce fait, seuls les résultats nécessaires à la compréhension des calculs postérieurs concernant la 

commande, seront rappelés dans ce paragraphe. 

 

3.1 MODÉLISATION DU SERVODISTRIBUTEUR 

 

Un modèle d’aide à la conception, faisant apparaître les différents composants mécaniques et 

électroniques du servodistributeur Servotronic, a été élaboré lors d’une collaboration entre la 

société Asco Numatic et le Laboratoire Ampère [Sesmat’96 b]. Le modèle du 

servodistributeur est composé d’une partie dynamique de positionnement du tiroir et d’un 

modèle statique de l’étage en débit : 

- Un asservissement local est réalisé à partir d’un retour d’état en position x, vitesse et 

accélération. Le comportement dynamique en boucle fermée est représenté par le modèle 

d’état suivant : 




















x
dt

dx

x
dt

xd

uKxaxaxa
dt

xd
cal









131211

 

 

 

(2.1) 

- La partie statique est un tableau de mesures expérimentales [Sesmat’96 a] obtenues en 

régime stationnaire, donnant la valeur du débit massique mq   en fonction de la pression p 

d'utilisation et de la commande u (image de la position x). 

 

3.2 MODÉLISATION D’UNE CHAMBRE PNEUMATIQUE À VOLUME VARIABLE 

 

Tous les modèles thermodynamiques d’une chambre de volume variable V [Kellal87] 

s’appuient sur l’application du premier principe de la thermodynamique et sur l’équation de 

continuité (conservation de la masse). Les hypothèses classiquement admises pour établir le 

modèle dynamique d’une chambre sont les suivantes [Jebar’77] : l’air est un gaz parfait, 

l’énergie cinétique est négligeable dans la chambre, l’écoulement s’effectue sans échange de 

travail, ni de chaleur avec l’extérieur (adiabatique), l’échange de travail avec le piston est 

réversible, les conduites de mise sous pression et de mise à l’échappement sont à la même 

hauteur.  
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Deux équations d’états régissant l’évolution de la pression p et de la température T dans la 

chambre sont alors obtenues : 
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(2.2) 

Où Q  est la quantité de chaleur échangée avec la paroi de la chambre et qui s’écrit sous la 

forme : 

 TThS
dt

Q
s 


 

                         (2.3) 

avec : 

sT : température des parois de la chambre égale à la température source sous l’hypothèse 

d’une inertie thermique importante des parois. 

  : rapport des chaleurs spécifiques à pression et volume constants 

S : surface d’échange entre le gaz et les parois de la chambre 

h : coefficient de convection entre la paroi et le gaz, sous l’hypothèse que les échanges de 

chaleur par conduction et la capacité thermique des parois soient négligés. 
 

D’autre part, le vérin du banc d’essai électropneumatique possède deux chambres à volume 

variable, qui seront notées P et N. Leurs volumes tiennent compte des volumes morts : 
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  (2.4) 

Où DNDPV /  représente le volume mort dans la chambre P/N. 

 

3.3 MODÉLISATION DE LA PARTIE MÉCANIQUE EN TRANSLATION 
 

D’après la deuxième loi de Newton appliquée au solide en mouvement et sous les hypothèses 

d’une liaison tige/chariot rigide et d’un solide indéformable, l’équation dynamique du 

mouvement y de la partie mécanique en translation de l’axe électropneumatique est : 

  











extfvisNNPP FvFvFpSpS
Mdt
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v
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(2.5) 
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Les forces de frottements visqueux visF  sont proportionnelles à la vitesse par un coefficient de 

viscosité vb : 

vbF vvis                          (2.6) 

 

Les forces extérieures extF , considérées constantes, représentent l’action de la pression 

atmosphérique atmosp  sur la partie mobile.  

  atmosNPext pSSF                          (2.7) 

 

Dans la littérature, plusieurs modèles représentent les forces de frottements secs 

[Tustin’47][Armstrong’94][Canudas’91]. Le modèle adopté pour l’axe électropneumatique 

est celui proposé par le logiciel AMESim (que nous avons utilisé pour la simulation) de la 

société LMS Imagine. Ce modèle est basé sur les travaux de Karnopp et Armstrong-Helouvry 

[Karnopp’85] [Armstrong’94] : 
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 (2.8) 

 

où la fonction « sign » est définie comme suit : 















1)sgn(0
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  (2.9) 

  

CF  représente les forces de frottement de Coulomb, SF  les forces de frottement de Stiction et 

c le coefficient de friction. Les valeurs retenues pour la simulation sont : NFS 40 , 

NFC 30 , smc /01.0  et smdvit /10
6

 . La figure 2.9 représente la loi d’évolution du 

modèle des frottements secs retenu pour la simulation : 
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Figure 2. 9 : Loi d’évolution du modèle de simulation des frottements secs 
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3.4 MODÈLE DE SIMULATION RETENU 

 

Ainsi, le modèle global de l’axe électropneumatique retenu pour la simulation est présenté par 

le système d’équation suivant : 
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(2.10) 
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Ce modèle de simulation servira à tester et régler les gains des différentes lois de commande, 

avant l’implantation sur le procédé expérimental.  
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4. LA CO-SIMULATION 
 

Avant la mise en œuvre pratique des commandes sur le vérin électropneumatique, il a fallu 

valider sur le modèle de simulation les lois de commande développées. Comme indiqué au §3, 

le modèle de frottement sec utilisé est celui de AMESim. Ce logiciel métier ne se prêtant que 

très mal à l’implantation de loi de commande non linéaire, le recours à la co-simulation était 

nécessaire. 

 

La figure (2.10) représente le principe de la co-simulation entre Simulink et AMESim pour un 

système en boucle fermée classique. Pour un même modèle, plusieurs lois de commande 

peuvent être appliquées et comparées. 
 

 

Figure 2.10 : Principe de la co-simulation Simulink / AMESim  
 

L’un des avantages également important de cette stratégie est de permettre le codage 

immédiat sur DSP ou microcontrôleur dans le cas de l’utilisation d’une carte dSpace via 

l’outil Real Time Workshop et Real Time Interface. De plus, cela est vrai pour tout autre type 

de carte d’acquisition compatible XPC Target (Toolbox Matlab). 
 

Pour un tel protocole de communication, AMESim utilise une S-Function spécifique qui sera 

le lien entre les deux logiciels (figure 2.11). Cette dernière fonction est insérée dans la boucle 

de commande de Simulink  (figure 2.12) où elle représente le modèle physique.   

  

Figure 2.11 : Modèle  AMESim Figure 2.12 : Modèle Simulink 

Calcul de la loi 

de commande 

Modèle de 

simulation 

Simulink AMESim 

Commande 
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5. DU MODÈLE DE SIMULATION AU MODELE DE COMMANDE 

 

Afin d’obtenir une loi de commande non linéaire explicite, il est nécessaire d’avoir un modèle 

qui soit affine en la commande. Autrement dit, avoir un modèle dont la dérivée temporelle de 

l’état est linéairement dépendante des variables de commande. A la vue du modèle global de 

simulation (2.10) développé au paragraphe précédent, il est évident que ce n’est pas le cas. 

Dans ce but certaines hypothèses vont être formulées et une approximation des 

caractéristiques bidimensionnelles (cf. figure 2.13) du servodistributeur sera établie. 

 

5.1 HYPOTHÈSES 

 

Des modèles simplifiés issus d’hypothèses sur la quantité de chaleur échangée ont été 

proposés afin d’identifier le coefficient h  d’échange convectif entre la paroi et le gaz. De 

nombreux auteurs ont utilisé une loi d’évolution théorique du fluide pour établir le modèle 

d’une chambre :  

- Burrows [Burrows’72] a utilisé un modèle adiabatique réversible (isentropique)  

- Zalmanzon [Zalmanzon’65] a adopté un modèle isotherme 

- Andersen [Andersen’67] et Chitty et Lambert [Chitty’76] ont choisi un modèle 

polytropique. 

En utilisant une intégrale première construite à partir des équations différentielles (2.2), 

Bouhal [Bouhal’94] a montré qu’il y a trois modèles (2.12), (2.13) et (2.14)  ne comportant 

qu’une seule équation différentielle et une relation algébrique de la forme : 

constante1 kk pT                         (2.11) 

 

Cas isotherme (k=1) 
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Cas polytropique (  k1  ) 
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Le modèle retenu pour la commande est le modèle polytropique (2.14), qui peut être vu 

comme un modèle moyen pour une grande plage de fonctionnement. Le coefficient 

polytropique k  a été ajusté expérimentalement. Il est compris entre la valeur d’une loi 

isotherme  1k  et la valeur d’une loi isentropique  4.1 k . La valeur retenue pour les 

deux chambres du vérin est 2.1k .  

 

De plus, il a été constaté [Kain’73] que les variations de température dans les deux chambres 

P et N du vérin peuvent être négligées devant la température source Ts. Ce modèle, bien que 

simpliste, est en général suffisant pour les besoins de commande, ainsi cette hypothèse sera 

retenue: 

TTTT SNP                    (2.15) 

 

Au modèle de simulation (2.10) obtenu précédemment, correspondent deux échelles de temps 

différentes. En effet, la dynamique rapide du positionnement  du tiroir du servodistributeur 

peut être négligée devant la dynamique lente de positionnement du vérin [Bouhal’94]. 

 

Enfin, les forces de frottements seront limitées aux forces de frottement visqueux. Cette 

hypothèse qui néglige les frottements secs  vFf  ne s’explique pas uniquement du fait que 

tous les modèles de frottement ne sont que 0C
 
et donc ne permettent pas d’appliquer les 

résultats théoriques du chapitre 1 qui fait l’hypothèse de champs de vecteurs suffisamment 

dérivable voire  C . Certes l’approximation de (v)FS sgn  par la fonction  vFS arctan
2


 

est possible, mais les paramètres SF  et   sont d’une part difficile à obtenir et d’autre part 

présentent des fluctuations importantes avec l’environnement du vérin et la durée des essais. 

  

En utilisant ces quatre hypothèses simplificatrices, le modèle (2.10) devient : 
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(2.16) 
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Dans le modèle (2.16), la tension de commande u du servodistributeur intervient de manière 

non linéaire via les débits massiques  PPm puq
P

,  et  NNm puq
N

,  entrants et sortants des 

chambres du vérin. L’objectif est donc d’établir une approximation des caractéristiques 

bidimensionnelles du servodistributeur, qui permettra de mettre le modèle sous la forme affine 

en la commande. 

 

5.2 APPROXIMATION DES CARACTÉRISTIQUES BIDIMENSIONNELLES DU 

SERVODISTRIBUTEUR 
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Figure 2. 13 : Caractéristique bidimensionnelle globale statique 

 

Les caractéristiques statiques     .. , puqm  (cf. figure 2.13) issues des mesures 

expérimentales ont été approximées au sens des moindres carrés par des fonctions   et   

affines en commande [Belgharbi’99] : 

               ...... sgn,, uupppuqm    (2.17) 

 

  .p  en Kg/s représente le débit de fuite dans le servodistributeur.      .. sgn, up  en 

Kg/s/V représente en fait 2 fonctions : une fonction pour l’admission   0. u  et une autre 

pour l’échappement   0. u .   

 

Les deux équations de ces approximations sont données par (2.18) où p représente la pression 

en bar: 
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Les figures (2.14a) et (2.14b) représentent l’évolution de ces fonctions polynomiales. Notons 

que d’une part le débit de fuite   .p et les fonctions      .. sgn, up  sont bornés sur le 

domaine physique d’évolution des pressions     )(71. barp  . D’autres part les fonctions 

     .. sgn, up  sont strictement positives,     )(71. barp  . 
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Figure 2.14a : La fonction  p  
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Figure 2.14b : Les fonctions  0, up  et  0, up  

 

Les erreurs sur les débits massiques engendrées par ces approximations sont très faibles. Elles 

sont inférieures à sKg /105.0 3  [Belgharbi’99]. 
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Le modèle (2.16) est alors remplacé par : 
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(2.19) 

 

Le domaine physique 
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* Le domaine physique de la vitesse a été démontré dans [Smaoui’04]. 

 

Cependant, bien que le modèle (2.19) soit sous la forme affine en la commande, il n’est pas 

sous la forme multidimensionnelle « semi-strict feedback » (1.7) définie dans le chapitre 1. Le 

paragraphe fera l’objet de cette mise en forme. 

 

 

Note 2.1 : Afin de ne pas alourdir les écritures, les fonctions du débit massique seront notées, dans tout ce qui 

suit, de la manière suivante : 
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5.3 MISE SOUS LA FORME « SEMI STRICT FEEDBACK » DU MODÈLE DE COMMANDE 
 

En utilisant les coordonnées  TPff pyLyLy 2
ce modèle de commande (2.19) peut 

s’écrire sous la forme « semi strict feedback » (1.7) suivante :  
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avec :  

 MaFvbpS
S

p extvPP

N

N 
1

  
(2.21) 

 

Le modèle (2.20) est bien sous la forme multidimensionnelle « semi strict feedback » 

(1.7) décrite dans le premier chapitre: 
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6. COMMANDES EN POSITION – PRESSION DU VÉRIN  

 

Le but de la commande est un suivi de trajectoire en position et en pression du vérin. Le degré 

relatif de la position étant égal à 3, la fonction de la trajectoire désirée yd de la position doit 

donc être au moins trois fois dérivable. Il est alors possible de choisir une fonction 

polynomiale d’ordre 3. Toutefois cette trajectoire doit satisfaire certains critères physiques : la 

position initiale et finale, la vitesse initiale, finale et maximale. Ainsi, la fonction de la 

trajectoire désirée yd de la position est définie par des fonctions polynomiales d’ordre 5 pour 

les phases dynamiques (figure 2.15). Ces trajectoires sont le résultat de travaux antérieurs 

[Cerezo’01] réalisés au laboratoire Ampère (ex LAI). Elles ont été obtenues en optimisant la 

consommation de l’énergie des servodistributeurs. 

 

De même, le degré relatif de la pression étant égal à 1, la trajectoire désirée pd de la pression 

doit donc être au moins une fois dérivable. Toutefois cette trajectoire doit satisfaire certains 

critères physiques en relation avec la trajectoire de la position désirée : durant le régime 

statique la pression désirée doit être constante, un déplacement positif correspond à une 

augmentation de la pression et un déplacement négatif correspond à une diminution de la 

pression. En respectant ces critères et en tenant en compte du domaine physique, des 

conditions initiales et finales des pressions, la trajectoire désirée (figure 2.16) est un polynôme 

d’ordre 3 durant le régime dynamique. 
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Figure 2.15 :   Trajectoire de la position 

désirée 

Figure 2.16 :   Trajectoire de la pression 

désirée 
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Dans ce paragraphe sera donnée la loi de commande, en suivi de trajectoire en position et en 

pression du vérin électropneumatique, par les deux approches présentées au chapitre 1. Dans 

un premier temps le cas sans incertitudes sera étudié, ensuite des incertitudes au niveau du 

débit massique et des variations au niveau de la masse seront prises en compte.  

 

Les résultats expérimentaux obtenus avec l’implantation sur le vérin électropneumatique des 

lois de commande développées seront présentés sur 2 cycles complets de fonctionnement 

permettant d’observer les régimes statiques en deux positions d’équilibre ainsi que la sortie et 

l’entrée de la tige. Ils sont proposés suite à une analyse de ne = 20 essais expérimentaux mais 

afin de limiter le nombre de courbes et de ne pas fausser l’étude comparative entre les lois de 

commandes, seuls les résultats qualifiés de moyens seront présentés. Chaque analyse portera 

sur les mêmes critères que le benchmark proposé dans les thèses antérieures [Brun’99 

b][Smaoui’04] du laboratoire : l’erreur maximale et moyenne en suivi de position et en 

pression, l’écart type en position et en pression, la complexité à synthétiser la commande, la 

complexité à régler les gains, la réticence, le nombre de capteurs utilisés et la stabilité 

asymptotique ou exponentielle globale. 

 

L’écart type typee  des erreurs des trajectoires, « image » de la répétabilité des résultats est 

donné et calculé par la relation :  
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6.1 SYNTHÈSE ET EXPÉRIMENTATION DE LA COMMANDE EN POSITION-PRESSION 

SANS PRISE EN COMPTE DES INCERTITUDES  

 

Le but de la commande étant le suivi de trajectoire en position et en pression, une base 

d’erreurs, entre les états et leurs états désirés, est créee telle que : 
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(2.24) 

 

6.1.1 SYNTHÈSE DE LA COMMANDE PAR L’APPROCHE N°1 

 

L’application de l’approche n°1 (cf. §4.1 du chapitre 1) au système électropneumatique (2.19) 

conduit au « générateur de trajectoire » suivant : 
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(2.25) 

et  la loi de commande suivante pour le suivi de trajectoire en position et pression :  
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En prenant en compte la loi de commande (2.26) et le « générateur de trajectoire » (2.25), le 

système bouclé de la base d’erreur  s’écrit sous la forme suivante d’après (1.31): 
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(2.27) 

 

D’après les résultats du §4.1 du chapitre 1, l’unique point d’équilibre 

 TPavy eeee 0000   de la base d’erreur est globalement exponentiellement stable. 
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6.1.2 SYNTHÈSE DE LA COMMANDE PAR L’APPROCHE N°2 

 

L’application de l’approche n°2 (cf. §4.2 du chapitre 1) au système électropneumatique (2.19) 

conduit au « générateur de trajectoire » suivant : 
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(2.28) 

et à la loi de commande suivante pour le suivi de trajectoire en position et pression :  
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(2.29) 

Note 2.2 : pavy KKKK ,,,  sont calculés comme décrit dans l’équation (2.33). 

 

En prenant en compte la loi de commande (2.29) et le générateur de trajectoire (2.28), le 

système différentiel d’erreurs s’écrit sous la forme : 
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(2.30) 

 

Comme indiqué au §4.2 du chapitre 1, le système linéaire (2.30) possède un seul point 

d’équilibre 0 pavy eeee  exponentiellement stable dès lors que le choix des gains 
iK  

conduit à un polynôme 
ava KsKsKs  23  de type Hurwitz et 0PK . Cependant le lemme 

1.2 permet un calcul des gains 
iK  à partir de constantes 0i . 

 

Le changement de coordonnées : 
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(2.31) 
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défini par la matrice triangulaire inférieure T, telle que : 
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(2.32) 

 

et le choix des gains : 
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(2.33) 

 

conduit au système : 
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(2.34) 

 

Pz
 
et 

az tendent exponentiellement vers zéro quand t  et donc les sorties 
vy zz ,

 
des 

systèmes SPR en cascade tendent elles aussi exponentiellement vers zéro. Ainsi, vu que la 

transformation T  est régulière toutes les erreurs 
Pavy eeee ,,,  tendent également 

exponentiellement vers zéro. 

 

6.1.3 RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX 

 

Afin d’implémenter des lois de commandes sur le vérin électropneumatique, une carte 

d’acquisition DS 1104, commercialisée par la société dSpace, a été utilisée. Elle convient 

parfaitement au prototypage rapide des lois de commande. S’articulant autour du processeur 

MPC8240 de Texas Instrument, la carte est connectée via le bus ISA du PC. Cette liaison 

permet le téléchargement de codes exécutables pour le DSP depuis le PC siège de la 

compilation. Le lien par bus ISA est également mis à profit pour permettre un dialogue entre 

le DSP et le logiciel de supervision (Control Desk). Le processeur est programmable à partir 

de Simulink grâce à l’interface software RTI (Real Time Interface) et RTW (Real Time 

Workshop). 
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Aussi, pour le calcul des lois de commandes développées aux paragraphes précédents, les 

mesures de la position, de la vitesse et de l’accélération du vérin s’avèrent nécessaires, ainsi 

que les deux pressions dans les chambres. Pour cela : 

 

- La position a été mesurée par un potentiomètre externe de la marque novotechnik dont 

la résolution est de 10 µm sur une étendue de mesure de 500 mm.  
 

- La vitesse a été obtenue par une dérivation analogique de la position.  
 

- L’accélération a été calculée par un différentiateur robuste de la vitesse via un 

algorithme généralement utilisé pour la commande par modes glissants d’ordre 

supérieur [Smaoui’08].   
 

- Deux capteurs de pression KULITE miniatures ont aussi été utilisés. Leur précision est 

égale à 70 Pa (0,1% de l’étendue de mesure). 

 

Un dispositif électronique est également utilisé. Il se présente sous la forme d’un boîtier 

comprenant les alimentations, la carte de dérivation analogique et les différentes cartes de 

conditionnement assurant le filtrage et l’amplification des signaux. 

 

L’application des deux approches sur le vérin électropneumatique conduit analytiquement à la 

même loi de commande. Ainsi seuls les résultats expérimentaux de l’implantation de la loi de 

commande (2.29) correspondante à l’approche n°2 seront présentés. Cette loi de commande a 

été implémentée à travers la carte DSpace 1104 et avec une fréquence d’échantillonnage de 1 

kHz. Elle nécessite le réglage de 4 gains, qui selon l’approche n°2 doivent être positifs afin 

d’assurer la stabilité exponentielle globale du point d’équilibre du système différentiel de la 

base d’erreur. Cependant, ces gains doivent aussi satisfaire lors du suivi une erreur en position 

et en pression aussi faible que possible et sans dépassement dans les phases statiques. Un bon 

compromis a été obtenu pour : 300,80,40,30  Pavy  . 
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Figure 2.17 :   Résultats expérimentaux obtenus avec la commande (2.29)  
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La figure 2.17.a présente la position mesurée et la position désirée. L’erreur étant de l’ordre 

de quelques millimètres, la différence entre ces deux courbes est très peu visible. La figure 

2.17.b présente l’erreur en position sur une amplitude de déplacement de 250 mm ce qui 

représente 50% de la course totale. Le tableau 2.3 résume les différentes erreurs en position 

trouvées en appliquant la loi de commande (2.29) et les lois de commandes 

multidimensionnelles déjà appliquées par [Brun’99 b] et [Smaoui’04] sur le vérin 

électropneumatique. 

 Commande basée 

sur la théorie de la 

platitude 

Commande par la 

technique du 

backstepping 

Commande par la 

technique du mode 

glissant d’ordre 1 

Commande par la 

technique du mode 

glissant d’ordre 2 

Commande 

par l’approche 

proposée 

L’erreur maximale 

moyenne en régime 

dynamique (mm) 

5.56 1.22 1.4 3 1.27 

L’erreur moyenne 

en régime statique 

(mm) 

0.27 0.15 0.13 0.19 0.11 

Tableau 2.3 : Résultats du suivi en position obtenus avec différentes commandes 

 

L’écart type en position en régime dynamique est de l’ordre de 0.29 mm et en régime statique, 

il est de l’ordre de 0.07 mm. Les résultats obtenus sont donc très proches des résultats obtenus 

avec la commande par la technique du backstepping. 

 

L’erreur en position est toujours maximale lors de la sortie du vérin. Ceci s’explique par la 

dissymétrie des sections du vérin. En effet, la section effective de la chambre N étant 

inférieure à celle de la chambre P, les efforts liés aux variations de pression dans chaque 

chambre ne sont pas identiques. De plus, il a été constaté [Brun’99 b] que les frottements secs 

sont dissymétriques, ce qui a entraine une dissymétrie des erreurs en régime statique. 

 

La figure 2.17.c présente la pression mesurée dans la chambre P du vérin et la pression 

désirée. L’erreur étant aussi de l’ordre de quelques centième de bar, la différence entre ces 

deux courbes est peu visible. La figure 2.17.d présente cette erreur en pression et le tableau 

2.4 la détaille et la compare aux résultats trouvés avec d’autres commandes déjà appliquées 

sur le vérin électropneumatique. 
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 Commande basée 

sur la théorie de 

la platitude 

Commande par la 

technique du 

backstepping 

Commande par la 

technique du mode 

glissant d’ordre 1 

Commande par la 

technique du mode 

glissant d’ordre 2 

Commande par 

l’approche 

proposée 

L’erreur maximale 

moyenne en régime 

dynamique (bar) 

0.12 0.054 0.043 0.05 0.04 

L’erreur moyenne 

en régime statique 

(bar) 

0.02 0.017 0.01 0.01 0.013 

 

Tableau 2.4 : Résultats du suivi en pression obtenus avec différentes commandes 

 

Les figures 2.17.e et 2.17.f  présentent la commande uP respectivement la commande uN. Elles 

sont toutes les deux chahutées mais non saturées en régime statique. Cette réticence peut être 

due, d’une part, à l’utilisation de la fonction « sgn » dans le choix du polynôme  .  du débit 

massique, d’autre part, au bruit lié à l’utilisation d’un dérivateur analogique de la position 

mesurée par le potentiomètre, pour le calcul de la vitesse, et d’un dérivateur numérique de la 

vitesse, pour le calcul de l’accélération. De plus, le gain utilisé pour la commande de la 

pression est de l’ordre de 300 ce qui assure certes un bon suivi de trajectoire en pression, mais 

accentue évidemment l’amplitude du bruit. De plus, les commandes sont calculées d’une 

manière récursive. En effet, la loi de commande un est calculée en fonction de la loi de 

commande up.  

 

La figure 2.17.g présente l’évolution de la pression dans la chambre N du vérin. Cependant, 

durant le régime statique, la pression continue à évoluer, donc le système n’a pas atteint un 

équilibre total. En effet, il faut distinguer l’équilibre mécanique, l’équilibre pneumatique et 

l’équilibre du système électropneumatique. Un système est à l’arrêt lorsque la position de sa 

partie mobile est constante et sa vitesse est nulle. Cependant, les pressions peuvent continuer 

à évoluer. Dans ce cas, seul l’équilibre partiel est obtenu et cela peut causer le phénomène de 

redécollage du vérin. Ce phénomène est observé sur les courbes de la figure 2.17 à t=8.3s. 
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6.2 SYNTHÈSE ET EXPÉRIMENTATION DE LA COMMANDE EN POSITION-PRESSION 

AVEC PRISES EN COMPTE DES INCERTITUDES AU NIVEAU DU DÉBIT DE FUITE 

 

Dans une première étape, le débit de fuite  .  sera considéré connu seulement par sa valeur 

nominale 
Nom  et sa variation maximale 

max
 . En effet le débit de fuite n’apparaît que dans 

les champs de vecteur 3f  et 4f , ce qui nécessite une hypothèse moins forte pour prouver la 

stabilité au sens entrée\état (c.f remarque 1.1 au chapitre 1). 

 

3f  et 4f  s’écrivent alors sous la forme : 
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6.2.1 SYNTHÈSE DE LA COMMANDE PAR L’APPROCHE N°1 

 

Dans le cas d’incertitude sur le débit de fuite  . , l’application de l’approche n°1 sur le 

système (2.19) conduit à la loi de commande suivante: 
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Le système bouclé de la base des erreurs s’écrit selon l’approche n°1: 
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   (2.39) 

 

Le système (2.39) est composé du système (2.27) dont l’origine est globalement 

exponentiellement stable et de perturbations bornées (2.36) et (2.37). D’après le lemme 1.1, il 

est stable au sens entrée/état.  

 

6.2.2 SYNTHÈSE DE LA COMMANDE PAR L’APPROCHE N°2 

 

Dans le cas d’incertitude sur le débit de fuite  . , l’application de l’approche n°2 sur le 

système (2.19) conduit à la loi de commande suivante: 
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Le système bouclé de la base des erreurs s’écrit selon l’approche n°2: 
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(2.41) 

 

De même, le système (2.41) est composé du système (2.30) dont l’origine est globalement 

exponentiellement stable et de perturbations bornées (2.36) et (2.37). D’après le lemme 1.1, il 

est stable au sens entrée/état.  
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6.2.3 RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX 

 

Le but de cette partie est de montrer la robustesse de la commande (2.40). Cette dernière a été 

implémentée sur le vérin électropneumatique en utilisant seulement la valeur nominale du 

débit de fuite à la place de sa fonction polynomiale  .  et en gardant les mêmes gains utilisés 

pour la commande (2.29) qui ne prend pas en compte les incertitudes : 

300,80,40,30  Pavy  . 

 

La figure 2.18.a présente la position mesurée et la position désirée. Le tableau 2.5 résume les 

différentes erreurs en position trouvées en appliquant la loi de commande (2.40) sur le vérin 

électropneumatique. 

 

L’erreur maximale moyenne en position en régime dynamique (mm) 1.36 

L’écart type en régime dynamique (mm) 0.29 

L’erreur moyenne en position en régime statique (mm) 0.09 

L’écart type en régime statique (mm) 0.05 

Tableau 2.5 : Résultats du suivi en position obtenus avec la commande (2.40) 

 

La figure 2.18.c présente la pression mesurée dans la chambre P du vérin et la pression 

désirée. La figure 2.18.d présente cette erreur en pression et le tableau 2.6 la détaille : 

L’erreur maximale moyenne en pression en régime dynamique (bar) 0.04 

L’écart type en régime dynamique (bar) 0.009 

L’erreur moyenne en pression en régime statique (bar) 0.02 

L’écart type en régime statique (bar) 0.016 

Tableau 2.6 : Résultats du suivi en pression obtenus avec la commande (2.40) 

 

Ces résultats obtenus sur un ensemble de 20 essais montrent un bon suivi en position et en 

pression. 
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c\ Pression et pression désirée (Pascal) 
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Figure 2.18 :   Résultats expérimentaux obtenus avec la commande (2.40) 
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6.3 SYNTHÈSE ET EXPÉRIMENTATION DE LA COMMANDE EN POSITION-PRESSION 

AVEC PRISE EN COMPTE DES INCERTITUDES AU NIVEAU DU DÉBIT ET DES 

VARIATIONS DE LA MASSE 

 

Dans ce paragraphe, les fonctions  .  et  .  du débit massique seront considérées connues 

seulement par leurs valeurs nominales 
Nom , 

Nom  et leurs variations maximales 
max

 et 

max
 . De plus, la masse sera variable durant les tests et ne seront utilisées que sa valeur 

nominale NomM  et la valeur max de sa variation maxM . 

 

La masse M et les fonctions  .  et  .  apparaissent dans les champs de vecteurs 3f , 4f  et 

1,3g , 2,3g , 1,4g . Ces derniers s’écrivent sous la forme suivante: 
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et 
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est tel que : 
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6.3.1 SYNTHÈSE DE LA COMMANDE PAR L’APPROCHE N°1 

 

Dans ces conditions, l’application de l’approche n°1 au système (2.19) conduit à la loi de 

commande suivante : 
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Le système bouclé de la base des erreurs s’écrit selon l’approche n°1 : 
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    (2.47) 

 

De manière analogue au cas avec incertitudes au niveau du débit de fuite, le système (2.47) 

est composé du système (2.27) dont l’origine est globalement exponentiellement stable et de 

perturbations bornées (2.45), il est donc stable au sens entrée/état d’après le lemme 1.1. 

 

6.3.2 SYNTHÈSE DE LA COMMANDE PAR L’APPROCHE N°2 

 

Dans ces conditions, l’application de l’approche n°2 au système (2.19) conduit à la loi de 

commande suivante : 

 
 

 
 

       


























































aavyvavayvyyavyd

Nom

v

NomN

NNom

PavyN
N

Nom

Nom

P
P

NompNom

NompN

NP
N

PPd

Nom

p

P
P

Nom

Nom

P

eeeaa
M

b

rTkS

yVM

vp
Tr

S
vp

Tr

S
u

yVS

yVS
u

ep
rTk

yV
vp

Tr

S
u




















0,,,
11

1

(2.48) 

 

Le système bouclé de la base des erreurs s’écrit selon l’approche n°2 : 
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              (2.49) 

 

De même, le système (2.49) est composé du système (2.30) dont l’origine est globalement 

exponentiellement stable et de perturbations bornées (2.45), il est donc stable au sens 

entrée/état d’après le lemme 1.1. 
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6.3.3 RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX 

 

Toujours dans le but de prouver la robustesse de la commande proposée, des variations de 

charges ont été effectuées durant les tests. De plus, la commande est calculée à partir des 

valeurs nominales des fonctions du débit massique. Les gains ont été fixés à :  

300,80,40,15  Pavy  .  

 

Malgré les variations de la masse et la présence d’incertitudes au niveau du débit massique, 

un bon suivi en position et en pression a été obtenu. Des premiers essais à vide ont été 

réalisés, ensuite, une masse de 15kg a été rajoutée. Les figures 2.19.a et 2.20a présentent la 

position mesurée et la position désirée. Les figures 2.19.b et 2.20b présentent l’erreur de la 

position. Le tableau 2.7 résume les différentes erreurs en position pour des essais à vide. 

 

Les figures 2.19.c et 2.20.c présentent la pression mesurée dans la chambre P du vérin et la 

pression désirée. Les figures 2.19.d et 2.20.d présentent cette erreur en pression et le tableau 

2.8 la détaille. 

 

 A vide (M=17 Kg) M=32 kg 

L’erreur maximale moyenne en position en régime 

dynamique (mm) 

1.64 2.4 

L’écart type en régime dynamique (mm) 0.075 0.15 

L’erreur moyenne en position en régime statique (mm) 0.05 0.06 

L’écart type en régime statique (mm) 0.009 0.013 

Tableau 2.7 : Résultats du suivi en position obtenus avec la commande (2.48)  
 

 A vide (M=17 Kg) M=32 kg 

L’erreur maximale moyenne en pression en régime 

dynamique (bar) 

0.04 0.03 

L’écart type en régime dynamique (bar) 0.0019 0.002 

L’erreur moyenne en pression en régime statique (bar) 0.025 0.023 

L’écart type en régime statique (bar) 0.042 0.0037 

Tableau 2.8 : Résultats du suivi en pression obtenus avec la commande (2.48) 
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Figure 2.19 :   Résultats expérimentaux obtenus avec la commande (2.48) à vide 
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Figure 2.20 :   Résultats expérimentaux obtenus avec la commande (2.48) et M=32 kg 
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6.4 ÉTUDE COMPARATIVE DE DIFFÉRENTES STRATÉGIES DE COMMANDES 

 

Afin de compléter le benchmark adopté par l’équipe, le tableau déjà présenté dans les thèses 

de [Brun’99 b] et [Smaoui’04], résumant l’étude de différentes stratégies de commande 

multidimensionnelles appliquées sur le vérin électropneumatique sans prise en compte des 

incertitudes, est complété par les résultats présentés dans ce mémoire (cf. Tableau 2.9). Il 

permet à l’utilisateur de choisir la loi de commande qui répond le mieux à son cahier de 

charges. Les signes + et – dans le tableau désignent que le critère est satisfait respectivement 

peu satisfait. 

 

Commande Erreur en 

suivi de 

trajectoire 

Erreur 

statique 

Complexité 

à synthétiser 

Complexité 

à régler 

Réticence Nombre 

de 

capteurs 

Stabilité globale 

Commande basée sur 

la théorie de la 

platitude 

-- - + + ++ 2 EXPONENTIELLE 

Commande par 

Backstepping 
++ + - + ++ 3 ASYMPTOTIQUE 

Commande par Mode 

Glissant d’ordre 1 
+ + - + -- 3 ASYMPTOTIQUE 

Commande par Mode 

Glissant d’ordre 

supérieur 

+ + - - - 3 ASYMPTOTIQUE 

Commande basée sur 

la théorie de l’approche 

n°1 

++ + - + + 3 EXPONENTIELLE 

Commande basée sur 

la théorie de l’approche 

n°2 

++ + + ++ + 3 EXPONENTIELLE 

Tableau 2.9 : Etude comparative de différentes stratégies de commande 

 

Cependant, le tableau 2.9 complète le benchmark seulement dans le cas de la commande 

multidimensionnelle, bien que des essais expérimentaux ont été effectués en 

monodimensionnel avec une commande en suivi de position. En effet, cette partie du travail 

de la thèse ne sera introduite que dans le chapitre suivant pour la raison suivante : 

 

En supposant que les deux servodistributeurs soient pilotés avec une source de pression 

commune et une commande de signe opposé : 








uu

uu

N

P
, le modèle de commande du 

système électropneumatique s’écrit sous la forme suivante : 
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                                   (2.50) 

 

Avec dans ce cas:  

  

  







up

up

NN

PP

sgn,

sgn,




 

   (2.51) 

 

Le choix de la sortie « y », position du vérin, conduit à un degré relatif égal à 3 et donc à une 

dynamique interne de dimension 1. Afin de pouvoir utiliser les résultats du §5 du chapitre 1, 

évitant ainsi de démonter la stabilité globale du point d’équilibre de la dynamique interne, il 

faut trouver un difféomorphisme qui permet d’écrire le système sous la forme (1.82). Ce qui 

revient à rechercher une quatrième composante (afin d’obtenir le difféomorphisme 

 Tff zyLyLy 4

2
) telle que : 

yzgzfz )()( 444       (2.52) 

Ceci reste un problème ouvert. 

 

7. CONCLUSION 

 

Dans ce chapitre le banc d’essai électropneumatique présent au Centre d’Essais Fluid Power 

du Laboratoire Ampère à l’INSA de Lyon a d’abord été présenté. Ensuite un modèle 

mathématique global de l’axe électropneumatique a été développé pour la simulation. Ce 

modèle a servi à tester et à prérégler les gains des différentes lois de commande, avant 

l’implantation sur le procédé expérimental. Un modèle de commande a ensuite été proposé en 

utilisant certaines hypothèses supplémentaires et en approximant par des polynômes les 

caractéristiques statiques de l’étage en débit du servodistributeur, afin d’obtenir un modèle 

non linéaire affine en la commande. Ensuite, les deux approches de commandes en suivi de 

trajectoire, présentées au chapitre 1, ont été appliquées sur le vérin électropneumatique.  
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La robustesse des lois de commande proposées a été vérifiée en prenant en compte des 

incertitudes au niveau du débit massique et des variations de la masse durant les tests, 

évidemment sans changer les paramètres de réglage. Les résultats expérimentaux ont été 

exposés et analysés.  

 

Ce travail a enrichi le benchmark de l’ensemble des travaux du groupe « Automatique, 

Commande et Mécatronique » et permis de compléter le tableau comparatif des commandes 

multidimensionnelles implantées sur le vérin dans les mêmes conditions.  

 

Durant tous les résultats expérimentaux présentés dans ce chapitre, le phénomène de 

redécollage du vérin électropneumatique en régime statique a été observé. Ce problème a 

aussi été observé avec toutes les commandes déjà implémentées sur le système. Le chapitre 

suivant fera donc l’objet de l’étude de ce phénomène et proposera une solution à ce problème. 
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1. INTRODUCTION 

 

Le phénomène de redécollage d’un vérin électropneumatique s’apparente au phénomène de 

« stick-slip » (ou « collé-glissé ») bien connu des mécaniciens (tribologie, sismologie,…) qui 

se présente sous un mouvement de secousses spontanées et saccadées. 

 

Sans entrer dans les détails mathématiques (ce qui sera fait au §2 de ce chapitre), ce 

phénomène qui peut apparaître quel que soit le type de loi de commande utilisée (linéaire ou 

non linéaire, mono ou multidimensionnelle) s’explique qualitativement par le fait que l’effort 

moteur du vérin ( NNPP pSpS   ou pS   pour un vérin sans tige) est issu des deux 

dynamiques qui sont en parallèles dans les régimes statiques des trajectoires de référence en 

position. Ainsi, le vérin électropneumatique peut atteindre un équilibre partiel (c’est-à-dire 

stopyy   , 0v  et 0a  : le système est à l’arrêt) alors que les pressions n’ont pas atteint 

leurs points d’équilibre. Dans ce cas, l’effort dû à ces variations de pression peut devenir 

supérieur aux forces de frottement de stiction (issu des forces de frottements secs  vFf ). Le 

vérin qui était immobile, va donc de nouveau bouger (cf. courbes 2.17, 2.18 et 2.19 du 

chapitre 2), et l’erreur en position va s’accroître et la commande va avoir tendance à ramener 

le vérin dans sa position précédente. Le phénomène peut évidemment se reproduire. 

 

Le phénomène de redécollage est un inconvénient industriel moyen pour le développement de 

la technologie pneumatique. Cependant, il n'y a pas de travaux scientifiques dans la littérature 

qui présentent une solution pouvant être généralisée à tous les processus hydrauliques et 

pneumatiques pour éliminer ce phénomène. Seules quelques solutions spécifiques qui peuvent 

être qualifiées d’empiriques ont été testées dans des contextes particuliers pour réduire ce 

phénomène. Quelques exemples sont cités : Control Engineering Staff [Control Engineering 

Staff’03] ont proposé une amélioration technologique en développant des valves spécifiques. 

Ming-Chang et al. [Ming-Chang’95] ont utilisé des lois de commande spécifiques pour 

réduire l'effet du frottement dans les applications électropneumatique en utilisant des lois de 

commande avec un suivi de trajectoire en vitesse et en accélération.  Hamiti  et al. 

[Hamiti’96] ont pu faire face au problème causé par les frottements secs dans un système 

pneumatique et proposé une méthode visant à limiter et à éliminer de façon progressive l'effet 

de stiction en diminuant le gain intégral des contrôleurs PI. Pai et al. Hägglund [Hägglund’02] 

a présenté une procédure qui compense les forces de frottement de Stiction dans les vannes 

pneumatique en ajoutant des impulsions au signal de commande. Renn et al. [Renn’04] ont 
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proposé un contrôleur floue-mode glissant à faible vitesse de rotation d'un moteur servo-

pneumatique.  

 

Le plan de ce chapitre est le suivant : tout d’abord les conditions d’existence du phénomène 

de redécollage des systèmes électropneumatiques seront synthétisées. Puis, une solution sera 

proposée afin d’éviter ce problème. Enfin cette solution sera appliquée sur le vérin 

électropneumatique.  

 

2. CONDITIONS D’EXISTENCE DU PHÉNOMÈNE DE REDÉCOLLAGE 

 

Durant le régime statique, un système électropneumatique doit atteindre son équilibre 

mécanique et son équilibre pneumatique. L’équilibre mécanique peut être défini par une 

vitesse nulle. L’équilibre pneumatique est atteint quand les pressions dans les chambres du 

vérin sont constantes. Ainsi, si cette dernière condition n’est pas satisfaite, c'est-à-dire que les 

pressions continuent à évoluer, alors que le système est à l’arrêt, le phénomène de redécollage 

peut être observé. Brun et al. [Brun’05] ont présenté les conditions nécessaires et suffisantes 

pour ne pas avoir le phénomène de redécollage et donné une estimation du moment de 

redécollage, si les conditions ne sont pas satisfaites. 

 

Un système électropneumatique à l’équilibre mécanique satisfait ces conditions : 









0

0

v

v
 

(3.1) 

  

d’où d’après l’équation différentielle de la vitesse dans le modèle (2.19), les forces de 

frottements secs à vitesse nulle sont égales à : 

   extNNPPf FpSpSF 0  (3.2) 

 

et d’après le modèle (2.8) les forces de frottements secs (cf. figure 3.1), à vitesse nulle, sont 

égales à : 

  )sign(FF Sf 00    (3.3) 

 

où la fonction « sign » est définie comme suit : 















1)(0

1)(10

1)(0

vsignvsi

vsignvsi

vsignvsi

 

      

(3.4) 
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Figure 3.1 : Loi d’évolution du modèle des frottements secs 

 

Note 3.1 : Par souci de généralité, les courbes présentées au §2 et au §3 de ce chapitre sont proposées avec des 

axes volontairement non gradués. Évidemment, celles proposées lors de l’application sur le vérin au §4 et au §5 

possèdent des graduations.  

 

Dans la figure 3.1, apparaissent quatre paramètres 

SF , 

SF , 

CF  et 

CF qui représentent 

respectivement les valeurs des forces de frottements de Stiction pour v<0  et v>0 et les 

valeurs des forces de frottements de de Coulomb pour v<0  et v>0. Expérimentalement, ces 

valeurs ne sont pas forcément symétriques et présentent des fluctuations dues à 

l’environnement, à la durée des essais, au vieillissement de l’actionneur,… 

  

En prenant en compte les équations (3.1) à (3.4), le phénomène de redécollage n’aura pas lieu 

(cf. figure 3.2 et 3.3), si cette condition est satisfaite : 

 

extSNNPPextS

SfS

FFpSpSFF

FFF






 0
 

(3.5) 

 

Ainsi, si durant le régime statique, l’évolution de PP pS  en fonction de NN pS  dépasse la zone 

limitée par 
extS FF   et 

extS FF  , le phénomène de redécollage est observé. 

 

Les figures 3.2 et 3.3 représentent l’évolution des pressions durant le régime statique dans le 

plan  NNPP pSpS , , avec tstop désigne l’instant dans lequel le système a atteint son équilibre 

mécanique.  
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Figure 3.2 : Phénomène de redécollage 
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Figure 3.3 : Pas de phénomène de redécollage 

 

3. PROPOSITION D’UNE SOLUTION AU PHÉNOMÈNE DE REDÉCOLLAGE DES SYSTÈMES 

ÉLECTROPNEUMATIQUES 

 

L’idée de base de la solution proposée pour remédier au phénomène de redécollage des 

systèmes électropneumatiques est de maintenir les pressions des chambres du vérin constantes 

durant le régime statique. Pour cela, durant le régime dynamique, le système est commandé en 

suivi de trajectoire en position dans le cas d’une commande monodimensionnelle en position, 

et commandé en suivi de trajectoire en position et pression d’une chambre dans le cas d’une 

commande multidimensionnelle en position – pression. Durant le régime statique, le système 

en boucle fermée (avec une commande mono ou multidimensionnelle) commute vers un autre 

système bouclé qui consiste en deux régulations de pressions dans les chambres du vérin. 
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La figure 3.4 illustre la solution proposée dans le cas de l’existence du phénomène de 

redécollage avec une loi de commande monodimensionnelle : 
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Figure 3.4 : Commutation entre les deux lois de commande (position/pressions)  

 

 

La figure 3.5 illustre la solution proposée dans le cas de l’existence du phénomène de 

redécollage avec une loi de commande multidimensionnelle : 
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Figure 3.5 : Commutation entre les deux lois de commande (position-pression/pressions) 
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Quels sont donc les critères de commutations entre les deux lois de commandes et comment 

seront calculées les valeurs des pressions désirées durant le régime statique de la trajectoire 

désirée en position ? Les paragraphes suivants, proposent une réponse à ces deux 

interrogations.  

 

3.1 CRITÈRES DE COMMUTATION  

 

Les critères de commutation choisis entre les deux lois de commande reposent sur l’erreur en 

position et l’évolution de la vitesse. En effet, si les trois conditions (c1, c2 et c3), décrites dans 

ce qui suit, sont toutes satisfaites alors le système est commandé en régulation de pressions. 

Sinon, si au moins l’une des conditions n’est pas satisfaite, le système est commandé en suivi 

de trajectoire en position (dans le cas de la commande monodimensionnelle) ou en suivi de 

trajectoire en position et une pression (dans le cas de la commande multidimensionnelle). 

 

c1- 0dv : la vitesse désirée est nulle. 

c2- 1 stopyy : l’erreur en position durant le régime statique est inférieure à une 

certaine valeur 1  très faible et fixée à l’avance, avec stopy désigne la valeur désirée de la 

trajectoire en position dans les phases statiques.  

c3- 
2v  : la vitesse est inférieure à une certaine valeur 2  très faible.  

   

Pourquoi ce choix de critères et quelles sont leurs contributions respectives ?  

 

Le premier critère « c1 » : 0dv  vérifie que la trajectoire désirée de la position est en régime 

statique et donc stopd yy  . Le deuxième critère « c2 » : 1 stopyy , bien qu’il teste une 

erreur faible en position et donc stopyy   à un instant t, il n’assure pas que la position 

demeure à la même valeur à  tt   (avec t  un pas d’échantillonnage) . D’où la nécessité de 

rajouter le troisième critère « c3 » : 
2v , afin de vérifier que la vitesse est très faible voire 

nulle et donc que le système est à l’arrêt.  

 

La figure 3.6 explicite le besoin d’ajouter ce troisième critère et illustre le cas où le système 

peut être en régime statique avec une erreur en position très faible (satisfaisant les deux 

premiers critères « c1 » et « c2 ») mais une vitesse assez grande (ne satisfaisant pas le 

troisième critère « c3 »). Autrement dit, le système peut être considéré en régime stationnaire 

à cet instant alors qu’il ne l’est pas. 
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Figure 3.6 : Explication graphique de la nécessité du critère « c3 » 

 

Si les trois critères sont satisfaits et donc le système va être commandé en deux régulations de 

pressions, quelles sont les valeurs désirées des consignes de ces régulations ? le paragraphe 

suivant explique la stratégie proposée afin d’obtenir ces valeurs.  

 

3.2 PRESSIONS DÉSIRÉES DURANT LE RÉGIME STATIQUE 

 

Initialement les valeurs des pressions désirées Pdp et Ndp  pour les régulations de pressions 

sont fixées aux valeurs des pressions dans les chambres quand le système est au repos. 

Ensuite, à chaque commutation vers les régulations de pressions, les consignes des pressions 

sont les valeurs des pressions 
sto pPp  et 

sto pNp dans les chambres du vérin au moment de la 

commutation. Ces valeurs de consignes sont évidemment maintenues constantes durant 

chaque régime statique correspondant. 

 

3.3 PRÉSENTATION GLOBALE DE LA STRATÉGIE PROPOSÉE 

 

La figure 3.7 résume la méthode utilisée pour la commutation des lois de commandes pour 

éviter le phénomène de redécollage du vérin électropneumatique (sur cette figure les courbes 

des pressions désirées sont présentées dans le cas d’une commande monodimensionnelle en 

suivi de position). 

      

 



CHAPITRE 3 : PHÉNOMÈNE DU REDÉCOLLAGE DU VÉRIN ÉLECTROPNEUMATIQUE                  

 

113 

 

Temps (s)

P
o
si

ti
o
n

 e
t 

p
o
si

ti
o
n

 d
és

ir
ée

 (
m

)

 

 

Position 

Position désirée

Instant de commutation vers les régulations de pressions

|y-y
stop

|<  
1

|y-y
stop

|<  
1

|y-y
stop

|<  
1

|y-y
stop

|<  
1

0

Temps (s)

V
it

e
ss

e
 d

é
si

r
é
e
 (

m
/s

)

 

 

Vitesse désirée 

Instant de commutation vers les régulations de pressions

v
d
= 0 

et 
|v|<  

2

v
d
= 0 

et 
|v|<  

2

v
d
= 0 

et 
|v|<  

2

v
d
= 0 

et 
|v|<  

2

Temps (s)

P
re

s
s
io

n
s
 p

(.
) (

P
a
s
c
a
l)

 

 

p
P

p
N

Instant de commutation vers les régulations de pressions

p
stop

(.)
= p

(.)

p
stop

(.)
= p

(.)

p
stop

(.)
= p

(.)

p
stop

(.)
= p

(.)

Temps (s)

P
re

s
s
io

n
s
 d

é
s
ir

é
e
s
 p

P
d
 e

t 
p

N
d
 (

P
a
s
c
a
l)

 

 

p
Pd

p
Nd

Instant de commutation vers les régulations de pressions

p
(.)d

= p
(.)stop

p
(.)d

= p
(.)stop

p
(.)d

= p
(.)stop

p
(.)d

= p
(.)équilibre

p
(.)d

= p
(.)stop

 

Figure 3.7 : Stratégie proposée   
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4. MISE EN ŒUVRE DE LA STRATÉGIE PROPOSÉE 

 

Le phénomène de redécollage a été observé avec toutes les commandes mono et 

multidimensionnelles déjà appliquées sur le vérin électropneumatique : avec la commande 

linéarisante [Brun’99 b], la commande basée sur la théorie de la platitude [Brun’99 b], la 

commande par la technique du backstepping [Smaoui’06], la commande par la technique du 

mode glissant [Bouri’01] [Laghrouche’06] [Smaoui’08].  

 

4.1 ÉTUDE DANS LE CAS D’UNE COMMANDE MONODIMENSIONNELLE EN SUIVI DE 

POSITION  

 

Le phénomène de redécollage existe lors de l’implantation des commandes proposées au 

§4.1.1 et §4.2.1 du chapitre 1. Le paragraphe suivant ne développe que l’approche du §4.2.1. 

 

4.1.1 EXISTENCE DU PHÉNOMÈNE DE REDÉCOLLAGE 

 

Afin d’appliquer l’une des approches précitées sur le vérin électropneumatique, une mise en 

forme du modèle (2.50) est nécessaire.  

Suite au difféomorphisme  TPff pyLyLy 2
, le modèle s’écrit sous la forme suivante : 
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Le but de la commande étant un suivi en position une base d’erreur entre la position, la 

vitesse, l’accélération et leurs trajectoires désirées est crée : 
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(3.7) 
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L’application de l’approche n°2 (cf. §4.2 du chapitre 1) sur le système (3.6) conduit à la loi de 

commande suivante : 
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avec : 

0,, 
















yva

yvaa

yvyavav

yvay

K

K
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(3.9) 

  

Note 3.1 les termes apparaissant aux dénominateurs de la loi de commande (3.8) ne sont jamais nuls vu que 

   yyV  ,0.  (cf. chapitre 2 §3.2) et   p ,0. (cf. chapitre 2 §5.2). 

 

 Comme indiqué au chapitre 2, les résultats théoriques proposés au §4 du chapitre pour ce 

modèle possédant une dynamique interne de dimension 1 seraient applicables à condition de 

trouver une quatrième composante du difféomorphisme  Tff zyLyLy 4

2
 vérifiant une 

équation différentielle du même type que dans le modèle (1.82) (cf. §5 du chapitre 1). Cette 

recherche ayant été infructueuse, une étude de la stabilité du point d’équilibre de la 

dynamique en pP du modèle (3.6) a été faite. Il faut conclure que la stabilité globale du point 

d’équilibre de la dynamique résiduelle reste un problème ouvert [Hildebrandt’05]. Seule la 

stabilité locale de ce point d’équilibre a été prouvée dans [Brun’99 a]. 

 

L’implantation de la commande (3.8) sur le vérin électropneumatique nécessite le réglage de 

3 gains qui doivent être strictement positifs. Afin d’assurer une erreur en position aussi faible 

que possible, ces gains ont été fixé comme suit : 80,40,30  avy  . 
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Figure 3.8 :   Résultats expérimentaux obtenus avec la commande en position (3.8) 

 

La figure 3.8 montre le phénomène de redécollage du vérin durant le régime statique. En 

effet, quand le système est à l’arrêt, les pressions continuent à évoluer jusqu’à ce que  

« NNPP pSpS   »  dépasse la zone délimitée par extS FF    et extS FF   , ce qui provoque le 

redécollage. Ce phénomène est observé sur toutes les courbes de la figure 3.8 à st 3 , 

st 4,5 et st 2,6 .  
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4.1.2 APPLICATION DE LA SOLUTION POUR ÉVITER LE REDÉCOLLAGE 

 

L’application de la solution proposée dans le paragraphe 3 sur le modèle (3.6) du vérin 

électropneumatique consiste à commander le système en position avec la loi de commande 

(3.8) durant le régime dynamique, et quand les trois critères (décrits dans le §3.1) sont 

satisfaits, à commuter vers deux régulations de pression durant le régime statique afin de 

maintenir les pressions constantes et égales aux pressions dans les chambres du vérin au 

moment de la commutation (cf. §3.2). 

 

Pour la régulation en pressions, la méthode classique de commande non linéaire linéarisante 

[Isidori’81] est utilisée. Durant le régime statique, quand le système atteint l’équilibre 

mécanique, le modèle du vérin électropneumatique s’écrit : 
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(3.10) 

 

Où les deux pressions Pp  et Np  représentent les sorties du système et : 
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Le but de la commande étant dans cette phase une régulation de pression, une base d’erreur, 

entre les pressions et leurs valeurs désirées, est créée : 
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(3.12) 
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Le choix des lois de commande : 
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(3.13) 

 

permet d’écrire: 

 








NpN

PpP

eke

eke

N

P




 

 (3.14) 

 

Ainsi, tant que 
Ppk  et 

Npk  sont strictement positifs, Pe  et Ne  convergent exponentiellement 

vers zéro. 

 

L’implantation des lois de commandes (3.8) et (3.13) en commutation sur le vérin 

électropneumatique nécessite le réglage de cinq gains. Les gains correspondant à la loi de 

commande (3.8) du régime dynamique n’ont pas été modifiés : 80,40,30  avy  . 

Les gains correspondant à la loi de commande (3.13) du régime statique ont été choisis 

comme suit : 300,300 
NP pp kk  afin d’assurer une bonne régulation de pressions. 

 

La figure 3.8 résume les résultats expérimentaux et montre bien que le phénomène de 

redécollage a été évité. En effet, les pressions pP et pN dans les chambres du vérin qui 

continuaient à évoluer durant le régime statique (cf. figure 3.8.c) avec la commande (3.8) sont 

devenues constantes (cf. figures 3.9.c et 3.9.d) avec la commande (3.13). Ce qui a évité à 

« NNPP pSpS   »  de dépasser la zone de non redécollage limitée par 
extS FF    et 

extS FF    (cf. figure 3.9.g) durant le régime statique. 

 

Cependant, une légère dégradation de 0.05 mm dans les performances en suivi de trajectoire 

en position durant le régime statique a été constatée. En effet, l’erreur moyenne en position 

durant le régime statique était de 0.13 mm (cf. figure 3.8. b) avec la commande (3.89) en suivi 

de trajectoire de position. Cette erreur est égale à 0.18 mm (cf. figure 3.9. b) avec l’utilisation 

des lois de commande en commutation. Ceci est expliqué par le fait qu’au moment du 

redécollage, le vérin va bouger et donc l’erreur en position peut croître ou décroître 

légèrement. Dans le deuxième cas, la valeur moyenne en erreur est évidemment plus faible.  
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Figure 3.9 :   Résultats expérimentaux obtenus  
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4.2 ÉTUDE DANS LE CAS D’UNE COMMANDE MULTIDIMENSIONNELLE EN SUIVI DE 

POSITION-PRESSION 

 

Dans le chapitre 2, le phénomène de redécollage a bien été observé même avec une 

commande multidimensionnelle en suivi de trajectoire en position-pression (cf. figures 2.17 à 

2.19). En effet, même si une des deux pressions est constante durant le régime statique l’autre 

pression continue à évoluer, ce qui peut causer le phénomène de redécollage du vérin. De ce 

fait, le paragraphe suivant montre que la solution proposée au paragraphe 3 pour éviter ce 

phénomène doit aussi être utilisée avec une commande multidimensionnelle.   

 

Ainsi si les trois critères décrits aux §3.1 sont satisfaits, les régulations de pressions (3.13) 

dans les deux chambres P et N du vérin sont appliquées et les pressions désirées sont choisies 

telles que définies dans le §3.2. Sinon, si au moins un des trois critères n’est pas satisfait, la 

commande (2.29) (cf. §6.1.2 du chapitre 2) en suivi de trajectoire en position et pression de la 

chambre P est appliquée.   

 

L’implantation des lois de commande en commutation sur le vérin électropneumatique 

nécessite le réglage de six gains : les quatre gains correspondants à la loi de commande (2.29) 

en position-pression dans la chambre P ont les mêmes valeurs utilisées au §6.1.3 du chapitre 

2 : 300,80,40,30  Pavy  . Les gains correspondants aux régulations de 

pressions (3.13) des deux chambres P et N dans le vérin ont été choisis comme suit : 

300,300 
NP pp kk . 

 

La figure 3.10 résume les résultats expérimentaux obtenus et montre que la solution proposée 

dans ce chapitre, afin d’éviter le phénomène de redécollage, est aussi valable pour les 

commandes multidimensionnelles. 
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Figure 3.10 :   Résultats expérimentaux obtenus  
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La figure 3.10.c présente l’évolution de la pression chambre P et sa trajectoire désirée dans le 

régime dynamique et statique. Durant le régime dynamique la trajectoire de la pression 

désirée dans la chambre P est celle utilisée au chapitre 2 (cf. figure 2.16). Durant le régime 

statique, ou plus précisément, durant la régulation de pression, la valeur de la pression désirée 

est la valeur de la pression dans la chambre P du vérin au moment de la commutation. 

 

La figure 3.10.d présente l’évolution de la pression dans la chambre N du vérin et ses valeurs 

désirées durant le régime statique. En effet, la pression de la chambre N n’est commandée que 

durant le régime stationnaire. Et de manière analogue aux pressions désirées de la chambre P, 

les valeurs désirées des pressions de la chambre N sont les valeurs de la pression au moment 

de la commutation vers une régulation de pressions. 

 

Ainsi les figures 3.10.c et 3.10.d montrent bien que les pressions se sont stabilisées durant les 

régimes statiques et donc le système reste à chaque régime stationnaire à l’équilibre 

pneumatique en plus de l’équilibre mécanique (arrêt du système), ce qui évite l’apparition du 

phénomène de redécollage. 

 

La figure 3.10.b présente l’erreur entre la position et sa trajectoire désirée. L’erreur moyenne 

durant le régime statique est de l’ordre de 0.02 mm alors que elle était de 0.11 mm avec la 

commande (2.29) en suivi de position et pression de la chambre P. Une légère amélioration a 

donc été constatée. Ceci s’explique par le fait que le phénomène de redécollage a été évité et 

donc la variation de l’erreur a été évitée.  

 

5. CONCLUSION 

 

Le phénomène de redécollage a été observé avec toutes les commandes mono et 

multidimensionnelles en suivi de position appliquées sur le vérin électropneumatique. Il s’agit 

d’un mouvement saccadé du vérin lors des phases stationnaires des trajectoires. Ce 

mouvement est lié à la fois à la présence des forces de frottements secs et aux pressions dans 

les chambres du vérin qui continuent à évoluer.   

 

Dans ce chapitre, les conditions d’existence du phénomène de redécollage ont d’abord été 

identifiées. Ensuite, une solution à ce problème a été proposée. Elle se résume en une 

commutation d’une commande en position en régime dynamique vers une régulation de 

pressions dans les chambres du vérin, quand le système atteint l’équilibre mécanique.  
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Les critères de commutations reposent sur l’erreur en position et l’évolution de la vitesse. Les 

valeurs des consignes des régulations de pressions sont égales aux valeurs des pressions dans 

les chambres du vérin au moment de la commutation. 

  

Cette solution a été implémentée sur le vérin électropneumatique. Les résultats expérimentaux 

ont été très satisfaisants et ont bien montré le bien fondé de l’ensemble de la stratégie.  
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CONCLUSION GÉNÉRALE 

 

 

Le travail présenté se situe dans la continuité des activités du groupe « Automatique, 

Commande et Mécatronique » du Laboratoire Ampère concernant l’étude et la mise en œuvre 

des commandes « modernes » sur les systèmes à fluide sous pression. Ainsi, l’équipe s’est 

fixée comme objectif une comparaison sous forme de benchmark global, alliant critiques des 

performances obtenues et bilan économique, d’un grand nombre de commandes. Ceci 

explique que le chapitre 2 se termine par une extension du tableau comparatif proposé dans 

les thèses de Brun [Brun’99] et Smaoui [Smaoui’04]. 

 

Cependant, le modèle multidimensionnel du vérin écrit sous forme « semi strict feedback » a 

suscité un approfondissement des travaux de recherche concernant la synthèse de lois de 

commandes non linéaires robustes des systèmes « strict feedback » généraux. Ainsi, deux 

approches directes ont été développées pour l’élaboration de lois de commandes continues en 

suivi de trajectoire. L’étude de la stabilité exponentielle globale du point d’équilibre a été 

prouvée pour le système nominal. La preuve de la stabilité au sens entrée bornée / état borné 

(ISS) dans le cas de présence de variations paramétriques ou de dynamiques mal modélisées, 

a également été proposée. Ces deux approches sont valables pour la classe de systèmes mono 

et multidimensionnels qui peuvent se mettre sous la forme « strict feedback » sans dynamique 

interne respectivement « semi strict feedback » sans dynamique interne. Cette dernière forme 

est assez particulière du fait que les équations différentielles ne dépendant que des états sont 

sous la forme triangulaire supérieure en les états, les équations différentielles contenant les 

entrées de commande sont sous la forme triangulaire inférieure en les entrées de commande et 

les équations des sorties sont aussi sous la forme triangulaire en les états désirés. 

  

De plus, une solution pour le problème du suivi de trajectoire pour les systèmes non linéaires 

monodimensionnels sous forme « strict feedback » avec une dynamique interne a été 

proposée. Cette solution a tout d’abord été développée dans le cas de dynamique interne de 

dimension 1, puis dans le cas des dynamiques internes sous forme « strict feedback ».  

 

 

 

 

 

 

 

 



127 

 

Avant la mise en œuvre pratique sur le vérin électropneumatique du Centre d'Essai Fluid 

Power du Laboratoire Ampère, la co-simulation a été utilisée. Ainsi, le modèle physique du 

système électropneumatique a été développé au moyen du logiciel AMESim (LMS Imagine) 

et les commandes ont été implémentées sur le logiciel Simulink. Des essais réels ont ensuite 

été effectués sur le vérin électropneumatique et ont permis de compléter le benchmark de 

l’ensemble des travaux de l’équipe. Une partie de ces travaux a fait l'objet d’un premier papier 

au Fluid Power Net International 2008, puis d’un second au World Congress IFAC 2008 et 

d’un troisième au IEEE 6th International Multi-Conference on Systems, Signals and Devices 

2009. Sur proposition du comité scientifique de ce congrès, une extension de cette dernière 

communication a été réalisée et publiée en 2010 dans la revue Transactions on Systems, 

Signals and Devices”  (Issues on Systems, Analysis & Automatic Control), SHAKER-

VERLAG. 

 

Il faut noter que dans cette partie du travail, le modèle de commande monodimensionnel du 

vérin électropneumatique n’a pas été utilisé. En effet, il possède une dynamique interne de 

dimension 1, mais aucun difféomorphisme n’a été trouvé afin de mettre le système sous la 

forme « strict feedback » avec une dynamique interne pour laquelle la synthèse d’une loi de 

commande a été proposée. Ceci est une première perspective qu’ouvre ce travail. 

 

Ensuite, un problème rencontré par le groupe depuis de nombreuses années mais non résolu a 

été abordé. Ce problème concerne toutes les commandes mono et multidimensionnelles 

développées dans le laboratoire (retour d’état sur linéarisé tangent, backstepping, mode 

glissant,…) et se traduit par le redécollage du vérin électropneumatique du fait que le système 

atteint l’équilibre mécanique alors que l’équilibre pneumatique n’est pas obtenu. Autrement 

dit, comme les températures des chambres ne sont pas stabilisées, les pressions continuent à 

évoluer alors que la position est en régime statique.  

 

L’idée est alors d’utiliser une commande en position pour le suivi de trajectoire et si celui si 

comporte des phases statiques, de commuter sur deux régulations de pressions pendant cette 

phase. Les critères de commutation choisis entre ces deux lois de commande reposent sur un 

écart entre la position désirée et la position réelle, inférieur à une valeur fixée à l’avance, 

durant le régime statique (vitesse désirée nulle) et sur l’évolution de la vitesse du vérin, 

inférieure à une valeur très faible et fixée aussi à l’avance et toujours en régime stationnaire.  
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Les consignes de pressions sont initialement les valeurs de pressions dans les chambres 

lorsque le vérin est au repos, puis sont actualisées à chaque commutation. Cette technique a 

été mise en œuvre en co-simulation puis appliquée sur le vérin électropneumatique. Des 

résultats satisfaisants ont ainsi été obtenus. Cette partie du travail a fait l’objet d’une 

soumission d’un article à International Journal of Fluid Power. 

 

Cependant, une étude approfondie de la commutation des lois de commandes n’a pas été faite 

dans ce travail et en particulier l’effet « Zeno » [Liberzon’03] n’a pas été étudié. Ceci fait 

aussi l’objet de perspectives de recherche. 
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ANNEXE 1 : LES DIFFÉRENTES FORMES « NORMALES »  

 

Cette annexe se présente comme un résumé bibliographique non exhaustif des différentes 

formes « normales » rencontrées dans la littérature. Il s’agit essentiellement de situer les 

formes « strict feedback » mono et multi dimensionnelles utilisées au chapitre 1 par rapport à 

ces formes « normales ».  

 

HYPOTHÈSES:  

Pour toutes les formes normales présentées ci-dessous, seuls les systèmes non linéaires 

monodimensionnels sous la forme affine en la commande sont considérés. Ils sont du type : 









)(

)()(

xhy

uxgxfx
 

(A1.1) 

avec nRx , u  et Ry . Les champs de vecteurs  f  et  g  sont lipchitziens. Ces mêmes 

champs de vecteurs et la fonction  h  sont suffisamment dérivables. Dans tous les cas, 

l’origine est le point d’équilibre du système A1.1 et le degré relatif de ce même système sera 

noté n . 

 

FORME NORMALE LOCALE:  

Historiquement (et inspiré du « linéaire ») la première forme appelée forme normale locale a 

été la forme dite d’Isidori (cf [Isidori’89]).  

A partir du difféomorphisme : 
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Et en considérant 0)( 



xg

x


,  n1  , le système initial (A1.1) s’écrit sous la 

forme : 
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(A1.4) 

 

Cette forme (A1.4) est clairement locale (en effet, il peut exister soit  une sous-variété pour 

laquelle l’expression )(1 xhLL fg

  qui définie le degré relatif   est nulle, soit une sous-variété 

pour laquelle le déterminant de la matrice Jacobienne du difféomorphisme s’annule). 

 

FORME NORMALE GLOBALE:  

En 1991, Byrnes et Isidori donne une caractérisation complète des systèmes non linéaires, 

sous la forme affine en la commande, pour lesquels une forme normale dite globale (voir 

corollaire 5.7 de [Byrnes’91 b]) peut être définie : 
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(A1.5) 

 

Dans (A1.5) seul 1z  apparaît dans   . Ce travail a servi de base à de nombreux travaux sur la 

stabilisation par retour de sortie où de nombreux auteurs par exemple [Kanellakopoulos’91], 

[Marino’91],… utilisent des « variantes » de cette forme normale avec des hypothèses 

supplémentaires sur les champs de vecteurs et/ou des hypothèses de minimum de phase. 
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FORME STRICTEMENT NORMALE 

Récemment une autre « variante » de cette forme normale a permis de résoudre (avec des 

hypothèses plus ou moins « relaxées » sur les champs de vecteurs) la stabilisation par retour 

de sortie sans l’hypothèse de minimum de phase [Karagiannis’05], [Marino’05], 

[Andrieu’08]. Cette forme dite forme strictement normale s’écrit sous la forme : 
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(A1.6) 

Dans (A1.6) seul 1z  apparaît dans G . 

Egalement des variantes de cette « strict normal form » sont apparues, par exemple Andrieu et 

Praly [Andrieu’08] utilisent la forme particulière: 
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(A1.7) 

 avec les 0ia .  

Dans le même article, [Andrieu’08] considère la dynamique résiduelle en z  écrite sous forme 

« strict feedback ». On notera donc que la seule différence avec la « strict feedback form » 

avec dynamique résiduelle (1.106 utilisée au chapitre 1) (les hypothèses 0ia  étant vérifiées 

dans les deux cas) soit le fait que dans a  seul 1z  intervient. 

D’AUTRES FORMES 

Il convient également de citer un cas particulier des deux premières formes normales utilisées 

par [Byrnes’91 a] et reprises dans les travaux de [Travieso-Torres’06] et [Travieso-

Torres’07]. 

Soit le système : 
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avec nRx , u  et Ry . Le degré relatif de (A1.8) est alors n1 . L’origine est 

considérée comme point d’équilibre du système non commandé (soit 0)0( f  et 0)0( h ). 

Du fait que 1  (ou )1,...,111(  dans les papiers cités car l’étude est présentée en 

multidimensionnel), la forme normale locale et globale sont identiques et peuvent s’écrire 

sous la forme : 
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(A1.9) 

avec 0G , zz  ,1
. 

 

(A1.9) est alors ré-écrit (moyennant une hypothèse) sous la forme : 
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(A1.10) 

avec 0G , zz  ,1
 et ),0(  zQz   dynamique des zéros. 

Avec cette forme et en supposant que la dynamique des zéros soit globalement « weakly 

minimum phase » (i.e. 0W  et propre telle que 0WLQ
), Byrnes, Isidori et Willems 

[Byrnes’91 a] concluent à l’existence d’un feedback continu stabilisant le point d’équilibre. 

On rappelle que les travaux de [Travieso-Torres’06] et [Travieso-Torres’07] sont une 

extension des travaux précédents au cas du suivi de trajectoire de sortie avec l’hypothèse 

locale de «tracking weakly minimum phase». 
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ANNEXE 2 : STABILITÉ EXPONENTIELLE  

 

THEOREME [KHALIL’02]:  

Soit 0x
 
un point d’équilibre de )(xfx   et nD   un domaine contenant 0x . Soient 

DV :  une fonction 1C , et 321 ,,, kkka  des constantes strictement positives telles 

que Dx : 

  
aa

xkxVxk 21   (A2.1) 

   
a

f xkxVLxV 3  (A2.2) 

Alors 0x
 
est exponentiellement stable. Si les hypothèses précédentes sont vérifiées pour 

nD  , alors 0x
 
est globalement exponentiellement stable. 

 

PREUVE [KHALIL’02]:  

Cette preuve est donnée ici pour nD  . 

 Les inégalités (A2.1) et (A2.2) montre que la fonction  xV  satisfait l’inégalité différentielle 

suivante : 
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Et par intégration : 
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D’où : 

   
   

 0
2

3
0

2

3
0

2

3

0

1

1

2

1

1

02

1

1

0

1

1

 
tt

ak

k
a

att
k

k

a
att

k

k

a

ex
k

k

k

exk

k

exV

k

xV
x

























































  

         

(A2.5) 

Ainsi, l’origine est globalement exponentiellement stable.  

 

 

 

 

 

 



145 

 

ANNEXE 3 : PREUVE DU LEMME 1.1 : STABILITÉ ENTRÉE/ ETAT  

Vu que ce lemme est utilisé dans la thèse à plusieurs reprises, il nous est apparu logique d’en 

donner la preuve.  

Cette démonstration utilise le théorème inverse (ou réciproque) de Lyapunov et le théorème 

concernant les systèmes stables au sens entrée/état. Ceux-ci par contre seront donnés sans 

démonstration (on pourra se référer à [Khalil’02]). 

 

THEOREME TA3.1 :  THEOREME INVERSE DE LYAPUNOV : 

Soit 0x
 

un point d’équilibre du système )(xfx   où nDf :  une fonction 1C , 

 rxxD n   et la matrice Jacobienne  xf   bornée sur le domaine D.  Soient k ,   

et 0r  des constantes positives avec 
k

r
r 0  . Soit  00 rxxD n   . Supposons que les 

trajectoires du système aient satisfait : 

 0_

0

tt
exkx




 , 0, 000  ttDx           (A2.1) 

 

(A3.1) 

Alors, il existe une fonction 0: DV  et 4321 ,,, cccc  des constantes strictement positives 

qui vérifient les inégalités suivantes : 
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(A3.2) 

En outre, si r
 
et l’origine est globalement exponentiellement stable, alors  xV

 
est 

définie et satisfait les inégalités ci-dessus sur n .  

 

THEOREME TA3.2: 

Soit   nxV :  une fonction 1C telle que : 

     

     













0, 3

21

uxxWuxf
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(A3.3) 

nx  ,
mu  et où 21, sont des fonctions de classe K ,  une fonction de classe K  

et  xW3  une fonction définie continue positive sur n . Ainsi le système  uxfx ,  est 

stable au sens entrée-état. 
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LEMME 1.1:  

Supposons  uxf ,  une fonction C et globalement Lipschitzienne en les deux arguments 

 ux, . Si le système non commandé  0,xfx   est globalement exponentiellement stable à 

l’origine, alors le système  uxfx ,  est stable au sens entrée-état (i.e. si l’entrée est bornée, 

l’état est borné).  

 

PREUVE:  

Considérons le système  uxfx ,  comme un système perturbé par rapport au système 

nominal  0,xfx  . En utilisant l’hypothèse que l’origine du système nominal est 

exponentiellement stable, le théorème inverse de Lyapunov montre l’existence d’une fonction 

de Lyapunov qui satisfait (A3.2) globalement. En utilisant l’hypothèse que f est globalement 

Lipschitzienne en u , le terme de perturbation satisfait : 

      uLxfuxf  0,,  (A3.4) 

La dérivée de la fonction V, en ce qui concerne le système perturbé, satisfait : 
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(A3.5) 

Afin d’utiliser le terme 
2

3 xc pour dominer uLxc4
, l’inégalité précédente est réécrite 

comme suit : 

    uLxcxcxcV 4

2

3

2

3 1    (A3.6) 

Inégalité vraie   et en particulier pour  10   . Alors : 
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(A3.7) 

Ainsi, les conditions du théorème TA3.2 sont satisfaites avec   2

11 rcr  ,   2

22 rcr  et 

  r
c

Lc
r




3

4  ce qui termine la démonstration.  
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EXEMPLES:  

- )(xAxx  , nRx  avec A(n,n) Hurwitz et )(x  nn RR   continue et bornée x  est 

entrées/états stables, )(x étant vue comme une entrée. 

- )arctan(uxx  . Rux ,  est entrée/état stable car l’origine point d’équilibre du système 

xx   est exponentiellement stable et que les champs de vecteurs x  et )arctan(u  sont 

globalement lipschitziens (en effet 1
)(






x

x
 et 

21

1))(arctan(

uu

u







 sont bornés ux  , ) 

- par contre u
x

x
x 




21
 . Rux ,  possède des champs de vecteurs globalement 

lipschitziens (en effet 
22

22

)1(

1
)

1
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x
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x











 et 1
)(






u

u
 sont bornés ux  , ) mais le point 

d’équilibre 0x  du système 
21

)0,(
x

x
uxfx


  n’est pas globalement 

exponentiellement stable mais globalement asymptotiquement stable. En effet, la fonction de 

Lyapunov globalement définie positive et propre 
2

2

1
)( xxV   conduit à 

2

2

1
)(

x

x
xVL f




  qui 

est globalement définie négative. Le lemme précédent ne permet pas dans ce cas de conclure à 

la stabilité entrée/état (dans cet exemple, il est facile de voir que le choix 1)( tu  conduit au 

système différentiel 
22

2

1
1

1

1

x

x
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  dont l’intégration par la méthode d’Euler 

conduit à )
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htxtx  avec 0h  soit 
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h
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0tti   ce qui 

prouve que la trajectoire )(tx  est non bornée). 
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