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Résumé

Les comportements dynamiques d’une famille de structures réticulées, c’est-
a~dire constituées d’un réseau de poutres, sont étudiés a l'aide de la méthode
d’homogénéisation des milieux périodiques discrets. Cette derniére permet de
construire, de fagon rigoureuse et en lien avec la microstructure, un milieu continu
équivalent & 1’échelle macroscopique lorsque la taille de la cellule de base est
trés petite par rapport a la longueur d’onde. Le domaine d’application de cette
méthode est également étendu a des fréquences plus élevées pour lesquelles les
éléments de la cellule peuvent entrer en résonance en flexion. Cela se traduit a
I’échelle macroscopique par des propriétés apparentes qui dépendent de la fré-
quence et par des bandes de fréquences interdites associées aux modes de flexion
des éléments.

Les structures considérées sont constituées par la répétition périodique de
portiques non contreventés. Contrairement aux milieux massifs, ces structures
présentent une déformabilité beaucoup plus grande en cisaillement qu’en traction-
compression et leur cinématique locale est trés riche. Ainsi, il est possible de
générer une grande variété de comportements en jouant sur les ordres de grandeur
des propriétés des éléments et celui de la fréquence. Cette approche permet de
construire différents modéles de milieux continus (ou poutres) généralisé(e)s.

Ce travail apporte un cadre d’analyse pour I’étude de milieux tels que les
mousses, les matiéres végétales, les os. .. mais aussi pour concevoir de nouveaux
matériaux avec des propriétés atypiques. Ici, les modeéles de poutres généralisées
servent & comprendre le fonctionnement des batiments. Dans ce cas, la difficulté
réside dans la prise en compte du cisaillement dans les murs voiles.

Mots-clés : dynamique, structure discréte, homogénéisation périodique, propa-

gation d’ondes, résonance interne, masse apparente, modes atypiques, batiment,
portique, mur voile
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Abstract

The dynamic behaviours of a class of reticulated structures - that is to say
made up of interconnected beams - are studied with the homogenization method
of periodic discrete media. It enables to derive, rigorously and in relation with
the microstructure, an equivalent continuous medium at the macroscopic scale
when the cell size is much smaller than the wavelength. The scope of application
of the method is also extended to higher frequencies for which cell elements
can be in resonance for bending. Consequently, at the macroscopic scale, the
effective properties can depend on the frequency and there are frequency band
gaps associated with the bending modes of the elements.

Studied structures are made up of the periodic repetition of unbraced frames.
Contrary to massive media, those structures have a shear deformability much
higher than traction-compression deformability and their local kinematics is very
rich. Thus, it is possible to generate a large diversity of behaviours by changing
the orders of magnitude of the element properties and of the frequency. This
approach enables to build several generalized continuous media (or beams).

This work brings a framework for the study of media such as foams, vegetable
tissue, bones... but also for the design of new materials with atypical properties.
Here, generalized beam models are used to understand the behaviour of buildings.
In that case, the difficulty consists in taking into account the shear mechanism
in the shear walls.

Keywords : dynamics, discrete structure, periodic homogenization, wave pro-
pagation, inner resonance, effective mass, atypical modes, building, frame, shear
wall
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Chapitre 1 : Introduction




1.1 - Intérét de ’étude

1.1 Intérét de I’étude

L’objet de ce travail est la caractérisation du comportement dynamique d’une
famille de structures réticulées périodiques. Celles-ci sont toutes formées par la
répétition de la méme cellule de base : un portique non contreventé. Les différents
éléments qui constituent le portique sont des poutres encastrées entre elles, pas
forcément identiques. Deux cas ont été considérés (figure 1.1) :

— soit la cellule est répétée selon une seule direction, ce qui génére une poutre

réticulée,
— soit la cellule est répétée selon deux directions, ce qui génére un matériau
réticulé.
Cellule de base
— ~
Poutre réticulée Matériau réticulé
(périodicité 1D) (périodicité 2D)

FIGURE 1.1 — Structures étudiées

Ce type de structures peut représenter des batiments idéalisés. Dans ce cas, la
compréhension de leur comportement dynamique permet de prévoir leur réponse
sous l'effet du vent et des séismes. C’est 'application qui sera envisagée a la
fin de cette thése. Mais, a plus petite échelle, ces structures peuvent également
modéliser les voies ferrées (Kerr et Accorsi, 1985; Kerr et Zarembski, 1981), les
plaques renforcées utilisées en aéronautique ou en construction navale (Buannic
et al., 2003), les mousses (Pradel, 1998), certains tissus vivants tels que les os ou
le bois (Gibson, 2005), etc.

D’un point de vue mécanique, ces structures creuses présentent un certain
nombre de spécificités qui rendent leur cinématique particulierement riche. Tout
d’abord, elles possédent plus de degrés de liberté que les milieux pleins. Ensuite,
les éléments résistants ne sont orientés que selon deux directions. Le matériau
réticulé est donc anisotrope méme lorsque toutes les poutres constituant les cel-
lules sont identiques. D’autre part, les poutres sont beaucoup plus souples en
flexion qu’en traction-compression. Comme la cellule n’est pas contreventée, les
structures se déforment tres facilement en cisaillement. Enfin, en jouant sur les
contrastes entre les propriétés mécaniques des différents éléments, nous verrons
qu’il est possible de générer une grande variété de comportements.
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1.2 Choix de la méthode

Aprés une présentation des méthodes habituellement utilisées pour étudier
la dynamique des structures réticulées, nous décrivons dans ce paragraphe la
démarche que nous avons adoptée pour ce travail.

La technique la plus directe pour déterminer le comportement d’une structure
consiste a réaliser des simulations numériques grace a la méthode des éléments
finis. Lorsque le nombre de cellules n’est pas trop important, celle-ci donne des
résultats précis et permet d’obtenir des informations de détail telles que les efforts
dans les différentes poutres. Néanmoins, c’est une méthode tres générale qui ne
tient pas compte de la périodicité de la structure. Comme cette derniére est
fortement hétérogéne, les cellules doivent étre discrétisées finement et les temps de
calcul peuvent devenir trés longs, notamment en dynamique. Cet inconvénient est
d’autant plus pénalisant dans les phases de dimensionnement ot de nombreuses
études de sensibilité doivent étre réalisées. Malgré tout, elle est souvent utilisée
comme référence pour évaluer la précision des autres méthodes.

Pour les problémes de propagation d’ondes, des techniques spécifiques ont été
mises au point (voir la revue bibliographique de Mead (1996)). Dans ce cas, la
périodicité peut étre prise en compte grace au théoréme de Bloch. Ces méthodes
ont d’abord été développées en physique du solide pour étudier les électrons dans
les cristaux puis ont été généralisées a tous les types d’ondes (Brillouin et Parodi,
1956). Un exposé de ces principes dans le contexte des matériaux réticulés peut
étre trouvé dans (Srikantha Phani et al., 2006). Le théoréme de Bloch indique
que la variation de I'amplitude complexe lorsque 'onde passe d’un coté a 'autre
de la cellule de base ne dépend pas de la position de la cellule dans la structure.
Ainsi, la modélisation d’une seule cellule suffit pour comprendre la propagation
des ondes dans ’ensemble de la structure. Pour les structures unidimensionnelles,
les efforts et les déplacements de part et d’autre de la cellule sont reliés par une
matrice transfert (Yong et Lin, 1989; Langley, 1996). Dans le cas des structures
bidimensionnelles, ¢’est un modéle éléments finis de la cellule qui est utilisé (Lan-
gley et al., 1997; Srikantha Phani et al., 2006). Notons qu’une méthode similaire a
également été utilisée pour étudier des problémes de vibrations libres (Anderson,
1982) et de flambement (Anderson, 1981).

Les structures périodiques sont connues pour l'existence de bandes de fré-
quences interdites dans lesquelles les ondes ne sont pas transmises (Brillouin et
Parodi, 1956; Mead, 1996). Ce phénomeéne est di a la diffraction lorsque la lon-
gueur d’onde devient du méme ordre de grandeur que la taille de la cellule. Les
autres gammes de fréquences constituent les bandes passantes. Mais 1a encore, la
propagation des ondes est limitée a des directions privilégiées qui dépendent de
la fréquence (Langley et al., 1997; Ruzzene et al., 2003; Srikantha Phani et al.,
2006). Ainsi, ces structures peuvent étre considérées comme des filtres fréquentiels
et spatiaux. Ce domaine de la recherche est trés actif et une liste de références
peut étre trouvée sur le site Internet :

http://www.phys.uoa.gr/phononics/PhononicDatabase.html


http://www.phys.uoa.gr/phononics/PhononicDatabase.html
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La majorité des publications vise a mettre en évidence l'existence des bandes
interdites (par exemple (Martinsson et Movchan, 2003)). Les études sur les mé-
canismes de propagation des ondes dans les bandes passantes sont beaucoup plus
rares (Srikantha Phani et al., 2006).

Une autre approche consiste a remplacer la structure réticulée par un mi-
lieu continu équivalent. Cela est possible a basses fréquences, lorsque la longueur
d’onde est bien plus grande que la cellule de base (Auriault, 1991). Une fois que
le milieu continu équivalent est construit, le comportement global de la structure
(par exemple les fréquences propres et les déformées modales) peut étre obtenu
avec relativement peu de calculs. Par contre, selon la méthode utilisée, le com-
portement local, c’est-a-dire celui des différentes poutres, peut étre perdu. Des
revues bibliographiques sur le sujet ont été réalisées par Noor (1988), Abrate
(1985, 1988), Verna (1991), Tollenaere (1994). Différentes techniques existent
pour obtenir le milieu continu équivalent et nous les avons regroupées en trois
catégories.

Dans le premier cas, le milieu continu est supposé a priori. Les paramétres du
modeéle peuvent alors étre déterminés a ’aide des matrices transfert ((Lee, 1998)
ou (Stephen, 1999) avec la méthode présentée dans (Stephen et Wang, 1996)) ou
a l'aide de tests numériques sur la cellule de base (Sun et Juang, 1986; Sun et
Liebbe, 1990; Anthoine, 1995; Buannic et al., 2003). Mais ’école la plus répandue
consiste a utiliser une équivalence énergétique (par exemple, (Bazant et Chris-
tensen, 1972; Noor et Nemeth, 1980; Noor, 1988; McCallen et Romstad, 1988,
1990; Pradel et Sab, 1998; Burgardt et Cartraud, 1999; Kumar et McDowell,
2004) pour les structures réticulées et (Forest et Sab, 1998; Michel et al., 1999;
Laudarin, 2007) pour les milieux continus). Le milieu choisi peut étre un milieu
classique, c’est-a-dire un milieu de Cauchy ou, pour les structures unidimen-
sionnelles, une poutre de Timoshenko avec éventuellement des couplages entre
traction-compression, flexion et cisaillement (Sun et Juang, 1986; Sun et Liebbe,
1990; Lee, 1998; Anthoine, 1995; Michel et al., 1999; Stephen, 1999; Burgardt et
Cartraud, 1999; Laudarin, 2007). Les structures réticulées avec des nceuds rigides
sont souvent modélisées par un milieu de Cosserat (Bazant et Christensen, 1972;
Noor et Nemeth, 1980; Pradel et Sab, 1998; Kumar et McDowell, 2004). Dans
ce cas, la particule élémentaire dispose de degrés de liberté de rotation indépen-
dants, en plus des habituels degrés de liberté de translation (Cosserat et Cosserat,
1909; Eringen, 1966). Il s’agit d’un cas particulier des milieux micromorphes dans
lesquels la particule peut également subir des déformations (Eringen et Suhubi,
1964; Suhubi et Eringen, 1964; Mindlin, 1964). Une revue détaillée sur les ap-
plications des milieux généralisés a été réalisée par Forest (2006). En plus du
choix du milieu continu équivalent, la détermination de la cinématique et des
conditions aux limites & imposer a la cellule de base pour trouver les paramétres
du modéle est une question délicate. Les méthodes d’homogénéisation décrites
plus loin peuvent aider a y répondre (comme dans (Anthoine, 1995; Michel et al.,
1999; Burgardt et Cartraud, 1999; Buannic et al., 2003; Laudarin, 2007)).

Une autre fagon de procéder, qui a surtout été développée par Renton, consiste
a partir des équations d’équilibre des noeuds d’une cellule de base. Ces équations
dépendent non seulement des déplacements des nceuds de la cellule étudiée mais
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également de ceux des nceuds des cellules adjacentes. Le comportement de la
structure est donc décrit par des équations aux différences finies. Ces derniéres
peuvent étre résolues directement (Renton, 1984) ou transformées en équations
différentielles grace a des développements en séries de Taylor (Renton, 1970; Kerr
et Zarembski, 1981). La méthode employée dans (Martinsson et Babuska, 2007)
est trés similaire. La différence est que les équations d’équilibre sont écrites dans
I’espace de Fourier avant d’étre développées. Le premier ordre des développements
donne les équations d’équilibre du milieu continu équivalent. Notons que celles-ci
sont obtenues sans faire d’hypothéses a priori. Par contre, les ordres supérieurs
des développements ne sont pas exploitables. En effet, avec ces méthodes, les
développements portent uniquement sur les opérateurs (c’est-a-dire les équations
d’équilibre) et pas sur les solutions. Dans ces conditions, les différents ordres de
grandeur ne sont pas correctement pris en compte.

Les méthodes dans lesquelles les développements concernent a la fois les opéra-
teurs et les solutions sont appelées méthodes d’homogénéisation et constituent la
troisieme catégorie. Ces méthodes sont basées sur la coexistence de deux échelles
de grandeur spatiale : I’échelle « micro » qui est définie par une taille ¢, caracté-
ristique de la cellule et I’échelle « macro » qui correspond a la taille L caracté-
ristique du phénoméne étudié. Pour un probléme de dynamique, L est liée a la
longueur d’onde. Lorsque le comportement de la structure est homogénéisable,
le ratio d’échelles € = (./L est un petit paramétre (¢ << 1). Comme dans le
cas précédent, les relations d’équilibre entre les cellules sont développées mais
cette fois-ci, en faisant apparaitre €. De plus, ce dernier est utilisé pour écrire les
inconnues sous la forme d’'un développement asymptotique (Bensoussan et al.,
1978; Sanchez-Palencia, 1980). Ainsi, les différents ordres de grandeur sont bien
pris en compte et il est possible d’étudier les termes correctifs d’ordres supérieurs.
Par exemple, cette méthode a permis de justifier et de généraliser les modeéles de
poutre d’Euler-Bernoulli et de Timoshenko dans le cas des poutres homogénes
(Trabucho et Viano, 1987) et celui des poutres périodiques (Kolpakov, 1991;
Buannic et Cartraud, 2001a,b).

Bakhvalov et Panasenko (1984, 1989) sont parmi les premiers a avoir homo-
généisé des structures réticulées. Ces structures ont également été étudiées par
Cioranescu et Saint Jean Paulin (1999) qui les ont considérées comme des mi-
lieux perforés. Dans ce cas, le comportement des éléments est décrit a 'aide de
la mécanique des milieux continus et un deuxiéme petit paramétre intervient :
I’épaisseur des barres 9. La convergence des solutions lorsque € et § tendent vers 0
a été prouvée. Par contre, la méthode étant difficile & mettre en ceuvre, les au-
teurs n’ont pu étudier que les équations & 'ordre dominant. Pour les structures
qui nous intéressent (figure 1.1), la rigidité en cisaillement est trés faible et elle
apparait dans les équations d’ordre supérieur. Dans ce cas, la méthode fournit
une information incompléte (Cioranescu et Saint Jean Paulin, 1999; Chiheb et al.,
1998).

Pour contourner cette difficulté, le comportement des éléments peut étre mo-
délisé a l'aide de la théorie des poutres de la résistance des matériaux. C’est le
cas avec la méthode d’homogénéisation des milieux périodiques discrets (appelée
méthode HMPD par la suite). Celle-ci a été mise au point par Caillerie et Verna
en statique (Caillerie et al., 1989; Verna, 1991; Tollenaere et Caillerie, 1998), Tol-
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lenaere (1994) en dynamique et Moreau pour les grands déplacements (Moreau,
1996; Moreau et Caillerie, 1998). Les avantages suivants rendent cette méthode
particulierement intéressante :

— (C’est une méthode rigoureuse qui permet de déduire le comportement global
de la structure a partir des caractéristiques géométriques et mécaniques de
la cellule de base. Aucune hypothése a priori n’est nécessaire si ce n’est
la condition de séparation d’échelles (e petit) pour pouvoir remplacer la
structure par un milieu continu équivalent.

— La méthode est entiérement analytique, ce qui permet une compréhension
fine des mécanismes et du role des différents paramétres.

— Les équations d’équilibre aux différents ordres sont obtenues relativement
facilement.

— Une fois que le comportement global de la structure est connu, il est tou-
jours possible de revenir a ’échelle locale pour connaitre les efforts dans les
éléments.

Ainsi, cette méthode permet d’étudier en détail le comportement d’une classe
de structures ayant la méme géométrie. Par contre, lorsque la géométrie varie,
elle s’adapte moins facilement que les méthodes qui supposent le milieu continu
équivalent a priori. En effet, elle nécessite beaucoup de calculs formels qui doivent
étre recommencés pour chaque type de structure.

Notons que Pradel (1998) a déja appliqué une méthode d’homogénéisation
similaire sur le matériau réticulé de la figure 1.1. Il a montré que selon 'ordre
de grandeur de la rigidité en flexion des éléments qui relient les nceuds, le milieu
continu équivalent peut étre un milieu de Cauchy ou un milieu de Cosserat. De
plus, lorsque les éléments sont des poutres d’Euler-Bernoulli, cette rigidité n’est
pas suffisante pour obtenir un milieu généralisé. Mais son étude concerne des
structures dont tous les éléments sont identiques et elle est limitée a la statique.

Dans cette thése, nous avons choisi de construire le milieu continu équivalent
aux structures réticulées. De plus, nous avons voulu tirer parti des avantages de la
méthode HMPD et des méthodes de la premiére catégorie ot le milieu est supposé
a priori. Pour les différents types de vibrations étudiés, nous suivons toujours la
méme démarche :

1. Nous commencons par réaliser une étude rigoureuse avec la méthode HMPD
sur les structures de la figure 1.1. Nous supposons que tous les éléments
sont réalisés dans le méme matériau (ce qui est souvent le cas dans la
réalité) et nous faisons varier leurs propriétés mécaniques en jouant sur leurs
épaisseurs. Cela permet de générer différents comportements. L’objectif de
cette premiére phase est de traiter un nombre suffisant de cas afin d’observer
tous les mécanismes possibles.

2. A cause des contraintes géomeétriques, il arrive que les différents mécanismes
ne puissent pas apparaitre simultanément. C’est pourquoi, nous construi-
sons ensuite un modeéle plus général qui englobe tous les phénomeénes et qui
peut dégénérer en chacun des modéles obtenus pendant la premiére phase.
Grace a ce modéle général, une analyse dimensionnelle peut étre réalisée sur
les paramétres macroscopiques de la structure. Cela permet de construire
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des critéres pour identifier directement le comportement d’une structure
sans repasser par I’homogénéisation.

3. Enfin, nous faisons I’hypothése que ces modéles s’appliquent a des structures
plus complexes (par exemple des batiments). Ainsi, la caractérisation de leur
comportement dynamique revient & calculer les parameétres macroscopiques.
La technique retenue est celle des tests numériques sur une cellule (un étage
pour un batiment). La méthode proposée est validée d’une part, sur les
structures étudiées lors de la premiére phase pour lesquelles nous disposons
d’une solution analytique et d’autre part, par des simulations par éléments
finis.

Cette theése est la suite des travaux que Hans et Boutin ont menés sur la
poutre réticulée de la figure 1.1. Leur étude correspond aux étapes 1 et 2 de la
démarche précédente (Hans, 2002; Boutin et Hans, 2003; Hans et Boutin, 2008). A
partir de cette base, le travail a été poursuivi dans trois directions. Tout d’abord,
la méthode HMPD a été mise en ceuvre sur des structures plus complexes afin
de vérifier que tous les mécanismes avaient bien été identifiés. Les structures
que nous avons considérées sont d’une part, le matériau réticulé de la figure 1.1
et d’autre part, des poutres réticulées constituées par I'empilement de doubles
portiques. Ensuite, nous avons étendu le domaine d’application de la méthode
HMPD a des fréquences plus élevées pour lesquelles les éléments de la structure
peuvent entrer en résonance. Pour que le comportement de la structure soit encore
homogénéisable, il faut que la longueur d’onde soit bien plus grande que la taille
de la cellule. Méme s’il existe des similitudes, ¢’est donc un phénomeéne différent
de la diffraction. Enfin, nous avons réfléchi a la transposition de ces résultats aux
batiments, ce qui correspond a l'étape 3 de la méthode.

1.3 Présentation de la méthode HMPD

Nous venons de voir que la méthode HMPD constitue 1'outil de base de ce
travail. Ce paragraphe résume les principales étapes de sa mise en ceuvre : la
discrétisation de I’équilibre dynamique de la structure puis le processus d’homo-
généisation proprement dit. Une présentation plus détaillée se trouve au début
du chapitre 2.

Pour la premiére phase, la structure est considérée comme un réseau pério-
dique de poutres dont le comportement obéit aux lois de la résistance des ma-
tériaux. Les nceuds sont repérés par des indices entiers n. Les connexions entre
les éléments étant supposées parfaitement rigides, les mouvements de toutes les
extrémités des poutres reliées & un méme nceud sont identiques et définissent les
variables cinématiques discrétes U,. Le comportement des éléments en régime
harmonique est intégré sur leur longueur en prenant comme conditions aux li-
mites les mouvements inconnus des nceuds. Nous obtenons ainsi les expressions
des efforts aux extrémités des éléments en fonction des variables cinématiques
discrétes. Maintenant que 1’équilibre de chaque poutre est pris en compte, il ne
reste plus qu’a écrire I’équilibre des forces appliquées sur les nceuds. Cette fagon
de discrétiser le probléme n’entraine aucune perte d’information. En effet, une
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fois que les mouvements des nceuds sont connus, la théorie des poutres de la
résistance des matériaux permet de retrouver le comportement des éléments.

La deuxiéme phase est basée sur la séparation d’échelles. Cela signifie que la
taille caractéristique L des déformations de la structure pendant les vibrations est
trés grande par rapport a la taille caractéristique de la cellule /.. La longueur L
est inconnue pour l'instant mais le ratio d’échelles € = ./ L est supposé trés petit.
Lorsque cette hypothése est vérifiée, les déplacements varient peu d’un noeud a
I'autre et les variables cinématiques discrétes peuvent étre considérées comme
les valeurs particuliéres prises au niveau des nocuds par des fonctions continues
inconnues :

Ule, % = i) = U,

Contrairement aux méthodes d’homogénéisation des milieux continus, il n’y a ici
qu'un seul type de variable spatiale : la variable macroscopique Z.

Les fonctions inconnues sont supposées indéfiniment dérivables et convergentes
lorsque € tend vers 0. Elles sont recherchées sous la forme de développements
asymptotiques en fonction des puissances de € :

Ule, ) = U(Z) + e UND) + EU(T) + ...

ou U7 désigne la fonction relative a l'ordre j. Notons que toutes les autres in-
connues doivent également étre écrites sous la forme d’'un développement asymp-
totique. Pour un probléme de recherche de modes propres, cela s’applique a la
fréquence et pour un probléme de propagation d’onde, c’est le nombre d’onde qui
doit étre développé.

La distance qui sépare deux nceuds voisins est trés petite par rapport a la taille
macroscopique L. Il est donc possible d’utiliser des développements en séries de
Taylor pour exprimer le mouvement des noeuds adjacents a celui qui est étudié.
C’est a ce moment qu’apparaissent les dérivées macroscopiques.

Si la fréquence des vibrations de I’ensemble de la structure est trés inférieure
aux fréquences propres des éléments, ces derniers ont un comportement quasi-
statique a I’échelle locale. Il est alors possible de faire un développement limité
de tous les efforts nodaux en fonction des puissances de e. Il peut également
arriver que la gamme de fréquences d’un type de vibrations de ’ensemble de la
structure coincide avec certaines fréquences propres de certains éléments. Un des
apports de cette thése est d’avoir étendu le domaine d’application de la méthode
HMPD a ces situations avec résonance interne. Dans ce cas, les développements
limités ne concernent plus que quelques efforts. Pour les autres, il faut garder les
expressions complétes.

Ensuite, les ordres de grandeur de tous les paramétres physiques du probléme
sont estimés en fonction des puissances de €. Cette étape de normalisation est
essentielle pour la prise en compte de la physique locale. En effet, le processus
d’homogénéisation est basé sur la séparation des ordres de grandeur et le mo-
déle continu équivalent est obtenu en faisant tendre € vers 0. Il faut donc que
les différents termes conservent la méme importance relative quelle que soit la
valeur de e. Les parameétres physiques a estimer sont les contrastes de rigidité
entre les éléments et la fréquence des vibrations. Pour faire varier les contrastes
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et ainsi générer plusieurs comportements, nous jouons sur les ordres de gran-
deur des épaisseurs. Celles-ci sont estimées en fonction de puissances entiéres ou
rationnelles de € afin de traiter toutes les possibilités. En conséquence, les déve-
loppements asymptotiques des inconnues doivent étre réalisés selon les puissances
entiéres ou rationnelles de € selon les cas. L’ordre de grandeur de la fréquence est
fixé de telle sorte que les forces d’inertie équilibrent les forces de rappel élastique.
Néanmoins, il y a plusieurs possibilités et le choix dépend du mécanisme étudié.

Pour finir, tous les développements et les estimations sont introduits dans
les équations d’équilibre des nceuds et les termes sont réorganisés en fonction
des puissances de €. Le systéme d’équations différentielles est supposé converger
lorsque € tend vers 0. Il est donc possible de séparer les différents ordres de
grandeur. La résolution s’effectue ensuite par ordre croissant. L’ordre 0 donne le
milieu continu équivalent et les ordres supérieurs sont des termes correcteurs.

La mise en ceuvre de la méthode HMPD est résumée sur la figure 1.2. Tous les
calculs de cette thése ont été réalisés avec le logiciel de calcul formel Mathematica.

Structure réticulée discrete

l«—— Intégration du comportement
v dynamique des éléments

Expression des efforts nodaux en fonction des variables cinématiques discretes

-« Equilibre des noeuds

{ Systéme d’équations aux différences finies } = {0}

e Introduction des variables continues
puis développements asymptotiques
et en séries de Taylor de ces variables

e Développement des efforts lorsque
c’est possible

e Estimation des parametres

Y

Y €' { Systéme d’équations différentielles d’ordre i } = {0}

-«—— Séparation des ordres de grandeur

Vi { Systéme d’équations différentielles d’ordre i } = {0}

l«—— Résolution par ordre croissant

Milieu continu équivalent

FIGURE 1.2 — Mise en ceuvre de la méthode HMPD
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1.4 Présentation du mémoire
Ce mémoire est divisé en trois parties.

Le chapitre 2 est consacré a I’étude de la propagation des ondes dans le milieu
réticulé de la figure 1.1. Il démarre par une description détaillée de la mise en
ceuvre de la méthode HMPD dans ce cas. La méthode est ensuite appliquée sur
deux types de structures : pour la premiére, tous les éléments sont similaires
alors que pour la seconde, certains éléments sont plus épais. A chaque fois, les
propriétés du milieu continu équivalent sont analysées. Selon les cas, il s’agit
d’un milieu de Cauchy ou d’un milieu généralisé. Puis les différents mécanismes
de propagation des ondes sont présentés. En particulier, nous nous intéressons
aux effets de l'anisotropie et de la résonance interne. Finalement, la question
de 'exploitation de ces résultats est discutée : pour une structure réelle donnée,
comment choisir le milieu continu équivalent et dans quelles gammes de fréquences
se propagent les différents types d’ondes ?

Le chapitre 3 décrit les modes de vibrations des poutres réticulées constituées
par 'empilement de portiques. La mise en ceuvre de la méthode HMPD est pré-
sentée rapidement en insistant surtout sur les spécificités des structures poutres.
Puis les travaux de Hans et Boutin sur les modes transverses des structures consti-
tuées de portiques simples sont résumés. La méthode HMPD est ensuite appliquée
sur des structures constituées de doubles portiques. Méme si la cellule de base
est plus complexe, nous retrouvons les mémes modeéles. Les résultats sont alors
généralisés a des structures portiques quelconques et une méthode est proposée
pour le calcul des paramétres macroscopiques. Enfin, nous revenons aux struc-
tures constituées de portiques simples et nous étudions les modes de vibration a
plus hautes fréquences pour lesquels il peut y avoir résonance interne.

Le chapitre 4 traite des problémes posés par la modélisation des batiments.
Dans les deux chapitres précédents, les nceuds sont considérés comme ponctuels
et les éléments sont modélisés par des poutres d’Euler-Bernoulli. Clairement, ces
deux hypothéses ne s’appliquent pas aux murs voiles. Des simulations numériques
montrent que la méthode proposée pour le calcul des paramétres macroscopiques
reste valable lorsque les noeuds ne sont pas ponctuels. Pour évaluer le réle du
cisaillement local dans les murs voiles, nous appliquons de nouveau la méthode
HMPD a une structure poutre constituée de portiques simples mais cette fois-ci,
les éléments sont des poutres de Timoshenko épaisses. Finalement, nous utilisons
les modéles issus de 'homogénéisation pour calculer les fréquences propres d’'un
batiment réel. Les résultats sont comparés avec des mesures expérimentales et un
calcul par éléments finis.

Le mémoire se termine par un chapitre de conclusion et des perspectives.

Remarque : Pour faciliter 'impression, toutes les figures en couleur ont été repro-
duites dans 'annexe D.

11



Chapitre 1 : Introduction

12



Chapitre 2

Propagation des ondes dans des

milhieux réticulés

Sommaire

2.1 Mise en ceuvre de la méthode HMPD . ... ... .. 15
2.1.1  Structures étudiées et notations . . . . . . .. ... .. 15
2.1.2  Discrétisation de I’équilibre dynamique . . . . . . . . . 17
2.1.3 Séparation d’échelles . . . . . . ... ... ... .. .. 20
2.1.4 Normalisation . . . . . . . ... ... ... ... ..., 24
2.1.5 Exploitation des résultats . . . . . . . ... ... ... 28
2.2 1° cas : murs et planchers similaires . . . .. ... .. 32
2.2.1 Milieu continu équivalent hors résonance interne . . . 32
2.2.2 w=0(ew,) : ondes de cisaillement . . . . . ... ... 49
223 w=0(wy) : ondes de compression . . . ... ... .. 53
224 Résumé . . . ... 79
2.3 2¢ cas : murs plus épais que les planchers . . . . . .. 81
2.3.1 Milieu continu équivalent hors résonance interne . . . 82
2.3.2 w= O(w,) : flexion locale des planchers . . .. ... 89
2.3.3 w=0(¢*%w,) : ondes de flexion dans les murs . . . . 93
2.3.4 w = 0(e/%w,) : compression des planchers . . . . . . . 97
235 Résumé . . ... ... 104

2.4 Comment utiliser ces résultats lors de 1’étude d’un
milieu donné? . ... ... L0 0oL, 106
2.4.1 Définition du probléme . . . . . . . ... ... L. 106
2.4.2 Etude des ondes de cisaillement pur . . . .. .. ... 113
2.4.3 Quelles ondes avec la résonance interne? . . . . . . .. 121
2.4.4 Calcul des fréquences admissibles . . . . . . . .. ... 127
2.5 Conclusion et perspectives . . . . .. ... ....... 137

13



Chapitre 2 : Propagation des ondes dans des milieux réticulés

14



2.1 - Mise en ceuvre de la méthode HMPD

2.1 Mise en ceuvre de la méthode HMPD

Les grands principes de la méthode d’homogénéisation des milieux périodiques
discrets (HMPD) ont été présentés en introduction et ils sont résumés sur la
figure 1.2 page 10. Dans cette partie, nous exposons en détail sa mise en ceuvre
dans le cas de structures réticulées bidimensionnelles.

2.1.1 Structures étudiées et notations

Les structures étudiées sont périodiques dans le plan d’étude et sont consti-
tuées d’une infinité d’éléments horizontaux soutenus par une infinité d’éléments
verticaux. Par la suite, les éléments horizontaux seront appelés « planchers » et
les éléments verticaux « murs ». Les éléments sont des poutres ou des plaques,
c’est-a-dire que leur épaisseur dans le plan d’étude est faible devant leur longueur.
Les murs peuvent étre différents des planchers. Pour cette étude, les cellules sont
supposées « a peu pres carrées ». Nous préciserons plus tard ce que nous enten-
dons par la. L’influence d’un éventuel élancement sera discuté a la fin dans la
partie 2.4. Les noeuds sont encastrés. Deux exemples de structures possibles sont
représentés sur la figure 2.1.

t— = :| R

FIGURE 2.1 — Exemples de structures

Ces treillis présentent deux particularités importantes qui rendent leur ciné-
matique plus riche que celle des milieux continus usuels. Premiérement, ce sont
des milieux anisotropes méme lorsque les murs et les planchers sont identiques.
Deuxiémement, ils se déforment plus facilement en cisaillement qu’en traction.
En effet, il s’agit de milieux creux dans lesquels les éléments résistants ne sont
orientés que selon deux directions. De plus, ces éléments sont plus souples en
flexion qu’en traction-compression.

Afin de faire apparaitre différents types de comportement, deux cas seront
étudiés : une structure ot tous les éléments ont la méme épaisseur et une structure
ol les murs sont plus épais que les planchers.

Les notations sont présentées sur la figure 2.2. Nous définissons tout d’abord
un repére global dont I’axe des abscisses (z) correspond a ’axe horizontal et
I'axe des ordonnées (y) a 'axe vertical. En plus de ce systéme de coordonnées
continues, nous utiliserons des coordonnées discrétes pour repérer la position
des noeuds. Ainsi, le noeud correspondant & l'intersection du m-iéme mur et du
p-iéme plancher peut étre désigné soit par ses coordonnées discrétes, le couple
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d’entiers (m,p), soit par ses coordonnées continues, le couple de réels (z,y) ou
x=ml, et y=pl,. {, et {, sont respectivement la longueur des murs et celle
des planchers.

Les connexions entre les éléments sont supposées parfaitement rigides. Ainsi,
les mouvements des extrémités des éléments connectés a un méme noeud sont
identiques et définissent les variables cinématiques. Seuls les mouvements dans le
plan (z,y) sont étudiés. Il y a donc trois variables par nceud :

) déplacement horizontal du noeud (m, p)
Uém’p) : déplacement vertical du nceud (m, p)
f(m.p) . rotation du nceud (m,p)
° hd °
° b °
° tp o °
plancher p+1 o @ @ - °ee
£7n
U:Lgm’p) \ 9(m7p)
plancher p oo Y tte
nceud (m,p) | = >
ém,p)
G >
plancher p—1 o @ @ X tee
° a L4 °
y « o .
° o °
ot m— 1 mur m mur m + 1
z x

FIGURE 2.2 — Notations (structure)

Les caractéristiques des éléments sont résumeées ci-dessous. Les symboles se-
ront indexés par « m » pour les murs et par « p » pour les planchers.

a : épaisseur I = a®h/12 : inertie par rapport a I'axe z
¢ : longueur p : masse volumique
h : profondeur (selon z) p = pA : masse linéique

A = ah : section E : module d’élasticité

Pour cette étude, nous supposons que la structure reste dans le domaine des
petites déformations et que le matériau a un comportement élastique linéaire.
Nous considérons également que 1’épaisseur des éléments a est suffisamment faible
(a << £) pour que leur comportement dans le plan (z,y) soit correctement modé-
lisé par des poutres d’Euler-Bernoulli. Si de plus, leur profondeur h selon I'axe z
est petite par rapport a leur longueur ¢ (h << ¢) alors les éléments sont réelle-
ment des poutres et le module d’élasticité F est égal au module d’Young du ma-
tériau Eyoung- A T'opposé, pour une profondeur grande par rapport a la longueur
(h >> (), 'élément doit étre modélisé par une plaque. Dans ce cas, E désigne
un module corrigé correspondant a un état de déformation plane (e,. = 0). Son
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expression est alors £ = Eyun,/(1 — 1v*) ot v est le coefficient de Poisson du
matériau.

Comme nous nous intéressons au comportement de la structure a une fré-
quence f fixée, toutes les variables peuvent se mettre sous la forme :
X(z,y,t) = Re(X(z,y)e™") ol w = 27 f désigne la pulsation et t le temps. Le
probléme étant linéaire, nous raisonnerons directement sur X (z,y) et omettrons
le terme e™*. Remarquons que, lorsqu’une onde se propage, les différents points
de la structure ne vibrent pas en phase donc X (z,y) est un nombre complexe.

2.1.2 Discrétisation de I’équilibre dynamique

L’objectif de cette premiére phase est de condenser aux nceuds les équations
d’équilibre dynamique du systéme. Cela nécessite tout d’abord d’intégrer le
comportement dynamique des éléments sur leur longueur afin d’exprimer
les efforts en fonction des déplacements nodaux.

’ R
HD Mf——"'::::::i::? F
(7 G M
’UD > ITD
—_— v

FIGURE 2.3 — Notations (¢élément)

Pour cela, nous considérons un élément de longueur totale ¢. Nous nous pla-
cons dans le repére local de cet élément (figure 2.3) et s représente ’abscisse
curviligne. Les extrémités sont notées D pour lorigine (s = 0) et F' pour la
fin (s = £). u(s), v(s) et O(s) correspondent respectivement aux déplacements
transversal, longitudinal et & la rotation de la section. L’effort normal, 'effort
tranchant et le moment fléchissant sont notés N, T et M. Par convention, ces
efforts sont exercés par la partie gauche de I’élément sur la partie droite. Il n’y
a pas de charges extérieures en partie courante. Le comportement de la poutre
d’Euler-Bernoulli, en régime harmonique, est décrit par les équations suivantes :

Vibrations longitudinales :

B dN
Equation d’équilibre : d—(s) = pAw?v(s)
s

d
Loi de comportement : N(s) = —EAd—U(s)
s
. d2 2 92
= Equation d’onde : —U(s) = —x?v(s) ol x = pw _ a1
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Vibrations transversales :

dT
3 8 =rA wu(s)
) s
Equations d’équilibre :
dM
T
P (s)
: d?u
Loi de comportement : M (s) = —EI F(s)
s
d*u JJpAW? 27

= Equation d’onde :

Ac désigne la longueur de 'onde de compression et A la longueur de I'onde de
flexion dans 1’élément considéré pour la pulsation w. Les deux longueurs d’onde
sont reliées par ’équation suivante.

[ 1 a
2o\ 2m\ )= =\ 22—
A Ac 2T A W\/ﬁ

Or, la description des vibrations par un modéle de poutre d’Euler-Bernoulli n’est
valable que si les longueurs d’onde sont significativement plus grandes que les
épaisseurs donc Ay >> a. Ainsi, pour une fréquence donnée, la longueur de I'onde
de flexion est beaucoup plus courte que celle de 'onde de compression.

/\f a
A _ 1
N O(AJ <<

Les équations de la poutre d’Euler-Bernoulli sont intégrées sur la longueur
de I’élément en prenant comme conditions aux limites les valeurs inconnues des
déplacements et rotations aux nceuds : u?, uf’, vP, 0¥, 6P, 6. Cela permet

d’écrire les expressions des efforts nodaux dans le repére local :

b — ,EAX (v? cos(xt) — v")
sin(x /) (2.1a)
N = EAX (vP = v" cos(x0)) |
sin(x /)
(D _ E15° D :
T" = T~ cos(30) ch(30) <u (ch(B0) sin(B¢) + sh(B0) cos(BL))
— u(sin(B¢) + sh(B0)) + % sin(B¢) sh(pl) — %(cos(ﬁé) - ch(ﬁé)))
F = ALk —uf(c sin s oS
1" = B0 an (DB sIn(B0 + sh(50) cos(50)
\ + P (sin(BC) + sh(B0)) + %sin(ﬁé) sh(pl) — %(cos(ﬁé) - Ch(ﬁf)))
(2.1b)
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( E13?

MP = — (30 B0 (u sin(B0) sh(BE) + u” (cos(BE) — ch(B0))
+ %(Ch(ﬁf} sin(¢) — sh(B0) cos(B0)) — %(sm(ﬂﬁ) — sh(,@ﬁ)))
F— EIf? u' sin s uP —c
M= 1 — cos(3¢) ch(BL) ( (B€) sh(B) + ( s(86) h(Bé))
\ — %(Ch(ﬁé) sin(4¢) — sh(pY) cos(ﬁﬁ)) %(sm(ﬂf) — sh(ﬂﬁ)))
(2.1c)
p+1 eee eooe
Ty
Ny S N
D X oo e
9/3 u 0 Tf;
p—1 eee - f: - L)
y . . .
- - m—1 m m+1

FIGURE 2.4 — Equilibre en forces du nceud (m, p) selon la direction

Maintenant que 1’équilibre dynamique de chaque élément est vérifié, I'étape
suivante consiste a écrire I’équilibre des nceuds de la structure. Comme leur
masse est négligée et qu’il n’y a pas de chargement extérieur, cela revient a
faire la somme des efforts appliqués sur chacun des noeuds par les éléments qui
y sont connectés. C’est a ce moment qu’est introduite la géométrie de la struc-
ture. Dans notre cas, chaque noeud correspond a la jonction entre deux murs et
deux planchers (figure 2.4). Les équations d’équilibre en forces et en moments du
neeud (m, p) sont données ci-dessous. Elles sont écrites dans le repére global as-
socié a la structure. De plus, nous avons considéré que les efforts sont exercés par
la partie gauche sur la partie droite de ’élément. Remarquons que ces équations
font intervenir les variables cinématiques du nceud (m,p) mais également celles
des quatre nceuds adjacents ((m — 1,p), (m + 1,p), (m,p — 1) et (m,p+1)).

Equilibre en forces selon z :

TF (U(mvpfl) U(m,p)7 —p(mp—1) _g(m,p)) + NF (Uémfl’p), Uggm,p))

m x ? T

_ T£ (Uém’p), Uggm,pﬂ g(mp —pim p+1)) _ Nf (Uém,p)’ U:((:erLp)) =0

(2.2a)

19
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Equilibre en forces selon y :

F m,p—1 m, F m—1, m, m—1, m,
NE (Uzg P )aU?S p))+Tp (Uzg p)’Ué p) gim=1r) g p))

m,p m,p—‘,—l D m, m , . 7
Nm ( :lS )7 ?5 )) Y;) (U( ), U( P)’e(ﬂl p)’e(nL+ p)) O

Equilibre en moments :

ME (_Uggmz)—l)7 _Uém,p)jg(mp—l)?@(mm)) + M; (sz’m—Lp)7 Ugsm,p)ﬁ(m—lvp)yg(mﬂp))
— MTQ (_U£m7p)7 _U:Emup""l)’ e(mfp)7 0(m7p+1))
D m, m+1, m, m+1, —
— M (Uy( p)’Ué ) gimp) g p)) =0
(2.2¢)

Cette maniére de discrétiser I’équilibre dynamique total du systéme est parfai-
tement rigoureuse et n’entraine aucune perte d’information. En effet, aprés avoir
déterminé les variables nodales, il est toujours possible de calculer les efforts et
les déplacements a l'intérieur de chaque élément.

Ce systéme de trois équations décrivant 1’équilibre de la structure sous forme
discréte va maintenant subir un certain nombre de transformations afin d’obtenir
les équations d’équilibre du milieu continu équivalent. Pour illustrer ce proces-
sus, nous allons prendre 1’équation (2.2a) décrivant 1’équilibre en forces dans la
direction x comme exemple.

2.1.3 Séparation d’échelles

Nous allons maintenant utiliser 'idée maitresse de I’homogénéisation, a savoir
la séparation d’échelles. Cela signifie que la taille caractéristique L des déforma-
tions de la structure globale pendant les vibrations (échelle macroscopique ou
globale) doit rester grande par rapport a la taille de la cellule de base £. (échelle
microscopique ou locale). La cellule ayant des dimensions similaires selon les di-
rections x et y, £, peut indifféremment représenter la longueur des murs ¢, ou celle
des planchers ¢,,. Ici, c’est £, qui a été retenue. L est inconnue pour 'instant. Elle
ne pourra étre déterminée qu’a posteriori, aprés le calcul des longueurs d’onde
macroscopiques. Nous reviendrons sur ce point au paragraphe 2.4 lorsque nous
chercherons a prédire le comportement d’une structure a partir de la connaissance
de sa géométrie et des caractéristiques du matériau.

Si la fréquence des vibrations de I’ensemble de la structure est trés inférieure
aux fréquences propres des éléments, alors ces derniers ont un comportement
quasi-statique a 1’échelle locale et la condition de séparation d’échelles est forcé-
ment vérifiée. De plus, les expressions des efforts nodaux se simplifient. Mais cette
condition de quasi-statisme local n’est qu’une condition suffisante. Nous verrons
aux paragraphes 2.2.3 et 2.3.4 que des situations avec résonance interne peuvent
parfois étre homogénéisées.

Lorsque la condition de séparation d’échelles est vérifiée, le ratio d’échelles
€ = l./L est trés petit (e << 1). Il est utilisé pour écrire les variables cinématiques
sous forme de développements asymptotiques et pour estimer 'ordre de grandeur
des parameétres physiques du probléme. Le modeéle homogénéisé est ensuite obtenu

20



2.1 - Mise en ceuvre de la méthode HMPD

en faisant tendre € vers 0 ce qui revient a ne considérer que les premiers termes
non nuls des développements.

Nous commengons par le développement des efforts nodaux. Celui-ci
n’est possible que si la condition de quasi-statisme local est vérifiée. En effet,
pour des faibles fréquences d’oscillation d’ensemble, les longueurs des ondes de
compression (\.) et de flexion (Af) générées dans les éléments sont trés supé-
rieures a la longueur ¢ de ces derniers. Dans ce cas, les parameétres S0 = 2wl /Ay
et x¢ = 2ml/\. qui interviennent dans les expressions des efforts nodaux (équa-
tions (2.1)) sont trés petits :

Af Ae

(<< — << — = pl<<1 et yxl<<l1
27 2w

Il est alors possible de faire des développements limités des efforts. A 1'origine
des éléments, nous obtenons :

v = B2 (w2 —ory - O ooy - O w02 70 ) 0 (0t

l 6 360
12ET 4 (80"
D_ _ p_ kYD pF
T" = 73 ((u u)+2(0 +6") — a0 (26 u” +9u")

_%gg%E(QQHD-—130F)>—%C)«ﬁff)

6EI ¢ (80)*
D _ D_ . YD
M” = 7z ((u u )—1—3(29 +60") — 5590 (22u” + 13u")

- a0 — 30 ) + 0 ((50))

Lorsque la fréquence augmente, les longueurs d’onde \; et A\ diminuent. De
plus, nous avons vu page 18, qu’a une fréquence donnée, la longueur de ’onde de
flexion dans I’élément est beaucoup plus courte que celle de I'onde de compres-
sion. Ainsi, il arrive un moment ot la condition de quasi-statisme local n’est plus
valable pour le mécanisme de flexion, par contre elle reste valable pour le mé-
canisme de compression. Autrement dit, Ay devient du méme ordre de grandeur
que la longueur de 1’élément mais A, reste bien plus grande :

(nM oo L gm0() et xt<<1
2 27

A cette fréquence, il est toujours possible de développer 'effort normal en fonction
des puissances de /. Mais, comme l’effort tranchant et le moment fléchissant
dépendent de 8¢, il faut garder telles quelles les équations (2.1b) et (2.1c). Comme
les longueurs d’onde associées aux deux mécanismes mis en jeu sont différentes,
le comportement de la structure peut encore étre homogénéisé alors que certains
¢léments sont déja entrés en résonance.

Si la fréquence augmente encore, alors la longueur de 'onde de flexion Af
devient du méme ordre de grandeur que l’épaisseur des éléments (8¢ >> 1).
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Dans ce cas, le modéle de poutre d’Euler-Bernoulli n’est plus adapté pour décrire
les vibrations transversales des éléments. Tant que la résonance des éléments en
compression n’est pas atteinte, le comportement de la structure est probablement
homogénéisable mais la méthode proposée ici ne convient plus.

Pour I'exposé de la méthode, nous nous placons dans le cas ot la condition de
quasi-statisme local est vérifiée pour les deux mécanismes. Voici ce que devient
'équation (2.2a) décrivant I’équilibre des nceuds dans la direction x lorsque effort
normal et Ueffort tranchant sont développés (pour ne pas surcharger 1’équation,
seuls les deux premiers ordres non nuls sont indiqués) :

E. I 2
213 m ((Ux(n—Lp) + Ux(n-i—l,p)) (12 + % (ﬁmgm)4> + Ux(m,p)( — 24+ £ (Bmgm)[l ))
Eolny o 7 ne1, 13
2 (9( +Lp) _ g lp))(6 + 50 (Bmgm)zl)
+ AZ p ((U:Emp—l) + Uzgn,pﬂ)) (1 + (ngp)Q) + QUJE"’p)( — 14+ (szfpf))
P
= O ((Butm)®) + O ((tpln)")

(2.3)

A ce niveau, nous ne disposons encore que d'une description discréte de la
structure. Or notre objectif est de construire un milieu continu équivalent. Le
passage du discret au continu se produit lors du développement des variables.
Pour cela, nous considérons que les variables cinématiques discrétes sont des
valeurs particuliéres prises par des fonctions continues indéfiniment dérivables :

U;gm’p) = Ux(e,x - mgpjy :pgm)
(

Uym’p) = Uyle,x=mly,y=ply,)

0P = e,z =mly,y=ply)

Ces nouvelles fonctions n’ont de sens physique qu’aux noeuds ou elles coin-
cident avec les valeurs discrétes. Comme toutes les inconnues du probleme, elles
sont supposées converger lorsque € tend vers 0 et sont écrites sous la forme de
développements asymptotiques :

X(e,x,y) = X (z,y) + e X (z,y) + €X*(x,y) + X (2,y) + ...

ou X représente indifféremment les fonctions U,, U, ou 6. Soulignons que, dans
ces expressions, X7 n’est ni une dérivée ni une puissance de la fonction X mais
une fonction continue indéfiniment dérivable relative a 'ordre €/. Pour la présen-
tation des résultats, les grandeurs physiquement observables seront indiquées par
un « »

Xi(z,y) = € X (x,y)

L’importance relative des différents mouvements est un des résultats de ’homo-
généisation. Initialement, tous les développements commencent a l'ordre 0 puis
la résolution du probléme fournit les ordres de grandeurs appropriés.
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2.1 - Mise en ceuvre de la méthode HMPD

D’autre part, dans les équations d’équilibre des nceuds ((2.2) et (2.3)) ap-
paraissent également les variables cinématiques des quatre nceuds adjacents au
neeud étudié. Grace a la condition de séparation d’échelles, ces variables évoluent
peu d’un nceud a 'autre. De plus, la structure étant périodique, les distances entre
les noeuds sont constantes et valent £, dans la direction horizontale et /,, dans la
direction verticale. Comme les longueurs des éléments sont des petits incréments
pour les variables continues x et y, il est possible d’utiliser des développements
en séries de Taylor pour exprimer les déplacements des noeuds adjacents. C’est
ainsi que sont introduites les dérivées macroscopiques. L’homogénéisation est ba-
sée sur la séparation des différents ordres de grandeur donc il est intéressant de
remplacer £, par eL et £, par e(*L ou {* = {,/{,,. Avec les hypothéses retenues
pour la géométrie de la structure, nous avons £* = O(e%). C’est la définition de ce
que nous avons appelé une cellule « a peu prés carrée » au tout début de ce cha-
pitre. Les mouvements des nceuds adjacents sont donc donnés par les expressions
suivantes :

0

X
X = XO(m ity pl,,) + € (Xl(m lpy ) + L%—(mﬁp,p«?m))
Yy

aXl L2 2X0
+ 62 (X2(mfp,p€m) + La—y(mép,pem) + 7 a—y2(m£pvpém)> + e

0

X
X0mP=D = XO(mly, ply,) + € (Xl(m ly,plm) — Laa—y(m Ep,pﬁm)>

aXl L2 2X0
+ €2 (XQ(mﬁp,pﬁm) — La—y(mfp,pgm) + o a—yz(mgp’pgm)) t..

0

Xm+Le) — XO(m 0, pl,,) + € (Xl(m Cpyplin) + g*L%(m@’Mm))

Xl £*2L2 82X0

. 0
+ ¢ (Xz(mﬁp,pﬁm) + 0L o

0
x (m=1p) _ Xo(mgp,pgm) +¢€ (Xl(m fp,pfm) - g*La@%(m Ep,pgm))

X1 €*2L2 62X0

.0
+ € (X2(mep,p£m) — V'L o

Cette fagon de faire les développements contient implicitement une estimation de
I'ordre de grandeur des dérivées macroscopiques. En effet, les équations donnant
X mpt1) ot X (m+1P) imposent

0 0 0
0, 25 _ oext =0 (f—m X°> SRS (X—>

dy L dy L
X0 9X" e o 2X0 X0 X0
W =t =o(3x) = Gr=o(ig)=o(T)

Cela est cohérent avec le fait que L est la taille caractéristique des variations a
I’échelle macroscopique.
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Tous ces développements sont ensuite injectés dans les équations d’équilibre
des noeuds ((2.2) et (2.3)). Ainsi, I'équation (2.3) décrivant I’équilibre en forces
dans la direction = devient :

v (Em]m (Bub)' + 222 (3,8, + 0 (Bu)) + 0 ((ngp)4)>

3 ‘,
Enln E,A
T € Uci (Bmgmyl + L2 (ngp)2
L3 ly
00° E,.I, 13 (B’ g A
+ % 9L i (6 + 5 | TO ((Bmlm)”) + O ((xplp)")
ve vz (Enlm g,0,00+ 222 (30,2
03 l,
00" Bl 13 (Blm)*  02U° L EnI,, 9 (Bnlm)*
Y 2y 12 4 mem)
oy ez (6 T )T o Vs LT

-~ a;;g L EJZA” (1 + (X”Tg”>> + 0 ((Bnlm)®) + O ((xl)") ) =0(<)

(2.4)

Cette équation différentielle et celles obtenues & partir des équations d’équilibre
en forces selon y et en moments sont valables en chaque nceud de la structure,
c’est-a-dire en tout point dont les coordonnées (z,y) vérifient (z,y) = (m Ly, ply,)
avec m et p deux entiers. Comme nous voulons une représentation continue, nous
allons chercher les solutions qui vérifient ces équations en n’importe quel point

((z,y) quelconque).

2.1.4 Normalisation

Enfin, la derniére étape avant la résolution est 'estimation des parameétres
physiques du probléme, c’est-a-dire les propriétés de la cellule de base et la fré-
quence de vibration de la structure. Cette étape est essentielle pour la prise en
compte de la physique locale. En effet, tout le processus d’homogénéisation est
basé sur la séparation des différents ordres de grandeur. De plus, le modéle homo-
généisé est obtenu en faisant tendre € vers 0. Pour que les mécanismes conservent
la méme importance relative quelle que soit la valeur de €, les contrastes doivent
étre pesés en fonction des puissances de €.

Commencons par les propriétés de la cellule de base. Le comportement de la
structure est piloté par les contrastes de rigidité entre les éléments. Pour faire
varier ces derniers et ainsi générer différents types de milieux continus équiva-
lents, nous avons choisi de jouer sur les épaisseurs des éléments plutdot que sur
les caractéristiques mécaniques des matériaux. Deux raisons expliquent cette dé-
cision. La premiére est que dans la réalité, les murs et les planchers sont souvent
réalisés avec le méme matériau. C’est notamment le cas des batiments récents.
Deuxiémement, la rigidité d’un élément en traction est proportionnelle au module
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2.1 - Mise en ceuvre de la méthode HMPD

d’¢élasticité multiplié par la section FA = Fah alors que sa rigidité en flexion est
proportionnelle au module d’é¢lasticité multiplié par l'inertie EI = Ea®h/12. Sila
géomeétrie est fixée et que seul le module d’élasticité varie, la rigidité en traction
et la rigidité en flexion évoluent de la méme maniére tandis que si ce sont les
épaisseurs qui varient, le rapport entre les deux rigidités change. Au début, les
ordres de grandeur des épaisseurs des éléments sont choisis de facon arbitraire.
Afin d’explorer les différents comportements possibles, deux types de milieux sont
considérés dans ce travail. La partie 2.2 présente les résultats pour des structures
avec des murs et des planchers similaires et la partie 2.3 présente les résultats
pour des structures avec des murs plus épais que les planchers. D’autre part,
les longueurs ¢ des murs et des planchers sont du méme ordre, ainsi que leurs
profondeurs h. Les contrastes retenus sont résumés ci-dessous :

E _ P _ by _ L

5 =00 L =0(1) g =0) et ;= =0(1)  (250)
Z_m = Ole) Z_p = 0(e) pour la partie 2.2 (2.5b)
Z_m = O(e'/?) Z_p = 0(e¥?) pour la partie 2.3 (2.5¢)

Pour illustrer la mise en ceuvre de la méthode, nous traitons le cas de la struc-
ture avec des murs et des planchers similaires. Par la suite, toutes les épaisseurs
sont donc d’ordre O(el,,).

L’ordre de grandeur de la fréquence détermine I'importance des forces d’iner-
tie. Un régime de propagation d’onde macroscopique correspond & des forces
inertielles d’ensemble équilibrant les forces de rappel élastique d’ensemble. Pour
les fréquences trop basses, les forces élastiques sont plus importantes que les forces
d’inertie et la structure a un comportement quasi-statique. A I'inverse, il n’existe
pas de mode de propagation macroscopique avec des forces d’inertie supérieures
aux forces élastiques car I'exigence d’équilibre annule I'inertie et donc les dépla-
cements. Ainsi, c’est 'ordre de grandeur des forces élastiques qui fixe la gamme
de fréquences a étudier. Cette derniére n’est pas forcément incluse dans la gamme
de fréquences accessibles avec la méthode HMPD. En effet, nous avons vu que la
fréquence maximale qu’il est possible d’étudier, est de 'ordre de la fréquence de
résonance des éléments les plus fins en flexion.

La pulsation w est pesée par rapport a la pulsation de référence w, :

1 |E,
Wy = — 4| —
L\ pm
Cela revient a mesurer 1’écart entre la longueur d’onde macroscopique A et la
longueur de I'onde de compression dans les murs \.,,. En effet, pour une pulsation
w donnée, cette derniére vaut :

o or [E, .
=B e o B
X @\ Pm w

)\cm

car nous démontrerons dans la partie 2.4.1 que L = A/(27). Pour les deux struc-
tures étudiées, 1’épaisseur des murs est soit du méme ordre, soit supérieure a
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I’épaisseur des planchers. Dans ce cas, le mécanisme de compression des murs est
le mécanisme le plus rigide et donc celui qui a la plus grande longueur d’onde.
Le choisir comme référence permet d’avoir des ordres de grandeur des pulsations
positifs :

w < w, = w=0(“w,) avec ef>0

Regardons maintenant, sur '’exemple de la structure avec des murs et des
planchers similaires, comment est déterminé I'ordre de grandeur de la fréquence.
Pour cela, reprenons ’équation (2.4) décrivant 1’équilibre dans la direction x
et faisons apparaitre explicitement la pulsation en remplacant y et [ par leurs
expressions qui sont rappelées ci-dessous.

pw? 1+ pA w?

g _— t —
X E ot F El

Ua(:) ((ﬁm PmAm + Ly ppAp) w?+0 ((ﬁmgm)g) +0 ((Xpép)4) >
3

60 E.I, 1
+ e(U;(ﬁm PmAm + € ppA,) W+ aa_y 2L (6

02 pp A w?
2 420

O ((ﬁmgm)s) + 0 ((Xpép)AL) )

0! Epnln 1302 poAnw?
62<U5(£mﬂmAm+€pppA ) w? +a—2L (6 L 134 prmAmw >

dy 2 420
N 02U? 72 12F..1,, n 9pn P Apwr? (92U£ 1202 E,A, n ¢, pppr2
0y? 03 70 (91: l, 6
@) ((ﬁmgm)s) +0 ((Xpép)AL) ) =0 (63)
(2.6)

Dans cette équation, le terme d’inertie dominant est :

UO
(EmpmAm—l—EpppAp)w?Ug:O( (b, A + £ pppA) (w) [;) (2.7)

Il y a deux termes élastiques dominants correspondant & deux mécanismes diffé-
rents : le terme (2.8), proportionnel & l'inertie des murs, est lié a leur fonctionne-
ment en flexion et le terme (2.9), proportionnel a la section des planchers, est lié
a leur fonctionnement en traction-compression.

12E. T 9P 92U? a, \ 2 02U°
—S=mTm L T I i i E A -m z 92
i (v gy e ) O( witnto (52 ay2> 28)

E,A w0 O2UY 9*U?
/ o I A2 5 O(EpApzp W) (2.9)
p

Comme les murs et les planchers ont des caractéristiques similaires et que les
épaisseurs sont d’ordre O(e4,,) (équations (2.5a) et (2.5b)), il est évident que ces
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deux termes n’ont pas le méme ordre de grandeur. Ainsi, il y a deux possibilités
pour l'ordre de grandeur de la fréquence qui correspondent & deux types d’onde
différents.

Dans le premier cas, le terme (2.7) est du méme ordre que le terme (2.8) et
les ondes macroscopiques sont générées par la flexion locale des murs. Comme
dU) = O(U]/L?), cela se produit lorsque w = O(ew,). Cette pulsation est
suffisamment faible pour que la condition de quasi-statisme local soit vérifiée. En
effet, I'introduction des ordres de grandeur dans ’expression de 3,,¢,, donne :

] pmAp S DAy B,
4 €2
=0 # =0 (Ve) << 1

Les murs et les planchers étant similaires, nous avons également :

Bpl, =0 (Ve) << 1

Dans le second cas, le terme (2.7) est du méme ordre que le terme (2.9) et les
ondes macroscopiques sont générées par la traction-compression des planchers.
L’ordre de grandeur de la pulsation correspondant est w = O(w,). Alors, nous
avons :

P Am Em _ 4f U _ _

Les éléments n’ont donc plus un comportement quasi-statique pour la flexion.
Comme le terme élastique qui a permis de déterminer la fréquence est issu du
développement de 'effort normal, cette estimation reste valable. Par contre, il faut
réécrire les équations d’équilibre de la structure sans développer I'effort tranchant
et le moment fléchissant.

Pour l'instant, nous n’avons regardé que ’équation d’équilibre en forces de la
structure dans la direction = (équation (2.2a)). Dans ’équation d’équilibre dans
la direction y (équation (2.2b)), les roles des murs et des planchers sont inversés.
Les termes élastiques dominants sont donc liés soit au fonctionnement en flexion
des planchers, soit au fonctionnement en traction-compression des murs. Comme
les murs et les planchers de la structure étudiée sont similaires, les ordres de
grandeurs sont les mémes et il n’y a pas de changement pour la fréquence. Si
nous appliquons sur 1'équation d’équilibre en moments (équation (2.2¢)) le méme
raisonnement que sur 1’équation selon x, alors nous constatons que les forces
d’inertie équilibrent les forces élastiques lorsque la pulsation w est d’ordre w,.
Pour cette structure, ’étude de ’équation d’équilibre dans la direction z suffit
pour déterminer les ordres de grandeur de la fréquence.

Pour l'exposé de la méthode, nous traitons le cas ou les éléments ont un
comportement quasi-statique donc w = O(ew,). Mais la partie 2.2 présente les
résultats pour les deux fréquences.
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Toutes ces estimations en fonction du ratio d’échelles € = £./L sont relatives.
En effet, a cette étape du processus, la taille macroscopique L est inconnue.
Comme les épaisseurs des éléments sont pesées en fonction de €, la géométrie
exacte de la structure étudiée est donc également inconnue. Elle ne pourra étre
établie qu’a la fin des calculs aprés avoir déterminé L. De plus, lorsque la fréquence
change, la nature des ondes macroscopiques dans la structure change également
et cela modifie L. Ainsi, méme si I'estimation des contrastes en fonction des
puissances de € reste identique, il ne s’agit plus de la méme structure car 'unité
de mesure a varié.

C’est pourquoi il est délicat d’étudier directement par homogénéisation une
structure avec une géométrie donnée. Pour avoir une bonne compréhension des
différents mécanismes mis en jeu, il faut commencer par traiter un nombre suffi-
sant de cas. C’est I'objet des parties 2.2 et 2.3. Le point important est que tous
les résultats sont analytiques. Une fois que les paramétres clés ont été identifiés, il
est possible de prédire 1’évolution du comportement de la structure lorsque ses ca-
ractéristiques sont modifiées. Les modéles obtenus par homogénéisation peuvent
alors étre appliqués a une plus grande variété de structures comme nous le verrons
dans la partie 2.4.

Cet inconvénient apparent est compensé par le fait que la méthode HMPD
est un outil efficace pour générer différents comportements. Elle fournit ainsi un
cadre général pour I'étude des structures réticulées.

2.1.5 Exploitation des résultats

Pour la résolution, tous les développements et les ordres de grandeur des
parameétres sont introduits dans les trois équations d’équilibre du systéme (équa-
tions (2.2)). Puis les termes sont réorganisés en fonction des puissances de e.
Dans le cas de la structure avec des murs et des planchers similaires et pour
w = O(ew,), 'équilibre dans la direction x est décrit par I’équation suivante :

92U? 920! 92U
60 (EpApfp W) + 61 (EpApfp W) —|— 62 (EpApfp W

E I 90 2770
1 m,n(a 92U

20, \oy T o

2773
+0(8@@@8%)—o

) + (PmAmlim + ppAply) WQU:S) (2.10)

0x?

Notons que, les épaisseurs des éléments étant d’ordre O(e4,,), il y a un facteur €
entre Apl, et (In/ln) = Aplm(am/lm)*.

Le systéme de trois équations différentielles est supposé converger lorsque €
tend vers 0. En conséquence, les équations sont valables pour toute valeur de
e suffisamment petite. Il est donc possible de séparer les différents ordres de
grandeur (équations (2.11) pour la direction z). Cette méthode permet de passer
d’un systéme d’équations discrétes décrivant 1’équilibre des noeuds de la structure
a un systéeme d’équations différentielles par ordre décrivant 1’équilibre du milieu
continu équivalent. Le systéme complet avec les trois équations d’équilibre est
présenté dans la partie suivante (page 33).

2
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2.1 - Mise en ceuvre de la méthode HMPD

/

R
EpApgp W = 0
O*U}
EpApgp W - 0
0202 E. I, {00° 9209 N
EpAply 5 5 + 12— (a—y + ay;) + (Al + ppAply) WU =0
L

(2.11)

La résolution s’effectue ensuite par ordre croissant. Le premier ordre non nul,
noté conventionnellement ordre 0, est appelé ordre macroscopique. Il prend en
compte les mécanismes prépondérants dans la structure. Les ordres supérieurs
interviennent comme des termes correctifs. Plus la séparation d’échelles est mau-
vaise, plus leur contribution est importante. Dans cette thése, seul ’ordre macro-
scopique a été étudié. En effet, les travaux précédents réalisés sur des structures
unidimensionnelles par Hans et Boutin (2008) ont montré qu’il décrit correcte-
ment leur comportement méme dans des cas ol la séparation d’échelles est rela-
tivement faible. Ces travaux sont résumés dans le chapitre suivant (partie 3.2.2).

Pour chacune des structures étudiées, ’exploitation des résultats se fait en
deux étapes : tout d’abord, la caractérisation du milieu continu équivalent puis
I’étude des ondes proprement dite.

Pour la premiére étape, I'idée maitresse consiste a se ramener au cadre connu
de la mécanique des milieux continus pour interpréter les équations d’équilibre
obtenues grace a la méthode HMPD. En effet, les deux équations d’équilibre
en forces jouent le méme role que les équations indéfinies du mouvement. En
I’absence de forces extérieures, ces derniéres s’écrivent simplement :

diva+pw2ﬁ =0

avec o le tenseur des contraintes et p la masse volumique du milieu. Par analogie,
des contraintes sont définies et la loi de comportement est écrite. Notons que dans
notre structure bidimensionnelle chaque noeud a trois degrés de liberté : deux en
translation et un en rotation. Ce dernier n’existe pas dans les milieux continus
classiques. Il est donc probable que nous obtenions un milieu généralisé.

L’étude de la propagation des ondes macroscopiques nécessite de résoudre les
équations d’équilibre. Pour cela, le champ de déplacement U , est recherché sous
la forme :

U= grad ¢ + rot 2/7 avec div 2/7 =0

Cette décomposition est unique d’aprés le théoréme d’Helmholtz. Elle permet
de séparer la composante volumique de l'onde ¢ (liée a la compression) de sa
composante rotationnelle z; (lice au cisaillement). Comme le milieu étudié est
bidimensionnel, le vecteur J a une seule composante non nulle :

0

1[7: 0 et %—¢:0
) 2
(&
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Chapitre 2 : Propagation des ondes dans des milieux réticulés

et le champ de déplacement est donné par 1’équation (2.12).

5 .
9f 0¥
. Jdr Oy
U= A (2.12)
0f _0¢
oy  Ox

Dans cette étude, nous nous sommes intéressés aux ondes planes car toute onde
peut étre considérée comme la superposition d’ondes planes. En conséquence, ¢
et 1) s’écrivent :

© = pexp|—i k(M) My - 7] cos(a)
avec T = | sin(a)
Y = exp[—i k(fly) My - T 0
Yy .
o
x

FIGURE 2.5 — Direction de propagation 7,

Nous rappelons que nous travaillons en régime harmonique et que, pour toutes
les variables, la multiplication par e™? est sous-entendue. Par la suite, nous omet-
trons également le terme exp [—i k(7i,) 71, - Z]. Dans ce dernier, 7, est la direction
de propagation des ondes (figure 2.5) et k le nombre d’onde. Le milieu étant ani-
sotrope, k dépend de 7,.

Comme toutes les inconnues du probléme, k, ¢ et 1) doivent étre recherchées
sous la forme d’un développement asymptotique :

Kia) =Y ki) = ol = eyl

Normalement, le développement du nombre d’onde devrait s’accompagner du dé-
veloppement de 'exponentielle exp [—i k(7,) 7, - 2], afin d’avoir, & chaque ordre,
une expression du champ de déplacement Ui qui ne dépend que de ¥ et pas du
ratio d’échelles €. Cependant, comme dans cette étude nous considérons unique-
ment l'ordre 0, nous pouvons garder 1’exponentielle telle quelle sans modifier les
résultats. Notons également que ces derniers ne sont valables que pour une dis-
tance de propagation limitée. En effet, pour que la solution obtenue & ’ordre 0
soit une bonne approximation du comportement de la structure, il faut que les
termes correctifs décrits par les ordres supérieurs soient réellement négligeables
et donc e k!(7,) s - T << 1. Si la distance de propagation est plus grande, la

nature de 'onde est différente (Boutin et Auriault, 1993).
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2.1 - Mise en ceuvre de la méthode HMPD

Apreés introduction des développements de k, ¢ et 1, 'équation (2.12) devient :

- ( —1 k(7iq) cos(a) ¢ — i k(7i,) sin(a) ¢ >
—1k(7a) sin(a) ¢ + i k(ri,) cos(a) ¢

[j _ (—Z) ( Za Zb catb k;b(ﬁa) (QOCL Cos(a) + g0 Sin(a)) )
Db €T kb (7)) (90“ sin(a) — ¢® Cos(a))

(A chaque fois, le terme exp [—i k(7iy) 1o - Z] est sous-entendu.)
Pour alléger les notations, nous posons k7 = e/k7 ainsi que :
W = @7 cos(a —Hﬁjsina . o - o
P (@) ~ (@) ol @) =¢€lp? et P! = elp?
— 7 cos(a)

Les différents ordres du champ de déplacement sont alors donnés par :

) = ¢’ sin(a)

00 = (=) 0! = (—i) (12;0@; + i&ag)
00 = (=i)k%a! Oy = (i) (K@} + k'a)

S (2.13)
02 = (—i) (k:oai R+ k%ﬁ)

U2 = (—i) (l%“&j + k') + 122112)

Les résultats sont présentés dans la partie 2.2 pour des structures avec des
murs et des planchers similaires et dans la partie 2.3 pour des structures avec des
murs plus épais que les planchers. Chaque partie décrit tout d’abord la caracté-
risation du milieu continu équivalent puis ’étude détaillée de la propagation des
ondes. Les principaux résultats sont résumés a la fin (pages 79 et 104).
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Chapitre 2 : Propagation des ondes dans des milieux réticulés

2.2 1° cas : murs et planchers similaires

Cette partie décrit le comportement de structures dont les murs et les plan-
chers ont des caractéristiques similaires (figure 2.6). Les ordres de grandeur choisis
sont rappelés ci-dessous.

Ky Pp Cy

22— o) 2 o) 2= o)

hp A, Qp

- = 1 _ = _— =

22 =01 i~ o) e~ ol
gp

gm Hq Ay aAp y
— Xz
IS
1] hm

hy, o

FIGURE 2.6 — Exemple de structure et rappel des notations

2.2.1 Milieu continu équivalent hors résonance interne

L’objectif de cette partie est de construire une analogie entre le milieu continu
équivalent a la structure discréte et la mécanique des milieux continus. Mais avant
cela, faisons deux remarques. La premiére est que nous reprenons le formalisme de
la mécanique des milieux continus alors que le milieu étudié est bidimensionnel.
C’est pourquoi, les paramétres et les contraintes définis par la suite n’ont pas
tout a fait les unités habituelles. Ils ont été intégrés sur I’épaisseur de la structure
(dans la direction z). La deuxiéme est que nous traitons le cas ot w = O(ew,).
Mais la loi de comportement donnée ici sera valable tant que la condition de
quasi-statisme local est vérifiée, en particulier dans le cas statique.

Loi de comportement macroscopique

L’application de la méthode HMPD décrite dans la partie précédente fournit
les équations d’équilibre ci-dessous. Par rapport a celles présentées au paragraphe
2.1.5, elles ont été divisées par £,,(, afin de faire apparaitre des grandeurs surfa-
ciques. Les équations sont désignées par la direction des efforts ( pour les efforts
horizontaux, y pour les efforts verticaux et m pour les moments) et par leur ordre.
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2.2 - 1°" cas : murs et planchers similaires

( E,A, 9*U°
bt 0 (@0)
E,A, 9*U}
gmp Ox? =0 (1)
E,A, 9*U? Enl, (06° 9200 B P\ 9ro
412 = r Pmy Do 2
| o o T oy T o i, g,) =0 @2
( EmAm 82Uz? B
ly Oy a (y0)
En A, 60U}
=0 1
o oy (y1)
EpnA, 0°U2 E, I, [ 88 0°U° Bm P .
mm 12-rr (20 4 Py B ) (200 = (¥2)
6, o i\ o a2 )T (gp Um)“’ Uy =0
\
Enly [~ 0U° B, o ou?
12— 0+ —2 ) —12- 22 [ 0"+ —2 | =0 0
{ 020, ( +(9y> zgem( +6’x> (m0)

Par rapport au formalisme de la mécanique des milieux continus, ces équations
contiennent deux types d’informations : la description de ’équilibre du milieu et
sa loi de comportement. En effet, les équations selon les directions x et y jouent,
pour la structure étudiée, le méme role que les équations indéfinies du mouvement.
Pour un état de déformation plane, ces derniéres s’écrivent :

004, O0gy

2
U,=0
ox oy o
0oy, 0oy, 9
U,=0
Dy + dy + pw U,

Par analogie, les contraintes macroscopiques sont définies de la fagon suivante :

E,A, 0UY  E,A -
= 2’ L 5 L = é’ P ¢,2(U°) : contrainte normale dans la direction z,
m € m

L. E,A, U E.A
0y _ —m - m y _ mim
Uyy(U ) - gp ay - ‘gp

no 17 Em]m N 70 )
0uy(0°,U°) =12 (90 + 8U1>

020 (U°)

eyy((j %) : contrainte normale dans la direction v,

(el dy
: contraintes tangentielles.

0,02 O

P

o0 E,l - Uy
0,:(0°,0%) =12 2L <— 0° + y)
J
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Chapitre 2 : Propagation des ondes dans des milieux réticulés

Pour alléger les notations, des modules macroscopiques sont définis ainsi que
la masse surfacique du milieu :

M, = Z—m + g—p : masse surfacique macroscopique en kg/m?
D m
Ep A,y : ; . S
E, = 7 : module macroscopique d’extension dans la direction x
m en N/m
E.. A, . . N
E, = 7 : module macroscopique d’extension dans la direction y
P en N/m
E,l
G, =12 7 2 EZ : module de cisaillement macroscopique lié a la rigidité de
™p flexion des planchers en N/m
G =12 727 : module de cisaillement macroscopique lié a la rigidité de
m=p

flexion des murs en N/m

La masse surfacique M, correspond tout simplement & la masse d’une cellule
divisée par sa surface. Le module d’extension dans la direction x, E,, est égal a
la rigidité des planchers en traction-compression E,A,/¢, multipliée par €,/(,,.
De méme, le module de cisaillement G, est égal & la rigidité des planchers en
flexion lorsqu’ils sont bi-encastrés 12F),1, /E;j multipliée par £,/(,,. Inversement,
les modules E, et G, se déduisent respectivement des rigidités des murs en
traction-compression et en flexion multipliées par £,,/¢,.

Mis a part l'existence de deux modules d’extension, il s’agit de la défini-
tion habituelle des contraintes normales. Ce n’est apparemment pas le cas des
contraintes tangentielles puisqu’elles dépendent ici de la rotation des nceuds. Ce-
pendant, comme en mécanique des milieux continus, ’équation d’équilibre en
moment (m 0) impose 1’égalité des contraintes tangentielles :

00y (0°,U°) = 0,0 (6°,U°)

Elle fournit également ’expression de la rotation des nceuds en fonction des gra-

dients des déplacements :

go__Cp 0U) G 00
Gn+G, 0r G,+G, Oy

(2.14)

L’introduction de cette expression dans la définition des contraintes tangentielles
donne la définition habituelle et permet de déterminer le module de cisaillement
macroscopique G :

ouy  au?

Uy | GG,
ox oy

Gm + G,

azy(éo,ﬁo) = 0, (6°, 0% =a < ) = 2Gexy((70) on G =

En résumé, le milieu continu équivalent & la structure discréte a 1’échelle
macroscopique est un milieu anisotrope caractérisé par trois modules différents.
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2.2 - 1°" cas : murs et planchers similaires

Sa loi de comportement dans le repére (x,y) lié aux directions des éléments est
donnée par :
. E,e ((7 9 2Ge ((7 0
o0 =| " ) R ) (2.15)
2G ery(U%)  Eyeyy(U°)
Cette matrice regroupe les premiers termes non nuls de chaque type de contrainte
(contraintes normales dans les directions z et y et contrainte de cisaillement) mais
ces contraintes ne sont pas du méme ordre de grandeur. Ce point sera commenté
par la suite. L’équilibre du milieu est alors décrit par les équations suivantes qui
sont 1’équivalent des équations indéfinies du mouvement :

( 8“§§U0> Ly (0)
| 20l aamaﬁm) ML -
’ aayay;ﬁo) g 0
(2w, 0 20 L 29— (y2)

Les équations a l'ordre 1 n’ont pas été réécrites car elles ont exactement la
méme forme que celles & I'ordre 0. Le terme d’inertie apparait dans les équations
d’ordre 2 mais en réalité, sa position dépend du choix de I'ordre de grandeur de
la fréquence.

Le premier point qui ressort de cette analogie est que le milieu macroscopique
est un milieu continu habituel dans le sens ot seule la cinématique de translation
émerge a l'ordre 0. Ce résultat se trouve déja dans la thése de Pradel (1998). No-
tons que les définitions des contraintes tangentielles données page 33 ressemblent
aux définitions des contraintes tangentielles dans les milieux de Cosserat ((Erin-
gen, 1966), (Kumar et McDowell, 2004) en deux dimensions). Mais ici, il n’y
a pas de moments internes a l'ordre macroscopique et I’équation d’équilibre en
moments impose la symétrie du tenseur des contraintes. Finalement, nous retrou-
vons la définition classique des contraintes tangentielles et ’équilibre du milieu
est complétement décrit par les équations ci-dessus dans lesquelles la rotation des
noeuds 6° n'intervient pas. Par contre, pour revenir a I'échelle locale et étudier le
comportement des éléments, il faut calculer 8% a partir de I'équation (2.14) qui
décrit 1’équilibre interne de la cellule.

Le deuxiéme point important est que la méthode HMPD est entiérement ana-
lytique. Ainsi tous les paramétres qui apparaissent dans la loi de comportement
ou les équations d’équilibre s’expriment en fonction des caractéristiques de la
cellule de base. Cela permet de comprendre le role des différents éléments et de
remonter au fonctionnement de la structure a 1’échelle microscopique. De plus,
la condition de quasi-statisme local étant vérifiée, les modules macroscopiques ne
dépendent que des propriétés élastostatiques des murs et des planchers.
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Chapitre 2 : Propagation des ondes dans des milieux réticulés

Regardons maintenant plus en détail le fonctionnement de la structure a
I’échelle microscopique. Pour cela, examinons sa réponse aux déformations élé-
mentaires €4, €,y et €,. Une déformation d’extension macroscopique dans la
direction x, €., correspond & une déformation en extension des planchers. De
méme, une déformation en extension de la structure dans la direction y, €, fait
travailler les murs en extension. Comme ce ne sont pas les mémes éléments qui
sont sollicités selon la direction, le milieu a deux modules d’extension différents.
Lorsque les murs et les planchers sont rigoureusement identiques, ces modules
deviennent égaux. Le mécanisme de cisaillement qui apparait a I’échelle macro-
scopique ne peut pas étre généré par du cisaillement a 1’échelle microscopique
puisque tous les éléments ont été modélisés par des poutres d’Euler-Bernoulli.
En réalité, 'application d'une distorsion 7 = 2¢,, a I’ensemble de la structure
fait travailler localement les éléments en flexion. Remarquons que la rigidité en
cisaillement de la cellule G est obtenue par ’association en série de la rigidité en
flexion des murs G, avec celle des planchers G, (figure 2.7). En conséquence, si
les rigidités des murs et des planchers sont différentes, ce sont les éléments les
plus souples qui se déforment.

11,1
G Gn G,
Gm G,

WERNNEN

Cisaillement Flexion Flexion des
de la cellule des murs  planchers

FIGURE 2.7 — Cisaillement de la cellule

Il y a donc deux maniéres différentes de faire travailler les éléments a 1’échelle
microscopique : en extension et en flexion. Cela se traduit & 1’échelle macrosco-
pique par l'existence de deux types de modules. Les modules d’extension sont
proportionnels & la section A des éléments alors que les modules de cisaillement
sont proportionnels a leur inertie I. Or A et I ont des ordres de grandeur diffé-
rents. Pour les épaisseurs choisies, les contrastes sont donnés par :

E% = 0(é?) et Egy = 0(é?) (2.16)
Cela explique pourquoi, dans les équations d’équilibre, les contraintes tangen-
tielles générées par U sont équilibrées par les contraintes normales générées par
U2. Cela est également en accord avec les observations faites lors de la détermina-
tion de l'ordre de grandeur de la fréquence (page 26). Nous avions alors constaté
que les ondes macroscopiques peuvent étre dues & deux mécanismes correspon-
dant & des forces élastiques d’ordre différent.

Lorsque la structure est sollicitée de facon quelconque, la déformation ma-
croscopique est une combinaison des déformations élémentaires et les éléments
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2.2 - 1°" cas : murs et planchers similaires

travaillent a la fois en extension et en flexion. Si les déformations d’extension et
de flexion sont du méme ordre, alors la rigidité de la flexion étant trés faible, sa
contribution au champ de contraintes est négligeable. Dans ce cas, la connais-
sance des deux modules d’extension est suffisante. Par contre, si les déformations
d’extension sont petites, la contribution de la flexion peut devenir prépondérante
dans le champ de contraintes. De méme, lorsque les efforts sont connus et que la
grandeur cherchée est la déformation, la flexion ne peut pas étre négligée. Il est
donc nécessaire de connaitre le module de cisaillement du milieu macroscopique.

Pour les structures non contreventées, ce dernier ne peut étre déterminé qu’a
partir des équations d’équilibre d’ordres supérieurs (ordre 2 dans notre cas). C’est
un des grands avantages de la méthode HMPD que de donner facilement accés
a ces équations. Ce n’est pas le cas avec la méthode utilisée par Cioranescu et
Saint Jean Paulin qui est basée sur 'homogénéisation des milieux périodiques
continus et l'introduction de plusieurs petits paramétres. Dans (Chiheb et al.,
1998; Cioranescu et Saint Jean Paulin, 1999), elles étudient le méme type de
structures mais ne décrivent que les équations d’ordre 0. Elles obtiennent une
loi de comportement incompléte ot le module de cisaillement est nul. Alors,
le probléme n’est pas coercif et il est plus difficile de prouver la convergence
du champ de déplacement. L’idée consistant & aller chercher dans les équations
d’ordres supérieurs les informations manquantes lorsque le probléme d’ordre 0
n’est pas coercif se trouve déja dans la thése de Moreau (1996).

Propriétés du milieu macroscopique

Dans cette partie, nous poursuivons l’analogie avec la mécanique des milieux
continus en nous intéressant aux notions de module d’extension et de coefficient
de Poisson. Plus précisément, nous allons étudier 1’évolution de ces parameétres
avec la direction de la sollicitation pour caractériser I’anisotropie du milieu.

Pour cela, nous réalisons sur la structure étudiée un essai de traction pure
d’intensité o selon la direction 7. Cet essai est schématisé sur la figure 2.8.

AY iTa

T
A
»~

@)

FIGURE 2.8 — Essai de traction pure sur la structure
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Chapitre 2 : Propagation des ondes dans des milieux réticulés

Nous définissons deux repéres. Le premier, noté R, coincide avec les directions
des murs et des planchers. Le second, noté R, correspond a la direction de la
sollicitation. La matrice de passage associée est P,.

R= (%) ; Ra= (la,fiasns) OU fig = ( cos(a) )

sin(a)
o= (i) o))

. o 0
Le tenseur des contraintes s’écrit simplement dans R, : 0, = { g 0 } .

Son expression dans R est :

cos?(a) cos(a

I in(a)
or=Fo-0a-P, =0 { cos(a) sin(«) sin }

‘(@)

La loi de comportement trouvée au paragraphe précédent (équation (2.15)) donne
le tenseur des déformations dans le repére R :

Ore  Ouy cos?(a) cos(a) sin()
E, 2G E, 2G

G_R = = g
Oy Tyy cos(a) sin(«) sin?(a)

Y

Ce qui permet de trouver les déformations selon les directions 7i, et Mgz :

€(a) = Tlg - € ~ Tlq
ol 1 1 1 1 1
0= 2 4 2c08(20) = — —
e(a) 4[Ex+Ey+G+ cos( a)(Ex Ey)

+ cos?(2a) (Eix + Ei — é)} (2.17a)

Y

0 . .
6(05 + _) = Na4z/2 " €R " Na+r/2

2
™= i) (2 L oL
e(a+ 2) = sin (2a) (Ez + E, G’) (2.17b)

Il est facile de vérifier que ce module est égal aux rigidités en traction des éléments
lorsque la structure est sollicitée dans les directions x et y :

(e

E(0O)=E, e E (—) ~ B,
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Pour les autres directions, le module d’extension F(«) est réécrit en mettant le
module de cisaillement G en facteur :

4G 1
sintR0) 1y L (8 9 (14 cost(20) + 2c05(20) (£ — £ )]

sin?(2a)

E(a)

D’aprés les relations (2.16), les termes G/E, et G/E, sont d’ordre €2. Si sin?(2a)
n’est pas trop petit, alors il est possible de faire un développement limité de cette

expression :

G G
in?(2a) > - =
sin”(2a) > max BT,

4

E(a) = % <1 - m KE% + E%) (1 + cos?(2a))

s (£ )] 0+(£)

Ainsi pour la plupart des directions, cette structure est trés souple et son mo-
dule d’extension est du méme ordre de grandeur que le module de cisaillement
(E(a) ~ 4 G/ sin®*(2a) avec un terme correctif d’ordre O(G/E,) = O(e?)). Le mo-
dule d’extension est minimal pour la direction @ = 7/4. Il n’y a qu’au voisinage
des directions x et y que le module d’extension est du méme ordre que les rigidités
de traction des éléments E, et E,. La figure 2.9 représente 'évolution de E(«)
pour une structure avec des murs et des planchers identiques (E, = E,) et un
ratio E,/G = 1 000. Nous verrons dans la partie 2.4.4 que ce contraste peut étre
atteint dans des structures réelles.

La notion de coefficient de Poisson ne peut pas étre transposée telle quelle
a une structure bidimensionnelle. En effet, lorsque ce type de milieu subit un
effort de traction, il se déforme selon la direction de la sollicitation et selon une
seule direction transversale. En fonction du matériau qui les constitue, les élé-
ments peuvent éventuellement se déformer selon la direction z mais seules les
déformations de la cellule sont visibles a I’échelle macroscopique. Au contraire,
la définition du coefficient de Poisson dans un milieu continu classique suppose
que ce dernier se déforme selon la direction de la sollicitation et selon les deux di-
rections transversales. Pour pouvoir comparer les propriétés de ces deux milieux,
nous définissons un nouveau coefficient v’ qui est I’équivalent du coefficient de
Poisson dans un état de déformation plane (e, = 0).

Commengons par calculer v/ pour un matériau élastique linéaire homogéne
isotrope de module d’Young E et de coefficient de Poisson v. Celui-ci est confiné
de telle sorte que €,, = 0 et il est soumis a un essai de traction pure d’intensité o
dans le plan (x,y). Le matériau étant isotrope, la direction de la sollicitation n’a
aucune importance et nous choisissons pour simplifier la direction x (figure 2.10).

La loi de comportement ainsi que les tenseurs des contraintes et des déformations
sont donnés ci-dessous.

Loi de Hooke : €=

o- = tr(o) d avec d la matrice identité

39



Chapitre 2 : Propagation des ondes dans des milieux réticulés

FIGURE 2.9 — Module d’extension en fonction de la direction de la sollicitation
pour E,/G = E,/G =1 000 et zoom sur les faibles valeurs du module

Y < >
<« —
o o
<« —
0 T

FIGURE 2.10 — Essai de traction pure sur un milieu classique
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o 0 0 o= 0 0
c=100 0 €= 0 @ 0
0 0 vo 0 0 0
Dans ce cas, le coefficient v’ est défini par :
S _ Y donc vr=1/2 < 1/::1
€z 1—v vr=20 S v =0

Nous disposons maintenant d’un point de comparaison pour le coefficient v’
de la structure étudiée. Celle-ci étant anisotrope, v’ dépend de la direction de la
sollicitation 77,. La structure est soumise a ’essai de traction pure schématisé sur
la figure 2.8. D’aprés les équations (2.17), 'expression de v’ est :

(o +7/2)

e(a)

E% + E%, + & + 2 cos(2a) (E% - E%,) + cos?(2ar) (E% + E%/ - é)

Lorsque 71, coincide avec les directions des éléments, c’est-a-dire o« = nw/2 avec n
entier, alors v’ = 0. Dans ce cas, les efforts de traction sont repris soit uniquement
par les planchers, soit uniquement par les murs et la cellule n’est déformée que
dans la direction 7i,. Pour les directions ot sin?(2«) est suffisamment grand, nous
pouvons faire un développement limité de v’ :

G G
-2 el el
sin”(2a) > max (Ex , Ey>
4

V'(a)—l—i i+L—|—cos(204) 11 +0 4
B sin?(2a) \ E. E, E, E, E,

Le premier terme de ce développement vaut 1 ce qui est équivalent & un coefficient
de Poisson de 1/2. De plus, il est indépendant de la direction de la sollicitation i,
pour tout le domaine de validité du développement limité. L’anisotropie du mi-
lieu se manifeste dans le terme correctif qui est d’ordre €. Le coefficient v’ est

représenté sur la figure 2.11 pour une structure avec des murs et des planchers
identiques et £, /G = E,/G = 1 000.

Conditions aux limites

Pour que 'analogie avec la mécanique des milieux continus soit compléte, il
reste & définir les conditions aux limites. Ces derniéres peuvent porter soit sur
les déplacements, soit sur les efforts. Par contre, les variables cinématiques étant
définies & partir des variables nodales, le milieu continu équivalent ne peut vérifier
que des conditions au niveau des nceuds et pas au niveau des éléments. C’est une
premieére différence par rapport a la structure discréte. Dans ce paragraphe, nous
construisons les conditions aux limites pour un échantillon rectangulaire dont les
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0.‘5 i 1.‘5 é 2.‘5 3‘ o (rad)

FIGURE 2.11 — Pseudo coefficient de Poisson en fonction de la direction
de la sollicitation pour E,/G = E,/G =1 000

H,

A
\/

(a) Echantillon étudié

L

T

(b) Autre échantillon possible

FIGURE 2.12 — Géométries pour lesquelles sont définies les conditions aux limites
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frontiéres sont paralléles aux directions des éléments. Les dimensions de 1'échan-
tillon sont H, dans la direction = et H, dans la direction y (figure 2.12(a)). Les
résultats se généralisent aisément & des géométries plus compliquées du moment
que les frontiéres sont paralléles aux directions des éléments (figure 2.12(b)).
Comme dans (Hans et Boutin, 2008), les conditions aux limites & appliquer au
milieu continu équivalent a 1’échelle macroscopique sont obtenues en écrivant son
équilibre énergétique. Pour cela, nous repartons des équations d’équilibre fournies
par la méthode HMPD. Nous traitons de nouveau le cas ot w = O(ew,) mais les
conditions aux limites ne dépendent que des propriétés du milieu macroscopique
et pas de la fréquence. Les résultats sont donc valables pour toutes les fréquences
qui vérifient la condition de quasi-statisme local. Lorsque w = O(ew,), les termes
d’inertie apparaissent dans les équations d’ordre 2. Si les conditions aux limites
sont les mémes pour les ordres 0 et 1, ces deux ordres sont décrits par les mémes
équations. Il n’est donc pas nécessaire de les distinguer et 'ordre 1 ne sera plus
évoqué pas la suite. Les équations de bilans des ordres 0 et 2 sont rappelées ci-
dessous. L’équation de bilan des moments a été utilisée pour remplacer la rotation
des noeuds 6° par son expression en fonction des gradients des déplacements.

O*UY

E, o 0 (2 0)
9200

B, @yf =0 (0)
g PUY 9200

Eogee TC <aya§; T o ) + MW7 =0 (=2)
D202 920Y  92[y0

Y Yy T 2770
Ey—8y2 +G ( 92 + (‘M@y) + M,w?U, =0 (y2)

\

L’énergie a 'ordre 0 est obtenue en multipliant I’équation (z0) par 5 U 0 et

I'équation (y0) par %Ug puis en intégrant sur la surface ¥ du mlheu‘ Aprés
intégration par parties, I’équation (2 0) devient :

2770
// aU””Uodxdy
1 U 1 au?
== E,—2U)| dy—=|[[| E dz dy =
2/{ oa ULoy L (8) T =0

De méme, I’équation (y0) devient :

// oy ;’ U0 dz dy

IE/HZ E@US 70
2 =0 yay v

o 1 aU\ 2
da:——//Ey —2 ) dady =
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Finalement, la somme des deux équations donne :

énergie élastique

1 U\ OUO 2
H (Ex(w ra (DY) aray

1 / { ou? 0] ’ 1 /H [ ou? . O] Hy
- - E,—2U2| dy—= E,—~LU dz=0 (218
N 2 y=0 Ox =0 2 =0 ! ay y=0 ( )

travail des conditions aux limites

Nous obtenons 'équilibre entre I'énergie élastique due aux déformations d’ex-
tension dans les axes des éléments et le travail des conditions aux limites. Sans
surprise, la contrainte normale dans la direction z travaille avec U 9 et la contrainte
normale dans la direction y travaille avec [75. Il n’y a pas d’énergie cinétique car
le mécanisme de traction-compression est en quasi-statique pour la gamme de
fréquences étudiées.

A priori, I'énergie d’ordre 2 est obtenue en faisant la somme des équations
d’ordre 0 multipliées par %(j 2 et de celles d’ordre 2 multipliées par %lj 0. Mais
comme chacune de ces contributions est nulle, elles peuvent étre étudiées de facon
indépendante. La somme des équations d’ordre 0 donne :

1 au° U2 oU? U
- Ea: T T E Yy Y dzd
2//;;( ox 8x+y8y 8y>xy

1 oo . 1= 1 [H=7 U0 . 1M
S E,—%U? dy — = —Yy? dr = 2.1
2L=0 |: Ox U :|x Y 2/x=0 |: ! ay Uy:| ) ’ ( 9)

=0 y=0

Aprés intégration par parties, la somme des équations d’ordre 2 devient :

09U
//Mw U0 dxdy——// (aU x)dazdy
1 H, [ (800 an) :|Hz H, an 300 ~ H,y
+ = Gl =2+ Ul d +/ [G(—wnt—y)US} dz
2 ( /y:O oy ox =0 4 R dy ox =0
1 UL oU? oUL oU?
_5//2 <E or ox oy oy )d””dy

([ e e [ ]
+ = dy + E dz | =

y=

En utilisant I'équation (2.19) pour éliminer la contribution croisée de U° et U? &
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I’énergie élastique, nous obtenons :

0 f]O 2
//Mw U0 dxdy——// <8U x)dxdy
Hy ou°  oUY He = ou°  oU°N - 1™
+ = G( + )UO} d +/ {G( “"+—y)U§} dx
2 ( /yzo | oy ox =0 Y 2=0 dy Ox =0

1 Hy 2 0 z
+3 ( / E, o0 U’ —E, o0, UQ] dy
Y x

o | 0z ox 7).,

Hr QU2 . oue 1"
+/ [E LU0~ B,—2 UQ] dx) =0 (2.20)
=0 Y 0

Yoy v Y oy _
Il s’agit de I’équilibre entre 1’énergie cinétique due a U 0 Ténergie élastique due a
la distorsion et le travail des conditions aux limites. Celui ci regroupe le travail
de U° avec les contraintes tangentielles générées par U°, 70, le travail de U° avec
les contraintes normales générées par U 72 et le travail de U 72 avec les contraintes
normales générées par U”. 70

Les conditions aux limites que doit vérifier le milieu macroscopique sont celles
qui apparaissent dans son équilibre énergétique. Ainsi, ce sont soit des conditions
en déplacement qui portent sur les différents ordres de U , soit des conditions
en contraintes qui portent sur les dérivées de U. Dans toutes ces expressions, la
rotation des nceuds 6 n’intervient pas. En effet, nous avons constaté qu’il s’agit
d’une variable cachée qui n’émerge pas dans la description macroscopique. Grace a
I'équation d’équilibre en moments (m 0) qui décrit I’équilibre interne de la cellule,
6" est complétement déterminée & partir de UP. 70, 1 est donc impossible pour le
milieu macroscopique de vérifier des conditions spécifiques sur 6.

Il est courant en homogénéisation d’obtenir des modéles qui ne peuvent pas
vérifier toutes les conditions aux limites (Buannic et Cartraud, 2001b; Verna,
1991). Cela vient du fait que le milieu macroscopique ne prend en compte que les
mécanismes prépondérants dans la structure et a moins de degrés de liberté que
la réalité. Dans notre cas, cela signifie que, quelles que soient les conditions aux
limites réelles sur 6, elles n’influencent pas le comportement global de la struc-
ture. Par contre, elles jouent & 1’échelle locale sur les déformations des cellules
situées sur le pourtour de la structure. Si le but de I’étude est de déterminer le
comportement global, le modéle homogénéisé et les conditions aux limites définies
par l'équation (2.20) sont suffisants. Mais pour pouvoir revenir a ’échelle locale,
toutes les conditions aux limites doivent étre prises en compte. Cela n’est pos-
sible qu’en ajoutant des couches limites qui affectent la structure sur une faible
profondeur.

Nous allons maintenant montrer sur un exemple comment utiliser ces condi-
tions aux limites. Nous traitons le cas d’un échantillon encastré en y = 0 et libre
sur les trois autres cotés (figure 2.13). Comme il n’y a pas de forces extérieures,
ce probléme consiste a trouver les modes propres de la structure. La pulsation
est donc une inconnue qui doit étre cherchée sous la forme d'un développement
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H,

A
\/

L. B

X

FIGURE 2.13 — Exemple traité : encastrement en y = 0 et trois bords libres

asymptotique :
W=wy+ews +€wy+... avec wo = O(ew,)

Nous nous intéressons toujours a la gamme de pulsations telle que wy = O(ew;.).
Ainsi, le premier terme d’inertie apparait dans les équations d’ordre 2. Les équa-
tions d’ordres 0 et 2 qui servent a trouver le champ de déplacement macroscopique
ne sont pas modifiées par le développement de la pulsation.

La forme générale de U se déduit des équations d’ordre O :

920
E,—=X =
00U C(x)y+ D(z)
Y ayg =0

Les fonctions A(y), B(y), C(x) et D(x) dépendent des conditions aux limites.
D’aprés 1'équation (2.18), les conditions sur les bords horizontaux portent soit
sur Uy, soit sur 0, (U°) = E,0,U) = E,C(x) :

Y-y-y
y = 0 : encastrement = Vz U)=0 = D(x)=0
y = H, : bord libre = Vo 0,,(0°%) =0 = C(x)=0

Donc en tout point du milieu continu équivalent, nous avons (75 = 0. De la
méme maniére, les conditions sur les bords verticaux portent soit sur UQ, soit sur
020(0°) = E, 0,0° = E, A(y). Pour la structure étudiée, les deux bords verticaux
sont des bords libres donc A(y) = 0. Dans ce cas, les équations d’ordre 0 ne
suffisent pas pour déterminer complétement U mais elles lui imposent une forme

particuliere :
[ — ( B(()y) ) (2.21)

Cela permet de simplifier énormément I’équation (2.20) qui exprime ’équilibre
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énergétique de la structure a l'ordre 2 :

//Mw (@9) dxdy——// (8[]0) dz dy

1 / [ oU° - 0} Hy / [ U2 0} Hs
+ = G2 dr + E,—=U°% dy|=0 (222
2 ( =0 dy y=0 y= Oz =0

Nous retrouvons I’énergie cinétique, I’énergie élastique due a la distorsion mais le
nombre de conditions aux limites qui travaillent a diminué. La contribution de U;
a disparu et surtout, la contrainte tangentielle sur les bords verticaux ne travaille
plus. La contrainte tangentielle n’a donc pas besoin de vérifier les conditions aux
limites sur les bords verticaux, ce qui de toute fagon est impossible car elle ne
dépend que de y :

04y(U°) = G(0,U7 +9,U0%) = G B'(y)

Il n’y a plus qu’a vérifier que les équations d’équilibre d’ordre 2 et les condi-
tions aux limites restantes permettent effectivement de déterminer Ug . D’apres
I'équation (2.22), les conditions doivent porter :

— sur la contrainte normale Jm((j 2) = B, 9,U2 pour les bords verticaux,

~ soit sur U, soit sur la contrainte tangentielle ny([j %) = G B'(y) pour les

bords horizontaux.
En utilisant (2.21), ’équation (x2) s’écrit :

82U2
0x?

E, + G B"(y) + MywiB(y) =0

Nous en déduisons que 8303? ne dépend que de y donc la contrainte normale
générée par U2 est de la forme : 0,,(U?%) = E,0,U0% = E, (F(y)z + G(y)). Les
deux bords verticaux étant des bords libres, cette contrainte doit s’annuler en
x = 0ectenz = H,. Elle est donc nulle partout et 92U2 = 0. Ainsi, 'équation (z 2)
est une équation différentielle de degré 2 en B(y) :

G B"(y) + MswiB(y) =0 (2.23)
Elle a besoin de deux conditions aux limites pour sa résolution :

y = 0 : encastrement = U =0 = B(0)

x

y = H, : bord libre =  0,(0%=0 = B(H)

0
0

La résolution de ce probléme ne pose aucune difficulté. Nous nous arrétons ici
car cela sort du cadre du chapitre 2 qui est consacré a la propagation des ondes
plutot qu’a la recherche des modes propres. Nous verrons dans le chapitre 3
que l'équation (2.23) a la méme forme que I’équation qui décrit les vibrations
transversales des poutres de cisaillement.

Cette étude montre une nouvelle fois que les modéles homogénéisés ne peuvent
pas vérifier toutes les conditions aux limites mais seulement celles qui pilotent le
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comportement global. L’écriture de 1’équilibre énergétique du milieu macrosco-
pique est un outil efficace pour les identifier.

L’originalité du milieu étudié est que les conditions aux limites & prendre
en compte dépendent du cas traité. Cela est di au fort contraste entre les rigi-
dités des deux mécanismes (traction-compression dans les axes des éléments et
cisaillement) qui oblige & résoudre des équations d’ordres différents pour obtenir
le champ de déplacement macroscopique. Les conditions aux limites & prendre
en compte a I'ordre 0 sont toujours les mémes mais celles qui travaillent dans les
équations d’ordre supérieur se déduisent de la résolution des ordres inférieurs.
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2.2.2 w=0(ew,) : ondes de cisaillement

Aprés avoir utilisé les équations d’équilibre fournies par la méthode HMPD
pour construire une analogie avec la mécanique des milieux continus, nous allons
maintenant les résoudre. Pour cela, nous faisons abstraction des conditions aux
limites et nous nous intéressons a la propagation des ondes dans une structure
infinie. Lors de la mise en ceuvre de la méthode HMPD, nous avons constaté qu’un
régime de propagation d’ondes macroscopiques peut étre obtenu pour deux ordres
de grandeur de la pulsation différents (page 26). Nous commengons par la gamme
de pulsations la plus basse, c’est-a-dire :

w=0(ew,) avec W, = —4 | —=

Equations d’équilibre

Les équations d’équilibre ont déja été présentées dans la partie 2.2.1. Les
bilans des efforts selon les directions = et y pour les ordres 0, 1, et 2 sont rappelés
ci-dessous en utilisant les notations qui avaient alors été introduites. L’équation
de bilan des moments a été utilisée pour remplacer la rotation des nceuds 6o par
son expression en fonction des gradients des déplacements.

( 9*0°
o2 =0 (z0)
o920}
vz 0 (v1)
0202 PUY 9200 -
E x Yy x M 2770 —
| P +G<8y8x+ 8y2>+ LU =0 (2)
r 6200
B, ayzy =0 (y0)
92U}
y _
By =0 (y1)
9202 9200 2o N
Y Yy z 2770 _ 2
\ Ey g +G<8x2 +8x8y> + M, w*U) =0 (y2)

Ces équations sont réécrites en utilisant la décomposition d’Helmholtz intro-
duite dans la partie 2.1.5 (équations (2.13) page 31) puis simplifiées par i. Les
nouvelles équations reprennent le nom des équations dont elles sont issues muni
d'un « 7 ».
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e (R 0E) 8]
in(a) (k‘o) [COS(a) @2 +sin(a) @] — M,w? k0@ =0

T

By sin? (@) | (RO a2 + 3 (K02 B @} + (3R0(RY) +3(k0)2k2) @ @y
+ G cos(a) (k°)? [cos() @ —1—sm( ] — Myw? K0 a) =0

\

Remarquons que des termes d’ordre différent, c’est-a-dire @°, @' et 4> peuvent

apparaitre dans la méme équation. Ce phénoméne a deux causes. La premiére est
formelle. A cause du développement du nombre d’onde, les termes des équations
d’ordre 0 et 1 réapparaissent dans les équations d’ordre supérieur. La seule dif-
férence est que kO est remplacé par une combinaison des différents k. Comme
nous n’avons pas développé le terme exp [—i k(7i, ) 7, - Z], la combinaison des dif-
férents &7 est probablement incorrecte. Cependant, les équations d’ordre 0 et 1
étant nulles indépendamment de la valeur de 150, les termes des équations d’ordre
supérieur sont automatiquement nuls et il n’est pas nécessaire de connaitre 1’ex-
pression exacte de leur coefficient. La deuxiéme cause est liée & la nature de la
structure et a déja été commentée au paragraphe précédent : le module de ci-
saillement étant petit par _rapport aux modules d’extension, les contraintes de
Clsalllement générées par U 70 sont équilibrées par les contraintes normales géné-
rées par U 72, Cependant, nous verrons que les différents ordres se découplent & la
résolution.

Nous allons maintenant chercher les solutions de ces équations en fonction de
la direction de propagation i, (figure 2.5 page 30). Nous rappelons que l'axe x
du repére correspond a la direction des planchers et I'axe y a la direction des
murs.

Propagation en dehors des axes du repére

Dans ce cas, cos(a) # 0 et sin(a) # 0. Les équations (2 0)’ et (y0)" s’écrivent :

Le déterminant de ce systéme étant égal a —1, la seule possibilité est ¢° = 40 = 0.
Donc aucune onde ne peut se propager en diagonale dans ce type de milieu pour
une pulsation d’ordre w = O(ew,). La structure a encore un comportement quasi-
statique.

Propagation selon 'axe y

Ce cas correspond & o = m/2 + nm avec n entier donc :

cos(a) =0 sin(a) =1 @ = +4° =4¢°
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L’équation (z0)" est alors trivialement vérifice et I’équation (y0) impose
@ = 0. Ainsi, seules des ondes de cisaillement pur peuvent exister a cette fré-
quence : la propagation se fait selon 'axe y et les déplacements sont paralléles a
I'axe x.

@) =4 sin(a) et Ay =0
De méme, l'équation (z1)" est trivialement vérifiée et 1'équation (y 1) impose
Pt =0: .

il = ' sin(a) et iy, =0

Les caractéristiques de ce mode de propagation sont établies & partir des

équations d’ordre 2 :

POR |G (RO = Myw?| =0 (22)

E, (k) @* =0 (y2)

Cet exemple illustre bien le découplage entre les différents ordres puisque 1’équa-
tion (z2)" ne contient plus que des termes d’ordre 0 et I’équation (y2)" que des
termes d’ordre 2. L’équation (y2)" impose de nouveau ¢ = 0 :

@2 = % sin(a) et ﬁz =0
~ M,
L’équation (z2)' permet de calculer le nombre d’onde : £° = wy/ —> ot M, est la

masse surfacique et GG le module de cisaillement définis dans le paragraphe 2.2.1 :

GG
G = Gm——{—gp avec Gp =12

E,I, Epl,y
¢ Gp=12
b2 ¢ 21,

Vérifions au passage que, pour une fréquence plus basse, il n’y a plus de propa-
gation d’onde a I’échelle macroscopique. En effet, si le terme inertiel M, w? de
I'équation (z2)" est relégué a un ordre supérieur alors le terme élastique n’est
plus équilibré et ¢° = 0.

Propagation selon 'axe x

Les résultats sont similaires & ceux du paragraphe précédent en inversant les
roles de x et y.
Ce cas correspond & a = nm avec n entier donc :

cos(a) ==+1  sin(a)=0 @ =+¢" @) =+¢°

Les équations (y0)" et (y 1)’ sont trivialement vérifiées et les équations (x 0)’, (z 1)’
et (x2)" imposent @° = o' = ¢* = 0. La encore, seules des ondes de cisaillement

pur peuvent se propager et les déplacements sont paralléles a 1’axe y.

=0 et iy = —4° cos(a)
=0 et 1211! = —' cos(a)
iz =0 et i, = —* cos(a)
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L’équation (y2)" donne la méme valeur du nombre d’onde que dans l'autre direc-
tion de propagation :

DO RO |G (K°)? + M,w?| =0 = K =w

Conclusion

A basses fréquences, il ne peut exister dans ce type de milieu que des ondes
de cisaillement pur qui se propagent soit dans la direction des planchers (fi-
gure 2.14), soit dans la direction des murs. Cela n’est pas surprenant car le ci-
saillement est le mécanisme le plus souple dans ce matériau. Malgré ’anisotropie,
le nombre d’onde k et la vitesse de propagation ¢ sont identiques dans les deux
directions. De plus, leur expression a la méme forme que dans le cas d’'un mi-
lieu continu usuel, c¢’est-a-dire que le carré de la vitesse est égal au module de
cisaillement divisé par la masse surfacique.

~ M w G
0 _ s _ W _
E'=w e . = c Y
GG, E,I E,.I
—__m-p =12 p°p t m:12 mim
G G+ G, avec G, E e G 20

Ces ondes de cisaillement, observées a 1’échelle macroscopique, sont dues a la
flexion locale des éléments (figure 2.7 page 36).

—

T~
(I

FIGURE 2.14 — Onde de cisaillement se propageant selon x

Examinons maintenant la propagation des ondes a une fréquence plus élevée
permettant d’exciter le mécanisme de compression des éléments.
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2.2 - 1°" cas : murs et planchers similaires

2.2.3 w = 0(w,) : ondes de compression

Nous étudions ici la deuxiéme gamme de pulsations que nous avons trouvée
lors de la mise en ceuvre de la méthode HMPD (page 26) :

1 |E,
w=0(w,) avec W, = —4| —
LY\ pm

Dans ce cas, les forces d’inertie équilibrent les forces de traction-compression dans
les éléments. De plus, la condition de quasi-statisme local n’est plus vérifiée pour
la flexion. Nous rappelons ci-dessous ce que cela signifie et les modifications a
apporter a la méthode HMPD.

Dans la partie 2.1.2, nous avons vu que les efforts nodaux (équations (2.1)
page 18) s’écrivent avec des fonctions trigonométriques qui dépendent de y¢ pour
I’effort normal et de B¢ pour 'effort tranchant et le moment fléchissant. Rappelons
que ¢ est la longueur de I’élément et que les paramétres x et 8 sont définis par :

pw? 27 W pAW? 27
E Ae El Af

Ac désigne la longueur de 'onde de compression et Ay la longueur de 'onde de
flexion dans un élément pour une pulsation donnée.

Or, pour une pulsation d’ordre O(w,), nous avons ¢ = O(1) et x¢ = O(e).
Dans les éléments sollicités en flexion, la longueur d’onde Ay est donc du méme
ordre de grandeur que leur longueur ¢ et ces éléments peuvent entrer en réso-
nance. Par contre, dans les éléments qui sont sollicités en compression, la longueur
d’onde A, reste bien plus grande que leur longueur. Sur les deux mécanismes qui
coexistent dans ce type de structures, il y en a donc un qui est en équilibre dy-
namique a ’échelle locale alors que I'autre est encore en équilibre quasi-statique.
Cela est suffisant pour appliquer la méthode HMPD. Ainsi le comportement de la
structure est encore homogénéisable a cette fréquence pour tout ce qui concerne
le mécanisme de compression. Par contre, il n’est plus possible de remplacer la
structure par un milieu continu équivalent lorsqu’elle est sollicitée en cisaillement
pur.

Remarquons qu’a cette fréquence, la traction-compression des éléments pro-
voque obligatoirement la résonance en flexion. En effet, la propagation d’ondes
de compression dans les planchers excite les modes de flexion des murs et vice
versa (figures 2.15). Il va donc falloir tenir compte de ce phénomeéne de résonance
interne dans la mise en ceuvre de la méthode HMPD.

Méme si la longueur d’onde en flexion Ay est de l'ordre de grandeur de la
longueur des éléments £, elle reste trés supérieure a leur épaisseur a. Dans ces
conditions, il est toujours possible de modéliser les éléments par des poutres.
La premiére étape de discrétisation de 1’équilibre dynamique du systéme n’est
donc pas modifiée : les équations d’équilibre de la structure discréte sont encore
valables.

Par contre, la condition de quasi-statisme local n’est que partiellement vérifiée,
et il faut en tenir compte lors du développement des efforts nodaux. Pour I'effort
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A>> 1,
< > A
\_/—\ ' OO ¢
—
e - -k
A>> 1,

) - -k
<> <> <> <> i - @
R R -~ - 4

(a) Ondes de compression dans les (b) Ondes de compression dans les
planchers = flexion des murs murs = flexion des planchers

FIGURE 2.15 — Mise en résonance des éléments par des ondes de compression

tranchant et le moment fléchissant, 5¢ = O(1) donc il n’est plus possible de
remplacer les fonctions trigonométriques par leur développement limité. Nous
sommes obligés de garder telles quelles les expressions de la page 18. Pour I'effort
normal, x¢ = O(e) donc les développements restent valables. Les efforts a I'origine
des éléments deviennent :

NP = ETj“ ((UD —oF) - % (207 +0") — % (8v” + 7vF>> +0 ((x0)°)
D= BI5° uP (¢ sin S cos
TP = 50 g (7 (D3O sin(80) + sh(50) cos(50)
— u¥(sin(B0) + sh(B0)) + % sin(5¢) sh(pl) — %(cos(ﬁﬁ) — ch(ﬁﬁ)))
D — EIG” u® sin S u®'(cos —c
M= = 1 — cos(3¢) ch(BL) ( () sh(BE) + ( (86) h(ﬂﬁ))
+ %(Ch(ﬁf) sin(B¢) — sh(BL) cos(BC)) — %(sm(m - sh(ﬁz)))

La suite de la méthode est inchangée. Elle utilise le ratio d’échelles € = ¢./L
ou /. est la taille caractéristique de la cellule et L est la taille caractéristique
des déformations macroscopiques. Tant que nous n’avons pas résolu les équations
d’équilibre du milieu continu équivalent, L est inconnue. Mais nous supposons
que le ratio d’échelles € est un petit parameétre et nous 'utilisons pour définir les
différents ordres de grandeur. Ainsi, les trois variables cinématiques sont rempla-
cées par des fonctions continues qui sont écrites sous la forme de développements
asymptotiques. Puis les mouvements des quatre nocuds adjacents au noeud étudié
sont exprimés grace a des développements en séries de Taylor. Les caractéristiques
des éléments et la pulsation sont ensuite pesées en fonction du ratio d’échelles e.
Finalement, tous les développements et les estimations des parameétres sont in-
troduits dans les trois équations d’équilibre de la structure et les différents ordres
de grandeur sont séparés.
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2.2 - 1°" cas : murs et planchers similaires

Comme dans le cas précédent, 'équilibre du milieu continu équivalent est
décrit par un systéme de trois équations différentielles par ordre. Pour cette fré-
quence plus élevée, le mécanisme de traction-compression des éléments atteint le
régime dynamique et c’est lui qui pilote le comportement de la structure. D’autre
part, avec la résonance des éléments en flexion, le mécanisme de cisaillement que
nous avons identifié a basses fréquences n’a plus de sens & 1’échelle macrosco-
pique. Les équations d’ordre 0 sont donc suffisantes pour étudier la propagation
des ondes. De plus, certains efforts n’ayant pas été développés, les équations de-
viennent vite trés compliquées. C’est pourquoi, seules les équations d’ordre 0 sont
présentées.

Equations d’équilibre

Pour cette fréquence, les trois équations d’équilibre du milieu continu équi-
valent sont :

92U by Pm -
By + <5—” + % (5m£m)) W00 =0 (20)
m P
6200 . — B
Ey 8y2y + (E_ + g_p f(ﬁpgp)) szl? = (y 0)
P m

ch(Blm) — cos(Bmlm) 50.3)

I (Bmgm) dy
- gy s (<asin () b (P2

ch(B,L,) — cos(B,L,) 8(23) 0

(m0)

+—5b€p

J1 (ﬁpép) Ox

avec

10 = 703y (ﬁ£> . (%)
() (2) 4 (2 ()
() (2) 2 (2) ()

Le seul paramétre qui n’est pas fixé dans l'expression de 3 est w donc en
réalité, il s’agit de fonctions qui dépendent de la fréquence de vibrations de la

structure. De plus, les fonctions f; et fp indiquent que les fréquences des modes
propres de flexion des éléments vont jouer un role particulier. En effet, I’équation
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aux fréquences propres pour les vibrations transversales d'une poutre bi-encastrée
est :

0=1—cos(Bl)ch(pl) =2 f1(BL) x fp(BL) (2.24)
ou la fonction f; s’annule pour les fréquences des modes impairs et la fonction
fp s’annule pour les fréquences des modes pairs.

Commencons par regarder les équations d’équilibre (z0) et (y0). Le premier
terme est le terme élastique lié a la traction-compression des éléments que nous
avons déja identifié a basses fréquences. Le deuxiéme terme est le terme d’inertie.
Comme prévu, il est remonté dans les équations d’ordre 0 mais il n’a plus tout
a fait la méme expression que dans le paragraphe 2.2.2. A cause de la résonance
des éléments en flexion, une partie de la masse est multipliée par une fonction
qui dépend de la fréquence. Dans I’équation (z0), la fonction f intervient dans
la contribution des murs. Cela n’est pas surprenant car cette équation traduit
I’équilibre entre la traction-compression des planchers et la flexion des murs. De
méme, I’équation (y 0) décrit I’équilibre entre la traction-compression des murs et
la flexion des planchers donc c’est la masse des planchers qui est multipliée par f.
Il est toujours possible d’écrire le terme d’inertie sous la forme M w?U°. Mais
maintenant, M n’est plus égal a la masse réelle de la structure. Il s’agit d’une
masse apparente matricielle qui varie avec la fréquence des vibrations. Dans le
repére (x,y) lié aux directions des éléments, la masse apparente s’écrit :

M (w) =22 4 2 g0,

M™(w) 0 by 4
M((w) = avec
Wl e M) = 22 4 22 150

En conséquence, dans le domaine fréquentiel la vitesse des ondes n’est plus
constante et dans le domaine temporel le milieu continu équivalent a un com-
portement & mémoire.

Examinons a présent ’équation d’équilibre en moments (m 0). Comme dans le
cas précédent, il s’agit d’une équation d’équilibre interne de la cellule qui permet
de calculer la rotation des noeuds 6° a partir de leur déplacement U°. 70, A basses
fréquences, cette équation exprimait I’égalité des contraintes de cisaillement dans
le milieu macroscopique équivalent. Sans surprise, elle est trés affectée par la ré-
sonance des éléments en flexion : tous les termes sont multipliés par des fonctions
qui dépendent de la fréquence. De plus, maintenant les termes élastiques et les
termes d’inertie sont du méme ordre mais ils ne peuvent plus étre dissociés. Néan-
moins, la forme générale de I’équation est conservée. C’est la différence entre un
terme proportionnel a la rigidité en flexion des murs G, et un terme proportion-
nel a la rigidité en flexion des planchers G,. De plus, lorsque la fréquence tend
vers 0 (c’est-a-dire lorsque (3, et (3, tendent vers 0), nous retrouvons ’équation
de la partie 2.2.2 :

oU? aUO
04 _ 1o _
G,, (9 ay> G, ( 00 + a:c) 0

Dans un premier temps, nous allons laisser de coté cette équation d’équilibre
en moments. En effet, la propagation des ondes est entiérement décrite par les
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2.2 - 1°" cas : murs et planchers similaires

deux équations d’équilibre en forces (2 0) et (y0) dans lesquelles la rotation des
neeuds 0° n’intervient pas. Nous allons supposer les masses apparentes M™(w)
et MP(w) positives et résoudre ces équations de fagon formelle pour déterminer
le type d’onde et I'influence de la direction de propagation a. Puis nous nous
intéresserons aux propriétés de la masse apparente. Enfin, nous reviendrons sur
I’équation (m 0) qui impose des conditions cinématiques supplémentaires.

Effet de I’anisotropie

Pour étudier la propagation des ondes a cette fréquence, nous utilisons la
décomposition d’Helmholtz présentée dans la partie 2.1.5 (page 30). Avec les
notations qui avaient été introduites, les déplacements des noeuds s’écrivent :

U = —ik° (g?)o cos(a) + 1" sin(a))
Uy = —i k° (gbo sin(ar) — 4° cos(oz))
et les équations (x0) et (y0) deviennent :

—ik° (Ex(fco)z cos?(a) — M™(w) w2) (gbo cos(a) + ° sin(a)) =0 (x0)

—ik° (Ey(ffo)Q sin®(a) — MP(w) wz) (@0 sin(a) — ° cos(a)) =0 (y0)

Comme dans le cas précédent, il ne peut y avoir une solution non nulle que si
le déterminant de ce systéme est nul, c¢’est-a-dire si :

E,(k%)? cos®(a) — M™(w)w? =0 (2.25a)
ou E,(k%)?sin®(a) — MP(w)w® =0 (2.25b)
Lorsque c’est I’équation (2.25a) qui est vérifiée, alors Ug = 0 et tous les

noeuds se déplacent uniquement dans la direction des planchers (figure 2.16(a)).
Inversement, lorsque c’est I'équation (2.25b), alors U% = 0 et les déplacements
se font exclusivement dans la direction des murs (figure 2.16(b)). Ainsi, quelle
que soit la direction de propagation des ondes, la polarisation est imposée par le
matériau : soit selon z, soit selon y. Nous parlerons du mode (Px) pour le premier
cas et du mode (Py) pour le second.

I1 est également possible que les deux équations (2.25) soient vérifiées en
méme temps. Alors, les déplacements des nocuds peuvent étre orientés selon une
direction quelconque et il n’y a plus de polarisation des ondes. Les variables @° et
1;0 peuvent étre choisies indépendamment 'une de 'autre. L’onde correspondante
est donc soit une onde de compression pure, soit une onde de cisaillement pur,
soit une onde de compression-cisaillement. Cela se produit, par exemple, lorsque
les murs et les planchers sont rigoureusement identiques et que ’onde se propage
dans la direction o = 7/4 (figure 2.17). Dans ce cas, E, = E,, M™(w) = MP(w)
et les équations (2.25) sont identiques.

Cette derniére situation peut aussi étre interprétée comme la superposition
de deux ondes se propageant dans la méme direction « et étant parfaitement
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Chapitre 2 : Propagation des ondes dans des milieux réticulés

(a) Polarisation (Px) (b) Polarisation (Py)

FIGURE 2.16 — Déplacements nodaux pour les deux modes de polarisation

FIGURE 2.17 — Perte de la polarisation : orientation quelconque des déplacements

en phase. La premiére est polarisée selon le mode (Px) et la seconde selon le
mode (Py). C’est pourquoi, nous ne reviendrons pas sur ce cas particulier. De
plus, la seule différence entre les modes (Px) et (Py) est la permutation des roles
des murs et des planchers. L’étude détaillée du mode (Px) est donc suffisante
pour comprendre le fonctionnement de la structure.

Le mode (Px) correspond au cas ou ’équation (2.25a) est vérifice. Il peut
donc exister pour toutes les directions de propagation 7, sauf pour la direction
des murs (cos(a) = 0). L’expression du nombre d’onde est :

- Mm E,A
o= ) avec E, =22,
|cos(a)| E, -

L’équation (0)" est trivialement vérifiée et 1'équation (y0)" impose la nullité
de U,
@°sin(a) — ¢° cos(ar) = 0
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Deux cas sont possibles :
— soit sin(a) =0 = ¢° =0 : onde de compression pure
— soit sin(a) #0 = ¥ = @ tan(a) # 0 : onde de compression-cisaillement

Dans le premier cas, ’'onde macroscopique est une onde de compression pure
qui se propage dans la direction des planchers (o« = 0). Le nombre d’onde, la
vitesse de propagation et la longueur d’onde sont notés respectivement kg, co, Ag.

by = wy [ M) _ w27

E Co AO

N E, ; A 2 E,
Co={|— e = —4|—
0 M™(w) 7w\ M (w)

Ces expressions sont similaires & celles obtenues pour un milieu continu usuel.
En effet, la vitesse est égale a la racine carrée d’'un module d’extension divisé
par une masse. Mais, a cause de la résonance interne, c’est la masse apparente
qu’il faut prendre en compte. Comme elle dépend de la fréquence, ce mode de
propagation est dispersif. En ce qui concerne le fonctionnement de la structure
a P'échelle microscopique, la présence du module E, = E,A,/(,, indique que les
planchers travaillent en traction-compression et la masse M™(w) montre que les
murs sont & la résonance en flexion. Nous sommes donc dans la situation de la
figure 2.15(a) page 54. Les ondes macroscopiques sont générées par des ondes de
compression pure qui se propagent dans les planchers.

Pour I'instant, nous n’avons pas encore étudié les propriétés de la masse ap-
parente M™(w). Mais cette description des ondes n’est valable que si la condition
de séparation d’échelles est respectée. Il faut donc se placer dans une gamme de
fréquences telle que la longueur d’onde soit bien plus grande que la longueur des
planchers, c’est-a-dire Ag >> £,,.

Le deuxiéme cas est plus complexe. Les ondes macroscopiques se propageant
en dehors des axes du repére sont des ondes de compression-cisaillement. Cela est
courant dans les milieux anisotropes. Le nombre d’onde, la vitesse de propagation
et la longueur d’onde sont notés respectivement k., c,, A,. Ils dépendent non
seulement de la fréquence mais également de la direction de propagation 7.

ka . ko((ﬂ)

= Teos(@)] , Co = |cos(a)] co(w) , Ay = |cos(ar)| Ag(w)

Le fonctionnement de la structure a 1’échelle microscopique est schématisé
sur la figure 2.18. Le quadrillage gris représente la structure avant déformation.
L’équation (y 0)" impose [75 = 0. Ainsi, tous les déplacements nodaux se font selon
la direction x (fleches rouges). La encore, nous avons des ondes de compression
pure qui se propagent dans les planchers. Mais cette fois-ci, elles sont déphasées
verticalement de telle sorte que tous les points situés sur des droites perpendi-
culaires a la direction 7, subissent les mémes déplacements. C’est pourquoi, a
I’échelle macroscopique, nous voyons une onde se propager dans la direction 7i,.
L’amplitude des ondes de compression dans les planchers est dessinée en rouge.
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Leur longueur d’onde est encore Aj et la longueur d’onde apparente A, est la
projection de Aq sur la direction 71,. La longueur d’onde et la vitesse apparentes
sont donc maximales lorsque I'onde macroscopique se propage dans la direction
des planchers (figure 2.19(a)). De plus, ce mécanisme ne permet pas de générer
une onde macroscopique se propageant dans la direction des murs.

U

Ao

. |

FIGURE 2.18 — Onde dans la direction 7, pour la polarisation (Px)
(Version en couleur : figure D.1 page 334)

Sur la figure 2.18, nous avons également représenté la déformation des murs.
Ces derniers sont sollicités en flexion d’une part a cause du déphasage des ondes
dans les planchers (en vert) et d’autre part a cause de la résonance interne (en
bleu). Les planchers, quant a eux, travaillent en traction-compression. Comme la
cellule est cisaillée par le déphasage des ondes dans les planchers, il est probable
que ces derniers se déforment aussi en flexion et qu’ils soient en résonance. Pour ré-
pondre & cette question, il faut examiner 1'équation d’équilibre en moments (m 0)
et déterminer la rotation des nceuds 6°. Comme Ug = 0, I'équation (m0) se
simplifie :

G Binlom Bk Bl \ ~ ch(Bulim) — cos(Bmlm) OU°
12 (Bulm) (48111( 7)o (55 ) Bt = S ay)
Gp 5106? 3 ﬁpgp ﬁpgp N _
3 fp(ByL,) Sm( 2 )Sh <T>90_0

(2.26)

Pour les fréquences qui n’annulent aucune des fonctions présentes dans cette
équation, la rotation des nceuds 60 est proportionnelle & la déformation de ci-
saillement 0, US Le coefficient de proportionnalité dépend de la fréquence et des
caractéristiques de la cellule. Si ’'onde macroscopique se propage dans la direction
des planchers (onde de compression pure), il n’y a pas de déphasage : 9, Ug =0.
Dans ce cas, la rotation des noeuds est nulle a 'ordre 0 et les planchers travaillent
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uniquement en traction-compression. Par contre, pour les ondes de compression-
cisaillement qui se propagent en dehors des axes du repére, la rotation des noeuds
est non nulle. Les planchers sont donc en résonance en flexion. Leur déformation
est également représentée en bleu sur la figure 2.18. Les fréquences particuliéres
qui annulent les fonctions présentent dans 1’équation (2.26) seront étudiées a la
fin de cette partie.

ACm/2
Cq Ca
Fa > «Q s
Co Co
Cr/2
(a) Polarisation (Px) (b) Polarisation (Py)

FIGURE 2.19 — Influence de la direction « sur la vitesse apparente de 'onde

Pour la polarisation (Py), les roles des murs et des planchers sont inversés :
dans I'expression de la masse apparente, c’est la contribution des planchers qui
dépend de la fréquence et c’est le module d’extension E, = E,,A,, /¢, qui apparait
dans les équations. Les ondes macroscopiques sont maintenant générées par des
ondes de compression pure dans les murs et les déplacements se font tous dans la
direction y. Lorsque toutes les ondes sont en phase, ’'onde macroscopique est une
onde de compression pure dans la direction y. Si les ondes sont déphasées, nous
avons une onde de compression-cisaillement qui se propage en diagonale. Les re-
lations entre les caractéristiques des ondes dans la direction des murs (o = 7/2)
et celles des ondes en dehors des axes du repére sont rappelées ci-dessous. Pour
cette polarisation, la longueur d’onde et la vitesse sont maximales dans la direc-
tion des murs et la propagation est impossible dans la direction des planchers
(figure 2.19(b)).

Propagation dans la direction des murs :

Mpr(w) w27

Ey B Cr/2 B A7r/2

E, 2r | B,
= Crj2 = Mp(w) et Aﬂ-/g = U Mp(w)

Propagation en dehors des axes du repére :

_ Fapa(w)

© Jsin(a)

kﬂ'/Q =w

) Co = |Sll’l(0£)’ c71'/2 5 Aa = |Sln(a)| Aﬂ./Q
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Effet de la résonance interne

Nous regardons maintenant 'influence de la pulsation w des vibrations de la
structure. Pour simplifier I’étude de la masse apparente, nous nous plagons dans le
cas ol les murs et les planchers sont rigoureusement identiques : les indices « m »
et « p» sont alors inutiles. De plus, nous n’avons plus besoin d’introduire une
masse apparente matricielle puisque M™(w) = M?(w) = M(w) avec :

M(w) =

Nlb|

(1+ £(B0))

ou f est la fonction définie page 55.

Par la suite, nous raisonnerons sur des quantités adimensionnelles. C’est pour-
quoi nous introduisons la fonction m(w) qui correspond au ratio entre la masse
apparente M (w) et la masse surfacique réelle My =2p/0 :

1
L~ (1 030)

La pulsation des vibrations de la structure est pesée par rapport a la premiére

pulsation propre de flexion des éléments lorsqu’ils sont bi-encastrés. Pour une
poutre d’Euler-Bernoulli, la pulsation du £'™¢ mode propre est donnée par :

ET

wip & (2k + 1)? <2€)2 = (2.27)

Nous appelons @ la nouvelle variable :

20\ ? p w
w|— —~—
3 El  wp

et la fonction f(S¢) peut étre remplacée par la fonction f (w) définie par :

w

4 pw 3
Bl=ty] = v”

I
f@) = 37Tf AR <SZ f) . (31 m)

-0 () (54) 4 (5.0 (54

Nous rappelons que fl(d)) s’annule pour les fréquences des modes propres de
flexion impairs des éléments.

L’allure de la masse apparente m(w) est représentée sur la figure 2.20. D’aprés
I'équation (2.27), les pulsations propres des éléments suivent la suite des carrés
des nombres impairs donc elles correspondent aux abscisses suivantes :

2

2
w ~ 1 w2%§%2,78 @3%§%5.44 n~—==9 etc
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FIGURE 2.20 — Allure de la masse apparente en fonction de la fréquence

Tout d’abord, remarquons que m(w) tend bien vers 1 lorsque @ tend vers 0,
c’est-a-dire, qu’en quasi-statique, la masse apparente est égale a la masse réelle.
Nous observons également que, pour la majorité des fréquences supérieures a
la fréquence du premier mode propre de flexion des éléments, cette fonction est
comprise entre 0 et 1. Ainsi, grace a la résonance des éléments en flexion, la struc-
ture semble plus légére que ce qu’elle est en réalité. Par contre, au voisinage des
fréquences correspondant aux modes de flexion impairs des éléments, la masse ap-
parente tend vers 'infini par valeurs positives et négatives. Aucun comportement
atypique n’est observé au voisinage des fréquences des modes pairs.

Essayons de comprendre 'origine physique de ces variations. Dans un corps
rigide, tous les points subissent le méme mouvement et toute la masse est entrai-
née de la méme fagon. C’est pourquoi les forces d’inertie sont proportionnelles a
la masse réelle. La structure étudiée ici présente plus de degrés de liberté, ce qui
autorise les différents points & bouger les uns par rapport aux autres. Il y a un
mouvement global défini par la propagation de 'onde macroscopique auquel se
superpose, a I’échelle microscopique, les vibrations en flexion des éléments. Cer-
tains points de la structure peuvent donc avoir un mouvement trés différent du
mouvement global. I’existence de la masse apparente traduit le fait que, dans une
cellule, toute la masse n’est pas entrainée dans la méme direction. Pour expliquer
I’allure de cette masse apparente, il faut donc étudier le comportement en flexion
des éléments & différentes fréquences.

Pour cela, nous prenons I'exemple de la polarisation (Px) et nous supposons
que 'onde macroscopique se propage dans la direction des planchers. Ainsi, toutes
les ondes de compression dans les planchers sont en phase et d’apres I’équation
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d’équilibre en moment (2.26) la rotation des nocuds est nulle & 'ordre 0. En
conséquence, seuls les murs travaillent en flexion. Pour la suite, nous raisonnons
dans le repére local associé & un mur (figure 2.3 page 17) : s € [0, £,,] est 'abscisse
curviligne, u(s) le déplacement transversal et 6(s) la rotation de la section. Les
vibrations transversales sont décrites par le modéle de poutre d’Euler-Bernoulli
dont les équations sont rappelées page 17. Nous en déduisons la forme de u(s) et

de 0(s) :

% = Bru(s) = u(s) = Acos(Bms) + Bsin(Bms) + C ch(Bps) + D sh(Bps)
0(s) = 3—2(3) = ﬁm( — Asin(5,,8) + B cos(By,s) + Csh(B,s) + Dch(ﬂms)>

ou A, B, C et D sont quatre constantes qui dépendent des conditions aux limites.
Ces derniéres sont données par :

u(0) = u(ly,) =U 6(0) =0(¢,,) =0 (e™" est sous-entendu)

U= —Ug car le repére local lié au mur et le repére global lié a la structure ne
sont pas dans le méme sens (figure 2.4 page 19). Nous en déduisons l’expression
de la déformée du mur pour une pulsation w donnée :

A~

ul(s;w) = W (ch (B2 — 5)) sim (P

200000

100000

—4

-100000

-200000

FIGURE 2.21 — Déformées d'un mur au voisinage de sa 1' pulsation de flexion wg

La figure 2.21 donne quelques déformées du mur au voisinage de sa premiére
pulsation propre de flexion wf;. Nous constatons que plus la pulsation est proche
de wyy, plus I'amplitude est importante. De plus, lors du passage de wyq, il y
a une brusque inversion du sens de la déformée. Lorsque w tend vers wy; par
valeurs inférieures (w — wy,), la déformée u est en phase avec le mouvement des

noeuds U. Mais lorsque w tend vers wyy par valeurs supérieures (w — w;[l), alors
la déformée du mur est en opposition de phase par rapport aux noeuds. Cela est
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cohérent avec le comportement de la masse apparente au voisinage des modes
impairs des éléments qui tend vers 'infini et change brusquement de signe.

Regardons maintenant le comportement du mur pour les fréquences des modes
pairs de flexion. La figure 2.22 représente la déformée a la fréquence du deuxiéme
mode propre pour les conditions aux limites considérées. Elle est trés différente
de la déformée associée a ce mode (figure 2.29 page 74). De plus, amplitude est
du méme ordre de grandeur que le déplacement des noeuds U donc il n’y a pas
résonance. Méme si la structure vibre a une fréquence propre du mur, la fagon
dont celui-ci est sollicité ne permet pas d’exciter le mode.

U,
0.75
0.5

0.25

-0.25
-0.5

FIGURE 2.22 — Déformée d’un mur a la fréquence de son 2¢ mode de flexion

Pour une pulsation quelconque, la force d’inertie Fj,,(w) qui s’exerce sur toute
la longueur du mur vaut, dans le repére local :

Em(w) = _/ Pm W(Sac‘)) ds :ﬁmWQ/ u(s,w) ds
0 0

Ce qui donne grace a ’équation (2.28) et aux définitions de la page 55 :

Em(w) = Pm WQEm f(ﬁmgm) U

Aprés un changement de signe pour passer du repére local au repére global et une
division par ¢,,¢, pour avoir une grandeur surfacique, nous obtenons exactement
la contribution du mur au terme d’inertie de ’équation (x 0) qui décrit I’équilibre
en force dans la direction x :

B F(Bnto) 00
p
En ce qui concerne les planchers, ils travaillent en traction-compression dans
la direction x. Comme nous étudions des fréquences bien inférieures a la premiére
fréquence propre associée a ce mécanisme, au premier ordre, ils se déplacent d’un
seul bloc. La force d’inertie qui s’exerce sur un plancher est donc :

Fip(‘*)) = pplp WQUJ?

En divisant par ¢,,¢,, nous obtenons la contribution des planchers au terme d’iner-
mtp,

tie de I’équation (x0). Si au lieu de considérer une onde macroscopique de com-

pression pure qui se propage dans la direction x, nous nous intéressons a une onde
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de compression-cisaillement dans une direction quelconque, alors la rotation des
neeuds devient non nulle et les planchers vibrent également en flexion. Ce mou-
vement de flexion se fait selon la direction y. La force d’inertie sur un plancher
a donc une composante supplémentaire selon 'axe y, par contre sa composante
selon 'axe x n’est pas modifiée. C’est pourquoi la masse apparente qui apparait
dans I'équation (x0) a la méme expression pour les ondes macroscopiques de
compression pure et celles de compression-cisaillement.

Le terme d’inertie qui apparait dans I’équation (z0) est donc la projection
sur I’axe x de la somme des forces d’inertie qui s’exercent sur toute la cellule. De
méme, le terme qui apparait dans ’équation (y0) est la projection sur l'axe y
des forces d’inertie de la cellule. Il prend en compte la flexion des planchers et la
traction-compression des murs.

Maintenant que nous avons compris 1’'origine de la masse apparente, exami-
nons les conséquences de ses variations sur la propagation des ondes. Tant qu’elle
reste positive, les mécanismes mis en évidence au paragraphe précédent sont va-
lables. Les différentes valeurs de la masse jouent uniquement sur la vitesse des
ondes. Le probléme est de savoir a quoi correspond une masse négative et si la
structure est stable au voisinage des fréquences des modes de flexion impairs.
Pour répondre a cette question, nous traitons le cas plus réaliste d’une structure
avec un peu d’amortissement. Il est introduit en considérant que le matériau a
un module d’élasticité complexe :

E = |E|e™ avec n > 0 et petit

Dans le cas de la polarisation (Px), le nombre d’onde est donné par la résolu-
tion de ’équation (2.25a) qui est rappelée ci-dessous :

E,(k°)? cos®(a) — M™(w)w? = 0 (2.29)

A cause de 'amortissement, le module d’extension dans la direction z, E,, et la
masse apparente M"™(w) deviennent complexes. En effet, £, est proportionnel au
module du matériau :

_ EA,
= -

Dans le cas ou les murs et les planchers sont rigoureusement identiques,
M™(w) = M(w). L’expression de M (w) est donnée page 62 et le module du maté-
riau intervient dans le parameétre 3. La figure 2.23 montre le module et 'argument
de la fonction m(w) pour un amortissement 7 = 2.1072. m(®) = M (w)/M, est le
ratio entre la masse apparente et la masse surfacique réelle et © ~ w/wys; celui
entre la pulsation des vibrations de la structure et la premiére pulsation propre de
flexion des éléments. Au voisinage des modes de flexion impairs, les deux courbes
présentent des pics dont I'amplitude diminue avec la fréquence. Mais le module
et argument n’atteignent pas leur extremum pour la méme valeur de w. Cela
se voit mieux sur les figures 2.24 et 2.25. La premiére est un zoom sur la partie
réelle et la partie imaginaire de m(w) autour de la premiére fréquence propre de
flexion. La seconde représente m(w) dans le plan complexe. A chaque passage
d’un mode impair de flexion, la masse apparente décrit un cercle. En dehors des

E, = |E,|e™

66



2.2 - 1°" cas : murs et planchers similaires

pics au voisinage des fréquences des modes de flexion impairs, 'argument de la
masse apparente est trés petit. De plus, il est toujours négatif donc la masse
apparente peut se mettre sous la forme :

M(w) = |M(w)] e™ ) avec p(w) >0
Finalement, I’équation (2.29) devient :

MW@ ey 1MW) w? i)

(k%)% = T co2(a) e AT avec  ¢(w) >0

Elle admet deux solutions :

w . w )
ki(w) =+ ——— e 19)/2 ot k(W) = — o1 8(w)/2
’ [Caw) Ca()

0 Colo) = ool e

Pour savoir a quel type d’onde correspondent ces solutions, nous les introdui-
sons dans le terme e = exp [i (wt — k7, - Z)] qui exprime la propagation dans la
direction 7i,.

k=ki = e=exp _z’w (t—?é;’xcos (g)) exp —|ga|ﬁa-fsin (g)]

k=k. = e=exp _’iw (t—i—?a'fcos (g)) exp |ga| T si (% ]
(2.30b)

D’apreés la figure 2.23, nous avons p(w) € [0;3] donc ¢p(w) = n + p(w) € [0; 7.
D’ou cos(¢/2) > 0 et sin(¢/2) > 0. Ainsi, la solution k; correspond a une onde
progressive alors que la solution k_ correspond & une onde régressive. Le point
important est que, dans les deux cas, il s’agit d’ondes amorties. La structure est
donc stable pour ces fréquences puisque 'introduction de I’amortissement permet
bien d’obtenir des ondes amorties.

La vitesse de propagation des ondes macroscopiques ¢, (w) se déduit des équa-
tions 2.30 : )
) — G (Calw)

cos(p(w)/2)  Re(Ca(w))

et nous définissons la fonction ¢, (w) par le ratio entre cette vitesse et celle qu’au-
rait ’onde s’il n’y avait pas cet effet de résonance interne en flexion :

E. ¢
¢(w) = avec ¢ =|cos(a)| —
ck 2p

L’amortissement par longueur d’onde 5 est donné par d(w) = 27 tan(p(w)/2).
L’allure de la vitesse et I'amortissement par longueur d’onde en fonction de la
fréquence sont dessinés sur la figure 2.26 ou les deux courbes ont la méme échelle.
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FIGURE 2.23 — Module et argument de la masse apparente pour n = 2.1072
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— Re(m(®))
0. — Im(m(dj))
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FIGURE 2.24 — Parties réelle (trait gras) et imaginaire (trait fin) de la masse
apparente au voisinage du premier mode propre de flexion pour 1 = 2.1072

-15 -10 = Q

10!
15|
20!
o5
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—35T

FIGURE 2.25 — Masse apparente dans le plan complexe paramétrée par la fré-
quence pour 7 = 2.1072 (le plus grand cercle est décrit au passage du 1°* mode
de flexion, le 2° cercle au passage du 3¢ mode, etc...)
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max(dp) = 73,78

20

15

4 10

FIGURE 2.26 — Vitesse (trait gras) et amortissement (trait fin)
fonction de la fréquence pour 1 = 2.1072

La figure 2.27 représente la vitesse en fonction de 'amortissement. Elle est para-
métrée par la fréquence et les ovales sont décrits lors du passage des modes de
flexion impairs. Comme pour les courbes représentant la masse apparente, nous
avons choisi la valeur n = 2.1072.

Lorsque w — 0, nous avons é(w) — 1 et dp(w) — 2w tan(n/2) ~ 27.1072
Donc, pour les basses fréquences, 'effet de la résonance interne disparait : la
vitesse des ondes vaut ¢, et nous retrouvons uniquement ’amortissement 1 qui a
été introduit dans le matériau.

A plus hautes fréquences, ce mode de propagation des ondes devient disper-
sif. Au voisinage des fréquences des modes de flexion impairs des éléments, la
vitesse commence par diminuer puis elle augmente de facon importante : elle est
multipliée par 16,55 au voisinage du premier mode. Paralléelement, I'atténuation
par longueur d’onde d, devient considérable. Pour les trois modes représentés sur
la figure 2.26, elle dépasse largement 27 qui est la valeur de d, pour une onde
de diffusion. Donc la longueur de pénétration des ondes dans la structure est
négligeable, ce qui correspond a des bandes de fréquences interdites. Malgré tout,
comme les pics de vitesse et d’atténuation ne coincident pas, 'amortissement des
ondes décroit plus vite que leur vitesse. Par exemple, aprés le premier mode de
flexion des éléments, lorsque la vitesse est encore multipliée par 2, 5 ne vaut
plus que 0,29. Cela signifie qu’entre deux points distants d’une longueur d’onde,
I'amplitude diminue de 25 %. De plus, pour la majorité des fréquences, ¢(w) > 1
donc les ondes se propagent plus vite grace a la résonance interne en flexion. Ce
résultat est cohérent avec le fait que la masse apparente est souvent inférieure a
la masse réelle.
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FIGURE 2.27 — Vitesse en fonction de 'amortissement paramétrés par la
fréquence et zoom a l'origine pour n = 2.1072

71



Chapitre 2 : Propagation des ondes dans des milieux réticulés

A T’échelle microscopique, les ondes amorties sont générées par les mémes mé-
canismes que les ondes non amorties étudiées au paragraphe précédent (page 60).
Elles sont dues & des ondes de compression pures qui se propagent soit dans les
planchers (polarisation (Px)), soit dans les murs (polarisation (Py)). C’est le dé-
phasage de ces ondes qui donne I'impression que I'onde macroscopique est dirigée
selon 7i,. La seule différence est que maintenant, ’amplitude des déplacements
décroit le long de la direction 7, (figure 2.28).

FIGURE 2.28 — Onde de compression-cisaillement amortie dans la direction 7,

Equilibre interne de la cellule

Ce paragraphe est consacré a I’étude détaillée de I’équation d’équilibre en mo-
ments (m 0) qui exprime I’équilibre interne de la cellule. Elle a été laissée de coté
jusqu’a présent car elle ne décrit pas la propagation des ondes macroscopiques.
Pour faciliter ’exposé nous nous plagons dans le cas de la polarisation (Px) mais
le fonctionnement est similaire pour le mode (Py) (il suffit d’inverser les roles des
murs et des planchers). Nous avons donc [75 = 0 et I’équation (m 0) se simplifie :

27 (Bt (4 sin (—2 ) sh (—2 )90 + Bl 1Bl oy )

s (g () -

(2.31)

Nous avons déja constaté que, pour la majorité des fréquences, la rotation des
neeuds 0° est proportionnelle a la déformation de cisaillement 9, US. Ce qui nous
intéresse ici, ce sont les fréquences particuliéres qui annulent les fonctions pré-
sentes dans cette équation. La limite lorsque w tend vers 0 a déja été calculée.
C’est ’équation de la partie 2.2.1 qui impose ’égalité des contraintes tangentielles
lorsque la condition de quasi-statisme local est vérifiée.
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Les autres situations singuliéres sont au nombre de quatre :
1. fi(Bmbm) = 0 : fréquences des modes impairs des murs

2. fp(Byl,) =0 : fréquences des modes pairs des planchers
3. fp(Bmlm) = 0 : fréquences des modes pairs des murs

4. fréquences qui annulent le coefficient de 6°

Au voisinage des fréquences des modes de flexion impairs des murs, les ondes
ne sont pas transmises pour le mode (Px). Donc U? = 0 et les équations d’équi-
libre sont trivialement vérifiées.

Le deuxiéme cas concerne les fréquences des modes de flexion pairs des plan-
chers. Le dénominateur du moment dans les planchers est alors égal a 0. La
seule maniére d’empécher ce moment de devenir infini est d’avoir #° = 0. Mais le
moment dans les murs n’étant plus équilibré, il s’annule aussi. En conséquence,
(%UQ = 0. Les ondes dans les planchers ne peuvent pas étre déphasées ce qui
oblige les ondes macroscopiques a se propager dans la direction z. Tout se passe
comme si la rigidité des planchers était devenue infinie.

Pour comprendre l'origine de ce phénoméne, nous revenons a l’échelle des
éléments et nous étudions le comportement du plancher situé entre les noeuds
(m,p) et (m + 1,p). Nous raisonnons dans le repére local associé a ce plancher
(figure 2.3 page 17) : s € [0,¢,] est Pabscisse curviligne, u(s) le déplacement
transversal et (s) la rotation de la section. Pour une poutre d’Euler-Bernoulli,
u(s) et O(s) ont la forme suivante :

u(s) = Acos(Bys) + Bsin(B,s) + C ch(B,s) + D sh(B,s)
d
0(s) = S2() = By — Asin(B,s) + Bcos(8,5) + C'sh(B,5) + D ch(Bys))
ou A, B, C et D sont quatre constantes qui dépendent des conditions aux limites.

Comme nous étudions la polarisation (Px), les déplacements verticaux des noeuds
sont nuls. Les conditions aux limites pour le plancher sont donc :

u(0) = u(l,) =0 0(0) = g(m-p) 0(t,) = g(m+1.p)

Les trois premiéres conditions permettent d’exprimer les constantes B, C' et D en
fonction de A et 8(™P) La derniére fournit la relation suivante entre les rotations
des deux noeuds d’extrémité :

-1+ COS(BPEP) Ch(ﬁpgp) 4 p(mp) E(ﬁpgp)
sin(Bplp) — sh(Bplp) sin(Bplp) — sh(Bplp)

avec E(Byly) = ch(Byly) sin(Byl,) — cos(Byly) sh(Byl,)

Nous rappelons que —1 + cos(B,¢,) ch(B,¢,) = 0 est I'équation aux fréquences
propres du plancher lorsqu’il est bi-encastré. Pour les fréquences des modes pairs
de flexion, le coefficient de A dans I'expression de §*1?) est donc nul. Cela est
normal puisque 'amplitude A de la déformée est indéterminée a la résonance
des planchers. Pour I'étude du deuxiéme terme, nous utilisons les formules de
trigonométrie afin de faire apparaitre fp(3,(,) dans I'expression de E(f5,¢,).

Bty
2

gm+1.p) _ 248,

E(B,0,) = 4ch (%) cos ( ) Fr(Bol,) — sin(B,0,) + sh(B,0,)
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Ainsi, pour les fréquences qui annulent fp(/5,¢,), nous obtenons :

gim+1p) — _ p(m.p) (2.32)

Remarque : La déformée du plancher est alors donnée par ’équation suivante :

sin(fpx) — sh(Byx) )
Sin(ﬁpgp) - Sh(ﬁpgp)

u(z) =A (cos(ﬁpx) — ch(Byz) + (ch(ﬁpﬁp) — Cos(ﬁpﬁp)>
m.p) sin(8,¢p) sh(Byx) — sin(Byz) sh(By0;)
By < sin(Byly) — Sh(@?&?))

+ 6!

Il s’agit de la superposition d’un de ses modes propres pairs de flexion pour lequel
gmtLr) — g(mp) — () avec une amplitude A indéterminée et de la déformée liée
a la rotation opposée des deux nceuds (figure 2.29 pour le deuxiéme mode de
flexion).

u u

0.001
0.0005

s S

0.2 0.4/ 0.6 0.8 14, 0.2 0M 0.6 0 14,
-0.0005
-0.001

2¢ mode propre Effet de la rotation des nceuds
(amplitude indéterminée) (6 = 0,01 rad)

FIGURE 2.29 — Les deux composantes de la déformée d’un plancher
a la fréquence du deuxiéme mode propre de flexion

Or, pour homogénéiser le comportement de la structure, nous supposons que
les variables cinématiques évoluent peu d’un nceud a 'autre et que ces variations
peuvent étre représentées par des séries de Taylor :

") = 6°(m by, p ) + €6 (m Ly, p ) + € 02 (M Ly, p ln) + ..

0
9(m+1,p) _ 90(m £p7pgm) +e (61(m gp’p£m> + g*L%(mﬁp,pﬁm)) + ...

Ce qui impose au premier ordre :
gL 4 gimep) (2.33)

Clairement, les équations (2.32) et (2.33) sont incompatibles et la seule solution
possible est §° = 0 ce qui interdit le déphasage des ondes dans les planchers.

Le comportement apparemment atypique de la structure a cette fréquence
est donc une conséquence des hypothéses prises pour I’homogénéisation. En effet,
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nous imposons une condition cinématique supplémentaire qui restreint l’ensemble
dans lequel nous cherchons les solutions. Pour les fréquences ou cette condition ci-
nématique est en contradiction avec le fonctionnement naturel de la structure, la
rigidité apparente tend vers 'infini. Mais si nous choisissons une autre hypothése
compatible avec la déformation des éléments, les fréquences des modes pairs ne
devraient plus étre des fréquences singuliéres. Par exemple, nous pourrions cher-
cher les solutions dans I’ensemble des champs de déplacement ou la rotation des
neeuds est antipériodique. Dans ce cas, les fréquences singuliéres seraient proba-
blement les fréquences des modes impairs. En effet, E(5,¢,) peut également se
mettre sous la forme suivante :

Bply
2

E(ﬂpgp) = 4sh (%) sin < )fl(ﬁpgp) + Sin(ﬁpgp) - Sh(ﬁpgp)

Donc 9+12) = 1 9(mP) pour les fréquences des modes impairs (figure 2.30).

S u
0.2 0.4 0.6 0.8 1 g, 0.002
0.0015
0.001
0.0005
S
0.2 0.4 0.6 \Qif\///d Ly
U -0.0005
1¢" mode propre Effet de la rotation des nceuds
(amplitude indéterminée) (0 =0,01 rad)

FI1GURE 2.30 — Les deux composantes de la déformée d’un plancher
a la fréquence du premier mode propre de flexion

Le troisiéme cas ressemble au deuxiéme. Cette fois-ci, c’est la rigidité des murs
qui tend vers I'infini au voisinage des fréquences de leurs modes pairs de flexion.
Cela impose la nullité de la contribution des murs dans ’équation (m0) :

Bmgm) sh <Bm£m>éo + ﬁmgm Ch(ﬂmém) _ COS(Bmem) aU£ =

2 J1(Brmlm) dy ’

Asi (
Sin 2

Le moment dans les planchers n’est plus équilibré donc il s’annule et 8° = 0. La
nullité du moment dans les murs entraine de nouveau (%UJ? = 0. La encore, les
ondes macroscopiques sont obligées de se propager dans la direction des planchers.

Le quatriéme cas se produit en dehors des fréquences propres des éléments.
Il correspond aux fréquences ot la somme des rigidités apparentes des murs et
des planchers s’annule. C’est donc un mode de ’ensemble de la cellule. Dans ces
conditions, la rotation des nceuds 6° disparait de 'équation (m0) et le moment
généré par Gyﬁg n’est plus équilibré, ce qui interdit le déphasage des ondes a
I'ordre 0. Pour déterminer la rotation des nceuds, il faudrait regarder les équations
d’ordre supérieur.
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Chapitre 2 : Propagation des ondes dans des milieux réticulés

Pour cette situation, les mécanismes de propagation des ondes sont compléte-
ment décrits par les deux équations d’équilibre en forces dans lesquelles la rota-
tion des nceuds n’intervient pas. Néanmoins, 1’équation d’équilibre en moments
exprime 1’équilibre interne de la cellule et cela peut se traduire par des condi-
tions cinématiques supplémentaires. Il faut donc bien vérifier que tous les modes
de propagation des ondes sont compatibles avec cette équation. De plus, il faut
garder présent a 'esprit que nous avons da faire des hypothéses pour pouvoir
homogénéiser le comportement de la structure, ce qui a restreint I’ensemble dans
lequel nous cherchons les solutions. Nous avons donc décrit les modes de propa-
gation des ondes macroscopiques compatibles avec nos hypothéses mais d’autres
modes peuvent éventuellement exister.

Conclusion

Dans cette partie, nous avons étudié le comportement de la structure a des
fréquences suffisamment élevées pour que les éléments travaillent en traction-
compression. Pour cette gamme de fréquences, les éléments ne sont plus en
équilibre quasi-statique a 1’échelle locale pour le mécanisme de flexion et ils
peuvent méme entrer en résonance. Néanmoins, la longueur des ondes de traction-
compression étant bien supérieure a la taille de la cellule, il est encore possible
d’appliquer la méthode HMPD. Dans les équations d’équilibre, la résonance in-
terne des éléments en flexion se traduit par 'apparition d’'une masse apparente
matricielle qui dépend de la fréquence. Cette derniére présente des pics pour les
fréquences des modes de flexion impairs des éléments mais pour la majorité des
fréquences, elle est plus faible que la masse surfacique réelle.

La résolution montre que les ondes macroscopiques peuvent se propager dans
toutes les directions. Ce sont des ondes de compression-cisaillement qui dégé-
nérent en des ondes de compression pure dans la direction des murs et dans celle
des planchers. Les ondes de compression-cisaillement sont courantes dans les mi-
lieux anisotropes. La particularité de cette structure est que, quelle que soit la
direction de propagation des ondes, il n’existe que deuz directions de polarisation
imposées par les directions des éléments. Pour le mode (Px), tous les déplace-
ments se font dans la direction des planchers et pour le mode (Py), les nceuds se
déplacent dans la direction des murs. A cause de la résonance interne en flexion
et de la masse apparente variable, la vitesse des ondes dépend de la fréquence : ce
mode de propagation est dispersif. Pour la majorité des fréquences supérieures a
la fréquence du premier mode propre de flexion des éléments, la vitesse des ondes
est supérieure a celle qu’elles auraient sans la résonance interne. Par contre, pour
les fréquences proches de celles des modes de flexion impairs, les ondes ne sont
pas transmises. La vitesse dépend également du mode de polarisation et de la
direction de propagation 7i, selon les formules suivantes.

mode (Px) :
E,=E,A,/l,
¢ =|cos(a)] B avec Py P
() M) = 224 P2 g0,
m P
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mode (Py) :
E,=E,A,/t,
c = |sin(a) £y avec D p
Mr(w) MP(w) = g—m + g—pf(ﬁpﬁp)
P m

Pour une fréquence donnée, la vitesse est maximale dans la direction des planchers
pour le mode (Px) et dans celle des murs pour le mode (Py).

A Téchelle microscopique, il n’y a que des ondes de compression pure qui
se propagent dans les planchers pour le mode (Px) et dans les murs pour le
mode (Py). C’est leur déphasage qui donne I'impression d’une onde macrosco-
pique dans une direction 77, quelconque. Mais en réalité, les ondes sont canalisées
et elles suivent les directions des éléments. C’est un mécanisme spécifique des
structures creuses. Pour le mode (Px), la propagation des ondes de compression
dans les planchers sollicite les murs en flexion et c’est leur contribution a la masse
apparente M™(w) qui dépend de la fréquence. Mais cela ne veut pas forcément
dire qu’il n’y a pas de flexion dans les planchers. Lorsque les ondes microscopiques
sont déphasées, c’est toute la cellule qui est cisaillée.

L’extension du domaine d’application de la méthode HMPD aux fréquences
avec résonance interne a permis d’établir un certain nombre de résultats qui
sont résumés ci-dessus. Cela a également soulevé de nouveaux problémes. En
effet, supposer les champs de déplacement périodiques sur une seule cellule est
une hypotheése cinématique naturelle mais restrictive. Pour cette premiére étude,
nous avons décrit les modes de propagation des ondes compatibles avec cette
hypotheése. Il en existe probablement d’autres. En particulier, nous avons constaté
que cette hypothése cinématique n’est pas adaptée au voisinage des fréquences
des modes de flexion pairs des éléments.

Nous avons pu nous en rendre compte grace a un des avantages essentiels de
la méthode HMPD qui est la possibilité de revenir & 1’échelle des éléments et
d’étudier leur comportement. Cela nous a également permis de comprendre 1’ori-
gine physique de la masse apparente : a cause de la résonance interne en flexion,
toute la masse de la cellule n’est pas entrainée dans la méme direction. Lorsque
la plus grande partie de la masse vibre en phase avec I’'onde macroscopique, la
masse apparente est positive. Mais lorsque la majorité de la masse vibre en op-
position de phase, alors, a 1’échelle macroscopique, la masse semble négative. De
plus, au voisinage des fréquences de résonance des éléments, les forces d’inertie
deviennent trés importantes et la masse apparente tend vers 'infini. Dans ce cas,
I’'onde macroscopique n’est pas transmise.

Il est & noter que d’autres études, aussi bien théoriques qu’expérimentales, ont
également montré 'existence d’une masse apparente qui dépend de la fréquence
dans les matériaux composites. Parmi les premiers a avoir mis en évidence ce
phénomeéne, citons Auriault et Bonnet (1985). Ces auteurs ont homogénéisé le
comportement dynamique d’un composite périodique dont un des constituants
est beaucoup plus souple que le second. Avila et al. (2005) ont réalisé une étude
similaire. Milton et Willis (2007), quant a eux, se sont intéressés aux propriétés
inertielles d’une structure contenant des cavités ol se trouve une masse attachée
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Chapitre 2 : Propagation des ondes dans des milieux réticulés

par des ressorts. L’atténuation des ondes par des phénomeénes de résonance in-
terne a été mesurée grace a 'expérience présentée dans (Liu et al., 2000; Sheng
et al., 2003). Le composite étudié était constitué de billes rigides, recouvertes
d’un matériau plus souple et dispersées dans une matrice rigide. L’'interprétation
de cette expérience se trouve dans (Liu et al., 2005). Le modeéle de Milton et
Willis a également été réalisé expérimentalement (Shanshan et al., 2008). La en-
core, 'atténuation des ondes & cause de la résonance interne a pu étre observée.
Tous les milieux étudiés ont en commun d’étre constitués d’'une matrice rigide
dans laquelle les longueurs d’onde sont bien plus grandes que la taille de la cel-
lule et d’inclusions pouvant entrer en résonance a basses fréquences. Dans cette
these, c’est la structure elle-méme qui entre en résonance sans qu’il soit nécessaire
d’ajouter d’autres éléments.

Les matériaux avec résonance interne font actuellement ’objet de nombreuses
recherches. Celles-ci sont motivées par I'existence, en électromagnétisme, de « mé-
tamatériaux » ayant a la fois une permittivité et une permeéabilité négatives et
donc un indice de réfraction négatif. L’équivalent en mécanique serait un ma-
tériau avec une masse apparente et des modules apparents négatifs (Wu et al.,
2007).
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2.2.4 Résumé

Structure discréte étudiée

:I L‘ L‘ L Les murs et les planchers sont similaires :

G, a h

2 y
j % ﬁ N Ol =06 3==00)
[!_:::1'

3

) _ E, Pp _
=0  r-on 2 —ow

_

3

Milieu continu équivalent hors résonance

C’est un milieu continu usuel anisotrope. Dans le repére (x,y), la loi de compor-
tement s’écrit :

By ee(U%) 2G e, (U°)
2G€xy([70) E, Eyy(ﬁo)

E, # E, en général et il y a un fort contraste entre les modules d’extension et le
module de cisaillement :

o(U°) =

Propagation d’onde

Cisaillement : quasi-statique )
w < O(ew,) . ) ) Pas de propagation d’onde
Compression : quasi-statique

Cisaillement : propagation
Compression : quasi-statique

Description de onde :
— propagation seulement dans les directions x ou y
— onde de cisaillement pur
(générée par la flexion locale des éléments)
— méme vitesse dans les deux directions
— vitesse indépendante de la fréquence

Commentaire : La propagation en dehors des axes du re-
pére nécessite de solliciter les éléments en compression
ce qui n’est pas possible a cette fréquence.
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Description de onde :

dépend de la direction

w=0O(w,)

= mode de propagation dispersif
= bandes de fréquences interdites

peuvent étre déphasées.

Cisaillement : résonance des éléments en flexion

Compression : propagation (homogénéisable)

— propagation dans toutes les directions mais la vitesse

— onde de compression pure dans la direction x ou y,
ondes de compression-cisaillement sinon
— masse apparente variable et matricielle :

= onde plus rapide que si la masse était constante

Commentaire : A 1'échelle microscopique, les ondes sont
canalisées. Elles sont générées par des ondes de com-
pression pure dans les murs ou les planchers qui

w > O(w,) | non homogénéisable
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2.3 2¢ cas : murs plus épais que les planchers

Nous venons d’étudier la propagation des ondes dans une structure dont tous
les éléments étaient similaires. Or le comportement dynamique d’'un treillis dé-
pend également des contrastes de rigidité entre les éléments. C’est pourquoi nous
allons maintenant regarder le cas ot a, = O(€ay,), c’est-a-dire un cas ot les murs
sont plus épais que les planchers (figure 2.31). Pour cette nouvelle structure, nous
avons retenu les ordres de grandeur suivants :

E, Pp ty
s-ow 2o 2= o()
hy A, 1 a
2 01 m /2 “p _ 3/2
B =0 =0 =0
S WU gp ...........

] - Y

ap
gm > Am

‘.:.: i
s
“ hm hp z
e .
7 e

..................

FIGURE 2.31 — Exemple de structure et rappel des notations

La démarche est la méme que pour la structure précédente. La méthode
HMPD décrite dans la partie 2.1 fournit les équations d’équilibre du milieu
continu équivalent a 1’échelle macroscopique. Les propriétés de ce dernier sont
étudiées grace a une analogie avec la mécanique des milieux continus. Cette fois-
ci, il s’agit d’un milieu généralisé. Puis les fréquences correspondant & des modes
de propagation d’ondes macroscopiques sont déterminées. Enfin nous résolvons
les équations d’équilibre pour étudier les mécanismes de propagation des ondes.

Ainsi, nous verrons que cette méthode permet d’étudier trois types d’ondes
qui correspondent aux gammes de pulsations suivantes :

L0 ou 2L =0(?)  ou 2 =0(M?

Wr Wy Wy
Pour les pulsations inférieures, la structure a un comportement quasi-statique et
les pulsations supérieures ne sont plus homogénéisables. Ces différents sous-cas
sont traités dans l'ordre des pulsations croissantes.
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2.3.1 Milieu continu équivalent hors résonance interne

Dans cette partie, nous allons construire 1’analogie entre la mécanique des
milieux continus et les équations d’équilibre obtenues par la méthode HMPD.
Mais avant d’examiner en détail ces équations, il est déja possible de prédire un
certain nombre de changements sur les coefficients du fait des nouveaux ordres
de grandeur des épaisseurs.

En effet, dans le cas précédent, la masse surfacique du milieu était la somme
de deux termes : la masse des murs et la masse des planchers. Maintenant que
les planchers sont plus fins que les murs, leur contribution devient négligeable et
la masse surfacique dégénére. Définissons les notations suivantes :

Pm . . N .
M, = 7 :contribution des murs a la masse surfacique macrosco-
P pique en kg/m?
p o . :
M, = g—p . contribution des planchers a la masse surfacique macro-
m

scopique en kg/m?
Le contraste entre les deux masses surfaciques est :

—2 = 0O(e) donc My = M,, + M, = M,,

La contribution des planchers n’apparait plus qu’a 'ordre suivant.

Il y a aussi des changements pour les ordres de grandeur des modules F,, F,,
G et Gy, dont les définitions sont rappelées ci-dessous :

E,A
E, = % : module macroscopique d’extension dans la direction x
m en N/m
EmAm . s . . .
E, = 7 : module macroscopique d’extension dans la direction y
P en N/m
E,I, .. . N e
G, =12 : module de cisaillement macroscopique lié a la rigidité de
2 .
P flexion des planchers en N/m
Gp =12 27 module de cisaillement macroscopique lié a la rigidité de
m=p

flexion des murs en N/m

Comme les murs et les planchers sont différents, les modules d’extension macro-
scopiques n’ont plus le méme ordre de grandeur dans la direction x et dans la
direction y. De méme, 'ordre de grandeur des modules de cisaillement macrosco-
piques varie selon qu’il s’agit de la flexion des murs ou de celle des planchers. Le
module dominant est F, et le classement des autres par ordre décroissant donne :

Regardons maintenant les conséquences de ces nouveaux contrastes sur les
caractéristiques du milieu macroscopique. Cette étude est valable pour toutes les
fréquences pour lesquelles les éléments sont en équilibre quasi-statique a 1’échelle
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locale. Ici, les équations sont écrites pour le cas ot w = O(e®w,). Comme pré-
cédemment, elles sont désignées par la direction des efforts (z pour les efforts
horizontaux, y pour les efforts verticaux et m pour les moments) et par leur
ordre.

(

Eﬁ;—g G (%—éyo + a;g; =0 (2 0)
£2% o (20 05) - ”
v (- ) - o =
\ E, 8;523 + G (a—; + 8;523 - EZ]’" 8;55 M, w?U° =0 (z3)
( ya(;;; —0 (y0)
ya;y(]} =0 (y1)
ya;yz; =0 (y2)
ya;yi; =0 (y3)
Eya;—yUEJer (_%_i)+8;g§> + My w?Ud =0 (y4)
'Gm é%%—? =0 (m0)
G (7 + %2 <o (m1)
G | 07 + aa—(f =0 (m?2)
G P _Gp(_éu%—[f):o (m3)
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Dans chacun de ces trois groupes d’équations, le premier ordre non nul est ap-
pelé ordre 0 par convention. Ainsi, les termes qui se trouvent dans deux équations
portant le méme numéro mais décrivant I’équilibre selon des directions différentes
n’ont pas forcément le méme ordre de grandeur. Cela est évident si I’on compare
les équations des directions x et y puisqu’il y a un facteur € entre les deux mo-
dules d’extension. Remarquons également que ces équations sont en accord avec
les estimations des contrastes données plus haut. En effet, nous avions établi que
les modules E, et GG, ont le méme ordre de grandeur et ils interviennent bien tous
les deux dans les mémes équations. Par contre, le ratio G,/ E, est d’ordre €* ce qui
explique que E, apparait dans I’équation (y 0) alors que G, apparait dans I’équa-
tion (y4). Le méme raisonnement s’applique a I’équation d’équilibre en moments.
Comme prévu, c’est la masse des murs qui domine dans la masse surfacique du
milieu.

Comparons maintenant les équations selon les directions z et y avec les équa-
tions indéfinies du mouvement de la mécanique des milieux continus. Le premier
constat est l'existence dans les équations (x2) et (x3) d’'un terme qui ne rentre
pas dans ce cadre. En effet, une dérivée quatriéme du déplacement ne peut pas
étre interprétée comme une contrainte. Ce point sera commenté plus loin. Nous
commengons par examiner les autres termes. Les définitions des contraintes sont
les mémes que pour la structure précédente (partie 2.2.1) :

. au° .
042(U%) = E, 5 T — [, €,2(U°) : contrainte normale dans la direction ,
x
— J 0 —
0y (U°) = B, 8_y = E, €,,(U°) : contrainte normale dans la direction v,
Y
- - oU°
O-my(907 UO) = Gm <90 + a—y>

> : contraintes tangentielles.

- . 9U°
0,:(0°,0°) = G, (— 0° + a—j)

D’apreés les contrastes entre les deux modules de cisaillement, il y a un fac-
teur € entre o, (6°, U°) et 0y (0°, U°). Mais 1a encore, les équations d’équilibre
en moments imposent la symétrie du tenseur des contraintes. En effet, les équa-
tions (m 0) & (m 2) montrent que oy, est nulle jusqu’a 'ordre 2 et I'équation (m 3)
indique ’égalité des premiers termes non nuls. Par contre, La contrainte oy, est
générée par les déplacements d’ordre 0 alors que la contrainte o, est générée par
les déplacements d’ordre 3.

L’expression de la rotation #° se déduit de I'équation (m 0) :

- ou?
0= ——=2 (2.34)
dy
Ce qui permet de retrouver la définition habituelle des contraintes tangentielles :

L . oud  oU” .
axy(QS,U?’) = ayz(é’o, UO) =G, (a—xy + Iy ) =2G, ew(UO)
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Ici, le module de cisaillement macroscopique a dégénéré et seule la contribution
des planchers est visible. En effet, nous avons vu (figure 2.7 page 36) que le
module de cisaillement macroscopique G correspond & l'association en série de
la rigidité en flexion des murs G,, avec celle des planchers G,. Donc, lorsque le
contraste entre les rigidités est important, ce sont les éléments les plus souples
qui pilotent la déformation de la cellule.

GnG,
G +Gp "~
La loi de comportement du milieu continu équivalent est ainsi parfaitement

définie. Dans le repére (x,y) lié aux directions des éléments, elle s’écrit :
U(ﬁo) _ By em(Uj) 2G, Ewy(jjo) (2.35)

2Gyey(U°) By e, (U°)

Comme dans le cas précédent, il s’agit d’'un milieu anisotrope caractérisé par trois
modules. Mais les deux modules d’extension n’ont plus le méme ordre de grandeur
et le contraste de rigidité entre le comportement en traction-compression dans les
axes du repére et celui en cisaillement est encore plus fort. A 1’échelle microsco-
pique, les mécanismes mis en jeu sont quasiment les mémes : traction-compression
des éléments et flexion locale des planchers. Les murs sont maintenant trop ri-
gides pour travailler en flexion locale. L’équilibre du milieu est décrit par une
équation d’équilibre interne (équation (2.34)) qui donne la rotation des noeuds 6°

G, << Gy, = G = G,

en fonction de leur déplacement U0 et les équations d’équilibre selon les directions
x et y. Ces derniéres sont réécrites en éliminant la variable 6% et en utilisant la
définition des contraintes :

( 80mm(ﬁo)

e 0 (z0)
000(U?) Byl 0'US 0 (©2)
oz 6, ot v
002(U3)  Eply, 0*U'  00,(U°) 270
\ o o oy + ay + wU, =0 (x3)
( aayy(ﬁo)
oy 0 (y0)
74 70 R
aayy(U ) + ao—yl’(U ) + me2U0 — O (y4>

L~ oy oz v

Les équations (x 1), (y 1), (y2) et (y3) n’ont pas été réécrites car elles ont exac-
tement la méme forme que les équations d’ordre 0.

Penchons nous maintenant sur la principale différence entre cette structure
et la structure précédente, a savoir I'apparition d’un nouveau terme dans 1’équa-
tion (2) :

B, 0*U°
0, oy
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Il s’agit d’une dérivée quatrieme du déplacement qui n’existe pas en mécanique
des milieux continus classique. Cette structure présente donc un degré de liberté
supplémentaire. Méme s’il apparait dans une équation d’ordre 2, notons bien que
ce nouveau terme n’est pas un terme correctif et que nous obtenons un milieu
généralisé deés l'ordre 0. En effet, 'ordre de I’équation n’a pas d’importance en
soi. Ce qui compte, c’est d’identifier le premier terme non nul associé a chacun
des mécanismes possibles. Pour la structure précédente, nous étions obligés d’al-
ler chercher les termes de cisaillement dans les équations d’ordre supérieur afin
d’obtenir la loi de comportement compléte et de pouvoir étudier tous les modes
de propagation des ondes. De la méme maniére, ce nouveau terme est essentiel
a la description du comportement macroscopique de la structure. Son existence
montre que le comportement des structures creuses est plus riche que celui des
milieux pleins.

Mis a part la présence de £, au dénominateur, ce terme est identique & celui
qui décrit le comportement des poutres en flexion. Le degré de liberté supplé-
mentaire correspond donc a un degré de liberté de déformation interne des murs
en flexion. Mais il ne faut pas confondre ce type de flexion avec la flexion locale
associée au cisaillement de la cellule (figure 2.32). La flexion locale est la réponse
d’un élément & un déplacement différentiel et/ou & une rotation de ses extrémi-
tés. L’élément travaille alors en flexion sur la longueur ¢ qui sépare deux nceuds
consécutifs. Ici, chacun des murs se comporte comme une poutre qui travaille en
flexion sur toute la hauteur de la structure. Ce sont eux qui imposent aux nceuds
leur déplacement et leur rotation. Les murs sont synchronisés entre eux par les
planchers qui sont beaucoup plus souples en flexion mais trés rigides en exten-
sion. Ces deux mécanismes avaient déja été mis en évidence sur des structures
unidimensionnelles par Hans et Boutin (Hans, 2002; Boutin et Hans, 2003; Hans
et Boutin, 2008).

Flexion des murs
Flexion locale des éléments a DPéchelle de la structure

et flexion locale des planchers

FIGURE 2.32 — Comparaison des deux types de flexions

Les conditions aux limites que doit vérifier ce milieu généralisé s’obtiennent,
comme pour la structure précédente (partie 2.2.1 page 41), en écrivant I’équilibre
énergétique pour les premiers ordres. Par contre, les calculs sont plus fastidieux
car les premiers termes non nuls correspondant aux différents mécanismes sont ré-
partis dans un plus grand nombre d’équations. De plus, les conditions aux limites
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associées aux contraintes « classiques » de la mécanique des milieux continus sont
semblables a celles de la partie 2.2.1. C’est pourquoi, nous allons nous contenter
de multiplier ’équation (x 2) par %Ug pour mettre en évidence les conditions aux
limites associées au nouveau degré de liberté.

Comme pour la structure précédente, nous considérons un échantillon rectan-
gulaire avec des frontiéres paralléles aux directions des éléments. Les dimensions
sont H, dans la direction x et H, dans la direction y (figure 2.12(a) page 42).
Aprés intégrations par parties sur la surface ¥ de I’échantillon, ’équation (x 2)
devient :

2 r72 E [ 84U0 82U2
//( - o oy )Uodxdy— // ondxdy
H, o 3770 y E,.I, 2770 97707 Hy
/ (=i el B 5 Bl L)
2=0 ¢, 0 =0 b, 0y* Oy |,

L () ) o

Nous n’avons pas intégré le terme avec U? car il a déja été rencontré dans la
partie 2.2.1. L’intégration par parties du terme correspondant au nouveau degré
de liberté donne sa contribution a ’énergie élastique et les conditions aux limites

., N . - 2 i 0 .
associées. Ces derniéres sont un moment interne .# = —(Ep,1,/¢,)0;U, qui

1
2

travaille avec la distorsion 0, UY et un effort tranchant interne —./' qui travaille

avec le déplacement U 9 En plus des conditions aux limites habituelles portant sur
les contraintes et les déplacements, il faut donc prendre en compte sur les bords
horizontaux trois conditions atypiques : .#, —.4" et 0, UY. Ce sont les conditions
aux limites pour les murs qui travaillent en flexion sur toute la hauteur de la
structure.

Ces conditions aux limites s’utilisent de la méme maniére que dans la par-
tie 2.2.1. Les équations d’équilibre doivent étre résolues dans l'ordre croissant.
Les premiéres équations donnent la forme du champ de déplacement macrosco-
pique et permettent de savoir quelles sont les conditions aux limites qui travaillent
aux ordres supérieurs.

Revenons maintenant a ’objet de ce chapitre qui est la propagation des ondes
dans ce type de milieu. Un régime de propagation d’onde macroscopique est ob-
tenu lorsque les forces d’inertie équilibrent les forces élastiques. Or, ’analyse des
différents termes des équations d’équilibre a montré qu’il existe quatre méca-
nismes associés a quatre rigidités avec quatre ordres de grandeur différents. En
allant du plus souple au plus rigide, ces mécanismes sont : la flexion locale des
planchers, la flexion des murs & 1’échelle de la structure, la traction-compression
des planchers et la traction-compression des murs. Il y a donc quatre possibilités
pour 'ordre de grandeur de la pulsation.
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Flexion locale des planchers :

2770 8201? 2
M, w Uy:O Gp 52 = w:O(ewr)

Flexion des murs & l’échelle de la structure :

= w=0 (63/2%)

B 4770
ot o (~Exl= 22)

¢, oyt

Traction-compression des planchers :

2770 820;8 1/2
M, wU;, =0 | E, 57 = w:O(e wr)

Traction-compression des murs :

- 0200
M, w?U) = O (Ey 5 2y> = w=0 (w,)
Y

Pour les deux premiéres pulsations (w = O(€?w,) et w = O(¢%/%w,)), la condi-
tion de quasi-statisme local est vérifiée et la méthode HMPD peut étre appliquée
sans probléme. Le cas oit w = O(e'/?w,) correspond 4 la résonance des planchers
en flexion. L’ordre de grandeur de la fréquence est correct car il a été déterminé
a partir du mécanisme de traction-compression des planchers. De plus, ce méca-
nisme est en équilibre quasi-statique a ’échelle locale donc le comportement de
la structure est encore homogénéisable. Par contre, ’étude des ondes nécessite
de réécrire les équations d’équilibre des nocuds sans faire les développements li-
mités de 'effort tranchant et du moment fléchissant dans les planchers. L’effort
normal dans les planchers et les trois efforts dans les murs peuvent quant & eux
étre développés normalement. Dans le dernier cas (w = O(w,)), la pulsation est
supérieure a la pulsation critique des planchers. La longueur des ondes de flexion
générées par les vibrations de la structure dans les planchers est trés inférieure
a la longueur de ces derniers (A, << ¢,) donc la modélisation des planchers
par des poutres n’est plus adaptée. Méme si nous savons qu’il existe un mode
de propagation d’onde a cette fréquence, il n’est pas possible de I’étudier avec la
méthode proposée ici.

Nous allons maintenant regarder en détail les trois premiers modes de propa-
gation des ondes dans l'ordre des fréquences croissantes.
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2.3.2 w = O(é*w,) : flexion locale des planchers

Nous commencons par étudier la propagation des ondes correspondant a la
gamme de pulsations la plus basse, c¢’est-a-dire :

1 [E,
w = O(e’w,) avec  wp = —4| —
L\ pm

Equations d’équilibre

Les équations d’équilibre ont déja été présentées dans la partie 2.3.1. Les bilans
des efforts selon les directions x et y sont rappelés ci-dessous. Les équations de
bilan en moments ont été utilisées pour simplifier les équations selon x et pour
remplacer la rotation des noeuds 6o par son expression en fonction des gradients
des déplacements. Les équations (z1), (y1), (y2) et (y3) ne sont pas réécrites
car elles ont exactement la méme forme que les équations d’ordre 0. Néanmoins,
nous en tiendrons compte au moment de la résolution.

(_ 920°
0*U2  E,I, 0*U°
Em x o m-m xT —
Ox? l, oyt 0 (z2)
02U3  E,I, 0*U! 920 0200 s
E:c r  —m'm T G T Y Mm 2UO =0 3
| o T g, o ( o2 oyox ) THmYs (z3)
( 0%U?
Ey Dy =0 (y O)
92U 9200 92UV 5
E Yy x Yy Mm 2770 — 4
\ T + G, (axay - 2 - w?U, (y4)

L’étude des ondes planes pouvant se propager dans ce milieu se fait grace a la
décomposition d’Helmholtz introduite dans la partie 2.1.5 page 30. Les équations
sont réécrites en remplacant le déplacement U par les expressions (2.13) puis
simplifiées par 7.

E,(k°)3 cos®(a)i? = 0 (z0)’
B, (k°)?sin*(a)i = 0 (y0)
E, cos?(a) [(kO)Sa; + 3 (k)2 iélag} —0 (x 1)
E, sin*(a) [(ko)?)uzlj + 3 (k)2 élag} ~0 (y1)
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( E, cos?(a) [(/50)3113 +3(k0)?2k'al +3 (1%0(/2;1)2 + (k)2 k2) ~0} (r2)
+ Z]m (k°)? sin*(a)@® = 0
E,sin*() [(lfo)?)u2 +3 (k%)% ay + 3 (%O(kly + (k0)2k2> ag} —o W2

E, cos?(a) [( 0)33 + 3 (k%) k'a2 + 3 (/%0(/%1)2 + (B0)? 12;2) al
+ (R + 3 ROFR + 3 (1) F°) a2 (23)
4 L /m sin*(a) [(R)°a +5 ()" il
p ~ ~
+ G, sin(a) (k°)? [sin(a) @2 4 cos(a) @) | — My, w?k° @l =

E, sin?(a) [(%0)3,&3 +3 (/;0) Flaz +3 (]%0(]}1)2 + (];0)2 /;’2) ﬁgl/

Uy + (y3)
| (R s RRE 3 (R0 ) ] =0
E, sin?(c) [(]%0)3&3 +3 (];,O) k,‘lu3 +3 <];, (k‘l)2 + (];0)2 122> ﬂz
(B 4+ 3RORTE? + 3 (072 8 @ (1)
3 (ROR2)? + RORRS + (B2 2 + (R ) ]

+ G, cos() (k°)? [sin(a) @ + cos(a) @] — My, w?k® 0l =0

La encore, certaines équations contiennent des termes d’ordres différents mais
ils se découplent a la résolution. Nous allons maintenant chercher les solutions de
ces équations en fonction de la direction de propagation 7i,. Nous rappelons que
I’axe = du repére correspond a la direction des planchers et 'axe y a la direction
des murs.

Propagation en dehors des axes du repére

Dans ce cas, cos(a) # 0 et sin(a) # 0. Les équations (2 0)’ et (y0)" s’écrivent :
Y0 sin
— 9% cos

Le déterminant de ce systéme étant égal & —1, la seule possibilité est ¢° = Y0 = 0.
Donc aucune onde ne peut se propager en diagonale dans ce type de milieu pour
une pulsation d’ordre w = O(€*w,). La structure a encore un comportement
quasi-statique.
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Propagation selon 'axe y

Ce cas correspond & a = 7/2 + nm avec n entier donc :
cos(a) =0 sin(a) = +1 a0 = +4° 112 =+¢°

L’équation (z0)" est alors trivialement vérifiée et ’équation (y0) impose
0 :
@’ =0:

70 = 4" sin(a) et ) =0

De méme, l'équation (z1)" est trivialement vérifiée et I’équation (y1)" impose
Pt =0:

~1 71 - ~1

u, = 1 sin(a) et i, =0

Finalement, I’équation (x2)" donne :

En I,

l (k°)? sin®(a)y® = 0 = P =0

p

Donc la structure est encore en régime quasi-statique et il n’y a pas de propagation
d’onde selon 'axe y a cette fréquence.
Propagation selon 'axe x

Ce cas correspond & a = nm avec n entier donc :
cos(a) =1 sin(a)=0 @) ==+¢" @)=+’

Les équations (y0)’, (y1), (y2) et (y3)’ sont trivialement vérifiées et les équa-
tions (z0)’, (x1), (2)" et (z3)" imposent @° = @' = ¢* = @ = 0. Ainsi, seules
des ondes de cisaillement pur peuvent exister a cette fréquence : la propagation
se fait selon I'axe = et les déplacements sont paralleles a 1'axe y.

@ =0 et g = —1p” cos(a)
al et ﬂ; = —* cos(a)
iz =0 et iy = —1p% cos(a)
=0 et 122 = —% cos(a)

L’équation (y4) permet de calculer le nombre d’onde k° :
VR [_Gp (K°)? + My w®| =0 = B o=wy | =2

ou M, est la contribution des murs a la masse surfacique du milieu et G, est la
rigidité en flexion des planchers.

Remarquons que pour une fréquence plus basse, le terme inertiel M,, w? est
relégué a un ordre supérieur et le terme élastique n’est plus équilibré. Dans ce
cas, 1;0 = 0 donc il n’y a plus de propagation d’onde a 1’échelle macroscopique.
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Conclusion

Pour une pulsation d’ordre w = O(e’w,), il ne peut exister dans ce type de
milieu que des ondes de cisaillement pur qui se propagent uniquement dans la
direction z (figure 2.33). Le nombre d’onde k et la vitesse de propagation ¢ sont
donnés par les expressions suivantes :

= c= /L avec G, =12

Ces expressions ont la méme forme que pour des ondes de cisaillement pur dans
un milieu continu usuel ou dans la structure précédente (partie 2.2.2 page 52).
Mais, comme les planchers sont plus fins que les murs, la masse surfacique et le
module de cisaillement ont dégénéré. Au premier ordre, la masse des planchers est
négligeable et seule la masse des murs intervient. Pour le module de cisaillement,
les éléments étant associés en série, la rigidité de la cellule est égale a la rigidité
des éléments les plus souples.

A Téchelle de la cellule, ces ondes sont générées par le mécanisme le plus
souple : la flexion locale des planchers. Les murs étant plus rigides, ils restent en
régime quasi-statique a cette fréquence. C’est pourquoi les ondes ne se propagent
que dans une seule direction. L’anisotropie est encore plus marquée que dans la
structure précédente.

——

// \\ v
P ~_| RN ]

Yy

e ~_ P

‘a | ~__ RN ]

T ~__ |
P \\\ //
e RN ]

FIGURE 2.33 — Cisaillement macroscopique selon x = flexion locale des planchers

Nous allons maintenant augmenter la fréquence pour que les murs atteignent
le régime dynamique.
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2.3.3 w=0(c"%w,) : ondes de flexion dans les murs

Dans cette partie, nous présentons le mode de propagation des ondes macro-
scopiques pour des pulsations légérement supérieures :

1 [E,
w = 0(*w,) avec  w, = —4| —
LY\ pm

Equations d’équilibre

Les équations de bilan des efforts selon les directions = et y sont présentées
ci-dessous. Les équations de bilan des moments sont identiques a celles présentées
dans la partie 2.3.1 (page 83) et ont été utilisées pour remplacer la rotation des
noeuds 8° par son expression en fonction des gradients des déplacements.

(000 (20

E,~——% — z0)
0x?
92U}

z 1

B Ox? =0 @)
92U2 B, 9*U° -

Ez x  Zmim T Mm 2U0 — x2
22 6, oy + w U, (x2)
U3 By, 9*U} -

Ea: r _ —m-m T Mm 2U1
Ox? l, oy * Y e (z3)

RUY 9?00
+Gp<a F ol |+ M0 =
\ y y
(0D

Evgp =0 (y0)
0*U}

By =0 (y1)
E aQU"’Q =0 (y2)
Y ayg - Yy

92U3 8

By g+ Ma WU =0 (y3)
92U . 9200 92U° -

2771 x 2770 _ 4

E, 8y2y + My w?U, + G, (awar 8:]029 + M,wU, =0 (y4)

\

La seule différence par rapport au paragraphe 2.3.2 est le changement d’ordre
de grandeur du terme inertiel qui passe dans 1’équation d’ordre immédiatement
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inférieur. Notons au passage que méme si la masse des planchers est négligeable
au premier ordre, elle réapparait a I’ordre suivant.

Dans cette gamme de fréquences, la description de la propagation des ondes
a 'ordre 0 nécessite de résoudre les équations (x 0) a (z2) et (y0) a (y 3). Celles-
ci sont réécrites en utilisant la décomposition d’Helmholtz introduite dans la
partie 2.1.5 (page 30) puis simplifiées par i :

E,(k°)3 cos®(a) i = 0 (z0)

B, (k°)?sin*(a)i = 0 (y0)

(B, cos?(a) [(/}0)311; + 3 (k9)2 lélag} —0 (1)

| By sin’(a) [(/;%3@; 43 (k)2 i&ag} —0 (y1y

(B, cos?(a) [(/2;0)3a§ 43 (RO kAl + 3 (/2002;1)2 + (B0)? /22) ag} (x2)
2 (09 i () — Mo 2R = 0

B, sin?(«) [(kz“)?)fﬂ +3(k0)? kil +3 (1%%1&)2 + (B0)? 1%2) ag} —0 (y2)

Propagation en dehors des axes du repére

Dans ce cas, cos(a) # 0 et sin(a) # 0. Les équations (z0)" et (y0)" sont
identiques a celles du cas précédent :
@0 = @ cos(ar) + ¢ sin(a) = 0 (z0)

g = @ sin(a) — ¥% cos(a) =0 (y0)’

Le déterminant de ce systéme vaut —1 donc la seule possibilité est ¢° = 1;0 =0.
La pulsation n’est pas assez élevée pour permettre la propagation des ondes en
diagonale et nous sommes encore en régime quasi-statique.

Propagation selon 'axe y

Ce cas correspond & a = 7/2 + nm avec n entier donc :

cos(a) =0 sin(a) = +1 il =+ ¢° iy =+ ¢
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Les équations (z0)" et (z1)" sont trivialement vérifiées et les équations (y0)” et
(y1)" imposent ¢ = @' = 0. Ainsi, seules des ondes de cisaillement pur peuvent
se propager a cette fréquence et les déplacements sont paralléles a I'axe x :

=0

a2 = " sin(a) et
; 0

70
y
=1 sin(«) et iy, =

L’équation (z2)’ permet de calculer le nombre d’onde &° :

E,.I, ~ M, £, w? Prn W2
Y= M, =0 = k0= 2T = ¢
7, )y “ Bl Bl

ol p,, est la masse linéique d’un mur.

1;0 ];,0

Propagation selon 'axe x
Ce cas correspond & a = nm avec n entier donc :
cos(a) =1 sin(a)=0 @) ==+¢" @)=+’

Les équations (y0)’, (y1)’, et (y2)" sont trivialement vérifiées et les équations
(x0), (1), et (x2) imposent ¢° = ¢! = ¢* = 0.

=0 et ﬂg = —9)% cos(a)
i =0 et i, = —' cos(a)
w2 =0 et ﬂz = —p% cos(a)

Finalement, I’équation (y 3)" donne :
U0 cos(a) KMy, w? = 0 = =0

Donc la propagation des ondes selon I'axe x n’est plus possible a cette fréquence.

Conclusion

Pour une pulsation d’ordre w = 0(63/ 2w,), les ondes macroscopiques sont
des ondes de cisaillement pur qui se propagent uniquement dans la direction y
(figure 2.34). Le nombre d’onde k et la vitesse de propagation ¢ sont donnés par
les expressions suivantes :

- 0. (w2 E I,
jo — af Pm@” W N _
E. 1, c c=Vw Pm

ol p,, est la masse linéique d’'un mur. Méme si la vitesse des ondes est propor-
tionnelle a la racine carrée de la pulsation, elle ne peut pas s’annuler car cette
expression n’est pas valable & basses fréquences. En effet, ce type d’onde n’existe
que pour w = O(e3/%w,.).

A T’échelle macroscopique il s’agit encore d’une onde de cisaillement pur mais
les expressions ci-dessus sont trés différentes de celles trouvées jusqu’a présent,
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indiquant que le mécanisme local a changé. Maintenant, la vitesse des ondes ¢
dépend de la fréquence : c¢’est donc un mode de propagation dispersif. De plus, la
longueur de I'onde macroscopique A est égale a la longueur des ondes de flexion

dans les murs :
2 E,.1, 2
A=2E —opg —:l:Afm
kO pmAm w2 Bm

L’onde de cisaillement macroscopique est donc générée a 1’échelle locale par des
ondes de flexion qui se propagent dans les murs. C’est pourquoi elle ne peut
exister que dans une seule direction. Les ondes de cisaillement dans la direction
x que nous avions mises en évidence a une fréquence plus basse ne se propagent
plus macroscopiquement car les forces d’inertie sont devenues trop importantes
par rapport aux forces élastiques.

L

FIGURE 2.34 — Cisaillement macroscopique selon y
= ondes de flexion dans les murs

Apreés avoir étudié les mécanismes de flexion des planchers et des murs, il nous
reste a examiner un cas mettant en jeu la compression.
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2.3.4 w = 0(¢"%w,) : compression des planchers

Nous regardons maintenant la propagation des ondes a 1’échelle macroscopique
pour la derniére gamme de pulsations qu’il est possible d’étudier avec la méthode
HMPD :

1 [E,
w = 0(e"w,) avec  wp = —4| —
L\ pm

Dans ce cas, les planchers sont en résonance en flexion, c’est-a-dire que la
longueur de I'onde de flexion A, dans les planchers est du méme ordre de grandeur
que leur longueur ¢,. Par contre, la longueur de 'onde de traction-compression
dans les planchers ., reste bien plus grande que ¢,. En ce qui concerne les murs,
ils sont plus rigides et toutes les longueurs d’onde (A, et A.y,) sont plus grandes
que leur longueur ¢,,. Nous sommes donc dans la situation ou la condition de
quasi-statisme local n’est que partiellement vérifiée mais, nous avons vu dans
la partie 2.2.3 que nous pouvons encore homogénéiser le comportement de la
structure. La seule différence dans la mise en ceuvre de la méthode HMPD est
que les efforts nodaux ne sont que partiellement développés.

Les expressions des efforts aux extrémités des éléments sont donnés par les
équations (2.1) page 18. L’effort normal dépend de x¢ alors que Ueffort tranchant
et le moment fléchissant dépendent de ¢. Dans notre cas, nous avons :

U, b
=2 1 = 2T — 1
Xm b T N << B U s Y <<
Ep ep
Xp bp = 21 <<1 Bpl, =21 — = O(1)
>\cp )\fp

En conséquence, 'effort tranchant et le moment fléchissant dans les planchers ne
peuvent plus étre développés selon les puissances de 3,4, et il faut garder les
expressions (2.1b) et (2.1c). Mais pour les autres efforts, les développements de
la page 21 sont toujours valables. Le reste de la méthode n’est pas modifié.

Equations d’équilibre

Les équations d’équilibre sont présentées ci-dessous. Les équations de bilan des
moments ont déja été utilisées pour simplifier les équations de bilan des efforts
selon x.

) N
9*UY -
E, 5 L+ My w?U) =0 (2 0)
X
92U} - -
B, =+ My Uy + Myw®Up =0 (z1)
a
PPU? - -
E,~ =+ My w?UZ + My w?U,
X
Eply 0*U° (0 My w?)? - . E.l; 0'U0 (z2)
b, Oy 60G,, *© 12 0Ozt
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(220
Y aygy =0 (yO)
32~1
E, ay;’ + M, U} = (y1)
9207
\ E, T +M WU} + M, f(Byly) 0Tl =0 (y2)
( ou°
o U\ _
Gm | 0"+ 8y> (m0)
- OU}
1 ') —
Gm |0+ 8y> 0 (m1)
. oU2 2 ou?
2 x “m 2 T
Gm | 07+ 8y> 15 Mm" 5 0 (m?2)
0U3 2 oU!t
3 —_—
S dy ) + 15" oy
Bplp . (Bl Bol\ ~
Gy By _ ptp Pptp Fo
12fp</8p )( 4sm( 5 )Sh( 5 )9 ~ (m3)
Ch(ﬁpgp) - COS(ﬂpfp) aUz?
+ 8,0 =0
\ PTG o
avec = /pAw?/EI
4 ﬁﬁ) (ﬁ€>
14 sin sh | —
18 = e a0 ( 2

- () (2) 0 (2) o (2)
(L) (%) - (2)on (2

La fonction f; s’annule pour les fréquences des modes de flexion impairs des
éléments alors que la fonction fp s’annule pour les fréquences des modes pairs de
flexion.

Par rapport aux deux cas précédents, I'importance des forces d’inertie a en-
core augmenté. En conséquence, les termes inertiels se trouvent dans des équations
d’ordre inférieur et nous découvrons la suite de leur développement. Dans 1’équa-
tion (z 2), apparait également un nouveau terme proportionnel a 8;10;3 . En fait,
ce terme était déja présent auparavant mais, comme les forces d’inertie étaient
plus faibles, équation (x0) imposait 92U° = 0 et ce terme était nul.
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Le point le plus important est I’apparition d’un terme inertiel dans les équa-
tions de bilan des moments qui brise la symétrie du tenseur des contraintes. Les
définitions des contraintes 0,4, 0y, et 0., qui ont été données page 84 restent
valables. Seule la contrainte oy, est modifiée par la résonance des planchers en
flexion et elle dépend maintenant de la fréquence des vibrations a travers le pa-
rametre 3, :

70
Oyx —Gp ﬁpfp (—4 sin <6p€p) sh (%@)éo + 5p€p Ch(ﬁpﬁp) — COS(ﬁpgp) aUy)

N 12 fp(Bply) 2 fr(Bpty) Ox

Cependant, elle garde le méme ordre de grandeur. Ainsi, il y a toujours un facteur
¢* entre les deux contraintes tangentielles o, (6°, U°) et 0., (6°, U°). La différence
est que maintenant, o, démarre a 'ordre 2 au lieu de l'ordre 3 car elle est
équilibrée par un terme d’inertie dans I’équation (m2). Non seulement il n'y a
plus égalité des premiers termes non nuls des contraintes tangentielles mais en
plus, ils n’ont plus le méme ordre de grandeur.

Revenons sur la nouvelle définition de la contrainte o,,. Nous avons déja
rencontré ce terme lors de I’étude de la structure précédente avec des murs et
des planchers similaires. Il regroupe les forces élastiques et les forces d’inertie.
A basses fréquences, il converge vers la définition de oy, donnée page 84. A
priori, cette contrainte devient infinie pour les fréquences des modes de flexion
des planchers car elles annulent les dénominateurs. Cependant lors de la résolu-
tion, nous verrons que toutes les ondes macroscopiques sont polarisées selon z et
que Ug = 0. Donc les fréquences des modes impairs de flexion ne sont pas problé-
matiques. Pour les fréquences des modes pairs, la rigidité des planchers semble
devenir infinie. Mais nous avons vu page 73 que cela vient de nos hypotheéses
cinématiques qui ne sont pas adaptées au fonctionnement des éléments pour ces
fréquences.

Examinons maintenant les autres conséquences de la résonance des planchers
en flexion. Dans la premiére structure avec des murs et des planchers similaires, la
résonance interne jouait un role capital dans la propagation des ondes. En effet,
nous avions une masse apparente matricielle qui variait de facon importante et
cela créait des bandes de fréquences interdites. Ici, la situation est bien différente.
A l'ordre dominant, la masse surfacique dégénére et seule la contribution des murs
apparait dans les équations. Comme les murs ne sont pas en résonance, il n’est
pas nécessaire d’introduire une masse apparente.

Cependant, si nous regardons les ordres supérieurs pour affiner le modéle,
nous constatons que, dans les équations d’équilibre selon les directions = et y,
la contribution des planchers dans les termes inertiels n’est pas la méme. Les
équations de bilan selon x décrivent 1’équilibre entre I'effort tranchant dans les
murs et 'effort normal dans les planchers. Ces deux efforts ont été développés
normalement donc c’est la masse réelle des planchers qui apparait méme aux
ordres supérieurs. Au contraire, dans les équations de bilan selon y, la masse des
planchers est multipliée par la méme fonction f que pour la structure précédente.
Nous retrouvons la masse apparente qui dépend de la fréquence. Mais en réalité,
les ondes macroscopiques sont polarisées selon x. Pour les premiers ordres, Ué =0
et les forces d’inertie n’ont pas de composante selon y. Il faut donc aller assez
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loin dans les ordres supérieurs pour voir l'influence de la résonance des planchers
en flexion.

L’étude de la propagation des ondes planes & 'ordre 0 fait appel aux équa-
tions (2 0), (y0) et (y1). Celles-ci sont réécrites en utilisant la décomposition
d’Helmholtz introduite dans la partie 2.1.5 (page 30) puis simplifiées par 7.

(E (k)2 cos?(a) — M, w2> ka0 =0 (z0)
E,(k°)?sin?(a) @) = 0 (y0)
B, (k") sin(a) il + (3Ey(12;0)2121 sin?(a) — M,, W%O)u ~0 (y1)

Comme dans les cas précédents, il ne peut y avoir de solution non nulle que
si le déterminant du systéme constitué par les équations (z0)" et (y0)’ est nul,
c’est-a-dire si :

sin(a) =0 ou E,(k%)? cos®(a) — My, w?® = 0
De plus, pour :
sin(a) =0 et E,(k°)? cos® () — My, w? #0
I'équation (x0) impose @2 = 0 et Péquation (y 1)’ impose ﬂg =0:
@0 = ¢° cos(a) + ¢ sin(a) = 0 = =0
2 v sm(a) — 1;0 cos(a) =0 = gZNJO =0
Dans ce cas, aucune onde ne se propage. Il faut donc toujours avoir :
E, (k%)% cos*(a) — My, w? =0

et I’expression du nombre d’onde est :

m E,A
= avec B, =217
|cos(a)| lm
En conséquence, la propagation des ondes est impossible dans la direction des
murs (cos(a) = 0). L’équation (x0)" est toujours trivialement vérifice. En ce

qui concerne la nature des ondes, deux cas sont possibles selon la direction de
propagation 7.
Propagation selon 'axe x
Ce cas correspond & a = nm avec n entier donc :
_ : _ ~0 _ 4 >0 ~0 _ 4 70
cos(a) = 1 sin(a) =0 t, =£¢ U, =+

L’équation (y0)’ est trivialement vérifiée et I'équation (y 1)’ impose ¢° = 0. Nous
avons des ondes de compression pure avec des déplacements paralléles a l'axe x.

u) = @cos(a) et @) =0
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Propagation en dehors des axes du repére

Dans ce cas, cos(a) # 0 et sin(a) # 0. Les équations (y0) et (y 1)’ imposent
112 = 1121! = 0. Donc la encore, les déplacements sont paralléles a I’axe x et nous
avons une onde de compression-cisaillement. Les variables ¢ et ¢ ne sont pas

indépendantes : ¢)° = ¢° tan(a).

Conclusion

Pour une pulsation d’ordre O(e"/ %w,), les ondes macroscopiques peuvent se
propager dans toutes les directions sauf celle des murs. Ce sont des ondes de
compression-cisaillement qui dégénérent en des ondes de compression pure dans
la direction x. Quelle que soit leur direction de propagation, elles sont polarisées
de telle sorte que tous les déplacements se font dans la direction des planchers.
Ce comportement correspond au mode (Pzx) que nous avons décrit au cours de
I'¢tude de la structure avec des murs et des planchers similaires (partie 2.2.3).
L’expression du nombre d’onde a la méme forme que dans l'autre structure :

=0 w M,, W B E,
k® = \cos(a)]” B . = c= ]COS(@)M/Mm

La seule différence est que la masse réelle des murs remplace la masse apparente.
En conséquence, méme si nous sommes a la fréquence de résonance des planchers
en flexion, la vitesse ne dépend pas de la fréquence mais seulement de la direction
de propagation 7, (figure 2.35).

avec o =

FIGURE 2.35 — Influence de la direction « sur la vitesse de 'onde

Le fonctionnement de la structure a 1’échelle microscopique est schématisé
sur la figure 2.36. Le quadrillage gris représente la structure avant déformation.
Les déplacements nodaux se font selon la direction x comme indiqué par les
fleches rouges. Toutes les ondes macroscopiques sont générées par des ondes de
compression pure qui se propagent dans les planchers. Leur amplitude est dessinée
en rouge et leur longueur d’onde est Ay = (27/w)cy. Ces ondes sont déphasées
verticalement de telle sorte que les points situés sur des droites orthogonales a la
direction 77, subissent le méme déplacement ce qui donne I'impression que I'onde
macroscopique se propage dans la direction 7. La longueur d’onde apparente A,
est la projection de Ag sur 77, : A, = |cos(a)|Ag. Cest pourquoi la longueur
d’onde et donc la vitesse sont maximales dans la direction des planchers. De plus,
ce mécanisme ne permet pas de générer une onde macroscopique se propageant
dans la direction des murs.
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A cause du déphasage, il v a distorsion des cellules qui, cette fois-ci, sont
constituées par des murs beaucoup plus rigides que les planchers. Pour reprendre
cette distorsion, les murs se déforment en flexion & 1’échelle de la structure. C’est
ce qui est dessiné en vert sur la figure 2.36. Il s’agit de la déformation totale
des murs car ils sont trop rigides pour entrer en résonance dans cette gamme
de fréquences. A T’échelle de la cellule, les murs ont quasiment un mouvement
de corps rigide et ce sont eux qui imposent la rotation des nceuds. En effet,
I'équation (m0) s’écrit :

~ ouP° ~ U
0 T 0 z
Gm<0 +_y>_0 = 0 = — ”

La distorsion de la cellule est donc entiérement reprise par la flexion locale des
planchers (en bleu) qui sont éventuellement en résonance. Comme ce mouvement
est perpendiculaire au mouvement des nceuds di a la propagation des ondes
macroscopiques, il ne joue pas sur les forces d’inertie. C’est pourquoi il n’y a pas
de masse apparente dans les ordres supérieurs du nombre d’onde.

U

Ao

. |

FIGURE 2.36 — Onde dans la direction 7i,
(Version en couleur : figure D.2 page 334)

Cette description est valable pour toutes les pulsations d’ordre O(e'/?w,) sauf
au voisinage des modes de flexion pairs des planchers. En tenant compte du fait
que U} = 0, I'équation (m 3) s’écrit :

_. QU3 2 ourt G, B, Bl Bl ~
3 T m AL 2 T pFp*p : pp h “p7p \ 0 _
Gm (9 + 3y ) + 15 Mmw 3y +3fp(ﬁp€p) s1n< 5 )s < 5 )9 0

(m3)
Pour les fréquences des modes de flexion pairs des planchers, le coefficient devant
6° tend vers l'infini donc #° = 0. L’équation (m 1) impose alors 9,U) = 0 ce
qui interdit le déphasage des ondes de compression dans les planchers et donc
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la propagation des ondes de compression-cisaillement en dehors des axes du re-
pere. Tout se passe comme si la rigidité de la cellule était devenue trop grande
pour qu’elle puisse étre cisaillée. Nous avons vu, lors de I’étude de la structure
précédente (page 73), que ce phénoméne est une conséquence des hypothéses
cinématiques que nous avons faites pour homogénéiser le comportement de la
structure. En effet, nous avons supposé que les variables cinématiques évoluent
peu d'un nceud a l'autre alors que, au voisinage des fréquences des modes de
flexion pairs, les noeuds adjacents tournent dans des sens opposés.

Sur l'autre structure avec des murs et des planchers similaires, nous avions
observé un deuxiéme mode de polarisation, le mode (Py). Dans ce cas, les ondes
macroscopiques étaient générées par la propagation d’ondes de compression dans
les murs. Maintenant que les murs sont plus épais que les planchers, les deux
modes de polarisation n’apparaissent plus aux mémes fréquences. Lorsque les
planchers atteignent le régime dynamique en traction-compression, pour des pul-
sations d’ordre O(e'/%w,), les murs sont encore en régime quasi-statique. Pour
qu’ils atteignent a leur tour le régime dynamique il faut augmenter la fréquence
des vibrations. A la fin de la partie 2.3.1 (page 88), nous avions calculé que cela
se produit pour une pulsation d’ordre O(w,).

Mais dans ce cas, la longueur de 'onde de flexion dans les planchers devient
trés inférieure a leur longueur : le modéle de poutre d’Euler-Bernoulli n’est plus
adapté pour décrire les vibrations des planchers et nous ne pouvons plus ap-
pliquer la méthode HMPD. Malgré tout, nous pouvons supposer l'existence a
cette fréquence d’'un mode de propagation d’ondes macroscopiques semblable au
mode (Py) de lautre structure. De plus, la masse des planchers étant beaucoup
plus faible que celle des murs, le comportement des planchers ne devrait quasi-
ment pas jouer sur les ondes macroscopiques. Remarquons enfin que, pour une
pulsation d’ordre O(w,), les murs atteignent le régime dynamique en traction-
compression mais ils sont suffisamment épais pour ne pas étre en résonance pour
la flexion. Donc les ondes de compression ne coincident pas systématiquement
avec les phénomeénes de résonance interne.

103



Chapitre 2 : Propagation des ondes dans des milieux réticulés

2.3.5 Résumé

Structure discréte étudiée

:i T L Les murs sont plus épais que les planchers :
G _ oy % _ o3y e _ o
B |, Z-oen Zoown oo

. m y
1 L}’ Choony oo 2-op

Milieu continu équivalent hors résonance

C’est un milieu continu généralisé anisotrope. Nous pouvons néanmoins définir
un tenseur des contraintes. Dans le repére (z,y), celui-ci s’écrit :

—

) Eqe0a(U%)  2G, €, (U°)
o = — —
2G, Exy(UO) E, Eyy(UO)

De plus, il y a un fort contraste entre tous les modules :

Les équations d’équilibre comportent maintenant un terme source :

EnI, 0*U°

—»: 6
t, oyt !

diveo + prU' —

Ce nouveau terme apparait dans I’équation d’ordre 2. Il correspond a la défor-
mation interne des murs en flexion sur toute leur hauteur.

Propagation d’onde

Direction T Y
Cisaillement | quasi-statique | quasi-statique
w < O(€w) Compression | quasi-statique | quasi-statique

= Pas de propagation d’onde
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Direction T Y
Cisaillement | propagation | quasi-statique
Compression | quasi-statique | quasi-statique

w = O(e*w,) Description de 1’onde :
— propagation seulement dans la direction x
— onde de cisaillement pur

(générée par la flexion locale des planchers)
— mode de propagation non dispersif

Direction x Y
Cisaillement | pas de propagation | propagation
Compression quasi-statique quasi-statique

W= 0(63/20Jr) Description de 1’onde :
— propagation seulement dans la direction y
— onde de cisaillement pur
(générée par des ondes de flexion dans les murs)
— mode de propagation dispersif

Direction x Y
Cisaillement | résonance | pas de propagation
Compression | propagation quasi-statique

Description de 'onde :
— propagation dans toutes les directions sauf y
— onde de compression pure dans la direction x,
w =0 *wy) ondes de compression-cisaillement sinon
— mode de propagation non dispersif
mais la vitesse dépend de la direction

Commentaire : A I’échelle microscopique, les ondes sont
canalisées. Elles sont générées par des ondes de com-
pression pure dans les planchers qui peuvent étre dé-

phasées.
Direction T Y
Cisaillement 777 pas de
propagation
w = O(wr) . pas de .
Compression propagation propagation

= Mode de propagation inaccessible avec cette méthode
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2.4 Comment utiliser ces résultats lors de I’étude
d’un milieu donné ?

2.4.1 Définition du probléme

Tout ce qui a été présenté jusqu’a présent correspond a une phase d’explo-
ration du comportement dynamique de structures réticulées non contreventées.
La méthode HMPD a été appliquée sur des structures avec des caractéristiques
différentes afin d’identifier les modéles de comportement possibles a 1’échelle ma-
croscopique. Nous avons également cherché a comprendre les phénomeénes qui se
produisent a I’échelle de la cellule. En particulier, nous avons constaté que les
ondes macroscopiques de cisaillement peuvent avoir deux origines : soit la flexion
locale des éléments entre deux nceuds consécutifs, soit la propagation d’ondes de
flexion. Selon le mécanisme mis en jeu, les ondes macroscopiques ont des pro-
priétés trés différentes. Pour une structure réticulée réelle, comment déterminer
le mécanisme prépondérant et le modeéle qui décrit le mieux son comportement ?

Avant de répondre & cette question, commencons par regarder comment est
construit le modéle macroscopique avec la méthode HMPD. Dans ce cas, les pa-
ramétres physiques du probléme, notamment les épaisseurs des éléments, sont
définis par leur ordre de grandeur. Ce dernier est exprimé en fonction des puis-
sances du ratio d’échelles € = ¢,,/L ou £, est la longueur des murs et L la taille
caractéristique des déformations macroscopiques. Le modéle homogénéisé est en-
suite obtenu en faisant tendre e vers 0. Il décrit donc le comportement limite de
la structure lorsque la taille de la cellule devient infiniment petite par rapport
a la taille macroscopique. Comme tous les paramétres du probléme sont pesés
en fonction de e, ils deviennent également des infiniment petits. Néanmoins, leur
importance relative a été conservée. La physique du probléme initial est donc
contenue dans les ordres de grandeur exprimés en fonction des puissances de e.

Pour une structure réelle, les parameétres géométriques et mécaniques ont des
valeurs numériques données. Une premiére idée pour trouver le modeéle macrosco-
pique est présentée sur la figure 2.37. Elle consiste a introduire un ratio d’échelles
réel €,. La difficulté réside dans l'estimation de la taille macroscopique L mais,
supposons pour l'instant qu’elle ait été surmontée. Il est alors possible de conver-
tir les valeurs numériques des parameétres en ordres de grandeur exprimés en
fonction des puissances de €,.. L’homogénéisation revient a remplacer le ratio e,,
qui a une signification physique, par un ratio e mathématique et a faire tendre ce
dernier vers 0. Comme les estimations des paramétres en fonction des puissances
de € sont conservées, les caractéristiques de la structure initiale sont bien prises
en compte dans le modéle macroscopique.

La connaissance du ratio d’échelles réel ¢, présente un deuxiéme intérét. Nous
avons vu que le modéle obtenu par homogénéisation correspond a la limite lorsque
€ tend vers 0. Or, dans la structure réelle, la cellule a une taille finie et, méme
s’il est petit, le ratio réel €, ne tend pas vers 0. Le modéle homogénéisé est donc
une description imparfaite du comportement de la structure réelle. A chaque fois,
nous avons étudié le champ de déplacement & l'ordre 0 et I'erreur commise en
assimilant le comportement réel au comportement homogénéisé est d’ordre e,.
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(0a)
Ratio d’échelles réel (Ob)
/ Géométrie et matériau définis par
€p = Zl des valeurs numériques fixées

\ /

(1)

Estimation des ordres de grandeur
pi = O(e77)

v
(2)

€, remplacé par ¢ mathématique
Physique locale conservée grace aux e;

pi = O(e)
‘L e—0

®3)

Modele homogénéisé

FI1GURE 2.37 — Construction du modéle homogénéisé a partir de la structure réelle

Ainsi, aussi bien pour trouver le modéle macroscopique que pour estimer 1’er-
reur commise, il est nécessaire d’évaluer le ratio d’échelles réel ¢, et donc la taille
macroscopique L. Pour cela, nous adaptons au cas de I’homogénéisation discréte
la méthode proposée par Boutin et Auriault (1990). Lors de la mise en ceuvre de
la méthode HMPD, nous supposons que les variables cinématiques évoluent peu
d’un nceud a l'autre et qu’il est possible d’utiliser des développements en séries
de Taylor pour exprimer les mouvements des nceuds adjacents au nocud étudié.
Par exemple, le mouvement du nceud juste au-dessus est donné par :

XO
XD = X0, pl,,) + € (Xl(m Cpyplm) + Laa—(m @np‘zm)> T
y

ou X peut désigner indifféremment U,, U, ou 0. Implicitement, cette facon de
faire contient une hypothése sur I'ordre de grandeur des dérivées macroscopiques :

2X° . 2X"° X0

En réalité, il s’agit plutdét d’'un majorant que d’une estimation. En effet, si des
termes sont sous-estimés lors des développements alors le modéle homogénéisé
est faux car il écarte des phénomeénes pourtant non négligeables. Au contraire, si
des termes sont sur-estimés, le modeéle obtenu reste valide mais il est rendu plus
complexe par la prise en compte de phénomeénes secondaires.

Le méme raisonnement mené sur 1’équation donnant le mouvement du noeud
situé a droite du noeud étudié donne le méme majorant pour les dérivées par
rapport a la variable x. Finalement, nous avons :

0Xx° X0 0Xx° X0
< i — < — .
o7 _O(L> et oy _O(L) (2.36)
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Soient L,(X°) et L,(X°) les tailles caractéristiques des variations de la va-
riable X° selon les directions z et y :
X0
0, X0

XO
8, X0

L.(X") = et L,(X") =

Pour que les conditions (2.36) soient vérifiées, il faut :
VX® L < min (L, (X°), L,(X°))

De plus, pour un probléme de propagation d’ondes, toutes les variables X°
peuvent se mettre sous la forme X% = XCexp [i (wt — ki, - 7)] donc :

X0 1
0 =—ikcos(a) X’ = L,=

Ox k |cos(v)| min(Ly. L) > 1 A
aXo o ,I{} . ( )Xo N L - 1 Y= kf 2
oy ¢EEERE Y klsin(a)]

ou A est la longueur de I'onde macroscopique. Comme €, = ¢,,,/ L est une mesure
de la précision du modéle homogénéisé, il vaut mieux le prendre le plus petit
possible et donc L la plus grande possible. D’otu la définition de L :

A

T or

L (2.37)
A cause de la présence de la longueur d’onde macroscopique, cette estimation
est délicate a utiliser pour trois raisons que nous commenterons par la suite :

1. L est connue a posteriort,
2. L dépend de la fréquence,

3. L dépend de la nature des ondes (traction-compression ou cisaillement).

La premiére raison est illustrée sur la figure 2.38. Le probléme est que la
longueur d’onde macroscopique est un des résultats de 'homogénéisation. Cela
oblige & démarrer le raisonnement a 1’étape (1) en choisissant les ordres de gran-
deur de fagon arbitraire. Puis il faut appliquer la méthode HMPD (étapes (2)
et (3)) pour obtenir le milieu continu équivalent et la longueur d’onde macrosco-
pique. Connaissant L, il est alors possible de revenir a 1’étape (0) pour calculer
le ratio réel €, et construire une structure correspondant a ce modéle. Ainsi, I’es-
timation (2.37) ne permet pas de répondre a la question de départ qui était :
« connaissant la structure réelle, quel est le milieu continu équivalent 7 » Par
contre, elle répond a la question : « connaissant le modéle macroscopique, quelles
sont les structures réelles qui ont ce type de comportement 7 » De plus, elle permet
d’estimer la précision du modéle.

Par exemple, les deux parties 2.2 et 2.3 correspondent aux étapes (1), (2) et (3)
et il est maintenant possible de construire des structures dont le comportement
est décrit par ces modeles. C’est ce que nous allons faire pour le premier cas,
lorsque les murs et les planchers sont similaires. Dans la partie 2.2, les épaisseurs
de ces derniers étaient d’ordre O(el,,) :

a a

=00 % — 0(e)
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(0a)
Ratio d’échelles réel (Ob)
e Y/ » Géométrie et matériau définis par
& (w) = L(Tu) des valeurs numériques fixées

\ /

(1)
Estimation des ordres de grandeur
pi = O(e (w)“i))

Y
(2)
€-(w) remplacé par € mathématique

Physique locale conservée grace aux e;(w)
pi = O(e® (@)

e—0

Y
(3)

Aw) Modele homogénéisé

FIGURE 2.38 — L est connu a posterior:

Pour une pulsation d’ordre w = O(ew,), 'application de la méthode HMPD
donne des ondes de cisaillement pur générées par la flexion locale des éléments.
Leur longueur d’onde est :

2T 2 | G
Are=3e= V1, (2.58)
P Py GG, E,I, Bl
My=Pmy P g OO g Gy = 12
e o Gmt G, 770 20

Lorsque les murs et les planchers sont rigoureusement identiques, les expressions
se simplifient :

et G:6£—3 = AFL:U 4p€2

p El 2r | Fa?
l

L’introduction de L = App/(27) dans l'estimation des épaisseurs donne :

02 2 dpl? 2 3 P
a—O(eJ)—O(f)—O<€w Ea2> = a—O(Qﬁw E)

Pour observer de telles ondes de cisaillement dans une structure en béton
(E = 30000 MPa et p = 2300 kg/m?) avec des éléments de longueur £ =3 m a
une fréquence f = 1 Hz, il faut donc que I’épaisseur des éléments a soit de I'ordre
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de 31 ecm. Dans ce cas, la longueur d’onde macroscopique vaut Apy, &~ 185 m donc
L~29mete ~0,102.

Remarquons que cette estimation adimensionnelle des épaisseurs des éléments
fait intervenir la pulsation. En conséquence, « une structure homogénéisée » dont
les éléments ont une épaisseur d’ordre O(e, £,,) correspond a plusieurs structures
physiques avec des éléments plus ou moins épais selon la fréquence. Sur ’exemple
de la structure en béton, une épaisseur d’ordre O(e, £,,) & la fréquence f =5 Hz
se traduit par des murs et des planchers d’environ 67 cm.

Une autre conséquence des variations du ratio d’échelles réel est la diminu-
tion de la précision du modéle homogénéisé avec la fréquence. Pour les ondes de
cisaillement générées par la flexion locale, €, est proportionnel & \/w :

e =0 (Z—M) =0 (Qwﬁ\/z> =0 (4 4€2w2p>
A FL a E E

Ainsi & f =5 Hz pour la structure dont les éléments font 67 cm d’épaisseur, la
longueur d’onde macroscopique vaut Ap;, ~ 83 m donc L ~ 13 m et ¢, ~ 0, 228.

Inversement, nous considérons maintenant une structure réelle et nous recher-
chons le milieu continu équivalent. Dans ce cas, le passage des valeurs numériques
des paramétres aux estimations en fonction de €, dépend de la fréquence et le mi-
liew continu équivalent peut changer. Lorsque la pulsation augmente, la longueur
d’onde A et donc L diminuent. Le ratio d’échelles ¢, devient alors de plus en plus
grand tout en restant inférieur a 1. Comme les ratios a,,/l,, et a,/l,, ont des

valeurs numériques fixes, il faut que les ordres de grandeur e,, et e, définis de la
facon suivante augmentent.

Z—m = O (e (w)m®)) Z—” — 0 (er(w)*™))

w,// = AetLN, = 6,/ (0<e<1) = eyete,

Enfin, 'expression de la longueur d’onde n’est pas la méme selon la nature
de 'onde. Nous venons de regarder les ondes de cisaillement pur générées par la
flexion locale des éléments. Or dans les structures avec des murs et des planchers
identiques, nous pouvons aussi avoir des ondes de compression-cisaillement. Pour
une onde qui se propage dans la direction z, la longueur d’onde est :

2w E,
= —|——— 2.
T Mm™(w) (2.39)
E,A D D
avec  E, =22 et M™(w) = Py 4 Pm F(Bmlim)
U by &y

L’expression (2.39) est complétement différente de l'expression (2.38). Dans le
plan (A,w), les deux modes de propagation des ondes sont donc représentés par
deux courbes distinctes. C’est ce qui est schématisé sur la figure 2.39 en négligeant
la résonance interne.
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A Flexion locale
Compression-cisaillement
A
constante
Acc
Arr

WFL wece w constante w

FIGURE 2.39 — Les deux modes de propagation dans le plan (A, w)

Imaginons que nous ayons une structure réelle dont les épaisseurs des élé-
ments sont d’ordre O(e, £,,,) par rapport au premier type d’onde au voisinage de
la pulsation wgy. Pour que les épaisseurs des éléments aient le méme ordre de
grandeur par rapport au deuxiéme type d’onde, il faut que 'unité de mesure e,
soit identique et donc que la longueur d’onde soit la méme : Acec = App. Cela
se produit au voisinage de la pulsation wee qui est différente de wpy, (traits gras
sur la figure 2.39). Comme le mécanisme de traction-compression a l'origine des
ondes de compression-cisaillement est plus rigide que la flexion locale, nous avons
wee > wrr. Clest pour cette raison, que ces deux types d’onde apparaissent dans
des gammes de fréquences différentes lors de I’étude par homogénéisation.

Mais cela ne signifie pas qu’elles ne peuvent pas coexister a la méme fréquence.
Pour s’en rendre compte, il faut raisonner a pulsation constante (pointillés sur
la figure 2.39) au lieu de raisonner & longueur d’onde constante. Dans ce cas, les
deux modes de propagation sont associés a deux longueurs d’onde différentes et
donc a deux valeurs de ¢,. La méme structure réelle est alors représentée par deux
« structures homogénéisées » définies par des ordres de grandeur différents.

En conclusion, I'estimation des ordres de grandeur des paramétres en fonc-
tion des puissances de € est une étape indispensable lors de 'homogénéisation.
Cela permet de prendre en compte la physique locale du probléme en conservant
I'importance relative des différents phénomeénes physiques lorsque € tend vers 0.
C’est un aspect de la méthode HMPD qui a été exploité dans la thése de Hans
(2002). Si cette étape de normalisation est oubliée, alors implicitement tous les
paramétres sont d’ordre € et il ne reste plus qu'un seul modéle macroscopique
possible.

Par contre, la transposition de cette démarche & I’étude des structures réelles
est délicate. Méme s’il est possible d’évaluer le ratio d’échelles réel ¢,, il n’est
connu qu’a la fin du processus. De plus, il dépend de nombreux paramétres, no-
tamment la fréquence et la nature des ondes. La connaissance de €, est donc
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intéressante pour évaluer I'erreur commise en approximant le comportement réel
par le comportement homogénéisé mais il faut utiliser une autre approche pour
identifier le bon modéle. Pour cela, nous construisons des critéres dimensionnels
qui s’appuient sur les caractéristiques de la cellule plutot que sur celles des élé-
ments.

Les deux cas traités par homogénéisation dans les parties 2.2 et 2.3 ont per-
mis de trouver quatre mécanismes intervenant dans la propagation des ondes
macroscopiques :

— la flexion locale des éléments,
la propagation d’ondes de flexion,

— la propagation d’ondes de compression,

— la résonance interne en flexion.

Selon la structure, les ondes de cisaillement pur peuvent étre générées soit par le
premier mécanisme, soit par le deuxiéme. Méme si a chaque fois les éléments tra-
vaillent en flexion, les propriétés des ondes sont trés différentes. Nous verrons dans
la partie 2.4.2 comment déterminer le modéle approprié sans repasser par 1’ho-
mogénéisation. Pour les ondes de compression-cisaillement, nous n’avons identifié
qu’un seul mécanisme et il semble exister dans tous les types de structure. Dans
les deux cas que nous avons étudiés, ces ondes étaient associées a la résonance
interne des éléments en flexion. En est-il toujours ainsi? La résonance interne
peut-elle se produire avec d’autres types d’onde? Ces questions seront abordées
dans la partie 2.4.3. Enfin, la partie 2.4.4 est consacrée au calcul de la gamme
des fréquences admissibles pour chaque onde. Elle est illustrée par un exemple
numérique.
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2.4.2 Etude des ondes de cisaillement pur

Les ondes macroscopiques de cisaillement pur peuvent étre générées par deux
mécanismes de flexion différents : la flexion locale des éléments et la propagation
d’ondes de flexion. Pour ces deux mécanismes, le fonctionnement de la structure a
I’échelle microscopique est schématisé sur la figure 2.32 page 86. La flexion locale
est la réponse des éléments a la distorsion de la cellule : ils travaillent en flexion
sur la distance ¢ qui sépare deux nceuds consécutifs. Dans ce cas, la vitesse des
ondes est indépendante de la fréquence. Pour le deuxiéme mécanisme, les éléments
travaillent en flexion sur toute la hauteur de la structure. La vitesse des ondes
dépend alors de la fréquence comme pour les ondes de flexion dans les poutres.
Nous avons vu que le premier type d’onde se propage dans des structures avec
des éléments similaires alors que le deuxiéme type nécessite un fort contraste de
rigidité entre les murs et les planchers. Mais ot se situe la frontiére entre ces deux
mécanismes et que se passe-t-il dans les cas intermédiaires ?

Comparaison des deux mécanismes de flexion

Nous supposons qu’il n’y a pas de résonance interne dans la structure et nous
nous intéressons aux conditions d’existence des ondes de flexion dans les murs.
A partir des deux cas traités par homogénéisation, nous pouvons identifier les
termes liés a la flexion locale (F'L) et aux ondes de flexion (OF') pour les murs
dans les équations d’équilibre en force selon la direction x :

E, I, 82U° E, I, U°
FL=12 z 1 hat}
020, Oy 0 ( 021, L2> OF
2
B B — = 0(¢%)
op - Enln 0202 _  ( Buly U FL
T, oyt ¢, LA /

Logiquement, la flexion locale est plus rigide que la flexion & 1’échelle de la struc-
ture. Comme il y a un facteur €? entre ces deux termes, F'L apparait dans ’équa-
tion (z7) et OF apparait dans 'équation (z[j 4+ 2]) ou j est déterminé par le
contraste de rigidité entre la flexion locale des murs et la traction-compression
des planchers. Les équations d’équilibre en force selon la direction x ont donc la
forme suivante :

Exa(;gg =0 (20)

Ex%(?Jer (%—ZOJF 8;;?) =0 (z5)

g2 G, (%iy Rl ) - Ealn 005 _y (@li+2)
on FE,= Eé’:jp et G, =12 igéj
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Nous n’avons indiqué que les équations dans lesquelles apparait un nouveau terme
qui n’est pas présent dans les équations d’ordre inférieur. De plus, il manque
le terme d’inertie M, wQUg qui peut se trouver dans n’importe laquelle de ces
équations selon 'ordre de grandeur de la pulsation. Il faut néanmoins que cette
derniére soit suffisamment faible pour que les éléments restent en équilibre quasi-
statique a 1’échelle locale.

Nous allons étudier 1’évolution du comportement de la structure en fonction
des ordres de grandeur des épaisseurs des murs et des planchers. Ceux-ci sont
notés respectivement e,, et e, :

ap

am _ €m P _ ep
7 O(e™) et . O(e)

Pour un contraste négligeable, c’est-a-dire lorsque e,, = e,, nous avons vu
dans la partie 2.2.1 que ’équation d’équilibre en moments s’écrit :

- 70 oY
G <9°+88%> -G, (—9%8—;) =0 ou G,=12 Eyly

Cette équation apporte deux types d’information. Tout d’abord, elle permet d’ex-
primer la rotation des noeuds 6° en fonction de leur déplacement U° et de trouver
le module de cisaillement macroscopique G :

een

“=anta,

Celui-ci correspond a I’association en série de la rigidité en flexion des murs avec
celle des planchers (figure 2.7 page 36). Pour des murs et des planchers similaires,
les trois rigidités G, G, et G, ont le méme ordre de grandeur.

Le deuxiéme point est que 1’équation d’équilibre en moments indique 1’ordre
de grandeur des contraintes tangentielles. Ici, elles démarrent toutes les deux a
l'ordre 0. En conséquence, le terme lié a la flexion locale dans I’équation (z j) est
non nul. La résolution (partie 2.2.2) montre qu’il faut fixer 'ordre de grandeur
de la pulsation de telle sorte que le terme d’inertie soit dans I’équation (x j) et
les ondes macroscopiques sont alors des ondes de cisaillement pur générées par
la flexion locale des éléments. Si nous choisissons une pulsation plus basse pour
que le terme d’inertie se trouve dans I’équation (z [j + 2]|) alors I'équation (z j)
impose ¥° = 0 et le mécanisme de cisaillement reste en quasi-statique. Pour cette
géométrie, le mécanisme de flexion des murs a 1’échelle de la structure ne peut
pas s’exprimer a l'ordre 0.

Regardons maintenant ce qui se passe lorsque les planchers deviennent de
plus en plus fins, c¢’est-a-dire lorsque e, augmente. Dans les équations d’équilibre
selon x, le contraste entre la flexion locale des murs et la traction-compression des
planchers diminue donc j diminue. Par contre, le contraste entre les deux types
de flexion des murs est inchangé. En ce qui concerne 'équation d’équilibre en
moments, les deux contraintes tangentielles n’ont plus le méme ordre de grandeur.
Le terme proportionnel a la rigidité en flexion des murs G,, reste dans I’équation
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d’ordre 0 mais celui qui est proportionnel a la rigidité des planchers G}, est relégué
a un ordre supérieur. Le contraste entre les deux termes est donné par :

G, E,I, (21, a,\’ _

—P _ PP TmP _ |2 = O (ep—em)

G 20y Enly, G ( )

Soit n = 3 (e, — €,). Les équations d’équilibre en moments ont donc la forme
suivante :

0, oUY
0 _x =
Gm (9 + By > 0 (m0)

- 7 ., oU°
G («9”—1—88%)—0}, (_90+8_;>:O (mn)
Le module de cisaillement du milieu continu équivalent G dégénere et devient
égal a la rigidité en flexion des planchers G,. Méme si nous n’avons modifié que
I’épaisseur des planchers, c’est la rigidité de I’ensemble de la cellule qui a diminué.
Cela est cohérent avec ’association en série. Pour les contraintes tangentielles,
les premiers termes non nuls restent égaux mais, cette fois-ci, il y en a une qui est

générée par les déplacements d’ordre 0 et une qui est générée par les déplacements
d’ordre n. Si n > 2 alors les équations d’équilibre selon = se simplifient :

*U?
E, == =
* Ox2
R .
o2 0 (2 J)
U2 Enl, 00U
0x? 6, oyt
Uit B, I, 9402 ., U .
E, R a By +G, (—90+a—;> =0 (x[j+n])

0 (x0)

E, 0 (z[j+2])

Dans ce cas, la résolution (partie 2.3.3) montre que le terme d’inertie doit ap-
paraitre dans ’équation (x[j + 2|) pour obtenir des ondes macroscopiques de
cisaillement pur. Celles-ci sont générées par des ondes de flexion qui se propagent
dans les murs. Pour les pulsations plus basses, le mécanisme de cisaillement reste
en quasi-statique.

Ces exemples montrent, que parmi les deux mécanismes de cisaillement pos-
sibles, c’est le plus rigide qui domine. Cela suggére une association en paralléle
(figure 2.40). Pour obtenir des ondes de flexion dans les murs, il faut donc assouplir
le mécanisme de cisaillement de la cellule. Comme le contraste de rigidité entre
la flexion locale des murs et leur flexion & 1’échelle de la structure est constant,
la seule possibilité est de diminuer la rigidité des planchers G,. Cela se traduit
par la condition suivante sur les ordres de grandeur :

3(ep —em) <2 = cisaillement de la cellule
3(ep —em) > 2 = ondes de flexion dans les murs
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[/

Cisaillement A Ondes de flexion
de la cellule ; dans les murs

[V

FIGURE 2.40 — Comparaison des rigidités des mécanismes de cisaillement

La condition pour avoir des ondes de flexion dans les planchers s’obtient en in-
versant ey, et e,.

Cas ou les deux mécanismes ont la méme importance

Il reste a étudier le comportement d’une structure ot les deux mécanismes
ont la méme importance, c’est-a-dire : 3 (e, — €,,) = 2. Les ordres de grandeur
retenus sont résumés ci-dessous :

1 [E,
O _ O(e*/?) w=0(€w,) avec w,= ——=

= O(e) ™ o\ o

Am
o

L’ordre de grandeur de la pulsation a été choisi de maniére a obtenir des ondes
de cisaillement pur a la résolution. La différence par rapport aux deux cas traités
auparavant est que le contraste entre les épaisseurs des murs et des planchers n’est
plus une puissance entiére de €. Pour que tous les termes soient équilibrés, il faut
maintenant faire les développements asymptotiques des variables cinématiques
selon les puissances de €!/? :

X(e,z,y) = XO(z,y) + BX Y3, y) + X (2, y) + e Xz, y) + . ..

ou X représente indifféremment les fonctions U,, U, ou 0.

Les équations d’équilibre sont présentées ci-dessous. Les équations de bilan
des moments ont été utilisées pour remplacer la rotation des nceuds #° par son
expression en fonction du déplacement U0 et pour simplifier les équations d’équi-
libre dans la direction x. Seules les équations avec des nouveaux termes sont
indiquées.

9?00
Eq oz 0 (x0)
PR3 20U° 92U\  E.I. 90° -
E'x—z z Y _ Tm m z Mm 2U0 -0 10
oz2 a2 T ayon 0 ogt T me e (z5)
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(9209
Y 8y2y =0 (yO)
92U 9200 92U By
E Yy T Yy M 2770 — 4
\ yay2+ p<8x8y+8x2>+ mw U, =0 (y4)
( . oU"
0 it 2 [
Gm (9 + By ) 0 (m0)
_ 9U? Fol0

Comme prévu, les termes liés au cisaillement de la cellule et aux ondes de flexion
dans les murs sont du méme ordre de grandeur. Ils apparaissent tous les deux dans
I'équation (z 13—0) Remarquons également que la masse surfacique a dégénéré : c’est
la contribution des murs M, = p,, /¢, qui domine au premier ordre.

Les équations d’équilibre sont réécrites en utilisant la décomposition d’Helm-
holtz introduite dans la partie 2.1.5 (page 30). Notons que le nombre d’onde k

est également développé selon les puissances de €'/3.
E, (k%)% cos®(a) il = 0 (x0)
E,(k°)? sin?(a)aid = 0 (y0)
r N . .
E, cos?(a) [(ko)?’ﬂio/?’ + combinaison de k7 et @/ avec j < %}
+ G, (k0)? sin(a) [sin(a)al + cos(a)al] (z L0y
'T —_—
LBl 70v5 . a0 =0 270 ~0 ’
+ / (k") sin*(«)u, — My, w 'k’ a, =0
p
E, sin’(a) [(12;0)3113 + combinaison de &7 et @ avec j < 4} (4
- - Y
| + G (K°)3 cos(a) [sin(a)ad 4 cos(a)u) | — My, w*k" @) =

La encore, la propagation des ondes en dehors des axes du repére est impos-
sible. En effet, il faut que le déterminant du systéme constitué par les équations
(0) et (y0)" soit nul donc sin(a) = 0 ou cos(a) = 0.

Dans le premier cas, les ondes se propagent dans la direction des planchers
et sin(a) = 0. Les équations (y0)" & (y &)’ qui ont toutes la méme forme sont

trivialement vérifiées. Les équations (z0)" a (z )’ imposent :

) =0 P0=0
~1/3 ~1/3 _
7 =0 =0
ﬂ3160/3 —0 ¢10/3 —0

Ainsi, il s’agit d’ondes de cisaillement pur et tous les déplacements sont paralléles
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a 'axe y. L’équation (y4) permet de calculer le nombre d’onde &° :

R (G, - Maw?] =0 = = [T
p

Nous retrouvons 'expression de k0 pour des ondes générées par le cisaillement de
la cellule. Comme les planchers sont plus fins que les murs, il ne peut pas y avoir
d’ondes de flexion dans cette direction.

Dans le second cas, les ondes se propagent dans la direction des murs et
cos(a) = 0. Les équations (2 0)" a (x 3)" sont trivialement vérifiées. Les équations
(y0)" a (y4)" imposent :

iy =0 P0=0
7:631/3:0 _ 951/3:0
'L~L4:O S54:0

Y

Il s’agit encore d’ondes de cisaillement pur et tous les déplacements se font selon
la direction z. Mais l’expression du nombre d’onde k° est différente. L’équa-
10

tion (z %)’ se simplifie :

. . E. I, -
kO [Gp(kof + = (k) = M,y w2] =0
P
Pour avoir une onde qui se propage, il faut que (120)2 soit un réel positif donc la
seule solution possible est :

~ l,G M, w? E,I
0\2 __ p Yp m mim

Cette nouvelle expression du nombre d’onde prend en compte les deux méca-
nismes de cisaillement. Selon la valeur du terme qui se trouve sous la racine
carrée, elle dégénére et redonne bien les expressions que nous avions obtenues
pour les deux structures précédentes.

Cas 1 : ondes de flexion dans les murs

M,,w* E,. I, ~ M,, w2l
QW >>1 = ()2~ (| 2 &p
Gp l,
Cas 2 : cisaillement de la cellule

My, o? By,
G2 4,

M, w?
Gp

<<1 = (k%)% ~

Le premier cas se produit soit lorsque la rigidité des ondes de flexion est grande par
rapport a celle du cisaillement de la cellule, soit & hautes fréquences. Inversement,
le deuxiéme cas se produit soit lorsque c’est le cisaillement de la cellule qui est le
plus rigide, soit a basses fréquences.
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Conclusion

Grace a I’étude des deux structures précédentes par homogénéisation, nous
savons que les ondes de cisaillement pur peuvent étre générées par deux méca-
nismes : le cisaillement de la cellule et la propagation d’ondes de flexion dans les
éléments. De plus, ces mécanismes sont associés en paralléle, c’est-a-dire que c’est
le plus rigide qui domine. Le cisaillement de la cellule est lui-méme la combinaison
de la flexion locale des murs et de la flexion locale des planchers. Cette fois-ci, il
s’agit d’une association en série donc c’est le plus souple qui domine. L’analyse
des termes des équations d’équilibre associés a tous ces mécanismes a permis de
construire un critére pour trouver le modéle approprié directement a partir des
ordres de grandeur des épaisseurs des éléments.

Nous en avons déduit une structure, difficile & construire autrement, pour
laquelle les deux mécanismes ont la méme importance. Nous avons choisi de re-
garder le cas ol les murs sont plus épais que les planchers. Ainsi, les ondes de
cisaillement dans la direction x sont générées uniquement par le cisaillement de
la cellule alors que celles dans la direction y font intervenir le cisaillement de la
cellule et la propagation d’ondes de flexion dans les murs. Les ondes macrosco-
piques se propagent dans les deux directions pour la méme gamme de fréquences
car la rigidité du cisaillement de la cellule est indépendante de la direction.

Ce nouveau cas correspond au modéle le plus riche pour les ondes de cisaille-
ment. Les deux structures que nous avions étudiées auparavant sont des situations
dégénérées qui se déduisent du modeéle complet. Nous connaissons maintenant
I’expression générale du nombre d’onde :

Direction y : ondes de flexion dans les murs

~ (,G M,w? E,,1
o_ | P~ 14 gq82 Zmim g 94
k TN <\/ +4—5 a (2.40a)
Direction x : ondes de flexion dans les planchers
~ ln G M,w? E,1
K= 1+4—2 PP 1 2.40Db
2B, (\/ e ) (2.40b)
GnG) E.I E,L
) =P Gp=12-"" G, =122
o GntG, 020, Py,
M, = My, + M, =2 4 P22
l, by

Selon le contraste entre les murs et les planchers, le module de cisaillement G et
la masse surfacique M, dégénérent :

— murs plus épais que les planchers : G =~ G, My ~ M,

— murs plus fins que les planchers : G~G,y, M, =~ M,
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Gréce aux expressions (2.40), il est maintenant possible d’identifier le modéle
approprié sans faire de nouveau appel a la méthode HMPD. En effet, il suffit
de regarder 'ordre de grandeur, par rapport a 1, du terme qui se trouve sous la
deuxiéme racine carrée :

M,w? E, I, M,w? E,I,

_— our la directio
o 2 pour irection y R

4

pour la direction x

(2.41)
Lorsqu’il est petit (c’est-a-dire < O(e,.)), la propagation des ondes macroscopiques
est pilotée par le cisaillement de la cellule et le modéle dégénéré des parties 2.2.2
et 2.3.2 est assez précis. Dans ce cas, la vitesse des ondes ne dépend pas de la
fréquence au premier ordre. Lorsque le terme (2.41) est proche de 1, les deux
mécanismes ont la méme importance et il faut utiliser le modéle complet. Enfin
lorsque ce terme est grand (c’est-a-dire > O(e,)), la propagation des ondes de
flexion dans les murs domine : le modéle de la partie 2.3.3 est suffisant. Dans les
deux derniers cas, la vitesse des ondes dépend de la fréquence.

La définition de ce critére nous améne a faire deux remarques importantes. La
premiére est qu’il dépend de la fréquence. Ainsi, pour une méme structure, il est
possible d’avoir des ondes générées par le cisaillement de la cellule & basses fré-
quences et des ondes de flexion & hautes fréquences. Ce comportement s’explique
par le fait que le ratio d’échelles réel €, dépend de la fréquence. Soit e. I'ordre de
grandeur du contraste entre les épaisseurs des éléments :

G e L, Inlg/en)

Ay r In(e,)

Pour une structure avec des murs plus épais que les planchers, e. est un réel
positif car les deux logarithmes sont négatifs. Lorsque la fréquence augmente,
la longueur d’onde macroscopique A diminue donc €, = 27/,,/A augmente et
|In(e,)| diminue. En conséquence, le contraste e, augmente ce qui provoque le
passage du cisaillement de la cellule a la flexion a 1’échelle de la structure.

Ce changement de comportement peut aussi s’expliquer de fagon plus physique
en raisonnant sur les rigidités des deux mécanismes. Le cisaillement de la cellule
fait travailler les éléments en flexion sur la longueur ¢ qui sépare deux nceuds
consécutifs donc sa rigidité est indépendante de la fréquence. La propagation des
ondes de flexion sollicite les éléments sur une longueur qui est de 'ordre de leur
longueur d’onde. Comme cette derniére diminue avec la fréquence, la rigidité de
ce deuxiéme mécanisme augmente. Lorsqu’elle dépasse la valeur du module de
cisaillement macroscopique, il y a changement de la nature des ondes.

La seconde remarque concerne la généralisation de ce travail. Jusqu’a présent,
nous avons toujours supposé les murs et les planchers réalisés dans des matériaux
avec des propriétés semblables et la cellule & peu prés carrée. Les seuls paramétres
qui pouvaient varier étaient les épaisseurs. Or ce critére d’identification pése le
contraste entre les rigidités des mécanismes plutdt qu’entre les épaisseurs des
éléments. Comme il est entiérement analytique, il peut également étre utilisé pour
étudier I'influence des autres paramétres. La seule condition & respecter est qu’il
faut une structure réticulée périodique constituée par un assemblage de murs et
de planchers. Cette remarque est valable pour toutes les expressions que nous
avons présentées : longueurs d’onde, masse apparente, etc.
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2.4.3 Quelles ondes avec la résonance interne ?

Dans le paragraphe précédent, nous avons construit un critére adimensionnel
pour identifier la nature des ondes de cisaillement pur dans une structure donnée.
Faisons la méme chose pour la résonance interne. Celle-ci apparait lorsque I'onde
de flexion générée dans les éléments par les vibrations de ’ensemble de la structure
a une longueur Ay du méme ordre que la taille des éléments ¢. II faut donc
s’intéresser au parameétre G0 :

14 1 pAW?
(=2n— =/
pt=2my Bl

(2.42)

Lorsque ¢ << 1, les éléments ont un comportement quasi-statique a 1’échelle
locale. 5¢ = O(1) correspond a la résonance interne. Pour 8¢ >> 1, la modélisa-
tion des éléments par des poutres n’est plus valable. Remarquons que ce critére
dépend du matériau mais également de la géométrie des éléments. Ainsi, il est
possible de jouer sur les épaisseurs ou sur les longueurs pour que les effets dyna-
miques apparaissent dans une gamme de fréquences prédéfinie. Pour un matériau
donné, plus les éléments sont fins, plus la résonance interne se produit a basses
fréquences.

Cependant, est-il nécessaire de calculer le paramétre 5¢ dans tous les cas? Ou
existe-t-il des types d’onde incompatibles avec la résonance interne ? Inversement,
y a-t-il des ondes qui sont systématiquement associées a ces effets dynamiques ?

Ondes de compression-cisaillement

Nous commencons par regarder les ondes de compression-cisaillement qui coin-
cidaient avec la résonance interne pour les deux cas que nous avons étudiés avec la
méthode HMPD. Afin de simplifier la démonstration, nous reprenons les mémes
hypothéses sur les contrastes que lors de I’homogénéisation et nous raisonnons
sur les ordres de grandeur des épaisseurs plutdt que sur les rigidités. Comme dans
les paragraphes précédents, les ordres de grandeur des épaisseurs des murs et des
planchers sont notés respectivement e,, et e,. Celui de la pulsation est appelé
ef. De plus, nous supposons que les murs et les planchers sont réalisés dans des
matériaux aux propriétés similaires, que leurs profondeurs selon 'axe z sont du
méme ordre et que la cellule est & peu prés carrée. Les notations et les hypothéses
sont résumées ci-dessous :

b0 Loown -l

(2.43)

bl I

—om - o l% —o(1) f_f; —o(1)

Ainsi, 'ordre de grandeur de 3;¢; ou j peut désigner m ou p est donné par :

er 4 2e er+1
L L p]-GQJEm B 4€j€f B €er
Pits =0 (gﬂ Bai ) O\ ) =0\V e
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La condition a vérifier pour que les éléments aient un comportement quasi-
statique a 1’échelle locale est donc :

ef+1>e; (2.44)

Le cas limite ey + 1 = e; correspond a la résonance interne.

Les ondes de compression-cisaillement apparaissent lorsque le terme d’iner-
tie (/) équilibre le terme élastique lié & la traction-compression des éléments (C'C).
Par exemple pour le mode (Px), les expressions de ces deux termes sont :

co - p P _BA P (EPA,, U_O)

02 l,, Ox? b, L2

= g = (P 2
‘) lm

L’ordre de grandeur du terme d’inertie dépend du contraste entre les éléments.
Lorsque les planchers sont plus épais que les murs ou lorsque les éléments sont
similaires, la masse surfacique est du méme ordre que la masse des planchers.

~ 770
=0 (PpA;n sz;)) -0 (PpAp ezef% %) N ! O (€2ef)

0 0 o L2 cC

Pour avoir des ondes de compression-cisaillement polarisées selon le mode (Px),
il faut donc que l'ordre de grandeur ey de la pulsation soit nul. Dans ce cas, la
gamme de pulsations des ondes macroscopiques se situe autour de w, et elle ne
dépend que du matériau. Au contraire, la condition pour que les éléments aient
un comportement quasi-statique a I’échelle locale (équation (2.44)) ne dépend que
de la géométrie. Donc toutes les situations peuvent se présenter. Si les éléments
sont suffisamment épais (e; < 1), leurs fréquences propres en flexion sont plus
élevées que la gamme de fréquences correspondant a la propagation des ondes
de compression-cisaillement et il n’y a pas d’effets dynamiques a I’échelle locale.
Lorsque I'épaisseur des éléments diminue, la gamme de fréquences des ondes
macroscopiques reste la méme mais les fréquences propres de flexion des éléments
diminuent. Le cas limite ol la propagation des ondes coincide avec la résonance
interne (e; = 1) a été étudié dans la partie 2.2.3. Pour des éléments trop fins
(ej > 1), la gamme de fréquences des ondes n’est plus dans le domaine de validité
de la méthode HMPD. Pour ce type d’onde, il est donc nécessaire de calculer le
paramétre ¢ afin d’identifier la bonne situation.

Lorsque les murs sont plus épais que les planchers, leur contribution domine
dans 'expression de la masse surfacique :

_ 70
[ =0 (P 20 2 o [ PmAm 2o Bm Us
‘) ‘) om L2

L_ A_mQ(i _ em—ep+2e
= CC_O<APG f)—O(e f)

Maintenant 1’ordre de grandeur de la pulsation des ondes macroscopiques dépend
du matériau et du contraste entre les éléments : e = (e, — €,,)/2 > 0 car les
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planchers sont plus fins que les murs. L’application de la condition (2.44) donne
deux criteres : un pour éviter la résonance des murs et un pour éviter la résonance
des planchers.

e, —e€

Bul, << 1 = Tm+1>ep =  2—en—e,>0

Bulm <<1 = %+1>em =  2-3en+e,>0
Les planchers étant les plus fins, c’est le premier critére qui est le plus restrictif.
La encore toutes les situations sont possibles selon les ordres de grandeur des
épaisseurs :

— soit les ondes de compression-cisaillement se propagent a des fréquences ot
tous les éléments ont un comportement quasi-statique,
— soit les ondes coincident avec la résonance des planchers en flexion,
— soit les planchers et les murs sont en résonance,
— soit la gamme de fréquences des ondes n’est plus dans le domaine de validité
de la méthode HMPD.
Néanmoins, lorsque les effets dynamiques ne concernent que les planchers, leur
impact sur la propagation des ondes reste faible. En effet, il s’agit de la méme
situation que dans la partie 2.3.4. La masse des planchers est beaucoup plus
petite que celle des murs donc a 'ordre 0, la masse surfacique dégénére et elle ne
dépend pas de la fréquence. De plus, le comportement des planchers en flexion
n’intervient pas sur les propriétés des ondes pour le mode (Px).
Le raisonnement est similaire pour les ondes polarisées selon le mode (Py) :
il suffit d’inverser les roles des murs et des planchers. Pour ce type d’onde, la
grande variété des comportements rend nécessaire le calcul de S afin d’identifier
la bonne situation.

Ondes de cisaillement pur

Pour I’étude des ondes de cisaillement pur, nous raisonnons directement sur les
rigidités plutdt que sur les épaisseurs afin que la démonstration soit valable pour
toutes les structures, méme celles qui ne respectent pas les hypothéses (2.43). De
plus, nous supposons que le module de cisaillement du milieu continu équivalent G
est du méme ordre de grandeur que la rigidité en flexion des planchers G,. Cela
recouvre deux situations : soit les rigidités en flexion des murs et des planchers
sont du méme ordre, soit les planchers sont plus souples que les murs.

GG, B, E,I
_ _ImYp o qpomim — 19 2plp
G G+ G avec G 2 et G, ‘. 43
E,, E,I,
G=0(G, & G, <G, & 2L 7 (2.45)
§Y m

Ainsi, I’étude des ondes selon les deux directions x et y englobe tous les cas
possibles : propagation dans une structure dont les éléments sont similaires, pro-
pagation dans la direction des éléments les plus souples en flexion et propagation
dans la direction des éléments les plus rigides.
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Remarquons que le fait que les planchers soient les plus souples en flexion
n’est pas une condition suffisante pour affirmer qu’ils vont entrer les premiers en
résonance. En effet, le ratio (5,,.01)/(5,¢p) dépend non seulement des rigidités
mais aussi de la masse des éléments :

Bulom 4::zéfmﬂanw2>< By _ Eplylw  puAnly,
Bply E.I, lrppApw?  Enlnl, ppAly

D’aprés la condition (2.45), la premiére fraction est inférieure ou égale & 1 mais
en jouant sur les densités des murs et des planchers, il est possible de rendre la
deuxiéme fraction plus grande que 1. Pour s’assurer qu’il n’y a pas d’éléments en
résonance, il faut donc vérifier les ordres de grandeur de 3,0, et de 3,,(,,.

Nous commencgons par regarder la propagation des ondes dans la direction
des planchers. Cela correspond soit a la propagation dans une structure ou les
éléments ont des rigidités similaires, soit a la propagation dans la direction des
éléments les plus souples. Dans la partie 2.4.2, nous avons vu que dans ces deux
cas, les ondes de cisaillement pur sont générées par la flexion locale et 'ordre de
grandeur du terme élastique est donné par :

*UY E,I, US
FL=0|G Yl=0(-2L2 1L
(%) =07
L’ordre de grandeur du terme d’inertie I = M, w2(~]29 dépend du contraste entre

les masses des éléments. Si elles sont du méme ordre ou si les planchers sont
les plus lourds alors la masse surfacique est du méme ordre que la masse des

planchers :
PmAm < PpAp . I=0 PpAp D200
¢, lrm, b Y
Pour obtenir un régime de propagation d’ondes macroscopiques, il faut que les
forces d’inertie équilibrent les forces élastiques. Nous en déduisons l'ordre de
grandeur de la pulsation :

E,l
I=0O(FL =0 —55—
( ) - . (ppApggLZ)

Pour savoir s’il y a des éléments en résonance, nous introduisons cette expression

dans 8,0, et Byl

(20, A W2 0?2
! = 0 (%) = 0 <<
p-p
2 p A, w? P Al E, Ll 02
4 _ ImFPmfm > m<mom pTprm o Tm o) < 2 1
(Birlon) B Iy O( PpAply . B Ity - LZ) < Ole) <<

Les modéles obtenus par homogénéisation ne sont valables que si la condition
de séparation d’échelles est respectée donc 3,(, << 1. Pour 3,,(,,, la masse des
murs est inférieure a celle des planchers et les murs sont les plus rigides en flexion.
En conséquence, les deux premiéres fractions sont inférieures ou égales a 1. La
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troisiéme fraction est trés petite & cause de la condition de séparation d’échelles
donc (,,4,, << 1. Dans ce cas, il ne peut pas y avoir d’éléments en résonance.
Le méme raisonnement s’applique au cas ou les murs sont les plus lourds :

P Am > PpAp — -0 (/)mAm w200)
l, L, l, y

I =0(FL) = w?=0 (LQ)

£4 A 2 A g 62
(Byty)* = —ppg ;’w =0 (—pppAp; X L—g) <O0(g) <<1
p-p m<imtm
E,i P Ay, w2 E,Ll, (2%
(ﬁmﬁm)4 = ? =0 (ﬁ X ﬁ) < O(ez) << 1
mdm mimLp

La non plus, les éléments ne peuvent pas entrer en résonance.

La direction y correspond a la direction des éléments les plus rigides en flexion.
Selon le contraste entre les murs et les planchers, les ondes de cisaillement pur sont
générées par le cisaillement de la cellule (flexion locale des éléments) et/ou des
ondes de flexion dans les murs. La rigidité du premier mécanisme est indépendante
de la direction donc, lorsque la flexion locale intervient dans la propagation des
ondes, la gamme de fréquences est la méme pour les deux directions. Or, nous
venons de voir que celle-ci est toujours trés inférieure aux fréquences propres des
éléments : il n'y a jamais de résonance interne pour les ondes générées par la
flexion locale.

Il reste a examiner le cas ot le contraste entre les murs et les planchers est suf-
fisamment important pour que les ondes soient dues uniquement a la propagation
d’ondes de flexion dans les murs. Pour que la condition de séparation d’échelles
soit respectée, la longueur des ondes de flexion doit étre bien plus grande que la
longueur des murs donc ces derniers ne peuvent pas entrer en résonance. Pour
les planchers, les fréquences de résonance ne dépendent que des propriétés des
planchers. D’autre part, la gamme de fréquences des ondes macroscopiques est
déterminée par les caractéristiques des murs. Ainsi, ces deux gammes de fré-
quences sont fixées de facon indépendante : elles peuvent se chevaucher ou étre
complétement disjointes.

Cela se voit trés bien en raisonnant sur les épaisseurs des éléments dans le
cadre des hypothéses (2.43). D’aprés les résultats de la partie 2.4.2, 'existence
des ondes de flexion nécessite e, + (2/3) < e,. Comme nous supposons les murs
et les planchers réalisés dans des matériaux similaires, la masse surfacique est du
méme ordre que la masse des murs. Les ordres de grandeur du terme élastique
(OF) et du terme d’inertie (I) sont donc :

E_ I 9400 E I U°

6, Oy ¢, LA
A . A E_U°
I=0 (W_mWQU;J) _ o[ Pmim e, Em U—ﬁ
D gp Pm L
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I AnL? L?
S m efr — = 2ey — 2ep—2em—2
= OF O ( T € ) O (aan ) O(e )

Comme prévu, 'ordre de grandeur de la pulsation ne dépend que de 1'épaisseur
des murs : ey = e, + 1. Pour que les planchers restent dans le domaine quasi-
statique, e, doit vérifier la condition (2.44) :

ert+1>e, = Em+2>6

Lorsque les planchers sont suffisamment épais, il n'y a pas d’effets dynamiques
a ’échelle locale. Pour e, = e, + 2 la propagation des ondes macroscopiques
coincide avec la résonance des planchers en flexion et si les planchers sont encore
plus fins, la gamme de fréquences des ondes n’est plus dans le domaine de validité
de la méthode HMPD.

Malgré tout, la résonance des planchers en flexion n’a qu’'une influence limitée
sur la propagation des ondes macroscopiques. Lorsque tous les éléments sont
réalisés dans le méme matériau, la masse des planchers est négligeable par rapport
a celle des murs. De plus, si les planchers sont constitués d’un matériau trés
dense, les effets inertiels se manifestent dans les équations d’équilibre selon la
direction y alors que les propriétés des ondes macroscopiques sont déterminées
par les équations d’équilibre selon la direction x. Dans tous les cas, la vitesse des
ondes est calculée a partir de la masse réelle de la structure.

La seule conséquence de la résonance des planchers visible a I’ordre 0 provient
des conditions cinématiques supplémentaires imposées par 1’équilibre interne de
la cellule. En effet, les équations d’équilibre en moments sont alors similaires a
celles de la partie 2.3.4. La contribution des murs est inchangée mais celle des
planchers dépend de la fréquence et devient infinie au voisinage de leurs modes
de flexion pairs. Pour ces fréquences, la rotation des noeuds est nulle (car [7?9 =0)
ce qui interdit la propagation des ondes de flexion dans les murs. Le fait que
la rigidité apparente des planchers devienne infinie est une conséquence de nos
hypothéses cinématiques qui imposent la périodicité des variables sur une cellule.
Mais si nous abandonnons cette hypothése pour autoriser un déphasage des ondes
de flexion dans les murs, les planchers seront sollicités en traction-compression, ce
qui est également un mécanisme trés rigide. Il est donc probable que, pour ce type
d’onde, il existe des bandes de fréquences interdites au voisinage des fréquences
des modes de flexion pairs des planchers.

En conclusion, les seules ondes qui peuvent étre affectées par les effets dy-
namiques a 1’échelle locale sont les ondes de compression-cisaillement. Cela n’est
pas systématique et il faut calculer le paramétre 5¢ pour les murs et les planchers
afin de savoir s’il y a résonance interne. Dans le cas des ondes de cisaillement pur
générées par la flexion locale, les éléments ont obligatoirement un comportement
quasi-statique & 1’échelle locale. Pour les ondes dues & des ondes de flexion, les
éléments perpendiculaires a la direction de propagation peuvent éventuellement
étre en résonance. Cela ne joue pas sur les propriétés des ondes macroscopiques a
I’ordre 0 mais elles peuvent ne plus exister au voisinage des fréquences des modes
pairs des éléments en résonance.
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2.4.4 Calcul des fréquences admissibles

Nous disposons maintenant d’'une liste (non exhaustive) de modeéles de com-
portement et de critéres adimensionnels pour identifier celui qui convient le mieux.
Il reste a définir le domaine de validité de ces modéles. La premiére condition a res-
pecter est évidemment la condition de séparation d’échelles, c¢’est-a-dire £. < L.
(. = max({y,,l,) est la taille caractéristique de la cellule et est parfaitement
connue. L est la taille caractéristique des déformations de la structure. Nous avons
montré dans la partie 2.4.1 que L est liée a la longueur d’onde macroscopique A :
L = A/(27). Pour chacun des modéles, nous disposons d’une expression analy-
tique de la longueur d’onde. Il est donc possible de calculer la fréquence maximale
correspondant au cas limite L = (.. A l'inverse, a basses fréquences, L devient
trés grande et peut dépasser la taille de la structure H. Dans ce cas, la taille
macroscopique n’est plus définie par la longueur d’onde mais par les dimensions
de la structure. Cette derniére a alors un comportement quasi-statique. Le cas
limite L = H donne la fréquence minimale pour observer un effet dynamique.

Les critéres limites retenus sont les moins restrictifs qui existent. Si ces deux
conditions ne sont pas respectées, alors nous sommes siirs que les modéles ho-
mogénéisés ne s’appliquent pas. Par contre, dans la gamme de fréquences corres-
pondant a /. < L < H, la précision n’est pas constante. Il est possible d’étre
plus sévére et de ne retenir que les fréquences garantissant un niveau de précision
minimal. Nous ne le faisons pas ici car I'objectif est de présenter la méthode gé-
nérale et elle ne dépend pas du choix des critéres. De plus, des études numériques
réalisées sur des structures poutres par Hans et Boutin (2008) ont montré que les
modéles homogénéisés d’ordre 0 donnent de bons résultats méme avec une faible
séparation d’échelles.

La suite de cette partie est un exemple d’utilisation de tous ces critéres sur un
cas concret. Le choix de la structure a été motivé par les considérations suivantes.
La premiére est qu’il faut des murs et des planchers avec des rigidités différentes
pour voir I'influence de la propagation des ondes de flexion dans les éléments.
La seconde est qu'une des applications envisagées pour ce travail est I’étude du
comportement dynamique des batiments. C’est pourquoi la structure est réalisée
en béton et ses éléments ont des dimensions proches de celles qui existent dans
les constructions réelles. Habituellement, la caractérisation du comportement dy-
namique d’un immeuble consiste & calculer ses fréquences propres et ses modes
propres plutdt que d’étudier la propagation des ondes dans la structure. Mais les
fréquences propres se trouvant parmi les fréquences admissibles pour les ondes,
¢’est une autre maniére d’obtenir des ordres de grandeur des fréquences associées
aux différents mécanismes.

Une partie de la structure étudiée est représentée sur la figure 2.41. Les élé-
ments sont des plaques qui ont toutes la méme longueur ¢ et la méme profondeur h
selon 'axe z. Par contre, les murs sont plus épais que les planchers. Comme les
éléments sont des plaques, le module d’élasticité E est un module corrigé corres-
pondant & un état de déformation plane. Il est différent du module d”Young du
béton noté Ly png. Les valeurs numériques des différents parameétres sont données
ci-dessous.
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et

/ At an, Qp

Y
1
A

FIGURE 2.41 — Structure étudiée

Caractéristiques du béton

p = 2 300 kg/m3 Eyoung = 30 000 MPa v=20,2
E
= E =29 — 31 250 MPa
1— 2
Géométrie
hm =hy,=h=1m bp =0, =0=3m am = 21 cm a, =15 cm

Notons que nous raisonnons sur une tranche de profondeur h = 1 m mais, tous
les éléments ayant la méme largeur, ce parameétre n’intervient pas dans le calcul
des fréquences.

La masse et les modules du milieu continu équivalent sont calculés grace aux
formules fournies par la méthode HMPD.

Masse surfacique

mAm A
M, = Pm2m 161 kg /m? M, = pz P — 115 kg/m?
p m
= My = M,, + M, = 276 kg/m?
Modules d’extension
E,A EnAn,
E, = 2’ p:1563MN/m E, = / =2 188 MN/m
m p
Module de cisaillement
E I E,I
G, =12—/7"" =10,72 MN G, =12—2%2 =3 91 MN
YA m T /m
GG
= G=—"""2 —9 86 MN
Gn+Gp, /m

Les valeurs numériques confirment le fort contraste entre les modules d’extension
et le module de cisaillement. Ici, il y a un facteur 1 000.

Les caractéristiques de la cellule de base, données ci-dessus, déterminent com-
plétement les mécanismes de propagation des ondes et la fréquence maximale
au-dela de laquelle la condition de séparation d’échelles n’est plus respectée. Le
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nombre de cellules sert uniquement a calculer la fréquence minimale en-dessous
de laquelle la structure a un comportement quasi-statique. Pour avoir des ordres
de grandeur de fréquences réalistes pour les batiments, nous considérons une
structure carrée de 20 cellules de coté.

Cisaillement pur selon x

Nous commencgons par 1’étude des ondes de cisaillement pur dans la direc-
tion z. Les planchers étant plus souples en flexion que les murs, ces ondes sont
générées par la flexion locale des éléments. Les fréquences admissibles sont cal-
culées grace a 'expression de la longueur d’onde trouvée dans la partie 2.2.2 :
L=( = fFL =540 Hz

max

L=H = fIl—=0,27Hz

min

2r | G
App = —
FL= M.

=27L donc {

Cisaillement pur selon y

Nous regardons maintenant les ondes de cisaillement pur dans la direction des
éléments les plus rigides en flexion. Nous avons donc le choix entre trois modéles :
la flexion locale des éléments, la propagation d’ondes de flexion dans les murs et
I’association de ces deux mécanismes. Le dernier modéle est toujours valable
mais il nécessite plus de calculs. Pour déterminer le modéle le mieux adapté a la
structure étudiée, nous utilisons le critére de la partie 2.4.2 et nous calculons la
fréquence pour laquelle les deux mécanismes ont la méme importance.

M,o? Enly
Gzl

fFF

4 1 = fFF = 4,84 Hz

La comparaison de avec les fréquences calculées pour la direction x renseigne
sur le modéle a utiliser. En effet lorsque la flexion locale domine, les fréquences ad-
missibles sont les mémes pour les deux directions. Si ff'f > fI'L “alors la flexion
locale est prépondérante. Au contraire, fI'F < fI'L indique que le principal méca-
nisme est la propagation d’ondes de flexion dans les murs. Ici, fIl < fFF < fFL
donc il faut utiliser le modéle complet. Comme la flexion locale intervient dans
la propagation des ondes, nous savons qu’aucun élément n’est en résonance et il
ne peut pas y avoir de bandes de fréquences interdites.

L’expression de L et les valeurs des fréquences limites sont alors :

l,G M,w? E,, 1, 1
]C — P~ 1 4 S mm_l _ -
FESA 2B, <\/ Tt T, ) L

Y
{L:£ = I — 619 Hz

max

L=H = fIr—027Hz

man

Ces fréquences sont 1égérement supérieures a celles obtenues pour la direction x.
Cela est cohérent avec ’association en paralléle des deux mécanismes car dans ce
cas, leurs rigidités s’ajoutent.
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Par curiosité, regardons la gamme de fréquences obtenue avec le modeéle qui
ne considére que les ondes de flexion dans les murs :

L=t¢ = foF —395Hz
=27L donc OF 5
L=H = =9,87.107° Hz

min

2r | Endy,
Vw \| pndn

Aop =

La encore, la prise en compte d'un seul mécanisme donne des fréquences infé-
rieures a celles du modéle complet.

Compression-cisaillement

Les ondes de compression-cisaillement ont un comportement plus complexe.
Nous commengons par considérer des ondes polarisées selon le mode (Px) qui
se propagent dans la direction = (a« = 0). Dans ce cas, nous savons que les
ondes macroscopiques sont générées par des ondes de compression pure dans les
planchers qui sont toutes en phase. En fonction des épaisseurs des éléments, ces
ondes peuvent étre associées ou non a des phénomeénes dynamiques a 1’échelle
locale. Dans un premier temps, nous négligeons la résonance interne pour avoir
un ordre de grandeur de la gamme de fréquences concernée. Il faut alors remplacer
la masse apparente par la masse réelle dans I'expression de la longueur d’onde
trouvée dans la partie 2.2.3.

2r [E L=( = fF% =126 Hz
Apyo = —4/ — =2nL donc max
PO =0V M, {L:H = fPa0 —6 31 Hy
Les fréquences a partir desquelles les effets dynamiques dans les murs et les plan-

chers doivent étre pris en compte sont déterminées grace au critére de la par-
tie 2.4.3 :

02 p, Apw?
4 _ tmbPmiim -1 = H
(5m€m) Em[m = f,Bm 37 95 Hz
Cip, A w?
(Byl,)* = pPrip 1 = fap = 2,82 Hz
E,I,

Ces valeurs suggérent plusieurs remarques. La premiére est que, les planchers
étant plus souples que les murs, nous avons bien fg, < fan,. La deuxiéme est que
fom = fOF . En effet, fOF est la fréquence pour laquelle la longueur de 1'onde
de flexion dans les murs Appr vaut 2wl,, et par définition 5,,0,, = 27l,,/AoF.
Ensuite, les deux fréquences fz sont inférieures aux fréquences maximales pour
., FL FF .

les ondes de cisaillement pur, f, . et f. . Cela peut paraitre surprenant car ces
ondes sont générées par la flexion locale et nous avons démontré qu’il n’y a jamais
résonance interne avec ce mécanisme. Mais ce résultat est valable pour le modéle
s . FL FF

limite lorsque € — 0 alors que les fréquences f, .. et f. - correspondent %11Lx

situations ou la séparation d’échelles disparait. Néanmoins, les fréquences f, >
et fEI sont du méme ordre de grandeur que les fréquences f5 qui marquent le
début des effets dynamiques a I’échelle locale. Il est donc probable que ces derniers

restent limités. Notons au passage que ces effets dynamiques apparaissent bien
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avant la résonance des éléments en flexion.

1 fréquence propre des murs : fm1 = 88 Hz

1% fréquence propre des planchers : fp1 =63 Hz

Finalement, la gamme de fréquences correspondant au mode (Px) se trouve bien
au-dessus des fréquences fz donc la résonance interne n’est pas négligeable pour
ce type d’ondes.

Pour étudier son effet sur la propagation des ondes macroscopiques, nous
introduisons un peu d’amortissement dans la structure en rendant le module
d’élasticité complexe :

E, = Ee™ avec n=210"2

En conséquence, la masse apparente est également un nombre complexe. Pour le
mode de polarisation (Px), c’est la contribution des murs qui est modifiée :

Mm<w) = Mp + M, f(ﬁmgm)

ot f(Bmtln) est la fonction définie page 55. D’apreés les résultats de la partie 2.2.3,
le nombre complexe Cy(w) = w/ko(w) et la vitesse réelle des ondes c¢o(w) sont

donnés par :
B E, B |Co(w)]?
Colw) = @) @) = BelCow))

La figure 2.42 représente le ratio entre co(w) et la vitesse ¢, qu’auraient les ondes
s’il n’y avait pas ces effets dynamiques :

= V% =2379 m/s

Cette courbe ressemble beaucoupsa la figure 2.26 page 70 et ce mode de
propagation est clairement dispersif. A basses fréquences, lorsque les éléments
ont un comportement quasi-statique, cy(w) tend bien vers ¢f. L’influence des
effets dynamiques a ’échelle locale est visible vers 40 Hz. Cette fréquence est
supérieure a celle que nous avions obtenue & partir de 'ordre de grandeur de
Bimlm (fam = 3,95 Hz) mais elle reste inférieure a la premiére fréquence propre
des murs (f,,1 = 88 Hz). Lorsque la fréquence augmente, la vitesse commence
par diminuer et elle atteint son minimum pour la premiére fréquence propre
des murs qui correspond au maximum de la masse apparente. Ensuite la vitesse
augmente considérablement : vers 106 Hz, elle est quasiment multipliée par 21.
Cette augmentation est plus importante que celle que nous avions constatée dans
la partie 2.2.3. En effet, nous avions étudié une structure dont la masse était
répartie a parts égales entre les murs et les planchers. Ici, les murs sont plus
lourds et c’est leur contribution qui est modifiée dans la masse apparente pour le
mode (Px). Lorsque la fréquence augmente encore, la vitesse des ondes diminue
puis elle atteint un deuxiéme pic juste aprés la troisiéme fréquence propre des
murs.
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L L L L L Il
100 200 300 400 500 600 f (Hz)

FIGURE 2.42 — Vitesse en fonction de la fréquence pour le mode (Px) et = 2.1072

QS  quasi-statique

BP  bande passante

NH non homogénéisable
BI  bande interdite 11.5

100 200 300 400 500
S BP NHBI QS BP NH BI NH
! ’ f (Hz)

FIGURE 2.43 — Ratio L// (trait fin) et atténuation (trait gras)
pour le mode (Px) en fonction de la fréquence pour n = 2.1072 et o = 0
(Version en couleur : figure D.3 page 335)
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Les variations de la vitesse se répercutent sur la longueur d’onde et donc sur L.
Le ratio L/¢ = 1/e, est représenté par un trait fin sur la figure 2.43. Pour que
le modéle soit valable, L doit étre comprise entre ¢ et la taille de la structure
H = 20¢. Ces deux bornes sont indiquées par des pointillés sur la figure 2.43. 11
y a donc quatre bandes de fréquences homogénéisables :

— avant la premieére fréquence propre des murs : 6,31 Hz < f < 79 Hz

— juste aprés la premiére fréquence propre : 89 Hz < f < 100 Hz

— apres le premier pic : 111 Hz < f < 181 Hz

— au niveau du deuxiéme pic vers 500 Hz.
D’autre part, nous savons qu’il existe des bandes de fréquences interdites au
voisinage des fréquences des modes impairs des murs. Il faut donc s’intéresser a
I’atténuation des ondes. Comme il y a de grandes variations de la longueur d’onde,
nous avons regardé I’amortissement par métre d,,, plutot que 'amortissement par
longueur d’onde 5. Leurs définitions sont données ci-dessous :

_ %

0p = 2mtanfarg(Cw))] et =+

Sur la figure 2.43, la courbe en gras représente D = exp(—d1y,) qui correspond
au ratio des amplitudes entre deux points distants de 1 m. Comme ce facteur est
toujours inférieur a 1, la courbe a été dilatée pour la rendre plus lisible. Elle n’a
donc pas la méme échelle que le ratio L//. Voici les valeurs de D pour les quatre
bandes de fréquences homogénéisables :

6,31 Hz < f < 7T9Hz = 0987 <D <1 bande passante

89 Hz < f <100 Hz = 0,450 < D < 0,784 bande interdite
111 Hz < f <181 Hz = 0,910 < D < 0,995 bande passante
491 Hz < f <514 Hz = 0,317 < D < 0,822 bande interdite

Il y a donc deux gammes de fréquences, appelées bandes interdites, ou les ondes
de compression-cisaillement sont fortement atténuées et deux bandes passantes
ol les ondes sont peu amorties. La fréquence inférieure des bandes passantes
(6,31 Hz) est la méme que celle que nous avions calculée en négligeant la ré-
sonance interne, par contre la fréquence supérieure est plus élevée (181 Hz au
lieu de 126 Hz). Remarquons enfin que les pics d’amortissement n’évoluent pas
de la méme maniére en fonction de la fréquence sur la figure 2.26 page 70 et
la figure 2.43. La premiére représente 'amortissement par longueur d’onde d,.
Les pics sont de plus en plus étalés et de plus en plus petits mais ils corres-
pondent a ’amortissement sur une distance de plus en plus courte. Au contraire,
la courbe 2.43 donne 'amortissement sur une distance constante. Le deuxiéme
pic est, lui aussi, plus étalé que le premier mais il correspond a un amortissement
plus grand.

Cette étude a permis de déterminer les gammes de fréquences admissibles
pour les ondes de compression-cisaillement polarisées selon le mode (Px) et se
propageant dans la direction des planchers (o = 0). Pour les autres directions 7,
les ondes de compression pure dans les planchers sont déphasées verticalement
(figure 2.18 page 60) et la longueur d’onde macroscopique est plus courte. Plus
précisément, C,(w) = |cos(a)|Cy(w) donc la vitesse et la longueur d’onde sont
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multipliées par |cos(«)|. Il s’agit d'un effet purement géométrique qui ne modifie
pas le ratio entre la vitesse réelle et la vitesse calculée en négligeant la réso-
nance interne. Par contre, les fréquences délimitant les bandes passantes sont
plus faibles. La deuxiéme conséquence concerne l’atténuation des ondes. L’amor-
tissement par longueur d’onde est inchangé mais, comme les longueurs d’onde
sont plus courtes, I'amortissement par meétre est plus important.

b —— D =exp(—0im)
/ €
20 H == == === mmm e m e e e e e e e e e e e e e e ememeeeeoo o
QS quasi-statique
BP  bande passante
1 NH non homogénéisable
15 4 BI  bande interdite 115

100 300
)S BP  NH BI BP NH
¢ f (Hz)

FIGURE 2.44 — Ratio L// (trait fin) et atténuation (trait gras)
pour le mode (Px) en fonction de la fréquence pour n = 2.1072 et a = 7/3
(Version en couleur : figure D.4 page 335)

Regardons I’ampleur des modifications pour une onde qui se propage dans la
direction o = /3, c’est-a-dire pour des longueurs d’onde divisées par 2. Le ratio
L /0 ainsi que D = exp(—d1y,) sont dessinés sur la figure 2.44. Maintenant, le pic
de vitesse ne correspond plus a un comportement quasi-statique de la structure
et il y a deux gammes de fréquences dans le domaine homogénéisable. En prenant
le critere D > 0,9 pour définir les bandes passantes, nous obtenons :

-316Hz < f< 56 Hz = 099 <D <1 bande passante
- 90Hz< f<113Hz = 0,263 <D < 0,900 bande interdite
- 113Hz < f <128 Hz = 0,900 < D < 0,987 bande passante

Comme pour la direction o« = 0, il y a deux bandes passantes. Mais les fréquences
minimale et maximale sont plus basses et la bande interdite est plus large (57 Hz
au lieu de 32 Hz). L’augmentation de 'amortissement est également bien visible.
Si I’angle o grandit encore, les longueurs d’onde deviennent de plus en plus courtes
et tout le spectre sort du domaine homogénéisable au voisinage de aw = 7 /2 pour
le mode (Px).
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Pour le mode de polarisation (Py), les ondes de compression pure se propagent
dans les murs et c’est la contribution des planchers & la masse apparente qui est
affectée par la résonance interne. Le fonctionnement de la structure est similaire a
celui observé pour le mode (Px) mais, les murs étant plus épais que les planchers,
les valeurs numériques sont différentes. En ce qui concerne la vitesse des ondes, il
serait logique qu’elle soit plus élevée puisque ce mécanisme est plus rigide. C’est
effectivement le cas a basses fréquences lorsque les effets dynamiques locaux sont
négligeables. Pour une onde dans la direction o = 7/2, nous avons :

iy = Ey =2 816 m/s

/2 Ms -
Mais lorsque la résonance interne intervient, cela n’est plus vrai pour toutes les
fréquences. En effet, la proportion de masse affectée par les effets dynamiques
est plus faible que pour le mode (Px) donc les pics de vitesse sont plus petits.
Apreés le premier mode propre des planchers, la vitesse des ondes est inférieure a
13c; /2 D’autre part, les pics se trouvent maintenant au voisinage des modes de

flexion impairs des planchers et ils ne coincident pas avec les pics du mode (Px).
Les vitesses pour le mode (Px) dans la direction o = 0 et le mode (Py) dans la
direction o = 7/2 sont dessinées sur la figure 2.45.

¢ (m/s)

50000

—  ¢o mode (Px)
— ¢x/2 mode (Py)

40000
30000

20000

- _

N\/

T S S S S S S B L
100 200 300 400 500 600
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FIGURE 2.45 — Comparaison des vitesses pour le mode (Px) avec ao = 0
et le mode (Py) avec oo = 7/2

La figure 2.46 représente le ratio L/¢ et 'atténuation D = exp(—d1,). Comme
pour le mode (Px), il y a quatre gammes de fréquences homogénéisables et seule-
ment deux bandes passantes :

745 Hz < f < 61 Hz
63 Hz < f < 68 Hz
74 Hz < f < 179 Hz
347 Hz < f < 359 Hz

0944 < D <1 bande passante
0,667 < D < 0,859 bande interdite
0,954 < D < 0,996 bande passante
0,511 < D < 0,903 bande interdite

¢4l
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E— L = 1 —_— D= eXp(_(Slm)
14 €
20 o mmmm mm i m e e e e e e e e o]
QS  quasi-statique
BP  bande passante
NH non homogénéisable

15 BI bande interdite J1.5

100 200 300
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FIGURE 2.46 — Ratio L// (trait fin) et atténuation (trait gras)
pour le mode (Py) en fonction de la fréquence pour n = 2.1072 et o = 7/2
(Version en couleur : figure D.5 page 336)

Mais, l'effet de la résonance interne est moins marqué que sur la figure 2.43 :
I'amortissement est moins important et la bande interdite moins large (13 Hz au
lieu de 32 Hz).

Conclusion

Dans ce paragraphe, nous avons montré comment étudier la propagation des
ondes dans une structure sans faire de nouveau appel a la méthode HMPD. Cette
approche, basée sur des critéres adimensionnels, est trés générale et elle peut étre
appliquée a une grande variété de structures. Ici, nous avons choisi des murs et
des planchers en béton avec des dimensions proches de celles qui existent dans les
batiments car c’est une des applications envisagées pour ce travail. Cela permet
d’obtenir I'ordre de grandeur des fréquences correspondant aux phénomeénes que
nous avons mis en évidence par homogénéisation. Ces résultats numériques font
ressortir deux points importants. Contrairement a ce que suggére 1’étude par
homogénéisation des parties précédentes, les fréquences des ondes de compression-
cisaillement ne sont pas trés éloignées de celles des ondes de cisaillement pur. Si
nous avions choisi une structure avec plus de cellules, il y aurait méme eu des
fréquences communes. La deuxiéme observation est que les effets dynamiques a
I’échelle locale sont visibles bien avant d’avoir atteint la résonance des éléments.
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2.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, la méthode d’homogénéisation des milieux périodiques dis-
crets (HMPD) a été présentée en détail. Elle a été appliquée sur des structures
réticulées bidimensionnelles constituées d’une infinité de murs soutenant une in-
finité de planchers. Pour comprendre le fonctionnement de ces structures, nous
avons regardé la propagation des ondes planes dans le milieu continu équivalent.
La nouveauté dans cette thése est que la méthode HMPD a été adaptée a 1’étude
des fréquences plus élevées pour lesquelles les éléments peuvent entrer en réso-
nance. Cela est rendu possible par la coexistence dans les éléments de deux méca-
nismes avec des rigidités différentes : la flexion et la traction-compression. Lorsque
le premier entre en résonance, le second est encore en équilibre quasi-statique a
I’échelle locale ce qui permet de définir une taille macroscopique. Néanmoins,
pour pouvoir appliquer la méthode HMPD, il faut que les éléments en résonance
puissent étre modélisés par des poutres, c’est-a-dire que la longueur de I'onde de
flexion reste bien plus grande que leur épaisseur.

Cette étude a mis en évidence trois mécanismes de base a 1’échelle de la cellule :
le cisaillement de la cellule provoqué par la flexion locale des éléments, la propa-
gation d’ondes de flexion et la propagation d’ondes de compression. Ces derniéres
peuvent éventuellement étre déphasées. Cela se traduit a ’échelle de la structure
par, respectivement, des ondes de cisaillement pur dont la vitesse ne dépend pas
de la fréquence, des ondes de cisaillement pur dont la vitesse dépend de la fré-
quence et des ondes de compression-cisaillement. Les ondes de cisaillement pur ne
peuvent pas se propager en diagonale et les ondes de compression-cisaillement dé-
générent en ondes de compression pure dans les directions des éléments. De plus,
quelle que soit la direction de propagation des ondes de compression-cisaillement,
il n’y a que deux directions de polarisation possibles qui correspondent aux di-
rections des éléments. Pour un mode de polarisation donné, la vitesse des ondes
dépend de la direction.

A chacun de ces trois mécanismes est associée une rigidité qui peut éventuel-
lement étre différente pour les directions z et y. La méthode HMPD étant entie-
rement analytique, nous connaissons leurs expressions. Elles intégrent toutes les
caractéristiques de la structure : géométrie et matériau. Pour les structures non-
contreventées que nous avons étudiées, le cisaillement est beaucoup plus souple
que la traction-compression dans les axes des éléments. Plus que les épaisseurs
des éléments, les rigidités des mécanismes sont les parameétres clés qui pilotent le
comportement de la structure. En effet, nous avons vu que les deux mécanismes
de cisaillement sont associés en paralléle donc c’est le plus rigide qui domine.
De plus, c’est I'ordre de grandeur des rigidités qui fixe la gamme de fréquences
des ondes. Lorsque celle-ci coincide avec les fréquences propres de flexion des élé-
ments, ces derniers peuvent entrer en résonance. Selon la nature des ondes et la
facon dont la masse de la structure est répartie, 'impact sur la propagation de
I’onde macroscopique est plus ou moins important.

Les ondes de cisaillement générées par la flexion locale se propagent a des fré-
quences suffisamment faibles pour qu’il n’y ait pas de résonance interne. Lorsque
les ondes de cisaillement sont dues a la propagation d’ondes de flexion dans les élé-
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ments les plus rigides alors les éléments perpendiculaires peuvent éventuellement
étre en résonance. Cela ne modifie pas les propriétés des ondes macroscopiques
mais peut restreindre leur domaine d’existence. En effet, les conditions cinéma-
tiques imposées par I'équilibre interne de la cellule interdisent ce type d’onde au
voisinage des fréquences des modes de flexion pairs des éléments en résonance.

Pour les ondes de compression-cisaillement, il y a une plus grande variété
de comportements. Si les éléments sont suffisamment épais, ils n’entrent pas en
résonance. Alors, la vitesse des ondes ne dépend pas de la fréquence. C’est encore
vrai lorsque la masse des éléments en résonance est négligeable a ’ordre 0. Enfin,
les effets inertiels dus & la résonance peuvent étre d’ordre 0 et dans ce cas, il faut
prendre en compte une masse apparente matricielle qui dépend de la fréquence. En
conséquence, dans le domaine fréquentiel la vitesse des ondes n’est plus constante
et dans le domaine temporel le milieu continu équivalent a un comportement a
mémoire. Dans tous les cas, il y a des comportements atypiques au voisinage des
modes de flexion des éléments en résonance. Pour les modes impairs, la masse
apparente devient infinie et la longueur de pénétration des ondes dans la structure
est négligeable. Pour les modes pairs, 1’équilibre interne de la cellule interdit
le déphasage des ondes de compression dans les éléments, ce qui oblige l'onde
macroscopique a se propager selon les directions des éléments.

Ces résultats illustrent la richesse du comportement des structures creuses. Ils
confirment la forte anisotropie des treillis carrés et sont un exemple supplémen-
taire des propriétés de filtre spatial et fréquentiel des milieux périodiques. Il est
a noter que, souvent, les bandes de fréquences interdites sont dues a la diffrac-
tion et apparaissent lorsque les longueurs d’ondes deviennent du méme ordre de
grandeur que la période. Ce n’est pas le cas ici : la résonance interne affecte des
ondes dont la longueur est bien plus grande que la taille de la cellule.

Nous avons ensuite appliqué ces résultats sur une structure en béton dont les
éléments avaient des épaisseurs proches de celles des murs et des planchers des
batiments réels. Cela a donné des ordres de grandeur des fréquences correspon-
dant aux trois mécanismes. Le point important est que les effets dynamiques a
I’échelle locale doivent étre pris en compte bien avant que les éléments entrent en
résonance.

Cette étude sur la propagation des ondes dans des structures réticulées repré-
sente une avancée par rapport a Cioranescu et Saint Jean Paulin (1999) car nous
avons pris en compte les effets de cisaillement qui apparaissent dans les équa-
tions d’ordres supérieurs. Elle a permis d’identifier les modes compatibles avec
la périodicité des variables cinématiques sur une seule cellule. Cette hypothése
semblait naturelle au départ mais certains indices suggérent 'existence d’autres
modes de propagation. Tout d’abord, nous avons constaté que cette hypothése
n’est pas adaptée au voisinage des fréquences des modes de flexion pairs des élé-
ments, ce qui se traduit par une rigidité apparente infinie. De plus, ’étude des
propriétés du milieu continu équivalent montre que la structure est trées rigide en
traction-compression dans les axes des éléments mais est trés souple en traction-
compression hors axes. Il doit donc exister des ondes de compression hors axes a
basses fréquences. Or les seules ondes de compression que nous avons trouvées se
propagent a des fréquences assez élevées dans les directions les plus rigides. Enfin
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des simulations numériques font apparaitre une plus grande diversité de modes
(Srikantha Phani et al., 2006). L’existence d’autres modes de propagation plus
souples souléve de nouvelles questions :

— Les modes que nous avons trouvés sont-ils tous observables ? Ce n’est pro-

bablement pas le cas au voisinage des modes de flexion pairs des éléments.

— Lorsque la condition de périodicité des variables cinématiques porte sur

plusieurs cellules, le milieu continu équivalent est-il le méme ?

Dans le cadre de nos hypothéses cinématiques, il y a deux milieux continus
équivalents possibles selon les rigidités en flexion des éléments et la fréquence des
ondes. Lorsque le contraste entre les éléments est faible ou a basses fréquences,
seule la cinématique de translation émerge a l'ordre 0 et nous avons un milieu
continu habituel. Pour un contraste plus important ou a hautes fréquences, un
nouveau degré de liberté apparait : la déformation en flexion a I’échelle macro-
scopique des éléments les plus rigides. Le milieu continu équivalent est alors un
milieu généralisé. Notons que pour tous les cas traités, la rotation des nocuds 6o
est une variable cachée qui se déduit du déplacement 0o grace a une équation
d’équilibre interne de la cellule. Un changement d’hypothése cinématique pourrait
peut-étre faire apparaitre des modes pilotés par la variable 6o,
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3.1 - Mise en ceuvre de la méthode HMPD

Dans ce chapitre, nous poursuivons 1’étude du comportement dynamique des
structures réticulées non contreventées. La cellule de base est la méme que dans
le chapitre 2 mais maintenant, elle n’est répétée que dans une seule direction.
La encore, nous utilisons la méthode d’homogénéisation des milieux périodiques
discrets (HMPD). La structure continue équivalente est une poutre et nous nous
intéressons a ses modes de vibrations. Ce probléme a été amplement étudié par
Hans et Boutin (Hans, 2002; Boutin et Hans, 2003; Hans et Boutin, 2008). Leurs
résultats sont le point de départ de ce travail. Ils sont présentés en détail dans la
partie 3.2 car ils seront utilisés dans le chapitre 4. Les apports de cette thése se
trouvent dans les parties 3.2.3 et suivantes. L’objectif était de répondre a deux
questions :

— Comment généraliser les résultats précédents a des structures plus com-

plexes ?

— Que se passe-t-il & plus hautes fréquences ?

Mais avant cela, nous allons revenir sur la mise en ceuvre de la méthode
HMPD. Cette derniére a été présentée de fagon trés détaillée dans la partie 2.1.
Ce nouvel exposé insiste surtout sur les spécificités des structures poutres qui
sont au nombre de trois :

— La structure n’est périodique que selon une seule direction.

— L’interprétation des résultats est basée sur une analogie avec la théorie des

poutres de la résistance des matériaux.

— Nous recherchons les modes propres de la structure.

3.1 Mise en ccuvre de la méthode HMPD

3.1.1 Structures étudiées et notations

FIGURE 3.1 — Exemples de structures

Les structures étudiées sont constituées par 'empilement de portiques et ne
sont périodiques que selon la direction verticale. Pour la majorité des cas traités
dans ce chapitre, il s’agit de portiques simples faits de deux murs identiques sou-
tenant un plancher. Ce dernier peut étre différent des murs. Quelques structures
réalisées a partir de doubles portiques comprenant trois murs et deux planchers
ont également été étudiées. Dans ce cas, le mur du milieu peut étre différent des
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Chapitre 3 : Modes de vibrations de poutres réticulées

deux murs extérieurs mais toutes les structures sont symétriques. Nous nous in-
téressons aux vibrations dans le plan du portique. Les différents comportements
sont générés en faisant varier les épaisseurs des éléments dans le plan d’étude.
Néanmoins, les éléments sont des poutres ou des plaques et leurs épaisseurs res-
tent petites devant leur longueur. Les nocuds sont encastrés. Des exemples de
structures possibles sont représentés sur la figure 3.1.

La mise en ceuvre de la méthode est présentée dans le cas des portiques
simples. Les notations sont indiquées sur la figure 3.2. Par rapport au chapitre
précédent, nous inversons les axes du repére global afin que I’axe x coincide avec
I’axe de la structure. Ainsi, ’axe = devient ’axe vertical et ’axe y ’axe horizontal.
Cette inversion est justifiée par le fait que le modéle continu équivalent sera un
modeéle de poutre ne dépendant que de la coordonnée verticale. Les différents
niveaux sont également repérés par des entiers. L’abscisse du niveau n est le réel
x =nkt, ou £, est la longueur des murs. Le niveau n contient deux nceuds : celui
de gauche est appelé n; et celui de droite ns.

Comme nous étudions le mouvement de la structure dans le plan (z,y), il y a
trois variables cinématiques par noeud :

Uy, @ déplacement horizontal du nceud n;
Up, © déplacement vertical du nceud n;
0,, : rotation du neceud n;

Maintenant que la périodicité latérale a disparu, les nceuds de gauche et de droite
ne se comportent plus de la méme fagon. Au total, nous avons donc siz variables
cinématiques par niveau.

niveau n + 1

'Un]_ T %11 UT’LQ T 9712
noeud n;  —— Q ) —> noeud no niveau n
Unl ung
bm »j«
r y y Om .
T niveau n — 1

° ap °

° °
z Y ° °

FIGURE 3.2 — Notations (structure)

Les caractéristiques des éléments sont rappelées ci-dessous. Les symboles se-
ront indexés par « m » pour les murs et par « p » pour les planchers.

a : épaisseur I = a®h/12 : inertie par rapport a axe z
¢ : longueur p : masse volumique
h : profondeur (selon 'axe z) p = pA : masse linéique

A = ah : section E : module d’élasticité
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3.1 - Mise en ceuvre de la méthode HMPD

Pour cette étude, nous supposons que la structure reste dans le domaine des
petites déformations et que le matériau a un comportement élastique linéaire.
Nous considérons également que 1’épaisseur des éléments a est suffisamment faible
(a << £) pour que leur comportement dans le plan (z, y) soit correctement modé-
lisé par des poutres d’Euler-Bernoulli. Si les éléments sont réellement des poutres
(h << 0), alors le module d’élasticité E est égal & Eyung, le module d’Young du
matériau. Si les éléments sont des plaques (h >> f), E désigne un module corrigé
correspondant & un état de déformation plane (e,, = 0). Son expression est alors
E = Eyoung/(1 — 1) ol v est le coefficient de Poisson du matériau.

Comme nous nous intéressons au comportement de la structure a une fré-
quence f fixée, toutes les variables peuvent se mettre sous la forme :
X(z,y,t) = Re(X(z,y)e™") ol w = 27 f désigne la pulsation et ¢ le temps. Le
probléme étant linéaire, nous raisonnerons directement sur X (z,y) et omettrons
le terme e™*. Remarquons que, lorsque la condition de quasi-statisme locale est
respectée, les différents points de la structure vibrent en phase et X (z,y) est un
nombre réel.

3.1.2 Discrétisation de I’équilibre dynamique

La premiére étape qui consiste a intégrer le comportement dynamique des
éléments sur leur longueur n’est pas modifiée par le changement de structure.
Les expressions des efforts en fonction des déplacements nodaux sont toujours
valables. Nous les rappelons briévement ci-dessous ainsi que les notations. Par
contre, la deuxiéme étape d’écriture de 1’équilibre des nceuds prend en compte la
géométrie de la structure et doit étre recommencée.

S

—_— D
WP vl N I MF
D ':::::::::::-~.
u uF ‘\D/ '~~::\v
M F
D N
0 NG T l

FIGURE 3.3 — Notations (élément)

Pour déterminer les expressions des efforts nodaux, nous nous plagons dans le
repére local associé & un élément. Les notations sont rappelées sur la figure 3.3.
La longueur de I'élément est ¢ et s représente ’abscisse curviligne. Les extrémités
sont notées D pour 'origine (s = 0) et F' pour la fin (s = £). u(s), v(s) et 0(s)
correspondent respectivement aux déplacements transversal, longitudinal et a la
rotation de la section. L’effort normal, 'effort tranchant et le moment fléchissant
sont notés N, T et M. Par convention, ces efforts sont exercés par la partie gauche
de I'élément sur la partie droite. Il n’y a pas de charges extérieures en partie
courante. Les équations de la poutre d’Euler-Bernoulli, en régime harmonique,
sont intégrées sur la longueur de ’élément en prenant comme conditions aux

limites les valeurs inconnues des déplacements et rotations aux nceuds : u?, u”,

P, ol 0P, 0F. Nous en déduisons les expressions des efforts nodaux dans le
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Chapitre 3 : Modes de vibrations de poutres réticulées

repére local :

( NP = EAX (v” cos(xt) —v")
< sin(x /) (3.1a)
r_ BAx v? —v" cos(x0)) |
L N = sin(x/) ( (x
(70— BIS u®(c sin s oS
TP = a0 e (W (DB sIn(30 + sh(50) cos(50)
— u¥(sin(B0) + sh(B0)) + % sin(3¢) sh(p¢) — %(cos(ﬁé) — ch(ﬁé)))
F = ALk —uf(c sin s oS
1" = 50 an (DB sIn(E0 + sh(50) cos(50)
\ + P (sin(BC) + sh(B0)) + % sin(5¢) sh(50) — %(008(65) — Ch(ﬁ@)))
(3.1b)
(D _ EI1p? D F
MY = o GG (u sin(B) sh(B0) + u” ( cos(BL) — ch(BL))
+ %(Ch(ﬁf) sin(B¢) — sh(B0) cos(Bl)) — %(sin(ﬁf) - sh(ﬁﬁ)))
F_ E1j3?
MY = G a0 (u sin(8¢) sh(Be) + u® (cos(BL) — ch(B))
\ — %(Ch(ﬁé} sin(5¢) — sh(pL) cos(ﬁé)) %(sm(@ﬁ) - sh(ﬁﬁ)))

(3.1c)

Les paramétres x et 3 sont définis par :

X EI X

Ac désigne la longueur de 'onde de compression et Ay la longueur de I'onde de
flexion dans I’élément considéré pour la pulsation w. Pour une pulsation donnée,
nous avons toujours :

A F << Ae

La géométrie de la structure est introduite lors de I’écriture de ’équilibre des
neeuds. Comme leur masse est négligée et qu’il n’y a pas de chargement extérieur,
cela revient a faire la somme des efforts appliqués sur chacun des nceuds par les
éléments qui y sont connectés. La différence par rapport au chapitre 2 est qu’il
faut distinguer les neeuds situés a gauche des neuds situés a droite. L’équilibre de
la structure est donc décrit par deux systémes de trois équations. De plus, chaque
neeud correspond a la jonction entre deux murs et un seul plancher (figure 3.4).
Les équations d’équilibre des noeuds ny et ny sont données ci-dessous. Remarquons
qu’elles font intervenir les variables cinématiques des niveaux n — 1, n et n + 1.
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3.1 - Mise en ceuvre de la méthode HMPD

° °
[ ] [ ]
o [ ]
niveau n + 1
TE D F TP
m_ | [, Np Np 1 m
nceud ng O o) nceud no niveau n
— —
TE TF
vV g v g
niveau n — 1

° u@gv °
) R .

FIGURE 3.4 — Equilibre en forces des noeuds ny et nsy selon la direction y

Noeud ny

Equilibre en forces selon v :

Tnli (u(nfl)wum ) e(n*l)n 0711) - Tnlm) (um y U(n+1)1s Qma 0(n+1)1) - NpD (Unl ) ung) =0
(n1y)
Equilibre en forces selon z :

NI (Vn=1)1>Un1) = N (0n, Vns1),) + T (—Vngs —Ungs Ony 0ny) =0 (n12)
Equilibre en moments :

Mi (U(n,1)1 y Unys 0(n71)1 ) 9n1) - Mg (uma U(n41)1s 97117 9(n+1)1)

(n1m)
- MpD (_UTLU _vnga 07117 Qng) - 0

Neeud n,

Equilibre en forces selon y :

Trlrj (u(n—l)zv Uny, Q(n—l)z» Qng) - Trjr? (un27 U(n41)2) 0n27 9(n+1)2) + Nf (Uma un2> =0
(n2y)
Equilibre en forces selon x :

Nrfr: (U(n—l)za vn2) - Nn? ('Umv U(?H-l)z) - TpF (_Unn ~Ungy; 971170712) =0 (nQ ‘T)
Equilibre en moments :

Mfri (u(n—l)munw e(n—l)za 9n2) - Man (un27 U(n41)2s 97127 9(n+1)2)

(nom)
+ Mf <_UTL17 —Uny, 8n17 6n2> =0
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Chapitre 3 : Modes de vibrations de poutres réticulées

3.1.3 Changement de variables

Cette étape est spécifique des structures poutres et n’existait pas dans le cha-
pitre 2. Pour l'instant, ’équilibre de la structure est décrit par six équations fai-
sant intervenir six variables cinématiques par niveau. L’intérét d’un changement
de variable est double. D’une part, les structures étudiées étant symétriques,
cela permet de découpler les mouvements transversaux des mouvements longi-
tudinaux. Pour chaque direction, il ne reste alors que trois équations d’équilibre
avec trois variables par niveau. D’autre part, pour construire une analogie avec la
théorie des poutres de la résistance des matériaux, nous avons besoin de variables
qui décrivent le mouvement de la « section ». Nous remplacons donc les variables
nodales par trois variables associées au mouvement de corps rigide du niveau n
(Un, ay, et V) et trois variables associées a sa déformation (6, A, et ®,). Les
expressions des nouvelles variables sont :

Cinématique transversale :

Up, + Uny

U, = — 5 déplacement transversal moyen (selon y)
Up, — U
oy = % rotation du niveau n
P
0, +0 .
0, = % rotation moyenne des nceuds

Cinématique longitudinale :

Uny + Uny

Vo = — 5 déplacement longitudinal moyen (selon x)
Ay = Up, — Up, dilatation transversale
b, =0, —0, rotation différentielle des noeuds

L’interprétation physique des nouvelles variables est représentée sur la figure 3.5
pour la cinématique transversale et la figure 3.6 pour la cinématique longitudinale.

niveau n

FIGURE 3.5 — Interprétation des variables de la cinématique transversale
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3.1 - Mise en ceuvre de la méthode HMPD

Rmq: A, <0

niveau n

S
A, /2 Ap/2

FIGURE 3.6 — Interprétation des variables de la cinématique longitudinale

Pour découpler les vibrations longitudinales et transversales, il faut faire le
méme type de manipulation sur les équations d’équilibre des nceuds :

Cinématique transversale Cinématique longitudinale
(TF") = (n1y) + (n2y) (1%) = (n2y) — (n1y)
(M") = (npx) — (m ) (N)') = (n1z) + (2 x)
(") = (nim) + (nam) () = (nom) — (nym)

L’équation (T}*) est la somme de toutes les forces transversales qui s’exercent
sur le niveau n. Pour la structure discréte, elle joue le méme role qu’'une équa-
tion d’équilibre d’effort tranchant pour une poutre continue. De méme, I’équa-
tion (IV}*) est la somme de toutes les forces longitudinales et est I’équivalent d'une
équation d’équilibre d’effort normal. Les équations (/") (somme des moments
aux noeuds), (777) (différence des forces transversales) et (') (différence des mo-
ments aux nceuds) n’ont pas d’équivalent dans les modeles classiques de poutres.
Elles correspondent a des efforts internes a la cellule. Par contre, la différence des
efforts longitudinaux (équation (M™)) s’apparente a une équation d’équilibre en
moments a |’échelle de la structure.

3.1.4 Séparation d’échelles

Maintenant que nous disposons des équations d’équilibre de la structure sous
forme discréte et du changement de variables adéquat, nous pouvons démarrer le
processus d’homogénéisation proprement dit. Pour cela, il faut que la condition
de séparation d’échelles soit vérifiée, c’est-a-dire que le ratio d’échelles soit trés
petit : e = ¢./L << 1. {. est la taille caractéristique de la cellule dans la direction
de la périodicité donc ¢, = ¢,,. L est la taille caractéristique des déformations
macroscopiques et est inconnue pour I'instant. Lorsque cette condition est respec-
tée, le développement des efforts nodaux et des variables cinématiques est réalisé
selon les mémes principes que dans le chapitre 2.

Le développement des efforts nodaux dépend de 'ordre de grandeur des pa-
rametres B¢ et x/ dont les définitions sont rappelées ci-dessous :
o pA w? l pw? 14
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Chapitre 3 : Modes de vibrations de poutres réticulées

As et A. désignent respectivement la longueur de ’onde de flexion et celle de I'onde
de compression dans 1’élément considéré pour la pulsation w. La différence par
rapport au chapitre 2 est que nous recherchons les modes propres de la structure
au lieu d’étudier la propagation des ondes. La pulsation des vibrations est donc
une inconnue qu’il faut écrire sous la forme d’un développement asymptotique :

w = € (w0+ew1+62w2—|—...)

Nous expliquerons plus tard comment sont déterminés wy et l'ordre de gran-
deur e;. Le point important pour le développement des efforts nodaux est que
Bl et xf sont maintenant des développements asymptotiques selon les puissances
de € :

ﬁfz@(ﬁo+eﬂl+62ﬁ2+...) sz@(xo—i—exl—l—eQXz—i—...)

A basses fréquences, la condition de quasi-statisme local est vérifiée, ¢’est-a-
dire que les longueurs d’onde As et . sont bien plus grandes que la longueur ¢
de I’élément. Dans ces conditions, nous avons :

pl << 1 et xl << 1

Dans les expressions des efforts nodaux (équations (3.1)), il est alors possible
de remplacer les fonctions trigonométriques par leur développement limité au
voisinage de 0. Les développements de 3¢ et x/ sont ensuite introduits dans ces
nouvelles expressions des efforts.

Lorsque la fréquence augmente, les longueurs d’onde A, et Ay diminuent.
Comme Ay << A, il arrive un moment ou la condition de quasi-statisme lo-
cal n’est plus valable pour le mécanisme de flexion alors qu’elle I'est toujours
pour le mécanisme de compression. Nous avons alors :

pl=0(1) et Xl <<1

Cette situation est encore homogénéisable mais 'effort tranchant et le moment
flechissant sont maintenant développés au voisinage de la constante non nulle 3%
Par contre, I'effort normal peut toujours étre développé au voisinage de 0. Pour
des fréquences encore plus élevées, le modéle de poutre d’Euler-Bernoulli n’est
plus adapté pour décrire les vibrations transversales des éléments. La méthode
HMPD ne s’applique plus.

Le développement des variables cinématiques est indépendant de la fréquence
des vibrations. Nous commencons par considérer que les six variables discrétes
définies pour chaque niveau de la structure sont des valeurs particuliéres prises
par des fonctions continues indéfiniment dérivables :

U,=U(e,x =ntlpy) Vo =V(e,z=nl,)
a, = ale,z =nkly,) A, =Ale,z =nly,)
0, =0(e,x =nly) b, =d(e,x =nly,)

Comme la structure n’est périodique que dans une seule direction, ces fonctions ne
dépendent que de la coordonnée verticale x. Nous supposons qu’elles convergent
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3.1 - Mise en ceuvre de la méthode HMPD

lorsque € tend vers 0 et nous les écrivons sous forme de développements asymp-
totiques :

X(e,z) = X%2) + e X (2) + €X%(2) + X (2) + . ..

ou X représente indifféremment une des six variables. Dans cette équation, les
X7 sont des fonctions continues indéfiniment dérivables relatives a 1’ordre €’. De
plus, les fonctions physiquement observables sont indiquées par un « ~ » :

X(z,y) = X (z,y)

L’importance relative des différentes variables est un des résultats de I’lhomogé-
néisation. Initialement, tous les développements commencent a 'ordre 0 puis la
résolution du probléme fournit les ordres de grandeurs appropriés.

Les mouvements des niveaux immédiatement inférieur et supérieur au niveau
étudié sont exprimés a l'aide de développements en séries de Taylor. Cela est
possible car, grace a la condition de séparation d’échelles, les variables cinéma-
tiques évoluent peu d’un niveau a l'autre. De plus, la distance entre les niveaux
est constante. Elle vaut ¢, = €L qui est un petit incrément pour la coordonnée
continue x. Cette étape permet de faire apparaitre les dérivées macroscopiques
par rapport a la variable d’espace z. Elles sont indiquées par des « /7 ».

Xpp1=X(nty) +e <X1(n€m) + LXO/(nKm))

L2
+ ¢ <X2(n€m) +LXY(ne,)+ 7){“”@%)) ...

X1 = X(nt,) + € (Xl(nem) - LXO/(nEm)>

L2
+ € (X?(nem) — LXY(nt,)+ 7XO”(MW)) ...

Tous ces développements sont ensuite injectés dans les équations d’équilibre
de la structure ((73*), (M™), (4]"), (T}), (N]*) et (#)}) définies page 149). Nous
obtenons six équations différentielles valables & chaque niveau, c¢’est-a-dire pour
tout x vérifiant * = n¥,, avec n entier. Nous allons chercher les solutions qui
vérifient ces équations en n’'importe quel point (z quelconque). Il est alors inutile
de préciser le numéro du niveau dans les noms des équations.

3.1.5 Normalisation

Cette étape consiste a peser les parameétres du probléme en fonction des puis-
sances du ratio d’échelles €. Elle est essentielle pour la prise en compte de la phy-
sique locale car elle permet de conserver I'importance relative des mécanismes
lorsque € tend vers 0. De plus, c’est en jouant sur les ordres de grandeur des
contrastes que sont générés les différents comportements.

Pour les propriétés de la cellule, nous reprenons les mémes hypothéses qu’au
chapitre 2. Les murs et les planchers sont réalisés dans des matériaux similaires.
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De plus, leurs longueurs ¢ sont du méme ordre, ainsi que leurs profondeurs h.
Les seuls paramétres qui varient sont les épaisseurs des éléments. Les contrastes
retenus sont résumés ci-dessous :

E, Pp ly O hy O
Z_m = O(em) Z—p = O(e) ol e, et e, varient

L’ordre de grandeur de la fréquence est déterminé par l'ordre de grandeur
des forces élastiques. En effet, pour que des modes de vibration de I’ensemble de
la structure puissent exister, il faut que les forces d’inertie équilibrent les forces
de rappel élastique. Pour des fréquences trop faibles, la structure a un compor-
tement quasi-statique. A l'inverse, pour des fréquences trop élevées, I'exigence
d’équilibre annule I'inertie et donc les déplacements. D’autre part, les fréquences
maximales accessibles avec la méthode HMPD sont de l'ordre de la fréquence
de résonance des éléments les plus fins en flexion. Au-dela, le modéle de poutre
d’Euler-Bernoulli n’est plus adapté pour décrire le comportement de ces éléments.
La pulsation w des vibrations de la structure est pesée par rapport a la pulsation
de référence w, qui est la premiére pulsation propre des murs en compression :

1 (B,
wr =7 o

Cela signifie que le développement asymptotique de la pulsation est de la forme :
w = € (w0+ew1+62w2+...) ol wo = O(wy)

Comme pour les variables cinématiques, les grandeurs physiquement observables
sont indiquées par un « = » :

o — 5 ti .
w; =€ wj

Toutes ces estimations en fonction du ratio d’échelles € sont relatives car, a
cette étape du processus, la taille macroscopique L est inconnue.

3.1.6 Résolution

Pour la résolution, les développements et les ordres de grandeur des para-
meétres sont introduits dans les six équations d’équilibre de la structure. Puis les
termes sont réorganisés en fonction des puissances de €. Le systéme d’équations
différentielles est supposé converger lorsque € tend vers 0. En conséquence, les
équations sont valables pour toute valeur de e suffisamment petite et il est pos-
sible de séparer les différents ordres de grandeur. Cette méthode permet de passer
d’un systéme d’équations discrétes décrivant 1’équilibre des niveaux de la struc-
ture & un systéme d’équations différentielles par ordre décrivant 1’équilibre de la
poutre continue équivalente. La résolution s’effectue ensuite par ordre croissant.
Dans cette these, seul 'ordre 0 a été étudié.

Afin de rendre les équations d’équilibre plus lisibles, des paramétres macro-
scopiques sont introduits. Pour les structures constituées de portiques simples,
leurs définitions sont données ci-dessous.
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Ay =2p, A, : contribution des deux murs a la masse linéique macro-
scopique en kg/m
l
A, = ppApg—p : contribution du plancher & la masse linéique macrosco-
mn pique en kg/m
A=A, +A, :masse linéique macroscopique en kg/m
2
Iy = pmAmEP : contribution des deux murs au moment d’inertie macro-
scopique en kg.m
[ L o
» =T contribution du plancher au moment d’inertie macrosco-
m pique en kg.m
J=J,+J, :moment d’inertie macroscopique en kg.m
E,.I
K,, =24 ZQ ™ rigidité macroscopique en cisaillement liée & la flexion
m locale des murs en N
E,L
K, =12 gp gp : rigidité macroscopique en cisaillement liée a la flexion
mep locale des planchers en N
K, K, idite . il ¢ on N
= ———— : rigidité macroscopique en cisaillement en
Km+ K, g p1q
2
1= Amgp : inertie macroscopique de la section en m*

La partie 3.2 présente les modes de vibrations transverses lorsque les éléments
ne sont pas en résonance. Ce probléme a été systématiquement étudié par Hans
et Boutin pour les structures constituées par I'empilement de portiques simples.
Nous commengons par traiter un exemple dans la partie 3.2.1 pour montrer com-
ment est construit le modeéle de poutre macroscopique. Puis leurs résultats sont
résumés dans la partie 3.2.2. La partie 3.2.3 aborde le probléme de la généralisa-
tion & des structures plus complexes. Enfin, les parties 3.3 et 3.4 sont consacrées
a I’étude des autres modes de vibrations a plus hautes fréquences. Les principaux
résultats sont résumés a la fin (pages 236 et 252).
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3.2 Modes transversaux a basses fréquences

3.2.1 Un exemple : poutre de Timoshenko élancée

Cette partie montre la construction du modéle de poutre équivalent & partir
des équations d’équilibre fournies par la méthode HMPD. Nous prenons comme
exemple une structure dont les murs sont plus fins que les planchers. Pour la géo-
métrie choisie, les modes de vibrations transverses correspondent a des pulsations

d’ordre O(e*/4w,.).

| = I _ 0(

I _ (/2
i
A
w
»Heq Ay — 5/4
o

TP

1
S L o L

FIGURE 3.7 — Structure étudiée

Equations d’équilibre

Comme le rapport des épaisseurs des éléments n’est pas une puissance entiére
de ¢, les développements asymptotiques des inconnues doivent étre réalisés selon
les puissances de €!/? :

w = € (wo +61/2W1/2 + ewq +€3/2w3/2 +€2w2 + .. )
X(e,z) = X°(2) + 2XV2(2) + e X1 (2) + 2 X3 (2) + €X2(2) + . ..

ou X représente indifféremment les fonctions U, «a, ou 6. Le reste de la méthode
HMPD est inchangée. Les vibrations transverses de la structure sont décrites par
les variables U, «, 0 et par les équations (73), (M), (.#;) qui sont données ci-
dessous. Elles sont écrites avec les parameétres macroscopiques définis a la page
précédente et sont désignées par leur nom et leur ordre. Pour obtenir le compor-
tement macroscopique, il faut prendre en compte les équations d’ordres 0 et 3/2.
Les équations intermédiaires (ordres 1/2 et 1) ne sont pas écrites car elles ont
exactement la méme forme que les équations d’ordre 0.

K., (UO”—é0’> F AT =0 (T, 0)
K, (ao - 0”0) ~0 (M0)
K, <&3/2_§3/2> B, 16" =0 (M 2)
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o

K, (&0 - 50) —0 (
Ky (832 = 0572) + K, (09 = 8°) = 0 (

)
)

Les équations (M 0) et (4 0) sont identiques dans ce cas. Elles décrivent
P’équilibre interne de la cellule et permettent de calculer la rotation des noeuds 6°.
De plus, les variables d’ordre 3/2 s’éliminent facilement en combinant les équa-
tions (M 3) et (4, 3). L'équilibre de la structure a Pordre 0 est donc décrit par
le systéme suivant qui dépend de la rotation de la section a° et du déplacement
transversal moyen U° :

N A

[NV

Ko (00 = 6°) + Ay @3 0° = 0

- (3.4)
Ko (00 = @) + Bl a®" =0
Finalement, la combinaison de ces deux équations donne :
5 A2 .
Enl (U0(4) + I”(—“’O UO”> ~ A, @0 =0 (3.5)

. 704 4., . L. .o -~ . Ly
ou U” " désigne la dérivée quatriéme de U°. Les deux autres variables se déduisent
de U grace aux expressions suivantes :
E,1

N 3 A o2 - N
&0 — U0/+ Km (UO,//+ [1;:0 UO/) 00 — &0

Modéle de poutre équivalent

L’équation (3.5) ressemble beaucoup a I’équation décrivant les vibrations des
poutres de Timoshenko. Cette observation conduit a introduire un effort tran-
chant 7° et un moment fléchissant global MP°. Ils sont définis a partir du sys-
téme (3.4) :

™=K, (UO’ - d0> M = —E, 13" (3.6)
Alors, le systéme (3.4) devient :
70 = A, Q20° M° = —T° (3.7)

Les variations de l'effort tranchant sont équilibrées par les forces d’inertie et les
variations du moment fléchissant sont équilibrées par l'effort tranchant comme
dans les modeéles de poutres classiques. D’autre part, les planchers étant plus
épais que les murs, la masse linéique a dégénéré dans le terme d’inertie :

gp
"l

A=A, avec A, =p,A

L’effort tranchant macroscopique est généré par le mécanisme de cisaillement
de la cellule qui est le méme que pour les structures bidimensionnelles du cha-
pitre 2. Il s’agit de la flexion locale des éléments. Pour la structure étudiée, les
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murs sont plus souples que les planchers. C’est pourquoi la rigidité de la cellule
a dégénéré et seule la rigidité des murs K, apparait dans les équations. Cela
est cohérent avec I’association en série des murs et des planchers que nous avons
déja constatée au chapitre 2. De plus, K,, = 24F,,I,,/(? prend en compte les
rigidités des deux murs associées en paralléle. Le moment fléchissant global est di
a un nouveau mécanisme qui n’existait pas dans les structures bidimensionnelles
a cause de la périodicité latérale. Il s’agit de la traction-compression, en opposi-
tion de phase, des deux murs. La rigidité associée a ce mécanisme est F,,[ ou le
moment d’inertie macroscopique I est égal a celui d'une poutre constituée par les
deux murs distants de £, : I = Amég /2. Dans cette formule, les inerties propres
des murs sont négligées. Notons que T° et MO ne sont pas égaux respectivement
a la somme des efforts tranchants et a la différence des efforts normaux dans les
murs. En effet, les efforts macroscopiques ne prennent en compte que la compo-
sante élastique alors que les efforts dans les éléments comprennent également les
forces d’inertie.

Ce modele de poutre macroscopique est décrit par une équation différentielle
de degré quatre. Il faut donc quatre conditions aux limites pour la résolution.
Celles-ci peuvent étre exprimées soit avec les variables cinématiques U° et &P,
soit avec les efforts macroscopiques T° et M. Par rapport a la structure discréte
initiale, le nombre de degrés de liberté a diminué. La rotation des nceuds 6° est
une variable cachée qui n’apparait plus dans la description macroscopique. Elle
se déduit des variables pilotantes a partir des équations d’équilibre interne de la
cellule. Cela signifie que les conditions aux limites réelles sur la variable 6° n’ont
pas d’influence sur le comportement global de la structure. Si les informations
cherchées sont, par exemple, les fréquences propres de la structure, il n’est pas
nécessaire de se préoccuper des conditions aux limites sur °. Par contre, pour
revenir & 1’échelle locale et calculer les efforts dans les éléments, il faut vérifier
toutes les conditions aux limites. Cela n’est possible qu’en rajoutant des couches
limites qui ne concernent qu’une faible profondeur.

Ce modele a été baptisé poutre de Timoshenko élancée car il ne correspond
pas tout a fait au modeéle de poutre de Timoshenko classique qui décrit le com-
portement des poutres pleines. La premiére différence est que, habituellement, le
cisaillement doit étre pris en compte lorsque I’élancement est faible. Au contraire,
pour les poutres creuses non contreventées, le mécanisme de cisaillement est trés
souple et ses effets apparaissent méme dans des structures trés élancées. La se-
conde différence est que le modéle de poutre de Timoshenko classique inclut
également une correction due a l'inertie de rotation. Ici, cette inertie existe mais,
dans la gamme de fréquences des vibrations transversales, elle est trés petite et
n’apparait que dans les équations d’ordres supérieurs.

Si I'épaisseur des murs est modifiée, les rigidités K, et F,,I de la poutre
macroscopique ne vont pas évoluer de la méme fagon. En effet, K,, est propor-
tionnelle & l'inertie des murs alors que FE,,[ est proportionnelle & leur section.
En conséquence, T° et M°/ ne seront plus du méme ordre de grandeur. Un des
deux efforts va devenir prépondérant par rapport a I’autre et le modéle de poutre
équivalent sera différent. Nous allons maintenant présenter les autres modéles
possibles.
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3.2.2 Etudes précédentes

Cette partie résume les résultats de Hans et Boutin qui ont systématiquement
exploré I’évolution du comportement des structures a base de portiques simples
lorsque les épaisseurs des éléments varient. Elle s’appuie sur (Hans, 2002; Boutin
et Hans, 2003; Hans et Boutin, 2008).

Les modéles possibles

Ces études ont montré que les différents modéles sont obtenus par la combinai-
son des trois mécanismes schématisés sur la figure 3.8. Le premier est le cisaille-
ment de la cellule qui provient de la flexion locale des éléments. Le deuxiéme est
le mécanisme de flexion de I’ensemble de la structure que nous avons mis en évi-
dence sur 'exemple de la partie 3.2.1. A 1’échelle locale les deux murs travaillent
en traction-compression et ils sont en opposition de phase. Le dernier mécanisme
est la flexion interne des deux murs. C’est I’équivalent pour les structures poutres
de la propagation d’ondes de flexion dans les éléments des structures bidimen-
sionnelles du chapitre 2. Dans ce cas, chaque mur se comporte comme une poutre
qui travaille en flexion sur toute la hauteur de la structure. Ils sont synchronisés
par les planchers, trés souples en flexion locale mais trées rigides en extension.

// o Ya

Cisaillement

de la cellule Flexion globale Flexion interne

FIGURE 3.8 — Les trois mécanismes de base

A chacun de ces mécanismes sont associés une rigidité et un effort macrosco-
pique. Pour le cisaillement, la rigidité de la cellule K s’obtient par I’association en
série des rigidités en flexion locale des murs K, et des planchers K,. De plus, K,
correspond a l’association en paralléle des deux murs du portique. La distorsion
de la cellule génére un effort tranchant macroscopique.

Enlm szlgELIp izi_i_i
2 Ul K K, K

p

K,, = 24

La rigidité de la flexion globale E,,I a déja été présentée au paragraphe précé-
dent. Ce mécanisme est associé & un moment fléchissant global. Enfin, la rigidité
de la flexion interne est la somme des rigidités des murs en flexion a 1’échelle
de la structure : 2F,,I,,. L’effort macroscopique correspondant est un moment
interne qui n’existe pas dans les modéles de poutre classiques. Selon les ordres de
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grandeur de ces rigidités, certains mécanismes peuvent devenir prépondérants et
le comportement de la structure est décrit par différents modéles. Ceux-ci sont
résumés sur la figure 3.9 du plus compliqué aux plus simples.

Modele générique

2E‘mImE’mI (4) _ Em[A Wz
K K

UO — (2B I+ End)U U" + Aw?U =0

3 efforts : effort tranchant, moment global, moment interne

3 variables pilotantes : U, a, U’

Poutre de Flexion interne
Timoshenko élancée et cisaillement
Bt (9 A3 o) o o 2Bt K A0 =0

2 efforts : effort tranchant, moment interne

2 efforts : effort tranchant, moment global T
2 variables pilotantes : U°, U

2 variables pilotantes : U°, &°

Poutre Poutre Flexion Interne
d’Euler-Bernoulli de cisaillement
2B, 1, 7Y — A, 2200 = 0
Enl 00— A20° =0 KUY + AGRU° =0 ’
1 effort : moment interne
L effort : moment global Leffort - effort trancha}lt 1 variable pilotante : U
1 variable pilotante : &° 1 variable pilotante : U°

FIGURE 3.9 — Les différents modéles possibles pour les vibrations transversales

Lorsque la flexion interne est négligeable, nous retrouvons les modéles habi-
tuels de poutre d’Euler-Bernoulli et de poutre de Timoshenko (avec les réserves
de la partie 3.2.1). Le modeéle de poutre de cisaillement est I’équivalent continu
du modéle « brochette » couramment utilisé en génie parasismique. Les modéles
avec flexion interne sont plus originaux. Lorsque c’est le seul mécanisme prépon-
dérant, les vibrations de la structure sont décrites par une équation différentielle
semblable a celle de la poutre d’Euler-Bernoulli, mais la signification physique des
coefficients n’est pas la méme. Par contre, pour les modéles avec flexion interne
et cisaillement, nous obtenons une équation différentielle différente de celle de la
poutre de Timoshenko élancée. En particulier, I'inertie n’apparait plus dans le
terme d’ordre 2. Cela vient du fait que, dans ces deux modéles, cisaillement et
flexion ne sont pas associés de la méme fagon. Pour la poutre de Timoshenko,
ils sont en série. Au contraire, nous avons vu dans le chapitre 2, que la flexion
des murs a 1’échelle de la structure et le cisaillement de la cellule sont associés
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en parallele. Une autre conséquence de cette association en paralléle est que la
flexion interne ne peut émerger a l’ordre macroscopique que si le contraste entre
les murs et les planchers est suffisant. C’est pourquoi, dans les équations des mo-
déles correspondants, la rigidité de la cellule en cisaillement et la masse linéique
apparaissent toujours sous une forme dégénérée : K ~ K, et A = A,,. Pour les
modeéles sans flexion interne, nous avons donné I'équation la plus générale mais
toutes les variantes sont possibles en fonction des épaisseurs des éléments.

Selon la complexité du modéle, le nombre de conditions aux limites nécessaires
est plus ou moins important. Pour la poutre d’Euler-Bernoulli et le modéle avec
la flexion interne seule, nous n’avons indiqué qu'un seul effort macroscopique
et une seule variable pilotante pour insister sur le fait qu’il n’y a qu’un seul
mécanisme prépondérant. Mais ces modéles étant décrits par des équations de
degré quatre, cela n’est pas suffisant pour définir les conditions aux limites. Il
faut également prendre en compte le déplacement transversal U° et un effort
tranchant qui équilibre la dérivée du moment fléchissant (global ou interne).

Lorsque les trois mécanismes ont la méme importance, les vibrations trans-
versales de la poutre sont décrites par une équation différentielle de degré six.
Pour les structures constituées par 'empilement de portiques simples, cela ne se
produit que dans un seul cas : a,,/l, = O(e°) et a,/l, = O(e*?). Comme les
murs sont plus épais que les planchers, la rigidité K et la masse A dégénérent.

Le modéle générique présenté sur la figure 3.9 a été obtenu en donnant artifi-
ciellement le méme ordre de grandeur a tous les termes. C’est pourquoi, les « = »
et les ordres de grandeur ont disparu des variables cinématiques. Le but était de
construire un modeéle pouvant dégénérer en n’importe lequel des autres modéles.
La poutre correspondante est définie de la fagon suivante.

Lois de comportement :

effort tranchant 7' = —K(U' — «)
moment global M = —F,, [« (3.8a)
moment interne # = —2F,, 1, U"

Equations d’équilibre :
T =(T 4" = AU M =-T (3.8b)
Ky(a—0)+ K, (U —-0)=0 (3.8¢)

La combinaison de toutes ces équations (annexe A page 318) permet de décrire
les vibrations transversales de la poutre a l'aide d’une équation différentielle de
degré 6 :

) Dy ey Dy |
K

E, I\ w?

U — (2E,I,, + E,J)UYW =

U'+ AU =0 (3.9)

Les deux équations (3.8b) sont quasiment les équations d’équilibre habituelles
des poutres. La différence est que les forces d’inertie équilibrent les variations de
Peffort tranchant total 7 qui prend en compte 'effort tranchant di au cisaille-
ment de la cellule et les effets du moment interne : 7 = T — .#’. Dans cette
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définition, nous avons préféré laisser la dérivée du moment interne plutdt que de
définir un effort tranchant interne. En effet, les murs ayant été modélisés par des
poutres d’Euler-Bernoulli, 'effort tranchant interne ne peut pas étre une variable
indépendante.

Les équations (3.8b) et les lois de comportement (3.8a) définissent compléte-
ment ['équilibre de la structure a 1’échelle macroscopique. Dans cette description,
la variable 6 n’intervient pas. Comme les murs sont modélisés par des poutres
d’Euler-Bernoulli, le moment interne .# est proportionnel & la courbure macro-
scopique U” plutdt qu’a la dérivée de la rotation de la section #'. Pour les usages
courants de la poutre d’Euler-Bernoulli, cette distinction n’est pas importante.
Mais ici, les murs étant connectés a des planchers, la rotation # peut étre diffé-
rente de U’! En effet, 6 est calculée a partir d’une équation d’équilibre interne
a la cellule (équation (3.8¢c)) et dépend des rigidités des murs et des planchers
en flexion locale. Pour les cas particuliers ou les murs sont plus rigides que les
planchers, 'équation (3.8c) dégénére et 6 ~ U’. 1l est alors possible d’utiliser la
définition habituelle du moment & partir de la rotation de la section. Mais ce n’est
pas vrai dans le cas général. Ainsi 0 est une variable cachée qui n’apparait pas
dans la description macroscopique. Pour la déterminer, il faut ajouter une équa-
tion d’équilibre interne qui n’existe pas dans les modéles de poutre classiques.
Cela est nécessaire pour pouvoir revenir a ’échelle locale et calculer les efforts
dans les éléments.

La cohérence de ce modeéle de poutre peut étre vérifiée en écrivant son équi-
libre énergétique. Pour cela, la premiére équation d’équilibre (3.8b) est multipliée
par %U et intégrée par parties sur toute la hauteur de la structure H :

l/HA 2U%d —E/HT’Ud _1 [TU}H—/H(T—///’)U’d
2 ), BT, YT o s .

En utilisant la deuxiéme équation (3.8b) et en intégrant encore par parties, la
derniére intégrale devient :

H H H H
/ (T—///')U'da::/ T(U’—a)d:c—/ M’adx—/ A'U'dz
0 0 0 0

H

- v

H
0

. /H (T(U' = a) + Mo/ + .4U")dz ~ | Ma 0

En réinjectant dans la premiére équation et en utilisant les lois de comporte-
ment (3.8a), nous obtenons :

1 [H
—/ AW?U%dz
2o

L mrrr o Mm? o a? 1 H H H
=z — + + do + - [TU] + [Moz} + [//U’]
2 /0 < K B, 2E,] m> 2 ( 0 0 0
Cette équation indique que I’énergie cinétique est équilibrée par I’énergie élastique
et le travail des conditions aux limites. Notons que I'effort tranchant qui contribue

a l'énergie élastique est T" alors que c’est l'effort tranchant total 7 qui travaille
aux extrémités. Ainsi, les six conditions aux limites nécessaires a la résolution de
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ce modeéle doivent étre exprimées soit en fonction des efforts 7, M et .#, soit en
fonction des variables cinématiques U, « et U’.

Le fait que l'effort tranchant total 7 soit la somme des efforts tranchants
générés par le cisaillement de la cellule T et par la flexion interne —.#" confirme
I’association en paralléle de ces deux mécanismes, déja identifiée au chapitre 2.
De plus, dans une poutre de Timoshenko, le cisaillement et la flexion globale
sont associés en série. Le fonctionnement de ce type de structures peut donc étre
représenté par la figure 3.10. Nous rappelons également comment la rigidité en
cisaillement de la cellule se déduit des rigidités des murs et des planchers.

[

( |
Cisaillement Kp FITXIOE des
. de la cellule \ planchers
Flexion
interne § < -
Flexion K,, Flexion
globale des murs
\

/11T

FI1GURE 3.10 — Représentation schématique de 1’association des mécanismes

Cependant, le schéma 3.10 est trés simpliste. Son seul intérét est de fournir rapi-
dement I’évolution du comportement de la structure lorsque des parameétres sont
modifiés. Par exemple, les structures du chapitre 2 ont une extension latérale
infinie et donc une inertie globale infinie. Le schéma 3.10 permet d’expliquer la
disparition de la flexion globale dans ce cas. Par contre, il n’apporte aucune in-
formation quantitative. En particulier, il ne peut pas étre utilisé pour calculer la
rigidité totale de la poutre équivalente. Pour cela, il faut repartir des équations
d’équilibre et des lois de comportement.

C’est ce que nous allons faire pour chacun des modéles identifiés. Nous consi-
dérons une poutre bi-encastrée de hauteur H et nous appliquons, en statique, un
déplacement différentiel AU entre ses deux extrémités (figure 3.11). La rigidité
totale de la poutre IC est alors le coefficient de proportionnalité entre 'effort tran-
chant total T et le déplacement AU : T = —KC AU. Les résultats obtenus pour
chacun des modeéles sont résumés dans le tableau 3.1. Les calculs sont présentés
dans I'annexe A pour la poutre générique.

Nous retrouvons bien la rigidité statique de la poutre d’Euler-Bernoulli. Celle
de la poutre de Timoshenko est obtenue par 1’association en série des rigidités
des poutres d’Euler-Bernoulli et de cisaillement et celle de la poutre avec flexion
interne seule par ’association en paralléle des deux murs. Par contre, les choses se
compliquent lorsque la flexion interne est combinée avec un autre mécanisme. Les
rigidités des deux derniers modéles ne correspondent pas a une loi de composition
de ressorts. Néanmoins, pour le modéle avec flexion interne et cisaillement, cela
s’apparente a une association en paralléle dans le sens ol c’est le mécanisme le
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» AU

G

FIGURE 3.11 — Calcul de la rigidité totale de la poutre équivalente

Modéle de poutre Expression de £
K
Poutre de cisaillement Kois = i
12E,,1
Poutre d’Euler-Bernoulli Kep = 7e
Poutre de Timoshenk Lt
outre de Timoshenko =
]CTim lCcz's ]CEB
L 24FE,,1,,
Flexion interne Krr = —s
. - 1 9 K
Flexion interne et cisaillement Krrc = avec r° =
H (1 — 2 th () ) 2Em1I,,
K rH 2
R 1
Modeéle générique Kgen = 5
H Enl 2 rH H3
L (tete) (1= 20 () + e
avec 12 K + K
Vi =
E,.l 2FE,I,

TABLE 3.1 — Rigidité de la poutre équivalente pour les différents modéeles

plus rigide qui domine. Dans ce cas, r =

TR (L done K >>2E, I,
r—oo rH 2
2 rH r2H?
li (1——h 4 ): K <<?2E, 1,
S i (2) g dome K<<

K/(2E,,I,,) et nous avons :

= ,CFIC ~ ,Ccis

=  Kric = Kpr

Le méme type de raisonnement peut étre mené sur le modéle générique. Selon
les ordres de grandeur de K, E,,I et 2E,,1,,, la rigidité Ky, peut dégénérer en
n’importe laquelle des autres rigidités. En conséquence, les paramétres clés qui
pilotent le comportement de la structure sont les ordres de grandeur des rigidités
des trois mécanismes plutot que ceux des épaisseurs.
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Comportement des structures réelles

Aprés cette description qualitative du fonctionnement des structures, nous
présentons des critéres quantitatifs permettant d’identifier le modéle le mieux
approprié. Remarquons que le modéle générique est valable dans tous les cas
mais il nécessite beaucoup de calculs. Ce que nous appelons le modéle le mieux
approprié est celui qui décrit correctement le comportement de la structure avec
le minimum de calculs.

Les critéres sont construits grace a une analyse dimensionnelle réalisée sur le
modele générique. L’équation (3.9) décrivant le comportement de la poutre est
réécrite avec le changement de variable 2 = z/L :

Q2
U — (14U —@2u 2t =0 (3.10)
. Em] 2Em1m 2Im Q2 szLz
0 = = = -
u K2 T B K

Le parameétre C' mesure I'importance de la flexion globale par rapport au cisaille-
ment de la cellule et v compare la flexion interne avec la flexion globale. Par
construction, la nouvelle fonction U* est du méme ordre de grandeur que ses
dérivées successives. Ainsi, la fagon dont 'équation (3.10) dégénére dépend uni-
quement des ordres de grandeur de C' et 7. Par exemple, si C'= O(1) et v = O(e)
alors les termes contenant C'y et v disparaissent :

@ L2y - 9_2 U =0
C
Le modele correspondant est la poutre de Timoshenko élancée. Un raisonnement
similaire permet de retrouver les autres modeéles de poutre.

Les paramétres C' et v peuvent donc étre utilisés comme critéres pour identifier
le comportement des structures. Une étude systématique permet de délimiter
les domaines de validité des différents modéles. Ceux-ci sont représentés sur la
figure 3.12 ot « et y ne désignent plus les coordonnées spatiales mais les ordres
de grandeur de C' et 7 :

C=¢€ et v =¢€
Notons que la figure 3.12 est cohérente avec le schéma 3.10.

A ce stade, il pourrait étre objecté que les critéres d’identification dépendent
du ratio d’échelles € et de la taille macroscopique L alors que nous avons vu au
chapitre 2 que ces parameétres ne sont pas pratiques a utiliser sur des structures
réelles. En réalité, il y a moins de variations de L dans le cas des vibrations des
poutres que dans les problémes de propagation d’ondes.

Nous avons démontré dans la partie 2.4.1 que 'ordre de grandeur de L est

donné par :
L=0 u (3.11)
B 0,U ‘
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FIGURE 3.12 — Domaines de validité des différents modéles.
Source : Hans et Boutin (2008)

Pour une poutre, la déformée U(z) dépend des conditions aux limites et du mode
de vibrations. Dans le chapitre 4, les différents modéles seront utilisés pour décrire
le comportement des batiments. C’est pourquoi, ce résultat est appliqué au ki™me
mode propre d'une poutre de hauteur H encastrée a la base et libre en téte :

— Si c¢’est une poutre de cisaillement, I'analyse modale montre que les défor-
mées propres sont une combinaison des deux exponentielles e/ Lx et e~/ Lk
ou Ly est une solution de cos(H/Lg) = 0. Donc Ly = 2H/(7w(2k — 1)) et,
d’aprés l'estimation (3.11), c’est la taille macroscopique caractéristique du
ki*me mode propre.

— Si c’est une poutre d’Euler-Bernoulli, les déformées propres s’expriment
en fonction des quatre exponentielles e*@/Lx  e=#@/Lr  et/Lk o e=%/Lk o L,
vérifie cos(H/Ly) =1/ ch(H/Lg). La encore, les solutions sont proches de
Ly =~ 2H/(m(2k — 1)). D’apreés (3.11), Ly est la taille macroscopique asso-
ciée au k*™ mode propre.

— Les autres modéles de poutre combinent le cisaillement avec un ou deux
types de flexion. Les déformées propres se décomposent alors dans une base
d’exponentielles ot apparaissent deux ou trois constantes spatiales. Il est
possible de démontrer que la plus petite d’entre elles, qui définit la taille
macroscopique, est toujours proche de Ly, = 2H/(7(2k — 1)).

Ainsi, en bonne approximation, la taille macroscopique L ne dépend que du mode
considéré et pas du modéle. Pour une structure de N cellules (donc H = N¥,,)
encastrée a la base et libre en téte, la taille caractéristique du k™ mode L;, et
le ratio d’échelles réel associés ¢, sont donnés par :

2H b m(2k 1)

_fm 12
=T 2N (3.12)

Ly~ ———
PRk = 1)

Notons que le ratio d’échelles réel augmente avec le numéro du mode, c’est-a-

164



3.2 - Modes transversaux a basses fréquences

dire avec la fréquence comme au chapitre 2. La premiére conséquence est que la
précision du modéle homogénéisé diminue. Le cas limite €, ~ 1 est atteint pour
k ~ N/3. Pour les modes supérieurs, la condition de séparation d’échelles n’est
pas vérifiée et le comportement de la structure ne peut plus étre homogénéisé.
La deuxiéme conséquence est que les différents modes d’une méme structure ne
sont pas forcément décrits par le méme modéle. En effet, les ordres de grandeur
de C' et v changent lorsque I'unité de mesure ¢, varie. Pour prédire I’évolution du
comportement de la structure, le paramétre B est introduit :

E.T E.I/[/L\?
K2~ KL? (zm) T

B et v sont deux paramétres intrinseques de la cellule. Les ordres de grandeur x
et y qui permettent de positionner une structure sur la figure 3.12 dépendent de
ces parametres et de €, :

(x — 2)In(e,) = In(B) et yln(e,) = In(y)
L’élimination de ¢, donne une équation de droite :
(& = 2)In(7) — yIn(B) = 0

Les caractéristiques de la cellule jouent sur la pente de cette droite qui passe
nécessairement par le point P de coordonnées (z = 2,y = 0). Pour une struc-
ture donnée, lorsque le numéro du mode augmente, ¢, augmente. Le point re-
présentatif de la structure se déplace sur la droite en s’éloignant du point P.
Inversement, pour un mode donné, si le nombre de cellules augmente alors e,
diminue et le point associé a la structure se rapproche de P. Par exemple, une
structure se comportant comme une poutre de Timoshenko élancée devient une
poutre d’Euler-Bernoulli ou une poutre associant les deux types de flexion lorsque
le nombre de cellules augmente. Si ce dernier diminue ou si le numéro du mode
augmente, alors c’est le cisaillement qui devient prépondérant. Ce comportement
s’apparente aux effets de ’élancement bien connus dans les poutres pleines.

Afin d’évaluer la précision des modéles homogénéisés et la pertinence des
critéres d’identification, des simulations numériques ont été réalisées (Hans et
Boutin, 2008). Deux types de portiques ont été considérés :

— le portique F'1 dont les murs et les planchers sont identiques

et font 10 cm d’épaisseur,

— le portique F'2 dont les murs sont plus épais que les planchers :

am =1m et a, =15 cm.
Dans les deux cas, les murs et les planchers font 3 m de longueur et le module
d’élasticité du matériau vaut £ = 200 GPa. La diversité des comportements a
été introduite en faisant varier le nombre de cellules entre 5 et 1 000. Toutes
les structures sont encastrées a la base et libres en téte. Pour chaque cas, les
quatre premiers modes propres ont été déterminés de trois maniéres différentes.
Tout d’abord, ils ont été calculés avec le logiciel d’éléments finis RDM6. Les
murs et les planchers étaient modélisés par des éléments de poutre. Puis, les
rigidités associées aux trois mécanismes ont été estimées a partir des formules
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analytiques fournies par la méthode HMPD. Dans un premier temps, elles ont été
utilisées comme parameétres dans le modeéle générique. La résolution de ce dernier
est présentée dans 'annexe A. Dans un second temps, les rigidités ont servi a
déterminer les paramétres C' et . Par comparaison avec le ratio d’échelles du
premier mode €; = w/(2N), le modéle reflétant le fonctionnement de la structure
a été identifié puis utilisé pour calculer les fréquences propres.

Les droites correspondant aux portiques F'1 et F2 ont été dessinées sur la
figure 3.12. Les structures constituées par des portiques F'1 sont toujours correc-
tement modélisées par des poutres de Timoshenko élancées. Mais les modeéles plus
simples sont parfois suffisants : la poutre de cisaillement pour un petit nombre
de cellules et la poutre d’Euler-Bernoulli pour un grand nombre de cellules. Les
comportements des structures faites avec des portiques F'2 sont plus diversifiés.
Ces structures commencent par étre des poutres avec flexion interne et cisaille-
ment puis des poutres génériques et enfin des poutres de Timoshenko élancées.
Cette évolution du fonctionnement des structures est illustrée par I’évolution des
déformées modales (figure 3.13).

10 100 1000 10 100 1000

F1 F2

FIGURE 3.13 — Evolution de la premiére déformée modale en fonction du
nombre de cellules (10, 100 ou 1000) pour les structures constituées de
portiques F'1 (a gauche) et F'2 (a droite). Source : Hans et Boutin (2008)

Pour vérifier la précision des modéles homogénéisés, la poutre générique a
d’abord été comparée avec les calculs par éléments finis. Sur la figure 3.14, sont
représentées les quatre premiéres fréquences propres obtenues par les deux mé-
thodes. Les courbes sont quasiment superposées méme pour une faible séparation
d’échelles. L’erreur relative maximum est de I'ordre de 10 %. Compte tenu de la
grande variété de cas testés, la poutre générique peut étre considérée comme
une modélisation fiable du comportement de ces structures. Par la suite, elle est
utilisée comme référence pour évaluer la précision des autres modéles.

La figure 3.15 compare les fréquences propres calculées avec les modéles sim-
plifiés et avec la poutre générique. Pour ne pas surcharger la figure, seules les
fréquences des premier et quatriéme modes ont été représentées. Il apparait que
les modéles simplifiés donnent de bons résultats dans leur domaine de validité.
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FIGURE 3.14 — Evolution des quatre premiéres fréquences propres en fonction du
nombre de cellules. A gauche : comparaison du modéle générique avec le calcul
par éléments finis, a droite : pourcentage d’erreur. Source : Hans et Boutin (2008)
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de cellules, a droite : évolution des ratios de fréquences f;/fi. Source : Hans et

Boutin (2008)
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C’est un point intéressant car ces modéles nécessitent beaucoup moins de calculs
que la poutre générique. Néanmoins, il existe des situations ou seul le modéle
complet est satisfaisant. La figure 3.15 illustre également 1’évolution continue du
comportement de la structure et permet de valider les critéres d’identification
Proposeés.

Enfin, les ratios des fréquences propres f;/fi ont été représentés car ils pré-
sentent un double intérét. D’une part, ce sont des paramétres facilement acces-
sibles expérimentalement et d’autre part, ils reflétent bien le comportement des
structures. Pour une poutre de cisaillement, ils suivent la suite des nombre impairs
(1;3;5;7;...) et pour une poutre d’Euler-Bernoulli la suite (1; 6,25; 17,36
34,03; ...). Pour les autres modéles qui associent la flexion et le cisaillement, les
ratios de fréquences ont des valeurs intermédiaires.

Conclusion

Dans cette partie, nous avons résumé les travaux qui ont précédé cette these
et en constituent le point de départ. Il s’agit d’'une étude systématique du com-
portement dynamique des structures périodiques constituées par I'empilement de
portiques simples. Elle a montré que les vibrations transversales de ces structures
sont dues a trois mécanismes : le cisaillement de la cellule, la flexion globale et la
flexion interne. Ces mécanismes ne sont pas nouveaux en soi. Ils étaient connus
de longue date par les ingénieurs qui congoivent les batiments, par exemple Asan-
cheyev (1980a,b); Bouvard et al. (1985); Zalka (2001). L’intérét de cette étude est
qu’elle apporte des justifications théoriques aux hypotheses habituelles des ingé-
nieurs et qu’elle précise leur domaine de validité. En particulier, la flexion globale
est souvent négligée dans les modéles simplifiés de batiments car les planchers
sont supposés infiniment souples en dehors de leur plan.

Ces travaux ont également permis de construire une liste des modéles pos-
sibles. Celle-ci contient notamment un modéle générique qui prend en compte
les trois mécanismes et est décrit par une équation différentielle de degré 6. Cer-
tains auteurs (Skattum, 1971; Basu et al., 1979) avaient déja établi que le com-
portement des murs voiles couplés peut étre représenté par une telle équation
différentielle et I’avaient résolue. Les murs voiles couplés sont constitués de deux
gros murs reliés par des poutres horizontales. Lors de la modélisation, les poutres
horizontales sont supposées infiniment rigides en traction et sont remplacées par
un milieu continu équivalent qui transmet le méme type d’efforts aux murs voiles
(figure 3.16). Cette fagon de procéder a été baptisée « continuous connection
method ». Ici, le modéle générique a été retrouvé sans avoir connaissance de ces
travaux antérieurs et par une approche complétement différente. Dans la littéra-
ture, ce modeéle est parfois appelé « poutre sandwich » (Potzta et Kollar, 2003).
En effet, les équations qui décrivent le comportement des poutres constituées d’un
matériau léger emprisonné entre deux faces plus fines et plus rigides ont la méme
forme (Skattum, 1971).

Cependant, méme si ce modéle était déja connu, son utilisation est assez rare.
Ce point sera traité plus en détail dans le chapitre 4 lorsque nous présenterons les
différents modéles qui ont servi a représenter les batiments. Signalons néanmoins
que la plupart des auteurs trouvent le modéle générique trop compliqué et pré-
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FIGURE 3.16 — Modélisation des murs voiles couplés

ferent employer une résolution approchée (Stafford Smith et Crowe, 1986; Tarjan
et Kollar, 2004; Zalka, 2001). Pour cela, ils s’appuient sur les théorémes de Dun-
kerley, Southwell et Foppl (rappelés dans Tarjan et Kollar (2004)) qui permettent
de découpler les trois mécanismes lors du calcul des fréquences propres. Un des
inconvénients de cette approche est qu’elle ne donne pas les déformées associées.
C’est pourquoi la démarche proposée ici est différente. Elle consiste a identifier les
mécanismes prépondérants dans la structure puis a utiliser la solution exacte du
modeéle correspondant. Ainsi, ’emploi du modéle le plus compliqué est limité aux
situations ot aucun autre modeéle ne convient. Notons que l'identification du com-
portement des structures est également un probléme qui se pose aux ingénieurs
(Chaallal et al., 1996).

Un aspect qui n’a été abordé dans aucune des études précédant cette these est
la possibilité de résonance des éléments en flexion. Lorsque les éléments sont trés
fins, est-il possible que ce phénoméne apparaisse dans la gamme de fréquences des
vibrations transversales 7 Les résultats de la partie 2.4.3 permettent de répondre
négativement a cette question. En effet, nous savons qu’il n’y a jamais de réso-
nance interne lorsque le mécanisme prépondérant est le cisaillement de la cellule.
Le mécanisme de flexion globale, généré par la traction-compression en opposition
de phase des deux murs, est associé en série avec le mécanisme de cisaillement.
En conséquence, il ne peut piloter les vibrations de la structure que s’il est plus
souple que ce dernier. Alors, la flexion globale atteint le régime dynamique dans
une gamme de fréquences plus basse que celle du cisaillement et il ne peut pas y
avoir de résonance interne. La seule situation ol ce phénomeéne peut exister est
donc celle ou les vibrations transversales sont pilotées par la flexion interne des
murs uniquement. Mais nous avons vu dans la partie 2.4.3 que, dans ce cas, la ré-
sonance des planchers a des conséquences trés limitées a 1’échelle macroscopique.
En particulier, c’est toujours la masse réelle de la structure qui apparait.

Ainsi, la liste des modeéles de comportement établie par Hans et Boutin est bien
exhaustive. Mais les structures étudiées étaient trés simples et la généralisation
de ces résultats a des structures plus complexes nécessite d’examiner les points
suivants. Le premier est de savoir si d’autres modéles sont possibles. Pour les
portiques simples, la cinématique transversale fait intervenir trois variables a
I’échelle locale et le modéle macroscopique est de degré 6. L’augmentation du
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nombre de variables locales peut-elle faire apparaitre des modeéles plus riches?
Deuxiémement, nous avons vu que les parameétres qui pilotent le comportement
de la structure sont les rigidités des trois mécanismes. Nous disposons de formules
analytiques pour les portiques simples mais comment calculer ces rigidités pour
d’autres géométries ?

3.2.3 Généralisation

La suite de ce chapitre présente les apports de cette thése sur les modes de
vibrations des poutres creuses périodiques. Pour étudier I’évolution du comporte-
ment global lorsque la géométrie de la cellule de base devient plus complexe, une
étude similaire a celle de la partie 3.2.2 a été menée sur des structures constituées
par 'empilement de doubles portiques. L’exposé démarre par les spécificités de la
mise en ceuvre de la méthode HMPD dans ce cas. Le point crucial est le change-
ment de variables pour découpler les cinématiques longitudinale et transversale.
Puis les résultats obtenus sont résumés. Enfin, la question de la généralisation a
des structures portiques quelconques est discutée. Le probléme sous-jacent est le
calcul des rigiditeés.

Structures constituées de doubles portiques

Les structures étudiées sont maintenant constituées de doubles portiques
comprenant trois murs et deux planchers. Il s’agit de structures symétriques, c¢’est-
a-dire que les deux planchers sont identiques, de méme pour les murs extérieurs.
Par contre, le mur du milieu peut étre différent des autres murs. Les éléments
sont des poutres ou des plaques et les noeuds sont encastrés.

niveau n + 1

Uny y 1 0, vnQT 0 UHST On,

noeud nqy —» Q ) - ) —>» noceud n3 niveau n
Un neeud n ) Unp,
1 2 Uy 3
12
» 1« » <« el
T Ame y Amgi Y Ame
T T niveau n — 1
ap ap

° ° °

° ° °
z

Yy ° ° °

FIGURE 3.17 — Notations (doubles portiques)

Les notations sont indiquées sur la figure 3.17. L’axe x du repére global est
I’axe vertical et I’axe y I’axe horizontal. Les différents niveaux sont repérés par un
entier. Le niveau n est situé a l'abscisse x = n ¢, ou £, est la longueur des murs.
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Maintenant, le niveau n comporte trois nocuds notés ny; pour celui de gauche,
ngy pour celui du milieu et ng pour celui de droite. Il y a toujours trois variables
cinématiques par noeud :

Up, : déplacement horizontal du noeud n;
Un, : déplacement vertical du nceud n;
0., : rotation du nceud n;

Au total cela fait neuf variables cinématiques par niveau.

Les caractéristiques des éléments sont rappelées ci-dessous. Les symboles se-
ront indexés par « me » pour les murs extérieurs, par « mz » pour le mur intérieur
et par « p» pour les planchers. La seule exception est la longueur ¢, qui est iden-
tique pour les trois murs.

a : épaisseur I = a3h/12 : inertie par rapport a l'axe z
¢ : longueur p : masse volumique
h : profondeur (selon I'axe z) p = pA : masse linéique

A = ah : section E : module d’élasticité

Les hypotheéses sont les mémes que pour les études précédentes :
— petites déformations,
— matériau élastique linéaire,
— les éléments se comportent comme des poutres
d’Euler-Bernoulli dans le plan (z,y),
— régime harmonique avec omission du terme e,

Les expressions des efforts en fonction des déplacements nodaux, données par
les équations (3.1) page 146, sont toujours valables. Les notations sont indiquées
sur la figure 3.3. Par contre, la géométrie ayant changé, I’équilibre des nceuds
doit étre réécrit. Maintenant, il y a trois noecuds par niveau donc trois systémes
de trois équations.

° ° °
° ° °
° ° °
niveau n + 1
D D r VT2 D ~F D
me ma me
—> Np Np > N, P Np —2>
—> —> —> —> .
noeud 71 o, O O noeud ng  niveau n
i noeudng__>F +.-
Tme Tmz Tme
v v g v \,6
T
A N, A, AN,
niveau n — 1

FIGURE 3.18 — Equilibre en forces des nceuds nq, ny et ns selon la direction ¥
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Nceud ny
Equilibre en forces selon v :
Tyge (u(n—1)17un17 0(71—1)17 9711) - Tyge (un17 u(n—l—l)la 07117 e(n—i-l)l) - NpD (unla Un2> - O
. (n1y)
Equilibre en forces selon x :
N:;e (U(nfl)nvm) - Nyge (Un1vv(n+1)1) + TpD (_Uma ~Uny, Ony, an) =0 (nl x)

Equilibre en moments :

lerje (u(nfl)l y Uny Q(nfl)u 6)m) - Mrl,?e (Unl y U(n41)1 s On, s 9(n+1)1>

nym
- MpD (_Unn _Un27 67117 0712) - O ( ' )
Noeud ne
Equilibre en forces selon v :
Trsz (U(n_1)2, un27 8(71—1)27 977,2) - Tygz (un27 U(n+1)2, 07127 0(n+1)2) (n y)
2
+ Nf (un1=un2) - sz) (unzﬂum) =0
Equilibre en forces selon z :
NnFu (U(n—l)wvm) - NTQZ (U"27 U(n+1)2> (n I)
2
- TpF (_Unlv _UTL27 0n1 ) enz) + TpD (_Unzu _UTL37 97127 97),3) - 0
Equilibre en moments :
Mrﬁr:z (u(n—l)g y Ung, e(n—l)za enz) - Mrgz (unm U(n+1)25 ‘97127 0(n+1)2) (n m)
2
+ Mf (=Vnys —Vng, Oy Ony) — MpD (—Vngs —Ungs Oy, Ony) = 0
Nceud n;
Equilibre en forces selon
Tn}; (u(n—1)37 Uns, 9(n—1)3> 6’(1,3) - Tn?e (un3>u(n+1)3> 67],37 e(n—l—l)g) + Nf (un27 uTLg) =0
(n3y)

Equilibre en forces selon z :
F D F
Nme (U(n—1)37 UTL3) - Nme (Un37v(n+1)3) - Tp (_Unza ~Uns, ‘gnzv 9”3) =0 <n3 JJ)
Equilibre en moments :

Mnlze (u(n—1)37 U’n37 9(71—1)37 0%3) - Myge (unga u(n+1)37 9n37 6(71—1—1)3)

(nsm)
+ MpF (_Un27 —Ungz, 6%27 eng) =0
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Pour les structures constituées de doubles portiques, 1’équilibre sous forme
discréte est décrit par un systéme de neuf équations avec neuf variables cinéma-
tiques par niveau. La difficulté consiste a trouver un changement de variables
qui découple ces équations. Nous savons qu'un tel changement existe car les struc-
tures sont symétriques. Il est donc possible de séparer les vibrations transversales
des vibrations longitudinales. Mais combien de variables contiennent ces deux
groupes 7 Y a-t-il d’autres groupes?

Comme notre objectif est de construire une analogie avec la théorie des poutres
de la résistance des matériaux, nous répartissons les neuf variables du niveau n
de la fagon suivante : trois variables décrivant son mouvement de corps rigide et
six variables décrivant sa déformation. D’autre part, la structure est symétrique
donc les variables relatives aux nceuds n; et nz doivent jouer des roles symétriques.
Toutes ces considérations nous ont amenés a proposer le changement de variables
suivant.

Mouvement de corps rigide du niveau n :

Up, + Upy + Uy

U, = 5 déplacement transversal moyen (selon y)
Upy + Upy + U Y
V, =4 ;2 18 déplacement longitudinal moyen (selon x)
Uny Ung . .
y = ——— rotation du niveau n
20,

Déformation du niveau n :

Ay = Upy — Up, dilatation transversale
unl + ung 2 .

Op = Up, — —a déplacement transversal relatif du noeud ny
Up1 + U . . .

v, = vy, — % déplacement longitudinal relatif du noeud no

b, =0,, — 0, rotation différentielle des nocuds n; et ns

0, +0 .
0, = % rotation moyenne des nceuds n; et ng
0, = 0, rotation du nceud no

Le changement de variables a une forme différente pour les rotations des nocuds
car cela s’est avéré plus pratique a l'usage. Le méme type de manipulation est
appliqué sur les équations d’équilibre des noeuds.

(T8") = (n1y) + (n2y) + (n3y) (V') = (mx) + (n2x) + (n3 )
(T3) = (nsy) — (1 y) (M") = (nzx) — (1 x)
(Trn) _ (n2 y) . (nl y) —; (n3 y) (N;l) _ (n2 LL') _ (nl ZE) —; (n3 I)
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Pour la structure discréte, les équations (77), (N}*) et (M™) jouent, respecti-
vement, les roles des équations d’équilibre d’effort tranchant, d’effort normal et
de moment fléchissant. Les six autres équations sont des équations de bilan des
efforts internes a la cellule et n’ont pas d’équivalent dans les poutres continues.

Intéressons-nous plus particuliérement a I’équation (.#/*). A priori, avec les
définitions des équations (ny m), (ngm) et (ngm) données page 173, cette équa-
tion dépend des neuf variables cinématiques. Or, les expressions (3.1) page 146
sont linéaires donc, dans une combinaison d’efforts relatifs & un méme type d’élé-
ments, les variables cinématiques peuvent étre factorisées. De plus, nous remar-
quons que :

MD(ulv Uz, 617 92) = MF(“’Z? Uy, _927 _91)
Ainsi, I'équation (.#]") peut se mettre sous la forme suivante :
Mo [(un-1), + tn-1)s) = U1y, + Unina) 5 0
(Om-11 + On-1)a) + Orns1)y + Ons1)) 5 2 (Ony + Ons)]
+ M,r}r; [U(n—l)Q - u(n+1)2 y 0 s (9(",1)2 -+ 9(n+1)2 , 29n2i|

+ M) [Uny = Uny » Uny — Ung 5 Ony 200y + Ony  Ony + 200, 4+ 6,,] =0
D’autre part, avec le changement de variables proposé, nous avons :

2 2
un1+un3:2Un—§5n et unQZUn—l—g(Sn
Donc en réalité, I'équation (/") ne dépend que de cinqg variables : U, d,, O,
0, et a, (plus leurs équivalents pour les niveaux n — 1 et n + 1).
De méme, I'équation (Z)}) peut se mettre sous la forme :

M} [(wm—1)s — Um—1)) — (Uns1); — Usr),) 5 O,
(9(n—1)3 - e(n—l)l) + (9(n+1)3 — 9(%4—1)1) y 2 (9n3 — em)]
+M;[_2vn2 ) _(Unl +vn3) ) 0 ) 6)713 _in} =0
Cette équation fait intervenir les quatre variables restantes : A,,, ®,, ¥, et V,,.

Le méme raisonnement s’applique sur les sept autres équations d’équilibre. I1
apparait alors que les équations et les variables se répartissent en deux groupes :

Cinématique transversale Cinématique longitudinale
(13) (1) (M™) (A7) (A7) (T7) (N7) (Ny) (A7)

Ces nouvelles variables et les efforts nodaux sont ensuite développés comme
dans la partie 3.1.4. Pour générer les différents comportements macroscopiques,
nous continuons a jouer sur les ordres de grandeur des épaisseurs : €,,;, €me €t €.
Les ¢éléments sont tous réalisés dans des matériaux similaires et ont des longueurs
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du méme ordre. Nous avons donc :

Eme . Pme _ Ep _ & —
B~ O o W) B~ OW i~ W
by h h
o 1 me _ 1 P — 1
ami o emi ame — €me % — €p

La pulsation de référence w, est maintenant la premiére pulsation propre du mur
intérieur en compression :

Wy = —

Comme nous étudions les modes propres de la structure, la pulsation est une
inconnue et doit étre cherchée sous la forme d’un développement asymptotique :

w = €/ (w0+ew1+62w2+...) ol wo = O(w;)

Ces estimations ainsi que les développements des efforts et des variables sont
introduits dans les neuf équations d’équilibre de la structure discréte. Puis les
termes sont réorganisés en fonction des puissances de € et les différents ordres de
grandeur sont séparés. L’équilibre de la structure est maintenant décrit par un
systéme de neuf équations différentielles par ordre.

La suite de cet exposé est un résumé des résultats. Les équations d’équilibre
obtenues grace a la méthode HMPD et la construction du modéle de poutre
équivalent sont présentées dans I'annexe B pour deux structures. Cette annexe
contient également la liste des huit cas traités pour arriver a ces conclusions.

Le principal résultat de cette étude est que le comportement des structures
constituées de doubles portiques est décrit par les mémes modéles que celui des
structures constituées de portiques simples. Ainsi, I’ajout d’un mur intérieur ne
génére pas de nouveaux mécanismes. Les modifications se situent au niveau des
paramétres macroscopiques qu’il faut adapter a la géométrie étudiée. Pour les
structures constituées de doubles portiques, leurs définitions sont données ci-
dessous.

Ape = 2pmeAme @ contribution des deux murs extérieurs a la masse li-
néique macroscopique en kg/m

Api = pmiAmi : contribution du mur intérieur a la masse linéique ma-
croscopique en kg/m

A, = Ae + A, contribution des trois murs a la masse linéique macro-
scopique en kg/m

1

A, = 2ppAp€—p : contribution des deux planchers a la masse linéique ma-
m croscopique en kg/m
A=A, + A, : masse linéique macroscopique en kg/m
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Eel
K =24 WZQ "¢ . rigidité macroscopique en cisaillement lice & la flexion
m locale des deux murs extérieurs en N
E.il
K =12 ?2 ™ . rigidité macroscopique en cisaillement liée a la flexion
m locale du mur intérieur en N
E,l
K, =12 €p gp : rigidité macroscopique en cisaillement liée & la flexion
mep locale des planchers en N
1= 2Ame€§ : inertie macroscopique de la section pour la flexion glo-

bale en m*

La rigidité de la flexion globale est E,,.I. Ce type de flexion correspond
donc a la traction-compression en opposition de phase des deux murs extérieurs.
L’inertie macroscopique I est égale a l'inertie d’une poutre formée par les trois
murs sans les planchers. Mais, comme le mur intérieur se trouve au milieu de
la structure et que les inerties propres des éléments sont négligées au premier
ordre, sa contribution est nulle. La rigidité de la flexion interne est la somme des
rigidités des murs en flexion : 2F,,.L,,c + E,,ilni. La différence par rapport aux
structures constituées de portiques simples est que, selon les ordres de grandeur
des épaisseurs, la flexion interne peut étre due soit a la flexion des trois murs, soit
uniquement a la flexion des deux murs extérieurs, soit uniquement a la flexion du
mur intérieur.

La rigidité du cisaillement s’exprime en fonction des rigidités des éléments en
flexion locale :

Kp <Kp (Kme + sz) + 6 KmeKmi>
T K24 2K, (Ko + Koni) + 3 K Ko

(3.16)

Cette formule, obtenue grace a la méthode HMPD, sera appelée Ky par la suite.
Elle est différente de celles qui existent dans la littérature. En effet, la méthode
la plus répandue (Stafford Smith et al., 1981, 1984; Stafford Smith et Crowe,
1986; Bouvard et al., 1985; Zalka, 2001; Potzta et Kollar, 2003) pour calculer la
rigidité d’'un portique consiste a associer d’une part, tous les murs en paralléle
puis d’autre part, tous les planchers en paralléle. Ensuite, ces deux ensembles
sont associés en série. Cela coincide avec les résultats de 'homogénéisation dans
le cas des portiques simples symétriques mais, pour le double portique étudié
ici et avec les notations introduites précédemment, cela conduit & une formule
différente :

1 . 2Kp (Kme + sz)
1 + 1 B 2Kp+Kme +sz
2K, Kye+ Ky

Ky = (3.17)

Les hypotheéses simplificatrices permettant d’obtenir cette expression sont rappe-
lées dans (Bouvard et al., 1985). Une autre méthode de calcul de cette rigidité
a été proposée par Basu et Nagpal (1980) et elle est rappelée dans (Basu et al.,
1984). Pour un double portique, cette méthode donne une expression Kp qui a
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la méme forme que Ky mais avec des coefficients numériques différents :

Kme Kp (Kp(Kme + sz) + 2Kmesz)

Kmi
Kme + Kp * sz + Kp) B Kg + Kp(Kme + sz) + KmeKmi
(3.18)
La comparaison de ces trois formules montre que celles de la littérature sures-
timent systématiquement la rigidité du double portique mais que I'expression Kp
est plus précise. En effet, nous avons :

KB:KP<

Kp— Ky =
Kg (Kme - sz)2 =0
(Kg + 2 Kp (Kme + sz) + 3 KmeKmi> <K3 + Kp(Kme + sz) + KmeKmi)
K2 Kme - sz 2
K; — Kg = p( ) >0

<2Kp + Kme + sz) <Kg + Kp(Kme + K’rm) + KmeKmi>
= Ky < Kp < Ky,

Afin de voir si, dans certains cas, ces trois formules peuvent donner le méme
résultat, nous avons étudié comment elles dégénérent lorsque certains éléments
sont beaucoup plus souples ou beaucoup plus rigides que les autres. Comme a
chaque fois, les murs extérieurs et le mur intérieur jouent des roles identiques,
nous n’avons considéré que les situations ol les murs extérieurs sont rigides et le
mur intérieur souple. En effet, dans ce cas particulier, le comportement du double
portique devrait se rapprocher de celui d'un portique simple constitué des deux
murs extérieurs et d'un grand plancher de longueur 2/, et de rigidité K,/2. Les
résultats sont résumés dans le tableau 3.3. Les * indiquent les situations ou les
trois formules donnent le méme résultat.

Ky (formule (3.16)) | K, (formule (3.17)) | Kp (formule (3.18))
¥ K << Kpe, Ko 2K, 2K, 2K,
* Kmea sz << Kp Kme + sz Kme + sz Kme + sz
Ky (Kp + 6K,) Kp(Kp +2K,)
K, K,; << K. PP e 2K PP L
P 2Kp -+ ?’Kml P Kp + sz
¥ K << Kpi << Kpe 2K, 2K, 2K,
Kpi << K << Kppe K,/2 2K, K,
(Kp/2) K e 2K, K e KpK e
K << Kpe, K _—pme —pme
? (Kp/2) + Kme 2Kp + Kme Kp + Kme
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Nous constatons alors que, méme si la formule donnée dans (Basu et Nagpal,
1980; Basu et al., 1984) est plus précise que la formule couramment admise, Kp
et K coincident avec Ky pour les mémes gammes de rigidité des éléments : soit
lorsque les planchers sont trés souples, soit lorsqu’ils sont trés rigides, soit lorsque
K,,i = K,,.. Si nous supposons que la seule différence entre les murs extérieurs
et le mur intérieur est leur épaisseur, alors la derniére situation correspond a un
mur intérieur légérement plus épais :

12Eszmz 24Eme]me

Kmi = Kme = /2 = /2 = [mz = 2[me
m m
3 3
= a,,=2a,, = Ami = 1,26 aype

Les deux derniéres lignes du tableau 3.3 montrent également qu’aucune des for-
mules de la littérature ne permet de retrouver la rigidité du portique simple
lorsque le mur intérieur est trés souple.

Pour conclure sur la rigidité du cisaillement, remarquons que la formule (3.16),
obtenue grace a la méthode HMPD, ne peut pas étre interprétée avec des asso-
ciations de ressorts en série ou en paralléle. En effet, les deuxiéme et troisiéme
lignes du tableau 3.3 montrent que, lorsqu'un type d’éléments est beaucoup plus
rigide que les autres, sa contribution disparait. Mais ensuite, si les deux rigidi-
tés restantes ne sont pas du méme ordre, il n’y a pas de régle pour dire si c’est
la plus petite ou la plus grande qui disparait. Par exemple, dans le cas ou les
murs extérieurs sont trés rigides (K, K, << Kp.), alors Ky dégénére et ne
dépend plus que de K, et K. Si en plus, K, et K,,; ne sont pas du méme
ordre (K, << K, << Kpe ou K, << K,; << K,,.), Kp dégénére de nouveau
mais K,,; disparait dans les deux cas. Par contre, selon le contraste de rigidité
entre le mur intérieur et les planchers, nous obtenons K,,/2 ou 2K,. Tous ces
développements montrent que le calcul de la rigidité en cisaillement d’une struc-
ture portique est un probléme compliqué et que la méthode HMPD est un outil
efficace pour y parvenir.

Revenons maintenant & 1’étude des vibrations transversales des structures
constituées par I’empilement de doubles portiques. Dans un premier temps, nous
avons traité quelques cas afin d’identifier les parameétres macroscopiques que nous
venons de présenter. Dans un deuxiéme temps, nous avons utilisé les critéres C' et
~ pour construire des structures ot les trois mécanismes ont la méme importance.

C et v ont été définis page 163 pour les structures constituées de portiques
simples. Ce sont des parameétres qui pésent 'importance relative des différents
mécanismes. Nous donnons ci-dessous leurs expressions adaptées aux structures
constituées de doubles portiques :

—_ Eme[ —_—
 KL?2

o 2Eme[me + Eszm'L

C
Enel

ey

€’ et vy =
D’aprés la figure 3.12 page 164, le modéle générique correspond a C' = O(1) et
~v = O(1). Nous avons donc exprimé les ordres de grandeur x et y en fonction de
ceux des épaisseurs des éléments €., e, et e,. Puis nous avons résolu le systéme
x =0 et y = 0 en supposant les ordres de grandeur des épaisseurs positifs. Cela
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signifie que les éléments ont une épaisseur plus faible que leur longueur, ce qui est
cohérent avec la modélisation par des poutres. Nous obtenons alors une infinité
de solutions :

— murs extérieurs plus épais que le mur intérieur :

2
Eme < Emi = €me:€p—§:0
— murs extérieurs plus fins que le mur intérieur :
eme
Eme > Emi = Eme =36, —22>0 et e = 5

Nous en avons sélectionnées trois : un cas ot les trois murs ont la méme épaisseur,
un cas oul le mur intérieur est plus épais que les murs extérieurs et un cas ou ce
sont les murs extérieurs les plus épais.

Pour ces trois cas, le modéle de poutre équivalent est bien décrit par une
équation différentielle de degré six, ce qui valide I'utilisation des critéres C' et ~
pour ce type de structures. D’autre part, lorsque le mur intérieur est trés fin,
le double portique devient quasiment un portique simple. Alors, comme dans la
partie 3.2.2, il n’y a plus qu’une seule possibilité pour obtenir le modéle avec
les trois mécanismes : e, = 0 et e, = 2/3. Par contre, dans le cas des doubles
portiques, ce modeéle correspond & une infinité de situations. Il est donc plus
courant que ce que la premiére étude laissait penser.

Nous allons maintenant présenter le modeéle générique pouvant dégénérer en
n’importe lequel des autres modeéles. La encore, ¢’est un modéle théorique obtenu
en mettant artificiellement tous les termes au méme ordre de grandeur. Il n’est
pas possible de 'obtenir directement avec la méthode HMPD car, lorsque tous
les éléments ont la méme épaisseur, les trois mécanismes ne peuvent pas étre
du méme ordre. En réalité, la rigidité du cisaillement K et la masse linéique A
apparaissent toujours sous une forme dégénérée.

Le comportement de la poutre générique a ’échelle macroscopique est décrit
par des équations trés proches de celles de la partie 3.2.2. La seule différence
concerne les définitions des rigidités macroscopiques.

Lois de comportement :

effort tranchant 7= —K (U’ — «)
moment global M = —FE,,. I« (3.19a)
moment interne A = —(2E,elme + Emilmi) U”

Equations d’équilibre :
T = (T —.#") = AU M =-T (3.19b)

La combinaison de toutes ces équations permet de décrire les vibrations trans-
versales de la poutre a I'aide d’une équation différentielle de degré 6 :

Eme] 2EmeIme Em'LImz 3
( + ) U(ﬁ) - (EmeI + 2Eme[me + Emljmz) U(4)
K N (3.20)
me w
— TUH—FAUJQU:O
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Sa résolution nécessite six conditions aux limites qui peuvent étre exprimées soit
en fonction des efforts 7, M et .4, soit en fonction des variables cinématiques U,
a et U'. L’homogénéisation du comportement de la structure a permis de passer
d’un systéme avec cinq variables cinématiques et donc a priori dix conditions
aux limites & un systéme avec au plus six conditions aux limites.

Pour déterminer les trois variables cinématiques ©, 6 et § qui n’apparaissent
pas dans la description macroscopique, il faut rajouter trois équations d’équilibre
interne a la cellule :

Kp (Kp + 3sz) o+ (Kp (2 Kme - sz) +3 KmeKmi) U’

6 =
K2+ 2K, (Kne + Kii) + 3 Kine Kini
Ky (K + 3 Kone) 0 (K (2 Ko = Kone) + 3 Koo ) U
9 p—
Kg +2 Kp (Kme + sz) + 3KmeKmi
E,A
6 ﬁ 6 — 2K, (U" = 0') — 2Bl (U® —20") + K, (U" — @)
m*~p

A
+ 2E e lme (UW —20") — (2A i — A + 71”) WU =0

Les expressions de © et 6 ont la méme forme mais les roles de K,,. et K,,; sont
inversés. Nous donnons également 1’équation générale qui permet de calculer ¢
méme si en premiére approximation cette variable peut étre négligée. En effet,
pour les huit cas traités, elle est nulle au moins jusqu’a 'ordre 3 inclus.

En conclusion, a I’échelle macroscopique, le comportement des structures
constituées de doubles portiques est décrit par les mémes équations que celui des
structures constituées de portiques simples. Il faut juste adapter les paramétres
macroscopiques. De plus, les critéres C' et v peuvent encore étre utilisés pour
identifier le comportement de ces structures. Les trois nouvelles variables ciné-
matiques introduites par I'ajout du mur intérieur sont des variables cachées qui
n’apparaissent pas dans la description macroscopique. Par contre, pour revenir a
I’échelle locale, nous avons maintenant besoin de trois équations d’équilibre in-
terne de la cellule contre une seule pour les structures constituées de portiques
simples.

Ces résultats sont encourageants pour la généralisation des modéles macro-
scopiques & des structures encore plus complexes.

Structures constituées de portiques quelconques

Pour obtenir le comportement macroscopique d’une structure portique quel-
conque, il n’est pas envisageable d’appliquer la méthode HMPD & chaque fois.
En effet, sa mise en ceuvre devient vite fastidieuse lorsque le nombre de murs
augmente. D’autre part, a partir de I’étude menée sur les structures constituées
de doubles portiques, il semble raisonnable d’étendre 1'utilisation des modéles
macroscopiques et des critéres d’identification aux autres structures portiques
symétriques. Le cas des structures dissymétriques sera discuté a la fin de ce pa-
ragraphe. Dans ces conditions, la caractérisation du comportement dynamique
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d’une structure revient a déterminer les paramétres macroscopiques qui inter-
viennent dans les modéles. Il s’agit de la masse linéique A et des rigidités des
trois mécanismes. Ces derniéres sont notées EIy; pour la flexion globale, FT ,
pour la flexion interne et K pour le cisaillement de la cellule. L’objet de ce pa-
ragraphe est de proposer une méthode de calcul alternative qui évite de repasser
par ’homogénéisation.

Nous commencons par les paramétres les plus faciles & calculer. Les formules
obtenues pour les structures constituées de portiques simples (page 153) et celles
constituées de doubles portiques (page 176) montrent que la masse linéique A
est tout simplement la masse d’un étage divisée par sa hauteur ¢,,. De méme, la
rigidité de la flexion interne FI , est la somme des rigidités en flexion des murs.
Si chaque mur est repéré par un indice j, 'expression de E1 , est :

El, =Y Ejl (3.21)

murs

Lors de I'étude par homogénéisation, nous avons vu que A et EI , pouvaient
dégénérer. Cela permettait d’identifier les éléments de la structure qui pilotent
son comportement dynamique. Mais le comportement homogénéisé correspond au
cas limite lorsque le ratio d’échelles € tend vers 0. Dans la réalité, la séparation
des ordres est moins nette et il est plus précis de tenir compte des contributions
de tous les éléments.

Pour la rigidité de la flexion globale E1,;, les études précédentes par homogé-
néisation montrent que les planchers servent uniquement & maintenir I’écartement
des murs et que leurs propriétés mécaniques n’interviennent pas. La situation que
nous avons traitée avec la méthode HMPD et qui est également celle qui nous
intéresse pour les applications correspond aux structures dont les murs sont tous
réalisés dans le méme matériau. Dans ce cas, F I, est égale au module d’élasti-
cité des murs F,, multiplié par une inertie macroscopique. Celle-ci est obtenue
en ne considérant que les murs et en négligeant leur inertie propre, qui est prise
en compte par ailleurs dans E1 4. Si nous appelons d; la distance du mur j au
centre de gravité de la poutre constituée par ’ensemble des murs, I’expression de
Ely est:

Ely =Enl = E, Y _ A;d; (3.22)
murs
Lorsque les murs sont réalisés dans des matériaux différents, il faut prendre en
compte les différents modules d’¢lasticité E;. La rigidité de la flexion globale est
alors calculée de la méme fagon que dans les poutres hétérogénes (par exemple
les poutres en béton armé) :

Ely =) E;A;d}

murs

Le point délicat est le calcul de la rigidité du cisaillement K. Nous connaissons
les formules analytiques pour les deux types de structures étudiées par homogé-
néisation et nous avons constaté qu’elles peuvent étre différentes de celles données
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dans la littérature. De plus, ces expressions ne sont pas intuitives et il semble dif-
ficile d’en tirer une régle générale. Néanmoins, pour ces modéles sans résonance
interne, les paramétres macroscopiques ne dépendent que des propriétés statiques
de la cellule de base. Il est donc possible d’obtenir cette rigidité en réalisant un
test statique sur une cellule. Cela consiste a appliquer une déformation macro-
scopique sur un modéle numérique de la cellule et a calculer les efforts résultants
(ou inversement).

De telles méthodes numériques existent déja pour déterminer les propriétés
macroscopiques des milieux périodiques continus (par exemple (Anthoine, 1995;
Michel et al., 1999; Burgardt et Cartraud, 1999; Buannic et al., 2003; Laudarin,
2007)). Dans ce cas, il y a deux difficultés & surmonter. La premiére est que, pour
les milieux continus, les contraintes et les déformations macroscopiques sont dé-
finies par des moyennes sur la cellule. Le chargement est donc l'intégrale d’un
champ. La deuxiéme difficulté consiste a trouver puis & mettre en ceuvre dans
un code de calcul les bonnes conditions aux limites. Celles-ci doivent permettre
a 'unique cellule modélisée de se comporter comme si elle se trouvait a 'inté-
rieur d’une structure comprenant un grand nombre de cellules. Les méthodes
d’homogénéisation montrent qu’il s’agit de conditions périodiques.

Essayons maintenant de construire une telle méthode de calcul pour trouver
la rigidité du cisaillement K dans les structures discrétes. Le point de départ est
le modéle de poutre générique, rappelé ci-dessous :

Lois de comportement :

effort tranchant 7T = —K (U’ — «)

moment global M = —EI o (3.23a)
moment interne # = —EI ,U"
Equations d’équilibre :
T =(T — .4 = AU (3.23b)
M =-T (3.23¢)

Notons que ce modéle n’est valable que pour les structures qui contiennent un
grand nombre de cellules et pas pour le modéle numérique avec une seule cellule
que nous voulons utiliser. Nous allons donc commencer par raisonner a I’échelle
macroscopique sur la structure compléte pour construire un chargement qui donne
facilement acces a K. Puis, nous reviendrons a 1’échelle microscopique pour étu-
dier le comportement des cellules sous ce chargement. Pour cela, nous avons
besoin de relier les déplacements et les efforts macroscopiques qui apparaissent
dans le modéle générique aux déplacements et aux efforts dans les éléments.

Les définitions des variables cinématiques ont été présentées lors de la mise
en ceuvre de la méthode HMPD (page 148 pour les structures constituées de por-
tiques simples et page 174 pour les structures constituées de doubles portiques).
Elles sont construites a partir des mouvements des nocuds de la cellule. Nous
pouvons faire trois remarques au sujet de ces variables. La premiére est qu’il est
plus facile d’appliquer une déformation macroscopique sur une structure discréte
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Chapitre 3 : Modes de vibrations de poutres réticulées

que dans un milieu continu. Dans le premier cas, il suffit d’'imposer le mouvement
des neeuds alors que dans le second, il faut imposer le champ de déplacement en
chaque point de la cellule.

La deuxiéme remarque est que les variables cinématiques peuvent étre répar-
ties en deux groupes avec des propriétés différentes. Le premier groupe contient
les variables qui décrivent le mouvement de corps rigide des niveaux. Nous les
appellerons variables macroscopiques par la suite. Pour I’étude des vibrations de
la structure dans le plan du portique, il y en a trois quelle que soit la géométrie
de la cellule : le déplacement transversal moyen U, le déplacement longitudinal
moyen V et la rotation du niveau «. Ce sont elles qui apparaissent dans les
modeéles de poutre macroscopiques. Le second groupe contient les variables mi-
croscopiques, c’est-a-dire celles qui décrivent la déformation des niveaux. Leur
nombre et leur définition dépendent de la géométrie de la cellule. Dans les parties
précédentes, nous les avions également appelées variables cachées pour insister
sur le fait qu’elles n’interviennent pas dans les modéles macroscopiques. Cette
distinction montre que les propriétés généralisables a d’autres géométries sont
celles décrites par les variables macroscopiques alors que les propriétés décrites
par les variables microscopiques ne sont valables que pour une structure particu-
liére. En conséquence, pour que la méthode de calcul de K soit transposable aux
structures multiportiques quelconques, il faut que le chargement macroscopique
soit exprimé en fonction des variables macroscopiques U, V et a.

Enfin, la derniére remarque est que, pour les structures symétriques, les ciné-
matiques longitudinales et transversales sont découplées. Comme le cisaillement
de la cellule est un des mécanismes de la cinématique transversale, ce sont les
conditions sur U et a qui sont importantes. La variable V' peut étre choisie de
fagon arbitraire et nous prendrons V = 0.

Le passage des efforts macroscopiques, qui apparaissent naturellement dans
les équations d’équilibre fournies par la méthode HMPD, aux efforts dans les
éléments est moins évident. Notons que cela n’est possible qu’en statique car les
efforts macroscopiques ne prennent en compte que la composante élastique des
efforts dans la structure et pas les forces d’inertie. Pour trouver la rigidité du ci-
saillement, nous avons surtout besoin de la définition de I'effort tranchant macro-
scopique. Mais, les équations d’équilibre de la poutre générique (équations (3.23b)
et (3.23c)) montrent qu’il existe deux types d’effort tranchant : 7" qui est généré
par le cisaillement de la cellule et 'effort tranchant total 7 qui contient en plus
les effets de la flexion interne. Celui qui nous intéresse pour déterminer K est 7.

D’aprés I’équation (3.23¢), T est également 'effort qui équilibre les variations
du moment global. Parmi les équations d’équilibre fournies par la méthode HMPD
(par exemple, celles de la partie 3.2.1 page 154 pour les structures constituées de
portiques simples), il faut donc le chercher dans les équations d’équilibre du mo-
ment global (M). Nous rappelons que ces équations correspondent a la différence
des efforts longitudinaux : efforts normaux dans les murs et effort tranchant du
plancher. Ainsi, nous constatons que, pour les structures constituées de portiques
simples, T est égal a 'effort tranchant dans le plancher. Néanmoins, cette obser-
vation semble difficile & utiliser pour construire une méthode de calcul générale
valable également pour les structures complexes avec plusieurs planchers.
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3.2 - Modes transversaux a basses fréquences

Nous abandonnons donc cette piste et nous nous intéressons plutot a la somme
des efforts tranchants dans les murs X 7;,,. Celle-ci intervient dans I’équation (7})
qui joue, pour la structure discréte, le méme roéle que 1’équation d’équilibre d’ef-
fort tranchant dans la poutre continue macroscopique. C’est donc ’équivalent de
I'équation (3.23b) et la somme des efforts tranchants dans les murs ¥ 7;, est égale
a leffort tranchant total 7. Mais si la structure est sollicitée de telle sorte que la
dérivée du moment interne soit nulle, alors nous avons : X7T,, =T =1T.

Pour trouver un tel chargement, examinons les lois de comportement de la
poutre générique (équations (3.23a)). Une solution possible est :

U’ constante et a=0

Dans ce cas, M = .# = 0 et K est le coefficient de proportionnalité (au signe
prés) entre U’ et I'effort tranchant total donné par la somme des efforts tranchants
dans les murs. Lorsque U’ est constante, la déformée de la structure est une droite
d’équation : U(x) = U’z + Uy. Par définition, les variables cinématiques n’ont de
sens physique que pour les valeurs discrétes x,, = n /¢, avec n entier. Ce type de
chargement correspond donc, & chaque niveau n, a un déplacement transversal et
4 une rotation imposés :

U,=nU"t,, + U, et a, =0 (3.24)
Ainsi, toutes les cellules sont sollicitées par la méme distorsion :
AU =Uy — U, =U"1,

ce qui géneére des efforts macroscopiques constants sur toute la hauteur de la
poutre équivalente. Il s’agit donc d’un chargement uniforme (& ’exception des
effets de bord qui ne sont pas pris en compte dans ce modéle).

Nous nous intéressons maintenant a la déformation des cellules sous ce char-
gement. Celle-ci est décrite par les variables microscopiques et dépend fortement
de la géométrie de la cellule. Nous commencons par étudier les structures consti-
tuées de portiques simples, puis celles constituées de doubles portiques avant de
tirer une régle générale applicable a toutes les structures portiques symétriques.

Pour les structures constituées de portiques simples, il n’y a qu’'une seule va-
riable microscopique associée a la cinématique transversale : la rotation moyenne
des neeuds 6. Elle est déterminée grace a I’équation d’équilibre interne de la cellule
qui s’écrit dans le cas générique :

Ky(a—0)+ K, (U -0)=0
Pour le chargement choisi, la variable 6 est donc constante :

K,

—U’
Kn+ K,

9:

Nous obtenons un résultat similaire pour les structures constituées de doubles
portiques. Dans ce cas, il y a trois variables microscopiques associées a la cinéma-
tique transversale (définitions page 174) : § qui désigne le déplacement transversal
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relatif du noeud no, © qui correspond a la rotation moyenne des noeuds n; et ng,
0 qui est égale a la rotation du noeud nsy. Les trois équations d’équilibre interne
qui permettent de calculer ces variables sont données page 181 pour le modéle
général. Pour le chargement statique choisi, ces trois variables sont constantes.

Les équations d’équilibre interne utilisées pour montrer que les variables mi-
croscopiques sont constantes ont été obtenues par homogénéisation et elles ne
décrivent que I'ordre dominant. En réalité, ce résultat est valable pour tous les
ordres et il peut étre démontré en raisonnant directement sur la structure dis-
créte. C'est ce que nous allons faire pour les structures constituées de portiques
simples.

X X
neeud (n + 1), nceud (n + 1)9
v
noeud nq nocud ng \9‘
neeud (n —1); X X nceeud (n— 1) U
% ¥ X imposé

— inconnu

FIGURE 3.19 — Chargement de la structure étudiée

Nous considérons la structure de la figure 3.19 dont le déplacement longitudinal
et vertical de chaque nceud est tel que les conditions (3.24) sont vérifices. Par
contre, la rotation des nocuds est laissée libre. Pour imposer les déplacements
des nceuds, des forces extérieures sont appliquées sur la structure donc seules les
équations d’équilibre en moments sont encore utilisables. En statique, les équa-
tions (3.1c) (page 146) qui donnent les expressions des moments aux extrémités
des éléments deviennent :

MD:6€E—2[<UD—UF+£(29D+9F))

ME = —65—2] (uD —uF+§ (6D+29F))
L’équation (') = (nym) + (nem) correspondant a la somme des moments
s’exercant sur les noeuds du niveau n s’écrit alors :
Moy, (tn—)s: ny On1)y: Onr) + Moy (tn1)s: ns, On1), O )

- M£ (unwu(nﬂ)u9n1>9(n+1)1) - M£ (un27u(n+1)279n279(n+1)2)

- MIP (—Unys —Ung, Oy Ony) + M]f (—Vnys —Ungy Onyy Ony) =0
Aprés introduction des expressions de MP et M* en statique et du changement
de variables (défini page 148), cette équation devient :

12E,,1,, U

g;n (Un—i-l - Un—l - ?

w

(9n+l + 4(9n + en—l)) +
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3.2 - Modes transversaux a basses fréquences

Pour le chargement choisi (U, 41 — U,—1 = 2AU et o, = 0), la suite ,, = 6 ou 0
désigne une constante est solution de cette équation. De plus, I'expression de 6
est identique a celle obtenue par homogénéisation :

K, AU
K, + K, (,

En conclusion, pour ce type de chargement uniforme, les variables micro-
scopiques associées a la cinématique transversale sont constantes sur toute la
hauteur de la structure. Les variables associées a la cinématique longitudinale
peuvent étre choisies de facon arbitraire. En particulier, elles peuvent également
étre constantes sur toute la hauteur de la structure. Dans ces conditions, toutes
les cellules se déforment exactement de la méme maniére et ont la méme répar-
tition des efforts. Cela est cohérent avec les résultats classiques sur les milieux
composites périodiques continus, a savoir que les champs de déformation et de
contrainte sont périodiques lorsque le chargement macroscopique est uniforme
(par exemple, (Anthoine, 1995)).

9:

Revenons au probleme initial qui est le calcul de la rigidité K. Nous connais-
sons une fagon de charger une structure comprenant un grand nombre de cellules
pour laquelle la somme des efforts tranchants dans les murs est proportionnelle
a K et pour laquelle toutes les cellules ont la méme déformation. Il suffit donc de
calculer la déformation d’une seule cellule. Pour cela, il faut lui imposer la défor-
mation macroscopique, c’est-a-dire un déplacement transversal différentiel AU et
a =V = 0, ainsi que des conditions périodiques au niveau des interfaces avec
les autres cellules pour les variables microscopiques. La rigidité K se déduit alors
grace a la formule :

T, =-K &
U
Nous allons maintenant appliquer cette méthode sur un portique simple et un
double portique. Cela permettra de comparer les résultats avec les formules ana-
lytiques obtenues par homogénéisation et d’illustrer la mise en ceuvre de ces
conditions aux limites. Puis nous calculerons K pour une structure avec 10 murs.
Cette fois-ci, les résultats sont validés en comparant les fréquences propres ob-
tenues avec le modéle de poutre équivalent et avec un modéle éléments finis de
toute la structure.

. ury = AU Ugy = Ug— + AU
niveau -+ vy =0 vor =0
v 91+ =0 92+ =0y_

~

u
. Ur— = 0
niveau - V- =

U2 —
Vo = 0
01— 0
FI1GURE 3.20 — Conditions aux limites pour un portique simple

La mise en ceuvre de ces conditions aux limites sur un portique simple est
présentée sur la figure 3.20. La cellule de base est située entre deux niveaux,
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notés + et -, et comprend deux nceuds par niveau. Comme nous travaillons en
deux dimensions, il faut définir 12 conditions aux limites. Nous commengons par
celles du niveau inférieur. Tout d’abord, nous bloquons le mouvement de corps
rigide de la cellule en imposant v, = v;_ = 0. Pour empécher la rotation o du
niveau inférieur, il faut également bloquer le déplacement vertical d'un deuxiéme
point. Pour un portique simple, nous n’avons pas le choix et v, = 0. Ensuite,
nous imposons le déplacement différentiel AU entre les deux niveaux :

uy =u- + AU = AU et Ugy = Ug_ + AU
Les autres conditions aux limites du niveau supérieur se déduisent par périodicité :

UH_:Ul_:O t U2+:U2_:O
e
91+ = 91, 92+ - 92,

Pour les structures portiques, les calculs de rigidité ont été réalisés avec le
logiciel RDM6 qui ne permet pas d’imposer des conditions périodiques. Mais,
ce type de chargement génére, & mi-hauteur des murs, un point de moment nul
(M,, = 0) qui peut étre remplacé par une rotule. Nous avons donc choisi une
autre cellule de base et nous avons appliqué les conditions représentées sur la

figure 3.21.

u=AU u=AU

v=>0 v=20
v M,, = My, =0

™~

“ u=10 u=20

v=20 v=20
M,, =0 M, =0

FI1GURE 3.21 — Conditions aux limites pour un portique simple dans RDMG6

Ces conditions ne sont pas tout a fait équivalentes a celles de la figure 3.20,
puisque nous imposons le méme déplacement transversal aux deux nceuds d’un
niveau ce qui interdit la déformation en extension du plancher. Ce choix se justifie
d’une part, par le fait que le plancher étant trés rigide en traction-compression,
le déplacement us_ de la figure 3.20 est négligeable et d’autre part, par le fait que
la dilatation transversale est une variable associée a la cinématique longitudinale
et que sa valeur n’influence pas le calcul de K.

Les conditions aux limites utilisées pour calculer la rigidité d'un double por-
tique avec RDM6 sont présentées sur la figure 3.22. La rotation o des niveaux est
empéchée en bloquant la translation verticale des deux nceuds d’extrémité. Le
déplacement vertical du noeud du milieu n’intervient pas dans le calcul de K car
la variable W (définition page 174) est associée a la cinématique longitudinale.
Pour le vérifier, nous avons fait trois calculs dans RDM6 : un en bloquant le dé-
placement vertical du mur du milieu, un en le laissant libre et un en imposant un
déplacement de 10 cm. Les deux premiers calculs donnent exactement le méme
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u= AU
u=AU v=20 u=AU
v=20 (@) (@) ou v libre (@) v=20
v M,, =0 ouv =10 cm M,, =0
k\? M,, =0
u u=20
u=20 v=20 u=20
v=20 (@) (@) ou v libre (@) v=20
M,, =0 ouv =10 cm M,, =0
M,, =0

FIGURE 3.22 — Conditions aux limites pour un double portique dans RDM6

résultat. Le troisiéme redonne la méme valeur de K mais la répartition des efforts
entre les éléments est différente.

Les conditions aux limites des figures 3.21 et 3.22 ont été mises en ceuvre sur
deux structures en béton dont les caractéristiques mécaniques et géométriques
sont résumées ci-dessous. Les éléments ont été modélisés par des poutres d’Euler-
Bernoulli. Nous avons pris AU = ¢, donc nous avons directement K = |X7T,,,|.
Les valeurs de K sont ensuite comparées avec celles obtenues par les formules
analytiques données par ’homogénéisation. Les deux méthodes donnent le méme
résultat.

Caractéristiques du béton

p = 2 300 kg/m3 E = 30 000 MPa

Géométrie du portique simple

a(cm) [ h(m) | £ (m) | K (MN)
murs 20 1 3 53,336
plancher 30 1 3 90

Géométrie du double portique

a (cm) | h (m) | £ (m) | K (MN)

murs extérieurs 20 1 3 53,336

mur intérieur 50 1 3 416,667
plancher 30 1 3 90

Valeurs de K (N)

analytique RDM6 | erreur (%)
portique simple | 33 489 423 | 33 395 176 0,28
double portique | 99 187 896 | 99 981 828 0,21

Nous utilisons maintenant cette méthode dans la situation la plus intéressante,
c’est-a-dire le calcul de K lorsque nous ne disposons pas d'une formule analytique.
La structure étudiée est représentée sur la figure 3.23. La cellule de base, c¢’est-
a-dire un étage, comporte dix murs numérotés de 1 & 10 et neuf planchers. Tous
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12 3 4 5 6 7 8 9 10

L

FIGURE 3.23 — Structure étudiée

les planchers sont identiques et font 30 cm d’épaisseur. Par contre, il existe deux
types de murs : ceux qui portent les numéros 3, 4, 7 et 8 font 50 cm d’épaisseur
alors les autres ne font que 20 cm d’épaisseur. Tous les éléments ont une longueur
de 3 m et font 1 m de profondeur dans la direction z. La structure est encastrée a
la base et libre en téte. Le nombre de niveaux est volontairement limité a dix pour
que le cisaillement soit le mécanisme prépondérant. Ainsi, la précision du calcul
des fréquences propres dépend directement de la précision de ’estimation de K.
En contrepartie, la séparation d’échelles est mauvaise pour les modes supérieurs
et la précision du modéle de poutre équivalent diminue.

Sur cet exemple, nous avons testé deux techniques pour empécher la rotation
des niveaux « lors du calcul de K. Pour les conditions A (figure 3.24), le déplace-
ment vertical des noeuds est bloqué uniquement pour les deux murs d’extrémité
(1 et 10). Ce sont les conditions suggérées par I’homogénéisation : la rotation
macroscopique est bloquée et la déformation interne périodique. Dans le cas B
(figure 3.25), le déplacement vertical est bloqué pour tous les murs et la cellule
subit une déformation de cisaillement pur. Dans RDMG6, tous les éléments sont
modélisés par des poutres d’Euler-Bernoulli et nous avons pris AU = ¢,,. L’écart
entre les deux valeurs de K est de 'ordre de 15 %. Les rigidités des deux autres
mécanismes sont calculées grace aux formules analytiques (3.21) et (3.22). Nous
en avons déduit les ordres de grandeur des parameétres C' et v en fonction des
puissances du ratio d’échelles réel pour le premier mode €; pour les deux valeurs
de K. Le report de ces ordres de grandeur sur le graphe 3.12 page 164 donne,
a chaque fois, une poutre de cisaillement comme modéle macroscopique. Pour
une poutre de cisaillement de hauteur H encastrée a la base et libre en téte, les
fréquences propres sont données par :

2k—-1 |K

== V3

Notons que les ratios de fréquences suivent la suite des nombres impairs. Les trois
premiéres fréquences propres de la structure sont ensuite estimées avec ce modele
de poutre pour les deux valeurs de K. Elles sont également calculées avec un
modele éléments finis de la structure compléte dans le logiciel RDMG6.
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Les caractéristiques mécaniques et géométriques de la structure sont résumées
ci-dessous. Puis les résultats sont présentés et commentés.

Caractéristiques du béton

p = 2 300 kg/m3 E — 30 000 MPa v=20,2
Géométrie
a (cm) | h (m) | £ (m)
murs 3, 4, 7 et 8 50 1 3
murs 1, 2, 5, 6, 9 et 10 20 1 3
planchers 30 1 3

N=10 =  e=-—=0157

I D N
LD

u=20 ov=0, M,,=0

l} e v libre, M,, =0

FIGURE 3.24 — Conditions aux limites A : seuls les murs 1 et 10 sont bloqués

o——o0
o——o0
o——o0
o——o0
o—+—o0 =
o——o0
o——o0
o——o0
o——o0

= 0——0

3

|
o

FIGURE 3.25 — Conditions aux limites B : tous les murs sont bloqués
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Paramétres macroscopiques

El, — 1370 MN.m2 Ely — 5832 000 MN.m?2 A = 13 570 kg/m
K (N) C |z(C=¢) v y(y =€)
Conditions A | 325 636 510 | 49,103 | -2,10 | 2,35.10% | 4,51
Conditions B | 383 904 274 | 41,65 202 235104 451

Calcul des fréquences propres

Mode RDM6 Conditions A Conditions B
fi (Hz) | ratio f;/f1 | fi (Hz) | erreur (%) | f; (Hz) | erreur (%)

1 1,428 1 1,291 9,59 1,402 1,82

2 4,424 3,098 3,873 12,5 4,205 4,95

3 7,849 5,496 6,454 17,8 7,008 10,7

Les ratios des fréquences propres calculées avec le logiciel RDM6 sont proches
de la suite (1; 3; 5; ...). Cela confirme que la poutre de cisaillement est une
bonne approximation du comportement macroscopique de la structure pour les
premiers modes. L’estimation des fréquences propres avec ce modéle montre que
c’est le K obtenu en bloquant tous les déplacements (conditions B) qui donne les
meilleurs résultats. La précision est trés bonne pour le premier mode et, comme
prévu, elle diminue pour les modes supérieurs.

Il peut paraitre surprenant que la meilleure estimation de K soit celle obtenue
avec les conditions B. En effet, il est bien connu que 'effort tranchant provoque le
gauchissement de la section dans les poutres continues. Néanmoins, les déformées
modales calculées avec RDM6 (figure 3.26) indiquent que le fonctionnement de la
structure est plus proche du cas B. Le « gauchissement » des niveaux n’est visible
qu’au sommet de la structure pour les modes supérieurs. Une explication possible
est que ce phénoméne est di aux conditions aux limites que nous étudions. A la
base, la structure est encastrée et tous les déplacements verticaux sont bloqués.
Comme les murs sont trés rigides en extension, cela se répercute sur les autres
niveaux. Peut-étre que pour une structure comprenant beaucoup plus de cellules,
I’effet des conditions aux limites disparait et les conditions A donnent la meilleure
estimation de K. Mais pour un nombre d’étages comparable & ce qui existe dans
les batiments courants, ce n’est pas le cas. De plus, dans la réalité les fondations
ne sont pas infiniment rigides donc nous avons une situation intermédiaire entre

A et B.

Avant de conclure cette partie sur la généralisation des modéles aux structures
plus complexes, évoquons le cas des structures dissymétriques. La principale dif-
férence avec les structures symétriques est que les cinématiques transversales et
longitudinales sont couplées. Lors de son master, Dang (2009) a appliqué la mé-
thode HMPD sur des structures constituées de portiques simples dissymétriques.
Son étude montre que les vibrations transversales sont décrites par les mémes
équations différentielles en U que dans le cas symétrique. De plus, les méthodes
de calcul des trois rigidités macroscopiques sont toujours valables. La rigidité de
la flexion interne E'1 , reste égale a la somme des rigidités des murs en flexion. La
rigidité de la flexion globale est donnée par le produit du module d’élasticité des
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murs par une inertie macroscopique. Celle-ci est toujours obtenue en ne consi-
dérant que les murs et en négligeant leur inertie propre. La seule différence avec
le cas symétrique est que l'inertie est calculée par rapport au centre de gravité
des deux murs et plus par rapport au milieu des planchers. Enfin, méme si la
formule analytique de la rigidité du cisaillement K est beaucoup plus compliquée
que dans le cas symétrique, la méthode de calcul que nous venons de propo-
ser permet de la retrouver. Il est donc probable que les résultats concernant les
structures symétriques soient généralisables aux structures dissymétriques.

Conclusion

L’objectif de cette partie était de déterminer si les résultats obtenus par Hans
et Boutin sur les structures constituées de portiques simples peuvent étre généra-
lisés & des structures portiques quelconques. Pour cela, nous avons commencé par
appliquer la méthode HMPD sur des structures constituées de doubles portiques.
Cette étude a montré que les modéles de comportement et les critéres d’iden-
tification restent valables & condition d’adapter les parameétres macroscopiques.
De plus, nous avons constaté que l'expression de la rigidité du cisaillement K
est différente de celles données dans la littérature. C’est pourquoi nous nous
sommes intéressés au probléme du calcul des rigidités des trois mécanismes. La
méthode HMPD est un outil efficace mais sa mise en ceuvre peut étre fastidieuse.
Nous avons donc proposé une méthode alternative et 'analyse du comportement
dynamique d’une structure portique quelconque peut se ramener & :

— des calculs d’inertie élémentaires pour trouver Ely; et E1 4,

— un calcul statique sur un modéle éléments finis d'une cellule pour estimer K,

— l'identification du modéle de comportement a 1’échelle macroscopique,

— et des calculs dynamiques uniquement sur le modéle de poutre équivalent.
A cause du fort contraste de rigidité entre I'extension des murs et le cisaillement
de la cellule, il semblerait que les conditions aux limites & imposer a la cellule lors
du calcul de la rigidité K dépendent des conditions aux limites aux extrémités
de la structure.
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3.3 Modes transversaux a plus hautes fréquences

Dans cette partie et la suivante, nous considérons de nouveau des structures
constituées de portiques simples mais nous nous intéressons a d’autres modes de
vibrations qui se produisent & des fréquences plus élevées. L’augmentation de la
fréquence a deux conséquences. La premiére est que le terme d’inertie AJJ%(? 0
change d’ordre de grandeur. Il devient plus important et ne peut plus étre équi-
libré par les forces élastiques donc U° = 0. Néanmoins, nous verrons qu'’il peut
exister des modes liés a la cinématique transversale. Ce sont des modes de giration
pilotés par la variable a° (figure 3.28 page 200). Dans son étude des vibrations
des murs voiles couplés, Skattum (1971) avait déja constaté I'existence de ce type
de modes. Mais il n’avait considéré les forces d’inertie verticales que dans les
murs et il avait supposé que tous les éléments étaient en équilibre quasi-statique
a l’échelle locale. Or, la deuxiéme conséquence de 'augmentation de la fréquence
est que les éléments peuvent entrer en résonance en flexion. Nous commengons
donc par étudier les propriétés de ces nouveaux modes sur des structures avec
des éléments suffisamment épais pour éviter la résonance. Puis nous diminuons
progressivement les épaisseurs afin d’observer 'influence des effets dynamiques a
I’échelle locale.

3.3.1 Sans résonance interne
Un exemple

Nous reprenons l'exemple de la partie 3.2.1. Il s’agit d'une structure dont
les murs sont plus fins que les planchers. La géométrie est rappelée sur la fi-
gure 3.27. Dans ce cas, les modes de giration apparaissent pour des pulsations
d’ordre O(e'/*w,) et tous les éléments ont un comportement quasi-statique a
I’échelle locale.

: xZ f_ = 0(6)
a
i I a e_p = 0(e)
P m
i
A
w 1/4
>He| Am —
2= o
1 |BE,
i tie wr N L pm

FIGURE 3.27 — Structure étudiée

Nous rappelons que, pour cette structure, les inconnues sont développées
selon les puissances de €'/2. Les équations d’équilibre fournies par la méthode
HMPD sont données ci-dessous. La cinématique transverse est décrite par les
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équations (1), (M), () et par les variables U, «a, 6. Les définitions des pa-
rametres macroscopiques sont données page 153. Nous n’avons indiqué que les
équations nécessaires pour étudier le comportement de la structure a l'ordre 0
mais les équations intermédiaires ont la méme forme que les équations d’ordre 0.

\

Ay @R2TU° =0 (T 0)
A2 U? — K0 =0 (T, 2)
(K, (a°—0°) =0 (M0)
. 503 i
~3/2 _ 73/2) _ ~olt _ Pr'p o ~0 _ 230} _ 3
| &, (a g ) T (17a 39) 0 (M 2)
(K, (@0—50) —0 (,0)
i o 503 _
~3/2  [3/2 of _ g0\ _ P -2 (q~0 _ 970\ _ 3
Kp(oz g >+Km<U 9) oo (9a 29) 0 (M 2)

La seule différence par rapport aux équations de la partie 3.2.1 est 'augmen-
tation de I'importance des termes d’inertie. Cela entraine la nullité du déplace-
ment transversal moyen U° et 'apparition de nouveaux termes dans les équa-
tions (M 3) et (.# 2). La rotation des noeuds 0° est encore une variable cachée
qui se déduit des équations d’équilibre interne (M 0) ou (.#;0). La combinaison
des équations (M 2) et (.4, ) permet d’¢liminer les variables d’ordre 3/2. Finale-
ment, le comportement macroscopique de la structure est décrit par les équations

suivantes :

ool

J,@2a° — K + B 1a! =0 avee J, = o7

(3.25)
60 = @’ et 0% =0

Il n'y a plus quune seule variable pilotante : la rotation de la section a°.
Les modes de vibrations correspondants sont donc des modes de giration pure,
c’est-a-dire qu’il y a rotation des planchers sans déplacement transversal. Le pre-
mier terme non nul pour le déplacement est celui d’ordre 2. Il est donné par
I'équation (7;2) :
02 _ ﬁ ~0/

Ap @3

Les modes de giration sont décrits par une équation différentielle de degré 2
en &° mais elle n’a pas tout a fait la méme forme que ’équation qui décrit le
comportement des poutres de cisaillement. En effet, il existe un terme élastique
proportionnel & a° alors que dans tous les autres modéles, les termes élastiques
sont proportionnels & des dérivées. D’ou provient cette singularité?

Dans la partie 3.2.1, nous avions constaté que la poutre équivalente a cette
structure est une poutre de Timoshenko élancée et nous avions défini les lois de
comportement suivantes :

T0— _ K, (UO’ _ &0> ot M= —E I1&"
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Ainsi, 'équation (3.25) s’écrit :
Jy02a® —T° — M =0

C’est I’équation habituelle d’équilibre des moments dans une poutre de Timo-
shenko. Nous voyons ici que I’équilibre des moments dans les poutres de Timo-
shenko élancées est donné par le méme type d’équation que celui des poutres de
Timoshenko classiques décrivant le comportement des poutres pleines. La diffé-
rence est que les termes n’ont pas le méme ordre de grandeur. Pour les poutres de
Timoshenko classiques, les variables U et « atteignent le régime dynamique dans
la méme gamme de fréquences et elles vérifient toutes les deux la méme équation
différentielle de degré 4. Les modes pilotés par U et ceux pilotés par o sont donc
confondus. Pour les poutres de Timoshenko élancées, la variable a est encore en
régime quasi-statique lorsque U atteint le régime dynamique. Les modes pilotés
par U et ceux pilotés par o apparaissent donc dans des gammes de fréquences
différentes. A basses fréquences, les modes pilotés par U sont décrits par I’équa-
tion de la poutre de Timoshenko sans l'inertie de rotation. A hautes fréquences,
nous avons les modes de giration pure décrits par ’équation (3.25) dans laquelle
U n’intervient plus. Il y a donc une plus grande variété de modes dans les poutres
creuses que dans les poutres pleines.

Analyse modale

Nous allons maintenant résoudre I’équation (3.25) qui est rappelée ci-dessous
et étudier les propriétés de ces nouveaux modes.

J,&2a° — K,,a° + B, 1a’" =0 (3.26)

Pour cela, nous avons besoin de définir les conditions aux limites. Comme
I'équation (3.26) est une équation différentielle de degré 2, la poutre ne peut
vérifier qu'une seule condition & chacune de ses extrémités : soit un déplacement
imposé, soit un effort imposé. Or I'équation (3.26) fait intervenir deux efforts.
Pour savoir si les conditions aux limites doivent porter sur le moment global,
sur l'effort tranchant ou sur une combinaison des deux, nous écrivons 1’équilibre
énergétique de la poutre. L’équation (3.26) est multipliée par % a et intégrée par
parties sur la hauteur H de la structure :

1 1

- /H T, o (6%)2de = - /H <Km(d0)2 — B, do”d0> da
2/, 70 2 Jo

1 H i H
_ ! (/ K, (@0)2dz — [Emf do’do] +/ Emf(do’)2dx)
2 \Jo 0 0

Finalement, nous obtenons 1’équation traduisant 1’équilibre entre I’énergie ciné-
tique, I’énergie élastique et le travail des conditions aux limites :

L[ et [ ( (o | 1 °>2> dor L) @en

2 2 K, E.I 2 0

Les seules conditions aux limites qui travaillent sont le moment global M? et la
rotation de la section a". Ce sont elles qui doivent étre utilisées pour résoudre le
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modeéle de poutre équivalent & 1’échelle macroscopique. Pour ce modéle, 1'effort
tranchant intervient uniquement dans I’énergie de déformation élastique. Une fois
que I’équation (3.26) a été résolue, 'effort tranchant est complétement déterminé
par &° et il ne peut pas vérifier les conditions aux limites réelles. Cela signifie
que ces derniéres n’influencent pas le comportement global de la structure. Par
contre, pour revenir a I’échelle locale, il faudrait vérifier toutes les conditions en
introduisant des couches limites.

Nous pouvons maintenant résoudre ’équation (3.26). Pour cela, nous suppo-
sons que la poutre est encastrée en x = 0 et libre en x = H. D’aprés 'équa-
tion (3.27) et les lois de comportement, les conditions aux limites s’écrivent :

a0)=0 et & (H)=0 (3.28)
L’équation (3.26) peut se mettre sous la forme :

~2
& — Jpwy — Koy,

-Da’ avec D= (3.29)

De plus, nous posons D = 1/4/|D|.
A basses fréquences, D est un nombre négatif donc la solution générale de
cette équation s’écrit :
~0 i s
a’(x) = Ach <—) + Bsh <—>
(z) D D
ot A et B sont deux constantes qui dépendent des conditions aux limites (3.28).
Dans ce cas, la seule solution possible est @° = 0 sur toute la hauteur de la
poutre. Le cas oit D = 0 entraine également a° = 0 pour tout z. Pour avoir une
solution non triviale, il faut donc que D soit strictement positif ce qui impose une

fréquence minimale.
Lorsque D est positif la solution générale de 1’équation (3.29) est :

a’(x) = Acos <%> + Bsin (%)
Les conditions aux limites (3.28) imposent A = 0 et (B/D)cos(H/D) = 0. Les
solutions non triviales correspondent a :

( 2H
Dp=
PRk — 1)
cos(H/D) =0 = ay(z) = Bsin(z/Dy) (3.30)
1 (2k — 1)*x?
2
=, (P

Le méme type de raisonnement que celui mené pour les modes pilotés par U
(partie 3.2.2 page 163) montre que Dy, est la taille macroscopique caractéristique
du £**m¢ mode propre donc Dy, = Ly,. De plus, Dy, est donnée par la méme formule
que dans la partie 3.2.2. Ainsi, les estimations de Ly et € sont toujours valables
pour les modes de giration. La déformée modale oy, est donnée par la méme fonc-
tion que la déformée modale U, pour une poutre de cisaillement. Ce qui change,
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c’est la répartition des fréquences propres qui ne sont plus proportionnelles & la
suite des nombres impairs.

Avant d’étudier les autres propriétés des modes de giration, utilisons ces for-
mules pour une application numérique. Maintenant que nous disposons d’une
estimation du ratio d’échelles réel, nous pouvons construire une structure consti-
tuée de portiques simples correspondant a I’exemple du début. Nous avons choisi
une structure en béton de N = 15 niveaux dont les éléments font tous 3 m de
longueur. Les caractéristiques mécaniques et géométriques de la structure sont
données ci-dessous.

Caractéristiques du béton

p = 2500 kg/m? Eyoung = 30 000 MPa v=0,2

E oun

= E =29 — 31 250 MPa
1— 02
Géométrie
s
5 = €= o7 0,105
by =40, =3m H=45m I = hy = 10 m
Qyy, = €14, = 31,4 cm a, = /€1y = 97,1 cm

Pour les propriétés de la poutre équivalente, nous devons anticiper sur la suite.
En effet dans ce cas, la contribution des murs a l'inertie de rotation J,, n’est
pas négligeable. Nous la calculons grace a la formule obtenue en appliquant la
méthode HMPD sur d’autres structures (partie 3.3.2). De plus, nous remplagons
K, par la rigidité du cisaillement de I’ensemble de la cellule K afin d’augmenter
la précision du modeéle.

Poutre équivalente

12F1 24F1,,
K,= P = 31 788 MN K, =~—-" =2150 MN

A 2,

K, K,

N = —P™ 9104 MN
K, + K,
£2
I = A’”EP = 14,13 m*
62 3
J=Jn+J,=p (Amgp +Ap12z ) = 35 325 + 18 206 = 53 531 kg.m

Les fréquences des quatre premiers modes de giration sont calculées grace aux
expressions (3.30) et grace a une modélisation par éléments finis. Cette derniére
est réalisée avec le logiciel RDM6 et les éléments sont modélisés par des poutres
d’Euler-Bernoulli. Les fréquences sont comparées dans le tableau 3.4 et les défor-
mées sont représentées sur la figure 3.28. Pour les quatre premiers modes, I'erreur
commise en utilisant le modeéle homogénéisé est inférieure a 8 %.

Revenons maintenant a 1’étude des propriétés des modes de giration et no-
tamment leurs propriétés d’orthogonalité. Pour cela, nous repartons de ’équation
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Mode | Homogénéisation Eléments finis | Erreur
1 34,75 33,09 50%
2 56,96 53,61 6,3 %
3 85,54 80,13 6,8 %
4 115,88 107,66 7,6 %

TABLE 3.4 — Comparaison des fréquences propres (en Hz) obtenues

par homogénéisation et par éléments finis

mode 1

FIGURE 3.28 — Déformées des quatre premiers modes de giration

200
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mode 3

calculées par le logiciel RDM6




3.3 - Modes transversaux a plus hautes fréquences

vérifiée par chacun des oy :
(Jywi — K)oy, + Eplal =0

La multiplication par ay, et 'intégration sur la hauteur H de la poutre donne :
H H
/ (Jywi — Kp)agodr = —/ EnIojapdx
0 0

o / H " o
=— B laa| + BT a0 dx
0 0

Pour une poutre encastrée a la base et libre en téte, les conditions aux limites ne
travaillent pas donc nous avons :

H H
(Jpywi — Km)/ apopdr = Emf/ ajogde
0 0

Le méme raisonnement s’applique a ’équation vérifiée par a, multipliée par «y, :

H H
(Jpwp — Km)/ apoedr = Em]/ ajode
0 0
Ainsi :
H
Jp(wi — wg)/ agaedr =0
0

Sik # (, alors w}? # w? et les modes oy, et oy vérifient les propriétés d’orthogonalité

suivantes :
H H
/ apapdr = / agayde =0
0 0

Il est donc possible de découpler les différents modes pour étudier la réponse
de la structure. Supposons que celle-ci soit excitée par un moment harmonique
d’amplitude S a la pulsation w. La rotation de la section a° est alors solution de
I’équation suivante :

(J,w? — K)a’ + B, I1a"" = 5

Apreés décomposition de &° dans la base modale (a°(z,w) = > gr(w)ou(z)), cette
équation devient :

(J,w? — K,) Z (qeow) + Emlz (qra) =S
Or Enla]=—(J,wi — Kn)ay donc Z (qkaka(MQ — w,%)) =S5

L’équation est ensuite multipliée par oy et intégrée sur la hauteur de la poutre.
Grace a 'orthogonalité des modes propres, il ne reste que la contribution de ay :

1 fOH SO&[dI‘

2 _ 2 H
w2 —w
i Jp [, ajdx

qr(w) =

Ainsi, g;(w) est le produit du facteur de participation modale et de 1/(w? — w?)
qui est la fonction de transfert habituelle d'un oscillateur non amorti a un degré
de liberté. Les développements précédents montrent que, lorsque les modes de
giration existent, l’analyse modale s’applique de la méme maniére que pour les
autres types de vibrations.
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Modéle générique

Dans les paragraphes précédents, nous avons appliqué la méthode HMPD
sur une structure avec des planchers plus épais que les murs car nous voulions
éviter que les éléments entrent en résonance. En contrepartie, nous obtenons
une équation ot le moment d’inertie et la rigidité du cisaillement ont dégénéré :
J =~ J, et K = K. Nous allons maintenant construire le modéle générique
pouvant redonner tous les autres modeéles possibles pour les structures constituées
de portiques simples. Dans ce cas, nous ne nous préoccupons plus des ordres de
grandeur et les « ~ » sur les variables cinématiques ne sont plus nécessaires.

D’autre part, nous avons vu dans la partie 3.2.3 que les résultats obtenus
pour les portiques simples peuvent étre généralisés a des portiques quelconques.
Le comportement macroscopique, qui ne dépend que des variables U et «, est
toujours décrit par le méme type d’équations. Il suffit d’adapter les expressions
des paramétres. Leur mode de calcul pour une structure constituée de portiques
quelconques a été présenté dans la partie 3.2.3. C’est pourquoi, le modéle géné-
rique est construit en raisonnant directement sur les parameétres macroscopiques
et notamment les trois rigidités K (cisaillement), ET), (flexion globale) et ET 4
(flexion interne) sans faire d’hypothéses sur leurs expressions. Il est donc valable
pour une grande variété de structures. Par contre, le comportement local, qui est
décrit par les variables cachées et les équations d’équilibre interne, dépend forte-
ment de la géométrie de la cellule de base. Par la suite, nous donnons 1’équation
d’équilibre interne du portique simple et nous indiquons systématiquement quels
sont les points spécifiques a ces structures. Lorsqu’aucune précision n’est donnée,
les résultats sont valables pour des structures portiques quelconques.

Pour construire ce modéle générique des vibrations de giration, nous repartons
du modeéle générique défini pour les vibrations pilotées par U dans la partie 3.2.2
page 159. Nous gardons les lois de comportement inchangées mais nous ajoutons
I'inertie de rotation dans I’équation d’équilibre des moments. Pour que le modéle
soit applicable, il faut étre capable de calculer cette inertie de rotation. Dans le
cas des portiques simples, la contribution des planchers J, au moment d’inertie
est donnée par 'exemple précédent et celle des murs J,, par ’étude d’autres
structures que nous présenterons dans la partie 3.3.2 :

> 5
Portiques simples : J=Jn+J,= ﬁm?p + Pp 122

Ainsi, le moment d’inertie total J est égal au moment d’inertie de la cellule
divisé par sa longueur ¢,, et peut facilement étre calculé pour différents types
de structures. La cinématique transversale de la poutre est alors décrite par les
équations suivantes :

Lois de comportement :
effort tranchant 7 = —K (U’ — «)

moment global M = —FEIy a/
moment interne . # = —FEI ,U"
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Equations d’équilibre :

AU =T =(T—-.4" Jwla=T+ M
(Equilibre interne du portique simple :  K,(a —0) + K,,(U' —0) = O)

Pour que des modes de giration pure puissent exister, il faut que la rotation
de la section « soit la seule variable pilotante. Une condition nécessaire est que
le déplacement transversal U soit négligeable dans la gamme de fréquences ot les
modes de giration sont susceptibles d’apparaitre. Cela se produit lorsque l'inertie
de translation devient trés importante par rapport aux forces de rappel élastique.
Ainsi, la condition U négligeable a deux conséquences. La premiére est que les
modes de giration pure ne peuvent apparaitre qu’a des fréquences suffisamment
élevées. Lors de la résolution de I’équation décrivant ce type de modes, nous avons
déja constaté l'existence d’une fréquence minimale. Cependant, ces deux condi-
tions ne sont pas identiques. La deuxiéme conséquence est que la structure doit
avoir des caractéristiques particuliéres pour que U soit effectivement négligeable
lorsque « atteint le régime dynamique.

Nous commencons par rechercher ces caractéristiques particuliéres. Pour cela,
nous déterminons 'ordre de grandeur des pulsations w, ot les modes de giration
sont susceptibles d’apparaitre, c¢’est-a-dire les pulsations ou l'inertie de rotation
équilibre les variations du moment global.

2 no_ "o o 2 _ Ely
Jwia = O(M') = O(Elya") = O <E1Mﬁ> = W=0 ( JL2)
Nous voulons que, pour ces pulsations, les forces d’inertie de translation dépassent

les forces de rappel élastique :

AWAU >> —K(U" — &) + EL,UY
Ely U U
=~ 0 (A — U) >> max (O(Kﬁ>,O<El/fgﬁ))

= o(3) s (0(5-)0(50) B

Nous obtenons ainsi une condition sur la répartition de la masse dans la structure.
Si celle-ci est vérifiée, alors les gammes de fréquences wy et w, pour lesquelles les
variables U et a atteignent le régime dynamique sont différentes et nous avons
wy << wq. Au contraire, si la condition (3.31) n’est pas vérifiée, alors U et «
atteignent le régime dynamique en méme temps : wy =~ w,. Notons que cette
condition a été obtenue en supposant que les forces d’inertie de translation sont
équilibrées par les forces de cisaillement. Cela n’est pas vrai pour les poutres
d’Euler-Bernoulli, donc la condition (3.31) ne peut pas étre utilisée dans ce cas.
Nous reviendrons sur les poutres d’Euler-Bernoulli plus tard.

Il est possible de démontrer que la condition (3.31) est toujours vérifiée pour
les structures constituées de portiques simples dont les éléments sont suffisam-
ment fins pour pouvoir étre assimilés & des poutres. Des modes de giration pure
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peuvent donc exister dans ces structures. La condition (3.31) n’est jamais vérifice
pour les poutres pleines. En effet, dans ce cas nous avons :

-0 (3)-o()

Cela explique pourquoi il faut prendre en compte l'inertie de rotation dans le
modeéle de poutre de Timoshenko classique qui décrit le comportement des poutres
épaisses.

Lorsque la condition (3.31) est vérifiée, au voisinage de w,, le déplacement
transversal U est négligeable par rapport a la rotation a. Dans ce cas, 'effort
tranchant 7" dégénére et .4’ est négligeable par rapport & T' donc 7 ~ T. Alors
la cinématique transversale de la poutre est décrite par les équations suivantes :

Lois de comportement :

effort tranchant T = K«
moment global M = —FEI; o/

moment interne 4 = —EI ,U"
Equations d’équilibre :
AU =T = Kd Jwa =T+ M
<Equi1ibre interne du portique simple : 0 = % a)

L’introduction des lois de comportement dans 1’équation d’équilibre des mo-
ments donne 1’équation décrivant les modes de giration :

2 "_
_ ya = :
Jwa—Ka+ FElya” =0 (3.32)

Nous pouvons vérifier que ce modéle dégéneére bien en celui donné par la méthode
HMPD pour 'exemple du début. En effet, lorsque les planchers sont plus épais
que les murs, nous avons : J = J,, K ~ K,, et 0 ~ a. De plus, cette équation a
exactement la méme forme que 'équation (3.26) que nous avons déja résolue. En
conséquence, toutes les propriétés que nous avons mises en évidence sont valables
dans le cas général : conditions aux limites, déformées modales, estimations des ¢
et découplage des modes.

Conditions d’existence des modes de giration

Dans les paragraphes précédents, nous avons identifié deux conditions néces-
saires a l'existence des modes de giration pure. La premiére (équation (3.31))
porte sur la facon dont la masse est répartie. Elle permet de s’assurer que les
variables U et o n’atteignent pas le régime dynamique dans la méme gamme de
fréquences. Plus précisément, lorsque cette condition est vérifiée, nous avons :
wy << W, 01 Wy et w, sont respectivement les ordres de grandeur des pulsations
des modes pilotés par U et de ceux pilotés par «. La seconde condition porte
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sur la rigidité du cisaillement : il faut que Jw? — K soit strictement positif au
voisinage de w, pour que I’équation (3.32) ait des solutions non triviales.

Dans ce paragraphe, nous précisons le role de ces deux conditions. La question
de l'existence des modes de giration est reprise sous un angle un peu différent afin
de faire le lien avec les critéres d’identification proposés dans la partie 3.2.3 pour
les modes pilotés par U. Nous balayons les différents modéles de poutres et nous
regardons s’ils peuvent donner des modes de giration a plus hautes fréquences.

Commengons par rappeler les définitions des critéres d’identification C' et ~.
Le parameétre C' mesure 'importance de la flexion globale par rapport au ci-
saillement de la cellule et v compare la flexion interne avec la flexion globale.
Leurs expressions sont données ci-dessous ainsi que les domaines de validité des
différents modéles qui décrivent les vibrations pilotées par U (figure 3.29).

C = 5 =€ et y=——=c¢
KL Ely
y (v=¢¥)
Shear
3
Slender Timoshenko Glob_al
Bending

Inner Bending
and Shear 2

Inner and Global

Inner .
Bending

Bending

Generic
| X
2 ] 0 1

(c=¢%)

FIGURE 3.29 — Domaines de validité des différents modéles qui décrivent
les vibrations pilotées par U. Source : Hans et Boutin (2008)

Ces paramétres peuvent également étre utilisés pour réécrire les deux conditions
nécessaires :
— répartition de la masse :

2
ATL >> max (é , fy) (3.33)

~ 0 < Jw? — K au voisinage de w, :

EI
wi:O(JLj\;) =~ Cczo)

Nous voyons ici que le paramétre déterminant l'existence des modes de giration
est C. Cela est cohérent avec le fait que I’équation (3.32) décrivant ces modes fait
intervenir l'effort tranchant 7" et le moment global M. Nous allons maintenant
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Chapitre 3 : Modes de vibrations de poutres réticulées

¢tudier I’évolution de ’équation (3.32) en fonction de l'ordre de grandeur de C
et décrire les comportements possibles.

Le cas ou C est petit (C' < O(e)) correspond soit aux poutres d’Euler-
Bernoulli, soit aux poutres avec les deux types de flexion (figure 3.29). Nous avons
vu que la condition (3.33) n’est pas adaptée dans ce cas mais supposons que nous
ayons bien wy << w,. Cela est cohérent avec le fait qu’habituellement, I'inertie
de rotation est négligée dans les poutres d’Euler-Bernoulli. Alors, au voisinage
de wy, le déplacement U est négligeable. L'effort tranchant dégénére (T ~ Ka)
et nous pouvons écrire I’équation (3.32). Lorsque C' est petit, le cisaillement est
beaucoup plus rigide que la flexion globale, donc T et M’ ne sont pas du méme
ordre de grandeur. Dans I’équation (3.32), l'effort tranchant est trés important
et il remonte dans une équation d’ordre inférieur ou il n’est plus équilibré. En
conséquence, a = 0 et il ne peut pas y avoir de modes de giration quelle que soit
la fréquence. C’est pourquoi ces modes ne peuvent exister que si le cisaillement
est suffisamment souple.

Si C' = O(1), alors le cisaillement et la flexion globale ont la méme importance.
D’aprés la figure 3.29, cela correspond soit aux poutres de Timoshenko, soit aux
poutres génériques. Implicitement, c’est le cas que nous avons présenté dans les
paragraphes précédents puisque nous sommes partis du modéle générique pour
construire 1’équation (3.32). Lorsque la condition (3.33) est vérifiée, le comporte-
ment a basses fréquences de la structure est décrit par le modéle générique ou le
modeéle de poutre de Timoshenko élancée et, a hautes fréquences, nous avons des
modes de giration pure. Si la condition (3.33) n’est pas vérifiée, les variables U
et « atteignent le régime dynamique dans la méme gamme de fréquences. Alors
le comportement de la poutre est décrit :

— soit par le modeéle de poutre de Timoshenko classique :

AU = -K(U" - o)
Jwla=—-K({U —a)— Elyd”

Jw?

=  EIyXW4 (Jw2 + @Auﬂ) X"~ (1 — —) Aw?’X =0
K K
avec X =Uoua«a
— soit par un modéle de poutre générique avec inertie de rotation :
AU = -K(U" - )+ EIL,UYW
{ Jwla = —-KU —a) — Elya”

El 4 EIy Juw?
L XO _(EIy+EL,1-"—) )XW
& (Br+ 14 (1- 7))

2
— (Jw2 + %A(f) X"+ (1 — %) A?X =0

avec X =Uou«

Dans les deux cas, les variables U et « vérifient la méme équation différentielle.
Il n’y a donc qu’un seul type de modes qui combinent déplacement transversal et
rotation de la section.
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3.3 - Modes transversaux a plus hautes fréquences

Le cas ou C est grand (C' > O(e')) est le plus complexe. D’apres la fi-
gure 3.29, il correspond soit aux poutres de cisaillement, soit aux poutres avec
flexion interne seule, soit aux poutres combinant ces deux mécanismes. Pour les
grandes valeurs de C le cisaillement est beaucoup plus souple que la flexion glo-
bale donc T' << M’. Dans ce cas, I’équation d’équilibre des moments dégénére :

Jwa + Ely o =0 (3.34)

Comme l'effort tranchant n’apparait plus dans cette équation, elle est toujours
valable méme si U n’est pas négligeable. Plusieurs situations sont alors possibles
en fonction du type de poutre équivalente et des ordres de grandeurs de wy et w,.

Pour les trois modéles, si la condition (3.33) est vérifiée, alors « est encore
en régime quasi-statique lorsque U atteint le régime dynamique. Au voisinage
de wy, 'équation (3.34) dégéneére : Elya” = 0, ce qui impose a = 0 avec les
conditions aux limites (par exemple, poutre encastrée a la base et libre en téte).
Le déplacement transversal U est alors donné par I'équation d’équilibre de I'effort
tranchant total T :

AU =T =-KWU"-do)+ EL,UY =—-KU"+ EL,UY

Nous retrouvons I’équation de la poutre avec flexion interne et cisaillement. Celle-
ci peut éventuellement dégénérer en un des modeéles plus simples selon 1'ordre
de grandeur de . A plus hautes fréquences, I'inertie de translation devient trés
importante et le déplacement U trés petit. Lorsque « atteint le régime dynamique,
nous avons des modes de giration pure décrit par I’équation (3.34).

Imaginons maintenant que la condition (3.33) ne soit pas vérifice. Dans ce
cas, les variables U et « atteignent le régime dynamique pour les mémes gammes
de fréquences et le comportement de la structure dépend du type de poutre
équivalente. Nous commencons par raisonner sur une poutre avec flexion interne
seule puis nous nous intéresserons aux poutres de cisaillement. Les poutres avec
flexion interne et cisaillement ont un comportement intermédiaire.

Pour une poutre avec flexion interne seule, les vibrations sont décrites par le
systeme suivant :

Jw?a+ ElLyd" =0
AU = EL,UW =0

Ici, les variables U et « vérifient des équations différentielles différentes et comple-
tement indépendantes. Il y a donc deux séries de modes : des modes de translation
pure pilotés par U et des modes de giration pure pilotés par a. Le fait que la condi-
tion (3.33) soit vérifiée ou non n’influence pas les déformées modales mais joue
seulement sur la répartition des modes. Lorsque la condition est vérifiée, nous
avons tous les modes de translation a basses fréquences puis tous les modes de
giration a plus hautes fréquences. Si elle n’est pas vérifiée, il y a alternance de
ces deux types de modes dans la méme gamme de fréquences.

La situation est différente pour les poutres de cisaillement. Dans ce cas, le
comportement de la structure est décrit par les équations suivantes :

Jw?a+ Ely o’ =0 (a)
AU+ KU" —a')=0 (bo)
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Chapitre 3 : Modes de vibrations de poutres réticulées

De nouveau, les variables U et a ne vérifient pas la méme équation différentielle
et nous avons deux séries de modes. Par contre maintenant, les équations sont
couplées de fagon dissymétrique.

La résolution de I’équation (a) donne les pulsations propres wy, et les rota-
tions ay(z) pour les modes de giration. L’introduction de ce terme source dans
I'équation (by) permet ensuite de calculer le déplacement transversal associé Uy.
Donc il ne s’agit plus de modes de giration pure mais de modes qui combinent
et U. Recherchons maintenant les modes pilotés par la variable U. L’équation (bo)
permet d’exprimer «’ en fonction de U :

. Aw?

"
% U+U

«

L’introduction de cette expression dans la dérivée de 'équation (a) donne :

Aw? Aw?
sz( [‘(" U+U”)+E]M< [‘(" U”+U<4>> ) (b1)

Cette équation admet deux types de solutions :

Jw?o! + EIya® =0 = modes de giration
ou AU + KU" =0 = modes de translation

Les premiéres solutions correspondent aux modes pilotés par a que nous avons
déja décrits. Les modes pilotés par U sont les solutions de la deuxiéme équation,
c’est-a-dire de ’équation habituelle pour la poutre de cisaillement. Dans ce cas,
a’ =0 ce qui impose a = 0 avec les conditions aux limites. Nous avons donc des
modes de translation pure sans rotation de la section.

Pour cette situation, il y a alternance, dans la méme gamme de fréquences,
de modes de translation pure et de modes ou la rotation et la translation sont
couplées. L’apparente dissymétrie du couplage vient du fait que nous n’avons
considéré que l'ordre dominant. Les équations d’ordres supérieurs contiennent
probablement le couplage complémentaire entre les modes pilotés par U et la
giration.

L’existence de ces comportements atypiques est confirmée par des simulations
par éléments finis réalisées avec le logiciel RDM6. Nous considérons toujours des
structures portiques car, dans ce cas, nous connaissons les expressions analytiques
des paramétres macroscopiques. Pour que les modes de giration et de translation
apparaissent dans la méme gamme de fréquences, il faut excentrer au maximum
la masse de la structure. C’est pourquoi nous avons modélisé des doubles por-
tiques et augmenté la longueur des planchers (¢, = 6 m). De plus, nous avons
modifié les densités des matériaux : la masse volumique des murs extérieurs
est pme = 10 000 kg/m3 alors que celle du mur intérieur et des planchers vaut
pmi = pp = 500 kg/m3. Les autres caractéristiques des matériaux sont identiques
pour tous les éléments et nous avons retenu celles du béton.

Trois structures ont été modélisées. Pour la premiére (structure S1), tous les
éléments sont identiques et ont une épaisseur de 20 cm. Le modeéle macrosco-
pique équivalent est la poutre de cisaillement. Pour la structure S2, nous avons
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3.3 - Modes transversaux a plus hautes fréquences

augmenté les épaisseurs des murs (@ = @, = 80 cm) afin que le comporte-
ment macroscopique soit piloté par la flexion interne. Enfin, nous avons modélisé
une structure (S3) dont tous les éléments font 60 cm d’épaisseur pour voir I'in-
fluence du couplage entre rotation et translation. Toutes les structures comportent
15 niveaux. Leurs caractéristiques géométriques et mécaniques sont résumeées ci-
dessous. Les expressions des paramétres macroscopiques pour les doubles por-
tiques sont données page 176. Pour 'inertie de rotation, nous calculons sa valeur
sur un étage et nous la divisons par la hauteur ¢, :
(26,)°

J = Jme + Jp = 2Pmel ) + Pz

Caractéristiques du béton
E

Eyoung — 30 000 MPa v=0,2 = E='"" - 31250 MPa
Géométrie
71'
) = €1 5N 0,105
l, =3 m l,=6m H=45m Iy = hy =10 m
Structure | ame (cm) | am; (cm) | a, (cm)
S1 20 20 20
S2 80 80 20
S3 60 60 60
Poutres équivalentes
Structure | K (MN) | EIy; (MN.m?) | EI, (MN.m?) | A (kg/m) | J (kg.m)
S1 203 4.5.10° 625 45 000 1 488 000
S2 276 18.108 40 000 168 000 | 5 808 000
S3 5473 13,5.106 16 875 135 000 | 4 464 000

Structure | C' | z (C = €}) v y(y=¢€) | AL}/J
ST 27| -146 | 14107 | 3904 | 24,82
S2 79| -1,04 | 22100 | 2,71 23,74
S3 3 -0,49 1,25.10°3 2,96 24,82

Pour chacune des trois structures, nous avons calculé les paramétres C' et y
et placé le point représentatif sur la figure 3.30. Ces points donnent le compor-
tement macroscopique pour le premier mode de translation et le premier mode
de giration puisque L a le méme ordre de grandeur dans les deux cas. Pour les
modes supérieurs, le point représentatif se déplace sur une droite passant par le
point P(2,0) en s’éloignant de P. Ainsi, la valeur du paramétre C' augmente avec
le numéro du mode et les phénomeénes que nous avons décrits deviennent de plus
en plus marqués. Par contre, la séparation d’échelles devient de moins en moins
bonne et la précision des modéles macroscopiques diminue.

Une partie des déformées modales obtenues avec le logiciel RDM6 est repré-
sentée sur les figures 3.31, 3.32 et 3.33. A chaque fois, nous avons donné les
modes de giration et les modes de translation voisins pour voir s’il y a des cou-
plages. Pour la poutre de cisaillement (structure S1, figure 3.31), le calcul par
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FIGURE 3.30 — Modéles macroscopiques décrivant le premier mode
des trois structures étudiées.

éléments finis confirme le couplage dissymétrique. Le premier mode de giration
est clairement associée a de la translation alors que pour les modes T9 et T10 la
rotation des planchers est trés faible (mais non nulle). Comme prévu, 'augmen-
tation des épaisseurs des murs (structure S2, figure 3.32) augmente l'importance
de la flexion interne et permet de découpler complétement translation et rotation.
Au contraire, 'augmentation des épaisseurs de tous les éléments (structure S3,
figure 3.33) renforce ce couplage. Dans ce cas, aussi bien les modes pilotés par «
que ceux pilotés par U combinent translation et rotation. Il devient difficile de
distinguer le mode G1 des modes T4 et T5. Pour le deuxiéme mode de giration,
la valeur de C augmente et le comportement de la structure se rapproche de celui
d’une poutre de cisaillement. Numériquement, nous constatons bien la diminu-
tion du couplage. Pour les fréquences supérieures a celle du quinziéme et dernier
mode de translation, nous observons un mode de giration pure (G4).

L’existence de modes qui combinent translation et rotation pose la question
de la taille macroscopique L. En effet, pour les exemples précédents, les tailles
caractéristiques Ly et L, des variations de U et « sont différentes. Considérer
la plus petite des deux, c’est-a-dire Ly dans notre cas, est une approche trés
restrictive. Comme les modes de giration apparaissent a des fréquences relative-
ment élevées, U ne vérifie déja plus la condition de séparation d’échelles pour le
premier mode de giration. Néanmoins, les modes de giration sont pilotés par la
rotation « et par I’équation (3.34) dans laquelle U n’apparait pas. Le calcul des
pulsations propres w; et des déformées ay peut donc étre mené méme si U ne
respecte plus la condition de séparation d’échelles. Par contre, I’équation donnant
la déformée Uj, n’est probablement plus valable. De méme, pour les modes pilotés
par la translation U, nous avons forcément L = L.
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FIGURE 3.31 — Déformées modales calculées avec le logiciel RDM6 pour la structure S1 (cisaillement)
T : mode transverse, G : mode de giration (Les modes T3, T4, T5, T6 et T7 ne sont pas représentés.)
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FIGURE 3.32 — Déformées modales calculées avec le logiciel RDM6 pour la structure S2 (flexion interne)
T : mode transverse, G : mode de giration (Les modes T2, T3, T4, T7 et T8 ne sont pas représentés.)
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FIGURE 3.33 — Déformées modales calculées avec le logiciel RDM6 pour la structure S3
T : mode transverse, G : mode de giration (Les modes T2, T3, T6 ,T7, T8, T11 et T12 ne sont pas représentés.)
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Chapitre 3 : Modes de vibrations de poutres réticulées

Vérifions sur les structures précédentes qu’il est possible de calculer les fré-
quences des modes de giration méme lorsque U ne respecte plus la condition de
séparation d’échelles. Pour cela, nous résolvons ’équation (3.34) et nous en dé-
duisons 'expression des pulsations propres pour une poutre encastrée a la base

et libre en téte :
2 Bl (2k=1)x ?
kg 2H

Cette formule néglige 'effet du cisaillement et est valable pour les structures S1,
S2 et les modes supérieurs de la structure S3 pour lesquels les valeurs de C' sont
suffisamment élevées. Pour le premier mode de la structure S3, le point représen-
tatif sur la figure 3.30 se trouve dans la zone de la poutre de Timoshenko élancée
donc le cisaillement n’est pas négligeable. En premiére approximation, nous uti-
lisons la solution de ’équation (3.32) page 204 pour estimer cette fréquence :

WP = % (E[M (%)2 + K)

L’équation (3.32) prend en compte l'effet du cisaillement mais néglige le couplage
entre U et o donc, en toute rigueur, nous ne sommes pas dans son domaine de
validité.

(3.35)

(3.36)

Mode | S1 S2 S3 (3.35) | S3 (3.36)
G1 | 9,661 Hz | 9,780 Hz | 9,661 Hz | 11,153 Hz
061% | 15% 10 % 3,9 %
G2 29,341 Hz | 28,984 Hz
2.2 % 0,60 %
G3 48,306 Hz
1,9 %
G4 67,629 Hz
2.7 %

TABLE 3.5 — Fréquences des modes de giration calculées grace aux modeles
macroscopiques et erreur par rapport aux simulations par éléments finis

Les valeurs des fréquences propres calculées grace aux formules (3.35) et (3.36)
pour les modes de giration des trois structures et les pourcentages d’erreur par
rapport aux simulations par éléments finis sont indiqués dans le tableau 3.5.
L’expression (3.35) donne de trés bons résultats dans son domaine de validité.
Malgré les réserves que nous avons émises, I'expression (3.36) fournit également
une bonne estimation du premier mode de la structure S3. Il faudrait étudier
d’autres structures pour voir si ce résultat est général. Le changement de com-
portement de la structure S3 prédit grace au paramétre C' apparait clairement
dans ce tableau. En effet, la formule (3.35) donne de meilleurs résultats pour les
modes supérieurs que pour le premier mode.

Meéme s’il est toujours possible d’estimer les fréquences propres, 'existence
de deux tailles macroscopiques Ly et L, pose des problémes pour définir des
critéres faisant intervenir a la fois la translation et la rotation. En particulier,
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3.3 - Modes transversaux a plus hautes fréquences

il faut relativiser la portée du critére (3.33) sur la répartition de la masse dans
la structure. Celui-ci a été construit en supposant que les tailles caractéristiques
des variations de U et « sont identiques. Il permet donc de comparer les ordres
de grandeur des fréquences propres des modes de translation et de giration qui
portent le méme numéro : wyy et wai. Cela indique une tendance mais ce n’est
pas suffisant pour savoir si les gammes de fréquences des modes de translation et
de giration sont complétement disjointes ou si elles se recouvrent partiellement.
Pour cela, il faudrait pouvoir comparer la pulsation du dernier mode de trans-
lation, c’est-a-dire wyy pour une structure de N niveaux, avec celle du premier
mode de giration w,;. Cela explique pourquoi les modes de giration apparaissent
au milieu des modes de translation pour les trois structures modélisées alors que
la condition (3.33) est respectée. Néanmoins, a chaque fois, la fréquence du pre-
mier mode de giration est bien supérieure a la fréquence du premier mode de
translation.

Malgré tout, 'emploi de ce critére reste intéressant lorsque C' = O(1). S'il
n’est pas respecté, alors U et « vérifient la méme équation différentielle et il n’y
a qu’une seule série de modes comme dans les poutres pleines. Au contraire, si
la condition (3.33) est respectée, il y a une série de modes pilotée par U et une
série pilotée par o comme pour la structure S3. Par contre, nous ne savons pas
s’il existe des couplages ou si nous avons tous les modes de translation a basses
fréquences puis des modes de giration pure a hautes fréquences.

Conclusion

Aprés avoir constaté l'existence de modes de giration pure dans les poutres
de Timoshenko élancées & hautes fréquences, nous avons étudié leurs propriétés.
Nous en avons conclu que les estimations des ratios d’échelles réels ¢, données
pour les modes pilotés par U sont toujours valables, ainsi que les méthodes habi-
tuelles d’analyse modale.

Puis nous nous sommes intéressés aux conditions d’existence des modes de
giration et nous avons montré qu’elles dépendent de deux facteurs. Le premier
est le contraste de rigidité entre le cisaillement de la cellule et la flexion globale
qui est mesuré a l'aide du paramétre C'. Le deuxiéme est la répartition de la masse
dans la structure qui détermine ’ordre des trois pulsations w1, wyny et wqei. La
pulsation wy; est celle du premier mode piloté par la translation U, wyy celle
du dernier mode piloté par U pour une structure avec N niveaux et w,; celle du
premier mode piloté par la rotation des niveaux «. Les différents comportements
possibles en fonction de ces paramétres sont résumés dans le tableau 3.6.

Ce tableau permet d’expliquer pourquoi ces modes n’existent pas dans les
poutres pleines. Pour les poutres fines, le cisaillement est trop rigide par rapport
a la flexion (C' < O(e)). Pour les poutres épaisses, nous avons bien C' = O(1)
mais wyp et wyp sont du méme ordre de grandeur. Dans les autres cas, il existe
toujours deux séries de modes : 'une est pilotée par la rotation «, ’autre par la
translation U. Les deux mouvements peuvent étre complétement indépendants ou
couplés. Pour les grandes valeurs de C' et les petites valeurs de v, le couplage est
dissymétrique et ce comportement atypique est confirmé par des simulations par
éléments finis. Pour C' = O(1), nous avons écrit les équations pour les deux cas

215



Chapitre 3 : Modes de vibrations de poutres réticulées

C < O(e) | Pas de modes de giration

Wyl & Wa1 - les modes pilotés par U et a sont confondus

w1 < Wa1 < wyp : deux séries de modes qui couplent forte-
C' = 0O(1) | ment translation et giration

wyn < Wa1 : deux séries de modes sans couplage, translation
pure puis giration pure

Flexion interne seule (y > 1/(Ce)) :

deux séries de modes sans couplage, translation pure et
giration pure

Flexion interne et cisaillement ou cisaillement seul :

w1 < war < wyn ¢ deux séries de modes avec couplage
dissymétrique, translation pure et giration-translation

WyN < Wq1 : deux séries de modes sans couplage, translation
pure puis giration pure

TABLE 3.6 — Existence des modes de giration en fonction du parametre C'
et des pulsations wy1, wyn et Wai

extrémes : soit les gammes de fréquences des modes de giration et de translation
sont complétement disjointes, soit il n’y a pas de distinction entre ces deux types
de modes. Cependant, la modélisation de la structure S3 montre I'existence d’une
situation intermédiaire pour laquelle les gammes de fréquences des modes de
giration et de translation se recouvrent partiellement. Dans ce cas, nous avons
deux séries de modes qui couplent fortement les deux mouvements.

Ce tableau montre également que les critéres adimensionnels C' et v qui servent
a caractériser les modes pilotés par U peuvent étre utilisés pour faire un premier
tri parmi les types de modes de giration possibles. Mais ils ne suffisent pas pour
séparer tous les cas. Pour les compléter, nous avons proposé un critére sur la
répartition de la masse qui permet de comparer les ordres de grandeur des pul-
sations wy et wqi. Cela est intéressant lorsque C' = O(1) car le critére indique si
les modes de giration et de translation sont confondus ou s’il existe deux séries
de modes. Par contre, il ne dit pas s’il y a des couplages. Pour cela, il faudrait
pouvoir comparer les pulsations wyy et w,1. Le probléeme est que, dans ce cas,
les tailles caractéristiques des variations de U et « sont différentes. De plus, la
variable U ne vérifie plus la condition de séparation d’échelles et les modéles
homogénéisés ne sont plus valables.

Le fait que, pour toutes les poutres, C' augmente pour les modes supérieurs
laisse & penser que ces comportements atypiques sont relativement fréquents et
qu'une étude plus approfondie serait nécessaire. D’autre part, nous avons établi
I’équation différentielle de degré six qui tient compte des trois mécanismes ainsi
que des effets inertiels de translation et de rotation. Mais cette équation n’a pas
été résolue et il n’y a pas eu d’étude systématique des cas dégénérés. En particu-
lier, & partir des observations sur les portiques simples et les poutres pleines, nous
avons supposé que la variable « atteint le régime dynamique & des fréquences su-
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3.3 - Modes transversaux a plus hautes fréquences

périeures ou égales a celles ou U atteint le régime dynamique. En est-il toujours
ainsi ou est-il possible de concevoir des poutres ot ces deux gammes de fréquences
sont inversées 7 De méme, existe-t-il des poutres dont le mécanisme dominant est
la flexion globale et ou I'inertie de rotation n’est pas négligeable ?

3.3.2 Résonance interne aux ordres supérieurs

Nous étudions maintenant l'effet de la résonance interne en flexion sur les
modes de giration. Pour cela, nous appliquons de nouveau la méthode HMPD
sur des structures constituées de portiques simples, mais avec des éléments plus
fins que dans I’exemple précédent. Deux cas sont considérés : un ou ce sont les
murs qui entrent en résonance et un ou ce sont les planchers. Pour qu’il n’y
ait qu’un seul type d’éléments en résonance, il faut qu’ils aient des épaisseurs
d’ordres différents. C’est donc une situation similaire a celle de la partie 2.3.4 : les
équations d’ordre 0 ont une forme dégénérée et les effets dynamiques a 1’échelle
locale apparaissent aux ordres supérieurs. Le cas ou les effets de la résonance
interne sont d’ordre 0 est traité dans la partie suivante.

Les deux structures étudiées se comportent comme une poutre de cisaillement
a basses fréquences. Nous sommes donc dans la situation ou C' est grand. Le
cisaillement est plus souple que la flexion globale et, & 'ordre dominant, 1’effort
tranchant n’apparait pas dans I’équation décrivant les modes de giration.

Résonance des murs en flexion

Nous commencgons par considérer une structure avec des murs plus fins que les
planchers. Les ordres de grandeur des épaisseurs sont donnés sur la figure 3.34.
Les modes de giration apparaissent pour des pulsations d’ordre O(¢'/? w,) ce qui
coincide avec la résonance des murs en flexion.

ar,
T 7= 0(63/2)
a
¢ I a = O(e")
m b m
i
A
>Heq Ay g = 0(61/2>
1 |E,
i tie wT N L pm

FIGURE 3.34 — Structure étudiée

Les équations d’équilibre fournies par la méthode HMPD sont données ci-
dessous. La cinématique transverse est décrite par les équations (1), (M), (4;)
et par les variables U, «, 0. Les définitions des parameétres macroscopiques se
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Chapitre 3 : Modes de vibrations de poutres réticulées

trouvent page 153. Les équations des ordres intermédiaires ne sont pas mention-
nées car elles ne contiennent pas de nouveaux termes. Par contre, elles ont été
utilisées pour simplifier et rendre plus lisibles les autres équations.

Les effets dynamiques a 1’échelle locale apparaissent dans les équations (.#; 3)
et (7;1). Nous n’avons pas recopié 'équation (7;1) car c’est le coefficient de U°
qui est affecté. Comme ’équation (7} 0) impose la nullité du déplacement trans-
versal, cela n’apporte aucune information supplémentaire. L’équation (M) décrit
I’équilibre entre I'effort normal dans les murs et 'effort tranchant dans les plan-
chers. Tous ces efforts sont développés normalement et cette équation n’est jamais
affectée par la résonance des murs quel que soit I'ordre considéré.

(A, 20U =0 (T; 0)
K 30 ¢ Y — ch(30 i _
ppag 04 B U] = MInln) o, yegor g T3
(K, (aﬂ . 50) —0 (M0)
i 5 43 .
<2 2\ _ <ol _ Prtp -2 (1-0 a0 _
K, (a g ) B Ja" — o <17a 30 ) 0 (M2)
Kp (&3_93) Emj~1// Pmtyp ~30~40
ﬁp£3 ~ ~ (M 3)
_ p ~ [~ 1 qpl ~ <0 _ 970\ _
\ Tiog G (wo (17a 30 ) 20 <17a 30 )) 0
(K, (3= 0°) =0 (tt,0)
i 5 /3 i
g (&2 _ 92) 4’; e (9&0 _ 290> —0 (,2)
. /3 . .
K, (&3 _ 93) _ 42%; % (@0 (9&1 _ 201) 420, (9&0 _ 290>)
30 30 30 N
—M 4 sin ( mgm) sh <5m£m>90 (A 3)
12fP(Bgz€m) 2 2
+COS(B%€m>~— Ch(ﬁ%gm)g?ﬂgmﬁol _ O
\ F1(70 )

Dans ce chapitre, nous recherchons les modes propres de la structure. La fré-
quence est donc une inconnue qui doit étre écrite sous la forme d’un dévelop-
pement asymptotique. En conséquence, les paramétres x et [, définis page 146,
prennent également la forme d’un développement selon les puissances de €. Dans
les équations précédentes, 521 désigne le terme dominant de f3,, :

Bo _ 4 PmAmfIJ(Q)
m E. I,

fr et fp sont des fonctions que nous avons déja rencontrées dans le chapitre 2 et
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dont les définitions sont rappelées ci-dessous :
l l l l
a0 =sn () () + (3) = (3)
- (2)a(%) (2)en(2)

Ces deux fonctions permettent d’écrire I’équation aux fréquences propres pour
les vibrations de flexion d’une poutre bi-encastrée :

0= 1 — cos(B) ch(BL) = 2 f1(BE) x fr(B0)

La fonction f; s’annule pour les fréquences des modes impairs alors que la fonc-
tion fp s’annule pour les fréquences des modes pairs.

L’équation (7;0) impose U° = 0 donc pour cette structure, il n’y a pas de
couplage entre les modes de giration et le déplacement transversal. La rotation
des nceuds 0° est une variable cachée qui se déduit des équations d’équilibre
interne (M 0) ou (#;0). La combinaison des équations (M 2) et (.#;2) permet
d’éliminer les variables d’ordre 2 et d’obtenir I’équation (G 0) qui décrit les modes
de giration a l'ordre dominant. De la méme fagon, les équations (M 3) et (.#; 3)
donnent ’équation (G 1) qui décrit les modes de giration a l'ordre suivant.

J, @2 + EnIa®" =0 (G 0)

£2
J,@2a" + Enlat" + @ <2J w1+pm5wo> a°

0 0 0
— M sin (6m£m) sh (M)&O =0

3f P(ﬁ%gm) 2 2
L’équation (G 0) est I’équation que nous avons déja étudiée dans le para-
graphe 3.3.1 en I'absence de résonance interne. Comme les murs sont plus fins
que les planchers, elle apparait sous une forme dégénérée. La contribution des
murs a l'inertie de rotation est négligeable (J ~ .J,), de méme pour l'effort tran-
chant et ces deux termes sont relégués a 'ordre 1. Ainsi, I'équation (G 1) permet

d’obtenir 'expression de J,,, que nous avons déja utilisée dans le paragraphe pré-
cédent :

(G 1)

£2
2

Notons que c’est la masse réelle des murs qui intervient. Cela vient du fait que le
mouvement de flexion des murs est un mouvement horizontal qui ne crée pas de
forces d’inertie dans la direction verticale.

Le seul terme affecté par la résonance est donc I’effort tranchant qui se trouve
sur la deuxiéme ligne de I'équation (G 1). En effet, ce dernier est généré par la
flexion locale des murs. C’est pourquoi il dépend de la fréquence (& travers le
parameétre 521) Lorsque la fréquence tend vers 0 (c’est-a-dire lorsque Bfn tend

Jm = Pm
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vers 0), nous retrouvons la définition habituelle de 'effort tranchant pour ces
structures :

K, B¢ 300 3010
lim ——" o @” " sin (—Bm m) sh (—6’” m)&o =K, a
©0=0 3 fp(89.4m) 2 2

L’équation (G 0) décrit le comportement macroscopique de la structure. Sa ré-
solution donne I’ordre dominant des fréquences @yy, et des déformées a2 des modes
de giration. L’introduction de ces termes sources dans I’équation (G 1) permet
de calculer les termes correctifs d’ordre 1 : @y et Gj. Cependant, dans I'équa-
tion (G 1), le dénominateur de l'effort tranchant s’annule pour les fréquences des
modes de flexion pairs des murs. Le seul moyen de ’empécher de devenir infini est
d’avoir a° = 0, ce qui interdit l'existence des modes de giration au voisinage de
ces fréquences. De méme, dans I’équation (7} 3), le dénominateur du coefficient
devant 8°/ gannule pour tous les modes de flexion des murs. Pour ces fréquences,
nous avons donc :

g = &% =0 = a’ =0 avec les conditions aux limites

Nous sommes ici dans une situation tres particuliére ou I’équation d’ordre 0
est valable « presque partout », c’est-a-dire pour toutes les fréquences sauf au
voisinage des fréquences de résonance en flexion des murs. Le domaine de validité
est donné par les équations d’ordres supérieurs. Lorsqu’il y a des éléments en ré-
sonance et que les effets dynamiques n’apparaissent pas dans I’équation d’ordre 0,
il est donc important de les rechercher dans les équations d’ordres supérieurs.

Il reste a expliquer pourquoi les modes de giration sont interdits au voisinage
des fréquences des modes de flexion des murs. Comme dans le chapitre 2, ce
phénomeéne est dii a des incompatibilités cinématiques entre le fonctionnement
des éléments et les déformations de la structure provoquées par les modes de
giration.

Pour s’en rendre compte, il faut revenir a I’échelle des éléments. Nous consi-
dérons un mur situé entre les niveaux n et n+ 1 et nous raisonnons dans le repére
local associé & ce mur (figure 3.3 page 145) : s € [0, ¢,,,] est 'abscisse curviligne,
u(s) le déplacement transversal et 6(s) la rotation de la section. D’aprés les équa-
tions d’équilibre obtenues grace a la méthode HMPD, les conditions aux limites
pour le mur s’écrivent :

. B U(O) = U(Em) =0
{U~(x)—(i N 6(0) = v,
0°(x) = a°(x) 0(lm) = an1

Nous avons démontré dans le chapitre 2 (page 73) que, pour ce type de condi-
tions aux limites et pour les fréquences des modes de flexion pairs, les équations
de la poutre d’Euler-Bernoulli donnent :
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Lors de la mise en ceuvre de la méthode HMPD, nous supposons que les variables
cinématiques évoluent peu d’'un niveau a l’autre, ce qui impose au premier ordre :

O = Qpy
Ces deux conditions étant incompatibles, la seule solution possible est :
Ap = Qpy1 = 0

Le fait que la rigidité apparente du cisaillement devienne infinie pour les modes
de flexion pairs est donc une conséquence de 'hypothése cinématique utilisée lors
de ’homogénéisation.

Pour les fréquences des modes de flexion impairs, nous avons démontré dans le
chapitre 2 que, pour ce type de conditions aux limites, les équations de la poutre
d’Fuler-Bernoulli donnent :

0(lm) = 6(0)

Cela n’est pas en contradiction avec I’hypothése cinématique de la méthode
HMPD. Néanmoins, la variable macroscopique 6(z) étant définie a partir des
rotations au niveau des nceuds, cela impose :

0(z) = constante = 0'(z) =0

Ainsi, le blocage pour les modes de flexion impairs provient du fonctionnement
des éléments et pas de la méthode.

Résonance des planchers en flexion

Apreés avoir étudié les effets de la résonance des murs, nous nous intéressons a
ceux de la résonance des planchers. Pour cela, nous appliquons la méthode HMPD
sur une structure dont les planchers sont plus fins que les murs. Les ordres de
grandeur des épaisseurs sont indiqués sur la figure 3.35. Les modes de giration
apparaissent pour des fréquences d’ordre O(w;.).

o g T Z_m _ 0(61/2)
=00
gm I ap
3 w .
i |Om o, = O(E )
= _ 1 [Em
R P L\ pm

FIGURE 3.35 — Structure étudiée
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Le rapport des épaisseurs des éléments étant d’ordre O(e!/2), les dévelop-
pements asymptotiques des inconnues doivent étre réalisés selon les puissances
de €'/2. Le reste de la méthode HMPD est inchangé. Nous donnons ci-dessous les
équations d’équilibre correspondant & la cinématique transverse. Les définitions
des parameétres macroscopiques se trouvent page 153. Ici non plus, nous n’avons
pas recopié les équations des ordres intermédiaires mais nous les avons utilisées
pour simplifier les autres équations.

A @2 U =0 (L:0)
(I @2d® + B, 13" =0 (M0)
T @3 612 4 By IaM2" 4 2.7, @9 02 6°
_ ~ ~ 1
_EG6)” (‘ngp) ch (62%)&0 =0 e
\ 12fp(3,)  \ 2 ?
Kk gz~ e B IH6) 0 (A:5)
\ 12fp(85¢p) 2

Dans ces équations, f; et fp sont les fonctions définies page 219 et Bg est le
terme dominant du développement de j3, :

BO _ 4 ppAp(D(Q)
b E,I,
1

Les effets dynamiques & I’échelle locale apparaissent dans les équations (M )
et (4, 3). L’équation (T;) décrit Péquilibre entre Peffort normal dans les plan-
chers et leffort tranchant dans les murs. Comme tous ces efforts sont développés
normalement, cette équation n’est jamais affectée par la résonance des planchers

quel que soit 'ordre considéré.

L’équation (7;0) impose U° = 0 donc pour cette structure, il n’y a pas de
couplage entre les modes de giration et le déplacement transversal. La rotation des
neeuds se déduit de I'équation d’équilibre interne (. 0) : 8% = U°/ = 0. Dans ce
cas, les équations d’équilibre du moment macroscopique (M 0) et (M ) donnent
directement les équations décrivant les modes de giration.

L’équation d’ordre 0 a une forme dégénérée : J ~ J,, et leffort tranchant
n’apparait pas. Cette équation n’est pas affectée par la résonance des planchers
en flexion contrairement & 1’équation d’ordre 1/2. Dans celle-ci, le dernier terme
correspond & l'effort tranchant et & la contribution des planchers a l'inertie de
rotation. En effet, un développement limité autour de wg = 0 donne :

K BPBG) o TRl ((_ﬁ))

= = W,
12 fp(892,) P1400, 1 2

Nous sommes dans la méme situation qu’au paragraphe précédent. L’équa-
tion (M 0) permet de trouver les fréquences et les déformées des modes de giration
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mais son domaine de validité est donné par les équations d’ordres supérieurs. Dans
les équations (M %) et (A, %), la fonction fp(Bgﬁp) apparait aux dénominateurs
des coefficients devant a°. En conséquence, les modes de giration ne peuvent pas
exister au voisinage des fréquences des modes de flexion pairs des planchers. Pour
les ordres que nous avons considérés, les fréquences des modes de flexion impairs

des planchers ne semblent pas poser probléme.

Pour comprendre pourquoi il y a une incompatibilité cinématique pour les
fréquences des modes de flexion pairs des planchers, il faut revenir a 1’échelle des
éléments. Le raisonnement est identique a celui du chapitre 2 (page 73) mais les
conditions aux limites sont différentes.

Nous considérons le plancher du niveau n et nous nous plagons dans son repére
local (figure 3.3 page 145) : s € [0, £,)] est 'abscisse curviligne, u(s) le déplacement
transversal et 6(s) la rotation de la section. Pour une poutre d’Euler-Bernoulli,
u(s) et O(s) ont la forme suivante :

u(s) = Acos(B,s) + Bsin(f,s) + C ch(B,s) + D sh(5,s)
du .
0(s) = 5(5) = 6p< — Asin(Bps) + B cos(8,s) + C'sh(f,s) + D Ch(ﬁps)>
ou A, B, C et D sont quatre constantes qui dépendent des conditions aux limites.
Nous avons vu que les rotations des nceuds de la structure sont nulles. De plus,
la rotation «,, du niveau n correspond aux déplacements verticaux en opposition
de phase des deux nceuds. Ainsi, les conditions aux limites pour le plancher sont :

Les conditions sur € et «(0) permettent d’exprimer B, C' et D en fonction de A
et u(0). En reportant dans u(¢,), nous obtenons :

1 — cos(Bylp) ch(Bply) cos(Bylp) ch(Bply) — 1 — sin(B,l,) sh(B,0p)

u(l,) = +u(0)

cos(Bplyp) — ch(Byl,) cos(Bplp) — ch(Byl)
Nous rappelons que 1 — cos(8,€,) ch(B,0,) = 0 est I'équation aux fréquences

propres du plancher lorsqu’il est bi-encastré. Pour les fréquences des modes pairs
de flexion, nous avons donc :

sin(B,l,) sh(B,lp)
COS(/Bpgp) - Ch(ﬁpép)

Les formules de trigonométrie et le fait que fp(8,¢,) = 0 permettent de démontrer
que u(f,) = +u(0) pour les fréquences des modes de flexion pairs, ce qui est
incompatible avec l'existence de modes de giration. Dans ce cas, les hypothéses
cinématiques utilisées pour I’homogénéisation ne sont pas en cause.

u(fp) = —u(0)
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Conclusion

Dans cette partie, nous avons commencé a étudier les effets de la résonance
interne sur les modes de giration. Nous nous sommes intéressés a des structures
avec des éléments d’épaisseurs différentes pour qu’il n’y ait qu'un seul type d’élé-
ments en résonance. En conséquence, a l'ordre 0, nous obtenons des équations
dégénérées dans lesquelles les effets dynamiques & I’échelle locale n’interviennent
pas.

L’originalité ici, est que les équations d’ordres supérieurs ne servent pas seule-
ment a calculer les termes correctifs mais donnent également le domaine de vali-
dité des équations d’ordre 0. En effet, ces derniéres sont valables « presque par-
tout », c’est-a~dire pour toutes les fréquences sauf au voisinage (d'une partie ?)
des fréquences de résonance des éléments. Pour celles-ci, il existe des incompa-
tibilités cinématiques entre le fonctionnement des éléments et la déformation de
la structure associée aux modes de giration. Contrairement au chapitre 2, ces in-
compatibilités ne proviennent pas forcément de I’hypothése de périodicité utilisée
lors de la mise en ceuvre de la méthode HMPD.

Le fait que le domaine de validité des équations soit donné par les ordres
supérieurs ameéne a se poser la question suivante : jusqu’ou faut-il poursuivre
les développements pour avoir une bonne compréhension du comportement de la
structure ? Dans ces conditions, méme si les ordres considérés ne montrent pas
d’incompatibilité cinématique, les résultats doivent étre considérés avec prudence
au voisinage des fréquences de résonance. Ce probléme se pose surtout pour les
structures ot 'amortissement est négligeable. En effet, dans ce cas, la masse
et les rigidités apparentes peuvent devenir infinies et les termes remontent a
I'ordre 0, quel que soit 'ordre de I’équation ou ils apparaissent initialement. En
présence d’amortissement, la masse et les rigidités apparentes peuvent devenir trés
importantes mais elles ne tendent plus vers l'infini. En conséquence, les termes
correspondants ne remontent plus tous les ordres de grandeur.
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3.3.3 Reésonance interne a 'ordre 0

Aprés avoir considéré séparément les effets de la résonance des murs et ceux de
la résonance des planchers, nous appliquons la méthode HMPD sur une structure
dont tous les éléments entrent en résonance dans la méme gamme de fréquences.
Dans ce cas, les effets dynamiques a I’échelle locale apparaissent dans les équations
d’ordre 0 et nous examinons les conséquences de ce phénoméne sur 'analyse
modale.

Equations d’équilibre

s e =00
:, "
5—2 — 0(e)
l, I ap
% w 0
Qm =

o = o)
_ 1 [En
1) AP

FIGURE 3.36 — Structure étudiée

La structure étudiée est présentée sur la figure 3.36. Tous les éléments ont
une épaisseur d’ordre O(e/,,) et nous avons : C = O(1), v = O(¢?). A basses
fréquences, cette structure se comporte donc comme une poutre de Timoshenko
¢élancée. Le cisaillement et la flexion globale ont la méme importance. S’il n’y
avait pas d’effets dynamiques a 1’échelle locale, les modes de giration seraient
décrits par I’équation compléte :

Jw?a — Ka+ EnId" =0 (3.38)

Mais les modes de giration apparaissent pour des pulsations d’ordre O(w,.) ce qui
coincide avec la résonance des éléments en flexion.

Les équations d’équilibre décrivant la cinématique transverse sont données
ci-dessous. Les définitions des parameétres macroscopiques se trouvent page 153
et celles des fonctions fr et fp page 219. De plus, B]o est le terme dominant du
développement de 3; :

5 piA; @5 :
B =4 avec j=moup
J E;I;

Maintenant, tous les éléments sont en résonance et les trois équations sont affec-
tées par ce phénomeéne.
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r - -
(B&emf?(ﬁ%ﬁm) s (5n§€m> sh ( m;m)Am - Ap> G0 =0 (T3 0)
4 (B 30,
(Bglszf(églem) . ( > ) sh ( 5 )Am + Ap>

(QS Ut + 200 U )

4 (Bl B0l (T;1)
T\ Bt (Bo) ( 2 > h ( 2
cos(3%m) = (B lm) \ Am - _ -
F7(B0, ) ) 5 =0

() = co5( i) Ky B33 g
€08 (59, lm) (B9, £m) — Afp(Byty)
30 30 0
+ Kp?pﬁp sh <ﬁp€p> sin (ﬂp€p> (A 0)
T RNE: 2
0 0 0
+ Ko B (ﬁmém) sin (%) 0° =0
Fp(B9m ) 2 2
L’équation (7} 0) ne contient que le terme d’inertie. La masse apparente a la
méme expression qu’au chapitre 2. Comme cette équation décrit ’équilibre des
forces horizontales, c’est la masse des murs qui est multipliée par une fonction
qui dépend de la fréquence (a travers le parameétre Bfn) Dans la majorité des cas,
I’équation (73 0) impose U° = 0. Cependant, il existe quelques fréquences ot la
masse apparente s’annule. Il faut alors regarder I’équation d’ordre 1. Comme la
masse apparente est nulle, U disparait. De plus, le coefficient devant U° n’est
pas le méme que dans I’équation (7;0). Il est donc différent de 0 et nous avons
U° = 0. Ainsi, le déplacement transversal est nul au premier ordre quelle que soit
la fréquence.

L’examen des équations (M 0) et (.#; 0) permet de trouver les fréquences pour
lesquelles les modes de giration ne peuvent pas exister. Dans ces deux équations,
la fonction fp(Bgfp) apparait aux dénominateurs des coefficients de a° et 6°.
Ces coeflicients deviennent donc infinis au voisinage des fréquences des modes
de flexion pairs des planchers. Chacune des équations (M 0) et (.#;0) impose

alors une relation de proportionnalité entre a° et °. Mais, comme ces relations
sont différentes, nous en déduisons que a° = §° = 0. Cela est cohérent avec les

1 Ionlm)”
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observations du paragraphe précédent. En effet, nous avions constaté que, lorsque
les planchers sont en résonance, il ne peut pas y avoir de modes de giration au
voisinage des fréquences de leurs modes de flexion pairs.

Dans I'équation (.#; 0), apparait également la fonction fp(5°¢,,) au dénomi-
nateur du coefficient devant 6°. Au voisinage des fréquences des modes de flexion
pairs des murs, nous avons donc #° = 0. Alors, le moment généré par a° n’est
plus équilibré, ce qui impose la nullité de la rotation de la section. Les modes de
giration ne peuvent pas exister au voisinage des fréquences des modes de flexion
pairs des murs. Dans le paragraphe précédent, nous avions constaté que, lorsque
les murs sont en résonance, les modes de giration sont également interdits au
voisinage des fréquences des modes de flexion impairs des murs. Mais pour obte-
nir ce résultat, nous avions di regarder les ordres supérieurs de ’équation (73).
Ici, les équations sont beaucoup plus compliquées et nous n’avons pas mené les
développements aussi loin. Nous avons donc une information incompléte. Il est
probable que la poursuite des calculs donne un résultat équivalent a celui de la
partie 3.3.2.

Enfin, le dernier cas ou les modes de giration ne peuvent pas exister cor-
respond aux fréquences qui annulent le coefficient de 6° dans I’équation (., 0).
Physiquement, cela signifie que la rigidité apparente de ’ensemble de la cellule
est nulle. De nouveau, le moment généré par &° n’est plus équilibré et nous avons
a’ = 0. Notons que les fréquences des modes de flexion impairs des planchers,
qui annulent le coefficient de &°, ne sont pas problématiques. Dans ce cas, nous
avons % = 0 et &° est obtenue en résolvant I’équation (M 0). De méme, lorsque le
coefficient de &° dans I'équation (M 0) s’annule, les variations du moment global
sont toujours équilibrées par 60 et il peut y avoir des modes de giration pour ces
fréquences.

Aprés avoir étudié son domaine de validité, construisons I’équation (G 0)
qui décrit les modes de giration a 'ordre dominant. L’équation d’équilibre in-
terne (.#; 0) montre que 0° est proportionnelle & éq. L’équation (G 0) est obte-
nue en reportant cette expression dans I’équation (M 0). Les équations étant trés
compliquées, nous nous intéressons a une structure dont les murs et les planchers
sont rigoureusement identiques. Dans ce cas, nous avons :

[ - P = Bp = P En—E, —E
Im:-[p:[e 521:52:60
KK,

2 8EI,
Kn+K, 37 2

et 'équation (G 0) s’écrit :
(Jm + ’i—fy(éoe)) @2 a + Enla®" =0 (G 0)
avee  w(3%0) = } ch(@oﬁ.) —~COS(50€) - 5sh(/§0€)~sin(30€)
2500 sin(B9€/2) sh(B°4/2) fp(5°0)

Nous avons regroupé tous les termes qui dépendent de la fréquence dans le
terme d’inertie. Mais en réalité, p ¢?v(%0) w2/12 contient I'inertie des planchers

227



Chapitre 3 : Modes de vibrations de poutres réticulées

et Peffort tranchant. Un développement limité de 5¢2v(5°0) &2 /12 au voisinage

de g = 0 donne :

137 p ¢ 2
1260

Notons que les fréquences qui annulent le dénominateur de V(BOE) sont bien celles
que nous avons identifiées précédemment. D’une part, il y a les fréquences des
modes de flexion pairs des éléments et d’autre part, sin(BOE /2) = 0 correspond aux
fréquences qui annulent la rigidité apparente de la cellule dans I’équation (. 0).
Pour la suite, nous posons :

+ O(&y) (3.39)

= )2

R(@) = (Jm + %v(ﬁ%) 7

Analyse modale

Dans ce paragraphe, nous étudions les propriétés des solutions de 'équa-
tion (G 0). Le raisonnement est similaire & celui que nous avons mené dans la
partie 3.3.1 page 197 et nous insistons surtout sur les effets de la résonance in-
terne.

Les conditions aux limites sont inchangées : elles portent soit sur le moment
global M° = —E,,Ia°/, soit sur la rotation de la section a°. Pour une poutre de
hauteur H encastrée a la base et libre en téte, nous avons :

a0)=0 et &'(H)=0
L’équation (G 0) peut se mettre sous la forme :

R(@o)
E,.I

~0// ~
A" = —D,.. &° avec D,.s =

Nous posons également D,.; = 1/1/|D,es|.- Une condition nécessaire pour que
I’équation (G 0) ait des solutions non triviales est que D,..; soit strictement positif.
De plus, si ces solutions existent, elles s’écrivent, pour les conditions aux limites
considérées :

2H
(2k — D)7

X

resk

Qresi(T) = Bsin ( ) avec  Dyegp =

Les déformées modales a5 () ont exactement la méme forme que dans le cas
sans résonance interne. Elles vérifient donc les mémes propriétés d’orthogonalité.
En outre, 'expression de la taille macroscopique D,.s, étant inchangée, les esti-
mations du ratio d’échelles réel ¢, restent valables. Notons que c’est uniquement
le comportement a I’échelle macroscopique qui n’est pas modifié par la résonance
interne. A 1’échelle locale, la déformée des éléments est évidemment différente.
Pour trouver les fréquences propres, il faut résoudre I’équation suivante :

(D;k)Z B R’E(j;) - ((%2}””)2 (3.40)
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3.3 - Modes transversaux a plus hautes fréquences

L’existence et I'unicité des solutions dépendent de I'allure de la fonction R(wp).
Dans le chapitre 2, nous avions défini la pulsation adimensionnelle @w par le ratio
entre wy, la pulsation des vibrations de la structure, et wy;, la premiere pulsation
propre de flexion d’un élément lorsqu’il est bi-encastré :

(2N [ Wo
w=00y| — N —
O\ 37 El, wp

=52
20 _ palPWy _ 3T s
B =1 EIG_Q\/J

Alors, %0 s'éerit

et la fonction v(3°¢) peut étre remplacée par la fonction (&) définie par :
ch (37”\/(5) — cos <37”\/07u> — 5sh (%\/5) sin (37”\/5))
) —
3mV/wsin <‘%\/5> sh <?jf\/5> fp (%”\/5)

Avec ces notations, R(wy) s’écrit :

De plus, p s’exprime en fonction de 3¢

EI 3r\* ., El 3r\* EI
= —_— w —= _ P

042 2 04 o} 2 ) tw?

3 1.\ ., (3c\"'EIL

La fonction R(&) est alors définie par :

p= (50"

et finalement :

R(@) = éZR(@O) — (1 + %ﬁ(@)) %2 (3§>4

Résoudre I’équation (3.40) revient a chercher les solutions de I’équation suivante :

ﬁ(a):EEfi <(2k2;[1)”) ~ R (3.41)

Le terme de droite est une constante positive qui ne dépend que du numéro du
mode. Nous la notons Rj,.

La fonction R(dj) est tracée sur la figure 3.37. Nous rappelons que les pulsa-
tions des modes de flexion des éléments suivent la suite des carrés des nombres
impairs et qu’elles correspondent aux abscisses suivantes :

2 92

2
w ~ 1 w2%§%2,78 @3%§%5,44 w4%§:9 etc
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150000
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%
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FIGURE 3.37 — Allure de la fonction R en fonction de la fréquence. Rappel : les
modes de giration ne peuvent pas exister au voisinage des fréquences propres des
éléments et lorsque la rigidité apparente de la cellule est nulle

Lorsque & tend vers 0, R(&) tend vers -8, ¢’est-a-dire vers —K(2/(EI,). Cela est
cohérent avec la limite & basses fréquences de R(&2) (équation (3.39)).

L’existence de plusieurs fréquences au voisinage desquelles la fonction R(d})
tend vers oo pose la question de l'unicité des fréquences propres. Cependant,
nous avons vu que pour ces fréquences, les modes de giration ne peuvent pas
exister & cause des incompatibilités cinématiques entre le fonctionnement de la
structure et celui des éléments. Ainsi, seules les solutions en dehors des pics ont
un sens physique. Les modes de giration sont également interdits au voisinage
des fréquences des modes de flexion impairs des murs. En conséquence, la fonc-
tion R(d)) doit plutot étre interprétée comme une fonction définie sur une suite
d’intervalles disjoints.

Pour répondre de fagon rigoureuse a la question de I'existence et de 'unicité
des fréquences propres, il faudrait introduire de I'amortissement dans la struc-
ture afin d’évaluer la largeur des bandes interdites. La figure 3.38 montre de
facon trés schématique les différentes situations qui peuvent se produire. Pour un
amortissement important, les bandes interdites sont trés larges (figure 3.38(a)).
Dans ce cas, I'image de la fonction }?(LD) ne contient pas tous les réels positifs
et il existe des valeurs de Ry pour lesquelles I’équation (3.41) n’admet pas de
solution. Physiquement, cela signifie que certains modes ne sont jamais excités.
Au contraire, pour un amortissement faible, les bandes interdites sont étroites
(figure 3.38(b)). Il peut alors arriver que pour certaines valeurs de Ry, l’équa-
tion (3.41) admette plusieurs solutions. Physiquement, cela signifie que plusieurs
fréquences sont associées & la méme déformée modale.

L’amortissement n’est pas le seul paramétre a jouer sur la réponse de la struc-
ture. L’allure de la fonction de transfert associée au mode k dépend également de
la valeur de Ry. En effet, supposons que la structure soit excitée par un moment
harmonique d’amplitude S & la pulsation w. La rotation de la section a° est alors
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150000
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(a) Amortissement important

150000
125000 -
100000
75000

50000

25000

Ry 777777

-25000

(b) Amortissement faible

FIGURE 3.38 — Représentation schématique du domaine d’existence des modes
de giration en fonction de ’amortissement (en gris : bandes interdites)
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Chapitre 3 : Modes de vibrations de poutres réticulées

solution de I’équation suivante :
R(w)a® + B, 1a*" = 8

Apreés décomposition de @° dans la base modale (a°(z,w) = 3" ¢;j(w)ay(x)), cette
équation devient :

S

Rw)>  (405) + Enl Y (;0)

Or E,laj = —R(w;)a; donc Z (qjaj (R(w) — R(wﬂ)) =S

L’équation est ensuite multipliée par oy et intégrée sur la hauteur de la poutre.
Grace a l'orthogonalité des modes propres, il ne reste que la contribution de «y, :

qe(w) = 1 foH Sagdx _ EIeMZ foH Sapdz
YT RW) - Ry [Ta2dr R@) - Re [Talda

La fonction de transfert associée a ce type de modes est donc proportionnelle a
Hi(w) = 1/(Rg(w) — Ry).

L’allure de cette fonction est tracée sur la figure 3.39 pour deux valeurs
de Ry en l'absence d’amortissement. Dans le premier cas (R, = 35 000), la fonc-
tion H 1 (W) présente un pic principal trés large vers @ = 12 et des pics secondaires
trés étroits. Les pics secondaires n’ont pas de signification physique puisqu’ils cor-
respondent aux fréquences pour lesquelles les modes de giration ne peuvent pas
exister. Il s’agit donc d’une fonction de transfert « classique » dans le sens ot
la réponse de la structure n’est amplifiée qu’au voisinage de la fréquence propre
associée au mode k. Le deuxiéme cas est plus original. En effet, pour R; = 20 000,
I’équation R(L&) — Ry, = 0 admet deux solutions situées de part et d’autre de la
fréequence du deuxiéme mode propre des éléments. La fonction H k(W) présente
alors deux pics distincts.

Supposons maintenant que la valeur de Ry soit telle que la fonction de trans-
fert Hj (W) ne présente qu'un seul pic principal. Dans ce cas, il est possible d’as-
sociée une fréquence propre au mode k. La valeur de cette derniére est-elle trés
affectée par la résonance interne ?

Nous avons démontré dans la partie 3.3.1 page 197 que, lorsque les éléments
ont un comportement quasi-statique a 1’échelle locale, les pulsations propres sont
les solutions de :

. 2
QE@J;) = <(2k2;[1)7r) avec Q&) = Jig — K

Nous considérons toujours le cas ot les murs et les planchers sont rigoureusement
identiques et nous réalisons sur la fonction Q(&y) le méme type de manipulation
que sur la fonction R(wy) :

2 15 K, K
~N_ [ | = P ~2 mAip

T ..o S8EIL. EL (7 (3m\" ,
SRt T T = (12(2) wios
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R(w)

100000 -
75000

50000 |

Ry, = 35000 [
25000
Ry, = 20000 [ 7]

-25000

Hy(&) pour Ry, = 35000

0.0004 -
0.0003

0.0002 r

- L.

H(&) pour Ry, = 20000

0.001
0.00075
0.0005

0.00025

S - S~

AT 5 (s Qg 10 Qs 15 Qe 20 w1

FIGURE 3.39 — En haut : :(d)), au milieu et en bas : allure de la fonction de
transfert Hy(w) = 1/(Rg(w) — Rg) pour Ry = 35 000 et Ry = 20 000
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— R(®) (avec résonance interne) — Q(&) (sans résonance interne)

150000
125000 |
100000 |

75000 |

50000 |

Ry [-------
25000 |

~25000 |

Y ___ R(w) (avec résonance interne) — (&) (sans résonance interne)

8000
6000 -
4000

2000

-2000 r

-4000 -

FIGURE 3.40 — R(&) (trait fin) et Q(&) (trait gras) en fonction de la fréquence
et zoom a l'origine
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La fonction Q(&) est alors définie par :

0@) = Qo) 7(%)ﬂy_8

El, T 12\2
et les pulsations propres sont les solutions de :
. EI? [ (2k —1)m\?
V) = = 42
Q@ =5 (BT —n (3.42)

Le terme de droite est exactement le méme que celui de 1'équation (3.41). Pour
évaluer l'effet de la résonance interne sur les pulsations propres, il suffit donc de
comparer les fonctions Q(&) et R(w). Celles-ci sont tracées sur la figure 3.40, ainsi
qu’un zoom sur les basses fréquences. Les deux courbes sont confondues a basses
fréquences. A plus hautes fréquences, mis a part les pics de la fonction R(d}),
Pallure globale est la méme. Par contre, la fonction R(&) peut étre inférieure ou
supérieure a la fonction Q(LD) Selon les cas, les fréquences propres sont donc plus
élevées ou plus basses & cause de la résonance interne.

Pour quantifier ce décalage, nous avons recherché les valeurs des pulsations
Wos et wres pour différentes valeurs de Ry. La pulsation wgg est la solution de
I'équation (3.42), c’est-a-dire lorsque les effets dynamiques a ’échelle locale sont
négligés, et w,es est une solution de I'équation (3.41) qui tient compte de la
résonance interne. Pour obtenir @,.s, nous avons négligé les bandes interdites et
nous avons retenu la solution la plus proche de wgg. Sur la figure 3.41, I'écart
relatif, en pourcentages, entre Wgg et wW,.s est donné en fonction de wqg :

B(gs) = 100 e — 208
wQS

20 ¢ ~ I
- E(wgs) = 100 s 98
[ s

10

LDQS

5‘ 15 N\ | | @6 20

&+

L L L 1 L L h
T T
o (g 5 g \} (94 10

-10 +

-15 b

FIGURE 3.41 — Ecart relatif, en pourcentages, entre wWos et Wyes
en fonction de wgg
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Lorsque E(wqs) est positif, la fréquence est plus élevée a cause de la résonance
interne. Inversement, lorsque E(wgs) est négatif, la fréquence est plus basse. La
fonction E(wgs) n'est pas définie au voisinage de 0 car les modes de giration ne
peuvent pas exister en-dessous d’une fréquence minimale (il faut Q(@) > 0). La
figure 3.41 montre que 1’écart relatif maximal est de I'ordre de 15 % lorsqu’il n’y
a pas d’amortissement.

Conclusion

Dans cette partie, nous avons étudié le comportement d’une structure dont
tous les éléments sont en résonance. Dans ce cas, les modes de giration sont dé-
crits, a l'ordre 0, par une équation différentielle de degré 2 ou les termes d’inertie
et Deffort tranchant dépendent de la fréquence. Leur somme est notée R(w)a’.
Nous nous sommes alors intéressés aux conséquences de ce phénomeéne sur l'ana-
lyse modale.

Le premier résultat est que, a I’échelle de la structure, les déformées modales
ne sont pas modifiées. Par contre, pour les fonctions de transfert associées aux
différents modes, il y a deux possibilités. Dans le cas le plus simple, 1’équation
aux fréquences propres admet une solution loin des pics de la fonction R. Alors, la
fonction de transfert ne présente qu’un seul pic et la valeur de la fréquence propre
est peu affectée par la résonance interne. Mais si pour un mode, I’équation aux
fréquences propres admet une solution proche des pics de la fonction R, alors
cette solution n’est pas unique et la fonction de transfert présente deux pics.
Tous ces résultats ont été établis en négligeant 'amortissement dans la structure.

Notons enfin que, quelle que soit I'allure des fonctions de transfert, il existe
un certain nombre de fréquences au voisinage desquelles les modes de giration
ne peuvent pas exister a cause des incompatibilités cinématiques entre ces modes
et le fonctionnement des éléments. Il s’agit des fréquences des modes de flexion
impairs des murs et des fréquences pour lesquelles la fonction R tend vers l'infini.
Ces derniéres correspondent aux modes de flexion pairs des éléments et & des
modes de l'’ensemble de la cellule pour lesquels la rigidité apparente s’annule
dans I’équation d’équilibre en moments.

3.3.4 Résumé

Equation générale des modes de giration pure : Jw?a — Ka+ Ely o/ =0

Analyse modale

Lorsque la condition de quasi-statisme local est vérifiée, ’analyse modale peut
étre menée comme pour les modes de vibration plus classiques. En particulier,
les estimations de Lj et ¢, données pour les modes pilotés par U restent valables.

Cela est toujours vrai lorsqu’il y a résonance interne car les déformées mo-
dales & I’échelle macroscopique ne sont pas modifiées. Par contre, les fonctions de
transfert sont atypiques.
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Conditions d’existence

C < O(e) | Pas de modes de giration

wWy1 & wa1 - les modes pilotés par U et o sont confondus

wy1 < Wa1 < wyn : deux séries de modes qui couplent forte-
C' = 0O(1) | ment translation et giration

WuN < Wq1 : deux séries de modes sans couplage, translation
pure puis giration pure

Flexion interne seule (y > 1/(Ce)) :

deux séries de modes sans couplage, translation pure et
giration pure

Flexion interne et cisaillement ou cisaillement seul :
wyr < war < wpn ¢ deux séries de modes avec couplage
dissymétrique, translation pure et giration-translation

WuN < Wq1 : deux séries de modes sans couplage, translation
pure puis giration pure

Lorsque la condition de quasi-statisme local n’est plus vérifiée, ce tableau reste
valable mais il y a en plus des fréquences interdites pour lesquelles les modes de
giration ne peuvent pas exister. Il faut alors distinguer deux situations.

1. Résonance interne aux ordres supérieurs

Cela se produit lorsque les épaisseurs des éléments ne sont pas du méme ordre. A
I'ordre 0, nous avons une équation dégénérée dans laquelle la résonance interne
n’intervient pas. Par contre, cette équation est valable « presque partout » et son
domaine de validité est donné par les équations d’ordre supérieur.

Résonance des murs : La rigidité apparente devient infinie au voisinage de
leurs fréquences propres de flexion. Ces incompatibilités sont dues en partie
a ’hypothése de périodicité et en partie a la cinématique imposée par les
modes de giration.

Résonance des planchers : La rigidité apparente devient infinie au voisinage
des fréquences des modes de flexion pairs. Cela provient d’une incompati-
bilité cinématique entre le fonctionnement des planchers et les modes de
giration.

2. Résonance interne a 'ordre 0

Cela se produit lorsque les murs et les planchers sont similaires. Dans ’équation
d’ordre 0, le terme J,w? + K dépend de la fréquence. Il y a alors trois types
de fréquences interdites : celles liées & la résonance des murs, celles liées a la
résonance des planchers et celles liées a la résonance de I'ensemble de la cellule.
Dans ce dernier cas, la rigidité apparente de la cellule s’annule dans 1’équation
d’équilibre en moments.
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3.4 Modes longitudinaux

Cette partie est consacrée aux modes longitudinaux des structures constituées
de portiques simples. L’étude de ces modes en ’absence de résonance interne
se trouve déja dans la thése de Hans (2002) et dans (Boutin et Hans, 2003).
Ces travaux ont montré que la cinématique longitudinale est moins riche que la
cinématique transversale. En effet, elle ne fait intervenir qu’un seul mécanisme : la
traction-compression des murs. Notons que les modes de giration sont également
générés par la traction-compression des murs. La différence est que, pour les
modes longitudinaux, tous les murs se déforment en phase alors que, pour les
modes de giration, ils sont en opposition de phase. Malgré tout, les rigidités de ces
deux mécanismes ont le méme ordre de grandeur. Ainsi, ces deux types de modes
apparaissent dans la méme gamme de fréquences, c’est-a-dire des fréquences assez
élevées pour lesquelles les éléments peuvent entrer en résonance. L’apport de cette
thése est ’étude des conséquences des effets dynamiques a 1’échelle locale sur les
modes longitudinaux.

Pour cela, nous reprenons la méme démarche que pour les modes de giration.
Nous commengons par appliquer la méthode HMPD sur une structure avec des
éléments suffisamment épais pour qu’ils n’entrent pas en résonance. Cela permet
de rappeler les résultats de Hans qui servent de référence pour la suite. Puis les
épaisseurs des éléments sont diminuées progressivement et les effets de la réso-
nance sont analysés. En particulier, les résultats sont comparés avec ceux du cha-
pitre 2. Les modes longitudinaux sont I’équivalent du mode de polarisation (Py)
pour les ondes de compression pure dans les milieux réticulés. La seule différence
est la disparition de la périodicité de la structure dans la direction transversale.

3.4.1 Sans résonance interne

La structure étudiée est présentée sur la figure 3.42. Tous les éléments ont la
méme épaisseur, d’ordre O(e'/24,,), afin de construire le modéle le plus général
en ’absence de résonance. Dans ce cas, les modes longitudinaux apparaissent
pour des pulsations d’ordre O(w,) et tous les éléments ont un comportement
quasi-statique a I’échelle locale.

| = =0

A _ (/2
zmI o 6~
T
A
w
>« Ao, - = 0
o O(e”)

FIGURE 3.42 — Structure étudiée
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Les équations d’équilibre fournies par la méthode HMPD sont données ci-
dessous. Maintenant que nous étudions la cinématique longitudinale, nous avons
besoin des équations (NVy), (#y), (T,) et des variables V', A, ®. Celles-ci sont défi-
nies dans la partie 3.1.3 page 148. Les définitions des paramétres macroscopiques
se trouvent page 153.

AQ2VO + 2B, A, VO =0 (N:0)
(K + 3K, — A0, G2 VO =0 (#0)
(1284, 10 _ (720)
Ol
12E,4,
AI _ (Td 1)
by !
12€E€Ap A? — (Ap + 3Am) @(2)&0 =0 Za2)
HEEKAP RS — (A + 30, @0 (20 A0 + @A) + 3, (87— A7) =0 (Tu3)
\

Le comportement a 1’échelle macroscopique est directement décrit par I’équa-
tion (N;0) qui est I’équation habituelle pour les modes longitudinaux dans les
poutres. Cette équation a la méme forme que I’équation décrivant les modes
transverses de la poutre de cisaillement. Les résultats sont donc transposables
aux modes longitudinaux, notamment les estimations de L, et €,. Ces modes
sont pilotés par le déplacement longitudinal moyen V0. Les deux autres variables,
A et @, sont des variables cachées dont le premier ordre non nul est déterminé
grace aux deux équations d’équilibre interne (#;0) et (T, 3). Cette derniére se
simplifie de la fagon suivante :

12E,A

0 A3 43K, 9% =0 (3.43)

En I'absence de résonance interne, ces modes sont toujours décrits par le méme
type d’équations. Les variations des épaisseurs des éléments ne jouent que sur les
ordres de grandeur des paramétres. Ainsi, la masse linéique macroscopique A
peut dégénérer en A,, ou A, et les rigidités K, et K, n’ont pas toujours la méme
importance. Cela modifie également les ordres de grandeur des variables cachées.

3.4.2 Résonance interne aux ordres supérieurs

Nous nous intéressons maintenant & l'influence de la résonance interne en
flexion sur les modes longitudinaux. Pour cela, nous reprenons les deux structures
de la partie 3.3.2 et nous étudions séparément 'effet de la résonance des murs et
celui de la résonance des planchers.

Résonance des murs en flexion

Nous commencons par considérer la structure avec des murs plus fins que les
planchers (figure 3.43). Les modes longitudinaux apparaissent pour des pulsations
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Chapitre 3 : Modes de vibrations de poutres réticulées

d’ordre O(e'/? w,) ce qui correspond a la gamme de fréquences ot les murs peuvent
entrer en résonance en flexion. Méme si les modes longitudinaux sont générés par
la traction-compression des murs, ils peuvent exciter leurs modes de flexion car
ils provoquent la rotation des noeuds.

a
xXr f_ = 0(63/2>

a
( I a g, ~ 0
P m

T
A
sl @ % O(eV/?)

FIGURE 3.43 — Structure étudiée

Dans ce cas, la méthode HMPD fournit les équations suivantes pour la ciné-
matique longitudinale.

Ay RV +2E,A,, V" =0 (N, 0)
~ A ~
ARV 4+ 2B, AV 4+ (20, &1 + Ay @0) @0 VO + o G =0 (N1)
(K, =0 (M,0)
K, ®' — A0, VO =0 (Mg 1)
- A2 .
K, % — A0, @ ( V0 +w0V1) - g =0 (My2)

K, — AL, ((25;2@0 LIV 2@V + @ 172)

N v i o
10 (“’1 + ) 140%, 0

—~

My3)

+ —Km@%ém <4sin ( 9” m) (505 ) P

B0 Uy (Ch(ﬁNgﬂm) — COS(B%EM) .

_ AO/ -0
\ f[(ﬁ%ém)
( 12B,4, 1
T,
i =0 (7;0)
12eEzAp A% = A, &A= 0 (T43)
12€E£Ap A A, (20180 4 GAT) — A, F(F6,) A =0 T4
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L’expression de B?n ainsi que celles des fonctions f; et fp se trouvent page 219.
Nous rappelons que le paramétre B?n dépend de la fréquence et que la fonction f;
s’annule pour les fréquences des modes de flexion impairs des éléments alors
que la fonction fp s’annule pour les fréquences des modes pairs. Nous réutilisons
également la fonction f qui servait a définir la masse apparente dans le chapitre 2 :

La encore, le comportement de la structure a 1’échelle macroscopique est di-
rectement décrit par 'équation (N;0). Il s’agit d’une forme dégénérée (A ~ A,)
de I’équation établie au paragraphe précédent en ’absence de résonance interne.
L’inertie des murs est reléguée dans I’équation d’ordre 1 et c’est la masse réelle
qui intervient. Cela n’est pas surprenant car les équations (IV;) expriment I’équi-
libre entre I'effort normal dans les murs et I'effort tranchant dans les planchers.
Comme tous ces efforts sont développés normalement, ces équations ne sont pas
affectées par les effets dynamiques a I’échelle locale méme aux ordres supérieurs.
Pour savoir si le domaine de validité de I’équation (IV;0) est limité par des in-
compatibilités cinématiques entre les modes macroscopiques et le fonctionnement
des éléments, il faut étudier les ordres supérieurs des deux autres équations. Nous
constatons alors que les effets de la résonance interne apparaissent dans les équa-
tions ( Ay 3) et (T;4).

Dans ’équation (.4 3), ce sont les coefficients de P9 et A% qui dépendent de
la fréquence. Ces variables sont toutes les deux nulles d’aprés les équations (.#;0)
et (7;0). Néanmoins, si nous calculions 1'équation (.#;4), nous verrions réap-
paraitre les mémes termes mais avec les variables ®! et Al Ainsi, pour les
fréquences des modes de flexion pairs des murs, le dénominateur du coefficient
de ®! dans I'équation (M 4) s'annule, ce qui impose ' = 0. Or, d’apres l'équa-
tion (A1), ®! est proportionnelle & VO donc nous avons également VO = 0.

De la méme maniére, il existe une équation d’ordre supérieur ou le premier
ordre non nul de la variable A, noté AJ, a le méme coefficient que A° dans
I'équation (7;4). En conséquence, A7 est nulle pour les fréquences des modes
de flexion impairs des murs. En I’absence de résonance interne, I’équation (3.43)
montre que le premier ordre non nul de A est proportionnel a ¢/ ou & désigne
le premier ordre non nul de la variable ® (ici £ = 1). Il est fort probable que ce
soit toujours vrai pour les situations avec résonance interne. Dans ces conditions,
pour les fréquences des modes de flexion impairs des murs, nous avons :

Al=0 = &' =V"—0 = V=0 avec les conditions aux limites

Cette supposition n’a pas été vérifiée car la résonance interne complique énormé-
ment le calcul des ordres supérieurs. De plus, I'introduction de la géométrie de la
structure étudiée dans I’équation (3.43) montre que j = 7, ce qui veut dire que
les développements devraient étre menés trés loin.

Expliquons maintenant pourquoi les modes longitudinaux sont interdits pour
les fréquences des modes de flexion des murs. Dans I'équation (7;4), le coefhi-
cient de A est tout simplement la masse apparente dont les propriétés ont été
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¢tudiées en détail au chapitre 2 (page 62). Dans l'équation (.#;3), c’est la ri-
gidité apparente des murs qui est en cause. Nous avons démontré page 73 que,
pour les fréquences des modes de flexion pairs, les équations de la poutre d’Euler-
Bernoulli imposent #(0) = —6(¢,,) ou 6 désigne la rotation de la section dans le
repére local associé & un mur (figure 3.3 page 145). Cela est en contradiction avec
I’hypothése utilisée pour homogénéiser le comportement de la structure, a savoir
que les variables cinématiques évoluent peu d’un niveau a l'autre.

Résonance des planchers en flexion

Nous nous intéressons maintenant aux effets de la résonance des planchers. La
structure considérée est présentée sur la figure 3.44 et les modes longitudinaux
apparaissent pour des pulsations d’ordre O(w,).

i €T Z_m _ 0(61/2)
5—:: = O(e)
gm I CLp
= w .
» A, w, == O(E )
T o — L Em
L "L Pm

FIGURE 3.44 — Structure étudiée

Dans ce cas, les développements asymptotiques doivent étre réalisés selon les
puissances de €/2. La méthode HMPD fournit alors les équations suivantes pour
les vibrations longitudinales.

A QRVO+2E, A,V =0 (N, 0)

A @FVY? 4 2B, Ay VYT 4 20, g 01 jo VO + A f(BY,) 02V0 =0 (N, 3)

3K, (<i>0 - AO’) —0 (., 0)
20

3K, (cﬁl/? - Al/zf) _ 124,670(55) P2V =0 (My3)

(B2 fr(B,)

Les équations (T,) n’ont pas été recopiées car elles correspondent & I’équilibre
entre 'effort tranchant dans les murs et ’effort normal dans les planchers. Tous
ces efforts sont développés normalement et ces équations ne sont pas affectées par
la résonance des planchers méme aux ordres supérieurs. Elles ont donc une forme
similaire aux équations (7}) de la partie 3.4.1. Pour cette géométrie, la dilatation
transversale A est nulle au moins jusqu’a l'ordre 5/2.

Le comportement macroscopique de la structure est toujours décrit par I’équa-
tion (NV; 0). Comme les murs sont plus épais que les planchers, il s’agit d’une forme
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dégénérée ou seule la masse des murs apparait. L’inertie des planchers est relé-
guée dans I'équation d’ordre 1/2 et c’est la masse apparente qui intervient. Cette
derniére devient infinie pour les fréquences des modes de flexion impairs des plan-
chers donc les modes longitudinaux ne peuvent pas exister pour ces fréquences.

Dans I’équation (., 0) de la partie 3.4.1, c’est-a-dire en ’absence de résonance
interne, il y a deux termes susceptibles d’étre affectés par les effets dynamiques
a I'échelle locale : le terme d’inertie —A,¢, @2 VO et la rigidité K,. La structure
étudiée ici a des murs plus épais que les planchers donc les rigidités K, et K,
n’ont plus le méme ordre de grandeur :

F-o(() -o() o

K,, I, a3
Le terme proportionnel a K, est alors relégué dans I’équation d’ordre 3/2 et n’a
pas été calculé ici. Cependant, dans la partie suivante nous étudierons une struc-
ture avec des murs et des planchers similaires pour laquelle ce terme est plus facile
a obtenir. Nous pourrons alors savoir quelles sont les fréquences pour lesquelles il
y a des incompatibilités cinématiques entre les modes macroscopiques et le fonc-
tionnement des éléments. Le terme d’inertie se trouve dans 1'équation (. %) Il

dépend de la fréquence comme prévu. La encore, les modes longitudinaux sont
interdits pour les fréquences des modes de flexion impairs des planchers.

Conclusion

L’étude des effets de la résonance interne est plus simple pour les modes lon-
gitudinaux que pour les modes de giration. En effet, 'effort tranchant n’apparait
pas dans I’équation générale qui décrit les modes longitudinaux au premier ordre.
Ainsi, le seul terme qui peut étre affecté par les effets dynamiques a ’échelle lo-
cale est le terme d’inertie. De plus, nous avons vu au chapitre 2 que, pour le
mode de polarisation (Py), c’est la résonance des planchers qui a un impact sur
les forces d’inertie. Nous retrouvons ce résultat pour les modes longitudinaux.
Lorsque les murs sont en résonance, c’est la masse réelle qui intervient alors que
pour la résonance des planchers, c’est la masse apparente. Cette derniére a la
méme expression qu’au chapitre 2 et les modes longitudinaux sont interdits pour
les fréquences des modes de flexion impairs des planchers. Notons que, par rap-
port au mode (Py) dans les milieux réticulés, les effets de la résonance sont moins
marqués car la proportion de la masse qui est modifiée est plus faible. En effet,
chaque cellule contient deux murs et un seul plancher.

Néanmoins, lorsque les murs sont en résonance, il existe des fréquences inter-
dites a cause des incompatibilités cinématiques entre les modes longitudinaux et
le fonctionnement des éléments. Comme au chapitre 2, nous constatons que la
rigidité apparente des murs devient infinie pour les fréquences de leurs modes de
flexion pairs car ’hypothése cinématique utilisée pour homogénéiser le compor-
tement de la structure n’est pas adaptée. Cependant, dans le chapitre précédent,
cela empéchait le déphasage des ondes mais n’interdisait pas la propagation des
ondes de compression pure. Pour les modes longitudinaux, les murs se déforment
en phase et pourtant, ces modes ne peuvent pas exister pour les fréquences des
modes de flexion pairs des murs. Cela provient de la perte de la périodicité dans
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la direction transversale, ce qui modifie les équations d’équilibre interne. Dans
les milieux réticulés, les moments générés par la rotation des nceuds sont équili-
brés par ceux générés par la distorsion de la cellule alors que, dans les structures
constituées de portiques simples, ils sont équilibrés par un terme d’inertie.

Une autre conséquence de la perte de la périodicité dans la direction transver-
sale est que les modes longitudinaux sont associés a la dilatation de la cellule A.
Les murs subissent donc un mouvement dans la direction transversale en plus de
la déformation en traction-compression. Pour ce nouveau mouvement, les forces
d’inertie font intervenir la masse apparente des murs. Méme si c’est leur masse
réelle qui apparait dans I’équation décrivant les modes longitudinaux & 1’échelle
macroscopique, les fréquences des modes de flexion impairs des murs peuvent
donc étre des fréquences interdites.

En ce qui concerne la résonance des planchers, I’exemple choisi ne permet pas
d’étudier facilement les incompatibilités cinématiques qui peuvent exister entre
les modes longitudinaux et le fonctionnement des éléments. Nous le ferons dans
la partie suivante.

3.4.3 Reésonance interne a ’ordre 0

Nous étudions maintenant le comportement d’une structure dont tous les
éléments ont une épaisseur d’ordre O(el,,). Alors, les modes longitudinaux ap-
paraissent pour des pulsations d’ordre O(w,). Dans cette gamme de fréquences,
tous les éléments sont en résonance et les effets dynamiques a 1’échelle locale sont
visibles dans les équations d’ordre 0. Les caractéristiques de la structure sont
résumées sur la figure 3.45.

x Z—m = O(e)
:, "
2‘—2 — 0(e)
l, I ap
% w
G, — = 0
2~ o)
1 B,
bio L e LY\ pm

FIGURE 3.45 — Structure étudiée

Equations d’équilibre

Les définitions des paramétres macroscopiques se trouvent page 153 et nous
rappelons les expressions des fonctions qui dépendent de la fréquence (& travers
les parametres 37 et ) :

Bo _ 4 PpAp@g BO _ 4 pmAm&Jg
p E,I, m E..I,
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100 = grzmn (7) 2 (3)
- () (2) () ()
()0 2) () (3

La fonction f; s’annule pour les fréquences des modes de flexion impairs alors que
la fonction fp s’annule pour celles des modes de flexion pairs. Nous introduisons
également les rigidités apparentes des murs et des planchers :

y K, 3%, B3¢, 3o,
ICP( ;Sgp) = fl(/@}ggp) COS (T) Ch (T)

B K. (30 30 30
3f P (ﬁ%ﬂm) 2 2
La méthode HMPD fournit les équations d’équilibre suivantes pour les vibra-
tions longitudinales.

( 12E,A

=P P AO
o A0 =g (T,0)
12B,4, x4
o Al=0 (T, 1)
12E,A ~ ~
25l R2 <Ap +3A,, f(ﬁfngm)) G2 A0 =0 (T,2)
| 0,
( (Am +A, f(égep)) G2V 4 2B, A,V =0 (N, 0)
N o . Al fr(B90,) ., -
(Am +A, f(ﬁgep)) G2V 4 2B, A VY (B;DEP)QJ“ (%02 ; 02 3V
h(30¢ y zDog NG (N 1)
+ A+ ﬁ(sf(}?ep) 4 Dby — cosy p)) 236V = 0
\ 4 (fl(@%))
(1200, fp(30,) -
”fP(J” BV =0 (,0)

(BY)2 11338,

SV + (I (B36,) + 3K (5, 0m) ) B°

(
sin(950,) —sh(806,)  4fp(F50,) o
) - - = b =~ AL Wi1lWo 0
! < Bt (f[(ﬂog ))? (52@)7](52%)) . v (A1)
Ko (Bt (b(Ftn) = cos(B0t))
+ AV —

2 (cos(B%ﬁm) ch(B30.0,,) — 1)
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Ces équations sont une nouvelle illustration des phénoménes constatés dans
le paragraphe précédent et le chapitre 2. Dans les équations (T}), qui décrivent
I’équilibre des forces horizontales, nous avons la masse réelle des planchers et la
masse apparente des murs. Inversement, dans les équations (IV;), qui décrivent
I’équilibre des forces verticales, nous avons la masse apparente des planchers et la
masse réelle des murs. Nous retrouvons également le fait que la rigidité apparente
des murs devient infinie pour les fréquences de leurs modes de flexion pairs.

La nouveauté est ’expression de la rigidité apparente des planchers. Contrai-
rement aux cas étudiés jusqu’a présent, cette derniére tend vers l'infini pour les
fréquences des modes de flexion impairs des planchers. C’est encore une consé-
quence de la perte de la périodicité dans la direction transversale. En effet, pour
les modes longitudinaux des structures constituées de portiques simples, les deux
neeuds d’'un méme niveau tournent dans des sens opposés (figure 3.6 page 149).
Cela correspond au fonctionnement naturel des planchers pour les fréquences
des modes pairs mais est en contradiction avec leur fonctionnement pour les fré-
quences des modes impairs. La démonstration de ce résultat se trouve dans le
chapitre 2 page 73.

Comportement de la structure

Les équations (T;) montrent que la dilatation transversale est nulle au moins
jusqu’a l'ordre 2. Pour le reste de la résolution, il faut distinguer trois situations :
les fréquences des modes de flexion pairs des planchers, les fréquences en dehors
de la résonance des planchers et enfin, les fréquences des modes de flexion impairs
des planchers.

Nous commencons par les fréquences des modes de flexion pairs des planchers.
Alors, le coefficient de V0 dans 1'équation (.#;0) est nul et les modes longitudi-
naux sont directement décrits par I’équation (IV;0). Il s’agit de I’équation habi-
tuelle pour les modes longitudinaux mais la masse des planchers est remplacée
par leur masse apparente. Cependant, cette équation est valable « presque nulle
part », c’est-a-dire jamais sauf pour les fréquences des modes de flexion pairs
des planchers et & condition qu’elles ne coincident pas avec des fréquences pour
lesquelles les modes longitudinaux ne peuvent pas exister. En particulier, nous
avons vu dans le paragraphe précédent que les modes longitudinaux sont incom-
patibles avec le fonctionnement des murs pour les fréquences de leurs modes de
flexion. Ainsi, lorsque les murs et les planchers sont identiques, les modes de
flexion pairs des murs et des planchers correspondent aux mémes fréquences et
I'équation (IV; 0) n’est jamais valable.

En dehors des fréquences de résonance des planchers, les moments d’inertie
sont trop importants et 'équation (.#;0) impose V° = 0. Il faut alors considérer
les équations d’ordre 1 :

/}pEPfP(ngp) @(2) i)o -0 (Nt 1)
(Bpty)* f1(Bpty)

Ve (K (398) + 3K (%) ) @°

(Am + Apf(ngp)) SRV 2B, A,V +

. 12Ap£pr(Bg€p> @2

3 3 0 M1
(BY6,)2f1(BY,) (AMy1)
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Dans ce cas, la variable d’ordre 0 n’est plus le déplacement longitudinal V' mais la
rotation différentielle des noeuds ®. Cependant, V! et ®° vérifient la méme équa-
tion différentielle et nous avons choisi de raisonner sur V! par la suite. L’équa-
tion (.#, 1) permet d’exprimer ®° en fonction de V'. En reportant cette expres-
sion dans I’équation (/V; 1), nous obtenons ’équation différentielle qui décrit ce
type de modes :

(A + Ay F(&0)) R V4 2B, A,V =0 (3.44)

Kp(fP (ngp)y
(130602 (Kp(B3ty) + B ()

avec F(@) = f(Bgﬁp) +

Nous commengons par déterminer le domaine de validité de cette équation puis
nous nous intéressons aux propriétés de ses solutions.

L’équation (3.44) est valable « presque partout » et les fréquences interdites
correspondent :

1. aux fréquences des modes de flexion pairs des planchers,

2. aux fréquences des modes de flexion des murs,

3. aux fréquences qui annulent la rigidité apparente de la cellule,
4. aux fréquences des modes de flexion impairs des planchers.

Les deux premiers cas ont déja été commentés. Pour le troisiéme cas, nous avons
/Cp(ﬁgﬁp) + 3K (8% 4,,) = 0 et le moment d’inertie de 'équation (.#; 1) n’est plus
équilibré, ce qui impose V! = 0. Cette fois-ci, les fréquences interdites sont dues
a un mode de I’ensemble de la cellule et pas a un mode des éléments. Le dernier
cas sera examiné plus tard. Pour ces fréquences, la masse apparente des planchers
et leur rigidité apparente tendent toutes les deux vers 'infini.

Pour étudier les propriétés des solutions, nous nous basons sur les résultats
obtenus dans la partie 3.3.3 pour les modes de giration. En effet, ’équation (3.44)
a la méme forme que I’équation (G 0) de la page 227 qui décrit les modes de gira-
tion : c’est une équation différentielle de degré 2 ou le terme d’inertie est multiplié
par une fonction qui dépend de la fréquence. Par contre, il ne s’agit pas de la
méme fonction. Notons également que la fonction F est différente de la fonc-
tion f qui définit habituellement la masse apparente. Comme ’équation (3.44)
est construite a partir des équations d’ordre 1, la rigidité apparente intervient
aussi.

Par analogie avec les modes de giration, nous savons que ce type d’équation
redonne les déformées modales classiques a 1’échelle macroscopique mais que les
fonctions de transfert associées sont atypiques. Ces derniéeres dépendent des pro-
priétés de la fonction F. En ce qui concerne les fréquences propres, nous avons
constaté, pour les modes de giration, qu’il n’est pas toujours possible de les dé-
finir. De plus, lorsqu’elles existent, elles sont légérement décalées a cause de la
résonance interne. Il est probable que ce décalage soit plus important pour les
modes longitudinaux. En effet, les fréquences ne sont pas calculées a partir des
mémes équations selon qu’il y a résonance interne ou non. Ici, nous devons consi-
dérer les équations d’ordre 1 qui contiennent plus de termes que les équations
d’ordre 0 utilisées en ’absence de résonance interne.
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Nous étudions maintenant les propriétés de la fonction F lorsque les murs et
les planchers sont rigoureusement identiques. Dans ce cas, nous avons :

b =L, =1 P =Pp=p B9 =39 ="
Apn=A,=A In=1,=1, En,=E,=E
K,, 12F1,
A

et la fonction F se simplifie :
4( ch(3°0) + COS(BOK)) — 3+ 5¢h(8°0) cos(3%0)

F(wo) = 2= . . = .
3o¢ (sin(ﬁoé) (3ch(B90) — 1) + sh(3o0) (1 — SCOS(BOE))>

Nous introduisons ensuite la pulsation adimensionnelle w définie par le ratio entre
W, la pulsation des vibrations de la structure, et wy;, la premiere pulsation propre
de flexion d'un élément lorsqu’il est bi-encastré.

- ~ 20 2 p ) N Bog 08 ﬁQS 377\/7
w=wy | =— N — = = —Vw
*\ 37 EI, ~ wp El. 2

La fonction obtenue a partir de F aprés ce changement de variable est notée ().
Comme pour les modes de giration, nous définissons les fonctions R(@y) et R(w).

R(@) = (A + Ay F(@0)) @5 = (2 + F(@o)) pg

= (2+7@) (37”)4 =
Egj R(an) = (2+ F(@)) (37”)4 @

Les pulsations propres wj, sont les solutions d’équations du type ]—?(@) = Ry ou
Ry, est une constante positive qui ne dépend que du numéro du mode k. Les
équivalents de R(@g) et R(w) en I'absence de résonance interne sont les fonctions

Q(wo) et Q(w).

R(w) =

4
El. .
Q) = (n + )38 =398 =3 () T

. 04 4
Q@) = @ =3 (F) @

Les pulsations propres wy, sont encore les solutions d’équations du type Q(d}) = Ry
ol la constante Rj est la méme que dans le cas avec résonance interne.

Les deux fonctions R(%) et Q(&) sont tracées sur la figure 3.46. Nous rappelons
que les pulsations des modes de flexion des éléments suivent la suite des carrés
des nombres impairs et qu’elles correspondent aux abscisses suivantes :

52 92

2
w ~ 1 @2%3—2%2,78 @3%§%5,44 @%3—2:9 etc
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~ A~

— R(w) (avec résonance interne) —— Q(w) (sans résonance interne)

3000007
250000:
ZOOOOO:
1500007

Rk:

100000

50000

-50000 -

FIGURE 3.46 — R(%) (trait fin) et Q(&) (trait gras) en fonction de la fréquence

40 | ~ N
W — W
E(&gg) =100 7~ 99

WQS
301
20
lO:

o 2 @y °

,10:

FIGURE 3.47 — Ecart relatif, en pourcentages, entre wWos et Wres
en fonction de wgg
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Comme pour les modes de giration, la fonction R(d}) n’a pas de sens physique au
voisinage des fréquences pour lesquelles elle tend vers +oo. Il s’agit donc d’une
fonction croissante définie sur une suite d’intervalles disjoints. Ainsi, nous retrou-
vons les problémes d’existence et d’unicité des fréquences propres et les fonctions
de transfert sont atypiques. Pour une valeur de Rj donnée, nous appelons wgs
la pulsation propre obtenue en négligeant la résonance interne, c’est-a-dire la so-
lution de I’équation Q(Cu) = Ry. La pulsation w,.s est une solution de I’équation
R(&)) = Ry, correspondant a la méme valeur de Ry. Il s’agit de la solution la plus
proche de wgg et les bandes interdites sont négligées. L’écart relatif entre ces
deux pulsations est représenté sur la figure 3.47. Le plus souvent, les fréquences
propres sont plus élevées a cause des effets dynamiques a 1’échelle locale et la
comparaison avec la figure équivalente pour les modes de giration (figure 3.41
page 235) montre que le décalage est deux fois plus important pour les modes
longitudinaux.

Revenons sur la figure 3.46. Les fréquences pour lesquelles la fonction f?(d})
tend vers l'infini ne coincident avec aucun des modes de flexion des éléments.
En réalité, il s’agit des fréquences pour lesquelles la rigidité apparente de la cel-
lule ICp(Bgfp) + 3K, (82 €,,) est nulle. Pour le cas particulier que nous avons traité,
c’est-a-dire lorsque les murs et les planchers sont rigoureusement identiques, la
fonction f;(5°f) se simplifie dans expression de la fonction F(dy). Cest pour-
quoi, sur la figure 3.46, nous n’observons pas de pic pour les fréquences des modes
de flexion impairs. Mais, méme s’il est possible d’écrire I’équation (3.44) pour ces
fréquences, cela ne veut pas dire qu’elle a un sens physique.

Les fréquences des modes de flexion impairs des planchers correspondent a une
situation que nous n’avons pas encore rencontrée. Dans ce cas, la masse apparente
et la rigidité apparente des planchers tendent simultanément vers l'infini. Pour
déterminer le comportement de la structure a ces fréquences, il faut revenir aux
équations d’équilibre (IV; 1) et (.#;1). Dans I’équation (N; 1), la masse apparente
des planchers et le terme d’inertie lié a la rotation des nceuds tendent tous les
deux vers l'infini. Au voisinage de ces fréquences, ils n’ont donc plus le méme
ordre de grandeur que les autres termes de 1’équation et ils remontent dans une
équation d’ordre inférieur qui s’écrit :

Apcbg : (52%) (%) val fP(~2£P) 50| _
—ngpf](gggp) (4sm 5 sh 5 Vi + Bg " | =0 (3.45)

De méme, dans I’équation (.#; 1), le terme d’inertie et la rigidité apparente des

planchers deviennent infinis, ce qui conduit & une deuxiéme relation entre V!
HO .
et O :

Kpégfp cos (ngp) ch (ngp) PO — 1280, @gfp(ggﬁp) Vi=0 (3.46)

Fr(B9%,) 2 2 (B9L,)2 f1(B0L,)
20 20 20
s (o () o () - =

Nous en déduisons 'expression de V! en fonction de ®° et nous la reportons dans
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I'équation (3.45) :
() o
Bgf P(ngp)
Pour les fréquences des modes de flexion impairs des planchers, cette équation est
trivialement vérifiée. Par contre, au voisinage de ces fréquences, le raisonnement
qui nous a permis de construire les équations (3.45) et (3.46) est toujours valide

et nous avons f[(Bgﬁp) +£ 0. La seule solution possible est donc ®° = 0, ce qui
signifie que les modes longitudinaux ne peuvent pas exister.

Conclusion

Méme si les mécanismes de base sont les mémes que pour le mode de polarisa-
tion (Py) du chapitre 2, c’est-a-dire traction-compression des murs et résonance
en flexion des éléments, nous obtenons ici des résultats trés différents. Cela pro-
vient de la perte de la périodicité de la structure dans la direction transversale. Le
premier changement est que la rigidité apparente des planchers tend vers I'infini
pour les fréquences de leurs modes de flexion impairs. Ainsi, la masse apparente et
la rigidité apparente des planchers deviennent infinies pour les mémes fréquences.

La deuxiéme différence est due a la modification des équations d’équilibre
interne. Ici, les moments d’inertie sont trop importants et nous avons V° = 0 sauf
pour les modes de flexion pairs des planchers. En conséquence, I’équation d’ordre 0
est valable « presque nulle part » et il faut regarder les équations d’ordre 1. Notons
que ce phénomeéne n’est pas directement lié & la résonance des éléments mais au
type de structure que nous avons étudié. En effet, les effets dynamiques & 1’échelle
locale modifient la forme des termes mais pas leur ordre de grandeur en dehors
des fréquences de résonance.

Ce passage aux équations d’ordre 1 n’est pas anodin car elles contiennent
plus de termes que les équations d’ordre 0. En particulier, ’équation différentielle
décrivant les modes de la structure a I’échelle macroscopique dépend maintenant
de la rigidité apparente des éléments en flexion. Malgré tout, elle reste une équa-
tion différentielle de degré 2 et elle a la méme forme que ’équation décrivant les
modes de giration avec résonance interne. Les résultats établis pour ces modes
peuvent donc étre réutilisés pour les modes longitudinaux. Nous savons ainsi que
les déformées modales a 1’échelle macroscopique ne sont pas affectées par les effets
dynamiques a ’échelle locale mais que les fonctions de transfert associées sont
atypiques. Par contre, lorsqu’il est possible de définir des fréquences propres, le
décalage est plus important pour les modes longitudinaux que pour les modes
de giration a cause des nouveaux mécanismes pris en compte dans les équations
d’ordre 1.

L’équation différentielle obtenue a partir des équations d’équilibre d’ordre 1
est valable « presque partout ». Les fréquences interdites correspondent aux fré-
quences de résonance des éléments et aux fréquences qui annulent la rigidité ap-
parente de I’ensemble de la cellule dans 1’équation d’équilibre en moments. Tous
ces résultats ont été établis en négligeant I’amortissement dans la structure.

251



Chapitre 3 : Modes de vibrations de poutres réticulées

3.4.4 Résumé

Equation générale des modes longitudinaux : A2 VO 4+ 2E,, A,V =0

Analyse modale

Les résultats sont les mémes que pour les modes de giration. Les estimations
de L et ¢, données pour les modes transverses restent valables. Lorsqu’il y a
résonance interne, les déformées modales a 1’échelle macroscopique ne sont pas
modifiées mais les fonctions de transfert sont atypiques.

Conditions d’existence

Il n’y a pas de condition d’existence particuliére lorsque la condition de quasi-
statisme local est vérifiée. Par contre, la résonance des éléments en flexion fait
apparaitre des fréquences interdites. Les résultats sont différents de ceux du cha-
pitre 2 sur le mode de polarisation (Py) car, a cause de la perte de la périodicité de
la structure dans la direction transversale, nous n’avons pas les mémes équations
d’équilibre interne.

1. Résonance interne aux ordres supérieurs

Cela se produit lorsque les épaisseurs des éléments ne sont pas du méme ordre. A
I'ordre 0, nous avons une équation dégénérée dans laquelle la résonance interne
n’intervient pas. Pas contre, cette équation est valable « presque partout » et son
domaine de validité est donné par les équations d’ordre supérieur.

Résonance des murs : La rigidité apparente devient infinie au voisinage des
fréquences des modes de flexion pairs car 'hypothése cinématique utili-
sée pour homogénéiser le comportement de la structure n’est pas adaptée.
Pour les fréquences des modes impairs, c¢’est la masse apparente qui tend
vers 'infini. Celle-ci apparait dans le terme d’inertie associé a la dilatation
transversale A dans les équations d’équilibre interne.

Résonance des planchers : La masse apparente et la rigidité apparente de-
viennent toutes les deux infinies au voisinage des fréquences des modes de
flexion impairs. Pour la rigidité apparente, cela est di & une incompatibilité
cinématique entre le fonctionnement des planchers et les modes longitudi-
naux.

2. Résonance interne a 'ordre 0

Cela se produit lorsque les murs et les planchers sont similaires. Dans I’équation
d’ordre 0, la masse apparente des planchers dépend de la fréquence. Mais cette
équation est valable « presque nulle part » car les moments d’inertie ne sont
pas équilibrés dans les équations d’équilibre interne. I faut alors regarder les
équations d’ordre 1 dans lesquelles la rigidité apparente des éléments intervient
également. Il y a maintenant trois types de fréquences interdites : celles liées a
la résonance des murs, celles liées a la résonance des planchers et celles liées a la
résonance de ’ensemble de la cellule. Dans ce dernier cas, la rigidité apparente
de la cellule s’annule dans 1’équation d’équilibre en moments.
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3.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a des structures constituées par
la répétition périodique de portiques dans une seule direction. La méthode HMPD
a été utilisée pour construire les modeéles de poutre équivalents a 1’échelle macro-
scopique et nous avons étudié leurs modes de vibrations. Ce chapitre a ainsi repris
et complété les travaux de Hans et Boutin (Hans, 2002; Boutin et Hans, 2003;
Hans et Boutin, 2008) sur les modes transverses et longitudinaux des structures
constituées de portiques simples. Dans cette conclusion, nous commengons par
rappeler les différents comportements observés puis nous revenons sur la démarche
qui a été suivie.

La cellule de base étant la méme qu’au chapitre 2, les deux types de structures
ont des caractéristiques communes. Par la suite, les structures du chapitre 2, pé-
riodiques selon deux directions, sont appelées milieux (réticulés) et les structures
du chapitre 3, périodiques selon une seule direction, sont appelées poutres réticu-
lées ou structures poutres. Dans les milieux réticulés, nous avons mis en évidence
quatre mécanismes de base : le cisaillement de la cellule, la propagation d’ondes
de flexion, la propagation d’ondes de traction-compression et la résonance des
éléments en flexion. Ces quatre mécanismes existent toujours dans les poutres
réticulées. Le cisaillement de la cellule est encore généré par la flexion locale des
éléments et il est bien plus souple que dans les poutres pleines. L’équivalent de
la propagation des ondes de flexion dans les milieux est le mécanisme de flexion
interne dans les structures poutres et celui des ondes de traction-compression
dans les milieux est le mécanisme de traction-compression de la poutre réticulée.
Enfin, les modes de vibration faisant intervenir les mécanismes les plus rigides
des poutres réticulées peuvent provoquer la résonance des éléments en flexion.

Néanmoins, la disparition de la périodicité dans la direction transversale rend
la cinématique des structures poutres plus riche que celle des milieux réticulés.
En effet, pour 'homogénéisation, nous continuons & imposer aux variables ciné-
matiques d’évoluer lentement dans la direction longitudinale mais il n’y a plus de
contraintes dans la direction transversale. Cela autorise un nouveau mécanisme :
la flexion globale générée par la traction-compression des murs en opposition de
phase. Les équations d’équilibre des noeuds sont également modifiées. Mainte-
nant, il n’y a que trois éléments connectés aux deux nceuds situés aux extrémités
d’un niveau. En conséquence, le comportement a 1’échelle locale est différent.

Toutes ces propriétés influencent le comportement des structures poutres a
I’échelle macroscopique. Hans et Boutin ont montré que les modes de vibrations
transverses peuvent étre générés par trois mécanismes : le cisaillement, la flexion
globale et la flexion interne. Comme dans les milieux réticulés, c’est 'ordre de
grandeur des rigidités des mécanismes qui détermine le comportement de la struc-
ture. En premiére approximation, nous pouvons considérer que le cisaillement et
la flexion globale sont associés en série et que cet ensemble est associé en paralléle
avec la flexion interne. Dans le cas le plus général, lorsque les trois mécanismes
ont la méme importance, les vibrations sont décrites par une équation différen-
tielle de degré 6 qui peut dégénérer en des modeles plus simples, notamment le
modéle de poutre d’Euler-Bernoulli. Les modéles avec flexion interne sont plus
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originaux car ce mécanisme n’existe pas dans les poutres pleines. La combinaison
du cisaillement et de la flexion globale donne un modéle qui a été baptisé poutre
de Timoshenko élancée. La différence avec le modéle de poutre de Timoshenko
habituel, qui décrit le comportement des poutres pleines, est qu’il ne prend pas
en compte l'inertie de rotation.

En effet, cette derniére est trés petite dans les structures portiques et pour
qu’elle équilibre les variations du moment global, il faut que la fréquence soit plus
élevée. A plus hautes fréquences, il existe donc des modes de giration pilotés par
la rotation « des niveaux. Selon I'importance des trois mécanismes et du contraste
entre l'inertie de rotation et celle de translation, ce sont des modes de giration
pure ou des modes qui couplent translation et rotation. Dans cette thése, nous
avons mis en évidence les différents comportements mais les équations n’ont été
résolues que pour les modes de giration pure. Comme ces modes apparaissent a
des fréquences relativement élevées, ils peuvent étre accompagnés de phénomeénes
de résonance interne si les éléments ne sont pas suffisamment épais. Cela est
vrai également pour les modes longitudinaux puisqu’ils correspondent a la méme
gamme de fréquences.

Toujours a cause de la perte de la périodicité dans la direction transversale, les
effets dynamiques a 1’échelle locale n’ont pas tout a fait les mémes conséquences
qu’au chapitre 2. Ce qui reste vrai, c’est que la masse apparente des éléments
tend vers 'infini pour les fréquences de leurs modes de flexion impairs. De méme,
I’hypothése cinématique utilisée pour homogénéiser le comportement de la struc-
ture dans la direction longitudinale peut rendre la rigidité apparente des murs
infinie pour leurs modes de flexion pairs. Par contre, il existe des situations ot
c’est la cinématique du mode considéré qui est en cause. C’est notamment le cas
pour les planchers qui ne sont plus soumis & I'hypothése de périodicité dans les
structures poutres. Selon la cinématique du mode considéré, la rigidité apparente
des planchers peut devenir infinie pour les fréquences des modes de flexion pairs
ou impairs. En particulier, pour les modes longitudinaux, la masse apparente et
la rigidité apparente des planchers tendent simultanément vers l'infini pour les
fréequences des modes de flexion impairs. Les fréquences propres de flexion des
éléments ne sont pas les seules fréquences pour lesquelles les modes macrosco-
piques ne peuvent pas exister. Lorsque les murs et les planchers sont similaires, il
y a également des fréquences pour lesquelles la rigidité apparente de I’ensemble
de la cellule s’annule.

Toutes ces propriétés ont été mises en évidence grace a l'application de la
méthode HMPD sur quelques cas particuliers. De plus, le choix initial de ne jouer
que sur les épaisseurs des éléments limite le nombre de comportements qu’il est
possible de générer. Ce chapitre est une illustration de la fagon dont les résultats
peuvent ensuite étre généralisés a d’autres types de structures et de la facon dont
ils peuvent étre utilisés pour créer des nouveaux modeéles. L’idée de base consiste
a identifier les termes relatifs aux différents mécanismes et a étudier les effets de
la modification de leur ordre de grandeur.

Pour les modes transverses, Hans et Boutin ont choisi d’imposer la méme
importance & tous les mécanismes afin de construire un modeéle générique qui
englobe tous les comportements observés. Ils ont ensuite étudié comment ce mo-
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déle dégénere. Cela leur a permis d’identifier les parameétres adimensionnels qui
pilotent le comportement des structures et de proposer des critéres pour identifier
ce comportement sans utiliser la méthode HMPD. Pour les structures étudiées
par homogénéisation, ces critéres ont une expression analytique. Dans cette thése,
nous avons souhaité étendre le domaine d’application des modéles a des struc-
tures plus complexes pour lesquelles la mise en ceuvre de la méthode HMPD
est trés fastidieuse. Nous avons alors proposé une méthode pour déterminer les
parameétres macroscopiques qui peut étre appliquée a n’importe quelle structure
portique. Il s’agit de calculs d’inertie élémentaires et d'un calcul statique sur un
modéle éléments finis d'une seule cellule. Ainsi, les calculs dynamiques ne sont
plus réalisés sur ’ensemble de la structure mais uniquement sur le modéle de
poutre équivalent. Cela permet d’obtenir le comportement global de la struc-
ture. Pour compléter la méthode, il faudrait ensuite revenir au niveau local et
déterminer les contraintes et les déformations dans les éléments.

Pour les modes de giration, il y a un parameétre supplémentaire et le probléeme
est plus compliqué. C’est pourquoi nous avons choisi une démarche légérement
différente. Nous avons fait varier les ordres de grandeur directement dans les
équations d’équilibre et nous avons ensuite construit les modéles correspondants.
Nous avons ainsi généré des comportements qui n’avaient pas été observés avec la
méthode HMPD et qui ont été confirmés numériquement. Cependant, cette facon
de procéder ne permet de construire que des modéles ot la taille caractéristique
des variations est la méme pour toutes les variables non nulles. Les simulations
numériques montrent que ce n’est pas toujours le cas.

Ce travail de généralisation n’a pas été réalisé pour les modes longitudinaux.
En effet, les premiéres études ne considéraient que les situations ou la condi-
tion de quasi-statisme local est vérifiée. Pour ces structures avec des éléments
relativement épais, il n’y avait qu’'un seul modéle possible et il n’était pas néces-
saire de construire des critéres d’identification. L’extension de la méthode HMPD
aux situations avec résonance interne a permis d’étudier des structures avec des
éléments plus fins. Il est alors apparu que la déformation de la cellule pouvait
également intervenir a 1’échelle macroscopique pour ce type de modes.

Une autre question soulevée par ce chapitre est le domaine de validité des
méthodes d’homogénéisation. Méme si certains travaux visent a construire des
modeéles continus capables de représenter le comportement des structures dis-
crétes dans une large gamme de fréquences (Andrianov, 2002), la principale hy-
pothése de ’homogénéisation est que la condition de séparation d’échelles est
vérifiée. Cela signifie qu’il existe une taille macroscopique bien plus grande que
la taille de la cellule. L’étude des différents types de vibrations montre que cette
condition n’est pas une condition absolue sur la fréquence mais une condition
relative & chaque type de modes. En effet, a chaque fois, la taille macroscopique
a la méme expression et elle ne dépend que du numéro du mode. Par contre, la
rigidité associée a chaque type de vibrations n’est pas la méme et ils apparaissent
dans des gammes de fréquences différentes. Ainsi, pour une structure donnée,
il est possible d’avoir deux gammes de fréquences homogénéisables séparées par
une gamme de fréquences non homogénéisables (figure 3.48). Les premiéres fré-
quences homogénéisables correspondent aux premiers modes transverses pilotés
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Modes de giration
Modes transverses et modes longitudinaux Autres modes

| | | I

O ———— ~————
Domaine Domaine Autre domaine
homogénéisable homogénéisable homogénéisable 7

FIGURE 3.48 — Représentation trés schématique des différents
domaines homogénéisables

par la translation et les secondes aux premiers modes de giration et aux premiers
modes longitudinaux. Entre ces deux gammes de fréquences se trouvent les modes
transverses supérieurs qui ne sont pas homogénéisables.

De plus, dans cette thése, nous n’avons pas identifié toutes les gammes de
fréquences homogénéisables. Nous avons étudié les modes de vibrations pilotés
par les variables U, a et V' qui correspondent aux mouvements de corps rigide
des niveaux en deux dimensions. Ces modes sont particuliérement intéressants car
ils sont susceptibles d’exister dans toutes les structures poutres sous réserve que
les paramétres macroscopiques aient les bons ordres de grandeur. Néanmoins, les
simulations numériques font apparaitre d’autres types de vibrations pilotés par
la déformation de la cellule (figure 3.49). A chaque fois, les premiers modes sont
stirement homogénéisables. Cela nécessiterait d’apporter deux modifications a la
méthode HMPD. La premiére est que la périodicité des variables cinématiques
n’est pas forcément la méme que celle de la structure. Par exemple, pour les modes
pilotés par la rotation des noeuds, cette derniére est périodique sur deux cellules.
D’ailleurs, les auteurs qui ont commencé a travailler sur ’homogénéisation des
modes modulés dans les structures périodiques continues (Manevitch et Oshmyan,
1999; Daya et al., 2002; Moustaghfir et al., 2007) considérent la périodicité des
variables cinématiques sur plusieurs cellules. Le deuxiéme probléme est que ces
modes apparaissent souvent a des fréquences assez élevées. La difficulté dans ce
cas, est la modélisation du comportement des éléments.

Dans cette thése, le domaine d’application de la méthode HMPD a été étendu
aux situations ot les éléments peuvent entrer en résonance. Ces derniers ont alors
des propriétés apparentes qui dépendent de la fréquence. Comme les calculs sont
beaucoup plus compliqués, il peut étre intéressant d’étudier des situations ou les
effets de la résonance apparaissent dans les équations d’ordres supérieurs et des
situations ot ils apparaissent dans les équations d’ordre 0 afin d’identifier tous les
termes. Un autre point délicat est que ces propriétés apparentes peuvent tendre
vers l'infini. Dans ce cas, nous ne savons plus évaluer leur ordre de grandeur
alors que la séparation des ordres constitue la base de la méthode. Le probléme
peut étre contourné en introduisant de ’amortissement dans la structure et en
le pesant par rapport au ratio d’échelles €. Cela permet d’une part, d’éviter que
les termes ne deviennent infinis et d’autre part, d’évaluer I'importance des pics
des propriétés apparentes lors de la résonance. Par exemple, pour un oscillateur
simple, nous savons que le pic de la fonction transfert est inversement proportion-
nel & 'amortissement. Ainsi, au voisinage de la résonance, les termes ne remontent
plus toutes les équations quel que soit leur ordre de grandeur de départ.
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Portiques simples

(Dernier mode
transverse
pour comparaison)

Y

FIGURE 3.49 — Autres modes de vibrations des poutres réticulées
(Modes pilotés par la déformation de la cellule)
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4.1 - Introduction

4.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, la méthode d’homogénéisation des milieux pé-
riodiques discrets (HMPD) a permis de construire des modéles analytiques conti-
nus qui décrivent le comportement macroscopique de structures réticulées pério-
diques. Nous proposons maintenant d’adapter ces modéles aux batiments afin
d’étudier leur réponse au vent ou aux séismes. En effet, dans beaucoup d’im-
meubles, le plan des différents étages est identique, parfois a I’exception du rez-de-
chaussée et/ou du dernier étage. Ils peuvent donc étre assimilés a des structures
creuses quasi-périodiques en élévation. Les modéles issus de ’homogénéisation
n’ont pas le méme objectif que les méthodes numériques de calcul des structures,
telles que les éléments finis. Celles-ci sont mieux adaptées pour les phases finales
de dimensionnement et de vérification. Ces modéles viennent plutdt en complé-
ment des méthodes existantes d’analyse de la dynamique des batiments, qu’elles
soient numériques ou expérimentales. Dans cette introduction, nous commencgons
par donner des exemples de situations ot des modéles simplifiés peuvent s’avérer
utiles. Nous présentons ensuite les modéles employés dans la littérature. Enfin,
nous précisons les hypotheéses retenues pour la transposition des résultats précé-
dents aux batiments et les nouveaux problémes soulevés.

4.1.1 Intérét des modéles simplifiés

Le principal intérét des modeles issus de ’homogénéisation est qu’ils sont
construits de fagon analytique & partir des caractéristiques de la cellule de base.
De plus, grace a la séparation des différents ordres de grandeur, ils mettent en
évidence les phénomeénes prépondérants et négligent ceux qui sont secondaires.
Cela permet d’avoir une bonne compréhension du fonctionnement de la structure
et du role des éléments. En effet, dans les chapitres précédents, nous avons pu
identifier les mécanismes mis en jeu et la fagon dont ils sont associés. Nous avons
également obtenu les paramétres qui pilotent le comportement de la structure.
Ce type d’information n’est pas accessible avec les méthodes numériques qui
permettent de traiter en détail un cas particulier, mais dont il est difficile de tirer
ensuite des régles générales.

Pourtant, ces connaissances sont nécessaires pour interpréter les données ex-
périmentales. Celles-ci proviennent d’enregistrements de la réponse des batiments
a différents types de sollicitations : séismes (Bard et al., 1992; Farsi, 1996; Goel
et Chopra, 1997, 1998), excitations harmoniques avec un oscillateur a balourds
(Hans, 2002; Hans et al., 2005), chocs (Hans, 2002; Hans et al., 2005) ou plus sim-
plement le bruit ambiant (Farsi, 1996; Hans, 2002; Hans et al., 2005; Michel, 2007;
Michel et al., 2008). 11 est alors possible de déterminer les fréquences propres, les
déformées modales et ’amortissement. Mais ensuite, pour relier ces données aux
déformations des éléments, il faut faire des hypothéses sur le fonctionnement de la
structure (Hans, 2002; Boutin et al., 2005; Michel, 2007; Michel et al., 2008). Ce
travail est facilité par 'lhomogénéisation car cette méthode a permis de construire
une liste des modeéles possibles et des critéres pour choisir entre ces modéles. En
particulier, la répartition des fréquences propres change d’'un modele a 'autre.
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Les modeles simplifiés, mais réalistes, de batiments représentent également
une alternative intéressante lorsqu’il est impossible d’employer des méthodes nu-
mériques sophistiquées. C’est notamment le cas pour ’évaluation de la vulnéra-
bilité sismique du bati existant. En effet, le nombre de structures antérieures aux
régles de construction parasismique est considérable et les données disponibles
sont tres limitées. Un autre exemple est le prédimensionnement des structures
neuves ou du renforcement des structures existantes. Dans ce cas, il est néces-
saire de tester rapidement les différentes possibilités. De plus, cette phase de
conception peut étre rendue plus efficace grace a la meilleure compréhension du
fonctionnement des batiments apportée par I'’homogénéisation.

D’autre part, pour les batiments comportant beaucoup d’étages, la précision
des modéles homogénéisés devient trés bonne alors que celle des modéles numé-
riques diminue a cause de la taille importante des calculs. Les modéles continus
peuvent alors étre utilisés soit pour vérifier les calculs plus complexes, soit pour
diminuer leur taille. McCallen et Romstad (1988, 1990) et Chajes et al. (1993)
ont développé un nouvel élément fini a partir d’une représentation continue du
comportement des structures portiques. Cette méthode a été validée en compa-
rant les résultats avec des enregistrements réalisés lors du séisme de Loma Prieta
sur un batiment de 10 niveaux (Chajes et al., 1996a) et un de 47 niveaux (Chajes
et al., 1996b). Des formulations par éléments finis basées sur des modeéles conti-
nus ont également été proposées pour les murs voiles couplés et pour les murs
voiles couplés associés a des portiques (Capuani et al., 1996). Grace a ce type
d’approche, il est possible d’analyser des phénomeénes aussi complexes que l'inter-
action sol-structure en présence de plusieurs sources de non-linéarités (McCallen
et Romstad, 1994) ou d’incertitudes sur les données (Laudarin, 2007).

En ce qui concerne 1'utilisation des modéles homogénéisés dans le cadre d’un
diagnostic de vulnérabilité sismique, il pourrait étre objecté qu’ils ne sont valables
que dans le domaine quasi-élastique. En effet, 'endommagement est un phéno-
meéne local qui peut rompre la périodicité de la structure. De plus, il remet en
cause 'hypothése de linéarité. Or la résistance des batiments aux séismes dépend
de leur ductilité, c’est-a-dire de leur capacité a se déformer dans le domaine plas-
tique avant d’atteindre la ruine. Néanmoins, voici quelques pistes pour exploiter
les informations disponibles sur le comportement élastique des batiments.

La premiére idée consiste a déterminer le domaine de validité de ce com-
portement. Dans ce but, Hans et Boutin (Hans, 2002; Boutin et al., 2005) ont
proposé la notion de seuil d’intégrité. Il s’agit du niveau d’accélération au sens
des normes de construction parasismique qui cause les premiers dommages a la
structure. Ce seuil ne dépend que des propriétés élastiques de la structure et d'un
critere d’apparition de 'endommagement. Il peut donc étre déterminé en utili-
sant les modeles homogénéisés. Pour les batiments stratégiques qui doivent rester
opérationnels aprés les tremblements de terre (par exemple les hopitaux et les
casernes des pompiers), le seuil d’intégrité peut directement étre comparé avec
les niveaux d’accélération exigés par les normes. Cela est également vrai pour les
structures réalisées avec des matériaux fragiles tels que la magonnerie ou le béton
peu armé. En effet, dans ce cas, la marge de sécurité une fois le seuil franchi
est trés faible. Pour les autres structures, le seuil d’intégrité permet d’estimer la
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ductilité nécessaire pour respecter les exigences des normes et de faire un premier
classement des batiments les plus vulnérables.

Ainsi, tant que le seuil d’intégrité n’est pas dépassé, les modéles homogénéi-
sés sont suffisants pour étudier le comportement des batiments. En particulier,
ils peuvent étre utilisés pour prévoir la réponse a des petits séismes, ce qui est
intéressant pour dimensionner les équipements (Miranda et Taghavi, 2005; Ta-
ghavi et Miranda, 2005). Ces derniers représentent souvent une part importante
de la valeur des batiments et sont nécessaires pour la reprise de 'activité aprés un
tremblement de terre. Notons que, dans ce cas, seule la réponse macroscopique
de la structure est nécessaire et pas les efforts dans les éléments.

Enfin, méme si les normes de construction parasismique (PS92 et Eurocode 8
(Bisch, 2002)) autorisent les incursions dans le domaine post-¢lastique, la mé-
thode de référence est le calcul linéaire équivalent. Les fréquences propres et les
déformées modales sont déterminées a partir d'un modéle élastique linéaire de la
structure et les effets non linéaires sont intégrés dans le coefficient de compor-
tement. Pour les batiments trés réguliers, les normes autorisent également une
méthode simplifiée pseudo-statique. Dans ce cas, la période et la déformée du
premier mode sont données par des formules empiriques. Les mesures expérimen-
tales (Bard et al., 1992; Farsi, 1996; Goel et Chopra, 1997, 1998) montrent que
ces formules refletent assez bien le comportement des structures portiques mais
qu’elles sont plus difficiles & caler pour les structures comportant des murs voiles.
Les modéles issus de ’homogénéisation peuvent aider a améliorer ce dernier point
en indiquant les parameétres qui pilotent le comportement des batiments.

4.1.2 Travaux antérieurs

Parmi les modéles simplifiés disponibles pour étudier la dynamique des bati-
ments, le plus célébre est le modéle « brochette ». Il s’agit d’'un modele discret ou
les masses sont concentrées au niveau du centre de gravité des planchers. Elles
sont reliées par des tiges dont la rigidité est équivalente a celle d'un étage dans
la direction considérée. Dans sa version la plus usuelle, ce modéle est I’équivalent
discret de la poutre de cisaillement.

Les modéles continus ont d’abord été développés pour représenter les diffé-
rents éléments qui constituent les batiments. Dans la partie 3.2.2 page 169, ont
déja été évoqués les travaux de Skattum (1971) et Basu et al. (1979) sur les
murs voiles couplés. Ces auteurs avaient établi que le comportement de ces élé-
ments peut étre décrit par une équation différentielle de degré 6. Il s’agit de la
méme équation que celle du modéle générique obtenu par Hans et Boutin grace a
I’homogénéisation (Hans et Boutin, 2008). Ce modéle est parfois appelé « poutre
sandwich » dans la littérature. Pour les structures constituées de murs voiles et de
portiques, Heidebrecht et Stafford Smith (1973) ont proposé d’associer en paral-
lele une poutre d’Euler-Bernoulli et une poutre de cisaillement. Cela correspond
au modele appelé flexion interne et cisaillement dans le chapitre précédent. Ces
travaux ont ensuite été repris par (Basu et Nagpal, 1980; Basu et al., 1984) qui
ont amélioré le calcul de la rigidité en cisaillement des portiques.

Stafford Smith et al. (1981) ont montré que le modéle (générique) développé
pour les murs voiles couplés peut également s’appliquer aux autres types de
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contreventement : murs voiles, portiques et portiques contreventés. Le point com-
mun de tous ces éléments est que leur comportement dépend de trois parameétres :
la rigidité du cisaillement, celle de la flexion globale et celle de la flexion interne.
La différence réside dans la méthode de calcul de ces trois parameétres et leur ordre
de grandeur. Puis, Stafford Smith et al. (1984) ont proposé d’étendre ce modeéle
aux batiments. Les rigidités sont d’abord estimées pour chacun des systémes de
contreventement et leurs sommes donnent celles de ’ensemble du batiment. Cette
démarche ressemble a celle de Potzta et Kollar (2003). Ces auteurs commencent
par modéliser chaque systéme de contreventement par une « poutre sandwich »
en utilisant les formules de la littérature pour le calcul des rigidités. Puis ces
poutres sont assemblées pour construire la « poutre sandwich » équivalente au
batiment. Cette fois-ci, les rigidités sont obtenues par une approche énergétique.
La résolution approchée de ce modéle se trouve dans (Tarjan et Kollar, 2004).

Tous ces modéles ont en commun de supposer les planchers infiniment rigides
dans leur plan et infiniment souples en dehors de leur plan. Mais, cette hypothése
de diaphragme rigide n’est pas toujours valable. Pour les batiments contreventés
par deux murs voiles situés aux extrémités, Jain (1984) a proposé un modéle
analytique qui tient compte de la déformation des planchers dans leur plan. Li
(2000) a construit un modéle de plaque qui se déforme en flexion dans la direc-
tion verticale et en cisaillement dans la direction horizontale pour représenter les
batiments étroits. Signalons enfin qu’il existe des modéles simplifiés tridimension-
nels pour prendre en compte la torsion et les couplages qui peuvent apparaitre
entre les différentes directions, par exemple (Yoon et Stafford Smith, 1995; Ng et
Kuang, 2000; Potzta et Kollar, 2003; Rafezy et al., 2007).

4.1.3 Transposition des modéles homogénéisés

Dans cette thése et les travaux de Hans et Boutin qui 'ont précédée, le pro-
bléme de la modélisation simplifiée des batiments a été repris depuis le début et
par une approche complétement différente. La méthode HMPD a été appliquée sur
des structures portiques et leur comportement macroscopique a été obtenu sans
faire d’hypothéses a priori sur le fonctionnement des planchers. Cela a permis de
retrouver les modéles déja utilisés par le passé pour représenter les batiments et
de préciser leur domaine de validité. Des nouveaux phénomeénes ont également
été observés a plus hautes fréquences : les modes de giration et la résonance des
éléments en flexion.

Il est fort probable que ces phénoménes se produisent aussi dans les batiments
et que la gamme de fréquences des modes verticaux coincide avec la résonance des
planchers en flexion. Nous avons vu que I'importance de ces effets de résonance sur
le comportement macroscopique dépend de la part de la masse qui est affectée.
Dans les batiments, les planchers représentent souvent plus de la moitié de la
masse. Néanmoins, les piéces ayant des dimensions différentes, tous les morceaux
de planchers n’entrent pas en résonance exactement a la méme fréquence. Ainsi,
ces effets sont d’autant plus marqués que le plan du batiment est régulier. Mais
il faudrait des investigations supplémentaires (notamment expérimentales) pour
déterminer leur importance exacte.
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Par la suite, nous nous intéressons uniquement aux vibrations transversales
dans la gamme de fréquences excitée par les séismes. Ainsi, il n’est pas néces-
saire de prendre en compte la résonance des éléments en flexion et nous nous
appuyons sur les résultats de la partie 3.2. Méme si les trois mécanismes mis en
jeu et les modéles de comportement associés sont connus depuis longtemps, cette
these se distingue des travaux antérieurs sur les points suivants. Le premier est
que nous raisonnons directement sur l’ensemble du batiment sans passer par une
étape intermédiaire de modélisation des différents systémes de contreventement.
Le deuxiéme point concerne le calcul de la rigidité du cisaillement K. Nous avons
montré dans la partie 3.2.3 page 177 que les formules données dans la littéra-
ture peuvent étre erronées et nous avons proposé une nouvelle méthode basée
sur la cinématique identifiée par homogénéisation. Cette méthode ne nécessite la
modélisation par éléments finis que d’un seul étage. Enfin, une fois que le com-
portement du batiment a été identifié et que les paramétres macroscopiques ont
été calculés, le modéle continu est résolu de fagon exacte. Dans la littérature,
ces modéles sont souvent utilisés pour calculer les fréquences propres de facon
approchée.

Ce type d’approche n’est valable que si le batiment étudié posséde certaines
caractéristiques. Tout d’abord, les étages doivent étre construits selon le méme
plan pour que la structure soit périodique en élévation. Il faut également que la
condition de séparation d’échelles soit respectée. Cela implique deux choses. La
premiére est que les immeubles étudiés doivent comporter suffisamment d’étages.
En pratique, les résultats semblent devenir acceptables a partir de cinq étages. La
seconde est qu’il faut se limiter aux fréquences pour lesquelles la longueur d’onde
est bien plus grande que la hauteur d’un étage. Dans ce chapitre, nous nous pla-
¢ons dans le cadre de l’analyse modale afin de pouvoir comparer les résultats
avec des données expérimentales. Les estimations de la taille macroscopique L
pour les différents modéles ont montré que, pour chaque type de vibrations, le
nombre maximal de modes qu'il est possible d’étudier est de I'ordre de N/3 ou
N désigne le nombre de niveaux de la structure. Néanmoins, cela est suffisant
pour estimer la réponse des batiments sous l'effet du vent ou d'un séisme, car
ce type de sollicitations excite principalement les premiers modes. Ces deux pre-
miéres limitations, a savoir que la structure doit étre périodique et la condition
de séparation d’échelles respectée, sont intrinséques a la méthode.

Il existe d’autres restrictions qui proviennent des hypothéses simplificatrices
adoptées lors de ’étude par homogénéisation. Mais elles peuvent étre considérées
comme provisoires car il est parfaitement possible de les abandonner pour amé-
liorer les modéles continus. Parmi les limites actuelles, citons le fait que seules les
vibrations dans le plan des portiques ont été considérées lors de la mise ceuvre de
la méthode HMPD. Les modéles disponibles sont donc bidimensionnels et ils ne
permettent pas d’étudier les modes de torsion. Cela oblige & modéliser des bati-
ments symétriques pour qu’il n’y ait pas de couplages entre les deux directions
transversales et la torsion. D’autre part, les batiments contiennent souvent des
murs voiles, ce qui remet en cause deux autres hypothéses. La premiére est que
les épaisseurs des éléments ont toujours été négligées. Mais nous verrons par la
suite qu’il ne s’agit pas d’une vraie difficulté car les épaisseurs peuvent étre prises
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en compte lors du calcul des parameétres macroscopiques. Le deuxiéme point est
que les éléments ont été modélisés par des poutres d’Euler-Bernoulli alors que
les murs voiles travaillent également en cisaillement. Pour intégrer ce nouveau
mécanisme, il risque d’étre nécessaire de modifier les modéles macroscopiques.

Dans ce chapitre, nous continuons a travailler en deux dimensions mais nous
commencons a considérer la question des murs voiles. En effet, il s’agit d’'un mode
de construction trés répandu en France et pour lequel le calage des formules
empiriques pour estimer les fréquences propres est difficile. De plus, les murs
voiles n’offrant pas la méme ductilité que les portiques, leur capacité a résister
aux séismes dépend essentiellement de leurs propriétés élastiques. La partie 4.2
présente 'état des réflexions sur ce sujet. Ces premiers résultats sont ensuite
appliqués sur un exemple dans la partie 4.3. Il s’agit d’'un batiment réel qui a fait
I'objet d’'une campagne expérimentale (Hans, 2002; Hans et al., 2005).
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4.2 Modélisation des murs voiles

La présence de murs voiles dans les batiments ne remet pas en cause les trois
mécanismes identifiés dans la partie 3.2, & savoir la flexion globale, la flexion
interne et le cisaillement de la cellule généré par la flexion locale des éléments
(figure 3.8 page 157). Par contre, les méthodes proposées pour le calcul des rigi-
dités doivent probablement étre adaptées et il faut s’interroger sur I’apparition
de nouveaux mécanismes.

Commencgons par analyser ce probléme de fagon intuitive. Pour cela, nous
considérons une structure portique dont les éléments sont suffisamment fins pour
pouvoir étre modélisés par des poutres d’Euler-Bernoulli et nous augmentons
progressivement leur épaisseur. Au bout d’'un moment, le cisaillement dans les
éléments n’est plus négligeable et ils doivent étre modélisés par des poutres de
Timoshenko. Cela a surtout une influence sur les mécanismes qui sollicitent les
éléments en flexion : la flexion interne et le cisaillement de la cellule. Comme
le mécanisme de flexion globale correspond a la traction-compression des murs
en opposition de phase, il n’est pas concerné par ce changement. Néanmoins, le
moment ot le cisaillement dans les éléments doit étre pris en compte dépend de
la longueur sur laquelle ils sont sollicités en flexion. Pour le mécanisme de cisaille-
ment de la cellule, il s’agit de la distance ¢ qui sépare deux nceuds consécutifs
alors que pour le mécanisme de flexion interne, il s’agit de la hauteur H de la
structure. En conséquence, deux situations peuvent se présenter.

Dans le premier cas, les éléments sont trop épais pour que les effets du cisaille-
ment soient négligés a ’échelle de la cellule mais ils sont encore suffisamment fins
pour pouvoir étre modélisés par des poutres d’Euler-Bernoulli a 1’échelle de la
structure. Alors, seul le mécanisme de cisaillement de la cellule est affecté. Main-
tenant, le cisaillement dans les éléments doit étre pris en compte lors du calcul de
la rigidité K. Cependant, les situations intéressantes en pratique correspondent a
des murs épais et des planchers fins. Comme ce sont les éléments les plus souples
qui pilotent le mécanisme de cisaillement de la cellule, le cisaillement dans les
murs joue probablement un role négligeable. Par contre, nous verrons qu’il est
important de tenir compte de I’épaisseur des noeuds.

Si I’épaisseur des murs augmente encore, le modeéle de poutre d’Euler-Bernoulli
devient caduc méme & 1’échelle macroscopique. Pour les batiments de plus de
cinq étages concernés par cette méthode, cela se produit surtout pour les modes
supérieurs. Alors, lorsque le mécanisme de flexion interne est prédominant, les
murs travaillent en flexion et en cisaillement a ’échelle de la structure. Cela
suggéere de rajouter un quatriéme mécanisme sur le schéma 3.10 de la page 161.
L’étude par homogénéisation qui sera présentée dans la partie 4.2.2 montre que ce
quatriéme mécanisme est associé en série avec les trois mécanismes déja identifiés,
comme indiqué sur le schéma de la figure 4.1.

Ainsi, il existe deux mécanismes de cisaillement dans la structure. La diffé-
rence entre ces deux mécanismes est représentée sur la figure 4.2 dans le cas d’'un
portique simple dont les murs sont beaucoup plus épais que le plancher. Souli-
gnons que le mécanisme de cisaillement de la cellule est spécifique des structures
creuses et qu’il peut exister méme lorsque le cisaillement dans les éléments est
négligeable. Il provient de la fagon dont ces éléments sont assemblés.
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FIGURE 4.1 — Représentation schématique de I’association des mécanismes

a) Portique simple non déformé

yyry

) Cisaillement de la cellule ) Cisaillement des murs

FIGURE 4.2 — Différence entre les deux mécanismes de cisaillement

Au contraire, le mécanisme de cisaillement des murs ne peut apparaitre que si
ces derniers sont suffisamment épais. Il s’agit du cisaillement classique dans les
poutres pleines.

Dans cette partie, nous commencons par considérer la situation intermédiaire
ol les éléments doivent étre modélisés par des poutres de Timoshenko & I’échelle
de la cellule mais ot le cisaillement dans les murs reste négligeable a ’échelle de la
structure. Ainsi, le comportement macroscopique est encore correctement décrit
par les modeles de la partie 3.2 et nous mettons au point, grace a des exemples
numériques, les méthodes de calcul des parameétres macroscopiques. Puis, nous
augmentons encore les épaisseurs pour que le cisaillement dans les murs ne soit
plus négligeable a ’échelle de la structure. Nous étudions alors comment les mo-
déles de la partie 3.2 doivent étre modifiés pour intégrer ce nouveau mécanisme.
Pour cela, nous appliquons de nouveau la méthode HMPD sur des structures
constituées de portiques simples et de doubles portiques. La différence est que les
éléments sont maintenant des poutres de Timoshenko.
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4.2.1 Calcul des paramétres en présence de murs voiles

Le but de ce paragraphe est de vérifier sur quelques exemples que les méthodes
de calcul des parameétres macroscopiques sont fiables méme en présence de murs
voiles. Ces exemples sont des structures relativement simples mais construites
pour pouvoir tester les différentes hypothéses. De plus, le nombre de cellules
est assez élevé car il faut que les murs soient suffisamment élancés pour que le
cisaillement soit négligeable a I’échelle de la structure. Ainsi, nous restons dans le
domaine de validité des modeéles de la partie 3.2 qui ne comprennent qu’un seul
type de cisaillement : le cisaillement de la cellule (figure 4.2(b)).

Ces modeéles dépendent de quatre paramétres macroscopiques : la masse li-
néique A et les rigidités des trois mécanismes. Ces derniéres sont notées Elj;
pour la flexion globale, E'I , pour la flexion interne et K pour le cisaillement de
la cellule. La masse linéique A est tout simplement la masse d’un étage divisée
par sa hauteur et son mode de calcul n’est pas modifi¢ par la présence des murs
voiles. De méme, la rigidité de la flexion interne E'1 , reste la somme des rigidités
des murs en flexion.

Pour la rigidité K, nous disposons de formules analytiques pour les structures
constituées de portiques simples ou de doubles portiques et d’une procédure nu-
mérique pour les autres géométries. Les formules analytiques ont été obtenues en
négligeant les épaisseurs et le cisaillement dans les éléments. Elles ne sont donc
pas adaptées pour les murs voiles. Par contre, la procédure numérique devrait
automatiquement prendre en compte ces nouveaux effets.

Le dernier parametre a déterminer est la rigidité de la flexion globale E1y,;.
Nous avons vu qu’elle est égale au module d’élasticité du matériau multiplié
par une inertie macroscopique obtenue en ne considérant que les murs. De plus,
lorsque les éléments sont fins, les inerties propres des murs sont négligées. Est-ce
toujours le cas pour les murs voiles 7 La réponse a cette question permettra de le-
ver une ambiguité sur la nature de ce mécanisme. En effet, la flexion globale peut
soit correspondre & la flexion d’ensemble d’une poutre fictive qui ne serait consti-
tuée que des murs (figure 4.3(a)), soit correspondre a la différence d’extension
entre les murs (figure 4.3(b)).

\

N

ou

(a) Flexion d’ensemble (b) Différence d’extension

FI1GURE 4.3 — Quelle est la nature de la flexion globale ?

Calcul de K

Nous commencons par tester la méthode de calcul de la rigidité K a partir
d’un modéle éléments finis d’une cellule. Pour cela, deux structures constituées
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de portiques simples sont modélisées. La premiére, appelée PS1, a des murs beau-
coup plus épais que les planchers (a,, = 2 m et a, = 0,20 m), ce qui correspond
a la situation rencontrée dans les batiments. Néanmoins dans ce cas, le cisaille-
ment de la cellule est piloté par la flexion des planchers. Pour montrer que cette
technique permet également de prendre en compte le cisaillement dans les élé-
ments, une deuxiéme structure dont tous les éléments font 1 m d’épaisseur a
été étudiée. Celle-ci est appelée PS2. D’autre part, deux raisons expliquent le
choix de travailler sur des portiques simples. Premiérement, pour ces structures,
I'inertie propre des murs est négligeable par rapport a leur rigidité en traction-
compression et l'incertitude sur le calcul de E1,; a peu d’influence sur le résultat
final. Par la suite, seule la rigidité en traction-compression a été considérée. La
deuxiéme raison est que ces structures sont suffisamment simples pour pouvoir
calculer K de fagon analytique. Ainsi, il est possible d’évaluer 'importance des
deux nouveaux effets : le cisaillement des éléments et ’épaisseur des noeuds.

La validité du calcul de K est vérifiée en comparant plusieurs approches. Tout
d’abord, ce paramétre est estimé de trois facons différentes : & partir d’un cal-
cul statique sur un modéle éléments finis d’une cellule (méthode EF-cellule), de
maniére analytique et & partir d’un calcul statique sur un modéle éléments finis
de la structure compléte (méthode EF-structure). Ensuite, les fréquences propres
obtenues avec les modéles homogénéisés sont comparées avec celles issues d'un
calcul par éléments finis. Tous les calculs par éléments finis ont été réalisés avec
le logiciel COMSOL Multiphysics. Les structures ont été modélisées en deux di-
mensions avec I’hypotheése des contraintes planes. Nous commengons par détailler
ces différentes approches et les caractéristiques des structures. Puis, les résultats
sont commentés.

Conditions périodiques :
v / u(f) = u(0) + AU
) =v(0
" v(£) = v(0)
u = 0 vV = 0
v=0

FIGURE 4.4 — Conditions aux limites pour la méthode EF-cellule

La premiére méthode de calcul, EF-cellule, est celle qui a été mise au point
dans la partie 3.2.3 page 181 et que nous voulons tester. Elle utilise un modéle
éléments finis d’une seule cellule et les conditions aux limites identifiées par ho-
mogénéisation. Celles-ci sont indiquées sur la figure 4.4. Sur ce schéma, u désigne
le déplacement horizontal, v le déplacement vertical et ¢ la hauteur de la cellule.
Le mouvement de corps rigide de la cellule est empéché en bloquant les deux
translations au niveau du centre de gravité de la section inférieure du mur de
gauche et en bloquant la translation verticale au niveau du centre de gravité de
la section inférieure du mur de droite. Des conditions périodiques sont aussi impo-
sées entre la base et le sommet des murs ainsi qu'un déplacement différentiel AU
dans la direction horizontale. Ce type de conditions aux limites autorise la rota-
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tion des murs comme sur la figure 4.2(b). Pour les deux structures, nous avons
pris AU = 1 mm. Ensuite, la rigidité K se déduit de 'effort tranchant dans les
murs grace a la formule suivante :

AU

(4259 gp

FIGURE 4.5 — Notations pour les éléments épais

La deuxiéme méthode de calcul est analytique. Pour cela, les murs et les plan-
chers sont modélisés par des poutres de Timoshenko et les noeuds sont supposés
indéformables, c’est-a-dire qu’ils ne subissent qu'un mouvement de corps rigide.
Les notations sont présentées sur la figure 4.5. La encore, une seule cellule est mo-
délisée et la rigiditée K est déduite de la formule (4.1) qui relie 'effort tranchant
dans les murs au déplacement différentiel AU. Nous obtenons alors ’expression
suivante :

2
1+am /¢
KK, <1+ap/£,i>

K= . (4.2)
Ko + I (112;/5:)
avec = = L + ! et i = by + i
K., 24FE,I, 2G,A., K, 12E,1, {(,G,A),

G désigne le module de cisaillement du matériau et A’ la section réduite d’effort
tranchant. La démonstration de cette formule se trouve dans ’annexe C.

FIGURE 4.6 — Conditions aux limites pour la méthode EF-structure

La derniére méthode de calcul, EF-structure, utilise un modéle éléments finis
de toute la structure. Celle-ci est encastrée a chacune de ses extrémités et un
déplacement différentiel AU est imposé entre la base et le sommet (figure 4.6).
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Cette fois-ci, ’effort tranchant dans les murs permet de calculer la rigidité totale K
de la poutre équivalente. Pour une poutre générique de hauteur H, nous avons
montré dans 'annexe A que I'expression de K en fonction des rigidités des trois
mécanismes est :

X1, 1
K=_ A 5 (4.3)
H Bl rH H3
K (2Emlm+EmI) (1 - %th (T) ) T 2UE I+ 12Em]
9 K n K
avec rt =
E,I 2FE,1I,

Connaissant E1 , et Ely, il est alors possible d’estimer K. Pour les deux types
de portiques, des structures de vingt cellules ont été modélisées et nous avons
pris AU = 1 cm.

Les fréquences propres ont également été calculées pour des structures compre-
nant vingt cellules mais avec des conditions aux limites différentes. Maintenant,
les structures sont encastrées a la base et libres en téte. Les résultats obtenus par
éléments finis sont comparés avec ceux donnés par les modéles de poutre issus
de I’homogénéisation. Pour ces derniers, nous utilisons la valeur de K déterminée
avec la méthode EF-cellule, c’est-a-dire a partir du modéle éléments finis d’une
seule cellule. A chaque fois, deux calculs ont été réalisés : un avec le modéle de
poutre générique et un avec le modéle identifié grace aux parameétres C' et v qui
pésent I'importance des différents mécanismes. Les définitions de ces paramétres
sont rappelées ci-dessous. Les domaines de validité des modéles sont tracés sur la
figure 3.12 page 164.

_El,

Bl 21
T EL,

=%z avec L= —

C

Les propriétés mécaniques du béton sont données ci-dessous et les caractéris-
tiques géométriques des deux structures sont indiquées sur les figures 4.7 et 4.9.
Tous les éléments font 20 cm de profondeur. Les figures 4.8 et 4.10 représentent
la déformée de la cellule obtenue lors de I’application de la méthode EF-cellule.
Les couleurs correspondent aux contraintes de cisaillement. Pour mieux faire res-
sortir leur répartition, les valeurs extrémes ont été tronquées. C’est pour cette
raison que des trous apparaissent dans les zones de concentration de contraintes.
Enfin, lors de la comparaison des modéles homogénéisés avec les éléments finis,
les pourcentages d’erreur portent sur les fréquences propres et pas sur les ratios.

Caractéristiques du béton

= 2300 kg/m? E = 25000 MPa v=20,33
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RESULTATS POUR LA STRUCTURE PS1
'0,20 m

A

3m

2m 3m 2m

FIGURE 4.7 — Géométrie

x10°

"? 3

FIGURE 4.8 — Répartition des contraintes de cisaillement (en Pa)
(Version en couleur : figure D.6 page 336)

Paramétres macroscopiques

A = 1932 kg/m El, =2E, I, — 6 667 MN.m2
ly + am,

Ely = 2EmAm< )2 — 125 000 MN.m2

Méthode | EF-cellule | analytique | EF-structure
K (MN) 10,5 10,81 10,6

Calcul des fréquences propres pour 20 cellules
K =10,5 MN = 7=0,053 = O(e"®) et C =8,16 = O(e ")

Modéle générique pour le premier mode,
modéle FIC (flexion interne et cisaillement) pour les modes supérieurs.

Eléments finis Générique FIC

Mode fi ratio fi erreur | ratio fi erreur | ratio
(12) | fi/fi | (B2) | (%) | fi/h || (82 | %) | £/0
0,481 1 0,476 | -1,0 1 0,491 | +2,1 1

2,108 | 4,38 | 2,104 | -0,19 | 4,42 || 2,120 | +0,57 | 4,32
5287 | 11,0 | 5,346 | +1,1 | 11,2 || 5,350 | +1,2 | 10,9
9,045 | 20,7 | 10,198 | +2,5 | 21,4 || 10,201 | +2,6 | 20,8

=W DN
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RESULTATS POUR LA STRUCTURE PS2

1 m

3m

<« >
1m 3 m 1m

FIGURE 4.9 — Géométrie

. x 106
H j
1,5
11
.
— 1 Q‘ t 40,5
10
-0,5
-1
1,5
-2

FIGURE 4.10 — Répartition des contraintes de cisaillement (en Pa)
(Version en couleur : figure D.7 page 337)

Paramétres macroscopiques

A =1 380 kg/m El, =2E,I,, = 833 MN.m?

0+ a2
El, = 2EmAm(p+Ta> — 40 000 MN.m?

Méthode | EF-cellule | analytique | EF-structure
K (MN) 372 360 407

Calcul des fréquences propres pour 20 cellules
K =372 MN = 7 =0,021 = O(e"*?) et C =0,074 = O(e")

Frontiére entre la poutre de Timoshenko et la poutre d’Euler-Bernoulli

Eléments finis Générique Timoshenko
Mode fi ratio fi erreur | ratio fi erreur | ratio
Hz) | fi/fi || (Hz) | (%) | fi/fr || (Hz) | (%) | fi/fr
0,795 1 0,795 0 1 0,784 | -14 1

3904 | 491 || 3,879 | -0,64 | 4,88 || 3,740 | -4.2 | 4,77
8,786 | 11,1 || 8,693 | -1,1 | 10,9 | 8,240 | -6,2 | 10,5
14,012 | 17,6 || 13,836 | -1,3 | 17,4 | 12,893 | 8,0 | 16,4

=W N =
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Pour la structure PS1, les trois méthodes de calcul de la rigidité K donnent
des valeurs trés proches, ce qui valide la méthode EF-cellule. Cet exemple montre
également qu’il n’est plus possible d’utiliser les formules de la partie 3.2. En effet,
dans ce cas, elles sous-évaluent fortement la rigidité de la cellule :

K,K,, ~ K A 12E,1,

_— =4 44 MN
K, + K P lnly ’

Cet écart vient du fait que les nceuds ne sont plus ponctuels. Commencons par
regarder le role de I’épaisseur des murs. Pour cela, nous considérons la nouvelle
expression analytique de K (équation (4.2)) et nous négligeons ’épaisseur du
plancher.

14 am/l,\> 12E,I )’
K~K, Ltam/ly)" 1250 1+ %) — 12,3 MN
1+ ay/ln, A ‘,

Nous retrouvons alors la formule donnée dans la littérature pour calculer la ri-
gidité du cisaillement dans les murs voiles couplés (Stafford Smith et al., 1981,
1984; Stafford Smith et Crowe, 1986; Zalka, 2001; Potzta et Kollar, 2003). Celle-ci
donne le bon ordre de grandeur mais il reste une erreur de 17% par rapport a la
valeur obtenue par éléments finis. Cela montre que, méme si le plancher est dix
fois plus fin que les murs, il faut tenir compte de son épaisseur.

hv12E¢Q7(1—+am/@

2
K~ = 10,84 MN
A 1+%Mm) 0:8

Cette valeur est légerement différente de celle de la page 273 car, pour cette
derniére, nous n’avons pas négligé le cisaillement dans les murs.

En ce qui concerne les fréquences propres, les deux modéles de poutre donnent
de trés bons résultats. L’erreur est un peu plus élevée avec le modeéle flexion
interne et cisaillement pour le premier mode mais 1’écart entre les deux modéles
s’estompe pour les modes supérieurs. Cela est cohérent avec le comportement
identifié grace aux parameétres C' et v : I'importance de la flexion globale diminue
pour les modes supérieurs.

Pour la structure PS2, les valeurs de K calculées avec la méthode EF-cellule
et la formule analytique sont trés proches. Par contre, la méthode EF-structure
est moins performante : elle nécessite plus de calculs et il y a plus de 9 % d’erreur
sur 'estimation de K. Nous I’avons utilisée ici car nous voulions avoir plusieurs
points de comparaison pour valider la méthode EF-cellule, mais elle n’est pas
intéressante en pratique. Le modéle de poutre de Timoshenko, identifié grace a
C et v, donne de bons résultats pour les premiéres fréquences propres et l’erreur
augmente pour les modes supérieurs. Pour le modéle de poutre générique, les
fréquences propres sont vraiment trés proches de celles obtenues par éléments
finis.
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Calcul de Ely,

Maintenant que nous disposons d’une méthode fiable pour calculer la rigidité
du cisaillement de la cellule K, il est possible de tester les deux hypothéses sur
I'expression de l'inertie macroscopique (figures 4.3 page 269). Pour cela, nous
étudions une structure constituée de doubles portiques qui a été dimensionnée
pour que la rigidité de la différence d’extension des murs extérieurs soit du méme
ordre que la rigidité des trois murs en flexion. Ainsi, selon 'hypotheése retenue, la
rigidité E'Ij; varie du simple au double. De plus, la structure comporte 32 cellules
pour que la flexion globale soit un des mécanismes prépondérants.

Les caractéristiques du béton sont les mémes que pour les deux structures
précédentes et elles sont rappelées ci-dessous. La géométrie du double portique et
les notations sont indiquées sur la figure 4.11. Les éléments font toujours 20 cm de
profondeur. La rigidité K est calculée avec la méthode EF-cellule. La déformée
de la cellule et la répartition des contraintes de cisaillement sont représentées
sur la figure 4.12. La encore, les valeurs extrémes ont été tronquées et des trous
apparaissent dans les zones de concentration de contraintes. Pour la rigidité de
la flexion globale, la valeur E1,;; est obtenue en négligeant 'inertie propre des
murs alors que la valeur £y la prend en compte.

Qmi + @ ?
Ely = 2EmeAme (% + gp)

2
E[MQ = 2EmeIme + Emz[mz + 2EmeAme (W + gp)

Les paramétres C' et v sont déterminés pour les deux valeurs de EIy;. A chaque
fois, le point représentatif de la structure sur le graphe 3.12 page 164 se trouve a
la frontiére entre le modéle générique, la poutre de Timoshenko et le modéle avec
flexion globale et flexion interne. Les fréquences propres sont ensuite calculées
avec le modele générique pour les deux valeurs de E1p; et les résultats sont
comparés avec ceux d'un modéle éléments finis de la structure compléte. Les
pourcentages d’erreur portent sur les fréquences propres et pas sur les ratios.

Les fréquences obtenues avec la rigidité E 1y sont assez éloignées de celles
calculées par éléments finis. De plus, 'erreur diminue lorsque le numéro du mode
augmente, c’est-a-dire lorsque l'importance de la flexion globale diminue. Au
contraire, I'utilisation de la rigidité E1y;; conduit & de treés bons résultats. Dans
ce cas, l'erreur augmente avec le numéro du mode a cause de la moins bonne
séparation d’échelles. En conclusion, la bonne valeur de la rigidité de la flexion
globale est celle qui ne tient pas compte des inerties propres des murs. Cela
signifie que ce mécanisme correspond uniquement a la différence d’extension entre
les murs (figure 4.3(b) page 269), ce qui est cohérent avec la distinction entre la
flexion globale et la flexion interne. Ainsi, les inerties propres des murs ne doivent
étre comptées qu'une seule fois : lors du calcul de la rigidité de la flexion interne.
La figure 4.3(a) représente en réalité I’association des deux types de flexion.

Caractéristiques du béton

= 2300 kg/m? E = 25000 MPa v=20,33
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RESULTATS POUR LE DOUBLE PORTIQUE
= 0,25 m

[
A

by, = 2,45 m
l,=1m l,=1m
PtC——r<“———————————— P>
ame R 5 ame
=04 m Ami = 0 M =04 m
FIGURE 4.11 — Géométrie
%108
. 1.5
f
= ‘ ' 1
-
L 105
{0
05
b -1
L o 15

FIGURE 4.12 — Répartition des contraintes de cisaillement (en Pa)
(Version en couleur : figure D.8 page 337)

Paramétres macroscopiques
A =2 753 kg/m ElIyi — 54 760 MN.m? Ely, — 106 897 MN.m?
El, =2FE Iy + Eil,; — 52 137 MN.m?

Calcul des fréquences propres pour 32 cellules

C |z(C=¢)| v |yly=¢)
Ely, | 0,049 1,0 0,952 | 0,016
Elys | 0,096 0,78 0,488 0,24

Eléments finis ElLn El
Mode fi ratio fi erreur | ratio fi erreur | ratio
(Hz) | fi/fr || (Hz) | (%) | fi/fr || (Hz) | (%) | fi/fs

0,458 1 0,458 0 1 0,544 | +19 1

2,613 | 5,71 | 2,656 | +1,6 | 580 || 2,912 | +11 | 535
6,675 | 14,6 || 6,939 | +4,0 | 152 || 7,281 | +9,1 | 134
11,991 | 26,2 | 12,857 | +7,2 | 28,1 || 13,152 | +9,7 | 24,2

=W N
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Les fréquences propres ont également été calculées pour une structure qui ne
comporte que seize niveaux. Les résultats obtenus avec un modéle éléments finis
et avec le modeéle de poutre générique pour Ely; = Ely; sont présentés dans
le tableau 4.1. La précision de la poutre générique est encore trés bonne pour le
premier mode mais 'erreur augmente beaucoup plus rapidement pour les modes
supérieurs. Cette erreur est du méme ordre que celle commise en modélisant le
mur du milieu par une poutre d’Euler-Bernoulli au lieu d’'une poutre de Timo-
shenko. En effet, le tableau 4.2 compare les fréquences propres du mur du milieu
calculées avec ces deux modéles. Pour la poutre de Timoshenko, le cisaillement a
été pris en compte mais pas l'inertie de rotation. Cela montre que le cisaillement

dans le mur du milieu n’est pas négligeable pour les modes supérieurs.

Mode Eléments finis Poutre générique (E 1)
fi (Hz) | ratio f;/f1 || fi (Hz) | erreur (%) | ratio f;/f1
1 1,744 1 1,761 | 10,97 1
2 8,928 5,12 9,576 +7,3 5,44
3 21,686 12,4 25,006 +15 14,2
4 37,144 21,3 47,195 +27 26,8

TABLE 4.1 — Fréquences propres d’une structure de seize niveaux

constituée de doubles portiques

MODELISATION DU MUR DU MILIEU

A = 2300 kg/m

Le batiment que nous voulons modéliser comporte également 16 niveaux et
certains murs sont encore plus larges que le mur du milieu du double portique.
Nous avons donc besoin de modéles continus qui prennent en compte le cisaille-
ment dans les murs. La construction de ces modeéles est 'objet du paragraphe

suivant.
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ET = 52 075 MN.m? GA =

Mode || Timoshenko Euler-Bernoulli
fi (Hz) fi (Hz) | erreur (%)

1 1,415 1,427 +0,85

2 8,465 8,892 +5,0

3 22,175 25,041 +13

4 39,980 49,061 +23

TABLE 4.2 — Fréquences propres du mur du milieu
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4.2.2 Modéles macroscopiques avec cisaillement des murs

Pour construire ces nouveaux modeéles de poutre qui tiennent compte du ci-
saillement dans les murs, la méthode HMPD est de nouveau appliquée sur des
structures portiques. La différence avec le chapitre 3 est que les éléments sont
maintenant des poutres de Timoshenko. Plus précisément, la correction due au
cisaillement est prise en compte mais pas celle due a 'inertie de rotation. Pour les
situations qui seront traitées par la suite, ces deux termes sont du méme ordre de
grandeur en €. Par contre, numériquement, dans une poutre de section rectangu-
laire et constituée d’un matériau ordinaire, il existe un facteur trois entre 'effet
du cisaillement et celui de I'inertie de rotation (Clough et Penzien, 1980). C’est
pourquoi, pour cette premiére étude, nous étudions en priorité le cisaillement
et nous négligeons 'inertie de rotation, ce qui simplifie grandement les calculs.
De plus, tant que les éléments ont un comportement quasi-statique a 1’échelle
locale, les parameétres élastiques des modéles macroscopiques ne dépendent que
des propriétés statiques de la cellule. Ils ne sont donc pas modifiés par cette
approximation.

La mise en ceuvre de la méthode HMPD est réalisée comme dans la partie 3.1.
La seule différence est que les expressions de l'effort tranchant et du moment
fléchissant aux extrémités des éléments sont réécrites car les lois de comportement
ont changé. Pour cela, nous nous plagons dans le repére local associé a un élément.
Les notations sont résumées ci-dessous et sur la figure 4.13.

a : épaisseur I : inertie
¢ : longueur p : masse volumique
A : section FE : module d’élasticité
A’ : section réduite d’effort tranchant G : module de cisaillement

F F
D | MP ! INF
9 _---------—_2"’_>
r ut’ —{6:: _________ JF
p_Ju? NP1 p M
! —_— UF IT

FIGURE 4.13 — Notations (¢lément)

Les vibrations transversales de la poutre de Timoshenko en régime harmonique
sont décrites par les équations suivantes :

Equations d’équilibre : Loi de comportement :
dT du
2 (s) = pA — _GA | Z=(s) —
0 = patu(s 7(6) = =6 () - 005))
dM dé
E(S> = —T(s) M(s)=—FEI E(S)
pAw® Pu, o pAwW?

= Equation d’onde :

Ot o 2 T T )

=0
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Nous en déduisons les expressions des variables cinématiques :

du EI (pAw? du d3u
ey ( Ga a5t et

u(s) = Bcos(f1l) + C'sin(510) + D ch(faf) + F sh(5af)

Les paramétres [3; et [ sont définis de la fagon suivante :

0(s) =

pAw? pAw?
gop=L o gt
Les constantes B, C', D et F' dépendent des conditions aux limites :
u(0) = u® , u(f) = u” : 0(0) = 6” : 0(¢) =0

Une fois que ces constantes ont été calculées, les expressions de u et 6 sont intro-
duites dans les lois de comportement pour déterminer les efforts nodaux.

'OAAW (TyuP + Ty u” + T3 07 + T, 6")

AA (-Tou” —Tyu" + Ty 0° + T3 0")

AA (Mlu + Myul —|—M39D+M49F)
MF:pAA (Myu® + My u¥ — My 6P — My 6")

ol les constantes sont définies par :
— (B7 + 83) (3 cos(B1€) sh(Bat) + B3 sin(B1L) ch(Bsl))
= (67 + 5) (87 sh(B20) + B3 sin(510))
Ty = 5182 (B — 53) (1 — cos(Bif) ch(B:6)) — (B! + f3) sin(B1£) sh(5a0)
Ty = B2 (87 + 33) (cos(B1l) — ch(Bal))
M, = 18> T3
My = =BT}
= (B7 + 83) (3 cos(B1¢) sh(Bat) — B} sin(B1) ch(Bs0))
= (67 + 53) (B sin(B10) — 53 sh(Ba0))
A = —23383(1 — cos(B10) ch(Ba)) — (B — ) sin(BL) sh(BaL)

Les expressions des efforts normaux n’ont pas été recopiées car elles sont
identiques a celles de la page 146. De méme, le reste de la méthode HMPD
est inchangé. Sa mise en ceuvre est expliquée dans la partie 3.1 pour les struc-
tures constituées de portiques simples et dans la partie 3.2.3 pour les structures
constituées de doubles portiques. En particulier, les changements de variables
sont indiqués pages 148 et 174 et les définitions des parameétres macroscopiques
se trouvent pages 153 et 176. Nous présentons maintenant les différents modéles
obtenus grace a cette méthode.
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Structures constituées de portiques simples

Les structures constituées de portiques simples dont les éléments sont des
poutres de Timoshenko ont d’abord été étudiées par Rival (2004) lors de son DEA.
Néanmoins, une des hypothéses de la méthode HMPD étant que les éléments se
comportent comme des poutres, il s’est limité aux situations ou l'épaisseur a
des éléments est inférieure & leur longueur £. Cela se traduit lors de I'étape de
normalisation par le choix de valeurs positives pour les ordres de grandeur des
épaisseurs, c’est-a-dire :

Q;

Uy

O(e%) avec e; >0 et i =moup

Comme les murs sont modélisés par des poutres de Timoshenko, il est possible
de définir un paramétre C' pour peser 'importance de la flexion par rapport au
cisaillement. De plus, dans les structures portiques, les murs peuvent étre sollicités
en flexion de deux fagons différentes. Deux parametres sont donc introduits : €
qui pése I'importance de la flexion locale par rapport au cisaillement et C'’) qui
pése I'importance de la flexion interne par rapport au cisaillement.

m E,.1, afn m E,.1, aﬁl
“=goae ¢ (Z) Co=goar ¢ (L_)

Nous rappelons que pour C™ = O(1), les deux mécanismes ont la méme impor-
tance alors que pour C™ < O(e), la flexion domine et pour C™ > O(e™!), cest
le cisaillement qui domine.

Pour le cas limite étudié par Rival, e,, = 0 donc les ordres de grandeur des
deux paramétres C'™ sont :

Cr=0(1) Cy=0(e)

Cela correspond a la situation intermédiaire ou le cisaillement doit étre pris en
compte a I’échelle de la cellule lors du calcul de la rigidité K, mais ou il reste
négligeable a I’échelle de la structure. C’est pour cette raison que cette étude n’a
pas donné de nouveaux modéles.

Dans cette thése, nous voulons étudier I'effet du cisaillement lorsqu’il inter-
vient a I’échelle macroscopique. Il faut donc avoir C'7 > O(1). Pour cela, le travail
de Rival est repris mais en donnant des valeurs négatives aux ordres de grandeur
des épaisseurs :

— = O(e%) avec e <0 et i=moup

Dans ce cas, 1’épaisseur a est supérieure a la hauteur d’un étage ¢,,. Cela est
courant pour les murs voiles dans les batiments mais ne correspond pas au do-
maine d’application de la théorie des poutres. Donner de telles épaisseurs aux
éléments serait aberrant s’ils étaient modélisés par des poutres d’Euler-Bernoulli.
Par contre ici, nous utilisons des poutres de Timoshenko qui contiennent en plus le
cisaillement. Pour cette situation, ce modele dégénére et le cisaillement devient le
mécanisme dominant, ce qui correspond bien au fonctionnement des murs voiles.
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La deuxiéme conséquence de 'augmentation des épaisseurs est qu’il n’est plus
possible de supposer les nceuds ponctuels. Cependant, les équations d’équilibre
ne sont pas réécrites car nous avons vu que cet effet peut étre pris en compte
lors du calcul des parameétres des modéles macroscopiques. Ce qui est important
ici, c’est surtout d’étudier comment la forme des équations décrivant ces modéles
est affectée par le changement de loi de comportement des éléments. Ainsi, les
structures considérées dans cette partie peuvent étre vues comme des réseaux
périodiques d’éléments d’épaisseur infinitésimale qui travaillent en flexion et en
cisaillement et le parameétre a sert uniquement a fixer le ratio entre les rigidités
de ces deux mécanismes.

Pour les structures constituées de portiques simples, cette facon de procéder
ne permet d’obtenir qu’un seul nouveau modéle macroscopique. Nous présentons
ici la situation la plus riche qui correspond aux ordres de grandeur suivants :

U . w

= Y -on
o) “ —oq)
Gp _ 1/3 — 1 %
» O(e’?) W=7 .

Les ordres de grandeur des paramétres C' pour les murs et les planchers sont :

2
Cm=0(?)  Cm=0(1) Cr= % ~0 <%> — O(2¥)
pSip*p P
Ainsi, pour les murs, le cisaillement est dominant & 1’échelle locale alors qu’a
I’échelle macroscopique, le cisaillement et la flexion ont la méme importance. Les
planchers, quant & eux, ne sont sollicités qu’a I’échelle locale et ils travaillent
essentiellement en flexion.

Lors de la mise en ccuvre de la méthode HMPD, les inconnues, c’est-a-dire
la pulsation et les variables cinématiques, sont développées selon les puissances
de €'/3. La cinématique transverse est décrite par les équations (1}), (M), (.4,),
qui sont données ci-dessous, et par les variables U, «, 6.

A @20° +2G A (z?o”—éo’) —0 (T,0)
12E,1 .

T @R &0 — —pp <d0—00> B 13" =0 (M0)
Ol

2G A (éo el ) 2B, 1,0 =0 (A, 0)

Comme prévu, a ’échelle locale, les murs travaillent en cisaillement et les
planchers en flexion. La principale nouveauté par rapport aux situations ou les
éléments sont modélisés par des poutres d’Euler-Bernoulli est ’apparition du
terme —2F,,1,,0°"" dans I'équation (.#;0). La combinaison des équations (7} 0)
et (4, 0) donne 'équation qui décrit le comportement de la poutre équivalente
a ’échelle macroscopique :

2E,,I <X<4>+AW—°D§X”)—A X =0 (4.4)
e 2G,, Al mee '
avec X =0U°0ouf
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Il s’agit d’une équation de type poutre de Timoshenko qui associe la flexion
des murs a ’échelle de la structure et le cisaillement dans les murs. C’est donc
I’équivalent du modéle avec flexion interne lorsque le cisaillement dans les murs
n’est plus négligeable. Méme si I’équation a la méme forme, ce modéle est différent
de la poutre de Timoshenko élancée obtenue dans la partie 3.2.1. En effet, pour
cette derniére, les mécanismes mis en jeu sont la flexion globale et le cisaillement
de la cellule. Par la suite, afin de ne pas confondre les deux types de poutre de
Timoshenko, nous parlerons de Timoshenko interne pour ce nouveau modéle et
de Timoshenko global pour le modéle de la partie 3.2.1.

Les deux types de poutre de Timoshenko obtenus avec la méthode HMPD
sont des modeéles « simplifiés » sans inertie de rotation, mais pour des raisons
différentes. Pour le modéle de poutre de Timoshenko interne, I'inertie de rotation
dans les murs a été supprimée dés le départ, lors de la modélisation de ces derniers.
Néanmoins, nous savons que ce phénomeéne est du méme ordre de grandeur que le
cisaillement dans les murs pour la structure étudiée ici. Il est donc fort probable
qu’il émerge a ’échelle macroscopique si cette hypothése est abandonnée. Au
contraire, pour le modéle de poutre de Timoshenko global, c’est un des résultats
de I’homogénéisation. Cette méthode a montré, sans faire d’hypothése a priori,
que l'inertie de rotation associée a la flexion globale est négligeable dans la gamme
de fréquences des modes pilotés par la translation. Elle apparait a plus hautes
fréquences et nous avons alors des modes de giration pure.

Ce résultat est valable pour les structures étudiées dans le chapitre 3, mais
ce n’est plus le cas pour la structure considérée ici. En effet, I'inertie de rotation
associée a la flexion globale apparait dans 1’équation (M 0) pour la gamme de
fréquences des modes pilotés par la translation U°. Cette équation est couplée
aux deux autres par I'intermédiaire de I'effort tranchant qui dépend de la rotation

des noeuds 6° :
70 _ 12E,1, ( 90>
mbp

La résolution de ’équation (4.4) donne les pulsations propres wy et les déformées
UX(z) et #9(x) pour les modes pilotés par la translation. Ensuite, 'introduction
du terme source #9(z) dans 'équation (M 0) permet de calculer la rotation de la
section af(x). Ainsi, les modes de vibrations de cette structure sont pilotés par
une équation de type Timoshenko interne mais ils combinent les trois variables
cinématiques : la translation U°, la rotation des nceuds 6° et la rotation de la
section a’.

Une autre solution possible pour ce systéme est U° = 0° = 0. Dans ce cas, la
rotation de la section & est solution de I’équation suivante :

12E, ]

ol
ot +E,Ia"" =0

~250 _
Im W5

Cela correspond a des modes de giration pure comme ceux étudiés dans la par-
tie 3.3.1 page 195. De nouveau, le couplage entre les modes de translation et les
modes de giration est dissymétrique mais il s’agit de la situation inverse de celle
de la partie 3.3.1 page 207. En effet, ici ce sont les modes pilotés par la transla-
tion qui sont couplés a la rotation de la section alors que les modes pilotés par la
rotation sont des modes de giration pure.
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Regardons maintenant comment évolue le comportement de cette structure
lorsque les ordres de grandeur des parameétres a,, et a, varient. Pour commencer,
a,, est fixe et a, diminue. Dans ce cas, les planchers deviennent plus souples et
Peffort tranchant T° disparait de I'équation (M 0). L’équation (4.4) qui décrit les
modes pilotés par la translation n’est pas modifiée, mais il n’y a plus de couplage
avec la rotation de la section a°. Les modes de translation et de giration sont
compleétement indépendants. Au contraire, si a,, est fixe et a, augmente, les
planchers deviennent trés rigides. Alors, l'effort tranchant T° n’est plus équilibré
par les autres termes de équation (M 0), ce qui impose a° = 6°. Il ne peut plus y
avoir de modes de giration. Notons que, si a, augmente suffisamment pour avoir
em = €p, l'effort tranchant TO apparait également dans 1’équation (A, 0). Par
contre, cela ne modifie pas le comportement de la structure car I’équation (M 0)
impose toujours 7° = 0.

Pour avoir un changement de modéle macroscopique, il faudrait que 'effort
tranchant apparaisse dans 1’équation (.#; 0) tout en étant équilibré par la dérivée
du moment fléchissant —E,,7a°" dans I’équation (M 0). Cela n’est pas possible
pour les structures constituées de portiques simples car, pour les valeurs négatives
de e,,, la flexion globale est toujours plus souple que la flexion interne. En effet, le
parameétre v qui pése 'importance de ces deux mécanismes est toujours supérieur

a un.
B 2F,. I, B 2F,. 1,

Cl2
N = = =0 (—m) =0(em) > 1
Enl — EnAnl2)2 (2

Ce comportement est cohérent avec le schéma qui représente ’association des
quatre mécanismes et qui est rappelé sur la figure 4.14. A cause de 'association en
paralléle, ni la flexion globale, ni le cisaillement de la cellule ne peuvent émerger a
I’échelle macroscopique lorsque la flexion globale est plus souple que la flexion in-
terne. Ainsi, les seuls comportements possibles sont ceux qui combinent la flexion
interne et le cisaillement des murs. Il s’agit du modele de poutre de Timoshenko
interne et des modéles dégénérés. En particulier, si le paramétre a,, augmente
encore, les murs travaillent uniquement en cisaillement & 1’échelle macroscopique
et la structure peut étre modélisée par une poutre de cisaillement.

Flexion interne Cisaillement

,VW des murs
W
W—W

Cisaillement Flexion
de la cellule globale

[/
AN

FIGURE 4.14 — Représentation schématique de 1’association des mécanismes
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Modéle générique avec cisaillement des murs

Malgré les limites qui viennent d’étre mentionnées, 1’étude de la structure
précédente permet d’identifier tous les termes susceptibles d’intervenir a 1’échelle
macroscopique. Il est donc possible de construire un nouveau modéle générique
en donnant artificiellement & tous ces termes le méme ordre de grandeur. C’est
pourquoi, par la suite, les « ~ » et les ordres de grandeur n’apparaissent plus
sur les variables cinématiques. Ce nouveau modéle intégre les quatre mécanismes
possibles : le cisaillement dans les murs, le cisaillement de la cellule, la flexion
interne et la flexion globale. Par contre, pour cette premiére étude, les inerties de
rotation associées a la flexion interne et a la flexion globale sont encore négligées
méme si cette hypothése est discutable. Le modé¢le est d’abord construit pour les
structures constituées de portiques simples puis nous regardons s’il est possible
de le généraliser aux autres types de structures portiques.

La réécriture des équations d’équilibre des structures constituées de portiques
simples en imposant le méme ordre de grandeur pour tous les termes et en négli-
geant les inerties de rotation donne le systéme suivant :

Aw?U + K (U" — ') = 0 (T))
K,(a—0)—E,Ia" =0 (M) (4.5)
En(0 = U') + K (0 — @) — 2,1, 0" = 0 ()

Les expressions de la masse linéique A et de l'inertie macroscopique I sont rap-
pelées pour les situations ot les épaisseurs des éléments sont négligeables :

g 2
A=A, + A, =2p, A0+ ppA, - I=A,%

lr, 2
Pour les contributions K, et K, des éléments a la rigidité en cisaillement, il faut
maintenant tenir compte du fait qu’ils peuvent travailler en flexion locale et en
cisaillement :

1_1(£;+1) 1_em(€§+1>
K, 2\12E,I,, G,A", K, {, \12E,1, G,A,
Si e, est positif, le cisaillement est négligeable et cette expression de K, dégénére
en l'expression du chapitre 3 : K,,, & 24F,, I, /(2. Au contraire, si e,, est négatif,
c’est la flexion qui est négligeable et nous retrouvons ’expression du paragraphe
précédent @ K, =~ 2G,,Al,. Pour e, = 0, les deux mécanismes ont la méme
importance a 1’échelle locale et il faut conserver ’expression compléte de K,,. Le
meéme type de raisonnement peut étre mené sur K.

Le systéme (4.5) suggeére de définir quatre efforts macroscopiques et les lois
de comportement suivantes :

effort tranchant dans les murs : T=-K,U —9)

effort tranchant dans les planchers : T =K,(a—0) (4.6)
moment global : M= —FElyd '
moment interne : M =—FEI,0

avec Kp=Kn , Ky=K, , Ely=E. , ElLy=2E,l,
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Les équations d’équilibre de la nouvelle poutre sont alors :
T =AU M =-T T=T-.4 (4.7)

Ce sont les mémes équations d’équilibre que celles du modéle construit dans la
partie 3.2.2 page 159. Le deuxiéme point commun est que 'effort tranchant T,
généré par le cisaillement de la cellule, est I'effort tranchant dans les planchers
alors que l'effort tranchant dans les murs correspond & l’effort tranchant total 7.
Par contre, I'effort tranchant total a maintenant sa propre loi de comportement
et le moment interne est proportionnel & #" au lieu de U”. Ces deux différences
sont du méme type que celles qui existent entre la poutre d’Euler-Bernoulli et
la poutre de Timoshenko. La loi de comportement de 'effort tranchant généré
par le cisaillement de la cellule est également modifiée. Nous reviendrons sur ce
dernier point plus tard.

Les équations (73) et (.#;) du systéme (4.5) permettent d’exprimer d’une
part, 8" en fonction de U et d’autre part, « en fonction de 6 et U :

A w?
o =
K,
Ko, EI, K
14 om) g Zotgr  Bomgp
w=(1ri)o- 0 -

L’introduction de ces expressions dans la dérivée de I’équation (M) donne ’équa-
tion de degré 6 qui décrit les vibrations transversales de la poutre :

%U(G)_ E]%_,_E[M_Auﬂw W
Ky l Ky
EI 1 1 (48)
M 277 2
— | —=—+Ely|—=—+—=) |[AwU"+AwU=0
( K. + By <’Cm + ]Cp) ) w +Aw

La cohérence de ce modéle de poutre peut étre vérifiée en écrivant son équilibre
énergétique. Pour cela, 'équation (7}) est multipliée par %U et intégrée par parties
sur toute la hauteur de la structure H :

1 (" 1 (" 1 H H
5/ szUzdx:—/ T'Udx = = ( TU —/ TU/dx)
0 0 .
= ( / T(U dx—/ Tﬁdx)
0

En utilisant I’équation (.#;) et en intégrant encore par partie, la derniére intégrale
devient :

H H
—/ TQda::—/ (T — 4" 6dx
0 0

H H I H
:/ T(a—&)dx—/ Tadr + [//19} —/ A0 dx
0 0 0 0

De la méme fagon, la deuxiéme intégrale est transformée grace a I’équation (M) :

H
—/ Tadx—/ Madx = Ma / Mdo/'dx
0
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Toutes ces expressions sont ensuite réinjectées dans la premiére équation :

1 H
-/ AU e =
2 0

H 2 2 2 2
[HEE e ol ol )

Cette équation traduit 1’équilibre entre I'énergie cinétique, 1’énergie élastique et
le travail des conditions aux limites. Notons que les quatre efforts macroscopiques
contribuent a ’énergie élastique mais qu’il n’y en a que trois qui travaillent aux
extrémités. Les six conditions aux limites nécessaires a la résolution de 1’équa-
tion (4.8) doivent donc étre exprimées soit en fonction des efforts T, M et .,
soit en fonction des variables U, «a et 6.

Une autre confirmation de la validité de ce modéle provient de I’étude réalisée
par Jigorel (2009) lors de son master. Celui-ci s’est affranchi des restrictions
mentionnées page 284 en fixant de facon indépendante les ordres de grandeur des
rigidités des éléments en flexion, en cisaillement et en traction-compression sans
passer par le paramétre a. Ainsi, il a pu obtenir ce modéle de poutre directement
avec la méthode HMPD.

Maintenant que nous disposons d’une description améliorée du comportement
des structures constituées de portiques simples, se pose la question de la géné-
ralisation des résultats aux autres structures portiques. Dans le chapitre 3, les
modeles de poutre ne dépendaient que des variables U et a qui décrivent le
mouvement de corps rigide des niveaux. Les autres variables, comme 6, corres-
pondent a la déformation de la cellule. Leur nombre et leur nature est déterminé
par la géométrie de la structure. Mais, pour les situations considérées dans le
chapitre 3, il s’agissait toujours de variables cachées qui n’apparaissaient pas a
I’échelle macroscopique. Ainsi, quelle que soit la géométrie de la cellule, les modes
macroscopiques de translation étaient décrits par le méme type d’équations et il
suffisait d’adapter les paramétres.

Dans ce nouveau modeéle, toutes les variables de la cinématique transversale
interviennent, y compris 0. La généralisation des résultats aux autres types de
structures portiques risque donc d’étre plus délicate. Afin de comprendre com-
ment évolue le comportement macroscopique lorsque la géométrie de la cellule
devient plus complexe, nous considérons maintenant des structures constituées
par ’empilement de doubles portiques.

Structures constituées de doubles portiques

L’étude de ces structures est réalisée de la méme facon que celle des structures
constituées de portiques simples. Les éléments sont modélisés par des poutres
de Timoshenko dans lesquelles inertie de rotation est négligée. Afin de faire
apparaitre le cisaillement dans les murs a 1’échelle macroscopique, les ordres de
grandeur des paramétres a,,. et a,,; sont négatifs. Les résultats présentés par la
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suite correspondent aux valeurs suivantes :

=0 = =0
i _ e 1 /B
7, o) A
Z—:L = O(3)

Ce sont les mémes ordres de grandeur que pour la structure constituée de por-
tiques simples. A 'échelle locale, le cisaillement prédomine dans les murs et la
flexion dans les planchers. Les expressions de K., K,; et K, sont donc :

Koo = 2o, Ko = Gy, Ky= 22 (1)

m*p

Lors de la mise en ceuvre de la méthode HMPD, les inconnues sont développées
selon les puissances de €/3. Pour les structures constituées de doubles portiques,
le changement de variable est présenté page 174. La cinématique transversale est
décrite par les équations (73), (1), (M), (A4:), (A,) et par les variables U, 0,
O, 0, a. En particulier, # désigne la rotation du nceud du milieu et © désigne
celle des deux nceuds extérieurs. Les équations (7}.) montrent que la variable 0,
c’est-a-dire le déplacement transversal relatif du nceud du milieu, est nulle pour
les ordres 0 et 1/3. Les autres équations sont données ci-dessous et elles ont déja
été simplifiées.

A @200+ Ky <Uo// _ éo/) YK, <Uo// _ gw) —0 (T, 0)
Jn @2 & — K, (2@0 =T 90) 4B & =0 (M0)
Koo (NO . 00’) + K (éo . (70’) 2B 1@ — Byl =0 (,0)
K;“ ((3)0 . UO’) — K, (éo . UO’) B D@ £ Bl =0 (,0)

Dans I’équation (M 0), les expressions de J,, et I sont :
Im = 2pmeAme£§ I= 2EmeAme€§

Cette équation décrit les modes de giration. Comme pour les structures consti-
tuées de portiques simples, il existe un couplage dissymétrique entre les modes
de giration et les modes de translation. Ces derniers sont pilotés par les équa-
tions (73 0), (4, 0) et (., 0). Leur combinaison donne 1’équation différentielle de
degré 6 suivante.

1 1 ~ (6)
2EmejmeEmiImi e UO
(Kme * sz)

- (QEmeIme + Eszmz - Am Wo K K

2Eme[me + Emzjml
Kme sz

~9 2EmeImeEmiImi > ﬁ0(4)

) A @0 + A &*U° =0

288



4.2 - Modélisation des murs voiles

Les différents mécanismes qui interviennent dans cette équation sont la flexion
des murs extérieurs a 1’échelle de la structure, le cisaillement dans les murs ex-
térieurs, la flexion du mur intérieur a 1’échelle de la structure et le cisaillement
dans le mur intérieur. Ce modeéle a donc été baptisé double Timoshenko interne.
Notons qu’il est décrit par une équation différentielle de degré 6 alors que ni la
flexion globale, ni le cisaillement de la cellule n’émergent a 1’échelle macrosco-
pique. Cet exemple montre que I'ajout d’'un deuxiéme type de mur se traduit par
I’apparition d’'une nouvelle variable indépendante et I’augmentation du degré de
I’équation différentielle qui décrit les vibrations transversales.

Autres structures

Comme le laissaient pressentir les données expérimentales (Bard et al., 1992;
Farsi, 1996; Goel et Chopra, 1997, 1998), le comportement des structures avec
des murs voiles est beaucoup plus complexe que celui des structures portiques. En
effet, la nature du modele macroscopique dépend du nombre de types de murs
présents dans la structure. De plus, si ce nombre est important, les vibrations
transversales sont décrites par une équation différentielle de degré élevé, difficile
a résoudre. Or, l'objectif initial de ces travaux était de mettre au point une
méthode simplifiée permettant d’obtenir le comportement global d’un batiment
avec relativement peu de calculs. C’est pourquoi, nous n’avons pas été plus loin
dans cette direction et nous proposons d’utiliser le nouveau modele générique
construit pour les structures constituées de portiques simples pour représenter
les batiments. Cela revient a supposer que tous les murs voiles se déforment a
peu prés de la méme fagon. Cela doit étre une situation assez usuelle, du fait des
contraintes d’ingénierie qui limitent la diversité des éléments pour plus d’efficacité
dans la réalisation. Si jamais les murs sont trop différents pour que cette hypothése
soit valable, il est plus efficace d’utiliser les méthodes numériques habituelles
plutot que de chercher & construire un modéle continu spécifique.

La généralisation du modele continu construit pour les structures constituées
de portiques simples a d’autres types de structures nécessite d’étre capable de
calculer les valeurs des parameétres A, Ely;, E1 4, K, et K. La masse linéique A
reste égale a la masse d'un étage divisée par sa hauteur. La flexion globale corres-
pondant & la différence d’extension entre les murs, ce mécanisme n’est pas affecté
par le cisaillement dans les murs et le mode de calcul de la rigidité E1; n’est pas
modifié.

Afin de comprendre comment évoluent les expressions des trois autres rigidités
El 4, Ky, et K, lorsque la géométrie de la cellule devient plus complexe, nous
commencons par étudier la facon dont le modéle double Timoshenko interne de
degré 6 dégénere en un modeéle Timoshenko interne de degré 4. Pour un double
portique, supposer que tous les murs se déforment a peu prés de la méme facon se
traduit par la relation © ~ 6, ¢’est-a-dire pour le premier ordre non nul : ©° = §°.
La réécriture des équations d’équilibre de la structure étudiée dans le paragraphe
précédent donne alors :

A @20+ (Ko + Koi) (UO” _ 50’) —0 (T; 0)
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T2 & — 2K, (@0 - 50) 4B & =0 (M0)

(Kme + sz) (éO - 00/) - (2Emejme + Emz[mz) éO// = O ('%t O)

K 50 0l 01
( e Kmi) (90 —p° ) — (Emelme — Bpilni) " =0 (4, 0)

Les vibrations transversales sont pilotées par les équations (7;0) et (.#;0).
Leur combinaison permet bien d’obtenir une équation différentielle de degré 4 qui
a la méme forme que I’équation décrivant le modéle Timoshenko interne pour les
structures constituées de portiques simples.

A, &2
2Eme[me Emz[mz X(4) -T2 X” - Am o5 X =0 4.10
(2B + Bnil) (X + 20— o (4.10)
avec X=0Uouf

L’équation (M 0) décrit les modes de giration et I'équation (.#,0) donne une
condition nécessaire pour pouvoir utiliser la relation ©° = #°. En effet, la combi-
naison des équations (.#;0) et (., 0) montre que :

éO//( (Kme . sz) 2EmeIme + Emzjmz . (Eme[me - Emz[mz)> -0

2 Kme + sz
U
A 2Eme[me Emz]mz
" =0  ou % Rk, ="

Les rigidités K. et K,,; sont ensuite remplacées par les expressions (4.9) :
EmeIme _ Emz[ml
GureAne  GmiAn

Ainsi, pour que tous les murs se déforment de la méme facon, il faut qu’il y
ait égalité des ratios C’ entre la rigidité en flexion et la rigidité en cisaillement.
Par la suite, nous supposerons que les modeéles construits pour les structures
constituées de portiques simples peuvent encore étre utilisés si ces ratios ont
des valeurs « pas trop différentes ». De plus, cette condition a été obtenue a
partir d'un modéle dégénéré dans lequel la flexion globale et le cisaillement de la
cellule n’interviennent pas. Les situations ou les quatre mécanismes ont la méme
importance sont stirement plus complexes.

Néanmoins, lorsque ces modeéles sont valables, 1’équation (4.10) montre com-
ment calculer la rigidité de la flexion interne F1 , et celle du cisaillement dans
les murs K,,,. La premiére, E1 ,, est toujours la somme des rigidités des murs en
flexion et la seconde, IC,,, est la somme des contributions des murs a la rigidité
en cisaillement.

=0

El, =) Ejl
Kmn=)_ K Lo by 1
mT o K TR GA
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Ainsi, il ne reste plus qu’a déterminer la rigidité du plancher K,. D’aprés
I'équation (M 0), son expression pour une structure constituée de doubles por-
tiques est : K, = 2K,,. Cependant dans les batiments, les planchers ont une géo-
métrie complexe et il semble délicat d’employer une formule analytique. C’est
pourquoi nous cherchons & réutiliser la procédure numérique mise au point dans
la partie 3.2.3 page 181 pour calculer K. Pour cela, nous considérons une struc-
ture dont le comportement est décrit par le nouveau modeéle générique et nous
commencons par regarder a quoi correspond cette méthode de calcul.

Le nouveau modeéle générique est défini par les équations (4.6) et (4.7) dont
la combinaison donne le systéme suivant :

Aw?U + K (U" = 0') =0 (T))
K,(c —0) — Elya” =0 (M)
Kn(0 — U") + Kp(0 — ) — EL, 0" =0 ()

A partir des équations (7}) et (.#;), nous déduisons l'expression de 6 en fonction
des autres variables :

oL K,o+ KU +EI U<3>+A—”2U’
Ko + K, \ 7 m a Ko
L’effort tranchant dans les murs s’écrit donc :
KK KnEI 4 A w?
— K (U — ) = — et gy = Dm B () DY
T =0 =% U -9 /cm+/cp( Tk,

La méthode de calcul proposée dans la partie 3.2.3 consiste a appliquer une
sollicitation statique telle que o = 0 et U’ est constante sur toute la hauteur de
la structure. Dans ces conditions, I'effort tranchant dans les murs est :

]lecp U/
K + K,

Donc cette méthode ne donne pas directement accés a la rigidité du plancher &,
mais & la rigidité K de ’ensemble de la cellule. Cependant, la rigidité des murs K,,,
étant connue, il est possible d’en déduire K, :

KKK 1 1 1
K + K, K, K K,
Finalement, I’équation (4.8) qui décrit les vibrations transversales de ce type de
poutre est réécrite afin de faire apparaitre les paramétres directement accessibles :

T =

EI  EIy (% — KL) U®
El ELy (1 1
| EI Ely— A2 — ) W 4.12
( a8 w K. (K lCm>> ( )
EI//Z Ely 2771 217
(’Cm+K>AwU+AwU—O

Maintenant que nous sommes capables de calculer les cinq paramétres qui in-
terviennent dans ce nouveau modeéle, nous disposons de tous les outils nécessaires
pour la modélisation d’un batiment avec des murs voiles.
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4.3 Modélisation d’un batiment & murs voiles

L’objectif de cette partie est d’évaluer, sur des batiments réalistes, la préci-
sion des modéles continus présentés dans les parties 3.2 et 4.2.2. C’est pourquoi
nous reprenons le plan d’un immeuble réel. Par commodité, les résultats des mo-
déles continus sont comparés avec ceux d’un modeéle éléments finis de la structure
dont tous les parameétres sont parfaitement maitrisés. En particulier, les proprié-
tés des matériaux et la qualité des connexions entre les éléments sont connues.
De plus, le modéle éléments finis est encastré a la base et il n’y a pas d’inter-
action sol-structure. Dans ces conditions, I’écart observé entre les deux types de
modélisation ne provient pas d’incertitudes sur les données mais refléte vraiment
la qualité des modéles. Afin de tester un plus grand nombre de situations, nous
faisons également varier le nombre d’étages.

Cette partie démarre par la présentation de la structure réelle. Puis les hypo-
theses retenues pour le modéle éléments finis et les modélisations continues sont
exposées. En particulier, le calcul des deux rigidités en cisaillement est détaillé.
Enfin, les résultats sont commentés.

Structure réelle

Le batiment étudié (figure 4.15) a fait I'objet d’une campagne expérimentale
juste avant sa démolition, alors qu'il était vide d’habitants (Hans, 2002; Hans
et al., 2005). 11 s’agit du batiment G des références précédentes. Il était situé a
Vaulx-en-Velin (Rhéne) et a été construit au milieu des années 1970. Cet im-
meuble respecte bien les conditions requises pour pouvoir utiliser les modéles
continus issus de ’homogénéisation. Il posséde seize niveaux (R+15) et tous les
étages sont construits selon le méme plan, sans transparence mécanique au rez-de-
chaussée. De plus, les données expérimentales montrent que les vibrations selon
les deux directions horizontales ne sont pas couplées. Elles peuvent donc étre
étudiées de fagon indépendante.

Le plan d'un étage courant est représenté sur la figure 4.16. Le batiment
mesure 31,38 m de long et 16,15 m de large. La hauteur d’un niveau est 2,70 m
et la hauteur totale du batiment 43,20 m. La structure est constituée de murs
voiles internes et de planchers en béton armé coulés en place. Tous ces éléments
ont une épaisseur de 14 cm. Des panneaux préfabriqués faiblement armés servent
de facade. Ce batiment est bien contreventé dans les deux directions y et z grace
a la présence des murs voiles. La seule exception est constituée par les deux
travées d’extrémité. Dans la direction y, ces derniéres ne sont contreventées que
par des panneaux de fagade percés d’une fenétre. Le batiment était en bon état
au moment de la campagne expérimentale. Un immeuble identique mais avec cinqg
étages de moins était accolé sur un des cotés. Les deux batiments étaient séparés
par un joint de 5 cm. Le sol est constitué de dépots graveleux du Rhone, classés
« bons a moyens », et le recours a des fondations profondes n’a pas été nécessaire.

Les modes verticaux n’étant pas considérés ici, la direction y sera appelée
direction longitudinale et la direction z, direction transversale. Les fréquences
propres mesurées expérimentalement dans ces deux directions sont indiquées dans
les tableaux 4.3 et 4.4. Il s’agit des fréquences obtenues a partir des enregistre-
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FIGURE 4.15 — Batiment étudié (Version en couleur : figure D.9 page 338)

murs voiles panneaux
en béton bloc vert de facade
A \
O \ \ I \ I —
bloc orange
1
16,15 m ; B e

bloc rose

/ I | JUSNN S
bloc bleu
x < >
Yy 31,38 m

FIGURE 4.16 — Plan d’un étage courant (Version en couleur : figure D.10 page 338)
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ments sous bruit de fond aprés extraction de 'interaction sol-structure (Hans,
2002; Hans et al., 2005). Celles-ci sont données pour information car nous rappe-
lons que la référence pour évaluer la précision des modéles continus n’est pas la
structure réelle mais un modéle éléments finis.

Mode || Mesures expérimentales Eléments finis
fi (Hz) | ratio f;/f1 fi (Hz) | erreur (%) | ratio f;/fi
1 2,15 1 2,08 -3,3 1
2 7,25 3,37 7,26 +0,14 3,49
3 14 6,51 14,3 +2,1 6,88

TABLE 4.3 — Fréquences propres dans la direction longitudinale (y)

Mode || Mesures expérimentales Eléments finis
fi (Hz) | ratio f;/f1 fi (Hz) | erreur (%) | ratio f;/f1
1 1,56 1 1,8 +15 1
2 6,65 4,26 7,85 +18 4,36
3 14 8,97 15,91 +14 8,84

TABLE 4.4 — Fréquences propres dans la direction transversale (z)

Modéle éléments finis

Ce modéle a été réalisé avec le logiciel COMSOL Multiphysics. Tous les élé-
ments ont été modélisés par des coques. Sur le plan du batiment, apparaissent
quatre blocs de murs qui se touchent. Ils sont représentés en rose, bleu, vert
et orange sur la figure 4.16. La qualité des connexions entre ces murs dans la
structure réelle est inconnue. Néanmoins, nous avons considéré qu’ils sont au
moins reliés par 'intermédiaire des planchers et qu’ils ne peuvent pas se compor-
ter de fagon indépendante. C’est pourquoi I’hypothése des éléments parfaitement
connectés a été retenue. Nous avons également supposé que les panneaux de fa-
cade préfabriqués ne participent pas a la réponse de la structure donc ils n’ont pas
été modélisés. Le modéle est parfaitement encastré au niveau du rez-de-chaussée
et les caractéristiques du béton sont données ci-dessous.

Caractéristiques du béton

p = 2300 kg/m? E = 30 000 MPa v=0,2

Les fréquences propres obtenues pour une structure de seize niveaux sont in-
diquées dans les tableaux 4.3 et 4.4. L’écart avec les fréquences expérimentales
est faible pour la direction longitudinale et de l'ordre de 15 % pour la direction
transversale. Par contre, les valeurs des ratios de fréquences sont trés bonnes dans
cette direction. Cela semble indiquer que la physique des vibrations transversales
est bien décrite par ce modele mais que le module d’élasticité choisi pour le bé-
ton est un peu trop élevé. Une valeur plus basse permettrait de mieux caler les
fréquences transversales mais augmenterait ’erreur sur les fréquences longitudi-
nales. Celle-ci peut s’expliquer par le fait que les panneaux de facade n’ont pas été
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modélisés. En effet, ces panneaux sont principalement orientés selon la direction
longitudinale. Cependant, le but premier de cette étude n’étant pas la reproduc-
tion du fonctionnement du batiment réel, nous n’avons pas cherché a améliorer
le calage du modéle éléments finis et ces hypothéses n’ont pas été vérifiées.
Ainsi, les fréquences propres calculées par éléments finis dans les tableaux 4.3
et 4.4 constituent les références pour évaluer la précision des modéles continus.
Les fréquences propres ont également été déterminées, avec ces mémes hypo-
theéses, pour des structures de six niveaux (R+5), onze niveaux (R+10) et trente
niveaux (R+29). Comme les panneaux de fagade ne sont pas modélisés, a chaque
niveau se trouvent deux morceaux de planchers en porte-a-faux. Pour les bati-
ments de six et onze niveaux, qui sont les plus rigides, les gammes de fréquences
des modes horizontaux et de la résonance de ces morceaux de planchers coin-
cident. Nous observons alors de nombreux modes locaux. Afin de limiter le nombre
de modes propres a calculer pour faire apparaitre les modes macroscopiques, les
morceaux de planchers en porte-a-faux ont été supprimés pour ces deux batiments
et la masse est légérement différente. Toutes les fréquences propres sont données
dans les tableaux 4.6 et 4.7 aprés la présentation des modélisations continues.

Modéles continus

Les deux modeéles continus utilisés ici sont le modéle générique de la par-
tie 3.2.2 page 157 et le nouveau modele générique de la partie 4.2.2 page 285 qui
prend en compte le cisaillement dans les murs. Le but est de vérifier que I'ajout
de ce mécanisme améliore bien la précision des calculs. Le premier modéle né-
cessite de déterminer quatre parameétres macroscopiques : la masse linéique A,
la rigidité de la flexion globale ET,;, celle de la flexion interne ET , et celle du
cisaillement de la cellule K. Pour le second modeéle, il faut rajouter un cinquiéme
paramétre : la rigidité du cisaillement dans les murs KC,,,. La masse linéique A est
égale a la masse d’un étage, dans le modéle éléments finis, divisée par la hauteur
de T'étage. Les caractéristiques du béton sont les mémes que celles du modéle
éléments finis. Les méthodes de calcul des rigidités sont détaillées ci-dessous et
tous les parameétres macroscopiques sont rappelés a la fin dans le tableau 4.5.

Nous commengons par la rigidité de la flexion globale ETy; qui est égale au
module d’élasticité du béton multiplié par une inertie macroscopique. Pour ce
mécanisme, les planchers servent uniquement & maintenir ’écartement des murs
et EIy; ne dépend que des propriétés de ces derniers en extension. Ainsi, les
inerties macroscopiques pour chacune des directions y et z ne tiennent pas compte
des inerties propres des murs. L’origine du repére est pris au centre de gravité de
’ensemble des murs. A quelques centimétres prés, celui-ci se trouve au centre du
batiment. Les expressions des inerties sont alors :

IMZ:ZAijZ' IM@/:ZAJ'ZJ2

ol A; désigne la section du mur j, z; désigne la distance entre le centre de gravité
du mur j et I'axe y et y; désigne la distance entre le centre de gravité du mur j
et 'axe z. En réalité, les axes principaux d’inertie de I’ensemble des murs sont
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décalés d'un angle de 7,6° par rapport aux directions y et z du repére. Mais, ce
décalage a été négligé et les inerties macroscopiques ont été calculées par rapport
aux directions y et z avec les formules données ci-dessus. Les murs étant supposés
parfaitement connectés entre eux, chacun des blocs rose, bleu, vert et orange de
la figure 4.16 a été considéré comme un seul élément. Nous obtenons alors les
inerties suivantes :

direction longitudinale direction transversale
IMZ:]_648H14 ]My:284m4

La rigidité de la flexion interne E1 , est égale au module d’élasticité du béton
multiplié par une inertie microscopique. Cette derniére est donnée par la somme
des inerties propres des murs dans la direction considérée. Pour les murs isolés,
les axes principaux d’inertie coincident avec les directions y et z. Ce n’est pas
forcément le cas pour les blocs de murs et notamment les blocs rose et orange.
Cela signifie que, dans la structure réelle, ces blocs ne fléchissent pas tout a fait
dans la méme direction que I’ensemble de la structure. La encore, ce décalage a été
négligé et toutes les inerties propres ont été calculées par rapport aux directions y
et z. Les inerties microscopiques sont alors :

direction longitudinale direction transversale
[///zzzjzj:56 m* I<///y:Zij:69 m?
murs murs

Les deux inerties, macroscopique et microscopique, ont été déterminées au
moyen d'un tableau EXCEL. Pour la rigidité du cisaillement de la cellule K, il faut
construire un modéle éléments finis d'un étage. Cette rigidité est calculée grace a
la procédure mise au point dans la partie 3.2.3 page 181. Les conditions aux limites
a appliquer sur ce modéle d'un étage ont été identifiées par homogénéisation et
sont données ci-dessous :

— le blocage de toutes les translations au niveau du centre de gravité dun

mur,

— pour les autres murs, le blocage de la translation verticale au niveau du

centre de gravité,

— des conditions aux limites périodiques entre la base et le sommet de tous

les murs,

— un déplacement différentiel AU = 1 mm entre la base et le sommet de tous

les murs dans la direction étudiée.

Dans la description ci-dessus, le mot « mur » est a prendre au sens large : il désigne
soit un mur voile isolé, soit un des quatre blocs de murs connectés. Pour les blocs,
il n’y a pas de matiére au niveau du centre de gravité donc les translations sont
bloquées au niveau des projections du centre de gravité sur les murs. Ce type de
conditions aux limites empéche les mouvements de corps rigides de la cellule et le
mouvement vertical des différents murs mais laisse ces derniers libres de pivoter
autour de leur centre de gravité.

La déformation de I’étage sous ce chargement est représentée sur la figure 4.17
pour la direction longitudinale et la figure 4.19 pour la direction transversale. Pour
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que la déformation des murs soit visible, ces figures correspondent a des modéles
d’étage ou le plancher se trouve a la base des murs. Par contre, les calculs de
rigidités ont été réalisés sur des modeéles ot le plancher joue le role d'un plafond
et est placé au sommet des murs. La différence entre les deux calculs est minime.
A chaque fois, nous donnons, sous le méme angle, une vue de 1’étage non déformé
et une vue de I'étage déformé. Une vue de profil de I’étage déformé a également
été ajoutée. Pour mieux faire ressortir la rotation des murs, les couleurs indiquent
le déplacement vertical. Ainsi, les zones rouges se soulévent alors que les zones
bleues s’abaissent. Il est intéressant de noter qu’en certains points, la valeur du
déplacement vertical est supérieure & celle du déplacement différentiel imposé
entre la base et le sommet des murs. Cela vient du fait que la longueur des murs
est supérieure a leur hauteur. Enfin, pour que la géométrie de ’étage soit plus
lisible, les arétes ont été repassées en rouge indépendamment de leur déplacement
vertical.

L’effort tranchant dans la direction étudiée est ensuite mesuré au milieu des
murs et la rigidité de la cellule est déduite grace a la formule suivante ot ¢ désigne
la hauteur de ’étage et vaut 2,7 m.

AU
direction longitudinale direction transversale
K, =T7841 MN K, =4641 MN

Le dernier paramétre a déterminer est la rigidité des murs en cisaillement /C,,,.
Une premiére estimation est obtenue, avec le tableau EXCEL, en faisant la somme
des rigidités en cisaillement des murs orientés selon la direction considérée.

direction longitudinale direction transversale
> GjA; =49 625 MN > GjA; =178 340 MN
murs selon y murs selon z

Dans ces expressions, G désigne le module de cisaillement du béton et A’ désigne
la section réduite d’effort tranchant. Cette derniére vaut (5/6)A pour une section
rectangulaire. Cependant, cette fagon de procéder suppose que tous les murs
se déforment de facon indépendante. Or, dans le modéle éléments finis qui sert
de référence, les murs des blocs sont parfaitement connectés entre eux. Nous
cherchons donc & affiner le calcul de ce paramétre.

Pour cela, le modéle éléments finis d'un étage est réutilisé. Le plancher est
supprimé et tous les murs sont encastrés a la base et au sommet. Un déplacement
différentiel AU = 1 mm est encore appliqué entre les extrémités des murs. La
déformation de I’étage sous ce type de chargement est représentée sur la figure 4.18
pour la direction longitudinale et sur la figure 4.20 pour la direction transversale.
11 s’agit des mémes angles de vue que sur les figures 4.17 et 4.19. Les vues de profil
sont également données. Cette fois-ci, I’étage déformé et 1’étage non déformé ont
été superposés sur la méme figure. Les arétes de I'étage non déformé sont noires
alors que celles de 1’étage déformé sont rouges. Les autres couleurs indiquent
I'intensité des contraintes de cisaillement dans la direction étudiée. La rigidité K,
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se déduit ensuite de la somme des efforts tranchants dans les murs grace a la
formule (4.13).

direction longitudinale direction transversale
Ky = 59 056 MN K, = 175 264 MN

L’écart entre les deux méthodes de calcul est trés faible dans la direction trans-
versale mais vaut presque 20 % dans la direction longitudinale. Cela vient du
fait que, dans cette direction, le contreventement est principalement assuré par
les quatre blocs de murs connectés. Pour le calcul des fréquences, ce sont les
deuxiémes valeurs obtenues par éléments finis qui ont été utilisées.

Les valeurs de tous les parameétres macroscopiques sont rassemblées dans le
tableau 4.5. Les fréquences propres ont ensuite été calculées pour les quatre struc-
tures avec les deux modéles génériques : celui de la partie 3.2.2 page 157 qui
néglige le cisaillement dans les murs et celui de la partie 4.2.2 page 285 qui le
prend en compte. Tous les résultats sont présentés dans les tableaux 4.6 pour la
direction longitudinale et dans les tableaux 4.7 pour la direction transversale.
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p = 2 300 kg/m3

Caractéristiques du béton

E = 30 000 MPa

Masse linéique A (t/m)

6 et 11 niveaux

16 et 30 niveaux

98,12

100,28

Rigidités Direction longitudinale (y) | Direction transversale (z)
EIy (MN.m?) 49 440 000 8 520 000
EI, (MN.m?) 1 680 000 2 070 000
K (MN) 7 841 4 641
K.  (MN) 59 056 175 264
K,  (MN) 9 041 4767

TABLE 4.5 — Valeurs des paramétres macroscopiques

299



Chapitre 4 : Modélisation des batiments

Déplacement vertical

Maxi : 1,567 mm

Mini : - 1,758 mm

FIGURE 4.17 — Calcul de la rigidité K dans la direction longitudinale
(Version en couleur : figure D.11 page 339)
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Contrainte de cisaillement o,

o 05 1 15 2 25 3 35 4 45

Mini : - 0,03066 MPa N U Mexi: 4,765 MPa

4

7
A > .

b y :fﬂ y /f F f /,
L 4

/

FIGURE 4.18 — Calcul de la rigidité IC,, dans la direction longitudinale
(Version en couleur : figure D.12 page 340)

Y
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Déplacement vertical
Maxi : 1,808 mm

15

105

05

Mini : - 1,938 mm

z

<
<

FIGURE 4.19 — Calcul de la rigidité K dans la direction transversale

309 (Version en couleur : figure D.13 page 341)
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Contrainte de cisaillement o,
Maxi : 4,815 MPa

45

Mini : - 0,2967 MPa

FIGURE 4.20 — Calcul de la rigidité IC,,, dans la direction transversale
(Version en couleur : figure D.14 page 342)
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6 niveaux

Eléments finis | Générique sans IC,, Générique avec IC,,
Mode fi ratio fi erreur | ratio fi erreur | ratio
(Hz) | fi/fi | (Hz) | (%) | fi/fr || (Hz) | (%) | fi/ /s

1 7,43 1 10,59 | + 42 1 8,10 | +9,0 1
23,28 | 3,13 || 57,48 | + 147 | 543 || 27,79 | + 19 | 3,43

11 niveaux

Eléments finis || Générique sans K, Générique avec IC,,
Mode fi ratio fi erreur | ratio fi erreur | ratio
(W12) | s/ | (82 | %) | £/5 | (B2 | ) | fi/h
1 3,38 1 4,02 | + 19 1 3,54 | +4,6 1
2 11,69 | 3,46 | 18,50 | + 58 | 4,60 || 12,81 | + 9,6 | 3,62
3 21 6,21 | 47,94 | + 128 | 11,93 || 25,88 | + 23 | 7,32
16 niveaux
Eléments finis | Générique sans /C,y, Générique avec IC,,
Mode fi ratio fi erreur | ratio fi erreur | ratio
(Hz) | fi/fi (Hz) (%) | fi/fi | (Hz) (%) | filh
1 2,08 1 231 | +11 1 2,13 | +22 1
7,26 | 3,49 953 | +31 | 413 || 7,63 | +51 | 3,59
3 14,30 | 6,88 || 23,33 | + 63 | 10,10 || 15,61 | + 9,2 | 7,34

30 niveaux

Eléments finis || Générique sans KC,,, || Générique avec K,

Mode fi ratio fi | erreur | ratio fi | erreur | ratio
Hz) | fi/fr || (Hz) | (%) | fi/fr | Hz) | (%) | fi/fi
1 0,91 1 0,96 | + 5,4 1 092 | +14 1

2 3,16 | 3,47 3,52 | +11 | 3,67 || 3,21 | + 1,5 | 3,47
3 6,36 | 6,99 7,71 +21 | 8,04 || 649 | +2,0 | 7,03

TABLE 4.6 — Fréquences propres dans la direction longitudinale (y)
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6 niveaux

Eléments finis

Générique sans K,,

Générique avec IC,,

Mode fi ratio fi erreur | ratio fi erreur | ratio
(Hz) | fi/fi | (Hz) | (%) | fi/fr || (Hz) | (%) | fi/ /s
1 8,43 1 10,76 | + 28 1 9,61 | + 14 1
2 32,05 | 3,80 | 62,54 +95 | 581 [[39,96 | + 25 | 4,16
11 niveaux
Eléments finis || Générique sans K, Générique avec IC,,
Mode fi ratio fi erreur | ratio fi erreur | ratio
Hz) | fi/fr | (Hz) | (%) | fi/fi | Hz) | (%) | fi/fr
1 3,25 1 3,69 | + 13 1 3,52 | +85 1
2 13,90 | 4,28 |/ 19,33 | + 39 | 5,24 || 16,03 | + 15 | 4,55
3 36,03 | 11,09 || 52,12 | + 45 | 14,14 || 36,56 | + 1,5 | 10,37
16 niveaux
Eléments finis | Générique sans C,, Générique avec KC,,
Mode fi ratio fi erreur | ratio fi erreur | ratio
(Hz) | fi/fi (Hz) (%) | fi/fi | (Hz) (%) | fi/fx
1 1,80 1 1,95 | + 8,4 1 1,90 | + 5,7 1
2 7,85 | 4,36 948 | +21 | 486 || 856 | +9,1 | 4,50
3 1591 | 8,84 || 24,86 | + 56 | 12,74 || 20,24 | + 27 | 10,64
30 niveaux
Eléments finis || Générique sans K, Générique avec IC,,
Mode fi ratio fi | erreur | ratio fi | erreur | ratio
(Hz) | fi/fr || (Hz) | (%) | fi/fr || (Hz) | (%) | fi/fs
1 0,65 1 0,68 | + 5,3 1 0,68 | + 4,3 1
2 2,85 | 4,38 3,09 | +8,6 | 4,52 || 2,98 | + 4,6 | 4,40
3 6,72 | 10,34 || 7,64 | + 14 | 11,16 || 7,09 | + 5,5 | 10,46

TABLE 4.7 — Fréquences propres dans la direction transversale (z)
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Commentaires

Le principal résultat qui ressort des tableaux 4.6 et 4.7 est que la prise en
compte du cisaillement dans les murs permet bien d’augmenter la précision des
modéles continus. En effet, le premier modéle, qui néglige ce phénoméne, donne
des fréquences assez éloignées de celles calculées par éléments finis, notamment
pour les modes supérieurs. Pour ce type de batiment, il est donc nécessaire d’em-
ployer le deuxiéme modéle qui améliore significativement les résultats dans les
huit situations considérées ici.

Dans I’ensemble, ce deuxiéme modéle conduit a de trés bonnes estimations des
fréquences propres méme si leur précision diminue pour les modes supérieurs et les
batiments avec peu d’étages. Ce phénoméne, qui était prévisible, a deux causes.
La premiére est que la séparation d’échelles devient mauvaise dans ces situations.
La seconde est que ce modéle suppose que les éléments ont un comportement
quasi-statique a I’échelle locale alors que la résonance des planchers en flexion
démarre aux alentours de 20 Hz.

Il existe également des différences entre les deux directions. Le premier modéle,
sans cisaillement dans les murs, donne des résultats moins bons dans le sens
longitudinal que dans le sens transversal. Au contraire, le deuxiéme modéle est
plus performant dans la direction y que dans la direction z. Essayons d’expliquer
ces différences.

Le plan de la figure 4.16 montre que la direction longitudinale est contreventée
par les quatre blocs de murs connectés et notamment les blocs rose et orange qui
sont trés longs. La part du cisaillement est donc importante, ce qui explique que
le premier modéle soit moins adapté. Dans la direction transversale, le batiment
est contreventé par I’ensemble des murs voiles. Ces derniers ont des dimensions
variées mais la majorité est plus élancée que les blocs rose et orange. Il est donc
probable que le cisaillement soit moins important dans cette direction.

Cette analyse intuitive est confirmée par le calcul des ratios C' = EI /K.,
entre la rigidité de la flexion interne et celle du cisaillement dans les murs.

direction longitudinale direction transversale (4.14)
C, = 28,45 m?> C! =11,81 m? '
Pour comparer les deux mécanismes, il faudrait diviser ces ratios par le carré de
la longueur caractéristique sur laquelle les murs travaillent en flexion. Mais ici,
nous cherchons plutét & comparer les deux directions entre elles et cette longueur
caractéristique est identique dans les deux cas. Ainsi, le contraste entre la flexion
et le cisaillement des murs est plus important dans le sens longitudinal. Comme
ces deux mécanismes sont associés en série, cela signifie que la part du cisaillement
est plus importante dans la direction y. Cela est cohérent avec les résultats des
tableaux 4.6 et 4.7.

Le deuxiéme modéle, qui tient compte du cisaillement dans les murs, a été
construit sur des structures constituées de portiques simples qui ne comportent
qu'un seul type de murs. De plus, nous avons vu que la condition pour pouvoir
I'utiliser lorsqu’il existe plusieurs sortes de murs est que ces derniers aient des
ratios C' « pas trop différents ». Ainsi, nous avons supposé implicitement que
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tous les murs ont des ratios C’ proches des valeurs moyennes (4.14). La moins
bonne performance de ce modéle dans la direction transversale peut donc étre le
signe d’une plus grande diversité des ratios C’.

Pour le vérifier, ils ont été calculés dans les deux directions. Dans le sens lon-
gitudinal, le contreventement est assuré par les quatre blocs de murs connectés et
les valeurs des ratios C” sont données dans le tableau 4.8, ainsi que leur moyenne.
Pour la direction z, ce calcul doit étre réalisé pour les quatre blocs et tous les
murs voiles isolés. Les valeurs sont rassemblées dans le tableau 4.9. Pour déter-
miner la valeur moyenne, nous avons tenu compte de la symétrie de la structure
et de lexistence de deux exemplaires de chaque type de mur voile isolé (sauf
celui marqué d’'une *). Comme prévu, les variations de ce ratio sont beaucoup
plus faibles dans la direction longitudinale. De plus, la valeur moyenne est trés
proche de la valeur (4.14), alors qu’il existe un écart de 22 % dans la direction
transversale.

Il est également intéressant de noter que des éléments avec une géométrie
aussi différente que les blocs bleu et orange peuvent avoir des ratios C’ et donc
des comportements trés proches dans les deux directions. Au contraire, les blocs
bleu et vert ont des formes semblables mais un comportement différent. Cela
montre que le calcul de ces ratios est indispensable.

Elément | I (m*) | K (MN) | C' = EI/K (m?) | Ecart avec (4.14)
bloc rose 18,11 15 400 35,28 + 24 %
bloc bleu | 10,35 | 10 024 30,98 +89%
bloc vert 13,54 | 18 786 21,62 -24 %
bloc orange | 14,13 | 13 962 30,36 + 6,7 %
Moyenne de 1'étage 29,56 +3,9 %

TABLE 4.8 — Ratios C” dans la direction longitudinale (y)

Elément | I (m*) | K (MN) | C' = EI/K (m?) | Ecart avec (4.14)
bloc rose 2,06 5 695 10,85 -81 %
bloc bleu 8,42 23 272 10,85 8.1 %
bloc vert 12,78 16 491 23,25 +97 %
bloc orange | 2,05 5 681 10,83 -83 %
10,95 | 15793 20,80 + 76 %
1,10 6 513 5,07 -57T%
0,09 2 013 1,34 -89 %
Murs voiles | 2,69 9 396 8,59 - 27 %
isolés 2,37 8 898 7,99 -32 %
2,43 8 987 8,11 -31 %
2,14 8 699 7,38 -38%
0,11% | 2 316* 1,42% - 88 %*
Moyenne de 1’étage 9,25 -22%

TABLE 4.9 — Ratios C” dans la direction transversale (z)
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4.4 Conclusion et perspectives

Ce chapitre était consacré a l'utilisation des modéles continus issus de 1’ho-
mogénéisation pour représenter le comportement dynamique des batiments. Cela
n’est possible qu’a deux conditions. La premiére est que la structure doit étre
périodique en élévation, c’est-a-dire que tous les étages doivent avoir le méme
plan. La seconde est que la condition de séparation d’échelles doit étre respec-
tée. Pour cela, il faut que le batiment posséde au moins cing étages et que le
nombre de modes étudiés soit inférieur & N/3 ou N désigne le nombre de cel-
lules. Dans les chapitres précédents, les modéles continus ont été construits pour
des structures portiques dont les éléments se comportent comme des poutres
d’Euler-Bernoulli. De plus, leur épaisseur a été négligée systématiquement. Or, les
batiments contiennent souvent des murs voiles et ces deux hypothéses semblent
inappropriées. Nous avons donc cherché, dans ce chapitre, a adapter les mo-
deéles continus a la présence des murs voiles. Nous nous sommes intéressés aux
modes horizontaux pilotés par la translation car ils correspondent a la gamme
de fréquences excitée par les séismes. Dans ce cas, il n’est pas nécessaire de tenir
compte de la résonance des éléments en flexion. Pour conclure, nous rappelons
la démarche qui a été suivie et les avantages de ce type de modéles. Puis nous
indiquons les suites qui pourraient étre données a ce travail.

Au début, nous avons supposé que les modeéles de poutre construits dans
la partie 3.2 étaient toujours valables. Dans ces conditions, le comportement
macroscopique de la structure est piloté par trois mécanismes : la flexion globale,
la flexion interne et le cisaillement de la cellule. Nous avons alors regardé comment
les méthodes de calcul des rigidités associées a ces mécanismes pouvaient étre
adaptées aux nouvelles propriétés des éléments. Pour le cisaillement de la cellule,
les formules analytiques obtenues grace a la méthode HMPD ne sont plus valables.
Par contre, la méthode de calcul mise au point dans la partie 3.2.3 page 181
prend automatiquement en compte les nouveaux effets : le cisaillement dans les
éléments et 1’épaisseur des nceuds. Cette méthode utilise un modéle éléments finis
d’une seule cellule et des conditions aux limites identifiées par homogénéisation.
Pour la flexion globale, I'inertie macroscopique doit étre calculée en considérant
uniquement la rigidité en traction-compression des murs. Leur rigidité en flexion
est prise en compte par ailleurs dans la rigidité de la flexion interne.

Le domaine de validité des modéles de la partie 3.2 a également été pré-
cisé. Tant que les murs sont suffisamment élancés pour se comporter comme des
poutres d’Euler-Bernoulli a [’échelle de la structure, ces modeéles donnent de trés
bons résultats. Par contre, dans les batiments, les murs voiles sont souvent trop
larges pour respecter cette condition. Nous avons alors constaté numériquement
que l'erreur peut devenir importante dans ces situations, ce qui a mis en évidence
la nécessité de construire des nouveaux modeles. Dans les poutres pleines épaisses,
il est bien connu que la correction due au cisaillement est plus importante que
celle due a I'inertie de rotation. Comme notre but est d’avoir les modeéles les plus
simples possibles, tout en restant réalistes, nous avons cherché a intégrer le ci-
saillement des murs dans les modéles, mais nous continuons a négliger les inerties
de rotation associées aux deux types de flexion, globale et interne.
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Pour construire ces modéles, la méthode HMPD a de nouveau été appliquée
sur des structures constituées par 'empilement de portiques. La différence par
rapport aux chapitres précédents est que les éléments sont des poutres de Timo-
shenko dont les propriétés ont été choisies de telle fagon que le cisaillement dans
les murs émerge a I’échelle macroscopique. Cette étude a permis de proposer un
nouveau modeéle générique qui prend en compte quatre mécanismes : la flexion
globale, la flexion interne, le cisaillement de la cellule qui dépend principalement
de la rigidité du plancher et le cisaillement dans les murs. Ce modéle a ensuite
été testé sur un batiment réel dont nous avons fait varier le nombre d’étages.
Dans toutes les situations considérées, il améliore significativement les résultats
par rapport aux modéles de la partie 3.2 qui négligent le cisaillement dans les
murs.

Ce type de modélisation des batiments présente de nombreux intéréts. Le
premier est qu’il permet un gain important au niveau des calculs par rapport a un
modeéle éléments finis de la structure compléte. En effet, un tableau EXCEL suffit
pour déterminer les inerties associées a la flexion globale et a la flexion interne. Ce
tableau peut également servir a estimer la rigidité des murs en cisaillement lorsque
les connexions entre les éléments sont négligées. Le point délicat est le calcul de
la rigidité du cisaillement de la cellule qui nécessite la réalisation d’un modéle
éléments finis d’un étage. En effet, cette rigidité est pilotée par la déformation
du plancher qui peut étre relativement complexe. Notons que dans les autres
modeles simplifiés de batiments, les planchers sont toujours considérés comme
infiniment souples en dehors de leur plan. La prise en compte de leur rigidité
est un des apports de cette thése. Celle-ci intervient surtout pour les batiments
élevés a partir d'une dizaine d’étages. Ce modéle éléments finis d’un étage peut
également servir a affiner le calcul de la rigidité des murs en cisaillement. Cela est
intéressant pour les batiments ot il existe des blocs de murs de forme complexe,
comme celui qui a été étudié a la fin de ce chapitre.

Une fois que tous les parameétres macroscopiques ont été calculés, les fré-
quences propres et les déformées modales sont données par la résolution d’une
équation différentielle. Celle-ci peut étre assez compliquée si tous les mécanismes
ont la méme importance. Néanmoins, elle est résolue une fois pour toute et apreés,
seules les valeurs des parameétres varient. Ainsi, ce type d’approche est parti-
culierement intéressant lorsque le nombre d’étages est important. Dans ce cas,
le modéle éléments finis d'un étage peut étre discrétisé beaucoup plus finement
qu’un modele de la structure compléte. De plus, tous les calculs sur ce modéle tri-
dimensionnel sont réalisés en statique. L’aspect dynamique est limité au modéle
continu unidimensionnel qui est trés précis grace a la bonne séparation d’échelles.

Soulignons également que, pour le batiment étudié a la fin de ce chapitre,
nous n’avons utilisé que le modéle le plus compliqué car nous voulions tester sa
précision. Néanmoins, dans de nombreuses situations, certains mécanismes sont
prépondérants et le modéle générique dégénere en des modeéles plus simples. Par
exemple, le modéle Timoshenko interne aurait été suffisant pour les batiments
de six et onze niveaux. Cela met en évidence un deuxiéme avantage de cette
approche, & savoir la compréhension du fonctionnement des batiments. En effet,
il est possible d’identifier les mécanismes qui pilotent la dynamique de la structure
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et de voir I’évolution de son comportement selon le numéro du mode. De plus, le
calcul des parameétres macroscopiques renseigne sur le role des différents éléments
car, pour chacun d’entre eux, ce calcul indique & quel type de rigidité il contribue
le plus.

Les résultats obtenus & la fin de ce chapitre sur un batiment réel sont trés
encourageants. Néanmoins, le modéle utilisé a été construit pour des structures
constituées par 'empilement de portiques simples dont les deux murs sont iden-
tiques. Nous avons considéré qu’il décrivait également la dynamique des structures
avec des murs voiles « pas trop différents ». Il faudrait des investigations supplé-
mentaires pour préciser son domaine de validité. En particulier, est-il possible
de quantifier la différence de comportement entre les murs voiles 7 D’autre part,
méme si nous avons fait varier le nombre d’étages, ce modéle n’a été testé que
sur un seul type de batiment. La modélisation d’autres structures est nécessaire
pour s’assurer de sa fiabilité. Par commodité, la précision des modéles continus
a été évaluée en comparant les résultats avec ceux d’un calcul par éléments finis.
Mais, une fois que la technique de modélisation sera bien au point, ’objectif final
est de les utiliser pour interpréter les données expérimentales.

Celles-ci montrent que des phénomeénes tels que I'interaction sol-structure ou
la torsion jouent un réle important sur la réponse dynamique des batiments. Les
effets de l'interaction sol-structure peuvent étre étudiés en remplacant 1’encas-
trement & la base des modéles continus par un sol plus souple. Pour modéliser
la torsion, il est parfaitement possible d’appliquer la méthode HMPD sur des
structures tridimensionnelles. Les couplages qui apparaissent entre les différentes
directions dans les structures dissymétriques peuvent également représenter une
autre piste de recherche.

En ce qui concerne les structures symétriques, les modéles continus actuels
fournissent les fréquences propres et les déformées modales. La réalisation d’un
diagnostic de vulnérabilité sismique nécessite en plus le calcul des contraintes
ou des déformations dans les éléments. Ce retour a ’échelle locale est possible
avec la méthode HMPD, car le comportement des poutres qui constituent les
portiques est complétement déterminé par le mouvement des nceuds. Par contre,
lors de la transposition des modeéles & des structures plus complexes, le lien entre
les variables cinématiques et les déformations locales est perdu. Néanmoins, le
modeéle éléments finis d’un étage qui sert & calculer la rigidité du cisaillement de
la cellule peut étre utilisé comme une carte des déformations dues & ce mécanisme.
Tant que la structure reste dans le domaine linéaire, il est possible de combiner les
déformations générées par les différents mécanismes pour obtenir la déformation
totale des éléments. La seule difficulté est que tous les mécanismes ne sont pas
associés de la méme fagon.
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Cette thése a permis d’améliorer la compréhension du comportement dyna-
mique d’une famille de structures creuses périodiques. La stratégie adoptée a
consisté a appliquer la méthode d’homogénéisation des milieux périodiques dis-
crets (HMPD) sur quelques structures constituées par la répétition d’un portique
non contreventé. Bien que la cellule de base soit trés simple, il est possible de
générer une grande variété de comportements en ne jouant que sur les épaisseurs
des éléments.

Tout au long de ce travail, la méthode HMPD s’est révélée étre un outil trés
efficace et nous rappelons ici ses principaux avantages. Le premier est que le mi-
lieu continu équivalent a 1’échelle macroscopique est construit de facon rigoureuse
a partir des propriétés de la cellule de base. La seule hypothése a prior: est que
la condition de séparation d’échelles est respectée. Le deuxiéme avantage est que
cette méthode est entiérement analytique. De plus, il est toujours possible de
revenir a ’échelle locale pour étudier le comportement des éléments. Cela permet
d’avoir une compréhension fine des phénomeénes et d’identifier les paramétres clés
qui pilotent la dynamique de la structure. Enfin, les équations d’équilibre aux dif-
férents ordres sont obtenues relativement facilement. Cette derniére propriété est
particulierement intéressante pour les structures considérées ici, car leur rigidité
en cisaillement est beaucoup plus petite que leur rigidité en traction-compression.

Un des apports de cette thése est d’avoir étendu le domaine d’application
de la méthode HMPD & des fréquences plus élevées pour lesquelles les éléments
peuvent entrer en résonance. Les résultats obtenus s’articulent autour de trois
grands thémes : les différents types de comportements possibles, les effets de la
résonance interne et la transposition des modéles a d’autres types de structures.

La méthode HMPD a été appliquée sur deux types de structures réticulées.
Dans les premiéres, la cellule de base est répétée de fagon périodique selon deux
directions. Le milieu continu équivalent a I’échelle macroscopique peut étre soit
un milieu habituel, soit un milieu généralisé. Pour ce dernier, le degré de liberté
supplémentaire correspond a la déformation des éléments en flexion & ’échelle
de la structure. La nature du milieu continu équivalent dépend du contraste de
rigidité entre les murs et les planchers et elle peut changer avec la fréquence. Dans
tous les cas, le milieu est fortement anisotrope car les éléments résistants ne sont
orientés que selon deux directions.
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Ces structures possédent des propriétés de filtre spatial et fréquentiel qui ont
été mises en évidence lors de 1'étude de la propagation des ondes planes dans
le milieu continu équivalent. Nous avons alors constaté que les ondes macrosco-
piques peuvent étre générées par trois mécanismes : le cisaillement de la cellule,
la propagation d’ondes de flexion dans les éléments et la propagation d’ondes
de traction-compression dans les éléments. L’existence des ondes de flexion n’est
possible que dans les milieux généralisés et il s’agit d'un mode de propagation
dispersif. Comme les trois mécanismes ont des rigidités d’ordre différent, ils n’ap-
paraissent pas dans la méme gamme de fréquences. En particulier, les ondes de
traction-compression peuvent coincider avec la résonance des éléments en flexion.
Les conséquences de ce phénomeéne sont reprises dans le paragraphe suivant. Les
ondes sont également canalisées par les éléments dont les axes constituent des
directions de propagation et de polarisation privilégiées.

Dans le deuxiéme type de structures, la cellule de base n’est répétée que selon
une seule direction. La mise en ceuvre de la méthode HMPD permet alors de
construire une poutre équivalente dont nous avons étudié les modes de vibrations.
La disparition de la périodicité dans la direction transversale autorise un nouveau
mécanisme : la flexion globale qui correspond & la traction-compression des murs
en opposition de phase. Les modes transverses pilotés par la translation avaient
déja été étudiés de fagon systématique et nous nous sommes intéressés a d’autres
types de vibrations qui se produisent & plus hautes fréquences. Il s’agit des modes
de giration (pure ou couplée avec la translation) et des modes longitudinaux. Ces
deux sortes de modes apparaissent dans la méme gamme de fréquences et ils
peuvent étre affectés par la résonance interne.

Les simulations numériques par éléments finis montrent qu’il existe d’autres
types de vibrations pilotées par la déformation de la cellule, dont les premiers
modes sont stirement homogénéisables. Pour cela, il faudrait encore augmenter
la fréquence et considérer que la périodicité des variables cinématiques peut étre
différente de celle de la structure.

Revenons sur les effets de la résonance interne. Celle-ci est due a la coexistence
dans les éléments de deux mécanismes avec des rigidités différentes : la flexion et
la traction-compression. Ainsi, il peut arriver que la gamme de fréquences pour
laquelle la traction-compression atteint le régime dynamique a 1’échelle macro-
scopique et celle pour laquelle les éléments entrent en résonance en flexion soient
identiques. Méme ¢’il existe des similitudes, ce phénoméne est différent de la
diffraction. En effet, dans le cas de la résonance interne, il existe une longueur
d’onde bien plus grande que la taille de la cellule, ce qui permet d’homogénéiser
le comportement de la structure.

A cause de la présence d’éléments en résonance, le milieu continu équivalent a
I’échelle macroscopique a des propriétés apparentes qui dépendent de la fréquence.
Plus précisément, ce phénomeéne affecte les termes qui agissent comme des sources
de forces volumiques. Le premier est le terme résultant du cisaillement car ce
mécanisme est généré par la flexion locale des éléments. Le second est la masse
qui, en plus, devient matricielle & ’échelle macroscopique. En effet, a 1’échelle
locale, toute la masse de la cellule n’est plus entrainée dans la méme direction
et la résultante des forces d’inertie est modifiée. En conséquence, la vitesse des
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ondes macroscopiques dépend de la fréquence. En ce qui concerne les modes de
vibrations macroscopiques, les fonctions de transfert associées sont atypiques.
Dans le domaine temporel, ce type de structure a un comportement a mémoire.

Il existe également des gammes de fréquences, appelées bandes interdites,
pour lesquelles les ondes macroscopiques ne peuvent pas se propager et les modes
de vibrations macroscopiques ne peuvent pas apparaitre. Celles-ci ont trois ori-
gines. Au voisinage des fréquences des modes de flexion impairs des éléments en
résonance, la masse apparente tend vers I'infini. Dans ce cas, la longueur de péné-
tration des ondes dans la structure est négligeable. Pour d’autres fréquences, c¢’est
la rigidité apparente en cisaillement qui devient infinie. Cela se produit lorsqu’il
existe des incompatibilités entre le fonctionnement des éléments en résonance et,
soit I’hypothése de périodicité des variables cinématiques utilisée pour homogé-
néiser le comportement de la structure, soit la cinématique du mode considéré.
Enfin, pour les structures dont tous les éléments sont similaires, la rigidité appa-
rente de 'ensemble de la cellule peut s’annuler.

Ce travail a aussi fait ressortir certaines limites de la méthode. Lorsque des
termes des équations d’équilibre tendent vers I'infini, leur ordre de grandeur n’est
plus évalué en fonction des puissances du ratio d’échelles €, alors que la séparation
des ordres constitue la base de la méthode. Pour y remédier, il faudrait introduire
de 'amortissement dans la structure et le peser par rapport a €. De plus, les effets
de la résonance interne ont été étudiés sur des structures dont les éléments étaient
modélisés par des poutres d’Euler-Bernoulli. Or, a hautes fréquences, lorsque
la longueur de l'onde de flexion dans les éléments est du méme ordre que leur
épaisseur, le cisaillement devient le mécanisme prépondérant. La modélisation
des éléments par des poutres de Timoshenko permettrait peut-étre d’augmenter
encore la fréquence.

La motivation initiale de cette recherche était la compréhension du comporte-
ment dynamique des batiments. L’homogénéisation a permis l'identification des
mécanismes prépondérants dans les structures creuses et la construction d'une
liste de modeéles continus pouvant représenter leur comportement. Se pose en-
suite la question de la transposition des modéles a des structures plus complexes.
Ce travail a été réalisé pour les modes transverses pilotés par la translation, car
ils correspondent & la gamme de fréquences excitée par les séismes.

Les études qui ont précédé cette thése ont montré que, dans les structures
constituées de portiques simples, ces modes font intervenir trois mécanismes :
le cisaillement de la cellule, la flexion globale et la flexion interne. Selon 1'im-
portance relative de ces mécanismes, les vibrations transverses sont décrites par
des modeles classiques, comme celui de la poutre d’Euler-Bernoulli, ou plus ori-
ginaux, comme ceux avec la flexion interne. Lorsque les trois mécanismes ont la
méme importance, il faut utiliser un modeéle générique piloté par une équation
différentielle de degré 6. Des critéres, basés sur les contrastes de rigidité entre les
mécanismes, ont été proposés pour identifier le modéle décrivant correctement le
comportement de ces structures avec le minimum de calcul.

Dans cette thése, la transposition des modéles a été réalisée en deux étapes.
Pour commencer, le comportement de structures constituées par I'empilement
de doubles portiques a été homogénéisé. Il est décrit par les mémes modéles que
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celui des structures constituées de portiques simples et les critéres d’identification
restent valables. Nous en avons conclu que ces modeéles sont généralisables a
des structures portiques quelconques. Leur application nécessite de déterminer
les rigidités associées aux trois mécanismes. Pour la flexion globale et la flexion
interne, il s’agit de calculs d’inertie élémentaires. Le point délicat est 1’évaluation
de la rigidité du cisaillement de la cellule. Pour cela, nous avons proposé d’utiliser
un modeéle éléments finis d’une cellule et de lui imposer des conditions aux limites
identifiées par homogénéisation.

La deuxiéme étape est le passage des structures portiques aux batiments.
Cela n’est possible que si la structure est périodique en élévation et comporte
au moins cinq étages. La difficulté est que les batiments contiennent souvent
des murs voiles. Dans un premier temps, nous avons vérifié que les méthodes de
calcul des rigidités étaient toujours valables. Par contre, lorsque les murs sont trop
larges pour pouvoir étre modélisés par des poutres d’Euler-Bernoulli a I’échelle
de la structure, les modéles développés pour les structures portiques ne sont plus
adaptés. Nous avons alors construit, toujours par homogénéisation, un nouveau
modeéle générique qui tient compte du cisaillement dans les murs. Il a été appliqué
sur un batiment réel et les résultats sont trés encourageants.

L’intérét de ce type de modélisation pour les batiments est double. Dune
part, il permet de diminuer considérablement la taille des calculs par rapport a
un modeéle éléments finis de la structure compléte et d’autre part, il permet de
comprendre le fonctionnement de la structure. Par la suite, ces modéles pourront
servir & interpréter les données expérimentales. Il est également possible de les
améliorer en intégrant 'interaction sol-structure ou en homogénéisant des struc-
tures tridimensionnelles pour pouvoir étudier la torsion. Enfin, il serait intéressant
de recréer un lien entre la déformation de la structure a I’échelle macroscopique
et le comportement des éléments & 1’échelle locale. Ce passage était possible avec
la méthode HMPD mais il a été partiellement perdu lors de la transposition des
modeéles.

Les batiments ne sont pas les seules structures qu’il est possible de modéli-
ser de cette facon. En particulier, les résultats présentés dans ce mémoire s’ap-
pliquent aux mousses. Ils peuvent servir de guides pour concevoir puis réaliser
des matériaux avec des comportements atypiques. Par exemple, dans cette thése,
les couplages dissymétriques entre les modes de giration et de translation ont
d’abord été mis en évidence théoriquement pour certaines valeurs des parameétres
macroscopiques. Puis, des structures ont été dimensionnées spécialement afin de
confirmer numériquement leur existence. De la méme maniére, il est possible de
construire des matériaux qui se comportent comme des milieux généralisés ou des
« métamatériaux » avec résonance interne.
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Annexe A

Résolution du modéle générique

A.1 Statique

Dans ce paragraphe, nous calculons la rigidité statique K., de la poutre
générique. Pour cela, nous considérons une poutre bi-encastrée de hauteur H
et nous appliquons un déplacement différentiel AU entre ses deux extrémités
(figure A.1). La rigidité KCye,, est le coeflicient de proportionnalité entre l'effort
tranchant total T et le déplacement AU : T = —Kgen, AU.

AU v
v

Lo

FIGURE A.1 — Calcul de la rigidité totale de la poutre générique

Les données du probléme sont présentées ci-dessous. Elles sont constituées du
modéle de poutre générique défini page 159 et des conditions aux limites.
Lois de comportement :

effort tranchant T = —K (U’ — «)
moment global M = —E,,Id (A.1a)
moment interne # = —2FE,,I,, U"

Equations d’équilibre :

T =0 T=T-.4 M =-T (A.1b)
Conditions aux limites :
U0)=0 UH)=AU
U'0)=0 U'(H)=0 (A.1c)
a(0) =0 a(H)=0
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En statique, 'effort tranchant total T est constant sur toute la hauteur de la
poutre. Son expression est donnée par la combinaison des équations d’équilibre
et des lois de comportement :

T=-M —.#'=E,la" +2E,I,U"

Nous en déduisons I'expression de U” puis celle de U’ par intégrations successives :

] 2B, 1,
U — _; o+t avec Y= E,. 1 et t= ZEZ;Im
! 1 x2
= U=——a+t—+uz+v
f‘)/ 2

ol u et v sont des constantes qui dépendent des conditions aux limites.

U'(0) =0
Mm:o}vzo

U'(H)=0) H?
2

H
t— H=0 = =—t—
a(H) =0 T " 2

Finalement, I'expression de U’ est :

Nous utilisons maintenant 1’équation d’équilibre en moment :
M =-T = —E, Id" =K (U — a)

En remplagant U’ par 'expression (A.2) et en posant ¢ = E,,I /K, nous obtenons
I’équation différentielle vérifiée par « :

%a"—<1+l>a:ﬂx—£m2 (A.3)
Y

La solution générale de I’équation sans second membre est :

271"‘7

a(x) = Ach(rz)+ Bsh(rx) avec - = 7 >0

La solution particuliére est recherchée sous la forme d’un polynéme de degré 2 :

S 2149) " 2(14) " (L)

L’expression de « est donc :

a(x) = Ach(rz) + Bsh(rz) + ————
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et les constantes A et B sont déterminées grace aux conditions aux limites :

t€~?

a(0)=0 = A:_(1+7)2
t6~? rH
o H) =0 =~ B:mth(7)

Finalement, la rotation de la section « est donnée par :

tE€?

rH ty 9
a(x) = TEE <1 — ch(rz) + th <7> sh(r x)) + M +7) (¢ — Hz) (A4)

Cette expression est ensuite introduite dans celle de U’ (équation (A.2)) et
nous déduisons U par intégration :

(2) = -0 —ch(rz ri sh(rz _tr v — Hx
') = (lﬂ)Q(l nra) +oh (75 ) sh >)+2<1+7)( Hz)
1ty x_sh(mc) rH \ ch(rz)
Ulw) = (1+7)2< r thh<2) r )
toy 3 x?
2(1+7)(?_H7)+D

La constante D est déterminée grace a la condition en x =0 :

B tey rH B A rH
U(0) = T<1+7>2th(2)+D_0 = D_—T(Hwth(Q)

Nous reportons cette expression dans celle de U(H ) :

t 6y 2 rH tyH?
U(H) = _W<H_;th (7)> — m =AU

Puis les constantes 7, € et t sont remplacées par leurs expressions :

H E. I 2 2 H H3
AU = _T m 1— = (22) ) = T
K \2E,I, +E,I rH 9 24E, I, + 12E,.1

Finalement, nous en déduisons la rigidité de la poutre :

e _ T _ 1
AU g Bl 2 1 2t (22 H3
K \2EnIm+Eml T rH (T) T UEnIn+12E,1
avec r2 = K + K
- E,I  2E,I,

317



Annexe A : Résolution du modéle générique

A.2 Dynamique

Nous nous intéressons maintenant au calcul des fréquences propres d’une
poutre générique de hauteur H encastrée a la base et libre en téte (figure A.2).

T

0 4
FIGURE A.2 — Calcul des fréquences propres d’une poutre générique

Les données du probléme sont constituées du modéle de poutre générique en
dynamique et des nouvelles conditions aux limites :

Lois de comportement :

effort tranchant 7' = —K (U’ — «)
moment global M = —FE,, I« (A.5a)
moment interne # = —2FE,,I,, U"

Equations d’équilibre :
T = Aw’U T=T-.4 M =-T (A.5b)

Conditions aux limites :

U(0) =0 T(H) =0
U'(0) =0 M(H) =0 (A.5¢)
a(0) =0 M(H) =0

L’introduction des lois de comportement dans I’équation d’équilibre d’effort
tranchant total donne :

T =T - #"=-KU" -d)+2E, 1, U = A’U
1
= & =U"+ o (AU - 2B, 1,UW) (A.6)
Pour obtenir I’équation différentielle décrivant les vibrations de la poutre, il faut

ensuite remplacer o' par son expression en fonction de U dans la dérivée de
I’équation d’équilibre des moments :

M'=-T =  KU'—d)+Eua" =0

2B I Enl o EnIA W’
o ZEmimEel O (9B, 1, + B, 1) U — T‘”

e U'+ AU =0
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Le calcul des fréquences propres est mené a partir de ’équation (3.10) obtenue
aprés le changement de variable & = x/L :

2

0
oy — Y 2o 4+ S U =0
o 9B, 20, | AW?L?

2
“xKrz T TE.g I @ K

ol

Les solutions sont cherchées sous forme exponentielle : U*(Z) = exp(bz). Nous
devons donc résoudre une équation de degré 3 en B ot B = b? :

Q2
CyB* — (1+7)B*> - O*B + = =0 (A7)

Pour cela, nous utilisons la méthode de Cardan. Le changement de variable
B =B —(1+7)/(3C) permet de se ramener a la forme :

1 20
o= (! +7)°
3C%y2 Oy

20+ @ .
2733 C2y 3

B? + pé =q avec

La nature des solutions dépend du signe du discriminant :

4 5 A1)+ O (=1 =207 +89%) —4C*y QS

A = o2 =

T2 27 51
C' et v étant des constantes positives, A a le méme signe que le numérateur qui
est un polynome de degré 2 en C :

N(C) = —4(1 +7)*Q* + C QY (—1 — 20y + 8¢*) —4C*y QS

N(C) est une parabole qui tend vers —oo lorsque C' tend vers +oo et dont le
sommet correspond & :

, 8y2 — 20y — 1

Etudions le signe de Cy. Le dénominateur est positif et le numérateur est un
polynome de degré 2 en v dont les racines sont :

_ 5—27

d+ V27

L =—=—0,2 = — 2,55
g 1 T+ 1

Or, v est une constante comprise entre 0 et 1 donc nous avons v_ < v < vy et Cy

est toujours négatif. De plus, C' étant une constante positive, nous n’avons besoin

du signe de N(C') que pour C' € [0;4o00[. Sur cet intervalle, N est une fonction

décroissante et son maximum est :

N(0) = —4Q%*(1 +7)* <0
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Donc N(C) et le discriminant A sont négatifs pour les valeurs admissibles des pa-
ramétres C et 7. Cela signifie que I’équation (A.7) posséde trois solutions réelles,

notées By, By et By :
/ 1 / 2 1
=2 _P cos | — arccos T + ﬂ
3 3 3 3Cy
/ 1 / 4 1
=2 _P cos | — arccos i + ﬂ
3 3 3 3Cy
1
=2 _P cos | — arccos + -
V 3 \/ 3 07

2 —i—g) € [0; /3], nous avons By < By < Bs. De plus, les
n

(A.7) vérifient les relations suivantes :

[\l

\LR e

Comme 1 3 Arccos (
solutions de 1 équatio
1+~ 02

>0 et B13233 —— <0

B1-|—BQ-|—B3:C,—7 C2y

Il y a donc une racine négative, B, et deux racines positives, By et Bs. Nous

posons :
blz\/_Bl 3 b2:\/BZ ) b3:\/B3

En conséquence, le déplacement transversal U* est de la forme :

U* () = rcos (b1) + ssin (b12) + t ch (be) + ush (bez) + v ch (bsz) + wsh (b32)
(A.8)
ol les constantes r, s, t, u, v et w dépendent des conditions aux limites.

Nous recherchons maintenant les expressions des conditions aux limites en
fonction de U*. Pour trouver a, nous introduisons l’expression de o' (équa-
tion (A.6)) dans 'équation d’équilibre des moments :

M =-T = KU —a)+ Enla" =0

Bl , B.1 Bl 9B I B, I
_ (4 Aw? ) Uty Zmd e EEmdnBmd )
K ( TR ) +

7
= a=U + 7 702

Puis nous réalisons le changement de variable & = x/L :

1
ot =+ ((1 +CONU + CU*® — C2yU <5>)

L’effort tranchant total est donné par I’expression suivante :
T=—-K({U —a)+2E,I,U®

dans laquelle nous introduisons I'expression de « et le changement de variable :

K K
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En procédant de méme pour les moments, nous obtenons :

= Bl e B : ((1 + O + CU™ — 02U <6>)
ME = — 12 u*”

Pour simplifier le systéme d’équations correspondant aux conditions aux li-
mites, nous utilisons les relations suivantes entre les racines de I’équation (A.7) :

14
Bi+By+ By =——
Cy
Q2
BlBQ + BlB3 + BQB3 - — = (Ag)
C/y = C = L + L + i
02 B, B, Bs
B1ByBy = ————
15253 7y
Les trois conditions aux limites en x = 0 donnent le systéme suivant :
U0)=0 U*(0)=0
U'0)=0 = U(0)=0
a(0) =0 a*(0) =0
(r+t+v=0
Sb1 + sz + U)b3 =0
1
= - ((1 + CO2)(sby + ubs + whs) + C(—sb® + ubd + wh?)
— Cy(sb? + ubd + wbg)) —0
\
Nous en déduisons :
by By(B2 — B?) ~ b3Bs(Bj — B})

r=—t—v , u=

T wB(B:-B2) T "uB(B:- B

Les conditions aux limites en x = H s’écrivent :

T(H) =0 7)o )

=0 = (D) =vr(5) =0 cr

e (D) e (D) 0 o
| B 2 2

Aprés introduction des expressions de r, u et w et simplification grace aux rela-
tions (A.9), nous obtenons :

t <Sh(7i?/2)__ ﬁn(zf1/2)> +o (Sh(ﬁif/Q)__ Si-11(7;?1?1/2))
ro (- o (P inr—an @ (D) nrsp) =
(CL1)
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(e (22) = ucon (2)) o (o (22) - s (7))
(o () 2 (P)iia—a (im0 -
(CL2)

<Ch < §2> (By + CByB3) — cos ( 5 >(31 + 03233)>

+v <Ch ( 5 )(Bg + CB;By) — cos ( 5 >(B1 + CB2Bs)>

by By(B? — B3)
b1B1(B2 — B3)

s (sin (52) B+ CBat) 430 ()

—sh (ng)bng(Bz Bg)
b1 By (B3 — B2)

(B2 + CB1Bs)

(B; + CBle)) =0
(CL3)

Pour que ce systéme admette une solution non triviale, il faut que son déterminant
soit nul. Aprés développement de ce dernier, nous obtenons I’équation aux fré-
quences propres donnée ci-dessous. Elle a été simplifiée par C' ch(mwbs/2) ch(mbs/2)
afin de manipuler des nombres moins grands et éviter les problémes numériques.

b 2B,B
cos ()82 - B8~ B (T

(7by/2) ch(mbs/2)
+th (%62) th <%b3>b263(32 + B3))
+ (B2 - BY)(B2 - BY) (% — sin (%bl) th (%)blbg(Bl + Bg))
+ (B2 — B?)(B? — BY) <% ~sin (%bl) th (”52)1711)2(31 + BZ))

—cos (T21) (BH(BE — B3 + BY(BS — BY + BB ~ BY?) =0
(A.10)

322



Annexe B

Etude des structures constituées de
doubles portiques

Pour obtenir les résultats sur les structures constituées de doubles portiques
qui ont été présentés dans la partie 3.2.3, nous avons appliqué la méthode HMPD
sur huit structures. Dans cette annexe, nous donnons les équations d’équilibre
et nous construisons le modeéle de poutre équivalent a 1’échelle macroscopique
pour deux des structures. Pour la premiére, tous les éléments ont des épaisseurs
similaires. Pour la seconde, les trois mécanismes (cisaillement de la cellule, flexion
globale et flexion interne) ont la méme importance. Puis, nous donnons la liste
des huit cas étudiés en indiquant a chaque fois I’équation qui décrit les modes
transverses.

Pour cela, nous reprenons les notations introduites dans la partie 3.2.3. Les
variables et les équations sont définies page 174 et les paramétres macroscopiques
page 176. Les vibrations transversales sont décrites par les cinq variables U, a,
J, ©, 0 et par les cing équations (173), (T,.), (M), (A4), (A,).

B.1 Poutre de Timoshenko élancée

x
Il Cz“; = 0(e) wi = 0(e)
gm I )—gjme Z“(ajml Z“gme Qmy o O( ) _ 1 Eml
X K gm B ‘ “r L Pmi
p p
1 =00
T T

FIGURE B.1 — Structure étudiée
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La structure étudiée est présentée sur la figure B.1. Tous les éléments ont
la méme épaisseur d’ordre O(el,,) et les vibrations transversales apparaissent
pour des pulsations d’ordre O(ew,). Les équations d’équilibre fournies par la
méthode HMPD sont données ci-dessous. Dans ce cas, les équations d’ordre 0
sont suffisantes pour construire le modéle de poutre équivalent a 1’échelle ma-
croscopique. Elles ont été simplifices en utilisant 6° = 0. Par contre, le premier
ordre non nul du déplacement relatif 6 du noeud du milieu est déterminé grace
a l'équation (7, 4).

Ko (00 = 0°7) + Ko (007 = 0°7) 4 AGR T = 0 (T3 0)
K, (2@0 o0 90> — B @ =0 (M 0)

K, (2@0 =T 90> 4 Ko (UO’ - éo) 4 Ko (UO’ - 50) —0  (40)

K, <d0 - é0> — Ko (UO’ - (1)0) 42K (UO’ - éﬂ) —0 (., 0)
6 ZZ—?: K, (ﬁo// _ @o/) _2K,. (ﬁo// _ éo/) -

A -
+ (Ame — 20 i — 71’) QU =0
 Les équations (.#; 0) et (.#, 0) permettent d’exprimer les rotations des nceuds
0 et 6° en fonction des variables a° et U°/ :
Ky (K + 3 Ko 60 (K (2 Koo = Koni) + 3 Koo Fong ) 0
B K]g +2Kp (Kme + sz) +3Kmesz

Ky (K, + 3 Kpe) 6 + (Kp (2 Kpi — Kome) + 3 Kmesz-) o’
K242 K, (Kme + Kpi) 4+ 3 K K

L’introduction de ces expressions dans les équations (7;0) et (M 0) donne le
systéme suivant :

6 =

K (00 = a") + MG T =0
) (B.1)
K (UO’ - do) + B da" =0
Kp (Kp (Kme + Kml) +6 KmeKmi>
T K24 2K, (Ko + Konig) + 3 Ko Ko

Avec les lois de comportement définies ci-dessous, ce systeme correspond aux
équations d’équilibre de la poutre de Timoshenko élancée. TP représente 'effort
tranchant et M° le moment global.

7= -k (0~ a) M° = ~E,, 16"
70" = AR20°
MO/ — 70

(B.2)

ou

(B.1) & {
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Finalement, la combinaison des deux équations du systéme (B.1) donne l'ex-
pression de la rotation &° des niveaux et '’équation (B.3) décrivant les modes
transverses de la poutre de Timoshenko élancée.

~ Enel (-~ A2 -
~0 __ 770/ me o/ 0 770/
a =U +—K (U +—K U )

s A2 - .
Eme[ (U0(4) + % UO//) . AC:)gUO =0 (B?))
70(4) 5, P BN 70
U” " désigne la dérivée quatrieme de U".

B.2 Double flexion et cisaillement

Nous présentons maintenant les résultats obtenus pour une structure dont les
trois murs ont des épaisseurs similaires mais dont les planchers sont plus fins. La
géométrie exacte est indiquée sur la figure B.2. Dans ce cas, les modes transverses
apparaissent pour des pulsations d’ordre O(ew;,).

Al | o= e
‘. I >~2Lme ZMgmi ZMgme Umi O( 0) _ 1 |E,.;
I K gm B ‘ e L Pmi
ap ap
Z—:l 0(62/3)

FIGURE B.2 — Structure étudiée

Les équations d’équilibre fournies par la méthode HMPD sont données ci-
dessous. Les équations d’ordre intermédiaire ne sont pas écrites car elles ont la
méme forme que les équations d’ordre 0. De plus, nous avons utilisé le fait que le
déplacement relatif 6 du nceud du milieu est nul jusqu’a 'ordre 3 inclus.

Ko (00 = 0°7) + Ko (007 = °7) =0 (T, 0)

Koo (02" = 621) 4+ Ko (02" = 021) 4 2 By Lo (00— 26°7) 7o)
4 Epil (00(‘” 9 90(3)) AR U0 =0 '

K, (2@0 _ 60— 50) Bl dd =0 (M 0)
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( Ko ((70’ - éo) + Ky (UO’ . 50) —0 (,0)
Ko (U2 —02%) + K, (U2 —602) + K, (2a° — 00 — °
J(r4 Emefme><+00(3) —<é0” ) + 2> ;mli< (aﬁo(‘”’) _gon ) >= 0 (4:2)
\
(K. ((?0’ . éo) 2K (UO’ . éo) —0 (A, 0)
— K (U2 —02) +2K,,; (U2 —02) + K, (a° — 6°
- SL Eelme ()U;r(‘”’) - éo( ") +4 E?n;rm 2(53(3) — ") =0 2)
\
6 52_2:»510/3 +K,, <02// _ éz/) _ 2K, ([72// _ 52/)
(T, )

Byt (09~ 2689) — B (099 — 29
+ (Ape — 20p) 20 =0
La somme des équations (.7 0) et (.#, 0) permet de montrer que ©° = §° = %",

Ce résultat est ensuite introduit dans les équations (#;2) et (.4, 2). Nous en
déduisons :

K. (02/ B éQ) K, <[~]2/ _ é2) - K, (f]o/ B &0>
Ainsi, I'équation (7} 2) devient :

Ay U° + 2K, (U o do') — (2 Belme + Builni) U = 0 (B.4)

Cela permet de calculer @°/ et son expression est introduite dans la dérivée de
I'équation (M 0). Nous obtenons alors I’équation différentielle de degré 6 qui décrit
les modes transverses de la structure.

EmeI 7 &
2K (2 Eme[me + Emz[mz) U0(6) - (Emel + 2 EmeIme + Emz[mz> U0(4)
p
EmeI Ap@2 ~ o1 .
_ Tmer 7m0 170 A, 2170 — 0
oK, + A

L’équations (M 0) permet également d’exprimer la rotation a° en fonction des

dérivées de U :

~ ad EmeI ~0(3) 1 ~2 77 ff (5)
0 [70/ (70 2 [7-0/ 0
- (Am 2 Emejme Emz[mz )
“ 2K, ( oK, \"m0 ( )

p

Pour construire le modéle de poutre équivalent a I’échelle macroscopique, nous
définissons trois efforts : un effort tranchant T° généré par le cisaillement de la cel-
lule, un moment global M° et un moment interne .#°. Les lois de comportement
sont données ci-dessous :

0= 2K, (0% =) | M = ~Bpda®’ | M° = ~(2B el e + Bil i) 0"
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Alors, les équations (73 2) et (M 0) correspondent aux équations d’équilibre de la
poutre équivalente :

~ ~ ~ / ~ ~
M0 = (T =) et N = =70

Notons que lorsque les planchers sont plus fins que les murs, la rigidité du cisaille-
ment K, dont I'expression compléte est donnée par 1'équation (B.2), dégénére bien
en 2K,

B.3 Liste des structures étudiées

Les tableaux B.1 et B.2 contiennent la liste des huit structures constituées
de doubles portiques qui ont été étudiées avec la méthode HMPD. Pour illus-
trer I’évolution du comportement de ces structures en fonction des contrastes de
rigidité entre les éléments, nous indiquons dans chaque cas :

— les ordres de grandeur des épaisseurs des éléments,

— I’équation différentielle décrivant les modes transverses,

— les mécanismes prépondérants (MP).

A la fin du tableau B.2, nous donnons également le modéle de poutre générique.
Les trois mécanismes possibles sont désignés par les symboles suivants :

C : Cisaillement de la cellule
FG : Flexion globale

FI : Flexion interne

Géométrie Equation MP

e = O(€,,) BT

i = O(ely,) AT - AR U —Eped g —o|C+FG
a, = O(ely,)

e = O(€V%4,,)

i = O(€24,,) A2 00 —E 10" =0| FG
a, = O(e'?1,,)

ame = O(Y2 0,,)

i = O(€¥2€,) | (Ampe + A,) @2 0 B 10" —0| FG
a, = O(e'?1,,)

e = O(3/% 0,

i = O(€Y/2 0,) Ay 02 070 Bl U =0 FI
a, = O(¥% ()

TABLE B.1 — Liste des structures étudiées avec la méthode HMPD
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Géométrie Equation MP
e = 0(62/3 lm)
Ami = (62/3 gm) Amw?) UO + 2Kp [70// _(2 Eme[me + Emz[ml) 00(4) =0 C+FI
a, = 0(64/3 lm)
Ame = 0(60 Em) E_ T E,..1
ami = O bn) | MA@ 00 = 2= 8 0"~ (Bpel +2 Enneme + Eilins) U + %= (2 B ine + i) 0" =0 | C+FG + FI
a, = O(e?31,,) P p
ame = Ole bn) Epel (3K e + 2K,) Byl (3K e + 2,)
~9 T me me T ~9 7 ~0(4) me me ~0(6)
o 1/3 A2 00— PN R UM (B, T+ B,il) U° LBl U =0| C + FG + FI
SO R s TR e e
a, = O(ely,
Ame = 0(60 Em) 2F T 2F, .1
i = O(e b)) | Ao @200 —Z2mel n 2200 (B I+ 2 Eye ) 00 y im0 g 1. 0" —0|C oy FG o FI
0 0 K
a, = O(e 1) P P
~ Eme[ 9 7 o Eme] g
Générique A2 DO — = NG U ~(Eed +2 Emeline + Bunil) oo 4 (2 Epelme + Emilnt) 0" =0 | C + FG + FI

TABLE B.2 — Liste des structures étudiées avec la méthode HMPD (suite)




Annexe C

Expression analytique de la
rigidité K

Cette annexe contient la démonstration de la formule (4.2) donnée page 271
pour calculer la rigidité du cisaillement de la cellule K lorsque les éléments sont
épais. Pour cela, deux hypothéses sont retenues. La premiére est que les noeuds
sont indéformables et qu’ils ne subissent qu'un mouvement de corps rigide. La
seconde est que les éléments se comportent comme des poutres de Timoshenko.
La rigidité K est ensuite déterminée grace & la méthode proposée dans la par-
tie 3.2.3. Une distorsion et des conditions aux limites périodiques sont imposées
a la cellule. Tous les noeuds ont donc la méme rotation 6y et la somme des efforts
tranchants dans les murs est proportionnelle & K. Les notations sont indiquées
sur la figure C.1 et la cellule déformée est représentée sur la figure C.2.

(07 Kp Qm

z DQ
v g u v o9
D N

u u

FIGURE C.1 — Notations

En statique, le comportement des poutres de Timoshenko est décrit par les
équations suivantes.

Equations d’équilibre : T =0 M =-T
Lois de comportement : T=-GA U —0) M=—-EI¢

G désigne le module de cisaillement du matériau, A’ la section réduite d’effort
tranchant, E le module d’élasticité et I I'inertie de la section. Nous en déduisons
les expressions de M, 6 et u en fonction de ’abscisse s dans le repére local associé
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X
4
Yy
F1GURE C.2 — Cellule déformée
a la poutre :
Ts?>  bs Ts®  bs? T
M=-Ts+0b 0= — — — - _ _ d
5F0 oET BI ¢  “T GBI 2EI (C GA/>S+

ou b, ¢ et d sont des constantes qui dépendent des conditions aux limites.

Pour les murs, ces derniéres s’écrivent :

0(0) = 6, ) Tln
0(C,) = 0 _ 2
w(0) =0 ¢ =

u(ly,) = AU — a, 6y d=

Les expressions des efforts dans les murs sont donc :

2 2

Tmz—ﬁ(&—%(ur@)) et My(s) =T (g—m—

Cm U
I .
K, 24E,I, 2G,A,

avec

Pour les planchers, les conditions aux limites s’écrivent :

6(0) = 6o p— L

0(0,) = by 2
= —

u(0) =6y a,/2 ¢=b o)

u(ly) = —bpa,/2 d =t >

et les expressions des efforts sont :

¢ ¢
T,=K, 20,1+ et My(s)=T, (2 s
O 0

1 O, b

avec - =

K, 12E,I, * (,GpAL
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Annexe C : Expression analytique de la rigidité K

Maintenant que les nocuds ne sont plus ponctuels, il faut également tenir
compte de l'effort tranchant dans les éléments lors de ’écriture de 1’équilibre des
noeuds en moments (figure C.2). Nous obtenons ainsi :

Neeud de gauche :

M, (0n,) — M, (0) — T, ap, — My(0) — T, o5 = 0
Neeud de droite :

M) = Min(0) = T @y + My () = T, 22 = 0

Aprés avoir remplacé les efforts par les expressions (C.1) et (C.2), la somme de
ces deux équations donne :

AU a a A\ 2
0 (3 i+ ) (14 22) a2’
<£m ol 1 + 0 ) + 0 ool 1+ ép 0
et nous en déduisons la rotation des nceuds 6 :

Kn(1+ay/ly) AU

0 p—
O K(14 ay/n)? + K,(1 + am/0p)?

Finalement, cette expression est introduite dans I’équation (C.1) pour avoir la
somme des efforts tranchants dans les murs :

2
o1, — K, 2V (1 - Kon(1+ ap/tn) )
l,, Ky (1+a,/0,)* + Ky(1+ anm/l,)?

2
1+am/lp
AU Kpr <1+ap/8m>

Em 14+am/Cp 2
Ko+ K, (122242

La rigidité du cisaillement de la cellule est donc :

Kpr < 1+am/€p > 2

K — 1+ap/lm

(C.3)

2
Ko+ K, (o)
En toute rigueur, la distorsion de la cellule est égale au déplacement différen-
tiel AU divisé par la hauteur totale £, + a,. L'expression (C.3) devrait donc étre
multipliée par (1+ a,/¢,). Néanmoins, sur les deux exemples numériques traités
dans la partie 4.2.1 page 269, la formule (C.3) donne de trés bons résultats avec
une erreur de l'ordre de 3 % par rapport aux modeéles éléments finis.
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Annexe D

Figures en couleur

Pour faciliter 'impression, cette annexe reproduit toutes les figures en couleur
de la these.
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- AT
= Ny BN
= TR RS

FIGURE D.1 — Onde dans la direction 7, pour la polarisation (Px)
(Figure initiale page 60)

Fi e
5
(5

FIGURE D.2 — Onde dans la direction 7, (Figure initiale page 102)
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QS quasi-statique

BP  bande passante

NH non homogénéisable |
BI  bande interdite {1.5

100 200 300 400 500
S BP NHBI QS BP NH BI NH
Qg ¢ f (Hz)

FIGURE D.3 — Ratio L/¢ (trait fin) et atténuation (trait gras)
pour le mode (Px) en fonction de la fréquence pour n = 2.1072 et a = 0
(Figure initiale page 132)

JE— L = 1 — D= eXp(_(Slm)
/ €
20 Hm = mm mm e e e e e e e e e e ]
QS  quasi-statique
BP  bande passante
1 NH non homogénéisable ]
15 1 BI  bande interdite 115

100 300
)S BP NH BI BP NH
¢ f (Hz)

FIGURE D.4 — Ratio L/¢ (trait fin) et atténuation (trait gras)
pour le mode (Px) en fonction de la fréquence pour n = 2.1072 et a = 7/3
(Figure initiale page 134)
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20 o mmmm mm i m e e e e e e e o]
QS quasi-statique

BP  bande passante

| NH non homogénéisable |
15 b BI bande interdite 11.5

100 200 300
QS BP NHBI QS BP NH BI NH
! 9 f (Hz)

FIGURE D.5 — Ratio L/¢ (trait fin) et atténuation (trait gras)
pour le mode (Py) en fonction de la fréquence pour n = 2.107% et a = 7/2
(Figure initiale page 136)

x10°
= :
. 2
11
10
-1
-2
Iy
* -3

FIGURE D.6 — Répartition des contraintes de cisaillement (en Pa)
(Figure initiale page 273)
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%108
N
15
1
-
il 0,5
0
0,5
-1
-1,5
T I 5
FIGURE D.7 — Répartition des contraintes de cisaillement (en Pa)
(Figure initiale page 274)
%106
- 15
0,5
0
0,5
I -1
Lo wl . I 175
*
-2

FIGURE D.8 — Répartition des contraintes de cisaillement (en Pa)
(Figure initiale page 277)
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FIGURE D.9 — Batiment étudié (Figure initiale page 293)

murs voiles bl panneaux
en béton 08 Ve

e o
\ o

de facade

bloc orange

16,15 m R e

b | |
bloc rose
/ I ,,,,,,,,,,,,,,, —

bloc bleu
T oy 31.38 m g

FIGURE D.10 — Plan d’un étage courant (Figure initiale page 293)
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Déplacement vertical

Maxi : 1,567 mm

Mini : - 1,758 mm

FIGURE D.11 — Calcul de la rigidité K dans la direction longitudinale
(Figure initiale page 300)

339



Annexe D : Figures en couleur

Contrainte de cisaillement o,

0o 05 1 15 2 25 3 35 4 45

Mini : - 0,03066 MPa | U Moxi: 4,765 MPa

4

/AR N WidEr

Yy

FIGURE D.12 — Calcul de la rigidité K, dans la direction longitudinale
(Figure initiale page 301)
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Déplacement vertical
Maxi : 1,808 mm

15

05

Mini : - 1,938 mm

z

<
<

FIGURE D.13 — Calcul de la rigidité K dans la direction transversale
(Figure initiale page 302)
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Contrainte de cisaillement o,
Maxi : 4,815 MPa

45

Mini : - 0,2967 MPa

FIGURE D.14 — Calcul de la rigidité K,,, dans la direction transversale
(Figure initiale page 303)
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