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Résumé
Les plans d'expériene pour mélanges traitent des as où les propriétés du mélangesont dépendantes uniquement des proportions de ses omposants.Ce travail porte sur les systèmes de mélanges à deux niveaux où haque omposantprinipal (CP) est lui-même un sous-mélange de omposants seondaires (CS). Cessystèmes sont lassés en :� Mélanges de type A : les proportions des CP sont �xées et elles des CS sontvariables.� Mélanges de type B : les proportions des CP et des CS sont toutes variables.A�n d'analyser les deux types de mélanges on propose des modèles additifs. Ce typede modèles est bien adapté pour l'expérimentation ave de nombreux omposantsar le nombre de paramètres est onsidérablement inférieur au nombre de paramètresdes modèles multipliatifs proposés dans la littérature.On onstruit des plans véri�ant deux hypothèses, l'une d'orthogonalité à l'intérieurde haque groupe de CS et l'autre d'équilibre entre sous-mélanges de CS par ouplede CP. Pour e type de plans, dit orthogonal-équilibré (OE), on obtient de manièreexpliite les estimateurs des moindres arrés des paramètres du modèle additif ainsique sa matrie de dispersion. À partir de la dispersion on déduit l'optimalité uni-forme des plans omposés de sous-mélanges purs dans la lasse de plans OE.L'identi�ation entre les plans orthogonaux fatoriels lassiques et ette sous-lassede plans OE permet d'obtenir des plans de taille restreinte pour ertaines on�g-urations des systèmes de mélanges. On établit aussi l'identi�ation entre les sous-mélanges purs et les expérienes axiales, ei donne une méthode pour la onstru-tion de plans OE où les proportions des CS et des CP sont non nulles.On onsidère aussi la modélisation onjointe de mélanges et fateurs externes. C'estle as par exemple d'un médiament pour lequel la performane dépend de la for-mulation ainsi que de la dose appliquée. On propose toujours des modèles additifspour les mélanges de type A et de type B tenant ompte des fateurs externes. Onutilise de même les tehniques lassiques de onstrution de frations orthogonalesde tailles réduites à partir d'un plan fatoriel omplet omposé du rassemblementdes trois groupes de variables : proportions des CS, proportions des CP et fateursexternes.Mots-lés : mélanges à deux niveaux, modèle additif, plan orthogonal-équilibré,expérienes axiales, fration orthogonale.
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IntrodutionLes plans d'expériene pour mélanges traitent les as où ertaines propriétés que l'onherhe à modéliser sont dépendantes des proportions des omposants intervenantdans le mélange. Le domaine expérimental est aratérisé par la ontrainte qui meten relation les proportions, ainsi, si xi ∈ [0, 1] est la proportion du i-ème omposant,pour i = 1, · · · , q, on a :
x1 + x2 + · · ·+ xq = 1 (1)La modélisation et l'analyse de données pour mélanges sont traitées dans de nom-breux artiles repris en partie dans le livre de Cornell (2002) onsaré à e sujet.La théorie et la méthodologie des plans pour mélanges ont été développées fae àdiverses appliations de l'industrie depuis les quatre dernières déennies. On peutiter Kissell (1967), Draper & St. John (1977a), Snee (1981), Chik & Piepel (1984),Cornell & Ramsey (1998). Les plus réentes éditions des ouvrages sur les plans d'ex-périene pour surfaes de réponse, préisément Myers & Montgomery (2002) et Box& Draper (2006), ont inorporé des hapitres sur les plans pour mélange. D'où l'im-portane atteinte par e sujet pendant les dernières années.Bien que la première mention à des plans pour mélanges date de 1953 (Quenouille,1953), les artiles les plus reonnus sont eux de She�é (1958, 1963) ar ils ont in-troduit les plans en réseaux pour modèles polynomiaux reparamétrés en onordaneave la ontrainte (1). Ces artiles sont les bases de travaux postérieurs tels que euxde Lambrakis (1968) qui a fait l'extension pour des réseaux multiples de She�é. Ils'agit de la première référene sur e que plus tard on appellera plans d'expérienepour mélange de mélanges. Cei est l'objet d'étude dans ette thèse.Un système de mélange à deux niveaux (mélange de mélanges) se aratérise par lefait que haque omposant est lui-même un mélange d'autres omposants. Ils sontappelés omposants prinipaux et sont des sous-mélanges de omposants seondaires.Pour la plupart des référenes les proportions des omposants prinipaux sont �xes.Cornell & Ramsey (1998) introduisent par ontre des proportions variables pour desomposants prinipaux dans une appliation assoiée à la fabriation de iruits in-tégrés. D'autre part Piepel (1999) traite la formulation de médiaments omme unsystème à double mélange et introduit l'appellation MoM (mixture-of-mixtures) ainsique sa lassi�ation en deux types de systèmes à propos de l'artile de Cornell etRamsey. 3



Les modèles MoM que nous avons trouvé dans la bibliographie sont des surfaespolynomiales omme elle proposée par Lambrakis (1968). Il s'agit de modèles mul-tipliatifs obtenus par produits des polyn�mes reparamétrés selon les ontraintes dessous-mélanges. Ce type de modèle est estimé sur un réseau multiple onstruit par leproduit artésien des réseaux de She�é, où haque réseau est assoié aux ompo-sants seondaires liés à un unique omposant prinipal.Bien que le modèle multipliatif soit identi�able sur le réseau multiple, on se posedes questions sur sa taille et la faisabilité éonomique de sa mise en plae lorsqu'onexède deux omposants prinipaux et que de nombreux omposants seondaires sontonsidérés.Très peu de modèles alternatifs existent dans la bibliographie. Suite aux travauxde Lambrakis (1968, 1969), les auteurs Nigam (1973), Kumari & Mittal (1986) etMurthy & Murty (1989) proposent des modèles polynomiaux quadratiques pour lesas où les omposants prinipaux sont onçus omme des fateurs et non pas ommeomposants dans une formule.D'autre part, nous nous intéressons aux problèmes mélange-fateur, 'est-à-dire, auxas où la réponse dépend de fateurs autres que les proportions de mélanges à deuxniveaux. Dans la bibliographie l'inlusion de fateurs externes n'a été onsidéréeque pour des mélanges lassiques. On y trouve des modèles polynomiaux du plussimple (additif) au plus omplexe (multipliatif). Par exemple, Czitrom (1988, 1989)propose le regroupement de mélanges par blos orthogonaux soumis au ritère deD-optimalité en obtenant l'expression analytique d'un tel ritère pour trois et quatreomposants. Presott & Draper (1998) onstruisent aussi des plans à blos orthogo-naux tenant ompte de bornes supplémentaires sur les proportions des omposants.Kowalski, Cornell & Vining (2000), et Presott (2004) sont plut�t orientés vers l'in-lusion séletive de termes roisés a�n de réduire la taille du plan.Un type partiulier des problèmes de mélange-fateur est la formulation d'un médi-ament où la réponse mesurée est fontion de la formule et de la dose. Pour etteappliation on n'a qu'un fateur externe qui est la quantité du mélange. Un autreexemple, assoié à la prodution d'hydroarbures, est le mélange d'essenes où laperformane dépend des proportions des omposants ra�nés ainsi que de la taille duvéhiule et de la vitesse, il y a don deux fateurs externes.Dans ette thèse le but est de onstruire des modèles polynomiaux et des plans depetite taille pour :(I) Système MoM à proportions de omposants prinipaux �xées.(II) Système MoM à proportions de omposants prinipaux variables.(III) Inlusion de fateurs externes dans les deux as.Ce doument est onstitué de quatre hapitres :Chapitre 1. On met à disposition les outils mathématiques utilisés dans e travail.On fait des rappels sur les thèmes de mélanges lassiques et de mélanges à deux4



niveaux.Chapitre 2. On introduit les notions de plan orthogonal-équilibré (OE) et de planstritement orthogonal-équilibré (SOE) pour le système de mélanges indiqué en (I).Ce type de plans sont analysés à l'aide d'un modèle polynomial d'ordre un. Ce mo-dèle est surparamétré à ause des ontraintes du système MoM, on impose alors desontraintes d'identi�ation supplémentaires.Chapitre 3. On généralise le modèle et le type de plans du hapitre 2 pour lessystème MoM où les proportions de omposants prinipaux ne sont plus �xées.Chapitre 4. Sur la base des plans de lasse OE pour les deux type de systèmesMoM on onstruit des plans pour une surfae polynomiale d'ordre un tenant omptede fateurs externes.
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Chapitre 1Plans d'expériene pour mélangesCe hapitre rassemble des notations, dé�nitions et théories qui seront très souventutilisées par la suiteOn fait tout d'abord des rappels pour ertaines propriétés d'analyse ombinatoire,quelques opérations matriielles et quelques résultats d'algèbre linéaire.On présente ensuite des généralités sur l'estimabilité pour le modèle linéaire utilisé.En partiulier nous nous intéressons dans le adre de la thèse à l'estimation desmoindre arrés de modèles sur-paramétrés soumis à des ontraintes d'identi�ation.La troisième partie, la plus importante du hapitre, est onsarée aux modèles etplans d'expériene pour des modèles lassiques de mélanges, tel que les réseaux deShe�é ou les plans utilisant les axes de Cox. Une approhe du modèle de Coxgénéralisé est envisagée omme une alternative aux modèles multipliatifs proposésdans la littérature pour le système de mélanges à deux nivaux ou, en terminologieanglaise, système MoM (mixture of mixtures).La dernière partie du hapitre utilise les bases de Gröbner, selon l'artile de Pistoneet Wynn (1996), en onstruisant des modèles identi�ables à partir d'un plan donné.Cette méthode est bien appropriée aux systèmes MoM du fait que le plan du départpeut être mis sous la forme d'un système d'équations polynomiales ontenant lesontraintes propres aux systèmes MoM.1.1 Notations, dé�nitions et propriétés1.1.1 Notations
⊲ 1n : veteur de R

n dont les omposantes sont égales à 1.
⊲ Mm,n(K) : ensemble des matries de m lignes et n olonnes à éléments dans leorps K. Pour la taille, on dit matrie d'ordre m× n et si m = n on dit ordre
n. Si K = R on utilise la notation R

m×n au lieu de Mm,n(R).7



⊲ A
′ : transposée de la matrie A.

⊲ |A| : déterminant de la matrie arrée A.
⊲ Jm,n : matrie d'ordre m× n dont les omposantes sont égales à 1, ainsi

Jm,n = 1m1n

′Lorsque n = m on remplae Jn,n par Jn.
⊲ 0m,n : matrie d'ordre m× n dont les omposantes sont égales à zéro.
⊲ 0n : veteur d'ordre n dont les omposantes sont égales à zéro.
⊲ In : matrie identité d'ordre n.
⊲ Bq = {e1, · · · , eq} : base anonique de R

q.
⊲ ℘(A) : ensemble des parties de l'ensemble A.
⊲ Ck

n = n!
k!(n−k)!

⊲ ImA : sous-espae engendré par les olonnes de la matrie A.
⊲ rgA : dimension de ImA.
⊲ kerA : noyau de la matrie A.
⊲ N(A) : dimension de kerA.1.1.2 CombinatoireCes résultats de l'analyse ombinatoire vont être utilisés ii pour déterminer la tailledes plans traités par la suite.Lemme 1.1 Le nombre de ombinaisons sans répétition de k éléments parmi n estégal à Ck

n. De plus,
n∑

k=1

Cn
k = 2n − 18



Lemme 1.2 Soient n et k deux entiers tels que 2 ≤ k ≤ n, le nombre de solutionsde l'équation
l1 + l2 + · · ·+ lk = ndans N

∗ est égal à Ck−1
n−1.Lemme 1.3

min(k,n)∑

i=1

Ci
nC

i−1
k−1 = Ck

n+k−1Ces résultats de l'analyse ombinatoire peuvent être trouvés dans Comptet (1970).1.1.3 Dé�nitionsEnveloppe onvexe.Soit l'ensemble A = {v1, · · · , vn} ⊂ R
q, on dé�nit l'enveloppe onvexe de A, notée

Conv(A) ou Conv(v1, · · · , vn), par :
Conv(A) = {x ∈ R

q : x =
n∑

i=1

λivi,
n∑

i=i

λi = 1, λi ≥ 0, i = 1, · · · , n} (1.1)On note Conv(A) le sous-ensemble de Conv(A) obtenu en remplaçant λi ≥ 0 par
λi > 0 dans (1.1).Simplexe.On appelle simplexe l'enveloppe onvexe de Bq, noté Sq.Matrie de permutation.Dé�nition 1.1 Soit σ une permutation de l'ensemble {1, 2, · · · , n}. On appelle ma-trie de permutation assoiée à σ la matrie arrée suivante :

Pσ =
[
eσ(1)
| · · · |eσ(n)

]′Autrement dit, Pσ est une permutation des lignes de la matrie identité d'ordre n.Remarque : l'ensemble des matries de permutation n×n ave le produit matriielest un groupe �ni de ardinal n!.Produit d'Hadamard.Soient v = (a1, · · · , an) et w = (b1, · · · , bn) deux veteurs, on appelle produit d'Ha-damard de v et w le veteur v ⊙ w = (a1 · b1, · · · , an · bn).Le produit d'Hadamard est dé�ni aussi pour les matries de même taille. Soient
A = (aij) et B = (bij) deux matries de même taille, on appelle produit d'Hadamardde A et B la matrie A⊙B = B ⊙ A = (aijbij).9



Produit tensoriel.Soient A = [aij] ∈ R
m×n et B ∈ R

r×p. On appelle produit tensoriel (ou produit deKroneker) de A et B, la matrie en R
mr×np dé�nie par :

A⊗ B =




a11B · · · a1nB... . . . ...
am1B · · · amnB



Lemme 1.4 Soient A et B deux matries à omposantes réelles, alors,
rg(A⊗B) = (rgA)(rgB) = rg(B ⊗ A)Démonstration.Pour la démonstration on peut onsulter le livre de Laub (2005). ⋄1.1.4 DéterminantLemme 1.5 Soit la matrie inversible A ∈ R

n×n et D ∈ R
m×m, alors

∣∣∣∣
A B
C D

∣∣∣∣ = |A|
∣∣D − CA−1B

∣∣Démonstration.Le résultat est immédiat après la fatorisation suivante :
[
A B
C D

]
=

[
I 0

CA−1 I

] [
A B
0 D − CA−1B

] (1.2)La matrie D − CA−1B est appelée le omplément de Shur de A. ⋄Lemme 1.6 La matrie A = aIn + bJn est inversible si et seulement si a 6= 0 et
a 6= −nb. De plus,a) A−1 =

1

a
In −

b

a(a+ nb)
Jnb) |A| = an−1 (a+ nb)Démonstration.

a) Le produit entre matries du type B = xIn + yJn est ommutatif, ainsi :
BA = AB = axIn + (ay + bx+ nby) JnOn herhe les valeurs de x et y telles que AB = In. Cei orrespond à la résolutiondu système : {

(a+ b)x + (a+ nb)y = 1
bx + (a+ nb)y = 010



qui a une solution unique si et seulement si a(a + nb) 6= 0. Don, pour a 6= 0 et
a 6= −nb, la matrie B est l'inverse de A si x =

1

a
et y = −

b

a(a + nb)
.

b) Après le lemme 1.5 on a :
|aIn+1 + bJn+1| =

∣∣∣∣
A b1n

b1
′

n a+ b

∣∣∣∣ = |A|
[
a+ b− b21

′

nA
−1
1n

] (1.3)où A = aIn + bJn.Or, du résultat démontré en a), on obtient :
b21

′

nA
−1
1n = b2

(
1

a
1

′

n −
bn

a(a+ nb)
1

′

n

)
1n =

b2n

a+ nbPour arriver au résultat on applique le prinipe de réurrene. On véri�e d'abord lapropriété pour une matrie d'ordre 2 :
∣∣∣∣
a + b b
b a + b

∣∣∣∣ = (a+ b)2 − b2 = a(a + 2b)Puis on suppose vraie la propriété pour une matrie d'ordre n :
|aIn + bJn| = an−1(a+ nb)En remplaçant dans (1.3) les alul i-dessus, on déduit la propriété pour une matried'ordre n+ 1 :

|aIn+1 + bJn+1| = an−1(a+ nb)

(
a+ b−

b2n

a + nb

)
= an [a+ (n+ 1)b].

⋄Un type de matrie plus générale, omme elle-i :




a1 b · · · · · · b
b a2 · · · · · · b... ... . . . ...... ... . . . b
b · · · · · · b an



est aussi inversible sous ertaines onditions des valeurs a1, · · · , an et b, préiséesdans le lemme suivant.Lemme 1.7 Pour {i1, · · · , in−1} ⊂ {1, · · · , n}, soit q =
∑n−1

k=1
b

b−aik

. Alors, la ma-trie A = diag (a1 − b, · · · , an − b) + bJ est inversible si et seulement si l'une destrois onditions est satisfaite : 11



1) b = 0 et ai 6= 0, pour tout i = 1, · · · , n. Auquel as,
|A| =

n∏

i=1

ai

2) Au moins n− 1 valeurs de la diagonale de A, {ai1 , · · · , ain−1

}, sont distintes de
b et q = 1.
3) Au moins n− 1 valeurs de la diagonale de A, {ai1 , · · · , ain−1

}, sont distintes de
b et ain

b
6= q

q−1
.Voii le déterminant pour le deux dernier as :

|A| = [ain − q (ain − b)]

n−1∏

k=1

(aik − b)Démonstration.1) Il est lair que :
A−1 = diag( 1

a1
, · · · , 1

an

)
⇔ b = 0 et ai 6= 0 ∀ i = 1, · · · , net
|A| =

n∏

i=1

aiSoit maintenant b 6= 0 et C = 1
b
A = diag (λ1 − 1, · · · , λn − 1) + J , où λi = ai

b
. Sansperte de généralité, on suppose que λ1, · · · , λn−1 sont les n−1 valeurs de la diagonalede C distintes de 1.Soient f1, · · · , fn les lignes de C et Enk la matrie élémentaire assoiée à l'opérationde ligne fn − fk → fk, pour tout k = 1, · · · , n − 1. Ainsi, Ekn = I + [bij ] où [bij ]est une matrie ave bkn = −1 et bij = 0 ∀ (i, j) 6= (k, n). Chaque matrie Eknest triangulaire supérieure ar k < n, d'où la matrie T = E1n · · ·E(n−1)n est aussitriangulaire supérieure et |T | = 1. Après es opérations élémentaires on obtient lamatrie :

T.C =

[ diag(λ1 − 1, · · · , λn−1 − 1) (1− λn)1n−1

1
′

n−1 λn

]L'hypothèse λi 6= 1, 1 ≤ i ≤ n− 1, permet de aluler |T.C| selon le lemme 1.5 :
|T.C| =

n−1∏

i=1

(λi − 1)

[
λn + 1

′

n−1diag(1− λn

1− λ1

, · · · ,
1− λn

1− λn−1

)
1n−1

]

=

n−1∏

i=1

(λi − 1)

[
λn + (1− λn)

n−1∑

i=1

1

1− λi

]

= s [λn + q(1− λn)] 12



Comme s 6= 0, q 6= 0 et |T.C| = |C|, on a
|C| 6= 0 ⇔ λn + q(1− λn) 6= 0 (1.4)Les solutions de (1.4) ne sont atteintes que pour es deux onditions sur q :2) q = 1, auquel as il n'y a auune ontrainte sur λn ar λn + q(1 − λn) = 1 6= 0.Alors, |A| = bn|C| = bns = bn

∏n−1
i=1

(
ai−b

b

)
= b

∏n−1
i=1 (ai − b).3) q 6= 1, don il est néessaire que λn 6=

q

q−1
. Alors :

|A| = b
∏n−1

i=1 (ai − b)
[

an

b
+ q

(
b−an

b

)]
= [an − q (an − b)]

∏n−1
i=1 (ai − b) .En fait, ette dernière formule de |A| engendre la préédente lorsque q = 1. ⋄1.1.5 Matries binairesNous onstruisons ii un type de matrie, appelée binaire, qui permet de aratériseraisément des plans tel que les réseaux entrés de She�é, ainsi que les plans pour lemodèle roisé proposés dans le hapitre deux.Dé�nition 1.2 Soit (r, n) ∈ (N∗)2 tel que 1 ≤ r ≤ n et ξr,n ⊂ (Z/2Z)n l'ensemble detous les points de la forme ei1 + · · ·+ eir , pour tout {i1, · · · , ir} ⊂ {1, · · · , n}. Toutematrie dont les lignes orrespondent aux points de ξr,n est appelée matrie binaire.Remarque : Après le lemme 1.1 le ardinal de ξr,n est égal à Cr

n. Ainsi, toute matriebinaire assoiée à ξr,n est d'ordre Cr
n × n.Exemple :Pour r = 2 et n = 3, on a

ξ2,3 = {e1 + e2, e1 + e3, e2 + e3}

= {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)}Il y a 3! façons de onstruire une matrie binaire assoiée à ξ2,3. Nous allons suivrel'ordre lexiographique pour les lignes : 1 → {e1, e2}, 2 → {e1, e3} et 3 → {e2, e3}.Ainsi, ette matrie binaire, notée D2,3, est la suivante :
D2,3 =




1 1 0
1 0 1
0 1 1



 (1.5)Remarque : Il y a (Cr
n)! matries binaires distintes dont les lignes sont les pointsde ξr,n.Le résultat suivant onerne le alul du produit d'Hadamard de r olonnes de toutematrie binaire assoiée à ξr,n. En fait, nous allons onstruire par olonne une matrie

P ave tous es produits. Si l'on revient sur l'exemple i-dessus, les produits d'Hada-mard de ouples de olonnes de D2,3 donnent l'ensemble B3 (base anonique de R
3).La matrie P est arrée d'ordre C2

3 = 3 et il y a 3! possibilités pour sa onstrution.13



Proposition 1.1 Soit D = [d1| · · · |dn] une matrie binaire assoiée à ξr,n, où di estla i-ème olonne de D. La matrie P dont les olonnes sont les produits de la forme
di1 ⊙ · · · ⊙ dir

∀ {i1, · · · , ir} ⊂ {1, · · · , n} ,est une matrie de permutation. De plus, le produit d'Hadamard de r + 1 olonnesde D est égal au veteur nul.Démonstration.Puisque il n'y a pas de lignes répétées dans D, il existe une orrespondane bijetiveentre les olonnes de la matrie P et les lignes de la matrie D. Soit don la ligne
ei1 + · · ·+ eir de D assoiée à la olonne v = di1 ⊙ · · ·⊙ dir de P et soit k la positionde ette ligne dans la matrie D. Les deux valeurs possibles pour les omposantes de
v sont 0 et 1.Si vk est la k-ième omposante de v, alors, vk = 1 ar (dij

)
k

= 1 pour tout j ∈
{i1, · · · , ir}. Or, s'il existait t 6= k tel que vt = 1, ela impliquerait que le point
ei1 + · · · + eir se répéterait sur les deux lignes t et k de la matrie D. Ainsi, di1 ⊙
· · ·⊙ dir = ek. D'autre part, pour haque k ∈ {1, 2, · · · , Cr

n} il existe un unique sous-ensemble {i1, · · · , ir} tel que ek = di1 ⊙ · · · ⊙ dir , d'où les olonnes de la matrie Porrespondent à la base anonique de R
Cr

n , P est don une matrie de permutation.Tout produit d'Hadamard de r + 1 olonnes de la matrie D est de la forme ei ⊙ di.S'il y avait une omposante de ei ⊙ di distinte à zéro, alors, il y aurait une ligne de
D ave au moins r+ 1 omposantes égales a 1, e qui est ontraire à la dé�nition dematrie binaire. ⋄Remarque : pour les valeurs extrêmes r = 1 et r = n, les ensembles ξ1,n et ξn,norrespondent à Bn et 1′

n respetivement.Constrution d'une matrie binaire par réurreneOn note Dr,n la matrie binaire de ξr,n onstruite en suivant l'ordre lexiographique.Pour obtenir une relation de réurrene on dé�nit les deux matries suivantes :
D1,n = In et Dn,n = 1

′

n.Puis on ommene par la matrie binaire de plus petite taille possible ave deuxomposantes non nulles, elle obtenue en (1.5) :
D2,3 =

[
12 D1,2

0 D2,2

]
=

[
12 I2
0 1

′

2

]

14



Par exemple, pour r = 2, n = 4 et pour tout i 6= j dans {1, 2, 3, 4}, les lignes de D2,4orrespondent aux point de ξ2,4 rangés de la façon suivante :
D2,4 =

[
13 D1,3

0C2
3

D2,3

]
=





1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 1



On généralise la proédure de façon que pour onstruire Dr,n+1 sont requises les deuxmatries Dr,n et Dr−1,n. Ainsi, pour tout entier n ≥ 3 et r ∈ {2, · · · , n}, la suite dematries est bien dé�nie par :
Dr,n+1 =

[
1Cr−1

n
Dr−1,n

0Cr
n

Dr,n

]Pour la valeur r entre 2 et n, on a la suite matriielle suivante :
D2,3 → D2,4 → · · · → D2,n−r+2 → D2,n−r+3

↓ ↓ → · · · → ↓ ↓
D3,4 → D3,5 → · · · →
↓ ↓ ↓... ... ...
↓ ↓ ↓... Dr−1,n−1 → Dr−1,n

↓ ↓ ↓
Dr,r+1 → Dr,r+2 → · · · → Dr,n → Dr,n+1La struture retangulaire i-dessus illustre quelles matries sont requises pour laonstrution de elle plaée sur le sommet droit-inférieur. Par exemple, pour avoir

D3,5 il faut D2,4 et D3,4, et pour es deux dernières il faut D2,3.Dans la suite du travail nous reprenons les matries binaires D2,n pour la onstru-tion de plans permettant d'estimer les paramètre d'un modèle polynomial d'ordredeux. La matrie binaire générale, Dr,n, est utilisée dans e hapitre pour démontrerl'estimabilité du modèle synergique sur le réseau de She�é entré.Proposition 1.2 Soit D2,n une matrie binaire, alors
D

′

2,nD2,n = (n− 2)In + JnDémonstration.Si n = 3, par alul diret on a :
D

′

2,3D2,3 = I3 + J315



Par réurrene on suppose vrai que D′

2,nD2,n = (n − 2)In + Jn, puis on véri�e lapropriété pour n + 1 :
D2,n+1 =

[
1n In
0C2

n
D2,n

]

D
′

2,n+1D2,n+1 =

[
n 1

′

n

1n In

]
+

[
0 0

′

C2
n

0C2
n

(n− 2)In + Jn

]

D
′

2,n+1D2,n+1 =

[
(n− 1) + 1 1

′

n

1n (n− 1)In + Jn

]
= (n− 1)In+1 + Jn+1Ainsi, D′

2,nD2,n = (n− 2)In + Jn pour tout entier n ≥ 2. ⋄1.2 Modèle linéaire et estimabilitéSoit y une variable qui représente la réponse observée d'un phénomène aléatoire pour
q fateurs quantitatifs ontr�lés a�n de onduire l'expérimentation. Soit le veteur
x ∈ S ⊂ R

q la ondition expérimentale sur laquelle on va mesurer l'observation Y .On suppose que ette observation peut être modélisée sous la forme suivante :
y = η(x, β) + ε (1.6)La fontion η est appelée loi de réponse pour x et elle orrespond à la partie dé-terministe du modèle et ε est la omposante aléatoire, dite résidu, liée aux erreursexpérimentales. Sa présene dans le modèle implique que l'on peut avoir deux obser-vations di�érentes sous la même ondition expérimentale x.L'ensemble S, dit domaine expérimental, est l'espae où l'expérimentation est pos-sible.La fontion η est inonnue mais on suppose qu'elle admet un développement de Tay-lor en tout point x ∈ S, e qui justi�e son approximation par un polyn�me sur ledomaine expérimental.1.2.1 Modèle linéaire usuelOn dit que le modèle (1.6) est linéaire lorsque η est une fontion linéaire par rapportà β, 'est-à-dire, η(x, β) = β

′

f(x), où β est le veteur des p paramètres inonnus dumodèle.La fontion vetorielle f : S → R
p est hoisie a priori par le herheur sur la basede la onnaissane du phénomène à observer.Considérons l'ensemble de n points de S, {t1, t2, · · · , tn}, appelé plan d'expériene.Pour haque ti on a l'observation Yi. Alors le modèle Yi = β

′

f(ti) + εi, i = 1, · · · , n,est représenté matriiellement par :
Y = Xβ + ǫ (1.7)16



Ave
X : matrie du modèle, d'ordre n× p, où la ligne i est omposée des oordonnéesde f(ti), i = 1, · · · , n.
Y : veteur des n observations.
ǫ : veteur des n erreurs expérimentales liées aux n observations.Dé�nition 1.3 Le modèle linéaire (1.7) est appelé modèle de Gauss-Markovlorsque la distribution du veteur aléatoire Y véri�e les relations suivantes :

{
E(Y ) = Xβ
V(Y ) = σ2Inoù E(Y ) désigne l'espérane de Y et V(Y ) désigne la matrie de variane-ovarianede Y (si Y est une variable aléatoire réelle on utilise la notation Var(Y ) au lieu de

V(Y )).Dé�nition 1.4 On appelle matrie du plan, notée D, la matrie d'ordre n× q dontles lignes sont les oordonnées des points du plan t1, · · · , tn.Dé�nition 1.5 On appelle matrie d'information la matrie X ′

X, où X est la ma-trie du modèle.1.2.2 Surfae de réponse polynomialeDans e qui suit, sous l'hypothèse de régularité de la loi de réponse dans le domaineexpérimental, on va s'intéresser exlusivement à des modèles de Gauss-Markov où
β

′

f(x) est de type polynomial.Par exemple, le as le plus simple pour une loi de réponse est le développement deTaylor d'ordre un au voisinage d'un point x = (x1, · · · , xq). Ainsi, si Yx est la variablealéatoire qui représente la réponse observée en x et f(x) = (1, x1, x2, · · · , xq)
′ , on a :

E(Yx) = βo + β1x1 + · · ·+ βqxq (1.8)Si D est la matrie d'un plan donné de n points, alors la matrie X du modèle (1.7)pour le polyn�me (1.8) est une matrie d'ordre n× (q+1) de la forme X = [1n | D].Le développement polynomial d'ordre deux de l'espérane de Yx est :
E(Yx) = βo +

q∑

i=1

βixi +
∑

1≤i≤j≤q

βijxixj (1.9)La matrie X pour le polyn�me (1.9) est alors :
X = [1n|D|A] (1.10)Le nombre de olonne de la matrie X est égal à 1 + q + C2

q+1. La matrie A dans(1.10) est d'ordre n×C2
q+1 et ses olonnes sont obtenues par le produit d'Hadamarddes ouples de olonnes de la matrie D.17



1.2.3 EstimabilitéL'estimateur des moindres arrés β̂ de β dans le modèle (1.7) est dé�ni par :
β̂ = arg min

β∈Rp
(Y −Xβ)

′

(Y −Xβ)Théorème 1.1 Tout estimateur des moindres arrés du paramètre β dans le modèlelinéaire Y = Xβ + ǫ est solution du système d'équations normales :
X

′

Xβ̂ = X
′

YDémonstration.Pour la démonstration on peut onsulter le livre de Carmona (2005). ⋄Lorsque la matrie X est de plein rang le paramètre β est estimé de façon uniquepar β̂ = (X ′X)−1X ′Y .Fontion paramétrique estimableSi X n'est pas de plein rang le paramètre β n'est pas estimable ar l'ensemble dessolutions du système d'équations normales X ′Xβ̂ = X ′Y est in�ni. Bien qu'il ait unnombre in�ni de β̂ tels que Ŷ = Xβ̂ (Ŷ est la projetion orthogonale de Y sur le sous-espae ImX), le veteur Ŷ est bien unique. Toute solution du système d'équationsnormales est de la forme β̂ = (X ′X)−X
′

Y , où (X ′X)− est une inverse généralisée de
X ′X (A− est une inverse généralisée de A si AA−A = A).Or, la projetion orthogonale de Y sur ImX est obtenue pour une matrie (X ′X)−quelonque par :

Ŷ = Xβ̂ = X(X ′X)−X ′Y = PImXYmais la matrie PImX est unique alors elle ne dépend pas de l'inverse généraliséehoisie.Bien que β ne soit pas estimable, le veteur Xβ l'est, 'est pourquoi il est intéressantde savoir quelles fontions linéaires de β sont estimables.Dé�nition 1.6 Toute fontion linéaire ψ des paramètres du modèle (1.7) est ap-pelée fontion paramétrique. On dit que ette fontion est estimable s'il existe uneombinaison linéaire ψ̂ des observations Y telle que E(ψ̂) = ψ(β), ∀β.Théorème 1.2 Soit ψ = K
′

β une fontion paramétrique assoiée au modèle linéaire
Y = Xβ + ǫ. Alors :
1) ψ est estimable si et seulement si le veteur K est ombinaison linéaire des lignesde X.
2) Le nombre maximal de fontions paramétriques estimables linéairement indépen-dantes est égal à rg(X).Démonstration.Pour la démonstration on peut onsulter le livre de Carmona (2005). ⋄18



Théorème 1.3 (Gauss-Markov) Soit ψ = K
′

β une fontion paramétrique esti-mable et β̂ un estimateur des moindres arrés de β. Alors :
1) L'estimateur ψ̂ = K

′

β̂ de ψ est unique.
2) ψ̂ est l'estimateur sans biais de variane minimale.Démonstration.Pour la démonstration on peut onsulter le livre de Carmona (2005). ⋄En général, dans la modélisation de mélanges par surfaes polynomiales lassiques,la matrie X du modèle n'est pas de plein rang à ause de la relation entre lesproportions des omposants. Dans le adre de la thèse nous ne nous intéressonspas aux fontions paramétrique estimables mais aux modèles sujets aux ontraintesparamétriques du type Cβ = 0, qui permettent d'estimer de façon unique le veteur
β. Ainsi, pour la suite du travail le résultat suivant est primordial.Proposition 1.3 Soient X ∈ R

n×p, C ∈ R
r×p et Y ∈ R

n. Ave rgX = p − r,
rgC = r et kerX ∩ kerC = {0}. Alors,
1) La matrie [X

C

] est de plein rang.
2) L'estimateur des moindres arrés β̂ de β sous les ontraintes Cβ = 0 est unique.
3) β̂ =

(
X

′

X + C
′

C
)−1

X
′

Y .Démonstration.Pour la démonstration on peut onsulter le livre de Colombier (1996). ⋄Remarque. La matrie (X
′

X + C
′

C)−1 est une inverse généralisée de la matrie
X

′

X.1.3 Critères d'optimalitéLes ritères d'optimalité sont utilisés pour la omparaison de plans de même tailleanalysés à l'aide d'un même modèle. On dit qu'un plan est meilleur qu'un autre, pourl'estimation des paramètres du modèle adopté, toujours par rapport à un ritère.Les fondements des ritères d'optimalité sont dus en grande partie aux travaux deKiefer rassemblés dans l'ouvrage Brown et al., 1985. Nous ne présentons pas ettethéorie en totalité ii mais les ritères de U-optimalité, A-optimalité, D-optimalitéet E-optimalité. Ces ritères mesurent la qualité du plan pour estimer le paramètre
β en fontion de sa matrie de dispersion V(β̂) ou de la matrie d'information.Notation. Soit ξ un plan pour l'estimation du paramètre β. On note Vξ(β̂) la matriede dispersion du paramètre β lorsqu'il est estimé ave le plan ξ. On note Dξ et Xξles matries du plan et du modèle respetivement.U-optimalité (optimalité uniforme)Soit Θ une lasse de plans de même taille pour l'estimation du veteur de paramètres19



β. On dit que le plan ξ∗ ∈ Θ est U-optimal dans le sein de la lasse Θ si pour toutplan ξ ∈ Θ la matrie Vξ(β̂)− Vξ∗(β̂) est semi-dé�nie positive.Il s'agit en fait de l'ordre de Loewner dé�ni sur matries symétriques, on utilise poure ritère la notation plus simple :
Vξ∗(β̂) ≤ Vξ(β̂) , ∀ ξ ∈ ΘRemarque : Il n'est pas toujours possible de omparer les plans ave le ritère deU-optimalité.A-optimalitéSoit la matrie Xξ de plein rang pour tout plan ξ ∈ Θ. On dit que le plan ξ∗ ∈ Θ estA-optimal pour l'estimation de β ∈ R

p si :
Trace

[
(X

′

ξ∗Xξ∗)
−1
]
≤ Trace

[
(X

′

ξXξ)
−1
]
, ∀ ξ ∈ ΘD-optimalitéSoit la matrie Xξ de plein rang pour tout plan ξ ∈ Θ. On dit que le plan ξ∗ ∈ Θ estD-optimal pour l'estimation de β ∈ R

p si :
|X

′

ξ∗Xξ∗| ≥ |X
′

ξXξ| , ∀ ξ ∈ Θou de manière équivalente :
|(X

′

ξ∗Xξ∗)
−1| ≤ |(X

′

ξXξ)
−1| , ∀ ξ ∈ ΘOn dé�nit pour un plan quelonque ξ1 dans Θ sa D-e�aité, par rapport à un plan

ξ2, de la façon suivante :
Deff =

(
|X

′

ξ1
Xξ1|

|X
′

ξ2
Xξ2|

) 1
pE-optimalitéLe ritère de E-optimalité est lié à la variane de Ŷx, réponse prédite en un point xdu domaine expérimental S.Soit le modèle linéaire E(Yx) = β

′

f(x), alors, pour un plan ξ ∈ Θ on a :
Varξ(Ŷx) = σ2f(x)

′

Vξ(β̂)f(x).Soit la fontion Gξ(x) = n
σ2 Varξ(Ŷx), on dit que le plan ξ∗ est E-optimal dans lalasse Θ des plans de taille n si :

max
x∈S

Gξ∗(x) ≤ max
x∈S

Gξ(x)20



L'intérêt de e ritère vient du fait que maxx∈S Gξ(x) est supérieur ou égal au nombrede paramètres p (voir Myers & Montgomery). On peut don déterminer la E-e�aitéd'un plan par :
Eeff =

p

maxx∈S Gξ(x)Remarque. La E-e�aité peut être exprimée en termes des valeurs propres de lamatrie Vξ(β̂), puisque
arg max

x∈S
Gξ(x) = arg max

x∈S
[f(x)

′

diag(λ1, · · · , λp)f(x)]où λ1, · · · , λp sont les valeurs propres de la matrie Vξ(β̂).RésultatUn plan U-optimal pour l'estimation de β est aussi A-optimal, D-optimal et E-optimal (voir le hapitre 10 du livre de Tinsson, 2010).1.4 Plans pour mélanges lassiquesDans un système de mélanges lassique on suppose que les propriétés à modéliser dé-pendent uniquement des proportions des ingrédients de la formule. Par onséquent lesvariables qui expliquent la réponse sont dépendantes, elle sont liées par la ontraintede proportionnalité donnant omme domaine expérimental un simplexe.Les plans d'expériene sur le simplexe omplet que nous itons ii sont eux deShe�é. Il s'agit d'un type de plans saturés 1 pour le modèle polynomial reparamé-tré sur la ontrainte qui lie les proportions des omposants du mélange. C'est etteontrainte supplémentaire qui distingue les plans d'expériene pour mélanges desautres types de plans.Nous introduisons aussi les plans de type axial, e sont des plans onstruits sur lesaxes du simplexe et sont aratérisés par le fait que toutes les proportions d'un mé-lange dépendent d'un même paramètre. Ce type de plan est utilisé pour estimer lesparamètres de modèles surparamétrés d'ordre un et deux sous ontraintes d'identi�-ation linéaires.1.4.1 Domaine expérimentalUn mélange de q omposants, où xi est la proportion du omposant i, pour tout
i = 1, · · · , q, est dé�ni par le point (x1, x2, · · · , xq) de R

q satisfaisant les ontraintessuivantes :
0 ≤ xi ≤ 1

x1 + x2 + ... + xq = 1 (1.11)1On dit plan saturé lorsque la taille du plan est égale au nombre de paramètres linéairementindépendant 21



Fig. 1.1: Domaine expérimental pour mélanges à 2 et 3 omposants.Les ontraintes i-dessus délimitent le domaine expérimental. Cet ensemble peut êtreexprimé omme l'enveloppe onvexe de la base anonique de R
q, 'est le simplexe Sqque l'on a dé�ni au paragraphe 1.1.3.Sur la Figure 1.1 on peut visualiser le domaine expérimental pour q = 2 et q = 3. Lesegment de droite S2 orrespond à des mélanges à deux omposants. L'ensemble desmélanges à trois omposants est le triangle équilatéral S3 où les sommets représententles orps purs, les arêtes sont les mélanges de deux omposants (mélanges binaires) etl'intérieur orrespond aux mélanges dont les trois omposants sont présents (mélangesternaires).Sous-ensembles de SqPour ertains as d'appliation il faut restreindre les proportions des omposants.Les ontraintes les plus fréquentes sont elles de type linéaires, où les proportions dumélange, voire de leurs ombinaisons linéaires, sont bornées :

0 ≤ li ≤ xi ≤ ui ≤ 1, i = 1, · · · , q

ck ≤ a1kx1 + a2kx2 + · · ·+ aqkxq ≤ dk, k = 1, · · · , hLes ontraintes supplémentaires dérites i-dessus orrespondent à des sous-ensemblesonvexes de Sq appelés polyèdres. Divers algorithmes ont été proposés pour onstruiredes plans sur e type de domaine, ils peuvent être onsultés en détail dans le livrede Cornell (2002).Un autre type de sous-ensemble, non polyédrique, est onstitué des points partiu-liers du simplexe, situés sur ses axes. Chaque axe est une enveloppe onvexe dé�niepar :
Ak =





x ∈ Sq : x = λek +

1− λ

q − 1

q∑

i=1
i6=k

ei , 0 ≤ λ ≤ 1





(1.12)22



Fig. 1.2: (a) Polyèdre P dé�ni par les ontraintes x1+x2+x3 = 1, 0 ≤ x1 ≤ .5, .1 ≤ x2 ≤ .6et .3 ≤ x3 ≤ .6. (b) Axes du simplexe S3.L'ensemble de points orrespondant aux axes de Sq est don la réunion ⋃q

k=1Ak.Ces deux types de sous-ensembles du simplexe S3 sont illustrés sur la Figure 1.2.AppliationsDiverses appliations peuvent se trouver dans le domaine de la formulation de pro-duits à partir de mélanges de plusieurs ingrédients. Par exemple, la préparation deboissons, pâtés, gâteaux et des autres produits de l'industrie alimentaire, ainsi quela fabriation de savons, détergents et mélanges de produits dérivés du pétrole.Exemple 1. Les plastiques sont des mélanges omplexes de polymères et additifs.Pour la formulation d'un type partiulier de plastique il est important d'étudier laperformane d'une résine pure dans un milieu omposé de mirosphères et �bresde verre. Un plan d'expériene a été onduit par Smith & Cornell (1993) a�n demesurer des propriétés telles que la résistane à la tration et la déformation. Cer-taines spéi�ations dans la fabriation de plastiques imposent des ontraintes detype bornées sur les proportions des omposants, x1 (résine), x2 (�bres de verre) et
x3 (mirosphères). Ainsi, le domaine expérimental est le sous-ensemble de S3 dé�nipar :

x1 + x2 + x3 = 1

x1 ≥ 0.8, 0 ≤ x2 ≤ 0.2, 0 ≤ x3 ≤ 0.2Exemple 2. Plusieurs variétés de pestiide peuvent être mélangées pour améliorerleur e�aité. On propose un plan d'expériene pour ombattre des populationsd'insetes sur des plantations des fraisiers (voir Cornell, 2002). On utilise quatrepestiides, les expérienes sont menées en appliquant les produits individuellementet par ombinaisons de deux, trois et quatre omposants à proportions égales ('est-à-dire, pour les mélanges de deux produits on utilise 50% de haun, pour trois on23



utilise 33,3333% et pour les quatre pestiides on utilise 25% de haun). On a donun plan de 15 expérienes pour estimer les 15 paramètres du modèle suivant :
η = β1x1 + β2x2 + β3x3 + β4x4

+ β12x1x2 + β13x1x3 + β14x1x4 + β23x2x3 + β24x2x4 + β34x3x4

+ β123x1x2x3 + β134x1x3x4 + β124x1x2x4 + β234x2x3x4

+ β1234x1x2x3x4où x1, x2 x3 et x4 sont les proportions des pestiides.Ce plan appartient à un type de plan dit réseau entré de She�é que nous allonsdé�nir par la suite.Exemple 3. Dans l'exemple préèdent on suppose que la réponse à modéliser estfontion uniquement des proportions du mélange de pestiides ar on a �xé la dosepar mètre arré de terre ou par nombre de fraisier. Néanmoins, des variations sur laquantité appliquée pourraient hanger l'e�aité du produit. En onsidérant ettenouvelle variable le modèle i-dessus n'est plus valable ar ette variable là n'est pasune proportion. Ce type de problème est un as partiulier de plan pour mélangeset fateurs externes, il est appelé plan d'expériene mélange-quantité (en anglaismixture-amount) où le seul fateur externe est la quantité du mélange. Ce type deplan est aussi très utilisé pour des appliations en pharmaologie.1.4.2 Parties du simplexe SqAyant déjà dé�ni le domaine expérimental pour q omposants par l'enveloppe onvexede la base anonique de R
q, on va le aratériser par sous-ensembles de mélanges selonle nombre de ses omposants de proportions non nulles.Dé�nition 1.7 Une k-fae est la partie de Sq obtenue en mélangeant exatement

k omposants. C'est-à-dire, pour haque b ∈ ℘(Bq) de ardinal k, l'ensemble Conv(b)est une k-fae.Les mélanges dits purs de Sq sont eux ayant un unique omposant, ils orrespondentaux points de la base anonique Bq, ainsi on a q ensembles du type 1-fae.Les mélanges dits binaires sont eux onstitués par deux omposants. À haqueouple {ei, ej} dans Bq, où i 6= j, orrespond une 2-fae. Alors on aura C2
q ensemblesde e type là.Les mélanges stritement onstitués par q omposants orrespondent à l'intérieur dusimplexe Sq. Autrement dit, q-fae = Conv(Bq), il n'y a qu'une q-fae.Nombre de k-faes. Pour un entier k �xé entre 1 et q, le nombre de k-faes estégal à Ck

q ('est le nombre de façon de hoisir k veteurs de la base anonique de R
qsans ordre ni répétition).Dé�nition 1.8 Le point 1

k

∑k

j=1 eij ∈ Sq est appelé entroïde de la k-fae orres-pondant à Conv(ei1 , · · · , eik). 24



Le entroïde du simplexe Sq est le mélange (1
q
, 1

q
, · · · , 1

q

). De manière générale, leentroïde d'une k-fae est le mélange (unique) où les omposants intervenant onttous les mêmes proportions.Exemple. Dans le triangle équilatéral à gauhe dans la Figure 1.3, les mélangespeuvent se distinguer par des sommets (trois 1-faes), des arêtes sans les extrêmes(trois 2-faes) et l'intérieur du triangle (une 3-fae). Les entroïdes des arêtes sontles points (1
2
, 1

2
, 0
), (1

2
, 0, 1

2

) et (0, 1
2
, 1

2

), le entroïde du triangle est le point (1
3
, 1

3
, 1

3

).Remarque : toutes les k-faes, pour k = 1, · · · , q, sont des ensembles disjoints.En fait, on peut les numéroter sous la notation k-faesi et représente Sq omme laréunion disjointe suivante :
Sq =

q⋃

k=1




Ck

q⋃

i=1

k-faesi



1.4.3 Plan d'expériene axialUn plan axial est un type de plan onstruit sur les axes du simplexe Sq, il s'agit dessous-ensembles dé�nis en (1.12).Les mélanges d'un plan axial se positionnent de façon à e que leur distane duentroïde soit la même. Soit vk un mélange sur l'axe Ak, alors :
vk = λek +

(
1− λ

q − 1

)
(1

′

k−1, 0,1
′

q−k)pour un λ ∈ [0, 1] et pour tout k = 1, · · · , q.À l'aide de la matrie binaire Dq−1,q on onstruit la matrie de e plan :
D =




v1...
vp



 = λIq +

(
1− λ

q − 1

)
PσDq−1,qoù Pσ est la matrie de permutation pour σ(k) = q − k + 1, k ∈ {1, 2, · · · , q}.Or, la matrie PσDq−1,q peut être rérite ainsi :

PσDq−1,q =





0 1 · · · 1

0 · · ·
.... . . 1

Sym 0



 = Jq − IqCei donne un format plus maniable de la matrie D :
D = D(λ) =

(
λq − 1

q − 1

)
Iq +

(
1− λ

q − 1

)
Jq , 0 ≤ λ ≤ 125



Exemple. Soit q = 3, alors :
D2,3 =




1 1 0
1 0 1
0 1 1



 , Pσ =




0 0 1
0 1 0
1 0 0



 , PσD2,3 =




0 1 1
1 0 1
1 1 0





D(λ) = λI3 +
1

2
(1− λ)PσD2,3 =

1

2
(3λ− 1)I3 +

1

2
(1− λ)J3.

D(λ) =




λ 1

2
− λ

2
1
2
− λ

2
1
2
− λ

2
λ 1

2
− λ

2
1
2
− λ

2
1
2
− λ

2
λ



On a omme as partiuliers :
D(1) = I3 , D( 1

3
) =

1

3
J3 , D(0) =

1

2




0 1 1
1 0 1
1 1 0



 , D( 1
2
) =

1

4




2 1 1
1 2 1
1 1 2



Propriété 1.1 Soit D(λ) la matrie d'un plan axial pour q omposants. Alors :
rgD(λ) =





1 si λ =

1

q
q sinonDémonstration.D'après le lemme 1.6 on a :

|(q − 1)D(λ)| = |(qλ− 1)Iq + (1− λ)Jq| 6= 0⇔ λ 6=
1

qauquel as la matrie D(λ) est de plein rang.Si λ = 1
q
alors D(λ) = 1

q
Jq, 'est un plan à q répliation du entroïde de Sq, don lerang de D(λ) est égal à 1. ⋄Cas partiuliers :Ave λ = 1Le plan est la base anonique de R

q et D = Iq.Ave λ = 0Ce plan orrespond aux entroïdes de toutes les (q-1)-faes etD =
(

1
q−1

)
PσDq−1,q.Le plan axial pour λ ∈ ]0, 1[ est très utile lorsque les proportions des omposantsdoivent être stritement positives, 'est le as des systèmes de mélanges à deux ni-veaux de type B qui est traité dans le hapitre 3.
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1.4.4 Réseaux de She�éOn introduira brièvement les plans en réseaux de She�é, e type de plans estonstruit sur le simplexe sans ontrainte supplémentaire.Dé�nition 1.9 Soient q et m deux entiers positifs, on appelle réseau de She�é,noté {q,m}, l'ensemble de points x dans Sq tels que :
x =

q∑

i=1

λieiave :
λi ∈

{
0,

1

m
,

2

m
, · · · ,

m− 1

m
, 1

}
.(On ne pose pas la ondition∑q

i=1 λi = 1 ar elle reste sous entendue lorsque x ∈ Sq).Exemple :Ave m=2Par dé�nition {q, 2} =

{
x ∈ Sq : x =

q∑

i=1

λiei;λi = 0,
1

2
, 1

}Le réseau {q, 2} ne ontient que les mélanges purs et les mélanges binaires équilibrés,ainsi : {q, 2} = {e1, · · · , eq} ∪

{
x ∈ Sq : x =

1

2
ei +

1

2
ej , 1 ≤ i < j ≤ q

}On a don q mélanges purs et C2
q mélanges binaires.Ave q=3, m=2Pour q = 3 et m = 2 le réseau {3, 2} est omposé de 6 points, voii la matrie duplan :
D =





1 0 0
0 1 0
0 0 1
1
2

1
2

0
1
2

0 1
2

0 1
2

1
2



Ave q=3, m=3Pour q = 3 et m = 3 les proportions possibles appartiennent à {0, 1
3
, 2

3
, 1
} et les

27



points satisfaisant x1 + x2 + x3 = 1 orrespondent aux lignes de la matrie :
D =





1 0 0
0 1 0
0 0 1
1
3

2
3

0
2
3

0 1
3

1
3

0 2
3

2
3

0 1
3

0 1
3

2
3

0 2
3

1
3

1
3

1
3

1
3



Le nombre de points du réseau {3, 3} est égal à C3
5 . Il y a trois points de type 1-fae,six de type 2-fae et un de type 3-fae .Sur la �gure 1.3 on observe les deux réseaux de l'exemple.Par rapport à la taille de e type de plan, on a le résultat général :Proposition 1.4 La taille du réseau {q,m} est égale à Cm

q+m−1.Démonstration.Soit Conv(ei1 , · · · , eik) une k-fae du Sq, si x ∈ Conv(ei1 , · · · , eik) ∩ {q,m} alors
x = λ1ei1 + · · ·+ λkeik (1.13)ave,

λ1, · · · , λk ∈

{
1

m
,

2

m
, · · · ,

m− 1

m

} et k∑

j=1

λj = 1Don,
k∑

j=1

λj =
a1

m
+ · · ·+

ak

m
⇐⇒ a1 + · · ·+ ak = m (1.14)Or, le nombre de points dans {q,m} qui sont sur une k-fae est égal au nombre desolutions de l'équation (1.14), qui est Ck−1

m−1 d'après le lemme 1.2.D'autre part, le nombre de k-faes est Ck
q , alors le réseau ontient Ck

qC
k−1
q−1 pointsà exatement k omposants non nuls.Par onséquent, la taille de {q,m} est ∑min(q,m)

k=1 Ck
qC

k−1
q−1 , qui d'après le lemme 1.3est égal à Cm

q+m−1. ⋄Un deuxième type de plan attribué à She�é est le plan en réseau entré ave lapartiularité que pour haque point toutes les proportions non nulles sont égales.Voii la dé�nition.Dé�nition 1.10 On appelle réseau entré de She�é le plan omposé des entroïdesdes k-faes pour k = 1, · · · , q. 28



Fig. 1.3: Plans d'expériene pour 3 omposants : Dc = {3, 2}∪
{(

1
3 , 1

3 , 1
3

)} est un réseau deShe�é entré et D = {3, 3} est un réseau de She�é d'ordre trois.Remarques : la taille du réseau entré est égale à 2q − 1 d'après le lemme 1.1.Exemple : soit q = 4 et Ak l'ensemble de points du réseau entré à k omposantsnon nuls, k = 1, 2, 3, 4.Alors,
A1 = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}
A2 =

{
x : x = 1

2
(ei + ej) , 1 ≤ i < j ≤ 4

}

=
{(

1
2
, 1

2
, 0, 0

)
,
(

1
2
, 0, 1

2
, 0
)
,
(

1
2
, 0, 0, 1

2

)
,
(
0, 1

2
, 1

2
, 0
)
,
(
0, 1

2
, 0, 1

2

)
,
(
0, 0, 1

2
, 1

2

)}

A3 =
{
x : x = 1

3
(ei + ej + ek) , 1 ≤ i < j < k ≤ 4

}

=
{(

1
3
, 1

3
, 1

3
, 0
)
,
(

1
3
, 1

3
, 0, 1

3

)
,
(

1
3
, 0, 1

3
, 1

3

)
,
(
0, 1

3
, 1

3
, 1

3

)}

A4 =
{
x : x = 1

4
(e1 + e2 + e3 + e4)

}

=
{(

1
4
, 1

4
, 1

4
, 1

4

)}La réunion A = A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4 est le réseau de She�é entré pour le simplexe
S4. Celui-i était le plan utilisé dans l'exemple 2 sur les mélanges de pestiides.On observe que {4, 2} ⊂ A ar {4, 2} = A1 ∪A2.Bien que le plan entré soit de grande taille, il permet d'estimer tous les e�ets assoiésaux mélanges de 2 à q omposants en employant la surfae polynomiale suivante :

η =

q∑

i=1

αixi +
∑

16i<j6q

αijxixj + · · ·+ α12···qx1x2 · · ·xq (1.15)Le modèle (1.15) est appelé modèle synergique et nous montrons maintenant qu'ilest identi�able sur le réseau entré.Proposition 1.5 Le modèle synergique est estimable sur le réseau entré de She�é.Démonstration.La matrie du plan entré de She�é est failement représentée à l'aide des matries29



binaires dé�nies au paragraphe 1.1.5 :
D

′

=

[
Iq

1

2
D

′

2,q · · ·
1

q − 1
D

′

q−1,q

1

q
1q

]Le réseau entré de She�é est un plan saturé pour le modèle synergique, par onsé-quent la matrieX du plan est arrée don il su�t de prouver |X| 6= 0 a�n de véri�erque le modèle est bien identi�able.On alule la matrie X du modèle à l'aide de la proposition 1.1, elle a la formesuivante :
X =





Iq 0q,C2
q
· · · · · · 0q,q 0

1
2
D2,q

1
4
P2 · · · · · · 0q,q 0... . . . ...... . . . ...

1
q−1

Dq−1,q · · · · · ·
(

1
q−1

)q−1

Pq−1 0q

1
q
1

′

q · · · · · · · · ·
(

1
q

)q



où Pi pour tout i = 2, · · · , q − 1, est une matrie de permutation et le déterminantd'une telle matrie est égal a 1 ou −1. Or,
|X| = a|I||P2| · · · |Pq−1| ave a =

q∏

k=2

k−komme a > 0 alors |X| 6= 0 et ei montre que le modèle (1.15) est bien identi�ablesur le réseau entré. ⋄1.4.5 Polyn�me reparamétré de degré deuxLa ontrainte du mélange (1.11) rend le modèle polynomial usuel d'ordre m surpara-métré, 'est-à-dire que ses mon�mes deviennent linéairement dépendants. Il est ainsinéessaire de reparamétrer le modèle a�n de supprimer ette dépendane là.Une façon simple de reparamétrisation onsiste à remplaer la variable xq par 1 −∑q−1
i=1 xi. On obtient alors un polyn�me d'ordre m en q − 1 variables.La méthode la plus reommandée pour éviter la suppression de variables est elleproposée par She�é où ertains mon�mes peuvent être supprimés à partir d'un ma-niement adéquat de la ontrainte x1 + x2 + · · ·+ xq = 1.Considérons le polyn�me usuel d'ordre deux :

η = βo +

q∑

i=1

βixi +

q∑

i=1

βiix
2
i +

∑

1≤i<j≤q

βijxixj (1.16)30



Le nombre de paramètres de e modèle est égal à 1 + 2q + C2
q .Si l'on introduit la ontrainte de mélange en remplaçant βo par βo(

∑q

i=1 xi)
2 et∑q

i=1 βixi par (
∑q

i=1 xi)
∑q

i=1 βixi, alors on déduit que e polyn�me peut être rem-plaé par la forme homogène :
η =

∑

1≤i≤j≤q

λijxixj (1.17)Voii les paramètres λij par rapport au modèle (1.16) :
i, j = 1, 2, · · · , q; i < j

{
λii = βo + βi + βii

λij = 2βo + βi + βj + βijUne autre forme polynomiale, dite anonique de She�é, de degré deux en q ompo-sants est obtenue après substitution de βo et x2
i par βo

∑q

i=1 xi et xi(1 −
∑

k 6=i xk)respetivement en (1.16), d'où on obtient :
η =

q∑

i=1

δixi +
∑

1≤i<j≤q

δijxixj (1.18)On déduit que : {
δi = βo + βi + βii

δij = βij − βjj − βiiLes modèles (1.17) et (1.18) omportent q+C2
q paramètres et oïnident ave la tailledu plan {q, 2}, alors que le polyn�me usuel a q + 1 oe�ients de plus.Le polyn�me anonique d'ordre trois est développé dans She�é (1959). Plus tardLambrakis (1969) a présenté la forme anonique générale liée au réseau {q,m}.1.4.6 Polyn�me général de She�éLe polyn�me anonique ou polyn�me de She�é de degré m 6 q a la forme suivante :

η =

q∑

i=1

δixi +
m∑

k=2

[
∑

1≤i<j≤q

δ
(k)
ij xixj(xi − xj)

k−2

]

+

m∑

k=3




∑

16i1<···<ik6q
Pk

i=1 ai=m;ai∈{1,··· ,m}

δia1
1 ···i

ak
k
xa1

i1
· · ·xak

ik




(1.19)Le nombre de paramètres du modèle i-dessus (δi, δ(k)

ij et δia1
1 ···i

ak
k
) peut être failementalulé sur les trois groupes de sommes. Le nombre de δi est égal à C1

q . Pour k �xé31



le nombre de δ(k)
ij est égal à C2

q , don, pour k = 2, · · · , m on a (m − 1)C2
q . Dansle troisième groupe de paramètres on a Ck

q manières de hoisir l'indie i1 · · · ik et
Ck−1

m−1 façon de résoudre a1 + · · ·+ ak = m d'après le lemme 1.2, don le nombre deparamètres est égal à Ck−1
m−1C

k
q , pour k = 3, · · · , m, le nombre total de paramètresdes trois groupes est égal à :

C1
qC

0
m−1 + C2

qC
1
m−1 +

m∑

k=3

Ck
qC

k−1
m−1D'où on véri�e, à l'aide du lemme 1.3, le résultat suivant :Proposition 1.6 Le nombre de mon�mes du polyn�me anonique d'ordre m en qvariables est égal à Cm

q+m−1.Le nombre de paramètres du modèle (1.19) oïnide ave la taille du réseau {q,m}don il est un plan saturé pour e modèle.Le livre de Cornell (2002) fait les aluls pour estimer les paramètres des polyn�mesanoniques d'ordre m = 1, 2, 3 et 4 sur le réseau de She�é orrespondant. D'un pointde vue pratique ela peut être su�sant.Dans la thèse de Boulanger (1999) le modèle (1.19) est proposé pour un ordrem quel-onque en remplaçant m par min(q,m) dans la somme des mon�mes dont le nombrede variables est égal ou supérieur à trois. Nous y trouverons aussi la démonstrationde la régularité de la matrie du modèle ajusté au réseau {q,m}.1.4.7 Modèle de CoxL'interprétation des paramètres du polyn�me de She�é d'ordre inférieur à trois esttoujours laire dès que l'on se restreint aux points du réseau qui lui est assoié. Parexemple, le polyn�me de She�é d'ordre un, η = β1x1 + · · ·+ βqxq, est estimé sur lessommets du simplexe Sq (ei orrespond au réseau {q, 1}). Pour e plan le paramètre
βi représente l'espérane de la réponse lorsque seul le orps pur ei est présent, pourtout i = 1, · · · , q. Dans des as où les mélanges à un seul omposant sont exlus, uneinterprétation aussi simple des paramètres n'est plus possible.Le modèle de Cox (Cox, 1971) est introduit omme une alternative aux polyn�mesde She�é pour l'analyse de mélanges lassiques. L'idée onsiste à utiliser un autretype de modèle, basé sur les polyn�mes usuels, qui donne du sens à l'interprétationdes paramètres pour des mélanges hors des réseaux de She�é.L'analyse se développe ii autour d'un point c ∈ Sq, appelé mélange de référene.La question se pose sur la variation subie par la réponse lorsqu'on se déplae de c àhaun des sommets du simplexe.Soit c = (c1, · · · , cq) le mélange de référene. Pour haque i ∈ {1, · · · , q}, on onsidèreles points (x1, · · · , xq) ∈ Sq de la forme :

(x1, · · · , xq) = (1− λ)ei + λc32



∀ λ ∈ [0, 1 + t]A�n d'assurer que (x1, · · · , xq) appartienne au simplexe, on hoisi la valeur de t defaçon à e que xi = 0. Ainsi, pour λ = 1 + t,
xi = 1− λ+ λci = t (ci − 1) + ci = 0 =⇒ t =

ci
1− ciEn d'autres termes, pour i = 1, · · · , q, les points dérits orrespondent à l'enveloppeonvexe Conv(ei,vi) où vi = 1

1−ci
(c− ciei). On remarque que vi est un mélange dela (q-1)-faesi.Les ensembles Conv(ei,vi) sont appelés diretions de Cox par rapport au mélangede référene. Lorsque le mélange de référene est le entroïde de Sq, es diretions làoïnident ave les axes du simplexe.Tout point x appartenant à la diretion Conv(ei,vi) peut être érit de la façonsuivante :

x = ei +
δ

1− ci
(c1, · · · , ci − 1, · · · , cq) (1.20)ave δ ∈ [0, 1].En e qui onerne l'estimation des paramètres, la ontrainte d'identi�ation onsi-dérée est elle liée au mélange de référene, à savoir,

c1β1 + · · ·+ cqβq = 0 (1.21)Cette ontrainte est justi�ée du fait que la di�érene η(x) − η(c) est de la formesuivante :
η(x)− η(c) = βo +

c1δ

1− ci
β1 + · · ·+ (1− δ)βi + · · ·+

cqδ

1− ci
βq − βo −

q∑

k=1

βkck

=
△

1− ci
βi −

△

1− ci

q∑

k=1

ckβkave △ = δ + ci − 1.D'après la ontrainte d'identi�ation (1.21), ette di�érene reste en fontion d'unseul paramètre, elui assoié à l'unique omposant dont la proportion hange selonla diretion (1.20) :
η(x)− η(c) =

(
δ + ci − 1

1− ci

)
βiLa ontrainte (1.21) implique aussi que η(c) = βo, d'où le paramètre βo représentela réponse espérée sur le mélange de référene, alors que βi est interprété omme lapente de la réponse pour des hangement dans la proportion du i-ème omposant àpartir de c et dans la diretion de (1.20).On a déjà introduit les plans de type axial dans le paragraphe 1.4.3. Ce type de plan,ainsi que les ontraintes d'identi�ation liées au entroïde, vont être généralisés pourle système de mélanges à deux niveaux, e thème est don fondamental pour la suitedu travail. 33



1.5 Systèmes pour mélanges à deux niveauxLes plans pour mélanges lassiques que l'on vient de présenter ne permettent quel'exploration d'un seul mélange à la fois. Il y a des as où l'expériene pour mélangesest onduite a�n de modéliser les propriétés de plusieurs types de mélange en mêmetemps. Dans e as on suppose que la formulation est un "mélange de mélanges" quel'on appellera système MoM (Mixture of Mixtures).1.5.1 GénéralitésPour la représentation la plus générale possible, onsidérons un système MoM dontles omposants "prinipaux" (CP) sont des mélanges de omposants "seondaires"(CS). Érivons ainsi le système en termes de relations entre les proportions de haquetype de omposants.Soit p le nombre de CP dont les proportions dans le mélange sont données par leveteur :
w

′

= (w1, w2, · · · , wp)Supposons alors que haque CP est un mélange de q CS dont le i-ème CP (CPi) ades proportions (xi1, xi2, · · · , xiq), i = 1, · · · , p. Autrement dit, xij est la proportionrelative du CSj dans le CPi.D'autre part, on peut représenter la formule en termes des proportions réelles desCS, don si uj est la proportion réelle du CSj dans le mélange, j = 1, · · · , q, alors larelation de proportionnalité entre omposants est alulée par :
uj = x1jw1 + x2jw2 + · · ·+ x1qwqLa quantité xijwi est la proportion du CSj apportée par le CPi, ainsi uj est laproportion totale du CSj dans le mélange. Lorsque le CSj est uniquement utilisé parle CPi, uj et xijwi oïnident, auquel as on remplae uj par uij dans la notation.On onstruit la matrie de mélange M dont des lignes donnent la omposition dehaque CP en fontion des proportions relatives des CS :

M =





x11 · · · x1q

x21
. . .... ...

xp1 · · · xpq



Chaque ligne de M est un mélange de CS, 'est pourquoi
q∑

j=1

xij = 1et 0 ≤ xij ≤ 1, ∀i = 1, · · · , p et j = 1, · · · , q. Cette matrie est appelée matriede mélange et on notera Mpq l'ensemble de matries des mélanges à p omposants34



prinipaux et q omposants seondaires.Pour une matrie donnée M ∈Mpq la relation entre w et u = (u1, · · · , uq) peut êtrereprésentée matriiellement par :
w

′

M = u (1.22)
w ∈ SpIl faut souligner dans la représentation (1.22) que la matrie M n'est pas forementà oe�ients onstants a�n de ne pas onfondre un système MoM général ave unsystème linéaire d'équations lorsque u est �xé.1.5.2 Exemples et remarquesExemple 1

a) Supposons que l'on s'intéresse à des mélanges de jus de fruits. La reherhe estmenée sous les ondition suivantes.Considérons le as du mélange de 4 types de jus de fruits pour préparer un oktail.Chaque type de jus représente un CP dont les fruits sont des CS. De plus, les CPsont des produits �nis fournis par di�érents distributeurs, par onséquent il est ma-tériellement impossible de séparer les CS d'un CP. On en déduit que la matrie demélanges est onstante, voii la omposition des CP donnée par les fabriants :
CP1 : 10%CS1, 70%CS3 et 20%CS4

CP2 : 20%CS1, 20%CS2 et 60%CS3

CP3 : 10%CS2, 80%CS3 et 10%CS5

CP4 : 100%CS3Alors, la matrie de mélange est :
M =





0.1 0 0.7 0.2 0
0.2 0.2 0.6 0 0
0 0.1 0.8 0 0.1
0 0 1 0 0



Pour les inq fruits (CS) intervenant on observe lesquels sont répétés dans les CP, le
CS5 n'est employé que par le CP3 alors que le CS3 apparaît dans tous les CP et le
CP4 est un mélange pur de CS3.Soit wo un mélange donné en termes des CP : 30%CP1, 40%CP2, 20%CP3 et 10%CP4.Le oktail est de même un mélange de CS, don pour obtenir le veteur v desproportions des CS à partir de la formule w

′

o = (0.3, 0.4, 0.2, 0.1) des 4 types de jus ilfaut tout simplement le alul matriiel w
′

oM = u d'où u = (0.11, 0.1, 0.71, 0.06, 0.02).35



Par ontre, obtenir un mélange w de CP à partir d'une formule �xée uo de CS,équivaut à résoudre le système linéaire suivant :
M

′

w = u
′

o w ∈ SpCe système pourrait ne pas avoir de solution.
b) L'exemple du oktail i-dessus est similaire à elui de mélanges d'hydroarbures,où les huile lourdes orrespondent aux CP, haque huile est en même temps unsous-mélange de ertaines substanes himiques telles que les saturés, aromatiques,maltènes et asphaltènes. Ces substanes orrespondent don à des CS et elles nepeuvent être séparées physiquement, 'est-à-dire, il n'existe pas un proessus indus-triel pour la déomposition des huiles. Cependant, l'intérêt pour ette approhe vientdu fait que les propriétés du mélange sont plus stables sous le domaine des CS.Ces deux exemples appartiennent au type de problème où les CP sont onstituéspar les mêmes CS lesquels ne sont pas séparés physiquement don les éléments de lamatrie M sont onstants. Ce as n'est pas traité dans notre travail.Exemple 2La formulation d'un médiament omporte le mélange de deux CP à proportions�xées, une pâte solide de proportion w1 et un gel de proportion w2. Le laboratoirereçoit trois matières premières pour préparer la pâte et deux pour le gel. Ainsi on ainq CS, haun d'eux assoié à un unique CP. Voii la matrie de mélange :

M =

[
x11 x12 x13 0 0
0 0 0 x21 x22

]Les ontraintes (1.22) assoiées au CP1 sont w1x11 = u11, w1x12 = u12, w1x13 = u13et elles assoiées au CP2 sont w2x21 = u21, w2x22 = u22. On ne pose pas la ontrainte
w1 + w2 = 1 ar es proportions sont �xées. Alors, le système MoM s'érit sous laforme suivante :

i = 1; j = 1, 2, 3 et i = 2; j = 1, 2

x11 + x12 + x13 = 1

x21 + x22 = 1

xij =
uij

wi

uij > 0Exemple 3Considérons l'exemple 2 pour une formulation non �xée, 'est-à-dire, les proportionsdes CP, w1 et w2, sont variables. Une telle onsidération permettrait de mesurer lese�ets des CP de même que des CS sur les propriétés du mélange. Dans e as larelation entre proportions réelles et relatives n'est plus linéaire ar xij =
uij

wi

et par36



onséquent tout modèle polynomial en xij n'est pas polynomial en uij. En remplaçantle seond membre de elle-i dans les ontraintes préédentes on en déduit le systèmelinéaire suivant :
i = 1; j = 1, 2, 3 et i = 2; j = 1, 2

u11 + u12 + u13 = w1

u21 + u22 = w2

w1 + w2 = 1

uij > 0

wi > 0Remarque. Lors de la ontinuation du travail nous traiterons uniquement des sys-tèmes MoM omme eux des exemples 2 et 3, en fait, es exemples appartiennent auas général où les omposants seondaires sont regroupés en sous-mélanges. Ainsi,haque omposant prinipal est un sous-mélange de omposants seondaires et haqueomposant seondaire est lié à un seul CP. On n'utilise don pas le même CS pourla préparation de deux sous-mélanges. Ii nous employons la dénomination de Piepel(1999), qui a lassé les systèmes de sous-mélanges en système MoM de type A etsystème MoM de type B.1.5.3 Système MoM de type AOn appelle système MoM de type A la généralisation de l'exemple 2 pour un nombre
p ≥ 2 de omposants prinipaux (p = 1 orrespond au système de mélange lassique).Les proportions des omposants prinipaux sont �xées et elles sont stritement po-sitives.Pour tout i = 1, · · · , p et j = 1, · · · , qi, on a :
q = q1 + · · · + qp : nombre total de CS, où qi ≥ 2 est le nombre de CS assoiés au
CPi.
xij : proportion relative du CSij dans le CPi.
uij : proportion du CSij dans la formule.
wi : proportion �xée du CPi dans la formule.Le rapport xij =

uij

wi

entre les variables xij et uij, est linéaire ar wi est onstante.Voii les ontraintes du système MoM de type A :
i = 1, · · · , p et j = 1, · · · , qi

qi∑

j=1

xij = 1 (1.23)
xij ≥ 037



Les équations de (1.23) sont indépendantes, en fait, haune d'elles orrespond à unsous-mélange dans le simplexe Sqi
, pour i = 1, · · · , p.1.5.4 Système MoM de type BOn appelle système MoM de type B le système où les deux type de omposants, CPet CS, apparaissent en proportions variables. Par rapport au système de type A, ona p variables de plus. Voii les ontraintes pour les variables dé�nies préalablement.

i = 1, · · · , p et j = 1, · · · , qi

wi −

qi∑

j=1

uij = 0

w1 + w2 + · · ·+ wp = 1

wi > 0; uij ≥ 0À la di�érene du système de type A, ii on onsidère le as qi ≥ 1 ar les wi sontvariables. Quand qi = 1 ela veut dire que le CPi n'est pas un sous-mélange ou toutsimplement il est omposé d'un unique CS.1.6 Plans et modèles pour systèmes MoMLes réseaux multiples de She�é sont une extension des plans {q,m} à plusieurs sim-plexes, où haque simplexe orrespond aux omposants seondaires liés à un om-posant prinipal. Cette généralisation a été introduite par Lambrakis (1968) auxsystème MoM de type A.Les plans multiples de She�é ont été aussi adaptés aux as où les proportions de CPne sont pas �xées. Le premier travail sur le sujet est dû à Cornell & Ramsey (1998),il s'agit de la première publiation sur des systèmes MoM de type B développée dansle adre d'une appliation liée à la photolithographie.1.6.1 Réseau multiple de She�éConsidérons le as de p omposants prinipaux à proportions �xées (MoM de type A)ave {qi, mi} le réseau de She�é du CPi, i = 1, 2, · · · , p. On appelle réseau multiplede She�é l'ensemble de points (x11, · · · , x1q1 ; x21, · · · , x2q2 ; · · · ; xp1, · · · , xpqp
) appar-tenant au produit artésien des réseaux individuels {q1, m1}×{q2, m2}×· · ·×{qp, mp}.La taille du réseau multiple, dénoté par {q1, q2, · · · , qp;m1, m2, · · · , mp}, est égale à

p∏

i=1

Cmi

qi+mi−1 (1.24)38



Les appliations présentées dans les artiles onsultés n'utilisent que deux ompo-sants prinipaux, 'est pourquoi la taille du plan multiple ne pose pas de problèmeen termes pratiques. Par ontre si l'on s'intéresse à des as où les CP et les CS sontnombreux la viabilité de ette méthode entre en question.Par exemple, pour p = 4, q1 = q2 = 3, q3 = 4, q4 = 2 et mi = 2, i = 1, 2, 3, 4 ; la tailledu plan alulée par (1.24) est très grande, il omporte 1080 points.Le plan proposé pour le système de type B est similaire à elui de type A, la seuledi�érene se trouve dans la omposition du blo assoié aux omposants prini-paux, ar es proportions sont non-nulles. Alors, si ξ représente le plan indivi-duel omposé sur le simplexe Sp, le plan multiple est le produit artésien D ={q1, q2, · · · , qp;m1, m2, · · · , mp}× ξ.1.6.2 Modèle multipliatifLe modèle multipliatif est le produit de polyn�mes anoniques liés aux réseauxindividuels {qi, mi}. Ainsi, l'ordre du polyn�me obtenu est égal à m1 +m2 + · · ·+mpet le nombre de mon�mes est égal à la taille du réseau multiple indiqué par (1.24).Ce polyn�me est appelé polyn�me multiple de She�é.Pour un système de type A ave trois omposants prinipaux, soit le réseau multiplede She�é {q1, q2, q3;mi = 1, i = 1, 2, 3}, le polyn�me multiple qui lui est assoié a laforme suivante :
P (x1,x2,x3) = (x11 + · · ·+ x1q1) (x21 + · · ·+ x2q2) (x31 + · · ·+ x3q3)

=

q1∑

i=1

q2∑

j=1

q3∑

k=1

x1ix2jx3koù xi = (xi1, · · · , xiqi
) pour i = 1, 2, 3.Pour le système de type B le modèle est omposé du produit polynomial :

η = P (x1,x2,x3)Q(w1, · · · ,wp)où Q est le polyn�me de She�é assoié aux omposants prinipaux.Le plan D = {q1, q2, q3; 1, 1, 1} × ξ n'est don pas un réseau de She�é ar les CPsont à proportion positives. Cela ne pose pas de problème d'identi�ation du modèlemultipliatif à ondition que Q soit identi�able sur le plan ξ, e qui est justi�é i-dessous.Le modèle multipliatif de She�é est identi�able pour le réseau multiple d'après laproposition suivante.Proposition 1.7 Soient η1 et η2 les surfaes de réponse pour deux modèles linéairesidenti�ables sur les plans ξ1 ⊂ R
q1 et ξ2 ⊂ R

q2 respetivement. Alors, le modèlelinéaire, dit modèle multipliatif, donné par le produit η1.η2, est aussi identi�able surle plan obtenu par le produit artésien ξ1 × ξ2.39



Démonstration.Soient X1 = [F(ti)]16i6m et X2 = [G(zj)]16j6n
les matries des modèles η1 et η2érites par lignes, où ξ1 = {t1, · · · , tm}, ξ2 = {z1, · · · , zn}, ave F = (F1, · · · , Fp) etG = (G1, · · · , Gq) des fontions vetorielles, m > p et n > q.Le modèle multipliatif a don la forme :

η (ti, zj) =

q∑

l=1

p∑

k=1

βkl Fk (ti)Gl (zj)Ce modèle là omporte p.q paramètres, ainsi la matrie X du modèle pour tout
(ti, zj) ∈ ξ1 × ξ2 est d'ordre mn× pq et elle peut s'érire par blos :

X =





F1(t1)G(z1) F2(t1)G(z1) · · · Fp(t1)G(z1)... ... ...
F1(t1)G(zn) F2(t1)G(zn) · · · Fp(t1)G(zn)... ... · · ·

...
F1(tm)G(z1) F2(tm)G(z1) · · · Fp(tm)G(z1)... ... ...
F1(tm)G(zn) F2(tm)G(zn) · · · Fp(tm)G(zn)



Pour tout i = 1, · · · , m et k = 1, · · · , p le blo (i, k) de la matrie X est de la forme
Fk(ti)X2, d'autre part X1 = [Fk(ti)]. La matrie du modèle multipliatif s'érit donomme le produit tensoriel :

X = X1 ⊗X2Les matries X1 et X2 sont de plein rang ar on a supposé que les modèles η1 et η2sont identi�ables sur ξ1 et ξ2 respetivement. D'après le lemme 1.4 la matrie X estaussi de plein rang d'où le résultat. ⋄1.7 Bases de GröbnerL'utilisation de la théorie des bases de Gröbner omme un moyen pour obtenir desmodèles polynomiaux identi�ables a été proposée dans l'artile de Pistone et Wynn(1996). Le but de l'artile est d'aborder le problème de onfusion d'e�ets et d'iden-ti�abilité en employant des méthodes de la géométrie algébrique. Notre intérêt pourette méthode vient du fait que les ontraintes de mélange peuvent être intégréesdans la représentation algébrique du plan.L'idée de la méthode onsiste à séletionner un plan d'expériene de taille adéquate,e plan doit être représenté sous la forme d'un système d'équations polynomiales dela forme : 




P1 = 0...
Pk = 040



ave Pi polyn�mes de degrés quelonque dont les raines sont les oordonnées despoints du plan.Par exemple, le plan ontenant le point (a, b, c) est la solution du système d'équations
x − a = 0, y − b = 0, z − c = 0 et le plan {−1, 0, 1} est la solution de l'équation
x(x− 1)(x+ 1) = 0.La solution du système d'équations polynomiales dé�nit une variété a�ne, notée
D(P1,··· ,Pk), dont l'idéal assoié, noté I(D), est l'ensemble de polyn�mes P1, · · · , Pk.D'un point de vue pratique le problème onsiste à onstruire le système d'équationspolynomiales pour un plan d'expériene donné (ii le départ est le plan et non pasle modèle). Autrement dit, pour une variété donnée D il faut trouver l'idéal I(D).Lorsqu'on obtient I(D) la démarhe peut être menée par un logiiel permettantd'obtenir une base de Gröbner assoiée à I(D). Il n'y a pas uniité de la base ar elleest dépendante de l'ordre monomial introduit. Les deux ordres monomiaux les plusourants sont le lexiographique et le lexiographique renversé (ordre sur les degréspuis ordre lexiographique pour ordonner les mon�mes de même ordre). Ces deuxordres sont appelés en Maple plex et tdex respetivement.À partir de la base de Gröbner on obtient l'ensemble de mon�mes qui omposentun modèle identi�able. Pour haque polyn�me de la base de Gröbner on séletionnele terme dominant selon l'ordre hoisi. On onstruit alors l'ensemble des mon�mesnon-divisibles par l'ensemble de es termes dominants. D'après les propriétés dedivisibilité des bases de Gröbner il en résulte que tout modèle polynomial engendrépar e dernier ensemble est un modèle identi�able pour le plan donné. Bien quel'ensemble de mon�mes obtenu ne soit pas unique, sa taille est toujours égale a lataille du plan donné.Shéma de la méthode ave ontraintes de mélangePlan donné :

D

↓Système polynomial dont la solution est D :
P1 = 0, P2 = 0, · · · , Pk = 0,

wi −
∑qi

j=1 uij = 0,

w1 + w2 + · · ·+ wp − 1 = 0
i = 1, · · · , p; j = 1, · · · , qi

↓ LogiielEnsemble maximal de mon�mes identi�ables,obtenu à partir de la base de Gröbner41



Exemple 1. Soit le système MoM de type A pour 2 CP à 2 CS haun, le systèmede ontraintes est don :
MoM →

{
x11 + x12 = 1
x21 + x22 = 1et soit ξ le réseau multiple de She�é suivant :

ξ = {2, 2} × {2, 2} ⇒ xij ∈ {0,
1
2
, 1}La matrie du plan donné ξ est :

Dξ =





1 0 1 0
1 0 0 1
1 0 1

2
1
2

0 1 1 0
0 1 0 1
0 1 1

2
1
2

1
2

1
2

1 0
1
2

1
2

0 1
1
2

1
2

1
2

1
2



Représentation du plan ξ par le système d'équations polynomiales :





x11(x11 − 0.5)(x11 − 1) = 0
x12(x12 − 0.5)(x12 − 1) = 0
x21(x21 − 0.5)(x21 − 1) = 0
x22(x22 − 0.5)(x22 − 1) = 0

x11 + x12 − 1 = 0
x21 + x22 − 1 = 0

(1.25)Les mon�mes retenus (logiiel Maple 11) sont :
1, x11, x22, x11x22, x

2
11, x

2
22, x

2
11x22, x11x

2
22, x

2
11x

2
22Sur et exemple on remarque que le modèle obtenu est le modèle multipliatif repa-ramétré en remplaçant les ontraintes de sous-mélange.De manière générale, le réseau de She�e ξ = {q1, m1} × · · · × {qp, mp} pour unsystème MoM de type A peut être dé�ni omme la solution du système polynomial :

∀ i = 1, · · · , p et j = 1, · · · qi

mi∏

k=0

(
xij −

k

mi

)
= 0

1−

qi∑

j=1

xij = 042



Nous avons utilisé e type de plan a�n d'illustrer la méthode. Mais un tel plan nerevêt pas un grand intérêt pratique ar les réseaux omplets sont des plans de grandetaille. Nous herhons plut�t à onstruire l'idéal de ertains sous-ensembles d'un planomplet ou d'un plan donné quelonque de petite taille. Le problème est don ainsiposé : est-il possible de trouver un système d'équations polynomiales qui ait ommesolution le plan donné ? C'est la di�ulté de ette méthode, e thème appartient audomaine de l'élimination et intersetion d'idéaux traité dans le livre de Cox, Littleet O'Shea (1992) onsaré à e sujet.Malgré la limitation assoiée à la représentation algébrique d'un plan quelonque,ette méthode semble utile pour des situations pratiques où le herheur s'intéresse àun ensemble spéi�que d'expérienes, 'est pourquoi nous avons onsidéré e travailde Pistone omme un reours pour des as atypiques des mélanges à deux niveaux.Exemple 2. Maintenant nous essayons de trouver l'idéal pour deux plans, ξ1 et ξ2,issus du réseau ξ donné dans l'exemple préédant. Soient ξ1 et ξ2 les plans dont lesmatries sont les suivantes :
Dξ1 =





1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 0 1
0 1 1

2
1
2

1
2

1
2

1 0




, Dξ2 =





1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 0 1



Alors, l'idéal orrespondant à la variété ξ1 est le même que elui du plan ξ ave lepolyn�me supplémentaire x11x21, ar les expérienes de ξ1 sont elles retenues parl'équation x11x21 = 0.Pour le plan ξ2, il est possible de rajouter les équations x11x12 = 0 et x21x22 = 0 ausystème (1.25). Mais on remarque que ξ2 est le réseau de She�é {2, 1}×{2, 1}, donon peut lui assoier l'idéal :
I(ξ2) = {x11(x11 − 1), x12(x12 − 1), x21(x21 − 1), x22(x22 − 1), x11 + x12 − 1, x21 + x22 − 1}Exemple 3. Considérons maintenant un système MoM de type A ave 2 CP telsque q1 = 3 et q2 = 2 CS. Pour le sous-mélange 1 (3 CS) on a des ontraintessupplémentaires sur les proportions :

x11 + x12 + x13 = 1

0 ≤ x11 ≤ 0.5

0.1 ≤ x12 ≤ 0.6

0.3 ≤ x13 ≤ 0.6Ce sous-mélange orrespond au polyèdre P de la �gure 1.4, les sommets numérotéssur P sont : 43



Fig. 1.4: Domaine expérimental pour les deux sous-mélange du systèmes MoM de type Adans l'exemple 3.(1) (0.0, 0.6, 0.4)(2) (0.1, 0.6, 0.3)(3) (0.5, 0.2, 0.3)(4) (0.5, 0.1, 0.4)(5) (0.4, 0.1, 0.6)(6) (0.0, 0.4, 0.6)Pour le sous-mélange 2 il y aussi des ontraintes supplémentaires :
x21 + x22 = 1

0 ≤ x21 ≤ 0.9

0.2 ≤ x22 ≤ 1Ii les sous-mélanges extrêmes sont (0, 1) et (0.8, 0.2) indiqués sur le simplexe S2 dela �gure 1.4.Pour les mélanges où x11 6= 0, la matrie du plan est la suivante :
D =





0.1 0.6 0.3 0 1
0.5 0.2 0.3 0 1
0.5 0.1 0.4 0 1
0.4 0.1 0.6 0 1
0.1 0.6 0.3 0.8 0.2
0.5 0.2 0.3 0.8 0.2
0.5 0.1 0.4 0.8 0.2
0.4 0.1 0.6 0.8 0.2
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Le système polynomial assoié est don :
(x11 − 0.1)(x11 − 0.4)(x11 − 0.5) = 0
(x12 − 0.1)(x12 − 0.2)(x12 − 0.6) = 0
(x13 − 0.3)(x13 − 0.4)(x13 − 0.6) = 0

x21(x21 − 0.8) = 0
(x22 − 0.2)(x22 − 1) = 0
x11 + x12 + x13 − 1 = 0

x21 + x22 − 1 = 0La base de Gröbner obtenue est la suivante :





x2
22 − 12x22 + 20
x21 + x22 − 10
x2

13 − 7x13 + 12
42− 23x12 − 10x13 + 5x12x13 + x2

12

x11 + x12 + x13 − 10Les 8 mon�mes non-divisibles par les termes dominants de la base sont :
1, x22, x13, x22x13, x12, x12x22, x13x12, x13x12x22Alors, le modèle polynomial omposé des 8 mon�mes est bien identi�able pour leplan donné :

η = βo + β1x22 + β2x13 + β3x22x13 + β4x12 + β5x12x22 + β6x13x12 + β7x13x12x22Exemple 4.Pour et exemple on sort du domaine des mélanges. Considérons la fration régulière
I = 12 de résolution de II dont la matrie est :





1 1 1
1 1 −1
−1 −1 1
−1 −1 −1



Il n'est pas possible ii d'ajuster un modèle omplet d'ordre un ar la matrie dumodèle n'est pas de plein rang pour e plan.Le système polynomial qui admet pour solution ette fration est :





x2
1 − 1 = 0
x2

2 − 1 = 0
x2

3 − 1 = 0
x1x2 − 1 = 0La base de Gröbner pour e système obtenue par le logiiel est :





x2
1 − 1
x2

3 − 1
x1 − x245



On onserve dans ette base uniquement les termes dominants :
x2

1, x2, x
3
1Il en déoule que les seuls mon�mes non-divisibles par les 3 éléments retenus sont :

1, x1, x3, x1x3En pratique les mon�mes non-divisibles sont obtenus par le logiiel, il y une om-mande en Maple qui permet de les obtenir. En fait on utilise deux ommandes, ellequi donne la base de Gröbner et elle qui à partir de la base renvoie l'ensemble demon�me pour engendrer le modèle identi�able.Voii un extrait des ommandes utilisées :with(Groebner) :
F := [P1, · · · , Pk℄
G := Basis(F , plex(x1, · · · , xn) ) % Renvoie la base de Gröbner
ns, rv := NormalSet(G, plex(x1, · · · , xn)) % Renvoie l'ensemble de mon�mes
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Chapitre 2Modèle et plan pour système MoMde type ADans le premier hapitre nous avons remarqué que le modèle multipliatif, proposépar Lambrakis (1968) omme généralisation des modèles lassiques pour mélanges,pose un problème de taille lorsque le nombre de omposants est élevé.Dans e hapitre nous proposons un modèle alternatif à elui de Lambrakis pour dessystèmes MoM de type A. Il s'agit d'un modèle polynomial de degré un, dit modèleadditif, qui est notamment plus petit. Ce modèle n'est pas identi�able en raison desontraintes liant les proportions, il est don néessaire d'imposer des restritions surles paramètres du modèle a�n d'estimer les e�ets des omposants seondaires. Cemodèle additif peut ainsi être onsidéré omme une adaptation du modèle de Coxaux systèmes à sous-mélanges multiples.En e qui onerne les plans, nous introduisons d'abord des frations régulièresonstruites à partir du réseaux multiples de She�é de premier ordre, e sont desexpérienes orrespondant aux sous-mélanges purs. Ce type de plan est analogueà eux utilisés pour des fateurs qualitatifs ar les omposants seondaires n'appa-raissent qu'en proportions 0 et 1. On peut don utiliser des méthodes lassiques sure domaine a�n d'obtenir des frations de bonne taille en gardant les propriétés duréseau omplet, telles que l'orthogonalité.L'orthogonalité dans un sens strit onditionne inutilement les expérienes à êtreissues de sous-mélanges purs. Une propriété plus faible est adoptée ii a�n d'inluredans e type de plan des sous-mélanges ontenant au moins deux ingrédients à pro-portions positives. Cette propriété moins forte garantit aussi des estimateurs nonorrélés pour les paramètres du modèle additif sous ontraintes paramétriques.Un deuxième type de plan est envisagé de façon à obtenir sa taille égale au nombrede omposants seondaires. À la di�érene du réseau multiple d'ordre un, ii, haqueexpériene est omposée des sous-mélanges équilibrés et d'un unique sous-mélangepur. La onstrution de tel plan, appelé plan entroïde est très simple et toujourspossible. De plus, il garde les propriétés d'orthogonalité faible et d'équilibre que nous47



allons dérire au début du hapitre.Pour une estimation d'e�ets roisés entre CS appartenant au même CP, nous utili-sons un polyn�me d'ordre deux estimé sur un plan entroïde étendu. Ce modèle estidenti�able sous les mêmes ontraintes paramétriques que elles du modèle additif, iln'est don pas néessaire de rajouter des ontraintes sur les paramètres assoiés auxtermes roisés.Les plans et les modèles proposés dans e hapitre sont onçus pour rendre viablel'expérimentation ave un nombre élevé de omposants, 'est pourquoi on n'a onsi-déré que des polyn�mes d'ordre un et deux ainsi que des plans de petite taille.2.1 Modèle additifsSoit le système MoM de type A ave p omposants prinipaux et q = q1 + · · ·+ qpomposants seondaires, où qi est le nombre de CS assoiés au i-ème CP pour tout i =
1, · · · , p. La loi de réponse que nous onsidérons a�n d'estimer les e�ets individuelsdes CS est le polyn�me usuel d'ordre un :

η = αo +

q1∑

j=1

α1jx1j + · · ·+

qp∑

j=1

αpjxpj (2.1)Si D = [D1|D2| · · · |Dp] est la matrie d'un plan de taille n dans le domaine expéri-mental du système MoM de type A et Y le veteur des observations assoiées à eplan, le modèle (2.1), appelé modèle additif, est représenté matriiellement par :
E(Y ) = 1nαo +D1α1 + · · ·+Dpαp (2.2)où αi =

(
αi1, · · · , αiqi

)′ et les lignes du blo Di ∈ R
n×qi orrespondent à des sous-mélanges des CS assoiés au i-ème CP, pour tout i = 1, · · · , p.NotationsSoient k = 1, · · · , n, i = 1, 2, · · · , p et j = 1, 2, · · · , qi.Pour la sous-matrie Di =

[
x

(k)
ij

], k indique la ligne et j la olonne de la omposante
x

(k)
ij . Autrement dit, x(k)

ij est la proportion du omposant seondaire j, liée au i-èmeCP, dans la k-ième expériene.Pour Di = [di1| · · · |diqi
], dij est le j-ème veteur olonne de la matrie Di.Pour les paramètres : α = (α1, · · · ,αp) et β = (αo,α).2.1.1 Identi�abilité du modèle additifLa matrie X du modèle additif omporte (q+ 1) olonnes, elle a la forme suivante :

X = [1n|D1|D2| · · · |Dp]48



À ause des ontraintes de mélange (1.23), on a
∀ i = 1, · · · , p et k = 1, · · · , n

xk
i1 + · · ·+ xk

iqi
= 1 ⇒ Di1qi

= 1n ⇒ Im1n ⊂ ImDj (2.3)par onséquent le rang de la matrie X est inférieur ou égal à q + 1− p et le modèlen'est pas identi�able.Dé�nition 2.1 On appelle plan régulier, pour le modèle additif, tout plan de taille
n ≥ q − p + 1 dont la matrie D est de rang maximal, 'est-à-dire,

rgD = q − p+ 1 . (2.4)Remarque 2.1 Un plan est régulier pour le modèle additif si et seulement si samatrie satisfait simultanément les onditions :
∀ i 6= j dans {1, · · · , p}

rgDi = qi (2.5)
ImDi ∩ ImDj = Im1n (2.6)Remarque 2.2 Les deux onditions de régularité, (2.5) et (2.6), sont équivalentesaux onditions :
∀ i 6= j dans {1, · · · , p}

Di1qi
= 1n

rg [Di|Dj] = qi + qj − 1 (2.7)Ainsi un plan dans le domaine expérimental d'un système MoM de type A est réguliersi et seulement si la ondition (2.7) est satisfaite.Exemple. Il est évident que la seule ondition (2.5) ne garantit pas la régularité duplan. Si l'on onsidère un système où qi = r ≥ 2 et Di = A pour tout i = 1, · · · , p,ave rgA = r, on onlut que le plan n'est pas régulier ar rgD = r < pr − p + 1 si
p ≥ 2.La seule ondition (2.6) ne garantit pas non plus la régularité. Soient p = 4, q1 =
q2 = q3 = 2 et q4 = 4, pour le plan de taille n = 8 dont la matrie est la suivante :

[D1|D2|D3|D4] =





1 0 1 0 1 0 1
2

0 1
2

0
1 0 1 0 0 1 0 1

2
0 1

2

1 0 0 1 1 0 1
2

0 0 1
2

1 0 0 1 0 1 0 1
2

1
2

0
0 1 1 0 1 0 1

4
1
4

1
4

1
4

0 1 1 0 0 1 0 1
2

1
4

1
4

0 1 0 1 1 0 1
4

1
4

1
2

0
0 1 0 1 0 1 1

4
1
4

0 1
2
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On véri�e que ImD1 ∩ ImD2 = ImD1 ∩ ImD3 = ImD2 ∩ ImD3 = Im18 toutsimplement pare que {dij, dlh} est libre ∀ i 6= l dans {1, 2, 3} et j, h ∈ {1, 2}.Or, soit {v1, v2, v3} une base de ImD4, ave v1 = 18, v2 = (0, 2, 0, 2, 1, 2, 1, 2)
′ et

v3 = (0, 0,−2, 2, 0, 1, 1, 0)
′, puisque {v1, v2, v3, dij} est libre ∀ i = 1, 2, 3 et j = 1, 2,alors ImD4 ∩ ImDi = Im18, ∀ i = 1, 2, 3. On onstate don que la ondition (2.6) nesu�t pas ar rgD = 6 < 10− 4 + 1.2.1.2 Contraintes d'identi�ationDans le but de rendre le modèle additif identi�able, nous allons introduire desontraintes linéaires sur les paramètres.Soit [D1| · · · |Dp] la matrie d'un plan régulier. Ainsi rgX = q−p+1 et par onséquent

N(X) = dim(kerX) = p. Si (vo,v1, · · · ,vp) ∈ kerX ave vi ∈ R
1×qi , alors,

1nvo +D1v
′

1 + · · ·+Dpv
′

p = 0d'où, après la restrition de sous-mélange (2.3), on obtient aisément p solutions dusystème homogène i-dessus :
∀ k = 1, · · · , p






vo = −1
vk = 1

′

qk

vi = 0
′

qi
∀ i 6= kCes solutions sont rangées par olonnes dans la matrie A d'ordre (q + 1)× p :

A =

[
−1

′

pdiag (1q1, · · · ,1qp

)
] (2.8)Les olonnes de la matrie A forment une base du kerX ar

A
′

A = diag (q1, · · · , qp) + Jet, après le lemme 1.7, la matrie A′

A est inversible, d'où
rgA = rg

[
A

′

A
]

= p.Ainsi,
v ∈ kerX ⇔ v = Az , z ∈ R

pOn herhe une matrie C̃ ∈ R
p×(q+1) telles que kerX ∩ ker C̃ = {0}, e qui équivautà l'a�rmation suivante :

C̃v = C̃Az = 0 ⇔ z = 0Cela implique que la matrie arrée C̃A doit être inversible. On onsidère don lamatrie C̃ = [0p|C] où C = diag (c1, · · · , cp) ave ci ∈ R
1×qi pour tout i = 1, · · · , p.50



La matrie diagonale C̃A = diag (c11q1, · · · , cp1qp

) est inversible si et seulement si
ci1qi

6= 0 ∀ i = 1, · · · , p (2.9)On s'intéresse en partiulier à des points ci orrespondant aux sous-mélanges desCS du i-ème CP, 'est-à-dire ci ∈ Sqi
. Dans e as la ondition (2.9) est satisfaitepuisque ci1qi

= 1.Pour une matrie C̃ ainsi hoisie et d'après la proposition 1.3 on a le résultat suivant :Proposition 2.1 Soit D = [D1| · · · |Dp] la matrie d'un plan régulier pour le modèleadditif du système MoM de type A et C̃ = [0|diag (c1, · · · , cp)] une matrie de taille
p× (q + 1) où ci ∈ R

1×qi et ci ∈ Sqi
pour tout i = 1, · · · , p. Alors, la matrie

[
X

C̃

]
=

[
1n D
0p C

]est de plein rang. Autrement dit, la matrie
[
X

C̃

]′ [
X

C̃

]
= X ′X + C̃ ′C̃ =

[
n 1

′

nD

D
′

1n D
′

D + diag (c′1c1, · · · , c′pcp) ]est inversible.Les ontraintes C̃β = 0, où β est le veteur de paramètres du modèle surparamétré(2.2), sont appelés ontraintes d'identi�ation pour e modèle, dès lors que
ker C̃ ⊕ kerX = R

q+1Pour une matrie C = diag (c1, · · · , cp), ave les sous-mélanges ci orrespondant auxentroïdes des simplexes Sqi
, 'est-à-dire ci = 1

qi
1

′

qi
, les ontraintes d'identi�ation

C̃β = 0 sont équivalentes aux ontraintes αi1 + · · ·+αiqi
= 0 pour tout i = 1, · · · , p.Outre l'identi�ation du modèle (2.2), les ontraintes du type ciαi = 0, ave ciun sous-mélange, donne un sens à l'interprétation des paramètres que l'on expliquemaintenant.2.1.3 Interprétation des paramètresPour un plan régulier nous appelons ontraintes d'identi�ation lassiques ellesliées aux entroïdes :

i = 1, 2, · · · , p
qi∑

j=1

αij = 0 (2.10)
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Conernant les ontraintes i-dessus, il vient :
E (Yx) = η(x) =





αo si x =

(
1
q1
1

′

q1
, · · · , 1

qp
1

′

qp

)

αo + α11 si x =
(
e1,

1
q2
1

′

q2
, · · · , 1

qp
1

′

qp

)et le paramètre αo peut avoir une interprétation similaire à elle du paragraphe 1.4.7,sur le modèle de Cox.Si c = (c1, · · · , cp), où ci = 1
qi
1qi

, alors le mélange de mélanges 1
p
c est le entroïdede Sq et η(1

p
c) = αo en raison des ontraintes d'identi�ation. On appelle c mélangeneutre dans le sens que là on obtient une réponse moyenne αo.On souligne qu'un mélange de Sq est neutre en fontion des ontraintes d'identi�a-tion diag (c1, · · · , cp) α = 0où ci est un sous-mélange pouvant être di�érent au entroïde de Sqi

.Lorsqu'on se déplae du point c au point x = (c1, · · · , ck−1,v, ck+1, · · · , cp), ave
v ∈ Sqk

, la surfae de réponse sous ontraintes paramétriques ne dépend que des CSliés au k-ème CP :
η(x) = αo + (αk1, · · · , αkqk

)v
′Si v = ej , ave ej ∈ Bqk

, la réponse dépend de l'unique CS impliqué dans le sous-mélange assoié au k-ème CP :
η(x) = αo + αkjSous-mélanges sur des points axiauxSoit x(ej) le point obtenu après avoir remplaé ck par ej dans le mélange neutre et

χ(t) ∈ Conv [c,x(ej)]. Si l'on remplae χ(t) dans la réponse, on obtient :
η(χ(t)) = αo + tαkjD'où on peut interpréter le paramètre αkj omme le taux de variation pour deshangement dans la proportion xkj sur la diretion Conv [c,x(ej)], ave ej ∈ Bqk

.Remarque : Le sens pratique d'un mélange neutre onsiste à supposer dès le départque la propriété que l'on modélise a une réponse moyenne de valeur αo en e point.Ainsi, on détermine les ontraintes d'identi�ation pour le modèle linéaire en fontionde ette hypothèse là.2.2 Plan orthogonal-équilibré (OE)Notre premier objetif onsiste à herher des plans de façon à e que la matried'information ait des bonnes propriétés pour le modèle additif sous les ontraintesd'identi�ation. 52



Dé�nition 2.2 On dit qu'un plan pour le système MoM de type A est orthogonal-équilibré si sa matrie, D = [D1| · · · |Dp], satisfait :
∀ 1 ≤ i < j ≤ p

D
′

iDi = aiIqi
+ biJqi

, ai > 0 (2.11)
D

′

iDj = cijJqi,qj
(2.12)La ondition (2.11) est appelée orthogonalité et (2.12) équilibre.On dit que les ouples (ai, bi) sont les oe�ients d'orthogonalité et les cij sont lesoe�ients d'équilibre.Dé�nition 2.3 On dit qu'un plan est stritement orthogonal si bi = 0 pour tout

i = 1, · · · , p en (2.11).La ondition ai > 0 fait partie de la dé�nition d'un plan orthogonal-équilibré en(2.11) puisque si ai = 0 alors rgDi = rgD
′

iDi = 1 et évidemment le plan n'est pasrégulier. Or, à priori la ondition ai > 0 ne su�rait pas pour assurer la régularitéar il faut que ImDi ∩ ImDj = Im1n pour tout i 6= j dans {1, · · · , p}. Cependant,nous allons montrer que l'ensemble des onditions imposées dans la dé�nition deplan orthogonal-équilibré sont su�samment rigoureuses pour assurer la régularitédu plan. Des valeurs négatives pour les oe�ients (ai, bi) et cij ne sont pas possiblesar les omposantes de la matrie D sont des proportions de mélanges.Proposition 2.2 Soit Di une matrie de sous-mélanges, alors,
D

′

iDi = aIqi
+ bJqi

⇒ D
′

i1n = (a + qib)1qiDémonstration.Comme Di est une matrie de sous-mélanges, alors Di1qi
= 1n et le résultat estimmédiat après les aluls suivants :

(
D

′

iDi

)
1qi

= D
′

i (Di1qi
) = D

′

i1n

(
D

′

iDi

)
1qi

= (aIqi
+ bJqi

)1qi
= a1qi

+ b (qi1qi
) = (a + qib)1qiAinsi, pour tout plan orthogonal la ondition :

D
′

i1n = (cste)i1qi
(2.13)est satisfaite. ⋄Remarque : Cette proposition est très utile ar l'on peut aisément éarter un plannon orthogonal dès que la ondition (2.13) n'est pas satisfaite pour un blo quel-onque de la matrie D.Contre-exemples 53



1) L'équilibre n'implique pas néessairement l'orthogonalité.Soit D la matrie d'un plan régulier pour p = 2, q1 = 3 et q2 = 2 :
D = [D1|D2] =





0.2 0.3 0.5 1
2

1
2

0.5 0.1 0.4 1
2

1
2

0.3 0.6 0.1 1
2

1
2

1
3

1
3

1
3

1 0
1
3

1
3

1
3

0 1



Ce plan est équilibré ar D′

1D2 = 5
6
J3,2 mais il n'est pas orthogonal puisque la matrie

D
′

1D1 =




0.6022 0.5122 0.5522
0.5122 0.6822 0.4722
0.5522 0.4722 0.6422



n'a pas la forme aI + bJ .2) La réiproque de la proposition 2.2 n'est pas vraie : (2.13) ; (2.11).Soit un plan régulier dont la matrie D ontient le blo D1 donné i-dessus. On a
1

′

5D1 = 5
3
(1, 1, 1), alors qu'il a été véri�é qu'un tel plan ne peut être orthogonal.Maintenant nous montrons que l'orthogonalité et l'équilibre d'un plan entraînent sarégularité. Avant nous rappelons e résultat onnue d'algèbre matriielle (voir Laub2005) :Lemme 2.1 Soit A ∈ R

r×r une matrie symétrique de valeurs propres λ1, · · · , λr.Alors, les veteurs propres de A, v1, · · · , vr, forment une base orthonormale de R
r.De plus, si T = [v1| · · · |vr], on a :

T ′AT = diag(λ1, · · · , λr). (2.14)La fatorisation de la matrie A, A = Tdiag(λ1, · · · , λr)T
′ =

∑r

i=1 λiviv
′

i, déduitede (2.14), est onnue omme déomposition spetrale. Elle est importante par sesimpliations sur la trae et le déterminant d'un matrie symétrique (ar T ′

= T−1) :
|A| = λ1 · · ·λr et Trace(A) = λ1 + · · ·+ λrUn autre résultat important est elle lié au rang d'une matrie symétrique A, ar parla déomposition spetrale de A on obtient le rang de A :

rgA = rg [Tdiag(λ1, · · · , λr)T
′] = rg [diag(λ1, · · · , λr)] (2.15)d'où rgA est égal au nombre de valeurs propres non-nulles.Théorème 2.1 Tout plan orthogonal-équilibré est régulier. De plus, les oe�ientsd'orthogonalité et d'équilibre ont la propriété suivante :

ai + qibi =
n

qi
(Égalité de symétrie )

cij =
n

qiqj
(Égalité d'équilibre )54



où n est la taille du plan et qi est le nombre de CS du i-ème CP, pour tout i 6= jdans {1, · · · , p}.Démonstration.Tout d'abord on véri�e les deux égalités.Soit [D1| · · · |Dp] la matrie d'un plan orthogonal-équilibré ave oe�ients (ai, bi) et
cij, alors :

D
′

iDj = cijJqi,qj

(
D

′

iDj

)
D

′

j = cijJqi,qj
D

′

j = cijJqi,n

c2ijqjJqi
=
(
D

′

iDj

)
D

′

jDi = cijJqi,nDi = cij (ai + qibi)Jqi︸ ︷︷ ︸Prop. 2.2On obtient ainsi l'égalité liant les oe�ients ai, bi et cij :
cij =

1

qj
(ai + qibi) (2.16)De la même façon on obtient cji, mais cji = cij , par onséquent

1

qi
(aj + qjbj) =

1

qj
(ai + qibi)

(aj + qjbj) qj
qi

= ai + qibiOr,
(aj + qjbj) qj = (aj + qjbj)1

′

qj
1qj

= (1
′

nDj)1qj
= 1

′

n(Dj1qj
) = 1

′

n1n = nd'où l'égalité de symétrie n
qi

= ai + qibi. On remplae ai + qibi par n
qi
dans (2.16) etl'on obtient l'égalité d'équilibre cij = n

qiqj
.Pour montrer la régularité du plan on véri�e la ondition de la remarque 2.2, 'est-à-dire, pour A = [Di|Dj], on doit véri�er que rgA = rgA′A = qi + qj − 1, ∀ i 6= j :

A′A =

[
A1 B
B

′

A2

]
=

[
D

′

iDi D
′

iDj

D
′

jDi D
′

jDj

]En remplaçant les oe�ients d'orthogonalité et d'équilibre selon les deux égalitésobtenues, on a B = n
qiqj

Jqi,qj
et Ak =

(
n
qk
− qkbk

)
Iqk

+ bkJqk
, pour k = 1, 2. Aprèsquelques opérations des lignes et des olonnes de la matrie A′A on obtient la matriesymétrique E :

E =

[
A1 0

0 Ã2

]
, où Ã2 =

(
n
qj
− qjbj

)
Iqj

+
(
bj −

n
q2
j

)
Jqi

(2.17)Les opérations pour obtenir E sont les suivantes :55



fl −
1
qj

∑qi

i=1 fr 7−→ fl pour les lignes l = 1 + qi, · · · , qi + qj

1
qj

∑qi

i=1 fr = 1
qj
1

′

qi
[A1|B] =

[
n

qiqj
1

′

qi|
n
q2
j

1
′

qj

]d'où l'on obtient la matrie symétrique Ã2 :

Ã2 = A2 −
n

q2
j

JqjOn a alors la matrie [ A1 B

0 Ã2

] à laquelle on applique les opérations de olonnessuivantes :
gl −

1
qj

∑qi

i=1 gr 7−→ gl pour les olonnes l = 1 + qi, · · · , qi + qjCes opérations ne modi�ent pas la matrie Ã2 et l'on obtient la matrie symétrique
E de (2.17).On alule maintenant les valeurs propres de la matrie E,

|E − λIqi+qj
| = |A1 − λIqi

||Ã2 − λIqj
|Cela équivaut à aluler les valeurs propres de A1 et Ã2.Voii les valeurs propres d'après le lemme 1.6 :

|A1 − λIqi
| =

∣∣∣
(

n
qi
− qibi − λ

)
Iqi

+ biJqi

∣∣∣ =
(

n
qi
− qibi − λ

)qi−1 (
n
qi
− λ
)

= 0

=⇒






λ1 = n
qi
− qibi = ai > 0 (de multipliité qi − 1)

λ2 = n
qi
6= 0

|Ã2 − λIqj
| =

∣∣∣
(

n
qj
− qjbj − λ

)
Iqj

+
(
bj −

n
q2
j

− λ
)
Jqj

∣∣∣ =

(
n
qj
− qjbj − λ

)qj−1 [
n
qj
− qjbj − λ+

(
bj −

n
q2
j

)
qj

]
= −λ

(
n
qj
− qjbj − λ

)qj−1

= 0

=⇒






λ3 = n
qj
− qjbj = aj > 0 (de multipliité qj − 1)

λ4 = 0La matrie E a don une seule valeur propre égale à zéro, omme elle est symétriqueon onlut d'après 2.15 que pour tout i 6= j

rg[Di|Dj] = rgA′A = rgE = qi + qj − 1et par onséquent tout plan orthogonal-équilibré est régulier. ⋄56



2.3 Estimation des paramètres du modèle additifSoit D = [D1| · · · |Dp] la matrie d'un plan orthogonal-équilibré et Cα = 0 lesontraintes d'identi�ation lassiques (2.10). On e�etue dans e paragraphe tous lesaluls onernant l'estimation des moindres arrés des paramètres du modèle additifpour e type plan.2.3.1 Matrie d'informationDans le hapitre 1 a été dé�nie la matrie d'information omme la matrie des oe�-ient du système d'équations normales,X ′X. Lorsqu'on a des ontraintes d'identi�a-tion en raison de la singularité de ette matrie, on appellera matrie d'information lamatrie permettant d'estimer de façon unique les paramètres. D'après la proposition1.3, ette matrie est la suivante :
X ′X + C̃ ′C̃où C̃ est la matrie des ontraintes d'identi�ation.Si C = diag (1′

q1
, · · · ,1

′

q1

) et C̃ = [0|C], on a :
C̃ ′C̃ =

[
0 0

′

q

0q diag (Jq1, · · · , Jqp

)
] (2.18)Pour le alul de X ′X on a :

X ′X =





1
′

n

D
′

1...
D

′

p



 [1n|D1| · · · |Dp]

X ′X =





n 1
′

nD1 1
′

nD2 · · · 1
′

nDp

D
′

1D1 D
′

1D2 · · · D
′

1Dp

D
′

2D2 · · · D
′

2Dp

Sym
. . . ...

D
′

pDp



Si [D1| · · · |Dp] est la matrie d'un plan orthogonal-équilibré, la matrie d'informationpour le modèle additif est la suivante :
X ′X + C̃′C̃ =





n (a1 + q1b1)1
′

q1
(a2 + q2b2)1

′

q2
· · · (ap + qpbp)1

′

qp

a1Iq1
+ (1 + b1)Jq1

c12Jq1,q2
· · · c1pJq1,qp

a2Iq2
+ (1 + b2)Jq2

· · · c2pJq2,qp

Sym
. . . ...

apIqp
+ (1 + bp)Jqp




(2.19)
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D'après la proposition 2.1 la matrieX ′X+C̃ ′C̃ est inversible ar le plan est régulier.D'autre part la proposition 1.3 assure l'existene d'un unique estimateur des moindresarrés du modèle additif, donné par β̂ = (X ′X + C̃ ′C̃)−1X ′Y , qui peut être obtenuen pratique par la mise en plae d'une fatorisation de (X ′X + C̃ ′C̃)−1 basée sur
kerX et ker C̃.2.3.2 Fatorisation de l'inverse de la matrie d'informationA�n de herher une expression expliite de la matrie (X ′X + C̃ ′C̃)−1, quelquesaluls préalables sont e�etués.Lemme 2.2 Pour a et b non nuls, on a le résultat suivant :

M =

[
b −a1

′

r−1

b1r−1 aIr−1

]
⇐⇒M−1 =

[
1
rb

1
rb
1

′

r−1

− 1
ra
1r−1

1
a
Ir−1 −

1
ra
Jr−1

]De plus,
|M | = rbar−1Démonstration.Soit M = M1M2 une fatorisation omme elle de (1.2) dans la démonstration dulemme 1.5 :

M1 =

[
1 0

′

r−1

1r−1 Ir−1

] et M2 =

[
b −a1

′

r−1

0r−1 aIr−1 + aJr−1

]Comme |M1| = 1 et |M2| = b|aIr−1 + aJr−1| = bar−1r 6= 0 ar a 6= 0 et b 6= 0, lesmatries M1 et M2 sont inversibles don la matrie M l'est aussi. Son déterminantest :
|M | = |M1||M2| = rbar−1La matrie M−1

1 est obtenue diretement, on peut véri�er aisément que
M−1

1

[
1 0

′

r−1

−1r−1 Ir−1

]Pour obtenir M−1
2 on résout le système [ x v

′

z W

]
M2 = Ir, ave x ∈ R, v, z ∈ R

r−1et W ∈ R
(r−1)×(r−1) :






bx = 1
−ax1

′

r−1 + v
′

(aIr−1 + aJr−1) = 0
′

r−1

zb = 0r−1

−az1
′

r−1 +W (aIr−1 + aJr−1) = Ir−1On déduit diretement que x = 1
b
et z = 0, d'où :

{
(aIr−1 + aJr−1) v = a

b
1r−1

W (aIr−1 + aJr−1) = Ir−158



D'après le lemme 1.6, W = (aIr−1 + aJr−1)
−1 = 1

a
Ir−1−

1
ra
Jr−1, on obtient ainsi que

v = a
b
W1r−1, d'où :

M−1
2 =

[
1
b

1
br
1

′

r−1

0r−1
1
a
Ir−1 −

1
ra
Jr−1

]On a don l'inverse de M , M−1 = M−1
2 M−1

1 , qui est indiquée dans l'énoné. ⋄Matrie des noyauxNous allons dé�nir deux matries, notées BC̃ et BX , de façon à e que les olonnesde BC̃ forment une base de ker C̃ et les olonnes de BX forment une base de kerX.Alors, ImBC̃ = ker C̃ et ImBX = kerX.La matrie BX a déjà été obtenue dans (2.8) :
BX =

[
−1

′

pdiag (1q1, · · · ,1qp

)
]Pour C̃β = 0 les ontraintes d'identi�ation lassiques, on onstruit une base de

ker C̃ :
BC̃ =

[
1 0

′

q−p

0q diag (A1, · · · , Ap)

]ave Ai ∈ R
qi×(qi−1) pour tout i = 1, · · · , p.Comme ci = 1

′

qi
dans la matrie C̃ = [0p|diag(c1, · · · , cp)], alors il faut herher unesous-matrie Ai de façon à e que le produit 1′

qi
Ai soit nul a�n d'assurer la ondition

C̃BC̃ = 0.Une matrie véri�ant la propriété souhaitée est la suivante :
Ai =

[
−1

′

qi−1

Iqi−1

]Pour que les q−p+1 olonnes de BC̃ forment une base, il su�t de véri�er que rgAi =

qi − 1 pour tout i = 1, · · · , p, mais évidemment rg [ −1′

qi−1

Iqi−1

]
= rgIqi−1 = qi − 1Dé�nition 2.4 Soit X la matrie du modèle additif pour un plan régulier. On appellematrie des noyaux du modèle sous les ontraintes d'identi�ation lassiques C̃β = 0,la matrie d'ordre (q + 1) × (q + 1) donnée par B = [BC̃ |BX ], où les olonnes de

BC̃ ∈ R
(q+1)×(q−p+1) forment une base de ker C̃ et les olonnes de BX ∈ R

(q+1)×pforment une base de kerX.Pour les matries BC̃ et BX onstruites préédemment, la matries des noyaux estla suivante :
B = [BC̃ |BX ] =




1 0

′

q−p −1
′

p

0q diag([−1
′

q1−1

Iq1−1

]
, · · · ,

[
−1

′

qp−1

Iqp−1

]) diag (1q1, · · · ,1qp

)
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Cette matrie partiulière est la matrie des noyaux que nous utilisons pour la fa-torisation de (X ′X + C̃ ′C̃)−1 proposée dans l'énoné suivant :Théorème 2.2 Soit X ∈ R
n×(q+1) la matrie du modèle additif pour un plan orthogonal-équilibré ave oe�ients d'orthogonalité (ai, bi) pour i = 1 · · · , p. Soit C̃ ∈ R

p×(q+1)la matrie des ontraintes lassiques d'identi�ation. Alors, l'inverse de la matried'information est fatorisable de la façon suivante :
(
X

′

X + C̃
′

C̃
)−1

= BPG−1LAve,
B : matrie des noyaux,
P : matrie de permutation,
G = diag (n,M1, · · · ,Mp) où Mi =

[
qi −ai1

′

qi−1

qi1qi−1 aiIqi−1

] , ∀i = 1, · · · , p,
L =

[
1 0

′

q

v Iq

] où v
′

= −
[

1

q1

1
′

q1

∣∣∣ · · ·
∣∣∣ 1

qp

1
′

qp

].Démonstration.Pour toute matrie A, kerA = ker(A′A). Il vient don que X ′XBX = 0 et C̃ ′C̃BC̃ =
0. Ainsi,

(
X ′X + C̃ ′C̃

)
B =

(
X ′X + C̃ ′C̃

)
[BC̃ |BX ]

= [X ′XBC̃ |0q+1,p] +
[
0q+1,q−p+1|C̃

′C̃BX

]

=
[
X ′XBC̃ |C̃

′C̃BX

]Dans (2.18) et (2.19) on a fait les aluls de la matrie d'information pour un planorthogonal-équilibré, d'où :(
X ′X + C̃ ′C̃

)
B =





n 0
′

q−p 0
′

p

(a1 + q1b1)1q1... diag(a1

[
−1

′

q1−1

Iq1−1

]
, · · · , ap

[
−1

′

qp−1

Iqp−1

]) diag (q11q1
, · · · , qp1qp

)

(ap + qpbp)1qp




(2.20)Tous les oe�ients d'équilibre, cij , ont disparu de la matrie obtenue i-dessus. One�etue q opérations élémentaires de lignes sur ette matrie là, à savoir :

fm −

(
ak + qkbk

n

)
f1 → fmpour k = 1, · · · , p et m = 1 +

∑k−1
i=1 qi, · · · ,

∑k

i=1 qi.60



Soit L la matrie assoiée à es opérations élémentaires, elle est ainsi d'après l'égalitéde symétrie :
L =





1 0
′

q

−
(

a1+q1b1
n

)
1q1... Iq

−
(

ap+qpbp

n

)
1qp




=





1 0
′

q

−
(

1
q1

)
1q1... Iq

−
(

1
qp

)
1qp




(2.21)

La di�érene entre les matries (X ′X + C̃ ′C̃
)
B et L(X ′X + C̃ ′C̃

)
B se trouve surles omposantes de leur première olonne ar on a e�etué les opérations élémentairesde lignes pour n'avoir que des omposantes nulles au dessous du pivot n. Ainsi,

L
(
X ′X + C̃′C̃

)
B =





n 0
′

q1−1
· · · 0

′

qp−1
0 · · · 0

0q1
a1

[
−1

′

q1−1

Iq1−1

]
· · · 0q1,qp−1 q11q1

· · · 0q1... ... . . . ... ... . . . ...
0qp

· · · · · · ap

[
−1

′

qp−1

Iqp−1

]
0qp

· · · qp1qp



On a érit la matrie L(X ′X + C̃ ′C̃
)
B en détail a�n de montrer qu'il existe unepermutation de ses olonnes onduisant à une matrie G diagonale par blo. Si Pest la matrie assoiée à ette permutation, alors,

L
(
X ′X + C̃ ′C̃

)
BP = Goù

G = diag (n,M1, · · · ,Mp) (2.22)ave
Mi =

[
qi −ai1

′

qi−1

qi1qi−1 aiIqi−1

]pour tout i = 1, · · · , p.Le lemme 2.2 permet d'obtenir M−1
i , d'où

G−1 = diag( 1

n
,M−1

1 , · · · ,M−1
p

) (2.23)ave :
M−1

i =

[
1
q2
i

1
q2
i

1
′

qi−1

− 1
aiqi

1qi−1
1
ai
Iqi−1 −

1
aiqi

Jqi−1

]Or,
L
(
X ′X + C̃ ′C̃

)
BPG−1 = I ⇒

(
X ′X + C̃ ′C̃

)
BPG−1 = L−1 ⇒61



⇒ BPG−1 =
(
X ′X + C̃ ′C̃

)−1

L−1 ⇒
(
X ′X + C̃ ′C̃

)−1

= BPG−1LOn a don montré le résultat. ⋄Cette fatorisation permet d'obtenir aisément le déterminant de la matrie d'infor-mation ainsi que les estimateurs des moindres arré du modèle additif pour un planorthogonal-équilibré.Corollaire 2.1 Soit X la matrie du modèle additif sous les ontraintes d'identi�-ation lassiques C̃β = 0 pour un plan orthogonal-équilibré. Soient (ai, bi) les ouplesde oe�ients d'orthogonalité, n la taille du plan et qi le nombre de omposantsseondaires du i-ème omposant prinipal, pour i = 1, · · · , p. Alors,
|X ′X + C̃ ′C̃|= n

p∏

i=1

qia
qi−1
iDémonstration.

(
X ′X + C̃ ′C̃

)−1

= BPG−1L =⇒ |X ′X + C̃ ′C̃|=
|G|

|BP ||L|Les matrie L et D, obtenues en (2.21) et (2.22 ) respetivement, satisfont
|L| = 1

|G| = n|M1| · · · |Mp|où
|Mi| = q2

i a
qi−1
i ∀i = 1, · · · , pd'après le lemme 2.2.La matrie des noyaux, après la permutation des olonnes, est la suivante :

BP =

[
1 −e1 − e1+q1 − · · · − e1+q1+···+qp−1

0q diag (N1, · · · , Np)

] (2.24)Ave,
e1+k ∈ Bq ∀k ∈ {0, q1, q2, · · · , q − qp}, où q =

∑p

i=1 qiet ∀i = 1, · · · , p

Ni =

[
1 −1

′

qi−1

1qi−1 Iqi−1

]
=⇒Lemme 2.2 |Ni| = qi =⇒ |BP | =

p∏

i=1

qiLe résultat est ainsi obtenu :
|X ′X + C̃ ′C̃| =

n
∏p

i=1 q
2
i a

qi−1
i∏p

i=1 qi
= n

p∏

i=1

qia
qi−1
i .

⋄On remarque de la matrie d'information ne dépend pas des oe�ients cij , don ledéterminant non plus. 62



2.3.3 Estimateurs des moindres arrésÀ l'aide de la fatorisation BPG−1L les formules des estimateurs des moindres arréspour le modèle additif sont obtenues, puis on détermine quels sont les plans où lavariane de es estimateurs est minimale.Proposition 2.3 Soit D = [D1|· · · |Dp] la matrie d'un plan orthogonal-équilibré detaille n, ave oe�ients d'orthogonalité (ai, bi) pour tout i = 1, · · · , p. Les estima-teurs des moindres arrés du modèle additif pour e plan, sous ontraintes d'identi-�ation lassiques, sont donnés par :
α̂o =

1

n
1

′

nY = Y

α̂i =
1

ai

D
′

iY −
n

aiqi
Y 1qi

, ∀ i = 1, · · · , p.Démonstration.Si β̂ ′

=
(
α̂o, α̂

′

1, · · · , α̂
′

p

) est l'estimateur des moindres arrés du paramètre β dansle modèle additif, alors :
β̂ =

(
X ′X + C̃ ′C̃

)−1

X ′Y ⇐⇒ β̂ = BPG−1L





1
′

n

D
′

1...
D

′

p




YSoit Bσ = BP . On e�etue le produit matriiel BσG

−1L où les matries onernéessont elles de (2.21), (2.23) et (2.24) :
BσG

−1L =

[
1 z

′

0q diag(N1, · · · , Np)

] [
1
n

0
′

q

0q diag (M−1
1 , · · · ,M−1

p

)
] [

1 0
′

q

v Iq

]

ave z′

= −
(
1, 0

′

q1−1, · · ·1, 0
′

qp−1

) et v = − 1
n




(a1 + b1q1)1q1...
(ap + bpqp)1qp



.La matrie BσG
−1L est symétrique puisqu'elle est l'inverse de X ′X + C̃ ′C̃. Alors,
BσG

−1L =

[
a w

′

w diag (N1M
−1
1 , · · · , NpM

−1
p

)
] (2.25)Or,

NiM
−1
i =

[
1 −1

′

qi−1

1qi−1 Iqi−1

][ 1
q2
i

1
q2
i

1
′

qi−1

− 1
aiqi

1qi−1
1
ai

Iqi−1 −
1

aiqi
Jqi−1

]
= 1

ai
Iqi

+
(

1
q2
i

− 1
aiqi

)
Jqi

,63



[
−1|0

′

qi−1

]
M−1

i = − 1
q2
i

1
′

qi
,

NiM
−1
i

[
− 1

n
(ai + biqi)1qi

]
= − 1

n
(ai + biqi)

(
1
ai

+ qi

q2
i

− qi

qiai

)
1qi

= −
(

ai+biqi

nqi

)
1qi

.D'où :
w

′

= z
′diag (M−1

1 , · · · ,M−1
p

)
= −

[
1
q2
1
1

′

q1

∣∣∣ · · ·
∣∣∣ 1
q2
p
1

′

qp

]
.L'inverse de la matrie X ′X + C̃ ′C̃ est don :

BPG−1L =





a − 1
q2
1
1

′

q1
· · · − 1

q2
p
1

′

qp... 1
a1
Iq1 +

(
1
q2
1
− 1

a1q1

)
Jq1 0q1,q−q1−qp

0q1,qp... · · ·
. . . 0q−q1−qp,qp

Sym · · · · · · 1
ap
Iqp

+
(

1
q2
p
− 1

apqp

)
Jqp



Il reste à déterminer la valeur de a :
a =

[
1

n
w

′

] [
1
v

]
=

1

n
+ w

′

v =
1

n
+

1

n

[
1

q2
1

1
′

q1

∣∣∣∣ · · ·
∣∣∣∣
1

q2
p

1
′

qp

]



(a1 + b1q1)1q1...
(ap + bpqp)1qp





a =
1

n
+

1

n

p∑

i=1

ai + biqi
qi

a =
1

n
+

p∑

i=1

1

qi

(
ai + biqi

n

)

a =
1

n
+

p∑

i=1

1

q2
i

(Égalité de symétrie)Soit l1 la première ligne de la matrie BPG−1L, on a don que
l1X

′

=

(
1

n
+

p∑

i=1

1

q2
i

)
1

′

n −

p∑

i=1

1

q2
i

1
′

qi
D

′

iComme les olonnes de D′

i sont des sous-mélanges, alors 1′

qi
D

′

i = 1
′

n et Jqi
D

′

i = Jqi,n.Par onséquent :
l1X

′

=
1

n
1

′

nOr,
BPG−1LX

′

=





1
n
1

′

n

L1...
Lp
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Ave,
Li = −

1

q2
i

1qi
1

′

n +

[
1

ai

Iqi
+

(
1

q2
i

−
1

aiqi

)
Jqi

]
D

′

i =
1

ai

D
′

i −
1

aiqi
Jqi,nAinsi,

α̂o =
1

n
1

′

nY = Yet ∀ i = 1, · · · , p,

α̂i =
1

ai

D
′

iY −
1

aiqi
Jqi,nYComme Jqi,nY = (1nY )1qi

= nα̂o1qi
on arrive au résultat. ⋄2.3.4 Espérane et dispersion des estimateursSous les hypothèse du modèle de Gauss-Markov (E(Y ) = Xβ et V(Y ) = σ2I), onobtient l'espérane et la matrie de dispersion de l'estimateur des moindres arrésdu paramètre β.EspéraneOn véri�e en général que les estimateurs de moindres arrés sont sans biais.D'une part,

E(β̂) = E

[(
X ′X + C̃ ′C̃

)−1

X ′Y

]

=
(
X ′X + C̃ ′C̃

)−1

X ′
E(Y )

=
(
X ′X + C̃ ′C̃

)−1

X ′Xβ,d'autre part,
C̃β = 0 =⇒ C̃ ′C̃β = 0 =⇒

(
X ′X + C̃ ′C̃

)
β = X ′Xβ,alors E(β̂) = β.Matrie de variane-ovariane

V(β̂) = V

[(
X ′X + C̃′C̃

)
−1

X ′Y

]
=
(
X ′X + C̃′C̃

)
−1

X ′X
(
X ′X + C̃′C̃

)
−1

σ2 = A′Aσ2La matrie A a été déjà alulée en (2.26) pour un plan orthogonal-équilibré :
A = X

(
X ′X + C̃ ′C̃

)−1

=
[

1
n
1n|L

′

1| · · · |L
′

p

]ave Li = 1
ai
D

′

i −
1

aiqi
Jqi,n. 65



Pour obtenir A′A il faut déterminer les sous-matries Li1
′

n et LiL
′

k pour 1 ≤ i ≤ k ≤
p :

LiL
′

i = 1
a2

i

D
′

iDi −
2

a2
i qi
D

′

iJn,qi
+ n

a2
i q2

i

Jqi

LiL
′

k = 1
aiak

D
′

iDk −
1

aiakqk
D

′

iJn,qk
− 1

aiakqi
Jqi,nDk + n

aiakqiqk
Jqi,qkD'après les égalités de symétrie et d'équilibre :

D
′

iDk = cikJqi,qk
= n

qiqk
Jqi,qk

D
′

iJn,qi
= Jqi,nDi = (ai + biqi)Jqi

= n
qi
Jqion obtient que LiL

′

i = 1
ai
Iqi
− 1

aiqi
Jqi

et LiL
′

k = 0qi,qk
.D'ailleurs, 1

n
Li1

′

n = 0qi
et 1

n21
′

n1n = 1
n
, d'où la matrie A′A est diagonale par blo :

V(β̂) = σ2diag( 1
n
, 1

a1

[
Iq1 −

1
q1
Jq1

]
, · · · , 1

ap

[
Iqp
− 1

qp
Jqp

])
. (2.27)On a ainsi le résultat suivant :Proposition 2.4 Soit (α̂o, α̂1, · · · , α̂p) le veteur des estimateurs des paramètres dumodèle additif sur un plan OE à oe�ients d'orthogonalité (ai, bi) pour i = 1, · · · , p.Alors :

Var(α̂o) =
σ2

n

V(α̂i) =

[
1

ai

Iqi
−

1

aiqi
Jqi

]
σ2Remarque 2.3 Dans le as d'un modèle linéaire de Gauss-Markov non-surparamétré,si la matrie X du modèle est de plein rang, on a V(β̂) = σ2 (X ′X)−1, 'est-à-dire,la matrie de variane-ovariane est l'inverse de la matrie d'information multipliéepar σ2. Dans le as traité ii, où le modèle est toujours surparamétré, la matrie

1
σ2 V(β̂) ne orrespond pas à l'inverse de la matrie d'information ar :

(X ′X + C̃ ′C̃)−1 6= (X ′X + C̃ ′C̃)−1X ′X(X ′X + C̃ ′C̃)−1 = 1
σ2 V(β̂)En fait, le déterminant de la matrie de variane-ovariane est égal à zéro.Soit Ṽ(β̂) = 1

σ2 V(β̂), omme (X ′X + C̃ ′C̃)−1 est une inverse généralisé de X ′X ona :
X ′XṼ(β̂)X ′X = [X ′X(X ′X + C̃ ′C̃)−1X ′X]︸ ︷︷ ︸

X′X

(X ′X + C̃ ′C̃)−1X ′X = X ′Xalors Ṽ(β̂) est une inverse généralisée de X ′X.On véri�e aussi aisément que Ṽ(β̂)X ′XṼ(β̂) = Ṽ(β̂), don X ′X est une inversegénéralisée de la matrie 1
σ2 V(β̂). 66



Propriété 2.1 La matrie d'information du modèle additif sous ontraintes d'iden-ti�ation, X ′X + C̃ ′C̃, est une inverse généralisée de Ṽ(β̂).Démonstration.
Ṽ(β̂)(X ′X + C̃ ′C̃)Ṽ(β̂) =
[(X ′X+C̃ ′C̃)−1X ′X(X ′X+C̃ ′C̃)−1](X ′X+C̃ ′C̃)[(X ′X+C̃ ′C̃)−1X ′X(X ′X+C̃ ′C̃)−1] =
(X ′X + C̃ ′C̃)−1X ′X(X ′X + C̃ ′C̃)−1X ′X︸ ︷︷ ︸

X′X

(X ′X + C̃ ′C̃)−1 = Ṽ(β̂). ⋄2.3.5 U-optimalité dans la lasse de plans OEDans le hapitre 1 on a introduit des ritères permettant d'évaluer la performaned'un plan pour l'estimation des paramètres du modèle adopté. Nous nous intéressonsen partiulier au ritère d'optimalité uniforme pour aratériser parmi les plans OEeux qui sont U-optimaux ('est l'optimalité la plus forte ar un plan U-optimal estaussi A, D et E-optimal).Proposition 2.5 Tout plan stritement OE de taille n est U-optimal dans la lassede plans OE de la même taille.Démonstration.Soit ξ un plan quelonque dans la lasse de plans OE de taille n. Par l'égalité desymétrie on exprime la matrie de dispersion en fontion des oe�ients bi :
Vξ(β̂) = σ2diag

(
1

n
,A1, · · · , Ap

)ave
Ai =

(
qi

n− q2
i bi

)(
Iqi
−

1

qi
Jqi

)Si ξ∗ est un plan stritement OE de taille n les oe�ients bi sont nuls ∀ i = 1, · · · , p,don :
Vξ∗(β̂) = σ2diag

(
1

n
,B1, · · · , Bp

)ave
Bi =

qi
n

(
Iqi
−

1

qi
Jqi

)Il faut montrer alors que la matrie Vξ(β̂) − Vξ∗(β̂) est semi-dé�nie positive. Onalule don ses valeurs propres :
Vξ(β̂)−Vξ∗(β̂) = σ2diag(0,∆1, · · · ,∆p)ave

∆i =

(
qi

n− q2
i bi
−
qi
n

)(
Iqi
−

1

qi
Jqi

)67



D'après le lemme 1.6 on a :
|∆i − λIqi

| = λ

(
λ−

qi
n− q2

i bi
+
qi
n

)Les valeurs propres sont alors :
{
λi1 = 0
λi2 = qi

n−q2
i bi
− qi

nOr, λi2 ≥ 0 puisque :
n− q2

i bi
qi

= ai > 0 =⇒ n− q2
i bi > 0et

bi ≥ 0 =⇒ n− q2
i bi ≤ n =⇒

1

n− q2
i bi
≥

1

n
=⇒

qi
n− q2

i bi
−
qi
n
≥ 0On a montré ainsi la U-optimalité du plan stritement OE. ⋄L'optimalité uniforme implique la D-optimalité, ependant il est possible d'avoir unplan D-optimal non U-optimal dans une sous-lasse des plans OE ne ontenant pasles plans stritement OE.Pour aborder la D-optimalité d'un plan nous utilisons la matrie (X ′X+ C̃ ′C̃)−1 arla matrie 1

σ2 V(β̂) n'est pas régulière.2.4 Plan stritement orthogonal-équilibré (SOE)D'après les égalités d'orthogonalité et d'équilibre, un plan orthogonal-équilibré, dontla matrie est [D1| · · · |Dp], se aratérise par :
D

′

iDi =

(
n

qi
− qibi

)
Iqi

+ biJqi

D
′

iDj =
n

qiqj
Jqi,qj

D
′

i1qi
=

n

qi
1qiLorsque l'orthogonalité est strite, 'est-à-dire bi = 0, on a que D′

iDi = n
qi
Iqi

et lesautres onditions restent invariantes pour tout i 6= j dans {1, · · · , p}.Pour un système de mélange l'orthogonalité strite onditionne fortement les pro-portions de omposants, ar, si Di =
[
x

(k)
ij

], on a pour tout 1 ≤ j < l ≤ qi :
n∑

k=1

x
(k)
ij · x

(k)
il = 0⇐⇒ x

(k)
ij · x

(k)
il = 0 ∀ k = 1, · · · , n68



Alors haque ligne (xk
i1, · · · , x

k
iqi

) de Di est un sous-mélange ave une seule proportionpositive, les lignes de Di sont don de orps purs.Cela implique que les omposantes de la matrie d'un plan SOE sont égales à 0 et
1, d'où néessairement les oe�ients d'orthogonalité et d'équilibre sont à valeursentières, autrement dit qiqj divise n pour tout 1 ≤ i < j ≤ p. Don :Proposition 2.6 Soit n la taille d'un plan SOE pour un système MoM de type Aave q1 + · · ·+ qp omposants seondaires, alors

n ≥ PPCM (qiqj / 1 ≤ i < j ≤ p) .Exemple 1. Soit le système MoM de type A ave p = 2, q1 = 2 et q2 = 3. Le planSOE pour ette on�guration ave toutes les ombinaisons possibles de sous-mélangessans répliation est donné par :
ξ = {(1, 0), (0, 1)} × {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}La matrie de e plan est

D = [D1|D2] =





1 0 1 0 0
0 1 1 0 0
1 0 0 1 0
0 1 0 1 0
1 0 0 0 1
0 1 0 0 1



Les oe�ients d'orthogonalité sont a1 = 3 et a2 = 2 et elui d'équilibre est c12 = 1.La taille de e plan est égale à n = 6 et d'après la proposition 2.6 'est le plan SOEde plus petite pour q1 = 2 et q2 = 3.Exemple 2. Soit le système MoM de type A ave p = 3, q1 = q2 = q3 = 4. Le plan
D omposé de toutes les ombinaisons de sous-mélanges est de taille n = 64 et il estdonné par :

D = B4 × B4 × B4Soit [D1|D2|D3] la matrie de e plan. Dans haque olonne dij de Di la proportion
1 apparait 16 fois ar Card(ej × B4 × B4) = 16, don les oe�ients d'orthogonalitésont a1 = a2 = a3 = 16.Les oe�ients d'équilibre de D sont c12 = c13 = c23 = 4 (justi�é dans la suite).Toujours dans la reherhe de plans de petite taille, on se demande s'il y a des sous-ensembles du plan D gardant les mêmes propriétés de elui-i. On peut assurer toutsimplement, d'après la proposition 2.6, qu'il n'existe pas de fration SOE de tailledistinte de 16 et 32.Après es deux exemples nous reprenons les réseaux multiples de She�é.69



2.4.1 Réseaux multiples d'ordre unSoit D = {q1, m1} × · · · × {qp, mp} le réseau multiple de She�é introduit dansle premier hapitre pour l'ajustement du modèle multipliatif. Il s'agit d'un planomposé du produit artésien des réseaux individuels de She�é assoiés aux sous-mélanges de omposants seondaires. On appelle réseau multiple d'ordre un le réseauoù mi = 1 pour tout i = 1, · · · , p. Chaque réseau individuel {qi, 1} orrespond à labase anonique de R
qi d'où

D = Bq1 × · · · × Bqp
.La taille du réseau multiple d'ordre un est égale à n = q1 · · · qp et on va montrer quee�etivement D est un plan de type SOE.Proposition 2.7 Le réseau multiple de She�é d'ordre un, {q1, 1} × · · · × {qp, 1},est un plan SOE de taille n = q1 · · · qp.Démonstration.OrthogonalitéIl su�t de véri�er que les olonnes de la sous-matrie ontient le même nombre deomposantes égales à 1. Cela vient du fait que :

Card(Bq1 × · · · × Bqk−1
× eJk

× Bqk+1
× · · · × Bqp

) = q1 · · · qk−1 · qk+1 · · · qp =
n

qkpour tout eJk
∈ Bqk

.ÉquilibreSoient Di et Dk deux blos de la matrie D ave i 6= k. On dé�nit le sous-ensemble
W (Ji, Jk) du réseau multiple d'ordre un omme le produit artésien suivant :
W (Ji, Jk) = Bq1 × · · ·×Bq(i−1)

× eJi
×Bq(i+1)

× · · ·×Bq(k−1)
× eJk

×Bq(k+1)
× · · ·×Bqppour tout eJi

∈ Bqi
et eJk

∈ Bqk
.On a don que
CardW (Ji, Jk) =

n

qiqkpour tout (Ji, Jk) ∈ {1, · · · , qi} × {1, · · · , qk}.Soient dij et dkh deux olonnes quelonques de Di et Dk respetivement. Alors,
d′ijdkh =

n∑

l=1

x
(l)
ij x

(l)
khet, pour tout l = 1, · · · , n,

x
(l)
ij x

(l)
kh =

{
1 si x(l)

ij = x
(l)
kh = 1

0 si non70



Or, pour les blos Di et Dk la ondition x(l)
ij = x

(l)
kh = 1 est possible si et seulement sila ligne l de la matrie D appartient au sous ensemble W (Ji, Jk), par onséquent

n∑

l=1

x
(l)
ij x

(l)
kh =

n

qiqkD'où
D

′

iDk =
n

qiqk
Jqi,qkpour tout i 6= k dans {1, · · · , p}.D'après le théorème 2.1 le réseau multiple d'ordre un est bien un plan SOE. ⋄Notation. Dorénavant on introduit la notation SOE(q1, · · · , qp) pour le réseau mul-tiple {q1, m1} × · · · × {qp, mp}, si q1 = · · · = qp = h on note SOE(hp). Pourun sous-ensemble de SOE(q1, · · · , qp) de taille r < q1 · · · qp on utilise la notation

SOEr(q1, · · · , qp).Constrution d'un réseau multiple d'ordre unLa matrie D du réseau SOE(q1, · · · , qp) peut être onstruite de façon struturée àl'aide des produits tensoriels 1s ⊗ Ir et Ir ⊗ 1s.Par exemple, pour I3 et 12, on obtient les matries de taille 6× 3 :
I3 ⊗ 12 =





1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 1 0
0 0 1
0 0 1




, 12 ⊗ I3 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1



La proédure pour obtenir D est réurrente, on onstruit la suite de matries
A1, A2, · · · , Apdont la dernière orrespond à la matrie D.Tout d'abord on dé�nit A1 = Iq1, puis la deuxième matrie est obtenue par le alulsuivant :

A2 = [1q2 ⊗ A1|Iq2 ⊗ 1q1]La suite est ainsi dé�nie par l'expression réursive :
Ak =

[
1qk
⊗Ak−1|Iqk

⊗ 1q1q2···qk−1

]

∀ k = 2, · · · , pD'où on obtient la matrie D du plan [q1 · · · qp] :
D = Ap71



Le réseau SOE(q1, · · · , qp) est un plan ontenant tous les mélanges où n'intervientqu'un omposant seondaire par sous-mélange, 'est pourquoi e type de réseau estanalogue aux plans utilisés pour le fateurs qualitatifs. Dans le paragraphe suivantnous introduisons e sujet omme un moyen pour guider la reherhe de frationsSOE de petite taille.Exemple 3. Considérons le réseau SOE(2, 2, 3), on suit la proédure i-dessus pouronstruire la matrie du plan :
A1 = I2

A2 = [12 ⊗ I2|I2 ⊗ 12] =





1 0 1 0
0 1 1 0
1 0 0 1
0 1 0 1





D = A3 = [13 ⊗A2|I3 ⊗ 14] =





1 0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 1 0 0
1 0 1 0 0 1 0
0 1 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0
1 0 1 0 0 0 1
0 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 0 1



Les onstantes d'orthogonalité sont a1 = a2 = 6 et a3 = 4. Celles d'équilibre sont
c12 = 3 et c13 = c23 = 2.Pour haque expériene du plan il n'y a que deux possibilités, haque CS du sous-mélange est soit absent soit présent. C'est pourquoi les plans SOE et les plans pourfateurs qualitatifs sont identi�ables. On peut assoier un CP à un fateur et un CSde e CP à une modalité de e fateur. Don la matrie D du plan SOE(q1, · · · , qp)peut être identi�ée à travers le tableau de odages ξ dé�ni par :

ξ = [Z/q1Z]× · · · × [Z/qpZ]Si vi = (0, 1, · · · , qi − 1)
′ pour i = 1, · · · , p, la matrie de odages est obtenue ainsi :

DC = [D1v1| · · · |Dpvp]

72



On revient à l'exemple 3, l'expériene [0 1|1 0|1 0 0] est identi�ée par le odage [1 0 0].Le tableau de odage assoié à la matrie D est don :
DC =





0 0 0
1 0 0
0 1 0
1 1 0
0 0 1
1 0 1
0 1 1
1 1 1
0 0 2
1 0 2
0 1 2
1 1 2



Remarque 2.4 Le réseau multiple de She�é d'ordre un est le plan SOE de plusgrande taille sans répliation, 'est le plan utilisé pour estimer le modèle multiplia-tif (obtenu par la multipliation de polyn�mes de She�é d'ordre un), en fait 'estun plan saturé pour e modèle. Pour estimer le modèle additif nous herhons desfrations de petite taille dans le réseau omplet en gardant l'orthogonalité et l'équi-libre. Sous la représentation odée du plan il est évident que l'on se retrouve faeun sujet lassique : elui de la onstrution de frations orthogonales pour des plansd'expériene fatoriels.Les plans et modèles pour fateurs qualitatifs sont présentés dans l'ouvrage de Tins-son (2010). Les plans d'expériene fatoriels, frations régulières et frations ortho-gonales de petite taille, sont traités dans le livre de Collombier (1996) ave uneapprohe plut�t théorique et dans le livre de Benoist (1994) ave une approhe plusalgorithmique.2.4.2 Rappel : plans fatoriels et frations orthogonalesL'utilisation de plans fatoriels omplets n'est pas toujours intéressante à ause deleur grande taille, surtout lorsque le nombre de fateurs est élevé. Cependant il estpossible dans ertains as de trouver des sous-ensembles du plan omplet gardant lesmêmes propriétés.On s'intéresse en partiulier à des sous-ensembles orthogonaux et à des frations ré-gulières obtenues par des générateurs. On appelle générateurs d'une fration régulièreles ontraintes imposées sur les expérienes d'un plan omplet qui engendrent ettefration. Un onept important lié aux frations régulières est elui de la résolutionpuisqu'il est assoié à la régularité de la matrie de e plan.Pour les frations de plans fatoriels à deux niveaux, −1 et 1, on utilise la notationlassique multipliative des générateurs. 73



Par exemple, la notation 123 indique le produit d'Hadamard des olonnes 1, 2 et 3du plan omplet. L'expression 123 = 1234 = 1, donnant deux générateurs, est laondition sur les lignes du plan qui déterminent la frations régulière. À partir dees deux générateurs possibles on déduit :
{
1 = 123
1 = 1234 =⇒ 1 = (123)(1234) = 4Don ette fration régulière est dé�nie aussi par la relation 4 = 1. On peut obteniralors l'ensemble de générateurs de ette fration :

G = {1, 123, 1234, 4}On appelle G le groupe de dé�nition de la fration régulière, G est en fait un groupe�ni engendré par le nombre k de générateurs de la fration et |G| = 2k (pour etexemple k = 2).On appelle résolution d'une fration régulière l'entier R égal à la longueur du pluspetit des éléments de G (pour et exemple R = 1, on le note I en hi�res romains).Cas généralPour des fateurs qualitatifs à h modalités on ode lassiquement es modalités parles éléments du Z/hZ et on montre (voir Tinsson, 2010) que tout générateur segénéralise sous la forme d'une ontrainte additive telle que (par exemple) :
x1 + x2 + x3 ≡ 0 [h]On garde ependant toujours une expression multipliative pour désigner e généra-teur par 123 = 1. La résolution reste inhangée, elle est égale à la plus petite tailledes andidats générateurs de G (1 exlu).Par exemple, le générateur x1 +2x2 +x3 ≡ 0 [h] (sous forme multipliative 1223 = 1)est de résolution égale à III.Ii on va s'intéresser uniquement à des frations ayant la résolution néessaire pourassurer l'orthogonalité. On a le résultat suivant :Proposition 2.8 Soit un système MoM de type A ave q1 = · · · = qp = h, h nombrepremier. Toute fration régulière du réseau SOE(hp) de résolution égale à III (ouplus) est orthogonale (SOE).Démonstration.Nous trouvons dans le livre de Tinsson (2010) les preuves des résultats pour lesfateurs qualitatifs justi�ant ette proposition ainsi que la méthode d'obtention defrations régulières à l'aide de générateurs. ⋄
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2.4.3 Exemples de frations SOE de petites taillesLorsque le nombre de omposants prinipaux et seondaires est grand, un plan om-plet n'est pas viable. Nous présentons des situations partiulières où il est toujourspossible de réduire la taille de manière signi�ative.Exemple 1 : Plans de Plakett et Burman.Soit p = 7 et qi = 2 pour i = 1, · · · , p. La taille du réseau omplet SOE(q1, · · · , q7),noté SOE(27), est égale à 128, alors qu'il n'y a que 8 paramètres indépendants àestimer. Pour un telle situation on peut utiliser le plan réduit de taille 8 dont lamatrie est la suivante :
D = [D1| · · · |D7] =





1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0
1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 1
0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1
0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1



Cette fration est SOE ar D′

iDj = 2I2, ∀ i 6= j, ave oe�ient d'orthogonalité ai =
4, ∀ i = 1, · · · , 7. Ce plan est de fait saturé pour le modèle additif ar q− p+ 1 = 8.La matrie de odage peut être obtenue de la façon suivante :

DC = D[e
′

2|e
′

4| · · · |e
′

14] , e2k ∈ B14Cette façon d'obtenir DC est partiulière à un plan où qi = 2 ∀ i = 1, · · · , p puisquela matrie de odages est formés des olonnes paire de la matrie D.La fration SOE i-dessus a été onstruite à l'aide du plan de Plakett-Burman pour
p = 7. Ce type de plan à deux niveaux est orthogonal et saturé pour un modèled'ordre un ave un nombre p de fateurs tel que p = 3 mod 4. Nous trouvons plusde détails sur les modèles et les propriétés de plans de Plakett-Burman dans le livrede Tinsson (2010).On peut alors utiliser es frations SOE pour les systèmes MoM de type A ayant
p = 3 mod 4 omposants prinipaux, haun d'eux ave deux omposants seondaires.Exemple 2 : Générateurs des frations SOE pour q1 = · · · = qp = h ave h nombrepremier.Ave q1 = q2 = q3 = p = 3La taille du réseau SOE(33) est égale à 27, il est possible d'après la proposition 2.8de trouver une générateur onduisant à des frations de résolution III. Soit DC lamatrie odée du plan. Une façon d'engendrer l'une des frations est la suivante :on va garder les lignes de DC satisfaisant la ondition t1 + t2 + t3 ≡ 0 [3] et voii la75



fration odée,

DC =





0 0 0
0 0 1
0 0 2
0 1 0
0 1 1
0 1 2
0 2 0
0 2 1
0 2 2
1 0 0
1 0 1
1 0 2
1 1 0
1 1 1
1 1 2
1 2 0
1 2 1
1 2 2
2 0 0
2 0 1
2 0 2
2 1 0
2 1 1
2 1 2
2 2 0
2 2 1
2 2 2





, D∗
C =





0 0 0
1 1 1
2 1 0
2 0 1
1 2 0
0 2 1
1 0 2
0 1 2
2 2 2





Pour des frations dites symétriques ave h nombre premier la théorie assure l'exis-tene de frations SOE et donne le nombre de frations qui peuvent être engendrées.Ce nombre est assoié au nombre k de générateurs, pour et exemple k = 1, et lenombre de frations de taille 9 est égal à hk = 3. Les deux autres frations sontobtenues ave la ondition t1 + t2 + t3 ≡ λ [3], pour λ = 1, 2.Ave p = 5 et qi = 3, ∀ i = 1, · · · , 5La taille du réseau SOE(35) est égale à 243, il est possible de onstruire des frationsSOE de tailles 34 et 33. Il n'existe pas de fration SOE de taille 32 ar p(h− 1)+1 =
11 > 9. Il faut deux générateurs pour onstruire une fration de taille 27, par exemple,
t1 + t2 + t3 ≡ 0 [3] et t3 + t4 + t5 ≡ 0 [3].2.5 Plan entroïde pour le modèle additifNous présentons maintenant un type de plan orthogonal-équilibré appelé plan en-troïde. À la di�érene du plan SOE où l'on plae les expérienes sur les points76



extrêmes des simplexes, ii pour haque expériene on ne plae qu'un sous-mélangependant que les autres restent sur le entroïde des simplexes. Ce type de plan est depetite taille et sa onstrution est toujours possible.En reprenant la notation du paragraphe 2.1.3, où ci = 1
qi
1qi

est le entroïde dusimplexe Sqi
, on va onsidérer les expérienes de la forme :
(
c1, · · · , ck−1, ekj

, ck+1, · · · , cp

)
∀ ekj

∈ Bqk
et k = 1, · · · , p (2.28)Le nombre d'expérienes distintes obtenues de ette façon est égal à q, en fait 'estinférieur au nombre de paramètres du modèle additif et supérieur à q − p+ 1.Dé�nition 2.5 On appelle plan entroïde le plan de taille n = q1 + · · ·+ qp dont lamatrie est la suivante :

D = [D1| · · · |Dp] =





Iq1

1
q2
Jq1,q2 · · ·

1
qp
Jq1,qp

1
q1
Jq2,q1 Iq2 · · · 1

qp
Jq2,qp... . . . ...

1
q1
Jqp,q1 · · · Iqp



Les lignes de la matrie arrée D orrespondent à l'ensemble des points dé�nis en(2.28).Propriété 2.2 Le plan entroïde est orthogonal-équilibré. De plus, pour les oe�-ients d'orthogonalité (ai, bi) on a ai = 1 pour tout i = 1, · · · , p .Démonstration.Soit D = [D1| · · · |D1] ∈ R
n×n la matrie d'un plan entroïde. Alors

n = q = q1 + · · ·+ qpet
D

′

kDk = Iqk
+

1

q2
k

p∑

i=1
i6=k

Jqk,qi
Jqi,qk

= Iqk
+

(
n− qk
q2
k

)
Jqk

D
′

kDi =
1

qi
J

′

qi,qk
+

1

qk
Jqk,qi

+
1

qkqi

p∑

l=1
l 6=k,l 6=i

Jqk,ql
Jql,qi

=

(
1

qk
+

1

qi

)
Jqk,qi

+
1

qkqi
(n− qi − qk)Jqk,qi

=
n

qkqi
Jqk,qid'où le plan entroïde est orthogonal-équilibré et par onséquent régulier. ⋄77



Propriété 2.3 Soit X la matrie du modèle additif pour un plan entroïde et C̃ lamatrie des ontraintes d'identi�ation lassiques, alors :
|X ′X + C̃ ′C̃| = n

p∏

i=1

qiDémonstration.D'après le orollaire 2.1 et la propriété préédente. ⋄Soit ξ un plan entroïde. Il existe une bijetion entre ξ et l'ensemble
ξc =

p⋃

i=1

i× {1, · · · , qi} ⊂ R
2dé�nie par :

(c1, · · · , ck−1, ekj
, ck+1, · · · , cp) ←→ (k, j)L'ensemble ξc est de fait une représentation odée du plan ξ qui failite la notationpour les observations liées à haque expériene.Propriété 2.4 Soit Ykj l'observation du mélange odé (k, j) ∈ ξc. Les estimateursdes moindres arrés pour le plan entroïde sont donnés par :

α̂o =
1

n

∑

(i,j)∈ξc

Yij =
1

n

p∑

i=1

qi∑

j=1

Yij = Y

α̂kl = Ykl +
1

qk

∑

(i,j)∈ξc

i6=k

Yij −
n

qk
YDémonstration.Soit Y le veteur des observations, Y =




Y1...
Yp



, ave Y ′

i = (Yi1, · · · , Yiqi
) ∈ R

qi.Or,
D

′

kY =
[

1
qk
Jqk,q1| · · · |Iqk

| · · · | 1
qk
Jqk,qp

]
Y

= 1
qk
Jqk,q1Y1 + · · ·+ Iqk

Yk + · · ·+ 1
qk
Jqk,qp

Yp

= Yk +
(

1
qk

∑p

i6=k 1
′

qi
Yi

)
1qkOn remplae D

′

kY dans les expressions générales des estimateurs pour un planorthogonal-équilibré quelonque (proposition 2.3) et omme ak = 1 pour tout k =
1, · · · , p on montre don la propriété. ⋄ 78



2.6 Modèle roiséOn appelle modèle roisé le modèle d'ordre deux donné par :
η = αo +

p∑

i=1

qi∑

j=1

αijxij +

p∑

i=1

[
∑

16j<l6qi

γijlxijxil

]Il s'agit d'un polyn�me où les termes d'ordre deux orrespondent à la synergie entreouples de omposants seondaires d'un même omposant prinipal.Le nombre de paramètres du modèle roisé est égal à :
1 +

p∑

i=1

qi +

p∑

i=1

C2
qi

= 1 +

p∑

i=1

C2
1+qiOn impose des ontraintes uniquement sur les paramètres αij, elles du modèle ad-ditif.Pour estimer les paramètres du modèle roisé on propose la généralisation du planentroïde en rajoutant tous les sous-mélanges binaires à haque blo Di de la matriedu plan entroïde.En fait, la réunion de mélanges purs et binaires orrespond au réseau de She�é

{qk, 2} et sa matrie est de la forme suivante :
Mk =

[
Iqk

1
2
D2,qk

]ave D2,qk
une matrie binaire ∀ k = 1, · · · , p.Ainsi, la matrie D du plan est la suivante :

D = [D1| · · · |Dp] =





M1 H1,2 · · · H1,p

H2,1 M2 · · · H2,p... ... . . . ...
Hp,1 Hp,2 · · · Mp




(2.29)où Hk,i = 1

qi
JC2

1+qk
,qi

pour tout i 6= k dans {1, · · · , p}.La taille n du plan est égale à la somme de la taille de haque réseau {qk, 2} :
n =

p∑

k=1

C2
1+qkLa matrie du modèle est don :

X = [1n|D|E] = [1n|D1| · · · |Dp|E1| · · · |Ep]79



où Ek est obtenue par le produit d'Hadamard de ouples de olonnes de Dk. Onutilise l'ordre lexiographique :
Ek = [dk1 ⊙ dk2 · · · dk1 ⊙ dkqk

|dk2 ⊙ dk3 · · · dk2 ⊙ dkqk
| · · · |dk,qk−1 ⊙ dkqk

]La sous-matrie E a la forme suivante :
E = [E1| · · · |Ep] =





Q1 H∗
1,2 · · · H∗

1,p

H∗
2,1 Q2 · · · H∗

2,p... ... . . . ...
H∗

p,1 H∗
p,2 · · · Qp



La sous-matrie Qk, d'après la proposition 1.1, est ainsi :
Qk =

[
0qk,C2

qk
1
4
IC2

qk

]pour tout k = 1, · · · , p.ReparamétrisationA�n de failiter le alul de la matrie d'information on reparamétrise e modèle parrapport aux ontraintes.Soit ImNk le noyaux de la ontrainte αk1 + · · ·+ αkqk
= 0 pour k = 1, · · · , p.On a onstruit la matrie Nk de façon à e que ses olonnes forment une base de

ker[1
′

qk
] :

αk1 = −αk2 − · · · − αkqk

αk ∈ ker[1
′

qk
] ⇔ αk =





−αk2 − · · · − αkqk

αk2...
αkqk




=

[
−1

′

qk−1

Iqk−1

]
α∗

kpour tout α∗
k ∈ R

qk−1.Alors,
Nk =

[
−1

′

qk−1

Iqk−1

]
, ∀ k = 1, · · · , p.Le modèle roisé reparamétré est don :

E(Y ) = 1nαo +D1N1α
∗
1 + · · ·+DpNpα

∗
p + E1γ1 + · · ·+ Epγp

= 1nαo + D̃1α
∗
1 + · · ·+ D̃pα

∗
p + E1γ1 + · · ·+ EpγpMatrie d'informationSoit X̃ = [1n|D̃1| · · · |D̃p|E1| · · ·Ep], pour obtenir la matrie X̃ ′X̃ on e�etue les80



aluls suivants :1) 1′

nD̃k :
1

′

C2
qk

D2,qk
= (qk − 1)1

′

qk

1
′

qk
Nk = 0

1
′

nDk = 1
′

qk
+ (qk − 1)1

′

qk
+ ck1

′

qk
= (Cste)1

′

qk

1
′

nD̃k = 1
′

nDkNk = 0
′

qk−12) D̃′

kD̃k :
N

′

kNk = Iqk−1 + Jqk−1

D
′

2,qk
D2,qk

= (qk − 2)Iqk
+ Jqk

(Prop. 1.2)
D

′

kDk = M
′

kMk + ρkJqk

=
(

1
2

+ qk

4

)
Iqk

+ ρkJqk

D̃
′

kD̃k = N
′

kD
′

kDkNk

=
(

1
2

+ qk

4

)
[Iqk−1 + Jqk−1]3) D̃′

iD̃k, i 6= k :
D

′

iDk = M
′

iHi,k +H
′

k,iMk + aikJqi,qk

= (Cste)Jqi,qk

D̃
′

iD̃k = N
′

iD
′

iDkNk = 0qi−1,qk−14) 1′

nEk =
(

1
4

+ n
q2
k

− 1
q2
k

C2
qk+1

)
1

′

C2
qk5) D̃′

kEk :
N

′

kD2,qk
= [−1qk−1|Iqk−1]

[
1

′

qk−1 0C2
qk−1

Iqk−1 D
′

2,qk−1

]

=
[
Iqk−1 − Jqk−1|D

′

2,qk−1

]

D
′

kEk = M
′

kQk + (Cste)Jqk,C2
qk

=
1

8
D

′

2,qk
+ (Cste)Jqk,C2

qk

D̃
′

kEk = N
′

kD
′

kEk =
1

8

[
Iqk−1 − Jqk−1|D

′

2,qk−1

]6) D̃′

kEi = N
′

kD
′

kEi = 0qk−1,C2
qi7) E ′

kEk :
Q

′

kQk = 1
16
IC2

qk

E
′

kEk = 1
16
IC2

qk
+ 1

q4
k

(n− C2
qk

)JC2
qk8) E ′

kEi =

[
1

4q2
k

+
1

4q2
i

+
1

q2
i q

2
k

(n− C2
qk
− C2

qi
)

]
JC2

qk
,C2

qi
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La matrie d'information a la forme suivante :
X̃ ′X̃ =





n 0 · · · 0 1
′

nE1 · · · 1
′

nEp

0 a1[Iq1−1 + Jq1−1] · · · 0 D̃1

′

E1 · · · 0... ... . . . ... ... . . . ...
0 0 · · · ap[Iqp−1 + Jqp−1] 0 · · · D̃p

′

Ep

E
′

11n... E ′D̃ E ′E
E

′

p1n



On peut montrer que |X̃ ′X̃| 6= 0 par le omplément de Shur de la matrie
diag

(
n, a1[Iq1−1 + Jq1−1], · · · , ap[Iqp−1 + Jqp−1]

)où ak =
1

2
+
qk
4

pour tout i = 1, · · · , p.On a ainsi le résultat suivant :Proposition 2.9 Sous les mêmes ontraintes paramétriques lassiques du modèleadditif, le modèle roisé est identi�able pour le plan donné dans la matrie (2.29).
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Chapitre 3Modèle et plan pour système MoMde type BOn onsidère maintenant le as où les proportions des omposants prinipaux ne sontplus �xées. Ce système de mélange à deux niveaux, appelé système MoM de typeB, a été onsidéré pour la première fois par Cornell & Ramsey (1998). Les auteursanalysent un as de la miro-életronique à l'aide d'un modèle multipliatif.Toujours en se plaçant dans des situations ave de nombreux omposants, nous avonshoisi la modélisation à l'aide de surfaes de réponse polynomiales d'ordre un. Il s'agitd'une généralisation du modèle additif proposé pour le système MoM de type A. Demême les ontraintes des mélanges entraînent une dépendane entre les paramètresdu modèle qui est résolue par imposition de restritions paramétriques liées au en-troïde du mélange prinipal ainsi qu'au entroïde de haque sous-mélange.La onstrution de plans pour le système de type B est basée sur la struture de plansde type OE dé�nie dans le hapitre 2 pour le système de type A. De manière parti-ulière les plans de type axial sont bien adaptés à des situations où les proportionsdes omposants ne peuvent être nulles, 'est le as des proportions des omposantsprinipaux. Nous proposons pour le système de type A un réseau de points axiaux si-milaire aux plans SOE qui sont utilisés pour la détermination de plans sur le domainedu système de type B.3.1 Domaine expérimentalConsidérons un système MoM de type B pour p omposants prinipaux et q ompo-sants seondaires, ave
q = q1 + q2 + · · ·+ qpoù qi est le nombre de omposants seondaires assoiés au i-ème omposant prinipal,pour tout i = 1, · · · , p et j = 1, · · · , qi.Soit SCP le domaine des mélanges pour les omposants prinipaux, SCP est don83



dé�ni par les ontraintes suivantes :
w1 + · · ·+ wp = 1

0 < wi < 1

∀ i = 1, · · · , p où wi est la proportion du i-ème CP.
SCP orrespond à la p-fae du simplexe Sp, 'est en fait l'espae de tous les mélangesde proportions non nulles. Nous rappelons que dans e travail il ne sera onsidéréque e type de mélanges pour les omposants prinipaux.Contrairement au système MoM de type A nous n'utilisons pas ii les proportions re-latives des CS ar les wi ne sont plus �xés. Si xij et uij sont les proportions relatives etréelles respetivement du j-ème CS dans le i-ème CP, alors le lien de proportionnalitéest donné par :

uij = xijwiSoit SCS le domaine pour les sous-mélanges de omposants seondaires pour haque
w = (w1, · · · , wp) ∈ SCP , alors SCS est l'ensemble dé�ni par les ontraintes sui-vantes :






u11 + u12 + · · ·+ u1q1 = w1... ...
up1 + up2 + · · ·+ u1qp

= wp

0 ≤ uij ≤ wi

∀ i = 1, · · · , p et j = 1, · · · , qiNotationLe domaine expérimental du système MoM de type B est noté S = SCP × SCS(w).Tout mélange x ∈ S est représenté par :
x = (w,u) = (w,u1, · · · ,up) = (w1, · · · , wp, u11, · · · , u1q1, · · · , up1, · · · , upqp

)ave u ∈ SCS(w) et ui le veteur des proportions du sous-mélange des CS liés au
i-ème CP, pour tout i = 1, · · · , p.Rang de la matrie du planSoit D = [DCP |DCS] = [DCP |D1| · · · |Dp] la matrie d'un plan quelonque pour lesystème MoM de type B, ave DCP = [d1| · · · |dp] où di est la i-ème olonne dela sous-matrie DCP . Chaque ligne de D est don un mélange de S de la forme
(w,u) = (w,u1, · · · ,up). Évidemment la matrie D n'est pas de plein rang ar
w1p = u1q = 1 et ela implique que :

Im1n ⊂ ImDCP ∩ ImDCS84



où n est la taille du plan.De plus, la ontrainte ui1qi
= wi onduit à Imdi ⊂ ImDi et par onséquent :

ImDCP ⊂ ImDCSOn en déduit don que :
rgD = rg[DCP |DCS] = rgDCSAinsi le rang de D est maximal si et seulement si le rang de DCS l'est aussi. Or,quel est le rang maximal de DCS ? Le fait d'avoir des CP à proportions non-�xéespermet de onstruire une matrie DCS de rang plein pour n ≥ q (à la di�érene dusystème MoM de type A où forement ImDi ∩ ImDj 6= {0} pour toute on�gurationde ImDCS). Or, pour que DCS soit de rang plein il faut et il su�t que rgDi = qi etque ImDi ∩ ImDj = {0}. On a don la propriété suivante :Propriété 3.1 Soit D = [DCP |DCS] = [DCP |D1| · · · |Dp] la matrie d'un plan pourle système MoM de type B, ave DCS ∈ R

n×q pour n ≥ q. Alors rgD ≤ q et de plus :
rgD = q ⇐⇒ rgDCS = q ⇐⇒ rgDi = qi et ImDi ∩ ImDj = {0}pour tout i 6= j dans {1, · · · , p}.Dé�nition 3.1 On dit qu'un plan dans le domaine expérimental SCP ×SCS(w) estrégulier si la matrie DCS assoiée au plan est de plein rang.3.2 ModélisationPour le système MoM de type B nous proposons deux modèles. Le premier, appeléadditif général, est en fait le as général du modèle additif étudié pour les systèmeMoM de type A. Le deuxième modèle, appelé CP-additif, est un modèle d'ordredeux obtenu à partir du polyn�me de She�é d'ordre un pour les CP, e modèle a lapartiularité d'être surparamétré pour deux CP.3.2.1 Modèle additif général (AG)La loi de réponse la plus simple que nous onsidérons pour estimer les e�ets indivi-duels des CP et CS est le polyn�me usuel d'ordre un en x ∈ S :
η(x) = αo + α1w1 + · · ·+ αpwp +

q1∑

j=1

α1iu1i + · · ·+

qp∑

j=1

αpiupi

= αo + wα
CP

+ u1α1 + · · ·+ upαp85



Ce modèle est appelé modèle additif général pour le système MoM de type B. Saforme matriielle pour un plan de matrie D = [DCP |D1| · · · |Dp] est la suivante :
E(Y ) = 1αo +DCP α

CP
+D1α1 + · · ·+DpαpD'après la propriété 3.1 le modèle est surparamétré. Le rang de la matrie du modèle,

X = [1n|D], est toujours égal au rang de la matrie [D1| · · · |Dp]. Un plan est réguliersi et seulement si rgDi = qi et ImDi ∩ ImDj = {0}, ∀ i 6= j dans {1, · · · , p}, auquelas rgX = q.Pour estimer de façon unique les paramètres du modèle il faut imposer p+1 ontraintesd'identi�ation dès lors que le plan est régulier. On généralise les ontraintes d'iden-ti�ation lassiques introduites pour le modèle additif du hapitre 2.Proposition 3.1 Pour tout plan régulier le modèle AG est identi�able sous lesontrainte paramétriques
1

′

pαCP
= 0

1
′

qi
αi = 0

(3.1)pour tout i = 1, · · · , p.Démonstration.Soit X = [1n|d1| · · · |dp|D1| · · · |Dp] la matrie du modèle. Comme le plan est régulierla dimension de kerX est égale à p + 1, on onstruit une base du kerX de la façonsuivante :
(λo, λ1, · · · , λp, v1, · · · , vp) ∈ kerX ⇔ 1nλo+d1λ1+· · ·+dpλp+D1v1+· · ·+Dpvp = 0On obtient p+ 1 solutions :

{
λo = −1
λi = 1 et vi = 0 , i = 1, · · · , pPour k = 1, · · · , p :






λk = −1
vk = 1qk

vi = 0 et λi = 0 , ∀ i 6= kSoit A ∈ R
(q+p+1)×(p+1) la matrie dont les olonnes sont les p+1 solutions i-dessus :

A =

[
A1

A2

]ave
A1 =

[
−1 0

′

p

1p −Ip

] et A2 = [0q|diag(1q1, · · · ,1qp
)]Évidemment rgA1 = p+ 1, puisque |A1| = (−1)p+1 6= 0, A est don de plein rang etpar onséquent ses olonnes forment une base du kerX.86



Soit C la matrie des ontraintes paramétriques, C = [0p|diag(1
′

p,1
′

q1
, · · · ,1

′

qp
)]. Si

z ∈ kerX alors z = At, pour t ∈ R
p+1. Pour montrer que kerX ∩ kerC = {0} il fautvéri�er que si Cz = 0 néessairement z = 0.Or, le système Cz = CAt = 0 n'a que la solution triviale, t = 0, ar la matrie

CA =

[
p −1

′

p

0p diag(q1, · · · , qp)

]est régulière.On a ainsi montré que kerX ∩ kerC = {0}, d'où le modèle est identi�able d'après laproposition 1.3. ⋄3.2.2 Modèle CP-additifConsidérons un polyn�me de She�é d'ordre un pour modéliser la réponse en termesdes omposants prinipaux :
η

CP
= β1w1 + · · ·+ βpwpOn suppose que l'e�et de haque CP est dépendant de sa omposition en termesdes omposants seondaires. On pourrait alors représenter ette dépendane ave lemodèle suivant :

η(w,u) = β1(u1)w1 + · · ·+ βp(up)wpPour la modélisation de la réponse nous onsidérons le as le plus simple où βi(ui)est un polyn�me lassique d'ordre un pour tout i = 1, · · · , p :
βi(ui) = αi + αi1ui1 + · · ·+ αiqi

uiqiNous n'avons pas onsidéré pour la fontion βi(ui) un polyn�me de She�é ar dansl'équation de sous-mélange ui1 + · · ·+ uiqi
= wi la proportion wi est variable don iln'est pas raisonnable de reparamétrer le polyn�me lassique.Après avoir remplaé les βi(ui) on obtient le modèle CP-additif :

η(w,u) = α1w1 + · · ·+ αpwp +

q1∑

j=1

α1jw1u1j + · · ·+

qp∑

j=1

αpjwpupjSoit [DCP |D1| · · · |Dp] la matrie d'un plan pour le système de type B, soient d1, · · · , dples olonnes de DCP et di1, · · · , diqi
les olonnes de Di. Voii le modèle CP-additifsous forme matriielle :

E(Y ) = DCP θo + A1θ1 + · · ·+ Apθpave
Ai = [di ⊙ di1|di ⊙ di2| · · · |di ⊙ diqi

]et θo = (α1, · · · , αp) et θi = (αi1, · · · , αiqi
) pour i = 1, · · · , p.87



Remarque 3.1 Pour l'identi�ation du modèle CP-additif il est néessaire que rgDCP =
p, mais ette ondition n'est pas su�sante.Proposition 3.2 Le modèle CP-additif n'est pas identi�able pour deux omposantsprinipaux.Démonstration.Soit [DCP |A1| · · · |Ap] la matrie du modèle. D'après la remarque 3.1 on suppose que
rgDCP = p, sinon le modèle n'est pas identi�able pour tout p ≥ 2.On multiplie l'équation ui1 + · · ·+ uiqi

= wi par wi > 0 et on obtient :
w2

i = wi

qi∑

j=1

uij , ∀ i = 1, · · · , pou matriiellement :
Ai1qi

= di ⊙ diOn sait que w1 + · · ·+ wp = 1 don
w1 − w2 = (w1 − w2)(w1 + w2 + · · ·+ wp)

= (w1 − w2)(w1 + w2) + (w1 − w2)(w3 + · · ·+ wp)
= w2

1 − w
2
2 + (w1 − w2)(w3 + · · ·+ wp)'est-à-dire :

d1 − d2 = d1 ⊙ d1 − d2 ⊙ d2 + (d1 − d2)⊙ (d3 + · · ·+ dp)Or,
d1 − d2 = d1 ⊙ d1 − d2 ⊙ d2 ⇐⇒ (d1 − d2)⊙ (d3 + · · ·+ dp) = 0mais, d'une part d1 6= d2 ar rgDCP = p et, d'autre part d3 + · · ·+ dp 6= 0 puisque

wi > 0 ∀ i = 1, · · · , p. D'où
d1 − d2 = d1 ⊙ d1 − d2 ⊙ d2 ⇐⇒ p = 2auquel as

d1 − d2 − A11q1 + A21q2 = 0,don
[1,−1,−1

′

q1
,1

′

q2
] ∈ ker[DCP |A1|A2]On montre ainsi que le modèle CP-additif est surparamétré pour 2 omposants prin-ipaux. ⋄Dans la suite de e hapitre nous n'utiliserons que le modèle AG.
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3.3 Plan OE pour le système MoM de type B (OEB)Dé�nition 3.2 Soit D = [Dcp | D1 | · · · | Dp] la matrie d'un plan pour le systèmeMoM de type B. On dit que le plan est OE de type B si les blos de la matrie Dsatisfont les onditions suivantes :
∀ i 6= j dans {1, · · · , p}

D
′

cpDcp = aoIp + boJp

D
′

cpDi = coiJp,qi

D′
iDi = aiIqi

+ biJqi

D′
iDj = cijJqi,qjave ai > 0 ∀ i = 0, 1, · · · , p et bo > 0 (ar wi > 0).On dit que les ouples (ai, bi) sont les oe�ients d'orthogonalité et les cik les oe�-ients d'équilibre pour tout k 6= i dans {0, 1, · · · , p}Notation : Désormais on utilisera les symboles OEA et OEB pour se référer auxplans OE dans les systèmes MoM de type A et de type B respetivement.Dé�nition 3.3 Lorsque bi = 0 pour tout i = 1, · · · , p on dit que le plan est strite-ment OEB et on note SOEB.Proposition 3.3 Soit D = [Dcp | D1 | · · · | Dp] la matrie d'un plan OEB. Alors :i) D

′

cp1n = (ao + bop)1pii) D′

i1n = p(ai + biqi)1qiDémonstration.Soit Dcp = [d1| · · · |dp]
i)

D
′

cpDcp = aoIp + boJp

D
′

cpDcp1p = D
′

cp(Dcp1p) = D
′

cp1n

D
′

cpDcp1p = (aoIp + boJp)1p = ao1p + bop1p = (ao + pbo)1pd'où D
′

cp1n = (ao + bop)1p.
ii) D'une part,

D
′

iDi1qi
= D

′

idi = coi1qi

D
′

iDi1qi
= (aiIqi

+ biJqi
)1qi

= (ai + biqi)1qi

}
=⇒ coi = ai + biqiD'autre part,

D
′

i(Dcp1p) = D
′

i1n

(D
′

iDcp)1p = (coiJqi,p)1p = coip1qi

}
=⇒ D

′

i1n = coip1qid'où D′

i1n = p(ai + biqi)1qi
⋄ 89



Proposition 3.4 Les oe�ients d'un plan OEB sont liés par :
1) ao + bop =

n

p

2) qicoi = qi(ai + biqi) = ao + bo

3) cij =
bo
qiqjpour tout i 6= j dans {1, · · · , p}.Démonstration.1) n = 1
′

n1n = (1
′

pD
′

cp)(Dcp1p) = 1
′

p(D
′

cpDcp)1p = 1
′

p(aoIp + boJp)1p = p(ao + bop)d'où le résultat.2) On véri�e que coi = ai + biqi :
1

′

n(Di1qi
) = 1ndi = (1

′

pD
′

cp)(Di1qi
) = 1

′

p(coiJp,qi
)1qi

= 1
′

p(coiqi)1p = pqicoi

(1
′

nDi)1qi
= p(ai + biqi)qi (Prop. 3.3)d'où qicoi = (ai + biqi)qi.On véri�e que qicoi = ao + bo :

(d
′

iDi)1qi
= (coi1

′

qi
)1qi

= coiqi
d

′

i(Di1qi
) = d

′

idi = ao + bo (Car D
′

cpDcp = aoIp + boJp)d'où qicoi = ao + bo.3) ∀ i 6= j :
1

′

qi
(D

′

iDi)1qj
= 1

′

qi
(cijJqi,qj

)1qj
= 1

′

qi
(cijqj)1qi

= cijqjqi
(1

′

qi
D

′

i)(Di1qj
) = d

′

idj = bod'où cij =
bo
qiqj

. ⋄À l'aide des égalités i-dessus on montre que le plan OEB est bien régulier.Proposition 3.5 Tout plan OEB est régulier.Démonstration.Soit [Dcp|Dcs] = [Dcp|D1| · · · |Dp] la matrie d'un plan OEB. Le plan est régulier siet seulement si la matrie Dcs est de plein rang. Alors il faut montrer que rgDcs = qou, de manière équivalente, véri�er que rg[Di|Dj ] = qi + qj, ∀ i 6= j.Soit A = [Di|Dj], on va montrer que |A′A| 6= 0 :
A′A =

[
A1 B
B′ A2

]où B = cijJqi,qj
et Ak = akIqk

+ bkJqk
pour k = 1, 2.90



On applique les mêmes opérations de lignes que elles de la démonstration du théo-rème 2.1 pour réduire la matrie A′A à la matrie symétrique suivante :
E =

[
A1 0

0 Ã2

]

où Ã2 = ajIqi
+ b∗jJqi

= ajIqi
+

(
bj −

q2
i c

2
ij

ao + bo

)
JqjLa valeur de b∗j est obtenue a travers l'égalité aj + qjbj =

ao + bo
qi

dans la proposition3.4.Or, |A1| = aqi−1
i (bi + qiai) = aqi−1

i

(
ao + bo
qi

)
> 0 ar les oe�ients ai, ao et bo sontpositifs par dé�nition de plan OEB.On proède par l'absurde :

|A′A| = 0 ⇐⇒ |E| = |A1||Ã2| = 0 ⇐⇒ |Ã2| = 0

|Ã2| = aqi−1
j

(
aj + qjbj −

qjq
2
i c

2
ij

ao + bo

)
= 0⇐⇒

ao + bo
qj

=
qjq

2
i c

2
ij

ao + bo

⇐⇒ (qicij)
2 =

(
ao + bo
qj

)2

⇐⇒ qicij =
ao + bo
qj︸ ︷︷ ︸

cij=
bo

qiqj

⇐⇒ bo = ao + bod'où ao = 0, e qui n'est pas possible pour un plan OEB. Ainsi |A′A| 6= 0 ∀ i 6= j et
rgDcs = q pour tout plan OEB. ⋄3.4 Estimation des paramètres du modèle AG pourun plan OEBSoit X = [1n|Dcp|D1| . . . |Dp] la matrie du modèle AG pour un plan OEB. Tenantompte des ontraintes d'identi�ation (3.1) on e�etue la reparamétrisation de emodèle.On utilise la même proédure que elle du paragraphe 2.6. Soient Ncp, N1,..., Np lesmatries des noyaux, 'est-à-dire :

ImNcp = ker[1
′

p] , Ncp ∈ R
p×(p−1)et

ImNi = ker[1
′

qi
] , Ni ∈ R

qi×(qi−1)pour tout i = 1, · · · , p. 91



La matrie du modèle reparamétré est don :
X̃ = [1n|DcpNcp|D1N1| . . . |DpNp]Ave

Ncp =

[
Ip−1

−1
′

p−1

] et Ni =

[
Iqi−1

−1
′

qi−1

]
, ∀ i = 1, · · · , pToute matrie de noyaux N ainsi dé�nie véri�e toujours :

1
′

rN = 0 et N
′

N = Ir + JrOn obtient les éléments de la matrie X̃ ′

X̃ d'après les propriétés des plans OEB :
1

′

nDcpNcp = (ao + bop)1
′

pNcp = 0
N

′

cpD
′

cpDcpNcp = N
′

cp(aoIp + boJp)Ncp = aoN
′

cpNcp

= ao(Ip−1 + Jp−1)
N

′

cpD
′

cpDiNi = 0
N

′

iD
′

iDiNi = ai(Iqi−1 + Jqi−1)
N

′

iD
′

iDjNj = 0
1

′

nDiNi = 0On en déduit que la matrie X̃ ′

X̃ est diagonale par blo :
X̃

′

X̃ = diag
[
n, ao(Ip−1 + Jp−1), a1(Iq1−1 + Jq1−1), · · · , ap(Iqp−1 + Jqp−1)

]La matrie inverse est obtenue d'après la proposition 1.6 :
(X̃

′

X̃)−1 = diag

[
1

n
,

1

ao

(
Ip−1 −

1

p
Jp−1

)
, · · · ,

1

ap

(
Iqp−1 −

1

qp
Jqp−1

)]D'où l'on déduit le résultat suivant (après avoir noté D̃i = DiNi, D̃o = DcpNcp et
qo = p) :Proposition 3.6 Soit E(Y ) = 1nαo + D̃oθo + D̃1θ1 + . . . + D̃pθp le modèle AGreparamétré pour un plan OEB. Alors les estimateurs des moindres arrés sont donnéspar :

α̂o =
1

n
1

′

nY = Y

θ̂i =
1

ai

D̃i

′

Y −
1

aiqi
Jqi−1D̃i

′

Y

∀ i = 0, 1, · · · , pLemme 3.1 Soit X̃ la matrie du modèle AG reparamétré pour un plan OEB detaille n. Alors
|X̃

′

X̃| = npap−1
o

p∏

i=1

qia
qi−1
i .92



Proposition 3.7 Soit Θ(ao,bo) la lasse des plans OEB de taille n ave (ao, bo) �xé.Alors, dans la lasse Θ(ao,bo) tout plan SOEB est D-optimal.Démonstration.Pour ao, n, p, q1, · · · , qp �xés, onsidérons la fontion
f(a1, · · · , ap) = |X̃

′

X̃|présentée dans le lemme i-dessus. Cette fontion atteint un maximum global si etseulement si ai atteint une valeur maximale dans sont domaine de dé�nition ∀ i =
1, · · · , p.D'après la proposition 3.4 le domaine de ai est déterminé par :

ai =
ao + bo
qi

− biqiOr, bi ≥ 0 puisque les oordonnées du blo Di sont toutes non-négatives. Alors aiatteint sa valeur maximale si et seulement si bi = 0 ∀ i = 1, · · · , p.Don |X̃ ′

X̃| est maximal si et seulement si le plan de X est un plan SOEB. ⋄3.5 Plan partiellement OEB (POEB)Nous avons montré que les 4 onditions d'un plan OEB garantissent la struturediagonale par blo de la matrie d'information du modèle AG reparamétré. Nousallons voir qu'en a�aiblissant une des onditions des plans OEB il est possible enorede garder la même struture diagonale.On introduit alors la dé�nition suivante :Dé�nition 3.4 On dit qu'un plan est partiellement OEB, on note POEB, si la ma-trie d'information assoiée au plan pour le modèle AG reparamétré a la struturediagonale par blo d'un plan OEB.A�n de onstruire de manière expliite des plans POEB on introduit d'abord unelasse de plans OE pour le système MoM de type A, noté axial-OEA.Les plans de type axial pour les mélanges lassiques ont été présentés au paragraphe1.4.3 du hapitre 1, nous les adaptons ii aux systèmes de mélange à deux niveauxde type A et B. Nous remarquons que les point axiaux dans SCP ⊂ Sp sont parti-ulièrement onvenables pour la on�gurations d'expérienes où les proportions desomposants prinipaux doivent être toutes non-nulles.3.5.1 Plan axial-OEADé�nition 3.5 Soit Aλi
∈ R

qi×qi la matrie dont les lignes sont les points des axesdu simplexe Sqi
donnée par :

Aλi
=

(
λiqi − 1

qi − 1

)
Iqi

+

(
1− λi

qi − 1

)
Jqi

(3.2)93



ave λi ∈ [0, 1] et λi 6=
1
qi
pour tout i = 1, · · · , p.Soit ξλi

l'ensemble de points dont les oordonnées sont les lignes de la matrie Aλi
.On appelle plan axial multiple pour un système MoM de type A, noté m-axial, toutsous-ensemble de ξλ1 × · · · × ξλp

. Lorsque un plan m-axial est de plus orthogonal-équilibré on l'appelle plan axial-OEA.Exemple 1Considérons ii 3 CP ave q1 = q2 = q3 = 3. Les 3 matries des points axiaux sontde la forme :
Aλi

=

(
3λi − 1

2

)
I3 +

(
1− λi

2

)
J3 =




λi ∆i ∆i

∆i λi ∆i

∆i ∆i λi



 , ∆i =
1− λi

2pour i = 1, 2, 3.Pour λ1 = 0, λ2 =
1

2
et λ1 = 1, les matries sont :

A0 =




0 1

2
1
2

1
2

0 1
2

1
2

1
2

0



 , A 1
2

=




1
2

1
4

1
4

1
4

1
4

1
2

1
4

1
4

1
2



 , A1 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1



La matrie D ∈ R
27×9 du plan ξ0 × ξ 1

2
× ξ1 peut être onstruite à l'aide du produittensoriel de la façon suivante (voir paragraphe 2.4.1) :

B = [A 1
2
⊗ 13|13 ⊗ A1] ∈ R

9×6puis,
D = [A0 ⊗ 19|13 ⊗ B]Nous reviendrons sur ette matrie D dans l'exemple suivant.Remarque 3.2 Les plans de type m-axial sont des as partiuliers d'une strutureonstruite omme pour la dé�nition i-dessus mais sans ontrainte sur les valeurs de

λi.Par exemple, toute matrie de la forme aIr + bJr est similaire à la matrie Aλi
despoints axiaux ar les sommes des oordonnées des lignes sont toutes égales à a+ rb,mais pour e as général la valeur de a+ rb n'est pas restreinte (voir exemple 3 à la�n du paragraphe).On s'intéresse maintenant à la onstrution de plans axial-OE pour le système MoMde type A.Proposition 3.8 Soit ξ un plan m-axial de taille n pour un système à q1 + · · ·+ qpCS. Alors, ξ est un plan axial-OEA si et seulement s'il existe un plan SOE de taille

n dans le réseau SOE(q1, · · · , qp).En d'autre terme, il existe une bijetion entre les plans SOE de taille n du réseau
SOE(q1, · · · , qp) et les plans axiaux-OEA de taille n de l'ensemble ξλ1 × · · · × ξλp

.94



Démonstration.Soit [D1| · · · |Dp] la matrie de ξ. D'après (3.2) haque ligne de Di ontient uneproportion égale à λi les autres sont égales à ∆i =
1− λi

qi − 1
.Or, λi −∆i 6= 0 ⇐⇒ λi 6=

1

qi
, on peut ainsi poser Di telle que :

1

λi −∆i

(Di −∆iJn,qi
) = D∗

i ⇐⇒ Di = (λi −∆i)D
∗
i + ∆iJn,qi

(3.3)ave D∗
i ne ontenant que des sous-mélanges purs.Si D∗ = [D∗

1| · · · |D
∗
p] est un plan SOE alors D∗′

i D
∗
i = aiIqi

, 1′

nDi = ai1
′

qi
et D∗′

i D
∗
j =

cijJqi,qj
, par onséquent :

D
′

iDi = (λi −∆i)
2 [aiIqi

] + 2∆i(λi −∆i) [aiJqi
] + ∆2

inJqi

D
′

iDj = (λi −∆i)(λj −∆j)
[
cijJqi,qj

]
+ ∆j(λi −∆i)

[
aiJqi,qj

]

+ ∆i(λj −∆j)
[
ajJqi,qj

]
+ ∆i∆jJqi,qj

(3.4)
∀ i 6= j dans {1, · · · , p}, don ξ est un plan axial-OE.Si D∗ n'est pas un plan SOE alors la ondition d'équilibre, D∗′

i D
∗
j = cijJqi,qj

, n'estpas satisfaite pour au moins un ouple (i, j) ave i 6= j. On déduit don, pour (3.4),que ette ondition ne peut être non plus satisfaite pour D′

iDj . ⋄Le résultat i-dessus apporte une méthode de onstrution des plans axiaux-OE pourle système MoM de type A. Il faut tout simplement identi�er les frations SOE duréseau omplet assoié à ξλ1 × · · · × ξλp
et remplaer la proportion égale à 1 par λiet la proportion nulle par ∆i, pour i = 1, · · · , p.Lemme 3.2 Soit ξ ⊂ ξλ1×· · ·×ξλp

un plan axial-OEA. D'après (3.4) et les égalités desymétrie et d'équilibre du théorème 2.1, les oe�ients d'orthogonalité et d'équilibrede ξ sont les suivants :
ãi =

n

qi

(
λiqi − 1

qi − 1

)2

b̃i =
n

q2
i

[
1−

(
λiqi − 1

qi − 1

)2
]

c̃ij =
n

qiqjpour tout i 6= j dans {1, · · · , p}. 95



Exemple 2 (Suite de l'exemple 1)On s'intéresse maintenant à trouver un sous-ensemble de ξ = ξ0 × ξ 1
2
× ξ1 qui gardela propriété OE.Dans l'exemple 2 du paragraphe 2.4.3 on présente des générateurs des frations SOEdu réseau SOE(33). Considérons la fration de résolution III engendrée par t1 + t2 +

t3 ≡ 0 [3] dont la matrie est la suivante :
D∗ =





1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 1 0 0
1 0 0 0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1



D'après la proposition 3.8 il existe un plan D ⊂ ξ axial-OE de taille 9, on le onstruità partir du tableau D∗ :
DD = [D1|D2|D3] =





0 1
2

1
2

1
2

1
4

1
4

1 0 0
1
2

0 1
2

1
4

1
2

1
4

0 1 0
1
2

1
2

0 1
4

1
2

1
4

1 0 0
1
2

1
2

0 1
2

1
4

1
4

0 1 0
1
2

0 1
2

1
4

1
4

1
2

1 0 0
0 1

2
1
2

1
4

1
4

1
2

0 1 0
1
2

0 1
2

1
2

1
4

1
4

0 0 1
0 1

2
1
2

1
4

1
2

1
4

0 0 1
1
2

1
2

0 1
4

1
4

1
2

0 0 1



Les oe�ients d'orthogonalité sont don obtenus du lemme 3.2 :
λ1 = 0 =⇒

(
ã1, b̃1

)
=

(
3
4
, 3

4

)

λ2 = 1
2

=⇒
(
ã2, b̃2

)
=

(
3
16
, 15

16

)

λ3 = 1 =⇒
(
ã3, b̃3

)
= (3, 0)D'après l'égalité d'équilibre les oe�ients d'équilibre ne dépendent pas des propor-tions des sous-mélanges don ne dépendent pas non plus des λi, alors c12 = c13 =

c23 = 1.Remarque 3.3 Le résultat de la proposition 3.8 est valable aussi pour les plans itésà la remarque 3.2. 96



Exemple 3Pour et exemple on sort du domaine des systèmes MoM. Considérons le plan dé�nipar ξ1 × ξ2 × ξ3 où les points de ξi orrespondent aux lignes de Ai pour i = 1, 2, 3 :
A1 =

[
1 −1
−1 1

]
, A2 =

[
1 2
2 1

]
, A3 =

[
x y
y x

]Alors on herhe les plans SOE de taille 4 du réseaux SOE(23).Soit D∗
c le tableau odé du réseau SOE(23) :

D∗
c =





0 0 0
1 0 0
0 1 0
1 1 0
0 0 1
1 0 1
0 1 1
1 1 1



On prend la fration engendrée par t1 + t2 + t3 ≡ 0 [2]. Celle-i orrespond aux lignes1, 4, 6 et 7 de la matrie D∗
c . Soit Frac(D∗

c ) la fration odée et D∗ la fration SOEassoiée :
Frac(D∗

c ) =





0 0 0
1 1 0
1 0 1
0 1 1



 , D∗ = [D∗
1|D

∗
2|D

∗
3] =





1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 1



Les expérienes de ξ1 × ξ2 × ξ3 assoiées à D∗ sont obtenues par la formule (3.3) :
D1 = 2D∗

1 − J4,2

D2 = −D∗
2 + 2J4,2

D3 = (x− y)D∗
3 + yJ4,2don :

D = [D1|D2|D3] =





1 −1 1 2 x y
−1 1 2 1 x y
−1 1 1 2 y x

1 −1 2 1 y x



E�etivement D satisfait la ondition OE :
D

′

1D1 = 8I − 4J , D
′

2D2 = 2I + 8J , D
′

3D3 = 2(x− y)2I + 4xyJ

D
′

1D2 = D
′

1D3 =

[
0 0
0 0

]
, D

′

2D3 = 3(x+ y)JOn ne parle pas ii de plan axial-OE ar les lignes de Di ne orrespondent pas à dessous-mélanges. 97



3.5.2 Plan POEB onstruit à partir de plans axiaux-OEASoit wi la proportion du i-ème CP dans un système MoM de type B pour i = 1, · · · , p.La proportion uij du j-ème CS est exprimée en terme de sa proportion relative, xij ,dans le i-ème sous-mélange :
uij = wixijoù 0 ≤ xij ≤ 1 pour j = 1, · · · , qi, ave xi1 + · · ·+ xiqi

= 1.On peut ainsi assoier à haque mélange (w,u) ∈ SCP × SCS(w) le point (w,x)ave x ∈ Sq1 × · · · × Sqp
. L'ensemble ontenant les points de la forme (w,x), noté

SCP ×RCS , est don le produit artésien :
SCP ×RCS = SCP × Sq1 × · · · × SqpDe fait RCS est le domaine expérimental du système MoM de type A pour les pro-portions relatives des CS.Dé�nition 3.6 Soit l'appliation bijetive f : SCP ×RCS −→ SCP ×SCS(w) dé�niepar :

f(w1, · · · , wp,x1, · · · ,xp) = (w1, · · · , wp, w1x1, · · · , wpxp).On dit que ξ̃ = {t̃1, · · · , t̃n} ⊂ SCP ×RCS est le support du plan ξ = {t1, · · · , tn} si
ti = f(t̃i) pour tout i = 1, · · · , n. On dit aussi que la matrie [Dcp|Rcs]ξ̃ est le supportde la matrie [Dcp|Dcs]ξ.En pratique on s'intéresse à la onstrution de plans sur l'ensemble SCP×RCS ar lesdeux blos de la matrie [Dcp|Rcs]ξ̃ peuvent être obtenus de manière indépendante.La matrie Rcs est la matrie d'un plan dans le domaine du système MoM de typeA, 'est pourquoi nous avons introduit préalablement les plans de type axial-OEA.Proposition 3.9 Soit Aλ la matrie des points axiaux dans SCP donnée par :

Aλ =

(
pλ− 1

p− 1

)
Ip +

(
1− λ

p− 1

)
Jpave λ ∈ ]0, 1[ et λ 6= 1

q
.Pour k = 1, · · · , p, soient [R[k]

1 | · · · | R
[k]
p

] les matries de p plans OEA, ave
R

[k]
i ∈ R

r×qi, i = 1, · · · , p.Soit ξ̃ ⊂ SCP ×RCS le support du plan ξ, dont la matrie est ainsi onstruite :
[Dcp||Rcs]ξ̃ =





1r ⊗ v1 R
[1]
1 · · · R

[1]
p

1r ⊗ v2 R
[2]
1 · · · R

[2]
p... ... ...

1r ⊗ vp R
[p]
1 · · · R

[p]
p
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ave vi la i-ème ligne de la matrie Aλ.Alors ξ est un plan POEB de taille n = rp.Démonstration.Soit X̃ = [1n|D̃cp|D̃cs] = [1n|D̃cp|D̃1| · · · |D̃p] la matrie du modèle AG reparamétrépour le plan proposé, où D̃cp = DcpNcp et D̃i = DiNi, ave Ncp et Ni les matries desnoyaux assoiées aux ontraintes d'identi�ation, pour i = 1, · · · , p. On veut montrerque la matrie X̃ ′

X̃ est de la forme :
X̃

′

X̃ = diag
[
n, ρo(Ip−1 + Jp−1), · · · , ρp(Iqp−1 + Jqp−1)

]La matrie [Dcp||Rcs]ξ̃ est le support de [Dcp||Dcs]ξ = [Dcp||D1| · · ·Dp], elle a la formesuivante :
[Dcp||D1| · · ·Dp] =





1r ⊗ v1 λR
[1]
1 · · · ∆R

[1]
p

1r ⊗ v2 ∆R
[2]
1 · · · ∆R

[2]
p... ... ...

1r ⊗ vp ∆R
[p]
1 · · · λR

[p]
p



ave ∆ =
1− λ

p− 1
et vk = (∆1

′

k−1, λ,∆1
′

p−k), ∀ k = 1 · · · , p.1) D̃′

cpD̃cp :
Dcp = [diag(1r, · · · ,1r)]Aλd'où

D
′

cpDcp = Aλ [diag(1r, · · · ,1r)]
′

[diag(1r, · · · ,1r)]Aλ

= rAλAλ

= r
(

pλ−1
p−1

)2

Ip + r∆
[
p∆ + 2

(
pλ−1
p−1

)]
JpOn en déduit :

D̃
′

cpD̃cp = N
′

cpD
′

cpDcpNcp = r

(
pλ− 1

p− 1

)2

[Ip−1 + Jp−1]2) D̃′

iD̃i et D̃′

iD̃j, i 6= j : [R[k]
1 | · · · | R

[k]
p

] est la matrie d'un plan OEA pour k =

1, · · · , p, don : (
R

[k]
i

)′

R
[k]
i = aikIqi

+ bikJqi

(
R

[k]
i

)′

R
[k]
j = cijkJqiPour haque blo Di on a :
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D
′

iDi = λ2
(
R

[i]
i

)′

R
[i]
i + ∆2

p∑

k 6=i

(
R

[k]
i

)′

R
[k]
i

D
′

iDi =

[(
λ2aii + ∆2

p∑

k 6=i

aik

)
Iqi

+

(
λ2bii + ∆2

p∑

k 6=i

bik

)
Jqi

]D'où :
D̃

′

iD̃i = N
′

iD
′

iDiNi =

(
λ2aii + ∆2

p∑

k 6=i

aik

)
[Iqi−1 + Jqi−1]La matrie D′

iDj est de la forme ρijJqi,qj
don on obtient :

D̃
′

iD̃j = N
′

iD
′

iDjNj = 03) 1′

nD̃cp et 1′

nD̃i :
1

′

nDcp = 1
′

ndiag(1r, · · · ,1r)Aλ

= r1
′

pAλ = r1
′

pon obtient : 1′

nD̃cp = 1
′

nDcpNcp = 0.Pour la propriété de plan OEA on a pour haque k = 1, · · · , p :
1

′

rR
[k]
i = (aik + qibik)1

′

qi
(3.5)

i = 1, · · · , pd'où
1

′

rDi = 1
′

qi

p∑

k=1

(aik + qibik)et on obtient : 1′

nD̃i = 1
′

nDiNi = 0.4) D̃′

cpD̃i :On onstate que D′

cpDi ne satisfait pas la ondition de plan OEB, pourtant on montreque D̃′

cpD̃i = 0 :
D

′

cpDi = λ(1r ⊗ vi)
′

R
[i]
i + ∆

p∑

k 6=i

λ(1r ⊗ vk)
′

R
[k]
iOr, d'après (3.5) on a :

λ(1r ⊗ vi)
′

R
[i]
i = [∆λJr,i−1|λ

2
1r|∆λJr,p−i]

′

R
[i]
i =




∆λ(aii + qibii)Ji−1,qi

∆2(aii + qibii)1
′

qi

∆λ(aii + qibii)Jp−i,qi
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et
∆(1r ⊗ vk)

′

R
[k]
i =




∆2(aik + qibik)Jk−1,qi

∆λ(aik + qibik)1
′

qi

∆2(aik + qibik)Jp−k,qi



On en déduit que la matrie D′

cpDi est de la forme suivante :
D

′

cpDi =





δ11
′

qi

δ21
′

qi...
δp1

′

qi



Comme 1′

qi
Ni = 0 on obtient : D̃′

cpD̃i = N
′

cpD
′

cpDiNi = 0.On a ainsi montré que ette onstrution à partir d'un plan OEA onduit à un plan
POEB dont la matrie d'information pour le modèle AG reparamétré est la suivante :

X̃
′

X̃ = diag

[
rp, r

(
pλ− 1

p− 1

)2

[Ip−1 + Jp−1], Φ1[Iq1−1 + Jq1−1], · · · , Φp[Iqp−1 + Jqp−1]

] (3.6)ave
Φi = λ2aii + ∆2

p∑

k 6=i

aikpour tout i = 1, · · · , p. ⋄On s'intéresse maintenant à des plans POEB onstruits selon le shéma de la pro-position 3.9 mais spéi�quement à partir des plans de type axial-OEA introduitsdans le paragraphe préédent. Le résultat de la proposition 3.8 est don ruial pouronstruire le tableaux Rcs sur la base de p plans de type SOEA. Ainsi, en pratique, laonstrution d'un plan POEB se réduit à la reherhe de plans fatoriels orthogonaux.Coe�ients de X̃ ′

X̃ pour un plan axial-OEAOn observe dans (3.6) que les omposantes de la matrie X̃ ′

X̃ sont dépendantes desoe�ients d'orthogonalité a1k, a2k, · · · , apk des p plans OEA utilisés dans le supportde [Dcp||Dcs]ξ, pour haque plan k = 1, · · · , p.Lorsque les p plans sont de type axial-OEA, d'après le lemme 3.2, on peut obtenires oe�ients de manière expliite en fontion des proportions
λ1k, λ2k, · · · , λpkqui aratérisent le k-ième plan axial-OEA, pour k = 1, · · · , p.Ainsi, les valeurs de Φi dans la matrie X̃ ′

X̃ pour un plan axial-OEA sont donnéespar :
Φi =

r

qi(qi − 1)2

[
λ2(λiiqi − 1)2 + ∆2

p∑

k 6=i

(λikqi − 1)2

] (3.7)101



Nous présentons à la suite un exemple pour illustrer le proédé qui ommene parla reherhe de plans SOE de petite taille et termine par la onstrution d'un plan
POEB.3.6 ExempleConsidérons ii un système de mélange à deux niveaux pour 3 omposants prinipaux,haun d'eux ayant 3 omposants seondaires. La modélisation d'une telle situationpar la méthode proposée dans la littérature (modèle multipliatif) requiert au moins81 expérienes si les 4 polyn�mes multipliés dans le modèle sont d'ordre un.Le modèle AG pour la on�guration proposée (p = 3 et q1 = q2 = q3 = 3) requiertau moins q = q1 + q2 + q3 = 9 expérienes. On va estimer les paramètres du modèleAG sur un plan de type POEB onstruit selon la proposition 3.9.Pour onstruire le plan POEB on suit don la démarhe suivante :1) Cherher 3 plans fatoriels orthogonaux de même taille, la plus petite possible. Lesplans fatoriels orthogonaux sont assoiés aux plans SOEA (voir la remarque 2.4).2) À l'aide de la proposition 3.8, dé�nir les 3 plans de type axial-OEA pour omposerle blo Rcs de la matrie support [Dcp|Rcs]ξ̃.3) Dé�nir la matrie Aλ qui est utilisée pour omposer le blo Dcp de la matriesupport.Pour les 3 plans fatoriels on peut hoisir les frations régulières du plan fatorielomplet assoié au réseau SOE(33). Chaque fration de résolution III engendrées par
t1 + t2 + t3 ≡ (k − 1)[3], est assoiée à la sous-matrie [R[k]

1 |R
[k]
2 |R

[k]
3

] dans le blo
Rcs, pour k = 1, 2, 3. On présente les 3 tableaux odés i-dessous :

R[1]
c =





0 0 0
2 1 0
1 2 0
2 0 1
1 0 2
0 2 1
0 1 2
1 1 1
2 2 2





, R[2]
c =





0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 2
1 2 1
2 1 1
2 2 0
2 0 2
0 2 2





, R[3]
c =





0 0 2
0 2 0
2 0 0
2 2 1
2 1 2
1 2 2
1 1 0
1 0 1
0 1 1



Pour la fration odée R[1]
c assoiée à [R[1]

1 |R
[1]
2 |R

[1]
3

] on a hoisi le plan axial-OEAaratérise par les proportions λ11 = 1
2
, λ21 = 1 et λ31 = 0.Pour la fration odée R[2]

c assoiée à [R[2]
1 |R

[2]
2 |R

[2]
3

] on a hoisi le plan axial-OEAaratérisé par les proportions λ12 = λ32 = 1 et λ22 = 1
2
.102



Pour la fration odée R[3]
c assoiée à [R[3]

1 |R
[3]
2 |R

[3]
3

] on a hoisi le plan axial-OEAaratérise par les proportions λ13 = λ33 = 1 et λ23 = 0.Et �nalement pour le blo Dcp la proportion λ dans la matrie Aλ doit être hoisiede façon à e que toutes les proportions des CP soient stritement positives, don
λ ∈ ]0, 1[ et pour assurer la régularité du plan ξ il faut que λ 6= 1

q
:

Aλ =




λ ∆ ∆
∆ λ ∆
∆ ∆ λ



 , ∆ =
1− λ

p− 1Alors, le support de la matrie [Dcp|Dcs]ξ du plan POEB est la matrie suivante :

[Dcp||Rcs]ξ̃ =





λ ∆ ∆ 1/2 1/4 1/4 1 0 0 0 1/2 1/2
λ ∆ ∆ 1/4 1/4 1/2 0 1 0 0 1/2 1/2
λ ∆ ∆ 1/4 1/2 1/4 0 0 1 0 1/2 1/2
λ ∆ ∆ 1/4 1/4 1/2 1 0 0 1/2 0 1/2
λ ∆ ∆ 1/4 1/2 1/4 1 0 0 1/2 1/2 0
λ ∆ ∆ 1/2 1/4 1/4 0 0 1 1/2 0 1/2
λ ∆ ∆ 1/2 1/4 1/4 0 1 0 1/2 1/2 0
λ ∆ ∆ 1/4 1/2 1/4 0 1 0 1/2 0 1/2
λ ∆ ∆ 1/4 1/4 1/2 0 0 1 1/2 1/2 0
∆ λ ∆ 1 0 0 1/2 1/4 1/4 0 1 0
∆ λ ∆ 1 0 0 1/4 1/2 1/4 1 0 0
∆ λ ∆ 0 1 0 1/2 1/4 1/4 1 0 0
∆ λ ∆ 0 1 0 1/4 1/2 1/4 0 0 1
∆ λ ∆ 0 1 0 1/4 1/4 1/2 0 1 0
∆ λ ∆ 0 0 1 1/4 1/2 1/4 0 1 0
∆ λ ∆ 0 0 1 1/2 1/4 1/2 1 0 0
∆ λ ∆ 0 0 1 1/2 1/4 1/4 0 0 1
∆ λ ∆ 1 0 0 1/4 1/4 1/2 0 0 1
∆ ∆ λ 1 0 0 1 0 0 0 0 1
∆ ∆ λ 1 0 0 0 0 1 1 0 0
∆ ∆ λ 0 0 1 1 0 0 1 0 0
∆ ∆ λ 0 0 1 0 0 1 0 1 0
∆ ∆ λ 0 0 1 0 1 0 0 0 1
∆ ∆ λ 0 1 0 0 0 1 0 0 1
∆ ∆ λ 0 1 0 0 1 0 1 0 0
∆ ∆ λ 0 1 0 1 0 0 0 1 0
∆ ∆ λ 1 0 0 0 1 0 0 1 0



Les valeurs des Φ1, Φ2 et Φ3 dans la matrie d'information du modèle reparamétré103



sont obtenues par la formule (3.7) :
Φ1 = 27

16
λ2 − 3λ+ 3

2

Φ2 = 9
8
λ2 − 15

8
λ+ 15

16

Φ3 = 63
16
λ2 − 15

8
λ + 15

16La matrie d'information est don ainsi :
X̃

′

X̃ = diag
(
27, 9

2
(3λ− 1)2 [ 2 1

1 2 ] ,Φ1 [ 2 1
1 2 ] ,Φ2 [ 2 1

1 2 ] ,Φ3 [ 2 1
1 2 ]
)Le déterminant de X̃ ′

X̃ est ainsi une fontion de λ,
φ(λ) = |X̃

′

X̃|mais on sait que la valeur de λ est onditionnée par le fait que toutes les proportionsdes CP sont stritement positives, don la solution optimale ii, λ = 1, n'est pasvalable.Cependant on peut aluler de manière expliite la D-e�aité relative du plan (parrapport au plan théorique optimal) pour une valeur donnée de λ :
Deff =

(
φ(λ)

φ(1)

) 1
q

λ ∈ ]0, 1[ et λ 6= 1
q
.
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Chapitre 4Mélanges à deux nivaux et fateursexternesDans e hapitre nous proposons des modèles tenant ompte de fateurs externes quipourraient agir sur la propriété d'un mélange à deux niveaux. Dans la bibliographiele traitement onjoint de mélange et fateurs externes est uniquement présenté pourles mélanges lassiques.Parmi les fateurs externes il y a un type de fateur traité de manière partiulière,il s'agit de la quantité (ou la masse) du mélange.La première partie de e hapitre est dédiée aux système MoM ave un seul fateurexterne, elui de la quantité. Les modèles intégrant la masse proposés pour les mé-langes lassiques (Cornell, 2002) sont adaptés ii aux systèmes de mélange à deuxniveaux. Nous allons voir que la relation entre les proportions de omposants et laquantité du mélange onduit à un modèle sans ontrainte qui peut être analysé àl'aide des méthodes lassiques pour surfae de réponse.La seonde partie traite les systèmes MoM ave tout type de fateurs externes. Nousproposons un modèle d'ordre un et des plans onstruits à l'aide du résultat dansla proposition 3.8. L'idée onsiste à rassembler les trois types de variables (propor-tion de CS, proportion de CP et fateurs externes) et onstruire un plan ayant despropriétés apparentées à elles des plans OE pour les systèmes de type A et B.4.1 Mélange lassique et fateur externeConsidérons le as où la propriété que l'on herhe à modéliser est une fontion desproportions des omposants ainsi que de la quantité du mélange. C'est le as parexemple d'un médiament où sa performane dépend de la formulation ainsi que dela dose appliquée.Nous avons trouvé dans la bibliographie (Cornell, 2002) deux formes de modélisationave des mélanges lassiques et quantité, nous les présentons i-dessous.105



Soit Sq le simplexe pour un système de mélange lassique dont les proportions sontles oordonnées du veteur x = (x1, x2, · · · , xq) ∈ Sq. Soit t la variable orrespondantà la quantité de mélange, supposons que :
0 < a ≤ t ≤ b (4.1)1) Modèle omponent-amount.Si zi est la quantité du i-ème omposant alors zi = txi. Pour les nouvelles variables

zi, i = 1, · · · , q, il n'y a d'autre ontraintes que elles des bornes. Ces bornes sontdéterminées par rapport à (4.1). On peut don ajuster un modèle polynomial usueld'ordre quelonque sur les variables z1, · · · , zq. En général on utilise des polyn�mesd'ordre un et deux tels que :
η = βo +

q∑

i=1

βizi (4.2)
η = βo +

q∑

i=1

βizi +

q∑

i=1

βiiz
2
i +

∑

1≤i<j≤q

βijzizj (4.3)Ii on n'a plus la di�ulté de surparamétrisation ar il n'y a auune ontrainte liantles variables du modèle. Alors il est possible d'estimer les paramètres ave la méthodelassique de surfae de réponse à d'aide des plans lassiques.2) Modèle mixture-amount.Une autre forme pour modéliser la réponse onsiste à manier séparément les propor-tions et la quantité. Les modèles les plus utilisés sont les surfaes de réponse de laforme :(i) η = P (x) +Q(t)(ii) η = P (x)Q(t)où P (x) est un polyn�me de She�é et Q(t) est un polyn�me usuel.Par exemple, si le polyn�me P est d'ordre deux et Q est d'ordre un alors les surfaesde réponse sont de la forme suivante :
η = Q(t) + P (x) = α + βt+

q∑

i=1

βixi +
∑

1≤i<j≤q

βijxixj (4.4)
η = P (x)Q(t) =

q∑

i=1

γixi +
∑

1≤i<j≤q

γijxixj +

q∑

i=1

αixit+
∑

1≤i<j≤q

αijxixjt (4.5)Remarque. La omparaison entre es deux modèles, omponent-amount et mixture-amount, est basée sur les interprétations des paramètres. Dans ertaines situationsle modèle (4.3) est préférable au modèle (4.5). Par exemple, lorsqu'on veut mesurerl'e�et plaebo hez le patient la dose du médiament doit être nulle, don xi = 0et zi = 0 ∀ i = 1, · · · , p, on obtient ainsi que la réponse prédite est nulle pour le106



modèle (4.5). Cei n'est pas adapté à la réalité et dans e as le modèle (4.3) est plusadéquat. Par ontre le modèle (4.5) permet de séparer les propriétés des omposantsde l'e�et dû aux hangements de la quantité de mélange. C'est pourquoi la séletiond'un des deux modèles dépend du as d'étude partiulière. Dans l'artile de Piepel& Cornell (1994) nous trouvons une disussion sur des résultats obtenus pour desdonnées réelles analysées ave les deux modèles.Cas général mélange lassique et fateur externeDans la modélisation ourante d'un problème de mélange lassique et fateurs ex-ternes on utilise des surfaes omme elles de (i) et (ii) pour r fateurs externes :
η = P (x) +Q(t1, · · · , tr) et η = P (x)Q(t1, · · · , tr)Pour la modélisation d'un système de mélanges à deux nivaux ave le fateur �masse�nous adaptons l'approhe du modèle omponent-amount présenté i-dessus. Pourle as plus général de r fateurs externes nous utilisons le modèle η = P (x) +

Q(t1, · · · , tr). Dans les deux as la modélisation est faite à l'aide de surfae polyno-miales d'ordre un.4.2 Fateur masse et système MoM de type ANous allons voir qu'un modèle de type omponent-amount peut être aisément adaptéau système MoM de type A.Considérons le système de type A ave q = q1 + · · · + qp omposants seondaires àproportions réelles :
∀ i = 1, · · · , p et j = 1, · · · , qi

ui1 + · · ·+ u1qi
= wi

0 ≤ uij ≤ wiave (w1, · · · , wp) �xé dans le domaine SCP .On a par onséquent la ontrainte prinipale du mélange :
p∑

i=1

qi∑

j=1

uij = wi + w2 + · · ·+ wp = 1Si t ∈ [a, b], a > 0, est la quantité (ou masse) du mélange alors tij = tuij est laquantité du j-ème CS assoié au i-ème CP. Les bornes de la variable tij sont don :
0 ≤ tij ≤ twi ≤ bwiOn applique la transformation anonique pour obtenir des variables odées dans

[−1, 1] :
zij =

2tij − bwi

bwi107



∀ i = 1, · · · , p et j = 1, · · · , qiAlors, si zij = −1 la quantité du j-ème CS assoié au i-ème CP est nulle.Modèle INous appelons modèle I le modèle de type omponent-amount adapté au systèmeMoM de type A pour un polyn�me d'ordre un sur les variables odées :
η = βo +

q1∑

j=1

β1jz1j + · · ·+

qp∑

j=1

βpjzpjIl est possible d'estimer les paramètres de e modèle ave les plans fatoriels las-siques. Mais on doit prendre en ompte que les CP interviennent tous dans le mé-lange, 'est-à-dire, la proportion wi est �xée à valeurs stritement positives pour tout
i = 1, · · · , p. Pour qu'un plan soit don admissible (voir la dé�nition 4.1) il faut re-poser ette ondition là en termes de plans fatoriels.Notation : On note ξ(2q) le plan fatoriel omplet pour q fateurs, haun d'euxdans l'ensemble {−1, 1}. Pour un sous-ensemble du plan omplet de taille n on note
ξ(2q, n). Si n = 2q−r on note tout simplement ξ(2q−r). Lorsque le sous-ensemble estune fration régulière on note ξ(2q−r

R ) où R est sa résolution. Pour expliiter les gé-nérateurs de la fration on note ξ(2q−r
R , G).Rappel. Les sous-ensembles orthogonaux des plans fatoriels du type ξ(2q) orres-pondent aux frations régulières dont la résolution est au moins égale à III (voirTinsson, 2010).Pour estimer les paramètres du Modèle I nous nous intéressons à des frations régu-lières de résolution stritement supérieure à deux qui sont admissibles dans le senssuivant :Dé�nition 4.1 On dit qu'un plan ξ(2q1+···+qp, n) est admissible pour le modèle I sipour haque (z1, · · · , zp) ∈ ξ(2q1+···+qp, n) la ondition zi1qi

> −qi est satisfaite ∀
i = 1, · · · , p. On dit aussi que le point (ou l'expériene) est admissible.La ondition d'admissibilité laisse en dehors les expérienes où zk = −1qk

pour aumoins un indie k ∈ {1, · · · , p}. Un expériene de la forme (z1, · · · ,−1qk
, · · · , zp)orrespond en fait à un mélange où le k-ième CP est absent puisque les proportionsde tous ses CS sont nulles.Si Ai = ξ(2qi) − {−1

′

qi
} pour tout i = 1, · · · , p, alors l'ensemble dé�ni par A =

A1× · · ·×Ap est le sous-ensemble maximal de ξ(2q1+···+qp) ontenant les expérienesadmissibles. La taille de A est don égale à∏p

i=1 (2qi − 1). En général A n'est pas unplan orthogonal mais nous herhons dedans les frations régulières de type ξ(2q−r
R ),ave une résolution R égale ou supérieure à III .Remarque 4.1 Pour tout i = 1, · · · , p, 2qi−1 < 2qi − 1, don ∏p

i=1(2
qi − 1) > 2q−1,mais la fration régulière la plus grande possible est de taille 2q−1 par onséquent leplan A n'est jamais orthogonal. 108



Dorénavant la notation employée pour les frations régulières est elle de la multipli-ation d'Hadamard entre olonnes du tableau, elle va être introduite dans l'exemplesuivant.Voii un exemple où il n'est pas possible de trouver une fration orthogonale admis-sible.Exemple 1Considérons le système MoM de type A de plus petite taille : q1 = q2 = 2.Voii la matrie du plan fatoriel omplet ξ(24) où les expérienes admissibles sontindiquées par la �èhe :
D =





−1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1
−1 1 −1 −1

1 −1 −1 −1
−1 −1 1 1

1 1 1 1 ←
−1 1 1 1 ←

1 −1 1 1 ←
−1 −1 −1 1

1 1 −1 1 ←
−1 1 −1 1 ←

1 −1 −1 1 ←
−1 −1 1 −1

1 1 1 −1 ←
−1 1 1 −1 ←

1 −1 1 −1 ←



Notation : soit i la i-ème olonne du tableau assoié au plan ξ(24), on note ij leproduit d'Hadamard i⊙ j. Une fration régulière est identi�ée par une ondition dela forme 12 · · ·r = 1 (voir le hapitre 3 de Tinsson, 2010).La fration engendrée par 1234 = 1 ontient les lignes 1, 2, 5, 6, 11, 12, 15 et 16 de
D. Les frations engendrées par 123 = 1, 124 = 1, 134 = 1 et 234 = 1 ontiennentaussi au moins deux lignes de haque sous-matrie de D don ontiennent deux ex-périenes non admissibles de la forme (z1,−1

′

2).Pour et exemple il n'est pas possible d'obtenir un plan orthogonal admissible. Ce-pendant il y a des frations régulières de résolution II admissibles omme elle dugénérateur 12 = 34 = −1. Auune expériene de la forme (−1
′

2, z2) ni (z1,−1
′

2)satisfait la ondition de e générateur, on retient de la matrie D les lignes 11, 12,
109



15 et 16 :
D(12=34=−1) =





−1 1 −1 1
1 −1 −1 1
−1 1 1 −1

1 −1 1 −1



Il n'est pas possible d'estimer les paramètres du modèle I ave une fration de ré-solution II ar sa taille est inférieure au nombre de paramètres. Par ontre le planomposé de toutes les expérienes admissibles (les 9 lignes indiquées sur D) est ré-gulier. La matrie d'information est son inverse sont données par :
X ′X =





9 3 3 3 3
3 9 −3 1 1
3 −3 9 1 1
3 1 1 9 −3
3 1 1 −3 9




, (X ′X)−1 =





2
9
− 1

12
− 1

12
− 1

12
− 1

12

− 1
12

1
6

1
12

0 0
− 1

12
1
12

1
6

0 0
− 1

12
0 0 1

6
1
12

− 1
12

0 0 1
12

1
6



Pour e plan la ovariane entre ouples d'estimateurs liés à des sous-mélanges dif-férents est nulle.Remarque. La onstrution de frations orthogonales en évitant ertaines expé-rienes n'est pas une problématique ourante. Ii nous montrons que lorsque lenombre de omposants seondaires par sous-mélange est stritement supérieur àdeux, il est possible d'obtenir une fration régulière admissible de résolution égale ousupérieure à III.Proposition 4.1 Soit qi ≥ 3 pour tout i = 1, · · · , p. Il existe au moins une frationorthogonale admissible de ξ(2q1+···+qp) de taille 2q1+···+qp−p.Démonstration.Considérons le plan fatoriel ξ(2qk), on peut obtenir deux frations régulières de taille
2qk−1 et de résolution qk ave les générateurs :12 · · ·qk = 1 (4.6)12 · · ·qk = −1 (4.7)Comme qk ≥ 3 es deux frations sont bien orthogonales. Or, l'expériene −1′

qk
, elleque l'on veut éviter, appartient à une des deux frations. Si qk est un entier pair ondoit don rejeter la fration 4.7, si qk est impair on rejette alors 4.7.Soit Tk le plan de la fration de résolution qk hoisie par la proédure i-dessus, onsait que le point −1′

qk
a été exlu pour tout k = 1, · · · , p, alors le plan D dé�ni par :

D = T1 × · · · × Tpest une fration orthogonale admissible de ξ(2q1+···+qp), de taille 2q1+···+qp−p. ⋄La démonstration de ette proposition est de fait un algorithme pour onstruire110



une fration orthogonale admissible sous la ondition que min{q1, · · · , qp} ≥ 3. Sil'on veut utiliser des frations orthogonales pour le as min{q1, · · · , qp} = 2, il fautimposer des onditions de borne inférieure non nulles sur un des deux CS des sous-mélanges où qi = 2.4.3 Système MoM de type A et fateurs externes4.3.1 ModèleConsidérons maintenant une situation où la propriété à modéliser dépend de m fa-teurs externes ainsi que des proportions des omposants seondaires dans un systèmeMoM de type A.Soient z1, · · · , zm les variables assoiées aux fateurs externes et xij les proportionsrelatives d'un systèmes MoM de type A pour i = 1, · · · , p et j = 1, · · · , qi.Nous proposons à nouveau un modèle additif pour les deux types de variables :
η = αo +

m∑

k=1

βkzk +

q1∑

j=1

α1jx1j + · · ·+

qp∑

j=1

αpjxpj (4.8)Ce modèle est évidemment surparamétré à ause des ontraintes des sous-mélanges.On va don imposer les mêmes ontraintes d'identi�ations que elles du modèleadditif utilisé dans le hapitre 2 pour le système MoM de type A.Pour e modèle on suppose que les variables externes sont odées de façons à e que
−1 ≤ zi ≤ 1 pour tout i = 1, · · · , m.4.3.2 PlanNous utilisons ii les notions de plan orthogonal-équilibré introduites pour les sys-tèmes de mélanges à deux niveaux, ainsi que la struture de tableau odé lié auxplans SOEA.Soit le modèle additif (4.8) sous la forme matriielle :

E(Y ) = 1nαo + Eβ +D1α1 + · · ·+Dpαp

= 1nαo + Eβ +Dαoù β = (β1, · · · , βm), α = (α1, · · · ,αp) et αi = (αi1, · · · , αiqi
), i = 1, · · · , p.On herhe à onstruire des plans ayant les propriétés suivantes :






1
′

nE = 0
E

′

E = ρIm
E

′

Di = τiJm,qi

D
′

iDi = aiIqi
+ biJqi

D
′

iDj = cijJqi,qj

(4.9)111



Un plan ainsi dé�ni va être appelé tout simplement plan OE ave fateurs externes.D'après les propriétés vues préédemment des plans OEA et les propriétés des ma-tries Ni =

[
Iqi−1

−1qi−1

] assoiées aux ontraintes d'identi�ation 1′

qi
αi = 0 pour tout

i = 1, · · · , p, on déduit le résultat suivant :Lemme 4.1 Soit [E|D] la matrie d'un plan OE ave fateurs externes. La ma-trie d'information du modèle additif (4.8) reparamétré par rapport aux ontraintes
1

′

qi
αi = 0, i = 1, · · · , p, est diagonale par blo :

X̃
′

X̃ = diag
(
n, ρIm, a1[Iq1−1 + Jq1−1], · · · , ap[Iqp−1 + Jqp−1]

)où X̃ = [1n|E|D1N1| · · · |DpNp].Les plans de type OE ave fateurs externes peuvent être onstruits à l'aide de laproposition suivante :Proposition 4.2 Soit le plan fatoriel omplet, noté ξE × ξcs, dé�ni par :
ξE × ξcs = {−1, 1}m × [Z/q1Z]× · · · × [Z/qpZ]Pour tout plan ξ ⊂ ξE × ξcs orthogonal de taille n, il existe un plan OE ave fateurexterne de type axial pour les proportions des omposants seondaires.Démonstration.Soit [E|Dc] le tableau du plan fatoriel ξ et soit D∗ = [D∗

1| · · ·D
∗
p] la matrie brutede Dc, 'est-à-dire la matrie de sous-mélanges purs issus du blo Dc. Comme ξ estorthogonal alors D∗ est la matrie d'un plan SOE et d'après la proposition 3.8 ilexiste un plan axial-OEA de taille n, soit D = [D1| · · ·Dp] la matrie de e planaxial.Comme les éléments de la sous-matrie E sont égaux à −1 et 1, et le plan fatoriel

ξ est orthogonal, alors E ′

E = ρIm et 1′

nE = 0.On montre aussi que E ′

Di = 0 :
Di = (λi −∆i)D

∗
i + ∆iJn,qi

E
′

Di = (λi −∆i)E
′

D∗
i + ∆iE

′

Jn,qi︸ ︷︷ ︸
0Soit E∗ = [E∗

1 | · · · |E
∗
p ] la matrie brute de E (E∗ est la matrie d'un plan SOE),alors
E = [E∗

1v| · · · |E
∗
mv] où v

′

= (−1, 1)Toujours par l'orthogonalité du plan ξ on a [E∗
k ]

′

D∗
i = τkiJ2,qi

pour k = 1, · · · , m,d'où v′

[E∗
k ]

′

D∗
i = 0 et E ′

Di = 0 pour i = 1, · · · , p. On a montré don qu'à partir duplan fatoriel ξ on peut obtenir un plan satisfaisant les onditions (4.9). ⋄L'objetif onsiste à trouver les plans orthogonaux de la taille la plus petite possibleà partir du plan fatoriel ξE × ξcs. 112



Exemple 1Considérons une situation de 3 fateurs externes et 4 sous-mélanges à deux CS ha-un : m = 3, p = 4 et qi = 2 ∀ i = 1, · · · , 4.Pour ette on�guration le plan fatoriel omplet est de taille 2m+p = 128. Unefration régulière orthogonale de taille optimale est obtenue par les générateurs
{126, 134, 237, 245}. Cette fration de résolution III orrespond au plan de Pla-kett et Burman de l'exemple 1 du paragraphe 2.4.3. Voii la matrie odée du plan :

[E|Dc] =





−1 −1 −1 −1 −1 −1 −1
1 1 1 −1 1 −1 −1
−1 1 1 1 −1 1 −1
−1 −1 1 1 1 −1 1

1 −1 −1 1 1 1 −1
−1 1 −1 −1 1 1 1

1 −1 1 −1 −1 1 1
1 1 −1 1 −1 −1 1



La matrie du plan est don :
[E|D∗] = [E|D∗

1| · · · |D
∗
4] =





−1 −1 −1 1 0 1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0
−1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0
−1 −1 1 0 1 0 1 1 0 0 1

1 −1 −1 0 1 0 1 0 1 1 0
−1 1 −1 1 0 0 1 0 1 0 1

1 −1 1 1 0 1 0 0 1 0 1
1 1 −1 0 1 1 0 1 0 0 1



On hoisi le plan de type axial assoié au blo D∗ dont les proportions sont λ1 =
λ2 = λ3 = 1 et λ1 = 1

3
:

[E|D] = [E|D1| · · · |D4] =





−1 −1 −1 1 0 1 0 1 0 1
3

2
3

1 1 1 1 0 0 1 1 0 1
3

2
3

−1 1 1 0 1 1 0 0 1 1
3

2
3

−1 −1 1 0 1 0 1 1 0 2
3

1
3

1 −1 −1 0 1 0 1 0 1 1
3

2
3

−1 1 −1 1 0 0 1 0 1 2
3

1
3

1 −1 1 1 0 1 0 0 1 2
3

1
3

1 1 −1 0 1 1 0 1 0 2
3

1
3



La matrie d'information pour le modèle reparamétré est la suivante :
X̃

′

X̃ = diag

(
8, 8, 8, 8, 4, 4,

20

9

)113



Existene des plans fatoriels orthogonaux de petite tailleDans la plupart des exemples que nous avons présenté ave des plans fatoriels nousavons utilisé des on�gurations symétriques (qi tous égaux) à modalités égales à unnombre premier (par exemple qi = 2 ou qi = 3). Dans e as la théorie assure l'exis-tene des frations régulières de résolutions III, don des plans orthogonaux de taillesatisfaisante.Cependant pour ertaines on�gurations de plans fatoriels asymétriques il est pos-sible de trouver des plans orthogonaux de petite taille voire de taille minimale. Alorsen pratique on peut résoudre quelques situations à l'aide des tableaux proposés dansla littérature (voir le hapitre 4 du livre de Collombier, 1996 et le hapitre 8 du livrede Benoist, 1994).4.4 Système MoM de type B et fateurs externesLe modèle additif tenant ompte des fateurs externes est de la forme suivante :
η = αo +

m∑

k=1

βkzk +

p∑

i=1

αiwi +

q1∑

j=1

α1ju1j + · · ·+

qp∑

j=1

αpjupj (4.10)ave :
z1, · · · , zp : variables assoiées aux fateurs externes,
w1, · · · , wp : proportions des CP,
ui1, · · · , uiqi

: proportions réelles des CS du i-ème CP.La représentation matriielle du modèle est :
E(Y ) = 1αo + Eβ +Dcpαcp +D1α1 + · · ·+Dpαp

= 1αo + Eβ +Dcpαcp +Dcsαave β = (β1, · · · , βp), αcp = (α1, · · · , αp), α = (α1, · · · ,αp) et αi = (αi1, · · · , αiqi
),

i = 1, · · · , p.Pour e modèle on a toujours la surparamétrisation due au système MoM de typeB, don ii les ontraintes d'identi�ations sont elles du modèle AG du hapitre 3.On s'intéresse à des plan de façon à e que la matrie d'information du modèleparamétré soit diagonale par blo.Considérons les plans orthogonaux issus du plan fatoriel omplet intégrant les troistypes de variables du modèle (4.10). Le plan fatoriel omplet, noté ξE × ξcp × ξcs,est dé�ni par :
ξE × ξcp × ξcs = {−1, 1}m × [Z/pZ]× [Z/q1Z]× · · · × [Z/qpZ]Soit ξ ⊂ ξE × ξcp × ξcs un plan orthogonal dont la matrie odée est donnée par

Dξ = [E|l|A]. À la di�érene du modèle (4.8) pour le système de type A, ii il n'est114



pas possible de onstruire un plan de manière direte sur la matrie D = [E|L|B]à ause du lien entre les proportions des CS et de CP, où L et B sont les matriesbrutes de l et A respetivement.Par ontre il est possible d'obtenir un plan de matrie [E|Dcp|Rcs] où [Dcp|Rcs] estune matrie de support (voir dé�nition 3.6).Soit λ ∈ ]0, 1[ et λ 6= 1
p
, d'après la formule (3.3), on obtient le blo Dcp :
Dcp =

(
λp− 1

p− 1

)
L+

(
1− λ

p− 1

)
Jn,pDon E ′

Dcp = 0 ar E ′

L = 0 d'après l'orthogonalité de ξ.Si [Dcp|Dcs] = [Dcp|D1| . . . |Dp] est la matrie dont le support est [Dcp|Rcs] alors si
Rcs est un plan SOE pour le système MoM de type A, le produit D′

cpDi est de laforme
D

′

cpDi =





δ11
′

qi

δ21
′

qi...
δp1

′

qi



Or, toujours pour l'orthogonalité de ξ on a E ′

Dcp = aoJm,p et E ′

Di = aiJm,qi
. D'oùl'on obtient pour le modèle reparamétré une matrie diagonale par blo.Exemples1) Pour m = 2, p = 3, q1 = q2 = q3 = 2, le plan fatoriel omplet

{−1, 1}2 × {0, 1, 2} × {−1, 1}2est de taille égale à 48. On peut obtenir un plan orthogonal de taille 24.2) Pour m = 3, p = 3, q1 = q2 = q3 = 3, la taille du plan fatoriel omplet est égaleà 23 × 34 = 728, on peut obtenir un plan orthogonal de taille 22 × 33 = 108.Commentaire : La préférene pour les plans orthogonaux de type fatoriel estjusti�ée en raison des bonnes propriétés de la matrie d'information. Cependant iln'est pas toujours possible d'obtenir des plans orthogonaux de taille satisfaisante. Unesolution pour réduire la taille du plan est toujours possible à l'aide des algorithmesd'éhange. Ce type d'algorithme onstruit un plan de taille désirée à partir d'unensemble de points donnés sous un ritère d'optimalité (la D-optimalité en général).
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ConlusionsD'une part, e travail s'oriente vers la reherhe de modèles alternatifs au modèlemultipliatif proposé dans la bibliographie pour représenter les propriétés de mé-langes à deux niveaux de type A et de type B (voir paragraphes 1.5 et 1.6). D'autrepart, on prend en ompte l'e�et de fateurs externes sur les propriétés de es deuxsystèmes de mélanges. Dans la littérature l'e�et de fateurs externes n'a été modéliséque pour les mélanges lassiques.Lorsqu'on se plae sur un senario ave de nombreux omposants prinipaux et se-ondaires la taille du plan requis pour estimer les paramètres du modèle multipliatifpeut être prohibitive au niveau pratique. C'est pourquoi on a privilégié la modéli-sation de mélanges au travers de surfaes de réponse polynomiales d'ordre un. Pourles mélanges de type A un modèle d'ordre deux est aussi proposé. L'ajustement desurfaes de réponse d'ordre un a été aussi utilisé pour la modélisation de mélangesà deux niveaux sous l'in�uene de fateurs externes. Ce type de modèle n'est pasidenti�able en raison des ontraintes de mélanges alors on impose des ontraintesd'identi�ation lassiques sur les paramètres.Bien que la problématique sur le nombre de paramètres ait été surmonté par la sim-pliité du modèle hoisi, les modèles additifs proposés dans e travail peuvent ne pasêtre adéquats pour représenter la réponse de ertains phénomènes de nature plusomplexe. Ces modèles ne répondent pas à tous les types de situations mais ils sontbien adaptés à l'expérimentation de type exploratoire (riblage).Les paramètres du modèle additif dans tous les as sont estimés pour des plansorthogonaux-équilibrés (OE) ou partiellement OE puisque e type de plans se ra-mènent à une matrie d'information diagonale par blos. L'identi�ation établie entreles plans stritement OE et les plan orthogonaux de type fatoriel a permis d'obtenirdes plans de petite taille omposés de sous-mélanges purs en utilisant des méthodeslassiques pour la onstrution de frations régulières de résolution III.Cependant, dans de nombreux as d'appliation réelles, les expérienes ave des orpspurs n'ont pas de sens pratique. Dans e as une solution est toujours possible d'aprèsle résultat qui assure l'existene d'un plan axial OE pour haque plan SOE. Ainsi,le lien entre frations orthogonales et plans SOE peut onduire à des plans OE detype axial de taille adéquate. Or la taille de la fration orthogonale est onditionnéepar le nombre de omposants prinipaux, le nombre de omposants seondaires et117



le nombre de fateurs externes. Don ertaines on�gurations de mélanges-fateursn'aboutissent pas à de plans de taille restreinte omme a été déjà indiqué dans leommentaire à la �n du dernier hapitre.
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Perspetives
⊲ Conernant les omposants du mélange. Les deux systèmes de mélangestraités dans e travail ne onsidèrent que des omposants prinipaux obtenusomme des sous-mélanges d'au moins deux omposants seondaires. Il est e-pendant possible de généraliser les systèmes MoM en rajoutant des omposantssinguliers, .a.d. des omposants prinipaux ontenant un unique omposant se-ondaire.
⊲ Conernant la modélisation. Dans l'objetif de réduire le nombre d'expé-rienes nous sommes passés du modèle multipliatif au modèle additif. Commeon l'a signalé dans les onlusion, les surfaes de réponse d'ordre un peuventêtre insu�santes pour étudier ertains phénomènes. Il est don néessaire deproposer des modèles intermédiaires tels que les surfaes polynomiales d'ordredeux et trois.
⊲ Conernant le domaine expérimental. Dans e travail on n'a onsidéréque les restritions naturelles sur les proportions des omposants. Pour er-tains as d'appliation il est néessaire de restreindre les sous-mélanges à unepartie du simplexe don il faut imposer des ontraintes supplémentaires sur esproportions. Par exemple, il sont très ourants les ontraintes du type suivant :

D1 :






x1 ≥ 0.15
x2 ≥ 0.2
x3 ≥ 0.35

D2 :






0.18 ≤ x1 ≤ 0.7
0.2 ≤ x2 ≤ 0.6
0.1 ≤ x3 ≤ 0.4

D3 :

{
x2 ≥ x1

2x1 + x3 ≤ 0.8

⊲ Mise en ouvre d'un logiiel après approfondissement des trois pointspréédents.
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