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Résumé

Cette thèse s'intéresse aux jeux statistiques avec observations partielles. Ces jeux
ne sont pas la formalisation d'une intéraction stratégique entre deux joueurs parfaite-
ment rationnels, mais entre un joueur et la nature (ou l'environnement). On donne ce
nom au second joueur car aucune hypothèse n'est faite sur ses paiements, ses objectifs
ou sa rationalité.

Les observations du joueur sont dites complètes s'il observe les choix de la nature,
i.e. si il apprend a posteriori soit quelle est, à chaque étape, l'action choisie par
cette dernière soit au moins son propre paiement. On s'intéressera au cadre où cette
hypothèse est a�aiblie et où l'on suppose que le joueur n'a que des observations
partielles : il ne reçoit à chaque étape qu'un signal aléatoire dont la loi dépend de
l'action de la nature.

L'objectif principal de cette thèse est de généraliser des notions largement utili-
sées dans les jeux avec observations complètes au cadre des jeux avec observations
partielles. Nous allons en e�et, dans un premier temps, construire des stratégies qui
n'ont pas de regret interne et dans un deuxième temps nous allons caractériser les
ensembles approchables.

Mots-clés : Jeux répétés statistiques, Jeux à observations partielles, Apprentis-
sage en ligne, Approchabilité, Calibration, Regret

Abstract

This thesis explores statistical games with partial observations. Those games are
not the formalization of a strategic interaction between two rational players, but
between a player and Nature (or the environment). We give this name to the second
player since no assumption is made on her payo�s, objectives or rationality.

The observations of the player are said to be full if he observes the choices of
Nature, i.e. if he learns, after each stage, either which action she chose or at least
his own payo�. We will investigate the framework where this assumption is weaken
and where we assume that the player has only partial observations : he only receives
at each stage a random signal whose law depends on Nature's action.

The main objective of this thesis is to generalize notions widely used in games with
full observations to the framework of games with partial observations. Indeed, we �rst
construct strategies without internal regret and then we characterize approachable
sets.

Keywords : Repeated statistical games, Games with partial monitoring, Online
learning, Approachability, Calibration, Regret
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1
Introduction, Plan et Principaux Résultats

C
ette thèse s'intéresse aux jeux statistiques avec observations partielles. Elle
s'inscrit dans la lignée des travaux de Blackwell et Girshick [20] et récemment

ceux de Cesa-Bianchi et Lugosi [29], par exemple. Ces jeux ne sont pas la formalisation
d'une intéraction stratégique entre deux joueurs parfaitement rationnels, mais entre
un joueur et la nature (ou l'environnement). On donne ce nom au second joueur car
aucune hypothèse n'est faite sur ses paiements, ses objectifs ou sa rationalité.

Une tentative de résolution, que l'on pourrait quali�er de naïve, des jeux sta-
tistiques serait de les considérer comme à somme nulle et de chercher ensuite des
stratégies optimales � on ne rentrera pas dans les détails des jeux à somme nulle,
pour ceux-ci il vaut mieux consulter Sorin [107]. Dans les jeux statistiques, jouer une
telle stratégie peut conduire à de mauvais résultats et il est donc nécessaire de dé�nir
d'autres critères Par exemple, considérons le jeu répété où les paiements sont dé�nis
par la matrice de gauche dans la �gure 1.

G D G D
H (0,0) (-1,1) H (0,0,0) (-1,-2,-3)
B (1,-1) (-2,2) B (1,0,-1) (-2,2,100)

Figure 1.1: À gauche, un exemple de jeux à somme nulle. À droite, un jeu à paie-
ments vectoriels.

À chaque étape, la nature choisit une colonne G ou D et simultanément (et indé-
pendamment) le joueur choisit une ligne H ou B. Le paiement du joueur est alors la
première coordonnée de la case choisie, et celui de la nature le second (par exemple
si la nature choisit G et le joueur B, ce dernier obtient 1 et la nature -1). Si l'on
suppose que la nature est rationnelle, elle devrait jouer à chaque étape D et donc le
joueur devrait toujours jouer H pour obtenir un paiement de -1 ; il s'agit d'ailleurs
de sa stratégie optimale. Si l'on ne suppose pas de rationalité de la part de la nature,

1



2 1. Introduction, Plan et Principaux Résultats

il est possible qu'elle joue à chaque étape G. La bonne stratégie deviendrait alors de
toujours jouer B pour obtenir un paiement égal à 1 au lieu de 0.

La première di�culté (et peut être la plus grande) lorsque l'on s'intéresse aux
jeux statistiques est tout simplement de dé�nir la (ou du moins une) notion de bonne
stratégie. Celle que Hannan [56] proposa a une intuition simple ; il faudrait qu'un
joueur ne puisse pas se dire après su�samment d'étapes : Si j'avais su comment la
nature allait jouer, j'aurais mieux fait de toujours choisir la même action. La di�érence
entre la moyenne de ce que le joueur aurait pu obtenir et ce qu'il a e�ectivement
obtenu s'appelle le regret externe.

L'utilisation du regret est valable car les objectifs du joueur � à défaut de ceux
de la nature � sont bien dé�nis : il cherche à maximiser son paiement. Blackwell [17]
a, quant à lui, étudié les jeux où les paiements sont des vecteurs de Rd. Par exemple,
dans le jeu de droite de la �gure 1, si la nature joue D et le joueur H, son paiement
est (−1,−2,−3) alors qu'il aurait obtenu (−2, 2, 100) en jouant B. Dans ce cadre
d'optimisation multi-critères, les objectifs du joueur ne sont pas intrinsèques. En e�et,
il pourrait maximiser les coordonnées suivant un ordre (par exemple la première, puis
la deuxième, puis la troisième) ou alors maximiser la plus grande (ou la plus petite)
des coordonnées, leur somme, etc.

Supposons que les objectifs du joueur soient représentés par un ensemble E ⊂ Rd

(i.e. un sous-ensemble de l'espace des paiements). Une bonne stratégie pour Blackwell
est une stratégie qui approche E, c'est-à-dire telle que, quoi que fasse la nature, la
moyenne des paiements converge vers E.

On dit que le jeu est à observations complètes si le joueur observe les choix de la
nature, i.e. si il sait a posteriori quelle est la colonne choisie à chaque étape � ou
du moins son paiement. Une seconde di�culté s'ajoute lorsque cette hypothèse est
a�aiblie et que l'on suppose que le joueur n'a que des observations partielles : il ne
reçoit qu'un signal aléatoire dont la loi dépend de l'action de la nature.

Par exemple, dans les jeux de la �gure 1, on peut supposer qu'à chaque étape le
joueur voit quelle était la colonne choisie avec probabilité 0.5. Ainsi en moyenne une
fois sur deux , il a connaissance de la case choisie, sinon il ne connaît que la ligne. Sous
ces conditions, construire des stratégies avec les propriétés précédentes peut paraître
plus complexe.
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Plan et résultats principaux

Les objectifs de cette thèse sont doubles :
1) Construire des stratégies qui n'ont pas de regret interne avec observations
partielles en suivant l'approche de Lehrer et Solan [74]).

2) Caractériser les ensembles approchables (en étendant les résultats de Black-
well [17]) avec observations partielles.

Observations complètes

La première partie de la thèse est consacrée aux jeux avec observations complètes.
Dans les chapitres 2, 3 et 4, on rappelle les dé�nitions et des résultats sur l'approcha-
bilité et le non-regret. On introduit également la notion de calibration qui est l'outil
statistique à la base de nos algorithmes, avant de mettre en évidence les liens entre
ces trois concepts. Les démonstrations sont omises, sauf lorsque l'on propose des mo-
di�cations des preuves originales (ou lorsque l'on applique des théorèmes généraux à
des cas particuliers). Le cas échéant, on précisera quel est le nouvel argument et son
intérêt.

Le cinquième chapitre est consacré aux équivalences entre ces trois notions, ce qui
se traduit par le fait que :

i) une stratégie sans regret peut être déduite d'une stratégie d'approchabilité
(Hart et Mas-Colell [57]) ;

ii) une stratégie calibrée peut être déduite d'une stratégie sans regret (Foster et
Vohra [43] et Sorin [108]) ;

iii) une stratégie d'approchabilité d'un convexe peut être déduite d'une stratégie
calibrée (Perchet [92]).

Il existe également d'autres implications intermédiaires, comme la construction d'une
stratégie calibrée directement à partir d'une stratégie d'approchabilité (Mannor et
Stoltz [80] et Foster [41]) ou d'une stratégie sans regret à partir d'une stratégie calibrée
(Foster et Vohra [42]).

On fournit les preuves de ces résultats car elles fournissent des intuitions pour le
cadre des jeux avec observations partielles. Cette première partie s'inspire fortement
du cours Lectures on Dynamics in Games de Sorin [108].

Observations partielles

La seconde partie de la thèse est consacrée aux jeux avec observations partielles
et contient les contributions originales (le point iii) est repris dans le chapitre 6). Les
principaux résultats sont :

Dans le sixième chapitre : le théorème 6.16 donne l'existence et la construction
de stratégies sans regret interne (sous des conditions plus fortes, leur existence a été
montrée par Lehrer et Solan [74]).
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Dans le septième chapitre : le théorème 7.20 donne un algorithme qui construit
une stratégie sans regret interne (avec l'évaluation au pire cas) dont la vitesse de
convergence est optimale, i.e. en O

(
n−1/3

)
(sous ces hypothèse la vitesse de Lugosi,

Mannor et Stoltz [78] était de O
(
n−1/5

)
).

Dans le huitième chapitre : le théorème 8.8 caractérise, de manière géométrique,
les ensembles convexes approchables.

Dans le neuvième chapitre : le théorème 9.20 caractérise les ensembles quelconques
approchables, en introduisant un nouveau jeu abstrait appelé purement informatif où
le paiement d'une étape est l'information maximale disponible.
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Outline and main results

The objectives of this thesis are double :
1) To construct strategies without internal regret with partial monitoring (as
introduced by Lehrer and Solan [74]) ;

2) To characterize approachable sets with partial monitoring (following Black-
well [17].

Full monitoring

The �rst part of this thesis is devoted to the full monitoring case. In chapter
Z, 3 and 4, we recall de�nitions and results on approachability and no-regret. We
also introduce the notion of calibration, which is the statistical tool on which our
algorithms rely. Proofs are omitted, except if we provide modi�cations � in that
case we will specify what is the new argument and its interest � or if we apply
general theorems to speci�c cases.

The �fth chapter is concerned with the equivalence between these three notion,
which can be seen through the following properties :

i) a strategy without regret can be deduced from an approachability strategy
(Hart and Mas-Colell [57]) ;

ii) a calibrated strategy can be deduced from a strategy without regret (Foster
and Vohra [43] and Sorin [108]) ;

iii) an approachability strategy of a convex set can be deduced from a calibrated
strategy (Perchet [92]).

There also exist implications within this cycle : a calibrated strategy can be derived
from an approachability strategy (Mannor et Stoltz [80] and Foster [41]) or a strategy
with no-regret can be derived from a calibrated strategy (Foster and Vohra [42]).

We provide the proofs of those results since they gave intuitions for the partial
monitoring framework. This �rst part is greatly inspired from the course Lectures on
Dynamics in Games of Sorin [108].

Partial monitoring

The second part of this thesis is devoted to the partial monitoring framework and
contains our original contributions ( point iii) can be also found in chapter 6). The
main results are :

In Chapter 6 : Theorem 6.16 gives the existence and the construction of strategies
with no internal regret (under stronger assumptions, their existence was proved by
Lehrer et Solan [74]).

In Chapter 7 : Theorem 7.20 provides an algorithm that constructs a strategy
with no internal regret (with the worst case evaluation) whose rate of convergence is
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optimal, i.e. in O
(
n−1/3

)
(under those assumptions the rate of Lugosi, Mannor and

Stoltz [78] was O
(
n−1/5

)
).

In Chapter 8 : Theorem 8.8 characterizes, in a purely geometrical way, convex
sets that are approchable.

In Chapter 9 : Theorem 9.20 characterizes approachable sets, by introducing a
new abstract game called purely informative where the payo� at any stage is the
maximal information available.



Première partie

Jeux à Observations Complètes
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2
Approchabilité

Ce chapitre est consacré aux dé�nitions et caractérisations d'ensembles
approchables, en dimension �nie comme en dimension in�nie. Il se conclut
par plusieurs extensions (stratégies à mémoire bornée, approches conti-
nues, durées d'étape variables, etc. )

Sommaire

2.1 En dimension �nie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

Approchabilité classique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

Approchabilité faible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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2.3 Extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

Approches continues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

Durées d'étape variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

Paiements non bornés et loi forte des grands nombres . . . . . . . 20

Approchabilité avec activations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

Stratégies à mémoire bornée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

B
lackwell [17] a dé�ni l'approchabilité d'un ensemble donné E, dans un jeu
répété Γ à deux joueurs avec paiements vectoriels, comme une propriété analogue

à l'existence de la valeur d'un jeu à somme nulle Γ0. Dans ce dernier, si l'on note
I (resp. J) l'espace d'actions du joueur 1 (resp. du joueur 2) et ρ la fonction de
paiement dé�nie sur I×J à valeurs dans R, alors l'objectif des deux joueurs est dé�ni
intrinsèquement : le joueur 1 maximise le paiement et le joueur 2 le minimise. On
appelle v = maxi∈I minj∈J ρ(i, j) le maxmin de Γ0, c'est-à-dire le paiement minimal
que le joueur 1 peut être assuré d'obtenir quelle que soit la stratégie du joueur 2. De
manière duale, on appelle v = minj∈J maxi∈I ρ(i, j) le minmax de Γ0. Sous certaines
conditions de régularité (voir par exemple Sorin [107], Appendice A), v et v sont
égaux et leur valeur commune, notée v, est appelée valeur de Γ0.

9
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Une telle dé�nition des objectifs n'est pas intrinsèque avec une fonction de paie-
ment vectorielle (i.e. à valeurs dans un espace euclidien Rd). Un joueur pourrait
maximiser la première coordonnée et minimiser la seconde coordonnée de son paie-
ment, ou alors maximiser la somme des coordonnées, etc. Les objectifs du joueur 1
dans Γ sont représentés par un sous-ensemble de Rd, noté E. On dit que celui-ci
est approchable par le joueur 1, si ce dernier a une stratégie telle qu'à partir d'une
certaine étape et avec une grande probabilité, la moyenne de Cesaro des paiements
reste proche de E, quelle que soit la stratégie du joueur 2. L'analogie entre approcha-
bilité et valeur d'un jeu est visible lorsque l'on remarque que dans un jeu à somme
nulle l'ensemble [v,+∞[ est approchable par le joueur 1 et l'ensemble ] −∞, v] est
approchable par le joueur 2.

2.1 En dimension finie

Soit Γ = (I, J, ρ) le jeu répété à deux joueurs où I (resp. J) est l'espace �ni
d'actions du joueur 1 (resp. du joueur 2) et ρ : I × J → Rd est la fonction de
paiement à valeur vectorielle. On note ρn = ρ(in, jn) le paiement induit à l'étape
n ∈ N par les choix des actions in ∈ I et jn ∈ J . Ceux-ci sont fonctions de l'histoire,
i.e. des observations passées hn−1 = (i1, j1, . . . , in−1, jn−1) ∈ (I × J)n−1 := Hn−1.

Explicitement, une stratégie σ du joueur 1 (resp. τ du joueur 2) est une application
de l'ensemble des histoires �nies H :=

⋃
n∈NHn dans ∆(I) (resp. ∆(J)), l'ensemble

des mesures de probabilité sur I (resp. J). Un couple de stratégies (σ, τ) génère
une mesure de probabilité � d'après le théorème d'extension de Kolmogorov � sur
l'ensemble des histoires in�nies (ou parties) du jeu muni de la tribu produit, noté
H = (I × J)N.

Étant donné un ensemble fermé E de Rd, on note d(x,E) = inf {‖x− z‖2 ; z ∈ E}
la distance de x à E, Eδ =

{
x ∈ Rd, d(x,E) < δ

}
le δ-voisinage ouvert de E et

ΠE(x) = {π ∈ E; ‖x− π‖ = d(π,E)} la projection de x sur E, en général non uni-
voque. La fonction ρ est étendue à ∆(I)×∆(J) par ρ(x, y) = Ex,y [ρ(i, j)]. La moyenne
d'une suite a = {am ∈ Rd}m∈N jusqu'à l'étape n est notée an =

∑n
m=1 am/n.

Approchabilité classique

Dé�nition 2.1

i) Un ensemble fermé E ⊂ Rd est approchable par le joueur 1 si pour tout
ε > 0, il existe une stratégie σε et un entier N ∈ N tels que pour toute
stratégie τ du joueur 2 et tout n ≥ N :

Eσε,τ [d(ρn, E)] ≤ ε et Pσε,τ

(
sup
n≥N

d(ρn, E) ≥ ε

)
≤ ε.

ii) Un ensemble E est repoussable par le joueur 2 s'il existe δ > 0 tel que le
complémentaire de Eδ soit approchable par le joueur 2.
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Un ensemble E ⊂ Rd est donc approchable par le joueur 1 si ce dernier possède une
stratégie telle que le paiement moyen converge presque sûrement vers E, uniformé-
ment par rapport aux stratégies du joueur 2. On appelle stratégie d'approchabilité
de E une stratégie σ qui véri�e le point i) pour tout ε > 0.

L'utilisation de δ-voisinages dans la dé�nition de la repoussabilité implique qu'un
ensemble E ne peut être à la fois approchable par le joueur 1 et repoussable par le
joueur 2. Néanmoins, le contraire n'est pas vrai, il existe des ensembles qui ne sont
ni approchables ni repoussables comme c'est le cas dans l'exemple suivant, issu de
Blackwell [17].

Exemple : Soient le jeu sous forme matricielle A et l'ensemble E ⊂ R2 suivants :

A =

(
(0, 0) (0, 0)
(1, 0) (1, 1)

)
et E = {(1/2, y); 0 ≤ y ≤ 1/4}

⋃
{(1, y), 1/4 ≤ y ≤ 1} .

En jouant durant les N premières étapes la ligne du bas puis durant les N étapes
suivantes la ligne du haut (resp. la ligne du bas) si ρ2

n � la seconde coordonnée
de ρn � est plus petite (resp. plus grande) que 1/2, le joueur 1 s'assure que ρ2N

est dans E. Il n'est donc pas repoussable. La stratégie du joueur 2 consistant à
jouer la colonne de droite (resp. gauche) si ρ1

n est plus petit (resp. plus grand) que
3/4 empêche que le paiement converge vers E.

Blackwell [17] a donné une condition purement géométrique qui assure qu'un en-
semble E est approchable. Pour l'exprimer, on appelle P 1(y) = {ρ(x, y);x ∈ ∆(I)},
l'ensemble des paiements espérés compatibles avec y ∈ ∆(J) ; P 2(x) est dé�ni de
manière similaire.

Dé�nition 2.2

Un ensemble fermé E ⊂ Rd est un B-set, si pour tout z ∈ Rd, il existe un
projeté π ∈ ΠE(z) et x (= x(z)) ∈ ∆(I) tels que l'hyperplan passant par π et
perpendiculaire à z − π sépare z de P 2(x), ou formellement :

∀z ∈ Rd,∃π ∈ ΠE(z),∃x ∈ ∆(I) : ∀y ∈ ∆(J), 〈ρ(x, y)− π, z − π〉 ≤ 0. (2.1)

Blackwell a dé�ni un B-set à partir des points extérieurs à l'ensemble. Il est aussi
possible de le faire directement à partir des points appartenant à E. Étant donné
un point p ∈ E, q ∈ Rd est une normale proximale à E en p (voir par exemple
Clarke [32]) s'il existe τ > 0 tel que p + τq se projette sur E en p. L'ensemble des
normales proximales à E au point p ∈ E est donc dé�nie par

NCE(p) =
{
q ∈ Rd : ∃τ > 0, p = ΠE(p+ τq)

}
.

Avec cette dé�nition, As Soulaimani, Quincampoix et Sorin [4], théorème 8, ont établi
qu'un ensemble E est un B-set si et seulement si tous les points p ∈ E véri�ent la
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condition de Blackwell, i.e.

∀q ∈ NCE(p),∃x ∈ ∆(I), ∀y ∈ ∆(J), 〈ρ(x, y)− p, q〉 ≤ 0. (2.2)

Être un B-set est bien une condition su�sante pour être un ensemble approchable
avec en plus une vitesse de convergence explicite :

Théorème 2.3 (Blackwell [17])

Si E est un B-set, alors E est approchable par le joueur 1. De plus, la stratégie
σ du joueur 1 dé�nie par σ(hn) = x(ρn) est telle que pour toute stratégie τ du
joueur 2 et tout η > 0 :

Eσ,τ [d
2
E(ρn)] ≤ K2

n
et Pσ,τ

(
sup
n≥N

d(ρn, E) ≥ η

)
≤ 2K2

η2N
, (2.3)

où K = min (2M,M + ‖E‖), M = supi,j ‖ρ(i, j)‖ et ‖E‖ = supz∈E ‖z‖.

Blackwell [17] a montré que la distance du paiement espéré à l'ensemble est bornée
par 2M/

√
n. Mertens, Sorin et Zamir [84] (théorème 4.3 page 102) ont montré la

convergence presque sûre avec comme constante K = 2M . D'ailleurs, même si dans
ce cadre précis les deux quantités sont identiques, on peut remplacer supi,j ‖ρ(i, j)‖2

par supx,y Ex,y[‖ρ(i, j)‖2].
La variante de la démonstration de Blackwell ci-dessous n'a d'intérêt que si les

paiements sont grands comparés aux éléments de E ; par exemple, dans le cas E = {0}
les constantes sont divisées par 4.

Démonstration . Dé�nissons la stratégie du joueur 1 par σ(hn) = x(ρn). En notant
δn = d(ρn, E) et πn un élément de ΠE(ρn) donné par la condition de Blackwell (2.1),
on obtient :

δ2
n+1 ≤

∥∥ρn+1 − πn
∥∥2

=

∥∥∥∥ n

n+ 1
(ρn − πn) +

1

n+ 1
(ρn+1 − πn)

∥∥∥∥2

=
n2

(n+ 1)2
δ2
n +

1

(n+ 1)2
‖ρn+1 − πn‖2 +

2n

(n+ 1)2
〈ρn − πn, ρn+1 − πn〉 .

En conditionnant par hn, en utilisant la condition (2.1), ainsi que la dé�nition de M
et ‖E‖, la dernière inéquation devient :

Eσ,τ
[
δ2
n+1

∣∣hn] ≤ n2

(n+ 1)2
δ2
n +

(M + ‖E‖)2

(n+ 1)2
.

Une récurrence donne Eσ,τ [δ2
n] ≤ (M + ‖E‖)2/n, ce qui implique la convergence en

probabilité de ρn vers C. Pour prouver la convergence presque sûre, il su�t de re-
marquer que Zn = δ2

n +Eσ,τ
[∑∞

k=n ‖ρk+1 − πk‖2 /(k + 1)2
∣∣hn] est une surmartingale

et ensuite conclure de manière identique à Mertens Sorin et Zamir [84]. �
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Remarques : La stratégie décrite dans le théorème 2.3 n'utilise pas le fait que le
joueur 1 observe les actions du joueur 2 ; il lui su�t en e�et d'apprendre à
chaque étape le paiement ρn. En particulier, la �nitude de J ne joue aucun
rôle. On pourrait supposer qu'à chaque étape le joueur 2 choisit un vecteur
U = (U i)i∈I dans un compact U ⊂

(
Rd
)I

et que le paiement est simplement
dé�ni par ρ(x, U) = x.U =

∑
i∈I x

iU i ∈ Rd. La condition de Blackwell (2.1) pour
un ensemble E devient alors :

∀z ∈ Rd, ∃p ∈ ΠE(z), inf
x∈∆(I)

sup
U∈U
〈x.U − p, z − p〉 ≤ 0.

De plus ρn −Eσ,τ [ρn|hn−1] est une di�érence de martingale (son espérance condi-
tionnelle à hn−1 est nulle) donc en utilisant l'inégalité d'Hoe�ding-Azuma [61, 11]
pour les sommes de di�érences de martingales (voir aussi Cesa-Bianchi et Lu-
gosi [29]), on peut montrer qu'il su�t que le joueur 1 observe son paiement espéré
Eσ,τ [ρn|hn−1] pour approcher un B-set.

Il existe deux caractérisations d'ensembles approchables convexes équivalentes :

Théorème 2.4 (Blackwell [17])

Un ensemble convexe C ⊂ Rd est approchable par le joueur 1
si et seulement si tout demi-espace qui le contient est approchable et
si et seulement si :

P 1(y) ∩ C 6= ∅, ∀y ∈ ∆(J). (2.4)

En particulier, un convexe C est soit approchable par le joueur 1 soit repoussable
par le joueur 2.

Remarques : En utilisant le théorème de Von Neumann, Blackwell [17] a prouvé
qu'un ensemble C véri�ant la condition (2.4) véri�e aussi la condition (2.1) et
est donc un B-set. Ce théorème est prouvé ultérieurement dans la section 5.3,
sans faire appel à ces outils. En fait, cette caractérisation peut être vue comme
l'analogue du théorème du Minmax de Von Neumann : si pour tout y ∈ ∆(J), il
existe x ∈ ∆(I) tel que ρ(x, y) est dans C alors il existe une stratégie du joueur 1
telle que, contre toute stratégie du joueur 2, le paiement moyen converge vers C.
En particulier, il y a � au moins � deux façons de prouver qu'un ensemble
convexe C est approchable : soit en montrant directement que C est un B-set, ce
qui donne une expression d'une stratégie d'approchabilité, soit en montrant que
le joueur 2 ne peut repousser C. On sait qu'il existe alors une stratégie d'appro-
chabilité du joueur 1 et calculer cette stratégie revient, étape par étape, à trouver
une stratégie optimale dans un jeu auxiliaire à somme nulle.

Il existe également une condition nécessaire et su�sante d'approchabilité pour un
ensemble quelconque :
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Proposition 2.5 (Spinat [110])

Un ensemble est approchable si et seulement si il contient un B-set.

L'idée principale de la démonstration est la suivante : s'il existe un point p d'un en-
semble approchable E ne véri�e pas la condition de Blackwell (2.1) � un tel point est
appelé secondaire � alors l'ensemble E privé d'un voisinage de p reste approchable.
Grossièrement, en enlevant tous les points secondaires à un ensemble E, on obtient
un B-set (la démonstration du théorème 9.20 est similaire est donnée en section 9.2).

Cela dit, véri�er qu'un ensemble donné est un B-set est très coûteux : Mannor et
Tsitsiklis [81] ont montré (en le réduisant à 3-SAT) que, même pour que les cas du
singleton {0} ou d'un orthant, le problème de savoir si un ensemble est repoussable
est NP-di�cile.

Approchabilité faible

Dans l'exemple donné par Blackwell [17] d'un ensemble qui n'est ni approchable
ni repoussable, le joueur 1 a cependant une stratégie (dépendante de N qui doit
être assez grand) qui lui assure qu'à l'étape N le paiement moyen ρN est ε-proche
de E. Blackwell a appelé cette propriété approchabilité faible et a conjecturé que
tout ensemble est soit faiblement approchable, soit faiblement repoussable, ce qui est
dé�ni de manière analogue. La démonstration est due à Vieille [113].

Dé�nition 2.6

i) Un ensemble fermé E ⊂ Rd est faiblement approchable par le joueur 1 si
pour tout ε > 0, il existe un entier N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , le
joueur 1 ait une stratégie σn telle que pour toute stratégie τ du joueur 2
Eσn,τ [d(ρn, E)] ≤ ε.

ii) Un ensemble E est faiblement repoussable par le joueur 2 s'il existe
δ > 0 tel que le complémentaire de Eδ soit faiblement approchable par
le joueur 2.

Il est important de noter que dans ce cadre les stratégies σ du joueur 1 peuvent
dépendre de la longueur du jeu N , ce qui n'était pas le cas pour l'approchabilité
classique.

Théorème 2.7 (Vieille [113])

Un ensemble fermé est soit faiblement approchable par le joueur 1, soit faible-
ment repoussable par le joueur 2.

Vieille [113] a construit un jeu di�érentiel D (en temps continu et de durée �nie) tel
que les répétitions �nies de Γ peuvent être vues comme des discrétisations de D. Le
résultat se déduit de l'existence d'une valeur du jeu D.
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2.2 En dimension infinie

On considère dans cette section une variante de Γ � introduite par Lehrer [69] �
où l'espace d'arrivée de la fonction de paiements ρ n'est plus un espace de dimension
�nie mais L2(Ω,R) où (Ω,F , λ) est un espace probabilisé. Dans ce contexte, seuls des
ensembles convexes seront approchés, ce qui est dé�ni de la façon suivante :

Dé�nition 2.8

Un ensemble convexe fermé C de L2(Ω,R) est approchable par le joueur 1, si ce
dernier possède une stratégie σ telle que pour toute stratégie τ du second joueur
ρn converge λ-presque sûrement vers C pour Pσ,τ -presque toutes les histoires.

En dimension in�nie, on ne requiert pas que la convergence soit uniforme par rapport
aux stratégies du joueur 2. Le produit scalaire de L2, noté 〈·, ·〉, dé�nit une notion de
B-set de manière identique au cas de la dimension �nie.

Théorème 2.9 (Lehrer [69])

Un B-set convexe C est approchable par le joueur 1.

Ce théorème est une conséquence des deux lemmes suivants, adaptés des résultats de
Lehrer [69]. Le premier est l'équivalent du principe géométrique de Blackwell et le
second est un résultat de convergence de variables aléatoires.

Lemme 2.10

Soit C un convexe fermé de L2(Ω,R) et supposons que :
i) (gn)n∈N est une suite de variables aléatoires bornées λ-ps par B ∈ L2 ;
ii) 〈gn − ΠC(gn), gn+1 − ΠC(gn)〉 ≤ 0.

Alors gn converge vers C, λ-ps.

Démonstration . Les arguments de la dimension �nie impliquent que, pour tout
n ∈ N, d2(gn, C) ≤ 4‖B‖2/n et donc gn converge en probabilité vers C. Cependant,
si l'on note fn = gn−ΠC(gn) et comme la projection sur un convexe est 1-Lipschitz :

‖fn+1 − fn‖ ≤
∥∥gn+1 − gn −

[
ΠC

(
gn+1

)
− ΠC (gn)

]∥∥ ≤ 2
∥∥gn+1 − gn

∥∥ ≤ 4‖B‖
n+ 1

.

Finalement, le résultat est une conséquence directe du lemme suivant. �

Lemme 2.11

Toute suite fn ∈ L2(Ω,R) telle que ‖fn‖2 = O
(

1
n

)
et ‖fn+1 − fn‖2 = O

(
1
n2

)
converge vers 0, λ-presque sûrement.
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Démonstration . Soit (fn)n∈N une telle suite et A > 0 tels que ‖fn−fn−1‖2 ≤ An−2.
En notant βn = n5/6, la série

∑+∞
n=1 βn‖fn‖2/n est convergente. Pour tout n ∈ N, on

note Mn =
⌈
n

6
5

⌉
et on appelle kn l'entier qui minimise ‖fk‖ sur ]Mn,Mn+1], ainsi :

‖fkn‖2 ≤ 1

Mn+1 −Mn

Mn+1∑
k=Mn+1

‖fk‖2 ≤ Mn+1

Mn+1 −Mn

Mn+1∑
k=Mn+1

‖fk‖2

k
.

CommeMn+1(Mn+1−Mn)−1 ∼ 5/6n et βMn ∼ n, alors ‖fkn‖2 ≤
∑Mn+1

k=Mn+1 βk‖fk‖2/k
et donc

∑
n∈N ‖fkn‖2 < +∞. Le lemme de Fatou implique que fkn converge vers 0

λ-ps. Soit k ∈]Mn,Mn+1] et hk = fk − fkn , alors pour k > kn (le résultat s'obtient de
manière similaire pour k ≤ kn) :

‖hk‖2 ≤

∥∥∥∥∥
k∑

j=kn+1

(fj − fj−1)

∥∥∥∥∥
2

≤ A
(k − kn)2

M2
n

≤ A

(
Mn+1 −Mn

Mn

)2

et en sommant on obtient :
∞∑
n=1

‖hn‖2 ≤
∞∑
k=1

A

(
Mk+1 −Mk

Mk

)2

(Mk+1 −Mk) =
∞∑
k=1

A

(
Mk+1 −Mk

Mk

)3

Mk <∞

car Mk+1−Mk

Mk
= O(k−1). Donc (hk)k∈N converge λ-ps vers 0 et la suite (fk)k∈N, en tant

que somme de deux suites convergentes, converge λ-ps vers 0. �

Remarque : L'hypothèse de convexité de C n'est utilisée que pour avoir une pro-
jection Lipschitzienne. Lehrer [69], dé�nition 4, a montré qu'il su�sait en fait que
l'ensemble C véri�e la propriété suivante, appelée L2-boundedness : pour toute
suite (gn)n∈N dans L2(Ω,R) :

1) s'il existe B1 ∈ L2 qui majore tous les gn alors il existe B2 ∈ L2 qui majore
toutes les projections sur C ;

2) s'il existe B1 ∈ L2 telle que pour tout n ∈ N, |gn+1 − gn| ≤ B/n, alors il
existe B2 ∈ L2 telle que |ΠC (gn+1)− ΠC (gn)| ≤ B2/n pour tout n.

Démonstration du théorème 2.9 . On suppose que le joueur 1 utilise la stratégie
σ donnée par la dé�nition d'un B-set et on note τ la stratégie du second joueur.
Soit λ⊗ Pσ,τ la mesure produit sur l'espace produit Ω×H, sur lequel on dé�nit les
variables aléatoires ρ̃n par ρ̃n(h, ω) = ρn(in, jn)(ω), où (in, jn) est le couple d'actions
joué à la n-ème étape le long de h ∈ H. Comme ρ est bornée, alors ρ̃n véri�e le
point i) du Lemme 2.10 ; l'hypothèse ii) est, quant à elle, véri�ée par dé�nition de σ.
Ainsi ρ̃n converge λ⊗ Pσ,τ -presque sûrement vers C qui est donc approchable par le
joueur 1. �

Le théorème 2.9 implique que la caractérisation d'un convexe fermé approchable
est donc exactement la même en dimension in�nie et en dimension �nie. En particu-
lier, un convexe est toujours soit approchable par le joueur 1, soit repoussable par le
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joueur 2 et ce dès que les deux joueurs ont un ensemble �ni d'actions. Il est possible de
relâcher cette dernière hypothèse en suivant Mertens, Sorin et Zamir [84], théorème
4.5 p. 103.

On suppose que les espaces d'actions (I, I) et (J,J ) sont deux espaces mesurables
et ρ : I × J → L2(Ω, µ,F) est la fonction de paiement du joueur 1, étendue comme
précédemment à ∆(I)×∆(J), le produit des espaces de probabilités sur I et J munis
de la topologie faible-?. On suppose qu'il existe B ∈ L2(Ω, µ,F) qui borne ρ(i, j)
pour tout i, j ∈ I × J et que pour tout y ∈ ∆(J), P 1

f (y), l'adhérence de P 1(y), est
compacte.

Proposition 2.12

Si pour tout u ∈ L2(Ω, µ,F), tel que supx∈C〈x, u〉 < +∞, le jeu à somme nulle
où les paiements sont dé�nis par 〈u, ρ(i, j)〉 a une valeur, alors :

a) C est approchable par le joueur 1 si et seulement si pour tout y ∈ ∆(J),
P 1
f (y)

⋂
C 6= ∅ ;

b) s'il existe y0 tel que P 1
f (y0)

⋂
C = ∅ alors C est repoussable par le

joueur 2 ;
c) C est approchable par le joueur 1 si et seulement si pour tout ε > 0,
pour tout q ∈ L2(Ω) et pour tout y ∈ ∆(J), il existe x ∈ ∆(I) tel que
〈q − ΠC(q), ρ(x, y)− Π(q)〉 ≤ ε.

La preuve est identique à celle en dimension �nie. La condition d'existence de la
valeur dans le jeu de paiement 〈u, ρ(i, j)〉 est par exemple satisfaite dès que I est
compact et ρ(·, j) est continue (voir par exemple Sorin [107], Annexe A). De plus, ces
hypothèses assurent que P 1(y) est compact.

En l'absence de compacité de P 1
f (y), il se peut que P 1

f (y0)
⋂
C soit vide pour un

certain y0 ∈ ∆(J) et que C soit approchable. La condition d'approchabilité des points
a) et c) est alors seulement su�sante.

2.3 Extensions

On introduit quelques versions d'approchabilité dans un contexte continu. Celles-
ci fournissent de nouvelles preuves des résultats précédents qui peuvent être géné-
ralisées facilement, notamment lorsque la durée des étapes varie. Trois dernières
extensions sont considérées, lorsque les paiements ne sont pas bornés, lorsque les
coordonnées du paiement peuvent être actives ou non et lorsque l'on suppose que les
joueurs ont une rationalité limitée.

Approches continues

Benaïm, Hofbauer et Sorin [15] ont remarqué que la stratégie d'approchabilité d'un
B-set E décrite dans le théorème 2.3 véri�ait à l'étape n la relation de récurrence
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suivante : conditionnellement à hn,

Eσ,τ
[
ρn+1

∣∣hn]− ρn ∈ 1

n+ 1

(
N(ρn)− ρn

)
,

où N(z) =
{
ω ∈ Rd; ‖ω‖∞ ≤ ‖ρ‖∞ et ∃p ∈ ΠE(z), 〈z − p, ω − p〉 ≤ 0

}
. La suite des

paiements moyens (ρn)n∈N est donc une approximation stochastique discrete (A.S.D.)
de ρ, solution de l'inclusion di�érentielle associée

ρ̇ ∈ N(ρ)− ρ, ρ(0) = ρ0 ∈ Rd.

La fonction g(t) = d (ρ(t), E) est une fonction de Lyapounov associée à E car sa
dérivée véri�e g′(t) ≤ −g(t) et donc g(t) ≤ g(0)e−t. Ainsi ρ converge vers E et
en tant qu'A.S.D. ρn converge presque sûrement vers E. Néanmoins, la vitesse de
convergence n'est pas connue et n'est, a priori, pas uniforme (cependant Sorin [109]
et Hart et Mas-Colell [58] ont obtenu des bornes explicites pour un cas particulier,
présenté en section 4.3).

As Soulaimani, Quincampoix et Sorin [4] ont, quant à eux, associé au jeu Γ un
jeu di�érentiel Da où l'espace de contrôles du joueur 1 (resp. joueur 2) est X = ∆(I)
(resp. Y = ∆(J)) et la dynamique est donnée par :

d

dt
ρ(t) =

−ρ(t) + ρ(x(t), y(t))

t
, ρ(0) = 0;

car ρ(t) = 1
t

∫
0t
ρ(x(s), y(s))ds est la moyenne temporelle des paiements. Après le

changement de variable t = es et ρ(s) = ρ(es), la dynamique devient

d

dt
ρ(s) = −ρ(s) + ρ(x(s), y(s)) := f(ρ(s), x(s), y(s)), ρ(0) = ρ(1).

Cette transformation permet d'obtenir une nouvelle caractérisation d'un B-set, à
savoir qu'un ensemble E est un B-set si et seulement si c'est un domaine discriminant
du joueur 1 pour la dynamique f , i.e.

∀p ∈ C, ∀q ∈ NCC(p), sup
y∈Y

inf
x∈X
〈f(p, x, y), q〉 ≤ 0.

Cette propriété est à mettre en relation avec la condition (2.3) de Blackwell exprimée
à partir des normales proximales.

Durées d'étape variables

Dans sa dé�nition originale de l'approchabilité, Blackwell [17] a considéré la suite
des moyennes arithmétiques des paiements. On peut également supposer que toutes
les étapes n'ont pas la même durée (ou le même poids dans les moyennes successives).
On appelle τn la durée de l'étape n ; une stratégie du joueur 1 approche alors un
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ensemble E si la suite des moyennes pondérées
∑n

k=1 τkρk/ (
∑n

k=1 τk) converge presque
sûrement vers E.

Il existe deux hypothèses distinctes sur la suite τn : soit elle est donnée de manière
exogène, soit elle est fonction des actions des joueurs, i.e. il existe une fonction τ
positive sur I × J telle que τn = τ(in, jn).

Dans le premier cas, appelons ρτ,n la moyenne pondérée des paiements jusqu'à
l'étape n. Cette suite satisfait la relation de récurrence

ρτ,n+1 − ρτ,n+1 =
τn+1∑n
k=1 τk

(
ρn+1 − ρτ,n

)
et donc l'approche continue de Benaïm, Hofbauer et Sorin [15] implique qu'un B-
set est approchable dès que la suite des τn/ (

∑n
k=1 τk) satisfait la condition d'un

algorithme de Robbins-Monroe, à savoir :∑
n∈N

(
τn∑n
k=1 τk

)
= +∞ et

∑
n∈N

(
τn∑n
k=1 τk

)2

< +∞.

Une démonstration semblable à celle des moyennes de Cesaro donne une vitesse de
convergence uniforme.

L'approchabilité dans le jeu Γ sous l'hypothèse d'existence d'une fonction τ stric-
tement positive telle que τn = τ(in, jn), a été étudiée par Mannor et Shimkin [79].
Elle se ramène toutefois à de l'approchabilité classique dans le jeu auxiliaire associé
Γ̂ où la fonction de paiement est dé�nie pour tout x ∈ ∆(I) et y ∈ ∆(J) par

ρτ (x, y) =

(
Ex,y [τ(i, j)ρ(i, j)] , τ(x, y)

)
∈ Rd ×R.

On associe à tout ensemble E ⊂ Rd (dans le jeu Γ), l'ensemble Ê ⊂ Rd×R (dans Γ̂)
dé�ni par :

Ê =

{
(R, t) ∈ Rd × [τ0, τ1];

1

t
R ∈ E

}
,

où τ0 > 0 et τ1 > 0 sont les bornes inférieure et supérieure de τ sur I × J . Il est
clair que si C est un ensemble convexe, Ĉ est aussi convexe. Cependant, le résultat
intéressant est l'équivalence entre les notions d'approchabilité.

Lemme 2.13

E est approchable dans Γ si et seulement si Ê l'est dans Γ̂. Pour tout ensemble
convexe C, l'ensemble Ĉ est aussi convexe.

Démonstration . Soit (R, t) tel que d
(

(R, t), Ê
)

:= ‖(R, t)− (Re, te)‖ ≤ ε. Alors

d

(
R

t
,E

)
≤
∥∥∥∥Rt − Re

te

∥∥∥∥ ≤ 1

te
‖R−Re‖+ ‖R‖

∣∣∣∣1t − 1

te

∣∣∣∣ ≤ ε

(
1

τ0

+
‖ρ‖∞
τ 2

0

)
.
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De la même façon si d(R/t, E) := d(R/t, re) ≤ ε avec t ∈ [τ0, τ1] alors

d
(

(R, t), Ê
)
≤ ‖(R, t)− (tre, t)‖ ≤ τ1

∥∥∥∥Rt − re
∥∥∥∥ ≤ τ1ε,

ce qui prouve la première partie du lemme.

La seconde partie est évidente et provient de la dé�nition de la convexité. �

Une conséquence directe de ce lemme est le théoreme 5.1 de Mannor et Shimkin [79] :

Proposition 2.14

Un ensemble convexe C est approchable si et seulement si pour tout y ∈ ∆(J),
il existe x ∈ ∆(I) tel que Ex,y [τ(i, j)ρ(i, j)] /τ(x, y) ∈ C.

Paiements non bornés et loi forte des grands nombres

Dans la remarque suivant la démonstration du théorème 2.3, on suppose que le
joueur 2 choisit à l'étape n un vecteur de paiement Un dans un compact U de

(
Rd
)I

et que le paiement espéré est égal à xn.Un (avec xn = σ(hn−1) la loi de in). Le fait
que tous les Un appartiennent à U peut être assoupli en :

∑
n∈N

‖Un‖2

(n+ 1)2
<∞

(
ou Eσ,τ

[∑
n∈N

‖xn.Un‖2

(n+ 1)2

]
<∞

)
. (2.5)

Sous cette hypothèse, la démonstration du théorème 2.3 ne change pas, i.e. Zn est
toujours une surmartingale mais

Eσ,τ [Zn] ≤ Eσ,τ [δ2
n] +

∞∑
m=n+1

‖Um‖2

(m+ 1)2
:=

4M2

n
+On

où On est une suite qui décroit strictement vers 0.
L'inégalité maximale de Doob pour les surmartingales (voir Neveu [85], prop.

IV.2.7) devient :

Pσ,τ (∃n ≥ N,Zn ≥ ε) ≤ Eσ,τ [Zn]

ε
≤ 4M2

εn
+
On

ε
.

L'approchabilité (avec paiements bornés) d'un ensemble peut être vue comme une
extension de la loi des grands nombres (voir Mertens, Sorin et Zamir [84], exercice 4
p. 104) : soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendantes et bornées (ou
de variances bornées). Alors la suite Xn −E[Xn] approche {0}, car pour tout n ∈ N
la condition de Blackwell 2.1 est véri�ée :〈(

Xn − Eσ,τ [Xn]
)
− 0,E [(Xn+1 − E[Xn+1)]]− 0

〉
= 0.
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L'approchabilité avec des paiements non bornés, mais véri�ant une des deux condi-
tions (2.5) peut être vue, quant à elle, comme une extension de la loi forte des grands
nombres de Kolmogorov : si Xn est une suite de variables indépendantes véri�ant le
critère de Kolmogorov, i.e. telle que la suite des variances vn véri�e

∑
n∈N vn/n

2, alors
Xn−E[Xn] converge presque sûrement vers 0 (voir par exemple Feller [40], chapitre
X.7).

Approchabilité avec activations

On suppose dans cette section que seules certaines coordonnées du vecteur de
paiement sont actives à chaque étape, bien qu'elles soient presque toutes actives une
in�nité de fois. Formellement, pour toute histoire �nie hn, on dé�nit une variable
aléatoire X [hn] ∈ L2(Ω,R) à valeurs dans {0, 1}. La coordonnée ω est active après
l'histoire hn si X [hn](ω) = 1 et l'on suppose que, le long de chaque histoire in�nie,∑

n∈NX [hn](ω) = +∞, pour λ-presque toutes les coordonnées ω ∈ Ω. Le paiement
de l'étape n est donné sous ces hypothèses par ρn = ρ(in, jn)X [hn] ∈ L2(Ω,R).

On se restreint dans cette section aux pavés de L2(Ω,R), i.e. aux ensembles de
la forme :

C = {f ∈ L2(Ω,R); c01W0 ≤ f1W0 et f1W1 ≤ c11W1}

où c0, c1 ∈ L2(Ω,R) et 1W0 ,1W1 sont des indicatrices d'ensembles mesurables de Ω.

Théorème 2.15

Soit C un pavé de L2 et σ une stratégie du joueur 1 telle que pour toute stratégie
τ du joueur 2 et tout n ∈ N, en notant xn+1 = σ(hn) et yn+1 = τ(hn) :〈

X [hn+1]∑n+1
m=1X [hm]

(
ρn − Πc(ρn)

)
, ρ(xn+1, yn+1)− ΠC(ρn)

〉
≤ 0.

Alors σ est une stratégie d'approchabilité de C.

Ceci est une conséquence du lemme suivant (voir Lehrer [69] théorème 4).

Lemme 2.16

Soit C un pavé de L2(Ω,R) et supposons que :
i) (gn)n∈N est une suite de variables aléatoires bornées λ-ps par B ∈ L2 ;
ii) (Xn)n∈N est une suite de variables aléatoires à valeurs dans {0, 1} telles
que

∑
n∈NXn = +∞, λ-presque sûrement ;

iii) gn =
∑n

k=1Xkgk/X n ;
iv) 〈Xn+1 (gn − ΠC(gn)) , (gn+1 − ΠC(gn)) /X n+1〉 ≤ 0.

Alors gn converge vers C, λ-ps.
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Démonstration . La démonstration est très proche de celle du Lemme 2.10 (elle
repose d'ailleurs aussi sur le Lemme 2.11) et est une application de Lehrer [69],
théorème 4. Pour tout n ∈ N, l'inégalité suivante, où l'on a noté fn = gn − ΠC(gn),
est une simple conséquence du point iv) :

‖fn+1‖2 ≤ ‖fn‖2 − 2

〈
Xn+1

fn

X n+1

, fn

〉
+

∥∥∥∥Xn+1

X n+1

(gn+1 − gn)

∥∥∥∥2

.

Ainsi comme gn+1 et gn sont bornées par B et Xn ∈ {0, 1} :

2

〈
Xn+1

fn

X n+1

, fn

〉
≤ ‖fn‖2 − ‖fn+1‖2 + 4

∫
Ω

Xn+1(ω)

X 2

n+1(ω)
B2(ω)dλ(ω).

Or, pour λ-presque tout ω,
∑

n∈NXn+1(ω)/X 2

n+1(ω) =
∑

n∈N 1/(n + 1)2 = π2/6.
Dé�nissons j(n, ω) = inf

{
m ∈ N,Xm(ω) = n

}
et f̃n(ω) = fj(n,ω)(ω), alors

∑
n∈N

∥∥∥f̃n∥∥∥2

n+ 1
=
∑
n∈N

〈
Xn+1

fn

X n+1

, fn

〉
≤ ‖f0‖2

2
+
π2

3
‖B‖2.

Comme C est un pavé, pour tout ω ∈ Ω,∣∣∣f̃n+1(ω)− f̃n(ω)
∣∣∣ =

∣∣∣[gjn+1,ω
(ω)− gjn,ω(ω)

]
−
[
ΠC

(
gjn+1,ω

)
(ω)− ΠC

(
gjn,ω

)
(ω)
]∣∣∣

≤ 2
∣∣∣gjn+1,ω

(ω)− gjn,ω(ω)
∣∣∣ = 2

∣∣∣∣gjn+1,ω(ω)− gjn,ω(ω)

n+ 1

∣∣∣∣ ≤ 4B(ω)

n+ 1

et donc ‖f̃n+1 − f̃n‖2 = 16‖B‖2/(n+ 1)2.
En utilisant alors le Lemme 2.11, avec βn une suite croissante telle que

∑
βn‖f̃‖2/n

converge et Mn+1 =
⌈

βMn
βMn+1

⌉
, on obtient la convergence λ-presque sure de f̃n et donc

celle de fn. �

On a utilisé le fait que C est un pavé pour borner
∥∥∥f̃n+1 − f̃n

∥∥∥. La condition
de L2-boundedness n'est pas su�sante pour cette démonstration. En e�et si l'on
dé�nit la fonction g̃n(ω) = gj(n,ω)(ω) alors ΠC (g̃n) (ω) n'est pas, a priori, égale à
ΠC

(
gj(n,ω)

)
(ω).

Par ailleurs, de la même façon que lorsqu'il n'y a pas d'activation, on peut rem-
placer l'hypothèse iv) par

∑
n∈N

〈
Xn+1

X n+1

(gn − ΠC(gn)) , gn+1 − ΠC(gn)

〉
< +∞.
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Stratégies à mémoire bornée

La stratégie d'approchabilité de Blackwell ne nécessite pas de connaître, à chaque
étape, tous les paiements passés, mais simplement leur moyenne. Néanmoins, a�n de
pouvoir actualiser cette moyenne il est nécessaire de garder en mémoire le nombre
d'étapes jouées, ce qui prend une place de plus en plus grande. On peut alors se
demander s'il est possible d'approcher un ensemble E avec des stratégies plus simples,
par exemple implémentables par des automates ou ayant une mémoire bornée.

On dit qu'une stratégie σ a une mémoire de taille M ∈ N, si pour toute histoire
�nie hn ∈ Hn, σ(hn) ne dépend que de (in−M+1, jn−M+1, . . . , in, jn), les M derniers
pro�ls d'actions jouées. Lehrer et Solan [73, 75] ont montré que si un convexe C est
approchable par le joueur 1, alors en se restreignant à des stratégies avec une mémoire
de taille M ∈ N ce dernier peut approcher le O(1/

√
M)-voisinage de C. A fortiori, il

peut donc faire de même avec des stratégies implémentables par des automates.
L'idée est relativement naturelle, il su�t de jouer la stratégie de Blackwell sur un

bloc de M étapes, puis de recommencer. Il est nécessaire de coder le début et la �n
d'un bloc, mais cela peut se faire avec

√
M étapes, par exemple en jouant tout le

temps la même action et en s'assurant qu'il n'y ait pas de telle suite dans le même
bloc. Le paiement moyen de chaque bloc sera proche de C qui est convexe donc le
paiement moyen sur l'ensemble des blocs sera lui-aussi proche de C.

D'un autre côté, Zapechelnyuk [121] a considéré la stratégie à mémoire bornée
(naturellement adaptée à partir de celle de Blackwell) dé�nie par σ(hn) = x

(
ρMn
)
,

où x(·) est donnée par la Dé�nition 2.2 et ρMn est la moyenne des paiements sur les
M dernières étapes. Considérons le jeu où les paiements du joueur 1 (le joueur ligne)
sont donnés par la matrice suivante,

G D
H (0,-1) (0,1)
B (1,0) (-1,0)

et où σ est une stratégie d'approchabilité de C = R2
−. Pour M assez grand, il existe

une stratégie du joueur 2 telle que la suite
(
ρMn
)
n∈N entre dans un cycle (de longueur

2M ou 2M + 2). Grossièrement, ce dernier est dé�ni par 4 blocs d'une durée égale
à M/2 (ou M/2 + 1) étapes où chaque bloc est constitué d'une répétition du même
couple d'action (sauf éventuellement sur une seule étape). L'ordre des actions jouées
sur les blocs est (H,G), (H,D), (B,D) et (B,G).

À la �n des blocs (B,D) et (H,G), ρMn est proche, respectivement, de (−1/2, 1/2)
ou (1/2,−1/2) donc il est à une distance d'environ 1/2 de C. La suite (ρMn )n∈N des
moyennes sur les M dernières étapes ne converge donc pas vers C.

Cependant, rien n'indique que la moyenne des paiements ρn ne converge pas, quant
à elle, vers C (ce qui est d'ailleurs le cas dans l'exemple de Zapechelnyuk [121]).





3
Tests de Théories et Calibration

On rappelle dans ce chapitre les notions de tests de théories ainsi que
certaines conditions sous lesquelles les tests sont ou ne sont pas manipu-
lables. On détaille en particulier les tests de calibration, leurs di�érentes
variantes et les liens avec les notions de fusion.
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U
ne suite s∞ ∈ SN� appelée trajectoire dans l'espace �ni d'états S� est générée
par la nature suivant la loi µ0. Cette dernière appartient à ∆

(
SN
)
l'ensemble

des mesures de probabilité sur SN, muni de la tribu produit. Une théorie sur µ0 est
formulée, i.e. un élément µ de ∆

(
SN
)
est annoncé par un prédicteur qui peut être

de deux types : soit c'est un expert qui choisit µ = µ0, soit c'est un aveugle qui ne
sait rien.

Un inspecteur est chargé de découvrir le type du prédicteur, en soumettant sa
théorie (dont l'ensemble, muni de la topologie faible-?, est noté T ) à un test T , i.e.
une fonction (Borel) mesurable de T × SN à valeurs dans {0, 1}. Si T (µ, s∞) = 0, le
test T rejette la théorie µ en s∞ et si T (µ, s∞) = 1 il accepte la théorie µ en s∞ �
on dit aussi que la théorie réussit le test T en s∞.

25
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Il est souvent imposé aux tests d'accepter la vérité avec probabilité 1−ε, i.e. pour
toute théorie µ ∈ T , Pµ

{
s∞ ∈ ∆

(
SN
)
, T (µ, s∞) = 1

}
≥ 1−ε. Ceci signi�e que si un

expert annonce µ (qui est en fait la loi de s∞), alors T accepte cette théorie avec une
grande µ-probabilité. Par exemple, le test naïf qui consiste à n'accepter le long de la
trajectoire s∞, uniquement δs∞ , la masse de Dirac en s∞, n'accepte pas la vérité. En
e�et, dès que µ n'est pas une masse de Dirac, Pµ (T (µ, s∞) = 1) = 0.

D'après le théorème d'extension de Kolmogorov, toute fonction µ (appelée théorie
de comportement et dont l'ensemble est noté Tc) de l'ensemble des histoires �nies⋃
n∈N (∆(S)× S)n à valeur dans ∆(S) induit une unique théorie (aussi notée µ).

Les choix d'une théorie de comportement µ ∈ Tc et d'une trajectoire s∞ = (sn)n∈N
dé�nissent une unique histoire in�nie (µ, s)∞ = (µ1, s1, µ2, s2, . . . ) ∈ (∆(S)× S)N, où
µn+1 ∈ ∆(S) est la probabilité de sn+1 conditionnellement à l'histoire passée, appelée
prédiction de l'étape n+ 1.

Un test T n'utilise que les données observées si T (µ, s∞) = T [(µ, s)∞] ∈ {0, 1}
pour toute trajectoire et toute théorie de comportement µ ; lorsque l'on considère
cette classe de tests, on entend implicitement que les prédicteurs sont restreints à Tc
a�n d'éviter les problèmes d'existence des suites de prédictions. Dans ce cadre, un
test est donc une fonction mesurable de Tc × SN (chacun muni de sa tribu produit)
à valeurs dans {0, 1}.

3.1 Apprentissage non-Bayésien - Test de

théories

L'interaction entre prédicteur et inspecteur peut se représenter sous forme de jeu.
L'inspecteur choisit un test T qu'il annonce au prédicteur puis celui-ci choisit une
théorie µ ∈ T . La nature génère alors une trajectoire s∞ selon la loi µ0 ∈ T , qui est
nécessairement égale à µ si le prédicteur est un expert. Le paiement du prédicteur
est T (µ, s∞).

Manipulabilité des tests

Une question essentielle est de distinguer, parmi tous les tests, ceux qui peuvent
être réussis par un prédicteur aveugle et qui ne permettent donc pas de distinguer un
expert d'un aveugle. Plus précisément, on dit qu'un test peut être réussi de manière
aveugle avec probabilité 1− η s'il existe une probabilité ξ sur T telle que pour toute
histoire s∞ ∈ SN, ξ {µ ∈ T , T (µ, s∞) = 1} ≥ 1− η.

1. Tout test à horizon �ni (i.e. il existe n ∈ N tel que T (µ, s∞) = T (µ, sn),
avec sn le pré�xe de taille n de s∞), n'utilisant que les données observées
et acceptant la vérité avec probabilité 1− ε peut être réussi de manière aveugle
avec probabilité 1− ε (Sandroni [101]).
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2. Tout test à horizon in�ni, n'utilisant que les données observées et accep-
tant la vérité avec probabilité 1 − ε peut être réussi de manière aveugle avec
probabilité à 1− ε− δ, pour tout δ > 0 (Shmaya [105]).

3. Tout test indépendant du futur à rejet en temps �ni (i.e. si, le long de
toute trajectoire, les prédictions générées par deux théories µ et µ′ coincident
jusqu'à l'étape n et T (µ, s∞) = T (µ, sn) = 0 alors T (µ′, sn) = 0) et acceptant la
vérité avec probabilité 1−ε peut être réussi de manière aveugle avec probabilité
1− ε (Olszewski et Sandroni [87]).

Ces trois résultats ne donnent pas de théories explicites. Leurs preuves sont basées,
pour le point 1 et 3, sur le théorème de min-max de Fan [36] et pour le point 2 sur
le théorème de décidabilité de Martin [82].

Tests non manipulables

En réponse aux résultats précédents négatifs, il existe aussi des tests non manipu-
lables, parfois au coût d'hypothèses ou contraintes supplémentaires sur le prédicteur
� ou d'en relâcher sur le test. On dit qu'un test ne peut être manipulé, s'il ne peut
être réussi de manière aveugle avec une probabilité strictement positive.

On rappelle qu'un sous-ensemble E d'un espace mesurable (Ω,F) est universel-
lement mesurable si E appartient à la complétion de F par rapport à toutes les
mesures de probabilité, voir Billingsley [16], i.e. pour toute probabilité λ, il existe 2
ensembles mesurables B et A tels que A ⊂ E ⊂ B et λ(B\A) = 0 ; λ(E) est alors
dé�ni par λ(E) = λ(A) = λ(B)). Le test T est universellement mesurable si T−1 ({1})
est universellement mesurable (il n'est donc pas nécessairement mesurable).

1. Sous l'hypothèse du continu, il existe un test T qui accepte la vérité avec
probabilité 1 et tel que pour tout ξ ∈ ∆(T ) il existe un ensemble S ⊂ SN

non dénombrable tel que pour tout s∞ ∈ S, ξ {µ, T (µ, s∞) = 1} = 0 (Dekel et
Feinberg [34]).

2. Sous l'axiome du choix, il existe un test universellement mesurable qui ac-
cepte la vérité et qui ne peut être manipulé de manière aveugle (Shmaya [105]).

3. Il existe un test T qui accepte la vérité avec probabilité 1 et tel que pour tout
ξ ∈ ∆(T ) l'ensemble de révélation

Rξ =
{
s∞ ∈ SN, ξ {µ, T (µ, s∞) = 1} ≤ ε

}
est un ensemble gras, i.e. le complémentaire d'une union dénombrable de
fermé d'intérieur vide � appelé ensemble de catégorie I de Baire (Olsewski et
Sandroni [89]).

4. Il existe un test T et, pour tout n ∈ N, un sous-ensemble de théories
admissibles Γn ⊂ T tels que pour tout ε > 0, et m su�samment grand (i.e.
supérieur à un certain mε) T accepte la vérité si elle appartient à Γm avec
probabilité 1 − ε et rejette µ 6= µ0 avant l'étape m avec probabilité au moins
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1−ε. De plus, les ensembles Γm sont grands au sens suivant : chaque Γm contient
un ouvert Om tel que pour tout voisinage V de n'importe quel τ ∈ T , il existe
m et τ tels que τ ∈ Om ∩ V pour m ≥ m (Olszewski et Sandroni [90]).

5. Supposons qu'il existe une famille (µθ)θ∈Θ de théories admissibles paramé-
trée par (Θ, λ) où λ est une probabilité sur Θ. Si µθ converge (au sens fusion
faible, voir section 3.2) vers µ0 et limn→∞ supΩ∈F∞n |µθ(Ω|h

n)− µθ(Ω)| = 0 pour
λ-presque tout θ, où F∞n est la tribu générée par l'ensemble des su�xes de
trajectoire

{
(st)t≥n, s

∞ ∈ SN
}
. Il existe alors un test qui accepte la vérité avec

probabilité 1 − ε et qui ne peut être ε-manipulé (Al-Najjar, Sandroni, Smoro-
dinsky et Weinstein [1]).

Les résultats 1 et 2 donnent l'existence de tests généraux, mais qui ne peuvent être
construits. Le point 3 aborde le problème sous un angle di�érent, en cherchant non pas
à construire un test qui ne peut pas être manipulé avec une grande probabilité, mais
sur un ensemble topologiquement large. Pour les résultats 4 et 5, c'est en réduisant
l'ensemble des théories admissibles du prédicteur que l'on parvient à construire un
test qui n'est pas manipulable (mais Olszewski et Sandroni [90] et Najjar, Sandroni,
Smorodinsky et Weinstein [1] ont ainsi pu construire ces tests de manière explicite).

Plusieurs prédicteurs

Supposons maintenant que deux prédicteurs émettent une théorie et qu'au plus
l'un d'entre eux soit un expert. Un test T est une fonction de T × T × SN à valeurs
dans {0, 1}2. Un test choisit un prédicteur s'il accepte sa théorie et refuse l'autre.

Sous certaines conditions, il est possible de déterminer qui est l'expert soit avec
une grande probabilité, soit sur un ensemble de trajectoires topologiquement gras, au
sens de Baire :

1. Supposons qu'il y ait un expert. Alors il existe un test T qui le choisit en
temps in�ni avec probabilité 1 ou alors la di�érence des prédictions tend vers
0, Al-Najjar et Weinstein [2].

2. Dans le même cadre, pour tout ε > 0 il existe un entier K et un test qui choisit
en temps �ni l'expert ou alors les prédictions sont toutes ε-proches sauf sur
K périodes, Al-Najjar et Weinstein [2].

3. Il existe un test (appelé cross-calibration) qui accepte la théorie d'un prédicteur
aveugle en présence d'un expert seulement sur un sous-ensemble de ∆(SN) de
catégorie I. S'il n'y a pas d'expert, deux prédicteurs réussissent simultanément
le test sur un sous-ensemble de catégorie I, Feinberg et Stewart [39].

4. Tout test indépendant du futur et qui accepte la vérité avec probabilité
1−ε, peut être réussi par deux prédicteurs aveugles avec probabilité 1−ε−δ,
pour tout δ > 0, Olszewski et Sandroni [88].

La di�érence notable entre les troisième et quatrième points est, comme remarqué
par Olszewski et Sandroni [87], que le test de cross-calibration peut rejeter la vérité.
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Tests de calibration

Les tests empiriques de calibration (introduits notamment par Dawid [33]) com-
parent la moyenne empirique des états à la moyenne des prédictions d'une théorie
µ ∈ Tc. La moyenne de µ1, . . . , µn ∈ ∆(S) est notée µn ∈ ∆(S) et elle est dé�nie par

µn(A) =

∑n
m=1 µm(A)

n
pour tout ensemble Borel mesurable A. (3.1)

La justi�cation de l'étude de ces tests est due, dans un premier temps, à Dawid [33] :
Considérons un expert qui connaît donc la loi µ0 d'une trajectoire (sn)n∈N à

valeur dans {0, 1}. À l'étape n, il prédit µ0(sn+1 = 1|sn), la probabilité conditionnelle
à l'histoire sn = (s1, . . . , sn) que l'état suivant soit 1. Soient p ∈ [0, 1] �xé et ε > 0
quelconque. Sur l'ensemble des étapes où la prédiction est ε-proche de p, la moyenne
empirique des états est asymptotiquement ε-proche de p, dès que ce nombre d'étapes
n'est pas borné (voir Dawid [33], p. 607). En conclusion, un prédicteur qui ne réussit
pas un test de ce type ne peut être un expert.

De plus, Oakes [86] (dont l'argument a ensuite été simpli�é par Dawid [86]) a
montré qu'un prédicteur aveugle ne peut pas réussir ces tests s'il choisit une théorie
µ de manière déterministe. En e�et, considérons l'histoire s∞ dé�nie récursivement
par sn+1 = 0 si µn+1 = µ(1|sn) ≥ 1/2 et sn+1 = 0 sinon. Alors, s'il y a une in�nité
de prédictions strictement plus petites que 1/2 (resp. supérieures ou égales à 1/2),
sur ces dates là, la moyenne empirique des états est exactement égale à 1 (resp. 0)
et le test rejette la théorie. Par opposition, Foster et Vohra [43] ont construit un
algorithme σ choisissant des prédictions aléatoirement, i.e. σ est une probabilité sur
∆
(
SN
)
, et de manière aveugle telle que la suite de prédictions réussit chacun des

tests considérés par Dawid [33], presque sûrement.

Plusieurs critiques peuvent être formulées envers la simplicité des tests de calibra-
tion. En e�et, la théorie qui prédit à chaque étape une probabilité de 1/2 le long de la
suite alternée de 0 et de 1 réussit ce test (on dit aussi qu'elle est naïvement-calibrée).
Par contre, celle qui prédit successivement 0.01 et 0.99, et qui donc donne a priori
plus d'information sur la suite, ne l'est pas. Il est donc nécessaire � pour pouvoir
distinguer un expert d'un aveugle � de faire également un test restreint à l'ensemble
des dates paires, et de manière similaire sur les dates impaires, puis les multiples de
trois, quatre, etc.

Supposons maintenant que la suite des états est gouvernée par une chaîne de
Markov, où la probabilité de changer d'état est de 0.01 (et donc la probabilité de
rester dans le même est de 0.99). Prédire 1/2 à chaque étape est encore calibré,
tandis que si l'on regarde uniquement les étapes suivant celles où l'état était 1, alors
la prédiction calibrée est 0.99. Il est donc également nécessaire de faire des tests de
calibration sur certaines étapes choisies en fonction de la suite des états mais aussi
(à cause de l'exemple d'Oakes) en fonction de la suite des prédictions.
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On appelle Hn = (S ×∆(S))n l'ensemble des histoires �nies (i.e. la suite des
états et des prédictions) jusqu'à la date n, et H l'ensemble des histoires muni de la
topologie produit. Un test de calibration repose sur un couple de fonctions dé�nies
sur H :=

⋃
n∈NH

n, appelé règle d'inspection :

Dé�nition 3.1

Une règle d'inspection RI = (U,C) est un couple de fonctions sur H telles que :

1) U(hn+1) et C(hn+1) sont deux événements mesurables à la même date �nie
n+m (i.e. ils sont générés par les cylindres de taille n+m) ;

2) C(hn+1) est un sous-ensemble de U(hn+1).

Étant données une partie h∞ et l'histoire �nie hn (le pré�xe de h∞), l'événement
U(hn) est l'univers d'activation du test, i.e. ce dernier est actif à l'étape n + 1 si
h∞ ∈ U(hn) et, le cas échéant, l'événement testé est C(hn).

Dé�nition 3.2

Étant donnée une règle d'inspection RI = (U,C), une théorie µ est RI-calibrée
le long de la partie h∞ ∈ H si

lim
n→∞

∑n
m=1 1 {h∞ ∈ U(hn)} [1 {h∞ ∈ C(hn)} − µ(C(hn)|U(hn), hn−1)]∑n

m=1 1 {h∞ ∈ U(hn)}
= 0

lorsque
∑n

m=1 1 {h∞ ∈ U(hn+1)} =∞.

Dans cette dé�nition, on utilise les conventions suivantes : µ(C|U) = +∞ si µ(U) = 0,
0/0 = 1 et 0.∞ = 0. Par ailleurs, on remplacera parfois le dénominateur par n, mais
cela sera précisé le cas échéant. Lorsque h∞ ∈ C(hn), on dit que C(hn) est réalisé.

Intuitivement, une théorie est RI-calibrée si la moyenne des prédictions condition-
nelles et la moyenne empirique des réalisations sont asymptotiquement proches, dès
que le test est actif une in�nité de fois.

Une règle d'inspection est dite

i) indépendante des prédictions si U(hn+1) et C(hn+1) ne dépendent pas de la
prédiction à l'étape n+ 1 et

ii) à court terme si l'événement C(hn) est mesurable à la date n + 1 pour toute
histoire hn ∈ Hn.

L'ensemble RIic des règles d'inspection indépendantes des prédictions et à court
terme est muni de la tribu générée par les ouverts (les ensembles contenant toutes
les règles d'inspection qui coincident sur un nombre �ni d'histoires). On dé�nit de
manière similaire RIc l'ensemble des règles d'inspection à court terme, qui peuvent
donc dépendre des prédictions.
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Le théorème suivant, dont la démonstration est basée sur l'inégalité de Ky Fan [37],
donne l'existence d'une théorie qui manipule simultanément de nombreux tests de
calibration.

Théorème 3.3 (Lehrer [68])

Soit λ une probabilité sur RIic. Il existe une théorie µ qui passe λ-presque tous
les tests de calibration le long de chaque partie h∞. Une telle théorie est dite
λ-calibrée.

Dans la version de ce théorème prouvée par Lehrer [68] le numérateur à l'intérieur
de la somme est multiplié par µ(U(hn)|hn) a�n qu'il soit linéaire en fonction des
prédictions et des états (voir Lehrer [68], Remarque 4).

Ce résultat est doublement important, car étant donnée une probabilité λ sur RIic,
le prédicteur aveugle peut non seulement choisir une théorie λ-calibrée, mais de plus
il peut le faire de manière déterministe (la démonstration, proche de celle de Lehrer,
est donnée en section 5.3).

Bien sûr, ceci n'est pas possible dès que U n'est pas indépendant des prédictions,
comme l'ont montré Oakes [86] et Dawid [33]. Dans ce cadre, Sandroni, Smorodinsky
et Vohra [102] ont néanmoins obtenu un résultat similaire au théorème 3.3 en ré-
duisant les règles d'inspection admissibles et en autorisant le prédicteur à choisir sa
théorie de manière aléatoire, i.e. en choisissant une fonction ξ dé�nie sur H et à
valeurs dans ∆(∆(S)). Un tel choix induit pour toute histoire in�nie h∞ une unique
probabilité ξh

∞
? sur Tc (d'après le théorème d'extension de Kolmogorov).

Les règles d'inspection considérées sont à court terme et sans univers d'activation,
i.e. U(hn) ∈ {∅, S} pour toute histoire �nie. De plus, on suppose qu'il existe une
fonction A : H 7→ {0, 1} et D, un sous-ensemble de S, tels que la règle d'inspection
est active à l'étape n+1 si A(hn) = 1 et si µn+1 ∈ D. Les choix de A et D génèrent |D|
règles d'inspection {ADd , d ∈ D} où la règle d'inspection ADd est dé�nie par C(hn) = d
pour toute histoire �nie. Une théorie est dite AD-calibrée si elle est ADd -calibrée pour
tout d ∈ D et on appelle RIAD l'ensemble de ces règles d'inspection.

Théorème 3.4 (Sandroni, Smorodinsky et Vohra [102])

Soit AD un sous-ensemble dénombrable de RIAD . Il existe une théorie aléatoire ξ
telle que, le long de chaque partie h∞, ξh

∞
? -presque toutes les théories réussissent

tous les tests de calibration de AD.

Pour résumer, si les règles d'inspection utilisées par l'inspecteur ne dépendent pas
des prédictions alors le test est manipulable de façon déterministe, tandis que que si
elles en dépendent, le test n'est manipulable que de façon aléatoire. En particulier,
il n'existe pas de théorie déterministe telle que le long de toute histoire h∞ et pour
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tout p ∈ ∆(S) et ε > 0

1

n

n∑
m=1

1p,ε(µm) (sm − µm) converge vers 0 (3.2)

avec µm la prédiction faite à l'étapem (conditionnellement à hn−1) et 1p,ε l'indicatrice
de la boule fermée centrée en p de rayon ε. On rappelle que Foster et Vohra [43] ont
donné un algorithme qui indique comment choisir aléatoirement µm de sorte que que
la propriété (3.2) soit vraie presque sûrement.

3.2 Apprentissage Bayésien - Fusion

Les tests de calibration sont des tests empiriques qui visent à déterminer si une
suite de prédictions est faite par un expert ou par un prédicteur aveugle. Ils ne
mesurent pas a priori la précision asymptotique d'une théorie µ par rapport à µ0.

Dans ce cadre � on parle d'apprentissage Bayésien � un prédicteur annonce une
théorie µ (on emploie aussi le terme de croyance) et l'inspecteur véri�e comment,
conditionnellement à l'histoire hn, les deux mesures µ(·|hn) et µ0(·|hn) se comportent
asymptotiquement. Blackwell et Dubins [19] ont dé�ni une notion de convergence
entre mesures, appelé fusion (merging dans la littérature anglaise). On appelle B la
tribu engendrée sur H par l'ensemble des histoires �nies et (Bn)n∈N la �ltration de
(H,B) dé�nie par les ensembles mesurables à la date n.

Dé�nition 3.5

Une mesure µ fusionne avec µ0 si pour µ0-presque toute histoire h∞ :

lim
n→∞

sup
A∈B
|µ(A|hn)− µ0(A|hn)| = 0.

Intuitivement, si la croyance d'un prédicteur µ fusionne avec µ0 alors, après avoir
observé une histoire �nie su�samment longue hn, la mise-à-jour de sa croyance (i.e.
µ(·|hn)) est très proche de la loi réelle µ0(·|hn). L'observation de hn permet bien de
prédire µ0.

Blackwell et Dubins [19] ont montré que si µ0 est absolument continue par rapport
à µ (i.e. si pour tout B ∈ F , µ(B) = 0 implique que µ0(B) = 0, ce que l'on note
µ � µ0), alors µ fusionne vers µ0. Réciproquement, Kalai et Lehrer [64] ont montré
que si µ fusionne avec µ0 (le long de toute �ltration) alors µ0 � µ. Absolue continuité
et fusion sont donc deux notions équivalentes.

La condition de fusion est, dans certains cas, trop forte pour déterminer s'il y
a apprentissage ou non de µ0, comme l'illustrent les exemples 5 et 6 de Lehrer et
Smorodinsky [72]. Considérons le processus stochastique déterminé par une succession
d'experiences de Bernouilli de paramètre p. On note µ0(p) la loi des suites de {0, 1}N
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générées ainsi. Supposons que le prédicteur sache que p est rationnel mais qu'il n'en
connaisse pas la valeur exacte. En énumérant Q ∩ [0, 1] = {pn, n ∈ N}, la théorie µ
dé�nie par µ =

∑
n∈N µ0(pn)2−(n+1) fusionne avec µ0 puisque µ0 � µ.

Par contre, supposons que le paramètre p soit choisi uniformément sur [0, 1].
Après un grand nombre d'étapes, p sera presque connu, au sens où il appartient
avec une probabilité arbitrairement grande à un intervalle [p − ε, p + ε] arbitraire-
ment petit, mais µ n fusionne pas avec µ0. En e�et l'événement dé�ni par A ={
h∞ : limn→∞

1
n

∑n
m=1 sm = p

}
est tel que µ0(A) = 1 et µ(A) = 0. Le problème vient

du fait que A est un événement asymptotique. C'est pourquoi la notion de fusion
faible a été introduite par Kalai et Lehrer [64].

Dé�nition 3.6

Une mesure µ fusionne faiblement avec µ0 si pour µ0-presque toute histoire h∞ :

lim
n→∞

sup
A∈Bn+1

|µ(A|hn)− µ0(A|hn)| = 0. (3.3)

La dé�nition, qui dépend de la �ltration choisie, est équivalente si au lieu de prendre
le supremum sur les événements mesurables dans dans un futur immédiat, i.e. à la
date n + 1, mais il est pris sur ceux mesurables dans un futur proche, i.e. à une
date n + k avec k �xé. Kalai et Lehrer [64] ont montré qu'une mesure µ fusionnant
faiblement le long de n'importe quelle �ltration vers µ0, fusionne vers µ0.

Un ensemble Nε ⊂ N est plein si sa densité supérieure notée UD(Nε) véri�e

UD(Nε) := lim sup
n→∞

|Nε ∩ {0, . . . , n}|
n

= 1.

Dé�nition 3.7

Une mesure µ fusionne presque-faiblement avec µ0 si pour tout ε > 0, et pour
µ0-presque toute histoire h∞, il existe Nε un sous-ensemble plein de N tel que :

|µ0(A|hn)− µ(A|hn)| < ε,∀n ∈ Nε,∀A ∈ Bn+1.

Là encore, la dé�nition dépend de la �ltration choisie. Lehrer et Smorodinsky [71]
ont montré que si µ est telle que pour µ0-presque toutes les histoires, il existe un
ensemble plein N ′ tel que :

lim inf
n∈N′

(
µ(hn+1)

µ0(hn+1)

)1/n

≥ 1 (3.4)

alors µ fusionne presque-faiblement vers µ0. La condition (3.4) n'est pas nécessaire,
cependant il existe une condition nécessaire et su�sante très proche mais qui requiert
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encore plus de notations (voir Lehrer et Smorodinsky [72] pour une étude poussée de
ces convergences et des exemples illustratifs).

Kalai, Lehrer et Smorodinsky [65] ont relié les notions de fusion aux tests de
calibration où les règles d'inspection appartiennent aux ensembles suivants :

1. RIiu est l'ensemble des règles d'inspection indépendantes des prédictions et sans
univers d'activation ;

2. RIiuc ⊂ RIiu est l'ensemble des règles d'inspection de RIiu à court terme ;

3. RIiuca ⊂ RIiuc est l'ensemble des règles d'inspection de RIiuc telles que pour
presque toute partie h∞, lim infn→∞

1
n

∑n
m=1 1{h∞ ∈ U(hn+1)} > 0.

Théorème 3.8 (Kalai, Lehrer et Smorodinsky [65])

1. Une mesure µ fusionne avec µ0 si et seulement si µ est RI-calibrée pour
toute règle d'inspection RI ∈ RIiu, µ0-ps.

2. Une mesure µ fusionne faiblement avec µ0 si et seulement µ est RI-calibrée
pour toute règle d'inspection RI ∈ RIiuc, µ0-ps.

3. Une mesure µ fusionne presque-faiblement avec µ0 si et seulement µ est
RI-calibrée pour toute règle d'inspection RI ∈ RIiuca, µ0-ps.

Jeu entre l'inspecteur et un prédicteur

Les deux sections précédentes présentent des résultats à première vue contradic-
toires. En e�et, d'un côté on a a�rmé que, étant donnée une distribution de règles
d'inspection à court terme, on peut construire une théorie de comportement µ cali-
brée de manière aveugle, i.e. sans information sur µ0. D'un autre côté, une théorie
ne peut réussir tous ces tests qu'à la condition que µ fusionne-faiblement vers µ0, et
donc il est nécessaire que µ et µ0 soient très proches (car la notion de fusion-faible
est plus faible que la fusion et plus forte que la fusion-presque faible).

Une réponse à ce paradoxe peut être trouvée si l'on considère le jeu entre l'ins-
pecteur et le prédicteur (introduit par Lehrer [68], section 4) où l'espace d'actions
de l'inspecteur est ∆(RIiuc) � l'ensemble des probabilités sur les règles d'inspection
indépendantes des prédictions sans univers d'activation et à court terme, munie de
la tribu produit � et celui du prédicteur est Tc. Étant données une partie h∞ choisie
par la nature, une théorie µ et une règle d'inspection RI, le paiement du prédicteur,
noté V (µ,RI, h∞), est égal à 1 si µ est RI-calibrée le long de h∞ et 0 sinon.

D'après le théorème 3.3, pour toute stratégie λ de l'inspecteur, il existe une straté-
gie µ du prédicteur aveugle telle que pour toute histoire in�nie h∞, V (µ,RI, h∞) = 1
soit :

min
λ∈∆(RIiuc)

max
µ∈Tc

Eµ0,λ [V (µ,RI, h∞)] = 1.

Notons Mf (µ0) l'ensemble des mesures qui ne fusionnent pas faiblement avec µ0.
Le théorème 3.8 stipule que pour toute stratégie µ du prédicteur qui appartient à
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Mf (µ0), il existe un test de calibration RI tel que µ n'est pas RI-calibrée le long de
toutes les histoires h∞. Ainsi :

inf
λ∈∆(RIiuc)

Eµ0,λ [V (µ,RI, h∞)] < 1.

Le premier élément de réponse au paradoxe serait de dire que dans ce jeu entre
prédicteur aveugle et inspecteur, le supinf n'est pas égal au maxmin. Cependant,
ce n'est a priori pas nécessairement vrai, même si l'on suppose que la stratégie µ
appartient àMf (µ0). Il su�t par contre de supposer l'existence d'un ε > 0 tel que
l'ensemble des histoires ne véri�ant pas la condition (3.3) � données par la dé�nition
de fusion faible � a une µ0-probabilité plus grande que ε. Sous ces hypothèses, le
supinf est en e�et inférieur à 1− ε tandis que le minmax vaut 1.

Le second élément de réponse est de remarquer que, pour certaines lois µ0, le choix
des tests peut forcer toute théorie les réussissant de manière aveugle à être proche de
µ0. En e�et, supposons que S = {0, 1}, µ0 = δ1,1,1,... et notons RI1 la règle d'inspection
toujours active telle que C(hn) = {1} pour toute histoire �nie. Pour qu'une stratégie
µ soit RI1-calibrée, il est nécessaire que pour tout ε > 0, µ(1|hn) < 1 − ε seulement
sur un ensemble d'histoires de densité supérieure nulle. En particulier, toute stratégie
RI1-calibrée fusionne presque-faiblement vers µ0.

3.3 Calibration par rapport à une grille et

ε-calibration

Dans la section précédente, une théorie (de comportement) aléatoire est dé�nie
comme une application de l'ensemble des histoires �nies dans ∆(∆(S)). Il s'agit
donc d'une stratégie de comportement dans le jeu répété à deux joueurs où l'espace
d'actions pures du joueur 1 est ∆(S) et celui du joueur 2 (aussi appelé Nature) est S.

Étant données une stratégie σ du joueur 1 et une histoire h∞ ∈ (∆(S)× S)N, on
appelle µn ∈ ∆(S) la prédiction faite à l'étape n, dont la loi est σ(hn−1) ∈ ∆ (∆(S)).
Pour tout p ∈ ∆(S), on note Nn(p, ε) =

∑n
m=1 1 {‖µm − p‖ ≤ ε} l'ensemble des

étapes avant la n-ème, où la prédiction µm ∈ ∆(S) est ε-proche de p. La distribution
empirique des états sur Nn(p) est sn(p, ε) ∈ ∆(S) et la moyenne des prédictions �
au sens de 3.1 � sur Nn(p) est µn(p, ε) ∈ ∆(S).

Dé�nition 3.9

Une stratégie σ du joueur 1 est ε-calibrée si pour tout p ∈ ∆(S) et toute
stratégie τ de la nature :

lim sup
n→∞

Nn(p, ε)

n

(
‖µn(p, ε)− sn(p, ε)‖2 − ε2

)
≤ 0, Pσ,τ−ps.

Une stratégie est dite naïvement calibrée si et seulement si elle est ε-calibrée
pour tout ε > 0.
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La norme utilisée est la norme L2 de RS et, bien évidemment, il est possible d'en-
lever les carrés dans la dé�nition 3.9. Néanmoins, c'est précisément cette formulation
qui sera utile ultérieurement. Intuitivement, une stratégie du joueur 1 est ε-calibrée
si sur l'ensemble des dates où la prédiction est ε-proche de p (et si cet ensemble a une
densité positive non nulle) la moyenne des prédictions est ε-proche de la moyenne
empirique des états.

La construction d'une stratégie naïvement calibrée peut ainsi être ramenée à la
construction pour tout ε > 0 d'une stratégie ε-calibrée. Il su�t ensuite de concaténer
les stratégies, en utilisant par exemple l'argument classique de doubling-trick (voir par
exemple Sorin [106], proposition 3.2 p. 56). L'existence de ces stratégies a été montrée
par Foster et Vohra [43] (et aussi par Fudenberg et Levine [49]) en considérant des
stratégies calibrées par rapport à une ε-grille de ∆(S), dé�nie comme suit.

Dé�nition 3.10

Un sous ensemble L = {x(l), l ∈ L} �ni de K ⊂ Rd est une ε-grille de K si pour
tout x ∈ K il existe l ∈ L tel que ‖x− x(l)‖ ≤ ε.

Une grille est régulière s'il existe {e1, . . . , ed}, d vecteurs indépendants, tels que

L =

{
d∑

k=1

nkek;nk ∈ Z

}
∩K.

On suppose dorénavant que le joueur 1 ne peut faire des prédictions que dans une
grille donnée L = {µ(l), l ∈ L}. Une stratégie est donc une application de l'ensemble
des histoires dans ∆(L).

La distribution empirique des états sur Nn(l) =
∑n

m=1 1 {µm = µ(l)}, l'ensemble
des étapes avant la n-ème où la prédiction est µ(l), est notée sn(l).

Dé�nition 3.11

Une stratégie σ du joueur 1 est calibrée par rapport à une grille L, si pour tout
µ(l), µ(k) ∈ L et toute stratégie τ de la nature :

lim sup
n→∞

Nn(l)

n

(
‖µ(l)− sn(l)‖2 − ‖µ(k)− sn(l)‖2

)
≤ 0, Pσ,τ−ps.

En d'autres termes, une stratégie σ est calibrée par rapport à L si, sur les dates
où µ(l) est prédite, la distribution empirique des états est plus proche de µ(l) que
de n'importe quel autre µ(k). Il est clair qu'une stratégie calibrée par rapport à une
grille sera ε-calibrée pour ε assez petit.
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Théorème 3.12 (Foster et Vohra [43])

Pour toute grille L, il existe une stratégie calibrée par rapport à L. Il existe donc
une stratégie ε-calibrée pour tout ε > 0 et une stratégie naïvement calibrée.

Leur démonstration repose sur l'exhibition d'un algorithme qui fait tendre le score
de Brier vers zéro. En section 5.2, on introduira un ra�nement de cette notion que
l'on appelle calibration par rapport à un graphe.

Presque-calibration

On rappelle qu'un algorithme déterministe ne peut être utilisé pour construire
une stratégie naïvement calibrée, il est nécessaire qu'il soit aléatoire.

Il est par contre possible d'obtenir une propriété très proche de l'ε-calibration,
appelée presque-calibration. En e�et, un algorithme de Kakade et Foster [63] (ainsi
que celui de Vovk, Nouretdinov, Takemura et Shafer [118]) assure que pour toute
fonction lipschitzienne ω de ∆(S) dans [0, 1] :

1

n

n∑
m=1

ω(µm) (sm − µm)→n→∞ 0. (3.5)

La propriété (3.5) et voisine de la propriété (3.2) puisqu'il est possible d'approcher
1p,ε d'aussi près que l'on veut par des fonctions lipschitziennes (c'est d'ailleurs la
raison pour laquelle, dans l'équation (3.2), on ne divise pas par

∑
m≤n 1p,ε(µm) mais

par n). Le principal intérêt de ce résultat est qu'il est possible de construire une
théorie aléatoire ε-calibrée (i.e. la suite dans l'équation (3.2), au lieu de converger
vers 0, est bornée asymptotiquement par ε > 0 presque sûrement) à partir d'une
théorie déterministe presque calibrée.

En reprenant la construction de Foster et Kakade [63], on considère une trian-
gulation �nie {K ∈ K} de ∆(S) telle que chaque simplexe de la triangulation est
de diamètre plus petit que ε. Pour tout p ∈ ∆(S), on note K(p) ∈ V le simplexe
qui contient p (s'il appartient à plusieurs simplexes, on en choisit un arbitrairement)
et V (p) l'ensemble des sommets de K(p). Avec ces notations, tout point p de ∆(S)
s'écrit de manière unique p =

∑
v∈V (p) ωv(p) où ωv(·), dé�nie sur K(p), est à valeur

dans [0, 1] et est étendue aux simplexes ne contenant pas p par ωv = 0. Ainsi pour
tout sommet v de la triangulation, la fonction ωv est lipschitzienne, vaut 1 en v et
s'annule sur tous les simplexes qui ne contiennent pas v ; en particulier, on peut la
voir comme une approximation de 1v,ε.

Ces fonctions ωv permettent de construire µ̃ une théorie aléatoire calibrée à partir
de la théorie déterministe µ donnée par l'algorithme déterministe presque-calibré,
de la façon suivante. Au lieu de prédire de manière déterministe µn, le prédicteur
va choisir aléatoirement µ̃n = v, un des sommets du simplexe contenant µn, avec
probabilité ωv(µn). Ainsi, µ̃n est ε-proche de µn et son espérance est exactement
égale à µn. Cette méthode est appelée arrondissement aléatoire car, par exemple, au



38 3. Tests de Théories et Calibration

lieu de prédire 0.529 il su�t de prédire 0.5 avec probabilité 0.65 et 0.6 avec probabilité
0.34.

En conclusion, il n'est pas possible de construire une stratégie ε-calibrée en faisant
des prédictions déterministes. Par contre, il su�t de faire des perturbations aléatoires
� arbitrairement petites � pour pouvoir y arriver.



4
Non-Regret

On rappelle les notions de regret (ou consistance) externe ainsi que les dif-
férents ra�nements, proposés notamment par Foster et Vohra [42], Fu-
denberg et Levine [51], et ainsi que Lehrer [70], etc. Les liens avec les
concepts d'équilibres de jeux sont étudiés et ce chapitre se clôt avec des
exemples non usuels d'utilisation des notions de regret.
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H
annan [56] a introduit la notion de regret externe dans les jeux �nis à deux
joueurs a�n de fournir un critère d'évaluation de stratégies dans un cadre non-

Bayésien. Formellement, un joueur n'a pas de regret externe (on dit aussi que sa
stratégie est consistante extérieurement) si, asymptotiquement, il n'aurait pas pu
gagner strictement plus s'il avait connu � avant le commencement du jeu � la
distribution empirique des actions de son adversaire. Cette notion a été ra�née par
la consistence interne une première fois par Foster et Vohra [42] (ainsi que Fudenberg
et Levine [51]) : un joueur n'a pas de regret interne si, pour chacune de ses actions,
il n'a pas de regret externe sur l'ensemble des dates où il l'a jouée. Lehrer [70] et
Fudenberg et Levine [51] ont dé�ni un second ra�nement du regret en contraignant

39
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le joueur 1 à ne pas avoir de regret externe sur des sous-ensembles d'étapes dépendant
plus �nement des actions jouées.

La notion de regret fut aussi largement utilisée dans d'autres domaines des jeux
répétés, notamment par Foster et Young [46] (voir aussi Germano et Lugosi [52])
a�n de construire des procédures qui convergent vers des équilibres de Nash et par
Halpern et Pass [55] a�n de dé�nir un nouveau concept d'étude des jeux �nis.

4.1 Non-regret externe

Considérons un jeu répété à deux joueurs Γe où, à l'étape n ∈ N, le joueur 1
(resp. le joueur 2) choisit l'action in ∈ I (resp. jn ∈ J) où I et J sont �nis. Ces choix
génèrent un paiement ρn = ρ(in, jn) ∈ R où ρ est une fonction (à valeur réelle) de
I × J dans R, étendue sur ∆(I)×∆(J) par ρ(x, y) = Ex,y[ρ(i, j)]. Aucune hypothèse
n'est faite sur les paiements ni les objectifs du joueur 2.

De manière usuelle, on appelle Hn = (I × J)n l'ensemble des histoires �nies de
taille n et une stratégie σ du joueur 1 est une fonction de l'ensemble des histoires �nies
H =

⋃
n∈NHn dans ∆(I), l'ensemble des probabilités sur I. Un couple de stratégies

(σ, τ), avec τ dé�nie de manière similaire, induit une probabilité Pσ,τ sur l'ensemble
des parties H = (I × J)∞ munie de la tribu produit.

Les choix de in et jn dé�nissent également rn ∈ RI , le vecteur de regret externe
instantané de l'étape n, donné par :

rn = r(in, jn) := (ρ(1, jn)− ρ(in, jn), . . . , ρ(I, jn)− ρ(in, jn)) ∈ RI .

Intuitivement, le regret rn représente la di�érence entre ce que le joueur 1 aurait
pu obtenir en choisissant une autre action et ce qu'il a e�ectivement obtenu. Han-
nan demande à une stratégie que chaque composante de la moyenne des regrets soit
asymptotiquement négative. Le cas échéant, le joueur ne pourra ainsi pas se dire
"si j'avais su [la moyenne empirique des actions de l'autre joueur] j'aurais tout le
temps joué l'action i". En e�et, par linéarité de ρ, la moyenne des n premiers regrets
instantanés, appelée regret externe à l'étape n et notée rn, véri�e :

rn =
(
ρ(1, n)− ρn, . . . , ρ(I, n)− ρn

)
∈ RI .

Dé�nition 4.1

Une stratégie σ du joueur 1 est consistante extérieurement (ou n'a pas de regret
externe) si pour toute stratégie τ du joueur 2 :

lim sup
n→∞

rn ≤ 0, Pσ,τ−ps (4.1)

où l'inégalité doit être comprise composante par composante.
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Une autre formulation évidemment équivalente à (4.1) est que

lim sup
n→∞

max
i∈I

ρ(i, n)− ρn ≤ 0 Pσ,τ−ps.

Théorème 4.2 (Hannan [56])

Il existe une stratégie σ consistante extérieurement telle que pour toute stratégie
τ du joueur 2 :

Eσ,τ
[∥∥(rn)+

∥∥] = O

(
1√
n

)
.

Dans cette dé�nition, U+ dénote la partie positive du vecteur U ∈ RI : sa i-ème
composante est (U+)

i
= max(0, U i).

Prédictions avec conseils d'experts

Une interprétation � mais qui est aussi une généralisation � des résultats pré-
cédents concerne les jeux de prédictions avec conseils d'experts (étudiés en détail par
Cesa-Bianchi et Lugosi [29]). À chaque étape n ∈ N, un agent doit prendre une dé-
cision ωn dans un ensemble topologique compact convexe Ω et il est conseillé par I
experts, i.e. l'expert i lui propose de choisir l'action ωin. Une fois son choix fait, la
nature révèle l'état du monde sn, ce qui entraîne une perte Ln = L(ωn, sn).

Après n étapes, l'agent a subi une perte moyenne de Ln = 1
n

∑
m≤n L(ωm, sm)

tandis que le meilleur expert a, quant à lui, subi la plus petite perte moyenne égale à
L̄?n = 1

n
mini∈I

∑
m≤n L(ωim, sm). Un critère d'évaluation d'une stratégie sera donc de

comparer ces deux pertes moyennes. Le résultat de Hannan � correspondant au cas
où Ω est un I-simplexe et L(·, s) est linéaire sur Ω � peut être généralisé :

Théorème 4.3 (Auer, Cesa-Bianchi et Gentile [7])

Si L est convexe et à valeurs dans [0, 1], il existe un algorithme tel que :

Ln − L̄?n ≤ 2

√
1

2n
ln(I) +

1

n

√
ln(I)

8
.

Par exemple, l'algorithme (dé�ni en section 4.3) d'Auer, Cesa-Bianchi, Freund et
Schapire [6] appelé exponential weight algorithm avec un paramètre qui décroît avec
le temps véri�e ce résultat.

Pour une certaine classe de fonctions de perte régulières (mais qui ne contient pas
les fonctions bilinéaires), appelées mixables, Vovk [116] a montré que la di�érence
entre la perte moyenne de l'agent et celle du meilleur expert décroît encore plus
rapidement en a ln(I)

n
, avec une caractérisation explicite de la constante a ∈ R.
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Regret externe et jeux

L'existence de stratégies sans regret externe peut être utilisée pour démontrer deux
résultats classiques en théorie des jeux : la non-vacuité de l'ensemble de Hannan [56]
d'un jeu �ni et le théorème de min-max de Von Neumann [115] (en généralisant les
résultats de Blum et Mansour [22] pour le cas des fonctions linéaires et de Cesa-
Bianchi et Lugosi [29] pour le cas des fonctions concaves-convexes).

Soit G le jeu à L joueurs où l'ensemble �ni d'actions du joueur l est noté Il et sa
fonction de paiement est ρl : πl∈LIl → R. L'ensemble de Hannan du joueur 1 est le
sous-ensemble de ∆(Πl∈LIl) dé�ni par :

H1 =
{
z ∈ ∆(Πl∈LIl); ρ1(i, z−1) ≤ ρ(z),∀i ∈ I1

}
=
{
z ∈ ∆(Πl∈LIl);

(
ρ(1, z−1)− ρ(z), . . . , ρ(I1, z

−1)− ρ(z)
)
∈ RI1

−
}

où ρ(z) = Ez[ρ(i1, . . . , iL)] et ρ(i, z−1) = Ez−1 [ρ(i, i2, . . . , iL)] avec z−1 la première
marginale de z. Une distribution z sur l'ensemble des pro�ls d'actions est donc dans
l'ensembleH1 si le joueur 1 � en supposant le comportement de l'ensemble des autres
joueurs �xé � n'a pas intérêt à dévier et à toujours jouer une même action.

Par dé�nition de H1 et par linéarité du paiement, si la stratégie du joueur 1
est consistante extérieurement, alors la distribution empirique des pro�ls d'actions
converge vers H1. Cette propriété est quali�ée d'unilatérale car elle ne suppose rien
sur les stratégies des autres joueurs, qui peuvent être consistantes extérieurement ou
non. Si l'on dé�nit H2, . . . , HL de manière similaire et que l'on suppose que tous les
joueurs utilisent une stratégie consistante extérieurement de manière unilatérale (i.e.
on ne fait aucune hypothèse sur la procédure jointe ; on peut aussi dire que chaque
joueur choisit l'algorithme consistant qu'il veut) alors la distribution empirique des
pro�ls d'actions converge vers l'ensemble de Hannan H = ∩l∈LHl qui est donc non-
vide.

Dans les jeux à somme nulle, z ∈ ∆(I × J) appartient à l'ensemble de Hannan H
si et seulement si :

min
z2∈∆(J)

max
i∈I

ρ(i, z2) ≤ max
i∈I

ρ(i, z−1) ≤ ρ(z) ≤ min
j∈J

ρ(z−2, j) ≤ max
z1∈∆(I)

min
j∈J

ρ(z1, j).

Ainsi H est égal à l'ensemble des équilibres de Nash et tout jeu �ni à somme nulle
admet une valeur, égale à ρ(z).

Pour le cas particulier des jeux de potentiel à deux joueurs, Hart et Mas-Colell [59]
ont construit des stratégies particulières sans regret externe (voir section 5.1) telles
que le produit des distributions empiriques des actions des joueurs converge vers
l'ensemble des équilibres de Nash, et plus précisément vers un sous-ensemble des
équilibres dont les paiements sont égaux.

Cependant, alors que la convergence vers l'ensemble des équilibres de Nash dans les
jeux à somme nulle est une propriété unilatérale, il s'agit dans ce cas d'une propriété
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globale : le résultat n'est vrai que pour la procédure mise en place, qui indique
simultanément à chacun des joueurs comment jouer.

Par ailleurs, ce résultat n'est a priori pas valable pour n'importe quelle stratégie
sans regret externe et Hart et Mas-Colell [60] ont aussi montré qu'il ne s'étend pas à
tous les jeux (même ceux qui ne possèdent qu'un unique équilibre de Nash).

Revenons aux jeux à somme nulle. Le théorème ci-dessous, dû à Fan [36], est une
généralisation du théorème du minmax de Von Neumann [115].

On rappelle qu'une fonction continue sur X×Y est dite concave-like convexe-like
si pour tous x1, x2 ∈ X (resp. y1, y2 ∈ Y ) et α ∈ [0, 1], il existe x0 ∈ X (resp. y0 ∈ Y )
tel que ρ(x0, ·) ≥ αρ(x1, ·) + (1−α)ρ(x2, ·) (resp. ρ(·, y0) ≤ αρ(·, y1) + (1−α)ρ(·, y2))

Théorème 4.4

Soient X et Y deux ensembles compacts et ρ une fonction concave-like convexe-
like sur X × Y . Alors le jeu sur X × Y a une valeur v.

La valeur est dé�nie de manière usuelle par :

v = max
x∈X

min
y∈Y

ρ(x, y) = min
y∈Y

max
x∈X

ρ(x, y).

Démonstration . Soient ε > 0 et δ = ω(ε) où ω(·) est le module de continuité de
la fonction ρ qui est continue sur le compact X. On considère le jeu auxiliaire où
les espaces d'actions pures des deux joueurs sont respectivement X et Y , deux δ-
grilles de X et Y et l'on suppose que les deux joueurs ont des stratégies consistantes
extérieurement de sorte que :

max
x∈X

ρ(x, ȳ0
n) ≤ max

x∈X
ρ(x, yn) ≤ ρn ≤ min

y∈Y
ρ(xn, y) ≤ min

y∈Y
ρ(x̄0

n, y)

où ȳ0
n et x̄0

n sont donnés par la dé�nition de concave-like, convexe-like. Cette série
d'inégalité, avec la dé�nition de X et ω impliquent que pour tout ε > 0,

min
y∈Y

max
x∈X

ρ(x, y)− ε ≤ max
x∈X

min
y∈Y

ρ(x, y) + ε.

Comme le maxy∈Y minx∈X ρ(x, y) est toujours plus petit que le minx∈X maxy∈Y ρ(x, y),
ce jeu a une valeur. �

4.2 Non-regret interne

Le regret interne est un ra�nement du regret externe introduit par Foster et
Vohra [42] (ainsi que Fudenberg et Levine [51], dé�nition 8.3, en tant que cas parti-
culier de la consistance universelle conditionnelle). À l'étape n ∈ N, les choix de in
et jn génèrent en plus du paiement ρn ∈ R, et du regret externe rn = r(in, jn) ∈ RI ,
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la matrice carrée (de taille I × I) du regret interne instantané Rn := R(in, jn) dont
la (i, k)-ème coordonnée est :

Ri,k
n =

{
ρ(k, jn)− ρ(in, jn) si i = in

0 sinon.

Autrement dit, Rn est une matrice dont toutes les lignes sont nulles sauf la in-ème
qui est rn.

Dé�nition 4.5

Une stratégie σ du joueur 1 est consistante intérieurement si pour toute stratégie
τ du joueur 2

lim sup
n→∞

Rn ≤ 0,Pσ,τ−ps. (4.2)

Là encore, l'inégalité doit être comprise composante par composante. Cette dé�nition
équivaut au fait que Rn converge vers Rc

− (avec c = |I × I|), ou à ce que pour tout
i ∈ I :

lim sup
n→∞

|Nn(i)|
n

(
ρn(i)−max

k∈K
ρ(k, n(i))

)
≤ 0,

ce qui veut dire que le joueur 1 n'a pas de regret externe sur Nn(i) = {m ≤ n, im = i},
l'ensemble des dates où il a joué l'action i, dès que la densité supérieure de ce dernier
est strictement positive. On parlera de ε-consistance interne si la condition (4.2) n'est
véri�ée qu'à ε près, i.e. si

lim sup
n→∞

Rn ≤ ε,Pσ,τ−ps.

Le regret interne est un concept plus �n que le regret externe car quelles que soient
les stratégies des deux joueurs

∥∥(rn)+
∥∥
∞ ≤ I

∥∥∥(Rn

)+
∥∥∥
∞

pour tout n ∈ N.

Théorème 4.6 (Foster et Vohra [42])

Il existe une stratégie consistante intérieurement telle que que pour toute stra-
tégie τ du joueur 2 :

Eσ,τ

[∥∥∥(Rn

)+
∥∥∥] = O

(
1√
n

)
.

La démonstration de ce résultat (il s'agit d'une adaptation par Sorin [108] de celle de
Foster et Vohra [42]) est donnée en section 5.1. Il est également possible de dé�nir
une stratégie consistante comme une stratégie satisfaisant :

lim sup
n→∞

ρn(i)−max
k∈K

ρ(k, n(i)) ≤ 0, pour tous les i tels que |Nn(i)| →n→∞ ∞.
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Cette formulation ne sera pas utilisée pour les raisons suivantes : il n'existe pas �
à ma connaissance � de constructions explicites de ces stratégies, les vitesses de
convergence ne sont pas connues et surtout à l'étape n le joueur 1 ne peut pas encore
évaluer avec certitude son regret car, a priori, il ne sait pas encore si l'action i sera
utilisée une in�nité de fois.

Équilibres corrélés

Dans un jeu répété à L joueurs avec espaces d'actions �nis, on a vu dans la
section 4.1 que si chaque joueur utilise une stratégie extérieurement consistante, alors
la distribution empirique des pro�ls d'actions converge vers l'ensemble de Hannan.
Un résultat similaire existe dans le cas où les joueurs n'ont pas de regret interne. On
rappelle la dé�nition d'un équilibre corrélé, notion introduite par Aumann [8] :

Une distribution z ∈ ∆(Πl∈LIl) est un équilibre corrélé si pour tout joueur l ∈ L
et toute action i ∈ Il :

ρl(k, z
−l(i))− ρl(i, z−l(i)) ≤ 0, ∀k ∈ I

où z−l(i) = z(·|il = i) est la probabilité sur Πl′ 6=lIl′ induite par z sachant que il = i.

Si les joueurs utilisent des stratégies consistantes intérieurement, la distribution
empirique des actions converge vers l'ensemble des équilibres corrélés. Il s'agit là en-
core d'une propriété unilatérale et la convergence a lieu vers l'ensemble des équilibres
corrélés et non pas vers un équilibre corrélé particulier.

4.3 Extensions

Du regret externe au regret swap

Stoltz et Lugosi [111] ont construit un algorithme consistant intérieurement à
partir d'un algorithme consistant extérieurement (et en utilisant ensuite un argument
de point �xe).

Soit Γ→ le jeu dans lequel l'espace d'actions du joueur 1 est
{
ξi→k, i, k ∈ I

}
et

celui du joueur 2 est U , où U est un ensemble compact de RI . On suppose qu'il existe
une suite exogène pn ∈ ∆(I) telle que les choix à l'étape n de ξi→kn et de Un ∈ ∆(I)×U
induisent le paiement V i→k

n ∈ R dé�ni par :

V i→k
n =

{ ∑
j 6={i,k} pn(j)U j

n + (pn(i) + pn(k))Uk
n := 〈pi→kn , Un〉 si i 6= k∑

i∈I pn(i)U i
n = 〈pn, Un〉 sinon.

L'intuition est la suivante : l'action ξi→k représente dans Γ→ le fait de jouer l'action k
à la place de l'action i dans le jeu Γ. En e�et, si dans ce dernier à l'étape n les choix
des joueurs sont pn ∈ ∆(I) et Un ∈ (U), le paiement espéré est 〈pn, Un〉 ; par contre,
si à chaque fois qu'il devrait jouer l'action i le joueur 1 joue l'action k, son paiement
espéré est 〈pi→kn , Un〉.
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On appelle rn le regret externe moyen (jusqu'à l'étape n) de la stratégie Θ du
joueur 1 dans Γ→ et on note Θi→k

n = Θ[ξi→k|hn−1] le poids donné par Θ à l'action
ξi→k à l'étape n. Alors, pour tout i0, k0 ∈ I,

EΘ

[
r̄i0,k0n

]
=

∑n
m=1〈pi0→k0m , Um〉

n
−
∑n

m=1〈
∑

i,k∈I Θi→k
m pi→km , Um〉

n
.

Dans le jeu Γ, on suppose que la stratégie σ est dé�nie par σ(hn−1) = pn et on appelle
Rn le regret interne moyen (jusqu'à l'étape n) de σ. Alors, pour tout i0, k0 ∈ I

Eσ
[
R̄i0,k0
n

]
=

n∑
m=1

pi0m
(
Uk0
m − U i0

m

)
=

∑n
m=1〈pi0→k0m , Um〉

n
−
∑n

m=1〈pm, Um〉
n

.

Ainsi, le choix de pn =
∑

i,k∈I Θi→k
n pi→kn implique que EΘ [rn] = Eσ

[
Rn

]
; une stra-

tégie Θ consistante extérieurement dans Γ→ induit donc une stratégie σ consistante
intérieurement dans Γ. L'existence d'un tel point �xe pn est assurée par le théorème
de Brouwer.

On obtient la convergence presque sûre du regret interne vers 0 à partir de la
convergence en espérance en remarquant que Rn − Eσ

[
Rn

]
est une moyenne de dif-

férences bornées de martingales. Il su�t ensuite d'appliquer le lemme suivant (voir
Hall et Heyde [54], théorème 2.7 p. 41 et exemple 1 p. 19).

Lemme 4.7

Soit {Xn}n∈N une suite de di�érences bornées de martingales adaptée à la
�ltration {Fn}n∈N sur l'espace probabilisé (Ω,F ,P), i.e. il existe B > 0 tel que,
pour tout n ∈ N, |Xn| ≤ B presque sûrement et E

[
Xn

∣∣Fn−1

]
= 0.

Alors 1
n

∑
m=1 Xm converge presque sûrement vers 0.

Blum et Mansour [22] ont eux combiné un nombre �ni d'algorithmes consistants
extérieurement a�n de construire un algorithme n'ayant pas de regret swap, qui est
une notion plus �ne que le regret interne :

De�nition 4.8

La stratégie σ du joueur 1 n'a pas de regret φ-swap (avec φ une application de
I dans I dite d'échange), si pour toute stratégie τ du joueur 2 :

lim sup
n→∞

Rn(φ) :=

∑n
m=1 ρ (φ(im), jm)− ρ(im, jm)

n
≤ 0,Pσ,τ−ps.

Si la stratégie σ n'a pas de regret φ-swap pour toute les fonctions d'un ensemble
Φ, alors on dit que cette stratégie n'a pas de regret Φ-swap ; si Φ est l'ensemble
de toutes les fonctions d'échanges, alors elle n'a pas de regret swap.
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Cette dé�nition est plus �ne que les notions de regrets externe et interne car :

1. une stratégie est consistante extérieurement si elle est Φe-swap consistante, avec
Φe = {φk,∀k ∈ I : φk(i) = k, ∀i ∈ I} ;

2. une stratégie est consistante intérieurement si elle est Φi-swap consistante, avec
Φi = {φi,k,∀i, k ∈ I : φi,k(i) = k et φi,k(l) = l, si l 6= i} ;

De la même façon que le regret interne est plus �n que le regret externe, si l'on note
Φ = {φ : I → I} alors

sup
i,k∈I

R
ik

n ≤ sup
φ∈Φ

Rn(φ) ≤ I sup
i,k∈I

R
i,k

n .

Revenons à l'algorithme Θ de Blum et Mansour [22]. Il est basé sur l'exécution
parallèle de I sous-algorithmes {θi}i∈I consistants extérieurement (et sur un argument
de point �xe). À l'étape n+1, étant données les probabilités qin+1 ∈ ∆(I) spéci�ées par
ces sous-algorithmes θi, l'algorithme général Θ spéci�e une probabilité pn+1 dé�nie
comme un point �xe par

pn+1 := (pn+1(1), . . . , pn+1(I)) =
∑
i∈I

pn+1(i)qin+1.

Le choix jn+1 du joueur 2 génère le vecteur de paiements Un+1 = (ρ(i, jn))i∈I ∈ RI ;
cependant, le sous-algorithme θi est appliqué, quant à lui, à la suite de vecteurs
pn(i)Un+1. Par dé�nition de la consistance extérieure de θi, pour tout k ∈ I :∑n

m=1 pm(i)Uk
m

n
− 〈q

i
m, pm(i)Um〉

n
≤ o(1). (4.3)

La somme, sur l'ensemble des sous-algorithmes des seconds termes est égale à∑n
m=1〈

∑
i∈I q

i
mpm(i), Um〉

n
=

∑n
m=1〈pm, Um〉

n
,

qui est la moyenne des gains espérés de l'algorithme général Θ. Soit φ : I → I une
fonction d'échange quelconque, alors la somme sur I des équations (4.3), prises en
k = φ(i), donne :

E
[
Rn(φ)

]
=

∑n
m=1

∑
i∈I pm(i)U

φ(i)
m

n
−
∑n

m=1〈pm, Um〉
n

≤ o(1).

L'algorithme général Θ n' donc pas de regret swap espéré. La convergence presque
sûre s'obtient encore grâce au lemme 4.7.

L'introduction du regret swap permet aussi de généraliser la dé�nition du regret
interne lorsque l'ensemble d'actions I n'est pas �ni. En e�et dans ce cadre il est
possible de construire des stratégies trivialement consistantes intérieurement (au sens
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4.5) en n'utilisant qu'une seule fois chaque action ; chacune des suites de fréquences
(Nn(i)/n)n∈N convergeant évidemment vers 0.

Dans le cas où I est un ensemble compact convexe normé et ρ concave, Stoltz et
Lugosi [112] ont obtenu l'existence de stratégies déterministes Φc-swap consistantes
avec Φc l'ensemble des fonctions continues de I dans I. On montre en section 5.1 une
généralisation de ce résultat :

Théorème 4.9

Si I est un ensemble métrique convexe et compact et ρ(·, y) est continue pour
tout y ∈ ∆(J) et uniformément bornée, alors il existe une stratégie Φc-swap
consistante.

Notions plus �nes de regret

Fudenberg et Levine [51] puis Lehrer [70] ont également généralisé la notion de
regret interne, dans deux directions. La première consiste à dé�nir des ensembles
plus �ns sur lesquels le regret est calculé et la seconde revient à calculer ce dernier
pas nécessairement par rapport à une stratégie constante. Formellement, une fonction
d'activation A dé�nie sur H×I et à valeur dans {0, 1} indique si après l'histoire hn et
étant donné le choix in+1 du joueur 1, l'étape n+ 1 est active (i.e. si A(hn, in+1) = 1
alors cette étape va compter dans le calcul du regret). Une fonction de remplacement
φ est une application de H × I dans I qui, quant à elle, indique après l'histoire hn

quelle action jouer à la place de in+1.
On dit qu'une stratégie σ n'a pas de (A, φ)-regret si pour toute stratégie τ du

joueur 2 :

lim sup
n→∞

∑n
m=1A(hm, im+1)

[
ρ
(
φ(hm, im+1)

)
− ρn

]∑n
m=1 A(hm, im+1)

≤ 0, Pσ,τ−ps (4.4)

dès que
∑n

m=0A(hm, im+1)→∞. Étant donnée une probabilité λ sur l'ensemble des
couples fonctions d'activations/fonctions de remplacement (muni de la tribu produit),
Lehrer [70] a montré l'existence d'une stratégie sans (A, φ)-regret, pour λ-presque tous
les couples. En particulier, pour un ensemble dénombrable de couples, il existe une
stratégie qui n'a pas de regret vis-à-vis de tous les couples.

Il s'agit bien d'une généralisation des notions précédentes en considérant les en-
sembles suivants :

Regret externe : E est l'ensemble des couples (1, i?) où 1 est la fonction toujours
active et i? la fonction de remplacement toujours égale à i ;

Regret interne : I est l'ensemble de cardinal I2 des couples (1i, k
?) avec

1i(hn, in+1) = 1 lorsque in+1 = i ;

Regret swap : S est l'ensemble de cardinal II des couples (1, φ?) tels qu'il existe
une fonction φ de I dans I avec φ?(hn, ·) = φ(·) ;
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Consistence Universelle Conditionnelle : étant donnée B1, . . . , BK une par-
tition �nie de N, CUD est l'ensemble de cardinal KI des couples (1Bk , i

?) où
1Bk(hn, in+1) = 1 si l'étape n+ 1 appartient à Bk.

Deux raisons expliquent le choix de ne pas multiplier par la fréquence de la fonction
d'activation (i.e. de ne pas diviser par n au lieu de

∑n
m=1A(hm, im+1) ) dans cette

dé�nition. Même si l'on divisait par n, les stratégies véri�ant la propriété (4.4) ne
sont pas construites explicitement (voir la section 5.1). Par ailleurs, les ensembles E ,
I et S sont �nis, donc multiplier par la fréquence des fonctions d'activation n'est pas
très important. Par contre, dans le cas général, il serait possible de construire des
stratégies triviales telles que toutes les fréquences soit nulles.

Approches continues

Les résultats des deux prochaines extensions, attribués à leurs auteurs originaux,
ont été largement étendus et réinterprétés (notamment en terme d'A.S.D., voir Be-
naim, Hofbauer et Sorin [15]) par Sorin [108].

Hart et Mas-Colell [58] ont prouvé l'existence de stratégies consistantes en se
basant sur l'étude d'un potentiel P de D := RI

−. Une fonction P est un potentiel
si elle est de classe C1, positive et de gradient positif (composante par composante),
nulle exactement sur D et telle que 〈∇P (x), x〉 > 0 pour tout x 6∈ D. La stratégie
consiste à jouer à l'étape n selon la loi xn qui est proportionnelle à ∇P (rn) (et de
façon arbitraire si rn est dans D).

En remarquant que 〈x,Ex[Rn+1]〉 = 0 quelle que soit jn+1 (voir section 5.1), on
en déduit que la suite rn est une approximation discrète stochastique (une A.S.D.)
de l'inclusion di�érentielle associée ṙ ∈ N(r)− r où l'on a dé�ni

N(r) =
{
ω ∈ RI ; 〈∇P (r), ω〉 = 0 et ‖ω‖ ≤ ‖ρ‖∞

}
.

En conséquence,

d

dt
P (r(t)) ∈ 〈P (r(t)), N(r(t))〉 − 〈P (r(t)), r(t)〉 = −〈P (r(t)), r(t)〉 < 0.

La fonction P (r(·)) est donc de Lyapounov, et r(·), ainsi que rn (en tant qu'A.S.D.),
convergent vers D. En conséquence, la stratégie de Hart et Mas-Colell est bien consis-
tante extérieurement. Si l'on choisit comme potentiel la fonction P (x) = ‖x+‖2

2, on
obtient l'algorithme à poids polynomiaux (voir Cesa-Bianchi et Lugosi [29])

Cesa-Bianchi et Lugosi [28] ont utilisé cette technique a�n de construire une stra-
tégie consistante intérieurement : à l'étape n, il su�t de prendre pour xn n'importe
quelle mesure invariante de

(
Rn

)+
(comme proposé par Foster et Vohra [44]). On

rappelle que µ est une mesure invariante d'une matrice A, de taille I × I et à coe�-
cients positifs Aik, si pour tout i ∈ I, µ(i)

∑
k∈I A

ik =
∑

k∈I µ(k)Aki. On peut alors
véri�er (voir section 5.1) que 〈A,Eµ[Rn+1]〉 = 0 pour n'importe quel choix de jn+1 et
donc la suite Rn est une A.S.D. de l'inclusion di�érentielle Ṙ ∈ N(R)−R et est donc
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consistante intérieurement. Ces deux résultats sont bien sûr à mettre en relation avec
l'approchabilité en temps continu (voir section 2.3) et ils fournissent d'ailleurs une
intuition des résultats du chapitre suivant.

Pour les mêmes raisons que dans le chapitre 2, ces résultats s'étendent immédia-
tement au cas où l'étape n a une durée τ(n), sous la condition usuelle que la suite
(τn/

∑n
m=1 τm)n∈N soit dans l2(N) mais pas dans l1(N).

Fudenberg et Levine [50], Proposition 4.5, ont étudié un processus appelé smooth
�ctitious play qui n'a pas de regret externe. On dé�nit ρε, une ε-perturbation de la
fonction de paiement ρ par :

ρε(x, y) = ρ(x, y) + εψ(x),∀y ∈ ∆(J).

Faisons le changement de variable U = [ρ(i, y)]i∈I qui est donc un vecteur de l'en-
semble compact U = [−‖ρ‖∞, ‖ρ‖∞]I ⊂ RI . La fonction ρε se réécrit en

ρε(x, U) = 〈x, U〉+ εψ(x)

où ψ : ∆(I)→ R est choisie de telle sorte que :
i) ψ soit une fonction C1 de norme in�nie inférieure à 1 ;
ii) la fonction BRε : U → ∆(I) dé�nie par BRε(U) = argmaxx∈X〈x, U〉 + εψ(x)
soit univoque et continue ;

iii) pour tout U ∈ U , D1ρ
ε(·, U) = 0 en BRε(U).

La stratégie associée à cette perturbation est dé�nie par σε(hn) = BRε(Un).

Notons W ε(U) = supx∈X ρ
ε(x, U) = 〈BRε(U), U〉+ εψ (BRε(U)). Une stratégie σ

est en particulier ε-consistante extérieurement si lim supW ε(Un)− ρn ≤ 0.
La dynamique continue associée à (Un, ρn) s'écrit :

(U̇ , ω̇) ∈ {(V, 〈BRε(U), V 〉) ;V ∈ U} − (U, ω).

Si l'on note q(t) = W ε(U(t)) − ω(t), en di�érentiant q, on obtient q̇(t) + q(t) ≤ ε et
donc q(t) ≤ ε+Me−t pour une certaine constante M .

En conséquence, l'ensemble

{(U, ω) ∈ RI ×R; 〈BRε(U), U〉+ εBRε(U)− ω ≤ ε}

est un attracteur global (voir par exemple Benaïm, Hofbauer et Sorin [15]).
On a ainsi montré l'existence, pour tout η > 0, de stratégies η-consistantes ; plus

précisément, il existe ε tel que σε soit η-consistante pour tout ε < ε.

Le smooth �ctitious play est une généralisation de deux classes d'algorithmes, ap-
pelés exponential weight algorithm et follow the perturbed leader (voir Cesa-Bianchi
et Lugosi [29] sections 4.2 et 4.3). En e�et, pour la première classe, il su�t de choisir
l'entropie comme pénalisation, i.e. ψ(x) = −

∑
k∈I x(k) ln(x(k)), pour avoir

BRε(U)i =
exp(U i/ε)∑
k∈I exp(Uk/ε)
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ce qui caractérise bien l'exponential weight algorithm.
Le lien avec l'algorithme Follow the Perturbed Leader (qui suit le processus ap-

pelé Stochastic Fictitious Play de Fudenberg et Kreps [48]) est plus complexe. Cet
algorithme ne choisit pas une pénalisation εψ déterministe, mais perturbe chaque
composante de Un par une variable aléatoire εin, où la densité jointe f : Rn → R du
vecteur (εin)i∈I , est indépendante de Un et de l'étape. Le choix de in+1 est celui de la
composante qui maximise

(
Un

)i
+ εin. En particulier, l'action i est choisie à l'étape

n+ 1 avec probabilité Ci(Un), où Ci est dé�nie par :

Ci(U) = P
(

argmaxk∈I U
k + εk = i

∣∣hn) .
Ainsi l'algorithme Follow the Perturbed Leader génère un processus discret stochas-
tique, qui est une A.S.D. de l'inclusion di�érentielle :

(U̇ , ω̇) ∈ {(V, 〈C(U), V 〉) ;V ∈ U} − (U, ω).

Il s'agit bien d'un cas particulier du Smooth Fictitious Play car si f est strictement
positive et si C est de classe C1, alors Hofbauer et Sandholm [62] ont montré qu'il
existe alors une perturbation déterministe εψ telle que C(U) = BRε(U).

L'inconvénient majeur de cette approche est qu'elle ne permet pas de connaître les
vitesses uniformes de convergence du regret (ni même si la convergence est uniforme).
Cela dit, en bornant précisément les écarts entre la version discrète et la version conti-
nue de l'exponential weight algorithm, Sorin [109] a montré que les bornes obtenues
en temps continu s'appliquent à la version discrète. De plus cette analyse est valable
à la fois pour la consistance externe, et pour la consistence interne.

Autres utilisations du regret

Congestion de réseaux : Un réseau est un graphe G = (V,E) où V est un
ensemble de noeuds avec une origine o et une destination d et E un ensemble d'arêtes
orientées. L'ensemble des chemins (sans boucles) partant de o et allant à d est noté P .
Il y a un continuum de joueurs représenté par le segment [0, 1] et, chaque jour, chacun
d'entre eux choisit de parcourir un chemin de P . On appelle fn(P ) la proportion des
joueurs qui prennent le chemin P à la date n ∈ N.

Toute fonction f : P → R+, normalisée par
∑

p∈P f(P ) = 1 est appelé �ux et
elle induit une congestion f(e) =

∑
P :e∈P f(P ) sur l'arête e. Celle-ci a un coût de

congestion positif, continu et croissant le : R→ R fonction de sa congestion. Le coût
total d'un chemin P est donc lP (f) =

∑
e∈P le(f(e))).

À l'étape n, on note LP (fn) la congestion de l'arête P généré par le �ux fn. De
manière classique, on dit qu'un agent n'a pas de regret externe si :

lim sup
n→∞

∑
m≤n LPm(fm)

n
≤ min

P∈P

∑
m≤n LP (fm)

n
.
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Grâce à la structure particulière de ces jeux, Blum, Even-Dar et Ligett [21] ont
montré que si les coûts de congestion sont Lipschitz, et que tous les joueurs utilisent
une stratégie sans regret externe alors pour tout ε > 0 il existe un entier Nε tel que
le �ux moyen fn est un ε-équilibre de Nash pour n ≥ Nε.

On rappelle que Wardrop [119] a caractérisé les équilibres de Nash : un �ux f est
un équilibre de Nash si et seulement si f(P ) > 0 implique que LP (f) ≤ minP ′∈P lP ′(f)
et f est un ε-équilibre de Nash si

∑
P∈P f(P )LP (f) ≤ minP∈P lP (f) + ε.

Recherche d'équilibres de Nash : Foster et Young [46, 45] (voir aussi Ger-
mano et Lugosi [52]) ont construit des stratégies σε non couplées (indépendantes
des paiements des autres joueurs), basées sur un estimateur de type regret et qui
convergent vers un équilibre de Nash. Lorsque l'on parle de regret dans cette section
et la suivante, il ne s'agit pas d'une propriété asymptotique des stratégies, mais de
l'évaluation de la distance entre un pro�l d'actions et un équilibre de Nash.

Formellement, considérons un jeu à L joueurs où l'espace d'actions du joueur l ∈ L
est noté Il et sa fonction de paiement est ρl : Πl∈LIl → R. Le regret subi rl(x) par le
joueur l ∈ L sur le pro�l d'actions x = (x1, . . . , xL) ∈ Πl∈L∆(Il) et le regret maximal
Rl(xl) subi de l'action xl ∈ ∆(I) sont respectivement :

rl(x) = sup
i∈Il

ρl(i, x−l)− ρl(x) et Rl(xl) = sup
x−l∈Πk 6=l∆(Ik)

rl(xl, x
−l)

avec, de manière usuelle, x−l = (x1, . . . , xl−1, xl+1, . . . , xL). L'éloignement, au sens du
regret, entre un pro�l d'actions x ∈ Πl∈L∆(Il) et l'ensemble des équilibres de Nash
est simplement maxl∈L r

l(x), le plus grand regret subi par les joueurs.

Pour tout ε > 0, la stratégie σε est construite de la façon suivante : le joueur joue
par blocs de Nε étapes et sur un bloc il joue toujours selon la même probabilité p,
qui appartient à une ε-grille �nie et �xée de ∆(I).

À la �n d'un bloc, un joueur calcule son regret externe moyen sur ce bloc ; si
celui-ci est petit (i.e. plus petit que τε > 0) alors le joueur garde la même stratégie,
qui est a priori peu éloigné d'un équilibre de Nash. Si le regret est grand (i.e. plus
grand que τε > 0) alors il choisit une nouvelle stratégie uniformément sur la ε-grille
pour le bloc suivant.

Ainsi, s'il y a su�samment de blocs, il y a une grande probabilité de trouver un
pro�l de stratégies proche d'un ε-équilibre de Nash (en e�et si le pro�l est loin d'un
ε-équilibre, alors un des joueurs va dévier). Et les stratégies sont construites de sorte
que la probabilité de sortir d'un voisinage d'un équilibre est très faible. En faisant
tendre ε-su�samment lentement vers 0, on assure que les pro�ls convergent bien vers
l'ensemble des équilibres de Nash.

L'avantage de cette construction est que l'on peut facilement la modi�er si l'on
suppose qu'un joueur n'observe que ses paiements et non le vecteur de regret � qu'il
doit alors estimer. Son inconvénient majeur est qu'elle est essentiellement basée sur
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une exploration exhaustive de l'ensemble des pro�ls d'actions, ce qui ne représente
pas un véritable apprentissage.

Dé�nition d'équilibres : Halpern et Pass [55] (ainsi que Renou et Schlag [96])
ont proposé d'utiliser la notion de regret comme concept d'équilibre. Cela permet en
e�et de rationaliser certains comportements observés expérimentalement, en consi-
dérant une élimination itérative des stratégies faisant subir le regret maximal le plus
important.

Leur exemple le plus frappant est le dilemme des voyageurs imaginé par Basu [13] :
deux clients d'une compagnie aériennes ont un bagage (supposé identique) qui a été
abîmé. Ils doivent annoncer une évaluation (notée m1 et m2 comprise entre 2 et 100
euros) de ceux-ci a�n d'être indemnisés. Si m1 = m2 alors les deux clients reçoivent
m1 ; sinon celui qui a demandé le plus petit montant m reçoit m+ 2 tandis que celui
qui a demandé le plus gros montant reçoit m − 2. Après élimination des stratégies
strictement dominées, il ne reste plus que les choix m1 = m2 = 2 ; ce couple forme
donc l'unique équilibre de Nash du jeu. Cependant, des études expérimentales (les
personnes ayant par exemple répondu à celle de Becker, Carter et Naeve [14] étaient
des membres de la Game Theory Society) montrent que les stratégies rapportant le
plus consistent à demander une forte évaluation (97 euros pour l'expérience citée).

Pour appliquer l'élimination des stratégies proposée par Halpern et Pass, il su�t
de calculer, pour tout m1 ∈ {2, . . . , 100}, R1(m1) et de supposer que le joueur 1
n'utilise aucune des stratégies qui le maximise. On rappelle que

R1(m1) = sup
m2∈{2,...,100}

r1(m1,m2) = sup
m∈{2,...,100}

ρ1(m1,m)− ρ1(m1,m2).

De simples calculs montrent que R1(m1) = 3 si m1 ∈ {96, . . . , 100} et R1(m1) ≥ 4
sinon.

En e�et, r(m1,m2) = (m2 + 1) − (m2 − 2) = 3 pour tout m2 ∈ {2, . . . ,m1 − 1},
r(m1,m1) = m1−(m1 +1) = 1 et r(m1,m2) = (m2 +1)−(m1 +2) ≤ 100−96−1 = 3.
Si m1 ≤ 95, alors r1(m1, 100) = 101− (m+ 2) = 99−m ≥ 4. On remarque d'ailleurs
que la stratégie de l'unique équilibre de Nash donne le regret maximal R2(2) = 97 le
plus grand.

Ainsi l'ensemble des stratégies {2, . . . , 95} est éliminé. En répétant cette procédure
(où l'on suppose donc que les deux joueurs ne choisissent leurs stratégie que dans
{96, . . . , 100}) il ne reste que la stratégie 97.

Cependant, cette élimination a un inconvénient majeur : elle ne prend pas en
compte les paiements des autres joueurs et on peut ainsi aboutir à des résultats
absurdes ; par exemple, considérons le jeu suivant :

L R
T (0,100) (0,0)
B (99,100) (-100,0)
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Le regret généré par T (resp. B) est de 99 (resp. 100) donc, d'après l'analyse pré-
cédente le joueur 1 devrait jouer T et le joueur 2 devrait, quant à lui, jouer L. Une
élimination des stratégies strictement dominées (en deux étapes) implique que la case
jouée sera (B,L) qui maximise le paiement des deux joueurs.



5
Liens entre Approchabilité, Calibration et non-Regret

Construire une stratégie d'approchabilité d'un convexe peut se ramener
à la construction d'une stratégie calibrée dans un premier jeu auxiliaire.
À son tour, cela se ramène à la construction d'une stratégie consistante
dans un second jeu auxiliaire, à nouveau ramenée à la construction d'une
stratégie d'approchabilité d'un orthant dans un troisième jeu auxiliaire.
Ainsi on peut dire qu'en quelque sorte, les trois notions d'approchabilité,
de calibration et de non-regret sont équivalentes.
La dernière sous-section est une traduction de la section 2 de l'article
Calibration and Internal no-Regret with Partial Monitoring dont un ré-
sumé étendu est publié dans les Proceedings of the 20th conference on
Algorithmic Learning Theory
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L
'approchabilité a été introduite par Blackwell [17] dans les jeux répétés à paie-
ments vectoriels, le non-regret par Hannan [56] dans les jeux répétés à paiements

réels et la calibration par Dawid [33] dans les jeux répétés de prédictions. Il n'y a
donc, à première vue, pas de liens évidents entre ces trois notions. Cela dit, une
conséquence des résultats d'approchabilité est l'existence de stratégies consistantes
extérieurement et intérieurement, en dimension �nie ou non (voir le chapitre 4). Cette
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dernière implique l'existence de stratégies ε-calibrées (voir le chapitre 3), ce qui en-
traîne l'existence de stratégies d'approchabilité d'ensembles convexes (voir le chapitre
2). Il est également possible de montrer directement l'existence de stratégies calibrées
à partir de la caractérisation de l'approchabilité d'ensembles convexes. C'est pour ces
raisons que l'on parle d'équivalence entre ces trois notions.

5.1 Approchabilité et non-regret

Espace d'actions du joueur 1 �ni

Blackwell [18] fut le premier à prouver que l'existence de stratégies consistantes
extérieurement était une conséquence directe de son théorème d'approchabilité. En
e�et, pour tout y ∈ ∆(J), notons ρ̃(y) = maxx∈∆(I) ρ(x, y) ∈ R le paiement maximal
du joueur 1 sachant que le joueur 2 joue y et C ⊂ RJ ×R l'ensemble convexe dé�ni
par

C =
{

(y, z) ∈ RJ ×R; y ∈ ∆(J), z ≥ ρ̃(y)
}
.

Un couple (y, z) appartient à C si y est une action mixte du joueur 2 � vue comme
un vecteur de RJ � et z un paiement plus grand que ρ̃(y). En conséquence, si le
couple (n, ρn) appartient à C alors ρn ≥ maxi∈I ρ(i, n) et le joueur 1 n'a pas de
regret externe.

Proposition 5.1 (Blackwell [18])

Il existe une stratégie σ consistante extérieurement telle que pour toute stratégie
τ du joueur 2 et tout η > 0 :

Eσ,τ
[∥∥(rn)+

∥∥] = O

(
1√
n

)
et Pσ,τ

(
sup
n≥N

∥∥(rn)+
∥∥ ≥ η

)
≤ O

(
1

η2N

)
.

La démonstration, reprise par Luce et Rai�a [77], annexe A.8.6 et Mertens, Sorin et
Zamir [84], exercice 7 p. 107, est élémentaire. Il su�t de remarquer que dans le jeu où
le paiement de l'étape n est (jn, ρn) ∈ RJ×R� où jn est vu comme le jn-ème vecteur
de la base canonique de RJ � le convexe C n'est pas repoussable par le joueur 2. En
e�et pour toute action y ∈ ∆(J) du joueur 2, il existe une action i ∈ I du joueur 1
tel que (y, ρ(i, y)) ∈ C. En conséquence C est approchable par le joueur 1.

Ce résultat est vrai car l'application y 7→ ρ̃(y) est continue et donc il su�t bien que
(n, ρn) converge vers C pour que la stratégie du joueur 1 soit consistante extérieure.
Par ailleurs, il est plus fort que la simple existence de stratégies consistantes, car la
convergence est uniforme par rapport aux stratégies du second joueur, ce qui n'est
pas a priori requis par la dé�nition 4.1 de la consistance interne.
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La stratégie de Blackwell ne s'exprime pas grâce à une formule explicite contrai-
rement à la stratégie suivante, remarquée par Hart et Mas-Colell [57]. On rappelle
qu'une stratégie est consistante extérieurement si la partie positive de rn converge
vers 0, donc si rn converge vers l'orthant négatif de RI . Les résultats suivants sont
démontrés en exhibant des algorithmes explicites construisants des stratégies consis-
tantes extérieurement et intérieurement.

Proposition 5.2 (Hart et Mas-Colell [57])

La stratégie σ où à l'étape n le joueur 1 joue proportionnellement à (rn)+ (et
arbitrairement si rn est dans l'orthant négatif) est une stratégie consistante
extérieurement. Pour toute stratégie τ du joueur 2 et tout η > 0 :

Eσ,τ
[∥∥(rn)+

∥∥] =
4
√
I‖ρ‖∞√
n

et Pσ,τ

(
sup
n≥N

∥∥(rn)+
∥∥ ≥ η

)
≤ 32I‖ρ‖2

∞
η2N

.

Démonstration . On considère la stratégie dé�nie par σ(hn) = (rn)+ /
∥∥(rn)+

∥∥
1
si rn

n'est pas dans l'orthant négatif et σ(hn) choisie arbitrairement sinon. Cette stratégie
véri�e la condition de Blackwell (2.1), grâce au principe géométrique suivant.

Lemme 5.3

Quel que soit le choix de x ∈ ∆(I),

〈x,Ex [r(i, j)]〉 = 0, ∀j ∈ J (5.1)

Démonstration du Lemme 5.3 .
Par linéarité de ρ, la k-ème composante de Ex [r(i, j)] est ρ(k, j)− ρ(x, j) et donc

le produit scalaire vaut
∑

k∈I x
k
[
ρ(k, j)− ρ(x, j)

]
= ρ(x, j)− ρ(x, j) = 0. �

Comme xn+1 = σ(hn) est proportionnel à (rn)+ = rn − (rn)−, le lemme 5.3 (avec le
fait que 〈X −X−, X−〉 = 〈X+, X−〉 = 0) implique que :

〈rn − (rn)− ,Eσ,τ [rn+1|hn]− (rn)−〉 = 0.

En conséquence, l'orthant négatif de RI est un B-set et la stratégie décrite une
stratégie d'approchabilité. Elle est donc consistante extérieurement. �

Ce résultat correspond à l'approche continue du regret dé�nie en section 2.3 pour
le potentiel P (x) = ‖x+‖2. Les avantages de cette construction sont triples : elle est
explicite, elle se généralise facilement à la consistance interne et ne dépend pas de
l'espace d'action du joueur 2 (ni sur la description, ni sur les vitesses de convergence).

En particulier, la démonstration est strictement identique dans le cas compact,
i.e. lorsque le joueur 2 choisit à l'étape n un vecteur de paiement Un ∈ [−B,B]I
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� avec B une constante positive � tel que le paiement du joueur 1 est la in-ème
composante de ce vecteur et le regret est donné par rn := r(in, Un) =

(
Uk
n − U in

n

)
k∈I .

Similairement, on note le regret interne de l'étape n par Rn = R(in, Un) ∈ RI×I , où
R(i, U) est la matrice donc la i-ème ligne est r(i, U) et toutes les autres sont nulles.

Proposition 5.4 (Hart et Mas-Colell [57])

La stratégie σ où à l'étape n le joueur 1 joue une mesure invariante de
(
Rn

)+

(et arbitrairement si Rn est dans l'orthant négatif) est une stratégie consistante
intérieurement. Pour toute stratégie τ du joueur 2 et tout η > 0 :

Eσ,τ

[∥∥∥(Rn

)+
∥∥∥

2

]
=

4B
√
I√

n
et Pσ,τ

(
sup
n≥N

∥∥∥(Rn

)+
∥∥∥

2
≥ η

)
≤ 32IB2

η2N
.

Démonstration . Considérons la stratégie σ telle que xn+1 := σ(hn) ∈ ∆(I) est
une mesure invariante de

(
Rn

)+
. On rappelle que x est une mesure invariante d'une

matrice A = (Aik)i,k∈I à coe�cients positifs si pour tout i ∈ I∑
k∈I

xkAki = xi
∑
k∈K

Aik

et que son existence est une conséquence du théorème de Perron-Frobenius (voir par
exemple Seneta [103]).

Cette stratégie véri�e la condition de Blackwell (2.1), grâce à un principe géomé-
trique équivalent à (5.1) :

Lemme 5.5

Pour toute matrice A à coe�cient positifs et toute mesure invariante x de A,

〈A,Ex [R(i, U)]〉 = 0, ∀ U ∈ RI (5.2)

Démonstration du Lemme 5.5 . La (i, k)-ème composante de Ex [R(i, U)] est
xi
(
Uk − U i

)
donc le produit scalaire vaut

∑
i,k A

ikxi
(
Uk − U i

)
. Le coe�cient de U i

dans cette somme est ∑
k∈I

xkAki − xi
∑
k∈K

Aik = 0

car x est une mesure invariante de A. �

Comme xn+1 = σ(hn) est une mesure invariante de
(
Rn

)+
= Rn −

(
Rn

)−
alors le

lemme 5.5 implique que :

〈Rn −
(
Rn

)−
,Eσ,τ [Rn+1|hn]−

(
Rn

)−〉 = 0.
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En conséquence, l'orthant négatif est un B-set et la stratégie décrite une stratégie
d'approchabilité ; elle est donc consistante intérieurement. �

Cette stratégie issue de Sorin [108] était aussi celle décrite par Foster et Vohra [42]
bien que leur démonstration ne soit pas une application directe du théorème d'ap-
prochabilité (mais basée sur le score de Brier).

Espaces d'actions in�nies et regret généralisé

Le théorème 5.6 suivant est l'extension du théorème 4.9 de la section 4.2 au cas
compact. On suppose que l'espace d'action du joueur 1 est un ensemble métrique
convexe compact I et qu'à l'étape n, le joueur 2 choisit une fonction Un parmi un
ensemble U de fonctions équicontinues sur I et bornées par B ∈ L2. Les choix de Un
et de in ∈ I génèrent le paiement Un(in). On parle de cas compact car le théorème
d'Arzela-Ascoli implique que U est relativement compact.

Théorème 5.6

Dans le cas compact, il existe une stratégie Φc-swap, où Φc l'ensemble des fonc-
tions continues de I dans I.

On rappelle que Stoltz et Lugosi [112] ont démontré une version �nie de ce théorème.

Démonstration . Soit Γ̂ le jeu auxiliaire où l'espace d'action du joueur 1 est I et celui
du joueur 2 est U . Les choix de i ∈ I et U ∈ U génèrent un paiement Û(i) ∈ L2(Φc, λ)
� où λ est une probabilité quelconque sur (Φc, ‖ · ‖∞) muni de la tribu borélienne �
dé�ni par :

Û(i)[φ] = U [φ(i)]− U [i], ∀φ ∈ Φc.

Le pavé L−2 (Φc, λ) := {U ∈ L2, U ≤ 0} n'est pas repoussable par le joueur 2 ; en e�et,
pour tout U ∈ U , il existe i ∈ I � n'importe quel minimisateur global de U � tel
que Û(i) appartienne à L−2 (Φc, λ). Comme c'est un ensemble convexe, la proposition
2.12 implique qu'il est approchable par le joueur 1 qui n'a donc pas de regret φ-swap
pour λ-presque toutes les fonctions φ ∈ Φc.

Or l'ensemble des fonctions continues sur I à valeurs dans I est séparable (voir
Rudin [99] ou Stoltz et Lugosi [112]), il existe donc {φk, k ∈ N} un sous-ensemble
dénombrable dense de Φc et on dé�nit la probabilité λ =

∑
k∈N 2−kδφk .

Comme U est une famille équicontinue, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que :

∀i, i′ ∈ I,∀U ∈ U , d(i, i′) ≤ δ =⇒ |U(i)− U(i′)| ≤ ε.

Soit φ ∈ Φc, il existe φk tel que ‖φ− φk‖∞ ≤ δ et donc∑n
m=1 Um [φ(im)]− Um[i]

n
≤
∑n

m=1 Um [φk(im)]− Um[i]

n
+ ε.

Comme σ n'a pas de regret φk-swap, elle a un regret φ-swap plus petit que ε, pour
tout ε > 0. La stratégie σ n'a donc pas de regret Φc-swap. �
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Jouer à chaque étape proportionnellement à la partie positive du regret externe
est toujours une stratégie consistante extérieurement. Par contre, pour la consistance
interne il n'est a priori pas possible de jouer une mesure invariante de la partie positive
du regret car son existence n'est pas garantie. Cependant, pour tout q ∈ L2(Φ, λ) et

ε > 0, il existe x ∈ ∆(I) tel que pour tout U ∈ U ,
〈
q − q−, Û(x)− q−

〉
≤ ε, où on a

noté q− la projection de q sur L−2 (Φ, λ) et q+ = q − q−.
On rappelle que le module de continuité ωφ d'une fonction φ uniformément conti-

nue sur I (à valeurs dans un espace métrisé par d1) est la plus grande (point par
point) fonction réelle croissante véri�ant pour tout ε > 0,

∀i, k ∈ I, d(i, k) ≤ ωφ(ε) =⇒ d1(φ(i), φ(k)) ≤ ε.

Par hypothèse d'équicontinuité, il existe ωU , une fonction croissante sur R+ stricte-
ment positive, telle que pour tout U ∈ U , ωU(·) ≤ ωU(·). Pour tout η > 0, on dé�nit
Φη, un sous-ensemble fermé de Φc, par

Φη = {φ ∈ Φc;ωφ [ωU (ε)] ≥ η} .
Comme Φη est une suite croissante de fermés dont l'union est Φc, il existe η tel que∫

Φc\Φη q
+[φ]dλ ≤ ε, ce qui implique que pour tout U et tout i ∈ I :∣∣∣∣∣
(∫

Φη

q+[φ]U [φ(i)]− U [i]

∫
Φη

q+(φ)dλ

)
−
〈
q − q−, Û(i)− q−

〉∣∣∣∣∣ ≤ 2Bε.

Soit I une η-grille �nie de I et pour tout φ ∈ Φc, notons φ̂ : I → I une fonction
qui minimise (point par point) d(φ̂(i), φ(i)). Par conséquent, pour tout i ∈ I, par
dé�nition de Φη :∣∣∣∣∣

∫
Φη

q+[φ]U [φ̂(i)]dλ−
∫

Φη

q+[φ]U [φ(i)]dλ

∣∣∣∣∣ ≤ ε

∫
Φ

q+[φ]dλ.

Pour tous les couples (i, k) ∈ I2, on dé�nit l'ensemble Φi,k
η = {φ ∈ Φη : φ̂(i) = k} de

telle sorte que : ∫
Φη

q+[φ]U [φ̂(i)]dλ =
∑
k∈I

∫
Φi,kη

q+[φ]dλU [k].

On note aussi θi,k :=
∫

Φi,kη
q+(φ)dλ et on appelle xq une mesure invariante de la

matrice θ. Alors,
∑

i∈I xq(i)
∑

k∈I θ
i,k (U(k)− U(i)) = 0 et donc :〈

q − q−, Û(xq)− q−
〉
≤
∑
i∈I

x(i)
∑
k∈I

θi,k (U(k)− U(i)) + ε

(
2B +

∫
Φ

q+[φ]dλ

)
≤ ε

(
2B +

∫
Φ

q+[φ]dλ

)
.

Cette démonstration, basée sur l'approchabilité en dimension in�nie, peut facilement
être adaptée pour montrer l'existence de stratégie sans regret avec activations (comme
dé�nie en section 2.3, voir aussi Lehrer [70]).



5.2. Non-regret et calibration 61

5.2 Non-regret et calibration

Pour construire une stratégie calibrée par rapport à une grille, Foster et Vohra [43]
ont utilisé une stratégie consistante intérieurement dans un jeu auxiliaire. Sorin [108]
a simpli�é leur démonstration grâce au lemme 5.8 ci-dessous. Tout d'abord, rappelons
rapidement le modèle général du jeu de prédictions dé�ni en chapitre 3.

À chaque étape n ∈ N, le joueur 2 choisit sn parmi un ensemble �ni d'états S. Le
joueur 1 fait une prédiction sur sn en choisissant une probabilité µn dans une grille
�nie L = {µ(l), l ∈ L}. Explicitement, une stratégie du joueur 1 est une application
de l'ensemble des histoires �nies H :=

⋃
n∈N (L× S)n dans ∆(L), l'ensemble des

probabilités sur L. Les stratégies du joueur 2 sont dé�nies de manière duale.
Une stratégie σ du joueur 1 est calibrée (par rapport à L) si pour toute stratégie τ

du joueur 2 et pour tout l, k ∈ L, la moyenne empirique des états lorsque le joueur 1
a prédit µ(l) est plus proche de µ(l) que de n'importe quel autre µ(k). Formellement,
si pour tout l, k ∈ L

lim sup
n→∞

Nn(l)

n

(
‖sn(l)− µ(l)‖2 − ‖sn(l)− µ(k)‖2

)
≤ 0,Pσ,τ−ps

où Nn(l) = {m ≤ n, lm = l} est l'ensemble des dates jusqu'à la n-ème où le joueur 1
a prédit µ(l) et sn(l) =

∑
m∈Nn(l) sm/Nn(l) est la moyenne empirique des états sur

Nn(l). L'ensemble ∆(S) est vu comme un sous-ensemble de RS muni de la norme 2.

Théorème 5.7

Il existe une stratégie σ calibrée par rapport à L telle que pour toute stratégie
τ du joueur 2 et tout η > 0 :

Eσ,τ

[
sup
l,k∈L

Nn(l)

n

(
‖sn(l)− µ(l)‖2 − ‖sn(l)− µ(k)‖2

)]
≤ 6
√
L√
n

et

Pσ,τ

(
sup
n≥N

sup
l,k∈L

Nn(l)

n

(
‖sn(l)− µ(l)‖2 − ‖sn(l)− µ(k)‖2

)
≥ η

)
≤ 72L

η2N
.

La démonstration fait appel à la construction de stratégies consistantes et utilise le
simple lemme suivant :

Lemme 5.8

Pour toute suite (sm)m∈N et tout l, k ∈ L∑
m∈Nn(l)

‖sm − µ(l)‖2

Nn(l)
− ‖sm − µ(k)‖2

Nn(l)
= ‖sn(l)− µ(l)‖2 − ‖sn(l)− µ(k)‖2.
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Démonstration . Il su�t de développer les sommes des deux côtés. �

Pour que le lemme 5.8 soit vrai, il est nécessaire que la norme soit euclidienne (comme
remarqué par Cesa-Bianchi et Lugosi [29] p. 89 et exercice 4.14).

Démonstration du théorème 5.7 . Notons Γr le jeu répété auxiliaire où les espaces
d'actions sont L et S. Les choix à l'étape n de sn et de ln ∈ L génèrent le regret interne
dé�ni par Rn = R(ln, Un) où Un = −‖sn − µ(l)‖2 ∈ RL. Considérons σ une stratégie
consistante intérieurement du joueur 1, alors pour toute stratégie τ du joueur 2,

lim sup
n→∞

sup
l,k

|Nn(l)|
n

 ∑
m∈Nn(l)

‖sm − µ(l)‖2

|Nn(l)|
− ‖sm − µ(k)‖2

|Nn(l)|

 ≤ 0.

Le lemme 5.8 implique que σ est calibrée par rapport à L. Les vitesses de convergence
sont données par celles de l'algorithme consistant intérieurement. �

Remarque : La stratégie σ construite est telle que pour tout l ∈ L, sn(l) est
asymptotiquement plus proche de µ(l) que de n'importe quel autre µ(k), dès
que |Nn(l)|/n n'est pas trop petit.
Le fait que sn appartienne à un ensemble �ni S et que les {µ(l), l ∈ L} soient des
probabilités sur S ne joue aucune rôle : on montre de la même façon que pour
tout ensemble �ni {a(l) ∈ Rd, l ∈ L}, le joueur 1 a une stratégie σ telle que pour
toute suite bornée (am)m∈N de Rd et tout l et k :

lim sup
n→∞

|Nn(l)|
n

(
‖an(l)− a(l)‖2 − ‖an(l)− a(k)‖2

)
≤ 0.

Réciproquement, Foster et Vohra [42] ont construit une stratégie consistante intérieu-
rement à partir d'une stratégie calibrée.

Calibration par rapport à un graphe

La notion de calibration peut être a�aiblie en dé�nissant la calibration par rapport
à un graphe G = (L, E) où L = {µ(l), l ∈ L} est un sous-ensemble �ni de ∆(S) et
E est un ensemble d'arêtes orientées, i.e. de couples (l, k) avec (l, k) ∈ L2. Notons
V (l) = {k ∈ L, (l, k) ∈ E} l'ensemble des voisins de µ(l) ∈ L.

De�nition 5.9

Une stratégie σ du joueur 1 est calibrée par rapport à G = (L, E) si pour toute
stratégie τ du joueur 2 et pour tout l ∈ L

lim sup
n→∞

Nn(l)

n

(
‖sn(l)− µ(l)‖2 − ‖sn(l)− µ(k)‖2

)
≤ 0,∀k ∈ V (l),Pσ,τ−ps.
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L'existence d'une telle stratégie est évidemment impliquée par l'existence d'une stra-
tégie calibrée. De plus,

Lemme 5.10

Il existe une stratégie du joueur 1 calibrée par rapport au graphe G = (L, E).
Les vitesses de convergence du théorème 5.7 restent valables en remplaçant res-
pectivement 6

√
L par 12

√
supl∈L |V (l)|δG et 72L par 288 supl∈L |V (l)|δ2

G où on
a noté δG = sup(l,k)∈E ‖µ(l)− µ(k)‖ est le diamètre du graphe.

Démonstration . Il su�t de considérer le jeu auxiliaire d'espace d'actions L et S
où, à l'étape n, le regret induit par le graphe G est une matrice R′n dont la (l, k)-ème
coordonnée est :

(R′n)
lk

=

{
‖sn − µ(l)‖2 − ‖sn − µ(k)‖2 si ln = l et k ∈ V (l)

0 sinon.

Notons σ la stratégie du joueur 1 consistant à jouer à l'étape n+1 selon xn+1 = σ(hn)

une mesure invariante de
(
R
′
n

)+

. Le lemme 5.5 implique que〈(
R
′
n

)+

,Eσ
[
R′n+1|sn+1

]〉
=

〈(
R
′
n

)+

,Eσ [Rn+1|sn+1]

〉
= 0

où Rn+1 est le regret interne usuel de l'étape n+1. Ainsi σ approche l'orthant négatif
de RL×L et elle est calibrée par rapport à G.

Les bornes s'obtiennent en remarquant que ‖R′n+1‖ ≤ 6 supl∈L |V (l)|δG. �

Ce lemme simple a pour conséquence le théorème 5.11 ci-dessous (plus précisé-
ment, il implique le lemme 5.12 suivant).

Théorème 5.11 (Mannor et Stoltz [80])

Il existe une stratégie σ naïvement calibrée et telle que pour toute stratégie τ
du joueur 2 et tout ensemble Borel-mesurable B ⊂ ∆(S) :

lim
n→∞

n
1

S+1√
ln(n)

∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
m=1

1 {µm ∈ B} (µm − sm)

∥∥∥∥∥ ≤ Γ(S), Pσ,τ−ps

où Γ(S) est une constante dépendant de S.

La démonstration de Mannor et Stoltz (celle du théorème 5.14 en est une modi�ca-
tion) repose sur un argument de doubling-trick (voir Sorin [106], proposition 3.2 p.
56) ajouté au lemme 5.12 qui suit.

L'algorithme que l'on propose repose sur la résolution de systèmes linéaires creux
(et non pas de programmes linéaires).
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Lemme 5.12

Pour tout ε > 0, il existe σ une stratégie ε-calibrée telle que pour tout p ∈ ∆(S),
toute stratégie τ du second joueur et tout n ∈ N :

Eσ,τ

 ∑
p∈∆(S)

|Nn(p, ε)|
n

(
‖µn(p, ε)− sn(p, ε)‖ − ε

) ≤ (2

ε

)S−1
2 4γ(S)√

n
,

où l'on a reprit les notations de la dé�nition 3.11, avec γ(S) une constante
dépendante de S, de l'ordre de 1/S!.

Démonstration . Soit ε > 0 �xé, la stratégie σ considérée est simplement la stratégie
calibrée par rapport à une grille bien choisie de ∆(S) donnée par le Lemme 5.10.

On rappelle que l'ensemble des probabilités sur S peut être dé�ni comme un
sous-ensemble de RS−1 de la façon suivante :

∆(S) =
{
x = (x1, . . . , sS−1) ∈ RS−1 : x1, . . . , xS−1 ≥ 0 et

∑
xs ≤ 1

}
.

On appelle es le vecteur de RS−1 dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la s-ème
qui vaut 1 et Lε la grille régulière dé�nie par

Lε =

{
µ =

S−1∑
k=1

2εnk√
S − 1

es ∈ ∆(S);nk ∈ N

}
:=

{
µ(l) =

S−1∑
k=1

2εnk(l)√
S − 1

es, l ∈ Lε

}
.

(5.3)
On suppose qu'une arête relie les deux sommets µ(l) et µ(l′) si |nk(l) = nk(l

′)| = 0
pour tout k ∈ {1, . . . , S − 1} sauf pour un unique k0 tel que |nk0(l)− nk0(l′)| = 1.

Le diamètre de ce graphe est 2ε√
S−1

et |V (l)| ≤ 2S−1 pour tout l ∈ L. Le lemme 5.10
implique qu'il existe une stratégie σ du joueur 1 telle que pour toute stratégie τ du
joueur 2 et tout n ∈ E,

Eσ,τ

[∥∥∥∥(R′n)+
∥∥∥∥

2

]
≤ 8.2

S+1
2 ε√

S − 1
avec, on rappelle,

(
R̄′n
)+

=
|Nn(l)|
n

(
‖sn(l)− µ(l)‖2 − ‖sn(l)− µ(k)‖2

)+

k∈V (l),l∈L
.

La géométrie de la grille Lε implique que

‖sn(l)− µ(l)‖2 ≤ ε+

√√√√ ∑
k∈V (l)

max

(〈
sn(l)− µ(l) + µ(k)

2
,
µ(k)− µ(l)

‖µ(k)− µ(l)‖

〉
, 0

)2

= ε+

√√√√ ∑
k∈V (l)

max
(
‖sn(l)− µ(l)‖2 − ‖sn(l)− µ(k)‖2 , 0

)2

4‖µ(k)− µ(l)‖2
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Comme ‖µ(k) − µ(l)‖ = 2ε/
√
S − 1 si k ∈ V (l), en multipliant l'inégalité par

|Nn(l)|/n, puis en sommant sur l ∈ Lε et en prenant la racine carrée, on obtient

‖R̃n‖2 :=

√√√√∑
l∈Lε

[
|Nn(l)|
n

(
‖sn(l)− µ(l)‖2 − ε

)]2

≤
√
S − 1

4ε

∥∥∥∥(R′n)+
∥∥∥∥ .

Comme ‖R̃n‖1 ≤
√
Lε‖R̃n‖2 car R̃n ∈ RLε , le résultat découle du fait qu'il existe une

constante γ(S), de l'ordre de 1/S!, telle que Lε ≤ γ(S)ε−(S−1) . �

5.3 Calibration et approchabilité

De l'approchabilité à la calibration

Il existe de nombreuses démonstrations de l'existence (voire leur construction) de
stratégies calibrées utilisant le théorème d'approchabilité de Blackwell, à la fois avec
des règles d'inspection (comme Lehrer [68] ou Sandroni, Smorodinsky et Vohra [102])
ou pour la calibration naïve (celle de Foster [41] ou encore celle de Mannor et
Stoltz [80]). On va dans cette section démontrer le théorème 3.3 et une version di�é-
rente du théorème 5.11.

règles d'inspection indépendantes des prédictions

On rappelle qu'étant donnée une règle d'inspection RI = (U,C) à court terme
et indépendante des prédictions, une stratégie σ est RI-calibrée le long de la partie
h∞ ∈ H si

fn(h∞, σ,RI) :=

∑n
m=1 1 {sn+1 ∈ U(hn)} [1 {sn+1 ∈ C(hn)} − σ(C(hn)|U(hn), hn)]∑n

m=1 1 {sn+1 ∈ U(hn)}
converge vers 0 dès que

∑∞
m=1 1 {sn+1 ∈ U(hn)} =∞.

Le théorème 3.3 dit que pour toute probabilité λ sur RI ic (l'ensemble des règles
d'inspection à court terme et indépendante des prédictions), il existe une stratégie
pure σ (i.e. à chaque étape, le joueur choisit µn ∈ ∆(S) de façon déterministe) qui
passe, le long de chaque partie h∞, λ-presque tous les tests de calibration.

La démonstration de ce résultat est très proche de celle de Lehrer [68], seul change
le Lemme 5.13.

Démonstration du théorème 3.3 . La démonstration repose essentiellement sur
le théorème d'approchabilité en dimension in�nie (avec activations). Soit λ une pro-
babilité sur RI ic, on va construire, par induction, une stratégie σ qui approche
{0} ⊂ L2(RI ic, λ). Soient donc h∞ une histoire �xée et n ∈ N.

On considère le jeu auxiliaire Γcn à somme nulle où l'espace d'actions du joueur 2
est ∆(S) et celui du joueur 1 est ∆(S)0, l'intérieur de ∆(S), vu comme un sous-
ensemble de RS−1. On restreint le joueur 2 à cet espace d'action a�n de s'assurer que
σ(U(hn)|hn) soit toujours non nul et donc σ(C(hn)|U(hn), hn) ait toujours un sens.
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Les choix de µ ∈ ∆(S)0 et s′ ∈ S génèrent un paiement dé�ni par :

gn(µ, s) =

∫
RIic

fn(h∞, σ,RI)

1 +
∑n

k=1 1{sk+1∈U(hk)}
1s′∈U(hn)

[
1s′∈C(hn) − µ (C(hn)|U(hn))

]
dλ;

La fonction gn est étendue � en sa seconde variable � par linéarité sur ∆(S). Comme
pour toute règle d'inspection RI ∈ RI ic

fn(h∞, σ,RI)

1 +
∑n

k=1 1{sk+1∈U(hk)}
=

fn(h∞, σ,RI)∑n+1
k=1 1{sk+1∈U(hk)}

et d'après le théorème 2.12, il su�t pour que σ approche le pavé {0} que pour tout
ε > 0, il existe µ ∈ ∆(S)0 telle que gn(µ, µ′) ≤ ε pour tout µ′ ∈ ∆(S).

Ceci est une conséquence du lemme 5.13 suivant, qui est une application de l'in-
égalité de Ky Fan [37]. �

Lemme 5.13

Soit G un jeu à deux joueurs à somme nulle d'espace d'actions X ⊂ Rd convexe
compact pour les deux joueurs, de fonction de gain g telle que g(x, x) = 0 pour
tout x dans X0, l'intérieur de X.

Si pour tout x ∈ X, g(·, x) est a�ne et g(x, ·) est continue et uniformément
bornée par B sur X0 alors pour tout ε > 0, il existe x ∈ X0 tel que g(x, x) ≤ ε
pour tout x ∈ X.

Démonstration . Rappelons le lemme connu sous le nom d'inégalité de Ky Fan [37].
Soit K un ensemble compact convexe d'un ensemble euclidien, g : K ×K → R telle
que pour tout y ∈ K, g(·, y) soit concave sur K et pour tout x ∈ K, g(x, ·) soit
continue sur K. Si de plus g(x, x) = 0 pour tout x ∈ K, alors il existe x ∈ K telle
que g(x, x) ≤ 0 pour tout x ∈ K.

Soit G,X, g donnés par les hypothèses du lemme. Pour tout η > 0, on appelle Xη

l'ensemble convexe compact dé�ni par Xη = {x ∈ X, d(x, ∂X) ≥ η} où ∂X est la
frontière de X. Alors g véri�e les hypothèses de l'inégalité de Ky Fan sur Xη. Il existe
donc xη tel que pour tout x ∈ Xη, g(x, xη) ≤ 0. Comme g est bornée par B sur Xη :

∀y ∈ X, g(x, xη) ≤
B(d− 1)

1− (d− 1)η
η.

Ainsi, en posant η = ε/ [(d− 1)(B + ε)] on obtient le résultat. �

calibration naïve

Le théorème suivant est à mettre en relation avec le théorème 5.11. Le résultat de
ce dernier est plus fort, mais les convergences sont plus lentes.
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Théorème 5.14

Il existe une base dénombrable de voisinages V = {Vk; k ∈ N} de ∆(S) et une
stratégie σ du joueur 1 telle que pour tout V ∈ V et toute stratégie τ du joueur 2 :∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
m=1

1 {µm ∈ V } (µm − sm)

∥∥∥∥∥ ≤ γ′′(S)
ln(n)

3
2

√
n

, Pσ,τ−ps

où γ′′(S) est une constante dépendante de S.

La démonstration est une modi�cation de celle de Mannor et Stoltz [80]. Elle est
basée sur la construction de stratégies calibrées par rapport à des grilles de plus en
plus �nes et choisies avec soin (qui vont dé�nir la base adéquate de voisinages), ainsi
que d'un argument classique de doubling trick.

La base de voisinages est un ensemble dénombrable de boules pour la norme in�nie
tel que :

1) l'ensemble des centres des boules est dense dans ∆(S) ;
2) pour chacun de ces centres v, il existe dans la base de voisinages une boule
centrée en v de rayon arbitrairement petit.

Démonstration . Comme dans la démonstration du lemme 5.12, on représente ∆(S)
par

∆(S) =
{
x = (x1, . . . , sS−1) ∈ RS−1 : x1, . . . , xS−1 ≥ 0 et

∑
xs ≤ 1

}
.

Soit mk une suite strictement croissante d'entiers impairs tels que pour tout k ∈ N
mk+1 soit un multiple de mk. Pour tout k ∈ N, on note Lk la grille régulière de ∆(S)
dé�nie par :

Lk =

{
µ =

S−1∑
s=1

ns
mk

es ∈ ∆(S);nk ∈ N

}
:= {µ(l, k), l ∈ Lk} ⊂ ∆(S)

où es est le s-ème vecteur canonique de RS−1. Les grilles sont de plus en plus �nes,
au sens où Lk ⊂ Lk+1 pour tout k ∈ N.

La cellule de Voronoï V (l, k) associée à µ(l, k) est l'ensemble des points de ∆(S)
qui sont plus proches, pour la norme 2, de µ(l, k) que de n'importe quel autre µ(l′, k).
Formellement, par dé�nition de Lk, pour tout l ∈ Lk :

V (l, k) =

{
ω ∈ ∆(S), ‖ω − µ(l, k)‖∞ ≤

1

2.mk

}
.

L'ensemble de ces cellules est notée Vk et leur union (sur tous les k ∈ N) forme la
base de voisinage V . Par construction, toute cellule de Vk est une union de cellules
de Vk+1 et le diamètre de V (l, k) est

√
S−1
mk

.
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Pour tout µ ∈ ∆(S) et s ∈ S, on dé�nit par récurrence GK(µ, s) un vecteur de
RS(L1+···+LK) par :

G1(µ, s) =
[
1{µ ∈ V (l, 1)}(µ− eS)

]
l∈L1
∈ RSL1 et

GK(µ, s) =

[
GK−1(µ, s),

(
1{µ ∈ V (l, k)}(µ− eS)

)
l∈LK

]
∈ RS(L1+···+LK).

On introduit le jeu ΓK où l'espace d'actions du joueur 1 est LK , celui du joueur
2 est S et le paiement est GK . Vu que les grilles sont régulières et de plus en plus
�nes et que chaque mk est impair, pour tout k ∈ N un élément µ(l, k) ∈ ∆(S) ne
peut appartenir qu'à une seule cellule de Vk′ pour tout k′ ∈ N. Ainsi, pour tout
µ(l, k) ∈ LK et s ∈ S : ∥∥GK(µ(l, k), s)

∥∥
2
≤ 2
√
K.

Dans ce jeu, si on note B(0, η)∞ la boule fermé pour la norme in�nie centrée en 0 et
de rayon η, l'ensemble convexe CK dé�ni par

CK := Πl∈Lk,k≤KB

(
0,

√
S − 1

2.mK

)
∞

= B

(
0,

√
S − 1

2.mK

)L1+···+LK

∞
⊂ R(S−1)(L1+···+LK)

n'est pas repoussable par le joueur 2. En e�et, pour tout µ ∈ ∆(S), il existe µ(l,K)

tel que µ ∈ V (l,K), donc ‖µ−µ(l,K)‖ ≤
√
S−1

2mK
. Ainsi Eµ

[
GK(µ(l,K), s)

]
appartient

bien à CK et ce dernier est approchable par le joueur 1.
En conséquent, il existe une stratégie σK telle que pour toute stratégie τ du joueur

2 :

EσK ,τ

[
d
(
G
K

n , C
K
)]
≤ 4

√
K

n
, avec GK

n le paiement de l′étape n.

Considérons la stratégie σ construite en jouant par bloc, en suivant la concaténation
usuelle de stratégies appelée doubling trick. Précisément, le joueur 1 joue sur leK-ème
bloc selon σK . La longueur de ce bloc est NK et on appelle τK = N1 + · · ·+Nk � ces
longueurs sont explicitées ultérieurement. Soit V = V (l, k) ∈ V un des voisinages �xé
de la base et k le plus petit entier tel que µ(l, k) ∈ Lk. Par construction des grilles,
sur tous les blocs avant le k-ème, aucune des di�érentes prédictions µn n'appartient
à V .

Ainsi, pour tout n ∈ N et en notant M l'entier tel que τM < n ≤ τM+1 :

Eσ,τ

∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
t=1

1 {µt ∈ V } (µt − st)

∥∥∥∥∥ ≤
M∑
k=1

Nk

n
Eσk,τ

∥∥∥∥∥∥ 1

Nk

τk+1∑
t=τk+1

1 {µt ∈ V } (µt − st)

∥∥∥∥∥∥
+

1

n
Eσ,τ

∥∥∥∥∥∥
n∑

t=τM+1

1 {µt ∈ V } (µt − st)

∥∥∥∥∥∥
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Par dé�nition de Ck :

Eσk,τ

∥∥∥∥∥∥ 1

Nk

τk+1∑
t=τk+1

1 {µt ∈ V } (µt − st)

∥∥∥∥∥∥ ≤Eσk,τ
[
d
(
G
k

Nk , Ck
)]

+

√
S − 1

mk

≤4

√
k

Nk
+

√
S − 1

mk

Donc en sommant cette dernière inégalité sur k, on obtient :

Eσ,τ

∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
t=1

1 {µt ∈ V } (µt − st)

∥∥∥∥∥ ≤
M∑
k=1

Nk

n
4

√
k

Nk
+
n− τM

n
4

√
M + 1

n− τM

+
M∑
k=1

Nk

n

√
S − 1

mk

+
n− τM

n

√
S − 1

mM+1

≤ 4√
n

M+1∑
k=1

√
k +

√
S − 1

n

M+1∑
k=1

Nk

mk

.

En particulier, si Nk = mk = 3k alors M + 1 ≤ ln(n)/ ln(3) donc il existe une
constante γ′(S) telle que pour tout V ∈ V :

Eσ

∥∥∥∥∥ 1

n

n∑
t=1

1 {µt ∈ V } (µt − st)

∥∥∥∥∥ ≤ γ′(S)
ln(n)

3
2

√
n

.

On obtient la convergence presque sûre de la même façon que Mannor et Stoltz [80]

en remarquant que G
K

n − Eσ
[
G
K

n

]
est une moyenne de di�érences de martingales

et en utilisant l'inégalité d'Hoe�ding-Azuma en dimension quelconque (prouvée par
Chen et White [31]). �

De la calibration à l'approchabilité

On a montré dans les sections précédentes que l'on peut obtenir une stratégie
calibrée à partir de la construction d'une stratégie d'approchabilité d'un ensemble
convexe (un orthant ou un pavé suivant les preuves) dans un jeu auxiliaire.

Réciproquement, on va montrer que l'approchabilité d'un B-set convexe peut se
ramener à l'existence d'une stratégie calibrée. L'avantage de cette nouvelle preuve
du théorème 2.4, contrairement aux précédentes, est qu'elle s'étend naturellement au
cas d'observations partielles. L'idée de la démonstration suivante est assez proche de
celle de Foster et Vohra [42].

Démonstration alternative du théorème 2.4 . Supposons que la condition (2.4)
est satisfaite et reformulée en

∀y ∈ ∆(J),∃x(= xy) ∈ ∆(I), ρ(xy, y) ∈ C. (5.4)
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Si le joueur 1 connaissait par avance yn alors il n'aurait qu'à jouer à l'étape n selon xyn
pour que le paiement espéré Eσ,τ [ρn] soit dans C. Comme cet ensemble est convexe,
le paiement moyen espéré serait aussi dans C. Bien sûr, le joueur 1 ne connaît pas
yn, mais en utilisant la calibration il peut le prédire assez précisément.

Puisque ρ est multilinéaire et donc continue sur ∆(I)×∆(J), pour tout ε > 0, il
existe δ > 0 tel que :

∀y, y′ ∈ ∆(J), ‖y − y′‖2 ≤ 2δ ⇒ ρ(xy, y
′) ∈ Cε.

On introduit le jeu auxiliaire Γa où le joueur 2 choisit une action (ou un état) j ∈ J et
le joueur 1 le prédit en utilisant {y(l), l ∈ L}, une δ-grille �nie de ∆(J). Considérons
une stratégie σ calibrée du joueur 1 par rapport à cette grille. Par dé�nition, n(l),
la distribution empirique des actions du joueur 2 sur Nn(l), est asymptotiquement
δ-proche de y(l).

Il ne reste qu'à dé�nir la stratégie du joueur 1 dans le jeu initial Γ. Si dans le jeu
Γa, à l'étape n, la stratégie σ indique de jouer ln = l alors le joueur 1 joue dans Γ
selon xy(l) = x(l) ∈ ∆(I) � donné par (5.4). Puisque les choix des actions des joueurs
sont indépendants, ρn(l) va être proche de ρ (x(l), n(l)), donc proche de ρ(x(l), y(l))
(car σ est calibrée) et �nalement proche de Cε, dès que la densité supérieure de Nn(l)
n'est pas nulle.

En e�et, par construction de σ, pour tout η > 0 il existe N1 ∈ N tel que, pour
toute stratégie τ du joueur 2 :

Pσ,τ

(
∀l ∈ L,∀n ≥ N1,

|Nn(l)|
n

(
‖n(l)− y(l)‖2

2 − δ
2
)
≤ η

)
≥ 1− η.

Ceci implique qu'avec probabilité au moins 1 − η, pour tout l ∈ L et n ≥ N1, soit
‖n(l)− y(l)‖ ≤ 2δ ou Nn(l)/n ≤ η/3δ2, donc :

Pσ,τ

(
∀l ∈ L,∀n ≥ N1,

|Nn(l)|
n

d (ρ(x(l), n(l)), C) ≤ ε
|Nn(l)|
n

+
η

3δ2

)
≥ 1−η. (5.5)

L'inégalité d'Hoe�ding-Azuma [11, 61] pour les sommes de di�érences bornées de
martingales implique que pour tout η > 0, n ∈ N, σ et τ :

Pσ,τ
(
|ρn(l)− ρ(x(l), n(l))| ≤ η

∣∣|Nn(l)|
)
≤ 2 exp

(
−|Nn(l)|η2

2

)
,

donc :

Pσ,τ

(
|Nn(l)|
n

|ρn(l)− ρ(x(l), n(l))| ≤ η

)
≤ 2 exp

(
−nη

2

2

)
et en sommant sur les n ≥ N et l ∈ L, on obtient

Pσ,τ

(
∃n ≥ N,∃l ∈ L, |Nn(l)|

n
|ρn(l)− ρ(x(l), n(l))| ≤ η

)
≤ 4L

η2
exp

(
−Nη

2

2

)
.

(5.6)
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Ainsi pour tout η > 0, il existe N2 ∈ N tel que pour tout n ≥ N2 :

Pσ,τ

(
∀m ≥ n,∀l ∈ L, |Nn(l)|

n
|ρn(l)− ρ(x(l), n(l))| ≤ η

)
≥ 1− η.

Puisque C est un ensemble convexe, d(·, C) est convexe et donc avec probabilité
au moins 1− 2η, pour tout n ≥ max(N1, N2) :

d (ρn, C) = d

(∑
l∈L

|Nn(l)|
n

ρn(l), C

)
≤
∑
l∈L

|Nn(l)|
n

d (ρn(l), C)

≤
∑
l∈L

|Nn(l)|
n

d (ρ(x(l), n(l)), C) +
∑
l∈L

|Nn(l)|
n

|ρn(l)− ρ(x(l), n(l))|

≤ ε+ Lη

(
1

3δ2
+ 1

)
.

D'où l'ensemble C est bien approchable par le joueur 1.

Si au contraire, il existe y tel que P 2(y)∩C = ∅, alors le joueur 2 peut approcher
P 2(y) en jouant à chaque étape selon y. L'ensemble C n'est donc pas approchable
par le joueur 1. �

Remarque : Pour déduire que ρn appartient à Cε du fait que ρn(l) appartient à
Cε pour tout l ∈ L, il est nécessaire que C (ou d(·, C)) soit convexe. Donc cette
démonstration n'est pas valable si C n'est pas convexe.

remarques sur l'algorithme

a) Blackwell a prouvé le théorème 2.4 en utilisant le théorème de minmax de
Von Neumann, ce dernier permettant de montrer qu'un ensemble convexe C
qui véri�e la condition (5.4) est un B-set. En e�et, soit z un point hors de
C. Puisque C est convexe, pour tout c ∈ C, 〈c − ΠC(z), z − ΠC(z)〉 ≤ 0, où
ΠC(z) est la projection de z sur C. Donc comme pour tout y ∈ ∆(J), il existe
x ∈ ∆(I) tel que ρ(xy, y) ∈ C,

∀y ∈ ∆(J),∃x ∈ ∆(J), 〈Ex,y[ρ(i, j)]− ΠC(z), z − ΠC(z)〉 ≤ 0

et si on dé�nit G(x, y) = 〈Ex,y[ρ(i, j)]− ΠC(z), z − ΠC(z)〉 alors G est linéaire
en ses deux variables de sorte que

min
x∈∆(I)

max
y∈∆(J)

G(x, y) = max
y∈∆(J)

min
x∈∆(J)

G(x, y) ≤ 0,

ce qui implique que C est un B-set.

La stratégie σ dé�nie par σ(hn) = xn où xn minimise maxy∈∆(J) G(x, y) est
une stratégie d'approchabilité appelé implicite car elle ne peut être exprimée
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facilement. En e�et, elle requiert de trouver, étape par étape, une action op-
timale dans un jeu à somme nulle, ou de manière équivalente de résoudre un
programme linéaire, ce qui est assez coûteux. Il existe des algorithmes polyno-
miaux (voir Khachiyan [53]) cependant leurs vitesses de convergence sont plus
grandes que celle de l'élimination gaussienne et leurs constantes peuvent être
trop grandes pour n'importe quelle application pratique. Il est toutefois possible
de trouver une solution ε-optimale en répétant un nombre polynomial de fois
un exponential weight algorithm (voir Cesa-Bianchi et Lugosi [29], section 7.2).

Pour ε > 0 �xé, la stratégie que l'on a décrite et qui approche Cε nécessite
de calculer à chaque étape une mesure invariante d'une matrice à coe�cients
positifs. Ceci se ramène évidemment à la résolution d'un système d'équations
linéaires qui est assuré d'avoir une solution. En particulier, une élimination
gaussienne (comme l'ont proposé Foster et Vohra [42]) trouve une solution en
un nombre polynomial (en |L|) d'étapes.
Supposons que les paiements soient bornés par 1. L'objectif de la stratégie que
l'on a construite est que le paiement moyen converge vers Cε. On peut ainsi
choisir pour {y(l), l ∈ L} n'importe quelle ε/2-grille de ∆(J), et donc |L| est
borné par (ε/2)J−1. Il n'est pas non-plus nécessaire de déterminer exactement
x(l) et on peut les choisir dans n'importe quelle ε/2-grille de ∆(I).

En conclusion, l'algorithme implicite de Blackwell construit une stratégie qui
approche (exactement) un convexe C en résolvant étape par étape un pro-
gramme linéaire sans phase d'initialisation. Pour tout ε > 0, notre algorithme
explicite construit une stratégie qui approche Cε en résolvant, étape par étape,
un système d'équations linéaires avec une phase d'initialisation, trouver les
couples (x(l), y(l), ce qui nécessite au plus (ε/2)I+J étapes.

b) Le théorème 2.4 de Blackwell dit que si pour chaque action y ∈ ∆(J) du joueur
2, le joueur 1 a une action x ∈ ∆(I) telle que ρ(x, y) ∈ C alors ce dernier peut
approcher C. En d'autres termes, si dans le jeu (d'espaces d'actions ∆(I) et
∆(J)) en un coup où le joueur 2 joue en premier et le joueur 1 en second, ce
dernier a une stratégie telle que le paiement est dans le convexe C, alors il a
aussi une stratégie d'approchabilité de C dans le jeu répété où le joueur 2 joue
en second et lui en premier.
L'utilisation de la calibration permet de transformer cet argument implicite
en un argument explicite : en exécutant une stratégie calibrée (dans un jeu
auxiliaire où J joue le rôle de l'ensemble d'états), le joueur 1 peut forcer la
distribution empirique moyenne des actions du joueur 2 sur Nn(l) à être proche
de y(l). Ainsi il n'a qu'à (et il ne pourrait faire mieux) jouer selon xy(l) sur ces
étapes.

c) La construction d'une stratégie d'approchabilité de Cε se ramène à la construc-
tion d'une stratégie calibrée dans un premier jeu auxiliaire, donc à la construc-
tion d'une stratégie consistante intérieurement dans un second jeu auxiliaire,
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donc à l'approchabilité d'un orthant dans un troisième jeu auxiliaire. Ainsi,
l'approchabilité d'un ensemble convexe arbitraire se ramène à l'approchabilité
d'un orthant. En particulier, ceci implique que Eσ,τ [d (ρn, C)− ε] ≤ O

(
n−1/2

)
.

La constante peut dépendre crucialement de ε.

d) La réduction de l'approchabilité d'un ensemble convexe C ⊂ Rd dans un jeu
Γ à l'approchabilité d'un orthant dans un jeu auxiliaire Γ′ peut aussi être faite
de la façon suivante. Pour tout ε > 0, il existe un ensemble �ni de demi-espaces
{H(l), l ∈ L} tels que C ⊂ ∩l∈LH(l) ⊂ Cε. Pour tout l ∈ L, on dé�nit c(l) ∈ Rd

et b(l) ∈ R par
H(l) =

{
ω ∈ Rd, 〈ω, c(l)〉 ≤ b(l)

}
et le jeu auxiliaire Γ′ avec les paiements donnés par

ρ̂(i, j) = (〈ρ(i, j), c(l)〉 − b(l))l∈L ∈ R
L.

Une stratégie qui approche l'orthant négatif dans Γ′ va approcher, dans le jeu
Γ, l'ensemble

⋂
l∈LH(l) et donc Cε. Cependant, une telle stratégie ne sera peut

être pas basée sur la consistance interne et pourra ne pas être explicite.
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6
Internal Consistency with Partial Monitoring

Ce chapitre introduit les jeux avec observations partielles. On rappelle
les dé�nitions de regrets externe et interne et on construit des stratégies
consistantes. Il est issu de l'article Calibration and Internal no-Regret
with Partial Monitoring, dont un résumé étendu est publié dans les Pro-
ceedings of the 20-th conference on Algorithmic Learning Theory.

Sommaire

6.1 Full monitoring case : from approachability to calibration . . . . . 79

From approachability to internal no-regret . . . . . . . . . . . . . 84

From internal regret to calibration . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

From calibration to approachability . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

6.2 Internal regret in the partial monitoring framework . . . . . . . . 90

External regret . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

Internal regret . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

On the strategy space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

6.3 Back on payo� space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

The worst case ful�lls Assumption 6.15 . . . . . . . . . . . . . . . 97

Compact case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

Regret in terms of actual payo�s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

External and internal consistency . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

C
alibration, approachability and regret are three notions widely used both in
game theory and machine learning. There are, at �rst glance, no obvious links

between them. Indeed, calibration has been introduced by Dawid [33] for repeated
games of predictions : at each stage, Nature chooses an outcome s in a �nite set S
and Predictor forecasts it by announcing, stage by stage, a probability over S. A
strategy is calibrated if the empirical distribution of outcomes on the set of stages
where Predictor made a speci�c forecast is close to it. Foster and Vohra [43] proved the

77



78 6. Internal Consistency with Partial Monitoring

existence of such strategies. Approachability has been introduced by Blackwell [17] in
two-person repeated games, where at each stage the payo� is a vector in Rd : a player
can approach a given set E ⊂ Rd, if he can insure that, after some stage and with a
great probability, the average payo� will always remain close to E. This is possible,
see Blackwell [17], as soon as E satis�es some geometrical condition (it is then called
a B-set) and this gives a full characterization for the special case of convex sets.
No-regret has been introduced by Hannan [56] for two-person repeated games with
payo�s in R : a player has no external regret if his average payo� could not have been
asymptotically better by knowing in advance the empirical distribution of moves of
the other players. The existence of such strategies was also proved by Hannan [56].

Blackwell [18] (see also Luce and Raifa [77], A.8.6 and Mertens, Sorin and Za-
mir [84], Exercice 7 p. 107) was the �rst to notice that the existence of externally
consistent strategies (strategies that have no external regret) can be proved using his
approachability theorem. As shown by Hart and Mas-Colell [57], the use of Black-
well's theorem actually gives not only the existence of externally consistent strategies
but also a construction of strategies that ful�ll a stronger property, called internal
consistency : a player has asymptotically no internal regret, if for each of his actions,
he has no external regret on the set of stages where he played it (as long as this set
has a positive density). This more precise de�nition of regret has been introduced by
Foster and Vohra [42] (see also Fudenberg and Levine [51]).

Foster and Vohra [43] (see also Sorin [108] for a shorter proof) constructed ca-
librated strategy by computing, in an auxiliary game, a strategy with no internal
regret. These results are recalled in section 6.1 and we also refer to Cesa-Bianchi and
Lugosi [29] for more complete survey on sequential prediction and regret.

We provide in section 6.1 a kind of converse result : an explicit ε-approachability
strategy for a convex B-set is constructed through the use of a calibrated strategy, in
some auxiliary game. This last statement proves that the construction of an approa-
chability strategy of a convex set can be deduced from the construction of a calibrated
strategy, which is deduced from the construction of an internally consistent strategy,
itself deduced from the construction of an approachability strategy. So calibration,
regret and approachability are, in some sense, equivalent.

In section 6.2, we consider repeated games with partial monitoring, i.e. where
players do not observe the action of their opponents, but receive random signals. The
idea behind the proof that, in the full monitoring case, approachability follows from
calibration can be extended to this new framework to construct consistent strategies
in the following sense. A player has asymptotically no external regret if his average
payo� could not have been better by knowing in advance the empirical distribution
of signals (see Rustichini [100]). The existence of strategies with no external regret
was proved by Rustichini [100] while Lugosi, Mannor and Stoltz [78] constructed
explicitly such strategies. The notion of internal regret was introduced by Lehrer and
Solan [74] and they proved the existence of consistent strategies (in the special case
where the signal received do not depend on the player's action). Our main result is the
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construction of such strategies even when the signal depends on the action played. We
show in section 6.3 that our algorithm also works when the opponent is not restricted
to a �nite number of actions, discuss our assumption on the regularity of the payo�
function (see Assumption 6.15) and extend our framework to more general cases.

6.1 Full monitoring case : from

approachability to calibration

We recall the main results about calibration of Foster and Vohra [43], approacha-
bility of Blackwell [17] and regret of Hart and Mas-Colell [57]. We will prove some
of these results in details, since they give the main ideas about the construction of
strategies in the partial monitoring framework, given in section 6.2.

calibration

We consider a two-person repeated game where, at stage n ∈ N, Nature (Player 2)
chooses an outcome sn in a �nite set S and Predictor (Player 1) forecasts it by
choosing µn in ∆(S), the set of probabilities over S. We assume furthermore that µn
belongs to a �nite setM = {µ(l), l ∈ L}. The prediction at stage n is then the choice
of an element ln ∈ L, called the type of that stage. The choices of ln and sn depend on
the past observations hn−1 = (l1, s1, . . . , ln−1, sn−1) and may be random. Explicitly,
the set of �nite histories is denoted by H =

⋃
n∈N (L× S)n, with (L× S)0 = ∅ and a

behavioral strategy σ of Player 1 is a mapping from H to ∆(L). Given a �nite history
hn ∈ (L× S)n, σ(hn) is the law of ln+1. A strategy τ of Nature is de�ned similarly
as a mapping from H to ∆(S). A couple of strategies (σ, τ) generates a probability,
denoted by Pσ,τ , over H = (L× S)N, the set of plays endowed with the cylinder
σ-�eld.

We will use the following notations. For any families a = {am ∈ Rd}m∈N and
l = {lm ∈ L}m∈N and any integer n ∈ N, Nn(l) = {1 ≤ m ≤ n, lm = l} is the set
of stages of type l (before the n-th), an(l) = 1

Nn(l)

∑
m∈Nn(l) am is the average of a on

this set and an = 1
n

∑n
m=1 am is the average of a over the n �rst stages.

De�nition 6.1 (Dawid [33])

A strategy σ of Player 1 is calibrated with respect toM if for every l ∈ L and
every strategy τ of Player 2 :

lim sup
n→+∞

|Nn(l)|
n

(
‖sn(l)−µ(l)‖2

2−‖sn(l)−µ(k)‖2
2

)
≤ 0, ∀k ∈ L,Pσ,τ -as , (6.1)

where ∆(S) is seen as a subset of R|S|.
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In words, a strategy of Player 1 is calibrated with respect toM if sn(l), the empirical
distribution of outcomes when µ(l) was predicted, is asymptotically closer to µ(l)
than to any other µ(k) (or conversely, that µ(l) is the closest possible prediction to
sn(l)), as long as |Nn(l)|/n, the frequency of l, does not go to 0. Foster and Vohra [43]
proved the existence of such strategies with an algorithm based on the Expected Brier
Score.

An alternative (and more general) way of de�ning calibration is the following.
Player 1 is not restricted to make prediction in a �nite setM and, at each stage, he
can choose any probability in ∆(S). Consider any �nite partition P = {P (k), k ∈ K}
of ∆(S) with a diameter small enough (we recall that the diameter of a partition
is de�ned as maxk∈K maxx,y∈P (k) ‖x− y‖). A strategy is ε-calibrated if the empirical
distribution of outcomes (denoted by sn(k)) when the prediction is in P (k) is asymp-
totically ε-close to P (k) (as long as the frequency of k ∈ K does not go to zero).
Formally :

De�nition 6.2

A strategy σ of Player 1 is ε-calibrated if there exists η > 0 such that for every
�nite partition P = {P (k), k ∈ K} of ∆(S) with diameter smaller than η and
every strategy τ of Player 2 :

lim sup
n→+∞

|Nn(k)|
n

(
d2
(
sn(k), P (k)

)
− ε2

)
≤ 0, ∀k ∈ k,Pσ,τ -as , (6.2)

where for every set E ⊂ Rd and z ∈ Rd, d(z, E) = infe∈E ‖z − e‖2.

The following Lemma 6.3 states a calibrated strategy with respect to a grid (as in
De�nition 6.1) is ε-calibrated (as in De�nition 6.2), therefore we will only use the
�rst formulation.

Lemma 6.3

For every ε > 0, there exists a �nite set M = {µ(l), l ∈ L} such that any
calibrated strategy with respect toM is ε-calibrated.

Proof . Let M = {µ(l), l ∈ L} be a �nite ε-grid of ∆(S) : for every probability
µ ∈ ∆(S), there exists µ(l) ∈ M such that ‖µ− µ(l)‖ ≤ ε. In particular, for every
l ∈ L and n ∈ N, there exists l′ ∈ L such that ‖sn(l) − µ(l′)‖ ≤ ε. Equation (6.1)
implies then that

lim sup
n→∞

|Nn(l)|
n

(
d2(sn(l), µ(l))− ε2

)
≤ 0,Pσ,τ -as .

Let 2η be the smallest distance between any two di�erent µ(l) and µ(l′). In any �nite
partition P = {P (k), k ∈ K} of ∆(S) of diameter smaller η, µ(l) belongs to at most
one P (k). Hence σ is obviously ε-calibrated. �
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Remark : Lemma 6.3 implies that one can construct an ε-calibrated strategy as
soon as he can construct a calibrated strategy with respect to a �nite ε-grid of
∆(S). The size of this grid is in the order of ε−|S| (exponential in ε) and it is
not known yet if there exists an e�cient algorithm (polynomial in ε) to compute
ε-calibration. The results holds with condition (6.2) replaced by

lim sup
n→+∞

|Nn(k)|
n

(
d
(
sn(k), P (k)

)
− ε
)
≤ 0, ∀k ∈ k,Pσ,τ -as

however Lemma 6.3 is trivially true with the square terms d2(sn(k), P (k)) and ε2.

approachability

We will prove in the following subsection that calibration follows from no-regret
and that no-regret follows from approachability (proofs originally due to, respectively,
Foster and Vohra [43] and Hart and Mas-Colell [57]). We present here the notion of
approachability introduced by Blackwell [17].

Consider a two-person game repeated in discrete time with vector payo�s, where at
stage n ∈ N, Player 1 (resp. Player 2) chooses the action in ∈ I (resp. jn ∈ J), where
both I and J are �nite. The corresponding vector payo� is ρn = ρ(in, jn) where ρ is
a mapping from I×J into Rd. As usual, a behavioral strategy σ (resp. τ) of Player 1
(resp. Player 2) is a mapping from the set of �nite histories H =

⋃
n∈N (I × J)n to

∆(I) (resp. ∆(J)).

For a closed set E ⊂ Rd and δ ≥ 0, we denote by Eδ = {z ∈ Rd, d(z, E) ≤ δ} the
δ-neighborhood of E and by ΠE(z) = {e ∈ E, d(z, E) = ‖z − e‖} the set of closest
points to z in E.

De�nition 6.4

i) A closed set E ⊂ Rd is approachable by Player 1 if for every ε > 0, there
exist a strategy σ of Player 1 and N ∈ N, such that for every strategy τ
of Player 2 and every n ≥ N :

Eσ,τ [d(ρn, E)] ≤ ε and P

(
sup
n≥N

d(ρn, E) ≥ ε

)
≤ ε .

Such a strategy σ, independent of ε, is called an approachability strategy
of E.

ii) A set E is excludable by Player 2, if there exists δ > 0 such that the
complement of Eδ is approachable by Player 2.

In words, a set E ⊂ Rd is approachable by Player 1, if he has a strategy such that the
average payo� converges almost surely to E, uniformly with respect to the strategies
of Player 2.
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Blackwell [17] noticed that a closed set E that ful�lls a purely geometrical condi-
tion (see De�nition 6.5) is approachable by Player 1. Before stating it, let us denote
by P 1(x) = {ρ(x, y), y ∈ ∆(J)}, the set of expected payo�s compatible with x ∈ ∆(I)
and we de�ne similarly P 2(y).

De�nition 6.5

A closed subset E of Rd is a B-set, if for every z ∈ Rd, there exist p ∈ ΠE(z)
and x (= x(z, p)) ∈ ∆(I) such that the hyperplane through p and perpendicular
to z − p separates z from P 1(x), or formally :

∀z ∈ Rd,∃p ∈ ΠE(z),∃x ∈ ∆(I), 〈ρ(x, y)− p, z − p〉 ≤ 0, ∀y ∈ ∆(J) . (6.3)

Informally, from any point z outside E there is a closest point p and a probability
x ∈ ∆(I) such that, no matter the choice of Player 2, the expected payo� and z
are on di�erent sides of the hyperplane through p and perpendicular to z − p. To be
precise, this de�nition (and the following theorem) does not require that J is �nite :
one can assume that Player 2 chooses an outcome vector U ∈ [−1, 1]|I| so that the
expected payo� is ρ(x, U) = 〈x, U〉.

Theorem 6.6 (Blackwell [17])

If E is a B-set, then E is approachable by Player 1. Moreover, the strategy σ of
Player 1 de�ned by σ(hn) = x(ρn) is such that, for every strategy τ of Player 2 :

Eσ,τ [d
2
E(ρn)] ≤ 4B

n
and Pσ,τ

(
sup
n≥N

d(ρn, E) ≥ η

)
≤ 8B

η2N
, (6.4)

with B = supi,j ‖ρ(i, j)‖2.

In the case of a convex set C, a complete characterization is available :

Corollary 6.7 (Blackwell [17])

A closed convex set C ⊂ Rd is approachable by Player 1 if and only if :

P 2(y) ∩ C 6= ∅, ∀y ∈ ∆(J) . (6.5)

In particular, a closed convex set C is either approachable by Player 1, or ex-
cludable by Player 2.

Remark : Corollary 6.7 implies that there are (at least) two di�erent ways to prove
that a convex set is approachable. The �rst one, called direct proof, consists in
proving that C is a B-set while the second one, called undirect proof, consists
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in proving that C is not excludable by Player 2, which reduces to �nd, for every
y ∈ ∆(J), some x ∈ ∆(I) such that ρ(x, y) ∈ C.

Consider a two-person repeated game in discrete time where, at stage n ∈ N, Player 1
chooses in ∈ I as above and Player 2 chooses a vector Un ∈ [−1, 1]c (with c = |I|).
The associated payo� is U in

n , the in-th coordinate of Un. The internal regret of the
stage is the matrix Rn = R(in, Un), where R is the mapping from I × [−1, 1]c to Rc2

de�ned by :

R(i, U)(i′,j) =

{
0 if i′ 6= i

U j − U i otherwise.

With this de�nition, the average internal regret Rn is de�ned by :

Rn =

[∑
m∈Nn(i) (U j

m − U i
m)

n

]
i,j∈I

=

[
|Nn(i)|
n

(
Un(i)j − Un(i)i

)
j∈I

]
i∈I

.

De�nition 6.8 (Foster and Vohra [42])

A strategy σ of Player 1 is internally consistent if for any strategy τ of Player 2 :

lim sup
n→∞

Rn ≤ 0, Pσ,τ -as .

In words, a strategy is internally consistent if for every i ∈ I (with a positive
frequency), Player 1 could not have increased his payo� if he had known, before
the beginning of the game, the empirical distribution of Player 2's actions on Nn(i).
Stated di�erently, when Player 1 played action i, it was his best (stationary) strategy.
The existence of such strategies have been �rst proved by Foster and Vohra [42] and
Fudenberg and Levine [51].

Theorem 6.9

There exist internally consistent strategies.

Hart and Mas-Colell [57] noted that an internally consistent strategy can be ob-
tained by constructing a strategy that approaches the negative orthant Ω = Rc2

− in
the auxiliary game where the vector payo� at stage n is Rn. Such a strategy, derived
from approachability theory, is stronger than just internally consistent since the re-
gret converges to the negative orthant uniformly with respect to Player 2's strategy
(which was not required in De�nition 6.8).

The proof of the fact that Ω is a B-set relies on the two followings lemmas :
Lemma 6.10 gives a geometrical property of Ω and Lemma 6.11 gives a property of
the function R.
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From approachability to internal no-regret

Lemma 6.10

Let ΠΩ(·) be the projection onto Ω. Then, for every A ∈ Rc2 :

〈ΠΩ(A), A− ΠΩ(A)〉 = 0 . (6.6)

Proof . Note that since Ω = Rc2

− then A+ = A − ΠΩ(A) where A+
ij = max (Aij, 0)

and similarly A− = ΠΩ(A). The result is just a rewriting of 〈A−, A+〉 = 0. �

For every (c× c)-matrix A = (aij)i,j∈I with non-negative coe�cients, λ ∈ ∆(I) is
an invariant probability of A if for every i ∈ I :∑

j∈I

λ(j)aji = λ(i)
∑
j∈I

aij .

The existence of an invariant probability follows from the similar result for Markov
chains, implied by Perron-Frobenius Theorem (see e.g. Bapat and Raghavan [12],
Theorem 1.4.4 p. 17 and Theorem 1.7.3 p. 35).

Lemma 6.11

Let A = (aij)i,j∈I be a non-negative matrix. Then for every λ, invariant proba-
bility of A, and every U ∈ Rc :

〈A,Eλ [R(·, U)]〉 = 0 . (6.7)

Proof . The (i, j)-th coordinate of Eλ [R(·, U)] is λ(i) (U j − U i), therefore :

〈A,Eλ [R(·, U)]〉 =
∑
i,j∈I

aijλ(i)
(
U j − U i

)
and the coe�cient of each U i is

∑
j∈I aijλ(i) −

∑
j∈I ajiλ(j) = 0, because λ is an

invariant measure of A. Therefore 〈A,Eλ [R(·, U)]〉 = 0. �

Proof of Theorem 6.9. Summing equations (6.6) (with A = Rn) and (6.7) (with
A =

(
Rn

)+
) gives :〈

Eλn [R(·, U)]− ΠΩ(Rn), Rn − ΠΩ(Rn)
〉

= 0 ,

for every λn invariant probability of R
+

n and every U ∈ [−1, 1]I .
De�ne the strategy σ of Player 1 by σ(hn) = λn. The expected payo� at stage

n + 1 (given hn and Un+1 = U) is Eλn [R(·, U)], so Ω is a B-set and is approachable
by Player 1. �
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Remark : The construction of the strategy is based on approachability properties
therefore the convergence is uniform with respect to the strategies of Player 2.
Theorem 6.6 implies that for every η > 0, and for every strategy τ of Player 2 :

Pσ,τ

(
∃n ≥ N,∃i, j ∈ i, |Nn(i)|

n

(
Un(i)j − Un(i)i

)
> η

)
= O

(
1

η2N

)

and Eσ,τ

[
sup
i∈I

|Nn(l)|
n

(
Un(i)j − Un(i)i

)+
]

= O

(
1√
n

)
.

Although they are not required by de�nition 6.8, those bounds will be useful to
prove that calibration implies approachability.

From internal regret to calibration

The construction of calibrated strategies can be reduced to the construction of
internally consistent strategies. The proof of Sorin [108] simpli�es the one originally
due to Foster and Vohra [42] by using the following lemma :

Lemma 6.12

Let (am)m∈N be a sequence in Rd and α, β two points in Rd. Then for every
n ∈ N∗ : ∑n

m=1 ‖am − β‖
2
2 − ‖am − α‖

2
2

n
= ‖an − β‖2

2 − ‖an − α‖
2
2 , (6.8)

with ‖ · ‖2 the Euclidian norm of Rd.

Proof . Develop the sums in equation (6.8) to get the result. �

Now, we can prove the following :

Theorem 6.13 (Foster and Vohra [42])

For every �nite gridM of ∆(S), there exist calibrated strategies of Player 1 with
respect toM. In particular, for every ε > 0 there exist ε-calibrated strategies.

Proof . We start with the framework described in 6.1. Consider the auxiliary two-
person game with vector payo� de�ned as follows. At stage n ∈ N, Player 1 (resp.
Player 2) chooses the action ln ∈ L (resp. sn ∈ S) which generates the vector payo�
Rn = R(ln, Un) ∈ Rd, where R is as in 6.1, with :

Un =
(
−‖sn − µ(l)‖2

2

)
l∈L ∈ R

c .
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By de�nition of R and using Lemma 6.12, for every n ∈ N∗ :

R
lk

n =
|Nn(l)|
n

(∑
m∈Nn(l) ‖sm − µ(l)‖2

2 − ‖sm − µ(k)‖2
2

|Nn(l)|

)

=
|Nn(l)|
n

(
‖sn(l)− µ(l)‖2

2 − ‖sn(l)− µ(k)‖2
2

)
.

Let σ be an internally consistent strategy in this auxiliary game, then for every
l ∈ L and k ∈ L :

lim sup
n→∞

|Nn(l)|
n

(
‖sn(l)− µ(l)‖2

2 − ‖sn(k)− µ(k)‖2
2

)
≤ 0, Pσ,τ -as .

Therefore σ is calibrated, with respect to M ; if it is an ε-grid of ∆(S), then σ is
ε-calibrated. �

Remark : We have proved that σ is such that, for every l ∈ L, sn(l) is closer to µ(l)
than to any other µ(k), as soon as |Nn(l)|/n is not too small.
The facts that sn belongs to a �nite set S and {µ(l)} are probabilities over S are
irrelevant : one can show that for any �nite set {a(l) ∈ Rd, l ∈ L}, Player 1 has
a strategy σ such that for any bounded sequence (am)m∈N in Rd and for every l
and k :

lim sup
n→∞

|Nn(l)|
n

(
‖an(l)− a(l)‖2 − ‖an(l)− a(k)‖2

)
≤ 0 .

From calibration to approachability

The proof of Theorem 6.13 shows that the construction of a calibrated strategy
can be obtained through an approachability strategy of an orthant in an auxiliary
game.

Conversely, we will show that the approachability of a convex B-set can be reduced
to the existence of a calibrated strategy in an auxiliary game, and so give a new proof
of Corollary 6.7 (and mainly construct explicit strategies).

Alternative proof of Corollary 6.7 : The idea of the proof is very natural :
assume that condition (6.5) is satis�ed and rephrased as :

∀y ∈ ∆(J),∃x(= xy) ∈ ∆(I), ρ(xy, y) ∈ C . (6.9)

If Player 1 knew in advance yn then he would just have to play accordingly to xyn at
stage n so that the expected payo� Eσ,τ [ρn] would be in C. Since C is convex, the
average payo� would also be in C. Obviously Player 1 does not know yn but, using
calibration, he can make good predictions about it.
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Since ρ is multilinear and therefore continuous on ∆(I)×∆(J), for every ε > 0,
there exists δ > 0 such that :

∀y, y′ ∈ ∆(J), ‖y − y′‖2 ≤ 2δ ⇒ ρ(xy, y
′) ∈ Cε .

We introduce the auxiliary game Γ where Player 2 chooses an action (or outcome)
j ∈ J and Player 1 forecasts it by using {y(l), l ∈ L}, a �nite δ-grid of ∆(J). Let σ be
a calibrated strategy for Player 1, so that n(l), the empirical distribution of actions
of Player 2 on Nn(l), is asymptotically δ-close to y(l).

De�ne the strategy of Player 1 in the initial game by performing σ and if ln = l
by playing accordingly to xy(l) = x(l) ∈ ∆(I), as depicted in (6.9). Since the choices
of actions of the two players are independent, ρn(l) will be close to ρ (x(l), n(l)),
hence close to ρ(x(l), y(l)) (because σ is calibrated) and �nally close to Cε, as soon
as |Nn(l)| is not too small.

Indeed, by construction of σ, for every η > 0 there exists N1 ∈ N such that, for
every strategy τ of Player 2 :

Pσ,τ

(
∀l ∈ L,∀n ≥ N1,

|Nn(l)|
n

(
‖n(l)− y(l)‖2

2 − δ
2
)
≤ η

)
≥ 1− η .

This implies that with probability greater than 1 − η, for every l ∈ L and n ≥ N1,
either ‖n(l)− y(l)‖ ≤ 2δ or Nn(l)/n ≤ η/3δ2, so :

Pσ,τ

(
∀l ∈ L,∀n ≥ N1,

|Nn(l)|
n

d (ρ(x(l), n(l)), C) ≤ ε
|Nn(l)|
n

+
η

3δ2

)
≥ 1− η .

(6.10)
Hoe�ding-Azuma [11, 61] inequality for sums of bounded martingale di�erences

implies that for any η > 0, n ∈ N, σ and τ :

Pσ,τ
(
|ρn(l)− ρ(x(l), n(l))| ≤ η

∣∣|Nn(l)|
)
≤ 2 exp

(
−|Nn(l)|η2

2

)
,

therefore :

Pσ,τ

(
|Nn(l)|
n

|ρn(l)− ρ(x(l), n(l))| ≤ η

)
≤ 2 exp

(
−nη

2

2

)
and summing over n ∈ {N, . . . , } and l ∈ L gives

Pσ,τ

(
∃n ≥ N,∃l ∈ L, |Nn(l)|

n
|ρn(l)− ρ(x(l), n(l))| ≤ η

)
≤ 4L

η2
exp

(
−Nη

2

2

)
.

(6.11)
So for every η > 0, there exists N2 ∈ N such that for every n ≥ N2 :

Pσ,τ

(
∀m ≥ n,∀l ∈ L, |Nn(l)|

n
|ρn(l)− ρ(x(l), n(l))| ≤ η

)
≥ 1− η .
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Since C is a convex set, d(·, C) is convex and with probability at least 1− 2η, for
every n ≥ max(N1, N2) :

d (ρn, C) = d

(∑
l∈L

|Nn(l)|
n

ρn(l), C

)
≤
∑
l∈L

|Nn(l)|
n

d (ρn(l), C)

≤
∑
l∈L

|Nn(l)|
n

d (ρ(x(l), n(l)), C) +
∑
l∈L

|Nn(l)|
n

|ρn(l)− ρ(x(l), n(l))|

≤ ε+ Lη

(
1

3δ2
+ 1

)
.

And C is approachable by Player 1.

On the other hand, if there exists y such that P 2(y) ∩ C = ∅, then Player 2
can approach P 2(y), by playing at every stage accordingly to y. Therefore C is not
approachable by Player 1. �

Remark : : To deduce that ρn is in Cε from the fact that ρn(l) is in Cε for every
l ∈ L, it is necessary that C (or d(·, C)) is convex. So this proof does not work if
C is not convex.

remarks on the algorithm

a) Blackwell proved Corollary 6.7 using Von Neumann's minmax theorem, the
latter allowing to show that a convex set C that ful�lls condition (6.9) is a
B-set. Indeed, let z be a point outside C. Recall that for every y ∈ ∆(J) there
exists xy ∈ ∆(I) such that ρ(xy, y) ∈ C. Since C is convex, if we denote by
ΠC(z) the projection of z onto it, then for every c ∈ C 〈c−ΠC(z), z−ΠC(z)〉 ≤ 0,
. Therefore,

∀y ∈ ∆(J),∃x ∈ ∆(J), 〈Ex,y[ρ(i, j)]− ΠC(z), z − ΠC(z)〉 ≤ 0

and if we de�ne g(x, y) = 〈Ex,y[ρ(i, j)] − ΠC(z), z − ΠC(z)〉 then g is linear in
both of its variable so

min
x∈∆(I)

max
y∈∆(J)

g(x, y) = max
y∈∆(J)

min
x∈∆(J)

g(x, y) ≤ 0,

which implies that C is a B-set.
The strategy σ de�ned by σ(hn) = xn where xn minimizes maxy∈∆(J) G(x, y)
is an approachability strategy, said to be implicit since there are no easy way
to construct it. Indeed computing σ would require to �nd, stage by stage, an
optimal action in a zero-sum game or equivalently to solve a Linear Program.
There exist polynomial algorithms (see Khachiyan [53]) however their rates of
convergence are bigger than the one of Gaussian elimination and their constants
can be too huge for any practical use. However, it is possible to �nd ε-optimal
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solution by repeating an polynomial number of time the exponential weight
algorithm (see Cesa-Bianchi and Lugosi [29], Section 7.2).
For a �xed ε > 0, the strategy (that approaches Cε) we described computes at
each stage an invariant measure of a matrix with non-negative coe�cients. This
obviously reduces to solve a system of linear equations which is guaranteed to
have a solution. And this is solved polynomially (in |L|) by, for example and
as proposed by Foster and Vohra [42], a Gaussian elimination. If payo�s are
bounded by 1, then one can take for {y(l), l ∈ L} any arbitrarily ε/2-grid of
∆(J), so |L| is bounded by (2/ε)|J |. Moreover, the strategy aims to approach
Cε, so it is not compulsory to determine exactly x(l), one can choose them in
any ε/2-grid of ∆(I).
In conclusion, Blackwell's implicit algorithm constructs a strategy that ap-
proaches (exactly) a convex C by solving, stage by stage, a Linear Program wi-
thout any initialization phase. For every ε > 0, our explicit algorithm constructs
a strategy that approaches Cε by solving, stage by stage, a system of linear
equations with an initialization phase (the matchings between x(l) and y(l))
requiring at most (2/ε)I+J steps.

b) Blackwell's Theorem states that if for every move y ∈ ∆(J) of Player 2,
Player 1 has an action x ∈ ∆(I) such that ρ(x, y) ∈ C then C is approa-
chable by Player 1. In other words, if in the one-stage (expected) game where
Player 2 plays �rst and Player 1 plays second, Player 1 has a strategy such
that the payo� is in a convex C, then he also has a strategy, in the repeated
(expected) game where Player 2 plays second and Player 1 plays �rst, such that
the average payo� converges to C .
The use of calibration transforms this implicit statement into an explicit one :
while performing a calibrated strategy (in an auxiliary game where J plays the
role of the set of outcomes), Player 1 can enforce the property that, for every
l ∈ L, the average move of Player 2 is almost y(l) on Nn(l). So he just has to
play xy(l) on these stage and he could not do better.

c) We stress out the fact that the construction of an approachability strategy of Cε

reduces to the construction of a calibrated strategy in an auxiliary game, hence
to the construction of an internally-consistent strategy in a second auxiliary
game, therefore to the construction of an approachability strategy of a negative
orthant in a third auxiliary game. In conclusion, the approachability of an
arbitrary convex set reduces to the approachability of an orthant. Along with
equations (6.10) and (6.11), this implies that Eσ,τ [d (ρn, C)− ε] ≤ O

(
n−1/2

)
.

However, as said before, the constant depends on ε|J |.

d) The reduction of the approachability of a convex set C ⊂ Rd in a game Γ to the
approachability of an orthant in an auxiliary game Γ′ can also be done via the
following scheme : for every ε > 0, �nd a �nite set of half-spaces {H(l), l ∈ L}
such that C ⊂ ∩l∈LH(l) ⊂ Cε. For every l ∈ L, de�ne c(l) ∈ Rd and b(l) ∈ R
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such that :
H(l) =

{
ω ∈ Rd, 〈ω, c(l)〉 ≤ b(l)

}
and the auxiliary game Γ′ with payo�s de�ned by

ρ̂(i, j) = (〈ρ(i, j), c(l)〉 − b(l))l∈L ∈ R
L.

Obviously, a strategy that approaches the negative orthant in Γ′ will approach,
in the game Γ, the set

⋂
H(l) and therefore Cε. However, such a strategy might

not be based on regret and might not be explicit.

6.2 Internal regret in the partial

monitoring framework

Consider a two person game repeated in discrete time. At stage n ∈ N, Player 1
(resp. Player 2) chooses in ∈ I (resp. jn ∈ J), which generates the payo� ρn = ρ(in, jn)
where ρ is a mapping from I × J to R. Player 1 does not observe this payo�, he
receives a signal sn ∈ S whose law is s(in, jn) where s is a mapping from I × J to
∆(S). The three sets I, J and S are �nite and the two functions ρ and s are extended
to ∆(I)×∆(J) by ρ(x, y) = Ex,y[ρ(i, j)] ∈ R and s(x, y) = Ex,y[s(i, j)] ∈ ∆(S).

We de�ne the mapping s from ∆(J) to ∆(S)I by s(y) = (s(i, y))i∈I and we call
such a vector of probability a �ag. Player 1 cannot distinguish between two di�erent
probabilities y and y′ in ∆(J) that induces the same �ag µ ∈ ∆(S)I , i.e. such that
µ = s(y) = s(y′). Thus we say that µ = s(y), although unobserved, is the relevant
or maximal information available to Player 1 about the choice of Player 2. We stress
out that a �ag µ is not observed since given x ∈ ∆(I) and y ∈ ∆(J), Player 1 has
just an information about µi which is only one component of µ (the i-th one, where
i is the realization of x). Moreover, this component is the law of a random variable
whose realization (i.e. the signal s ∈ S) is the only observation of Player 1.

Example. Label e�cient prediction : Consider the following game (Example 6.4
in Cesa-Bianchi and Lugosi [29]). Nature chooses an outcome G or B and Player 1
can either observe the actual outcome (action o) or choose to not observe it and
to pick a label g or b. If he chooses the right label, his payo� is 1 and otherwise 0.
Payo�s and laws of signals received by Player 1 can be resumed by the following
matrices (where a, b and c are three di�erent probabilities over a �nite set S).

G B G B
o 0 0 o a b

Payo�s : g 0 1 and Signals : g c c
b 1 0 b c c

Action G, whose best response is g, generates the �ag (a, c, c) and action B, whose
best response is b, generates the �ag (b, c, c). In order to distinguish between those
two actions, Player 1 needs to know the entire �ag and therefore to know s(o, y)
although action o is never a best response (but is said to be purely informative).
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As usual, a behavioral strategy σ of Player 1 (resp. τ of Player 2) is a function from
the set of �nite histories for Player 1, H1 =

⋃
n∈N (I × S)n, to ∆(I) (resp. from

H2 =
⋃
n∈N (I × S × J)n to ∆(J)). A couple (σ, τ) generates a probability Pσ,τ over

H = (I × S × J)N.

External regret

Rustichini [100] de�ned external consistency in the partial monitoring framework
as follows : a strategy σ of Player 1 has no external regret if Pσ,τ -as :

lim sup
n→+∞

max
x∈∆(I)

min y ∈ ∆(J),
s(y) = s(n)

ρ(x, y)− ρn ≤ 0.

where s(n) ∈ ∆(S)I is the average �ag. In words, the average payo� of Player 1
could not have been uniformly better if he had known the average distribution of
�ags before the beginning of the game.

Given a �ag µ ∈ ∆(S)I , the function miny∈s−1(µ) ρ(·, y) may not be linear. So the
best response of Player 1 might not be a pure action in I, but a mixed action x ∈ ∆(I)
and any pure action in the support of x may be a bad response. This explains why,
in Rustichini's de�nition, the maximum is taken over ∆(I) and not just over I as in
the usual de�nition of external regret.

Example. Matching Penny in the dark : Player 1 chooses either Tail or Heads
and �ips a coin. Simultaneously, Nature chooses on which face the coin will land.
If Player 1 guessed correctly his payo� equals 1, otherwise -1. We assume that
Player 1 does not observe the coin.
Payo�s and signals are resumed in the following matrices :

T H T H
Payo�s : T 1 -1 and Signals : T c c

H -1 1 H c c

Every choice of Nature generates the same �ag (c, c). For every x ∈ ∆({H,T}),
miny∈∆(J) ρ(x, y) is non-positive and equals zero only if x = (1/2, 1/2). Therefore
the only best response of Player 1 is (1/2, 1/2), while both T or H give the worst
payo� of -1.

Internal regret

We consider here a generalization of the previous's framework : at stage n ∈ N,
Player 2 chooses a �ag µn ∈ ∆(S)I while Player 1 chooses an action in and receives
a signal sn whose law is the in-th coordinate of µn. Given a �ag µ and x ∈ ∆(I),
Player 1 evaluates the payo� through an evaluation function G from ∆(I) × ∆(S)I

to R, which is not necessarily linear.
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Recall that with full monitoring, a strategy has no internal regret if each action
i ∈ I is the best response to the average empirical observation on the set of stages
where i was actually played. With partial monitoring, best responses are elements of
∆(I) and not elements of I, so if we want to de�ne internal regret in this framework,
we have to distinguish the stage not as a function of the action actually played (i.e.
in ∈ I) but as a function of its law (i.e. xn ∈ ∆(I)). We assume that the strategy of
Player 1 can be described by a �nite family {x(l) ∈ ∆(I), l ∈ L} such that, at stage
n ∈ N, Player 1 chooses a type ln and, given this choice, in is drawn accordingly to
x(ln). We assume that L is �nite since otherwise Player 1 have trivial strategies that
guarantee that the frequency of every l converges to zero. Note that since the choices
of ln can be random, any behavioral strategy can be described in such a way.

De�nition 6.14 (Lehrer-Solan [74])

For every n ∈ N and every l ∈ L, the average internal regret of type l at
stage n is

Rn(l) = sup
x∈∆(I)

[G(x, µn(l))−G(ın(l), µn(l))] .

A strategy σ of Player 1 is (L, ε)-internally consistent if for every strategy τ
of Player 2 :

lim sup
n→+∞

|Nn(l)|
n

(
Rn(l)− ε

)
≤ 0, ∀l ∈ L, Pσ,τ -as.

Remark : Note that this de�nition, unlike in the full monitoring case, is not intrin-
sic. It depends on the choice (which can be assumed to be made by Player 1)
of {x(l), l ∈ L}, and is based uniquely on the potential observations (i.e. the
sequences of �ags (µn)n∈N) of Player 1.

In order to construct (L, ε)-internally consistent strategies, some regularity over
G is required :

Assumption 6.15

For every ε > 0, there exist
{
µ(l) ∈ ∆(S)I , x(l) ∈ ∆(I), l ∈ L

}
two �nite

families and η, δ > 0 such that :

1. ∆(S)I ⊂
⋃
l∈LB(µ(l), δ) ;

2. For every l ∈ L, if ‖x− x(l)‖ ≤ 2η and ‖µ− µ(l)‖ ≤ 2δ, then x ∈ BRε(µ),

where BRε(µ) =
{
x ∈ ∆(I) : G(x, µ) ≥ supz∈∆(I) G(z, µ)− ε

}
is the set of ε-

best response to µ ∈ ∆(S)I and B(µ, δ) =
{
µ′ ∈ ∆(S)I , ‖µ′ − µ‖ ≤ δ

}
.

In words, Assumption 6.15 implies that G is regular with respect to µ and with
respect to x : given ε, the set of �ags can be covered by a �nite number of balls
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centered in {µ(l), l ∈ L}, such that x(l) is an ε-best response to any µ in this ball.
And if x is close enough to x(l), then x is also an ε-best response to any µ close to
µ(l). Without loss of generality, we can assume that x(l) is di�erent from x(l′) for
any l 6= l′.

Theorem 6.16

Under Assumption 6.15, there exist (L, ε)-internally consistent strategies.

Some parts of the proof are quite technical, however the insight is very simple, so
we give �rstly the main ideas. Assume for the moment that Player 1 fully observes
the �ag at each stage. If, in the one stage game, Player 2 plays �rst and his choice
generates a �ag µ ∈ ∆(S)I , then Player 1 has an action x ∈ ∆(I) such that x belongs
to BRε(µ). Using a minmax argument (like Blackwell did for the proof of Theorem 6.7,
recall Remark 6.1 b) one could prove that Player 1 has an (L, ε)-internally consistent
strategy (as did Lehrer and Solan [74], with some extra assumptions on s).

The idea is to use calibration to transform this implicit proof into a constructive
one, as in the alternative proof of Corollary 6.7. Fix ε > 0 and consider the game
where Player 1 predicts the sequence (µn)n∈N using the δ-grid {µ(l), l ∈ L} given by
Assumption 6.15. A calibrated strategy of Player 1 chooses a sequences (ln)n∈N in
such a way that µn(l) is asymptotically δ-close to µ(l). Hence Player 1 just has to
play accordingly to x(l) ∈ BRε(µ(l)) on these stages.

Indeed, since the choices of action are independent, ın(l) will be asymptotically
η-close to x(l) and the regularity of G will imply then that ın(l) ∈ BRε(µn(l)) and
so the strategy will be (L, ε)-internally consistent.

The only issue is that in the current framework the signal depends on the action
of Player 1 since the law of sn is the in component of µn, which is not observed.
Signals (that belong to S) and predictions (that belong to ∆(S)I) are in two di�erent
spaces, so the existence of calibrated strategies is not straightforward. However, it
is well known that, up to a slight perturbation of x(l), the information available to
Player 1 after a long time is close to µn(l) (as in the multi-armed bandit problem,
some calibration and no-regret frameworks, see e.g. Cesa-Bianchi and Lugosi [29]
chapter 6 for a survey on these techniques).

For every x ∈ ∆(I), de�ne xη ∈ ∆(I), the η-perturbation of x by xη = (1−η)x+ηu
with u the uniform probability over I and for every n de�ne ŝn by :

ŝn =

(
1{sn = s}1{in = i}

xη(ln)[in]

)
∈ RSI ,

with xη(ln)[in] ≥ η > 0 the weight put by xη(ln) on in. We denote by s̃n(l), instead
of ŝn(l), their average on Nn(l).
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Lemma 6.17

For every θ > 0, there exists N ∈ N such that, for every l ∈ L :

Pσ,τ (∀m ≥ n, ‖s̃n(l)− µn(l)‖ ≤ θ|Nn(l) ≥ N) ≥ 1− θ.

Proof . Since for every n ∈ N, the choices of in and µn are independent :

Eσ,τ [ ŝn|hn−1, ln, µn] =
∑
i∈I

∑
s∈S

µin[s]xη(ln)[i]

(
0, . . . ,

s

xη(ln)[i]
, . . . , 0

)
=

∑
i∈I

∑
s∈S

µin[s] (0, . . . , s, . . . , 0) =
∑
i∈I

(
0, . . . , µin, . . . , 0

)
=

(
µ1
n, . . . , µ

I
n

)
= µn,

where µn is seen as an element of RSI . Therefore s̃n(l) is an unbiased estimator of
µn(l) and Hoe�ding-Azuma's inequality (actually its multidimensionnal version by
Chen and White [31] together with the fact that supn∈N ‖ŝn‖ ≤ η−1 < ∞) implies
that for every θ > 0 there exists N ∈ N such that, for every l ∈ L :

Pσ,τ (∀m ≥ n, ‖s̃n(l)− µn(l)‖ ≤ θ| |Nn(l)| ≥ N) ≥ 1− θ.

�

Assume now that Player 1 uses a calibrated strategy to predict the sequences of
ŝn (this game is in full monitoring), then he knows that asymptotically s̃n(l) is closer
to µ(l) than to any µ(k) (as soon as the frequency of l is big enough), therefore it
is δ-close to µ(l). Lemma 6.17 implies that µn(l) is asymptotically close to s̃n(l) and
therefore 2δ-close to µ(l).

Proof of Theorem 6.16 Let the families {x(l) ∈ ∆(I), µ(l) ∈ ∆(S)I , l ∈ L} and
η, δ > 0 be given by Assumption 6.15 for a �xed ε > 0.

Let Γ′ be the auxiliary repeated game where, at stage n, Player 1 (resp. Player 2)
chooses ln ∈ L (resp. µn ∈ ∆(S)I). Given these choices, in (resp. sn) is drawn accor-
dingly to xη(ln) (resp. µinn ). By Lemma 6.17, for every θ > 0, there exists N1 ∈ N
such that for every l ∈ L :

Pσ,τ (∀m ≥ n, ‖s̃n(l)− µn(l)‖ ≤ θ| |Nn(l)| ≥ N1) ≥ 1− θ. (6.12)

Let σ be a calibrated strategy associated to (s̃n)n∈N in Γ′. For every θ > 0, there
exists N2 ∈ N such that with Pσ,τ -probability greater than 1− θ :

∀n ≥ N2,∀l, k ∈ L,
|Nn(l)|
n

(
‖s̃n(l)− µ(l)‖2 − ‖s̃n(l)− µ(k)‖2

)
≤ θ. (6.13)
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Since {µ(k), k ∈ L} is a δ-grid of ∆(S)I , for every n ∈ N and l ∈ L, there exists
k ∈ L such that ‖s̃n(l)− µ(k)‖ ≤ δ. Therefore, combining equation (6.12) and (6.13),
for every θ > 0 there exists N3 ∈ N such that :

Pσ,τ

(
∀n ≥ N3,∀l ∈ L,

|Nn(l)|
n

(
‖µn(l)− µ(l)‖2 − δ2

)
≤ θ,

)
≥ 1− θ. (6.14)

For every stage of type l ∈ L, in is drawn accordingly to xη(l) and by de�nition
‖xη(l)− x(l)‖ ≤ η. Therefore Hoe�ding-Azuma's inequality implies that, for every
θ > 0 there exists N4 ∈ N such that :

Pσ,τ

(
∀n ≥ N4,∀l ∈ L,

|Nn(l)|
n

(
‖ın(l)− x(l)‖ − η

)
≤ θ,

)
≥ 1− θ. (6.15)

Combining equation (6.14), (6.15) and using Assumption 6.15, for every θ > 0, there
exists N ∈ N such that for every strategy τ of Player 2 :

Pσ,τ

(
∀n ≥ N, ∀l ∈ L, |Nn(l)|

n

(
Rn(l)− ε

)
≤ θ,

)
≥ 1− θ, (6.16)

and σ is (L, ε)-internally consistent. �

Remark : Lugosi, Mannor and Stoltz [78] provided an algorithm that constructs,
by block of size m ∈ N, a strategy that has no external regret. We can describe
it as follows. Play at every stage of the k-th block Bk according to the same
probability xk ∈ ∆(I). Then compute (using Lemma 6.17) an estimator of the
average �ag on this block and denote it by µ̃k. Knowing this �ag, compute the
average regret accumulated on this speci�c block and aggregate it to the previous
regret in order to estimate the average regret from the beginning of the game.
Decide next what action is going to be played on the following block according to
a classic exponential weight algorithm. With a �ne tuning of m ∈ N (and η > 0),
the external regret of this strategy converges to zero at the rate O

(
n−1/5

)
(the

optimal rate is known to be n−1/3).

Instead of trying to compute (or at least approximate) the sequence of payo�s
from the sequence of signals, our algorithm consider an abstract auxiliary game
de�ned on the signal space (i.e. on the relevant information, the observations).
We de�ne payo�s in this abstract game in order to transform it into a game with
full monitoring : the action set of Player 2 are �ags, that are (almost) observed
by Player 1.

The strategy constructed is based on ε-calibration and Hoe�ding-Azuma's inequa-
lity, therefore one can show that :

Eσ,τ

[
sup
l∈L

|Nn(l)|
n

(
Rn(l)− ε

)]
≤ O

(
1√
n

)
.
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So given ε > 0, one can construct a strategy such that the internal regret converges
quickly to ε, but maybe very slowly to zero (because the constants depend, once
again, drastically on εJ).

Remark : Since s̃n converges to µn, the regret can be de�ned in terms of observed
empirical �ags instead of unobserved average �ag. For the same reason, x(l) can
be used to de�ne regret.

On the strategy space

One might object that behavioral strategies of Players 1 are de�ned as map-
pings from the set of past histories H1 =

⋃
n∈N (I × S)n into ∆(I) while in De�-

nition 6.14 (and Theorem 6.16) strategies considered are de�ned as mappings from⋃
n∈N (I × S × L)n into ∆(L), with the speci�cation that given ln ∈ L, the law of in is

x(ln) � for a �xed family {x(l), l ∈ L}. Hence, they can be de�ned as mappings from⋃
n∈N (X × I × S)n into ∆(X) (where X = ∆(I) and ∆(X) is embedded with the

star-weak topology) and thus are behavioral strategies in the game where Player 1's
action set is X and he receives at each stage a signal in I × S.

Therefore, they are equivalent to (i.e., following Mertens Sorin and Zamir [84],
Theorem 1.8 p. 55, generate the same probability on the set of plays as) mixed stra-
tegies, which are mixtures of pure strategies, i.e. mappings from

⋃
n∈N (X × I × S)n

into X. These latter are equivalent to applications from
⋃
n∈N (I × S)n into X. In-

deed, consider for example σ :
⋃
n∈N (X × T )n → X and de�ne σ̃ :

⋃
n∈N T

n → X
recursively by σ̃(∅) = σ(∅) and

σ̃ (t1, . . . , tn) = σ (σ̃(∅), t0, . . . , σ̃(t0, . . . , tn−1), tn) .

Finally, they are, in the game where Player 1's action set is I and he receives
at each stage a signal in S, mixtures of behavioral strategies � also called general
strategies � so are equivalent to behavioral strategies.

In conclusion, given a strategy de�ned as in De�nition 6.14, there exists a be-
haviorial strategy that generates the same probability on the set of plays (for every
strategy τ of Player 2).

In these general strategies, Player 1 uses two types of signals : the signals generated
by the game, i.e. the sequence (in, sn)n∈N and some private signals generated by his
own strategy, i.e. the sequences of ln. We can compute internal regret in Theorem
6.16 not only because the choices of µn and ln are independent given the past, but
mainly because the choices of µn and in are independent, even when ln is known.

6.3 Back on payoff space

In the section we give simple condition on G that ensures it ful�lls Assumption
6.15. We also extend the framework to the so-called compact case. Finally, we prove
that an internally consistent strategy (in a sense to be speci�ed) is also externally
consistent.
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The worst case ful�lls Assumption 6.15

Proposition 6.18

Let G : ∆(I) ×∆(S)I be such that for every µ ∈ ∆(S)I , G(·, µ) is continuous
and the family of function {G(x, ·), x ∈ ∆(I)} is equicontinuous.

Then G ful�lls Assumption 6.15.

Proof . Since {G(x, ·), x ∈ ∆(I)} is equicontinuous and ∆(S)I compact, for every
ε > 0, there exists δ > 0 such that :

∀x ∈ ∆(I), ∀µ, µ′ ∈ ∆(S)I , ‖µ− µ′‖ ≤ 2δ ⇒ |G(x, µ)−G(x, µ′)| ≤ ε

2
.

Let {µ(l), l ∈ L} be a �nite δ-grid of ∆(S)I and for every l ∈ L, x(l) ∈ BR(µ(l)) so
that G(x(l), µ(l)) = maxz∈∆(I) G(z, µ(l)). Since G(x(l), ·) is continuous, there exists
η(l) > 0 such that :

‖x− x(l)‖ ≤ η(l)⇒ |G(x, µ(l))−G(x(l), µ(l))| ≤ ε/2.

De�ne η = minl∈L η(l) and let x ∈ ∆(I), µ ∈ ∆(S)I and l ∈ L such that
‖x− x(l)‖ ≤ η and ‖µ− µ(l)‖ ≤ δ, then :

G(x, µ) ≥ G(x, µ(l))− ε

2
≥ G(x(l), µ(l))− ε = max

z∈∆(I)
G(z, µ(l))− ε,

and x ∈ BRε(µ). �

This proposition implies that the evaluation function used by Rustichini ful�lls
Assumption 6.15 (see also Lugosi, Mannor and Stoltz [78], Lemma 3.1 and Proposition
A.1). Before proving that, we introduce S, the range of s, which is a closed convex
subset of ∆(S)I , and ΠS(·) the projection onto it.

Corollary 6.19

De�ne W : ∆(I)×∆(S)I → R by :

W (x, µ) =

{
infy∈s−1(µ) ρ(x, y) if µ ∈ S
W (x,ΠS(µ)) otherwise.

Then W ful�lls Assumption 6.15.

Proof . The function s can be extended linearly to RJ by s(y) =
∑

j∈J y(j)s(j)
where y = (y(j))j∈J . Therefore (Aubin and Frankowska [5], Theorem 2.2.1, p. 57) the
multivalued application s−1 : S ⇒ ∆(J)I is λ-Lipschitz, and since ΠS is 1-Lipschitz
(because S is convex), W (x, ·) is also λ-Lipschitz, for every x ∈ ∆(I). Therefore,
{G(x, ·), x ∈ ∆(I)} is equicontinuous. For every µ ∈ ∆(S)I , W (·, µ) is r-Lipschitz
(where r = ‖ρ‖, see e.g. Lugosi, Mannor and Stoltz [78]), therefore continuous.
Hence, by Proposition 6.18, W ful�lls Assumption 6.15. �
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Compact case

Assumption 6.15 does not require that Player 1 faces only one opponent, nor that
his opponents have only a �nite set of actions. As long as G is regular then Player 1
has a (L, ε)-internally consistent strategy, for every ε > 0. We consider in this section
a particular framework, referred as the compact case (as mentioned in section 6.1).

Player 1's action set is still denoted by I, but we now assume that the action set of
Player 2 is [−1, 1]I . The payo� mapping ρ from ∆(I)× [−1, 1]I to R is simply de�ned
by ρ(x, U) = 〈x, U〉. Let s be a multivalued application from [−1, 1]I to ∆(S)I . Given
the choices of i and U , Player 1 does not observe U but receives a signal s ∈ S, whose
law is the i-th component of µ which belongs to s(U). If s(U) is not a singleton then
we can assume either that µ is chosen by Nature (a third player) or by Player 2.

A multivalued application s is closed-convex if λs(x)+(1−λ)s(z) ⊂ s(λx+(1−λ)z)
and its graph is closed and its inverse is de�ned by s−1(µ) = {U ∈ [−1, 1]I , µ ∈ s(U)}.
It is clear that if s is closed-convex then s−1 is also closed-convex.

Proposition 6.20

De�ne the worst case mapping as in Corollary 6.19. If s is closed-convex and its
range is a polytope (the convex hull of a �nite number of points), then W ful�lls
Assumption 6.15.

Proof . We follow Aubin et Frankowska [5] : let µ0 be in S the range of s, U0 be in
s−1(µ0) and g be the mapping de�ned by :

g : S 7→ R

µ → g(µ) = inf
U∈s−1(µ)

‖U − U0‖ = d
(
U0, s

−1(µ)
)
.

Since s is convex, so is s−1 (in the multivalued sense) and g (in the univalued sense).
The sections {µ|g(µ) ≤ λ} are closed (see Aubin and Frankowska [5], Lemma 2.2.3
p.�59) so g is lower semi-continuous. Since the domain of g is a polytope, g is also upper
semi-continuous (see Rockafellar [97], Theorem 10.2 p. 84). Therefore g is continuous
over S and there exists δ(U0) such that if ‖µ− µ0‖ ≤ δ(U0) then d (U0, s

−1(µ)) ≤ ε.
Since s−1(µ0) is compact, for every ε > 0, there exists a �nite set U such that

s−1(µ0) ⊂
⋃
U∈U B(U, ε). De�ne δ(µ0) = infU∈U δ(U0), then for every µ in ∆(S)I ,

‖µ − µ0‖ ≤ δ(µ0) implies that s−1(µ0) ⊂ s−1(µ) + 2εB (with B the unit ball). The
graph of s−1 is compact so for every ε > 0 there exists 0 < δ′(µ0) < δ(µ0) such that
if ‖µ− µ0‖ ≤ δ′(µ0) then s−1(µ) ⊂ s−1(µ0) + 2εB.

There exists a �nite set M such that the compact set S is included in the union
of open balls

⋃
µ∈M B(µ, δ′(µ)/3). If we denote by δ = infµ∈M δ′(µ)/3 then for every

µ and µ′ in S, if ‖µ − µ′‖ ≤ δ, there exists µ1 ∈ M such that µ and µ′ belongs to
B(µ1, δ

′(µ1)) hence s−1(µ) ⊂ s−1(µ1) + 2εB ⊂ s−1(µ′) + 4εB.
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Let µ and µ′ in ∆(S)I such that ‖µ − µ′‖ ≤ δ. Then since S is a convex set
‖ΠS(µ)− ΠS(µ′)‖ ≤ δ and for every x ∈ ∆(I)

W (x, µ) = inf
U∈s−1(ΠS(µ))

〈x, U〉 ≥ inf
U∈s−1(ΠS(µ′))

〈x, U〉 − 4ε = W (x, µ′)− 4ε.

Let x and x′ in ∆(I) such that ‖x− x′‖ ≤ ε then for all µ ∈ ∆(S)I

W (x, µ) = inf
U∈s−1(ΠS(µ))

〈x, U〉 ≥ inf
U∈s−1(ΠS(µ))

〈x′, U〉 − ε = W (x′, µ)− ε.

Hence if x(l) is a ε-best response to µ(l), ‖x− x(l)‖ ≤ ε and ‖µ− µ(l)‖ ≤ δ then

W (x, µ) ≥ W (x(l), µ)− ε ≥ W (x(l), µ(l))− 5ε ≥ sup
z∈∆(I)

W (z, µ(l))− 6ε

≥ sup
z∈∆(I)

W (z, µ)− 10ε,

so x is a 10ε-best response to µ. �

Remark on the assumptions over s : s is assumed to be multivalued since in the
�nite case, there might be two di�erent probabilities y and y′ in ∆(J) that generate
the same outcome vector ρ(y) = (ρ(i, y))i∈I = ρ(y′) but two di�erent �ags s(y)
and s(y′).
It is also convex : if Player 2 can generate a �ag µ by playing y ∈ ∆(J) and
a �ag µ′ by playing y′, then a convex combination of y and y′ should generate
the same convex combination of �ags. This assumption is speci�cally needed with
repeated game : for example, Player 2 can play y on odd stages and y′ on even
stages. Player 1 must know that the average empirical �ag can be generated by
1/2y + 1/2y′.
The fact that the range of s is a polytope (or at least that it is locally simplicial,
see Rockafellar [97] p. 84 for formal de�nitions and examples) is needed for the
proof that W is continuous. It is obviously true in the �nite dimension case that
the graph is a polytope.

Regret in terms of actual payo�s

As Rustichini [100], we can de�ne regret in term of unobserved average payo�.

De�nition 6.21

A strategy σ of Player 1 is (L, ε)-internally consistent with respect to the actual
payo�s if for every l ∈ L :

lim sup
n→+∞

|Nn(l)|
n

(
sup
x∈∆(I)

[W (x, µn(l))− ρn(l)]− ε

)
≤ 0, Pσ,τ -as.
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Proposition 6.22

For every ε > 0, there exist (L, ε)-internally consistent strategies with respect
to the actual payo�s.

Proof . Consider the strategy σ given by Theorem 6.16 with the worst case mapping.
By de�nition of W and using the independence of the choices of x(l) and µn, one can
easily show that asymptotically W (x(l), µn(l)) ≤ ρn(l). Therefore the strategy σ is
also (L, ε)-consistent with respect to the actual payo�s. �

Now we can de�ne 0-internally consistent strategies (see Lehrer and Solan [74]
de�nition 10) :

De�nition 6.23

A strategy σ of Player 1 is 0-internally consistent if for every ε > 0, there exists
δ > 0 such that for every �nite partition {P (l), l ∈ L} of ∆(I) with diameter
smaller than δ and every l ∈ L :

lim sup
n→+∞

|Nn(l)|
n

(
sup
x∈∆(I)

[W (x, µn(l))− ρn(l)]− ε

)
≤ 0, Pσ,τ -as,

where Nn(l) = {m ≤ n, xn ∈ P (l)} with xn the law (that might be chosen at
random by Player 1) of in given the past history and µn(l) (resp. ın(l)) is the
average �ag (resp. action of Player 1) on Nn(l).

The average �ag µn belongs to ∆(S) and is de�ned by :

µn[s] =

∑n
m=1 µm[s]

n
for any s ∈ S.

Proposition 6.24

There exist 0-internally consistent strategies with respect to the actual payo�s.

Proof . The proof relies uniquely on a classic doubling trick (see e.g. Sorin [106],
Proposition 3.2 p. 56) recalled below.

Denote by σk the strategy given by Proposition 6.22 for εk = 2−(k+3). Consider
the strategy σ of player de�ned by block : on the �rst block of length N1, Player 1
plays accordingly to σ1, then on the second block of length N2 accordingly to σ2, and
so on. Formally, for n such that

∑p−1
k=1 Nk ≤ n ≤

∑p
k=1 Nk, σ(hn) = σp(h

p
n) where

hpn = (im, lm, sm)m∈{∑p−1
k=1Nk,...,n}

is the partial history on the last block. Remark 6.2
implies that for every p ∈ N there exists Mp ∈ N such that

Eσ,τ

[
sup
l∈L

|Nn(l)|
n

(
Rn(l)

)]
≤ 1

2p+1
.
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Let (Nk)k∈N be a sequence such that
∑k−1

p=1 Np = o(Nk) and Mk+1 = o(Nk) (where
un = o(vn) means that vn > 0 and limn→∞

un
vn

= 0). With this de�nition, the m-th
block is way longer than all the previous blocks, and longer than the time required by
σk+1 to be εk+1-consistent (in expectation). So the (maybe high) regret accumulated
during the �rstMn stages of the n-th block is negligible compared to the small regret
accumulated before (during the �rst (n−1)-blocks). After theseMn stages, the regret
(on the n-th block) is smaller than εn and at the end of this block, the cumulative
regret is very close to ε. �

Remark : The use of a doubling trick prevents us to easily �nd a bound on the rate
of convergence of the regret. The proof of Proposition 6.24 requires that the sum
of the regret on two di�erent block is smaller than the average regret. This is why
we restrict this de�nition to internally consistent strategies with respect to the
actual payo�s. One may compare De�nition 6.23 of 0-consistency to the De�nition
6.2 of ε-calibrated strategies.

External and internal consistency

With full monitoring, by linearity of the payo� function, a strategy that is inter-
nally consistent is also externally consistent. This properties holds in partial monito-
ring, when we consider regret in terms of actual payo�s :

Proposition 6.25

For every ε > 0 and {x(l), l ∈ L} of ∆(I), every (L, ε)-internally consistent
strategy with respect to the actual payo�s is ε-externally consistent with respect
to the actual payo�s, i.e. Pσ,τ -ps :

lim sup
n→+∞

max
x∈∆(I)

W (x, µn)− ρn ≤ ε.

Proof . Let ε > 0, L ⊂ ∆(I) and σ be an (L, ε)-internally consistent strategy with
respect to the actual payo�s. Since s−1(·) is convex then, for every x ∈ ∆(I), the
mapping µ 7→ W (x, µ) is convex and so is the mapping µ 7→ maxx∈∆(I) W (x, µ).
Hence

lim sup
n→+∞

max
x∈∆(I)

W (x, µn)− ρn ≤
∑
l∈L

lim sup
n→+∞

|Nn(l)|
n

(
max
x∈∆(I)

W (x, µn(l))− ρn(l)

)
≤ lim sup

n→+∞

∑
l∈L

|Nn(l)|
n

ε ≤ ε

and so σ is ε-externally consistent. �

Proposition 6.25 holds for the compact case under the assumption that σ is closed-
convex. Note that the proof relies on the fact thatW is convex and the actual payo�s
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are linear. It is clear that this result does not extend to any evaluation function.
Indeed, consider the optimistic function de�ned by (for µ ∈ S) :

O(x, µ) = sup
y∈s−1(µ)

ρ(x, y),

then the more information about n that Player 1 gets, the less he evaluates his payo�.
So an internally consistent strategy (i.e. a strategy that is consistent with a more
precise knowledge on the moves of Player 2) might not be externally consistent.

Concluding remarks

In the full monitoring framework, many improvements have been made in the past
years about calibration and regret (see for instance [70, 102, 117]). Here, we aimed to
clarify the links between the original notions of approachability, internal regret and
calibration in order to extend applications (in particular, to get rid of the �niteness of
J), to de�ne the internal regret with signals as calibration over an appropriate space
and to give a proof derived from no-internal regret in full monitoring, itself derived
from the approachability of an orthant in this space.

Acknowledgments : I deeply thank my advisor Sylvain Sorin for his great help
and numerous comments. I also acknowledge very helpful remarks from Gilles Stoltz.

An extended abstract of this paper appeared in the Proceedings of the 20th In-
ternational Conference on Algorithmic Learning Theory, Springer, 2009.



7
Calibration-Based Optimal Algorithms

On modi�e dans ce chapitre l'algorithme naïf du chapitre précédent, qui
construit des stratégies consistantes intérieurement, a�n de créer, lorsque
l'évaluation est du type "worst-case" un algorithme dont la vitesse de
convergence en O

(
n−1/3

)
est optimale. Il requiert à chaque étape de ré-

soudre un système d'équations linéaires de taille uniformément bornée. On
fournit également quelques améliorations de cet algorithme pour diminuer
les constantes de convergence. Ce chapitre est issu de l'article No-Regret
with Partial Monitoring : Calibration-Based Optimal Algorithms.
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not have been greater by knowing before the beginning of the game the empirical dis-
tribution of moves of the other player. The existence of strategies with this property,
originally proved by Hannan [56], has been rediscovered by Blackwell [18] using his
approachability theorem. A generalization of this result and a more precise notion
of regret are due to Foster and Vohra [42] (see also Fudenberg and Levine [51]) :
there exist strategies such that a player has no internal regret, i.e. for each of his
action, he has no external regret on the set of stages where he actually played it.
Hart and Mas-Colell [57] also used Blackwell's approachability theorem to construct
explicit strategies such that the internal (and therefore the external) regret at stage
n is bounded by O

(
n−1/2

)
.

Some of those results have been extended to games with partial monitoring, where
players receive random signals whose laws might depend on the unobserved chosen
actions. In this framework, Rustichini [100] de�ned � and proved the existence of
� strategies with no external regret. In words, a player has no regret if his average
payo� could not have been greater if he had known the empirical distribution of
signals before the beginning of the game. Under some strong assumptions on the
signalling structure (Cesa-Bianchi, Lugosi and Stoltz [30] assumed that a player can
deduce from the signals observed his payo� and Lugosi, Mannor and Stoltz [78]
considered deterministic feedback), there exist strategies that bound the expected
regret in O

(
n−1/3

)
, which is the optimal bound (see Cesa-Bianchi and Lugosi [29],

Theorem 6.7). When no such assumption is made, Lugosi, Mannor and Stoltz [78]
provided an algorithm (based on the exponential weight algorithm) that bounds regret
in O

(
n−1/5

)
.

In this framework, internal regret was de�ned by Lehrer and Solan [74] ; stages
are no longer distinguished as a function of the action played by Player 1 (as in
the full monitoring case) but as a function of the law of player 1's action. Indeed,
the evaluation of the payo� is not linear with respect to the distribution of signals.
So given any of those, a best response might consist only in a mixed action (i.e. a
probability over the set of actions). Lehrer and Solan [74] also proved the existence of
strategies with no internal regret, if the laws of the signals do not depend on Player 1's
action. Perchet [92] provided an explicit algorithm based on calibration, introduced
by Dawid [33], that does not require this last assumption. Roughly speaking, Player
1 ε-discretizes arbitrarily the space of distributions of signals and each point of the
discretization is called a possible prediction. Then, stage after stage, player 1 predicts
what will be the law of the next signal and plays a best response � in a sense to
be de�ned � to it. If the sequence of predictions is calibrated then the average
signals, on the set of stages where he made a speci�c prediction, will be close to
this prediction. The continuity of payo� and signaling functions implies that such a
strategy can bound the regret in ε+O

(
n−1/2

)
where the constants depend drastically

on ε. De�nitions and proofs of this algorithm are recalled in section 2.2.

We provided in section 7.2 and section 7.3 two algorithms that bound the expected
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internal regret in O
(
n−1/3

)
. The �rst one does not use an arbitrary discretization but

constructs carefully a speci�c one and then computes, stage by stage, the solution
of a system of linear equations. The second one does not use any discretization, but
requires at each stage to solve a linear program.

Section 1 is devoted to the full monitoring case. We recall de�nitions of calibra-
tion, no-regret and give a naïve algorithm (based on the idea of Foster and Vohra [42])
to construct strategies with internal regret asymptotically smaller than ε. We show
how to modify this algorithm to bound the regret in O

(
n−1/2

)
. Section 2 is concerned

with the partial monitoring case. We also recall a naïve algorithm and its modi�ca-
tion in order to reach the optimal bound of O

(
n−1/3

)
. Some extensions (the second

algorithm, the so-called compact case and some variants to strengthen the constants
for the rates of convergence) are presented in section 3. Technical proofs are presented
in the section 7.4.

7.1 Full monitoring

Model and de�nitions

Consider a two-person game repeated in discrete time, where at stage n ∈ N,
Player 1 (resp. Nature) chooses an action in ∈ I (resp. jn ∈ J) where both I and J
are �nite. This generates a payo� ρn = ρ(in, jn), where ρ is a mapping from I × J to
R, and a regret rn ∈ R|I| de�ned by :

rn =
(
ρ(i, jn)− ρ(in, jn)

)
i∈I ∈ R

|I|.

The choices of in and jn depend on the past observations (also called �nite history)
hn−1 = (i1, j1, . . . , in−1, jn−1) and may be random. Explicitly, the set of �nite histories
is denoted by H =

⋃
n∈N (I × J)n, with (I × J)0 = ∅ and a strategy σ of Player 1

is a mapping from H to ∆(I), the set of probability distributions over I. Given the
history hn ∈ (I × J)n, σ(hn) is the law of in+1. A strategy τ of Nature is de�ned
similarly. A couple of strategies (σ, τ) generates a probability, denoted by Pσ,τ , over
H = (I × J)N, the set of plays endowed with the cylinder σ-�eld.

We extend the payo� mapping ρ to ∆(I) × ∆(J) by ρ(x, y) = Ex,y[ρ(i, j)] and
for any sequence a = (am)m∈N and any n ∈ N∗, we denote by an = 1

n

∑n
m=1 am the

average of a up to stage n.

De�nition 7.1 (Hannan [56])

Given ε ≥ 0, a strategy σ of Player 1 is ε-externally consistent if for every
strategy τ of Nature :

lim sup
n→∞

rin ≤ ε, ∀i ∈ I, Pσ,τ−as.
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In words, a strategy σ is ε-externally consistent if Player 1 could not have had a
greater payo� if he had known, before the beginning of the game, the empirical
distribution of actions of Nature.

Foster and Vohra [42] (see also Fudenberg and Levine [51]) de�ned a more precise
notion of regret. The internal regret of the stage n, denoted by Rn ∈ R|I×I|, is also
generated by the choices of in and jn and its (i, k)-th component is de�ned by :

Rik
n =

{
ρ(k, jn)− ρ(i, jn) if i = in

0 otherwise.
,

stated di�erently, every row of the matrix Rn are null except the in-th which is rn.

De�nition 7.2 (Foster and Vohra [42])

Given ε ≥ 0, a strategy σ of Player 1 is ε-internally consistent if for every
strategy τ of Nature :

lim sup
n→∞

R
ik

n ≤ ε, ∀i, k ∈ I, Pσ,τ−as.

The following notations will allow us to provide some other equivalent formulations
of internal consistency. Denote by Nn(i) the set of stages before the n-th where Player
1 played the action i and n(i) ∈ ∆(J) the empirical distribution of actions of Nature
on this set. Formally,

Nn(i) = {m ≤ n, im = i} and n(i) =

∑
m∈Nn(i) jm

|Nn(i)|
. (7.1)

De�nition 7.2 is equivalent to the fact that for every i, k ∈ I

lim sup
n→∞

|Nn(i)|
n

(
ρ
(
k, n(i)

)
− ρ
(
i, n(i)

)
− ε
)
≤ 0, Pσ,τ−as.

If we de�ne, for every ε ≥ 0, the ε-best response correspondence by :

BRε(y) =

{
x ∈ ∆(I), ρ(x, y) ≥ max

z∈∈∆(I)
ρ(z, y)− ε

}
,

then a strategy of Player 1 is ε-internally consistent if any of his action i is either
an ε-best response to the empirical distribution of Nature's actions on Nn(i) or the
frequency of i is very small. We will simply denote BR0 by BR and call it the best
response correspondence.

From now on, given two sequences
{
lm ∈ L, ωm ∈ Rd

}
m∈N where L is a �nite set,

we will de�ne the subset of integers Nn(l) and the average ωn(l) as in equation (7.1).



7.1. Full monitoring 107

Proposition 7.3 (Foster and Vohra [42], Hart and Mas-Colell [57])

For every ε ≥ 0, there exist ε-internally consistent strategies.

Foster and Vohra [42] and Hart and Mas-Colell [57] proved the existence of 0-
internally consistent strategies using di�erent algorithms (based respectively on the
Expected Brier Score and Blackwell's approachability theorem). In some sense, we
merge these two proofs in order to provide a new one � given in the following section
� that can be extended quite easily to the partial monitoring framework (unlike the
previous algorithms).

A naïve algorithm, based on calibration

The algorithm that constructs an ε-internally consistent strategy is based on this
simple fact : if Player 1 can, stage by stage, foresee the law of Nature's next action,
say y, then he just has to play any best response to y at the following stage. The
continuity of ρ implies that Player 1 does not need to forecast precisely yn, but up to
some δ > 0.

Let {y(l), l ∈ L} be a δ-grid of ∆(J) (i.e. a �nite set such that for every y ∈ ∆(J)
there exists l ∈ L such that ‖y − y(l)‖ ≤ δ) and i(l) be a best response to y(l), for
every l ∈ L. Then if δ is small enough :

‖y − y(l)‖ ≤ 2δ ⇒ i(l) ∈ BR2ε(y)

On can compute a good sequence of forecasts by computing a calibrated strategy
(introduced by Dawid [33]) in an auxiliary game. De�nition and existence of calibrated
strategies are recalled in the subsection 7.1.

calibration

Consider a two-person repeated game where, at stage n, Nature chooses the state
of the world sn ∈ S, where S is a �nite set, and Player 1 (the predictor) forecasts it
by choosing µ(ln) where {µ(l), l ∈ L} is a �nite δ-grid of ∆(S). As usual, a behavioral
strategy σ of Player 1 (resp. τ of Nature) is a mapping from the set of �nite histories
H =

⋃
n∈N (L× S)n to ∆(L) (resp. ∆(S)) and we also denote by Pσ,τ the probability

generated by the couple (σ, τ) over H the set of plays endowed with the cylinder
topology.

De�nition 7.4 (Dawid [33])

A strategy σ of Player 1 is calibrated (with respect to {µ(l), l ∈ L}) if for every
strategy τ of Nature, Pσ,τ -as :

lim sup
n→∞

|Nn(l)|
n

(
‖sn(l)− µ(l)‖2 − ‖sn(l)− µ(k)‖2

)
≤ 0, ∀k, l ∈ L,

where ‖·‖ is the Euclidian norm of R|S|.
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In words, a strategy is calibrated if for every l ∈ L, either the frequency of l is small,
or the empirical distribution of states, on the set of stages where µ(l) was predicted,
is closer to µ(l) than to any other µ(k). Given a �nite grid of ∆(S), the existence
of calibrated strategies has been proved by Foster and Vohra [43] and Hart [43]
using respectively the Expected Brier Score or a minmax theorem. We gave here the
construction of Sorin [108] (related but simpler than the one of Foster and Vohra).

Proposition 7.5 (Foster and Vohra [43], Hart and Mas-Colell [43])

For any �nite grid L of ∆(S), there exist calibrated strategies with respect to
L such that :

Eσ,τ

[
max
l,k∈L

|Nn(l)|
n

(
‖sn(l)− µ(l)‖2 − ‖sn(l)− µ(k)‖2

)]
≤ O

(
1√
n

)
.

Proof . Consider the auxiliary game Γc where, at stage n ∈ N, Player 1 (resp. Nature)
chooses ln ∈ L (resp. sn ∈ S) and the vector payo� is the matrix Un ∈ R|L×L| where

U lk
n =

{
‖sn − µ(l)‖2 − ‖sn − µ(k)‖2 if l = ln

0 otherwise.

A strategy σ is calibrated with respect to L if Un converges to the negative orthant
in Γv. Indeed for every l, k ∈ L, the (l, k)-th component of Un is

U
lk

n =
|Nn(l)|
n

∑
m∈Nn(l)‖sm − µ(l)‖2 − ‖sm − µ(k)‖2

|Nn(l)|

=
|Nn(l)|
n

(
‖sn(l)− µ(l)‖2 − ‖sn(l)− µ(k)‖2

)
.

Denote by U
+

n :=
{

max
(

0, U
lk

n

)}
l,k∈L

:= Un −
(
Un

)−
the positive part of Un

and by λn ∈ ∆(L) any invariant measure of U
+

n . We recall that λ is an invariant
measure of a nonnegative matrix U if

∑
k∈L λ(k)Ukl = λ(l)

∑
k∈L U

lk, for every l ∈ L
(its existence is a consequence of Perron-Frobenius Theorem, see e.g. Seneta [103]).

De�ne the strategy σ of Player 1 inductively as follows. Choose arbitrarily σ(∅),
the law of Player 1's �rst action and at stage n+ 1, play accordingly to any invariant
measure of Un. We claim that this strategy is an approachability strategy of the
negative orthant of R|L×L| because it satis�es Blackwell's [17] su�cient condition :

∀n ∈ N, 〈
(
Un

)
−
(
Un

)−
,Eλn [Un+1|sn+1]−

(
Un

)−〉 ≤ 0.

Indeed, for every possible sn+1 ∈ S :

〈
(
Un

)+
,Eλn [Un+1|sn+1]〉 = 0 = 〈

(
Un

)+
,
(
Un

)−〉, (7.2)
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where the second equality follows from the de�nition of positive and negative parts.
Consider the �rst equality. The (l, k)-th component of the matrix Eλn [Un+1|sn+1] is
λn(l)

(
‖sn+1 − µ(l)‖2 − ‖sn+1 − µ(k)‖2), therefore the coe�cient of ‖sn+1 − µ(l)‖2 is

equal to
∑

k∈L λn(k)
(
U

+

n

)kl
−λn(l)

∑
k∈L

(
U

+

n

)lk
= 0 since λn is an invariant measure

of
(
Un

)+
.

Blackwell's [17] result also implies that Eσ,τ
[
‖U+

n ‖
]
≤ 2Mnn

−1/2 for any strategy

τ of Nature where M2
n = supm≤nEσ,τ

[
‖Um‖2] = 4|L|. �

Remark : The strategy σ constructed in Theorem 7.5 depends only on the sequence
of averages (Un)n∈N. To compute σ, Player 1 has to �nd, stage by stage, an
invariant measure of a matrix and this can be done, using Gaussian elimination,
in O (L3) operations.
Precisely, Gaussian elimination requires L(L+ 1)/2 divisions, (2L3 + 3L2− 5L)/6
multiplications and (2L3 + 3L2 − 5L)/6 substractions, see e.g. Farebrother [38],
section 1.5 arithmetical cost.

Corollary 7.6

For any �nite grid L of ∆(S), there exists σ a calibrated strategy with respect
L such that for every strategy τ of Nature with Pσ,τ probability at least 1− δ :

max
l,k∈L

|Nn(l)|
n

(
‖sn(l)− µ(l)‖2 − ‖sn(l)− µ(k)‖2

)
≤ 2Mn√

n
+ Θn,

where Kn = sup
m≤n

sup
l,k∈L

∣∣U lk
n − Eσ,τ

[
U lk
n

]∣∣ ≤ 4

Θn = min

{
vn√
n

√
2 ln

(
2|L|2
δ

)
+

2

3

Kn

n
ln

(
2|L|2

δ

)
,
Kn√
n

√
2 ln

(
2|L|2
δ

)}
Mn = sup

m≤n

√
Eσ,τ

[
‖Um‖2] ≤ 3

√
|L|

v2
n = sup

m≤n
sup
l,k∈L

Eσ,τ

[∣∣U lk
n − Eσ,τ

[
U lk
n

]∣∣2] ≤ 4.

Proof . Proposition 7.5 implies that Eσ,τ
[
Un

]
≤ 2Msn

−1/2. Hoe�ding-Azuma's in-
equality [61, 11] (see Lemma 7.24 below) implies that with probability at least 1−δ :

U
lk

n − Eσ,τ
[
U
lk

n

]
≤ Kn√

n

√
2 ln

(
2

δ

)
and Freedman's inequality (an analogue of Bernstein's inequality for martingale
see [47], Proposition 2.1 or Cesa-Bianchi and Lugosi [29], Lemma A.8) implies that
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with probability at least 1− δ :

U
lk

n − Eσ,τ
[
U
lk

n

]
≤ vn√

n

√
2 ln

(
2

δ

)
+

2

3

Kn

n
ln

(
2

δ

)
.

The result is a consequence of these two inequalities and of Theorem . �

The de�nition of Θn as a minimum (and the use of Freedman's inequality) will
be useful when we will refer to this corollary in the subsequent sections. Obviously,

in the current framework, Θn = 4√
n

√
2 ln

(
2|L|2
δ

)
.

back to the naïve algorithm

Let us now go back to the construction of ε-consistent strategies in Γ. Consider
the auxiliary game Γ1

c , where Nature chooses at stage n his action jn ∈ J and Player
1 forecasts it using a δ-grid Y = {y(l), l ∈ L} of ∆(J). Compute σ, a calibrated
strategy with respect to Y in the abstract game Γ1

c , and whenever Player 1 should
play the action l in Γ1

c , he plays i(l) ∈ BR(y(l)) in the game Γ. We claim that this
de�nes a strategy σε in Γ which is 2ε-internally consistent.

Proposition 7.7 (Foster and Vohra [42])

For every ε > 0, the strategy σε is 2ε-internally consistent.

Proof . By de�nition of a calibrated strategy, Pσ,τ -as, for every η > 0, there exists
N ∈ N such that for every l, k ∈ L and for every n ≥ N :

|Nn(l)|
n

(
‖n(l)− y(l)‖2 − ‖n(l)− y(k)‖2

)
≤ η.

Since {y(k), k ∈ L} is a δ-grid of ∆(J), for every l ∈ L and every n ∈ N, there exists
k ∈ L such that ‖n(l)− y(k)‖2 ≤ δ2, hence ‖n(l)− y(l)‖2 ≤ δ2 + η n

|Nn(l)| . So, by
de�nition of {y(l), l ∈ L} :

|Nn(l)|
n

≥ η

δ2
⇒ ρ(i, n(l))− ρ(i(l), n(l)) ≤ 2ε, ∀i ∈ I,∀l ∈ L,∀n ≥ N.

The (i, k)-th component of Rn satis�es

|Nn(i)|
n

(
R
ik

n − 2ε

)
=

1

n

∑
m∈Nn(i)

(ρ(k, jm)− ρ(i, jm)− 2ε)

=
1

n

∑
l:i(l)=i

∑
m∈Nn(l)

(ρ(k, jm)− ρ(i, jm)− 2ε)

=
∑
l:i(l)=i

|Nn(l)|
n

(
ρ(k, n(l))− ρ(i(l), n(l))− 2ε

)
.
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Recall that either |Nn(l)|/n ≥ η/δ2 and ρ(k, n(i)) − ρ(i(l), n(l)) − 2ε ≤ 0, or
|Nn(l)|/n < η/δ2. Since ρ is bounded (by Mρ > 0), then :

|Nn(i)|
n

(
R
ik

n − 2ε

)
≤ η

Mρ|L|
δ2

, ∀i ∈ I,∀k ∈ I,∀n ≥ N,

which implies that σ is 2ε-internally consistent. �

Remark : This algorithm only achieves ε-consistency and Proposition 7.5 implies
that

Eσ,τ

[
max
i,k∈I

(
R
ik

n − ε
)+
]
≤ O

(
1√
n

)
.

It is therefore weaker than the algorithms proposed by Foster and Vohra [42] or
Hart and Mas-Colell [57]. Moreover, the constant depends on ε, therefore it is
not possible to obtain 0-internally consistency with the same rate with a classic
doubling trick argument (i.e. play a 2−k-internally consistent strategy on Nk

stages, then switch to a 2k+1-internally consistent strategy, and so on, see e.g.
Sorin [106], Proposition 3.2 p. 56) to . However it can be easily extended to
obtain 0-consistency, both with full and partial monitoring.

Calibration and Laguerre diagram

Given a �nite subset {µ(l), l ∈ L} (the Voronoï sites) of Rd, we de�ne the l-th
Voronoï cell V (l) (or the cell associated to µ(l)) as the set of points closer to µ(l)
than to any other µ(k) :

V (l) =
{
X ∈ Rd, ‖X − µ(l)‖2 ≤ ‖X − µ(k)‖2 , ∀k ∈ L

}
,

where ‖·‖ is the Euclidian norm of Rd. Each V (l) is a polyhedron (as the intersection
of a �nite number of half-spaces) and {V (l), l ∈ L} is a covering of Rd. A calibrated
strategy with respect to {µ(l), l ∈ L} has the property that for every l ∈ L, either
the frequency of l (i.e. |Nn(l)|/n) goes to zero, or sn(l), the empirical distribution of
states on Nn(l), converges to V (l).

The naïve algorithm uses the Voronoï diagram associated to an arbitrary grid of
∆(J) and assigns to every small cell a mixed action which is an ε-best reply to every
point of this cell. This is possible since ρ is continuous. A calibrated strategy ensures
that n(l) converges to V (l) (or the frequency of l is small) and so playing i(l) on
Nn(l) was indeed a ε-best response to n(l). With this approach, we cannot construct
immediately 0-internally consistent strategy. Indeed, this would require that for every
l ∈ L there exists a 0-best response i(l) to any y in V (l). However, there is no reason
for every element of V (l) to share a common best response because {µ(l), l ∈ L} is
arbitrarily.

On the other hand, consider the game Matching Penny. We recall that both players
have two action Heads and Tails, so ∆(J) = ∆(I) = [0, 1] (seen as the probability of
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choosing T ). The payo� is 1 if both players choose the same action and -1 otherwise.
Action H (resp. T ) is a best response for Player 1 to any y in [0, 1/2] (resp. in
[1/2, 1]). These two segments are exactly the cells of the Voronoï diagram associated
to {y(1) = 1/4, y(2) = 3/4}, therefore, performing a calibrated strategy with respect
to {y(1), y(2)} and playing H (resp. T ) on the stages of type 1 (resp. 2) is a strategy
of Player 1 that is 0-internally consistent.

This idea can be generalized to any game. Indeed, by Lemma 7.9 below, ∆(J) can
be decomposed into polytopial best-response areas (a polytope is the convex hull of
a �nite number of points, its vertices). Given such a polytopial decomposition, one
can �nd a �ner Voronoï diagram (i.e. any best-response area is an union of Voronoï
cells) and �nally use a calibrated strategy to ensure convergence with respect to this
diagram.

However, the proof of the existence of this diagram is quite complicated and the
number of cells can be quite huge. Thus, we will consider instead a generalization
of Voronoï diagrams, called Laguerre diagrams. Given a subset of Laguerre sites
{µ(l), l ∈ L} and weights {ω(l) ∈ R, l ∈ L}, the l-th Laguerre cell P (l) is de�ned by :

P (l) =
{
X ∈ Rd, ‖X − µ(l)‖2 − ω(l) ≤ ‖X − µ(k)‖2 − ω(k), ∀k ∈ L

}
,

where ‖·‖ is the Euclidian norm of Rd. Each P (l) is a polyhedron (an intersection of
a �nite number of halfspaces) and P = {P (l), l ∈ L} is a covering of Rd.

De�nition 7.8

{Ki, i ∈ I} is a polytopial complex of a polytope K with non-empty interior if,
for every i, j in the �nite set I, Ki is a polytope with non-empty interior and
the polytope Ki ∩Kj has empty interior.

This de�nition extends naturally to a polytope K with empty interior, if we consider
the a�ne subspace generated by K.

Lemma 7.9

There exists I ′ ⊂ I such that {Bi, i ∈ I ′} is a polytopial complex of ∆(J),
where Bi is the i-th best response area de�ned by

Bi = {y ∈ ∆(J), i ∈ BR(y)}.

Proof . For any y ∈ ∆(J), ρ(·, y) is linear on ∆(I) and attains its maximum on I,
so
⋃
i∈I B

i = ∆(J). Without loss of generality, we can assume that each Bi is non-
empty, otherwise we drop the index i. For every i, k ∈ I, ρ(i, ·) − ρ(k, ·) is linear on
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∆(J) therefore Bi, de�ned by

Bi = {y ∈ ∆(J), ρ(i, y) ≥ ρ(k, y),∀k ∈ K}

=
⋂
k∈I

{y ∈ R|J |, ρ(i, y)− ρ(k, y) ≥ 0} ∩∆(J),

is the intersection of a �nite number of half-spaces and the polytope ∆(J), thus is also
a polytope. Moreover if Bik

0 , the interior of B
i ∩Bk, is non-empty then ρ(i, ·) equals

ρ(k, ·) on the subspace generated by Bik
0 and therefore on ∆(J), hence Bi = Bk.

Denote by I ′ any subset of I such that for every i ∈ I, there exists exactly one i′ ∈ I ′
such that Bi = Bi′ 6= ∅, then {Bi, i ∈ I ′} is a polytopial complex of ∆(J). �

Proposition 7.10

Let K = {Ki, i ∈ I} be a polytopial complex of a polytope K ⊂ Rd. Then there
exists {µ(l) ∈ Rd, ω(l) ∈ R, l ∈ L}, a �nite set of Laguerre sites and weights,
such that the Laguerre diagram P = {P (l), l ∈ L} re�nes K, i.e. every Ki is a
�nite union of cells P (l).

Proof . Let K = {Ki, i ∈ I} be a polytopial complex of K ⊂ Rd. Each Ki is a
polytope, thus de�ned by a �nite number of hyperplanes. Denote by H = {Ht, t ∈ T}
the set of all de�ning hyperplanes and K̂ = {K̂ l, l ∈ L} the decomposition of Rd

induces by H (usually called arrangement of hyperplanes). It is clear that K̂ re�nes
K. Theorem 3 and Corollary 1 of Aurenhamer [10] imply that K̂ is the Laguerre
diagram associated to some {µ(l), ω(l), l ∈ L} whose exact computation requires the
following notation :

i) for every t ∈ T , let ct ∈ Rd and bt ∈ R (which can, without loss of generality,
be assumed to be non zero) such that

Ht =
{
X ∈ Rd; 〈X, ct〉 = bt

}
.

ii) For every l ∈ L and t ∈ T , σt(l) = 1 if the origin of Rd and K̂ l are in the same
halfspace de�ned by Ht and σt(l) = −1 otherwise.

iii) For every l ∈ L, we de�ne :

µ(l) =

∑
t∈T σt(l)ct

|T |
and ω(l) = ‖µ(l)‖2 + 2

∑
t∈T σt(l)bt

|T |
. (7.3)

�

Note that one can add the same constant to every weight ω(l0)
Buck [26] proved that the number of cells de�ned by |T | hyperplanes in Rd is

bounded by
∑d

k=0

(|T |
k

)
:= φ(|T |, d). Moreover, |T | is clearly smaller than |I|(|I|−1)/2

(in the case where each Ki has a non-empty intersection with every other polytope),

so |L| ≤ φ
(
|I|2
2
, d
)
. Note that φ(n, d) ≤ nd, if d ≥ n then φ(n, d) = 2n and for a �xed

d, φ(n, d) = O
(
nd/d!

)
.
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Lemma 7.11

Let P = {P (l), l ∈ L} be a Laguerre diagram associated to the set of sites and
weights {µ(l) ∈ Rd, ω(l) ∈ R, l ∈ L}. Then, there exists a positive constant
MP > 0 such that for every X ∈ ∆(S)I if

‖X − µ(l)‖2 − ω(l) ≤ ‖X − µ(k)‖2 − ω(k) + θ, ∀l, k ∈ L (7.4)

then d (X,P (l)) is smaller than MP θ.

The proof can be found in section 7.4 ; the constant MP depends on the Laguerre
diagram, and more precisely on the scalar products 〈ct, ct′〉, for every t, t′ ∈ T .

Optimal algorithm with full monitoring

We reformulate Proposition 7.5 and Corollary 7.6 in terms of Laguerre diagram.

Theorem 7.12

For any set of sites and weights {µ(l) ∈ RS, ω(l) ∈ R, l ∈ L} there exists a
strategy σ of Player 1 such that for every strategy τ of Nature :

Eσ,τ

[∥∥∥(Uω,n

)+
∥∥∥] ≤ O

(
1√
n

)
where Uω,n is defined by :

(Uω,n)lk =

{ [
‖sn − µ(l)‖2 − ω(l)

]
−
[
‖sn − µ(k)‖2 − ω(k)

]
if l = ln

0 otherwise

The proof is identical to the one of Proposition 7.5.

Corollary 7.13

For any set {µ(l) ∈ RS, ω(l) ∈ R, l ∈ L}, there exists a strategy σ of Player 1
such that for every strategy τ of Nature, with Pσ,τ probability at least 1− δ :

max
l,k∈L

|Nn(l)|
n

([
‖sn(l)− µ(l)‖2 − ω(l)

]
−
[
‖sn(l)− µ(k)‖2 − ω(k)

])
≤ 2Mn√

n
+Θn

where Mn = sup
m≤n

√
Eσ,τ

[
‖Uω,m‖2] ≤ 4

√
L‖(b, c)‖∞;

Θn = min

{
vn√
n

√
2 ln

(
2L2

δ

)
+

2

3

Kn

n
ln

(
2L2

δ

)
,
Kn√
n

√
2 ln

(
2L2

δ

)}
;

v2
n = sup

m≤n
sup
l,k∈L

Eσ,τ

[∣∣U lk
ω,m − Eσ,τ

[
U lk
ω,m

]∣∣2] ≤ 16‖c‖2
∞;

Kn = sup
m≤n

sup
l,k∈L

∣∣U lk
ω,m − Eσ,τ

[
U lk
ω,m

]∣∣ ≤ 8‖c‖∞,

‖c‖∞ = sup
t∈T
|bt| and ‖(b, c)‖∞ = sup

t∈T
‖ct‖+ sup

t∈T
|bt|.
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Such a strategy is called calibrated with respect to the set {µ(l), ω(l), l ∈ L}.

Proof . Hoe�ding-Azuma's inequality [61, 11] implies that with probability at least
1− δ :

U
lk

ω,n − Eσ,τ
[
U
lk

ω,n

]
≤ Kn√

n

√
2 ln

(
2

δ

)
and Freedman's inequality [47] implies that with probability at least 1− δ :

U
lk

ω,n − Eσ,τ
[
U
lk

ω,n

]
≤ vn√

n

√
2 ln

(
2

δ

)
+

2

3

Kn

n
ln

(
2

δ

)
,

The result is a consequence of these two inequalities and of Theorem 7.12. �

The de�nition of Θn as a minimum (and the use of Freedman's inequality) will
be useful when we will refer to this corollary in the subsequent sections.

Theorem 7.14

There exists an internally consistent strategy σ of Player 1 such that for every
strategy τ of Nature and every n ∈ N, with Pσ,τ probability greater than 1− δ :

∥∥∥(Rn

)+
∥∥∥
∞
≤ O

√ ln
(

1
δ

)
n

 . (7.5)

Proof . Lemma 7.9 and Proposition 7.10 imply the existence of a Laguerre Diagram
{Y (l), l ∈ L} associated to the �nite set {y(l) ∈ RJ , ω(l) ∈ R, l ∈ L} that re�nes
{Bi, i ∈ I}. Hence, for every l ∈ L, there exists i(l) such that Y (l) ⊂ Bi(l). If we
denote by ̃n(l) the projection of n(l) onto Y (l) then :

(
Rn

)ik
=
∑
l:i(l)=i

Nn(l)

n

(
ρ
(
k, n(l)

)
− ρ
(
i(l), n(l)

))

≤
∑
l:i(l)=i

Nn(l)

n

([
ρ
(
k, n(l)

)
− ρ
(
k, ̃n(l)

)]
+

[
ρ
(
i(l), ̃n(l)

)
− ρ
(
i(l), n(l)

)])

≤
∑
l:i(l)=i

Nn(l)

n

(
2Mρ ‖̃n(l)− n(l)‖

)

≤ (2MρMPL) max
l,k∈L

Nn(l)

n

([
‖n(l)− y(l)‖2 − ω(l)

]
−
[
‖n(l)− y(k)‖2 − ω(k)

])
where the third inequality is due to the fact that i(l) ∈ BR(̃n(l)) and ρ is Mρ-
Lipschitz and the fourth inequality is a consequence of Lemma 7.11. Consider the
strategy σ where Player 1 plays the action i(l) on the set of stages of type l, then
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Corollary 7.13 yields that for every strategy τ of Nature, with Pσ,τ probability at
least 1− δ :

max
l,k

Nn(l)

n

([
‖n(l)− y(l)‖2 − ω(l)

]
−
[
‖n(l)− y(k)‖2 − ω(k)

])
≤

8
√
|L|‖(b, c)‖∞√

n
+

8‖c‖∞√
n

√
2 ln

(
2|L|2
δ

)
,

therefore with Ω0 = 16MρMP |L|3/2‖(b, c)‖∞ and Ω1 = 16MρMP |L|1/2‖c‖∞ one has
that for every strategy of Nature and with probability at least 1− δ :

max
i,k

Nn(i)

n

(
ρ
(
k, n(i)

)
− ρ
(
i, n(i)

))
≤ Ω0√

n
+

Ω1√
n

√
2 ln

(
2|L|2
δ

)
.

�

Remark : Theorem 7.14 is already well-known. The construction of this internally
consistent strategy (adapted from Foster and Vohra [42]) relies on Theorem 7.12,
which is implied by the existence of internally consistent strategies... However, to
construct a calibrated strategy, our algorithm de�nes payo�s on the set of actions
of Nature and then computes a strategy that has no internal regret with respect to
these new payo�s. Therefore this strategy does not require that Player 1 observes
his payo�s and this is precisely why our algorithm can be generalized to the partial
monitoring framework.

The polytopial decomposition of ∆(J) induced by {b(t), c(t), t ∈ T} is exactly the
same as the one induced by {γb(t), γc(t), t ∈ T} for γ > 0. Thus, by choosing γ
small enough, ‖(b, c)‖∞ � and therefore the constants in Corollary 7.13 � can be
arbitrarily small (i.e. multiplied by any γ > 0).

However, these two Laguerre diagrams are associated to the sets of sites and
weights L(1) and L(γ), where L(γ) = {γµ(l), γω(l) + γ2‖µ(l)‖2 − γ‖µ(l)‖, l ∈ L}.
One can easily see that the constant MP de�ned in Lemma 7.11 should be divided
by γ if one uses L(γ) instead of L(1). So the constant in the proof of Theorem 7.14
does not, in fact, depend on γ. From now on, we will assume that ‖(b, c)‖∞ and ‖c‖∞
are smaller than 1.

7.2 Partial monitoring

De�nitions

In the partial monitoring framework, Player 1 does not observe Nature's actions,
he receives at stage n a random signal sn ∈ S, whose law is s(in, jn) where s is a
mapping from I × J to ∆(S), known from Player 1. We introduce the mapping s
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from ∆(J) to ∆(S)I de�ned by s(y) =
(
Ey [s(i, j)]

)
i∈I ∈ ∆(S)I and any element of

∆(S)I is called a �ag (and is a vector of probability distributions).
Given a �ag µ in the range S of s, Player 1 cannot distinguish between any di�erent

mixed actions y and y′ in ∆(J) that generate µ, i.e. such that s(y) = s(y′) = µ. Thus
s is the maximal informative mapping about Player 2's action.

The worst payo� compatible with x and µ ∈ S is de�ned by :

W (x, µ) = inf
y∈s−1(µ)

ρ(x, y), (7.6)

and W is extended to ∆(S)I by W (x, µ) = W (x,ΠS(µ)).

As in the full monitoring case, we de�ne, for every ε ≥ 0, the ε-best response
multivalued mapping BRε : ∆(S)I ⇒ ∆(I) by :

BRε(µ) =

{
x ∈ ∆(I),W (x, µ) ≥ sup

z∈∆(I)

W (z, µ)− ε

}
.

Given a �ag µ ∈ ∆(S)I , the function W (·, µ) may not be linear so the best response
of Player 1 might not contain any element of I.

Example : Label e�cient prediction (Example 6.8 in Cesa-Bianchi and Lugosi [29]) :
Consider the following game. Nature chooses an outcome G or B and Player 1
can either observe the actual outcome (action o) or choose to not observe it and
pick a label g or b. If he chooses the right label, his payo� is 1 and 0 otherwise.
Payo�s and laws of signals received by Player 1 can be resumed by the following
matrices (where a, b and c are three di�erent probabilities over a �nite set S).

G B G B
o 0 0 o a b

Payo�s : g 0 1 and Signals : g c c
b 1 0 b c c

Action G, whose best response is g, generates the �ag (a, c, c) and action B, whose
best response is b, generates the �ag (b, c, c). In order to distinguish between
those two actions, Player 1 needs to observe the �ag and therefore to know s(o, y)
although action o is never a best response (but is purely informative).

Example : Matching Penny in the dark :
Consider the Matching Penny game where Player 1 does not observe the coin (but
receives a signal of law c). Every choice of Nature generates the same �ag (c, c). For
every x ∈ ∆({H,T}), the worst compatible payo�W (x, (c, c)) = miny∈∆(J) ρ(x, y)
is non-positive and equals zero only for x = (1/2, 1/2). Therefore the only best
response of Player 1 is to play (1/2, 1/2), while playing T or H gives the worst
payo� of -1.
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The de�nition of external consistency extends naturally to this framework and is
quite similar to the one in the full monitoring case. In words, a strategy of Player 1
is externally consistent if he could not have improved his payo� by knowing, before
the beginning of the game, the average �ag :

De�nition 7.15 (Rustichini [100])

A strategy σ of Player 1 is externally consistent if for every strategy τ of Nature :

lim sup
n→+∞

max
z∈∆(I)

W (z, µn)− ρn ≤ 0, Pσ,τ -as.

The main issue is the de�nition of internally consistency. In the full monitoring
case, Player 1 has asymptotically no internal regret if, for every i ∈ I, the action
i is a best-response to the empirical distribution of Nature's actions, on the set of
stages where i was actually played. In the partial monitoring framework, Player 1's
action should be a best response to the empirical distribution of signals. Hence we
will (following Lehrer and Solan [74]) distinguish the stages not as a function of the
action actually played, but as a function of its law.

We assume that the strategy of Player 1 can be generated by a �nite family
{x(l) ∈ ∆(I), l ∈ L} such that, at stage n ∈ N, Player 1 chooses a type ln and,
given that type, the law of its action in is x(ln). Roughly speaking, a strategy will be
ε-internally consistent (with respect to the set L) if, for every l ∈ L, either x(l) is an
ε-best response to µn(l) (the average �ag on the set of stages where the type was l)
or the frequency of the type l converges to zero.

The �niteness of L is required to get rid of trivial strategies that use only once
each type l ∈ L. The choice of {x(l), l ∈ L} and the description of the strategies are
justi�ed more precisely in section 7.2.

De�nition 7.16 (Lehrer and Solan [74])

For every n ∈ N and every l ∈ L, the average internal regret of type l at stage
n is

Rn(l) = sup
x∈∆(I)

[W (x, µn(l))− ρn(l)] .

A strategy σ of Player 1 is (L, ε)-internally consistent if for every strategy τ
of Nature :

lim sup
n→+∞

|Nn(l)|
n

(
Rn(l)− ε

)
≤ 0, ∀l ∈ L, Pσ,τ -as.

In words, a strategy is (L, ε)-internally consistent if, for every l ∈ L, Player 1 could
not have had an uniform better payo� (of at least ε) if he had known, before the
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beginning of the game, the average �ag on Nn(l) (as soon as the frequency |Nn(l)|/n
is not too small).

A naïve algorithm

Theorem 7.17 (Lehrer and Solan [74])

For every ε > 0, there exist (L, ε)-internally consistent strategies.

Lehrer and Solan [74] proved the existence of such strategies and Perchet [92] gave a
naïve algorithm. The main idea behind the latter is very similar to the full monitoring
case. For simplicity, we assume in the following sketch of the proof, that Player 1 fully
observes the sequence of �ags s(jn).

Recall that W is continuous (see Lugosi, Mannor and Stoltz [78], Proposition
A.1), so for every ε > 0 there exist two �nite familiesM = {µ(l) ∈ ∆(S)I , l ∈ L}, a
δ-grid of ∆(S)I , and X = {x(l) ∈ ∆(I), l ∈ L} such that if µ is δ-close to µ(l) and x
is δ-close to x(l) then x belongs to BRε (µ). A calibrated algorithm ensures that :

i) µn(l) is asymptotically δ-close to µ(l) (because it is closer to µ(l) than to every
other µ(k)) ;

ii) ın(l) converges to x(l) (as soon as |Nn(l)| is big enough), because on Nn(l) the
action choices of Player 1 are independent and identically distributed accordin-
gly to x(l)) ;

iii) ρn(l) converges to ρ(x(l), n(l)) which is greater than W (x(l), µn(l)) (because
n(l) generates the �ag µn(l)) ;

Therefore,W (x(l), µn(l)) is close toW (x(l), µ(l)) which is greater thanW (z, µ(l))
for any z ∈ ∆(I) and as a consequence ρn(l) is asymptotically greater (up to some
ε > 0) than supzW (z, µn(l)), as long as Nn(l) is big enough.

Once again, this approach cannot be used directly to construct (L, 0)-internally
consistent strategy, but we will prove that one can de�ne wisely {µ(l), ω(l), l ∈ L}
and {x(l), l ∈ L} (see Proposition 7.18 and Proposition 7.10) so that x(l) ∈ ∆(I) is
a 0-best response to any �ag µ in P (l), the Laguerre cell associated to (µ(l), ω(l)).
The strategy associated with this choice will be (L, 0)-internally consistent.

Optimal algorithms

As in the full monitoring framework (see Lemma 7.9), we de�ne for every x ∈ ∆(I)
the x-best response area B(x) as the set of �ags to which x is a best response :

B(x) =
{
µ ∈ ∆(S)I , x ∈ BR(µ)

}
.

Since W is continuous, {B(x), x ∈ ∆(I)} is a covering of ∆(S)I . However, one of its
subsets is a �nite polytopial complex :
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Proposition 7.18

There exist a polytopial complex {A(l), l ∈ L} of ∆(S)I and a �nite family
{x(l) ∈ ∆(I), l ∈ L} such that A(l) ⊂ B(x(l)) for every l ∈ L.

The rather technical proof can be found in Section 7.4.

Proposition 7.18 states that there exists a �nite set X ⊂ ∆(I) that contains a
best response to any �ag µ. In particular, if Player 1 observes the �ag µn before
choosing his action xn then, at every stage, xn would be in X . So in the description
of the strategies of Player 1, the �nite set {x(l), l ∈ L} = X is in fact intrinsic i.e.
determined by the description of the payo� and signal functions.

outcome dependent signals

In this section, we assume that the law of the signal received by Player 1 is
independent of its action ; formally, for every i, i′ ∈ I and every y ∈ ∆(J), the
probability s(i, y) and s(i′, y) are equal. Therefore, S (the set of realizable �ags) can
be seen as a polytopial subset of ∆(S). Proposition 7.18 holds in this framework,
therefore there exists a �nite family {x(l), l ∈ L} such that for any �ag µ ∈ S, for
some l ∈ L x(l) is a best-reply to µ (and for a �xed l ∈ L, the set of such µ is a
polytope).

Theorem 7.19

There exists a (L, 0)-internally consistent strategy σ such that for every strategy
τ of Nature, with Pσ,τ -probability at least 1− δ :

sup
l∈L

Nn(l)

n
Rn(l) ≤ O

√ ln
(

1
δ

)
n

 . (7.7)

Proof . Proposition 7.10 and Proposition 7.18 imply that there exist two �nite fami-
lies {x(l), l ∈ L} and {µ(l), ω(l), l ∈ L} such that x(l) is a best response to any µ in
P (l), the Laguerre cell associated to µ(l) and ω(l). Assume, for the moment, that for
any two di�erent l and k in L, the probabilities x(l) and x(k) are di�erent.

The strategy σ is de�ned as follows. Compute a strategy σ̂ calibrated with respect
to the grid {µ(l), ω(l), l ∈ L}. When Player 1 should play l ∈ L accordingly to σ̂, he
plays accordingly to x(l) in the original game. Corollary 7.13 (with the assumption
that ‖c‖∞ and ‖(b, c)‖∞ are smaller than 1) implies that with Pσ,τ probability at
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least 1− δ1 :

max
l∈L

|Nn(l)|
n

([
‖sn(l)− µ(l)‖2 − ω(l)

]
−
[
‖sn(l)− µ(k)‖2 − ω(k)

])
≤

8
√
L√
n

+
8√
n

√
2 ln

(
2|L|2
δ1

)
,

therefore combined with Lemma 7.11, this yields that :

max
l∈L

|Nn(l)|
n

‖sn(l)− µ̃n(l)‖ ≤ 8MP

√
L√

n
+

8MP√
n

√
2 ln

(
2|L|2
δ1

)
, (7.8)

where µ̃n(l) is the projection of sn(l) onto P (l).

Hoe�ding-Azuma's inequality [61, 11] implies that with Pσ,τ probability at least
1− δ2 :

max
l∈L

Nn(l)

n
‖sn(l)− µn(l)‖ ≤

√√√√2 ln
(

2|S||L|
δ2

)
n

(7.9)

and with probability at least 1− δ3 :

max
l∈L

Nn(l)

n
|ρn(l)− ρ(x(l), n(l))| ≤Mρ

√√√√2 ln
(

2|L|
δ3

)
n

. (7.10)

W isMW -Lipschitz in µ (see Lugosi, Mannor and Stoltz [78]) and s (n(l)) = µn(l)
therefore :

ρn(l) ≥ W (x(l), µ̃n(l))− |ρn(l)− ρ(x(l), n(l))| −MW ‖µn(l)− µ̃n(l)‖ (7.11)

and

max
x∈∆(I)

W (x, µn(l)) ≤ max
x∈∆(I)

W (x, µ̃n(l)) +MW (‖sn(l)− µn(l)‖+ ‖sn(l)− µ̃n(l)‖)

≤ W (x(l), µ̃n(l)) +MW

(
‖sn(l)− µn(l)‖+ ‖sn(l)− µ̃n(l)‖

)
(7.12)

since x(l) is a best response to µ̃n(l). Equations (7.11) and (7.12) yield

Rn(l) ≤ 2MW ‖sn(l)− µn(l)‖+2MW ‖sn(l)− µ̃n(l)‖+|ρn(l)− ρ(x(l), n(l))| . (7.13)

Combining equations (7.8), (7.9), (7.10) and (7.13) gives that, with probability at
least 1− δ and if we de�ne Ω0 = 16MPMW

√
L, Ω1 = (2MW + 16MWMP +Mρ) and

Ω2 = L (L+ S + 1),

sup
l∈L

Nn(l)

n
Rn(l) ≤ Ω0√

n
+ Ω1

√
2 ln

(
2Ω2

δ

)
(7.14)
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If there exist l and k such that x(l) = x(k), then although Player 1 made two
di�erent predictions (µ(l) and µ(k)), he played accordingly to the same probability
x(l) = x(k). De�ne Nn(l, k) as the set of stages where Player 1 predicts either µ(l)
or µ(k) up to stage n, µn(l, k) as the average �ag on this set, ρn(l, k) as the average
payo� and Rn(l, k) as the regret. Since W (x, ·) is convex for every x ∈ ∆(I), then
maxx∈∆(I) W (x, ·) is also convex so

|Nn(l, k)|
n

W (x, µn(l, k)) ≤|Nn(l)|
n

max
x∈∆(I)

W (x, µn(l)) +
|Nn(k)|
n

max
x∈∆(I)

W (x, µn(k))

and − |Nn(l, k)|
n

ρn(l, k) =− |Nn(l)|
n

ρn(l)− |Nn(k)|
n

ρn(k)

so we still have

|Nn(l, k)|
n

Rn(l, k) ≤ O

√ ln
(

1
δ

)
n

 .

Hence the previous bound holds. �

Remark : Lugosi, Mannor and Stoltz [78] have constructed an externally consistent
strategy, i.e. such that, asymptotically, for any strategy τ of Nature :

ρn ≥ max
z∈∆(I)

W (z, µn) , Pσ,τ−as.

The �nal argument in the proof of Theorem 7.19 also implies that a (L, 0)-
internally consistent strategy is also externally consistent, hence we can compare
bounds between our algorithm.
If the signals are deterministic, Lugosi, Mannor and Stoltz [78] showed that the
expected regret is smaller than O

(
n−1/2

)
. However this bound became, with ran-

dom signals, O
(
n−1/4

)
. Thus our algorithm, along with computing no internal

regret, has a better bound.

action-outcome dependant signals

In this section, we drop the assumption that the laws on the signals do not depend
of Player 1's actions.

Theorem 7.20

There exists an (L, 0)-internally consistent strategy σ such that, for every stra-
tegy τ of Nature, with Pσ,τ probability at least 1− δ :

max
l∈L

Nn(l)

n
Rn(l) ≤ O

(
1

n1/3

√
ln

(
1

δ

)
+

1

n2/3
ln

(
1

δ

))
. (7.15)
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Proof . The proof is essentially the same as for Theorem 7.19, so we can assume that
x(l) 6= x(k) for any two di�erent l and k in L. The main di�erence is due to the
assumption that the signals depend on Player 1's action which implies that he just
observes one component of µn.

Following Auer, Cesa-Bianchi, Freund and Schapire [6], we de�ne for every l ∈ L
and n ∈ N, the γ̂n-perturbation of x(l) by x̂(l, n) = (1− γ̂n)x(l) + γ̂nu where u is the
uniform probability over I and (γ̂n)n∈N is a non-negative non-increasing sequence. For
every n ∈ N, let cn = 1(i,s)=(in,sn)/x̂(ln, n)[in] ∈ R|I||S| where x̂(ln, n)[in] ≥ γn = γ̂n/I
is the weight put by x̂(ln, n) on in. With this notation, cn is an unbiased estimator of
µn since Eσ,τ [cn] = µn, where µn is seen as an element of R|S||I|.

Player 1 will compute σ̃ a calibrated strategy (in an auxiliary game Γc) with
respect to {µ(l), ω(l), l ∈ L} but where the signal at stage n is cn ∈ R|I||S|. When he
should play l in Γc accordingly to σ̃, then he plays accordingly to x̂(l) in the original
game. Conditional variances are bounded as

Varn

(
1in=i,sn=s

x̂(ln, n)(in)

)
≤ 1

γn
,

therefore Freedman's inequality implies that � with Pσ,τ probability at least (1− δ1)
� for every l ∈ L :

|Nn(l)|
n

‖cn(l)− µ̃n(l)‖ ≤ 2M0MP√
γnn

+
2v0MP√
γnn

√
2 ln

(
2|L|2
δ1

)
+

2

3

K0MP

γnn
ln

(
2|L|2

δ1

)
because σ is calibrated and with M0 =

√
γnMn ≤ 4

√
|L|, K0 = γnKn ≤ 8 and

v0 =
√
γnvn ≤ 4.

The same argument implies that with probability at least 1− δ2, for every l ∈ L

Nn(l)

n
‖cn(l)− µn(l)‖ ≤

√
IS

(√
2

1

nγn
ln

(
2|L||I||S|

δ2

)
+

2

3nγn
ln

(
2|L||I||S|

δ2

))

and Hoe�ding-Azuma's inequality [61, 11] implies that with probability at least
1− δ3 :

max
l∈L

Nn(l)

n
|ρn(l)− ρ(x(l), n(l))| ≤Mρ

√
2

n
ln

(
2|L|
δ3

)
+ 2Mρ

∑
m∈Nn(l) γm

n
.

Hence, by taking γn = n−1/3, one has
∑

m∈Nn(l) γm ≤ 3/2n2/3 and for every l ∈ L,
with probability at least 1− δ :

Nn(l)

n
Rn(l) ≤ Ω1

n1/3
+

Ω2

n1/3

√
2 ln

(
2Ω5

δ

)
+

Ω3

n1/2

√
2 ln

(
2Ω5

δ

)
+

2

3

Ω4

n2/3
ln

(
2Ω5

δ

)
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where the constants are Ω1 = 16MPMW

√
L + 3MWMρ, Ω2 = 2MW

(
8MP +

√
IS
)
,

Ω3 = Mρ, Ω4 = 2MW (8MP +
√
IS) and Ω5 = L (L+ 2 + 2IS).

Those constants can be much smaller if we use concentration inequalities in Hilbert
spaces (see section 7.3). �

Remark : In the label e�cient prediction game de�ned in Example 7.2, for every
strategy σ of Player there exists a sequence of outcomes such that the forecaster
expected regret is greater than n−1/3/7 (see Theorem 5.1 in Cesa-Bianchi, Lugosi
and Stoltz [30]). Therefore the rate of n−1/3 of our algorithm is optimal either for
internal and external regret.

7.3 Concluding remarks

Second algorithm : calibration and polytopial complex.

The algorithms we described are quite easy to run stage by stage since Player 1
only needs to compute some invariant measures of non-negative matrices. However,
this requires to construct the Laguerre diagram P = {P (l), l ∈ L} given the set
{bt, ct, t ∈ T}. And we have shown that L which is a factor both in the complexity of
the algorithms and in their rate of convergence can be in the order of T |S||I|. This can
be much bigger than L0, the number of cells in the original polytopial decomposition
of ∆(S)I ,.

This section is devoted to a modi�cation of the algorithm that does not require to
compute a Laguerre diagram but which is more di�cult, stage by stage, to implement.
The only di�erence between the two algorithms is in the de�nition of calibration.

Let {K(l), l ∈ L0} be a �nite polytopial complex of ∆(S) de�ned by two �nite
families {ct ∈ ∆(S), bt ∈ R, t ∈ T} such that :

K(l) = {µ ∈ ∆(S), 〈µ, ct〉 ≤ bt,∀t ∈ T (l) ⊂ T} ∀l ∈ L0.

Let us de�ne (ct,l, bt,l) = (ct, bt) if t ∈ T (l) and (ct,l, bt,l) = (0, 0) otherwise. Then
K(l) = {µ ∈ ∆(S), 〈µ, ct,l〉 ≤ bt,l,∀t ∈ T}.

De�nition 7.21

A strategy σ of Player 1 is calibrated with respect to the complex {K(l), l ∈ L0}
if for every strategy τ of Nature, Pσ,τ -as :

lim sup
n→∞

|Nn(l)|
n

(
〈sn(l), ct,l〉 − bt,l

)
≤ 0, ∀t ∈ T,∀l ∈ L0.
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Theorem 7.22

There exist calibrated strategies with respect to any �nite polytopial complex
{K(l), l ∈ L0}.

Proof . Consider the following auxiliary two-person game Γ′c, where at stage n ∈ N
Player 1 (resp. Nature) chooses ln ∈ L0 (resp. µn ∈ S) which generates the vector
payo� Un ∈ Rd (with d = |T ||L0|) de�ned by :

U lk
n =

{
〈1(sn,in)=(s,i), ct,l〉 − bt,l if l = ln

0 otherwise.

Any strategy that approaches the negative orthant Ω− in Γ′c is calibrated with respect
to the complex {K(l), l ∈ L0}.

Blackwell's characterization of approachable convex sets (see Blackwell [17], Theo-
rem 3) implies that Player 1 can approach the convex set Ω− if (and only if) for every
mixed action of Nature in ∆(S), he has an action x ∈ ∆(L0) such that the expected
payo� is in Ω−. It is clear that given µn ∈ ∆(S), playing l(µn) ∈ L0, where l(µn) is the
index of the polytope that contains µ, ensures that Eµn,l(µn)[Un] is in Ω−. Therefore
there exist calibrated strategies with respect to any polytopial complex. �

This modi�cation of the de�nition of calibration does not change the other part
of the algorithm nor the remaining of the proof (and, once again, Player 1 has to
use γn-perturbations of his actions, in order to calibrate the sequence of unobserved
�ags). The constants in the rates of convergence are smaller for two reasons : |L0| is
smaller than L and, in Γ′c,

√
E[U2

n] is bounded by
√

T0
γn

where T0 = supl∈L0
|T (l)| is

the maximum number of hyperplanes de�ning a polytope of the complex.

Extension to compact case

Assume that instead of choosing jn at stage n ∈ N (which generates the �ag
µn = s(jn) and an outcome vector (ρ(i, jn))i∈I), Nature chooses an outcome vector
On ∈ [−1, 1]I and a �ag µn which belongs to s(On) where s : [−1, 1]I ⇒ ∆(S)I . As
before, Player 1's payo� is Oin

n (the in-th coordinate of On) and he receives a signal
sn whose law is µinn . Strategies of Player 1 and Nature and consistency are de�ned as
before.

Theorem 7.23

Assume that the graph of s is a polytope, then there exists an (L, 0)-internally
consistent strategy σ such that, for every strategy τ of Nature, with Pσ,τ proba-
bility at least 1− δ :

max
l∈L

Nn(l)

n
Rn(l) ≤ O

(
1

n1/3

√
ln

(
1

δ

)
+

1

n2/3
ln

(
1

δ

))
. (7.16)
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The proof of this result is identical to the one of Theorem 7.20.
Note that the assumption that the graph of s is a polyhedron is ful�lled in the

�nite dimension case. The fact that s is multivalued is a consequence of the fact that
in �nite dimension there might exist two di�erent mixed actions y1, y1 in ∆(J) that
generate the same outcome vectore (i.e. ρ(·, y1) = ρ(·, y2)) but di�erent �ags (i.e.
s(y1) 6= s(y2)).

Strengthening of the constants

We propose two di�erent ideas to strengthen the constants of our algorithm. First,
we can use, instead of one concentration inequality per component of the sequence of
vectors Rω,n, only one concentration inequality for every component. Second, we can
implement sparser vector payo�s (and therefore we decrease its norm) by looking at
a slight di�erent de�nition of calibration.

concentration inequalities in hilbert spaces

The rates of convergence of our algorithms rely mainly on three properties : Bla-
ckwell's approachability theorem, Hoe�ding-Azuma's and Freedman's inequalities.
These tools allowed us to study the convergence of a sequence of vectors U

+

n towards
0. Approachability is well de�ned for sequences of vectors, however it is not the case
for the two concentration inequalities that hold only for real valued martingales. In
our proof, we use the fact that if a process

{
Un ∈ Rd

}
n∈N is a martingale then, com-

ponentwise, each process
{
Uk
n ∈ R

}
n∈N is a (real valued) martingale. However this

approach does not use the fact that Un is sparse. Thus, the use of concentration
inequalities in Hilbert space can sharpen the constant.

Indeed, recall Hoe�ding-Azuma's inequality :

Lemma 7.24 (Hoe�ding-Azuma's inequality [61, 11])

Let Un be a sequence of martingale di�erences (i.e. Eσ,τ [Un+1|hn] = 0) bounded
by K (i.e. |Un| < K almost-surely for every n ∈ N).

Then for every n ∈ N and every ε > 0 :

Pσ,τ
(∣∣Un

∣∣ ≥ ε
)
≤ 2 exp

(
−nε2

2K2

)
,

which can be expressed as

Pσ,τ

(∣∣Un

∣∣ ≤ K

√
2 ln

(
2

δ

))
≤ 1− δ. (7.17)

Chen and White [31] proved an equivalent property for vector martingale in Rd.
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Lemma 7.25 (Chen and White [31])

Let Un be a sequence of martingale di�erences in Rd bounded almost-surely by
K > 0. Then for every n ∈ N and for every ε > 0 :

Pσ,τ
(∥∥Un

∥∥ ≥ ε
)
≤ 2 max

{
1,

√
nε2

2K2

}
exp

(
−nε2

2K2

)
.

In the algorithm described in the partial monitoring framework (in the outcome
dependent case), by only using Hoe�ding-Azuma's inequality, we deduce the following
inequality

Pσ,τ

(
max
l,k

Nn(l)

n

∣∣∣U l,k

n

∣∣∣ ≥ ε

)
≤ 2L2 exp

(
−nε2

8

)
.

However, Chen and White's result, along with the fact that ‖Un‖ ≤ O
(

2
√
|L|
)
,

implies that :

Pσ,τ

(
max
l,k

Nn(l)

n

∣∣∣U l,k

n

∣∣∣ ≥ ε

)
≤ O

(
2 max

{
1,

√
nε2

8|L|

}
exp

(
−nε2

8|L|

))
,

so the dependency in |L| can be quite reduced.

There also exist variants of Bernstein's inequality (see e.g. Yurinskii [120]) in
Hilbert spaces that can be used in order to get more precise bounds.

calibration with respect of neighborhoods

De�nition 7.26

Given a �nite set M = {(µ(l), ω(l)), l ∈ L} ⊂ Rd × R, we say that µ(k) is a
neighbor of µ(l) if k 6= l and the dimension of the intersection between the two
Laguerre cells P (l) and P (k) is equal to d− 1.

We de�ned a calibrated strategy with respect toM, as a strategy σ such that sn(l)
is asymptotically closer to µ(l) than to any other µ(k) (or |Nn(l)|/n goes to zero).
In fact, sn(l) needs only to be closer to µ(l) than to any of its neighbors. So one can
construct calibrated strategies by modifying the algorithm given in Proposition 7.5 ;
the payo� at stage n is now denoted by U ′n and is de�ned by :

(U ′n)
lk

=

{
‖sn − µ(l)‖2 − ‖sn − µ(k)‖2 if l = ln and k is a neighbor of l

0 otherwise

It is clear that the strategy that consists in playing an invariant measure of U
′
n is

calibrated. The squared maximal second order moment M2
n = supm≤nEσ,τ [‖Um‖2]

equals 4N , where N is the maximal number of neighbors, instead of 4|L|.
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If we consider ε-calibration, the merit of this modi�cation is even more clear.
In order to construct ε-calibrated strategies, we usually take any ε-discretization
L of ∆(S) so |L| = O

(
ε−(|S|−1)

)
. However, it is easy to show that there exists a

discretization such that N = 2−d which is independent of ε.

7.4 Proofs of technical results

This section is devoted to the proofs of previously mentioned results, i.e. Propo-
sition 7.18 and Lemma 7.11.

Proof of proposition 7.18

De�nition 7.27

Let K1 be a polytope. A correspondence B : K1 ⇒ K2 is polytopial constant,
if there exists {K1(l), l ∈ L} a �nite polytopial complex of K1, such that B(·)
is constant on the interior of K1(l), for every l ∈ L.

This de�nition implies that for every l ∈ L, there exists x(l) that belongs to every
B(µ) for all µ ∈ K1(l). Let us now restate Proposition 7.18 :

Proposition 7.28

BR is polytopial constant.

This theorem is well-known and quite useful in the full monitoring case (see for
example the Lemke-Howson algorithm [76]). In the compact case, Proposition 7.18
becomes :

Proposition 7.29

If s has a polytopial graph, then BR is polytopial constant.

The proofs of both propositions rely on polytopial parameterized max-min program
de�ned in the next subsection.

constant solution of a polytopial parameterized max-min program

A Polytopial Parameterized Max-Min Program (PPMP) is de�ned as follows : let
X and Y be two Euclidian spaces of respective dimension d1 and d2. Consider the
program (Pµ), that depends on a parameter µ ∈M (a polytope in Rd3), de�ned by

(Pµ) : max
x ∈ X

s.t. Dx ≤ d

min
y ∈ Y

s.t. Eµy ≤ eµ

xAy,
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where A is a d1× d2 matrix, {Eµ, eµ, µ ∈M} is a family of matrices and vectors (we
do not specify the sizes the matrices, as long as each inequality makes sense) and D, d
are also a �xed matrix and vector such that the admissible set D = {x ∈ X,Dx ≤ d}
is a polytope. The solution set of (Pµ) is denoted by B(µ) ⊂ X .

Theorem 7.30

Assume that the correspondence S de�ned by :

S :
M ⇒ Y
µ 7→ Sµ = {y ∈ Y , Eµy ≤ eµ}

has a polytopial graph S. Then B :M⇒ X is polytopial constant.

Proof . The proof consists in two parts ; �rst, we prove that there exists a �nite
subset X of X such that B(µ) ∩X 6= ∅ for every µ ∈ M. Second, we show that the
family of B−1(x) := {µ ∈M, st x ∈ B(µ)} is a polytopial complex ofM. Figure 7.1
illustrates the main parts of the proof for a simple example. It is well known that :

i) a linear program is minimized on a vertex of the polytopial feasible set ;
ii) given x ∈ X and µ ∈ K1, if y minimizes xAy on Sµ then

−xA ∈ NCSµ(y),

where NCC(y) is the normal cone to the convex C ⊂ Rd at y ∈ C de�ned by :

NC(y) =
{
p ∈ Rd; 〈p, z − y〉,∀z ∈ C

}
;

iii) Given a polytope P de�ned by P = {x ∈ Rd, 〈ct, x〉 ≤ bt, t ∈ T} (where T
is a �nite set) and any point x0 in P , we denote by T (x0) the set of active
constraints at x0, i.e. T (x0) = {t ∈ T, 〈ct, x0〉 = bt}. The normal cone to P at
x0 is (see e.g. Rockafellar and Wets [98], Theorem 6.46) :

NCP (x0) =

{∑
t∈T

ξtct, where ξt ≥ 0, ∀t ∈ T (x0) and ξt = 0,∀t 6∈ T (x0)

}
.

(7.18)
This implies that NCP (x0) is a polyhedral cone and {NCP (v), v vertex of P} is
a polyhedral complex of Rd (i.e. a �nite family of polyhedra that cover Rd and
such that each pair has an intersection with empty interior) called the normal
fan of P , see Ziegler [122], example 7.3 page 193.

iv) Let P be a polytope in Rk × Rn. For every x ∈ Rk, let us de�ne the poly-
tope Px by Px = {y ∈ Rn, (x, y) ∈ P}. Equation (7.18) implies that NCPx(y) =
ΠRn (NCP ((x, y))), where ΠRn is the projection from Rk ×Rn into Rn.

For every µ ∈ M, (µ, Sµ) := {µ} × Sµ is a polytope whose extreme points (their
set is denoted by E (µ, Sµ)) belong to faces of S. Let F = {F (l), l ∈ L} denotes the
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set of faces of S. For every subset L′ ⊂ L, we call S(L′) the subset ofM de�ned by :

S(L′) =

{
µ ∈M; E (µ, Sµ) ∩ F0(l) is a singleton ,∀l ∈ L

}
(7.19)

where for any face l ∈ L of S, F0(l) ⊂ F (l) is the set of points in F (l) that does
not belong to any other face of lower dimension � it is, in fact, equal to the relative
interior of F (l). Equation (7.19) de�nes for every l ∈ L an a�ne function :

yl(·) : S(L′) 7→ Y by (µ, yl(µ)) := E (µ, Sµ) ∩ F0(l).

Let L′ ⊂ L such that S(L′) is not empty. We know that (see point iv)) :

NCSµ

[
yl(µ)

]
= ΠY

(
NCS

[
(µ, yl(µ))

])
:= Nl,

since NCS

[
(µ, yl(µ))

]
is independent of µ ∈ S(L′) (because of equation (7.18)). The-

refore N (L′) = {Nl, l ∈ L′}, the normal fan of Sµ, is constant on S(L′). Moreover
N (L′) re�nes the normal fan of Sµ, for any µ in the closure of S(L′), denoted by
S(L′). This is also a direct consequence of equation (7.18) and it allows us to extend
yl(·) by continuity to S(L′), for every l ∈ L′.

Let L be the set de�ned by :

L =
{
L′;L ⊂ L,S(L′) has a non empty interior.

}
Then K1 =

{
S(L′), L′ ∈ L

}
is a polytopial complex of M and it has the following

main property :
for every L′ ∈ L and for every µ ∈ S(L′), xAy is minimized on Sµ at yl(µ) if and

only if −xA belongs to Nl.

Let L′ ∈ L and l ∈ L′ be �xed. The following equality holds for every µ ∈ S(L′),

(PL′,l,µ) : max
x∈D st −xA∈Nl

min
y∈Sµ

xAy = max
x∈D st −xA∈Nl

xAyl(µ). (7.20)

Therefore (PL′,l,µ) is a linear program, maximized on a vertex of the following polytope
{x ∈ D,−xA ∈ Nl}. Denote its set of vertices by {xkl , k ∈ V (L′, l)}, so that we can
rewrite the linear program :

(PL′,l,µ) : max
x∈D st −xA∈Nl

min
y∈Sµ

xAy = max
k∈V (L′,l)

xklAyl(µ)

Since µ 7→ yl(µ) is an a�ne mapping from S(L′) into F (l), for every k ∈ V (L′, l), xkl
is a solution of (PL′,l,µ) on a polytopial subset of K1, denoted by K1,l,k. This de�nes,
for every l ∈ L, a polytopial complex K1,l = {K1,l,k, k ∈ V (L′, l)} of K1.
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De�ne K1,2(L′) the polytopial complex generated by the intersection of K1,l by :

K1,2(L′) =

{
K1,2 ⊂ K1;∀l ∈ L′,∃k(l) ∈ V (L′, l), K1,2 =

⋂
l∈L′

K1,l,k(l)

}
.

Let K1,2 be a �xed polytope of the complex K1,2(L′). By de�nition, there exists a

�nite family
{
x
k(l)
l , yl(·); l ∈ L′, k(l) ∈ V (L′, l)

}
such that :

max
x∈D

min
y∈Sµ

xAy = max
l∈L′

x
k(l)
l Ayl(µ), if µ ∈ K1,2. (7.21)

Since each yl(·) is a�ne, the maximum in equation (7.21) is attained at a speci�c
x
k(l)
l on K1,2,l, a polytopial subset of K1,2.

Finally, B is constant on K0 = {K1,2,l, l ∈ L′, K1,2 ∈ K1,2(L′), L′ ∈ L}, a polytopial
complex of K1. �

We can now prove simultaneously Propositions 7.28 and 7.29 :

Proof of Propositions 7.28 and 7.29 Since s is linear, its graph, denoted by S,
is a polytope. Theorem 7.30 (with D = ∆(I)) implies that the solution, denoted by
B(µ) for every µ ∈ S, of the parameterized program

max
x∈∆(I)

min
y∈s−1(µ)

ρ(x, y)

is polytopial constant (and we denote by {K(l), l ∈ L} a corresponding polytopial
complex). It is clear that if B is constant on K(l), then it is obviously also constant
on K̂(l) = Π−1

S (K(l)), which is a �nite union of polytopes. �

Proof of Lemma 7.11

For every l ∈ L, there exist a �nite family
{
ct ∈ Rd, bt ∈ R, t ∈ Tl

}
such that :

P (l) =
{
µ ∈ Rd, 〈µ, ct〉 ≤ bt,∀t ∈ Tl

}
.

For every ε ≥ 0, we de�ne

Pε(l) =
{
µ ∈ Rd, 〈µ, ct〉 ≤ bt + ε,∀t ∈ Tl

}
.

Equation (7.4) can be rephrased as : if x belongs to Pε(l) then d(x, P (l)) is smaller
than MP ε. By convexity of d(·, P (l)), it is enough to prove this property for each
vertex vε of Pε(l). Since it is a vertex, there exists {t1, . . . , td}, a �nite subset of Tl,
such that

vε =
d⋂

k=1

{
µ ∈ K1, 〈µ, ctk〉 = btk + ε

}
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Figure 7.1: Steps of the proof of Theorem 7.30. From top to bottom : a) S (with
M ⊂ R) and some Sµ in shaded. b) The polytopial complex of M with constant
normal cones. c) Each polytopial complex induced by normal cones. d) The fans and
their vertices xk. f) Every polytopial complex of K1 induced by the normal cones
(the vertex that is a maximizer is indicated above a polytope). g) The intersection of
polytopial complexes of K1. h) The �nal polytopial complex of K1
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and {ct1 , . . . , ctd} is a basis of Rd. Let v be the corresponding vertex of P (l), i.e. the
vertex de�ned by v =

⋂d
k=1

{
µ ∈ Rd, 〈µ, ctk〉 = btk

}
,

With this notation, for every k ∈ {1, . . . , d}, 〈vε − v, ctk〉 = ε and there exists a
unique decomposition vε− v =

∑d
k=1 αkctk . De�ne the symmetric d× d matrix Ql by

Qkk′

l = 〈ctk , ctk′ 〉 and α = (α1, . . . , αd). Then following classical properties hold :
1) ‖vε − v‖2 = αTQlα and there exists a d × d matrix P and a diagonal matrix
D = diag(λ1, . . . , λd) with 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λd such that P−1 = P T and
Ql = P TDP ;

2) Qα = ε = (ε, . . . , ε) therefore α = Q−1
l ε ;

3) ‖vε − v‖2 = (Q−1
l ε)TQl(Q

−1
l ε) = εTP TD−1Pε ≤ ε2d1λ

−1
1 .

Therefore, ‖µ−Πl(µ)‖ ≤ ‖vε− v‖ ≤ ε.
√
d
√
λ1
−1

and the results follow from the fact
that L is �nite. The constant MP in Lemma 7.11 is the square root of the inverse
of the smallest eigenvalue of all Ql times 2

√
d (and therefore depends on the set of

scalar products 〈ct, ct′〉 and on the dimension ofM).
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8
Approachability of Convex Sets

Ce chapitre est dédié à l'étude de l'approchabilité d'ensembles convexes
avec observations partielles. On exhibe notamment une condition néces-
saire et su�sante d'approchabilité, qui généralise celle de Blackwell avec
observations complètes. Par contre, la plupart des résultats connus, comme
par exemple, la dualité entre approchabilité et repoussabilité, ne s'étendent
pas.
Ce chapitre est issu de l'article Approachability of Convex Sets in Games
with Partial Monitoring
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B
lackwell [17] introduced the notion of approachability in a two-person (in�ni-
tely) repeated game with vector payo�s. A player can approach a given set E, if

he can insure that, after some stage and with a great probability, the average payo�
will always remain close to E. When both players observe their opponent's moves,
Blackwell [17] proved that if E satis�es some geometric condition (E is then called
a B-set), then Player 1 can approach it. He also deduced that given a convex set C
either Player 1 can approach it or Player 2 can exclude it, i.e. he can approach the
complement of a neighborhood of C.
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We consider the partial monitoring framework, where players do not observe their
opponent's moves but receive random signals. We give a necessary and su�cient
condition for the approachability of a convex set and the construction of an ap-
proachability strategy derived from the construction (provided by Perchet [92]) of a
strategy that has no internal regret, in the partial monitoring case (see De�nition
9 in Lehrer and Solan [74], which is an extension of the notion of external regret
introduced by Rustichini [100]).

Three classical results that hold in the full monitoring case do not extend to the
partial monitoring framework. Indeed, in a speci�c game introduced in section ??,
there exists a convex set C that is neither approachable by Player 1 nor excludable
by Player 2 (see Theorem 3 in Blackwell [17]). Moreover, C is not approachable by
Player 1 while every half-space that contains it is approachable by Plater 1 (see
Corollary 2 in Blackwell [17]). Finally, C is neither weakly-approachable nor weakly-
excludable (see Vieille [113]). We recall that weak-approachability is a weaker notion
than approachability, also introduced by Blackwell [17], in �nitely repeated games
(see De�nition 8.2 in section 8.1).

The notion of approachability was also used by Kohlberg [67] to construct optimal
strategies for the uninformed player, in the class of zero-sum repeated games with
incomplete information on one side (introduced by Aumann and Maschler [9]). Our
result can be used in this framework to provide a simple proof of the existence of
a value in the in�nitely repeated game through the construction of an ε-optimal
strategy for Player 2.

8.1 Approachability

Consider a two-person game Γ repeated in discrete time. At stage n ∈ N∗, Player 1
(resp. Player 2) chooses an action in ∈ I (resp. jn ∈ J), where both sets I and J are
�nite. This generates a vector payo� ρn = ρ(in, jn) where ρ is a mapping from I × J
to Rd. Player 1 does not observe jn nor ρn but receives a random signal sn ∈ S whose
law is s(in, jn) where s is a mapping from I×J to ∆(S) (the set of probabilities over
the �nite set S). Player 2 observes in, jn and sn. The choices of in and jn depend
only on the past observations of the players and may be random.

Explicitly, a strategy σ of Player 1 (resp. a strategy τ of Player 2) is a function
from the set of �nite histories of Player 1 H1 =

⋃
n∈N (I × S)n to ∆(I) (resp. from

H2 =
⋃
n∈N (I × S × J)n to ∆(J)), where σ(h1

n) (resp. τ(h2
n)) is the law of in+1 (resp.

jn+1) given h1
n ∈ (I × S)n (resp. h2

n ∈ (I × S × J)n). A couple of strategies (σ, τ)
generates a probability, denoted by Pσ,τ , over H = (I × S × J)N, the set of plays of
the game embedded with the cylinder σ-�eld.

The two functions ρ and s are extended multilinearly to ∆(I)×∆(J) by ρ(x, y) =
Ex,y [ρ(i, j)] ∈ Rd and s(x, y) = Ex,y [s(i, j)] ∈ ∆(S).

The following notations will be used : for any sequence a = {am ∈ Rd}m∈N, the
average of a up to stage n is denoted by an =

∑n
m=1 am

/
n and for any set E ⊂ Rd,
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the distance to E is denoted by dE(z) = infe∈E ‖z − e‖, where ‖ · ‖ is the euclidian
norm.

De�nition 8.1 (Blackwell [17])

i) A closed set E ⊂ Rd is approachable by Player 1 if for every ε > 0, there
exist a strategy σ of Player 1 and N ∈ N such that for every strategy τ of
Player 2 and every n ≥ N :

Eσ,τ [dE(ρn)] ≤ ε and Pσ,τ

(
sup
n≥N

dE(ρn) ≥ ε

)
≤ ε.

Such a strategy independent of ε is called an approachability strategy of
E.

ii) A set E is excludable by Player 2, if there exists δ > 0 such that the com-
plement of Eδ is approachable by Player 2, where Eδ = {z ∈ Rd, dE(z) ≤
δ}.

In words, a set E ⊂ Rd is approachable by Player 1, if he has a strategy such
that the average payo� converges almost surely to E, uniformly with respect to the
strategies of Player 2. Obviously, a set E cannot be both approachable by Player 1
and excludable by Player 2.

De�nition 8.2

i) A closed set E ⊂ Rd is weakly-approachable by Player 1 if for every ε > 0,
there exists N ∈ N such that for every n ≥ N , there is some strategy σn
of Player 1 such that for every strategy τ of Player 2 :

Eσn,τ [dE(ρn)] ≤ ε.

ii) A set E is weakly-excludable by Player 2, if there exists δ > 0 such that
the complement of Eδ is weakly-approachable by Player 2.

We emphasize the fact that in the de�nition of weak-approachability, the strategy
of Player 1 depends on n, the length of the game, which was not the case in the
de�nition of approachability.

Full monitoring case

A game satis�es full monitoring if Player 1 observes the moves of Player 2 (hence
if S = J and s(i, j) = j). Blackwell [17] gave a su�cient geometric condition for
a closed set E to be approachable by Player 1 and a full characterization if E
is a convex set. Stating his condition requires the following notations : ΠE(z) =
{e ∈ E, dE(z) = ‖z − e‖} is the set of closest points to z ∈ Rd in E, and P 1(x) =
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{ρ(x, y), y ∈ ∆(J)} (resp. P 2(y) = {ρ(x, y), x ∈ ∆(I)}) is the set of expected payo�s
compatible with x ∈ ∆(I) (resp. y ∈ ∆(J)).

De�nition 8.3

A closed subset E of Rd is a B-set, if for every z ∈ Rd, there exist p ∈ ΠE(z)
and x (= x(z)) ∈ ∆(I) such that the hyperplane through p and perpendicular
to z − p separates z from P 1(x), or formally :

∀z ∈ Rd,∃p ∈ ΠE(z),∃x ∈ ∆(I), 〈ρ(x, y)− p, z − p〉 ≤ 0, ∀y ∈ ∆(J). (8.1)

Condition (8.1) and therefore Theorem 8.4 do not require that Player 1 observes
Player 2's moves, but only his own payo�s.

Theorem 8.4 (Blackwell [17])

If E is a B-set, then E is approachable by Player 1. Moreover, the strategy σ of
Player 1 de�ned by σ(hn) = x(ρn) is such that, for every strategy τ of Player 2
and every η > 0 :

Eσ,τ [d
2
E(ρn)] ≤ 4B

n
and Pσ,τ

(
sup
n≥N

dE(ρn) ≥ η

)
≤ 8B

η2N
, (8.2)

with B = supi,j ‖ρ(i, j)‖2.

For a closed convex set C, a full characterization is available :

Corollary 8.5 (Blackwell [17])

A closed convex set C ⊂ Rd is approachable by Player 1 if and only if :

P 2(y) ∩ C 6= ∅, ∀y ∈ ∆(J). (8.3)

Using a minmax argument, Blackwell [17] proved that condition (8.3) implies condi-
tion (8.1), therefore the B-set C is approachable by Player 1. This characterization
implies the following properties on convex sets :

Corollary 8.6 (Blackwell [17])

1. A closed convex set C is either approachable by Player 1 or excludable by
Player 2.

2. A closed convex set C is approachable by Player 1 if and only if every
half-space that contains C is approachable by Player 1.
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If condition (8.3) is not ful�lled for some y0 ∈ ∆(J), then (by the law of large
numbers) Player 2 just has to play accordingly to y0 at each stage to exclude C. If
every half-space that contains C is approachable, then C is a B-set and conversely
any set that contains an approachable set is approachable.

Blackwell also conjectured the following result on weak-approachability, proved
by Vieille :

Theorem 8.7 (Vieille [113])

A closed set is either weakly-approachable by Player 1 or weakly-excludable by
Player 2.

Vieille [113] construct a di�erential gameD (in continuous time and with �nite length)
such that the �nite repetitions of Γ can be seen as a discretization of D. The existence
of the value for D implies the result.

Partial monitoring case

The main objective of this section is to provide a simple necessary and su�cient
condition for a convex set C to be approachable in the partial monitoring case, i.e.
where Player 1 observes random signals.

Before stating it, we introduce the following notations : the vector of probabilities
over S de�ned by s(y) = (s(i, y))i∈I ∈ ∆(S)I is called the �ag generated by y ∈ ∆(J).
This �ag is not observed by Player 1 since, given a probability distribution x ∈ ∆(I),
Player 1 actually plays its realization i ∈ I and he only observes the realization of
one chosen component of s(y). However, it is theoretically the maximal information
available to him about y ∈ ∆(J), i.e. Player 2's choice of probability distribution
over his actions.

We denote by S the range of s and, given a �ag µ ∈ S, s−1(µ) = {y ∈ ∆(J), s(y) =
µ} is the set of mixed actions of Player 2 compatible with µ. P (x, µ) = {ρ(x, y), y ∈
s−1(µ)} is the set of expected payo�s compatible with x ∈ ∆(I) and µ ∈ S.

Our main result is :

Theorem 8.8

A closed convex set C ⊂ Rd is approachable by Player 1 if and only if :

∀µ ∈ S,∃x ∈ ∆(I), P (x, µ) ⊂ C. (8.4)

P (x, ·) can be extended to ∆(S)I (without changing condition (8.4)) by de�ning
either P (x, µ) = ∅ or P (x, µ) = P (x,ΠS(µ)), where ΠS(·) is the projection onto S if
µ 6∈ S.
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In the full monitoring case, condition (8.4) is exactly condition (8.3). Indeed, if
Player 1 observes Player 2's action then S = J , S = {(y, . . . , y) ∈ ∆(J)I , y ∈ ∆(J)}
and given y = (y, . . . , y) ∈ S, P (x,y) = {ρ(x, y)}. Condition (8.4) implies that
for every y ∈ ∆(J) there exists x ∈ ∆(I) such that ρ(x, y) ∈ C, or equivalently
P 2(y) ∩ C 6= ∅.

An other main result is that Corollary 8.6 and Theorem 8.7 do not extend :

Proposition 8.9

1. There exists a closed convex set that is neither approachable by Player 1
nor excludable by Player 2.

2. An half-space is either approachable by Player 1 or excludable by Player 2.

3. There exists a closed convex set that is not approachable by Player 1 while
every half-space that contains it is approachable by Player 1.

As said in the introduction, the proof of Theorem 8.8 relies on the construction of
a strategy that has no internal regret in an auxiliary game with partial monitoring.
Point 2) of Proposition 8.9 should be compared with Corollary 8.6.

8.2 Internal regret with partial monitoring

Consider the following two-person repeated game G with random signals where,
at stage n ∈ N, Player 1 chooses xn ∈ ∆(I), the law of his action in ∈ I, and Player 2
chooses yn ∈ ∆(J), the law of his action jn ∈ J . Player 1 observes a signal sn whose
law is the in-th coordinate of µn = s(jn).

Payo�s are unobserved, however given a �ag µ ∈ ∆(S)I and x ∈ ∆(I), Player 1
evaluates his payo� through G(x, µ) where G is a map from ∆(I) × ∆(S)I into R,
not necessarily linear.

In the full monitoring case, Foster and Vohra [42] de�ned internally consistent
strategies (or strategies that have no internal regret) as follows : Player 1 has asymp-
totically no internal regret if for every i ∈ I, either the action i is a best response to
his opponent's empirical distribution of actions on the set of stages where he actually
played i, or the density of this set (also called the frequency of the action i) converges
to zero.

In our framework, G is not linear so every action i ∈ I (or the Dirac mass on i)
might never be a best response. Hence if we want to de�ne internal regret, we cannot
distinguish the stages as a function of the actions actually played (i.e. in ∈ I) but
we must do it as a function of the laws of the actions (i.e. xn ∈ ∆(I)) since best
responses are elements of ∆(I).

We consider strategies described as follows : at stage n, given his history, Player 1
chooses (at random) a law x(ln) in a �nite set {x(l) ∈ ∆(I), l ∈ L} and given that
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choice, in is drawn accordingly to x(ln) ; ln is called the type of the stage n. The set L
is assumed to be �nite, otherwise there exist trivial strategies such that the frequency
of every x(l) converges to zero.

We make the following regularity assumption of G :

Assumption 8.10

For every ε > 0, there exist η, δ > 0 and two �nite families
{
µ(l) ∈ ∆(S)I

}
l∈L

and
{
x(l) ∈ ∆(I)

}
l∈L such that :

1) ∆(S)I ⊂
⋃
l∈LB(µ(l), δ) ;

2) For every l ∈ L, if ‖x− x(l)‖ ≤ η and ‖µ− µ(l)‖ ≤ δ, then x ∈ BRε(µ) ;
where for every δ ≥ 0 and µ ∈ ∆(S)I , B(µ, δ) =

{
µ′ ∈ ∆(S)I , ‖µ′ − µ‖ ≤ δ

}
and for every ε ≥ 0 BRε(µ) =

{
x ∈ ∆(I) : G(x, µ) ≥ supz∈∆(I) G(z, µ)− ε

}
.

In words, Assumption 8.10 implies that G is regular with respect to µ and with
respect to x in the following sense : given ε > 0, the set of �ags can be covered by a
�nite number of balls centered in {µ(l), l ∈ L}, such that x(l) is an ε-best response
to any µ in this ball. In addition, if x is close enough to x(l), then x is an ε-best
response to any µ close to µ(l).

We denote by Nn(l) = {1 ≤ m ≤ n, lm = l} the set of stages (before the n-th) of
type l and for any sequence a = {am ∈ Rd}m∈N, an(l) =

∑
m∈Nn(l) am/|Nn(l)| is the

average of a on Nn(l).

De�nition 8.11 (Lehrer and Solan [74])

For every n ∈ N and every l ∈ L, the internal regret of type l ∈ L at stage n is

Rn(l) = sup
x∈∆(I)

[G(x, µn(l))−G(ın(l), µn(l))] ,

where ın(l) is the empirical distribution of actions of Player 1 on Nn(l) and µn(l)
is the average �ag on Nn(l).

A strategy σ of Player 1 is (L, ε)-internally consistent if for every strategy τ
of Player 2 :

lim sup
n→+∞

|Nn(l)|
n

(
Rn(l)− ε

)
≤ 0, ∀l ∈ L, Pσ,τ−as.

Note that any (L, ε)-internally consistent strategy is such that, asymptotically
and for every l ∈ L, ın(l) and x(l) belong to BRε (µn(l)), as soon as |Nn(l)|/n (the
frequency of the type l) is not too small. In words, either x(l) is an ε-best response
to µn(l) the unobserved average �ag on the set of stages where x(l) was the law of
Player 1's action, or this set has a very small density.
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Theorem 8.12 (Lehrer and Solan [74])

Under Assumption 8.10, for every ε > 0, there exist a �nite set L and a (L, ε)-
internally consistent strategy σ such that for every strategy τ of Player 2 :

Eσ,τ

[
sup
l∈L

|Nn(l)|
n

(
Rn(l)− ε

)]
= O

(
1√
n

)
and

∀η > 0,Pσ,τ

(
∃n ≥ N, l ∈ L, |Nn(l)|

n

(
Rn(l)− ε

)
> η

)
≤ O

(
1

η2N

)
.

The �rst proof of the existence of such strategies is due to Lehrer and Solan [74].

8.3 Proofs of the main results

This section is devoted to the proof of the theorems stated in the previous section.

Proof of Theorem 8.8

Proof of Theorem 8.8 : Su�ciency : Let C be a convex set such that for every
µ ∈ ∆(S)I there exists xµ ∈ ∆(I) such that P (xµ, µ) ⊂ C and let ε > 0 be �xed.
The construction of an approachability strategy in Γ relies on the construction of an
(L, ε)-internally consistent strategy in an auxiliary game G with partial monitoring.
A strategy in G de�nes a strategy in Γ as follows :

At stage n ∈ N, Player 1 chooses the type ln ∈ L of that stage in the game
G ; given that type, the same action in in G and Γ is drawn accordingly to x(ln).
Independently, Player 2 chooses jn ∈ J which generates the �ag µn = s(jn) and the
signal sn (whose law is µinn ). As de�ned in section 8.1, the (unobserved) vector payo�
in Γ is ρn = ρ(in, jn) while the payo� function G : ∆(I) ×∆(S)I → R is de�ned in
G by

G(x, µ) = − sup
y∈s−1(µ)

dC (ρ(x, y))

if µ ∈ S. If µ /∈ S, then G(x, µ) = G (x,ΠS(µ)) where ΠS is the projection onto S.
G ful�lls Assumption 8.10 since it is uniformly Lipschitz (see Lugosi, Mannor and
Stoltz [78], section 3 and Appendix A, or Perchet [92] Corollary 2).

The main ideas of the proof are quite simple : given ε > 0, consider the �nite family
{x(l), l ∈ L} given by Assumption 8.10 and σ a (L, ε)-internally consistent strategy
of Player 1. Then for every l ∈ L, either |Nn(l)|/n is very small, or Rn(l) ≤ ε and in
that case, the de�nition of G implies that ρn(l) is ε-close to C. Since

ρn =
∑
l∈L

|Nn(l)|
n

ρn(l), (8.5)
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ρn is almost a convex combination of terms that are ε-close to C and since C is
convex, ρn is also close to C.

Formally, let σ be a (L, ε)-internally consistent strategy of Player 1 given by
Theorem 8.12. For every θ > 0, there exists N1 ∈ N such that for any strategy τ of
Player 2 :

Pσ,τ

(
∀n ≥ N1, sup

l∈L

|Nn(l)|
n

(
Rn(l)− ε

)
≤ θ

)
≥ 1− θ. (8.6)

Recall that for any µ ∈ ∆(S)I there exists xµ ∈ ∆(I) such that P (xµ, µ) ⊂ C,
therefore supz∈∆(I) G(z, µ) = G(xµ, µ) = 0 and

Rn(l) = sup
y∈s−1(µn(l))

dC (ρ(ın(l), y)) ≥ dC

(
ρ
(
ın(l), n(l)

))
,

because s(n(l)) = µn(l) by linearity of s. The choices of ln and jn are independent
and so are the choices of in and jn given ln, so Hoe�ding-Azuma's inequality for
sums of bounded martingale di�erences (see Azuma [11] and Hoe�ding [61]) implies
that ρ (ın(l), n(l)) is close to ρn(l). Explicitly, for every θ > 0, there exists N2 ∈ N
(independent of σ and τ) such that :

Pσ,τ

(
∀n ≥ N2,∃l ∈ L, |Nn(l)|

n

∣∣ρn(l)− ρ (ın(l), n(l))
∣∣ ≤ θ

)
≥ 1− θ. (8.7)

Equations (8.6) and (8.7) imply that for every n ≥ N = max{N1, N2} and every
l ∈ L, with probability at least 1− 2θ :

|Nn(l)|
n

(
dC (ρn(l))− ε

)
≤ 2θ.

Since C is a convex set, dC(·) is convex, therefore for any strategy τ of Player 2,
with Pσ,τ -probability at least 1− 2θ, for every n ≥ N :

dC(ρn) ≤
∑
l∈L

|Nn(l)|
n

dC(ρn(l)) ≤ 2Lθ + ε,

and C is approachable by Player 1.

Necessity : Conversely, assume that there exists µ0 ∈ ∆(S)I such that for all
x ∈ ∆(I), there is some y(= y(x)) ∈ s−1(µ0) such that dC (ρ(x, y)) > 0. Since ∆(I)
is compact, we can assume that there exists δ > 0 such that dC (ρ(x, y(x))) ≥ δ.

Let T0 be the subset of strategies of Player 2 that generate at any stage the same
�ag µ0 (explicitly, a strategy τ belongs to T0 if for every possible �nite history h2

n,
τ(h2

n) ∈ s−1(µ0)). Recall that a strategy σ of Player 1 depends only on his past actions
and on the signals he received. Since at any stage, two strategies τ and τ ′ in T0 induce
the same laws of signals, the couples (σ, τ) and (σ, τ ′) generate the same probability
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on the in�nite sequences of moves of Player 1, and Eσ,τ [ın] = Eσ,τ ′ [ın] := xn is
independent of the strategy in T0.

For every n ∈ N, de�ne the strategy τn in T0 by τn(h) = y(xn), for all �nite history
h. Since dC(·) is convex, by Jensen's inequality

Eσ,τn [dC (ρn)] ≥ dC (Eσ,τn [ρn]) .

Since jm is independent of the history hm−1 :

Eσ,τn
[
ρ(im, jm)

∣∣hm−1

]
= Eσ,τn

[
ρ(im, y(xn))

∣∣hm−1

]
= ρ

(
Eσ,τn

[
im
∣∣hm−1

]
, y(xn)

)
,

therefore Eσ,τn [ρn] = ρ(xn, y(xn)). So

Eσ,τn [dC (ρn)] ≥ dC (Eσ,τn [ρn]) ≥ dC (ρ(xn, y(xn))) ≥ δ

and for any strategy σ of Player 1 and any stage n ∈ N, Player 2 has a strategy such
that the expected average payo� is at a distance greater than δ > 0 from C, so C is
not approachable by Player 1. �

Remark : The fact that C is a convex set is crucial in both parts of the proof.
Otherwise in the su�cient part, it would be possible that ρn(l) ∈ C for every
l ∈ L, while ρn /∈ C, and in the necessary part, the counterpart could happen :
dC (E [ρn]) ≥ δ while E [dC(ρn)] = 0.

Remark : Since the approachability strategy relies on a (L, ε)-internally consistent
strategy, one can easily show that :

Eσ,τ [dC (ρn)] = ε+O

(
1√
n

)
and

Pσ,τ (∃n ≥ N, dC (ρn)− ε > η) ≤ O

(
1

η2N

)
.

Corollary 8.13

If C satis�es Condition (8.4), there exists σ a strategy of Player 1 such that for
every η > 0, there is some N ∈ N such that for every strategy τ of Player 2 and
n ≥ N , Eσ,τ [dC (ρn)] ≤ η.

Proof . The proof relies uniquely on the use of a doubling-trick (see e.g. Sorin [106],
Proposition 3.2 p. 56), recalled below. We assume that payo�s are bounded by 1/2
(so that the distance between any convex combination of payo�s and C is at most 1).
Denote by σp the strategy constructed in the proof of Theorem 8.8 for εp = 1/2p+3.
De�ne the strategy σ by blocks as follows : during N1 stages, play accordingly to
σ1, then during N2 stages accordingly to σ2 and so on. Formally, for n such that
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∑p−1
k=1Nk ≤ n ≤

∑p
k=1Nk, σ(hn) = σp(h

p
n) where hpn = (im, lm, sm)m∈{∑p−1

k=1Nk,...,n}
is

the partial history on the last block.
The main issue is to choose wisely every Np so that the expected distance between

ρn and C is always smaller than 1/2p−2 on the p-th block and smaller than 1/2p on
its last stage. Remark 8.3 implies that for every p ∈ N there exists Mp ∈ N such that
Eσp,τ [dC (ρn)] ≤ 1/2p+1 for every n ≥ Mp. De�ne Np = max

(
2pMp+1, 4

∑p−1
k=1Nk

)
so

that during the �rst Mp+1 stages of the block p+ 1 :

Eσ,τ [dC(ρn)] ≤ Mp+1

n
+

∑p
k=1 Nk

n

1

2p
≤ 1

2p−1
. (8.8)

After this stage, the de�nition of Mp+1 implies that

Eσ,τ [dC(ρn)] ≤ n−
∑p

k=1Nk

n

1

2p+2
+

∑p
k=1Nk

n

1

2p
≤ 1

2p−1
(8.9)

and for n =
∑p+1

k=1Nk :

Eσ,τ [dC (ρn)] ≤ 1

2p+2
+

∑p
k=1Nk

Np+1

1

2p
≤ 1

2p+1
. (8.10)

The result follows from equations (8.8), (8.9) and (8.10). �

Remark : In the full monitoring case, condition (8.4) is condition (8.3) : if Player 1
observes Player 2's action then S = J , S = {(y, . . . , y) ∈ ∆(J)I , y ∈ ∆(J)} and
given y = (y, . . . , y) ∈ S, P (x,y) = {ρ(x, y)}. Condition (8.4) implies that for
every y ∈ ∆(J) there exists x ∈ ∆(I) such that ρ(x, y) ∈ C, or equivalently
P 2(y) ∩ C 6= ∅.

Proof of proposition 8.9

In the proof of Theorem 8.8, we have shown that if a convex set is not approachable
by Player 1 then for any strategy σ of Player 1 and any n ∈ N, Player 2 has a strategy
τn such that ρn is at a distance at least δ from C. This does not imply that C is
excludable by Player 2, since this would require that τn does not depend on σ nor
n. The proof of Proposition 8.9 relies mainly on the study of the following example
(with one-dimensional payo�s), pointed out to me by J. Renault and G. Stoltz.

Proof of Proposition 8.9 : Consider the following matrix two-person repeated game
where Player 1 (the row player) receives no signal and his one-dimensional payo�s are

de�ned by :
L R

T 0 1
B -1 0

C := [0; 1/2] is neither approachable nor excludable : The closed convex
set C := [0; 1/2] is obviously not approachable by Player 1 (otherwise Theorem 8.8
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implies that there exists x ∈ ∆(I) such that ρ(x, y) ∈ [0, 1/2] for every y ∈ ∆(J)).
More precisely, given a strategy σ of Player 1, we de�ne τn as follows : if xn (the
expected frequency of T up to stage n ∈ N � it does not depend on Player 2's
strategy) is smaller than 1/4, then τn is the strategy that always plays L, otherwise
that always plays R. Then the law of large numbers implies that, for n big enough,
Eσ,τn [dC (ρn)] is arbitrarily close to 1/4.

It remains to show that Player 2 cannot exclude C. We prove this by constructing
a strategy σ of Player 1 such that the average payo� is in�nitely often close to 0 : σ
is played in blocks and the length of the p-th block is p2p+1. On odd blocks, Player 1
plays T while on even blocks he plays B. At the end of the block p, the average
payo� is at most 1/p if it is an odd block and at least −1/p otherwise. Hence on two
consecutive blocks (the p-th and the p+1-th) there is at least one stage such that the
average payo� is at a distance smaller than 1/p to {0}. Therefore {0} and C (since
it contains {0}) is not excludable by Player 2.

An half-space is either approachable by Player 1 or excludable : Let E
be an half-space not approachable by Player 1. Then there exists µ0 ∈ ∆(S)I such
that, for every x ∈ ∆(I), P (x, µ0) 6⊂ E. This implies that there exists δ > 0 such
that infx∈∆(I) supy∈s−1(µ0) dE (ρ(x, y)) ≥ δ > 0 and therefore for every x ∈ ∆(I), there
exists y ∈ ∆(J) such that ρ(x, y) is in the complement of Eδ which is convex, since
E is an half-space. Blackwell's result applies for Player 2 (since we assumed he has
full monitoring), so he can approach the complement of Eδ and exclude E.

C is not approachable by Player 1 while every half-space that contains
it is : An half-space that contains C contains either (−∞, 0] or [0,+∞) which are
approachable by, respectively, always playing T or always playing B.

C is neither weakly-approachable by Player 1 nor weakly excludable
by Player 2 : we proved that for every strategy σ of Player 1 and every n ∈ N big
enough, Player 2 has a strategy τn such that Eσ,τn [dC(ρn)] = 1/2. Hence C is not
weakly approachable.

Conversely, let τ be a strategy of Player 2 in the game repeated 2n times (where
n is large enough) and M ∈ N be any integer. Consider the strategy σ of Player 1
that consists in playing T during the �rst n stages. Since ρn, the average payo� after
those n stages, belongs to [0; 1], there exists an integer k1 ∈ {1, . . . ,M} such that ρn
belongs to [k1−1

M
; k1
M

] with Pσ,τ -probability at least 1
M
. Note that, given τ , Player 1

can compute this k.
Assume that, from stage n+1 on, the strategy σ dictates to play i.i.d action B with

probability k1
M
and action T with probability 1− k1

M
. If n is large enough, the probability

that the average payo� between stages n+1 and 2n belongs to [− k1
M
− 1

M
; 1− k1

M
+ 1

M
]

is close to one (say bigger than 1/2, this is again a direct consequence of the law of
large number). Therefore, this strategy σ ensures that with Pσ,τ -probability at least

1
2M

the average payo� over the 2n stages belongs to [− 1
M

; 1
2

+ 1
2M

].
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Denote by
(
C2/M

)c
the complement of the 2

M
-neighborhood of C. Given a strategy

τ of Player 2 and an integer n big enough, the strategy σ we described ensures that
Eσ,τ

[
d(C2/M)

c (ρ2n)
]
≥ 1

2M2 . Therefore, for every M ∈ N,
(
C2/M

)c
is not weakly-

approachable by Player 2 hence C is not weakly-excludable.

The strategy σ we described can be quite easily made independent of the strategy
of Player 2 by, for example, choosing k1 ∈ {1, . . . ,M} at random ; indeed, this would

simply imply that Eσ,τ
[
d(C2/M)

c (ρ2n)
]
≥ 1

2M3 . �

These results hold if one chooses C3 := [0; 1/3] instead of [0; 1/2]. In fact, it only
remains to prove that C3 is not weakly-excludable by Player 2. Consider the game
repeated 3n times and the strategy σ, de�ned by block of size n, that plays on the
�rst block always T , on the second block i.i.d. action B with probability k1

M
. The

average payo� on those two block belongs to a small neighborhood of [0; 1/2], hence
to some [k2−1

M
, k2
M

] (where k2 ≤ M
2
) with probability at least 1

M
. Assume that on the

third block Player 1 plays i.i.d action B with probability 2k2
M

then the average payo�
over the three blocks belongs to a small neighborhood of [0; 1/3] with probability at
least 1

(2M)2
. Therefore C3 is not weakly excludable.

Since this proof can be generalized to any set Ck = [0; 1
k
], even the singleton

{0} is neither weakly-approachable nor weakly-excludable ; we recall that in the full
monitoring framework all those convex sets are approachable by Player 1.

Remarks on the counterexample

Following Mertens, Sorin and Zamir's notations [84] (see De�nition 1.2 p. 149),
we say that in a zero-sum repeated game Γ∞, Player 1 can guarantee v if

∀ε > 0,∃σε,∃N ∈ N,Eσε,τ [ρn] ≥ v − ε,∀τ, ∀n ≥ N,

where σε is a strategy of Player 1, and τ any strategy of Player 2. Player 2 can defend
v if :

∀ε > 0,∀σε,∃τ, ∃N ∈ N,Eσε,τ [ρn] ≤ v + ε, ∀n ≥ N.

If Player 1 can guarantee v and Player 2 defend v, then v is the maxmin of Γ∞. The
minmax v is de�ned in a dual way and Γ∞ has a value if v = v.

These de�nitions can be extended to the vector payo� framework : Player 1 can
guarantee a set E if he can approach E :

∀ε > 0,∃σε,∃N ∈ N,Eσε,τ [dE (ρn)] ≤ ε,∀τ, ∀n ≥ N.

In the counterexample of the proof of Proposition 8.9, Player 1 cannot guarantee
the convex set C = {0} and Player 2 cannot defend it since :

∃σ,∀ε > 0,∀τ, ∀N ∈ N,∃n ≥ N,Eσ,τ [dC (ρn)] ≤ ε.
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To keep the notations of zero-sum repeated game, one could say that the game we
constructed has no maxmin.

Blackwell [17] also gave an example of a game (with vector payo�) without max-
min in the full monitoring case. The main di�erences between the two examples are
that in the partial monitoring case the set can be convex (which is impossible in the
full monitoring framework) and that Player 1 has a strategy such that the average
payo� is in�nitely often close to C but, unlike in Blackwell's example, he does not
know at which stages.

8.4 Repeated game with incomplete

information

Aumann and Maschler [9] introduced the class of two-person zero-sum games with
incomplete information on one side. Those games are described as follows : Nature
chooses a state k0 from a �nite set K of states according to some known probability
p ∈ ∆(K). Player 1 (the maximizer) is informed about which k is chosen but not
Player 2. At stage m ∈ N, Player 1 (resp. Player 2) chooses im ∈ I (resp. jm ∈ J) and
the payo� is ρkm = ρk(im, jm). Player 1 observes jm and Player 2 does not observe im
nor ρm but receives a signal sm whose law is sk(im, jm) ∈ ∆(S). As in the previous
sections, we de�ne sk(x) =

(
sk(x, j)

)
j∈K , for every x ∈ ∆(I).

A strategy σ (resp. τ) of Player 1 (resp. Player 2) is a function :

σ : K ×
⋃
∈N (I × J)m → ∆(I) and τ :

⋃
m∈N (J × S)m → ∆(J)

(k, h1
m) 7→ σk(h1

m) h2
n 7→ τ(h2

m).

We de�ne Γ1 the one-shot game with expected payo�
∑

k∈K p
kρk(xk, y) and Γ∞(p)

the in�nitely repeated game. We denote by v∞(p) its value, if it exists (i.e. if both
Player 1 and Player 2 can guarantee it). Aumann and Maschler [9] (Theorem C, p.
191) proved that Γ∞(p) has a value and characterized it.

Let us �rst introduce the operator Cav and the non-revealing game D(p) : For
any function f from ∆(I)×∆(J) to R, Cav(f)(·) is the smallest (pointwise) concave
function greater than f .

A pro�le of mixed actions x = (xk)k∈K ∈ ∆(I)K is non-revealing at p ∈ ∆(K)
(and induces the �ag µ ∈ ∆(S)J) if the �ag induced by x is independent of the state :

NR(p, µ) =
{
x = (x1, . . . , xK) ∈ ∆(I)K

∣∣ sk(xk) = µ,∀k st pk > 0
}
.

The set of non-revealing strategies is denoted by NR(p) =
⋃
µ∈∆(S)J NR(p, µ). For

every µ ∈ ∆(S)J , D(p, µ) (resp. D(p)) is the one-stage game Γ1 where Player 1 is
restricted to NR(p, µ) (resp. NR(p)) and its value is denoted by u(p, µ) (resp. u(p)),
with u(p, µ) = −∞ if NR(p, µ) = ∅ (resp. u(p) = −∞ if NR(p) = ∅).
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Theorem 8.14 (Aumann Maschler [9])

Γ∞ has a value de�ned by v∞(p) = Cav(u)(p).

Proof . Player 1 can guarantee u(p) : indeed if NR(p) 6= ∅, he just has to play i.i.d.
an optimal strategy in NR(p) otherwise u(p) = −∞. Therefore, using the splitting
procedure (see Lemma 5.2 p. 25 in [9]), he can guarantee Cav(u)(p).

It remains to prove that Player 2 can also guarantee Cav(u)(p). The function
Cav(u)(·) is concave and continuous, so there exists m = (m1, . . . ,mk) ∈ RK such
that Cav(u)(p) = 〈m, p〉 and u(q) ≤ Cav(u)(q) ≤ 〈m, q〉. Instead of constructing a
strategy for Player 2 that minimizes the expected payo�

∑
k∈K p

kρkn, it is enough to
construct a strategy such that each ρkn is smaller than mk, for every state k that has
a positive probability accordingly to Player 2's posterior.

Therefore, we consider an auxiliary repeated two-person game with vector payo�
where at stage n ∈ N, Player 2 (resp. Player 1) chooses jn accordingly to yn ∈ ∆(J)
(resp. in = (i1n, . . . , i

K
n ) accordingly to xn = (x1

n, . . . , x
K
n ) ∈ ∆(I)K). Player 2 receives

a signal sn whose law is sk0(ik0n , jn) where k0 is the true state. As before, we denote by
µn = sk0(xk0n ) the expected �ag of stage n. The k-th component of the vector payo� ρn
is de�ned by ρk(ikn, jn) if µn belongs to Sk, the range of sk and−A := −maxk∈K ‖ρk‖∞
otherwise. We use this notation, because if µn is not in the range of sk, then Player 2
knows that the true state is not k, and therefore does not need to minimize the k-th
component of the payo� vector.

Conversely, the set of compatible payo�s given a �ag µ ∈ ∆(S)J , y ∈ ∆(J) and a
state k, is de�ned by :

P k(µ, y) =
{
ρk(xk, y)

∣∣sk(xk) = µ
}

if µ ∈ Sk, otherwise P k(µ, y) = {−A},

and the set of compatible vector payo�s is de�ned by P (µ, y) = Πk∈KP
k(µ, y) ⊂ RK .

If Player 2 can approach the convex set M = {m ∈ RK ,mk ≤ mk, ∀k ∈ K} (the
set M is an orthant since it equals m + RK

− ), then he can guarantee Cav(u)(p).
Theorem 8.8 implies that M is approachable if and only if, for every µ ∈ ∆(S)I there
exists y ∈ ∆(J) such that P (µ, y) ⊂M .

Hence it is enough to prove that this property holds. Assume the converse : there
exists µ0 ∈ ∆(S)I such that for every y ∈ ∆(J), P (µ0, y) is not included in M .

We denote by K(µ0) =
{
k ∈ K,µ0 ∈ Sk

}
the set of states that are compatible

with µ0 : if Player 2 observes µ0, then he knows that the true state is in K(µ0). For
every y ∈ ∆(J) and k ∈ K(µ0), ωk0(y) = supsk(xk)=µ0 ρ

k(xk, y) is the worst payo� for
Player 2 in state k. Since P (µ0, y) is not included in M , then ω0(y) = (ωk0(y))k∈K(µ0)

does not belong to M0 = {m ∈ RK(µ0),mk ≤ mk, ∀k ∈ K(µ0)}. De�ne the convex
set :

W0 = {ω0(y), y ∈ ∆(J)}+R
K(µ0)
+

⋂
B(0, A),
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with B(0, A) the closed ball of radius A. Obviously W0 ∩M0 = ∅ and, by linearity
of each ρk, W0 is a compact convex set. So there exists a strongly separating hyper-
plane H0 = {ω ∈ RK(µ0), 〈ω, q0〉 = b} such that supm∈M0

〈m, q0〉 < infω∈W0〈ω, q0〉.
Every component of q0 must be non-negative (sinceM0 is negatively comprehensive),
therefore up to a normalization, we can assume that q0 belongs to ∆(K(µ0)).

De�ne W = W0 × RK\K(µ0) and q ∈ ∆(K) by q(k) = q0(k) if k ∈ K(µ0) and 0
otherwise. Then, H = {ω ∈ RK , 〈ω, q〉 = b} strongly separates M and W , therefore :

〈m, q〉 < min
ω∈W0

〈ω, q〉 = min
y∈∆(J)

max
x∈NR(q,µ0)

∑
k∈K

qkρk(xk, y) = u(q, µ0) ≤ u(q) ≤ 〈m, q〉.

Therefore M is approachable by Player 2, he can guarantee Cav(u)(p) in Γ∞(p)
and v∞(p) = Cav(u)(p). �
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9
Purely Informative Game.

Dans ce chapitre, on associe à un jeu répété un jeu purement informatif
abstrait où le paiement d'un joueur à une étape est son information maxi-
male, représentée comme une mesure de probabilité dans l'espace L2 de
Wasserstein. Dans ce dernier, on utilise une notion de normale proximale
à un ensemble ce qui permet d'étendre la notion de B-set aux ensembles
de mesures. Ce chapitre est issu de l'article Purely Informative Game.
Approachability in Wasserstein Space écrit avec M. Quincampoix.
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R
epeated games can be studied by considering sequences of payo�s and construc-
ting, stage by stage, strategies with the requirement that the outcome at the

next stage will have good properties given the past ones. Perhaps, the most revea-
ling examples of this claim are Shapley's [104] operator approach that describes the
value of stochastic zero-sum games (repeated a �nite number of times), the exponen-
tial weight algorithm for predictions with expert advices (see e.g. Cesa-Bianchi and
Lugosi [29], Chapter 6) or Blackwell's [17] approachability theory.

We recall that in a two-person repeated game with vector payo�s in some Euclidian
space Rk, a player can approach a given set E ⊂ Rk, if he can insure that, after
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some stage and with a great probability, the average payo� will always remain close
to E. When both players observe their opponent's moves (or at least his payo�),
Blackwell [17] proved that if E satis�es some geometrical condition with respect to
the game (E is then called a B-set), then Player 1 can approach it. He also deduced
that either Player 1 can approach a convex set C or Player 2 can exclude it, i.e. he
can approach the complement of a neighborhood of C.

In the partial monitoring framework, when players do not observe their opponent's
moves but receive random signals (whose laws may depend on the actions played),
working on the space of payo�s might not be su�cient (except for speci�c games such
as prediction games).

Attempts were made to circumvent this issue, notably by Aumann and Ma-
schler [9] and Kohlberg [67] in the framework of repeated games with incomplete
information. Lehrer and Solan [74] also considered strategies that are de�ned, not as
a function of the unknown past payo�s, but as a function of the past signals, and
they proved the existence of strategies that satisfy an extension of the consistency
property (as de�ned in the full monitoring framework). Perchet [91] also used this
approach to provide a complete characterization of approachable convex sets (that
extends Blackwell's one in the full monitoring case).

We formalize and generalize this insight by introducing in section 9.1 a game Γ̃
(that we call Purely Informative Game). The outcome of this game is the information
available to each player � seen as a probability measure. His objective is that the
sequence of informations satis�es a property equivalent to Blackwell's approachability
in the space of measures � called Wasserstein Space.

The remaining of this paper is organized as follows. In section 9.1, we recall
Blackwell's de�nition of approachability, we extend it to Γ̃ and we link these two
notions. In section 9.2, we de�ne a B̃-set, the extension of a B-sets. A set in Γ̃ is
approachable if and only if it contains a B̃-set. We provide a full characterization of
approachable convex sets in section 9.3. The last section is devoted to a speci�c class
of games, called convex games, in which there exist explicit and optimal bounds of
convergence.

9.1 Approachability in the purely

informative game

Game with full monitoring

We consider a two player repeated game Γf where at stage n ∈ N, Player 1
(resp. Player 2) chooses an action in in a �nite set I (resp. jn ∈ J). This generates a
vector payo� ρn = ρ(in, jn) ∈ Rk where ρ is a mapping from I × J to Rk, extended
to ∆(I) × ∆(J) by ρ(x, y) = Ex,y[ρ(i, j)], where ∆(I) (resp. ∆(J)) is the set of
probability measures over I (resp. J).
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As usual, a behavioral strategy σ of Player 1 (resp. τ of Player 2) is a mapping
from the set of �nite histories H :=

⋃
n∈N (I × J)n into ∆(I) (resp. from H to ∆(J))

and a couple of strategies (σ, τ) generates a probability, denoted by Pσ,τ , over the set
of in�nite histories H∞ := (I × J)N, endowed with the cylinder topology.

Given E ⊂ Rk and δ ≥ 0, we denote by d(z, E) = infe∈E ‖z − e‖, with ‖ · ‖
the Euclidian norm, the distance to E, by Eδ = {ω ∈ Rk, d(ω,E) < δ} the δ-
neighborhood of E and by ΠE(z) = {e ∈ E, d(z, E) = ‖z − e‖} the set of projections
of z to E. Given {am}m∈N, an = 1

n

∑n
m=1 am is its average up to the n-th term.

De�nition 9.1

i) A closed set E ⊂ Rk is approachable by Player 1 if for every ε > 0, there
exist a strategy σ of Player 1 and N ∈ N, such that for every strategy τ
of Player 2 and every n ≥ N :

Eσ,τ [d(ρn, E)] ≤ ε.

ii) A set E is excludable by Player 2, if there exists δ > 0 such that the
complement of Eδ is approachable by Player 2.

In words, a set E ⊂ Rk is approachable by Player 1, if he has a strategy such that
the expected average payo� converges to E, uniformly with respect to the strategies
of Player 2.

Game with partial monitoring

We consider Γp a game with the same action spaces and payo� function than Γf

but where Player 1 has partial monitoring. At stage n, he does not observe Player 2's
action jn, nor his payo� ρn, but he receives a random signal sn whose law is s(in, jn) ∈
∆(S), where s is a mapping from I × J to ∆(S), extended to ∆(I) × ∆(J) by
s(x, y) = Ex,y[s(i, j)] ∈ ∆(S).

We de�ne the mapping s from ∆(J) to ∆(S)I by s(y) = (s(i, y))i∈I . Its range
S ⊂ ∆(S)I is a polytope (i.e. the convex hull of a �nite number of points) and any
of its element is called a �ag. Whatever being his move, Player 1 cannot distinguish
between two actions y0, y1 ∈ ∆(J) that generate the same �ag µ ∈ S (i.e. such that
s(y0) = s(y1) = µ) thus s(y) (although not observed) is the maximal information
available to Player 1, given y ∈ ∆(J). Note that with full monitoring, a �ag is simply
the law of the action of Player 2.

Given x ∈ ∆(I) and µ ∈ ∆(S)I , the set of compatible payo�s is de�ned by :

P (x, µ) =
{
ρ(x, y), y ∈ s−1(µ)

}
.

With partial monitoring, a strategy σ of Player 1 (resp. τ of Player 2) is a map-
ping from the set of past �nite observations H1 :=

⋃
n∈N(I × S)n into ∆(I) (resp.
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from H2 :=
⋃
n∈N(I × S × J)n into ∆(J)). A couple of strategies (σ, τ) generates

a probability, also denoted by Pσ,τ on H∞ := (I × S × J)∞ embedded with the cy-
linder topology. With this notation, the de�nition of approachability with partial
monitoring is exactly the same as the one with full monitoring.

In order to treat simultaneously Γf and Γp de�ne X and X � the informative
actions spaces � and P the multivalued application from X × X to Rk by the
following. In both games, X = ∆(I) and :

In Γf : X = ∆(J) and P (x, ξ) = {ρ(x, ξ)} for every x ∈ X and ξ ∈ X .
In Γp : X = S and P (x, ξ) = {ρ(x, y); y ∈ s−1(ξ)} for every x ∈ X and ξ ∈ X .

Purely informative game

The purely informative game Γ̃ is an abstract game de�ned as follows : at stage
n ∈ N, Player 1 (resp. Player 2) chooses xn ∈ ∆(X) (resp. ξn ∈ ∆(X )), the set
of probability measures over X, a compact convex subset of some Euclidian space
endowed with the weak-? topology. Those choices generate the outcome (the term
payo� will only be used in Γp or Γf ) :

θn = θ(xn, ξn) = xn ⊗ ξn ∈ ∆(X ×X ).

A strategy σ of Player 1 is a mapping from
⋃
n∈N (∆(X)×∆(X ))n to ∆(X). Simi-

larly, a strategy τ of Player 2 is de�ned as a mapping from
⋃
n∈N (∆(X)×∆(X ))n

to ∆(X ). A couple of strategies (σ, τ) induces a unique sequence (xn, ξn)n∈N in
(∆(X)×∆(X ))N.

Let us brie�y recall the de�nition of the (quadratic) Wasserstein distance W2

which is a metric compatible with the weak convergence of probability measures on a
compact set, see e.g. Dudley [35], Chapter 11.8. Its de�nition relies on the following
proposition called Kantorovitch duality.

Consider µ and ν in ∆2
(
RN
)
, the set of measures with a �nite moment of order

2 in some Euclidian space RN . We de�ne for every γ ∈ ∆
(
RN ×RN

)
and couple of

fonctions (φ, ψ) ∈ L1
µ

(
RN ,R

)
× L1

ν

(
RN ,R

)
:

I[γ] =

∫
RN×RN

‖x− y‖2dγ(x, y), and J(φ, ψ) =

∫
RN

φdµ+

∫
RN

ψdν.

Denote by Π(µ, ν) the set of probability measures γ on RN × RN with marginals µ
and ν and by Ξ the set of measurable functions (φ, ψ) ∈ L1

µ(RN ,R) × L1
ν(R

N ,R)
satisfying φ(x) + ψ(y) ≤ ‖x− y‖2, µ⊗ ν-as.

Proposition 9.2

For every µ and ν in ∆2
(
RN
)
:

W 2
2 (µ, ν) := inf

γ∈Π(µ,ν)
I[γ] = sup

(φ,ψ)∈Ξ

J(φ, ψ). (9.1)
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There exists an other equivalent formulation of W2 � referred later as the probabi-
listic interpretation � implied by the Skorokhod's representation Theorem ; it yields
that

inf
γ∈Π(µ,ν)

I[γ] = inf
U∼µ;V∼ν

E
[
‖U − V ‖2

]
,

where U ∼ µ means that the law of the random variable U is µ.

This metric allows us to de�ne approachability in the space of measures. We
denote by θn the average outcome up to stage n in the following sense : for every
Borel subset of F ⊂ X ×X , θn(F ) = 1

n

∑n
m=1 θm(F ).

De�nition 9.3

A closed set Ẽ ⊂ ∆(X × X ) is approachable by Player 1 if for every ε > 0
there exist a strategy σ of Player 1 and N ∈ N such that for every strategy τ of
Player 2 :

∀n ≥ N,W2

(
θn, Ẽ

)
:= inf

θ∈Ẽ
W2(θn, θ) ≤ ε.

In this de�nition the choice of the quadratic distance is not compulsory ; we can
indeed de�ne approachability with respect of any distance Wr, for r ≥ 1 (see e.g.
Dudley [35], Chapter 11.8). We stress out that Γ̃ is independent of Γf and Γp and
can be de�ned for any compact convex subsets X and X .

Links between approachability in these games

We de�ne the set of outcomes compatible with θ ∈ ∆(X ×X ) by :

ρ(θ) =

∫
X×X

P (x, ξ)dθ ⊂ Rk

where the integral is in Aumann's sense of integration of correspondence (see e.g.
Aubin and Frankowska [5]) : it is the set of all integrals of measurable selection of
P . For every subset Ẽ ⊂ ∆(X × X ), the set of compatible outcomes ρ(Ẽ) ⊂ Rk is
de�ned by :

ρ(Ẽ) =
{
ρ(θ), θ ∈ Ẽ

}
⊂ Rk.

Reciprocally, we de�ne for every subset E ⊂ Rk, the set of compatible measures
ρ̃(E) ⊂ ∆(X ×X ) by :

ρ̃(E) = {θ ∈ ∆(X ×X ), ρ(θ) ⊂ E} .

The signal mapping s does not appear in the description of Γ̃ but only in the
de�nition of two mappings ρ and ρ̃ that link Γp and Γ̃. Given a set E ⊂ Rk in Γp,
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we have de�ned through ρ̃ a compatible set Ẽ = ρ̃(E) ⊂ ∆(X ×X ) in Ẽ ; it is quite
intuitive that E is approachable if and only Ẽ is (see Theorem 9.4 below).

Although the outcomes are less complex in Γp than in Γ̃, the description of ap-
proachable sets in the latter is a lot simpler, because it is independent of ρ and s.
This is the reason why we introduced the purely informative game.

Theorem 9.4

i) A set E ⊂ Rk is approachable in Γf (resp. in Γp) if and only if the set
ρ̃(E) ⊂ ∆ (X ×X ) is approachable in Γ̃ ;

ii) If a set Ẽ ⊂ ∆ (X ×X ) is approachable in Γ̃ then the set ρ(Ẽ) ⊂ Rk is
approachable in Γf (resp. in Γp) ;

iii) For every convex set C ⊂ Rk, ρ̃(C) ⊂ ∆ (X ×X ) is a (possibly empty)
convex set and for every convex set C̃ ⊂ ∆ (X ×X ), ρ(C̃) is a convex set.

Proof . The third point is obvious, so we only need to prove that if Ẽ ⊂ ∆ (X ×X )

is approachable in Γ̃ then ρ(Ẽ) ⊂ Rk is approachable in Γp (see part 1) and that
if E ⊂ Rk is approachable in Γp then ρ̃(E) ⊂ ∆ (X ×X ) is also approachable (see
part 2). The remaining easily follows from the fact that ρ

(
ρ̃(E)

)
⊂ E.

part 1 : The proof consist in two steps. First, we link the Wasserstein distance
between two probability measures θ, θ ∈ ∆(X × X ) and the distance between the
two sets ρ(θ) ⊂ Rk and ρ(θ) ⊂ Rk (see Lemmas 9.6 and 9.7). We will prove this step
with the use of the 1-Wasserstein distance (de�ned below). In the second step, we
transform a strategy in Γ̃ into a strategy in Γp.

Step 1 : The 1-Wasserstein distance between µ and ν in ∆(X) is de�ned by (see
e.g. Dudley [35], Chapter 11.8) :

W1(θ, θ) = inf
γ∈Π(θ,θ)

∫
X

‖x−y‖dγ(x, y) = sup
φ∈Lip1(X,R)

∫
X

φ dθ−dθ = inf
U∼θ,V∼θ

E[‖U−V ‖],

where Lip1(X,R) is the set of 1-Lipschitzian functions from X to R. Since by Jensen's
inequality, for any random variable U and V , E [‖U − V ‖]2 ≤ E [‖U − V ‖2], the
probabilistic interpretation implies that W1(θ, θ) ≤ W2(θ, θ).

De�nition 9.5

The multivalued map P : X × X ⇒ Rk is a L-Lipschitizian convex hull, with
L > 0, if there exists a family {pκ : X × X → Rk;κ ∈ K} of L-Lipchitzian
functions such that P (x, ξ) = co

{
pκ(x, ξ);κ ∈ K

}
.
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Lemma 9.6

Let Ẽ be a compact subset of ∆(X×X ) and θ such thatW1

(
θ, Ẽ

)
≤ ε. Assume

that P is a L-Lipschitzian convex hull, then supz∈ρ(θ) d(z, ρ(Ẽ)) ≤
√
kLε.

Proof . the result is almost trivial in Γf . Indeed, ρ : X × X is L-Lipschitzian with
L = ‖ρ‖∞ and if we denote ρ = (ρ1, . . . , ρk) then each ρk/L is 1-Lipschitzian. Let us
denote by θ any projection of θ on Ẽ, then the de�nition of W1 implies that :

d(ρ(θ), ρ(Ẽ)) ≤ d

(∫
X×X

ρ(x, ξ)dθ,

∫
X×X

ρ(x, ξ)dθ

)
≤
√
kL sup

t≤k

∣∣∣∣∫
X×X

ρt(x, ξ)

L
dθ −

∫
X×X

ρt(x, ξ)

L
dθ

∣∣∣∣ ≤ √kLε.
In Γp, P (·) is not a singleton, therefore any of its selection (in the de�nition of

the Aumann integral) may not be lipschitzian, so the argument in the proof for Γf

cannot be directly used. However, since P (x, ξ) = co
{
pκ(x, ξ);κ ∈ K

}
where every

pκ is L-Lipschitzian, for every θ ∈ ∆(X × X ), by convexity of the integral see e.g.
Klein and Thompson [66], Theorem 18.1.19 :∫

X×X
P (x, ξ)dθ =

∫
X×X

co {pκ(x, ξ), κ ∈ K} dθ = co

{∫
X×X

pκ(x, ξ)dθ, κ ∈ K
}
.

(9.2)

Since pκ is L-Lipschitzian, d
(∫

X×X pκ(x, µ)dθ, ρ(θ)
)
≤
√
kLε and since ρ(θ) is a

convex set d
(
ρ(θ), ρ(θ)

)
≤
√
kLε. �

Lemma 9.7

If the functions s and ρ are linear, then (x, µ) 7→ P (x, µ) = {ρ(x, y), y ∈ s−1(µ)}
is a L-Lipschitzian convex hull.

Proof . Since the graph of s−1 is a polytope of RSI×RJ , there exists a �nite family of
(so called) extreme points functions {yκ(·), κ ∈ K} from S into ∆(J) that are all piece-
wise linear and continuous (thus Lipschitzian) such that s−1(µ) = co {yξ(µ), κ ∈ K},
for every µ ∈ S. Since ρ(x, ·) is linear on ∆(J) :

P (x, µ) =
{
ρ(x, y); y ∈ s−1(µ)

}
= {ρ(x, y); y ∈ co {yκ(µ), κ ∈ K}}

= co

{
ρ(x, yκ(µ)), κ ∈ K

}
.

Therefore P is indeed a L-Lipschitzian convex hull. �

Step 2 : This step will use the following lemma known as Hoe�ding-Azuma's [61,
11] inequality for sums of martingale di�erences.
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De�nition 9.8

Let (Ω,F ,P) be a probability space and {Fn}n∈N be a �ltration. A stochastic
process Un ∈ R is a sequence of bounded (by B > 0) martingale di�erences if for
every n ∈ N Un is adapted to Fn, |Un| < B almost surely and E [Xn|Fn−1] = 0.

Lemma 9.9 (Hoe�ding-Azuma's [61, 11] inequality)

Let Un be a sequence of bounded (by B > 0) martingale di�erences in (Ω,F ,P)
adapted to {Fn}n∈N. Then for every n ∈ N and every ε > 0 :

P
(∣∣Un

∣∣ ≥ ε
)
≤ 2 exp

(
−nε2

2K2

)
.

In particular, for every ε > 0, there exists N > 0 such that E
[
supn≥N |Un|

]
≤ ε.

Let σ̃ be a strategy of Player 1 that approaches (up to ε > 0) a set Ẽ ⊂ ∆ (X ×X ).
This strategy cannot be directly played in Γp in order to approach ρ(Ẽ) for two
reasons :

1) in Γp, Player 1 chooses an action i ∈ I and not some x ∈ ∆(∆(I)) ;
2) at stage n in Γp, he does not observe the �ag µn = s(in, jn) but receives a
signal sn whose law is s(in, jn).

We will use classic statistical tools in order to transform a strategy σ̃ in Γ̃ into a
strategy σ in Γp. We decompose N into blocks of length N (where N is large enough
and will be de�ned later) ; roughly speaking, the n-th block in Γp will correspond to
the n-th stage in Γ̃.

The strategy σ is de�ned inductively as follows. Denote by x1 = σ̃(∅) the action
Player 1 should play in Γ̃ at the �rst stage accordingly to σ̃ and let x1 = Ex1 [x] ∈ ∆(I)
be its expectation. At every stage of the �rst block, Player 1 will play in Γp accor-
dingly to an η-perturbation of x1, de�ned by (1− η)x1 + ηu (where u is the uniform
distribution over I). If the �rst block is long enough, the empirical distribution of
Player 1's action on this block (denoted by x(1)) will be 2η-close to x1.

The η-perturbation (which was introduced by Auer, Cesa-Bianchi, Freund, and
Schapire [6]) allows to construct cn an unbiased estimator of µn by de�ning :

cn =
1(i,s)=(in,sn)

x1[in]
∈ RSI

where (in, sn) is the couple "action actually played-signal received by Player 1 at stage
n" and x1[in] > 0 is the probability that Player 1 chose the action in. The vector cn
is indeed an unbiased estimator of µn since Eσ,τ [cn] = µn, where ∆(S)I is seen as a
subset of RSI . If the �rst block is long enough, the average of every cn on this block
(denoted by c(1)) will be close to the average �ag denoted by µ(1).

Finally, we denote by ρ(1) the average payo� on the �rst block and y(1) the
empirical distribution of Player 2's action.
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Since W1

(
δx(1) ⊗ δc(1), δx1 ⊗ δµ(1)

)
=

∥∥∥∥ (x(1), c(1)) − (x1, µ(1))

∥∥∥∥, Eσ,τ [cn] = µn,

and Eσ,τ [in] = (1−η)x1 +ηu, Lemma 9.9 implies that for N large enough and η small
enough

Eσ,τ
[
W1

(
δx(1) ⊗ δc(1), δx1 ⊗ δµ(1)

)]
≤ ε.

Moreover, by de�nition of ρ(1) :

ρ(1) =

∑N
m=1 ρ(im, jm)

N
=

∑N
m=1 ρ(im, jm)− ρ(x1, jm)

N
+

∑N
m=1 ρ(x1, jm)

N

=

∣∣∣∣∣
∑N

m=1 ρ(im, jm)− ρ(x1, jm)

N

∣∣∣∣∣+ ρ(x1, y(1)).

Since s(y(1)) = µ(1) and for every m ≤ N , E[ρ(im, jm)] = ρ((1 − η)x1 + ηu, jm),
Lemma 9.9 implies that for N large enough and η small enough :

Eσ,τ [d (ρ(1), P [x1, µ(1)])] = Eσ,τ
[
d
(
ρ(1), ρ(δx1 , δµ(1))

)]
≤ ε.

Assume that σ is described for the K �rst blocks and denote by c(k) (resp. x(k),
µ(k)) the average of cm (resp. im, µm) on the k-th block and by xk ∈ ∆(∆(I)) the
action speci�ed by σ̃ in Γ̃. Then we de�ne :

xK+1 = σ̃(x1, . . . ,xK , δc(1), . . . , δc(K)) ∈ ∆(∆(I)), and xK+1 = E [xK+1] ∈ ∆(I),

if c(k) does not belong to ∫ then consider instead its projection (which is closer
to µ(k)). Player 1 will play at every stage of the K + 1-th block accordingly to η-
perturbation of xK+1. For every k ∈ N (and the proof is exactly the same as the one
for k = 1) :

Eσ,τ
[
W1

(
δx(k) ⊗ δc(k), δxk ⊗ δµ(k)

)]
≤ ε and Eσ,τ

[
d
(
ρ(k), ρ

(
δxk , δµ(k)

))]
≤ ε.

Therefore if we de�ne tn = δx(n) ⊗ δc(n) and tn = δxn ⊗ δµ(n) then :

Eσ,τ
[
W1(tn, tn)

]
≤ ε and Eσ,τ

[
d(ρ(n), ρ(tn)

]
≤ ε.

Since σ̃ is an approachability strategy of Ẽ, if we denote by θn = xn ⊗ δµ(n) then
for n large enough (i.e. larger than n) W1(θn, Ẽ) ≤ ε. Finally, since ρ(·, y) is linear
on ∆(I), then ρ(θn) = ρ(tn) and since every block has the same length ρNn = ρ(n).
Thus we have shown that

Eσ,τ

[
d
(
ρNn, ρ

(
Ẽ
))]
≤ (1 +

√
kL)ε (9.3)

for every n ≥ n. Consider any integer m ∈ N such that Nn ≤ m ≤ N(n + 1), then
‖ρm − ρNn‖ ≤

2‖ρ‖∞
n

, therefore ρ(Ẽ) is approachable by Player 1.
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Part 2 : Assume that E ⊂ Rk is approachable in Γp by Player 1. Consider the
game where Player 1 observes in addition µn = s(jn) and his payo� is Exn [ρ(in, jn)]
where xn is the law of in. This new game is easier for Player 1 because he has
more information and actions, hence he can still approach E ⊂ Rk. Since s−1 is
convex on S, allowing Player 2 to play any action in ∆(X ) does not make the game
harder for Player 1. Thus we can assume that at stage n ∈ N, Player 1 observes
ξn ∈ ∆(X ) = ∆(S), that he plays deterministically xn ∈ ∆(X) = ∆(∆(I)) and that
his payo� is ρ(xn ⊗ ξn). We call this new game by Γd.

The fact that E is approachable in Γd implies that for every ε there exists a
strategy σε in Γd and Nε ∈ N such that for every n ≥ Nε and strategy τ of Player 2 :

d

(∑n
m=1 ρ (xm ⊗ ξm)

n
,E

)
:= sup

{
d(z, E), z ∈

∑n
m=1 ρ (xm ⊗ ξm)

n

}
≤ ε. (9.4)

If we denote as before θn = xn ⊗ ξn ∈ ∆(X ×X ) then equation (9.4) becomes :

∀ε > 0,∃Nε ∈ N,∀n ≥ Nε, θn ∈ ρ̃(Eε).

Let us de�ne similarly ρ̃(E)δ =
{
θ ∈ ∆ (X ×X ) ,W1

(
θ, Ẽ

)
≤ δ
}
. Since the se-

quence of compact sets ρ̃ (Eε) converges (as ε converges to zero) to ρ̃(E), for every
δ > 0, there exists ε such that for every 0 < ε ≤ ε, ρ̃ (Eε) ⊂ ρ̃(E)δ. Therefore, for
every δ > 0, there exists N ∈ N such that for every n ≥ N and every strategy τ of
Player 2, θn belongs to ρ̃(E)δ. Thus ρ̃(E) is approachable by Player 1. �

Remark : Point ii) cannot be a equivalence. Indeed consider a game with full moni-
toring where the payo� function is constant and equals 0. De�ne Ẽ = {x0 ⊗ y0}
where x0 and y0 are chosen arbitrarily. Then ρ(Ẽ) = {0} is approachable and Ẽ
is not, since Player 2 just has to play y1 6= y0 at each stage.

9.2 Characterization of approachable sets

In Γf , Blackwell [17] noticed that a closed set E that ful�lls a geometrical condition
with respect to the game, see De�nition 9.10 below, is approachable by Player 1. In
order to state it, we introduce P 2(x) = {ρ(x, y), y ∈ ∆(J)}, the set of expected
payo�s compatible with x ∈ ∆(I), and we de�ne similarly P 1(y).

De�nition 9.10

A closed subset E of Rk is a B-set for Player 1 in Γf , if for every z ∈ Rk, there
exist p ∈ ΠE(z) and x (= x(z, p)) ∈ ∆(I) such that the hyperplane through p
and perpendicular to z − p separates z from P 2(x), or formally :

∀z ∈ Rk,∃p ∈ ΠE(z),∃x ∈ ∆(I), 〈ρ(x, y)− p, z − p〉 ≤ 0, ∀y ∈ ∆(J). (9.5)
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An equivalent formulation using the set of proximal normals to E at q, denoted by
NCE(q) (see e.g. Bony [23] or Clarke [32]) is due to As Soulaimani, Quincampoix
and Sorin [4]. E is a B-set if and only if

∀p ∈ E,∀q ∈ NCE(p),∃x ∈ ∆(I),∀y ∈ ∆(J)〈ρ(x, y)− p, q〉 ≤ 0.

The main result with full monitoring is :

Proposition 9.11 (Blackwell [17], Spinat [110])

E is approachable in Γf if and only if it contains a B-set.

We aim to extend the de�nition of a B-set to the space of measures. The de�nitions
of proximal normals in this space, recalled in the following section (see De�nition 9.13
and 9.14 below), require some knowledge on the Wasserstein Space.

Preliminaries on the space of probability measures

wasserstein space

For any µ in ∆(RN) and p ≥ 1 we denote by Lpµ(RN ,R) (resp. Lpµ(RN ,RN)) the
set of µ−measurable maps φ : RN → R (resp. φ : RN → RN) such that

‖φ‖Lpµ :=

∫
RN
‖φ‖pdµ <∞.

For µ ∈ ∆
(
RN
)
and ψ : RN → RN , Borel measurable with at most a linear growth,

we denote by ψ]µ ∈ ∆
(
RN
)
the push-forward of µ by ψ, which is also called the

image probability measure of µ by ψ. It is de�ned by

ψ]µ(A) = µ
(
ψ−1(A)

)
∀A ⊂ RN , Borel measurable

or, equivalently by, for every Borel measurable bounded maps f : RN → R :∫
RN

fd(ψ]µ) =

∫
RN

f(ψ(x))dµ(x).

Recall the de�nition of W2 given by the equation (9.1) :

W 2
2 (µ, ν) := inf

γ∈Π(µ,ν)
I[γ] = sup

(φ,ψ)∈Ξ

J(φ, ψ) = inf
U∼µ;V∼ν

E
[
‖U − V ‖2

]
.

Assume that the support K ⊂ Rn of µ and ν is compact. Then since �nding the
in�mum of I[γ] over Π(µ, ν) reduced to �nd the supremum of

∫
RN×RN 〈x, y〉dγ(x, y)

over Π(µ, ν), we can assume (as a consequence of Fenchel-Moreau-Rockafellar duality,
see e.g. Brezis [25], Theorem 1.10 and 1.11 pages 10 and 11) that Ξ is reduced to
the set of functions (φ, φ∗) such that

φ∗(x) = inf
y∈K
‖x− y‖2 − φ(y), φ = (φ∗)∗ and φ(x0) = 0, (9.6)
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for a �xed x0 ∈ K. The same argument also implies that the supremum in the dual
de�nition is actually a minimum.

Since K is bounded every function in Ξ is at most 2‖K‖-lipschitzian (where ‖K‖
is the diameter of K) and Arzela-Ascoli's theorem imply that (Ξ, ‖‖∞) is compact.

We denote by Φ(µ, ν) the subset of Ξ that maximizes J(φ, φ∗) and call its elements
Kantorovitch potentials from µ to ν. Any probability measure γ ∈ ∆

(
R2N

)
that

achieves the minimum is called an optimal plan from µ to ν.

proximal normals

The usual de�nition of proximal normals to a set A can be extended to the Was-
serstein space in two di�erent ways, depending wether we use the primal de�ni-
tion of W2 (i.e. W 2

2 (µ, ν) = infγ∈Π(µ,ν) I[γ]) or its dual de�nition (i.e. W 2
2 (µ, ν) =

sup(φ,ψ)∈Ξ J(φ, ψ)).
We recall the following result (which proof is a straightforward application of

Riesz representation theorem).

Lemma 9.12 (Cardaliaguet, Quincampoix [27])

Let µ, ν ∈ ∆(RN) and γ ∈ Π(µ, ν). There are two maps p ∈ L2
µ

(
RN ,RN

)
and

q ∈ L2
ν

(
RN ,RN

)
such that∫

RN
< ψ(x), p(x) > dµ(x) =

∫
R2N

< ψ(x), x− y > dγ(x, y) and (9.7)

∫
RN

< ψ(x), q(x) > dν(x) =

∫
R2N

< ψ(y), x− y > dγ(x, y) (9.8)

for any Borel measurable map ψ : RN → RN with at most a linear growth.

We will denote by P(γ) the set of all p ∈ L2
µ(RN ,RN) satisfying (9.7) and by Q(γ)

the set of all q ∈ L2
µ(RN ,RN) satisfying (9.8).

De�nition 9.13 (adapted from As Soulaimani [3])

Let K ⊂ RN be a compact set and µ be in A, a nonempty closed subset of
∆(K). A map p ∈ L2

µ(RN ,RN) is a proximal gradient normal to A at µ if there
exists µ 6∈ A with projection µ on A in the Wasserstein distance meaning, i.e.

W2(µ,A) = inf
θ∈A

W2(µ, θ) = W2(µ, µ)

and γ an optimal plan from µ to µ such that p ∈ P(γ). The set of proximal
gradient normals to A is denoted by NCg

A

(
µ
)
.
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De�nition 9.14

Let µ be in A, a nonempty closed subset of ∆(K). A continuous function
φ : K → R is a proximal potential normal to A at µ if there exists µ ∈ ∆(K)
such that µ is a projection of µ on A and φ is a Kantorovitch potential from µ

to µ. The set of proximal potential normals to A at µ is denoted by NCp
A

(
µ
)
.

The notation µ�0 λ means that the probability measure µ is absolutely continuous
with respect to the Lebesgue measure λ and has a strictly positive density.

Proposition 9.15 (Brenier [24])

Let µ and ν in ∆(K). If µ�0 λ then there exist a unique optimal plan γ and
a unique Kantorovitch potential from µ to ν. They satisfy :

dγ(x, y) = dµ(x)δ{x−∇φ(x)} or equivalently γ = (Id×(Id−∇φ)) ]µ.

Apart from the uniqueness of both the optimal plan and the Kantorovitch potential
(we have assumed that its value at x0 is normalized to 0), Proposition 9.15 implies
that both de�nitions of proximal normals are, in some sense, equivalent :

Corollary 9.16

Let A be a compact subset of ∆(K) and µ ∈ A. If µ�0 λ then

φ ∈ NCp
A(µ) =⇒ ∇φ ∈ NCg

A(µ).

Finally, we will use the following technical lemmas.

Lemma 9.17

Let K1 be any compact subset of ∆0(K) = {µ ∈ ∆(K), µ�0 λ}, the set of
probability measures absolutely continuous with respect to λ . Then Φ is sin-
glevalued and uniformly continuous on K1 ×∆(K).

Proof . Brenier's theorem implies that Φ is singlevalued on ∆0(K)×∆(K) ; it is also
continuous since any accumulation point of (µn, νn) that converges to (µ, ν) belongs
necessarily to Φ(µ, ν). �

Lemma 9.18 (see e.g. Dudley [35])

Assume that K ⊂ RN is a polytope with nonempty interior. For every ε > 0,
there exists ∆ε(K) a compact subset of ∆0(K) such that for every µ ∈ ∆(K),
W 2

2 (µ,∆ε(K)) ≤ ε.
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This lemma is well known and quite classic ; its proof is a simple adaptation of
Dudley [35], Lemma 11.8.4 (see also Exercice 11.8.7).

For instance, let {P1, . . . , PM} be a �nite partition of K where each Pm is measu-
rable, has non-empty interior and has a diameter smaller than ε/ (4‖K‖) > 0. De�ne
for every m ≤M , the probability measure λm by

λm(A) =
λ(A ∩ Pm)

λ(Pm)
∈ ∆0(K), for every measurable subset A.

then one can consider, for ε small enough, the set

∆ε(K) :=

{(
1− ε

‖K‖2

) M∑
m=1

αmλm +
ε

‖K‖2
λ;αm ∈ [0, 1],

M∑
m=1

αm = 1

}
.

Actually, the proof is valid for any compact set that is the closure of its interior.
This is, from now on, assumed for X and X .

Approachability in the purely informative game

It remains to describe approachable sets in Γ̃ and to introduce the equivalent
notion of a B-set, called B̃-set :

De�nition 9.19

A set Ẽ ⊂ ∆(X × X ) is a B̃-set if for every θ not in Ẽ there exist θ ∈ ΠẼ(θ),
φ ∈ Φ(θ, θ) and x

(
= x(θ)

)
∈ ∆(X) such that :∫

X×X
φ d(θ − x⊗ ξ) ≤ 0, ∀ξ ∈ ∆(X ). (9.9)

Or stated in terms of proximal normals :

∀θ ∈ Ẽ,∀φ ∈ NCp

Ẽ
(θ),∃x ∈ ∆(X),∀ξ ∈ ∆(X ),

∫
X×X

φ d(θ − x⊗ ξ) ≤ 0.

The notion of B̃-set is the extension of Blackwell's [17] de�nition of B-set to Was-
serstein space because of the following main result which is the extension of Theorem
9.11 proved by Blackwell [17] and Spinat [110] with the use of geometrical arguments.
We are able to adapt their proofs to our framework thanks to the Hilbertian structure
induced by the proximal potential normals in the Wasserstein space.

Theorem 9.20

A set Ẽ ⊂ ∆ (X ×X ) is approachable if and only if it contains a B̃-set.
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Proof . We �rst prove the su�cient part, i.e. a B̃-set is approachable by Player 1
(and we adapt Blackwell [17]'s proof to our framework).

Let ε > 0 be �xed. For every probability distribution µ ∈ ∆(X×X ), let µε be the
probability measure in ∆ε(X×X ) as de�ned in Lemma 9.18 such thatW 2

2 (µ, µε) ≤ ε.
Consider the strategy σε of Player 1 where at stage n ∈ N he plays x(θ̄εn−1) given by
the de�nition of a B̃-set. Then, if we denote by θεn−1 the projection of θ̄εn−1 over Ẽ

and let wn = W 2
2

(
θ̄εn, Ẽ

)
:

wn = W 2
2

(
θ̄εn, Ẽ

)
≤ W 2

2

(
θ̄εn, θ

ε
n−1

)
= W2

(
θεn−1,

n− 1

n
θ̄εn−1 +

θεn
n

)
= sup

φ∈Ξ

∫
X×X

φ dθεn−1 +

∫
X×X

φ∗d

(
n− 1

n
θ̄εn−1 +

θεn
n

)
=

∫
X×X

φn dθεn−1 +

∫
X×X

φ∗nd

(
n− 1

n
θ̄εn−1 +

θεn
n

)
≤ n− 1

n
wn−1 +

1

n

(∫
X×X

φndθεn−1

∫
X×X

φ∗ndθεn

)
where φn is the optimal Kantorovitch potential from θεn−1 to n−1

n
θ̄εn−1 + θεn

n
. Let us

denote by φ0 the optimal Kantorovitch potential from θεn−1 to θ̄εn−1 and by ωε(·) the
modulus of continuity of Φ restricted to the compact set Ẽ ×∆ε(X ×X ).

The de�nition of W 2
2 implies that

W 2
2

(
θ̄εn−1,

n− 1

n
θ̄εn−1 +

θεn
n

)
≤ 1

n
W 2

2 (θ̄εn−1, θ
ε
n) ≤ 4‖X‖2

n
,

therefore ‖φ0 − φn‖∞ ≤ ωε(2‖X‖/
√
n) and

wn ≤
n− 1

n
wn−1 +

1

n

(∫
X×X

φ0dθεn−1 +

∫
X×X

φ∗0dθεn

)
+

2

n
ω

(
2‖X‖√

n

)
.

Recall that θεn is such that that
∫
X×X φ0dθn+

∫
X×X φ

∗
0dθεn ≤ W 2

2 (θn, θ
ε
n, ) ≤ ε, therefore

wn ≤
n− 1

n
wn−1 +

1

n

(∫
X×X

φ0dθεn−1 −
∫
X×X

φ0dθn

)
+

2

n
ω

(
2‖X‖√

n

)
+
ε

n
.

Since Ẽ is a B̃-set and because of the choice of xn ∈ ∆(X), for every ξn ∈ ∆(X ),∫
X×X φ0d

(
θεn−1 − xn ⊗ ξn

)
≤ 0, thus

wn ≤
n− 1

n
wn−1 +

2

n
ωε
(

2‖X‖√
n

)
+
ε

n

and this yields, by induction, that

W 2
2

(
θ̄εn, Ẽ

)
≤ 1

n+ 1
W 2

2

(
θε1, Ẽ

)
+

2

n+ 1

n∑
m=1

ωε
(

2‖X‖√
k

)
+ ε.
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Hence wn converges to ε (since ωε(2‖X‖/
√
k) converges to 0 when k goes to in�nity).

Since W2

(
θn, Ẽ

)
≤ W2

(
θ̄εn, Ẽ

)
+ ε, then Ẽ is approachable by Player 1.

We now turn to the necessary part, i.e. any approachable set contains a B̃-set.

De�nition 9.21

A point θ ∈ ∆(X × X ) is δ-secondary for Ẽ if there exists a corresponding
couple : a point ξ ∈ ∆(X ) and a continuous function λ : ∆(X) → (0, 1] such

that minx∈∆(X) W2

(
λ(x)θ + (1− λ(x))x⊗ ξ, Ẽ

)
≥ δ. A point θ is secondary to

Ẽ if there exists δ > 0 such that x is δ-secondary to Ẽ.
We denote by P(Ẽ) ⊂ Ẽ the subset of primary point to Ẽ (i.e. points of Ẽ

that are not secondary).

The fact that an approachable set contains a B̃-set is a consequence of the following
lemma, adapted from Spinat [110] :

Lemma 9.22 (Spinat [110])

i) Any approachable compact set contains a minimal approachable set ;
ii) A minimal approachable set is a �xed point of P ;
iii) A �xed point of P is a B̃-set.

Proof . i) Let B =
{
B̃ ⊂ Ẽ

∣∣∣ B̃ is an approachable compact set
}
be a nonempty fa-

mily ordered by inclusion. Every fully ordered subset of B has a minorant B (the
intersection of every elements of the subset) that belongs to B since it is an approa-
chable compact subset of Ẽ. Thus Zorn's lemma yields that B contains at least one
minimal element.

ii) We claim that if Ẽ is approachable then so is P(Ẽ), hence a minimal approa-
chable set is necessarily a �xed point of P . Indeed, if θ is δ-secondary there exists an
open neighborhood V of θ such that every point of V is δ/2-secondary, because of
the continuity of W2. Hence P(Ẽ) is a compact subset of Ẽ.

Let θ0 be a δ-secondary point of an approachable set Ẽ and ξ, λ the associated
couple given in De�nition 9.21. Let ε < δ/4 and consider σ a strategy of Player 1
that ensures that θn is, after some stage N ∈ N, closer than ε to Ẽ. We will show
that θn must be close to θ0 only a �nite number of times ; so Player 1 can approach
Ẽ\{θ}. Indeed, assume that there exists a stage m ∈ N such that W2(θm, θ0) ≤ δ/4
and consider the strategy of Player 2 that consists in playing repeatedly ξ from this
stage on. It is clear that (if m is big enough) after some stage θ will be δ/2-closed
to λ (xn,m) θ0 + (1− λ (xn,m)) xn,m ⊗ ξ where xn,m is the average action played by

Player 1 between stage m and m + n. Therefore W2

(
θn, Ẽ

)
≥ δ/2 > ε and since
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W2(θn, θ0) can be bigger than δ/4 only a �nite number of times, the strategy of Player
1 approaches Ẽ\{θ}. Since this is true for any secondary point, Player 1 can approach
P(Ẽ).

iii) Assume that Ẽ is not a B̃-set : there exists θ 6∈ Ẽ such that for any projection
θ ∈ ΠẼ(θ), any φ ∈ Φ(θ, θ) and any x ∈ ∆(X), there exists ξ ∈ ∆(X ) such that∫
X×X φd(θ − x ⊗ ξ) > 0. This last expression is linear both in x and ξ, so Von
Neumann's minmax theorem imply that there exists ξ(= ξ(θ, φ)) and δ such that∫
X×X φd(θ − x⊗ ξ) ≥ δ > 0, for every x ∈ ∆(X).
We can assume that θ �0 λ. Otherwise, let (θn)n∈N be a sequence of such measures

that converges to θ, (θn)n∈N a sequence of projection of θn onto Ẽ and φn0 ∈ Φ(θn, θn).
Up to two extractions, we can assume that θn converges to θ0 a projection of θ and
φn0 converges to φ0 ∈ Φ(θ, θ0). Therefore, for n big enough and for every x ∈ ∆(X),

0 <
δ

2
≤
∫
X×X

φn0 d (θn − x⊗ ξ(θ0, φ0))

since the right member converges to
∫
X×X φ0d (θ0 − x⊗ ξ(θ0, φ0)) ≥ δ.

For every λ ∈ [0, 1] and x ∈ ∆(X), we denote by φλ,x the unique (since we
assumed that θ �0 λ) Kantorovitch potential such that :

W 2
2

(
(1− λ)θ + λx⊗ ξ, θ

)
=

∫
X×X

φλ,xd ((1− λ)θ + λx⊗ ξ) +

∫
X×X

φ∗λ,xdθ

=

∫
X×X

φλ,xdθ +

∫
X×X

φ∗λ,xdθ − λ
∫
X×X

φλ,xd(θ − x⊗ ξ).

Since (λ,x) 7→ φλ,x is continuous, φλ,x converges to φ0, for every x ∈ ∆(X) which is
compact. Hence there exists λ ∈ (0, 1] such that :∣∣∣∣∫

X×X
(φλ,x − φ0) d(θ − x⊗ ξ)

∣∣∣∣ ≤ δ/4, ∀λ ≤ λ, ∀x ∈ ∆(X).

Therefore, one has W 2
2

(
θ, (1− λ)θ + λx⊗ ξ

)
≤ W 2

2 (θ, θ)− λ δ
4
and

W2

(
θ, (1− λ)θ + λx⊗ ξ

)
≤ W2(θ, θ)− λδ

8W2(θ, θ)
:= W2(θ, θ)− η

which implies that W2

(
(1− λ)θ + λx⊗ ξ, Ẽ

)
≥ η and θ is η-secondary to Ẽ.

Consequently, a �xed point of P , i.e. a set without any secondary point, is ne-
cessary a B̃-set. �

This concludes the necessary part. Hence we have proved that a set is approachable
in Γ̃ if and only if it contains a B̃-set. �
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9.3 Characterization of convex

approachable sets

In the case of a convex set C, Blackwell [17] provided a complete characterization
in Γf . A convex set C is approachable by Player 1 if and only if for every y ∈ ∆(J),
P 1(y) ∩ C 6= ∅, or equivalently if and only if

∀y ∈ ∆(J),∃x ∈ ∆(I), ρ(x, y) ∈ C.

Perchet [91] provided a characterization of approachable convex sets in Γp. A set
C is approachable if and only if

∀µ ∈ ∆(S)I ,∃x ∈ ∆(I), P (x, µ) ⊂ C.

Those two characterizations can be rephrased with the notations we introduced in :

Proposition 9.23 (Blackwell [17], Perchet [91])

A convex set C is approachable by Player 1 if and only if :

∀ξ ∈ X ,∃x ∈ X,P (x, ξ) ⊂ C. (9.10)

In Γ̃, the characterization is the same :

Theorem 9.24

A convex set C̃ is approachable if and only if for every ξ there exists x such
that θ(x, ξ) ∈ C̃.

Proof . Once again, we will follow the idea of Blackwell. Assume that there exists
ξ such that, for every x ∈ ∆(X), θ(x, ξ) /∈ C̃. The application x 7→ W2

(
x, C̃

)
is continuous on the compact set ∆(X), therefore there exists δ > 0 such that

W 2
2

(
θ(x, ξ), C̃

)
≥ δ.

Consider the strategy of Player 2 that consists of playing ξ at every stages, then
θn = xn ⊗ ξ, θn = xn ⊗ ξ = θ(xn, ξ) and W 2

2

(
θn, C̃

)
≥ δ > 0. Therefore C̃ is not

approachable by Player 1.

Reciprocally, assume that for every ξ ∈ ∆(X ) there exists x ∈ ∆(X) such that
θ(x, ξ) ∈ C̃. We claim that this implies that C̃ is a B̃-set.

Let θ be a probability measure that does not belong to C̃ and assume (for the
moment) that θ �0 λ. Denote by θ ∈ C̃ any of its projection then, by de�nition of
the projection and convexity of C̃, W2(θ, θ) is smaller than W2

(
θ, (1− λ)θ + λx⊗ ξ

)
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which is equal to :

W 2
2

(
(1− λ)θ + λx⊗ ξ, θ

)
= sup

φ∈Ξ

∫
X×X

φd ((1− λ)θ + λx⊗ ξ) +

∫
X×X

φ∗dθ

= sup
φ∈Ξ

∫
X×X

φdθ +

∫
X×X

φ∗dθ − λ
∫
X×X

φd(θ − x⊗ ξ)

=

∫
X×X

φλdθ +

∫
X×X

φ∗λdθ − λ
∫
X×X

φλd(θ − x⊗ ξ)

≤
∫
X×X

φ0dθ +

∫
X×X

φ∗0dθ − λ
∫
X×X

φλd(θ − x⊗ ξ)

= W 2
2 (θ, θ)− λ

∫
X×X

φλd(θ − x⊗ ξ)

where φλ (resp. φ0) is the unique potential from (1 − λ)θ + λx ⊗ ξ (resp. θ) to θ.
Therefore, for every λ > 0, λ

∫
X×X φλd(θ − x⊗ ξ) ≤ 0. Dividing by λ > 0 yields :∫

X×X
φλd(θ − x⊗ ξ) ≤ 0, ∀λ > 0.

Since (1 − λ)θ + λx ⊗ ξ converges to θ, any accumulation point of (φλ)λ>0 has to
belong (for every x and ξ) to Φ(θ, θ) = {φ0}. Stated di�erently, given φ0 ∈ Φ(θ, θ),
one has :

max
ξ∈∆(X )

min
x∈∆(X)

gφ0(x, ξ) := max
ξ∈∆(X )

min
x∈∆(X)

∫
X×X

φ0d(θ − x⊗ ξ) ≤ 0.

The function gφ0 is linear in both of its variable, so Sion's Theorem implies that

max
ξ∈∆(X )

min
x∈∆(X)

gφ0(x, ξ) = min
x∈∆(X)

max
ξ∈∆(X )

gφ0(x, ξ)

hence C̃ is a B̃-set.
Assume now that θ is not absolutely continuous with respect to λ with positive

density. Let (θn)n∈N be a sequence of such measures that converges to θ, (θn)n∈N a
sequence of projections, and φn ∈ Φ(θn, θn). Up to two extraction, we can assume
that θn and φn converge respectively to θ and φ0. Necessarily, θ is a projection of θ
onto C̃ and φ0 belongs to Φ(θ, θ). Therefore :∫

X×X
φ0d(θ − x⊗ ξ) = lim

n→∞

∫
X×X

φnd(θ − x⊗ ξ) ≤ 0

and C̃ is a B̃-set. �

Let us go back and quickly prove Proposition 9.23 which characterizes approa-
chable convex sets in Γp as a consequence of Theorem 9.24 :
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Proof of Proposition 9.23 : A convex subset C of Rk is approachable (see Theorem
9.4) if and only if the convex set ρ̃(C) ⊂ ∆ (X ×X ) is approachable in Γ̃, therefore
(see Theorem 9.24) if and only if for every ξ ∈ ∆(X ), there exists x ∈ ∆(X) such
that x ⊗ ξ ∈ ρ̃(C). For every x ∈ ∆(X) and every ξ ∈ ∆(X ), let us denote by
Ex[x] ∈ ∆(I) and Eξ[ξ] ∈ X their expectations ; then the de�nition of ρ and the
convexity of P (in both of its variables) imply that :

ρ(x⊗ ξ) =

∫
X×X

P (x, ξ)dx⊗ ξ ⊂ P (Ex[x],Eξ[ξ]) .

Therefore if for every ξ ∈ ∆(X ), there exists x ∈ ∆(X) such that x⊗ ξ ∈ ρ̃(C) then
for every µ ∈ S (we recall that X = S), there exists x ∈ ∆(I) such that P (x, µ) ⊂ C.
In conclusion, a convex set CRk is approachable in Γp if and only if

∀µ ∈ S,∃x ∈ ∆(I), P (x, µ) ⊂ C.

If µ does not belong to S, then P (x, µ) = ∅, therefore we can replace S by ∆(S)I in
the condition above. �

This also clearly explains why there exist convex sets that are neither approa-
chable, nor excludable in Γp, see Perchet [91] which cannot occur in Γf , see Black-
well [17] : it simply due to the fact that ρ̃(C) can be empty.

9.4 Convex games

We restrict ourselves in this section to the particular class of games called convex
games which have the following property : for every q ∈ ∆(X ×X ) :

ρ(q) =

∫
X×X

P (x, ξ)dq(x, ξ) ⊂ P (Eq [x] ,Ex [ξ]) .

This reduces in Γf to ρ(q) = ρ (Eq[x],Eq[ξ]).
For example, the following game where the payo�s of player 1 are given by the

matrix on the left and signals by the matrix on the right, is convex.

L C R L C R
T (0,-1) (1,-2) (2,-4) T a a b
B (1,0) (2,-1) (3,-3) B a a b

In this game I = {T,B}, J = {L,C,R} and S = {a, b}. If player 1 receives the signal
a, he does not know whether Player 2 used the action L or C.

Let us introduce the notion of displacement interpolation (and also the displace-
ment convexity) that will play the role of classic linear interpolation and convexity :
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De�nition 9.25 (McCann [83])

Given µ, ν ∈ ∆2(RN) and t ∈ [0, 1], a displacement interpolation between µ and
ν at time t is de�ned by µ̂t = σt]γ, where γ ∈ Π(µ, ν) is an optimal plan and
σt(x, y) = (1− t)x+ ty.

A set Ĉ is displacement convex if for every µ, ν ∈ Ĉ, every t ∈ [0, 1] and
every optimal plan γ ∈ Π(µ, ν) , σt]γ ∈ Ĉ.

We de�ne a new game Γ̂ as follows. At stage n ∈ N, Player 1 (resp. Player 2)
chooses xn ∈ X (resp. yn ∈ X ) and the payo� is θn = δxn⊗δyn = δ(xn,yn) ∈ ∆(X×X ).
We do not consider average payo�s in the usual sense (as in Γ̃) but we de�ne a
sequence of recursive interpolation by :

θ̂n+1 = σ 1
n+1

]γn+1, where γn+1 ∈ Π(θ̂n, θn+1) is an optimal plan.

By induction, this implies that θ̂n = δxn⊗δyn . Indeed, θ̂1 = δx1⊗δy1 and θ2 = δx2⊗δy2
therefore :

γ2 = (δx1 ⊗ δy1)⊗ (δx1 ⊗ δy1) and θ̂2 = σ 1
2
]γ2 = δx1+x2

2
⊗ δ y1+y2

2
.

De�nition 9.26

A closed set Ê ⊂ ∆(X × X ) is displacement approachable by Player 1 if for
every ε > 0 there exist a strategy σ of Player 1 and N ∈ N such that for every
strategy τ of Player 2 :

∀n ≥ N,W2

(
θ̂n, Ê

)
≤ ε.

Consider any set E ⊂ Rd and assume that ρ̃(E) is displacement approachable by
Player 1. Since θ̂n = δxn ⊗ δyn , ρ(θn) ⊂ ρ(θ̂n) and ρ̃(E) is also approachable (in Γ̃).
The use of displacement approachability provides explicit and optimal bounds (see
Theorem 9.28 below). This is the reason we investigate this special case.

In this framework, we use proximal gradient normals to de�ne a B̂-set.

De�nition 9.27

A closed subset Ê ⊂ ∆ (X ×X ) is a B̂-set if for every θ not in Ê there exist
θ ∈ ΠÊ(µ), p ∈ NP g

Ê
(θ) and x = x(θ) ∈ ∆ (X) such that for every y ∈ X , there

exists an optimal plan γ(x, y) ∈ Π(θ, δx⊗δy) and p(x, y) ∈ P(γ(x, y)) such that :

〈p, p(x, y)〉L2(θ) ≤ 0.
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This notion of B̂-set is the extension of Blackwell's one to Γ̂ because of the follo-
wing Theorems 9.28 and 9.29.

Theorem 9.28

A set Ê is approachable in Γ̂ if and only if it contains a B̂-set. Given a B̂-set,
the strategy described by xn+1 = x(θ̂n) ensures that there exists K > 0 such

that W2

(
θ̂n, Ê

)
≤ K/

√
n.

Proof . Assume that Player 1 plays, at stage n, xn = x(θ̂n−1) and denote by θn =
δxn ⊗ δyn the outcome at stage n. Recall that, for every n ∈ N, the displacement
average outcome is θ̂n = δxn ⊗ δyn = δ(xn,yn).

If we denote by θn ∈ Ê the projection of θ̂n on Ê, then the optimal plan from θn to
θ̂n is θn⊗ θ̂n. So the proximal normal pn ∈ NP

g

Ê
(θn) is de�ned by pn(z) = z−(xn, yn).

Similarly, we de�ne pn+1(z) = z − (xn+1, yn+1) so that the assumption that Ê is a
B̂-set (along with the choice of xn+1) ensures that 〈pn, pn+1〉θn ≤ 0.

As usual, we note that W 2
2 (θ̂n+1, Ê) ≤ W 2

2 (θ̂n+1, θn) which satis�es :

W 2
2

(
θ̂n+1, θn

)
=

∫
(X×X )2

‖x− z‖2 dθ̂n+1 ⊗ θn =

∫
X×X

∥∥(xn+1, yn+1

)
− z
∥∥2

dθn(z)

=

∫
X×X

∥∥∥∥ n

n+ 1
(xn, yn) +

1

n+ 1
(xn+1, yn+1)− z

∥∥∥∥2

dθn(z)

=

(
n

n+ 1

)2 ∫
X×X
‖(xn, yn)− z‖2 dθn(z)

+

(
1

n+ 1

)2 ∫
X×X
‖(xn+1, yn+1)− z‖2 dθn(z)

+ 2
n

(n+ 1)2

∫
X×X
〈(xn, yn)− z, (xn+1, yn+1 − z)〉 dθn(z)

Therefore,

W 2
2

(
θ̂n+1, θn

)
=

(
n

n+ 1

)2

W 2
2

(
θ̂n, θn

)
+

(
1

n+ 1

)2

W 2
2 (θn+1, θn)

+ 2
n

(n+ 1)2
〈pn, pn+1〉θn ≤

(
n

n+ 1

)2

W 2
2

(
θ̂n, Ê

)
+

(
K

n+ 1

)2

.

We conclude by induction over n ∈ N.

We sketch the proof of the necessary part. Conclusions of Lemma 9.22 hold in Γ̂
and the proof of the �rst two points are identical. Hence it remains to prove the third
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point, i.e. that a set which is not a B̂-set has a secondary point. Let θ be not in Ê,
θ one of its projection on Ê, and p ∈ NCg

Ê
(θ) the associated proximal normals such

that :

∀x ∈ X, ∃y ∈ X , 〈p, p(x, y)〉θ =

∫
X×X
〈p(z), z − (x, y)〉dθ > 0.

By linearity, there exists δ > 0 and y ∈ X such that for every x ∈ X, 〈p, p(x, y)〉θ ≥ δ.
If we denote by θλ = (Id, σλ) ]θn⊗ θn+1 then using the same argument as in the proof
of Lemma 9.30, we show that

W2(θ, θλ) ≤ W2(θ, θ) +
Kλ2 − 2λδ

2W2(θ, θ)
≤ W2(θ, θ)− λδ

2W2(θ, θ)
,

for λ small enough. Hence, θ is a secondary point. �

The following Theorem is the characterization of displacement convex approa-
chable sets.

Theorem 9.29

A displacement convex set Ĉ is approachable by Player 1 in Γ̂ if and only if for
every y ∈ X there exists x ∈ X such that δx ⊗ δy ∈ Ĉ.

The proof is based on the following lemma :

Lemma 9.30

Let X be a compact subset of RN and A be a displacement convex subset of
∆(X). Fix θ ∈ A. Then for all p ∈ NCg

A(µ) and all θ1 ∈ A we have

∀p ∈ P(θ, θ1),

∫
RN
〈p(x), p(x)〉dθ(x) := 〈p, p〉L2θ ≤ 0. (9.11)

Proof . Let us consider θ, θ0 ∈ A and p ∈ NP g
A(θ). From the de�nition of the proximal

normal we know that there exist θ /∈ A and γ ∈ Π(θ, θ) satisfying properties i) and
ii) of De�nition 9.13. De�ne γ′ = T]γ where T : (x, y) 7→ (y, x). Then obviously γ′ is
an optimal plan from θ to θ.

Let γ̃ ∈ Π(θ, θ0) be an optimal plan from θ to θ0 and for any λ ∈ [0, 1] we de�ne
θλ := σλ]γ̃ and γ̃λ = (Id, σλ)]γ̃ which belongs respectively to the displacement convex
set A and to Π(θ, θλ).

By the disintegration of measure theorem for any y ∈ RN there exists a probability
measure γ̃λ,y on RN such that γ̃λ =

∫
RN

(δy ⊗ γ̃λ,y)θ(dy) which means that for any
continuous bounded function u(y, z) : R2N 7→ R∫

R2N

u(y, z)γ̃λ(dy, dz) =

∫
RN

[∫
RN

u(y, z)γ̃λ,y(dz)

]
θ(dy)
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We de�ne γ̂ ∈ Π(θ, θ1) by :

∀φ ∈ Cb,
∫
R2N

φdγ̂ =

∫
R3N

φ(x, z)γ̃λ,y(dz)γ′(dx, dy).

Since θλ ∈ A and γ̂ ∈ Π(θ, θλ), we obtain :

W 2
2 (θ, θ) ≤ W 2

2 (θ, θλ) ≤
∫
R2N

‖x− z‖2dγ̂

=

∫
R2N

‖x− z‖2γ̃λ,y(dz)γ′(dx, dy)

=

∫
R3N

‖x− y‖2γ̃λ,y(dz)γ′(dx, dy) + 2

∫
R3N

〈x− y, y − z〉γ̃λ,y(dz)γ′(dx, dy)

+

∫
R3N

|y − z|2γ̃λ,y(dz)γ′(dx, dy) = a+ b+ c

where a, b and c denote respectively the three integral terms in the above equality.
Now we will estimate a, b and c.

a =

∫
R2N

‖x− y‖2γ′(dx, dy) = W 2
2 (θ, θ).

b = 2

∫
R2N

〈
x− y,

∫
RN

(y − z)γ̃λ,y(dz)

〉
γ′(dx, dy)

= 2

∫
R2N

〈
y − x,

∫
RN

(x− z)γ̃λ,x(dz)

〉
γ(dx, dy) (by de�nition de γ′)

= −2

∫
RN

〈
p(x),

∫
RN

(x− z)γ̃λ,x(dz)

〉
θ(dx) (from the de�nition of p)

= −2

∫
R2N

〈p(x), x− z〉 γ̃λ,x(dz)θ(dx)

= −2

∫
R2N

〈p(x), x− z〉 γ̃λ(dx, dz) (by the desintegration formula)

Therefore

b = −2

∫
R2N

〈p(x), x− [(1− λ)x+ λz]〉 γ̃(dx, dz) (by de�nition of γ̃λ)

= −2λ

∫
R2N

〈p(x), x− z〉 γ̃(dx, dz) = −2λ

∫
R2N

〈p(x), p(x)〉 θ(dx),

for any p ∈ P(θ, θ1).

The disintegration of measure formula together with the de�nition of γ̃ yield

c =

∫
R2N

∥∥y − [(1− λ)y + λz]
∥∥2

dγ̃(y, z) = λ2

∫
R2N

∥∥y − z∥∥2
dγ̃(y, z)
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hence c = λ2W 2
2 (θ, θ1).

Summarizing our estimates, we have obtained

W 2
2 (θ, θ) ≤ W 2

2 (θ, θ)− λ
∫
R2N

2 < p(x), p(x) > θ(dx) + λ2W 2
2 (θ, θ1).

Thus for any λ ∈ (0, 1),

0 ≤ λ2W (θ, θ1)− 2λ

∫
R2N

< p(x), p(x) > θ(dx).

Dividing �rstly by λ > 0 and letting secondly λ tend to 0+, this gives the wished
conclusion. �

Proof of Theorem 9.29 Let θ be any measure not in Ẽ and denote by θ ∈ ΠĈ(θ)
any of its projection and p ∈ NP g

Ĉ
(θ), associated to some γ ∈ Π(θ, θ), any proximal

normal. For every x ∈ X and y ∈ X the only optimal plan from θ to δx ⊗ δy is
γ̂ = θ × (δx ⊗ δy).

The function h : X ×X de�ned by

h(x, y) =

∫
(X×X )2

< p(u), u− v > dγ̂(x, y)

is a�ne in both of its variable since :

h(x, y) =

∫
X×X
〈p(u), u〉 dθ(u)−

〈∫
X×X

p(u)dθ(u), (x, y)

〉
= z − 〈z, (x, y)〉,

where z =

∫
X×X
〈p(u), u〉dθ(u) and z =

∫
X×X

p(u)dθ(u).

Since for every y ∈ X , there exists x ∈ X such that δx⊗ δy ∈ C, Proposition 9.30
implies that for every y ∈ X there exists x ∈ X such that h(x, y) ≤ 0. X and X
are compact sets, therefore Sion's theorem implies that there exists x ∈ X such that
h(x, y) for every y ∈ X . Hence Ĉ is a B̂-set and is approachable by Player 1.

Reciprocally, assume that there exists y ∈ X such that δx⊗δy 6∈ Ĉ for every x ∈ X.

Since X is compact, there exists η > 0 such that infx∈XW2

(
δx ⊗ δy, Ĉ

)
≥ η. The

strategy of Player 2 that consists of playing at each stage δy ensures that θ̃n = δxn⊗δy
is always at, at least, δ > 0 from Ĉ. Therefore it is not approachable by Player 1. �
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Concluding remarks

Recall that the action spaces in Γ̃ (resp. Γ̂) are ∆(X) and ∆(X ) (resp. X and X ).
Assume that in Γ̃ players are restricted to X and X ; then a B̃-set should satisfy :

∀θ ∈ Ẽ,∀φ ∈ NCp

Ẽ
(θ),∃x ∈ X, ∀y ∈ X ,

∫
X×X

φ d (θ − δx ⊗ δy) ≤ 0.

The proof of the su�cient part of Theorem 9.20 does not change when we add this
assumption, thus a B̃-set is still approachable. However, both the proof of the neces-
sary part of Theorem 9.20 and the proof of Theorem 9.24 are no longer valid (due to
the lack of linearity).

Similarly, assume that in Γ̂ players can choose action in ∆(X) and ∆(X ) and, at
stage n ∈ N, the outcome is θn = xn⊗ξn. Strictly speaking, given such outcomes that
might not be absolutely continuous with respect to λ, the sequence of interpolation
θ̂n may not be unique. However, we can assume that the game begins at stage 2 and
that θ1 = λ/λ(X × X ) ; then, see e.g. Villani [114], Proposition 5.9, θ̂2 � λ and is
unique. By induction, the sequence of θ̂n is unique. Once again, using the same proof,
we can show that a B̂-set is displacement approachable, but we cannot extends the
necessary part nor the characterization of displacement approachable convex sets.

The proof of Theorem 9.4 relies on the fact that the graph of s−1 is a polytope and
ρ is linear. More precisely, it is a consequence of the fact that there exists a family
of L-lipschitzian function (x, θ) 7→ pκ(x, θ) such that P (x, θ) = co{pκ(x, θ)}, where
co(·) stands for the convex hull. Thus, the linearity of s and ρ can replaced by this
assumption.

We make two conjectures :
There must exist a strategy such that W 2

2 (θn, Ẽ) ≤ O
(

1
n

)
(the answer may relies

in the study of the associated Monge-Ampere equation).
The results must hold even if the strategies of players are de�ned as functions

from
⋃
n∈N (X ×X )n to X or X .
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