
HAL Id: tel-00569192
https://theses.hal.science/tel-00569192

Submitted on 24 Feb 2011

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Méthodologie d’analyse thermique multi niveaux de
systèmes électroniques par des modèles compacts

Olivier Martins

To cite this version:
Olivier Martins. Méthodologie d’analyse thermique multi niveaux de systèmes électroniques par des
modèles compacts. Sciences de l’ingénieur [physics]. Université de Grenoble, 2010. Français. �NNT :
�. �tel-00569192�

https://theses.hal.science/tel-00569192
https://hal.archives-ouvertes.fr


�
�
�

����������	
�	�����
��	
��������	�������������	
�	�����
��	

	
�
�
�
�
	 	 	 	 	 	 	 	 	 ��	��������	���	��	�������� !�"� �
� � � � � � � � � ��������������������������������
�
�

�	�	�	�	�	
�

�������	
����

�����
��
�
�


������	
�	�#�$�%"�&���	'"	��"$���"	
'���%��	���	�#�$&�����	���(�")�$�!�"	'"	��"$���"	

	
���)������	*	+	��$�"	��")���!�"	,	

�
�������
����
�����	���
��
�����
��

�	����
��
���
���

�����
����

�����

�����
��
��#�)��"	
�)�����"����

�	������
���

�	��	
������
����	���	���
�
	�����	
�
�	���� ����
�!�

�
����
�	�
�
	����	
��
����
���
�
�	��

�
�

����
�

"
�#�
��$�%�&' �
&�����
����' ���

�


�(����
���
��)*)�

�
�
�
�
�

-����
������	
#.�.����	����-����	-����	����.�/	
�	�����-��	�������������	�.�	
��	
-�
����	��-�.���	

�
�

	

��������	
�	�����	*	�%"&	-.����.�	

�
�
�
�

0���	
�

�
$+�,��������-".&//�./�� ��0�����
�	�
$+�$����
�1'���
� �-%2� ��%�����	
���
$+�3������45��&%� ��%�����	
���
$+�2#
��$�%�65�/� ��7��
�	
����
�	�8�
�
$+� 9
#����4�& �%� ���:�����	
���
$+�6����	���� 65��,,�%� ���:�����	
���

�
�
�



�



�

����������	
����

����	�
��	���������

���������������

�������������

�����������	�
���

��������������������
���
�
���������������
�������������������������

������	��������



�

�



� � �����������	
�

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

������������	

�

�

�

�

�

�

�

�������	��
����
�
�������������
�
�����	��������������
���������
	�������������������
��
�

������������������
��������������
��������	��������
�����
�������������	
�
�����������
������

���	���������	������
�������������������������������
�
�	���������������������	�������������

�	���	
��������
�	���� �����	��
������	���	���	������
���
���	
����
�������������	���
�����	�
�

�������������������������	���

�

!	����	������� ������
���	���	���	�"��#	
�
	���$%&'((�&()��!	���

��	�����&����	
��
�

!�	�
�*��������	�����	����(���	����	�����+
����,����	��������!�	�
� -(+,!.��������	�������
�

��/�	�� �	

������ ��� ����  �	0� ��� ���
��� ��
� ���
����
� �	�
� ��	�������
� 
�
������� ��
�

��	
�������
� �	�
� ���
	�

����
� ���	� ��� 
����� ��� ��
� �	������ ��� ���
��� 1�����	��
� 
2��������

	���	���	�"��"������34�����*�$56��!	���

��	�����&����	
��
�#	��7��
����,20����������	���

���"��8����	�9:�)'5�� ;�	�����	����5����	�������(���	����	����
�)�������2��
�4�������
�

-()4.� ��� ��'�
������ 4�������� ��� 5����	���� 
�	� ��
� )	��
��	�
� ��� ���	� *
��	��
� -'45,)*.� ��



�����������	
�

<�

��	
�����
�������������������������	����������	����	����	��	���
��	������������
�����	�
����

���	
� �����	
��

� 	�
�������
�� ���
� �����=� ����	�
� ������������
� 	���	���
� ���
� ��
�

	����	�
� ��� ��
� ���
����
� ���  ��	� ��� ��� 
���������� ���� ���
�����	���� 
��
� ������ ��� ��2���

��	���	����������
����������
��	�������1��	���	������

��"����	�
�����*�:�,##,5��!	���

��	�

���(���	����	�����+
����,����	��������+	�������-+<,���.��������	�������
�������	����	�������

���  �	0� ��� ���
��� 1�� ���
� 	���	���� 
2�������� ���	� ��
� 	���	���
� ��� ��
� ���
����
� �	�
�

��	�������
��

�

������	
������
��	��
���
�������
���  �������������������/�	�������	
���	���
���	
����
�

����� ��� ������� 
������������ ������� ��� ��	�������� ��� ���� ������

� �������
� ��������	�
�� 1��

	���	�������
�������������	��
������������	�����	�������
���6��
�"�5,�:�(��)���
�
�
����

2��������
�	�����������
����
�
�	� �������  �������������0�	���	������
��	��
����
�
�����/���

����	������ ��	
����  �
����� ��� 
��2�� ��� ���� ��
����
�� 1�� ������	��>� )�� �
� ��� ���	�
���

���	�

��������������2�2��
����������������	���	��������	��,��
����������������1�����������
�

��
� 	/��	� �������	� ��	�����	� ��� ���
��� 1�����	��
� 
2�������� 	������	� ���� ���������?� ���

�	����	�����
����� ���
���  �����
�������
������
	�2���������	�	���	�	����=��������	
2����

��	�
������ ���
� ��
� @��A3���
�� ���	� ��������	� ��  ���	� ��� �����03����� ����� ���� 
������ ���

��	������� ��������
�����
���
��	����������=�������+	��������6��
�������������?�B�)����		�
��

7�� ����2�	��>>� +	������� ���
�� 
���	�>�C�� ,�� ������ ��� ����
� �����	������ 	��
���� 1�� ��� 
��
�

�	��������������+	���������� �����	���
�������������������������������������

1��	���	����
2�����������������	���� ����
�	����*0������9�'*,5����	�����	�����������

��� �����	��	�
�� ;%�,�� !�@�	�� )�� ������
� ����� ���������� ���	� ��� 
��2�� ��� ���� ��
����
� ���

<DDE�� ��� ��� ��� ���
� 	�������
�� ���	� ����	� �� ����� ��
� �	������ ��� ���
��� 1�� ��� 	���	���� ���

������	���	��
������	������	�����
���
����������
��	�3�������
�	������
���
����
�
�������	�����

�����	� ��������	��������� ��������������������	�
����	��������!���������
� �	��
���
��  �������

���	
��
� ��� 	�2���	� ���
� ��� �	������� ��� ��� 2�������

��� 1���� ���������� ��������� ���	
��
� ���

�������������	���
����	�����
���������
���	����
������
��������������������F����
��������
�

��
����	� ��� ������ 
��������
� ��� �����
�� ��


�� ��� ��� ��
� ��������
� ����	�
�� 1��
��	��


����	������������������	���������	�

�����	���

�



� � �����������	
�

G�

1�����	��
�
2��������	���	���	���
���	
����
�����������������
�������
����������������

�����	���
� ��� ������ ���
��� ���� ��	2������ ����	���
� �� ��� 	
�

���� ��� ��
� �	������� 1�����	��
�

���
��	���	���	�6������,4�*�������
�
���3�����	�������������
�������������
����������)���

����	��
��������	���������
���2���
�������������	���
���		��
�����
��	�������������
����	����
�


�	� ��
� 
�������
� ��� ���
��
������� 1�� ��� 	���	���� ��

�� ���	� ��� 2�������

��� ���	� ������	�

��	��
� ��� �����	� ��
� �	������ �	������
� 
�	� ��
� ���	�
� ����
��2�������� ��� ��

�� ���	� ����

����/���
�� 1���� �	������ 
2�������� ���	� ��� �
������	� ��� ��� 	
������ ���������� ��� ����H��� ���

:;5�� 1�� 	���	���� 
2�������� +
	�	�� "�����	� ����  ���� 
������� ���/�
� ����� ��� ���2� ��� ���

���
���)���
���� ��	
�
�
���
�����������	�������	����	����	���
�
�������
�����
��	������
��

!�	� ������	
�� ��� ����� ����������  �����	��
� ��������� ��� 	���	���	� ���	� ��� 
��������
� ��� ����

���	/��� 2�������

��� 4�� ����� ���
� ��
�� ��� #�� "��=� 	������	�� ��	���������� ���
� ��
����� ������

�������
����
�
��1������
�
2����������	���	���	�!��	����(�$',������
���������
�2�	����
����

���0	������#�����*�����������������
��
�	��	���� ��	���������2������
�������������
���������������

����� 
�� 	
�
	�	� �� !��	����� "�	��� ��� ������	� ��2����
� ���
� ��
� 
�� ����	��
�
� ��2��
� ��� ����
�

���������
�������	������������������������

1�� ����
���

���� 	���	���	� ��
���	
����
����������	�
���� ���	� ����
�����	� 	���	��������

���
���	
�������	�
�����������
�	����������	���
�	����	
���		������
��%��	����
������	���
��

 �����	��
������	���	���	�4�����
�!,()',5��*�
������+&,;%4��!��		��(,$,�&)��4�����
�

5%&+,5� ��� 1
	
���� �'",�� 1���� �	������ 
2�������� ���	� 	���	���	� �����
� ��
� ��	
����
� ����

������
����	
�
�	��������
������
���
��	
������
��	������������	
��������	
�
�	
�����
�����

���
�����
���
��

���
����������	
��

�

1�����	��
� ��

�� 	���	���	� ������ ��
������ ��� ;%�,�� !�@�	�� (�	
����  ���� �������
�

��������	�� ��� <DDE�� ��
������ ��������� G� ��	
����
� ��� ���
� 
����
� ���
���
� ������� ��� �I�J��

�� ��	�����������������������������
�������I���	
����
������
�������������	���
����	�����	���
�

���
�	������;��
�����	����	�����
��  �����	��
�	���	���	��������
���	
����
������	�������	��

&�� 2	���� ",5�'� �� 4�����
� !,()',5� ��� *�
������ +&,;%4�� 4�����
�� ��� 
���
� �
 �� ����

�����	����	�����
��2�����������
����
��������
��������
������	�����	������������2����������
���

1�� ��� 	���	���� ���	� �����
� ��
� ���	�
� ��


�
� ��
������ �� ��
����	�� �� ���
��
�	�� �� ���

��		�2�	����$	����  �� ������
�
��	�
������*�
������� ����������� ���	
��������>>�,������2	�������

������	�� ���
���
��
 ����


���	�������� ����
����������	��	��������
	���������	����2����	���



�����������	
�

K�

�	���	
� �����
� ��
� ���L���
�� &�� ���� ������ ����� 4����� ���
� ����
� ��


� ��������	����
�

���	�
���	

���	����
��	������
����	�����
��������	���
�
�	����	�
����������	����"��
��  �����
�

	���	�������
���
���������	����	������������������	��2
�
	�
��
��1��	���	����
2��������!��		��

(,$,�&)���������	�����
�����
��	������������
�������
��������������	����0��������	�����	�

�������
	����
������
��)��� ���
������A�	��  ��
��	��������  ��	� �����	�
�
����	� �����������������

���1�����		��
�	��������������������������-��		��	��!�	�
.��"��������2������������	��

�������� ��� ����� �������2�� ���
� ����
� ��


� �����������
� ������
� ��
������ ���

�	������������������������

 ��	��1������
���	���	���	�
2���������+��
�����9�'*,5����	�����	�

2
�
	��� ��� ;%�,�� !�@�	�� ���� ���� ����� ���������� ���	� ����	� �� ����� ������ ���
��� ��� ���	�

������	��������	��2�	�
���2	����
����	��������	�
����	��������

1�����	��
����	

����	���	���	����
���
����	�
�����	�
������
����������� �����
�����	���	�

�	�	�� ������
������ ���	� ��� ��
� ���	�� ���  ������?� ,	��� �)',48��� ����� $%&5+,*�� :����

$%&**,))��� 5����� :�"8��� ;��������� (%��),(('�� '�� �� "�),5'��� 1���3��	�
������

%&;'4����5�����*��;,��"�	��������
����	���
�������
���



���
����������������������2�

��������������������*�2@�0����
���	���
����M������������	
�����	����������-�F����
������
����

��� ���� ��� ������.�� ��
� ���
�
� ���

�� ��
� ���A��
� �� ���
�� ��
� �N���
�� O��� ��� ���
� ������
�

��



�������	�������2�����1�����
�
�������������	�
����������������������;%�,��������
�

���	��������	
���������

�

�� �	

�����  �� ����
� �� 	���	���	� ����
������ ��� ����	����	�� ��� +
���� ,����	����� ���

+	�������?� ��
� ')��� ��
���	������
�� ��
�
��2���	�
�� ��
���
��	
���� ��
������	���
������������	�

���� ��� 	
��� ����
�	� ��� �	�������	� ���
� ��� ���� ����	���������� *�� ��
� �	��
� ���
�
� ��	���� ����

���
	������ �������������  �� ���
�� 
����	������ ���� ��� ����� 0� �
�� ���	� ���������� 4��
�

�	��������
����
��������	�����������2��������
�	���������
�������
�������������� �0��
��

����� ��� ���2� ��� ���  ��	�
��� 1�����	��
� 	���	���	� ����� ������	��
������ ��
� �����
����
� ���

��������
�	��������������������
���
���0�=�������������������������	���
�	������	����	�
������

���  ��	�
��� 1�� 	���	���� ���
�� 5�
���� �)',48�� -��� ������� �������� ��� ��������.�� �	�
����

��('P),�� 1���������� ;,(�6,�� ���
	��� �%O&�4;�� ,��
�� 5'�;%� ��� (��	��� �'"%4,))'��

1�����	��
� ��

�� 	���	���	� ;������� �%(('4� ���� ���� ���������� ��� ����	����	�� ��	
� ��� ����

�		��
�� ��� <DDE�� 1�� ����
� �� 	���	���	� 
2�������� ��
������ '���	�������� ����  ���� ���/�
�� ���

����	��
�
� ���
�� ��
� ���� ���� !�� ���
���� ��
� 
�����
�� "�	��� ����� �� ��	���� "�5�%4� ���



� � �����������	
�

I�

�������� ;�4+&'((�&",�� ,�
������  �� ����
� �� 	���	���	� �������
� ��	������
� ����

����	������� 2	��������� �� ��� ������ ��������� ���� 	�2��� ��� ����	����	��� &�� ��	��� �����

��	�������	���*0�����+�5�'���"�	������!,(('**',5��*����A�$��:���:�	�
��:�8�(��1���3

!��		�� 9,5�;,��� 1���� $�5$�5%&P�� 5����Q�� ��'5,�� $�	�	���� 5�'*%4�� �������	��

�:&5,�&��%�����	��:�;,$,���1���3��	�
�������5,$',5����������(�$%44,��*�
������

��),((�4'�� 1�����
� ;��%'4,�� 1���3"������ +&'�:%4� ��� ��� ������ �������� ��������

;,$&**�:,5,��

!�	� ������	
��  ���� ��� ��� ������� ��� �	�������	� 
�������
����� ����� ����� 
�����
� ���

	����	����?� ��
������ "��
��
������ -"�+,.� ��� ��
������ ,����	������� ��� !��

����� -,!.�� 1��

	���	���� ��
� �����	���
� ��� ��	������
� ��� ��
� ����� 
�����
�� !������� ��� ���
���  ���� �	������
�

���
� ���
�����,!),������
��
���
����
����������
����
� ��
� ���������� ����	����	�������������

���
��� 1�����	��
� 	���	���	� �����
� ��
� ��	
����
� ���� 
����� ��� ���� 
�
� ���
� ������ 
������ ���	�

���������������0�	�2����"�	������������������
�?�1
	
�����'",�-�������������
�������	���
�

�	����2�
� 
�	� *0�����.�� $��=��� �"�;'� - �� 	/��� ����	�� ��� ��� ���	� ���  ��	� ���
� ���� �����

���2���	� 	��2�.�� ������ $,*5'� -��� !0����� ���� 
�	��2����� 1
	
���� ��� ���� ���
� �������� ���
� ���

�	�
������	.��������9,5'"�-�����
����

�
�		

.��*0������"�4;5�6�-��
�������	
������������

��������������������	�����.��P����	�"�5+&,5%4�-��
����
�
���	
�
.��$�� �������((,)�-���

�������	�  ����	� ��� ����� ��� ����.�R� ��� ���� ���������?� :��� $&'� 4+%��� 9���� (�'3;��� -����

9����)�.��)�������4+&6,4��$���S��*�55�8'4��1���35������*'$&,��)�����
��*'"%4%)��

"��
��	� )�M9�� $���S�� ):%(('4�� $�T�0� $�	���� )%&5,�� :��2� )5�4� "�4:� -����

�����>>.��5
����'�(����9	�������(�;'"'5%����

1������
�������2	
���	
������	����;DUU�-�����	������
������
.����������	����	�����������

�	���������
� ���	� ��� 	
�������� ��� ����
�	���� 1�� 	���	���� ���
�� �	�
� 2
�
	��
������ "�	��3

�
����� �(��5,83:,5�&()� -"�

� #	����� ,
��2��.�� (���3"�	��� 5&'8� +%",8� -"�

�

��������.�� �
��� ",5;�**'� -"�

� )���
��.� ��� )���� !����2� ;%� -"�

� �������.� ���	�

������	��������������
����	����������������������1�������������������
�
�����	��
�	����
����
�

 �0� 	������	��
� ��� ������� ����� -��� ������� �����>>.�� 1�� ���
� ��	�� ����  �����
� ��������� ���

���������/�	�����
�����/�����	����������
����
� ����
����2�������
������
�����������������������

�
	����� ��� 	
�������� ��� ���
�� 2	N��� �� ����
� ����  ���� ��� 2�	��	� ��� 

	
���
� ����� ��� ���2� ��� ���

	
���������



�����������	
�

U�

�����	����
0�����
��
2�����������2	���������	
��
������	������������
�����������������
��

��

��������� ���	����
���������� 1����������������	�
�����������
��	��
���
�����������������
�

����
	����
������	�
���� �����	��
������2	��������
�	���0�2�	����
���
�����
	���
���0
���������

����	��������2�
�����	
���
���	�
�����	�������
��*��
���
�����	����

• �����
���
����
�����������
�?�B��V��W���V���X��	Y�����Z��>�C�

• �����
���
����
�	������
�?�B�"��[���
��������	�������C�

• �����
���
����
�
��3��
	�����
�����
��2���
�?�B�"����
�2	����
����2�
�C�

• �� ���
� ��
� ���
� ����
���
�� ��	�����
�� ��2
	���
� ��� �����	�
� ��0
� �	���
�?�

B�������� �	
�	�
�	����	
�
 ��-���A	��� �=�������A���0���
��A��.�C�

• ,�� �� ���
� ��
� ���	�
� ���
� ����	����������?� B�)���A� 0��� ��	0� �����C� -;

��
�  ��

�������
�����������
������	���	�������
���
����2��
���	�
�
�����������.�

�

!��	����	����
�	���	�������
��������	����	��� �����	��
�	���	���	���
���	�����-����������

�	
�
����
.�������

�����������
������	���
�%!(�)����������������2���������
���	2���
����
�


��������
��������	�������������������������������
�����������	
��������	����	���

�

5���� ����	���� 
�
� ��

����� 
��
� ��� 
������� ��������������� ��� ��
� ���
�� 1�� ���	� ���
�


��	�
����� ��� ����������� ��� �	������ �
�� ��

�� ��� ���	�� ;��
� ��� �	����	� ����
��  �����	��
�

	���	���	�����
��������������03��������
�������
��	������������
����������+	������������0�

&����	
��

� ������ "�	��� ��������� ��
� 2�	
� ���	� ���
� ��
� ������
� ���� ���
� ��

��
�

��
������
�	������		��������*��������������	�����
�����������	�
����	���
��1����������������

����
�	��� ���	���������
�������	��������	����
���������7��
��
������	
��������� ������
�������

&�� 2	���� ��	��� �� ���� ������ 1������ (�4*�;,�� 
�� �����2��� ��	2����� ��	���� ���	� ������

(���	�
�� ���
�� ����� ���
� ��
� ��
������	
�?� 6���� $�&;,)�� *
��
����� ;,$%*)�� "�������

;,**%"$8���������	��;5%'4��#	���,4),4"�44��5������(,#,$�5,��;�����"�5'%4��

1
	H��� "'�:�&P�� P����	� ):%"�*� ��� )�����
�� �'+4�&;�� 1�����	��
� 
2��������

	���	���	������=��=��
������
������	
2�������<��������
��������2������������	�S�������� ����

����
�#������$%')%4����$�� �����",6,5�����
������ ������ ��
�������
��	���������� ������

������	��2������	
������������	������������
�����
��������
�
��	
�
����*�������?�"�	2����

�&�,5+4,�� ,������ ��� (��	����� $,54�5;�� +�Q���� $,6(',5�� (��	���� $%44�5;�

�%)),)�� ;�������� $5&4�� ,��
�� $&,)�*�� ���������� ����((%�� ��	
����



� � �����������	
�

E�

��*),(",88�4%��"�
���;'�83�(��,5'���*�����:�(),5���������9,59��:,��,������

!%&;,�'+4,��(�
��*'+4%5,))6����,�������%'*'4��"�	��������������
������
�>�

�

1��������
������������������
���������� ���������������������������	������������� ��	
�

�������������
������\�	�?���
�������
��	������������
����������5����2������������+�Q����

"�	��� �� ���
� ���	� ���	�� 
������� ��	
����  ���� ��� ���
� ������	� ��� ���	� ���	�� �����
��

(�
���2�������������	�����	�������
���
����
�������
���



����� ��
��
��	�
����	�����������

���
� ����  ���� ������
���� ��� ����	� ���� ������ ����� ���
� ��� 
���������� ��� ��

�	� ���� ������


��	
�� ��� ���	�� �����2����� 1�����	��
� ����� 	���	���	� ������ ;�������� (�'4,�� ������ ,	���

#5�4�:'))'� ���
�� ���� )����
� �:%"%;,�� 1�������� �5%*�� ���	��
3;���
�

;�)�:'"'(�(,*�� 1������ ;�86�� $���S�� ;';,(,)�� "��A�Q�� #�&�,�&�� +����	�0�

#%&54',5�� %�����	� "�5,*)�� #��	���� ��('4� ��� �	����� ��5'4�� 1���� ���� ���

�� ������

��	�������	�����	����	����������������
���������������	������(��	����)%+4,)����
��	�������

�	����H���)����	�
���� ��	
��������������
����	���\�	�����(�����B�)���
��@���
��2�����>�C��

�

,�
������  �����	��
� 	���	���	� ��
� ���
� ����  ���� 	������	

� ��� ����	����	��� ������

����������������������  ����	���
�������������	�� ��
��	�
��������
������� �������� ���2���� ���

���
���$���������
�
�������
 ������������������� �����
��������� ����
����2	������	�����?�

� 1
	
�����'",����	� ������������������
�	���
� �	��������� ���
�����������������������

���
� ��	
������� ��	��� ���	� �����
� ��
� 
��	
�
� ��


�
� ���=� ���
�� ���	� ��
� ��	���
� ���

�����
� �������
�
� ���	�� 5�2�	� #���	�� ��� 5������ ��
����� ��� ���	� ��� ���� ��� �
� �����


�����������"�	������	������>�

� "�	��3�
����� �(��5,8� :,5�&()� ���	� ��
� 	���	�������
� �� ���� 
2�	�� ���
� ���

���
����� 1�� ��� 	���	���� 
2�������� ������	� 	���� ��
� 	���	�������
�� &��  ��� ��������� ���

�
	��
� ������������ ���
� ��� ��
� ��
�  ��	�
�
� 
�����������
���� (�� �������	�� ���
����	�� ���

�����-��
���
�2��
�	�
��	�������
�����
���	�.����������2�����������
��
��������������- ��

�����
���
�����	
����
��
������

��
���.��+	�
�$�
��
����;�����>�

��	�
���		������
����"��?�)���
��	����������������������
��������2�������������		���)��

�
� ��� ��
��>� 1�� ��� �
��	�	��� �� ���� ��� ��������	
�  �� ���
� �����	�	� ��� ������� ���	� ���


����������?�����
������2	�����	�����	������������
���������	��������



�����������	
�

]�

� )����!����2�;%��)���
�����	����	������������������ ����	������	
�������������
����� ����

��� ��� ���� ���� ������ ��	
� ��� �������� ���� ���� ����� ���� �	�
�� ��� ���A@�������� &���

���
����	�� ��������������� ����� ��
� ���
� ��� ��� ��^� ���������2���� �� �	�
� �����H�� ���

������������������#����

� �
���",5;�**'�����	����

�����������&����������
������������������������������2�	�

�<����
���������������������
�����
�������	�����������	�0	�
�	��&�����2�����������
��
��

�	�������� ���� ���	�� ��� ������ ��	��� ��� ����� ��� ���
���
� 	���	���� �������� ��
� �������	
�

	�
���	���
�����
���
��

� 6���� 5'##%44,�&� ���
���	� 
����� ��� ������ "�	��� ���	� �����
� ��
� 
��	
�
� ��


�
�

��
������ �F� ��� ����

��
� ��� 
������	�� ��� ������ ������� ��� ��� ��
���� )��
� ��� ���� 
���	�

6�����>�*���	�20���
����
���	�������

� (���3"�	���5&'8�+%",8���0��������>>�(���	

�	��	�������������
���

���������)���_�

)���� ;�
� 
��	
�
� 
��
�� �
��	����
�� ��
� 
��	
�
� )��� _� )������ ����=� ����� ��� ���
�� �
��

�����H��������>�$������	�2��>�"����
���
���
������>>�

� :��2� )5�4� "�4:�� "��� ������ ������� �	

������ ��� ���

��������� ��
� 
�������
�

����������
���+	�������-�,�+.�����
�������������������2�	��
���� ��	
�������

�������

�	

�������&��@��A3������!�����
�����  ����������	��
�  ����
��)����
� ��
� �
����������
�

��������������	��'��������/��	�7��>�"`��:���$��;H�>>�

�

1�����	��
� 	���	���	� ��
� ���
� ��� ������ ����� ���� ���
� ����
� ��


� ��� ��	���������

������
�?�;����	�$%,;���,����	��$%"",��*0������"�4;5�6����	������)5�4�:')���

"�	������$�� �������((,)��

�

&�� ��	��� ����� ��	�������	� �� ���� �������	� ���� +��������� +:,*O&',5,�� ������

�������������-����������
����
�
��	������+	������.�
��
�����������;1�+�0��)�����
�
�
�

�����
����������������������������2����������
����	����
���
����
�������
���



���
�������

1�� ��� 	������	��
� ��
� 
�	� ����
���	�� ��� ����������	���� "��
� ��	��� ���	� �����
� ��
� 
��	
�
� ��

����	���
���������
�
��	
�
������S�������
���
���	
�����
�������������	�����
��1�����	���	����

��

�� ���	� ���� ����� �����	���� ���� �� �
����
� ��� 2	����  ��	� ��� ����� ����
�� ��� ����
� ���

��
����������H�
���2
�������

�



� � �����������	
�

a�

&��2	������	�����%�����	�(�((,"�4;�����2	������������
����	��������	
��	
���������

��� ���
�� ���	� ���
� ��� �DD� ��	
����
�� 1�� 	���	���� ��

�� )���� !����2� ;%� -���	� 
�
� ���
.��

�����(,�):'�"'4:�-���	�
������.�����
���",5;�**'�-���	�
�
�2N�����.��

�

1��	���	�����	�
�������	��
��������
����
�������2�������������
�
���������+	����������

��� !�	�
�� "�	��� �� ���
� ���
� ���	� ���	�� 
�������� ��� ���	�� �����
� 
��
� �������� +	�
� ��
��
� ��?�

#	
�
	����� $,:5��� *
��
����� ;,$%*)�� 9
���� 1�+&)� -��	����� ��� 
���.�� ��
���� 1�P,(��

��2
������ (,� $%&,)),� -��� ������� !������.�� %�����	� "�5,*)� -*���
��@.�� "��A�Q��

",((%&9�-����������(�����A.����*0������!,4�4+&,5��

�

1�� ����	��
� ��
� 	���	�������
� ��	� ��
� ��	
����
� ���� ��������� ��� ���
� ���	� ����� ���

��������� 1�� ���
� 	���	���� ���	� ���	�� ����	� ��� ���������� ����	
� ����� !��	� ��
� ������
� ���

�����
�?� !��		����� ;�+&8�4�� 1�������� #%**�5;�� !��		�� +&'%(,)�� #�	������ "�5)'4*��

��	����� "%"!,(�)�� +��������� ��� "������ *)5�&('4%�� 1���3"�	�� )%5�:6� ��� 
��

�����2��� ������� -���� ������ ����� ��� 2	���� ����
�	� ��� ����	� �� ��� 
���������.�� '
������� ���

�
	���������4�M,*)��

!��	� ��
� ���
��
� ��� ���
���
�?� ��	
����� ;������� ,�0�� +�0������� %��
���� ��� M���0�

+&'%(,)����	�
�������#��	�������1
	
�0�-�)����������.�"%"!,(�)����"��A�Q��(,(%4+��

!��	���
����������������
�?�1�������1�0�����5����0����M0�
����

"����
�2	����
���������������
��b�������������������	���������	����������������
��

������������������	�=�
���0����	�������
��c�
�������0�5�
���������c��,�������0�������	����

!�������)���
��	�����+	������������������	�
��

�

1�����	��
�	���	���	�
����	����������2	���3��	��+��	2�
�"�5)'4*����	���������������

����������	���������	�
��2
�
	�
��
����
��2�������

���

�

,��  ������	�����	���
���	���
�#	����������+�
����"�5)'4*��������������� ��	
������
�

��� ������ ���	�
� �� ���  ����
� ���

�	� ��
� �	�
�� (�
� ���
� ��� 
����
���� ��
� ���	� ���	���	� ��
�

	���	�������
�����	
����
���������=��	����	���������� ���
������	�������

�����
��	������� 1��

���
������>�

�



�����������	
�

�D�

,������ �����	��
����
����
�	���	���	����	���
�
���	����������������
������=��������	
�

��� ��� 
����������?� ��� ��
�	� ���	� ��
� 
��	
�
� �F�  �� ������ ���� 2	�

�� �������� ;������� ���

���

����� ���
	������ ��� ��� �	�
� ���� 2N����� ��� ��������� ����� ;������ ��

��
� ��

�
��

�	
��	
���	����;������1����
�
��	��������	�
�2N�
�>>�"�	�������	�������
�>>�



� � ����������	�
��
���

���

����������	�
��
���

INTRODUCTION GENERALE ................................................................ 17 

�

PARTIE 1 : ETAT DES LIEUX SUR L’ANALYSE THERMIQUE 

DANS LE PROCESSUS DE CONCEPTION DE SYSTEMES 

ELECTRONIQUES COMPLEXES........................................................... 23

Introduction .......................................................................................................................... 25

Chapitre 1 : Analyse thermique de composants électroniques ......................................... 26

�� Evolution des composants électroniques....................................................................................... 26

��� Processus de conception d’un composant électronique ............................................................... 31

���� Rôle de l’analyse thermique dans le processus de conception d’un composant électronique .... 33

Chapitre 2 : Etat de l’art sur les modèles thermiques....................................................... 44

�� Analogie thermoélectrique............................................................................................................ 44

��� Modèles thermiques existants...................................................................................................... 47

Conclusion ............................................................................................................................. 62

Bibliographie ......................................................................................................................... 64 

�

PARTIE 2 : UNE NOUVELLE METHODOLOGIE DEDIEE A 

L’ANALYSE THERMIQUE DES SYSTEMES ELECTRONIQUES 

COMPLEXES............................................................................................... 69

Chapitre 3 : La méthodologie Flex-CTM ........................................................................... 71

�� Pourquoi la méthodologie ? .......................................................................................................... 71

��� Champ d’application de la méthodologie .................................................................................... 73

���� Principe de la méthodologie....................................................................................................... 74

Chapitre 4 : Description détaillée de la méthodologie....................................................... 81

�� Décomposition du système ........................................................................................................... 81

��� Extraction de modèles numériques .............................................................................................. 84

���� Sous-échantillonnage des interfaces du modèle ......................................................................... 93

��� Réduction de modèles numériques........................................................................................... 108



����������	�
��
���

���

�� Couplage de modèles réduits ..................................................................................................... 124

��� Application des conditions aux limites et simulation du modèle Flex-CTM ........................... 143

Chapitre 5 : Validation de la démarche............................................................................ 145

�� Modélisation complète et légère d’un système complexe multi-niveaux.................................... 145

��� Une méthodologie structurée et ouverte .................................................................................... 146

���� Homogénéisation des modèles à différents niveaux de modélisation ...................................... 147

��� Flexibilité des modèles............................................................................................................. 148

Bibliographie ....................................................................................................................... 149 

�

PARTIE 3 : APPLICATION DE LA METHODOLOGIE ET 

VALIDATION PHYSIQUE ...................................................................... 155

Introduction ........................................................................................................................ 157

Chapitre 6 : Validation physique des modèles Flex-CTM .............................................. 158

�� Description du système réel ........................................................................................................ 158

��� Simplification du cas d’étude .................................................................................................... 161

���� Application de la méthodologie Flex-CTM au cas d’étude...................................................... 162

��� Evaluation du modèle Flex-CTM............................................................................................. 164

Chapitre 7 : Application de la méthodologie Flex-CTM à un package électronique 3D 

complexe......................................................................................................................................... 166

�� Description du cas d’étude.......................................................................................................... 166

��� Application de la méthodologie Flex-CTM............................................................................... 173

���� Evaluation des propriétés du modèle Flex-CTM...................................................................... 181

Conclusion ........................................................................................................................... 198

Bibliographie ....................................................................................................................... 199 

�

PARTIE 4 : UTILISATION DE LA METHODOLOGIE POUR LA 

CONCEPTION EN GENIE ELECTRIQUE........................................... 203

Introduction ........................................................................................................................ 205

Chapitre 9 : Modélisation de systèmes magnétiques par réseaux de réluctances ......... 206

�� Buts de la modélisation ............................................................................................................... 206

��� Principes de la modélisation ...................................................................................................... 208

���� Analogies entre les grandeurs physiques.................................................................................. 209

��� Difficultés de modélisation ...................................................................................................... 212



� � ����������	�
��
���

���

�� Une alternative de modélisation par la méthodologie Flex-CTM.............................................. 213

Chapitre 10 : Application de la méthodologie à un cas d’étude ..................................... 214

�� Description du cas d’étude.......................................................................................................... 214

��� Application de la méthodologie................................................................................................. 219

���� Evaluation des résultats............................................................................................................ 224

Conclusion ........................................................................................................................... 228

Bibliographie ....................................................................................................................... 229 

�

CONCLUSION GENERALE ................................................................... 233 

�

ANNEXE 1: PONDERATION DES NŒUDS DE SURFACE .............. 241

�

�

�

�

�

�

�

�



�

�

�



�

���������	��
�����
��


��������	�����
����	�����
	������
����	����
��
�����������������

���������	�



�

�

�



� � 
��
�����	�������
����

���

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

���������	��
�����
��

�

�

�

�

�

�

�

����� �����������
�	������������
�� ��
� ��	�����
�
���� ������	�����	���� �������	�������

�����
��	
� 
���	�������
� 
��	� ��� ����
	������ ����
	�	���� ����� ����
� ���������	
� �����

�����������
� 
 
	!��
� 	��"���
����
���	�	
��������	����
���� ����	�������	

�����
���
��
���
�

	��"���
����
�����	
��#��
��	����������	
�
����������	���������
	����������	��$�������#��%�������

�&�%��'��	���(������������	����)
�
��������������
�������������	�������'�	�����������	����

���������� ����������� 	
�
���������	������*���� ����)����� ����������� ������ 	
�
������������

�$	
������+���
�	
�
������������	���,���������
�	����"�������
���)�����������������-�.����#��
��

/����0�)����(��	
�
��������
	
������������

���$���
����
�	��������'�	������
��
�����������

1 ��2�(�� ��"��������� ��� 	
�
������� ������� �
	� ���3��� ����
������	� ���� ��� ������	�����

1

�����
�������������������	�4	�����	
���������!
�5�6�	����	��������������
�	��������
�	����	���

����� ���	���� ���	��
�������� ���� ���)�� )����� ��� ����	�������	

� 
���������
� ��� 	
�
������

���
� ���� ��� ������	� ���
� �	���� �	� ���
� �		�� ��	�� 	��	� ��� ���
�����	� ��
� �����
���
�

������	����
���������	���
�	�����




��
�����	�������
����

�7�

�
�

�

1����!�����		��
����	����
���	���������
�������������
��	������
����	����	�������)������

��� ����
� ��
� �����!��
� ���
�
�� ��� 	������ ��
� 	���
�
	��
� �� ������
� ���
��
��������	�

�����		��	� ���
�� ��� �
������ ��� 	������ ��
� �����
��	
� �	� ��� ���	������� ��� ������� ���

�����
��	
����
����
 
	!����(����
���!����

���
�5� ������	
�������
���������
�������	
�

�
	�5������)������������)���	�	�������
	��������������
�	
�������

��������
���
�������	
������

�����	�5�
���	��������
�
��	���������	��	��������	���
��	������������
��	�������)������

�������
������������
���������
��	��

#�
���"��	��
�������	�!
���

����	����	���
�����	
�8��
������������������
�����)�
�
�����
�

���!��
�	��������
������		��	��������	������������ 
�������
 
	!���
���	��������������$��

�!
� ��
� �����!��
� 
	���
� ��� ������	����� �����
��� ���� �
	������)��� ��� ���
	���	���� ���

���!��
�����
���
��5���
�
�
������	���
��	��
���������������	�	 ���������
��
�	������

�
���

����
	������)��������

���

�

(�
�	�����$����	�!
����	���	����
�������������������������	������	�������	�����
��1�����

*�9��� �	� ��� ������	��������)
���� 
���	���������:�������� +:;0���,��1�����*�9����
��������

��
� ��)�����
� ��� 
�����	���� �	� ����	���
�	���� ��� ��� )�
	���� ��
���)��� ����� ��
� ����
�


���	�������
� ��
	��
�
� ��� �����
� ��
� ��������
� ������
�� ��� ���	�������� ��
� 	
�
�����
�

���	����
�������	��� ���������
��
�	������� �������	��	������� ������	� ������ ������	�<���������

���������	�������	��������
� ��)�����
��
	����	� ��
����	�
�
���	�����
��	�
������	�����
�
��	����

���	���
��	������
������
��	
��������
����	���
��(�
����$���
���!��
�
	��	���	������	�



� � 
��
�����	�������
����

�&�

��

�� ��
� ��)�����
� �
��

�	��	� ����� ��� ���!��
� 	��������
� ��
� �����
��	
� ���������	�


��������
������������������������	����		���
����������������
����	���
��

*����������
����
�	�����$�
���
!���	�
)������	����
����������������"�	������
���(���*���

+(���=*��>�)�<� 
	��� (�<1�
�)�,�� (�� ���"�	� �
	� �
� ����� ���
��	���� ��	��� ���
����
�

��	�����
�
� +���	� 6��������� �2�'��������	�����
�� .�
����1����� *�9���?,� �	� ��� ����
	�	�	� ���

���������� 
��� ��
� 
 
	!��
� 
���	�������
� �������

� +6��00',�� #�� ���"�	� (���*� ������� ���

���
��
�	�������	�<������$� ����<���>�)�<*(.� �	� ��� ��<
�����	�����
��������� 
���	������ �	�

	����������

�

����� ��� ������ 5� ����� ��
� ��"��	��
� ��� ��� 	�!
��� ���
� ����
� �
�
����
� ��
� ��
���
� ���

������	������������
���	����������	��$����
���
�	��������
�������
��
�	����������
�
�5���
�

��	��
���	�
��	����
������		��	�����
�������5���
���
���
��(�
�����
���	�
�	�
��	����
�
��	�

�
���	�
�������	������	��
�����������
��

1��
� ��� �����!��� ���	��� ��� ��� ����
���	�� ���
� ��

��	����
� ��� 
	�	� ��
� ����$� 
���

������ 
�� 	������������
� ��� ���@��� ��� ������	������
� 
 
	!��
� 
���	�������
�����!
� ������


����)�
���
���	���
���������� 
����	�������������$�	�������)��
����

��	�
�����
������
����
�

��� ������� ��
� ����)�
� 
��� ��
� ���!��
� 	��������
� �����		��	� �������	���� ���� ���� 
��

	��������� ������� ����� 
 
	!��� 
���	�������� ���	�<������$�� *��
�� ���
� ��

��	����
� ��
�

���!��
�	��������
��$�
	��	
�
�
���	����
�����
�������5�������������
�����)�
��

1��
� ��� 
����������	���� ���
������
����
���������������
	������)��������		��	����

���
	��������
����!��
�	��������
��
)��
��	����	�<������$����
 
	!��
�
���	�������
��(�		��

�
	������)��� �������	�� �����	� ��� �����
��� ��� �����

�
� ������ 
�� 	��������� �����

�����
��	�������$����������		��	��������������	������
�
�����
����������	����5�����
���	
�

������$�	��	�������)������
�)�����
 
	!����

#�� 	���
�!��� ���	��� 
���� �
��
�� 5� ���������	���� ��� ��		�� �
	������)��� 5� ��� 
 
	!���


���	�������� ������$�� ����� ��
������� ��
� �����������
� ��
� ���!��
� �

��	��	
� ���

��������
���������������
��
�	�������
���������
 
	!����

��������������������������������������������������������

�

1 *��
� ���������	���
� 
��� ��� ���"�	� (���*� 
��	� ��
�������
� 5� ������

�� 
�����	�8
http://www.medeaplus.org/web/downloads/profiles_medea/2T405-CoSiP-profile-
outMEDEA%20%2817-5-10%29-1.pdf




��
�����	�������
����

;A�

#�������!������	��������	�5�������
�������
���
��5������������	�����������
	������)������

�����������)
����
���	����������������		������
������������������
���������	
��������
	������

(�		�� �����!��� ���	��� �����
�� ���
�� ���� �
������� ���)������ ������
��
�	���� ����� 
 
	!���

��)�
	���������������
<�����
��������	��

0������ ���
� 	���������
� ��� ����
���	� ���� ��� ������ ��
� 	�����$� �����	�

�� �	� ���

��

��	�	����������
���	���
��



�

�

���������	��

�


��������
���������
����
�������������������


��������������������������������������

�
����������������
�����

���������	
��	����
����	�����	���	���
	��	��	���	�
����	���	����
	������	
��	������	�����

��������	
�



�

�



� � ��
	�
��
����

���

�����
���	 �


��������
���������
����
�������������������
��

������������������������������������

�
����������������
�����

���� !"#�

PARTIE 1 : Etat des lieux sur l’analyse thermique dans le processus de conception de 

systèmes électroniques complexes ............................................................................................. 23

Introduction........................................................................................................................... 25

Chapitre 1 : Analyse thermique de composants électroniques ......................................... 26

�� Evolution des composants électroniques....................................................................................... 26

���� Description structurelle d’un composant électronique .......................................................... 26

���� Evolution de la taille des transistors ...................................................................................... 27

���� Des packages de plus en plus complexes .............................................................................. 29

���� Conséquences de cette évolution........................................................................................... 29

��� Processus de conception d’un composant électronique ............................................................... 31

���� Rôle de l’analyse thermique dans le processus de conception d’un composant électronique .... 33

������ Généralités .......................................................................................................................... 33

�������� Les transferts thermiques............................................................................................. 33

�������� Modèle physique d’un système thermique.................................................................. 36

������ Risques liés à une élévation de température ....................................................................... 37

������ L’analyse thermique actuelle dans le flot de conception .................................................... 39

�������� Différents niveaux de modélisation thermique............................................................ 39

�������� Analyse thermique partitionnée .................................................................................. 41

������ Proposition d’un cahier des charges sur les modèles thermiques ....................................... 42

Chapitre 2 : Etat de l’art sur les modèles thermiques....................................................... 44

�� Analogie thermoélectrique............................................................................................................ 44

���� Eléments passifs .................................................................................................................... 44

������ Eléments dissipatifs R .................................................................................................... 44

������ Eléments de stockage d’énergie potentielle C ............................................................... 45

���� Modélisation thermique par circuit RC ................................................................................. 46

��� Modèles thermiques existants...................................................................................................... 47

����� Les modèles rapides à simuler ............................................................................................. 47

������� Modèles empiriques...................................................................................................... 47

������� Modèles analytiques ..................................................................................................... 49

II.1.b.i Modèles FFT .......................................................................................................... 49



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

�$�

II.1.b.ii Modèles de Green ................................................................................................. 51

II.1.b.iii Modèles ATMI..................................................................................................... 52

II.1.b.iv Modèles HotSpot.................................................................................................. 55

�����	� Modèles de type DELPHI............................................................................................. 56

����� Les modèles multi niveaux................................................................................................... 59

������� Les modèles numériques............................................................................................... 59

������� Limites des modèles numériques.................................................................................. 60

Conclusion ............................................................................................................................. 62

Bibliographie ......................................................................................................................... 64

�

�������

� "������#������
�������$����
����������
��!���
	����������	��

��
�
�������#��	�
������
 ����


�����������������
�
���
�
�����������������	%�	���
���&!�������'���

�������
�	���
����
�����	���
����
�

(����	�$����
�������$���
�
����
�����
����
!�
��������������������
�����������
���
�
����
�����%�	
��

!�!#�
���� 
�� 
���!	�
�	��� ���� 
���� ��!��� ���� ��
�	
!���
��
�� ���#��
� ��
��	�� 
���


��%���
��������
�� 
�� ��	���
� #��	��)������ ��
����$����
� 
�� ��������
�� ��� ��
� 
�����!������	��


��%%��
��	� ���� �������� 
��	������ ����� 
�� �
� 	���
�� 
�� ���
 ��� !���
	�������� *	'� ���� �!
��
���

��
������� ��� ��	��

��
� ���� 
��%%��
��	� ���� �������� 
��	������ ���
�+��#����� ����� 
�� 
�� ���
 ����

�����������&�����	��������
������������	�
������	$���!
�,�����	�
�����
 ����
��	���������	��

��
�


��%%��
��	� ���� �������� 
��	������ 
�� ���
 ���� !���
	�������� �
� �����	���� 
��� ����
����� !#��
�������

�������
�����
 ����
��	�����������
��
���



� � ��
	�
��
����

�%�

�������������

#��&'(%��)�
����#�����
	�����	*+
����	�����!��	�����������������
���������+
����������	�

��,�	�������� 	-+��	���	��	� ��� ���

	� �	� �
�������
�� ����� �	�� ���
�+
��	��	�
���

����	�
	��	�	����+	
����	���������+
��������,�	���������	��	-�,	��	����	
,���.�	��	���	��

+
�
�/�	�� �	� �����+������ ��	
��.�	� ����*0��	����� 1����������� �	�� ���+�������� ����
�.�	��

�����	�������	��������0��
��+�����	�������������������������	���
���	�	���
	��
	��������
���

��	�+
�
������.�	� ���+�	-	�� ��� ��� +�������	��	� ������� �� ���
���	��� ��,�	����� 	�� �	�� �	�

��2��� 
�+��	�� ����3	��	���+����	��4�	�+��
� �����
�	��	���	��	��
���	
�	���.����.�����5�	��	��

��,�	��	�5����
����	�
�	������
�	�
��6
�	
��	�����+��������	������	��	��������	��	����	
,�	�

	��� �	�	��� ��� ����� ��0	�
� +��
� ��� ����	+����� �	�� ����/�	�� 5� +��	��� 7���� �	� +
	��	
�

���+��
	�� ����� +
��	��	
���� �	� ����	� �	� ����	+����� �	�� ���+������� ��	��
���.�	�� 	��

+�
������/
	�	����	�+
��	�������������	���	
��.�	��	�����+�������� +
/������
������,����	��

��
	��	���	� ��������	�����	��	�������+
�+��	
�����������	
��	�����
,	�� 
	��������-����/�	��

��	
��.�	�� ����� ��	��	���	
� ��	� ������	� ���	� 	�� 
�+��	� ����� ����/�	� ��	��
���.�	� ������

���	��-�� 8����� ����� ��� �	����� �	�+��� ����� 	��	���	
���� ��� ����� �	� ���
�� ��
� �	�����/�	��

��	
��.�	������	+��
�	���	�
�+���
	��������	
��	�����
,	��+
�+�����



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

�9�

�����������	 ���
�����������������������������
������������

�� 
 �
����������������������
������������

���� !��������������������

������������������
�����������

:�����+��������	��
���.�	�
���.�	�	��������������	��	�-�����	����+
����+��-�;<�,�
	�

&*&=>��	���	�	���	�+��?�,	��6	����+	���	����+�������������++	������6�;����	�����6��+=��

86� 7�	
8��?�,	

6���	��	�
�

86� 7�	
8��?�,	

6���	��	�
�

�

<�,�
	�&*&�>���
����
	���������+��������	��
���.�	�

�

1	���	�� 	������
�����	��*�������	�
� ;����������,	
������������������ ����
�+�������

������+
���	���6��)�@�����������=��	������+�
��	������	�������+�������6�	�����
��	������	���

.�	������,
������	������������	��
�������
�������������
	
��������������	��	���*����

1	� �	�-�/�	� ����	��� +
����+��� ����� ���+������ 	��� �	� +��?�,	�� 6�	��� �	� 
�A��	
� .���

	����
	� �	� ��	� 	�� 
	�+���� +����	�
�� 
B�	��� 8
	��/
	�	���� ��� +	
�	�� �	� +
���,	
� �	� ��	� �	�

��	���
���	�	���;+�����/
	�������=��7	�+�������������������
B�	���	��
�.�	��6�	�������.�������
	�

����
������������	����,���-�	��
	��	���	�	�������
�	���	��
���.�	�;86�=��,
C�	���-�����	��	�
���

���������,�	���0�
����
	�	����
������+	���	�����	��	�
��.�����
�	����	�����	��+��?�,	��>��	��

+����� �	�� 
����� 	�� �	�� �	���� ;<�,�
	� &*�=�� #������ �	� +��?�,	� 
	�+���� �	� 
B�	� �	� �����+��	�
�

��	
��.�	��!��	������	��������������	��������	
���������+�������	��������	�
�,���
�	�+�
��	���	�

�	
����	-��
�	�
��+�
��	�
������������
������	������+��������	
��.�	��



� ������
	�������������
��	������
����������
��!���
	��������

�(�

����������
�

8���8���
�

�=�8��?�,	���	��
����� 
=�8��?�,	���	��+����

�

1	���1	���

�

�=�8��?�,	���	���	����

<�,�
	�&*��>�1	�������
	������+	���	�����	��	�
��

�

1	���	�	�����-��������.�	�	������+��?�,	�+�
���	����	������	��������	���++	��	�������

��	*�������� 1	�� ����	-����� ��	��
�.�	�� 	��
	� �	� ��	� 	�� �	� +��?�,	� +	��	��� 4�
	� ����
�	�� �	�

+����	�
�� ����/
	��� 8
	��/
	�	���� +�
� ��D�
	
�����,���� �	� ����� �	�� ����� �	� �����
	�

;����������� �
�� ����
	=� 
	������ �	��+�
����	� ����	-���������	� ��-� ����	��	�
�����+��?�,	�

EF "*&GH�� 7	�-�/�	�	���� ��� �	������,�	� ��<��+� 6��+��� +	
�	�� ������
	
� �	��	� ����	-����

��	��
�.�	��#��	��������	�5�
	���
�	
��	�
�����	��	��*�������	�
�	��5���-	
��	���*������+��?�,	�5�

�����	��	�+	���	��
���	���	������
	�;����	��	��
������	��+��?�,	�=�E1 :*'%��I!@*G'H��

���� 
 �
���������
�����

������������������

:�	� ��������������� ����� ����/�	� ��	��
���.�	� 	��� �	� 
�������� ����� ��� +����	�
��

���+���������+���������
������
�	���	��
���.�	��������/�	��6	�����+������������	�-*�4�	��

������������	�����������	��
�������
��,
�������
������
��
����	��*�������	�
��

1���������
���������	�� �
�������
�� 	��� ��� ����	�
� ��	���	� ������������ �	������,�.�	� 	��

��	��
���.�	�� #�� 	��	��� +
	��/
	�	���� �	� ����� �	� ������	
� ��� �����	� �	�� �
�������
�� +	
�	��

����,�	��	
�����	�������	��	�-*�����
���	���
���	������	��	��������	�
����
	��	�����	�������

����� ����/�	� +��
� �	�� �4�	�� ����������������� 8�
� ����	�
��� �	��	� �������
�������� �	��

�
�������
����������+	
�����	��������	
��	������	-�����	��
	��	�������
	����+
��	��	�
��	���	��


	,
��+���� ����� ��� �	��� ���+������ ��	��
���.�	�� 6	��� �	� �
������ +�
� ��	� +���� ,
���	�

���
������ ��� ����/�	� 	�� +�
� ��	� ��,�	�������� �	� ��� �
�.�	��	� �	� ���������	�	��� ���



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

�J�

+
��	��	�
�� ,
C�	� 5� ��� 
��������� �	�� �������	�� 	��
	� �	�� ���+�������� 7	� +����� �	��	�

�������
�������������	��	�� �������.�	� ��
� �	�+
������ ��
� ��� ���	����	��������	�+
��	��	�
��

+��
� ��� ����	+������ #������ �	��	� �������
�������� +	
�	�� ����,�	��	
� �	� ���

	� �	�

���
�+
��	��	�
��������������/�	��	��������	������0���	
��	�����	��	�������������1��<�,�
	�

&*�� ������
	� �	�� �����.�	��	���	� ����������
���������	�� �
�������
�� ��
� �	��+	
��
����	���	��

���
�+
��	��	�
��	�� �	
�	���	� �
�.�	��	��	� ���������	�	�����	����

	��	� �
�������
�� ;����

�	����
	=�	���	����������������
��������+�
��	����	�;�!8�=��

�"#$ �"#% �"&$ �"&% �""$ �""% '$$$ '$$% '$�$
�$

(�$

�$
(%

�$
$

�$
%

�$
�$


 �
���������
��������
�)��������������

*��+�����������������

,����������)�� ����-�.

,������������/��������������-01.

2��3

�

<�,�
	�&*��>�#����������	�����	������,�	��
�������
��E)!1*G$H��E!@KH�

�

1�����
�	�5�����������
���������	���
�������
���	�+��
�����	���
	���0��
������� ��
��.�	�

!��	�� �� +
������ ���� �GG'� �	� �!��	��6�
	� �(� '9%�� ,
���� 5� $%���� 	�� 	�����,	� ��� +
����������	�

���
�+
��	��	�
����	����	����	��	��	�,
���
	��	���������
�����G&G���	����,���	�
��	�+/
	���

���	���
	� �	� �	���� �	� ����� E��"*G'�� "�L*G'H� ������ ���� �G&��� 6	+	������� �	�� +
�
�/�	��

�����	
����	-������	��
�.�	���	���	���������
������������	��	���5���-	
���	������	���
�����	������

������,
������ 	�� �	�� �
�.�	��	�� �	� ���������	�	���� 1�� 
��������� �	�� �����	�� �	� ,
���	�� �	��

�
�������
��	��
���	�����
	������M���	������,�.�	���+�
���������++�
�������	�+�����/�	���	�

+����.�	�.�����.�	�+�
������/
	�	�����������	�5���
����	
�E<" *G&H��



� ������
	�������������
��	������
����������
��!���
	��������

�'�

���� !������4�)�������
�������
�������
�����

1���������
���������	�� �
�������
����+	
������	�+
	��/
	���,�	���������	� ����	������

�	�� �
�������
�� ��
� ��� ��
��
��� �	� �	��*�������	�
�� @���������� �	� ���

	� �	� �
�������
��


	��	� �������+�
� �����
���	������
��
����7	�����	��	�� �	������,�	���	�+��?�,	���������������

���2�	�� ����� ��������	
� ��� �	
��������� ��� ����/�	�� 	�� ����� �++	���� +��?�,	�� �7�� ��� �	��

������,�	� 	�� �	�-� ����,�
�	�>� �	� ����	*����?��,��� 	�� �	� ��+��?�,	� ��� +��?�,	���� 1	� ����	�

����?��,��������	���������������.�	���������	�5�	�+��	
��	��
������	��	��*�������	�
�� �	��

������
��	�����
	���5�������
�	�
�������	���+��?�,	�;<�,�
	�&*$*�=��1������	-����	��
	��	�����	�

;+��
�	�� �	� ��	=� +	��� 4�
	� ����
�	� +�
� �	������,�	� ���+*���+�� +�
� D�
	
�����,� ��� 	���
	� 5�

�����	��	�������1	�������������	���
�����	�+	��������/�
	��
��	
������	���	����.�	�.�	�������	��

�����	�� ����� �	�.�	��� +���	��� �	�� ����� �������	�
��� 1�� �	������,�	� ��+��?�,	� ���+��?�,	���

;8�8=�.�����5�	��	���������	�5�	�+��	
��	��+��?�,	���	��������
��	�����
	��;<�,�
	�&*$*
=��6	��

+��?�,	��������.��+����	�
����������������
	
��������	-������	��
�.�	�	��
	��	��+��?�,	���

� �

�=� 
=�

<�,�
	�&*$�>�1	��+��?�,	���7�

�= 1	���	*����?��,�


= 1	�+��?�,	����+��?�,	�;8�8=�

�

���� ����������������������� �
������

1����������� �	�� ���+������� ��	��
���.�	�� 	��� 5� ���
�,��	� ����	� �
��	� 
���������� �	��

����/�	����	��
���.�	���#��	��	�������������
���������	���
�������
��	�����+
��	�	�����+�	��	����

�	
����������������/�	�����+	
�����	�����	���
��	������/�	��+����+	�����	��+����+	
��
�������

7	�+����������������������	�����	
����	-�����	��
	��	�����+�������������
������	��	���	�
	�

���
�������	����������	�	����	������/�	���

K���	�������	��	������������	������,�.�	��������+�,�	�����	��	��	���,�	���������	����

�	������ �	� +�������	� ��� �	��� �	�� ���+������� ��	��
���.�	��� 7	� +����� ��	�� ��� �����	� 	��

�
�.�	��	� �	�� ��
������� �	��� �	� �
������ +�
� ��	� ��,�	�������� �	� ��� ������������� �	�



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

�G�

+�������	�	������
���
��+�
���	�
����	��	������
�	��	���	��	��
���	
�	���	���������	������������

�	�����������	��	������/�	�������	���8�
�����	�
�����	������������	��	�+�
���
	����������	�

��,�	���������	�����
������	�����	�	���������	���,�	���������	����+�������	������+�	��#��

���
	���	��	���,�	���������	�+�������	�	�,	��
	�	��	*�4�	���	������������	�����	�+�
���
	�

��� ���+������� !�� 	-���	� ����� ��	� ���	
��+	�����	� 	��
	� ����,�	�������� �	� ��� +�������	�

�����+�	�	���������������	�����	�+�
���
	�����	��	�����
	����<�,�
	�&*%��

�

<�,�
	�&*%�>�#��	����	��
���	
��.�	�

�

6	��	���,�
	�����
	����
�+���	�	���	�+�
���
	���������+��������	��
���.�	�	-�����+�
�

�	���
��	��-�+�
����.�	���	�+�������	��1	�+����,	�����������
���5���������������	�+�������	�

+
���.�	� ��	� ���������� �	� �	�+�
���
	�� @���� +������� ������ �������	
� .�	� ��� +�������	�

��������	� ��,�	��	� ��
� ��� ��
�	� �	� ������� ����� ��	�� ��� �	�+�
���
	�� 1	�� ���

	�� �	� ���

<�,�
	�&*%����������
�	��	����	���	���,���	������	
����� 6#+��
	
�E 6#H��

1����������� �	�� �	������,�	�� �� +	
���� �	� ����	���
� �	�� ����/�	�� �	� +���� 	�� +����

+	
��
������������������	�+����	��+�������+�	-	�������� �	�.�	����	��/�	����	������
����	��

������.�	��� ��	��
���.�	��� 	���
���	�	����	��� ��	
��.�	�� 	�� �4�	� �������.�	��� 6	��

���

	��	�� �+������������� ��	����	��� �	� +���� 	�� +���� �	�� ��
,	�� �	� ����	+����� �	��

���+��������



� ������
	�������������
��	������
����������
��!���
	��������

�&�

��� ����������������������������������������
�����������

1	�+
��	�������������+��������	��
���.�	���A�������
	������	��
�	
���	����������������

�+�����.�	� ��� ����/�	�� 	�� 
	�+	������ ��	� ����	� �	� �+������������� ������ +����.�	�� 	��

�������.�	�� ;+�
� 	-	�+�	� ��	����

	�	���� �	� +
�-�� ��� ���+���
������ ��	��
���,����.�	��

�������������	��	�+�
���
	���=��

1	� ����	� �	� ����	+����� �	� �����+��	� 	�� �
���� ���+	�� +
����+��	��>� �	� ����-� �	�

���
����	���
	������+���	���������	�������

���������7	��������	���	�+	
��
����	��5������
	����

���	��-� �	� ����	+����� +	
�	��	��� �	� ��
���	
� �	� 
	�+	��� ��� ����	
� �	�� ���
,	�� 	�� �	��

��	���	��	�� �������������� 5� �++�
�	
�� 1�� <�,�
	� &*9� ������
	� ��������.�	�	��� �	� ����	� �	�

����	+������1	��	�+��,��
����	�����	+�����������	�����+������	�����	���
���&J�������

 
����	���
	

!�+���	��������
����D�
	�F�
�D�
	

<�

�������

6���
B�	�

"�����	�	����	��
�+������������

6���	+���������	�
+���	��
�	���
��	��	

�+������������
���������	��	�

���.�	��
�	�,
���
	

8
�����+	�
�	��
�	����+�����

 
����	���
	

!�+���	��������
����D�
	�F�
�D�
	

<�

�������

6���
B�	�

"�����	�	����	��
�+������������

6���	+���������	�
+���	��
�	���
��	��	

�+������������
���������	��	�

���.�	��
�	�,
���
	

8
�����+	�
�	��
�	����+�����

�

<�,�
	�&*9�>�8
��	������	�����	+�������������+��������	��
���.�	�

�

1��+���	����
����	���
	��������	�5�������
� �����
����
	�������+�������	����������������

.��������������
	
�	���	������
����	��.����������
	�+	��	
�� ��
	�	���������	���������	��	����+	�

.�	� ����� ��� ���	
���	
� �	� ���

	� �	� +
��	��	�
��� ��� .�������� �	� �����
	�� �	� ��+	� �	�

+�
�+��
�.�	�� ��� 	���
	� ��� ���	��	� �	� ,
���
	�� ���	����
	�� ��� 
��� ���������	�	��� ���

���+�������	���	�+���	�	����	��	������	����������	�����/�	����	��.�	������������.�	��
/��+	��

�	� �����������	�� ��� ����/�	� 5� �	� ����	� �	� ��� ����	+������ �	�� +
	��/
	�� 	����������� �	�

��������������	�+�������	�	���������������	��	�+�
���
	�������+�����������	��	����	��� �



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

���

���	�
	� ����	��	�� �	�� 	����������� �	� ������������� �	� +�������	� ����� ���	
����	��

��0�
����
	�	��� 5� �����	� �	� ��
�	�
�� 
�������� +�
� ����,���	�
� �
����	��	�� 6	�� ��
�	�
��

+	
�	��	��� ������ �������	
� ��� +�������	� ��������	� +�
� ���.�	� ����	��� ��� ����/�	� +�
�


�++�
��5������
����
	�������	��@�������������,	�������	�
��	��	������	����	���	����
�	�
��	���

�
/�����+�	-	��1������������������������/�	�	���
���	���
���	��	��
�+��������
�
���.�	��	�

�	����	��
	+
��	�������	�����	��-��	��	��
�+������������/�	�������	�	

	�
�	���������	������

���
������	����	��	��
�+���������	���������
/����������	��	�����������	
��7	�+�����������+�	-����

�	�� �	����	�� 
	��� �
/�� ��������	� �	�
� 
������������� 	�� �	� �
����	
�� �	� ���+��	��	�� 5� �����	� �	�

�	��	�*���� 8�
� ����	�
��� �	�� ����/�	�� �	�	����� �	� +���� 	�� +���� ���+�	-	��� ��� ��
����
	�

���
�
���.�	��	����
�	�
����	���+�����++
�+
��	��#��	��	���
��	��	����������	+�	�
���������

�������	
����	�	����������/�	�	������+�������������	���-����	��	���	����	����++�
��	��+�
��	�

��
�	�
�� K���	������ �	� ����	��-� +
������� ��	
,	��� ����� �	� 
�+���
	� ��-� 
	������ �	��

����	+�	�
��������	�+�����
�	����	
������������������	�+�������	����������/�	�E 6#H��7	�

��
�
�A��� ��	� +
	��/
	� +���	� ��������	� ��	
��.�	� 	��� �,��	�	��� �������	� 5� �	� ���	��� ���

+
��	����� �	� ����	+������ ����	� ��
� ��	���������� +
����	��	� �	� ��� ������������� �	�

+�������	�� ������	� ��	
��.�	� ���	� 5� ���	
���	
� ��� �
�
	� �	� ,
���	�
� �	� ��� �	�+�
���
	�

��-����	����	���	�+�
� �	����+������+��
���	������,�
�����������	��7	�����������������	N�

���+�	��� 	�� 
�,��	� ����������
	�� ��� �
�������
	�� ����� ������ 
������	�� ��
� �	�� ���/�	��

��	
��.�	���������	����	
�����	�+�
���
	�������+�������1�������	���	
��.�	��	
����������	�

+���� 	-+�����	�	��� ����� ��� +�
��	� �������	�� K���	������ ������	� ���
����	���
	� .��� ��
	�

.�	�.�	��������	������	N��++
�-������	������������+	���	������������	����
��	����+�������	��

��	��� +��
����� ��	��	� .�	� ��+	��	��� 	���
��� JGO� �	�� +	
��
����	�� �����	�� ��� ���+������

E�#@*&GH�� ���������	��	��	�����	��	��,���
�����	
����	���+����������������������	��	���	������

+��� ���������	�� +�
� ��� ��
����
	� ������	� 	�� ��� ���+
����� �	�� �+������������� 	��� ���
�� �������

	��
	��	������,
��	�
��	���	������	+�	�
���

1���	����	����+	����+
��	������	�����	+������������	�5���+���	��	
��	�������������	�

���.�	�����	����	������
����
	�������+��������
���	�+���	��
�	���,���	��	��6	��	�+���	��
�	�

�������	���	���
���	�	�������+���	���������	�������������;���
�+
��	��	�
��+����<8) P=��

.��� +	
�	�� �	� �	��	
� 5� �
/�� 
��� ���	��� ���
��
�������� ����� �	�� ����������� 
�	��	��� �	�

���������	�	��� �	�� ����	���� ��� ���+������ +��
� �	�� �����
��� ����	����
	��� 1����+	�

����+���	�������� �
������ 5� �����
�
������ �	�� ���.�	�� �	� ,
���
	� .��� ���	
���	��� �	�



� ������
	�������������
��	������
����������
��!���
	��������

���

+���	�	��� �	�� �
�������
�� ��
� �	� 
���� �	� �	��*�������	�
� �����	� +�
� �����	�� 1	� 0	�� �	�

���.�	�� �� ��� ��M�� �
/�� ��	��� ;�	� ���
�
	� ��� �������� �	� �����
�=�� ��� 	��� ����� ���2�� �+
/��

�����	����
������������	������
����
	�+��
�����	
������
��.�	��	�
	��
����
������������+������

.���������	
�����	����.�	��	�,
���
	��1���
����/�	����+	����+
��	������.�����5�	��	���������	�

5���

�.�	
��	����+������
�	��� �������	��������	���
�������
��	���,
����+�
������,
�+��	���
��	�


���� �	� �	��*�������	�
� ,
C�	� ��-� ���.�	�� �	� ,
���
	� ������ �	� �����+	� +
����	��	��

8����	�
��������������,
�������
������
���	����
�����	��	��*�������	�
��1	���	�	���	�����	���-��

��� ��
��
��� ��� +��?�,	� +�
� ��� ��������� 	�� �	�� ����	-����� ��	��
�.�	�� ����� ����
�	�� +�
�

D�
	
�����,�� ���+����+�	�Q���������	���� ��� �	������,�	����+��?�,	��#�������	���	��
	�������

	��	����	����
��	����+������
�	��������	��	��	
�����+���	����������
��	����+������
�	���	���	�

��
���	
� �	� 
	�+	��� �	�� �+������������� ��	
��.�	��� ��	��
�.�	��� ��	��
���,����.�	�� 	��

������.�	���

6	��	� +
��	�������� ��� +
��	����� �� +
����+��	�	��� �����,��� �	�� �++
�-���������

����	��	�� ��
�� �	�� ������	�� �	� +�������	� 	�� ������������ �	� �	�+�
���
	� ����� ��� +���	�

���
����	���
	��������	��+��
��������	
������	�+��
��	��+	
��
����	�������	��������+�������

7	�+����������
�
���������0	���	����.�	���	�,
���
	���M�	��
/����	
��!��	��������+
���
������	�


�����	
����������������	����
����	���
	�������+������+	
�	���������
	�+	����	���+�������������

�	�+���� �B��+����
�	������������	
��������	����	��,���	����.�	��� ����������� �������	��	��	�

������
���� ����� ����� �������	
����+
����+��	�	��� ��
� ��������	� ��	
��.�	��	�� ���+�������

+	�����������+	����
����	���
	��

���� �5
�� ��� 
����
���� ���������� ����� 
�� ���������� ��� �����������

����������������
�����������

������ 6�����
�����

�������� 7��������/����������������

 �����	������
����+�.�	������	�+�
���
	��������
+���	�������������	���	��	��
	��	�

���,���������	��	��+�
�����	��;����	��	���������	�=��:���
����	
����	
��.�	����	
��	����/����
��

.�����	-���	���	������
	��	��	��	�+�
���
	�������������/�	��1	��
����	
����	
��.�	���������

��
+�� ��

	�+���� ��� �
����	
�� �	� �	��	� �,�������� ����� �	� ����/�	� +�
� ������ 	��
	� �	��

+�
�����	��� �������	������
����+�.�	���	��
����	
����	
��.�	��	��
������+�
�����
������������



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

�$�

���-��	�����	�
�	��
	��	�-���
+���	��	�+�
���
	������
	��	�;���+�����������	
���	�+�����
���=��

��� ������,�	� �
���� ���	�� �	� �
����	
��� ��	
��.�	��>� ��� ������������ ��� ����	������ 	�� �	�


�����	�	����+�������4�
	����
������	��������-����
	��E� 6*GGH��

8
	��/
	�	�����	��
����	
��+�
������������	���+
���.����+�������	���+�
����,
���	���

�	� �	�+�
���
	� ����� ��� ��
+�� ��� +�
� ��� ���	� 	�� �������� �	� �	�-� ��
+�� �	� �	�+�
���
	�

�����
	��	�� 6	� �
����	
�� �	� 
�����	� ����� ����
������� �	�� ��
+�� 	�� ��	��� �	� �	��� �
����	
��

��	
��.�	����	
�	������������������	����+�
� ������	�	�����������	��	�-������	���1��<�,�
	�

&*(�������
	��	��
����	
����	
��.�	�����������
+��+�
�������������

�

<�,�
	�&*(�>�K
����	
����	
��.�	�+�
������������

�

7�����	���������������	�����,/�	�	������
�+	����������	�<��
�	
�;&*&=��
����������
�������

�	��	����-��	�����	�
�+�
����+
��	��	������,
���	�����	
��.�	�����	��������
+���������>�

Tgrad.Skconduction −=ϕ  -�(�.�

�R�S����������� 
	+
��	��	� �	� ���-��	� ����������� 	��I�5� �
��	
�� ��	� ��
���	� �� 	���T�� ?�


	+
��	��	�������������������	
��.�	��������
����	��I��*&�U*&�	��K�
	+
��	��	��	�����+��	�

�	�+�
���
	������
+��	��U��

7	�-�/�	�	���� �	� �
����	
��+�
� ����	�������+�
��++�������� 5� ��� ������������ ��+��.�	�

����
����	
���	�����/
	��6	��
����	
������	���/����
��.�����	-���	���	������
	��	��	��	�+�
���
	�

�������������	��8��
��	��
����	
����	
��.�	�����������,�	��	�
�,��	�����	���������
	���	��	����

���� ��
����1�� ����	����������
	��	� �	� �
�	� �+�������	���+�
���	������
	��	��	� �	�+�
���
	�

�������������	��1������������	��	�+�
���
	���������	�+
���.�	���	���������������	��������	�



� ������
	�������������
��	������
����������
��!���
	��������

�%�

������.�	��	��	���*���	��������������	�	�����������	��	�+�����������	
���	�������������	��	��

�	� ��� +�����	� �� 
����/�	�� 1�� ����	������ ��
��	� 	��� +
���.��	� +�
� ��	� ��
���������

�
������	��	� ��� �����	� �����	� +�
� ��	� ���
�	� 	-��
�	�
	� ;+��+	�� ��

��	��P=�� 1�� <�,�
	� &*J�

������
	��	��	��	�
����	��	���������	�������������	��	������+�����/�	��	�����	����������
	��	��

�

<�,�
	�&*J�>�K
����	
����	
��.�	�+�
�����	������

�

#������ �	�
�����	�	�����	
��.�	�	�������
����	
����	
��.�	�	��
	��	�-���
+����+�
���

+�
��������	���
���+�
	�������	�����
�����	����	��7/����
��.�	�����	�+�
���
	��������
+��	���

����	��������N�
���
������ ��� ��	���	�����	����	��
���,����.�	��� ������ ����� ��
+�� 0��	����


B�	� �	� ���
�	� 	�� �	� 
��	+�	�
�� 1	� �+	��
	� ��

	�+������� ��� 
�����	�	��� ��	
��.�	� 	���


	+
��	������������<�,�
	�&*'�>�

1��,�	�
�
�����	�� ;V�=&G��

���	��
����

G�(%

!��
�
��,	

&G�9

���
�*���	�

&G�(

�
�
�
	�
�

��
�


G�$

W
��
�

�	

:W

&G�*�

"������X

&G�*%

"������Y

������������
���������

G��

1��,�	�
�
�����	�� ;V�=&G��

���	��
����

G�(%

!��
�
��,	

&G�9

���
�*���	�

&G�(

�
�
�
	�
�

��
�


G�$

W
��
�

�	

:W

&G�*�

"������X

&G�*%

"������Y

������������
���������

G�� �

<�,�
	�&*'�>��+	��
	���	��
���,����.�	�

�



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

�9�

1	� ��
+�� ���
�	� �
�����
�	� �	� ����	
,�	� ����
���.�	� 	�� ��� 
�����	�	���

��	��
���,����.�	� .��� �	� +
�+�,	� ����� �	� ����	�� �
���+�
	����  �� �������� ��� 
��	+�	�
��

�����	� 	��� �
�����
��	� 	�� +�
��	�� +�
� �
��
+������ 	�� ��	
,�	� ����
���.�	�� �����
	� +�
��	� 	���


�������	� ��� �
������	�� 1	� ���-� �	� ����	�
� �
��� +�
� 
�����	�	��� 	��� ������ +�
� ��� ���� �	�

��	���*����N�����;&*�=>�

)TT(S 4
ambiant

4
surfacetrayonnemen −σε=ϕ � -�('.�

�R� S
�����	���� 
	+
��	��	� �	� ���-� �	� ����	�
� �M� ��� 
�����	�	��� 	�� I�� Z� 
	+
��	��	�

������������� �������
���� ;��	�����	��� ����� ������ .��� 	��� ���+
��� 	��
	� G� 	�� &� �	���� ������� �	�

��
���	� �������
����� ��� ����� &� +��
� ��� ��
+�� ���
� 	���/
	�	��� �
��

���=�� �� 
	+
��	��	� ���

��+	
����	������
+������������
�����	�	����[�
	+
��	��	������������	��	���	���*����N�����

;[\%�9(G��&G*J�I��*��U*$=��K��
���	�
	+
��	��	�����	�+�
���
	��	������
���	������
+��������	����


�����	�	���	��U�	��K��
�����
	+
��	��	�����	�+�
���
	��������	����
�����	��U��

1�	-+
	������������-��	�����	�
��
���+�
��	�
�����	�	���	��������	�+�
����.�������;&*�=�

��	��� 	�� 
������� ����
�	� .�	� ����� �	� ���� ����� ��
+�� ,
��� +����� ����� ��� ����	�� �	��*��������

@�����������	��	���
���	�	�����0�
����
	�	����������	�+��
�������	
��	����-��	�����	�
�
��������

��
������
���	����������/�	��

�������� 2���
����������������������������������

1����������� �	�+�
	��	� ��� ����+� �	� �	�+�
���
	� ����� ����/�	� �����	� ����� ���

������	� �����]� 	��� ���	
����	� +�
� ���.������� �	� ��� ����	�
� ;&*�=�� 6	��	� �.������� 	��� ����	�

����� 
����� ����	
,�	� ��� ����/�	� ����� �	� ������	� 	�� �
������ ��� ����	
������� ��� ���-�

��	
��.�	�������	�����/�	��

Q)Tgrad.k(div
t

T
Cp =−+

∂

∂
ρ � -�(8.�

 �	�� ^� ��� ����	� ������.�	� ��� ����
���� 	�� ?,��*��� 6+� ��� ����	�
� �+�����.�	� ���

����
����	��_�?,*&�U*&��?� ������������������	
��.�	��������
����	��I��*&�U*&��K��	�����+��	�

�	�+�
���
	������
+��	��U�	��`����+�������	�������.�	��������/�	�	��I��*���

1��
�����������	����.��������	��������	�
�;&*�=����	����	�������	
����������	������������

�������	�� 	�� �	� ����������� ��-� �����	�� ��
� �	� ������	�� ��� ������/
	� ��� ����
�
������ �	�

�	�+�
���
	�  z)y,(x,T0s)tz,y,T(x, 0== �����	������������������	��



� ������
	�������������
��	������
����������
��!���
	��������

�(�

1	�� ����������� ��-� �����	�� ��
� �	� ������	� +	��	��� 4�
	� �	� �����
	���� ��+	���

8
	��/
	�	���� �	�� ����������� �	� 7�
����	�� +	
�	��	��� ����+��	
� ��	� ����
�
������ �	�

�	�+�
���
	�K�;-���N=���
���	��
����/
	�a��;&*$=��

ii )z,y,x(p,)z,y,x(T)z,y,x(T Γ∈∀= � -�(9.�

7	�-�/�	�	���� �	�� ����������� �	�@	������� .����� 5� 	��	��� +	
�	��	��� ����+��	
� ���

���-���
������
���	��
����/
	��6	����-�+	���4�
	��	���+	����
�	��	�����	�
�������������
���������

����	����� ��� ��	� ���
�������� �	�� .���
	� ��
�	�� �	� ���-�� ����� �� �� ��	����	� 	�� �������� ���

����/�	������	���	��������
	������	��	��	�+�
���
	������
	��	���	����-���
����.�	�5������	
���	�

a������
�
���	�������.�������;&*&=��7	��4�	������	����-�5������	
���	�a
�	����	���+	�
����������	����-�

��	-+
��	
���	�������.�������;&*�=�������	����-�	����	���+	����
�	��	�����	�
�����
�������	-+
��	�

�	����;&*%=�>�

)t(P)t( =ϕ � -�(%.�

�R�8�
	+
��	��	����+�������	������+�	�+�
������	
���	�������
������	�+��	����	-+
��	�	��

D����� ;I=�� #������ ��� �����	
���	� �����,	� �	� ��� ����	�
� ��	�� ��� �����	� +�
� ����	������� ���

�������	��	����-��	�����	������S����	������5�������-�+
�+�
�����	��5���������
	��	��	��	�+�
���
	�

	��
	��	������	�	���	������	�;&*9=��

)TT(S.h ambianterfaceintconvection −=ϕ � -�(:.�

�R�S����	������
	+
��	��	��	����-��	�����	������	��I�5��
��	
�������
���	���	���T��K���	
���	�


	+
��	��	�����	�+�
���
	��	������
���	��������/�	�	��U�	��K��
�����
	+
��	��	�����	�+�
���
	�

�������	�� ��
����� ;�����	=� 	��U�� 1	� ��	�����	��� �������,	� ��	
��.�	� �� �
������ �	�����/
	�

	�+�
�.�	��	�������,	���	�����	�
����������/�	���	����	-��
�	�
��!����+	����	��������
	����

�����	���	���� �	�+�
���
	�	����� ��+	��������	�	����1	���	�����	�������	-+
��	�	��I��*��U*&��

���+	���
	��
.�	
�.�	�����\G�������
���	�	��������	�	������	�
�++�
�	�5����.�������;&*%=���	��

`\G��	��.�	���� ∞→h ������	�
�++�
�	�5���	������������	�7�
����	��;&*$=��

������ ��������
����;������
� ���������������������

1���,�	���������	�����	�������	�+�������	�����	����	�����+�������	���5����
�,��	�����	�

��
�	������������	�����	�+�
���
	��+�������+
���.�	
��	��������������	�	���������
��������
�

�4�	����	������,	�	���������+�������



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

�J�

#��	��	����������	���������	���
�������
����
��	���	�+
���.�	��	��,
���	������	
��.�	��

	�� �	�� +������ ������� �����-� ;���� �+���=� ��
� ��� ��
���	� �	� ,
���
	� ����� �	
����	��

�����,�
��������	����������	�	���+�����������	
������
	�����	
��.�	�	��������.�	������
����

������
�������	����
�������6	���
	���������.�	�+	���+�
���������	
���	�����
����������+��?�,	�

;<�,�
	�&*&G*�=��+�
������/
	�	���������	��������EW @*G'H��#�����
	�����+
��	��	��	�����
���-�

��	���	�� ��	�����	�����	������������ ��	
��.�	������
	��������� �	� ���+������+	���+
���.�	
�

�	�� �����
	�� �	� �	
����	�� +�
��	�� ��� +��?�,	� ��� ����� �	�� ����	��	�
�� ;<�,�
	� &*&G*
=�� 8�
�

����	�
��� �	��,
���	���� ��	
��.�	�� ��
� �	���	� ������	����	�� 
	��
�������� �	��+�
�	�� ��,�.�	���

��������� ������ �	�� +	
��
����	�� ��� ��
����� ;
����	� �	� �	��	� 	�� �	������� ��,�	�������� �	��

���
������	�����	����,�	���������	��+	
�	�P=��

'$<�

'%$<�

'$<�

'%$<�

� �

�=�7���
����������+��?�,	�EW @*G'H� 
=�<����
	�����	�
���	��	������
	�

<�,�
	�&*&G�>�#-	�+�	���	�����
����������������+��������	��
���.�	���	��5����
�������	�	���������+������

�

7	�+�������	� ��
�	������������	� �	�+�
���
	�����	���	���,�	���������	� ���+�������	�

��������	�� +�
� +�����/�	� ��	��
���	
��.�	� 	�� ����� ��	� ��
������������� ��� ����/�	�

+�������,���
	
����	������,	�	���������+������+�
�	�
���	�	�����	
��.�	�EW �*G%H��

#�������	���
�.�	��	����	��	�����������������	����
������	���	����
�	���	�+�
���
	�����	���	��+�
�

�	���*����
�	����	������	����	
��.�	����	���
�	���+�����	��.���������	����	��	�+���	���	������

����/�	�E��:*GJ��8!#*G'H��

 ������ +��
� �����	
� �	�� 
��.�	�� �	� ����������	��� �	�� ��,���	�
�� ����	��� 	��	���	
� �	��

��������������	
��.�	��������+�������/�����+���	����
����	���
	��



� ������
	�������������
��	������
����������
��!���
	��������

�'�

������ 7����
�������������������

�������
��/
�����������������

:�� ����/�	� ��	��
���.�	� 	��� ���+���� ������	���� 5� �	�� ���	��	�� �
/�� �����
	��	��� #��

	��	��� ��� �	�� ����/�	� 	��� ���+���� �	� ��
�	�� ��	��
���.�	�� ��
� �	�.�	��	�� ����� ������� �	��

���+���������	��
���.�	��� �������
�	�
��	��	�����+���������	���
�������
�������,
�������
����

��
��
����	����������������������	������	���������	���
�
	���	�,
���	�
�
�	�������������	���	��

+�����/�	�� ��	
��.�	�� +
����������� ����� 	�-� ������ �����
	���� ����	� ���	��	� 5� �����
	��

1�������	���	
��.�	�������	������/�	����	����	��/����
����	�������	�+��
����.�	�,
���	�
�

�����	��	�� 1�������	� ��	
��.�	� ����� ����	��� ���+�
�	� �	�� ��+���/�	�� ������	� +
�+
	�� 5�

�����	��	��	��
�������	����

	�+������0��
������5��������	
��1�����
4������	�������	���	
��.�	�

	���+
�+
	�5����.�	�����	����	�������5����.�	����	��	���������/�	��

�������� !�//��������� ������������
������������������

 ������ +����	�
�� ���	��-� �	�������������� ��	
��.�	� 	-���	��� 	�� 5� ���.�	� ���	��� �	��

��,���	�
�������	����	��+�����/�	�����+���	����
	���8��
����.�	����	����	���������������

�	�� ��+���/�	�� ����� ���
��	�� 	�� �	� ����� ����
�	�� .�	� +��
� �	� ���	��� �	��������������� ���

������,�	�������.�	�	���.���
	����	��-��	����������������	
��.�	�>���	��+��?�,	��
��
��	��

����/�	��

1	��� ��������	�����	����������������	
��.�	���������	������	����������	�����	
��	������

�+������
��	���	�	����
���	
�������
�����������
�����	���	
�	��	�
	��
���	��������,
�����	����,���-��

1�� ���	��	� �	� ������������� +	��� ���	
� ��� �
�������
� ;��	� ��N���	� �	� �����/�
	�=� 5� ��	�

������������������	������	�+�
������	����+
	������	�����	
����	-�����	��
	��	�������	��;�	�

���
�
	� �	� &GG� V�=��  � �	��	� ���	��	�� �	��� �	� �
����	
�� +�
� ����������� ���	
��	��� 	��

��	���
���	�	��������	�	������������+�
��	����	�����	�����������,	���	
��.�	��++��.������
�

�	�� �����
	��	�� ��
���	�� �������,	� ��� ��	�� 6	��	� ���	��	� �	� ������������� 	��� ,���
��	�	���

����	�	�������	����A�	��	�����	+����������
�����������	���
���	
��	���+���������������	
��.�	��	��

��	��
���.�	���

1	����	�����	� �����	������ ����*,
��+	��++	����� �����������
��������������������
��

6	� ���	��� �	�������������� 
	+
��	��	� ��	� ��	����
����+�.�	� ����� ��	�� 5� �����	� �	� 
�����

���������	��� �����+��	�
�� �	� +�������	�� 
	+
��	������ ��� 	��	�
�	� �	� �
�������
�� ;<�,�
	�

&*&&=��6	� ���	����	�������������� 	��� �������� �/�� ��� +���	����
����	���
	� �������	����	
���	�

�����������	��	�+�
���
	����	N������	������
�������	�������������.�	��
/��+	��������
��������



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

$G�

��
� �	���*���� 7	� +����� ��	� �	��	� 
	+
��	�������� +	
�	�� �������	
� ������������ �	� �	�+�
���
	�

+��
����+���	�	����������	��
��������������	�����
��	���	��	����	-+��
	
��������������	��	��	�

�	�+�
���
	� 	�� ���������� �	� +���	�	��� �	�� 
����� 6	+	������� ��� �����,�
������ �+�����	��

+	
�	������ �	� �����+	
� �	� +���� �	� ����	�
�� +	��� �	� +��� 4�
	� 
������
�	� 5� ����	� �	��

���	
����	-����� ��	��
�.�	�� 	��
	� �	�� 
������ K���	������ �	��	� ����	� +	
�	�� �	� +
	��
	� 	��

���+�	�����+	�����	
��.�	���������+��������������+���	�	����	������	������
������	��

7�8

G���I �����	�:��

G�&�I

�����
	��" �

G�9�I

&���I

68:

F�
��,	

G�&�I

7����	�
��8�

&�I

!��	
���	�W����

&�%�I

�����
	�<����

G���I

7�8

G���I �����	�:��

G�&�I

�����
	��" �

G�9�I

&���I

68:

F�
��,	

G�&�I

7����	�
��8�

&�I

!��	
���	�W����

&�%�I

�����
	�<����

G���I

7�8

G���I �����	�:��

G�&�I

�����
	��" �

G�9�I

&���I

68:

F�
��,	

G�&�I

7����	�
��8�

&�I

!��	
���	�W����

&�%�I

�����
	�<����

G���I

7�8

G���I �����	�:��

G�&�I

�����
	��" �

G�9�I

&���I

68:

F�
��,	

G�&�I

7����	�
��8�

&�I

!��	
���	�W����

&�%�I

�����
	�<����

G���I

�

<�,�
	�&*&&�>�#-	�+�	��	�����
+����

�

1	��� �������4�)�� 	���������	����	��������������+�����
��
����5���	����	��	����+	��

+���� ,
���	�� �	� ���
�
	� ��� �	����/�
	�� � �	� ���	���� ��� ��

������ �	�+��?�,	�+	��� �����	
�

��	���������� ��	
��.�	� ,��
��	� ����� +��?�,	� 	�� ���������� �	�����/�	�� ���+�	�� �	� ��	� 	�� �	�

86��� � �	��	� ���	��	�� �	��	� ��� ����������� 	���+
��	� 	�� ���+�	��15� 	���
	�� ��� ����	������ 	���

��������	���
��	����
���	���������,	����+��?�,	�+�
������	�����	����������,	���	
��.�	��

1	��� ���� ��=�� +���� ������ ��-� ����,
��	�
�� �	� ��
������� +	
�	�� ����	�����	
� �	�� ����

�+������
������
�	���	��
���.�	�	����	-+��
	
��	�������,�
��������	�+���	�	����	�����+�������

��
��	�86��� ��	��	����	��	���	�
��
��	�����������������	�+�
������	�	���	��+��?�,	�������	��

,���
���
	+
��	�����+�
���������	������	���
���	������+��
��	��	�+�������	������
�	�� ��	�

���	���� �	� +�����/�	� �	� ����������� 
	��	� +
�+����
���� ����� ��� ��0�
���� �	�� �����



� ������
	�������������
��	������
����������
��!���
	��������

$&�

@�����������	��+�����/�	���	�����	������	���	�
�����	�	���+	��	�������
���	������	��	�

������,��,	�
�	���
��	����+�
�	�	�����	
��.�	��	������/�	�������������

#�������	��� ��������������������������-�����,
��	�
��	�����������������	����	������	
�

�	������/�	���	�
	�
������	�	���+��
�
	�+	��	
��	���+���������������	
��.�	���������/�	��1	�

K�
�	���&�
����	��	����
����
����.�	���	�������
	�������	��-��	����������������	
��.�	��

7�	�@��	����	�

������������� �  
����	���
	��
8��?�,	� 86�� ����/�	�

������	����

�������������

!�	������������

�	������+����

�

W�
����������

���������	��	�

�

"	�+	����	��

�+�������������

!�	�������������	�

�����+����

�

8���	�	���

�

"�����	�	����	��

	������������	�

�������������

6�
����
��������

��	
��.�	�

�

�+�����������

����	��,��

+��
����

�����������	�

����	�
�

!�	������������

�	������+����

��
��	�86��

�

8���	�	���

7��	������	�	���

�	�����/�	���	�


	�
������	�	���

<��	��	��	�

�������������
E&G���&GGV�H� E%GV��%��H� E����&��H� EG�%���%��H� ≥ %���

F�+���/�	��

�	�

�������������

���/�	�

����������

b�

6�	�����	����

�������,	�

;FK6=�

�

���/�	�

����������

b�

FK6�

���

���+�	����/�	�

�	�+��?�,	�

�

���/�	�

����������

b�

FK6�

�

���+�	��

���/�	���	���	�

	���	�86��

�

���/�	�

����������

b�

FK6�

b�

���+�	�

���/�	��	�

+��?�,	�

6�����������

����	������	��


�����	�	���

�

�
K�
�	���&�>�@��	��-��	����������������	
��.�	�

�

���+	��� 
	��
.�	
�.�	� �	�����������������	� ���	��	��	���������������	� �����+��� �
/��

+
����	��	���	���
.�	���+����	��
����/
	���	��	��	��
	��	�����	��-��#��	��	����	��	����������������

����	�����
�
	��	�,
���	�
��	�����	��	���������	�+	
�	��	��������������������	
�������	���

�	����������������	
��.�	�5���	����	��	��	�������������������	��

�������� ���
���������������������������

1�� ����	+����� ����� ����/�	� ��	��
���.�	� ���+�	-	� 	��� 
�+�
��	� +�
� ���	��-�

������,
�������#�� 	��	��� ������,
��	�
� .��� ���2���� �	� ����/�	������	��	�� �+������������� 5���	�

	��
	+
��	� �	� �	��,�� �	� ��
����� ��	��
���.�	�� 6	��	� �	
��/
	� ����	� 	�����	� ��� ����	
� �	��

���
,	��5������

�������	�+��?�,	��+�����������	����

	�	�����	������	-�������	��
�.�	�P�



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

$��

7	� �	� ������ ���.�	� �.��+	� �	� ����	+����� �����
���� ���� +
�+
	� ���/�	� ��	
��.�	�

������
4��� 6	+	������� �	�� �����
	��	�� �����	��	� 	��
	� �	�� �����
	���� ���	��-� �	��������������

��	
��.�	� 
	��	��� �
/����������	� ��� ����	+�������������/�	����������	��-��7	�+����� ���.�	�

���	��� �	� ������������� �� ���� +
�+
	� ������ �	� �����
������� �	� ���/�	� ��	
��.�	� 	�� �	��

���/�	�� ����� �����
����� �������� �	�� ��+���/�	�� �	�������������� ��� ���	���� 7/�� ��
��� ��	�

���������������	�����/�	���	��	�����������	� �������� ���,��	� ������A�	��	�����	+����������

����/�	����+�	���

������ ������������ ����� ������� ���� ����)��� ���� 
��� ����
���

�����������

6���	� �	��� �� ���� +
������ ����� �	� +�
�,
�+�	� !!�� �����+	� �	� ����	+����� +�D	
�

�
����	���
	�	������	
������	�.�������-�+	
��
����	������
	���������/�	�����,
���	�����
�	��

�����������	����
��	�����/�	�������
	��	��������	�������	��	����	��������	���
���	
����������	
�

�	�� �+������������� ��� ����
� +
������� 8�
��� �	�� ������	��� �	� +
��	����� �	� ��
����
��������

��	
��.�	� +	
�	�� �������	
�� +�
� ������������ �	� ���/�	�� ��	
��.�	��� ������������ �	�

�	�+�
���
	�+��
���	���
����
	�	����������
����	����������	�	�����������	���	��
���	
���	�

��
����
	� 	�,	��
���� ��� �������	�	��� �������� ��� ���+�������  ���� ��������
	
� ���

��-����� �	� +
��	����� �	� ��
����
��������� �	�� ���/�	�� ��	
��.�	�� ����	��� 4�
	� 
�+��	�� 5�

�����	
��

8�
� ����	�
�����������������.�	� �	�� ����/�	�� ���+�	-	�� ����� �����������������	���� 5�

�	�� ���	��	�� �
/�� �����
	��	�� 	�� ��� ���������,�	� �	� ����	+����� ����	��	� �	� +	
�	�� +��� �	�

�����
��
	� �	�� ���/�	�� ��	
��.�	�� �������
�	�� ��
� +����	�
�� ���	��-� �	� �������������

��	
��.�	�� 7	� +����� ��� ���� ����,������� 	��
	� �	�� ���/�	�� �	�� �����
	���� ���	��-� �	�

�������������
	����
/����������	���������,	��	����/�	��	��
	��	�����	��-��

 ������ ����� �	�
���� 	-+��
	
� �	�� �	�-� �-	�� �	� 
	��	
��	� ����� �	� �
���	
� �	��	���	�
�

���+
����� 	��
	� �	�� ���/�	�� ��	
��.�	�� �������
�	�� �/�� ��� +���	� �	� ����	+����� +�D	
�

�
����	���
	��	�������
�+��	��5������	
��	���	�����/�	�����������	��-��

8��
�
����	
��	�
	�������	�����/�	����	
��.�	������	���
	�+	��	
��	�����	
��	�����
,	��

��������� 8
	��/
	�	���� ����� �	� ���
�
	� ����	��
�	�	��� �	� ���+�
�	�	��� ��	
��.�	� �����

����/�	�� �	�� ���/�	�� ����	��� 
	�+	��	
� �	�� +
����+	�� �	� ��� ��	
��������.�	� E� �*G�H��

7	�-�/�	�	���� �	�� ���/�	�� ����	��� 4�
	� ������.�	�� ����� �	� 
�����	
� �	�� ������������



� ������
	�������������
��	������
����������
��!���
	��������

$��

�
�������
	�� +���� 
������	��� 7	� +����� �	�� ��������	�� �	� �	�+�� ��� ���	��� +�������	� 	��

�	�+�
���
	�������
/�������
	��	��� ��������	����������������������
	��	�����	�+�
���
	���
����

�
��	����	�+�������	������	
������
,	�	����	��
����������	�������������	��+��

����+
���.�	
�

������ ��� �������� ���	������	�	��� ��� ����/�	�� K
����/�	�	���� +����	�
�� ���
�	�� �	�

+�������	� +	��	��� 4�
	� �++��.��	�� ��
� �	�� ���/�	�� +��
� 4�
	� ��������� ��-� ���	��-� +�D	
�

�
����	���
	� ;����
+���=� 	��86�� ;+����	�
��+��?�,	�� ��
����
��
�=��`���
�/�	�	���� ������	�

�������	
� �	� �	�+�� �	� ������������ �	�� ���/�	�� ����	��� ����
� ��� ���

	� ��������

���������	���#������+��
�4�
	������,���	��
��������
�	����������	
�	�������,�
�������������	��

�	�����/�	������	���4�
	�����,/�	��	������+	��������	���������������-������	���

 ������������������
	��	
��	
�������	�����/�	����	
��.�	��	-����������	�-�����	+��
�	��

�	�
�+���
	��������	
��	�����
,	��+
����	����



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

$$�

���������'�	 
�������
���������
�������
��������������

�� ���
�)����������
���������

7����������	��	���
����	
�����	
��.�	����	�����/�	���������0�
����
	�	���
�������
���	�

�����,�	�	��
	� �	�� ����� ��	
��.�	�	����	��
�.�	��7	��	����������+
�
�/�	���	
��.�	�+	���4�
	�


��������	���	�������
�	�������	���	�����	��
����������+	������
��������
��	������	����+�������;"��

6=�+��
����
�
	��	����+�
�	�	�����	
��.�	����������/�	��

���� 

������������/��

������ 

����������������/����

8
	�������	-	�+�	����+�	�����	�
�

	��	�����
�����������	�
�������	���	��������������

��	
��.�	�?���	��	��������	���	����,�	�
�����
���.�	��	��	���	�+�
���
	�������
	��	��K&�	��K��

�������+���	���	�+�
��	�������
	����	��K&cK���!���	��
�	����
��������-�����������S�������	������	�

�	�������	����+���������	��	
��������	����+�����
���	��

�

K�K& �

-
-�\��-�\�G

�

K�K& �

-
-�\��-�\�G

�

<�,�
	�&*&��>�6������	�
���	
��.�	�

1�� ���� �	� <��
�	
� ;&*&=� +	
�	�� ��	-+
��	
� �	� ���-� �	� ����������� �
��	
����� �	�

�������	�
��7�����	�����+
�������	����-���	
��.�	�	��������
	������	�������������-	�-��1�������	�

<��

�	
�����
���>�

x

T
.Sk
∂

∂
−=ϕ � -�(#.�

������/,
	�;&*(=�	��
	�-\G�	��-\���#��
��
,�����������.�������������	���>�

th
21 R

Sk

l)TT(
==

ϕ

−
� -�(&.�



� � �����
	��-���
�
�
�����	
���	�������
 ����
��	�������

$%�

8�
� �����,�	� ��	�� ��� ���� ������ ;&*'=�� ���.������� ;&*J=� 	��� ������ �++	��	� ���� ������

��	
��.�	�	�������+	
�	���	�������
� �����������	�
��������	� ��	
��.�	�"����6	��	�
��������	�

��	
��.�	�	������
��	-+
���	�	��U�I*&��

R
I

V
=

∆
� -�(".�

�R�dW� ����,�	� ��� �����
	��	� �	� +��	���	��� ��-� 
�
�	�� ����� �������	�
� ����.�	� 	��

������;W=��!�
	+
��	��	��	����
�����	��
��	
�����	����+/
	��; =�	��"����
��������	���	��
�.�	����

�������	�
�	�������;]=��

1��.������� ;&*J=� ����
	� .�	� ����� +	����������	
� �	� ���-� �	� ����������� 5� �
��	
�� ���

�����	�	���������������	�
��������	���	
��.�	�	�����,
���	����	��	�+�
���
	�������	������	��

7���	� ����/
	� �������
	�� ��� +	��� ������
� ��	� 
��������	� ��	
��.�	� �	� ����	������ +��
�

�������	
� �	� �������� 	��
	� �	� �����	� 	�� �	� �����	�� 8�
� �����,�	�� ��� 
��������	� �	� ����	������

����
��������>�

Sh

1)TT(
R

convection

ambianterfaceint
convection =

ϕ

−
= � -�(�$.�

�

������ 

��������������4�)��������)�����������

����

7	�����4�	�����/
	����	������,�	�	-���	�	��
	��	����+���������	��
�.�	��	����	
��.�	���

6������
����������������	�
���	
��.�	��	�����	�
������.�	�6+���	������	�W�	���	�����	�

������.�	�^��
	�	�����������-��	�����	�
�e&�	��
	���������������-��	�����	�
�e��+	���������

�	�+�� ���� :�� 
����� ����	
,�	� ��� ����/�	� +	������ �	� �	�+�� ��� ����� ����	� ������������

�	�+�
	��	��	�����	�+�
���
	�K��	������������	�
��	���>�

dt

dT
VC)t()t()t( p21 ρ=φ−φ=φ � -�(��.�

6������
���� 5� +
��	��� ��	� ��+������ ��	��
�.�	� 6�� �
��	
��	� +�
� ��� ���
���� ��� 	��

+�
���/�	���	����	����
�	��	��	��������;<�,�
	�&*&�=��



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

$9�

6�

�

6�

�

�

<�,�
	�&*&��>�6�+��������	��
�.�	�

1����������� �	�+�
	��	� ��� ���
���� �� �
��	
����� ��� ��+������ 	��� ���
�� �����	� +�
�

���.�������;&*&�=>�

dt

du
C)t(i = � -�(�'.�

8�
������,�	�����+	�����������
����
	������������	���+��������	
��.�	�6����	-+
���	�	��

_�U*&��	�������	�+�
�>�

VCC pth ρ= � -�(�8.�

�

����2���
���������������������������������

1	��+�
�,
�+�	��+
����	��������+	
�����	�����
	
���	������,�	� 	��
	� �	��,
���	�
��

��	��
�.�	��	����	
��.�	��1	�K�
�	�����
����	��������,�	�	��
	��	���	�-�������	���

!������� 

��������� ����������

>����+
��������� 8��	���	����	��
�.�	�;W=� K	�+�
���
	�;U=�

,
��� 6��
����; =� <��-���	
��.�	�;I=�

����������� "��������	���	��
�.�	�;]=� "��������	���	
��.�	�;I�U*&=�

��������� 6�+��������	��
�.�	�;<=� 6�+��������	
��.�	�;_�U*&=�

"
W& W�

!
"

W& W�

!

�

"��
K& K�

S
"��

K& K�

S

�
7�����?���

IRVV 21 =− � ϕ=− th21 RTT �

3���4�)�����

/
���
6�

�

6�

�

�

6��K

S

6��K

S

�

K�
�	�����>� ����,�	���	��
�.�	���	
��.�	�



� � �����
	��-���
�
�
�����	
���	�������
 ����
��	�������

$(�

�

 �������	��	������,�	�+	
�	���	����
�
	��������/�	���	
��.�	���	���	������	����+�������

��	
��.�	��+�������4�
	�����������5��	��
��������	��	���	����+��������7	���2��������,�	����

������	���	��
�.�	���	�����+���������	
��.�	��
���������	����+��������+	��	���4�
	����������	��

��
�	����	��+�
���/�	�+��
���
�	
����
��	����	�
��������	��	���	���+�������	����	
��.�	���

8�
� ����	�
��� �	�� ����� �	� U�
������� ;���� �	�� �f���� 	�� ���� �	�� �����	�=� �������	�� +��
�


�����
	��	����
��������	��
�.�	�����������������
�	��	����	
��.�	��1��
�������������������/�	�

��	
��.�	����������	������5����
�����������������
�����"6���	��
�.�	��

���2���
������������������������

8����	�
�����/�	�� 	-�������� +	
�	��	��� �	� �����	
� �	� ���+�
�	�	��� ��	
��.�	� �����

����/�	��1��+��+�
���	��	�����/�	����
�	����	��
��	��-��	�
��������	��	����	���	��	�	����	�

��+���������	
��.�	��	��������	��� �������,�	���	
����	��
�.�	�+��
����
�����������������/�	��

7���� �	�� +�
�,
�+�	�� ���������� ����� ������� 	-+��
	
� �	�� ���/�	�� ��	
��.�	�� 	-��������

+������� 
�+���
	� ��-� �	�-� �-	�� �	� 
	��	
��	� ������ ����� ��� +�
��	� !������7���� ��� +
	��	
�

�	�+��� ����� �����	
���� ����� �	�� ���/�	�� +	
�	������ �	� �����	
� 
�+��	�	��� �	�

���+�
�	�	��� ��	
��.�	������ ���+������ ��	��
���.�	��8������������� �	����� �	�+��������

�����	
���� �	�� ���/�	�� ������ ���	��-�� +������� 
	+
��	��	
� ��� ����/�	� .�	�.�	� ����� ����

���	����	����������������	
��.�	��

����� 7�������
�����������;�����
���

8����	�
�����/�	��	-���	���������	������	
�
�+��	�	����	����+�
�	�	�����	
��.�	��	�

���+������� ��	��
���.�	��� 6	�� �	
��/
	�� ����	��� �	�� 
	��	
��	�� ��
� ��� �������������

��	
��.�	����������
�	���	��������	�
	��
	����	���
�	�����������������	
��.�	��/���	���
����	�

��� ���A�	� �	� ����	+������ 6	�����/�	�� ����� ����� +�
������/
	�	��� ���+���� ��-� ���	��-� �	�

��������������
����	���
	���+��?�,	�	��86���

������� 2���
��������������

1��+���	���������	� ��	
��.�	����	�5������	
� ��� �	�+�
���
	���-����	����	���	�+�
� �	�

���+������ ����� �	�� �����,�
������� �
���.�	�� ��������������� 1	� +���� ����	��� ������������� �	�

�	��	� �	�+�
���
	� +�����	��	� ���	���	� +�
� �	� ���+������ 	��� �����	� +�
� �	� ������� ����	�



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

$J�

�	�+�
���
	� ��
����.�	�� ������ ��M�	��	�� 6	��	� �	�+�
���
	� �++	��	� ������ �	�+�
���
	� �	�

0��������K0����

	�+����5�����	�+�
���
	����	��	��	������
���	���+�
�	�
	������	��

1��
��������	���	
��.�	�0�������*��*��
�	���"0��	������+�
��/�
	�+����.�	�.���+	
�	��

�	� .�������	
� ��� ��+������ �3��� ����/�	� 5� �����	
� ��� ����	�
������+�	� 5� ��� 0����������������

	���
���	�	��� ������
���6���	� �	� +
����	� �	� ������
�� _#7#6� E_#7*'%H�� �	� +�
��/�
	� 	���

�	������ 5� ���+�
	
� �	�� +��?�,	�� 	��
	� 	�-�� 8���� ��� +��?�,	� �� ��	� 
��������	� 0�������*��*

��
�	������
�	�	��+���� ������	�����������5������	
� �������	�
�.���	���+
�����	�5���� 0���������	��

+�����3���
����	�	����	�����	�+�
���
	��	�0���������	
�����
�	�+��
���	�+�������	������	��1��

<�,�
	� &*&$� ������
	� ��� 
��������	� "0�� ����� +��?�,	� ��� �	��� ��.�	�� ��� ��	� �����+	� ��	�

+�������	�`���
������
���	��	�0����������������	���
���	�	���5�����	�+�
���
	���
����	�K���

K�

`

K0
K�

`

K0

�

"0�

` K�K0

"0�

` K�K0

�

<�,�
	�&*&$�>�"��������	�0�������*��*��
�	��������+��?�,	�

�

7	� ����4�	�����/
	������
	�� 
��������	�� ��	
��.�	����
����
����.�	�����+��?�,	�����

����������	��+�
�_#7#6�E_#7*G%H��6	��
��������	�� 0�������*��*���	�"0��	�� 0�������*��*
��
��"0
�

��
����
��	�����������+�������	��������	�
�+
�����	�5����0���������	
���	���������+��?�,	�;���	=�

	���	
���	�86��;
��
�=��

K0
K�

K

�@�

�@+

K0
K�

K

�@�

�@+

�

<�,�
	�&*&%�>�"��������	����	
��.�	��0�������*��*���	�	��0�������*��*
��
��

�

1	��
��������	��"0���"0
�	��"0����������	
����	��	���	��
�����	���	�+�
���
	���	�0��������

	�� �	�� �	�+�
���
	���	���
���	���+�
�	�
	����+��?�,	�	�����
��
���1	�� �	�+�
���
	����
� �	�



� � �����
	��-���
�
�
�����	
���	�������
 ����
��	�������

$'�

+��?�,	� 	�� ��
� �	� 
��
�� +	��	��� 4�
	��	��
�	�� 5� �����	� �	� ��	
�����+�	�� ��� +�
� ����
��

��	
��.�	������� ���	���+������������	��	��	��
	
� ����	�+�
���
	��	� 0���������@������������
�

�	
������ ���+�������� ��	� +��� 	��� 
��	
��	� ����� �	��	��
	
� ��� �	�+�
���
	� �	� 0�������� ���

���+������ +	������ ���� ���������	�	���� 8�
� ����	�
��� ��� 	-���	� �	�� ���+������� �	� �	���

��	
��.�	��+	
�	�������	��	��
	
��	��	��	�+�
���
	��	�0��������5������	��	�����	��EK# *G&��

�!6H��

6	�����/�	�� ����� �	�� �������	�
�� �	� 
���
	��	� +��
� �	�� ��

������� �	� +��?�,	� 	�� �	��

����,
��	�
�����	��.�	��
/��
�����	�
��������+�
�	�	�����	
��.�	�
�	��������+������E� "*

J'H�� E1 �*'%H�� ���� ����� ��������� ����� ��� ��0�
���� �	�� ����� 8
	��/
	�	���� �	�� ���/�	�� �����

���	
������������	��������������	��	��
	�+
����	����+������	��+�
��	�������
��_#7#6�E_#7*

'%�� _#7*G%H�� !��� ����� ����� �����	�� ���.�	�	��� ����� �	�� ����������� 	���
���	�	����	��� 7	�

+����� �	�� ���/�	�� ������ ���.�	�	��� 
���������� ���� �	� +	
�	��	��� .����	� 	���������� �	�

�	�+�
���
	����
�,��	�����������
	��#�������	��	��.�	�.�	�� �	�+�
���
	����
����.�	����
� ���

0��������	���	�+��?�,	�+	��	���4�
	�	�����	���

�������2���
������
��������

1	�����/�	���������.�	���
�������
��	������������������.�	���+	
�	��	����,��	�	����	�

�����	
� 
�+��	�	��� �	� ���+�
�	�	��� ��	
��.�	� ����� ����/�	� ��	��
���.�	�� 1	�� ���/�	��

�������.�	����������	N����
���5��	��
	�	��f��
	�	���	��	��������	�����/�	���	���������������.�	�

+��
� 
	+
��	��	
� �	� ���+�
�	�	��� ��	
��.�	� �	� ����/�	�� ���+�	��� 8�
��� �	�� ���/�	��

�������.�	���	��+�����������������+
��	��	
��>�

• 1	�����/�	��<<K�
�������
��	����	��++	�	���	����
�	���	�<��

�	
�

• 1	�����/�	���	�)
		��������������	�������������	�)
		��

• 1	�����/�	��  K�!� 
����� ��
� �	� +
����+	� �	� ��+	
+�������� 	�� ���������	� �	��

���,	��

• 1	�� ���/�	�� F���+��� 
����� ��
� ��	-+
	������ �������.�	� �	�� 
��������	�� 	��

��+���������	
��.�	��

!!�&�
�� ���/�	��<<K�

1	�����/�	��<<K�+	
�	��	����	�
�����
	��	�����/
	�����
�.�	����.��������	��������	�
�

����� �	� ���� �	� ����/�	�� 5� ,�����
�	�� ���+�	�� E1!@*(�H�� 6	�� ���/�	�� ����� �����

+�
������/
	�	����������������	����	���������������
����	���
	���1	����/�	��������.�	�<<K�



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

%G�

	���
������
�������	��++	�	���	����
�	���	�<��

�	
�	���	�-����	��������8
	��������	-	�+�	�

�������	����������
�	��+��
�������
	
��	����/�	�<<K�;<�,�
	�&*&9=��

-

�

N

1&

1�
1�

-

�

N

1&

1�
1�

�

<�,�
	�&*&9�>�7�	����������
�	��

�

8
	��/
	�	������++������.�	��	���	�	�������,/�	�	������
�+	��1��.��������	��������	�
�

���
�������	����+�
�	�	�����	
��.�	������	�������
������	�+������
������
��>�

Q)Tgrad(divk
t

T
Cp =+

∂

∂
ρ � -�(�9.�

7	� +����� ��� ��++��	� .�	� �	�� +�
���� ����
��	�� ��� ��	� ����� ����
���.�	�� 	�� .����	�

�	�+�
���
	�����	�	�����+���	���
������
���	�����
�	�
	����������
���	��
	���������������	��>�

( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0t,0z,y,xTt,y,xQLz
z

T
k

0L,0y
y

T
0L,0x

x

T

3

21

====�
�

�
�
�

�

∂

∂

==��
�

�
��
�

�

∂

∂
==�

�

�
�
�

�

∂

∂

� -�(�%.�

1������������	� ���.�������;&*&$=�	��������
���	�����	�������	��++	�	���	����
�	���	�

<��

�	
� �7� ��	�� �	�� ��	�����	���� ��+	������ 	-+��	���	��	�	��� �	� ��� ���
�����	� N�� 6	��	�

�������������
�������������
�	�>�

( ) ( ) ( )( ) ( )� �
∞

=

∞

=
�
�
�

�
�
�
�

�
ωγ−+γ��

�

�
��
�

�
π��

�

�
��
�

�
π=

0m 0n
mnmn

21

tjexpzexpBzexpA
L

y
ncos

L

x
mcost,z,y,xT

�

-�(�:.�

 �	��Y���������	��.�	�>�



� � �����
	��-���
�
�
�����	
���	�������
 ����
��	�������

%&�

k

C
j

L

n

L

m p

2

2

2

1

2
ρ

ω+��
�

�
��
�

� π
+��

�

�
��
�

� π
=γ � -�(�#.�

1	����	�����	���� ���	��������������	
������,
C�	���-��������������-������	��;&*&%=��

 ��������������
	���������N\G�����.�������;&*&9=�����	>�

0BA mnmn =+ � -�(�&.�

7	�����4�	�����/
	�����N\1�����������
	�������>�

( ) ( )( ) mn3mn3mn PLexpBLexpAk =γ−−γγ � -�(�".�

�R� 8��� 
	+
��	��	� �	�� ��	�����	���� ��� ���	��++	�	��� 	�� ��
�	� �	� <��

�	
� �7� �	� ���

�	�������	�+�������	�`;-��=	-+;0g�=��

( )( )
( )� � ��

�

�
��
�

�
π��

�

�
��
�

�
π

+δ+δ
=

1 2L

0

L

0 21nm21
mn dxdy

L

y
ncos

L

x
mcosy,xQ

11LL

4
P � -�('$.�

 �	��h�
	+
��	�������	����
��	��	�U
��	�?	
��1	���.��������;&*&J=�	��;&*&'=�+	
�	��	���

���������	�����	
��	���������	�� ���	�������

7	���
����-�+����
��	��������,���
�������	��	��++
���	�5��	��,�����
�	�������������	��

	�� ���� �
����� ��
� �	� ���	��++	�	��� ����� ��,���	�� �++	��� KF#"� @� E6�#*'J�� �i#*GGH��

K���	�������	�����/�	��
	��	�������������-�����/�	�����������
��	�����	������
��	���

!!�&�
��� ���/�	���	�)
		��

:�����/�	��������.�	�
������
����������	��	�������������	�)
		�����������	��++�������

�	�������	
� �������������	��	�+�
���
	����������/�	�5�,�����
�	����+�	��+	������ �	�
�,��	�

�
�������
	� E 1#*G��� 6�1*G&H��7���� �	� ���� ����� �����	� ����,/�	� 	�� ����
�+	� �����+���� ��	�

+�������	�`�����.��������	�����	�
�����
�������������
�	�>�

( ) ( ) ( )
k

t,rQ
t,rT

t

t,rT1
�

�
�

=∆+
∂

∂

α
� -�('�.�

�R� j� 
	+
��	��	� �	� ��	�����	��� �	� ������������ ��� ����
��� �
�

�
�
�

�
ρ

=α
pC

k � ��	�� ?� ���

��������������������
�����^��������	�������.�	��	��6+��������	�
��+�����.�	��1	���	�����	���

�	� ������������ �������
���� j���	-+
��	� 	���TQ��� K� 
	+
��	��	� ��� �	�+�
���
	� �	� ����+� �	�



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

%��

�	�+�
���
	� ��� �����	� 	�� `� ��� +�������	� �����+�	� +�
� �	� �����	�� 1�� ��������� �	� ���.�������

;&*�&=�+�
��������������	������������	�)
		������
�������	���	�����	��	��
�����	
�	��>�

( ) ( ) ( ) ( )t,rt,rt,rt,r bcgin

����
θ+θ+θ=θ � -�(''.�

�R�k�
	+
��	��	��������������	��	�+�
���
	���������	�+�
�
�++�
��5�����	�+�
���
	����

����	����
������

( ) ( ) ambiantTt,rTt,r −=θ
��

� -�('8.�

1	�+
	��	
��	
�	�k�����+	����	��������������������	��	��	���������+�
�>�

( ) ( ) ( )�
Ω

Ω=θ=θ d0t,u0,t,u,rGt,rin

����
� -�('9.�

�R� ]� 
	+
��	��	� �	� �����	� ��� �����	� 	�� )� 
	+
��	��	� ��	� ��������� �	� )
		��� 7	��

+
�����������
��	�������������	�)
		������������	����������
���
	��	�EU:@*G9H��

1	��	������	
�	�k,�
	+
��	��	���������+�������	��������	�
�������	������	�	��	���������

+�
�>�

( ) ( ) ( )� �
Ω

Ωττ
ρ

=θ
t

0 p
g dtd,uQ,t,u,rG

C

1
t,r

����
� -�('%.�

#����� �	� �	
��	
� �	
�	� 
	+
��	��	� ��� ����
�
������ �	�� ����������� ��-� �����	�� 	��

��	-+
��	��	����>�

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
� � �� � � �

�

�

�

�
�

�

�
Σ

∂

τ∂
τθ−

�
�

�

�

�
�

�

�
Γτ

τϕ
=θ

ΣΓ j

t

0 j
j

i

t

0

i
bc

ji

dtd
n

,t,u,rG
,udtd,t,u,rG

k

,u
t,r

��
���

�
�

� -�(':.�

�R� �	�� ����������� ��-� �����	�� ��
� �	�� �
����/
	�� l�� ����� ��� ��+	� ���-� ��+���� S�� ���

��	�����	����������,	��++��.���	���	���������������-������	����
��	���
����/
	��m0�����������+	�

�	�+�
���
	���+���	�k0��

K���	������ �	�� ���/�	�� �	� ����� ������� .�	� +��
� �	�� ����/�	�� 5� ,�����
�	� ���+�	��

����,/�	��	������
�+	���

!!�&�
���� ���/�	�� K�!�

1	�����/�	�� K�!� ; �������������	�� ���K	�+	
���
	� ����!�
�+
��	���
=�+	
�	��	���

�	� ������	
� ��� �	�+�
���
	� ��� ���
�� ��� �	�+��� 	�� ����� +����� ����	� 
�,���� ���
�	� �����



� � �����
	��-���
�
�
�����	
���	�������
 ����
��	�������

%��

����/�	� E�!6*G%H��6	�����/�	�� ������������+��
� �	�� ����/�	��5�,�����
�	� ���+�	���	� ��+	�

	�+��	�	����	������	�������,/�	��	������
�+	��;<�,�
	�&*&(=��

N\G

N

N\N&

N\N�

����
�����& ;?&��6+&��^&=

����
������ ;?���6+���^�=
N\G

N

N\N&

N\N�

����
�����& ;?&��6+&��^&=

����
������ ;?���6+���^�=

�

<�,�
	�&*&(�>����/�	����
�	������	��

�

7���� �	� ����� ���.������� �	� ��� ����	�
� ��	-+
��	� �	���� ���.������� ;&*�&=�� 1	�����/�	��

 K�!�
	+��	�����
��
������������>�

8
	��/
	�	���� �	�� ���/�	�� ����� ������
	��� 6	��� ��,����	� .�	� ��� �	�� �	�+�
���
	��

( )t,z,y,xT1 � 	�� ( )t,z,y,xT2 � ����� 
	�+	����	�	��� �	�� 
�+���	�� 	�� �	�+�
���
	�� ��� ����/�	�

+��
� �	�� �����+������� �	� +�������	� ��
����.�	�� ( )t,y,xq1 � 	� ( )t,y,xq 2 �� ���
�� ��� 
�+���	� 	��

�	�+�
���
	� ��� ����/�	� �����+���� ��	� +�������	� ( ) ( ) ( )t,y,xqt,y,xqt,y,xq 21 += �

	�� ( ) ( ) ( )t,z,y,xTt,z,y,xTt,z,y,xT 21 += �� 6	��	� +
�+
����� �������� �	� +
����+	� �	�

��+	
+���������  ������ ��� +	��� ������	
� ��� �	�+�
���
	� ��� ����/�	� ,���
�	� +�
� ��	� ���
�	�

+�����	��	� 	�� 
	�
���	
� ��� �	�+�
���
	� ��� ����/�	� �����+���� ��	� +�������	� ��
� ����	� ���

��
���	����
�	�	�����������	������
�
�������+�����	��	���

7	�-�/�	�	�����	������/�	�����������
������������	��	�+���#�������
	���	
�	��������	�

�	�+�
���
	� ( )t,z,y,xT � 
	+
��	��	� ��� 
�+���	� 	�� �	�+�
���
	� ����� ����/�	� �����+���� ��	�

+�������	���
����.�	 ( )t,y,xq �����
�� ( )τ−t,z,y,xT �	������
�+���	��������/�	���

	�+��������

5���	�+�������	 ( )τ−t,y,xq ��1	������/�	�������� ������
	��	�� ����
����������� �	� �	�+��;1K!=��

���+	�����������	
���	
�����	�+�
���
	��������/�	�,���
�	�+�
���	�+�������	���
����������

�	��	�+���+�
����
�+���	�	���	�+�
���
	�����	�+�������	���������	�� ��������� ( )t,y,xTp �	������

�	�+�
���
	� ��
����.�	� ��� ���
�� ��� �	�+�� ����	� ���
�	� ��������	 ( )y,xq �� ��� +	���



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

%$�

���	
���	
�����	�+�
���
	���
����.�	� ( )t,y,xT ��	�������
�	������+������	�+�������	���
�����

������	��	�+�� ( ) ( )y,xq.tp �+�
���	�������������>�

( ) ( ) ( )� ττ−
∂

∂
τ=

t

0

p dt,y,x
t

T
pt,y,xT � -�('#.�

1��.�������;&*�(=�	���	��,���
�����
��	������ �	�������	��	�1�+���	�������	���++
��	
�

�	���+�
��	�
���	���
���	�	��������,
��	�>�

( ) ( ) ( )s,y,xT̂sp̂ss,y,xT̂ p××= � -�('&.�

K
����/�	�	�����	�������	��������/�	��������++���	���	���
���	�������	���
������������

�	�����	�+�
���
	��1��+
��	�	�����+�	��	�����	�����������	���	�������	��	���	��	����	�+�
����

������	��	�����,	��E1#K*J(H��6	��	�������	���++��	�.�	��	�������	�������
�
��	��+�
��	��

+�
��������
��	������
���.�	�����������
���	�����	��	�������	��	�������
�������	���
���	���

�	�

�	��B���1���	�+�����	������+������;N\G���
����<�,�
	�&*&(=�	������
�������+����	��1n1���

����

����� ��� ���
�	� 
�	��	� 	��� +����	� ��� �	��
	�� 7	�� ���
�	�� +�����	��	��� �����+���� ��� �4�	�

+�������	�8�.�	�������
�	�
�	��	�������+����	������	��
	��	�����
	����

����1�������+��������

���+�����������	�����,	��	���������
�	���������<�,�
	�&*&J�

1

1

8

8

8 8

8

8

8 8

���
�	�

�	��	�8

���
�	�����,	�

1

1

8

8

8 8

8

8

8 8

���
�	�

�	��	�8

���
�	�����,	�
�

<�,�
	�&*&J�>�7����+�����������+�����������	�����,	��

�

#������������������

	�������������,	�����	������
�	�	����
��	�	��
	����	��	��	�
��	����-�

��-�+�
��������
��	���+�
���/�	�5����-	�N���	�.�����

	�+����
�	����������	�+�
��������
���.�	���



� � �����
	��-���
�
�
�����	
���	�������
 ����
��	�������

%%�

���+	������������	
���	
��������
�
�������	������
���	�����	��	�������	����
�����	�+�
���
	�

�������/�	��

1��������	��	������
��������	�����/�	�� K�!��	�
����	�+�
�>�

• K
�����
�	
����.��������	��������	�
�������	�������	��	�1�+���	�

• 6������
	
���	� ���
�	� 	�� ��
�	��	����.�	��	� 
����������� ������	� �
�	
���	�

�����
�	�������
�.�	��	��������	
��	�����
�����	��������
�.�	��;
�N=�

• :�����	
���	��
�����
��������	�F��?	��+��
��
�	��
���	��.������������
	���	��	�

	��N�

• "�����
	����.������������
	���	��	�	��N�

•  ++��.�	
���	��
�����
����������	
�	��	�F��?	��

• 8
	��
	���������	��	��	��	������������
�.�	��	�
������	����	
��G�1�����������������

�
�	��	� ��

	�+���� 5� ��� 
�+���	� 	�� �	�+�
���
	� ��� ����/�	� 5� ��	� ���
�	�

+�����	��	��

•  ++��.�	
��	�����
/�	��	���+	
+��������������	��	�
��	�	
����+
�����
�	���	����

���
�	�

•  ++��.�	
����������	��	�����,	��������	��	�
��	�	
���-����	�����������	���	��

�����	���������/�	�

!!�&�
��� ���/�	��F���+���

#�������	�����/�	���������.�	��F���+���E�U *G���F: *G(H������������	��++���������	�

�����	
�
�+��	�	����	����+�
�	�	�����	
��.�	��	����+���������	��
���.�	���6	�����/�	��

����� �	�� 
��	��-� �	� 
��������	�� 	�� �	� ��+������� ��	
��.�	�� 	��
	� �	�� 
����� �	� ����
���-��

6������
���������	����+�����	�.���
	�
��������
�	���+������
������
��
���;<�,�
	�&*&'=��:��


�������
�	�������/�	�F���+���
	+
��	��	����
�������������	���������
+���������	��

�

<�,�
	�&*&'�>�7�	����������
�	��+������
������
��
���

�



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

%9�

8��
� ,���
	
� �	� ���/�	� F���+���� ��� ������	� �	� ����/
	� �������.�	� ��	� 
��������	�

��	
��.�	�	��
	��	��	��
	������
�����	�����
����	���	���
����/
	�����
����+������	�
��������	�

��	
��.�	������ ���+����	�
����
�����6	�� 
��������	�� ����� �������	��,
C�	�5� ��� ��
���	� ;&*J=��

#������ ��� ������	� ��	� ��+������ ��	
��.�	� ��� 
���� ��� �f��� �	
�� ����
����� +�
� ���.�������

;&*&�=��1	�
��	���"6��
�	���	���������
����������<�,�
	�&*�G�>�

�


=�

�

�=�

�

�=�

<�,�
	�&*�G�>����/�	�F���+��������	����������
�	��+������
��	���
��
���

�= 6���	���������
������
���	������	�


= 6���	���������������+����	�
������	�

�= 6���	�������������	����
�
���

�

6	�����/�	��������++
�+
����+��
� �	���	�������	����
����	���
	������� �	�����/�	���	�

+��?�,	�� 	���	�
��
��� �����+	��+
����� 	�� �����	��+��
���	� �	
����	� 
�+�
��������	�� ���-��	�

����	�
��

�����	� 2���
�����������!
7�0��

1�� ���������,�	� 7#18F!� ;7#�	��+�	��� ��� 1�

�
�	�� ���� 8F������� ���	��� ���

	�	��
��������+��	������
����!��	,
��	���	��,��	���
���	��=�+	
�	���	�,���
	
��	�����/�	��

��	
��.�	�������������+	�����	���	
�	���	����

	����������	��EW!@*'(H��6	�����/�	�������



� � �����
	��-���
�
�
�����	
���	�������
 ����
��	�������

%(�

�++	���� ���/�	�� ���+����� 	�� 
	+
��	��	��� ��� 
��	��� �	� 
��������	�� ��	
��.�	�� 	��
	� �	��

+����������������+��?�,	��:��	-	�+�	��	����/�	����+���������+��?�,	��	���+	�68) �	���

������
��+�
����<�,�
	�&*�&��

���	

������

K�+

_�������

���	

������

K�+

_�������

�

K�+

_�������

������

���	

K�+

_�������

������

���	

�

<�,�
	�&*�&�>�#-	�+�	��	����/�	����+����7#18F!������+��?�,	�68) �

�

1�����������,�	�7#18F!�;<�,�
	�&*��=�	�����	�������	�����	������������+	
�	�������	�

,���
	
� ��� ���/�	� ���+���� ���	��� ����� �	� �	��� �R� �	� ���/�	� 	��� �����
���� 5� +�
��
� �	�

+����	�
��������������	��	����	����
�������/�	�����
�.�	�;�++	������/�	�����������	�������

��
�	� _#7#6=�� :�	� ����������� 
	+
��	��	� �	� ���������	�	��� ��� ���+������ ����� ���

	���
���	�	��� +�
������	
�� 	�� �++��.����� �	�� ��	�����	���� �������,	�� ��
� �	�� ��
���	��

�������,	�� 1�	��	�
�	� �	� ����������� ��-� �����	�� 7#18F!� +	
�	�� �	� ����
�
� ����	�� �	��

����������� 	���
���	�	����	�� .�	� +	��� 
	�����
	
� ��� ���+������ ��	��
���.�	��  ������

+����	�
�� ������������ ��� ���/�	� ��������� ����� 	��	����	��� 	�� ���������� �	�� ���	�
�� �	��

��	�����	�����������,	�5����.�	��������������	���� �	� 0	���	��������������-� �����	��7#18F!��

1	����/�	����+����������,���
��	������������+	�������	�������������	���
���	�	����	���	��

��
�	����
��	����	�
��������	��	��
	��	���f�����	��	�+�
���
	��6	���f����
	+
��	��	������

��
���	��.�����	��	�����	�N��	����+��?�,	��



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

%J�

7#18F!

���/�	���������

W����	
��	�
���/�	���������

7�����
���	�
����������
0	����

7�����
�����	��
�	������������
��-������	�

7�����
��	�
���

	��	�
�f����	���	�
�
��
���	��������	

�����	
��	����/�	��������� ��	��
�	��	���	��������������-������	�

6�����
���	��	����.�	�
����	�����������

#-����	
�����	��������������
��	��

����������	���������������

���/�	���������

#����	
���	

	�
����
�����	�+�
�
�	�����	������/�	�+�
�
�++�
��

��-������������

���/�	����+���

7#18F!

���/�	���������

W����	
��	�
���/�	���������

7�����
���	�
����������
0	����

7�����
�����	��
�	������������
��-������	�

7�����
��	�
���

	��	�
�f����	���	�
�
��
���	��������	

�����	
��	����/�	��������� ��	��
�	��	���	��������������-������	�

6�����
���	��	����.�	�
����	�����������

#-����	
�����	��������������
��	��

����������	���������������

���/�	���������

#����	
���	

	�
����
�����	�+�
�
�	�����	������/�	�+�
�
�++�
��

��-������������

���/�	����+���

�

<�,�
	�&*���>����������,�	�7#18F!�

�

1	�+
�0	��	�
�+�	��8"�<!K�������������	
��	�����/�	�����+�������	�����+
��	�	�����+�	�

�	� +�����/�	�� �
�������
	�� E1 �*G&�� 1 �*G$H�� 1�� ���������,�	� ��� +
�0	�� 8"�<!K� 
	��	�

��	���.�	� 5� 7#18F!� ��	�� .�	�.�	�� ������������ �
�������
	�� ��� ���/�	� ���������

��++���	����
	���6	��������������+	
�	��	������
�����0���	
��	���	
�	����+����������
����.�	�

�f���������/�	����+�����

���	

������

K�+

_�������

���	

������

K�+

_�������

�

K�+

_�������

������

���	

K�+

_�������

������

���	

�

<�,�
	�&*���>�#-	�+�	��	����/�	����+����8"�<!K������+��?�,	�68) �

�

@���������� ��� �����
������� �	� �	�� ���/�	�� +
	��� 
	�����+� �	� �	�+�� +���.��	��	�

���	����	�+����	�
���������������
�������
	��������/�	�����������7	�+����������������������	����

�	�+�
���
	��	�0��������������	�����/�	����+	�7#18F!�	������	N�,
����/
	�+���.�	������
���	�

�	� 0�������� 	��� ��������	� 5� ��	� �	��	� ���
�	� �	� �����+������ �	� +�������	�� 6	��	� ��+���/�	�



� � �����
	��-���
�
�
�����	
���	�������
 ����
��	�������

%'�

�������	� ����� ��� ��
���	� ��+�
�	�
	������	� 5���	� ��
���	� �����	
�	� 	�����.�	� ��� +
��	��	�

��	���	��	� �	� ���� �+����� 1�� ������������� 7#18F!� �	� �����	� ����� 5� ��� 
	+
��	�������� ���

���+�
�	�	��� ��	
��.�	������ ���+������ ��	��
���.�	�������	���+��?�,	��1��<�,�
	�&*�$�

���������	��	��+	
��
����	���	�����/�	��+
��	������	�����	���	�-��-	���	�
	��	
��	�.�	������

���������	����-����

K	�+���	������������
+�
�+����	��	�+�

@��	����	�
������������

<��	��	��	�
������������∞&GG�V� %��� G�%��� %���

&����

&GG���

&��

&G��

7�	  
����	���
	 8��?�,	 86� ����/�	

&���

���/�	�
"0�"0
"0�

���/�	�
F���+��

���/�	�
7#18F!
8"�<!K

∞

&�V�

���/�	�
)
		���<<K
 K�!

K	�+���	������������
+�
�+����	��	�+�

@��	����	�
������������

<��	��	��	�
������������∞&GG�V� %��� G�%��� %���

&����

&GG���

&��

&G��

7�	  
����	���
	 8��?�,	 86� ����/�	

&���

���/�	�
"0�"0
"0�

���/�	�
F���+��

���/�	�
7#18F!
8"�<!K

∞

&�V�

���/�	�
)
		���<<K
 K�!

�

<�,�
	�&*�$�>�8	
��
����	���	�����/�	��
�+��	��

����������	�.�	��	�����/�	���������.�	��	��	�+�
�.�	�������
�+��	��5������	
�;������

����	��	����	�+�
�+����	��	�+���	�����������=��������	�����������	��.�	�+��
�������	����	�

���������������	
��.�	��

����� 7�������
�����
����� �����

������� 7�������
��������������

1	��������	������
�.�	��+	
�	��	����	�
�����
	��	�����/
	��++
����	���	��.�������

��-� ��
���	�� +�
��	��	�� ����� ��� ����	�� ��������� !�� 	-���	� +����	�
�� ������	�� ����
�.�	���

����� �	��+
����+��	�������>� ���������	��	������	���������� ;<#�=�� ���������	��	�������
	��	��

����	�� ;<7�=�� ���������	��	�������	�������� ;<W�=�	�� ���������	��	������	�����	� �
����/
	�



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

9G�

;�#�=�� 6	�� ������	�� �����+��	��� ��� ������	� �������� 	�� ��� 	��	�
�	� �	� ������	��

����
	���� +�
� �����
������� ����� ������,	� �	� ��� ,�����
�	� ��� ����/�	� �������� 6	� ������,	�

��
�	� ���
�� ��� 	��	�
�	� ������	���� ��
� �	�.�	��� 	��� 	-+
���	� ���.������� ��-� ��
���	��

+�
��	��	��� ��
� ���.�	� ����	��� �	� ������,	�� ���.������� ��-� ��
���	�� +�
��	��	�� 	��� +
�0	��	�

����� ��� ������	� ����
	�� 
	+
��	���� +�
� �	�� �f���� �	� ������,	� �	� ���.�	� ����	��� 6	��	�


	+
��	�������� ����
/�	� ��
�	� ������ ��� ����/�	� ���
���	�� 
	+
��	������ �	�� ���	�
�� �	�

����	-���� 	��
	� �	�� ��
��
�	�� �����	�� �	� ���.�	� ����	���� #�����	�� ��	����
��	� ,��
��	� 	���

�����
���	� 	�� ���	�
����� ����	�� �	�� ����*���
��	�� 
	�����	�� 5� ���.�	� ����	��� ���������,	��

6	��	����
��	�
	+
��	��	����
���	�����	�
���	�����	-����	��
	��	����
��
�	�������	���	�������	��

�f�����������/�	��1��
�����������	��	�����/�	�+	
�	���	����	
���	
�������	�
��	�����	���	��

��
��
�	�������	���������/�	��7	�+�����������	��	����������,	�+	
�	�����
�	��
���	����������

+���� ��������� �++
����	� �	� ��� ��������� 
�	��	�� 1	����/�	� ������ �
�	��� 	��� �++	������/�	�

����
�.�	�����	���
	����/�	�����������	���������
�	�_#7#6��

8�
� 	-	�+�	�� ����� �	� ���� �	� ���.������� �	� ��� ����	�
� ;&*�=�� �	� ���/�	� ����
�.�	�


	+
��	��	��������/�	����
���	�����+
	��	
��
�
	�	��
	��	���f�����	�������,	��������/�	��

�	������
�	�>�

FTGTC
.

=+ � -�('".�

�R�)�	��6�
	+
��	��	���
	�+	����	�	��� �	�����
��	���	������������	���	��������������

����/�	��K�	����	��	��	�
��	���	�+�
���
	�������	��	��<�
	+
��	��	��	��	��	�
��	�����
�	���	�

+�������	��

6	��	��++
���	��
/��,���
��	�����
	�.����������������	�
	��
�������	���	�.�������	
�	�

���
�
	� �	� ,
���	�
� ��� ����/�	�����������  ������ �	��������	�� ����
�.�	�� +	
�	��	��� �	�

�������	
��������/�	���
�������	�����	��-��	���������������

������� 7���������������
��������������

1�� �����
������� ����� ������,	� ���+��� 5� ��	� ,�����
�	� ���+�	-	� +	��� 4�
	� ��������	�

;<�,�
	�&*�%=������	�������,	�	��������������������	��N��	��������
4����������������	����.�������

��-���
���	��+�
��	��	��+	���4�
	�
�����	���
�� �������������������������,	� ��������� ����	�� �	��

N��	��������
4�����������/�	�	�,	��
	�������/�	����
��	���	���5������	
��M�5�����
/��,
����

���

	����������	���



� � �����
	��-���
�
�
�����	
���	�������
 ����
��	�������

9&�

�
�

<�,�
	�&*�%�>����/�	�����
�.�	����������/�	����+�	-	�

�

8�
� ����	�
��� �	�� ������	�� ����
�.�	�� +	
�	��	��� �	� �������	
� �	� ���+�
�	�	���

��	
��.�	� ����� ����/�	� .�	�.�	� ����� �	� ���	��� �	�������������� ��	
��.�	�� 6	+	������� ���


	��	� ��������	� �	� �������	
� ��� ����/�	� ����	����� +����	�
�� ���	��-� �	� �������������

��	
��.�	�� ����� ��������
	��	������	��	�	��
	� �	�����	��-�	��� ��+�
����	��1	�������,	����+���

����� �	�� ���/�	� ���	����	
���� ��	� +�������	� �	� ������� ,�,���	�.�	� 	�� ��	� 
���������� .���

��
	
����.�	�.�	��0��
�����
��4�	�.�	�.�	���	����	���

1��<�,�
	�&*�9� ���������	� ���+���������	� ��	��	�
�	��	�����/�	�� ��	
��.�	��	-��������

+�
�
�++�
����-��
��/
	���	�
�+�������	������������	���	�����������������������	��-��

K	�+���	������������
+�
�+����	��	�+�

@��	����	�
������������

<��	��	��	�
������������∞&GG�V�

&����

&GG���

&��

&G��

7�	  
����	���
	 8��?�,	 86� ����/�	

���/�	��@���
�.�	�

&���

���/�	�
�������.�	�

���/�	�
F���+��

���/�	�
7#18F!
8"�<!K

%��� G�%��� %���

∞

&�V�

���/�	�
)
		���<<K
 K�!

K	�+���	������������
+�
�+����	��	�+�

@��	����	�
������������

<��	��	��	�
������������∞&GG�V�

&����

&GG���

&��

&G��

7�	  
����	���
	 8��?�,	 86� ����/�	

���/�	��@���
�.�	�

&���

���/�	�
�������.�	�

���/�	�
F���+��

���/�	�
7#18F!
8"�<!K

%��� G�%��� %���

∞

&�V�

���/�	�
)
		���<<K
 K�!

�

<�,�
	�&*�9�>�8	
��
����	���	�����/�	����	
��.�	��	-��������



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

9��

����
������

1����������� �	�� �	������,�	�� �	� �
�������
�� ���+��	� 5� ��� ����	+����� �	� ����	��-�

+��?�,	�����
���	��
���.�	��+	
�	���	�����	���
��	������/�	�� ���0��
��+����+	�����	��+����

+	
��
������� ����� ������ +���� ����
��,������ ����	
����� ��� �	������ �	� +�������	� 	��

���������	�	����1������	+������	��	�������/�	���	����+�	-���	�	���	��������	��5����.�	����+	�

�	� ����	+����� ����� ���	����
	�� +��
� ����
B�	
� �	� 
	�+	��� �	�� �+������������� 	�� �	
�	�� �	�

+	
��
����	�� 	�� �	� �����	��� 8���� +�
������/
	�	���� �	�� ������	�� ��	
��.�	�� ������	��	�� 5�

���.�	� ���	��� ������,
������ +��
� ��
���	
� ��� ������	
� �	� ����/�	� ����� �	� 
	�+	��	
� ���

����
����	� ��	
��.�	� �	� ����	+������ 1	�� ����-� �	� ��� ��
����
	� ��� ����/�	� ����������	���

,
���	�	��� �	�� +	
��
����	�� �����	�� ��� ���+������� !�� ����� ����� 	��	���	
� ��	� ������	�

��	
��.�	� �/�� ��� +���	� ���
����	���
	� ����� �	� +
	��
	� �	�� 
���	�� ����������� 6	��	� ������	�

�	����	���	�,
���	�
�+�������	������������������	�
�����	-+��
	
�+����	�
�������,�
�������

	�� �	� 
�����	
� �	�� �+������������� �	� ����	+����� �	� +���� �B�� +����
�	� ����� ��� ���A�	� �	�

����	+������8�
�����	�
�����������	���	
��.�	�	���+�
��������	�+�
����	��-�������,
������	���	��

���/�	��,���
����	�������������
�	��.�	�������	�
�+
�+
	�����	-�	��	���������������7	�+�����

+��
� ���.�	����	����	�������������� ��	
��.�	�� �	�����/�	�� ����� �����
�����+�
��	���������

+
�+
	�� ��� ���	��� �������
�� 	�� ����� ����� ������,/�	�� 	��
	� 	�-�� !�� ��	-���	� 5� ���	�
	�

����	��	������	�
�������������+����
�	��	�����/�	��+	�������	�������	�����	+������

6	
���������/�	��+	
�	��	����	������	
�
�+��	�	����	����+�
�	�	�����	
��.�	������

����/�	�����	��	�����/�	���������.�	���7#18F!��F���+����K���	�������	�����/�	�������	��

,���
������2���5�������	���������,
������������	����+���/�	���+�����.�	��	���	�+	��	���4�
	�

���������5�������	�����	
��.�	������
	����1	��������	������
�.�	��.�����5�	��	���+	
�	��	���

�	������
��
	��	�����/�	������
����������	�����	��-��	����������������	
��.�	��@����������

�	�����/�	����������
���	���	����5������	
��

 ������ ����� �	� ���+��
	� ��������� ����� +
�+��	
���� ��	� ���������,�	�� �++	��	� <�	-*

6K��� +	
�	������ �	� ����	���
� �	�� ���/�	�� ��	
��.�	�� ������ ���	��-� ;�
����	���
	���

+��?�,	��86�=�	��
�+��	��5������	
�;<�,�
	�&*�(=��6	�����/�	��������++	����<�	-*6K��+��
�

��<�	-�
�	�6��+����K�	
�������	������



� � �����������

9��

K	�+���	������������
+�
�+����	��	�+�

@��	����	�
������������

<��	��	��	�
������������∞&GG�V�

&����

&GG���

&��

&G��

7�	  
����	���
	 8��?�,	 86� ����/�	

���/�	��@���
�.�	�

&���

%��� G�%��� %���

∞

&�V�

���/�	�
�������.�	�

���/�	�
F���+��

���/�	�
7#18F!
8"�<!K

���/�	�
)
		���<<K
 K�!

2���
���,
��(��2

K	�+���	������������
+�
�+����	��	�+�

@��	����	�
������������

<��	��	��	�
������������∞&GG�V�

&����

&GG���

&��

&G��

7�	  
����	���
	 8��?�,	 86� ����/�	

���/�	��@���
�.�	�

&���

%��� G�%��� %���

∞

&�V�

���/�	�
�������.�	�

���/�	�
F���+��

���/�	�
7#18F!
8"�<!K

���/�	�
)
		���<<K
 K�!

2���
���,
��(��2

�

<�,�
	�&*�(�>�8��������	�	����	�����/�	��<�	-*6K��



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

9$�

=�+
��)�������

�

A��
B>� 6#+��
	
��1�,���	���	��������������������������	����������	��	�+�������	������	
,�	�

	��������+�
�	�	�����	
��.�	��	������/�	����	��
���.�	������	��++��+�
��o	��
	+
��	�7��	��

8�D	
��

���+>QQDDD����	�+�D	
����Q���	-�+�+p�+����\���q����	��r���?\��	Dr��\&$r!�	���\���

A�7
($'B>�W���� �	�����
������@��"��������s �6
�������"	��	D����K�	
�������	�����
�#�	��
�*

K�	
��������������t�������*����	�#�	��
�������W����$9��!���	�$��++��$J(*$'9�� +
����GG���

A=��(&"B>� ����
*6��	���K��#�+	
�������"��#������� sk0��6��
���	
�N���������6��+�8��?�,	�� *�

_�������������� 1����������� ���� <���
	t�� !###� K
����������� ��� 6��+��	����� F�

����� ����

���������
��,�K	������,���W����6F�K*&���@���$��++��(�$*(�&��7	�	�
	
�&'J'��

A=?�($"B>������
?�
��s7	��,��+	
�+	����	����������6��������
	����t��8
��		���,�������	�

$9��� ������7	��,�� ����������6���	
	��	��_��	��GG'��

A=?C($"B>���� ����

���0�� i��U����
� ���� ��� 1	�	
�
	�� sK	�+	
���
	*1	�	�� #��	��� ��� ����	
�

1��	���	� 7�
��,� K�	
���� 6�����,� ��� 8�D	
� �����	�t�� !###� K
����������� ��� 7	���	� ����

���	
�����"	���
�������W����J��!���	����++��$(&*$((���	+�	�
	
��GGJ��

A�?7($�B>� U�� 7�� 6��	� ���� 8�� #�� 6
���	��	��� s��	���� F	��� 6���������� ��� 6�
�	�����

6��
�����	�� ���� �� 1�

�
�� ��� )
		���� <��������t�� 8
��		���,�� ��� ��	� �%��� @�������� F	���

K
����	
�6���	
	��	�� ���	����6 ��_��	��GG&��

A�3
("&B>� ��6�	��	���W���N�?	����������"	��N��s ��#�����	���K�	
���������������K������
�

!6��� ���
�����	�� #�	�	���� ���� �6��>� ��	� V�*KF#"� @ 1t�� ���
�	�	��
������ _��
�����

W�����'��@���$��++���$&*�%%�� +
���&''J��

A,��($�B>�7��_��<
��?��"��F��7	���
���#��@�D�?��8��������������L��K��
������F�*���8��I��,��

s7	���	� ������,� ����������������<#K������ ��	�
��++����������	+	��	���	�t��8
��		���,�����

!###��W����J'��++���%'u�JJ����
����GG&��

A6�7($9B>� ��� )���	����� s#��������� ��� !��	�� ���
�+
��	���
�>� &'(&� ��� �GG(t��

���+>QQDDD���
�
�����Q���Q9%9(9J%Q#��������*��*!��	�*���
�+
��	���
����GG$��

A0��(�$B>� )�� F�
����� sI�
	� ������,� ��� ���
�	�	��
�����t�� ���
�� 	�������� ��)
�D*F�����

�G&G��

A0C�($#B>�I��F���,��U�����?�
���
��������"��_��"�
���������"�����������U���?��
����s ��

!�+
��	�� ����?*���	�� K�	
���� ���	�� ��� F���+��� $�G� D���� )
�����
���� 6�����	
������t��

8
��		���,�������	�I�
?���+����7�+�������,��7	�����
�����,������7	
��?��,�;I777=�� ���

���0��������D������	��$���!��	
������������+���������6��+��	
� 
����	���
	�;!�6 =���GG(��

A�*�B>�!��	������+>QQDDD����	�������



� � .�,���$	������

9%�

AD
!("%B>� #! Q_#7#6� _#7%&*��� !��	,
��	�� 6�
����� K�	
���� K	��� �	����� #���
���	�����

6����������*�@���
���6���	������;������ �
=��7	�	�
	
�&''%��

AD
!($%B>� #! Q_#7#6� _#7%&*&��� )���	���	�� ��
� "	+�
���,� ���� :���,� #�	��
����� 8��?�,	�

K�	
����!���
�������������GG%��

AEC*($:B>����U��N��6��
����
��	��������	�����������.�	��+��
�+������	����:���	
��������

)	�	�������+>QQ��	�
��+����������,	���Qv?��NQ�	���
	�Q,
		��+�����GG9��

A7�3("%B>�6�� _�����1�����	��F��W��?	��F��"���	������U�*1��I	��	
��s �@��	�� ++
�������
�

��	�K�	
����6��
���	
�N���������#�	��
�����8�
��t��8
��		���,����� ��	��#�!KF#"��X!������

_�����6 ��++��&*'��&''%��

A7�3($�B>� 6�� _�� ��� 1�����	�� sK�	� #�
�+	��� K�	
���� 8
�0	��� 8"�<!K>� 8
	�������� ���

K	�+	
���
	�)
���	���� !����	����,� ��	�`����������#�	��
�����8
������t��8
��		���,����� ��	�

�#�!KF#"��XW!!��++��&�G*&�%���GG&��

A7�3($9B>� 6�� _�� ��� 1�����	�� sF�,���,���� �
��� ��	� #�
�+	��� 8
�0	��� 8"�<!Kt�� _��
���� ���

#�	��
�����8��?�,��,��W����&�9��++��%9%*%(G��7	�	�
	
��GG$��

A7�C("%B>�_��F��1����s<��+�6��+�K	������,�	�t����)
�D*F�����&''%��

A7
�(&#B>� 8�� 1	��
�.�� _����� 7�
?	���  ��@�+�	
���?�� ���� #�� 1�����	
�� s �@	D� ++
����� ���

K�	
���� �����������8�D	
�7	���	�t�� !###�K
��������������#�	��
�����7	���	���W����#7*�$��

@���%��++��&&$(*&&%9������&'J(��

A7�*(#'B>� "�� 7�� 1�����	�� ���� "�� _�� ��
���� s��	���� ����	� _�������� K	�+	
���
	�� ���

�	����������
�6��+�t��!###�K
��������������#�	��
�����7	���	���W����#7*&'��@���&��++��$&*

$$��_����
��&'(���

A2
*(�$B>��	���
�)
�+������ sI���������������+�����	�8�D	
���� ��	�#�1t��I���	�8�+	
��

���+>QQDDD��	���
����Q	��Q
	���
�	�Q��	
��	DQD��*���*������*�+����N	*+�D	
*��*��	*	��*

�
		9'��*%$J�*$
'�*
9(G*'$�&%�%&	��	���G&G��

A2��B>����"	7��K�6��	������+��������������		���

A2��($%B>�8�����������L����N	��	��� ���	N�	���K��6����������������7��<	�����s �� ����������

���	�����K	�+	
���
	�������
�+
��	���
�t��!"!� �
	+�
��8!*&(9G�����!@"! �
	+�
��""*%($$��

@��	�
	
��GG%��

A��
($"B>� ��� 8�	�
������� ��� 8����	
�� ��� 1	�	
�
	� ���� ��� 8����������� sK�	
���� ����,�	� ����

�����
	����	�	��
�����+�D	
��	���	���
��
��	�t��!��	
���������_��
�������<���,�	��W�����&��!���	��

&&*&���++��&'&&*&'�G��@��	�
	
*7	�	�
	
��GG'��

A�?F($"B>�U��"����_�8��U��?�
������U��)�+����s7	���	Q��
��������	
�����������������	������,��

���	t��8
��		���,�������	�$9��� ������7	��,�� ����������6���	
	��	��_��	��GG'��



�����������
�
�
�����������	�����������
��	������
��������	��������
��������
����
�����
 ����!���
	������������������

99�

A3�=($8B>� ��*@�� ��

��� s6��+���� K�	
���� ���	��� ��
� #�	��
����� ����	��t�� !###�

K
����������� ��� 6��+��	���� ���� 8��?�,��,� K	������,�	��� W���� �9�� @��� &�� ++�� &('*&J%��

��
����GG���

A3��($$B>� _�� <�� ������
��� s!���������� ��-� �
����	
��� ��	
��.�	�t�� K	����.�	� r�

7����	���������!��@�>��*J%�G9*9&J*&���GGG��

A3E�($'B>�U���?��
������������������
�	����� ��7D�
?���I��F���,��L��1���L������ ��@������7��

8�
�?���8��"	��)��"��	��U�����?�
���
��������"����
����
���������W	��������F��i���,�����L��

i���,�� sF���+��>� K	����.�	�� ��
� ���	���,� K�	
���� #��	���� ��� ��	� 8
��	���
* 
����	���
	�

1	�	�t�� 8
��		���,�� ��� ��	� J��� I�
?���+� ��� K�	
���� !��	���,������ ��� !6�� ���� ����	����

����
	
��GG���

A3G
($$B>� W�� �N�?	����  �� 8�++	�� ��� "	��N�� ��� "��	����� ���� K�� K	�N�
���� sKF#"� @>�  �

K�	
���� �����������K���� ��
� !6�6��+������
���
����
	�� ����8I����
��t�����
�	�	��
������

"	���
�������W����$G��@������++��%&(*%�$����
����GGG��

A�
�($�B>�K�	
����#�,��		
��,� �������	���K	����
�	��G(��s7���	�_��������K	�+	
���
	�����

K�	
����"	�������	��	���
	�	���t���GG&��

A�
�($"B>�K	��<
	�������+>QQDDD��	���
	����	�Q����
���*�������*JGGG-*D�
���*��
��*��
��	*

+���	Q�

A>�*($"B>� ��� W���	�	��	�� "�� 7	D		
���� <�� 7������� ��� )��N��	N�7�� W���	
��
�	�	��� #��

������	
��)���
�N�
��"��)������� s!�+���� ���������
	� 
��
+��������I�
+�,	����1�
,	��) �

+��?�,	����
��,����	��*�
		�
	���D�+
��	��t��8
��		���,�������	�&%���!��	
���������I�
?���+�

���K�	
����!��	���,���������!6����������	��������
	
��GG'��

A>�3($%B>�  �� W����,��� ���� ��� �����	��� sK�	
���� ���� 8�D	
� ����,	�	��� ��� !��	,
��	��

6�
�����t���+
��,	
��!��@>�G*�J(*�%(9�*$���GG%��

A>�*("#B>� F�� W��?	� ���� 6�� _�� ��� 1�����	�� s6��+���� ���	��� ��
�  ���
��	� K�	
����

6��
���	
�N������ ��� #�	��
����� 8�
��t�� !###� K
����������� ��� 6��+��	����� 8��?�,��,� ����

���������
��,�K	������,��*�8�
�� ��W�����G��@���$��++��$&&*$&'��7	�	�
	
�&''(��

AH�*($"B>� "�I���	����� ���� K�� !���?�D��� s@	D� <��+���+� K	������,�t�� !�� #�
�+	���

���
�	�	��
����������8��?�,��,�6���	
	��	�������GG'��

�



�

�

���������	��

�


�����
����������������������������

�����������������
���������������

����������
�������������

����������	
����������

����
�����	
��������������
������

������������������
�������������������������
�����������
�����

�������	�



�

�

�



� � 
������	�
����������������	���	��
���

���

��� !"���	 �


�����
��������������������������������������

�������
�������������������������
�������������

��  !"#$�

PARTIE 2 : Une nouvelle méthodologie dédiée à l’analyse thermique des systèmes 

électroniques complexes............................................................................................................. 69

Chapitre 3 : La méthodologie Flex-CTM ........................................................................... 71

�� Pourquoi la méthodologie ? .......................................................................................................... 71

��� Champ d’application de la méthodologie .................................................................................... 73

���� Principe de la méthodologie....................................................................................................... 74

������ Approche directe................................................................................................................. 74

������ Approche permettant de conduire une modélisation multi niveaux.................................... 75

Chapitre 4 : Description détaillée de la méthodologie....................................................... 81

�� Décomposition du système ........................................................................................................... 81

��� Extraction de modèles numériques .............................................................................................. 84

����� Modélisation ........................................................................................................................ 84

������� Spécifications de modélisation ..................................................................................... 84

������� Evaluation des méthodes numériques pour notre application....................................... 85

������� Méthodes retenues ........................................................................................................ 87

����� Processus d’extraction.......................................................................................................... 88

����� Mise en œuvre de deux prototypes d’extracteur .................................................................. 89

������� Implémentation des prototypes ..................................................................................... 89

������� Validation de l’extraction ............................................................................................. 90

���� Sous-échantillonnage des interfaces du modèle ......................................................................... 93

������ Techniques de sélection de nœuds...................................................................................... 94

�������� Choix de nœuds physiques .......................................................................................... 94

�������� Construction d’un maillage virtuel.............................................................................. 95

�������� Traitement des interfaces sources................................................................................ 96

������ Critères de sélection de nœuds............................................................................................ 99

������ Validation du sous-échantillonnage.................................................................................... 99

�������� Simulation temporelle ............................................................................................... 101

�������� Transmission du flux de chaleur à travers l’interface sous-échantillonnée............... 103

�	� Réduction de modèles numériques........................................................................................... 108

�	��� Etat de l’art sur les méthodes de réduction de modèles .................................................... 109

�	����� Méthodes de décomposition en moments.................................................................. 109

�	����� Méthodes d’élimination de nœuds ............................................................................ 111



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

%&�

�	����� Méthodes par projection ............................................................................................ 113

�	��� Comparaison des méthodes de réduction.......................................................................... 119

�	��� Evaluation de la méthode PACT....................................................................................... 120

�	����� Réglage des paramètres de réduction ........................................................................ 120

�	����� Evaluation par simulation ......................................................................................... 121

	� Couplage de modèles réduits ..................................................................................................... 124

	��� Etat de l’art sur les méthodes de couplage ......................................................................... 127

	��� La méthode des multiplicateurs de Lagrange..................................................................... 128

	����� Mise en équation ......................................................................................................... 129

	����� Sens physique des multiplicateurs de Lagrange ......................................................... 132

	����� La contrainte de couplage ........................................................................................... 134

	��� Validation du couplage de modèles.................................................................................... 136

	����� Préservation du flux global ......................................................................................... 136

	����� Validation du couplage par simulation ....................................................................... 139

	�� Application des conditions aux limites et simulation du modèle Flex-CTM ........................... 143

Chapitre 5 : Validation de la démarche............................................................................ 145

�� Modélisation complète et légère d’un système complexe multi-niveaux.................................... 145

��� Une méthodologie structurée et ouverte .................................................................................... 146

���� Homogénéisation des modèles à différents niveaux de modélisation ...................................... 147

�	� Flexibilité des modèles............................................................................................................. 148

Bibliographie ....................................................................................................................... 149

�

���
���

� �	&����(�	&���	���'!	&�	��&�� �&� 	��	��	��	 ����&��$	**	)�!	��! 	�� ��%&	���	���'!	��!����

 �"	�!�� #� ��� *��&� �����	� 	�� ���)�&	� �$! � &%&�(�	� )����	�	+� ,�!&� �����&� &� �� )� ! 	�  �!"	��	�

�����������	-� ���	��	� �����������	� ��	��
��� ��!�� )� &��!��	� 	�� � �	�*�)	�� �	&� ���(�	&� ���	�&� #�

��**��	 �&�  �"	�!�� �	�������&���� +� 
	&����(�	&� � �� ! � *��.�	�  ��.�	� �$� )�  !	&� �*� � �	� &��!�	��

�����	�	 �� �	� )������	�	 �� ��	���'!	� �	&� &%&�(�	&� 	�� &� �� � ���	 �� �&� �	&� )� ����� &�

	 "���  	�	 ���	&��	��� �(�	�#���!"����/��	�&��!��&��� &� $������	�'!	��	�)� ����� ��!�)�  	)��&�#�

! � �!��	� ���(�	+� 
	��	� �����������	� ���� �� �!� )���	�� �	&� )����	&� �����&�� 	�� �� �	�  ��.�	!��

�"� ���	&-��������������!�����(�	&�	��&�� �&-���!���	&�)� )	��	!�&��	�&%&�(�	&���	)��� �'!	&+�



� � 
������	�
����������������	���	��
���

%'�

#��������$�	 �%���������������&���'# (�

�� ��
��
�������������������)�

(�����)
�
�
�������������������*����)�
��+������������*��������
���	��
������*��,����

�����

��+���� �
�	

��� +���+���� ����������� �
�������� ��� ������� �
�)������
��� ��� �����

������*���������������������*��,�����(��	�
����	
���������������������������������
���������

��
��������
�,����-�����
���
�	�����������������������(������������
�������
�,�����)�
��+������

�
������� ����������������
�,���� ����
��	�
�����������������
� 
�	�������� ��� �
�	

�������

�)�
��+��� ����� �*��,��.������ 	��� ���	���� -� �����
��������
�������� ��������� $�� �����.� -�

�)�+��� ������� �������
���
�.� ���� ��������
�� �
���
������� ��� �
�,��� ��� ���������� +������

�
������ �
����
�
� ����� ��������
� ��� �
�	

������� �)�
��+��� ��� �����/���� 0��� �
�,����

�)�
��+�����
����
���
������
�����
�������)*	
�),�������������
�������������	
�
�����������

�	�����+��� ��� �
��������
��� !����.� ������ ��)����� ��� ���� �
�,���� ���
�� ���� �����
������

�+��	��� ������ 	
�������� (��� ���)
���� ����
�+���� 	�
�������� ��� �
������
� ��� �*��,���

�����

��+���+���+��� �
��� ��������������
��������
�� �)�
��+����1
����
��.� �����
�,����
���

��� �
���� �
��
�� �����
������ -� 
��
��
�� ��� �
��� �
��� 
������������ ������ -� ������
�� 2�
�

������
�.� �����+����� �
��� 	
�����������
������
���� �*��,���-� �
��������������
��������
�.� ���


�������������������
���
��
������
�,�����������������	
�����-������������������
���������)�����

���
���������������

(�� ���� ��� ��� ���)
�
�
���� 3���/01 � 4 !#/&�/'.�  !#/&�/56� ���� ��� �������� ����

�������� ������� ����*���� ��+���� 
�������� �
�� ��
���
��� �����
�� ���������������� ��� ��� ����

�����,����� �,��� ��� ������
���� 
�� ������� ������ ���*��� �
� �������� ����������
�� ���������

0����� �

��������
�� ���� �
�,���� �)�
��+���� ���
�� ���� �����
����� �������� 	�
���� ������ ���

���

���
� ����)���������
�,����7����
�������
�����������8����
�� ���������
�������+��	����9��

	���.� �����
�,���� ����
��	�
�����������������
� 
�	�������� ����
�	

������� �)�
��+������

�*��,�������
�������	�

�
�����
�����
�����
���
�����������/����(����
�,����
����������������

���)
�
�
�����
����		�����3���/01 �	
�
���3��������0
�	����1)�
���� 
��������

9���� ��� 	
����
� ���	�.� ��� 	

������
� ���
*� ������ ����
����� -� ������ �)�����+��� ���

�
��������
�� ������ �������� ����� �*��,��� �
�	����� ��� �����
		���� ��� ���)
��� ����

��3�������� 2

�������� 4�!:/&%/'.� �!:/&%/56�� 0��������)
��� ������ ��
� ���� �		

�)���
����.�

�
���������������	
����
����	��-����
�	
��
������
���
�������*��,�������������������

���



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

%5�

	�
������	�	���+����(���
�	

��������)�
��+�������)�+��������������������������
���-��������

����
�,��������*��+������������
������
����
������;
�����
��������75/'8�4�!:/<=6��

( ) ( ) ( ) 'rd'rq'r,rGTrT
N

1j 'r

1moyen

j

�����

�
� �

= Ω∈

=− � -�'./�

�>�1�
�	
�����������)��	�������	�
���
�.�1�
*��'�������	�
���
���
*�����������?���

�
���
��
�������)
�����
�����?������
���
����.� ( )'r,rG
��
�����
����
�����;
�����
������.�+����

�
�
������	������������@A� ��� A,��� �
��/�
����������
�,����0����
�,���� �
��� ����	��������

�����
�����
���������������	���+�����������
�����
������

������������������		��+����-����

��������	
�
��
���
��
���
���
�,�������*��+����

0
��
��
������-�����
�,����)�
��+����
�	����������
�.�����
�,�������*��+���
������

	�
������������
�����	

�����
�����������	�
���
��718�������	���������7+8�-��)�+����?������

�
�,����$�������������������������
����
��� x
iΦ �

�)
�

������
��)�+����?�����������+���B�

( ) ( ) xy
y
i

r

x
i rdrr

i

δ=ΦΦ�
Ω∈

���

�

�
-�'�/�

���	���������
		�
�����	

�����������	�
���
��������	�����������
���������������
��B�

( ) ( )

( ) ( )�

�
∞

=

∞

=

Ω∈Φ=

Ω∈Φ=

0u
i

x
i

x
i

0u
i

x
i

x
i

rpourrqrq

rpourrTrT

��

��

� -�'$/�

!����.�����

�+����������+����
���75/C8�-���

�
��D�������������������������������+����
��

75/'8.�	������������	����������)�+����E���	�
� x
iΦ ��������������������+����
��75/58.����������B�

[ ] [ ]

( ) ( ) ( )� �

��

Ω∂∈ Ω∂∈

= =

ΦΦ=

∈∈=

i jr 'r

y
j

x
i

xy
ij

N

1j

U

0y

y
j

xy
ij

x
i

rd'rd'r'r,rGrRavec

U,0x,N,1ipourqRT

������ � -�'0/�

(��+����
��75/=8�
�	
�����������
�,�����������������)
�������3��������2

������������
���

��� �
�	

������� �)�
��+��� ����� �������� -� �
���
�� ���� �
����������� ��� �����
		������ ���

��
�������	

�����������	�
���
��������	����������1*	�+������.����

�
�����&�-�=�������������

	

����� 	

	
������ 	)*��+���� ��������
����� ��� �
��� ���� 	

����� 
����� ��� ���	�
���
�� ��� ���

	��������������	���������F�
���������A����



� � 
������	�
����������������	���	��
���

%C�

0����
�,�����
������������
����������������
������
� ����
�	

��������)�
��+������

�*��,�����
�����(�� ��������
�� �����
�,������������
��	�
������
��
�����������
������������ ���

���	�
���
��-�������
����������
�,����B�

0TnTnetTT 22211121 =∇⋅λ+∇⋅λ=
����

� -�'1/�

(���
�,���
�����������������������������������������
� ��� �
�	

������� �)�
��+������

�*��,�����
�������
�����������
����
���"��	�
��������������������
�����	

�����������	�
���
��

����)����������?��������
�,����������
�������������	�
���
�����������������*��,���7+�������

�
,����	

�����	
�
�������*����)�
�
������+��8��9��	���.����	
���,
�����+�������������*���

�
�����
�
��
�����������������������������)
�������3��������2

������4�!:/&%/56��

(�� ���)
�
�
���� ����� ��� ?��
�� ����� ������ �),��� ��� 	
������� �
��� �
���� ���

	

�
�������� ���� �
������ 	

	
���� 	�
� ��� 	

������
� ���
*.� ������ ��
� ���� �		

�)��



�������� 	�
�������� ��� �
������
� ��� ��� ������
� ���� �
�,���� �)�
��+���� ��� �*��,����

�����

��+�����
�	���������
�������
�����
�
���

��� #��������������������������������������

(�� ����
���
�� ��� �
�,���� 3���/01 � ���� ������ ��
� 	������
�� )*	
�),���� ���

�
��������
��+����
����������������������	�
��
�	)���

2
���,
�����.������
�����
�������)����
�	�
��
������
���
����
��������	�
�������
������

�+����������� (��� 	)��
�,���� ��� �
������
�� ��� ��� 
�*
�������� �
��� 
�	
�������� 	�
� ���

�
���������� ����)����� �+��������� ��
� ���� ��
������ ����)����� ��� �*��,���� $�� �
���+�����.�

������ ���)
�
�
���� 	�
���� ��� �
������
� ���� �*��,���� ��� ������� ��� �
��������
��

�
�)������
��� ��� ������� 20:�� $�� �����.� -� 	�
��
� ��� ������� �*��,��.� ���� 	)��
�,���� ���

�
������
��������
�*
�������������������	
�	
���
�����������	�������	��������������F�
��

�
��������	�
�����
��������������)������!������
�����
����������������������
��������
�.����

�
��������
���)�
��+�������������������������������	������
�����������)���������
���	��
�.�

�����
���+������
�)������
������������
���������+����������+��������
���
��
�����������
����!�

��� ������ ��� ��� �
���	��
�.� ��� �
��������
�� ���� �����
�	� 	���� ����� ��� ���������� ���� 
������

����
�+������������������
���������
����
�����������
�����������������

9����,������.������
�,�����
�����		
����������
����2����	
���������.� �����	��������

������	�
���
������	

	
������	)*��+������������
�������������������

$����.�������
����������
���������
�������
�������
�����		
�����	�
��������



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

%=�

���� ����������������������������

������ �����������������

1
�������

�.��
�����

����������������*��,��������

��+����
�	������
���������
����

������� ��� �
��������
�� �)�
��+���� (�� �
��
�� ��� �
�	������� �������� ���� ��� �*��,��� C9.�

�*����+��� ��
� ��+���� 	������
�� �
�
���� ��� 	��������� �
��� �		��+������ (��� �
�,����

�)�
��+����
�	�����-�������
.����
������������	�
����	
��������.����	�
������������
��������

	��� ��� 	
���
�� ��� �
�	��� ���� ������ �
�	������� ��
���
�+��� ��� 	)*��+��� ��� ������� ����

���)
��������
�+����	��������
������
�����
�	

��������)�
��+�������������*��,�����

2
�
��
���
��
������
�,�������
.��
������
����
���	�
��
�������
�,�������
�+��������

��+������������
�����
���������������������		��+�����������,
��-����	������

���
����������

�
�,�������
�+����������	��������
���������-������
�����
��	�
������,
������
����
���������

G����
���.�������
����������
�
����������)���������
�,����
���
�	�
������������	
��
�
����
�

�		��+��
������
�����
��������������
����	
���
�

���(����
�,��������
�+����
�������
����

�
��
�������
����������
����
���
�������������
H�����������	�������������!��������������
�

��� �
��
��������
������ ����
��� ��� �*��,��.� ���� ���)��+������ 
������
������
�,��� ���� ����

�		��+�����

(�� 
������
�� ��� �
�,��� ���� ���� �
���)�� ��� ��� �)�

��� ��� �
��
E��� +��� ������� ����

	

	
������������*��,�����������
����
������
�	��������
������	
���
������
���
�	

�������

���
���/�

������ (��� �
�,���� ����
�+���� ���
������ ��� �
�	

������� �)�
��+��� �����

�
������	�
�����*��,������+����
��������
��������������
,���
����

�
���0���*��,������
������

����
�����
��+����/����������������	�
���
������
���	
��������
����������-�	
�����.������������

���	�
���
������+���+����	
���������	����������
�	�
����
�����������	�
���
�����
������	
�����

�
��� ��������
��.� 
�� 	���� 
�����
� ��� �
�,��� ���	������ ���
�� ���� �����
����� 	
����� 	�
� ����

���)��+��� ��� 
������
�� ��� �
�,����� (�� �
�,��� 
��������� ��� 	

������� ��� 
������
�� ����

�		�����
�,���
���������
�	
����������
���������
�������������������	��������)�
��+�������
��

���� 	
����� ��� ���	�
���
��� (����
�,���� 
������� �
���������� 	��� �����
������ ��� �
��� �
���

	����
�	��������������������

!��������������������	�����
������
�.��������	������������
�������?�����
���
�����	
,��


������
��������������
���0����?���.��


��	
����������	
�����������	�
���
������	��������

�	
,��
������
�.�
�	
����������������
����
�������

���������
�,����



� � 
������	�
����������������	���	��
���

%I�

(���������� ��� �?���� �������� 	�
� �����	�� ��� �������
�� 
�	
������� ���� 	

��� ���
���/

�

���������
�,����	
,��
������
���0����?����	�
�����������������		��+��
������
�����
������

��������
������
�,�������������
�
�������	�
���
������
�,��������
�������?�����

(���
��������
���
�
��������������*��,����
�	�����	�������������
�����
����+���
��

���	��.�������
����	�
����3���
��5/'�B�

'��$��
����
������
�,���
����
�+���

5���������
������?����- �
���
��
 C��#������
������
�,���
����
�+���

=��!		������
������
�����
���
�����������������������
�

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

0

5

10

15

20

25

time [s]

T
 [
d

e
g

]

Mean temperatures

T
junction

T
interface model 1

T
interface model 2

 ��
�����
����
�+���

 ��
�����

�������

'��$��
����
������
�,���
����
�+���

5���������
������?����- �
���
��
 C��#������
������
�,���
����
�+���

=��!		������
������
�����
���
�����������������������
�

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

0

5

10

15

20

25

time [s]

T
 [
d

e
g

]

Mean temperatures

T
junction

T
interface model 1

T
interface model 2

 ��
�����
����
�+���

 ��
�����

�������

�

3���
��5/'�B�2

�����������
��������
��������*��,����
�
���������
�	�����

�

������ ��������� ����������� ��� ����
���� 
��� ������������� �
����

�����
��

(�� 	

������.� ���
��� ����� ��� 	�
��
�	)�� 	
�������.� ���� ����	�
������� 	
�
� ���

�
��������
�� ������ �������� ����� �*��,��� �����

��+��� �
�	������ 2
���,
�����.� ���

��
���
��� �
�	�,��� ����� �*��,��� �
�	����� �
������� ��
� 	������
�� �������� ���

����� ���

�
������ �����
������ ����)������ +��� ��
���
���� -� ��� �
���
����
�� �������������� �
,�� �
�
�� ���

��
��������
��
�������
�������(���������������������*��,��������
����	���
������������
�����



�������
�� ��� �*	�� 20� 	

������ ����� ���� 	���������� ��� ������� ������+����� 2�
� ������
�.�

�
���� ����� �� ���� 	
������ ����� ��� 	�
���� 	
��������.� ������*��� �)�
��+��� ���� �*��,����

�
�	������ ���� 
�	�
���� ���
�� ���� �����
����� �������� �������
���
��� !� �)�+��� ������.� ����

��������
���
���
�������������������������
�,�����	�����+���.����������
�������������-��)�+���

������.� ���	�
��������	������ 
��������
� �����
�,���� ��� �
�
�����	

���������� �
���	��
���

0����� 	
�
+�
�.� ���	
���,
�� ���	����� ������)
�
�
���� 3���/01 ��
������� -������������ ���

�����������
�������������������
������
����
�����������������
����
��������*��,���
������

	

	
������ 	)*��+���� ���� ����
����� ��� �*��,���� 0����� ���
�	
����
�� ���		�
����� -� ����

����
�	��
��������	�
��������*��,���������+�����������
����
��������	�
����+��	������)�
������

����
���	��
���2
��
���	
�
�����	�������������	��������	��J��������*	��02;!/D2�
>���
����

������������
����
�
�����������	
�
�������
�
����	
����	�����������)
�
�
����3���/01 �4 !#/



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

%��

&�/'6��(����
���
�������*��,���������

�����
�	
�������������������������������������
�����

�����
�������
�	
���������*��,���73���
��5/58�B�

02;!/D2

9�� 2��J���

02;!/D2

9�� 2��J���

�

3���
��5/5�B�9��
�	
����
����������
���
��������	��J����02;!/D2�

�

0
���� ����� �� ���� 	
������ ����� ��� 	
���,
�� 	�
���� ��� ��� ������
��.� ���� ���)
����

����
�+����	�
������������
������
�����
�	

��������)�
��+���������*��,���+���+����
���

��� ������� ��� �
��������
�� �)�
��+���� !����.� ��� ���
���� ���	�� �
������� -� ������
���� 
��

��������
�����
���������
����
�'��������
����������9������F�������,
��+���	
�
��������

������*��,����
�
�������.������������
�������������
������������
���
��������,
��-����
���
��

����	������� ���� �
�����
��� ����

������������� 2�
� ������
�.� ���� ��
������ ��� �
�
��.�

����)����� ��� ��� �
�	����� ��� �
�,��� �
��� 
�	�
���� ����� ��� 	
��
�
� ���� �		��+��
� ����

�
�����
��������������
����	
���
�

���0�����
�������
����		������ ����
����������
�,����(���

�
�,���� ����
�+���� ��� ���� ��� ��� 	��J���� �
��� ������
��� 3���
�� 5/C�� (��� �
�,���� ������


������� �
��� �
�
��� ��� ��
���� ��� �
��
�� �����
������ 7����� ��� �
��
�� ��� �?���� ���

��������8�����
���������-�������
��!����.��������
���������
�,�������
�+����
������
���������

���� ���)��+��� ��� 
������
�� ��� �
�,��� ���� �		��+���� ����� ��� �������
� ��� �
��
��

�����
�������G����
���.��
��������������������	
�
������
�,�����
�
�������.��������	�����

�������
�� ��� �?���� ���� ��������
�� ������ 
������
�� ����� ��� ������
� ����������� ��� �?����

�
���
�����	
,��
������
���



� � 
������	�
����������������	���	��
���

%%�

�

�

9��� 2��J����

3���
��5/C�B� 
�,��������
�+�����������������	��J����

�

!����.���������������������������2
����
���
�����	
,��
������
��	�
�������������
�����

	

������
���/�

���������
�,����	
,��
������
���(���	

��������
����	�
�����������		��+��
�

���� �
�����
��� ��� ��������
�� �	
,�� 
������
�� 7�
�
���.� �
�����
��� ����)����.� �
�,���

�
�������8�� (��� 	

��� ��� �

����� 	�
�������� ��� ����
�
� ��� ���	�
���
�� ��� �
�,��� ��� ����

	
������ (��� 	

��� �����
���� �


��	
������ �
��� -� ���� �?���� �		�
������� ���� ����
����

����
������ ��� �
�,���� 0�	������.� �
��� ���� �?���� ������
����� ��� �
�,��� ����
�+��� ���

	������� F�
�� �
���
���� ���
�� ��� �
�,��� 
������ ��
���� �

	� �
�
��� (�� �
��
�� ��� ���

�
�����
���
�������?�����������
������
��� �
����
���
��
����
�
�� ���	���� ���,�������	
�������

��� �
��������
�� ��� ����� ��� �)����
� -� �
���
�� ������
������ (�����������
� �������� ��� �
�	

����

���
���
�	���������	
�����
������
�,���	
�
��
���		������
���

!	
,�� ��
�
� �������
���� ���� �?���.� ���� �������� ����� ���
���� ����� ��� �������
� ���

�
��
�������
����������)����������
�������1
�A
�
�������������	������	��J����02;!/D2.�

���1�������'��*��)������������
����
����+���������
�,��������
�+�������
��������������������

	��J���������
�������
��
������?��������
�,����

9��� 2��J����
 
�,���

G���
�+��� #������ G���
�+��� #������

1�������'�B�0�
����
����+���������
�,��������
�+�������
��������������������	��J����

�

D��� �
��� ���� �
�,���� 
������� ��� �)�+��� �
��/	�
���� ��� �*��,��� 
������.� ���� �����

��
����.���������
��
����
�
������
�	

�����������*��,�����
�����(����
�,�����
����
��������

	�
����
���?����������
���������
�	�����
��	��������


��	
��������(���
�,���������
������



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

%<�

�����		�����
�,���3���/01 ��0��������	������
�	�����	�
���������+��	�������
���	��
�����

�
���
��
�� ��������� ���
� �
�,��� �)�
��+��� ������
F�� ��� ��� ��� 
��������
� ��� �
�
�� ��� ���

�
���	��
��	
�
��
������
�����*��,���	������
�����

$����.� �����
�����
��������������
����
����		��+�������
� �����?�������3���/01 ������

������
���������������������������
���
������������*����9�����
�
������	��.������)��
��

��� 	��������� ��� 'K� ���� �		��+��� ��
� ��� ��
����� ��� A
����
�� ��� ���� ��� ���� �
�����������

����)������
����		��+������
�������
����������)��������	��J�����D���
�,�������
�+������

�����������L���M	��J���N�����
����������	
����
����
���
������������������
�����	�
�

�������

��� �
�,��� 3���/01 � ��� ��
���� ��� �
��
�� ��� �?���.� ��� 	
�����
�� ��� ��� ���	�� ���

��������
���(��1�������5��*��)������������
����
����+���������
�,����3���/01 ��������
�+���

	�
� ��������� ������ C9� ��� ����������� L���M	��J���N� ��� ��
��� ��� �
��
�� ��� �?���� ��� ���

���	�������������
���

 
�,��� G���
�+�����
���� 3���/01 �

G
��
������?���� 'I%&&&� 'C��

1��	�������������
�� =�)��
��� <����
�����
�

1�������5�B�0�
����
����+��������
�,�������
�+�����������������������3���/01 �

�

(�� 3���
�� 5/=� 
�	
������.� +����� -� ����.� ���� 
��������� ��� ���	�
���
�� ��� A
����
�� ���

�
�,�������
�+����������
�,���3���/01 �������+������

��
����
�������
������������
�,����

����
�
��������	���



� � 
������	�
����������������	���	��
���

%��

.3
'4

.3
'0

.3
'�

.3
3

.3
�

.3
0

3

1

.3

.1

�3

�1

$3

 �����-�/

 
�
�
�
�
��
�

��
�-
5#
/

 �������
�������6���������������������
�����
�����&���'# (�����7�����*�������8����9���

(������:�������

&���'# (

�

.3
'4

.3
'0

.3
'�

.3
3

.3
�

.3
0

'3;$

'3;�

'3;.

3

3;.

3;�

 �����-�/

"
��
�


��
-5
#
/

"���
���*���
����������������
������6���������������������������
�����
�����&���'# (

�

3���
��5/=�B�#���������������	�
���
�����A
����
�����02;!/D2�

�

��� 	���� �
��� 
���
+��
� +��� ��� �
�,��� 3���/01 � 
�	

����� ��� �
�	

�������

�)�
��+��� ��� �
�,��� ��
���� ����
�+��� ��� ����������� L���M	��J���N� ����� ���� �

��
�


������������ �������������� ���������
����� ���	�
���
������*��,����2�
�������
�.� ��� ���	�����

��������
�� ��� 3���/01 � ���� �����
�	�	���� ������� 	�
� 
�		

�� ��� ���	����� ��������
�� ���

�
�,�������
�+�����
�����2
�
��*��)�����
.�������)
�
�
����3���/01 �	�
��������
���
��
��

���� �
�,���� �)�
��+���� ����
�� ������ �������� ��� �*��,���� �����

��+���� �
�	������ ��� ���

���
�	
�������������	���	
����	�������)������������������3���
��5/I��



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

<&�

C���������
������?����- �
���
��


5��$��
����
������
�,��������
�+���

'��9��
�	
����
������*��,��

02;!/D2

9�� 2��J���

���!		������
������
�����
�������
�������������������
�

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

0

5

10

15

20

25

time [s]

T
 [
d
e
g
]

Mean temperatures

T
junction

T
interface model 1

T
interface model 2

I��0
�	���������
�,����
������

3���/01 

=��#������
������
�,��������
�+���

 ��
�����
����
�+���

 ��
�����

�������

C���������
������?����- �
���
��


5��$��
����
������
�,��������
�+���

=��#������
������
�,��������
�+���

 ��
�����
����
�+���

 ��
�����

�������

C���������
������?����- �
���
��


5��$��
����
������
�,��������
�+���

'��9��
�	
����
������*��,��

02;!/D2

9�� 2��J���

02;!/D2

9�� 2��J���

���!		������
������
�����
�������
�������������������
�

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

0

5

10

15

20

25

time [s]

T
 [
d
e
g
]

Mean temperatures

T
junction

T
interface model 1

T
interface model 2

I��0
�	���������
�,����
������

3���/01 

=��#������
������
�,��������
�+���

 ��
�����
����
�+���

 ��
�����

�������

C���������
������?����- �
���
��


5��$��
����
������
�,��������
�+���

=��#������
������
�,��������
�+���

 ��
�����
����
�+���

 ��
�����

�������

�

3���
��5/I�B� ��)
�
�
����3���/01 �

�

(������
�	��
�����������
���������	������������)
�
�
������������������
��������/�����

���

�������������������)�	��
�����������



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

<'�

#��������0�	 �<����������������������������������������

9��������)�	��
�.��
������
���
�	
���
�.���	��+��
����������
�����-����������������	������

������)
�
�
����3���/01 �B�

/ 9��
�	
����
������*��,���

/ $��
����
������
�,��������
�+����

/ �������
������?����-��
���
��
�

/ #������
������
�,��������
�+����

/ 0
�	���������
�,����
�������

/ !		������
������
�����
��������������������������
��

�

!����� �
���� �)
��.� ��
����� ��� �
��������
�� 3���/01 � ���������� ���� ����
�	��
��

�
�	�,��� ��� ��� ��
���
��� ��� ��� ��� 	)*��+��� ��� �*��,��� ��
���� �������� 0����� ����
�	��
��


�	
������� ���� �
������ �����
��� ��� ��� ���)
�
�
���� 	�
�������� ��� �
����
�� ��� 	
���,
��

���	�����������)
�
�
���.�-����
�
.�������
�	
����
������*��,����

�� <��������������
���������

(���
���	��
��������*��,��������

��+����
�	�������������������
�	�
����
������O�)���

���
�� �����
������ �+��	��� ��� �
���	��
�.� 
��	
�������� ������ 	�
���� �	�����+��� ��� �*��,����

!����.� ����� ������*��
� ��� �
�	

������� �)�
��+��� ��� ���������� ������.� ���� ��������
��

�
���
������� ��� �
�,��� �)�
��+��� ���
�� ���
� 	

	
�� ����
F��� (�� 	
���,
�� ���	�� ��� ���

���)
�
�
����3���/01 ��
��������
���-����
�	
��
� �����
���
�������*��,��������

��+���

�������	�
� 
�		

������ �
����
�������*��,����0��������
�	
����
�� 
���,��� ��� 
�	�
����
�����

�
������ ��� �
���	��
�� ��� �*��,��� ��
���� ���
�� ���� �����
������ �+��	���� D��� �
�������

����
�	��
�� ��
���
�+��� ��� 	)*��+��� ��� �)�+��� �������� ���
�
� �
����
���� ��� �*��,��.�

	
�������������� �����
����� ��� ��� ����
�	��
�� �	
,�� ��	

�.� ���� ��

�� 
�������� "�����

��� ���

���
�	
����
������*��,�������� ������������	��J������� �*	��:;!��
�	
�����������.������

����	��������������������
����(���	

	
�������)�
��+���������

�������������
����
�����������

���1�������C�4 !16B�



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

<5�

$�������  ���
����
0
�����������

�)�
��+���J�

7K��/'�P/'8�

 �����

�
����+���Q�

7J���/C8�

0�	������

�)�
��+���0	�

7��J�/'�P/'8�

9��� ��������� 'I��IRR� 5CC&� %&&�

�����
��� !��������=S� '�� C�%&� %�I�

$���	������� $	
�*�

���
�
���
&��<� '<5&� <<5�

�
RR�(���
������������)�
��+���������������������		
�����
��������

1�������C�B�2

	
�������)�
��+����������������������	��J����:;!�

(��� �����
������ ���� 	

	
������ �)�
��+���� ���� �

��� ��������� ��� :;!� �
��� �
������

�
���������
�	������������B�

9�� �����
��

$���	������

9�� �����
��

$���	������

�

3���
��5/��B�9��
�	
����
�������	��J����:;!�

�

2�
�������
�.�	
�
��)�+����������.�
�����������������
����������
������B�

/ ��������
�������
�
�����


��	
������������
�����������	��
��������	������������

�����������0���
����������
���������
���������������
��������


	�������������
��

�����
��������A
����
���
�������������

/ (��� ����
����������)����� �


��	
������ ���� ��
����������)����� �)�
��+������

����������������
������

���������0�������
���������
������+����
����		��+�����

���� �
�����
��� ���� �������� 7���	�
���
�� ��	
���� 
�� �
���������� ����)�����

�)�
��+��8��

/ (��� ����
������ ��� �
�	����� �


��	
������ ���� ��
������ ��� �
������ ���
�� ����

�����
������������������*��,����

(�������
���������	��J����:;!��
���������
����3���
��5/%�B�



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

<C�

��
��������A
����
�

��
����������
���������
�����
�������������	������

��
����������)����

��
����������
���������
�����
�����
������������	������

��
���������
���������
�����
���������������
��

"���
������
�
��

"���
����������)����

"���
����������
�	����

��
��������A
����
�

��
����������
���������
�����
�������������	������

��
����������)����

��
����������
���������
�����
�����
������������	������

��
���������
���������
�����
���������������
��

"���
������
�
��

"���
����������)����

"���
����������
�	����

�

3���
��5/%�B�"���
�����������	��J����:;!�

�

2�
� ������
�.� ��� ����� �
��
� +��� ���� ����
������ ��� �
������ ���� ��������� ��� �
��� 	���


������
�
������ �
T����������� 0����� 	�
� ����	��� ��� ���� ��� ��� ��
����� ��� �
������ ���
��

������	���������� ������.���������
���
������������
�
����73���
��5/<8��(�����	���������
����

��

���� ����
����� ��� �
�	����� ����� ��� ���.� ��

�� +��� ��� ���� ��
�� ������� ������
������ +��� ���

��
������ �����	��
����� ��
� ��� ��


	���� 7	���� �
����� ���� ��
������ ����
����� 	
�
� ���� �����

�
�,���8��

$���	������

��
���������
������
�����������

$���	������

��
���������
������
�����������

�
9��

��
����������
������
�����������	������

9��

��
����������
������
�����������	������

�

3���
��5/<�B���
����������
���������
����������������
�
�������������	������������:;!�

�

G
���	
��
���������
���
+��
�+���������
������	�������F�
����������������	������
��

�

�	���������
�������0�����	�
�����	������������������
��������A
����
�����:;!�+�������-����

�
��� ����
����� �
�
������ ����
�������� �
�������9������� ���.� ���� ����
������ �
������
������� ��
�

�����
���������������
������
�����������������������
����������
������*	���������
�������



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

<=�

��� "����������������������
�����
���

�����(������������

(��	
���,
��	�
������� ������)
�
�
������	�
����������
�	
��
� ��� �*��,�����
�������

�
��/�
�	
������� ���
�� ��� �������� ��� �
�,��� ����
��.� ��� �
��������
�� ��� �)����� ����

��������� 	���� �������
�� ��
� 	������
�� �������� ��� �
��������
�� �)�
��+���B� ��� �������

�
�)������
��� 	
�
� ��� ���.� ��� ������� 20:�� ������� ���� ���)
���� ����
�+���� 	�
�������� ���

�
������
�����
�	

��������)�
��+��������*��,����+���+����
�����������������
��������
���

(�� ���
���� ���	����� ������)
�
�
���� �
��������
��� -� �
���
��
������
�,�������
�+������

�)�+����
��/�
�	
���������*��,������-�
���	�
�
��������
���������
�+������������/����(������

��� ���
�� �� �
��
�� +����� ��������� 	������
�� ���)
���� ����
�+���� +��� �
��� 	���� 
�� �
����

���	�����-���
������	

��,��������
��������
���9�����
�
���		������
�.����	)��
�
	)���������

���)
�
�
������������)��
������)�
���������
�,�����)�
��+����	����������������
�����)
������

������)
�������
�+����

������� =����,�������������������������

(����	�� ��� ���
�	
����
�� ��� �*��,��� ��
���� �� 	�
���� ��� ���
�	�
� ��� �*��,���

�
�	����� ��� �
��/�
�	
������� !����.� 
�� 	���� �
��
� ����
�,��� ����
�+��� 	���� 	
����� ���

�)�+��� �
��/�
�	
����� ����� 	
���
�� ��� �
�	��� ���� �
��
������� ��
���
�+���� ��� �
��

����

����������

9��	���.�����
��������
��������
��/�
�	
���������*��,����
���F�
������	������������

�
�����
��� ���� �������.� ��� ��U
�� -� F�
�� ������� �
��� ����
���� �
�����
��� ��� �
�	��� �����

�����
����
�,�����)�
��+�����!����.���������������
����
��������������
�����
��������������.�

�V���/-/��
��+������
��������������)������)�
��+������������		��+�����
�������
����������
����

��� ���������.� ��� +��� 
������� -� ��
��
� ��� �
�	
����� ��� �
�� ����

��������� 2�
� ������
�.�

���������������������	
�
�+����
����*	������
�����
���������������
����		���������

$����.� ������
�	��������*��,�����	�
����������
�	
��
�������
���
����
�	��������

������������������������
���
�+����	�������	���.� ���	�����
������	�
������	�	���+���� 7���.�

�����
��.�20:8��0�	������.�������
���
����	���� �
�	������	�������F�
����������
��������.�

�
���� ���� �	),
��� 
�� ���� �
������ �


����� 7�����.� �����8� 
�� ���� �
������ �
����

7����	����������:;!8��



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

<I�

������� "���
��������������������
�����
�����
��������������������

(������)
��������
�+����	�
�����������
��
��
���������,
���		

�)��������+����
��

���� ��
������ 	�
�������� ����� ��� �
������ �
������� ��� ���������� 	
����	�������� +���
��

���)
���� ����
�+����B� ��� ���)
��� ���� ��������� ������ 73$ 8.� ��� ���)
��� ���� �����
������

������� 739 8.� ������)
��������
������������ 73W 8���� ������)
������������������� �

���,
��

7:$ 8�� 1
����� ���� ���)
���� 	�
�������� ��� �
������
� ��� �
�	

������� �)�
��+��� �����

�*��,�������
�
��������	��-��������������*��,������
����������*	��B��

QTG
dt

dT
C =+ � -�'4/�

;������		��������
��������
������
������*��,��.�0������		��������
��������������
�����

�*��,��.�1��������������
��������	�
���
����
���������X��������������
������
�
��������)����
��

G����
���.� �)�+��� ���)
��� ����
�+��� �� ���� ���������� ��� ���� ���
���������� ���
��

���		������
���������*��,����
���������0
�	�

����������)
����������
�
���		������
���

2
���,
�����.� ������)
������� ��������� ������ 4Y"$/<%6� 
�	
��� ��
� ��� 
��
����
��������

�

������
�� ������� ��� ���+����
�� ���� ��
������ 	�
�������.� �
��� ���� �
����
��� ��
������� ����

�
�����
��� ������������ 	���� �������� +��� ������� ���� �
����
��� ��� 	

��,��� ��������� 0�����

�

������
���������������������
��
�������	

A����������)��	�������	�
���
�����������
������

����
��� �

��� 	�
� ��� �
��/��	���� ���� �?���� ��� ��������� �
O��� -� ���� �		

������
�� ���

;���
J���4�2"/&56��(�����)
����������������������
�	
�����
������		

�)�����)�����+����
,��

����
����	�
����������� ���������
������ ���	��	�
�������
���������� ���	)*��+��� 7������+��.�

�����

����������.� �)�
��+��8�� 2�
� ������
�.� ����� 	�
���� ���������� ��� �
������
� ���

�
�	��������
�����������
�����	)��
�,����	)*��+�����0��������)
����������������������	�
�����

�
�������� 	��
������	�����
��� ����� +���!G�Z�� 4!G�6� 
��3���� 43(D6��9��	���.� �����	�
�������

�
������
� ������������
� �
��� �*	�������
���
����$��
��
�.� �������
�����;� ���0.� ���������� ���

���)
��.��
����*���
�+�������������	
������������
�������������������
>����������������
����
���

���
�� ��� �?��� ��� ���� �
������ ��
����� �
��� ����������� ����� ���� ���
������ 0��� 	

	
������

	�
�������� ������ ������ ��
�J�
� +������	�
�����������
����� ��� �������
��
� ��������� ���	�����

���
�
��� 1
����
��.� ���������)
��� ���� ������ �
�	����� -�����
�� ���?��
�� ��� ���������� ����

�
�����
�������
,���
����������

9����,������.� ������)
��� ���� �����
������ ������� 4K!G/&=6� 
�	
��� ��
� ��� �
��
�� ���

����
�������
�� ���� 
	�
����
�� ��� ��
�����
�� 	�
� �����
������ ������.� -� ������� �����



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

<��

�����
		������ ��� ��
��� ��� 1�*�

�� 0����� ���)
��� ���� 	
����	�������� ��������� ����� ����

�
������� 	)*��+���� 
>� ��� 	)��
�,��� ���� ���
��� 	�
� ���� �+����
��� ��� �*	�� ����	��+��� 
��

	�
��
��+��.��
����	�
�����	�������
������
���)�
��+����(�����)
���	�
��������
������
�

������
���
�������	�����
��������	�
������	�	,�����$�������	�����
���	���F�
��
�������	
�
�

�
������
� ���� ��
���
���� �
�	������ ������� +��� ������ ���� ������ ����� 	��J���� 	�
� ����	����

G����
���.����������)
��������������-�����
�����?��
������
���
���������������������
�����

�*���
�+�������������	
������������
�����������+����������
���������������������

1

���,������.� ��� ���)
��� ���� �
������ ������ 4$Z /&C.� :�D6� 	�
���� ��� 
��
��
��

����
�+������������+����
��������
������	�
���������������
�������� ����
�������
���������

��������1
����
����������)
���������������������.����������)
����������������		

������
���

�������
�����G����
���.��-�
>�����������������������������������

������
���������������+����
��

-�
��
��
�.�������)
��������
������������������������
�����

������������7�

��8�������+����
���

(�� ���� ��� ��� ���)
��� 
������� -� 
���
�
�� ��� ������ ��� ����� ��
� �)�+��� �
����� ���������
��

�
�������� 	�
� ��� ��������� ��� �
������ ��� ������� ��� -� ��	
���
� ���� ����� �
��������� 	�
� ����

����
������ ��� ��� �
������ !����.� ��� ���)
��� ���� �
������ ������ ���� ������ ��
� ���� �
�� ���

�
���
����
����������	�
�������������
����������������������������������A

����
���������������

�
�������
>�����	)��
�,����	)*��+�����
������
����	�
������
������
���
����
���!����.�������

���)
��� ���� ��������� 	�
� ��� �
������� 3�
�)�
�� 43(�6� ����� ��� �
������
� ��� �
�	

�������

�)�
��+���������*��,���������������

���������
���������	)��
�,��������
������
�����

���
�*
���������1
����
����������)
���������������������.� ������)
��������
������������

	�
��������
������
�������������
��
����*	�������
���
��.�������,
���������
������*���
�+����

��������� 	
�������� ��� �
������� 0�	������.� ����� �� ���������� ��� �F��� �
�	������� +��� ���

���)
�����������������������

$����.� ��� ���)
��� ���� ��������� ��� �

���,
�� 4:�G/��.� 2#$/&&6� 	�
���� ��� 
��
����
��

����
�+��� ���+����
��� ������� ��� ���)
���� �����
������ (������ ��� ����� ���� ���)
����

�����
������
�������-�
��

����
����	

��,���
����	�
������+����
���������
������	�
��������

������
��.� �
��� ��� �

��� ���+����
��� �
��� ���� ��		

��� ��
���
�+���� �
T�������� ����� ����

�

���,
��������
�������������A����$����	�
��������������
�
����
�������������-�������
���
�����

�
������� 0����� ���)
��� ���� ��A

����
������ ��������� 	
�
� ���� 	)��
�,���� 
����� 	�
� ����

�+����
��� ����	��+���� 7	�
� ����	��� �
������
�� �)�
��+��� ��� 
������ �����
����
�� 
��

������
�����+��8����	�
��������
������
��
����*	�������
���
����2�
��������
������������������



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

<%�

��� ���)
��� ���� ��������� ��� �

���,
�.� 
�� �

���� 	�
� ����	��� ��� �
������� (�0!2"� 4(�06�

�����
		��������

��
�
����������������
�+������;
��
�����G����
���.��������
���������������

������)
��� �
��� �*���
�+���������������� ����
��� �
,�� �
H������� ��� 
��
����
������
�+����

2�
�������
�.�������
�
�����.���������������
���������
�������*	���
��)�������.������������������

�������������
���)�
�����������������
��������
����������
����+����
,��	���������
F���

(�� 1������� =� �*��)������ ���� 	
����� �

��� ��� ���� 	
����� �������� ��� ���� +���
�����)
����

����
�+���� ���
�� ���� �
��,
��� ��� ��������� �������� ���?��
�.� ��� ��
���
�����
��������.� ���

�*	��������
���������

����������
��	���������������
������

 ��)
���

����
�+���

3�����������

��������?��
��

;�
���
����

�
���������
1*	��������
�����

0�
���,
���
����

�������
�����

3$ � /� 1
�����
�*���
�+����

���������	
��������
M�

39 � MM� ���	����
�*���
�+����

���������	
��������
MM�

3W � /� 1
�����
�*���
�+����

���������	
��������
M�

:$ � M� ���	���� �*���
�+���� //��
1�������=�B�0
�	�
���
���������)
��������
�+����

�

������� (�������������
���

2
���,
�����.�������)
��������������������

���,
������	�������
���������
��������
�����

��
�����*��,������
��������������� ����
�
�����������������
����+�������+���	���������
F��

������������������
���
�������������A���������
�
��	

�������+����

(�� 	
���,
�� ���	�� ��� ������)
�
�
���� �� 	�
���� ��� ���
�	
��
� ��� �*��,��� ��� �
��/

�
�	
������ ���������
���� 0����� ���
�	
����
�� 	�
���� ��� �
���
��
�� ����
�,��� 	
����� ���

�)�+��� �
��/�
�	
����� ��� �����
���)������� ���� �
��
������� ��
���
�+���� ���� ��
���

����

�������� 0�
������ ��������� �
�������� 	������� ������ ��� 
�		

��
� -� ���� ��
���
����

���	��������*	��	�
������	�	���+�����
�����������
����������
��������	��J�����(�����)
���

���������
������ ������� ������ 
�������	
�
��
������
���� ���������
���
���� ��
� ����� ���� ������� -�

����
�����?��
������
���
�����������
������*���
�+�������������	
������������
�������

G����
���.� ��
������ �
�	
������ 	������� 	
������
� ���� ��
���
���� ������ �
�	�����.�

�
���� ���� �
�������
�� 7�����.� �����8� 	�
� ����	���� (������)
���� ���� ��������� ������ ��� ����

�
������������	�
�����������	
���
������
�	����
����*	�������
���
����1
����
��.�����
�������



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

<<�

3���[� 43(D6.� ���������� ������)
��� ���� ��������� �����.� ������ ���	
������ ��� ���

��
�
�.� ������

���)
������
�������
����������������
������
�����
�	

��������)�
��+��������*��,�����9��

	���.� ������ ���)
��� 	�
���� ���������� ��� �
���
��
�� ��� �
�,��� ����
�+��� ��� �*��,���

��
�����������������
�����	�
�

����������������)
�
�
����3���/01 ��

����� �������
���������������

(��	

������������
����
��������
�,�������
�+����
�������-� 
���	�
�
� ����	

	
������

����
�+��������
�,���B�

/ �������
�����;����0�����
�,���

/ ����	

	
����������
��������?����������������

/ �����?�����		�
���������������
����������
�,���

2
���,
�����.� ���� ���
����� ����
�+���� ;� ��� 0� �
��� ��� �
,�� �
����� �������
�.� ���

�
���������� �����
�	� ��� ��
���� ������ $����� �
��� �
��� ��
�J���� ��� �

���� �
���.� ��� +���

	�
������������
�������	��������
�
��	���+�����
�������
���)��������
�J����������

�������

������
�����!�������������)��
�������������������������������+������
�����
�����
��	���������������

���
�����;����0�����

�����
�����
����
�����

9����,������.� ���	

������������
����
�� 
���
��� �
����� ����	

	
�����������?�������

���������� D��� ������ ���� ������ �
���
����� 	�
�������� ��� 
����
� �������������� ��� �?��� -� �
��

������������������
��������
�+������-������


�
����������

����������
����

$����.� ���� ������������������?�����		�
����������� ����
����������
�,��� �
��� 
�	�
����

(��� �


�
������ C9� ���� �?���� ������
����� �
��� �
����

����� ��� �


�
������ 59� ��
�

������
����� ���		�
�������� ��� �?��� ����� ��� 
��
�������
� ������������ 59���� ������
������ 0��

��������� ���������������
��� �
��� ��
�� ������ ����� ��� ������ ��� ������)
�
�
����� 1
����� ����

�
������ 
��������� ���� ����
������ �
��� ��
�J���� ����� ��� ���)��
� \ (.� +��� �
������� ��� 	����

+���+�������

����
�������
�������
�����
�,����

(��	

������������
����
������
�,�������
�+����
���
����������B�

/ ��������)��
�����������������
�	
����������������
�����;����0�����

�����	�
���

/ D�����)��
�\ (��
�������������?�����		�
���������������
������

�

�

�



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

<��

�����(�������2
���������
�����������������������
��

������� !�����������������������������

D��	
����
�	

�
�*	�������
�����
������������
		��������������
�������3����43(D6��9���

�
����
��������� 
��� ���� �A
������ ��� �
������� �������� 
���	�
�
� �������
����� ��������� ���������

�
�,��.��������������
�������������������?�����		�
���������������
�������

$�� 
��
�.� ����� ��� ���
�� ��� ������ ��� �����
� ��� 2��

�� (������.� ��� ���
�����
� ���

�����
������ ������� �� ���� �����
		�� ����� ��� �
������
� ��� �
�	

������� �)�
��+��� ���

��
���
���� 	�
������	�	���+���� ��� ��� 
���	�
�
� ���� 	

	
������ ����
�+���� ��� �
�,���� (��

�
����
�� 
������� 	
�
� ��� �������
� ���� ��� ��������� )�����
�+��� 
������
� ��� ��	
����� ���

�
��
������?��������������

�����
����
����������	�����0������
����
��	
�����������
��
����

����������� $�� �����.� ��� ��
	����� ���� ����

����
�� ���� �?���� ��� ��������� �������� ����

�


�
������ ��
���
�+���� ��� �����/��.� 
�� 	���� �
��
� ���� �


�����
�� ���������� ���
��

������������������?��.��
�������������� �������
���������
�+������������


�
����������

���

�������
������������
���)�������������������������
��������������
������������������.�������������

��������


�
�����������?�����������������1
����
��.������������������
�����
��
������?����

��	
��� ����� ���� �

��� ��
����
��� ����
�,��� 	���� ��	��+��
� +���+���� �
��
�������� $�� �����.�

	
��
���	
�
�����	��� ����
��������
������������������
�
������������
���������������������

�
��
�� ��� �?���� ��	
��� ����� ���� �

��� ��
����
���� (��� �������
��� ��� ��� 	��������� ����

�
�
����	�������F�
�����������������+��������
F���������
�
�����)�����)����	������
�����������

��
����+�����
��������
��
�����3���
��5/�/���9����������.������
�
�����
���
�	
����
���������


��������
������ ����� +��� ���� �
�
���� �
T�������� ����� ��� ��������� ����������� ��
����+����

73���
��5/�/�8��(��
��������
��������������
�	
����
���������������
�
����
����������������

�
�����
���������?��������������������	����	

�)��������

���,
����������
�
����



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

�&�

�
�
���'

�
�
���5

�
�
���'

�
�
���5

�

�
�
���5

�
�
���'

�
�
���5

�
�
���'

�

�8� �8�

3���
��5/��B�#���������
�������������
��������
�
����������
�,���39 ��������

�

������� >��������������������������

!�������������
����	

������������
����
������
�,��������
�+���.��
�����
�������������

������������+����
�����
����
�������������	�
��	�
�������)
������������������������������
��

	�
��	�
�������)
������������
��������������(�������������
���������������	�
������	�	���+������

��������� ����� ���+� �
�
���� �����	��
����� ��� 	��������� ��� �*	�� ��)��
�� ��
� ��� ��
����� ���

A
����
����������
���������������)�������
����������
��������������������(����
���
��������������


�	
�������� ����� ��� 3���
�� 5/'&�� (�� ���� ����� ���� ��� �
�����
.� ���� ��� ��
���
� ��� �� ����

�	������
����&.%����(����
�
�����'.��5.��=�����I�
��������F�����������
���7'.5��R'.5��8�

�������
�
����C�����
��&.<��R&.<����



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

�'�

=.

=�

=$

=0

=1

&���

<��
���

<���
�

<
�������

?�

���

<����
�

=.

=�

=$

=0

=1

&���

<��
���

<���
�

<
�������

?�

���

<����
�

�

3���
��5/'&�B�9����������
�
����

�

(�� 1������� I� �
���� ��� �����
� ��� ����	������� ���� ��)��
��� ��� 	��������� ��� ����

�
���������������)������		��+������
����������
��������
��������������������
�
�����

�
�
�������	��������� ��
����������)�����

��
�����
2��������������	���

7�K8�
��
����� ]���7K��/5�P/'8�

�'� <&� 3���� C&&�

�5� C&� 9�

�,
�� <�

�C� =&� 9������ &�

�=� �&� 9���
��� =&&�

�I� '&� ;���)�� '&&�

� � 9

���� <��
1�������I�B�0
�����
��������������
����������������
�
����

�

$������.��
�����
������
��������
�,�����������������	

�
�*	��������
		���������
���

������� �����
�,���� ���
����� ����� ��� �
����
� ��
����� ����� ���� �
�����
��� ��� ��������
��� ���

1�������I��(���������
�,��������
�+����
��������
���
��������������F�������
�������
�.����

��	
����� ��� �
��
�� ��	
��� ��� �?���� ����� �)�+��� ��
����
�� 7=&� �?���� ����� �)�+���

��
����
�������������8��0���������
�������
������
�������
���
�������������
����
��-�����
������

��������������������������
��������������9���������������
����
�	�
������
������������.��������+�

�
�
�����������
�������
��������
���������������
T�����
�������������������������73���
��5/�8��

!�������
�	

���
�������
�����
��������������
����
������
�,�������
����.������
�����������

����)����� ��� ���� �
�
�������	��������� 
��� ��������
������ ��������� 	
���������
����� ���
�� ���



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

�5�

	
����
������?�����
������
�����������
F��7!������'8��(����
�,�������
�����
�����������������&�

-� '&&&&�� ����� ��� 	��� ��� ���	�� �
��
��)��+���� (�� 3���
�� 5/''� 
�	
������� ����
����
��

���	

����� ��� ��� ���	�
���
�� �
*����� ��� ��� �
�
��� �=� �������� ���� �
�,���� ���
����� ���

��������������������������
�������������������+������

��
����
�������
��������������	�
���
����

.3
'4

.3
'0

.3
'�

.3
3

.3
�

.3
0

3

�3

03

43

@3

.33

.�3

.03

 �����-�/

 
�
�
�
�
��
�

��
�-
5#
/

 �������
������������
����=0����������������������&"(����&<(

&"(

&<(

�

.3
'4

.3
'0

.3
'�

.3
3

.3
�

.3
0

'3;.

'3;3@

'3;34

'3;30

'3;3�

3

3;3�

 �����-�/

"
��
�


��
-5
#
/

"���
���*���
��������������������
������������
����=0����������������������&"(����&<(

�

3���
��5/''�B�0
�
���������������
�������
�,�������
�����3$ ����39 ���������������
�
����

�

G
�
���+��� ��� ���	�
���
���
*�������� ����
�
����=�������������������	
���
���� ����

���	�
���
����
������	�
������
����������?�������
���������
���
���������
��	������	

�����

���
������������
�,����	����������
�������
�����
�
���������
�	
����
�������������
�
�����



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

�C�

$�� �����.� ����� ���� 	
����
�� 	��� ��� ���	�.� ��� �����	���
�� ��� �)����
� ���� �
,�� �
����� ��� ���


�	
����
������������ �
�
���.��������� ����� ����
�,���	�
������
������ ������.�	

�
+����
���

���� �

��
� ������ ��	

������ ����� ���� 	
����
�� 	��� ��� ���	�� +��� ���������� ��� 
������

�����
����
������-�������
�
�
�	)���������	�
���
��	��������

�����������
�������	�
���
��

��������2�
�������
�.����

��
����
�����������
����
��������������
������������������
�
�����
���

����������
�	
����
�����������	���
��������
�������

���� =�
�'�������������������������,������
��������

(�� �

���,��� ���	�� ��� ������)
�
�
���� 3���/01 � 73���
�� 5/I8� �
������� -� 	
�	�
�
� ���

�
�,�������
�+������������
������
���(������������������	�������
������������
�������������

��� �?���� +��� ��

��� �
���
���� ��� �

���� ��� ��� 
������
��� 0��� �?���� �
��� �		������2
���

������������
�	
�������������	

������
���/�

���������
�,�������������������?��������
�������

�

��������

�����2
���,
�����.������2
�����
�����7���
���8��
��������?������
����+�����
��

�		��+��� ���� �
�
��� ��� 	���������� 0��� �?���� �		�
��������� ��� ����
��� -� ���� ��
����� ���

A
����
�� ����� ����� 9����,������.� ���� �2
��� �������,���� 7���
���8� �		�
��������� ����

��
������ ����)����� ����
�,��� ��� 	�
�������� ���		��+��
� ���� �
�����
��� ���� �������� ��
� ���

�
�,��� �	
,�� 
������
��� (��� �
�����
��� ���� �������� 	������� F�
�� ��� �*	�� ���	�
���
��

��	
���.� �
���������� ����)����� �)�
��+��� 
�� ���
���
�,��� �
��������� $����.� �����2
������

���
��� 7�

����8� �
��� ���� �?���� 7���
��� +��� ���� �?���� 	
��������8� ��
� ���+����� ���

���	�
���
�� ���� ��������� ��� �

���� ��� 
������
��� 2�
� 
		
����
�� ���� �?���� ����
���.� ����

���
��� �?���� ��� �
�,��� ����
�+��� �
��� �		����� �2
��� ���������� ��� 	���� ������

���
�	
��
��������
���������
�,��������
�������
�����������
����B�

�
�

�
�
�

�
=�

�

�
�
�

�
=

iiie

eiee

iiie

eiee

CC

CC
C

GG

GG
G � -�'A/�

$��	
���,
���		

�)�.��
���	
�

�
��������
����������
��
��������?����������
���������

�
�,����
�����?��������
������������
������
����
���
����-�����
�,������

���
,���

�����

��
���� ��� �
��
�� �����
������� !����� ���� �
��/�������
�� ���� �?���� ���� ����
������ ����

��������
��������
������
���0�	������.�����
��
��������	
����
�������?�����������
�������
�

���� ����
������
�����
����
� ����F��� �
��������
����� �������� �)����
�-� �
���
�� ������
��������

�
���
��
������
������
���������*��,����2������
�����)��+��������������
������?����	�������

F�
��������������G
������	
�����
����������������������������	�
��
�	)���



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

�=�

������  ������
��������������������2
���

�������� #���������2
���������
���

(��	
���,
���
����
������������������������	�������	��.��
�������-��)
���
������?�������

������������������� ��
����� ����
����� �
�����?��������
�����0����� �
����
������ �
,�� �������-�

����
�� ��� ?��
��� (�� 3���
�� 5/'5� 
�	
������� ���� ����
����� ����� �
�,��.� ��������


�����,
�����.��������+��������
�������?����������������
��������������
������
�����?����

����
�����1
����������
����?�������������
������
�����

�����������
�����?��������
�����

�

G?��������������

G?����������
���

G?��������������

G?����������
���
�

3���
��5/'5�B��������
������?��������������

�

!	
,���������
�������?��������
��������
�,��.�������
������+��������������������������

���
���������	

������
�����

���������
�,����!����.������
�����
��������������
��7�
�
�������

	��������� ��� �
����������� ����)����8� �
��� ��

�� ����
������� 	�
� 
�		

�� -� ���� �
��������

��
�������+��������������
�����	
����	��������������'��

1
����
��.��������������
������?�����
����������*��,������������$��	�
�������
.�������������


>���� �
��������������)����� �)�
��+��������		��+��� ��
� ������
���������� �
������$������������

������ ���)��+��� ��� �������
�� ��� �?���.� ��� ����� �)�
��+��� ��
�� ��� ������� ����
���
� 	�����

���+������� 	�
� ���� �?���� �������
����� ��� ������
����� ��� ������ ����� ������ ��)����� 	�
� ����

���
����?�����0��������)
�������������
�������
���	�������
�������	
�
��
�
���		������
���

�



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

�I�

�������� #�����
��������
���������������
���

(�����
�����
����
�������������
�������-����������
�������
��������������	�
���������
�����

��
���������������-�	�
��
����	

����
��� ��� �
��������
������ ���
�������)
����.� �������)�
�����

�	�����+�����������������������������(�����
���������
�+������ ������
�������
��������
�����������

�
�	������������
���������
����������	)*��+������������
����

 
�,�������
�+��

"���
������
��/
��)������
����

"���
�����

�������

0
�	����

G?����������������������

G?�����
���������
��

 
�,�������
�+��

"���
������
��/
��)������
����

"���
�����

�������

0
�	����

G?����������������������

G?�����
���������
��

G?����������������������

G?�����
���������
��
�

3���
��5/'C�B�����������
�����������
���������
�+���	�
�������
�������
�������

�

(�� �
�,��� 
��������� ��� ������ ���	�� ��� �
��/��)������
�����.� �		���� �
�,��� �
��/

��)������
���� ���� ��

�� ��� �
�,��� ����
�+��� ��+���� ���� ����
������ 

��������� 
��� ����

������������	�
���������
�������
��/��)������
������73���
��5/'=8��

�

3���
��5/'=�B� 
�,����
��/��)������
����

�

(�����
����� ����
�+��� ��� ������
����� �
��/��)������
����� 
��� ���� ���������� �
�/

�
T���������� (��� ����
������ ��� 	������� �
��� 	��� F�
�� �
�	����� ��� �
��������� ���
�� �?����



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

���

������
������ ��� -� ���� (�� �
�	����� ���
�� ��� �
�,��� ����
�+��� ��� ������
����� �
��/

��)������
����������������	�
�������
�����
�	��������
��������
�,������� ��
����	�����������

�����������������	�
��
�	)����0
�	���������
�,����
����������

��������  �������������������,�������
�����

D�� �
��������� 	�
�������
� ���� ��������� 	
�
� ���� ����
������ �
�
����� $�� �����.� ����� ���


��	����
� ��� �������� ���� �
�����
��� ���������.� ����A����
�� ���� �
�
���� ��� 	��������� ����

������������
��
��������?��������������������������1
����
��.��
��������?��������������������

�
�
�������	�������F�
�����������
�����?��������
�������
�����
������
��
������
������
����

�
�,����

	��
�
�������
��������
��
�������
������

(�� �
����
�� 
������� ���� ��� �
��
� ��� �?��� ��
����.� ������� �
���� �?��� ����
��.� ��
�

��+����
���		��+�������
�
������	����������0���?�����
�����
�����������	

�������
�������

����

���
������
��	�
�����������		��+��
�����	�������������

�����
������
�
�������*��,����(��

�?��� ��
����� ���� �
������� -� �
��� ���� �?���� ��� ��������� ������ ����
����� �
�
��� 	�
� ����


������������)�
��+��������

��������
��(�������������
�������������������������
�����
�
������

	���������������
��������?������������������������������
�����
�	

��������)�
��+������

�
�,����0��� 
����������� �
��� �
��� �		������#�	
����� (�� 3���
�� 5/'I� ������
�� ��� �
�����
�����

�?�����
���������������?����������
���������
�,�������
�+����

X

#�	
���

5 C = I

� % < �

'& '' '5
'C

X

#�	
���

X

#�	
���

5 C = I

� % < �

'& '' '5
'C

�

3���
��5/'I�B�0
�����
��������?�����
����������?�����
�
����

�



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

�%�

1
����
��.���������
�����#�	
�����
���F�
���)
�������������	
��
�
��������
����
�����������

��
� ��� �
��������
�� ��� ����� ��� �)����
� ����� ����
�,����!����.� ����� ��� ���� ����� ��
����� #0�

���
�� ����� �?����!� ��� :� 73���
�� 5/'�8.� ��� �������
�� ������ 	��������� ��� �����
�X� ���� ����


����������� #�	
���� �
��� ��	��+��
� ��� �F��� �
�	

������� �)�
��+��� ��� ��
����� +���

���		������
�����������
�
�������	������������������
�X^5���
������?����!����:������
������

G

!

:

#�	
���

#�	
���

#'

#5

#C

X

G

!

:

#�	
���

#�	
���

#'

#5

#C

X

�

#'!

:

#5

#C

X^5

X^5

#'!

:

#5

#C

X^5

X^5

�

3���
��5/'��B�0�
����
�����
�������������
�����#�	
����

�

(���
��������
��������������)����
�	�
��
������
�.�������?�����
��������
���
.�	�������

�
������
� 	�
� ���� 
���������� �)�
��+��� �+���������� ���
�� ��� �?��� ��� ����������� ��� 	����

�
��
�
�+���	
�
��������
� ���������������� 
�����������#�	
���� ��
� ��� �
��������
����� ��������

�)����
������ ����
�,��.� ���
������
��
���F�
�� �
,����	�
���
��������� ���
�������������������

������?�������
�,�����
��������������������������
��������������
�������?�������������
������

9���� ��� ���� ��� ��
����� ��� ��� 3���
�� 5/'�.� ��� ����
���� �
��� +��� ��� �����
� ��� #�	
���� �
��� �
,��

�
����������������
�����������#!.�#:����#5.�7
>�#!����#:���������������
������������+�����������

�����?����!����:���
����������8��

9�� 	���.� ����� ��� ����
����
� ��� �
�
��� ��� 	��������� �
�/����

������� ��
� ���� �?����

������
����� �
�
��� �
���� ������ 	
������� ����� ���� ��������� �����.� ���� 	
���� �����
�����

�


��	
������������
�������+����������������?�����
����		��+������
�����#�	
����7!������'8��

2�
�����	��.������ ��� ���������� ����
������������� 
�����,
�����.� �
���������� ��� ��������� ���

3���
�� 5/'I.� ��� ���� �?���� ����
���
�� ��� ��� ��
����� �
��� �
�������� ��� �?��� ��
����� 	�
� ����


����������� #�	
���� ������ �����
� #.� ��� �����
� ���� #�	
���� ���
�� ���� �?���� ���
F��� ��� ��� �?���

��
����������5R#������������
�����#�	
�������
�������?�����
�����������?�����
����������=R#��

(�� �
����
�� ��� ��� �?��� ��
����� �A
���� ���� ������ ��� ���� �
�
���� ����� ���� ���
�����

����
�+����� (��� �
������
��� ���
�� ��� �?��� ��� ���� �?���� ������
����� �
�
��� ������



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

�<�

���+�������
���������.� �
��� ���������������� ��� ������������ ����
�
������		��������
������ ���

���
����0��
���������9����������
����;.�������������
�������
���������������?�����
������������

�������� ���� �?���� �
�
���� �
��� �
������� ��� ������� /'^#�.� 
>�#�� 
�	
������� ��� �����
���� ���


����������#�	
�������
������?����
�
����������?�����
������2�
�������
�.����������
��
�����?���

���������
���
.������
��������-�����
����������
�����
������
��������������������������
����

�


��	
������-� �������������?�����
����������A
������
� ��� ��
�������
����� "�����

��� ��������

��
� ������
��������
�+���;���� ���� �A
�������?�����
���������� ��� ������� ������
����� �
�
���

��������
�����,
������������3���
��5/'I����		
�
���+�����������

�������?��������+������
�

�����)�����
T����������������
�������������������
�������+�������?�����
���������-����������'��

(��	
���,
�����������������
����;�����
�����

��B�

( ) �
�

�
�
�

� −−−−−−−−−−−−
= �

R4

1

R2

1

R2

1

R4

1

R2

1

R

1

R

1

R2

1

R4

1

R2

1

R2

1

R4

1

R

6
:,1G � -�'@/�

!��������
���
��
����	

	
������*���
�+������������
����;.�������
��������
������-�����
���

��
� ��� ������ ��� ��
� ��� �
�
��������?�����
������!����.� 
�� �

���
���� ����F������
���� ������

75/<8������
����������
���	
����������	
���,
���
�
�������������
����;��

1
����
��.� ��� ���	�
���
�� ��
����+��� ��� ������
����� �
�
��� ��� 	���� F�
�� ����
��� ���

���������� ��� ���	�
���
�� ��� �?��� ��
������ $�� �����.� ���A
��� ���� #�	
���� ��� �
,�� �

��� �����
�

	

�
+��� ���� �

��� �����
����� ��� 	
�������� ���
�� ���� �?���� ������
����� �
�
��� ��� ��� �?���

��
������(�����
����� �
�
��������
����
��/��)������
�������� ����F�������,
��+��� �������
���

����
������ ��� ��� ���	�
���
�� ��
����+��� ��� ������
����� ���� ��������� ��� 	
���
���� ����

���	�
���
��� �
������ 	�
� 
�		

�� ���� ��
������ �+����������� ���� �?���� ����
����� 2�
�

������
�.�����������
������
��/��)������
�����	�
�������		��+��
������
�
������	����������
�/

����

�����
�������
���������		��+����������
�
�������	��������������
��������
��)�+����?���

���������
������
��/��)������
������

�

$�� �
������
�.� 	
�
� �)�+��� ����
����� �
�
��� ��� �
�,��.� ��� �2
�� ����
��� 	�
����

���		��+��
������
�
������	�������������

�����
��
��������?�������������������������
����.�

����������F�������
���������������������
�'���������������	�
��
���
����
������������
�����

��
������.�������������
�
�������	�
���
���
*��������������
����.����		��+��
������
�
������

	����������
�/����

���-�������
����.�
�����

������
�	��
�����������
�����-�������
���
�,����

(�� �?��� ��
����� ��� ���� �?���� �������
����� ��

��� ������ �������� �
���� �?���� ����
���� ���



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

���

�
���
���� �	
,�� 
������
��� (��� �?���� ��� ��������� ��� ������
����� �
�
��� ��

��� �
���

��		
������

������ #�������������������������2
���

(��	

�������+�������)
��������?����
�������-��)
���
��������������
����������+������

�������������
�+�����������
����������
�,����
������	
���
��������������
���������-��
���
��

������ ����
������ (��� �
�,���� 	
������ F�
�� ��������� +����� +��� �
����� ���� ���� �������� ��� ����

�
�����
��� ��� ��������
�.� ��� �)
��� ��� �?���� �
��� F�
�� ��������� ����	���������� ����

�
�����
��� ���� �������� ��� �*��,����2�
� ������
�.� ���� �?���� �������
����� �


��	
������ ����

�?���� ��� �*��,��� 	
���
���� �	
,�� 
������
��� !����.� �
���� ��� �*��,��� ��
�� ��� �?����

����
���.� 	���� ��� �
�,��� 
������ ��
�� 	����� ��� ��
��� ��� �
��
�� �����
������� 1
����
��.� ���

�
��/��)������
������ ������ ��� 	

���� ��� ���	�
���
�� ��
� ������
����� ��� �
��� ���+��� ����

���������� 	
����� �)����� �
����� -� ��� ��
����� ����
�,���� (�� �)
��� ���� �?���� 
������� �
���

������
�	

�������
��	
�����
����������������
�,���
�������

(�� �)
��������?���������� ����	����������� �
�����
������� �������.������
�����
���
��


�����,
�������?��������
����������
��������$�������.�����
��������)�
��+���-�������
�����	����

F�
���
,�������
�����������������
�����
��������������
������
�,��.��������������)����
������
�

���������������
�����������		���������

2�
� ��	�
�����.� 
�� 	

	
��� ��� ���	
��
� ��
� ���� ����
������ ������ 
�	
��������
�� ���

���	�
���
�� ��� �
���� -� ��

�
�� 5.� ��� +��� 
������� -� ��	
��
� ��� �
���� ����� �������� �����

�)�+�����
����
���2�
�������
�.���������������������������������
�������
���������	��������������

����
��������
������*��,����9������������,
�.�
��	����������
���	
�

�����

�
������
�����
�

���� �*��,���� ����

������� ��� �)
���
� ��� 	��� ��� ��������� ��� ������
����� ��
������� ���

�
���+�������

������ >�����������
���
�'����������������

!���� ��� ������
� ��� ���)��+��� ��� �������
�� ��� �?���� 
������.� ���� ��������
���

���	

������
��������������������
�����������������(���*��,����������������������������
�
����

73���
��5/'&8����������������
�
����C������	��������	������������'K�73���
��5/'%8��(���*��,���

�� ���� �
������� ��� �����
������ ������� ����� ��� �
��
�� ��� �?���� ��	
��� ����� ���� �

���

��
����
����������	����7�&&&��?���8.�	�������
�����



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'&&�

�C
X�_�'K

"���
�����
�
��/��)������
����

��������

C&��?���

C&
��
?
��
�

'&��?���

�C
X�_�'K

"���
�����
�
��/��)������
����

��������

C&��?���

C&
��
?
��
�

'&��?���

�

3���
��5/'%�B�9����������
�
�������������������
�
����C������	��������	������������'K�

�

(�����
������������
���7�&&��?����������
�������
�����
�,���

������8��������������
��/

��)������
����� 	�
� �
���
����
�� ������ ����
����� ��
�������� D�� �
���������� ����)����� ���

'&&K��/5�P/'������		��+����	
,���
��/��)������
��������
�����������
�����73���
��5/'<8��

)�_�'&&�K��/5�P/'

X_'K

 ���
��������
���	�
���
���
*�����
�������
�
����C

#
�


�
��
�
�

)�_�'&&�K��/5�P/'

X_'K

 ���
��������
���	�
���
���
*�����
�������
�
����C

X_'KX_'K

 ���
��������
���	�
���
���
*�����
�������
�
����C

#
�


�
��
�
�

�

3���
��5/'<�B�0�����������	
�
������������
������
��/��)������
������

�



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

'&'�

�������� =��
������������������

(�� �
�,��� ���� ������� ����� ��� �
������ ���	

��.� ��� ��� ���	�
���
�� �
*����� ��� ���

�
�
��� �C� ���� ��������� 	
�
� ��� �
��
�� �����
���� ��� �?���� �
���
���� ��
� ������
������ (��

�
�
��� ��� ��� 3���
�� 5/'���
��
�� ����
����
�� ���	

����� ��� ��� ���	�
���
���
*����� ��� ���

�
�
����C�	
�
�����
��
�������
��������?����������
������
���
����B�

.3
'4

.3
'0

.3
'�

.3
3

.3
�

.3
0

3

13

.33

.13

�33

�13

$33

 �����-�/

 
�
�
�
�
��
�

��
�-
5#
/

 �������
�������������������
����=$���
����,,���������
�'���������������������7�����,����

��,�������-$3/

.3����
��

@����
��

4����
��

0����
��

�����
��

�

.3
'4

.3
'0

.3
'�

.3
3

.3
�

.3
0

3

3;�

3;0

3;4

3;@

.

 �����-�/

"
��
�


��
-5
#
/

"���
���*���
���
���
���
�'��������������������������
�������7
��������,��������
����

.3����
��

@����
��

4����
��

0����
��

�����
��

�

3���
��5/'��B�1��	�
���
���
*������������
�
����C�����
�,����
��/��)������
����

�

(���
��
������?��������� ��� �������� ����+��� ����
��
������?���� ��	
�������� ����

�������
����
����0���� ���������+��� ��� ��������
��'&��?�����


��	
���-�������������
�����

�
�,����
��/��)������
���������'&&��?�����
���
����-� ������
������������
����0����
�
����



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'&5�

�
��
���� ���� �
,�� �
���� 	
�����
�� ��� �
�,��� �
��/��)������
���� 	�
� �
���
����
�� ������

����
����� ��
������� 	�
� 
�		

�� ��� �
�,��� ��

������� 1
����
��.� 
�� 	���� �
������
� ����

�
��������
��	����
���
���������������������������	�
���
�����
�����������
����
�������������

�
��
������?�����
���
�����0
����
��	
��������*�������
�.����

��
�����	������	

���������

�
��������?�����
����
���
����-�������
������$�������.�������������
>�����������=��?�����
���

�
���
���� -� ������
����.� ���� ���	�
���
��� ���� �?���� ������
����� ��� �
�,��� 

������� �
���

����
	
������
�����+���
���?�������+����������
�����
���������������	�
���
�������
��������

�
�,����1
����
��.����

��
���������
����
��
������
,�������������������������
��������	�
���
��

�
���������*��,��.�+���+����
�������
��
������?�����
���
����

0�	������.� ��� �
���� ���� �

��
�� 
��������� ���
�� ���� ��������
��� ���� �
�,���� �
��/

��)������
����� ��� ����
�,��� ��

������ 
��,��� ���� �

��
� 	���� �������������� ����� ��� 
������

�
�����
�
�� 73���
�� 5/5&8�� 0����� �

��
� �
��
�� ���� ����������� -� 
�	

���
�� ���,������� ���

�����	���
���������)����
���
�������
������$�������.�������������
>�	�������?�����
����
���
���.�

�������	�
���
��������
������
����

�������������������
�����������������	�����������
�������

��� ���	�
���
��-� ������
���������� ����	
����
��	������ ���	�������������
���0��	)��
�,���

�
������� ��������	���
����� �)����
������ ����	
����
��	������ ���	�������
��� �������	�
�����

����
	
����
���

���,
���

�+���	�������?�����
����
���
�����1
����
��.��������

��
���������

�����
�	�	���� ������������ ����	������ ���	�� ��������� ��
� ��� ���	�
���
�� -� ������
����� �
��/

��)������
�������)
�
���������

.3
'4

.3
'0

.3
'�

.3
3

.3
�

.3
0

3

1

.3

.1

�3

�1

 �����-�/

"
��
�


��
��
��
��
�
�
�-
B
/

"���
������������
���
���
�'��������������������������
�������7
��������,��������
����

.3����
��

@����
��

4����
��

0����
��

�����
��

�

3���
��5/5&�B�$

��
��
��������������
�,�����
��/��)������
�����	�
�
�		

������
�,���



�������

�



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

'&C�

��������  ������������ �
� ,�
�� ��� �����
�� �� �������� �������,���� ��
�'

���������������

!������� �
���
��
� ��� �
�	

���������� �*��,��� �������� �	
,�� �
��/��)������
�����.� ���

�
��
�� ��� ��� 	
����
�� ���� �?���� �
���
���� ��
� ���� ����
����� �
��� 	
���
��
� ��� �F���

�
��������
�� ��� ����� ��� �)����
� -� �
���
�� ������
����� �
��/��)������
����� +��-� �
���
��

������
�������

�������2������
����������
���
��������������������
�������� �������������������
�

������	

	
���������
��/��)������
�������(�������-��
���
��������
������
��/��)������
���������

�����������
�����������
����
��	
�
��)�+����
�����
���
������
��
������?�����
���
���.����

���� �
�	�
�� ��� ����� ��� �)����
� -� �
���
�� ������
����� ��

������� (�� ���� ����� ���� ��� �����

�����������
��� ��� ����� ����
���
�� ���� �
��/��)������
����� ����� ��� ���)��+������ �������
�����

�?���� 	�
� �
���
����
�� ������ ����
����� ��
�������� (�� ����� ���������� ���� �
������� ���

�����
������ ��������� ��	
�����'&��?����������)�+�����
����
����� ����	���.�	�������
�����D��

�
��������������)����������		��+����	
,���
��/��)������
��������
�������
������������
����(��

����������������
�	
�������	�
����3���
��5/5'��

)�_�C&K��/5�P/'

)�_�5&K��/5�P/'

#
�


�
��
�
�

X�_�'K

!������

)�_�<&K��/5�P/'

'&��?��� '&��
?
�
�
�

'&
��
?
��
�

)�_�C&K��/5�P/'

)�_�5&K��/5�P/'

#
�


�
��
�
�

X�_�'K

!������

)�_�<&K��/5�P/'

'&��?��� '&��
?
�
�
�

'&
��
?
��
�

�

3���
��5/5'�B�0�����������	�
���������������
�
�����
�������������
��

�



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'&=�

0
�����

��������
�
���	
������������������
�������������������
���������������)�����

����� ���� ����� ������ 
		
����� ����� ��� ����
�
� ��� �
������� ������
�� ��
� ������
����� �
��/

��)������
�����73���
��5/558��

3
3;1

.
.;1

�

��.3
'$

3

3;1

.

.;1

�

��.3
'$

.13

.11

.43

.41

.A3

�

3���
��5/55�B�;
��������)�
��+���������
��-�������
�����������������������

�

(��
�	�
����
��������������)����
�-�������������
����
��-��
���
�����������
��������
������

����)�������������������������������+�������������
�	)�+�����/����
���B�

�������������
�,�
����������
���
��������,,��������

,������
��
*���7��
��������7�����������������

40B.CB

.AB

&���

?�
���

<����
�

�

3���
��5/5C�B�#�	�
����
��������������)����
�-��
���
��������
������������������������

�

(�����
������������
������������������
��/��)������
����������������)��+�������������
��

����?�����������������
��
�����
��
������?�����
���
����-�������
������(��������
���������	�
�

������
�������
������������`����
���������������������������	�
����
�����
��B�



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

'&I�

( )ambianterfaceinterfaceint TTSh −=ϕ � -�'C/�

�>�)���������
��������������)������		��+�����
�������
������	
,���
��/��)������
�����.���

���� ��� ��
�������� ������
����.�1����
����� 
�	
������� ��� ���	�
���
���
*�������� ������
������	
,��

�
��/��)������
������ ��� 1�������� 
�	
������� ��� ���	�
���
�� ��� ������� ��������� (��� �
�	)���

��������� 
�	
��������� ��� �������� �)����
� -� ������� �����
����
�� �
���������	�
� ������
����� �
��/

��)������
�����	
�
������
������
��
�������?�����
���
����-�������
������

&�
�����7�����������������������������7�����,������
�'���������������

?��������%�������

.D41"'3.

.DA3"'3.

.DA1"'3.

.D@3"'3.

.D@1"'3.

.DC3"'3.

.DC1"'3.

0 C .4 �1 $4 0C 40 @. .33

E��*���������
��������������
���7�����,���

&
�

��
�
��
��
��
�

��
-�
�
�F
/

�

���
��5/5=�B�3��������)����
�-�������������
����
��-��
���
��������
������
��/��)������
�����

������������������
��������)�
��+���������
��

�

0���)���
�
������
��
��+���������)��+�������������
��	�
��
���
����
������������
�����

��
������� 	�
���� ��� �
���
��
� ��� ����� ��� �)����
� �
��������� 	�
� ������
����.� +���+��� �
��� ���

�
��
������?�����
���
������
�������
������
��/��)������
������

9��	���.���������-��
���
��������
������
��/��)������
���������������
���
���	��������
���

���
�������
�����
�
���������������������)��+�������������
������?����	�
��
���
����
��������

����
�������
��������$�� �����.� ���� �

��
����� ����� -� �
���
�� ������
����� �
��/��)������
�����	�
�


�		

�� ��� ����� �
���
����� ������
����� ����
�,��� 

������� �
��� �
,�� �������� 	������� �
��� ���


������ �
�����
�
��� (�� 3���
�� 5/5I� 
�	
������� ���� �
�
���� ���

��
� 	
�
� ����� �
��/

��)������
����������������
�����7C���?��������=��?�����
���
���8�B�



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'&��

.3
'4

.3
'0

.3
'�

.3
3

.3
�

.3
0

'1

'0

'$

'�

'.

3

.
��.3

'1

 �����-�/

"
��
�


��
-F
/

"���
��������������������,�
��������������7�����,������
�'��������������

40����
��

$4����
��

�

3���
��5/5I�B�0
���
����
��������������)����
�	����������
�������
�����
�
��

�

2�
�������
�.�����F����������������
������������������
��������������������������
�
����

	

���� ��� ���	�
���
����� �*	�� ��
�)�� ��
� ������
����� �
��/��)������
������(�� �*��,��� �)
����

	
�
�����
���������������������
�
������������
���������������)������������-�'&&&�K��/5�P/'�

��
����������������
�������������
�
��������	��������	������������'K��(�����
������������
���

���� �
��/��)������
�����	������� �
��������������)�������� I�K��/5�P/'� *� ���� �		��+����(�� ����

������������
�	
�������	�
����3���
��5/5���

)�_�IK��/5�P/'

)�_�'&&&K��/5�P/'

#
�


�
��
�
�

=I
��
?
��
�

X�_�'K

=I��?���

%��?���

)�_�IK��/5�P/')�_�IK��/5�P/'

)�_�'&&&K��/5�P/'

#
�


�
��
�
�

=I
��
?
��
�

X�_�'K

=I��?���

%��?���

)�_�'&&&K��/5�P/'

#
�


�
��
�
�

=I
��
?
��
�

X�_�'K

=I��?���

%��?���

#
�


�
��
�
�

=I
��
?
��
�

X�_�'K

=I��?���

%��?���

�

3���
��5/5��B�0�����������	�
���������������
�
�����
�����������*	����
�)��

�



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

'&%�

(��3���
��5/5%�
�	
�����������
��������)�
��+�����

������
����
�����������
������

3
3;3�

3;30
3;34

3;3@
3;.

3
3;3�

3;30
3;34

3;3@
3;.

3

�3

03

43

@3

 
�
�
�
�
��
�

��
�-
5#
/

�

3���
��5/5%�B�;
��������)�
��+�������*	����
�)��-�������
������������

�

(��
�	�
����
��������������)����
�-�������������
����
��-��
���
�����������
��������
������

����)��������20:���������+�������������
�	)�+�����/����
���B�

�������������
�,�
�����7������������������

���������������
�,������7���������
��#G

.3B

.3B

@3B

&���

?�
���

<����
�

�

3���
��5/5<�B�#�	�
����
��������������)����
�-��
���
��������
���������20:�

�

9������F�������,
�.�������������)����
��
���
�����������
������
��/��)������
�����������

������������� ��� 
�����
�� 75/�8��(���
�	)�� �������� 
���	������ ���������
����� �������� �)����
�-�

������� �����
����
�� �
���
����� ������
����� �
��/��)������
����� ���
�� ��� �
��
�� ��� �?����

�
���
����-�������
������



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'&<�

&�
�����7�����������������������������7�����,������
�'���������������

?����������������#�����

3D33"833

.D33"'3.

�D33"'3.

$D33"'3.

0D33"'3.

1D33"'3.

4D33"'3.

AD33"'3.

@D33"'3.

0 C .4 �1 $4 0C 40 @. .33 .333 �3�1

E��*���������
��������������
���7�����,���

&
�

�
��
�
��
�
�
��


��
-�
�
�F
/

�

3���
��5/5��B�3��������)����
�-�������������
����
��-��
���
��������
������
��/��)������
�����

������������������
��������)�
��+�������*	����
�)��

�

����
�������+���������)��+�������������
��
�������	�
��������
���
��
����������F������

��� �
���
����� +��� �
,�� 	��� ��� �?���� -� ������
������ G����
���.� ��� �

	� �
���� �
��/

��)������
������	

�
+��������

��
���
�/�������������������������)����
��$�������.���������

���.�����
������������
�)���������������������	�
���
���
*�������������
�����������

�����������

G����
���.� ����� ��� ���� ������ ���
F��.� ���

��
� ��� ����� 
����� ����
���
�� -� CS� A��+��-� 5I�

�?�����
���
������
�������
������

��� ���
������������������
�����
���

(�� �
�	

������� �)�
��+��� ����� �
�,��� ���� ���
��� 	�
� ��� �*��,��� ���+����
���

�����
���������� 75/'&8� ����� ������� ���+����
��� +������ ��
������� ����� ����
�,����0�� �*��,���

���+����
���	�
��������������������
�������	�
���
������
����?�������������������
�,������

�
�
��������	���

FTGTC =+� � -�'.3/�

(�����)
�
�
���������������-�������*����)�
��+���������*��,����
,���E�����������)�a���

����
���	��
���!�������	)�������	

�����������
���	��
�.���������������)��	�������	�
���
��



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

'&��

��
�����
������+����/�
������������ 	�����������
��� (�� �

���,��� ���	����� ������)
�
�
����

3���/01 � �� 	�
���� ��� ������
� ��� �
��/��)������
������ ���� ����
������ 7�
�
��.� �
�	����.�

��)����8� ���� �
�,���� ����
�+����� D��� ���)��+��� ��� 
������
�� ��� �
�,���� 	�
���� ��

��

��
�����
� ��� �
�,��� ���	������ 75/''8� ��� �
�	

������� �)�
��+��� ��� �
�,��� ���
�� ����

�?��������
�����

rrrrr FTGTC =+� � -�'../�

(�� �
�,��� 
������ ���� �		���� �
�,��� 
������ ��� 
�	
������� ��� �*��,��� ���+����
���

�����
���������� ����� 

�
�� �
,�� ����
���
� -� ������ ��� �*��,��� 75/'&8�� 0�� �
�,��� 	
��,��� ���

��������
��
�������
��������������
���	����
�	�������������������

(�� ���)��+��� ��� 
������
�� �)
����� ���
�� �
���
��
� ���� 	

	
������ ��
���
�+���� ����

	

������
���/�

�������������	
��
�
��
�	��
������
�,����
�������	�
����
���?����������
�����

�
�������	
��
���������+��,������	�����������)
�
�
����73���
��5/I8��

����� "��������������
���������������������
�����������������

(��� ���)��+������� 
������
����

�
������
�,���� 7 �#8� 
��� ���� �����
		���� ��������


����
�� ����
��
�������
������������
�,����
������	
���
������
���
�	

����������
���/

�

������0�����
������
��	�
�������������
����
���
�����
���������������	�������������
������

�
�,����� 0��� ���)��+���� �
��� ���������� ����� ��� �
��
���� �
������� �
����

�������

����������� 40!G/��6.� ���� $ �� 4��1/&&6� ��� ��� �)�
��+��� 40�9/&C6.� 40$(/&I6�� "��

�����������
�����
��
����� ���)��+������� 
������
������
�,����+��� ��
��	�������������
����

�

��� �
������ ���������B� ���� ���)
���� ��� ���
�	
����
�� ��� �
�����.� ���� ���)
����

�����������
������?��������������)
�������	

A����
���

�	����� (������������������������������������

9���� ��� 	
����
� ���	�.� ���� ���)
���� ��� ���
�	
����
�� ��� �
������ 
��� ����

�����
		���� ����� ��� �������
� ���� �
����
��� ��� �
�����
�� ��� ��
������ #(0� 	
�
� ��������
� ����

����*��� ���	

����� 
�	���� ���� ����
�
�����
��� ���
�� ���� ��
������ �����
���� 0
�����

��� ���

�*��,������
���	�
�����
����
������
�����
��]7	8����������
���������(�	����.��
�������

���B�



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

''&�

( ) ( )
( )

( )

( )∏

∏

=

=

−

−

==
n

1j
j

m

1k
k

0

ps

zs
H

sU

sX
sH � -�'.�/�

�>� ]&� 
�	
������� ��� ����� �����+��.� �J� �
��� ���� ��

�� 7	
�
 { }m,,1k �∈ 8� ��� 	A�

7	
�
 { }n,,1j �∈ 8��
�������	E��������*��,����

(������	
����	�������������
�	
����
���������
����
������
�����
������
���������������

����� +��� ��� �
�	

������� �*����+��� ����� �*��,��� 	���� F�
�� ���
��� 	�
� ���� 	E����

	
��
�������� ��� �*��,���� 0��� 	E���� 	������� F�
�� ��������� ��� �

������ ���� �
������

	
�	
���
�������������
�������������\7�8����
�	
����-�������������
������*��,���D7�8��

(�����)
����F"� 7!�*�	�
����K����

��$�������
�8������������)
������ 
������
��

��� �
�,��� ������ ��
� ��� �����
		������ ��� �
������ ����� �*��,��� ����� ��� �
������

�
�+��������42"(/�&6��(����
�������J�������*��,���]7�8��
���
���������������
		����]����

��
������1�*�

����
�
�����_&�B�

( ) �
∞

=

=
0k

k
k smsH � -�'.$/�

!��������
���
��
������
������	
�	
���
����������������
		�����������
��.�����������

������)
������
������
��!K$�����������
���


��	
��
������	
����
���
���������]7�8������

�����
����
��]+���

�
��	���������������*	��B�

( ) �
= −

=
q

1j j

j

q ps

k
sH � -�'.0/�

�>� ���� 	A� �
��� ���� 	E���� ��� ��� �
����
�� ]�� ��� ���� JA� ���
� 
������� �		

	
���.�

	
�
 { }q,,1j �∈ �� 0����� �+���������� ���
�� ���� ����� �
����
��� ��� �
�����
�� ���� �		�����

�		

������
�����2�����

:����+�����
��	��������
�
�+���+�����	
�

����
�����
��
������
������-��
���
��
�	�
�


�		

�����	

�������
�	
��������*��,��.�������)
���!K$����	�
����	����������
����
����

�
��
������
��������������
��	
�
�����
�
������
����	
�����
������
�,��� 
������ -�����

�
�+�������
������9��	���.��������
�����
��������
������������������)
���!K$��
���������.�

��� +��� ��
�
���� �
�����
��������� ��� ������� ��� �
�,��� 
������ ��� ��
���� ��� �
��
�� ���

�
�	
������ ��
������ ��� ��� �������� ��� 
��
����
��� 2�
� ������
�.� ��� ���)
��� !K$� �
���
��



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

'''�

�������������� ����
�+��� 	
�
� ���� �
������ ��

�
�� ������� 9����
��� ���)��+���� ���

���
�	
����
�� ����
������ 	�
�������� ��� �����
���)�
� ��� ������ ������������ 4"� /&5.� ("/&I6��

$����.� ���� ���)
���� ��� ���
�	
����
�� ��� �
������ ��� �
���
����� 	��� ��� ��
���
��� ����

�?��������
�����!����.� �����
�,����
����������	�������F�
���
�	�����	
,��
������
����������


��
�	
��
�����
�	

��������)�
��+�������*��,������������

�	����� (��������������������������2
���

0
�����
���
��������+��.��������)
��������������
������?�����
�������-���		
���
�

��
�������?����	)*��+��������
�,����������)
�
�������
�����
�,��������
���������	�����


�	
���� ���
�� ���� �?�����9�� ��� ����.� �������)
���� ����
�������� 	��� ��� ����� ��� ��	�
�� ���

	

��,���� !����� ����� ��� ���� ��� ��� 
������
�� ����� ��
����� #0� 
���.� ��� �
�,��� 
������ ��
��


�����������������������
>������
�	
��������������
�����;����0���

���	
�����������	
�


���

F�
���
���
���������
�	
�����������
�+����
������

(�����)
��� !#"��71"���0
�������$+�����
���
��#������
�8��
�������-���		
���
�����

�?��������
�,��� ��������	�
� 
�		

��-� ���
��
����������� ���	��	

	
�.���������+�����
�
� ���

�*��,��� ��� �
�������� ��� ���	�� 4�]$/��6�� (��� �
�����
��� ���
�� ���� �?���� ����� �
�,���

����
�+��� 	������� F�
�� ����� �
���� ��� ��
����� �����
�+��� ��� �*	�� ��
���� ���
�� ��� �?���

�
�����
�� ��� ���� �
������� 0
�����

��� �
��� ��� �?��� G� ��� �
�,��� ����
�+��� ����� G�

�
���)�������
�������?�������
�����������?���G���������?������
��������
������+�����������

������������ ��� &� -� G/'� 7&� 
�	
��������� ��� �����8�� D��� �
���)�� �� ���� �
��������� ������

�
������������G������������	��������G����	�
���,����(��3���
��5/C&�������
�������
�������
�������
��

����?���G���������
�������

G

'�'G

�'G

5

�5G �5G

�&G

�&G

G

'�'G

�'G

5

�5G �5G

�&G

�&G

�

3���
��5/C&�B�0�
�������
����-�C��
���)���

�



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

''5�

(�� 
�	
���� ��� �?��� G� �

�+������ �
�
��� ��� �����
�� ���� �		��+���� ��
� ��� �?���

��
�����������+����
����������
����?������
��������
���
������-���������.������
�����	�
�B�

( ) N

t

N

iN

N

iN

N

iN
iN e

gcg
th τ

−

		



�
��



�

γ
−

χ
+

γ
= � -�'.1/�

!����B�

N

N
N

1N

0k
kNN

1N

0k
kNN cg

χ

γ
=τ=χ=γ ��

−

=

−

=

� -�'.4/�

(��
�	
��������
��������?���G�-��������������
���
��
�����
�����G/'��?������
�������

	����F�
��������������)�

,��������	�
	
����
���

(�����)
���1"0$#��������������������
��������������	���
�����bG�+��������	����	���

��� ����������
�� ���� �?���� �
������� 0����� �
�������� ��� ���	�� �
����� ��
�� ��� �
��,
��

�����������
������?�������
�,����$�������.��
�����

��������
�����#0�+�����
�������
����
��

��� 	
���
����� �
�� �
�	

������� �)�
��+��� ����� ���� ��
������ ������ ��� �
�+������� 4����.�

����6��1
��������?��������
�,����
�����

��������������

��������

�������
�����
��
�����������

���	���
�����71��������8��

1*	������?��� 2

	
������������
��������������	���
�����

#�	����

max
N f

4
>τ �

(����

min
N f

4
<τ �

G

����

max
N

min f

4

f

4
≥τ≥ �

�
1���������B�0���������������?�������
�����
��
��������������	���
�����

�

(����?�������������
�	������
�����

����		
��������
�����������	
�
������������
�
����

�
�	

�����������*��,���������������������
�+�������
�����
����

0
��
��
������ ���� ���)
���� ��� ���
�	
����
�� ��� �
�����.� ���� ���)
����

�����������
������?�������
����������������������
��
������?����-��
���
��
�	�
�
�		

��

-� ��� ������ ��� �
�+������ �
�����
���� 2�
� ������
�.� ������ ���)
��� 	
���
��� ��� ���������� ���

�*��,��� �	
,�� 
������
�� ��� �
���
��� ��� ��
���
��� ���� �?����� G����
���.� ���� ���
�����



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

''C�


�������� �
��� �
�A
�
�� �������� 9�� 	���.� ��� ��� ������ ��� �
�+������ �
�����
��� ���� �
����.�

�
��������������������������
�������������)�
��+��.�����
�,���
��������
�����

������
����

�
��
������?�����

�	����� (���������������6�������

0
�����

��� ��� �*��,��� �*����+��� ���
��� ����� ����	���� ������� 	�
� ��� �*��,���

���+����
���B�

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )�

�
�

+=

+=
Σ

tuDtxCty

tuBtxAtx�
� -�'.A/�

�>� �� �������� ��� ������
� �����
���.� �� ��� ������
� �������� ��� *� ��� ������
� ���� �

������

m*pn*pm*nn*n D,C,B,A ℜ∈ℜ∈ℜ∈ℜ∈ .� �
��� ���� ���
����� ������� ��� �*��,��� ��� �
���

��		
������
����������(���
����
������
�����
���������*��,��������
�����	�
�B�

( ) ( ) DBAIsCsG 1−
−= � -�'.@/�

(�� ���� ���� ���)
���� ��� 
������
�� ���� ��� �

���
� ��� �*��,��� ���+����
�� ��

�
��

����
���
��

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )�

�
�

+=

+=
Σ

tuDtxCty

tuBtxAtx

rrrrr

rrrrr
r

�
� -�'.C/�

9������������������)
�������
������
��	�
�	

A����
�.��������
�����!
.�:
.�0
����9
��
���

����
�����������
���
���������������
���� r*nr*n ZetV ℜ∈ℜ∈ .����� r
T IVZ = .��������+���B�

DDCVCBZBAVZA rr
T

r
T

r ==== � -�'�3/�

"�� ������� 	������
�� ���)
���� ��� 
������
�� ��� �
�,��� 	�
� 	

A����
�� 4;D;/&C6��

2
���,
�����.� ������)
��� H�G��������  �
��������I� ���� ������ ��
� ���� ��		
����
�� ��������

��������������� ��� �*��,���� D�� �*��,��� ���� ���� �
��
E������ ��� +���+��� �
��� �
�� ����� ��������

�7�&8_�&� ��� +���+��� �
��� �
�� ����� ������ �'.� ��� ������� ���� ���
��� �7�8� 	�
�������� ��� �*��,���

����
���
� ��� ������� �&� -� ������� �'� ��� ��� ���	�� ������ D�� �*��,��� ���� ���� 
���
������ ����� ����

	
�����������������
�����	

���+������������������7�&8_�&��
���������������
����7�8��������

����*7�8�

��
��������
������������	��������(������������
������
������
�,���	�
�������)
�����:��������

1
������
���� ���� ��� 	

A���
� ��� �
�,��� ��
� ���� ����� �������� 
>� ���� ������ ��������������

��������������
�����������������������
���
��������9,���

�.�
��	����
�����
�����
�,���
������



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

''=�

��� ��		
������ ���� ������ ��� �*��,��� �������������� ������������� ��� -� ��� �
��� ��������������


���
�������4 D(/%�.� ��/<'.���#/&'6��(�����)
������
������
����:��������1
������
����

��
�����������������������
�,����	
,��
������
�����	�
�������+��������
����

��
�	

������	�
�

��� 
������
��� G����
���.� ������ ���)
��� 
�+���
�� ���� �
����� ��	������ ���
�
�� ��
� �����

�������������
��)�
�)������
�����������������*��,���	
�
����
�
���	
���
�

�����+������
���F�
��

��		
������ 9�� 	���.� ��� ��
���
��� ���� �?���� ������ 	��� �
���
���� 	�
� ������ ���)
��� ���


������
���(����
�,����
����������	��������
���	���F�
���
�	�����

9����,������.� ��� ���)
��� ��!(�� 72������� #������/

��
� "���
�
������

 ��

�
������� !��

��)�8� 4�9!/�<6� ���� ������ ��
� ���� 	

A����
�� ��
� ��� ����� ���� �
��/

��	����� ��� P
*�
�� 43#$/&&6�� (��� ��	����� ��� P
*�
�� 	�
�������� ��� �
���
��
�� ���� �
��/

��	����� �������� �
,�� 	�
�������� 	
�
� �)�
�)�
� ���� �		

������
��� ������ �
����
�� �����

�*��,��� ������
��� 0����� ���)
��� 	�
���� ��� 
����
�� ��� �*��,��� #(0� �
�/�*���
�+��� ���

	
���
����� ���	�������������*��,����0
���� ������)
���!K$.� ��� 
������
������*��,�������

������ ��
� ���� �		

������
�� ��� 2���.� �����/-/��
�� �������� �


��	
��
�� ���� 	
����
��

�
�������������
����
������
�����
��Z�����������
������������*��,��������

�
������
���
��

G����
���.���������	
���
��
����	�������������*��,��.������		

�����������2��������
���	���

��������� ��	����������� ����� 	�
� 	

A����
�� ��� �*��,��� ����� ��� ����� ���� �
��/��	����� ���

P
*�
��� (�� �
���
����
�� ��� ���� �
��/��	����� ��� P
*�
�� ���� 
�������� ���
���������� �
O��� -�

�����

��)������:�
�J�!
�
���� 4:�(/�=6.� ���+��� ������ ����	

��,����������������������
�+���

���������)
���!K$��1
����
��.�������)
���2#" !����	�
����	����������
����
���

�
�����

�
�,���
������	
�
�����
�
������
����	
�����
���������
�,���-������
�+�������
������9��

	���.��������
�����
���������
���������.����+�����
�
�����
�����
�����������������������
�,���


�����������
��������
��
������
�	
��������
����������
�����������������
��
����
���$����.�

���������)
��� ��� �
���
��� 	��� ��� ��
���
��� ���� �?���� ����
����� (����
�,���� 
������� ���

	��������
���	���F�
���
�	�����	
,��
������
���

(��� ����� ��
���
�� 	�
��
�	)��� 
��� �
������� ���� ����������� ���� ���)
���� ��:��������

1
������
�������2#" !�������
�
���		������
���D����

���,������)
���������������������
�

���� 	

A����
�� ��
� ��� ����� ���� �
��/��	����� ��� P
*�
�� 	�
���� ��� 
����
�� ��� �*��,��� ���

	
���
����� ���� 	

��� ���
���/�

������ 0����� ���)
��� �		����� ��# � 72
��� !���*���� ����

0
��
������1
����

����
��8�4P$#/�%.�]D"/��6������������
��	�����
������		

������
�����

2���� �
���� ������)
��� 2#" !.������ ��
� �������)
���������*��� ��� 	E����� (�� ���� ��� ���



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

''I�

���)
���2!01�������� 
����
����� 
������#0��*���
�+������	
���
����� ����	E������� 
������

���
�����
������	�
�������7�


��	
������-������
�+�����������8���������
�+���������������

��������	�
� ������������
��#�	
��
��� ���������� ����
����
�� ���	

�������� ��� ���	�
���
�������

�*��,��� 75/'&8� 	
�
� ������
�
� ������ ���)
���� (��+����
�� 75/'&8� ����
��� ����� ��� �
������ ���

(�	����.��
�������

���B�

( ) FTsCG =+ � -�'�./�

(������
�����;����0��
���

�
�������������,
��-�	
��
�
���
��
�������
����


��	
������

����	

������
���/�

���������*��,���7�?��������
���8��������
����?����7�?��������
���8��

�
�

�
�
�

�
=�

�

�
�
�

�
	
	



�
�
�



�
�
�

�
�
�

�
+�

�

�
�
�

�

i

e

i

e

iiie

eiee

iiie

eiee

F

F

T

T

CC

CC
s

GG

GG
� -�'��/�

�>������
��1��
�	
����������������
�������	�
���
�������?��������
�������1�����������
�

������	�
���
�������?��������
�����(������
�����;����0��������*���
�+�������������	
�������.�


�� �� T
ieei GG = �� T

ieei CC = �� (��� ���
����� ;��.� ;��.� 0��� ��� 0��� �
��� ������ �*���
�+���� ���������

	
���������2�
�������
�.�3�������������������
������
�
��������������
������	

������
�����

�����

���3�������������?��������
�����!�������
�
������������		��+������
������?��������
���.�
����

�
�� 0Fi = ��(������
��������������������	������������
������?�����
����
�������(��3���
��5/C'�


�	
�������������������������
�����-����������	��B�

;�� ;��

;�� ;��

;�� ;��

;�� ;��

�

0�� 0��

0�� 0��

0�� 0��

0�� 0��

�

:�
���
���

:�
������

:�
�������

:�
������
���

:�
���
���

:�
������

:�
�������

:�
������
���
�

3���
��5/C'�B�9��������������
������	
,�������	������������
�������?����

�



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

''��

(��	�
������
�������������)
���2!01�����+�������
���������+����������
����������
������

�
���	
���
��������
���
��������?��������
����73���
��5/C58��

!�� !��

!�� !��

!
�� !
��

!
�� !
��

#������
�
2!01

!�� !��

!�� !��

!
�� !
��

!
�� !
��

#������
�
2!01

�

3���
��5/C5�B�#������
�������
������
���

�

2
�
�������
�.������
����
������
�����
��Z7�8������
������
�������*��,���������������	�
�B�

( ) ee FTsY = � -�'�$/�

$����������������*��,������
������75/558.�����������������1�.����������B�

( ) ( ) ( ) ( )ieie
1

iiii
T

ieieeeee sCGsCGsCGsCGsY +++−+=
−

� -�'�0/�

(���	E�����������
����
������
�����
��Z7�8��


��	
�������
��������
�+�������
����������

���
��� ( )iiii sCG + �������,
���(���	E�������Z7�8��
���������-� 1−λ− �
>�c�
�	
����������������
��

	

	
������������
��� ( )iiii sCG + �B�

( ) 0GCdet iiii =λ− � -�'�1/�

(�� 
������
�������
�� ����
������ �*��,��� ���� ���������� ��� ��		
������ ����	E������� ���

�
����
�� ��� �
�����
�� Z7�8� ��� ���������� ����� �
����

����
��� 	�
� �
��
������� (��

�
����

����
�� 	�
� �
��
������ ������ ���
���� !� ���� ���� 	

A����
�� AXXB T= � 
>� \�


�	
�������������
�������	

A����
���0������
����

����
������
������	������������
��	

	
���

����*��,���7���������
��	

	
������:��
�������������������
��	

	
������!8.�����	

	
���������

�*���
�����������������
���
��������������
���
������$����.�����
����

����
��	�
��
��
������

������*��,���	������	
���
������	�������������*��,�������
�����������������



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

''%�

D���	
���,
���
����

����
������
��
�����������		��+��������*��,�����������������
�

�����
�	
����������������
����;����������
����

��
�������
����;������������
��������������9��

������ ����,
�.� ���� 	E���� ��� Z7�8� �
��� ��
���� ��� ��������� 	�
� ���� ���
�	
����
�� ��� �����
��

	

	
��� ��� 0���� (�� ��		
����
�� ��� 	E���� ���������� �
��� 	��� ��� �
�	

������� ��� �������

�
�+������� ��� 
������ 7
������ ������8�� (�� �������� ���� ���
����.� �	
,�� ������ 	
���,
��

�
����

����
������
��
����������
�	
��������	�
����3���
��5/CC�B�

;�� ;��

;��

;��

;�� ;��

;��

;��

�

0�� 0��

0�� 0��

0�� 0��

0�� 0��

�

:�
���
���

:�
������

:�
�������

:�
������
���

:�
���
���

:�
������

:�
�������

:�
������
���
�

3���
��5/CC�B�9��������������
������	
,�������	�����	
���,
���
����

����
������
��
������

�

D������
�����
����

����
������
��
�����.���������
��������
�	
����
�����������
����

0���� 7�
����

����
��	�
��
��
���������0��8���������
��	

	
��.�	�
��������
��
�����	E�����$��

�����.�����������
��������
�����������
����0����	�
���������
���
��)�+���	E���-�����?�������
���

����
��������		
���
����	E��������		
����������?����


��	
�������(������
�����;������0���


�������������������
����

����
�������
��
�����������������������������
��������
����
�����

�
�����
������*��,���B�

( ) �
= λ+

−+=
n

1k k

k
T
k2''

ee
''
ee s1

rr
ssCGsY � -�'�4/�

�>�cJ��������J,��������
�	

	
������*��,������
J��
��������
�	

	
�����
�����D��������
�

	

	
�� �
���+��� c�� ���� �������� �������� ��� ���� �����
�� 	

	
��� cJ.� ������� +��� ck λ<λ �
���

��		
������� (��� 	E���� �
�/����
��� �
��� ��������� ��� ��		
������ ���� ������� ��� ���� �
�
�����



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

''<�

�


��	
���������������
�����;������0����!	
,�����������
������	E���.�������������������
�����


������������������
���	�
����B�

;
��
;
��

;
�� ;
��

;
��
;
��

;
�� ;
�� �

0
�� 0
��

0
�� 0
��

0
�� 0
��

0
�� 0
�� �

:�
���
���

:�
������

:�
�������

:�
������
���

:�
���
���

:�
������

:�
�������

:�
������
���
�

3���
��5/C=�B�9��������������
������	
,�����������
������	E����

�

P�� ���P�
��� 4P$#/�%6��
��
�� +��� ���

��
� 
����������������� d� ���
�� �)�+��� ��
������

������������� Z7�8� ��� ������������� �

�+��� ( )sY
~

.� ��
� ��� ������ ��� �
�+����� [ ]c2,0 πω .� ����

��A

���	�
������

��
��
���+���d�.�������+���B�

3
c

3
cccc λω+λω=ε � -�'�A/�

(��

��
� �
���+��� d�� ��� ��� �
�+��������������� ��� �
���
����
�� ���� 	E���� e�� �
��� ����

	�
��,�
��� �������� 	�
� ������������
�� $�� ������� ���� 	�
��,�
��.� ��� 	���� �
��� ��� �����
�� ���

�����
�	

	
���
���+���c������������		
���
����������
��	

	
�������*��,�������
���
���-�c���

!��������
�
����
�����
H���������������������
�	
����
����������
��	

	
������������
����0���.�

�������������������
�
������


��	
�����������������
��	

	
����
������
�����
����������������

��
� ��� -� ����
�� ��� ��� ���
�	
����
�� ��� ��		
������ ���� ������
�� 	

	
��� ���
������ 0�����

���
�	
����
�����
���������������������
O���-�������

��)������(����
��4(!G/I&6��

(�� ���)
��� 2!01� ��
������ ��� ���������� ��� �*��,��� ��
� ���� �
����

����
��� ���

�
��
�������
���
��������	�����������������/����9��	���.�������)
�����		
�������+�����������

�?��������
�������
�������(����
���
��������?��������
���������
����
���
�����2�
�������
�.�

������
�	
����
����������
��	

	
���	�
������������
����������

��)������(����
�������������

�
H�� ��� ������� ��� ��� ���
�	
����
�� ��� �
��� ��� ��	���������
�
�� ��������
�� -� ��� 
������
���

$����.��������
�����
��������;
����0
��
��������������������
�������?��������
����������
������

����������
�������?��������
����	
���
�����G����
���.����������)
���
�+���
�������������
��

�������
�+���������
������
������
�,���-�����
����
��	
�

���



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

''��

����� #������������������������������
������

G
��� ��
��� 	
������� ����� ��� 	�
��
�	)�� 	
�������.� ���� 	
����	����� ���)
���� ���


������
�� ��� �
�,����� 1
����� ���� ���)
���� 
��� ���� ��
����
����+���� �����
������ ��� �
���

���	���� -� ���� 	

��,���� �����
������ 9���� �
�
�� ���� �������.� �
��� ��
��� �
�	�
�� ����

���)
�������
�������
��,
������������B�

 ��)
������


������
��
!K$� �)��)���

:��������

1
������
��
2#" !� 2!01�

1*	��������
�����

�����
���
�*���
�+��� �*���
�+��� �*���
�+���

G
�/

�*���
�+���
�*���
�+���

9�����������

���
���������

����
9����� 9����� 9����� 9����� 0
�����

0
��,
�����


������
��

G
��
�����

�
������

:��������

�
�+������

W����
��

�������,
���

G
��
�����

�
������

3
�+���������


������
��

���������� G
�� ���� ���� ���� ����

0
���
����
�����

�����
���
�������

	

������
���/

�

�����

G
�� ���� G
�� G
�� ����

0
��
E���������

	
�����
��
!�����

:��������

�
�+������

G

������

]��J���
!�����

$

��
�

�����������
����

���������

�
�+�������
1�������%�B�0
�	�
���
���������)
�������
������
��

�

!�������	
��
�
��
������
�����
�	

��������)�
��+�������*��,����������.������
�,����


������� �
����
�	�������� ���
���?����������
����� 
��	��������!����.� ������)
������ 
������
��

�)
������
���	
���
��
������
���
�������	

������
���/�

��������������������)
��������)��)���

���2!01�������
���-���������
����
����+����

1
����
��.� ������)
���2!01�����	�����		

	
����	
�
�����
������
>� ���	)��
�,���

�������� ����� ���� ��
��� ������ ��� �
�+������ �
���� ������ ��� ���� 	
�
� ��� �����	���
��

�)�
��+����2�
�������
�.� �������
����� 
������������ ���������)
��� �
��� �
�������(�� 
��
����
��

���	

���������*��,��������
���	����
�	�����9��	���.�����
����

����
���������
�����
��������

��� �
�	
������ ��
������ ���������� �
���� ��� �
�	
������ #� ��� 0�� $����.� ��� ���)
��� 2!01�



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'5&�

	�
�������+��������
����

��
��������������-����
������
����
��������������
�+�������G
���

��
����
���
���������������)
�����������
����
�������
�,�����
��/��)������
����.�������������

�

���,������	�����������)
�
�
����3���/01 ��

����� "���
����������������������# �

�	����� �����������������������������
������

(�����)
���2!01����������������������
���������
�+���������
������
������������

��
�

������������ 
������
�� �	
�

���9�����
�
�� �		������
�.� ���

��
������������� 
������
������

������-�IS��(���
�+���������
������
��
�	
�����������
�+�������������������
���
����
������

	E����������*��,����(���
�+���������
������
���
���������������	
�����
������
�,������)������

�
�+�����������
��� ���� ����
����
���	

�)������
�� �����?��������*��,����!����.��
�����
���

����������������������
����
����+�������*��,��.� 
�	
��������� ����	����	

�)��� ����
����
���-�

	
���
��
��(�������������
����
����+�������������)
������
�������	����	�������
F���������
�,����

2�
� ����	��.� ����� ��� ���� ����� ���.� ��� ��������� ��
����
����+��� ���� ��� 	���� 	������ ������� ����

�
�
���� 73���
�� 5/CI/�8�� $�� �����.� ������*��� �)�
��+��� ��� �
�	
������ ��� ������� ���

�
��������
���
�)������
��������-�������
�������	�
���
���
*���������)�+�����
���
�
������

����� 0����� ���	�
���
�� ������ ���� ���	�
���
�� �
*����� 7�
��� ��
����+��8.� ��� ����� �
���

����
�
�����	
�����
������� ����
������ �
�+�������� �


��	
������ -� ���	����	������ �����������

�
�
����� 9���� ��� ���� ������
�,��� ����� �
�
���� �����	��
����.� ��� ���� �)
����� �
���� ��� 	����

	�������
F��������

���,
�������
�����73���
��5/CI/�8��

�'
�5

�=

�C��

�'
�5

�=

�C��

�

����
�

�8� �8�

3���
��5/CI�B�9�������
�������������������
����
����+������

�



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

'5'�

(�� ������� ��� ��� �
�+������ ��� 
������
�� ���� ������ ����� ��
� ����������
�� ��� ���	�� ���

	

	�����
�� �)�
��+��� b� ����� ���� �������� ����+��� ��� �E��� ��.� ��� �F��� ����
���� +��� ���

�
�,���-�
����
���(����������������
����
�����	�
������������
����������	

	
������	)*��+����

7J.�Q.�0	8��(���
��������������	��������������������
�����

��B�

2
c

p3
cp2

c

c l
k

C
lC

lk

l ρ
=ρ×=τ � -�'�@/�

(���
�+���������
������
��3��������������	�
�B�

2
cp

c
lC2

k

2

1
F

πρ
=

πτ
= � -�'�C/�

9���� ��� ���� ��� ����
����� ����
�

	��.� ���� 	

	
������ 	)*��+���� ��� ����
���� �
���

�����
����������� ���� �

�����
����
������ ����	�����!����.������ ��� ���.� 
�����������������������

��
����
����+���������)�+�����
����
���������F�������,
���(����
�+����������
������
���
���

����������	
�
��)�+�����
����
����� ����	�����2���.�
���)
����� ���	�����
�����	�
������� �

���

�
�+������� �
���� �
�+������ ��� 
������
�� ����� ��� ��
����
� ��� 	
���
����
�� ���� 	E����

�


��	
�������-����	����	�������
��������������	������������

�����
����
����

�	����� "���
�������������
�������

!�������������
����
������
������
�,���	�
�������)
���2!01.�����
�,����������������

�
�
���� 73���
�� 5/'&8� �� ���� 
����������D���
�,��� ��������� ������������� 7�=&&&��?���8� �� ����

�
���
����	�������
�����(���
�,��������������������������������	��������	����������
��������'K�

��
� ��� �
�
��� �C� ��� ���� �
����������� ����)����� ��
� ���� �����
������ ��
������ ���
���� ����� ���

1������� I� 
��� ���� �		��+����� 0����� ��������
�� �
�������� ���� 
���
����� ����� ��������
� ����

	�
�

�������������
������
���

9���� ��� �����,��� ���	�.� ��� �
�,��� ���
���� ���� 
������ 	�
� ��� ���)
��� 2!01�� (��

�
�+���������
������
���


��	
������-�����
�,������������

��5=]�����
��������)
������

�������	
��������	
������������2�
�������
�.� ���

��
�������������
������
������������-�IS��

!���� ��� ��� 	��� ���������
� ���

��
� �
������ 	�
� ��� 
������
�.� ����
�,��� 

������� ������ 	���

�
��/��)������
����� (����
�,���� 

�������� ��� 
������� 
��� �
��� �)����� C�� �?���� ����
�����

2������
���
�+����������
������
��
��������		��+�����-�������)
���2!01�������������
�����

��������������������
��	
�����
�����)������ �
�+�������������
�,��� 
���������������)�����



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'55�

�
�+������ ��� 
������
��� (�� 3���
�� 5/C�� 
�	
������� ����
����
�� ��� �
��
�� ��� �?���� ���

�
�,���
����������
����
���������
�+���������
������
��B�

.3
'4

.3
'0

.3
'�

.3
3

.3
�

.3
0

.3
4

.3
@

.3
.

.3
�

.3
$

.3
0

.3
1

&���
�����������
������-JK/

E
�
�
*
��
��
�
��
�
�


�
��
�


��
�
�
�
��
��
�
�


��

<����������
�����������
������,��������������,���
�����������
�����

$4

40333

�0

11

.3
'4

.3
'0

.3
'�

.3
3

.3
�

.3
0

.3
4

.3
@

.3
.

.3
�

.3
$

.3
0

.3
1

&���
�����������
������-JK/

E
�
�
*
��
��
�
��
�
�


�
��
�


��
�
�
�
��
��
�
�


��

<����������
�����������
������,��������������,���
�����������
�����

$4

40333

�0

11

�

3���
��5/C��B�9������
������
�,���
����������
����
���������
�+���������
������
��

�

��� 	���� 
���
+��
� +��� 	
�
� ���� �
�+������ �����.� ������ 	E��� ������ �
���
��.� ���

�������
������
�,���
������������

������������
��
������?��������
��������
�,����2�
�

������
�.�	
�
����� �
�+��������� 
������
�� ����������
�� ��������.�
�� 
��

���������������
��

����
�,���
����������������
��
������?��������
�,������������

(�� 3���
�� 5/C%� 
�	
������� ���� ��������
�������
�,��� 

������� ��� �����
�,���� 
�������

	
�
������
�������
�+����������
������
��B�



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

'5C�

.3
'4

.3
'0

.3
'�

.3
3

.3
�

.3
0

3

.3

�3

$3

03

13

43

A3

 �����-�/

 
�
�
�
�
��
�

��
�-
5#
/

!�,�
�����������,���
�����������
�����

:�������

,
�
�L�.33�JK

,
�
�L��0�JK

,
�
�L�.3�JK

,
�
�L�.�JK

,
�
�L�3�JK

�

.3
'4

.3
'0

.3
'�

.3
3

.3
�

.3
0

3

.3

�3

$3

03

13

43

A3

@3

 �����-�/

"
��
�


��
��
��
��
�
�
�-
B
/

"���
����������

,
�
�L�.33�JK

,
�
�L��0�JK

,
�
�L�.3�JK

,
�
�L�.�JK

,
�
�L�3�JK

�

3���
��5/C%�B�"����������������
�+���������
������
��

�

(���
�,���
������-�&]������
���
���������	E����������
����
������
�����
�����������
��

�
��������

��
�������������
������
�����IS�+��-�������������
����
������
���
+�����������

	
�����
�����)�������
�+������������
�,����
�������-�����	����)������
�+���������
������
���

(����
�,����

����������
�������
��������������������������������
�������
�+�����������

�		��+����� ���� �
�
��� ��� 	��������� ��
� ��� �?��� 	���� ��� ����
���� ����	������� ��� ���

�
����
������
�����
������������
�,����B�



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'5=�

.3
'0

.3
'�

.3
3

.3
�

.3
0

.3
4

'.3

3

.3

�3

$3

03

13

&���
�����-JK/

�
�
�
��
�

�
�
�-
�
G
/

!�,�
�����������,���
�����������
�����

:�������

,
�
�L�.33�JK

,
�
�L��0�JK

,
�
�L�.3�JK

,
�
�L�.�JK

,
�
�L�3�JK

�

.3
�

.3
$

$.;0

$.;4

$.;@

$�

$�;�

$�;0

$�;4

&���
�����-JK/

�
�
�
��
�

�
�
�-
�
G
/

!�,�
�����������,���
�����������
�����

:�������

,
�
�L�.33�JK

,
�
�L��0�JK

,
�
�L�.3�JK

,
�
�L�.�JK

�

3���
��5/C<�B���������
�������
�,�������������
�������
�+��������

�

(����
�
���������������
�����������
�������
�+���������
��
�������������	
�����
������

�
�,���� ����� ���� ������ ��� �
�+������ ��� 	���� ��� 	���� �
����� ���
�� ��� �
�+������ ���


������
������
�,���
�������0����
�,����
�������	

��������������
��	����������

�� #�
��������������������
����

(������

�
�,����
������������������	�����
������
���
�������	�������������
�����
���

���� �������� ��� ��
���� ��� ������
���
�� (�� �*��,������+����
��� 75/C&8� �
������ ��� �
�	

�������

�)�
��+������������
�,��������	���������



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

'5I�

�
�

�
�
�

�
=�

�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
+�

�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

F

F

T

T

G0

0G

T

T

C0

0C
�

�

� -�'$3/�

(�� ���� ��� ��� ���+��,��� ���	�� ��� ��� ���)
�
�
���� 3���/01 � ���� ��� �
�	��
� ����

���

�
�,�������
���������������
���
��
������
�,�������*��,����
�	�����(���
�	��������

�����
�,��������
������	�
����		�
���
�������
�����

��������������*��,���75/C&8�B�

�
�

�
�
�

�
=�

�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
+�

�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�

b

a

b

a

bbba

abaa

b

a

bbba

abaa

F

F

T

T

GG

GG

T

T

CC

CC
�

�

� -�'$./�

2
���,
�����.�����
�	)������
�	����������
���
�������������	������
��������

�
�,����

����
������������
������
������
��	��������-��
�	��
�������)�+������

�
�,����2
��
���	
�
�

����	����������������������
�+����73���
��5/C�8�	
�
�������
�
�����
�	)������
�	������

.

�

0

$

.

�

0

$

�

3���
��5/C��B�0��������
�+����

�

(�� 3���
�� 5/=&� ���
��� ���� ����
������ ��� �
�	����� ���� ���

�
�,����� G
�
��� +��� ����

���

�
�,���� 	������� ��
�
� ���� ����
������ ����)����� ��� ���� ����
������ �
�
���� +��� ���

��
������	���
�	
������������������������
���



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'5��

(.

"'5

"''"'C

(.

"'5

"''"'C

�
(�

"5'

"55

"5C

"5=

"5I

"5�

(�

"5'

"55

"5C

"5=

"5I

"5�

�

($

"C'

"C5

"CC

($

"C'

"C5

"CC

�
"='

"=5

"=C

"==

"=I

"=�

(0

"='

"=5

"=C

"==

"=I

"=�

(0
�

3���
��5/=&�B�"���
����������
�	������������

�
�,����

�

(��3���
��5/='�
�	
���������

������
�	)������
�	���������*��,���B�

 =

 '

 5  C

"''

"'5

"'C

"5'

"55

"5C

"5=

"5I

"5�

"='

"=5

"=C

"==

"=I

"=�

"C'

"C5

"CC

 =

 '

 5  C

"''

"'5

"'C

"5'

"55

"5C

"5=

"5I

"5�

"='

"=5

"=C

"==

"=I

"=�

"C'

"C5

"CC

�

3���
��5/='�B�;
�	)������
�	������������������
�+����

�



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

'5%�

(������

�
�,���� �
��� �
�	���� 	�
� ���
�� �?���� ������
������ ��� �
�	����� 
��	��������

(����?������������
������-��
�	��
�	���������
�
�����
�	�
����
�����
���
�+���������
�������

(����
�,�������	��������
���	���F�
���
�	�������
����������
���?����������
���������	�
�����

D������)��+�������
�	�����������

����������
�����������
������
��������

�
�,�����

���� "��������������
��������������������
������

(��	

�������+�������
�	���������
�,����
�������-�
������
�����������
���
�+������
��

��������������� ��
����+���� �
�/�
T���������� 2������
�����)
���� 	�
�������� ��� 
������
� ���

���������
������������
������
��
�����������
������������������	�
���
��7�������

�� 21 TXT = 8�


�� ��� ����� ��� �)����
� 7��� ��� �

�� 21 Y ϕ=ϕ 8� -� ������
����� ���� �
�,����� 1'�

7
��	���������� 1ϕ 8� ��� 15� 7
��	���������� 2ϕ 8� 
�	
��������� ���� ������
�� ���� ���	�
���
���

7
��	�������������������8������?����������
����������
�,����'����5��\����Z�
�	
�������������

���
���������
�	��������
������������
�,�����

2
���,
�����.� �������)
����D1�7D���

��1��	�
���
�8����D]3�7D���

��]����3���8�

4;D�/&�6� 	�
�������� ��� �
������
� ����� �
�,���� �)�
��+���� 	�
� �
���
����
�� ��� �����

���
���������
�	�����K1����K"�
�������
��	������������������	�
���
��������������������?����

������
����� ���� ����� �
�,���� �)�
��+����� (�� ���)
��� D1� 
�	
��� ��
� ���� )*	
�),��� ���

���	�
���
�� ����

��� ���� 	

��� �)�
��+����� 0����� )*	
�),��� ��	
��� �
��� ���� �
�����
��

���������� ��� ���	�
���
�� ���
�� �
��� ���� �?���� �
�������� ��� �F��� �?��� ������
����� ���

�����
���
�,����G����
���.�����
�	�����	�
�������)
���D1�	

�
+�������

������

��
�������

������� ��� �

�� �
������� -� ������
����� ��� �����,��� �
�,���� (�� ���)
��� D]3� ������ ��
� ���

�
�	����� ���� ����� 	�
���� ��� �������
� ������ �

��
�� �������� ���������)
��.� �)�+��� �?���

������
���������
�,���5�����
���������?���������
�����	����	

�)���
���������
�,���'�	�
�����

�
�
��� ��� �
�
���.� �
��� ����	������� ��	���� ���� ��
������ �+����������� ���� ����� �?����

�
���������0��������)
��� ���� ����� �		

	
���� 	
�
� �������� �)�
��+��� ��� �*��,���� -� �������

�����
����
���1
����
��.� -� ������� �
�����
�
�.� ��� ����	������������������	
���
� ��	���������������

�+����
���������)���������
�������
�,������������
��
��
������*��,�����������
���������	����

9�� 	���.� ��� �
�,��� �
�	��� 
��������� ��� ���� ��������)
���� ���� ������� 	�
� �������
���� ���

�
������
��;��*���������
����

���������(�����������������
����������������
��
������?����

������
���������
�,���'�	
�
� ������)
���D1���� ����������
��
������?����������
��������



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'5<�

�
�,���5�	
�
�������)
���D]3��!����.���� ����
��
������?����������
�����������	

����.� ���

��
��������
���������
�����
������������
��
����
������
�,����
�	����

2�
� ������
�.� ���� ���)
���� ��� �
�	�����  �#1!#� 4#!2/&&.� :D3/&'.� 9D#/&�6� ���

!
��+���� 4#!1/&C.� :$G/&I6� 	�
�������� ���������� ��� �
�	��
� ����� �
�,���� ����� ����

������������
����+�����
�/�
T����������(����������������)
������������
��
�����
�����
�����
��

���� ������
�� ��� ���	�
���
��� ���� �?���� ������
����� ���� ����� �
�,���� 	�
� ���� 
�����
��

������
	
����
�� ���
�� �����?�����0)�+����?��������� ����
����� ����	

A��������� �����������

������������ ��� ���
�����(�� �
��
��������� �
��������� ���� �������� �
���
�����	�
� ����
	
����
��

���
�� ���� �?���� ��� ��������� ��� ��� ���
���� ����
����� �
������ ��� �?��� ��� ��� 	
���,
��

����
������(���
�,����
�	���������������	

A������
�����������������������?����������	
���,
��

����
������ (���F��� 
	�
���
�� ���� �������� ���������� 	
�
� ��� ���
���� ����
������ :���� +��� ����

���)
���� ��� �
�	����� �
����� ���������.� ������ 
��������� ��
� ��� �
�,��� �
�/�*���
�+���� 0��

�*	������
�,����������
)�
���������������
�����)�
�
�����
�+��������
����������*	��#0��

���� %���������������
����������
������%��������

!���� ��� �
��
� ��� �
�	����� ��������� ���
�� ���� �
�,���.� ��� 	

������� �
��� ����
�
� ���

	
���
����
�� ��� ����� �
���� ��� �*��,��� ��� ����
���� ��� �
��������
�� ��� ����� ��� �)����
� -�

�
���
��������
������
�	�����������
������������������	�
���
����������
�����������
�,�����(��

	
���
����
����� ����� �
���� 	�
������� ��
����
� +��� ���	

���������� �
�	�������� �
��� ������

��)�����������������
�,��������������
���
��!����.����	
���
����
�����������
��������
������	�
�

��������������
����������
������
���������*��,����(��	

�������+�������
�	���������
�,���


������� �
��� -� ��� 	

��,��� �������������
�� �
��� �
��
������.� �		���� ������ 	

��,��� ����

���
���� ������ (�����)
������������	�������
�� ��� (��
����� 4�1#/<�6� 	�
���� ��� �

���
� ����

	
����������
����
����������
����
���
����
��
�����������
����

��������	

��,�����������������

	

��,����������������
��������
��
�������0��������)
������)�����+������������������������

�
��
�����
�������������	)*��+����
�����������

�����������4 !#/�'6�
�����������+���

4;!W/&�6��

�

�

�

�



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

'5��

	����� (���������
������

(�� �
�	

������� �)�
��+�������� �*��,������ 
������ �����
����
�� ��
�����
������@�

�����
����	�
����+����
��B�

0FT.G =− � -�'$�/�

�>�;�
�	
�������������
��������
������
������*��,��.�1����������
�������	�
���
�����3�

���������
�����)�
����

(��	
����	����
����
��������
�������+��������������
��$.���������	�
�����

��������
����

�
Ω

−= FT.GE � -�'$$/�

(�� +�������� $� ���� �		����� �
����
������� �����
���� ��� 
�	
������� �����
���� ��
����� ���

�*��,���� (�� �
����
�� ��� 	

��,��� �)�
��+��� 75/C58� ���� ��� ������
� ��� ���	�
���
�� 1�

�


��	
������-����	
���������
����
���������
����
�������$��

0FT.G
T

E
=−=

∂

∂
� -�'$0/�

(��
��)�
�)������	
����������
����
������ ��� �
����
�������$� �
������ �������������
�����

�����
������
���������*��,�������
������	
���
����
�����������
�����!����������
�
�����
�	�����

���
�� ���� ����� �
�,���.� ���� �
�����
�� ��� �
��������� ��� ��� ���	�
���
�� -� ������
����� ����

�
�,���� ���� �A
����� ��� 	

��,��� ��� ����������
�� ��� ��� �
����
�������� 0
�����

��� ���

�
�	��������
��������
�,�������
���	�
����3���
��5/=5��

1'� 15�15�1'�

 
�,���'  
�,���5

1'� 15�15�1'�

 
�,���'  
�,���5
�

3���
��5/=5�B�0
�	��������
��������
�,����

�



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'C&�

(��� �������� �� �


��	
������ ���� �?���� ����
���� ��� ���� �������� �� �


��	
������ ����

�?��������
���������
�,�����(����
����
�������?���������
�,���������
����������������
��
�

�����?��������
����������
����
�,����

e22

i2i1e11

TT

TTTT

=

∪∪=
� -�'$1/�

(���
��
����������
������������������	�
���
��-�������
����������
�,��������
������	�
����

�
���
����
�����������
��������
�	�����\����
�������?����������
���������������
�,�����(��

���
����\������
�	������	�
�������

����������	
��
�
�����
�
���
�������

���B�

12 TXT = � -�'$4/�

�
���1����������
�������	�
���
���������	�
�B�

�
�

�
�
�

�
=

2

1

T

T
T � -�'$A/�

(���
��
������75/C�8�����
�����

���
�������

���B�

[ ] 0TIX =− � -�'$@/�

�>� "� 
�	
������� ��� ���
���� ��������� ������ �������
�� ������ ��� �
��
�� ��� �?����

����
��������
�,���5��0����� �
��
������ ���� �A
�����-� ��� �
����
������������
����$.�	
���
���

	�
� ��� �
���������� c� ��� �

��� ���� �
����
�� (� �		����� (��
�������� (�� �
���������� c� ���� ���

�����	�������
����(��
������������������
�����������������*��,��.��
����
�������������
����

���	�
���
��1��

( ) [ ]TIXE,TL −λ+=λ � -�'$C/�

(�� 
��)�
�)�� ���� 	
����� �����
����
��� ��� (��
������� (� �
������ �
��� ��� �*��,���

���+����
���B�

0
L
T

L

dL =
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

λ∂

∂
∂

∂

= � -�'03/�

(���*��,���75/=&8����
���
���	�
�����*��,������
��������������B�



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

'C'�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

λ�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−

0

F

F

T

T

.

0IX

IGG

XGG

2

1

2

1

2221

T
1211

� -�'0./�

0�� �*��,��� �
������ ��� 
��
����
�� ��� ���+����
�� ��� ��� �)����
� ��� 
������ �����
����
��

75/C58��
O������������	
���,
��� ���������� ����
��
����������
������������ ��� ���	�
���
������

����
�����������
�,����	�
�����

���,����������

"�� ��������� 	��� ��� �
����
������� �����
���� ����� ��� ���� ��� ���+����
�� ��� ��� �)����
� ���


�������
�����
�
���0�	������.�����F����*��,������
������	����F�
���
���
����	
�
�
��
��
��

���+����
���������)����
��������
�
�����
������������������	�
���
��-�������
����������
�,�����

!����.�����*��,������
������-�
��
��
�����
�������
�����
�
��	����F�
�������
�������

���B�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

=

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

λ

λ

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−

−
+

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

λ

λ

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−

−

0

0

F

F

T

T

.

00IX

0000

I0GG

X0GG

T

T

.

0000

00IX

0ICC

0XCC

)4(

)3(

)2(

)1(

2

1

2

1

2

1

2221

T
1211

2

1

2

.
1

.

2221

T
1211

� -�'0�/�

!���� ��� �
���
��
� �
���� ��� �?���� ����� ��� �
�,��� �
�	��.� ��� �
�,��� 5� ���� �)
����

�
�����������������*��������
��������?����������
������2
�
�
��
��
������*��,������
������

75/=58.��������
������15.�c'����c5��
���������������	�
�1'��2
���,
�����.������
���������+����
��

75/=C8.�
�����������������
������c'����c5��

)2.(X)1( T+ � -�'0$/�

2���.�
����	
�����������
������ 2

.

T ��� 2T �����
����
����� 1

.

T ��� 1T ��
O��������+����
���7C8�

���7=8�����
�����������������*��,������
�������������

���B�

'
11

'
11

.
'
1 FTGTC =+ � -�'00/�

!����B�

2
T

1
'

1

22
T

21
T

1211
'
1

22
T

21
T

1211
'
1

FXFF

XGXGXXGGG

XCXCXXCCC

+=

+++=

+++=

� -�'01/�

��� 	���� 
���
+��
� +��� ���+����
�� 75/==8� �
������ ����
����
�� ���	

����� ��� ���

���	�
���
�� ����� �*��,���� (��� ���
����� '
1G � ��� '

1C � �
��� ���� ���
����� ��� �
������
�� ��� ���



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'C5�

�������
������
�,����
�	����(���
�,����
�	��������
����
�	
����������������������?����

����
���������
�,����'����5���������?����������
���������
�,���'��0���
�,���������

���		����

3���/01 � 	
�
� ��3�������� 0
�	���� 1)�
���� 
������� (����
�,���� �
��� �
�	���� ����� 	�
�

������ !����.� ��� 3���/01 � 
�	
��������� ��� �
�	����� ��� ����� �
�,���� 	���� F�
�� ���

��

�
�	������������

���,����
�,���
��������
��3���/01 ��(����
�,����	�������F�
���
�	����

���������	

���+����

�
���

2�
� ������
�.� ������)
��� ���������	�������
�� ��� (��
����� ���� ��������� 	
�
� ���������
�

������
����� �
��/��)������
����� -� ������
����� 

�������� ����� �����	�� ��� �������
�� ���� �?�����

(�����
������
��/��)������
�����������������
�����������0�����
	�
���
���������������
��������

�
���+���������	�
�������
����������)
����$�������.�����������������
�,���'������������?���

����
�������������
�����;'����0'��
����������
�������������

	����� =����������
�������
����������
������%��������

(��������	�������
�����(��
���������
���	�����������������	
���
���
���	
�
�	
���
��

����
�	��������
��
��������

������������������
���������
����
��������"���
�����������������

	)*��+���� !���� �����������
� ���� ��
������.� ��
��
��� ���+����
�� ��� ��� �)����
� ��� 
������

�����
����
�����������
�,�����
�	����	�
���������
���������
�����f.���
�����
������@�B�

( ) 0Tgradkdiv =− � -�'04/�

9��
�	
�
���������
�����f������������
�����f'��


��	
������-�������
���������
�	�����

����
�,���'����f5.�������
���������
�	���������
�,���5��������
���1_1'���
�f'����1_15���
�f5��

(��(��
�����������������+����
���
��������
��
�������75/C�8�����
�����

��B�

( ) ( )� �
Ω Γ

Γ−λ+Ω−= dTXTdTgradkdivL 12 � -�'0A/�

0�� (��
������� 	���� ������ ����
�
�� ����� ��� �

������
�� ��
����
������� 40�D/<'6� ���

����	
������

��B�

( )� �
Ω Γ

Γ−λ+Ω−= dTXTdTgrad.A
2

1
L 12 � -�'0@/�

�>�f�
�	
�������������
���������
����������
�,�����
�	�������!������
����	�
�B�

TgradkA = � -�'0C/�



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

'CC�

(�� 
��)�
�)�� ���� 	
����� ��������
�� ��� (��
������� (.� ��������� ��� �����
��������� ��� (.�

�
������-����+����
�����������B�

( ) ( ) ( ) 0dTXTdTXTdTgrad.AdL 1212 =Γ−δλ+Γδ−δλ+Ωδ−= �� �
ΓΩ Γ

� -�'13/�

�>�g1_�g1'���
�f'����g1_�g15���
�f5��������
�	
����������
�����
����+���������+����
��

	
��������������������������

��������;
��������
����������������
�����
�����������B�

( ) Γ⋅δ+Ωδ=Ωδ ���
ΓΩΩ

dnTgradkTd)A(divTdTgrad.A � -�'1./�

9�� 	���.� 
�� 	���� ���
�	
��
� ��������	�������
� ��� (��
����� c� ��
� ���� ����
������ ����

�
�,�����
�	����������
����
���B�

{ }2,1ipoursur ii ∈Γλ=λ � -�'1�/�

�>� c�� ���� ��� �����	�������
� ��� (��
����� ��
� ������
����� f�.� 7�_L'.5N8�� (��+����
�� 75/I&8�

	�����
������
���
�
���
�������

���B�

( ) ( ) ( )

( ) 0TXTdTXdT

dnTgradkTXdnTgradkTdAdivTdL

12111222

111222

12

12

=−δλ+Γδλ−Γδλ+

+Γ⋅δ−Γ⋅δ−Ωδ−=

���

���

ΓΓΓ

ΓΓΩ

�

�

� -�'1$/�

$��
��

�	����������
�����*���������F�����
��������������
���
�.����������B�

( ) ( )

( ) ( ) 0TXTdnTgradkTX

dnTgradkTdAdivTdL

121111

2222

1

2

=−δλ+Γλ+⋅δ−

+Γλ−⋅δ−Ωδ−=

��

��

ΓΓ

ΓΩ

�

�

� -�'10/�

(�������
������������(��
��������(����������������������������������+���
�������
������
���

������� ��� �
��� ��� ��� ���������� ��� ���� +���
�� ��
���� -� �����
�
� �
��� ������ ��� 
������� �
���

+���
��
�����
���B�

( )

12

11

22

TXT

nTgradk

nTgradk

0Tgradkdiv

=

⋅−=λ

⋅=λ

=

� -�'11/�

(�� 	
���,
�� �+����
�� 
��
��� ���+����
�� ��� ��� �)����
� ��� 
������ �����
����
��� (��

��
��,
�� �+����
�� ����
�� ��� �
��������� ��� ��� ���	�
���
�� ���� ����
������ ���� �
�,����� (���



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'C=�

����� ���
��� �+����
��� �
��
���� +��� ��� �����	�������
� ��� (��
����� 
�	
������� ��� ����� ���

�
������
�����
������������
�,�����

	����� %������������������
������

(���
��
����������
�	���������������������������
��������������
����
�������
��������������

����*��,����9�����������	��������
������������)
��.������
�����
������P�
��)/P�)�/1��J�
�

	�
�������� ��� ��������
� ���� �
����
������� �
��� ���� �
��
������� �
�/������
��� 
�� ����

�
��
���������������������9�����
�
�����.� ����
��
����������
�	�����	�
����������������
�
� ���

�
������������������	�
���
��-�������
����������
�,�����0�����������
��������
O����������
����

��� �
�	����� \� ���
�� ���� �?���� ������
����� ���� ������
�,���� 75/C�8�� (�����
���� \� 	�
����

��

�� ����	
���
� ���� ���	�
���
��� ���� �?���� ������
����� ����� �
�,��� ��� �
����
�� ����

���	�
���
��������?����������
�������������
���
�,����!����+�������
�,����
�	��������
����

����?���.��
�����
����)
��������	
���
�����
�,����*����������
��������	��������������
����
��

��������
���(��3���
��5/=C�
�	
����������
�	�
����
�������?����������
���������������
�,����-�

�
�	��
�����	����
���
+��
�+��������?��������
�	������
���
�	�
��������

���������
�����

���������
�������0���������H�����)
���������
�	�
����
�������?��������
�����

����������	�����

�������
�������?�����

3 3;. 3;� 3;$ 3;0 3;1 3;4 3;A 3;@ 3;C .
3

3;�

3;0

3;4

3;@

.

!����,�������������������
����

E��
���
��������.

E��
���
���������

�

3���
��5/=C�B���	�
	
����
����������
����������������
�,����

�



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

'CI�

!����.�������������������3���
��5/=C.�����
�,���5�������	
��������
����
������
�,���'��

0)�+��� ���	�
���
�� �
����� ��� ������
����� ��� �
�,��� 5� ���� ��	
����� �
���� ����

�
�������
��������
���������	�
���
����
���������������
���������
�,���'��

12 TXT = � -�'14/�

�>�15����1'�
�	
����������
�A
�
�����������������	����������������
�����
��75/CI8��G
���

��
����)
��������
���
��
��������
��������
�	�����\�	�
�����
	
����
��������
�����
�������?����

������
���������������
�,�����!����.�	
�
��)�+����?������������
���������
�,���5.�
��
�	,
��

����=��?��������	����	

�)������������
���������
�,���'����
�
��������?�������
�,���5��(���

���������
�����������������������		�.�	
�
��)�+����?������������
�����5.�
�����
��,���-����

��)��������*	��B�

1�1�

1� 1�

1A7�.*8

G?���G5A

G?������������
�����'

1�1�

1� 1�

1A7�.*8

G?���G5A

G?������������
�����'
�

3���
��5/==�B�"���
	
����
���������	�
���
����
����������
�,���'�

�

(������������������
��������
�	�����\����������	�
���������)
��������
�	����� �#1!#�

4#!2/&&.�:D3/&'.�9D#/&�6����!
��+����4#!1/&C.�:$G/&I6��!����.�������	�
���
��1A�����?���

G5A�������	
���������
����
���������	�
���
��������?�����
���������������
�����'�71�.�1�.�1�.�

1�8� ��� ���������� ���� ������
�� ��� �

��� ���� �


�
������ ��� �?���G5A�� ��� ���� +���
�� �?����

�
�������

����������

������E���'�7�����������
���
�����+���
����,
�8.������
����
�������

���

����+���
���
��������
������B�



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'C��

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
4

y1x1
y,x

4

y1x1
y,x

4

y1x1
y,x

4

y1x1
y,x

dc

ba

−+
=α

−−
=α

+−
=α

++
=α

� -�'1A/�

�>�h�7�.*8� ���� ��� �
����
����� �

��� ����?������ ���	�
���
��1�� 7 { }d,c,b,ai = 8��0�����

�
����
�������'�����?��������&���
��������
����?�����(�����	�
���
��1A7�.*8�����?���G5A�����

��

����	
���������
����
������+���
�����	�
���
���	�
�B�

( ) ( )�
=

α=
d

ai
iij Ty,xy,xT � -�'1@/�

(��+����
��75/I<8���	
����������������	�
���
��1A�����?���G5A����������
���������
�,���

5��
���������
�������
��������
��iA������?��������
�,����
�	���7�?��������
�,���'����

�?��������
��������
�,���58��

1jj TT Λ= � -�'1C/�

(�� ���
���� ��� �
�	����� \� ���
�� ���� ����� �
�,���� ���� �
���
����� 	�
� ���� �����
������

���
������������iA��

[ ] T
ne21 2

X ΛΛΛ= � � -�'43/�

�>���5�
�	
�����������
��
������?��������
��������
�,���5������'���������������
�����

������
�1'.�������
����\������
����������
����
����������
���������5������������'��
�
������

���� >�����������
���
�����������������

	����� ��������������
�,�
�����*���

(�� ���)
��� ���� �����	�������
�� ��� (��
����� 	�
���� ��� 	
���
��
� ��� ����� �
���� ���

�*��,��.��������������
>���������)����������������

���������������
���	�
�������
	�
���
���

0�	������.� ����� ������
�
� ������ ��
����
����+��.� ���� ������� i�� ��� ��� ���
���� ��� �
�	����� \�

�
������
��	����
����	

	
��������������B�

( )�
=

=Λ
1n

1j
i 1j � -�'4./�



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

'C%�

0����� ��� ������ ��� ���� ����� ���� �
��
������� ��� �
�	����� ���������� ��
� ��� �
���� ����

�
����
�������

���������������������
���
�����������	
��������


�
������7�.*8�����������-�

'��

( )�
=

=α
4

1i
i 1y,x � -�'4�/�

0
�����

�������
�	��������
��������
�,������������	�
����
�����
���������
������
��

7;'����;58�������
�����
���������������
��70'����058��(������
������
������
�	
����������
������

�?��������
�����������
�����(������
���������
������
�������
�,��������
�������
����
������

�

���B�

�
�

�
�
�

�
=�

�

�
�
�

�
=

2ii2ie

2ei2ee
2

1ii1ie

1ei1ee
1 GG

GG
G

GG

GG
G � -�'4$/�

(���
�������������������
��������������������
��������
������
��;�
�	
���������������

�
������)�����	�
�����?�����
��������
���
�4�!:/&C6��(����
�,������������
�������������
���
.�

�������
�����;'����;5��
����
�����.��
���B�

{ }2,1k
0GG

0GG

iikiek

eikeek =
�
�
�

=+

=+

��
��

� -�'40/�

�>� �� + eikeek GG �
�	
�����������
���������������������
������
������������
����;J�

��� �� + iikiek GG � 
�	
������� ��� �
���� ������ ������ ��� ��
�� ����
��� ��� ��� ���
���� ;J�

7 { }2,1k = 8��

(�����
���� '
1G �
�������������
�	����������
�,����'����5.��
��������
��
�������75/C�8.�����

�
�����	�
����
�����
��75/=I8.��������
���B�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

� +

=

2ii2ie

1ii1ie

2ei
T

1ei2ee
T

1ee
'
1

G0XG

0GG

GXGXGXG

G � -�'41/�

W�
���
���-�	
��������� '
1G ������
�����B�

2
���,
�����.� ��� ��� ������ J� �		�
������ ��� ��
�� ���� �?���� ����
���� ��� �
�,��� '�

7�����,������������������
��� '
1G 8.��������
������	���+���;'������
������



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'C<�

( ) ( ) ( ) 0j,kGp,kGi,kG
111 ni

1j
1ii

ne

1p
1ie

n

1i

'
1 =+= ���

===

� -�'44/�

�

9����,������.� ��� ��� ������ J� �		�
������ ��� ��
�� ���� �?���� ����
���� ��� �
�,��� 5�

7�

���,������������������
��� '
1G 8.�����
����������
������� '

1G ���
����������J�����
���B�

( ) ( )( ) ( )���
===

+=
211 ni

1j
2ii

ne

1p
2ie

n

1i

'
1 j,kGp,kXGi,kG � -�'4A/�

$�������
		�������	

��������
����� XG 2ie .����������B�

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )����
====

+		



�
��



�
++		




�
��



�
=

2111 ni

1j
2ii22ie

ne

1m
22ie

ne

1m

n

1i

'
1 j,kGne,kGm,neX1,kGm,1Xi,kG � � -�'4@/�

�
.����	
,�����
�����
��75/�'8.�
����B�

( ) ( ) 1mm,jX
11 n

1m
j

ne

1m

=Λ=��
==

� -�'4C/�

9�
>�B�

( ) ( ) ( )���
===

+=
221 ni

1j
2ii

ne

1p
2ie

n

1i

'
1 j,kGp,kGi,kG � -�'A3/�

2�
�������
�.��
����;5������
����.�
�����
���B�

( ) 0i,kG
1n

1i

'
1 =�

=

� -�'A./�

�

$����.�������������J��		�
�����������
�������?��������
��������
�,���'�7	
���,
��������

���������
��� '
1G 8.�����
����������
������� '

1G ���
����������J�����
���B�

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )�����
=====

+++=
21111 ni

1l
2ei

T
ni

1j
1ei

ne

1p
2ee

T
ne

1p
1ee

n

1i

'
1 l,kGXj,kGp,kXGXp,kGi,kG � -�'A�/�

0
����;'������
����.�
����B�

( ) ( ) 0j,kGp,kG
11 ni

1j
1ei

ne

1p
1ee =+��

==

� -�'A$/�



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

'C��

9
���B�

( ) ( )( ) ( )( )���
===

+=
211 ni

1l
2ei

T
ne

1p
2ee

T
n

1i

'
1 l,kGXp,kXGXi,kG � -�'A0/�

0�����
���������
�����
���������+����
��75/%=8�B�

( )( ) ( ) ( )���
===

=
122 n

1i
2ei

ne

1j

ni

1l
2ei

T i,jGk,jXl,kGX � -�'A1/�

�
�;5������
����.�
��	�����
���
���
�
�����+����
��75/%I8�	�
�B�

( )( ) ( ) ( )���
===

−=
222 ne

1i
2ee

ne

1j

ni

1l
2ei

T i,jGk,jXl,kGX � -�'A4/�

0�����
���-�	
���������	
����
���
���������+����
��75/%=8�B�

( )( ) ( ) ( )� ���
= ===

		



�
��



�
	
	



�
�
�



�
=

2 211 ne

1j

ne

1i
2ee

n

1p

ne

1p
2ee

T j,iG)k,i(Xp,jXp,kXGX � -�'AA/�

2�
�������
�.����	
,�����
�����
��75/��8.�
��
�������B�

( )( ) ( )� ��
= ==

		



�
��



�
=

2 21 ne

1j

ne

1i
2ee

ne

1p
2ee

T j,iG)k,i(Xp,kXGX � -�'A@/�

9�
>�

( )( ) ( )� ��
= ==

=
2 21 ne

1i

ne

1j
2ee

ne

1p
2ee

T j,iG)k,i(Xp,kXGX � -�'AC/�

���
��������
���B�

( ) 0i,kG
1n

1i

'
1 =�

=

� -�'@3/�

3���������.�
��	������������
��+�������
�	�����	
���
������������
��������*��,�����
����

���
���� '
1G �
�������������
�	����������������
�����;'����;5��
�����.������
������

	����� >�����������
���
�������������
�������

!���� ��� ������
� ��� �
�	����.� �
��� ��
��� �
���
���� ��� �
�,��� ��������� ������


�	
��������� ��� ����� ��� ��������� -� ������
���
� ����� ����� ����������� 9��� �
�����
��� ���



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'=&�

��������
�� 
��� ���� �		��+����� ��
� ���� �����
������ ��
������ ����
�,��� �
���� ����
��
�� ���

3���
��5/=I�B�

=�����
�

��
����

M�L�3;.F

��L�13�F;�'�;N'.

��L�$3�F;�'�;N'.

��L�.3�F;�'�;N'.

=�����
�

��
����

M�L�3;.F

��L�13�F;�'�;N'.

��L�$3�F;�'�;N'.

��L�.3�F;�'�;N'.

�

3���
��5/=I�B�0���������������������������������������

�

(���
�,�������������������������
���
����-����������������������
������
��0���
�,���������

��������
��������
�����
��������������
���	
�����������0���
�,�������	
����
����
���
�����

����
�	�
���
����������		
����
������������������
�	������

2���.�����
�,����������������������)�+����
�	
���������*��,���7�������������������8�

�����
���
�����(����
�,�����
������
���������������
�������	�����������)
�
�
����������������

���� �
����������� ����)����� ����� ��� �
�,��� ����������� (�� ���� ��� ������ ��������
�� ����

���+�����������
��
�
������������������
�	����.����

��
�
�����������
���F�
�������������+���

	�
�����
�	���������
�,�����(����
�,�������
������
������������
�	����	�
����
������
���������

�
�	�����
��	���������(���
�,���
��������������������������������� �����F�����
�����
������

��������
������		��+���������
�
������	�����������
������?�������A
����
���������������

9�������	
����
����	�.�����F������������+�������
�,����
�	�������������������������

��
	���	
�
�����������
�,�������������
�����������������������������!����.������������.�����

�?���� ������
����� ���� ����� �
�,���� �
��� �
T���������� (��� ���	�
���
��� ��� ��
����� ����

����
������ ��� �
�	����� ��� �
�,��� 
��� ���� ���������� ������ 	�
�� ����� ��� �
�,��� �
�	����

��������� �����.� 	���� �����
�� 	�
�� ����� ����
�,��� �
�	���� (�� 3���
�� 5/=�� 
�	
������� ���

��
�

���
�������
��������������	�
���
�����
����+�����



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

'='�

.3
'4

.3
'0

.3
'�

.3
3

.3
�

.3
0

.3
4

'.�

'.3

'@

'4

'0

'�

3

�
��.3

'.0

 �����-�/

 
�
�
�
�
��
�

��
�-
5#
/

"���
���*���
��������������������
�����7�����,����������������&���'# (����&"(�

�

3���
��5/=��B�$

��
�����
�	�����	
�
��������������
T��������

�

���	���� 
���
+��
� +��� ����	������� ��� ���

��
� ���� �
,�� ������� 7'�/'=8� 	
����	��������

���� -� ��� ���

��
� ����
�+���� ��� 	���� �
��� ��� �����
�� +��� ����� ��� ���� ��� ����������

�
T��������.�����
�	���������
�����������

��
��

9������������,������	�.��
����
��������������������
�������������������+��������?����

������������ ���
�� ����������
�,������� �
�����	���� �
T����������(�� �
�	�
���
����
����� ����

	���� ���������� 	���+������
�,��� �
�	���� ��������� ������ ��� 	���� ��

�� F�
�� �
���
����� !����.�

������
�,�����
�	������
����
���
����.����	
����
���������	����������������������������������

���
�������� ���	����������������������������(��	��������������������
�,�������������������

������������������+�������
��������������������
�����
������������
�,�����
�	��������
������

	���� !����.� ������ 
�� �����
�� ��������
�� 	���� F�
�� 	
���� �
���� 
���
����� 	
�
� ������
�

�����������������
�	�����������������
>�������������������
���	����
T����������(����
�
����������

3���
��5/=%��
��
����

���������	�
���
�����
����+������������
����������
�	���������
�,���

�
�	�������������������������3���/01 ��



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'=5�

.3
'4

.3
'0

.3
'�

.3
3

.3
�

.3
0

3

1

.3

.1

�3

�1

 �����-�/

 
�
�
�
�
��
�

��
�-
5#
/

 �������
������6��������������������&���'# (����&"(

&"(

&���'# (

�

.3
'4

.3
'0

.3
'�

.3
3

.3
�

.3
0

'�

'.;1

'.

'3;1

3
��.3

'$

 �����-�/

"
��
�


��
-5
#
/

"���
���*���
��������������������
�������6��������������������&���'# (����&"(

�

3���
��5/=%�B�$

��
�����
�	�����	
�
��������������
�/�
T��������

�

:���� +��� ���

��
� �
���� 	�
� ��� �
�	����� ��� ����� �
�,���� ����� ���� ���������� �
�/

�
T�������������
���	���������.�
���
���������	�������+�������
����������������������������
�����

���	�
���
������
�,����
�	����



� � 
������	�0��1	&)������ ���������	��	���������������	�

'=C�

��� ������������ ���� ����������� �
�� �������� ��� ���
������� �
�

�������&���'# (�

(���
�,���3���/01 �
������������	

�����������
�	����������������	�
��������
����� '
1G �

��� '
1C � �*���
�+������������������� ���+����
��75/=I8��!����.�	�
�����
���� �)�
�
�����
�+��.� ���

3���/01 �	����F�
�����������-����
���������
�������������������	��������)�
��+����	
������

F�
��������������������������
��*	���	�����(��3���/01 ������
����
���
����������
�	
�����

�	����7����J�8��
�����������
�������������������	������.��
�������	

������
���/�

������
�������

�?��������
�������3���/01 ��(����
�����
����������������
����������		��+�������
�����	

���

���
���/�

���������
�	
������	������������������
����3���/01 ��
�����
��������
�����
������

��������
��� 2
���,
�����.� ���� 	
��������� ������ �
��� �		��+���� ��
� ��
������ 	

��� ���

�
�	
����� ����� ����	
��
� ���� ���	�
���
��� ��
� ��
������ �?���� ����
���� ��� 3���/01 ��

9����,������.� ���� 
����������� ��� �
������
�� #�
������
�� �
��� �
��������� ��
� �����
��� 	

���

���
���/�

����� ����� ����	
��
� ��� �
���������� ����)����� �)�
��+��� ��
� ���� ��
������ ���

�*��,���� (��� 
����������� ��� �
������
�� �
��� ��	
����� ��
� �)�+��� �?��� ��� ��
����� 	�
�

���+����
��B�

Sh

1
R convection = � -�'@./�

�>�)�
�	
������� ����
��������������)������)�
��+��� ��	
�����
� �����
���������*��,���

���K��/5�P/'������
�	
������������
������+��������������?�������
������3���/01 ��

$����.������
�
��������
�
�����
����		��+�������
������?�����
�
�������3���/01 ������

����	
��
� ���� �
�
��� ��� 	��������� ��
� ���� ��
����� ��� �*��,���� 2
�
� 
�		��.� ���� �?����

�
�
�����
��������?������
�������
�������������?����
�����������
������
�
�������*��,���7����

	�
��
�	)��"""�'��8��(��3���
��5/=<���)�����������3���/01 ��
���������
a����
�
�����������

	

������
���/�

�������
����+������
����		��+���������
�����
��������������
���



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'==�

3���/01 

1��	�
���
���
��	
����

#��������������
�
������
�

�
�
�������
	��������

 ���
�����
���	�
���
�

3���/01 

1��	�
���
���
��	
����

#��������������
�
������
�

�
�
�������
	��������

 ���
�����
���	�
���
�

�

3���
��5/=<�B�!		������
�������
�����
��������������
����
����3���/01 �

�

(���
�	
������	�����������������������	
�
���������
�
��
�����
�
�����������������
�����

���	�
���
�������)�+���	

�����
��/�

��������
�	
������!�������
��
��
�����+����
��75/�8.�

����
���������	

�����������
������-���������������)������$���
��"���������	������
����)�����

��$���
� 	�
�������� ����	
���
� ��� ��
����� ���	

����� ������ ��
������ -� ��� ���	��

ttt ii ∆θ+=θ+ �����
����
�����������
����������
����������	���������	����������M'.�
>�j��������

�
�������������
��&����'�B�

t

)t(T)t(T

dt

dT i1i

tt i
∆

−
=	




�
�



� +

= θ+

� -�'@�/�

(��������
�����j������������� ���� ��)�������$���
� ����	������������� �
������
��������� ���


���
�����40$9/&�6��9�����
�
���		������
�.������)������$���
�
���������������)������	�������

7j_'8���
��������
����
�������������-���	�������
���������������)�����������
�������
�����	

���

�������� ����� ��� �
������� 3����� (��� ��������
��� ���� �
�,���� ��������� ������ ������������ ����


���
����� ��� �
�	�
���
�� ���� �
�,���� 3���/01 .� ��� �F��� ��)���� ��$���
� �� �
��� ����

��
	����



� � 
������	�2����������� ��	���������)�	�

'=I�

#��������1�	 �>�������������������������

��(������������ ��������� ��� ���������
�� �������� ����������
���'

�����
��

(�� ���)
�
�
���� 3���/01 � 	�
���� ��� �
���
��
�� ���� �
�,���� �)�
��+���� ����
�� ���

�����/��������� $�� �����.� 	�
� �
���
����
�.� ���� �
�,���� 3���/01 � �
��� ����	�������� ����

�
�����
��� ���� �������� ��� 	������� �
��� F�
�� 
�������������� 2�
� ������
�.� ��� ���)
�
�
����

	�
���� ��� �
������
� ���� �*��,���� ��
� 	������
�� �������� ��� �
��������
�.� ��� �������

�
�)������
�������������20:��(����	������
�	�����	�
���������������
��
�������
�����
�,���

��
����������*��,����)�
��+��������/���������

9��	���.� ������)��+������
������
���		��+������
��)�+����
�,�������
�+�������
��/

�
�	
����� ��� �*��,��� ��
���� 	�
���� ��� �������
� ��� �
��
�� �����
������ �����
�,���� ���

�
�������
�,��������/����������
�����

9����
�

a�.�����
�	

��������)�
��+������
�������
�����
�
�������*��,�����
��������

���� 
��
����
��� 	�
� ���� ���
����� ��� �
������
�� ��� ��� �������
��� 9��� �����
��� �
�����
�
���

	��������
���F�
�����������������������
�����
�	

��������*����+�������*��,����$��
��
�.�

����
��������
������
�	
�����������������
�)������
���	�
�������		��+��
�	������
���
�
����

�����	��
����� ��� 	���������� ��� �
�,���� (�� ���)
�
�
���� 
��	����� �
��� ����� ��� ��)��
� ����

�)�
����	

	
�������)�	��
��'��

(�� �
���
����
�� ������
�,��� ����
� ��� �����/�������� ����� �*��,��� �
�	����� 	�
����

����������
� ���� ����*��� 
�	���� ��� 	
������ ��� �
�	

������� �)�
��+��� ��� �*��,���� 2�
�

������
�.� �������	�����
��������
�,��� ����
�	�
��������������
����� ��������
��� 
�	��������

�
�,����D�����	�

���
������*��,���	����F�
���������������������
��
���
������	�
��,�
���

����� ��� ����
����
� ��� �
�����
���
�� 
	������� ��� �*��,��� �����	���� ��� �
���� ��� �)����
��

$����.� ������)
�
�
���� 3���/01 � 	�
���� �������
� ���� ����*��� 
�	���� ��� 	
������ �
,�� �E��

����� ���	

�����������
���	��
������*��,��������

��+����9����� ����.� �����	���������
����
���

	����
�	����������������.����+�������������
��+�������
��������
������������*��,����

�

�

�



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'=��

��� 
�������������������
��
��������
������

(�����)
�
�
����3���/01 �������
����
����������������
>����������������)��
��7���������

\ (8� �������������	
�
� ��������
� ��� ����� ���
�� ���������
������ ���	������ ������)
�
�
�����$��

�����.� �	
,�� �)�+��� ���	�.� ����� ���)��
�� ������� ������� ��� ������ { }( )5,,1i �∈ � 
�	
���������


��	������������������
�����;����0�����
�,�������

�����	�
�����������	�����


��	
��������

0��� ���)��
�� �
���������� �

��� �
�
�����B� ��� 	
���,
�� �


��	
��� ���� �������� ���� ������.� ���

���
���������������������
�
������������

���,���-���������
��������
�����
���(����	�����������

�)�
���������������)��
�.��
�������������
�����;����0����
���
������
��	

	
��������,
��-��
��

�
�
� ���� ���)��
�� ����� ��� �F��� �

����� 9�� 	���.� �	
,�� �)�+��� ���	�� ��� ���)��
�

�
�������� { }( )5,,1i �∈ ���������
���0�����)��
�\ (��
��������������

����
�������
�������
�

����
�,���7�
��
������?���.��
��
������
������
���
���������������	��������k8��9��	���.����


�	
������� ����
�,����
��������������������
�����.������ ���+��������
���
�	�
�

���� �
��� ����

�?���� ������
������� 9�� ��� �F��� ����,
�.� �����	�� ��������� �)�
��� ��� ���)��
� \ (� 	���� ���

�
���������
���
������
��	

	
�.��
�������
���
����������
����
��������)��
��!	
,�����	
���,
��

���	�����������)
�
�
���.� �������
���������
�+��������
���	������

���
���
�����.��
�������

���)��
�� �����������������	������ ��� ���)��
�\ (�
�	�
�

������������� ��� ���������� ����
���������

�
�,����

$�� 
��
�.� ��� ���)
�
�
���� ���� 
���
��� ����� ��� ����� 
>� ����� ��		

��� ��� ���,
�� ����

���)��
�� ��� �

���� ������+���� $�� �����.� ��� ����
�	��
�� ��� �*��,��� ���� ���������� -� ������� ���

���)��
��������
��������
���
��.������+���";$�.��!1.�W# �.�\C9.�����
���	�
�����	

���+����

�
������� ��� 0!��� 9�� 	���.� �	
,�� ���� ���	��� �����
����
�.� ��� �������
�.� ��� 
������
�� ��� ���

�
�	����.�������)��
�����J�������
����0�����)��
�����J����������
�	
�������
�����	
������F�
��

��	

��� ����� ��� ���������
� ��� �*	�� �	���� ����� ��� ������
� ��� �
�,��� ��� �A
������ ����

�
�����
��������������
�.��
��������������	�������������)
�
�
����3���/01 ��

(�� ��)���� ��� ��� 3���
�� 5/=�� ������
�� ���� ������ ���
�� ���� �����
������ ���	��� ��� ���

���)
�
�
����B�



� � 
������	�2����������� ��	���������)�	�

'=%�

3

�����������
��������
���
��

";$�.��!1.�W# (.�\C9

�����.;���

"����������������������
�����
��

��;���
��;���
������;���
��������;�
*�9�

=�������������2
���� ���������

�$;���
�$;���
�����$;���
�
*�������;�
*�9�

���
����������������

�0;���
�0;���
�����0;���
���
���;�
*�9�

#�
��������������������
���

�1;���
�1;���
�����1;���
��
����;�
*�9�

��������������������������
������
������

<��������������
��������

3

�����������
��������
���
��

";$�.��!1.�W# (.�\C9

�����.;���

"����������������������
�����
��

��;���
��;���
������;���
��������;�
*�9�

=�������������2
���� ���������

�$;���
�$;���
�����$;���
�
*�������;�
*�9�

���
����������������

�0;���
�0;���
�����0;���
���
���;�
*�9�

#�
��������������������
���

�1;���
�1;���
�����1;���
��
����;�
*�9�

��������������������������
������
������

<��������������
��������

�

3���
��5/=��B�(��������
���������	������������)
�
�
����3���/01 �

�

���� J��������������� ���� �������� �� ��,,������� �����
�� ���

�������������

(�����)
�
�
���� 3���/01 �	�
���� ��� �
���
��
�� ����
�,��� ����
� 7���

�
�,��8� ���

�)�+����
��/�
�	
�����������*��,��������

��+�������
�����������������
��������
������
��.�

���� �
�	
������ 	������� F�
�� �
�������� ��� ������� �
�)������
��� ��� ������� 20:�� !����.�

+���+��� �
��� ��������������
��������
�� �)�
��+������ �
�	
����.� �����
���
� ��
���
�������

	�
� ��� ���

�
�,���� (�� ���)
�
�
���� 	�
���� �
��� ��)
�
�������
� ���� �
�,���� ��
� ����

�����
����� �������� ����
��������
��� 0����� 	

	
����� ��������� ����)����� ����
�,���� ���
�� ����



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'=<�

�����
������ �+��	��� ��� �
���	��
��� 9�� ������ ����,
�.� ��� �
���	���
� 	���� �
���
��
�� 	����

��������� �
�� 	

	
�� �
�,��� ������
F�� ��� ���������� �����
��� �
�,���� ��� �
�	
������ ���

������

����������

9��	���.������
�,����3���/01 �
�	
�������������
����������
�������������������	�������

�)�
��+���� ��� 	������� �
��� F�
�� �������� ����� ��� ���������
� �*	�� �	����� 0�� �

���� �
,��

������
�� ���

�������������� ����)����������
�,����3���/01 ����
�� ���������
�������+��	���

����
���	��
���

$����.� �����
�,����3���/01 ��
����������	��������

����
��� ��
� ��� �*��,���

��������

(���	

	
������ ��
���
�+���� ��� 	)*��+������� �*��,����
������� �
��� �������� ��	�����������

����� ��� �
�,���� 2�
� �
���+����.� ���� �
�,���� 3���/01 � 	
���
����� ��� �
�������������� ����

	

	
����������*��,����

��� &����*������������������

$�����������)
�
�
�����������		�����3���/01 �	�
���+�������	�
��������
���
��
������

�
�,���� �)�
��+���� ����
�� ����������� (�� ��
���,
�� ��������� �����
�,���� ��������� +��� �)�+���

���

�
�,���������
��/�
�	
�����������*��,�����
����	����F�
���
����������	����������

�������
������
��	�����	�
�������
�����

�
�,����2�
�����	��.�������

�
�,������	��J����

	����F�
���
�	��������������

�
�,������20:�����*	��'�&	�	
�
�������
�����
�	

�������

�)�
��+��� ��� �*��,���� $������.� 	
�
� ������
� ������������ ��� �
�
�� ��
� ��� �����	���
�� ��� ���

���	�
���
�� ��� �*��,��.� ��� ���

�
�,��� ��� 20:� 	���� F�
�� 
��	����� 	�
� ��� ���
��

���

�
�,������20:.�5�5	�	�
�����	����(��3���
��5/I&�
�	
����������	��J��������*	��:;!�

	
������F�
���
�	������������
�,������20:�'�&	�
������
�,������20:�����*	��5�5	��

2��J����:;!

20:�'�&	 20:�5�5	

0
��)���������
�

0
��)�����3#=

2��J����:;!

20:�'�&	 20:�5�5	

0
��)���������
�

0
��)�����3#= �

3���
��5/I&�B�3����������������
�,����



� � 3�.���������	�

'=��

G�*�����������

�

O�E=PB� !G�Z�.� ������� ��� �
��������
�� 	�
� ��������� ������ �����
		��� 	�
� �����
�	
����

!G�Z��)��	B^^lll����*���
�^	

�����^�

OG"E'31PB� ]�� :��� 9)��� ���� ;�� #�����.� ��1)�� !
��+����  ��)
�� ��� �� 3�������� $������
����

9������1

���.�"���
����
�����
�
�����

�G���
����� ��)
������$������
���.�W
����5.�"�����''.�

		��'==5/'=�5.�5&&I��

OG:%'C0PB� 9�� (�� :
��*.� ��P
*�
�� �	���� ��)
��� 
�� �����/�	���� 0
��

�� 
������.� 0�
������

�*������������2

�������.�W
���'C.�G����.�		��%CC/%I<.�'��=��

OG:E'CCPB� ��:
����.�m:
����
*�"����
���$+����
�� ��)
����

��
���������3�����n.�K���*.�

!	
���'�����

OG:
PB�0��:
�
��
���.�0
�
����
��������)
��������
�����������.�"��

�����
�.� ����
�5�" �/�

D����
����� ��� ���
��.� )��	B^^lll����������/

���
����
^��������^ ���
��^	����ol��^:�D#9!#"!�^������������^ 5" ^�
�
�^W3o���



�	����

OG
&'3.PB� !�� :����.� Z��  ���*� ���� 3�� #�	����.� ��!� �������� ���)/�

��
� ���)
�� �

� �� �l
�

�������
���� ���*� ��

����� �
���� 
�� �����
��� ���������.�  ��)���������  
�������� ����

G���
�����!���*���.�W
���CI.�G���5.�		��'�'/55<.�5&&'��

O#�E'CCPB� !�� 0�� 0�������
��� ���� (�� Y)�
.� ��2������� #������� �
��
�  
������� 
��

$����

��������� �*�������.� 0
�	���
�  ��)
��� ��� !		�����  ��)������ ���� $������
���.�

'��7C/=8.�		��C=I/CI<.�3��
��
*�'�����

O#"<'3CPB�0��
��.�3����'&�C�5B������������������
�.�5&&���

O#"%'31PB� 9�� 0��
.� \�� ;�
.� 2�� P�� ;���	���.� #�� P)���J�.� 9�� ���K��J�*.� 1�� ��*� ���� �� ���

G�J)��.���1)��0
����
��
��0
�	����1)�
���� 
�����
��$����

����0
�	
������D����� 
����

#������
���.�"$$$�1
�������
���
��!���������2��J�����.�W
���5<.�G���5.�		��5=&/5I'.� �*�

5&&I��

O#:<'3$PB� (�� 0
������.� 9�� 9�!�

�� ���� 2��  ������
��.� ��!�� !
�
���� :����� 1)�
����

G��l

J� #������
��  ��)
�� �

� $����

/1)�
���� !���*�����.� "$$$� 1
�������
��� 
��

0
�	
����������2��J������1��)�
�
����.�W
���5�.�G���'.�		��'<�/'�5.� �
�)�5&&C��

O#:
'@.PB� ��� (�� 0
��
��.� ��!���*��� �
��������
������� ���� �)��	�� �����
�+���� ���

�������+����	�
�������)
�����������������������.�1),�������
��

���"G2;����D� ;.�'�<'��

O<
�'34PB� 9�� 9�
�������� ���� ]�� :�����
���
.� ��"��

����
�� 1
�����
� :��l���� "�
�	�������

3������ $�������  ��)��B� !		������
�� �
� 0
�	���� 1)�
�
/W���
���������*��.� 0
�	���
�

 ��)
��� ��� !		�����  ��)������ ���� $������
���.� W
��� '�I.� "������ ==/=%.� 		�� �I5C/�I='.�

��	�����
�5&&���



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'I&�

O"Q('3$PB�#��$*��
�.�1��;���
�p������#��]�
���.�m3������W
����� ��)
��n.�		��%'C/'&5&����

2�;��0��
���.����(��(�
���7���8.�]����

J�
��G���
�����!���*���.�W
���%.������
*�5&&C��

O&%:PB�3�
�)�
�.�����������
��������
��	�
��
�����������������
		��	�
������
�	
���� ���

��

)��	B^^lll�����

��
�^	

�����^���)������^	

�����^��
�)�
��

O&%
PB� 3���.� ������ ��� �
��������
�� 	�
� ��������� ������ �����
		�� 	�
� ��� �

�	�� 0��
����

)��	B^^lll����
����
�^�
^�
����
��/�
���������^�����)����

O&�"'33PB�#��K��3
����.���P
*�
������	���� ��)
����

�#��������
��
� 
����������0�
�����

��������
���.� �
�
���� 
�� 0
�	�����
���� ���� !		����� ��)�������.� W
��� '5C.� G��� '/5.� 		��

C�I/=5'.�G
�����
�5&&&��

O?�>'3CPB� ��� ;��
����.� ����
�������� ��� �
�	����� ����
�,���� ����
��/�
������ ��� �*����+���

��	��������.�1),�������
��

���$G��0��)��.�5&&���

O?
?'3$PB����;���
���.���2

A����
�� ��)
����

� 
����#������
��
��(�
��/������9*������

�*�������.�2)9�1)����.�#����D����
���*.�5&&C��

O?
:'34PB�\��;�
.�9��0��
.�9�����K��J�*�����1����*.���!�;���
��� ��)
���

��)��0
������
��


�� ��0
�	
�����1)�
���� 
���� �
� ��:
�
���.� "$$$�1
�������
���
��!��������2��J�����.�

W
���5�.�G���5.�		��5I&/5�C.� �*�5&&���

OJ
!'CCPB�Y��]��.�Y��K��A��.�1��(���������Z��Y)�����.���$�)��������)��$��������*�
��#������
��


��(�
���#0�G��l

J���*�2
���!���*��������0
��
������1
����

����
����.�!���������
��)�

2�������9������!��
����
��0
���
�����7!�2/9!08.�		��<�/�5.�'�����

O!=('3�PB� Z�� "�� "�����.� ��$���������  
���� �
��
� #������
�� ����  ����/G
���  
�����

 ���)�����.�2

���������
���)��"���
����
����0
���
�����
��0
�	���
�!�����9������7"00!8.�

		��%�%/%%=.�5&&5��

ON"�'CAPB�P�����P�
�������!��1��Z���.��������������$���������#������
��
��(�
��� ����	

��#0�

G��l

J�� �*� 2
��� !���*���� ���� 0
��
������ 1
����

����
����.� "$$$� 1
�������
��� 
��

0
�	���
/!�����9������
��"����
�����0�
�����������*�����.�W
���'�.�G���%.�		��%C=/%==.����*�

'��%��

O%�E'13PB�0��(����
�.���!��"��
���
�� ��)
���

��)���
����
��
���)��$����������2

�����
��

(����
�9����
����������� "����
����	�
��

���.� �
�
����
��#����
�)�
�� �)��G���
����:�
����
��

������
��.�W
���=I.�G���=.�		��5II/5<5.����
��
�'�I&��

O%!'31PB� ]�� (�.� 2�� (��.� Y�� X�.� (�� ���.�K��K�.� ��� \�/9�� 1��� ���� ��� Z���.� ��$��������� 1)�
����

��������
�� �

� #��/1���� 1��	�
���
�� 1
��J���� ����  �����������.� 2

��������� 
�� �)��

"���
����
����0
���
�����
��0
�	���
�9������7"0098.�		��'C&/'C�.�5&&I��

O%:#PB� (�0!2".� ������ ��� �
��������
�� 	�
� ��������� ��� �

���,
��� �����
		�� 	�
� ���

���

��
�
�� ��� ������ �����
�+��� ��� ;
��
���� 7;5$���8�� )��	B^^lll��5������
��
���/

��	��
^
��)�
�)�^�
��	�/5'CC�%�JA�	�



� � 3�.���������	�

'I'�

O(��'C.PB� Z��  �
��)��.� �� 
��������
�� ���� 	)��
�,���� ������
�����+���� ����� ��
��� ���

�
���	

���!		������
������
����������
�������

�������+�����.�1),�������
��

���"G2;.�'��'��

O(��'3C'.PB���� �
����.�G�� 2�����
.� ���;���
�.� ���P����
.�Z�� �
��)��� ����Z��!�����.� ��!�

G�l� ��)
�
�
�*��

� ����/(�����1)�
����0)�
����
�����
��
��0
�	����$����

�����*�����B�

3

��9��� �
� :
�
�� (������.� 2

��������� 
�� �)�� $�

	���� ��

�����

����� ���� 2��J������

0
���
�����7$ 208.�'%/�5/%.������5&&���

O(��'3C'�PB���� �
����.�G�� 2�����
.� ���;���
�.� ���P����
.�Z�� �
��)��� ����Z��!�����.� ��!�

G�l�  ��)
�
�
�*� �

� $�
�*� ������ 1)�
���� !���*���� 
�� 0
�	���� $����

���� �*�������.�

2

���������
���)��'I�)�"���
����
����K

J�)
	�
��1)�
����"����������
��
��"0�������*������

71)�
�����8.�		��'%/55.����
��
�5&&���

O(� PB� ��K��.�������
��
��!��
����
��0
����
��.�"����)��	B^^lll����l����
��

O(::'@.PB�:��0�� 


�.���2
����	���0
�	
�����!���*���� ���(����
��*�����B�0
��

�������*.�

����
������*����� 
����#������
���.�"$$$�1
�������
���
��!��
������0
��

�.�W
���CI.�		��

'%/C5.�'�<'��

O(
%'A4PB�0�� 1�� ������ ����#��!��#
��
��.� ���*��)����� 
�� �������#
���
���G
���� 3�����

2
����9�������3����
���.�"$$$�1
�������
���
��0�
������*�����.�W
���5C.�		��II'/I�5.�'�%���

O:<�'C@PB� !�� �������
���.�  �� 0���J� ���� (�� 1�� 2������.� ��2#" !B� 2������� #������/�
��
�

"���
�
������ ��

�
�������!��

��)���.�"$$$�1
�������
���
��0
�	���
/!�����9������
��

"����
�����0�
�����������*�����.�W
���'%.�G���<.�		���=I/�I=.�!������'��<��

O:= '33PB�9������
���
������ ��;*�����.���3������$�������:�����#��������
��
� 
�������


�� ��

�$����

� ��)��������*������ 7 $ �8��.�1��)������2

���������
�� �)�� "���
����
����

0
���
�����
�� 
�������������������
��
�� ��

�*�����.�		���<=/�<%.�5&&&��

O�!%'C3PB� (�� 1�� 2������� ���� !�� #
)
�
.� ��!�*�	�
���� K����

�� $�������
�� �

� 1������

!���*�����.�"$$$�1
�������
���
��0
�	���
/������9�����.�W
����.�G���=.�!	
���'��&��

O��"'33PB� $�� 2
����.� m2
���� ��� �
�	��� ��������� ����


�
��+���� ����� ���� ���)
���

���������������������

���,
�n.�1),�������
��

��.�"G�!�(*
�.�5&&&��

O���'33PB� 3�� #�	����.� !�� :����.� 3�� :
��������� ���� Z��  ���*.� ����������
�� 
�� �� �
�	����

������
/���)������� �*����� �)

��)� �)�� �������/���)� �

��
� �������� ���)
���.�

"���
����
���� �
�
���� �

� 0
�	�����
�� ����  ��)�������� ��� $����
����� ���� $����

����

$������
����70� 2$(8.�W
���'�.�G���5.�		��CC5/C=&.�5&&&��

O�� '3$PB�;��#�����.� �� ��)
���!
��+����	
�
� ����	

��,����������+���������/��)������ q�

!		������
��-�����	

��,�������A
����
�������������
���
�������
����
�������������.�1),������

�
��

��������$�
���0���
����2�
��.�A����5&&C��

O=�G'@0PB�  �/G�� ���
*.� m��
� ���� �
������� ���)
��� �����
���� ��� �
�� �		������
�� ����

��
�����������������������+����������
��������
�����
������)����
n.�1),�������
��

���"G2;.�

		��555.�'�<=��



����������� 	� �!"	��	������������	������	�#��$� ��%&	���	���'!	��	&�&%&�(�	&���	)��� �'!	&�)����	�	&�

'I5�

O=�G'3$PB�  �/G�� ���
*.� m0
�	���� 1)�
����  
����� �

� $����

���� �*�����n.� "$$$�

1
�������
��� 
�� 0
�	
������ ���� 2��J������ 1��)�
�
����.� W
��� 5�.� G��� '.� 		�� '%�/'<I.�

 �
�)�5&&C��

O=�G'3A'.PB�  �/G�� ���
*.� ��3�������� 2

����� 0
�	���� 1)�
����  
����� �

� 2
��������

;�
���
�����.��
�
����
��$����

����2��J�����.�1
�������
���
���)��!� $.�W
���'5�.�		��5I�/

5I�.���	�����
�5&&%��

O=�G'3A'�PB� �/G�����
*.���3��������2

�����!		

��)��
��)�������*�0
�A������]����1
�����
�

2

������.� �	������ "����� 
�� !� $/�$2� �
�
���B� 0
������
�� 
�� 2�	�
�� 2
�������� ��� �)�� 'C�)�

"���
����
����K

J�)
	� 
��1]$# ��� "����������
�� 
�� "0�� ���� �*�����.� 1]$# "G"0.� �
���

G
��==I'%�I.�		��'C%/'=&.���	�����
�5&&%��

O=J"'CCPB� :�� G�� �)��)��.� ��1"0$#B� #���������� #������
�� 
�� $��
������ #0� 0�
�������.�

"���
����
����0
���
�����
��0
�	���
�!�����9������7"00!98.�		��5&&/5&C.�'�����

O=:�'3.PB� 9�� 0�� �

������ ���� !�� 0�� !��
����.� ��2

A����
��  ��)
��� �

� :��������  
����

#������
���.� 1��)������ #�	

�� &'/&C.� 9�	�
������ 
�� 0
�	�����
���� ���� !		�����

 ��)�������.�#����D����
���*.� �
�)�5&&'��

O=�!'3�PB� 2�� �	���
�.� m"��

�����
�� -� ��� ���)
��� ���� ��������� �����n.� 1��)��+���� ���

����������
.���������5&&5��

O= �'@4PB�;����
����.���"��

�����
���
�!		����� ��)���������.�K�������*�0���
������2
����

D�!.�'�<���

OF�E'30PB�1��Z��K��������0��0��0)���.����	���/�
�	��������)�
������������
��l��)����	���

��
������
��������

��)�
����
���������*�����*����������
���
����
������
���.�"��2

���������


���)��"���
����
�����*�	
�����
��X�����*�$����

����9������7"�X$98.�	�����CI%qC�5.�5&&=��

OR!"'@APB���� 0�� Y���J��l���.� #�� (�� 1�*�

.� m1)�� 3������ $������� ��)
�B� :����� 3

������
��

����(����
�2

�����n.� �;
�l/]���.�!	
���'�<%��

�



�

���������	��

�


����
���������������������������������������

���������

����������	
�	��
����
	���������	������
	����
��������
����������
���
��
����
����	�	����

���������	

�



�

�



� � ��
�����
	���

����

�
�������	 �


����
���������������������������������������

���������

����� !"�

PARTIE 3 : Application de la méthodologie et validation physique ...................................... 155

Introduction......................................................................................................................... 157

Chapitre 6 : Validation physique des modèles Flex-CTM .............................................. 158

�� Description du système réel ........................................................................................................ 158

��� Simplification du cas d’étude .................................................................................................... 161

���� Application de la méthodologie Flex-CTM au cas d’étude...................................................... 162

��� Evaluation du modèle Flex-CTM............................................................................................. 164

Chapitre 7 : Application de la méthodologie Flex-CTM à un package électronique 3D 

complexe......................................................................................................................................... 166

�� Description du cas d’étude.......................................................................................................... 166

���� Géométrie et physique......................................................................................................... 166

���� Adaptation du cas d’étude à la méthodologie Flex-CTM.................................................... 168

��� Application de la méthodologie Flex-CTM............................................................................... 173

����� Génération du modèle Flex-CTM ...................................................................................... 173

����� Cycle de validation d’un modèle........................................................................................ 177

���� Evaluation des propriétés du modèle Flex-CTM...................................................................... 181

������ Performances en précision................................................................................................ 181

������ Temps de simulation et temps de génération.................................................................... 185

������ Flexibilité des modèles ..................................................................................................... 187

�������� Règles de modification .............................................................................................. 187

�������� Modification du modèle ............................................................................................ 189

������	� Temps de modification.............................................................................................. 190

����
� Limites de la méthodologie .............................................................................................. 191

Conclusion ........................................................................................................................... 198

Bibliographie ....................................................................................................................... 199

�

�������

� ��� ��
����
��	�� �
������� �����
� ��� ����
��	��� ���� ����
��� 
������ ���
	
	���
��� ��� ���
�����

�
��
���	 ������

	��	!������"�����������	���
����#�
����
����
��	���
���������
����
	 ���$�������%����

�
��
���	 ������
�����&'(��
�
���	��
�
	����������
����
����)���
���$����������������
����������
����
��



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

��#�

+���	
�#�������%�����
��
���	 ���,"���
��
	
	��������	

��
����
.���
	��
	������
����
����
��	�������������

����
�����������%������
��
��������������!	��������
�����	��
�
	����)	���.�!�
����
������)������������
��

��
��������
���������
���������	��
�
	����
��������	�	����&����	

����#�
��)
��	�	
	
����������
��������
����

���	)	��� �
� ��� ����
����� 	������������
� ��� ��� �
����
� �������
�� �
����������

�� �����	�
�� �����
�

�	��	�������	)	������������
��
.��!	��������
�����	��
�
	���������%�����
����
���	��
������	�����
������

������!�
���!	��������
��



� � ��
�����
	���

��$�

�������
�����

%����	&������
���
������'�(
������� ���)��
�����)�		�� 	&*������
��	���������
��
� ���

)����
	����	� 	&�
�
+��� ��� �,�	*���� ���)	
��
+���� ���	
-�
(���.�� /� ���
��� ��� ���*����

	&�
�
+��������
���%�����*���0��.-12������,�	*���
����	�������)�������������������������

���*���� 	&�
�
+���� ����
�� 
��
����	��	� )&�)��� ��� ������	� ��� �,�	*��� )�����.��� %��

�
��

�	�� ���.
���� ��� )��� ���*���� ��
��	� ��� ���� ���
�
�
� �	� ��� ���� 
�����)�
�


������������	� ��
����� �
����
� ��� �,�	*���������
(�
���� )���
	
�����3�������� ������*���

0��.-12������,�	*�����	� 
���������	�����)���
	
������.��
�
	�����	����	����)�4	
���
�����

�����	��	���(

�������	��%����	&������
��0��.-12����	�����
+�������������
��
�
�	�����

��� )��� ����� ��)5���� ��� 	,���167�� �	� ��	� )����
�� /� ��������
�� ��
� ��� )�������	� 
�����

"���
	��� ��� )����������)5���� ���)	
��
+��� 83���	��	
�
��� �	� ����
��
�� �)���


���� �
����	
���

���	����
�
����
�����(����
� ������
��
���)����������*����0��.-12������
�)
�
���� 	��������

�
����	
����	������������
�	
����	����.
�
�
	���

�
��
�� ����� ��� )&��
	
�� #�� ����� )���	
�
����� ��� ���*��� 0��.-12�� ����� )�������	�

�
��������	,���167���	��(�����������
�)
�
������)�����*�����
�
����
	�/���������
����
����

)�������	� 
�����"���
	�������� ���)&��
	
��$��������
����	���� �����)5�������)	
��
+���83��	�

����	����)��)������	����/������	&������
��0��.-12���6�
��������	&������
����	�����
+�������

��)5�������)	
��
+���83�����(��
���	��������*������
*��)&�+����	�����"��
���������(�������

������
��
���)����������*����0��.-12����	����� ���������� )

	*
�������
�)
�
���� 	��������

�
����	
����	����.
�
�
	����	����	
���������
�
	�����������	&������
���



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

��9�

�����������	 � ��������������������������!����"��#$��%�

�(��	� ������
+��
� ��� ��	&������
�� 0��.-12�� /� ��� )��� ���	���� )�����.�� ��� 	,���

��)5����83��������(�����(���������
�)
�
����������*������	��������)����
��	�����
����	
���

���)������*����/���������
����
����)�������	�
�����

�� �&��
���������������!��������

%���,�	*����	��
����	����)�������	����	��	�	&�
�
+���
���
��)��2�19�����
��		��	�

�������
�
����	����
�	�
�����:��)	
������)�������	����
��
���
��	���)&���������
��
��	
���

����
+����� 1�� )�������	� ��	� ���
�
� ��
� ����	
��

����
)!�3�� +�
� ��
	� ����
��
�� ��
	
�� ���

�
��������	�
�7
��&
)��� %�� )�������	� ��	� ������ ��
���� ���
����� 	,��� ��;�� /� ��
�	�

��
�

��������)�
�	��<"3"1�=<"3->�?���
��������)	��
���������
������������)���
	
�����	����
������

��� )��(�)	
��� ��	�
������ "�� ����� ��� )&
��� ��� ��)
�	�� �
)!�3� ���
�
	� ��� ���
)
��� �������

2�1�0@���
��		��	��������
�
����	����
�	�
�����:��)	
������)&
�����
��
����	�	
����

���

�

0
��
��8-��A�"�(

�������	�<"3"1�

�



� � ����	
���/�-0�
	��
	�������	 �����������
����
�������

��>�

%�� 2�19��� ��	� ���� ��)�� ��� 	,��� 167�-@6�� ���	� ��� ��
��)�� ����

��
�� ��� �
�� ��	�

�
(
�������9��)���������
��
��	

)������������
��)������;B�;�C�D�)&�)����E0
��
��8-FG��

�

0
��
��8-F�A�0���
���������
�����2�19���

�

1��� )�������� ����*���	� )&�)���� ��� )��	��
� ���
�
����	� ���� �
�+���)�� ��� ��
	
��� "��

����
��	����(����
��������
�+���)�������
	
�����)��)��	��
��������	��������

���

�)	����	����

	����
�	�
���		�
�	����
����)�����������
*�������
�������
(��	��A�

( )( )00 TTexpff −γ= � '�$()�

�

�(�)�������
�+���)��������)����������H���2����	����
�	�
����,�����������)����������I��2;�

��� 	����
�	�
�� ��� 
���
��)�� ��� I�� �;� ��� �
�+���)�� ��� )&�+��� )������� ��� H�� ���
� ����

	����
�	�
��������)�������������/����	����
�	�
�����
���
��)��2;��	�J��������
	
(
	�����)��	��
�

������)����������I-���



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�#;�

%��� (����
�� ��� 0f � �	� J� ���	� ��	�
�
����� ��
� ��� �
)&
�
� ��� )��
�
�	
���� �������
��	� ���

�
�+���)�������
	
�����)��	��
����
����.� 	����
�	�
����
�	
�)	����%�� �
)&
�
����)��
�
�	
���

��
	�4	
���.�)�	���(��	���������
����*������(�
	�
��������
)
���2�1�0@��"���
	������)&�
�
	�

����)&��������
��
��	
�����������
��)������
���)���	-/-�

��+�������)��������(��	��
��
��
�������

��
����)���������	�����
	���)	
(�
� ����
��
��	
������
������
�
� ��� 	����
�	�
�������� ������

)������� ������ 	��	��� ���� )���������������	� ��������	� )����K	
�� ��� 	����
�	�
����,��������

	��	��� ����)���������%��0
��
��8-8� 
��
����	������)��
�����)
���������
)
���2�1�0@��L������

���	�(�

�����)&��������
��
��	
�������
��� �������
�����	����
�	�
��������������)����������

������	����
�	�
����,��������:��)	
����	�����)�
	��
��&
����������
��)�����:��)	
�������
���

�

0
��
��8-8�A�����
��������	����
�	�
�����:��)	
�������
����
�������
)
���2�1�0@�

�

3������	
��)������	�������
�����(����
�����
�)
�
���������*���0��.-12����
�
����
	���.�

����
�����
����)�������	��������(��������
+������.��)&���������
��
��	
������)&
��E0
��
��

�)&��������
��
��	
���

• !�����M�)��������
��
��	

)��

• N����M�)�������
��)	
(��

����
��������	����
�	�
��

������������)�������

����
��������	����
�	�
�����	��	�������

)���������	�������	����
�	�
����,���������

)��������
1�
	��
��&
�����

	����
�	�
�������)��������



� � ����	
���/�-0�
	��
	�������	 �����������
����
�������

�#��

8-OG��	�������(��������
�����	����
�	�
����,��������	��	�������)���������)��+�
�)�

�������/�

���	����
�	�
�����:��)	
�������
���

3
��
��	
���)����*	�� 3
��
��	
���)��	
���

*�+�(,*�+�(,
�

*�+�-./-0,*�+�-./-0,
�

2����
�	�
�����
��	��M�F�P1� 2����
�	�
�����
��	��M�F#��P1�

0
��
��8-O�A��)&���������
��
��	
������2�19���

�

3���� ����
��
�
� )���� 	��	��� ���� )������������
���
��
���	�������
����)�� 	�	��������Q��

1�		������
�����	������)	�������
�����	����
�	�
�����
��	������� �����K	�� <"3"1����F�P1��

3���� �����)����)����������� ����>�)�����������)��	
���
��
���	�������
����)������(

���;�$Q��

1�		����)���������
�����	������)	�������
�����	����
�	�
�����
��	��/���
�	�

��
���������K	��

���F#��P1��

��� �1�����2�
���������
����3������

3���� ��� )��
�� ��� ��� �����
��	
���� ����� ����� ������� 
��	
�
�	�� /� ���	���� ���

)����
	����	� 	&�
�
+��� ��� )�������	� 167�-@6� ������ "�� ����	�� /� ��
�	�

��
� ��� ��� ��K	��

<"3"1�������&����*�������)��(�)	
�����������

����	��
����
���	����(��	����)����)	
����%��

�&����*��� ��� )��(�)	
��� ��
�� �
��
� �����
��� ��
� ���� )����
)
��	�� ���)&����� 	&�
�
+���

E&��������	�&��	�
��G��+�
(����	������
+������
�)&�+�����
��)���.	�

��
�����167���6�
��
����
������

���
��������������������	�������
����%���&����*������)����)	
�����	
��������
���	����167��

��
�������
��� ��
� ��� )����
)
��	� ���)&����� 	&�
�
+��� E&�������G� ����
+��� ��
� ��� �������� ���

)�������	��



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�#F�

&�������

&��	�
��

&������

&�������

&��	�
��

&������

�

0
��
��8-��A�����
)�	
�������)����
)
��	�����)&�������
�������
��)����.	�
�������167��

�

1����
���
��	��)����
)
��	�����)&�������	��	��)��)���������
�����	�������*������167��

����� ��� ���
)
��� ���	���� ���
�
+��� 0��	&�
�� =0%�?� )����
)
��
��� ��
����	�
�7
��&
)��� 1��

���
)
��� ��
��	� ��� )���	
�

�� ��� ���*��� ��� (������� �
�
�� ��� )�������	� ���)	
��
+��� �	�

��
���
	�
� �����K	��<"3"1���
������
����
����)�������	����������)���
	
�������)��(�)	
���

��	�
������ %�� �
����	
��� ����

+��� ��� )�������	� ����� ����(

�������	� <"3"1� �� ��
�
��

���(����
��������.�	&�
�
+�����)&��������
�)&�)����������)������)�������	��	����)��)���
����

)����
)
��	����)&����� 	&�
�
+����+�
(����	� ��
� )&�)�������)��� ��)����%�� 	�������)
-��������


����������(����
��)��)���������)���	
�
��)����
)
��	�����)&������

1����
)
��	����)&����� &������� &��	�
��� &��������

R����
�E���Q��-F�I-�G� #�8>��� >�#8��� F��$#9F�
�

2���������A�R����
�����)����
)
��	�����)&���������
+������
����167�����������(

�������	�<"3"1�

�

"���
	���������*���������	���
�
��E�F;;;;��'���G����167�����	��)���	
�
	��	��
�����

��� 
��
��� �	�	
����

�� ��� ����
+���	� ���� )����
)
��	�� ���)&����� )
-������� ��
� )&�)���� ����

��)��� �.	�

��
��� ��� )�������	� �	� ��� ����
+���	� ���� ���.� �)&����� ��� �
��
��	
��� ��� ���

��
��)������

��
������
��E0
��
��8-OG��1����
����	
�����������
��		��	������
�)
�
����

��
�

)���
�����
��
���
�
)�	
������)����S�	�����

���� �
����
�������������������������"��#$��%����
����3������

6�
������
	���������*���0��.-12�����167�����	��)���	
�
	������
(��	������
.��	��������

�����	&������
����)

	�������������
	
���
�)����	����
��
��)����
�����	�/�����
��
*
���	����

��� �����	&������
��0��.-12��� ��� �,�	*�����	���)��������������-������	����� ���)	
�������

�
��

�	����&,�
+����������	�

��.�����,�	*����%������	
�	������)5�����������
����	�����
��

��� ��)5���� ��� 5�(�
� ��	� ���� �
��

�	��� 	&�
�
+���� 	
*�� �
�)&���� )��� ���.���	�

��.� ��	�

���)��	��
��
�����������������������	��%��0
��
��8-#�
��
����	�������)�����
	
�������,�	*���

���
����)�������	�167���



� � ����	
���/�-0�
	��
	�������	 �����������
����
�������

�#8�

167�-@6

�

 3
�
6�)5���

167�-@6

�

 3
�
6�)5���

�

0
��
��8-#�A�3�)�����
	
������167��

�

T�	����+���)��	
�

����	����)����
����	������������
	
��F�����

���	��
��	�����
����������

�	������
��������)��)������	�����

"���
	��� ������*��� ����

+��� ��� )&�+��� ������	� �� �	�� )���	
�
	� ��
�� �.	
�
	�� �	� ����


�	�
��)��� ��� )��� ������	�� ��	� �	�� ����-�)&��	
��������� ��
� ��� 	�)&�
+��� ��� ����)	
��� ���

�'������
�)���	
�)	
���������
�	�
��)��(

	�������

"��
��
����	�	
����

������)����
	����	�������*������&��	���
�+���)����	�
��	
����@���


���)	
��� 6�12� ��	� �
��
� ����
+���� ��
� )&�+��� ���*��� ����-�)&��	
������� ��� �
.��	� ���

�
�+���)�� ��� 
���)	
��� /� ;H��� @��� 	����� 
���)	
��� )�

������� /� ���� 
���)	
��� 6�12� ���

���*��� �L� ��)��� �U��� ����	� )����
(��� "���� ��	� ��������	� �������� )�������	
��� �	�	
+���

=7@V-#�?�� %�� ���*��� 
���
	� ��	���� ��� )��	
��	� ���
�� +��� ���� �'���� �.	�
���� ��� ���*����

T�����
���������	

)��
���
	����	�������
������	&����6�12���	�������������������-���)�����

�'�����.	�
�����1�		��
���)	
���)����
	����)�/�����,�	*�����	
*
����	��������

%������*�������	�����
	��)���������
� ���
�� 
�	�
��)������)��������
����)	
(�����
�����


�	
���)


�����)����
	����	�	&�
�
+�������,�	*���
�
	
����

�

%��2�������F�)����
������)�
�)	�

�	
+����������*���0��.-12����	�����(�)�)���������

���*�������

+������167���

���*��� T���
������'���� ���7� ���1�

T���

+��� �F85� 8���� 8����

0��.-12�� 9OF� $;95� $�;5�
�

2�������F�A�1����
�
��������)�
�)	�

�	
+�����������*����0��.-12���	�����

+������167��

�



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�#O�

��� ���	� 
���
+��
� +��� ���� ��	

)��� ��� ���*��� 0��.-12�� ���	� ������� ��
�+��� )��

���*��� 
����	�� ��� )�������� ��� 	
�
�� ���*���� 
���
	�� ��)

	�� ��
� ���� ��	

)��� ��������

2��	���
�������
���������
	��������	

)���� ����
����	
���������*���0��.-12����	���		����	�

�����
��
���+���)�����������*�������

+����

���*��� ���*�������

+��� ���*���0��.-12��

2���������
����	
��� ���
��	�� W����)�����
�

2�������8�A�2���������
����	
����������*�������
��
����	�	
����

��

�

��� ������������������!���"��#$��%�

��
�� ���(����
� ��� �
�)
�
��� ��� ���*��� 0��.-12��� ����� �(���� ����
+��� ���� �4����

)���
	
��������
����	
�������,�	*���
����E�)&���������
��
��	
����	�)���
	
������.��
�
	��G�

������*���0��.-12���

%��� )����
)
��	�� ���)&����� ���	� ����
+���� ��
� ���� ��
��)��� �.	�
���� ��� )�������	� ���

����
+���	�����
��
�	��)������)��(�)	
�����
������'��������
	����	�/�)���
�	�
��)����"���
	���

�������.��)&���������
��
��	
�����	��	������
+����������*���0��.-12���	� )����
�
�
����	��

�
��������
��
����	�	
����

���%���
��&����
(��	�
��
����	������	����
�	�
�����	��������
����

����
���	���
��
����	
����������*��������

+����	�0��.-12�����167���

 �������������������������!���"��#$��%

OF

OO

O#

O9

�;

�F

�O

�#

�9

3
��
��	
���)����*	� 3
��
��	
���)��	
��

1
�������������������

�
��
�
��
��
�
��
��
��
4�
�

�
��
�
�'
5�
)

����
�

�
����	
���T���

+��

�
����	
���0��.-12�

�

0
��
��8-$�A�"(����	
���������*���0��.-12��

�



� � ����	
���/�-0�
	��
	�������	 �����������
����
�������

�#��

T�������(����
���
+��
�+������
� �������.��)&���������
��
��	
���� ���

��
���	
�� ���

����
���	�����
����	
���������*���0��.-12����	�	
*����
�����������
�
�����FX����
�����)&����

��� �
��
��	
��� )����*	�� �	� ��� ���
�
�� ��� �X� ���
� ��� �)&���� ��� �
��
��	
��� )��	
���� 1�		��

�

��
� ��	� 	��	� /� ��
	� �))��	����� ����� ���� �&���� ��� �
����
�������	� �*�� ��� �&���� ���

)��)��	
����
)&
	�)	�
������6�
��
����
������)�
	���	
�������
����	
����������*�������

+����	�

������*���0��.-12����	�+���
���	������

%���
���
��)����	
���������
���	������
����	
����(
��	����������
��	
�����
���
�
�������

)�������	�167���	���� ����(

�������	� <"3"1��6�
� �
����
������� ���
�.
��	
��������� ����

����
������(��	�����
�
������)�
�����
���
��)����	
�������
����	
�����	��������
���



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�##�

���������/�	 �
����
������ ��� ��� ������������� "��#$��%� 6� ���

��
7�������
����������&�
�����#��

�� �&��
�����������
����3������

���� 8���������������������

%����	&������
��0��.-12����	�����
+������
������)5�������)	
��
+���83���
�������		
�����

�(
���)��������
��
���)�����������	&������
���%���,�	*����	��
���4����������.�	�)&�����
������

��)5����83�A��
���	�)5
����	���)5���������)5����E)��6�
	
���G��%���	
�)	�
�������)5�����	��
����	�


����	
����
����0
��
��8-9�A�

"�)�������	

1&
�

����	
�	

����

��
���

��
�
����

������

��
�

����	
�	N����

"�)�������	

1&
�

����	
�	

����

��
���

��
�
����

������

��
�

����	
�	N����

�

0
��
��8-9�A��	
�)	�
�������)5����6�6�

�

%�� �,�	*��� �	��
�� ��	���� )������	���� )�
��	� )���
���	
���� %����������� )�
�)	�

�	
+�������

�,�	*��� ��� ���(��	� ���)� ���� 4	
�� ��	�
������� T�����
���� ���� ��
��
��&��� ��
(��	�� ����
	��	�

+���+���� 
���
��	
���� ���������	�

��� ��
� ��� �	
�)	�
�� ��� 6�6�� T���� ��� �
�������� ���� ���

����
����
�����,�	*���
�����2��	���
�������
����	
��������

+������	��	��
���
�������
����)�
��	��	�

�������
(��	����
���
��)����
�����)���	
�

���	����(����
�����
�)
�
�������������*��������

+�����

�

%�� ��)5���� ����

��
� ��	� ��� ��)5���� ��� 	,��� N7�� )������� ����� ����	
�	�� �����

��)�������	� �	� ��� ���.� �
)�� E����

��G� )������ ����� ��
� ����	
�� ��
� ���� �
��� )��)&�� ��� )�����

)����)	

)��� "�� ��	
��� )�� ��)5���� ��	� �+�
��� ��� ������ �������� ��
� ���� ��
	�� ���)	
��
+���� ���

����	
�	������)5����
���

��
��%����)5����
���

��
��+���	�/���
����	�)����������������	
�	�������

�
��E)&
�G��	�����������



����������������������������������������	
���1�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�������$�������%�����
��
���	 ���,"�����
����

�#$�

%��� ���)�� ����

��� ��� ��)5���� ����

��
� ���	� ��������� ����-���
)��� %�� ��
��)��

����

��
�����)&
�������)5����
���

��
�+���	�/���������	���)���������	
�
������)���
��
��	��
�����

��
����)���%������
)�������)
����/�)������)�����	�����
�	����������/���8��

%�����������
��������	
�	������)5��������

��
����	��
�����������������.�
����������������

��
�������
	��
���������
��)��
���

��
���������	
�	�E0
��
��8->-�G��%��������������)5����
���

��
�

���	��
������������������
������������������
����)��	��
���������
��)���������	
�	��	�����
�������

�����������
������
��)��)�

��������	�����
�������)5����
���

��
�E0
��
��8->-�G��

� �

�G�6�)5��������

��
� �G�6�)5����
���

��
�

0
��
��8->�A�!���
	
	
���������������
���������	
�	��������)5�����

�

"��
���������	�

��.��	
�
�������
������
���
��	��������	�������)5�������	�����������������

2�������O��

6�)5���� "�����	� ��	�

���

"�)�������	� 1�
��
+���

����	
�	� "��.,�

����

������� �
�
)
���

����

��
���� �
�
)
���

6�)5��������

��
�

N����� ���
����"	�
�-6�����

����	
�	� "��.,�

1&
�� �
�
)
���6�)5����
���

��
�

N����� ���
����"	�
�-6�����
�

2�������O�A���	�

��.�����������	�����6�6�

�



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�#9�

���� 
�������������
����3������6�����������������"��#$��%�

��
��������
+��
������	&������
��/�)��)������	�����
����	���)����

������
���
�
�
�������*���

�&,�
+����%��0
��
��8-�;�
����	
��������*����
���
�
�������)5����6�6�A�

N���� N�		�� 6�)5���

����	
�	�N�		�� 6�)5���

N���� 2��
6�)5���

N���� 2��
6�)5��� 1&
�

�



����

��
��
����

�����

����	
�	�2���6�)5���

"�)�������	

N���� N�		�� 6�)5���

����	
�	�N�		�� 6�)5���

N���� 2��
6�)5���

N���� 2��
6�)5��� 1&
�

�



����

��
��
����

�����

����	
�	�2���6�)5���

"�)�������	

�

0
��
��8-�;�A����*����
���
�
�������)5����6�6�

�

6���
��
��&,��	&*������������
��	
�����	�)����
	�/�)�����*����
���
�
���6
��
*
����	�����


���
	��� ���� ����	
�	�� ���� ��)5����� ���	� )���	
	���� ��� �
���� )��)&��� ��� )�
(
�� ��
��		��	� ���

	
����
��
������� �
����.� ���)	

+��������
�� (�
�� ���� )����)	��
���3���� ������*��� �
���
�
�� ����

����	
�	�����	������
������
��������)�������	�

��.�
��	
������%����
��

�	���	&�
�
+�������)���

���)�� ���	�)��)������/���
	

������
��

�	��� 	&�
�
+����������	�

��.� 
����� E)�
(
���	� ���.,G��	�

���� (������� �+�
(����	�� ���� ��	�

��.�� %�� )��)��� ���� �
��

�	��� 	&�
�
+���� ����� ��	�

���

�+�
(����	�
��	
������	���������
������+��	
������
(��	���A�

21

2211
eq

21

22p11p

eqp

21

2211
eq

VV

VV

VV

VCVC
C

VV

VkVk
k

+

ρ+ρ
=ρ

+

+
=

+

+
=

�
'�$9)�

�L� 5
� 
��
����	�� ��� )����)	
(
	�� 	&�
�
+���� 1�
� 
��
����	�� ��� )&����
� ���)
�
+���� Y
�


��
����	�����������(����
+����	�R
�
��
����	�����(�����������	�

���
�E { }2,1i ∈ G��

�



����������������������������������������	
���1�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�������$�������%�����
��
���	 ���,"�����
����

�#>�

3��.
*�����	�� ��� )����)	
(
	�� 	&�
�
+��� ��� �
�
)
��� ��	� ��������� )���	��	��� ������ /� ���

)����)	
(
	�� ��� �
�
)
��� /� ��� 	����
�	�
�� ���
��	��� 1�		�� &,��	&*��� �� �	�� (��
���� ��
� ����

�
����	
��������

+������
�������*����

- 9- :- �- 0- (-- (9- (:- (�- (0- 9--
�-

0-

(--

(9-

(:-

(�-

������������'5�)

�
�
�
�
�

�
��
��
�
��
�
�
��
��
�
�
�'
,
.�
$9
.;
$(
)

�����
��������������������1���
���

�+���<����

7

- 9- :- �- 0- (-- (9- (:- (�- (0- 9--
�-

0-

(--

(9-

(:-

(�-

������������'5�)

�
�
�
�
�

�
��
��
�
��
�
�
��
��
�
�
�'
,
.�
$9
.;
$(
)

�����
��������������������1���
���

�+���<����

7

�

0
��
��8-���A�1����)	
(
	��	&�
�
+�������
�
)
���

�

2
�
�
*�����	�� ���

���	��
��	� ��� )&
����	����
�
���/����(������)����)	
���%��)����)	
���

��������

���	��������	��
������
��	����(��	����)��(�)	
����	����
�,�������	������)�		����
	
�����

��)5�����

�

���	

*�����	�� ���� �
��� )��)&�� ��� )����� )����)	

)�� ��	
�� ���� ���)������

��� ����
�� ���

��
�	
��� ��� ��� �	
�)	�
�� �	� ��� 	
����
��
��� ���� �
����.� ���)	

+���� ��	
�� )��� ���.� ���)��� 1�		��

)��)&�����	�������
������
����(�������
�)��
��	
�����(�)������
��

�	���	&�
�
+����������)�����

�	
�
�����  �� �.
�	�� ����
� ���� )��)&��� ��� )����� ��	
�� ��� ���)� ����

�� 
���

��
� �	� ��� ����	
�	� ���

��)5���� ����

��
�� �
��
� +����	
�� ��� )&
�� �	� ��� ����	
�	� ��� ��)5���� 
���

��
�� T�����
���� ����

�
��

�	��� �&,�
+���� ��� ��� )����� �	��	� �
�)&��� ��� )������ ��� ����	
�	�� )��� ���.� )��)&��� ��	� �	��

����
������������������
��	
�������,�	*�����������

�

"��
��� ���� ������ ��� ��
��		��	� ���� ��� �4��� 	
�����
	� ��� ���.� ��� )&����
� ����� ���� 	
�
��

�

�)	
�������������)���"��������	����)�
��
����	������
�������)������	�

����+�
(����	���
��	
����

=<�H->9?��%��&��	��
����)�����)��+�
(����	���	����������	�������������)5�����%���	���-���������



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�$;�

��)5�������
��������
�	��)����	
��������������������	���������������	
�	������)5�����1�		���
�	��)��

����������
���
��	
�����
����)
������	��������������������
�������)5�����

�	���-���

"���)����	

3
��*	
�

�	���-���

"���)����	

3
��*	
�

�

0
��
��8-�F�A� ����	
�	
�������	���-�����	����������)����	�

�

%��������(����
+����	� ��� )&����
� ���)
�
+��������	�

����+�
(����	� ���	� )��)��������� ���

�4������
*
��+�����������+��	
���E8-FG�%���)����)	
(
	���	&�
�
+�����+�
(����	������������	
�
��

�

�)	
�������	���	��������
����)��)������
��
�	��)���	&�
�
+�����+�
(����	����3���������

�)	
����

����
	��
������ ��� ��)5����� ��� 
��
�	��)�� 	&�
�
+��� �+�
(����	�� )�

������� /� ���� ��
	�� ���


��
�	��)��� 	&�
�
+���� ��� ��

�� )�

��������	� ��	�
��	
(����	� ��.� ������ �	� /� ���

�� 3���� ���

�

�)	
��� 
��
����� ��� 
��
�	��)�� 	&�
�
+��� �+�
(����	�� )�

������� /� ���� ��
	�� ��� 
��
�	��)���

	&�
�
+���������
���*����%�� �
��
��)
-��������
��
����	�� ����
��
�	��)��� 	&�
�
+���������	�

���

�+�
(����	������)������.��

�)	
����A�

!����� !�����
!�����!�

 !�



!����� !�����
!�����!�

 !�



!����� !�����
!�����!�

 !�



�

3

�)	
��������
	��
������E.�,G�

!�����
!�����

!�����

!�


!�



!�����
!�����

!�����

!�


!�



�

3

�)	
���
��
����E�G�

0
��
��8-�8�A�!��
�	��)���	&�
�
+���������	�

����+�
(����	�����������

�



����������������������������������������	
���1�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�������$�������%�����
��
���	 ���,"�����
����

�$��

3���� )�� )��� �L� ���� 
��
�	��)��� ��� ��
���*��� )�

��������	� /� ���.�� ��� ���� )����)	
(
	���

	&�
�
+����E5.��5,��5�G����������	
�
���

�)	
�������	����
������������
�A�

tot

ballsballsballsairairair
z

balls

balls
balls

air

air
air

y
y

balls

balls
balls

air

air
air

x
x

S

SkNSkN
k

k

l
N

k

l
N

l
k

k

l
N

k

l
N

l
k

+
=

+

=

+

=

�

'�$�)�

�

�L�T�

� E
�����T�����G�
��
����	�� �������
�����(����������

� E
�������������G�� ��

� E
����� ������G�


��
����	�� ��� �������
����(���������

� E
�������� �����G� ����� ����

�)	
��� )���
��
���� 5�

� E
�����

5�����G� 
��
����	�� ��� )����)	
(
	�� 	&�
�
+��� ��� ���

� E
����� ���� �����G�� �.� �	� �,� 
��
����	��	� ����

�������
�����(�������+�
(����	�����������

�)	
����.��	�,��	��	�	�
��
����	�������)	
������(������

�+�
(����	��������������ZV��

�

%����)5����6�6���	�)����)	��/����61N���
�����)������������(

�������	�����
����	
����%��

61N���	������
�����
�������*���)����)	
��� �����	�4	
�������
�����
�������
�����	����)��)&���

�����	�

��.��
���
��	���6�
��.����������61N�F�F����	������
�����
����.�)��)&�������
���������.�

)��)&��������������)�
(
���	� 	
�
��)��)&������0!-O��%���)��)&�������
������	������������)�
(
��

���	������
����� ��
� ���� ���)�� �����	�

��.� �+�
(����	�� 
��	
����� ������ ��� ���
)��	���� �1�� ���

)��(�
	�
�����)�
(
����
������
��)���%����
��

�	���	&�
�
+�������)���)��)&������	����
����������

��
�A�

( )
( )

( ) 4FRCuCuCueq

4FRCuCuCueq

4FRCuCuCueq

p1p

Cpp1CppCp

kp1kpk

ρ−+ρ=ρ

−+=

−+=

� '�$:)�

�

3������	
��)����������(���������
������61N���
�������)������	�

����+�
(����	���
��	
�����

1��������
�����������������
��

�	���	&�
�
+�������)�����)��+�
(����	����	�)��)������/���
	

�����

�+��	
����E8-8G���L�������
��������
��

�	�������
	��
��������������)������61N�)�

��������	����

)��)������5�����
������������	������
��

�	���
��
�����)�

��������	���.�)��)�������5.��	�5,��



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�$F�

!0!O

!1�

!1�

!1�

!0!O

!0!O

!1�

!1�

!1�

!0!O

�

3

�)	
��������
	��
������E.�,G�

!1�

!1�

!1�

!0!O

!0!O

!1�

!1�

!1�

!0!O

!0!O

�

3

�)	
���
��
����E�G�

0
��
��8-�O�A�!��
�	��)���	&�
�
+���������	�

����+�
(����	����
����61N�

�

3���	
�� ��
	�� ���� �&����*���� ��� )��(�)	
��� �	� ��� 
��
�	
��� ���	� �����
���� ��
� ����

)����
)
��	�����)&�����	&�
�
+�������
+������
�������
��)������)&�����������)5�����	����61N��

%�����*����
���
�
�������)5����6�6�)����)	��/����61N�
��������&,��	&*�����
�)����	���

��	�
��
����	����
����0
��
��8-���A�

�

0
��
��8-���A����*����
���
�
����������������6�6�[�61N�

�



����������������������������������������	
���1�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�������$�������%�����
��
���	 ���,"�����
����

�$8�

��� �
����
�������������������������"��#$��%�

����� 8����������������!���"��#$��%�

1����
�����	� /� ��� �
��
*
�� �	���� ��� ��� ��	&������
�� 0��.-12��� ��� ��)5���� ��	�

��)��������������-������	�������������
��

�	����&,�
+��������(�����������,�	*����%����)5����

6�6���	��
��
���)�����������
.�������	��E���������������	����)

	����������0
��
��8-�;����������
��

�		�)&� ��	
�� ���� ���.� ���)�� ����

�G�� %�� 2������� �� 
������ ��� ����
�� ��
�	�
��)��� ��� )&�+���

������	�����,�	*���A�

T���
����
�	�
��)���
"�����	�

���
)�� ")&����� 1��������

"�)�������	� ;� �� F��

����

������� �� ;� #�

3
�-�		�)&� ;� ;� #�

����

��
���� �� ;� �;�

����	
�	�2�����)5���� ;� O� �;�

�

� ;� ;� �O�

N�����2�����)5���� ;� O� �F�

1&
�� �F� ;� �$�

����	
�	�N�		�����)5���� ;� O� �;�

N�����N�		�����)5���� ;� �� ��
�

2���������A� �	�
��)�������������	�������)5����6�6�

�

%���	
�
���
)�������)5����6�6�E���)������

���	�)&
�G��	� ����
�-�		�)&����	������
������
�

����	
����������
��	
�����
��
���
��)����
�
����6��
�	����������	
���������	���������*���������	��

�
�
�� ��� )&�+��� ���)� �� �	�� )���	
�
	�� 1������*���� ��	� ����
	�� �	�� �.	
�
	�� ��
�� ��� 
�)���
�
� ����

��	

)�������

+�����	������
��

�	��������'���������
�������

%����
)
����*�������)&�+���������	���	�����
	���	����	������������
+���	������	&�������

����)	
�����
�)���	
�)	
��������� 
�	�
��)��(

	��������
���������
+���	� �����	&�������
���)	
���

6�12�/�)&�)������)������*��������-�)&��	
���������

�� )&�+��� �	���� ��� ��� ��	&������
�� ���� ���*���� ��	� ���� )�
�)	�

�	
+���� �
���
��	��� ���

	�
�����������
������'����ET�TG��	��������
����������	�����-����������������	

)���E���7��

���1G��"��������
��	&�
��-���)	

+������������
������7��	����1�
��
����	��	�
����)	
(����	����



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�$O�

����
�����)�������	��
��
�	
����	�)���)
	
������)

)�
	�!1��1�����
�
�
����
��*	
��� 
������)��	�

���)� ��
	
)��
*
����	� ��� ��
��� ��� �
����	
��� ��� ���*���� 6�
� �
����
��� ��� ����
�� ��� �'����

�.	�
�����������*����ET�G�(�

����������	��3�������	�������.	
�)	
���������*������������
�����

�'�����.	�
����
��
����	���������
������'��������
	����	���.�
�	�
��)�������

+�������������

�'�����������
�����
*�� ���	�����������)	
�������'�����)������
���
�
�����
�������	����
��


��	��
���	
+�����
*��
���)	
���������*����%��)&�
.��������
�+���)�����
���)	
���E�
G�������*���


��������
�����
���
��)����	
���������
������U����)����
(����	����)�����
���
��)����	
���������
��

����'�����.	�
�����	��������
��	�	�������'��������
)
����*����

%���)�
�)	�

�	
+�����������*����������	�

�������,�	*�����

�
���.��	��
)
����*�������	�


���
	�

������������2�������#�A�

���*����.	
�
	� �
)
����*���
"�����	�

T�T� T�� ���7� ���1� T�T� T�� ���7� ���1� �
�EH�G�

"�)�������	� ��$5� 8�5� O�� O�� ##$� O�#� F;;5� O;;5� #�

����

������� �8;5� $;5� F�#�� �8;5� 89F� �F8� �#5� 9;5� F;5�

3
�-�		�)&� O>5� �;5� 89;5� O>5� �F9� �F9� �#5� �#5� ��-8�

����

��
���� F�;5� �;$5� ����� F�;5� �8O� F##� $;5� F;95� F;5�

����	
�	�2�����)5���� �;;5� O;5� F�#�� F�#�� 89#� F#9� $#5� >O5� �;;�

�

� ��85� O;5� F�9�� F�9�� 9##� 9#O� $�;5� $�;5� F;;�

N�����2�����)5���� 895� �;5� 9;;5� 9;;5� F8�� �#O� F#5� OO5� F��5�

1&
�� �;;5� F85� 9;;5� �;;5� 88O� F$O� O95� >;5� �;5�

����	
�	�N�		���

��)5����
��F5� 8F5� 8�O�� 8�O�� �5� $OF� �#;5� ��F�� �;�

N�����N�		�����)5���� #�5� �95� ��F�� ��F�� ##$� 88�� 8O;5� #>;5� �;�
�

2�������#�A�1�
�)	�

�	
+�����������*����������	�

���

�

%�� 	�
��� 5� ����� ��� 	������� ���
���� �
���� E�5M�;;;G� �	� ��� 	�
��� �� ���
���� �
��
���

E��M�;;;;;;G�� ��� ���	� 
���
+��
� +��� ���� 	
�
�� �
)�� �	� ��� �
�-�		�)&� ��	� �	�� �����
���� ���

�
���
��)��� �
�
��� )�
� ��� ����
�� ��������	�� ���-����� ��� ��� ��	

)�� 1� ��	� ����� ��� ����
�� ���

�'����������*����"������	������
���
��)����
�
���������	

)������
����
���1���	��
����������
��
��

)�
	�
���������	����	��	�������
������
������	&��������������	���
�
���	�����	
�����
������	&����

�����
���
��)��� �
�
��� ��
��������	
�
�+��� ��������	� ��������	�����
�
�������*���0��.-12��/�

��
	

� ��� ���*���� ����

+���� 
����� ��� ��	&����� �
���
��	���� 6�
� �
����
��� ��� �
�	�	,���



����������������������������������������	
���1�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�������$�������%�����
��
���	 ���,"�����
����

�$��

���.	
�)	��
� ��� �
���
��)��� �
�
��� �� �	�� ��(������� ����� ����	
+��� ��������
��
� 
��
�����	� ����

�,�	*����/������	

���
�����)����������
)���

"�� ��	
��� ���� �
�+���)��� ��� 
���)	
��� ��� )��� ���*���� ��	� �	�� ��	�
�
����� ��
� ��� )

	*
��

�
������ ����� ��� ��
	
�� �
�)����	��� 1�� )��)��� ��� ��� �
�+���)�� ��� 
���)	
��� ����
�� ��� ����

)���
��
����	
�����)����)
	��������*����	�����
�)
�
������&��	����
�+���)����

��
�� ��� 
�	
���)


�� ��� )����
	����	� 	&�
�
+��� ��� ��)5���� 6�6�� ���� �
)
����*���� ���

)&�+��� ������	� ���	� ����
	�� )������� ���� ���� ��.� ��	
��� (
�� ���
�� 
�	�
��)��� ��� )��������


����)	
(����%���
��&�����)��������)�

��������	������)5����6�6���	� 
��
����	����
� ���0
��
��

8-�#��

"�)�������	

����

�
����

��
�

3
�-�		�)&
����

�

���

��
�

����	
�	
2��-��)5���

N����
2��-��)5���

�



����	
�	
N�		��-��)5���

1&
�

N����
N�		��-��)5���

�
O 9

O

� �

�

O �

O

O O
�\�#

�

�

"�)�������	

����

�
����

��
�

3
�-�		�)&
����

�

���

��
�

����	
�	
2��-��)5���

N����
2��-��)5���

�



����	
�	
N�		��-��)5���

1&
�

N����
N�		��-��)5���

�
O 9

O

� �

�

O �

O

O O
�\�#

�

�

�

0
��
��8-�#�A�7
��&�����)�����������6�6�

�

%�����*)&�����	
������������	��
��
+���	����)���������%��)&
��
��/�)U	����������*)&��
��
+���

�������
����
�	�
��)���/�)�����
��1��)&
��
����	� 
���	
+������
� �������.����*����/�)�����
������

���
����)����������	
�����

��	����)&
���L�
�����	�)�����
��#�
�	�
��)������)&
��(�
����
�	�
��)������

���

�� %��� �
)
����*���� ��� )&�+��� ������	� ��� �,�	*��� ���	� )������� ���.� ��
� ���.� ��
���	��

��
*��)&�+������
�	
������)�����������������������E�������,G��6�
������)������)�	������������

�(�)�����
)
����*�����
(��	���	)]�E0
��
��8-�$G��



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�$#�

����

������

��
�

3
�-�		�)&

1�������


����<��
=%��$����>�&��$
���
�?

1�������

����

��
���

��
�


����<��
=%��$1���>�&��$
���
� >�%��$��2?

����

������

��
�

3
�-�		�)&

1�������


����<��
=%��$����>�&��$
���
�?

1�������

����

��
���

��
�


����<��
=%��$1���>�&��$
���
� >�%��$��2?

�

0
��
��8-�$�A�1��������������*����
���
	�����.���
����.�

�

%��
�
�����)������������������	����	��
�
	
�

����
�����	�4	
��)&�
�
��	
�	��
+�����	�������

�������*�������)��	
�������4	
�����
�
����6�
��.��������
�)������	� ���)������
� ������*������)&
��

E���
�
)�	
��� ��� ����
����G�� 
�� ��	� �
���
����� ��� )�����
� ��� )&
�� ��� ��
�
�
�� 3�� )�		�� ���
*
���

����������������
��	�������)5������	���:/�)���	
�
	��	� 
����,��������+��/� ��
�)�����
� ������(����

���*������)&
���

%���)�
�)	�

�	
+����������*���0��.-12�������)5����6�6����	�����������������2�������$�A�

� T���
������'���� T�� ���7� ���1�

���*���0��.-12�� ��9� 8#$� �F5� �9;5�
�

2�������$�A�1�
�)	�

�	
+����������*���0��.-12�������)5����6�6�

�

��
�� ��� �
����
� ������*��� 0��.-12����� 6�6������ ���� ��(

�������	�� ������*��� 0��.-

12�����61N���	�)���	
�
	��3����)�		������
)�	
�������)����
	��.�)	����	�������
	
��������)5����

��
� ��� 61N�� %�� ���*��� 0��.-12�� ��� 61N� �� ���)� ���� 
�	�
��)�� ��� )�������� �(�)� ��� ��)5����

�
����
�
�� �	� >� 
�	�
��)������)&������"���
	��� ��
�	�
��)�����)&����� )�

��������	����� ��������	�

��N����� N�		��-��)5������ ��	� )������� /� ��
�	�
��)�� ��� )�������� ��� 61N� �	� ���� )���
	
���� ���

�
����	
������	�����
+�������
�����
�	�
��)������)&������	�����
�	�
��)������
)�����������������



����������������������������������������	
���1�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�������$�������%�����
��
���	 ���,"�����
����

�$$�

����� ��
������������������3������!���

��
�����)��	
U��
�����
�)
�
���������*���/�)&�+����	������������	&������
��������&��������

(��
��	
��� ���	� ����)	����� ������	� ��� �
�)������� ��
*�� ���� �	����� ���.	
�)	
��� ��� ���*���� ���

����)	
��������'��������
���)	
����	����)��������E0
��
��8-�9G��

8������)	
�������'����/ )����
(�


F��".	
�)	
���������*��������

+���

���3�)�����
	
�������,�	*��

167�-@6

3
� 6�)5���

#������
)�	
������)���
	
������.�
�
�
	����	��
����	
��

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

0

5

10

15

20

25

time [s]

T
 [
d
e
g
]

Mean temperatures

T
junction

T
interface model 1

T
interface model 2

���1��������������*����
���
	�

0��.-12�

O��!���)	
���������*��������

+���

��	

)���
����

+���

��	

)���

���
	��

8������)	
�������'����/ )����
(�


F��".	
�)	
���������*��������

+���

O��!���)	
���������*��������

+���

��	

)���
����

+���

��	

)���

���
	��

@ �������������������

@ @

@ @

@ @

@

8������)	
�������'����/ )����
(�


F��".	
�)	
���������*��������

+���

���3�)�����
	
�������,�	*��

167�-@6

3
� 6�)5���

#������
)�	
������)���
	
������.�
�
�
	����	��
����	
��

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

0

5

10

15

20

25

time [s]

T
 [
d
e
g
]

Mean temperatures

T
junction

T
interface model 1

T
interface model 2

���1��������������*����
���
	�

0��.-12�

O��!���)	
���������*��������

+���

��	

)���
����

+���

��	

)���

���
	��

8������)	
�������'����/ )����
(�


F��".	
�)	
���������*��������

+���

O��!���)	
���������*��������

+���

��	

)���
����

+���

��	

)���

���
	��

8������)	
�������'����/ )����
(�


F��".	
�)	
���������*��������

+���

���3�)�����
	
�������,�	*��

167�-@6

3
� 6�)5���

167�-@6

3
� 6�)5���

#������
)�	
������)���
	
������.�
�
�
	����	��
����	
��

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

0

5

10

15

20

25

time [s]

T
 [
d
e
g
]

Mean temperatures

T
junction

T
interface model 1

T
interface model 2

���1��������������*����
���
	�

0��.-12�

O��!���)	
���������*��������

+���

��	

)���
����

+���

��	

)���

���
	��

8������)	
�������'����/ )����
(�


F��".	
�)	
���������*��������

+���

O��!���)	
���������*��������

+���

��	

)���
����

+���

��	

)���

���
	��

@ �������������������@ �������������������

@ @

@ @

@ @

@

�

0
��
��8-�9�A�6&��������(��
��	
�������������	&������
��0��.-12��

�



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�$9�

@�� ���*��� ����

+��� ��� )&�+��� ������	� ��� �,�	*��� ��	� )���	
�
	� ��
�� ���.	
�

�� ����

��	

)�������

+���������������)������	������������	&������
��0��.-12���1�����*�������

+���

��	�����
	���
������������
+���	�����)���
	
������.��
�
	����
�
	
�

�����
��
���
��	���
�	�
��)����

1�		���
����	
���������	�

��)���	
	�������
���
��)�����)����
�
������
�����(��
��
�������*���/�

)&�+����	������������	&������
���

�� )&�+��� �	����� ������	

)��� ������*��� ���	� �.	
�
	��� �	� ��� �
)&
�
� Z�%� ��
��		��	� ���

��)


�� ���� �
��

�	��� ��� ���*���� ��	� ����
��� 1��� �
)&
�
�� ��
��		��	� ��� )&�
��
� ��� ���*���

)�

��������	�/� ���	������������	&������
����	���� ����
����
������������4����)���
	
����+������

�
����	
���������	�

�����
���
��)���6�
��.�������������*�������

+������)&
�����	���
��������

����
+���	����� ���
)������Q���
� ��� ���
)���O� �	� �������
+���	����)����
)
��	����)&��������9;�

Q��-F�I-����
������
��)��
���

��
���	����)����
)
��	����)&���������;�Q��-F�I-����
����.���
��)���

��	�
����� ��� )&
��� @�� �
)
����*��� ��� )&
�� �� �	�� )���	
�
	� ��
� ��� ��	&������
�� 0��.-12��^� �	�

��
*��)&�+����	������������	&����������
����	
���������*�������������4����)���
	
����+������

���*��� ����

+��� �� �	�� ����)	����� %�� 0
��
�� 8-�>� 
��
����	�� ���� )��
���� ��� �
����	
��� ���


���
��)���	���
*��)&�+����	�������
�������*���������	�

�����)&
��A�



����������������������������������������	
���1�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�������$�������%�����
��
���	 ���,"�����
����

�$>�

(-
$�

(-
$:

(-
$9

(-
-

(-
9

(-
:

-

A-

(--

(A-

9--

9A-

������'�)

�
�
�
�
�
��
��
��
�'
5�
)

�����������������������
��1:��������!��������B��������
���

%��!���C��������

%��!���D�������

%��!���1���$�
�����������

%��!���������

�

(-
$�

(-
$:

(-
$9

(-
-

(-
9

(-
:

$-.A

-

-.A

(

(.A

9

������'�)

�
��
�
�
��
'5
�
)

���������<�������������������������!������������

%��!����#�����

%��!���1���$�
�����������

%��!���������

�

0
��
��8-�>�A�R��
��	
���������*���������	�

�����)&
��

�

%�� �
����	
��� ��� ���*��� �.	
�
	� ���	
�� ���� 	
*�� ��
���� �

��
� )������ ��
� ���	����

���.	
�)	
������� ���
�
�����;�FX�/� ���	�	� �	�	
����

���%��	������� ����)	
��������'���� )���������

�

��
����-����
����������	�����	����
��
����	�	
����

����
��+�
�
��	���))��	����� E��� ���
�
��

���;�#XG��6�
��
����
�������
����	
������)&
������
��
���	�������
����)����
��������������
)�����

)&����
���	������)��	
�
����	�����	�
��������
��
��	�	&�
�
+���+��������)���


������
����	
������

�	� F�� "��
��� ��� 
���)	
��� ��� ���*��� ����-�)&��	
������� ������� ��� )����
� ��)���� �

��
�

���������	�

���

3�� ������ ���� ���*���� 
�	�
���
�

��� ����

+���� 
��
����	��	� ��� ��������� ��� ���*����

������	�

��� ���	� )���	
�
	�� �	� �
������ �������
+���	����� )���
	
������.� �
�
	��� �
�
	
�

��� ��
�



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�9;�

���
��
�	�
��)����1����
����	
����
�	�
���
�

���
��
����	��	�����
���
��)������)����
�
������
��

���(��
��
����)����������	
�������
)
�-���*��������������	������,�	*����6�
��.�������������*���

����

+��� ��� ����������� _)&
�� [� ����	
�	� ��		��� ��)5���`� �� �	�� )���	
�
	� ��
�� �
����� ���

����
+���	�������
����)������Q���
�������
)���O����)&
���	�����)����
)
��	�����)&������
���
��	��

��
� )&�+��� ��
��)�� ��� ����	
�	� ��		��� ��)5����� "���
	��� ��� ���*��� 0��.-12�� 
����	��	� ���

)�������������
)
����*�������)&
���	��������	
�	���		�����)5�������	���
���������������4����

)���
	
���� +��� ��� �
����	
��� ��� ���*��� ����

+���� %��� )��
���� )
-�������� 
��
����	��	� ����


����	�	�����)������.��
����	
����A�

(-
$�

(-
$:

(-
$9

(-
-

(-
9

(-
:

-

(-

9-

�-

:-

A-

�-

������'�)

�
�
�
�
�
��
��
��
�'
5�
)

�����������������������
��1:�����B�����<���'�����>�1�<������E��������
7���)

%��!���D�������

%��!���"��#$��%

�

(-
$�

(-
$:

(-
$9

(-
-

(-
9

(-
:

$-.-A

-

-.-A

-.(

-.(A

-.9

-.9A

-.�

-.�A

-.:

������'�)

�
��
�
�
��
'5
�
)

��������<�������������������!���

�

0
��
��8-F;�A�R��
��	
���������*���
�	�
���
�

��_)&
��[�����	
�	���		�����)5���`�

�



����������������������������������������	
���1�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�������$�������%�����
��
���	 ���,"�����
����

�9��

%����

��
������
����	
�����	
��������*�������

+����	�������*���0��.-12��
��	��	���
�����

��� )��
�� ��� 	������ �(�)� ���� �

��
� ����(

��� ;�8�P1� ��� 
��
��� �	�	
����

��� 1�		�� )��
���

���

��
� 
��
����	�� ���

��
� ��� )�������� ���� �
)
����*���� )���
���� ��.� �

��
�� 
�	

��*+����

�������*����0��.-12��������	�

��������)���)���
	
��������
����	
����

���� ���������������������������������!���"��#$��%�

������ ���2�����
���������
������

��
�����(����
�������
��
���)�������
�)
�
�����������	&������
��0��.-12������
+����

�����)5����6�6�� ������*���0��.-12�����6�6���	� �
���������� ����)���
	
��������)���

����

��)

	�)
-��������A�

�)���

����A�

%����)5������	� )����)	�� /�������
����;���	����)������������(

�������	���� )��(�)	
���

��
)����%��0
��
��8-F��
��
����	��������*���������
����;��)���
����	�����)��)&���+�
(����	��

����
��������)�
(
���	�����)��)&������
���)	

+����

�

1��)&�����)�
(
�

1��)&�����0!O

1��)&�����)�
(
�

1��)&�����0!O
�

0
��
��8-F��A�61N���;��

�

3����)&�����������
����)�����	�����
+������
�)&�+������
)�������
)���(�)���������
	�����

�
���
��	����%�������
	��������
����)���������
)�������,�	*������	�
���
��)������������2�������9��

%�����*�����	�����
	���
��������
��
���	
���
	�

��:��+�����
��
�����
�����	��



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�9F�

"�����	� ���
)�� 3���
	�������
����)��EQ���-FG�

N��)�����

��
���

��
� �a���a
��� F�O#�-8�

N��)�����

������

��
� �a���a���� ��9��-8�

��� 8�8O�-F�

�F� 8�8$�-F�

�8� ��;#�-��

�O� O��#�-F�

��� O�F9�-F�

�#� ��$��-F�

�$� 8�#��-F�

�9� ��;#�-��

�>� ��F��-��

��;� ��$��-F�

���� F��>�-F�

��F� ;�

1&
��

��8� ;�
�

2�������9�A�3���
	��������
����)������
+�������
��������
)�������,�	*���

�

6�
��
����
���������*���������	���
�
����� �������������)5����6�6�[�61N��
���
�
����	�

)���	
�
	� �	� �
����� ������ ���� )���
	
���� ��� �4��� �)���

��� %�� �
����	
��� ����

+��� ���

����������� ��)5���� 6�6� [� 61N� �
���
�
�� )���	
	��� ���� 
���
��)�� ��� )����
�
���� ��
��

���(����
� ����
�)
�
���������*���0��.-12�������)�� �)���

���%�����*���������	�� �
�
�� ��	�

)�����������#;;;;��'�����	��
�������
�����������	����
��������;�/��;;;;�����)�����������

>F��������	������(�����	�������
*
������

	&�
+�����������	�������(�)�����
��
�
��������

	�����/� �C���%�� �
����	
������ 
���
��)��������*�������

+�����
��	���� 
��
����	�
�����

)�
	��
��&
�����	����
�	�
��/������
��)�����)&
���/����	�	��	�	
����

��A�



����������������������������������������	
���1�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�������$�������%�����
��
���	 ���,"�����
����

�98�

�

0
��
��8-FF�A�1�
	��
��&
�����	����
�	�
�����)&
��/����	�	��	�	
����

�����
�����)���

����

�

��
������
����
�������*���0��.-12�������)5����6�6����������)���
	
��������)���

�����

��� ���*��� 0��.-12�� ��� 61N� ��;�� ��	� )���	
�
	� ��
�� )������ ��� ���*��� 0��.-12�� ���

��)5����(
�� ��
�	�
��)�����)����������N�����N�		��-��)5�����������)5�����1����
�����	���.�

&,��	&*������������
��	
�����)

	�������� �����
��
��&��  �F����)&��
	
��#�� ���61N���	�)���
��
��

)��������(�����������	�

����+�
(����	���
��	
�����%���)���
	
��������
����	
������	�����
	��

����
+�������
�����
�	�
��)������)&������	�����
�	�
��)������
)��������*���
����	��	��%�����*�����	�

�
������(�)�����4����)���

��	����
���+���������*������
���
��)���

%�� �
����	
��� ��� ���*��� 0��.-12�� ��� ����������� 6�6� [� 61N� ��
��	� ��� ����
�
�

���(���	
���	����
��������	��	����������
)������)&
���	�����	����
�	�
������:��)	
����������)��

����

���%���
����	
���������*���0��.-12����	�)����
�����
�
����
	�/� ����
����	
������


���
��)��������*�������

+����%�� �
����	
������ ��� ���
)��������)&
�� 
��
����	�� ���

��
�

��.
�������
����)&
����	
��������*���0��.-12���	�������*������
���
��)���3���4�������

��
�

������	����
�	�
�����:��)	
�������������

��
���

��
���	
���������*�������
���
��)���	�0��.-

12�� ��	� ����

��
�� /� ���

��
� ��� ���)� ����

�� ����

��
�� 1��� ���.� ���
)��� ���	� ���)�

)&�
�
������
��(����
�����
�)
�
���������*��������)���)���

���%���)��
��������
����	
����	�

����)��
�������

��
����	�
��
����	������
�����0
��
��8-F8��	�0
��
��8-FO��

%��� )��
���� ��� ��� ���
)�� ��� 
�(*���	� ���� �

��
� ��.
����� ����(

��� F;X� ��
��	� ���


��
���	
���
	�

���	�����X����
��
����	�	
����

���6��
� ������)�����

�� 
���

��
�� ���

��
�



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�9O�

��� 
��
��� �	�	
����

�� �		�
�	� �X� �(�)� ���� �

��
� ��.
����� ����(

��� �;X� ������	� ���


��
���	
���
	�

���%��

��
�������*���/� ���	�	��	�	
����

����	��

�)
�������	������������-

�)&��	
����������������*����E�

�)
�������	�����
(��������������
�G��	����)����������	
��

���� ���*���� �(�)� ���� �'���� ��
�	�
��)�� ���-)�b�)
���	��� %��

��
� ������	� ��� 
��
���

�,���
+������	�������������
���
	��	�����
��)�

�������/�����(����
�����	����
�	�
��������

��
������ 6�
� �
����
��� )�		�� �

��
� ���	� 4	
�� �))
��� ��
� ��� ��
	� +��� )�
	�
��� ������	�� ��	� �	��

�����
������
�����
���
��)����
�
������
��+���������*������
���
��)����	�������*���������	��

�
�
��� 1�������	�� ���� 	����� �
�)
�
��� ��� ���*��� ��	� ��	
���
���	�� ��� ��
	� ��� ���� �	
�
	�� ���

����	�����&�������)��)��	
����

(-
$:

(-
$�

(-
$9

(-
$(

(-
-

(-
(

(-
9

(-
�

(-
:

-

(-

9-

�-

:-

A-

������'�)

�
�
�
�
�
��
��
��
�'
5�
)

�����������������������
��1(

%��!���D�������

"��#$��%

�

(-
$:

(-
$�

(-
$9

(-
$(

(-
-

(-
(

(-
9

(-
�

(-
:

$(

$-.0

$-.�

$-.:

$-.9

-

-.9

-.:

-.�

-.0

(

������'�)

�
��
�
�
��
'5
�
)

�����������������
��1(

�

0
��
��8-F8�A�"(����	
����������
�)
�
���������*���0��.-12�����6�6�����������)���

����

�



����������������������������������������	
���1�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�������$�������%�����
��
���	 ���,"�����
����

�9��

(-
$:

(-
$�

(-
$9

(-
$(

(-
-

(-
(

(-
9

(-
�

(-
:

-

A

(-

(A

9-

9A

�-

�A

������'�)

�
�
�
�
�
��
��
��
�'
5�
)

����������������4��
��������<��
�����������2������

%��!���D�������

"��#$��%

�

(-
$:

(-
$�

(-
$9

(-
$(

(-
-

(-
(

(-
9

(-
�

(-
:

$9

$(.A

$(

$-.A

-

-.A

(

������'�)

�
��
�
�
��
'5
�
)

����������������������������4��
��������<��
�����������2������

�

0
��
��8-FO�A�"(����	
����������
�)
�
���������*���0��.-12�����6�6�����������)���

����

�

������ �������������������������������������������

%�����
)�	
��� ��� ��� ��	&������
�� 0��.-12�� ��� ��)5���� 6�6� ����� ���� ��(

�������	�

��
��	� ��� )���	
�

�� ��� ���*��� ����
� �	� ���.
���� ��� �,�	*��� �������� %��� )�
�)	�

�	
+���� ����

���*���� ��� 
���
��)�� �	� 0��.-12�� ��� �,�	*��� _6�6� [� ��(

�������	`� ���	� �������� ����� ���

2�������>�A��



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�9#�

���*��� T���
������'���� ���7� ���1�

���*������
���
��)�� ��8;;;� 9�#�� 9�#��

���*���0��.-12�� 98$� $;5� FO;5�
�

2�������>�A�1�
�)	�

�	
+�����������*����������.�

�

1�		�� �
�
��	
��� ��� ����
�� ��� �'���� �	� ��� ����
�� ��� 	�
���� ���-����� �� ����

)����+���)���

�)	����
����	���������
����	
������)������.����*�����"������	��������(��
����

���
)
��� ������	�� �
�
�� ��)���
	�� ��(

��� �8$�� ��
� ���� ��� 	����� ���
� 
�����
�� ��� ���*���

����

+��������8;;;��'�������
��+������������ 	��������
�����	
���������*���0��.-12��

��
��������%��2��������;�
��
+����
��
����	���������
����	
������)������.����*�������
�����>F�

�������	���������)���

����A�

���*��� ���*������
���
��)�� ���*���0��.-12��

2���������
����	
��� 8&8;� W8��
��	���
�

2��������;�A�2���������
����	
����������*����

�

%�� 	����� ��� ����
�	
��� ����� �
)
����*��� E�.	
�)	
���� ����-�)&��	
��������� �	�


���)	
��G� (�

�� ���
�����	� �(�)� ���� )�
�)	�

�	
+���� ��� ���*��� ����

+��� E����
�� ���

�'���� �	� ����
�� ��������	�� ���-����� ����� ���� ��	

)��G� �	� ��� ��	�

��� ��� ���*����


������c��	� ��� �
�+���)�� ��� 
���)	
���� 6�
� �.������� ��
� ��� �
�
��	��
� 61� �(�)� ����

��
��
���)���	,�
+����E �	���1�
��F�3����87H���O7��!��G���������
�	
���������
)
����*���

����� ���*��� ����

+��� ��� �
�� ��� �;;;;;� �'���� ��
�� ��� ��,����� ��� �
��	��� ���	� F�

�
��	��� ���
� ���.	
�)	
���� �� �
��	��� ���
� ��� ����-�)&��	
��������� �	� 9� �
��	��� ���
� ���


���)	
����

%�� ����
�	
��� ����� 	��� �
)
����*��� ��)���
	�� ��(

��� �7�� ��� ����

��� 6���
��
��

�
)
����*���� ���(��	� ���)� 4	
�� ����
��� �
���	������	� ��� �	
�
���	� ���� �
���
��	��

�
�)�����
�� ����� 61�� 3���� ��� )��� ��� 61� �	
�
���� ��� ���	� ����
�
� ���.� �
)
����*���� ���

�4��� 	������ %�� ���*��� 0��.-12�� �	��
�� 
)
� )��	
��	� ������ �
)
����*����� "�� ��	
��� ���

	����� ��� )�������� ��� ���.� �
)
����*���� ��	� ��� +���+���� ��)������� %�� )���	
�)	
��� ���

���*���0��.-12������,�	*������������	����)�
���
���������(

����&8;��



����������������������������������������	
���1�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�������$�������%�����
��
���	 ���,"�����
����

�9$�

������ "��#�<�������������!����

�������� �!������������2�
������

@�� �
���� �(��	���� ���� ���*���� 0��.-12�� ��
� 
����
	� ��.� ��	
��� ���*���� 	&�
�
+����

�.
�	��	�����	
�����
�
��
�
	������
����	
����	����
������
��	
������	
��
(���.����	����
��
��

�	��

��� ���.
�
�
	���%����	&������
����(����������
��	���� )�����
��������*���� 	&�
�
+���� 
���
	���


���������	�� ���� )���
	
���� ��.� �
�
	��� EN1 G�� ��
�� ��� )���	
�

�� ��� ���*��� 	&�
�
+��� �����

�,�	*��� ���)	
��
+��� )�����.��� %�� )�
�)	*
�� N1 � �������*���� 
���
	� ���� (��
�
	�� �������*����

+�����+�����
��	�����(

�������	��	� ����)���
	
��������
����	
����3*����
���)&�+������*������	�

4	
��
������������	����
�
�����
�����)����
������	
�����*���
���
	��*����
��+��
������	
�K���

�����������
�
)�	
��������������	

��������	
������*�����6�
��.������������ ���)��������)5����

6�6� E0
��
�� 8-�;G�� ����)�������	� ��� ��)5���� ���	� 4	
�� 
�����)�� ��
� ��� ��	
�� ���*���

����)�������	� �
� �	� ��������	��
�� )�	���	
��������	��
�(�
	��.�)	����	� �������)����	��������)��

����

���%��&��	��
���� )�����(��� ��)�������	����	����)�4	
�����
�
����
�+�������� )�� )���� ���

���
�
)�	
��� ��� ��� &��	��
� ��� ����)�������	� ����	
�K��� ��)���� ���
�
)�	
��� �����	

+��� ����

��	
������*�����%��0
��
��8-F��
��
����	�������
���
��	�������
�
�
	���������
�
)�	
������������	��

��������*���0��.-12��A�



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�99�

��
��������

&��

���2������������������

��
��������

&��

���2������������������

�

%���2�
������(�A�!���)	
������

�������)����	�����
�����������)�������	�

%���2�
������9�A�������	�	
������

�������)����	�����
�����������)�������	�

������������������<��

��
��������

&��

������������������<��

��
��������

&��

�

������������������<��

��
��������

&��

������������������<��

��
��������

&��

�

%���2�
��������A�!���)	
���������&��	��
����

����)�������	�

%���2�
������:�A�!���)	
�����������
���
����

����)�������	�

��
��������

&��

%���2�
�����������<��

��
��������

&��

%���2�
�����������<��

�

%���2�
�����������<��

��
��������

&��

%���2�
�����������<��

��
��������

&��

%���2�
�����������<��

��
��������

&��

�

0
��
��8-F��A�6���
�
�
	���������
�
)�	
������������	����������*���0��.-12��

�

- %�� ���
�
)�	
��� �� ��	� 


���
������ )�
� ����� 
��
����	�� ��� )&�(��)&����	� ����

��	�

��.��������)�������	��	�����
���	����)�����
�)�&�
��)���&,�
+����

�

- %�����
�
)�	
���F���	�����
�


���
������)�
��������*�����������)�������	��	�����
�����

���	���������)��	�)	���
������)�������	����	���
��
���������4	
�����)��	�)	��(�)����

�
��� )����� )���	� ��� )�������������)5������� 	,���167����
� �.�������������*���

)����)	
�����

���
	�����
�
����)��������	&�
�
+�����	
������)�������	��	�����
���

�

- %������
�
)�	
����8��	�O����	�����
�����)�
���������
���
���	���)�������
�
)�	
������

��������	

���������	
�	��	�����
���

�

6��
� 
�����
�� ��� ���
�
)�	
��� ����� ������	� ����� ���*��� 0��.-12�� ��	� ����
���� �
� �	�

��������	��
����������	
�
�����)�������
�
)�	
��������	

+���������	
���������	��������*����



����������������������������������������	
���1�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�������$�������%�����
��
���	 ���,"�����
����

�9>�

�������� %���2�
������������!���

@����)�����)���

������
����	
�����	����
�
�����������	����(����
����+���
	�����.
��������

���*����0��.-12����������)��������)5����6�6�A�

• �)���

��F�A�

%��� ���
)��� ��� ��
����)��� �	� ��� �)���

�� 	����
��� 
��	��	� 
���	
+���� ��� �)���

�� ���

T�����
�������61N���;����	�
�����)����
����61N�F�F��E0
��
��8-F#-�G����
��(����
���
������)��

������
����
�����
��
��	
���������)&����
�����������)5�����

�

�G�61N���;��

�

�G�61N�F�F��

1��)&�����)�
(
�

1��)&�����0!O

1��)&�����)�
(
�

1��)&�����0!O
�

0
��
��8-F#�A�61N���;���	�61N�F�F��

�

%�����*��� ��� 61N� �	��	� )���
��
�� )����� ��� (������ �����	�

��� ��
��	
����� )�		��

���
�
)�	
������61N�����	
�
���+���������
�
)�	
����&,�
+����%�����*���������	���
�
����	�

�
��
����
�
����
���
���������������4����)���

��	����
���+�������)���

�����

"���
	��������)�������*���0��.-12����	�)���	
�
	����)������	����������,������)5����

6�6��(�)�����
)
����*������61N�F�F���%����4����)���
	
��������
����	
��������)���

����

E)����
)
��	�����)&������	��)&�����������
����)�G����	�����
+�������
������'�����.	�
�������

���*�����
������
����
������)5��������������)���

��F��%���
����	�	������
����	
���������*���

0��.-12�����	�)����
����(�)�����
����	
������
���
��)��������*�������

+�����������%���

)��
������� �
����	
������ ��� ���
)�� �����
��		��	� ���(����
� ��
������)����� )&�������	����

61N�������������.��)���


��	���
����	
�
�����
�)
�
�����������	&������
�������)���)���

���"��

����	�� ��� )���	�	�� ���� �
���
��)�� ��� $P1� ��� ��� ���
)�� ��� ��� 
��
��� �	�	
����

�� ��	
�� ����

�)���


����	�F��6�
��
����
������
�)�� �)���

��� ���

��
���.
�������� ��� ���
)�����������	� ���


��
���	
���
	�

���		�
�	�����
)�����;X�/�����)�

��������	�/�����	����
�	�
��	
*����
�������

������
)������	�����	��
�
���/�;�8X����
��
����	�	
����

���



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�>;�

(-
$�

(-
$:

(-
$9

(-
-

(-
9

(-
:

-

A

(-

(A

9-

9A

�-

�A

:-

������'�)

�
�
�
�
�
��
��
��
�'
5�
)

�����������������������
��1(

%��!���D�������

"��#$��%

�

(-
$�

(-
$:

(-
$9

(-
-

(-
9

(-
:

$-.9

$-.(A

$-.(

$-.-A

-

-.-A

-.(

-.(A

-.9

-.9A

������'�)

�
��
�
�
��
'5
�
)

�����������������
��1(

�

0
��
��8-F$�A�"(����	
����������
�)
�
���������*���0��.-12�����6�6�����������)���

��F�

�

������	� �������������2�
������

%�� )�
�)	*
�� ���.
���� �	� ��� ��
���� ����
�� ��
�)������� �������*���� 0��.-12����
��	� ����

���
�
)�	
���	
*��
��
��������������
��	
����3�����������	�����������
�
)�	
������	�4	
����	
�
���

�
� ��� �	
�	��
����� )�������� �� �	������������ 	����� ��
	�� /� )�����
� �������*���� ���)��	
�������4	
��

���
�
��������
�
�
��

3���� ����
��
�
��)���

������
����	
��������)5����6�6������
)
����*������61N���;����

�	�� )���	
�
	� ��
�� )������ /� ���������,� ��� ��)5����� 6��
� �
����
� ��� ��)5���� 6�6� ����� ����



����������������������������������������	
���1�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�������$�������%�����
��
���	 ���,"�����
����

�>��

)���
	
��������
����	
�������)���

��F�����������,������)5������	�)�������/�����
)
����*������

61N�F�F���3������	
��)����������(����)&�
�
����)�����
����61N������
�
*
�����
	
���)�
�)�����*���

�	�
	����
�
����	
���������.��)���


�����
����	
�����
�������(
��������)	���)��)�������������	U	��
��

��
�
	� ������
���

�� ������	
���)����������%�� 	�����������
�
)�	
����	�����
����	
��������)5����

����� ����(

�������	� ��� �
����	
��� ��� �)���

�� F� ��)���
	�� ���)� ��(

��� ��� �
��	��� ���
�

����
�
� ��� �
)
����*��� ��� 61N� F�F��� ��(

��� 8;� ��)������ ���
� )�����
� ��� �
)
����*��� /�

���������,������)5����6�6��	���
������8��
��	�������
����	
���������*���0��.-12���

3���� ��� )��� ��� ���*��� ����

+��� ��� �,�	*��� �
���
�
�� ��� ���)�� ���� 	����� ���
�
)�	
���

E�&,�
+��G���	�������
��
�����
�+���������
���
+���+���������
�
)�	
��������	�

�����	� 	��	����

�4���������)������
����	
����(�)�)�����(������	�

������
	�8&8;��3�������)����L����61N���
�
	�

�����
�����
�)��)&���E0
��
��8-F#G������*����
��+�����������	

��������*�����	����
�
����
�����	�

����

��
� ��� ��
������ �.
�	��	�� ���
�
�
� ��� �����	

�� ��� ���*���� 
���
���
� ��� ���*��� �	� ���

�
����
�������)�������
��� �����	����)���������O&8;����
�����)	��
�)�		�����
�
)�	
����	��
����
�)��

���(�������*����

%���	�����������
�
)�	
����	�����
����	
���������*���0��.-12�����
������)���


����	�F��	�

������*����

�
�������	�
���������������	�������)
-��������A�

���*�������

+��� ���*���0��.-12��

�
�(�)�

���
�
)�	
���

�����	

+���

�(�)�

���
�
)�	
���

�&,�
+���

�(�)�

���
�
)�	
���

�����	

+���

�(�)�

���
�
)�	
���

�&,�
+���

2��������

���
�
)�	
������

�����
��	
���

�&� �;�� �#��
��	��� �#��
��	���

2��������

�
����	
���
8&8;� 8&8;� W8��
��	��� W8��
��	���

�
2����������A�2�����������
�
)�	
����	�����
����	
���

�

������ F��������������������������

%��� �)���


� ��� �
����	
���� �� �	� F� ��	� 
�(���� ���� ������� ��
��
���)��� ��� ���

��	&������
��0��.-12������������)

	*
�������
�)
�
����	���������
����	
����	����.
�
�
	������

���*�����2��	���
��� ����
����	�	���
����	����
�)�������	�
��
����	��	����)���
��
����	
��

)����)
	�� �	��
�)
�
���������*��� ������ �������
������'���� )����
(��� ��.� 
�	�
��)�������

���*������	����
�
����	������������
�+���	
��������(��
�
	��������*����@��	
�
�
*����)���

��

��	��
��
����
�
�����������	���
����	
�
�����)����+���)��������
��������.	
4���������
��*	
���



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�>F�

���
� ���� )����)
	�� ��	
����� ��� ���*��� �	� ������ �	
�
��	
��� ��� ���*��� ��� ��&�
�� ��� ���

���������(��
�
	��A�

�)���

��8�A�

%����)5������	����������)���
	
������(

�������	���������)���

����E)����)	�����61N���;��

�	� ���)�� ����� ��� ��(

�������	� ��� )��(�)	
��� ��
)��G�� 2��	��� ���� ���
)��� ��� ��
����)�� ���	�

�	�
�	���� ������ ��� ���
)�� ���� ��� )&
�� �
��
��� ��� �
����� ��� ��
����)�� ����� ��
��� ��� )
�����.�

������
	���� �Q� ��� ��

���� �;;��� �	� ��� 
����
	� ),)�
+��� O;X�� %�� �
����� ��� ��� ���
)�� ���� ��	�


��
����	����������0
��
��8-F9�A�

- - .-A -.( -.(A -.9 -.9A - .� -.�A

-

-.9

-.:

-.�

-.0

(

��� ���'�)

�
�
��
��
�

�
�'
,
)

1 ����������������
� ��� ��� �����
��1((

��+:-��

�+(--��

- - .-A -.( -.(A -.9 -.9A - .� -.�A

-

-.9

-.:

-.�

-.0

(

��� ���'�)

�
�
��
��
�

�
�'
,
)

1 ����������������
� ��� ��� �����
��1((

��+:-��

�+(--��

�

0
��
��8-F9�A��
����������
����)�����������
)������

�

3��������������(�����
)
����*������)&
����	�����
��������)����
(��	�+���>��'����

��
� )&�+��� ���
)��� ��
�� )������ ��.� �
)
����*���� ���� ��	
��� ������	�� ���
� ��
��
� ���

���(�������*���0��.-12�������)5����6�6��

�

6
��
*
����	�� ������*���������	�� �
�
����� �������������)5����6�6�[�61N���	� �
�����

����������)���
	
��������)���

��8��1�		���
����	
���)���	
	�������
���
��)�����)����
�
����

��
�����(����
�����
�)
�
���������*���0��.-12�������)���)���

���%�����*���������	���
�
��

��	��
�������
�����������	����
��������;�/�8$;����(�)�����������	�����)���	��	�����;����

6�
� �
����
��� ���� ��)����� �
����	
���������*�������

+��� /� ���	�	� �	�	
����

����
��	����


��
����	�
� ���� )�
	��
��&
�� ��� 	����
�	�
�� /� ��� ��
��)�� ��� )&
�� E0
��
�� 8-F>G�� ��� ���	�



����������������������������������������	
���1�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�������$�������%�����
��
���	 ���,"�����
����

�>8�


���
+��
� +��� ����� ��� )��� ��� �)���

�� 8�� ��� �
��
��	� 	&�
�
+��� /� ���	�	� �	�	
����

�� ��	�

����)���������
���
	��	�+�����������)�������)���

�����

�

0
��
��8-F>�A�1�
	��
��&
�����	����
�	�
�����)&
��/����	�	��	�	
����

�����
�����)���

��8�

�

%�� ���(���� ���*��� 0��.-12�� ��� ��)5���� 6�6� ��	� )������ ��� �
)
����*��� ��� 61N�

��;�� ��
�� �
����� ������ ���� )���
	
���� ��� �)���

�� 8�� %�� ���*��� ��	� �
����� ��� 
��
���

	
���
	�

���(�)������4�����������	�����+�������
����	
������
���
��)���%�����
)��������L���	�

����
+���� ��� ���
)�� ��� ��
����)��� �	� ���� ���
)�� ����� ���
����� E�OG� ���	� )&�
�
���

�
�
	
�

����	� ���
� �(����
� ��� �
�)
�
��� ��� ���*��� ����� )�� �)���

��� %��� )��
���� ���

�
����	
������� ���
)����O��	������������*������� 
���
��)�� �	�0��.-12�����
� ��� �)���

��8�

���	�
��
����	������
�����0
��
��8-8;��	�0
��
��8-8���



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�>O�

- -.-A -.( -.(A -.9 -.9A -.� -.�A
-

A

(-

(A

9-

������'�)

�
�
�
�
�
��
��
��
�'
5�
)

�����������������������
��1((

- -.-A -.( -.(A -.9 -.9A -.� -.�A
-

-.9

-.:

-.�

-.0

(
�
�
����

�

�
�',

)
%��!���D�������

"��#$��%

�

- -.-A -.( -.(A -.9 -.9A -.� -.�A
$0

$�

$:

$9

-

9

������'�)

�
��
�
�
��
'5
�
)

�����������������
��1((

- -.-A -.( -.(A -.9 -.9A -.� -.�A
-

-.9

-.:

-.�

-.0

(

�
�
����
�

�
�',
)

�

0
��
��8-8;�A�"(����	
����������
�)
�
���������*���0��.-12�����6�6����
�����)���

��8�

�

����
(������� ��� ���
)������� ���� )��
������� 	����
�	�
��������*�������

+����	����

���*��� 0��.-12�� ���	� ��� �&����� ��
�� ��� ���*��� 0��.-12�� �		�
�	� ���� 	����
�	�
�� �
���


���

��
��/�)�����������*������
���
��)���%��

��
���.
�����/����	�	�&��	���	�����(

����;P1�

���
��������(�	
������	����
�	�
������9P1��



����������������������������������������	
���1�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�������$�������%�����
��
���	 ���,"�����
����

�>��

- -.-A -.( -.(A -.9 -.9A -.� -.�A
$-.9

-

-.9

-.:

-.�

-.0

(

(.9

(.:

������'�)

�
�
�
�
�
��
��
��
�'
5�
)

�����������������������
��1:

- -.-A -.( -.(A -.9 -.9A -.� -.�A
-

-.9

-.:

-.�

-.0

(
�
�
����

�

�
�',

)

%��!���D�������

"��#$��%

�

- -.-A -.( -.(A -.9 -.9A -.� -.�A
$-.:

$-.�

$-.9

$-.(

-

-.(

������'�)

�
��
�
�
��
'5
�
)

�����������������
��1:

- -.-A -.( -.(A -.9 -.9A -.� -.�A
-

-.9

-.:

-.�

-.0

(

�
�
����

�

�
�',
)

�

0
��
��8-8��A�"(����	
����������
�)
�
���������*���0��.-12�����6�6����
�����)���

��8�

�

��� �
(���� ��� ��� ���
)�� �O�� ����� ���
����� ��� ��� ���
)�� ��������� �����(�	
��� ���

	����
�	�
����	��
�����
��� 
���
	��	���3��)�� ��
	�� ���

��
���
� ������
	������	
�� ������*���

0��.-12�� �	� ��� ���*��� ��� 
���
��)�� ��	� ��
��� 
���
	��	��� 2��	���
��� ��� �
����	
��� ���

���*���0��.-12�����	
��������&��������	
���������.��
����	
������
�(�+�����
����
�	�
��

�*���������	��������
����	
����

�

@����
��
*
��)�

�)	
������	�4	
������
+����������*���0��.-12��������
���	��������-

�)&��	
��������� ��� �
(���� ���� ���
)���� T�����
���� )���� 
���
	� ��� ���*��� ����� ���
�� ���

	�
���� ��� ����
�� ��
�)������� �	� ���)� ����� ����� /� �
����
�� %�� 0
��
�� 8-8F� ���	
�� ���

)�

�)	
�������
	���������
���	��������
������'����)����
(�����
�)&�+������
)��E8#��'����

��
����
)�������)��)��G��



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�>#�

- -.-A -.( -.(A -.9 -.9A -.� -.�A
-

A

(-

(A

9-

������'�)

�
�
�
�
�
��
��
��
�'
5�
)

�����������������������
��1((

- -.-A -.( -.(A -.9 -.9A -.� -.�A
-

-.9

-.:

-.�

-.0

(
�
�
G
�
��',

)

%��!���D�������

"��#$��%

"��#$��%������2��

�
�
�����


��',
)

- -.-A -.( -.(A -.9 -.9A -.� -.�A
-

A

(-

(A

9-

������'�)

�
�
�
�
�
��
��
��
�'
5�
)

�����������������������
��1((

- -.-A -.( -.(A -.9 -.9A -.� -.�A
-

-.9

-.:

-.�

-.0

(
�
�
G
�
��',

)

%��!���D�������

"��#$��%

"��#$��%������2��

�
�
�����


��',
)

�

����

- -.-A -.( -.(A -.9 -.9A -.� -.�A
$0

$�

$:

$9

-

9

������'�)

�
��
�
�
��
'5
�
)

�����������������
��1((

"��#$��%

"��#$��%��������

- -.-A -.( -.(A -.9 -.9A -.� -.�A
-

-.9

-.:

-.�

-.0

(

�
�
����

�

�
�',

)

�

0
��
��8-8F�A�1�

�)	
���������*���0��.-12�����6�6����
�����)���

��8�

�

���)���	�	��+���)�	����
�����	��������-�)&��	
�����������
��	�����
�
���
�����(

���

F�X����

��
���	
������
����	
������
���
��)���	�)�����������*���0��.-12���2��	���
������)�
	�

��	
��)������.��
����	
����
��	��
���
	��	��

"������	�����)���	�	��+������)���	��	�����	�����������*���0��.-12����	��
���
��	�����

)�����������*�������

+����1������	���������
	�+�����
�+������������)	
����������'������
�



����������������������������������������	
���1�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�������$�������%�����
��
���	 ���,"�����
����

�>$�

����
�	�
��)�������
�	

�������)���)
	���������������
�	�
��)����
������'�������)����-)
���
��
��

��
�+�����������'�������	�)����
(��� �����&����*���� ��)��.�����
��
��	
������	����+�����

%���)���)
	�������
+�������
�)&�+����'������	������
���
	��	���+������)���)
	�������������

��
�	�
��)���%�
�+������)���	��	�����	�������	���
��������)���)
	�������'�������
)��������*���

0��.-12������
����	����)���������� �����
��
�
��������� 	������ )��+�
��
�(�+�����������-

��	
��	
���������	����
�	�
������,�	*���
�����

1�������	�����:��	�����U������
������	&����6�12���
��	����)�


��
����)����
	����	�

������*��� ���&��	�� �
�+���)�����
�� ������	����
� ����4����))��
��� ��� 	�
������� �,�	*����

3����
�+���)������
���)	
�����������(���������
)
����*������
��		
�
��	��
��
�������
�
�
�

��� )����
	����	� ��� &��	�� �
�+���)�� ��� ���*���� �	� �
��
� ��� 
���

�� ���)�
	� ��	
�� ����

�
����	
����������*������ 
���
��)���	�������*���0��.-12���2��	���
��� ��� )�����������)���

���(���.��
)
����*���� )����

�
	� /�������*���0��.-12�� ���
����� 	�
�����������
�����

�'������	����	�
������������������������	

)����+�
�

�
	�/�����)��	
�����)�
�)	*
��)����)	�

���)������*�����

%������-�)&��	
����������	������
�+���)������
���)	
���)&�
�
�����
�
����	��������
���

���(��
�
	���
�+���	
���������*����+�
��������	
��)�������	�����
����)	���

�



&(*��+�,�-(��
	��
	������
����
����
��	���
�!�
	��
	�������	 ���

�>9�

���
�������

6
��
*
����	�������	&������
��0��.-12�����	������
+����/������)5�������	,���167��

��
�����(����
�����
�)
�
���������*���0��.-12����
�
����
	�/���������
����
����)�������	�


�����T�����(�������
�
����.��)&���������
��
��	
�������
���	�)���
��	�������
����	
�������

���*����(�)���������
����T�����(����)���	�	�������

��
��	
*����
��������
��������.��)&�����

����
��
��	
���� �	� �))��	���������
������&��������
����
�������	� �������	���� )&�K������

)��)��	
����

3����������.
*���	�����������	&������
��0��.-12�����	������
+������������)��������

�,�	*������)	
��
+������	
-�
(���.�� /� ��
����������)5����6�6��3��� �)���


���� �
����	
���

��	��	�����
�
����
�������		
������(
���)�������
���
��	����
��

�	����������*����A��
�)
�
����

	���������
����	
����	����.
�
�
	���%����
����	
�����������*����0��.-12��������)����)���


�

��	� �	�� )����
���� /� ���� �
����	
������� 
���
��)�� )����
	��� ��
� ������*��� ����

+������

��)5����� %��

��
� ��	
�� ���� ���.� �
����	
���� ��	� 	��	� /� ��
	� ��	
���
���	�� ���
� ���� ����,���

	&�
�
+��� ��� ����	� ��� )&�K��� ��� )��)��	
����3�� ������ ��� 	����� ��� �
����	
��� ������*���

0��.-12�� ��	� ����)���� ����� ��
���� +��� ��� 	����� ��� �
����	
��� ��� ���*��� ����

+���� �	�

��
��	� �
��
� ���� ����,��� 
��
��� ��� )����
	����	� 	&�
�
+��� ��� �,�	*��� �*�� ��� �&����

���
)&
	�)	�
��� "��
��� ��� ���.
�
�
	�� ���� ���*���� ��
��	� ���.���
�
� 
��
�����	� ����
��
��

)���
��
�	
��������,�	*����

2��	���
��� ��� ����
�	
��� ����� ���*��� 0��.-12�� ��)���
	�� ��� 	
��(�
� ��� )���
��
��

��	
��)����)
	���	��
�)
�
���������*����3�������� �����
���
��	����	�������� �����	&������
��

���
�
����	� ���� ������ ��� (��
�
	�� �
�+���	
����� ��� ���*��� 0��.-12��� �
��
)
�����	�

+���	
�
�������
*��)���������������*�����

�



� � 2	�
	������	��

�>>�

E�<�����������

�

H"FDIA�0��	&�
�����	
����������
��	
�����
�(��������
�
����(���������
�����	
��

������	�
��

&		�A\\ddd����	�
�)��\�
���)	�\��)&��
)��\�
���)	�\���	&�
��

H8JK$�AIA�!��<��7�,����e!���)	
�������	
������������������	

)��f��� ���<��
�����R����8��T���F��

���89;���>#���

HL�&$MAIA� " �\<"3"1� <"3��-F��  �	��
�	��� 1

)�
	� 2&�
���� 2��	� ��	&��� "�(

�����	���

1���
	
����-�T�	�
���1��(�)	
���E�	
����

G��3�)����
��>>���

HLDN$M0IA�g�� <�&������������",�����e3��
��-N�����2&�
�����
����	
�����	&������,� ��
�N����

7

�� �

�,� 6�)5����f�� 6
�)���
���� ��� #	&�  �	�
��)
�	,� 1����
��)�� ��� 2&�
���� ����

2&�
����)&��
)���6&��������
��"��)	
��
)��,�	���������9F-9$���>>9��



�

�

�



 

Partie 4 :  

 

Utilisation de la méthodologie pour la 

conception en Génie Electrique 

« Ce n’est point le goût du concret, le sens de la condition humaine que je retrouve ici, 

mais un intellectualisme assez débridé pour généraliser le concret lui-même. » 

A. Camus 
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Résumé 

 La méthodologie Flex-CTM repose sur une démarche très générale permettant de modéliser le 

comportement thermique d’un système à l’aide de réseaux RC équivalents. Cette approche appliquée 

au domaine de la thermique peut en réalité s’appliquer à tout domaine où le phénomène physique peut 

être décrit par un réseau de résistances et de capacités équivalentes. Par exemple, la méthodologie peut 

être utilisée afin de modéliser le comportement magnétostatique d’un système électronique. Un 

actionneur magnétique est pris pour exemple afin d’illustrer la pluridisciplinarité de la méthodologie 

Flex-CTM. Par ailleurs, les propriétés des modèles Flex-CTM permettent une modularité de 
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modélisation et une exploration rapide du comportement magnétique du système dans diverses 

configurations. 
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Introduction 

Dans le cadre de cette thèse, la méthodologie Flex-CTM a été développée afin de 

construire des modèles thermiques légers et multi-niveaux de systèmes électroniques. La 

méthodologie repose sur une démarche très générale, où après chaque étape un modèle 

thermique est généré et peut être assimilé à un réseau de résistances et de capacités 

thermiques. L’analyse thermique des systèmes électroniques n’est en réalité qu’une 

application spécifique de la méthodologie Flex-CTM. Celle-ci peut en effet s’appliquer à tout 

domaine où le phénomène physique peut être décrit par un réseau de résistances et de 

capacités. C’est par exemple le cas des phénomènes magnétostatiques, pouvant être décrits à 

l’aide d’un réseau de résistances équivalentes. 

Dans un premier temps, nous étudierons les principales techniques de modélisation 

d’un système magnétique. Puis après avoir justifié l’analogie du modèle magnétique avec un 

réseau de résistances, nous proposerons la méthodologie Flex-CTM comme une alternative 

de modélisation. Dans un second temps, nous décrirons une analogie entre les domaines 

thermique et magnétostatique afin d’utiliser la méthodologie telle qu’elle a été développée. 

Enfin, nous appliquerons la méthodologie Flex-CTM à un actionneur électromagnétique afin 

d’en évaluer les performances et les avantages de modélisation. 
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Chapitre 9 : Modélisation de systèmes magnétiques par réseaux de 

réluctances 

I. Buts de la modélisation 

Le processus de conception de systèmes électromagnétiques est relativement proche 

du cycle de conception d’un composant électronique. En analogie avec l’étape d’architecture, 

la première étape de conception d’un système électromagnétique consiste à dimensionner le 

système, c’est-à-dire à régler les paramètres du système permettant de satisfaire les 

contraintes du cahier des charges [PEL-06]. Cette étape de dimensionnement s’apparente à 

un problème d’optimisation sous contraintes de la forme : 

( )
( )
( )

ï
ï
î

ï
ï
í

ì

Î

£

=

Ex

0xh

0xg

xfmin

?/x  (4-1) 

Où x représente le vecteur des paramètres du système, f représente une fonction 

objectif fixée par le concepteur, g et h représentent des fonctions de contraintes liées au 

cahier des charges et E représente l’ensemble des valeurs acceptables pour le vecteur x. 

 

L’étape de dimensionnement est couramment séparée en deux phases. Une première 

phase dite de pré-dimensionnement consiste à construire un modèle simplifié du système 

afin d’obtenir une première solution approximative du problème. La seconde phase dite de 

dimensionnement consiste à construire un modèle plus proche de la réalité dans le but de 

raffiner la solution issue du pré-dimensionnement. 

Le modèle utilisé pour l’étape de pré-dimensionnement est un modèle analytique 

simple, permettant de calculer rapidement et explicitement la valeur de la fonction objectif et 

le gradient de celle-ci. Une première optimisation est conduite sur ce modèle afin de trouver 

les valeurs des paramètres correspondant à un minimum de la fonction objectif. Cette 

première optimisation s’appuie généralement sur des algorithmes déterministes [MIN-83], 

[BON-97] (méthode des gradients conjugués, méthode de quasi Newton, Sequential 

Quadratic Programming) basés sur le calcul explicite des gradients de la fonction f. 
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L’optimisation du modèle analytique est très rapide et permet d’obtenir une solution 

approchée du problème d’optimisation (4-1). Cette étape de pré-dimensionnement est une 

première étude du système permettant de calculer une solution pas forcément très précise du 

problème tôt dans la phase de conception. 

La seconde phase consiste à construire un modèle plus précis, basé sur les méthodes 

numériques, et plus particulièrement sur la méthode des éléments finis. Cette modélisation 

plus fine, permet de calculer une solution précise d’un problème mais requiert des temps de 

calcul longs. Une seconde optimisation, basée sur des algorithmes stochastiques (algorithmes 

génétiques, recuit simulé, essaim de particules, algorithme des fourmis… [DRE-05]) permet 

de déterminer les valeurs des paramètres correspondant à un minimum de la fonction 

objectif. Néanmoins, cette optimisation ne garantit l’atteinte du minimum globale de la 

fonction que dans le cas où il y a peu de paramètres. La phase précédente de pré-

dimensionnement permettant de trouver les valeurs des paramètres proches de la solution 

optimale, la seconde optimisation peut alors être efficace. 

 

Dans la phase de pré-dimensionnement, le modèle analytique utilisé est le plus 

souvent basé sur des réseaux de réluctances. De nombreuses études sur la modélisation de 

systèmes magnétiques par réseaux de réluctances  ont été conduites ces dernières années, et 

ont donné lieu à la création d’un logiciel de modélisation appelé Reluctool [PEL-06], [DO-10]. 

Par exemple, la Figure 4-1 représente la modélisation magnétique d’un actionneur 

électromagnétique par réseaux de réluctances à l’aide du logiciel Reluctool. 

Géométrie de l’actionneur Réseau de réluctances associé 

  

Figure 4-1 : Modélisation magnétique d’un actionneur par un réseau de réluctances 
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II. Principes de la modélisation 

Les réluctances représentent la propriété d’un matériau à s’opposer à la pénétration 

d’un champ magnétique au sein du matériau. Les réluctances sont basées sur deux équations 

de Maxwell en régime magnétostatique. Afin d’illustrer l’expression de la réluctance d’un 

système magnétique, considérons un tube d’induction délimité par deux points A et B : 

A Bdl
dS

BA Bdl
dS

B

 

Figure 4-2 : Tube d’induction magnétique 

 

Premièrement, l’équation de Maxwell de la conservation du flux (4-2) permet de 

définir le flux magnétique ϕm à travers une surface S par : 

òò ×=j
S

m dSB  (4-2) 

Où B  représente le champ magnétique traversant la surface S et dS  le vecteur 

normal à la surface S. Deuxièmement, en régime magnétostatique, l’équation de Maxwell-

Ampère sous forme intégrale, permet de définir le potentiel magnétique entre deux points A 

et B d’une ligne de champ. 

ò ×=F
B

A

AB dlH  (4-3) 

Où H  représente le champ d’excitation et dl  le vecteur directeur de la ligne de champ 

entre les points A et B. Dans le cas d’un tube d’induction, les vecteurs H  et dl  sont 

colinéaires. Par ailleurs, en utilisant la relation entre le vecteur champ magnétique B , la 

perméabilité magnétique µ du matériau et le champ d’excitation H  : 

HB m=  (4-4) 

Il vient : 
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ò m
=F

B

A

AB

dlB
 (4-5) 

De plus, en utilisant la relation (4-2), le potentiel magnétique entre les points A et B 

peut s’écrire : 

ò m

j
=F

B

A

m
AB S

dl
 (4-6) 

Le flux magnétique étant conservatif, il est constant sur la ligne de champ [AB]. On 

peut donc sortir ce terme de l’intégrale : 

ò m
j=F

B

A

mAB S

dl
 (4-7) 

Par analogie avec les lois électrique, l’équation (4-7) s’appelle loi d’Ohm magnétique. 

On définit ainsi la réluctance entre les points A et B ABÂ  comme le rapport entre le potentiel 

magnétique ΦAB et le flux magnétique ϕm. 

ò m
=

j

F
=Â

B

Am

AB
AB S

dl
 (4-8) 

 

III. Analogies entre les grandeurs physiques 

III.1. Analogie magnétique électrique 

La modélisation d’un système magnétique par réseau de réluctances est basée sur une 

discrétisation du circuit magnétique en sous-éléments classés en deux catégories : les 

éléments réluctants (tubes d’induction) et les sources de potentiel. La valeur de la réluctance 

d’un élément réluctant dépend des propriétés magnétiques et des dimensions du tronçon de 

circuit, et est donnée par la formule (4-8). Le modèle ainsi obtenu forme un réseau de 

réluctances et de sources de potentiels. 

La résolution de ce réseau de réluctance repose sur une analogie entre les grandeurs 

électriques et magnétiques. En effet, par analogie avec la loi d’Ohm électrique, la réluctance 

d’un tube d’induction représente également le rapport entre la différence de potentiels aux 
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bornes du tube, par le flux magnétique le traversant (4-8). Le Tableau 1 résume l’analogie 

entre les grandeurs électriques et les grandeurs magnétiques. 

Grandeur magnétique Grandeur électrique 

Potentiel magnétique Φ (A) Potentiel électrique V (V) 

Flux magnétique ϕ (Wb) Courant (A) 

Champ d’excitation H  (A.m-1) Champ électrique E  (V.m-1) 

Champ magnétique B  (T) Densité de courant j  (A.m-2) 

Perméabilité magnétique µ (H.m-1) Conductivité électrique σ (S.m-1) 

Réluctance Â  (H-1) Résistance R (Ω) 
 

Tableau 1 : Analogie entre les grandeurs magnétique et électrique 

 

Le circuit magnétique est résolu comme les réseaux électriques, par utilisation des lois 

de Kirchhoff (loi des mailles, loi des nœuds). 

III.2. Analogie magnétique thermique 

Bien que les phénomènes physiques soient très différents, on peut remarquer une 

analogie entre les équations issues des domaines thermique et magnétostatique. D’une part, 

le comportement thermique d’un système au régime stationnaire, soumis à aucune source de 

puissance, est décrit par l’équation : 

0)Tgrad.k(div =-  (4-9) 

Où k représente la conductivité thermique du matériau en W.m-1.K-1 et T représente le 

champ de température du corps en K. 

 

A présent, considérons un système magnétique immobile, sans courant induit. Le 

théorème d’Ampère énonce que la circulation du champ magnétique B  le long d’une courbe 

fermée C, est égale à la somme algébrique des courants traversant la surface définie par la 

courbe, multipliée par la perméabilité du vide. On a donc : 

IdlB 0

C

m=×ò  (4-10) 
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Où dl  est un vecteur de déplacement infinitésimal le long du contour C, µ0 est la 

perméabilité du vide ( 710.4 -p  kg.m.A-2.s-2) et I est la somme algébrique des courants 

traversant la surface S définie par le contour C. Cette relation peut également s’écrire sous 

forme locale. On a alors : 

( )D0 jjBrot +m=  (4-11) 

Où rot désigne l’opérateur rotationnel, j  est le vecteur de densité de courant en un 

point de la surface S et Dj  est le vecteur courant de déplacement en ce même point. Le 

système étant immobile dans le temps, on a 0jD = . De plus, aucun courant ne circule à 

travers la surface S, donc 0j = . D’où : 

0Brot =  (4-12) 

Par ailleurs, en utilisant la relation (4-4), il vient : 

0Hrot =  (4-13) 

En utilisant les propriétés sur les opérateurs d’analyse vectorielle, il existe donc un 

potentiel scalaire Φ, tel que : 

F-= gradH  (4-14) 

En outre, l’équation de Maxwell-Thomson (4-15) traduit de manière locale, la 

conservation du flux du champ magnétique B à travers une surface fermée S (4-2) : 

0Bdiv =  (4-15) 

En utilisant les relations (4-4) et (4-14) dans l’équation précédente, il vient : 

0)grad.µ(div =F-  (4-16) 

Cette dernière équation présente une analogie entre les grandeurs thermique et 

magnétique. Par ailleurs, dans le domaine thermique, nous avons défini les grandeurs 

TH équivalente au champ d’excitation H  et TB  équivalente au champ magnétique B . 
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Notons toutefois que dans le domaine thermique la grandeur évaluée est la fonction 

d’état du système, la température T. Dans le domaine magnétique, la grandeur étudiée est le 

champ magnétique B , ce qui correspond donc au gradient de la variable d’état (le potentiel 

magnétique Φ). 

III.3. Bilan 

Les deux paragraphes précédents ont décrits une analogie entre d’une part les 

grandeurs magnétiques et électriques, et d’autre part les grandeurs magnétiques et 

thermiques dans le cas d’une application en régime stationnaire. On peut désormais établir 

une analogie entre ces trois domaines résumée dans le tableau ci-dessous :  

Grandeur électrique Grandeur thermique Grandeur magnétique 

Conductivité électrique σ 

(S.m-1) 

Conductivité thermique k  

(W.m-1.K-1) 

Perméabilité magnétique µ 

(H.m-1) 

Potentiel électrique V (V) Température T (K) 
Potentiel scalaire magnétique 

Φ (A) 

Champ électrique E  (V.m-1) TH = Tgrad-  (K.m-1) 
Champ d’excitation H   

(A.m-1) 

Densité de courant j  (A.m-2) TB = Tgradk-  (W.m-2) Champ magnétique B  (T) 
 

Tableau 2 : Analogie entre les grandeurs thermique et magnétique 

 

Cette analogie nous permet d’utiliser les outils et méthodes développées pour le 

domaine de la thermique, sans pour autant les adapter à un autre domaine. C’est notamment 

le cas de l’extraction des modèles dans le logiciel éléments finis Flux®, qui a été développée 

dans le but de récupérer les matrices éléments finis d’un modèle dans le cas d’une 

application thermique transitoire. Le circuit RC équivalent résultant de la méthodologie sera 

ensuite résolu par analogie thermoélectrique grâce aux lois de Kirchhoff. 

IV. Difficultés de modélisation 

La difficulté majeure dans la modélisation de systèmes magnétiques par réseaux de 

réluctances réside dans l’identification des tubes d’induction. En effet, la précision du 

modèle réluctant dépend directement de la finesse de définition des tubes. Le problème vient 
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du fait qu’il est assez difficile de prévoir les tubes d’induction, notamment dans les régions 

soumises à des flux de fuite. Négliger ces flux de fuite altère la précision du modèle [PEL-06]. 

De ce fait, la modélisation par réseaux de réluctances demande une certaine expertise et une 

bonne connaissance a priori du comportement du système magnétique. 

V. Une alternative de modélisation par la méthodologie Flex-CTM 

La méthodologie Flex-CTM repose sur une démarche très générale permettant de 

modéliser le comportement thermique d’un système à l’aide de réseaux RC équivalents. 

Dans un premier temps, la méthodologie a été mise en œuvre pour le domaine de la 

thermique, mais elle peut en réalité s’appliquer à tout domaine où le phénomène physique 

peut être décrit par un réseau de résistances et de capacités équivalentes. C’est notamment le 

cas de la modélisation magnétostatique de systèmes magnétiques, comme l’a montré le 

paragraphe III. 

La méthodologie Flex-CTM permet donc de modéliser le comportement 

magnétostatique de systèmes magnétiques. La taille des modèles Flex-CTM est de l’ordre de 

celle des modèles réluctants en termes de nombre de nœuds. Par ailleurs, l’étape de 

modélisation numérique dans la méthodologie Flex-CTM permet de concevoir des modèles 

magnétiques de systèmes plus complexes et de s’affranchir de la définition des tubes 

d’induction, automatiquement prise en compte dans la modélisation. Les modèles Flex-CTM 

ne reposent donc que sur les hypothèses de modélisation du modèle numérique. Ils sont plus 

précis que les modèles réluctants mais résultent toutefois d’une dégradation du modèle 

numérique du système. Les modèles Flex-CTM sont ainsi dédiés à la phase de pré-

dimensionnement du système magnétique. 

En contre partie, la construction des modèles Flex-CTM nécessite une certaine 

compétence en modélisation numérique de la part des concepteurs. Toutefois, les ingénieurs 

sont à la fois en charge des études de pré-dimensionnement et de dimensionnement du 

système magnétique. Ils ont donc l’expertise nécessaire en modélisation numérique. Par 

ailleurs, les matrices des modèles Flex-CTM sont plus denses que les modèles réluctants. 

Toutefois, le temps de simulation des modèles est assez proche, étant donné le faible nombre 

de nœuds des modèles. 
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Chapitre 10 : Application de la méthodologie à un cas d’étude 

I. Description du cas d’étude 

I.1. Système étudié 

Dans le domaine magnétostatique, la méthodologie Flex-CTM s’avère avoir également 

de nombreux avantages sur les méthodes de modélisation existantes. On considère le cas 

d’un actionneur afin d’évaluer les performances de la méthodologie et illustrer ses 

avantages. L'actionneur que nous avons retenu est volontairement assez schématique. Nous 

sommes en effet contraint par l'analogie avec le thermique pour la description des sources, ce 

qui nous limite à l'utilisation d'aimants permanents simulés sous la forme de différence de 

potentiels magnétiques. L'actionneur reprend le principe d'un moteur pas à pas, et est 

composé de deux culasses, séparées par un entrefer et d’une pièce rotorique entre les pôles 

des culasses. Ces éléments sont en alliage Fer-Silicium (µr=3000). La figure ci-dessous montre 

une vue en coupe de l’actionneur : 

Culasse Pièce 
rotorique

Pôle
Source de champ 
magnétique

Air

Alliage Fer-Silicium

Culasse Pièce 
rotorique

Pôle
Source de champ 
magnétique

Air

Alliage Fer-Silicium
 

Figure 4-3 : Vue en coupe de l’actionneur 

 

La culasse reste fixe au cours du temps. La pièce rotorique, quant à elle, a un 

mouvement de rotation autour de son centre de gravité. On définit ainsi un angle de rotation 

α entre sa position initiale et sa position actuelle : 
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Position initiale α = 0°Position initiale α = 0°

 

α = 90°α = 90°

 

α = 180°α = 180°

 

Figure 4-4 : Mouvement de la pièce rotorique au cours du temps 

 

Des conditions de potentiel magnétique imposé sont appliquées sur les surfaces des 

culasses de part et d’autre des entrefers, sur les deux côtés des culasses : 
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Entrefer

Φ = 100

Φ = 0

Entrefer

Φ = 100

Φ = 0

 

Entrefer

Φ = 100

Φ = 0

Entrefer

Φ = 100

Φ = 0

 

Figure 4-5 : Conditions de simulation 

 

Cette différence de potentiel crée un champ magnétique dans les culasses. Le champ 

magnétique traverse la pièce rotorique avec une intensité différente suivant la position de 

celle-ci. Le but de la modélisation est donc de calculer le module du champ magnétique B en 

fonction de la position du rotor. 

I.2. Modèle de référence 

Un modèle éléments finis 3D (155000 nœuds) de l’actionneur a été construit afin de 

constituer une référence de simulation. Les conditions aux limites de la Figure 4-5 ont été 

appliquées sur les surfaces de la culasse. Une surface « capteur » est définie au niveau des 

pôles afin de calculer le module du champ magnétique : 

Pôle CapteurPôle Capteur

 

Figure 4-6 : Capteur de champ magnétique 

 

La simulation du modèle éléments finis permet ainsi de calculer la valeur moyenne du 

champ magnétique dans le capteur en fonction de l’angle α de la pièce rotorique : 
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Figure 4-7 : Evolution du champ magnétique dans le capteur en fonction de l’angle du rotor 

 

Le modèle éléments finis a ensuite été transposé au domaine thermique en appliquant 

l’analogie thermo-magnétique. La grandeur équivalente TB  au champ magnétique dans le 

capteur est calculée en relevant les températures moyennes des lignes supérieures Tsup et 

inférieures du capteur Tinf (Figure 4-8).  

Pôle

Capteur
Tsup

Tinf

L

Pôle

Capteur
Tsup

Tinf

L

 

Figure 4-8 : Calcul de BT dans le capteur 

En effet, au niveau du pôle de la culasse, on peut considérer que le champ magnétique 

est unidirectionnel dans le pôle. Le calcul de ces températures permet donc de calculer le 

gradient thermique dans le capteur et ensuite le module de TB , par la formule (4-17) : 

( )
L

TTk
B infsup

T

-
=  (4-17) 
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Le même calcul de la grandeur BT sera effectué dans l’interface du capteur pour le 

modèle Flex-CTM. 

La Figure 4-9 montre une bonne corrélation entre le calcul du module du champ 

magnétique B et le calcul de la grandeur équivalente BT, quel que soit l’angle de rotation du 

rotor. L’erreur entre les deux grandeurs est toutefois un peu plus importante pour une 

rotation du rotor autour de 50°. Cet angle de rotation correspond à une position extrême où 

le pôle de la culasse supérieure et les pales du rotor sont les plus éloignées. 
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Figure 4-9 : Corrélation entre les grandeurs B et BT 
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II. Application de la méthodologie 

II.1. Contournement des limites 

La méthodologie Flex-CTM permet de modéliser le comportement thermique d’un 

système électronique complexe. Elle résulte sur des modèles thermiques légers et 

indépendants des conditions aux limites, issus du couplage de micromodèles. Un 

micromodèle modélise le comportement thermique d’un élément indéformable du système 

complexe. En effet, si l’élément venait à être déformé, sa géométrie serait modifiée et donc le 

modèle numérique de l’élément également. Le micromodèle initial aurait alors un 

comportement thermique intrinsèque totalement différent du nouveau micromodèle généré 

après déformation. 

Cette limite dans la méthodologie Flex-CTM est clairement représentée dans cas de 

l’actionneur. Conformément à la méthodologie, chaque élément de l’actionneur serait 

modélisé par un micromodèle. Le modèle Flex-CTM résulterait alors du couplage de quatre 

micromodèles (culasse supérieure, culasse inférieure, pièce rotorique et air). Or, la rotation 

du rotor provoque une déformation de l’air (Figure 4-10). Il faudrait donc théoriquement un 

micromodèle d’air différent pour chaque angle de rotation du rotor. 

 

 

Figure 4-10 : Déformation de l’air 
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Afin de surmonter cette limite, l’air a été décomposé en deux éléments : une partie fixe 

et une partie mobile. On a donc défini un cube autour de la pièce rotorique délimitant la 

partie mobile de l’air. De cette manière, l’actionneur est décomposé en une partie fixe et une 

partie mobile : 

 

Partie fixe 

 

Partie mobile 

Figure 4-11 : Décomposition du système en deux parties 

 

La construction d’un modèle Flex-CTM de la partie mobile, comme elle est illustrée par 

la Figure 4-11, permettrait alors de construire un modèle Flex-CTM global du système valable 

pour 4 angles de rotation du rotor (0°, 90°, 180°, 270°) par rapport aux interfaces couplées 

avec le modèle Flex-CTM de la partie fixe (Figure 4-12). 
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Figure 4-12 : Couplage de la partie mobile avec la partie fixe 

 

On peut créer d’autres parties mobiles en appliquant une rotation du rotor à l’intérieur 

de la partie mobile afin de couvrir 4 angles de rotation supplémentaires. Ainsi, il est possible 

de créer des micromodèles de la partie mobile de l’air avec des angles de rotor différents : 

   

0° 10° 20° 

Figure 4-13 : Définition de différents éléments de l’air mobile 

 

Ces trois modèles de l’air mobile permettent de couvrir toutes les positions de la pièce 

rotorique avec un pas de 10°. En effet, chaque modèle permet de représenter 4 angles de 

rotation du rotor (Figure 4-12). Ces trois modèles permettent ainsi de prendre en compte 12 

positions du rotor. De plus, la pièce rotorique a une géométrie telle que le mouvement de 

celle-ci a une périodicité de 120°. Autrement dit, la configuration du système est équivalente 

pour une position du rotor à 0° ou à 120°. Cette périodicité permet donc d’utiliser les 

résultats trouvés pour les 12 positions précédentes afin de déterminer les autres positions. 
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Finalement, avec ces trois modèles de l’air mobile, nous pouvons calculer la grandeur BT 

dans le capteur de la culasse supérieure, pour toute rotation du rotor de 0 à 360° avec une 

précision de 10°. 

 

L’application de la méthodologie Flex-CTM dans ce cas, permettrait de créer un 

modèle Flex-CTM de la partie fixe du système, puis un modèle Flex-CTM « paramétré » de la 

partie mobile. Suivant la partie mobile utilisée et le sens de couplage du modèle, le modèle 

Flex-CTM permettrait de calculer le module du champ magnétique B dans le capteur pour 

plusieurs angles de rotation du rotor (Figure 4-14). 

Modèle Flex-CTM
fixe

Modèle Flex-CTM
mobile

Couplage
Modèle Flex-CTM

fixe
Modèle Flex-CTM

mobile
Couplage

 

Figure 4-14 : Modèle Flex-CTM « paramétré » 

 

II.2. Génération du modèle Flex-CTM 

Comme cela a été précisé dans le paragraphe précédent, le modèle Flex-CTM du 

système magnétique résulte du couplage d’un modèle Flex-CTM fixe et d’un modèle Flex-

CTM mobile. Dans cette application, la méthodologie permet notamment de construire un 

modèle Flex-CTM paramétré du système magnétique. Nous ne prendrons pas en compte 

l’aspect conception dans cette étude. 

De ce fait, selon la première étape de la méthodologie, le système magnétique est 

décomposé en deux éléments correspondant aux parties fixe et mobile du système (Figure 

4-11). Les modèles numériques de ces éléments ont été construits à l’aide de l’outil de 

modélisation par éléments finis. De plus, selon l’angle de rotation du rotor, trois modèles 

éléments finis de la partie mobile ont été construits (Figure 4-13). Les caractéristiques de ces 

modèles sont résumées dans le tableau ci-dessous. 
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Modèle 
Nombre de 

nœuds 
NnzG 

Nombre d’interfaces 

Couplage Mesure 
Température 

imposée 

Partie 

mobile 
99k 1.5M 12 1 4 

Partie 

fixe 
64k 900k 12 0 0 

 

Tableau 3 : Caractéristiques des modèles extraits 

 

Afin de conserver une précision maximale, les interfaces de couplage et de mesure ne 

sont pas sous-échantillonnées dans cette application. Seules celles sur lesquelles sont 

appliquées des températures imposées sont sous-échantillonnées en conservant 4 nœuds par 

interface. C’est le nombre minimal de nœuds que l’on puisse garder en utilisant la technique 

de sélection de nœuds par construction d’une interface virtuelle. Néanmoins, dans cette 

application, on aurait pu construire également un nœud virtuel (comme pour les interfaces 

sources) et relier tous les nœuds de l’interface à ce nœud virtuel par des résistances très 

faibles. Toutefois, cette technique de sélection reste assez spécifique à ce cas d’étude, car elle 

limite le caractère BCI des interfaces d’échange aux conditions de température imposée. 

Cette technique n’a donc pas été appliquée. 

Dans le cas d’une étude en régime stationnaire, la réduction du modèle sous-

échantillonné correspond à une réduction PACT du modèle où aucun pôle n’est conservé 

[KER-97]. Le paramètre fréquentiel de la réduction est alors fixé à 0Hz dans cette application. 

Cette réduction est aussi appelée condensation statique [GUY-65]. Le modèle réduit obtenu 

ne contient alors que les nœuds externes du modèle. Néanmoins, la matrice réduite obtenue 

par la méthode PACT est dense dans le sous-bloc des nœuds externes. Ayant conservé tous 

les nœuds d’interface comme nœuds externes des modèles, une réduction à cette étape de la 

méthodologie densifierait le nombre d’éléments dans les matrices des modèles et donc 

ralentirait la simulation élémentaire de ce modèle. La technique de réduction n’est donc pas 

appliquée dans un premier temps. 

Les modèles sous-échantillonnés sont donc couplés par leurs interfaces respectives de 

couplage. Rappelons que le couplage du modèle de la partie fixe avec un modèle de la partie 
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mobile permet de couvrir 12 angles de rotation du rotor, selon les interfaces couplées et la 

périodicité du rotor.  

Après couplage, les nœuds d’interfaces couplés ne sont plus considérés comme nœuds 

externes. La technique de réduction est alors appliquée afin de ne conserver en sortie que les 

nœuds d’interface de type température imposée et mesure. Les caractéristiques du modèle 

Flex-CTM sont comparées à celles du modèle de référence dans le Tableau 4: 

Modèle 
Nombre de 

nœuds 
NnzG 

Nombre de nœuds d’interface 

Mesure Température imposée 

Modèle de 

référence 
155k 2M 123 924 

Modèle  

Flex-CTM 
139 19k 123 16 

 

Tableau 4 : Caractéristiques des modèles original et Flex-CTM 

 

Sur un ordinateur PC avec des performances classiques (Intel Core 2 Duo, 3GHz, 4Go 

Ram), la génération d’un modèle Flex-CTM du système nécessite environ 8 minutes : 2 

minutes pour l’extraction des modèles, 2 minutes pour le sous-échantillonnage, 2 minutes 

pour le couplage et 2 minutes pour la réduction statique. La génération d’un tel micromodèle 

nécessite environ 1Go de mémoire. En utilisant les deux processeurs du PC, on peut générer 

deux modèles Flex-CTM simultanément, correspondant à deux angles de rotation du rotor. Il 

faudra donc environ 32 minutes afin de construire les 12 modèles Flex-CTM, correspondant 

aux 36 positions du rotor. 

III. Evaluation des résultats 

Afin d’évaluer les performances du modèle Flex-CTM en termes de précision, les 

conditions de simulation appliquées sur le modèle de référence (Figure 4-5), sont également 

appliquées sur le modèle Flex-CTM. La grandeur thermique BT équivalente au champ 

magnétique B est calculée pour tous les angles de rotation du rotor, par pas de 10°. L’interface de 

mesure est rectangulaire et compte 41 nœuds dans la longueur pour 3 nœuds dans l’épaisseur. 

Ainsi, afin de calculer BT, nous évaluons les températures moyennes des lignes hautes et basses 

de l’interface (Figure 4-8). Les résultats de simulation des modèles de référence et Flex-CTM, 
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calculant le champ magnétique dans le capteur en fonction de l’angle du rotor sont illustrés par la 

Figure 4-15 : 
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Figure 4-15 : Evaluation de la précision du modèle Flex-CTM 

 

La courbe rouge illustre l’erreur entre les grandeurs BT du modèle de référence et du 

modèle Flex-CTM. Elle symbolise donc l’erreur uniquement due à la méthodologie. Par ailleurs, 

les modèles des parties fixe et mobile du système n’ont pas été sous-échantillonnés et la réduction 

ne cause aucune erreur en régime stationnaire. Cette erreur est donc uniquement due au 

couplage des modèles. 
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Les simulations des modèles de référence et Flex-CTM montrent une cohérence de 

simulation du modèle selon l’angle de rotation du rotor. Néanmoins, on constate une légère 

erreur quel que soit l’angle de rotation du rotor entre les grandeurs B du modèle de référence et 

BT du modèle Flex-CTM. Cette erreur est une combinaison entre l’erreur due à l’approximation 

du calcul de la grandeur BT (Figure 4-9) et l’erreur de couplage. 

De plus, on constate une erreur plus importante entre ces deux grandeurs pour un angle de 

rotation du rotor de 50°. Pour cet angle de rotation, l’erreur due à l’application de la 

méthodologie est quasiment nulle. L’erreur est donc principalement causée par l’approximation 

du calcul de BT.  

Enfin, on constate une erreur assez importante entre les grandeurs BT du modèle de 

référence et du modèle Flex-CTM pour un angle de rotation du rotor de 60°. Cette erreur est donc 

due uniquement au couplage des modèles et semble compensée par l’approximation de calcul de 

BT. En effet, pour un angle de 60°, l’erreur entre les grandeurs B du modèle de référence et BT 

semble quasiment nulle. 

Les caractéristiques des modèles de référence et Flex-CTM ont montré une grande 

diminution du nombre de nœuds et du nombre d’éléments dans la matrice G du modèle. Cette 

réduction diminue grandement le temps de simulation du modèle. En effet, une simulation à 

l’état stationnaire du modèle de référence dans une position nécessite environ une minute, alors 

qu’une simulation du modèle Flex-CTM dure moins d’une seconde. 

Par ailleurs, la modification de l’angle du rotor sur le modèle de référence nécessite environ 

10 minutes. En effet, cette modification induit une destruction du maillage du système, la 

modification de la géométrie, puis un remaillage de la géométrie. La même modification sur le 

modèle Flex-CTM nécessite seulement 4 minutes : 2 minutes pour le couplage du modèle de la 

partie fixe avec le modèle de la partie mobile approprié, puis 2 minutes pour la réduction du 

modèle. Finalement le Tableau 5 résume les temps de simulation à l’état stationnaire sur une 

position du rotor, et le temps de modification de la position du rotor des modèles de référence et 

Flex-CTM : 

Modèle Temps de simulation Temps de modification 

Modèle de référence ~1 minute ~10 minutes 

Modèle Flex-CTM <1 seconde ~4 minutes 
 

Tableau 5 : Temps de modification et de simulation des modèles de référence et Flex-CTM 
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Notons que le temps de modification du modèle Flex-CTM est le temps maximal de 

modification car dans ce cas, tous les nœuds d’interface ont été conservés. Aucune réduction n’a 

donc été appliquée sur les modèles sous-échantillonnés. Si l’on accepte une dégradation de la 

précision du modèle, on peut sous-échantillonner les nœuds de couplage, puis appliquer une 

première réduction sur les modèles. Le couplage des deux modèles réduits est alors plus rapide. 

De plus, dans ce cas, une seconde réduction serait également appliquée afin de supprimer les 

nœuds de couplage des modèles. 
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Conclusion 

La méthodologie Flex-CTM repose sur une démarche générale permettant de construire et 

d’interfacer des modèles légers dans le but de construire un modèle multi-niveaux d’un système 

complexe. La méthodologie peut s’appliquer à un domaine dès lors que le phénomène physique 

mis en jeu peut être modélisé par un réseau de résistances et de capacités équivalentes. Dans le 

cas de la modélisation en régime magnétostatique, la méthodologie Flex-CTM peut être une 

alternative à la traditionnelle modélisation par réseaux de réluctances et offre une possibilité 

d’exploration très rapide du système. 

Il serait néanmoins intéressant de comparer le modèle Flex-CTM obtenu et le modèle 

réluctant de l’actionneur magnétique étudié sous différents critère : précision, compacité du 

modèle et capacité d’exploration ; et d’étendre ces travaux d’une manière générale aux 

phénomènes transitoires. 
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G2Elab – Laboratoire de Génie Électrique de Grenoble (UMR 5269 Grenoble-INP – UJF – CNRS) 

ENSE3 – 961 rue de la Houille Blanche 

BP 46 – 38402 Saint Martin d’Hères 
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