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2 Introduction

Dans les industries de pointe, comme 'aéronautique titlegenu nécessaire de di-
mensionner les structures avec toujours plus de prégisiotans des délais de plus en
plus courts. La généralisation de I'utilisation des dations numériques répond a ces
besoins a priori contradictoires, en permettant de dienirke nombre d’essais réalisés.
Or, la modélisation des systemes complexes, comme lessau les lanceurs, aboutit
souvent a la résolution d’équations non triviales, damsblution mathématique exacte est
inaccessible. On utilise donc des solveurs numériqueanmles codes élements finis
(EF), pour calculer une solution approchée.

Comme les performances des machines de calcul augmenteidemblement, des
phénomenes complexes, auparavant parfois simplifieex&éme, peuvent dorénavant
étre modeélisés plus finement. Il en est de méme pour lgsediions de certains pa-
rametres, qui peuvent étre prises en compte dans leslespa& qui aboutit a rendre
ceux-ci de plus en plus réalistes.

L'art du modélisateur consiste donc a modéliser au pligsejles phénomenes phy-
sigues et leurs dispersions, tout en effectuant des hgpethsimplificatrices afin d’obte-
nir un modele discrétisé qui ne soit pas trop lourd en &ed® temps de calcul lors de la
simulation numérique. Il est cependant nécessaire &'ave entiere confiance dans les
calculs effectués. Tout I'enjeu est alors de maitriseedit entre la solution approchée et
la réponse de la structure réelle, et donc de s’interregela validité des résultats obtenus
en tenant compte des differentes sources d’erreurs etattitudes rencontrées :

— d’une part, dans la phase de modélisation :

— lors de la modélisation des caractéristiques ou du cofmment du matériau,
— lors de la modélisation de la géomeétrie,

— lors de la modeélisation des charges extérieures,

— lors de la modélisation des conditions aux limites,

— d’autre part, dans l'utilisation d’'un modele élémefimss :
— provenant de la discrétisation du probleme.

L'objectif de tout modélisateur est de quantifier et colgrtes erreurs. Les méthodes
développées dans ce cadre de maitrise des modelesgantam deux domaines : Vali-
dation et Vérification (voir la Figure 1).

Le domaine de la vérification des modeles s’attache atdigar’erreur commise
entre le modele conceptuel (de mécanique des milieuxram)tet le modele discrétisé
(informatisé). De nombreux travaux ont été menés aueces ou sont en cours dans
ce domaine. Trois types de méthodes existent, utilisaatwme un estimateur d’erreur
different :

— un estimateur basé sur le concept d’erreur en relatiorodgartement et sur des

techniques de construction de champs admissibles [1];
— un estimateur associé a la vérification des conditiéeguilibre [2];
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Fic. 1: La maitrise des modeéles.

— un estimateur fondé sur le défaut de régularité dell#isn éléments finis, et utili-
sant le lissage des contraintes [3].
Pour plus de renseignements concernant ces méthodesr&f@resa a [4] et [5].

L'autre part du contrble des modeles, celle sur laquellesrallons porter notre intérét,
concerne la validation des modeles. Initialement vue centemvalidation par un en-
semble d’essais définis du modele numérique employts teematique est aujourd’hui
définie plus globalement comme la validation du modelésétpour prévoir le compor-
tement de la structure réelle étudiée. Le modele clumgiainsi représenter "suffisam-
ment bien” la réalité considérée, le niveau de qualttendu étant défini préalablement
par I'ingénieur. Cette question est controversée (Wjr7, 8, 9, 10, 11, 12, 13]), car
certaines personnes pensent qu’'un modele ne peut pasétie, mais seulement inva-
lidé. Cependant, de nombreux ingénieurs utilisent le 'alidation” pour désigner une
procédure issue de regles pratiques et expérimentsdesant qu’une structure réelle doit
se comporter comme souhaité. Des coefficients de séawoitf alors introduits pour as-
surer des prédictions conservatives. lls permettent dedoe en compte les incertitudes
et dispersions présentes en phase de modélisation, baigissent souvent a des sur-
dimensionnements conséquents.

De plus, un modele déterministe, méme bien discr@&isecalé, peut ne pas rendre
compte efficacement des incertitudes sur les chargemesgsgidpersions structurales
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FiG. 2: Situation de la théorie des méconnaissances dans |laseaies modeles.

dans les caractéristiques des matériaux, ou d’erre@es laux hypotheses associées a
la modélisation de certaines parties, comme les liaigBréce aux développements des
moyens de calcul, il est aujourd’hui possible de modélisararactere stochastique de
certaines variables en faisant, par exemple, des hypgises leurs lois de probabilité.
La prise en compte de ces variabilites dans les modelegegshue une problématique
majeure des industriels, afin de pouvoir prédire, en phaseodception, le comporte-
ment de toute structure réelle produite, autrement ditaite e la conception robuste.
Au final, I'objectif, présent derriere les demarches dkdation de modeles dans le cadre
stochastique, est de connaitre et maitriser les marflesdaine part, de s’assurer de la
robustesse des structures produites et, d’autre part, leseales codts.

C’est dans ce contexte de validation et de calcul robuste goprise en compte
des incertitudes que s’insere la théorie des mécoraraiss l(ack-Of-Knowledge (LOK)
theoryen anglais), initiee dans [14], détaillee dans [15] &]][®t prolongée par les tra-
vaux présentés ici. L'objectif, schématisé sur la g2, est d’obtenir une enveloppe des
reponses réelles d’'une famille de structures semblables

L'idée a la base de la théorie des méconnaissances @sbdeliser les incertitudes
a I'échelle de sous-structures. La force de cette mé&ttest de se baser sur un seul cal-
cul de structure pour prévoir le comportement de toutecire particuliere produite.
Ainsi, avec cette modélisation, les dispersions sur urentii@ d’intérét sont obtenues
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par post-traitement. Cela est possible car la valeur dedatgé d’intérét d’'une structure
particuliere de la famille produite n’a que peu d'impoxtaraux yeux de l'ingénieur di-
mensionnant une structure, ce qui importe est d’en avointervalle de confiance pour
la famille de structures considérée. Le gain en terme ppard précision sur temps de
calcul, par rapport & une méthode probabiliste paramé&tiou une méthode basée sur les
intervalles, est alors conséquent.

Jusqu’a présent, seules des incertitudes portant surgidgés structurales ont été
prises en compte, et ceci dans le cadre de la dynamique detuséss (c.f. [16, 17]). Ces
incertitudes sont modélisées par l'introduction deatalies internes, nommées méconnais-
sances de bases, définies énergétiquement a I'ecleefleus-structures, ce qui permet de
globaliser diverses sources d’erreur. Une étape de padipagpermet ensuite d’obtenir les
méconnaissances effectives, autrement dit les bornéateg\alle qui a une certaine pro-
babilité de contenir la quantité d’intérét recherehbes quantités d’intérét peuvent &tre
de type pulsations propres, ou projections de modes profifiesde pouvoir connaitre
les valeurs de méconnaissances de base représentativestiucture, une étape clé, dite
de réduction, est développée dans [16, 18, 19], qui peiimkes identifier a partir d’essais
réalisés sur quelques structures. Cette démarcheddetién des méconnaissances a été
illustrée avec succes sur le support de satellites Sypdagent dans le lanceur Ariane 5
(voir [20, 21, 22]).

Pour compléter cette théorie, il était cependant reaies d’élargir les incertitudes
susceptibles d’étre modélisées a celles portanteavifonnement des structures étudiées,
ainsi que de fournir un cadre pour évaluer la probabil@é&léfaillance d’une structure.
Certaines extensions ont déja été partiellemenenmtégs (voir [23, 24, 25]). Ce sont ces
extensions, inscrivant la méthode dans une perspectiwieeption robuste, qui font
I'objet de ce manuscrit.

Dans l'optique d’évaluer la capacité de la théorie dezomhaissances a représenter
des dispersions réelles, une partie des travaux pesemhtre qu’il est possible de cal-
culer la méconnaissance, portant sur une rigidité, guespond a une certaine dispersion
réelle. Ce calcul de méconnaissance est effectué suxampe simple de barre en trac-
tion, par comparaison a une dispersion réelle modelEl une rigidité stochastique.
Pour differents types de description du caractere sgichee de cette rigiditeé, on cal-
cule, de maniére analytique, la dispersion résultanteeene de déplacement solution.
Parallelement a cela, un modele avec méconnaissanda sgidité de la barre permet,
par propagation, d’encadrer cette dispersion. Pour urtzapitité deP donnée, il est alors
possible d'identifier la valeur de méconnaissance absartisaux mémes bornes de dis-
persion.

Afin de pouvoir traiter une gamme de problemes plus larges extension proposée
porte sur la définition de méconnaissances sur I'envieament des structures. En effet, les
incertitudes présentes de maniere générale sur lathdisons d’efforts appliqués a une

Sur la tteorie des réconnaissances en conception robuste



6 Introduction

structure, ainsi que celles effectuées sous forme d’lingsets lors de leur modélisation
sont souvent tres importantes. Le manque de connaissantss approximations ef-
fectuées lors de la modélisation sont, en effet, souvemlas grande ampleur que dans
le cas de la modeélisation des rigidités structurales. Reiare analogue a ce qui a été
effectué pour les rigidités, la description adoptéeciensiste a raisonner de maniéere
énergétique. La modélisation de ces incertitudes pediea découpler les sources :

— d’une part, en les modélisant a I'echelle de sous-8iras, choisies de facon per-
tinente en tenant compte de la géométrie et de la répartie chaque distribution
d’efforts;

— d’autre part, en modélisant de maniere séparée lestinmes présentes sur I'am-
plitude et celles sur la direction des efforts en définisdanx types de méconnais-
sances de base pour chaque distribution.

La description adoptée n’est donc pas paramétrique,ldaens ou I'on modéliserait
chaqgue composante des efforts, mais plus globale et pltisjyegpour I'ingénieur. En
effet, le fait de modéliser séparément les méconnagesasur I'amplitude et celles sur la
direction des efforts est bien adapté pour traiter legmédions obtenues a I'aide de cap-
teurs : I'erreur effectuée sur la direction de positioneatrdu capteur peut étre évaluée
indépendamment de celle sur 'amplitude mesurée.

Dans la méme optique d’extension des types de probléensesgtibles d’étre traités a
I'aide des méconnaissances, nous proposons une mdibglidas méconnaissances plus
adaptée aux parametres anisotropes. On introduit airggb@rateur des méconnaissances,
qui permet de représenter des niveaux de méconnaissanedles selon la direction
d’étude du parametre considéré. Cette descriptiopasiculierement bien adaptée aux
cas de matériaux orthotropes, ou aux cas ou les donnegsoctent des incertitudes va-
riables selon la direction d’étude.

Comme précisé precédemment, la théorie des mécssaraies a été initialement
définie en dynamique des structures. Un des aspect dultpagaenté ici a donc été de
définir un cadre pour pouvoir 'utiliser sur des problendesstatique, en définissant une
propagation des méconnaissances a des quantitésrétintiles en statique. Ces quan-
tités peuvent étre des déplacements locaux, des cotgsdocales, ou, plus généralement,
toute quantité pouvant étre obtenue par une techniquérdion a partir du déplacement
solution du probleme de statique. La propagation des méiesances définie ici se base
sur une linéarisation de la quantité d'intérét peranattde I'exprimer en fonction des
énergies intervenant dans les differentes définitiesméconnaissances de base.

Enfin, le dernier aspect des travaux présentés ici coadetilisation de la théorie des
meéconnaissances dans un cadre de conception robustgdtibbst de pouvoir prédire
la ruine d’'une structure. Nous détaillons ainsi le calcuhé probabilité de défaillance
d’une structure basée sur sa modélisation avec des méaiszances, et sur la donnée
d’un critere de défaillance, pour le moment défini comme&dmparaison d’'une quan-
tité d’intérét a une valeur limite. Cette probabil#ét évaluée de fagcon conservative a
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partir de la borne supérieure de la quantité d’intécgtespondante obtenue par propaga-
tion du modele avec méconnaissances. On ajoute a cethgaéion de la probabilité de
défaillance de la structure la donnée d’un indicateuradeérge disponible par diminu-
tion des méconnaissances. Cet indicateur est tres atfiiémermet de savoir quelles sont
les méconnaissances de base les plus influentes, et pénsiet Bingénieur de savoir ou
faire un effort de connaissance pour améliorer la fiahilit”

La rédaction de ce document, reprenant les points d&tgllecédemment, s’articule

de la maniere suivante :

— Le premier chapitre présente une étude bibliographigae exhaustive, des tra-
vaux concernant le calcul de structures non-détermmigige ces méthodes soient
probabilistes ou non; nous nous attacherons égalemeoyil@aer les principales
méthodes sur un exemple simple.

— Dans un second temps, nous détaillons plus particatiént les bases de la modéli-
sation des incertitudes par la théorie des méconnaissaea la situant dans le
cadre de la validation des modeles; nous tenterons de endintterét et la perti-
nence d’'une telle modélisation par le calcul de mécomsaaises correspondant a
des dispersions réelles.

— Le troisieme chapitre expose des apports permettant déliser des incertitudes
portant sur I'environnement de la structure étudiéesiajju’une extension de la
définition des méconnaissances sur les rigidités posirpdeblemes anisotropes.
Pour traiter des problemes quasi-statiques, nous y pomgogussi une méthode
permettant de propager toutes sortes de méconnaissanbeselsur des quantités
d’intérét de type contrainte ou déplacement local. Beut est illustré par quelques
exemples.

— Nous proposons ensuite une approche permettant d’es@nm&faillance d’'une
structure a partir d'un modele avec méconnaissancdte @pproche, appliquée a
la rupture d’'une structure 3D, permet d’inscrire la théaans I'optique de concep-
tion robuste.

— La mise en oeuvre de la méthode sur une structure indilestiaé I'objet du cin-
guieme et dernier chapitre.
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Chapitre 1

Elements de calcul de structures non

deterministe

Dans ce premier chapitre, nousgsentons succinctement les

principales néthodes noné&terministes en calcul de

structures. On s’attachera les mettre en application sur un

exemple, en I'occurrence une barre en traction simple.
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Présentation 11

1 Présentation

Nous nous situons dans ce chapitre dans le cadre génénatal#emes de mécanique
des structures comportant des incertitudes. Ces inadgtrencontrées peuvent étre liees
a des dispersions des valeurs de certains parametresermaux hypotheses effectuées
lors de la modélisation, ou encore a une mauvaise coraraiesles parametres du modele
ou, plus généralement, des phénomenes physiqueseserme. Selon la connaissance
dont on dispose, les incertitudes rencontrées peuverg atee de differentes natures,
plus particulierement :

— des incertitudes statistiques, dont on connait la loi déabilité ;

— des incertitudes non probabilistes, dont on connait gadies bornes de dispersion.

Nous rappelons donc ici, sans étre évidemment exhaustifi$ d'abord les bases
des méthodes utilisant les probabilités pour modélissrparametres incertains d’un
probleme, puis celles des méthodes non stochastiques.

On s’attachera ici a mettre en évidence les idées de bes@rihcipales méthodes
permettant de décrire des incertitudes. Ce sont souventalglages de ces differentes
méthodes qui sont efficaces pour traiter des problemesdamigue des structures.

2 Meéthodes stochastiques en calcul de structures

2.1 Introduction

Les méthodes stochastiques sont, comme leur nom l'indigpsees sur I'usage des
probabilités pour modéliser les incertitudes. Ellessistent a étudier les effets sur la sor-
tie des incertitudes portant sur les parametres d’ent@esidérés donnés, des modeles
mécaniques. Les connaissances portant sur les incexitiedces données d’entrée peuvent
permettre de les modéliser en tant que :

— variables aléatoires, c’est-a-dire des fonctionsapeddant que de I'aléa, donc uni-
formes en espace et en temps;

— champs stochastiques, c’est-a-dire des fonctionsizme a la fois de I'aléa et de
'espace;

— processus stochastiques, c’est-a-dire des fonctigpardiant de I'aléa et du temps.

Une fois choisi le type de modélisation, differentes nogles existent pour calculer
la réponse aléatoire d’'une structure comportant desmtras stochastiques. On trouve
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12 Elements de calcul de structures non gterministe

principalement dans la littérature, les trois méthodegsites :

— La méthode de Monte Carlo, détaillée dans le paragr@pmeest la plus simple
et intuitive : on génere numériguement des réalisaties variables aléatoires ca-
ractéristiques des parametres structuraux incerthiessemble des réponses cor-
respondantes est ensuite calculé. Enfin, un traitemergtgjae, par des méthodes
appropriées, permet de qualifier I'incertitude, qui peaaitef I'objet d’'une étude
ultérieure de fiabilité.

— Par une méthode de perturbation (voir le paragraphe @&ili3ant des décomposi-
tions en série de Taylor des parametres d’entrée et die,son peut exprimer des
relations linéaires entre des caractéristiques deplange aléatoire et les parametres
structuraux incertains.

— Par les méthodes intitulées de projection sur le chatai{ttes dans le paragraphe
2.8), on décompose partie aléatoire et partie spatisdecdamps stochastiques en
présence en effectuant leur decomposition spectraleadeuiden-Loeve (présentée
dans le paragraphe 2.2). Il est ensuite possible de dés®nfzopartie aléatoire de
la réponse cherchée en utilisant, soit une décompaosticsérie de Neumann, soit
une projection sur le Chaos Homogeéne. La partie spatidlels représentée par
eléments finis. En discrétisant ainsi partie aléateingartie spatiale, on obtient une
approximation sous forme de surface de réponse de lasoliRbur effectuer une
analyse statistique de cette réponse, on a souvent reaalgs tirages de Monte
Carlo sur cette surface de réponse.

2.2 Rappels de probabilies

Tout d’abord, rappelons brievement quelques notions dbghilité qui seront utiles
plus loin. Ces notions concernent les types de descriptisaiples des incertitudes. Pour
plus de précisions, on consultera par exemple [26].

Variables aleatoires.
Une variable aléatoire, fonction a valeurs d&pgst entierement définie par la donnée
de:
— soit sa fonction de répartition (notee CDF peumulative density functignCette
fonction prend des valeurs entre O et 1;

— soit sa fonction densité de probabilité (notée PDF pooibability density functiop
dont I'intégrale est la fonction de répartition. Cettedtion est celle que I'on ap-
proxime en effectuant des tirages de Monte Carlo et en legseptant sous forme
d’histogrammes;
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— soit la donnée de tous ses moments.
Souvent, on se contente de donner ses deux premiers mogeaisi’'ordre 0, appelé
moyenne ou espérance, et celui d’ordre 1, la variance.

Loi uniforme.
La densité de probabilité pour une variable aléataii®) centrée réduite suivant une
loi uniforme est la fonction :

fo(X) = 2—% vx e [-V3;V3. (1.1)

En effet, de maniére générale, la variable aléato{® suivant une loi uniforme ne
prend des valeurs que dans un certain intervalle, Inak&nc sa fonction densité de proba-
bilité fy est nulle en dehors de cet intervalle et est constante &iomme la probabilité
cumulée sur l'intervalle est unitaire :

/lfa(x)dx: 1 (1.2)

alors 1
fu(X):l— sur | (1.3)

oul est la largeur de l'intervalle. Or, pour une variable ad@ato (8) centrée réduite, la
densité de probabilité doit satisfaire aux conditionsrigyenne nulle (la variable est dite
centrée) et de variance unitaire (la variable est diteitéjl:

{ <a(8)>=0 (1.4)

<a?@)>=1

La premiere équation implique la symétrie de I'intetedl de définition de la fonction
densité de probabilité, sdit= [—a; a] ; la seconde imposa= /3.

Loi normale (ou gaussienne).
La densité de probabilité pour une variable aléatoirendgenneu et d’écart typeo
suivant une loi gaussienne est la fonction :

2
f(x):#exp(_“%g) ) VX € [—oo;-+od]. (15)

Cette loi présente des propriétés importantes : d’'umg paute I'information est
donnée directement par les parametres 0. D’autre part, c’est la loi que I'on obtient
naturellement en additionnant un grand nombre de variadl&stoires indépendantes,
d’apres le théoreme central limite, dont 'énoncélestuivant :
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Si I'on considéeren variables aléatoires indépendante®), ..., Yq(0)
d’espérances respectivaset d’ecarts types respectifg, alors la loi de répartition de :
n

S$1(8) = 3 %(6)
k=1

tend lorsquen — o vers une loi normale d’espéranget d’'écart typeo qui s’expriment :

n n
n=> W et GZMZoﬁ
k=1 k=1

Cela explique pourquoi les parametres structuraux senéglement modélisés par
des variables aléatoires de loi normale.
En pratique, afin d’éviter la possibilité de valeurs rtage et donc sans signification phy-
sigue pour bon nombre de parametres mécaniques commgitées, on peut :

(1.6)

— soit considérer une loi gaussienne bornée, quitte arlarmaliser ensuite titre
d’information, en bornant une loi normale centrée réslait’intervalle[—3o; 30],
on conserve 994% des réalisations; en la bornart&.60; 2.6c], on en conserve
plus de 99%.

— soit considérer une loi lognormale (présentée cesprdont la distribution est tres
proche de la loi normale sur son domaine de définif@yn-oo|,

Loi lognormale.

L'utilisation de la loi lognormale (plutdt que normale)rpeet d’éviter les occurrences
négatives de la variable aléatoire, sans sens physiqueldaas de la modélisation de
rigidités, que permettrait une loi gaussienne. Son doendéndéfinition est en effet reduit
a [0;+oo[. La densité de probabilité pour une variable aléatogersbyenneu et d’écart
typeo suivant une loi lognormale est la fonction :

—(log(x) —M)?
- \/ﬁdexp( 2

Dans cette expression, le paraméfrpermet de centrer la loi autour de la valeur moyenne
de la distribution, notép, qui vérifie :

f(x) ) VX € [0;4-00]. (1.7)

_ d?
u:exp<M+7) (1.8)

La variance de cette loi, not@#, vaut :

o? = 1 (exp(d?) — 1) (1.9)
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FiG. 1.1: Densitées de probabilite pour des lois normale et logntgmde méme
moyenne|i= 1), et méme écart type(= 0, 2).

Comme on peut le voir sur la Figure 1.1, ou sont représsnites fonctions densités
de probabilité d’'une loi normale et d’'une loi lognormale,démes espérancg£ 1) et
écart type § = 0, 2), ces deux lois sont relativement proches[Bii-o[. On peut cepen-
dant reprocher a la loi lognormale la non-symétrie de saitkede probabilité par rapport
a la valeur moyenne.

Principe du maximum d’entropie.

Afin de déterminer la "meilleure” loi de probabilité d’'unvariable aléatoire vérifiant
un certain nombre de contraintes, on peut utiliser le ppga@u maximum d’entropie,
défini dans [27, 28]. Ceci est particulierement intéa@sslans le cas ou le choix de la loi
de probabilité d’'un parametre aléatoire a modélisestrpas évident.

Des applications récentes de construction de loi de pilitgete parametres aléatoires
par le principe du maximum d’entropie sont présentées {24 30, 31].

La notion d’entropie d’une variable aléatoaé€9), de fonction densité de probabilipé
sur un domain®, qui fut introduite dans [32] et qui caractérise la quandtinformation
manquante, est définie par :

s(a(8)) = - | p(y)In(p(y))dy (1.10)

En choisissant la loi respectant les contraintes donn&esuemisant I'entropie, on
choisit la loi pour laquelle une incertitude maximale egifmsée concernant ce que I'on
ne connait pas, et pour laquelle toute l'information edis@e.
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Ainsi, si 'on cherche, par exemple, a déterminer une épdbbabilité sur 'intervalle
[a; b] (aveca # b), la maximisation de I'entropi&(a (8)) sous la contrainte de normalisa-
tion

b
| pydy=1 (1.12)
implique nécessairement :

p(y) = b—_a (1.12)

Cela correspond a la loi uniforme. Il semble en effet logique cette loi permette de
maximiser I'incertitude sur un intervalle; b}, car aucun point de cet intervalle n'a de
raison d'étre plus probable qu’un autre.

Fonction d’'une variable aléatoire : méthode pratique dite du changement de va-
riable.
Trouver laloify(y) de la variable aléatoiré(0), fonction d’'une autre variable aléatoire
X(0) par I'expression :
Y(6) =9(X(6))) (1.13)

en connaissant la fonction densité de probabilit&le la variableX(8), c’est trouverfy
vérifiant pour toute fonction continue bornéda définition de I'espérance dg0) :

Ehy)) = [ ) h(y)dy (1.14)

Or, par un changement de variables, cette espérance p&ptigier comme sulit :
Elhy)) = Elh(@()] = [ hgix) fx(x)dx (1.15)
De maniere générale, on effectue une partitiorRden intervalledy, - - -, I, tels que

pour chaqué;, 1 <i < n, lafonction g soit strictement monotone et continuemeféiain-
tiable. Puis, par le changement de varialglesg(x), on obtient I'expression de la fonction
densité de probabilité d&(8) :

(1.16)

avec la convention que |8%terme est nul si la fonctiog—! n’est pas définie sur.

Cette méthode est utilisée pour calculer analytiquehastensité de probabilité d’'une
variable aléatoire de sortie, lorsque I'on connait sgoression en fonction des variables
aléatoires d’entrée, ainsi que leurs fonctions dergstérobabiliteé. Cependant, ce cal-
cul est rapidement tres difficile sur le plan théoriguesdpre la fonction, notég ici, est
non linéaire, ou bien lorsque la variable aléatoire déesadépend de plusieurs variables
aléatoires d’entrée.
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Champs stochastiques et@composition de Karhunen-Lave.

Sil'on choisit de modéliser un parametre mécaniquerbagepar une variable aléatoi-
re, comme précisé dans le paragraphe précédent, dinjgibthese d’homogénéité en es-
pace du parametre. Si cela s’avere trop restrictif, @igoera le modéliser par un champ
stochastique et ainsi tenir compte de sa variabilité afgatMais les champs stochas-
tigues sont plus complexes a manipuler que les variab&staites. En effet, le calcul
d’'une fonction d’un ou plusieurs champs stochastiquesesstu d’autant plus difficile
que a chaque point de I'espace est associée une dengitélzbbilité.

Pour simplifier I'analyse, on utilise généralement deprapimations des champs
étudiés en séparant variation spatiale et variatieatalfe. Il est ainsi possible de décom-
poser un champ stochastique dorii&, 8) sur une base d’espace déterministe, par la
décomposition de Karhunen-Loeve (voir [33]), qui revienl’exprimer sous la forme
suivante :

E(x0) = E() + 3 &(0) VA0 1.17)

OU A etd;(X) sont respectivement les valeurs propres et les vecteupsgzdu noyau
de I'opérateur de covariance défini comme :

Ce(x1, %) = (E(X1,8) —E(X1))(E(X2,8) —E(X2)) (1.18)

avecY (x) I'espérance d&'(x,0) ; lesA; et ¢j(x) sont en fait solutions de I'équation
intégrale, souvent résolue numériquement :

/D Ce(X1, X2) i (X1)dxg = Aidi(X) (1.19)
ou D désigne le domaine spatial sur lequel le champ stocha&d(u0) est défini.

Les variables aléatoirds(0) sont quant a elles non corrélées, d’espérances nulles e
d’écarts types unitaires :

&i(0) =0 et &(0)&;(0) =& (1.20)

Ces variables aléatoires sont en fait les moyennes du cE&ryf)) pondérées par les
fonctions de I'espacé; (X) :

£(0) = Tlx | Ex00i(x10x (1.21)

L'analyse du champ stochastique se résume ainsi a Béflds simple, d’'un nombre
fini de variables aléatoires indépendantes.

On utilise souvent une troncature de la decomposition gafise ramener a un nombre
fini de variables aléatoires. On peut montrer que les valpropres\; sont des quantités
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décroissantes quamédugmente, et que, plus le champ a décomposer est prochraitu b
blanc, plus on a besoin de termes dans la decompositionji@lique qu’en pratique,
comme les champs stochastiques utilisés sont assezs"ligsu de termes sont gardés
dans la décomposition de Karhunen-Loéve.

2.3 Préesentation de I'exemple

Dans la suite, nous appliquerons les differentes méthadiéexemple suivant. On
considere une barre en traction en imposant un effatéterministe (voir la Figure 1.2).
Sa rigiditeK (8) est incertaine (incertitude ayant pour origine, par exemphe section
S(6) ou un module d’Youndg(0) incertain), modélisée par une variable aléatoire,cat I
recherche le déplacemduni{B) en son extrémité.

/ .

4

FIG. 1.2: Poutre a rigidité uniforme en traction.

Le systeme a résoudre est donc le suivant :
K(B)U(8)=F (1.22)

On peux exprimer la rigidité sous la forme :
K(0) =K(1+80a(8)). (1.23)

ou 'on fait apparaitrer(0) la variable aléatoire centrée (i.e. de moyenne nuligite
(i.e. de variance unitaire) qui porte 'aléd.est I'espérance de la rigidité(0), etd son
coefficient de variation (I'écart type vaut ald(s).

On étudiera la réponse en déplacement pour les cas dedqisobabilité de rigidité
uniforme et gaussienne. Dans un souci de simplicité, ondped= = 1IN etK = IN.m L.

2.4 Calcul analytique de la densi de probabilite, cas uniforme

Pour le cas simple de la barre en traction, il est possiblabeler analytiquement la
densité de probabilité dé¢(6) par la méthode de changement de variable rappelée dans le
paragraphe 2.2. Dans un premier temps, nous détaillore icalcul en considérant que
la rigidité suit une loi uniforme.
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Expression de la densi¢ de probabilité de la rigidité
On rappelle I'expression de la rigidité en fonction de sayemmeK, son coefficient
de variationd, et faisant intervenir une variable aléatoire normaldrésm (0) :

K(0) =K(1+50(0)) (1.24)
Pour une loi de rigidité uniforme, la fonction densité delgabilité dex (0), représentée
sur la figure 1.3 vaut (voir le détail du calcul dans le paapbe 2.2) :
1
fo(X) = o5 € [—V3;V3]. (1.25)

D’apres I'équation 1.24, la fonctiok(a(8)) = g(a(8)) est monotone, donc la fonc-
tion densité de probabilitéc deK(0) se calcule aisément par la méthode de changement
de variable :

fa (X
fic (y) = “dg)- (1.26)
| ax |
Ainsi, la densité de probabilité de la rigidik& 6) vaut :
1 — _
fi (y) = —  Vye [K(1-v358);K(1+/39)]. 1.27
<) = 5 e W E KL V38K (1+V30) (1.27)
1.5
1,
0.5
=
3
O,
-0.5

FiG. 1.3:Fonction densité de probabilité d¢6) pour une loi uniforme.
Expression de la densi de probabilité du deplacement

De la méme maniere, la densité de probabilitéJd8), représentée sur la figure 1.4,
s’obtient en considérant la fonctidriK ) définie par :

= h(K) (1.28)
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2.5

1.5}

0.5}

0.6 0.8 1 12 14 16 18 2 22
X

FiG. 1.4: Fonction densité de probabilité tg8) pour une loi uniformeK = IN.m™!
etd=0.1).

Cette densité de probabilité s’exprime alors :

F F

fu(y) R vE K= V) (1.29)

- T = 4 V €
2/38Ky? Y

On remarque que, en partant d’une loi de rigidité uniforamegbtient une loi de pro-
babilite du déplacement en—

=, Ce qui concentre les réalisations de déplacements
possibles pres de la borne inférieure (voir figure 1.4).

2.5 Calcul analytique de la densi de probabilite, cas gaussien

Nous détaillons dans ce paragraphe le calcul analytiqleediensité de probabilité de
U (8) dans le cas ou la rigidité suit une loi gaussienne.

Pour obtenir une loi de rigidité normale a partir de I'atjan 1.24, il faut que la

variable aléatoire normale centrée réduif®) (représentée en figure 1.5) ait pour densité
de probabilité :

fa(X) = \/%Texp(—x—zz) Va g] —oo; +oo] (1.30)

On préfere borner cette loi sure [—a;al, aveca choisi de fagon & supprimer les occu-
rences de rigidité négative (en assunant O dans I'eéquation suivante 1.31). Alors, apres
application de la méthode décrite precédemment, latfon densité de probabilité de
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U(8) vaut :
(y-K)?
ron(45) -
fuy) = pour ye | : ] (1.31)

K3v/2my?

On remarque que, du fait de 'inversion H¢0), u(B) ne suit pas une loi gaussienne,
comme on peut le voir en figure 1.6.

K(1+ad) K(1—ad)

0.16

0.141

0.12r

0.06 -

0.04

0.021

fu—gauss(x)
(&)

F1G. 1.6: Fonction densité de probabilité dg0) pour une loi gaussienne.

Ces calculs analytiques serviront par la suite a companetfexemple simple les
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méthodes stochastiques décrites, en gardant en mémuésepour des exemples plus
compliqués, la solution analytique n’est pas aussi facialculer.

2.6 Methode de Monte Carlo

Principe.

La méthode stochastique la plus simple et la plus répaadul méthode de Monte
Carlo, car elle consiste a effectuer un grand nombre dellsatteterministes. Les étapes
de cette méthode sont les suivantes :

— on génere des réalisations (autrement appelée®s$yatps parametres aléatoires,
selon leur loi de probabilité ;

— puis on effectue un calcul déterministe pour chacun dages (qui correspondent
dans notre cas chacun a une structure) ;

— enfin on procede a I'étude statistique que I'on souhadétermination des mo-
ments, ou de la probabilité d’'occurence d’un certaimewneent.

Le fait que I'on ait uniquement des calculs déterministefféctuer montre la grande
simplicité de mise en oeuvre de cette méthode. Cepenclamine la vitesse de conver-
gence de la méthode de Monte Carlo estﬁe un nombre suffisant de tirages doit étre

effectué afin de faire converger I'étude statistique d@pense.

Application a I'exemple.

Sur les figures 1.7, 1.8, 1.9 et 1.10, on compare, selon le reod#tirages, la den-
sité de probabilité obtenue par tirages de Monte Carlprésentée sous forme d’histo-
grammes) a celle issue du calcul analytique (représamtérait continu) mené précédem-
ment, ceci pour chacun des cas de loi uniforme (figures 1.Bgelgaussienne (figures
1.9 et1.10).

On vérifie ainsi qualitativement la nécessité d’avoirnombre suffisant de tirages
pour avoir des résultats proches de la solution analytiGiest le principal frein a I'utili-
sation de tirages de la méthode de Monte Carlo, car cel abiér en temps de calcul.

2.7 Meéthode de perturbation

Principe.

La méthode de perturbation est 'une des facons de tridtiéa utilisées dans les
méthodes deElement Finis Stochastiques (nomm&3EM pour Stochastic Finite Ele-
ments Methodn anglais), lorsque la description des incertitudes dstteee a l'aide
de variables aléatoires. On utilise ici une déecompasiéio séries de Taylor : la réponse
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—_

fu

S = N W 00 O N 0O ©

0.85 09 095 1 1.05 1.1 115 1.2 1.25
u

FiG. 1.7:Fonctions densité de probabilité d€6) pour une loi uniforme (100 tirages).

0
0.85 0.9 0.95 1 1.05 11 115 12 1.25
u

FiG. 1.8:Fonctions densité de probabilité 86) pour une loi uniforme (10000 ti-
rages).

aléatoire est ainsi une fonction linéarisée des panaséncertains du modele.

De maniére générale, I'équation du probléme disseéstK (6)U (6) = F(0). Si les
variables aléatoires varient peu autour de leur valeuremog, on peut effectuer leur
développement en série de Taylor autour de cette valeyenmz. Ce développement
a l'ordre deux par rapport aux variables aléatoires, notéeg s’écrit, pour la rigidité
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0
07 08 09 1 11 12 13 14 15

FiG. 1.9:Fonctions densité de probabilité d56) pour une loi gaussienne (100 ti-
rages).

0
07 08 09 1 11 12 13 14 15
u

FiG. 1.10:Fonctions densité de probabilité dg6) pour une loi gaussienne (5000 ti-
rages).

(supposée connue) et le déplacement (recherché) :

n 1 n n
K = KO+ZK{ei+§ZZK;}siej (1.32a)
i= i=1j=1
0 4 I 18 & 1
U = U +)U'g+2 Uji €i€j (1.32b)
RPN

ouK? K| etK|| désignent respectivement la moyenne, et les dérivammsipres et se-
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condes de la matrice de rigidité par rapport aux variablestaires U°, U etU/! sont
les quantités analogues définies pour le champ de dépéatesolution.

On effectue alors la résolution du systeme ordre par ofdmes le cas du développe-
ment & 'ordre deux, on obtier(i, j) € [1..n)?:

KOUC=F (1.33a)
KOU! = —KIU® (1.33b)
KU = —Kju] —Klu! —KHiu® (1.33c)

Lors de l'utilisation d’'une méthode utilisant cette dégmosition, il faut garder en
mémoire qu’elle utilise une linéarisation, et donc que domaine de validité est réduit a
de petites variations.

Application a I'exemple.

On montre ici la mise en oeuvre de cette méthode sur I'exemtaillé en 2.3. Le
systeme a résoudre d§{0)U (6) = F (correspondant a I'équation (1.22)), aue®) =
K(1+da(8)) (correspondant a I'équation 1.23).

On effectue le développement de Taylor, aveiet 1 car il y a une seule variable
aléatoirep (8), comme parametre incertain. Les équations (1.32)ig&utrdonc :

1
K = K'4Kqha+ é|<MA0(2 (1.34)
0 1 2
U - U —|‘ UﬂAG —|— §U7GGAG (135)
La résolution du systeme ordre par ordre donne :

ordre O KOUO=F (1.36a)
ordre 1 KOUq = —KqU° (1.36h)
ordre 2 IKOU o = —K qU g — 3K qqU° (1.36¢)

Or, d’apres I'expression (1.23), les dérivées suceesdieK (o) sont :
KO=K (1.37a)
Ka=%=Kb (1.37b)
Kaa = 2K =0 (1.37¢)

Les équations (1.36) permettent donc de déduire lesétsisuccessives du déplacement
u(e):

uo==f (1.38a)
Ug=-3U0=-F° (1.38b)
Uga =—20Uq = %62 (1.38c)
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Enfin on peut reconstituer le déplacement par I'expresseoson développement de Tay-
lor (1.35), sous réserve de petites variations autour galsar moyenne, et I'on obtient :

U (o) = % 1 5a(8) + (5a(8))7] (1.39)

On remarque que le résultat (1.39) n’est autre que le dppelment limité a I'ordre 2
ena(0) du déplacement & partir de son expression sous la forme :

F

U= RL+3000) (1.40)

qui est la solution du probleme déterministe avec la iigidéfinie par I'équation (1.23).
Le principal avantage de cette méthode est que I'on n'apagerseiK ().

Une facon de caractériser cette approximation du déepiaat est la donnée de sa
moyenne, notéec U >, et de sa variance, not@ (on rappelle sa définitiono? =<
U2> — <U >2). Aprés calcul, il s’avére que I'espéranceldiequelle que soit la variable
aléatoire centrée réduite(8) (en particulier si elle suit les lois décrites au parageaph
2.2), vaut :

F
<U(B) >= ﬁ(1+632). (1.41)
Sa variance vaut, selon les cas :
—_ 18/(3
loi uniforme 02 = (R2)2(1+ ( f ) _1)8?) (1.42a)
loi normale 02 = (R2)2(1+2%°) (1.42b)

Les variations en fonction d@de ces deux moments approchés sont comparées a la
solution théorique sur la figure 1.12. Pour utiliser cetiethmode, il est donc préférable
d’avoir un coefficient de variatiod petit (soitd < 0.15 environ). On retrouve la I'hy-
pothése de petites variations (en général 10 a 15%) digitiité autour de sa valeur
moyenne permettant d’effectuer un développement de Tetopratique, on utilise une
décomposition tronquée a I'ordre 1 ou 2, rarement plirsdar les équations deviennent
plus difficiles a résoudre.

2.8 Meéthode spectrale : @composition sur le Chaos

Principe.

Une autre méthode utilisee éHément Finis Stochastiques est la projection sur le
Chaos Polynomial de la partie aléatoire du déplacemélgt.ifiervient apres avoir ef-
fectué une decomposition de Karhunen-Loeve des pdramiicertains du modele s’ils
dépendent de I'espace (et qu’ils sont alors modélise@sdpa champs stochastiques).
C’est la méthode Spectrale Stochastiqueéléments Finisgpectral SFEMen anglais),
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— tﬁeorique
- - - perturbation
1.1
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FIG. 1.11:Comparaison de la méthode de perturbation avec la soltitémrique sur la
moyenne dé&J (0).

1.8

- theofique
161 - - - perturbation |

14" 1

1.2+ B

variance

0.6+ - |

0.4} i

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
delta

FiG. 1.12:Comparaison de la méthode de perturbation avec la solthtémrique sur la
variance de&J (8) (cas de loi uniforme).
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qui a été initiee par Ghanem et Spanos (voir [34]). Lagutpn sur le chaos polyno-
mial est basée sur la théorie du Chaos Homogene de Wieoier[{85]) et consiste en
une décomposition spectrale des variables aléatoir@spl€e a une décomposition de
Karhunen-Loeve et a une projection de type Galerkin, cend@&taillé dans [36], elle
aboutit a des algorithmes efficaces pour traiter des pmb$ mécaniques. Afin de per-
mettre un traitement statistique, on effectue souvent idegets de Monte Carlo sur la
surface de réponse ainsi créée.

On trouvera dans [37] une application de cette méthode pammeau en compo-
site T800/924 en fibres de carbone unidirectionnelles soushargement de traction
uniaxiale. Les résultats obtenus par la méthode Spectaichastique deésléments Fi-
nis sont comparés a la méthode de Monte Carlo et a uneauetde perturbation. Ces
résultats montrent que la méthode de perturbation estédfficace pour de faibles dis-
persions (écart type de l'ordre de 10%), la méthode salecétant valable jusqu’a des
dispersions d’écart type de I'ordre de 25%, tout en estilesdensités de probabilité de
facon plus efficace que la méthode de Monte Carlo.

Dans [38] est proposée une technique récente de rédudionodeles basée sur des
décompositions sur le chaos a deux échelles distinCedte stratégie permet de réduire le
colt de calcul de la méthode de décomposition sur le ¢haosen gardant la précision
gu’elle procure. Dans le méme objectif de diminuer le teme<calcul, dans [39], les
auteurs proposent un algorithme permettant de constraeereprésentation par chaos
polynomial creux de la réponse.

Cette méthode du Chaos Polynomial (PCE pBalynomial Chaos Expansiomen
anglais) utilise les propriétés des polyndmes orthagarn dans un espace de Hilbert,
les polyndmes orthogonaux forment une base orthogonalsgs du produit scalaike
f,g>= [12w(x) f(x)g(x)dx pondéré par la fonction poids(x). Chaque sous-ensemble
de polyndmes orthogonaux est ainsi associé a une fongtims dans sa relation d’ortho-
gonalitée. Par exemple,

— les polyndmes de Hermite sont associés a la distribgigmssienne,
— les polyndmes de Legendre a la distribution uniforme,

On se place ici dan®, 'ensemble des variables aléatoires de carré intégra&in
peut définir un produit scalaire s@rsimilaire a celui défini sut?(R) :

(X(6),Y(8)) = /9 X (8)Y(8)dP (1.43)
avecdP une mesure de probabilité.
Soit {&;(0)}”; un ensemble de variables aléatoires orthonormales guiven loi

donnée. Appelon§, I'ensemble des polyndmes orthogonaux associés a lae®ivd-
riables aléatoires. Le sous-enseniblede © , engendré pdr , est alors appelé le Chaos
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(Homogene pour une loi gaussienne et les polyndmes de itder@enéralisé dans les
autres cas) d’ordrg. On nommd |, le Chaos Polynomial de degpdlorsqu’il s'agit des
polyndmes de Hermite.

Toute variable aléatoing(8) € © s’écrit alors :

W)= a0t S AMEO) S S Anla(En0).86) + . (140
I]_ 1 1= 1I2 1

ou sous la forme

00

W(e) = Z)éj‘“i (&(9)) (1.45)

=
qui montre que I'on construit une surface de réponse derlahla aléatoirgi(0).
En pratique, on utilise toujours des développements tréag on définit le Chaos de

dimensionN lorsque seules led premiéres variables aléatoir§$0) sont conservées, et
d’ordreP en réference a I'ordre des polyndmes.

Détail du Chaos Polynomial sur I'exemple.
Dans ce paragraphe, on appliqgue la méthode de décongposiir le chaos poly-

nomial sur la barre en traction présentée précédemn@ntrappelle I'expression des
polyndmes de Hermite :

n 2 2
Hn(X) = (—1)”;'—)dq (exp(—%)) exp(%) (1.46)

ce qui donne, pour les premiers polynomes :

Ho(X) = (1.47a)
Hy(x) = (1.47b)
Hz(X) = x 2—1 (1.47c)
Ha(x) = x3 — 3x (1.47d)

Le systéme a résoudre &0)U (6) = F (équation (1.22)), ave€(0) = K(1+0da(0))
(équation (1.23)). Lors d'une décomposition sur le chaosdéfinit autant dé;(0) que
de variables aléatoires. Dans ce cas, on a une varialaaen entrée, donc la dimen-
sion du Chaos Polynomial elst= 1. Ici, §(0) est une variable aléatoire normale centrée
réduite. On construit la surface de réponse en déecompésaéplacement cherché sur
cette base tronquée de polyndémes :

p

u(e) = %xjHj(E(G)). (1.48)

j=
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On introduit ce déplacement dans I'équation (1.22), dedqane :
P P
K3 xHi(2(8)) +K8 3 xja(8)Hj(E(8)) =F. (1.49)
= =

En effectuant ensuite le produit scalaire de cette expressrec chacun dgs+ 1 po-
lyndmes, on obtient, grace a I'orthogonalifét- 1 équations :

p
Vj=0..p, KXj<Hj2>+K62)xi<aHiHj >=F <Hj> (1.50)
i=
qui permettent d’obtenir facilement les composantes

Sur les figures 1.13 et 1.14, on compare, selon I'ordre du §ié&wolution de I'espé-
rance et de la variance du déplacement solutl¢@) en fonction ded pour des valeurs
allant de 0 a (3. Pour de grandes dispersion (pdus 15— 20%), on remarque qu’il est
préféerable d’utiliser un ordre le plus élevé possibéensi, I'espace d’approximation est
plus riche, et on a plus de chance d’approximer de faconpkcse la solution. En re-
vanche, pour de faibles dispersions (de I'ordrédde10%), I'ordre 1 mene a des erreurs
inferieures a 2%. Pour des dispersions tres faibles ¢ddre ded < 5%), I'ordre 0 donne
de trés bons résultats. On remarque aussi que la coneergens la solution théorique
lorsque I'ordre de la décomposition augmente est pluglpatr la variance (le moment
d’ordre 1) du déplacement que pour sa moyenne (le momertre’'@).

— theorique
= = perturbation
1121 —— ordre0 h
— ordre1
= ordre2
117 ordre3

esperance

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
delta

FIG. 1.13:Comparaison du Chaos Polyndmial avec la méthode de pation sur la
moyenne dé&J (0).

La surface de réponse ainsi construite se révele pele fagxploiter, surtout pour
des géomeétries bi- ou tri-dimentionnelle. On a gér@mant recours a une simulation
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1.8

— theorique
16+ = = perturbatioh
) === ordre0
— ordre1
14+ = ordre2
ordre3
o 1.2+
o
c
83
a
>
0.8
0.6 |
0.4
0.2 |
0 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

delta

FIG. 1.14:Comparaison du Chaos Polynomial avec la méthode de patinimbsur la
variance de&J (0).

stochastique de Monte Carlo pour effectuer des traitenstatstiques. Sur les figures
1.15, 1.16 et 1.16 sont représentés, sous forme d’hestage, les résultats en terme de
densité de probabilité des tirages effectués sur lam@osition ddJ (8) pour les trois
premiers ordres, dans le cas d’'une variable aléatoirer@ergaussienne. Ces résultats
sont comparés a la densité de probabilité (represeet trait continu) calculée analyti-
guement. On observe bien la convergence vers la solutidytanpee lorsque I'ordre de la
décomposition augmente.

2.9 Meéthode de @composition spectrale gneralisee

La résolution de systemes d’équations stochastiqugsaaele taille peut étre facilitée
par une décomposition spectrale généralisée. Unkadét proposée dans [40], conduit a
des gains considérables en temps de calcul et stockageineéen decomposant la partie
aléatoire de la solution sur une base "optimale”.

2.10 Meéthodes de surfaces degponse

L'idée a la base des méthodes d’analyse de surface desépest d’obtenir une des-
cription correcte des variables de sortie en utilisant unél® avec un nombre de pa-
rametres stochastiques minimal. La précision, en terexmdyenne et écart-type de la
sortie, de 'approximation ainsi effectuée est alord@@ par une méthode de validation.
Tres frequemment, 'approximation de la sortie est obégpar une surface de réponse po-
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densité de probabilité

u

FiG. 1.15:Tirages de Monte Carlo sur la décompositioni@®) a I'ordre 1 et compa-
raison a la densité de probabilité analytiqgue (1000G@&s).

densité de probabilité

FIG. 1.16: Tirages de Monte Carlo sur la décompositiorld®) a I'ordre2 et comparai-
son a la densité de probabilité analytique (100000 ¢isag
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densité de probabilité

FiG. 1.17:Tirages de Monte Carlo sur la décompositioni@) a I'ordre 3 et compa-
raison a la densité de probabilité analytiqgue (1000G@&s).

lynomiale (parfois issue du chaos polynomial). Ces métsazht I'avantage d’étre non-
intrusives vis a vis du code de calcul déterministe emptayne estimation de la quantité
d’intérét est obtenue directement par tirages de MontéoGaur la surface de réponse.
Tout le challenge dans le développement de ces méthotdd®obtenir de maniere effi-
cace et rapide une bonne surface de réponse.

Des méthodes performantes particulierement dédi@esteuctures en composite sont
présentées dans [41, 42]. Pour une étude approfondieslienéthodes, on consultera
[43, 44].

2.11 Meéthodes non paranétriques

Les méthodes probabilistes detaillées auparavant daparagraphe sont basées sur
des approches paramétriques (que I'on modélise les garaspar des variables aléatoires
ou des champs stochastiques, ou que I'on se base sur ddepjmments limités des
parametres) et permettent donc de représenter correstatas incertitudes de données
portant sur les efforts, sur la géomeétrie, ou sur les taratiques matériau, mais ne
sont pas adaptées a la représentation des incertituces alix hypotheéses effectuées
lors de la modélisation. En effet, certaines zones, conerdidisons, mettent en jeu
des phénomenes qui souvent ne sont pas pris en compteeadardétail, et sont donc
représentées par des modeles simplifiés, pour leqebbix des parameétres incertains se
révele un peu artificiel. Or, avec I'accroissement de laglexité des systemes mécani-
ques, les incertitudes portant sur les modeles emplay@sie plus en plus grandes. Les
approches non paramétriques, initiees dans [45] et [#9nettent de prendre en compte
a la fois les incertitudes portant sur les données et lesct&xistigues matériau, et les
incertitudes de modele. Elles sont aussi utiles lorsgaiddmnées sont insuffisantes pour
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connaitre les lois de probabilité suivies par les pategse

Dans cette approche, les matrices généralisées d’'uelmolhssique sont remplacées
par des matrices aléatoires, dont les lois de probabiité construites a partir du principe
du maximum d’entropie. On trouvera dans [46] une applicatsur un modele éléement
finis de satellite, d’'une stratégie consistant a cougledé paramétrique et approche non
paramétrique. Lemploi d’'une telle stratégie permet derter une estimation de la robus-
tesse vis a vis des incertitudes de modele : en particplear des hautes fréequences, la
structure étudiée est plus sensible aux incertitudesatietisation qu’a celles portant sur
les données.

2.12 Methodes de fiabilie

Le principe général des méthodes de fiabilite, parngueties les méthodes FORM
et SORM sont les plus connues, est une approximation du dendai défaillance. Par un
changement de domaine adapté, le calcul de la probatiditéefaillance d’une structure
est simplifie. Ces méthodes d’approximation de la prdiiakde défaillance permettent
de diminuer les colts de calculs, mais engendrent une geefiegcision dans certains cas
en comparaison de la méthode de Monte Carlo.

Pour un probleme de départ composéndearametres incertains modélisés par des
variables aléatoires noté&s de densité de probabilité conjoinpéxs,...,X,), et d’'une
fonction de performanc&(xy, ..., Xs), la probabilité de défaillance s’écrit :

P = / P(X1,- ., Xn)dX1 . .. OXq (1.51)
G(X1,...,Xn) <0

L'objet des méthodes de fiabilité est d’évaluer cettebphilite. L'évaluation par une
méthode de Monte Carlo est en effet quasiment impossiatgaur estimer correctement
des probabilités de défaillané® de I'ordre de 10™, il faudrait effectuer de I'ordre de
10™3 tirages, or on s'intéresse a des événements de tidls faicurrence, pour lesquels
on a généralememh > 4. De plus, cette technigue nécessite également la cssaraie
de la densité conjointe de probabilitéx,, ..., X,), qui n’est pas toujours simple a établir.

Les méthodes classiques pour déterminer I'état-limatarespondant a la surface
G(x1,...,Xn) = 0, se basent sur le calcul de I'indice de fiabilité, qui a pdifferentes
étapes (voir [47]) :

— Transformer les variables initiales en variables alesgaormales centrée par une
transformation de Rosenball (voir [48]).

— Chercher le point de défaillance le plus probable, sotutle la minimisation de
I'indice de fiabilité, correspondant a la distance aifjore de la fonction d’état-
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limite dans I'espace des variables normées.

— Calculer la probabilitée de défaillance, par approxigaautour du point de défail-
lance le plus probable. Les approximations les plus coasasunt :

— une approximation au premier ordre de la fonction d’émite (méthodes inti-
tulées FORM pouFirst Order Reliability Methodvoir Figure 1.18);

— une approximation plus riche faisant intervenir les cateb principales de I'état-
limite autour du point de défaillance le plus probablettmées intitulees SORM
pour Second Order Reliability Methggl

— une approximation a l'aide des surfaces de réponse &eapin plan d’expérience

(voir [49]).
Xo u;
P =®(-p)
Domaine de
défaillance T A
Y
N H(Us..., Uy)=0
N\ P*
N
B hRN
\ L
0 X1 0 S . U,
Espace physique Espace normé

FiG. 1.18:Principe des méthodes fiabilistes : exemple de I'approtiond&ORM

D’autres méthodes existent pour calculer une approxanate la fonction de défail-
lance. Citons ici en particulier les méthodes utilisard approximation en séries de Tay-
lor de la fonction de défaillance elle-méme pour ensentalier son écart type (que I'on
retrouve sous I'appellation MVFOSM Mean-value First Order Second Moment me-
thod) ; et les méthodes utilisant le maximum de vraisemblanag pgouver le point de
défaillance le plus probable directement dans I'espaaaire d’origine avant linéarisation
de la fonction de défaillance (méthodes appelées FOSkst order Saddlepoint Ap-
proximation methodvoir [50]). Dans [51] est développée une méthode baptislV-
FOSA (Mean-value First Order Saddlepoint Approximatiorthnd) couplant ces deux
approches, ce qui rend le calcul de la fonction de défaifigrius efficace, plus précis, et
plus robuste que les méthodes SORM ou MVFOSM.

Pour plus de précisions et des comparaisons de ces méthddifferents exemples,
on consultera [51].
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3 Meéthodes non stochastiques en calcul de structures

Dans certains cas, il peut étre difficile d’associer unmwiprobabiliste a un probleme.
En effet, le manque d’informations peut étre tel que miséele probleme de facon pro-
babiliste ne se justifie pas. On a alors recours a d’autpestge modélisation, citons plus
particulierement celles qui sont brievement préseniéi, a savoir les méthodes basées
sur la théorie des intervalles, ou sur les ensembles flauselbes utilisant des modeles
convexes d’incertitudes.

3.1 Meéthodes par intervalles

Une description des plus intuitives pour décrire des ititceles présentes sur un pa-
rametre dont on ne connait pas les variations sous formei die probabilité consiste
en leur description par la donnée de leur intervalle deatian. Cela se rapproche d’'une
description par une variable aléatoire suivant une loiarme, a la difféerence pres que,
ici, n’est pas précisée la maniere dont le parametr&gartit entre les deux bornes de
I'intervalle. Cette description est donc moins riche quegear variable aléatoire, mais
suffit dans de nombreux cas ou I'essentiel pour le conceptale connaitre entre quelles
bornes extrémes trouver les variations d’'un parametsodee.

La théorie des intervalles.
On définit un intervalle d’incertitud@| par sa fonction caractéristiqyg telle que :

xi:R — {0,1}

1 si I-<x<I*t
X — X|(x):{ 0 sinon (1.52)

La quantitéx € R associée est ainsi bornée par deux valeursst | —. Afin de propa-
ger a travers un modele un intervalle d’incertitude, urithaétique a été définie dans
[52] et [53]. On définit les opérations courantes; {+, —, x, -, min,max}, entre deux
intervalles[l] et[J] :

[ [J] = {xxy[xe[l],ye [J]}. (1.53)

Par exemple, pour la somme de deux intervalles :
N+ =0171T1+[053 ] ={x+y|xel,yed}=[I"+J7;17+J3"]  (1.54)
La multiplication est définie de la fagcon suivante :

<] = (17517 =< 07337 = {xy|xe I,y € J]} (1.55)
[Min(1=37, 1737 1737 1737 max(1 =3, 13T, 1737 1737

Onnapagl][J]=[l"*J7;1TxJ"], car on est obligé d’imaginer le cas le pire pouvant
survenir, d’ou la recherche d’un minimum pour la bornesiiglre, et d’'un maximum
pour la borne supérieure.
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On peut aussi étendre la notion d’intervalle aux dimersgupérieures, en particulier
aux matrices intervalles, comme il est rappelé dans [54].

La propagation d’intervalles est tres pessimiste, ca&sbh inconvénient : par exemple,
si I'on applique la fonction

f(X) =2x—x=x (1.56)

aunintervallgl]=[I~;1"], on s’attend a retrouvét] comme image puisquiest I'iden-
tité. Toutefois, I'application de la regle de sommati@s dhtervalles conduit a

f(I)=[2=1%27=17]>[1] (1.57)

car on a calculé 2— x, qui correspond & I'ensembl@x —y | x € x,y € x}. L'intervalle

obtenu par propagation est plus large que célpidans lequel se trouve effectivement le
résultat.

Cet exemple simple met en évidence de fagon flagrantedatsonation de la méthode,
qui apparait lorsque la méme variable apparait plusius dans la méme expression : la
théorie des intervalles ne prend pas en compte la dépeadkas occurrences de chaque
variable en jeu.

Ontrouvera dans [55] et [56] le détail des principaleshégphes permettant de résoudre
des systemes d’équations par la méthode des intervalles

Application a I'exemple.
Diverses utilisations des intervalles pour résoudre $¢syek (0)U (8) = F (équation
(1.22)) sont possibles. Les trois principales sont :

— soit d’introduire les intervalles apres l'inversion Bedéterministe. Cela mene a
une surestimation du résultat, comme il a été préegen@&demment ;

— soit de faire un calcul direct de l'intervalle solutifuj par le lemme d'Oetli et
Prager, rappelé dans [54], ou un calcul approché a I'dalkalgorithme de Rump
modifié par Dessombz (voir [54]). Cette méthode est @dibrsque I'on a affaire
a des problemes a grand nombre de degrés de liberté ;

— soit d’effectuer un balayage des intervalles de départdafidécrire I'intervalle so-
lution [u]. Cette approche, qui revient a discrétiser l'intervatea effectuer des
tirages de Monte Carlo pour chaque valeur, est la plus septétive de la disper-
sion réelle, mais est tres colteuse. Elle donne un iallerdeu minimal et donc de
référence.

Afin de pouvoir observer la surestimation lors de la propagatlintervalles, on
discrétise la poutre en deux éléments (voir figure 1.4®) chacun desquels on considere
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F
%1.2.>

FIG. 1.19:Poutre arigidité uniforme par é€lement.

la rigidité uniforme. Ainsi, en notark; la rigidité du premier €léement &, celle du
second, et étant donné que le noeud 1 a son déplacemesgéra, le probleme s’écrit :

KU=F (1.58)
avec
[ Ki+Ky =Ko
e (Kie ) aso

:(g). (1.60)
La solution déterministe associée est donc :
F
U=($>=<Fﬁﬂﬁ>. (1.61)
KKz

Le systeme intervalle associé a I'équation (1.58) est :

Ky +Ky K +K51 =K =K1\, 0
( R e )lJ_'( [FF] ) (62

La solution obtenue par introduction des intervalles apiéversion de la rigidité détermi-
niste est alors :

. F

ug;uf Lok,

U= ( %Ui'u% ) = [F(KI*+K2’1)_ F(|l<l++|<2+)] . (1.63)
21Uz A gk

On a retranscrit dans le tableau 1.1 les résultats issusféeedtes méthodes (I'inter-
valle de I'effort est ici le singletoq1}). On observe bien la surestimation de la compo-
santeu, du déplacement par la méthode d’introduction des intlexvapres inversion de
la matrice de rigidités ; en revanche, comma’est fonction que d&; d’apres I'équation
1.63, la méthode par intervalles n’apporte aucune suanastn.

3.2 Theorie des ensembles flou$-uzzy Set Theory)

Les bases théoriques de la logique floizfy logig ont été établies au début des
années 1965 par Zadeh (voir [57]). Cette approche assexigotions de sous-ensemble
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Rigidités Intervalles apres Balayages des
initiales inversion déterministe rigidités
K1 €1[0,99;101 u; €[0,495;0505 up € [0,495;0505
K2 €[1,00;1,02] up€[0,9658;1025 up < [0,9852;1005
K1 €10,9;1,1] up € [0,455;0555 up € [0,455;0555
K2€1[0,95;115 u<[0,731;131§  up < [0,889;1082

TAB. 1.1: Comparaison de differentes méthodes pour deux cas dites)i

flou et de théorie des possibilités. Il s’agit d’'une apcalquée sur le raisonnement hu-
main plutdt que sur des calculs rigides, car, pour des probs mal définis, I'étre humain
est irremplacable. En effet, la description d’une cegasituation, d’'un phénomene ou
d’un procédé contient en général des qualificatifsdeks "peu, beaucoup, énormément”,
ou bien "rarement, frequemment, souvent”, ou encore tpatyen, grand”; ces qualifi-
catifs ne peuvent pas étre traduits en terme de prolabilitde logique classique, mais
gardent tout leur sens en logique floue. Par exemple, lablatiaguistique "température”
peut appartenir aux ensembles flofdeoid}, {tiede} ou {chaud. Le mode de raison-
nement en logique floue est ainsi plus intuitif que la logiglassique. Il permet aux
concepteurs de mieux appréhender les phénomenes Isaiurprécis et difficilement
modélisables en s’appuyant sur la définition de reglededibnctions d’appartenance a
des ensembles dits ensembles flous.

Le fondement de la logique floue consiste en la définitiom&aus-ensemble flou :
le sous-ensemble flda d’un ensemble& est caractérisé par sa fonction d’appartenance,
prenant des valeursentre O et 1 :

e 1 Q — [0; 1 (1.64)

Cette fonction quantifie le degré d’appartenance de chalgmeent de€2 aF. Le seul lien
avec la théorie des ensembles est le suivant :

0= 1 St

Ainsi, si Ue (X) # 0, la quantitgue (x) quantifie le degré d’appartenance de I'élément
x a 'ensembld-. Par exemple, concernant une régulation de températaretilisateur
définit trois ensembles floudroid}, {tiéde} et {chaud en donnant leur fonction d’ap-
partenance représentée sur la Figure 1.20. Dans ce aasype valeulT = 35°, le fac-
teur d’appartenance a I'ensemHfeoid} vautp = 0, 3, celui d’appartenance a I'ensemble
{tiede} vaut 1 et le facteur d’appartenance a I'ensenfloleaud vaut Q7.

Concernant les opérations classiquement rencontréesldahéorie des ensembles,
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Froid Tiede Chaud
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FiG. 1.20:Fonction d’appartenance des ensembles f{duesd }, {tiede} et {chaud se-
lon la température.

Zadeh a proposé leur extension aux ensembles flous de l@mauiivante :

intersection pgng(X) = mMin (Mg (X), ha (X)) (1.66a)
union : peyc(X) = max(pe (X), ha(X)) (1.66Db)
complément pec(X) = 1 — pe(X) (1.66¢)

D’autres choix sont possibles. Pour cela, il faut se donasilais régissant les évolutions
souhaitées.

Afin de faciliter la propagation d’ensembles flous a trawkss modeles, et faciliter la
présentation et la compréhension de leur résultat, lisautesa-coupures, qui sont des
ensembles classiques qui, pour des valeurs demprises dan®; 1], sont définis comme
suit :

U = {x| pe(x) > 0} (1.67)

Une a-coupure contient donc I'ensemble des éléments ayantfametion d’apparte-
nance valant au minimum. C’est I'analogue en terme de logique flou de ce que I'on
obtient, dans la description probabiliste, avec un inlé&@a% de probabilité. Cepen-
dant, comme ces deux descriptions sont radicalementeitiffés, ces deux notions ne sont
pas équivalentes.

Diverses méthodes ont été développée afin d'utiliagogique floue en calcul de
structures : citons en particulier la méthode des élésfams flous Fuzzy FEN) définie
dans [58] et pour laquelle on trouve des pistes de technidgiessolution efficaces dans
[59] dont une application avec I'analyse de sensibiliteume structure avec un nombre
important de parametres flous est présentée. Citons laus&thode de transformation,
décrite dans [60], et une méthode basée sur la définiteomecteurs et valeurs propres
flous [61].

La logique floue est, par ailleurs, tres appliguée dansystemes de régulation et
la commande d’automatismes ([62]), et connait un grandesudans I'électroménager
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japonais.

3.3 Modeles convexes d’incertitude

Le concept de modeles convexes d'incertitude (c.f. [68] [65]), appliqué a la vali-
dation des modeles dans [66], permet de prendre en congoténtroduction des notions
de fidélité vis-a-vis des données (a savoir la robsstes la dispersion de prédiction) le
fait que, lors de la calibration d’'un modeéle par des mesarg&rimentales, il n’est pas
sain de viser a tout prix la fidélité par rapport aux daméen effet, des modeles opti-
maux, au sens qu'’ils minimisent les écarts avec les damgeerimentales, n’ont aucune
robustesse vis-a-vis des incertitudes, c’est-a-dir dpilégeres variations dans les pa-
rametres ou la forme mathématique du modele, peuvertuigna des prédictions tres
peu fideles.

Le cadre des modeles convexes d’'incertitude permet aésprda capacité d’intégrer
de I'information nouvelle dans le cas ou elle n’est pagdginiste, d’'une facon differente
de ce que peuvent décrire les ensembles flous ou aléatdireertitude présente dans
I'information est ici vue comme la lacune d’information ente qui est connu et ce qui
devrait I'étre pour rendre possible une prise de déciaie, d’ou I'autre dénomination
des modeles convexes d’incertitude : les modeles de ¢éadlmformation {nfo-gap mo-
delsen anglais).

Cela permet de modeéliser a la fois les incertitudes de éeset celles de modele, et
peuvent étre employés dans une optique de conceptiostalmomme précisé dans [67]
dans le cadre de la dynamique des structures.

Dans la méme optique, il est possible d’obtenir par anatgseexe une enveloppe
des solutions d’'un modele comportant des incertitudegn&ien particulier [68], ou
les auteurs présentent une approche robuste basée sanaiyse convexe pour traiter
un probleme d’endommagement de structures lors d’'un temdmt de terre, en tenant
compte de rigidités et d'efforts incertains. La méthodeposée permet d’obtenir une
enveloppe assez conservative de 'endommagement maxirossibfe.

3.4 Autres

D’autres outils existent, qui n'ont pas été détailléiscar moins développés dans le
calcul de structures, permettent de traiter des incegguda théorie généralisée de I'in-
formation (c.f. [69]) et la théorie des ensembles al&amidéfinie par Dempster et Shafer
(c.f. [70] et [71]), basée sur la théorie des preuves.
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4 Lathéorie des neéconnaissances en dynamique des struc-
tures

La théorie des méconnaissanckadk-Of-Knowledge (LOK) theorgn anglais) est
une approche originale du calcul de structures dans le cemireléterministe. Introduite
dans [14], elle a été développée au LMT-Cachan, et ssmipres applications, présentéees
dans [15] et [16], ont portées sur la modélisation d'itibeédes portant sur des rigidités
structurales en dynamique des structures.

L'idée a la base de cette approche est d’introduire desahas internes, nommeées
meéconnaissances de base, au modele discrétiséerékefimis utilisé classiquement. Ces
variables internes globalisent les incertitudes a uheléede sous-structure. Un tel modele
permet alors d’obtenir un encadrement d’'une quantité&&t@t réelle avec une probabi-
lité souhaitée. Dans les travaux [15] et [16] précédestextensions présentées ici, sont
présentées les differentes étapes de la mise en oegwette méthode :

— la définition des méconnaissances de base, permettandadirer les rigidités struc-
turales par un intervalle fonction de ces méconnaissances

— la propagation de ces méconnaissances de base, qui ngitquasla une suresti-
mation exagérée de la dispersion du parametre reohedcifait que les bornes de
I'intervalle sont des variables aléatoires;;

— la réduction des méconnaissances de base, par I'appddrchations expérimen-
tales, permettant d’accéder aux valeurs des méconnaessde base correspondant
a un ensemble de structures réelles;

Ainsi, cette méthode permet d’obtenir des bornes entulekes le concepteur est
sOr de trouver une quantité d’'intérét de la structexdle’ en cours de dimensionnement.

S'il fallait la classer, on la rangerait du coté des mé#m non-paramétriques, car
les incertitudes, bien que portant sur un parametre @irsavsqu’a présent, la rigidité),
sont modélisées a I'echelle de sous-structures, ehgtbent aussi plus globalement de
prendre en compte des erreurs de modele. Cependant, cometgé&technique cette
théorie emprunte des notions de théorie des intervatliasgs aussi de probabilités, on ne
peut considérer qu’elle soit entierement stochastiguentierement non stochastique.

Dans le chapitre suivant, nous détaillerons les basesttiethéorie, telle qu’elles sont
définies dans [15] et [16], tout en I'inscrivant dans le eaplius général de la validation
des modeles, ce qui nous permettra d’introduire ensistextensions proposées.

Initialement définies uniquement sur des rigidités dtmades, les méconnaissances
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peuvent dorénavant porter sur 'amplitude ou la directies efforts, grace aux extensions
présentées dans le Chapitre 3. On peut aussi imagineduite des méconnaissances sur
I'amortissement de certaines parties de la structuraé&sud

Enfin, initialement développée pour traiter des proldsitie dynamique des structures
(comme nous I'exposerons dans le chapitre suivant), lariga&’inscrit plus globalement
dans le cadre de I'elasticité grace aux travaux pré&satens le chapitre 3. On y développe
ainsi la propagation des méconnaissances de base suratgg@gid’intéréet comme des
déplacements ou contraintes locaux.

5 Bilan

Cet apercu de difféerents traitements des incertitudesrmig de mettre en évidence
gue ce sont la méthode de perturbation, et plus encore tlaoahé de decomposition sur
le chaos qui sont les plus adaptées au calcul de strucliessentiel des efforts s’est
concentré sur ces méthodes stochastiques et leur appliean mécanique. Ici, nous
n'avons appliqué les differentes méthodes citees gudexemple basique d’'une barre
en traction, afin de mener des résolutidns main Pour traiter des problemes plus im-
posants, des techniques numériques, non détailleéesoici nécessaires pour rendre les
temps de calcul réalistes.

Cependant, la validation de ces modeles n’est pas en@éweléveloppée, ce qui fait
que I'on ne dispose presque d’aucun moyen pour juger deeleigion de ces modeles.
Citons tout de méme les travaux de vérification [72] meaes MT-Cachan ayant pour
but de définir un estimateur d’erreur global dans le cadvehststique. La théorie des
méconnaissances, sur laquelle nous allons porter nd&etra présent, correspond au
développement d’'un modele enveloppe d’'une réalitééermentale, et a pour but de
chiffrer I'ecart entre le modele et le réel. Elle permetmeffectuer que un seul calcul
déterministe et, par un post-traitement des résultatedmlcul, aboutit a 'encadrement
d’'une quantité d’intérét.
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Chapitre 2

La theorie des neconnaissances dans la
validation des mockles

Dans ce deuime chapitre, nous situons leétbrie des
méconnaissances dans la validation des gled, en
déetaillant succintement les grande$&bs pésengées dans

[16], et en montrant qu’il est possible de calculer une
méconnaissance correspondantine dispersionéelle de

rigiditées.
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1 Le probleme de validation de moeéles avec la tiorie
des meéconnaissances

1.1 Concept g¢nréral

Nous entrons ici dans les détail de la théorie des médssanacesl(ack-Of-Knowledge
(LOK) theoryen anglais), introduite dans [14], et dont les premierggiegtions furent
présentées dans [16] et [15]. Pour tenter de répondragm fpragmatique au probleme
de validation dans le cadre de la réalité ingénieureagtproche propose une extension du
concept de coefficients de sécurité, I'objectif étamtdéenir une enveloppe des réponses
réelles (voir la figure 2.2). Elle permet de prendre en cemgates les sources d’incerti-
tudes, méme les erreurs de modele, a travers le concepédennaissances de base.

STRUCTURES REELLES

—mm>o

réponses réelles

g‘ réponse enveloppe

D

E

L

E MODELE NUMERIQUE

S AVEC
MECONNAISSANCES

Fic. 2.1: Schématisation de la théorie des méconnaissances davalitlation des
modeéles.

On considere que le probleme a résoudre revient aésg8aser aux valeurs prises
par une certaine quantité d’intérét not@eCette quantité peut étre une contrainte, un
déplacement, une pulsation propre, ou un déplacementatks ppropre en un certain
noeud. Un modele utilisé classiquement donne une salapprochée, noté&e Le proble-
me de validation de modeles consiste a qualifier et quantificart

Ad=a—-10 (2.1)
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entre cette solution approchée et la quantitie I'on peut attendre d’une structure réelle.

De maniere générale, la quantitéest une fonction des matrices éléments finis (EF)
de rigiditée K, d’amortissemenB de la structure considérée, et du vecteur EF des efforts
F appliqués :

a:LEF(K7E7E> (22)

ouLgr est un opérateur donng, lie au modele utilisé.

La quantitéa est, elle, associée a la rigidité, a 'amortissemeaiust efforts réels.

Pour une structure réelle donnée, la quarttigst une réalisation de celles possibles
a(0). On ne peut cependant pas se contenter d'une descriptioimtparalles des pa-
rametres en jeu, car, comme on I'a vu dans le Chapitre ¥ o#thode conduit a une sur-
estimation exagérée de la dispersion résultanteet’idiétaillée dans le paragraphe sui-
vant 2.2 et schématisée sur la Figure 2.2, est d’intrediss variables internes, nommées
méconnaissances de base, au modele discrétisé grae@s finis afin d’encadrer une
quantité d’intérét réelle avec une certaine probtbiieP% souhaitée. Un point clé de
cette modeélisation est que ces variables internes sdimiete a une échelle de sous-
structures, afin de modeéliser globalement les incertgadeette échelle. Idéalement, leurs
valeurs sont identifiées a partir de données statistigypérimentales.

Réel

Modele numérique Réel expérimental
¥ S

Méconnaissances

Modéle numérique Données statistiques
expérimentales

FiGc. 2.2: Schématisation de la théorie des méconnaissances

Cette modeélisation avec méconnaissances permet dé deirenveloppe de laréponse
de la structure étudiée. Le résultat est souvent doong Is forme de I'écarha (6) de la
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réeponse réelle(0) a celle du modele EF :
—Ao~(8) <a(B)—a < Aa"(8) (2.3)

La valeur réelle de la quantité d’intérét;0), se trouve dans I'image p&igr des espaces
de variation des opérateurs regl&9), B(0) etE(0). L'enveloppe définie a I'équation 2.3
est associée a la définition des méconnaissances, qnepde définir des ensembles de
définition pour la rigiditéK(6) € Xn), 'amortissement de la structub6) € By g), et

les efforts appliquéB (8) € ). On peut ainsi exprimer formellement les bornes de la
quantité d’'intérét, choisies de maniere conservative

Aat(0)= sup [Ler(K(0),B(0),E(0)) —Ler(K,B,F)] (2.4a)
K(8)€ Xm(e)
Q?(G)E@m(e)
F(0)€Fme)

Ao~ (6)=— inf [Ler(K(6),B(6),E(0)) —Ler(K,B,E)] (2.4b)
K(8)€ Xm(e)
B(e)€$m<9)
F(0)€Fme)

On détaillera dans le paragraphe 2.4 I'expression de gegben fonction des méconnais-
sances. En pratique, le calcul analytique de la fonctiositiede probabilité de chacune
de ces bornes en fonction des méconnaissances introdaitssle modele est possible
dans des cas tres simples comme présenté dans le pdma@ap mais impossible des
que plusieurs méconnaissances sont en jeu et que la geoes multi-directionnelle.

De plus, comme la donnée des densités de probabilitéatasdencadrant la quantité
d’intérét n’est pas d’une utilisation directe pour I'igjeur, le résultat du modele se fera
par la données des bornes a un certain pourcentage rgigggeeimment celles a 99% de
probabilité).

Cette approche conservative réepond a I'objectif de cptige robuste dans le sens ou
le comportement de toute structure produite aura etditpré

1.2 Situation dans une straggie globale de validation

La maniére dont la théorie des méconnaissances se sitgele cadre général de la
validation des modeles est la suivante : on applique auatstre modélisée une technique
de recalage de ses parametres a l'aide de donnéesragpéaies, puis, s'il subsiste des
zones ou 'erreur reste forte, signe de l'insuffisance dd@memployé, on introduit des
meéconnaissances.

Une application de cette stratégie sur le systeme de ta@cedouble d’Ariane 5 est

présentée dans [21]. La technique de recalage emplbggée sur I'erreur en relation de
comportement modifieée, peut porter sur des parametrgsegwient étre déterministes ou
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stochastiques. L'emploi de la théorie des méconnaigsasier un modele recalé permet
de manipuler un modele imparfait par rapport a la réeakt” d’obtenir ainsi des valeurs
prédictives de quantités d’intérét données.

D’autres travaux développés recemment ont permis flaidén indicateur d’erreur
global dans le cadre stochastique (voir [72] pour des prabk de contact), afin d’esti-
mer la qualité d’une solution issue d’'une interpolatioonfene une décomposition sur le
chaos, par exemple). Cet indicateur est basé sur I'errevelation de comportement et
ouvre la porte a des calculs de structure performantgesmsg’des techniques adaptatives
utilisant les résultats du calcul d’erreur dans le cadrelsdstique.

2 Latheorie des neconnaissanceseéetat de I'art

Nous détaillons succinctement dans ce paragraphe les dada théorie des mécon-
naissances telles qu’elle ont été définies dans lesuxdi#®, 20, 18, 19, 21, 22, 17].

2.1 Larealitée consiceréee

La réalité que s’attache a décrire la théorie des m@aissances est celle de toutes les
structures réelles, dans I'environnement que chacuremntre. La réalité considérée est
donc celle d’'une famille de structures réelles. On parlé&almille” : les structures sont
semblables car a priori les mémes. Cependant, de nongzrsosirces d’incertitudes les
rendent differentes : de part I'elaboration et les sfi&tions géomeétriques employées,
des dispersions de caractéristiques matériaux, oualagfiie, subsistent. De méme, I'en-
vironnement réel que connait chacune d’elles dans umaengihase de vie peut ne pas
étre rigoureusement identique.

On ne peut bien évidemment pas avoir acces directemennaearitudes présentes
dans une famille de structures données, situées dansheironnement réel ; c’est par
l'intermédiaire de mesures expérimentales qu’ellesgparaissent. L'ensemble des va-
leurs expérimentales issues des differentes structest8es sera notfeyp} pour la
guantité d’'intérét correspondante Ces valeurs expérimentales étant des données dis-
persées, on associe les quantagg,(P) eta‘gxp(P) qui encadrent une proportidhsou-
haitée des quantités mesurées. On utilise souvent lesrgaa 70, 90 ou 99% de probabi-
lite.

2.2 Le concept de reconnaissances de base sur la rigiéit

Dans le cadre des travaux précédents [16, 20, 18, 19, 2172Zeules les dispersions
de rigidités structurales ont été prises en compte,aedt@ceci que nous détaillons dans
ce chapitre. De maniere générale, le développemerd tlgebrie des méconnaissances
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s’effectue en trois principales étapes :
— la définition des méconnaissances de base;

— leur propagation a travers le modele mécanique alsantisaux méconnaissances
effectives sur une quantité d’intérét;

— la réduction des méconnaissances de base par I'appdanh&es expérimentales.

Définition
d’'un matériau élastique isotrope. C’est cette définitipe nous détaillons ici. La struc-
ture est modélisée comme I'assemblage de sous-stradiufié € [E), les liaisons pou-
vant étre vues comme des sous-structures particuliéeshelle de sous-structuration est
supposée étre en accord avec les quantités d'intéuéi€es. On suppose de plus qu’'un
modele éléments finis (EF) élastique déterministesefisant pour prédire la reponse de
la structure.

On choisit de quantifier les incertitudes a I'échelle desssstructures, de fagcon a
globaliser les défauts apparaissants a des échellss mémicroscopiques, comme des
inclusions plastiques, des hétérogénéités, desofissures... On évite ainsi une descrip-
tion paramétrique, qui nécessite une connaissancesprées incertitudes et phénomenes
locaux en jeu.

Le point de départ de la théorie des méconnaissanceéagsidiation a chaque sous-
structure d’une paire de variables internes scal@mgs mg ) nommeées "méconnaissances
de base”, telles que :

— mE(B)KE < KE(G) —KE < m—é_(e)KE (2.5)

ol Kg est la matrice de rigidité calculée par le modeéle EKgt6) la matrice de rigidité
pour une structure de la famille étudiée. Dans cette asgva formelle, les inégalites
doivent étre considérées pour les valeurs propreseBadEfinition, les méconnaissances
de base(mg et mg) sont positives. Elles peuvent prendre des valeurs fixess allgis
suivent souvent des lois probabilistes.

L'inégalité 2.5 peut étre déclinée en une inégaliieles énergies de déformation, bien
plus utilisée :

(1-mz(8))ee(U) <ex(U,6) < (1+mg(8))ee(U) (2.6)

qui doit étre vérifiee pour tout champ de déplacemenbDlins cette expressiogg(U)
désigne I'energie de déformation dans le champ de dépiant Usur la sous-structure
E pour modele EF employé, et(U,8) celle pour une structure réelle. Elles s’expriment
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formellement en fonction de la rigidité Bee et de la rigidité d’une structure de la famille
considéré&g(0) :

eU) = %QTKEQ (2.7a)

(U,6) = JUTKe(0)U (2.70)

On pourrait associer une quantité méconnaissagcechaque sous-structure, de telle
sorte que I'énergie d’'une sous-structure réelle s’@mprieg = mgee. Mais donner une
loi a cette quantité reviendrait a adopter une descripfiaramétrique a I'echelle de la
sous-structure. Ici on se contente de donner la descrigBsrméconnaissances de base
en précisant les bornés-mg (6); Mg (8)] correspondant aux valeurs extrémes possibles
demg (6) etmg (), ainsi que la loi de probabilité dont elles sont issues. Lantjtemg
correspondant a une structure serait située dans cetafiee sans que I'on puisse étre
plus précis, ce qui ici importe peu car I'on cherche une Epge des réponses réelles,
sans se soucier de leur répartition. Une autre descripigon étre de remplacer l'inter-
valle [—mg (8); mg (6)] par un intervalle flou dépendant d’une seule variable stsitue.

Afin d’éviter la surestimation lors de la propagation deteivalles, les bornes ne
sont pas des quantités déterministes. Le choix des loigraleabilité que suivent les
méconnaissances de base se fait en fonction d’hypoteasks sources de dispersion au
niveau de la sous-structure considérée. On se rep@{&® 15, 16] pour la technicité de
tirage des méconnaissances de base.

Loi de probabilit &
La nature de la loi de probabilité que suivent les bonmgg8) et mt (8) est choisie a
priori :

— La plupart du temps, les méconnaissances de base suitkt&s sont issues de lois
normales : on associe a la méconnaissan@ = [—mg (6); m¢ (6)] une densité de
probabilité suivant la loi :

1 (m—M)?
p(m) = —— exp(—?) (2.8)
telle que son écart typeest paramétré par deux valemms etmg de facon a avoir
mg
/ p(m)dm= 0,99 2.9)
_rT'E

etou la valeur d& assure que la méconnaissangé) soit centrée entre ces bornes
mE etmg
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m; 0 0 Mg

FiG. 2.3: Méconnaissances de base associées a une loi normalescent

mg — Mg
soit :
+ —
M= e~ Me
2
De plus, pour éviter les réalisations non physiques, goose que la densité de
probabilité soit nulle en dehors de l'intervallemg;mt]. Cela revient a ne pas
considérer dans la modélisation les 1% de cas extrenuesoqt écartés par les
contrdles effectués tout au long de la production;

(2.11)

— Cependant, lorsque les sources de dispersion sont pigrgcnent méconnues, on
peut adopter une description plus floue, en définissant ége®maissances de base
a partir d’'une loi uniforme.

— Lorsque la modélisation est tres imparfaite, le mandunéadmations peut étre tel
gue I'on n'associe pas de loi de probabilité aux mécorsaaises de base : dans ce
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cas, on garde une description par intervalles déternemist

Ainsi la probabilité d’observeme dans un intervalld—mg;mg] issu d'un tirage
donné est :
mg
P(-mg <mg <mf) = / ~ p(m)dm (2.12)
—Me
Comme les méconnaissances de lmasg) etmg (8) sont définies par I'équation (2.5) de
part et d’autre du modele théorique, on peut dissociedéesx evénements indépendants
suivants :

— soitmg € [0;m¢], ce qui signifie que I'on observe I'événeméntz = 0,m¢ > 0)
avec une probabilite(mt) :

+
meg

Pt(mg) = A p(m)dm (2.13)

— soitmg € [-mg; 0], c'est-a-dire que I'on observe I'événeméntz > 0,m¢ = 0)
avec une probabilite~ (mg) :

0
P~ (mg) :/ p(m)dm (2.14)

Selon la valeur du tirage, on obtient alors deux types dimtiées distincts {0;m]
et[—mg;0]. C'est de cette maniere que sont définis les méconnaissate base a partir
d’'une certaine loi de probabilitg(m).

En pratique, lorsque I'on définit des méconnaissancesade(b-mg (6); mgt (8)) sur
une sous-structurg, on donne la loi gu’elles suivent, et les bormgs de la méconnais-
sancemg (8) etmg de la méconnaissancet (6). Ces quantités sont représentées sur la
figure 2.3, qui schématise la définition des méconnatesade base associées a une loi
normale centrée.

Le modele
Le modele avec méconnaissances est ainsi constituérdadele EF élastique et des
méconnaissances de base sur chaque sous-structureut@maginer que le modele EF
sur lequel on se base soit un modele stochastique ; I'erdploiéconnaissances de base
sur une sous-structure précise restant assez méeconunig@s permettre un dimension-
nement plus juste.
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2.3 Propagation des neconnaissances de base

Principe
Comme présenté dans le paragraphe 1.1, I'objectif detlarith des méconnaissances est
de qualifier et quantifier I'ecafta entre la solution approch&eet la quantitéx que I'on
peut attendre d’une structure réelle :

Ao =a-—0 (2.15)

L'objet de I'étape de propagation des méconnaissandeteesalculer les bornes de
I'enveloppefa,. (6) etAal (8) de cette quantité :

— Ao 4(6) <a(B)—a < Aal (6) (2.16)

Ce calcul s’effectue a partir du modele avec méconnaceEsadonné, et donc en particu-
lier a partir de I'inégalité (2.6) de définition des no@naissances de base.

Comme les lois de probabilité des méconnaissances de(bag®) 'mE(e)) sont
connues, il est possible de déterminer les lois que vitifis borneda . (0) etAcxmod(e)
: moyennant I'expression de la quantité d’intérét ercfamn des rigidités ou énergies de
déformation structurales, on propage les intervalles @eomnaissances de bageg (0);
mg (6)])e. Cette propagation s’effectue soit analytiquement (pas géométries trés
simple comme on le verra dans le paragraphe 3.2), soit ngognent, soit a I'aide d'une
technigque de Monte Carlo.

Cependant, la donnée des densités de probabilite dessbm__,(6) etAa’ (6)
n'est en soi pas tres commode d’emploi pour connaitresipattsion der. C'est pourquoi
les concepts de probabilité d’'intervalle et d’intervaltandard sont définis dans [16]. Le
résultats est classiquement donné sous la forme desdutmpg ,(P) etAa ! (P) de I'in-
tervalle standard correspondant a une probabilité P @mnar définition, cet intervalle

[—Aa(P);Aa 4(P)] est le plus petit intervalle tel que

Ao‘mod
/ 0)d6 + / 8)de — P (2.17)
0 Aamod

ou p* (respectivemenp™) est la fonction densité de probabilité de la borne siepée
Aamod( ) (respectivement de la borne mferlemmod( )). On appellg méconnaissances
effectives les borneda, (P) et Aamod(P) issues de la propagation du modele avec
méconnaissances. La figure 2.4 résume I'ensemble duipeinte la propagation des
meéconnaissances de base.

Calcul théorique des neconnaissances effectives

Initialement, la théorie des méconnaissances a ét@app a I'étude des vibrations libres
d’'un systeme mécanique; les quantités d'intérétal@ment considérées dans [15, 16]
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Modele de méconnaissances

(mg,me)
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Acxmod - Aamod_ AamOd
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I ]
Acxmod 0 & Acxmod
P

FIG. 2.4: Propagation des méconnaissances sur la quantité réidié .

sont donc des pulsations propmset des formes propres de V|brat|qnd une struc-
ture, qui sont respectivement les valeurs propres et ldewexpropres du probleme aux
valeurs propres :

(K—-«fM)@ =0 (2.18)

Pour le calcul des méconnaissances effectives sur unatipmproprew;, on exprime
la differencedw? 4 entre le carré d’une pulsation propre du modeéle avec méiesances

W04 €t Celui de celle du modele BE :

1Mo

A(’%Zmod = (qzmod - miz (2.19)
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En effet, par une approximation au premier ordre, on obgentexpression en fonction
des énergies de déformation par sous-structures paicid saivant :

A(’Jizmod = @TKQ_?QTK(P
gl (k-K)g =23 (ee(®) -~ (@) (2.20)

12

Cette approximation est valable si les mod}ssiu modele théorique EF (associés aux
pulsations propre&;) sont normalisés par rapport a la matrice de masse.

Il est alors possible de propager les intervalles de méiesances de baggn: (8);
mg (0)])e définis sur chaque sous-structiigar I'une des relations (2.5) et (2.6). Cette
propagation aboutit a I'encadrement de la quamtlémod correspondant a une structure
guelconque de la famille étudiée :

— D0 104(8) < Ainog < Awog(6) (2:21)

oU I'expression des bornéss’, ,(0) etAw?: ,(8) découlent de 'approximation (2.20) :

mod

DG 0q(8) = ZZme)QE(EP,) (2.22a)

DG o )ZZZmE(G)ée(Ep,) (2.22b)

Le résultat de propagation est donné sous la forme desmmadssances effectives sur le
carré de la frequence props#, qui sont les bornedyw?, (P) etAw?! (P, de l'inter-
valle standard pour une probabilité P donnée. Elles srilgait facilement en connaissant
les lois de probabilité des méconnaissances de base.

Concernant les modes propkgscomme les méconnaissances de base sont des quan-
tités scalaires, il n’est possible d’ obtenlr des mécdssamces effectives que sur des pro-
jections. Ainsi, le calcul des méconnaissances effextue la valeur d’'un mode propre en
un degré de liberté donné est détaillé dans [15, 16kiajue celui des méconnaissances
effectives sur la projection d’'un mode propre dans une timeaonnée. On ne détaille
ici que les résultats sur les bornes encadrant ces geswdfititerét ; pour plus de rensei-
gnements, on consultera [15, 16].

Pour le calcul des méconnaissances effectives sur t’éaaant :

A(pkl mod — Pkimod (pkl (2.23)

qui est I’(’acartA(_pkimooI de la valeur en un degré de liberté (DDL) donné entre unamod
propre du modele avec méconnaissaniplgset le mode propre correspondant du modele
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EF. @, imad aveck I'indice de lak-ieme ligne du-eme mode propre, on obtient I'encadre-
ment suwant apres une linéarisation, détaillee §abhsl6] :

— A 10d(0) < AW mod < AW 104(0) (2.24)

Les bornes de cet encadrement s’expriment comme sommesdigitprdes méconnais-
sances de base par des énergies de déformations :

A nad®) = 5 3 {mg<e>eE<u+ @)+ M (O - ) ) (2.250)
|mod ZZ{mE (P)erE(e)éE(Q—EP,)} (2.25b)

Le vecteurU est fonction des modes propreset de la matrice de masse. Pour une
valeur de probablllteP donnee on peut alors déterminer la méconnaissancetieéfe

Aqﬁl mod ’Aqﬁl mod

De la méme maniere, 'encadrement de la variation de lgption dans une direction

N donneeﬁcp'\I ( @ od (_g) -N obtenu par propagation des méconnaissances de base
sur les r|g|d|tes structurales est le suivant :
B A(meod < A(ﬂNmod < A(meod (2.26)

ou, moyennant une hypothése de petites valeurs de mé&issances afin d’utiliser une
approximation au premier ordre, les bornes sont des famcties pulsations propres, des
méconnaissances de base, des énergies de déformaliemmbdes propres :

. 1 I -
Al (8) = Zkk;ilm {mE(0)e(@ + @)+ ME(0)e(@ — @) } g N
(2.27a)

00~ 3 3y {MEOR(E+8) e @@ -5} 3,
>
(2.27b)

Cas d’une forte méconnaissance
Les calculs de méconnaissances effectives détailésssus sont basés sur des linéarisa-
tions au premier ordre des modes et pulsations proprese ltont pas valables dans le
cas de "fortes” méconnaissances, c’'est-a-dire de fortestitudes. Bien que la notion de
trop "forte” valeur de méconnaissance ne soit pas quabiéfi@t depende de la structure
étudiée, on peut néanmoins admettre que pour des m&ssances (donc des incerti-
tudes) de I'ordre de 20 a 30% voire plus, il est nécessatesdprudent quant a la validitée
de 'approximation utilisée.
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Une méthode de calcul de méconnaissances effectivesadeasde fortes méconnais-
sances est proposée dans [16]. En resumé, elle reposasstechnique de réduction de
base modale, puis sur une interpolation quadratique deafmhs et des modes propres,
et d’'ordre 5 pour les énergies de déformation en foncties miéconnaissances de base
sur la sous-structure avec forte méconnaissance. Lel cisuméconnaissances effectives
s'effectue alors comme détaillé ci-dessus pour les stustures a faibles méconnaissan-
ce, a ce détail pres que I'on prend en compte les modesge@erturbés par la ou les
fortes méconnaissances pour calculer les énergiesfdentition intervenant dans le cal-
cul de propagation.

2.4 Recalage des gronnaissances de base

La question clé de la modélisation avec méconnaissagsate dans la détermination
des méconnaissances de base a partir de données expi@alies. Il s’agit de résoudre
le probleme inverse d’identification des méconnaissautieebase a partir des données
expérimentales retenues. L'idée est que, pour touté&éadustrielle, I'enveloppe ob-
tenue par expérience doit étre incluse dans I'envelopmée par le modele avec les
méconnaissances déterminées.

La stratégie retenue dans [15, 16], schématisée en fiyGret rappelée ici, procede
par réductions successives de chacune des méconnaissigrzase. Le point de départ est
un modele initial avec des méconnaissances de baseim@es priori ou par expérience.

Pour la quantité d’intéréd, on obtient par propagation du modele initial les bornes
Aot (8) etAa (0), et par les expériences les bordes); (0) etAdg, (), avec :

mod mod
Aad,((0) < Aay () (2.28a)
AUy f(0) < A, 4(6) (2.28b)

En supposant que, pour I'expérience considéxéepend essentiellement de la sous-
structureE*, le processus de réduction est alors limité a la rednate la méconnaissance
de base suE*. On définit

AOmog=L(K,E) —a = Ao + Adg (2.29)
Ec E*

Soit m* la méconnaissance de base réduite ; I'enveloppe mesdoitétre incluse dans
I'enveloppe du modele avec la méconnaissanc&sueduite :

Aady(0) < Aae () (2.30a)
D0l (8) < D0t 4(6) (2.30b)

La question essentielle est de définir la proximité de aasxdenveloppes et cela
dépend de la visibilité de la méconnaissanceESua travers I'expérience considérée pour
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Modeéle initial de méconnaissances

(mg™,me")

Réduction de la méconnaissance sur E*

p

- m- =+ +
mg. Mg 0 me. mg,

a l'aide des contraintes liées a la quantitg,,
- +
_Aamod (P) AC(mod (P)

e

- 0 " Aa
-Aa exp P) AC(exp (P)

me mg

FIG. 2.5: Schématisation du principe de réduction des mécoreraiss de base a l'aide

d’informations expérimentales pertinentes.

le processus de réduction. Pour cela, une idée est diassocette méconnaissance un
coefficient de représentativite, nqig-, et défini sur I'intervallg0; 1], pouvant étre évalué
par expérience. Lors de la réduction de la méconnaisssun€&*, I'idéal est alors d’avoir,
pour chaque sous-structure méconnue, des essais trésasfatifs de la sous-structure

en question dans son environnement réel, ce qui se traauitre valeur

deg- proche

de 1. Dans cette étape de réduction de la méconnaissangé, on fait alors intervenir

les cas les pires sur les autres sous-structures, afin ée cestservatifs :

Ao PI(Q) = pe.Aat. (B) - min Ao (0

mod ( ) E E ( ) K(8)€ %mo EgE*[ E( )]
F(0)€Fme)

Aa—PI(@) = pe-Adz. (8) —  max Aag (0

mod ( ) E E ( ) K(8) fom) EG%E*[ E( )]
F(0)€Fme)
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Les inégalités (2.30) deviennent alors :

D) > Baoh(8) (2.32a)
D0ig(8) > Ao, 0" (8) (2.32Db)

En pratique, les données expérimentales dont on disposesploitées sous la forme
des deux borneAag,(P) et Aag,(P) encadrant une certaine proportiBrde valeurs
expérimentales de la quantd ey (voir la figure 2.6) sur la famille de structures réelles
testées. Sous cette forme, les valeurs expérimentaiéalsos confrontées aux méconnais-

sances effectivesa *"®(P) etAa  *P"™(P), de telle sorte a étre encadrées au plus prés

par elles, comme présenté en Figure 2.7.

P % des valeurs

1 | 1
Ly 1 L
-Aa exp (P) 0 AC(exp (P) Aaexp

FIG. 2.6: Valeurs expérimentales B% de la quantité d’intéréhoeyp utilisées pour la
réduction des méconnaissances de base.

B0t (P a7 (P)
L 11
" ' Aat

- 0 +
-Aa exp (P) AC(exp (P)

FIG. 2.7: Comparaison entre les méconnaissances effectives etllag's expérimentales
aP%

Plus généralement, le probleme de réduction des nmaissances de base peut alors
s’écrire comme un probleme de minimisation :

. A0$23ire(P) +sxpire +
Min /O Paa,,(0) [Ba o™ (8) — Aty fP) | do (2.33)
avec la définition des bornesP®6, noteesha, *A"®(P) etaa *P"é(P) :
AaBre(p)
/O Ppg-ave(8)d0 = P% (2.34a)
paif(P)
/ pAa+*pire(e>de =P% (2.34b)
0 exp

Cette minimisation s’effectue en diminuant les mécorsaises de base considérées
m*, et doit s’effectuer en assurant la positivité de I'intlg de I'Equation 2.33.
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Un point important dans ce processus réside dans le cheixnégsures retenues, et
celui de I'ordre dans lequel seront menées les réductiomstratégie mise en pratique
dans [16] consiste a sélectionner les mesures les pltingaies avec un critere basé sur
les contributions des sous-structures aux énergiesfoend@ion modales. On considére
gu’'un mode est une information pertinente pour la rédactie la méconnaissance sur
une sous-structure donnée si la part de cette derniesel'éaergie de déformation totale
associée a la propagation des méconnaissances sur esestalipérieure a une certaine
proportion de I'énergie totale. Autrement dit, pour unesgtructuree donnée, cela re-
vient a considérer les mod@lstels qgue:

(@) > kaot(@) (2.35)

ou g est I'energie de déformation totale pour ce mc_pldek vaut généralement au mini-
mum 1W00%, ouN est le nombre se sous-structures. La démarche est alarvémte :

— on classe, pour chaque sous-structure, les modes péstparordre décroissant de
leurs contributions relatives;

— on commence par réduire la méconnaissance sur la souesuse qui présente la
plus forte contribution relative, en utilisant les valeexpérimentales associées ; on
considere alors que ce mode ne servira pas pour la reduw#ita méconnaissance
sur une autre sous-structure;;

— la réduction suivante concerne la sous-structure ptéastla deuxieme valeur la
plus forte de contribution relative ; ceci permet de limiger maximum lors de
chaque réduction le poids de la prise en compte des cagodéfdes sur les autres
sous-structures;

— on continue de la méme facon avec les autres sous-g&scton peut réaliser plu-
sieurs fois ces réductions, car, par rapport a la premrigduction sur la premiére
sous-structure, le niveau des méconnaissances de bdes autres aura diminué.

A la fin de cette étape de détermination des méconnaissam@artir de données
expérimentales, le modele permet de réaliser desgiréds sur des quantités d’intérét
differentes de celles utilisees dans le processus dectied. De plus, les niveaux des
méconnaissances de base déterminées sont des indicdéda qualité des modeles em-
ployés au niveau des sous-structures correspondantes.

3 Une représentation pertinente de la galité

L'objectif de cette partie est de montrer que la théorie mMésonnaissances est une
représentation pertinente de la réalité. Pour cela,oonparera les résultats obtenus par
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la formulation d’'une dispersion de rigidité par la th@odes méconnaissances a celle
obtenue par une description stochastique. On tenteradifgeblir une équivalence entre
ces deux représentations.

3.1 Comparaisona une simulation de Monte Carlo

On cherche ici, sur I'exemple du support de satellites S¥d=oir Figure 2.8), a
encadrer la dispersion d’'une certaine contrainte localemile par simulation de Monte
Carlo de structures aux rigidités aléatoires d’un med&lec des méconnaissances sur la
rigidité des éléments du Sylda. Le contexte industiilesiaque le détail de sa composi-
tion seront détaillées dans le Chapitre 3, car nous nousgydasons ici uniquement pour
une comparaison rapide entre théorie des méconnaissansinulation de Monte Carlo
appliguées a une famille de structures. La structurelemgée en flexion, et I'on étudie
la dispersion de contrainte maximale en statique.

Pour chaque structure simulée, on tire les rigidites deceh des élements dans un
certain intervalle£ 6 % ici). Les résultats, en terme de bornes a 99% de protéadhd la
contrainte local®,;mog du modele avec méconnaissances, moyennée sur unréléme
elle est maximale (en I'occurrence I'élément numéed®dB3, situé sur le haut de la partie
cylindrique du Sylda), sont reportés dans le Tableau 2nlretharque que le modele avec
des méconnaissancestie7 % sur la rigidité des élements du Sylda5 enveloppe jaste
dispersion de la contrain‘ti%g53 obtenue par simulation de Monte Carlo. C’est un moyen
plus rapide d’accéder a cette dispersion.

Ainsi, la modélisation avec méconnaissances sur unditégieprésente ici une dis-
persion réelle du méme ordre de grandeur que la valeursdemnmaissance utilisée.

FIG. 2.8: Le support de satellites Sylda 5.
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TaB. 2.1: Comparaison entre dispersion de module d'Young et modélec a
méconnaissances sur la rigidité des éléements du sugpmatellites Sylda 5 (bornes a
99% de probabilité).

dispersion de module d'Young|| bornes [AG, ,,4.2A05, mo
+ 6 % sur chaque élément [—5,4;6,1]% ded.o>°
bornes Fmg M ] bornes [A0,, 04205, mo
+ 7 % sur les élements du Syldgl5 ~ +6,1% deg>>3

3.2 Calcul analytique d’'une méconnaissance

Afin d’établir une équivalence plus rigoureuse entre ulél® avec méconnaissances
sur la rigidité et une dispersion de rigidités réelles s procédons ici a un calcul analy-
tigue de la méconnaissance correspondant a une rigiithastique. Nous étudions le
cas d’'une barre en traction, car ce calcul n’est possildengin que sur une structure tres
simple.

3.2.1 Rigidité décrite par une variable akatoire

Loi lognormale
Dans un premier temps, nous considérons que la rigidita darre est décrite par une
variable aléatoir&(0), c’est a dire que la rigidité est supposée constantésdpatent le
long de la barre. On fait I'hypothése d’une loi de probabilognormale, car I'utilisation
d’une telle loi permet d’éviter les occurrences négatiwans sens physique dans notre
cas, que permettraient une loi gaussienne. La fonctionitéetis probabilité d’une loi
lognormale s’écrit :

_ —(log(x) —M)?
— ﬁexp< G2

Dans cette expression, le paraméfrpermet de centrer la loi autour de la valeur moyenne
K de la distribution de rigidité, qui vérifie :

fk (X) ) VX € [0;4-oo] (2.36)

2

K=< K(0) >= exp<M+ %) (2.37)

La variance vaut alor&? (exp(0?) —1).
Dans un probleme uni-dimensionnel comme c’est le casaiépriction densité de pro-

babilité f,(x) du déplacemend solution du problem&U = F se calcule analytiquement
a l'aide d’'un changement de variables (voir Chapitre 1)eeitV

_ 1 —(log(F /x) —M)? :
fu(x) = \/ﬁcxexp( 552 ) Vx € [0;4o0] (2.38)
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Parallelement a cela, on a représenté sur la Figurea2f@riction densité de pro-
babilité cumulée (CDF) de la borne supérieure du dé&piemnt issue de la propagation
d’un modéle avec une méconnaissance-é@ , Mg | = +6%. De par la technicité des
tirages de méconnaissances, la CDF vabtfour une valeur de déplacement égale au
déplacement solution du modele déterministe, car la moitié desisatibns des tirages
correspondent a des méconnaissances du[type ; 0].

0.00 l .
1.42 1.44 1.46 1.48 1.50 1.52
U.E-2

FIG. 2.9: Fonction densité de probabilité cumulée de la bornesapfe du déplacement
en bout de barre, modéle avec une méconnaissance sudItré la barre[-mg , M| =
+69%).

Le Tableau 2.2 permet de comparer les résultats de la gésaranalytique du réel a
la théorie des méconnaissances. La comparaison sledfecur des valeurs de dispersion
équivalente. En effet, une modélisation de la dispengetie de rigidité poud = 0.02, ou
le coefficient de variatiod est tel ques = 8K correspond a ce que 99% des valeurs de ri-
gidité se situent dans un intervalle ¢i€%K autour de la valeur moyente; on compare
alors ceci a la propagation du modéle avec une mécorammesie —mg , M| = +£6%
sur la rigidité de la barre. On s’apercoit que la dispersésultante sur les bornes a 99%
du déplacement est quasiment identigti®.(%) : I'emploi de méconnaissances permet
donc de bien représenter une dispersion matériellécatéale méme valeur.

Loi a support borné
Une autre représentation aléatoire que I'on peut emplpger modéliser une dispersion
de rigidité consiste a considérer la loi suivante :

K(8) =K (1+59(£(6))) (2.39)
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TAB. 2.2: Comparaison entre module d’Young aléatoire et modele eveconnaissance
sur la rigidité de la barre (bornes a 99% de probabilité).

Dispersion lognormale de rigidité bornes [AU ~ ,AU 7]

0=0.02 +5.1% deU
bornes f-mg Mg ] bornes [AU ~ ,AU 7]

+6% +5.0% deU

avec 5 HEF(2)
arcsifErf(-2=
g(x) = V2 (2.40)
V8T

ouK estla moyenne de larigidite(0), o le coefficient de variation (autrement dit, I'ecart-
type divisé par la moyenne&j(0) une variable normale centrée réduite. La fonctiest
une fonction non-linéaire telle que la densité de proltéle K (6) soit a support borné ;
Erf est la fonction d’erreur, définie par :

Erf(x) = % /0 e Bde yxe [0+ (2.41)

On notera que la distribution normale vaut(E%)).

On peut avoir acces a une approximation de la densitéatepilité d’'une telle loi de
rigidité par la méthode de Monte Carlo. On peut ainsi camipk densité de probabilité
obtenue par tirage de Monte Carlo sur une telle loi a supgqmorté a celle obtenue a partir
d’une loi lognormale. Sur la Figure 2.10 sont représentés densités de probabilité de
module d’Young décrites par ces deux types de loi, pour uBsmewvaleur moyenne et un
méme parametra.

L'allure de la densité de probabilité de la loi a suppantrie est en forme de cloche,
d’amplitude moins prononcée que sur une gaussienne,@gtrebornes connues, de va-

leursK (1— #6) etK <1+ \/—SWE))' L'avantage de I'emploi d’une loi & support
borné plutdt que d’une loi lognormale pour décrire ungpdrsion de module d’Young
tient dans son nom : grace a I'emploi de la fonction ardsirdispersion est bornée par
deux valeurs qui se calculent trivialement. De plus, papoapa la loi uniforme, dont la

densité de probabilité est constante entre deux boreés, loi a I'avantage de favoriser

les occurrences proches de la valeur moyenne, a I'image ldeormale.

Dans le Tableau 2.3, on compare les résultats obtenus e tée dispersion du
déplacement selon que I'on choisit, pour la rigidité de la barre, cetied support
borné ou une loi lognormale. On remarque que, pour un méuficent de variation
0, le choix de la loi a support borné aboutit a une plus &aitispersion de déplacement.
La plus grande étendue dans le cas de la loi lognormale gatbdies queues de distri-
bution. Enfin, de méme que I'on a définit un modele égeintb un réel avec rigidité
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FiIG. 2.10: Densités de probabilité pour un module d'Young lognorr@al 0.02,
moyenneE = 70000MPa) -trait continu-, et pour un module d’Young sutvane loi a
support bornéd = 0.02, moyenné = 70000MPa) -100000 tirages de Monte Carlo-.

lognormale, il est possible de trouver un modele avec méaissance sur la rigidité qui
soit équivalent a une modélisation de dispersion ddlitigipar la loi a support borné
définie précedemment. Ainsi, une modeélisation aveitig suivant une loi a support
borné et une valeur de coefficient de variatiordde 0.025 aboutit a la méme dispersion
du déplacement au bout de la barre gu’'un modele avec unemaéissance d€6% sur
la rigidité de la barre (voir Tableau 2.2).

TAB. 2.3: Comparaison des lois lognormale et a support borné paigithité de la barre
en traction (bornes a 99% de probabilité).

K(0) a support borné bornes [AU ~ ,AU 1]
6 =0.025 +5.2% deU
6=0.02 +4.2% deU

K(0) lognormale || bornes [AU~ ,AU "]
6=0.02 +5.1% deU

3.2.2 Rigidité décrite par un champ stochastique

Une représentation plus réaliste d’'une incertitudeagrsur la rigidité peut étre de
la modéliser par un champ stochastidle, 0) : elle varie alors aussi spatialement, plus
ou moins selon la longueur de corrélation. Afin d’avoir uoaite approximation analy-
tigue du déplacement, on effectue un développement dieukan-Loeve de la rigidite,
comme il est présenté dans I'ouvrage de référence (3dHéveloppement, rappelé dans
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le chapitre 1, consiste en une décomposition en série dedfo
K(x,8) = %man@ fn(X) (2.42)
n=

Cette expression est basée sur une décomposition dpattréa fonction de covariance
C(x1,X2), qui quantifie I'influence de la valeur de rigidité en un galtabscisse; a celle
en un point d'abscisse. Cette décomposition, possible car la fonction est sy,
positive, et bornée, s’éecrit :

i xe) = ixnfnw f(x2) (2.43)

ouAp et fr(X) sont respectivement les valeurs propres et fonctions esape I'opérateur
de covariance. Le& (0) sont quant a elles des variables aléatoires non cegétbespé-
rances nulles et d’écarts types unitaires.

Dans notre cas, on suppose une fonction de covariance exjtes d’amplitudeA :

—[xg —x

C(x1, %) = A%xp(%) (2.44)
C

La longueur de corrélation; contrdle I'importance de la corrélation entre deux peiat

etxo. Pour une barre définie sia; @, les fonctions propres pour ce type de covariance

sont (voir les calculs dans [36]), pour lepairs :

co .
fa(X) = ﬂ Yn pair (2.45)
a+ sm(zit;ha)
ou les pulsationsy, sont définies par I'équation :
1 .
- wntan(wya) =0 Vn  pair (2.46)
C
Pour les valeurs deimpaires, les fonctions, vallent :
fa(X) = M Yn impair (2.47)
a— sin(2una)
2un
et les pulsationsy, vérifient :
1 : .
Wn + L—tan(u)na) =0 Vvn impair (2.48)
Cc
Les valeurs propres correspondantes sont (pgair ou impair) :
2A2
An=——¢ v (2.49)
(wn)?+ ()2
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En pratique, la décomposition de Karhunen-Loeve est treag I'ordreM, de telle
sorte que I'expression approchée du champ stochastiguigidiée est :

K(x,8) =K(x) +Z\FEn (2.50)

En terme d’éléments finis, on associe a chaque champ idé&itronqué a I'ordréV une
matrice de rigiditéKM). ’equation d’équilibre s'écrit alors :

ZJEn Wy =F (2.51)

Les matrices de rigidité&(" dépendent des valeurs propMgget fonctions propre$,(x),
et de la discrétisation adoptée. L'équilibre peut akesrire :

1+ Z £.(0)QMU =G (2.52)

avecQ(" = (K(9)~1KM etG = (K(©)~1F. Aprés un développement de Neumann tronqué
a l'ordreP, le déplacement solution s’écrit :

P

M
=3y &(0)QM)"G (2.53)
n= k=1

Ce sont les bornes a 99% de probabilité de cette expregamiion va chercher a com-
parer a celles obtenues par propagation d’'un modele ageomnaissances.

On a représenté sur chacune des Figures 2.11, 2.12, 221B4et10 réalisations de
champ de rigidité le long de la barre, pour differentegylorurs de corrélatiob;, pour
une valeur moyennk = 70000 MPa et pour un coefficient d’amplitude= %. Avec
cette amplitude, les valeurs prises par le champ de rajidikbng de la barre restent dans
un intervalle det6% autour de la valeur moyenne. Cependant, les valeursreas he
sont atteintes que ponctuellement sur certains échamilldu fait de la description par
champ stochastique. Aucune structure n’est ainsi, avetalieedescription, aussi rigide
(respectivement souple) gu’avec une rigidité constaate@?oK (respectivement 6%K)
comme cela est possible avec une description par varigkdeoaeK (0). Par ailleurs, il
apparait clairement sur ces figures que, plus la longueaodélation est petite, plus le
champ est perturbeé.
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FiG. 2.11: 10 réalisations d&(x,0) le FIG. 2.12: 10 réalisations d&(x,0) le

long de la barre pourc = 55 long de la barre pourc =

x
J—/—\
@2 —
0.2 0.4 W%
FIG. 2.13: 10 réalisations d&(x,0) le FIG. 2.14: 10 réalisations d&(x,0) le
long de la barre poutc = L long de la barre pourc = 10L
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Dans les Tableaux 2.4 et 2.5, on donne les dispersionsrdienge déformation de
la barre pour differentes longueurs de corrélation 0®1L et 10L), et pour des va-
leurs d’amplitudeA differentes %) pour le Tableau 2.4 el%) pour le Tableau 2.4). Les
résultats sont donnés en pourcentage de I'énergie fdend@&ioney du modele moyen.
Comme on pouvait s'y attendre apres la remarque effeqit@demment, plus la lon-
gueur de corrélatioh. augmente, plus la dispersion d’énergie de déformatigmente.

TAB. 2.4: Dispersion d’énergie de déformation pour differentesglueurs de corrélation
etA = 45 (bornes & 99% de probabilité)

Longueur de corrélatiob. || bornes [Ae; ,Ae)]
001L +0.028% deep
01L +0.7% deep
0.2L +1.5% deep
05L +2.9% deep

L +3.9% deep
2L +4.6% deep
5L +5.0% deep
10L +5.2% deep

etA = 35 (bornes & 99% de probabilité)

Longueur de corrélatiob; || bornes [Aey ,Ae]]
0,01L +0,043% deep
0,1L +1,0% deep
0,2L +2,0% deep
0,5L +4,2% deep
L +5,8% deep
2L +6,3% deep
5L +7,7% deep
0L +8,1% deep

TAB. 2.5: Dispersion d’énergie de déformation pour differentesglueurs de corrélation

Dans le Tableau 2.6, on présente les résultats de prapaghtin modele avec une
meéconnaissance sur larigidité de la barre en terme demigm d’énergie de déformation,
pour des valeurs de méconnaissance entre 1 et 10%. Il estpdesible d’associer a
chaque valeur de longueur de corrélatigra valeur de méconnaissanoe sur la rigidité
de la barre aboutissant a une méme dispersion d’éneegifibrmation : par exemple,
un modele avec une méconnaissancet®8o enveloppe la dispersion obtenue par un
modele comportant une rigidité décrite par un champhststique avec un rappdft =5
(dans le cas ol = %,). Le Tableau 2.7 rassemble ces associations. Pour desrtsappo
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de longueur compris entre@lL et 10 (qui correspondent a deux types de distributions
extremes, l'une tres perturbée, l'autre tres peu), &comnaissance correspondante est
comprise entret0.03% et+7%. Ces valeurs sont d’un ordre de grandeur tout a fait rai-
sonnable, ce qui permet d’affirmer que la modélisation @escméconnaissances sur la

rigidité est une bonne représentation de dispersicikee

TAB. 2.6: Modele avec une méconnaissance sur la rigidité de l&faarnes a 99% de

probabilité).
bornes [-mg ,mg] || bornes [Ae; ,Ae)]
1% 0,83% deep
2% +1,7% deep
3% +2,5% deep
4% 13,3% deep
5% T4,1% deep
6% 15,0% deep
8% 16,6% deep
+10% 18,2% dees

TAB. 2.7:Modele avec une méconnaissamgesur la rigidité de la barre et longueur de
corrélation associée énergétiguement p@wﬁ (bornes a 99% de probabilité)

Longueur de corrélatiob; || Méconnaissanceg correspondante
0.01L +0.034%
0.1L +0,85%
0.2L +1,8%
05L +3,5%
L +4,7%
2L +5,6%
5L +6,0%
10L +6,3%

Le Tableau 2.9 permet de vérifier que le résultat du modeée méconnaissances
ne change pas en introduisant les méconnaissances xhelkeélus fine : le modele
avec deux méconnaissances de méme amplitude (une sunehdes rigidités de la barre
décomposée en deux) aboutit a la méme dispersion @jiende déformation.

3.2.3 Bilan

En comparaison par rapport aux méthodes décrites danisalgitie précédent, la
théorie des méconnaissances présente differentsaaem:
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TAB. 2.8: Modele avec une méconnaissamgesur la rigidité de la barre et longueur de
corrélation associée énergétiguement pfbuf%) (bornes a 99% de probabilité)

nY

T

Longueur de corrélatiob; || Méconnaissanceg correspondantg

0.01L +0,05%

0.1L +1,2%

0.2L +2,4%

05L +5,1%

L +7,0%

2L +7,6%

5L +9,3%

10L +9,7%

TAB. 2.9: Modele avec méconnaissances sur la rigidité de la barcerdposée en 2
eléments (bornes a 99% de probabilité)..

bornes Fmg Mg ] || bornes Fmg mE ] || bornes [Ae, Aep]

+10%

+10% +8.2% deep

— elle s’appligue aux systemes complexes, car elle peppbktper sur les modeles

numeriques;

— elle ne surestime pas les valeurs de dispersion de geudlfititerét, contrairement
a la méthode de propagation des intervalles déterremjst

— elle ne nécessite pas la résolution d’un grand nombreaggmes, comme pour
la méthode de Monte Carlo, mais juste celle d’'un seul calétérministe, dont la

solution est post-traitée ;

— elle peut étre définie pour de grandes variations de m&issances, contrairement
a la méthode des petites perturbations;;

— son colt de calcul est particulierement réduit, de @#ait que les incertitudes sont
modélisées a I'échelle de sous-structure ; ainsi, @@ga une méthode basée sur
la décomposition sur le chaos polynomial, elle nécegsiteploi de moins de pa-

rametres stochastiques.
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Chapitre 3

Apports pour traiter des probl emes
guasi-statiques

Dans ce troistme chapitre, nous&daillons comment
représenter les incertitudes portant sur les effart&ide de
la théorie des raconnaissances. Nousgzentons ainsi
comment dfinir et propager les gconnaissances de base,
gu’elles portent sur les rigidis structurales ou sur les efforts
appligues,a des quantés d’inerét (comme des contraintes
ou ceplacements locaux) extraites depdacement solution
pour des prol#mes quasi-statiques.
Dans une deurime partie, nous j@sentons une extension de
la définition des raconnaissances des pararatres
anisotrope, en traitant en particulier le cas délasticié

anisotrope.
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1 Modéelisation des incertitudes portant sur les efforts

1.1 Problematique

Nous nous intéressons ici a la modélisation des médgssanaces portant sur les efforts
appligués a une structure étudiée. Comparées auerdigns portant sur les rigidités,
celles concernant les distributions d’efforts sur unecstme sont moins bien cernées, et
seront a priori plus importantes, car de nombreux corgréle@ssais portant sur la rigidité
sont possibles en phases de fabrication et d’industriaisaes pieces structurales. De
maniere générale, les distributions d’efforts soastmal connues, car I'on possede sou-
vent peu d’'informations les concernant.

Prenons I'exemple des efforts aérodynamiques appliqué&s avion ou une navette
spatiale : les recherches portant sur la compréhensierntetilement mécanique des me-
sures effectuées en vol ont débutées il y a peu d’ann@is[{4]). Les données issues
d’essais en vol constituent une source d’informationsaexément riches dont il doit étre
possible de tirer des enseignements majeurs. En plus d#italte de cerner leurs va-
leurs, on imagine aisément que les efforts aérodynamigaleent considérablement, que
ce soit lors d’'un méme vol ou entre deux vols d’'une mémesire ou d’'un méme type de
structure, mais varient aussi par leur temps d’appariti@s variations d’efforts, qu’elles
portent sur les amplitudes ou les directions, sont poupgeggondérantes dans le dimen-
sionnement des structures aéronautiques.

Concernant les types de modélisations possibles de cediindes, differentes pers-
pectives s’ouvrent a nous. La premiére qui peut venireggtit serait d’adopter une
modélisation paramétrique, en introduisant dans leetedutant de variables aléatoires
que I'on introduirait d’efforts dans une modeélisatiorieteniniste de la structure étudiée.
On pourrait aussi plutdt employer des champs stochastioorer modéliser plus finement
des incertitudes portant sur des distributions d’effopgligués sur une zone de grande
taille. Se posent alors les questions de savoir quelle Igrdbabilité introduire sur les
variables aléatoires utilisées, et comment paramktsarthamps stochastiques employés.
A la vue des informations généralement disponibles, ibfaifficile de faire des hy-
potheses les concernant. En outre, si I'on souhaite intredlans la modélisation le fait
que la direction de chaque distribution d’efforts revé @ussi un caractere aléatoire, il
faudrait paramétrer ces directions avec des paramétrelsastiques, ce qui en multiplie-
rait d’autant le nombre, et conduirait a des problemessdrands nombres de degrés de
liberté stochastiques. Et, de la méme maniere, étam&lte peu d’informations dispo-
nibles généralement, il parait compliqué de stipuleriari une certaine distribution de
ces directions.

Etant données les limites d’'une approche purement pdrigmé, notre choix s'est
donc porté vers une modeélisation a une échelle plusajgotbes incertitudes portant sur
les efforts, ce qui, de plus, est en accord avec les travaexteés sur la définition
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des méconnaissances de base sur les rigidités strestui@f. [16]). Cette approche
globale est aussi bien valable pour modéliser les inceleg portant sur 'amplitude
des distributions d’efforts que sur leur direction, et nansene a définir un couple de
méconnaissances de base sur I'amplitude d’une distoibbafiefforts, et une méconnais-
sance de base sur sa direction. Pour le moment, la propagktioes méconnaissances
de base définies au paragraphe 1.2 n’a été effectuér quasi-statique.

1.2 Modelisation adopie

Définition des meconnaissances de base sur les forces applgs
La définition des méconnaissances de base sur les effipligj@és (plus généralement
sur la description de I'environnement) s’inspire de cets théconnaissances de base sur
les rigidités structurales. Soit une distribution glabdleffortsF décrite par :
F=7% Fe (3.1)
EcE

ou Fg est la restriction dé& sur la sous-structurg, ou sur la frontiereE. On noteE
I'ensemble de ces sous-structures. De plus, on décompsshsitributions d’effort§ ¢
comme suit :

Fe=AeZg VEEE (3.2)

en faisant apparaitie-, I'amplitude, etZg, la direction de la distributiof g, normalisée
comme sulit :
Z{Ze =1 (3.3)

On introduit alors deux méconnaissances scalaires pamaplitude U (0) et m/‘\*E (0)),
et une pour la directiomfz. (6)) de I'effort Eg. La méconnaissance de base associée a
la modélisation des efforts est alors un triplet (géle#nent stochastique, mais qui peut
prendre des valeurs fixes, comme dans le cas des rigidibés)ghaque sous-structure

E € E. Cet opérateur de méconnaissantgs(6) = (m,_(8), m;fE(e),ran(e)) est définit
par les inégalités suivantes :

—m,_ (B)Ae <Ae(0) —Ae <my (O)Ag VEEE (3.4)

[Be(Z(8) — Ze))2 < My (8)%ee(Ze)]2 VECE (3.5)

La distribution d’efforts sur la structure considéfe@), inconnue et que I'on cherche
a envelopper, est décrite pave(0),Zg(0))ecr, etF = ¥ (AeZg) est la distribution d’ef-
forts du modele EF de I'environnement, ici considéreedainiste.

Sur la tteorie des réconnaissances en conception robuste



Modeélisation des incertitudes portant sur les efforts 77

On ajoute a ce modele déterministe la description pagéfateur des méconnaissances
me(8) = (m,_(8),my_(8), Mz (8))e : comme pour la définition des méconnaissances sur
les rigidités, les incertitudes sont quantifiees aH@te de sous-structures. De méme,
la méconnaissance en elle-méme, pour une sous-struétlle donnée, est une quantité
évoluant quelque part a I'intérieur d’'un intervallp:nKE(e); m{E(B)] pour la méconnais-
sance sur I'amplitude des efforts sur cette sous-strugiimeyz. (8)] pour celle sur la di-
rection de cette distribution d’efforts.

Le choix de ce type de description tient compte du fait qeeégalement, une bonne
part de la connaissance de la structure étudiée proviexp&riences : par la modélisation
de maniere séparée des méconnaissances sur I'angpditute celles sur la direction des
efforts appliqués, il est possible de modéliser séparé les incertitudes présentes sur le
positionnement du capteur et celles provenant de la maggeedr des mesures en elle
méme.

L'emploi de telles méconnaissances permet de globabsentertitudes a I'échelle de
sous-structures, qui, pour une méme distribution glothalforts, peuvent étre définies de
facons differentes selon le type de méconnaissancehai& de globaliser les incertitudes
provient du fait que I'on ne dispose pratiquement jamaiodéeetl'information nécessaire
a une modélisation microscopique des incertitudes. Dertie cas, l'information sto-
chastique utilisée est certes moindre, mais bien souvdfisante dans les problemes
industriels.

On définit ainsi 'ensemble des sous-structures sur ldlegygortent des méconnaissances
sur I'amplitude des efforts, not@,, et Ez 'ensemble des sous-structures sur lesquelles
portent des méconnaissances sur la direction des efforts.

Loi de probabilit & pour les meconnaissances de base sur les forces appléegs
La nature des lois de probabilité des méconnaissancedaii@ I'objet d’'un choix de
la part du modélisateur. Cependant, le manque d’infolonatprésent en général sur les
efforts conduit tres fréequemment a choisir une desicripfioue des méconnaissances de
base sur les distributions d’efforts en utilisant une lopdababilité uniforme pour définir
les bornes[,—mA‘E(e); m{E(B)] pour la description de I'incertitude portant sur 'amptigy
oumz, (8) pour celle portant sur la direction.

Ce sont alors les bornes des lois de probabilité uniforntidisaes qui définissent
I'opérateur de la méconnaissance de base sur les effiptigjaés a la sous-structuke:

mFE = (TTI)\E,W&FE,W]ZE).
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2 Meéconnaissance effective sur une quanétd’interét

2.1 Principe de la propagation des raconnaissances

Comme on a pu le voir dans le Chapitre 2, les travaux [15, 16hemmis d’évaluer les
dispersions de certaines quantités d’intérét en dygaeniles structures par le calcul des
méconnaissances effectives sur ces quantités, qui peétre des pulsations propres, la
valeur en un degré de liberté d’'un mode propre, ou la ptigjed’un mode propre selon
une direction donnée.

Afin d’étendre la portée des résultats de propagation tfe€lorie des méconnaissances,
on s’attache, dans ce paragraphe, a définir un cadre ganheéé propager des méconnais-
sances sur des quantités d’'interéet comme des consainteles déplacements locaux,
pour des études en statique.

Soitx la solution de I'equation d’équilibre statique :

Kx=F (3.6)
ou K est la matrice de rigidité dt la matrice des efforts généralisés. Suitensemble
de toutes les méconnaissances de base, associéesidita agaux efforts appliqués
chaque valeur den on peut associer des rigidités et efforts vérifiant lesaéigns (2.5),
(3.4) et (3.5) . Les ensembles correspondapt®t ., sont parametrés pau.

Chaque type de méconnaissance possede sa propre sausration : 'ensemble des
sous-structures sur lesquelles portent des méconnaéssanr I'amplitude des efforts est
notéE,. Lensemble des sous-structures sur lesquelles portesninéeonnaissances sur
la direction des efforts est noke-. L'ensemble des sous-structures sur lesquelles portent
des méconnaissances sur la rigidité est figtél es sous-structures associées peuvent en
effet &tre définies de facons difféerentes selon le tygpenéconnaissance.

Comme présenté de maniéere générale dans le Chapitam2 cette nouvelle approche
de modeélisation de familles de structures, on cherche awel@pe de la réponse de
la structure étudiée. Cette enveloppe est associéegadtion (3.6) , 0K (0) € Ky
et F(8) € Fme). Pour une quantité d'inter&t(6) (de valeur EFQ), par exemple une
contrainte locale, on cherche a calculer la méconnaissaffective par I'encadrement
suivant :

— Ao (8) < a(B) —a < AaT(6) (3.7)

De fagcon générale, la valeur EF de la quantité d'ett@st une fonction de la rigi-
dite EFK et des efforts EFF : @ = Lgr (K, F). La valeur réelle se trouve dans I'image
par I'opérateurLegg de la rigidite K(0) et des effortsE (0) aléatoires. Les bornes de
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méconnaissances effective peuvent donc s’exprimer cosuaihe

Aat(0)= sup [Ler(K,E) -1 (3.8a)
K(8)€ Xm(e)
F(0)€Fm(e)

Aa~(B)=— inf [Lgp(K,E)—1Q] (3.8h)
K(8)€ Xm(e)
F(0)€Fme)

Plus particulierement, dans le cas de I'élasticit@diné, et si les méconnaissances
de base sont suffisamment petites, en utilisant une technigxtraction, la quantite
s’exprime facilement :

a=b"x=(K'b)'F (3.9)

oub est 'opérateur d’extraction. L'écart a la quantité &kvaut alors :
Ao = (K)TAF - FTK}(AK)K b (3.10)

et, apres propagation des méconnaissances de baseiguapides inégalités de définition
des differentes méconnaissances de base, ses bormegaupet inférieure s’expriment
par :

NI

1
Ba*(0)= 3 [5(ME(8) + Mg (0))(<< X% >>) (<< X, Xy )
E
cer)
EcEg

1
+ é(mg(e) —mg(0)) <<X —X >>g

+my (0)x Fe + Mz (8)%[8E (X )]

NI~

Ag] (3.11a)

NI

~Ba(O) = T [~ 2(ME(8) + Mg (B)) (<< X X>>e) (<< Xp. Xy > )

EGE)\ 2
EcEz
EcEg
1
+ 5 (ME(8) — Mg (8)) << X, —xp >>e
—m, (8)x}.Fe — Mz (8)2[6e (X, )] 2Ae] (3.11b)
avec
Xo =K 'b (3.12)

Dans ces expressiorgst la solution du probleme EF avég, F). Le produit scalaire
noté< .,. > tient compte de la rigidité de la structure réelle ébedet vaut :

<xy>=x"Ky (3.13a)
<Xy >g =X Kgy (3.13b)
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Le second produit scalaire, noté< .,. >>, tient compte de la rigidité EF déterministe :

<<xy>>=x"Ky (3.14a)
<< XYy>>g =X Kgy (3.14b)

Les équations (3.11) donnent le résultat de propagationatiele complet avec mécon-
naissances sur la rigidites des sous-structirasg (6); mg (8)), sur 'amplitude des dis-
tributions d'effort sur les sous-structurgs, _(6); WE(G)), et sur la direction de ces ef-
fortsmz (8). Les méconnaissances effectives (P) etAa™ (P), issues de la propagation
de ce modeéle, sont alors les borne®% de probabilité des loida () etAa™(8).

Nous allons maintenant détailler le calcul de propagalEsmméconnaissances. Com-
me on considere des valeurs de méconnaissances pe&gégjdations (3.11) sont obte-
nues par linéarisation, et il est donc possible d’étuldiggropagation de chaque type de
meéconnaissances de facon séparée.

Détail de la propagation des néconnaissances sur les rigidis
Nous considérons ici uniquement des méconnaissancdssstigidités structurales. L’
équation (3.10) se simplifie donc :

AOmog = —F ' K 1(AK)K b (3.15a)
= —x" (AK)x, (3.15b)

Cette expression peut étre vue comme la difféerence esgrddux produits scalaires sui-
vants :

AOmod = < X, —Xp > — << X, —Xp >> (3.16a)
= > <X X >E— << XX >>E (3.16b)
Eckg

ou les produits scalaires .,. > et << .,. >> sont ceux définis a I'équation (3.14).
Afin d’obtenir la meilleure majoration possible, on intratdun scalaird tel que :

1
<X =Xy >E= 7 (<X Ixp, X=Xy > — <X+1Xp,X+1Xp >E) (3.17)

En utilisant alors la définition des méconnaissances de bar les rigidité structurales
(Equation (2.5)), on obtient, pour la majoration de ce pisttalaire :

1
<X =X >E < Z[(1+ Mg (0)) << X—IXp, X— IX, >>E

—(1-mg(0)) << X+IXp, X+ Xy >>E] (3.18a)
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En se référant a 'équation (3.16), on obtient la majorasuivante de la quantité d’intéerét
Aa

< RX>S>E HZ << X, X >>E
4

AQmod = Z (mE(e)erE(e))
Eckg
1
+§(m‘g(e) — Mg (8)) << X, —Xp >>E (3.19a)
Les bornes optimales sont alors choisies de telle sortenamsier cette majoration par

rapport au parametite minimum qui est obtenu pour la valeur suivante :

12 — <X X>>E
<< Xy, Xp >>E

(3.20)

De méme, pour obtenir la borne inférieure de la quanté'&quation (3.17), il s’agit
de maximiser par rapportlda minoration effectuée, de fagcon a obtenir I'encadnente
plus étroit possible. Tout cela permet d’aboutir a I'asfreanent de la quantité d'intérét
par les borneda ! etAa_ ,du modele avec méconnaissances :

Nl

B0od®) = § [(ME(0) + ME(@)) (<< 11 >>e)} (<< 235 >>)
Eckg

£ S(ME(8) M (8)) << X, %, >>e] (3:21a)
—0004(0) = Y [—%(mg(e) + M (8)) (<< XX >>£)2 (<< X Xo >>E)?
Eckg
+S(TE(8) M (6)) << %, %, >>e] (3.21b)

Détail de la propagation des neconnaissances sur les efforts appli@s
Considérons maintenant les méconnaissances sur legheplet directions des efforts
appligués a la structure étudiée. L'équation (3.1€)mime alors, au premier ordre :

Admod = (K~ ') TAF (3.22a)
=Xp (ZAA + XAZ) (3.22b)

On obtient facilement un encadrement de la quav_iﬁEA)\ intervenant dans I'équation
(2.1) en appliquant la définition des méconnaissancd&saplitude des efforts (équation
(3.4)) : pour toute sous-structuitec E,,,

—m, (O)Aexf Ze < Xp ZEON <MY (B)Aexp Ze (3.23)

Pour I'encadrement de la quantigéXA; intervenant dans I'équation (2.1), on utilise
la majoration suivante, faisant intervenir, pour toutessstructureE € Ez, les énergies

Sur la tteorie des réconnaissances en conception robuste



82 Apports pour traiter des problemes quasi-statiques

de déformatione (x,.) et e=(Z) (on rappelle que la directiodg est normalisée par
&(Zg) =1):

| X AeDZe |< Nelee (X, )] ?[ex(2)]? (3.24)
On peut alors, en utilisant la définition des méconnaissae base sur la direction des

efforts (équation (3.5)), exprimer la majoration issuendodele avec méconnaissances
pour ce terme :

| XENeAZe |< My, (8)%he e (X, )] 2 [ee (Ze))? (3.25)

En regroupant les deux encadrements effectués ici, oarabiéis borneda  etAa . .
du modele avec méconnaissances sur les efforts appliqué

D od(©) = > (MY (B)Nexg, Ze

EEE)\
EcEz
+ 1y (8)%Aeee (X, ))2 [ (Ze)) 2 (3.26a)
—A004(0) = 5 [-m_ (B)Aexg, Ze
EEE)\
EcEz

— Mz (8)%Ae [ee (X, )] 2 [ee (Z2))2) (3.26b)

De maniere générale, les méconnaissances portaesseffdrts sont définies a I'échel-
le de la surface d’application ou de sous surfaces d’appitai les efforts sont appliqués
sur des parties de taille conséquente par rapport a letsteu Ainsi, la modélisation choi-
sie permet de globaliser les dispersions d’efforts locaux.

2.2 Exemples

Nous allons détailler dans ce paragraphe une premierécatpn des notions in-
troduites dans ce chapitre par deux exemples académigedsaitement numérique de
ces exemples est effectué avec le logiciel CAST3M, avegdedes procédures ont été
développées pour permettre I'application des diffeseleveloppements de la théorie des
meéconnaissances.

2.2.1 Structure bi-dimentionnelle trouee

On considere ici une structure bi-dimentionnelle troe@eson centre et encastrée
sur un bord. Comme on peut le voir en Figure 3.1, du coté s@@ol’encastrement, on
appligue a cette structure une distribution d’effortséedt = AZ avec iciZ =y. Dans la
modélisation, on souhaite prendre en compte des incgestde faible valeur présentes
d’une part sur la rigidité de la structure et, d’autre psut, la distribution d’efforts.
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Dans le modele déterministe auquel sera associée uoeates des méconnaissances,
le matériau considéré pour la plaque est un aluminiunm dghodule d’Young de valeur
de 70 000/ Pa, I'effort global appliqué est pris égal &lM. La structure est discrétisée en
28 éléments finis.

On introduit, lors la modélisation, les méconnaissarscegntes :

— une méconnaissancésy, ,my) sur la direction de cette distribution d’efforts -
(comme la discrétisation est assez grossiere, on neatdgfinne seule sous-structure
d’application des efforts) ;

— un couple de méconnaissan¢eg ,m;") sur 'amplitude de cette distribution d’ef-
forts (on ne définit gu’une seule sous-structure d’appbcedes efforts) ;

— d’autres méconnaissances, notén@l,mg), portent sur la rigidité des sous-structu-
resk;. On étudiera ici deux échelles de sous-structurationciss : soit en considé-
rant une seule sous-structure pour la structure entieiteers définissant une sous-
structure par élement fini.

Les méconnaissances sur la rigidité de la structure kt set la direction des efforts
sont définies a partir de lois gaussiennes. Celles postantamplitude des efforts sont
définies a partir d’'une loi uniforme, compte tenu de la lsdinnne connaissance que I'on
en a généralement.

Nous portons notre intérét sur la contrainte suivantd'axi’application des efforts,
moyennée sur I'elément ou elle est maximale, c’edira-I'élement numéroté 20 (voir
Figure 3.1). Ainsi, la quantite d'intérét est= 02. Sa valeur déterministe est G&) =
73MPa.

Comme les valeurs de méconnaissances sont supposées (sit moins de 15%),
on utilise la propagation linéarisée des méconnaigsmoomme présenté dans les équa-
tions (3.11). On peut alors étudier l'influence de chacus tgpes de méconnaissances
séparément. Les résultats de propagation des méasamaes sont présentés dans les
Tableaux 3.1, 3.2, et 3.3, sous la forme des bornes a 99%aimlutité. Le Tableau
3.1 montre les résultats de propagation du modele aveouple de méconnaissances
sur I'amplitude des efforts, le Tableau 3.2 ceux de la prafiag du modele avec la
méconnaissance sur la direction des efforts. Dans le dalde3, on a reporté les résultats
de propagation des méconnaissances sur la rigidité deuletwe, en y comparant les
deux niveaux de sous-structuration étudiés.

Influence des néconnaissances sur I'amplitude des efforts

Onremarque que la propagation du modele avec des méssanaes de&10% sur I'am-
plitude des efforts entraine une dispersion de méeme ni{#£8, 2%) de la contrainteﬁ)(,J
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Preteettet

v,

Fic. 3.1: Modele discrétisé de la structure étudiée.

L1777 77777777 77777777/

TAB. 3.1: Résultats du modele avec méconnaissances sur l'amldes efforts (loi
uniforme, bornes a 99% de probabilité).
Bornes [-m, m/] || Bornes [AcZ), 4 AGZ0E

yymod "~ yymo
[-0,10;0,10] +8,2% deGyy

TAB. 3.2: Résultats du modele avec méconnaissances sur la ditedgis efforts (loi
gaussienne, bornes a 99% de probabilite).
Bornes [-m, ,m;] || Bornes [AcZ | AcZ0t

yymod '"~*~yymo
[-0,10;0,10] +2,2% deGyy

TAB. 3.3: Résultats du modele avec méconnaissances sur la éigiditir deux niveaux
de sous-structuration (loi gaussienne, bornes a 99% dmpildé).

Sous-structuratio Bornes F-mg Mg ] || Bornes [AaZ) o4 A0y
par élements [-0,06 ; 0,06] +6,1% deoyy
structure entiere|  [-0,06; 0,06] +24% deoy,
structure entiere| [-0,013; 0,013] +6,2% deGyy

sur I'éléement numéroté 20. Cela est simplement di len&arité entre contrainte et ef-
fort appliqué. Le fait que I'on n'obtienne pas exactementriéme niveau de dispersion
provient de la technicité des tirages de méconnaissaguegdéfinit la moitié de la distri-
bution de chaque méconnaissance a 0, ce qui concentes, @ompagation, les réalisations
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de quantité d’intérét autour de la valeur moyenne.

Influence des néconnaissances sur la direction des efforts
Le modele avec une méconnaissance de 10% sur la dire@geffbrts mene a une dis-
persion assez faible, de I'ordre de22, sur la quantité d’intérét. La contrainte d’intéré
est donc peu sensible vis a vis d’'une méconnaissance gduetdion des efforts. En effet,
I'incertitude ainsi modélisée est une incertitude surdéure du chargement; cela revient
a dire qu'il y a une petite composante d’efforts suivanké', qui induit chargement
de flexion de la structure. Comme, de part les conditions ianixels et pour la quantité
d’intérét considérée, la structure est plus rigidermme sollicitation suivant I'axe que
suivant I'axey, une méconnaissance sur la direction de I'effort de acdfsuivanty) est
peu influente.

Influence des néconnaissances sur la rigidé
Le niveau de dispersion de la contrainte d’intérét obfesrupropagation du modele avec
méconnaissances sur la rigidité dépend du niveau destouturation choisi (voir le Ta-
bleau 3.3). Si I'on choisi de modéliser les incertitudd&ahelle de la structure entiere
par un couple de méconnaissangeBi ;Mg | = +6%, on obtient une dispersion de quan-
tité d’'intérét éleveeL{24%). En revanche, si I'on choisi de modéliser les inagdts a
I'echelle des élements, en définissant un couple dent@issancels-mg ;Mg | = £6%
pour chaque élément fimj la dispersion de contrainte d’intérét résultante ésh Iplus
faible (£6,1%). La forte sensibilitte a des méconnaissances sugidité de la struc-
ture entiere provient du fait que le niveau de sous-stratittn employé pour modéliser
I'incertitude sur la rigidité est alors la structure emé, et, ainsi, cette méconnaissance
rigidifie ou assouplie la structure entiere, ce qui es p@nalisant. Au contraire, plus les
sous-structures de définition des méconnaissances getdrs, plus le poids énergétique
de chacune sera faible, et les differents termes de la sgmndsente a I'équation (3.21)
se compenseront a un niveau global lors de la propagatida guantité d’'intérét.

2.2.2 Accouplemenglastique

Modélisation

On appligue ici la théorie détaillée ci-dessus a un apaEment flexible entre deux arbres
(voir Figure 3.2). Laccouplement est réalisé par I'enbée d’'une piece centrale en acier
et de deux plaques en élastomere, le tout assemblé parsd€n étudie cette structure
en guasi-statique, un arbre étant considéré encastsom extrémite, I'autre soumis a
une répartition d’efforts orthoradiaux créant un couplde torsion (voir Figure 3.2). On
n'introduit pas de contact ni de frottement dans les assagaisiboulonnés, qui sont sim-
plement considérés comme des liaisons parfaites ensrpatéies élastiques.

On se limite a la propagation du modele avec méconnaissasur les rigidités et sur
I'effort appliqué, dans le cas de faibles méconnaissanica quantité d'intérét est ici la
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FIG. 3.2: Conditions d’étude de I'accouplement.

contrainte maximale, a savai,; et sa moyenney; sur I'élément numéroté 2285 qui est
situé sur une plaque en élastomeére. Les méconnaissanctes rigidités suivent une loi
gaussienne, et I'on adopte une description floues pour &Epnraissances sur I'ampli-
tude des efforts appliqués en les définissant a partivedlai uniforme.

Résultats

TAB. 3.4:Modele avec méconnaissances sur 'amplitude de I'efforuniforme, bornes
a 99% de probabilité).
Bornes [-m, ,m'] || Bornes [AcZ2%> | AGZ28>"

zzmod *—~'zzmo
[-0,10; 0,10] +9,0% deg22%°

TAB. 3.5: Résultats du modele avec méconnaissances sur la divedtis efforts (loi
gaussienne, bornes a 99% de probabilite).

Bornemy || Bornes [Acizzﬁq‘r’&j ,A0§§?n55’
0,06 +54% deg22c°

TAB. 3.6: Résultats du modele avec méconnaissances sur la egaditir deux niveaux
de sous-structuration (loi gaussienne, bornes a 99% dmpildae).

Sous-structuration Bornes F-mg Mg | || Bornes [AcZ25> | AoZ7o
par éléments [-0,05; 0,05] +8,6% deg22°°
par piéces [-0,05; 0,05] +89% deg225°
structure entiere|  [-0,05; 0,05] +230% deo225°
structure entiere| [-0,002; 0,002] +8,9% deo22°°

Dans le Tableau 3.4 (respectivement 3.5) sont reportéetedtats de propagation
du modéle avec méconnaissan¢eg ,m;") sur l'amplitude (respectivemertr; ,m;)
sur la direction) de la distribution d’efforts appliquéees résultats de la propagation
du modele avec méconnaissances sur la rigidité sont,repmrtés dans le Tableau 3.6.
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Comme dans I'exemple précédent, differents cas samli€s : la sous-structuration as-
sociée est soit a I'eéchelle de la structure completie asbechelle des differents compo-
sants de I'accouplement, soit a I'échelle des éléemefits de rapprocher la modélisation
avec méconnaissances de dispersions matériau locaesntles valeurs des bornes des
intervalles a 99% de probabilité qui sont données.

Comme dans I'exemple précédent de la structure bidiroansile, de par la linéarité
entre amplitude de I'effort et contrainte résultante, tagagation du modele avec des
méconnaissances sur I'amplitude de I'effort (voir Tabl@a4) aboutit a une dispersion
du méme ordre de grandeur que la valeur des méconnaissamgtoyées. En revanche,
sur cet exemple, la contrainte d’intérét est bien plusid®ma une méconnaissance sur la
direction des efforts (voir Tableau 3.5). En effet, unestefieconnaissance revient a intro-
duire de petits efforts parasites, engendrant une saliicit supplémentaire de flexion de
I'accouplement. Et comme la quantité d’'intérét coes@d est plus sensible a la flexion
gu’a la torsion, de telles incertitudes sur la directios @#orts orthoradiaux créant le
coupleC peuvent donc changer de facon non négligeable les cotésailans la structure.
Il est donc primordial, ici, de limiter au maximum les indertles sur les directions des
efforts engendrant le couple de torsion.

Concernant la propagation de méconnaissances sur ldgégil’étendue de la dis-
persion de la contrainte d’'intérét dépend du niveau des-structuration associé a la
définition des méconnaissances de base. Ainsi, si I'oné&fi@itiqu’'une sous-structure
correspondant a la structure entiere, la dispersionltérge est largement surévaluée
(+230% pour des méconnaissances de base-%¥), tandis que si I'on définit une
meéconnaissance pour chacun des 4092 éléments finisspardion est plus réaliste -
(+8, 6% pour des méconnaissances de basei® chacune). Entre les deux, en adaptant
la taille des sous-structures a celle des pieces, onrihtie dispersion surévaluée, mais
dont I'étendue est limitéex89% pour des méconnaissances de base%# sur cha-
cune des 7 pieces). Les piéces sont alors regroupéesnsembles, suivant la répartition
suivante :

I'arbre d’entrée, sur lequel est appliqué le couple
la premiere plague intermédiaire ;

le premier jeu de vis;

I'arbre intermédiaire ;

la deuxieme plaque intermédiaire ;

le deuxieme jeu de vis;

I'arbre de sortie, ici encastré dans un bati.
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2.3 Discussion sur lechelle de description des mconnaissances de
base sur la rigidité

La description des méconnaissances de base sur la eigiditie structure entiere a
montré dans les exemples précédents son caracteiensagionnant. Caractériser la dis-
persion de rigidité a I'échelle globale de la structargsc la méme valeur de méconnaissance
gue celle qui décrirait la dispersion localement, est &t &&s pénalisant car cela suppose
gue la structure entiere ait une méme rigidité. Il faatraltenir compte des cas les pires,
qui sont ceux ou toute la structure possede la rigiditglls faible (ou la plus élevée)
autorisée par les valeurs de méconnaissances empl@éesune échelle globale, la dis-
persion entre ces cas extrémes est bien plus faible queatedervée a une échelle plus
fine.

C’est ce que I'on observe dans les exemples précédentmtreduisant des mécon-
naissances de5% sur la rigidité des éléements de I'accouplement &last on obtient
une dispersion de la quantité d’intérét qui serait cebeenue en introduisant un couple
de méconnaissances €€, 2% environ a I'eéchelle de la structure entiere. De mémec
des méconnaissancest6% sur la rigidité des eléments de la plaque, ou bieft 8%

a l'echelle de la structure entiere, on obtient la mémspetsion.

Le choix de I'echelle de description des méconnaissaastainsi primordial. Tout
I'art du modeélisateur est de bien choisir I'échelle adelle globaliser les incertitudes en
modélisant les méconnaissances.

Dans le cas ou les dispersions de rigidité ont pour origeephénomenes matériau,
il est préférable de définir les méconnaissances sugildité a une échelle assez fine de
sous-structures. Ainsi, a I'échelle d’une structure ptate, ces phénomenes matériau (in-
clusions plastiques, défauts, ...) se compensent, depardpartition spatiale, et influent
relativement peu sur la rigidité globale de la structu@slde la modélisation de telles in-
certitudes, il est important de définir la sous-structatiaune échelle pertinente. La taille
des sous-structures doit étre en accord avec la longueattéastique des phénomenes
en présence, comme illustré dans le paragraphe 3 ou wous aontré I'equivalence,
en terme de dispersion de quantité d’intérét, entre usgetdsion de module dYoung
modélisée par un champ stochastique et une descriptiom@eonnaissances de ce mo-
dule d’Young. Lors de I'étude d'une structure completaneme c’est le cas ici, I'echelle
des éléments finis est tout a fait appropriée a la msalbn avec méconnaissances sur
la rigidité. Dans ce qui suit, c’est a I'echelle desréénts que seront modeélisées les
méconnaissances portant sur les rigidités structurales

Il est aussi possible de définir ces méconnaissancesé&chiedie plus globale, comme
celle de la structure, mais il est souhaitable, dans ce e atuer préalablement des si-
mulations pour évaluer le niveau de méconnaissancesog@spond a cette échelle aux
dispersions locales connues.

En revanche, lorsque I'on s’intéresse a la modélisadenigidité de liaisons, les in-
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certitudes pourront etre modélisées par un unique eodpiméconnaissances a I'eéchelle
de la liaison elle méme. En effet, les liaisons sont sougentplexes a plus d’un titre : de
part leur géomeétrie, les lois de comportements des mateemployés (avec bien souvent
présence de contact, frottement, ou jeux), et leur copaai® en tant que telle. Méme
dans des industries de pointe, il n’est pas rare en effetegialisons soient réalisée (ou
finies) a la main, I'opérateur disposant colle et plis daériaux composites selon son
savoir-faire. Il en résulte une forte méconnaissanoge®ne de leurs propriétés. Ceci jus-
tifie que la modélisation des méconnaissances sur laitagitline telle liaison se fasse
a I'échelle globale de la liaison. Un telle méconnaissaest alors globale au niveau de
cette liaison, mais locale vis a vis de la structure eat@@r les liaisons sont généralement
de petite étendue par rapport a la structure compléte).

2.4 Exemple industriel de propagation de naconnaissances effectives

Nous détaillons ici la propagation d’'un modele complet@ades méconnaissances sur
le support de satellites Sylda5 (voir Figure 3.3), systdmtancement double du lanceur
Ariane 5, développé par EADS . Ce support de satellitestdidajet d’'une application
de la théorie des méconnaissances en dynamique dansl[2ZZ]21l y est en particulier
effectué la réduction des méconnaissances portanesuiglidités structurales.

Le modele EF asso@

Le modele proposé par EADS représente a la fois le stippoprement dit et un cylindre
de chargement simulant la présence d’'un satellite pasie support; il est constitué de
38 sous-structures comprenant divers matériaux, dontr@dggriaux sandwiches ortho-
tropes, de I'aluminium et de 'acier. Les premieres mesagant montré qu'il fallait tenir
compte de la déformation du sol sous le support, le s@ &é$’simplement modélisé par
3 ressorts de torsion, un ressort de translation et uneaintérde mouvement de corps
rigide pour tous les nceuds de l'interface entre le suppdd sbl. Au final, le modele
comprend 27 648 degrés de liberté et 9 728 élementsetié aecalé a partir des 12 pre-
miers modes expérimentaux par la méthode décrite d&ijs [7

La structure est decomposée en 4 principaux groupes dessaictures, présentés en

figure 3.4 :

— Une sous-structure associée a la structure reprégdataharge utile haute, com-
posée d’'un cylindre nervuré en acier de 3,3 tonnes, su@uane poutre en acier
de 1,35 tonne;

— Une sous-structure pour I'adaptateur de charge utilenngau en aluminium réali-
sant la liaison entre le Sylda5 et la charge utile haute ;

— Une sous-structure correspond au Sylda5 lui-mémedséspar un assemblage de
cones et de cylindres en composite sandwich, dont la peaanestratifieé car-
bone/époxy, et 'ame est en "nid d’abeille” (NIDA) d’alunium ;

— Une sous-structure pour la liaison en aluminium entre ld&yet le sol.
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Chage utile haue

Adaptateur de chage utile
(liason)

SYLDA 5

~— Sol

FIG. 3.3: Photo du support Sylda5. FIG. 3.4:Le modele associé.

Apres recalage du modele élements finis déterministescvis a vis de la donnée
d’une structure expérimentale, les méconnaissanaesluntes sur la rigidité des differentes
sous-structures sont reduites grace a la donnéeiexgéale.

Le modele exgerimental : cas particulier d’'une unique expérience
Des mesures en 260 capteurs ont été réalisées par IABGPRSA/DORNIER sous
contrat avec le CNES. Du fait de la complexité de la structirde son instrumentation
expérimentale (voir [20, 22]), on ne dispose que d'unésgée données expérimentales,
effectuée sur une seule structure de Syldab.

Théoriguement, comme nous l'avons présenté dans |gzgolae 2.4, I'etape de ré-
duction, qui consiste a déterminer les méconnaissadedsase a partir des données
expérimentales, se base sur des données statistiquariesptales. On en rappelle I'idée
directrice, qui est que, pour toute réalité industridlenveloppe obtenue par expériences
doit étre incluse dans I'enveloppe donnée par le mod&de l@s méconnaissances détermi-
nées, les enveloppes étant prises pour une certainerfioop® donnée.

Or, dans le cas de la structure du Sylda5, un seul essaieffetdué. Dans ce cas,
il a été choisi de considérer que I'expérience reai€st considérée comme I'extre-
mum des données expérimentales possibles (voir [20, 2&]¥i, I'unique information
expérimentale dont on dispose constitue, en associatien las valeurs du modele EF,
'encadrement dans lequel se trouverait 'ensembR% (ici P = 99%) des données
expérimentales si 'on en avait d’autres. Autrement ditipchaque quantité d’intérét,
'une des bornes 8% est le modele théorique, I'autre est I'information expientale.
Entre ces deux bornes, on peut faire une hypothese dditigpauniforme, ou gaussienne.
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Element 1653

Element 1569\ 4

FiG. 3.5:Sylda5 : modele EF et excitation.

Dans [20, 22], la reduction des méconnaissances portatd sgidité a été effectuée sur
la quantité d’intérét pulsation propre. Il n'y est fail@ine hypothese sur la loi de distri-
bution de la répartition de la quantité d’intérét erdeenodele théorique et I'information,
expérimentale.

Ici, nous présentons les résultats de propagation, sugdantités d’intérét de type
contrainte, du modele avec méconnaissances sur legé&miet sur les efforts appliqués
pour un cas de chargement statique de flexion. L'objectifdédentifier quel type de
meéconnaissances prend le plus d'importance dans ce caslidéagion. Il est a noter
que les valeurs de méconnaissances sur les efforts appligilisées ici sont des valeurs
postulées a priori et ne proviennent pas de valeurs ideesgi§ur un essai réel.

Résultats de propagation des raconnaissances en statique
La propagation du modele avec méconnaissances estugfiepbur une sollicitation de
flexion du Sylda5 (voir Figure 3.5) et programmeée avec léciegCAST3M. La quantité
d’intérét est une valeur maximale de la contrainte EFIBag, moyennée sur un éléement
du Sylda5. Les méconnaissances sur les rigidites etaaglla direction de I'effort suivent
des lois gaussiennes, tandis que celles sur 'amplitudeffiert sont plus floues et suivent
une loi uniforme.

Les Tableaux 3.7 et 3.8 présentent les résultats de lagatipn du modele avec les
méconnaissancesn, (6),m, (8)) sur 'amplitude, ¢, (6),m; (8)) sur la direction de la
distribution d’efforts. On définit une seule méconnaissagn, (6),m, (8)) ou (M; (8),m; (6))
pour toute la sous-structure d’application de I'effort nigeau de la sous-structuration
associée a la définition de ces méconnaissances esiidtuse elle méme. On donne les
résultats de propagation a deux contraintes d’intrétles eléments differents (numérotés
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1653 et 1569), tous deux situés dans la zone la plus sé#icitoir la Figure 3.5). Les
bornes données correspondent a des probabilités de 99%.

TAB. 3.7:Modele avec méconnaissances sur 'amplitude de I'efforuniforme, bornes
a 99% de probabilité).

Bornes F-m,m\] || Bornes [AG,, 04203, mo
+10% +8,0%0;9°°
+7,0% 0599

TAB. 3.8:Modele avec méconnaissance sur la direction de I'efforgaussienne, bornes
a 99% de probabilité).

Bornem, || Bornes [AG, 04205, mo
6% +22%020>°
+20%0.26°

La propagation du modele avec méconnaissances sur ldgésgest présentée dans
le Tableau 3.9. Dans ce cas, on définit une méconnaissaa¢®),mg (8)) pour chacun
des éléments de la sous-structure étudiée. C’est eettelle des élements finis qui est
privilegiée pour décrire les méconnaissances ptesesur les rigidités.

TAB. 3.9: Modele avec méconnaissances sur la rigidité (loi genss, bornes a 99% de

probabilité).
| bornes Fmg M | | bornes [AG,, mod A0, mod |

+ 7 % sur les éléments de la charge ufjle +1,1%0.0°°
+0,6% 0%

+ 5 % sur les élements du SYLDAS +4,4% 0.3
+3,9%06.26°

+ 5 % sur les éléments de la liaison S$S +0,5% 0.0°°
+0,3%06.2%°

Influence des néconnaissances sur les efforts

Les bornes de dispersion obtenues avec des méconnaissamd¢amplitude de I'effort
(voir le Tableau 3.7) sont de I'ordre de grandeur de la vadieuméconnaissance de base.
Comme mentionné dans les exemples précédents, cela&sh tinéarité entre la réponse
en déplacement et 'amplitude de I'effort. La dispersidmemue est toutefois legerement
inferieure a celle des méconnaissances de base pegpatgepar la techniqgue employée
pour tirer les réalisations de méconnaissances. En &féit de définir des intervalles
du type[—mg; 0] ou [0;m¢] plutdt que du typé—mg; mg] réduit quelque peu I'étendue
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de dispersion de quantité d’intérét.

Dans ce cas de chargement, une méconnaissance sur leodicks efforts ne change
pas fondamentalement le type de chargement appliqgué&iitdlge, mais revient a chan-
ger la direction de sollicitation de flexion, et tolérer uegere traction/compression. Les
bornes obtenues avec une méconnaissance sur la direeti@ffdrt (voir le Tableau 3.8)
sont legérement plus larges que la valeur de méconmaiss@ependant, I'ordre de gran-
deur de la dispersion obtenue est raisonnable, et temdigif&t que I'incertitude ainsi
modélisée induit une variation du type de chargementsigmifiante, ni intolérable.

Influence des neéconnaissances sur la rigidé
Concernant l'influence des incertitudes présentes sutidatités, on étudie les disper-
sions résultant de la présence de méconnaissancesrglidig des trois sous-structures
suivante, considérées séparément : la charge utilgylda5 en lui-méme, et la liaison
SSS (voir le Tableau 3.9).

La présence de méconnaissances relativement impastantéo) sur la rigidité de
la charge n’a qu’une influence faible sur les contraintesliées ici. Comme le Sylda5
est un support de satellites, ce résultat est intéreskars le sens ou les sollicitations
sur le Sylda5 en lui méme ne sont pas trop influencées pandeditudes sur la charge,
incertitudes a priori frequentes puisque les satellitele &ylda5 ne sont ni congus ni
fabriqués par la méme entreprise. De méme, les mécssaraies présentes sur la liaison
SSS ne modifient que peu les contraintes d’intérét. Liititcele présente sur cette liaison
ne joue donc pas dans le dimensionnement de la structure.

En revanche, la dispersion obtenue par propagation desmaissances présentes
sur la rigidité du Sylda5 est plus large et est significatizd, 4% sur6§§53). Il est donc
important de bien maitriser la valeur de ces méconnaigsan

2.5 Bilan

A travers differentes applications, nous avons pu voimé&iét de I'approche de la
théorie des méconnaissances pour évaluer la dispatsioa contrainte d’intérét corres-
pondant a un probleme complet de statique comportantribestitudes faibles tant au
niveau des efforts appliqués que des rigidités struttase

Pour de faibles incertitudes et dispersions, la théoseneconnaissances a pour avan-
tage de propager par linéarisation les incertitudes hg#s de facon plus globales que
dans une approche paramétrique. Le résultat de propagsiippuie alors simplement
sur des calculs d’énergies se basant sur les résultat® deule résolution globale du
probleme.

On remarque que, dans le cas des exemples étudiés, lesmagzsances les plus in-
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fluentes pour les contraintes d’intérét en question selt¢g portant sur la direction des
efforts (mises a part celles portant sur les rigidités atisées a I'échelle de la struc-
ture entiere, ce qui na pas de sens vu le caractere lochbugine des dispersions).
Les incertitudes sur I'amplitude des efforts appliguésomet que peu influentes dans ces
modeélisations.

3 Modélisation d’incertitudes anisotropes

Dans les cas ou les incertitudes portant sur la rigidité sonnues de fagcon aniso-
trope, il peut étre pénalisant d’utiliser une définitisatrope des méconnaissances. Nous
présentons donc une extension de la théorie des méasanaes pour modéliser des in-
certitudes portant sur des parametres anisotropes. Nléssmions ensuite un exemple de
propagation de telles méconnaissances sur un problistegee orthotrope.

3.1 Contexte

Jusqu’a présent, le cadre de la théorie des méconnass@ermet, entre autres, de
modeéliser les incertitudes présentes sur la rigiditend’ structure a une échelle fine de
sous-structures, souvent de la taille des élements.rdepe, cette modélisation est va-
lable en élasticité isotrope, et ne peut représenter aeiare efficace des incertitudes
concernant le comportement des matériaux orthotropesmmnombre de matériaux
composites, dont l'utilisation ne cesse de croitre.

3.2 Modélisation des néconnaissances anisotropes

La description adoptée pour la définition des méconaaisss portant sur des proble-
mes anisotropes s’'inspire de la théorie de 'endommagear@sotrope proposée dans
[76]. On définit pour chaque structure étudiée le tensieuHooke, notéx . Le module
d’Young et le module de déformation volumique, expriméaglla directiom, et notés
respectivement (n) ety(n), s’expriment a partir du tenseur de Hooke de la maniere sui
vante :

1
)
1
— =Tr[x(nn (3.27b)
S = Tl (")
Réciproquement, il a é&té montré dans [76] que ces fonstdéfinissent completement

% . SoientY (n) le module d'Young ef(n) la déformation volumique du modele EF, nous
introduisons deux méconnaissanogs et m, représentant I'etat de méconnaissance de

=n' % (nn")n (3.27a)

=
=)
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la structure dans la directiam Ce sont des fonctions de et elles sont définies par les
relations suivantes, valables pour chaque sous-strugture

my(n) = w sur E (3.28a)
m,(n) = w sur E (3.28b)

ouY ety sont les valeurs de la structure réelle étudiée.
La description avec des méconnaissances isotroped)a@®tans le Chapitre 2, re-
vient a prendreny (n) = my(n) = mg sur chaque sous-structure E.

Nous proposons ici une approximation au premier ordre @oferiction de méconnais-

sancamy(n) :
1

— = —n"I[-Mg]*h  sur E 3.29
1— ITN(n) [ E] ( )
ainsi qu’une approximation d’ordre zéro pour la fonctiogn) :
1
= sur E (3.30)
1-my(n) 1-m,

On aintroduiticiMg, qui est un opérateur linéaire symétrique défini passstaucture
E, qui contient I'information compléete sur la méconnaisse sur la rigidité, et est nommeé
opérateur des méconnaissances élastiques.

La loi de comportement, reliant le tenseur des déformati@u tenseur des contraintes
0, s’exprime alors, pour la sous-structure E :

1 1-2v 1
==[M —— . ——(Trlo]ld— E 3.31
€ Y[ EOD|D + v 1—my< rjo] o) sur (3.31)
ou la notation.]p correspond au déviateur du tenseur considéré, et ou
1
Mg :3[1[—1\\/[[5]‘1—éTr<[I[—ME]‘1>H (3.32)

On a ainsi, par la relation de comportement (3.31), un lieaatlientre contrainte,
déformation, et opérateur des méconnaissances, edgeiveau méecanique des milieux
continus. Les méconnaissances peuvent alors étre vaaneales données intrinseques
au probleme (mais dont les valeurs peuvent changer).

3.3 Cas d’'une sous-structure orthotrope bi-dimensionned

Pour une sous-structure E 2D orthotrope, dans la base dtootlie, I'opérateur des
meéconnaissances €élastiqiids se simplifie et est diagonal :

(™, O
ME_( 0 mYz)
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y

|
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Element 55

FIG. 3.6:La plaque étudiée.

ouY; etY, sont les modules d’Young dans les deux directions d’ortipidy.
L'opérateur de Hooke s’exprime alors, dans ce cas d’omipd¢ bi-dimensionnelle,
de la facon suivante :

o % 00\ 0 é 0 o7 01 0
001 000 N 00 -1

Cette description des méconnaissances utilisant destepes de méconnaissances
élastiques permet une modélisation plus fine des inode# d’'une famille de structures
considérées : le niveau de méconnaissance sur la &gidihs une direction peut &tre
different du niveau présent sur la rigidité dans uneeadirection. On se rapproche alors
d’une description paramétrique des incertitudes, enashelant d’'un cran dans I'échelle de
leur modeélisation, mais tout en gardant une spécifi@téaghproche par méconnaissances,
a savoir conserver une modeélisation par sous-structures

3.4 Exemple : structure rectangulaire orthotrope bi-dimertionnelle
3.4.1 Le mockle asso@

Nous appliquons ici la propagation a une structure rectiaig orthotrope (voir Fi-
gure 3.6) avec des méconnaissances anisotropes suritiesgl a plaque étudiée est en
matériau "nid d’abeille” d’aluminium (NIDA) : il est congtie d'un coeur et de 7 plis de
matériau composite, dont les caractéristiques mataoat données dans le tableau 3.10.

La structure étudiée est soumise a un effort quasiegtaf (voir la figure 3.6). La
description des méconnaissances sur les rigidités ad@st anisotrope. L'opérateur des
méconnaissances élastiques est supposé diagonpbf@fraphe 3.3). Le repere d'ortho-
tropie (x,y) est tel que le module d'Young indic4 (respectivement,) est le module
dans la directiox (respectivemeny).
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TAB. 3.10:Composition de la plaque.

|Partie] Y1 | Yo | G2 [ vi2 | P
plis || 215GPa| 7.5GPa | 2.88GPa| 0.30 | 1400kg/m®
coeur|| 0.1GPa | 0.07GPa| 90MPa | 0.40 | 140kg/m?

3.4.2 Resultats de la propagation

La propagation est programmée sous CAST3M. Les quartitéterét sont ici des
contraintes EF locales moyennées sur un élement, esityp@rticulier dans la zone la plus
sollicitée. La description des méconnaissances ad@sfla méme pour les plis que pour

le coeur (parameétres indicg) :

My, ()
My, (8)

o(8)

(©)

(3.33a)
(3.33b)
(3.33¢)

Ces méconnaissances portant sur la rigidité sont défangartir de lois gaussiennes.

Les résultats de propagation de ce modeéle &ugg(8), my,(0), m,(0)) sur la contrainte
Oxx (respectivemertyy ) moyennée sur I'élement numeéroté 55 (voir sa loctitisesur la

Figure 3.6) sont présentés dans le Tableau 3.11 (respa@nt dans le Tableau 3.12).

TAB. 3.11:Modele avec opérateur des méconnaissances élastiquestité d'interéoy
(bornes a 99% de probabilité).

bornes f-my, M ] | bornes Fm, ,m/ ] | bornes Fm, ,m'] || bornes [Acy, o4 A0 mod
+7% +7% +7% [—3,9%;+4,4%) O3y
+7% aucune aucune [—3,9%;+4,4%] 05
aucune +7% aucune [—0,1%;+1%] 03y
aucune aucune +7 % [—0,002%;+0,2%) G5;
+7% + 15 % aucune [—3,9%;+4,4%] O3y

TAB. 3.12:Modele avec opérateur des méconnaissances élastiquestité d’intéréﬁﬁ?
(bornes a 99% de probabilité).

bornes [-m, ,my ] | bornes [-m, ,m] | bornes [-m, ,m] || bornes [Ao,, o4 A0y, mod
+7% +7% +7% [—4,1%;+4,6%] Oy,
+7% aucune aucune [—4,1%;+4,6%] O,y
aucune +7% aucune [—0,2%;+0,4%] T,y
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Avant tout, il est intéressant de noter que, lorsque I'drotuit des méconnaissances
de méme valeufmy, (8),my,(8),my(8)) = (+£7%, £7%,+7%), 'ordre de grandeur de
dispersion de la quantité d’intérét (quelques pouseast le méme que celui de la va-
leur de méconnaissance de base. Par ailleurs, I'effeedé@connaissanas,(6) sur la
déformation volumique (c.f. la quatrieme ligne du Tabl8al 1) est insignifiant comparé a
celui d’'une méconnaissance sur un module d’Young dansiveetionmy, (8) oumy,(0).

En effet, le coefficient de déformation volumique ne modifie le coefficient de Poisson
et le module de distorsion de la structure, qui sont peu infudans ce cas de chargement.

L'effet de my,(6) est bien moins important que celui d&,(0) : pour une méme
méconnaissance de7% appliquée uniquement so¥,, on obtient une dispersion 45 a
400 fois inférieure sur la quantité d'inter@}s que si elle est appliquée suy,. De plus,
I'orientation de la quantité d’intérét ne change pasledue la méconnaissanc®, a peu
d’influence, comme on peut le voir dans le Tableau 3.12 : ppguBlntité d’intéréﬁf,?,
la méconnaissana@y, a aussi peu d’influence. C’est donc l'orientation du chamg@m
(ici appliqué dans la directior, correspondante %) qui justifie le fait que le module
d'Young Y: a, dans ce cas, un rdle majeur dans la rigidité de la steichia valeur de
méconnaissanaey, importe alors peu.

Cette modélisation des incertitudes par des méconmaissanisotropes est trés bien
adaptée pour des structures comportant des parties en NID&n d’autres genres de
matériaux intrinsequement anisotropes, ou encore @egpidont le caractere orthotrope
résulte d’'un procédé de fabrication, comme le laminage.

En effet, grace a cette description, on peut integresdamodele le fait que des in-
certitudes subsistent essentiellement dans une certagotion plutdt que dans d’autres.
Cela peut aussi permettre d’éviter des sur-dimensionnengéls a I'emploi d’'un modele
qui ne prendrait pas en compte le fait que certaines oriengatlans le matériau, dans
certains cas de chargement, tolerent une grande inckrtitar elles n’ont pas d’influence
énergétique sur la quantité d’intéerét évaluée.

3.5 Bilan

Nous avons présenté ici une extension du concept de maissances afin de trai-
ter des problemes comportant des parametres incertaisst@pes. La modélisation
adoptée s'inspire de la théorie de 'endommagement ajge, et permet de définir un
opérateur des méconnaissances. Ainsi, sur une souseslonnée, I'information sur la
meéconnaissance d’'un parametre modélisé peut etislaselon la direction considérée.

Cette modélisation revient a descendre d’'un cran daahélle de modélisation des
incertitudes, en se rapprochant des méthodes paramggriGela est nécessaire lorsque
les parametres sont fortement anisotropes, comme daas tBalasticité orthotrope, pour
lequel on a présenté un exemple. En effet, dans le cas diamgtre pour lequel I'incer-
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titude est bien plus forte dans une direction (la directianagété la plus endommagée
dans le cas d’un matériau composite, par exemple), adapemodélisation avec une
méme méconnaissance, quelle que soit la direction déétie I'incertitude, revient a de-
voir surestimer l'incertitude présente dans la ou lesatiioa(s) qui sont bien connue(s).

4 Conclusion

Grace aux extensions présentées dans ce chapitre nilagstenant possible d’avoir
une modélisation complete des incertitudes portant suprobleme de statique. Il est
aussi dorénavant possible de propager ces méconnassanane quantité d’'intérét (qui
peut &étre une contrainte ou un déplacement local) obteauene technique d’extraction
a partir du déplacement solution du probleme, et d’abt@nsi sa dispersion résultante.
Les exemples présentés ont permis de juger de I'effie@gtCette méthode pour se faire
une idée de I'importance que peut prendre tel type de n&issances pour une structure
donnée.

L'étape suivante pour traiter un probleme de conceptiorstatique est de pouvoir
comparer ces dispersions a des valeurs admissibles.|Glgst du chapitre suivant, dans
lequel on s’attache a définir un cadre permettant d’etilia théorie des méconnaissances
en conception robuste.
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Chapitre 4

Prediction d’'une defaillance par la
theorie des neconnaissances

Dans le but de pouvaoir utiliser la description par
méconnaissances dans une perspective de conception rpbuste
nous pésentons ici commegtvaluer une probabilé de

déefaillance.
Sommaire

1  Evaluation d’une probabilit & de céfaillance . . . . ... ......... 102
1.1 La théorie des méconnaissances pour la conceptiostob . . . . 102
1.2 Expression de la probabilité de défaillance du medel . . . . . . 103
1.3 Quantification de la surestimation : exemple 1D . . . . . ...... 104
1.4 Définition d’un indicateur de marge sur la probabitiiedéfaillance 108

2 Application 1D . . . . . . . . 109
2.1 Cas d'une limite déterministe; . . . . . . . . ... ... ... .. 109
2.2 Cas d’'une limite stochastiqeg(®) . . . . . ... ... ... ... 110

3 Application 3D : accouplementélastique . . . . . .. ... ... ..... 114
3.1 Problématique et paramétrage . . . . . . ... ... ... ... 114
3.2 Résultats de la propagation des méconnaissances .. ...... . . 115
3.3 Résultats en terme de prévision de défaillance . . . . . ... . 115

4 Bilan . . . . . 116

Sur la tteorie des réconnaissances en conception robuste



102 Prédiction d’une défaillance par la theorie des néconnaissances

1 Evaluation d’une probabilit &€ de cefaillance

1.1 Lathéorie des neconnaissances pour la conception robuste

L'objectif de ce chapitre est de situer la théorie des maa@ssances dans une pers-
pective de conception robuste, en s’intéressant ici eticpéier a la prédiction d'un
phénomeéne de défaillance, comme la rupture, décricparparaison d’'une quantité d’
intérét donnée a une certaine limite. Comme dans laiirpxesenté précédemment, on se
limite a des études en statique.

Il s’agit donc d’étudier comment utiliser la théorie degéannnaissances lors du di-
mensionnement d’une structure dans le but de s’assurerfabg@e.

Le terme de conception robuste est ici a prendre au serssamnteption d’'une struc-
ture dans un certain environnement doit permettre d'&peasentatif de toutes les struc-
tures réelles dans leur environnement réel. La prédiatit alors tenir compte des incer-
titudes portant sur la modélisation (geométrie, cortgroent structural) et des dispersions
portant sur I'environnement (conditions aux limites, ef$.

Dans un premier temps, on s’intéresse a un critere daild&fce correspondant a
une limite déterministe, notée., sur une certaine quantité d’intérét. Pour la quantité
a, la propagation du modele avec méconnaissances perntticlder les densités de
probabilité des variables aléatoile$(0) eta~ (0) des bornes de I'enveloppe (voir Figure
4.1). La question a laquelle nous allons essayer de répasd : comment caractériser la
défaillance d’'une structure réelle ?

PDF o - PDF O +

FIG. 4.1: Fonctions densité de probabilité des bornes du modé&le méconnaissances.

Ces développements de la théorie des méconnaissamtssrsht dans la politique
de réduction des marges actuellement observée dangdtine. Dans cette optique, les
méthodes basées sur des analyses de fiabilité sont cor@nemployées. Pour plus de
précisions a leur sujet, on se reportera au bref étatder€alisé dans au paragraphe 2.12
du premier chapitre.

Sur la tteorie des raconnaissances en conception robuste



Evaluation d’une probabilit & de cefaillance 103

PDF o +

Probabilité de rupture issue
du modéle avec méconnaissances

loc

FIG. 4.2: Probabilité de défaillance du modeéle avec méconnacEsapour une limite
déterministe..

1.2 Expression de la probabilie de cfaillance du mockle

Cas d’'une limite déterministe a¢
On s’intéresse dans un premier temps au cas ou la limitgptunrea. est déterministe.
La densité de probabilité de la borne supérieurd8) de I'enveloppe de la quantité
d’intéréta issue du modele avec méconnaissances permet de dé&eumim évaluation
par ce modele de la probabilité de défaillance, @& . En effet, tous les cas possibles
verifianta™ > a. menent a la défaillance de la structure, et la prob&hdé défaillance
PLOK peut s’exprimer ainsi :

+o00
PLOK _ / fo (X)dx 4.1)

O¢c
ou fy+ est la fonction densité de probabilité de la borne sepee du modele avec
meéconnaissances pour la quantité d’int@&réCette probabilité de défaillance issue du
modele avec méconnaissances, qui correspond a I'adleun@e sur la Figure 4.2, corres-
pond au pire cas réel, c’est-a-dire celui pour lequel langité a correspond a la borne
supérieurex™ du modéle avec méconnaissances :

a=a" (4.2)

Cette situation aboutit peut aboutir a une surestimat®hadprobabilité de défaillance
réelle, et donc a un surdimensionnement. Nous tentemies chiffrer dans les exemples
suivants.

Cas d’une limite stochastiquea(0)

Dans le cas ou la limite de défaillance est une varialgataifeo(0) de densité de proba-
bilité fy, (voir Figure 4.3), la probabilité de défaillance de Kidion 4.1 est pondérée par
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la loi de probabilité dex(0). La valeur de la quantité d’intérét critique du modéteip

la rupture d’'une part, et les méconnaissances introddées le modele décrivant les
incertitudes de rigidité et d’efforts d’autre part, &tannsidérés comme des événements
indépendants, I'évaluation de la probabilité de diface par le modele avec méconnaissances
peut s’exprimer sous la forme :

max

PLOK _ /(x ) ( /X +°° fu+(y)dy)dx (4.3)

min
c

Pour chaque valeur critique possible (occurrence p@edéunivant sa loi de probabilité),

cela revient a calculer la probabilité comme indiquésdéquation 4.1 pour le cas ou la

limite est déterministe. De la méme maniére, nous etadis en quelles proportions cette
probabilité surestime la probabilité de défaillaneellé.

PDF ¢
PDF 0,

+

FIG. 4.3: Fonctions densité de probabilité de la borne supérieluremodele avec
méconnaissances et de la limite stochastique considéré

1.3 Quantification de la surestimation : exemple 1D

Afin de quantifier la surestimation de la probabilité deail&sfnce réelle par le modele
avec des méconnaissances postulées a priori, consgéna barre en traction (voir Fi-
gure 4.4) sur laguelle nous comparerons la probabilité &feailthnce issue du modele
avec méconnaissances a celle obtenue analytiguemenhpaodele de réféerence com-
portant une rigidité aléatoire. Les résultats sont é@snpour des valeurs unitaires de lon-
gueur { = 1m) et de section§= 1n¥). Leffort de traction appliqué vauk = 10°N; le
déplacement déterministe associé vaut aldfs= 1,4286102m.

Modele avec néconnaissances

Dans le modele avec méconnaissances, on introduit ureedapnéconnaissancgsg (6);
mg (0)) sur la rigidité de la barre. On a retranscrit dans le Tabkedues probabilités
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2 -

u

FiG. 4.4:Barre en traction.

de défaillance du modele avec méconnaissances, nB}&¥s pour differentes valeurs
de déplacement critique déterminiglg, et ceci pour differentes valeurs des bornes de
méconnaissancés Mg, Mg |. Sur la Figure 4.5, on a représenté la valeur de la praitabil
de défaillance du modéle avec méconnaissances (aveg, Mg | = +0,1 dans ce cas)
sur la fonction densité de probabilite cumulée (CDF)albdrne supérieura™ () de ce
modele.

CDF

1.00
Probabilité de rupture issue
du modéle avec méconnaissances

0.80

0.00 L L =
1.42 1.44 1.46 1.48 1.50 1.52 1.54 1.56 1.58
o U.E-2

FIG. 4.5: Fonction densité de probabilité cumulée de la borneesapfe du modele
avec meéconnaissances et probabilité de défaillance ddela associee a. donné

([-mg,mg] = +0,1).

Modele de eference
Dans le modele de référence, qui est le modele perniattaltenir une réalité simulée,
la rigidité de la barre, considérée aléatoire et n&té®), suit une loi lognormale dont on
rappelle la fonction densité de probabilité :

B (—aog(x) W)
V21K 252K>

ouM assure que la moyenne de la distributiof®) vaille K donnég, soit :

fi (X) ) VX € [0; 400 (4.4)
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TAB. 4.1: Résultats, en terme de probabilité de défaillance, tflerdntes modélisations
avec méconnaissances sur la rigidité de la barre (b@8886 de probabilité).
bornes f-mg, mg] | bornes [AU~ "9K, AUTEOKT |1 Timite U || PFOX
1,47.10°% || 23%
1,46.10°2 || 31%
+10% +8,2% deU 1,4510°2 || 36%
1,4410°2 || 43%
1,4310°2 || 50%
1,47.107% || 19%
1,46.10°2 || 28%
+8% +6,6% deU 1,4510°2 || 34%
1,4410°2 || 41%
1,43.10°2 || 50%
1,47.10°% || 11%
1,46.10°2 || 19%
+6% +4,9% deU 1,4510°2 || 28%
1,44.10°2 || 39%
1,43.10°2 || 50%

— 0'2
Le parametrd pilotant I'écart typeo de cette loi ¢ = OK) est pris de telle sorte que

I'intervalle contenant 99% des valeurs de la loi lognormsdet [—30; 30], corresponde a

la dispersion de rigidité a 99% de probabilité qui résdles méconnaissances employées :

[—30; +30] = [-McK; +MEK] (4.6)

Les valeurs de probabilité de défaillance obtenues panadele sont reportées dans
le Tableau 4.2. On y donne les résultats pour differeateadues de loi lognormale, et
pour differentes valeurs de déplacement critigge

Comparaison
Nous avons vu dans le paragraphe 3 du chapitre 2 (voir TaBléague les deux modeles
ainsi associés (voir I'equation 4.6) aboutissent a ueenendispersion du déplacement en
boutU. On a donc récapitulé les résultats de ces deux modatesld Tableau 4.3, afin
de pouvoir effectuer une comparaison des valeurs de piibate défaillance obtenues
par chacun des modeles.

Ces résultats permettent de vérifier que la probabikt&éfaillance évaluée par le

modele avec méconnaissancBs®X, surestime la probabilité de défaillance issue du
modele analytiqueP;, représentant la réalité. Cependant, la differendeseres deux
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TAB. 4.2: Probabilité de défaillance du réel simulé pour unedds rigidité lognormale
(bornes a 99% de probabilité).

limite U¢ 0 | Ps rigidité aléatoire
1,47.10°72 20%
1,46.10°2 26%
2 10
Caaioz | | aik
, 44, 0
1,4310°2 49%
1,47.10°% 15%
1,46.10 2 21%
2 8
Caaioz | ° | aas
, 44. 0
1,43.10°2 49%
1,47.10°% 7,9%
1,46.102 14%
- 6
i Rl I
,44. 0
1,43.10°2 48%

TAB. 4.3: Comparaison modele/réel des probabilités de défenélade la barre (bornes a
99% de probabilité).

limite Uc || Bornes F-mg, m] | PEOK || & | Py rigidité aléatoire|| Ecart
1,47.10 2 23% 20% 13%
1,46.10 2 31% 26% 16%
1,45.10 2 +10% 36% | ¥ 33% 8,3%
1,44.102 43% 41% 4, 7%
1,43.102 51% 49% 3,9%
1,47.10 2 19% 15% 21%
1,46.10 2 28% 21% 25%
1,45.102 +8% 34% | & 29% 15%
1,44.10°2 41% 38% 7,4%
1,43.102 50% 49% 0,5%
1,47.10°72 11% 7,9% 37%
1,46.10 2 19% 14% 26%
1,45.10 2 +6% 28% || S 23% 18%
1,44.102 39% 35% 10%
1,43.10°2 50% 48% 1%

probabilités est de I'ordre de grandeur de 10% a 30% aurmani, et est d’autant plus
petite que la probabilité est élevée (que cela soit dieéaméconnaissance importante, ou
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a une limite basse). On a donc construit un modele contsigreamettant une évaluation,
certes majorante mais donc conservative, et assez priclagorobabilité de défaillance.

L'intérét de la théorie des méconnaissances pouetrait phénomene de défaillance,
comme la rupture, se situe encore une fois dans le colt détlaoahe : en globalisant les
incertitudes a une échelle de sous-structure et en leglisadt par des méconnaissances,
cette théorie permet d’obtenir une évaluation intéaetesd’une probabilité de défaillance,
sans avoir a modéliser de facon paramétrique toutaadestitudes. De plus, le calcul de
probabilité de défaillance est basé sur la densité dbahilité de la borne supérieure du
modele avec méconnaissances, densité de probabhilitestjgénéralement déja évaluée
lors d’un calcul de propagation de méconnaissances. Calai probabilité s’effectue
donc tres facilement et tres rapidement, ce qui constituavantage supplémentaire.

1.4 Deéfinition d’un indicateur de marge sur la probabilit &€ de cefaillance

Bien que la probabilité de défaillanE\%OK obtenue par le modele avec méconnaissan-
ces soit assez précise, on ne peut se satisfaire de sa sanked En effet, cela ne donne
aucune information sur sa sensibilité aux méconnaigsanquel gain, en terme de pro-
babilite de défaillance, est possible apres diminuties méconnaissances? Une telle
information est importante pour savoir s'’il est utile d’aéfr sa connaissance du compor-
tement de tout ou partie de la structure, par exemple parsssssecomplémentaires ou
par une meilleure modélisation.

Nous proposons donc d’ajouter a la donnée de la prob@abiétdéfaillance obtenue
par le modele avec méconnaissances, celle d'un indicatetl, de la marge disponible
par réduction des méconnaissances, définit comme suit :

#‘OK<minit) - P:?OK<(1— B)~minit)
B.Minit

I(B) = (4.7)

ouPLOK (miyit) est la probabilité de défaillance obtenue par le modégde enéconnaissan-

ces initiales{miit }, et PFOK((1— B).miit) celle pour des valeurs de méconnaissances
diminuées de3. Généralement, on choifi= 10%. En évaluant la pente de la courbe
P}-OK(mE) présentée Figure 4.6, cet indicateur quantifie la sditgibux méconnaissances
de la probabilité de défaillance : plus il a une valeuvék plus une diminution des
méconnaissances a une action significative sur la protéatigé défaillance. Le colt de
cet indicateur est celui d’un calcul de propagation de maagssances (celui du modele
avec(1— B).mpir comme méconnaissances), et d’'un calcul de probabilitétagllance
supplémentaires (celui d&-°K((1— B).minit)).
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FIG. 4.6: Probabilite de défaillance fonction de la méconnaissasur la rigidité
de la barre, pour differents déplacements critique®rd@histes ;) et bornes de
méconnaissances symétriqueg (= mg).

2 Application 1D

2.1 Cas d'une limite ceterministe a¢

On étudie ici une application de la théorie des mécomsaaises pour traiter un phéno-
mene de défaillance, comme la rupture, sur une barre etiama(Figure 4.4). Leffort
F est supposé déterministe, la rigidk&€0) stochastique, et la quantité d’intérét est le
déplacement en bolt. Pour décrire le caractere aléatoire de la rigiditéirgroduit un
couple de méconnaissances:(m¢) comme au paragraphe 1.3. Les résultats du modele,
dans le cas d’une limite déterministe, sont préesentés dalaleau 4.4 par la donnée de la
probabilité de défaillance issue du modele avec méaissances et de l'indicateur de la
marge, ceci pour differentes valeurs de méconnaissatckferentes valeurs de limite a
ruptureUc. On introduit ici uniquement des méconnaissances sugidité de la barre.

Il est intéressant de remarquer que l'indicateur de la endrgponible est plus élevée
dans le cas ou les méconnaissances introduites sontgptles. L'étude de la courbe de
la probabilité de défaillance fonction de la valeur decorénaissances (voir Figure 4.6)
justifie ceci : la fonctiorPEoK (mg) est croissante et de dérivée positive décroissante. De
facon pratique, lorsque l'indicateur est inférieur al st peu intéressant de diminuer la
méconnaissance car il en faudrait une forte diminutiorr pdenir une legere baisse de
la probabilité de défaillance.
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TAB. 4.4: Modele pour la défaillance de la barre, cas d’'une limétedhiniste (bornes a
99% de probabilité, € = 10%).

limite Uc || Bornes Fmg, mg] | PF9¥(me) | Indicateur de la marge
1,47.10°7 +10% 23% 1,93
1,45.102 36% 0,44
1,47.10 2 6% 11% 5.0

1,45.10°2 28% 5,7

2.2 Cas d'une limite stochastiqued(0)

Le Tableau 4.5 et les Figures 4.9 et 4.10 présentent ledtats du modele avec
méconnaissances pour traiter la rupture dans le cas dimite bléatoirea:(0) suivant
une loi de Weibull décrite par la fonction densité de piulit@ suivante :

fa.(X) = lX( G)k 1exp‘(%)k Vx € [0; 400 (4.8)
Le parametr&influe sur la finesse de la distribution autour de la valeurenog, contrdlée
par le parametrg, comme on peut le voir en comparant les Figures 4.7 et 4.80olre ge
vue utilisé pour représenter la rupture dans le model&/eibull est qu’elle s’initie sur un
défaut du matériau et se propage instantanément damadéuse. L'activation des défauts
microscopiques, modélisée en utilisant un processustpehde Poisson, aboutit en effet
a une loi de Weibull pour la rupture a I'échelle macrosqop du matériau. Ce modele
correspond bien aux matériaux fragiles, pour lesquetsiVation d’'un défaut correspond
a la rupture de 'ensemble de la structure (suivant I'’hizpee du maillon le plus faible).

x1.E3
3.00

Densité de probabilité

.
1.30 1.35 1.40 1.45 1.50 1.55
Déplacement x1.EB-2

FIG. 4.7:Fonction densité de probabilité du déplacement critisuivant une loi de Wei-
bull pour k= 100;A = 0,0147).
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TAB. 4.5: Modele pour la défaillance de la barre, cas d’'une limiteastique (bornes a
99% de probabilité).

Uc (parametres Weibull) || Bornes F-mg, mg] || PFO¥(me) | Indicateur
(k;A\) =(200; 1,47.1079) +10% 27% 2,3
(k; A\) = (200; 1,45.10°2) 42% 1,2
(k;A\) = (100; 1,47.107?) +10% 32% 2,0
(k; A\) = (100; 1,45.10°2) 50% 1,1
(k;A\)=(200; 1,47.107?) +6% 15% 4.4
(k; A\) = (200; 1,45.10°2) 34% 3,2
(k;\) =(100; 1,47.107?) +6% 22% 3,7
(k; A\) = (100; 1,45.10°2) 44% 2,7
(k;\) =(200; 147.107?) +5% 11% 4,8
(k;A\) = (200; 1,45.10°?) 31% 4,1
(k;\) =(100; 147.107?) +5% 18% 3,8
(k;A\) = (100; 1,45.10°?) 41% 3,2

TAB. 4.6: Comparaison des probabilités de défaillance de la bsgten les cas stochas-
tique et déterministe, pour une méme moyenne de dépkaesritique (bornes a 99% de
probabilité).

Bornes Uc PFOK Uc PrOK
[—mg, ME] (parametres Weibull) | stoch.|| déterministe déter.
(k;\) =(200;147.10°°) | 27% || 1,47.10% | 23%
+10% || (k;A) =(100;147.10°%) | 32% | 1,47.10°2 | 23%
(k:A) = (200; 145102 | 42% || 1,45102 | 36%
(k;A) =(100:; 1451072 | 50% | 1,4510°2 | 36%
(k;\) =(200;147.10°°) | 15% || 1,47.10% | 11%
+6% (k:A) = (100;1,47.10 %) | 22% || 1,47.102 | 11%
(k;\) = (200 1,4510°2) | 34% || 1,4510°2 | 28%
(k;A) = (100; 1451072 | 44% || 1,45102 | 28%
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x1.E3
6.00

Densité de probabilité

1.30 1.35 1.40 1.45 1.50 1.55
Déplacement x1.E-2

FIG. 4.8:Fonction densité de probabilité du déplacement critisuivant une loi de Wei-
bull pour k= 200;A =0,0147).

En comparant la valeur de probabilité de défaillance miéepour un certain jeu de
parametres de loi de Weibull a celle obtenue pour unedimhterministé). correspon-
dant a la moyenng (voir le Tableau 4.6 ou sont comparés des résultatsedans les
Tableaux 4.3 et 4.5), et ceci pour une méme méconnaissancemarque que la valeur
obtenue dans le cas aléatoire est legerement sup&rigtuceci d’autant plus que la dis-
persion de la loi est grande (ce qui correspordpetit). La queue de distribution de la
limite stochastique aboutissant a des valeurs inféeearla moyenne prend ici toute son
importance.

Sur la Figure 4.10 est présentée la courbe de l'indicatieuta marge disponible
sur la probabilité de défaillance par diminution des oré@issances, en fonction de la
meéconnaissance sur la rigidité de la barre.

Comme on peut le voir sur cette Figure ou dans le Tableau &t Wdicateur prend ici
des valeurs entre 1 et 5. Les valeurs les plus importantéateimtes pour les plus faibles
méconnaissances (comme dans le cas d’'une limite détstemexaminé precédemment)
et bien strr pour des limites basses4810 2mcontre 147.10 2m). Cela peut aussi &tre
visualisé sur la courbe de la probabilité de défaillaforetion de la méconnaissance sur
la rigidité de la barre (Figure 4.9). De par la non linéade cette fonction, on met ici en
evidence une propriété : plus les méconnaissancessgesbala rigidité sont élevées, plus
I'effort de connaissance a fournir pour diminuer d’unetaiere proportion la probabilité
de défaillance sera élevé.
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FIG. 4.9: Probabilité de défaillance fonction de la méconnaissasur la rigidité de la
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déplacements critiques suivant une loi de Weibull.
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FIG. 4.10: Indicateur de la marge sur la probabilité de défaillancacfion de la

méconnaissance sur la rigidité de la barre, pour des bods méconnaissances

symétriquestfiy = Mg ) et pour differents déplacements critiques suivant onde Wei-
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3 Application 3D : accouplementélastique

3.1 Problématique et paranétrage

L'exemple étudié ici est I'accouplement flexible prégedans le paragraphe 2.2.2.
Les conditions aux limites considérées sont récagetsiiSur la Figure 4.11 : la structure
est étudiée en torsion pure. Le couple nominal appligiée 77Nm

Cette structure comporte des incertitudes de rigiditéestidcertitudes sur I'ampli-
tude du couple appliqué. Ces incertitudes sont mod&dipar des méconnaissances; (
mg), portant sur la rigidité et des meconnaissandes, (”ﬁ;\'), portant sur I'amplitude des
efforts locaux a I'origine du couple de torsion. Les vagede ces méconnaissances de
base sont récapitulées dans le Tableau 4.7.

On rappelle que I'on ne tient pas compte des contacts, digsrfrents, ni des précon-
traintes dans les assemblages boulonnés, et on fait khgpe que les assemblages ne
sont pas les parties dimensionnantes.

On se place dans I'optique d’un constructeur qui étudi€rdilisation de cet accou-
plement pour une application. L'objet de cette applicagsh de prédire la probabilité
de défaillance de I'accouplement, le phénomeéne étantéisé par une contrainte a rup-
ture oc = 90MPa au niveau des plaques en élastomeres, qui sont les plistees.
L'objectif du constructeur est de s’assurer qu'il restdtane probabilité de défaillance
convenable de l'utilisation de cet accouplement, dans ¢e&liions d’environnement
gu’il prévoit. Nous allons donc utiliser les développernsethéoriques précédents pour
prédire la probabilité de défaillance, a I'aide de ladhie des méconnaissances. Comme
les méconnaissances de base sont suffisamment petitesutil@erons la propagation
linéarisée du modele.

Ny
\Qﬁml

i

FIG. 4.11:Conditions d’étude de I'accouplement.
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TAB. 4.7:Données du modéle avec méconnaissances.

| Type de méconnaissance  Loi | Bornes a 99% de probabilite
sur la rigiditée des élémentsgaussienne [-Me, M) =+7%
sur 'amplitude des efforts uniforme [-m,, m{] =+10%

3.2 Reésultats de la propagation des raconnaissances

Dans cette optique, la quantité d'intérét est la contmh‘naximaleﬁgz285 moyennée

sur I'elément numéroté 2285 qui est situé sur une pag €lastomere. La contrainte
déterministe est de 81Pa. Les résultats sont présentés dans le Tableau 4.8. Souch
des deux premieres lignes de ce Tableau sont présestessigitats de propagation du
modele avec un type de méconnaissances (sur la rigiditéla premiere ligne, sur I'am-
plitude des efforts sur la seconde), et le résultat de gajpan du modele complet (avec
ces deux types de méconnaissances) est présenté sumikreldigne.

3.3 Reésultats en terme de pevision de cefaillance

La probabilité de défaillance obtenue avec cette medébn avec méconnaissances

est de 248%. Comme le modele complet comporte plusieurs types d®nmaissances,
il nest pas possible de définir un unique indicateur de lagmalisponible : en effet,
chaque type de méconnaissance aura sa propre influensegplmoins marquée, lors
d’'une diminution de sa valeur. On définit donc ici un indeat pour chaque type de
méconnaissance, indicateur qui évalue le gain en termeotbabilité de défaillance d’'une
diminution de 10% de la méconnaissance correspondamisi,Aindicateur de la marge
disponible par réduction de la méconnaissance sur lditégest notég et s’exprime :

PFO ({me, m}) — PrOK({0,9.mg,m\})
le = 0 Lme (4.9)

Celui associé a la méconnaissance sur 'amplitude degsfnotél,, vaut :

PO ({me,m\}) — PrOK({mg,0,9.m\})
Iy = I (4.10)

Les valeurs de ces indicateurs dans le cas étudié sont&ésmtans le Tableau 4.9.

Onremarque que I'indicateur de la marge disponible para&oin de la méconnaissan-
ce sur I'amplitude des efforts est bien plus important gl cerrespondant aux rigidités
(valeur de 10 contre,¥). Dans ce cas, il est donc bien plus intéressant d’aneglia
connaissance ou le contrdle de la valeur du couple a trattisarpar 'accouplement que
de diminuer la méconnaissance sur la rigidité des ahésne constituant, d’autant plus
gue, dans le cadre de l'utilisation de cet accouplement poarapplication d’un certain
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constructeur, il estimpossible de diminuer la méconmaiss sur la rigidité de I'accouple-
ment en lui-méme. Ainsi, le constructeur devra mieux celegedispersions d’amplitude
du couple, ou moins solliciter 'accouplement pour obtemie probabilité de défaillance
convenable, de I'ordre de 5 a 8% au maximum.

TAB. 4.8:Résultats de la propagation du modele avec méconnassédnornes a 99% de

probabilité).
Bornes de méconnaissanges  Bornes de la quantité d’intérét
[-mg, ME] = £7% [-A02285 NG22857) = +12 1% de5228®
[-m,,m] =+10% [-A02285" NG22857] = £9, 0% de02285
| modele complet | [-A02285 , Ag%285"] = +15 6% deg2e®®

TAB. 4.9: Modele pour la défaillance de I'accouplement élastjgees d’une limite
deterministe et quantite d'interét2285 (6228° = 81MPa, o, = 90MPa). Les bornes
données sont les bornes a 99% de probabilité.
\ PLOK \ 24,8% \
le(B=10%) | 1,7
\(B=10%) 10

4 Bilan

Nous avons détaillé dans ce chapitre un cadre pour privdéfaillance d’une struc-
ture dont les incertitudes sont décrites par la théorsendéconnaissances. La probabilité
de défaillance d’'une structure peut ainsi étre évafaédement. On propose d’ajouter un
indicateur de la marge disponible afin d’orienter au mieugdaception en faisant des
efforts de connaissance sur les parametres les plus itglusss applications présentées
ont montré tout I'intérét de cette description.

La probabilité de défaillance obtenue ne surévaluenoada probabilité de défaillance
réelle, comme on I'a vu en la comparant a celle obtenue pamuodélisation de la rigi-
dité d’une barre en traction par une variable aléatoieepls, la donnée de l'indicateur
de la marge disponible par réduction des méconnaissgece®et de caractériser I'infor-
mation, fondamentale en conception, qui consiste a sgualle(s) est (ou sont) la (les)
méconnaissance(s) tres influente(s) dans un problems&déré. En effet, dans une ap-
proche de conception de produit, cet indicateur pourr@seler précieux pour savoir ou
faire un effort de connaissance ou de modélisation.
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C’est cet intérét de l'utilisation de la théorie des mi@caissances dans une approche
de conception que nous allons maintenant illustrer, empligpant sur un probeme indus-
triel.
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Chapitre 5

Conception robuste giace aux
méeconnaissances : exemple

Dans ce dernier chapitre, nous illustrons I'erét de la
théorie des raconnaissances pour effectuer une conception

robuste.
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1 Objectif de I'étude

Les problemes que rencontrent les ingénieurs portessicjaement sur des études de
structures complexes. La complexité se situe a la foidesptan élément finis, avec la
présence de concentration de contraintes dans certaines,zmais aussi au niveau des
sollicitations et des lois de comportement, avec, par exgnapparition de fissuration
sous un chargement de fatigue.

Lorsque I'ingénieur souhaite, en plus, tenir compte dealéabilité des rigiditées et des
sollicitations en jeu pour dimensionner au plus juste lacstire étudiée, peu de méthodes
permettant un calcul relativement rapide sont a sa disposi

L'objectif de ce chapitre est d’appliquer les développetag@résentés précedemment
a une structure dans son environnement industriel, afivadlier la probabilité de défail-
lance de la structure et d’étudier 'importance des ingtes, en chiffrant le gain obtenu
par un apport de connaissance. L'étude présentée isistera caractériser la défaillance
d’une téte de rotor d’hélicoptere par fatigue, en tewampte des differentes incertitudes
présentes, détaillées ci-apres.

2 Presentation de la structureétudiee

2.1 Geometrie et conditions aux limites

Le systeme étudié ici fait partie de I'hélicoptere itailre EADS NH90. Cet appareil,
développé pour la France, I'ltalie, I'Allemagne et leg/®@as, appartient a la catégorie
des engins de moins de 10 tonnes.

Nous nous intéressons plus particulierement au dimensiment de la téte de rotor
dont le maillage est présenté sur la figure 5.1. Il est arguer que cette piece ne com-
porte pas de symétrie, de méme que, contrairement a déogumourrait penser a la vue
de cette Figure, elle n’est pas rectiligne mais comportdagere courbure. La société Eu-
rocopter (EADS) a étudié plusieurs cas de chargementldarmception de cette struc-
ture. Le test étudié ici concerne un chargement comstituh encastrement d’'un cote,
et de I'application d’'un effort sur les faces planes, ogestselon leur normale (notée
2), des quatre bossages du coté opposé (voir la Figurel®eInaillage est constitué de
19 778 eléements TET10 tétraédriques (i.e. 36 393 nceeds}t étudié en Elasto-statique.
Le matériau employé est du titane, il est modélisé pamatériau €lastique isotrope, de
module d’Younge = 200GPa, de module de Poisson= 0, 3.

On considere un dimensionnement en fatigue. Dans ce cegnteainte associée au
critere de défaillance vauw; = 270MPa. Leffort total appliqué pour notre étude vaut
3,5kN.
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Remargue tl estimportant de mentionner que les données utilisé@est été définies
par le LMT-Cachan a titre d’illustration et ne sont pas esue données fournies par
Eurocopter.

Dans [77], cette structure a été I'objet de I'applicatibane technique de validation
basé sur I'erreur en relation de comportement permettabtehir des erreurs locales.

FiG. 5.1: Conditions aux limites et efforts imposés au manchon.

2.2 Modeélisation des incertitudes

Pour représenter les incertitudes présentes sur lesteasdiques matériau et I'ef-
fort appliqué, des méconnaissances sont introduitelasigidité du manchon-{mg (6);
mg (8)), ainsi que sur I'amplitude{m, (8); m(8)), et sur la direction de la distribution
d'efforts (Mmz(0)). Les méconnaissances sur I'amplitude sont définiesriir péune loi
uniforme, tandis que les autres sont définies a partir deglussiennes. Les valeurs des
bornes a 99% de probabilité des méconnaissances soméelwaans le Tableau 5.1. On
modélise ainsi les incertitudes a leur niveau réel : heRititudes présentes sur la rigi-
dité sont det5% ; celles présentes sur les efforts sont autant elesxgdeur amplitude
(+15%) que sur leur directionH15%).

Les valeurs précisées ici sont issues d’'une évaluatipnai des incertitudes en
présence. Elles relevent du bons sens et n'ont pas fhijefa’une procédure de reca-
lage vis a vis d’'une réalité expérimentale.

2.3 Echelle de description des raconnaissances

Comme nous l'avons détaillé au paragraphe 2.3 du chapitie choix de I'échelle
de description des méconnaissances sur la rigidité esirtrportant, car une incertitude
locale subit une sorte d’homogénéisation a une écpélkeglobale.
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De maniere générale, lorsque I'on souhaite modéliserincertitude de rigidité por-
tant sur une grande zone d’une structure composée d’uerimatiomogene et isotrope,
on la modélisera par des méconnaissances tres localesa)elrs assez faibles. En effet,
pour ce genre de matériaux, les parametres sont aloresbuigs bien connus, et ce n’est
gue tres localement qu'il peut subsister des dispersions.

Pour les méconnaissances portant sur I'amplitude ou &ctilin d’'une distribution
d’efforts, le choix est fait de les décrire globalementé&ehelle de la surface d’appli-
cation de chaque effort, car c’est généralement a esttelle que résident les sources
d’incertitudes.

Ainsi, dans le probleme posé ici, I'echelle de sousedtration pour la définition des
méconnaissances de base portant sur la rigidité se sitneeau des eléments finis de
toute la structure, celle pour les méconnaissances sefflass est au niveau de chaque
surface d’application d’efforts : on définit 4 méconnaissesm; sur les directions des
efforts, et 4 coupleé—m, ;M) sur leurs amplitudes.

TAB. 5.1:Données du modele avec méconnaissances.
| Type de méconnaissance  Loi | Bornes a 99% de probabilite

sur la rigidité gaussienne [-mg, mE] +5%
sur 'amplitude des efforts uniforme [-m, mA] = +15%
sur la direction des efforts gaussienne [-m,, my] = +15%

3 Propagation du mockle avec neconnaissances

En effectuant un calcul déterministe de la structure, onve les contraintes les plus
fortes pres de I'encastrement, mais ce n’est pas la zonerdiimnnante. La zone d'intérét,
définie par Eurocopter, est en effet la partie griséegm&® sur la Figure 5.2. Nous nous
interessons donc aux contraintes locales maximales @ameme, et plus particulierement
a la contrainte moyenr®,; sur I'elément numéroté 5876, qui est dimensionnarae/d-
leur correspondante du modéle EF@gl’® = 203ViPa.

Les résultats de la propagation du modele avec mécaaraies sur cette quantité
d’intérét sont donnés dans le Tableau 5.2. On y présauntées trois premieres lignes
les résultats de la propagation de chaque type de méssamaies étudié séparément,
et le résultat de la propagation du modele complet sur taigie ligne. La dispersion
résultante est ainsi de 45% de la quantité d'int&paf®.

Sur la tteorie des réconnaissances en conception robuste



Résultats pour la defaillance du mockle avec neconnaissances 123

zone d'intérét

/

Fic. 5.2:La zone d’intérét du manchon.

TAB. 5.2:Résultats de la propagation du modele avec méconnassédnornes a 99% de

probabilité).
Bornes de méconnaissanges  Bornes de la quantité d’intérét
[-mg, ME] = +5% [-A0S876 | AGS8767] = 45 29 deG28’®

[m,m]=+15% | [-Ac3870, Ac3870] = +14,5% deoo ®
[m,, mi]=+15% | [-A02876 , AoS876"] = +£30,2% deo3s
‘ Modeéle complet ‘ [-ACS876 AGS8767] = +£45 6% dec38’0

4 Reésultats pour la defaillance du moctle avec neconnaissances

4.1 Limite de défaillance deterministe

Nous appliquons la théorie des méconnaissances potr fieadéfaillance de la struc-
ture, en considérant tout d’abord le cas ou la contraimtiéd de défaillance est déterministe
(voir les résultats dans le Tableau 5.3). On rappelle lauradle la contrainte associée au
critere de défaillance en fatigue; = 270MPa. Conformément au travail effectué aupa-
ravant dans ce chapitre, il est possible de calculer la pibitéade défaillancePtOK, as-
sociée a la défaillance de la structure décrite par ldgtecomplet avec méconnaissances.

Comme le modele complet comporte plusieurs types de nm@issances, on définit
un indicateur pour chaque type de méconnaissance, iedicgui évalue le gain en
terme de probabilité de défaillance d’'une diminution @&slde la méconnaissance cor-
respondante. On rappelle que l'indicateur de la marge dibp® par réduction de la
meéconnaissance sur la rigidité est nt@t s’exprime :

e — P]I‘_OK({mEvrn)\:rnZ}) _P]I‘_OK({O79-mEvrn7\vrnZ}) (5 1)
= 0,1.mg ’
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Celui associé a la méconnaissance sur 'amplitude degsfnotél,, vaut :

- Protme,my, mz}) - PrO({me, 0,9.my, mz}) 52)
A 0,1.m, '

Enfin, l'indicateur,lz, correspondant a la méconnaissance sur la direction fia$se
s’exprime comme suit :

- PHOK ({mg, my, mz}) — PEOX({mg,my,0,9.m;})
‘- 0,1.my

(5.3)

Les résultats de ce modele pour la défaillance du manstwindonnés dans le Tableau
5.3. La probabilité de défaillance associée au modée améconnaissances est ainsi de
17% environ. Les valeurs des difféerents indicateurs sordege disponible par réduction
des méconnaissances nous enseignent que la probabitialllance est essentiellement
sensible a une variation de méconnaissance sur la diredés efforts appliqués. En ef-
fet, la valeur de I'indicateur de la marge disponible patu@ion des méconnaissances
sur la direction est d’'un ordre de grandeur 10 fois plus grgunel ceux concernant les
méconnaissances sur les rigidités des éléments otasupllitude des efforts (valeur de
3,5 contre 035 et 025).

Sil'on souhaite diminuer la probabilité de défaillanitest donc essentiel d’améliorer,
dans un premier temps, la connaissance ou la modélisat®mlidection des effort ap-
pliqués a la structure. C’est en effet en diminuant lawabies méconnaissances portant
sur ces directions que I'on diminuera significativementrzbabilité de défaillance.

TAB. 5.3: Modele pour la défaillance de la téte de rotor, cas d’uméé déterministe et
quantité d'interén876 (62876 = 2,03.10°MPa, 0. = 270MPa).
| PEO¢ [ 17% |

le | 0,35
I, |0,25
Iz | 3,5

4.2 Limite de déefaillance incertaine

En réalité, de par les legéeres differences de catatithies matériau et de géométrie
entre difféerents manchons, la contrainte associée éflldnce connait une certaine dis-
persion. En faisant I'hypothese d’'un comportement fegdé meilleur modele consiste a
modéliser par une loi de Weibull cette dispersion. La dérde probabilité de la contrainte
de défaillance s’exprime alors :

fou =k (5) exp |

>|x

)" (5.4)
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Elle est paramétrée paret A. Le parametrek, dont la valeur est ick = 10, influe sur

la finesse de la distribution autour de la valeur moyennerol@a® par le parametrk,

dont la valeur est ich = 270MPa. Les résultats de cette modélisation sont présentés
dans le Tableau 5.4. Les remarques effectuées dans leitasimite de défaillance était
considérée déterministe sont encore valables icivaisque ce sont les incertitudes por-
tant sur la direction des efforts qu'il est le plus importdatmaitriser. La probabilité de
défaillance obtenue est comparable a celle obtenue aeelimite déterministe de valeur
270MPa, legerement supérieure car la distribution de Weibudbase des occurences de
défaillance pour des valeurs de contrainte infériearestte valeur da.

TAB. 5.4: Modele pour la défaillance de la téte de rotor, cas d’uméte incertaine et
quantitée d'interéo3876 (62876 = 2,03.10°MPa, (k;\) = (10; 2 7.10°MPa).
[PFOK ] 19%]

e | 3,5
I | 2,0
Iz | 9,0

4.3 Bilan

En phase de conception, la théorie des méconnaissandassqpe apporter des infor-
mations cruciales : selon la valeur acceptable de prob@dii défaillance, les indicateurs
proposés permettent d'informer le concepteur sur littéle progresser dans la connais-
sance ou la modélisation de telle ou telle information.

Concernant la modélisation des efforts, il est inténesda remarquer que c’est lorsque
I'on introduit une méconnaissanaeA(0)) sur la direction de la distribution d’efforts que
I'indicateur de la marge est le plus élevé. Cela signifie lgucontrainte d’intérét étudiée
ici 02876 est plus sensible a une incertitude sur la direction destefju’a une incertitude
sur leur amplitude. Il est donc particulierement importése donner les moyens de bien
connaitre ou maitriser la direction de ces efforts.

Ainsi, I'apport de la théorie des méconnaissances daes ekide de caractérisation
de la défaillance de la téte de rotor d’hélicoptéere panircas de chargement réside en
deux points :

— l'obtention d’'une évaluation précise de la probabitig défaillance a la fatigue, qui
est de 17% environ;

— linformation de la sensibilité de cette probabilitedédaillance aux méconnaissances
introduites pour modéliser les incertitudes, ce qui péameoncepteur de se décider
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sur l'interét de réduire les taux de méconnaissandesduites. Ici, la principale
connaissance a affiner est celle de la direction des disiifis d’efforts.

Concernant la valeur de probabilité de défaillance alter est a remarquer que les
valeurs de méconnaissances mériteraient d’étre affin@ar un apport de connaissance
donnant lieu a une étape de réduction préalable auladgorobabilité de défaillance.

5 Conclusion

Dans ce dernier chapitre, nous avons présenté une d@pplicdmplete de la théorie
des méconnaissances et de son utilisation dans un cadvackyption robuste. En modéli-
sant les incertitudes présentes sur la rigidité de lacsira et celles sur les distributions
d’efforts appliqués par des méconnaissances adapgsagsultats obtenus donnent une
indication de la probabilité de défaillance de 17% envirDe plus, par la donnée des
indicateurs de la marge disponible en réduisant les taum&mnnaissances, les résultats
présentés permettent de cibler le besoin d’amélianat®la connaissance des parametres
du modele.
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Dans ce document, nous avons proposé des extensions deli@tthes méconnaissan-
ces en mécanique des structures pour modeéliser lesitnded présentes sur I'environ-
nement des structures, et évaluer une probabilité del@@fce. Ces développements ont
été effectués dans le cadre de la statique ; il a donoétéssaire de définir une propaga-
tion des méconnaissances a des quantités d'intérdipds contraintes ou déplacements
locaux, par une technique d’extraction dans le cas de faildkurs de méconnaissances.
Nous avons aussi présenté des travaux montrant la pecénd’'une description par
meéconnaissances.

Afin de garder l'intérét de globalisation des incertitadear la description par
méconnaissances, nous avons proposé de modélisecérstudes sur I'environnement
en introduisant des méconnaissances sur I'amplitude aguehdistribution d’efforts, et
une autre sur leurs directions. En outre, cela est en atdéguvec les données issues de
capteurs, pour lesquelles on peut séparer les incersitsigieleur position et celles sur la
valeur mesurée.

Le calcul de la probabilité de défaillance issue du med&lec méconnaissances se
base sur la borne supérieure de la quantité d’intérdedsionnante issue du modele avec
méconnaissances. Pour qualifier la sensibilité aux veld& méconnaissances, on a pro-
posé de rajouter a la donnée de cette probabilité clleiddicateur sur la marge dispo-
nible. Les applications présentées ont montré toudiit de ces travaux, en permettant la
prédiction d’'une défaillance par une approche globé&igete en temps de calcul, corres-
pondant mieux aux attentes d’un ingénieur qu’une visiocrasicopique des incertitudes
par une modélisation paramétrique. Une telle approctexiient dans une politique de
réeduction des marges.

Les perspectives envisageables pour continuer d’étéamtireorie des méconnaissances
sont les suivantes :

— Elargir le champ des incertitudes susceptiblesttd cecritesa des incertitudes
portant sur un comportement non-&aire d’'un makriau, comme un comportement
plastique, ou la pesence de contacts, de jeux et de frottements.

Dans tous les cas, il faudra garder a I'esprit que la sp#éifde I'approche avec
méconnaissances réside dans le fait gu’elles sont défanuin niveau énergétique
global. Il n’y a aucun intérét a définir les méconnaigses par parametre. L'objectif
a atteindre est de trouver une définition des méconnassaylobale et énergétique,
mais suffisamment pratique pour pouvoir les identifier elaient, et d’obtenir
comme sortie du modele les dispersions des paramettes atiingénieur.

Pour définir des méconnaissances sur la plasticiteudriaessayer de construire
un modele spécifique, s'inspirant des approches exestantais simple, et refletant
les problématiques des ingénieurs. On peut imaginenidéfes méconnaissances
sur une grandeur énergétique comme le potentiel d'ecoet plastique.

Une des difficultés pour ces extensions réside dans |lzwlifti a propager les in-
certitudes de facon conservative dans des modeles neatiles, tout en ne sur-
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dimensionnant pas trop.

— Propager des aconnaissances de tous types dans le cas de fortes vdDmg ¢ra-
vaux ont été déja été effectués concernant la prismepte de fortes méconnaissan-
ces de rigidité en dynamique. Il s’agira ici de définir unleapour propager de
fortes méconnaissances sur les efforts, pour des geswdtititérét statiques.

— Définir une strakgie claire pour l'identification des @étonnaissanced partir de
donrees exprimentales (le processus nom@finéduction”), et la cfinition des es-
sais pertinents effectuer.

Cela suppose de mener des études pour quantifier a quélg®iionnées expéri-
mentales utilisées dans le processus de réduction pemhgiar I'intermédiaire du
coefficient de représentativite, une vision juste desanéaissances de base, qui
doivent &tre intrinseques, sur une sous-structure dérese.

A cela s’ajoute la nécessité de déterminer quels essaisplementaires de ceux
dont on dispose déja, permettraient de réduire au miraxnéconnaissance donne.
Il sera alors possible d’établir une stratégie du choxmeilleurs essais a effectuer
sur une structure donnée, permettant ainsi une optiraisatiportante des codts
liés a I'expérimentation.

— Aplus long terme, on peut aussi envisagétehdre le concept de@nonnaissances
a 'amortissement des structures, pour ainsi aboatirne tleorie compdte en dy-
namique.

Comme I'amortissement, en particulier celui des strustaéronautiques, est sou-
vent trés mal connu, les challenges a relever sont nombpetlion ne pourra pas
se contenter d’utiliser des approches linéarisées.
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