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Avant-propos

Présentation générale

L’objectif de cette these est l'obtention de principes de grandes déviations auto-
normalisés, essentiellement pour des modeles markoviens (en particulier des modeles
autorégressifs linéaires et fonctionnels).

Avant de rentrer dans les détails, il est essentiel de clarifier ce que 'on entend par
résultats ” autonormalisés” et je vais tenter préciser ce qui m’a motivé dans cette approche
particuliere de la théorie des grandes déviations.

Ou se situe-t-on dans la recherche de théoréemes limites pour un modele probabiliste 7
Les résultats les plus fréquemment convoités sont des lois des grands nombres, des
théoremes de limite centrale (TLC), des lois du logarithme itéré et des principes de
grandes déviations (PGD). La source de toute ’asymptotique probabiliste d'une suite de
variables aléatoires réelles (X,,),, supposées indépendantes et identiquement distribuées
(i.i.d) est I’étude de résultats de ce type pour la suite (X + ... + X,;)/n sous diverses
conditions portant sur la loi de Xj.

— Loi des grands nombres si E|X1| < 00}

— théoréme de limite centrale si E|X1]? < oo

— principe de grandes déviations sous 'hypothese de Cramér E (et‘X”) < 0o pour

un t > 0.

Naturellement, ceci a guidé un nombre important de recherches probabilistes en vue d’ap-
porter des extensions a ces résultats. Une démarche naturelle est d’essayer d’affaiblir les
hypotheses ; puis de chercher des résultats asymptotiques non plus pour la moyenne empi-
rique ((X1+...X,)/n), mais pour une suite autonormalisée (X1 + ...Xy)/Tn (X1, ..., X3))
ou (T,,(Xy, ..., X»))n est une suite de variables aléatoires positives et croissantes.
J’ai fait la découverte de ce type de résultats autonormalisés lors de mon stage de DEA,
quelques temps apres m’étre initié a la théorie des grandes déviations. Q.M Shao avait
alors montré tout récemment des PGD treés peu exigeants en termes d’hypothéses dans
le cadre i.i.d. A titre d’exemple, il obtenait pour une suite de variables aléatoires réelles
(Xpn)n i1.d. avec, pour p > 1, E(X7) = 0 ou E(|X1|P) = oo, une limite du type suivant :

Xl + ..+ Xn
=P (| X |P + ... + | Xp|P

1
Vr >0, 1171Lnn10g]P’< )l/p 27“) =—K(r) <0.



Si 'on compare cette relation au théoreme de Chernov, il est intéressant de constater
que le passage de I’étude de la suite des moyennes empiriques & une suite autonormalisée
permet d’obtenir des résultats du méme type mais sans ’hypothese de Cramér. Cette
derniére est une condition assez forte, qui n’est pas vérifiée dans bien des cas.

Des lors, une motivation essentielle lors de ’élaboration de cette these a été d’étendre ce
type de "bornes de Chernov” en sortant du contexte i.i.d, ce qui m’a conduit & travailler
avec des modeles markoviens.

Dans la littérature, I’étude de suites autonormalisées est courante dans le cadre i.i.d,
notamment pour l'introduction de statistiques telles que celle de Student.

Elle I'est aussi pour des modeles markoviens et des martingales; en voici quelques
exemples.

Une martingale de carré intégrable (M,,), dont le processus croissant prévisible est (<
M >,), conduit a des résultats portant sur la suite autonormalisée (M,,/ < M >, ).
De méme, pour un modele autorégressif linéaire d’ordre 1

XnJrl = HXn + En+1,

I'estimateur des moindres carrés donné par ((31—; X;—1X:) /(X Xf_l))n est une suite
autonormalisée qui converge presque-sirement vers le parametre 6 dés que le bruit (&, ),
est i.i.d. de carré intégrable et non nul, avec des vitesses en loi et presque-stres bien
connues.

Comme je I’ai évoqué plus haut, la démarche essentielle de cette thése s’est orientée vers
les chaines de Markov sur un espace d’état polonais, ce cadre se rapprochant le plus
du cas i.i.d. Pour cela, je me suis appuyé sur une analyse minutieuse des résultats de
Donsker et Varadhan, avec des variantes venues de plusieurs autres auteurs et quelques
ajouts originaux. On obtient sous des conditions tres générales, un principe de grandes
déviations vague ou étroit pour les lois empiriques qui généralise le théoreme de Sanov
au cas markovien.

Transposant la méthode de Cramér, plusieurs auteurs, notamment De Acosta, obtiennent
aussi des PGD supérieurs ou inférieurs relatifs aux fonctionnelles additives des chaines de
Markov. Cependant, les ”taux spectraux” associés a ces méthodes ne m’ont pas semblés
propices a une transposition des travaux de Dembo et Shao qui s’appuyaient dans le
cas i.i.d. sur la transformée de Cramér ; 'obtention par cette méthode d’un PGD vague
assez général me parait en effet hors de portée. J’ai donc choisi de m’appuyer sur les
PGD relatifs aux lois empiriques et de tenter de les transposer vers les fonctionnelles
additives en vue de PGD vagues et autonormalisés.

A ce stade, j’explore le cadre général d’une suite de probabilités aléatoires (Ly,), sur un
espace polonais satisfaisant un PGD (vague ou étroit) et je propose un cadre général
adapté a l'autonormalisation (en particulier propice au ”transport” de PGD vagues),
celui des ”couples équilibrés” de fonctions. J’obtiens alors un PGD vague puis un PGD
autonormalisé sous des conditions de tension exponentielle.

Finalement, cette these aboutit a deux cas de figure pour 'obtention de PGD autonor-
malisés.

Cas 1 Pour les processus dont la suite des lois empiriques satisfait un PGD étroit (ce
qui correspond heuristiquement & un cadre ”exponentiellement stable”), on transpose
aux ”couples équilibrés” des résultats analogues a ceux de Dembo et Shao.
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Cas 2 Pour des processus dont la suite des lois empiriques satisfait seulement un PGD
vague, la méme méthode s’applique avec plus de difficulté. Cependant, I’étude des séries
régressives associées a un modele markovien autorégressif montre que notre méthode
permet aussi d’obtenir des principes de grandes déviations autonormalisés sans hypothese
de stabilité.

Résumé des chapitres

Chapitre 1. PGD partiel, autonormalisation

Ce chapitre a pour objet d’introduire les notions spécifiques aux PGD partiels, indis-
pensables pour pouvoir faire I’étude de PGD autonormalisés. Néanmoins, il met aussi
en place la plupart des notions classiques liées a la théorie des grandes déviations dont
nous aurons besoin dans la suite. £ désigne un espace topologique, un taux étroit est
une fonction définie sur E, a valeurs dans [0, 00] et & épigraphes {z € E' | I(z) < M}
(M > 0) compacts; on note I(A) = inf,c4 I(x). Une suite de probabilités (i), sur E
vérifie un PGD supérieur de vitesse (vy,), et de taux étroit I si l'on a

1
—I(F) > limsup — log uu,, (F'), pour tout fermé F' de E.

n—oo N

Elle vérifie un PGD inférieur de vitesse (vy,), et de taux I sil'on a

1
—I(G) < liminf — log u1,, (G), pour tout ouvert G de E.

n—oo n,

Un taux vague étant une fonction définie sur E, & valeurs dans [0, 00| et & épigraphes
fermés, (), vérifie un PGD vague de vitesse (v, ), et de taux vague I si elle vérifie la
borne inférieure mais si la borne supérieure n’est valable que pour les parties compactes
de E.

Enfin, (u,)n, vérifie un PGD partiel de vitesse (v,,), et de taux vague I relativement &
une partie S d’ensembles mesurables si elle vérifie un PGD inférieur et si

— 1
—I(A) > limsup — log p,(A), pour tout élément A de S.
n

n—oo
Dans la section 1.2, il s’agit essentiellement d’adapter aux PGD partiels des méthodes
usuelles pour les PGD, en présentant notamment le role de la tension exponentielle.
Ainsi, un PGD vague, associé & une ”tension exponentielle partielle” conduit & un PGD
partiel. Ce schéma de démonstration sera le plus utilisé pour obtenir des PGD partiels.

La section 1.3 reprend les méthodes classiques des grandes déviations, notamment les
dualités entre les fonctionnelles de Laplace et PGD ou entre fonctionnelles convexes et
PGD vague-convexe. Ces méthodes sont le plus souvent présentées dans le cadre de
"vyrais” principes de grandes déviations associés a de bonnes fonctions de taux alors
que nous parlerons ici de principes de grandes déviations ”partiels”, avec des ”"taux” ne
possédant pas toutes les propriétés d’une bonne fonction de taux. Nous les rappellerons
donc en tentant a chaque étape de les placer dans un cadre aussi large que possible.
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La tension exponentielle partielle relative a la classe pour laquelle on veut avoir un PGD
partiel est la clef et souvent la partie délicate pour obtenir un PGD autonormalisé. La
section 1.4 est consacrée a des criteres permettant d’assurer qu’une suite de lois est
exponentiellement tendue. Suivant les traces de Dembo et Shao, on introduit une classe
de boréliens particulierement adaptée a I’étude de PGD autonormalisés que I’'on appelle
”classe de Chernov”. On donne ensuite quelques critéres de tension exponentielle partielle
issus pour la plupart de ceux de Dembo et Shao ([DemSha98a] et [DemSha98b]).

Chapitre 2. Autour de Donkser-Varadhan

L’objectif de ce chapitre est de reprendre les travaux de Donsker-Varadhan (notam-
ment [DonVar75a], DonVar76]), d’éclairer ou généraliser certains aspects et de les situer

par rapport a des travaux ultérieurs, notamment ceux de De Acosta (comme [Aco85a],
[Aco88], [Aco90] ou [AcoNey98])

En 2.2, on commence par rappeler les principes variationnels associés a l'information de
Kullback K (v | u) d’'une probabilité v relativement a une autre p.

Puis, FE étant un espace polonais, on considére une probabilité de transition p de E vers
E. Lorsque ¢ est une probabilité définie sur E?, de marginales ¢! et ¢2, une distance de
¢ a p peut étre mesurée par le taux ”bidimensionnel”

s | Kl op) si¢h=¢?

00 sinon

1(¢)

(ot ¢t @ p(T') = [TIp(x,y)p(x,dy)¢t(dr)). Le "taux de Donsker-Varadhan” usuel est le
taux projeté défini pour une probabilité v sur E par

I'(v) = inf {I(C) | ¢ probabilité sur E2, ¢t = ¢% = I/}
= sup {/ <g(:6) —log </p(a:, dy)eg(y))> v(dzx) | g continue, bornée sur E} .

Cette derniere relation vient des travaux de Donsker-Varadhan ; nous en donnons une
preuve plus simple, bénéficiant d’un résultat de Strassen. On reprend 1’étude de ces taux
sans hypothese a priori sur la probabilité de transition p mais en faisant apparaitre le
role de D(p), ensemble de discontinuité de 'application = — p(x, e) pour la convergence
étroite.

Une comparaison avec le taux de De Acosta acheve cette partie.

Dans la section suivante, des PGD supérieurs relatifs a la suite des lois empiriques as-
sociées a une chaine de Markov de transition p assez réguliere sont établis avec les taux
de Donsker-Varadhan. Dans les deux cas, on donne une version pour la loi empirique ”bi-
dimensionnelle” (371 dx,_,,x;) /n), avec le taux I, puis une version unidimensionnelle
pour ((Xf; 6x,,) /n),, (resp. (X7, 6x;) /n),) avec le taux I'. Le "taux bidimension-
nel” étant, on ’a vu, plus intuitif que le taux projeté de Donsker-Varadhan, il est en
effet naturel de se pencher d’abord sur les lois bidimensionnelles contrairement a ce qui
est d’usage. Le PGD vague (théoreme 2.3) ne nécessite rien de plus que la régularité de
la transition p alors que le PGD étroit (théoreme 2.4) utilise une ”condition de rappel
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exponentiel” qui correspond heuristiquement & une certaine stabilité exponentielle du
modele. Divers changements ont été effectués comparativement aux énoncés originaux
de Donsker et Varadhan. Pour le PGD étroit, ’hypothese de régularité portant sur la
transition est affaiblie de fellérienne a ” presque fellérienne”. De méme on donne un PGD
supérieur uniforme sur des ensembles de lois initiales, alors que cela avait été établi sur
des ensembles d’états initiaux.

En section 2.4, quelques commentaires agrémentés d’exemples et contre-exemples concluent
ce chapitre, afin d’éclaircir plusieurs points qui peuvent soulever des problemes.

En particulier, ’obtention d’un PGD supérieur pose toujours la question de 'optimalité
du taux quand il n’est pas accompagné d’'un PGD inférieur de méme taux. On montre
que les PGD énoncés dans la section précédente ne sont pas toujours optimaux.

Puis, on discute de la condition de rappel exponentiel a I’aide d’un exemple autorégressif
fonctionnel pour lequel on distingue plusieurs cas permettant d’établir que cette condi-
tion est vérifiée.

Chapitre 3. Transports de PGD : des lois empiriques vers les moyennes
empiriques

Dans le chapitre 2, des PGD supérieurs ayant été prouvés pour la suite des lois empiriques
d’une chaine de Markov, on est tenté de les transporter vers des PGD portant sur des
moyennes empiriques du type ((>_1; f(X;)/n)n. Ce chapitre propose d’en faire une
étude dans un cadre plus général.

Soit (Ly,)n une suite de variables aléatoires a valeurs dans l’espace des probabilités sur
(E,d) polonais et f une fonction continue de F dans un espace de Banach B. Si J est
un taux sur P(E), son image par f est le taux image défini de la maniere suivante :

hf(x):inf{J(yH veP(E), /HfHdu<ooet/de:x}.

Tout au long du chapitre, on tente de répondre aux questions suivantes :

(Ly) satisfaisant un PGD supérieur vague de taux J, peut on obtenir un PGD supérieur
vague pour ([ fdLy) dont le tauz serait hy ou, si hy nest pas s.c.i, sa régularisée s.c.i?
La réponse étant en général négative, peut on donner une réponse partielle a ce probléme ?

La méme question pour la partie inférieure est prise en compte mais elle est moins im-
portante dans le cadre markovien ou les résultats inférieurs seront obtenus différemment.
Bien sur, par le principe de contraction, si la suite (Ly), satisfait un PGD étroit avec
une bonne fonction de taux J, la réponse aux deux questions est positive pour toute
fonction f € Cy(E). Il s’agit de trouver d’autres classes de fonctions pour lesquelles le
transport fonctionne, en sortant du cadre des fonctions bornées et en n’utilisant qu’un
PGD vague sur (Ly,)y.

Dans la section 3.2, on introduit une classe de fonctions naturellement adaptée au trans-
port de PGD vague pour les lois empiriques au PGD vague pour les fonctionnelles ad-
ditives. Il s’agit des ”couples équilibrés” de fonctions (f,V) ou V est une ”fonction de
Lyapounov” et f est dominée d’une certaine maniere par V. On obtient des bornes



supérieures du type suivant, pour tout fermé I,

1
limsupv—log]P’ (/ fdL, €T, /VdLn < R) < —hpy (I' x [0, R]).

n

Des résultats du méme type sont obtenus pour des classes de fonctions plus vastes; les
couples exponentiellement équilibrés. Il s’agit de couples de fonctions convenablement
approchés par des familles de couples équilibrés. Une condition de ”bonne” approxima-
tion permet de retrouver des résultats tout a fait identiques a ceux des couples équilibrés.
De méme, on a un résultat de transport d’'un PGD inférieur pour des fonctions ap-
prochées par des familles de fonctions continues et bornées (par exemple les fonctions
tronquées).

A titre d’applications, on utilise ces résultats pour retrouver des résultats bien connus
dans les cadres i.i.d. ou markoviens, en section 3.4. Cela nous conduit aussi a un résultat
sur le modele autoregressif fonctionnel qui servira dans le chapitre 4.

Dans la section 3.5, on cherche a prouver un PGD inférieur markovien pour une suite de
fonctionnelles additives. Cette partie sort quelque peu du cadre du chapitre 3 puisqu’il
ne s’agit plus de transport. De Acosta et Ney [AcoNey98| obtiennent un PGD beaucoup
plus général mais avec un taux spectral que 'on ne sait pas comparer avec le taux
image. Les techniques utilisées pour prouver ces résultats inférieurs sont celles de Dupuis
et Ellis ([DupEll97]). Aucune hypothese n’est nécessaire sur la fonctionnelle mais des
hypotheses d’irréductibilité sont indispensables pour obtenir les PGD inférieurs. On
obtient finalement un PGD inférieur avec le taux image sous des hypotheses assez fortes ;
une hypothese introduite dans le cas des lois empiriques par Dupuis et Ellis dans le cas
récurrent et une autre valable sans hypothese de récurrence.

Chapitre 4. PGD autonormalisés

En suivant notre méthode, 'obtention de PGD autonormalisés passe par les PGD par-
tiels relativement & des classes particulieres, les ”classes de Chernov” définies en 1.4,
permettant le passage au quotient. Apres avoir traduit les résultats du chapitre 3 en
termes de PGD vagues pour les couples équilibrés, il reste a étudier la tension exponen-
tielle partielle relative aux classes de Chernov. C’est ce que nous faisons dans diverses
situations.

Dans la section 4.2, on traduit en premier lieu les résultats de transport obtenus dans les
parties 3.2 et 3.3 en termes de PGD vagues supérieurs pour la suite ([ fdLy, [ VdLy)n,
lorsque (f, V') est un couple équilibré ou exponentiellement équilibré. Puis, on examine les
conséquences d'un éventuel PGD partiel supérieur pour la suite (| fdL,, [ VdLy,), relatif
a une ”classe de Chernov” associée a une fonction de Lyapounov U. Comme on I’espérait
compte tenu de la maniere dont les classes de Chernov ont été définies, on aboutit dans un
”cadre favorable” a un PGD supérieur portant sur le quotient (U ([ fdLy,)/ [ VdLy,),, .
Si ([ fdLy, [ VdLy), vérifie aussi un PGD inférieur, il est possible d’obtenir un PGD
pour le quotient.

En 4.3, on applique cette méthode au cadre général d’une suite de probabilités aléatoires
satisfaisant un PGD étroit. C’est le cas, par exemple de la suite des lois empiriques d’une
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chaine de Markov sous certaines conditions de ”stabilité exponentielle”. Dans ce cadre, il
est facile d’obtenir un critére de tension exponentielle partielle de ([ fdLy,, [ VdLy,), re-
lative a une classe de Chernov et une fonction V bien choisies. Ainsi, quand la fonction f
est & valeurs dans RY, on obtient des PGD partiels pour le quotient (H JfdL,u)/ (f ||f||den)1/p)n.

Des modeles autorégressifs sont étudiés en 4.4. Puisque nous ne voulons pas faire d’hy-
pothese de stabilité, la partie précédente ne s’applique pas. On prouve cependant un
PGD autonormalisé général pour certaines fonctionnelles additives martingales. En par-
ticulier, si 'on considére un modele autorégressif linéaire

Xpy1 = 00X, + En+1,

on peut appliquer ce qui précede a un estimateur de Yule-Walker (ou & un autre que
nous proposons).

Enfin, nous présentons dans la section 4.5 le PGD de Heck-Maaouia ([HecMaa0l]) re-
latif aux lois empiriques logarithmiques de (M, /\/n), ((M,), étant une fonctionnelle
additive martingale d’une chaine de Markov récurrente) et on propose de montrer com-
ment les résultats de la section 4.3 s’appliquent dans ce cadre a l’obtention de PGD
autonormalisés.

Points de vue non abordés et perspectives

Dans cette these, certains aspects importants de la théorie des grandes déviations n’ont
pas été abordés. Entre autres, on ne parle pas de déviations exactes ou encore de
moyennes déviations.

Déviations exactes ou précises Nous n’avons pas abordé les ”inégalités de déviation”,
c’est a dire des majorations exactes avec des majorants décroissant exponentiellement
vite. Sur un espace fini, les grandes déviations et les majorations exactes datent de Miller
[Mil61] ; Lezaud obtient de bonnes majorations de type Chernov ([Lez98| et [Lez01]).
Par ailleurs, les inégalités de déviation entrent dans le vaste champ des inégalités de
concentration exploré surtout dans le cadre i.i.d. Citons par exemple quelques articles
qui rejoignent notre contexte : Bercu, Gassiat et Rio [BerGasRio02] ont prouvé des
inégalités de déviation autonormalisées dans le cadre i.i.d; Samson [Sam00] et Marton
[Mar96] obtiennent des inégalités de déviations dans un cadre markovien récurrent.
Nous n’avons pas non plus abordé les grandes déviations précises, c’est a dire les PGD
dont on sait évaluer la vitesse de convergence Dans le cadre markovien, Balaji et Meyn
[BalMey] puis Meyn et Kontoyannis [KonMey02] obtiennent des PGD précis avec le taux
spectral sous des hypotheses de récurrence tres fortes dont nous cherchons justement a
nous passer en abordant les PGD autonormalisés.

Moyennes déviations et moyennes déviations autonormalisées Dans le cas i.i.d.,
Dembo et Shao ont aussi exploré le domaine des moyennes déviations dans le cadre de
lautonormalisation [DemSha98a]. Il est naturel d’envisager des extensions markoviennes,
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tout comme on ’a fait pour les résultats de grandes déviations. D’ailleurs, pour le modele
autoregressif linéaire AR(1) gaussien, Worms [Wor0O1] obtient un principe de déviations
modérées supérieur pour l'estimateur des moindres carrés.

On connait, sous des hypotheses de stabilité, des principes de moyennes déviations sur
les martingales et leur application a certaines fonctionnelles additives martingales de
chaines de Markov (voir [Wor99], [Wor00b] et [Wor01]). Pour un processus irréductible
et sous une condition de Darling-Kac, Xia Chen [Chen01] obtient un résultat de moyennes
déviations valable sans condition de stabilité. Des transpositions a des moyennes déviations
autonormalisées mériteraient d’étre considérées.

Extensions en perspective Dans le chapitre 4, nous obtenons un PGD autonormalisé
valable pour une classe de modeles ” exponentiellement stables” tres générale. Cependant,
nous n’avons bien exploré cette situation que pour les chaines de Markov; il reste a
étudier de plus pres la traduction de notre théorie aux processus de Markov a temps
continu ou aux processus gaussiens.

Comme I’a montré Shao dans le cas i.i.d, les PGD autonormalisés sont bien adaptés
a la construction de tests. Une étude précise de certains tests issus de nos résultats
(notamment dans le cadre des modeles autorégressifs stables, instables ou explosifs)
reste a faire.

Enfin, il serait intéressant d’obtenir d’autres PGD autonormalisés pour des fonctionnelles
additives martingales de chaines ou de processus de Markov, sans hypothese de stabilité
exponentielle.

Notations et conventions

Espaces mesurables, métriques, polonais

Etant donné un espace mesurable (E, E) dont la tribu € sera souvent sous-entendue, on
introduit les espaces suivants, relatifs a E : B,(F) désigne ’ensemble des fonctions réelles
boréliennes bornées définies sur E, P(E) 'ensemble des probabilités sur E et M;(E)
I’ensemble des mesures positives de masse totale inférieure ou égale a un sur cet espace.
On munit 'espace By(E) de la norme infinie || f||oc = sup, |f(x)|.

Un espace métrique E métrisable par une distance d est noté (E,d); la tribu utilisée
(sous-entendue) sera toujours la tribu borélienne. La boule ouverte (resp. fermée) de
centre x et de rayon r est notée B(z,r) (resp. B(z,r)). Enfin, Cy(E) est I'ensemble
des fonctions réelles continues bornées définies sur E, LB(F) l’ensemble des fonctions
lipschitziennes bornées, muni de la norme

a:‘ J—
£l = sup([| flloc, [[fll2) avec ||f|[r = sup “————==,
£y d(x,y)

et Brqaj(E) (resp. Cima;(E)) 'ensemble des fonctions boréliennes (resp. continues) définies
sur F et majorées par une constante.
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La théorie porte essentiellement sur un espace E polonais, c’est a dire pourvu d’une
topologie pour laquelle il est séparable, et métrisable avec une distance d pour laquelle
il est complet. L’expression ”soit (F,d) espace polonais” sous-entend que d est une
telle métrique. Selon la théorie de Prokhorov, on sait que I’espace P(F) est un espace
séparable complet, par exemple pour les distances de Prokhorov et de Dudley. Rappelons
la définition de la distance de Dudley qui sera parfois utilisée :

[ 1av = [ fau] | 1€ cBE). Iflen <1},

Lorsque 'on parle de R? ou d’un espace de Banach B, il sera sous-entendu que ces
espaces sont munis de leur tribu borélienne et de la distance associée a la norme || - ||
pour laquelle ils sont complets.

dDudley(Va 'u,) = sup {

Sauf avis contraire, dans toute la thése, on se place sur un espace polonais
(E,d).

Variables aléatoires

Etant donné un espace de probabilité (€2, .A,P), une variable aléatoire X a valeurs dans
(E,E) (resp. (E,d)) est une fonction mesurable de (2,.4) dans (E, £)(resp. dans E muni
de sa tribu borélienne). La loi de X est X (P) € P(FE) mesure image de P par X. Dans la
plupart des cas, les résultats évoqués ne portent que sur les lois. Peu importe des lors de
préciser sur quel espace de probabilité la variable aléatoire X est définie, il s’agit d’une
réalisation parmi d’autres de sa loi. C’est pourquoi, (F,d) étant un espace métrique,
on parle le plus souvent de X wariable aléatoire a valeurs dans E en sous-entendant
(Q, A,P) et E muni de sa tribu borélienne.

Une suite (Z,,), de variables aléatoires a valeurs dans (F, d) est une suite indépendante
et identiquement distribuée (abrégé i.i.d.) si ces variables aléatoires sont indépendantes
et §'il existe une probabilité p sur (E,d) pour laquelle p = X, (P), quel que soit n. Un
bruit blanc de loi p est une suite i.i.d. de loi u, supposée centrée.

Toute propriété II portant sur les suites (i), de probabilités sur E a son image; on
dira qu’une suite (X), de variables aléatoires a valeurs dans E satisfait II si la suite
des lois (X, (P)), la satisfait.

Divers

— Soit une fonction I : E — [0, 00]. Pour tout A C E, on note

I(A) = inf I(x).
(4) = inf I(z)
Et on associe & I sa régularisée s.c.i. 1% :
1 (2)2 Tim 1 1 (B (z,7) = lim 1 1 (B (z,7)) .
r—0 r—0

— Une fonction p : Ry — [0, 00] est dite surlinéaire si elle est borélienne et telle que
limy_, o0 p(t)/t = 0.
— Une fonction de Lyapounov U définie sur (F, d) est une fonction borélienne positive
dont les épigraphes {z | U(x) < R} sont relativement compacts.
— On utilisera, tout au long de la these, les abréviations suivantes : i.i.d. pour
indépendante et identiquement distribuée, PGD pour principe de grandes déviations
et s.c.i. (resp. s.c.s.) pour semi-continue inférieurement (resp. semi-continue supérieurement)
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Chapitre 1

PGD partiel, autonormalisation

1.1 Introduction

1.1.1 Objectifs de ce chapitre

Il s’agit d’abord (dans les sections 1.2 et 1.3) de mettre en place les principales notions
sur lesquelles porte cette these ainsi que la boite a outils a laquelle nous ferons sans cesse
appel.

Les méthodes évoquées ne sont pas nouvelles et s’appuient sur les grands classiques des
grandes déviations auxquels nous renverrons chemin faisant, notamment sur les livres
de Dembo-Zeitouni [DemZei98], Dupuis-Ellis [DupEll97], Deuschel-Stroock [DeuStr89],
Ellis [El85], Stroock [Str93], Varadhan [Var84]. Cependant, elles sont le plus souvent
présentées dans le cadre de vrais principes de grandes déviations (PGD) associés a
de bonnes fonctions de taux alors que nous parlerons ici de principes de grandes
déviations partiels, avec des taux ne possédant pas toutes les propriétés d’une bonne
fonction de taux. Nous les rappellerons donc en tentant a chaque étape de les placer
dans un cadre aussi large que possible.

Simultanément, ce chapitre introduit et motive le theme des PGD autonormalisés, ap-
paru dans le cadre indépendant et identiquement distribué avec les travaux de Shao,
Dembo et Shao ([Sha97]|, [DemSha98a] et [DemSha98b]) et qui est au coeur de cette
these. Cette étude a conduit a reprendre les notions de PGD partiel et de tension expo-
nentielle partielle proposés par Dembo et Shao, puis a en faire ’étude en exhibant des
criteres suffisant dont certains apparaissent dans [DemSha98a| et [DemSha98b], mais de
maniere succinte dans le cadre i.i.d. moins général que celui que nous présentons.

1.1.2 Plan

La section 1.2 esquisse les définitions et le role clef de la tension exponentielle puis elle
introduit le théme des PGD partiels.
La section 1.3 présente deux types de dualité :
a) la dualité entre PGD et fonctionnelle de Laplace qui fait bien apparaitre le pa-
rallele entre PGD et convergence étroite ;
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b) la dualité entre PGD et fonctionnelles convexes (log-Laplace généralisées) lorsque
I’espace étudié est un espace vectoriel localement convexe.
La section 1.4 introduit la notion de PGD autonormalisé et donne quelques exemples,
ainsi que des outils appropriés & son étude.
Seuls les résultats relatifs aux PGD partiels ou autonormalisés seront prouvés. Selon la
convention générale adoptée dans ’avant-propos, dans tout ce chapitre, on se place sur
(E,d) espace polonais.

1.2 Principes de grandes déviations et tension exponen-
tielle

1.2.1 Définitions

e Guidés par le parallele qui existe entre la convergence étroite (resp. vague) des pro-
babilités et les grandes déviations, nous adopterons le vocabulaire suivant. Un taux
étroit est une application [ : E — [0, 00| dont les épigraphes {x € F | I(x) < t}
(pour tout ¢ > 0) sont compacts dans E. Une application I : E — [0,00] &
épigraphes fermés dans E (autrement dit, semi-continue inférieurement (s.c.i.))
est appelée taux vague. Dans la littérature, les termes fréquemment utilisés sont
respectivement ”bonne fonction de taux” et "taux”. Si A est une partie de F, on
note I(A) = inf {I(z) | x € A} (en adoptant la convention I(f)) = o).

e Nous désignons par vitesse toute suite (v ), réelle, positive, croissant vers 'in-
fini. Une suite (), de probabilités sur F satisfait un principe de grandes
déviations (PGD) de taux étroit I et de vitesse (vy,), si l'on a, pour tout I' € &,

o 1 1 —
—I(T") < liminf — log p,, (T') < limsup — log i, (') < —I(T), (1.1)
n—oo

n n—oo Up

ce qui est équivalent aux deux identités suivantes

1
—I(G) < liminf — log un(G), pour tout ouvert G de E, (1.2)

n—oo U,

1
—I(F) > limsup — log un (F), pour tout fermé F' de E. (1.3)

n—oo Up

On dit que la suite (py, ), vérifie un PGD inférieur (resp. supérieur) de vitesse (vy, )n
si seule (?7) (resp. seule (?77?)) est satisfaite.

o (n)n vérifie un PGD vague supérieur si (77) est vérifiée pour les compacts de
E; vague si (77) lest aussi.

1.2.2 Tension exponentielle

Les résultats de cette sous-section rappelés pour la clarté de 'exposé ne seront pas
démontrés ; les références y pourvoiront. Voici, pour les grandes déviations, I'analogue
du théoreme de Prokhorov sur la convergence étroite des probabilités. Rappelons tout
d’abord les définitions suivantes.
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Définition 1.1 (Tension exponentielle) Une suite (p,)n de probabilités sur (E,d)
est exponentiellement tendue pour la vitesse (v,)y si, pour tout réel R > 0, il existe
un compact Kr de E tel que

1
limsup — log pun (K%) < —R.

n—oo Up

Définition 1.2 (Compacité en grandes déviations) Une suite (fi,)n de probabilités
sur (E,d) est relativement compacte en grandes déviations pour la vitesse (vy)p
st, de toute suite, on peut extraire une sous-suite (,uu(n))n qui satisfait un PGD de vitesse
(Vu(n))n et de tauz I, (qui dépend en général de la suite extraite (u(n))n).

Théoréme 1.1 (Compacité et tension) Une suite de P(E) est (v, )-exponentiellement
tendue sur (E,d) si, et seulement si, elle est (vy)-relativement compacte en grandes
déviations.

Par le théoreme précédent, 'unicité du taux I pour lequel un PGD peut étre satisfait
pour une suite extraite assure la validité du PGD pour la suite elle-méme. Nous obtenons
le schéma suivant :

Tension exponentielle + unicité du taux éventuel d’une sous-suite satisfaisant un PGD <= PGD pour la suite

On en déduit le critere suivant. Une suite (py, ), de P(E) satisfait un PGD étroit supérieur
de taux étroit [ si, et seulement si, elle est exponentiellement tendue et vérifie un PGD
vague supérieur de taux I.

Tension exponentielle + PGD vague supérieur de taux vague I <= PGD étroit supérieur de taux étroit I

La partie inférieure d’'un PGD vague ou étroit étant la méme, ce schéma est vrai sans
les termes ”supérieur”. Cependant, il ne concerne que la partie supérieure.

Références : Le résultat énoncé dans le théoreme 1.1 était plus ou moins présent
dans la littérature depuis assez longtemps. Il a été solidement fondé plus récemment
par Pukhalskii ([Puk91] ou [Puk94al, théoréme (P)) ou bien, pour des topologies un peu
différentes, par O’brien et Verwaat ([ObrVer91] ou [ObrVer95], théoreme 2.3 et [Obr96]).
Une autre preuve (par les fonctionnelles de Laplace) a été donnée par Dupuis et Ellis
([DupEll97], théoreme 1.3.7). On peut voir aussi [DemZei98].

1.2.3 PGD et tension exponentielle partiels

& PGD partiel

Soit & une partie de £. La suite (u,) vérifie un principe de grandes déviations
partiel (PGDP), de taux vague I et de vitesse (vy,), par rapport a S si (??) est vérifiée
et que 'on a

— 1
—I(A) > limsup — log i, (A), pour tout élément A de S. (1.4)

n—oo Up
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Ainsi un PGD vague est un PGD partiel par rapport a la classe des parties compactes
de E. Lorsque E est une partie convexe fermée d’un espace vectoriel topologique, un
PGD partiel par rapport a la classe des parties ouvertes convexes de F est appelé PGD
convexe. La suite (py,), satisfait un PGD partiel supérieur si seul (?7?) est vérifiée.

® Tension exponentielle partielle

La notion suivante est naturellement liée a celle de PGD partiel.

Définition 1.3 Une suite (un)n de probabilités sur E est (vy)-exponentiellement
tendue par rapport a une partie S de £ si, pour tout A € S et tout R > 0, il
existe une partie compacte Kr 4 de E telle que :

1
limsup —log un(ANKf 4) < —R. (1.5)

n—oo Up

Voici quelques lemmes utiles dans la suite.

Lemme 1.1
a) Si A et B satisfont (17), c’est aussi vrai pour AU B.
b) A et B satisfont (?7) si, et seulement si, AU B satisfait (7).

Preuve
a) On a limsup,, ilog,un(AU B) < sup{—I(Z), —I(P)} < —-I(AUB).
b) Pour K = KR,A U KR,B,

1 1 1
limsup — log 1, (AU B)NK§{) = sup {limsuplogun (ANK%), limsup — log puy, (BN K3)
n n (% n

U’VL n Un

< -R$

Exemple 1.1 SurRxR,y, on considére l’ensemble Sy des parties de la forme {(s,v) | s > rv}

et S_ l'ensemble des parties de la forme {(s,v) | s < —rv}, pour r > 0. Vérifier la ten-
ston exponentielle relative a S4 et la tension exponentielle relative ¢ S— équivaut a la
vérifier sur l’ensemble des parties de la forme {(s,v) | |s| > rv}.

Lemme 1.2 Soit E un espace de Banach séparable. La tension exponentielle partielle
relative a S implique, pour tout A € S,

1
lim limsup — log p,, (AN {z | ||z]| > r}) = —o0;
Un

r—00 n
cette propriété est nécessaire et suffisante lorsque E = R?.

Cela résulte facilement du fait que tout compact de E est contenu dans une boule fermée
de rayon r, cette boule étant compacte si E = R

Lemme 1.3 Soit F une fonction borélienne de R? x Ry dans Ry telle que, pour tout
R >0,

lim inf F(s,v) > 0.

lsll =00 <R

}
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On lui associe

S(F)é {A borélien de R? x R, | Rlim inf{F(s,v) | (s,v) € A, v> R} > 0},

T(F)2 {4, ={(5,0) eRI xRy | F(s,0)>p} | p>0}.

Alors, la tension exponentielle relative a S(F') équivaut a la tension exponentielle relative

o T(F).

Preuve La classe 7 (F) est inclue dans S(F). Donc il sufit de montrer que la tension
exponentielle relative & 7 (f) implique celle relative & S(F'). Par ’hypothese faite sur F,
pour tout R > 0, il existe un p > 0 et un r > 0 tels que {(s,v) [v < R, [|s|| > r} C A,.
On a donc, pour tout R > 0 et par le lemme 1.2,

1
lim Tim sup - log x ({(s,v) | v < R, [ls]| > r})
v

r—00 n n

1
< lim limsupv—logun (A, {(s,v) | v <R, |s|]|>r})=—o0.

r—00 n n

Soit A € S(F). Il existe p > 0 et R > 0 tels que

inf{F(s,v) | (s,v) € A, v> R} >p, don AN{(s,v) |v> R} C Ap;

— 1
lim_~log pin (AN {(s,0) | v+ 5] > r})
1 — 1
< sup {limv log ptn ({(s,0) [ v < R, [|sl| > — R}) , lim_=log un (Ap N {(s,v) | v+ [s]| > T})}-

On en déduit que

1
Tli)lglolimsupv—logun (An{(s,v) | v+ |ls|| >r}) = —00. &

¢ Compacité exponentielle partielle

On a le résultat analogue au schéma présenté en 1.2.2 permettant d’établir un PGD.

Proposition 1.1 Soient (un)n une suite de probabilités sur E qui vérifie un PGD
vague supérieur de taux I et de vitesse (vy,) et S une partie de E. Si (ppn)n est (vy)-
exponentiellement tendue par rapport a S, elle vérifie un PGD partiel supérieur de taux
I par rapport a S.

Tension exponentielle partielle + PGD vague supérieur de taux vague I = PGD partiel supérieur de taux vague [

Preuve Soit A € S. Pour tout R > 0, il existe un compact Kr de E tel que

1
limsup — log un (AN K%) < —R.

n—oo Up
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On a p,,(A) < pin (AN KR) + un(ANKE), ce qui permet d’écrire

1 1 — 1
lim sup — log p, (A) < max {lim sup — log (AN Kgr), limsup — log p, (AN Kfq)} .

n—oo Up n—oo Up n—oo Up

Par la borne supérieure du PGD vague,

limsupilog,un(Zﬂ Kgr) < —I(ANKg) < —I(A).

n—oo Up

D’ou :

lim sup L log pir,(A) < —min {I(Z)7 R} .

n—oo Up

Ceci étant vrai pour tout R > 0, la proposition est démontrée. <

Une majoration de type (?7) ou (??) n’est intéressante que si le majorant est non nul.
Un taux étroit atteint son infimum sur tout fermé, ce qui n’est pas vrai en général pour
un taux vague qui I'atteint sur un compact. Malgré cela, nous avons le lemme suivant.

Lemme 1.4 Soit un tauz vague I et (py), une suite de probabilités ayant la propriété
de tension exponentielle partielle par rapport a S. Soit F' un fermé de S
1) Supposons que la suite (pn)n vérifie un PGD vague supérieur de vitesse (vy,) et
de tauzx I ne s’annulant pas sur F', alors

1
lim sup — log pun, (F') < 0.

n—oo Up

2) Si (n)n satisfait un PGD vague de taux I et si I(F) = I(ﬁ‘), alors il existe
xp € F tel que I(F) = I(xp).

Preuve On prouve la partie 1). Soit un fermé F' € S sur lequel I ne s’annule pas. Pour
tout R > 0, il existe un compact Kr de E tel que

1
limsup — log pu, (F) < max{—R,—I(KrNF)}.

n—oo Up

De plus, pour tout z € Kg N F, I(z) > 0, ce qui implique que I(KrNF) >0 (KrNF
étant compact). On en déduit que limsup,, i log pn (F') < 0.
Pour ce qui est du second point, il suffit de considérer le cas I(F) < R < 0o. On a

I(F) = I(F) > inf {R, I(Kr N F)}

donc I(F)=I(KgrNF)=1I(zp) owxp € KrNF (KrNF étant compact). <

Nous avons vu en 1.2.2 que la tension exponentielle est équivalente a la relative compacité
en grandes déviations. Voici une réciproque de la proposition 1.1, sous des conditions
assez restrictives.
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Définition 1.4 Une partie S de £ est dite stable par inclusion si, pour tout A € S, tout
B € & contenu dans A appartient a S.

Proposition 1.2 Si une suite (uy,)n de probabilités sur E vérifie un PGD partiel supérieur
de vitesse (vp)n par rapport a une classe stable par inclusion S, de tauz vague I tel que,
pour tout A € S et tout t > 0, {x € E | I(x) <t} N A soit compact, alors (pun)n est
(vn)-exponentiellement tendue par rapport a S.

Preuve Soit {(z;);} une partie dénombrable dense dans E, B > 0 et A € S. Par

N A - .
hypothese sur I, pour tout M > 0, 'ensemble I'yy= {z | I(z) < M}NA est relativement
compact donc totalement borné :

R(m)
Vm € N, 3R(m) € N tel que I'pip, C U B(zj;,27™);
j=1
S est stable par inclusion et, pour tout x € (Uf:(T)B(a:j, 27N A, onal(z)>B+m

donc

1 R(m) R(m) o
lim sup — log i, {( U B(a:j,2_m))cﬂA} < —I{( U B(:Uj,Q_m))CﬂA} < —(B+m).

n—oo Up j=1 j=1

Il existe un entier Q(m) tel que ¥n > Q(m) on ait :

1 R(m) m
—logpn ¢ (U Blz;,27™) NAp < —(B+ 7).
n j=1

Tout ensemble fini de probabilités est tendu donc 'inégalité ci-dessus est vraie pour tout
n € N quitte & prendre R(m) plus grand. On introduit le compact suivant :

A R(m)
Kp= () U Blz;,27™).

meN j=1

Kp est totalement borné et fermé dans E (complet). Par conséquent, il est compact et :

muvg

o0
(K4 NA) < e Bon Z ez,
m=0

1
limsup —log un(ANKg) < —B.$

n—oo Up

Remarque 1.1 Voici un résultat permettant d’obtenir des PGD wvagues, étroits ou par-
tiels supérieurs uniformes
Soit A un espace métrique et (ftqn)acAnen une famille de probabilités sur E.
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Soit T' € €. On suppose que, pour toute suite (an)n, convergente de A, la suite (fia, n)n
vérifie
1
limsup — log g, n (I') < —I(T');
n /Un

alors, pour toute partie compacte H de A,

1
lim sup sup — log pq.n (I') < —I(T');
n  a€H Un

Références La notion de PGD partiel était implicite depuis longtemps, notamment pour
les PGD vagues ou convexes. Elle a été explicitée par Dembo et Shao ([DemSha98a] et
[DemSha98b]).

1.3 Dualités

1.3.1 PGD et principe de Laplace

Soient (fin)n une suite de P(E) et (vy), une vitesse. Pour f € By(E), on note

1

Malf) = log [ .
Un

Définition 1.5 Une suite (u,)n de P(FE) satisfait un principe de Laplace de vitesse v

et de fonctionnelle limite A baptisée fonctionnelle de Laplace, si, pour toute fonction

f € Cp(E), la limite suivante existe :

n—oo

On parle aussi de principe de Laplace supérieur (resp. inférieur) si :

limsup An(f) < A(S), (resp. si liminf An(f) = A(S)).

n—oo

Théoréme 1.2 (Varadhan) Soient une suite (), de P(E) et une fonction I de E
dans [0, 00| arbitraire.
1) On suppose que, pour toute boule ouverte B,

1
liminf — log p,(B) > —1(B).

n—oo 1,

Alors, on a un principe de Laplace inférieur de vitesse v : pour toute fonction
feCy(F),
liminf Ay (f) = — inf {f(z) +1(2)}.
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2) On suppose que, pour tout fermé F de E,

1
lim sup — log p, (F) < —I(F).

n—oo Up

Alors, on a un principe de Laplace supérieur de vitesse v : pour toute fonction
f € Cb(E);
limsup An(f) < — inf {f(z) + ()}
Te

n—oo

Corollaire 1.1 (Varadhan) On considére une fonction f continue de E dans R arbi-
traire. Dans le cadre de la partie 1) du théoréme 1.2, on a encore

1
liminf — log [ e’/ du, > sup {f(x) — I(z)}.

n—oo U,

Définition 1.6 Si I est une fonction de E dans [0,00], on appelle conjuguée de I,
Uapplication A définie, pour toute fonction f € Cy(E), par

A(f) = — nf {f(z) + I(z)}.

zelR

Théoréme 1.3 (Bryc-Varadhan supérieur) Si (u,), est une suite de P(E) et si I
est un tauz étroit, les quatre propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) Pour toute fonction f € LB(E), on a

limsup A, (f) < A(f) = — inf {f(2) + (x)}

n—oo

(71) (pon)n vérifie un principe de Laplace supérieur de fonctionnelle limite A, conjuguée
de I.

(ii1) Pour toute fonction f s.c.i. bornée,

limsup An(f) < A(f) = —inf {f(2) + I(@)}.

n—oo

(10) (pn)n satisfait un PGD supérieur de tauz I.

Soit I : E — [0, 00| une fonction arbitraire. On rappelle la définition donnée en avant-
propos de sa régularisée s.c.i. I°¢ :

I%¢(x) = }IL% 11 (B (z,7)).

Théoréme 1.4 (Bryc-Varadhan inférieur) Si (u,), est une suite de P(E) et si I
est une fonction E — [0, 00| arbitraire, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(7) Pour toute fonction f € LB(E), on a
liminf A, (f) > A(f) = — inf { f(2) + I(2)}

(71) (pin)n vérifie un principe de Laplace inférieur de fonctionnelle limite A, conjuguée
de I.
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(ii7) (pin)n satisfait un PGD inférieur de taux I° :

VG ouvert , liminf S log iun (G) > —I(G) = —I*“(@).
no v

n

Synthese : Si (i), est une suite de P(E) et si I est un taux étroit, les trois propriétés
suivantes sont équivalentes :
(i) Pour toute fonction f € LB(E), on a

lim A, (f) = A(f) = — inf {f(z) + I(2)}.

(7i) (ptn)n vérifie un principe de Laplace de fonctionnelle de Laplace limite A, conjuguée

de I.
(13i) (pn)n satisfait un PGD étroit de taux I.

Théoréme 1.5 (Bryc - Conjugaison pour une suite exponentiellement tendue)
Soit une suite (fy)n de P(E). On suppose que (E, d) est polonais et (u,,)-exponentiellement
tendue pour la vitesse v. Alors, dés que le principe de Laplace est satisfait pour toute
fonction f € LB(E), on a un PGD de tauzx étroit

I(x) = —inf {f(x) + A(f) | | € LB(E)}.

En outre, on a aussi, pour toute fonction f € Cp(E),

A(f) = —inf {f(z) + I(2)}

et, pour tout x € F,

I(z) = —inf {f(x) + A(f) [ f € CG(E)}.

Références Les sources principales sont Varadhan ([Var66] et [Var84]), Bryc [Bry90] et
un exposé tres clair de Dupuis et Ellis ([DupEll97], chapitre 1). Ainsi, nos interprétations
des résultats de Varadhan et de Bryc reposent sur une lecture précise des démonstrations
de Dupuis et Ellis qui les formulent avec des égalités et des vrais taux. Cette approche
des PGD éclaire le lien entre ”grandes déviations” et ”convergence étroite” que Dupuis
et Ellis ont su mettre en valeur.

L’ouvrage de Dupuis et Ellis prouve de nombreux PGD relatifs a des processus a I'aide
d’une technique de programmation dynamique pour le calcul de A, (f) suivie d'une
étude asymptotique. Nous aurons recours a cette méthode dans deux situations délicates
(théoreme 2.4 en 2.3.4, théorémes 3.6 et 3.7 en 3.5.2). Cependant, elle conduit a des
calculs assez compliqués qu’il est souvent agréable de contourner grace a des méthodes
de convexité évoquées dans la section suivante.

1.3.2 PGD vague-convexe

Voici un cadre de convexité adapté a I’étude des grandes déviations.
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Axiome 1.1 E est une partie convexe, fermée de G, espace vectoriel topologique séparable ;
on suppose que la topologie trace sur E en fait un espace polonais. En outre, la topologie
de E peut étre définie par une distance d satisfaisant la condition de convexité suivante :
pour tous x1,T2,y1,y2 de E et pour tout t €]0,1],

d(tzy + (1 —t)xa, tyr + (1 — t)y2) < sup {d(x1,y1),d(z2,92)} -

Si G’ est le dual topologique de G, on note E’ I'ensemble des traces des éléments de G’
sur F.

Remarque 1.2
a) La condition portant sur la distance implique la convexité des boules ouvertes
B(z,r) de centre z et de rayon .
b) La condition portant sur la distance peut étre remplacée par la condition plus large

mais plus abstraite ”I’enveloppe convexe de toute partie compacte est compacte”
(voir [DemZei98] p. 252-253).

Ces conditions s’appliquent dans les deux situations suivantes.

Exemple 1.2 E est un espace de Banach séparable de dual topologique E' ; bien souvent,
E = E' =R% dans les applications.

Exemple 1.3 E = P(H) muni de la distance de Dudley, pour un espace polonais H
quelconque. Ici, E' = Cy(H) et la topologie faible rendant continues les applications
w — [ fdu est la topologie étroite. E est une partie convexre de l'espace vectoriel des
mesures signées bornées sur H. Pour la distance de Dudley, E est polonais et la condition
de convexité de l’hypothese est satisfaite.

Définition 1.7 Une suite de probabilités (), définie sur un espace E avec l'aziome
1.1. satisfait un PGD wvague convexe de vitesse v et de taux I si

a) I est s.c.i. et conveze,

b) (pn)n satisfait un PGD vague de tauzx I,

¢) pour tout ouvert convere A de E,

lim i log un(A) = —1(A).

n—00 U,
Voici un outil important pour prouver un PGD vague-convexe.

Proposition 1.3 On se place dans le cadre de 'axiome 1.1. et on suppose que, pour
tout ouvert convexe A, la limite suivante existe :

lim 1 log pin(A) = —L(A).

n—00 U,
Alors, la suite (pn)n satisfait un PGD vague conveze de taux vague

I(x) =sup {L(A) | A ouvert conveze contenant x} = lim L (B(z,r)) = L*(x).

r—0t+

De plus, pour tout ouvert convexe, I1(A) = L(A).



CHAPITRE 1. PGD PARTIEL, AUTONORMALISATION 12

Le PGD vague convexe le plus ancien est le suivant.

Théoréme 1.6 (Bahadur-Zabell - PGD vague convexe pour une suite i.i.d.) Soient
(Xn)n une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans un espace E vérifiant [’aziome

1.1. et S, = X1 + ...+ X,,. La suite (S,,/n),, satisfait un PGD vague-conveze de vitesse

n et de taux I vague et conveze.

Références Le concept de PGD convexe et le théoreme précédent proviennent de Baha-
dur et Zabell [BahZab79] et de Azencott [Aze80]. On pourra consulter aussi le chapitre
6 de [DemZei98] ou 'on retrouve en outre la preuve de la proposition 1.3.

1.3.3 Identification d’un taux convexe

Soit E un espace vectoriel (sur R) topologique et localement convexe ; son dual E’ corres-
pond a '’ensemble des applications linéaires continues de E dans R, notées A : z — (A | z).
Si f est une fonction de E dans | — oo, 00|, la transformée de Legendre de f est la
fonction définie sur £’ par

Q) =sup{(A | x) — ()}

zeE

Le résultat suivant est prouvé dans tous les livres abordant I’analyse convexe.

Proposition 1.4 (Relation de dualité de la transformée de Legendre) Si f est
conveze et s.c.i, on a la formule duale

f(x) = f7(x) = sup {(0 | =) — f*(0)} .

0k’

En adaptant le théoreme de Varadhan, Dinwoodie obtient le résultat suivant.

Proposition 1.5 (Dinwoodie) Soit (), une suite de P(E).
1) Lorsque l'on a un PGD inférieur de vitesse v et de taux vague I, on a, quels que
sotent M < oo et A € E/,

tiging - [ e OWAD 4 () > sup inf (A ] 2), M) — I(2)}

n Un z€E

et, I* étant la conjuguée de I,
1 .
Jim_liminf —lo / evn (AWM ()2 Ny e(N) > TF(N).

2) On suppose que, pour une suite (n)n de probabilités sur E et un taur vague
convexe I, on a, quel que soit 'ouvert convexe I' de F,

1
lim sup — log pn, (I") < —I(T").

Un

Alors, quels que soient M < co et A € F/,
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tisup = [ e MWD 4 () < sup {inf (A ), M) = 1(2)};

n Un el

et, I* étant la conjuguée de I,

lim limsup 1 log/e”” i]flf(()"y)’]\/[)un(dy)é Asup(X) < TF(A).

M —o0 n UTL

3) Si la suite (pn)n satisfait un PGD vague conveze de tauz convexe I, on a
Agup = Ains = A, d'ou I =A™

Réciproquement, il y a diverses adaptations du théoreme de Bryc au cas convexe, no-
tamment le théoreme de Géartner étudié dans les divers livres généraux portant sur les
PGD mais auquel nous ne ferons pas appel. Voici un résultat supérieur qui nous sera
utile.

Proposition 1.6 (De Acosta) On considére une suite (uy), de P(E) telle que, pour
tout A € E',

1
lim sup — log/ev”wy)/ln(dy) < Asup(A).-
n Un

a) La fonction X\ — Agyp(X) €tant arbitraire, (p,)n satisfait alors un PGD supérieur
vague de tauz I = Ay,
b) Si A= Agup(N) est s.c.i et si I est un tauz étroit, on a un PGD supérieur étroit.

Références La proposition 1.5 a été obtenue par Dinwoodie [Din93|. La proposition
1.6 provient de De Acosta ([Aco85a] et [Aco90]). Le théoréeme de Gértner (voir [Gar77]
et [ElI84]), valable sur R? et étendu & des espaces plus généraux par Baldi [Bal88] est
une version convexe importante du théoreme de Bryc; mais il requiert des propriétés
d’escarpement de la fonctionnelle convexe limite que nous ne vérifierons pas par la suite.

1.3.4 Exemples classiques i.i.d.

Voici deux exemples historiques de PGD pour des suites empiriques de variables aléatoires
i.i.d. qui illustrent les résultats de 1.3.3.

& Moyennes empiriques d’une suite i.i.d. & valeurs dans un espace de Banach
séparable

On considere une suite (X,,), de variables aléatoires i.i.d. de loi u, & valeurs dans un
espace de Banach B (de dual topologique B’). La log-Laplace A, et la transformée
de Cramér (que nous appelerons aussi taux de Cramér) Aj, de la loi p sont définis
par

8u(0) =tog [ W p(ay) et AL(N) = sup {(A] 2) ~ Au(N)

Soit S, 2 X; + ...+ X,,. On a

%logE (e()‘l”g")) =A,(N).
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Le théoreme de Dinwoodie permet d’identifier le taux du PGD vague-convexe de Bahadur-
Zabell : c’est le taux de Cramér.

Théoréme 1.7 (Cramér)

1) Pour une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi p dans un espace de Banach
séparable, la suite des moyennes empiriques satisfait toujours un PGD wvague-
conveze dont le taux est la transformée de Cramér de p.

2) Cette suite est exponentiellement tendue et le PGD est donc étroit sous la condi-
tion suivante :

a) Pour B = R%, il existe t > 0 tel que [el*lu(de) < oo (condition de
Cramér).

b) Pour un espace de Banach B quelconque, quel que soit t > 0, fet”xH,u(dx) < 00
(condition de Cramér renforcée).

& Lois empiriques d’une suite i.i.d. & valeurs dans un espace polonais
Soit (Zy,), une suite i.i.d a valeurs dans (E, d) polonais. On étudie la suite des lois empi-
riques L, = 1 Y10z, a valeurs dans P(E). Le théoreme de Bahadur-Zabell s’applique

n
encore et celui de Dinwoodie permet d’identifier le taux. Ici, le dual topologique de P(E)

est Cp(F) et, pour f € Cp(E), on a

n

) = 310,

1
—logE( f‘L" log/ fd,u,
n

I(V):fesclip {/fdu—log/ }

Ce taux est I'information de Kullback de v relative a p, sur laquelle on reviendra dans
le chapitre 2. Dans ce cadre, la tension exponentielle est toujours vérifiée donc le PGD
étroit est toujours valable. Rappelons une preuve de la tension exponentielle. Soit A un
borélien de E et a > 0;

B (L(A) > 1) < B () = g (i (00"
= () + ()"
On peut associer & tout entier j un compact Cj de E tel que pu(C§) < e~ 2" (el —1).
Prenant A = Cf,r = 1/j et a = 2j% on a }P’(Ln(C;) > 1/j) < e ™. Soit K; =
Nj>J {1/ | v(CF) < 1/j}. Comme chaque {1/ | v(CF) < 1/j} est un convexe fermé de

P(E), il en va de méme pour K ;. De plus K est tendu, donc compact.

P(Ly€ K§) <> e™ <27,
j>J

1
limsup —logP (L, € K9) < —J.
n

n
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Théoréme 1.8 (Sanov) Pour toute suite i.i.d. (Zy)n a valeurs dans un espace polo-

nais, la suite des lois empiriques (% > (521.) satisfait un PGD étroit et convexe dont

le tauzx est linformation de Kullback relative a p, v — K(v | p).

Références Le cas i.i.d. est, bien str, le plus ancien abordé dans la littérature relative
aux grandes déviations. Pour B = R? et sous la condition de Cramér sur R?, ces résultats
remontent & Chernov [Che52] et a Cramér [Cra38], tandis que le théoréme de Sanov
vient de [San57] pour le cas réel. Les auteurs cités apres I’énoncé du théoréme 1.6. de
Bahadur-Zabell pensaient entre autres a la situation i.i.d. décrite ci-dessus et ont identifié
directement les taux.

La condition de Cramér pour la tension exponentielle est ancienne. Dans le cas des
espaces de Banach, elle est établie par Donsker-Varadhan [DonVar76] et par De Acosta
[Aco85b].

Les deux chapitres suivants présenteront diverses extensions de ces deux exemples i.i.d.
aux chaines de Markov. Les travaux de Dinwoodie et de De Acosta cités en 1.3.3 avaient
précisément cet objectif.

1.4 Autonormalisation

1.4.1 De Cramér a Shao

Soit une fonction g : E — R? p-intégrable. qui n’est pas nulle p-presque-siirement. On
note, pour p > 1,

n

n 1/p
Snlg) =D _9(Xi) et Vay(g) = <;g:Hg()Q)Hp> :

i=1
Le résultat classique de Chernov (voir [Cheb2]) établit, dans le cas réel d = 1, la majo-
ration suivante :

P(&xm

- > x) < e_"AZ(:C), pour tout x > [ gdpu,

ot A7 est la transformée de Cramér de g(u). L'inégalité n'a d’intérét que si Aj(z) >0
pour tout & > [ gdu, c’est a dire si la condition de Cramér unilatérale (37 > 0, [e"9du <
o0) est satisfaite.

Sous cette condition, nous avons le corollaire suivant, conséquence du théoreme de
Cramér :

1 n
YV > /gdu, lim —logP (S (9) > x) = —Ay(z) <O0.
n—oo n n

La condition de Cramér est trop forte dans certaines situations. D’ou I'idée de Q.M. Shao
de prouver des résultats de type Chernov, sans hypothése de moments sur la fonction g
(voir [Sha97]), non pas pour la moyenne empirique, mais pour une suite autonormalisée
R, ,(g) (pour p > 1), définie dans le cas réel d =1 par

Sn(g)

Ry p(9) = WPV, (g)
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: . . J gdu Jodu B
I1 obtient le résultat suivant, pour tout = > IE (en prenant Toloro — 0sillgllre( =
oo et si [ gdu = 0),
lim L logP (R, ,(g) > z) = —K(z) < 0
A~ logP (R p(g) 2 2) = —K(z) <0
Dans le cas ou d > 1, une suite autonormalisée est donnée par
1S (9) ]l
T, =
'N/vp(g) nlfl/PVn,p (g)
d
et on obtient, pour tout z > ” fg al ,
9lle
) 1
lim —logP (T, ,(9) > x) = —L(z) < 0. (1.6)

n—oo n

Dans son papier, Q.M. Shao donne diverses applications statistiques a ce résultat, entre
autres pour la statistique de Student (voir toujours [Sha97], [Shad7b] et [Sha98]) :

?:1 9(Xi)
nt/2(2 3" (9(Xi)—Sn(g)/n)?)

. A
Si [gdu > 0, on note T,,= i7z- Pour tout x tel que = >

[ gdu
, O
HQHL2(H)

11 a

1 o1 S,(9) n 1/2
lim = logP (T, > n'/%z) = lim — logP | =2/ > () — _
lrlgln 08 ( =n ‘r) lgnn 8 (Vng(g) =7 n+nx?—-1 () <0

Une application analogue aux tests de Hotelling est donnée par Dembo et Shao [Dem-
Sha98c].

Une possibilité, pour établir des résultats tels que (?7), est 'obtention d'un PGD partiel
pour le couple de moyennes empiriques (15,(g), 2(327 [|g(X:)||P))n, par rapport & une
classe de boréliens particuliere que nous appelerons ”classe de Chernov”.

1.4.2 Les classes de Chernov

Nous introduisons ici la notion de classe de Chernov associée a une fonction de Lya-
pounov. (B, B) désigne un espace de Banach séparable, muni de sa tribu borélienne.
On rappelle qu'une fonction de Lyapounov U définie sur B est une fonction borélienne
positive dont les épigraphes {x € B | U(xz) < R} (R > 0) sont relativement compacts.

Définition 1.8 Soit U une fonction de Lyapounov sur B. On définit les classes de
Chernov associées a la fonction U suivantes :

S(U)é {A borélien de B x Ry | Rlim inf{U(s) | (s,v) € A, v> R} > O};
—00 v

T(U)= {4, = {(s.v) € BxRy | U(s) = pv} | p>0}.

Voici un premier critere de tension exponentielle partielle.
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Proposition 1.7 Dans le cadre de la définition précédente, on considére une suite de
probabilités (pun)n sur B X Ry.
1) La tension exponentielle partielle relative a S(U) est assurée par la propriété
suivante ;

1

Vb >0, lim limsup — log tin {(s,v) | U(s) >r+bv}) =—o0. (1.7)

— Up,

2) Lorsque B = R%, la tension exponentielle partielle de (un), relative ¢ S(U)
équivaut a la tension exponentielle partielle de (uy )y relative o T (U).

1.4.3 PGD autonormalisées

Soit (F,d) un espace métrique polonais.

Définition 1.9 Une variable aléatoire L a valeurs dans l’espace polonais P(E) sera
appelée probabilité aléatoire sur (E,d)

Le cadre dans lequel nous obtiendrons dans le chapitre 4 des PGD relatifs & une classe
de Chernov est le suivant.

Axiome 1.2 On suppose que
— (Lp)n est une suite de probabilités aléatoires définies sur l’espace polonais (E,d) ;
— V est une fonction positive définie sur (E,d) ;
— [ est une fonction continue de (E,d) dans un espace de Banach séparable B ;
— U est une fonction de Lyapounov définie sur B.

Voici un cas particulier fréquent.

Définition 1.10 (PGD autonormalisé) SiUo f est une fonction de Lyapounov et si
la suite des couples ([ fdLy, [ U o fdLy,),, satisfait un PGD partiel relatif a S(U), nous
dirons que la suite ([ fdLy), vérifie un PGD autonormalisé relatif o U.

Remarque 1.3 Ce terme sera parfois utilisé lorsque U o f < MV (0 < M < +0) et
la suite ([ fdLy, [ VdLy,), satisfait un PGD partiel relatif a S(U).

n

On étudie les PGD de type Chernov autonormalisés du type :

lign%log[?’ (U (/den) > p/VdLn> = —I(p).

Considérant la loi (py,)n du couple ([ fdL,, [ VdL,), il s’agit donc de prouver un PGD
partiel relatif aux classes de Chernov associées & U. Cette preuve comportera deux
étapes :

— la preuve d'un PGD vague image d'un PGD vague satisfait par la suite (Ly,),,

— la preuve de la tension exponentielle partielle relative aux classes de Chernov.
La premiere étape sera I'objet des sections 3.2, 3.3 et 4.2. et nous abordons la seconde
étape dans la section suivante.
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1.4.4 Tension exponentielle partielle pour les classes de Chernov

En se situant dans le cadre de 'axiome 1.2 de 1.4.3, on donne quelques conditions
suffisantes de tension exponentielle partielle de vitesse (vy), relatives aux classes de
Chernov.

Proposition 1.8 Voici deuz conditions suffisantes a la tension exponentielle de ([ fdLy,, [ VdLy),
de vitesse (vp)n, relative a S(U).
CS1. On a, pour tout b > 0,
1
lim limsup — log P (U (/ den> >+ b/VdLn> = —00.

r—00 n Un,

CS2. Les deur conditions suivantes sont réalisées :

1
VR >0, Tlingolimsup—logﬂ” (U </ den> >, /VdLn < R) = —o0,

Un
1
vb >0, lim limsup — logP (U (/ den> > b/VdLn > bR) = —00.
R—oo n Un
CS3. Dans le cas particulier ou U est une fonction de Lyapounov conveze, siUo f <
aV + B pour des constantes o > 0 et 3 > 0, la condition suivante est suffisante :

1
Vb > 0, lim limsup — logP (U </ den> > b/VdLn > bR> = —00.
r—00 n v

n

Voici maintenant deux corollaires utilisant la définition suivante.

Définition 1.11 (Troncature exponentielle) Une fonction borélienne ¢ : E — B
satisfait la condition de troncature exponentielle de vitesse (vy,), si :

1
Vr >0, lim limsup — logP (/ L) >adLn > r) = —00. (1.8)
a— 00 n Up, =

Corollaire 1.2 Pour B = R% et p > 1, dés que f satisfait la condition de troncature
exponentielle, la tension exponentielle de ([ fdLy, [ ||f||PdLy) relative a S(|| - ||P) est
assurée (avec la méme vitesse).

Le corollaire précédent s’interprete facilement et sa preuve est assez simple. I aurait
aussi bien pu étre déduit du corollaire suivant.

Corollaire 1.3 Pour B espace de Banach séparable, on considere U, fonction de Lya-
pounov conveze et s.c.i. définie sur B, et h:[0,00] — [0,00] convexe, croissante et finie
sur [0, 00[, telle que, sit et z tendent vers l'infini,

h(tz)
— 00
th(z)
Alors, dés que f satisfait la condition de troncature exponentielle, la tension exponentielle
de la suite ([ fdLy, [ hoU(f)dLy) relative a S(hoU) est assurée (avec la méme vitesse).

Références Les notions de classe de Chernov et de la tension exponentielle partielle
correspondante, en vue du cas i.i.d, viennent de [DemSha98b]. Le corollaire 1.3 est di,
dans un cadre semblable, & Dembo et Shao [DemSha98b]. La condition CS1 apparait dans
[DemSha98a] et la condition CS3 dans [DemSha98b]. Il nous a semblé utile de reprendre
ces résultats de maniere plus détaillée tout en élargissant leur domaine d’application.



CHAPITRE 1. PGD PARTIEL, AUTONORMALISATION 19

1.4.5 Preuves des résultats de 1.4.2 et 1.4.4

Preuve de la proposition 1.7

La partie 2) résulte du lemme 1.3, appliqué a la fonction F'(s,v) = U(s)/v.

Prouvons la partie 1). L’adhérence K.j de {(s,v) | U(s) <7+ bv, v < [} est compacte.
On aura donc montré le résultat si, pour tout A € S(U), on peut choisir b > 0 et r( tels
que pour tout r > rg on ait :

Aﬂ{(s,v)| U(s) <r+bv,v< Z}CC{(S,’U)| U(s) >r+bv}.

Ceci est bien réalisé.
En effet, comme A € S(U), il existe p > 0 et R > 0 tels que l'on ait inf{Ufjs) | (s,v) € A, v> R} >
p. Pour b > 0 arbitraire et r > bR = 1y,

Aﬂ{(s,v)] U(s)gr—l—bv,v>2} CAN{(s,v) | U(s) <r+bv,r<bv, U(s) > pv}.

11 suffit de choisir b < p/2 pour que cet ensemble soit vide, ce qui implique, pour r > rg,

Aﬂ{(s,fu)\ U(s) <r+bv,v< Z}CC{(s,v)] U(s) >r+bv} &

Preuve de la proposition 1.8.

a) CS1 résulte de la proposition 1.7.

b) Prouvons la condition CS2. Soit A € S(U). Pour tous r > 0 et R > 0, on note
b(R) =inf{U(s)/v | (s,v) € A, v > R}; b(R) décroit vers b > 0, dépendant de A,
quand R— oo. Pour le compact K,.;, défini dans la preuve de la proposition 1.7,
on a :

An{(s,v)| v>R} C{(s,v)| U(s) >vb(R) > Rb(R)},
ANKL g CA{(s,v) | U(s) 2vb> RbyU{(s,v) | U(s) >r, v<R}.

Donc,

1
lim sup — log P << / fdL,, / Vd,Ln) € ANKE R>
1
< max{limsupnlogP (U (/ den> > b/VdLn > bR) ,

limsupllogIF’ (U (/ den) >, /VdLn < R)}
n n

c¢) Dans le cadre de CS3,ona U ([ fdL,) < [Uo fdL, < a [ VdL, + . La premiére
des deux conditions de la condition suffisante CS2) disparait. <



CHAPITRE 1. PGD PARTIEL, AUTONORMALISATION 20

Preuve des corollaires 1.2. et 1.3.

On peut, dans ces preuves, simplifier les notations en considérant les probabilités aléatoires

An = f(Ln)

& Preuve du corollaire 1.2, 4 I’aide de CS1. Pour tous b > 0 et R < oo, ’hypothese
de troncature (??) implique qu’il existe A > 0 et N entier tels que l'on ait, pour tout
n> N,

P </Hx||2AAn(dx) > b> < e fton,

Soit g I’exposant conjugué de p. Par 'inégalité de Hélder, en notant V,, = [ ||z|[PA,(dx),
pour n > N,

1/q
/”x”HIIwIIzAAn(de) <V (/anzAAn(dx)) ,

P (/ HxHHHzHZAAn(dI') > bl/an}/p) <P (/H|$||2AAn(dgp) > b) < e~ fon
Or :

{/ ||| Ap(dz) > 7 + bl/qvnl/P} - { 2|z <aln(dz) > T}U{/ 2|0 > 4 AR (dz) > bl/qv,}/p}.
>r

L’événement {f ]| 1)) < a A (d) } étant vide pour r > A, on a

1
Vr > A, limsup — log P (/ ||| Ap(dz) > r+ bl/anl/p> <—-R.
n—oo Up
D’autre part,

(i

P
> (r+ bl/anl/p)p}

p
> o | o

- {/”f””AMdﬂU) >r+b”qu/p}
d’olt le résultat puisque 2P~ 15P/¢ balaie toutes les valeurs possibles de R. ¢

& Preuve du corollaire 1.3, & I’aide de CS3.

Notons V' = h o U. La fonction h est minorée par une fonction linéaire de dérivée
strictement positive, donc elle croit vers +oc ; ses épigraphes, contenus dans un épigraphe
de U, sont relativement compacts.

De plus, h étant croissante et U étant convexe, on a, par l'inégalité de Jensen, V' ([ fdL,) >
h (U o fdL,). Notons, pour b > 0, r > 0 et n € N,

U, = /Uoden - /U(:U)An(d:v), v, = /Voden _ /VdAn et Anrp = (A(Uy) > bV, > br} |
On aura prouvé que 'on est dans le cadre de CS3, si

1
Vb >0, lim limsup — logP (A, ;) = —o0.
r—00

n Un
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On pose m, = inf {z/4 | h(z) > br}. Sur Ay, 5, Uy, > 4m, et h(U,) > bV}, donc :

b {] (521 ) =141}

Posons a,,é sup {%z) — l;‘,/l((f)) | U(z) > my,z > mr} et I/Vm,é fb]IU(x)ZmrAn(dm). On a,

sur Ay, b,

Ux)  bV(x)
HU(@Zmr < U, - Qh(Un)> An(dx)

(UU(:) B ;;Z(U%) An(dz) — /HU(x)Smr <U(§f) - 212/&2))) Ay (dx)

Wyrar >

%
DO S~ S~

vV
PSS,

1
1

On aboutit a I'inclusion suivante : A, ,; C {Wn,r > ﬁ}

Si r— 0o, m,— 00. Par conséquent, I’hypothese de troncature exponentielle permet de
conclure si, pour tout b > 0, il existe un r(b) tel que r > r(b) implique a, < a(b) < oo}
en effet, on a alors

1 1
PAnr <P Wnrzi SP ]Io mdani .
( ) 7b) — ( ) 4a7") (/ U fZ ™ 4ba(b))

Soit b > 0; prouvons donc qu’il existe un r(b) tel que r > 7(b) implique a(r) < a(b) < co.
Fixant z > m,, quel que soit t > 0,

up{(@—ml U(x)ZmT} < sup{u (1—3255(2)\ uZmr/z}
< sup{t,sup{u <1— 22;&3) ] uZt}}.

Donc, quel que soit ¢ > 0,

a, < sup {t,sup {u (1— ZZE;Z(Z;> | u>t, z Zmr}}.

Mais I'hypothese sur h signifie qu'il existe un r(b) et un a(b) tels que 2z > m, ) et
u >t > a(b), impliquent h(zu)/uh(z) > 2/b. Ainsi, pour r > r(b), on a a, < a(b), ce qui
acheve la preuve.




Chapitre 2

Autour de Donsker-Varadhan

2.1 Introduction

2.1.1 Objectifs de ce chapitre

L’objectif, dans ce chapitre, est de mieux situer les travaux de Donsker et Varadhan
par rapport aux résultats plus récents obtenus dans le cadre de modeles markoviens,
notamment ceux de De Acosta.

En premier lieu, on s’intéresse naturellement au taux utilisé par Donsker et Varadhan, ce
qui nécessite une bonne connaissance des propriétés de I'information de Kullback et des
principes variationnels qui lui sont associés. En effet, leur taux est défini par une formule
variationnelle faisant intervenir la probabilité de transition. On essaye par conséquent
d’étudier sa forme, suivant les hypotheses faites sur la probabilité de transition p, (en
particulier son ”domaine de continuité” D(p)).

Dans bien des cas, le taux de Donsker-Varadhan n’est pas facilement manipulable. Pour
cette raison, il peut étre plus agréable de travailler avec une version bi-dimensionnelle
moins abstraite qui apparait comme une distance de la loi a la probabilité de transition.
On montre que le taux de Donsker-Varadhan est égal a une certaine projection du taux
bi-dimensionnel, ce qui rend les résultats compatibles. Ce résultat de projection est tres
important et est di a Donsker et Varadhan a l'origine. Cependant, on en donne une
preuve plus simple que 'on détaille.

On effectue enfin une comparaison des taux de Donsker-Varadhan avec le taux spectral,
suivant ce qui a été supposé sur la probabilité de transition p.

Dans un second temps, on aborde des PGD supérieurs pour la suite des lois empiriques
d’une chaine de Markov. La encore, I’étude est guidée essentiellement par les résultats
de Donsker et Varadhan, avec quelques améliorations pour 'uniformité par rapport a
des familles de lois initiales, ou encore sur 'hypothése de régularité de la probabilité de
transition.

2.1.2 Plan

Dans la section 2.2, on fait de multiples rappels autour du taux de Donsker-Varadhan

22
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sur un espace polonais, puis on le compare au taux spectral usuel.
Un petit inventaire des PGD supérieurs vagues ou étroits pour les lois empiriques est
fait dans la section 2.3, en mettant I’accent sur les résultats dus a Donsker et Varadhan

Enfin, on donne dans la section 2.4 quelques commentaires sur les PGD obtenus pour
les lois empiriques, agrémentés d’exemples pour illustrer nos propos.

2.1.3 Notations

Soient (E1,&1) et (Eq,&) deux espaces mesurables. Une probabilité de transition p de
FEq vers E5 est notée p : By — FEs. Pour une probabilité a sur Ej,

A
@ plde, dy)= a(de)p(e, dy) et apldy) = [ a(do)p(z,dy)
Pour une fonction g (resp. G) borélienne de E (resp. de Ey x Ej) sur RY,

pg(x)2 /p(w,dy)g(y) et pG(w)2 /p(:ﬂ,dy)G(:my),

quand ces expressions ont un sens.
Pour ¢ € P(E; x Es), ¢! et ¢? désignent la premiere et la seconde loi marginale.

2.2 Taux markoviens

2.2.1 Kullback et les principes variationnels

Les premiers résultats variationnels sont valables dans un espace quelconque. Une struc-
ture d’espace polonais est ensuite requise pour affiner ces formules.

On considére un espace (E, ) mesurable et P(E) I'espace des probabilités sur 1’espace
E.

Définition 2.1 Pour p et v deuz éléments de P(E), l’entropie (ou information de Kull-
back) de v relative a p est donnée par la formule suivante :

Al [log(®)dy siv<<p
kw2 | 1)

00 sinon.

Pour p € P(E), le principe variationnel le plus simple est le suivant.

Proposition 2.1

1) Soit g une fonction borélienne telle que [eIdu < co. On a

10g/egdu:sup{/ng—K(V],u) |V<<M}.
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2) Soit v une probabilité sur E absolument continue par rapport a p. On a
K (v | p) =sup {/gdu - log/egdu | g borélienne telle que /69d# < oo}

La partie 2) de la proposition 2.1 a été complétée par Donsker-Varadhan [DonVar76].

Proposition 2.2 (Principe variationnel de Donsker-Varadhan sur un espace quelconque)

Soient deux probabilités quelconques p et v sur E. On a

K(y],u):sup{/gdz/—log/egd,u \gEBb(E)}.

Remarque 2.1 On obtient facilement, par passage a la limite monotone, la majoration
suivante. Pour toute fonction borélienne g bornée inférieurement sur F,

K(v|p Z/gdy—log/egdu.

La formule variationnelle suivante est due & Donsker-Varadhan (voir [DonVar75a] et
[DonVar76] pour la formulation originale).

Proposition 2.3 (Principe variationnel de Donsker-Varadhan sur un polonais)
Sur un espace polonais (E,d), l'entropie relative vérifie les propriétés suivantes.
a) Pour tout p et v appartenant a P(FE), on a

K(w|p) = sup {/gdv—log/egd,u}
9EB(E)
= sup {/gdu—log/egd,u}
9€Cy(E)
= sup {/gdy - log/egdu}.
geLB(E)

b) (u,v) € P(E) x P(E) — K (v | p) est une application conveze et semi-continue
inférieurement. De plus, 4 p fixée, la fonction v — K (v | u) est a épigraphes
compacts et strictement convexe sur l’ensemble {v € P(E) | K (v | u) < oo}.

Remarque 2.2 Pour un espace polonais E, il existe une distance di compatible avec sa
topologie et pour laquelle E est totalement borné (voir par exemple [Dud89], théoréme
2.8.2, p.54). Cela implique qu’il existe une partie H dénombrable dense, pour la norme
uniforme, dans LB(E,dy) (voir [Str93], lemme 3.1.4.). Donc on a

Kwlp = sup {/gdu - log/egd,u}
geLBb(E,d:)

= sup {/gdu—log/egdu}.
geEH
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Proposition 2.4 Soient (E,d) un espace polonais et g : E — R une application me-
surable qui est bornée inférieurement ou bornée supérieurement; p étant un élément de

P(E), on a
log/egd,u:sup{/gduK(ﬂu) |l/<<u}.

En conséquence, si g est une fonction borélienne réelle majorée par une constante sur
I’espace polonais (E,d) on a, pour tout v € P(E),

Kw|p) > /gdu—log/egd,u.

Donc, en notant By,q;(E) I'ensemble de ces fonctions,

K{|p = sup {/gdu—log/egdu}.
9EBmaj (E)

De méme pour les fonctions boréliennes réelles minorées.

2.2.2 Kullback sur un espace produit

& Kullback sur un produit d’espaces polonais

Lorsque (E1,d;) et (Eq,ds2) sont deux espaces polonais, on désigne par D(p) I'ensemble
des discontinuités de la fonction = +— p(x,-) de E; dans P(FE2) muni de la topologie de
la convergence étroite ; D(p) est un borélien de Ej.

Lemme 2.1
a) Sig € Cp(E2) (resp. G € Cop(ErL X E3)), pg (resp pG ) est continue en tout x & D(p).
b) La fonction de P(E1) dans P(E1 X E3), o — a @ p est continue sur ’ensemble
{a| a(D(p)) = 0}.

Lemme 2.2 Pour deux probabilités de transition p et q : E1 <— FEs, on a les propriétés
sutvantes :

a) z+— K (q(z,) | p(x,-)) est borélienne ;

b) pour v et u dans P(E1),

Kwoqlnop) =K@ m+ [ K@) |pe)vd). @)

Si (E1,dy) et (Ea,d2) sont deux espaces polonais, selon un résultat classique portant sur
les probabilités conditionnelles régulieres (voir, par exemple [Dud89] ou [Str93]), quel
que soit ¢ € P(E; x Es), il existe une probabilité de transition p telle que ¢ = (' @ p et
(% = ('p. La partie b) du lemme précédent s’applique & tout couple (¢, &) de probabilités
de P(El X EQ).

{ "Projection” pour des produits d’espaces polonais
Siu e P(Ey) et v e P(E2), C(u,v) désigne 'ensemble des couplages de p et de v :

C(u,u):{CeP(El x By) | ¢t =p, CQ:V}.
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On suppose ici que (E1,d;) et (E2,ds) sont polonais. Alors p et v sont tendues, d’ou il
résulte facilement que C(u,v) est une partie tendue et fermée donc compacte de P(E; x
Es).

Lemme 2.3 La fonction (¢, ) — K (| p @ p) est convexe sur P(Ey x Es) x P(Eq) .
Elle est en outre s.c.i. en tout point (, ) tel que pu(D(p)) = 0.

Lemme 2.4 Lorsque (' = pu, on a

K (¢ pop) = s { [ (G - torp(e®)@)) (. )
Cima

ou X = Bmaj(El X Eg) Bb(El X EQ), (El X EQ) Cb(El X Eg) ou ﬁB(El X EQ)

Théoréme 2.1 (Projection) Soit

T(u,v)= inf {K (¢ | 1@ p) | € € Clu,)}
Lorsque pu(D(p)) =0, on a

I(u,v) = sup {/gdl//logp (e9) d,u} sup {/gdu /logp(eg)d,u}.
ger E2 Bmaj(EQ)

2.2.3 Taux de Donsker-Varadhan sur un espace polonais

On introduit maintenant les taux de Donsker-Varadhan intervenant dans les PGD pour
les lois empiriques d’une chaine de Markov.

& Traduction des résultats de 2.2.

On se place sur un espace polonais (E,d) et p : E < E est une probabilité de transi-
tion. On donne ici la définition du taux de Donsker-Varadhan ”bi-dimensionnel” qui est
heuristiquement une distance de la loi ¢ a la probabilité de transition p. Comme nous
I’avons vu en introduction du chapitre, il est moins abstrait et d’un usage souvent plus
agréable que le taux de Donsker-Varadhan unidimensionnel classiquement défini par la
formule donnée dans le théoreme 2.1

I'(v) = sup ){/(g - logp(eg))d'/}-

g€eCy(E

Définition 2.2
1) Le tauz de Donsker-Varadhan bi-dimensionnel est 'application définie sur P(E?)
par

o ) K(CI¢ @p) = supgee,) { Gd¢ —log [ Cd¢t opf  si¢h=¢*

00 sinon .

2) Le taux de Donsker-Varadhan "projeté” est défini sur P(E) par

I'w)2 inf {1(Q) | ¢ € C(v,v)} .
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En corollaire du lemme 2.4 et du théoreme 2.1, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.1
1) Si¢t=1¢% ona

tog [ e
e ) {/ 8 <p<eG><x>> ¢(dz y)}

I(O = su
Gzy)
Ge?:Lz}j’I()EZ) {/log <p(eG)(gC)> ¢(d, dy)} .

Donc ¢ — I(¢) est une application conveze et s.c.i. sur {¢ € P(E?) | ¢*(D(p)) = 0}.
2) Quel que soit v tel que v(D(p)) =0, on a

I'(v)=sup {/(g—logp(eg))dV}z sup {/(g—logp(eg))dV}-

gec’maj(E) gECb(E)

Donc v+ I'(v) est s.c.i. sur {v| v(D(p)) = 0}.

Remarque 2.3 Si (X)), est une chaine de Markov de transition p, la chaine de Markov
bi-dimensionnelle (X, Xp41)n @ la transition §, @ p et on a I,(¢) = I§m®p(C) lorsque

Cl — CZ’
2.2.4 Transitions fellériennes et presque-fellériennes

Voici la définition classique de transition fellérienne, ainsi que l’extension ”presque
fellérienne” proposée par Dupuis et Ellis (voir [DupEll97], chapitre 9).

Définition 2.3
— Une probabilité de transition p : E — E est fellérienne si son domaine de dis-

continuité D(p) est vide.
— Elle est presque fellérienne si, quels que soient © € E et 6 > 0, il existe un
ouwvert Gs de E contenant D(p) et un réel r(x) > 0 tels que, pour tout y € E,

d(y,z) <r(z) = ply, Gs) <.
En particulier, cela implique p(x, D(p)) = 0, pour tout x.

Remarque 2.4 Une probabilité de transition p est fellérienne si pCy(E) C Cp(E) ; par
le lemme 2.1, on a aussi pCy(E?) C Cp(E?). Soit Ci(E) (resp. C;(E?)) l'ensemble des
fonctions de E dans R (resp. de E? dans R) bornées et continues hors de D(p) (resp. hors
de D?(p)). Sip est une probabilité de transition presque fellérienne, on a pCj(E) C Cf(E)
(resp. pCi(E?) C Ci(E?)).

Les exemples suivants sont dus a Julien Worms et étudiés par lui dans [Wor00] et [Wor99].
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Exemple 2.1 (Transition dominée par une méme mesure) Prenons E = R? et
v une mesure o-finie sur E. On suppose que, pour tout x,

p(z,dy) = p(x,y)v(dy),

otu p est une fonction borélienne et majorée par une constante R. On suppose enfin que
v(D(p)) = 0. Alors p est presque fellérienne. Il existe en effet, pour tout § > 0 donné,
un ouvert Gs contenant D(p) et tel que v(Gs) < %. Ceci entraine que p(x,Gs) < 4.

Exemple 2.2 (Modéle ARF(1)) Soit un modéle ARF(1) & valeurs dans R?, défini
pour n > 1 par

Xn = f(Xn—l) + U(Xn—1)5n7

ot (en)n est une suite i.i.d. de loi & et indépendante de Xg. f est une fonction borélienne,
d’ensemble de discontinuité noté Dy et o : R? — [a,00[ (a > 0) est borélienne, d’ensemble
de discontinuité Dy. Alors, la probabilité de transition p de la chaine de Markov (Xp)n
vérifie

P, dy) = ¢ (U(lw)uy - f(w))> . D(p) C Dy UD,.

Supposons que & ailt une densité bornée h(-) par rapport a la mesure de Lebesgue. Alors

pla, dy) = ij)h (U(lx)@ - f(:c))) dy,

et le modele est presque fellérien des que Dy UD,, est négligeable par rapport a la mesure
de Lebesque.

Théoréme 2.2 Pour une probabilité de transition presque fellérienne, on a les pro-
priétés suivantes.
a) Si (Cu)n est une suite de P(E?) convergeant vers une probabilité ¢ dont les deux
marginales sont égales a i, alors on a

u(D(p) > 0= K (G| G op) = o0 et 1(Q) =1 (1) = oo.

b) Les fonctions I et I' sont convexes et s.c.i. (ce sont des taux vagues convezes).
c) I(¢) = 0 si, et seulement si, ¢ = (2 = p et up = p; I'(n) = 0 si, et seulement

S, p4p = [
2.2.5 Taux spectral et taux de Donsker-Varadhan
Soient f ou F des fonctions réelles boréliennes majorées par une constante, définies sur un
espace mesurable (E, &) ou sur (E, £)2. Pour une probabilité de transition arbitraire p, on

considere la version canonique d’'une chaine de Markov de transition p, (22, A, (Py)zcE)-
Pour ¢ € By(FE) et pour A € &€, on pose

Teo(a) = [ "D oy)pia,dy) = B, (FEXDo(X0))
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Tr(w, A) = B, ("=¥01,(x))

et les formules correspondantes pour f, avec F(x,y) = f(y). On a, par récurrence,
/eF(x’y)T}n_l)(y,A)V(dw)p(a:, dy) =E, (eF(XO’X1)+"'+F(X"—1’X")]IA(Xn)) )

On a défini un opérateur borné sur By(E), de norme ||Tr|| = sup,cp Tr(z, E). L’inverse
du rayon de convergence de la série entiere ) HTl(pn) ||z est le rayon spectral r(Tp) =
lim,, |7 |Y/". On a

1 n
lim ~ log | T2 || = log r(Tp)= A(F),
n n

o1 n A
lim —log 173 = log r(T1)= A(f);

E, (eF(Xo,X1)+...+F(Xn_1,Xn)) < HTl(vn_l)H /eF(xvy)y(dx)p(x’dy);

lim sup 1 logE, (eF(XO’X1)+“'+F(X"‘1’X”)) < lim sup 1 log/eF(I’y)TI(;n_l)(y,E)V(da:)p(:v,dy) < A(F).
n n n n

Proposition 2.5 (Conjugaison entre le rayon spectral et le taux de Donsker-Varadhan)
Pour X C Buaji(E?) ou X' C Bpaj(E), et pour ¢ € P(E?) ou ¢ € P(E?), notons

Jy(€) —sup{/Gd( AG )} sup{/gdv— }
Gex geX’
1) Sur un espace mesurable quelconque, on a
I(C) = JIB,a;(22)(C) = B, (52)(C), I'(v) = Jémaj(E)(V) = Jéb(E)(V)-
2) Si E est polonais et p fellérienne,
1(C) = Ty (22 (©) = Jey22)(Q), I'(v) = Jg,...m (V) = Je,m) (V).
Si p est presque fellérienne, on a

1(0) = Jex, (2)(Q) = Jex () (O, I'(v) = Jg= 5y (V) = s () (V).

maj
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2.2.6 Références

La plupart des principes variationnels énoncés dans les sections 2.2.1 et 2.2.2. ont été
prouvés initialement par Donsker-Varadhan dans les articles [DonVar75a] et [DonVar76].
Dupuis-Ellis en font un bilan treés clair (voir le chapitre 1.4 de [DupEll97], p. 32-40 pour
les propositions 2.1, 2.2. et 2.3. et la proposition 4.5.1, p. 108 pour la proposition 2.4.).
On pourra voir les chapitres 8 et 9 de [DupEll97] pour le lemme 2.3. et 'appendice C
du méme ouvrage pour le lemme 2.2.

Le théoreme 2.1 de projection a été prouvé initialement par Donsker et Varadhan (voir
[DonVar76], théoreme 2.1) sur un compact, puis sur un polonais par compactification.
Cependant la preuve donnée ici tire parti d’un théoréme di & Strassen (voir [Stra85] ou
Lin[99]) qui la rend plus simple (voir la preuve en 2.2.7). En effet, le résultat est prouvé
directement sur un espace polonais, sans compactification.

Pour ce qui est de la comparaison entre le taux spectral et le taux de Donsker-Varadhan,
le cas fellérien, c’est & dire la relation supyec, g1/ gdv —logrr, (v)} = I'(v) a été
prouvé par De Acosta [Aco85a] Nous reviendrons en 2.4.1 et surtout en 3.5 sur les
travaux utilisant le rayon spectral pour les grandes déviations et sa comparaison avec le
taux de Donsker-Varadhan.

2.2.7 Preuves des résultats de 2.2.2 et 2.2.5

Q@ Preuve du lemme 2.1

Par la définition de D(p), pour g € Cy(E>), pg est continue en dehors de D(p). Soit (an)n
une suite de P(E1) ; pour prouver la convergence étroite de v, @ p vers a @ p, il suffit de
prouver la convergence des intégrales [ g1 ® gadoy, @ p = [ g1p(g2)day, vers [ gip(g2)dey,
quels que soient g1 € Cy(Er), g2 € Cp(E2) (en notant g1 ® ga(z1,22) = g1(21)g2(22).
Pour une preuve de ce résultat, on pourra voir par exemple Ethier-Kurtz [EthKur86] p.
115). Si (o), converge étroitement vers «, limy, [ g1p(g2)dan, = [ g1p(g2)da si gip(g2)
est a-continue donc si a(D(p) = 0. En particulier, si (z,,), tend vers z, ou x est dans le
complémentaire de D(p), d,,, @p converge étroitement vers 6, @p et, pour G € Cp(Eq x Es),
pG(zy,) tend vers pG(z); pG est continue en dehors de D(p).

& Preuve du lemme 2.2.
a) Selon la remarque 2.2. qui suit la proposition 2.3, il existe une partie H dénombrable
de Cy(E») telle que, pour tout x € Fy,

K (q(z,-) | p(x,-)) = Sg{/g(y)qmdy) —log/eg(y)p(w,dy)}-
g
On en déduit la mesurabilité de z — K (q(z,-) | p(z,-)) .

b) Montrons I’égalité (?7). On suppose en premier lieu que le membre de droite est
fini, ce qui implique v << p et p(z,-) << q(z,-) pour tout z hors d’'un ensemble
v-négligeable de E;. Moyennant une modification de p(z,-) sur cet ensemble (on
peut le remplacer par ¢(z,-)), on a p(x,-) << ¢(z,-) pour tout . On pose

A dv A dg(z,-)
vi)s L), o FES )
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Alors, v © ¢ << 1 © p avec, pour tout (x,y) € E1 X Fa, g;gg(:r,y) = Y(z)®(x,y)
et

Kwoqlnop) = |[log@@ey)vidp(.dy)
= [log(w(a)) v(dr) + [ log (@(w.u) v(da)a(a.dy)

= K@i+ [ K (g, | pl)vido).

On prouve maintenant cette égalité en supposant le membre de gauche fini. On a
danscecas ( =v @ q << @ p =& et on peut poser :

2 Zg(%y), 1/;(q:)é . o(z,y)q(z,dy), ¢*(x,dy) = ¢1§j;g)l?(w,dy), si(z) >0

= 1 sinon.

Pz, y)
Ainsi, v = ¢Yu. v({tp = 0}) =0 donc ( = v @ ¢ = v @ ¢*. Par conséquent,

K19 = [log(@(a, )@ q (da,dy)

s o253

=1awm+éﬁa¢mamm»wm»o

& Preuve des lemmes 2.3. et 2.4.
— Lemme 2.3.
La fonction (¢,u) — K (¢ | p @ p) est une borne supérieure pour G € Cy(E) des
fonctions (¢, ) — [ Gd¢ — log [ p(e“)du qui sont convexes et continues en tout
(¢, p) tel que u(D(p)) = 0. D’ou le résultat.
— Lemme 2.4.
La fonction log étant concave, on a, pour tout G € x, log [ p(e®)du > [logp(e®)du

etK (¢ | p@p) < supgey Ik (G — logp(eG)> dc.

Montrons I'inégalité inverse. Soit G € x. On pose F'(z, y)é G(z,y)—log(p(e®)(z));
F e Bmaj(El X Eg) et

) v q*(dx,dy)

/ "W p(da)p(a, dy) = 1;

K(C|nop = [Fic-log [ e d(uop) = [ (Gla.) ~log(p(e®) @) ¢lda,dy).

{ Preuve du théoréme 2.1.

x Préliminaires
Nous ferons appel au théoréme de Strassen suivant.

Théoréme (Strassen) Soient (E1,d1) et (E2,ds), deuz espaces polonais munis de leurs
tribus boréliennes, A et B deux converes de P(E1 x Es), A supposé compact et B supposé
fermé. Les deux assertions suivantes sont équivalentes.
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i) Pour tous ¢ € A, § € B, (¢!, %) # (£, 6%).
i1) 1l existe un couple (f,g) de Cy(E1) x Cp(E2) tel que

sup/(f(m) +9(y))¢(dz, dy) < ggg/(f(w) + 9(y))¢(dx, dy).

CeA

Prenant A = C(u,v) et remplagant (f,g) par (—f, —g) dans le théoréme, on obtient le
corollaire suivant

Corollaire Soient u € P(E1), v € P(E2) et A un conveze de P(Ey X E3), fermé pour
la convergence étroite. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

i) ANC(p,v)=0.
i1) 1l existe un couple (f,g) de fonctions de Cy(E1) x Cy(E2), tel que

[ fdu [ gdv>sup [(£) +gw))c(de, dy).

CeA

* Preuve du théoréme

Notons Jma;j (1, V) = SUPgeg,... () 1) 9dv — [logp(e?)du} et Jo(p,v) = supgec, (m,) . 9dv — [log p(e?)du}

a) L'inégalité I(u,v) > Jmaj(p, v) est la plus simple & démontrer. Soient une fonction

gEBmaj(Eg) etCGC( )
Si on pose G(x,y) = g(y ) la fonction G appartient & Bp,q;(E1 x E») et on a

/ log 5y L ) = J1ogeutdy) ~ [ 1ogp(en) (@)u(d).

Par conséquent, meec(WJ) ¢|ctop) > SUPgeR, . (E2) 1) 9dv — [logp(e?)(z)dp} ce
qui donne le résultat recherché.

b) Montrons que I(u,v) < Jy(p,v). lorsque u(D(p)) = 0. Soit v < I(u, v). Prouvons que
Jp(p,v) > . Pour cela, on introduit ’ensemble A C P(E; x Es), défini par
A={CeP(ELx E) | K((|pop) <7}

Par le lemme 2.3, c’est une partie convexe fermée de P(E; x E3), disjointe de C(u, v).
Selon le théoreme de Strassen, on peut donc affirmer qu’il existe deux fonctions h €
Co(Eh) et k € Cyp(E2) telles que

/hdu—i— /kdu > sup/ h(z) + k(y))((dz, dy). (2.2)

CeA

En particulier, on peut supposer que [hdy = [ kdv = 0, quite & prendre h — [ hdu et
k — [ kdv. On introduit la fonction w, définie sur E; x Ey par

w(z,y) =h o k(z, y)é h(zx) + k(y).
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C’est une fonction continue et bornée sur E; x Es. La transformée de Cramér de w(pu®p)
est donnée par

w(uep) (@) = Sup{za —log / =) 1(dw)p(a, dy)} ~ inf {log / (=9)=0) (da)p (w,dy)}-

z€R

Par la relation de dualité entre la transformée de Cramér et 'information de Kullback
sur laquelle nous reviendrons dans le chapitre 3 (théoreme 3.4), on a

Niguop(@ =int {K ¢ | o) | [ wle.0)(d,dy) = af

Or, si [w(z,y)((dz,dy) = 0, I'inégalité (??) implique que ¢ n’est pas dans A et donc
que K (¢ | © ® p) > «. On obtient par conséquent

— inf {log / ezw(x’y)u(dx)p(x,dy)} Ay (uep) (0) = -

Pour tout n > 0, il existe 2, € R tel que

log / e 1y (da)p(, dy) = log / e M@p(enh) (@) p(da) < — + 1.

On pose g(y) = z,k(y). C’est une fonction de Cp(E»). L'inégalité de Jensen entraine

/Ing(eg)d“ + Zn/hdu =< 10g/eznhp(69)dﬂ < =7+

On obtient finalement, puisque [ gdv = [ hdu =0,

/gdv - /logp(eg)du >y —n;

Jo(p,v) = /gdv - /logp(eg)du >y =1

Cette inégalité étant vraie pour tout n > 0 et tout v < I(u,v),

Jb(MvV) 2 I(:u’ V)‘

On a donc Jy(p, v) = I(p,v) = Jimaj (1, v). &

A Preuve partielle du théoréme 2.2.
a) On admet le résultat de la proposition 9.2.5 de [DupEll97] qui établit la partie
a). La preuve n’est pas difficile, mais un peu technique.
b) Ilreste A montrer la semi-continuité inférieure de I et de I''. Pour I, cela découle du
a). Par le corollaire 2.1, en tout ¢ tel que ¢}(D(p)) = 0, I est s.c.i. Si ¢}(D(p)) > 0
et si (¢n)n converge étroitement vers ¢, on a I(¢) = lim,, I({,) = oo. I est donc
s.c.i.

Pour ce qui est de I', soit 4 une probabilité sur E et (j,), une suite qui converge
étroitement vers p. Si u(D(p)) = 0, I' est s.c.i. en u par le corollaire 2.1.

Dans le cas contraire, on va montrer que lim,, I(u,) = co. Supposons en effet cette
propriété fausse ; alors on note (f14(n))n une sous-suite telle que lim sup,, ! (Ha(n)) =
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L < oo. Cela signifie que pour n assez grand, on a fi4(,)(D(p)) = 0 et il existe une
suite (Co(n))n € CHa(n)> Ha(n)) telle que

I (Ma(n)) =K (C(a(n) ’ Ha(n) ®p) .

La suite (Cq(n))n est tendue et, il existe une suite extraite ((y(,))n qui converge
vers ¢ € C(u,p). I(¢) < L < oo dong, en appliquant la partie a), on obtient une
contradiction.

(O Preuve de la proposition 2.5.
1) On prouve la premiere partie de la proposition : en la), I({) > IBa;(B2) €1 €D

16) 1(¢) < Jp,(m2)-
la) Soit G € Buna;(E?) et a un réel tel que e® > 1/r(Tg). En posant T2 = 1, la
fonction u définie par e*(z) = Y 02 e TE(1)(z ) est positive et bornée. Donc :

[ S (e, dy) = To(e) (@) = (e (@) ~ 1),
Gz, y)+uly) —log / W p(z, dy) = G(z,y) +a—log(e"™ —1) +log(e"W)).
Si F(x,y) = G(x,y) +u(y) et ¢! =(? = v, quel que soit a < —A(G),

/ (F - logp(e")) d¢ > /Gdg ta+ / (log e — log(e" — 1)) dv > /Gdg ta,

10 > [ (F-togp(er) d¢ > [ Gd¢ ~ A(G).

Ceci étant vrai pour toute fonction G € By,qj(E?), on a, quelle que soit ¢ € P(E?),

.mzwwmﬂwCAﬁ

Pour g € Byqj(E), on pose f = g+ u et 'on conclut plus facilement car on a

u

-1
> f+a.

f—logple)) = f+a+log
1b) Soit G € By(E?) et F(x,y) = G(x,y) — logp(e )(y). Pour u = p(e¥), on a
eG(z.y)
p(e%)(y)

Donc u est un vecteur propre de T associé & la valeur propre 1; Y Tg(u)(z) = oo
et 1/r(Tr) <1, c’est a dire que r(Tr) > 1.
Or, €% est minorée par une constante ¢ > 0 et u = T%(u) > ¢T%(1),

Te(u)(z) = [ P )p(a dy) = u(e)

lulloo = €| TE(1)[loo = || TE,
1/n
1 =lim (”“ﬂ“) > r(Tp).

Finalement, 7(Tr) = 1, A(F) = 0 et, si ¢! = (2,




CHAPITRE 2. AUTOUR DE DONSKER-VARADHAN 35

[ (6@~ 108p() ) ¢l dy) = [ (G~ logp(c®)) d¢

_ / Fd¢ — A(F)
< H:gi&z) { / Hd¢ — A(H)} = Jg,(12)(C)-

De méme, si g € By(E), on obtient le résultat recherché en posant G(z,y) = g(y).
2) Pour prouver la partie 2), il suffit de montrer que I(¢) < Jg, (g2)(¢) pour le cas

fellérien (resp. I(¢) < Jeg (2)(C) pour le cas presque-fellérien).

On reprend la partie 1b) de la preuve pour G € Cy(E?) et p fellérienne. On a alors

F e Cb(E2) et

1(¢) = / (G(w,y) —1ogp(e®)(y)) C(da,dy) < sup {/HdC—A(H)} = Jey22)(Q)-
HeBy(E?)

De méme, si p est presque fellérienne et si G € C;(E?), on a F € C;(E?) et I'on

conclut de maniere identique. <

2.3 PGD markoviens supérieurs pour les lois empiriques

Dans cette section, (E,d) est un espace polonais et p : E — FE une probabilité de
transition. F est 'espace des états de la chaine de Markov étudiée. Sauf avis contraire, on
utilise la version canonique de la chaine de Markov de transition p; (2, A, (Py)zep, (Xn)),
ou (Xp)n est, pour P,, une chaine de Markov de transition p et d’état initial z; sous
P, = [v(dz)P,, (X,,) est une chaine de loi initiale v.

La suite des lois empiriques bi-dimensionnelles associée a la chaine (X, ),, est définie
par L, = %Z:‘Lﬂ 8x;_1.x;; LL et L2 sont les premieres et secondes marginales de Ly,.
On note I et I' les taux markoviens vagues étudiés en 2.2.3. et 2.2.4.

2.3.1 PGD vague supérieur uniforme

Pour obtenir un PGD vague supérieur, seule la régularité de la probabilité de transition
est nécessaire. Le théoreme suivant donne un PGD vague supérieur uniforme pour toutes
les lois initiales.

Théoréme 2.3 (Donsker-Varadhan vague uniforme) Soit (X,,),, une chaine de Mar-
kov sur E, de probabilité de transition p fellérienne.
1) La suite (Ly)n satisfait un principe de grandes déviations vague supérieur uni-
forme, de vitesse n et de taux I : pour toute partie compacte I' € P(E?),

1
limsup — sup logP, (L, €T') < —I(T).
n N aeP(E)

2) Les suites (L)), et (L2), satisfont un principe de grandes déviations vague supérieur
uniforme, de vitesse n et de taux I'.
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2.3.2 PGD étroit supérieur

& Fonction de Lyapounov et tension sur P(FE)
On rappelle qu'une fonction de Lyapounov V est une fonction borélienne positive dont
les épigraphes sont relativement compacts.
A .
Pour M > 0, on note I'yy= {v € P(E) | [ Vdv < M}. Cest une partie tendue de P(E).

. A .
En effet, pour A > 0 arbitraire, K= {z € F | V(z) < A} est une partie compacte de
E. Pour tout v € I'jy on a

JVdv

W(K5) < 1

<

o

On en déduit une conséquence du théoreme de Donsker-Varadhan vague.

Corollaire 2.2 Dans le cadre du théoréme 2.3, on suppose qu’il existe une fonction de
Lyapounov V' et une partie H de P(E) telles que

1 1
limsup — sup log E,, (e"f VdL}l) < 00. et limsup — sup E, / enVaLi < o,
n n yeH n n yen

Alors, les PGD vagues du théoréme 2.3 deviennent étroits et uniformes pour v € H.

& Donsker-Varadhan étroit

Divers principes de grandes déviations étroits supérieurs pour la suite des lois empiriques
apparaissent dans la littérature. Le théoreme donné ici est approximativement celui de
Donsker-Varadhan dans [DonVar76] (voir la section 2.3.3. pour plus de précisions). Cette
version est uniforme et porte sur une chaine presque-fellérienne.

Définition 2.4 (Condition de rappel exponentiel associée a (U,V)) p vérifie la
condition de rappel associée a (U, V') s’il existe une fonction mesurable U : E — R, une
fonction V' et une constante C, positive ou nulle, telles que V + C' soit une fonction de
Lyapounov et que l'on ait :

V < U —logp(eY).

Théoréme 2.4 (PGD étroit supérieur) On suppose que la probabilité de transition
p de la chaine est presque fellérienne et vérifie la condition de rappel exponentiel associée
a (U,V). Alors
(i) I et I' sont des tauz étroits.
(ii) La suite (Ly)y, satisfait un principe de grandes déviations uniforme étroit supérieur
de vitesse n et de taux étroit I : pour toute partie fermée F € P(E?) et toute partie

compacte H de Hyy ={v € P(E)| [Udv < M} (M >0),

1
limsup sup —logP, (L, € F) < —I(F).
n veH T

Les suites (L), et (L2), satisfont a un principe de grandes déviations uniforme
sur Hyy étroit supérieur, de vitesse n et de taux étroit I'.
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2.3.3 Références

Le PGD vague énoncé dans le théoreme 2.3 (partie 2)) a été prouvé par Donsker-
Varadhan dans [Donvar75a] pour un espace E compact, puis dans [DonVar76] pour
lextension aux espaces polonais. La partie 1) est une version bi-dimensionnelle qui se
démontre approximativement de la méme maniere. Pour passer au PGD étroit, Donsker
et Varadhan se servent d’une condition de rappel proche de la définition 2.4. donnée
ici et empruntée a Dupuis-Ellis [DupEll97]. L’extension presque fellérienne provient, elle
aussi de Dupuis-Ellis (voir le chapitre 9 de [DupEIll97]).

Des PGD markoviens pour les lois bidimensionnelles (L), sont prouvés par Ellis [E1188]
et Lipster [Lip96]. La démonstration du PGD étroit donnée ici est inspirée de celle
de Dupuis et Ellis donnée dans les chapitres 8 et 9 de [DupEll97]. Elle est adaptée
a notre contexte, un peu différent. Outre le fait que nous travaillons ici sur des lois
empiriques de type % > im10x, ,,x;, nous prouvons I'uniformité pour (P, ),en, H compact
de Hy = {v € P(E); [Udv < M}, alors que De Acosta [Aco90] la prouvent pour
(Py)zer, K compact de E lorsque U est bornée sur les compacts.

2.3.4 Preuves

& Préliminaire
Soient G et g boréliennes positives, respectivement définies sur E? (resp. E). On a
pour tout a € P(F) et tout n (par un raisonnement par récurrence sur les espérances
conditionnelles),

E, (enf(Gflogp(eG))dLn) & (62;1 G(Xi—l,Xi)—logp(eG)(Xi—l)) -1

[e7

Par le méme argument,

)

E, (62?11 Q(Xi—l,Xi)—logp(eg)(Xi—l)) -1
Eq ("0l < g, <€g<xo>+z?‘fg(xn—logp(egxxi_l)) _ / eIdar,

E, (en f(g—logp(eg))dL%) <E, (elogp(eg)(Xo)+Zf=1g(Xi)—logp(eg)(Xifl)) _ /p(eg)da.
Pour T borélien de P(E?) ou de P(E),

TlogPa(Ly € 1) < - int { [(G - logp(e)c

1 1
D ogPo(LL €T) < 1 /9d —'f{/ 1 gd}
—log (L, € )_nog ¢?do — inf (g —logp(e?))d( ¢ ,

logPa(L3 € T) < log [ plet)da— int { [ (g~ logp(en)ic
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& Preuve du PGD vague lorsque p est fellérienne

Soit T' un compact de P(E?) (resp. P(E)) et A < I(T) (resp. A < I'(T)). Pour ¢ €T, il
existe un élément G € Cp(E?) (resp. G € Cy(E)) tel que ¢ € {5 | [(G —logp(e))d¢ > )\}.
Le compact I' est réunion d’une sous-famille finie de ces ouverts :

' CUj=1.n {§ | /(Gj — log p(e%9))d¢ > )\} 2 Ui—j.n T

On a
1
—logPo(Ly € Tj) < —A,
n
1 - M
resp. —logPq (L, € I';) < — — Apouri =1,2,
n n

M désignant sup; {f efida v fp(efj)da}. On en déduit le PGD vague annoncé. &

Preuve du corollaire 2.2 Il existe M > 0 et N € N tels que, pour tout n > N,

1
sup E, (eandLn) < enM,
veEH

2
sup E, (eandLn) < oM
veH

Donc, pour i = 1,2 et V& V(z,y) = V(z) + V(y)

sup P, (/ Vde1 > R) < e_"(R_M),
veEH

sup P, < / V ®VdL, > 2R> < Qe MA-M),
veH

On en déduit la tension exponentielle des suites (L, )n et (L})n, ce qui donne le résultat.

o

Sous la condition de rappel exponentiel, on obtient sans peine, lorsque p est fellérienne,
un PGD étroit. En effet, d’apres le préliminaire, le corollaire 2.2 s’applique alors a
H= {V e P(E)| [eV +p(e¥)dv < M}, ce qui conduit immédiatement & un PGD étroit
uniforme sur H. La preuve qui suit améliore un peu 'uniformité et est valable dans le
cas presque-fellérien. En contrepartie, elle suit la méthode plus délicate de Dupuis-Ellis.

¢ Preuve du PGD étroit dans le cas presque fellérien

(i) Les taux sont étroits
11 suffit de montrer que les épigraphes de I et I' sont relativement compacts.
Pour I', on a (par le théoréme de Beppo-Lévi avec les fonctions U Ak pour k € N),

I'(v) > /(U —log p(e¥))dv > /Vdu.
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Le fermé {v | I'(v) < M} est contenu dans {v | [ Vdv < M} qui est relativement
compact. I' est un taux étroit.

La fonction V @ V(z,y) = V(x) + V(y) est aussi & épigraphes compacts sur E>

{C € P(E?); 1(¢) < M} C {C € P(E?); /(V @ V)d¢ < ZM} qui est relativement compact ;

I est donc un taux étroit. <

(74) Démonstration du PGD étroit

Soit H une partie compacte de Hjps. Selon le théoreme 1.3 et la remarque 1.1,
prouver le PGD supérieur uniforme pour v € H de taux I pour la suite (Ly),
revient & prouver que pour une suite de probabilités (v, ), telle que ([ Udwvy,) soit
bornée et pour ® : P(E?) — R lipschitzienne et bornée, on a

: 1 —n®(Ln) -
limsup —log E,, (6 ) < —Cegisz){‘P(C) +1(¢)}

On va donc prouver un principe de Laplace supérieur pour la suite A, (®) =
%log E,, (e‘”q’(L")).

¢ Représentation variationnelle & ’instant n pour le calcul de A, (®)

Il s’agit de majorer la quantité A, (®). Pour la loi initiale v, et j < n, on pose

Al J
Lj,n: 5 ZéXi—hXi et Ln,n =L,.
=1

La suite (X, L;n); est une chaine de Markov de loi initiale v, ® dg et de transition

1
gjin ((y,p);®) = loi de <X,p + =0y ® 5X> avec X de loi p(y, e).
n

On désigne par Fj, = o(X;,i < j). Nous définissons (Hj;,); par :

A 1 n
H;n(Xj,Ljn) = - logE,, (e ©(Ln) | ]:jm) ,
Hopn(Xo0,0) = —Au(P),
Hn(Xna Ln) = (I)(Ln)'

Et, par le principe variationnel (proposition 2.1),
Hjn(y.p) = Lo / o~ Hj11,m(2p+ £6,262)
) Y .

. 1 1
= CE}PrthQ) {nK (C ‘ 5y @p) + /Hj+1,n (Z,p + E(Su X 5z> C(du, dz)} .

Si on note Mc(E?) I'espace des mesures ¢ sur E? telles que ((E?) < C, cela
correspond a un systeme d’équations de la programmation dynamique d’une chaine
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controlée a valeurs dans ' x M; /n(EZ) a 'instant j, avec la loi initiale v, @ g et
I'espace des controles P(E?), la transition & 'instant j étant

1
n(y,p,C;0) = loide (Z2,p4+ 65 42) ot Z = (Z',Z%) alaloi C.
s p p A

Le cotit final est (y, p) — ®(p) et le cout courant est c] (y p,C) = 1K (C|oy@p) .
La stratégie optimale est une probabilité de transition s Py, ;) de Ex M, (E?)
dans P(E?) donnée par la loi de Gibbs :

e*’I’LH‘jJ,»l,n (va+%5u®5z)5y @ p(du, dz)
ng e—nHjJ,-l,n(zvp—"_%au@dz)éy %) p(du, dZ)

(1>

sP(y, p; du, dz)

]TL

JEE . . N t t o« o e
Elle génére une suite markovienne non homogene (X", L)< <, de loi initiale

i i
vy, ® 0y adaptée a la filtration (fjoﬁ) avec

(Xopt c dZ/Xopt Lopt) _ Sopt(Xopt LOpt E % dZ) opt(Xopt Lopt dZ)

j+1ln Jmo 7n Hino jn 7nHimn

. . t
Les lois marginales de 57" sont
b

opt,1 opt yopt, opt,2 opt ropt, \ _ . opt opt ropt,
g’ (Koo Ljins ) = Oxconts 8730 (X Lins o) = Vi (X', Ljins )

Ainsi, le colit de cette stratégie optimale a ’étape n est

—An( ( ZK( X L >/6W@p<>)+<1><szt>).

e Etude asymptotique, preuve du principe de Laplace
Par la convexité de I'information de Kullback,

—Ap(®) > ( ( i opt jozit? jolzf, / Z&Xo,pt®p ))—F(I)(szt)).

On pose A, = * ZJ 1 SOPLXOPE P ) ot A, = Ann

=0 zn 7n3mn
n—1

Al = LoPtl ot A2 = 1 Z VP (X OPE 1P o)
n

j7n J7n7 ]7”7
3=0

On prouvera a la fin de la démonstration les majorations suivantes, en notant —C
un minorant de la fonction V' :

MicC
E(/VdL;;W) < 2B + : ,

M
E (/ VdLgpt’1> < 2| |00 + —
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et
2M
E (/V - VdL;;Pt> < 4P| + TJrC =K.

E < / VdAi) =E < / VdL;’ft’2> <K.

Par conséquent, la suite de variables aléatoires (A, L%") & valeurs dans P(E) x
P(E) est tendue (puisque V' est une fonction de Lyapounov). De toute suite ex-
traite, on peut extraire une sous-suite (A, Lff(’i)) qui converge en loi vers (A, L)
et, par la représentation de Skorokhod, on peut supposer que cette convergence
est presque siire. Par conséquent, presque sirement, Al = A2 = L' = L2

Si L' (D(p)) > 0 sur un ensemble de probabilité strictement positive, alors on a
aussi

Ainsi :

lim K (A | LTS @ p) =

u(n)

sur un ensemble de probabilité strictement positive et
. opt,1 _
h%nE (K (Au(n) | Lu(n) @p)) = 0.
Ceci est impossible puisque 1’'on a
t,1
sup (K (Auy | L @ D)) < 2/|0]|oo < o0.

Finalement, on a presque stirement L' (D(p)) = 0 et Lolzt) p converge étroitement
vers L ©p, presque stirement. Par la semi-continuité inférieure de K et la continuité

de O,

lim inf (K (Ayg) /L8 @ p) + (L)) > K (L/L' 0 p) + @(L).

Par le lemme de Fatou,

limsup An(®) < —liminfE (K (Ayo)/Lin) ) + (L))
< - it {K(¢/CMop)+ Q)]

CEP(E?); ¢t=¢
< — inf {I(Q)+2(Q)}.

CeP(E?)

Ainsi le principe de Laplace supérieur est vérifié puisque ceci est valable pour toute
suite (vp)n de Hys. Le PGD supérieur uniforme sur H ;s est satisfait.

On termine la preuve en démontrant les majorations données plus haut. La fonction
U étant bornée inférieurement, on a par la remarque 2.1 de 2.2.1.

/U 10g/ ( )p(l’, dy) < K(V() |p(x’ ))’

B(U(x,)-U(xm) = e(B(U(X%,)-U(X2) 7))
= </U v ( fﬁt,Lﬁfﬁ;dy)—U(X%))
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= E </ Uyt (Xm0 L dy) —log/eU(y)p(Xﬁady))
—E (V(X57))
B (K (v (X L) o)) = (v (x57).

En sommant de j =0 a j = n — 1, on obtient

IN

oo () <5 (5 0 ) 1)) = (£ ().

et donc,
opt,1 1 M
E /Vdan’ §2\|¢>Hw+ﬁ/wyng2\|¢>uw+;.

1 M
E (/ VdL,‘?Lpt’2> <A+ (/ Udyy — /den> < 20| + ;C. o

2.4 Commentaires, exemples et contre-exemples

2.4.1 Taux spectral et oubli de la loi initiale

e PGD supérieur vague spectral Dans le cas fellérien, voici une autre preuve du
PGD vague supérieur. Pour toute fonction F' € Cy(E?), on a prouvé en 2.2.5. la relation

1 1 n—
limsup — logE,, (eF(XO’X1)+"‘+F(X"*1’X”)) < lim sup — log/eF(’”’y)TI(; 1)(y, E)v(dx)p(z,dy) < A(F),
n n n n

avec A(F) = logr(Tr), 7(Tr) = lim, | T||*/™, rayon spectral de 'opérateur Tr. Par la
proposition 1.6 de De Acosta, cela conduit & un PGD vague supérieur de taux conjugué
de A, c’est a dire selon la proposition 2.5. de taux égal au taux de Donsker-Varadhan
lorsqu’il est fini.

Cette preuve est celle de De Acosta ([Aco85a] et [Aco90]) qui obtient par exemple ainsi
le corollaire 2.1. L’un des interéts de sa méthode est son extension a des espaces d’états
(E, &) généraux, munis de la 7-topologie, topologie sur P(E) rendant continues les ap-
plications p +— [ fdu, pour toute fonction f € By(E).

e Optimalité du PGD vague supérieur ?
Sil’on n’avait pas majoré brutalement l’expression lim sup,, % log [ eF(I’y)T}(;n_l) (y, E)v(dz)p(z,dy),
mais considéré R, (F') inverse du rayon de convergence de la série

) ( / eF(””’y)Tﬁ_l(y,E)V(dw)p(x,dy)) 2,
et A\, (F') =log R,(F'), on aurait

1
limsup — logE, (eF(XO’X1)+“'+F(X"—1’X")> = M(F) < A(F),
n n
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et donc un PGD supérieur de taux convexe A}, défini par A}, = suppec, g2y {/ FdC — A\ (F)} >
I(¢). Ainsi, en général, on peut obtenir un PGD supérieur dépendant de la loi initiale.
L’article de Bahadur et Zabell [BahZab79] éclaire bien le role de la loi initiale et est
illustré par I’exemple 2.3 suivant.

D’autre part, les exemples suivants prouvent que ’on peut obtenir des PGD de taux
parfois non convexes.

Finalement, dans ces cas, les PGD supérieurs de Donsker-Varadhan ne sont pas opti-
maux, mais ils ont le mérite d’étre simples. On n’est assuré de 'optimalité que lorsqu’un
PGD inférieur est obtenu avec le méme taux. On reviendra sur ce point en 3.5.

L’exemple suivant provient de [Din93].

Exemple 2.3 (Une chaine de Markov pour laquelle le bon PGD dépend de la loi initiale)
On considere la chaine de Markov a valeurs dans l’espace discret {1,2,3,4} de transition
p représentée par la matrice suivante :

1/2 1/2 0 0
0 1 0 0
0 0 1/2 1/2
0 0 0 1

1l y a deuzx classes récurrentes. Sur ces classes récurrentes, on a des PGD étroits de tauz
respectivement J1(1,.) et J(2,.), les tauz de Donsker-Varadhan de la chaine restreinte
a{1,2} et {3,4} :

J'(1,v) = v(1)log2 siv(3) =v(4) =0,

= 00 Sstnon.

JY2,v) = v(3)log2 siv(l)=v(2) =0,

= 00 sinon.

Par les théorémes 2.1 et 2.2 de [DinZab92], pour une loi initiale qui charge chacune des
deux classes récurrentes, on a un PGD de taur J'(.) = inf(J'(1,.), J}(2,.)) :

)

JYv) = v(1)log2 siv(3) =wv(4)
= v(3)log2 siv(l) =v(2)

= 00 sinon.

=0
=0

Soit v une probabilité et 1 la matrice identité. Les seules probabilités de transition abso-

. R A g, O N t 1-t
lument continues par rapport a p sont qi, t, = ou g = pour
0 qto 0 1
des t1,ts € [0,1]%.
A partir de la, nous pouvons calculer le taux de Donsker-Varadhan I' :
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* Siv(l) >0 et v(3) >0 alors I = q11 est la seule probabilité de transition pour
laquelle v est invariante, ainsi

I'"y)=1I(v® 1) = v(1)log?2 + v(3) log 2.
x siv(1) =0 alors, pour tout t € [0,1], v est une probabilité invariante pour g1 et

I'v)= inf I(voq) = v(3)log?2.
te(0,1]

« Siv(3) =0 alors, pour tout t € [0,1], v est invariante pour g1 et

I'v)= inf I(voqy) =v(1)log2.
t€[0,1] ’

Finalement, I'(v) = v(1)log2+v(3)log2 < J'(v). On a un PGD supérieur avec le taux

de Donsker-Varadhan mais il n’est pas otpimal.

2.4.2 Sur la condition de rappel exponentiel et la stabilité

On rappelle qu'un modele markovien est stable sur (E,d) s’il existe une probabilité
invariante unique g telle que, presque-surement, (L), converge étroitement vers .
Contrairement a la récurrence, cette propriété suppose une structure topologique sur
I’espace d’états. Elle n’implique pas la récurrence comme le montre I'exemple X, 11 =
21X, + ent1 avec P(e, = 1) = P(e, = —1) = 1/2 qui est stable de loi stationnaire
Lebesgue sur [—2, 2] mais non récurrente (partant de 1’état initial 0, L. (Q) = 1).

Pour un modele presque fellérien, la condition de rappel exponentiel implique I'existence
d’une probabilité invariante p (voir [DupEll97], proposition 9.2.6.). Lorsque cette proba-
bilité est unique (par exemple, quand le modele est irréductible), le taux I' ne s’annule
qu’en . On en déduit que

1
Vr >0, limsup — log P (dpudiey(Ln, i) > 1) < 0.
n

Ici, la convergence de L, vers u a une vitesse exponentielle. On parlera de stabilité
exponentielle.

Exemple 2.4 (La condition de rappel exponentiel pour un modéle autorégressif)

Considérons le modéle suivant défini sur un espace de probabilité (2, A,P), a valeurs
dans R :

Xn+1 = f(Xn) + U(Xn)€n+1-

% (en)n est une suite de variables aléatoires i.i.d, indépendante de Xj.
x f:R* — RY est une application mesurable, bornée sur toute partie compacte de
R,

* 0:RT— [%, 7"} (r > 1) est une application borélienne.
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La transition de cette chaine de Markov est fellérienne si f et o sont continues; elle
est presque fellérienne si f et o sont continues Lebesgue presque partout et si €1 a une
densité bornée par rapport a la mesure de Lebesgque sur RY. Ce cadre permet d’étudier
d’important modeles en économétrie, tels que les modéles autorégressifs a seuil pour
lesquels la fonction f est de la forme :

K
[= Z fi I,
=1

avec f; continues, T; disjoints, de frontiéres Lebesque-négligeables et tels que UI'; = RY.
1l est a noter que, pour ce type de modele, on utilise la version définie ci-dessus différente
de la version canonique adoptée en général (voir le début de la section 2.3); tous les
résultats ne portant que sur les lois, le passage d’ume version a l'autre ne pose pas de
probléme.

Observons les contraintes imposées par la condition de rappel exponentiel dans ce cas :
La condition de rappel exponentiel associée a (U, V') est vérifiée pour le modéle s’il existe
une fonction borélienne positive U, telle que

lim (U(z) — logE (exp (U(f(z) + o(z)e1)))) = +o0.

[lz]|—o0
Il suffit en effet de prendre V.= U — logp(eV). Alors, pour p >0,

log E (exp (p[|f(z) + o(x)erl])) < pllf ()]l + log E (exp (prlle1]])) -

Si ¢ : Ry — Ry est une fonction croissante, pour tout s €]0,1[, on a

6 (IF1l+rlleall) < max {o(s [ 1), (1 = 8)'rll=1l) } < o(s £ D+6((1=5)""real)).

Par conséquent,

log E (exp (6(]|f () + o(2)ea]]))) < 6(sH|f @)I]) +log E (exp (¢((1 = 5) " rlleal])) ) -
On peut donc choisir U(x) = ¢(||x||) sous diverses hypothéses, une condition plus faible
sur le bruit menant a une contrainte plus forte sur la fonction f.

a) Sous la condition de Cramér, E (exp(t|e1])) < oo,(r > 0), on peut prendre

o(t) = M et la condition sur f est

lim (|l2] = 57! f(2)]]) = +oo.

[[]|—o0

b) Sous la condition E(exp(THa‘lHﬁ)) < o0,(t > 0), on peut prendre, pour tout

s €]0,1], ¢(t) = T(lr%)ﬁtﬁ et la condition sur f se traduit par

lim (||z]|” = s~ f(@)]]*) = +oo.

ll#[|—o0
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c) Si on suppose uniquement que le bruit est intégrable E(|le1]|) < oo, alors ¢(t) =
log(t) et la condition sur f est

]

el o TF @)1

= 4-00.

L’exemple suivant provient de [BaxJaiVar91].

Exemple 2.5 (Chaine de Markov récurrente ne satisfaisant pas le PGD étroit)
On se place sur l'espace d’états E = N et l'on considére, pour tout u €]0, 1], la chaine
de Markov (X,,)n, dont la suite des lois empiriques bi-dimensionnelles est notée (Ly)n
de probabilité de transition p,, définie par

pu(z,z+1) =u=1-—pu(z,0).
Cette chaine est récurrente, de loi stationnaire p, donnée par
() = u (1 — u).
Si t est une application de N dans [0,1] et si p; est définie par
pi(z,x 4+ 1) =t(x) =1 — pi(x,0),

une loi stationnaire satisfait impérativement p(x + 1) = t(x)pue(x).
Si on note r(x) = t(0)t(1)...t(x — 1), on a u(x) = r(x)u(0).
Par conséquent, il existe une telle probabilité invariante si et seulement si

1/Ré Zr(:c) < 00,
x
et, dans ce cas, on a p(x) = Rr(x). De plus, en posant r(0) =1,

I 29 = RY ) (16108 (U2) 4 1 = ety 10g (L2122

1—u

Les mesures de la forme uy @ py sont les seules de taux fini et, par conséquent, les i
sont les seules mesures telles que I'(jt) < oo.

S’il existe un x tel que t(x) = 0, on note m le plus petit d’entre euz. p; est concentrée
sur [0,m]. St on prend par exemple la fonction t,, égale a 1 pour x < m, p,, est la loi
uniforme sur [0,m] et

m 1 1 1 U
I — log (1 log | —— ) <1 - =@
(e, @ ps,,) m+1og(/u)+m+1og<1_u>_og(max<u,1_u>) a

L’épigraphe {C | I1({) < a} contient la suite (p = e, @ pt,, €t on a

1
Cm(az,:c+1):m+1 stz <m-—1,

¢m(m,0) = ——.
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Cette suite converge vaguement vers 0, n’a pas de valeur d’adhérence pour la convergence
étroite. Le taux I n'est pas étroit. D’ailleurs, on n’a pas, pour tout fermé F de P(N), la
borne supérieure

1
limsup — logP (L}, € F) < —I'(F).
n n

) SO Y
') _gerI()N)E:1 g((l—u)eg(0)+ueg(ﬂf+1)) (@)

Si on considére v la loi uniforme sur {{ +1,...,1 + m} et gp(l +1) = log(k), gr(x) =0
SInon ;

1
I'(v) > sup — log k = oo.
k. m

Ceci était prévisible car v n’est pas de la forme p; définie plus haut. L’ensemble F' donné
par
F={v|3m>1,3l>1,v uniforme sur {l +1,....1 + m}}

est fermé de tauz infini. Or, pour tout x > 1,
P, (LTILEF) >P, (Xo=2,X1=2+1,. X, —1=x+n-1) ="t
et
el 1
lim inf — log P, (Ln € F) > log u.
noon

La borne supérieure n’est pas vérifice.



Chapitre 3

Transports de PGD : des lois
empiriques vers les moyennes
empiriques

3.1 Introduction

3.1.1 Position du probléeme

Soit (Ly), une suite de probabilités aléatoires sur (FE,d) polonais et f une fonction
continue de E dans un espace de Banach B. Si J est un taux (vague ou étroit) sur P(E),
son image par f est le taux image dont la définition est la suivante.

Définition 3.1 Pour un espace polonais (E,d), on considére un taux J (vague ou étroit)
défini sur P (E) et une fonction f continue de E dans un espace de Banach séparable
B. Le taux tmage de J par f est défini par

hf(:r):inf{J(yH veP(E), /Hf||du<oo et/fdy:x}.

Les questions posées sont les suivantes :

1) (Ly) satisfaisant un PGD supérieur (vague ou é troit) de taux J, peut on obtenir
un PGD supérieur (vague ou é troit) pour ([ fdL,) dont le taux serait hy ou, si
hy n’est pas s.c.i, sa régularisée s.c.i. La réponse ¢é tant en général négative, peut
on donner une réponse partielle & ce probleme ?

2) (Ly) satisfaisant un PGD inférieur de taux J, peut on obtenir un PGD inférieur
pour ([ fdL,) dont le taux serait hy ou sa régularisée s.c.i.? Peut on donner une
réponse partielle & ce probleme ?

Bien sir, par le principe de contraction, si la suite (L), satisfait un PGD étroit de taux
étroit J, la réponse a ces deux questions est positive pour toute fonction f € Cy(E).

3.1.2 Plan de ce chapitre

La section 3.2. donne des réponses positives & la question 1), pour des couples équilibrés
de fonctions.

48
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La section 3.3. donne des réponses aux deux questions, pour des fonctions convenable-
ment approchées par des fonctions continues bornées ou par des couples ”équilibrés”.
Dans la section 3.4, on applique ce qui précede au cas i.i.d et a des exemples markoviens.
Enfin, la section 3.5 donne un résultat de grandes déviations inférieur pour des fonction-
nelles additives, sous certaines conditions d’irréductibilité.

3.1.3 Rappels et notations

a) Rappels (cf avant-propos et 2.3.2). Une fonction de Lyapounov V est une
fonction borélienne positive, a épigraphes relativement compacts (donc compacts
des que V est s.c.i.).

On note B (x,7) et B (z,r) les boules de centre z et de rayon r, respectivement
ouverte et fermée. Soit I une fonction de E dans [0, 0o . Sa régularisée s.c.i. est

lim 1 7(B (z,7)) = lim 1 1 (B (,7)) = " ().

En général, I°¢ < I avec égalité si I est s.c.i.

b) Soient (E,d) polonais, B un espace de Banach séparable et u € P(E). Soit f :
E — B une fonction continue. Si [ ||f|ldu < oo, alors il existe [ fdu unique tel
que, pour tous 8 € B, on ait [ <0, f >du =<0, [ fdu>et | [ fdull < []|flldp.
Ce résultat est prouvé par exemple dans Rudin ([Rud73], théorémes 3.27 et 3.29)
pour K compact séparable. On peut ’étendre a B car, par la tension de p, il existe
une suite (Kn)n de compacts tels que limy u(Ky) = 1. La suite ([ fdu)n est
une suite de Cauchy dont la limite est I'intégrale [ fdu cherchée.

¢) Troncature et uniforme intégrabilité
Soit a > 0. Selon I'usage, si f est une fonction borélienne dé finie sur E a valeurs
dans un espace de Banach B, on lui associe les fonctions bornées :

r(f) (@) = f(@)min(La/|f@)])
F@) st f@l<act=af(@)/ @] si|f@]=a
l7a ()1 < 11£] e, pour tout . lim 7, (f) (x) = f ().

Pour H C P(F), f est uniformément intégrable relativement & H si f est
intégrable par rapport a chaque v € H et si v — [ fdv est continue sur H. Voici
deux conditions suffisantes d’uniforme intégrabilité relative a H, valables lorsque
f: E — B est continue et intégrable pour tout élément v de H.

*x Condition suffisante de troncature par la norme

La propriété suivante est une condition suffisante & 'uniforme intégrabilité de f
relativement a H.

lim Sup/ || flldv = 0 ce qui équivaut & lim sup/ |f — 7a (f)]|dv = 0.
If1>a a0 yeH

a—0o0 veH

Cette condition est aussi nécessaire si B = R%,
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On rappelle qu’une fonction p borélienne de Ry dans Ry U {+o0o} est surlinéaire si

Une condition suffisante (qui implique la précédente) a l'uniforme intégrabilité de
f relative a 'H est 'existence d’une fonction surlinéaire p telle que :

lim sup/ p(I£1) dv < oo.
1/l12a

a—0o0 veH

x Condition suffisante de troncature par une fonction de Lyapounov
convexe sur un espace de Banach

Soit U une fonction de Lyapounov convexe de B dans R4, nulle en 0 et strictement
positive ailleurs. On suppose que

lim sup/ Uo fdv=0.
Uof>a

A= peH

Alors, f est uniformément intégrable relativement a H.

En effet, soit une suite v, de ‘H convergeant vers v € H. Puisque f est bornée sur
{z|Uo f(x) <a} (U est de Lyapounov), dés que v ({z | U o f(z) =a}) =0,0n a
lién/f]IUofgaan = /fHUofgadV-

Mais, comme U est convexe et U(0) =0, on a

U ( / fHUofzadl/> < / U (flyossa) dv = / Uo fdv,
Uof>a
et donc

lim sup U </ f]IUof>adu> = 0.
=0 e N

Comme U ne s’annule qu’en 0, lims_gsup{||z|| | U(z) <d} =0 et

lim sup H/fHUOfZadV =0,

=00 peH

ce qui permet de conclure; v — [ fdv est continue sur H. <

3.2 Transport d’un PGD vague supérieur empirique pour
des couples équilibrés

En 3.2 et 3.3, le cadre est le suivant.

Axiome 3.1
— (Lpn)n est une suite de probabilités aléatoires définies sur un espace polonais (E,d)
satisfaisant un PGD vague supérieur de taux vague J et de vitesse v = (vp)p ;
— V est une fonction de Lyapounov s.c.i. définie sur (E,d) ;
— f est une fonction continue de (E,d) dans un espace de Banach séparable B.
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3.2.1 Les couples équilibrés

Dans la situation considérée, c’est & dire en supposant un PGD vague supérieur pour la
suite (Ly,)n, le transport n’est méme plus évident pour f € Cy (E) car, pour I' compact
de E, {v| [ fdv € T'} n’est en général pas compact dans P (E).

V' étant une fonction de Lyapounov s.c.i, quel que soit R > 0, {v | [Vdv < R} est
compact. Supposons que la fonction f est uniformément intégrable relativement a ’en-
semble {v | [Vdv < R}; alors, pour tout I" fermé de E, {v | [ fdv €T et [Vdv < R}
est un compact de P (E). On est naturellement conduit a la définition et au théoreme
de transport qui suivent.

Définition 3.2 (Couple équilibré) (f,V) est un couple équilibré si :
a) V : E — Ry est une fonction de Lyapounov s.c.i,
b) f une fonction continue de E dans l’espace de Banach séparable B, uniformément
intégrable sur chacun des épigraphes {v | [ Vdv < R} (R>0).

Conditions suffisantes. Pour V fonction de Lyapounov s.c.i, les conditions suivantes
souvent faciles a vérifier suffisent a assurer que (f, V') est équilibré :
CS1) 1l existe une fonction surlinéaire p telle que, pour toute probabilité v,

[etsnar < [ v

(CS2) 1l existe une fonction surlinéaire p telle que p (|| f||) < V.

Théoréme 3.1 Soit (f,V) un couple équilibré. On rappelle que

hf,v({x}x[o,R]):inf{ W) | vePE /fdu—:n/Vdu<R}

On a les propriétés suivantes.

1) Pour tout R > 0, la fonction x — hyy ({x} x [0, R]) 2 hyvr(x) est s.c.i.
2) Pour toute partie I' fermée de B,

1
limsup — log P </ fdL, €T, /VdLn < R) < —hsvr(l).

Un

3.2.2 Démonstration du théoréme 3.1

2) est clair puisque {v | [ fdv € T', [Vdv < R} est compact.
Pour 1), il s’agit de prouver que hyy r = hff%/ r donc que :

heve(z) < 71"1_I)I(1) T hiv,r (P(w,r)) = }% TJ ({y | /fdu € B(z,r) et /le/ < R}) .

Mais, {V | [ fdv e B(z,r) et [Vdv < R} étant compact et J étant s.c.i, il existe au
moins une probabilité v, telle que

J(VT)ZJ<{I/| /fdué?(m,r) et /VduﬁR}) et /fdur:yr€§($,r).



CHAPITRE 3. TRANSPORTS DE PGD 52

Si v est une valeur d’adhérence de (v;), lorsque r — 0, on a J(v) < liminf J (1),
J fdv ==z et [Vdv < R. Donc

hyv (e} x [0.R)) < T (v) < lim T hyy (B (e,7) x [0,R]) . O

3.3 Approximation exponentielle et transport pour des couples
exponentiellement équilibrés

3.3.1 Approximation exponentielle

Définition 3.3 (Approrimation exponentielle contrélée par une fonction de
Lyapounov)
Soient f et (fa),o des fonctions boréliennes de E dans B.

1) 1a) (fa)yso est une (vn)-approximation exponenticlle de f si, pour tout r >0,

lim hmsuploglF’(H/ f—fa)dLy

a—00

>7’) = —00.

1b) C’est une bonne (vy,)-approzimation exponentielle de f si l'on a de plus, pour
tout v > 0,

Jm sup || [~ fayav] | Jw) <7} =0

2) 2a) SoitV une fonction de Lyapounov s.c.i. sur E. (f,) est une (vy,)-approzimation
exponentielle de f, controlée par V' si, pour tout R > 0 et tout r > 0, on a

lim hmsuplog]P’(H/ f—fa)dLy,

a—oo n

>ret/VdL <R>

2b) C’est une bonne (vy,)-approxzimation exponentielle de f controlée parV sil’on
a de plus, pour tout v > 0 et pour tout R > 0,

Tim sup {|| /(f _ vl | Jw) < /de/ < R} ~0.

Remarque 3.1 Comme || [ (f — fo)dv|| < [||f — falldv, on obtient des conditions suf-
fisantes souvent utiles en remplacant dans les expressions précédentes || [ (f — fa) dLy||

par [|If = falldLn.

Exemple 3.1 (Troncatures) Considérons les fonctions tronquées 7, (f) définies en
introduction. On remarque que

f=7a(f) = Tsa (f —a(f/IF1)),
1f=7a (O < 20155 >a-

|[ = ratay av

Donc :

<[5 =7 () v <2 [ 118510
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Par conséquent, la condition d’uniforme intégrabilité exponentielle de vitesse
(Un)n
. 1
Vr >0, lim limsup — logP /Hf||]l||fH>adLn >r) = —o0,
a—0o0 Up,

(resp. la condition d’uniforme intégrabilité exponentielle de vitesse (v,), contrdélée
par V

1
VR > 0,Vr >0, lim limsup —logP (/ IFIT) f>adln > 7 et /VdLn < R) = —00),
a—00 n n

entraine la (vy)-approzimation exponentielle (resp. en ajoutant contrélée par V') de f
par ses tronquées (74 (f)) .

Exemple 3.2 (Suite i.i.d.) Soit (V;,) une suzte i.t.d. de loi p a valeurs dans E. Selon
le théoréme de Sanov (voir 1.3.4), L, = ﬁ "1 0y, satisfait toujours un PGD € troit de
tauz K (e|u) .

a) Notons 1, (z) = xmin(1,a/||z|); la suite (14 (Yy)) est i.i.d. et bornée. Suppo-
sons la condition de Cramér renforcée vérifiée par pu : pour tout t > 0, on a
Jexp (t]|z]]) p (dx) < co. Alors, pour tout a > 0, sia ] oo, ||[Y1—7, (Y1) | | 0 donc
on a, pour tout t > 0,

GILI&E (exp (t|Y1 —1a (V1)) =

par conséquent, pour tout r > 0,

sup {ur — log B (exp (u[[Yy —7a (V1) )} 2 tr — logE (exp (¢[|¥1 — 7 (Y1) 1))

Par le théoréme de Cramér appliqué a la suite i.i.d. (||Y, — 7o (Yn) ||)

. 1
hmsupnlogp( ZHY—Ta H>r> <~ [tr — logE (exp (t]Y — 7 (¥3) )],
n

—tr.

IN

1
alir&llmsup Elog[@ ( Z Y — 7 (i) || > r)

Ceci étant vrai pour tout t > 0,
ahm hmnsup 10gIP< Z Y — 1o (Y2) || > r> < —o0.

Ainsi, (Ta),sq €St une approzimation exponentielle de la fonction identité id (x) =
x.

b) Lorsque la loi v est centrée, on aura parfois intérét a utiliser une approximation
i.i.d. et centrée. On pose mg = E (7, (Y)) et pg () = zmin (1,a/||z||) — mq. Ici,
les suites (pa (Yn)) et (Y — pa (Yn)) sont i.i.d, centrées et, comme en a),

all)rgohmsup logIP< Z Y — pa (Yi) || > r) = —00;

(Pa)gso €St une approximation exponentielle de la fonction id.
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3.3.2 Transport d’un PGD vague supérieur empirique pour un couple
exponentiellement équilibré

Définition 3.4

1) la) Une fonction f est (vy)-exponentiellement bornée, s’il existe une famille
(fa)gso de fonctions continues et bornées qui est une (vy)-approzimation expo-
nentielle de f ;

1b) elle est (vy,)-exponentiellement bien bornée, si (f,),. est une bonne ap-
prozimation exponentielle.

2) 2a) Un couple (f,V) est (v,)-exponentiellement équilibré, s’il existe une fa-
mille (fa) qui est une (vy,)-approzimation exponentielle de f contrélée par V et
telle que, pour tout a, (fu, V') est un couple équilibré ;

20) il est (v,)-exponentiellement bien équilibré si (f,), est une bonne ap-
proximation exponentielle contréolée par V.

Théoréeme 3.2

1) Transport par une fonction erponentiellement bornée.
la) On suppose que (Ly) satisfait un PGD étroit supérieur de vitesse (vy), et de
taux étroit J et que (fa),~q, famille de fonctions continues et bornées, est une
(vn)-approzimation exponentielle de f. Alors la suite ([ fdL,) satisfait un PGD
vague supérieur de vitesse (vy,), de tauzr vague

h‘}pp (z) = lim 1 limsup hy, (B (z,r)) = lim T limsup hy, (E (x,r)) .
r—0 a—00 r—0 a—00
1b) Si (fa)a est une bonne approximation exponentielle de f, alors h‘;;pp = hy.
2) Transport par un couple exponentiellement équilibré
2a) On suppose que (Ly,) satisfait un PGD vague supérieur de vitesse (vy)n et de
tauz vague J. On suppose que (fa),~( est une (vy)-approzimation exponentielle de
f controlée par V et que, pour tout a, (fq, V) est un couple équilibré. Alors, pour
tout compact I' de E et tout R > 0, on a

1
limsup—]og]}” (/den el et /VdLn < R) < _hap‘l/?R(P),
/l} b b

n

o W) p est le taur vague défini par

WiV () = lin% T limsup hy, vr (B (2,7)) = liH(l) T limsuphy, v.r (E (a;,r)) :

a—00 a—00

2b) Si (fa)a est une bonne approzimation exponentielle de f contrélée par V', alors

h?ﬁe’R = htv,r qui est donc un tauz vague.

3.3.3 Transport d’un PGD inférieur

Dans les exemples markoviens qui nous intéressent, le transport inférieur sera le plus
souvent démontré par une preuve spécifique. Nous transposons cependant ici la méthode
des approximations exponentielles et nous montrons son intérét dans le cas i.i.d.
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Si f est continue et bornée, 'application v — [ fdv étant continue, le transport d’un
PGD inférieur de taux J pour (L, ) ne pose pas de probleme.

1
lim inf — log P (/ fdL, € B (x,r)) > —hy (B (z,r));
n
([ fdL,) satisfait un PGD inférieur de taux hjfi. Voici analogue du théoreme 3.2.

Théoréme 3.3

1) Transport d’un PGD inférieur
On suppose que (Ly) satisfait un PGD inférieur de vitesse (vyn)n et de taux étroit J
et que (fa)gsq, famille de fonctions continues et bornées, est une (vy,)-approzimation
exponentielle de f.

la) La suite ([ fdLy) satisfait un PGD inférieur de vitesse (vy)n et de tauz vague

KPP (x) = lim | lim nf hy, (B(2,r) = lim 1 lim inf hy, (B ().

1b) Si (fa) est une bonne approximation exponentielle de f, alors h?pp* = hy.
2) Transport d’un PGD étroit
2a) On suppose que (Ly) satisfait un PGD de vitesse (vy)n et de taux étroit J.
Alors, la suite ([ fdLy),, satisfait un PGD vague de vitesse (vy)n et de tauz vague
R = B,

20) Si (fa) est une bonne approzimation exponentielle de f, alors h?pp— = h'}pp = hy.

3.3.4 Références

La notion d’approximation exponentielle est étudiée par Dembo et Zeitouni ([Dem-
Zei98] p.130-137) dans le cas de transports d'un bon PGD étroit (résultats de la partie
2) du théoreme 3.3). En 3.3, nous avons essentiellement repris ses techniques en les adap-
tant au transport d’'un PGD supérieur (resp. inférieur) étroit puis en les relativisant a
une fonction de Lyapounov, dans le cas du transport d'un PGD supérieur vague sur
les lois empiriques. La partie 2b) du théoreme 3.3 est prouvée par Deuschel et Stroock
([DeuStr89] lemme 2.1.4).

3.3.5 Démonstrations

& Démonstration du théoréme 3.2
* Montrons que ces taux approchés sont s.c.i. Cela revient a montrer que leurs
épigraphes sont fermés (ou que leurs complémentaires sont ouverts). Notons hP
I'un ou l'autre d’entre eux et h, pour hy, ou hy, v,r. Si AP () > «, il existe un
r tel que
limsup hy (B (z,7)) > a.

a—00

Pour y € B (x,r/2), B(y,r/2) C B(x,r) et he (B (y,7/2)) > he (B (z,71)),

limsup h, (B (y,7r/2)) > « donc h*? (y) > a.

a—00

Ainsi, B (z,7/2) C {y | hP (y) > a}.
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* Montrons les PGD vagues supérieurs. En notant A, = F dans la partie 1 et
A, ={[VdL, < R} dans la partie 2, pour tout r > 0,

]P({/deneB(x,r)}ﬂAn> < P({/fadLneB(x,%)}ﬂAn)
+ IP’(H/(f—fa)dLn >7~>.

Dans les deux cas,

limsupvilogIP ({/den € B(m,r)} N An)

lim sup i log P ({f fadLy, € B (x, 2r)} N An) ,
limsupilogIP’(Hf(f — fa)dLy|| > 1)

sup {— inf {ha (E (z, 27“))} , lim sup vln log P (H/ (f — fa)dLy,

IN

sup

IN

> )}

1 — _
lim sup — log P ({/den €B (x,r)} N An> < —limsup hq (B (x,27")> ,
v

n a—0

Ceci étant vrai pour tout a, on obtient en faisant tendre a vers l'infini

d’on
1 —
1in(1) | limsup — log P <{/den eB (:c,r)} N An) < —hP ().
r— Un,

Le passage au PGD vague supérieur est classique.
« Dans le cadre de 1b) ou 2b), on introduit la notation A = E dans le cadre de 1)
et A={v| [Vdv < R} dans le cadre de la partie 2). On a, pour tout r > 0,

ha (E(m,r)) = J({y\ /fadu EB(x,r)} ﬂA).

Remarquons d’abord que, les ensembles AN{v | J(v) <~} sont des compacts sur
lesquels la fonction v — [ fdv est continue. Cela résulte facilement de ’hypothese
de bonne approximation.

Montrons h*PP () > h(x). Il n’y a rien a prouver si h*? () = co. Supposons donc
hP () < . Pour tout r < rg, on aliminf, A, (E (x, r)) < limsup,, hq (E (x, r)) <

5.
Cela veut dire que, pour tout r < rg,

N> limi%fj({y]/fadVEB(x,r)}ﬁA>
_ nmi%fJ({uy /fadueB(x,r)}ﬁAﬂ{V] J(u)sv}>
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et, pour a > ag,

h (E (x, 27"))

IN

J({yy /fdueB(m,Qr)}ﬁAﬂ{v] J(u)§7}>
J({Vy /fadz/eB(a:,r)}ﬂAﬁ{u| J(V)SV}),

h (E (x, 27")) < lim i%f ha (B (x,r)) <.

IN

Or, {1/ | [ fdv € B (x, 2r)}ﬁAﬁ{u | J(v) <~} est compact, et il existe un v, dans
cet ensemble tel que J (v,) = J ({1/ | | fdv € B (x, 27“)} NAN{v| J(v) < 7}) et
[ fdv, € B(z,2r). Pour r < rg, lasuite (1) est contenue dans AN{v | J (v) < ~};

il existe une suite (r,) majorée par ro qui tend vers 0 et telle que (v, ) converge
étroitement vers v; [ fdv, — [ fdv = x. Donc :

h(x) < J(v) <liminf J (v,,) < limsup lim i%f ha (E (x,r)) <.

r—0
Ceci étant vrai des que h*P (z) > v, on a bien h (z) < h*P (z).

Montrons que h%P < h3¢. On suppose h*¢ < v < 00;

h(?(m,r)) = J<{V|/de€B(ac,r)}ﬂA>
_ J({u| /fduEB(a:,r)}ﬂAﬂ{u| J@)gﬂ)

et, pour a > ao,

h(Bar) = J ({y | /fadu eB(w,2r)} NAN{Y| J () < 7})
> hg (E (z, 21"))
ce qui permet de conclure.

Comme h < h®P < h5¢ < h on a fini.
& Démonstration du théoréme 3.3
1) On prouve la partie 1a). Montrons h*P~ est s.c.i. Si AP~ (x) > «, il existe un r

tel que
liminf A, (B (z,7)) > «a.

Pour y € B (x,r/2), B(y,r/2) C B(x,r) et he (B (y,7/2)) > he (B (z,71)),
lim all)lgo he (B (y,7/2)) > o donc AP (y) > a.

Ainsi B (z,7/2) C {y | h%PP (z) > a} et (hPP~ (2))°" > oz (hPP~ (2))* > hoPP~ (z).

Montrons le PGD inférieur. Pour tout » > 0,

]P’({/fadLneB(:z,r)}>
< ]P’({/deneB(x,Zr)}>+IP’(H/(f—fa)dLn

> ).
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Donc,

—hg (B (z,7))

< liminfvlnlogﬁ” ({/fadLn €B (a:,r)})

IN

Ceci étant vrai pour tout a, on obtient en faisant tendre a vers oo,

—liminf (—hy (B (z,7))) < liminf 1 logP ({/fadLn € B (x, 27“)}) ,
a Un,
d’ou

hm ! hmlnfv—logIP ({/de € B (x, r)}) > —hPP™ (x),

ce qui implique le PGD inférieur.

2) Preuve de 1b). Dans tous les cas, on a hP~ < h%P < h. La preuve donnée
ci-dessus de la partie 1b) du théoréme 3.2, montrait en fait que h®P~ = h, d’ou le
résultat annoncé.

3) Lorsque les théoremes 3.2 et 3.3. s’appliquent, on a le taux du PGD inférieur qui
est supérieur ou égal au taux du PGD supérieur ; donc hP = ho%P~,

3.4 Transports i.i.d. et markoviens

3.4.1 Transports i.i.d.

Avant d’aborder le cas markovien, il est bon de revenir au cas i.i.d. Pour une probabilité
u sur un espace de Banach séparable B, on considere la log-Laplace et la transformée
de Cramér définies pour x € B et # € B’ par :

AO) = log/e<9’x>u (dx) et A" (xz) = sup {< 0,2 > —A(0)}.
0B’
On considere aussi 'image par h = h;y de 'information de Kullback relative a u par la
fonction identité, id (z) = z :

h(x) = inf {K(ym) | /HdeV < o0 et /yu (dy) = x}

Soit (X)) une suite i.i.d. de loi p a valeurs dans un espace de Banach. Par le théoréme
de Sanov, la suite des moyennes empiriques satisfait un PGD de taux v — K (v|u).
Sous la condition de Cramér renforcée, on a vu dans l’exemple 3.2 que, posant 7, () =
zmin (1,a/|x||), (74) est une bonne approximation exponentielle de id.

Théoréme 3.4 Dans le cadre décrit ci-dessus et sous la condition de Cramér renforcée,
on a, pour tout x, I’égalité A\* (x) = h(x).

La preuve de ce théoreme utilisera le lemme suivant que nous énoncons ici car il sera
encore utile a d’autres reprises.

1 1
sup <limninfvlog]P’ (/ fdL, € B (x,2r)> , limsup . log P (H/ (f — fa)dLy,
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Lemme 3.1 (Outil pour 'uniforme intégrabilité) ) Soient v et p deux probabi-
lités, ¢ une fonction borélienne positive, c < oo et 7> 1. On a

1
/ pdv < / exp (1¢) dp + —K (v|p) .
{¢=c} {¢>c} T

3.4.2 Transports markoviens

Préliminaire Toutes les propriétés énoncées dans la section précédente sont encore va-
lables (sans aucun changement dans les preuves) si 'on 1'on remplace partout P (ou
I'espérance par rapport a P) par une famille (P,) .z (ou les espérances (Eq),cp corres-
pondantes). A un PGD sur les lois empiriques uniforme (et éventuellement & une pro-
priété d’approximation exponentielle uniforme), correspondent des résultats uniformes.
Cadre et notations On se place dans le cadre markovien étudié en 2.3. avec les mémes
notations. Tout ce qui précede s’applique aux lois empiriques (L,) de (X,—1,X,) ou
(LL) ou encore (L2) avec les taux I ou I'.

Soit une fonction de Lyapounov V. Pour g continue £ — B on note h}] le taux image
de I' par g et h;,V,R le taux image relatif & {V < R}; de méme pour G continue E x E
dans B, on note hg et hg,y,r. Tous les résultats énoncés plus haut s’appliquent. Bien
entendu, plus rien n’est valable si 'on supprime ’hypothese de continuité de la fonction
G. Voici quelques exemples pour illustrer ces propos.

Exemple 3.3
Cet exemple montre l'importance de la régqularité de la fonction G pour pouvoir appliquer
les théoremes de transport.

On considére le modeéle suivant
1
Xo=z, Xpt1= an + €n+1

ot (g;); est une suite i.i.d. de loiP(e; = 1) = P(e; = —1) = 5. Nous prenons E = [—2,2].
La probabilité de transition de cette chaine de Markov est

1 1
p(z,.) = §5x/2+1 + 5595/271

et sa loi invariante est la mesure de Lebesque sur [—2,2]. Bien entendu, cette transition
est fellérienne et vérifie la condition de rappel exponentielle. Les seules transitions sur
[—2,2] absolument continues par rapport a p sont de la forme :

Gy (T,.) = H@)05 /041 + (1 = 1(2))05 /21 (0U t est une fonction a valeurs dans [0, 1]).

Soit alors v une probabilité invariante pour qy(y et D le sous-ensemble suivant de [—2,2] :

0,5 Y neN, {ig, i1, nin) € {—1,1}!

Nous allons maintenant prouver que, pour toute probabilité de transition gy absolument
continue par rapport a p, sa probabilité invariante v est telle que v(D) =0
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0
Ww(2) = v(2). Cela donne

— Nous commencons par prowver que v(0) = v(1) = v(—1)
Si qi(w,2) > 0 alors © = 2 et on obtient vg,)(2) = (
v(2) >0=t(2) =1. De méme, v(—2) >0 = t( 2) =
Mais, si q;)(z,0) >0, alors x = 2 ou bien x = —2. On a donc v(0) = vqy)(0) =
(1 —t(2)v(2) + t(—=2)v(—2). Par conséquent v(0) = 0.

D’autre part, si q;)(z,1) > 0, alors x = 0. Ainsi, v(1) = v(0)g)(0,1) = 0 et
v(l)=v(-1)=0.

~ On prouve ensuite que, pour tout entier n < N et tout {ig, i1, ...,in} € {—1, 1}

sy . . . . N+1
Supposons que cette propriété soit vraie pour n > N. Soit a = Z 2] avec
(i0, i1, ing1) € {—=1L,1}NT2 Si g y(w,a) > 0, alors x = 2(a — 1) siig = 1 et

z =2(a+1) siig = —1. Dans les deux cas, © = 2ZN+1 ;”] =N, Z'J;l. Nous
avons supposé que v(z) =0 donc v(a) = 0. Cela prouve que la propriété est juste
pour N + 1.

Nous avons prouvé par récurrence que v(D) = 0. Par conséquent, le taux hy,, est infini
partout sauf en O ou il est nul. Partant de [’état initial 0, la chaine reste dans D et

1
—log]P’o(/HDdL%L =1)=0;
n

pour la loi initiale 0o, ([IpdL}), ne satisfait pas un PGD supérieur (méme vague) de
tauzx hyp,.

Exemple 3.4 (conséquences d’une condition de rappel exponentiel) Supposons
que la chaine de Markov est presque fellérienne et satisfait la condition de rappel expo-
nentiel associée a (U, V) (voir la définition 2.4 de 2.3.2). Rappelons que, pour tout M,
les lois empiriques satisfont des PGD supérieurs étroits uniformes sur tout compact de
{v| [Udv < M} . En outre, si l’'on note Hy = {V\ [eVdy < M},

sup sup E, (exp (n/VdLn)> = Ay < oo,
n veH)y,

Vr >0, sup sup P, (/ VdL,, > 7“) < Apye .

n veEH),

Soit g une fonction continue E — B ou G continue E*> — B. On a les propriétés
évidentes suivantes :
a) La suite ([ VdLy,) est exponentiellement tendue.
b) Si p est surlinéaire et p(|lg|]) <V oup(|G]) <V &V, le couple (g,V) ou le
couple (G, V') sont équilibrés. Mais on a ici mieuz puisque, pour toute probabilité,

p@ [ lgldv < [va.
lgl=a

log sup P, (/ lglldLL > 7') Aprexp (—rp(a)),
N veHy lgll>a

IN

IN
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1
lim —log sup P, (/ lglldL} > r) = —oo0.
lgll>a

a—oo N veH

Ainsi, la suite tronquée (74 (g)) est une bonne approximation exponentielle de g. De
méme pour G. On retrouve ainsi la proposition suivante.

Proposition 3.1 Dans le cadre presque fellérien avec condition de rappel exponentiel
associée a (U, V'), en notant Hy = {1/\ [eVdv < M} pour M < oo, on a les résultats
sutvants :
a) Pour g : B — E, continue et telle que p(||gl]) <V, ([ gdL}) satisfait un PGD
étroit supérieur de tauz étroit h; uniforme pour les lois initiales v € H)y.
b) Pour G : B — E x E, continue et telle que p (||G||) <V &V, on a les mémes
propriétés.

Lorsque la condition de domination de la fonction G par la fonction de Lyapounov
associée a la condition de rappel exponentiel n’est pas vérifiée, il est possible de ne pas
avoir le PGD étroit supérieur. L’exemple suivant traite d’un tel cas, ou la fonctionnelle
est de l'ordre de la fonction de Lyapounov. Il prouve que la proposition 3.1 ne peut pas
étre beaucoup améliorée.

Exemple 3.5
— Description de la chatne de Markov

E(.) désignant la partie entiére, les ensembles d’entiers suivants forment une par-
tition des entiers naturels :

2 2

1 _
{umé9m; m € N}, {vmé3(m+E<m>>; mGN} et {wmém—l—E<m

*)s men}.

On considére une chaine de Markov a valeurs dans N de transition :

x P(0,Up) = pm > 0VYm €N,

% D (U, Um) = D (Um, W) = p (W, 0) = 1.

Cette chaine est récurrente et apériodique de loi stationnaire p telle que :

x p(0) = 4_13}70 =c,

* (um) = p(vm) = p(wm) = cpm.

Afin de calculer le taux de Donsker-Varadhan I', on cherche les probabilités de
transition absolument continues par rapport a p. Elles sont de la forme :

* q(0,um) = gm >0,

* ¢ (U, Um) = ¢ (U, W) = q (Wi, 0) = 1.

Les probabilités invariantes pour q sont définies par :

* 11g(0) = =50 = <(q),

* pg(um) = pig (Vi) = g (W) = c(q)qm-

Ainsi, 1(j1q/q) = 1q(O)K (a(0,)/p(0,.)) = 1q(0) T amlog 2= et, pour toute
probabilité sur N> qui n’est pas de la forme Lq/q, le tauz I est infini.

Nous avons prouvé que si I'(v) < oo alors v est égal a l'une des probabilités fq €t
I'(v) = c(q) Xm—o gm log 2=
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— Une fonction g particuliére
Soit g la fonction définie par g(um) = m, g(vy) = —2m et g(wy,) = m.
Quelle que soit la probabilité v telle que I'(v) < oo, nous avons [gdv = 0 et,
par conséquent, hy(z) =0 si x =0 et hy(x) = oo sinon. D’autre part, si on pose

A .
7(t)= >t pj et a >0, on a pour cette fonction

P, ( / gdL! > a) — P(X,_1 = 0)r(an),

P, (/gdL,ll < —a> =P(X,—2 =0)r(an).

De plus, P(X,, =0) — ¢ = ﬁ.

Par conséquent, si la suite (py)m est telle que 2 logr(an) — R(a) > —oc et si R
est continue, strictement croissante vers linfini alors ([ gdLL), vérifie un PGD
de tauz J(x) = —R(|z|) pour tout état initial. On ne peut donc pas avoir un PGD
vague supérieur de taur hgy.

— Une condition de rappel exponentiel

Supposons que la transition p vérifie la condition de rappel exponentiel avec une
fonction U positive, croissante vers l'infini et telle que :

V(©0) = U(0) ~logY,m0e” O™ py > —c0,
Vium) = Ulum) = U(vm) — oo,
Vivm) = U(om) = Ulwm) — oo,
V(wpy) = U(wp)—1— 0.

La condition sur V(0) impose qu’z’l existe M > 0 tel que 3 ,,~ VOmy < M

done, VO™ r(am) < M. Ainsi, si L Llogr(an) — R(a) > —oo, alorslimsup,,_.., 2U(9an)
est inférieure a une constante et U( ) O(n)

Prenons, par exemple, la suite p, = 2,1“ - Llogr(an) — —[a]log2. Si on considére

la fonction U(m) = mll%gQ, alors la condition en 0 est verifiée ainsi, bien sir, que
les trois autres. La condition de rappel exponentiel associée a (U, V') est vérifiée
pour cette chaine de Markov, ||g|| = O(V') sans pour autant avoir le PGD vague
supérieur de taux hy.

3.4.3 Transports autorégressifs

Sur un espace de probabilité (€2,.4, P), on considere le modeéle markovien autorégressif
fonctionnel & valeurs dans R? suivant :

Xnt1 = A (Xn) +o (Xn) En+1

ol A est continue de R? dans R%, ¢ est une fonction continue de R? dans un intervalle
[1/6,0] avec 1 < 8 < oo et (€5,),,~1 est une suite i.i.d. de vecteurs aléatoires de dimension
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d supposée indépendante de Xy; la loi de Xy est notée a. Si p est la probabilité de
transition de cette chaine de Markov, p(z,-) est la loi de A(z) + o (z)e1; c’est une
probabilité de transition fellérienne.

Voici un résultat important, sur lequel on reviendra dans le chapitre 4, qui n’exige aucune
condition de rappel.

Théoréme 3.5 (PGD supérieur controlé uniforme) Dans le cadre autorégressif décrit
ci-dessus, on considére ¢ : R? — R continue et telle que ||¢||> soit une fonction de Lya-
pounov et la fonction f définie par :

flay) =<o(x),(y—A@)) /o (x) >.

On considére les variables aléatoires

n

anz<¢(Xi,1),€i > etC, =
=1

n—1
(ll6 (Xo) 112 + 116 (Xa) I2) + 3 llo (Xa) |12
i=1

DN =

et, pour R > 0, la fonction Hg définie sur R par :
(o) =it {10 | [fac=uet [fofPact < rY.

Sous la condition de Cramér renforcée sur |e1]|?> (Vt > 0, E (exp (t[|e1]?)) < o0), la
fonction Hgr est un tauz vague et, quel que soit I' fermé de R,

1 M, C
limsup — log sup P, (n el et 2 < R) < —Hgr (D).
n n aE'P(Rd) n n

3.4.4 Références

Dans le cas i.i.d., I’égalité entre transformée de Cramér et taux image sous 'hypothese de
Cramér renforcée a été bien souvent prouvée dans diverses situations. La premiere preuve
générale est due & Donsker et Varadhan [DonVar76] ; Bretagnolle généralise le théoreme
3.4 a un espace lusinien en obtenant, sous la condition de Cramér renforcée, une fonction
surlinéaire p telle que [ ePU#1)y(dz) < 0o ce qui permet selon le théoreme 3.1 d’affirmer
que [ p(|lz]])v(dz) est bornée sur {v | K (v | u) < R}. Dupuis et Ellis ([DupEll97]) en
donnent une preuve sur R¢ généralisée & un résultat uniforme pour des lois dépendant
de parametres (lemme 6.2.3). La proposition 3.1. vient de [GulLipLot94]. L’exemple 3.4
est inspiré d’un exemple donné par De Acosta et Ney dans [AcoNey98]|.

Des références relatives aux modeles autorégressifs seront données en 4.4.

3.4.5 Preuves des résultats de 3.3

& Démonstration du lemme 3.1 d’uniforme intégrabilité
On remarque d’abord que, pour a et b réels positifs et 7 > 1, on a par 'inégalité de
Young,

1
ab < exp(ta) + — (blogb—b+1).
T

En effet
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b 1
sup (ab — exp (Ta)) = — (logb - 1> < —(blogh—b+1).
T

a T T

Si K (v|p) <oo,dv= fduet comme flogf— f+12>0,
1

/{¢>c} pdv - < /{¢>C} exp (T¢) du + - / (flogf—f+1)du
1

& Démonstration du théoréme 3.4.
Elle résulte de ’exemple 3.2 et de la partie 2b) du théoréme 3.3 si l'on vérifie que pour
tout R > 0,

lim sup
IOV K(vln)<R

/ (x — 74 (z)) dv

il suffit pour cela de vérifier 'uniforme intégrabilité de id relative a {v | K (v|u) < R}
sous la condition de Cramér renforcée.
Or, on a alors pour tout t > 0,

Mat) = sup [ <e sup [ eluan),
v K(v|n)<R v K(v|w)<R
et, selon le lemme 3.1 donné ci-dessus, si K (v|u) < R et si ¢p(x) = ||z,

[ tapsallely (o) < M (a,t) + B/,

Jmoswp [l @) < Rj
V| K(vlp)<R

et l'on conclut en faisant tendre t vers I'infini. $
A Démonstration du théoréme 3.5
On suppose que ||e1||? vérifie la condition de Cramér renforcée. On a :

Mn = i < QS(Xifl) ,Ep >= i < d)(Xi,l) , (XZ — A(lel)) /O’ (Xifl) > .
i=1 =1

Avec les notations de 'exemple 3.2, pour a > 0,

fa(r,y) = < @), 7a(ly—Alx)) /o(z) >,
(f=fa)(@y) = <o(2),(y—A@)/o(x) —7a(ly—A(2)) /o () >

Montrons que (f,) est une approximation exponentielle de f contrdlée par la fonction
de Lyapounov V = 3|¢||* & ||¢]|>.

On a:

n

3 <6 (K)o (X — AXie)) Jo (X)) > = 3 < 6(Kimr) o7 (21) >,
=1

i=1
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IN

2
1& 1 & 1 &
<n Y <o (Xic1), e —Ta(e) >> - >l (Xio) HQE > e —7a (&) 1%
=1 =1 =1

{H/(f—fa)dLn >ret/VdLn§R} c ﬂ

{Z lei — 7a (3) |I* > nr2/2R} .
i—1

[ (¢~ fayar,

> et /Hqsu?dL; < QR}

N

Comme dans I'exemple 3.2, deés que (||e,||?) satisfait la condition de Cramér renforcée,
la suite des fonctions (f,) est une approximation exponentielle controlée par la fonction
de Lyapounov

v = l18l” e lel”
2
Montrons maintenant la propriété suivante : pour tous v > 0 et R > 0,
lim sup ‘/(f — fa) d(” =0.
a— 00

{<l1(Q)<y et [Vd¢<R}
En effet, notant { = v @ q,

< fiowr (f](A2) - n (A

1) = [ K (@) p(, ) v (ds).

Mais ici, pour tout z, p(z,-) est la loi de A(z) + o(x)e1, donc (y — A(x))/o(x) —
To ((y — A(z)) Jo(x)) alaloi de g1 — 74(e1) ;

Jool (258 (5282

< E(exp (tlealjey2all?)) = M (a,2)

2

|-

q(x,dy)> v (dz);

et, si ¢t = ¢,

2
) p(z,dy)

et, quel que soit t,lim, oo M (a,t) = 0. Par la relation variationnelle, on a, pour tout z,

105 - (%)
(=) -~ (=57)

(
pour toute ( telle que I (¢) < =, quel que soit a > 0, on fixe ¢t > 2v/a; pour a > ay,
M (a,t) < /2.

Ainsi, pour tout a, il existe un ag pour lequel, uniformément sur {¢ | I () <~y et [ |lp||2d¢t < R},

[=1 ch < VRa.

2
q (z, dy)

A\
B
=
+
=
=
&
S}
®

2

—

Cldndy) < TM(a0) + 1 (O);

~—

sup
a>ag
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Comme le taux est infini si les deux marginales sont différentes, on a :

it (100)) [ rac = wev 5 [0l @ lolic < &) = iwt (10)] [ sac =wer [ follact < r/2).

Le théoreme 3.2 s’applique donc. <

3.5 PGD inférieurs markoviens

Pour les chaines de Markov, nous n’avons pour le moment abordé ni les PGD
inférieurs pour les lois empiriques ni leur éventuel transfert vers des fonctionnelles addi-
tives. On comble ici partiellement cette lacune. Les méthodes sont spécifiques et les PGD
inférieurs sur les fonctionnelles ne se déduiront pas des PGD empiriques par la méthode
décrite en 3.3. Selon les commentaires de 2.4, on ne s’étonnera pas de l'introduction
d’hypotheses permettant "1’oubli de la loi initiale”.

Dans toute cette section, on se place dans la situation décrite en introduction de 2.3, en
gardant les notations.

3.5.1 A propos de l’irréductibilité

Définitions et notations

On se place exceptionnellement sur un espace d’états (E, ) mesurable en supposant &€
engendrée par une famille dénombrable de parties de E. On considere une probabilité de
transition p sur E et on lui associe le noyau et la probabilité de transition définis par :

U(x,e) = Zp" (x,0) et Uy (z,0) = (1 —a) Z a"p"t(z, ).
n=0

n=1

Pour une probabilité 3 sur (F,E), p est f-irréductible si, pour tout z, § est absolu-
ment continue par rapport a U (z,e); s’il existe une mesure d’irréductibilité, il existe
toujours une mesure d’irréductibilité maximale « telle que pour toute autre mesure
d’irréductibilité 3, 0 << a. De méme, il existe alors toujours un petit ensemble C' € £
tel que a (C) > 0, un entier m > 1, une constante d,, > 0 et une probabilité £ concentrée
sur C' pour lesquels :

P (z,0) > dplc (z) €.

Alors, on a aussi U (z,e) > 0l (z) £ pour une constante § > 0.

Condition de minoration de la chaine de Markov bivariée

On a vu qu’il est utile d’associer a une chaine de Markov (X,), - la chaine (X, X;41),,5¢
dont la probabilité de transition est définie par ¢ ((w,z);e) = 6, @ p(z,e); sous I'hy-
pothése de minoration p™ (z, ) > §,,Ic (z) &, pour A € £%2,

q((w,l‘);A) = ]Ex(HA(x>X1))a
cop™(ExC) — /pm(z,0)5<dz)z(5.



CHAPITRE 3. TRANSPORTS DE PGD 67

Pour tout z,
o (T4 (X1, X)) = [ ([ 10200 (00 )" (20
St (@) [ ([ 140.2) 9™ .02 ) € (),

omlc (m) %) pm.

v

¢ ((w,2) ;)

v

On est dans la méme situation que la chaine initiale avec le petit ensemble E x C et la
mesure £ @ p™.

Technique classique

Sous la condition de minoration plus forte p (x,e) > 0l¢ (z) &, on étudie une chaine de
Markov de transition p a I'aide d’'une méthode de ”fission” qui construit une nouvelle
chaine de Markov ”atomique” d’espace d’états E x {0,1} dont la premiére composante
est une chaine de Markov de transition p; la probabilité de transition de cette nouvelle
chaine est constante sur l'atome E x {1}. Cette nouvelle chaine a une structure de
renouvellement lors des passages a ’atome qui permet son étude par des méthodes
proches du cas i.i.d. On passe ensuite aux cas p" (x, ) > 1o () Eet U (x,0) > 0l (z) €
par des méthodes bien rodées.

Récurrence et transience
Notant Re = {w; > 021 Ic (X, (w)) = 0o} on a deux cas.

— Condition de récurrence : (U (C) = oo et P¢ (Re) = 1;

— Condition de transience : {U (C') < oo et P¢ (Re) = 0.
S’il existe une probabilité invariante p (up = p), la condition de récurrence est assurée.
Alors si f est une fonction pu—intégrable de E dans R? et si v est une loi initiale pour
laquelle P, (R¢o) =P, (3°02 1 Io (X (w)) > 0) = 1, alors, P, — p.s,

> ) — [ s

C’est vrai, pour la loi initiale £ et pour les lois initiales , pour & presque tout z.
La chaine de Markov est dite récurrente de loi invariante u si cette propriété est vraie
pour toute loi initiale. C’est le cas si P, (R¢) = 1 pour tout x.

1
n

3.5.2 Résultats connus sur les PGD inférieurs spectraux

Voici un résumé rapide des résultats de ce type connus.
1) PGD convexes
Le point de départ de ces PGD inférieurs est, sous I’hypothese de minoration, ’obtention
de deux "PGD convexes”.
— (Dinwoodie et Ney ([DinNey95])
Pour E polonais et I" un ouvert convexe de P (E),

lim%long ((Li € F) Nlc (Xn)> =—J([);



CHAPITRE 3. TRANSPORTS DE PGD 68

— De Acosta et Ney ([AcoNey98])
Pour E mesurable arbitraire et f fonction borélienne bornée a valeurs dans un
espace de Banach séparable B et si I' est un ouvert de T,

lim ~ ~log P ((£2 eT) Nl (X)) = —Jf (1),

C’est un PGD convexe portant sur des mesures de masse < 1, mais les m éthodes
convexes du chapitre 1 s’appliquent et le théoreme de Dinwoodie permet d’identifier
les taux. On obtient les résultats suivants en reprenant les notations définies en
2.2.5 et utilisées en 2.4.1.

— Dans le cadre empirique, quelle que soit la fonction f € Cy (E),

hm log]E5 (exp ( /de%) NIc (Xn)> = lim%log]Egp <exp (nzlf (XZ)> Ic (Xn)>

=0

— limilog/T"I (0,C)dép = A(f),

J(v) = fesé,l,p {/fdv— }

Une comparaisons avec le taux de Donsker-Varadhan est facile : A (f) < A (f) donc
J (v) > I' (v); A ne dépend pas du couple (C,€).
— Dans le cadre des fonctionnelles additives, pour 6 € B’,

1 1 n—1
limﬁlog]Eg (exp (n < 9,/de% >> Nlg (Xn)> = hmﬁ log E¢,, (exp <Z <0, f(X;) >> I (X,
=0
= lim2 ~log / T2, b (,C)dép = Af (6),
Jg(x) = sup {< 0,2 >—\¢(0)}
oeB’
> sup {<b,x>-A(<b,f>)},

0B’

le minorant correspondant & la fonctionnelle A définie en 2.2.5 et utilisée pour les
PGD supérieurs de De Acosta (voir 2.4.1).

2) PGD inférieurs
Les articles cités ci-dessus déduisent (au prix de longs efforts dans le second cas surtout)
de la partie 1, que pour toute loi initiale ’hypothése d’irréductibilité entraine les résultats
trés généraux suivants.
— Si (E,d) est polonais (L2) satisfait un PGD inférieur de taux vague J ;
— Pour E mesurable quelconque et une fonction f borélienne quelconque de E dans
un espace de Banach séparable, ([ f dL?L) satisfait un PGD inférieur de taux vague
Jy.

3) Conditions suffisantes a ’obtention d’un PGD empirique

Pour les lois empiriques sur un espace polonais, on a toujours J > I', I' étant le taux
de Donsker et Varadhan.

L’inégalité peut étre stricte méme dans le cas dénombrable. On ne connait pas de condi-
tion nécessaire et suffisante pour 1’égalité J = I'.

Voici, la probabilité de transition étant toujours irréductible, une condition suffisante.
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Condition 3.1 (Condition suffisante de De Acosta [?], théoréme 6.3 et [?]) p est
fellérienne et, pour tout borélien A absorbant (c’est a dire tel que Yz € A, p(x,A) =1)

il existe un entier k tel que
Vo e A, pP (x, A°) = 0.

C’est par exemple le cas lorsqu’il existe une mesure d’irréductibilité mazimale o pour
laquelle
Vz, p(z,e) << a,

puisque, dans ce cas, si A est absorbant, o (A°) =0 et Vz, p(z, A°) = 0.

D’apres le théoreme 3.2.1, cette condition permet aussi le transport vers des fonctions
continues bornées ou pour lesquelles existe une bonne approximation exponentielle par
des fonctions continues et bornées.

4) Questions ouvertes sur 1’égalité des deux taux spectraux
Il est facile, par la méthode de De Acosta, d’obtenir des PGD supérieurs de taux

Jp(x) = sgp{< 0,2 >—-A(<0,f>)} < Jp(x)

(voir [Aco85a] par exemple, pour f majorée). Mais, malgré d’évidentes tentatives, la
question de bons criteres d’égalité des deux taux spectraux reste ouverte, tant sur les
classes de probabilités de transition que sur la classe de fonctions F' auxquelles per-
mettant d’affirmer I'égalité des taux. C’est ce qui nous a menés a utiliser la méthode
de Dupuis et Ellis afin de montrer directement des PGD avec les taux de Donsker et
Varadhan.

3.5.3 Vers un principe de Laplace inférieur de fonctionnelle limite
conjuguée au taux de Donsker-Varadhan

Nous suivons la méthode utilisée par Dupuis et Ellis ([DupEll97]) pour prouver le PGD
inférieur relatif aux lois empiriques.

Selon le théoreme 1.4, on obtient, lorsque E est polonais, un PGD inférieur de taux kA pour
la suite des lois empiriques (Ly,), si I’on prouve que, pour toute fonction ® : P(E?) — R
lipschitzienne et bornée, on a

1
liminf —logE (e "®En)) > —  inf  {&(¢) — I(0)Y.
1Ir%lln " og (e ) = Cegth){ (C) (C)}

Lorsque F : E? — B est une fonction borélienne & valeurs dans R?, on obtient un PGD
inférieur de taux A3 pour la suite ([ F'dLy), si 'on prouve que, pour toute fonction
U : B — R lipschitzienne et bornée, on a

NN —n¥([ FdLy) .
— n > — .
lnr}lmf - logE (e ) égf {¥U(z) — hp(x)}

e Représentation variationnelle a ’instant n pour les lois empiriques

1l s’agit de minorer la quantité A, (®) = LlogE (e*”q’(L“)).

~n
On reprend la méme méthode que celle utilisée en 2.3.4 pour une loi initiale v indépendante
de n et j < n, posons :
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L]n— Z(SXz 1,X; et L, n—L
zl

La suite (X, L;); est une chaine de Markov de loi initiale v ® g et de transition

1
gjin ((y,p);®) = loi de (X,p—i— —0y ® 6X> avec X de loi p(y,e).
n

Soit F; = o(X;,i < j). Comme en 2.3.4, définissons (H,,,); par :

A1 )
ijn(X]aL],n) = *EIOgE (e n®(Ly,) |f])’
Hon(X0,0) = —Au(P),
Hy(Xn, Ln) = @(Ly);
1
H],N(?/?ﬂ) = _ﬁlOg/eanj+1,n(Z:p+%5u®6z)

_ 1nf){1 (€18, p) +/H]+1n<zp+ L5 xa)g(du,dz)}.

CeP(E?

Si on note M¢(E?) Iespace des mesures ¢ sur E? telles que ((E?) < C, cela correspond &
un systeme d’équations de la programmation dynamique d’une chaine contrélée a valeurs
dans E x M, (E?) & I'instant j, avec la loi initiale v @8y et I'espace des controles P(E?),
la transition a Iinstant j étant

1
Qjn(y,p,C;0) = loide (Y2 p+ —dy1y2) ouY = (Y1, Y?) alaloi C.
n b

Le cofit final est (y,p) — ®(p) et le cofit courant est ¢;(y,p,{) = 2K (| 6, @ p) .

Le cout minimal moyen est majoré par les cotuits obtenus en se contentant d’une classe
plus restrictive de stratégies que ’on décrit ici.

Définition 3.5 On considére R C P(E?), l’ensemble des probabilités de la forme ( =
a @ q pour lesquelles

- I(a©@q) < oo (donc satisfaisant ag = o) ;

— q est la transition d’une chaine de Markov récurrente.

Soit ¢ = o @ ¢ € R. Prenons alors, quel que soit p, la stratégie s(y,p;e) = 6, © q. La
chaine contrélée correspond, étant donnee une chaine de Markov (Y )0<J<n de 101 initiale
v et de transition ¢, a la suite (Yj, - 1 0y;_.v;)- On en déduit

—Ap(®) <JE<nZlK (dy, @ q/dy;, @ p) +<I>< Zd i1, Y; ))

=0
Sur un espace polonais, la récurrence implique la stabilité c’est a dire que, p.s., ( % py 53/1.71%)

converge étroitement vers (. Donc ® (% it 0y .,y ) tend, p.s. vers ® (().
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En outre, la fonction z — K (q(z,) | p(z,)) est s.c.i. donc borélienne et positive. Elle
est en outre intégrable par rapport a la probabilité invariante o car

[K@eoqlsopa) = [Ka@) | p@)ald) =1().

Donc, grace a la récurrence, (% K (5yj @ q | dy; @p)) tend p.s. vers I (¢).
Finalement :

liminf A, (®) > —I(¢)—®(()

liminf A,, (®) = —21;}3([(()—#@(0).

¢ Représentation variationnelle a I’instant n pour les fonctionnelles additives

On pose :
R, = / FdL,
1
Rjn = Rj-1n+ —F(Xj-1,X;).
Soit ¥ une fonction réelle lipschitziennne et bornée définie sur B,
1
A (W) =~ logB (exp (~n¥ (Ra).
1
Hjn (Xj, Bjn) = —logE (exp (—n¥ (Bn)) | ;).

Cette expression se calcule par récurrence en marche arriere par :

Hn,n (Xn,na Rn,n) = Vv (Rn) 5

1 F(y,
Hj,(y,r) = - log/exp <—nHj+1,n <z, r—+ (37/1Z)>> 0y @p (dy’; dz)
. 1 A F(y’,z)) , }
= ot R CIGen+ [ (s S0 ) a2

Ces équations correspondent a la programmation dynamique d’horizon n d’une chaine
de Markov controlée a valeurs dans E x RY d’état initial 0, avecl’espace de controles
P (E?) et la transition :

1
Qjn (.7, C;0) = loi de (Y2,r +oF (Y)) oY = (Yl, Y2) a la loi ,
n

le coiit final étant (y,r) — ¥ (r) et le cofit courant égal & ¢ (y,) = 2K ((| 6, @p).
On considére maintenant ( € R et la méme stratégie que pour les lois empiriques. La
chaine controlée correspond, étant donnée une chaine de Markov (Y}), <j<p, de loi initiale

v et de transition ¢, a la suite (YJ, % g:l F (Y1, Yl)) . On en déduit

~An()<E (;iz{(ayj 410y, 0p)+ T (;Zﬂylm))

j=1 i=1
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et, par la récurrence, si [ || F||d¢ < oo,

limE (iiK(d)(i@q’(S}/j@p) +m<iiF(m_l,n)>> :1(g)+m</mg>,

j=1 i=1

et

lim inf A, (¥) > — inf {I(C) b (/ ng> L CER, /|yF||d< < oo}.

3.5.4 Conditions assurant la validité du principe de Laplace inférieur

& Méthode générale pour pouvoir conclure

On aura obtenu les PGD inférieurs de taux I et h$5 si, pour toute ¢ € P (E2) et tout 9,
il existe une probabilité (* de R telle que

- pour les lois empiriques, ® (¢?) +1(¢?) <P (¢)+1(¢)+9;

- pour la suite ([ FdL,) lorsque [ | F||d¢ < oo,

Il <ooevw ([ Fact) + 1) < w ([ Fac) + 1)+

Il suffit bien str de faire les preuves pour I (¢) < oo. On rappelle que ® ou ¥ sont
lipschitziennes et bornée. Sur P (EQ) on suppose ® lipschitzienne pour la distance de
Dudley.

Considérons une mesure p € P (E?) telle que I (p) < oo et, pour l'étude de ([ FdL,,),
JIF|ldp < oo. Posons ¢, = (1 —t) ¢ + tp lorsque 0 < t < 0. On a dpydiey (¢,¢) < t et,
par la convexité de I,

1(G) < A=0)1)+tl(p),
D(G)+1(G) < () +1(CQ)+t®lles +t(p);

et, comme || [ Fd¢, — [ Fd(|| <t [||[F[|dC +¢ [ [|Fl[d¢, < 2t [ |[FlldC + ¢ [ |F[|dp,

v([Fag)+ 1@< v ([ Fac) +1©+t0les (2 [ IFIac + [1F1dp) +41(p).

Pour conclure, il suffit donc de proposer une p € P (EQ) telle que I (p) < oo et, pour
I'étude de (f FdLy,), [||F|ldp < oo ayant la propriété suivante; pour tout ¢ tel que
I(¢) < oo,

Vit €]0,1], ¢ =(1—t)(+tp e R.

On rappelle que I (¢) < oo implique ¢ = (' @ q avec (tq = ¢! et, pour tout z, q (z, ®) <<
p(z,e).

& Condition de domination de la probabilité de transition sans hypothése
de récurrence

On considere la condition de domination de la probabilité de transition p suivante, voisine
de la condition 3.1 de De Acosta.
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Condition 3.2 (Domination de la transition par «) On suppose qu’il existe une
probabilité o et une fonction h : E* —]0, co[ borélienne telles que

Vr, p(x,e¢) = h(z,e)q,
/(—logh)d(a®a) < oo.

On a alors
/K(a|p (2, 0))  (dz) = / (—logh)d(a®a) < cc.

Ceci implique que K (e ®@ a | « @ p) < 0.
Si I({) < oo, on pose, pour tout t €]0, 1],

G=01-t(+ta® .

On a
I(G)<(1-)I) +tK (a®a|a0p) <o

et (; peut s’écrire sous la forme ¢! @ ¢; ol ¢; est une transition telle que ¢; (z,e) <<
p(z,e) << a.
Comme I (¢;) < oo, ¢} est une probabilité invariante pour ¢; donc ¢} << «a; comme
G << ¢t @p,onaaussi 4 << a® a.
Soit h; une densité de (; par rapport a o ® «; comme (; > ta ® «, on peut prendre
hy > t partout. Pour h} (z) = [ h¢ (z,y) a (dy), on peut poser :

ht (.%', y)

q (z,dy) = —5—~a(dy).

hi (z)

Posons D = {z;h} (z) < 0o} et Dy = {{x;h} (z) < N}};ona(} (D) =1lim¢ (Dy) =1

donc a (D) = 1 puisque ¢} et a sont équivalentes. Pour N assez grand, o (Dy) > 0 et
a(eNDy)

en posant ay = “a(Dn)

0 (2,9) = by () ax(s).

On a donc pour ¢; une condition de minorisation et une probabilité invariante ; la condi-
tion de récurrence est satisfaite. Donc on a la récurrence pour apy-presque tout état
initial ; comme c’est vrai pour tout N assez grand, on a la récurrence pour (}-presque
tout état initial, c’est & dire pour a-presque tout état initial. Mais la récurrence avec
la loi initiale 0, équivaut a la récurrence pour q; (z,e) et g, (z,0) << «; on a donc la
récurrence pour tout état initial.

On a montré que ¢; € R, pour tout ¢ €]0, 1.

On aboutit finalement au théoréme suivant ot aucune hypothese de continuité ou de
rappel n’est faite sur la transition p et sur la fonction F. Ces PGD inférieurs sont valables
pour toute loi initiale, mais sans propriété d’uniformité sur des classes de lois initiales.
Ceux qui sont énoncés pour L ou L2 et pour f : E — B se déduisent aisément des
résultats bivariés.

Théoréme 3.6 (PGD inférieur sans condition de stabilité) On considére une pro-
babilité de transition p sur un espace polonais E satisfaisant la condition 3.2 de domi-
nation par o.

On a alors les résultats suivants en considérant une chaine de Markov de loi initiale v
dont on note (Ly,) les lois empiriques bivariées.
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a) Pour les tauzr de Donsker-Varadhan I et I', (L) satisfait un PGD inférieur de
tauz I; (L) et (L2) satisfont un PGD inférieur de tauz I'.

b) Soit F' (resp. f) une fonction borélienne de E dans R? telle que [ ||F|lda®a < oo
(resp. [ || fllda < o0); pour les taux images, ([ FdLy,) satisfait un PGD inférieur
de tauz b5 ; ([ fdLL) et ([ fdL2) satisfont un PGD inférieur de tauz hj}‘:i.

Exemple 3.6 Soit un modéle autorégressif fonctionnel de dimension d
Xnt1 = A (Xn) +o (Xn) En+1

ot le bruit (g,,) est une suite i.i.d. de vecteurs aléatoires de dimension d ayant une densité
g strictement positive par rapport a la mesure de Lebesque, A et o sont des fonctions
boréliennes définies sur R, A a valeurs dans R et o & valeurs dans un intervalle [a1,a9],
0 <ay < az < oo; Xg est indépendant du bruit et de loi v. Alors p (x,e) a, par rapport a
la mesure de Lebesgue, la densité y — g ((y — f (x) /o (x))). On peut appliquer le résultat
précédent en choisissant une probabilité o ayant une densité r strictement positive par
rapport a la mesure de Lebesgue donc en prenant

h(z,y)=7(y)g((y — Az) /o (x))).

On fera un choiz de r imposant

[ [ Floglg (=A@ o @7 (&) r (o) dady + [ (~logr (5)) r (4) dy < ox.

Pourle PGD inférieur relatif a ([ FdLy,), on impose en plus [ [ ||F (z,y) || (x) r (y) dedy <
0.
Voici deux exemples.

* Bruit gaussien
Si le bruit est gaussien centré de covariance I' inversible, —log g (z) = %mTF_laf et la
condition devient

[ [ 5= 46) /e @) Tt (= A@) Jo @) 7 @) 7 o) dady+ [ (~logr (1) 7 () dy < o

cest a dire [ (||z)*> + [|A (@) |* + (= logr (z))) r (z) dz < oco.
Lorsque, pour deuz constantes B et C' arbitraires,

IA

|A@) || < Cexp(Bla|?),
IF @) < Cexp(Blz|*+ Bllyl?),

A

toute loi « gaussienne centrée et de covariance K fois la matrice identité avec K > B/2
convient.

x Une condition faible sur la densité
On suppose que pour des constantes B et C' arbitraires,

|A@)| < Blal+C
IF @) < Cexp(Bla|®+ Bllyl?) .

A
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Ce qui vient d’étre écrit s applique a toute densité g telle que, pour deux constantes § > 0
ety >0,
log g(x) > dexp (—v]l«[?).

)

En effet, on a alors

oo (15557) = o (o (]

< 3 (e (—rarly ~ A@)?))
< =5 (exp (<200 (Il + [4@)?)))
< —6/2 (exp (—41a2 Iyl12) + exp (470 [A@) 7))

Une loi a gaussienne centrée de covariance K fois la matrice identité conviendra pour

K assez grand.
Ces deux exemples montrent que le champs d’application de cette méthode est assez vaste
et convient bien a des situations non récurrentes.

{»> Condition d’irréductibilité forte dans le cas récurrent

Sous une hypothese d’irréductibilité forte, Dupuis et Ellis ont prouvé un PGD inférieur
pour la suite des lois empiriques. L’hypothése est un peu plus faible que celle utilisée
initialement par Donsker-Varadhan pour prouver ce méme résultat.

Hypothése 3.1 (Irréductibilité renforcée) p vérifie les deux conditions suivantes :

1) Il existe un entier L tel que, pour tout couple (x,y) € E?, on ait :

Z ?pz(xa .) << Z ?pl(?ﬁ .)'
i=L i=1

2) p a une probabilité invariante .

Toute probabilité de transition p vérifiant cette hypothese est associée a une chaine de
Markov récurrente.

A Taide du lemme suivant, nous allons prouver que la probabilité u @ p satisfait la
propriété permettant d’affirmer que le principe de Laplace inférieur est vérifié.

Lemme 3.2 Sous I’hypothese d’irréductibilité renforcée, pour toute probabilité { € P(E?)
telle que I(() < oo, il existe une probabilité de transition q de loi stationnaire ¢! telle
que q"(x, ) << p"(x,®) pour tout n €N et tout x € E. De plus (1 << p.

Preuve

Comme K (¢/¢ I p) < oo, d’apres le résultat sur les probabilités conditionnelles réguliéres
rappelé en 2.2.2, il existe une probabilité de transition ¢ de loi stationnaire ¢! telle que
¢ = ¢! ® q. Par suite, q(x,e) << p(z,e) ¢! presque-siirement. On peut modifier ¢ en
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posant ¢(z,e) = p(z,e) aux points z de E pour lesquels ce n’est pas vérifié et ¢! reste
invariante pour ce ¢ modifié. Pour tout n, ¢! << ¢".
Par récurrence, ¢"(x,e) << p"(x,e) pour tout n > 1. Ainsi, on a

¢t << di(x,0) << D pi(,8) << p, et done (' << . O
i>L i>L

Pour tout ¢ €]0, 1], on pose Cté (1 —t)¢ + tp @ p. Par la convexité du taux I,

1) = K (/¢ 0p) < 1-0K (/¢ op) < ocet [ Gldc = (1=0) [ Gldc+ [ G ldusp < oc.

Il reste a montrer que (; est un élément de la classe R. Par le lemme 3.2, il existe une
probabilité de transition ¢; de loi stationnaire ¢} telle que pour tout n et tout x de
E, on ait ¢}'(z,e) << pP(z,e). De plus, ¢} << u. Montrons que ¢; vérifie ’hypothese
d’irréductibilité renforcée.

Par définition de ¢, ¢}(e) > tu(e). Les probabilités ¢} et u sont donc équivalentes. On
note h la densité de ¢} par rapport & ju; cette fonction est supérieure a t. Soient A et B
deux boréliens de F';

[ e By wtde) = (A x B) > tu@p(4 x B) =t [ pla, Bu(da).
A A

Par conséquent , ¢(x,e) > %p(m,o) pour u presque tout z. On modifie ¢ de la
méme maniere que dans la preuve du lemme 3.2 de fagon a ce que cette inégalité soit
satisfaite pour tout x de E. Cela ne pose aucun probléeme car ¢} ~ u donc g est
modifié sur un ensemble de mesure nulle pour ¢} qui reste donc invariante pour g;.
Ainsi ¢f'(x,e) ~ p"(x,e) pour tout n et tout = € E.

Finalement ¢j'(z,e) ~ p"(x,e) et ¢ vérifie, comme p, ’hypothese d’irréductibilité ren-
forcée donc est la transition d’une chaine de Markov récurrente.

Ceci conduit au théoreme suivant ; la encore, aucunes hypotheses de régularité ne sont
faites sur la transition p et la fonctionnelle.

Théoréme 3.7 (PGD inférieur pour une chaine de Markov stable) On considére
une probabilité de transition p sur un espace polonais E satisfaisant ’hypothése d’irréductibilité
renforcée avec la probabilité invariante p. On a alors les résultats suivant, en considérant
une chaine de Markov de loi intiale v et de probabilité de transition p.
a) La suite des lois empiriques (Ly ), vérifie un PGD inférieur de vitesse n et de
taux I ; (LL), et (L2), satisfont un PGD inférieur de tauz I'.
b) Si F : E*> — B est une fonction mesurable, intégrable par rapport a p ® p (resp
f : E — B est une fonction mesurable, intégrable par rapport a p), la suite des
moyennes empiriques [ FdLy, satisfait un PGD inférieur de tauz his"; ([ fdLL)y
et ([ fdL}), satisfont un PGD inférieur de taux h‘}Ci.
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3.5.5 Références

La notion d’irréductibilité a été introduite des 1956 par T. E. Harris. La méthode de
fission de la chaine est due & Cellier [Cel80], Nummelin [Num84|; Meyn et Tweedie

[MeyTwe93] en donnent une étude fouillée, accompagnée d’exemples. Voir aussi Revuz
[Rev84] et Duflo [Duf97].



Chapitre 4

PGD autonormalisés

4.1 Introduction

4.1.1 Objectifs de ce chapitre

Comme on I’a vu au cours du premier chapitre, notre méthode pour I'obtention d’'un PGD
partiel relatif & une certaine classe pour un couple ([ fdLy,, [ VdLy)n ((Lyn)n désignant
toujours une suite de probabilités aléatoires) passe par deux étapes dont ’approche est
différente.

— Obtention d’un PGD vague supérieur pour le couple.

— Preuve de la tension exponentielle partielle relative a la classe considérée.
Les résultats du chapitre 3 portant sur les transports de PGD supérieurs sont traduisibles
en termes de PGD supérieurs vagues. On est en mesure de prouver de tels résultats pour
des couples équilibrés, mais aussi pour des couples exponentiellement équilibrés. Afin
d’établir des PGD autonormalisés, on revient aux classes de Chernov (voir la définition
1.8 au chapitre 1). Ayant obtenu un PGD vague, il reste a prouver la tension exponentielle
partielle, ce que permettent certains critéres énoncés dans la partie 1.4.4. A partir des
PGD partiels relatifs aux classes de Chernov, le "passage au quotient” peut s’avérer
délicat pour obtenir des PGD autonormalisés. C’est ce que ’on explique, tout en essayant
de dégager des situations pour lesquelles on évite le probleme.

4.1.2 Plan du chapitre

La section 4.2 se place dans le cadre général des sections 3.2 et 3.3, ol (Ly,),, est une suite
de probabilités aléatoires satisfaisant un PGD vague. On traduit en 4.2.1 les résultats
du chapitre 3 en un PGD vague supérieur pour ([ fdLy,, [ VdL,), lorsque (f,V) est
un couple exponentiellement équilibré a valeurs dans Ry x B (B espace de Banach
séparable). Puis, en 4.2.2, on examine les conséquences d’un éventuel PGD partiel pour
([ fdLy, [ VdLy)y, relatif & une classe de Chernov S(U) (définie en 1.4.2), U étant une
fonction de Lyapounov définie sur B. On obtient notamment sous certaines conditions
un PGD supérieur portant sur les quotients (U ([ fdL,)/ [ VdLy), et, dans les cas ou
([ fdLy, [ VdLy), satisfait aussi un PGD inférieur de taux image hyy (situation étudiée
en 3.3 et 3.5 dans le cadre markovien), on obtient un PGD étroit.
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En 4.3, on applique cette méthode au cadre général ”exponentiellement stable” d’une
suite de probabilités aléatoires satisfaisant un PGD étroit. On obtient alors facilement un
critére de tension exponentielle partielle de ([ fdL,, [ VdL,) relativement & une classe
de Chernov S(U), pour V' et U convenables. Lorsque B = R%, on obtient par exemple

des PGD relatifs a MM”UP .
(S rlPdLy) n

On aborde, dans la section 4.4, des modeles autorégressifs sans hypothese de stabilité et
I’on prouve un PGD autonormalisé général.

En 4.5, on présente le PGD de Heck-Maaouia [HecMaa01] relatifs aux lois empiriques
logarithmiques de (M,,/v/n)n, (M), étant une fonctionnelle additive martingale d’une
chaine de Markov récurrente. On montre comment les résultats de 4.3 s’appliquent a ce
cadre

4.2 Meéthode générale pour autonormalisation

On se place dans le cadre suivant tout au long de cette section.

Axiome 4.1 On suppose que :
— (Ly) est une suite de probabilités aléatoires définies sur un espace polonais (E,d)
satisfaisant un PGD vague supérieur de tauz vague J et de vitesse v = (vy,);
— V est une fonction de Lyapounov s.c.i. définie sur (E,d);
— [ est une fonction continue de (E,d) dans un espace de Banach séparable B.

Les résultats des sections 3.2 et 3.3 sont interprétés en termes de PGD vagues en 4.2.1.
4.2.1 PGD vague pour un couple exponentiellement équilibré

On introduit ici un taux noté h’} v» a priori moins bon que le taux image hyy (voir la
définition 3.1), mais adapté a I’étude des PGD autonormalisés.

Définition 4.1 On appelle taux image partiel de (f,V) la fonction h% . définie sur
B x R4 par l’expression :

by (@ R) 2 hyy ({x} < [0,R]) = J{u [var<r /fdu:x}.

La proposition 4.1 est la traduction du théoreme 3.1. en terme de PGD vague. Le taux
naturellement obtenu est le taux image partiel défini ci-dessus.

Proposition 4.1 (PGD vague supérieur pour un couple équilibré) On suppose
que le couple (f, V') est équilibré.
1) h}y est un tauz vague; hyy (z, R) = J (vz,r) avec une probabilité vy g telle que
[ fdvyr =z et [Vdvy r < R.
2) Lorsque J est convexe, h% .y est conveze.
3) La suite ([ fdLy,, [ VdL,) satisfait un PGD vague supérieur de vitesse v et de
taux vague h}y.
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Quand (f,V) est exponentiellement équilibré, on obtient le résultat suivant issu du
théoreme 3.2.

Proposition 4.2 (PGD vague supérieur pour un couple exponentiellement équilibré)
On suppose que (f,) est une approximation exponentielle de f relative a V' et que, pour
tout a, le couple (f,, V') est équilibré. Alors

1) La suite ([ fdLy, [ VdLy,,) satisfait un PGD vague supérieur de vitesse v et de
taux vague h}a{}p défini par :

h?‘ep (z,R) = lir% T lim sup hy, v (E (z,7) x [0, R+ TD ]

a—o0
2) Si le couple (f,V) est (vy)-exponentiellement bien équilibré, on a les propriétés
sutvantes.
2a) h}?‘ep = h}y qui est donc un tauz vague.
2b) Pour tout (x, R) € B xRy, il existe une probabilité v, g telle que [ fdv, p =z
et [Vdvyr <R, J(va,r) =N}y (2, R).
2c) Lorsque J est conveze, h}y est conveze.

4.2.2 PGD autonormalisé et Chernov

En vue d’appliquer le PGD vague de la section précédente pour obtenir un PGD partiel,
on se munit des conditions requises regroupées dans ’axiome suivant.

Axiome 4.2 On suppose que :
— (Ly) est une suite de probabilités aléatoires définies sur un espace polonais (E,d)
satisfaisant un PGD vague supérieur de tauz vague J et de vitesse v = (vy,) ;
— f est une fonction continue de (E,d) dans un espace de Banach séparable B ;
— le couple (f, V) est exponentiellement equilibré ;
— U est une fonction de Lyapounov conveze d valeurs dans [0,00[, définie sur B,

et le couple ([ fdLy, [ VdLy)y est (v,)-exponentiellement tendu pour la classe de
Chernov

U
S(U)é {A borélien de B x Ry | Rlim inf{ (s) | (s,v) € A, v> R} > 0}.
— 00 v
Par la proposition 1.1 et la proposition 4.2, on a le résultat suivant.

Corollaire 4.1 Dans le cadre de l’axiome précédent, on a les résultats suivants.
1) ([ fdLy, [ VdLy,) satisfait un PGD partiel supérieur de vitesse (vy,), et de taux
h?ﬁz‘l/’p relatif a la classe de Chernov S (U).
2) Si(f,V) est (vy)-exponentiellement bien équilibré,
2a) ([ fdLy, [ VdL,) satisfait un PGD vague supérieur de vitesse v dont le taux
h?,v est s.c.i. et convexe

v R) = inf{J(l/)Il/EP(E),/fdu::cet/degR}

= J(Vg,r) pour vy R € {Z/EP(EH /fdl/:x et /VdI/SR};
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2b) ([ fdLy, [ VdL,) satisfait un PGD partiel supérieur de vitesse (vy), et de
tauz h}, relatif a la classe de Chernov S (U).

4.2.3 PGD troué en 0

4.2.3.1 Préliminaire aux PGD troués : le probleme ”0/0”

De maniere générale, un PGD autonormalisé est un PGD portant sur un quotient du
type Sn/Vn, ol (Sy,) est une suite de variables aléatoires & valeurs dans R et (V},) est une
suite aléatoire a valeurs dans R;. Méme si le couple (S,,V,,) satisfait un PGD étroit,
un principe de contraction menant & un PGD sur S,,/V,, ne s’applique que si V;, est
moralement ”assez loin de 07, c’est a dire si 'on a par exemple

1
lim limsup — log P (V,, < r) = —o0.
r—0 n Uﬂ

Dans un souci d’éclaircir les idées, considérons une suite de variables aléatoires réelles
. s R . 1/p

(X5)n centrées et intéressons nous a la suite T, = % rLXi/ (% ?Zle) (p > 1).

L’étude d’'un PGD portant sur (7)), est liée aux propriétés asymptotiques de

1/p

1 n 1 n 1/p 1 n 1 n
_ p , D
P nZXZ2r<nZXZ~> (r>0)et P n.ZXZST(nZXi) (r<0).
=1 =1 =1 =1
L’obtention d’un PGD partiel relatif a la classe de Chernov

{A borélien de R x Ry | lim inf{f/p | (s,v) € A, v> R}}
v

R—o00

permet d’étudier les quantités précédentes et d’obtenir des résultats de grandes déviations
pour r # 0. C’est ’'objet de la partie 4.2.3.2 "taux troué en 0”.

Pour passer a un vrai PGD pour la suite (7},)y, il est nécessaire de contourner 1'obstacle
70/07, c’est a dire de s’assurer que, asymptotiquement, (S,,V},) est "assez loin de (0, 0).
C’est ce que l'on étudie dans la partie 4.2.3.3 "PGD troué en 0 pour le quotient”.

Voici maintenant la technique. On peut des a présent voir le corollaire 4.2 qui en est un
type d’application naturel; les exemples qui suivent ce corollaire éclairent le probleme
des trous en 0.

4.2.3.2 Taux troué en 0

& Taux troué unilatéral

Pour p > 0, on note A, = {(s,v) | U (s) > pv}. C’est un ouvert de S (U) dont la ferme-
ture est A, = {(s,v) | U (s) > pv}; (s,v) € A, équivaut & s x [0,v] € A,. On a I'égalité
suivante :

i (1) =g ().
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Soient les fonctions « et @ définies par

AN . A S
a(p)= hyyv (Ap) et a(p)= hyv (Ap) .
Ce sont des fonctions croissantes et l'on a

a(p) =a(p4).
On introduit H un taux vague croissant égal a la régularisée s.c.i. de ces deux fonctions

H(p)= alp-) = alp-).

Remarque 4.1 Supposons que le taux J est étroit et que le couple (f,V) est bien

équilibré. Alors, la fonction @ est continue a gauche et H(p) = hy,v(Ap) = hyv(A4p).

En outre, hyy(A,) = J(v,) pour une probabilité v, telle que [Vdv, < oo U ([ fdv,) >
p[Vdv,.

Si par ailleurs ([ fdLy, [ VdLy),, vérifie aussi (par exemple, pour les chaines de Markov,

dans le cadre des théoremes 3.6 et 3.7) un PGD inférieur de méme vitesse et de taux
sci

A%

CH(pa) < —hpy (A)) = —hF(A) < liminfvlnlog]P’ (( [ sar., [ VdLn> e Ap)
< limsupvilog]P’ ((/ den,/VdLn> EA,))
< —hpy (J‘Tp) =—H(p).

L’ensemble Dy des discontinuités de la fonction H est au plus dénombrable. Selon le
lemme 1.4, si p & Dy, il existe (z,,v,) € A, tel que

hiv(@p,vp) = hyyv(Ap):

donc, selon la proposition 4.2, il existe une probabilité v, telle que [Vdy, < oo,
U(f fdv,) > p [Vdv, et H(p) = J(vp).

& Taux troué en 0
Supposons que B = R et que U (s) = 7 (|s|) ou v : Ry — Ry est continue, strictement
croissante et convexe. Pour r > 0, on définit

R ={(s,0)| s>~ ()},

ot (r) = hyv(RE) et a*(r) = hyy (RY) = hjy (RE);

et on considere la fonction H™ croissante s.c.i. sur [0,00[ : HY(r) = a™(r_) =a*(r_).
Pour r < 0, on définit

RE={(s0)] s<—(=ro)},
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0™ (r) = hy(By) et @ () = hyy (Re ) = W (B7)

et on considere la fonction H~ décroissante s.c.i. sur | — 00,0 : H (r) = a™ (r) =
o (T'+).

Lorsque (f, V') est un couple équilibré pour lequel on doit utiliser le taux approché h}a‘z}p ,
on a encore

WP (A,) = WD (Ap) = aP(p) et WFPP(RY) = W7D (Ry) = o™= (r)

Les énoncés suivants utilisent alors
H(p) = a®(p), H*(r) =a™" (r-) et H™(r) = " (1)

Proposition 4.3 (Chernov troué en 0)
1) On se place dans le cadre de l'axiome 4.2 et on considére la fonction réelle H
définie ci-dessus sur )0, 00].
la) H est une fonction croissante s.c.i et, pour tout p > 0,

limnsupilogIP’ (U </ den> > p/VdLn> < —H(p) = —H([p, 0|).

Un

1b) Si, en outre, le couple (f,V') est bien équilibré et la suite ([ fdLy, [VdLy)n
vérifie un PGD inférieur de méme vitesse et de taux régularisé s.c.i. ﬁ/ alors,

pour tout p > 0,

~H(p,) < hmninfilogp (U ( / den> >p / VdLn>

Un

< limnsupilogIP (U (/den> > p/VdLn> < —H ([p,0]) .

Un

2) On suppose que B =R et que 7 est une fonction positive, conveze et strictement

croissante sur R..
2a) Pour la fonction HT positive, croissante et s.c.i sur |0, 00| et la fonction H™

positive, décroissante et s.c.i. sur | — oo, 0[ définies ci-dessus, on a

1
lim sup — log P (/ fdLy, >~1 (r/VdLn>)
n Un
1
limsup — logP </ fdL, < —~7! (—r/VdLn>>
n Un

2b) Si, en outre, le couple est bien équilibré et la suite ([ fdLy, [ VdLy,), vérifie
un PGD inférieur de méme vitesse et de taux h;‘cy alors, pour tout r > 0,

IN

—H™" ([r,00[) Vr >0,

IN

—H™ (] —o0,r]) ¥r <0.

—H*(Jr,00]) < hrglinfilogp(/ fdLy >~ (T/VdLn»

limnsupvllog]P’ (/ fdL, >~"1 (r/VdLn)> < —H" ([r,00]);

n

VAN
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H (- oo,r]) < lin}linfvilogp </ fdln <=7 <_T/VdLn>>

n

< limsupvilog]P’ (/ fdL, < —~7! <—r/VdLn)> < —H (] —o00,r]).
n n
3) On suppose que le couple (f,V') est bien équilibré.
3a) Dans le cadre de la) lorsque J est étroit ou dans le cadre de 1b) si J est
vague, il existe en tout point p ou H est continue, une probabilité v, telle que
JVdv, < oo, U([ fdv,) > p [Vdv, et H(p) = J(vp).
3b Dans le cadre de 2a) lorsque J est étroit ou dans le cadre de 2b) si J est
vague, en tout point r ou H* (suivant que r soit strictement positif ou stricte-

ment négatif) est continue, il existe des probabilités v telles que [VdvE < oo,
[ fdvt > [ Vv, [ fdvy <=y (=1 [V, ) et HE (27) = J ().

Remarque 4.2 Dans la partie 3), lorsque J est un taux étroit, les propriétés énoncées
sont valables pour tout p > 0 et tout r # 0.

$ Ou le taux s’annule-t-il ?
On se place dans les cadres décrits dans la partie 3) de la proposition 4.3. La fonction H
étant continue a gauche, pour p > 0, H(p) = 0 équivaut a H(p_) = 0 donc a la propriété

Va < p, g, J(vg) =0, /dea < oo et U(/ fdvg) > a/de/a.

De méme, H*(r) = 0 pour r > 0 (resp. H™ (r) = 0 pour r < 0) équivaut &

Va €)0,7[, e, J(va) =0, /le/a < o0 et /fdl/a >4t (CL/VdVa> .

(resp.Va €|r,0[, T, J(va) =0, /le/a < 00 et /fdl/a < -7t (—G/le/a> )

Nous rencontrerons surtout les deux situations suivantes.

— J s’annule pour une probabilité p unique.
Alors, si [ Vdu < oo, H s’annule sur |0, U ([ fdu)/ [ Vdpu]. Si, en outre, [ fdu >0,
H* sannule sur |0, v([ fdu)/ [ Vdu]etsi [ fdu < 0, H~ ’annule sur [—y(— [ fdu)/ [ Vdpu,0[.
Ailleurs, ces fonctions sont strictement positives.
Si [ Vdu = oo, les fonctions H, H™ et H~ sont toujours strictement positives.

— J ne s’annule pour aucune probabilité.
Alors, les fonctions H, H' et H~ sont toujours strictement positives.

4.2.3.3 PGD troué en 0 pour le quotient

Supposons U de Lyapounov, convexe et strictement positive sauf en 0 ou elle est nulle
(typiquement, pour B = R% U (x) = ||z||P, (p > 1)) et I'on se place dans le cadre du PGD
autonormalisé par U c’est a dire que V = U o f ou plus généralement que U o f < MV,
M constante strictement positive. Pour toute probabilité v, U ([ fdv) < [U o fdv <
M [Vdv. Par conséquent, tous les 4, tels que p > 0 contiennent (0, 0).
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Pour I’étude de hyy (0,0), on remarque que, si v est une probabilité telle que U o f soit
intégrable, [ fdv =0 et [U o fdv = 0, la mesure image f (v) est égale & la mesure de
Dirac dg. Donc hyy (0,0) = J ({v; f (v) = do}).

On va distinguer plusieurs cas de figure, suivant la valeur de hzy (0,0).

Cas pathologique. Supposons hyy (0,0) = 0; alors on est dans une situation ot la
proposition 4.3 est totalement sans intérét car les majorations sont alors triviales. En
effet,

H (p) = H* (+r) = 0 pour tous p > 0 et 7 > 0.

Cas intermédiaire. Sioo > hyy (0,0) > 0, cela donne un majorant un peu désagréable,
valable pour tous p > 0 et 7 > 0 de H (p) et H* (£r).
Considérons

T (s,v) = Uls) si (s,v) # (0,0)

v
= 0 sinon,

Uls)

ou, plus simplement T (s,v) = avec la convention 0/0 = 0.

Pour § > 0, I's = {(s,v);U (s) < Mé et v < 4} est un compact de B x Ry. Pour tous

2 (T (/ den,/VdLn> > p> <P (U (/den> > ,o/VdLn>

Il reste le probléeme de la majoration. Pour tous p > 0 et 6 > 0,

P (U ( / den) > p / VdLn)
() oo e i) 1)
4P (< / fdL,, / VdLn> € r(;)
IP(T (/ den,/VdLn> > p) 4P ((/ den,/VdLn) e r5>.

Grace aux PGD vague et partiel supérieurs satisfaits par ([ fdL,, [ VdL,),

1
limsup — log P (U (/ den> > p/VdLn)
n vn

limsup, .- log B (T (f fdLy, [ VdLy) > p),

< sup
lim sup,, ilog]?((f fdLy, [VdL,) € Ty)

et, faisant tendre & vers 0,

hmsuplogIP’( (/de ) >p/VdL )
< sup {limnsupvnlogIP’ (T (/ den,/VdLn) > p> ,—hyyv (0,0)}.
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De plus,

lim infilog]P’ (T (/ den,/VdLn> > p)
hmlnflog]P’( </de > >p/VdL >

liminf L log P (T ([ fdLn, [ VdLy) > p),
hmsupalogIP’((f fdLy,, [ VdL,) € T)

hmlnflogIP’( (/de ) >p/VdL )
< sup (liminfvnlogﬂl’ <T </ den,/VdLn> > p) A% (0,0)> .

Cas favorable. Si hyy (0,0) = J ({v; f (v) = do}) = +00, on obtient pour p > 0,

limsupllog]}”(w Zp) = hmsuplog]P’( (/de ) >p/VdL )
hmlnflog]P’( (/de > >p/VdL > = liminfilogP(W 2p>.

De plus, dans ce cas,

H(p):inf{ (/fdl/)>p/VdV} 1nf{J()|Uf(fVJ;Clljy)2p}

et, par la formule de Jensen, pour toute probabilité v, U ([ fdv) < [ U o fdv; ainsi, pour
p> M, H (p) = oc.
(] rae.)

JvdL,
et elle satisfait, pour tout p > 0,

IN

IN

sup

Dans ce cas, la suite réelle ( ) est bornée par M donc exponentiellement tendue

) 1
limsup — log P
Un

(W > p) < —H ([p,0[);

c’est évidemment encore vrai pour p = 0 en prenant H (0) = 0. Les mémes raisonnements
valent encore pour H*. D’ou la proposition suivante.

Proposition 4.4 (PGD troué en 0) On se place dans le cadre de l'aziome 4.2, avec
une fonction de Lyapounov U convezxe, strictement positive partout sauf en 0 et U o f <
MYV (pour une constante strictement positive M ). On suppose en outre que J {v; f (v) = dp} =
00 ; cette condition sera désignée par “cas favorable”.
. , ., U dLn . p -
1) la) La suite réelle autonormalisée ((ffvde)> satisfait un PGD supérieur de
taur vague K, ou K est définie par
K(p) = H(p) sip>0,
K(p) = 0sip=0.
K(p) = 400 sip<DO.
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1b) Sile couple (f, V') est exponentiellement bien équilibré et si (U ([ fdLy,), [ VdLy)
satisfait aussi un PGD inférieur de taux h“}c%/ alors <U(fde")) satisfait un

[vdL,
PGD étroit de tauz étroit K.
2) Si B=R et si U(x) = (|x|), ot v est continue, positive, convezre et strictement
croissante de Ry dans Ry, alors
2a) la suite autonormalisée ([ fdLy /v ([ VdLy)), vérifie un PGD supérieur de
taux vague S défini par

S(ry = H(r) sir>0
= H (r) sir<0
= 0sir=0.
2b) Sile couple (f,V) est exponentiellement bien équilibré et si ([ fdLn/,~v ([ VdLy)),

satisfait aussi un PGD inférieur de taux h;‘f%,, alors ([ fdLn/y~*(f VdLy)), sa-
tisfait un PGD de tauz étroit S.

Remarque 4.3 Dans le cas particulier sur R ou U(s) = |s|, si le couple est bien
équilibré, les taux H' et H~ sont convexes si J est conveze.

4.2.4 Preuves des résultats de 4.2.1

Preuve de la proposition 4.1

Montrons que h},v est égale a sa régularisée s.c.i. c’est a dire que h},v < h}ﬂcf Ici

# (@) = lim T hyy (B(,r) x [0, R+7]).

L’ensemble {1/ | [Vdv < R+, [ fdv € B(z, 7‘)} est compact donc il existe une proba-
bilité v, telle que

hyyv (E(x,r)x[O,R—i—r]) = J({V\/VdVSR-i-T, /de/EB(a:,r)}):J(VT)

/fdl/r = vy, € B(z,r), /le/r <R+
h’}f{}z (x) = lmJ (v).

r—0

Comme V est une fonction de Lyapounov s.c.i. et f est uniformément intégrable sur
{v| [ Vdv < R+ 1} (qui contient tous les (1) pour r < 1), il existe une valeur d’adhérence
v de (v) pour laquelle :

J (v) <liminf J (v,) = lir%J(l/T), /fdu = limy, = x, /le/ < R.

r—0
Donc A}y (z) < J(v) < h;f,m (z); b}y est un taux vague.

v v=uz, v < R} est compact ; donc x,R) = J (vz,r) pour une proba-
fd Vdv < R done %y (a, R) = J (v, b
bilité v, r appartenant a {v | [ fdv ==z, [Vdv < R}.



CHAPITRE 4. PGD AUTONORMALISES 88

Lorsque J est convexe, pour deux éléments (z, R) et (y,p) de B x Ry et t €]0, 1],

J(tve,r + (1= t)vy,) <thfy (x, R) + (1= 1) iy (y,p)-
Mais tvyr + (1 —t) vy, €{v| [ fdv =te + (1 —t)y, [Vdv <tR+ (1 —1t)p};

Ry (te+ (1 —t)y, tR+ (1 —t)p) < thpy (x, R) + (1 —t)hiy (y,p) -
et J est convexe.

Montrons le PGD vague supérieur. Soit I' un compact de B x Ry ; {y | (z,y) € '} est
un ensemble borné de R et il existe donc un R < oo tel que

Hp:{u</fdu,/Vdu)6F}C{u|/Vdu§R}.

Ainsi Hr est une partie relativement compacte de P (F), d’ou :
. 1 . 1 S
limsup — log P ((/ den,/VdLn> € F) = limsup — logP (L, € Hp) < —J (Hp)
n n

avec h} (I') = J(Hr) > J (?1") . On aura achevé la preuve si 'on montre J (Hy) =
J (Fp) , C’est a dire que, pour tout élément v de Hr, J (v) > hyy (L) =J (Hr).

Considérons en effet v € Hr et une suite (v,) de Hp qui converge vers v et (T, yn) =
([ fdvy, [ Vdv,) € T; pour une certaine suite extraite (a:a(n),ya(n)> tend vers (z,y) € T’

et (I/a(n)) tend vers v. Donc [ Vdr < R et, le couple étant équilibré, [ fdv = x. Ainsi
J (W) = hpy (z,y) = by (0). O

Preuve de la proposition 4.2
1) Preuve de la partie 1) de la proposition.
Montrons que les épigraphes du taux approché sont fermés (ou que leurs complémentaires
sont ouverts). Notons hj au lieu de i}y et b, au lieu de hy, v. Si h;?{}p (z,R) > a,
il existe un r tel que

lim sup hy, (E (x,r) x [0, R+ 'r]) > a.

a—00

Pour y € B (x,7/2), B(y,r/2) C B(z,r) et pour t < R+ /2,

limsup h, (B (y,7/2) x [0,t+1r/2]) > limsuphg (B (z,7) X [0, R+ 1]) > «a;

ha(y,t) > a.
Ainsi B (z,7/2) x [0, R +7/2] C {h}"F > a}.

Montrons le PGD vague supérieur, en notant A, , = {[ VdL,, < R+ r}. Pour tout
r >0,
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P ({/den € B(w,r)} N An,r)

< ¢({[nar.eBaanfnan )2 (I [ fdL)>r):
lim sup vln log P <{/den € B(:c,r)} N An,r) ,
< sup lim sup % log P ({f fadL, € B (, 27‘)} N An,r) ,

limsupilog]?(”f(f—fa)dLnH > r)
. — . 1
< sup {—mf{ha (B (z,2r) x [0, R+ 21"])} , limsup glog]P) (H / (f = fa)dLy|| > 1")} .
Ceci étant vrai pour tout a, on obtient en faisant tendre a vers 'infini,

1 — _
limsupv—logIP (/den € B(xz,r), /VdLn < R+7‘> < —lim sup hg (B (x,2r) x [O,R—I—Qr]),

n a—00

d’ou

1 _
lil% ] limsup — log P ({/den eB (x,r),/VdLn <R+ r}) < —h*"PP (2, R).
r— Up,

Cela conduit a un PGD vague de taux h**PP,
2) Preuve de la partie 2) de la proposition
Soit A, ={v | [Vdv < R+ r}. On a, pour tout r > 0,

ha (E(m,r) X [O,R—l—r]) = J({V \ /fady GB(x,T)} ﬂAr) :

Les ensembles A, N{v | J (v) <~} sont des compacts sur lesquels la fonction v —
J fdv est continue.

Montrons h**PP (z, R) > h* (z, R). Il n’y a rien a prouver si h**P (z) = co. Sup-
posons donc h*?PP () < . Il existe un rg > 0 tel que, pour tout r < rg, on ait
lim sup,, hq (E (x,r) x [0, R+ T]) <.
Cela veut dire que, pour tout r < rq,

vo> limasupJ <{V | /fadV € B(:c,r)} ﬁAT)
= limasupJ ({V | /fadV € B(a:,r)} NAN{v|Jw) < ’y}) ;

et, pour a > aop,

IN

h (B (,2r) x [0. R +1]) J({l/ | /fdveB(Mr)}ﬂAm{v [T () sfy})

J <{I/ | /fadl/ EB(a:,r)} NAN{v|J(v) < 'y}) ,
h (E (z,2r) x [O,R—H‘]) < lirnasup ha (E(:c,r)) <.

IN
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Mais, {1/ | [ fdv € B (z, 27")} NA, N{v | J(v) <~} est compact, et il existe un v,
dans cet ensemble tel que J (v,) = J ({1/ | [ fdv € F(x,%)} NAN{v|J(v) < 'y}),
[ fdv, € B(z,2r) et [ Vdy, < R+r. Pour r < rg, la suite (1) est contenue dans

AN {v | J (v) < ~}; il existe une suite (ry,) majorée par o qui tend vers 0 et telle
que (v, ) converge étroitement vers v; [ fdv, — [ fdv ==z et [Vdr < R. Donc :

h* (z,R) < J(v) <liminf J (v,,,) < limsup lim i%f ha (F (x,r) x [0, R+ T]) <.

r—0
Ceci étant vrai des que h**PP (z, R) > =y, on a bien h* (z, R) < h**P (z, R).

Montrons que h**PP < h*$¢ On suppose h*% < v < o0;

h(?(x,r)x[O,R—l—r]) = J<{u|/fdveB(m,r)}ﬂAr>
- J({y\/fdueB(:r,r)}ﬂArﬂ{z/]J(y)§7}>

et, pour a > ao,

h (E(:U,r) X [O,R—i—r]) > J ({1/ ] /fadu € B(ac,2r)} NAN{v|J(v) < fy})
> h, (E (x,2r) x [0, R+ 27“]) )

ce qui permet de conclure.

Comme h* < h*®PP < p*% < b* on a fini.

Preuve des résultats de la remarque 4.1

Prouvons que @ est continue & gauche. Soit (f, V) un couple exponentiellement bien
équilibré et (f,;)a>0 une bonne approximation exponentielle de f, telle que pour tout
a > 0, (fa, V) est un couple équilibré. Soit une suite croissante positive (py,), convergeant
vers p > 0. On suppose que lim, @(p,) = a < @(p) < co. Alors pour tout n, il existe v,
tel que U([ fdvy) > pn [ Vdvy, et @(p,) + 2 > J(vy). Puisque J est un taux étroit, il
existe une sous-suite de (v, ), (que 'on continue & nommer (1, ),) convergente. On note

o 0] (1) ()0 )
+‘U (/fadun) U (/fdun> .

La fonction U est continue. La bonne approximation

v sa limite.

o (fsw) o (f 0

Jm sup {)| [(F = favl | 7)<} =0,

implique donc |U ([ fdv) — U ([ fdvy,)| — 0 quand n— oo. En effet, (vy,), C {J(v), [Vdr < R <~}
pour R et ~ bien choisis.
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Par conséquent, on a lim, @(p,) > liminf, J(v,) > J(v) > @(p), ce qui apporte une
contradiction.

Prouvons que h}(4,) = J(v,) pour une probabilité v, telle que U ([ fdv,) > p [ Vdv,.
Ce résultat est clair si b} 1, (A4,) = +oo. Si h} 1 (4,) < a < +00, le méme preuve conduit
a pouvoir affirmer que {v € P(E) |U ([ fdv) > p [ Vdv} est une partie fermée, d’ou le
résultat puisque J atteint son infimum sur tout fermé.

4.3 PGD empirique étroit et PGD autonormalisé

4.3.1 Processus dont la loi empirique satisfait un PGD étroit

On étudie le cas de processus (X¢)ier (avec T' =N ou T = Ry ) a valeurs dans un espace
polonais (E, d) et dont la loi empirique (L;),., satisfait un PGD étroit supérieur de taux
I et de vitesse v : t — v (fonction de T' dans R4 qui croit vers l'infini).

Lorsque le taux de ce PGD ne s’annule que pour une probabilité pu, cela implique la
stabilité exponentielle du modele (voir 2.4.2). Il s’agit donc d’une hypothese d’ergodicité
assez forte mais tres générale.

Exemples de processus dont la loi empirique satisfait un PGD étroit. Voici
divers cas ou la loi empirique vérifie un PGD étroit.

FE1. La suite des lois empiriques d’une suite i.i.d. a valeurs dans F vérifie un PGD
étroit de taux donné par l'information de Kullback (voir le théoreme de Sanov
1.8).

E2. La suite des lois empiriques (Ly)n, (L})n ou (L2), d’une chaine de Markov &
valeurs dans (F, d) supposée presque fellérienne avec la condition de rappel expo-
nentiel associée a (U, V) satisfait un PGD étroit (c’est le théoreme 2.4).

FE3. La suite des lois empiriques d’'un processus de Markov a temps continu a valeurs
dans (F,d) satisfaisant un PGD étroit (voir Donsker et Varadhan [DonVar83],
Deuschel et Stroock [DeuStr89]).

E4. Soit (X;)ier un processus gaussien réel stationnaire de densité spectrale continue
et tendant vers 0 a l'infini. La suite des lois empiriques d’un tel processus satisfait
un PGD étroit de taux convexe (voir [BaxJai93] pour T' = N et [BryDem95] pour
T=Ry).

On cherche des critéres permettant d’obtenir la tension exponentielle partielle de cette
suite. Une clef exhibée en 1.4.4 pour l'obtention de la tension exponentielle est une
condition de troncature exponentielle qui sera toujours satisfaite ici.

Troncature exponentielle. Dans le cadre précédent, on a la propriété de troncature
trés générale suivante.

Lemme 4.1 Sur un espace polonais, on considére une famille de probabilités aléatoires
(L¢)ter qui satisfait un PGD étroit supérieur de taux J et de vitesse (vy);. Soit ¢ une
fonction continue de E dans [0,00]. Elle satisfait toujours la condition de troncature
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exponentielle
1
Vr >0, lim limsup —logP (L;({x | ¢(x) > a}) > r) = —o0.
a—0o0 t ’Ut

Preuve On fixe r > 0. Comme {z | ¢(z) > a}est fermé, 'y = {v | v ({z | ¢(z) > a}) > r}
est un fermé de P(E), on a

nmtsupjtlogmt (e é(@) > a} > 1)) < —J(T).

Mais, si a croit vers 'infini, quelle que soit v, lim, oo v ({z | ¢(x) > a}) = 0; les fermés
I, décroissent vers l’ensemble vide et lim, J(I'y) = co.

4.3.2 Autonormalisation

Le lemme 4.1 méne a une application immédiate des corollaires 1.2 et 1.3 qui permettent
de conclure & la tension exponentielle relative a une classe de Chernov convenable. Voici
donc un cadre tres général, ou les résultats ”autonormalisés” sont les exactes transposi-
tions de ceux qu’obtenaient Dembo et Shao dans le cas i.i.d.

Axiome 4.3

— Pour T =N ouT =Ry, (Lt)ter est une famille de probabilités aléatoires définies
sur un espace polonais P(E) satisfaisant un PGD étroit supérieur de tauz étroit I
et de vitesse (vy)y.

— [ est une fonction continue de (E,d) dans un espace de Banach B.

— U est une fonction de Lyapounov définie sur B, convezxe, continue, nulle en 0
et strictement positive ailleurs; h : [0,00] — [0,00] est une fonction conveze,
croissante et finie sur [0,00[ telle que, sit et z tendent vers l'infini,

h(tz) s
th(z)
En particulier, sur R?, on prendra souvent h(-) = (:\)? et U(:) = ||-|| (p > 1).

Lemme 4.2 Le couple (f,hoU(f)) est équilibré, dés que h o U(f) est une fonction de
Lyapounov.

Preuve On a lim;_. h(t) = +00; on va vérifier que @ — 0o quand t — oo. Soit B > 0
tel que h(B+1)—h(B) > 0. On pose u = h(B),v = h(B+1)eta=v—u > 0,b = u—aB.
Pour tout t > B + 1 h(t) > at + b par la convexité de h. Si on pose L(t) = @ alors
L) _ _ ()
L(t1/2) - t1/2h(t1/2)

croissant vers l'infini et telle que lim sup L(t,,) < oo, alors lim sup,,

. Par conséquent, L(t) tend vers l'infini car, si il existe une suite (¢, ),

L(tn) < lim sup L(tn)
S

<

00, ce qui est contradictoire avec ’hypothese faite sur h.

Donc, h est une fonction surlinéaire et le couple (U(f),hoU(f)) est équilibré, ce qui
implique que f est uniformément intégrable par rapport a Hg = {v | [hoU(f)dv < R}
car f est intégrable par rapport a tout v € Hpg et elle est uniformément intégrable selon
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la condition de troncature par U introduite en 3.1.3. Finalement, (f,h o U(f)) est un
couple équilibré.

On rappelle que la classe de Chernov relative a (h o U) est définie par
hoU
S(holU) = {A borélien de B x Ry | I%im inf{ov(s) | (s,v) € A, v> R} > O};

la fonction h} ;, désigne le taux image partiel de (f,V) par I (définition 4.1).

Théoréme 4.1 (Transfert d’un PGD empirique étroit en un PGD autonormalisé)

Dans le cadre de laziome 4.3, on pose V.= h o U(f) et l'on suppose que V est de
Lyapounov. Alors le couple (f, V) est équilibré et ([ fdL, [ VdLy): satisfait un PGD
partiel supérieur de vitesse (vy); et de taux vague %y relativement a la classe de Chernov
S(hol).

En appliquant les propositions 4.3, 4.4 et les remarques 4.2. et 4.3, on obtient le corollaire
suivant.

Corollaire 4.2 Soit f une fonction continue de E dans R? telle que || f|| soit une fonc-
tion de Lyapounov sur (E,d). Alors, pour tout p > 1,
1) La suite ([ fdLy, [ ||f||PdLs), vérifie un PGD partiel supérieur de vitesse (vg); et
de tauz vague convexe hy ¢, relativement a Sy -11P)-
2) En particulier, on a les propriétés suivantes.
2a) Pour tout p > 0,

1
limsup — log P (H/det
t Ut

ou H est croissante s.c.i. sur 0,00[. De plus, pour tout p sur lequel H est
continue, il existe une probabilité v, telle que H(p) = J(v,) et U([ fdv,) >
pfVdv,.

2b) Lorsque d =1, on a

1 1/p
Vr >0, limsup — logP (/ fdLy > r (/ |f|Pst> )
t Ut

1/p
Vr <0, limsupilogIP’ (/det <r (/ |f|det> )
t Ut

avec S défini ainsi
S(ry = HY(r)= hiyv ({(s,v) | s> rvl/p}> sir >0,

= H (r)=hsy ({(s,v)] sgrvl/p}) sir <0,
0sir=0,

A
|
nn
=

A
|
nn
=

ot HT est convexe positive, croissante et s.c.i. sur 10, +oc[, H™ est conveze po-
sitive, décroissante et s.c.i. sur ] —o00,0[. De plus, en tout point r oty H (suivant
que r soit strictement positif ou strictement négatif) est continue, il existe des
probabilités v telles que H*(+r) = J(vF) avec [ fdvt >~ (r [Vdy]) et
[ fdvy < =7 (=r [Vdy,).

"2 o [Pz < —hgg Qs | 1P = p0)) =
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3) Dans le cas favorable ot I ({v | f(v) = do}) = 00, on a les PGD suivants.

. : Il [ fdLe|?
> 2J 70
3a) Sid > 1, la suite <ff||Pst

défini de la méme maniére que dans la proposition 4.4.

— . J fdL:
3b) Sid=1, la suite ((flfldez)l/P

défini de la méme maniére que dans la proposition 4.4.
4) Dans le cas favorable, lorsque I s’annule pour une probabilité y unique, deux cas

se présentent.

1a) Si [|f|Pdu < oo, alors H(p) = 0 pour tout p < || [ faul/ [ |f|Pdp et
H(p) >0 sip>| [ fdul?/ [IfI[Pdp.
Sid=1, S(r) >0 sir est positif et v > [ fdu/ ([ |f|Pdp) ou sir est négatif et
r < J fdu/ (] 1fIPdp).
En particulier, si [ fdu =0, H(p) > 0 pour tout p > 0 et S(r) > 0 pour tout r
non nul.

4b) Si [ || flIPdu = oo, H(p) > 0 pour tout p > 0 et S(r) > 0 pour tout r non nul.

> satisfait un PGD supérieur de taur vague K
¢

) satisfait un PGD supérieur de taux vague S
t

Remarque 4.4 La partie 4a) ressemble a un théoréme de Chernov; 4b) met en valeur
lautonormalisation.

Corollaire 4.3 Dans le cadre du corollaire 4.2, si l’on fait ’hypothése que (| fdLy, [ VdL)y
satisfait un PGD inférieur de tauz hjff%/, alors les PGD supérieurs du point 8) sont des

PGD avec les tauz étroits K ou S suivant le cas.

4.3.3 Quelques exemples

Reprenant le cadre de Shao décrit en 1.4.1, on considére une suite (X,,),, de variables
aléatoires & valeurs dans R? et ’on pose, pour p > 1,

n n ) 1/p Sn ”San
S = 2 X Ve = (LX) s R = Sy T = e

avec la convention 0/0 = 0.

& Cas i.i.d. de loi p. Ici, (X;,), est une suite i.i.d. de loi p et les corollaires 4.2 et 4.3
s’appliquent a la fonction identité f(x) = x. On a K (dp | ) = —log u(0) et K (- | p)
s’annule seulement en p. On retrouve ainsi le résultat énoncé par Shao dans [Sha97] ou
la condition p(0) = 0 avait été, par erreur, oubliée.
Dans le cas favorable ou 1(0) = 0, on a les résultats suivants.

a) Sid > 1, la suite (T}, ), satisfait un PGD étroit de taux étroit K.

b) Sid=1, (Ryp)n satisfait un PGD étroit de taux étroit S.
Dans le cas intermédiaire ot 0 < u(0) < 1, on n’a plus de PGD étroit pour le quotient.
Le PGD inférieur est maintenu mais le PGD supérieur est remplacé par un taux tronqué

par K (do | p) = —1og((0)).
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& Cas markovien de probabilité de transition p presque fellérienne. Le taux as-
socié aux lois empiriques est ici I'(v) = inf {K (¢|¢top)| CeP®RIxRY, (M =¢2= l/}.
La condition ¢! = ¢? = § signifie ¢ = dp 0 et

K (60,0 | 60 @ p) = K (0 | p(0,-)) = —logp(0,0).
Si p est presque fellérienne avec la condition de rappel exponentiel et si p(0,0) = 0, on
a un PGD supérieur pour la suite (T}, p)n €t, si d = 1, pour (Ryp)n.

Sous la condition d’irréductibilité renforcée (hypothese 3.1 de la section 3.5.4), le corol-
laire 4.3 s’applique et les suites autonormalisées (T}, ,)n et (Ryp)n satisfont, pour toute

loi initiale, un PGD étroit avec les mémes propriétés que dans le cas i.i.d.

Ce qui précede s'applique aussi & Sy (f) = Y1y F(X) et Vp(f) = (0 (X0 7)1
pour une fonction f : R? — R? ne s’annulant qu’en 0, ce qui signifie que I'* ({v | f(v) = do}) =
I (o).

¢ Diffusion du gradient. Soient V une fonction de Lyapounov de classe C? sur R? et
(Bt)¢>0 un mouvement brownien sur RY. On considere la diffusion définie par

dX; = —VV(Xy)dt + dB.
Sous les conditions suivantes ou D est une constante strictement inférieure a 2,

AV < D(1+||[VV]]?), limsup ||[VV]/V < oo,

|z||—o00

cette diffusion est récurrente et son unique loi stationnaire est la probabilité de Gibbs Gy
associée a V dont la densité par rapport a la mesure de Lebesgue est x — e~ V(@) /[ 6*2V(y)dy.
Alors, pour toute loi initiale, L; = % fot dx,ds satisfait un PGD de taux étroit J défini

par

1
Jv) = 3 / Vo|?dGy siv = ¢.Gy et si ¢ est différentiable dans £
= o0 siv nest pas absolument continue par rapport a Gy .

Dés lors, la quantité J(dg) est toujours infinie et, pour toute fonction f : RY — R? ne
s’annulant qu’en 0, les résultats du corollaire 4.2 s’appliquent a la suite autonormalisée

IR A ds]
T IS s

ou,sid=1, a

Iy f(Xy)ds

Bnp = 1 . 1p’
e (5|1 £(X) pds)

4.4 PGD autonormalisés pour des modeles autorégressifs

Sans hypothese de stabilité, la section précédente ne s’applique plus. Néanmoins, il est
naturel de tenter d’autonormaliser des martingales. C’est ce que l'on fait ici pour des
modeles autorégressifs.
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4.4.1 Suite régressive a bruit dont le carré vérifie la condition de
cramér renforcée

Sur un espace de probabilité (2,4, P), on considere le modele markovien autorégressif
fonctionnel & valeurs dans R suivant :

Xnt1 = A (Xn) +o (Xn) En+1

ol A est continue de R? dans R?, ¢ est une fonction continue de R dans un intervalle
[1/5,0] avec 1 < 8 < oo et (€5,),,~1 est une suite i.i.d. de vecteurs aléatoires de dimension
d supposée indépendante de Xg; la loi de X est notée a. On rappelle que, si p est la
probabilité de transition de cette chaine de Markov, p (x, e) est la loi de A (x) 4+ o () e1;
c’est une probabilité de transition fellérienne.

Soient ¢ : RY — R? continue telle que ||¢||? soit une fonction de Lyapounov et la fonction
f définie par :

flay) =<¢(x),(y—Ax)) /o (z) >,

1z o)l < Bllo()lllly — Azl

On suppose qu’il existe une constante 0 < M < oo telle que [|z]| < ||¢o(2)|], ||A(x)| <
M|[¢(x)[| ce qui implique || f(z,y)| < B2+ M) (l¢(=)]| + l6(v)])*.

Comme en 3.4.3, on consideére la martingale (M,,) et le processus croissant (C,,) définis
par

M, = i 1 €1 >,
1
Cn = 5 (Il6(X0) P + 16 (X )+ZH¢ )P

Selon le théoréme 3.5, on a (sans aucune condition de rappel) les PGD suivants, ou [
est le taux de Donsker-Varadhan de la chaine de Markov.
a) Si ||e1||? satisfait la condition de Cramér renforcée, (%, %) satisfait un PGD
vague supérieur de taux

W (e B) =int {10 [ <6(0). (v - A(e)) > ¢ (dady) =z et [ [odc" < R

b) Si [[|¢[I?d¢t =0 et si I(¢) < o0, ¢t = ¢ =dp et I(¢) = K (do,0 | b0 @ p(0,-)). Par
suite, on est dans le cas favorable ou h*(0,0) = oo si p(0,0) =0
Lorsque ||¢||? ne s’annule qu’en 0, on est dans le cas favorable ot1 h (0,0) = oo (voir
en 4.2.3.) car [||¢[|2d¢t = 0 et I(¢) < oo signifient ¢! = ¢ = § donc ¢ = dp o
qui n’est pas absolument continue par rapport a o9 @ p = dg @ p (0,e). On a aussi
h (0,0) = oo dans la partie a) si p(0,0) = 0.
Pour en déduire des PGD autonormalisés, il reste a obtenir des conditions de tension
exponentielle partielle.

On cherche & obtenir la tension exponentielle de la suite (M, /n,V,/n), relativement a
S(|-]). Silon note K, = B(0,r) x [0,7], Cela revient, selon le lemme 1.3, a établir que,
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pour tout p > 0,
1 M, C
lim hmsupflogsupIP’ ((n,”> eApﬂKf> = —00
r—00 n n n

avec A, = {(m,c) ERx Ry | 2 > p}. Or:

M, C’ . | M, | Cr | M, | Cn
€ A,NK; — >p— > pro,U >r, — <71y
n’' n n n n n

n 1/2 n 1/2
My, 1 2 1 12
o <”¢Z1|’¢(Xl_l)” ) (”iZlHEZH )
CANY2 (1 & ) 1/2
< 2— — ; .
< (2%2) (n;uazu
M,

> p&2 > pr, on a

/2
Cp\ M2 9 1 & 5 _ pPr
o(5e) ( Znezn MRS

Par conséquent, si ‘T

1/2 n
1
(2r) 1/2 ( E llei H2> donc r/2 < - E HEzHQ
=1

Finalement, on obtient

Kﬂii) A“Kc} {igHEin>inf(p2/2,1/2)r}_

Cn

En particulier, si ||e1]|? vérifie la condition de Cramér, la suite (%, -

) est exponen-
n
tiellement tendue relativement a S(| - |). On a prouvé le lemme suivant.

My, Cn

Lemme 4.3 Sile carré du bruit vérifie la condition de Cramér, ( i

) est exponen-
tiellement tendue par rapport a la classe S(].|).

On se contente de traduire dans le théoreme suivant la proposition 4.3. La convexité
provient de la remarque 4.2.

Théoréme 4.2 (PGD supérieur autonormalisé) Pour le modéle autorégressif défini
ci-dessus, on fait sur le bruit les hypothéses suivantes :

— A(0) + 0(0)ey # 0 presque-sirement.

— Le carré du bruit vérifie la condition de Cramér renforcée.
On suppose en outre que ¢ ne s’annule qu’en 0. Alors, la suite (Ag—:) satisfait un PGD
étroit supérieur de vitesse n et de taux nul en 0, décroissant sur | — oo, 0[ et croissant
sur 10, ool.
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Pour obtenir un PGD inférieur avec le méme taux, il faut une bonne approximation et
le PGD inférieur ce qui conduit au théoréeme suivant

Théoréme 4.3 (PGD autonormalisé) En addition aux hypothéses du théoréme 4.2,
on suppose que le bruit a une densité g strictement positive et que l’on se trouve dans un
des deux cadres de la section 8.5.4 : récurrence du modéle ou domination de la probabilité
de transition (exemple 3.6).

Alors, pour toute loi initiale, la suite (%—:) satisfait un PGD étroit de vitesse n et de

tauzr convexe et décroissant sur | — oo, 0], convexe et croissant sur |0, col.

Remarque 4.5 Au lieu de C,, on aurait pu utiliser D, = S0 |6 (X;) || qui a les

mémes propriétés que Cy si on se limite o des familles de lois initiales concentrées sur
une partie bornée de RY.

4.4.2 Application aux modeles AR(1) linéaires

& Présentation des estimateurs usuels

Dans cette section, nous considérons un modele autorégressif d’ordre 1 unidimensionnel :
Xnt1 =0X, + e

ou (g,) est une suite i.i.d de v.a. centrées non nulles, indépendante de I’état initial X.
On considere les estimateurs suivants.
— l'estimateur des moindres carrés:

—1 —1
A Y XiXin izo Xi€it1

On= =0+
" E?:_ol XZ2 ?:1 Xz2 7
— Pestimateur de Yule-Walker :
v _ X X _ Sy Xi20+ "o Xi€it1
! i X7 i1 X7 X7

— l’estimateur intermédiaire, qui n’est pas classique, mais qui apparaitra natu-
rellement dans notre étude :

= _ S XX _ St X? o4 Sy Xigiva
(T X2+ x2) /2 (T X2+ X2) /2 (X X2+ X X2) /2

Pour I’étude de la consistence, le premier estimateur est le plus simple car, quel que
A
soit 6, par la loi des grands nombres relative aux martingales de carré intégrables, 0,
A
—0 2% 0. L’estimateur des moindres carrés 6, est donc toujours un estimateur fortement

consistant de 6.
Pour les deux autres estimateurs, on a
v LX? ps. = X7 5.
n—L@;OX;eHOet On —7— %Z—O s 6 22 0.
=14 ( i=1 Xi + 2250 Xi) /2




CHAPITRE 4. PGD AUTONORMALISES 99

Dans le cas stable (|| <1),ona 137 X? 2% > 0.
Dans le cas instable (§ = +1), en supposant que le bruit a un moment d’ordre > 2 fini,
on a (cf. par exemple [Duf97], proposition 4.4.24) :
X2 5.
n nX2 & 0.
i=1%§
D’ou la consistance forte des trois estimateurs dans les cas stable et instable.
Dans le cas explosif (|#] > 1), pour une v.a. presque strement non nulle Y dont la loi ne
charge aucun point (en particulier pas 0),

x
07" X, E5Y = Xo+ Y 0 Fey,
k=1

La convergence est un résultat facile de martingale et la propriété de sa loi est une
conséquence d’un théoreme de P. Lévy ([Lév31]).

Dans le cas explosif, les deux derniers estimateurs sont des estimateurs fortement consis-
tants d’une fonction simple de 6 a partir de laquelle on peut calculer 8; en effet :

P G
=1
2
0+1/6

Y ps 1 = p.s.
Qnﬁfet enﬂ

0

Tout cela est fort ancien (Mann-Wald [ManWal43]). Le comportement en loi de ces
estimateurs est lui aussi bien connu. Par contre, seul le cas des bruits gaussien avait
jusqu’a présent été étudié du point de vue des grandes déviations.

& L’état des lieux pour un modele AR(1) a bruit gaussien

On suppose que le bruit a la loi NV (0, 02), gaussienne centrée de variance o2.

Cas stable
1) Utilisation de méthodes gaussiennes En corollaire de méthodes gaussiennes, un PGD
est établi par Bryc et Smolenski [BrySmo93] et par Bryc et Dembo [BryDem97] pour les
moyennes quadratiques (% A XZQ) .
Parallélement, Bercu-Gamboa-Rouault [BerGamRou97], eux aussi a partir de résultats
gaussiens plus généraux, obtiennent des PGD étroits portant sur le modele autorégressifs
stationnaires - avec la loi initiale N (0,0%/ (1 — 6?%)).

— Pour l'estimateur des moindres carrés avec le taux non convexe :

2 _
h(z) = %lng si (9—\/m>/4§g;§ <9+\/M)/4

1— 22
= logl|f — 2z|.
— Pour l'estimateur de Yule-Walker avec le taux convexe :
1. 1+46%2—-20

= 0o sinon.
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Dans le méme cadre, des PGD ”précis” sont obtenus par Bercu, Gamboa et Lavielle
[BerGamLav00].

Citons aussi des travaux voisins de Florens et Pham portant sur le processus de Ornstein-
Uhlenbeck [FloPha96b].

2) Principes de moyennes déviations (PDM). En corollaire d’un principe de moyennes
déviations relatif aux martingales, Worms ([Wor99a] et [Wor99b]) obtient ici un principe
de moyennes déviations pour 'estimateur des moindres carrés. Pour une vitesse (a;)

A
telle que a, = o(n), <\/n/an {Hn —0]) satisfait un PGD de vitesse (ap) et de taux
z— (x—0)* /202

Cas stable, instable et explosif

Deux articles tres récents ont présenté des résultats assez surprenants, conduisant a un
comportement en grandes déviations des estimateurs de méme type dans les trois cas
(avec toujours la vitesse n). Ces travaux ont été une motivation des notres, visant a
obtenir des résultats semblables avec des bruits non gaussiens.

AN
1) PGD et PDM supérieurs pour <0n —c9>

J. Worms [Wor(O1] utilise une inégalité exponentielle relative aux martingales et des
calculs spécifiques au cas gaussien du méme type que ceux des auteurs cités ci-dessus et
obtient, dans les cas instable et explosif des PGD supérieurs de vitesse n. Il obtient aussi

A 1/an
des PDM de vitesse (a,) avec a,, = o (n), pour ( o™ {Hn —0}

) dans le cas explosif

A
et pour ((n/an) 0n —0| | dans le cas instable.

2) PGD pour Uestimateur de Yule-Walker.
B. Bercu [Ber01] obtient des PGD (précis) de vitesse n pour 'estimateur de Yule-Walker.

v
Pour le modele AR (1) avec un bruit de loi A (0,1) et d’état initial zo donné, <0n)

satisfait toujours un PGD de vitesse n, avec les taux suivants :
— dans le cas stable, le taux convexe donné ci-dessus avec la loi stationnaire ;
— dans le cas explosif, un taux convexe sur | — oo, 1/6[ et sur |1/6, +o00[ mais bruta-
lement discontinu en 1/6 :

1 1+46%—26
H(z) = 210g<+1_l3$> size€l—1,1[et x #1/0,
= 0O0siz=1/6,
= +oosi|z| > 1;
— dans le cas instable, un taux convexe H™ sif =1 et H™ si 0 = —1 avec :

1 2

H" (z) = 2log(1+x> si —1<ax<1,

= 400 sinon;

1

H (z) = 2log(1_x> si —1<xz<1,

= +o00 sinon.
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& PGD autonormalisé

Voici des résultats qui sont des conséquences des théoremes 4.2 et 4.3. Dans ce cas, le
taux de Donsker-Varadhan I(¢) s’annule seulement pour ¢ = ¢! @ p, avec ¢! invariante
pour p. Donc jamais si |0] > 1; si |0] < 1, il s’annule pour une loi gaussienne centrée.
Ainsi, pour R < oo,

h*(r, R) = inf {I(g) \ /x(y — 0x)((dz, dy) =7, /ﬁdgl < R}

ne s’annule que pour » = 0. Lorsque le carré du bruit vérifie la condition de Cramér
renforcée, cela veut dire que les taux ne s’annulent qu’en 0.

Théoréeme 4.4 Soit un modéle autorégressif d’ordre 1 unidimensionnel
XnJrl = HXn + ent1
ayant un bruit dont le carré satisfait la condition de Cramér renforcée ; en outre P (1 = 0)

0. On ne fait aucune hypothese sur 6.
n— 1 2

— Alors, la suite Hn — N2 c9> satisfait un PGD supérieur étroit de

2 =T 2
(Zl IX +Z X;
vitesse n et de tauz étroit H nul en 0, convexe et décroissant sur ] — 00, 0[, convexe

et croissant sur ]0,00[; ce PGD est uniforme pour toutes les lois initiales
n—1 9o

\% X Y A
— La suite (Qn —WH) satisfait un PGD supérieur de taux H ayant les mémes

=1
propriétés que H, uniforme sur des classes de lois initiales concentrées sur un
compact.

\V4 =
Les taux H et H sont convezes
Théoreme 4.5 En plus des hypothéses effectuées dans le théoréeme 4.4, on suppose
que le bruit a une densité strictement positive. Alors, pour toute loi initiale, la suite
— n— ng ) ] 3 ] ] —
<0n — (Zl 1XQ+ZH 1X2) 9> satisfait un PGD étroit de vitesse n et de taur H ayant

les mémes propriétés que dans le théoreme 4.4.

A\V4 =
Les taux H et H sont convexes et strictement positifs pour tout r # 0.

o , L (Y ml L
Pour une loi initiale concentrée sur un compact, la suite | 0 —%9 vérifie un
4] n Z
1= 1

YA
PGD étroit de vitesse n et de taux H ayant les mémes propriétés que dans le théoréme

4.4

{> Commentaires

C1. Nous n’avons pas rejoint tout a fait le cas gaussien pour lequel le carré du bruit
ne satisfait qu’une condition de Cramer non renforcée.

C?2. La méthode de B. Bercu est beaucoup plus précise dans le cas gaussien mais elle
n’est pas transposable a d’autres bruits.

(3. La formulation donnée ci-dessus (valable pour tout 6) se préte bien, comme
c’est souvent le cas pour les PGD autonormalisés, a tout probleme de test ou
d’intervalle de confiance sur 8; par exemple a un test 76 < 1”7 contre "6 > 17, c’est
a dire stable-instable contre explosif.
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4.4.3 Fonctionnelles additives martingales markoviennes

& Vitesses de convergence d’un théoréme de limite centrale

1) Schéma Considérons une suite (M) de v.a. réelles satisfaisant un théoreme de limite
centrale : (M, //n) converge en loi vers une loi normale N (0,1) - gaussienne centrée de
variance 1.

Un moyen d’évaluer la vitesse de cette convergence est donné par des théorémes de
limite centrale presque siire qui donnent une convergence presque sire du type
suivant : sur P (R),

1 1
LS o £ N 01) e =35
=1

= 1

Des lors, on peut tenter d’évaluer la vitesse de convergence de ce nouveau résultat asymp-
totique (en loi ou en grandes déviations).

Cas du mouvement brownien Pour les grandes déviations, la racine du probléme est
naturellement un PGD sur les lois empiriques d’'un mouvement brownien (B;). Selon
Baxter et Jain [BaxJaiVar91], il n’existe pas de PGD de vitesse ¢ pour les lois em-

piriques usuelles (% fg ) Bsds). Mais il en existe un pour les moyennes logarithmiques

(@ I %6[35/\/5] ds). On a alors un PGD sur P (R) de vitesse logt et de taux H défini
par :

H(p) = ;/|V¢ (z) |2dN (0,1) sip= ¢*> N (0,1) et si ¢ est différentiable dans L? (N (0,1)),

= 00 sinon.

Ce résultat se déduit facilement d’un PGD de taux H et de vitesse t relatif au pro-
cessus de Ornstein-Uhlenbeck stationnaire (Xt =et/ 2B€t>. Ce PGD sur le processus
de Ornstein-Uhlenbeck résulte des PGD sur les processus gaussiens (Donsker et Va-
radhan [DonVar85], Bryc et Dembo [BryDem95]) ou des PGD sur les processus hy-
permélangeants (Chiyonobu et Kusuoka [ChiKus88]). Un exposé complet et clair est
celui de Deuschel et Stroock ([DeuStr89]). On y trouve en outre le résultat suivant :

K (pN(0,1)) < 2H ().

Cas i.i.d. et markovien L’objectif naturel était des lors 'obtention d’'un PGD de taux
H et de vitesse logn pour les moyennes logarithmiques (log%n i—1 15[ M,/ \/]>

La premiere réponse positive a été donnée par March et Seppéldinen [MarSep97] dans
le cas d’'une marche aléatoire (Y; + ... +7Y},),~; ol les v.a. Y; sont i.i.d., centrées, de
variance 1 et ayant des moments de tous les ordres finis. On peut regarder aussi [Bro88],
[CsoHor92], [ChaMaa00], [Cha0Ola], [Cha0Olb] [MaaOla] et [Maa01b].

Ce résultat a été généralisé au cadre markovien par Heck et Maaouia [HecMaa01]. Voici
leur résultat.

On considere la version canonique (Q, A, (Pe)yepm s (Xn)n20> d’une chaine de Markov de

transition p, d’espace d’états (E,d) et, pour P, = [v (dzx)P,, il s’agit d’une chaine de
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Markov de loi initiale v. Ici (€2, 4) = (E,&)" et Pon utilise les opérateurs de translation
0, définis par 6, ((yn)nzo) (Yn+k)n>0

Une fonctionnelle additive (4, )n>0 est une suite de v.a. réelles telle que Ay = 0 et,
pour tout n > 1 et toute loi initiale v, on ait, P, — p.s.,

A, =A,_1+A100,_1.

C’est une fonctionnelle additive croissante si 41 > 0.
Une fonctionnelle additive martingale (1/;,),,~ est une fonctionnelle additive qui
est en outre une martingale pour chacune des probabilités P, .

Théoréme 4.6 (Heck et Maaouia [HecMaa01])
Hypothéses
a) La chaine de Markov est supposée récurrente de probabilité invariante u et irréductible
avec un petit ensemble C' (cf. 3.4.1.).
Si Te = inf{n| X, € C et n>1}, on suppose enfin que sup,cc Eqy (Té?) < 00
pour tout k > 1.
b) (M,) est une fonctionnelle additive martingale telle que, pour tout k > 1, E,, (\Mn\k) <
oo et By, (M2) = o3,.
Conclusion Pour toute loi initiale v telle que, quel que soit k > 1, E, (Té’?) < oo et

E, (|MTC|k) < 00, la suite des probabilités aléatoires

"1
I T o

n =1 =1

satisfait sur (Q, A,P,) un PGD de taux H.

Commentaires
C'1. Le taux obtenu est ainsi le méme pour toute fonctionnelle additive markovienne
normalisée par o). En ce sens, la vitesse de convergence du théoreme limite central
ne dépend pas de la fonctionnelle additive markovienne.
C2. La condition sup,cc E, (T(’j) donnée en a) implique, en notant || e[|y 7 la distance
en variation totale des probabilités et b une constante :

Vn, n"sup [[p" (z, ) — pllvr < 00;
zeC

c’est la récurrence riemanienne d’ordre k. Elle implique E,, (Tg_l) < 0. Voir
Pitman [Pit74] dans le cas atomique, Nummelin et Tuominen [NumTuo82], Duflo
([Duf97] p.292-302).

Donc, dans le théoreme de Heck-Maaouia, on peut prendre v = p ou v = J, pour
p—presque tout x.

Comme E,, (]Mn|k) < oo pour tout k > 1, le théoreme s’applique a la loi initiale
1 et aux lois initiales §, pour u—presque tout x. Il s’applique aussi a toute mesure
v absolument continue par rapport a p avec une densité bornée.
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C3. Des conditions suffisantes peuvent étre établies a ’aide du critére de Hajek
[Haj82]. On suppose qu’il existe une fonction U, deux constantes R et A finies, et
un a €]0, 1] tels que

pU (z) < aU (%) Iy@)>r + Alyz)<g-
Alors, pour b €]1,1/a[ et pour une constante ~p,

B, (bTwsm) <4 (U (2) +1).

Ainsi, si C' = {U < R} est un petit ensemble, on a un cadre assurant sup,cc E; (Tg)
Pour toute loi initiale v telle que [Udv < oo, E, (bTC ) < oo donc, pour tout k,
E, (Tg) < 0.
Notons AM,, = M, — M,_1. Par I'inégalité de Burkholder, pour tout k > 2, il existe
une constante pg pour laquelle

E, (sup ’Mz’k> pkEu (
1<
prnt/2 IR, <Z IAMz|k> ;
k=1
E, (‘MTc’k) < (/ Udv + 1) kab_"nk/Q—l (Z E, (‘AMN@)) '
n k=1

Le théoreme s’appliquera & la loi initiale v si [Udr < oo et si, pour tout k > 2,
sup,, E, (\AMnlk) < 0.

IN

. k)2
> (AMz’)Q] )

i=1

IN

Exemple 4.1 (Modéle autorégressif récurrent) On considére un modele autorégressif
de dimension d

Xny1=A4 (Xn) +o (Xn) En+1

avec les mémes hypothéses que dans 3.4.3 a lexception de la continuité de A et o, inutile
ici. On fait les hypothéses suivantes :

a) Conditions sur le bruit. Le bruit (e,) est une suite i.i.d. de v.a. dont la loi est
centrée et a une densité par rapport a la mesure de Lebesque continue, strictement
positive ; enfin, pour tout k, E (HelHk) < 0.

b) Condition de stabilité : lim supjj, | (|4 (z) [|/[|2]]) < 1.

Le commentaire C3) s’applique a U (x) = ||z||* pour tout k > 1. En outre tout compact

de RY est un petit ensemble. On prend un petit ensemble C = {z; ||z|| < R}. On obtient,
pour un b > 1,

B, (b70) < Gy (|l +1) et SUpE, (b") < Cy(R+1).

En outre, si [ |z||*v (dx) < oo, la condition de stabilité implique sup,, E, (HXnHk) < 0o
(voir par exemple [Duf97], lemme 2.3.16).
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Bilan. On considére une loi initiale telle que [ ||z||*v (dx) < co pour tout k > 1 et une
fonction additive martingale

n

M, = Z < ¢(Xi_1) ,Ei >
i=1

ot ¢ est une fonction réelle borélienne définie sur R%avec ||¢ (z) || < a||z||™ + B pour un
m > 1, alors

E, (JAM[*) = (B, (IXn-1l™) +B8) E (Jleall*) .
SupIE,,<|AMn|k) < o0.

Donc ici, le PGD logarithmique de Heck et Maaouia s’applique pour toute loi initiale
satisfaisant [ ||z||*v (dz) < oc.

{> Autonormalisation
Dans le cadre du théoreme précédent on a les résultats suivants ou l'on note A, =
é 2?21 %5[]\/11‘/01»1\/11'
a) (Théoreme de limite centrale presque sir) : p.s., la suite (A,,) converge étroitement
vers N (0,1).
b) (Loi forte quadratique des grands nombres) : p.s., la suite [ 22 A,, (dz) = i A %
tend vers 1. .
c¢) (Loi forte logarithmique des grands nombres) : si f est une fonction borélienne
réelle presque partout continue pour la mesure de Lebesgue et telle que sup,, | f (z) | /2% <
00, p.S., la suite [ fdA, tend vers [ fdN (0,1).
d) (Théoreme de limite centrale avec poids logarithmique et loi du logarithme itéré
associée).
Pour f € L? (N (0,0%,)) d’intégrale nulle et satisfaisant une condition de Lipschitz
[f(x) = F) | < Clz —yl A+ 2] + |y]),

1 r 1
dA, =5 N (0,02) et, ps. i /dA< .
\/logn/f " ( Uf) e -5 TSP \/210gnlogloglogn| fdAn| < oy

Tous ces résultats et d’autres beaucoup plus généraux relatifs aux martingales vecto-
rielles ont été établis par trois mathématiciens tunisiens Touati, Chaabane et Maaouia
([ChaMaaTou98]).

Mais on est dans le cadre d’'un PGD empirique étroit. On peut donc ici appliquer le
corollaire unidimensionnel, par exemple a la fonction f (x) = z; [ |z[Pdv (x) = 0 signifie
v =6y donc H (v) = co. On est dans le cas favorable.

Corollaire 4.4 Dans le cadre du théoréme 4.6, pour tout p > 1, le rapport

1y 1M

Sn =17 \/2
1y 1| P\UP
Sn =174 \/{

satisfait un PGD troué avec un tauxr H, qui ne s’annule qu’en 0, est croissant convexe
sur 10, 00[, convexe décroissant sur | — oo, 0].
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Pour p = 2, le dénominateur fait apparaitre la moyenne logarithmique quadratique. Pour
les applications statistiques, il est utile de remarquer que la constante o; a disparu.

¢ Contiguité exponentielle

Soit (Cp),,~o une fonctionnelle additive croissante. On suppose que (Cj/n) converge
super-exponentiellement vers 1 pour la vitesse (logn) et la loi initiale v, c’est a dire :

Vr >0, lim 1
n ]

C
logP, (’n — 1’ > 7“) = —00.
ogn n

C’est en particulier le cas, si (Cp,/n) converge exponentiellement vers v pour la vitesse
n c’est a dire : ) o
vr > 0, limsup—logIP’ <‘n — 1‘ > T‘) < 0.

Considérons alors les probabilités aléatoires A,, = 17 > 1(5 [Mi/on \/] et B, = ; Yo 15[ M Jor VT

Montrons la contiguité exponentielle des suites (A,) et (By,) c’est a dire :

. 1
Vp >0, h}ln logn log P, (dDudley (Am Bn) > p) = —00.

On remarque que, pour des mesures de Dirac, dpydiey (9a; 0) < inf (2,|a — b]) . En outre,

si 'on a (\/ /z) <r<l,
Mi Mz /Z—1| T
O'M\ﬂ Ci O'M\[ 2V /Z 1—7r’
M; M; 1-—
inf( o ,2> < 2si |Mi/Vi| > 200 ——
O'M\ﬁ 7
r M; < r )2 .
< <2 sinon.
1—r 1—r

On fixe p > 0. Pour tous > 0 et R €]1, 0], il existe un N tel que, pour i > N, on ait

(VT o2g) <

Pour n?/10 > N,

Rl N S R 2 1
dpudiey (An, Bn) < = > =+ > ez T o > =
noi=1 " j=np/104 1 ™ j=np/1041
2 n
1 1
1—1r/) s, . )
z:nﬂ/10+1

L’ensemble I', = {V v (|x] > 20M—> > p/4} est un fermé et, si r | 0, ces fermés

décroissent vers I’ensemble vide. Par suite lim, .o H (V | v (\aﬁ| > 20M ) >p/ 4)
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et on peut choisir r tel que H (1/ v (]ac\ > oyt ) > p/4) > R. On choisit aussi r assez

petit pour que 2 (ﬁ) < p/4. Enfin, pour n assez grand = E”p/w 1< p/a.

Ainsi, pour r choisi assez petit et n assez grand :

2 &1 1
]P)(dDudley (An, Bn) > ) S IP (S Z ;HM 1)1/2 1‘>T Z /7/8) + Py (Z ;]I|M»L/\/;|22O']w¥ 2 p/4>
n i:np/10+1 7 - =1
16p <& 1 Ci\ /2 “ 1
< ? Z =P (i(lz) -1 >r|+P ZgH‘Mi/\ﬁ‘220M¥ > p/4
" i=ne/1041 i=1

1
n IOgP (dDudley (An> Bn) > p)

—Rp/10
—inf [ limsup ! log 16p n JH (1/ v (]x] > 0M1> > p/4>
logn logn R r
< —inf (R, Rp/10).

lim sup 1
0

IN

Et R étant choisi librement, la preuve est achevée.
On montre de la méme maniere que (A;) et (Bj) sont exponentiellement contigués a

(D) avec
Ly |
Dy = < ; ;5 \/Mi/UMCi]> ;

en écrivant
M; M;

ouvi oV (Cifi)

Mi ( )
QQ Application au modele AR(l) stable

On considere le modele AR(1) de dimension 1 défini avec |0 < 1;

Xn+1 =0X, + En+1-

On est dans le cadre du théoréme si ¢ et la loi initiale ont des moments de tous les ordres
finis, € ayant une densité strictement positive et bornée.
On applique ce qui précede & M,, = S7 1 X;_1; et & C, = S0 | X4]|%, donc & Verreur
de 'estimateur des moindres carrés
M,
O, —0=—.
n Cn

Ici, 03, = 7?02 oUW E,, (X?) = +? et E (%) = o2
Dans ce cadre on a (cf Worms [Wor99])

1 1 '«
Vr >0, limsup —logP, (] Z X112 = 42| > 7“) <0
n n <
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On a un PGD étroit pour la suite @ > %5@ \/(/\ 0))) . Ce qui permet a nouveau
F V1 0i—

d’appliquer le corollaire 4.3 et on a un bon PGD troué pour

lo;n z”; \}% <9i _9> /J 1o;n XZ; @i _0>2‘

1=
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