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Introduction Générale

Les travaux présentés dans cette these concernent des résultats d’homogénéisation et de correc-
teur pour des problemes hyperboliques.

Dans de nombreux problémes de mécanique, physique ou ingénierie on est amené a étudier
des problemes aux limites dans des milieux ayant une structure périodique ou présentant des
hétérogénéités de petite taille par rapport a la dimension du domaine. C’est le cas notamment
des matériaux composites qui sont de plus en plus utilisés en industrie pour leur meilleures
caractéristiques que leurs composantes.

La modélisation de phénomenes intervenant dans ces matériaux composites, tels que la pro-
pagation d’ondes ou de chaleur, peut aboutir a des équations aux dérivées partielles dont les
coefficients sont fortements oscillants. Lorsqu’elles sont trop nombreuses, ces oscillations peuvent
générer des problemes dans la résolution numérique de ces équations. La théorie de I’homogé-
néisation permet justement d’y remédier en remplagant les problemes aux coefficients fortement
oscillant par des problémes approchés dont les coeflicients sont constants, et donc beaucoup plus
simples a traiter numériquement.

En général les coefficients oscillants du probléme sont indexés par un parametre . Homogénéiser
ce probléeme consiste a étudier le comportement asymptotique de sa solution u. lorsque € tend
vers 0. Si u est une limite, on se pose la question de savoir si u peut étre caractérisé comme
solution d’un probléme limite (qui naturellement ne contient plus d’oscillations). Si tel est le
cas, on doit montrer que la fonction u. est suffisamment proche de la fonction limite u, pour
que celle-ci puisse étre considérée comme une bonne approximation de u.. Lorsqu’on dispose de
bonnes estimations, on peut remplacer le probleme de départ par le probleme homogénéisé dont
la solution est plus simple a calculer.

Lorsqu’on étudie la convergence de la solution u. du probléme de départ, on ne dispose que
d’une convergence faible de cette solution (c’est une conséquence du caractere oscillatoire du
probléme). Cependant, on a prouvé dans de multiples situations, qu’en multipliant la fonction
us par une fonction convenable x., ou bien le gradient Vu. par une matrice C* convenable,
on peut obtenir une convergence forte des produits y.u. ou C*Vu, vers la solution « du pro-
bléeme homogénéisé ou de son gradient Vu, respectivement. On appelle les fonctions y. ou bien
les matrices C* des correcteurs car ils permettent d’améliorer la convergence de la solution du
probléme initiale. On doit noter que trouver des correcteurs ou des matrices correcteurs n’est
pas un probléme facile, de méme que de montrer qu’en les utilisant on bénéficie d’une meilleure
convergence.

Le domaine dans lequel le probleme est étudié peut étre un domaine fixe 2 C R” ou un domaine
Q. dépendant d’un parametre . Dans ce cas, on a en général, Q2. = Q\ S, il s’agit d’'un domaine
Q perforé par un ensemble de trou S..

Si on suppose que l'on étudie un probléme dans un matériau composite dont la distribution
de matiere est périodique, on peut décrire cette situation mathématiquement par le fait que le
domaine €2 est recouvert par des cellules €Y de taille ely x €ly X ...¢€l,, ou lq,...,l, représentent
les dimensions de la cellule de référence Y, avec Y =]0,{1[x ... x]0,l,][.

Deux échelles caractérisent cette construction, I’échelle macroscopique qui donne la position d’un
point x dans le domaine 2 et I’échelle microscopique £ qui donne la position d’un point dans la
cellule Y. Plus précisement, il s’agit de la position d’un point x appartenant au domaine €2 se
trouvant dans une certaine translation de la cellule €Y, en d’autres termes pour tout x € €2, il
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existe un unique entier k € Z et un unique réel y € Y tels que :
T kl+y, okl = (kily, ... knly) ety €Y.
€

On peut dire que 1'on est en présence de deux variables x et y et c’est cette observation qui a
été la base des méthodes d’homogénéisation.
Cette these comprend 4 chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux rappels des principales méthodes d’homogénéisation, a
savoir les quatre méthodes d’homogénéisation périodique ainsi que de la définition de la H-
convergence. Les quatre principales méthodes d’homogénéisation périodique sont la méthode
des échelles multiples de A. Bensoussan, J.L. Lions et G. Papanicolaou ([7], [16], [32], [35]), la
méthode des fonctions tests oscillantes de L. Tartar ([37], [38]), la méthode de la convergence a
double échelle (G. Nguetseng [30], G. Allaire [1]) et la méthode de ’éclatement périodique de D.
Cioranescu, A. Damlamian et G. Griso ([15]). Pour les décrire, on applique les quatre méthodes
successivement au probleme suivant :

"9 z\ Ou.
_ Z 87:131 (aij (5) (%y) = f dans (,
us = 0 sur 01,

ot f € L?(Q) et A est une matrice carrée d’ordre n, coercive, définie par A = (@ij)ij=1,..n O1
les coefficients a;; sont des fonctions Y-pérodiques appartenant a L>°(§2) pour tout 4, j = 1,...,n.

Dans la seconde partie du premier chapitre, on rappelle la défintion et quelques résultats portant
sur la H-convergence.

Dans le chapitre 2, on s’intéresse a 'homogénéisation et a un résultat de correcteur concernant
’équation des ondes sous une hypotheése de H%-convergence de la partie elliptique du probleme.
Cette notion a été introduite par M. Briane, A. Damlamian et P. Donato dans [10]. Elle géné-
ralise la notion de H-convergence aux domaines perforés.

Soit 7" > 0 un réel donné, et Q. = Q\ S: un domaine perforé, obtenu en retirant un ensemble
de trou S: a un ouvert borné €2 de R™. On considere le probleme suivant :

psulg/ —div(A*Vue) = f. dans Q. x(0,7),
ue = 0 sur 09 x (0,7),

A*Vu..v = 0 sur 0S¢ x (0,7, (1)
ue(z,0) = ae dans (),
ul(z,0) = b dans €,

ou v désigne la normale extérieure a ., {p:} est une suite de fonctions définies positives et
uniformément bornées sur ., {f.} une suite de fonctions appartenant a L?(Q. x (0,7)) et
{A®} une suite de matrices symétriques et bornées dans L>°(f2) telles que le couple {(A%,S.)}
HOconverge vers une matrice A°. Pour une définition détaillée de la HC-convergence, voir le
chapitre 2.

Nous prouvons deux résultats principaux. Le premier concerne la convergence de la solution u. du
probléme (1) vers celle du probléeme homogénéisé. Dans un premier temps, on suppose qu'il existe
une matrice de fonction AY coercive et bornée et des fonctions p € L>=(Q), f € L?((0,T) x ),
ap € HE(Q) et b € L*(Q) telles que :



i) (A%,S.) H°-converge vers A°,

ii) pe — p faible * dans L™>(Q),

iii) f.— f faiblement dans L2(Q x (0, 7)), (2)
iv)  Qeas — ap faiblement dans H{ (),

v)  peb. — b faiblement dans L2(€2),

ot {Q.} est une suite d’opérateur de prolongement, linéaire et continu de V. = {v € H(€.), V)pe =
0} dans HE(Q) uniformément bornée en ¢ et ott ~ désigne le prolongement par 0 & €, de toute
fonction définie sur €.

On montre que la solution u. du probléme (1) vérifie les convergences suivantes :

{ Poue —u faible * dans L(0,T; H}(2)), 3)

Poul — ' faible * dans L>(0,T; L*()),

ot { P} est une suite d’opérateur d’extension linéaire et continu de L> (0, T; Vz) dans L*°(0, T; H}(Q2))
uniformément bornée en € et u la solution du probléme homogénéisé

pu’ —div (A°Vu) = f dans Qx(0,7),

u = 0 surdQx(0,7), (@)
u(xz,0) = ap dans Q,
' (z,0) = by dans €,

avec by = —.

Le deuxiéme résultat que nous montrons dans ce chapitre est un résultat de correcteur, s’avérant
beaucoup plus technique a démontrer que le précédent. Nous devons faire des hypotheéses plus
restrictives sur les données, en effet on suppose que (2) est vérifié mais que de plus, il existe des
fonctions yo € L¥(Q), f € L2(Q x (0,T)) et by € L%(Q) telles que :

i) xa.—xo faiblement * dans L*>°(Q2),

i) fe— ){ fortement dans L?(Q x (0,T)), (5)
0

iii) b. — by fortement dans L?(Q),

ol xq. désigne la fonction caractéristique de 2. dans €2 et que a. vérifie le probleme suivant :

—div(4°Va.) = Q*(—div(A°Vag)) dans Q.,
A*Va..v = 0 sur 0S., (6)
a = 0 sur 0f),

ot ap € H} () et QF est 'adjoint de I'opérateur Q..
Sous ces hypotheses, on montre que

7) ?L%”“/f = leo o200 = 0

i) I [IVue — C*Vuleoqo ey, @oym) = 0

loc

ou C° est un correcteur elliptique local introduit en [12].

Dans la derniére partie de ce chapitre, on montre que les hypotheéses (2) ne suffisent pas pour
avoir ce résultat de correcteur. Les hypotheses (5) et (6) permettent d’obtenir la convergence de
I’énergie associée au probléme (1) vers celle du probleme homogénéisé, ce qui est nécessaire pour
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obtenir le résultat de correcteur. La nécessité d’introduire des hypotheses plus fortes avait déja
été observée dans [8] par S. Brahim-Ostmane, G.A. Francfort et F. Murat qui avaient étudié le
méme type de probleme sous une hypothese de H-convergence de la matrice A°.

Nous démontrons d’abord le résultat (7) pour la famille des correcteurs elliptiques locaux (C*¢)
de [12]. Ces correcteurs peuvent étre approchés sur des sous-ensembles convenables de (2, par
des matrices Cj, de la forme

pour tout x € Q, Cj(z)e; = VW (),

pour tout ¢ = 1,...,n et ou {er,...,e,} est la base canonique de R™. Chaque fonction W,
est définie comme solution d’un certain probléme elliptique sur §2.. Cette propriété joue un roéle
important dans la démonstration du résultat de correcteur.

Dans le chapitre 3, on étudie un probleme hyperbolique non linéaire, il s’agit d’une équation des
ondes ol on a rajouté un terme non linéaire portant sur la dérivée en temps. On montre tout
d’abord un résultat d’existence et d’unicité, puis un résultat d’homogénéisation.

On cherche donc u, solution de

u? — div (A (Zf) Vu6> +g(ul) = f. dans Q. x (0,7),
ue = 0 sur 02 x (0,7,
A*Vu..v = 0 sur 05 x (0,7, (8)
ue(z,0) = u? dans €,
ul(z,0) = ul dans (),

ou €2 est un ouvert de R™, T" > 0 est un réel strictement positif, 2. est un ouvert perforé
obtenu en enlevant un ensemble fermé S. de trous e-périodique de taille € a Pouvert 2, A est
une matrice symétrique bornée définie positive, v la normale extérieure par rapport a .. La
fonction g est une fonction scalaire a croissance sousquadratique c’est-a-dire g est majorée par
une fonction polynomiale dont l'ordre p permet d’avoir 'injection compacte de H}(f2) dans
LP(€). Les données initiales u?, ul et f. appartiennent aux ensembles Vz, Vz et H(0,T; L*(Q)),
respectivement.

Nous montrons I'existence et I'unicité d’une solution u,. de ce probléme pour tout ¢ fixé, par une
méthode de Galerkin et des arguments de monotonie. Cette solution est telle que

ue € L0, T;V2), ul € L®0,T;V.) et ul € L®(0,T; L*()).

La méthode de Galerkin nous fournit des estimations uniformes de u. et de ses dérivées en
fonction des données initiales, nous permettant ainsi d’étudier leur comportement asymptotique
lorsque € tend vers 0.

Soit (P:) la famille d’opérateurs de prolongement introduite par D. Cioranescu et P. Donato
dans [17]. On prouve dans la seconde partie de ce chapitre que nous avons les convergences

i)  P.uc —u faiblement * dans L>(0,T; H}()),
ii) Poul —u' faiblement * dans L>(0,T; H}(Q)), (9)
iii) P.u” — "  faiblement * dans L>(0,T; L*(Q)),

ainsi que

{ i) g(ul) — Og(«) faiblement *L>(0, T; L2(Q2)), (10)

i) AVu. — A°Vu  faiblement * L=(0, T; (L2(Q))"),



ou - désigne le prolongement par zéro de toute fonction définie sur €).. La fonction u est la
solution du probleme homogénéisé

ou” — div (A°Vu) +0g(v/) = f inQx(0,T),
u = 0 ondQx(0,T),
u(z,0) = u® inQ, (11)
u'(2,0) = ul inQ,

et A est la matrice homogénéisée assossiée & A® tandis que 6 est la proportion du matériau
dans la cellule Y.

Lorsqu’on étudie 'homogénéisation du probléme (8), les principales difficultés sont d’une part,
I’'obtention d’estimations uniformes en ¢ suffisamment fortes afin de pouvoi/r\gasser a la limite

lorsque € tend vers 0, et d’autre part, I'identification de la limite de la suite g(u.). Cela nécessite
des hypotheses sur les données initiales plus fortes que dans le cas linéaire classique.

Un probléme similaire a été étudié par M.M. Cavalcanti, V.N.D. Cavalcanti, D. Andrade et T.F.
Ma (voir [13]) avec A° = Id, f indépendante du temps, u? = 0, des conditions de Dirichlet
sur le bord des trous et ou la taille des trous est plus petite que la période (c’est la taille qui
correspond a 'apparition du terme étrange, voir [19]).

Dans le chapitre 4, on étudie le probleme classique de ’équation des ondes linéaire. Dans un
premier temps on retrouve le résultat d’homogénéisation en utilisant la méthode de I’éclatement
périodique introduite par D. Cioranescu, A. Damlamian et G. Griso dans [14] et [15]. On montre
ensuite un résultat de correcteur faisant intervenir ’opérateur de moyennisation qui est 'adjoint
de l'opérateur d’éclatement.

Soit T' > 0 un réel strictement positif et 2 un ouvert de borné de R™, on considere le probleme
suivant :

ul —div(A*Vu,) = f. dans Qx (0,7,

Uge = 0 surdQx(0,7), (12)
ue(z,0) = u dans €,
ul(z,0) = ul dans ©Q,

oit {f-} est une suite de fonctions appartenant & L?(2 x (0,T)) et {A°} une suite de matrices
symétriques, coercives et €Y — périodiques telles que

x

Af(x)=A (E) p.p. ¢ € R".

Tout d’abord, on montre que sous des bonnes hypothéses de convergence des données initiales

ul, ul et f-, nous avons les convergences suivantes :

{ i) wu.— u faiblement * dans L>°(0,T; HJ(€2)), (13)

ii) wul — v’ faiblement * dans L>°(0,T; L?(Q2)),

ou u est la solution du probléme homogénéisé associé a (12). On montre apres qu'il existe une

fonction u € C([0,T; L*(Q, Hp,,.(Y))) telle que

{ i)  Te(u:) = u faiblement * dans L>(0,T; L*(Q, HY(Y))), (14)

i) To(Vue) = Vyu+ Vi faiblement * dans L>(0,T; (L*(Q x Y))"),

ou 7. est 'opérateur d’éclatement périodique.
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Ensuite, on montre que sous des hypothéses plus fortes sur les données initiales u2, ul et f., on
a le résultat de correcteur suivant :

i) il_I}(l)Hula - UIHLQ(QX(O,T)) =0, (15)
)

e—0

pour tout p € [1, 400 et ou U est 'opérateur de moyennisation.



Chapitre 1

Les méthodes classiques en
homogénéisation

Dans ce premier chapitre, nous allons rappeler les principales méthodes en homogénéisation.
Tout d’abord nous allons récapituler les méthodes les plus courantes utilisées en homogénisation
périodique, c’est-a-dire lorsque les coefficients d’un probléme sont périodiques, puis ensuite nous
rappelerons la définition de la H-convergence en citant quelques exemples.

1.1 Meéthodes classiques en homogénéisation périodique

1.1.1 Présentation d’un probléme classique et principaux résultats

Dans ce paragraphe, on considére le probléeme classique en homogénéisation avec des coefficients
périodiques. Soit  un ouvert borné de R™ n > 2, ¢ le terme général d'une suite de réel
décroissante convergeant vers 0 et Y =]0,b1[x ... x]0,b,[ ou (b1,...,b,) € R™ une cellule de
référence. Soit f une fonction de L*(Q) et A(y) = (a;;(y))1<i j<n une matrice carrée d’ordre n
dont les coefficients sont Y-périodiques et définis sur R", tels que

”AH(LOO(RW))TLQ S 67

A est étri
est symé nrlque, (1.1)

Ja >0, Z aij(YAA; > a | APy p.p. dans R, ¥\ € R™.
ij=1

On considere dans €2 le probleme de Dirichlet suivant :

"9 x\ Ou.
— 2; 52 (aij (5> 8:53> = f dans Q, (12)
us = 0 sur 0,

qui peut s’écrire également sous forme matricielle de la fagon suivante :

—div (A°Vu,) = f dansQ,
ue = 0 sur 01,

ou l’on note

A(z) = A ("”) .

€

Le systéme (1.2) peut décrire différents problémes physiques comme par exemple le cas ther-
mique ou 'inconnue u, représente la conductivité de la chaleur du matériau. Dans ce systéme les

7
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coefficients a;; sont des fonctions dépendants des composantes du matériau composite. Ces fonc-
tions sont fortement oscillantes et oscillent de plus en plus lorsque € tend vers 0. D’un point de
vue mathématique, homogénéiser ce probléme consiste a étudier le comportement de u., lorsque
ue tend vers 0 et trouver sa limite ug, si elle existe, puis donner si c’est possible un probleme
limite satisfait par ug qu’on appelera le systéme homogénéisé.

D’apres des résultats classiques (voir par exemple [16]), le théoréme de Lax-Milgram nous assure
I’existence et I'unicité d’une solution u. dans H&(Q) pour le probléme 1.2 qui est telle que

Ca
luellzrg o) < = I1£llz2 (€2), (1.3)
ou Cq est la constante de Poincaré qui dépend uniquement de I'ouvert €.

D’apres des théoremes de compacité classique, I'estimation (1.3) entraine I'existence d’un élément
ug dans H{ () tel qu’a une sous-suite pres, on a

u: — up faiblement dans HJ(Q) et wu. — up fortement dans L(Q). (1.4)
Introduisons le vecteur de fonctions suivant :

i z\ Ou " z\ Ou
5 :(gla"wgn): (Il‘() 78,"" an'<>€ :AEVU . (15)
€ € € 32231 i\z 83;‘j Z I\ e awj €

j=1
Il satisfait naturellement
—div & = f dans Q.

D’apres les hypothéses sur la matrice A° et l'estimation (1.3), on en déduit qu’il existe une
constante ¢ > 0 indépendente de ¢ telle que

1€l 2@y < ellfllz2(o -
Par conséquent, il existe un certain & € (L?(Q2))" tel qu’a une sous-suite prés, on a

£ — & faiblement dans (L2(Q))", (1.6)

ou &y vérifie

—div (§o) = f dans Q. (1.7)

Pour réaliser 'homogénéisation du probléme (1.2), on cherche si la fonction ug vers laquelle
converge u, satisfait une équation du méme type que le probléme (1.2). Pour cela, on souhaiterai
avoir une relation explicite entre ug et &g.

Une des principales difficultés rencontrées en homogénéisation est qu’on ne peut pas passer
directement a la limite dans le probléme (1.2). La formulation variationelle du probléeme (1.2)
est la suivante :

Trouver u. € H} () tel que

- (x Oue Ov 1 (1.8)
Z /Qa”< >8$j oz, da:-/ﬂfvdx, Vo e Hy(Q).

=1 c

Les convergences (1.4) entrainent la convergence faible de

8U5 R 8u0

ox; T

faiblement dans L?(Q), Vi€ {1,...,n}. (1.9)
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D’autre part puisque les coefficients a;; sont Y-périodiques pour tout ¢,5 = 1,...,n, on sait
d’aprés des résultats classiques (voir par exemple [16]) que

aw(g) My (a5)) = IY\/Q” Vdy, V(i) e {l,... n}. (1.10)

Puisque les convergences (1.9) et (1.10) sont juste faibles, on ne peut pas passer directement & la
limite dans le membre de gauche de (1.8), puisque la limite du produit de deux suites convergeant
faiblement n’est pas égal au produit des limites. C’est-a-dire qu’on a, de fagon général

& x\ Ouez Ov " Oug Ov
1 i | = d ij) | aad
aﬂigzz:l/sz“f(e)axjaxi mF 2 M) | o ™

,j=1

On peut seulement dire que

. Ougs Ov B i j Ov
iﬂ’%z/ ”( )830]6% 9’“’—”221/950@3:#1‘

On cherche a trouver une relation explicite entre ug et & et a trouver si ug satisfait un probleme
du méme type que u,, c’est une des principales questions de la théorie d’homogénéisation. Dans
le théoréme suivant on rappelle le résultat classique d’homogénéisation du probléeme (1.2), voir
par exemple A. Bensoussan, J.L. Lions, G. Papanicolaou dans [7] ou D. Cioranescu et P. Donato
dans [16].

Théoréme 1.1 Sous les hypothéses faites sur la matrice A en (1.1), la suite de solution {u.}
du probléme (1.2) converge vers une fonction ug appartenant a HE(Q) qui est 'unique solution
du probléeme elliptique suivant :

n 2
—div (AOVUO> = Z aq 0o = f dans 2,
) K 8m,8xj (1.11)

ug = 0 sur 0.

2,

La matrice homogénéisée A° = (a?j)lgi,jgn est une matrice constante donnée par

A% = (af))ij=1m, avec af; = D/,/( Zalk ) (1.12)

Les fonctions X7, pour j = 1,...,n sont définies comme étant les solutions du probléme cellulaire
: ~ 0 3 (¥ —vj)
—div (AV (X’ —y;)) = — — lap—2—-2 | =0 dans Y,
AV =) == 3 5 (a0
(1.13)
X =0,

Ty e

X! estY — périodique.
Théoréme 1.2 (correcteurs) Si on suppose que A vérifie (1.1), et que de plus VX' € (L"(Y))",

pouri=1,...,n, et que Vu® € (L5(Q))", avec 1 <r,s < oo et — + — = 2 alors
r o s

Vu, —V g VIiX(=-))=—— L*(Q))"™.
Ue Uo +j:1 (x (€>> oz, 0 fortement dans (L*(Q2))
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Notons que la matrice homogénéisée peut aussi s’écrire sous la forme

1 SO
A% = (af))ijm1m, avec aj; = v /Y (aij -y akj({);) dy. (1.14)
k=1

ot X', i=1,...,n est solution d'un systéme ajoint & (1.13)

—div fAV(Y' — 3)) = — Z i (akjw> =0 dansY,

1/ i—o (1.15)
|Y| YX - ¥

i

x' est Y — périodique.

Lorsque 'on suppose que la matrice A est symétrique, ce qui est le cas dans les travaux effectués
dans cette thése, on peut montrer que la matrice A? est symétrique et que les fonctions X7 et
X’ sont égales pour j = 1,...,n (pour cela voir par exemple [16]).

La formule (1.12) (ou (1.14)) montre que les coefficients homogénéisés ne sont pas la simple
moyenne des coefficients du composite. Ils contiennent les moyennes My (a;;) auxquelles on a
ajouté des termes de correction exprimés en fonction des correcteurs x7.

La procédure d’homogénéisation du probléme (1.2) consiste a remplacer I’équation aux dérivées
partielles initiale avec les coefficients fortement oscillants caractérisant le matériau composite,
par une équation aux dérivées partielles avec des coefficients constants. Pour calculer ces coeffi-
cients qui caractérisent le matériau homogene fictif, on est amené a résoudre des équations aux
dérivées partielles qui ne comportent pas de coefficients oscillants sur la cellule de référence fixe
Y. On voit ici 'intérét de I’homogénéisation du point de vue numérique. Un calcul numérique
direct de la solution du probléme (1.2) nécessite un maillage de discrétisation tres fin si on a
un grand nombre d’hétérogénéités. Ceci veut dire un temps long de calcul et plusieurs sources
d’erreurs diies au caractere fortement oscillant des coefficients. Aucune de ces difficultés n’ap-
parait lorsqu’on calcule la solution homogénéisée car pour le faire, on résout des problemes sans
oscillations.

Dans les 4 paragraphes suivants on va montrer comment on peut retrouver le théoréme 1.1 en
utilisant diverses méthodes d’homogénéisation, tout d’abord celle des échelles mulitples, la mé-
thode des fonctions tests oscillantes, celle de la double échelle puis la plus récente qui utilise un
opérateur d’éclatement périodique.

1.1.2 Meéthode des échelles multiples

Le principe de cette méthode applicable a ’homogénéisation de nombreux probléemes est de
chercher une solution u. au probléme (1.2) sous la forme d’un développement asymptotique de

la forme :
ue () = ug (x, :) + euy <x, Z) + e%us (m, Z) +... (1.16)

ou les fonctions uj, pour j = 1,2,... sont telles que

{ uj(x,y) est définie pour x € Qet y €Y, (1.17)

u;(.,y) est Y-périodique.

Les premieres études asymptotiques des problemes aux limites non-stationnaires aux coefficients
oscillants ont été développés par ’école russe, notamment par N. Bakhvalov en 1975 ([5], [6]),
puis par G. Panasenko ([33]) en 1978, voir aussi [7] ol un certain nombre de probléeme ont été
étudié avec la méthode des échelles multiples.
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Les premiers résultats de Bakhvalov ont été donné dans ’espace R™ tout entier. Il a montré en
particulier que la solution u. de (1.2) en considérant le probléme sur R admet le développement
asymptotique suivant :

)‘9“0“2 3 ¥ (x> N
oxy K1 e ) Oxp0xy (1.18)

ot X" est défini en (1.13) et O par

—div (A(y)VHkl) = —a), — Z ) a7A> - Za Ai> dans Y,
" S ST by ’

1
m/yakl(y) dy =0,

6% est Y — périodique.

Ensuite, les résultats ont été étendus au cas d’un probléme aux limites dans le cas d’ouvert
borné par Panasenko dans [33]. Pour ce faire, il a introduit des correcteurs de couches limites,
explicitement construits dans le cas particulier d’une seule couche.

Le théoréme suivant montre que 1’on peut approximer la solution u. du probléme (1.2) par une
somme finie de fonctions dépendant de x et de € et que I'on retrouve le résultat d’homogénéisation
du théoréme 1.1 en utilisant la méthode des échelles multiples, si les données satisfont un certain
nombre d’hypotheses.

Théoréme 1.3 Si la matrice A vérifie (1.1) et si on suppose que f appartient a C>(Q), que
00 est de classe C™ et que X*, OF sont dans WY (Y) pour tout k,l = 1,..., N, alors il existe
une constante C' indépendante de € telle que

Une démonstration du théoréme précédent est faite par exemple dans [16].

ue — (up +eug + €2U2)HH1(Q) < Cy/e.

Dans ce paragraphe, on va rappeler brievement le principe de la méthode des échelles multiples,
I'idée de la preuve du développement formel (1.16) de u. et du théoreme ci-dessus (pour des
preuves plus détaillées voir [7] ou [16]).

Si on reprend le développement asymptotique de u. en (1.16) on remarque que plusieurs échelles
interviennent, I'une macroscopique donnant la position du point x dans €2 et 'autre microsco-
pique donnant la position de r dans la cellule Y ou plus précisemment dans une image de Y
par une translation de type kY€ ou ke Z".

Soit ¢(x,y) une fonction de deux variables définie sur R”, notons ¢, la fonction définie de R™
dans R de la fagon suivante
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Par conséquent, Ay, peut étre écrit de la facon suivante :

Ao, = [(572140 +e A+ Ag) gp} (a: “Z) , (1.19)

ou

0 0
Ay = — g -
0 ayz (az] (y) 8y]> )
0 0 0 0
Ay = "oz, (aij ) (9yJ> " oy (az‘j () 8:53> ,

0 0

En remplacant ¢ par u. dans (1.19), ainsi qu’en utilisant 1’expression (1.16) de u., on en déduit
que Afu. admet un développement asymptotique de la forme

Afu, = (5‘2A0 +e A+ Ag) (uo +eu +2us+ ...+ U+ - ) (m :)
= [Eszouo + e ! (Al"LL() + Aoul) + (A2U0 + Ajuq + A[)UO) + ...+ (1.20)

x
+e° (Agus + Arusyr + Aousy2) + .. <:c, 5) .

En reportant I'expression de A%u. obtenu ci-dessus dans le systéme (1.2) puis en identifiant les
puissances de ¢, on obtient une chaine infinie de systémes d’équation :

Apug =0 dans Y,
(1.21)
ug Y — périodique en y,
Aguy = —/%wo dans Y, (122)
u1 Y — périodique en y,
Agug = f B 1'41?1 - Azu'o dans Y, (1.23)
u1 Y — périodique en in g,
Apusyo = —Arusy1 — Agus dans 'Y,
u; Y — périodique en y, (1.24)
pour s > 1.

Pour résoudre ces systémes on utilise une variante du théoreme de Lax-Milgram adapté au cas
des espaces de Hilbert de fonctions périodiques. Pour cela on commence par introduire la forme
bilinéaire

=S [ g 2000 !
(o) =3 J Wy g Vv € HAY)

et les espaces fonctionnels

HL .(Y)={¢o|p € H(Y), ¢ est Y — périodique},

V= {p]p € Hi(Y), My(p) =0}, (1.25)
V = Hj, (Y)/R.

L’espace V est le quotient de H;QT(Y) par la relation d’équivalence
1 =~ 1hy <= 1)1 — 1o = constante en y.

Le théoreme de Lax-Milgram nous donne alors
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Lemme 1.4 (i). Soit L une forme linéaire continue sur V. Alors, le probléme suivant admet
une solution unique u € V :

ay (u,v) = L(¢), Vo eV
(ii). Soit L une forme linéaire continue sur V. Alors, le probléme suivant admet une solution
unique U € V :

ay (U, ) = L(), Ve V. (1.26)

En appliquant le lemme 1.4 au premier systéme de la chaine (1.21), on en déduit que ug est
indépendante de y, c’est-a-dire

uo(x,y) = uo(x), p.p.tout z € Q et p.p. tout y € Y. (1.27)
Par conséquent le deuxieme systéme de la chaine (1.22) qui définit u1, peut s’écrire sous la forme
n
8 aa” 8u0
- — | a; dans Y,
zjzzl i ( o) ) Z dyi O

uy; Y — périodique en y.

Oug , - s

Comme —— ne dépend pas de y, u; peut alors s’écrire sous la forme particuliere
L

n

8u0

J 1.28

- WG (1.28)

Jj=1

ot Y/, j=1,...,n est donné en (1.13).

En se servant de (1.27) et de (1.28), on peut mettre le troisieme systéme de la chaine (1.23) sous

la forme
(9’11,2
Z ayz ( ay ) :F(fvanul) dans Y',

i,j=1
ug Y — périodique en y,

ou F' est donnée par

F(fa“Oy“l f+ Z a <a2] ) Z 8 (alj (gz]l + gz_s)) .

3,j=1 1,j=1

On remarque que ug est solution de (1.21) avec L(¢)) = / F(f,uo,u1)y dy, qui est une forme
Y

linéaire et continue sur V. Pour pouvoir appliquer le lemme 1.4, cette forme doit avoir la méme
valeur pour deux éléments 11 et 12 de la méme classe d’équivalence dans V', c’est-a-dire 11 — 1o
vaut une constante en y. Pour avoir £(11) = L(12), on a besoin de 'égalité

/f(% Vo) dy + Z / O [ <ZZJ +gz(j>] (Y1 —1b2) dy =

2,j=1

ou d’une facon équivalente

3 fa oo (55 + ) = g

3,j=1

Ceci est exactement le probleme homogénéisé (1.11) en prenant en considération (1.27) et (1.28).
En continuant d’une maniére analogue, on obtient une expression de uo en fonction de wug et
ainsi de suite dans le développement (1.16).
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1.1.3 Meéthode des fonctions tests oscillantes de Tartar

Cette méthode introduite par Tartar (voir par exemple [38]) est basée sur la construction explicite
de fonction de fonctions tests oscillantes de la forme ¢(z)a (£) permettant de passer & la limite
dans le systeme (1.2). L’essence de cette méthode est d’utiliser le systéme adjoint au probléme
(1.2) dans le but d’éliminer les termes contenant des produits de suites convergeant faiblement
et ou le passage a la limite est impossible.

On commence par introduire la fonction w définie par

w! = ew' <a:> = —ey! (a:) +ex, i=1,...,n, (1.29)
3 €

ot x* est définie en (1.15) et (e;)1<i<n est la base canonique de R”".
On constate qu’avec cette définition, on a

wl — e;x faiblement dans H'(€), (1.30)
Vwt — ¢; faiblement dans (L?(2))™. ’
On peut montrer (voir par exemple [16] ou [38]) que w, pour i = 1,...,n, satisfait un probléeme
de la forme
/QtAavu)gw —0, Ve H(Q). (1.31)
Posons
Nt ="'A*Vuw.
On a
L= af) v (3)
Ne - w -
- e ()
(avu) (2
= (PAVY' +Ae;) (f:) .
Or LAV ' et A étant des fonctions périodiques on en déduit que
. 1 ,
ne — v PA(y)Vuw'(y)dy = 'A%;  faiblement dans L*(Q). (1.32)
Y
Rappelons que & introduit en (1.5) satisfait le probléme suivant
| €50 =0 s Vo€ HHQ). (1.33)

L’idée de la méthode de Tartar est d’utiliser w! comme fonction test dans (1.33) puis u. la
solution de (1.2) dans (1.31) puis de soustraire les deux équations. Cela va permettre de rem-
placer les produits de suite convergeant seulement faiblement, par des produits entre des suites
convergeant faiblement et fortement, ott ’'on pourra passer a la limite. Comme w? n’est pas dans
H () pour étre utilisée comme fonction test on la multilplie par une fonction 1 appartenant a
D(Q) afin que Yw! soit dans H{ () et puisse étre utilisée dans (1.33).

En choisissant 1w’ puis 1u. comme fonctions tests dans (1.33) et (1.31) respectivement puis en
soustrayant les deux équations on obtient :

/ A*Vu Vopw! dr — / LAV WiV ipu, dr = < 1, ¢wj;> (1.34)
Q Q H-!

(Q),HH (@)
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En utilisant les convergences (1.3), (1.6), (1.30) et (1.32), on peut passer a la limite dans (1.34)
et on obtient

/QEOV@/Jei:r dxr — /QAOeikuo dx = (f, ¢€ix>H—1(Q),H3(Q) i (1.35)

En choisissant ®e;z comme test dans (1.7) qui est le probléme homogénéisé associé a (1.33) on
a

/Qﬁovwfz‘dx +/Q§0?Z)€i dr = (f, ¢xi>H—1(Q)7H3(Q) ;

ou x; = e;x est la i-éme composante de z. En remplagant I'expression de (f,z;) H-1(9),H1(Q)
dans (1.35), il vient

/§0€i¢d$=/tA06iV¢u0dx.
Q Q

D’ou ‘
¢ = (A"Vug);, pouri=1,...,n,

ce qui avec (1.7) nous permet bien de retrouver le théoreme 1.1.
Mentionnons qu’il est possible de prouver la convergence de ’énergie relative au probleme (1.2)
vers celle du probléme du probléeme homogénéisé (1.11), c’est-a-dire

lim/ A*VuVu, dx = / A°VuyVug dz.
e—=0JQ 0

Cette propriété est essentielle pour prouver le résultat de correcteur du théoréme 1.2. Pour cette
preuve voir par exemple [16]. On peut signaler qu’elle repose sur l'introduction d’une matrice

de correcteur C° = (Cf;)1<i,j<n définie par

T
Csi(x) = Cyj (e) p.p. sur €2,

ox’
Cij(y) = dij — Em

(1.36)
(y) pp. sur,

ot X’ est définie en (1.13) et di; est le symbole de Kronecker, ainsi que sur 'utilisation de la
proposition suivante.

Proposition 1.5 Soit u. la solution du probléme (1.2), ug la solution de (1.11), A définie en
(1.12) et C° la matrice introduite en (1.36). Alors, il existe une constante ¢ > 0 indépendante
de ¢ telle que pour tout ¢ € (D(Q2))", on a

limsup || Vue — C°V|| 12(q) < ¢||[Vuo — ¢l 12 (q) -

e—0

1.1.4 Convergence a deux échelles

La notion de convergence & deux échelles a été introduite en 1989 par Nguetseng et ensuite
développée par Allaire (voir [1] et [30]) avec pour application I’homogénéisation périodique. Elle
a été généralisée au cas de quelques problemes multi-échelles dans [4] et [24]. On présente ici la
définition ainsi qu'un des principaux tthéorémes reliés a cette méthode.

Définition 1.6 Soit {v.} une suite de fonctions dans L*(Q). On dit que la suite {v.} converge
a deux échelles vers vg = vo(z,y) avec vg € L*(Q x Y), si pour toute fonction suffisamment
réquliére ¢ = ¥ (x,y), on a

lim Qvg(a:)w (33, z) dr = ’1Y|/Q/ng(a:,y)¢(x,y) dx dy.

e—0



16 Chapitre 1. Les méthodes classiques en homogénéisation

Le principal résultat concernant cette méthode est le suivant :

Théoréme 1.7 (i). Soit {v.} une suite bornée dans L*(). Il existe une sous suite {v./} et une
fonction vy dans L*(Q x Y) tels que {v.} converge a deux échelles vers vy.

(ii). Si {v:} est une suite bornée de H'(S2), telle que ve — vo faiblement dans H'(SY), alors v¢
converge a deus échelles vers vy, et il existe une sous suite €' et vy = vy (x,y) € L*(Q; V), avec
V' défini par (1.25), tels que

/ \ 7
Vv® converge a deux échelles vers Vavg 4+ Vyv1.

La preuve du théoreme 1.1 en utilisant la convergence a deux échelles est basée essentiellement
sur ce dernier résultat. L’estimation a priori (1.3) implique que le théoréme 1.7 s’applique a
la suite de fonctions {u.}, avec u. la solution du systéme (1.2). Ainsi, en utilisant dans (1.8)

des fonctions tests de la forme ¢g(:) + ep1 (-, 5)7 avec g € D(Q) et 1 € D(Q;C®(Y)) et

Y —périodique, on peut passer a la limite et obtenir le probleme homogénéisé.
On doit mentionner que la méthode de la convergence & deux échelles procure une preuve du
théoreme 1.1 plus facile que celle des échelles multiples et des fonctions tests de Tartar.

1.1.5 Meéthode de ’éclatement périodique

La méthode de I’éclatement périodique consiste a utiliser un opérateur 7; afin de passer a la
limite dans le probleme (1.2). Il permet d’associer a toute fonction v appartenant a LP(£2) une
fonction & deux variables appartenant a LP(£2 x Y). Une des propriétés intéressantes de cet
opérateur est qu’il permet de transformer l'intégrale d’une fonction v sur 2 en une intégrale
de 7z(v) sur ©Q x Y. Son avantage dans I’étude de I’homogénéisation de certaines équations aux
dérivées partielles ayant des coefficients périodiques est qu’il permet de transformer une suite
de fonctions périodiques oscillant fortement en une suite constante. Cela simplifie fortement
la démonstration du résultat d’homogénéisation puisqu’on peut directement passer a la limite
dans (1.8) sans introduire de fonctions tests ou alors en utilisant des méthodes complexes pour
contourner les produits de convergences faibles.

Cette opération de dilation effectué par 'opérateur d’éclatement a tout d’abord été utilisée dans
différents papiers comme celui de T. Harbogast, J. Douglas et U. Hornung en 1990 ([4]) afin
d’étudier I’homogénéisation d’un probléeme dans un domaine présentant une double porosité ou
celui de G. Allaire, C. Conca et M. Vanninathan ([3]) en combinaison avec la méthode de conver-
gence a double échelle. Ensuite en 2002, D. Cioranescu, A. Damlamian et G. Griso ont introduit
l'opérateur d’éclatement périodique 7z et ont étudié ses propriétés tout d’abord dans [14] puis
dans [15] pour une étude plus détaillée.

Soit & € R™, on note par [z]y la partie entiére de x par rapport a la cellule Y, il s’agit de 'unique
n
combinaison d’entier (ki,...,k,) telle que z — Z k; b; appartienne a Y. Pour tout z € R", on

j=1
définit {z}y = = — [z]y € Y, c’est la partie fractionnaire de = par rapport a Y.

(A5

Dans la suite nous allons utiliser les notations suivantes :

Pour tout z € R", on a donc
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Q. :int{:ce(l, (5 [%]ths?) CQ},
Ae - Q\é\av

O ={h€Z" (& +Y) C Q},

ou fh = (hlbl, ooy hnbn).

(1.37)

L’ensemble (fl\g est le plus grand sous-ensemble de cellules €Y contenues dans €2, tandis que A,
est le sous-ensemble de () contenant les cellules €Y qui intersectent le bord de €.

Définition 1.8 Pour toute fonction ¢ appartenant a LP(QQ), p € [1,400], lopérateur d’éclate-
ment périodique T de LP(Q2 X Y') est défini de la fagon suivante :

T(o) (2, y) = © (5 [;]Y —|—€y> p.p. pour (x,y) € Qe XY, (138)
0 p.p. pour (x,y) € Ac X Y.

D’apres cette définition il est évident que 7z est un opérateur linéaire, (voir [14]) de plus il vérifie
un certain nombre de propriétés dont quelques unes sont rappelées dans la proposition suivante
ainsi que dans le chapitre 4.

Proposition 1.9 ([14]) Soient ¢ € L'(Q) et v,w € LP(Q) ot p € [1,+o0[, l'opérateur d’éclate-
ment T vérifie les propriétés suivantes :

i) Te est linéaire continu de LP()) dans LP(Q x Y') pour tout p € [1,400],
i) Te(vw) = Te(v)Te(w),

i) Te(e) (a: {Z}) = ¢(z),

w)  Te(e (2))(@,y) =(y), pourtout p € LP(Y) Y -périodique sur R",

1
0, FO ) drdy = | elardz— [ pla)dr = /@so@c) da, )

. 1
vi) o | T@ldedy < [ felda,
‘Y‘ QxYy Q

1
vii) [ pde— o [ Ty dedy| < [ el
Q Y] Jax A

1
Vi) H72(w)HLp(Qxy) <[yl HwHLP(Q)7
i) Vy(Te(w)) = eTo(Vow), pour tout w € WHP(Q).

Rappelons une propriété utile concernant le comportement asymptotique de produit de fonctions
avec cet opérateur.

Proposition 1.10 ([14])

1) Soit {u.} une suite bornée de LP(Q) ot p € [1,400] et v € LV (Q) ou 1% + }% = 1. Alors

. 1 .
;g]% (/Q uv dxr — m Qxy’];(ua)’ﬁ(v) dx dy) = ilg(l) N ugv dr = 0.

Maintenant nous allons rappeler quelques propriétés de convergence de I'opérateur d’éclatement.

Proposition 1.11 (/14]) Soit p € [1,+0], p € LP(Q) et {v:} une suite de LP(2). On a

i) Te(¢) — ¢  fortement dans LP(S2).
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it) Si{p:} converge fortement vers ¢ dans LP(QY), alors

To(pe) = ¢ fortement dans LP(Q x Y).
i11) Si {p:} converge faiblement vers ¢ dans LP(QY), alors

To(pe) = ¢ faiblement dans LP(2 x Y).
iv) Si il existe une fonction p € LP(Q X Y') telle que

To(pe) — @ faiblement dans LP(Q x Y),

alors

1
e — |Y|/ ?(.,y)dy faiblement dans LP(Q).
Y

v) Soit {@:} une suite convergeant faiblement vers o dans WHP(S2). Alors il existe une sous-suite
(aussi notée ) et une fonction p € LP(Q; WELE(Y)) telles que

per

Te(Vpe) = Vo + V@ faiblement dans LP(Q x Y).
Eclatement péridodique et homogénéisation

On va maintenant démontrer le théoréme 1.1 en se servant des outils introduits ci-dessus faisant
partie de la méthode de ’éclatement périodique. Pour commencer avec la convergence (1.4) et
la proposition 1.11, on a

{ i)  Te(ue) — ug faiblement dans L2(Q; H'(Y)), (1.40)

i) T(Vue) = Vzug + V4 faiblement dans L*(Q x Y),

ot @ € L?(Q; HL,.(Y)). La formule d’intégration (1.39)v utilisée dans (1.8) donne

per

1
— AT:(Vu)Te(Vv)dxdy + | A°Vu.Vodr = / fode, Yovec HNQ). (1.41)
’Y| QOxY Ae Q

Gréce aux propositions 1.10 et 1.12 et aux convergences (1.40)i et (1.40)ii, on peut passer a la
limite dans (1.41) et on obtient

1

— A(Vug + Vyu)Vodr dy = / fvdz, Yve HNQ). (1.42)
|Y‘ QxY Q

Ensuite on prend dans (1.8) la fonction test v, donnée par

ve(x) = ep(x)y <§) , Yz eQ, oug¢eDQ)etrpe H,(Y)

On a succesivement

ve — 0 faiblement dans H}(€2),
To(Vave) = p(x)Vih(y) uniformément sur 2 x Y.

En prenant v = v, puis en passant & la limite dans (1.41) lorsque € tend vers 0, on obtient

A(Vug + Vyu)p(x)Vypde dy =0,
QxY
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et par densité

A(Vug + Vyi)Vypdrdy =0, V¢ e L*(Q; Hy,, (Y)) (1.43)
QxY

En additionnant (1.42) et (1.43) on en déduit que le couple (ug, @) est I'unique solution du
probleme

/ A(Vug + Vyu)(Vo + Vyo) de dy = / fodz,
Qxy Q

Vo e HYQ), Yo € LS H, (V).

(1.44)

Ce probléme est un probléeme variationnel classique sur I'espace Hg(€2) x L*(Q; H)..(Y)/R).
Remarquons qu’a partir de (1.43), on peut obtenir u en fonction de Vug qui, injectée dans (1.44),
donne la forme standard de 1’équation homogénéisée (1.11). Par conséquent, u(x,y) = ui(z,y)

ou u; est définie par (1.28).
Eclatement périodique et correcteurs

On peut montrer des résultats de correcteurs améliorant la convergence de la solution u. du
probléme (1.2) similaires au théoréme (1.2) en utilisant un oéprateur U appelé opérateur de
moyennisation.

Soit p € [1,4+00] et ¢ € LP(Q2 x Y'), on définit I'opérateur de moyennisation Uz : LP(Q x Y) —
LP(Q) de la facon suivante :

U (¢)(x) = !;I /y ¢ <€ [ﬂ ez {§}> dz pp.pourz € O, (1.45)
0 p.p. pour x € A,

ot . et A, sont définis en (1.37).

Cet opérateur permet de remplacer la fonction z — ¢ (z,{2}) qui en général n’a pas toujours
de sens par une fonction mesurable.

On remarque qu’avec cette définition, on a

UE(IE(@)) = o,

et que

TeU:(9)) (2, y) = Dfll/ycb <€ {ﬂ —l—ez,y) dz.

Cet opérateur a été construit de fagon a étre ’adjoint formel de l'opérateur 7: (voir [15]), c’est

a dire que pour tout ¥ € LP(Q) et tout ¢ € L (2 x Y) on % + 1% =1,ona

[t @paydr = [ oy ) (wy) dudy.

|Y| QxY

Rappelons quelques propriétés de convergence de cet opérateur.

Proposition 1.12 ([15]) Soitp € [1,+oc[ et ¢p € L2 (2 x Y), on a

{ U(¢) — le| /Y ¢(z,y)dxdy  faiblement dans LP(Q)), (1.46)

Te(U:(pe)) — ¢ faiblement dans LP(2 X Y),
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si ¢ € LP(Q) et ne dépend pas de y, alors
U(¢) — ¢ fortement dans LP(S2).

De plus, soit {¢-} une suite de LP(2) et b€ LP(Q xY), on a ’équivalence
To(¢e) — & fortement dans LP(Q X Y) < ¢. — U(}) — 0 fortement dans LP ().

La dernieére propriété de cette proposition est utile pour démontrer le résultat de correcteur
énoncé dans le théoreme suivant. D’ailleurs sa démonstration est assez simple et beaucoup moins
technique que celle du théoreme 1.2 qui utilise la matrice C* donnée en (1.36).

Théoréme 1.13 [15] Soit u. la solution de (1.2), ug la solution de (1.11) et u la fonction
donnée en (1.40), on a la convergence forte suivante :

Vite — Voug —Us (V) — 0 fortement dans L*(Q).

1.2 Homogénéisation non péridoique et H-convergence

Dans ce paragraphe, on va rappeler quelques résultats concernant la convergence de solution
d’équation aux dérivées partielles ayant des coefficients non périodiques. On rappelle les défini-
tions de la G-convergence et de la H-convergence en vu d’introduire sur le chapitre suivant de
cette these ou l'on étudie ’homogénéisation de I’équation des ondes en faisant I’hypothése que
la partie elliptique de cette équation H-converge. La H%-convergence étant une extension de la
H-convergence aux domaines perforés. Elle a été introduite un peu plus tard par M. Briane, A.
Damlamian and P. Donato dans [10].

Comme dans le chapitre précédent ) désigne un ouvert borné de R" et ¢ le terme général d’une
suite convergeant vers 0. Soit « et 5 des réels positifs donnés tels que 0 < o < . On appelle
M(a, B,€) 'ensemble des matrices carrées A = (a;j)1<ij<n € L(£2))"*" telles que pour tout
A € R™ et p.p. tout x sur €

i) (A@AN) > alAP,
{ i) A < A (147
On considere le probleme général elliptique suivant :
—div (A°Vu,) = f dans (,
{ ue = 0 sur 09, (1.48)

ol f est une fonction de H~1(Q) et {A°} une suite de matrice de M(a, 3,9).

Les notions de G-convergence et de H-convergence ont été introduites par S. Spagnolo dans [36]
et L. Tartar dans [37] respectivement. Ces définitions concernent les convergences du probléme
(1.48). Ce qui change juste avec le probleme (1.2) du chapitre précédent, c’est que la matrice
A® n’est pas périodique et de la forme A (). Donc ici la question est de savoir sous quelles
conditions sur la suite de matrice { A} on peut avoir I'homogénéisation du probléme (1.48).
En considérant le probléeme (1.48), on peut montrer de la méme fagon que pour (1.3) qu’on a
I’estimation

Co
el g1y < o 11l L2 (£2), (1.49)

ou Cq est indépendente de €, de plus d’aprés ’hypothese faite sur la matrice A on a

Co
[A%ue]| g1 ) < BF [ £l 2 (£2).



1.2. Homogénéisation non péridoique et H-convergence 21

Par conséquent, il existe une sous-suite de ¢ (aussi appelée €) et une fonction &y dans L?(€2) telle
que
{ i) u. — ug faiblement dans HE(Q), (1.50)

ii) A°Vu. — & faiblement dans (L?(Q))",

ou & satisfait le probleme
—div &y = f dans Q.

La question est toujours de trouver une relation entre ug et £ et un probléme limite satisfait
par ug. Les premiéres recherches sur ce sujet ont été effectuées par S. Spagnolo [36] qui s’est
intéressé a des problemes elliptiques, puis a I’équation de la chaleur mais en considérant que les
matrices A® étaient symétriques.

Définition 1.14 (G-convergence) Soit {A®} une suite de matrice symétriqgue de M(a,3,€).
On dit que la suite de matrices {A} G-converge vers une matrice A° de M(a,3,2), si pour
toute fonction f dans H=1(Q), la solution u. de

—div (A°Vue) = f  dans §,
=0 surdf,

est telle que
us — ug  faiblement dans Hg(Q),

ot ug est l'unique solution du probléeme

—div (A°Vug) = f  dans Q,
=0 sur oS,

Définition 1.15 (G-convergence) Soit {A®} une suite de matrices de M(a, 3,8). On dit que
la suite de matrice {A°} H-converge vers une matrice A® de M(a, 3,2), si pour toute fonction
f dans H=Y(Q), la solution u. de

—div (A°Vue) = f  dans ,
=0 surdf,

est telle que

ue — ug faiblement dans H}(Q),
Afu. — A%ug  faiblement dans (L?(2))",

ot ug est l'unique solution du probléeme

—div (A°Vug) = f  dans Q,
=0 surd€Q,

Les différences entre la G-convergence et la H-convergence sont que la H-convergence concerne
les matrices qui ne sont pas nécessairement symétrique et suppose la convergence de A*Vu, et
non juste de la solution u. comme c’est le cas pour la G-convergence. On peut d’ailleurs montrer
(voir [38]) que pour toute suite de matrices symétriques {A°} de M(a, 3,2), la condition de
G-convergence est équivalente a la H-convergence.

Théoréme 1.16 (propriété et compacité)
i)  La H-limite A° de toute suite {A®} qui H-converge est unique.
i)  Soit {A®} une suite de M(a, 3,Q). Alors il existe une sous-suite {A%'} de {A®} et une

matrice A° appartenant a M(a, %2, Q) telles que {A®'} H- converge vers A°.
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La H-convergence est utilisée principalement dans I’étude de 1'homogénéisation de problemes
dont les coefficients ne sont pas périodiques. On notera par exemple les travaux de M. Briane
et G. Allaire sur ’étude de conditions pour lesquelles une suite de matrice H-converge et de la
nature de la matrice limite A° dans [2] et [9]. La H-convergence peut aussi étre utilisée comme
hypothese sur la partie elliptique d’une équation lorsqu’on s’intéresse a I’homogénéisation de
problemes d’évolution avec des coefficients non périodiques, comme par exemple dans l'article
de S. Brahim-Otsmane, G. A. Francfort et F. Murat dans [8].



Chapitre 2

Homogénéisation et correcteurs pour
I’équation des ondes dans les
domaines non périodiquement

perforés

Ce chapitre reprend article [23].

We consider here the wave equation in a (not necessarily periodic) perforated domain, with a
Neumann condition on the boundary of the holes. Assuming H°-convergence ([10]) on the elliptic
part of the operator, we prove two main theorems : a convergence result and a corrector one.
To prove the corrector result, we make use of a suitable family of elliptic local correctors given
in [12] whose columns are piecewise locally square integrable gradients. As in the case without
holes ([8]), some additional assumptions on the data are needed.

2.1 Introduction

In this paper, we are concerned with some convergence and corrector results for the wave equation
in perforated domains, when the elliptic part of the operator converges in the sense of the
HO-convergence. This notion, introduced by M. Briane, A. Damlamian and P. Donato in [10],
generalizes the G and H-convergences to perforated domains. The G-convergence was introduced
by S. Spagnolo ([36]) for symmetric matrices in order to study second order differential operators
with oscillating coefficients. The H-convergence was introduced by F. Murat and L. Tartar (][28])
to treat the general nonsymmetric case.

To describe the problem, let T > 0 be given and let Q. = Q\ S; be a perforated domain, obtained
by removing from a given bounded domain 2 of R™ a compact set of holes S..

Consider the following problem :

peul —div(A°Vu.) = f. on Q. x (0,7),
ue = 0 on 9Qx(0,7),

AVu..v = 0 on 95 x (0,7), (2.1)
ue(x,0) = ae on €,
ul(x,0) = be on ),

where v denotes the unitary outward normal to Q., {pc} is a sequence of uniformly bounded
and positive functions defined on ., {f.} is a sequence of functions belonging to L?(€2. x (0,7))

23
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and {A°} is a sequence of symmetric bounded matrix fields such that
{(A%,5.)} HC-converges to A, (2.2)

for some matrix field A° (see Definitions 2.1 and 2.3 in Section 2).
We prove two main results. The first one (Theorem 2.17) concerns the convergence of the solution
of problem (2.1) to that of the homogenized problem. The second one (Theorem 2.18), more
technical, is a corrector result. Under some restrictive assumptions on the data, we prove that
i) ;1_% Juz — U/HCO([O,T];L2(QE)) =0,
(2.3)
@y =0

loc

i) i [[Vue — C*Vulleoo 71

where u is the unique solution of the homogenized problem associated with (2.1) and C® is an
elliptic local corrector (see Definition 2.7).

As shown in Section 7, the convergence of the energy associated with problem (2.1) (defined in
Section 6) to that of the homogenized problem is necessary for proving convergence (2.3). As
already observed by S. Brahim-Otsmane, G. A. Francfort and F. Murat in [8], where they have
studied the homogenization and the correctors for the wave equation with H-convergent elliptic
part, more restrictive assumptions on the data are needed for the convergence of the energy.
We first prove the corrector result for the particular family (C¢). of elliptic local correctors given
in [12], whose columns are piecewise locally square integrable gradients. It has the property that
on suitable subsets of €2, it can be approximated by a matrix field C} of the form

Crei = VW, a.e. in €Q, (2.4)

where for any i € {1,...,n}, the function Wi, is defined through the solution of a suitable
elliptic problem in €2.. These properties play an essential role in the proof of the corrector result
(2.3), since it allows us to use compensated compactness arguments (a div-curl type lemma for
perforated domains, see Proposition 2.6). We recall in Section 3 its construction and give some
related properties. In Corollary 2.19, we show that (2.3) holds true for a more general family of
elliptic local corrector.

Let us mention that in the case of a fixed domain (H-convergence), one always has a global
corrector in the whole domain Q (Definition 2.7). In the presence of holes, this is still true for
the global correctors constructed in [10], but some additional regularity assumptions on the
geometry of Q. have to be assumed (Theorem 2.9).

In the last section, we split the solution of (2.1) (denoted by v.) as a sum of two functions u. and
z, where u. satisfies a problem for which the corrector result applies and z. converges weakly
to zero. We show that a strong convergence for z. is necessary in order to have the corrector
result (2.3) for v.. This means (see Proposition 2.24 and Remark 2.8) that the assumptions of
the homogenization result are not sufficient.

We refer to [7] for the homogenization and the correctors of the wave equation with periodi-
cally oscillating coefficients in a fixed domain (see also [16] chap. 12, for detailed proofs). The
corresponding homogenization problem in periodically perforated domains has been studied in
[17] by D. Cioranescu and P. Donato, and the corrector result has been proved by A. Nabil in [29)].

Plan

§ 2 Definitions and main properties of H°-convergence
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§ 3 The elliptic corrector

§ 4 Statement of the main results

§ 5  Proof of Theorem 2.17 (homogenization result)
§ 6 Convergence of the energy

§ 7 Proof of Theorem 2.18 (corrector result)

§ 8 The general case

2.2 Definitions and main properties of H"-convergence

Let ©Q be an open bounded subset of R™, n > 2 and ¢ the general term of a sequence of
positive number which tends to zero.
For any ¢, let S be a closed subset included in €2, which is the set of holes. We denote by (2.
the perforated domain Q \ S: and by V. the space

V.={ve HI(QE) | v, = 0},

equipped with the H'-norm.

We will use the following notation :

— xg for the characteristic function of the set F of R",

|E| for the Lebesgue measure of the subset F,

Ue for the zero extension on €2 of any function v. defined on 2,

— v for the unitary outward normal vector with respect to €.,

— Vu(x,t) for the gradient of a function u with respect to the space variables,

— For any function f: Q x (0,7) — R, f’ denotes its time derivative,

M(a, 3,9) denotes for two positive reals o < 3, the set of the n x n matrix fields A defined
on €2 and satisfying

A measurable on (2,
A(@)AX > a|A?, [A()Al < BIA,
VA eR™, ae. x €.

Definition 2.1 ([10]) The sequence {S:}. is said to be admissible in Q if any L*°-weak * limit
of xa. s positive almost everywhere on Q0 and if there exist a positive real cy independent of €
and a sequence {Q¢}e of linear extension operators such that for each e

i) Qe e L(V, Hy(Q)),
ii)  (Qev)jo. =v, Yvel, (2.5)
iii) [[V(Qev)ll(r2)yn < o [Vl z2(yyn s Vv € Ve

The existence of such operators is proved in [20] for the case of periodic holes. In general, it
depends on the geometry of the domain ). and a necessary and sufficient condition for their
existence seems to be an open question. We refer to [10] and [21] for other examples and com-
ments.

Remark 2.1 In the following, we use on V. the norm [[v[|y, = [|[Vvl|(12(q,))»- Due to (2.5) this
norm is equivalent to the H'-norm and the Poincaré inequality on €. Indeed, one has

loll sy < 1Qe0llirr ey < ca IV (Qev)ll gy < caco Vel z2gay -

where obviously cqcy does not depend on .
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Lemma 2.2 ([10]) Let {S:} be an admissible sequence in Q and {Q:} satisfying (2.5).
Then

(e = ¢ in HYQ) = (Qelpey,,) = ¢ in HY(Q)).
In the following, Q* denotes the adjoint of Q., i.e., the operator in L(H (), V) defined by
VgeH ' (Q), VveV, Qzg(v) = <97Q5U>H*1(Q),Hé(ﬁ) :

Recall now the definition of the H%convergence introduced by M. Briane, A. Damlamian and
P. Donato in [10]. It is an extension to perforated domains of the H-convergence.

Definition 2.3 ([10]) Let {S:} be an admissible sequence in Q2 and { A®} a sequence in M(a, 3,1).
The sequence {(A®, S:)} is said to H-converge to A° € M(d/, 8',92) denoted by (A%, S:) Y A%
if and only if for any function f in H=1(Q), the solution v. of

—div (A°Vve) = Qif on €,
(A*Vu).v = 0 on 0S;, (2.6)
ve = 0 on 0%,

satisfies the weak convergences

Qeve — v weakly in HL (), (27)
AsVv. — A Vv  weakly in (L*(Q))", ’
where v is the unique solution in HE(Q) of the following problem :
—div (A°Vv) = f on Q,
{ v = 0 on 0. (2.8)

As shown in Proposition 1.7 of [10], this definition does not depend on the sequence {Q.}. Let
us recall the main properties of H’-convergence which shall be used in the main result.

Theorem 2.4 Compactness ([10])

If {S:} is admissible in Q and if {A°} belongs to M(«, 3,9), then there exists a subsequence &’
of € such that (A%, S./) 1 A% where A° € M(a/c3, B,2) and cq is the constant introduced in
(2.5).

The next proposition gives an equivalent definition of H%-convergence.

Proposition 2.5 ([10]) Let {A®} a sequence of M(«, 3,92) and {S:} be admissible in Q2. The
following propositions are equivalent :
a) The sequence {(A%,S.)} H-converges to A°.

b)  For every sequence of functions {g:} in L*(), such that g. — g weakly in L?(2), the
solution v of the problem

—div (A°Vve) = g on ),
(A°Vuve).v = 0 on 0S., (2.9)
0 on 09,

Ve
satisfies the weak convergences

{ Qv — v weakly in H} (),

)e e 2.1
AcVu, — AV weakly in (LQ(Q))n’ ( O)
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where v is the unique solution in H}(Q) of the following problem :

(2.11)

—div (A°Vv) = g on Q,
v = 0 on 0.

The following result gives a "div-curl" lemma for perforated domains.

Proposition 2.6 ([10]) Let {S:} be admissible in Q and {&} C (L*(Q:))" a vector field se-
quence. Suppose that {&.} is bounded in (L*(Q))" and

—div & = QF on §,
{ fe.gay :Cgsfa on 851, (2.12)

where {f.} is compact in H~1(£2).

Then

i) {div &} is compact in H-Y(Q) and if & — & in L2(), then f. converges to f = div & in
H Q).

it) If {nc} € (L*(Q))" is a vector field sequence which converges weakly to some ng € (L*(Q2))"
and if {curl (n.)} is compact in H=1(Q), then &..n. converges to & .ng in D'(Q).

2.3 The elliptic corrector

In this section, we give the definition of an elliptic corrector. We also recall the construction of a
particular local corrector done in [12] and we give some additional properties. This construction
plays an essential role in the proof of the corrector result for the wave equation.

First, let us give the definition of an elliptic corrector.

Definition 2.7 ([10]) Let {S:} be admissible in Q and {A®} be a sequence of M («, 3,8) such
that { A, 5.} H-converges to AY. A sequence of matriz fields {C=} in (L2(Q))" is said to be a
global corrector for { A%, S:}, if for every f € H-Y(Q) the following strong convergence holds :

;14)1’% HV’UE — Cava(Ll(Qa))n = O, (213)

where v, is the solution of (2.6) associated with f and v the solution of (2.8).

A sequence of matriz fields {C®} in (LIQOC(Q))”2 is said to be a local corrector for {A®,S:} if for
every f € H=Y(Q) and for every open set w CC Q, the following strong convergence holds :

il_];r(l) ”VQ}E — CSVQ}H(D(QEmw))n = O, (214)
where v. is the solution of (2.6) associated with f and v the solution of (2.8).

Proposition 2.8 ([ZOJ) Let {A¢,S.} be a sequence which H°-converges to AY.
Let {C¢} in (L2,.(2))™ be a sequence of matriz fields satisfying for every X in R™ and for every

open subset w CC €2

i) CXN— X\  weakly in L*(w),
ii)  curl (CEN) is compact in H'(w), (2.15)
iii)  div (xo.ASC®\) is compact in H 1(w).

Then
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1. The sequence {C*®} is a local corrector for { A%, Sz} and xqo. A*C® — A weakly in (L3,.(S2))"".

2. If {C=} is bounded in (L"(w))" for w CC Q and some r € [2,+c0], and if Vv € (L5())"
for some s € [2,+00[, then

2—1_1;13) HVUE — CEVUH(LQ(QEO(;J))" = O7 (216)

for ¢ = min {2, rr—is}’ where v is the solution of (2.6) associated with f = —div (A°Vv).

3. If {C¢} € L*(Q) and (2.15) holds for w = Q, then {C®} is a global corrector and (2.16)
holds for w = Q.

Theorem 2.9 ([10]) For every H-converging sequence { A%, S:}, there exists a local corrector
{C*}.

Moreover, if there exists an open set €1 such that Q C Q1 and {S:} is admissible in 1, then
there exists a global corrector for {A®, S:}.

Remark 2.2 In [10], the existence of a global corrector is established by constructing a family
(C®) satisfying (2.15) in Q as follows :

Let
B A® on Q,
o I on Ql \Q

The sequence {B¢} is in M(a, 3,€1) and since {S:} is admisssible in Qy, from Theorem 2.4
there exist a subsequence of ¢ (still denoted €) and a matrix B° such that { B¢, S.} H%converges
to BY. Let Q. be an extension operator provided by the admissibility of S. in Q1 and let Q* be
its adjoint. Let ¢ be a function of D(€2;) equal to 1 on © and for every A € R", let w5 be the
solution of the problem

—div (B*Vuw§) = Qi(—div (B°V(pX.x))) on O\ S,
(B*Vuwg).v = 0 on 0S;, (2.17)
wi = 0 on 0.

Since { B} H-converges to BY, we have the following convergences :

Qfgiu/i — wy  weakly in H}(Q1), (2.18)
BVw§ — B%w, weakly in (L*(Q1))", '
where w), is the solution of the problem
—div (BVw,) = —div (B°V(pA.z)) on Q, (2.19)
wy = 0 on 0€). ’
Because of the uniqueness of the solution of (2.19), we have wy = @A .z on Q5.
Since ¢ is equal to 1 on €2, one has
Q:w§ — X.x weakly in H(), (2.20)
BsVw§ — B\ weakly in (L*(Q))™. '

Consider the matrix field C** defined by
CN=V(Qw5), VAeR™ (2.21)

As B* = A® on  and from (2.17), (2.20), (2.21) and Proposition 2.6 i) applied to B°wg, the
family (C¢) satisfies the three conditions of (2.15) in Q.
O

2
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Proposition 2.10 If C] and C5 are two local correctors, then
glg% |CT — C’SH(Ll(Qsm))nz =0, Vw CC . (2.22)

Moreover, if C5 and C§ satisfy property (2.16) with r = 2, one has for any q € [1,2],

Ly =0 YwcC . (2.23)

tim (|5 — 5]
Proof. Fix a compact subset w contained in © and let ¢ € D(2) such that ¢ = 1 on w. Set
uo(z) = (A.x) ¢ where z € Q, and A is a fixed element in R"™.
Let ue be the solution of the problem

div (A°Vu:) = div (A°Vug) on €,
(A*Vu).v = 0 on 08, (2.24)
u = 0 on 0,

If w1 = supp ¢, we have for any A € R"

[CTA = C3Al L1 (0w 1CTVug — C3Vuo |l 11 (0. rn)

<
< ICTVuo — Vel 1 (q.

) T 1C5Vug — VUEHLl(Qaﬂwl) :

Nw1

From (2.14), the last term converges to 0 as € tends to 0. Hence (2.22) holds.
Suppose that Cf and C§ satisfy (2.16) with » = 2 and let ¢ € [1,2[ be fixed. Choosing s such

2
that ¢ = ,ie., s= ' BPS [2, +00], one has

s+ 2 2—q

1CTA = C3A Laanw) < 1CTVU0 = Vel Loy + 163 VU0 = Vite]| Loy -

Nw1

From (2.16), the right-hand side converges to 0, as ¢ tends to 0.
¢

Let us now recall the construction of the local corrector done by G. Cardone, P. Donato and A.
Gaudiello in [12].

Let {wp }nen be a sequence of increasing subsets of R” with smooth boundary and let {pp }ren
be a sequence of functions defined on €2 such that

wy=0Cw CC...wp, CCwpy1 CC...CC N,

Uwr=2, (2.25)
heN
op € D(Q) and ¢, =1 on wp, Vh € N.

For any h € N, introduce the family (C}). in (LZ(Q))”2 defined by
Crei = V(Qewy;) a.e.onQ, Vie{l,... ,n}, (2.26)

where {ej,...,e,} denotes the canonical basis of R” and for any h € N, i € {1,...,n}, wy, ; is
the unique solution of the following problem :

—div (A*Vwyj ;) = QI(—div (A% (ppz;)))  on .,
(A*Vuwj,).v = 0 on 95, (2.27)
wy, = 0 on 0f),

32
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whose variational formulation is

Find wfm- € V. such that
/ AV, Vvdr = / AV (o) V(Qev) dz, Yv € V.. (2.28)
Qe Q
Since {A%,S.} H%converges to A? and ¢}, is equal to 1 on wy, it follows that
€
HChH(LQ(Q))n2 < cp, (229)
where ¢, is independent of € but dependent on h,
and .
i) Qewh; — ¢ in H}(Q),
i) ATTup, = AV () i (L) 230
iii)  Qewyj,; — Ti in H'(wy), ‘
w) xo.A°Cj — A° in (L(wn)™,
Now, define C* in (LfOC(Q))"2 as follows :
C*=Cj ae. in wy,—wp_1, VheN (2.31)
where {wy,} satisfies (2.25) and Cj, is given by (2.26).
From (2.25) and (2.29), for any open set w CC §2, one has
€
HC ||(L2(w))n2 < cu, (232)
where ¢, is independent of €, but dependent on w.

The following result is proved in [12].

Theorem 2.11 [12] Let (A?, Se). be a sequence which H®-converges to A°. Let f be in H~1(£2),
ve and v be the solutions of (2.6) and (2.8) respectively, associated with f. Then, if C¢ is given
by (2.31), one has for any q € [1,2[,

) VEER" Ve D@, 0200 Ty [ [CEpds < delt [ s,
=20/ Q (2.33)

i) V¢ e (DQ)", Im|[Voe = C¢lpan < cllVV—=llzzqyn-

This result allows us to prove the existence (not explicitly proved in [12]) of a local corrector
result for a sequence {A®, S:}.

Theorem 2.12 Under the hypotheses of Theorem 2.11, the sequence {C®} given by (2.31) is a
local corrector for {A®, S.}. Moreover, it satisfies property (2.16) with r = 2.

Proof. Show that (2.14) holds for the sequence {C*}.
Let f be in H=1(Q2), v. and v be the solutions of (2.6) and (2.8) respectively, w be an open set
with w CC Q, 7> 0 and ¢ € (D(2))" such that

Vo =&l (L2)yn < 1-
From Theorem 2.11, it follows that

;i_% IVve — O€VU||(L1(Qgﬁw))”
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< T (Ve = C6ll ooy + 1656 = CEVOll 1y

< ;I_I}(l) (CHVU - ¢||(L2(Q))n + ||06||(L2(w))n2 ||<lS - VU||(L2(Q))n) < o+ e,
where ¢, is the constant introduced in (2.32). This, gives the claimed result, since 7 is arbitrary.

Now, we prove that {C¢} satisfies property (2.16) with » = 2. To do so, let n > 0, w CC 2 and

¢ € (D(2))™ such that
HVU—¢>!< n <,
‘1(9)>

where ¢ = 2—+S € [1,2]. From Theorem 2.11 and the Holder inequality, we have

il_I}(l) ||V1)5 _ CEVU||(L4(Qgﬁw))"

< E <||Vv5 = C9ll(paguyyn + IC°0 — CEVU”(L(J(Qgﬁw))")

T / € /
< lim | Vo =l p2))n + 1O (1202 16 = VUH( q(m)" < dn + e,
and this concludes the proof, since 7 is arbitrary.
¢
In the following, we will use this result :
Proposition 2.13 For any ¢ € D(R2), there exists l, € N such that
lim H - C}) wH oy = (2.34)

where Cf¢ is given by (2.26).

The proof of this proposition is based on the following lemma proved in [12] :

Lemma 2.14 [12] Under the hypotheses of Theorem 2.11, if {wy} is given by (2.25) and C}, by
(2.26), one has for any h,k € N and for any ® € (D(wp))"

tim [ A°((CF — G )®)(CF — O 1)) do = 0. (2.35)
e—0 /o,

Proof of Proposition 2.13. Since ¢ € D(Q2), there exist w CC § and an integer [, such that
supp ¢ = w and w C wy,,, where wy, is an element of the sequence {wp} introduced in (2.25). For

n > 0 and for every h € {1,...,13}, let @Z € D(wp))™ be such that

96 -4 e <

(L?(wn))™

From the Holder inequality, the ellipticity of A%, (2.29) and definition (2.31) of C¢, one has

/Q (C°—=CF,) Vol da < Z/ (C5~C5,) V| da

QeNwp,

< Z/ (Cf, - CF,)®"| da

QeNwp,

(C;, — CF)(Vo — @) da:—i—Z/

QeNwp,
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lg

l L :
<[ Gi-cppar) ety ([ - cpehp )
h=1 Qgﬂ(ﬂh Qsmwh

h=1

=

ly l¢
<oY(ara)+iof Y (5 [ aci-celici-cpeha)’. @30
h=1 h=1

where ¢;, and ¢, are independent of ¢.
Since supp qf)g‘ C wp and Iy > h for every h € {1,...,ly}, we can apply Lemma 2.14 to the
right-hand side of (2.36) to obtain

0< hm H Cl¢ VQSH L) . <ecn,
which implies (2.35), since 7 is arbitrary.
¢
2.4 Statement of the main results
In this section we state the homogenization and the corrector results.
2.4.1 Homogenization of the wave equation
Consider the problem
peul —div (A°Vu.) = f. on Q. x (0,7),
ue = 0 ondQx(0,7),
AVu..v = 0 on dS: x (0,7), (2.37)
Uge (.’L’, O) = Qg on Qaa
ul(z,0) = b on ..
We make the following hypotheses on the data :
pe € L(%:), (2.38)
d A1, A2 € R such that 0 < A < p: < Ao,
A e M (o, 3,2), LA = A5, (2.39)
{Sc}e is admissible on €, '
and
f- € L*((0,T) x Q.), a- €V, b€ L*(). (2.40)

Let us introduce the spaces
W.(0,T; V-, L2(Q:)) = {veL*0,T;V.) | v € L*(0,T; L*(2.))},
W(0,T; HY(Q), L*(Q)) = {v e L=(0,T; HY(Q)) | o' € L2(0.T; ()},

which are Banach spaces with respect to their graph norms, defined by

llw.orve 2@y = 0lzeryvy + 1V 2@ x01) -
lollw o) 2@y = Mvlzeommi@) + 1V @xor) -

Recall that W (0, T; H} (), L*(Q)) is dense in C°([0, T]; L?(Q2)) and W.(0,T; Ve, L?(€)) is a Hil-
bert space.
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The variational formulation of (2.37) is
Find u. € W.(0,T;Vz, L?(€.)) such that
<pgug,v>vi,7ve +/Q A*Vu Vv dr = / fevdz  in D'(0,T), Yv eV,

ue(m 0) = ac on €,
u.(z,0) = be on (..

0)
It is well known that under hypotheses (2.38)-(2.40), for every fixed e there exists a unique
solution u. of (2.37) in W.(0,T;Vz, L*(€)) such that

(2.41)

ue. € C°([0,T); Vo), ul € C%([0,T); L*(Q.)) and «” € L*(0,T;VY).

Therefore, the initial conditions u.(0) = a. and u.(0) = b. make sense.
Suppose furthermore that

(42, 5.) 1 40, (2.42)

where AY € M(a/c,3,9Q) and ¢y is given by (2.1). Observe that A° is symmetric for every e,
so its H'-limit A° is also symmetric.
We make the following assumptions on the data :

p- = p weakly * in L>(Q), (2.43)

and _
i)  fe—f weakly in L?>(Q x (0,T)),
ii)  Qeas — ap weakly in H}(Q), (2.44)
iii) pebe — b weakly in L(Q).

Remark 2.3 As we will see in Theorem 2.17 below, the limit of pfevb8 appears in the homogenized
problem and not of b.. This explains why we make assumption (2.44)iii. This fact was already
observed in [8] for a fixed domain.

Proposition 2.15 Under hypotheses (2.38)-(2.40) and (2.42)-(2.44), there exists a constant ¢
independent of € such that
C7

/
{ el oo 0.7:220) (2.45)

[well oo (0,711 (2 )

IN A

C.

The proof of Proposition 2.37 follows the same outline as in the periodic case (see for instance
[17]). Indeed, it only makes use of the fact that A° € M(«, 3,Q2) and that the initial data are
bounded.

To describe the asymptotic behavior of problem (2.37), we need to extend not only its solu-
tion u. on the whole domain Q but also its time derivative u.. To do that, we need to suppose
that the extension operator Q. given in Definition 2.1 also acts on functions in L?(2.).

In the following, we suppose that Q. satisfies (2.5) and also

i) Qe € LILA(Q), L*(Q)),
i) (Qev)jg. =v, Yve L2(Q ), (2.46)
i) [|Qevll 20y < co vl 2y » Y € LA(Q),

where ¢ is the constant introduced in (2.5).
We can now construct a family (P.) of extension operators for time-dependent functions.
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Theorem 2.16 Let {S:} be admissible in Q and assume that (2.46) holds. Then, there exists an
extension operator P. € L (L>(0,T; V), L°(0,T; H(Q)))NL (L>(0, T; L*(.)), L>(0,T; L*(12)))
such that ¥ ¢ € L>=(0,T;V.) N WhH*(0,T; L?(£.))

) Pé=¢ on Q. x(0,T),

it) (P:¢) = P.¢/ on Qx(0,T),

i) ||Pedll oo o200y < €0 19l oo o.7522(00)) » (2.47)
) NPt o020y S 0 19| Looo,1:22(000) »

V) IV(Pe)l oo 0,020y < €0 IVl oo 0,1 12(000 )y +

where ¢ is the constant introduced in (2.5).

Proof. As in the periodic case studied in [17], we construct the extension operator P. from Q.,
treating the variable ¢ as a parameter. Set

Ps(d))(xat) = (Qs¢(7t))(x) (2'48)

for ¢ in L°°(0,T;Vz) or in L°°(0, T; L*(€2)).

With this definition, P. belongs to £ (L>(0,T; Vz), L>=(0,T; H}(£2))) and also to

L (L%°(0,T; L*(Q:), L°°(0,T; L*(2))). It is clear that if ¢ € L>(0,T; V) N WH(0,T; L?(£2.)),
then one has ii) since Q. is independent of ¢.

To prove iii), let ¢ € L>((0,T) x €2.)). One has by (2.46)iii and (2.48)

[(Ped) |l oo 0,75 12(0)) = (Qedp(D)l 20y < Sup - ¢o e L2y = oIl oo (0,7522(020) -

sup ||
t€(0,7) te(0,T)

Assertions iv) and v) are obtained by using (2.5), (2.46) and (2.48).

We can now state the convergence result.

Theorem 2.17 Suppose that (2.38)-(2.40), (2.42)-(2.44) and (2.46) hold. Then, one has the
following convergences :

i) Pau. >u weakly * in L°>°(0,T; H}(Q)),
i)  Poul > weakly * in L>=(0,T; L*(Q)), (2.49)
iii)  A°Vue = AOVu  weakly * in L0, T; (L?())"),

where u is the solution of the homogenized problem

pu” — div (A°Vu) = f onQx(0,7),
0 onodQx(0,T),
ap on £,

= by on €,

(2.50)

u(x,0)
o' (x,0)

b
and bg = —.
P

The proof is given in Section 5.
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2.4.2 Corrector result

In this section we state a corrector result for problem (2.37). Under suitable assumptions,
we show that the convergence of u. to u’ is strong and the weak convergence of Vu. to Vu given
by Theorem 2.17 can be improved by using the corrector matrix C¢ defined in (2.31). As in
the case of a fixed domain (see [8]), we have to make additional hypotheses on the initial data
(ae,be). Here, due to the presence of the holes, we have also to suppose (which is always true
for a subsequence) that

Xa. = xo weakly * in L>(Q), (2.51)

for some xo € L>(2) positive a.e. on €.
Concerning the data we suppose that f. € L2(Q x (0,T)), b. € L?*(Q) for every ¢ and that

i) fe— e strongly in L2(Q2 x (0,7)),
X0

(2.52)
ii) be — by strongly in L2(£),
for some f € L?(2 x (0,T)) such that % € L*(Q2 x (0,T)) and with by defined in (2.50).
We also assume that a. is solution of the following equation :
—div(4°Va.) = Q*(—div(A°Vap)) on Q,
AVa..v = 0 on 0S5, (2.53)

a: = 0 on 0f),
for some ag € HE(9).

These assumptions are essential in order to prove the convergence of the energy associated with
problem (2.37) to that of problem (2.50) (see Section 6). Indeed, we prove that

1 1
3 | (e + AVuTu) do — 5 [ (o) + AVaTu) o in (0, 7).
Qe Q
Remark 2.4 Observe that assumptions (2.51)-(2.53) imply convergences (2.44). Indeed, (2.51)
and (2.52)i give immediately (2.44)i. On the other hand, the H-convergence of A° to A° and
(2.53) imply
Q%a. —a weakly in H}(Q),

where a is the solution of

—div (A°Va) = —div (4°Vag) on Q,
a = 0 on OfL.

Since this problem has a unique solution, it follows that a = aqg.
Finally, from (2.43) and (2.52)ii, one has

pebe — pby  weakly in L?(Q),

so that (2.44)iii holds for b = pby. Consequently, Theorem 2.17 applies and gives convergences
(2.49) and the homogenized problem (2.50) with ag, by and f given by (2.52) and (2.53).
O

Now, we can state the corrector result.
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Theorem 2.18 Under hypotheses (2.38)-(2.40), (2.42)-(2.43), (2.46) and (2.51)-(2.53), we

have the following corrector result :

i) M fluz = oo 77,209y = 05
(2.54)

ii) lim [[Vue — C*Vulleo o rys, (0.yym) =0

where u is the solution of (2.50) and {C®} is the corrector given by (2.51).

Corollary 2.19 Under the assumptions of Theorem 2.18, if Vu € C°([0, T]; (LP(2))™) for some
p > 2, then (2.54)ii holds for any local corrector satisfying (2.16) with r = 2.

Theorem 2.18 and Corollary 2.19 will be proved in Section 7.

Remark 2.5 Observe that it is quite natural to suppose that (2.16) holds. Indeed, in practice
to show that a sequence {C¢} is a local corrector, one makes use of (2.15), which implies (2.16).
This condition also holds for the particular corrector constructed in [12] with » = 2, as shown
in Theorem 2.12.

Remark 2.6 Suppose that the hypotheses of Theorem 2.9 are verified and let {C¢} be the
global corrector constructed in [10] (see Remark 2.2). Then, following the same arguments as
in the proof of Theorem 2.18, one can prove that the convergence (2.54)ii still holds for this
corrector in €2.. Namely, we have

lim ||V = C*Valleogo ry w1 0y = 0

The proof of Theorem 2.18 is based on this following result, proved in Section 7 :

Proposition 2.20 For all h € N*, let v; € D(wp,) and ¢; € C*([0,T]) fori e {1,...,k} where

k € N*. Set
k

o(x,t) = Z@bi(t)vi(x), for a.e. x in Q, Vt € [0,T],

=1

and
Xon(t) = % /Q (pe (ul(t) = ¢'(1)* + A*(CEV(t) — Vue(t)) . (CRVG(t) — Vue(1)))dw,  (2.55)

where wy, is an element of the sequence {wy} introduced in (2.25) and C}, is the matriz defined

Under the hypotheses of Theorem 2.18, one has

X.p — X in C°([0,T7), (2.56)

where for any t in [0,T],

X(t) =3 /Q (o (') = /(1) + A° (Vo(t) = Vu(t)) . (Vo(t) - Vu(t)))dz. (2.57)
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2.5 Proof of Theorem 2.17 (homogenization result)

Let ¢ be in D(]0,T]). Multiplying (2.37) by ¢ and integrating by parts the first term over (0,7),
we get

T T T
/ pesp” dt — / div (A*Vu)pdt = / fepdt.
0 0 0

For any w. in L*(Q: x (0,7)) and for any w in L*(2 x (0,7)), set
T T
b, = / we(z,t)p(t)dt and @ = / w(z, t)p(t) dt,
0 0

respectively. Therefore, U, satisfies

N T
—div (A*Vu,) = f. —pa/ us” dt  on Q,
0

AViu..v = 0 on 0S5,
u. = 0 on 0f).

(2.58)

By virtue of estimates (2.45), there exist a function v and a subsequence of ¢ (still denoted ¢)
such that

P, 2 weakly * in L>(0,T; Hi(Q)),

P.(u:) >’ weakly * in L>®(0,T; L*(Q)).

Then - -
/ P.ugpdt — / wdt weakly in H(Q),
0 0

T T
/0 Poucyp” dt — /0 ue”dt  weakly in H}(Q).
Consequently,
q Y. - -
/0 Pouspdt — /0 updt strongly in L?(Q),
T T
/0 Pou.p" dt — /0 u”dt  strongly in L2(Q).

From (2.43) and (2.44)i, we have
T _ T
/ (fo) pdt 4/ fodt weakly in L2(€2),
0 0
T T
ﬁ;/ (Poug) " dt — p / uw"dt  weakly in L%(Q).
0 0

In view of (2.42) and Proposition 2.5, this implies that Q.. converges weakly in Hg () to the
solution u* of the following problem :

R T
—div (A°Vu*) = f —,0/ up”dt in Q, (2.59)
0
and moreover, -
AV, — AWy weakly in L2(Q). (2.60)
Let us show that
u* = . (2.61)

Observe that there exists a subsequence (still denoted €) such that

Xa. — xo weakly * in L>®(Q).
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Hence,
X0. Qe — xou* weakly in L2(Q),

T
XQ. / Pouspdt — xou  weakly in L?(Q).
0

Since

T T
XQEQaae :/O /dg(P dt = XQE/O P.uspdt,

then xou* = xou, which in view of the positiveness of xo, gives (2.61).
From (2.60) one obtains (2.49)iii and from (2.59)

T T
—div (A°Va) :/ feodt — p/ ue”dt in D'(Q),
0 0
which implies, since ¢ is arbitrary,
/ pu'vdz +/ A'VuVu dr = / fvdz in D'(0,T), Vv € HLQ). (2.62)
Q Q Q

It remains to check the initial conditions.
Since W (0, T; H}(2), L2(Q)) is compactly embedded in CY([0, T]; L?(2)) (see [34], Corollary 4,
p. 85), we have

Pou. — u  strongly in C°([0, T]; L*(Q)), (2.63)

which gives
P.u(0) — u(0)  strongly in L(Q).

From (2.48) and (2.44)ii, we get
Pou(0) = Qeac — ag  weakly in L%(1),

so that
u(0) =ap on Q.

On the other hand, to identify u'(0), choose v € H}(Q) and ¢ € C°([0,T]) such that ¢'(0) =
o(T) = (T) =0 and (0) = 1.
An integration by parts over (0,T) in (2.41) gives

T o T _ T
/ / A*VuVvpdxdt — / / fevodzdt = — / / peulvp drdt
0 JQ 0 JQ 0 JQ.

T
= // pgulgvcp’d:cdt—i—/ pbvp(0) dx:
0 JQ. Qe

T __
= —/ /@Psusvgo" dxdt+/ pebev dx.
0 JQ Q

Passing to the limit as € tends to 0 and using (2.43), (2.44) and (2.49), we obtain

T T T
//AOVqugod:ndt—/ / fopdxdt = —/ / puvcp"dxdt—i—/ bvdx
0JQ 0 JO 0 JO Q

T
:—//pu”vgpdmdt—/pu/(O)de—i-/bvda:. (2.64)
0 JQ Q Q
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Observe now that in (2.62) one can choose ¢ € C*([0,7T]), which together with (2.64) and

assumption (2.38) gives
b

The uniqueness of the solution of the limit wave equation (2.50) implies that in (2.49) the whole
sequence P.u. converges to u and this concludes the proof.

¢

2.6 Convergence of the energy

In this section, we study the asymptotic behavior of the energy associated with problem (2.37).
Take ul as test function in (2.41) (this is formal, but a standard density argument makes the
computation rigorous, see [16] Chap. 12, Prop. 12.7). We have after an integration by parts in
t over (0,7),

/ pe [ul|” + A€Vu5Vu5 /pe\b| de + = /A‘EV%WE dx +// feul dudt.
Qe
Set .
ea(t) = / (e (ul(£)) + A°Vue () Ve (1) dx, V2 € (0,7, (2.65)
Qe
and )
E. = 5/9 [pe(ba)2 + AEV%V%] dz. (2.66)

The quantity e. is called the energy associated with problem (2.37).

Observe that .
e(t) — E. = / / feuldxds, Yt € [0,T]. (2.67)
0 JQ

The corresponding e® and E°, associated with the solution u of the homogenized wave equation
(2.50), are defined by

2/ 2+ A"Vt )Vu(t)} dr, Ytel0,T] (2.68)

1
EO = 5/{) |:p(b0)2 + AOVaOVaO} d:L’, (2.69)

and one has (using a density argument similar to that of e.)

t
eo(t):EO—i-/O /qu’dxds, vt e [0,T). (2.70)

Proposition 2.21 Under the hypotheses of Theorem 2.17, there exists a continuous function
e(t) and a subsequence of e. (still defined €) such that

ec — e strongly in C°([0,T]),

where e is defined in (2.65).
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The proof of this proposition can be done using the same arguments as that given in [29] for
the periodic case. In general we do not have e(t) = €°(¢). But under the additional hypotheses
(2.51)-(2.53), this equality holds true, as shown in the next result.

Theorem 2.22 Under the hypotheses of Theorem 2.18, we have the following strong conver-
gence of the energy :
e — e¥  strongly in C°([0,T]),

where e and e are defined by (2.65) and (2.68), respectively.

Proof. Let e be given by Proposition 2.21. We have to show that e(t) = €%(t), V¢t € [0,T].
From (2.65), (2.66) and (2.67), it follows that

1 1 t
0= [P0l det 5 [ AVeNadot [ [ foxo Paldeds. @271
2 Ja 2 Jo. 0JQ
Taking a. as test function in (2.53) and using Remark 2.4, we obtain
lirr(l)/ A*VaVa.dx = hm onaov(ana dr = / AVagVagdz. (2.72)
e—0 JQ.

From (2.51) and using the strong convergence (2.63), one has
xa.Peus — xou  weakly in L*(Q2 x (0,T)). (2.73)
On the other hand, for any ¢ € D(f2) and ¢ € D(0,T)

T T
| [ xecPawyvcasde=— [ [ xa. P et
0o Jo 0o Jo
This, together with (2.73), gives

T T T
lim —/ / xa. P-ustp ¢ dzdt = —/ / xoup ¢’ dedt = / / o'y ¢ dxdt.
e=0  Jo Jo 0 Ja 0 Ja

Hence, by density
xa. Peul — xou'  weakly in L*(Q x (0,7)),

and from (2.52)i, it follows that

t t
lirn/ /fgxgepsu'gd:vds:/ /fu' dxds. (2.74)
e=0Jo Jo 0/
From (2.43) and (2.52)ii, we have
lim / 5o(be)? dw = / p(bo)? de. (2.75)
e—=0.JQ Q

Combining (2.72), (2.74), (2.75) and passing to the limit in (2.71), we obtain

1 t
lime.(t) = f/p(bo)de—l—/ AOVCLOVaDdaz—}-/ /fu/ dxds
e—0 2 Ja Q 0 Jo
= €O<t)7

which is the claimed result.

¢
Remark 2.7 Observe that once the corrector result of Theorem 2.18 is proved, we can show
that each term which composes the expression (2.65) of e.(t), converges to the corresponding
one in (2.68).
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2.7 Proof of Theorem 2.18 (corrector result)
Proof of Proposition 2.20. Let £ € N*, v; € D(Q) such that supp (v;) = wp and ¥; €
C>([0,T]) for every i € {1,...,k}. Set

k
d(z,t) = Zvi(ac)@bi(t), for a.e. x in Q, Vt € [0,T].
i=1

If X, is given by (2.55), we can write
Xs,h = Xz-,},h + X2h + XE ho

where Vt € [0,T],

XL, () = % / (2 (W (1))” + A"V (t) Vue (1) dar = ex(2),
X2(0) == [ [peul())6(5) + A°CIVG()Vue (1) i (2.76)
X34(t) = 5 / > ASCEV () GV (1)) da

We study the limit of each term separately.

The limit of X!, : In Theorem 2.22 this limit was computed in C°([0,77), it is the energy of
the problem hmlt glven by (2.68).

The limit of X 5’7,1 : Let us prove the convergence
3, st / )+ AV V| de in €°((0,T)). (2.77)
From (2.29), (2.38) and (2.39), one has

p HX

L>(0,T)

k
S (40 e ) 175 gy 022y + T8l 0y A | ey 1CE V041 By
=1

IN

IA
o

9

where ¢ is independent of €. Similarly, by virtue of the regularity of ¢, one can prove that
the time derivative of X 18 bounded. Thus, from the Ascoli-Arzela theorem, there exists a
subsequence (still denoted €) such that X3 2, converges strongly in C°([0,77) to a function Xj.

To identify this limit, it is sufficient to 1dent1fy the pointwise limit of X3 = p- Observe first that
from (2.43), one has for every ¢ € [0, T,

lm [ po (¢/(t)% dz=1im | gz (¢/(t))* do = /Qp(¢’(t))2 dz. (2.78)

e—=0 /0, e—0J0

From definition (2.26) of C}, we can write for any ¢ fixed in [0, 7]

Civo(t) = V(ng;i)gi(t), a.e. on (). (2.79)

=1
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The use of (2.79) yields

e 5 _ € a¢ € %
/Q ACIVOU) GiVoD dr = b / AV (Vi () da

- Z/ (8331 5 )AEVwilV(Qawhj)> dz. (2.80)

i,j=1
Now, we apply Proposition 2.6 to the last term.
Due to (2.27) and (2.30)ii, we can apply Proposition 2.6 i) to A*Vuwy, ; to get

div (A°Vw ) —> div (A°V(ppz:)  strongly in H1(Q), Vi€ {1,...,n}. (2.81)

On the other hand, curl (V(Qew,ij)) =0 forevery je€{l,...,n}.
Now, we can pass to the limit in (2.80) using Proposition 2.6 ii). Since v; € D(wy,) for every
i€{l,...,k}, one has ¢(z,t) = 0 for any = € Q \ wy, and since ¢, = 1 on wy,, we get

iy [ ACiva0 Civen s = > [ (axl i >A°v<sohxi>v<sohxj>)dx

3,j=1

_ Z/ 9 199 (1) A%¢;e; da

Q Oz " Oz
_ / ANV (1) da
Q
for every ¢ € [0,T]. This, together with (2.78), gives (2.77).

The limit of X th To show that the convergence of X h takes place in C°([0,T]), we cannot
use the same argument as for X 3 ;- Indeed, since we have no uniform estimate on u”, we have no
estimate on (X 52,h)/ . We study then separately the limit of the two terms which compose X 527h
Let us prove first that

/ ’péuéqﬁ'da:%/pu’gb'dx in C°([0, 7). (2.82)
Q. Q

To do so, we first identify its limit in L°°(0,7") and then we show that the convergence takes
place in C°([0,T7]). Let ¢ be in D(0,T), one has

([ patdds. ¢ / | el Cara
Qe Lo (0,T),L1(0,T)

- /0 [ P (96 + 9" ¢) .

Then, using (2.43) and (2.63), we can pass to the limit to get

T
nm</ psu;¢’dx,c> - _/ /Pu(¢’<”+¢”<)dfﬂdt
=0 \.Jo. L%(0,7),L1(0,T) 0 Ja
T
_ / / pu' ¢/ ¢ d dt
0 Q

= ([ pudds.c) ,
Q Lo°(0,7),L1(0,T)
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which, by density, gives
/ peulg doz > / pu'¢ dr  weakly * in L*°(0,T). (2.83)
Qe Q

On the other hand, to show that this convergence is strong in C°([0,77]), we use the compact
embedding of H'(0,T) into C°([0,T]). From (2.41), we can write

3/ petLd’ dx:/ peul ¢" dx +/ f-¢' dx — / A*Vu V¢ d.
ot Jo. Q. Qe Q.
From (2.38)-(2.40), (2.43), (2.49) and (2.52)i, one has

0
‘at/Q peul(t)e'(t) dz| < (0" oo o 1.r2(0) 1Pell oo ) 1 Peue(B)]| 12

+ ||¢/||L°°(07T;L2(Q)) Hfs(t)HLQ(Q) + ||A€H(Loo(Q))n2 ||V(P€U€(t))||(L2(Q))” HVQZ),H(LOO(O,T;(L?(Q))”) :

Thus,
1o
/0 g /Qe pau;gﬁ/ dzx

where c is independent of £. Convergence (2.82) follows from this inequality and (2.83).

2
< ¢

Let us now prove the convergence of the second term of X 3 h, hamely
/ ASCiV Ve dv — / AN ¢Vudzr in C°([0,T)). (2.84)
Qe Q

To do so, we adapt to our case some arguments used in [8]. From (2.79), the variational formu-
lation of (2.27), definition (2.48) of P. , we have

/ A CEVH(t)Vue(t) do =Y / A2 vt 22 (1) V(1) da
Q. = Ja. " O

= Z <_d1V (AOV(‘Phxi)) ; Qe (af (t) 0 Us(t)>>
i i - _ 1
1 H 1(9):H0(Q) (285)
-y / Aaﬁv(%(t))Psue(t) da
=174 "\ o
=) (Gi, ki) 1@y m3@) () — (He, Peuc) g1 (ay maa) (1)
i=1
where
. 0 I3 a¢ -
Gi:—le (A V(QOh.ﬁz)) 5 ]’v'l :Pg O Ue |, VZE{l,...,n}
¢ (2.86)

and H.= ZAE ?M;V(SQS) .
i=1 Li

For simplicity, in the following the duality pairing (-, -) ;7-1(q) m1() Will be denoted (-, -).
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In view of (2.30)ii, {H.} is a bounded sequence in C*°([0, T]); L?(£2)) and furthermore,

H. 5 Hy=> A% (o) v((gj) weakly * in L°°(0,T; L*(Q)). (2.87)
i=1 g
Let us show that
(H. — Hy, Pou.) — 0 strongly in C°([0,T7). (2.88)

First, notice that from (2.63) and (2.87), we have for any ¢ fixed in [0, T,

lim (H. — Ho, P-uc)(t) = 0. (2.89)
e—0

Moreover, due to (2.49) and (2.87), there exists a constant ¢ independent of & such that

H. — Hy, P.u <c,
{ [{(He 0, 1€ €>||C,’0([0,T]) (2.90)
[((He — Ho, Peue))' ||l cogo, ) < ¢
Then, from (2.89), (2.90) and the Ascoli-Arzela theorem, we obtain (2.88).
Let us also prove that for any i € {1,...,n},
€ _ 8¢ : 0 .72
ki — ki = 9. U strongly in C°([0,T]; L*(R2)). (2.91)
T
: - : : 0¢ 9¢
Notice that this is not obvious because in general we do not have P 3 Ue | = 3 P.u,.
Ti Q. T

In view of (2.45) and (2.47), we deduce that kf and (k)" are bounded in L°°(0,T; H}(Q)) and
in L>°(0,T; L?(R)), respectively. This implies that there exist a subsequence of ¢ (still denoted
g) and a function k¥ such that

ks kD weakly * in L>°(0,T; H}(Q)), (2.92)
(k5) = (k) weakly * in L°(0,T; L*(Q)). ‘
Using definition (2.48) of P., we have for any ¢ fixed in [0, 77,
0 0
P. ( afi . u) ) = Q. (( (%i Qaug(t)> Q) . (2.93)

By convergences (2.49), we can apply Lemma 2.2 to (2.93) to get kY = k;. This, together with
estimates (2.92), gives (2.91).

Using (2.63), (2.85)-(2.88) and (2.91), for every t fixed in [0, 7], one has

lim <Z<Gi,kf>(t) - <H57P5us>(t)> = D {Gi, ki)(t) — (Ho, u)(?). (2.94)
=1

i=1

Since supp ¢(t) C wp, and @y = 1 on wy,

/QAOV(gohafi)V(OfZ (t) u(t)) dx = /QAOeiV<§Z (t) u(t)) dx, (2.95)

and
/Q AOV(gphxi)V<§Z (t)) u(t) da = /Q Aoeiv@; (t)> u(t) da. (2.96)
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This, in view of (2.85), (2.86) and (2.94), gives for every ¢ fixed in [0, 7],

lim [ ACEV(t)Vue(t) de = /Q A () Vu(t) dx. (2.97)

e—0JQ,
Finally, let us check that this convergence takes place in C°([0,77).
Let 1 > 0, since L?(Q) is dense in H~1(Q) and C°([0, T]; L%(R)) is dense in C°([0,T], H~1(Q)),
we can find H in (C°([0, T); L*(Q)) and (L;)1<i<n in (H1(£2))™ such that

[ Ho — HHCO([O H-1Q) = 7
b 2.98
{ 1Gi = Lill g1y < m. (2.98)
for every i € {1,...,n}.
We can write
<H€7P€u6> - <H07u> = <Hs - HOaP€Ue> + <HO —H, P€U5> + <H7 Poue — U) + <H - Ho,u>,
<Gz,kf> — <Gi, kz> = <GZ — Li,k‘ﬂ + <Li7 kf — kz> + <Li - Gy, kz> .
(2.99)
Then, there exists a constant C' > 0 independent of 1 such that

[(He, Peue) — <H07U>Hc0([o,T}) + Z (G, k5) — (G, ki)”co([o,T}) <

i=1
[{H — Ho, Prue)l|coo.ryy + [1Ho — Hlleoo,r1:-1.()) 1Fetell oo 0,73 (02))
+ HHHCO([O,T];L?(Q)) (| Perue — “”cO([o,T];L2(Q)) +|H — HOHCO([O,T];H*(Q)) ||UHL<><>(0,T;H3(Q))
+ Z (”Gz - LiHH*l(Q) ||kﬂ|L°°(O,T;H01(Q)) + ||Li”(10([0,T];L2(Q)) ki — ki”cO([o,T};m(Q))
i=1
+ILi — Gill g1 (o HkiHLoo(o,T;Hg(Q)))

<C (H<Ha — Ho, Peue)lleoo.ry) + 1Petie = ulleoqo,ry;22(0)) + 167 = Killeo oy r20)) + 77) -

From (2.49), (2.88), (2.91) and since 7 is arbitrary, we deduce that the left-hand side tends to 0
as ¢ — 0, so that
Z(Gijkﬂ — (Hg, Poug) — Z<Gi’ k;) — (Hp,u) strongly in C°([0,T).
i=1 =1
This, together with (2.97) gives (2.84).

By using Theorem 2.22, (2.77), (2.82) and (2.84), we conclude that X} converges strongly to X
in C°([0, 7).
¢

Proof of Theorem 2.18. Suppose that {C¢} is the sequence introduced in Section 3 by (2.31).
The result comes from Proposition 2.13, Proposition 2.20 and the following classical density
result :
Vu € C([0,T); H () N CL([0,T]; L?(2)), ¥n > 0, Fk € N, I (¢i,vi)1<i<k € (C>([0,T]) x
D)),

L 2
’L) u/ — Z 1[);% < mn,
i=1 CO([0,T);L2(£2))
k ; (2.100)
i) Hvu =3 iV S/
i=1 CO([0,T);(L2(Q))™)
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Let n > 0 and set

k
o(z,t) = Zwi(t)vi(x), for a.e. x in Q, Vt € [0,T].
i=1

where (1;,vi)1<i<k be defined by (2.100). Take h in N such that supp v; C wy, for every i €
{1,...,k}. From (2.38), (2.39) and definition (2.55) of X, j, we have for every ¢ € [0, T,

A a e
= ||U - ¢/(t)||i2(95) +5 ICRVe(t) — Ve ()t (0.yn < Xenlt):

Then, due to Proposition 2.19, there exists a constant ¢ such that

T 2
lim {Hulg - ¢/||CO([O,T];L2(95)) + || CZVQS - VUEHgO([O,T];(LQ(QE))”)} S C HXHCO([O,T}) . (2101)

e—0

In view of (2.38), (2.39) and definition (2.57) of X, we have

>\2
HXHCO (fo,77) H ! ¢ HCO(OT (L2(Q )‘f‘ Hqu VUHCO(OT (L2(Q)") * (2.102)

Let w be an open set with w CC €. From (2.32), (2.100)-(2.102) and the Holder inequality, there
exist positive constants ¢y, co and c3 such that

A1 2 e
5t = lleo o 7220y + 5 €7V = VatellEogo m1:1 @2y

2 2
<a (Hula = &llcoqorprzian T 11 = 'llcoo.rpr2 00
+1C*Vu— C*V | Eo o111 (enwyymy + | CTVS = CiV SN0 ((0.17:11 (00w))
+ || CrVe — vuéHCO([O,T};Ll(Qsﬂw))”))

< o2 (X 1800, + 1+ ICEIIF 2 yyn2 1V = Vol Z0 0 21502200 )ym)

+ZH Ci, = C)Vuill{ )sz‘HLoo(o,T)>

k
2
<c3 (H“l = &lleoqo.17.22(0)) +1IVu— VolZoo 1zz@ym + 1+ 2 I1(Ch — CE)V%‘H?U(QE))")

=1

k
< 3 <377 +> IICh - Cs)V“iH?Ll(Qg))n) :

i=1
By virtue of Proposition 2.13, there exists a positive constant ¢4 such that

2
0 < T ([l =300 12000y + €7V = Vil Zogo ryuaourpmy) < can

e—0

Since 7 is arbitrary, this implies (2.54)i and (2.54)ii for the sequence {C®} defined by (2.31).
¢

Proof of Corollary 2.19. Suppose that Vu € C°([0, T]; (LP(Q2))") where p > 2. Let (D?). be
an elliptic local corrector satisfying (2.16) with » = 2. From the Holder inequality, one has for
any open set w, where w CC

[Vue = D*Vull oo 77:(L1 (92 nw))m)
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< |IVue = C*Vullco o111 (@erw)ym) T 1(C7 = D2)Vullco o712t (20 )y

S ”VUs - CSVUHCO([O,T];(LI(Qsﬂw))") + H(C&‘ - DE)H (L%(Q - ))'nz HVUHCO([O,T];(LP(Q))") :

Applying Proposition 2.10 for ¢ = 1% € [1,2[ and Theorem 2.12, yields

;i_r)]% Ve = D*Vullgogo,11:(L1 (erw)ymy = 05

which concludes the proof.

2.8 The general case

In this section, as in the case of a fixed domain studied by S. Brahim-Otsmane, G. A. Francfort
and F. Murat in [8] and following the ideas they developed, we show that the hypotheses of
Theorem 2.17 are not sufficient to have the corrector result stated in Theorem 2.18.

Consider the problem

pevl —div(A°Vu.) = f- on Q. x (0,7),
0 ond2x(0,7),

Ve =
AVov..v = 0 ondS: x (0,7), (2.103)
ve(x,0) = a. on €,
vl(x,0) = b on Q,

under the hypotheses of Theorem 2.17, namely (2.38)-(2.40), (2.42)-(2.44) and (2.46). We also
assume that

Xa. = xo weakly * in L>®(Q) (2.104)
and

Rl L*(9). (2.105)

X0
Theorem 2.17 implies

i) P, >u  weakly *in L>(0,T; H}(Q)), (2.106)
i) Pl Su' weakly *in L°(0,T; L*(Q)), '
where u is the solution of the homogenized problem (2.50).
Let us show that in general, we do not have the convergences
i) lim [ Voo — C*Vulleo ozt (o) =0

To do so, decompose v, in the form
Ve = Ue + 2,
where u. solves a problem whose data satisfy the assumptions of the corrector result and P.u.
has the same weak * limit u than P.v..
In this decomposition, u. is the solution of the problem

5
X0
ue = 0  ond2x(0,7),
AVu. .v 0 ondS: x (0,7),
ue(2,0) de on {2,
ul(z,0) = by on .,

peul — div(A*Vu.) = on Q. x (0,77,

(2.108)
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where by is defined in (2.50) and d. satisfies

—div(4°Vd.) = Q(—div(4A°Vag)) on Q,
AVd..v = 0 on 05, (2.109)
de 0 on 0f).

On the other hand, z. is the solution of

p2l —div(A°Vz.) = f.— }‘(f on Q. x (0,7,
0
ze = 0 on 092 x (0,7),
AVz..v = 0 on 9S: x (0,7, (2.110)
ze(2,0) = a-—d; on €2,
2L(z,0) = b.—by on 2..
Notice that because of the admissibility of S, the term % is well defined.
We have the following result :
Theorem 2.23 Under the assumptions of Theorem 2.17 and (2.104), we have
i) Poue >u  weakly *in L>®(0,T; HA(Q)), (2.111)
i) Poul >’ weakly *in L>(0,T; L*(Q)), .
,L) ;I_I}[l) Hu; - u,HCO([O,T};LQ(Qe)) - Oa (2112)
i) i [[Vue = C*Vulleogo ryyzy (@)m) = 05
i) Peze >0 weakly * in L>®(0,T; H(Q)), (2.113)
i) Pzl >0  weakly *in L>(0,T; L*(Q)), .

where w is the solution of the homogenized problem (2.50) associated with (2.103) and (2.108)
and C¢ is the corrector matriz given by (2.51).

Proof. First, from definition (2.109) of d. and the H-convergence of A° to A°, one has
Q-d. — ap  weakly in HJ(Q). (2.114)
On the other hand, from (2.104) and (2.105) one has

Xﬂei — f  weakly in L?(Q x (0,7)).

X0
This, together with (2.114), allows us to apply Theorem 2.17 to (2.108). Thus, P.u. converges
to the solution u° of the corresponding homogenized problem. Since the data are same as in
(2.50), the uniqueness of the solution of problem (2.50) implies that u® = u, which gives (2.111).
Moreover, since the data of problem (2.108) satisfy also the hypotheses of Theorem 2.18, we
have (2.112). Finally, convergence (2.113) follows from (2.106) and (2.111).
¢

Proposition 2.24 Under the hypotheses of Theorem 2.23, the corrector result (2.107) holds if
and only if

.. ) 2.115
i) lm [IVzelleogo,yyzy,, 20)ym) = 0 2419

loc

. . / =
{ 7) glgtl)stHco([O,T};LQ(Qe)) =0,
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Proof. Suppose that convergences (2.115) are satisfied. Then

HUQ - UIHCO([O,T];LQ(QE))_'_ IVoe — CEVUHCO([OvT];(L}OC(QE))") S

Jul — U/HCO([O,T];L2(Q€)) + HZ;HCO([O,T};L'A’(QE)) + Ve - CavuHCO([O:T];(L}OC(QS))”)
+IVaeleogoryey, @ -
In view of (2.112) and (2.115), we get (2.107).

Conversely, we have

||ZéHCO([O,T];L2(QE)) + HVZcho([o,T];(Ll Qo)) =

loc

[Jvz = U/HCO([O,T];L2(QE)) + flul — UIHCO([O,T];LQ(QE)) + Vo — CEUHcO([o,T};(L;DC(QE))n)
+[Vue = C*Vulleo o ry et (20 -
which tends to 0, by virtue of (2.107) and (2.112).

o

Remark 2.8 We are now able to show that the assumptions of Theorem 2.23 do not necessarily
provide the result (8.4). Indeed, if (2.107) holds, from Proposition 2.24 one deduces that

iy |22 ()| 2 = L 1B = boll (0. = 0.
lim [|V2e (0) 1 (o.) = lim [[Vae = Ve[| ) =0,

that is,

i) lim [|V(Qeac) = V(Qedo)ll () = 0. (2.116)

loc

{ i) lim pbe bl 2(q,) =0,

But from (2.44)iii, we only know that pebe — b weakly in L%(92), which do not imply (2.116)i.
Furthermore, Q.a. — Q.de converges weakly to 0 in HE(Q) from (2.114) and (2.44)ii, and in
general, this convergence is not strong. Consequently, we cannot expect a corrector result for v,
under the assumptions of Theorem 2.23.
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Chapitre 3

Existence et homogénéisation pour
une équation des ondes non linéaire
dans des domaines perforés

Ce chapitre reprend article [25].
We study here, the homogenization of the nonlinear wave equation
u? —div (A°Vue) + g(ul) = f-  in Q. x (0,7),

where (). is a periodically perforated domain and g is a non-decreasing scalar function. We first
prove the existence and the uniqueness of the solution of this problem, then the convergence of
this solution to that of the homogenized problem.

3.1 Introduction

This paper is concerned with the study of the homogenization of the nonlinear wave equation

ul — div (A (i) Vug) +g(ul) = fo in Q-x(0,7T),
ue = 0 on 002 x(0,7), 11
AVu..v = 0 on 95. % (0,T), (3.1)
ue(z,0) = u? in €.,
ul(z,0) = ul in Q,

where (2 is a bounded open set of R, Q. = Q\ S; is a perforated domain obtained by removing
from € a closed set S: of e-periodic holes of size €, A(x) is a bounded periodic symmetric matrix
which is defined positive, v denotes the unit external normal vector with respect to .. The
function g is nonlinear and satisfies suitable growth assumptions. The data {u?, ul, f.} is given
in V. x Vo x HY(0,T; L?(€2.)), where V. is the subspace of H!(€2.) of functions vanishing on the
boundary of €.

First, for fixed e, we prove the existence and uniqueness of a solution wu. of problem (3.1),
such that u. € L°°(0,T;V.), ul. € L>(0,T;V:) and u” € L>=(0,T; L?*(€)) in Section 4 using a
Galerkin method and some monotony arguments. We also prove some related a priori estimates
which only depend on the data. This provides uniform a priori estimates for u. as well as for
u. and u”. Then, we use these estimates to study the asymptotic behavior of problem (3.1) as
¢ tends to zero.

o1
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More precisely, let (P:). be the family of extension operators (see Lemma 3.13), introduced by D.
Cioranescu and J.Saint Jean Paulin for the elliptic case ([20]) and by D.Cioranescu and P. Donato
for time-dependent functions ([16]). In Theorem 3.5, we prove the following convergences :

i)  Poue—u weakly * in L*°(0,T; H} (),
i) Pal —~u' weakly * in L(0, T; HH(Q)), (3.2)
iii) P —u”  weakly * in L°°(0, T; L?(12)),

and

{ i) g/(/u\\’;)/4 Og(u') weakly * in L>(0,T; L*(Q)), (3.3)

ii) AsVu. — AVu  weakly * in L>(0,T; (L?(Q))"),

where 7 is the extension by zero of any function defined on €).. The function « is the solution of
the homogenized problem

ou” — div (A°Vu) +0g(v/) = f inQx(0,T),
u = 0 ondQx(0,T),
u(z,0) = u® inQ, (34)
' (2,0) = w' inQ,

and A is the homogenized matrix associated to A® (see Section 3) while 6 is the proportion of
the material in the domain €.

When studying problem (3.1) two main difficulties arise. The first one is to have some uniform a
priori estimates which allow to pass to the limit as € tends to zero. It is due to the nonlinearity in
time derivative of the solution. This requires some stronger assumptions on the data (see (3.13),
(3.20) and (3.21)) than those needed only to prove existence and uniqueness (see Remark 3.2).
A similar situation has been studied in [13] by M.M. Cavalcanti, V.N. Domingos Cavalcanti, D.
Andrade and T.F. Ma, who consider a similar problem for A* = I'd with a Dirichlet condition
on the boundary of the holes and where the size of the holes are smaller than the period (taille
of the "strange term", see [13] and [19]). In their paper they suppose that f does not depend on
time and u? = 0.

Here, we take more general initial data, but we need to suppose (3.13), (3.14), (3.20) and (3.21)
to get suitable a priori estimates. These estimates allow us to overcome the second difficulty due
to the presence of the holes, which consist in identifying the limit of the zero extension of g(u.).
This is done in Section 5 (Proposition 3.7). To identify the limit u as the solution of problem
(3.4), we apply some homogenization results obtained for the corresponding linear case. Then,
by uniqueness arguments we prove that the limit of the sequence (u.) is the unique solution of
problem (3.4).

For the homogenization of parabolic semilinear problems, we refer to [40] for the case of a fixed
domain and to [22] for the case of periodically perforated domain.

3.2 Preliminaries

In this section, we introduce the perforated domain ). and we recall some theorems needed in
the following.

Let Q be an open bounded subset of R”, n > 2, with a smooth boundary 02 and € the general
term of a sequence of positive number which tends to zero. Introduce the representative cell
Y =1[0,1;[x ... x[0,l,[, denote by S an open subset of ¥ with smooth boundary 05, such that
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S C Y. Denote by 7(¢S5) the set of all translated images e(kl+5), k € Z", kl = (kil, ..., knln),
by S: the subset of 7(¢S) contained in 2, and by Q. the perforated domain 2\ S..
We suppose that the holes 7(£S) do not intersect the boundary 92, which implies that

08)e = 002U 0S..

Let us introduce the space
V.={veH () | v,, =0}, (3.5)

which is a Hilbert space equipped with the H'-norm.
We will use the following notation :
— |E| for the Lebesgue measure of the subset E,
- Y*=Y\S,
— o= vy,
— ¥ for the characteristic function of the set €2,
— v for the zero extension on {2 of any function v. defined on ).,
— v for the unit outward normal vector with respect to 2.
Classically,
Xe — 60 weakly * in L>(Q). (3.6)

Consider a Y— periodic, n x n matrix-valued function A(y) = (a;;(y))1<i,j<n defined on R™ such
that
||A||(LOO(]R7L))TL2 S Ba

A is symmetric,

n (3.7)
Ja>0, Y aijmAN = a|AP yae inR", VAR,
ij=1
and for any ¢, let
A(z)=A (i) x a.e. in R™. (3.8)

To describe the asymptotic behaviour of problem (1.1), we need to extend its solution u. to the
whole domain €2. To do so, we use the following lemmas :

Lemma 3.1 ([?]) There exists an extension operator Q. from V. to H}(Q) such that
i) Q- € L(Ve, Hy()),
i1) Qw=v a.e on Q, YveT, (3.9)
iii) V(@) gz < 0 [Vl zagapyn » ¥0 € Ve,
where cg is a constant independent of €.
Note that this lemma provides a Poincaré inequality on V. with a constant ¢ independent of ¢,
HUHHl(QE) <c ||V’UH(L2(QS))n s Vo e ‘/5 (310)

This, allows to use the norm |[v[|y, = [[Vvl|(z2(q.y» on Ve.
We now introduce a family {P:}. of linear extension operator for time-dependent functions.

Lemma 3.2 ([11], [16]) There exists an extension operator

P. € L(L>®(0,T; H*(Q.)), L>(0,T; H*(Q))), k=0,1,
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such that for every ¢ € L>°(0,T; H*(Q.)) N Wh*(0,T; L?(2.)), k=0,1,

i) Pop=0¢ in Q. x (0,7),

”) (Psd)), =P.¢ in Q x (OaT)>

i) | Pedllpoo 0,020 < €010l oo 0,122 (00) » (3.11)
iv) ||Ps¢/||L<>o(0,T;L2(Q)) < ¢co ||¢/HL<>O(0,T;L2(95)) ’

v) VPO ooz ymy < €0 1Vl Lo 0,220 ))m) »

where cq is the constant introduced in (3.9)iii.

Note that this family of extension operator is obtained from Lemma 3.1 setting the variable ¢
as parameter.
Let us recall the known following compactness theorem :

Theorem 3.3 (/34]) Let T > 0 and X, B, Y three Banach spaces with compact embedding of
X into B and continuous embedding of B into Y, then

i) If F is a bounded subset of LP(0,T; X)NWHL(0,T;Y), where 1 < p < oo, then F is relatively
compact in LP(0,T'; B).

i) If F is a bounded subset of L>=(0,T; X) N W' (0,T;Y), where r > 1, then F is relatively
compact in C([0,T]; B).
3.3 Statement of the main results

Let Q. be the perforated domain defined in Section 2 and T a fixed positive real number.
Consider the problem

u? —div(A°Vue) +g(ul) = f- in Q. x(0,7),
ue = 0 on 90 x(0,7),
AVu..v = 0  on 05:x(0,T), (3.12)
ue(z,0) = u? in Q,
ul(r,0) = ul in Q,
under the hypotheses
i) uleV,
ii)  ul eV, (3.13)

iii) fe € Hl(O,T; LZ(QE))v
where A® satisfies (3.7) and (3.8), V; is the space defined in (3.5) and
Hl(O,T; LQ(QE)) = {Us € LQ(QE X (O,T)), Ué € LZ(QE X (O,T))}.

We also assume that u? is solution of the problem

—div (45Vu?) = hY on Q.
u? in 99, (3.14)
Avul.v = 0 in 98,

I
o

for some h? € L2(€.).
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We assume that g : R — R is a non-decreasing C! function satisfying g(0) = 0 and

lg'(s)| < c1(1+]s|P™t), forall s €R, (3.15)
where ¢; and p are positive constants such that p>1forn=2and 1 <p < - T_l 5 for n > 3.
From (3.15), it follows that
lg(s)| < ea(1+|s]?), forallseR, (3.16)

for some positive constant cs.

Remark 3.1 In (3.15) and (3.16), we have supposed that p > 1, in order to have p —1 > 0.
Obviously, if a function g satisfies (3.15) with 0 < p < 1, this implies that it satisfies (3.16) also for

p=1
Now, define the space

W. = {v. € L0, T3 Vz) , ol € L2(0,T; L3()) } (3.17)
which is a Hilbert space with the norm

lvellw, = lvell L20mv) + IVEll L2 0,y -
The variational formulation of problem (3.12) is
Find u. € W, such that
<u’€',v>wy€ +/S25 A*Vu Vv daz+/ﬂ€ g(u)vdr = /QE fevdz  in D'(0,7T),

for all v € V, (3.18)

ue(x,0) = u in €,

0
€
1
Ueg

ul(z,0) = in Q..

Theorem 3.4 Under the assumptions (3.7), (3.13), (3.14) and (3.15) there exists a unique solu-
tion ue of problem (3.12) such thatue € L>(0,T;Vz), ul. € L>®(0,T;V.) and u! € L>(0,T; L*()).
Moreover, there exists a constant ¢ > 0 independent of € and of the data uf, u5, h? and f. such
that

el Lo o,r5v2) + Nuell Looo,vy + 1€ N oo o.1522 (000 )) <
¢ (14 [l 0.+ 02l 2y + 1£0) ] 2 (3.19)

+ 1fell 2o x 01y + ||f£HL2(Qex(o,T))) :

v, + [l

Note that the term f.(0) is well defined because of the embedding
HY(0,T; L*(Q.)) € O([0,T]; L*()) (see [31], chap 1).

The proof of this theorem is given in Section 4.

To study the homogenization of problem (3.12), we suppose

i) ﬁ? — h%  weakly in L%(Q),
i) Qeul — u  weakly in H} (), (3.20)
iii) Qeul — ul weakly in H} (),
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and ~
{ i) o f weakly in L2(Q x (0,T)),

) (3.21)
i) N fell 2o 0.0y < ©

where c¢ is a constant independent of &.

We can now state the homogenization result.

Theorem 3.5 Under the assumptions (3.6), (3.7), (3.13), (3.14), (3.15), (3.20) and (3.21) the
solution u. of (3.12) satisfies

i) Poue —u  weakly *in L>(0,T; H} (1)),
ii) Pl —u'  weakly * in L>(0,T; H}(Q)), (3.22)
iii)  Pou! — " weakly * in L°°(0,T; L*(2)),

and
i) g(ul) — 0g(u') weakly * in L>(0,T; L*(%)), (3.23)
i) A*Vu. — AVu  weakly * in L>(0,T; (L*(Q))"), '
where u is the solution of the homogenized problem
ou” — div (A°Vu) +0g(v') = f inQx(0,T),
u = 0 ondQx(0,T),
uw(z,0) = u® inQ, (3.24)
' (x,0) = ul in Q.
The matriz A° is the standard homogenized matriz associated to A, i.e.
1 " ox?
0_ 4.0 . 0 _
A" ={a;}ij=1n, with a;; = m . <ai]~ — k;laikaiﬂk> dy, (3.25)
where the functions x? are solutions of
—div (AV(}) —y;)) =0 in Y™,
AV(X! —y;).v=0 on S, (3.26)

X! is Y — periodic,
fY* X] dx == 0.

The proof is given in Section 5.

3.4 Existence and Uniqueness of solutions of Theorem 3.4

In this section, we give a general existence and uniqueness result which implies Theorem 3.4 in
particular. To do so, let © be an open subset of R” and S an open subset such that S C  with
a Lipschitz boundary. We denote by Qg the set Qg = Q\ S and by Vg the space

Vs = {v € H'(Qg),vj90 = 0} endowed with the H'-norm. Let B be a symmetric matrix verifying
(3.7). We consider the problem

u” —div(BVu) +g(u') = f in Qgx(0,7),
u = 0 on 9Qx(0,7),
BVu.v = 0 on 05 x (0,7T), (3.27)
u(z,0) = u° in Qg,
u'(2,0) = ul in Qg,
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under the hypotheses

’L) UO S V5'7
i) ule Vs, (3.28)
iii) fe HY0,T;L2(Qs)),

where the function g satisfy (3.15) and we suppose that the function u" satisfy the problem

—div (BVu®) = h° on Qg,
u’ = 0  in0Q, (3.29)
BVW.vr = 0 indS,

for some h® € L%(Q.).
Moreover, we suppose that there exist an extension operator ) from Vg to H, &(Q) and a constant
cs such that
i) Qe E(VS7H6(Q))7
i) Qu=wv ae.on Qg, Vv e Vg, (3.30)
i) [[V(Qu)ll(r2yn < es IVll(z2gnyn» Vv € V.

Note that, as in (3.10), this extension operator provides a Poincaré inequality on Vg and allows
to take [[Vo||(12(qq))n as an equivalent norm on V.

Theorem 3.6 Under the hypotheses (3.15) and (3.28)-(3.30), problem (3.27) has a unique
solution u € L*>(0,T;Vs) such that v’ € L>°(0,T;Vs), u" € L>(0,T; L*(Qs)) and

lull oo 0,7v6) + 1U 1 oo 0,mv6) + 10 | oo 0.1 02(05)) <
e (14 w0l + a5 + 18] 2y + 1/ Ol 2 0) (3.31)
1 £ 22 s x (0,my) T Hf/”LQ(QSX(O,T))) ;

where ¢ is a constant depending only on cg, co, n, p, T and €.

To prove Theorem 3.6, we proceed in several steps by using a Galerkin method and some
monotony arguments.

In Subsection 4.1, we introduce the finite dimensional approximating problem. In Subsection 4.2,
we prove a priori estimates. In Subsection 4.3, we pass to the limit and we prove the existence
of a solution of (3.12). The uniqueness is proved in Subsection 4.4. Finally, in Subsection 4.5, we
show that Theorem 3.4 can be obtained as a particular case of this theorem written for S = S,
B =A% Vs =V, and Q = Q-.

For simplicity, we denote

(u,v)—/QS w(z)o() dr, Huug_/QS w(@)Pdz,  Bu=—div (BVu).

3.4.1 Statement of the finite dimensional approximate problem

It is known from the spectral theory on self-adjoint operator that there exists a complete or-
thonormal system (w;)jen of L?(Q2g) given by the eigenfunction of the operator B defined on
D(B) = Vg (see [39]). The corresponding eigenvalues (\;);en verify A\; — 400 as j — +o0.
Furthermore, (w;) is also a complete orthogonal system in V.

Let (Aj)jen be the eigenvalues of the operator B, consider the functions w; be the solutions of
the problems
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—div (va]') = )\j Wi in Qs,
wj = 0 on 0}, (3.32)
BVw;.v = 0 on 05,
such that
2
widx = 1.
b

The functions (w;) en constitute a system of eigenvalues of the operators B and form a complete
orthonormal system of L?(2g).

Let V;,, be the space spanned by {wi,...,ws,} and introduce the projection operator P,, from
L?(Qs) to Vi, defined by

m

Pov =) (v,wj)wi, YveL*(Qg). (3.33)
=1

From classical results on Hilbert spaces, one has

i)  Pmv—v strongly in L?(Qg), Vv e L*(Qs), 3.34
i1) (va)\vs — v strongly in Vg, Vv €V, o
and .
{ ) WPmlleeg) 208y < 1 (3.35)
.. < ‘
ZZ) H(Pm)|vs L(Vs,Vs) —

Now, for any m € N, consider the Cauchy problem
m

Find wm(t) =Y hjm(t)w; € Vi such that
j=0

/ ur () wdx + BVum(t)dex—i—/ g(u;n(t))wdw:/ f)wdz, Yw e Vi,
Qg Qg Q

Qg S
_ .0 _ 0

Um (2, 0) = Uy, = Ppu’,

ub, (2,0) = ul, = Ppul

(3.36)
By a standard method in differential equations, one can prove there exists ¢,, > 0 and a maximal
solution (um,tm) of (3.36) on the interval [0,¢y,[. Due to estimate (3.38) given in the next
subsection, one has t,, = T. Because g is C', u,, is therefore C3([0, T]; V;,).
Note that a direct consequence of (3.34)-(3.35) is

uf — uF  strongly in Vg, for k=0,1 and
(3.37)

Hufn‘ ) < Huk’ , foralmeN, k=0,1and j=0,1.

Hi(Qs Hi(Qs)

3.4.2 A priori estimates

First estimate : For ¢t € [0,t,,[ and choosing w = u/,(¢) in (3.36), from the Cauchy-Schwartz
inequality and the fact that ¢ is non-decreasing, we have

(g (£), 1, (£)) + (BV i (£), Vg, (£) < [ (Bl [ (8)]

d

= (Il 13+ (BVun(8), Var(£) < IF O3+ [ (03
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Integrating over (0,¢) with ¢ € [0, t,,[ and using the ellipticity of B, it follows that

[t (D]]2 + o |V (8)]12 <

[ (15G)1E + [a(2) s + a2+ 2

In view of (3.37) and using the Gronwall lemma, we obtain for any ¢ € [0, ¢, |

D)l + 1V () llo < e (11l z20sx 0y + |2, + [|72°],) (3.38)

where c is a constant depending only on 71" and €.

From (3.38), using classical arguments one can extend the solution u,, of (3.36) to the whole
[0, T7].

Second estimate : First, let us show that

~div (BY (Pnu?)) = P (— div (BVW?)). (3.39)

To do so, we use the fact that the family (w;) is the sequence of eigenvalues of B and satisfies
(3.32) and the linearity and the symmetry of B. One has

m

( ) Z“ wj)Bw; = Z(U Ajwjwj = ij/ BVw]Vu dz

Jj=0 j=0

= wi | BVuVayde =3 (Bu’, wj)w; = P (Bu").
F— S

=0

From the properties of the projection operator (recall in (3.35)), we deduce that
s, <lmec]l, = [ (3.40)

where hY is introduced in (3.29).
Observe that from (3.16), one has

2 2p
|ttt de < [ (cat+ k) do < 202020 + [ul ), (3.41)
Qg Qg 2p
where ¢z is the constant introduced in (3.16). From (3.30), (3.37) and since p < "5 the embed-
ding

H} () — L?°() is continuous, so that there exists a constant cq independent of m € N such
that
Jon|

where cg is introduced in (3.30).
Therefore, this together with (3.41) implies

Jotui], < e (1+

where c¢ is a constant which depends only on cg, c2, n, p and €.

<@l

< cq HQul

< cQcCs H

L2p (Q2s) LQP

CS) , (3.42)
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For simplicity, until the end of the section, we will denote by ¢ a constant independent of m and
only depending on cg, co, 1, p, T and €.

Now, take w = u/,(0) and t = 0 in (3.36). Since (3.13)iii implies that f € C([0, T]; L*(Qs)) (see
[31], chap 1), f(0) make sense and belong to L?(2g). Using the Cauchy-Schwartz inequality, we
get

i ()13 + (Bum (0), iy (0)) + (g(uuhy), 1 (0)) = (£(0), ur,(0))

e O)II3 < O], ([[Bu]|, + o], + 17 @)
In view of (3.13)iii, (3.40) and (3.42), we obtain

p
Vs

a0y < e (1+ a7+ [ oy *+ 17O ) - (3.43)

L2(Qs)

Since u;, € C3([0,T]; Vin), one can take the derivative of (3.36) with respect to t, and use
w = u/h (t). From (3.28) and considering that ¢’ > 0, one has

(t (), 3 (8)) + (BV g (£), Vi, () + (9" (i ()i (8), 0 (8) = (f(8), v (8))

& (i (O + (B (1), Tt 1) < |7 W + i D3 (3.44)

Integrating (3.44) over (0,t) with ¢ € [0,7] and using the ellipticity of B, it follows that

t 2
@13 +a IV < [ (17 )G+ s )l3) ds + [ )3 + [k
Using the Gronwall lemma and (3.43), we deduce that

[um |l oo 0.7 02(025)) + IV Um Il Lo 0712 (04)) <

1P 0 ! (3.45)
e (1+ [t 15 + 180 g + IF Oy + 1 20 07)) -

Third estimate : Concerning the nonlinear term g, from (3.16), (3.30) and since H}(2) <
L?7(Q) is continuous, one has

/Q 90, (NP da < 22 (191 + [[un, (D[ 50 0)) < € (190 + urm BT -

S
This, together with (3.45), implies that there exist two constants ¢ and ¢’ independent of m,
such that

lg(w)ll oo 0,1:22(026)) < € (1 + H“;nHZOO(QT;Vs))

) (3.46)
<d (1 + ||“1H€/S + HhOHL2(QS) +1F (Ol + ||f/HL2(QSx(0,T))> ‘
3.4.3 Limit of the approximate problem
Combining (3.38) and (3.45), we have
[wml oo 0,75v6) + Hu;nHLOO(O,T;VS) + Hu;;zHL‘x(O,T;LQ(QS)) <
e (14 [[u0 vy + [l 15 + 17l 20y + 1 O]z (3.47)

+ 1l 2 g 0,1 + ||f’HL2(st(o,T))> ;
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where ¢ is a constant independent of m € N.
From (3.28), (3.46) and this inequality, we deduce that there exists functions u and g; and a
subsequence of (u,) (still denoted (u,,)) such that

i) Uy —u  weakly *in L*°(0,T; V),

it)  u,, = u  weakly * in L*°(0,T;Vs),

iii) ull, —u”  weakly * in L>(0,T; L?(s)),
iv) g(ul,) — g1 weakly * in L>=(0,T; L?*(Qs)).

(3.48)

This, together with the properties of lower semicontinuity of the weak convergence, gives (3.31).
Moreover using Theorem 3.3, we have

Uy — u  strongly in C1([0,T]; L*(Qs)). (3.49)

To identify the term g, recall that by Lions Lemma ([31], p.12) if  is a bounded open set of
R", (he) is a subsequence such that |[hel| 5y < ¢ for all £ and 1 < p < 00, if he(z) = h(z) ace.
in Q, then he — h in LP(Q).

From (3.49) we can extract a subsequence of (u},) (still denoted (u},)) such that u/, converges
to v’ a.e. in Qg x (0,7) and in view of the regularity of g, it follows that g(u,) converges to
g(u') a.e. in Qg x (0,T). Therefore for ¢ a.e. in (0,7"), we have

g1 = (). (3.50)

Now, choose ¢ in D(0,7") and v in Vs. Multiplying (3.36) by (v, wg)pwk, summing over k from
1 to m and integrating over (0,7, we get

T T T
/ / uin Prmv o dzdt + / BV uyV(Ppmv)p dedt + / / g(ul,)Pmv o dxdt
0 QS 0 QS 0 QS

T
= / / fPmuv pdadt,
0 JOs
where Py, is defined in (3.33).

By convergences (3.34) and (3.48)-(3.50), we can pass to the limit in (3.51) as m tends to +oo
to get

(3.51)

T T T
/ / v drdt + / / BVuVv pdxdt + / / g(u') v pdadt
0 QS 0 QS 0 QS

T (3.52)
= / / fvodxdt, VveVy, YoeD(,T).
0 JQg

Convergences (3.34) and (3.49) imply that the solution u satisfies the initial conditions of (3.27),
which concludes the proof of the existence of a solution u of problem (3.27).

3.4.4 Uniqueness

Let v and v two solutions of (3.27) and define w = u — v. This function satisfies
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w” —div(BVw) + g(u') —g(v') = 0 in Qg x (0,7),
w = 0 on 9Qx(0,7),
BVw.r = 0 on 98 x(0,T), (3.53)
w(z,0) = 0 in Qg,
w'(x,0) = 0 in Qg
Taking w’ as test function in (3.53), we get
2
335 (W O+ BV, 500) + [ (o) = a6 =)o = 0.

In view of the hypotheses of monotony on g anc the ellipticity of B, it follows that

d
= (Il ®II; + allve@]3) <o. (3.54)
Integrating (3.54) over (0,t), we have
[’ ()3 + @ [Ve@)ll3 < o' (0)[l; + o [Vw(0)]; = 0.

Therefore ||w'(t)]|, = ||[Vw(t)|ly = 0, which together with 3.54 implies u = v.

3.4.5 Proof of Theorem 3.4

We show here that Theorem 3.4 can be obtained as a particular case of Theorem 3.6. To do so,
let us choose S = S., Vg = V., B = A® and Q = Q.. Due to (3.9), we have cg. = ¢p, which
is independent of €. Then Theorem 3.6 provides the existence and uniqueness of a solution of
problem (3.12) as well as the following a priori estimates :

HUEHLOO(O,T;VS) + HUQHLOO(O Tv.) T (A (0,T512(2.)) =

C( Vs + ||h0||L2 Qe) + ||f€(0)||L2(Q€)

+ el 2o x 0,y + ||féHL2(Q€x(0,T))> )

where the constant ¢ depends only on cg, c2, n, p, T and 2, and does not depends on €.

Remark 3.2 The existence of a weaker solution of (3.12) can be proved either by the Galerkin
method or the Hille-Yoshida theorem under the weaker assumption (ul,ul) € Vo x L?(Q.). But
this is not enough to study the asymptotic behaviour of problem (3.12). Indeed, due to the
presence of the holes, this does not allow to identify the limit of g/(vu’e) = xe9(P-ul), since xe
being the characteristic function of the set 2. converges only weakly. Hence, we need the strong
convergence of the term g(P.ul).

3.5 Homogenization result

In this section we prove Theorem 3.5. First, we identify the limit of the non-linear term g(ul.),
then we apply an homogenization result proved in [16] for the linear case together with uniqueness
arguments.

Proposition 3.7 Under the hypotheses of Theorem 3.5, there exist a subsequence of (uz) (still
denoted (ug)) and a function u such that
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i)  Pouc —u weakly *in L>=(0,T; H}())
ii)  Poul —u'  weakly *in L°°(0,T; HL()), (3.55)
iii) P — " weakly * in L>=(0,T; L*(Q)).

and
gf(\/u’a) — Og(u')  weakly * in L°°(0,T; L*(Q)). (3.56)

where P: is the extension operator introduced in Lemma 3.2.

Proof. In view of (3.11), estimate (3.19), (3.20) and (3.21), we have (3.55), moreover from
Theorem 3.3

{ i) Peuc—u  strongly in C([0,T]; L*(©) (3.57)

ii) P.ul — ' strongly in C([0,T]; L*(2)).

From estimate (3.46) and the weak lower semicontinuity property, we have

hO

1
Ug e

p
+
Ve

p
) o120y < (1] oy H IO+ 12 o) (3:59)

where ¢ is a constant independent of .
Therefore, in view of (3.6), (3.20), (3.21) and (3.58), there exists a function gg such that (up to
a subsequence)

—

g(ul) = go weakly * in L>(0,T; L*(Q)). (3.59)

£

Let us identify go. Observes first that from (3.57), (3.58), the regularity of g and making use of
the Lions lemma as in (3.51), one has (up to a subsequence)

g(Pul) — g(u')  weakly * in L>(0,T; L*()). (3.60)

Let us prove that there exists a subsequence of (u.) (still denoted (u.)) such that
g(Pul) — g(u/)  strongly in L*(Q x (0,7)). (3.61)

To do so, let us check that

i) %(Q(Pgu/s)) is bounded in L>°(0,T; L'(%)), (3.62)

ii) g(P.ul) is bounded in L>(0,T;WhH(Q)).

Using the Cauchy-Schwartz inequality and (3.15), we have for any ¢ € (0,7))

(] & gpacinan) = ([ Pt Pazoyas)
< [ (P [ (¢ (Palit))? da
< |‘Ps“/s’||ioo(o,T;L2(Q)) /Q e’ (1 + |Psuls(t)\p71)2

2 _
< || P | oo (0. 22020 <2612|Q|—|—2612 /Q | Pl (t)] 2P~ Y dm), (3.63)
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where ¢; is the constant introduced in (3.15).
Observe that if 2(p — 1) < 1, then for any ¢ fixed in [0, 7]

/Q P (2, 6)]20 V) der

- | Pl (2, 1) 2P~ da + | Pl (, )2~ da:
{zeQ,|Peul (z,t)|<1} {zeQ,|Peul (z,t)|>1}

<190+ [ 1Pl do.
Q

Since the embedding HE(Q) < L'(£2) is continuous, one has

/Q|Pgu’6(t)]dx <ec (/Q V(P (1)) daz)% , (3.64)

where c¢ is a constant independent of &.
On the other hand, if 1 < 2(p—1) < 2% the embedding H} (Q) — L3P~ (Q) being continuous,
it follows that

p—1
L iPaoPetas < ([ veate)P dz) (3.65)
Q Q
where c is a constant independent of ¢.
From (3.55)ii, (3.55)iii, (3.63), (3.64) and (3.65), we can deduce (3.62)i.
The proof of (3.62)ii follows exactly the same outline by replacing || P-uf|| 1o (o 712()) bY
IV (Peul )|l oo 0,75 12(2))ny Which is also bounded from (3.55)ii.
Finally, applying Theorem 3.3 to (3.62) and considering (3.60), we obtain (3.61). This, together
with (3.56), implies
Xeg(Peul) — go = Og(u/)  weakly * in L°°(0,T; L*(Q)),

which is exactly (3.56).
U

To identify u as the solution of (3.24), we make use of a theorem proved for the linear case by
D. Cioranescu and P. Donato in [16], that we recall below for the reader’s convenience.

Theorem 3.8 ([16]) Let Q2. be an open set periodically perforated defined as in Section 2, sup-
pose that A% satisfy (3.7) and (3.8) and that u. satisfies the following equation :

ul — div (A°Vu.) = F. in Q. x(0,7),

u. = 0 on 0 x (0,7),
ANVu..v = 0 on 0S: x (0,7, (3.66)
ue(z,0) = u? in Qe
ul(z,0) = ul in €,
under the hypotheses
{ul,ul, F.} € Vo x L*(Q) x L*(Q- x (0,7)). (3.67)

If the data satisfy the convergence
i) Qeul —u’  weakly in H(Q),
ii)  ul—ul  weakly in L*(Q), (3.68)
iii) F. — F  weakly in L*(2 x (0,T)),
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where Q¢ is the extension operator defined in (3.9), then the solution u. of (3.66) satisfy the
convergences

Pous —u  weakly * in L°°(0,T; HL(?)),
Pl — o' weakly* in L°(0,T; L*(52)), (3.69)
AeVu, — A%Vu  weakly * in L>(0,T; L?(Q)),

where P is the operator introduced in Lemma 3.2 and w is the solution of the homogenized
problem

ou” — div (A°Vu) = F in Qx(0,T),
u = 0 ondQx(0,T),
u(z,0) = u’ inQ, (3.70)
' (z,0) = ul inQ,

where the homogenized matriz A° is given by (3.25).

Proof of Theorem 3.5. Setting F. = f. —g(u.), where f. and g are given in (3.12) and (3.15)
respectively, we obtain from (3.21) and (3.56),

F.~F=f—0g() weaklyin L*(Q x (0,T)) (3.71)

Therefore, in view of (3.20) and (3.71), we can apply Theorem 3.8 to problem (3.12) with

F. = f. — g(ul) which allows by uniqueness to identify u as the solution of (3.24) and give
convergence (3.23)ii. Indeed, Theorem 3.6 written for S = ) gives the uniqueness of the solution
of problem (3.24). This implies also that in (3.55) and (3.56), the convergences hold for the

whole sequence (u.).
]
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Chapitre 4

Homogénéisation de ’équation des
ondes avec la méthode de
I’éclatement périodique

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous proposons de retrouver le résultat d’homogénéisation de ’équation
des ondes en utilisant la méthode de I'éclatement périodique. L’opérateur d’éclatement pério-
dique 7 dont la définition est rappelée en (4.7) pour les fonctions indépendantes du temps et en
(4.18) pour celles qui en dépendent, permet d’associer a toute fonction v appartenant a LP(£2)
une fonction a deux variables 7.(v) appartenant & LP(2 X Y) ou Q est un ouvert de R" et Y
est une cellule de périodicité. Une propriété intéressante de cet opérateur est qu’il permet de
transformer 'intégrale d’une fonction sur 2 en une intégrale sur €2 x Y. Cela est rappelé dans
la proposition 4.2, en effet

[ v@ydz ~ L )y dedy.
Q Y| Jaxy

L’avantage d’utiliser cet opérateur dans I’homogénéisation de différentes équations aux dérivées
partielles est qu’il permet de transformer toute suite de fonctions périodiques fortement oscil-
lantes de la forme {f (£)} en une suite constante {f(y)}. Cela simplifie la démonstration du
résultat d’homogénéisation puisqu’on a pas besoin d’utiliser de techniques particulieres pour
contourner la difficulté due aux produits de convergences faibles.

Ensuite nous montrons un résultat de correcteur permettant d’améliorer la convergence du gra-
dient de la solution u. de I’équation des ondes vers le gradient de la solution Vu du probleme
homogénéisé. Tout d’abord, dans les deux premiers paragraphes nous rappelons les propriétés
de lopérateur d’éclatement périodique pour les fonctions de LP(2) et ensuite pour celles de
L0, T; LP(2)).

Cette opération de dilation effectué par 'opérateur d’éclatement a tout d’abord été utilisée dans
différents papiers comme celui de T. Harbogast, J. Douglas et U. Hornung en 1990 ([4]) afin
d’étudier I’homogénéisation d’un probléme dans un domaine présentant une double porosité ou
celui de G. Allaire, C. Conca et M. Vanninathan ([3]) en combinaison avec la méthode de conver-
gence a double échelle. Ensuite en 2002, D. Cioranescu, A. Damlamian et G. Griso ont introduit
lopérateur d’éclatement périodique ¢ et ont étudié ses propriétés tout d’abord dans [14] puis
dans [15] pour une étude plus détaillée.

67
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Pour décrire plus précisement le probléeme, soit 7' > 0 un réel strictement positif, {2 un ouvert
de borné de R” ou n > 2 et ¢ le terme général d’une suite de réels positifs convergeant vers 0.
On considere le probleme suivant :

ul —div(A*Vu,) = f. dans Q x (0,7,

Uge = 0 surodQx(0,7), (4.1)
ue(z,0) = u dans Q, '
ul(x,0) = ul dans 2,

olt {f:} est une suite de fonctions appartenant a L?(2 x (0,T)) et {A®} une suite de matrices
symétriques, coercives et Y-périodiques telles que

x

A (z)=A (5) p.p. x € R™

Dans un premier temps, on montre dans le théoreme 4.21 que sous les bonnes hypotheses de
convergence des données initiales u?, u! et f., nous avons les convergences suivantes :

i) wue —u faiblement * dans L>(0,T; H}()), (4.2)
ii) wul — v’ faiblement * dans L>°(0,T; L?(Q2)), '
et quil existe une fonction @ € C([0,T]; L*(Q, H},,(Y))) telle que
i)  Te(u:) = u faiblement * dans L>(0,T; L*(Q, HY(Y))), (4.3)
i) Te(Vue) = Vyu+ Vi faiblement * dans L>(0,T; (L*(Q x Y))"), '
ou 7z est I'opérateur d’éclatement périodique et u la solution du probléme homogénéisé
u” —div(A°Vu) = f dans Qx (0,7),
u = 0 sur 092 x (0,7),
uw(z,0) = u° dans €, (4:4)
u'(2,0) = ul dans €.

La matrice A% est la matrice homogénéisée associée a A%, dont la définition est rappelée en
(4.32).

On montre ensuite dans le théoreme 4.26 que sous des hypotheses plus fortes sur les données
initiales u, u!l et f., on a le résultat de correcteur suivant :

i) gl_%H“/s - u/HLQ(QX(O,T)) =0, (4.5)
4.5
i) lim [|Vue = Vu = U (V@) || o 0,152 (v yym) = 0

pour tout p € [1,4+o00[ et ou U est 'opérateur de moyennisation. On rappelle sa définition en
(4.15) pour les fonctions de LP(2xY') et en (4.21) pour celles de L(0,T; LP(2x Y)). Il constitue
I’adjoint de 'opérateur d’éclatement 7 ainsi que son inverse & gauche.

L’introduction d’hypotheses plus fortes sur les données initiales est nécessaire pour montrer les
convergences (4.5). En effet la démonstration repose sur la convergence de 'anergie E. associée
au probleme (4.1) vers 1’énergie Ey du probleme homogénéisée. C’est-a-dire

/(UQ)Z dx +/ AVu:Vu. dr — / (u)? dx +/ A°VuVudzr  fortement dans LP(0,T).
Q Q Q Q
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C’est cette derniere convergence donnée dans la proposition 4.24 qui nécessite les hypotheses
supplémentaires.
Dans la proposition 4.24 on décompose I’énergie E. en deux parties

E. = Er + Ex.,

ou E7. correspond a la partie éclatée de 1'énergie et Ey_ correspond au reste. On montre que
la partie éclatée E. converge vers la méme limite Ey que E. dans LP(0,T") et que le reste Ej_
converge vers 0 dans LP(0,T), pour tout p € [1,+ool.

On rappelle que la nécessité d’introduire des hypotheses plus fortes a été démontré dans le cadre
plus général de la H-convergence dans le papier de S. Brahim-Otsmane, G.A. Francfort et F.
Murat dans [8].

4.2 Définitions et propriétés de 'opérateur d’éclatement pério-
dique

4.2.1 L’opérateur d’éclatement 7.

Soit ©Q un ouvert de R, n > 2 et soit Y =|0,b;[x ... x]0,b,[ ou (b1,...,b,) € R™ une cellule
de référence. Soit x € R™, on note par [z]y la partie entiére de = par rapport a la cellule Y, il
s’agit de 'unique combinaison d’entier (ki,...,k,) telle que = — (kib1, ..., kyb,) appartienne a
Y. Pour tout z € R”, on définit {z}y = z — [z]y € Y, c’est la partie fractionnaire de x par
rapport a Y.

Pour tout = € R", on a donc

== (50

Dans la suite nous allons utiliser les notations suivantes :

—

Q. = int {x € Q, (5 2]y +€?) C Q},

AE == Q\QE, . (46)
O, ={heZ" e +Y)CQ},

ot & = (b1, .. s hnbn).

L’ensemble K/Z\E est le plus grand sous-ensemble de cellules €Y contenues dans €2, tandis que A,
est le sous-ensemble de 2 contenant les cellules €Y qui intersectent le bord de €.

Définition 4.1 Pour toute fonction ¢ appartenant a LP(QQ), p € [1,400], lopérateur d’éclate-
ment périodique T de LP(Q2 X Y') est défini de la fagon suivante :

T () (2, y) = { © (s [f]y + 6y> p.p. pour (z,y) € Qe X Y, (47)
0 p.p. pour (x,y) € Ac X Y.

D’apres cette définition il est évident que 7z est un opérateur linéaire, (voir [14]) de plus il vérifie
les propriétés suivantes :

i)  T(vw) =T:(v)Te(w), pour tout v,w € LP(2),

i1)  T(p) (:E, {%}Y) = p(z), pour tout ¢ € LP(Q),

4.8
i)  Te(pe)(z,y) = ¢(y), pour tout p € LP(Y) Y-périodique sur R” (48)

), pour tout x € Q..
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Proposition 4.2 ([14]) Soient p € LY(Q) et w € LP(Q) ou p € [1,+oo|, l'opérateur d’éclate-
ment T vérifie les propriétés suivantes :

i) Tz est linéaire continu de LP(Q2) dans LP(2 X Y') pour tout p € [1,+o0],

i7) ]Y]/ fvyd:cdy—/go dw—/cp )dx = /go )dz,
i) = [T dwdy < [ Jolds,
|Y| QxYy Q
1
iv) ‘/ pdr — — ﬁ(@)dmdy’ S/ lp| dz,
Q Y| Jaxy Ae

1
v) ‘|7Z(w)”Lp(QxY) <[yl ”wHLP(Q)7
vi)  V,(Te(w)) = eTe(Vow),  pour tout w € WP(Q).

(4.9)

La propriété ii) de cette proposition est utile puisqu’elle permet d’exprimer la valeur de I'intégrale
d’une fonction ¢ sur Q par rapport a celle de son éclatée T-(¢) sur Q x Y.

Définition 4.3 Soit {¢.} une suite de L'(Q2). On dit que la suite {¢.} satisfait le critére d’écla-
tement intégral (u.c.i. unfolding criterion for integrals) si

/ |pe| dz — 0.
A

€

Grace a (4.9)ii, il est clair qu’une telle suite vérifie :

1
/ e dr — — Te(pe) dx dy — 0.
Q Y| Jaxy

Si une suite {¢:} vérifie le u.c.i., on note

/gp8 de m Qxy']}(gog)dxdy.

Rappelons une proposition utile sur le critére d’éclatement intégral démontrée dans [14].

Proposition 4.4 ([14])
1) Soit {u.} une suite bornée de LP(Q) ot p € [1,400] et v € LV (Q) ou % + z% = 1. Alors

/ wevdr B [ T ()T (v) da dy. (4.10)
Q Y| Jaxy

2) Supposons que 0S) soit borné. Si {u.} est une suite bornée de LP(Y) et {v.} une suite bornée
de L1(Q) ou % + % <1, alors

/ugvs (1:1:7:—E 1/ T (ue) T (ve) dz dy. (4.11)
Q Y| Jaxy

Maintenant nous allons rappeler les propriétés de convergence de I'opérateur d’éclatement.

Proposition 4.5 Soit p € [1,400], ¢ € LP(Q) et {¢:} une suite de LP(2). On a

i) T-(p) — ¢ fortement dans LP(Q x Y).



4.2. Définitions et propriétés de 'opérateur d’éclatement périodique 71

it) Si {pe} converge fortement vers ¢ dans LP(QY), alors

Te(pe) = ¢ fortement dans LP(Q2 X Y').
iii) St {pe} converge faiblement vers ¢ dans LP(Y), alors

Te(p:) = ¢ faiblement dans LP(Q2 x V).
iv) St il existe une fonction ¢ € LP(QQ x Y') telle que

To(pe) — @ faiblement dans LP(Q x Y),

alors

Pe |Y|/cp )dy  faiblement dans LP(2).

De plus si on a

1 —~
limsup [Y[7 [|¢e]| 1o ) < 18]l 2o (xyy »
e—0

alors
Te(pe) = @ fortement dans LP(Q2 x Y).

Remarquons que la réciproque de ii) n’est pas vérifiée. En effet, supposons que € est borné et
prenons une fonction ¢ € LP(Y) qui est Y-périodique. Si on considere la suite {¢:} ol ¢, est

définie par . = ¢ (x) alors d’apres (4.8)iii la suite 72(¢:)(x,y) = ¢(y) converge fortement
€

vers ¢, tandis que . converge seulement faiblement vers la moyenne sur Y de ¢ dans LP(2)
d’apres des résultats classiques.

4.2.2 Décomposition Macro-micro

Supposons tout d’abord que la frontiere 0S2 de €2 est bornée et lipschitzienne. Dans ce cas il existe
un opérateur de prolongement linéaire continu P de W1?(Q) dans WP (R"), avec p € [1, +oo]
tel que :

1Pl o@ny + IVP@ N o@ey < Clielwingy . Yo € WH(Q),

ou C est une constante dépendante seulement de 0f2.
La décomposition Macro-micro consiste & décomposer une fonction ¢ € WP(Q) sous la forme
suivante :

¢ = Qe(p) + Relp),

ou Q. () est une approximation de ¢ ayant le méme comportement que cette fonction et R.(p)
un reste d’ordre ¢ servant a capturer les oscillations de .

Cette décomposition a été introduite dans [14], elle intervient dans I’étude de la convergence des
suites {p: } et {Vp:} ot {p.} € WHP(Q). En effet si une suite {¢.} est bornée dans W1P(Q) alors
les suites {p-} et {T-(pe)} ont la méme limite ¢ dans LP(£2) et dans LP(€2 X Y') respectivement.
Ce qui n’est généralement pas le cas des suites {V.} et {72(Vye)}, la premiére converge vers
Ve tandis que la seconde converge vers une fonction s’écrivant sous la forme Vi +1r ou le terme
r provient de Tz(V(Rep:)). N

Avant de définir Q. et R, nous allons définir le domaine ). de la fagon suivante : Pour tout
h = (hi,...,hy) € Z", posons &, = (h1b1,..., hyby) oY =]0,b1[x ... x]0,by,[ et
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Q. = U  {e&+eY) (4.12)
(c€n+eV)N0AD

Notons que Q. est la plus petite réunion de cellules de €Y contenant 2, tandis que §/2\5 défini en
(4.6) est la plus grande réunion de cellules de €Y contenu dans .

Définition 4.6 Pour toute fonction ¢ € WP(Q), on commence par définir Q-(p) sur les
noeuds €&y, inclus dans Q¢ en utilisant une méthode de moyennisation, c’est a dire

Q:(9)(eti) = 137 [ Plo) et + ) (1.13)

Ensuite on définit Q. comme la restriction a Q de la Q1-interpolée de la fonction Q. (p)(g&p,)
comme dans la méthode des éléments finis (voir [14]).

La @Qi-interpolée de Q.(¢)(c€p) est définie de la fagon suivante pour x € (&, +Y)) et = ¢
{th, h e Zn} :
Posons pour tout £ = (k1,...,kp) € {0,1}" et pour tout [ € {1,...,n}

T — Ehlbl .
(1) _—, Sl K] = 1,
(k1) _ e
L x;—ehb; .
——, sik; =0,
9

ou h;b; est la [-ieme composante de &j,.

Alors
Q(p)(@) = Y Qelp)(ety +er)m™ .. 30

k€{0,1}"

L’idée d’utiliser ce type d’interpolation avait été tout d’abord employé par G. Griso dans [26]
avant d’étre reprise par D. Cioranescu, A. Damlamian et G. Griso pour étudier les propriétés
de convergence de l'opérateur d’éclatement périodique de gradient de fonction.

Rappelons quelques propriétés des opérateurs Q. et R. démontrées dans [14].

Proposition 4.7 ([14]) Soit ¢ € WP(Q), alors il existe une constante ¢ > 0 indépendante de
€ telle que

) 112:(@) w1y < e I@llwrney
it) [IRe(@)ll 20y < ecllelwrny
iit) HVRE(QO)HLQ(Q) sc ||V80HL2(Q) :

Proposition 4.8 ([1/]), ([15]) Soit {¢-} une suite convergeant faiblement vers o dans WHP(Q).

Alors il existe une sous-suite (aussi notée ) et une fonction @ € LP(Q; Wpek(Y')) telles que

©:) — ¢ faiblement dans W1P(Q),

(¢e)
i1) To(VQe(p:)) — ¢ faiblement dans LP(Q),
ii1) Re(pe) — 0 fortement dans LP(Q), (4.14)

iv) Tz (%Rg(%)) — @ faiblement dans LP(Q; W1P(Y)),
v) T-(Vpe) = Vo + V@ faiblement dans LP(Q x Y').
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4.2.3 Opérateur de moyennisation

Cet opérateur a été introduit dans [14], c’est 'adjoint formel de opérateur d’éclatement 7. On
le note U;. Il permet notamment de montrer des résultats de correcteur dans I’homogénéisation
de certaines équations aux dérivées partielles.

Définition 4.9 ([14]), ([15]) Soit p € [1,400[ et ¢ € LP(Q2 X Y'), l'opérateur de moyennisation
U : LP(Q X Y) — LP(Q) est défini de la fagon suivante :

T A A O

p.p. pour x € A,
ou Q. et Ao sont définis en (4.6).
L’opérateur U, est défini de fagon a étre l'adjoint de l'opérateur 7 (voir [15]), c’est & dire que

pour tout 1) € LP(Q) et tout ¢ € L (Q x Y) ou ;1) + ]% =1,ona

[ te)@yta) do = Dl,‘ 6(z, ) Te () (z, y) da dy. (4.16)
QxY

Proposition 4.10 (/15]) Soit p € [1,400] et ¢ € LP(2 x Y'). L’opérateur de moyennisation Ue
est linéaire continu de LP(2 X Y') dans LP(QY) et vérifie les propriétés suivantes :

1
i) (D)l Loy < ¥ ’1 &Nl Lo x>
$(x) p.p. pour z € Q,
it) U (Te(9)) (x) { 0 pp pourzeA. (4.17)
i) T-(U { ] —I—sz,y> dz, p.p. pour (z,y) € 0. x Y,
p.p. pour (x,y) € Ae X Y,

ol Q\E et Ac sont définis en (4.6).

Remarquons que l'opérateur U. applique 'espace LP(Q2 x Y') dans LP(£2), il permet de remplacer
la fonction z — ¢ (z,{£}) ott ¢ € LP(2 x V') qui n’est en général pas mesurable.
Rappelons maintenant quelques propriétés de convergence de 'opérateur Us.

Proposition 4.11 (/15]) Soit p € [1, +o0].

i) Si{¢e} est une suite bornée de LP(Q2xY") convergeant faiblement vers ¢ dans LP(2xY'), alors

U () — |Y| / o(.,y)dy faiblement dans LP(Q).
it) Si{pe} est une suite de LP(Q2 x Y') convergeant fortement vers ¢ dans LP(Q x YY), alors
T-(U(pe)) — ¢ fortement dans LP(2 x Y).

iii) Soit {@:} une suite de LP(Q) et ¢ € LP(Q x Y). Alors les propositions suivantes sont
équivalentes :

a) T-(p:) = @ fortement dans LP(Q xY) et / oo |P dz — 0,
Ae
b) . —U(p) — 0 fortement dans LP().
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Remarque 4.12 Notons que pour toute fonction ¢ appartenant a LP(Q x Y'), d’apreés le i) de
la proposition précédente U:(p) converge faiblement vers My (y) dans LP(S2). En revanche on a
la convergence forte de U:(p) vers ¢ si p est indépendant de y.

4.3 Eclatement périodique pour les fonctions dépendantes du
temps

Dans ce paragraphe on s’intéresse a I'opérateur d’éclatement périodique pour les fonctions dépen-
dantes d’une variable d’espace = et de temps t en considérant le temps comme un parameétre.
On retrouve les mémes résultats que ceux énoncés dans les paragraphes précédents pour les
fonctions dépendant uniquement de variable spatiale.

Définition 4.13 Soit ¢ € L9(0,T;LP(Q)), p € [1,+0], ¢ € [1,4+00] et T > 0. En reprenant
les notations de (4.6), on définit l'opérateur Tz de L4(0,T; LP(Q2)) dans L1(0,T; LP(2 x Y)) en
posant

z t) p.p. HeQ xY T
To(0) (2, y, t) = @(5[8]1/_'_5% ) p-p. pour (x,y,t) € xY x(0,T), (4.18)
0 p.p. pour (x,y,t) € Ac XY x (0,7T).

Remarquons qu’avec cette définition, nous avons pour tout ¢ € L1(0,T; LP(2)) et pour presque
tout (z,y,t) € Qe xY x (0,T)

5 o) @)= 57 (2] went) =7 (57) .

On peut démontrer en reprenant les mémes méthodes que dans [14] que I'on retrouve les résultats
énoncés précédement pour des fonctions ¢ € LP(Q), p € [1,4+00].

Proposition 4.14 Supposons que T. est défini suivant la défintion 4.9, soit p € [1,+o0[, q €
[1,400[, T >0, ¢ € L0, T;LP(Q)), p € L10,T; LP(2 x Y)) et {p-} C LI(0,T;LP(Q)), on a

i) Te est linéaire continu de L4(0,T; LP(Y)) dans L1(0,T; LP(2 x Y)),
1

i1) —/ / (z,y,t)dzdydt = / /apx t) dx dt — / o(z,t) dxdt
Y QxYy Ae

:/ /Ago(:v,t)da:dt,
0o Ja.

i) e — @ fortement dans L9(0,T; LP(Q2))

=  To(pe) = ¢ fortement dans L1(0,T; LP(2 x Y)),
iv) e — ¢ faiblement dans L9(0,T; LP(2))

= T(g:) = ¢ faiblement dans LY(0,T; LP(2 x Y)),
v)  To(pe) = @ faiblement dans L0, T; LP(2 x Y))

1
= e 4l /Y o(.,y,.)dy  faiblement dans L7(0,T; LP(2)),

(4.19)

—

ot Q. et A, sont définis en (4.6).

Notons que les résultats ci-dessus restent vrais pour ¢ = +oo, la différence étant juste que les
convergences faibles sont remplacées par des convergences faibles *
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Les résultats obtenus avec la décomposition macro-micro et concernant l'opérateur de moyenni-
sation sont conservés dans le cas des fonctions dépendant du temps.

Supposons maintenant que 'ouvert €2 est borné et possede une frontiére lipschitzienne afin qu’il
existe un opérateur de prolongement P linéaire continu de L?(0,T; W1P(£2)) dans
L0, T; WHP(R™)).

Soit ¢ € LI(0,T;W1P(Q)), ot q € [1,4+00] et p € [1,+0co[, comme dans le cas des fonctions
indépendantes du temps on peut décomposer ¢ de la fagon suivante :

¢ = Q:(p) + Re(p).

La partie macroscopique Q¢ () est définie comme la @Q1-interpolée sur €2 x (0,T) de la fonction
qui & tout noeud €&, inclu dans Q. et a tout ¢ € (0,7") associe

O (¢)(etn, 1) = ,; [ P+ =0 de

Les noeuds £, et Q, sont définis en (4.12) et P est un opérateur linéaire continu de L7(0, T; W?(€2))
dans L4(0,T; WHP(R™)).

Proposition 4.15 Soit ¢ € L1(0,T; WHP(Q)), q € [1,+0o0] et p € [1,+00[ alors il existe une
constante ¢ > 0 indépendante de ¢ telle que

i) 11Q(O)l oo, rawrr)) < €llellLarwrr@)
it) [Re()llLago,rizr)) < €Cllell oo rwrie)) »
iit) [[VRe(P)l Lao,rser)) < €IVl Lao,rim0 ) -
Proposition 4.16 Soit {¢.} une suite de L1(0, T; WHP(2)) convergeant faiblement vers ¢ dans
Li(0, T;WHP(Q)), ot p € [1,+00], q € [1,4+00] et T > 0. Alors il eviste une sous-suite (aussi
notée €) et une fonction $ appartenant a L9(0,T; LP(Q, W)L(Y))) telles que
1)Qc(pe) = ¢ faiblement dans L(0,T; LP(2)),
i) 7z (%RE(@E)) — @ faiblement dans L4(0,T; LP(€Q, Wplélr’(Y))), (4.20)

119)Te(Vpe) = Voo + Vy@  faiblement dans L4(0,T; LP(2 x Y)).

Les démonstrations des deux propositions 4.15 et 4.16 se font exactement comme dans le cas
des fonctions indépendantes du temps en posant le temps ¢ comme parametre puis ensuite en
intégrant par rapport au temps. La proposition 4.16 reste valable pour ¢ = 400 en remplacant
les convergences faibles par des convergences faibles *.

On peut également définir un opérateur de moyennisation U, pour les fonctions dépendant du
temps.

Définition 4.17 Soit p € LY(0,T; LP(2xY)), p € [1,4+00[, ¢ € [1,+00], on définit 'opérateur
U : L9(0,T; LP(Q2 x Y')) — L9(0,T; LP(Y)) de fagon suivante :

U(6) (1) = }1/’ /Ygi) (a E] + ez, {:} ,t) dz p.p. pour (z,t) € 0. x (0,7, (4.21)
) 7 0 p.p. pour (x,t) € Ac x (0,T), ‘

ou Q. et A, sont définis en (4.6).
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On montre de la méme facon que dans le cas indépendant du temps que cet opérateur est
I'adjoint de 'opérateur 7 défini en (4.18) en raisonnant pour presque t fixé dans (0,7"). C’est a
dire que pour tout ¢ € L(0,T; LP(Q x Y)) et pour tout ¢ € L7 (0,T; LP () ou }D + ﬁ =1let

% + % =1,ona
T 1 T
/ / Us(6) (2, ) (1) e dt = — / Sy T (W) @,y t) drdydt.  (4.22)
0o Jo Y| Jo Jaxy

Proposition 4.18 Soit p € [1,+00[, ¢ € [1,+00] et ¢ € L10,T; LP(Q2 x Y)), lopérateur de
moyennisation Uz est linéaire continu de L9(0,T; LP(Q2 x Y')) dans L4(0,T; LP(Q2)) et vérifie les
propriétés suivantes :
. 1
0) U (D) Lago.1;0(00)) < W 161l Lago,r;20(x 1)) »

P

—

p.p. pour (x,t) € Qe x (0,7T),

g _ ) o(x,1)
it) U(Te(p)) (w,y,t) = { 0 p.p. pour (x,t) € Ae x (0,7T), (4.23)
iii) To(Us(9)) (2, y, 1)

( =

1 x N
m /Y ¢le z +ez,y,t | dz, p.p. pour (z,y,t) € Qe xY x (0,7,
! p-p- pour (z,y,t) € Ae XY x (0,T),

ot Q. et A, sont définis en (4.6).
Proposition 4.19 Soit p € [1,400[, ¢ € [1,400].

i) Si{¢p:} est une suite bornée de L(0,T;LP(2 x Y)) convergeant faiblement vers ¢ dans
LU0, T, LP(Q2 x Y)), alors

U (¢pe) = My () = le /Y &(.,y)dy faiblement dans L(0,T; LP(Q)).

it) Si{pe} est une suite de L4(0,T; LP(Q2xY')) convergeant fortement vers ¢ dans L1(0,T; LP(£2x
Y)), alors
T-(Us(pe)) — ¢ fortement dans L4(0,T; LP(2 x Y)).

iii) Soit {p:} une suite de L1(0,T;LP(QQ)) et ¢ € LI(0,T; LP(Q2 x Y)). Alors les propositions
sutvantes sont équivalentes :

T
a) T(pe) — @ fortement dans LY(0, T; LP(2 X Y)) et / / |pe|P dx dt — 0,
0 JA.
b) ve —U:(p) — 0 fortement dans L9(0,T; LP(2)).

Remarque 4.20 Les trois résultats énoncés ci-dessus restent vrais pour ¢ = +oo en remplacant
les convergences faibles par des convergences faibles *.

Dans le i) de la proposition précédente, notons que pour toute fonction ¢ dans L1(0,T; LP(2 X
Y)), U-(p) converge faiblement vers My (¢). En revanche si ¢ est indépendante de y, on a la

convergence forte de Uz(p) vers .

Les démonstrations des deux propositions ci-dessus se font de la méme facon que pour les
fonctions indépendantes du temps en raisonnant pour presque tout ¢ fixé dans (0, 7).
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4.4 Reésultat d’homogénéisation de I’équation des ondes

Dans ce paragraphe, nous allons appliquer la méthode d’éclatement périodique pour retrouver
le résultat d’homogénéisation de I’équation des ondes.

Soit Q un ouvert borné de R™ de frontiere lipschitzienne 92, n > 2, T' > 0 un réel fixé, ¢ le terme
général d’une suite de réel positif qui tend vers 0 et Y =]0,b1[X ... x]0,b,[ ou (by,...,b,) € R”
la cellule de périodicité.

Soit A(y) = (ai;j(y))1<i,j<n une matrice n x n de fonctions définies sur R" telle que :

A€ (LR
A est symétrique et Y-périodique

Ja>0 telque VAeR” (4.24)
Hzlaz‘j(y))\i/\j > oAl
1,)=

x

Posons pour tout £, A%(x) = A () p.p- © dans R™.
€

On considere le probleme suivant :

u? — div(A*Vu.) = f. dans Qx (0,7,

Ug = 0 surdQx(0,7),
ue(z,0) = u dans €,
ul(x,0) = u dans Q,

(4.25)

sous les hypotheses

i) ud € Hy (),
ii) ul € L*(Q), (4.26)
iii) f- € L2(Q x (0,T)).

On note ¢’ la dérivée par rapport au temps %—f d’une fonction ¢ de plusieurs variables (x,t) ou
xeR" et t € (0,T) et Vi le gradient de cette fonction ¢ par rapport a x.

D’apres des résultats classiques (cf [16]), sous les hypotheéses (4.24) et (4.26) on sait qu’il existe
pour tout € une unique solution u. au probleme 4.25 vérifiant

u. € C([0,T]; HE(Q)), ul € C([0,T]; L*()), et u” e L*0,T; H*(Q)), (4.27)

et une constante ¢ > 0 telle que

AN

el poo 0,1 (02)) T 1UEl oo 0,322 (00)) + W€l 20,7 -1(0) <
(4.28)

¢ (H“gﬂgl(g) + [Judl 2y + Hszm(Qx(o,T))) :
Afin d’étudier le comportement asymptotique de la solution u. on suppose que :
i)  ul —u faiblement dans H{ (),

ii) ul —wu! faiblement dans L%(Q), (4.29)
iii) f. — f faiblement dans L*(Q x (0,7)).
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Théoréme 4.21 Sous les hypothéses (4.24), (4.26) et (4.29), il existe une fonctionu € C([0,T]; H}(Q))
ainsi qu’une sous-suite de € (aussi notée ) telles que la solution u. du probléme (4.25) vérifie

i) ue —u faiblement * dans L>(0,T; H}(Q)), (4.30)
ii) ul —u'  faiblement * dans L>=(0,T; L*(Q2)), ’
ot u est la solution du probleme homogénéisé
u” — div(A°Vu) = f dans Qx (0,T),
u = 0 sur 0Qx(0,7),
u(z,0) = u° dans €, (4.31)
u'(2,0) = ul dans §Q,
et AY est la matrice homogénéisée définie par
1 “ ox?
0_ /.0 0 _
AY = (aij)m-:l,n, avec a;; = m /Y <a¢j — ;aikm> dy. (4.32)

Les fonctions x?, j = 1,...,n sont définies comme étant les solutions du probléme cellulaire

/Y AWV (X! —y;)Vedy=0, Vo€ H,(Y),

X! Y -périodique, (4.33)
1 .

= [ Yidy=o.

v /Y X! dy

De plus il existe une fonction u € C([0,T); L*(% H},.(Y))) et une sous-suite de ¢ (aussi notée
e) telles que

{z) To(ue) = w  faiblement * dans L°(0,T; L2(Q, H'(Y))), (4.34)

ii) To(Vue) = Vou+ Vi faiblement * dans L>(0,T; (L*(Q x Y))"),

ot T est Uopérateur d’éclatement défini en (4.18) et ou le couple (u,u) est l'unique solution du
probléme suivant :

Vo e D(0,T), Yve Hj(Q), Vo € L*(Q, Hp,,.(Y)),

T 1 T
/ / w " dr dt + — / / A(y) (Vau + Vya) (Vo + V) o da dy dt
0o Jo Y] Jo Jaxy

T (4.35)
:/ /fvnpdxdt,
0 Q
u(z,0) = u® dans Q,

u
u'(2,0) = ub dans Q.

Démonstration du théoréme 4.21

Afin de démontrer le théoréme 4.21, on rappelle tout d’abord la formulation variationnelle du
probleme (4.25), puis on passe a la limite en utilisant 'opérateur d’éclatement 7; et on obtient
le probléeme homogénéisé éclaté (4.35). Ensuite on montre que les conditions initiales sont satis-
faites pour le probléme (4.35). Et enfin on montre qu’en remplagant @ par une expression faisant
intervenir la fonction u et les correcteurs x; on retrouve le probleme homogénéisé classique (4.31)
avec la matrice A°.
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Tout d’abord, on introduit 'espace
W = {ve L*0,T; H (), v € L*(0,T; L*(Q))},
qui est un espace de Hilbert pour la norme :
vl = 110l 20,7130y + 1V 2207 22(02)) -
La formulation variationnelle de (4.25) est

Trouver u;, € W tel que
<ug,v>H_1(Q)7Hé(Q) +/QAEVu€Vv dx = /Qfgv dx dans D'(0,T), Yv € H}(Q),

dans €2,
dans .

(4.36)
us(x,0) =

ul(z,0) = u

IS
o= oo

D’apres 'estimation (4.28) et 'hypothese (4.29), on en déduit qu'il existe une constante C' > 0
telle que

el oo o1 (2)) F 192l oo 0. 7:2200)) + 12 | 20,7010y < € (4.37)

Donc il existe une sous-suite de {u.} telle que

{ i) wue.—u faiblement * dans L>(0,T; H} (%)), (4.38)

ii) wul — v’ faiblement * dans L>°(0,T; L?(Q2)).

On a également d’apreés un résultat de compacité classique (cf [31]) et (4.19)iii

(4.39)

i) u.—u fortement dans C([0,T]; L3(Q)),
ii) Te(ue) — u fortement dans C([0,T]; L%(2 x Y)).

D’aprés la proposition 4.16 , il existe une fonction @ € L*(2 x (0,T); H,,,.(Y)) telle que

T-(Vue) = Vou + Vya  faiblement dans L(0, T; (L*(Q x Y))™). (4.40)

Soit ¢ € D(0,T) et v € H}(f), en utilisant (4.25)ii et en intégrant par parties sur (0,7) le
premier membre de (4.36), on a

T T
/ /ué’wvdwdt%—/ /AEV%VMpdwdt
0o Jo 0o Ja

1 T T
= |Y|/0 /Qxyﬁ(ug)ﬁ(v)ap”dxdydt—k/o /A u v dx dt (4.41)

1 T T
+—/ / To(A%)T(Vue)Te (Vo) dz dy dt —I—/ / A*Vu Vv pdz dt,
Y[ Jo Jaxy 0 JA.
ou le domaine A. est défini en (4.6).

D’apres la proposition 4.4 1), 'hypothese (4.24) sur la matrice A et puisque u. est borné dans
L>(0,T; H}(£2)), on a pour presque tout ¢t € (0,T)
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. . 1/ _
i) il_r)% N ue(t)v " (t) de = 0,

(4.42)
i7)  lim A*Vue(t)Vop(t) de = 0.
e—=0 JA,
Remarquons d’apres (4.38) que pour presque tout ¢ fixé dans (0,7") on a :
[ uetto e (@) de| < us@)l a0l 19 1)
. (4.43)

A*Vu. (t)Vop(t) dz

N < A% oo yyn2 VU@l 22 @yye VOl 220y l2(E)]-

Or on sait que ¢ € D(0,T) et d’apres (4.37) que [[uc(t)||12(q) et que [[Vue(t)[[f2(q)n sont
bornés dans L1(0,T), avec (4.42) et (4.43) on peut donc appliquer le théoréme de la convergence
dominée afin d’obtenir

e—0

T
i) lim / / uev " dx dt = 0,
0 /he (4.44)

e—0

T
1) lim/ / A*VuVopdx dt = 0.
0 A

Maintenant grace a (4.8)iii, (4.24) (4.20)iii, (4.29)iii, (4.38)-(4.40) et (4.44) on peut passer a la
limite dans (4.41) et on obtient :

T 1 (T T
/ / wop” dr dt + — / A(y)(Vau + Vyu)Vop de dy dt = / / fopdrdt. (4.45)
o Ja Y[ Jo Jaxy o Ja

D’autre part posons v.(z) = eg(x)y(£), pour z € Q et ot ¢ € D(Q) et v € Hp (V).
On a

{ i) wve — 0 faiblement dans H{ (), (4.46)

ii) Te(ve) = eTo(éd(x))Y(y) — 0 fortement dans L?(Q x Y),
et

T(Vee) = T (59 (0(@)i (D) + 6(a) Vo) ) = eT(Vala)wly) + To(() ¥y bl0).

Puisque 7z (V(¢(x))¥(y) est borné dans L?(2 x Y), en tenant compte du i) de la proposition
4.5, on obtient que

T-(Vve) = ¢(2)Vyth(y) fortement dans L*(Q x V). (4.47)

En prenant v = v, dans la formulation variationnelle (4.36) du probléme (4.25) et en considérant
(4.19)ii, il vient

1 T T
—/ ﬁ(ug)ﬁ(vg)wlldxdydt—k/ / usve” da dt
|Y| 0 JOxY 0 JA.

1 /T T T
—l——/ / To(A%)Te(Vue) Tz (Ve ) dx dy dt +/ / A*Vu:Vu.pdrdt = / / fuepdz dt,
’Y’ 0 JaxYy 0 JA. 0 JQ
(4.48)
ot A, est défini en (4.6).
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Grace a (4.24), (4.39), (4.40), (4.46) et (4.47), on peut passer a la limite dans (4.48) afin d’obtenir

T
AT V0wt dde = )

En regroupant (4.45) et (4.49) ainsi que par densité du produit tensoriel D(Q) ® H,,,
L?(, H, (Y)) on obtient (4.35).

per

(Y') dans

Montrons maintenant que les conditions initiales sont bien vérifiées en (4.35). D’apres (4.39)
nOus avons
ue — u  fortement dans C([0, T); L*(Q)),

ce qui donne
u:(0) — u(0) fortement dans L?(Q).

D’autre part, d’aprés (4.29) et la compacité de H}(2) dans L?(£2) nous avons
u(0) = ul — u® fortement dans L?(Q),

d’ott u(0) = u® sur Q.

Afin d’identifier u’(0), choisissons comme fonctions tests dans (4.36), v € H} () et p € C>([0, T))
ou ¢'(0) = ¢'(T) = ¢(T) = 0 et ©(0) = 1. En utilisant (4.19) et en intégrant par parties succes-
sivement (4.36) sur (0,7"), nous avons

1 /T T T
—/ / 7;(A8)7§(Vu6)7;(v)<pdxdydt—l—/ / AEVUEvapdzvdt—/ /fgcpvdxdt
Y] Jo Jaxy 0 Ja. 0 Jo

T
= —/ /uggpvdmdt
0 JQ

T
:/ /u’evgo'dazdtJr/ ul(0)vp(0) dz
0 JQ Q

T
= —/ /usvgo”d:vdt—}—/ ulv de.
0 JQ Q

En faisant tendre ¢ vers 0 et en utilisant la proposition 4.5 i) ainsi que (4.8)iii, (4.29)ii, (4.38)i,
(4.40) et (4.42)ii, on obtient

1 (7T T
7/ A(y)(Vu+Vyﬁ)Vngda:dydt—/ /fmpda:dt
Y] Jo Jaxy 0 Jo

T
:—/ /uvcp”dmdt+/ulvdm
0 Q Q
T
:—/ /u”vgo—/ u'(O)de—l—/ulvda:.
0 Q Q Q

Notons que par densité de D(0,7") dans C*°([0,T]) pour la norme de C([0,T]), on peut choisir
p € C*(]0,T]) dans (4.45) , ce qui permet d’obtenir

u'(0) =u' p.p.sur Q.

En raisonnant comme pour la méthode de la double échelle (voir [16], chap 9) ou des dévelop-
pements asymptotiques (voir [16], chap 7), I’égalité (4.49) permet d’exprimer @ en fonction de
Vu. C’est a dire

i) =~ Y S @)xl) + (), (4.50)
=1 ¢
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ot le correcteur y; est la solution de équation (4.33) et uy est une fonction indépendante de y.

On remarque d’ailleurs que la fonction @ appartient a C([0,T], L?(Q; H.,,.(Y))) puisque c’est

per
une somme de produit de fonction appartennant respectivement a C([0,T]; L*(2)) et H,,.(Y).
En remplacant © dans (4.35) par sa valeur trouvée en (4.50) on retrouve le résultat classique
d’homogénéisation (4.31) ot A% est la matrice homogénéisée définie en (4.32).

En effet, pour cela il sufit de constater que

v /Y A(Vu+ V) dy = AV

Soit i € {1,...,n}, on a

N - ou OxF
(A(Vu—l—Vu))i:}:al }j }:——
Y = J a = axk 8yj
“ ou i ou Ox*
= E Q5 — E Qi
=1 J 833j k=1 J al’k 8yj

° ou ° ou Ox?
- Z a”%j - j;l ik oz BT

Puis en intégrant cette derniere expression sur Y, on obtient

" ou
‘Y‘/AVu—I—Vyu z::<‘y‘/ ( Zazk ) )837] = (AVu);.

k=1

4.5 Reésultat de correcteur

Dans ce paragraphe nous allons démontrer un résultat de convergence de 1’énergie éclatée associée
au probleme (4.25). Ensuite nous montrerons un résultat de correcteur pour ce probléme. Sous
des hypothéses satisfaisantes nous montrons que la convergence de u. vers u’ ainsi que celle
de Vu. vers Vu peuvent étre améliorées en utilisant I'opérateur de moyennisation introduit en
(4.21) pour les fonctions dépendantes du temps.

De méme que dans [16], nous devons faire les hypothéses supplémentaires suivantes sur les
données initiales :

i) ul—wul fortement dans L?(f2), (4.51)
ii) fo— f fortement dans L?(Q2 x (0,T)), '
avec u? la solution du probléeme
—div(4°Vu?) = —div(A°Vug) dans €, (4.52)
us = 0 sur 9, ’

pour des fonctions u! € L%(Q), f € L*(Q x (0,7)) et u® € H} ().
Notons que les hypotheses (4.51) et (4.52) entrainent celles de (4.29) et par conséquent le théo-
reme 4.13 reste satisfait.
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Définition 4.22 On appelle énergie associée au probléme (4.25) la quantité suivante :
EL(t) = / (ul.(£))? da + / AV () Ve (t) dz, Yt e [0,T]. (4.53)
Q Q

On pose pour tout t € [0,T],

1 1
Y] Jaxy Y]

i) Ea(l) = /A (ul ()2 da + /A AV (1) V. (t) dz.

i) Er() (T dwdy+ o [ AT(Fue(0)Te(Fue (1)) do dy,

(4.54)

On appelle énergie éclatée associée au probléeme (4.25) la quantité E7. et énergie du probléme
homogénéisé la quantité Egy définie par

Fo(t) = /Q (W' (£))? dz + /Q AN () Vu(t) de, Ve [0,T]. (4.55)

Notons qu’en utilisant I'expression de u donnée en (4.50), I’énergie Fj peut aussi s’écrire sous
la forme

By(t) = [ () do + L[ ANVu+ V@) (VutVa)E), Vee[0,T],  (4.56)
Q Y] Jaxy

ott A? est défini en (4.32) et @ en (4.50).

Remarque 4.23 En multipliant I’équation (4.25) par u. puis en intégrant par partie sur (0,T)
et en utilisant un argument de densité (cf [16]), on rappelle que l'on a

Ea(t) = ‘

1
Ug

2 t
4 / AV a0V de + / / Folar, Pl (7 da dr. (4.57)

L) Ja 0 Ja

D’apres les propriétés de l'opérateur d’éclatement périodique, nous avons

E.=FE7. + E\.. (4.58)

Proposition 4.24 Sous les hypothéses (4.24), (4.26), (4.51) et (4.52), on a pour tout p €
[1, +o0[
i) E.— Ey fortement dans LP(0,T),
ii) E7. — Ey fortement dans LP(0,T), (4.59)
iii) En, — 0 fortement dans LP(0,T),

ou E7. et Ey_ sont définis en (4.54) et Ey en (4.55).

Remarque 4.25 Pour ce qui concerne [’énergie E., avec les mémes hypothéses (4.51) et (4.52)
on a un meilleur résultat que (4.59)i (voir [16]) donné par la convergence suivante

E. — Ey fortement dans C([0,T]).

Par contre la convergence de E7. vers Ey dans C([0,T)] ou alors de celle de Ex_ vers 0 dans
C([0,T]) reste une question ouverte. La difficulté est qu’on ne peut pas utiliser I’équation pour
avoir d’estimation uniformément lipschitzienne en € de ces fonctions. On souhaiterait avoir

|En,(t+ ) — Ey, ()] < ch,
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ot ¢ est indépendant de €.
C’est une estimation de ce genre qui est utilisée dans [16] pour montrer que E. est compacte
dans C([0,T]). En effet si on utilise la remarque 4.23, on a

EL(t + h) — Eo(h)| = B (t+ h) — Ex(t) + Ex.(t + h) — En (1) /h/fgu dz dt.
+

D’autre part, en utilisant les estimations obtenues dans le théoréme 4.21 pour u. en (4.28) on
peut aisément montrer que le membre de droite de cette précédente égalité est uniformément
borné en € par une constante ne dépendant que de h. Donc, montrer que E. est compacte dans
C(]0,T]) revient @ montrer que Ex_ l’est aussi.

Si Q est une réunion de cellules de la forme Y ot v € R, alors dans ce cas il existe une suite
() telle que A. = 0 pour tout €, dans ce cas il est clair E7. est compacte dans C([0,T]), sinon
dans le cas général on ne sait pas.

Théoréme 4.26 Sous les hypothéses (4.24), (4.26), (4.51) et (4.52) nous avons le résultat de
correcteur suivant :

i) lim [jul — U,HLI’(QX(O T) — 0,
T - (4.60)
i) N [Vue = Vu = Ue(Vyi)l oo yz2 vy = 0

pour tout p € [1,4+00[ et ot U est l'opérateur de moyennisation introduit en (4.21).

Remarque 4.27 On rappelle (voir par exemple [16]) qu’en utilisant la matrice de correcteur
usuelle C° = (CF;)1<i j<n définie par

ij
Cfg(x) ng( ) ~ p-p. sur Q,
Cij(y) = dij — y 9 () p.p. surY,

ou X’ est définie en (4.33) et dij est le symbole de Kronecker, la convergence de ul. vers u’ est
uniforme en temps et l'on a

ul — ' fortement dans C([0,T]; L*(Q)).

Démonstration de la proposition 4.24
D’apres les convergences (4.30) et (4.34) et par semi-continuité inférieure de la limite faible on

a .
/Eodt // datdt—ir/ /AOVuVudxdt

/ / V2 dxdydt + — / A(Vu + Vyu)(Vu + Vyu) de dy dt
|Y| QXY |Y| QxY

T T
< lim inf ! / (Te(ul))? da dy dt | + hm 1nf ! / AT:(Vue)Te(Vue) de dy dt
=0\ |Y] axy V] Qxy

T

AT:(Vue)Te(Vue) de dy dt)
QxYy

1 T 1
< liminf —/ T (u)) dx dy dt + —
— 1 <|Y| 0 QXY( 5( E)) Yy ’Y’

e—0
< lim sup / / 2de dydt + — / AT (Vue)T:(Vue) de dy dt
e—0 |Y‘ Q><Y |Y| QxY
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T
= limsup/ Er.
0

e—0

D’apres les propriétés de 'opérateur d’éclatement et suite a la remarque 4.23, il vient

T T T
limsup [ FE7.dt <limsup </0 /Q(u;)2 dx dt + /0 /QA‘ZV’LLEVU6 dx dt)

e—0 0 e—0
T /st
< lim sup <T/(u;)2dx+T/ AV udVu! da:+/ (/ /fg(a:,r)uls(x,r) dxd7> dt>
e—0 Q Q 0 0 JQ
T
= limsup/ E.(t)dt.
e—0 0
Maintenant montrons que
lig By dt = / Folt (4.61)

D’apres (4.37), on en déduit qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de ¢ telle que
E.(t)<C, VYte]|0,T]. (4.62)

Notons que (4.52) entraine que

u — 4° faiblement dans H{(Q). (4.63)

£

En effet, d’apres des résultats classiques d’homogénéisation (cf [16]) la solution u. de (4.52)
converge faiblement vers u dans H}(£2) qui est la solution du probleme

—div(A°Vu) = —div(4°Vug) on Q,
ue = 0 sur 0f),

et ensuite par unicité de la solution de ce probléme on en déduit que u = u°.

En prenant u? comme fonction test dans (4.52), en intégrant sur (2, puis avec (4.63) on a

lim AEVUOVu dx = hm AOVUOVU dr = / A'Vu'Vul da. (4.64)
Q

e—0

En utilisant (4.30)11, (4.51)i, (4.51)ii, et (4.64), on a pour tout ¢ fixé dans [0, 7T

;%E (t) = /Q(ul)le‘+/QAOVUOVUOCZJ}—|—/Ot/Qf($,7')ul(.Z‘,7') dx dr
= Ey(t).

Gréce a (4.62) et (4.65), on peut appliquer le théoréme de la convergence dominée a

(4.65)

lim E dt

e—0

afin d’obtenir (4.61).
On a donc prouvé que

T T T T
/ Eop(t)dt <liminf [ E7.(t)dt <lim sup/ Er(t)dt < / Ey(t) dt,
0 e=0 Jo e—=0 Jo 0

d’ou
E7 — Ey fortement dans L*(Q). (4.66)
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Soit p €1, +0o0[, on a

T T
| 1B = Bavde < [ 1B = B0 Bo(6) = Bo(v)] dt (4.67)

Et d’apres (4.66), le membre de droite de (4.67) converge vers 0 lorsque ¢ tend vers 0 donc on
obtient (4.59)ii.

Ensuite en utilisant le méme argument qu’en (4.67), on déduit (4.69)iii grace a (4.58), (4.59)i et
(4.62) puis (4.59)i a l'aide de (4.61) et de (4.62).

O
Démonstration du théoreme 4.26
Grace a lellipticité de la matrice A, on peut écrire
2 .
Jul — ulHLQ(QX(O,T)) +al|Vue =Us(Vu + Vy“)”;(QX(OvT)) =
/ / 2 4 dt +/ / AS(Vue — Uo(Vu + V@) (Ve — Us(Vu + V,8)) da dt
:/ /( d:):dt—2/ /u’u'da:dt+/ / dwdt—l—/ /AEVUEVUdedt
0 Jo
T
) / / AV U (Vu + V,3) de dt + / / AUV + Vy8) Us(Vu + V@) d d.
0 Jo 0 Ja
Posons
/ 2 de — 2/ ulu’ dx —I—/ )2 dx —I—/ A*Vu:Vu, dz,
= /Q AV U (Vu + V,3) d, (4.68)
= /Q AUV + V@) Us (Vi + V@) da.
Montrons tout d’abord que :
T
lim [ (I} =212 4+ %) dt = 0. (4.69)
e—0Jo
Ce qui entrainera
i) limflul - u/||L2(Q><(O ) =0,
=0 (4.70)

En ce qui concerne I}, d’aprés (4.38) on a

g}%{ 2/ /u’u’dmdt—i—/ / dxdt} / / 2 4z dt. (4.71)

Ensuite en utilisant la proposition 4.24, on obtient
T
lim I dt = / / A uVu dz dt. (4.72)
e—0Jo Q

Pour I2 et I3 on utilise le fait que l'opérateur de moyennisation U, est I'adjoint de 'opérateur
T., en effet d’apres (4.8) et (4.22), on a
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T T
/ Rdt— L / AT-(Vue) (Vu + V@) de dy dt, (4.73)
0 Y1Jo Jaxy

T 1 T
/ 2dt = — / AT (U-(Vu + V,0))(Vu + V,a) dz dy dt. (4.74)
0 Y1Jo Jaxy

Ensuite grace a la proposition 4.19 ii) et a (4.40) on peut passer a la limite lorsque ¢ tend vers
0 dans (4.73) et (4.74), il vient

T
lim [ I?dt = lim
e—0Jo e—0

T T
Pt — / / A(Vu+ V,a)(Vu+ V,a)dedydt.  (4.75)
0 Y| Jo Jaxy

En utilisant 'expression (4.50) de u en fonction de u et des fonctions x; solutions du probleme
(4.33), on remarque que

T T
/ / AV de dt = —- / / A(Vu + V,8)(Vu + V, @) d dy dt. (4.76)
0o Jo Y| Jo Jaxy

En regroupant (4.72), (4.75) et (4.76), on obtient (4.69).
Par linéarité de 'opérateur U, on a

Vue —U:(Vu) — U:(V,@) — 0 fortement dans L*(Q x Y x (0,7)).
D’apres la remarque 4.20, puisque u est indépendant de y on a
U.(Vu) — Vu  fortement dans L?(Q x (0,T)),

ce qui avec (4.69) entraine

Ensuite, d’apres les convergences (4.30), (4.34) et la proposition 4.23 i), on en déduit qu’il existe
une constante ¢ > 0 telle que :

[UZl| oo (0,7522(02)) < €5
IVttell oo 0,12 (0ym) <
U (Ve + V)| oo (0 7:(£2(5v))m) < €
Cela implique que les I, I? et I3 sont bornés dans L>(0,T), donc en utilisant (4.70), (4.77) et
le méme argument qu’en (4.67), on obtient (4.60).
]
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Résumé

Les travaux présentés dans cette these concernent des résultats d’homogénéisation et de correc-
teur pour des problemes hyperboliques dans des milieux hétérogenes. Les problemes de ce type
modélisent la propagation des ondes dans des milieux hétérogenes.

Dans le premier chapitre on rappelle une partie de ’ensemble des outils permettant 1’étude
asymptotique de problemes posés dans un milieu hétérogene.

Le second chapitre est consacré a ’étude de 1’équation des ondes dans un domaine perforé de
facon non périodique. Pour cela, on effectue une hypothése de H%-convergence sur la partie
elliptique de 'opérateur. Cette notion introduite par M. Briane, A. Damlamian et P. Donato
généralise la notion de H-convergence introduite quelques années auparavant par F. Murat et L.
Tartar pour des domaines perforés. On démontre deux résultats principaux, un résultat d’homo-
généisation et un second de correcteur qui permet d’améliorer la convergence de la solution du
probleme sous des hypotheses légerement plus fortes. Pour cela on reprend le correcteur de G.
Cardone, P. Donato et A. Gaudiello et on explicite quelques unes de ces propriétés. On montre
que le résultat de correcteur est valable pour ce correcteur particulier puis ensuite pour une
famille plus générale de correcteurs elliptiques locaux si la solution est un peu plus réguliere.
Dans le troisieme chapitre, on considere une équation des ondes non linéaire posée dans un
domaine périodiquement perforé dont la non-linéarité porte sur la dérivée en temps de la solu-
tion. On suppose que la non-linéarité est majorée par une fonction polynomiale monotone dont
I’exposant permet d’avoir une injection de Sobolev convenable. On étudie d’abord 'existence et
I'unicité de la solution de ce probléme a ’aide d’une méthode de Galerkin, puis on montre un
résultat d’homogénéisation de ce probleme.

Dans le quatrieme chapitre, on étudie le probleme de ’équation des ondes dans un domaine non
perforé. Dans un premier temps, on retrouve le résultat classique d’homogénéisation en utilisant
la méthode de ’éclatement périodique introduite par D. Cioranescu, A. Damlamian et G. Griso.
Ensuite, sous des hypothéses un peu plus fortes des données initiales on montre un résultat
de correcteur faisant intervenir l'opérateur de moyennisation qui est I’adjoint de l'opérateur
d’éclatement.

Mots-clés: homogénéisation, correcteurs HO—C()IIVGI‘ ence, domaines perforés, équation des ondes
) ) ) ) )
proble\ me non—linéaire, éclatement périodique

Abstract

In this thesis, we are concerned with some convergence and corrector results for hyperbolics
problems in heterogeneous media. This kind of problems models waves spread in heterogeneous
media.

In the first Chapter, we recall some results of the asymptotic study of problems posed in a
heterogeneous media.

In the second Chapter, we consider the wave equation in a perforated domain not necessarily
periodic. We suppose a hypothesis of H’-convergence of the elliptic part of the operator. This
notion has been introduced by M. Briane, A Damlamian et P. Donato and it generalizes the
notion of H-convergence introduced some years before by F. Murat and L.Tartar to perforated



domains. We prove two main results, the first one is a homogenization result and the second
one is a corrector result which improves the convergence of the solution of the problem under
some more restrictive assumptions on the data. To do so, we use the corrector introduced by
G. Cardone, P. Donato et A. Gaudiello and we show some of his properties. We show that the
corrector result holds for this particuliar corrector, then for a more general family of elliptic
local corrector.

In the third Chapter, we consider a nonlinear wave equation posed in a periodic perforated
domain where the nonlinearity concerns the time derivative of the solution. We suppose that the
nonlinearity is bounded above by a monotonous polynomial function which exponent permits
to have a suitable Sobolev injection. We study first the existence and the uniqueness for the
solution with a Galerkin method, then we check a homogenization result for this problem.

In the fourth Chapter, we study the problem of the linear wave equation in a non perforated
domain. In a first time, we find again the classical result of homogenization using the method of
periodical unfolding introduced by D. Cioranescu, A. Damlamian et G. Griso. Then, under more
stronger assumptions on the data, we show a corrector result involving the averaging operator
which is the adjoint of the unfolding operator.

Keywords: homogenization, correctors, H’-convergence, perforated domains, wave equation,
nonlinear problem, periodical unfolding
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