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Introduction

La géométrie de Poisson est apparue dans ’étude des systémes mécaniques avec
Lagrange et Poisson, pour lesquels il s’agissait essentiellement d’intégrer des équa-
tions différentielles. Ce n’est que beaucoup plus tard qu’elle est devenue une véritable
discipline mathématique, c’est en effet une géométrie trés abstraite. Aujourd’hui, on
sait qu’en plus de décrire la mécanique classique, elle intervient aussi en optique,
en électromagnétisme, et contribue méme & appréhender la mécanique quantique.
L’é¢tude des structures de Poisson s’inscrit ainsi dans le cadre de la physique mo-
derne, autant que dans la compréhension des systémes dynamiques.

La donnée d’une structure de Poisson sur une variété induit un feuilletage dont les
feuilles sont des variétés symplectiques. On peut se représenter chacune de ces feuilles
comme l’espace des phases d’un systéme dynamique, et voir ainsi une structure
de Poisson comme un enchevétrement de tels espaces des phases. Cette thése est
dévouée a I'étude du voisinage d’une feuille fixée, du point de vue physique, il s’agit
donc d’étudier comment peut se déformer un espace des phases.

Le choix d'une forme de densité sur la variété ambiante permet de définir le
rotationnel. C’est un champ de vecteurs qui préserve la structure, mais qui n’est
défini qu’a un champ hamiltonnien pres, suivant le choix de la forme de densité. Il
apparait ainsi naturel de s’intéresser aux points ot le tenseur de Poisson s’annule,
en ces points, le rotationnel ne dépend en effet pas de la forme volume choisie. De
plus, si le rotationnel ne s’annule pas en un tel point, la structure de Poisson est
contrainte a s’annuler tout le long de sa trajectoire I'. Si cette derniére n’est pas une
feuille & proprement parler, elle en a toutes les caractéristiques, simplement & cause
de 'invariance de la structure par rapport au rotationnel. C’est cette situation qu’on
se propose d’étudier au chapitre 2, dans le cas ou la linéarisée de la structure est
non-résonnante, et ot la trajectoire est un cercle. Cette situation se préte a ’étude,
et permet de dégager un ensemble complet d’invariants semi-locaux, ainsi que des

interprétations géométriques trés satisfaisantes. On obtient aussi une forme normale



4 Introduction

de la structure de Poisson au voisinage de la singularité : dans un bon systéme de

coordonnées, cette derniére prend la forme suivante

IT =00 A ( Z uim,ﬁ@) + Z a; j2;x;0z; \ 0x;.
ij=1..n 1<i<j<n
Dans cette expression, les constantes p; sont liées a la linéarisée de la structure,
ainsi qu’a la période du rotationnel le long de I', tandis que les a; ; (couplés aux ;)
décrivent le feuilletage de la structure.

En plus des résultats en eux-mémes, cette étude permet d’entrevoir la situation de
structures de Poisson en des points ol le rotationnel n’est pas tangent a une feuille
S, et peut étre choisi de sorte a avoir une trajectoire circulaire, on peut envisager
alors un collier de feuilles calquées sur S, autour duquel s’organise une structure de
la forme décrite dans le chapitre 1.

Dans le second chapitre, on commence par démontrer en détail le formalisme
développé par Vorobjev pour décrire le voisinage d’une feuille symplectique. Sur un
voisinage tubulaire de la feuille, le germe de la structure est horizontalement non-
dégénéré, ce qui permet de la décrire comme une donnée géométrique, c’est-a-dire
un triplet (I', V, F) ou

— Ve x(A*Ver) désigne un 2-tenseur vertical,

— I' est une forme de connexion sur F,

- F e () Qcwe 5) C*°(E) est une 2-forme non-dégénérée sur S a valeurs dans

o=(B),
satisfaisant certaines conditions de compatibilité. Cette fagon de voir la structure de
Poisson permet non seulement de dégager des invariants géométriques qui décrivent
le voisinage d'une feuille, mais aussi d’établir des critéres d’équivalence entre deux
structures coincidant sur une feuille. De ces critéres, on déduit ensuite des résultats
de formes normales et de linéarisation dans un cadre semi-local. Pour finir, dans
I’appendice, on rappelle le principe d’homotopie de Moser, et on montre que les
critéres d’équivalence de données géométriques, sont une version a parameétres de ce

principe.



Chapitre 1
Généralités

1.1 Structures de Poisson

1.1.1 Crochets de Poisson

Une structure de Poisson sur une variété, disons lisse, M de dimension n, est la

donnée d’'un crochet bilinéaire, dit de Poisson :

{,}: C®(M)xC®M) — C*(M)

(f,9) — {f.g},
tel que, pour toutes fonctions f, g, h € C*(M) :
{f g} = —{g, f} Antisymétrie,
{fg,h} = f{g,h}+{f,h}g  Identité de leibniz,
ffg Af g, htE = 0 Identité de Jacobr.

ou § o désigne la somme cyclique sur f, g et h. Une variété munie d’une structure
de Poisson est appelée variété de Poisson.
L’identité de Leibniz indique que, pour toute f € C*°(M), 'opérateur :
{f, }: C=M) — C®(M)
g +— A{f.g}

est une dérivation de I'algébre C*°(M), il existe donc un unique champ de vecteur,

que l'on notera en général Xy, tel que X¢(g) = {f, g}. Ce fait, couplé a 'antisymétrie,

5



6 Généralités

permet de décrire complétement le crochet de Poisson sous la forme d’un 2-vecteur

I € p(A*TM), dégageant ainsi le caractére local d’une structure de Poisson.

Remarque 1.1.1. De maniére générale, si v : V —— M désigne une fibration
vectorielle quelconque, on notera p(V') 'espace de ses sections, la variété de base ne
faisant en général aucune ambiguité. Ainsi QF(M) = p(A*T*M) désignera I'espace

des k-formes sur la variété M.

Morphismes de Poisson
Soient (M, II) et (M’ 1I') deux variétés de Poisson de crochets respectifs { , } et
{, V. Ondit que ¢ : (M,II) — (M',1I') est un morphisme de Poisson si :

Vf,ge C¥(M') {fop,goo}={f g} o0,

oll, de maniére équivalente si :

¢, 11 =11

L’existence de tels morphismes pose notamment des problémes de projetabilité (voir
par exemple [Va]). Comme toujours en géométrie, lorsque ¢ est un difféomorphisme
entre ouverts de IR", on pourra voir II et II'’ comme deux structures liés par un
isomorphisme, ou comme la méme structure vue dans deux cartes différentes.
Expression locale des structures de Poisson

Si (x1,...,2,) désigne un systéme de coordonnées locales sur un ouvert de M,

notons II; ; := 2{z;, z;}. Le 2—vecteur I prend la forme :

II = 2 Zl§i<j§n H@j@I‘i A 893j
= Zi,j:l...n Hid'al'i A 81']'.

Ainsi, pour toute fonction lisse f, le champ hamiltonien X associé¢ a f prend s’ex-
prime comme :
Xp= > Hijgaxj.
i O;
Exemples de structures de Poisson
e Structures de Poisson sur IR* :

On vérifie aistment que, pour toute fonction f € C*®°(IR?), II := fox A Oy définit
une structure de Poisson. L’étude des structures de Poisson topologiquement stables

sur des surfaces compactes est traité dans [Radl], [Rad2].
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o Structures symplectiques :
Les structures symplectiques sont les structures de Poisson pour lesquelles la matrice
II; ; est inversible sur tout M : on définit en effet de maniére unique une 2—forme
non-dégénérée w de sorte que II* = w’, 'équation de Jacobi est alors équivalente a
dw = 0.

e Structures de Poisson linéaires :
Une structures de Poisson est dite linéaire si elle est définie sur un espace vectoriel,
et si le crochet de deux fonctions linéaires est linéaire. De telles sructures sont en
correspondance biunivoque avec les algébres de Lie de dimension finie : si (G, [, ]g)
désigne une algébre de Lie de dimension finie, la structure de Poisson correspondante

est définie sur G* par la formule :
Vf, g€ C™(G), Yae G {f g}a)=<a,[dsf,duaglg >,

ou < , > désignent les crochets de dualité, et ou d, f et d,g sont vus comme des
éléments de G = G.
De telles strucures sont entiérement déterminées par leurs constantes de structure
cf;j € IR, définies par :
{z;,x;} = Z cﬁjxk,
k=1..n
oll, de maniére équivalente

II=- Z cﬁjxkﬁxi A Ox;.

ij,k=1..n

1.1.2 Crochet de Schouten

Notons p(AT' M) 'espace des sections de 'algébre extérieure de TM : p(ATM) =
Bnenp(A"TM), avec p(A°T M) = C=(M), p(AT M) est une algébre graduée associa-
tive sur laquelle il existe un unique crochet [, | : p(ATM) x p(ATM) — p(ATM)
vérifiant, pour tous A € p(ATM), B € p(A*TM), C € p(A°TM), et X € p(A'TM)

les propriétés suivantes :

[A,B] € p(A**TITM),
X,A] = LyA,
[A, B] — _(_1)(a+1)(b+1) [B,A] ’
[A,BAC] = [A,B]AC+ (=1)+BALA (],
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ainsi que l'identité de Jacobi graduée :
(_1)(a+1)(c+1)["47 [B7 CH + (_1)(b+1)(a+1)[37 [Cv AH + (_1)(C+1)(b+1)[c’ [A7 BH =0.

Autrement dit, p(AT'M) muni du produit extérieur et du crochet de Schouten est
une algebre de Gestenhaber. L’identité de Jacobi pour une structure de Poisson II

se traduit alors en termes de crochet de Schouten par :
[IT,I1] = 0.

Localement, cette équation prend la forme :

OlIl;
Vi,j,k=1...n, j{ ZHLZ@M:O
. T

Lk =1..n
A priori trés simple, nous verrons au cours notamment du second chapitre, a quel

point peut elle étre riche et prendre de multiples formes.

1.1.3 Feuilletage symplectique

Pour tout 2—vecteur II on peut considérer le morphisme fibré :

¢: "M +~— TM

a o aull

i1l désignant le produit intérieur de o par I1 : i, I1(5) := I(«, ). Lorsque IT est une
structure de Poisson, I'espace des 1—formes sur M, Q' (M), est muni d’'une structure

d’algébre de Lie, entiérement définie par la condition :

VfgeC(M) {df,dg} = d{f,g},

et en imposant l'identité de Leibniz :

Va, 8 € QM) {a, f8} = fa, B} + Luzw)B

(ici, on note de la méme maniére les crochets sur C*°(M) et sur Q'(M)). On sait
de plus que IT¥ est alors un morphisme d’algébres de Lie. Son image ImII* définit
donc une distribution (singuliére) C'* intégrable sur M (voir [Sus]|). Les feuilles de
cette distribution (qui, de maniére générale, sont des variétés strictement immergées)
héritent de IT d’une structure symplectique, en particulier, elles sont de dimension

paire.
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1.1.4 Cohomologie de Poisson

Grace a l'identité de Jacobi, on peut définir sur A(T'M) un opérateur de carré

nul en posant pour tout p :

o p(ANPTM) — p(APTITM)
A — [T, A

lequel méne naturellement & une théorie cohomologique, et dont on note H{j(M) le
complexe associé :
HY (M) := ker &%, /Tmo5

Pour les petites valeurs de p, on peut donner une interprétation géométrique de
ces espaces de cohomologie : H(M) est 'ensemble des fonctions dites de Casimir,
¢’ est-a-dire celle dont le champ hamiltonien est nul, ou, de maniére équivalente, les
fonctions constantes sur les feuilles. Hf (M) est I'ensemble des champs laissant IT
invariant, modulo les champs hamiltoniens. HZ (M) mesure quand a lui les défor-

mation infinitésmales de II modulo les déformations infinitésimales triviales.

1.1.5 Rotationnel d’une structure de Poisson

Supposons la variété M orientable, et fixons v € Q"(M) une forme volume sur
M. L’application :
Vo p(APTM) +— Q" P(M)
A — IIN%
est alors un isomorphisme. En posant : D, := (1”)~' o d o v, on transporte 1'opé-
rateur de différentiation externe d sur le complexe p(ATM) suivant le diagramme

commutatif suivant :

p(APT M) —2— Qn—P(M)

3 Ja

p(APIT M) > Qrri (M)

1%
Etant donné un p—vecteur A, on définit ainsi le rotationnel D,(A) de A rela-
tivement a la forme volume v. Rotationnel et crochet de Schouten sont liés par la

formule suivante.
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Proposition 1.1.1. Soit A € p(A*TM) et B € p(A’TM), le crochet de Schouten
vérifie :
[A,B] = (-1)*D,(AAB) —D,AANB — (-1’ AAD,B.

En d’autres termes, le rotationnel (relativement a une forme volume quelconque)
engendre le crochet de I'algébre de Gerstenhaber p(AT'M), on dit encore encore que
p(ATM) est une algebre de Batalin-Vilkovisky (ou BV-algebre).

La fonctorialité du rotationnel s’exprime comme suit : si ¢ est un difféomorphisme,

on a

&D,A =Dy, , 0. A

Pour une structure de Poisson dont I'expression locale est II = Z?jzl IL; ;0z; A

Oz, et si on prend pour forme volume v = dzy A --- A dz,, le rotationnel est un
champ de vecteurs, qui prend la forme :
aHm-

DIl =
8xj

ij=1..n

8371',

Notons que ce champ de vecteur est toujours tangent aux feuilles de dimension
maximale.
Le rotationnel d’une structure de Poisson posséde I'importante propriété de pré-

server cette derniére :
(1.1.1) [DI1,11] = 0.

Par ailleurs, si v/ = fv est une autre forme volume (f désignant une fonction lisse
ne s’annulant pas sur M), les rotationnels relativement a ces deux formes volumes

difféerent d’'un champ hamiltonien, plus précisément :
DfVH =D,II+ Xln\f|-

Ce qui signifie que méme si le rotationnel dépend de la forme volume choisie, sa classe
de cohomologie elle, est indépendante de ce choix. La non-nullité de cette classe de
cohomologie est une obstruction a 'existence d'une forme volume invariante par II,
on l'appelle la classe modulaire de la structure de Poisson (voir [D-Hal, [Wel]).
Lorsque la variété n’admet pas de forme volume, il reste possible de définir le
rotationnel, il suffit pour cela de se donner une forme de densité, I’équivalent au signe
prés d’une forme volume, la formule précédente assure en effet que le rotationnel reste

bien défini.



Chapitre 2

Structures de Poisson le long d’un

cercle de singularités

Considérons une variété M munie d’une structure de Poisson Il qui s’annule en
un point m de M, mais dont le rotationnel Dgll par rapport a une quelconque forme

volume €2 ne s’annule pas en ce point :

(2.0.1) I, = 0
(2.0.2) (Doll),, # O.

On peut alors remarquer, en vertue de la propriété (1.1.1), et puisque II s” annule
en m, que la valeur du rotationnel au point m ne dépend pas du choix de 2.

Par ailleurs, comme le rotationnel préserve la structure II, cette derniére doit
s’annuler tout le long de la trajectoire du point m pour le champ Dgll, que nous
noterons I'. De plus, cette trajectoire ne dépend que de II, et, pour tout m’ € I,
il existe un voisinage de m’ isomorphe & un voisinage de m. On voit ainsi que les
hypothéses 2.0.1 et 2.0.2, qui sont de nature locale, ont des conséquences de nature
semi-locale.

Dans ce chapitre, on étudie cette situation dans le cas ot la linéarisée de Il en m
est le plus simple possible, on suppose aussi que la trajectoire I' de m est fermée, ce
afin d’obtenir des invariants semi-locaux intéressants.

Dans le cas des structures de Poisson analytiques, on parvient alors a donner une

forme normale pour II au voisinage de I" ainsi qu'un ensemble complet d’invariants

11



12 Structures de Poisson le long d’un cercle de singularités

pour de telles situations. Le cas lisse sera ensuite traité sous des hypothéses supplé-
mentaires. Enfin, on donnera une interprétation géométrique de ces invariants, et on

décrira complétement le feuilletage de telles structures.

2.1 Mise en place du contexte et des notations

Dans la suite, IT désigne une structure de Poisson analytique définie sur M = S* x
R", avec S* paramétré par § € R/27Z et R" par (z1,...,%,). Onnote I' = S x {0}
et on suppose que II s’ annule en un point m de I' et que la trajectoire passant par
m du rotationnel D II de II par rapport une forme volume quelconque €2 est I'.

On a vu que II s’annule nécessairement le long de I, la proposition suivante décrit

la partie linéaire de II en tout point de I':

Proposition 2.1.1. Soit A une structure de Poisson sur R™™, nulle en 0 et dont
le rotationnel en 0 est non nul. Alors la linéarisée AV de A en 0 est le dual d’une

algebre de Lie produit semi-direct de R par une algébre de Lie unimodulaire :
AW = UxpR)*,

ou U désigne une algebre de Lie unimodulaire, et R agit sur U via une dérivation

D:U—U.

preuve :

Rappelons d’abord qu'une algébre de Lie unimodulaire est une algébre de Lie dont
I’adjoint de tout élément est de trace nulle. On commence par montrer que si le
rotationnel de A en 0 est non nul, il en va de méme pour celui de A : notons
Ry € ToIR™** (respectivement R(()l)) le rotationnel de A (respectivement A™)) en 0,

on a vu que Ry et R[()l) ne dépendaient pas de la forme volume choisie, dans un

systéme de coordonnées locales (z1,...,x,), on a donc :
o n OA; ;
Ry = Zi,j:O Dz (0)0z;
oAl

Ry = Yo 52 (0)9;(0)

= sz‘:o ¢; j0z;, (%)

ott c¥ ; € R désignent les constantes de structure de AWM. Mais, preciséement, c¥ ;=
OA;

N (0), ainsi, sous des identifications usuelles, on a Ry = R(()l) #0.
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Pour voir que A(()l) est bien de la forme (UxpR)* avec U, il suffit de choisir
le systéme de coordonnées (zo,...,x,) de sorte que R(()l) = (Ox0)o : puisque AW
doit s’annuler sur I'axe Oxg, on a alors ci?j =0, Vi,j = 1...n (ce qui signifie que
U=Vect{dzr;;i=1...n} et D = {xo,.} font l'affaire), le fait que I'adjoint de tout
¢lément de U soit de trace nulle est alors une conséquence directe de I'égalité (). O

Pour notre propos, A désigne IT au voisinage de m et A la linéarisée TIM de II
au point m. Afin d’utiliser des techniques classiques pour les problémes de formes
normales, il est naturel d’imposer aux valeurs propres Aq,..., A\, € C de D de ne

vérifier aucune des relations de résonnance suivantes :

(2.1.2) Ait A = @Mt G,

pour tous i,j € {1...,n} tels quei # j, ou (p1,...,pn) €t (q1,...,q,) sont des
multi-indices & coefficients entiers positifs, avec Y ,_, pr > 2, a I'exception des rela-
tions triviales A\; = A; et A\j + A; = A\; + A,

Cette hypothése, quoique que “générique”, est cependant trés contraignante pour

I’algébre U, en effet on le résultat suivant :

Proposition 2.1.2. St UxpR est une algébre de Lie telle que les valeurs propres
de D ne satisfassent aucune des relation de résonnance 2.1.1 et 2.1.2, alors U est

nécessairement abélienne.

preuve :
Puisque U s’injecte naturellement dans U @R C, il suffit de montrer que cette
derniére est abélienne. Or en choississant une base {ej,...,e,} de U QR C pour
laquelle D est sous forme de Jordan, il est facile de montrer successivement que
{e1,e2} =0,{ea,e3} =0... grace aux identités de Jacobi D({e;, e;}) = {D(e;), e;}+
{ei, D(e;)}.00

Dans le cas analytique, il sera aussi utile de supposer que ces valeurs propres
vérifient les conditions de Bruno : si I désigne I’ensemble des multi-indices (¢;)i=1., €
Z" tels que ¢; < —1,Vi=1...net ) ., X\ #0,on pose :

(2.1.3) wi = min{| Zci)\i\; (¢;) €1, Zci < 2
i=1 i=1
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o 17,1
on suppose que y -, slog- > oo.
Enfin, et par souci de simplification, on suppose aussi que toutes ces valeurs

propres sont réelles, bien que le cas complexe puisse étre traité de maniére analogue.

Remarque 2.1.1. Une étude purement locale de cette situation a déja été réalisée
dans [D-Zh|, la maniére de traiter le cas complexe y est notemment exposée. Il y
apparait qu’une telle structure est, au moins formellement, quadratisable, c¢’est-a-
dire que l'on peut trouver un systéme de coordonnées formelles dans lequel cette

derniére ne contient que des termes linéaires ou quadratiques.

2.2 La forme normale

Dans cette section, on démontre toute une série de lemmes qui vont peu a peu
préciser la forme de I pour aboutir & une forme normale au voisinage de I', avec pour

préoccupation sous-jacente d’obtenir des coordonnées globales vis-a-vis de 6 € St.

Lemme 2.2.1. Le crochet induit par 11 peut, au voisinage de I', étre écrit sous la

forme :

{zi,z;} = 02(x) Vi,j=1...n

{9, .CCz} = Zi:l...n h@j(&)l’j + 02<X> YVi=1...n
ou h;; sont des fonctions analytiques sur ST et 0o(x) désignent des fonctions (ana-
lytiques ?) sur S x R™ d’ordre deux en les variables xy,...,x, et ou la matrice
Hy = (hij(0))ij=1..n a pour valeurs propres {k(6)\;/i = 1...n} pour une certaine
fontion k : ST — IR.

preuve :
Ce lemme est juste une conséquence du fait que deux algébre de Lie de la forme
R xpIR" et R xp IR"™ sont isomorphes si et seulement si D et D’ sont conjuguées a
un scalaire prés (en particulier, a isomorphisme de Poisson prés, les valeurs propres
de D ne sont définies que modulo multiplication par un scalaire) mais voyons cela
en détail.

IT s’annulant sur I' = {z; = 0,7 = 1...n}, son crochet a la forme suivante :

{wi,x;} = >, ul (@), + 02(x) Vi,j=1...n
{6, iL’Z} = Z?:l...n hi,j (9).1'3 -+ 02(X) Vi=1...n.
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Soit 6, € S! fixé, et notons H((,i) la linéarisée de II en (6y,0,...,0). D’aprés la
proposition 2.1.2, Héi) est isomorphe au dual d’'une algebre de Lie dont I’idéal dérivé
est commutatif, donc tous les w;;(6) sont nuls.

(1)

Considérons maintenant Wy, : (IR" xp R)* = Il,’ un isomorphisme de Poisson

et notons :
kK v, ... o,
~ w1
Wy, =
(Wiy)
wy,
la matrice associée; (Wy,)* étant un isomorphisme d’algébres de Lie, il doit envoyer
idéal dérivé sur idéal dérive, et (wy,...,w,) est nécessairement nul.
On voit alors que det(Wy,) = k.det(¥; ;), en particulier, k # 0 et la matrice (, ;)

est inversible. A ce point, les conditions pour que Wy, soit de Poisson sont :

Z hiJ{j-thj = I{?.\If@j.)\i, Vl,] =1.. .n,

k=1..n

mais ces relation s’écrivent précisemment sous la forme :

k.M 0
Hy, . (V55) = (Vi)
0 k.,

D’ou le résultat. O

Lemme 2.2.2. A un revétement o deux feuillets prés, et dans un bon systéme de

coordonnées, le crochet induit par I1 prend, au voisinage de I', la forme

{zi,2;} = 02(x) Vi,j=1...n
{0,2;} = k(O)\iz; + 02(x) Vi=1...n,

preuve :
Pour tout 6 € S, Hy posséde des valeurs propres {k(0).\;,i = 1...n} distinctes,
donc k est analytique, et, si on note E), les sous-espace caractérisiques associés, ceux-

ci définissent des sous-fibrés vectoriels supplémentaires dans la fibration S* x R" ——
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S1, de sorte qu’ils sont simultanément soit triviaux, soit difféomorphes au ruban de

Meceebius. Dans ce dernier cas, le revétement

C: S'xR" — S'xR"
0,%) +— (20,%)

induit sur sa source une structure de Poisson II dont les sous-fibrés caractéristiques
sont tous triviaux. La topologie de ces sous-espaces étant invariante par isomor-
phisme de Poisson, il est clair que deux germes de structures de Poisson, II et IT',
le long de I' sont isomorphes si et seulement si IT est isomorphe a I’ et chaque Ej,
difféomorphe a 'un des E);.

Ainsi, & un revétement pres, les E), sont triviaux. Le choix pour chacun d’eux
d’une section partout non nulle permet alors de définir un changement de coordonées

linéaire en x qui diagonalise la matrice Hy pour tout 6. O

Remarque 2.2.1. Un exemple basique de structure de Poisson sur S' x IR? ad-

mettant des sous-fibrés caractéristiques non triviaux peut étre donnée par le crochet

sulvant :

{x1, 22} = %(A cos? £ + pusin® §) + %(A sin® & + picos® &) + w9 (p — N) cos & sin &
{0,213 = mi(Acos® & + psin®g) + wa(p — A) cos S sin 2

{0,203 = a1(p—A)cosfsing + ay(Asin® § + pcos® §),

ou A, 1 € R sont arbitraires. Ici, il est intéressant de voir comment ces équations se

simplifient lorsque A = u = 1, bien qu’il s’agisse d’'un cas résonant.

Lemme 2.2.3. Un reparamétrage de S' permet de mettre le crochet induit par 11

sous la forme suivante :

{zi,z;} = 02(x) Vi,j=1...n
{0,2;} = pix;+ 0a(x) Vi=1...n,
ot p; € R.
preuve :
La formule

2m o1
x(6) = I k(t)dt/o O

définit un un diffeomorphisme x : S' —— S* qui donne la reparamétrisation souhaitée.O
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Lemme 2.2.4. [] existe un systéme de coordonnées, défini sur un voisinage de T,

pour lequel le crochet de 11 s’exprime comme

{z;,2;} = 02(x) Vi,j=1...n
{0,1[2}

i Vi=1...n.

preuve :

Notons Xy le champ hamiltonien associé¢ a la (multi-)fonction 6 :

0
Xo = Z (Mz‘wﬂrpi)a—xia

i=l.n

ou p; sont des 0y(x). La partie linéaire d’'un tel champ est connue pour étre non-
dégénérée, autrement dit, tout champ de vecteurs ayant une telle partie linéaire est
formellement et lissement linéarisable (considéré comme champ en les variables z; &
paramétre ) sous les conditions de non-résonnance 2.1.1, et il I'est analytiquement
avec les conditions de Bruno 2.1.3 (voir par exemple [Rou|, théoréme 20). Don-
nons tout de méme une idée de la preuve de la non-dégénéréscence de ce champ :
on remarque qu'un diffeomorphisme ¢y = (¢, ..., ¢y) linéarise le champ Xy si et
seulement si

Lx,0h=pidy Vi=1...n,v0 € S

Il s’agit alors dans un premier temps de prouver le résultat formellement. Pour cela

on écrit Xy sous la forme
Xo =X+ X7 + 0,(x),

ou X 9(1), X(gT) et o,(x) désignent respectivement les parties d’ordre 1, d’ordre r > 1 et
d’ordre supérieur a r en les varibles x;, et on montre formellement I'existence de ¢y =
Id+3 e gzﬁér) par récurrence sur r, en utilisant les conditions de non-resonnance
2.1.1. Lorsque I’hypothese 2.1.3 est aussi vérifiée, on peut montrer que la série ¢y
converge, obtenant ainsi le résultat analytique. Dans le cas lisse, on peut procéder
comme |[Rou| : d’aprés ce qui précéde, on peut partir de Xy = Xél) + 000(X) on
000 (X)) désigne un champ lisse plat en 0 € IR” pour tout § € S*, il est ensuite possible
d’éliminer la partie plate par intégration directe, la platitude assurant ’existence de

cette intégrale.
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Il existe donc une famille ¢y de difféomorphismes locaux, périodique et analytique

en 6, telle que :

¢9 X0 Z szza$z

i=1...n

Ainsi, le changement de variables (6,x) — (0, ¢y(x)) donne le résultat.0
Lemme 2.2.5. Un dernier changement de coordonnées méne au crochet suivant :

{a:i,xj} = amxia:j VZ,j: ...n

{0,332}

ot a;; € R.
preuve :

Notons u;; = {x;,x;}, les identités de Jacobi ¢, {6, {z;,x;}} = 0 s’ écrivent
sLgyLj

maintenant simplement :

(2.2.1) (ki + 1) wij = Xo(uiy).

Si on développe u; ; en série entiere des variables x; :

Ui j = Z Z uz(?“’)(ﬁ) Iill. ) .xi”,
PN iy L i) ENP
At in=p
on a :
Xo(uij) = 3 > " (0) Xo(af. . xir)

PN (i) i) END

i+ Fin=p

> Y O) (S ieh) 2l

PN (4. i,) NP

donc les équations 2.2.1 sont équivalentes a :

(Z zk)\> (i) (0) = (A 4+ Ap) wl(0) Wiy ... d,) € N,

k=1...n
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et, & cause des relations de non-résonnance 2.1.2, on a nécessairement u; ; = a;;(0) z;z;
pour a; ;(f) une certaine fonction analytique.

Les identitées de Jacobi ¢ ., xj{xlv {z;,2;}} = 0 prennent ainsi la forme :

6&1‘7]' i A‘aa]ﬂ 4 A.aau

Alaa pY 7700

=0,

en particulier, si a;; et a; ; sont indépendents de 6, alors a; ; 1'est aussi. Il suffit donc
d’exhiber un diféomorphisme rendant a;; indépendant de 6 pour tout £ = 1...n

pour que tous les a; ; le soient. Un tel diffeomorphisme peut étre défini par :

(9,[131, s 7xn> = (0,1’1,)(2(9)272, s ,Xn(e)ﬂfn),

1 [/ R R 1 27
ou x;(0) = eXp<)\_1/0 (a14(0) —a1,) dt) avec @; j = %/0 ap(t) dtO

Remarque 2.2.2. C’est uniquement dans ce dernier lemme que la condition d’ana-
lyticité est utilisée. Nous verrons dans la sous-section 2.2.3 que, dans le cas lisse,
les crochets {z;, z;} peuvent contenir des termes plats, que l'on parvient a éliminer

avec difficulté lorsque n = 2.

Exemple 1. Dans le cas particulier n = 1, la forme normale se réduit a :
Il = cx0l N Oz,

Lorsque n = 2, la forme normale est :

II=00A (,ulxlf)xl + u2x28x2> + ax12907 N OTa.

2.2.1 Le principal résultat

Pour conclure la sous-section précédente, énongons simplement le théoréme qui

en résulte :
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Théoréme 2.2.1. Soit Il une structure de Poisson analytique définie sur un voi-
sinage U de T' = S x {0} dans S* x R", avec S* paramétré par 0 et satisfaisant,

pour un certain m € I' :
(i) 11, = 0.
(ii) (Doll),, # 0.

(711) les valeurs propres de l'opérateur :

U — U
(dxi)m ({0, 2i})m,

ot U désigne le sous-espace vectoriel de TxU engendré par {d,z;;i = 1...n}, ne

vérifient aucune des relations de raisonnance :

i = piA+ Dy
Ait A = @A+t g,

pour tousi,j € {1...,n} tels que i # j, ot (p1,...,pn) €t (q,...,q,) sont des multi-
indices a coefficients entiers positifs, avec Y ., pr > 2, a Uexception des relations
triviales Ny = X\ et \j +X\j = X\ + A

(iv) ces mémes valeurs propres vérifient les condition de Bruno (2.1.3)
Alors, a un revétement a deux feuillets prés, il existe un systéme de coordonnées

analytique, défint sur un voisinage de I, dans lequel I1 prend la forme :

IT =060 N < Z MZI28$1> + Z aiijixjﬁxi A (9xj.

i=1..n 1<i<j<n

2.2.2 Unicité de la forme normale

Les constantes mises en jeux dans le théoréme précédent sont uniques, autrement
dit, elles caractérisent la structure. Nous expliquerons plus tard pourquoi les u; sont
uniques, pour nous concentrer ici sur les a; ;

Pour montrer que les a; ; sont des invariants de Poisson, considérons deux struc-
tures structures I and II" sur un voisinage de I', et ® un isomorphisme de Poisson

de IT sur IT" . On met IT et IT" sous forme normale, puisque les p; sont des invariants
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de la structure, on peut supposer que p; = p; pour tout i = 1...n. Avec des notations

évidentes, les équations pour que ® soit de Poisson s’écrivent : Vi,7 = 1...n :

S hey i (G g — SR CR) £ 3Ty (G G ) = e ® (1)
0D, oL £ £
2kt kak(%‘% oo giﬁ a0 ) T D ki1 QTR adsi 355 = a;;®i®; (1)

En différentiant I’équation (I); par rapport a 6, et en I’évaluant sur I', on obtient :

09,
00

(,0,00=0 VOe S

En la différentiant par rapport a z;, et en I’évaluant sur I', on a :

160,0,0) = 1 2%(0,0.0) o€ S
8a:j

(B0 _ 9By 0,
Hi\"00 0x; ~ 0w, 00

Par ailleurs ®|r échange les champs modulaires, donc ®1(6,0,0) = 6 4 constante

et cette équation devient :

b,
L(9,0, 0)=0 VvOecS
8£Cj

On en conclue que 'on peut écrire ® sous la forme :

(I)O =40 + 02(1’)
O; = u;(0)x; + 02(x) Vi=1..n.

Dans (11);j, les termes d’ordre deux en les variables (xq, ..., ;) donnent alors la
relation :
0 :
5 I Juil +piln u]) = ai; — ai;

Dans cette derniére égalité, le membre de gauche est la dérivée d’une fonction définie
sur S', son intégrale est donc nulle, et a; ; = a; ;. La forme donnée dans le théoreme
1 est donc caractéristique de la structure considérée.

La section (2.3), consacrée a l'analyse géométrique de la situation, décrit préci-

sément le role de ces constantes dans le feuilletage symplectique.



22 Structures de Poisson le long d’un cercle de singularités

2.2.3 Le cas C%

Si l'on considére a présent le cas d’une structure de Poisson lisse II sur St x
IR" satisfaisant les conditions du théoréeme 2.2.1, I'étude effectuée dans la section
précédente prouve l'existence d’un difféomorphisme, défini sur un voisinage de I,

qui mette II sous la forme :

I1=00A < Z m:)sﬁxi) + Z (a; jx;xj + € )0x; N\ Ox;.
i=l..n 1<i<j<n
ol f; et a; ; désignent des constantes et ¢ ; des fonctions sur S* x R" plates le
long de I'. Notons ici que, dans le lemme 2.2.4 | la linéarisation du champ Xy le long
de I' est praticable dans la catégorie C'°. Ceci justifie le fait qu’aucun terme plat
n’apparaisse ici dans ’expression de ce dernier.
Nous allons montrer que, lorsque n = 2, il est possible d’éliminer les termes plats
(le cas n = 1 est traité dans [Rad2]) . On considére donc désormais, et seulement
pour cette sous-section, une structure de Poisson lisse II, définie sur S* x R?, et de

la forme :

IT = A\zdf N\ % + pydl A Oy + (axy + e(x,y,0))0z A Oy,

ol a, A et p sont des constantes, et € une fonction lisse, plate le long de T'.

Observons d’abord que € peut se mettre sous la forme € = €(z,y,0)xy : il suffit
pour cela de montrer que € s’annule sur les ensembles {x = 0} and {y = 0}. Sur
{z = 0} par exemple, l'identité de Jacobi f9’$7y{«9,{m,y}} = 0 s’exprime comme
suit :

Oe
uya—y(O,yﬁ) = (A+p)e(0,y,0).

Or, sur {y < 0} et {y > 0} les solutions de cette équation sont toutes de la forme
€(0,y,0) = K yATH, avec K une constante réelle. L’hypothése de non-résonnance
implique alors que MT” ¢ N, de sorte que K doit etre nulle afin que I'application
y — €(0,0,y) soit bien lisse en y = 0, ce qui montre bien que e s’annule sur
I'ensemble {z = 0}.

Une fois ceci établi, on remarque que I’équation f(;’x’y{@, {z,y}} = 0 prend dé-
sormais la forme : Xy(€) = 0, par consequent, si A\ et p sont de méme signe, la

dynamique du champ X, force € & étre identiquement nulle, il n’y a alors rien a
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montrer. On supposera donc par la suite que A < 0 < p. Dans ce cas, ’ensemble des
intégrales premieres de X, est fonctionnellement engendré par la fonction z = z#y =
sur chaque composante connexe de {zy # 0}, de sorte que travailler sur I’ensemble
{z > 0,y > 0}, nous permet de voir € comme dépendante uniquement de 6 et z. On

cherche alors un changement de coordonnées de la forme :

ou v(#, z), désigne une fonction plate le long de {z = 0}, cette derniére condition
nous assurant que, en résolvant indépendemment le probléme sur chaque composante
connexe de {zy # 0}, puis en recollant les différents difféomorphismes, ’'on obtienne
bien un difféomorphisme global.

Un tel changement de variable n’affectera pas le champ Xy, ainsi, la seule équation
que v ait a vérifier pour éliminer le terme plat € est {(1 + v)z,y} = a(l + v)zy, ou,

de maniére équivalente :

ov

(2.2.2) €0,2)(14+v(0,2)) + (a+ €, Z))uzaz

(0,z) =0.
Travaillons sur {z > 0,y > 0}, et posons v = In(1+ v), cette équation s’écrit alors :
(2.2.3) Z(w)=——,

avec Z = % +(a+€)z2. Notons ¢f le flot de Z. Puisque ¢7(6,0) est au moins défini
pour t € [0,47] , il en va de meme pour ¢Z (6, 2) avec z dans un intervalle ouvert I
suffisamment petit autour de zéro. L’application (6, z) = [~, €0 ¢/ (0, z)dt, définit
donc une solution de 2.2.3 pour 0 € [0,4x], et z € I, cependant, cette derniére n’est
a priori pas 2w —périodique en 6.

Pour corriger cette non-périodicité, on doit trouver une intégrale premiére x of 7,
définie pour 0 € [0, 4], et telle que v = 1+ x soit 2r—périodique in 6. En fait, pour
obtenir la périodicité, il nous suffit de nous assurer que v vérifie v(0, z) = v(27, 2) : en

effet, pour une telle fonction 7, on aura alors Z(v—v") = 0 pour v'(0, z) = v(6+2m, 2),
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or il est clair qu'une intégrale premiére de Z s’annulant sur {# = 0} est identiquement
nulle, forgant 7 & coincider avec v/ pour 6 € [0, 27].

Notons ¢ : [ —— o(I), Papplication définie par ¢Z (0, z) = (0,0(z)), autrement
dit, 0 mesurant I’holonomie de Z le long de I'; elle est clairement inversible, et

nous permet de reformuler la condition (0, z) = v(2m, z) uniquement en termes de
x(0,2) :

v(0,2) =v(2m,2) <  10(0,2) + x(0,2) = (27, 2z) + x(27, 2)
< x(0,z2) = x(2m,2) = (2w 2) — (0, 2)
& x(0,2) = x(0,071(2)) = (2w, 2) — (0, 2).

Ici, x, en tant qu’intégrale premiére de Z, peut étre complétement déterminée
par sa restriction f(z) = x(0, 2), ainsi, afin de la définir, il nous suffit de trouver f

satisfaisant :

(2.2.4) f(z) = fle7(2)) = D(2),

ou D(z) = 1y(2m, 2) — 15(0, 2).

Laissons pour la suite la maniére de résoudre une telle équation : selon le lemme
7, la seule chose a vérifier est que D est plate en 0, et que 071(2) = ¢/(0)z modulo
des termes plats, et que o’(0) €]0, 1[. Il est facile de voir que, dans notre situation,
D est plate en zéro, et que 07!(z) = e %2 modulo des termes plats, il semble ainsi
nécessaire de faire I’hypothése a > 0, cependant, moyennant quelques modifications
techniques, on peut mener la preuve a terme dans le cas a > 0.

Il ne nous reste plus qu’a résoudre cette derniére équation, a commencer par le

lemme préliminaire suivant.

Lemme 2.2.6. Soient a, p et h des fonctions lisses telles que p(0) = 0, p'(0) €]0, 1],
h(0) =0 et | a(0) |< 1. Alors l'equation :

(2.2.5) g—agop=nh

posséde une unique solution g de classe C*, s’annulant en zéro, et définie sur un
intervalle V' autour de zéro sur lequel | p(2) |< p1. | 2| pour une certaine constante
£1 G]O, 1[.



2.2 La forme normale 25

preuve :
Montrons d’abord 1'unicité : désignons par pl") = po---op, c'est-a-dire p composée

n fois avec elle-méme, on tire successivement de la relation 2.2.5

g—agop=nh
a.gop—a.aopgopd=ahop

2]

a.aop.gopd —a.aopaop@.gophl =a.aophop?

a.aop...aophHgopl —aaop...aopl.goprtl =a.aop...aop 1 hoph

et, en sommant termes a termes :

n

g—a.cop...aopm gopntll = Z(Hf;oloz o plhy.h o pi
k=1

Dong, si g existe, continue avec g(0) = 0, alors, sur V,, on a :
oo
= (e plhho p,
k=1

ce qui prouve l'unicité.

Pour montrer l'existence d’une solution de classe C*, il nous suffit de montrer
que le série Y32 (I} a0 pl!').h o pl¥l converge normalement, ainsi que la série des
dérivées ;7 0((Hk70104 o pll).ho pl) =372 ;c:_01<1_‘[j:1...l4..k yaopi)(aoplly)ho
P+ 3 (g ao pl) (ho plH)”

Choisissons d’abord h; € R pour lequel |h(z)|< hy. |z| sur V. On voit aisément
que, pour une certaine constante M; € R, | I} = a0 pld(2) |< M, sur V et pour tout

k. On a ainsi :

Soior | Mo pll(2)).ho plFl(z) | < 370 ) My [hop(z)]
< Mihy 2] 3202 ot

ce qui montre que > ro (I} ta o pl).h o pl¥] converge normalement.
Pour montrer qu’il en va de méme de Y o (I} -} a0 pl).ho pi*)"  on commence

par établir que pour un certain My € R, | H?: ~ a0 pll(z) |< My sur V, et

0...1...k—1
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pour tout k et [, puis que
k—1 ; k—1
210 (Hj:O..f..k—la o pll).(a o p)(2) | o Ma.| (a0 Pl (z) |

k— ] —
]\/[2. l=01 p1+2+ +1-1 | o o p[l](z) ’

M37

IAIAIA

pour M3 € R. Au final on a :

St | 00 (g 1 a0 pl(aco plY)ho p(z) | >y M. [ (ho pM)(2)]
Mg. Z;ZO hl | Z| karl

0

A CIN N

et

> (Mg a0 pl(2)).(ho pH) (2) | > M| (ho pM)(2) |
My 32, p R [0 0 pl(2) |

o,

AN VANVAN

ce qui permet de conclure. O
Le lemme suivant permet enfin de conclure a I’existence de solutions C'** a1’ équa-
tion 2.2.4.

Lemme 2.2.7. Soit D et p deuz fonctions lisses, avec D plate en zéro, et p(x) =

p'(0)z+e€,(2) ou p'(0) €]0,1[ et €, désigne une fonction plate en zéro, alors l’équation

f—Ffop=D
possede une unique solution f s’annulant en zéro, et définie sur tout intervalle V

sur lequel | p(z) |< p1. | z | pour un certain p; €]0,1[. De plus f est lisse.

preuve :
Le lemme précédent donne 'existence d’une unique fonction f de classe C* sur V,

nulle en zéro, et satisfaisant
f—=Ffop=D.
En dérivant cette expression, on s’apercoit que f’ est une fonction continue, s’annu-

lant en zéro, et vérifiant :
f—pfop=D.
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Applicant & nouveau le lemme précédent, on conclue alors que [’ est nécessairement
de classe C! sur V.

Ceci est la premiére étape d’une récurrence forte d’hypothése générique (P,)
définie par :

(P,) : f™ est une fonction de classe C* sur V., nulle en zéro, et solution d’une

équation de la forme
O = ()" f ™o p=D" — Qulps, fV o pZiZh,  (En)

ot Qn(ps, fW o p)}iéi’; désigne un polynome Q,, en les variables p; and f9) o p pour
1 <i<netl<j<n, ne contenant pas de terme constant, ni aucun terme de la
forme ap'.

Supposons (Py) satisfaite pour tout 1 < k < n, en particulier, f™ satisfait (F,)

otl toutes les fonctions mises en jeux sont de classe C', donc f(*+1) est C? et satisfait :
FOD — ()T o p = DY —(Q,u (i, f9) 0 p)1EEER) — g (p)" T ™ 0 p.

L’hypothése imposée a @, et p'(0) = fU)(0) = 0, pour tout 1 <iet1<j<n
nous assure que, dans cette derniére équation, le second membre s’annule en zéro ce
qui implique & la fois que "1 (0) = 0 et que cette équation satisfait les hypothéses
du lemme prédédent Ainsi £+ est nécessairement de classe C! sur V et on voit

aisément, qu’en posant

Quir (0, f9 0 NN = (Qulpi, F9 0 phZ20) = np ()" f ™ 0 p,

on obtient bien un polynéme @,y satisfaisant le propriétés recquises par (P,y1).

O

Remarque 2.2.3. On bien voit ici & quel point il devient technique d’obtenir des
résultats en classe C'™°, et ce, dés les petites dimensions. Les démonstrations qui pré-
cédent sont vraiment spécifiques au cas n=2, ot il n’y a qu'une seule fonction plate
€ & éliminer. Le probléme en dimension supérieure s’avére difficilement abordable,

nécessitant de toute évidence un cadre théorique adéquat.
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2.3 Signification géométrique des paramétres :

Dans cette section, II désigne une structure de Poisson, définie sur S' x R"

paramétré par (0, xy,...,x,), de la forme

IT= 00N ( Z uim,@@) + Z a; j2;x;0; \ 0x;.
i=1l..n 1<i<j<n
Les parameétres p; et a; ; qui apparaissent dans la forme normale sont tous des in-
variants de la structure de Poisson : plus précisément, que deux telles structures
de Poisson isomorphes au voisinage de I' ont les mémes a; ; et p; dans leur forme
normale. A cet égard, nous allons voir quelles interprétations géométriques 'on peut
donner & ces différents parameétres : la somme des p; est liée a la période du rotation-
nel le long de la courbe singuliére I et la droite engendrée par le n-uplet (pyq, .. ., ft,)
caractérise la linéarisée de la structure en un quelconque point de I'. Par ailleurs, les
{t;, couplés aux a; ;, décrivent la maniére dont s’organisent les feuilles symplectiques

le long de T'.

2.3.1 Période du rotationnel

Le rotationnel DqII pour la forme volume Q = dOAdxiA- - -Adx,,, ou (0,21, ..., x,)

désignent les coordonées de la forme normale, prend la forme suivante :

Dall =~ (Y w)oo+ > (Y aiy)om,.

1=1...n j=l.n 1=1l.n

Ce dernier étant défini & un champ hamiltonien preés, sa restriction a I' ne dépend
que de de II. Par ailleurs, 27/ """ | i; apparait comme sa période le long de I'. Ainsi,
comme nous ’avons indiqué en introduction, cette derniére est bien un invariant de

la structure.

2.3.2 Nature de la linéarisée aux points de I'

La structure linéarisée de II en un point de I' est connue pour étre un invariant
local de la structure, or, comme nous ’avons vu dans le lemme 2.2.1, cette derniére

est caractérisée par I'ensemble, {y1,...,1,} & une constante multiplicative preés,
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cependant, puisque la somme des p; est directement liée a la période du rotationnel,
cet ensemble devient, sans restrictions, un invariant du germe de II le long de T'.
L’ensemble {1, . . ., i, } décrit donc complétement, a un revétement a deux feuillets

pres, la partie linéaire de II le long de T'.

2.3.3 Description du feuilletage symplectique

Nous décrirons ici uniquement le feuilletage engendré par II sur Uouvert Pt :=
{(0,2) € S' xR"/x; > 0,Vi=1...n}, bien que le raisonnement présenté¢ permette
de décrire enti’erement le feuilletage de maniére trés satisfaisante : en effet si, pour
toute partie I de {1,...,n} on note P; = {(A,z) € S* x R"/x; = 0,Vi ¢ I}, on
remarque que Py est un sous-variéte de Poisson, du méme type que celui présemment
étudié, et que celle-ci se décompose de la méme maniére en P; avec J C I. En outre,
il apparaitra clairement au cours de cet étude que P' est I'une des composantes
connexes de l'ouvert régulier de II -lesquelles sont toutes isomorphes puisque les
réflexions (6, xy,..., 24, ..., xn) — (0,21, ..., —24, ..., x,) sont des morphismes de
Poisson- et que le complémentaire de cette partie réguliére est composé précisément
des Py pour I C J, I # J.

Pour mettre en évidence le feuilletage défini par IT sur P+, il suffit d’appliquer le

difféeomorphisme :
L: Pt — St x R"
0, 21,...,2,) — (0,Inxzq,... Inz,),
puisque
{0, Inz;} = pi{lnz;,Inz;} = a,,
dans les nouvelles coordonnées (que ’on notera (6,%X) = (0,7y,...,T,) = (0,Inzy,...,Inx,)),

la matrice (II; ;) des crochets de II est & coeflicients constants :

0 o
(IL ;) = M.l
(aiy)

Hn
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Notons p le vecteur (p1,...,p,) et 2s le rang de la matrice (a;;), le théoréme de
décomposition spectrale des morphismes anti-autoadjoints assure l’existence d’un
isomorphisme linéaire ¢ : R" — IR", dont on notera (¢; ;) la matrice, qui conjugue

(a;;) & une matrice du type

(0—1) o o
1 0

De plus, si p appartient a& I'm(a;;), on peut le choisir comme élément de la base
dans laquelle (a; ;) prend cette forme, ce qui nous incite & distinguer deux cas :

1" cas : si p € Im(a; ;)

En choisissant ¢ comme ci-dessus, le difféomorphisme (0, x) — (6, ¢(x)) conjugue

(IL; ;) & la matrice :

0 0 -1 0

0 (0-1) o
1 1 0

Ici, la matrice nulle, en bas a droite, est de rang n — 2s.
Notons (0, q1,p1,-- -, qs, sy Tass1, - - -, Tn) les coordonnées induites par ¢ o L, le

feuilletage est alors engendré par 00 + 0qy, Op1, Oqa, Opa, . . . qs, Ops, de sorte que ce
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feuilletage n’est pas parallele a S* x {0}, laissant apparaitre un phénomeéne d’holo-
nomie le long de I'. L’ensemble des feuilles est paramétré par (qi, Tosi1,--.,Tn) €
[0, 2 [xR™2*.

De plus, si Fg, #9011,....3,) désigne la feuille par le point (0, ¢1,0,...,0, Tosy1,...,Ty) €

St x R", alors F(g, ss.11,..0n) €St paramétrée par (t1,. .., 1) :

f(Q1,9~023+1,-..75n) = {(expitl, qr1+t1,ta,ts, ..., tag, :i‘25+1, .. ,i‘n) € 51XRn/t1 coutos € ]R},

Dans les coordonnées de la forme normale, il apparait ainsi que la feuille F,, ..

par le point (x1,...,z,) admet un paramétrage de la forme :
F(:rl,...,xn) = {(eit1>$iezj:1"‘2s ¢i’jtj)i:1...n) € P+/t1 ce. t2s S ]R}7

ol (1; ;) désigne la matrice inverse de (¢; ;).
2" cas : sip ¢ Im(a; )
On suit le méme raisonnement : L définit une carte sur P+ dans laquelle la matrice

(IL; ;) est conjuguée par un isomorphisme linéaire ¢ a la matrice

0 0 0 -1
0 -1
O
1 0
-1
O
0
1 0
0 0 0
Dans les coordonnées induites par ¢oL , que 'on note (0, q1,p1, - - -, s, Ps, Tasi1, - -

le feuilletage est engendré par 06, 0q1, Op1, 0qa, Opa, . . . 0qs, Ops, OTos11, 1l est ainsi
parallele & la sous-variété S' x {0} et il n’y a pas d’holonomie dans ce cas.
On note Fz,, ., ., la feuille par le point (0,...,0,Zosta,...,%,) € ST x R", et

on a :

Flanernmin) = L€, 81, .. tag, Tosi1 = tosi1, Tastas .., Tn) € PY [t .. tasy1 € R}
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Dans les coordonnées de la forme normale, on note Fi,,, . .y la feuille par le point

(x1,...,x,), elle admet donc un paramétrage de la forme :
F(xl,...,xn) = {(eito’ (xiezjzl”'2s+1 qm’jtj)z‘:lmn) € P+/t0 - t25+1 - ]R},
ot (¢;,;) désigne la matrice inverse de (¢; ;).

Remarque 2.3.1. Ici, on parle d’holonomie, ce terme est a prendre au sens des
feuilletages singuliers. Dans [Ferl|, 'auteur définit plusieurs types d’holonomie pour
décrire le voisinage d’une feuille symplectique. Ici, on travaille au voisinage d’une
courbe de singularités. Cependant, I’étude précédente montre qu’étant donnée une
feuille voisine de I', il est possible de relever tout chemin fermé inclus dans I' en
un chemin inclus dans cette feuille. Ce dernier n’est alors pas fermé si on se trouve
dans le premier cas précédent, laissant apparaitre le pénomeéne d’holonomie dont il
est question.



Chapitre 3

Structures de Poisson au voisinage

d’une feuille symplectique

On sait depuis longtemps (|[We3|) que, si S désigne une feuille dans une structure
de Poisson II, et N une variété transverse a S en un point quelconque x de S,
IT induit, sur un voisinage N de z dans N , une structure de Poisson V nulle en
x, dite structure transverse. On sait de plus que cette structure ne dépend pas,
a isomorphisme prés, du point x de S choisi, la classe d’isomorphisme de cette
structure est donc un invariant de Il au voisinage de S. Cependant, cet invariant
reste de nature locale : il ne donne des informations sur le feuilletage symplectique
qu’au voisinage de .

Plus récemment, la notion de connections de Poisson, développée par R. L. Fer-
nandes dans [Ferl]| lui a permis de définir proprement I’holonomie de Poisson autour
d’une feuille, et d’en tirer ’équivalent en géométrie de Poisson du théoréme de sta-
bilité locale de Reeb. Il en dégage aussi des classes caractéristiques secondaires, les-
quelles sont des invariants algébriques semi-locaux de Poisson. Dans |Fer2|, il étend
toutes ces notions aux algébroides, objets intimement liés aux structures de Poisson.
Un type plus géométrique d’invariants semi-locaux a été découvert par Crainic et
Fernandes dans [Cr-Fer| : la monodromie, associé¢e aux feuilles d'un algébroide (donc
d’une structure de Poisson), qui permet d’obtenir des obstructions a l'intégrabilité

(en termes de groupoides) des crochets de Poisson.

Dans ce chapitre, on prendra le point de vue de Vorobjev : dans un premier temps,

33



34 Structures de Poisson au voisinage d’une feuille symplectique

nous rappellerons le formalisme qu’il a développé dans [Vo| pour décrire IT dans un
voisinage d'une de ses feuilles .S, nous utiliserons ensuite ses critéres d’équivalence
pour simplifier au maximum ’expression de II dans le cas ot la structure transverse

est semisimple compacte.

3.1 Tenseurs de couplage

Dans un souci évident de clarté, il me semble indispensable d’exposer les détails
de I’étude réalisée par Vorobjev dans [Vo|, ceux-ci n’apparraissant pas explicitement
dans son article. Dans la suite, II désigne une structure de Poisson lisse, définie au
voisinage d’'une de ses feuilles S dont nous supposerons qu’elle admet un voisinage
tubulaire. Nous travaillerons uniquement dans ce voisinage tubulaire, on considérera
donc que II est une structure de Poisson définie sur E, espace total de dimension
2s +n d’une fibration vectorielle p : £ +—— S, et dont S est une feuille de dimension
2s.

3.1.1 Notations et définitions de base

Nous n’utiliserons que partiellement les notations introduites par Vorobjev, en
particulier, nous noterons Ver = kerp, le sous-fibré, dit vertical, de TE, et X(.S)
(respectivement X'(.S)) 'algébre des champs sur S (respectivement sur E).

Par forme de connexion I', on entend connexion au sens d’Ehresmann, c’est a dire
un tenseur I' € Q'(F) Qe (s) P(Ver) tel que

F(Xv) = XV \V/XV c p(Ver).

Une telle connexion n’est autre qu'un projecteur TE —— Ver, par suite, elle est
équivalente a la donnée d’un sous-fibré, dit horizontal et noté Hor, complémentaire
de Ver dans T'E (il suffit en effet de prendre Hor = ker I') ou bien a la donnée, pour
tout X € X(B), d’'un relévement horizontal (pas forcément linéaire en les fibres),
que nous noterons systématiquement hor(X), satisfaisant p,hor(X) = X. Pour une

telle connexion, la courbure est notée Curvr(u,v) = [horu, horv] — hor|u,v], et O :

QF(S) Qe () CF(E) — QFL(S) Qo (s) CF(E) désigne opérateur de dérivée
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covariante associé a I', défini par :

(Ora)(uo, uy, . .., ug) = Zfzo(—l)i[,hor(ui)a(uo, Uy ooy Uiy ooy Ug)

+Zogi<j§k(_1)i+ja([uiuuj]7u07u17 . ,ﬂi, e ,ﬂj, e ,Uk)-

(3.1.1)

Notons II* désigne le morphisme naturel II* : T*E +—— TE, et Ver® C T*E I'annu-
lateur de Ver. Il étant non-dégénéré sur S, on peut toujours choisir £ de sorte que

IT soit horizontalement non-dégénéré, c’est-a dire satisfasse les conditions :

F(Ver®) NVer = {0}
(3.1.2) dim I (Ver?) = dim S
ImlT = TS

En effet, IT*(Ver?) est une distribution C*° (voir [Sus|), non intégrable en général,
son rang ne peut donc qu’augmenter, or il est égal & 2s sur S, donc maximal puisque
forcément inferieur ou égal a dim(Ver?) = 2s. Quitte a restreindre E, on peut donc
avoir la premiére condition, Ver et II(Ver?) sont alors deux sous-fibrés de TM en
somme directe le long de .S, quitte & restreindre & nouveau F la seconde condition est
alors aussi satisfaite. Nous allons voir que toute structure de Poisson horizontalement
non-dégénérée sur F est équivalente a une donnée géométrique, suivant 1’appellation
de Vorobjev, c¢’est a dire un triplet (I', V, F) ou :

~ V€ p(A*Ver) désigne un 2-tenseur vertical,

— I' est une forme de connexion sur F,

- F e (9 Qe (5) O (E) est une 2-forme non-dégénérée sur S & valeurs dans

o=(E),

satisfaisant certaines conditions de compatibilité.

Nous verrons plus tard que la manipulation de données géométriques, plutot que
de tenseurs, s’avere treés efficace dans I’étude d’une structure de Poisson au voisinage

d’une feuille donnée.

3.1.2 Description de II comme donnée géométrique

Le premier résultat de Vorobjev consiste & décomposer II sous la forme d’une

donnée géométrique :
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Proposition 3.1.1. [] existe une correspondance biunivoque entre 2-vecteurs hori-

zontalement non-dégénérés sur E et données géometriques.

preuve :
Etant donnée un 2-vecteur horizontalement non-dégénérée I sur E, les conditions

3.1.2 assurent que :
Hor = II*(Ver?)

détermine un sous-fibré complémentaire de Ver dans TE qui permet de définir
une connexion I'. On obtient ainsi une décomposition en somme directe : TE =

Hor & Ver, dont I" est la projection sur le second facteur. On pose alors
V= T"(1),
qui n’est rien d’autre que la partie verticale de II. Enfin, si 'on note :

I, = I’

|[Ver0>

on voit que les conditions de non-dégénérescence horizontale 3.1.2 imposent a f[ﬁH
d’étre un isomorphisme sur son image.La 2-forme F € Q*(S) @ g (5) CF(E) peut

donc étre définie en posant :
Fug, ug) := — < (II,) " hor(uy), hor(ug) > Yuy,uy € X(S).

La situation s’éclaircit nettement lorsqu’on la décrit localement : considérons
(x1,...,T25) un systéme de coordonnées locales sur un ouvert trivialisant U de S
pour E, et (yi,...,y,) de coordonnées sur les fibres au-dessus de U. Sur p~!(U), 11
prend la forme :

2s n
(3.1.3) II= Z HZX Ox; A\ Ox; + Z 2kayaxi A Oy, + Z HkY,layk A Oy,

7j

ii—1 i=1...2 -
I hetim k=1
s X TIXY 1Y o0 . " X _ X
ou I, I, 1, € C (E) pour tous i, j, k et [, et avec les conditions I, = =117,
Y _ Y
et Hk,l —_— _Hl,k'

Avec ces notations, on voit que :

Hor = IF¥(Ver?)
= Vect {32, 5, 20550 + 30y, 2005 Oye, i =1...2s},
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mais II étant horizontalement non-dégénéré, la matrice (Hfj)” est inversible, et on

-1 . L
a, en notant H;Xj les coefficients de sa matrice inverse :

Hor = Vect {Ox; + Dot 2sh—1..m Hz{(j_lnﬁfayk’ i=1..n}

N L X 1l xy . N .
ot By := ;- 9. Hi; 17 . Ainsi, les relévement horizontaux prennent la forme

suivante :

hor(0z;) = 0z + Y BirOys.

k=1..n
Pour I'écriture locale, il sera cependant plus pratique dans les calculs de les noter

X; := hor(0x;) Vi=1...2s.
Revenant a la forme locale (3.1.3) de II, on peut facilement calculer que, si on

pose pour tous p,g=1...n:

1
V=110, — 5 > B = B I

[=1...2s

on a :

(3.1.4) II = Z Hf]XZ VAN Xj + Z Vk,layk A ayl.

i,j=1...2s k,il=1...n

Ceci correspond localement & la décomposition globale de II suivante :
(3.1.5) M=1g+V,

oully =II-V = Zz‘j:1...25 Hfiji A X est un 2-vecteur horizontal. Le tenseur V

s’écrit donc localement :

V= Z Vi 10y A Oy,

k,il=1...n

et la 2-forme F s’exprime comme :

1 _
F (0, 0)) = 511 g

Réciproquement, comme le montre cette étude locale, toute donnée géométrique
permet de construire un 2-vecteur horizontalement non-dégénéré. Je référe le lecteur
intéressé par une formulation plus canonique de la construction du 2-vecteur II &

partir de la donnée géométrique (', V, F) a [Vo|. O
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Proposition 3.1.2. Soit II un 2-vecteur horizontalement non-dégénéré sur le fibré
E et (I, V,F) la donnée géométrique correspondante. Alors 11 est de Poisson si et

seulement si

orF = 0, (1)
Curvr(u,v) = VHdF(u,v)), )
‘Chor(X)V = 0 VXe X(S), (ZZZ

[V, V] = 0. (iv

preuve :

Le fait que II soit de Poisson se traduit par ’équation [II,II] = 0, suivant I’étude

précédente, on développe donc :

IL,11] = 0

— 0 = [Zi,j:L..zs Hz{(in NXj+ Zk,l:l...n Vu,w0Yu N Oy,
Zp,qzl...zs Hiqup NXq+ Zu,v:l...n VieaOyi N\ 3yl}
— 0 = [Zi,jzl...Qs Hz{(in N X, Zp,q:l...Qs Hg)aqup A Xq]
+2 [Zi,j:l...Zs Hi),(in ANXG, D k=1 m ViiOyr A ayl]
+ [Zu,v:l...n VuuwOyu N Yo, o1 ViiOyi A O]

Dans cette expression il est clair que

|:Zu,v:1...n Vu,vayu A ay”’ Zk,l:l..,n Vkvlayk A ayl:|

oV,
=4 Zl§u<k<l§n (fukl Yotim Vu,vﬁ) Y N Oyx N Oy1,

reste & évaluer les autres termes.

On calcule donc dans un premier temps :

[ Z L5 X5 A X, Z I X, A X,]

4,j=1...2s p,q=1...2s
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= Zi,j,p,q:l..Qs [HXX N X; HX X, /\Xq}
= Diipamteas XN X, HX Xp] A Xq = I0 X, A IS XG A X5, X

= D iipq=l.2s HXX A [XG I X)) + [HZX-X,-,HXqXp] A Xj> N X,

/\

HX Xp A (HXX NIXG, X + [Hi'Xin,Xq] /\Xj)

2]

L 1) ,J7 P4 q

+ (IG5 (Lx I ) X, — T, o (K Lo I1Y) X + ILSTLY (X, X])/\Xj)AX

—ILX, X, A (Hfiji A X, Xo) 4+ (TS, Xo] — (£, 115)X0) A Xj)

©J7TP.q

- Zi,j,pg:l...?s (HX (Lx;, HX )X AN Xy A X+ XTI, X A (X, X)) A Xq>.
Dans cette expression, on calcule que

X5, X%, = [0x;+ Y Biadye, 0z, + Y Bpudul]

k=1...n I=1..m
= Z [axﬁﬁp,layl] + Z [6j,kayk7a$p] + Z [ﬁj,kaykaﬁp,layl]
p=Ll..n k=l..n kl=1..n
0 0 0 0
= Z aﬁ;ﬁlayl 8i]l Yp + Z Bik ﬁplayz Bp.i ﬁ]kayk
I=1..n J ki=1..
0 00; 0 0
(3.1.6) = Z ( 8ipil Bj By, + Z ﬁ]k ﬁpl — By ﬁ]l) o)
I=1..n J ki=1..

et en réinjectant, on en déduit que

[ mixoAX;, Y X, AX]

1,j=1...2s p,q=1...2s
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= 4 Zi,j,p,q:l...Qs H‘X'<£X'H)fq)Xi N Xp N X

XX OBps 0B854
Hwnpq(Zl:l...n dx;j ozp

%) )
+Zkl 1. nﬁ]k égypkl ﬁpk ﬁ]l)Xi/\Xq/\ﬁyl

4 Zl§i<p<q§25 (ﬁ-,s,t 23:1...25 Hz{(j(EXj Hﬁq)) Xi N Xp A Xq

X 17X (9Bpu _ 9B
_421§i<q§2s lel...n (Zj,pl..nQHzgnpq< = 8;1)

Yk Oyx

+ ZkZl.‘.n ﬁj7k% - ﬂp,k 05,1 ))X1 A Xq A 8yl

Dans un second temps, on calcule :

[

= Zi,j:l...Qs Zp,qzl..
= Zi,j:l...Zs Zp,qzl..

= Zi,j:l...Qs Zp,qzl..

= Zi,j:L..QS Zp,q:l...

= Zi,j:l‘..Qs Zp,qzl...

3

3

Z HX Xi N X, Z Vp.qO0Yp A 8yq]

1,J=1...2s p,g=1...n

[ILX X5 A X5, V,00up] A Oyq — VpoOyp A IS X5 A X, Oy,
IS X0 A [X5, V000 + 155X, V000 /\Xj> A Oy,

A

~Vp.aOYp N (HXX A [ X5, 0yq] + [T X5, Oy,) A Xj>
(HXX /\ EXij,q)ayp + Vp,q[Xjaayp])
+ Z](‘CX Vo.a)OYp — Vpg ayz X+ V1Y [Xl,ﬁyp]) j) A Oy,
_Vp’qﬁyp A <Hi(JX’ A [Xj7 83/(1] + (Hl)f] [Xiy ayq]
anff] ) A Xj)
HZXJ (Lx;Vpg) Xi A Oy N 8yq + Hfjv X A [ X, 0yp] A Oy,
+Hi(j (Lx,Vpg)Oyp N Xj N Oyp — qu By, I X N XA Oy,
+V, oIS (X5, Oyp) A X A Oy — VMH 8yp A X A X, Oy,
~Vpl150yp N [Xi, Oyg) A X + 81 quayp/\X AX;

ALY (Lx, Vp,g) Xi A Oyp N Oy + 2V g 8”X A X; A Oy,
+4H52Vp,qXZ A (X5, Oyp| A Oy,
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Dans cette expression, on calcule que

[va a?/p] = [axj + 27 1 B30y, 83/17}
n 0
= — D ﬁ”(‘)yl,

et en réinjectant, on en déduit que :

Z Z HXV 4 Xi N [X, 0yp] A Oy,

i,j=1...2s p,g=1..n

08,
= Zi,j:l...Qs Zp,q,l:l...n Hz{{jvpﬁq ay]pl Xi N Oy N\ Oy
08,
Zi,j:l...2s Ep,q:l...n (Zl:l...n Hi),(jvl,q a;lpl )Xi A Oy, N Oy,

On a donc :

[ Z HXX N X, Z V. OYp N 8yq]

i,j=1...2s p,q=1...n

9 J,P
= Zi:l...Qs Zp,q:l...n Zj:l..,Qs (41—152‘([’& Vp,q) +38 Zl:l...n Hz{(jvlﬂl gyz )Xi A 8yp A ayq

n oIy,
+ Zi,j:l...Zs Zp:l...n Zq:l Wy q ayq] Xi N X; A\ Oy,

9Bjp
= Zi:l...2s Zl§p<q§n Zj:l..]s <8Hi{] (‘CXj Vp,q) +38 Zl:l.. n HX Vl,q aﬂyl

=831 IV aﬁj’q)Xi A Oy, N Oy,

Y ay
+Zl§i<j§25 Zp:l...n ZZ=1 8Voq a”X N X A Oyy
= 21:1...25 Zl§p<q§n Zj:l...2s ( i,j(ﬁXjVP#I)
9B,
+Zl:1...n Hi(j (Vlvq 8;[;7

onrX,
+ Zl§i<j§23 Zl:l...n EL SVM 6y: Xi A Xj A Oy,

POy,

Y f"’jﬂ)xi A Dy A Dy,

et on peut conclure notre calcul : le tenseur I est de Poisson, [II,II] = 0, si et
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seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

e

(I) Vi,p, q= ]- cee 25 fi,s,t Zj:l...?s HEE(EXJHi){q) = 0
.. 9B, 0By, 0B, 0By,
(]I) \V/Z, J = 1...2s Zp,q:l...n H;X,Z7qu< ampl - 8qu + Zk:l...n ﬂpvk’ 8ykl ﬁka Bykl)
n LY,
Vi=1...n + 2 ko1 Vit =0
(III) Vi=1...2s > it (Hgfj(cxjvp,q)
9Bj.p 98j,q —
Vp,gq=1...n + 21:1.. n HX (Vl,q a;l - Vl,pa_yl)) =0
Vg _
L (]V) \V/U,k?,l:]_n fuklZUln UV By, = 0.

Il s’agit a présent de vérifier que ces quatre conditions correspondent bien & (7), (i),
(i11), et (iv). On voit d’ores et déja que (IV') est bien équivalente a (iv), c’est-a dire
[V, V] =0.

Par C°°(5)-bilinéarité, OpF = 0 si et seulement si, pour tout x € F, et pour tout

matrice inversible (P ;);;, on a :
F( Z P, ,0x,, Z P; 0z, Z Py 0z, )(x) =0
p=1...2s q=1...2s r=1...2s

Soit donc z € E fixé, on prend alors (PZ-J)” = (I (x))ZXJ (autrement dit, II; ;(x))sont

’

considérés comme des constantes réelles), on a alors :

8p]-"( > IS ()0, Y TN (2)01,, Y Hﬁr(x)axr> (z)

p=1...2s q=1...2s r=1...2s

= f | (ﬁz,, i exF (D T (0070, 3 Hif,r(x)axr))(x),
(4,p),(4,0), (k)

q=1...2s r=1...2s

en effet, dans I’équation (3.1.1), définissant OpF, les termes

j—“<[ >IN ()0z,, Y I (x)dz,], Y I, 9%«)()

p=1...2s q=1...2s mr=1...2s

s’annulent puisque les crochets [> I ()0, 32—y s 113 ()0 y sont nuls,

p=1...2s
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Ainsi :

@f(zmlgg1<>m%lezg1<>&@zhph%m§@ma)u>

= $ik Lpgrtzs W (@I ()11 () L x, F (9, Oy ) ) ()

- fzyk Zp,q=1-~2s pr(x)ﬂfq(w) Zr:l...Zs Hi{r(it) (ﬁXp 1HX _1) (1’)
- éfljkzpq 1..2s X( )HX( ) e, 23H§r ( (EXpH?r(x )(55
- 2 fwkzpr 1..2s ”LP( )(ﬁXpHi(r( ))(CE) Zqzl. 25 HX( )Hé(r 1(:10)
—2 56”1@ Ep=1...2s (ﬁXpnéc] ) (),

et on voit que :

8p]-"—0 < f Z EXprj )ZO

p12s

Ce qui correspond bien a I’équation (7).

A présent, traduisons localement la condition (iv) :
Curvr(u,v) = VH(dF(u,v)).

Comme précédemment, pour z € Ej fixé, on considére (IIY(x)) ; vue comme marice

a termes constants, comme elle est inversible, la condition (iv) est équivalente a :

Vee FE, Yi,j=1...2s,
Curvr (Zpl...Zs I (@)02p, 3 g6 qu(z)@xq) )
— v (dF(szl...zs ()02 2. 2 qu(x)axq)) )

Calculons le membre de gauche de cette derniére expression (rappellons que les

crochets [X,, X,] sont donnés par la formule 3.1.6) :

= CUTUF(Z;J 1. 25H (I)&"Cpan 1.2 1 ( )8xq)( )
= s I ()T (2) [ X, X (2)
—x@$%w%wﬁﬂﬁgﬁngmmﬁlmﬁymw
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On calcule ensuite le membre de droite :

= P dF(Zp—1 2 1175, (2) 0y, D gt 1l (x)@xq))( )

V(S I ()T <>df<aa:p,axq>)<>

- Zp,q:l-ﬂs Hi(p(x)HX (a:)Vﬁ( dH X 1)(@ -1

= Zp,q:l...Qs HX( ) ( )Zkl 1...2s QVkl( )718H8y (Qf)ayl
) X

- vaqzl---% ip qukl 1om Vhi gyk ( 391

onxX,”
= Zp:l...Qs Zk,l:ll..n Hi,pvk,l Zq:l...2s ]Xq By (x)ayl
oX
= Zp:l...2s Zkz JI=1.n Hz pvk’ l Zq:l...2s J . HX ( )ayl

oTIX

= Zkl L. an 1.. QSXVkl aykq Zp=1...25 HszH;(q (:c)@yl
= Zkl 1. ndl Oyx 2 (2)0y.

On voit que

Curvr(u,v) = VH(dF (u,v))
Vi,j=1...28,Vi=1...n

X 11X [ 9Bq 851 08,1 9Bp,1
— Zp,q:l...Zstijq( qp — B2 +Zk 1l..m Pk - _6q,k 6;,9)

Oy,
X,
17.7 —
+ Y0 Vi 5 =0,

ce qui correspond bien a l'équation (I7).

On calcule enfin 'expression locale de la condition (iii) :

ﬁhor(x)v =0 VX e X(S), (’LZZ)

Ehor(X)V =0 vX - X(S),
<  Lpor@z)V = 0 Vi=1...n
— [X,V] =0 Vi=1l...n
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11 suffit donc de calculer :
[ X, V]
= [Xi, Zp,q:l...n Vi,aOyp N Oyy]
= Zp,q:L..n[Xia ViaOYp) A 0Yy + Vi a0yp A [ X3, Vg OYp, 0y,
= Zp,qzl...n (CXi Vp,q) Oyp N OYq + 2Vp 4[Xi, Oyy] N Oy
= Zp,q:L..n (ﬁXin,Q)ayp NOYg+23 521 Vp,q%ﬂ_ﬁﬁyk NYp

9Bi, 9B,
= Zl§p<q§n (2 (‘CX’LVP:Q) +2 ptn Yok Bykq — Vi aykp)ayk N Yp-

Par inversibilité de la matrice (IL}\;); ;, la condition (iii) est donc bien équivalente a
(I11), et la proposition démontrée. O
Dans la décomposition 3.1.5, le tenseur I15 n’est pas de Poisson en général, cepen-

dant, les calculs que 'on vient d’effectuer permettent d’énoncer le résultat suivant :

Proposition 3.1.3. Soit II une structure de Poisson horizontalement non-dégénérée

sur un fibré vectoriel, de donnée géométrique (I',V, F). Dans la décomposition 3.1.5 :
I =1Igz+YV,
le 2-vecteur Iy est de Poisson si et seulement si I' est sans courbure.

preuve :

Avec les notations de la démonstration précédente, on a calculé que, localement :

[HHa HH]
- [Zi,j:l..zs H%),(in N Xj7 Zp,q:l‘.ﬂs H;qup N Xq}

1D S 9 D ISR R e
AT icn Dionn Sy 2 (-

+2 ket Bjﬁk% - 6p7kaaij: ))XZ A Xq A Oy,
= —4 Zl§i<q§25 Zl:l...n (Zj,p:l...n 21‘[521‘[;{(1 (8665}1 B %@:

0] 08
+ Zkil...n ﬁj,k% - Bp,k 8%: )> Xz A Xq VAN ayl,

la derniére égalité ayant lieu car Il est supposé de Poisson.
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Par inversibilité de (Hsz), on voit ainsi que IIy est de Poisson si et seulement si,

pour tous j,p=1...2s:

aﬁp,l . aﬁjJ A aﬁp,l - Gﬁj,l o
l:zl:n( ov; O, )0y + k 1221: n(ﬁ],k o Bk e )Oy, =0,

or cette derniére expression correspond précisément au crochet [X;, X,| (voir la
formule 3.1.6). O

Ce résultat est I'équivalent semi-local du local splitting de Weinstein (voir [We3]),
lequel cependant est toujours vrai. Dans le cadre semi-local, il fait déja apparaitre
la condition nécessaire qu’un voisinage tubulaire de S doive admettre une connec-
tion sans courbure. Nous verrons plus tard dans la proposition 3.3.1 sous quelles

conditions on peut conclure a 'existence d'un tel splitting.

3.1.3 Homotopie de données géométriques

Le résultat qui suit donne des conditions sous lesquelles on saura homotoper
deux structures de Poisson ayant méme partie verticale V. Avant cela, précisons les
notation suivantes : étant donné ¢ € Q'(S) Q¢ (s) C>°(E), on construit un tenseur,
noté V4(do), € Q' (E) ®ce(ry p(Ver) en posant :

Vo e E\VX € T,E, VHdp)n(X) == Vi(d0(p, X)) € Ver,.

On peut facilement voir que cette définition point par point assure la C*(FE)-
linéarité. Par ailleurs, étant données ¢q, g € Q(S) ®ceo(s) C(F) deux 1-formes

sur S a valeurs dans C*°(F), on définit une 2-forme sur S a valeurs dans C*(F)
{é1, g2}y € Q*(S) ®cee(s) C°(E) en posant :

{1, G2}y (ur, ug) = V(dpr(ur), dpo(uz)) — V(do(ug), dpa(ur))  Vur,ug € p(S).
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Proposition 3.1.4. Soient deux structures de Poisson, II et II', horizontalement
non-dégénérées sur un fibré vectoriel E au-dessus d’une base compacte S, de données
géometriques respectives (I', V, F) et (I", V', F’). Supposons que Il et II" ont méme

partie verticale et coincident sur S :

y =Y
F/(ulau2)\5 = f(u17u2)|5' Yuq, us € p(S).

Sil existe une 1-forme a valeurs dans C*(E), ¢ € QH(S) @cee(s) C°(E) telle que :

I — T —Vidg),
Fo= f+ar¢+%{¢7¢}V7

alors il existe des voisinages U,U' de S dans E et un difféomorphisme ® : U —— U’
tel que

oI = 1T

b = Ids.

preuve :

Un préliminaire consiste & montrer que ’on peut se ramener au cas ot
b(u)s =0 Vu € p(S).

ou S est vue comme la section nulle de E. Pour cela, il suffit de remplacer ¢ par ngﬁ
définie par

b(u) = 6u) — d(w) op V€ p(S).
Puisque ¢E(u) s’annule clairement sur 9, il suffit donc de montrer que ¢ satisfait aussi

les conditions de la proposition, or pour tout X € T'F,

~ ~

Vi(do)n(X) = VHdp(p.X))
= VH(d(¢(p.X) — ¢(p.X) o))
= VH(do(p. X)) = V(dop(p.X) o p))
= Vﬁ(dﬁb(p*X))'

I1 est facile de voir que, pour les mémes raisons, on a aussi

{an QAS}V = {¢a ¢}V>
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il reste donc a calculer que, pour tous uy, us € X(S), et tout z € £

Orp(ui, uz)(2)
= Oro(ur, u2)(x) = (Lnoru)@(u2) © p) () + (Lnor(uy) @(u1) 0 p) () — ¢([us, us]) o p(2)
= Ord(uy, uz)(z) — (E;W () ®(12)) © p(z) 4 (Lnor(us)®(11)) © p(x) — ¢([ur, uz]) o p(z)
= Oro(uy, up)(w) — 8F¢(U1,U2) p(x)
= Or¢(u1, uz)(z)

Quelques précisions sur ce calcul avant de continuer : la seconde égalité a lieu car
hor(u;) sont des champs de vecteurs p-projetables et ¢(u;)op des fonctions basiques,
pour la derniére égalité, il suffit de voir que les conditions ]:\/s = Fig et F' =
F + Or¢ + %{qf), ¢}y impliquent que Or¢ o p = drys = 0.

Construisons maintenant une homotopie entre les tenseurs IT et IT’ : on note, pour

t € [0,1], II; le tenseur dont la donnée géométrique (I'y, V;, F;) est définie par

Vt - V
E = F+ tar¢ + %{Qsa ¢}V7

on a ainsi Iy = IT et IT; = IT.

Puisque F;j est non-dégénérée pour tout ¢ € [0, 1], il existe un voisinage F, de
S dans E sur lequel unique F; est non-dégénérée pour tout ¢ € [0, 1]. Nous allons
commencer par montrer que, pour tout ¢ € [0, 1], IT; définit une structure de Poisson
sur Fj : bien que cela puisse apparaitre comme une conséquence de la proposition,
ce fait va nous étre utile dans la suite de la démonstration. Pour cela, on utilise les

conditions données par la proposition 3.1.2. On a d’ores et déja
[Vta Vt] = 07

de maniére évidente puisque, pour tout t € [0,1], V; =V lequel est de Poisson.
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Notons, pour tout ¢ € [0,1], Hor, := kerT'; le fibré horizontal associé a II, et,
pour tout u € X(S), hori(u) =X —T'y(X), o X € X(F) est quelconque vérifiant

pxX = u. On a alors bien :

Lhoriw)Ve = Lx_r,x)V
Lx-r(x)+tvi(de), (x)V
= Lporw)V + tLyxag),(x)V
= Lhoru)V
= 0.

Ensuite, on doit vérifier que, pour tous wuy, us € X(S) :

Curor, (ug, us)
= Ty([hory(uq), hory(us)])
I ([hor(ur), hory(us)]) — tVF(dg)p ([hore(ur), hory(us)])
L ([hor(ur) + tVH(dg(uy)), hor(ug) + tVH(d(us))]) — tVH(do([ur, us)))
I ([hor(ur), hor(ug)]) + T ([hor(ur), V¥ (dd(uz))]) +tT (VA (dé(wr)), hor (us)])
+22T (VH(dp(ur)), VA (dp(uz))]) — tVH(dp(ur, uz))
= Curvr(uy, ug) + tV* (Ehor (u1) dqbuz) —tV! (Ehor(w)dgbul)
+5VA({, S} (un, un)) — tVH(d([ur, ua)))

= Vﬁ (df(ula UQ)) + tvu (‘Chor(u1)d¢u2 - Lhor(uz)d¢u1 - dgb([“h UQ]) + %{gba ¢}V(u17 UQ))

= VH(dF (ur, uz) + tOrd(uy, us) + 5{6, ¢hv(ur, uz))
= Vi (dFi(u1,us))

Enfin, on doit vérifier que, pour tous uy, ug, uz € p(B) :

Or, Fi(uo, ur, ug) = 0.
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Or on calcule que

al—‘tft(u()a Uy, U2>
fo,m Ehort(uo)}_t(uhuﬂ — Fi([uo, ur], uz)

fO,LQ Ehor(uo)—&-tvﬁ(d(ﬁuo) ((‘7: + tar¢ + §{¢7 ¢}V) (uh U?))

- (J—" + 10,0 + 2{o, ¢}v) ([wo, ua), u2)

- 560,1,2 ‘Chm“(uo)f(ub UQ) - ‘/T([uoa ul]? u2)
+1 f0,1,2 Ehor(Uo)aFQb(ulv us) — Ord([uo, ur], us)

1o Lvigsuo (f (u, Uz))
+§ §0,1,2 ﬁhor(uo) ({Cb, ¢y (ui, Uz)) — {9, o}y ([uo, 1], uz)
+t? f0,1,2 EV”(dmo) Iro(uy, U2))
+§ 550,1,2 EV”(ddmo) {0, d}v(us, UQ))
= arf(u()aulaUQ) +tor anQS(UO,Ul,Ug)
—t fo 1,2 ﬁvﬁ dF(u1,u2) (dcbuo)
+%8F{¢7 (b}V(uO; Uz, u2) +t2 §07172 Evﬁ(dd)uo) (8p¢(u1, uz))
+§ 560,1,2 EW(dcﬁuo) ({¢7 oty (u, Uz))

Dans cette derniére expression, on a, par hypotheése drF = 0. D’autre part,
puisque
VH(F(uy, ug)) = Curvp(ug, ug),

il suffit d’appliquer la seconde identité de Bianchi qui nous dit que, pour une connec-

tion quelconque :
Or 0 Ord(ug, u1, ug) = L Curvop (uruz) (d¢7~60>
0,1,2

ce qui montre que les deux premiéres lignes s’annulent. La derniére s’annule aussi,

comme conséquence directe de l'identité de Jacobi pour V. Il reste donc a vérifier
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que 'avant-derniére ligne s’annule bien. On calcule donc
t? 550,1,2 ﬁV”(ddmo) (8p¢(u1, Uz))

= fo,m [Vﬁ(d@m)a [hOT(U1)>¢U2” - [Vﬁ(dﬂmo)a [hOT(U2)7¢U1H - [Vﬁ(dqbuo)@[ubuz]]
= 2§ 1 210U0: Lior(u) Pz} — {duo, Lor(us)dur} + {lur, us], duo}”

= 5&0’172{925“2’ Lhor(uo)@t1 }¥ = {0, Lior(ue) P2} + 3{0, o}y ([ur, ual, uo)

=t §0,1,2 _Lhor(uo){¢v P}y (ur, uz) + {b, o}y ([uo, u1], uz}

= —5(00{6,0}v) (o, wr, us).

ici, { , } désigne le crochet de Poisson induit par V sur C*(E). Ce dernier calcul
finalise la preuve que II; est bien de Poisson pour tout t € [0, 1].

Construisons & présent le champ de vecteurs X! sur Ejy destiné a tracter les
structures II; : ce dernier, comme cela est rappelé dans I'annexe A doit vérifier
I’équation :

d
dth + ‘CXth — 0

Commengons par calculer %Ht, on note X! = hor;(dx;), et on a :

a1, = %ZJ 1o T XT A X
_ d 1Tt t t t d t t t t d t
= Zi,j:l 2 gl ;X A X —|—H”th NXG+IL XD N 43X
_ d 4
Z” 198 dth Xt A Xt + 2Hfjtht /\ Xt
Le formalisme utilisé ne permet pas de calculer facilement Hi, ; & partir de JF;, puisqu’
il faudrait inverser la matrices de ses coefficients. On peut cependant avoir recours

a 'astuce suivante : puisque pour tous 7,7 € 1...2s, on a :

;=2 Z I I,
i',j'=1

<t - / / .
ot Fj, ;, désigne JF;(dz;}, 0x’;), on observe que :

e
= 2300 T F /+2Z o g Iy 42300 Hudt 05 5o For e
- sz, (I L, Z, LTI 65 +2Z/ ljtnt
= oy, Hijiﬂf 2411, — 2411,
= 22?/ Ht HE] dt
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On en conclue que :

A1, = P 2T I A FL  XEA X 4211 XA X!

227971’,] 4, 75,5 dt 1,5 dt
_ S t t t t t t
= D 2 TT Y XA X + 2Hi,jvﬁ(d¢(ax2))- N X

Comme il parait naturel de chercher X/ parmi les champs de vecteurs horizon-
taux, on calcule £y II; pour un champ horizontal X} = 2 atX}, en essayant de

se ramener a la forme précédente :

Lxplle = SHL XX X)) + XV
= ijﬂ l 1al(‘CXtH )X] /\Xt
+H§,j( z=1 l[thaXﬂ A X; + az)Xf A [Xltant‘]
—(Lxraf) X{ A X} — (Lxrap) X] A X])
=D 1= 2 Vﬁ(daf) A X|
= 22";:1< 1231 aj (EXtH ) Hil(ﬁxlt&;) + H;,l(ﬁXfap)Xf A\ X]t
+2 Zz]l 1 al [Xlt’th] /\X; - Zl:l...?s Vﬁ(daf) /\Xlt7

avec d’une part, pour tous 7,7 =1...2s

Zl 12611 (ﬁXta) = Z@ gil=1.. 2s (EXW )53‘71
= 2> im0 1 j,j/(ﬁXf,af)ij/

et
Zl 1.2 11 (CX“Z) = Zz‘j’ I=1..2s H?,j/(EX;,aﬁ)@,z
= 23 =191 Hﬁ,jf(ﬁx;,af)fiw

et d’autre part :

z1az(£XfH ) = Z /1az<£XfH )5

-2 Zz il = lal<£Xz )f;t’,j’HE,i/
—23 0 (Z]/,l(ﬁxtﬂ DT )Ht

= 23l (i (ﬁxtft DG
221 z’j’ 11 j "az(ﬁxiﬂ ‘/)

= 221”' 11 H 'al(ﬁxfﬁ EXtF-),

la derniere égalité ayant lieu grace a la relation or, F; = 0.
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On en conclue que :

EXtth =-2 Zz]z 3= Hz 7/Ht (Zl:1...25(£xit/a§)f-lt,j’ - (ﬁX;,al];)]TZZ,
+a (EXf/fZ]" = L, Flu) X{A X
+221]l 1 a“Xlt7Xt]/\Xt+Zl 1..2s li(da;)/\)(t

= -2 Zl]l = Ht Ht (Zl 1..95 EXt (G/ZP ) ﬁXt (GZF )))(;t /\X;

+2 Zzyl U al [Xlt’Xf] A X; + 21:1...25 (dal) A Xt-

Cette écriture présente 'avantage suivant : & tout champ horizontal X! on peut

associer I'unique X; € C*(Ep) ®ce(g) p(B) vérifiant :
X0 f) =< df,. X, > VfeCx(S),

Fi s’¢tend alors naturellement aux éléments de C*°(Ey) ®cw(s) p(B), plus précisé-

ment, avec nos notations, X; est de la forme X, = >, , af ® dz;, et

ix,Joi= Y alFldu;.

i,j=1...2s

Lx 11, prend ainsi la forme suivante :

‘CXZLHt - _2 Z’L J i J Hii,H‘?,j, (aFtZXt.E) (axi/, 6$]/)Xlt /\ th
+2 Zz]l 1 z,ja; (Vﬁ(dﬁz)) A X; - Zj,l:l...Zs (Vﬁ<da§>)§%l A X;
= -2 z” 7 =1 H;Z./H;j, (Or,ix,Ft) (O, Oy ) XEA X!

= -2 ZZ] il jl= H;',j’ (artixtf;g) (a!)ﬁ'i/, 8$]/)th VAN th
+2 ZUZ 1 ( Vﬁ(dﬁz‘) + f}fi(Vﬁ(dal))uayu A X]t'
= =2 Zzy il g = t (8Ftitht) (8:@, (93(;J/)Xf VAN X}:

+2225 IT; (V”(le Lo GFL)) A XL
= —22”” IT; , 11 (8r zxtﬂ)(ﬁx,,(‘?m] )X{ N X
1492 225 1T vﬁ( (zxtﬂ(ﬁxl)))/\X;

Pour pouvoir appliquer le principe de Moser, il faut donc exhiber un champ
horizontal X} satisfaisant :

2s

Z I, 11, f —0pix, F) (0, 0y ) XENX I+ Y T VH(d(¢+ix, Fr) (924)) AXE = 0,

0,5, ,j'= 7,7=1
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la non-dégénérescence de F; sur Fy nous autorise a prendre X comme le champ
horizontal correspondant & I'unique X; € C*(Ey) ®c=(s) p(B) solution de :

(3.1.7) ix,Fi=—0

On a alors :

(Or,ix, Ft) (0xy, Oxy) = —0Or, ¢(0xy, Oz y)
= —Lx, 401600, P(0T5) + Lx 1 1vig(00,)P(0T)
= —Lx,¢(0x;) + EXj/qb((?a:i/) — 2t Lot p(9,)P(0T51)
= —0rd(Oxir, Oxjr) + 2t{ b, o}y (Oxyr, O jr).
= — i (Jxy, Oxy)

Le champ X[ ainsi considéré, réalise donc bien une homotopie entre IIj et II;. Pour
s’assurer que son flot est bien défini jusqu’au temps ¢ = 1 sur tout un voisinage de S,
il suffit de remarque que, puisque ® a été choisie nulle sur S, il en va de méme pour
le champ X}, son flot est donc défini jusqu’au temps t = 1 sur S. Par compacité
de S, et d’aprés le théoréme de dépendance des conditions initiales, ce flot et donc

défini jusqu’au temps ¢ = 1 sur tout un voisinage U de S. O

3.1.4 Quelques résultats classiques sur les structures de Pois-

son

Il s’agit ici de voir comment on peut utiliser les tenseurs de couplage afin de
redémontrer certains résultats de [We3|, nommément ["unicité (a isomorphisme prés)

de la structure transverse, ainsi que le local splitting.

Proposition 3.1.5. (Unicité de la structure transverse) Soit I1 une structure de
Poisson horizontalement non-dégénérée sur un fibré vectorielp : E —— S, et m,m’' €

S. Alors les germes des structures transverses V,,, et V! sont isomorphes.

preuve : L’argument est standard (et justifie & lui seul I'usage des connections) :
puisque V est invariant par la connection I', il suffit de choisir un chemin v : [0, 1] —
S avec v(0) = m et y(1) = m/, sur le pull-back v*E du fibré E, 4 peut étre considéré
comme un champ de vecteurs dépendant du temps, qu’il suffit de relever en un champ

horizontal pour le pull-back v*I" de la connection I'; dont le flot au temps 1 réalise
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un difféomorphisme d’'un voisinage de m dans p~*(m) sur un voisinage de m’ dans
-1 /
p(m').0
Nous verrons de maniére plus précise dans la proposition 3.2.2 comment la connec-
tion I' permet de construire localement des systémes de coordonnées fibrés de F,

dans lesquels V soit indépendante des coordonnées basiques.

Théoréme 3.1.1. (Local splitting [We3]) Soit 11 une structure de Poisson défi-
nie sur une variété de dimension 2s + n, et m un point sur l'une de ses feuilles
symplectiques S de dimension 2s. Il existe alors un systéeme de coordonnées locales

(X1, s Tos, Y1y - - - Un), dEfini sur un voisinage de m, dans lequel IT prend la forme :

M= Y 0z Adz;+ Y Viadye Ay,

1,7=1...2s kJl=1..n

ou II; j et Vi sont des fonctions lisses dépendant respectivement des variables z; et

yi, avec (I1; ;); ; de rang constant égal a 2s, et Vi, nulles en 0 (on a alors S = {y; =

0}).

preuve : On choisit un voisinage tubulaire £ de S, défini autour de m, suffi-
semment petit pour qu’il existe un systéme de coordonnées locales (x1,. .., o) de
S centrées en m, et (y1,...,y,) des coordonnées sur les fibres. On note (I', V, F) la
donnée géométrique associée a II, et on garde les notations locales précédentes pour
Vet F.

I1 s’agit alors, par homotopies successives, de rendre les F;; basiques, en effet
lorsque c’est le cas, d’aprés la condition (iv) dans la proposition 3.1.2, les relévement
horizontaux des dx; commutent. On peut alors choisir un systéme de coordonnées
locales dans lequel les relévements horizontaux soit précisément les Oz;, et ce, en ne
modifiant que les y;, ainsi, le fait que F soit basique reste valide aprés ce dernier
changement de variables. De plus, dans un tel systéme de coordonnées, la condi-
tion (i¢) dans la proposition 3.1.2 indique que les constantes de structure de V ne
dépendent pas des x;, et on peut conclure.

Pour rendre les F;; basiques, on procede par récurrence, en commencant par

Fi2 : on met Fj o sous la forme :

Fro=Fioe+ Fia,
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ou .7:172‘5 désigne la restriction de Fi14 & S, et .7}172 € C*(FE), nulle sur S. Puisque
X1 est non nul en 0, il suffit de le redresser pour voir qu’il existe ¢ € C*(E) telle
que

EXHP = f 1,2

¥(0) 0,

on pose alors ¢ = > ., ,. ¢dx;, ol

b = 0 sii#?2
Py = —1.

De cette maniére, si on pose aussi :
Fo=F + 1000+ 56,0},
autrement dit, en termes de constantes de structures :
Fij=Fij+t(Lx,¢j — Lx,0:) + %{¢ia o+,
vu les valeurs données aux ¢;, on a :

ffg = Fip+tlx,¢o

= Fia— t«/%l,Z
}7,2 = Fia+tLx, ¢, Vi=3...2s
Fy = Fij Vi, j=3...2s.

On a construit ¢ de sorte que F; coincide avec F en m pour tout ¢ € [0,1] (il
suffit pour cela de vérifier que Ly, ¢, s’annulent sur S pour tout ¢ = 1...2s), par
continuité, il existe donc un voisinage de m sur lequel F; est non-dégénérée pour
tout ¢ € [0, 1]. Sur ce voisinage I’équation

ix, Ft =0

définit un champ de vecteurs dépendant du temps, nul en m, dont le flot au temps
1 réalise, selon le principe utilisé dans la proposition 3.1.4, une homotopie entre II

et une structure de Poisson dont la constante de structure .7:1172 = F12g €St basique.
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Supposons maintenant qu’il existe » < 2s tel que, pour tous 7,5 < r, F;; soit
basique. D’aprés la condition (iv) de la proposition 3.1.2, les champs X; pour i < r

commutent. On met F;, sous la forme :
f.i,r:jci,r‘s‘i‘f.i,r Vi < r,

oll }—’V’“I ¢ désigne la restriction de F;, a S, et .ﬁ,r € C*°(FE), nulle sur S. La condition

(77i) de la proposition 3.1.2 s’exprime localement
Lx,Fjr—Lx;Fir = —Lx, Fij,
et implique, avec le fait que F; ; soit basique, que
Lx,Fj,—Lx,Fiy =0, Vij<r
D’aprés le lemme de Poincaré, il existe donc une fonction lisse 1 vérifiant

Lxy = Fip Vi<r
P(0) = 0.

De méme que précédemment, on pose d’une part ¢ = Ej:l...2s ¢; @ dx; ou :
¢ = 0 sii#r
¢7‘ = _wa

et d’autre part :
t
Fi=F +toro + §{¢7 P}y

On voit alors que :

f;t’r = f.i,r + t£X¢¢r

= fl’g — tﬁ;"r Vi<r
Fl, = Fortitlxd, k>t
f;ij = E,ja VZ,] 7& r

de sorte que F; coincide avec F sur S pour tout ¢ € [0, 1]. Le raisonnement précédent
permet alors, sur un voisinage de m, d’homotoper II & une structure de Poisson dont

les constantes de structures F?;, j sont basiques pour tous 7,5 < r.0
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3.2 Linéarisation le long d’une feuille

Le probléme de linéarisation d’une structure de Poisson nulle en un point a vu ces
derniéres années quelques réponses positives, voir [Col|, [Co2], [Co3|, [Dul], [Du2|,
[Du3|, [D-Zul]... L’objet de cette section est de généraliser ce type de linéarisation
locale a la partie transverse d'une structure de Poisson, tout le long de la feuille
considérée. Nous verrons au cours de cette étude le sens qu’il convient de donner au

terme linéarisation le long d’une feuille.

3.2.1 Linéarisation de la partie verticale

Le résultat suivant permet de globaliser au voisinage d’une feuille entiére tout
résultat local de non-dégénérescence de la partie verticale de la structure de Poisson

considérée.

Proposition 3.2.1. Soit II une structure de Poisson horizontalement non-dégénérée
sur un fibré vectoriel p : E —— S au-dessus d’une base S compacte, de donnée
géométrique (I', V, F). Supposons que, pour un quelconque x € S, le germe de V en
x soit linéarisable (en tant que structure de Poisson sur E, ), alors le germe de 11 le
long de S est équivalent a celui d’une structure associée a une donnée géométrique de
la forme (T, VWV, F') pour un certain F', ot V) désigne une structure de Poisson

linéaire en les fibres.

preuve :
Le raisonnement est le suivant : plutdét que de linéariser directement V' on construit

par partition de 'unité un champ Z satisfaisant :

(Z,V] = -V
ACEEES )

ot ZW) désigne la partie d’ordre 1 en la fibre du champ Z, et L = Y ie1 n YiOy; le

champ de Liouville. On linéarise ensuite le champ Z le long de S. La condition
(L, V] =-V

implique alors que V est elle-méme linéaire.
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Considérons donc (U;);e; un recouvrement fini de S par des ouverts trivialisants
pour E, et ¢; : p~H(U;) — U; x R™ C R* x R™ les trivialisations correspondantes.
2
On peut toujours choisir ce recouvrement de sorte que U; = {x € R/ 32 22 < 1}
pour tout ¢ € 1.

Soit ¢ € I fixé, sur p~1(U;), on construit un champ, noté Z;, satisfaisant

(3.2.1) (Z,V] = -V
(3.2.2) 7z = L

comme suit (il s’agit essentiellement de montrer que 1'on sait linéariser V au-dessus
de U; tout entier, et pas seulement au-dessus d’un unique point). Posons V= (i) V
et, pour tout o = (01,...,00) € Ui, X7 € X(U;) le champ X7 := > "._, , 0:0x;.
Notons en outre hor(X?) le relévement horizontal de X7 dans U; x R™ (défini par
transport de structure, via ;). Le flot ¢° au temps 1 de h&r(X 7), défini sur un
voisinage de {0} x R", est de la forme : éo(z,y) = (x4 0),(%(x,y)) et, puisque
Eh;)T(XU)]A} = 0, vérifie :

{yi7 yj}v(qgo('ra y)) - {yl © <07 Y; © CU}V(‘Tu y)>
en particulier, pour z =0 :

{95} (0.¢7(0,y)) = {40 ¢, y; OC(’}f’(O v)
iﬂj(0-7<- (O’y)) Zkzl IVkl(O y)a%;: 8y37;< (07y>

Donc, en posant ®(z,y) = (x,(*(0,y)), on obtient un diffeomophisme ® : U; x
R"™ — U; X R™ tel que :

{vi, ;1Y (®(2,y)) = Vij(x,¢5(0,))

Zkl 1Vkl(0 y) 8;(%5% 8yaj;g (0,y)
= D 1 Vea(0,9) ag;c;@ a%]yc;@ (z,9)
= {yio @,y 0 2} (z,y),

autrement dit, en considérant V, comme 2—vecteur sur U; x R" entier : Vy(z,y) =
Zk,lzl...n Viei(0,y)Oyx A Oy, on a
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De maniére plus générale, ce qui précede prouve qu’ il y a équivalence, pour un
tenseur vertical, entre étre localement trivial, est étre invariant par une connection.
Il devient ainsi clair que, puisqu’il existe par hypothése, x € S pour lequel V soit
linéarisable, cela est vrai pour tout = € S, il existe donc un difféomorphisme Ay,
défini sur un voisinage de 0 dans {0} x R”, tel que (Ag)*V soit linéaire. On a donc :
[L, (Ag)* Vo] = —(Ao)*Vy, et par transport de structure [(¢ o Ag), L, V] = V. 1l suffit

alors de poser Z; = (@Z)._l o ¢ o Ag),L. Z; vérifie alors clairement la condition 3.2.1,

(2
la condition 3.2.2 est aussi satisfaite car, comme on peut le vérifier facilement, la
partie d’ordre un du champ de Liouville L est invariante par tout difféomorphisme.

Si (pi)ier est une partition de I'unité de S subordonnée au recouvrement (U;);e;,

on pose, pour tout e € E :
Z(e) = sz(p(e))zl(e)a
il

on a alors, puisque les fonctions p; o p sont basiques :

[Z,V] = Yielpiop.Zi,V]
= Zz’el Pi Op'[Ziv V]
= = Zie[ piop.V
= -V.

Puisque Z() = L, il existe un difféomorphisme fibré ¥ (non-linéaire en les fibres),
défini sur un voisinage de S, tel que (V),Z = L, la partie verticale (¥),V de (¥),II

vérifie donc :

ce qui implique que (¥),V est linéaire. O

Remarque 3.2.1. On a construit au cours de cette démonstration un difféomor-

phisme fibré ® tel que, localement :
V = @*VO,

ol V est une structure constante. On retrouve ainsi le résultat d’unicité (a difféo-

morphisme prés) de la structure de Poisson transverse a une feuille de Weinstein

(voir [We3)).
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Remarque 3.2.2. La proposition 3.2.1 permet, d’apres la décomposition 3.1.5,
d’écrire II sous la forme
=1y + VW,

La structure induite sur £ par un 2-vecteur de Poisson vertical et linéaire est com-
munément appelée structure de fibré en algebre de Lie (localement triviale). Contre
toute attente, relativement peu de choses sont connues sur les invariants des fibrés
en algébres de Lie. Les fibrés en algébres de Lie semi-simples devraient notemment
donner lieu & des développements intéressant.

Pour fixer les idées, supposons que le fibré E soit trivial : £ = S x R”, et
considérons (yi,...,y,) une paramétrisation de R". le résultat précédent permet
alors d’affirmer que, a un difféomorphisme prés, V prend la forme :

Ve = Z VE(@)yrdyi A Oy;,
ij=1..n
ou VI, € C=(9).

Comme nous le verrons plus tard, dans le cas ou VS) est associée a I’algébre de
Lie so3, on peut toujours se débrouiller pour que ces fonctions soient constantes.
En général, ce n’est pas toujours le cas, car il arrive que la structure )V "tourne
sur elle-méme". Autrement dit, E peut étre trivial en tant que fibré vectoriel, mais
non-trivial en tant que fibré en algébres de Lie. Donnons un tel exemple de fibré en

algébre de Lie, provenant d'une structure de Poisson.

Exemple 2. Notons 7% = S! x S! le tore de dimension deux, paramétré par (60y,6s),
définis modulo 27. On considére sur le fibré E := T2 x R® — T2 la structure de

Poisson dont les crochets sont définis par :

{‘91702} = ]-7 {627y} = %7
{6,2} = -4 A{x,y} = ysinb#; —zcosby,
{y,z} = =z, {z,2} = ycosh + zsinb;.

La décomposition 3.1.5 de II prend alors la forme
II= (86’1 —§0y+%az) Nby+ (y sin 6 —z cos 91) OxNOY+xdyNOz+(y cos 014z sin 01)0zN\0z.
avec

VY= (ysin91 — zcos@l)ax Ay + xdy N\ 0z + (ycos by + zsin )0z A Ox.
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Ici, Vg, 0,) est isomorphe a la structure de Poisson sur sl3 pour tout (6y,60:) € T,
cependant, il est impossible de rendre ses constantes de structures indépendantes de
(61, 02) car 'axe de révolution de sl5 = Vg, g,) réalise un ruban de Mobius lorsque
0, varie le long de S'. La non-trivialité d'une telle structure semble ici lice a la

non-connectivité des surfaces de niveau du Casimir de sl3.

3.2.2 Linéarisation de la connection

Le résultat qui suit sera utilisé plus tard afin de linéariser la connection I', avant
de I’énoncer, introduisons la définition suivante : on dira qu’ une structure de Poisson
A posséde un premier espace de cohomologie H(A) différentiablement nul si, pour
toute famille lisse X, de champs de vecteurs a paramétres s a valeurs dans un ouvert
U de RP| laissant A invariant (autrement dit satisfaisant [ X, A] = 0Vs € U) il existe
une famille lisse (f)s de fonctions telles que [A, fi] = X, Vs e U.

Remarque 3.2.3. La question de savoir si toute structure de Poisson dont le pre-
mier espace de cohomologie est nul I'est différentiablement est simple mais subtile
sans hypothéses supplémentaires. Dans le cas des algebres de Lie semi-simples com-
pactes, I’ existence d'un opérateur d’homotopie assure que cette condition est vérifiée
(voir [Mo-Zul)

Proposition 3.2.2. Soit II une structure de Poisson horizontalement non-dégénérée
sur un fibré vectoriel p : E —— S au-dessus d’une base S compacte, de donnée
géométrique (U, V,F), ou le premier espace de cohomologie H'(V,) de V en un
quelconque x € S est différentiablement trivial, et TV une connection laissant V
mvariante.

Alors le germe de 11 le long de S est équivalent a celui d’une structure de donnée

géométrique (I, V, F'), pour un certain F'.

preuve :
D’aprés la proposition 3.1.4, il suffit de montrer 'existence d’une 1-forme ¢ sur S a
valeurs dans C*(E), ¢ € Q'(S) Qe (s) C(E) telle que :

[=1"+V(dg)".
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Or, si (p;)jes est une partition de 'unité de S subordonnée & un recouvrement
(U;)ier d’ouverts trivialisants pour le fibré E| localement, sur U;, I' et I prennent

la forme :
L(0x;) = =Y 1 BirOuk
'(0x;) = — ZZ:1 ﬁz{,kayka

et puisque I' et I laissent tous deux invariants ), pour tout i = 1...2s :

n

> Bk = B0y V] = 0.

k=1

Ce qui signifie que D, (4;x — 3 ;) Oy est un 1-cocycle de la cohomologie de Poisson

(2

de V, par hypothese, il existe donc ¢; € C*°(p~1(U;)) telle que

n

V. ¢] = Z(ﬁzk - ﬁz{,kz)ayk-

k=1

En posant ¢/ := Y.,  &; ® dz; on obtient bien sur p~!(U;) une 1—forme telle
que :
D =T+ VO (dgh),

On vérifie alors aisément que, par partition de I'unité, ¢ := Zje ;5 pj ©p.¢’ répond
au probléme.
O

Corollaire 3.2.1. Soit Il une structure de Poisson horizontalement non-dégénérée
sur un fibré vectoriel p : E —— S au-dessus d’une base S compacte, de donnée
géométrique (I, VI, F), ou VI désigne un tenseur vertical linéaire, dont le premier
espace de cohomologie HI(VS)) est différentiablement trivial, pour un quelconque
reds.

Alors le germe de 11 le long de S est équivalent a celui d’une structure de donnée

géométrique (T, VW, F) o0, TV désigne la partie linéaire de la connection T.

preuve :
Commencons par préciser ce que 'on entend par partie linéaire de la connection

[’ : avec les mémes notations que précédemment, pour (x1,...,x,) un systéme de
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coordonnées locales sur un ouvert trivialisant pour E de S, et (y1,...,y,) des coor-

données sur les fibres, on a :

hor(0z;) = 0z + Y Bi,;0y;.

j=1l..n

On peut décomposer (3; ; en partie linéaire et partie d’ordre supérieur a un :

Bz, y) = B (x)ye + Bij(z,y).

La partie linéaire 'V de T' peut étre définie comme la connection dont les relevés
horizontaux sont :
hor®W (0x;) = Ox; + Z B ye0y;.
j=l..n
Notons qu'une telle connection linéaire préserve la structure de fibré vectoriel, et
correspond a un opérateur de dérivée covariante V sur E*, en posant Vxa =
(ﬁhor(x)a)(l) € E”.

En isolant les termes d’ordre un dans I’expression :

Jj=1l..n
on s’apercoit alors que '™ laisse V invariante, il suffit donc d’appliquer la proposition
précédente. O
On peut aussi formuler un théoréme de linéarisation globale le long de S comme

suit

Théoréme 3.2.1. Soit Il une structure de Poisson horizontalement non-dégénérée
sur un fibré vectoriel p : E —— S au-dessus d’une base S compacte, de donnée
géométrique (I, V, F), ou V désigne un tenseur vertical, dont la partie linéaire Vg(cl)
possede un premier espace de cohomologie Hl(VS)) est différentiablement trivial
pour un quelconque x € S, et tel que Vs soit linéarisable (en tant que structure de
Poisson sur E, pour un quelconque ' € S.

Alors le germe de Il le long de S est équivalent a celui d’une structure de donnée

géométrique (T, VW F") | pour un certain F'.

preuve :

11 suffit d’appliquer successivement la proposition 3.2.1 et le corollaire 3.2.1 O
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3.3 Global splitting

Le théoréme précédent permet d’écrire I = I +V sous la forme IT = I + V)|
il donne donc bien un résultat de linéarisation globale de la partie verticale V. Il
semble cependant que 'on ne controle pas vraiment la 2—forme F. Il convient de
se demander ce que 'on peut attendre de F, or cette derniére est intimement liée
a la courbure de I'. On a par ailleurs vu dans la proposition 3.1.3 que, dans la
décomposition Il = Il + V), le 2—vecteur [15 est de Poisson si et seulement si I" est
sans courbure. Cette éventualité ne peut donc avoir lieu que si le fibré £ admet une
connexion plate. On voit ainsi qu’apparaissent des interactions entre la facon dont
la feuille S s’injecte dans la variété ambiante et le germe de la structure de Poisson
IT le long de S. Dans [Ferl]|, Fernandes donne un contre-exemple non-trivial de cette
situation.

Ce probléme, dit de global splitting correspond en fait a la globalisation le long
de S du splitting theorem de Weinstein (|[We3|). La proposition suivante permet une

réponse partielle :

Proposition 3.3.1. Soit II une structure de Poisson horizontalement non-dégénérée
sur un fibré vectoriel p : E —— S au-dessus d’une base S compacte, de donnée
géométrique (T, V,F), ot le premier espace de cohomologie H'(V,) de V en un
quelconque x € S est différentiablement trivial. S’il existe une connexion plate T
laissant V invariante, alors, modulo un difféomorphisme, au voisinage de S, Il se

décompose sous la forme

HH+V7

ou Ily etV désignent des structures de Poisson, avec Iy réguliére, etV wverticale,

nulle sur S.

preuve :
11 suffit d’appliquer les propositions 3.2.2 et 3.1.3.0

L’interét de ce résultat est non seulement de décomposer II en somme de deux
structures de Poisson compatibles, mais il permet aussi de définir I’holonomie stricte

(voir [Ferl|) qui correspond & I’holonomie associée & la connection sans courbure I'.
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3.4 Le cas transversalement semi-simple compact

Comme toujours, le cas des algébres semi-simples permet des investigations plus

poussées de la situation.

3.4.1 Linéarisabilité

Un résultat trés difficile de Conn stipule que les algébres de Lie semi-simples [Col],
[Co3| (respectivement semi-simples compactes [Co2|) sont non-dégénérées en classe
analytique (respectivement C°°) autrement dit, toute structure de Poisson, nulle en
un point, et dont la partie linéaire est une algébre de Lie semisimple (respective-
ment semi-simple compacte est analytiquement (respectivement C'*°-) linéarisable.
On sait par ailleurs que, dans le cas des algébres VS) semi-simples compactes, le
premier espace de cohomologie H 1(V§;l)) est différentiablement nul. Les conditions

du théoréme 3.2.1 sont ainsi vérifiées, et on peut énoncer le résultat suivant :

Théoréme 3.4.1. Soit Il une structure de Poisson horizontalement non-dégénérée
sur un fibré vectoriel p : E —— S au-dessus d’une base S compacte, de donnée
géométrique (I',V, F), otV désigne un tenseur vertical dont la partie linéaire Vg(cl)
est associée a une algebre semi-simple compacte.

Alors le germe de Il le long de S est équivalent a celui d’une structure de donnée

géométrique (D VO F') | pour un certain F'.

3.4.2 Invariants semi-locaux de Casimir

On suppose désormais que ¥V = V) est une structure de Poisson linéaire associée
a une algébre de Lie semisimple compacte. Notons Casimf)m le sous fibré de S*(E)
constitué des polynomes homogénes de degrés k invariants par V(M. Ces sous fibrés
sont de dimension 0 ou 1 pour tout k, engendrés par tr(ad*), vu comme des sections
de S*(F). Les fibrés de rang 1 ainsi définis sont donc tous triviaux, par ailleurs

condition (ii) indique que la formule
Vxa = hor®M(X)(a)

définit une connexion V plate sur chacun d’eux. On peut ainsi définir I’holonomie

de la connexion V sur ces fibrés. Ceci nous permet de mesurer le comportement
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du feuilletage de V lorsque 1’'on se déplace suivant les relévements horizontaux de la
connexion V. Autrement dit, si v : S —— S désigne un lacet dans S, et 4 : S — F
le relévement horizontal correspondant, ’accroissement de chaque casimir le long de
4 ne dépend que de la classe d’homotopie de ~.

Notons que les invariants ainsi définis nous renseignent plus sur la facon dont le
feuilletage de II s’intégre a celui de V que sur le feuilletage de V en lui-méme (pour

un méme V), deux connexions différentes pouvant mener a des holonomies différentes.

3.4.3 le cas so3

Intéressons-nous au cas d’une structure de Poisson II horizontalement non-dégénérée
sur un fibré E, de donnée géométrique (I',V, F), ou Vg(cl) est associé a l’algebre de
Lie semi-simple compacte so3. Dans le but d’arriver a une forme normale semi-locale
la plus synthétique possible, on doit supposer que F admet une connection plate,
nous supposerons donc carrément que E est un fibré vectoriel trivial : £ = S x R3.

Le théoréme 3 nous permet de nous ramener & une structure de donée géomeé-
trique (M, VW F) et la forme de Killing & de V™ induit sur £* une structure
euclidienne. Commencons par montrer qu’il existe une base de sections orthonormée
pour k.

Lemme Soit F' un fibré vectoriel trivial de rang n muni d’une structure Fucli-
dienne k. Il existe une base de sections orthonormées pour k.

preuve :

Par récurrence sur n, le résultat est évident lorsque n=1, et, pour n > 1 quel-

conque, on choisit une section non-nulle y de F' et on pose y; := k(;’y). Il suffit
alors de s’assurer que le sous-fibré orthogonal & 1;, de dimension n — 1, est bien
trivial, or ce dernier est engendré par des sections {y; — k(y1,v:)y1,i = 2...n} on

{yi,i=1...n} est une base de sections de F.O

Ce lemme permet de nous assurer de 'existence de sections y;, y2,y3 de E* pour

laquelle la norme | |, associée a k prenne la forme : | |? = 4? + y2 4+ y3. A priori

II=1Iy —|—j{ ( Z Vf(x)yk)a?h N Y3,
1

2,3 £=1,2,3



68 Structures de Poisson au voisinage d’une feuille symplectique

mais puisque V() laisse k invariante, on a :
VO gt + 5 + 3] =0

En développent cette expression on s’apercoit que nécessairement

Yy — f(a:)j{ y10y2 A Oys.
1,2,3
ou f € C*(9). Ce qui signifie que la structure de Poisson associée & sos, sous la forme
fl o3 Y102 A Oys, est la seule structure de Poisson linéaire sur IR? (& multiplication
prés) admettant y? 4 y3 4 y2 pour casimir. En effet, en notant V; := 32, _, VFy,, on

calcule que :

W10y2 A Oys, yi +y3 +y3) = [Vi0y2 A Oys, 3 + y3)
= [V1ayz, yg]y:a - V13y2 [8937 y%]
= 2V1y20ys3 — 2y3V10Ya,

dont on déduit que :

Vi +ys+y3] = Di0yz A dys + Vadys A Oyr + Vs0yr A Oys]
2V1y20ys — 2ysV10ya + 2Voy30y1 — 2y1 Vo0ys + 2Vsy10ya — 2y2V301
= 2(V3ya — Vouys)0yr + 2(V1ys — Vay1)0ya + 2(Vayr — Viy2)0ys.

On a donc :
Vaya = Voys
Vi + 2+l =0514 Vigs = Ve
Voyr = Viyo

ainsi, dans la premiére équation, en remplacant V3 et Vs par leurs expressions res-

pectives Viyr + Viys + Viys et Vayr + Viys + Viys, on a nécessairement :

Vi=VE=Vi=Vi=0
Vi = V2.

On déduit de méme des autres équations que tous les Vf , © # j sont nuls et que :

Vi =V =V,
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on note cette unique fonction f, et on a bien VW = f(x) §, , , 410y A Oys. 11 suffit

ensuite de remplacer y; par y7 pour avoir

v = 7{ Y10y A\ Oys.
1,2,3
Le fait que I'expression de V() dans la base (y1, ¥, %3) ne dépende pas de x € S se
traduit par le fait que la connexion I' induite par la trivilisation (y1,y2,ys3) laisse
V) invariante. Cette derniére étant plate, en applicant la proposition 3.2.2, on en

déduit que, a un difféomorphisme pres, le germe de II le long de S prend la forme :

HZHH-F% Y10Yy2 A s,
12,3

14

ou Il est une structure de Poisson. On peut donc énoncer le résultat combiné de

linéarisation et de global splitting comme suit :

Théoréme 3.4.2. Soit Il une structure de Poisson horizontalement non-dégénérée
sur un fibré vectoriel trivial p : E —— S au-dessus d’une base S compacte, de donnée
géométrique (I',V,F), ou V désigne un tenseur vertical dont la partie linéaire y
est associée a 1’ algebre semi-simple compacte sos.

Alors le germe de Il le long de S prend la forme :

HZHH+f Y10y2 A s,
1,2,3

14

ou Iy est une structure de Poisson réguiere.



Annexe A

Principe d’homotopie de Moser

Le principe d’homotopie de Moser est un puissant outil pour montrer que deux
tenseurs sont isomorphes.

Nous le présentons ici dans le cas de champs de 2—vecteurs et de formes symplec-
tiques, ensuite, on montre que la proposition 3.1.4 correspond en fait & une version

a parameétres du principe d’homotopie de Moser pour les formes symplectiques.

A.1 Homotopies de champs de vecteurs

Soient 1Ty, Iy € x(A*T'M) deux champs de 2—vecteurs sur une variété lisse M.

Il s’agit de trouver un difféomorphisme ® de M tel que :
q)*Hl - Ho.
Plutot que de chercher directement @, on se donne un chemin

I: [0,1] — x(A*TM)
t — 11,

reliant ITj et IT;. On se propose alors de trouver une famille (®;).c(o,1) & un parameéte

de difféeomorphismes tels que :
(All) Vt € [0, 1], ®t*Ht - HQ.

70
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Pour cela, il suffit de trouver un champ de vecteurs X; dépendant du temps, pour
t €10,1] tel que

d
EXth + Eﬂt - O

En effet, en différenciant par rapport a ¢, on voit que I’équation A.1.1 est équivalente

a:
Qo Iy = 1o
%(I)t*ﬂt - 0
Si @, désigne le flot de X, on a alors bien
d d
—¢, I, = I, + —II,) = 0.
PR i (Lx, 1 + 7 ) =0

Le choix du chemin II; est évidemment crucial, dans le cas le plus simple, il suffit

de prendre le segment entre Il et II; :
Ht — (1 - t)HO + tHl,

dans ce cas, il faut que [IIp, T3] = 0 afin que II; soit bien une structure de Poisson
pour tout ¢, on dit alors que les structures Il et I1; sont compatibles. Cette condition,

bien que trés contraignante, n’assure bien str pas ’existence du champ X; en général.

A.2 Homotopies de formes symplectiques

Le principe d’homotopie de Moser s’applique tel quel pour des formes : afin d’éta-
blir un isomorphisme entre deux k—formes wy et wy, il suffit d’exhiber un champ de

vecteurs X; tel que
d

dt

oll wy désigne un chemin entre wy et w;. La démonstration est similaire a celle

»CXtWt = — W,

précédemment présentée pour les champs de vecteurs.
Dans la suite on suppose wy et wy symplectiques : puisqu’il est nécessaire que w;

le soit, I’équation précédente se raméne alors a

d
—Wt.

dt

d'L.tht = —
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Le choix du chemin w; est souvent beaucoup plus simple dans le cas des formes,

par exemple si, on prend

wr = (1 = t)wo + twy,

la 2—forme w; est fermée pour tout ¢ sans hypothése supplémentaire, elle est de plus
non-dégénérée pour tout ¢ pourvu que wy et wp soit suffisemment proches (c’est le
cas par exemple dans le voisinage d’une sous-variété sur laquelle wy et wy coincident,

voir [Du-Sal). Pour ce chemin, X; doit vérifier :
dix,wy = wy — wy.

Le cas le plus simple est lorsque w; —wy = dX ot A € Q' (M) (ce qui est toujours

vrai localement) : avec le chemin précédent, il suffit de vérifier que
(A21) Z'tht == )\,

équation qui posséde une unique solution dés que w; est non-dég’enérée. C’est par
exemple ainsi que 'on peut montrer 1’équivalence locale de deux formes symplec-
tiques qui coincident en un point.

On va voir que c’est cette derniére version du principe d’homotopie de Moser,

appliquée feuille a feuille, qui se cache derriére la proposition 3.1.4.

A.3 Homotopie de données géométriques

Il s’agit de montrer que, dans la proposition 3.1.4, la forme symplectique w; induite

par II; sur chaque feuille est de la forme
w; = wo + tdA,

il est alors facile de voir que I'’équation 3.1.7, qui définit le champ X, réalisant
I’homotopie, correspond sur chaque feuille a I’équation A.2.1.

Commencons par remarquer que le feuilletage reste invariant par 'homotopie. En
effet, pour tout x € E pour lequel 'homotopie est definie V¢ € [0, 1], la forme 3.1.4

montre que la distribution caractéristique de II; au point = est engendrée par les
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champs horizontaux X! et par les champs hamiltoniens de V, on voit alors que

Im(IY), = Vect{X!, Vi(dyy;),i=1...25,7=1...n}
= Vect{X;, + tVi(d.¢:) ,Vi(dyy;),i=1...2s,j=1...n}
= Vect{X; Vi(dyy;),i=1...28,7=1...n}
= ImlIl¢.

On peut donc se fixer une feuille F', et noter w,; la forme symplectique induite par
IT; sur F. Il s’agit alors dans un premier d’évaluer w; sur une famille (indépendante

de t) de champs qui engendre I'espace tangent a la feuille. Pour cela, on va calculer

WO(XZ»O, XJO),
wo(X7, VA(df)),
wo(VA(df), Vi(dg)),

on obtient alors aussi des formules similaires pour

wi (X7, X5),

wi(XF, VE(df)),

wi(VE(df), VE(dg)),
on pourra alors en déduire

wi(X?, X]Q),

we(X7, VE(dS)),

w(VE(df), VE(dg)),

et comparer ces derniéres expressions a celles pour wy + tA.

Lemme A.3.1. Soit F' une feuille du feuilletage symplectique associé a une structure
de Poisson horizontalement non-dégénérée sur un fibré vectoriel E, et w la forme

symplectique engendrée par Il sur F. Avec les notations du chapitre 2, on a :

preuve :
Bien que le résultat semble évident compte tenu de la définition méme de F, il

convient de le vérifier en détail. Par définition de w, on a, pour tous 7,5 =1...2s

w(IT¥(da;), T*(dx;) = 211;%,.
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Or les relévements horizontaux X; vérifient (voir p.31)
M(de;) = Y 2150z, + »  20IN oy = Y 205X,
r=1...2s I=1..n r=1...2s

on en déduit successivement

X 171X _ X
Z’r,szl...Qs 4Hi,rHj,sW(Xm Xs) = 2Hi,j
X —lyp —1pX 17X _ 1 X~ —1ppX
= Zr,s,a,b:l...?s Ha,i HbJ Hi,rHj,sw(X”"XS) - EZa,bzl...Qs Ha,i HbJ Hi,j
1
= W(Xa,Xb) = _§H§fl) O

Lemme A.3.2. Soit F' une feuille du feuilletage symplectique associé a une structure
de Poisson horizontalement non-dégénérée sur un fibré vectoriel E, et w la forme
symplectique engendrée par Il sur F. Avec les notations du chapitre 2, on a, pour
toute fonction f € C*(E) :

w(X,, V¥(df)) = 0.

preuve :
Ce résultat aussi semble évident, les relevés horizontaux X; étant définis comme les
images par I1* de annulateur Ver? du sous-fibré vertical Ver auquel appartiennent
les champs de la forme V*(df), vérifions-le tout de méme par le calcul.

On a par définition, pour tous i =1...2s,p=1...n:

w(IT*(dx;), T* (dy,) = 201XY

1’7p ’

et puisque ITF(dx;) = >, _, o, ZHZ{(T,XT, on en déduit que pour tous i = 1...2s,p =
1...n
2 ) I w(X,, T (dy,) = 211
r=1...2s

et par inversibilité de la matrice (IL}\;) on obtient :

-1
(A.3.1) WX, T (dyy)) = > TSI

i=1...2s

Or, d’aprés la formule définissant V :

o y _ 1 XYy _ XY
VIMJ T Hp,q 2 lel...Qs 5l7le,q ﬁlqul,p
_ y _ 1 X —lpgxyxy _ X —lppxyoxy

Y X ~lygxyxy
Hp,q+ Zk,l:l...2s Hk,l Hk,p Hl,q )
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on déduit que :

Hﬁ(dyﬁ = 2 Zi:..Qs _prya‘ri + Zl:li.‘n H;:quq
= 2> o —pryﬁxi - Zk,lzl...Qs Hi(,l HkX,;/Hl),(qY + Vﬂ(dyp)
= =230 o 10X, + VEi(dy,),

d’otu :
w(Xp, T (dyp)) = w(Xp, =Y 5 IEY0X, + Vi(dy,))
= —2 Zi:l...23 pryw(Xi, Xi) +w(X,, Vﬁ(dyp))
—1

= D ic1.2s pryﬂfi pry + w(X,, Vi(dy,)).

Par soustraction avec ’équation A.3.1, on a bien
w(X,, V¥(dy)) = 0,

d’otu le résultat. O

Lemme A.3.3. Soit F' une feuille du feuilletage symplectique associé a une structure
de Poisson horizontalement non-dégénérée sur un fibré vectoriel E, et w la forme
symplectique engendrée par 11 sur F. Avec les notations du chapitre 2, on a, pour
toutes fonctions f,g € C*(E) :

w(V(df), V¥(dg)) = { [, g}v-

preuve :
Par définition, on a
w(IT(dy,, TT(dy,)) = 211

p,q’

or on a vu au cours du lemme précédent que :

Hﬁ(dyp) == Z Hz{(pYXi + Vﬁ(dyp),
i=1...2s
On en déduit :
%W<Vﬂ(dyp)7 Vﬁ(dyq)) = Hz‘)/,q - Zk,lzl...Qs Hﬁ/ﬂfflyw(Xk, i(z)
H}of,q + % Zkz,l:l...Zs Hi{ﬂé{lyﬂéfl

= Vp,qa

d’ou le résultat.c
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On peut maintenant utiliser ces résultats pour nos propos : on déduit du lemme
A.3.3 que

wt(vﬁ(dyZ% Vﬁ(dy])) = {yza yj}V»
puis des lemmes A.3.2 et A.3.3 que
wi(X; + tVEH(dg;), Vi(dy;)) = 0
wi( X, Vi(dy;)) = —tw,(VH(dgi), V¥ (dy;))
= wi(Xi, Vi(dy;)) = —t{di,y;}v.

On en déduit enfin que

Wt(XfaX;) = S

Fij +t(Lx, 05 — Lx,0:) + 1*{ds, &5}y
Fij+t(Lx,0; — Lx,¢) + *{i, &5}y

wi( Xy, Xj) + t*{ b, d5 1y

dont on déduit :

wi(Xi, Xj) = Fij + t(Lx, 05 — Lx,0i).
Résumons ces résultats :

wi (X, X;) = Fij+t(Lx,0; — Lx,;0i)
(A.3.2) wi(Xi, Vi(dy;)) = —t{di y;}
wi(VH(dy:), Vi(dy;)) = {yiyidv

Considérons & présent la 1—forme ¢ € Q'(S) ®cee(s) C*(E) de la proposition

3.1.4 : elle induit de maniére évidente sur F une 1—forme A € Q'(F) :
A(X) = o(dym X)(/)VX € X(TyF), VfeF

Dans un systéme de coordonnées locales de F' dont les 2s premiéres coordonnées

sont des fonctions basiques x1, ..., Tss et les autres verticales, A prend simplement
la forme
i=1...2s

Si on calcule d\ sur la famille génératrice {X;, V¥(dy;),i = 1...2s,5 =1...n} on
voit que
AN X, X;) = Lx, 05 — Lx;0i — M[ Xy, Xj])
= Lx,0; — Lx, i,
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puisque les crochets [X;, X;] sont verticaux. On a aussi :

AN(X3, VH(dy;)) = —Lysay,) @i — M[ X, VE(dy;)))
= —{@:yj}v
ainsi que
dA(VH(dy:), Vi(dy;)) = —AM[VH(dy:), VE(dy;)])
= 0.

En comparant a A.3.2, on s’apercoit alors que 'on a bien
Wy = Wo + tdA,

comme annonce.
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RESUME

Aprés avoir rappelé les notions élémentaires sur les structures de Poisson, on
étudie, dans le second chapitre, ces derniéres au voisinage d'un cercle de singulari-
tés, sous des hypothéses génériques. On en déduit une forme normale, ainsi qu'un
ensemble complet d’invariants, lesquels sont interprétés géométriquement.

Dans le troisiéme chapitre, on expose et on démontre le formalisme développé
par Vorobjev afin d’étudier les structures de Poisson au voisinage d'une feuille sym-
plectique, ainsi que son théoréme d’équivalence. On montre alors comment utiliser
ces résultats pour redémontrer des résultats classiques sur les structures de Poisson
(local-splitting de Weinstein et unicité de la structure transverse a difféomorphisme
prés). On utilise ensuite ces résultats pour obtenir des théorémes de forme nor-
male, et de linéarisation dans un cadre semi-local le plus général possible. Les cas
transversalement semi-simples sont traités avec une attention particuliére.

En appendice, on montre que 1I’équivalence d’homotopie de Vorobjev peut étre

interprété comme une extension feuille & feuille du principe de Moser.

ABSTRACT

After recalling elementary notions about Poisson structures, one studies them in
the neighborhood of a circle of singularities, under generic assumptions. One deduces
then a complete set of invariants, that are geometrically interpreted.

In the last chapter, one exposes and proves the formalism developped by Vorobjev
in order tosudy the neighborhood of a symplectic leaf. Then, one deduces normal
forms, and linearisation theorems in the most general (semi-local) situation possible.

An appendix is devoted to show that Vorobjev’s homotopy equivalence is a leaf-

wise version of Moser’s path method.
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Structures de Poisson, Feuilletage symplectique, Voisinage d’une feuille, Tenseurs

de couplag, Formes normales, Formes normales semi-locales, Linéarisation.



