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Résumé

Dynamos numériques planétaires générées par
cisaillement en surface ou chauffage interne

Dans la premiere partie de cette these, nous développons un code numérique hy-
bride basé sur un modele quasi-géostrophique des écoulements dans les noyaux
planétaires forcés par un chauffage interne. Le champ de vitesse est calculé dans le
plan équatorial ; la température et le champ magnétique sont implémentés en trois
dimensions dans la sphere. Cette approche hybride nous permet de modéliser des
écoulements convectifs turbulents (grands nombres de Reynolds, Re > 10%) sous
une forte influence de la rotation (petits nombres d’Ekman, 1078 < E < 107°)
pour des petits nombres de Prandtl, P = 0.1—0.01. Une caractéristique robuste de
ces écoulements est la présence d’une circulation géostrophique zonale de grande
amplitude et stable dans le temps. La taille et 'amplitude du mouvement zonal
sont controlées par le mélange de vorticité potentielle et la friction aux bords. On
identifie la présence d’ondes de Rossby de grande taille se propageant dans la zone
de convection vigoureuse.

Ces écoulements produisent des dynamos cinématiques au champ poloidal de pe-
tite échelle et au champ toroidal dominé par le mode axisymétrique. Les nombres
de Reynolds magnétiques critiques sont de 'ordre de 1000. Nous montrons que
I'impact du vent thermique agéostrophique sur le seuil dynamo n’est pas significa-
tif.

Dans la deuxieme partie de cette these, nous étudions les dynamos générées
par un cisaillement en surface. Un écoulement de Couette sphérique (écoulement
entre deux spheres en rotation différentielle) produit des dynamos aux nombres de
Reynolds magnétiques critiques élevés. La brisure de symétrie axiale de 1’écoule-
ment par l'instabilité en cisaillement (prenant la forme d’une onde) est cruciale.
Le champ magnétique toroidal est de grande amplitude par rapport au champ
poloidal impliquant le role de 'effet w dans le processus.

Nous étudions ensuite la dynamique et 'effet dynamo produits par des jets zo-
naux, i.e., des mouvements de rotation différentielle alternativement est-ouest en
latitude. Les jets zonaux imposés en surface sont modifiés par des ondes de Rossby
qui provoquent un élargissement des jets et une diminution de leur amplitude.
Le mécanisme dynamo est basé sur la propagation des ondes de Rossby. On a
relié 'amplitude du champ magnétique poloidal axisymétrique au nombre d’onde
du mode de Rossby a travers sa vitesse de phase. Le nombre d’onde du mode
de Rossby étant liée a 1’épaisseur des jets, on établit un lien entre production de
champ poloidal axisymétrique et épaisseur des jets zonaux.

Mots-clés : dynamos planétaires, convection, rotation, champ magné-
tique, modéle numérique, Couette sphérique, ondes de Rossby



Abstract

Numerical study of planetary dynamos generated by
surface shear or internal heating

In the first part of this thesis, we develop a hybrid numerical code based on a quasi-
geostrophic model for the flows inside the planetary cores driven by internal heat-
ing. The code calculates the velocity field in the equatorial plane, and the temper-
ature and magnetic fields in three dimensions in the sphere. This hybrid approach
allows us to model turbulent convective flows (high Reynolds numbers, Re > 10%)
under a strong influence of rotation (small Ekman numbers, 1078 < E < 1079)
for small Prandtl numbers, P = 0.1 — 0.01. Large amplitude geostrophic zonal
circulations are a robust feature of these flows. The scale and the amplitude of the
zonal motion is controlled by potential vorticity mixing and boundary friction. We
identify the presence of large-scale Rossby waves propagating in the vigourously
convecting region.

The flows produce kinematic dynamos, with a small-scale poloidal magnetic field
and a mainly axisymmetric toroidal field. The critical magnetic Reynolds numbers
are of order 1000. We find that the impact of the thermal wind on the dynamo
threshold is not significant.

In the second part of this thesis, we study dynamos generated by surface shears.
Spherical Couette flow (the flow between two spheres in differential rotation) pro-
duces dynamos with a high critical Reynolds number. By breaking the axial sym-
metry of the flow, the shear instability (in the form of a wave) plays a crucial role.
The toroidal magnetic field is large compared with the poloidal field, suggesting
the role of the w effect in the dynamo process.

We study the dynamics and the dynamo action produced by zonal jets, i.e.,
produced by differential rotation that is alternately westward and eastward with
latitude. The zonal jets imposed at the outer surface are modified by Rossby
waves, which widen the jets and lower their amplitude. The dynamo mechanism
relies on the propagation of the Rossby waves. The amplitude of the axisymmetric
poloidal magnetic field depends on the lengthscale of the Rossby waves through
their phase speed. As the width of the jets fixes the lengthscale of the Rossby
waves, we can establish a link between production of the axisymmetric poloidal
magnetic field and the width of the jets.

Keywords: planetary dynamos, convection, rotation, magnetic field,
numerical model, spherical Couette, Rossby waves
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Premiere partie

Physique des noyaux
planétaires






Avant-propos

Le cadre général de ce travail est I’étude de la dynamique des noyaux pla-
nétaires et du champ magnétique généré en leur sein.

Le champ magnétique terrestre étend son influence a plusieurs milliers de
km dans I'espace qui nous entoure. Il est révélé par l'orientation que prend
Iaiguille aimantée d’une boussole. Ses effets sur les objets aimantés sont ob-
servés depuis plus d’un millénaire mais son origine est restée mal connue
jusqu’au début du 20°¢ siecle. Aujourd’hui le consensus général adopté par la
communité scientifique est que le champ magnétique terrestre est auto-généré
par les circulations de courants électriques dans le métal liquide constituant
le noyau liquide. Le processus physique a I'oeuvre, nommé dynamo, consiste
en un transfert d’énergie cinétique en énergie magnétique et vice versa.

Depuis une trentaine d’années, les données magnétiques récoltées par les
missions spatiales nous ont appris que notre planete n’est pas la seule a pos-
séder un champ magnétique. Presque toutes les autres planetes du systeme
solaire génerent leur propre champ magnétique aux caractéristiques variées.

Meéme si l'origine du champ magnétique n’est plus un mystere, la descrip-
tion des mécanismes qui le produisent dans les conditions planétaires reste
floue. Cette méconnaissance est le siege de la motivation de ce travail.






Chapitre 1

Présentation de nos objets
d’étude

L’objectif de ce chapitre introductif est de nous familiariser avec nos objets
d’étude. On commence notre inventaire par la Terre, puis on s’attardera sur
les autres planetes telluriques, les géantes gazeuses et enfin les géantes glacées.
Mais tout d’abord, que connait-on de la structure interne d’une planete ?

1.1 Structure interne d’une planete

Les caractéristiques les plus fondamentales d’une planete sont sa masse,
son rayon et son taux de rotation. Comme son existence est liée a 1’étoile
autour de laquelle elle orbite, sa distance a son étoile est aussi déterminante.
Cette liste n’est pas exhaustive mais ces caractéristiques, bien connues pour
les planetes du systeme solaire (tableau 1.1) et partiellement pour de plus en
plus d’exoplanétes!, permettent de classer les planetes dans des catégories.
Le champ de gravité g d’une planete est directement relié a sa distribution
de masse volumique p,

AnG [T, o
o) = 5 [t
0

r

ou l'on fait 'hypothese que la variation de densité se fait uniquement avec
le rayon r et que la planete est sphérique. G est la constante universelle de
gravitation. La mesure du champ de gravité permet donc de contraindre le
profil radial de densité. La mesure du moment d’inertie C' apporte une autre

1Les caractéristiques auxquelles on a acces pour les exoplanetes les plus chanceuses sont
la masse, la distance a 1’étoile et la période orbitale.
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contrainte sur le profil de densité,

C(r) = %T/O " p(r’)dr.

En supposant une pression hydrostatique, on peut relier la pression p a la
masse volumique

L —p(r)o),

Le couplage avec une équation d’état f(p,p,T") = 0 permet d’obtenir le profil
de température T'. Au final, on dispose de modeles globaux 1D plus ou moins
bien contraints.

Planete Masse rayon période demi-grand axe
(kg) équatorial(km) de rotation (j) (U.A))
Mercure | 3.3 x 10% 2440 58.6 0.387
Vénus | 4.8 x 10* 6052 —243.0 0.723
Terre | 5.9 x 10* 6378 1.0 1.0
Mars | 6.4 x 10% 3402 1.0 1.523
Jupiter | 1.9 x 10?7 71492 0.4 5.203
Saturne | 5.7 x 10% 60268 0.4 9.537
Uranus | 8.7 x 10% 25559 —0.7 19.229
Neptune | 1.0 x 10%° 24961 0.7 30.068

TaB. 1.1 — Quelques caractéristiques des planetes de notre systeme solaire.

1.2 Ecorchés de la Terre

1.2.1 Modele de Terre sismologique

La Terre est un milieu élastique dans lesquel des ondes sismiques voyagent.
Il existe deux types d’ondes sismiques se propageant dans les zones profondes :
les ondes P de compression et les ondes S de cisaillement. Ces ondes se pro-
pagent avec une vitesse qui dépend des caractéristiques physiques du milieu :
la densité p, le module de cisaillement p et le module d’incompressibilité K.
Notons que les ondes de cisaillement ne se propagent pas dans les liquides.
A la suite d’'un séisme, les ondes traversent les différentes enveloppes de la
Terre et subissent des variations de vitesse, des réflexions aux interfaces,...
La mesure des temps d’arrivée des ondes permet aux sismologues de dé-
duire les variations spatiales de vitesses sismiques et donc des informations
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sur les épaisseurs et les propriétés élastiques des couches, les hétérogénéités
latérales,...

Lorsque la Terre est soumise a une perturbation, elle se met a résonner sur
ses modes propres de vibration. La fréquence de ces modes nous renseigne
aussi sur la distribution de densité.

Ces études sismologiques de propagation et de modes propres ont permis
d’établir un modele global de Terre & une dimension, le modele PREM (Dzie-
wonski & Anderson, 1981) (figure 1.1).

(b)  Seismic velocity or density (km s~ or Mg m~)

Sl

o w
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Fia. 1.1 — (a) Coupe de l'intérieur de la Terre montrant la limite manteau-
noyau liquide (jaune et orange respectivement), appelée CMB (pour Core-
Mantle Boundary en anglais) et la limite noyau liquide-graine solide (rouge)
appelée ICB (pour Inner Core Boundary). (b) Modele de Terre sismologique
radial (Dziewonski & Anderson, 1981). Extrait de Olson (2007).

Le centre de la Terre est constitué d’un noyau dense de rayon 3480km. La
partie supérieure de ce noyau est liquide (les ondes S ne s’y propagent pas).
Lors de sa formation, le noyau était liquide. La pression importante au centre
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(360GPa) provoque la cristallisation d’une graine. Les estimations de son age
vont de 0.37Ga a 1.90Ga, significativement moins que I’age de la Terre (voir
la revue récente de Nimmo, 2007). Le rayon actuel de la graine est de 1220
km soit environ 1/3 du noyau total. Le noyau dans son ensemble constitue
15% du volume total de la Terre et 1/3 de son rayon environ. Le reste est
principalement occupé par le manteau silicaté. L’enveloppe la plus superfi-
cielle, la crotuite, représente une fine couche d’environ 30 km d’épaisseur. La
viscosité du liquide du noyau externe est a peu pres égale a celle de 'eau
(10~?Pa s) alors que celle du manteau est estimée supérieure & 10*°Pa s en
fonction de la pression et de la température. Par conséquent, on s’attend a
ce que la dynamique des écoulements dans ces deux enveloppes soit tres dif-
férente. Dans le tableau 1.2, on donne les estimations de quelques propiétés
du noyau terrestre.

Noyau liquide | Graine solide
densité moyenne p (kg m=3) 11000 13000
conductivité électrique o (S m~1) 5 x 10° 5% 10°
viscosité dynamique p (Pa s) 1073 10 — 10"
diffusivité thermique x (m? s71) 107° 107°

TaAB. 1.2 — Propriétés physiques du noyau terrestre.

1.2.2 Modele de Terre géochimique

L’étude de la composition des météorites chondritiques permet de connaitre
la composition primordiale d'une planete tellurique dans un état indifféren-
cié. En la comparant aux abondances des différents éléments constitutifs des
matériaux terrestres auxquels on a acces (crotite et manteau), la compostion
de chaque couche peut étre estimée et comparée au profil de densité du modele
1D de Terre.

Le noyau est principalement composé de fer (~ 86%), de nickel (~ 4%)
et d’éléments légers (~ 10% — oxygene, soufre, silicium, carbone,...) (e.g.
Poirier, 1994). La graine est appauvrie en éléments légers qui restent préfé-
rentiellement dans le liquide. Lors de la cristallisation de I’alliage de fer et
nickel, les éléments légers sont donc libérés dans le fluide.

Le manteau et la crotite sont constitués principalement de minéraux silica-
tés.
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1.2.3 Modele de Terre thermique

A la surface de la Terre, le flux de chaleur est actuellement évalué a 40TW.
La principale source de cette chaleur est celle dégagée lors des désintégra-
tions d’éléments radioactifs qui se produisent essentiellement dans le manteau
(~ 28TW). Les autres contributions sont le dégagement de chaleur latente
lors de la cristallisation de la graine Qp, I'énergie gravitationnelle libérée lors
de la cristallisation de la graine (liquide remplacé par du solide plus dense)
Q¢ et le refroidissement séculaire Qg. En supposant un age de la graine de
1.2Ga, Roberts et al. (2003) obtiennent Q; ~ 4.0TW et Qg ~ 0.5TW. Pour
compléter le bilan, le refroidissement séculaire doit donc étre de I'ordre de
7.5TW.

A la surface du noyau, le flux de chaleur est mal contraint. La chaleur
évacuée vers le manteau est estimée a 10 £ 4TW (e.g. Nimmo, 2007). La
présence de ‘K (radioactif) dans le noyau est envisagée bien que non requise
par la géochimie.

Les matériaux constitutifs de la Terre étant opaques, un transfert de cha-
leur par radiation n’est pas envisageable. Le transfert se fait donc soit par
conduction soit par convection.

La conduction consiste en un transfert de chaleur de proche en proche. La loi
de Fourier relie le flux de chaleur conductif qeong au gradient de température,

qcond = _kVT7 (11)

ou k est la conductivité thermique du matériau.

Lorsque la conduction n’est pas un processus suffisament efficace, la matiere
va se mettre en mouvement pour transporter sa propre chaleur. Le moteur
du mouvement est la poussée d’Archimede, un fluide qui s’échauffe ayant
sa densité qui diminue. Un fluide va se mettre a convecter si la poussée
d’Archimede surmonte le frein au mouvement — la viscosité du fluide — et
le frein au moteur du mouvement — la diffusion thermique. Plus un fluide est
visqueux, plus les mouvements sont difficiles. Plus un fluide diffuse la chaleur,
moins il aura besoin de se mettre en mouvement pour la transporter.

L’entropie S est une fonction de la température, de la pression et la com-
position chimique. Par souci de simplicité, considérons un milieu ou la com-
position est homogene. On a alors

Cp

0]
ds = Z2ar — 24
S=7 PR

avec Cj, la chaleur spécifique a pression constante et « le coefficient d’ex-
pansion thermique. On considere un fluide qui se trouve dans un état “bien
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mélangé” isentropique. En supposant une pression hydrostatique, I’évolution
de la température avec le rayon est

AT\ (4T dp_ gaT
dr)s \dp)gdr  Cp°

Le gradient de température adiabatique traduit I’évolution de température
subie par une particule fluide suite a un déplacement radial, ¢’est-a-dire une
variation de pression hydrostatique. Le gradient adiabatique est tel que la
variation de température de la particule fluide la laisse a I’équilibre avec le
milieu qui 'entoure. On ne pourra donc avoir convection que si le gradient
de température est sur-adiabatique (d, 7 > (d,T")g). Le gradient adiabatique
est une notion liée au fait que le fluide est compressible. Dans la plupart
des modeles numériques et théoriques, on considere, par simplicité, que le
fluide est incompressible. La compressibilité dans le noyau terrestre étant
de 20% d’apres le modele PREM, cette hypotheése pourrait étre contestée
pour les métaux liquides (Glatzmaier & Roberts, 1996). Un fluide strictement
incompressible ne peut pas convecter puisque les variations de densité y sont
proscrites. Il faut alors faire I'hypothese que seules les variations de densité
induites par les variations de la température sont permises. C’est ce que
prévoit I'approximation de Boussinesq. Pour comparer les simulations d’un
fluide de Boussinesq avec le noyau terrestre, il faut considérer le profil de
température dans le noyau une fois le gradient adiabatique soustrait. Alors
que le gradient adiabatique est relativement bien contraint dans la Terre, le
gradient sur-adiabatique est quant a lui mal connu. Le gradient adiabatique
est estimé a 1000K entre les deux frontieres limites du noyau liquide (Jacobs,
1987). La différence de température sur-adiabatique entre 'ICB et la CMB
serait tres faible, de Pordre de 1072 — 107* (e.g. Jones, 2000).

1.2.4 Le champ magnétique terrestre

Avant I’ere moderne, le magnétisme était connu par les anciens Grecs. La
boussole est une invention chinoise; les premieres références de son utilisa-
tion comme un instrument d’orientation remonte a ’an 1040. La boussole
a été introduite en Europe des le 12eme siecle. La premiere mesure connue
en Europe date du 16eme siecle. La mesure systématique de I'orientation de
’aiguille de la boussole débuta a Paris et a Londres au 16eme siecle. L’obser-
vation du champ magnétique terrestre est la premiere observation naturelle
instrumentale faite de maniere systématique.

L’étude du champ magnétique terrestre a débuté au 17eme avec les tra-
vaux de William Gilbert qui fut le premier a faire I’analogie entre les formes
du champ magnétique terrestre et celui produit par un barreau aimanté qui
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serait virtuellement placé au centre de la Terre. Au 19eme, Gauss décrivit
mathématiquement le champ magnétique terrestre et proposa une origine in-
terne pour le champ principal. Le 19éme siecle est aussi la période de mise en
place des observatoires magnétiques permanents. On en compte environ 200
actuellement dans le monde, répartis de maniere déséquilibrée entre hémi-
spheres nord et sud. En France, I'unique observatoire se trouve a Chambon
La Forét dans le Loiret.

Les mesures géomagnétiques sur satellites artificiels ont débuté des les pre-
miers lancements avec Spoutnik 3 en 1958. Les premieres missions entre 1958
et 1978 (12 au total) embarquaient des magnétometres scalaires dont les don-
nées ne permettent pas de modéliser de facon unique le champ magnétique
terrestre. En 1979, la NASA lance Magstat qui donne des mesures vectorielles
permettant d’obtenir une couverture globale homogene. Plusieurs missions
(parmi lesquelles Sac-C, Champ, Oersted) ont ensuite suivies. En 2012, la
mission Swarm doit étre lancée par I’Agence Spatiale Européenne. Méme si
le champ magnétique terrestre est la grandeur géophysique dont la mesure
est la plus ancienne, les observations directes globales sont assez récentes.

Pour remonter au dela de cette période historique, on a recours a des mé-
thodes indirectes. On utilise I'aimantation rémanente de certains minéraux
pour reconstituer I’évolution du champ au cours des temps géologiques. Les
roches les plus anciennes pour lesquelles on observe une aimantation rema-
nente sont agées d’environ 3 Ga. Un champ magnétique existait donc a cette
époque a la surface de la Terre.

Les observations collectées a 1'aide de ces différentes méthodes permettent
de connaitre les variations temporelles et spatiales du champ magnétique
terrestre et ainsi d’identifier ces trois différentes sources.

La source principale du champ magnétique (98% du champ mesuré, inten-
sité d’environ 50000nT & la surface de la Terre) est interne. Le temps de
décroissance libre d’un dipéle est d’environ 20000 ans (avec les parametres
du noyau, conductivité et taille). Or d’apres les données paléomagnétiques,
le champ magnétique terrestre existait déja il y a 3 Ga. Un phénomene d’en-
tretien du champ magnétique est donc nécessaire : il s’agit de la géodynamo.
Les mouvements de fluide conducteur dans le noyau liquide provoquent des
circulations de courants électriques qui induisent un champ magnétique. Le
champ interne est de grande échelle : principalement dipolaire (80-85%) a la
surface terrestre (figure 1.2). L’axe du dipdle est actuellement orienté d’envi-
ron 9° avec I'axe de rotation de la Terre. Il présente une variation séculaire de
son intensité (environ 1000nT en 100 ans) et de son orientation (figure 1.3).

Sous certaines hypotheses concernant la conductivité électrique du man-
teau, le champ magnétique peut étre reconstitué a 'interface noyau-manteau
(figure 1.2). A cette profondeur, le champ présente toujours une composante
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Fia. 1.2 — Carte de la composante verticale du champ magnétique a la surface
de la Terre (a) et a la surface du noyau (b). Données du satellite Oersted.
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dipolaire marquée mais des taches de plus petites échelles émergent. On peut
remarquer le caractere symétrique de ses structures magnétiques. Des cartes
reconstituées a différentes époques montrent leur dérive vers I’Ouest.

Lors de I'expansion océanique, les roches magmatiques, riche en oxydes de
fer, se forment au fond des océans au niveau des dorsales et acquiérent une
aimantation thermo-rémanente, enregistrant ainsi l'orientation et l'intensité
du champ magnétique environnant. Les données paléomagnétiques récoltées
dans les fonds océaniques montrent que le champ s’est inversé plusieurs cen-
taines de fois en 200 Millions d’années (figure 1.4).

La deuxieme contribution au champ magnétique terrestre est le champ
d’origine crustale di a l'aimantation de certaines roches de la croute. Ce
champ peut atteindre localement des amplitudes de 1000nT mais son exten-
sion radiale est assez faible (< 1000km en général) (figure 1.5).

La derniere source du champ magnétique terrestre est d’origine externe. Le
flux solaire ultraviolet ionise une partie de ’atmosphere terrestre que 1'on
nomme ionosphere (entre 60 et 800km d’altitude). La différence d’ionisa-
tion entre face éclairée et face obscure de la Terre provoque la circulation
de courants ionosphériques qui induisent un champ magnétique d’amplitude
moyenne d’environ 50nT. Les variations d’ionisations journalieres et saison-
nieres provoquent des variations périodiques de ce champ externe.

Suite a de fortes expulsions de vent solaire, la magnétosphere, interaction

&0

a0

I 65

70

Inclination (degree)

® Paris

® London " 75

Fi1Gc. 1.3 — Séries temporelles de la déclinaison et de l'inclinaison du champ
magnétique terrestre mesurées a Paris et a Londres sur une période de 300
ans.
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Fia. 1.5 — Carte des anomalies du champ magnétique a l’altitude des satellites

(Maus et al., 2006).
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entre le champ magnétique de la planete et le plasma ionisé qu’est le vent
solaire, peut subir des bouleversements rapides. Ainsi des épisodes rapides
observables sur quelques heures et de fortes amplitudes (1000nT) que l'on
nomme orages magnétiques, peuvent fortement affectés le champ externe.

L
I 1lcentury .
0.85

Fi1G. 1.6 — Carte de I’écoulement a la surface du noyau moyenné en temps
sur la période 1840-1990. Les contours représentent les lignes de courant de
I’écoulement toroidal et 1’échelle de gris, 'amplitude des mouvements ascen-
dants (+) et descendants (-) (Amit & Olson, 2006).

A partir de la variation séculaire déduite des mesures magnétiques et sous
certaines hypotheses plus ou moins bien contraintes telle que ’hypothese du
flux gelé (o0 — oo dans le noyau), il est possible de reconstituer I’écoulement
tangentiel a la surface du noyau (figure 1.6). Notons qu’il n’existe pas de
solutions uniques a ce probleme.

1.3 Champs magnétiques des planetes du sys-
teme solaire

On divise couramment les planetes de notre systeme solaire suivant leur
masse : les planetes géantes (dont la masse est supérieure a 10mg,, mg étant
la masse de la Terre) et les planetes telluriques. La composition des planetes
(en lien avec leur distance au soleil) des deux groupes est aussi tres diffé-
rente : principalement hydrogene, hélium et eau pour les planetes géantes et
silicates pour les planetes telluriques.

Si 'on considere la région (potentiellement) génératrice du champ magné-
tique, on est amené a les séparer en 3 catégories :
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— Les planetes telluriques ont (ou ont eu) des noyaux liquides composés
principalement de fer. Le fer est un bon conducteur d’électricité avec une
conductivité électrique o ~ 5 x 10°S m~!.

— Les géantes gazeuses, Jupiter et Saturne, sont suffisament massives pour
que les pressions atteintes en profondeur soient supérieures a la pression
d’ionisation de I'hydrogene dont la conductivité est élevée o ~ 2 x 107S m™!.

— Les géantes glacées, Uranus et Neptune, ont une couche profonde con-
stituée d'un mélange électrolitique d’eau, de méthane et d’ammoniac de
conductivité assez faible, de I'ordre de 10? — 103S m~*.

A T'heure actuelle, on sait que la plupart de ces planetes possede un champ
magnétique. Avant 'avenement des mesures magnétiques par les missions
spatiales, Jupiter était la seule planete pour laquelle on pouvait détecter
un champ magnétique (par mesure des émissions radio) (Burke & Franklin,
1955). Au milieu des années 70, le survol de Mercure par Mariner 10 a révélé
que méme une plancte de petite taille pouvait avoir son champ magnétique
propre. Les missions qui ont suivies ont permis de contraindre plus ou moins
bien l'intensité et la topologie des champs magnétiques des différentes pla-
netes.

La valeur maximale du champ magnétique extrapolée a la surface du noyau
ainsi que le degré d’inclinaison du dipole par rapport a 1’axe de rotation sont
reportés dans le tableau 1.3. Pour comparaison, on donne aussi ces valeurs
pour le champ magnétique terrestre. La valeur obtenue a la surface du noyau
nécessite I’hypothese que le manteau, ou la couche d’hydrogene moléculaire
dans le cas des planetes géantes, est non conducteur. La partie dipolaire du
champ est celle dont la décroissance avec le rayon hors du noyau est la plus
lente. Il s’agit donc de la composante la plus aisément mesurable. Dans le
cas de la Terre, le dipole est dominant a la surface du noyau. Méme si c¢’est
le cas de la majorité des planetes, il existe cependant des exceptions.

1.3.1 Les planetes telluriques

Dans la classe des planetes telluriques, on trouve les satellites naturels des
planetes comme par exemple Ganymede et lo, deux satellites de Jupiter, dont
la taille est comparable a celle de Mercure.

Mercure possede un champ magnétique d’assez faible amplitude que I'on
pense étre produit par une dynamo ce qui est, au premier abord, assez sur-
prenant compte tenu de sa petite taille et de son faible taux de rotation.
Vénus, en revanche, ne possede pas de champ magnétique dynamo, ce dont
on s’étonne également car sa taille est assez similaire a celle de la Terre.
Notons qu'un champ tres faible d’origine ionosphérique a cependant été de-
tecté. Les champs magnétiques de Mars et de la Lune sont d’origine crustale
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et sont possiblement le produit d’une ancienne dynamo qui s’est éteinte et
dont l'intensité aurait été comparable a notre champ terrestre actuel. Gany-
mede possede un champ magnétique dont I'intensité a la surface du noyau est
environ 3 fois plus faible que le champ terrestre. Son champ, principalement
dipolaire, est généré par une dynamo.

1.3.2 Les géantes gazeuses

Les géantes gazeuses, et en particulier Jupiter, ont recu beaucoup d’atten-
tion depuis une trentaine d’années. Apres le programme Voyager (lancé en
1977), la mission Cassini-Hygens a survolée Jupiter en 2000 pour ensuite
poursuivre sa route vers Saturne (2004). La sonde spatiale Galileo a orbité
autour de Jupiter de 1995 a 2003.

Les géantes gazeuses possedent des champs magnétiques intenses. Jupiter
possede, apres les taches solaires, le champ magnétique le plus important
du systeme solaire. Son moment dipolaire vaut M = 18000Mg avec Mg le
moment dipolaire terrestre. Sa magnétosphere est énorme : elle s’étend sur
75 rayons en avant de la planeéte et jusqu’'a l'orbite de Saturne. Le champ
magnétique de Jupiter est principalement dipolaire axial et est animé d’une
variation séculaire (Russell et al., 2001). La vitesse dans la couche conductrice
de Jupiter est estimé de ordre de 10?m.s~! (Starchenko & Jones, 2002).

Saturne a la particularité d’avoir un champ magnétique dipolaire tres axisy-
métrique, c’est-a-dire que 1’axe de son dipole est tres peu incliné par rapport
a son axe de rotation. Méme si 'intensité de son champ a la surface de la
couche conductrice est plus faible que le champ magnétique terrestre a la

Intensité maximale
a la surface du noyau | Inclinaision du dipole
(©T)
Mercure 1.4 < 10°
Terre 760 9°
Ganymede 250 ~ 10°
Jupiter 1700 9.6
Saturne 250 0.8
Uranus 130 58.6
Neptune 52 A7

TaB. 1.3 — Caractéristiques du champ magnétique pour quelques planetes.

D’apres une compilation de Jones (2003).
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CMB, son moment dipolaire vaut M = 500My,.

1.3.3 Les géantes glacées

En dehors des missions Voyager, aucun satellite n’a survolé Uranus et Nep-
tune, les planetes les plus éloignées du Soleil. On dispose donc d’assez peu de
données les concernant mais ce qu’elles revelent est assez surprenant. Il s’agit
de planetes assez exotiques dans le bestiaire des planetes du systeme solaire.
Tout d’abord, Uranus possede un axe de rotation qui est presque dans le plan
de l'ecliptique. Ensuite l'inclinaison de 'axe de son dipodle est de 58.6° par
rapport a l'axe de rotation. Il en résulte une magnétosphere tres asymétrique
avec un champ a la surface de la planete pouvant atteindre 10pT dans ’hé-
misphere sud et 110uT dans I’hémisphere nord. Neptune, dont le dipole est
également tres penché, possede un moment quadrupolaire dont 'intensité est
plus forte que le moment dipolaire.

Grace a ce petit inventaire, il apparait que la présence ou non d’un champ
magnétique généré par une dynamo est loin d’étre une fonction linéaire de la
taille de la planete, de son taux de rotation,... On est bien incapable de déga-
ger une tendance générale. Vénus et la Terre, par exemple, sont des planetes
assez similaires mais leur histoire magnétique est completement différente. La
dynamo n’est, semble-t-il, pas une machine si facile que ¢a a mettre en route
et elle est sensible a son environnement. Par ailleurs, on voit, dans le cas de
Mars par exemple, qu'une dynamo peut s’éteindre. La encore un indice de
la sensibilité de la dynamo. Les champs dipolaires sont majoritaires mais les
parametres clés qui determinent le choix de la morphologie du champ n’ont
pas encore été formellement identifiés.

Le probleme auquel on s’attaque est donc tres complexe et méme si de nom-
breuses études permettent d’en éclairer quelques aspects, 'image d’ensemble
est encore sombre.



Chapitre 2

Modélisation des noyaux
planétaires

2.1 Le moteur des dynamos planétaires

Pour créer un champ magnétique auto-entretenu, il faut disposer d’une
quantité d’énergie cinétique suffisamment importante et disponible pour étre
transformée en énergie magnétique. Les différents mécanismes évoqués pour
la génération d’une dynamo planétaire sont :

— La convection thermique : le fluide est mis en mouvement sous l'effet

d’une stratification de température instable.

— La convection compositionnelle : les éléments légers relachés au niveau
de I'ICB lors de la cristallisation de la graine provoquent la mise en place
d’une stratification compositionnelle instable.

— La précession ou la nutation : I’axe de rotation de la Terre précesse au-
tour d'un axe normal au plan de l'écliptique en une période de 25800
ans. La nutation est une précession de I’axe de rotation autour de sa po-
sition moyenne (23.5° par rapport a la normale au plan de Iecliptique)
de période 431 jours (figure 2.1).

D’un point de vue énergétique, les mouvements précessionnels permet-
traient d’alimenter la dynamo terrestre (Bullard, 1949). L’existence de dy-
namos précessionnelles a été récemment démontrée numériquement (Tilgner,
2005). Cependant, ce scénario n’est pas privilégié car la gravité est une source
d’énergie bien plus grande que la rotation. Pour la Terre, le rapport Q*R/g
vaut ~ 1072 olt Q est le taux de rotation, R le rayon du noyau et g le
champ de gravité moyen dans le noyau. Actuellement, on pense donc que le
transfert d’énergie potentielle de gravité en énergie cinétique par les mou-
vements convectifs est la source la plus importante pour la dynamo. Il a

19
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été suggéré que la convection compositionnelle est plus importante que la
convection thermique (Braginsky, 1991) et que la structure des deux types
de convection pouvaient étre différente pour les systemes en rotation rapide
a cause de la grande différence entre diffusivités thermique (k ~ 107°m?s™!)
et chimique (ke ~ 107®m?*s™!). Ceci impliquerait qu’étudier la convection
thermique pour comprendre la dynamique des noyaux planétaires telluriques
n’est pas un choix pertinent. Cependant des expériences indiquent que la
convection thermo-compositionnelle produit des écoulements tres similaires
a la convection purement thermique, au moins pour la gamme de parametres
considérés (Cardin & Olson, 1992).

Une fois que l'on a trouvé la source d’énergie nécessaire pour générer la
dynamo, tout est encore loin d’étre gagné... En effet, n’importe quel champ
de vitesse qui anime le fluide conducteur n’est pas forcément propice a la
génération d’un champ magnétique. Le probleme a résoudre est alors le sui-
vant : quel écoulement est propre a l'induction d’'un champ magnétique qui
se maintient dans le temps? Existent-ils des conditions que cet écoulement
doive remplir pour étre dynamogene? D’autre part, on souhaite que le ré-
gime dynamique que 'on étudie soit approprié pour l'objet d’étude. Pour
les noyaux planétaires, les effets rotationnels sont grands et le fluide est peu
visqueux. Il est également important de déterminer si I’écoulement est lami-
naire ou turbulent. L’état de turbulence peut étre quantifié par le nombre de

Direction fixe par rapport referentiel inertiel (ICRS)

Direction de I'axe de
rotation instantannee
de la Terre

Plan de l'ecliptique

FiG. 2.1 — Schéma des mouvements de précession et de nutation de 'axe de
rotation terrestre. Extrait de Noir (2000).
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Reynolds qui mesure I’advection de la quantité de mouvement par rapport a
sa viscosité,

UR
Re = —,

14

ou U est une vitesse caractéristique de 1’écoulement, R, une longueur carac-
téristique du systeme et v la viscosité cinématique du fluide. Dans le noyau
terrestre, les vitesses sont estimées & environ 10~ *m.s~! (proche de la CMB)
d’apres l'inversion des données magnétiques de la variation séculaire. La vis-
cosité cinématique est quant & elle de I'ordre de 10~%m.s™2. Si 'on prend
R = 2000km, la distance ICB-CMB, on trouve que le nombre de Reynolds
est de I'ordre de 10%. On considére souvent qu'un écoulement Re > 1000 est
turbulent, le noyau terrestre est donc certainement dans un état de turbu-
lence hydrodynamique développée.

La science qui étudie la physique des écoulements de fluide conducteur
et leurs interactions avec un champ magnétique est la magnétohydrodyna-
mique (MHD). Sa formulation mathématique est assez complexe comme nous
le verrons. Pour tenter de résoudre ce probleme, 'utilisation de différents ou-
tils ayant chacun leur inconvénients et leurs avantages est indispensable. Les
études théoriques permettent d’obtenir des solutions dans des cas simplifiés
et idéaux. Pour obtenir des solutions dans des cas plus complexes, la réso-
lution numérique des équations est nécessaire. Cependant, les problemes liés
a la limitation du temps de calcul entrainent une limitation de I’exploration
de la gamme des parametres. Les expériences permettent d’étudier des ré-
gimes plus proches de ceux des noyaux planétaires mais ne permettent pas
d’obtenir une connaissance parfaite de ’état du systeme a cause de soucis
d’instrumentation. La mise en place d’infrastructures assez lourdes lors de
I'utilisation de métaux liquides (du sodium liquide en particulier) constitue
aussi une contrainte.

Dans les sections suivantes, on résume les avancées obtenues par les diffé-
rentes approches.

2.2 Approche théorique

Les travaux théoriques remontent au début du 20° siecle avec les travaux
de Larmor (1919) dans le contexte solaire ou il évoque le principe de la dy-
namo ol écoulement et champ magnétique sont couplés par les équations de

la quantité de mouvement et de I'induction magnétique.

En 1934, Cowling démontre le premier théoreme “anti-dynamo” : il n’existe
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pas d’écoulement capable d’entretenir un champ magnétique purement axisy-
métrique. Dans la nature, on observe cependant beaucoup de champ magné-
tique auto-entretenu ayant une composante axisymétrique largement domi-
nante. Le champ de Saturne est, par exemple, tres axisymétrique a sa surface
ce qui est déroutant d’apres le théoreme de Cowling. Il ne faut cependant pas
oublier que le champ magnétique en surface d’une planete ne contient pas
toute l'information sur le champ dans la région ou il est généré. Ce théo-
reme anti-dynamo sera plus tard étendu au cas d'un champ magnétique a
deux dimensions, “deux dimensions” signifiant que les trois composantes du
champ sont indépendantes d’une coordonnée cartésienne. Une présentation
de plusieurs théoremes anti-dynamo peut étre trouvée dans la revue récente
de Roberts (2007).

L’étude des dynamos cinématiques ou le champ de vitesse est prescrit (e.g.
Gubbins & Roberts, 1987) montre que I'induction du champ magnétique par
le champ de vitesse (d’amplitude UB/R ou B est une valeur caractéristique
du champ magnétique) doit étre plus grande que la diffusion du champ ma-
gnétique (nB/R? ol i est la diffusivité magnétique) pour que le champ ma-
gnétique soit maintenu par effet dynamo. Le nombre de Reynolds magnétique
quantifie ce rapport,

Rm = vk > 0(10).
Ui

Dans le noyau terrestre, n est de l'ordre de 2m.s™2 (Poirier, 1994) et la vi-
tesse est estimée de I'ordre de 10~*m.s™! pour une structure de grande taille
R ~ 2000km ce qui donne Rm ~ 100. Cette condition est donc compatible
avec l'existence d'une dynamo dans le noyau terrestre. Le nombre de Reynolds
magnétique nous montre, entre autres, I'importance de la taille de la structure
de I’écoulement. Les systemes de petite taille vont donc avoir des difficultés
a étre 'hote d'un champ magnétique auto-entretenu. Le temps de diffusion
magnétique estimé pour le noyau terrestre est de l'ordre de 20000 ans. Il
s’agit du temps que met une structure magnétique (de grande échelle) pour
étre completement diffuser sans mécanisme d’entretien. Les petites échelles
du champ se diffusent plus rapidement.

L’étude des champs moyens ou l'on divise les champs en une composante
de grande échelle et de grande amplitude et une composante fluctuante de
petite échelle et de faible amplitude a permis d’introduire 'effet « et leffet w
dans le mécanisme de génération du champ magnétique (e.g. Roberts, 2007).
L’effet a permet de produire un champ magnétique de grande échelle a I'aide
d’un champ de vitesse de petite échelle telle que ’écoulement hélicitaire de
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tourbillons. L’effet w est, quant a lui, le cisaillement par un champ de vitesse
de lignes de champ globalement nord-sud, I’étirement et la torsion des lignes
provoquant I'apparition d’un champ magnétique est-ouest. Les effets o et w
sont des mécanismes simplifiés décrivant 'action d'un champ de vitesse sur
un champ magnétique. Il faut combiner leur effet pour obtenir une dynamo
que I'on peut qualifier de o, aw ou aw en fonction de la contribution de
ces effets. En réalité, 'introduction des forces magnétiques dans 1’équation
du mouvement et la complexité des écoulements étudiés ne permettent pas
toujours de catégoriser aussi facilement le type de dynamo obtenue.

2.3 Approche numérique

La premiere dynamo numérique complete a di attendre I'apparition de
supercalculateurs pour voir le jour. En 1995, Glatzmaier & Roberts puis Ka-
geyama et al. parviennent a reproduire un champ magnétique auto-entretenu
dans une géométrie sphérique en 3D, présentant les caractéristiques du champ
magnétique terrestre : un dipdle axial présentant des inversions de polarité
et une variation séculaire. Six ans plus tard, la comparaison de solutions
numériques des équations de la MHD obtenues par plusieurs codes indépen-
dants a validé les études numériques (Christensen et al., 2001) (figure 2.2(a)).
L’exploration de la gamme des parametres par les nombreuses modélisations
qui ont suivies a permis de reproduire différents types de dynamos (dipole
principalement axial ou équatorial, quadrupole,...) et de décrire le contexte
de leur production (e.g. Christensen & Wicht, 2007). L'un des avantages
des simulations numériques est qu’elles permettent de décrire précisément
les mécanismes de l'effet dynamo et la rétroaction du champ magnétique
sur la vitesse. La figure 2.2(b) est extraite de Aubert & Wicht (2004) : on
visualise I'interaction dynamique entre tourbillons et lignes de champ.

Le probleme auquel sont confrontées les modélisations numériques des équa-
tions de la MHD est que la gamme de parametres, soit propre au fluide
(comme sa viscosité et sa diffusivité magnétique), soit au systéme (entre
autres, son taux de rotation), est souvent tres éloignée des conditions pla-
nétaires. Comme évoqué précédemment, le nombre de Reynolds est grand
dans le noyau liquide (Re ~ 10%). Cela se traduit par une gamme d’échelle
spatiale de I’écoulement tres vaste. Dans les simulations numériques, il n’est
pas possible d’atteindre ce niveau de turbulence a moins d’utiliser des para-
métrisations parfois discutables.

D’autre part, dans un fluide en rotation, des couches limites visqueuses tres
fines se mettent en place aux bords. Ces couches sont d’autant plus fines
que le taux de rotation est élevé. Dans le noyau terrestre, ’épaisseur de ces
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vitesse radiale champ magnetique radial
a la surface

a mi-profondeur

(a) (b)

F1G. 2.2 — (a) Solution numérique d'une dynamo ou les effets rotationnels
sont environ 1000 fois plus importants que les effets visqueux dans I’équation
de la quantité de mouvement pour les grandes échelles (Christensen et al.,
2001). (b) Visualisation tridimensionnelle des lignes de champ magnétique
(gris) et des structures de I’écoulement (bleu) dans un modele numérique de
noyau terrestre. La composante radiale du champ magnétique est représentée
sur la sphere externe (Aubert & Wicht, 2004).
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couches serait de 'ordre du metre! L’effet de la rotation est aussi de générer
des structures de plus en plus fines. Une simulation avec le taux de rotation
de la Terre est clairement inenvisageable. Pour donner un ordre de grandeur
de cet écart, la dynamo de Glatzmaier & Roberts (1995) a une période de
rotation de 1 Ma...

Dans les simulations numériques, on utilise donc des viscosités beaucoup
plus élevées que les valeurs estimées dans les noyaux liquides. Certains codes
utilisent des hyper-viscosités qui permettent de diffuser les structures de pe-
tites tailles davantage que dans un systeme réel. L'utilisation de valeurs éle-
vées de viscosité est discutable si I'on cherche a décrire la dynamique des
noyaux planétaires. Dans I’espoir de réduire la distance entre modélisations
et conditions réelles, la viscosité dite turbulente est souvent mise en avant.
Dans un écoulement laminaire, la diffusion de la quantité de mouvement se
fait a I’échelle moléculaire. Cependant, pour un fluide dans un état de tur-
bulence élevé, la turbulence a 1’échelle des plus petits tourbillons peut étre
paramétrée comme de la diffusion. On peut ainsi définir une viscosité tur-
bulente qui dépasse de plusieurs ordres de grandeur la viscosité moléculaire.
Dans le noyau terrestre, on n’a cependant qu'une vague idée de cette grandeur
(Brito et al., 2004).

Un autre probleme auquel font face les modélisations numériques sont les
différences entre les coefficients de diffusion des différents champs : v, la vis-
cosité, n, la diffusivité magnétique et x la diffusivité thermique. Aujourd’hui,
beaucoup de modeles utilisent v =~ n ~ x alors qu’en réalité pour les mé-
taux liquides n > k > v. Le probleme posé par cette approximation est que
la vitesse, le champ magnétique et la température sont dissipés a la meéme
échelle.

Faut-il donc s’inquiéter que, bien que les modeles numériques 3D de la géo-
dynamo soient dans des régimes dynamiques bien plus visqueux que celui du
noyau terrestre, ils produisent des champs magnétiques aux caractéristiques
terrestres 7 Parviennent-ils a capturer la physique essentielle de la géodynamo
qui prévaut sur une large gamme de parametres 7 Ou bien s’agit-il juste d’'une
coincidence ?

L’effort est donc maintenant dirigé vers l'utilisation de valeurs plus per-
tinentes grace a des parallélisations massives des codes 3D et l'utilisation
d’énormes ressources de calcul. Il semble cependant qu’en utilisant des pa-
rametres plus réalistes, les dynamos convectives produisent des champs ma-
gnétiques qui soient de petite échelle et non plus principalement dipolaires
(Kageyama et al., 2008). Il va falloir aller encore plus loin en direction des
valeurs planétaires pour savoir si cette tendance se confirme mais cela néces-
site le développement de ressources toujours plus importantes ou 'utilisation
d’approximation permettant un allegement des calculs.
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2.4 Approche expérimentale

La premiere génération de dynamos expérimentales a été couronnée de suc-
ces il y a une dizaine d’années. Ces expériences (une a Riga en Lettonie
(Gailitis et al., 2001) et I'autre a Karlsruhe en Allemagne (Stieglitz & Miil-
ler, 2001)) ont été construites pour reproduire des écoulements que I'on sait
propices a la génération de dynamos cinématiques. Dans ces expériences, le
mouvement du fluide est forcé par des pales et des pompes et confiné dans des
tuyaux. Il est donc tres contraint et peu affecté par les forces magnétiques.
La dynamo de Riga reproduit un écoulement de Ponomarenko ou le fluide
subit un mouvement hélicitaire superposé d'une translation. La dynamo de
Karlsruhe est basée sur le méme principe mais avec plusieurs rangées de co-
lonnes de fluide alignées. Pour les deux expériences, 1’effet dynamo est apparu
proche du seuil prédit théoriquement et numériquement.

Ces expériences utilisent du sodium liquide, le métal disposant de la meilleure
conductivité électrique a des températures accessibles. Ces propriétés phy-
siques sont proches de celle du fer liquide. Le majeur probleme du sodium
est sa dangerosité et donc son utilisation nécessite d’'importantes infrastruc-
tures.

L’effet dynamo ayant maintenant été prouvé en laboratoire, le but des dy-
namos expérimentales de deuxieme génération est de laisser plus de liberté
a ’écoulement et donc d’étudier des écoulements plus turbulents, soumis a
une rotation rapide, a une action forte du champ magnétique,... Le mode
de forcage choisi est le forcage mécanique, la convection étant difficile a re-
produire experimentalement et nécessitant des puissances gigantesques). Les
écoulements modélisés présentent un écoulement moyen de grande échelle au-
quel un écoulement turbulent vient se superposer. A I'heure actuelle, aucune
dynamo expérimentale n’a été obtenue la ou les prédictions des études nu-
mériques basées sur le champ moyen (difficulté de modéliser numériquement
la turbulence) plagait le seuil dynamo (Peffley et al., 2000; Bourgoin et al.,
2002; Forest et al., 2002). Il semble donc que la turbulence de ’écoulement
inhibe l'effet dynamo. En 2007, a Cadarache, une équipe francaise a me-
suré un champ magnétique auto-entretenu dans une expérience reproduisant
un écoulement de Von Karman!, ot un fort taux de cisaillement est obtenu
entre deux pales constituées de fer doux (ferromagnétique) pouvant étre mise
en rotation synchrone ou asynchrone (Monchaux et al., 2007). Une grande
variété de comportement du champ magnétique a depuis été observée dans
I'expérience VKS (inversions, oscillations,...). L’effet dynamo n’a cependant
pas été observé avec des pales constituées d'un matériau amagnétique, ce qui

Lexpérience VKS pour Von Karman Sodium.



2.4 Approche expérimentale 27

rend la présence de la dynamo fluide controversée (Verhille et al., 2010).

A travers le monde, d’autres expériences sont en cours, parmi lesquelles,
I'expérience de Couette sphérique (entre deux spheres coaxiales en rotation
différentielle) de College Park, Maryland, (3m de diametre!) ; 'expérience de
Madison, Wisconsin, semblable a VKS mais en géométrie sphérique ; 1'expé-
rience de Perm, Russie, ot un tore en rotation rapide est brusquement freiné.

D’autre expériences font le pari d’étudier des régimes dynamiques perti-
nents pour la Terre sans chercher a produire de dynamo. En particulier,
un régime ou le champ magnétique est fort et la rotation rapide est d'un
grand intéret. C’est le cas de l'expérience DTS a Grenoble ou l'induction
d’un champ magnétique par un fluide en équilibre magnétostrophique (équi-
libre entre forces de Lorentz, de Coriolis et gradient de pression) est étudié
en présence d’un écoulement de Couette sphérique ou le cisaillement est fort.
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Chapitre 3

Les équations du probleme

Nous allons maintenant développer les équations générales de notre pro-
bleme qui couvre les domaines de la mécanique des fluides, de la thermody-
namique et de 1'électromagnétisme.

3.1 Aspect dynamique

3.1.1 Equation de la quantité de mouvement

Dans toute cette étude, on considere un fluide incompressible, c¢’est-a-dire
que sa masse volumique, pg, est constante dans l'espace et dans le temps. Le
choix d’une telle approximation est contestable pour I’étude des noyaux pla-
nétaires, en particulier pour les gaz ou les effets de la compressiblité peuvent
étre importants (Evonuk & Glatzmaier, 2004). Cette hypothese est cependant
largement utilisée car elle permet une grande simplification des équations.

Sous I’hypothese d’incompressibilité du fluide, I’équation de conservation
de la masse s’écrit :

V. -u=0,

ol u est le vecteur vitesse.

On considere un réferentiel 7 en rotation autour d’un axe e, a une vitesse
angulaire 2 = Qe,, 'axe e, étant fixe dans un référentiel galiléen G. La
vitesse et 'accélération du fluide dans les deux référentiels sont reliées par

ug =ur +Q xr,

Q
d_u — d_u +2Q xur + 2 x Q xur+ d— X T,
dt ), at ), dt /) g

ou r est le vecteur position. Dans le référentiel en rotation, trois nouvelles
accélérations apparaissent donc : la force de Coriolis 22 x uz, la force centri-

29
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fuge 2 x Q x ur et la force de Poincaré (d;£2)g x r. Si l'on considere que €2
est constante comme on va le supposer ici, alors on exclut les phénomenes de
précession et de nutation liés a la force de Poincaré. L’équation de la quantité
de mouvement dans le référentiel galiléen G est

d 1 1
(_u) = ——VP +vViug + —F,
at ) Po Po

avec P le champ de pression, Fy les forces volumiques (autres que visqueuses)
et v la viscosité cinématique du fluide. Dans le référentiel en rotation, I'équa-
tion de la quantité de mouvement! est

d 1 1
(—“) 120 xur + QX Qxur = ——VP+uViur + —F,. (3.1)
dt ) - Po Po

La force centrifuge peut étre exprimée sous forme d’un gradient et incorporée
a la pression pour former un champ de pression modifiée p = P + 1/2p,Q%s?
avec s = |e, X r| le rayon cylindrique. Dans la mesure ou 'on se situe dans
le repere géocentrique en rotation, il est plus facile de se placer dans le réfé-
rentiel en rotation pour comparer les résultats aux observations. On notera
u = uy. Les forces volumiques dans le cadre d’un fluide incompressible dans
I'approximation de Boussinesq (que 'on va détailler dans le paragraphe sui-
vant) sont la poussée d’Archimede, mise en mouvement d’un fluide sous Ueffet
d’une variation de densité et la force de Lorentz qui exprime la force exer-
cée sur le fluide par interaction entre un champ magnétique et les courants
électriques.

Expression des forces volumiques

Approximation de Boussinesq et force d’Archimede L’approxima-
tion de Boussinesq contourne le fait qu’un fluide incompressible ne peut pas
convecter puisque sa densité est constante. Comme ce sont les modifications
de densité liées aux changements de température? qui permettent de créer des
mouvements convectifs, on va considérer le fluide incompressible sauf pour
les effets liés a la gravité i.e. la force d’Archimede. Cette approximation est
valable si les changements de densité et de viscosité liés aux variations de
température sont faibles et si ’échauffement du fluide par frottement vis-
queux est négligeable (Tritton, 1988).

La dérivée particulaire (en description lagrangienne) est % = % +u-V ou % est la
dérivée en description eulérienne.

2Les changements compositionnels créent aussi des modifications de densité mais on
considere ici uniquement la convection thermique.
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Cette variation de densité induit une poussée d’Archimede :

Fa =0pg = (p = po)g = poc(T — Tp)gorer, (3.2)
avec g = —gore, le champ de gravité a symétrie sphérique. La variation de
masse volumique due aux variations de température est Ap(T') = —poa(T — Tp)

avec « le coefficient de dilatation thermique et T la température de réfé-
rence (constante) a laquelle on a p(Ty) = pg, la masse volumique de référence
(constante).

La température est décomposée en un champ de température statique T (le
profil de température dans le cas stationnaire et conductif) et une perturba-
tion de température © :

T(r,0,0,t) =Ts(r)+0O(r,0,0,t). (3.3)

Le champ de température statique est a symétrie sphérique comme on le
verra par la suite. Par conséquent, la force d’Archimede issue de T est irro-
tationnelle, ce qui nous permet de dire qu’elle dérive d'un gradient que 'on
peut incorporer a la définition de la pression modifiée p. On considere donc
seulement la force d’Archimede issue de la perturbation de température :

Fa = poagoOr. (3.4)

Force de Lorentz En présence d'un champ magnétique et d'un fluide
conducteur d’électricité, la force de Lorentz agit sur le mouvement du fluide.
Elle est associée a la présence d'un champ magnétique B et électrique E dans
le référentiel en rotation :

Fy =p.E+jxB,

ol p,. est la densité de charge électrique et j la densité de courants électriques.
Dans I'approximation de la magnétohydrodynamique, la vitesse du fluide est
tres inférieure a la vitesse de la lumiere. Par conséquent, on peut négliger la
force électrique devant la force magnétique. On a alors :

FLZJXB.

Nombres sans dimension

Les nombres sans dimension nous renseignent sur les équilibres en présence
dans un systeme. En comparant les nombres sans dimension utilisés dans
les modélisations numériques ou expérimentales a ceux de 'objet étudié, on
peut juger si I’état que I’on modélise est pertinent par rapport a ce que 1'on



32 3. Les équations du probleme

cherche a décrire.

En mécanique des fluides en rotation, il y a un nombre sans dimension ubi-
quiste : le nombre d’Ekman noté E. Il mesure le rapport entre période de
rotation Q7! et temps caractéristique de dissipation visqueuse R?/v ot R est
une taille caractéristique de notre systeme :

14

E = .
QR?

Le domaine des petits nombres d’Ekman est le lieu d'une physique ou la
viscosité est tres faible si I’on s’intéresse a des échelles de temps de 'ordre du
jour et a des structures de grande échelles. Dans les noyaux planétaires, la
période de rotation est bien plus courte que le temps de dissipation visqueuse.
Par exemple, dans le noyau terrestre, on estime £ ~ 10719,

Le nombre de Rossby mesure le rapport entre période de rotation et temps
caractéristique de 'advection R/U ou U est une vitesse typique de 1’écoule-
ment :

U
QR
Dans le noyau terrestre, le nombre de Rossby est estimé de I'ordre de 10~7.

Le nombre de Reynolds Re est le rapport entre temps visqueux et temps
advectif :

Ro

Re = Ro/E = ?

Le nombre de Reynolds est souvent utilisé pour juger de la turbulence
hydrodynamique d’un systeme. On estime généralement pour Re < 1000 que
I’écoulement est laminaire, la viscosité agissant pour lisser toutes les échelles
spatiales. Pour Re > 1000, I’écoulement est considéré comme turbulent. Dans
le noyau terrestre, Re ~ 10%, on s’attend donc & un écoulement turbulent.

3.1.2 Quelques éléments de la physique des fluides en
rotation

Contrainte de Proudman-Taylor

Pour des fluides de faible viscosité en rotation rapide (E < 1), la force de
Coriolis a une action prédominante sur les mouvements. En régime station-
naire, dans un systeme ot les forces volumiques sont absentes ou faibles et le
terme de transport advectif est négligeable par rapport a la force de Coriolis
(Ro < 1), I’équation 3.1 se réduit a un équilibre entre force de Coriolis et
gradient de pression :

1
20 xu=—-—Vp. (3.5)
Po
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Si 'on prend le rotationnel de cette équation, on obtient

ou

9 0. (3.6)
Dans un récipient fermé a bords plats ou I'on impose une vitesse nulle aux
bords (cas d'une surface rigide), la vitesse parallele a I'axe de rotation est
nulle aux bords et donc, d’apres 1’équation précédente, elle sera nulle dans
tout le volume. La vitesse dans un plan perpendiculaire a ’axe de rotation est
invariante par translation le long de 'axe. Le mouvement du fluide est donc
bidimensionnel et qualifié de géostrophique. La plupart des fluides géophy-
siques rencontrés dans l'océan, 'atmosphere et le noyau respectent, a l'ordre
zéro, cette contrainte de rigidité axiale, appelée contrainte de Proudman-
Taylor.

En pratique, les expériences réalisées par Schaeffer (2004) montrent que
les structures de I’écoulement conservent un caractere bidimensionnel pour
Ro<0.let E<107%

Couche d’Ekman

Pour des écoulements a faible nombres d’Ekman, le comportement du fluide
dans le cceur du volume peut étre proche d'un état géostrophique. Cependant,
pres des bords du conteneur, les solutions doivent satisfaire les conditions
aux limites imposées, notamment celle de non-glissement appropriées pour
une interface fluide-solide. Le raccordement se fait dans une couche limite
visqueuse appellée couche d’Ekman.

Les conditions limites que 1'on utilise pour la vitesse sont la condition de
non-pénétration,
u-n=_0,

et la condition de non-glissement,
uxn=0,

ol n est la normale a la paroi. Dans la couche d’Ekman, les forces visqueuses
s’ajoutent a la force de Coriolis pour contrebalancer le gradient de pression

1
2 xu=—-——Vp+rVu
Po

Pour un récipient a bords plats (n = e,), 'épaisseur de la couche d’Ekman
est (e.g. Pedlosky, 1979)

U 1/2 .
(N e
S (9) E'?R.
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Cette couche devient infiniment fine lorsque £ — 0. La conservation de
la masse dans cette couche nécessite l'apparition d’'un flux alimentant la
couche. La condition aux limites a la sortie de la couche d’Ekman (de la
paroi supérieure) est alors (voir Pedlosky, 1979, pour plus de détails) :

u, = —%Elﬂw - ey, (3.7)
ol w = V x u est la vorticité. Cette vitesse normale a la sortie de la couche
d’Ekman provoque une brisure de la géostrophie a l'intérieur du fluide de
Iordre E'/2. Cet écoulement secondaire, appelé pompage d’Ekman, est im-
portant pour la dynamique car il est lié¢ a la vorticité a l'intérieur du volume.
Un vortex cyclonique (de vorticité w, = w - e, positive) situé dans le volume
(il est donc géostrophique) est liée a I'apparition d’'une vitesse u, négative
i.e. dirigée vers l'intérieur du fluide (figure 3.1). Un vortex anticyclonique
(w, < 0) provoque quant a lui, 'apparition d'une vitesse u, dirigée vers la
paroi. La couche d’Ekman agit comme un frein sur les colonnes de vorticité
non nulle, agissant ainsi comme un frottement visqueux a la paroi : elle in-
jecte du fluide, initialement en contact avec la paroi, dans le cyclone pour
le ralentir et elle aspire du fluide a ’anticyclone pour le faire accélérer. Le
pompage d’Ekman traduit donc 'effet de la viscosité aux bords. On qualifiera
de frottement d’Ekman son action dissipative sur les tourbillons.

€z

e
SN

Cyclone Anticyclone

-

Fic. 3.1 — Schéma du pompage d’Ekman.

§

Dans le cas d'une sphere ou la paroi est inclinée par rapport a 'axe de
rotation, I'épaisseur de la couche d’Ekman est

2F

n-e,

op = R.

La couche en E'? est singuliere & I’équateur oll n et e, sont orthogonaux.
Un développement des équations de la couche limite a un ordre supérieur par



3.2 Aspect thermique 35

rapport a celui des bords plats, montre que la couche limite est plus épaisse
a I'équateur (6 ~ E%°) sur une hauteur E'/° (e.g. Noir, 2000).

Ondes inertielles

Les fluides incompressibles en rotation sont le siege d’ondes. En négligeant
la viscosité et les termes non-linéaires, les ondes inertielles sont solutions de
I’équation de la quantité de mouvement :

ou

— +2Q xu=—-Vp. (3.8)

ot
Pour une onde plane, la pression et la vitesse sont de la forme A exp (k - r — iwt),
ou k est le vecteur d’onde et w la fréquence de I'onde. En remplacant cette
expression dans I’équation (3.8), on obtient la relation de dispersion des ondes
inertielles :

||
||
La fréquence des ondes inertielles est comprise entre 0 et 2{2 et est d’au-

tant plus grande que l'angle entre k et e, est faible. Pour les écoulements
géostrophiques k, — 0 et donc w — 0.

w = 20}

3.2 Aspect thermique

3.2.1 Equation de la chaleur

On s’intéresse a I’équation qui régit I’énergie interne massique du fluide £
en fonction de la pression et la température. Pour un fluide de Boussinesq,
I’énergie interne ne dépend pas de la pression et on peut écrire :

£=0C,T,

avec C), la capacité calorifique a pression constante et 7' le champ de tempé-
rature. L’équation de I'énergie est (Tritton, 1988)

d&
ou q est le flux de chaleur et S le taux de production d’énergie lié aux
sources internes de chaleur telle que la radioactivité. Dans I’approximation
de Boussinesq, S ne contient pas de terme lié a une production de chaleur
par dissipation visqueuse. La loi de Fourier relie le flux de chaleur au gradient
de température :

q=—kVT,
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ou k est la conductivité thermique. L’équation de la chaleur exprimée en
terme de température est

ar or S
— = VT = kV*T
i +u-V KV —l—pocp,

(3.9)
avec k = k/poC, la diffusivité thermique du fluide.

3.2.2 Couche limite thermique

En présence de convection développée, la température du milieu interne est
relativement homogene. Une couche limite thermique apparait alors proche de
la paroi pour raccorder la température de l'intérieur du volume aux conditions
aux limites. Dans la couche limite thermique, le transfert de chaleur diffusif
domine et le gradient de température est tres fort.

Le nombre de Prandtl mesure la diffusion de la chaleur par rapport a la
viscosité cinématique (diffusion de la quantité de mouvement) :

v

P =
K

Les métaux liquides ont des nombres de Prandtl P < 1. Dans ces milieux,
la diffusion thermique est tres efficace et les couches limites thermiques sont
épaisses par rapport aux couches limites visqueuses ou mal délimitées. Pour
des milieux a grand nombre de Prandtl (telle que 'eau P = 7), les couches
limites thermiques sont en revanche fines.

Le flux total de chaleur transféré dans un fluide, g;o1q;, peut étre évalué en
le comparant avec celui obtenu par la conduction seule dans un solide qui
aurait les mémes propriétés thermiques, geong. e nombre de Nusselt quantifie

ce rapport,
Nu = Gtotal

Geond

Pour des fluides a grand nombre de Prandtl, ’épaisseur des couches limites
thermiques peut étre évaluée comme 67 ~ Nu~'R (Sumita & Olson, 2003).

3.3 Aspect magnétique

3.3.1 Electromagnétisme

Le champ électromagnétique est classiquement séparé en deux composantes
vectorielles : le champ électrique E et le champ magnétique B. Les équations
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de Maxwell permettent de relier le champ magnétique et électrique a leur
source, la densité de courant électrique j et la densité de charge électrique p,,

V-B = 0, (3.10)
E
VxB = Mo <j—|—€oa—), (311)
ot
V.E = 2 (3.12)
€0
oB
E = —— 1
V x 55 (3.13)

avec o la perméabilité magnétique du vide, ¢, la permittivité électrique du
vide et pgeg = 1/c? ol ¢ est la vitesse de la lumiere dans le vide. Les densités
de courant électrique et de charge électrique sont liées par la conservation de
la charge,

p _

ot

La loi d’Ohm décrit le comportement des courants électriques,

Vit

j=0(E+uxB), (3.14)

avec o la conductivité électrique du fluide et ou l'on a négligé le courant
associé a ’advection de la charge p.u par rapport au courant de conduction
associé au mouvement d’ions et d’électrons.

3.3.2 Approximation de la MHD et équation de I’in-
duction magnétique

En prenant le rotationnel de la loi d’Ampere (3.11) et en utilisant I’absence
de charge magnétique (3.10) et la loi d’'Ohm (3.14), on obtient

)
—V?B = 14y0V x (E+u x B) + 60—V x E.

ot
Puis en utilisant la loi de Faraday (3.13),
1 0B Ho€o 82B
—VB="—-V B) + ——5.
HoO ot % (u % )_'_ HoO ot?

Le terme de dérivée seconde en temps de B correspond a la propagation
d’ondes électromagnétiques. On pourra le négliger si

Ho€o 62B 0B

o0 ot? ot )
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Si f est une fréquence caractéristique du champ magnétique alors la condition
précédente s’exprime

Avec la diffusivité magnétique n = (ugo) ™!, la condition devient

2
C
f<—.
n

Dans un métal liquide, la diffusivité magnétique est typiquement de I'ordre
de 1 m?/s. Les fréquences du champ magnétique devront donc étre plus pe-
tites que 10'7 s71, ce qui est aisément réalisé. Cette approximation constitue
I’approximation de la magnétohydrodynamique et, dans ce cadre, I’équation
de I'induction magnétique est :

%—]:’ =V x (ux B)+1nV’B. (3.15)

3.3.3 Nombres sans dimensions

On a déja introduit le nombre de Reynolds magnétique. Il s’agit du rapport
entre temps diffusif magnétique R*/n et temps advectif R/U,

_UR
"

Pour avoir une dynamo, il est nécessaire que le temps caractéristique de
diffusion du champ magnétique soit beaucoup plus long que le temps sur
lequel il est produit par advection des lignes de champ par la vitesse. Il faut
donc que le nombre de Reynolds magnétique soit plus grand que 1.

Le nombre de Prandtl magnétique quantifie le rapport entre temps de dif-
fusion visqueuse R?/v et temps de diffusion magnétique,

Rm

v
Pm=—.
Ui
Pour les métaux liquides dont la viscosité est faible, la dissipation du champ
magnétique est beaucoup plus efficace que celle du champ de vitesse et donc

Pm <« 1.

3.4 En résumé

L’état d'un fluide conducteur d’électricité situé dans un repere en rotation
et mis en mouvement par un forcage thermique ou un forcage mécanique aux
frontieres (auquel cas T est constante) est décrit par les équations suivantes :
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ou

1 1
EJr(u-V)quQQ><u=——Vp+VV2quag0@r.+—j><B,

Po Po
oT S
il VT = 2
BT +u-V kY +pon’
B
aa—t:Vx(uxB)+77V2B,

V. -u=0,

V.-B=0.

Voici donc le systeme d’équations qu’il va nous falloir résoudre (avec le choix
de conditions limites adéquates) si ’on veut décrire la dynamique des noyaux
planétaires. Pour que notre étude soit pertinente, on va essayer d’approcher
autant que possible la gamme de parametres appropriés. L’ordre de grandeur
de ces parametres estimés pour la Terre est donné dans le tableau 3.1.

Symbole Définition Estimation
Nombre d’Ekman E v/(QLR?) 10
Nombre de Rossby Ro U/(QR) 1077
Nombre de Reynolds Re UR/v 108
Nombre de Prandtl thermique P v/K 0.1
Nombre de Reynolds magnétique Rm UR/n 102 — 103
Nombre de Prandtl magnétique Pm v/n 107°

TAB. 3.1 — Ordres de grandeur des nombres sans dimensions estimés pour le

noyau terrestre.
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Chapitre 4

Description de I’étude et
objectifs

Les simulations dynamos tridimensionnelles utilisent a 1'heure actuelle des
parametres tres éloignés de ceux que 1'on pense pertinents pour les noyaux
planétaires. En particulier, les processus diffusifs sont surestimés ce qui im-
plique que la dynamique des phénomenes de grande échelle spatiale n’est pas
bien représentée. Afin de décrire une physique plus réaliste, notre démarche
consiste a utiliser des modeles plus simples, soit basés sur des approxima-
tions appropriées, soit en modélisant des écoulements moins complexes que
les écoulements convectifs ot des phénomenes clés peuvent étre étudiés spé-
cifiquement.

En suivant cette logique, on a mené deux études numériques complémen-
taires :

1. Etude des mouvements convectifs turbulents dans les systemes en ro-

tation rapide, en présence ou en l'absence de champ magnétique auto-
entretenu, en utilisant un modele quasi-géostrophique. Le modele quasi-
géostrophique est basé sur 'importance des effets rotationnels sur la
structure de I’écoulement et permet de réduire le probleme de 3 a 2
dimensions spatiales pour le champ de vitesse. On va chercher a décrire
les structures de grande échelle qui émergent pour un niveau élevé de
turbulence et de fortes rotations.
Ces mouvements de grande taille ont-ils une signature détectable sur
les quantités observables a la surface des noyaux ou des planetes ? Com-
ment interagissent les différentes structures de I’écoulement ? La topo-
logie du champ magnétique est-elle différente de celle obtenue avec des
modélisations tridimensionnelles 7

2. Etude des écoulements générés par une rotation différentielle et de 1'ef-
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fet dynamo qu’ils produisent. Grace a leur relative simplicité, ces mou-
vements permettent de décrire en détail certains aspects de la méca-
nique des fluides en rotation telles que des instabilités hydrodynamiques
et des ondes. Une bonne compréhension de la dynamique permet en-
suite d’analyser précisément les mécanismes dynamos.

On s’est interessé a deux cas : (i) écoulement de Couette sphérique pro-
duit entre deux spheres en rotation différentielle ; (ii) mouvement zonal
(i.e. de direction azimutale et axisymétrique) a jets multiples.

On souhaite décrire la déstabilisation de ces écoulements en cisaille-
ment. Sont-ils efficaces pour entretenir un champ magnétique ? Quels
sont les ingrédients nécessaires a l'effet dynamo ?



Deuxieme partie

Etude de la convection
thermique et de 'effet dynamo
en régime développé dans une

sphere en rotation rapide
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Chapitre 5

Convection thermique
développée quasi-géostrophique

5.1 Introduction

Les écoulements de fluide incompressible dans les systemes en rotation ra-
pide sont soumis a la contrainte de Proudman-Taylor qui impose que la vi-
tesse de I’écoulement soit invariante par translation suivant ’axe de rotation
du systeme. Les fluides mis en mouvement par un forcage thermique ne font
pas exception a cette regle. Les études théoriques, les simulations numéri-
ques tridimensionnelles ainsi que les expériences de convection en rotation
rapide montrent qu’au démarrage de la convection, 1’écoulement s’organise
en colonnes alignées avec 1’axe de rotation et distribuées périodiquement dans
la direction azimutale (figure 5.1(a)). Les expériences et études numériques
montrent que la bidimensionnalité reste une caractéristique robuste méme
dans les régimes fortement surcritiques (figures 5.1(b)-5.1(c)).

Tirant partie de cette caractéristique, Or & Busse (1987) ont construit
un modele ou la vitesse est calculée en deux dimensions dans un plan per-
pendiculaire a I'axe de rotation d’un anneau cylindrique penté. Ce modele,
souvent qualifié de “Busse annulus” dans la littérature, a servi de base a de
nombreuses études numériques et théoriques (e.g. Brummell & Hart, 1993;
Jones et al., 2003). Cardin & Olson (1994) ont adapté ce modele a une géo-
métrie sphérique. Le champ de température est également décrit en 2D. Cette
approche 2D étant numériquement beaucoup plus légere que les simulations
numériques 3D, les calculs 2D permettent d’atteindre des régimes surcri-
tiques inaccessibles pour les codes 3D et d’explorer la convection développée.
D’autres modeles purement 2D (vitesse et température) ont poursuivi cette
démarche et amélioré le modele de Cardin & Olson (Aubert et al., 2003;
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Gillet et al., 2007). Ces modeles ont été validés par comparaison avec des
résultats expérimentaux et numériques 3D, dans la gamme des parametres
ou des recouvrements étaient possibles (faiblement surcritiques pour les si-
mulations 3D et fortement surcritiques pour les expériences).

Le probleme majeur de cette approche purement 2D est que la température
n’est, en réalité, pas bidimensionnelle. Alors que les modeles 2D interdisent
toute advection et flux de chaleur vertical!, des données de tomographie sis-
mique a la CMB indiquent des hétérogénéités longitudinales et latitudinales
de flux de chaleur (van der Hilst et al., 2007). Ces derniéres ne pourront pas
etre reproduites par un modele purement 2D. Ces héterogénéités de flux de
chaleur peuvent cependant avoir un impact sur le mécanisme dynamo (Olson
et al., 2010). D’autre part, si I'on souhaite étendre le modele a I’étude du mé-
canisme dynamo, on ne peut pas traiter le champ magnétique auto-entretenu
en 2D, celui-ci étant nécessairement 3D (e.g. Roberts, 2007).

Afin de surmonter ce probleme, Schaeffer & Cardin (2005a) ont construit
un modele ou le champ de vitesse est calculé en 2D et le champ magnétique
est modélisé en 3D. Le fluide est mis en mouvement par un forcage mécanique
aux frontieres (rotation différentielle). Grace a cette approche, ils ont obtenu

LOn utilisera vertical de maniére impropre pour signifier la direction perpendiculaire
au plan équatorial. Les directions dans le plan équatorial seront, quant a elles, qualifiées
de horizontales.

(b) ()

F1G. 5.1 — (a) Surfaces d’isovaleurs de la vorticité axiale au seuil de la convec-
tion pour £ = 107° et P =1 (étude numérique, Dormy, 1997). (b) Surfaces
d’isovaleurs de la vorticité axiale (rouge : positif, vert : négatif) et écoulement
zonal (bleu) en convection surcritique (30 fois critique) pour E =3 x 1077 et
P =1 (étude numérique, Miyagoshi et al., 2010). (¢) Vue de coté des vortex
en convection surcritique (50 fois critique) pour E = 2.5 x 10 et P = 7
(étude expérimentale, Cardin & Olson, 1994).
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des dynamos pour des petits nombres Ekman (E ~ 107% — 1078) et petits
nombres de Prandtl magnétiques (Pm ~ 1072 — 1073). En comparaison, les
simulations numériques 3D de dynamos convectives les plus performantes
utilisent £ > 1077 et Pm de lordre de I'unité.

Nous poursuivons 'effort entrepris par ces modeles en construisant un mo-
dele hybride ou la vitesse est calculé en 2D et les champs de température et
magnétique sont calculés en 3D (figure 5.2). Pour la vitesse, nous utilisons un
modele quasi-géostrophique (QG) semblable a celui utilisé par Schaeffer &
Cardin (2005a) ou la vitesse est calculée dans le plan équatorial et les effets
3D tel que la pente de la sphere et le pompage d’Ekman sont paramétrés.
Les termes de couplage entre vitesse, température et champ magnétique né-
cessitent des interpolations entre grilles 2D et 3D. Cette approche hybride
est efficace a petits nombres de Prandtl thermique et magnétique, lorsque
la diffusion thermique ou magnétique est efficace sur des échelles spatiales
plus grandes que la dissipation visqueuse et lisse les champs 3D. Cela nous
permet d’utiliser une grille 3D grossiere combinée a une grille 2D fine pour
la vitesse. En utilisant ce type d’approche, Ponty et al. (2004) ont étudié
I'induction magnétique a petits Pm (Pm & 107?) dans un écoulement forcé
de type tourbillons de Taylor-Green. On peut aussi utiliser un pas de temps
plus grand pour l'intégration temporelle des champs 3D que pour le champ
de vitesse (Schaeffer, 2004). Cela nous permet de gagner un temps de calcul
précieux. L’approche hybride perd son intérét a grand nombre de Prandtl par
rapport aux simulations 3D car les passages 3D-2D et 2D-3D sont couteux
en temps de calcul lorsque la grille 3D est fine. Les métaux liquides que 1'on
rencontre dans les noyaux planétaires ayant des petits nombres de Prandtl
thermique (P ~ 0.1 — 0.01) et magnétique (Pm ~ 107°), cette limitation
ne constitue pas un probleme. D’autre part, Zhang (1992) a montré le role
crucial que joue le nombre de Prandtl sur la convection au seuil et faiblement
non-linéaire. Il est donc important d’étudier le domaine P < 1 pour envisager
une description réaliste des métaux liquides.

Notre modele ne possede pas de graine. On pourrait envisager de modéli-
ser les vitesses a l'intérieur du cylindre tangent, le cylindre axial tangent a
I’équateur de la graine, dans deux zones quasi-géostrophiques au dessus et
au dessous de la graine. La difficulté serait alors de paramétrer les conditions
aux limites au niveau du cylindre tangent (en particulier la singularité proche
de I’équateur). D’autre part, la présence d'un cylindre aux parois rigides tout
le long de 'axe est envisageable mais celui-ci est difficile & modéliser pour la
partie tridimensionnelle du modele. Notre modele sans graine pourrait donc
s’apparenter au noyau d’une planete jeune ou la graine n’aurait pas encore
commencé a cristalliser. En absence de graine, on ne peut donc pas imposer
de flux de chaleur a la frontiere interne comme mode de chauffage tel que dans
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un bon nombre d’études numériques récentes. On impose alors un chauffage
interne homogene qui s’apparente a un mode de chauffage par désintégration
radioactive ou a un refroidissement séculaire (e.g. Jones, 2007).

Le domaine de validité de notre modele est celui ou la géostrophie est
présente, c’est-a-dire les petits nombres d’Ekman (en pratique £ < 107°
(Dormy, 1997)), de Rossby (Ro < 0.1) et d’Elssaser (A < 1).

La transition entre régime de convection fortement dominée par la rota-
tion et régime fortement non-linéaire (ot les vitesses sont tridimensionnelles)
se situe dans le domaine ou poussée d’Archimede et force de Coriolis sont
approximativement égales. Le rapport de ces deux forces est mesuré par le
nombre de Rayleigh modifié (e.g. Gilman, 1977),

_ RaE*  agoAT

Ra 2 Qg

avec ¢go le gradient du champ de gravité et Ra le nombre de Rayleigh dont
on donnera la définition dans la section suivante. Pour nos calculs quasi-
géostrophiques, il est important de rester dans le domaine ou la rotation
domine la convection. Par conséquent, on veillera a bien rester dans le do-
maine Ra* < 1. Dans le noyau, on ignore la valeur de Ra* due a la grande

€z
A

 Q

T(r,0,0) L

Fia. 5.2 — Schéma du modele quasi-géostrophique dans une sphere pleine en
rotation autour de l'axe z.
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incertitude sur le gradient sur-adiabatique et donc AT. En prenant une valeur
de AT = 1K entre haut et bas du noyau liquide terrestre (tres largement su-
périeure aux estimations, AT ~ 1072 —10~* (Jones, 2000)) et a« = 10°K~!,
goR =~ 10m s72, Q = 7.3 x 10 °rad s7! et R = 3480km, on obtient comme
borne supérieure Ra* ~ 0.005. En ce qui concerne la convection thermique,
les mouvements de grandes échelles dans le noyau liquide doivent donc conser-
ver leur bidimensionnalité en premiere approximation.

Une étude récente de King et al. (2009) basée sur des résultats numériques et
expérimentaux appuye l'idée que c’est le rapport entre épaisseurs de la couche
limite thermique (67 oc R/Nu) et de la couche d’Ekman (6 o< EV2R) qui
détermine la transition entre les deux régimes, la convection étant dominée
par la rotation lorsque dg < dr. Rappelons que le nombre de Nusselt, Nu,
est le rapport du flux de chaleur total (convection+conduction) sur le flux
de chaleur conductif dans le cas statique. Lorsque 'on impose un chauffage
interne, I'un et I'autre doivent étre égaux si le systeme est dans un état sta-
tionnaire et donc Nu = 1. Il n’est donc pas aisé de déterminer 1'épaisseur
des couches limites thermiques dans nos simulations a partir du nombre de
Nusselt. Cependant, a faible P, la conduction est efficace et les couches li-
mites thermiques restent toujours bien plus épaisses que la couche d’Ekman
(cf. figure 5.13).

Pour estimer I'importance de la force de Lorentz dans le noyau, on peut
utiliser le nombre d’Elsasser qui mesure le rapport entre force de Lorentz et
force de Coriolis,

B o B?
- 20p0

L’intensité du champ poloidal a la CMB est de 0.3mT en moyenne mais l'in-
tensité du champ a I'intérieur du noyau est mal contrainte, d’autant plus que
le champ toroidal est confiné dans la zone conductrice. De récentes estima-
tions (Gillet et al., 2010) donne une valeur de l'intensité du champ 10 fois
plus importante dans le noyau qu’a la CMB. En prenant pour les valeurs
estimées dans le noyau de la conductivité o = 5 x 10°Q"'m~! et de la masse
volumique py = 11 x 10°kg m™2, on obtient A ~ 5 pour B = 4mT (Gillet
et al., 2010) et A ~ 0.03 pour B = 0.3mT. Il est donc tres incertain que
A < 1 dans les conditions du noyau terrestre. De plus, on ne connait pas la
topologie du champ magnétique dans le noyau. Il est donc impossible d’es-
timer comment la force de Lorentz perturbe 1’écoulement. Dans ce contexte,
on va considérer que le champ magnétique est suffisament faible ou encore
que la topologie du champ est telle qu’elle n’affecte pas trop la bidimension-
nalité de 1’écoulement. Cette hypothese pourra étre vérifiée a posterior: en
calculant le nombre d’Elssaser local basé sur I’amplitude du champ obtenu
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dans la simulation.

Dans la suite de ce chapitre, on va tout d’abord décrire le systeme d’é-
quations que l'on va résoudre numériquement. On présentera ensuite les ré-
sultats de convection linéaire au seuil puis les résultats de convection non-
linéaire d’amplitude finie. Tous les résultats présentés dans ce chapitre sont
sans champ magnétique. Le chapitre suivant sera consacré a l'intégration
du champ magnétique dans notre modele et a la présentation des résultats
de dynamos cinématiques (définies ici par I’absence de la force de Lorentz,
c’est-a-dire les forces magnétiques rétroagissant sur 1’écoulement).

5.2 Formulation du modele hybride

5.2.1 Mouvements convectifs quasi-géostrophiques

Dans un fluide en rotation rapide, la contrainte de Proudman-Taylor nous
dit que les mouvements se font selon des contours géostrophiques qui corres-
pondent & des surfaces de méme hauteur L dans un récipient fermé?. Dans
une sphere, les seuls mouvements géostrophiques sont donc des mouvements
azimutaux axisymétriques. Les mouvements convectifs ne peuvent donc pas
étre purement géostrophiques puisque 'évacuation de la chaleur nécessite
des mouvements du centre vers les bords. Lorsque le forcage thermique in-
duit par la poussée d’Archimede est suffisant, la convection se développe sous
forme d’une instabilité de 1’état axisymétrique. La viscosité et/ou I'accélera-
tion entre donc dans I’équilibre dont dérive la solution convective. Comme
nous ’avons vu sur la figure 5.1, les mouvements convectifs présentent, dans
une bonne approximation, une invariance suivant ’axe de rotation. L’écou-
lement se met donc en place de fagon a respecter au mieux la contrainte de
Proudman-Taylor mais de faibles mouvements verticaux ont quand méme
lieu; ’écoulement n’est pas entierement bidimensionnel. Ces mouvements
verticaux sont d’autant plus faibles que la pente des bords du conteneur est
petite. Dans une description quasi-géostrophique, on va paramétrer les mou-
vements verticaux par une équation diagnostique alors que les mouvements
horizontaux sont calculés par une équation différentielle en temps. Dans une
sphere, le modele QG n’est plus valide aux basses latitudes ou la pente devient
tres grande. Conscients de cette difficulté, nous allons suivre la démarche
de Schaeffer & Cardin (2005a) qui ont réussi a contourner partiellement le
probleme en imposant la conservation de la masse en trois dimensions. La

2Notons qu’il s’agit ici d’une couche de fluide profonde ou la force de Coriolis ne varie
pas avec la latitude.
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confrontation entre les résultats des modeles numériques QG et expérimen-
taux (Aubert et al., 2001; Gillet et al., 2007) montrent que le modele QG
produit une solution satisfaisante méme proche de 'équateur. Schaeffer &
Cardin (2005a) montrent, par ailleurs, que la solution obtenue avec un mo-
dele QG tronqué a un rayon s = 0.9 présente les mémes caractéristiques que
dans le cas de la sphere pleine.

Nous commencons tout d’abord par adimensionner nos variables. Comme
échelle de longueur, on prend le rayon de la sphere R. Bien que 'on souhaite
développer un modele ou la viscosité ne joue pas un role prépondérant, on
choisit néamoins le temps de diffusion visqueux 7, = R?/v comme échelle
temporelle afin de pouvoir comparer aisément nos résultats avec les études
précédentes (linéaires et nécessairement visqueuses au seuil). Par conséquent,
la vitesse a pour échelle v/ R. L’échelle de température est PAT}, ATy étant la
différence de température statique entre le centre et le bord de la sphere, avec
P = v/k le nombre de Prandtl (thermique). Finalement, ’échelle de pression
est déduite d'un équilibre entre gradient de pression et terme visqueux II =

pR?/v.
L’équation de Navier-Stokes (3.1) sous forme adimensionnée est alors
du -1 2
E+(u~V)u+2E e, xu=—-Vp+ V-u+ RaOr, (5.1)
avec le nombre d’Ekman y
- om
et le nombre de Rayleigh
AT,goR*
Ra = 22 tsdolt
VK

Ici, on a pris en compte la poussée d’Archimede Fpo = RaOr avec un champ
de gravité qui est une fonction linéaire du rayon (sphérique). Comme 1’étude
présentée dans ce chapitre est sans champ magnétique, la force de Lorentz
n’intervient pas.

Afin d’éliminer le gradient de pression de 1’équation (5.1), on en prend le ro-
tationnel. Ainsi, on obtient I’équation d’évolution de la vorticité w = V x u :

%—j—l—Vx [(u-V)u] + 2E7'V x (e, xu) =
—V xVp + Vx(V?u)+ RaV x (Or), (5.2)
qui se simplifie comme
Ow Ou

— —(w-V)u+(u-V)w-2E"

_ 2
= 5. = Viw+ RaV x (Or).  (5.3)
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Notons que l'on utilisera les coordonnées cylindriques (es, ey, €,) pour le
champ de vitesse et les coordonnées sphériques (e, ey, €,) pour le champ de
température. En coordonnées cylindriques, le champ de gravité se projette
en s et en z. Le rotationnel de la force d’Archimede est :

V x (Or) = V x[O(ze, + se;)],
s 0p ° 0z Os s 9o

En coordonnées cylindriques, la vorticité (wy,wy, w,) est :

(100, oug
s 0¢ 0z
ous,  Ou,

fésud, ?81 Ous

L s Os s 0
Les 3 composantes de I’équation (5.3) sont :
ow ou 1020
5 (w - ) _9op-1Z7s 2 == 4
o (w-V)us+ (u-V)ws R [V w}s—kRaS 9 (5.4)
0w 1 Oug 9 0s© 020
o (W -V)ug+ (u-V)w, —2F 5y [V’w], + Ra R 5 )
(5.5)
a(;f (W V)u. + (u-V)w, — 2E—1%ZZ — [V - Rag—(z. (5.6)
On décompose le champ de vitesse et la vorticité tels que :
u = u+u+0(), (5.7)
w = W' +w' +0(H), (5.8)

avec ul /u® ~ e. u® est le champ de vitesse d’ordre 0, qui est celui que 1'on
veut décrire. u! est une perturbation de ce champ qui est d’ordre de grandeur
€ ol € < 1 est un parametre de notre systéme (typiquement ¢ = E ou € = 3
avec [ la pente du conteneur). On substitue (5.7) et (5.8) dans les équations
(5.4)-(5.6). A l'ordre 0 en ¢, on a

ou’

u est donc le champ de vitesse quasi-géostrophique qui satisfait la contrainte
de Proudman-Taylor. Par conséquent, u), uj} et ul sont indépendants de z.
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De plus, on considere que le transport au travers du plan équatorial est
négligeable (Dormy, 1997) ce qui implique u? = 0. On en déduit que w? =
wg =0 et que w! est indépendant de z. On obtient donc

u’ = (s, p)es + uy(s, p)ey, (5.10)

W' o= Wi(s,0)e,. (5.11)
L’équation (5.9) est une équation diagnostique. Il s’agit de la méme équation
que I’équation (3.5) & une constante pres. Elle nous permet de déterminer le
champ de vitesse si l'on a connaissance du champ de pression en tout point.
Comme on ne dispose pas d’une telle connaissance, il nous faut développer
I'ordre suivant en € pour obtenir une équation pronostique :

ou! ERal10z0
Ty WOV 12
0z 2 s 09’ (5.12)
ou, _ ERa (00 00
0z 2 \"9:  “os )
(5.13)
O’ 0 0 0 L u! 00
z : — : —2F'—= = V%W - Ra—. 14
5 + (- V)w! — (0’ V)ul P Viw, Raa¢ (5.14)

L’équation (5.14) constitue I’équation de base du modele quasi-géostrophique.
Comme on peut le remarquer dans l’équation (5.14), on garde le terme
(w? - V)u! qui est pourtant un terme d’ordre supérieur en e. Ce choix se
justifie par le fait que le terme d,ul contient un terme dii aux mouvements
verticaux créés par la pente et un terme dii au pompage d’Ekman comme on
le détaillera dans la section suivante. Dans un modele quasi-géostrophique, la
pente [3 est considérée comme petite (d’ordre €). Cependant dans une sphere
la pente devient d’ordre 1 aux basses latitudes ( = 1 pour s = 0.62) et
méme infinie & I'équateur. La vitesse u!l contient donc un terme qui est de
I'ordre de u? lorsque la pente est d’ordre 1. Par conséquent, on conserve le
terme de pente qui génere J,u! dans le terme non-linéaire (w® - V) u!l mais
on négligera le terme lié au pompage d’Ekman qui est d’ordre E'/2. En re-
vanche, pour le terme issu de la force de Coriolis 2E'0,u!, on doit prendre
en compte le pompage d’Ekman car il s’agit de la source de dissipation es-
sentielle a petits P (Gillet et al., 2007).

D’autre part, il est intéressant de noter que seule la composante cylindrique
de la force d’Archimede (en fait de la gravité) intervient dans les mouve-
ments convectifs quasi-géostrophiques. On voit que seuls les mouvements non-
axisymétriques (dérivée en ¢ non nulle) sont forcés par la force d’Archimede.
Les mouvements convectifs sont donc des mouvements non-axisymétriques.



54 5. Convection

La philosophie de notre approche QG, qui se veut plus simple quune ap-
proche 3D, nous amene a négliger les vitesses u! et ué) L’équation (5.13)
est souvent appelée équation du vent thermique. Elle correspond aux mou-
vements azimutaux agéostrophiques engendrés par le fait que les lignes iso-
thermes ne se juxtaposent pas avec les lignes isogravités. En effet, la création
d’une anomalie de température froide pres de la bordure externe par exemple,
provoque ’apparition d’un mouvement radial dirigé vers le centre. Ce mouve-
ment va étre dévié par la force de Coriolis et une vitesse azimutale prograde
va apparaitre. Ce mouvement, le “vent themique”, est dépendant de z et va
provoquer un cisaillement des panaches thermiques mais aussi des lignes de
champ magnétique lorsque celui-ci est présent. Pour cette raison, on pense
qu’il peut étre important pour le mécanisme dynamo. Afin de ne pas trop
compliquer notre probleme mais d’étudier son role dans notre travail sur la
dynamo générée par des mouvements convectifs QG, on souhaite I'implémen-
ter dans notre code. Afin de garder un champ de vitesse qui soit a divergence
nulle, on prend la composante axisymétrique de 1'équation (5.13) :

duy,  ERa ( 06 a@) _ ERa 96

0z 2 \"o: “os)” 2 o (5.15)

ou () signifie moyenne suivant ¢. Cette perturbation 3D de notre champ
de vitesse intervient seulement dans les non-linéarités de 1’équation de la
température (et du champ magnétique) ou notre champ de vitesse doit étre
interpolé en 3D.

Comme on dispose de la valeur de u, aux bords et que, d’autre part, la
force d’Archimede est 3D comme le champ de température, il est commode
de prendre la moyenne de I’équation (5.14) suivant z :

(B (- 9ty (o)t (25 — iy (2)
h (A(s, 0,2)) = % /_ZL A(s, ¢, 2)dz,

avec L(s) = /1 — s?, la demi-hauteur de la sphere au rayon s. Notons que
'on exclut les couches d’Ekman dans U'intégration. Les termes w? et u® étant
indépendants de z, leur dérivées en s et ¢ le sont également et leur valeur
moyenne est égale a leur valeur dans le plan équatorial. Finalement, I’équation
des mouvements quasi-géostrophiques que 'on se propose de résoudre est

oWl g0l uyowd ) Oul _, /oul 5 o 00
(5.16)
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Dans la section suivante, on décrit le calcul du terme (9,u!). Comme on l'a
vu, les mouvements convectifs sont des mouvements non-axisymétriques. En
résolvant ’équation de la vorticité plutot que I'équation pour la vitesse, on
obtient une solution a une constante pres qui est la rotation solide. L’équation
de la vorticité est résolue pour les termes m # 0 dans Iespace spectral (sauf
pour les termes non-linéaires). Notons que, pour I'implémentation numéri-
que de la vitesse, on effectue une décomposition des scalaires sur des modes
de Fourier (voir Annexe A). m = 0 correspond au mode axisymétrique. Le
mouvement axisymétrique azimutal (souvent appelé vent zonal) est indirec-
tement forcé par la convection. Ce mouvement zonal peut étre de tres grande
amplitude et ne peut étre ignoré. Nous devons donc résoudre une équation
pour le mouvement zonal (section 5.2.2) que nous traitons a part car elle
peut étre résolue dans I’espace physique. La circulation zonale comprend le
terme de rotation solide, ainsi aucun terme de vitesse n’est oublié.

Evaluation de d,u! : effet de pente et pompage d’Ekman

Notre systeme étant incompressible, I’équation de la continuité s’écrit

10su® 1 8ug oul
S | 2 : 1
s Os s 0p Oz 0 (5.17)

puisque 'on néglige les vitesses u! et ué) (sauf éventuellement le vent ther-
mique u_é) pour lequel 6¢u_é) = 0). u! et ug étant indépendantes de z, cela
implique que 0,u! est également indépendant de z et donc u! est une fonc-
tion linéaire de z. Comme on estime que peu de flux de matiere croise le
plan équatorial, u! est considéré nul a I’équateur et maximal pres des bords
(Gillet & Jones, 2006; Dormy, 1997). On peut écrire :

<3Ui> uz(+L) —ui(=L) 1 _ u(+L) —ui(=L)

o = 5T et u, = 57 z-+constante.

Comme ul(z = 0) = 0, la constante est nulle. ul(+L) peut étre déterminé

grace aux conditions limites,

u-n| ;, =u, =cosbu, +sinfu, = zu, + su,

= V1 — s2u,(s, ¢, £L) + sus(s, @),

avec le vecteur normal dirigé vers 'extérieur a la frontiere n = e, et r =1 a
la frontiere. Finalement,

nl,, — ——u’ (5.18)

+ul(£L) = T s

1
——u
V1 — s?
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Le terme de droite est appellé terme de pente. En effet, par conservation
de la masse tout mouvement cylindrique u? qui touche le bord induit un
mouvement vertical. Ce mouvement vertical sera faible si la pente de la sphere
est faible.

Les bords de notre récipient étant impénétrables, on devrait normalement
considérer que u-n|,_; = 0. Cependant comme décrit dans le chapitre intro-
ductif (section 3.1.2), une couche limite visqueuse, la couche d’Ekman, se met
en place au bord. Cette couche a pour propriété d’avoir une épaisseur pro-
portionnelle & E'/? et d’induire un mouvement normal & la paroi, le pompage
d’Ekman, d’ordre E'/2, dont la direction dépendant du signe de la vorticité
du mouvement dans le volume (équation (3.7) dans le cas ou l'on néglige
la courbure du bord). En utilisant une approche asymptotique, Greenspan
(1968) donne une formulation du pompage d’Ekman qui prend en compte la
courbure