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1
Introdution
0.1 Équation des ondes ave une métrique dépendantedu tempsLes équations hyperboliques ont susité l'intérêt de beauoup d'auteurs. Parmi eséquations, les équations des ondes, qui sont assoiées à la propagation d'ondes, ont faitl'objet de beauoup de travaux. À partir de l'équation des ondes libres qui s'érit

∂2t u(t, x)−∆xu(t, x) = F (t, x), (t, x) ∈ R× R
n, (0.1.1)on obtient les di�érentes équations d'ondes en onsidérant des perturbations. Ces per-turbations prennent di�érentes formes et modi�ent largement la nature des solutions.Notons que pour l'équation (0.1.1) tout omme pour toutes les équations que nous pré-senterons la variable t représente le temps, la variable x représente la variable d'espae,le nombre n onstitue la dimension de l'espae et on onsidèrera que n > 2. Beauoupd'auteurs ont établi des estimations sur les solutions d'équations des ondes ave une per-turbation indépendante du temps (voir [Bur03℄, [MRS℄, [SS℄, [LP℄, [Tam77℄, [Vain75℄,[Vain88℄, [Vod99℄, [Vod04℄), ou une perturbation indépendante de x (voir [RY℄). Dansbeauoup des travaux où l'on traite le as de perturbations dépendant à la fois de t etde x, on onsidère l'équation des ondes ave potentiel (voir [Pet89℄, [Pet06℄, [Tam81℄)qui s'érit

∂2t u(t, x)−∆xu(t, x) + V (t, x)u(t, x) = F (t, x), (t, x) ∈ R× R
n. (0.1.2)D'autre part, quelques auteurs ont analysé l'équation des ondes ave une métrique dé-pendant du temps et de x (voir [CR1℄, [MT09℄).Inspiré par es travaux, nous nous sommes intéressé à l'équation des ondes avemétrique salaire dépendant du temps. Le problème de Cauhy que nous allons étudiera la forme

{

utt − divx(a(t, x)∇xu) = 0, (t, x) ∈ R× Rn,
(u, ut)(s, x) = (f1(x), f2(x)) = f(x), x ∈ R

n.
(0.1.3)Dans (0.1.3), la métrique a(t, x) ∈ C∞(Rn+1) est une fontion salaire qui véri�e lesonditions suivantes :

(i) C0 > a(t, x) > c0 > 0, (t, x) ∈ R× Rn,
(ii) il existe ρ > 0 tel que a(t, x) = 1 pour |x| > ρ,
(iii) pour tout (α, β) ∈ N1+n, |∂αt ∂βxa(t, x)| 6 Cα,β, (t, x) ∈ R1+n.

(0.1.4)



2 IntrodutionSoit Ḣγ(Rn) = Λ−γ(L2(Rn)) l'espae de Sobolev homogène, ave Λ =
√
−∆ déterminépar le laplaien sur Rn. La solution du problème (0.1.3) est donnée par le propagateur

U(t, s) : Ḣγ(R
n) → Ḣγ(R

n),
(f1, f2) = f 7→ U(t, s)f = (u, ut)(t, ·),où Ḣγ(R

n) = Ḣγ(Rn)× Ḣγ−1(Rn).Dans ette thèse nous étudierons prinipalement les estimations de la solution udu problème (0.1.3) pour f ∈ Ḣ1(R
n). En partiulier, en supposant que a(t, x) estpériodique en temps et n > 3, notre objetif sera d'établir des estimations de Strihartz.0.2 Comportement asymptotique de l'énergie loaleL'énergie loale assoiée à (0.1.3) est dé�nie par

‖χU(t, s)χ‖L(Ḣ1(Rn)), χ ∈ C∞
0 (Rn).Le omportement asymptotique de l'énergie loale quand t → +∞ permet de déteterdi�érents phénomènes. Dans ette thèse nous nous intéresserons prinipalement à ladéroissane de l'énergie loale. Nous allons présenter quelques exemples d'équationsd'ondes pour lesquelles des résultats de la déroissane de l'énergie loale ont été établis.0.2.1 Déroissane de l'énergie loaleOn dit que l'énergie loale de (0.1.3) déroît si on a

‖χU(t, s)χ‖L(Ḣ1(Rn)) 6 Cχp(t− s), t > s, χ ∈ C∞
0 (|x| 6 ρ+ 1) (0.2.1)ave Cχ > 0 indépendant de t et de s, et p(t) une fontion tendant vers 0 quand t→ +∞.Les premiers résultats de déroissane de l'énergie loale pour l'équation des ondesont été établis par Morawetz dans [Mor66℄ et [Mor68℄. Par la suite, beauoup d'auteursont étudié la déroissane de l'énergie loale pour les équations des ondes. Dans ettesous-setion nous allons présenter quelques-uns de es résultats sans faire une bibliogra-phie omplète et exhaustive.Équation des ondes ave un obstaleSoit Ω le omplémentaire dans Rn d'un ensemble ompat ontenu dans

{x : |x| 6 R} à bord C∞. Considérons le problème suivant






vtt −∆xv = 0, (t, x) ∈ R× Ω,
v = 0 sur ∂Ω,

(v, vt)(0, x) = (f1(x), f2(x)) = f(x), x ∈ Ω.
(0.2.2)En supposant l'existene d'une fontion de fuite, qu'implique la non apture, ainsi qued'autres hypothèses sur l'obstale, Morawetz-Ralston-Strauss ont prouvé dans [MRS℄que pour n > 3 l'énergie loale assoiée au problème (0.2.2) déroît. L'analyse mirolo-ale ainsi que les travaux de Melrose et Sjöstrand [MS℄ ont permis d'améliorer les résul-tats de déroissane de l'énergie loale. Ainsi, en supposant uniquement que l'obstale



0.2. Comportement asymptotique de l'énergie loale 3est non aptif et en utilisant la propagation des singularités de la solution du problème(0.2.2) (voir [SS℄, [Vain75℄, [Vain88℄, [Vod99℄ et les référenes ités dans es travaux), onmontre que, pour n > 3 impair, f à support dans {x : |x| 6 R}, χ ∈ C∞
0 (|x| 6 R) et

0 6 γ < n
2
, la solution v(t) de (0.2.2) véri�e

‖χv(t)‖Ḣγ(Ω) + ‖χvt(t)‖Ḣγ−1(Ω) 6 Ce−δt ‖f‖Ḣγ(Ω)ave δ > 0 indépendant de t. De même, en appliquant les travaux de Melrose [Mel℄,Metalfe prouve dans [Met℄ que si l'obstale est non aptif et n > 2 est pair, alors, pour
f à support dans {x : |x| 6 R}, χ ∈ C∞

0 (|x| 6 R) et 0 6 γ < n
2
, la solution v de (0.2.2)véri�e

‖χv(t)‖Ḣγ(Ω) + ‖χvt(t)‖Ḣγ−1(Ω) 6 C|t|−n
2 ‖f‖Ḣγ(Ω) .Notons qu'en suivant les travaux de Vodev [Vod99℄, on montre que si l'obstale est nonaptif et n > 2 est pair, alors, pour f à support dans BR = {x : |x| 6 R}, la solution

v de (0.2.2) véri�e
‖∇xv(t)‖L2(Ω∩BR) + ‖vt(t)‖L2(Ω∩BR) 6 C|t|−n ‖f‖Ḣ1(Ω) .Équation des ondes ave une perturbation indépendante du tempsDans [Vain75℄ et [Vain88℄, sous l'hypothèse de non apture, Vainberg propose uneanalyse générale du omportement asymptotique des solutions de problèmes perturbésreposant sur le omportement de la résolvante tronquée. Il montre que si a(t, x) estindépendante de t et la perturbation est non aptive, pour n > 3 impair, on a (0.2.1)ave p(t) = e−δt. De même, Vodev a montré dans [Vod99℄ et [Vod04℄ que lorsque a(t, x)est indépendante de t et la perturbation est non aptive, pour n > 4 pair, on a (0.2.1)ave p(t) = t−n.Équation des ondes ave une perturbation périodiqueBahelot et Petkov démontrent dans [BaP℄, en utilisant l'analyse miroloale de lapropagation des singularités et le théorème de RAGE (voir [GP℄), que si la dimension estimpaire, la déroissane de l'énergie assoiée à (0.2.3) pour V (t, x) périodique en t estexponentielle pour des données initiales à support ompat appartenant à un sous-espaede odimension �nie.Équation des ondes ave une perturbation non périodiqueTamura a établi plusieurs résultats de déroissane de l'énergie loale pour l'équationdes ondes ave des perturbations dépendant du temps (voir [Tam78(1)℄, [Tam78(2)℄,[Tam81℄). Il a notamment prouvé dans [Tam81℄ que pour n = 3 et V (t, x) véri�ant :

(i)V (t, x) est positive et de lasse C1 ave des dérivées bornées
(ii) il existe ρ > 0 tel que V (t, x) = 0 pour |x| > ρ,
(iii)∂tV (t, x) = O

t→+∞
(t−α) pour un 0 < α 6 1, uniformément en x,l'énergie loale assoiée au problème

{

utt −∆xu+ V (t, x)u = 0, (t, x) ∈ R× Rn,
(u, ut)(0, x) = (f1(x), f2(x)) = f(x), x ∈ Rn,

(0.2.3)



4 Introdutiondéroît de façon exponentielle.En onsidérant de petites perturbations dépendantes du temps, Matalfe et Tataruont obtenu la déroissane de l'énergie loale (voir [MT08℄ et [MT09℄).0.2.2 Croissane exponentielle de l'énergie loalePour un problème de Cauhy assoié à une équation d'évolution d'ordre 2, on ditque l'énergie roît de façon exponentielle s'il existe ϕ ∈ C∞
0 (Rn) et une solution u duproblème onsidéré, telles qu'on a

lim sup
t→+∞

e−Ct‖ϕ(u(t), ut(t))‖Ḣ1(Rn) > 0. (0.2.4)Pour le problème (0.1.3), ontrairement à la déroissane de l'énergie loale, la présened'une solution véri�ant (0.2.4) implique que l'énergie globale n'est pas uniformémentbornée. Pour ertains problèmes assoiés à une équation des ondes il existe des solutionsvéri�ant (0.2.4). Notons que la présene d'une solution véri�ant (0.2.4) pour les équationsdes ondes peut se produire sous une hypothèse de apture et sous une hypothèse de nonapture. L'objetif de ette setion est de présenter quelques exemples de problèmes oùe phénomène se produit.Un exemple lassiqueConsidérons l'équation di�érentielle ordinaire
d2x

dt2
+ k(t)2x = 0, k(t) = 1 + ε cos(ωt). (0.2.5)On étudie l'équation (0.2.5) en utilisant la théorie de Floquet. Il est bien onnu (voirpar exemple [Arn℄), qu'il existe des régions d'instabilité, pour les valeurs de ω et ε,où l'on peut trouver des solutions de (0.2.5) qui roissent de façon exponentielle. Lemême type de phénomène se produit pour les équations aux dérivées partielles et pluspréisément pour les équations des ondes, mais l'analyse de es phénomènes est beauoupplus di�ile.Croissane exponentielle de l'énergie loale pour des problèmes aptifsSoit Ω un domaine de Rt × Rn

x (n > 2) à bord régulier Σ et soit
Ωt = {x ∈ R

n : (t, x) ∈ Ω}la setion transversale de Ω au temps t. On dé�nit l'obstale au temps t, noté O(t), par
O(t) = Rn r Ωt et on suppose qu'il existe T > 0 tel qu'on a

O(t+ T ) = O(t), t ∈ R.De plus, on supposera que O(t) ⊂ BR0 = {x : |x| 6 R0}. Considérons le problèmemixte, assoié à l'équation des ondes ave un obstale mouvant, qui s'érit






vtt −∆xv = 0, (t, x) ∈ Ω,
v = 0 sur Σ,

(v, vt)(s, x) = (f1(x), f2(x)) = f(x), x ∈ Ωs,
(0.2.6)



0.2. Comportement asymptotique de l'énergie loale 5ave f ∈ Hs = Ḣ1(Ωs) × L2(Ωs). Supposons que le veteur normal ν = (νt, νx) de Σdirigé vers Ω véri�e
|νt(t, x)| < |νx(t, x)|, (t, x) ∈ Σ.Sous une hypothèse de apture forte qui se traduit par l'existene d'une biaratéris-tique amortie qui touhe une in�nité de fois l'obstale et dont le produit des sauts roîtde façon exponentielle, Popov et Rangelov ont établi, dans [PR℄, qu'il existe une solution

v de (0.2.6) telle que
‖(v(t), vt(t))‖Ḣ1(BR∩Ωt)

> Ceεt, t ∈ [s,+∞[ave R > R0 + T et ε, C = C(ε, s, f) > 0.Pour le problème (0.1.3), Colombini et Rauh [CR1℄ ont montré qu'il existe unemétrique aptive et périodique a(t, x) véri�ant (0.1.4) telle qu'il existe une solution
u de (0.1.3) véri�ant (0.2.4). Dans [NU℄, Nishitani et Ueda ont amélioré e résultat enexaminant la roissane de l'énergie globale. Dans [NU℄ on prouve que pour des métriquesnon-périodiques l'existene d'une famille de biaratérsitiques (t, xλ(t), τλ(t), ξλ(t)) tellesque

|xλ(t)| 6 C, lim
λ→∞

|ξλ(t)| = ∞implique l'existene de solutions dont l'énergie roît exponentiellement. Notons quelorsque la métrique a(t, x) est indépendante du temps, l'énergie de (0.1.3) est uniformé-ment bornée. Par onséquent, la roissane de l'énergie loale pour (0.1.3) ne peut êtreenvisagée que si a(t, x) dépend de t.Pour les problèmes (0.1.3) et (0.2.6), l'hypothèse de apture est l'argument prinipalentraînant l'existene d'une solution dont l'énergie roît de façon exponentielle. Néan-moins, même pour des problèmes non aptifs, l'existene de résonanes hors du disqueunité pourrait entraîner la roissane exponentielle en t de l'énergie loale.Croissane exponentielle de l'énergie loale pour un problème non aptifConsidérons le problème de Cauhy
{

wtt −∆xw + V (t, x)w = 0, (t, x) ∈ R× R
3,

(w,wt)(s, x) = (f1(x), f2(x)) = f(x), x ∈ R3,
(0.2.7)ave f ∈ Ḣ1(R3)× L2(R3) et ave un potentiel V ∈ C∞(R1+3,R) véri�ant

{

(i) il existe T > 0 tel que V (t+ T, x) = V (t, x), (t, x) ∈ R× R3,
(ii) il existe ρ > 0 tel que V (t, x) = 0, pour |x| > ρ.

(0.2.8)La solution du problème (0.2.7) est donnée par le propagateur
U(t, s) : Ḣ1(R

n) ∋ (f1, f2) = f 7→ U(t, s)f = (w,wt)(t, x) ∈ Ḣ1(R
n).Colombini, Petkov et Rauh ont établi dans [CPR℄, qu'il existe un potentiel positif

V (t, x) véri�ant les onditions (0.2.8) tel que U(T, 0) a une valeur propre z ∈ C ave
|z| > 1. Ce dernier résultat entraîne la roissane exponentielle en temps de l'énergieloale de la solution liée à la fontion propre de U(T, 0).



6 Introdution0.3 Estimations de StrihartzLes estimations de Strihartz pour les solutions des équations des ondes sont desestimations LptLqx. Celles-i prennent di�érentes formes mais haune de es estimationsonstitue un outil lé pour la démonstration de l'existene de solutions loales ou globalesd'équations non linéaires (voir [Kapi94℄, [KT℄, [Klai℄, [GV89℄, [GV94℄, [MZ℄, [Peh℄,[Str70℄). Soient 2 6 p, q 6 +∞. Dans ette thèse, nous onsidérerons les estimations deStrihartz ayant la forme suivante : on appellera estimation de Strihartz loale dela solution u de (0.1.3), l'estimation
‖u‖Lp

t ([s,s+δ],L
q
x(Rn)) + ‖(u, ut)‖C([s,s+δ],Ḣ1(Rn)) 6 C(δ, s) ‖f‖Ḣ1(Rn) (0.3.1)ave δ > 0. On appellera estimation de Strihartz globale de la solution u de (0.1.3)ave s = 0, l'estimation

‖u‖Lp
t (R

+,L
q
x(Rn)) + ‖u(t)‖Ḣ1(Rn) + ‖∂t(u)(t)‖L2(Rn) 6 C‖f‖Ḣ1(Rn), t > 0 (0.3.2)ave C > 0 indépendant de t. L'estimation (0.3.2) appelée aussi estimation de MinkowskiStrihartz globale est une généralisation des travaux de Strihartz [Str70℄. Notons quela déroissane de l'énergie loale (voir Setion 0.2.1) et l'intégrabilité L2 en temps del'énergie loale (voir Setion 0.4.3) sont les prinipaux arguments permettant de passerdes estimations (0.3.1) aux estimations (0.3.2) (voir [Bur03℄, [Met℄, [MT08℄, [SS℄). Parailleurs, si l'un des phénomènes dérits dans la Setion 0.2.2 se produit, l'énergie ne serapas uniformément bornée et les estimations (0.3.2) ne seront pas valables pour toutesles solutions.Remarque 0.3.1 L'opérateur di�érentiel divx(a(t, x)∇x·) dépend de t et on ne peut pasappliquer l'argument de Keel-Tao (voir [KT℄) pour obtenir des estimations de Strihartznon homogènes. C'est pourquoi nous ne onsidérerons que les estimations homogènes.Nous allons présenter quelques résultats d'estimations de Strihartz. Dans ette thèse,nous onsidérons prinipalement les estimations de Strihartz globales, nous ne détaille-rons don pas les nombreux travaux onernant les estimations de Strihartz loalesdes solutions des équations des ondes (voir par exemple [Br℄, [GV95℄, [Kapi90℄, [MSS℄,[Str77℄, [Tat00℄, [Tat01℄, [Tat02℄).Estimations de Minkowski Strihartz globalesIl est bien onnu (voir par exemple, [KT℄), que pour a(t, x) = 1 et s = 0, et pour

2 6 p, q 6 +∞ véri�ant
1

p
+
n

q
=
n

2
− 1,

1

p
6

(

n− 1

2

)(

1

2
− 1

q

) (0.3.3)ave (p, q) 6= (2,∞) lorsque n = 3, la solution u de (0.1.3) véri�e l'estimation (0.3.2).D'après les travaux de Smith et Sogge [SS℄ pour n > 3 impair et Metalfe [Met℄ pour
n > 4 pair, lorsque l'obstale est non aptif, pour n > 3 et 2 6 p, q 6 +∞ véri�ant(0.3.3) ave (p, q) 6= (2,∞) lorsque n = 3, la solution v de (0.2.2) véri�e
‖v‖Lp

t (R
+,L

q
x(Ω)) + ‖v(t)‖Ḣ1(Ω) + ‖∂t(v)(t)‖L2(Ω) 6 C(p, q, n,Ω)

(

‖f1‖Ḣ1(Ω) + ‖f2‖L2(Ω)

)

.



0.3. Estimations de Strihartz 7Supposons que le potentiel V ∈ C∞(R1+n,R) est positif et véri�e
{

(i) il existe T > 0 tel que V (t+ T, x) = V (t, x), (t, x) ∈ R× Rn,
(ii) il existe ρ > 0 tel que V (t, x) = 0, pour |x| > ρ.En supposant que la résolvante tronquée de l'opérateur de monodromie assoiée auproblème (0.2.3) est holomorphe sur le demi-plan supérieur pour n > 3 impair et sur ledemi-plan supérieur privé de 2πZ pour n > 4 pair, et en supposant que la résolvantetronquée est bornée en 0 pour n > 4 pair, Petkov prouve dans [Pet06℄ que pour

2 6 p, q 6 +∞ véri�ant
1

p
+
n

q
=
n

2
− 1,

1

p
6

(

n− 1

2

)(

1

2
− 1

q

)

, p > 2,la solution u de (0.2.3) véri�e (0.3.2).Autres formes d'estimations de StrihartzLes estimations de Strihartz ont été initialement introduites par Strihartz dans[Str70℄. D'après [Str70℄ , pour 1 6 q 6 ∞, 1
p
+ 1

q
= 1, Np > n

(

1
p
− 1

q

) et t > 0, lessolutions u de (0.1.1), ave F = 0, véri�ent
‖∇xu(t)‖Lq(Rn) + ‖ut‖Lq(Rn) 6 C(1 + t)−

n−1
2 ( 1

p
− 1

q )
(

‖∇xu(0)‖WNp
p (Rn)

+ ‖ut(0)‖WNp
p (Rn)

)ave
‖h‖

W
Np
p (Rn)

=
∑

06α6Np

‖Dαh‖Lp(Rn) .On peut aussi trouver des estimations de Strihartz de la forme
∥

∥|Dx|−γ ∇xu
∥

∥

L
p
t (R,L

q
x(Rn))

6 C ‖f‖Ḣ1(Rn) . (0.3.4)En onsidérant des perturbations de petites tailles (voir Setion 0.4.6) et dépendantes dutemps, Metalfe et Tataru prouvent dans [MT08℄ et [MT09℄ que, pour (p, q, γ) véri�ant
1

p
+
n

q
=
n

2
− γ,

2

p
+
n− 1

q
6
n− 1

2ave (p, q, γ) 6= (2,∞, 1) lorsque n = 3, la solution de (0.1.3) véri�e (0.3.4).Certains auteurs ont aussi établi des estimations de Strihartz sur les espaes deBesov (voir par exemple [Kapi90℄ et [Kapi94℄).Estimations de Strihartz des solutions des équations de ShrödingerLes travaux exposés dans ette thèse sont exlusivement onsarés aux équationsdes ondes. Néanmoins, nous signalons quelques résultats obtenus pour les équations deShrödinger. Nous rappelons que de nombreux auteurs ont établi des estimations deStrihartz loales (voir par exemple [Bou℄, [BT07℄, [BGT℄, [GV85℄, [RZ℄ et [ST℄) et desestimations de Strihartz globales (voir [BT08℄, [Bur02(2)℄ et [Tat08℄) des solutions deséquations de Shrödinger.



8 Introdution0.4 Estimations de Strihartz des solutions de l'équa-tion des ondes ave une métrique périodiqueLes résultats que nous présenterons dans ette setion seront démontrés dans lesChapitres 1 et 2 de ette thèse. Notre objetif est d'établir des estimations (0.3.2) pourles solutions de (0.1.3), lorsque n > 3, a(t, x) est T -périodique et véri�e (0.1.4). Dansun premier temps, a�n d'éviter les phénomènes dérits dans la Setion 0.2.2 nous allonsintroduire et justi�er nos hypothèses. Ensuite nous présenterons nos prinipaux résultats.Dans la Setion 0.4.3, nous dérirons les arguments que nous allons employer pourmontrer la déroissane de l'énergie loale et l'intégrabilitéL2 en temps de l'énergie loalede (0.1.3). En partiulier, nous préiserons la nouveauté des méthodes que nous allonsappliquer pour montrer la déroissane de l'énergie loale, ainsi que les raisons qui nousont poussé à employer ette approhe. En�n, dans la Setion 0.4.4 nous donnerons lesgrands axes de la preuve des prinipaux résultats. Nous présenterons aussi des exemplesde métriques véri�ant nos hypothèses (voir Setion 0.4.5), ainsi que des généralisations(voir Setion 0.4.6) et des appliations (voir Setion 0.4.7) de nos résultats.0.4.1 HypothèsesNous allons établir les estimations de Strihartz pour la solution du problème (0.1.3),en supposant la métrique a(t, x) non aptive. Plus préisément, onsidérons une bia-ratéristique nulle (t(σ), x(σ), τ(σ), ξ(σ)) du symbole prinipal τ 2 − a(t, x)|ξ|2 de ∂2t −
divx(a∇x) véri�ant

t(0) = t0, |x(0)| 6 R1, τ 2(σ) = a(t(σ), x(σ))|ξ(σ)|2.On montrera dans la Setion 1.7, que les biaratéristiques peuvent être paramétrées parrapport à t et qu'elles sont dé�nies pour tout t ∈ R. Ave un volontaire abus de notation,on notera (t, x(t), τ(t), ξ(t)) la biaratéristique (t(σ), x(σ), τ(σ), ξ(σ)) paramétrée parrapport à t. On introduit la ondition suivante :
(H1) la métrique salaire a(t, x) est non aptive si pour tout R > R1, il existe

T (R,R1) > 0 tel que |x(t)| > R pour |t− t0| > T (R,R1).La ondition de non apture (H1) est néessaire pour les estimations de Strihartz, arpour ertaines perturbations aptives il est possible de trouver des solutions dont l'éner-gie roît de façon exponentielle (voir [CR1℄). Cependant, même pour des perturbationsnon aptives des phénomènes de résonanes paramétriques peuvent entraîner la pré-sene de solutions dont l'énergie loale roît de façon exponentielle (voir [CPR℄ et laSetion 0.2.2). A�n d'exlure l'existene de telles solutions on doit imposer une seondehypothèse.Pour étudier le omportement asymptotique des solutions d'équations des ondesquand t → +∞, il est néessaire de distinguer le as où n est pair de elui où n estimpair (voir [Bur98℄, [Met℄, [MRS℄, [SS℄, [TZ℄, [Tam77℄, [Vain75℄, [Vain88℄, [Vain93℄,[Vod99℄, [Vod04℄). Cette distintion est liée à la nature de la transformation de Fourierpar rapport au temps des solutions de l'équation des ondes libres dont la valeur hangeselon la parité de la dimension n. L'autre point qui justi�e ette distintion provient despropriétés de la transformation de Radon (voir [Pet89℄, Chapitre II) et du prinipe deHuygens. Ces di�érenes nous ontraignent à distinguer, le as n impair du as n pair.



0.4. Estimations de Strihartz des solutions de l'équation des ondes aveune métrique périodique 9Tout d'abord, supposons que n > 3 est impair. Soit U0(t) le groupe unitaire sur
Ḣ1(R

n) assoié au problème de Cauhy (0.1.3) pour l'équation des ondes libres (a = 1et s = 0). Pour b > ρ, on note P b
± la projetion orthogonale sur le omplémentaireorthogonal des espaes de Lax-Phillips

Db
± = {f ∈ Ḣ1(R

n) : U0(t)f(x) = 0 pour |x| < ±t+ b}.Notons Zb(t, s) = P b
+U(t, s)P b

−. Alors, les résonanes du problème (0.1.3) oïnident aveles valeurs propres de l'opérateur Zb(T, 0) et la ondition (H1) garantit que le spetre
σ(Zb(T, 0)) de Zb(T, 0) est onstitué de valeurs propres zj ∈ C de multipliité �nie.D'après [Pet89℄ et [CS℄, lorsque n > 3 est impair les valeurs propres de l'opérateur
Zb(T, 0) du problème (0.2.3) sont indépendantes du hoix de b > ρ. Ce résultat restevalabe pour l'opérateur Zb(T, 0) assoié au problème (0.1.3). Pour n > 3 impair, notreseonde ondition est la suivante :
(H2) σ(Zρ(T, 0)) ∩ {z ∈ C : |z| > 1} = ∅.Lorsque n > 4 est pair il n'est plus possible d'utiliser les opérateurs Zb(t, s) et on doitformuler autrement l'hypothèse (H2). Soient ψ1, ψ2 ∈ C∞

0 (Rn). On dé�nit la résolvantetronquée du problème (0.1.3) par
Rψ1,ψ2(θ) = ψ1(U(T, 0)− e−iθ)−1ψ2, Im(θ) > AT.On prouve failement que pour A > 0 su�samment grand, Rψ1,ψ2(θ) est holomorphe sur

Im(θ) > AT . Pour n > 3 quelonque, notre seonde ondition est la suivante :
(H3) Soient ϕ1, ϕ2 ∈ C∞

0 (|x| 6 ρ+ 2 + 3T ) telles que ϕ1 = 1 pour |x| 6 ρ+ 4
5
+ 3T et

ϕ2 = 1 sur |x| 6 ρ+ 2 + 3T . Alors, l'opérateur Rϕ1,ϕ2(θ) admet un prolongementholomorphe de {θ ∈ C : Im(θ) > AT > 0} sur {θ ∈ C : Im(θ) > 0}, pour
n > 3 impair, et sur {θ ∈ C : Im(θ) > 0} pour n > 4 pair. De plus, pour n pair,
Rϕ1,ϕ2(θ) se prolonge de façon ontinue de {θ ∈ C : Im(θ) > 0} sur

{θ ∈ C : Im(θ) > 0, θ 6= 2kπ, k ∈ Z}et on a
lim sup
λ→0

Imλ>0

‖Rψ1,ψ2(λ)‖ <∞.Nous rappelons que dans l'étude des perturbations périodiques de l'opérateur de Shrö-dinger (voir [GYY℄) la résolvante de l'opérateur de monodromie (U(T ) − z)−1 joue unr�le entral. L'absene de valeurs propres z ∈ C, |z| > 1 de U(T ), et le omportementde la résolvante au voisinage de |z| = 1, sont liés à la déroissane de l'énergie loale en
t. Pour l'équation des ondes on peut trouver des p�les θ ∈ C, Im(θ) > 0 de Rψ1,ψ2(θ),alors que pour l'opérateur de Shrödinger ave des perturbations périodiques e type dephénomène est exlu.Nous démontrerons dans la Setion 2.2 du Chapitre 2 que, sous l'hypothèse (H1) etpour n > 3 impair, les valeurs propres non nulles de Zρ(T, 0) oïnident ave les p�lesde la résolvante tronquée χ (U(T, 0)− z)−1 χ ave χ ∈ C∞

0 (Rn). En appliquant ettepropriété, on voit que, sous l'hypothèse (H1) pour n > 3 impair, les hypothèses (H2) et
(H3) sont équivalentes.



10 Introdution0.4.2 Prinipaux résultats obtenus dans ette thèsePour les dimensions impaires nous établirons les estimations suivantes (voir Théo-rème 1.1.1 du Chapitre 1) :Théorème 1 Supposons que n > 3 est impair. Soit a(t, x) une métrique T -périodiquevéri�ant (0.1.4) telle que (H1) et (H2) sont satisfaites. Supposons que 2 6 p, q < +∞véri�ent les onditions
p > 2,

1

p
= n

(

1

2
− 1

q

)

− 1, et 1

p
6
n− 1

2

(

1

2
− 1

q

)

. (0.4.1)Alors, pour u(t) la solution de (0.1.3) ave s = 0 et f ∈ Ḣ1(R
n) on a, pour tout t > 0,l'estimation

‖u‖Lp
t (R

+,L
q
x(Rn)) + ‖u(t)‖Ḣ1 + ‖∂t(u)(t)‖L2(Rn) 6 C(p, q, ρ, T )(‖f1‖Ḣ1 + ‖f2‖L2(Rn)).Pour les dimensions paires nous obtiendrons le résultat suivant (voir Théorème 2.1.1 duChapitre 2) :Théorème 2 Supposons que n > 4 est pair. Soit a(t, x) une métrique T -périodiquevéri�ant (0.1.4) telle que (H1) et (H3) sont satisfaites. Supposons que 2 6 p, q < +∞véri�ent les onditions (0.4.1). Alors, pour u(t) la solution de (0.1.3), ave s = 0 et

f ∈ Ḣ1(R
n), on a, pour tout t > 0, l'estimation

‖u‖Lp
t (R

+,L
q
x(Rn)) + ‖u(t)‖Ḣ1 + ‖∂t(u)(t)‖L2(Rn) 6 C(p, q, ρ, T )(‖f1‖Ḣ1 + ‖f2‖L2(Rn)).0.4.3 Intégrabilité L2 en temps de l'énergie loaleIl est bien onnu que l'intégrabilité L2 en temps de l'énergie loale, qui s'érit

∫ ∞

0

‖ϕU(t, 0)g‖2
Ḣ1(Rn)

dt 6 C(T, ϕ, n, ρ)‖g‖2
Ḣ1(Rn)

, (0.4.2)joue un r�le ruial dans la mise en plae des estimations (0.3.2). Plus préisément,l'intégrabilité L2 en temps de l'énergie loale est l'argument prinipal permettant depasser des estimations loales (0.3.1) aux estimations globales (0.3.2) (voir [Bur03℄,[Met℄, [SS℄). De même que pour l'équation des ondes ave un potentiel périodique en t(voir [Pet89℄), pour obtenir (0.4.2) il est su�sant de prouver que les hypothèses (H1)et (H2) pour n > 3 impair et les hypothèses (H1) et (H3) pour n > 4 pair, impliquentune déroissane de l'énergie loale qui a la forme (0.2.1) ave p ∈ L1(R+). Notons quel'ensemble des résultats de déroissane de l'énergie loale que nous avons présentés dansla Setion 0.2.1 (mise à part eux de [BaP℄) est basé sur l'estimation de la transformationde Fourier par rapport au temps des solutions des problèmes onsidérés. En e�et, soit
P (x,Dx) un opérateur di�érentiel d'ordre 2 tel que l'opérateur ∂2t + P (x,Dx) véri�e lespropriétés A, B, C', D du Chapitre X de [Vain88℄. On onsidère le problème

{

vtt + P (x,Dx)v = 0, t > 0, x ∈ Rn,
(v, vt)(0, x) = (0, g(x)), x ∈ Rn.

(0.4.3)



0.4. Estimations de Strihartz des solutions de l'équation des ondes aveune métrique périodique 11où g ∈ C∞
0 (Rn). On prolonge la solution v de (0.4.3) sur R par 0 pour t < 0. Notons ṽla transformation de Fourier inverse par rapport à t de v dé�nie par

ṽ(λ, x) =

∫ +∞

0

v(t, x)eitλdt.On montre failement que ṽ est la solution de
(P (x,Dx)− λ2)ṽ(λ, x) = g(x). (0.4.4)Pour ν > 0 su�samment grand on a la formule d'inversion

χv(t, x) =
1

2π

∫ iν+∞

iν−∞

χṽ(λ, x)e−iλtdλ, χ ∈ C∞
0 (Rn)et en appliquant (0.4.4) on en déduit

χv(t, x) =
1

2π

∫ iν+∞

iν−∞

[

χ(P (x,Dx)− λ2)−1g
]

(λ, x)e−iλtdλ, χ ∈ C∞
0 (Rn). (0.4.5)La formule (0.4.5) prouve que pour estimer l'énergie loale assoiée au problème (0.4.3)il su�t d'obtenir des estimations de la résolvante tronquée χ(P (x,Dx) − λ2)−1ψ, ave

ψ ∈ C∞
0 (Rn), et d'examiner le prolongement méromorphe de χ(P (x,Dx)−λ2)−1ψ. Aprèson intégre χ(P (x,Dx) − λ2)−1ψ par rapport à λ sur un ontour onvenable dans C.Pour que ette stratégie soit onluante, il est néessaire que le symbole prinipal del'opérateur di�érentiel assoié au problème onsidéré soit indépendant du temps. Or,pour le problème (0.1.3), le symbole prinipal de ∂2t −divx(a(t, x)∇x·) dépend du tempset la transformation de Fourier par rapport au temps de la solution ne nous permettrapas de suivre et argument. Nous devons don adopter une autre approhe.Tout d'abord, au Chapitre 1 on démontrera, en utilisant les propriétés des opéra-teurs Zb(t, s), que les hypothèses (H1) et (H2) impliquent (0.2.1) pour n > 3 impairave p(t) = e−δt. Pour les dimensions paires, la preuve de (0.2.1) sera plus déliate etnéessitera l'usage des résultats établis par Vainberg pour les problèmes non aptifs etpériodiques en temps. Dans [Vain93℄, Vainberg propose une étude générale du omporte-ment asymptotique des solutions de problèmes perturbés de façon périodique en temps,ave l'unique hypothèse de non apture. Pour ela, Vainberg utilise, à la plae de latransformation de Fourier en temps, la transformation de Fourier-Bloh-Gelfand qui ala forme
F (ϕ)(t, θ, x) =

+∞
∑

k=−∞

ϕ(t+ kT, x)eikθ, ϕ ∈ C∞
0 (R1+n), (t, x) ∈ R× R

n.Soient P1 et P2 deux projeteurs de C2 dé�nis par
P1(h) = h1, P2(h) = h2, h = (h1, h2) ∈ C

2et soient P 1, P 2 ∈ L(C,C2) dé�nis par
P 1(h) = (h, 0), P 2(h) = (0, h), h ∈ C.



12 IntrodutionConsidérons les opérateurs U(t, s) et V (t, s) dé�nis par
U(t, s) = P1U(t, s)P 1 et V (t, s) = P1U(t, s)P 2.Fixons χ1, χ2 ∈ C∞
0 (|x| 6 b) ave b = ρ + 1 + 4

5
+ 3T . En généralisant les résultats deVainberg [Vain93℄, on démontrera dans la Setion 2.3 du Chapitre 2 que, pour 0 6 s < Tet t assez grand, l'opérateur V (t, s, θ) dé�ni initialement, pour Im(θ) > AT (ave A > 0su�samment grand), par

V (t, s, θ) = e
itθ
T F (χ1V (t, s)χ2)(t, θ),se prolonge de façon méromorphe sur {θ ∈ C : θ 6= 2kπ − iµ, k ∈ Z, µ > 0} pour

n > 4 pair. De plus, pour θ prohe de 0, t su�samment grand et 0 6 s < T , on a
V (t, s, θ) =

∑

k>−m

∑

j>−mk

Rkj(t, s)θ
k(log θ)−jave Rkj(t, s) des opérateurs à valeurs dans C∞ et T -périodique en t. Notons que Vain-berg prouve e résultat dans [Vain93℄ pour s = 0. Dans les Setions 2.3.2 et 2.3.3 nousmontrerons qu'on peut généraliser es résultats à 0 6 s < T et nous verrons dans la Se-tion 2.3 du Chapitre 2 que es résultats ombinés à l'hypothèse (H3) impliquent (0.2.1)ave

p(t) =
1

(1 + t) ln2(t+ e)
.Notons que dans [Vain93℄, Vainberg établit uniquement le développement asymptotiquequand t→ +∞ des solution v de problèmes périodiques d'ordre m véri�ant

v|t=0 = · · · = ∂m−2
t v|t=0 = 0. En appliquant es résultats au problème (0.1.3) nous pour-rons uniquement établir le dévellopement asymptotique quand t→ +∞ de χ1V (t, 0)χ2.Cela ne nous permettra pas de prouver la déroissane de l'énergie loale. La stratégieque nous allons employer pour prouver la déroissane de l'énergie loale, onsiste à fairele lien entre le prolongement méromorphe de la résolvante tronquée et elui de V (t, s, θ).Dans les Setions 2.3.1, 2.3.2 et 2.3.3 nous allons justi�er la généralisation des résultatsde [Vain93℄ pour déterminer la nature du prolongement méromorphe de V (t, s, θ) lorsque

0 6 s < T tandis que dans la Setion 2.3.4 nous démontrons la déroissane de l'énergieloale. Dans la Setion 2.3.4, nous présentons la prinipale ontribution de notre ana-lyse, par rapport à l'étude de Vainberg [Vain93℄, dans la preuve de la déroissane del'énergie loale pour les dimensions paires.En ombinant (0.2.1) ave les résultats onernant l'intégrabilité L2 en temps del'énergie loale pour les solutions de l'équation (0.1.1) (voir [SS℄ ainsi que la Setion 1.3du Chapitre 1), on déduit (0.4.2).0.4.4 Shéma de la preuveL'objetif de ette sous-setion est d'éxposer la méthode que nous allons employerpour démontrer les Théorèmes 1 et 2 en utilisant l'intégrabilité L2 en temps de l'énergieloale.Pour démontrer l'intégrabilité L2 en temps de l'énergie loale, nous avons été inspirépar l'analyse de l'équation des ondes ave potentiel dépendant de façon périodique de t



0.4. Estimations de Strihartz des solutions de l'équation des ondes aveune métrique périodique 13(voir [Pet06℄). Le problème (0.2.3) et le problème (0.1.3) ont en ommun la périodiité en
t et l'annulation, en dehors d'un ompat �xé, des perturbations. Néanmoins, l'argumentprinipal qui permet d'aboutir aux estimations (0.3.2), pour la solution de (0.2.3) à partirde l'intégrabilité L2 en temps de l'énergie loale, est l'égalité

∂2tw −∆xw = −V (t, x)w. (0.4.6)La formule (0.4.6) permet de onsidérer la solution de (0.2.3) omme la solution del'équation des ondes libres ave un terme soure −V (t, x)w ∈ L2(R+
t , L

2(Rn)). On endéduit (0.3.2), pour la solution de (0.2.3), en appliquant les estimations de Strihartzpour l'équation des ondes libres. Pour le problème (0.1.3), le même argument donne
∂2t u−∆xu = divx((a(t, x)− 1)∇xu). (0.4.7)Dans ette équation le terme soure est toujours à support ompat en x, mais il estbeauoup plus di�ile à estimer, ar divx((a(t, x)− 1)∇x·) est un opérateur di�érentield'ordre 2. Par onséquent, la méthode employée pour obtenir les estimations (0.3.2)pour la solution de (0.2.3) doit être modi�ée pour la solution de (0.1.3). Pour obtenir(0.3.2) à partir de (0.4.2), nous allons utiliser une autre idée inspirée par les travaux de[Bur03℄. Tout d'abord, �xons χ ∈ C∞

0 (|x| 6 ρ + 1) telle que χ = 1, pour |x| 6 ρ + 1
2
et

0 6 χ 6 1, et onsidérons la solution u de (0.1.3), pour s = 0. Déomposons u de lafaçon suivante
u = χu+ (1− χ)uet proédons en deux étapes.La première étape onsiste à appliquer les estimations de Strihartz pour les solutionsde l'équation des ondes libres et (0.4.2), a�n de prouver (0.3.2) pour (1 − χ)u. Pluspréisément, nous prouverons que (1− χ)u est la solution de l'équation des ondes libreave un terme soure [∆x, χ]u ∈ L2(R+

t , L
2(Rn)). Puis on déduira (0.3.2) pour (1− χ)uen employant les mêmes arguments que [Pet06℄ pour la solution de (0.2.3).La deuxième étape onsiste à établir des estimations de Strihartz loales pour lasolution de (0.1.3) et à appliquer (0.4.2) pour en déduire que χu véri�e (0.3.2). Toutd'abord, en employant des méthodes de type BKW nous montrerons qu'il existe δ > 0tel que, pour s, t ∈ [0, T ], ave |s− t| < δ, et haque entier N > 1, on a la représentation

ψU(t, s) =

M
∑

j=1

[

Ĩ+j (t, s) + Ĩ−j (t, s)
]

+RN (t, s), (0.4.8)où les Ĩ±j (t, s) sont des opérateurs intégraux de Fourier ayant des noyaux
Ĩ±j (t, s, x, y) =

∫

b̃±j (t, s, y, x, ξ)e
−iϕ±

j (t,s,y,ξ)+ix·ξdξ. (0.4.9)Ii RN (t, s) ∈ L
(

Ḣ1(Rn), H1+N(Rn)
) et sa norme ainsi que elles de ses dérivées parrapport à t sont bornées indépendamment de s, t ∈ [0, T ]. Les amplitudes b̃±j (t, s, y, x, ξ)sont à support ompat en y et s'annulent pour |ξ| su�samment petit. De plus, b̃±j ,

ϕ±
j et leurs dérivées sont uniformément bornées, pour s ∈ [0, T ]. Une représentation



14 Introdutionsimilaire est valable pour ψV (t, s). Ensuite, en appliquant les estimations établies parKapitanski pour les opérateurs intégraux de Fourier dont le noyau est de la forme (0.4.9)(voir [Kapi90℄), on montre que pour u(t, x) la solution de (0.1.3), et pour 2 6 p, q 6 ∞,
γ > 0 véri�ant

n(q − 2)

2q
− γ =

1

p
,

1

p
6

(n− 1)(q − 2)

4q
, (0.4.10)on a l'estimation suivante

‖u‖Lp
t ([s,s+δ],L

q
x(Rn)) 6 C(p, q, n, ρ)‖f‖Ḣγ(Rn) (0.4.11)ave C > 0 indépendant de s et de f . En supposant que T1 6 δ et γ = 1, on déduitfailement (0.3.1), ave une onstante ne dépendant que de T pour s ∈ [0, T ]. Notonsque es résultats restent valables pour a(t, x) non périodique, véri�ant (0.1.4). Lorsque

γ = 1, on passera des estimations (0.4.11) aux estimations (0.3.2) pour χu en appliquantles estimations (0.4.2) et (0.2.1) et en utilisant une méthode prohe de elle dérite dans[Bur03℄.Dans la Setion 1.8 du Chapitre 1 et la Setion 2.4 du Chapitre 2, on démontrerales résultats des Théorèmes 1 et 2 en ombinant les estimations obtenues pour χu et
(1− χ)u.0.4.5 Généralisation des résultatsSoit (aij(t, x))16i,j6n une métrique C∞ telle que, pour tout i, j = 1 · · ·n, on a

(i) il existe ρ > 0 tel que aij(t, x) = δij , pour |x| > ρ, ave δij = 0 pour i 6= jet δii = 1,
(ii) il existe T > 0 tel que aij(t+ T, x) = aij(t, x), (t, x) ∈ R

n+1,
(iii)aij(t, x) = aji(t, x), (t, x) ∈ R

n+1,
(iv) il existe C0 > c0 > 0 tel que
C0|ξ|2 >

∑n
i,j=1 aij(t, x)ξiξj > c0|ξ|2, (t, x) ∈ R1+n, ξ ∈ Rn. (0.4.12)Si on remplae la métrique salaire a(t, x) dans (0.1.3) par (aij(t, x))16i,j6n, on obtientle problème suivant



















utt −
n
∑

i,j=1

∂

∂xi

(

aij(t, x)
∂

∂xj
u

)

= 0, (t, x) ∈ R× R
n,

(u, ut)(s, x) = (f1(x), f2(x)) = f(x), x ∈ Rn.

(0.4.13)Pour n > 3 impair, on généralise dans la Setion 1.9 du Chapitre 1 les estimations (0.3.2)pour la solution u du problème (0.4.13), si pour les trajetoires du symbole
τ 2 −

n
∑

i,j=1

aij(t, x)ξiξjet pour l'opérateur Zb(T, 0) orrespondant au problème (0.4.13), (H1) et (H2) sontsatisfaites et si n, p, q véri�ent (0.4.1). De même, pour n > 4 pair, on peut failement



0.4. Estimations de Strihartz des solutions de l'équation des ondes aveune métrique périodique 15prouver que les estimations (0.3.2) restent valables pour la solution u de (0.4.13) si pourles trajetoires du symbole
τ 2 −

n
∑

i,j=1

aij(t, x)ξiξjet pour Rϕ1,ϕ2(θ) la résolvante tronquée orrespondante, (H1) et (H3) sont satisfaiteset n, p, q véri�ent (0.4.1). On peut failement généraliser les résultats établis pour unemétrique salaire au as plus général des métriques anisotropes. Nous avons fait lehoix d'étudier le problème (0.1.3) à la plae du problème (0.4.13) a�n d'alléger notreprésentation.0.4.6 Exemples de métriquesIl n'est pas faile de véri�er les hypothèses (H1), (H2) et (H3) à partir des propriétésde la métrique a(t, x). Don il était néessaire de donner des exemples de métriques
a(t, x) telles que (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites. En onsidérant les biaratéristiquesparamétrées par rapport au temps, on montre que pour a(t, x) véri�ant

2a

ρ
− |at|√

inf a
− |ar| > β > 0, (0.4.14)l'hypothèse (H1) est satisfaite pour n > 3 (e résultat reste valable pour n pair et nimpair). Comme nous l'avons vu, en supposant l'hypothèse (H1) satisfaite, les hypothèses

(H2) et (H3) impliquent la déroissane de l'énergie loale. Par onséquent, pour donnerdes exemples de métriques telles que (H2) et (H3) sont satisfaites il faut onsidérer desmétriques a(t, x) telles que l'on a (0.2.1). Dans [MT08℄ et [MT09℄, Metalfe et Tataruprouvent la déroissane de l'énergie loale pour l'équation des ondes ave une métrique,en supposant que la perturbation ((a(t, x)−1) pour le problème (0.1.3)) est su�sammentpetite. Posons
D0 = {x : |x| 6 2}, Dj = {x : 2j 6 |x| 6 2j+1}, j = 1, 2, · · ·et

Aj = R×Dj .Pour le problème (0.1.3), l'hypothèse prinipale de [MT08℄ et [MT09℄ s'érit
∞
∑

j=0

(

sup
(t,x)∈Aj

[

〈x〉2
∥

∥D2
xa(t, x)

∥

∥+ 〈x〉 |∇xa(t, x)| + |a(t, x)− 1|
]

)

6 εave ε > 0 su�samment petit. Pour ε su�samment petit ette ondition implique la nonapture (voir [MT09℄). Ainsi, Metalfe et Tataru prouvent la déroissane de l'énergieloale en modi�ant la taille d'un des paramètres de la métrique onsidérée. En suivantle même raisonnement, on fait le hoix de modi�er la période T de a(t, x). Ce hoixse justi�e par les propriétés des opérateurs U(t, s) et Zb(t, s) (voir la Setion 1.2 duChapitre 1 et la Setion 2.5 du Chapitre 2). Soit a(t, x) une métrique T -périodiquevéri�ant (0.4.14). Supposons que la période T de a(t, x) est une onstante à déterminer,et supposons qu'il existe T1 ∈]0, T ] tel que T1 < 1 et
a(t, x) = a1(x), t ∈ [T1, T ], x ∈ R

n. (0.4.15)



16 IntrodutionD'après (0.4.14), a1(x) est non aptive (voir Setion 1.8). En appliquant la déroissanede l'énergie loale pour les solutions de l'équation des ondes munie d'une métrique nonaptive et indépendante de t ([Vain75℄, [Vain88℄ et [Vod99℄) on prouve que, pour Tsu�samment grand, a(t, x) véri�e les hypothèses (H1) et (H2) pour n > 3 impair et leshypothèses (H1) et (H3) pour n > 4 pair. Notons que pour n > 3 impair nous prouveronsfailement e résultat en utilisant l'opérateur Zρ(t, s) tandis que la preuve de e résultatpour n > 4 pair sera plus déliate. Cette di�érene est due au fait que nous ne pouvonspas travailler ave l'opérateur Zρ(t, s) lorsque n est pair. Pour n > 4 pair nous devronstout d'abord montrer que, pour T su�samment grand, (0.4.15) donne l'estimation
‖ψ1U(NT, 0)ψ2‖L(Ḣ1(Rn)) 6

Cψ1,ψ2

(N + 1) ln2(N + e)
, N ∈ N, ψ1, ψ2 ∈ C∞

0 (|x| 6 b),(0.4.16)puis montrer que (0.4.16) implique (H3).0.4.7 Existene de solutions loales d'équations semilinéaires as-soiées à (0.1.3)Initialement introduit par Strihartz dans [Str70℄, les estimations de Strihartz onsti-tuent un outil majeur pour prouver l'existene de solutions d'équations non linéaires.Inspiré par l'appliation de [KT℄, dans la Setion 2.3 du Chapitre 2, nous allons démon-trer l'existene loale de solutions faibles pour des équations semilinéaires assoiées auproblème (0.1.3). Considérons le problème de Cauhy
{

utt − divx(a(t, x)∇xu)− Fk(u) = 0, (t, x) ∈ R× Rn,
(u, ut)(0, x) = (g1(x), g2(x)) = g(x), x ∈ R

n,
(0.4.17)où pour un k > 1 donné, le terme non linéaire Fk est une fontion C1 sur R véri�ant

Fk(0) = 0, |F ′
k(u)| 6 C|u|k−1 et la métrique a(t, x) ∈ C∞(Rn+1) véri�e les onditions(0.1.4). Dans la setion 2.5 nous supposerons uniquement que n > 3 (nous ne feronsauune hypothèse sur la parité de n). On dit que u ∈ C([0, T1], Ḣ1(Rn)) est une solutionfaible de (0.4.17) si, pour tout t ∈ [0, T1], on a

u(t) =
(

U(t, 0)g +
∫ t

0
U(t, s)(0, Fk(u(s)))ds

)

1

= (U(t, 0)g)1 +
∫ t

0
V (t, s)(Fk(u(s))ds,

(0.4.18)où pour tout h = (h1, h2) ∈ C
2, (h)1 = h1. Pour a(t, x) = 1 on a le problème de Cauhysuivant

{

utt −∆xu− Fk(u) = 0, (t, x) ∈ R
n+1,

(u, ut)(0, x) = (g1(x), g2(x)) = g(x), x ∈ Rn.
(0.4.19)Le problème (0.4.19) a été largement analysé pour g ∈ Ḣ1(R

n). En partiulier, il aété établi que (0.4.19) admet une solution globale dans le as de la roissane sous-ritique 1 < k < 1+ 4
n−2

(voir [GV94℄ et [Str70℄) ou dans le as de la roissane ritique
k = 1+ 4

n−2
(voir [Str70℄ et [Peh℄). Pour k > 1+ 4

n−2
, il n'est pas enore lair (voir aussi[Leb℄) qu'il existe des solutions globales et régulières du problème de Cauhy (0.4.19),pour une donnée initiale arbitraire. L'existene loale et l'existene globale de (0.4.19),ont été établies dans des espaes de Sobolev partiuliers ave des onditions minimales



0.4. Estimations de Strihartz des solutions de l'équation des ondes aveune métrique périodique 17de régularité des données initiales (voir [Kapi94℄ et [Str70℄). Dans [RY℄, Reissig et Yagd-jian ont établi des estimations de Strihartz pour les solutions d'équations stritementhyperboliques d'ordre deux dont les oe�ients dépendent uniquement de t. On peutappliquer es estimations a�n de démontrer des résultats d'existene pour le problème(0.4.17), quand a(t, x) = a(t) est indépendant de x (voir [Klai℄ et [Sog℄ pour l'équationdes ondes libres). Nous traiterons le as où a(t, x) dépend à la fois de t et de x. Nousallons appliquer les estimations (0.3.1) et (0.3.2) a�n de démontrer l'existene loalede solutions faibles du problème (0.4.17), quand 0 6 t 6 T1. Nous verrons que pour konvenable, en appliquant le théorème du point �xe, nous pourrons prouver l'existenede points �xes de la fontion
G(u) = (U(t, 0)g)1 +

∫ t

0

V (t, s)Fk(u(s))dsdans C([0, T1], Ḣ1(Rn)). Les points �xes de G sont loalement les solutions faibles de(0.4.17).Considérons les valeurs de k suivantes :
i) n = 3, 3 < k < 5,
ii) n = 4, 2 < k < 3,
iii) n = 5, 5

3
< k < 7

3
,

iv) n > 6, n
n−2

< k 6 n
n−3

.

(0.4.20)Dans un premier temps, en appliquant les estimations (0.3.2) ainsi que le lemme deChrist et Kiselev (voir Setion 1.4) et en supposant que a(t, x) véri�e uniquement (0.1.4),nous établirons le résultat suivant (Théorème 2.7.2 du Chapitre 2) :Théorème 3 Supposons que a(t, x) est une fontion C∞ sur Rn+1 véri�ant les ondi-tions (0.1.4). Soient k et n véri�ant (0.4.20). Alors, il existe T1 > 0 tel que le problème(0.4.17) admet une solution faible u sur [0, T1]. De plus, u est l'unique solution faible de(0.4.17) sur [0, T1] véri�ant les propriétés suivantes :
(i) u ∈ C([0, T1], Ḣ1(Rn)), (ii) ut ∈ C([0, T1], L2(Rn)),

(iii) u ∈ Lp([0, T1], L
2k(Rn)) ave 1

p
= n(k−1)

k
− 1.En ontraste du as a = 1 (voir [KT℄ et [Peh℄) dans notre raisonnement nous pouvonsseulement utiliser les estimations de Strihartz homogènes, ar la démonstration desestimations (0.3.2) dans le as non-homogène paraît plus di�ile et on ne dispose pas desrésultats néessaires. Cette restrition nous permet uniquement de prouver l'existenede solutions dans l'espae énergétique Ḣ1(R

n). De plus, nous avons plus de restritionssur les valeurs de k > 1. Comme nous utilisons les estimations (0.3.1) pour prouver leThéorème 3, la longueur T1 de l'intervalle [0, T1] sur laquelle le résultat d'existene estvalable, est majorée par la longueur δ de l'intervalle sur lequel les estimations (0.3.1)ont été établies. A�n d'améliorer e résultat d'existene, en suivant les arguments de[KT℄, dans la Setion 2.7.2 nous appliquerons les estimations (0.3.2).Considérons les valeurs de k suivantes :
i) n = 3, 3 < k < 5,
ii) n = 4, 2 < k < 3,
iii) n = 5, 5

3
< k < 7

3
,

iv) n > 6, n
n−2

< k < n
n−3

.

(0.4.21)



18 IntrodutionEn supposant que a(t, x) est T -périodique par rapport à t et que les hypothèses (H1) et
(H3) sont satisfaites, nous appliquerons les estimations (0.3.2) pour établir l'existeneen temps long de solutions faibles de (0.4.17), pour des données initiales petites. Pluspréisément, on obtient (Théorème 2.7.3 du Chapitre 2) :Théorème 4 Supposons que k et n véri�ent les onditions (0.4.21). Soit a(t, x)
T -périodique véri�ant (0.1.4) telle que (H1) et (H3) sont satisfaites. Alors, il existe
C(k, Fk, T, ρ, n) telle que, pour tout g ∈ Ḣ1(R

n), il existe une solution faible u de (0.4.17)sur [0, T1] ave
T1 = C(k, Fk, T, n, ρ)

(

‖g‖Ḣ1(Rn)

)−d

, (0.4.22)où d = 2(k − 1)

(n + 2)− (n− 2)k
. De plus, u est l'unique solution faible de (0.4.17) sur [0, T1]véri�ant les propriétés suivantes :

(i) u ∈ C([0, T1], Ḣ1(Rn)), (ii) ut ∈ C([0, T1], L2(Rn)),

(iii) u ∈ Lp([0, T1], L
2k(Rn)) ave 1

p
= n(k−1)

k
− 1.

(0.4.23)Ainsi, on a un temps d'existene T1 = Cε−d pour des données initiales d'ordre ε.Il semblerait qu'ave une hypothèse onvenable sur le signe de la non linéarité Fk(u)et en utilisant uniquement les estimations de Strihartz loales (0.3.1), on puisse prou-ver l'existene et l'uniité de solutions globales de (0.4.17) en appliquant une méthodeénergétique. Dans le problème (0.4.17) on examine un as plus général sans auunehypothèse sur le signe de la non linéarité Fk(u). Cela justi�e l'usage des estimationsglobales (0.3.2).
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Chapitre 1Estimations de Strihartz globalespour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en dimensionimpaire
1.1 IntrodutionOn onsidère le problème de Cauhy (0.1.3) lorsque la métrique a(t, x) ∈ C∞(Rn+1)est une fontion salaire qui véri�e les onditions suivantes :

(i) C0 > a(t, x) > c0 > 0, (t, x) ∈ R× Rn,
(ii) il existe ρ > 0 tel que a(t, x) = 1 pour |x| > ρ,
(iii) il existe T > 0 tel que a(t + T, x) = a(t, x), (t, x) ∈ Rn+1.

(1.1.1)Tout au long de e hapitre nous allons onsidérer que n > 3 est impair.On dit que les nombres 2 6 p, q 6 +∞, γ ∈ R sont admissibles pour l'équation desondes libres ∂2t u −∆u = 0 si, pour f ∈ Ḣγ(R
n), la solution u(t) de (0.1.3), ave a = 1et s = 0, véri�e l'estimation

‖u‖Lp
t (R

+,L
q
x(Rn)) + ‖u(t)‖Ḣγ + ‖∂t(u)(t)‖Ḣγ−1 6 C(p, q, ρ, T )(‖f1‖Ḣγ + ‖f2‖Ḣγ−1)ave C(p, q, ρ, T ) > 0 indépendant de t. Il est bien onnu (voir [KT℄) que (p, q, γ) sontadmissibles sous les onditions suivantes

1

p
+
n

q
=
n

2
− γ,

1

p
6

(

n− 1

2

)(

1

2
− 1

q

) (1.1.2)ave (p, q, γ) 6= (2,∞, 1) lorsque n = 3. Nous allons établir les estimations de Strihartzpour la solution du problème (0.1.3), en supposant la métrique a(t, x) non aptive. Pluspréisément, nous supposerons que l'hypothèse (H1) est satisfaite. La ondition de nonapture (H1) est néessaire pour les estimations de Strihartz, mais omme nous l'avonsvu dans la Setion 0.4.1, même pour des perturbations non aptives des phénomènesde résonanes paramétriques peuvent entraîner la présene de solutions dont l'énergieloale roît de façon exponentielle. A�n d'exlure l'existene de telles solutions on doitimposer une seonde hypothèse. Notre seonde ondition est l'hypothèse (H2).



20 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireEn supposant (H1) et (H2), on prouve une déroissane exponentielle en temps del'énergie loale semblable aux résultats établis, dans [BaP℄, [GP℄ et [Pet89℄, pour l'équa-tion des ondes ave potentiel dépendant du temps et obstale mobile.Notre résultat prinipal est le suivant :Théorème 1.1.1 Soit a(t, x) une métrique telle que (H1) et (H2) sont satisfaites. Sup-posons que 2 6 p, q < +∞ véri�ent les onditions
p > 2,

1

p
= n

(

1

2
− 1

q

)

− 1, et 1

p
6
n− 1

2

(

1

2
− 1

q

)

. (1.1.3)Alors, pour u(t) solution de (0.1.3) ave s = 0 et f ∈ Ḣ1(R
n) on a, pour tout t > 0,l'estimation

‖u‖Lp
t (R

+,L
q
x(Rn)) + ‖u(t)‖Ḣ1 + ‖∂t(u)(t)‖L2(Rn) 6 C(p, q, ρ, T )(‖f1‖Ḣ1 + ‖f2‖L2(Rn)).(1.1.4)1.2 Propriétés des opérateurs U(t, s) et Zb(t, s)L'objetif de ette setion est d'établir quelques propriétés des opérateurs U(t, s)et Zb(t, s) que nous appliquerons par la suite. Dans un premier temps, nous allonsprésenter les di�érentes propriétés de U(t, s) en supposant uniquement que a(t, x) véri�e(1.1.1). En partiulier, nous préiserons les ontraintes qu'impose la dépendane en

t et en x de la métrique a(t, x) et nous verrons, à travers es résultats, omment lapériodiité permet en partie de ompenser ertaines de es ontraintes. Ensuite, nousnous intéresserons à l'opérateur Zb(t, s). Nous verrons notamment que, sous l'hypothèse
(H1), l'opérateur Zb(t, s) du problème (0.1.3) véri�e ertaines propriétés établies dans[Pet89℄ pour l'opérateur Zb(t, s) assoié à l'équation des ondes ave potentiel périodiqueen temps.1.2.1 Le propagateur U(t, s)L'ensemble des résultats de ette sous-setion sont indépendants de la parité de ladimension de l'espae. Pour a(t, x) indépendant de t, le propagateur assoié au problème(0.1.3) est un groupe unitaire. Sous ette hypothèse, le propagateur U0(t) = U(t, 0),dé�ni par

U0(t) : Ḣγ(R
n) ∋ (f0, f1) = f 7→ U0(t)f = (u, ut)(t, x) ∈ Ḣγ(R

n)ave u la solution du problème (0.1.3), pour s = 0, véri�e
U0(t)U0(s) = U0(t+ s), (U0(t))

∗ = U0(−t), t, s ∈ R. (1.2.1)Les propriétés (1.2.1) failitent la mise en plae des estimations (1.1.4), elles permettentnotamment de généraliser les estimations (1.1.4) au as des problèmes non homogènes(voir [KT℄). Il est faile de voir que quand a(t, x) dépend de t et de x, U(t, s) ne véri�e pas(1.2.1). Néanmoins, en tant que propagateur d'un problème linéaire on peut failementprouver que U véri�e la loi de omposition suivante
U(s1, s2)U(s2, s3) = U(s1, s3), s1, s2, s3 ∈ R. (1.2.2)De plus, la périodiité en t de a(t, x) implique la propriété suivante :



1.2. Propriétés des opérateurs U(t, s) et Zb(t, s) 21Proposition 1.2.1 Pour tous s, t ∈ R on a
U(t+ T, s + T ) = U(t, s). (1.2.3)Preuve. Soient f ∈ C∞

0 (Rn)× C∞
0 (Rn) et u, v dé�nies par :

(u, ut)(t) = U(t, s)f, (v, vt)(t) = U(t + T, s+ T )f.On sait que u, v sont C∞ en t et qu'elles véri�ent
(u(t), v(t)) ∈ C∞

0 (Rn)× C∞
0 (Rn), t ∈ R.La périodiité de a(t, x) implique

∂2t (v)(t, x)− divx(a(t, x)∇xv)(t, x) = ∂2t (v)(t, x)− divx(a(t+ T, x)∇xv)(t, x) = 0et on a
(v, vt)(s) = f.Ainsi, l'uniité de la solution de (0.1.3) nous permet d'a�rmer que u = v et, pour tous

t, s ∈ R, on trouve
U(t + T, s+ T )f = U(t, s)f, f ∈ C∞

0 (Rn)× C∞
0 (Rn). (1.2.4)On déduit (1.2.3) de (1.2.4) en utilisant un argument de densité. �En appliquant (1.2.3), on obtient

U((N + 1)T,NT ) = U(T, 0), N ∈ N. (1.2.5)On déduit de (1.2.5) la loi de omposition suivante
(U(T, 0))N = U(NT, 0), N ∈ N. (1.2.6)On pourra ainsi noter U(T ) l'opérateur

U(T ) = U(T, 0).Pour aboutir aux estimations (1.1.4) il est néessaire d'avoir une estimation uniformede l'énergie. Or, la dépendane en t de la métrique a(t, x) ne permet pas ela, on peutmême prouver que sous une ondition de apture (voir [CR1℄) et même de non apture(voir [CPR℄ pour l'équation des ondes ave potentiel périodique en temps) l'énergiede l'équation des ondes ave des oe�ients périodiques en t peut roître de façonexponentielle. On peut néanmoins estimer l'énergie par un terme qui roît de façonexponentielle par rapport à t. Plus préisément, on obtient l'estimation suivante :Proposition 1.2.2 Supposons que n > 2 et que a(t, x) véri�e (1.1.1). Alors, on a
‖U(t, s)‖L(Ḣ1(Rn)) 6 CeA|t−s| (1.2.7)ave A =

∥

∥

at
a

∥

∥

L∞(R1+n)
et C = C0

c0
, où C0 et c0 sont les onstantes de l'inégalité (1.1.1).



22 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impairePreuve. Soient f ∈ C∞
0 (Rn)×C∞

0 (Rn), t, s ∈ R et u solution de (0.1.3). Notons E(u)(t)l'énergie au temps t dé�nie par
E(u)(t) =

∫

Rn

[

|ut(t, x)|2 + a(t, x)|∇xu|2(t, x)
]

dx.On montre failement que u ∈ C∞(Rn+1) et que, pour tout t1 ∈ R, u(t1, .) ∈ C∞
0 (Rn).Par onséquent, E(u)(t) est dérivable par rapport à t et on obtient

dE(u)

dt
(t) =

∫

Rn

[

d2u

dt2
ut + ut

d2u

dt2
+ at|∇u|2 +∇ut.a∇u+ a∇u.∇ut

]

dx.Comme u est la solution de (0.1.3), ette formule devient
dE(u)

dt
(t) =

∫

Rn

[

divx(a∇u)ut + utdivx(a∇xu) + at|∇u|2 +∇ut.a∇u+ a∇u.∇ut
]

dx.En intégrant par parties, ette égalité devient
dE(u)

dt
(t) =

∫

Rn

at(t, x)|∇u|2(t, x)dx.D'après (1.1.1), on a
A =

∥

∥

∥

at
a

∥

∥

∥

L∞(R1+n)
<∞et on obtient

dE(u)

dt
(t) 6 A

∫

Rn

a(t, x)|∇u|2(t, x)dx 6 AE(u)(t).En intégrant ette inégalité par rapport à t on trouve
E(u)(t) 6 exp (A|t− s|)E(u)(s). (1.2.8)De plus, d'après (1.1.1) on obtient

c0‖(u, ut)(t1)‖Ḣ1(Rn) 6 E(u)(t1) 6 C0‖(u, ut)(t1)‖Ḣ1(Rn), t1 ∈ R (1.2.9)ave c0, C0 les onstantes de l'inégalité (1.1.1). En ombinant (1.2.8) et (1.2.9), on obtient
‖(u, ut)(t)‖Ḣ1(Rn) 6

C0

c0
exp (A|t− s|) ‖f‖Ḣ1(Rn), f ∈ C∞

0 (Rn)× C∞
0 (Rn).En appliquant un argument de densité, on déduit (1.2.7). �Remarque 1.2.1 Notons qu'en appliquant l'estimation (1.2.7), pour tout T1 > 0, onobtient l'estimation uniforme

‖U(t, s)‖L(Ḣ1(Rn)) 6 C(T1), s, t ∈ [−T1, T1]ave C(T1) ne dépendant que de T1.



1.2. Propriétés des opérateurs U(t, s) et Zb(t, s) 231.2.2 Les opérateurs Zb(t, s)Dans ette sous-setion nous supposerons que n > 3 est impair. L'objetif de ettesous-setion sera d'établir quelques propriétés fondamentales de Zb(t, s), pour b > ρ. Onpeut souligner que la nature du spetre de Zb(T, 0) est fortement liée au omportementasymptotique de la solution de (0.1.3) quand t → ∞, lorsque f est à support ompat.Initialement introduit par Lax et Philips dans [LP℄, pour l'équation des ondes avepotentiel périodique en temps l'opérateur Zb(t, s) et ses propriétés ont fait l'objet d'unelongue étude dans [Pet89℄ (voir aussi [CS℄). Nous montrerons qu'on peut généraliser auproblème (0.1.3) ertaines de es propriétés. Pour ela, rappelons les résultats suivantsétablis dans le Chapitre V et le Chapitre II de [Pet89℄.Dé�nition 1.2.1 Les espaes vetoriels D+ et D− sont deux sous espaes vetoriels de
Ḣ1(R

n) dé�nis par :
f ∈ D+ (respetivement f ∈ D−) si U0(t)f(x) = 0 pour |x| < t (respetivement
|x| < −t)Dé�nition 1.2.2 Soit h ∈ S(Rn). On dé�nit la transformée de Radon de h par :

R(h)(s, ω) =

∫

〈x,ω〉=s

f(x)dx, (s, ω) ∈ R× S
n−1.Théorème 1.2.1 Supposons que n > 3 est impair. Alors, l'appliation Rn dé�ni sur

S(Rn)× S(Rn) par
Rn (f1, f2) (s, ω) = dnD

n+1
2

s (R(f1))(s, ω)− dnD
n−1
2

s (R(f2))(s, ω),où dn = 2−
1
2 (2π)

1−n
2 , se prolonge en une isométrie de Ḣ1(R

n) sur L2(R×Sn−1). De plus,pour tout f ∈ Ḣ1(R
n), on a

Rn (U0(t)f) (s, ω) = Rn(f)(s− t, ω), ω ∈ S
n−1, s, t ∈ R. (1.2.10)Remarque 1.2.2 Notons que la propriété (1.2.10), qui généralise le prinipe de Huy-gens, n'est vraie qu'en dimension impaire. Sahant que ertaines propriétés de Zb(t, s)dépendent de (1.2.10) (voir la preuve de la Proposition 1.2.5, nous supposerons que nest impair pour étudier Zb(t, s).Théorème 1.2.2 Supposons que n > 3 est impair. Alors, f ∈ D+ si et seulement sisupp(Rn(f)) ⊂ [0,+∞[×S
n−1et f ∈ D− si et seulement sisupp(Rn(f)) ⊂]−∞, 0]× S
n−1.Dé�nition 1.2.3 On note 〈., .〉Ḣ1(Rn) le produit salaire sur Ḣ1(R

n) dé�ni par
〈(h1, h2), (h3, h4)〉Ḣ1(Rn) =

∫

Rn

[

∇xh1 · ∇xh3 + h2h4
]

dx, (h1, h2), (h3, h4) ∈ Ḣ1(R
n).



24 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireNotons que les espaes D±
b , introduits dans la Setion 1.1, véri�ent les identités

D±
b = U0(±b)(D±).En ombinant le Théorème 1.2.1 et le Théorème 1.2.2, on en déduit le résultat suivant :Proposition 1.2.3 Soient n > 3 impair et b > ρ. Alors, f ∈ D+

b si et seulement sisupp(Rn(f)) ⊂ [b,+∞[×S
n−1et f ∈ D−

b si et seulement sisupp(Rn(f)) ⊂]−∞,−b]× S
n−1.En appliquant es résultats, dont on trouve la preuve dans le Chapitre II de [Pet89℄, onobtient immédiatement la propriété suivante :Proposition 1.2.4 Supposons que n > 3 est impair. Alors, pour tout b > ρ, on a

D±
b ⊂ (D∓

b )
⊥, (1.2.11)où (D∓

b )
⊥ est le omplémentaire orthogonal de D∓

b pour le produit salaire 〈., .〉Ḣ1(Rn).D'après (1.2.11), l'opérateur Z assoié au problème (0.1.3) véri�e les lois de ompo-sition et la propriété de périodiité indiquées i-dessous.Proposition 1.2.5 Soient b > ρ et s 6 t. Alors, on trouve que(i) U(t, s)f = U0(t− s)f, f ∈ D+
b .(ii) U(s, t)f = U0(s− t)f, f ∈ D−
b .(iii) U(t, s)((D−

b )
⊥) ⊂ (D−

b )
⊥.(iv) Pour tous s1, t1, s2 ∈ R ave s1 > t1 > s2, on a

Zb(s1, t1)Z
b(t1, s2) = Zb(s1, s2).(v) Zb(t+ T, s+ T ) = Zb(t, s), t > s.Preuve. Fixons f ∈ D−

b et ommençons par prouver (i). Par hypothèse, on a
(U0(t− s)f)|{|x|<b} = 0. (1.2.12)De plus, omme la métrique vaut uniformément 1 hors du ompat |x| 6 ρ, on obtient

∂2t − divx(a(t, x)∇x) = ∂2t −∆x, pour |x| > b > ρ. (1.2.13)On en déduit que
∂2t ((U0(t− s)f)1)− divx(a(t, x)∇x(U0(t− s)f)1)) = (∂2t −∆x)(U0(t− s)f)1 = 0ave, pour tout h = (h1, h2) ∈ C2, (h)1 = h1. Par onséquent, (1.2.12), (1.2.13) etl'uniité de la solution du problème de Cauhy (0.1.3) impliquent (i). On prouve (ii) en



1.2. Propriétés des opérateurs U(t, s) et Zb(t, s) 25appliquant les mêmes arguments que pour (i). Pour (iii), �xons g ∈ D−
b et f ∈ (D−

b )
⊥.En appliquant (1.2.13), on obtient

1{|x|>b}U(t, s)f = 1{|x|>b}U0(t− s)f. (1.2.14)La propagation en temps �ni entraîne
1{|x|>b+(t−s)}(U0(s− t)(1{|x|6b}U(t, s)f)) = 0et

U0(s− t)(1{|x|>b}U(t, s)f) = 1{|x|>b+(t−s)}(U0(s− t)(1{|x|>b}U(t, s)f)).Ces deux identités impliquent la formule d'inversion suivante
U0(s− t)(U(t, s)f) = f, pour |x| > b+ (t− s). (1.2.15)De plus, (ii) et la dé�nition de D−

b entraînent
U(s, t)g(x) = U0(s− t)g(x) = 0, pour |x| 6 b+ t− s. (1.2.16)En appliquant (1.2.15) et (1.2.16), on obtient
〈f,U(s, t)g〉Ḣ1(Rn) = 〈U0(s− t)U(t, s)f,U(s, t)g〉Ḣ1(Rn).En appliquant (ii), ela donne
〈f,U(s, t)g〉Ḣ1(Rn) = 〈U0(s− t)U(t, s)f, U0(s− t)g〉Ḣ1(Rn)et omme U0(s− t) est une isométrie sur Ḣ1(R

n) on obtient
〈U(t, s)f, g〉Ḣ1(Rn) = 〈f,U(s, t)g〉Ḣ1(Rn) = 〈f, U0(s− t)g〉Ḣ1(Rn).Cependant, U0(s − t)g ∈ Db

− et le dernier terme de droite des égalités préédentess'annule et ela prouve (iii). Pour la propriété (iv), �xons f ∈ (D−
b )

⊥. D'après (1.2.11)on a
(Id− P+

b )f ∈ D+
b ⊂ (D−

b )
⊥et

P+
b f = f − (Id− P+

b )f.On en déduit
P+
b f ∈ (D−

b )
⊥ et P−

b P
+
b f = P+

b f, f ∈ (D−
b )

⊥.Par onséquent, la propriété (iii) entraîne
P−
b P

+
b U(t1, s2)P−

b = P+
b U(t1, s2)P−

b . (1.2.17)En appliquant (ii), il est faile de voir que
U(s1, t1)(IdḢ1(Rn) − P+

b )f = U0(s1 − t1)(IdḢ1(Rn) − P+
b )f ∈ D+

b , f ∈ Ḣ1(R
n)et ela implique

P+
b U(s1, t1)P+

b = P+
b U(s1, t1). (1.2.18)On déduit (iv) de (1.2.17) et (1.2.18). La propriété (v) est une onséquene immédiatede (1.2.3). �



26 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireRemarque 1.2.3 Notons qu'en appliquant les propriétés (iv) et (v) de la Proposition1.2.5 on obtient l'identité suivante
(

Zb(T, 0)
)N

= Zb(NT, 0), N ∈ N (1.2.19)Pour l'équation des ondes ave potentiel périodique en temps, il a été établi que,pour t− s assez grand, l'opérateur Zb(t, s) est ompat. Nous allons prouver qu'il en estde même pour l'opérateur Zb(t, s) assoié au problème (0.1.3), sous l'hypothèse (H1).L'hypothèse (H1) et les résultats de propagation des singularités impliquent (voir [MS℄)le résultat suivant :Proposition 1.2.6 Supposons que l'hypothèse (H1) est satisfaite. Alors, pour tout
R > 0, il existe T1(R) > 0 telle que pour tout s ∈ R et pour tout f ∈ Ḣ1(R

n) véri�antsupp(f) ⊂ BR, on a
(t, x) 7−→ (U(t, s)f)(x) ∈ C∞ (]T1(R) + s,+∞[×BR) , (1.2.20)où, pour tout r > 0, Br = {x ∈ Rn : |x| 6 r}.Preuve. Soit f ∈ Ḣ1(R

n) telle que suppf ⊂ BR et soient t1, s1 ∈ R tels que
t1 − s1 > T (R + ρ, R)ave T (R + ρ, R) la onstante dé�nie dans l'hypothèse (H1). Notons h(t, x) la fontiondé�nie par
h(t, x) = (U(t, s)f)(x).Supposons qu'il existe x1 ∈ BR, tel que h(t, x) admet une singularité en (t1, x1). Considé-rons D l'ensemble des biaratéristiques nulles (t(σ), x(σ), τ(σ), ξ(σ)) de τ 2 − a(t, x)|ξ|2véri�ant t(0) = t1, x(0) = x1, τ(0) = ±

√

a(t1, x1)|ξ1| et ξ(0) = ξ1, où ξ1 6= 0. Onverra dans la Setion 1.7 que l'on peut paramétrer les biaratéristiques par rapport à
t. Nous noterons (t, x(t), τ(t), ξ(t)) les biaratéristiques paramétrées par rapport à t.D'après les propriétés de propagation des singularités établis par Melrose et Sjöstranddans [MS℄, les singularités de la solution de (0.1.3) sont portées par les biaratéristiques.Par onséquent, il existe une biaratéristique (t, x(t), τ(t), ξ(t)) ∈ D telle que h(t, x)a une singularité en (s1, x(s1)). Cependant, omme t1 − s1 > T (R + ρ, R), l'hypothèse
(H1) implique

|x(s1)| > R + ρ.De plus, omme f(x) = 0, pour |x| > R, d'après la propriété de propagation en temps�ni, il existe δ > 0 tel que
h(t, x) = 0, pour ‖(t, x)− (s1, x(s1))‖R1+n < δ.Ainsi, nous aboutissons à une ontradition et ela prouve (1.2.20), ave

T1(R) = T (R + ρ, R). �Nous allons maintenant montrer que la propriété (1.2.20) implique que l'opérateur
Zb(t, 0) est ompat, pour t > 0 su�samment grand.



1.2. Propriétés des opérateurs U(t, s) et Zb(t, s) 27Proposition 1.2.7 Supposons que n > 3 est impair et que l'hypothèse (H1) est satis-faite. Soit b > ρ. Alors, pour tout t > 4b+ T1(4b), l'opérateur Zb(t, 0) est ompat dans
Ḣ1(R

n).Preuve. Notons M(t, s) = U(t, s)− U0(t− s) et érivons
Zb(t, 0) = P b

+M(t, t− 2b)U(t− 2b, 2b)M(2b, 0)P b
−

+P b
+M(t, t− 2b)U(t− 2b, 2b)U0(2b)P

b
− + P b

+U0(2b)U(t− 2b, 0)P b
−.(1.2.21)Choisissons χ ∈ C∞

0 (|x| 6 4b) telle que χ = 1, pour |x| 6 7
2
b. Soit v la fontion dé�niepar (v(t), vt(t)) = U(t, s)(1− χ)f . Comme b > ρ, la propagation en temps �ni impliqueque, pour s 6 t 6 2b+ s et |x| 6 3

2
b, on a v(t, x) = 0. Alors, on trouve

∆x = divx(a(t, x)∇x), pour |x| > ρ (1.2.22)et on en déduit que v est la solution pour s 6 t 6 2b+ s de
{

vtt −∆v = 0,
(v, vt)(s, x) = (1− ψ(x))f(x).Cela implique que
M(t, t− 2b)(1− χ) = 0. (1.2.23)Notons maintenant u et w les fontions dé�nies par

(u(t), ut(t)) = U(t, s)f et (w(t), wt(t)) = U0(t− s)f.En appliquant (1.2.22), on voit que (1− χ)u est solution de
{

∂2t ((1− χ)u)−∆x(1− χ)u = [∆x, χ]u,
((1− χ)u, ∂t((1− χ)u)))(s, x) = (1− χ(x))f(x)et (1− χ)w est solution de

{

∂2t ((1− χ)w)−∆x(1− χ)w = [∆x, χ]w,
((1− χ)w, ∂t((1− χ)w)))(s, x) = (1− χ(x))f(x).On en déduit que

(1− χ)M(t, t− 2b) = 0. (1.2.24)En ombinant (1.2.23) et (1.2.24), on obtient
M(s, s− 2b) = χM(s, s− 2b)χ, s ∈ R. (1.2.25)En appliquant (1.2.25), la formule (1.2.21) devient

Zb(t, 0) = P b
+M(t, t− 2b)χU(t− 2b, 2b)χM(2b, 0)P b

−

+P b
+M(t, t− 2b)U(t− 2b, 2b)U0(2b)P

b
− + P b

+U0(2b)U(t− 2b, 0)P b
−.(1.2.26)En utilisant (1.2.10), pour tout f ∈ Ḣ1(R

n) on trouve
Rn

(

U0(2b)P
−
b f
)

(s, ω) = Rn

(

P−
b f
)

(s− 2b, ω), (s, ω) ∈ R× S
n−1.



28 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireD'après la Proposition 1.2.3, omme P−
b f ∈ (D−

b )
⊥, on asuppRn

(

P−
b f
)

⊂ [−b,+∞[×S
n−1.Par onséquent, suppRn

(

U0(2b)P
−
b f
)

⊂ [b,+∞[×S
n−1,dont on déduit

U0(2b)P
−
b f ∈ D+

b .En appliquant deux fois la propriété (i) de la Proposition 1.2.5, on obtient
M(t, t− 2b)U(t− 2b, 2b)U0(2b)P

−
b =M(t, t− 2b)U0(t− 2b)P−

b = (U0(t)−U0(t))P
−
b = 0.(1.2.27)De même, ave l'aide de la propriété (iii) de la Proposition 1.2.5, on trouve

U(t− 2b, 0)P b
−f ∈ (D−

b )
⊥, f ∈ Ḣ1(R

n)et ela implique
U0(2b)U(t− 2b, 0)P b

−f ∈ D+
b , f ∈ Ḣ1(R

n).En ombinant e dernier résultat ave (1.2.27), on voit que les deux derniers termes dedroite de l'égalité (1.2.26) s'annulent et on obtient
Zb(t, 0) = P b

−M(t, t− 2b)χU(t− 2b, 2b)χM(2b, 0)P b
−.Comme t− 4b > T1(4b), (1.2.20) implique

χU(t− 2b, 2b)χh ∈ C∞
0 (Rn), h ∈ Ḣ1(R

n).Le théorème du graphe fermé et le théorème de Rellih impliquent que χU(t− 2b, 2b)χest un opérateur ompat dans Ḣ1(R
n) et ela ahève la preuve. �Remarque 1.2.4 En ombinant (1.2.19) et le résultat de la Proposition 1.2.7, on trouveque, pour N ∈ N assez grand, l'opérateur Zb(T, 0)N est un opérateur ompat. Celaimplique que l'opérateur (Zb(T, 0)− z
)−1, initialement dé�ni, pour |z| > D ave D assezgrand, se prolonge de façon méromorphe sur C

∗ (voir [Pet89℄ pour plus de détails).Comme pour l'équation des ondes ave potentiel périodique en temps (voir [Pet89℄,Chapitre V), on peut prouver que, pour une métrique non aptive, on a
σ(Zb(T, 0)) = σ(Zρ(T, 0)), b > ρ. (1.2.28)Nous omettrons la preuve de e résultat qui est assez longue.1.3 Intégrabilité L2 en temps de l'énergie loaleLe but de ette setion est de prouver que, pour n > 3 impair, les hypothèses (H1) et

(H2) impliquent l'intégrabilité L2 en temps de l'énergie loale. Plus préisément, nousallons prouver le théorème suivant :



1.3. Intégrabilité L2 en temps de l'énergie loale 29Théorème 1.3.1 Supposons que n > 3 est impair et que les hypothèses (H1), (H2) sontsatisfaites. Alors, pour tout ϕ ∈ C∞
0 (Rn), on a

∫ ∞

0

‖ϕU(t, 0)f‖2
Ḣ1(Rn)

dt 6 C(T, ϕ, n, ρ)‖f‖2
Ḣ1(Rn)

. (1.3.1)Dans [Bur03℄, Burq a démontré (1.3.1) pour le problème (0.1.3), lorsque a(t, x) nedépend pas de t, en négligeant le omportement asymptotique quand t → ∞ des solu-tions ayant une donnée initiale à support ompat. Lorsque a(t, x) dépend à la fois de
t et de x, omme pour l'équation des ondes ave potentiel périodique en temps (voir[Pet06℄), il n'est pas évident que l'estimation (1.3.1) soit indépendante de la déroissanede l'énergie loale. Par onséquent, en appliquant les résultats de la Setion 1.2, nous al-lons prouver que les hypothèses (H1) et (H2) impliquent une déroissane exponentielleen t de l'énergie loale qui s'érit

‖ψ1U(t, s)ψ2‖L(Ḣ1(Rn)) 6 Ce−δ(t−s) (1.3.2)ave ψ1, ψ2 ∈ C∞
0 (Rn). Ensuite nous appliquerons (1.3.2) a�n d'obtenir (1.3.1).1.3.1 Déroissane exponentielle de l'énergie loaleDans toute ette sous-setion nous supposerons que (H1) est satisfaite. L'objetifde ette sous-setion est de prouver (1.3.2), pour les dimensions n > 3 impaires, sousl'hypothèse (H2). Pour ela nous allons ommener par estimer Zb(t, s) en utilisant lapropriété (1.2.19) et l'hypothèse (H2).Proposition 1.3.1 Supposons que n > 3 est impair. Alors, pour tout

χ ∈ C∞
0 (|x| 6 b− ε) ave 0 < ε < b, on a

χP±
b = P±

b χ = χ. (1.3.3)Preuve. Soit f ∈ D±
b . D'après la Proposition 1.2.3, on asupp(Rn(f)) ⊂ {(s, ω) ∈ R× S

n−1 : |s| > b}.On montre failement quesupp(Rn(χ)) ⊂ {(s, ω) ∈ R× S
n−1 : |s| 6 b− ε}.Comme la transformationRn est une isométrie de Ḣ1(R

n) sur L2(R×Sn−1), ela impliqueque χ ∈
(

D±
b

)⊥. Par onséquent, on obtient
P±
b χ = χ.De plus, omme D±

b = U0(±b)(D±), on voit failement que, pour tout g ∈ D±
b , on a

g(x) = 0, pour |x| 6 b. Cela entraîne
χ(Id− P±

b ) = 0et on en déduit (1.3.3). �En appliquant (1.3.3) et (H2), on montre le résultat suivant :



30 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireProposition 1.3.2 Supposons que n > 3 est impair et que les hypothèses (H1), (H2)sont satisfaites. Alors, pour tout t − s > 0 et pour tout b > ρ, il existe Cb, δb > 0indépendants de t et s tels que
‖Zb(t, s)‖L(Ḣ1(Rn)) 6 Cbe

−δb(t−s). (1.3.4)Preuve. Soient b > ρ et r(Zb(T, 0)) le rayon spetral de Zb(T, 0). L'hypothèse (H2) et(1.2.28) impliquent que r(Zb(T, 0)) < 1. On en déduit l'existene d'une onstante δ > 0telle que
lim

m→+∞
‖Zb(T, 0)m‖ 1

m < 1− δ. (1.3.5)D'après l'identité (1.2.19) et la formule (1.3.5), il existe d'un entier m0 ∈ N tel que, pour
m > m0, on a

‖Zb(mT, 0)‖ 6

(

1− δ

2

)m

= e−δbmT (1.3.6)ave δb > 0 indépendants de m. Supposons maintenant que t−s > (m0+2)T et prenons
k, l ∈ N tels que

kT 6 t 6 (k + 1)T, lT 6 s 6 (l + 1)T.Alors, la propriété (iv) de la Proposition 1.2.5 implique
‖Zb(t, s)‖ = ‖Zb(t, kT )Zb(kT, (l + 1)T )Zb((l + 1)T, s))‖ (1.3.7)et (k − (l + 1))T > m0T . En appliquant à la formule (1.3.7) les estimations (1.3.6) et(1.2.7), on obtient

‖Zb(t, s)‖ 6 C ′
be

−δb(k−(l+1))T 6 C ′
be

−δb(t−s)e2δbT . (1.3.8)Pour t− s 6 (m0 + 2)T , en tenant ompte de (1.2.7), on trouve
‖Zb(t, s)‖ 6 C ′′

b e
α(m0+2)T 6 C ′′

b e
(α+δb)(m0+2)T e−δb(t−s). (1.3.9)En ombinant les estimations (1.3.8) et (1.3.9), on déduit (1.3.4). �Finalement, on obtient failement (1.3.2) de (1.3.4) en appliquant (1.3.3).Remarque 1.3.1 On montre en partiulier que, pour n > 3 impair, l'estimation (1.3.4)implique (1.3.2) ave δ indépendant du support de ψ1 et ψ2.1.3.2 Preuve du Théorème 1.3.1Avant de prouver l'estimation (1.3.1) on rappelle un résultat établi par Smith etSogge dans [SS℄ onernant l'intégrabilité L2 de l'énergie loale, pour les solutions del'équation des ondes libres, qui est dé�nie par l'estimation suivante :Théorème 1.3.2 ([SS℄, Lemme 2.2) Soit γ 6 n−1

2
et soit ϕ ∈ C∞

0 (|x| < ρ+ 1). Alors
∫

R

‖ϕe±itΛh‖2Hγ(Rn)dt 6 C(ϕ, n, γ)‖h‖2
Ḣγ(Rn)

, h ∈ Ḣγ(Rn). (1.3.10)



1.3. Intégrabilité L2 en temps de l'énergie loale 31Dans [SS℄ les auteurs onsidère seulement le as des dimension impaires n > 3, lamême preuve reste valable pour les dimensions paires. On déduit failement de (1.3.10)l'estimation suivante :Corollaire 1.3.1 Soit γ 6 n−1
2

et ϕ ∈ C∞
0 (Rn). Alors

∫

R

‖ϕU0(t)f‖2Ḣγ(Rn)
dt 6 C(ϕ, n, γ)‖f‖2

Ḣγ(Rn)
, f ∈ Ḣγ(R

n). (1.3.11)Nous allons prouver (1.3.1), en ombinant l'estimation (1.3.2) et l'estimation (1.3.11).Preuve du Théorème 1.3.1. Posons f ∈ Ḣ1(R
n) et χ ∈ C∞

0 (|x| < ρ + 1) telleque χ = 1 pour |x| 6 ρ+ 1
2
et 0 6 χ 6 1. Notons que

ϕU(t, 0)f = ϕU(t, 0)χf + ϕU(t, 0)(1− χ)f. (1.3.12)L'estimation (1.3.2) implique
∫ +∞

0

‖ϕU(t, 0)χf‖2
Ḣ1(Rn)

dt 6 C2(ϕ, n, ρ)

(
∫ +∞

0

e−2δtdt

)

‖f‖2
Ḣ1(Rn)

6 C1(ϕ, n, ρ)‖f‖2Ḣ1(Rn)
.

(1.3.13)Ainsi, il ne nous reste plus qu'à montrer
‖ϕU(t, 0)(1− χ)f‖L2(R+

t ,Ḣ1(Rn)) 6 C(ϕ, n, ρ)‖f‖Ḣ1(Rn). (1.3.14)Soient u, u0, u1, u2 dé�nies par
(u0, ∂t(u0))(t) = U0(t)f, (u, ∂t(u))(t) = U(t, 0)(1−χ)f, u1 = (1−χ)u0 et u2 = u−u1.D'après (1.2.13), on a

∂2t (u1)− divx(a(t, x)∇x(u1)) = (∂2t −∆x)u1.Cela entraîne que u1 est une solution de
(∂2t −∆x)u1 = (1− χ)(∂2t −∆x)(u0) + [∆x, χ](u0) = [∆x, χ](u0).Cette formule implique que u2 est la solution du problème de Cauhy suivant

{

∂2t (u2)− divx(a∇xu2) = −[∆x, χ]u0,
(u2, ∂t(u2))(0, x) = (0, 0).Par onséquent, en appliquant la formule de Duhamel, on peut érire

(u2, ∂t(u2))(t) = −
∫ t

0

U(t, s)(0, [∆x, χ]u0(s))ds.Comme suppx(0, [∆x, χ]u0(s)) ⊂ suppχ ⊂ {|x| < ρ + 1}, en appliquant l'estimation(1.3.2), on trouve
‖ϕU(t, s)(0, [∆x, χ]u0(s))‖Ḣ1(Rn) 6 C(ρ, n)e−δ(t−s) ‖(0, [∆x, χ]u0(s))‖Ḣ1(Rn) . (1.3.15)



32 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireOn hoisit β ∈ C∞
0 (|x| < ρ+1) une fontion de tronature égale à 1 sur suppχ. On voitfailement que l'inégalité (1.3.15) devient

‖ϕ(u2, ∂t(u2))(t)‖Ḣ1(Rn) 6 C(ρ, n, ϕ)

∫ t

0

e−δ(t−s)‖βU0(s)f‖Ḣ1(Rn)ds. (1.3.16)En érivant le terme de droite de l'inégalité (1.3.16) omme un produit de onvolution,on obtient
‖ϕ(u2, ∂t(u2))(t)‖Ḣ1(Rn) 6 C(ρ, n, ϕ)

(

e−δt1[0,+∞[

)

∗
(

‖βU0(t)f‖Ḣ1(Rn)1[0,+∞[

)

.Une appliation de l'inégalité de Young entraîne
(
∫

R+

‖ϕ(u2, ∂t(u2))(t)‖2Ḣ1(Rn)
dt

)
1
2

6 C(ρ, n, ϕ)

(
∫ +∞

0

e−δtdt

)(
∫

R+

‖βU0(t)f‖2dt
)

1
2

.(1.3.17)Comme 1 6 n−1
2
, d'après le Corolllaire 1 l'estimation (1.3.17) s'érit
‖ϕ(u2, ∂t(u2))(t)‖L2(R+,Ḣ1(Rn)) 6 C(ϕ, ρ, n)‖f‖Ḣ1(Rn). (1.3.18)Ensuite, en appliquant (1.3.11), on montre failement que
‖ϕ(u1, ∂t(u1))(t)‖L2(R+,Ḣ1(Rn)) 6 C(ϕ, ρ, n)‖f‖Ḣ1(Rn)et ela implique

∫ +∞

0

‖ϕU(t, 0)(1− χ)f‖2
Ḣ1(Rn)

dt 6 C3(ϕ, n, ρ)‖f‖2Ḣ1(Rn)
. (1.3.19)En appliquant les estimations (1.3.13) et (1.3.19) à la représentation (1.3.12), on obtient(1.3.2). �Pour l'ensemble des résultats de la Setion 1.2 et de la Setion 1.3, nous avons étéinspiré par l'analyse de l'équation des ondes ave potentiel dépendant de façon pério-dique de t (0.1.2) (voir [Pet06℄). L'identité (0.4.6), est l'argument prinipal qui permetd'aboutir aux estimations (1.1.4), pour la solution de (0.2.3) à partir de l'intégrabilité

L2 en temps de l'énergie loale. Comme nous l'avons déjà préisé dans la Setion 0.4.4,la méthode employée pour obtenir les estimations (1.1.4) pour les solutions de (0.1.2)ne fontionne pas pour les solutions de (0.1.3). Pour obtenir (1.1.4) à partir de (1.3.1),nous allons utiliser une autre idée. Tout d'abord, �xons χ ∈ C∞
0 (|x| 6 ρ + 1) telle que

χ = 1, pour |x| 6 ρ+ 1
2
et 0 6 χ 6 1, et onsidérons u solution de (0.1.3), pour s = 0.Déomposons u de la façon suivante

u = χu+ (1− χ)uet proédons en deux étapes qui feront l'objet des deux prohaines setions. La premièreétape onsiste à appliquer les estimations de Strihartz pour les solutions de l'équationdes ondes libres et (1.3.1), a�n de prouver (1.1.4) pour (1 − χ)u. La deuxième étapeonsiste à établir des estimations de Strihartz loales pour la solution de (0.1.3) et àappliquer (1.3.1) pour en déduire que χu véri�e (1.1.4).



1.4. Estimations de Strihartz pour (1− χ)u 331.4 Estimations de Strihartz pour (1− χ)uDans ette setion on se propose d'appliquer les estimations de Strihartz pour l'équa-tion des ondes libres ainsi que (1.3.1) a�n d'établir les estimations suivantes :Proposition 1.4.1 Supposons que n > 3 et que les hypothèses (H1) et (H2) sont sa-tisfaites. Soient 2 6 p, q < ∞ véri�ant (1.1.2) ave p > 2. Alors, pour tout t > 0, ona
‖(1− χ)u(t)‖Lp(R+,Lq(Rn)) + ‖(1− χ)u(t)‖Ḣ1(Rn) + ‖∂t(1− χ)(u)(t)‖L2(Rn) 6 C‖f‖Ḣ1(Rn),(1.4.1)ave C > 0 indépendant de t.A�n de prouver les estimations (1.4.1), nous avons besoin du lemme suivant :Lemme 1.4.1 ([HTW℄, Lemme 8.1) Soient X et Y deux espaes de Banah. Pour
s, t ∈ R+ onsidérons K(s, t) : X −→ Y l'opérateur à noyau dé�ni sur X à valeurs dans
Y . Supposons que, pour 1 6 r < l 6 +∞ et pour tous t0 ∈ R+ et g ∈ Lr(R+, X), on a

∥

∥

∥

∥

∫ t0

0

K(s, t)g(s)ds

∥

∥

∥

∥

Ll([t0,+∞[,Y )

6 A‖g‖Lr(R+,X),où A > 0 est indépendant de t0. Alors, on obtient
∥

∥

∥

∥

∫ t

0

K(s, t)g(s)ds

∥

∥

∥

∥

Ll(R+,Y )

6 ACr,l‖g‖Lr(R+,X)ave Cr,l > 0 dépendant uniquement de r, l.On renvoie à [HTW℄ pour la preuve du Lemme 1.4.1 qu'on appelle le lemme de Christ-Kiselev (voir aussi dans [CK℄ la première version de e résultat). Ensuite, onsidérons
K(s, t) =

sin((t− s)Λ)

Λ
ψ, X = L2(Rn), Y = Lq(Rn), l = p et r = 2.En appliquant le lemme de Christ-Kiselev et les estimations de Strihartz pour les so-lutions de l'équation des ondes libres (voir [KT℄), on obtient le résultat suivant :Lemme 1.4.2 Soit p et q véri�ant (1.1.2) ave p > 2 et γ = 1. Alors, pour tout

ψ ∈ C∞
0 (Rn), on a
∥

∥

∥

∥

∫ t

0

sin((t− s)Λ)

Λ
ψh(s, .)ds

∥

∥

∥

∥

Lp(R,Lq(Rn))

6 C(p, q, n, ψ)‖h‖L2(R+,L2(Rn))et
∥

∥

∥

∥

∫ t

0

sin((t− s)Λ)

Λ
ψh(s, .)ds

∥

∥

∥

∥

L2(Rn)

6 C(p, q, n, ψ)‖h‖L2(R+,L2(Rn)).



34 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireOn renvoie à [Pet06℄ pour la preuve du Lemme 1.4.2.Preuve de la Proposition 1.4.1. En appliquant (1.2.22), on remarque que (1 − χ)uvéri�e
(∂2t −∆x)((1− χ)u) = (1− χ)(∂2t u− divx(a(t, x)∇xu)) + [∆x, χ]u = [∆x, χ]u (1.4.2)La formule (1.4.2) et l'estimation (1.3.1) impliquent que (1 − χ)u est solution del'équation des ondes libres ave terme soure [∆x, χ]u ∈ L2

t (R
+, L2

x(R
n)) et onditioninitiale ((1−χ)u, (1−χ)ut)(0) = ((1−χ)f1, (1−χ)f2). Par onséquent, (1−χ)u s'érit

(1− χ)u(t) = cos(tΛ)(1− χ)f1 +
sin(tΛ)

Λ
(1− χ)f2 +

∫ t

0

sin((t− s)Λ)

Λ
[∆x, χ]u(s)ds.En exploitant les estimations de Strihartz pour l'équation des ondes libres et le Lemme1.4.2 on obtient immédiatement (1.4.1). �

1.5 Estimations de Strihartz pour χuL'objetif de ette setion est de prouver que χu véri�e (1.1.4). Pour ela, nous allonsappliquer les estimations de Strihartz loales suivantes :Théorème 1.5.1 Soit ψ ∈ C∞
0 (Rn). Alors, il existe δ > 0 tel que, pour 2 6 p, q < +∞,

s ∈ [0, T ] et γ > 0 véri�ant
1

p
=
n(q − 2)

2q
− γ et 1

p
6

(n− 1)(q − 2)

4q
, (1.5.1)on a

∫ s+δ

s

‖ψ(U(t, s)f)1‖pLq(Rn)dt 6 C(T, ψ, δ, p, q, n)‖f‖p
Ḣγ
, (1.5.2)où δ et C > 0 sont indépendants de s et f .Notons que dans le Théorème 1.5.1, pour h = (h1, h2), on pose (h)1 = h1. Dans ettesetion, nous admettrons le résultat du Théorème 1.5.1 pour ompléter les estimationsde χu. Le Théorème 1.5.1 sera démontré dans la Setion 1.7. Pour montrer que χu véri�e(1.1.4) à partir de (1.5.2), nous allons appliquer un argument semblable à elui utilisépar Burq dans [Bur03℄. Commençons par appliquer les estimations (1.5.2), de sorte àobtenir des estimations loales par rapport au terme soure g(t, x) et aux onditionsinitiales h pour la solution v du problème

{

vtt − divx(a(t, x)∇xv) = g(t, .),
(v, vt)(s, x) = h,

(1.5.3)indépendamment de s.



1.5. Estimations de Strihartz pour χu 35Lemme 1.5.1 Soit τ > 0 et soient 2 6 p, q < +∞ véri�ant les onditions (1.5.1) ave
γ = 1. Alors, on a

‖(χU(t, τ)f)1‖Lp([τ,τ+δ],Lq(Rn)) 6 C‖f‖Ḣ1(Rn) (1.5.4)ave C > 0 indépendant de τ et f .Preuve. Prenons k ∈ N et s ∈ R tels que kT 6 τ < (k+1)T et s = τ − kT ∈ [0, T ]. Lapropriété (1.2.3) implique
U(t, τ)f = U(t− kT, s)f. (1.5.5)En appliquant (1.5.5) et en e�etuant un hangement de variable, on obtient

∫ τ+δ

τ

‖(χU(t, τ)f)1‖pLq(Rn)dt =

∫ s+δ

s

‖(χU(t′, s)f)1‖pLq(Rn)dt
′. (1.5.6)On onlut en appliquant les estimations (1.5.2) au terme de droite de l'égalité (1.5.6). �Les estimations (1.5.4) nous permettent de prouver les estimations suivantes :Proposition 1.5.1 Soient 2 6 p, q < +∞ véri�ant les onditions (1.5.1) ave γ = 1 etsoit ψ ∈ C∞

0 (Rn). Alors, pour tout g ∈ L1([τ, δ + τ ], L2(Rn)), on a
∥

∥

∥

∥

∫ t

τ

ψ (U(t, s)(0, g(s)))1 ds
∥

∥

∥

∥

Lp([τ,δ+τ ],Lq(Rn))

6 C‖g‖L1([τ,δ+τ ],L2(Rn)) (1.5.7)ave C > 0 indépendant de g et τ .Preuve. Fixons t0 ∈ [τ, δ + τ ]. Il est faile de voir que
∥

∥

∥

∥

∫ t0

τ

ψ (U(t, s)(0, g(s)))1 ds
∥

∥

∥

∥

Lp([τ,δ+τ ],Lq(Rn))

6

∫ τ+δ

τ

∥

∥1{s<t0}ψ (U(t, s)(0, g(s)))1
∥

∥

L
p
t ([τ,δ+τ ],L

q(Rn
x ))

ds.

(1.5.8)En appliquant les estimations (1.5.4), pour tout s ∈ [τ, τ + δ], on obtient
∥

∥1{s<t0}ψ (U(t, s)(0, g(s)))1
∥

∥

L
p
t ([τ,δ+τ ],L

q(Rn))
6 ‖ψ (U(t, s)(0, g(s)))1‖Lp

t ([τ,δ+τ ],L
q(Rn))

6 C‖g(s)‖L2(Rn) (1.5.9)ave C > 0 indépendant de g, τ et t0. En intégrant (1.5.9) par rapport à s, on voit quel'inégalité (1.5.8) devient
∥

∥

∥

∥

∫ t0

τ

ψ (U(t, s)(0, g(s)))1 ds
∥

∥

∥

∥

Lp([τ,δ+τ ],Lq(Rn))

6 C‖g‖L1([τ,δ+τ ],L2(Rn)). (1.5.10)Considérons l'opérateur K(s, t) = 1[τ,δ+τ ](t)1[τ,δ+τ ](s)P1U(t, s)P 2 et posons X =
L2(Rn) et Y = Lq(Rn). Comme p > 1, d'après le lemme de Christ-Kiselev, (1.5.10)implique (1.5.7). �



36 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireD'après les estimations (1.5.4) et (1.5.7), pour tous τ > 0 , g ∈ L1([τ, δ+τ ], L2(Rn)),
ψ ∈ C∞

0 (Rn) et h ∈ Ḣ1(R
n), et pour tous 2 6 p, q < +∞ véri�ant les onditions (1.5.1),la solution v de (1.5.3) véri�e

‖ψv‖Lp([τ,δ+τ ],Lq(Rn)) 6 C
(

‖g‖L1([τ,δ+τ ],L2(Rn)) + ‖h‖Ḣ1(Rn)

) (1.5.11)ave C > 0 indépendant de τ . Supposons maintenant que n > 3 est impair et que lesonditions (H1) et (H2) sont satisfaites. Posons 2 6 p, q < +∞ véri�ant les onditions(1.5.1). Comme dans [Bur03℄, onsidérons la fontion de tronature ϕ ∈ C∞
0 (R) véri�antsuppϕ ⊂]0, δ[, 0 6 ϕ 6 1 et

ϕ(t) = 1, t ∈
[

δ

4
,
3δ

4

]

.Posons
ϕν(t) = ϕ

(

t− νδ

2

)

, ν ∈ Z.Il est faile de voir quesuppϕν⋂ suppϕν+2 = ∅ et 1 6

+∞
∑

ν=−∞

ϕν(t) 6 2, t ∈ R. (1.5.12)Notons
vν = ϕνχu, Iν =

]

νδ

2
,
νδ

2
+ δ

[

∩ R
+et

uν = [∂2t , ϕν ]χu− [divx(a∇x.), χ]ϕνu.On remarque que vν est la solution du problème
{

∂2t (vν)− divx(a(t, x)∇xvν) = uν ,
(vν , ∂t(vν))(0) = gν ,ave g−1 = χf et gν = 0 pour ν 6= −1. Comme vν est à support ompat en t et en x,les estimations (1.5.11) impliquent

‖vν‖Lp(R+,Lq(Rn)) = ‖vν‖Lp(Iν ,Lq(Rn)) 6 C
(

‖gν‖Ḣ1(Rn) + ‖uν‖L1(R+,L2(Rn))

) (1.5.13)ave C > 0 indépendant de ν. En utilisant les inégalités de Minkowski, on trouve
∥

∥

∥

∥

∥

(

N
∑

ν=−N

|vν |
)∥

∥

∥

∥

∥

Lq(Rn)

6

N
∑

ν=−N

‖vν‖Lq(Rn) 6

+∞
∑

ν=−∞

‖vν‖Lq(Rn), N ∈ N.Par onséquent, en passant à la limite N → +∞, on obtient
∥

∥

∥

∥

∥

(

+∞
∑

ν=−∞

|vν |
)∥

∥

∥

∥

∥

Lq(Rn)

= lim
N→∞

∥

∥

∥

∥

∥

(

N
∑

ν=−N

|vν |
)∥

∥

∥

∥

∥

Lq(Rn)

6

+∞
∑

ν=−∞

‖vν‖Lq(Rn).



1.5. Estimations de Strihartz pour χu 37En ombinant ette inégalité ave les propriétés (1.5.12) de ϕν , on trouve
‖χu‖Lq(Rn) 6

∥

∥

∥

∥

∥

(

+∞
∑

ν=−∞

|vν |
)∥

∥

∥

∥

∥

Lq(Rn)

6

+∞
∑

ν=−∞

‖vν‖Lq(Rn). (1.5.14)De plus, les propriétés (1.5.12) de ϕl, pour tout l ∈ Z, impliquent
+∞
∑

ν=−∞

‖vν(t, .)‖Lq(Rn). = ‖vl−1(t, .)‖Lq(Rn) + ‖vl(t, .)‖Lq(Rn) + ‖vl+1(t, .)‖Lq(Rn), t ∈ Il.(1.5.15)Comme p > 1, on déduit de (1.5.14) et (1.5.15) l'inégalité suivante
‖χu(t, .)‖p

Lq(Rn) 6
((

‖vl−1(t, .)‖Lq(Rn)

)p
+
(

‖vl(t, .)‖Lq(Rn)

)p
+
(

‖vl+1(t, .)‖Lq(Rn)

)p)

, t ∈ Il.En intégrant ette inégalité par rapport à t sur Il, on obtient
∫

Il
‖χu(t, .)‖p

Lq(Rn)dt 6 C
∫

R+

[

‖vl−1(t, .)‖pLq(Rn) + ‖vl(t, .)‖pLq(Rn)

+‖vl+1(t, .)‖pLq(Rn)

]

dt.
(1.5.16)En sommant es estimations par rapport à l et en tenant ompte du fait que ⋃

ν∈Z

Iν = R
+,on trouve

∫

R+

‖χu(t, .)‖p
Lq(Rn) 6

+∞
∑

ν=−∞

∫

Iν

‖u(t, .)‖p
Lq(Rn) 6 C

+∞
∑

ν=−∞

‖vν‖pLp(R+,Lq(Rn)).De même, en sommant (1.5.13) par rapport à ν on obtient
+∞
∑

ν=−∞

‖vν‖pLp(R+,Lq(Rn)) 6 C

+∞
∑

ν=−∞

(

‖uν‖L1(R+,L2(Rn)) + ‖gν‖Ḣ1(Rn)

)pet ela donne
∫

R+

‖χu(t, ·)‖p
Lq(Rn)dt 6 C

+∞
∑

ν=−∞

(

‖uν‖L1(R+,L2(Rn)) + ‖gν‖Ḣ1(Rn)

)p

. (1.5.17)Lemme 1.5.2 Pour tout ν ∈ Z, on a
‖uν‖L1(R+,L2(Rn)) 6 C ′‖uν‖L2(R+,L2(Rn)) (1.5.18)ave C ′ > 0 indépendant de ν.Preuve. Soit ψ ∈ C∞

0 (R) à valeurs réelles, véri�ant ψ = 1 sur [0, δ]. Pour tout ν ∈ Z onnote ψν la fontion dé�nie par
ψν(t) = ψ

(

t− νδ

2

)

.



38 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireOn prouve failement que, pour tout ν ∈ Z, on a
ψνϕν = ϕν et ψν∂tϕν = ∂tϕνet ela entraîne ψν(t)uν(t, x) = uν(t, x). En appliquant ette identité, on obtient

‖uν‖L1(R+,L2(Rn)) 6

∫ +∞

0

ψν(t)‖uν(t)‖L2(Rn)dt.L'inégalité de Hölder entraîne
‖uν‖L1(R+,L2(Rn)) 6

(
∫ +∞

0

(ψν(t))
2 dt

)
1
2
(
∫ ∞

0

‖uν(t)‖2L2(Rn)dt

)
1
2

. (1.5.19)En e�etuant le hangement de variable t′ = t+
νδ

2
on trouve

∫ +∞

0

ψν(t)
2dt 6

∫

R

ψν(t)
2dt =

∫

R

ψ(t′)2dt′.En appliquant e résultat à l'inégalité (1.5.19), on déduit (1.5.18) ave C ′ = ‖ψ‖L2(R).�On utilise (1.5.18) dans le terme de droite de l'inégalité (1.5.17) et on obtient
‖χu‖p

Lp(R+,Lq(Rn)) 6 C

+∞
∑

ν=−∞

(

‖uν‖2L2(R+,L2(Rn)) + ‖gν‖2Ḣ1(Rn)

)
p
2

. (1.5.20)Lemme 1.5.3 Soit r > 1. Alors, pour toute suite à valeurs omplexes (ak)k∈Z, on a
+∞
∑

k=−∞

|ak|r 6
(

+∞
∑

k=−∞

|ak|
)r

. (1.5.21)Preuve. Supposons que ∑+∞
−∞ |bk| = 1. Alors

|bk|r 6 |bk|, k ∈ Z et +N
∑

−N

|bk|r 6
+N
∑

−N

|bk|, N ∈ N.En passant à la limite N → +∞, on obtient
+∞
∑

−∞

|bk|r 6 1. (1.5.22)Posons maintenant α =
∑+∞

−∞ |ak| et onsidérons bk = ak
α
. L'inégalité (1.5.22) implique

+∞
∑

−∞

|ak|r

αr
6 1. (1.5.23)



1.5. Estimations de Strihartz pour χu 39On déduit failement (1.5.21) de (1.5.23). �Comme p
2
> 1, en appliquant (1.5.21) au terme de droite de l'inégalité (1.5.20), ontrouve

+∞
∑

ν=−∞

(

‖uν‖2L2(R+,L2(Rn)) + ‖gν‖2Ḣ1(Rn)

)
p
2
6

(

+∞
∑

ν=−∞

(

‖uν‖2L2(R+,L2(Rn)) + ‖gν‖2Ḣ1(Rn)

)

)
p
2

.(1.5.24)Soit β ∈ C∞
0 (Rn) une fontion telle que β = 1 sur suppχ. L'estimation (1.3.1) implique

+∞
∑

ν=−∞

‖uν‖2L2(R+,L2(Rn)) 6 C

∫ +∞

0

‖β(u, ut)(t)‖2Ḣ1(Rn)
dt 6 C(ρ, n, T )‖f‖2

Ḣ1(Rn)
. (1.5.25)De même, d'après la dé�nition des gν , on a

+∞
∑

ν=−∞

‖gν‖2 = ‖χf‖2. (1.5.26)On déduit des formules (1.5.20), (1.5.24), (1.5.25) et (1.5.26), l'estimation suivante
‖χu‖Lp(R+,Lq) 6

(

+∞
∑

ν=−∞

[

‖uν‖2L2(R+,L2(Rn)) + ‖gν‖2Ḣ1(Rn)

]

)
1
2

6 C‖f‖Ḣ1(Rn). (1.5.27)On onlut en démontrant qu'on a une estimation uniforme de l'énergie
‖χ(u(t), ut(t))‖Ḣ1(Rn)qui s'érit de la façon suivante :Proposition 1.5.2 Supposons que n > 3 est impair et que (H1), (H2) sont satisfaites.Alors, pour tout f ∈ Ḣ1(R

n) et pour tout t > 0, on a
‖χU(t, 0)f‖Ḣ1(Rn) 6 C(χ, n, ρ, T )‖f‖Ḣ1(Rn) (1.5.28)ave C(χ, n, ρ, T ) indépendant de t et f .Preuve. Soient f ∈ Ḣ1(R

n) et t > 0. Déomposons χU(t, 0)f de la façon suivante
χU(t, 0)f = χU(t, 0)χf + χU(t, 0)(1− χ)f.L'estimation (1.3.2) implique

‖χU(t, 0)χf‖Ḣ1(Rn) 6 C(χ, n, ρ)e−δt‖f‖Ḣ1(Rn) 6 C ′‖f‖Ḣ1(Rn), (1.5.29)ave C ′ > 0 indépendant de t et f . De plus, d'après l'estimation (1.3.16), pour
β ∈ C∞

0 (Rn), telle que β = 1 sur suppχ, on a
‖χU(t, 0)(1− χ)f‖Ḣ1(Rn) 6 ‖χ(1− χ)U0(t)f‖Ḣ1(Rn)

+C(ρ, n, ϕ)

∫ t

0

e−δ(t−s)‖βU0(s)f‖Ḣ1(Rn)ds



40 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireOn déduit failement de ette inégalité l'estimation suivante
‖χU(t, 0)(1− χ)f‖Ḣ1(Rn) 6 C‖f‖Ḣ1(Rn), (1.5.30)ave C > 0 indépendant de t et f . L'estimation (1.5.28) est une onséquene immédiatede (1.5.29) et (1.5.30). �En onlusion, les estimations (1.5.27) et (1.5.28) impliquent que si 2 6 p, q < +∞véri�ent les onditions (1.4.1), ave γ = 1, alors, pour tout t > 0, on a

‖χu(t)‖Lp(R+
t ,L

q(Rn)) + ‖χu(t)‖Ḣ1(Rn) + ‖∂t(χu)(t)‖L2(Rn) 6 C(ρ, T, n, p, q)(‖f‖Ḣ1(Rn)).(1.5.31)1.6 Preuve du Théorème 1.1.1Dans ette setion nous allons appliquer les estimations (1.4.1) et (1.5.31) a�n deprouver le Théorème 1.1.1. Tout d'abord, d'après la Proposition 1.4.1, pour tout
2 6 p, q < +∞ véri�ant

p > 2,
1

p
= n

(

1

2
− 1

q

)

− 1, et 1

p
6
n− 1

2

(

1

2
− 1

q

)

, (1.6.1)on a (1.4.1). De plus, pour 2 6 p, q < +∞ véri�ant
1

p
=
n(q − 2)

2q
− 1 = n

(

1

2
− 1

q

)

− 1, et 1

p
6

(

n− 1

2

)(

q − 2

2q

)

=
n− 1

2

(

1

2
− 1

q

)

,(1.6.2)on a (1.5.31). En ombinant les onditions (1.6.1) et (1.6.2), pour p, q véri�ant
p > 2,

1

p
=
n(q − 2)

2q
− 1, et 1

p
6

(

n− 1

2

)

q − 2

2q
, (1.6.3)on obtient (1.1.4).1.7 Estimations de Strihartz loales pour les solu-tions de (0.1.3)L'objetif de ette setion est de démontrer les estimations loales dé�nies dans leThéorème 1.5.1. Pour les équations stritement hyperboliques il est possible, en appli-quant des méthodes BKW, d'obtenir des approximations des solutions par des opérateursintégraux de Fourier (voir le Chapitre VI de [GS℄). Pour l'équation des ondes munie d'unemétrique on obtient des estimations de Strihartz loales en estimant la gaussienne dela phase de es opérateurs intégraux de Fourier (voir [Kapi90℄). La partiularité des esti-mations (1.5.2) est le fait qu'elles sont uniformes tant que s reste dans un ompat. Pourmontrer ela, nous devons ommener par étudier les approximations obtenues par lesméthodes BKW et établir des estimations onvenables de es approximations. Ensuite,nous appliquerons les estimations de Strihartz de Kapitanski (voir [Kapi90℄) pour desopérateurs intégraux de Fourier sur des espaes de Besov a�n de prouver (1.5.2).



1.7. Estimations de Strihartz loales pour les solutions de (0.1.3) 411.7.1 Approximation du propagateur U(t, τ) par des opérateursintégraux de FourierConsidérons les opérateurs U(t, s) et V (t, s) dé�nis par
U(t, s)f = (U(t, s)(f, 0))1 , f ∈ Ḣγ(Rn),

V (t, s)g = (U(t, s)(0, g))1 , g ∈ Ḣγ−1(Rn).On note Bm l'espae
Bm =

⋂

s∈R

L(Hs(Rn), Hs−m(Rn)).Dé�nition 1.7.1 Soit B(t) ∈ Bk, pour tout t ∈ [S1, S2]. On dit que l'opérateur B(t)dépend de t de façon admissible si ∂jtB(t) ∈ Bk+j, j = 1, 2, ... et
‖∂jtB(t)‖L(Hs,Hs−k−j) 6 Cj , s ∈ Rave Cj > 0 indépendant de t, S1 et S2.Nous allons ommener ave l'approximation suivante :Théorème 1.7.1 Soit ψ ∈ C∞

0 (|x| 6 R1), R1 > ρ. Alors, il existe δ > 0 tel que, pour
s, t ∈ [0, T ], ave |s− t| < δ, et haque entier N > 1, on a la représentation

ψU(t, s) =

M
∑

j=1

[

Ĩ+j (t, s) + Ĩ−j (t, s)
]

+RN (t, s), (1.7.1)où les Ĩ±j (t, s) sont des opérateurs intégraux de Fourier de noyau
Ĩ±j (t, s, x, y) =

∫

b̃±j (t, s, y, x, ξ)e
−iϕ±

j (t,s,y,ξ)+ix·ξdξ (1.7.2)et RN (t, s) ∈ B−N dépend de (t, s) de façon admissible. Les amplitudes b̃±j (t, s, y, x, ξ)sont à support ompat en y et s'annulent pour |ξ| su�samment petit. De plus, b̃±j , ϕ±
j etleurs dérivées sont uniformément bornées, pour s ∈ [0, T ]. Une représentation similaireest valable pour ψV (t, s).A�n de prouver la représentation (1.7.1), on ommene ave quelques propriétés desbiaratéristiques nulles de l'opérateur di�érentiel ∂2t − divx(a∇x·). Ces résultats sontutiles pour l'analyse de l'hypothèse (H1), et ils permettront d'obtenir des estimationsuniformes de la phase et de l'amplitude des opérateurs Ĩ±j (t, s) de la représentation(1.7.1). On assoie à l'opérateur di�érentiel ∂2t − divx(a∇x·) le hamiltonien suivant

H(t, x, τ, ξ) = τ 2 − a(t, x)|ξ|2.



42 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireLes biaratéristiques nulles assoiées àH(t, x, τ, ξ) sont respetivement l'unique solutiondu système


































∂x

∂σ
= −2a(t, x)ξ,

∂t

∂σ
= 2τ,

∂ξ

∂σ
= |ξ|∇xa(t, x),

∂τ

∂σ
= at(t, x)|ξ|2,

(t(0), x(0), ξ(0), τ(0)) = (t0, x0, ξ0, τ0), ave τ 20 − a(t0, x0)|ξ0|2 = 0.

(1.7.3)
Proposition 1.7.1 Soit (t0, x0, τ0, ξ0) ∈ R2(n+1) tel que τ 20 −a(t0, x0)|ξ0|2 = 0 et ξ0 6= 0.Alors, la solution maximale de (1.7.3) est dé�nie sur un un intervalle I de R et σ 7→ t(σ)est un di�éomorphisme C∞ de I sur R.Preuve. Soit (t(σ), x(σ), ξ(σ), τ(σ)) la solution maximale de (1.7.3) dé�nie sur I. Pourtout σ ∈ I, on a τ(σ)2 − a(t(σ), x(σ))|ξ(σ)|2 = 0. Cela entraîne

dt

dσ
= 2τ(σ) = ±2

√

a(t(σ), x(σ))|ξ(σ)|, σ ∈ I. (1.7.4)Supposons maintenant qu'il existe σ0 ∈ I tel que ξ(σ0) = 0. Comme
(t1(σ), x1(σ), τ1(σ), ξ1(σ)),dé�nie par

(t1(σ), x1(σ), τ1(σ), ξ1(σ)) = (t(σ0), x(σ0), 0, 0), σ ∈ R,est la solution sur R de (1.7.3) ave la ondition initiale (t(σ0), x(σ0), 0, 0), l'uniité dela solution de (1.7.3) implique que I = R et
(t(σ), x(σ), τ(σ), ξ(σ)) = (t(σ0), x(σ0), 0, 0), σ ∈ R. (1.7.5)Sahant que ξ(0) = ξ0 6= 0, (1.7.5) donne une ontradition. On en déduit que, pourtout σ ∈ I, ξ(σ) 6= 0 et

√

a(t(σ), x(σ))|ξ(σ)| > 0. (1.7.6)Les formules (1.7.4) et (1.7.6) impliquent que σ 7→ t(σ) est stritement monotone sur Iet σ 7→ t(σ) est un di�éomorphisme C∞ de I sur son image J0. Par onséquent, pour
ξ0 6= 0, on peut paramétrer (x(σ), τ(σ), ξ(σ)) par rapport à t et le problème (1.7.3)devient







































∂x

∂t
= −a(t, x)ξ

τ(t)
,

∂τ

∂t
=
at(t, x)|ξ|2

2τ(t)
,
∂ξ

∂t
=

|ξ|2
2τ(t)

∇xa(t, x),

(x(t0), τ(t0), ξ(t0)) = (x0, τ0, ξ0), ave τ 20 − a(t0, x0)|ξ0|2 = 0.

(1.7.7)



1.7. Estimations de Strihartz loales pour les solutions de (0.1.3) 43On suppose dorénavant que τ0 =√a(t0, x0)|ξ0| (le as τ0 = −
√

a(t0, x0)|ξ0| se traite defaçon analogue). On voit que τ(t) =√a(t, x(t))|ξ(t)| et (1.7.7) a la forme






































∂x

∂t
= −

√

a(t, x(t))
ξ(t)

|ξ(t)| ,

∂ξ

∂t
=

|ξ(t)|
2
√

a(t, x(t))
∇xa(t, x(t)),

(x(t0), ξ(t0)) = (x0, ξ0), ξ0 6= 0.

(1.7.8)
Soit (x(t), ξ(t)) la solution maximale de (1.7.8) dé�nie sur J . Pour tout t ∈ J , on a

∂|x(t)|2
∂t

= −2
√

a(t, x(t))
ξ(t) · x(t)
|ξ(t)|et

∂|ξ(t)|2
∂t

=
|ξ(t)|

√

a(t, x(t))
∇xa(t, x(t)) · ξ(t).Les propriétés (1.1.1) de a(t, x) nous permettent d'introduire

C = sup
(t,x)∈R1+n

2
√

a(t, x) +
|∇xa(t, x)|
√

a(t, x)
< +∞.En utilisant ette onstante on obtient l'estimation suivante

∂

∂t
‖(x(t), ξ(t))‖2 6 C(1 + ‖(x(t), ξ(t))‖2),et ela entraîne

‖(x(t), ξ(t))‖2 6
(

1 + ‖(x0, ξ0)‖2
)

eC|t−t0|, t ∈ J. (1.7.9)De telle façon, (1.7.8) implique
∂|ξ(t)|2
∂t

= − |ξ(t)|2
a(t, x(t))

∇xa(t, x(t)) ·
∂x(t)

∂t
.En intégrant ette expression, on obtient

|ξ(t)|2 = |ξ0|2 exp
(

−
∫ t

t0

∇xa(t
′, x(t′)) · ∂x(t′)

∂t

a(t′, x(t′))
dt′

)

. (1.7.10)De plus, on voit failement que
∫ t

t0

∇xa(t
′, x(t′)).∂x(t

′)
∂t

a(t′, x(t′))
dt′ = ln

(

a(t, x(t))

a(t0, x(t0))

)

−
∫ t

t0

at(t
′, x(t′))

a(t′, x(t′))
dt′et en e�etuant e hangement, (1.7.10) devient

|ξ(t)|2 = |ξ0|2
(

a(t0, x0)

a(t, x(t))

)

exp

(∫ t

t0

at(t
′, x(t′))

a(t′, x(t′))
dt′
)

. (1.7.11)



44 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireUne fois de plus, les propriétés (1.1.1) de a(t, x) nous permettent d'introduire
D = sup

(t,x)∈R1+n

|at(t, x)|
a(t, x)

< +∞.On déduit de (1.7.11) et de la ondition (i) de (1.1.1) que
|ξ(t)|2 > |ξ0|2

(

c0
C0

)

e−D|t−t0|, t ∈ J. (1.7.12)Les estimations (1.7.9) et (1.7.12) impliquent que J = R et ela prouve que la solutionmaximale (x(t), τ(t), ξ(t)) de (1.7.7) est dé�nie sur R. Par onstrution, on a laire-ment J0 ⊂ J = R, pour onlure il reste à voir que J ⊂ J0. Considérons maintenant
(x1(t), τ1(t), ξ1(t)) la solution sur R de (1.7.7) et (t(σ), x(σ), τ(σ), ξ(σ)) la solution maxi-male de (1.7.3). Soit s1(t) la fontion dé�nie par

s1(t) =

∫ t

t0

dt′

2τ1(t′)
.On remarque que s1(t) est un di�éomorphisme de R sur Image(s1). Considérons aussi

(t3(σ), x3(σ), τ3(σ), ξ3(σ)) dé�nie sur Image(s1) par
(t3(σ), x3(σ), τ3(σ), ξ3(σ)) = (s−1

1 (σ), x1(s
−1
1 (σ)), τ1(s

−1
1 (σ)), ξ1(s

−1
1 (σ))).On voit failement que (t3(σ), x3(σ), τ3(σ), ξ3(σ)) est la solution sur Image(s1) de (1.7.3).L'uniité de la solution de (1.7.3) implique que Image(s1) ⊂ I et que, pour tout

σ ∈ Image(s1), on a
(t3(σ), x3(σ), τ3(σ), ξ3(σ)) = (t(σ), x(σ), τ(σ), ξ(σ)).Alors, pour tout h ∈ R, on obtient

t(s1(h)) = s−1
1 (s1(h)) = het l'image de σ 7→ t(σ) est R. En onlusion, σ 7→ t(σ) est un C∞ di�éomorphisme de Isur R.

�Remarque 1.7.1 Le résultat de la Proposition 1.7.1 nous permet de onsidérer les bi-aratéristiques nulles de H omme des fontions de t dé�nies pour tout t ∈ R. Celajusti�e la présentation de l'hypothèse de non apture sous la forme (H1).Posons P = ∂2t − divx(a(t, x)∇x) et R1 > ρ > 0. Pour démontrer (1.7.1), nousallons appliquer les propriétés des biaratéristiques a�n de montrer que les opérateursintégraux de Fourier qui sont les solutions loales de P (v) = 0, ont des phases et desamplitudes uniformément bornées.



1.7. Estimations de Strihartz loales pour les solutions de (0.1.3) 45Proposition 1.7.2 Soit (t0, x0, η0) ∈ [0, T ] × B(0, R1) × Sn−1, R1 > 0 et soit S(y, ξ)une fontion C∞ dont le support est ontenu dans un voisinage su�samment petit de
(x0, η0). Alors, il existe δt0 > 0, rx0 > 0 et un voisinage ωη0 ⊂ Sn−1 de η0 tels que,pour haque entier N > 1, on peut onstruire des opérateurs intégraux de Fourier I±(t)dé�nis par

(I±(t)f)(t, x) =

∫ ∫

eiϕ
±(t,x,ξ)−iy·ξb±(t, x, y, ξ)f(y)dy dξ,tels que







P (I+(t)f + I−(t)f) = RN (t)f,
I+(t0)f + I−(t0)f = S(x,Dx)f + VNf,
∂tI

+(t0)f + ∂tI
−(t0)f = WNf.

(1.7.13)Ii VN ,WN ∈ B−N , RN (t) ∈ B−N et, pour |t− t0| < δt0, es opérateurs dépendent de tde façon admissible. De plus, RN (t), VN et WN sont uniformément bornés par rapportà t0, x0, η0. De façon similaire, on peut onstruire des opérateurs intégraux de Fourier
J±(t) dé�nis par

(J±(t)f)(t, x) =

∫ ∫

eiϕ
±(t,x,ξ)−iy·ξc±(t, x, y, ξ)f(y)dy dξvéri�ant







P (J+(t)f + J−(t)f) = R′
N(t)f,

J+(t0)f + J−(t0)f = V ′
Nf,

∂tJ
+(t0)f + ∂tJ

−(t0)f = S(x,Dx)f +W ′
Nf.

(1.7.14)
R′
N (t), V ′

N et W ′
N sont des opérateurs régularisants ayant les mêmes propriétés que

RN (t), VN et WN .Preuve. Nous allons résoudre le problème (1.7.13) en utilisant la méthode BKW. Toutd'abord, P est un opérateur stritement hyperbolique de symbole prinipal
σ(P ) = τ 2 − a(t, x)|ξ|2 = (τ −

√

a(t, x)|ξ|)(τ +
√

a(t, x)|ξ|).Considérons l'équation eikonale










∂ϕ±

∂t
±
√

a(t, x)|∇xϕ
±| = 0,

ϕ±(t0, x, η) = x · η.
(1.7.15)On peut résoudre (1.7.15), pour (t, x, η) ∈ [t0 − δt0 , t0 + δt0 ] × B(x0, rx0) × ωη0, enutilisant la méthode lassique de Hamilton-Jaobi (voir [GS℄, Chapitre V). On prolonge

ϕ± omme une fontion régulière qui est positivement homogène de degré 1 en η, enposant ϕ(t, x, η) = |η|ϕ(t, x, η
|η|
). Soit η′ ∈ Sn−1. Considérons

Λ±
1 (t0, η

′) = {(t0, x,∓
√

a(t0, x), η
′) : |x| 6 R}.

Λ±
1 (t0, η

′) est une sous-variété C∞ de dimension n. Notons Λ±
2 (t0, η

′), l'ensemble desbiaratéristiques (t, x(t), τ(t), ξ(t)) paramétrées par rapport à t véri�ant
(t0, x(t0), τ(t0), ξ(t0)) ∈ Λ±

1 (t0, η
′).



46 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireOn présente le lagrangien
Λ±(t0, η

′) = {(t, x(t), τ(t), ξ(t)) : t ∈ [0, T + 1], (t, x(t), τ(t), ξ(t)) ∈ Λ±
2 (t0, η

′)}.(1.7.16)Soient (t±(σ), x±(σ), τ±(σ), ξ±(σ)) les biaratéristiques de onditions initiales
(t±(0), x±(0), τ±(0), ξ±(0)) = (t0, x0,∓

√

a(t0, x0), η
′),ave |x0| 6 R1. D'après la théorie des équations de Hamilton-Jaobi on a

(

∂ϕ±

∂t
,∇xϕ

±

)

(t±(σ), x±(σ), η′) = (τ±(σ), ξ±(σ)).Alors, Λ±(t0, η
′) est le graphe de ϕ±, pour

(t, x, η′) ∈ [t0 − δt0 , t0 + δt0 ]× B(x0, rx0)× ωη0.Considérons maintenant (x±(t, t′, x, η′), ξ±(t, t′, x, η′), τ±(t, t′, x, η′)) la solution sur Rdu problème (1.7.7) de ondition initiale x±(t′, t′, x, η′) = x, ξ±(t′, t′, x, η′) = η′ et
τ±(t′, t′, x, η′) = ∓

√

a(t′, x)|η′|. On peut voir que x±(t, t′, x, η′) et ξ±(t, t′, x, η′) sontontinues par rapport à t, t′, x, η′ sur l'ensemble ompat
[0, T + 1]× [0, T + 1]×BF (0, R)× S

n−1et il existe C > 0 tel que, pour tout (t, t′, x, η′) ∈ [0, T +1]× [0, T +1]×BF (0, R)×Sn−1,on a
|x(t, t′, x, η′)| 6 C, |ξ(t, t′, x, η′)| 6 C. (1.7.17)Le résultat de la Proposition 1.7.1, la dé�nition (1.7.16) et l'estimation (1.7.17) im-pliquent que, pour tout t0 ∈ [0, T ] et η′ ∈ Sn−1, le lagrangien Λ±(t0, η

′) est ontenu dansun ensemble uniformément borné indépendamment de t0 et η′. Par onséquent, ϕ± etses dérivées sont uniformément bornées par rapport à
(t, x, η) ∈ [t0 − δt0 , t0 + δt0 ]× B(x0, rx0)× ωη0 ,indépendamment de t0, x0, η0. En utilisant une tronature, on peut supposer que tousles symboles s'annulent pour |η| su�samment petit. Considérons maintenant le déve-loppement asymptotique de b±

b± ∼
N
∑

k=0

b±kave b±k homogène de degré −k en η. Pour résoudre (1.7.13) (voir [GS℄, Chapitre VI),
b±0 doit être la solution de l'équation de transport







L±(b±0 ) = 0,
b+0 (t0, x, y, η) + b−0 (t0, x, y, η) = S(y, η),
(

∂tϕ
+b+0 + ∂tϕ

−b−0
)

(t0, x, η) = 0.
(1.7.18)De même, b±k , pour k ∈ {1, . . . , N}, doit être la solution de l'équation de transport







L±(b±k ) = −P (b±k−1),
b+k (t0, x, η) + b−k (t0, x, η) = 0,
(

∂tϕ
+b+k + ∂tϕ

−b−k
)

(t0, x, η) = −
(

∂tb
+
k−1 + ∂tb

−
k−1

)

(t0, x, η)
(1.7.19)
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L±(v) = ∂tϕ

±∂tv − 2a∇xϕ
±.∇xv + P (ϕ±)v.Comme

∂ϕ+

∂t
(t0, x, η) = −

√

a(t, x)|∇xϕ(t0, x, η)| = −
√

a(t, x)|η|et
∂ϕ−

∂t
(t0, x, η) =

√

a(t, x)|η|,on a
∂ϕ−

∂t
(t0, x, η) 6=

∂ϕ+

∂t
(t0, x, η). (1.7.20)La ondition (1.7.20) permet de prouver l'existene de b±0 et b±k , pour k ∈ {1, . . . , N},omme des solutions respetives de (1.7.18) et (1.7.19) sur

[t0 − δt0 , t0 + δt0 ]×B(x0, rx0)× ωη0 .De plus, sur un voisinage su�samment petit de (x0, η0), b±k vont véri�ersuppx(b±k (t, x, y, η)) ⊂ B(x0, rx0), suppη(b±k (t, x, y, η)) ⊂ ωη0et b±0 , b±k , pour k ∈ {1, . . . , N}, vont être les solutions homogènes de degré −k en η de(1.7.18) et (1.7.19) sur [t0 − δt0 , t0 + δt0 ]× R
n
x × R

n
η . Soient (t±(σ), x±(σ), τ±(σ), ξ±(σ))les biaratéristiques nulles véri�ant

(t±(0), x±(0), τ±(0), ξ±(0)) =

(

t0, x,∓
√

a(t0, x),
η

|η|

)

.Alors, b±0 (t(σ), x(σ), η|η|) est la solution de






∂σ

(

b±0

(

t(σ), x(σ), η

|η|

))

+ P (ϕ)b±0

(

t(σ), x(σ), η

|η|

)

= 0,

b±0

(

t(σ), x(σ), η
|η|

)

|σ=0
= b±0

(

t0, x,
η

|η|

)

.
(1.7.21)En résolvant (1.7.21) on obtient

b±0 (t(σ), x(σ), η) = b±0 (t0, x, η) exp

(

−
∫ σ

0

P (ϕ±)

(

t(s), x(s),
η

|η|

)

ds

)

. (1.7.22)Comme ϕ± et ses dérivées sont uniformément bornées indépendamment de t0, x0 et η0,(1.7.22) implique qu'il en est de même pour b±0 . De même, on prouve que b±1 , . . . , b±N sontuniformément bornées sur [t0− δt0 , δt0 + t0]×B(x0, rx0)×Rn indépendamment de t0, x0et η0. Finalement, on trouve
(∂2t − divx(a(t, x)∇x))I(t, t0)f(x)

=

∫

Rn

∫

Rn

(P (b+N)e
iϕ+

+ P (b−N)e
iϕ−

)(t, x, η)e−iy.ηf(y)dη dyet
I(t0, t0, x, y) =

∫

Rn

(S(y, η) + VN(x, y, η))e
i(x−y)·ηdη,
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∂tI(t0, t0, x, y) =

∫

Rn

WN(x, y, η)e
i(x−y)·ηdηave VN(x, y, η),WN(x, y, η) ∈ S−N

1,0 . On ahève la preuve en remarquant que
(P (b+N) + P (b−N)) ∈ S−N

1,0 ,est uniformément bornée sur [t0 − δt0 , t0 + δt0 ]× Rn
x × Rn

ξ indépendamment de t0, x0 et
η0. On applique le même argument pour J±(t). �Lemme 1.7.1 Soient s1, s2 ∈ [0, T ]. Pour tous t, s ∈ [s1, s2], U(t, s) ∈ B0 et
V (t, s) ∈ B−1. De plus, U(t, s) et V (t, s) dépendent de t, s de façon admissible.Le Lemme 1.7.1 est une onséquene des propriétés des solutions d'une équation stri-tement hyperbolique.En appliquant les propriétés des solutions I±(t) et J±(t) des problèmes (1.7.13) et(1.7.14), on obtient l'approximation suivante des opérateurs U(t, s) et V (t, s).Proposition 1.7.3 Soit ψ ∈ C∞

0 (|x| 6 R1), R1 > ρ. Alors, il existe δ > 0 telle que,pour s, t ∈ [0, T ] ave |s− t| < δ, et haque entier N > 1, on a la représentation
U(t, s)ψ =

M
∑

j=1

(I+j (t, s) + I−j (t, s)) +RN (t, s), (1.7.23)où Ĩ±j (t, s) sont des opérateurs intégraux de Fourier ayant des noyaux
I±j (t, s, x, y) =

∫

b±j (s, t, x, y, ξ)e
iϕ±

j (s,t,x,ξ)−iy·ξdξ (1.7.24)et RN (s, t) ∈ B−N dépend de (t, s) de façon admissible. Les amplitudes b±j (t, s, x, y, ξ)sont à support ompat par rapport à x et s'annulent pour |ξ| petit. De plus, b±j et ϕ±
j etleurs dérivées sont uniformément bornées, pour s ∈ [0, T ], et ϕ±

k (t, s, x, ξ) est la solutionsur [s− δ, s+ δ]× supp(y,ξ)(b±k ) homogène en ξ de l'équation eikonale
{

∂s(ϕ
±
k )(s, t, x, ξ)±

√

a(t, x)|∇xϕ
±
k (t, s, x, ξ)| = 0,

ϕ±
k (t, t, x, ξ) = x · ξ.Une représentation similaire est valable pour V (t, s)ψ.Preuve. Soit t0 ∈ [0, T ] et s, τ ∈ [t0 − δt0 , t0 + δt0 ] (ave δt0 la même onstante queelle de la Proposition 1.7.2). Considérons R > 0 tel que suppψ ⊂ BF (0, R). Comme

BF (0, R)× Sn−1 est ompat, la Proposition 1.7.2 implique que, pour δt0 su�sammentpetit, on peut trouver des symboles S1(y, ξ), . . . , SM(y, ξ) tels que :(i) S1(y, ξ), . . . , SM(y, ξ) sont homogènes de degré 1 en ξ,
S1(y, ξ), . . . , SM(y, ξ) ∈ C∞

0 (BF (0, R)× Sn−1) et
M
∑

i=1

Si(y, ξ) = ψ(y).



1.7. Estimations de Strihartz loales pour les solutions de (0.1.3) 49(ii) On peut trouver des opérateurs intégraux de Fourier I±1 (s, τ), . . . , I±M(s, τ) onstruitsdans la Proposition 1.7.2 tels que I+1 (s, τ) + I−1 (s, τ), . . . , I
+
M(s, τ) + I−M(s, τ) sont res-petivement des solutions de (1.7.13) sur [t0 − δt0 , t0 + δt0 ] × Rn

x ave S(y, ξ) remplaérespetivement par S1(y, ξ), . . . , SM(y, ξ) et t, t0 remplaé par s, τ .Les résultats (i) et (ii), le Lemme 1.7.1 et la Proposition 1.7.2 impliquent que, pour
δt0 su�samment petit, on a

U(s, τ)ψ =
M
∑

j=1

I±j (s, τ, t0) +QN(s, τ, t0), (1.7.25)ave I±j (s, τ, t0) ayant pour noyau
I±j (s, τ, t0, x, y) =

∫

Rn

b±j (s, τ, x, y, ξ)e
iϕ±

j (s,t,x,ξ)−ix·ξdξ (1.7.26)ave b±i , ϕ±
i et ses dérivées bornées indépendamment de s, τ , tandis que

QN (s, τ, t0) ∈ B−Ndépend de s, τ de façon admissible. Nous allons maintenant prouver la représentation(1.7.23) à partir de la représentation (1.7.25), en utilisant un reouvrement adapté de
[0, T ] par des intervalles de type [t0−ε, t0+ε], ave ε < δt0 . Considérons le reouvrementde [0, T ]

[0, T ] ⊂
⋃

t0∈[0,T ]

[

t0 −
δt0
3
, t0 +

δt0
3

]

.Comme [0, T ] est ompat, on peut extraire du reouvrement préédent de [0, T ], lereouvrement �ni
[0, T ] ⊂

l
⋃

i=1

[

ti −
δti
3
, ti +

δti
3

] (1.7.27)ave t1, . . . , tl ∈ [0, T ]. Notons δ = min
{

δt1
3
, · · · , δtl

3

}. Soient s, t ∈ [0, T ] tels que
|s− t| < δ. D'après (1.7.27), il existe j ∈ {1, . . . , l} tel que t ∈ [tj − δtj

3
, tj +

δtj
3

], et
|tj − s| 6 |t− s|+ |t− tj| 6

2δtj
3

< δtj . (1.7.28)D'après la propriété (1.7.28) et la représentation (1.7.25), on obtient
U(s, t)ψ =

Mtj
∑

k=1

I±k (s, t, tj) +QN (s, t, tj).ave I±k (s, t, tj) et QN (s, t, tj) ayant la même propriété que elle dérite dans la Propo-sition 1.7.2. On déduit failement (1.7.23) de (1.7.28). On traite V (t, s)ψ de la mêmemanière. �Pour obtenir la représentation (1.7.1) ave des opérateurs ayant des noyaux de laforme (1.7.2) à partir de la représentation (1.7.23), nous allons appliquer les propriétésdes opérateurs adjoints (ψU(t, s))∗ et (ψV (t, s))∗ dé�nis i-dessous.



50 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireLemme 1.7.2 Soit ψ ∈ C∞
0 (Rn) et τ1, τ2 ∈ [0, T ], ave τ1 < τ2. Alors

(ψV (τ2, τ1))
∗ = V (τ1, τ2)ψ, (ψ∂tU(τ2, τ1))

∗ = ∂tU(τ1, τ2)ψ. (1.7.29)Preuve. Posons f, g ∈ C∞
0 (Rn). Considérons u(t) = V (t, τ1)f et w(t) = V (t, τ2)g. Enintégrant par parties, on trouve

0 =

∫ τ2

τ1

∫

Rn

[∂2t u− divx(a∇xu)(t, x)]w(t, x)dx dt =

∫

Rn

[∂t(u)w]
τ2
τ1
dx−

∫

Rn

[∂t(w)u]
τ2
τ1
dx.Cette identité implique

0 = 〈g, w(τ2)〉L2 − 〈u(τ2), f〉L2 = 〈g, V (τ2, τ1)f〉L2 − 〈V (τ2, τ1)g, f〉L2.On déduit de ette formule que, pour tous f, g ∈ C∞
0 (Rn), on a

〈V (τ2, τ1)f, g〉L2 = 〈f, V (τ1, τ2)g〉L2.En appliquant un argument de densité, on trouve
〈ψV (τ2, τ1)f, g〉L2 = 〈f, V (τ1, τ2)ψg〉L2, f, g ∈ L2.Ave le même argument on obtient

(ψ∂tU(τ2, τ1))
∗ = ∂t(U)(τ1, τ2)ψ.

�Preuve du Théorème 1.5.1. En appliquant l'identité (1.7.29) et la représentation(1.7.23), on obtient
ψV (t, s) = (V (s, t)ψ)∗ =

M
∑

j=1

(J±
j (s, t))

∗ + (RN(s, t))
∗ave J±

j (s, t) un opérateur intégral de Fourier de noyau
J±
j (s, t) =

∫

c±j (s, t, x, y, ξ)e
iϕ±

j (s,t,x,ξ)−iy·ξdξet RN (s, t) ∈ B−N dépendant de s, t de façon admissible. Posons
J̃±
j (t, s) = (J±

j (s, t))
∗ et R̃N(t, s)) = (RN (s, t))

∗,où J̃±
j (t, s) est un opérateur intégral de Fourier de noyau

J̃±
j (t, s, x, y) =

∫

c̃±j (t, s, y, x, ξ)e
−iϕ̃±

j (t,s,y,ξ)+ix·ξdξave c̃±j (t, s, y, x, ξ) = c±j (s, t, y, x, ξ) et ϕ̃±
j (t, s, y, ξ) = ϕ±

j (s, t, y, ξ). Finalement, R̃N (t, s)véri�e les même propriétés régularisantes que RN (s, t). On obtient la même représenta-tion pour ψU(t, s). �



1.7. Estimations de Strihartz loales pour les solutions de (0.1.3) 511.7.2 Les espaes de BesovAvant de présenter et d'appliquer les résultats de Kapitanski, nous allons faire unpetit rappel sur les espaes de Besov que nous utiliserons. Commençons par dé�nir esespaes. Considérons χ ∈ C∞
0 (Rn) telle que
+∞
∑

k=1

χ(2−kξ) = 1 pour ξ 6= 0.Pour j > 1, onsidérons χj(ξ) = χ(2−jξ) et χ0(ξ) = 1−
∑+∞

j=1 χj(ξ). Soient r ∈ R et
1 6 q, q1 6 +∞. On dé�nit ‖ · ‖Br

q,q1
par

‖f‖Br
q,q1

= ‖(2jr‖χj(D)f‖Lq(Rn))j∈N‖lq1 (N).Les espaes
Br
q,q1

(Rn) = {u ∈ S ′(Rn) : ‖u‖Br
q,q1

< +∞},sont appelés les espaes de Besov. Ii χj(D)f = F−1(χj(ξ)F(f)(ξ)).Proposition 1.7.4 Soient 2 6 q 6 ∞. Alors, B0
q,2(R

n) s'injete de façon ontinue dans
Lq(Rn).Proposition 1.7.5 Soit A ∈ Bm. Alors, pour tous r ∈ R et 1 6 q, q1 < +∞, on a
A ∈ L(Br

q,q1
, Br−m

q,q1
).On renvoie à [Kapi90℄ et [Tri℄ pour la preuve de es propriétés.1.7.3 Preuve du Théorème 1.5.1Considérons des opérateurs Ĩj(t, s) ayant des noyaux de la forme (1.7.2). D'aprèsles résultats établis par Kapitanski dans [Kapi90℄, on obtient l'estimation suivante desopérateurs Ĩj(t, s).Lemme 1.7.3 ([Kapi90℄, Lemme 3.1) Soit Ĩ(t, s) un opérateur intégral de Fourier denoyau
Ĩ(t, s, x, y) =

∫

Rn

b(t, s, y, x, ξ)eix·ξ−iϕ(t,s,y,ξ)dξ.Supposons que b(t, s, x, ξ) ∈ S0
1,0 est telle que b(t, s, ., .) dépend de façon régulière de t, s,suppyb(t, s, y, x, ξ) ⊂ {y ∈ Rn : |y| 6 R}, b(t, s, y, x, ξ) = 0, pour |ξ| petit, tandis que ϕest C∞ et homogène de degré 1 en ξ ave ϕ(s, s, y, ξ) = y · ξ. Soit r, ε > 0 et soit m leplus grand entier positif véri�ant

m 6 rang(∂2ξ∂tϕ(s, s, y, ξ)), |y| 6 r, |ξ| > ε.Alors, pour |t− s| su�samment petit et 2 6 q <∞, ν ∈ R véri�ant
(

n− m

2

) q − 2

q
6 ν 6

n(q − 2)

q
, (1.7.30)on a

‖Ĩ(t, s)f‖B0
q,2(R

n) 6 C|t− s|ν−
n(q−2)

q ‖f‖Bν
q′,2
. (1.7.31)



52 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireNotons que e lemme généralise le résultat du Lemme 3.1 de [Kapi90℄, mais ommela phase ϕ ne dépend pas de x la preuve est identique. Pour les opérateurs ayant desnoyaux de la forme (1.7.2), on obtient
∂t(ϕ

±(s, s, y, ξ)) = ∓
√

a(s, y)|∇yϕ
±(s, y, ξ)|,et ϕ±(s, s, y, ξ) = y · ξ. Par onséquent, ∂tϕ±(s, s, y, ξ) = ∓
√

a(s, y)|ξ| et ela donne
∂2ξ∂tϕ

±(s, s, y, ξ) = ∓
√

a(s, y)∂2ξ (|ξ|). (1.7.32)Proposition 1.7.6 Soit n > 3 et soit g la fontion dé�nie sur Rn par g : ξ 7−→ |ξ|.Alors
rang(∂2ξ (g))(ξ) = n− 1, ξ 6= 0. (1.7.33)Preuve. On sait que, pour tout ξ 6= 0, on a

∂2ξ (|ξ|) =
1

|ξ|3











|ξ| − ξ21 −ξ1ξ2 ... −ξ1ξn
−ξ2ξ1 |ξ|2 − ξ22 −ξ2ξ3 ...... ... ... ...
−ξnξ1 ... −ξnξn−1 |ξ|2 − ξ2n











=
1

|ξ|3 (|ξ|
2In −N),où N = (ξiξj)16i,j6n. Nous allons diagonaliser la matrie N . Notons (C1, ..., Cn) lesolonnes de N . Pour tout i ∈ {1, ..., n} on trouve

Ci = ξi(ξ1, ..., ξn) ∈ V ect((ξ1, ..., ξn)).Par onséquent, V ect(C1, ..., Cn) = V ect((ξ1, ..., ξn)). Cela implique que rang(N) = 1don dim(Ker(N)) = n− 1. De plus, on a
N







ξ1...
ξn






=

n
∑

i=1

ξiCi =
n
∑

i=1

ξ2i







ξ1...
ξn






= |ξ|2







ξ1...
ξn





et on en déduit que |ξ|2 est l'unique valeur propre non nulle de N. Cela entraîne
Ker(N − |ξ|2In) +Ker(N) = R

n,ave dim(Ker(N)) = n− 1 et dim(Ker(N − |ξ|2In)) = 1. Comme N est symétrique, onsait qu'on peut trouver S ∈ GLn(R) tel que
SNS−1 =











|ξ|2 0 . . . 0

0 0
. . . ...... . . . . . . 0

0 · · · 0 0











.Cela implique
S∂2ξ (|ξ|)S−1 =

1

|ξ|3











|ξ|2In −











|ξ|2 0 . . . 0

0 0
. . . ...... . . . . . . 0

0 · · · 0 0





















=
1

|ξ|3











0 0 . . . 0

0 |ξ|2 . . . ...... . . . . . . 0
0 · · · 0 |ξ|2













1.7. Estimations de Strihartz loales pour les solutions de (0.1.3) 53et rang(∂2ξ (g)) = n− 1.
�L'identité (1.7.32) et la formule (1.7.33) impliquent que, pour les opérateurs Ĩj(t, s),l'estimation (1.7.31) est vraie, pour ν véri�ant (1.7.30) ave m = n− 1.Proposition 1.7.7 Considérons 2 6 q < ∞ et (n+1)(q−2)

2q
< ν < n(q−2)

q
et une fontionde tronature ψ ∈ C∞

0 (Rn). Alors, il existe δ > 0 tel que, pour tous s, t ∈ [0, T ] ave
0 < t− s < δ, on a

‖ψU(t, s)f‖B0
q,2(R

n) 6 C|t− s|ν−
n(q−2)

q ‖f‖Bν
q′,2

(Rn), (1.7.34)
‖ψV (t, s)g‖B0

q,2(R
n) 6 C|t− s|ν−

n(q−2)
q

∥

∥Λ−1g
∥

∥

Bν
q′,2

(Rn)
, (1.7.35)ave C > 0 indépendant de s, t et f .Kapitanski a établi (1.7.34) et (1.7.35), pour s = 0, dans le Théorème 1 de [Kapi90℄, enappliquant le Lemme 1.7.3 à la représentation (1.7.2), pour s = 0. Dans le Théorème1.7.1, nous avons montré qu'on peut représenter ψU(t, s) et ψV (t, s) ave une sommed'opérateurs intégraux de Fourier dont l'amplitude et la phase sont uniformément bor-nées indépendamment de s, t ∈ [0, T ], modulo un opérateur su�samment régularisant etuniformément borné indépendamment de s, t ∈ [0, T ]. Ce dernier argument nous permetde généraliser le résultat de Kapitanski a�n d'obtenir la Proposition 1.7.7.Théorème 1.7.2 Soit ψ ∈ C∞

0 (Rn). Alors, pour 2 6 p, q < +∞ et γ > 0 véri�ant
1

p
=
n(q − 2)

2q
− γ et 1

p
6

(n− 1)(q − 2)

4q
,il existe δ > 0 tel que, pour tout s ∈ [0, T ], on a

∫ s+δ

s

‖ψ(U(t, s)f)1‖pB0
q,2(R

n)
dt 6 C(T, ϕ, p, q, n)‖f‖p

Ḣγave C > 0 indépendant de s, f .En appliquant la Proposition 1.7.7, la preuve du Théorème 1.7.2, lorsque f = (f1, 0),est identique à elle du Théorème 2 de [Kapi90℄, si on remplae U(t, s) par ψU(t, s) etsi on hange la dé�nition donnée pour Λ par Kapitanski. Ave es mêmes arguments onestime ψV (t, s) et on en déduit le Théorème 1.7.2.D'après la Proposition 1.7.4, le Théorème 1.5.1 est une onséquene immédiate duThéorème 1.7.2.Notons que, dans la preuve du Théorème 1.5.1, on peut omettre l'hypothèse (iii) de(1.1.1). Ainsi, on peut établir des estimations de Strihartz loales sans supposer a(t, x)périodique en temps ni n impair. Plus préisément, on obtient les estimations suivantes :Corollaire 1.7.1 Supposons que n > 2 et que a(t, x) est une fontion C∞ dé�nie sur
R1+n véri�ant la ondition (i) et (ii) de (1.1.1). Soient 2 6 p, q < +∞, γ > 0 tels que

1

p
=
n(q − 2)

2q
− γ,

1

p
6

(n− 1)(q − 2)

4q
.



54 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireAlors, il existe δ > 0 tel que, pour toute solution u de (0.1.3) ave s ∈ [0, T1] et f ∈ Ḣγ,on a
‖u‖Lp([s,s+δ],Lq(Rn)) + ‖u‖C([s,s+δ],Ḣγ) + ‖∂t(u)‖C([s,s+δ],Ḣγ−1) 6 C(p, q, ρ, γ, n, T1)‖f‖Ḣγ

,ave C(p, q, ρ, γ, n, T1) indépendant du hoix de s, pour s parourant [0, T1].1.8 Exemples de métriques a(t, x) véri�ant les ondi-tions (H1) et (H2)Dans ette setion nous allons donner des exemples de métriques a(t, x) véri�antles hypothèses (H1) et (H2) ainsi qu'une estimation uniforme de l'énergie. Nous allonsommener par dé�nir une lasse de métriques non aptives véri�ant (1.1.1).1.8.1 Exemples de perturbations non aptivesL'exemple que nous allons dé�nir dans ette sous-setion est valable pour n pair etpour n impair. L'objetif de ette sous-setion sera de montrer que, pour une métrique
a(t, x) véri�ant l'inégalité

2a

ρ
− |at|√

inf a
− |ar| > β > 0, (1.8.1)la ondition de non apture (H1) est satisfaite. Pour ela nous allons appliquer les pro-priétés des biaratéristiques que nous avons dé�ni dans la Setion 1.7. Nous rappelonsque les biaratéristiques nulles (t(σ), x(σ), τ(σ), ξ(σ)) de ∂2t u − divx(a∇xu) = 0 sont,respetivement, la solution de



































∂t

∂σ
= 2τ,

∂x

∂σ
= −2a(t, x)ξ,

∂τ

∂σ
= at(t, x)|ξ|2,

∂ξ

∂σ
= |ξ|2∇xa(t, x),

(x(0), t(0), τ(0), ξ(0)) = (x0, t0, τ0, ξ0),ave H(t0, x0, τ0, ξ0) = 0. Prenons |x0| 6 R1 et ξ0 6= 0. D'après la Proposition 1.7.1,
σ 7−→ t(σ) est un di�éomorphisme de R, τ(σ) = ±

√

a(t(σ), x(σ)) et les biaratéris-tiques paramétrées par rapport à t, notées (t, x(t), τ(t), ξ(t)), sont dé�nies pour t ∈ R.Nous allons prouver que si la ondition (1.8.1) est vraie, alors |x(t)|2 est majorée par unpolyn�me de degré 2 en (t− t0) dont les oe�ients sont indépendants de t, t0, ξ0 et x0,pour |x0| 6 R1. En onsidérant les biaratéristiques paramétrées par rapport à t, ontrouve
∂|x|2
∂t

= −2a(t, x)
ξ · x
τ
. (1.8.2)et

∂
(

ξ·x
τ

)

∂t
=

|ξ|2∇xa · x
2τ 2

− a|ξ|2
τ 2

+
ξ · x
2τ

(

−at|ξ|
2

τ 2

)

=
ar
2a

|x| − 1− at
2a

ξ · x
τ
.

(1.8.3)



1.8. Exemples de métriques a(t, x) véri�ant les onditions (H1) et (H2) 55L'hypothèse (1.1.1) (ii) implique que at(t, x) = ar(t, x) = 0, pour |x| > ρ. On déduit deela
|at(t, x)| |x| 6 |at(t, x)|ρ, |ar(t, x)| |x| 6 |ar(t, x)|ρ, (t, x) ∈ R

n+1. (1.8.4)En appliquant (1.8.4) et l'inégalité de Cauhy Shwarz à la formule (1.8.3), on obtient
∂
(

ξ·x
τ

)

∂t
6

|ar|
2a

ρ+
|at|
2a|τ | |ξ|ρ− 1. (1.8.5)La ondition (1.8.1) et l'inégalité (1.8.5) impliquent

∂
(

ξ·x
τ

)

∂t
6 − ρ

2a

(

2a

ρ
− |at|√

a
− |ar|

)

6 − ρ

2a

(

2a

ρ
− |at|√

inf a
− |ar|

)

,et on obtient
∂
(

ξ·x
τ

)

∂t
6 − ρ

2a
β 6 −α < 0.En intégrant ette formule par rapport à t, pour t > t0, on a

−2a
x · ξ
τ

> −2a
x0 · ξ0
τ0

+ 2aα(t− t0) > 2αC0(t− t0)− C1|x0|. (1.8.6)D'après (1.8.2), en intégrant (1.8.6) on trouve
|x(t)|2 > αC0(t− t0)

2 − C1|x0|(t− t0) + |x0|2 > αC0(t− t0)
2 − C1R1(t− t0). (1.8.7)Comme dt

dσ
= 2τ , en remplaçant x · ξ

τ
par x · ξ−τ , en appliquant le même argument, onvoit que (1.8.7) est aussi vraie pour t < t0. Notons Q(y) le polyn�me de degré 2 dé�nipar

Q(y) = αC0y
2 − C1R1y.Comme Q(y) est un polyn�me dont le oe�ient dominant est stritement positif etque ses oe�ients sont indépendants de t, t0, ξ0 et x0, pour tout R > 0, il existe

T (R,R1) > 0 indépendant de t, t0, ξ0 et x0, tel que pour |y| > T (R,R1) on a
Q(y) > R.En appliquant e dernier résultat, on voit failement que l'estimation (1.8.7) de |x(t)|2implique (H1).1.8.2 Conditions su�santes pour une énergie globale uniformé-ment bornéeDans ette sous setion nous présentons des exemples de métriques a(t, x) permettantd'avoir une estimation uniforme de l'énergie. Les résultats de ette sous setion sontvalables pour n pair et n impair. Plus préisément, nous allons donner des exemples demétriques a(t, x) véri�ant (i) et (ii) de (1.1.1), telles que la solution u de (0.1.3) véri�e

‖(u, ut)(t)‖Ḣ1(Rn) 6 C‖f‖Ḣ1(Rn), t > 0 (1.8.8)



56 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireave C > 0 indépendant de t, f et s. Pour ela, nous appliquerons la méthode lassiquede multipliateurs (voir [Pet89℄).Soit ξ(r) une fontion C∞ qui est radiale ( ξ(x) ne dépend que de r = |x|) véri�antles onditions suivantes :
ξ′′ 6 0, 0 < rξ′ 6 ξ 6 ε inf a < inf a, (1.8.9)Supposons que ξ et a(t, x) véri�ent

ξ′a− at − ξar > 0 (1.8.10)et
(

ξ

r
− ξ′

)(

a(n− 3)

r
+ ar

)

− aξ′′ > 0. (1.8.11)Théorème 1.8.1 Supposons que a(t, x) véri�e les onditions (1.8.10) et (1.8.11) pourune fontion radiale ξ(r) véri�ant (1.8.9). Alors, la solution u de (0.1.3) véri�e l'esti-mation uniforme (1.8.8).Soit v(t, x) ∈ C2(Rn+1). Notons
e(v) =

1

2
(a|∇xv|2 + v2t ), Mξ(v) = vt + ξvr +

ξ(n− 1)

2r
v,ave

∂

∂r
=

n
∑

i=1

xi
r

∂

∂xi
.Lemme 1.8.1 Soit u(t, x) ∈ C2(Rn+1). Alors

Mξ(u)(∂
2
t u− divx(a∇xu)) =

∂X

∂t
+ divx Y + Z, (1.8.12)ave

X = e(u) + ξut

(

ur +
n− 1

r
u

)

,

Y = −a∇xuMξ(u) +
xξ

2r
(a|∇xu|2 − u2t ) +

n− 1

4r2

(

ξ′ − ξ

r

)

xu2,

Z =
1

2
ξ′u2t + a

(

ξ

r
− ξ′

)

(|∇u|2 − u2r) +

(

ξ

r
− ξ′

)

(|∇xu|2 − u2r)

+

[(

ξ

r
− ξ′

)(

a(n− 3)

r
+ ar

)

− aξ′′
]

n− 1

4r
u2 +

1

2
(aξ′ − at − ξar)|∇u|2.Nous omettrons la preuve de (1.8.12) qui est un alul diret.Preuve du Théorème 1.8.1. Pour montrer (1.8.8), il su�t de onsidérer les solutionsà valeurs réelles de (0.1.3) de ondition initiale f ∈ C∞

0 (Rn)× C∞
0 (Rn). Soit

U(t, s)f = (u(t, ·), ut(t, ·)).



1.8. Exemples de métriques a(t, x) véri�ant les onditions (H1) et (H2) 57Pour haque t la fontion u(t, x) est à support ompat et C∞ par rapport à x. Ainsi, uvéri�e (1.8.12) et sous es onditions (1.8.12) est intégrable sur Rn par rapport à x . Lesonditions (1.8.9), (1.8.10), (1.8.11) impliquent que Z > 0. Par onséquent, en intégrant(1.8.12) et en supposant que n > 4, on obtient
∫

Rn

∂X

∂t
dx+

∫

Rn

Zdx+

∫

Rn

divx(Y )dx = 0. (1.8.13)D'après les propriétés de u on a
∫

Rn

divx(Y )dx = lim
δ→0,R→∞

∫

δ6|x|6R

divx(Y )(x)dx = lim
δ→0

−
∫

Sn−1

δn−1Y (δx) · xdσ(x) = 0.(1.8.14)De plus, omme u(t, x) est à support ompat par rapport à x, on obtient
∫

Rn

∂X

∂t
dx =

∂
(∫

Rn Xdx
)

∂t
. (1.8.15)En appliquant (1.8.14) et (1.8.15), (1.8.13) implique

∂
(∫

Rn Xdx
)

∂t
= −

∫

Rn

Zdx 6 0. (1.8.16)L'égalité (1.8.16) montre que ∫
Rn

X(t, x)dx est déroissant et on obtient
∫

Rn

X(t, x)dx 6

∫

Rn

X(s, x)dx. (1.8.17)Pour X on utilise la représentation
X =

(

1− ξ

inf a

)

e(u) + ξu2
(n− 1)(n− 3)

8r2
+ ξ′u2

(n− 1)

4r

+divx

(

−ξu2n− 1

4r2
x

)

+ξ

[

e(u)

inf a
+
n− 1

r
uur +

(n− 1)2

8r2
u2 + ut

(

ur +
n− 1

2r
u

)]

.Maintenant, omme inf a 6 1, il est faile de voir que
ut

(

ur +
n− 1

2r
u

)

> −1

2
u2t −

1

2
|ur+

n− 1

2r
u|2 > −

(

e(u)

inf a
+

(n− 1)

r
uur +

(n− 1)2

8r2
u2
)

.Par onséquent, le dernier terme dans la représentation de X est positif et ela entraîne
∫

Rn

X(t, x)dx >

∫

Rn

(

1− ξ

inf a

)

e(u)(t, x)dx >
(1− ε)

2
c‖(u, ut)(t)‖Ḣ1(Rn) (1.8.18)



58 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireave c, C des onstantes indépendantes de f et t telles que
c‖f‖Ḣ1(Rn) 6

∫

Rn

(a(t, x)|∇f1|2 + (f2)
2)dx 6 C‖f‖Ḣ1(Rn), f ∈ Ḣ1(R

n), t > 0.De même, en érivant X de la façon suivante
X =

(

1 +
ξ

inf a

)

e(u)− ξu2
(n− 1)(n− 3)

8r2
− ξ′u2

(n− 1)

4r

+divx(ξu
2n− 1

4r2
x)

−ξ
[

e(u)

inf a
+
n− 1

r
uur +

(n− 1)2

8r2
u2 + ut

(

ur +
n− 1

2r
u

)]

,on onlut que
∫

Rn

X(s, x)dx 6
(1 + ε)

2
C‖(u, ut)(s)‖Ḣ1(Rn). (1.8.19)La déroissane (1.8.17) et les inégalités (1.8.18) et (1.8.19) impliquent l'estimationuniforme

‖(u, ut)(t)‖Ḣ1(Rn) 6
C(1 + ε)

c(1− ε)
‖(u, ut)(s)‖Ḣ1(Rn). (1.8.20)Pour n = 3 le terme Y a une singularité en r = 0 et en intégrant sur 0 < δ 6 |x| 6 R,on trouve

lim
δ→0
R→∞

∫

δ6|x|6R

divx Y dx = lim
δ→0
R→∞

∫

δ6|x|6R

− divx

(

ξ(n− 1)

4r3
xu2
)

dx.Cela implique
∫

Rn

divx(Y )dx =
n− 1

4
lim
δ→0

∫

S2

δ2
ξ

δ3
u2(t, δω)δω · xdσ(ω) = (n− 1)π

2
ξ(0)u(t, 0)2 > 0.(1.8.21)D'après (1.8.21), l'expression ∫

Rn

divx(Y )dx est positive. On en déduit failement (1.8.17)puis (1.8.20), pour n = 3. Finalement, on prouve (1.8.8) à partir de (1.8.20) en appli-quant un argument de densité. �Notons que pour une métrique permettant d'avoir une estimation uniforme de l'éner-gie, on a
σ(Zb(T, 0)) ⊂ {z ∈ C : |z| 6 1}.Ainsi, on voit que l'estimation (1.8.8) ne permet pas d'exlure la présene de valeurspropres de Zb(T, 0) appartenant à S1. Nous devons imposer des onditions plus fortessur a(t, x) a�n d'éliminer les résonanes appartenant à S1.



1.8. Exemples de métriques a(t, x) véri�ant les onditions (H1) et (H2) 591.8.3 Déroissane exponentielle de l'opérateur Z(t, s) assoié àune métrique périodiqueDans ette sous-setion on se propose d'appliquer les résultats obtenus pour lesmétriques non aptives indépendantes de t a�n de onstruire une métrique périodiqueen t et non aptive telle que la ondition (H2) soit satisfaite. Considérons une métrique
a(t, x) T -périodique par rapport à t (ave T > 0 à déterminer) telle que a(t, x) véri�e(1.1.1) et (1.8.1). De plus, supposons qu'il existe T1 ∈ [0, T ] tel que T1 < 1 et

a(t, x) = a1(x), t ∈ [T1, T ], x ∈ R
n. (1.8.22)Notons que, d'après les résultats de la sous-setion 1.8.1, la ondition (1.8.1) impliqueque a1(x) et a(t, x) sont des métriques non aptives. Notre objetif sera de montrer quepour T su�samment grand a(t, x) véri�e l'hypothèse (H2). Considérons le problèmesuivant

{

vtt − divx(a1(x)∇xv) = 0,
(v, vt)(0) = f,

(1.8.23)et le propagateur
V(t) : Ḣ1(R

n) ∋ f 7−→ (v, vt)(t) ∈ Ḣ1(R
n),assoié au problème (1.8.23). Soit u la solution du problème (0.1.3). Pour T1 6 t 6 Ton a

∂2t u− divx(a1(x)∇xu) = ∂2t u− divx(a(t, x)∇xu) = 0.Cela entraîne que, pour tout T1 6 s < t 6 T , on a
U(t, s) = V(t− s). (1.8.24)Le omportement asymptotique quand t → +∞ des solutions de l'équation des ondesave une métrique indépendante de t a été très largement étudié (voir [TZ℄, [Vain88℄).En partiulier, on a prouvé que sous une ondition de non apture et pour n > 3 impair,l'énergie loale assoiée au problème (1.8.23) admet le développement asymptotiquesuivant :Théorème 1.8.2 Supposons que n > 3 est impair et a(t, x) est non aptive et indépen-dante de t. Soit χ ∈ C∞

0 (Rn) identiquement égale à 1 sur un voisinage de B(0, ρ). Alors,pour tous C > 0 et ε > 0 su�samment petit, pour tout t > 0 su�samment grand et
g ∈ Ḣ1(R

n), on a
χu =

∑

λj∈Res(A)
Im(λj)<0

Mj
∑

m=0

e−iλjttmwj,m + EC(t)g (1.8.25)où u est solution de (0.1.3) ave s = 0, A = divx(a(x)∇x·) et f = χg, les
wj,m ∈ C∞

0 (Rn)× C∞
0 (Rn) sont les états de résonanes tronqués orrespondant aux réso-nanes λj, Res(A) sont les p�les du prolongement méromorphe de

χ(divx(a(x)∇x·)− λ2)−1χet EC(t)g est le terme d'erreur véri�ant
‖EC(t)‖L(Ḣ1(Rn)) 6 C(ε)e−(C−ε)t.



60 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impairePour la preuve de (1.8.25) on renvoie à [Vain88℄ et [TZ℄. On déduit de la représentation(1.8.25) l'estimation suivante :Théorème 1.8.3 Supposons que n > 3 est impair. Alors
‖P ρ

+V(t)P ρ
−‖L(Ḣ1(Rn)) 6 Ce−δt, (1.8.26)ave C > 0 indépendant de t.Pour la preuve de l'estimation (1.8.26) on peut aussi onsulter [Pet89℄, [CS℄ et [LP℄.L'estimation (1.8.26) et la formule (1.8.24) vont permettre de prouver le résultat suivant :Proposition 1.8.1 Supposons que n > 3 est impair et que a(t, x) est de la forme(1.8.22) et véri�e (1.8.1). Alors, pour T su�samment grand, l'hypothèse (H2) est satis-faite.Preuve. En appliquant (1.8.24), on obtient

U(T ) = V(T − T1)U(T1, 0).Cette représentation permet d'érire
Zρ(T, 0) = P ρ

+V(T − T1)U(T1, 0)P ρ
−.La propriété (iii) de la Proposition 1.2.5 implique que (IdḢ1(Rn) − P ρ

−)U(T1, 0)P ρ
− = 0.En appliquant ette propriété à la formule préédente, on obtient

Zρ(T, 0) = P ρ
+V(T − T1)P

ρ
−U(T1, 0)P ρ

−.On déduit, de ette représentation de Zρ(T, 0) et de (1.8.25), l'estimation
‖Zρ(T, 0)‖L(Ḣ1(Rn)) 6 Ce−δ(T−T1)‖U(T1, 0)‖L(Ḣ1(Rn)). (1.8.27)En appliquant (1.8.27), il est faile de voir que, pour T su�samment grand, on a

r (Zρ(T, 0)) 6 ‖Zρ(T, 0)‖L(Ḣ1(Rn)) < 1ave r (Zρ(T, 0)) le rayon spetral de l'opérateur Zρ(T, 0). �1.9 Généralisation des résultats pour les métriques ani-sotropes périodiques en tempsSoit (aij(t, x))16i,j6n une métrique C∞ telle que, pour tout i, j = 1 · · ·n, on a
(i) il existe ρ > 0 tel que aij(t, x) = δij , pour |x| > ρ, ave δij = 0 pour i 6= jet δii = 1,
(ii) il existe T > 0 tel que aij(t+ T, x) = aij(t, x), (t, x) ∈ R

n+1,
(iii)aij(t, x) = aji(t, x), (t, x) ∈ R

n+1,
(iv) il existe C0 > c0 > 0 tel que
C0|ξ|2 >

∑n
i,j=1 aij(t, x)ξiξj > c0|ξ|2, (t, x) ∈ R1+n, ξ ∈ Rn. (1.9.1)



1.9. Généralisation des résultats pour les métriques anisotropes périodiquesen temps 61Si on remplae a(t, x) dans (0.1.3) par (aij(t, x))16i,j6n, on obtient le problème suivant


















utt −
n
∑

i,j=1

∂

∂xi

(

aij(t, x)
∂

∂xj
u

)

= 0, (t, x) ∈ R× R
n,

(u, ut)(s, x) = (f1(x), f2(x)) = f(x), x ∈ Rn.

(1.9.2)L'objetif de ette setion est de prouver que les estimations (1.1.4) sont vraies pour lasolution u du problème (1.9.2), si pour les trajetoires du symbole
τ 2 −

n
∑

i,j=1

aij(t, x)ξiξjet pour l'opérateur Zb(T, 0) orrespondant au problème (1.9.2), (H1) et (H2) sont satis-faites et si n, p, q véri�ent (1.1.3). Pour ela, nous allons ommener par établir quelquespropriétés des biaratéristiques assoiées aux opérateurs di�érentiels
∂2t −

n
∑

i,j=1

∂xi(aij(t, x)∂xj .On assoie à l'opérateur di�érentiel
∂2t −

n
∑

i,j=1

∂xi(aij(t, x)∂xj ,le hamiltonien
H(t, x, τ, ξ) = τ 2 −

n
∑

i,j=1

aij(t, x)ξiξj.Notons A(t, x) la fontion à valeur dans les matries n× n dé�nie par
A(t, x) = (aij(t, x))16i,j6n , (t, x) ∈ R

1+n.Notons que les propriétés (iii) et (iv) de (1.9.1) impliquent que A(t, x) est une matriesymétrique et dé�nie positive, et la propriété (i) implique que A(t, x) = In, pour |x| > ρ.De plus, d'après la propriété (iv) de (1.9.1) on a
σ(A(t, x)) ⊂ [c0, C0], (t, x) ∈ R

1+n (1.9.3)ave σ(A(t, x)) l'ensemble des valeurs propres de A(t, x). Les biaratéristiques nulles
(t(σ), x(σ), τ(σ), ξ(σ)) de H(t, x, τ, ξ) sont les solutions de



































∂t

∂σ
= 2τ,

∂x

∂σ
= −2A(t, x)ξ,

∂τ

∂σ
= 〈∂tA(t, x)ξ, ξ〉Rn ,

∂ξ

∂σ
= ∂x (〈A(t, x)ξ, ξ〉Rn)) ,

(x(0), t(0), τ(0), ξ(0)) = (x0, t0, τ0, ξ0),

(1.9.4)
ave H(t0, x0, τ0, ξ0) = 0 et 〈., .〉

Rn le produit salaire usuel sur Rn. Nous allons montrerqu'on peut paramétrer les biaratéristiques de H(t, x, τ, ξ) par rapport à t, pour t ∈ R.



62 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireProposition 1.9.1 Soit (t0, x0, τ0, ξ0) ∈ R2(n+1) tel que H(t0, x0, τ0, ξ0) = 0 et ξ0 6= 0.Alors, la solution maximale de (1.9.4) est dé�nie sur un intervalle I de R, et σ 7→ t(σ)est un di�éomorphisme C∞ de I sur R.Preuve. Pour démontrer la Proposition 1.9.1, nous allons employer la même stratégieque elle de la Proposition 1.7.1. Soit (t(σ), x(σ), ξ(σ), τ(σ)) la solution maximale de(1.9.4), dé�nie sur I. Pour tout σ ∈ I on a
τ 2(σ)−

n
∑

i,j=1

aij(t, x)ξi(σ)ξj(σ) = τ 2(σ)− 〈A(t(σ), x(σ))ξ(σ), ξ(σ)〉
Rn = 0.Cela entraîne

dt

dσ
= 2τ(σ) = ±2

√

〈A(t(σ), x(σ))ξ(σ), ξ(σ)〉
Rn , σ ∈ I (1.9.5)et d'après la propriété (iv) de (1.9.1)

|τ(σ)| 6
√

C0|ξ(σ)|, σ ∈ I.Supposons maintenant qu'il existe σ0 ∈ I tel que ξ(σ0) = 0. Comme
(t1(σ), x1(σ), τ1(σ), ξ1(σ))dé�nie par

(t1(σ), x1(σ), τ1(σ), ξ1(σ)) = (t(σ0), x(σ0), 0, 0), σ ∈ Rest la solution sur R de (1.9.4) ave la ondition initiale (t(σ0), x(σ0), 0, 0), l'uniité dela solution de (1.9.4) implique
(t(σ), x(σ), τ(σ), ξ(σ)) = (t(σ0), x(σ0), 0, 0), σ ∈ R. (1.9.6)Sahant que ξ(0) = ξ0 6= 0, (1.9.6) nous onduit à une ontradition. On en déduit que,pour tout σ ∈ I, ξ(σ) 6= 0, et, d'après (1.9.1), on a
√

〈A(t(σ), x(σ))ξ(σ), ξ(σ)〉
Rn >

√
c0|ξ(σ)| > 0. (1.9.7)Les formules (1.9.5) et (1.9.7) impliquent que σ 7→ t(σ) est stritement monotone sur

I et 'est un di�éomorphisme C∞ de I sur Image(t). Par la suite, en appliquant desarguments prohes de eux que nous avons utilisé pour prouver la Proposition 1.7.1, onmontre que Image(t) = R. �Soit (t, x(t), τ(t), ξ(t) une biaratéristique paramétrée par rapport à t de
τ 2 −

n
∑

i,j=1

aij(t, x)ξiξjvéri�ant |x(t0)| 6 R1. En appliquant le résultat de la Proposition 1.9.1, on introduitl'hypothèse de non apture qui s'érit de la façon suivante :
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(H1′) On dit que la métrique (aij(t, x))16i,j6n est non aptive si, pour tout R > R1, ilexiste T (R,R1) > 0 telle que |x(t)| > R, pour |t− t0| > T (R,R1).Notons R(t, s), le propagateur assoié au problème (1.9.2), dé�nie par

R(t, s) : Ḣγ(R
n) ∋ (f1, f2) = f 7→ R(t, s)f = (u, ut)(t, x) ∈ Ḣγ(R

n),et notons Zb
2(t, s) = P+

b R(t, s)P−
b . On introduit notre seonde hypothèse qui sera

(H2′)

σ(Zρ
2 (T, 0)) ∩ {z ∈ C : |z| > 1} = ∅.Proposition 1.9.2 Soit n > 3 et soit h la fontion dé�nie sur R1+n × Rn par

h : (t, x, ξ) 7−→
√

〈A(t, x)ξ, ξ〉
Rn.Alors

rang(∂2ξ (h))(t, x, ξ) = n− 1, ξ 6= 0, (t, x) ∈ R
1+n. (1.9.8)Preuve. Soit (t, x) ∈ R1+n. Comme A(t, x) est une matrie symétrique et dé�nie posi-tive, il existe une matrie B(t, x) symétrique et dé�nie positive telle que

B(t, x)2 = A(t, x).Par onséquent, on obtient
h(t, x, ξ) =

√

〈B(t, x)ξ, B(t, x)ξ〉 = |B(t, x)ξ|.En appliquant (1.7.33) et le fait que B(t, x) est une matrie inversible, on déduit (1.9.8).
� En répétant les arguments employés dans la Setion 1.7, en appliquant la Proposition1.9.1 et la propriété (1.9.8), on établit les estimations loales suivantes :Théorème 1.9.1 Soient ψ ∈ C∞

0 (Rn) et u solution de (1.9.2). Alors, il existe δ > 0 telque, pour 2 6 p, q < +∞ et γ > 0 véri�ant
1

p
=
n(q − 2)

2q
− γ et 1

p
6

(n− 1)(q − 2)

4q
,on a

∫ s+δ

s

‖ψu(t)‖p
Lq(Rn)dt 6 C(T, ϕ, p, q, n)‖f‖p

Ḣγ
,où δ et C > 0 sont indépendants de s et f .Ensuite, en appliquant les mêmes arguments que dans la Setion 1.2, on montre l'inté-grabilité L2 en temps de l'énergie loale et on en déduit les estimations suivantes :



64 1. Estimations de Strihartz globales pour l'équation des ondesave une perturbation périodique en dimension impaireThéorème 1.9.2 Soit (aij(t, x))16i,j6n une métrique pour laquelle (H1′) et (H2′) sontsatisfaites. Supposons que 2 6 p, q < +∞ véri�ent les onditions
p > 2,

1

p
= n

(

1

2
− 1

q

)

− 1, et 1

p
6
n− 1

2

(

1

2
− 1

q

)

.Alors, si u(t) est solution de (1.9.2), ave s = 0 et f ∈ Ḣ1(R
n), on a, pour tout t > 0,l'estimation

‖u‖Lp
t (R

+,L
q
x(Rn)) + ‖u(t)‖Ḣ1 + ‖∂t(u)(t)‖L2(Rn) 6 C(p, q, ρ, T )(‖f1‖Ḣ1 + ‖f2‖L2(Rn)).
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Chapitre 2Estimations de Strihartz pourl'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps etnon aptive en dimension paire
2.1 IntrodutionTout au long de e hapitre nous allons onsidérer que n > 3. On onsidère le pro-blème de Cauhy (0.1.3) où la métrique a(t, x) ∈ C∞(Rn+1) est une fontion salaire et Tpériodique en t qui véri�e les onditions (1.1.1). Nous supposerons que l'hypothèse (H1)du Chapitre 1 est satisfaite. A�n d'exlure l'existene de solutions dont l'energie roît defaçon exponentielle nous supposerons que l'hypothèse (H3) est satisfaite. Contrairementà l'hypothèse (H2) du Chapitre 1, l'hypothèse (H3) sera valable pour les dimensionspaires et impaires. Dans le Chapitre 1, nous avons établi des estimations de Strihartzglobales pour n > 3 impair, en supposant que l'hypothèse (H1) et (H2) sont satisfaites.Plus préisément, nous avons établi dans le Chapitre 1 que sous les hypothèses (H1),
(H2), pour n > 3 impair et pour 2 6 p, q < +∞ véri�ant

p > 2,
1

p
= n

(

1

2
− 1

q

)

− 1, et 1

p
6
n− 1

2

(

1

2
− 1

q

)

, (2.1.1)la solution u(t) de (0.1.3), pour s = 0 et f ∈ Ḣ1(R
n), véri�e l'estimation

‖u‖Lp
t (R

+,L
q
x(Rn)) + ‖u(t)‖Ḣ1(Rn) + ‖∂t(u)(t)‖L2(Rn) 6 C(ρ, T, n, p, q)‖f‖Ḣ1(Rn). (2.1.2)De plus, d'après les résultats établis dans la Setion 1.5 et la Setion 1.6 du Chapitre 1,pour n > 3 et pour 2 6 p, q < +∞ véri�ant

1

p
= n

(

1

2
− 1

q

)

− 1, et 1

p
6
n− 1

2

(

1

2
− 1

q

)

, (2.1.3)la solution u de (0.1.3) véri�e l'estimation loale
‖χu‖Lp

t ([s,s+δ],(L
q(Rn)) 6 C‖f‖Ḣ1(Rn) (2.1.4)



662. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpaireave C, δ > 0 indépendants de f et de s, et χ ∈ C∞
0 (Rn). L'objetif de e hapitre estde démontrer que, sous les hypothèses (H1) et (H3), les estimations (2.1.2) sont aussivraies pour les dimensions paires. Notre résultat prinipal est le suivant :Théorème 2.1.1 Soit n > 4 pair. Soit a(t, x) une métrique T périodique en t telle que

(H1) et (H3) sont satisfaites. Supposons que 2 6 p, q < +∞ véri�ent les onditions(2.1.1). Alors, pour u(t) solution de (0.1.3), ave s = 0 et f ∈ Ḣ1(R
n), on a, pour tout

t > 0, l'estimation
‖u‖Lp

t (R
+,L

q
x(Rn))+‖u(t)‖Ḣ1(Rn)+‖∂t(u)(t)‖L2(Rn) 6 C(p, q, ρ, T )(‖f1‖Ḣ1(Rn)+‖f2‖L2(Rn)).(2.1.5)L'intégrabilité L2 en temps de l'énergie loale est l'argument prinipal permettantd'obtenir les estimations (2.1.5) à partir des estimations (2.1.4) (voir la Setion 1.6 duChapitre 1). Le point ruial de la preuve des estimations (2.1.5) sera de démontrerl'intégrabilité L2 par rapport à t de l'énergie loale. Pour ela, nous devons montrer quepour toutes fontions de tronature ψ1, ψ2 ∈ C∞

0 (Rn) ave ψ = 1 pour |x| 6 ρ + 2 leshypothèses (H1) et (H3) impliquent
‖ψ1U(t, s)ψ2‖L(Ḣ1(Rn)) 6 Cψ1,ψ2p(t− s), t > s (2.1.6)ave p(t) ∈ L1(R+).La démonstration de (2.1.6) est longue et nous allons dérire les prinipaux étapespour failiter la leture.(i) Soit V (t, s) = P1U(t, s)P 2, où P1(h1, h2) = h1, P

2(h) = (0, h), pour h, h1, h2 ∈ C.En suivant [Van93℄, on utilise des fontions de tronature ξ(t, s, x) et ψ(x) et on introduitun opérateur
W (t, s) = ξ(t, s)V (t, s)− ψN(t, s),où

N(t, s) =

∫ t

s

sin(Λ(t− τ))

Λ
ψ[P (τ), ξ(t, τ)]V (τ, s)dτ.et P (t) = ∂2t − divx(a(t, x)∇x·).(ii) On introduit un opérateur L(t, s) omme solution d'une équation intégrale et onpose

R(t, s) = −ψN(t, s) +

∫ t

s

W (t, τ)L(τ, s)dτ.Si χ ∈ C∞
0 (Rn), l'hypotèse (H1) permet d'appliquer le résultat de Vainberg [Van93℄ eton onlut que la transformation de Fourier-Bloh-Gelfand

R(t, s, θ) = F ′(χR(t, s))(t, θ)admet un prolongement méromorphe véri�ant la propriété (S') (voir Théorème 2.3.10i-dessous). On prouve que
χ1V (t, s)χ2 = χ1R(t, s)χ2, χ1, χ2 ∈ C∞

0 (|x| 6 b)



2.2. Equivalene des hypothèses (H2) et (H3) 67et on obtient un prolongement mémorphe de la transformation de Fourier-Bloh-Gelfand
F ′(χ1V (t, s)χ2)(t, θ).(iii) Le point ruial est de trouver une liaison entre V (t, s, θ) = F ′(χ3V (t, s)ψ3)(t, θ)et la résolvante tronquée

Rψ4,ψ4(θ) = χ4(U(T, 0)− e−iθ)−1ψ4,dé�nie dans l'introdution, où χ3, ψ3, χ4, ψ4 sont des tronatures onvenables (voir(2.3.45)). Notons C′ = {z ∈ C : z 6= 2kπ − iµ, k ∈ Z, µ > 0}. Ii notre hypothèse(H3) permet de onlure que V (dT, s, θ) n'a pas de p�les dans
{θ ∈ C

′ : Im(θ) > 0}et, de plus, on obtient un omportement borné quand θ → 0, Im θ > 0.(iv) En intégrant sur une ontour bien hoisi dans C′, on établie l'estimation
‖χ3V (dT, 0)ψ3‖L(L2(Rn),H1(Rn)) 6

C

(dT + 1) ln2(dT + e)
, d > k0ave k0 ∈ N assez grand (voir la sous-setion 2.3.4). Cela implique la déroissane del'énergie loale des solutions de (0.1.3) lorsque f = (0, f2).(v) En appliquant les résultats des étapes (iii), (iv) , on prouve la déroissane del'énergie loale des dérivées d'ordre 1 en t des solutions de (0.1.3) lorsque f = (0, f2).(vi) En utilisant la propagation en temps �ni et la liaison entre V (t, s) et U(t, 0), ondéduit la déroissane de l'énergie loale des solutions de (0.1.3) lorsque f = (f1, 0).(vii) En appliquant les mêmes arguments que eux utilisés dans l'étape (vi), onprouve la déroissane de l'énergie loale des dérivées d'ordre 1 en t des solutions de(0.1.3) lorsque f = (f1, 0).(viii) On examine l'opérateur χ1U(t, s)ψ1, où χ1 et ψ1 sont des tronatures onve-nables (voir (2.3.45)), et on établie (2.1.6) ave une fontion p(t) ∈ L1([0,+∞[).2.2 Equivalene des hypothèses (H2) et (H3)Dans ette setion nous supposerons que l'hypothèse (H1) est satisfaite. L'objetifde ette setion est de prouver que les hypothèses (H3) et (H2) sont équivalentes pourles dimensions n > 3 impaires.Proposition 2.2.1 Soit ψ ∈ C∞

0 (Rn) telle que ψ = 1 sur |x| 6 ρ+ 1
2
+ T . Alors, on a

U(T )− U0(T ) = ψ(U(T )− U0(T )) = (U(T )− U0(T ))ψ. (2.2.1)



682. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpairePreuve. Soit f ∈ Ḣ1(R
n) et v la fontion dé�nie par (v(t), vt(t)) = U(t, 0)(1 − ψ)f .La propagation en temps �ni implique que, pour tout 0 6 t 6 T et |x| 6 ρ + 1

2
, on a

v(t, x) = 0. Ainsi, on trouve
∆x = divx(a(t, x)∇x), pour |x| > ρ (2.2.2)et on en déduit que v est la solution, pour 0 6 t 6 T , de
{

vtt −∆xv = 0,
(v, vt)(0, x) = (1− ψ(x))f(x).Cela implique
(U(T )− U0(T ))(1− ψ) = 0. (2.2.3)Notons maintenant u et v les fontions dé�nies par

(u(t), ut(t)) = U(t, 0)f et (v(t), vt(t)) = U0(t)fave f ∈ Ḣ1(R
n). En appliquant (2.2.2), on voit que (1− ψ)u est solution de
{

∂2t ((1− ψ)u)−∆x(1− ψ)u = [∆x, ψ]u,
((1− ψ)u, ∂t((1− ψ)u)))(0, x) = (1− ψ(x))f(x)et (1− ψ)v est solution de

{

∂2t ((1− ψ)v)−∆x(1− ψ)v = [∆x, ψ]v,
((1− ψ)v, ∂t((1− ψ)v)))(0, x) = (1− ψ(x))f(x).On en déduit

(1− ψ)(U(T )− U0(T )) = 0. (2.2.4)En ombinant (2.2.3) et (2.2.4), on obtient (2.2.1). �Théorème 2.2.1 Supposons que n > 3 est impair et que la ondition (H1) est satisfaite.Soit ψ ∈ C∞
0 (|x| 6 ρ + T + 1) telle que ψ = 1, pour |x| 6 ρ + 1

2
+ T . Soit σ(Zρ(T )) lespetre de Zρ(T, 0). Alors, σ(Zρ(T )) \ {0} oïnide ave les p�les de ψ(U(T )− z)−1ψ.Preuve. D'après (1.2.28), il su�ra de montrer e résultat pour Zb(T ), ave b > ρ. Parla suite, on hoisira b = ρ+2+T et on érira Z(T ), P+, P− en lieu et plae de Zb(T ), P b

+,
P b
−. De même, nous noterons Z0(T ) l'opérateur Zb

0(T ) = P b
+U0(T )P

b
−. La Proposition1.2.7 et la Remarque 1.2.4 de la Setion 1.2 du Chapitre 1 impliquent que le spetre

σ(Z(T )) de Z(T ) est onstitué de valeurs propres et (Z(T )− z)−1 est méromorphe sur
C∗ (voir aussi le hapitre V de [Pet89℄ ). Pour |z| > ‖U(T )‖ > ‖Z(T )‖, on a

ψ(Z(T )− z)−1ψ = −
∞
∑

k=0

ψ(Z(T ))kψ

zk+1
.Les propriétés de Zb(T ) (voir la Setion 1.2 du Chapitre 1) impliquent que,pour |z| > ‖U(T )‖ > ‖Z(T )‖, on a

ψ(Z(T )− z)−1ψ = −
∞
∑

k=0

ψP+(U(kT ))P−ψ

zk+1
.



2.2. Equivalene des hypothèses (H2) et (H3) 69Comme b > ρ + T + 1 et ψ ∈ C∞
0 (|x| 6 ρ+ T + 1), en appliquant (1.2.3) et (1.3.3), onobtient

ψ(Z(T )− z)−1ψ = −
∞
∑

k=0

ψ(U(T ))kψ
zk+1

= ψ(U(T )− z)−1ψ. (2.2.5)La formule (2.2.5) implique que ψ(U(T ) − z)−1ψ est méromorphe sur C∗ et ses p�lessont ontenus dans l'ensemble des valeurs propres de Z(T ). Montrons la réiproque.Pour ela, notons
W (T ) = Z0(T )− Z(T ) = P+(U0(T )− U(T ))P−.En appliquant (1.3.3) et (2.2.1), on trouve
W (T ) = ψV (T )ψ, ave V (T ) = U0(T )− U(T ). (2.2.6)Ensuite, �xons z ∈ C tel que |z| > ‖U(T )‖. On a

(Z(T )− z)−1(Z0(T )− Z(T ))(Z0(T )− z)−1 = (Z(T )− z)−1 − (Z0(T )− z)−1,et on en déduit
(Z(T )− z)−1 = (Z(T )− z)−1(Z0(T )− Z(T ))(Z0(T )− z)−1 + (Z0(T )− z)−1. (2.2.7)De même, on a

(Z(T )− z)−1 = (Z0(T )− z)−1(Z0(T )− Z(T ))(Z(T )− z)−1 + (Z0(T )− z)−1et en appliquant l'identité (2.2.7) au terme de droite de ette égalité, on obtient
(Z(T )− z)−1 = (Z0(T )− z)−1W (T )(Z(T )− z)−1W (T )(Z0(T )− z)−1

+(Z0(T )− z)−1W (T )(Z0(T )− z)−1 + (Z0(T )− z)−1.En appliquant (2.2.6), ela donne
(Z(T )− z)−1 = (Z0(T )− z)−1ψV (T )ψ(Z(T )− z)−1ψV (T )ψ(Z0(T )− z)−1

+(Z0(T )− z)−1ψV (T )ψ(Z0(T )− z)−1 + (Z0(T )− z)−1et (2.2.5) implique
(Z(T )− z)−1 = (Z0(T )− z)−1ψV (T )ψ(U(T )− z)−1ψV (T )ψ(Z0(T )− z)−1

+(Z0(T )− z)−1ψV (T )ψ(Z0(T )− z)−1 + (Z0(T )− z)−1. (2.2.8)Sahant que la résolvante (Z0(T )−z)−1 est holomorphe sur C∗, la représentation (2.2.8)implique que les valeurs propres non-nulles de Z(T ) sont parmi les p�les de la résolvante
ψ(U(T )− z)−1ψ. Ainsi, les résonanes oïnident ave les p�les du prolongement méro-morphe de ψ(U(T )− z)−1ψ. �En appliquant le résultat du Théorème 2.2.1, on voit failement qu'en supposant
(H1), les onditions (H3) et (H2) sont équivalentes, pour n > 3 impair. En ombinantette équivalene ave les résultats établis dans le Chapitre 1, on déduit que, pour n > 3impair et pour 2 6 p, q < +∞ véri�ant les onditions (2.1.1), les hypothèses (H1) et
(H3) impliquent (2.1.5).



702. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpaire2.3 Déroissane intégrable de l'énergie loale pour
n > 4 pairL'objetif de ette setion est de montrer que les hypothèses (H1) et (H3) impliquentla déroissane (2.1.6) de l'énergie loale. En appliquant ertains résultats de [Vain93℄,nous allons établir l'estimation suivante :Théorème 2.3.1 Supposons que les hypothèses (H1) et (H3) sont satisfaites et que

n > 4 est pair. Soient χ1, ψ1 ∈ C∞
0 (|x| 6 ρ+ 1). Alors, pour tous s 6 t, on obtient

‖χ1U(t, s)ψ1‖L(Ḣ1(Rn)) 6 Cp(t− s), (2.3.1)où C > 0 est indépendant de t, s et ave p(t) dé�nie par
p(t) =

1

(t+ 1) ln2(t+ e)
.Dans [Vain93℄, l'objetif de Vainberg est d'établir, sous une hypothèse de non ap-ture, le développement asymptotique quand t → +∞ de l'énergie loale pour ertainessolutions de problèmes périodiques en temps. Ainsi, Vainberg ne dérit pas d'hypothèsesimpliquant la déroissane de l'énergie loale et ses résultats ne su�sent pas à prouver(2.3.1). Notre objetif est de ombiner l'hypothèse (H3) ave les résultats de [Vain93℄a�n de prouver (2.3.1). Pour ela, dans les sous-setions 2.3.1, 2.3.2 et 2.3.3 nous dé-montrons une généralisation de [Vain93℄ dont nous avons besoin pour prouver (2.3.1)dans la sous-setion 2.3.4. Il est important de noter qu'en ombinant les résultats de[Vain93℄ ave l'hypothèse (H3) on prouve uniquement la déroissane de l'énergie loaledes solutions de (0.1.3) véri�ant f = (0, f2). Il est don néessaire de montrer ommentobtenir la déroissane de l'énergie loale pour toutes les solutions à partir de e résultat(voir sous-setion 2.3.4).Remarque 2.3.1 Dans [Vain93℄, Vainberg poursuit les travaux entrepris dans [Vain92℄.Contrairement à [Vain93℄, dans [Vain92℄ Vainberg onsidère les problèmes dont l'énergieglobale est uniformément bornée. Même sous ette hypothèse la présene de résonanesde module 1 peut empêher la déroissane de l'énergie loale. Dans es deux papiers,[Vain92℄ et [Vain93℄, Vainberg étudie le omportement asymptotique des solutions maisne prouve pas la déroissane de l'énergie loale.2.3.1 Hypothèses et dé�nitionsDans ette sous-setion nous allons dé�nir quelques outils que nous utiliserons parla suite. Nous préiserons aussi les hypothèses que nous supposerons dans ette setion.L'ensemble de es notions ont été introduites par Vainberg dans [Vain93℄. Notons quedans [Vain93℄, Vainberg propose une analyse générale des problèmes ave une perturba-tion périodique en temps. Pour plus de larté, nous adapterons es résultats au problème(0.1.3).Dans ette setion, on suppose que

U(t, s) = 0 pour t < s et U0(t) = 0 pour t < 0. (2.3.2)



2.3. Déroissane intégrable de l'énergie loale pour n > 4 pair 71Soient P1 et P2 deux projeteurs de C2 dé�nis par
P1(h) = h1, P2(h) = h2, h = (h1, h2) ∈ C

2et soient P 1, P 2 ∈ L(C,C2) dé�nis par
P 1(h) = (h, 0), P 2(h) = (0, h), h ∈ C.Notons V (t, s) l'opérateur dé�ni sur L2(Rn) par

V (t, s) = P1U(t, s)P 2.On remarque que pour g ∈ L2(Rn), V (t, s)g est solution de
{

∂2t (V (t, s)g)− divx(a(t, x)∇xV (t, s)g) = 0,
(V (t, s)g, ∂tV (t, s)g)|t=s = (0, g).Soit E(t, s, x, x0) le noyau de l'opérateur V (t, s). D'après les propriétés de propagationdes singularités établis dans [MS℄, l'hypothèse (H1) implique que, pour tout r > 0, ilexiste T1(r) tel que

E ∈ C∞ pour |x|, |x0| < r et t− s > T1(r). (2.3.3)Sans perte de généralité, on peut supposer que la fontion T1(r) est stritement roissanteet régulière (voir [Vain93℄). De plus, on peut aussi supposer que
T1(r) = T1(b), r 6 b ave b = ρ+ 1 +

4

5
+ 2T. (2.3.4)Soit T2 = T2(r) une fontion roissante et in�niment dérivable véri�ant

T2(r) > T1(r), r > 0et
T2(r) = k0T, r 6 b ave k0 ∈ N.Soit ξ(t, s, x) ∈ C∞(R × R × Rn,R) une fontion telle que ξ = 0 pour t − s > T2(|x|),

ξ = 1 pour t − s 6 T1(|x|), pour |x| 6 b, ξ ne dépend que de t − s. Soit ψ ∈ C∞(Rn
x)une fontion dé�nie par ψ = 1 pour |x| > b− 1

3
et ψ = 0 pour |x| 6 b− 2

3
. Notons P (t)l'opérateur di�érentiel

P (t) = ∂2t − divx(a(t, x)∇x).On note W (t, s) l'opérateur dé�ni par
W (t, s) = ξ(t, s)V (t, s)− ψN(t, s), (2.3.5)ave

N(t, s) =

∫ t

s

sin(Λ(t− τ))

Λ
ψ[P (τ), ξ(τ, s)]V (τ, s)dτ.Soit h ∈ L2(Rn). On voit failement que Z1 = N(t, s)h est solution de

{

∂2tZ1 −∆xZ1 = ψ[P (t), ξ(t, s)]V (t, s)h,
(Z1, ∂tZ1)|t=s = (0, 0).



722. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpaireD'après (2.2.2), Z2 = ψN(t, s)h est solution de
{

∂2tZ2 − divx(a(t, x)∇xZ2) = −[∆x, ψ]N(t, s)h+ ψ2[P (t), ξ(t, s)]V (t, s)h,
(Z2, ∂tZ2)|t=s = (0, 0).On en déduit que Z3 =W (t, s)h est solution de

{

∂2t Z3 − divx(a(t, x)∇xZ3) = G(t, s)h,
(Z3, ∂tZ3)|t=s = (0, h)ave

G(t, s)h = [∆x, ψ]N(t, s)h+ (1− ψ2)[P (t), ξ(t, s)]V (t, s)h.Proposition 2.3.1 Soit χ ∈ C∞
0 (|x| 6 b). Alors, l'opérateur G(t, s)χ est un opérateurompat de L2(Rn).Preuve. Soit χ ∈ C∞

0 (|x| 6 b). Les propriétés de la fontion ξ entraînent
[P (t), ξ(t, s, x)] = 0, pour t− s < T1(|x|) ou pour t− s > T2(|x|). (2.3.6)Comme 1− ψ2(x) = 0 pour |x| > b− 1

3
, les propriétés (2.3.3) et (2.3.6) impliquent que

(1−ψ2)[P (t), ξ(t, s)]V (t, s)χ est un opérateur ompat de L2(Rn). Les propriétés (2.3.4)et (2.3.6) impliquent que le noyau de Shwarz N(t, s, x, x0) de l'opérateur N(t, s) véri�e
N(t, s, x, x0) = 0, pour t− s < T1(b). (2.3.7)En appliquant les propriétés (2.3.3) et (2.3.4), ela donne
N(t, s, x, x0) ∈ C∞, pour |x|, |x0| 6 b. (2.3.8)Ainsi, omme [∆x, ψ](x) = 0 pour |x| > b, (2.3.8) entraîne que [∆x, ψ]N(t, s)χ est unopérateur ompat de L2(Rn). On en déduit que G(t, s)χ est un opérateur ompat de

L2(Rn). �Théorème 2.3.2 1) Pour tous h ∈ C∞
0 (|x| 6 b) et s > 0, l'équation intégrale

ϕs(t, .) +

∫ t

s

G(t, τ)ϕs(τ, .)dτ = −G(t, s)h, (2.3.9)admet une unique solution ϕs(t, x), ave ϕs ∈ C∞(R× Rn) telle quesuppxϕs ⊂ {x : |x| 6 b} et ϕs(t, x) = 0 pour t 6 s+ T1(b).2) Pour tout h ∈ C∞
0 (|x| 6 b) et pour ϕs solution de (2.3.9) on a

V (t, s)h = W (t, s)h+

∫ t

s

W (t, τ)ϕs(τ, .)dτ. (2.3.10)Preuve. D'après la Proposition 2.3.1, G(t, s)h ∈ C∞
0 (|x| 6 b) et l'opérateur G(t, τ)envoie C∞

0 (|x| 6 b) vers lui-même. Comme l'équation (2.3.9) est une équation intégralede Volterra, ette équation admet une unique solution ϕs(t, x) ∈ C∞(R1+n,R) véri�ant
ϕs(t, x) = 0 pour |x| > b. De plus, omme G(t, s) = 0 pour t− s < T1(b), on obtient

ϕs(t, x) = 0 pour t− s 6 T1(b). (2.3.11)



2.3. Déroissane intégrable de l'énergie loale pour n > 4 pair 73Démontrons maintenant 2). Érivons l'opérateur W (t, τ) sous la forme
W (t, τ) = V (t, τ) +Q(t, τ), ave Q(t, τ) = (ξ(t, τ)− 1)V (t, τ)− ψN(t, τ). (2.3.12)Comme ξ = 1 pour t − τ < T1(|x|), d'après (2.3.3) et (2.3.4), le noyau (ξ − 1)E del'opérateur (ξ − 1)V (t, τ) est in�niment dérivable pour |x0| 6 b. De plus, on prouvefailement que le noyau de ψN(t, τ) est C∞ pour |x0| 6 b. On en déduit que le noyau

Q(t, τ, x, x0) de Q(t, τ) véri�e
Q(t, τ, x, x0) est C∞ sur |x0| 6 b. (2.3.13)Soient h ∈ C∞

0 (|x| 6 b) et ϕs solution de (2.3.9). On a
P (t)

(

∫ t

s
W (t, τ)ϕs(τ, .)dτ

)

= P (t)
(

∫ t

s
V (t, τ)ϕs(τ, .)dτ

)

+P (t)
(

∫ t

s
Q(t, τ)ϕs(τ, .)dτ

)

= ϕs + P (t)
(

∫ t

s
Q(t, τ)ϕs(τ, .)dτ

)

.Le noyau (ξ − 1)E de l'opérateur (ξ − 1)V (t, τ) s'annule pour t− τ < T1(b). De même,(2.3.7) implique que Q(t, τ, x, x0) = 0 pour t − τ < T1(b). En ombinant ela ave(2.3.13), on obtient
P (t)

(
∫ t

s

Q(t, τ)ϕs(τ, .)dτ

)

=

∫ t

s

P (t)Q(t, τ)ϕs(τ, .)dτ.Cette formule, les relations (2.3.12) et l'égalité P (t)V (t, τ)ϕs = 0 impliquent
P (t)

(
∫ t

s

W (t, τ)ϕs(τ, .)dτ

)

= ϕs+

∫ t

s

P (t)W (t, τ)ϕs(τ, .)dτ = ϕs+

∫ t

s

G(t, τ)ϕs(τ, .)dτ.En appliquant (2.3.9), on trouve
P (t)

(
∫ t

s

W (t, τ)ϕs(τ, .)dτ

)

= −G(t, s)h. (2.3.14)Ainsi, d'après (2.3.14), on a
P (t)

(

W (t, s)h+

∫ t

s

W (t, τ)ϕs(τ, .)dτ

)

= G(t, s)h−G(t, s)h = 0.De plus, d'après les formules (2.3.11) et (2.3.12), pour t− s < T1(b), on obtient
W (t, s)h+

∫ t

s

W (t, τ)ϕs(τ, .)dτ = V (t, s)h.On en déduit (2.3.10). �Soit r ∈ R. On note Hr,A1

b,s (R1+n) l'espae dé�ni de manière suivante, on dit que
g ∈ Hr,A1

b,s (R1+n) si
(i) e−A1tϕ ∈ Hr(R1+n),
(ii) g(t, x) = 0 pour t < s ou |x| > b.



742. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpaireOn note aussi L2
b et Hr

b (R
1+n) les ensembles onstitués des éléments f de L2(Rn) oudes éléments ϕ de Hr(R1+n), véri�ant f(x) = ϕ(., x) = 0, pour |x| > b. En appliquantl'estimation (1.2.7), on remarque que, pour A1 > A (ave A la onstante de l'estimation(1.2.7)) et pour χ ∈ C∞

0 (|x| 6 b), on a
χV (t, s) ∈ L(L2

b , H
1,A1

b,s (Rn)). (2.3.15)Dans la suite on notera A1 un réel véri�ant A1 > A.2.3.2 Transformation de Fourier-Bloh-Gelfand sur les espaes
Hr,A1

b,s (R1+n)Dans ette sous-setion, nous allons démontrer quelques propriétés de la transfor-mation de Fourier-Bloh-Gelfand sur les espaes Hr,A1

b,s (R1+n). Notons que Vainberg aétabli, dans [Vain93℄, l'ensemble de es résultats pour s = 0. Nous allons montrer quees résultats restent valables pour s > 0. On dé�nit sur les espaes Hr,A1

b,s (R1+n) latransformation de Fourier-Bloh-Gelfand notée F par, pour Im(θ) > A1T ,
F (ϕ)(t, θ) =

+∞
∑

k=−∞

ϕ(kT + t)eikθ, ϕ ∈ H1,A1

b,s (R1+n).Soit ϕ ∈ Hr,A1

b,s (R1+n). Pour Im(θ) > A1T , on pose
ϕ̂(t, θ) = F (ϕ)(t, θ).Proposition 2.3.2 Soit ϕ ∈ Hr,A1

b,s (R1+n). Alors pour Im(θ) > A1T les propriétés sui-vantes sont satisfaites :1) pour haque B > 0 l'opérateur
F : Hr,A1

b,s (R1+n) → Hr
b ([s−B, s+B]× R

n)est borné et analytique en θ.2)
ϕ̂(t, θ + 2π) = ϕ̂(t, θ);3)
ϕ̂(t+ T, θ) = e−iθϕ̂(t, θ),et si v(t, θ) = e

itθ
T ϕ̂(t+ T, θ), alors

v(t+ T, θ) = v(t, θ).4)Pour tout α > A1T , c ∈ R et dα,c = [iα + c, iα + c+ 2π], on a
ϕ(t) =

1

2π

∫

dα,c

F (ϕ)(t, θ)dθ, t ∈ R. (2.3.16)



2.3. Déroissane intégrable de l'énergie loale pour n > 4 pair 75Preuve. Comme ϕ = 0 pour t < s, on déduit que ϕ(kT + t) = 0 pour |t − s| 6 B si
k < −k0 ave k0 la partie entière de B

T
. Par onséquent, pour |t− s| 6 B, on a

ϕ̂(t, θ) =
∑

k>−k0

ϕ(kT + t)eikθ. (2.3.17)Posons
K = ‖ϕ(t)e−A1t‖Hr(R1+n) < +∞.Alors

‖ϕ(t+ kT )e−A1(kT+t)‖Hr(R1+n) = Ket on obtient
‖ϕ(t+ kT )e−A1t‖Hr([s−B,s+B]×Rn) 6 ‖ϕ(t+ kT )e−A1t‖Hr(R1+n) = KekA1T .Comme la multipliation par e−A1t est un opérateur borné de Hr([s− B, s+B]× Rn),on trouve

‖ϕ(t+ kT )‖Hr([s−B,s+B]×Rn) 6 CKekA1T .On en déduit la onvergene des séries (2.3.17) et de leurs dérivées par rapport à θ sur
Hr([s − B, s + B] × Rn) pour Im(θ) > A1T . Cela prouve la propriété 1). Les autrespropriétés sont évidentes. �On note Hr

b,s,per(R
1+n) la fermeture du sous-espae vetoriel de Hr([s, s + T ]× R

n)onstitué de fontions in�niment dérivables sur [s, s + T ] × Rn qui sont T -périodiquespar rapport à t et s'annulent pour |x| > b. Soit F ′ l'opérateur dé�ni par
F ′(ϕ)(t, θ) = e

iθt
T F (ϕ)(t, θ).Le résultat suivant est une onséquene immédiate de la Proposition 2.3.2.Proposition 2.3.3 Pour Im(θ) > A1T l'opérateur

F ′ : Hr,A1

b,s (R1+n) → Hr
b,s,per(R

1+n)est borné et analytique en θ.Nous allons maintenant dé�nir la transformation de Fourier-Bloh Gelfand d'opérateursà noyau.Proposition 2.3.4 Supposons que l'opérateur
R : Hr,A1

b,s (R1+n) → H l,A1

b,s (Rn)est borné et son noyau véri�e la propriété suivante
R(t + T, τ + T, x, x0) = R(t, τ, x, x0). (2.3.18)Supposons qu'il existe T0 > 0 tel que

R(t, τ, x, x0) = 0, pour t− τ /∈ [0, T0]. (2.3.19)Alors, il existe un opérateur
R(t, s, θ) : Hr

b,s,per(R
1+n) → H l

b,s,per(R
1+n)tel que R(t, s, θ) est une fontion entière en θ et F ′(R) = R(t, s, θ)F ′ pour

Im(θ) > A1T .



762. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpairePreuve. Dans e qui suit, nous négligerons la dépendane de toutes les fontions parrapport à x, x0. Soit ϕ ∈ Hr,A1

b,s (R1+n). Pour Im(θ) > A1T , on a
F ′(Rϕ)(t, θ) = F ′

(
∫

R

R(t, τ)ϕ(τ)dτ

)

= e
iθt
T

+∞
∑

k=−∞

∫

R

R(t+ kT, τ)ϕ(τ)eikθdτ.On déduit de (2.3.19) que, pour t ∈ [1 + T0, 1 + T0 + T ], la dernière intégrale de laformule préédente ne sera pas modi�ée si on inlut le multipliateur m(τ − kT ) dansl'intégrale, ave m ∈ C∞(R), m(t) = 1 pour t ∈ [1, 1 + T0 + T ] et m(t) = 0 pour t < 0et t > 2 + T0 + T . En appliquant (2.3.18), pour tout t ∈ [1 + T0, 1 + T0 + T ] on trouve,ave Imθ > A1T ,
F ′(Rϕ)(t, θ) = e

iθt
T

+∞
∑

k=−∞

∫

R

R(t, τ − kT )m(τ − kT )ϕ(τ)eikθdτ

= e
iθt
T

+∞
∑

k=−∞

∫

R

R(t, τ)m(τ)ϕ(τ + kT )eikθdτ

= e
iθt
T R

(

m(t)e−
iθt
T F ′(ϕ)

)

.

(2.3.20)
La dernière égalité est une onséquene de la Proposition 2.3.3. Comme le terme degauhe de la formule (2.3.20) est T -périodique en t, on déduit la Proposition 2.3.4 de(2.3.20) et du fait que R est borné. �On prouve failement le résultat suivant :Proposition 2.3.5 Supposons que l'opérateur

R(t, s) : Hr
b (R

n) → H l,A1

b,s (R1+n)soit borné. Alors, l'opérateur
R(t, s, θ) = F ′(R(t, s))(t, θ) : Hr

b (R
n) → H l

b,per(R
1+n)est borné et est une fontion entière en θ pour Im(θ) > A1T .Fixons ψ1, ψ2 ∈ C∞

0 (|x| 6 b). Dans e qui suit, nous allons analyser la transformation deFourier-Bloh-Gelfand de l'opérateur ψ1V (t, s)ψ2.2.3.3 Transformation de Fourier-Bloh-Gelfand de l'opérateur
ψ1V (t, s)ψ2Le but de ette sous-setion sera de montrer que la transformation de Fourier-Bloh-Gelfand de l'opérateur ψ1V (t, s)ψ2, pour 0 6 s < T et t > T2(b)+T , dé�nie initialementpour Im(θ) > A1T , se prolonge de façon méromorphe en véri�ant ertaines propriétés



2.3. Déroissane intégrable de l'énergie loale pour n > 4 pair 77que nous préiserons. Ces résultats nous permettrons de dé�nir le omportement asymp-totique de l'énergie loale quand t → +∞. Les résultats de Vainberg (voir [Vain93℄)donnent la nature du prolongement méromorphe de F (ψ1V (t, s)ψ2)(t, θ), lorsque s = 0et t > T2(b). Nous allons montrer que es résultats restent valables lorsque 0 6 s < Tet t > T2(b) + T .Dé�nition 2.3.1 Soient H1 et H2 deux espaes de Hilbert. On dit qu'une famille d'opé-rateurs Q(t, s, θ) : H1 → H2 est méromorphe de façon �ni sur un domaine D ⊂ C, sipour haque p�le θ = θ0 de Q(t, s, θ), les oe�ients des puissanes négatives de θ − θ0dans un développement en série de Laurent sont des opérateurs de rang �ni.Notons C′ = {z ∈ C : z 6= 2kπ − iµ, k ∈ Z, µ > 0}.Dé�nition 2.3.2 On dit que les opérateurs Q(t, s, θ) véri�ent la propriété (S) si : quand
n est impair, les opérateurs Q(t, s, θ), θ ∈ C, sont bornés et forment une famille méro-morphe de façon �ni ; Quand n est pair les opérateurs Q(t, s, θ) sont bornés pour θ ∈ C′et forment une famille méromorphe de façon �ni . De plus, pour n pair et θ ∈ C′ prohede 0, les opérateurs Q(t, s, θ) sont de la forme

Q(t, s, θ) = B(t, s, θ) log θ +

m
∑

j=1

Bj(t, s)θ
−j + C(t, s, θ), (2.3.21)où les opérateurs B(t, s, θ) et C(t, s, θ) sont analytiques en θ pour |θ| < ε0, log estle logarithme dé�ni sur C \ iR−, et où pour tous j = 1, · · · , m et l ∈ N les opérateurs

Bj(t, s) et (∂lθB(t, s, θ)
)

|θ=0
sont des opérateurs de rang �ni. De plus, B(t, s, θ), C(t, s, θ)et les opérateurs Bj(t, s) sont C∞ et T -périodiques en t et dépendent de s.Notons Gs et Ws les opérateurs dé�nis, pour tout ϕ ∈ H1,A1

b,s (R1+n), par
Gs(ϕ)(t) =

∫ t

s

G(t, τ)ϕ(τ)dτ, Ws(ϕ)(t) =

∫ t

s

W (t, τ)ϕ(τ)dτ. (2.3.22)On rapelle les résultats suivants, qui préisent la nature de la omposition de F ′ et desopérateurs Gs, G(t, s), χWs et χN(t, s), ave χ ∈ C∞
0 (|x| 6 b).Théorème 2.3.3 Soit 0 6 s < T . L'opérateur

Gs : H1,A1

b,s (R1+n) → H2,A1

b,s (R1+n) (2.3.23)est borné, et pour Im(θ) > A1T , la relation F ′(Gs)(t, θ) = Gs(t, s, θ)F
′ reste vraie, où

Gs(t, s, θ) : H1
b,s,per(R

1+n) → H2
b,s,per(R

1+n)est un opérateur véri�ant la propriété (S).Théorème 2.3.4 Soit 0 6 s < T . Pour tout c > 0 et pour tout r ∈ R, l'opérateur
G(t, s) : H1

b (R
1+n) → Hr,c

b,s(R
1+n) (2.3.24)est borné, et l'opérateur

G(t, s, θ) = F ′(G(t, s))(t, θ) : H1
b (R

1+n) → Hr
b,s,per(R

1+n),initialement dé�ni pour Im(θ) > A1T , se prolonge de façon méromorphe jusqu'au demi-plan inférieur ave la propriété (S).



782. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpaireThéorème 2.3.5 Soient χ ∈ C∞
0 (|x| 6 b) et 0 6 s < T . L'opérateur

χWs : H1,A1

b,s (R1+n) → H2,A1

b,s (R1+n) (2.3.25)est borné, et, pour Im(θ) > A1T , la relation F ′(χWs)(t, θ) = Ws(t, s, θ)F
′ reste vraie,où

Ws(t, s, θ) : H1
b,s,per(R

1+n) → H2
b,s,per(R

1+n)est un opérateur véri�ant la propriété (S).Théorème 2.3.6 Soit 0 6 s < T et soit χ ∈ C∞
0 (|x| 6 b). L'opérateur

χN(t, s) : H1
b (R

1+n) → H2,A1

b,s (R1+n), (2.3.26)est borné, et l'opérateur
N(t, s, θ) = F ′(χN(t, s))(t, θ) : H1

b (R
1+n) → H2

b,s,per(R
1+n),initialement dé�ni pour Im(θ) > A1T , se prolonge de façon méromorphe jusqu'au demi-plan inférieur ave la propriété (S).Dans [Vain93℄, Vainberg a démontré les Théorèmes 2.3.3, 2.3.4, 2.3.5 et 2.3.6 pour

s = 0. En ombinant l'estimation (2.3.15), les résultats des Propositions 2.3.3, 2.3.4 et2.3.5 ainsi que les arguments employés par Vainberg pour prouver les Théorèmes 2, 3 et4 de [Vain93℄, on voit que les résultats des Théorèmes 2.3.3, 2.3.4, 2.3.5 et 2.3.6 restentvalables pour 0 6 s < T .Dé�nition 2.3.3 On dit que les opérateurs Q(t, s, θ) ont la propriété (S ′) si : quand
n est impair les opérateurs Q(t, s, θ), θ ∈ C sont bornés et forment une famille mé-romorphe de façon �ni ; 2) Quand n est pair les opérateurs Q(t, s, θ) sont bornés pour
θ ∈ C′ et forment une famille méromorphe de façon �ni. De plus, pour θ prohe de 0dans C′, Q(t, s, θ) est de la forme

Q(t, s, θ) = θ−m
∑

j>0

(

θ

Rt,s(log θ)

)j

Pj,t,s(log θ) + C(t, s, θ), (2.3.27)où C(t, s, θ) est analytique en θ pour |θ| < ε0, Rt,s est un polyn�me , les Pj,t,s sont despolyn�mes de degré au plus lj et log est le logarithme dé�ni sur C \ iR−. Notons que
C(t, s, θ), et les oe�ients de Rt,s et Pj,t,s sont C∞ et T -périodique en t et dépendentde s. De plus, les oe�ients des Pj,t,s sont des opérateurs de rang �ni.Théorème 2.3.7 Soit B > A ave A la onstante de l'estimation (1.2.7). Il existe
A2 > B tel que, pour tout h ∈ H1,B

b,s (R
1+n) ave 0 6 s < T , l'équation

ϕ+

∫ t

s

G(t, τ)ϕ(τ)dτ = h (2.3.28)admet une unique solution dans l'espae H1,A1

b,s (R1+n) pour tout A1 > A2, et on a
‖ϕ‖

H
1,A1
b,s

(R1+n)
6 C(s)‖h‖

H
1,B
b,s

(R1+n). (2.3.29)



2.3. Déroissane intégrable de l'énergie loale pour n > 4 pair 79Preuve. Soient ϕ1 et ϕ2 deux solutions de (2.3.28) appartenant à H1,A1

b,s (R1+n). Alors,
ϕ = ϕ1 − ϕ2 est une solution de

ϕ+

∫ t

s

G(t, τ)ϕ(τ) = 0.Par onséquent, ϕ est solution de (2.3.9) pour h = 0 et l'uniité de la solution de(2.3.9) implique que ϕ1 − ϕ2 = 0. Cela prouve l'uniité de la solution de (2.3.28). Pourprouver le théorème il nous su�t maintenant de montrer que (2.3.28) a une solutionvéri�ant (2.3.29) pour h à valeurs dans un sous-espae dense de H1,B
b,s (R

1+n). Prenonsomme sous-espae dense C∞(R1+n) ∩ H1,B
b,s (R

1+n). Dans e as on montre failementque l'équation (2.3.28) a une solution ϕ ∈ C∞(R1+n) véri�ant ϕ(t, x) = 0 pour |x| > bou pour t 6 s (voir la preuve du Théorème 2.3.2). Notons
ψ = e−Btϕ, Ĝ(t, τ) = e−B(t−τ)G(t, τ).Alors, l'équation (2.3.28) s'érit de la façon suivante

ψ + Ĝsψ = e−Bth, où (Ĝsψ)(t) =

∫ t

s

Ĝ(t, τ)ψ(τ)dτ. (2.3.30)D'après le Théorème 2.3.3 pour tout q ∈ H2
b (R

1+n) véri�ant q(t, x) = 0 pour t < s, on a
‖Ĝsq‖H2(R1+n) = ‖e−BtGs(e

Btq)(t)‖H2(R1+n)

6 C‖e−BteBtq‖H1(R1+n) = C‖q‖H1(R1+n).Par onséquent, pour tout d > 0, on a
‖Ĝsq‖H2([s,s+d]×Rn) 6 C1‖q‖H1(R1+n). (2.3.31)En utilisant l'opérateur de prolongement, on prouve l'existene d'une fontion ψ̃ égaleà ψ pour t 6 s+ d et véri�ant
‖ψ̃‖H1(R1+n) 6 2‖ψ‖H1([s,s+d]×Rn). (2.3.32)Comme ψ ∈ C∞(R1+n), le terme de droite de (2.3.32) est borné. Le terme de gauhe de(2.3.31) est indépendant de la valeur de la fontion q(τ) pour τ > s + d. On en déduitque l'estimation (2.3.31) pour q = ψ̃ et l'estimation (2.3.32) impliquent

‖Ĝsψ‖H2([s,s+d]×Rn) = ‖Ĝsψ̃‖H2([s,s+d]×Rn) 6 C1‖ψ̃‖H1(R1+n)

6 2C1‖ψ‖H1([s,s+d]×Rn).
(2.3.33)On note E(d, q) la quantité

E(d+ s, q) = ‖∂tq(d+ s)‖2L2(Rn) + ‖q(d+ s)‖2H1(Rn).Comme Ĝsψ(s) = 0, Ĝsψ ∈ C∞(R1+n) et omme Ĝsψ(., x) = 0 pour |x| > b, pour tout
d > 0, on a
E(d+ s, Ĝsψ) =

∫

Rn

∫ s+d

s

[

∂2t (Gsψ)∂tGsψ + ∂t(Gsψ)∂2tGsψ
]

(t, x) dt dx

+
∫

Rn

∫ s+d

s

[

∂t(Gsψ)Gsψ + (Gsψ)∂tGsψ
]

(t, x) dt dx

+
∫

Rn

∫ s+d

s

[

∂t∇x(Gsψ) · ∇xGsψ +∇x(Gsψ) · ∂t∇xGsψ
]

(t, x) dt dx.



802. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpaireUne appliation de l'inégalité de Cauhy-Shwarz entraîne
E(d+ s, Ĝsψ) 6 C2‖Ĝsψ‖2H2([s,s+d]×Rn)ave C2 indépendant de d. On en déduit que (2.3.33) implique

E(d+ s, Ĝsψ) 6 C‖ψ‖2H1([s,s+d]×Rn) = C

∫ s+d

s

E(t, ψ)dt. (2.3.34)On montre failement que pour tous ϕ1, ϕ2, on a
E(d, ϕ1 + ϕ2) 6 2E(d, ϕ1) + 2E(d, ϕ2).En ombinant ela ave la formule (2.3.30) et l'estimation (2.3.34), on obtient

E(d+ s, ψ) 6 2C

∫ s+d

s

E(t, ψ)dt+ 2E(d, e−Bth).Une appliation du lemme de Gronwall donne alors
E(d+ s, ψ) 6 2CE(d, e−Bth)e2Cd,dont on déduit
e−2CdE(d+ s, ψ) 6 2CE(d, e−Bth). (2.3.35)En intégrant (2.3.35) par rapport à d > 0, on obtient (2.3.29) pour A2 =

√
2C +B. �Le résultat suivant est une onséquene immédiate des Théorèmes 2.3.2, 2.3.4 et2.3.7.Proposition 2.3.6 Soient 0 6 s < T et A1 > A2, ave A2 la onstante du Théorème2.3.7 pour un ertain B > A. Il existe un opérateur

L(t, s) : L2
b → H1,A1

b,s (R1+n)tel que L(t, s) est borné et véri�e
L(t, s)h +

∫ t

s

G(t, τ)L(τ, s)hdτ = −G(t, s)h, h ∈ L2
b , t > T. (2.3.36)Dans la suite, on supposera que A1 > A2 ave A2 la onstante du Théorème 2.3.7 pourun ertain B > A. Nous allons maintenant rappeler un résultat, établi par Vainberg, quipermettra de dé�nir la nature de la transformation de Fourier-Bloh-Gelfand de L(t, s).Théorème 2.3.8 ([Vain93℄, Théorème 9) Soit H un espae de Hilbert. Si

G(t, s, θ) : H → Hest une famille d'opérateurs ompats ayant la propriété (S) et s'il existe θ0 telle que
Id+G(t, s, θ0) est inversible, alors la famille d'opérateurs (Id+G(t, s, θ))−1 a la propriété
(S ′).



2.3. Déroissane intégrable de l'énergie loale pour n > 4 pair 81En appliquant e résultat, on démontre la propriété suivante :Théorème 2.3.9 Soient 0 6 s < T . L'opérateur
L(t, s, θ) : L2

b → H1
b,s,per(R

n+1),dé�nie sur Im(θ) > A1T par la relation
L(t, s, θ) = F ′(L(t, s))(t, θ),se prolonge de façon méromorphe et véri�e la propriété (S ′).Preuve. Appliquons l'opérateur F ′ aux deux �tés de (2.3.36). On déduit des Théorèmes2.3.4 et 2.3.5, et des Propositions 2.3.5 et 2.3.6, que, pour Im(θ) > A1T , F ′(L(t, s))(t, θ)véri�e

(Id +Gs(t, s, θ))F
′(L(t, s))(t, θ) = −G(t, s, θ). (2.3.37)Nous supposons que l'opérateur Gs(t, s, θ) agit dans les espaes

Gs(t, s, θ) : H1
b,s,per(R

1+n) → H1
b,s,per(R

1+n). (2.3.38)D'après le Théorème 2.3.4, l'opérateur (2.3.38) est ompat. Par onséquent, on déduitde (2.3.37) ainsi que du Théorème 2.3.8 et des propriétés des opérateurs Gs(t, s, θ) et
G(t, s, θ) établies dans les Théorèmes 2.3.4 et 2.3.5, que le Théorème 2.3.9 est vrai, si onpeut démontrer l'existene de D > A1T tel que pour θ = iD l'opérateur (Id+Gs(t, s, θ))est inversible. Pour prouver ela, il su�ra de démontrer que, pour un ertain D > A1Tet pour θ = iD, l'équation

(Id +Gs(t, s, θ))ψ = ϕ, ϕ, ψ ∈ H1
b,s,per(R

1+n), (2.3.39)admet une unique solution ψ pour tout ϕ. Soient g ∈ H1
b,s,per(R

1+n) et γ ∈ C∞(R)véri�ant 0 6 γ 6 1, γ(t) = 0 pour t 6 s + T
2
, γ(t) = 1 pour t > s + 2T

3
. D'après leThéorème 2.3.7, l'équation

ϕ1 +

∫ t

s

G(t, τ)ϕ1(τ)dτ = γga une unique solution ϕ1 ∈ H1,A1

b,s (R1+n). Le Théorème 2.3.3 implique que, pour
Im(θ) > A1T , l'équation (2.3.39) a pour unique solution

ψ = F ′(ϕ1) ∈ H1
b,s,per(R

1+n) pour ϕ = F ′(γg).Fixons D > A1T . Pour prouver le théorème il su�t de démontrer que pour haque
ϕ ∈ H1

b,s,per(R
1+n), on peut trouver g ∈ H1

b,s,per(R
1+n) tel que

ϕ = [F ′(γg)]|θ=iD. (2.3.40)



822. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpairePour Im(θ) > A1T et t ∈ [s, s+ T ], on a
F ′(γg)(t, θ) = e

iθt
T

+∞
∑

k=0

(γg)(kT + t)eikθ

= e
iθt
T

(

(γg)(t) +
+∞
∑

k=0

g(kT + t)eikθ

)

= e
iθt
T

(

(γg)(t) + g(t)

+∞
∑

k=0

eikθ

)

= e−
Dt
T g(t)

[

γ(t) + (1− e−D)−1e−D
]

.Soit p1 une fontion dé�nie sur s 6 t 6 s+ T , par
p1(t) = e−

Dt
T

[

γ(t) + (1− e−D)−1e−D
]

.Pour tout s 6 t 6 s + T
2
, on a

p1(t) = e−
Dt
T (1− e−D)−1e−Det, pour tout s+ 3T

2
6 t 6 s+ T , on a
p1(t) = e−(

D(t−T )
T )e−D

[

1 + (1− e−D)−1e−D
]

= e−(
D(t−T )

T )[e−D + (1− e−D)−1e−2D
]

= e−(
D(t−T )

T )(1− e−D)−1e−D.Cela implique que, pour tout N ∈ N, on a
dNp1
dtN

(s) =
dNp1
dtN

(s+ T ).Par onséquent on peut dé�nir une fontion p ∈ C∞(R) et T -périodique telle que
p(t) = p1(t), t ∈ [s, s+ T ].Comme γ(t) > 0, on obtient que p(t) > 0 pour tout t ∈ R. Alors, pour haque

ϕ ∈ H1
b,s,per(R

1+n), on a (2.3.40) si
g(t, .) =

ϕ(t, .)

p(t)
.

�Notons R(t, s) l'opérateur dé�ni par
R(t, s) = −ψN(t, s) +

∫ t

s

W (t, τ)L(τ, s)dτ. (2.3.41)On peut généraliser les résultats établis par Vainberg pour s = 0, de la façon suivante :



2.3. Déroissane intégrable de l'énergie loale pour n > 4 pair 83Théorème 2.3.10 Soit 0 6 s < T et soit χ ∈ C∞
0 (|x| 6 b). L'opérateur

χR(t, s) : L2
b → H1,A1

b,s (R1+n)est un opérateur borné. De plus, la famille d'opérateurs
R(t, s, θ) : L2

b → H1
b,per(R

1+n), R(t, s, θ) = F ′(χR(t, s))(t, θ)dé�nie initialement pour Im(θ) > AT , admet un prolongement méromorphe véri�ant lapropriété (S ′).Vainberg a établi les résultats du Théorème 2.3.10 dans le Théorème 11 de [Vain93℄pour s = 0 et t > T2(b). En ombinant les résultats des Théorèmes 2.3.5, 2.3.6, 2.3.7et 2.3.9 ave l'estimation (2.3.15), on démontre que es résultats restent valables pour
0 6 s < T et t > T2(b) + T .Remarque 2.3.2 Notons que le Théorème 2.3.10 ne donne auune information sur ladépendane en s de R(t, s, θ). Dans la sous-setion 2.3.4, en supposant (H3) satisfaite,nous préiserons la nature de ette dépendane pour Im(θ) > 0.En ombinant les représentations (2.3.10) et (2.3.36), et en appliquant un argument dedensité, on obtient

V (t, s)h = W (t, s)h+

∫ t

s

W (t, τ)L(τ, s)h dτ, h ∈ L2
b . (2.3.42)D'après la dé�nition de ξ, pour t− s > T2(b), on a

χξ(t, s) = 0, χ ∈ C∞
0 (|x| 6 b).En ombinant e résultat ave les formules (2.3.5), (2.3.42) et (2.3.41), on trouve que,pour 0 6 s < T et t > T2(b) + T ,

χ1V (t, s)χ2 = χ1R(t, s)χ2, χ1, χ2 ∈ C∞
0 (|x| 6 b).Le Théorème 2.3.10 implique que, pour 0 6 s < T et t > T2(b) + T ,

V (t, s, θ) = F ′(χ1V (t, s)χ2)(t, θ)admet un prolongement méromorphe véri�ant la propriété (S'). Nous allons maintenantombiner e dernier résultat ave l'hypothèse (H3) a�n de démontrer l'estimation (2.3.1)pour les dimensions paires.2.3.4 Preuve du Théorème 2.3.1L'objetif de ette sous-setion sera de montrer la déroissane de l'énergie loaledé�nie dans le Théorème 2.3.1. Pour ela, nous allons utiliser le fait que, pour 0 6 s < Tet t > T2(b) + T , l'opérateur
F ′(ψ1V (t, s)ψ2)(t, θ), ψ1, ψ2 ∈ C∞

0 (|x| 6 b)



842. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpairevéri�e la propriété (S'). L'objetif des sous-setions 2.3.1, 2.3.2 et 2.3.3 a été de générali-ser les résultats de [Vain93℄ a�n de prouver e dernier résultat. En suivant les argumentsde [Vain93℄ e résultat nous permet de déterminer le dévelopement asymptotique quand
t → +∞ de χ1V (t, s)χ2. Néanmoins on ne peut pas en déduire l'estimation (2.3.1).L'objetif de ette sous-setion est de montrer omment on peut ombiner l'hypothèse(H3), qui ne �gure pas dans [Vain93℄, ave les généralisations que nous avons établi pourprouver (2.3.1). Tout d'abord, nous montrerons omment l'hypothèse (H3) modi�e lanature du prolongement méromorphe F ′(ψ1V (t, s)ψ2)(t, θ). Ensuite, en intégrant sur unontour onvenablement hoisi, nous démontrerons la déroissane de l'énergie loaledes solutions de (0.1.3) lorsque f = (0, f2). Plus préisément, en établissant le liensentre la résolvante tronquée Rψ1,ψ2(θ) et F ′(ψ1V (t, s)ψ2)(t, θ), nous montrerons que leshypothèses (H1) et (H3) impliquent que, pour tout χ1 ∈ C∞

0 (|x| 6 b), on a
‖χ1V (t, s)χ1‖ 6

C

(t+ 1) ln2(t + e)
, ‖χ1∂tV (t, s)χ1‖ 6

C

(t+ 1) ln2(t + e)
(2.3.43)ave C indépendant de s et de t. En�n, nous établirons des arguments permettant dedéduire (2.3.1) à partir de (2.3.43). Notons U(t, s) l'opérateur dé�ni par

U(t, s) = P1U(t, s)P 1.Pour tout h ∈ Ḣ1(Rn), w = U(t, s)h est solution de
{

∂2tw − divx(a(t, x)∇xw) = 0,
(w,wt)|t=s = (h, 0).Lorsque a(t, x) est indépendant de t on a

∂tV (t, s)f − V (t, s)
(

(∂2t V (t, s)f)|t=s
)

= U(t, s)f, f ∈ C∞
0 (Rn) (2.3.44)et on déduit immédiatement l'estimation (2.3.1) des estimations (2.3.43). Lorsque a(t, x)dépend de t l'identité (2.3.44) n'est plus valable et il est plus di�ile de prouver que(2.3.43) implique (2.3.1).Remarque 2.3.3 Contrairement aux sous-setions 2.3.1, 2.3.2 et 2.3.3, où nous avonsgénéralisé les résultats de [Vain93℄, dans ette sous-setion nous démontrons le lien entrele prolongement méromorphe de la résolvante tronquée Rψ1,ψ2(θ) et elui de

F ′(ψ1V (t, s)ψ2)(t, θ), et nous établissons des arguments permettant de passer des estima-tions (2.3.43) à l'estimation (2.3.1). La démonstration de es étapes, qui sont néessairespour établir (2.3.1), onstituent l'une des prinipales ontributions de notre analyse parrapport à l'analyse de Vainberg dans [Vain93℄.Dans la suite, on onsidérera χj , ψj ∈ C∞
0 (|x| < ρ+1+ j+1

5
+(j−1)T ), j ∈ {1, . . . , 4},telles que, pour tout j ∈ {1, · · · , 4}, on a

ψj(x) = χj(x) = 1, pour |x| 6 ρ+ 1 +
j

5
+ (j − 1)T. (2.3.45)En partiulier, pour tout j ∈ {1, 2, 3}, on a

χj+1 = 1 sur supp(χj) + T, ψj+1 = 1 sur supp(ψj) + T.Pour prouver le Théorème 2.3.1, nous allons ommener par faire la liaison entre
F ′(χ3V (t, s)ψ3)(t, θ) et Rχ4,ψ4(θ).



2.3. Déroissane intégrable de l'énergie loale pour n > 4 pair 85Lemme 2.3.1 Supposons que (H1) et (H3) sont satisfaites et que n > 4 est pair. Soient
t > (k0+1)T , 0 6 s 6 2T

3
. Alors, la famille d'opérateurs V (t, s, θ) = F ′(χ3V (t, s)ψ3)(t, θ)est analytique en θ pour θ ∈ {θ ∈ C

′ : Im(θ) > 0} et on a
lim sup
λ→0

Im(λ)>0



 sup
s∈[0, 2T3 ]

‖V (t, s, λ)‖L(L2(Rn),Ḣ1(Rn))



 <∞. (2.3.46)Preuve. Notons que, d'après l'estimation (1.2.7), pour Im(θ) > AT et pour tous
ϕ1, ϕ2 ∈ C∞

0 (Rn), on obtient
Rϕ1,ϕ2(θ) = −eiθ

∞
∑

k=0

ϕ1U(kT )ϕ2e
ikθ. (2.3.47)Fixons k2 ∈ N tel que 0 6 t′ = t − k2T < T . Supposons que t′ > s. Alors, pour

Im(θ) > AT , on trouve
F ′(χ3V (t, s)ψ3)(t, θ) = F ′(P1χ3U(t, s)ψ3P

2)(t, θ)

= ei
t
T
θ

(

∞
∑

k=−k2

P1χ3U(t + kT, s)ψ3P
2eikθ

)

= P1

(

ei
t
T
θ

∞
∑

k=−k2

χ3U(t + kT, s)ψ3e
ikθ

)

P 2.

(2.3.48)
De plus, on obtient
ei

t
T
θ

∞
∑

k=−k2

χ3U(t+kT, s)ψ3e
ikθ = ei(

t
T
−k2)θχ3U(t′, s)ψ3+e

i t
T
θ

∞
∑

k=−(k2−1)

χ3U(t+kT, s)ψ3e
ikθet omme t

T
= k2 +

t′

T
, ette formule devient

ei
t
T
θ

∞
∑

k=−k2

χ3U(t+kT, s)ψ3e
ikθ = ei

t′

T
θχ3U(t′, s)ψ3+e

i t
′

T
θ



eik2θ
∞
∑

k=−(k2−1)

χ3U(t + kT, s)ψ3e
ikθ



 .En appliquant (1.2.3), pour Im(θ) > AT , on trouve
eik2θ

∞
∑

k=−(k2−1)

χ3U(t+kT, s)ψ3e
ikθ = eik2θ

∞
∑

k=−(k2−1)

χ3U(t′, 0)U((k2−1)T+kT )U(0, s−T )ψ3e
ikθet la propagation en temps �ni implique

eik2θ
∞
∑

k=−(k2−1)

χ3U(t + kT, s)ψ3e
ikθ

= eik2θ
∞
∑

k=−(k2−1)

χ3U(t′, 0)χ4U((k2 − 1)T + kT )ψ4U(0, s− T )ψ3e
ikθ.



862. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpaireEn appliquant (2.3.47) au terme de droite de la formule préédente, on obtient
eik2θ

∞
∑

k=−(k2−1)

χ3U(t + kT, s)ψ3e
ikθ = −χ3U(t′, 0)Rχ4,ψ4(θ)U(0, s− T )ψ3.On en déduit

F ′(χ3V (t, s)ψ3)(t, θ) = P1

(

ei
t′

T
θ [χ3U(t′, s)ψ3 − χ3U(t′, 0)Rχ4,ψ4(θ)U(0, s− T )ψ3]

)

P 2.(2.3.49)De même, pour t′ < s et Im(θ) > AT , on obtient
F ′(χ3V (t, s)ψ3)(t, θ) = −P1

(

ei
t′

T
θχ3U(t′, 0)Rχ4,ψ4(θ)U(0, s− T )ψ3

)

P 2. (2.3.50)Rappelons que T2(b) = k0T . Nous avons établi dans la sous-setion 2.3.3 que, pour
t > (k0 + 1)T = T2(b) + T et 0 6 s 6 2T

3
< T , V (t, s, θ) est méromorphe sur

{θ ∈ C′ : Im(θ) > 0}. De plus, d'après (2.3.49) et (2.3.50), pour t > (k0 + 1)T et
0 6 s 6 2T

3
, l'hypothèse (H3) implique que la famille d'opérateurs V (t, s, θ) n'a pasde p�les dans {θ ∈ C′ : Im(θ) > 0} et véri�e (2.3.46). On en déduit que la familled'opérateurs V (t, s, θ) est analytique en θ pour θ ∈ {θ ∈ C′ : Im(θ) > 0} et véri�e(2.3.46). �Remarque 2.3.4 Notons que, sous l'hypothèse (H3), les égalités (2.3.49) et (2.3.50)restent vraies pour θ ∈ {θ ∈ C′ : Im(θ) > 0}. Cela implique que F ′(χ3V (t, s)ψ3)(t, θ)ainsi que ses dérivées par rapport à t, pour (k0 + 1)T 6 t < (k0 + 2)T , sont bornésindépendament de s pour 0 6 s 6 2T

3
et θ ∈ {θ ∈ C′ : Im(θ) > 0}.Fixons 0 < ν et δ > 0. On dé�nit le ontour ω de C omme une ourbe, reliant

−iδT − ν et −iδT + ν, qui est symétrique par rapport à l'axe Re(θ) = 0. La partie de
ω ontenue dans {θ : Im(θ) > 0} est un demi erle de rayon ν,

ω ∩ {θ : Re(θ) < 0, Im(θ) 6 0} = [−ν − iδT,−ν]et
ω ∩ {θ : Re(θ) > 0, Im(θ) 6 0} = [ν, ν − iδT ].
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ν

ω

ν − iδT−ν − iδTFigure 2.1 � Contour ωÀ partir de la transformation de Fourier-Bloh-Gelfand de ψ1V (t, s)ψ2, on obtient ledéveloppement asymptotique de ψ1V (t, s)ψ2, quand t→ +∞, en appliquant l'estimationsuivante :Lemme 2.3.2 ([Vain88℄, Lemme 7, Chapitre X) Soient p, q ∈ Z et log le logarithmedé�ni sur C \ iR−. Supposons que ν = 1
t
. Alors, on a

∫

ω

e−itθθp(log(θ))qdθ ∼
t→+∞

Ct−p−1(ln(t))q−1 (2.3.51)ave C indépendant de t.
Lemme 2.3.3 Supposons que (H1) et (H3) sont satisfaites et que n > 4 est pair. Soit
d ∈ N tel que d > k0 + 1 et soit 0 6 s 6 2T

3
. Alors, on a

‖χ3V (dT, s)ψ3‖L(L2(Rn),Ḣ1(Rn)) 6
C5

(dT + 1) ln2(dT + e)
. (2.3.52)Preuve. Sahant que V (dT, s, θ) = F ′(χ3V (t, s)ψ3)(dT, θ) véri�e la propriété (S'), ilexiste ε0 > 0 tel que, pour θ ∈ C′ ave |θ| 6 ε0, on a

V (dT, s, θ) = V ((k0 + 1)T, s, θ) =
∑

k>−m

∑

j>−mk

Rkj(s)θ
k(log θ)−j. (2.3.53)La propriété (2.3.46) implique que dans la représentation (2.3.53), Rkj(s) = 0 pour

k < 0 ou k = 0 et j < 0. Cela entraîne que, pour θ ∈ C′ ave |θ| 6 ε0, on obtient lareprésentation suivante
V (dT, s, θ) = V ((k0 + 1)T, s, θ) = A(s, θ) +B(s)θm0 log(θ)−µ + o

θ→0

(

θm0 log(θ)−µ
)(2.3.54)ave A(s, θ) une fontion holomorphe en θ pour |θ| 6 ε0, B(s) un opérateur de rang �ni, m0 > 0 et µ > 1. De plus, d'après (2.3.49) et (2.3.50), pour ε0 assez petit A(s, θ) et

B(s) sont bornés indépendamment de s.



882. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpaireEn appliquant es résultats et en intégrant V (dT, s, θ) sur un ontour onvenablenous allons montrer la déroissane des solution de (0.1.3) pour f1 = 0. Commençonspar dé�nir e ontour. Comme V (dT, s, θ) n'a pas de p�les sur {θ ∈ C
′ : Im(θ) > 0},il existe 0 < δ 6 ε0 tel que V (dT, s, θ) n'a pas de p�les sur

{θ ∈ C
′ : Im(θ) > −δT, −π 6 Re(θ) 6 π}.Considérons le ontour γ = Γ1 ∪ ω ∪ Γ2 où

Γ1 = [−iδT − π,−iδT − ν], Γ2 = [−iδT + ν,−iδT + π]et 0 < ν < ε0 est su�samment petit. Le ontour ω est une ourbe, reliant −iδT − ν et
−iδT + ν, qui est symétrique par rapport à l'axe Re(θ) = 0. La partie de ω ontenuedans {θ : Im(θ) > 0} est un demi erle de rayon ν,

ω ∩ {θ : Re(θ) < 0, Im(θ) 6 0} = [−ν − iδT,−ν]et
ω ∩ {θ : Re(θ) > 0, Im(θ) 6 0} = [ν, ν − iδT ].De plus, ω est ontenu dans la région où V (dT, s, θ) n'a pas de p�les. Considérons aussile ontour fermé C dé�ni par

C = [i(A+1)T+π, i(A+1)T−π]∪[i(A+1)T−π,−iδT−π]∪γ∪[−iδT +π, i(A+1)T+π].

Γ1

ω

ν

Γ2

−π π

−π + i(A+ 1)T π + i(A+ 1)T

−π − iδT π − iδT

ν − iδT−ν − iδTFigure 2.2 � Contour CD'après les propriétés de F ′, on a
V (dT, s, θ + 2π) = V (dT, s, θ). (2.3.55)Comme le ontour C est ontenu dans la région où V (dT, s, θ) n'a pas de p�les, la formulede Cauhy implique
∫

C

e−idθV (dT, s, θ)dθ = 0.De plus, la propriété (2.3.55) entraîne
∫

[i(A+1)T−π,−iδT−π]

e−idθV (dT, s, θ)dθ = −
∫

[−iδT+π,i(A+1)T+π]

e−idθV (dT, s, θ)dθ.
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∫

[i(A+1)T−π,i(A+1)T+π]

F (χ3V (t, s)ψ3)(dT, θ)dθ =

∫

γ

F (χ3V (t, s)ψ3)(dT, θ)dθ. (2.3.56)La formule d'inversion (2.3.16) et l'égalité (2.3.56) impliquent
χ3V (dT, s)ψ3 =

1

2π

∫

γ

F (χ3V (t, s)ψ3)(dT, θ)ψ3dθ =
1

2π

∫

γ

e−idθV ((k0 + 1)T, s, θ)dθ.(2.3.57)Pour estimer le terme de droite de la formule (2.3.57), nous allons appliquer le Lemme2.3.2. Considérons A(s, θ) la partie holomorphe de la représentation (2.3.54). Choisissons
δ tel que δ < ε0

T
. Ainsi, la ourbe fermée ω ∪ [−iδT − ν,−iδT + ν] est ontenue dansle domaine {θ ∈ C : |θ| < ε0}. Comme A(s, θ) est holomorphe en θ pour |θ| 6 ε0, enappliquant la formule de Cauhy, on obtient

∫

ω

e−idθA(s, θ)dθ = −
∫

[−iδT−ν,iδT+ν]

e−idθA(s, θ)dθet, omme A(s, θ) est borné indépendamment de s, ela donne
∣

∣

∣

∣

∫

ω

e−idθA(s, θ)dθ

∣

∣

∣

∣

6 C1e
−δ(dT ) (2.3.58)ave C1 > 0 indépendant de s et de d. D'après (2.3.49) et (2.3.50), pour θ ∈ Γ1 ∪ Γ2ave δ su�sament petit,

V (dT, s, θ) = V (k0T, s, θ)est borné indépendamment de s et on montre failement que
∣

∣

∣

∣

∣

∫

Γj

e−ikθV (dT, s, θ)dθ

∣

∣

∣

∣

∣

6 C2e
−δ(dT ), j = 1, 2 (2.3.59)ave C2 indépendant de s et de d. En appliquant les estimations (2.3.58), (2.3.59) et lareprésentation (2.3.54), on obtient

∫

γ
e−idθV ((k0 + 1)T, s, θ)dθ = o

d→+∞

(

1

(dT + 1) ln2(dT + e)

)

+

∫

ω

e−idθ
(

B(s)θm0(log θ)−µ + o
θ→0

(

θm0(log θ)−µ
)

)

dθ.(2.3.60)En appliquant l'estimation (2.3.51) pour t = d et ν = 1
d
, on trouve

∫

ω

e−idθθm0(log θ)−µdθ 6
C3

(dT + 1)m0+1 lnµ+1(dT + e)
.En ombinant l'estimation préédente ave la représentation (2.3.60), pour tous

d > k0 + 1 et 0 6 s 6 2T
3
, on obtient

∥

∥

∥

∥

∫

γ

e−idθV ((k0 + 1)T, s, θ)dθ

∥

∥

∥

∥

L(L2,Ḣ1(Rn))

6
C4

(dT + 1) ln2(dT + e)



902. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpaireave C4 > 0 indépendant de s et de d. La formule d'inversion (2.3.57) implique que,pour tous d > k0 + 1 et 0 6 s 6 2T
3
, on a (2.3.52). �Lemme 2.3.4 Supposons que (H1) et (H3) sont satisfaites et que n > 4 est pair. Soient

t > (k0 + 1)T , 0 6 s 6 2T
3
. Alors, on a la représentation suivante

χ3V (t, s)ψ3h = t−m0−1 ln−µ0−1(t)B1(t, s)h+ Ṽ (t, s)h, (2.3.61)où
B1(t, s) : L2(Rn) → C∞

per(R
1+n)

h 7→ B1(t, s)hest un opérateur de rang �ni borné indépendamment de s pour 0 6 s 6 2T
3
, et B1(t, s)est T -périodique par rapport à t, µ0 > 1 et m0 > 0. De plus, pour t > (k0 + 1)T et

0 6 s 6 2T
3
, on a l'estimation

∥

∥

∥
∂jt

(

Ṽ (t, s)
)∥

∥

∥
6 Cj

5∂
j
t

(

t−m0−1 ln−µ0−2(t)
)

, j ∈ Nave Cj
5 > 0 indépendant de s et t.Preuve. Considérons V (t, s, θ) = F ′(χ3V (t, s)ψ3)(t, θ). Dans la sous-setion 2.3.3nous avons montré que, pour t > (k0+1)T et 0 6 s 6 2T

3
, V (t, s, θ) se prolonge de façonméromorphe en véri�ant la propriété (S'). Notons (κj)j>1 les p�les de V (t, s, θ) dans C′véri�ant

0 6 Re(κj) <
2π

T
, Im(κj+1) < Im(κj), lim

j→+∞
Im(κj) = −∞.D'après (S'), il existe ε0 > 0 tel que pour θ ∈ C′ véri�ant |θ| 6 ε0 on a la représentation

V (t, s, θ) =
∑

k>−m

∑

j>−mk

Rkj(t, s)θ
k(log θ)−j (2.3.62)ave Rkj(t, s) des opérateurs C∞ et T -périodiques en t. On déduit de ette représentationque, pour θ ∈ C

′ véri�ant |θ| 6 ε0, on a
V (t, s, θ) = A(t, s, θ) +B(t, s)θp logq(θ) + C(t, s, θ) (2.3.63)ave A(t, s, θ) la partie holomorphe de la représentation (2.3.62) et B(t, s)θp logq(θ) leterme dominant, pour θ → 0, de V (t, s, θ) − A(t, s, θ). De plus, A(t, s, θ), B(t, s) et

C(t, s, θ) sont C∞ et T -périodiques en t. À partir de es propriétés de V (t, s, θ), sousl'hypothèse (H1), Vainberg donne (voir la preuve du théorème prinipal de [Vain93℄qu'on trouve à la �n de [Vain93℄) la représenation suivante
χ3V (t, s)ψ3h =

∑

16j6N

∑

06l6pj

tle−iκjtAj,l(t, s)h+ t−p−1 lnq−1 tB1(t, s)h+ VN(t, s)h,(2.3.64)où B1(t, s), Aj,l(t, s) : L2((Rn)) → C∞
per(R

1+n) sont des opérateurs de rang �ni qui sont
C∞ et T -périodiques en t, et VN (t, s) véri�e

∥

∥∂jt (VN(t, s))
∥

∥ 6 Cj
5(s)∂

j
t

(

t−p−1 lnq−2(t)
)

, j ∈ N.



2.3. Déroissane intégrable de l'énergie loale pour n > 4 pair 91De plus, on a
Im(κj) > 0, j ∈ {1, · · · , N}.Notons que la dépendane en s des opérateurs B1(t, s), Aj,l(t, s) et VN(t, s) est de lamême nature que elle des opérateurs A(t, s, θ), B(t, s), C(t, s, θ) et V (t, s, θ) pour Im(θ)prohe de 0. D'après le Lemme 2.3.1, pour t > (k0 + 1)T > 1 et 0 6 s 6 2T

3
, lafamille d'opérateurs V (t, s, θ) n'a pas de p�les sur {θ ∈ C′ : Im(θ) > 0}. De plus, lesidentités (2.3.49), (2.3.50) et l'hypothèse (H3) impliquent que les opérateurs A(t, s, θ),

B(t, s) et C(t, s, θ) et leurs dérivées par rapport t sont bornés indépendamment de t.Par onséquent, dans la représentation (2.3.64), les opérateurs Aj,l(t, s) sont nuls etles opérateurs B1(t, s) et VN (t, s) ainsi que leurs dérivées par rappot à t sont bornésindépendamment de s. On en déduit, la représentation suivante
χ3V (t, s)ψ3h = t−p−1 lnq−1 tB1(t, s)h+ Ṽ (t, s)have Ṽ (t, s) véri�ant
∥

∥

∥
∂jt

(

Ṽ (t, s)
)∥

∥

∥
6 Cj

5∂
j
t

(

t−p−1 lnq−2(t)
)

, j ∈ N.ave Cj
5 > 0 indépendant de s. D'autre part, en notant t = dT + t′, ave 0 6 t′ < T , eten appliquant les mêmes arguments qu'au Lemme 2.3.3 et le fait que

F (V (t, s))(t, θ + 2π) = F (V (t, s))(t, θ),on montre que
χ3V (t, s)ψ3 =

1

2π

∫

γ

e−i
t′

T
θe−idθV ((k0 + 1)T + t′, s, θ)dθave γ le ontour dé�ni dans la preuve du Lemme 2.3.3. En appliquant le Lemme 2.3.1ainsi que les mêmes arguments que eux utilisés au Lemme 2.3.3, on obtient

∥

∥

∥

∥

∫

γ

e−i
t′

T
θe−idθV ((k0 + 1)T + t′, s, θ)dθ

∥

∥

∥

∥

6
C

(dT + 1) ln2(dT + e)et on en déduit que
‖χ3V (t, s)ψ3‖L(L2(Rn),Ḣ1(Rn)) 6

C ′

(t+ 1) ln2(t+ e)
, t > (k0 + 1)T.Cette dernière estimation prouve que q 6 −1 et p > 0. �En utilisant (2.3.61) on obtient failement l'estimation suivante :Lemme 2.3.5 Supposons que (H1) et (H3) sont satisfaites et que n > 4 est pair. Soient

d > (k0 + 1), 0 6 s 6 2T
3
. Alors, on a

‖χ3∂tV (dT, s)ψ3‖L(L2(Rn),L2(Rn)) 6
C5

(dT + 1) ln2(dT + e)
. (2.3.65)



922. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpairePreuve du Théorème 2.3.1.D'après (2.3.52), nous avons établi la déroissane de l'énergie loale des solutionsde (0.1.3) pour f = (0, f2). Nous allons maintenant montrer que e résultat reste vraipour toutes les solutions de (0.1.3). Pour ela, il nous su�ra d'estimer χ2U(dT, 0)ψ2.Soit α ∈ C∞(R) telle que α(t) = 0 pour t 6 T
2
et α(t) = 1 pour t > 2T

3
. On remarqueque pour tout h ∈ Ḣ1(Rn), w = α(t)U(t, 0)h est solution de

{

∂2tw − divx(a(t, x)∇xw) = [∂2t , α](t)U(t, 0)h,
(w,wt)|t=0 = (0, 0).

(2.3.66)On déduit du problème de Cauhy (2.3.66) la représentation suivante
U(t, 0) = α(t)U(t, 0) =

∫ t

0

V (t, s)[∂2t , α](s)U(s, 0)ds, t > T. (2.3.67)Comme [∂2t , α](t) = 0 pour t > 2T
3
, la formule (2.3.67) devient

U(t, 0) =

∫ 2T
3

0

V (t, s)[∂2t , α](s)U(s, 0)ds, t > T.La propagation en temps �ni implique
χ2U(dT, 0)ψ2 =

∫ 2T
3

0

χ2V (dT, s)ψ3[∂
2
t , α](s)U(s, 0)ψ2ds, d > 1. (2.3.68)La formule (2.3.68) et l'estimations (2.3.52), impliquent que, pour

d > k0 + 1, on a
‖χ2U(dT, 0)ψ2‖L(Ḣ1(Rn),Ḣ1(Rn)) 6

C6

(dT + 1) ln2(dT + e)
, (2.3.69)ave C6 > 0 indépendant de d.Montrons maintenant que es estimations sont aussi valables pour les dérivées d'ordre1 par rapport à t des solutions de (0.1.3). Soit β ∈ C∞

0 (Rn). La formule (2.3.67) impliqueque, pour t > (k0 + 1)T , on a
∂tU(t, 0)β =

∫ 2T
3

0

∂tV (t, s)[∂
2
t , α](s)U(s, 0)βds.Par densité, ela donne

χ2∂tU(dT, 0)ψ2 =

∫ 2T
3

0

χ2∂tV (dT, s)ψ3[∂
2
t , α](s)U(s, 0)ψ2ds, d > k0 + 1et l'estimation (2.3.65) entraîne que, pour d > k0 + 1, on a

‖χ2∂tU(dT, 0)ψ2‖L(Ḣ1(Rn),L2(Rn)) 6
C7

(dT + 1) ln2(dT + e)
. (2.3.70)



2.3. Déroissane intégrable de l'énergie loale pour n > 4 pair 93En appliquant l'ensemble des estimations que nous avons établi, nous allons démon-trer (2.3.1). En e�et, les estimations (2.3.52), (2.3.65), (2.3.69) et (2.3.70), impliquentque, pour d > k0 + 1, on a
‖χ2U(dT, 0)ψ2‖L(Ḣ1(Rn)) 6

C8

(dT + 1) ln2(dT + e)
. (2.3.71)Supposons que t− s > (k0 + 3)T et prenons k, l ∈ N tels que

kT 6 t 6 (k + 1)T, lT 6 s 6 (l + 1)T.Alors, la propriété (1.2.3) et la propagation en temps �ni impliquent
χ1U(t, s)ψ1 = χ1U(t, kT )χ2U((k − (l + 1))T, 0)ψ2U((l + 1)T, s)ψ1et (k−(l+1))T > (k0+1)T . En ombinant les estimations (1.2.7) et (2.3.71), on obtient

‖χ1U(t, s)ψ1‖L(Ḣ1(Rn)(Rn)) 6
C9

((k − (l + 1))T + 1) ln2((k − (l + 1))T + e)
.De plus, on trouve

(t− s + 1) ln2(t− s+ e) 6 ((k − (l + 1))T + 2T + 1) ln2((k − (l + 1))T + 2T + e)

6 (k − (l + 1))T ln2((k − (l + 1))T )

(

1 +
2T + 1

(k − (l + 1))T

)

×
(

1 +
ln(1 + 2T+e

(k−(l+1))T
)

ln((k − (l + 1))T )

)2

6 C10(k − (l + 1))T ln2((k − (l + 1))T )et on montre failement que
(k − (l + 1))T ln2((k − (l + 1))T ) 6 C11((k − (l + 1))T + 1) ln2((k − (l + 1))T + e).On en déduit l'estimation

(t− s+ 1) ln2(t− s+ e) 6 C12((k − (l + 1))T + 1) ln2((k − (l + 1))T + e).Cela entraîne
‖χ1U(t, s)ψ1‖L(Ḣ1(Rn)(Rn)) 6

C13

(t− s+ 1) ln2(t− s+ e)
.Pour t− s 6 (k0 + 3)T , d'après l'estimation (1.2.7), on a

‖χ1U(t, s)ψ1‖L(Ḣ1(Rn)(Rn)) 6 C14e
A(k0+3)T

6 C14e
A(k0+3)T

(

((k0 + 3)T + 1) ln2((k0 + 3)T + e)

(t− s+ 1) ln2(t− s+ e)

)

.On en déduit failement (2.3.1) pour n > 4 pair. �



942. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpaire2.4 Intégrabilité L2 de l'énergie loaleEn appliquant les estimations (2.3.1) et (1.3.11), nous allons établir l'intégrabilité
L2 de l'énergie loale qui s'érit sous la forme suivante :Théorème 2.4.1 Supposons que n > 4 est pair et que les hypothèses (H1), (H3) sontsatisfaites. Alors, pour tout ϕ ∈ C∞

0 (|x| 6 ρ+ 1), on a
∫ ∞

0

‖ϕU(t, 0)f‖2
Ḣ1(Rn)

dt 6 C(T, ϕ, n, ρ)‖f‖2
Ḣ1(Rn)

. (2.4.1)Preuve. Soient f ∈ Ḣ1(R
n) et χ ∈ C∞

0 (|x| < ρ+ 1) telle que χ = 1 pour |x| 6 ρ+ 1
2
et

0 6 χ 6 1. Notons que
ϕU(t, 0)f = ϕU(t, 0)χf + ϕU(t, 0)(1− χ)f. (2.4.2)En ombinant les estimations (2.3.1), (1.3.11) et la représentation (2.4.2), et en appli-quant les mêmes arguments que eux que nous avons utilisés pour démontrer le Théorème1.3.1, on prouve (2.4.1). �2.5 Exemples de métriques a(t, x)L'objetif de ette setion est d'appliquer les résultats obtenus pour les métriquesnon aptives indépendantes de t a�n de onstruire une métrique périodique en t pourlaquelle les onditions (H1) et (H3) sont satisfaites. Considérons la ondition suivante

2a

ρ
− |at|√

inf a
− |ar| > β > 0 (2.5.1)ave β indépendant de t et x. Il a été établi dans la Setion 1.8.1 du Chapitre 1 quel'hypothèse (H1) est satisfaite si a(t, x) véri�e (2.5.1). Par onséquent, nous supposeronsque a(t, x) véri�e (2.5.1) et nous allons herher une ondition impliquant l'hypothèse

(H3). Considérons une métrique a(t, x) T -périodique par rapport à t (ave T > 0 àdéterminer) telle que a(t, x) véri�e (1.1.1) et (2.5.1). De plus, supposons qu'il existe
T1 ∈ [0, T ] tel que T1 < 1 et

a(t, x) = a1(x), t ∈ [T1, T ], x ∈ R
n. (2.5.2)Notons que la ondition (2.5.1) implique que a1(x) est une métrique non aptive (voir laSetion 1.8.1 du Chapitre 1). Notre objetif sera de montrer que pour T su�sammentgrand a(t, x) véri�e l'hypothèse (H3). Considérons le problème suivant

{

vtt − divx(a1(x)∇xv) = 0,
(v, vt)(0) = f,

(2.5.3)et le propagateur assoié
V(t) : Ḣ1(R

n) ∋ f 7−→ (v, vt)(t) ∈ Ḣ1(R
n).



2.5. Exemples de métriques a(t, x) 95Soit u la solution du problème (0.1.3). Pour T1 6 t 6 T on a
∂2t u− divx(a1(x)∇xu) = ∂2t u− divx(a(t, x)∇xu) = 0.Cela entraîne que, pour tout T1 6 s < t 6 T , on a

U(t, s) = V(t− s). (2.5.4)Le omportement asymptotique quand t → +∞ de l'énergie loale pour le problème(0.1.3) quand a(t, x) ne dépend pas de t a été très largement étudié (voir [Bur98℄, [TZ℄,[Vain88℄, [Vain75℄, [Vain88℄, [Vod99℄ et [Vod04℄). En partiulier, il a été prouvé que sousune ondition de non apture et pour n > 3, l'énergie loale assoiée au problème (2.5.3)déroît.On suppose que n > 4 est pair ar le as impair a été éxaminé dans le Chapitre 1.A�n de montrer (H3), nous appliquerons le résultat suivant :Théorème 2.5.1 Supposons que n > 4 est pair et que a1(x) est non aptive. Soient
ϕ1, ϕ2 ∈ C∞

0 (Rn). Alors, on a
‖ϕ1V(t)ϕ2‖L(Ḣ1(Rn)) 6 Cϕ1,ϕ2t

1−n, t > t0 > 1 (2.5.5)ave Cϕ1,ϕ2 > 0 indépendant de t.L'estimation de l'�énergie loale (2.5.5) est démontrée par Vodev dans [Vod99℄ en suppo-sant que pour la résolvante tronquée Rψ(λ) = ψ(div(a1∇·)−λ2)−1ψ, ψ ∈ C∞
0 (Rn), ψ = 1pour |x| 6 ρ on a estimation

|λ| ‖Rψ(λ)‖L(L2(Rn),L2(Rn)) 6 C, |λ| > C0 > 0.D'autre part, pour des perturbations non aptives l'estimation i-dessus de la résolvantetronquée a été démontrée par Vainberg dans [Vain75℄ et [Vain88℄.Lemme 2.5.1 Soit ψ ∈ C∞
0 (|x| 6 ρ + 1 + T1) telle que ψ = 1 pour |x| 6 ρ + 1

2
+ T1.Alors, on a

U(T1, 0)− V(T1) = ψ(U(T1, 0)− V(T1)) = (U(T1, 0)− V(T1))ψ. (2.5.6)Preuve. Soit g ∈ Ḣ1(R
n) et w la fontion dé�nie par

(w,wt)(t) = U(t, 0)(1− ψ)g.La propagation en temps �ni implique que, pour 0 6 t 6 T1 et |x| 6 ρ + 1
2
, on a

w(t, x) = 0. Alors, on obtient
divx(a1(x)∇x) = ∆x = divx(a(t, x)∇x), pour |x| > ρ. (2.5.7)Par onséquent, w est la solution sur 0 6 t 6 T1 du problème

{

wtt − divx(a1(x)∇xw) = 0,
(w,wt)(0) = (1− ψ)g



962. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpaireet ela entraîne
(U(T1, 0)− V(T1))(1− ψ) = 0. (2.5.8)Notons maintenant u et v les fontions dé�nies par

(u, ut)(t) = U(t, 0)g et (v, vt)(t) = V(t)gave g ∈ Ḣ1(R
n). En appliquant (2.5.7), on peut failement montrer que (1 − ψ)u estsolution de

{

∂2t ((1− ψ)u))−∆x((1− ψ)u)) = [∆x, ψ]u,
(((1− ψ)u), ((1− ψ)u)t)(0) = (1− ψ)g,et (1− ψ)v est solution de

{

∂2t (((1− ψ)v))−∆x((1− ψ)v)) = [∆x, ψ]v,
(((1− ψ)v), ((1− ψ)v)t)(0) = (1− ψ)g,et ela implique

(1− ψ)(U(T1, 0)− V(T1)) = 0. (2.5.9)En ombinant (2.5.8) et (2.5.9), on obtient (2.5.6). �À partir de maintenant, nous onsidérerons une fontion de tronature
ψ ∈ C∞

0 (|x| 6 ρ+ 1 + T1)telle que ψ = 1 pour |x| 6 ρ+ 1
2
+ T1.Lemme 2.5.2 Supposons que n > 4 est pair et que a(t, x) véri�e (2.5.1) et (2.5.2).Alors, pour T assez grand, on a

U(NT, 0)ψ = V(NT )ψ +

N−1
∑

k=0

V(kT + T − T1)Bk,N , N > 1, (2.5.10)où, pour tout N > 1 et pour tout k ∈ {0, . . . , N − 1}, Bk,N véri�e














Bk,N = ψBk,N ,

‖Bk,N‖L(Ḣ1(Rn)) 6
C

(N − k) ln2(N − k + e)

(2.5.11)ave C > 0 indépendant de N , k et T .Preuve. Nous allons prouver (2.5.10) et (2.5.11) par réurrene. Tout d'abord, prenons
B0,1 = U(T1, 0)− V(T1).On déduit de (2.5.6) que
B0,1 = ψB0,1 = B0,1ψ. (2.5.12)De plus, la formule (2.5.4) implique

U(T, 0) = V(T − T1)U(T1, 0) = V(T − T1)B0,1 + V(T ). (2.5.13)



2.5. Exemples de métriques a(t, x) 97Ainsi, en ombinant (2.5.12) et (2.5.13), on voit que la propriété (2.5.10) est vraie pour
N = 1.Supposons maintenant que (2.5.10) et (2.5.11) sont vraies pour N > 1. Posons
S = U(T1, 0)− V(T1). Ave l'aide de (2.5.6) on observe que

S = ψS = Sψ. (2.5.14)Puis, on obtient
U((N + 1)T, 0)ψ = U(T, 0)U(NT, 0)ψ = (V(T ) + V(T − T1)S)U(NT, 0)ψ.L'hypothèse de réurrene entraîne

U((N + 1)T, 0)ψ = (V(T ) + V(T − T1)S)

(

V(NT )ψ +

N−1
∑

k=0

V(kT + T − T1)Bk,N

)

,où, pour tout k ∈ {0, . . . , N − 1}, Bk,N véri�e (2.5.11). On en déduit
U((N + 1)T, 0)ψ = V((N + 1)T )ψ +

N
∑

k=0

V(kT + T − T1)Bk,N+1, (2.5.15)où, pour tout k ∈ {1, . . . , N}, Bk,N+1 = Bk−1,N et
B0,N+1 =

N−1
∑

k=0

SV(kT + T − T1)Bk,N + SV(NT )ψ.L'hypothèse de réurrene implique que, pour tout k ∈ {1, . . . , N}, Bk,N+1 = Bk−1,Nvéri�e (2.5.11). A�n de onlure, il ne nous reste plus qu'à démontrer que B0,N+1 véri�e(2.5.11). Premiérement, notons que l'hypothèse de réurrene et (2.5.15) impliquent
B0,N+1 = ψB0,N+1 (2.5.16)et on trouve

B0,N+1 =

N−1
∑

k=0

SψV(kT + T − T1)ψBk,N + SψV(NT )ψ. (2.5.17)Ensuite, l'estimation (2.5.11) donne que, pour k ∈ {0, . . . , N − 1}, on a
‖Bk,N‖L(Ḣ1(Rn)) 6

C

(N − k) ln2(N − k + e)
, (2.5.18)ave C > 0 indépendant de k, N et T . D'après l'estimation (2.5.5), pour tout

k ∈ {0, . . . , N}, on a
‖ψV(kT + T − T1)ψ‖L(Ḣ1(Rn)) 6

Cψ

(kT + 1 + T − T1) ln
2(kT + (T − T1) + e)

.Si on prend T > 2, l'inégalité préédente devient
‖ψV(kT + T − T1)ψ‖L(Ḣ1(Rn)) 6

C1

T (k + 1) ln2(k + 1 + e)
, (2.5.19)



982. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpaireoù C1 = 2C(T1) est indépendant de k, N et T . Notons que ‖S‖ est indépendant de T ,
k et N . En ombinant la représentation (2.5.17) et les estimations (2.5.18), (2.5.19), onobtient

‖B0,N+1‖L(Ḣ1(Rn)) 6
C1C

T

N−1
∑

k=0

1

(N − k) ln2(N − k + e)
· 1

(k + 1) ln2(k + 1 + e)

+
C1

(NT + 1) ln2(N + 1 + e)
. (2.5.20)De telle manière, on a

∑

N−1
2

6k6N−1

1

(N − k) ln2(N − k + e)
· 1

(k + 1) ln2(k + 1 + e)

6
2

(N + 1) ln2
(

N+1
2

+ e
)

(

∞
∑

k=1

1

k ln2(k + e)

)

6
C2

(N + 1) ln2(N + 1 + e)

(2.5.21)et
∑

06k6N−1
2

1

(N − k) ln2(N − k + e)
· 1

(k + 1) ln2(k + 1 + e)

6
2

(N + 1) ln2
(

N+1
2

+ e
)

(

∞
∑

k=1

1

k ln2(k + e)

)

6
C2

(N + 1) ln2(N + 1 + e)
,

(2.5.22)ave C2 indépendant de k, N et T . De plus, on a
1

NT
=

1

T (N + 1)

N + 1

N
6

2

T (N + 1)
.Les inégalités (2.5.21), (2.5.22) et l'estimation (2.5.20), impliquent

‖B0,N+1‖L(Ḣ1(Rn)) 6

(

4CC1C2 + 2C1

T

)

· 1

(N + 1) ln2(N + 1 + e)
. (2.5.23)On déduit de l'estimation (2.5.23) et de la formule (2.5.16) que si l'on hoisit T de tellesorte que T > 2 et 4CC1C2 + 2C1

T
6 C, B0,N+1 véri�era (2.5.11). Comme la valeur de Test indépendante de N , en assoiant e dernier résultat à (2.5.12) et (2.5.13), on déduitque (2.5.10) et (2.5.11) sont vraies pour tout N > 1. �À partir de maintenant, on hoisit β ∈ C∞

0

(

|x| 6 ρ+ 1
4

) telle que β = 1 pour
|x| 6 ρ+ 1

5
.Lemme 2.5.3 Supposons que n > 4 est pair et que a(t, x) véri�e (2.5.1) et (2.5.2). Soit

s ∈ [T1, T ]. Alors, pour T assez grand, on obtient
U(NT, s)β = V(NT − s)β +

N−1
∑

k=0

V(kT + T − T1)Dk,N(s), N > 2, (2.5.24)



2.5. Exemples de métriques a(t, x) 99où, pour tout N > 2 et pour tout k ∈ {0, . . . , N − 1}, Dk,N(s) véri�e














Dk,N(s) = ψDk,N(s),

‖Dk,N(s)‖L(Ḣ1(Rn)) 6
C

(N − k) ln2(N − k + e)

(2.5.25)ave C > 0 indépendant de s, N , k et T .Preuve. Comme s ∈ [T1, T ], on a U(T, s) = V(T − s). Cela entraîne
U(2T, s)β = (V(T ) + V(T − T1)S)V(T − s)β = V(2T − s)β + V(T − T1)D1,2(s),où D1,2(s) = SV(T − s)β. En tenant ompte de l'estimation (2.5.5), il est faile de voirque D1,2(s) véri�e (2.5.25) pour N = 2. Par onséquent, en répétant l'argument em-ployé dans la preuve de (2.5.10) et (2.5.11), on déduit que pour T assez grand (2.5.24)et (2.5.25) sont satisfaites pour tout entier N > 2. �Lemme 2.5.4 Supposons que n > 4 est pair et que a(t, x) véri�e (2.5.1) et (2.5.2). Sup-posons de plus que les onditions (2.5.10), (2.5.11), (2.5.24) et (2.5.25), sont satisfaiteset que T > 2. Alors, pour tous N > 1, ϕ1 ∈ C∞

0 (|x| 6 ρ+ 1 + 3T ) et pour 0 6 s 6 NT ,on a
‖ϕ1U(NT, 0)ψ‖ 6

C

(N + 1) ln2(N + e)
, (2.5.26)

‖ϕ1U(NT, s)β‖ 6
C ′

(NT − s + 1) ln2(NT − s+ e)
(2.5.27)ave C,C ′ > 0 indépendants de s et N .Preuve. Comme T > 2, l'estimation (2.5.5) implique

‖ϕ1V(kT )ψ‖L(Ḣ1(Rn)) 6
C2

(k + 1) ln2(k + e)
, k ∈ N, (2.5.28)ave C2 indépendant de k. La représentation (2.5.10) peut s'érire

ϕ1U(NT, 0)ψ = ϕ1V(NT )ψ +

N−1
∑

k=0

ϕ1V(kT + T − T1)ψBk,N .En ombinant ette représentation ave les estimations (2.5.11) et (2.5.28), on trouve
‖ϕ1U(NT, 0)β‖L(Ḣ1(Rn)) 6

C3

(N + 1) ln2(N + e)

+C ′
3

N−1
∑

k=0

1

(N − k) ln2(N − k + e)
· 1

(k + 1) ln2(k + 1 + e)et (2.5.21), (2.5.22) impliquent (2.5.26).



1002. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpaireMontrons maintenant (2.5.27). Soit s ∈ [0, NT ] et soit l ∈ {0, . . . , N} tels que
s = lT +s′, ave 0 6 s′ < T . On a U(NT, s) = U((N − l)T, s′). Tout d'abord, supposonsque s′ ∈ [T1, T ]. En appliquant (2.5.24) et (2.5.25), pour N − l > 2 on obtient
ϕ1U(NT, s)β = ϕ1U((N−l)T, s′)β = ϕ1V((NT−s)β+

N−l−1
∑

k=0

ϕ1V(kT+T−T1)ψDk,N(s
′)(2.5.29)où Dk,N(s

′) véri�e (2.5.25). En ombinant les estimations (2.5.25), (2.5.5) et la repré-sentation (2.5.29), on obtient
‖ϕ1U(NT, s)β‖ 6

C4

(N − l + 1) ln2(N − l + e)

+C ′
4

N−l−1
∑

k=0

1

(N − l − k) ln2(N − l − k + e)
· 1

(k + 1) ln2(k + 1 + e)ave C4, C
′
4 > 0 indépendants de l, s′ et N . En appliquant (2.5.21) et (2.5.22), eladonne

‖ϕ1U(NT, s)β‖ 6
C5

(N − l + 1) ln2(N − l + e)
. (2.5.30)Notons que

(N − l + 1) ln2(N − l + e)

(NT − s+ T ) ln2(NT − s+ Te)
6 C6ave C6 indépendant de s, N et l. Par onséquent, la ondition (2.5.30) implique (2.5.27).Pour N − l = 1, on a U(NT, s) = V(NT − s) et on en déduit failement (2.5.27).Supposons maintenant que s′ ∈ [0, T1]. La propagation en temps �ni implique que

ϕ1U(NT, s)β = ϕ1U((N − l)T, s′)β = ϕ1U((N − l)T, 0)ψU(0, s′)βet on obtient (2.5.27) en appliquant (2.5.26). �Théorème 2.5.2 Supposons que n > 4 est pair et que a(t, x) véri�e (2.5.1) et (2.5.2).Alors, pour T assez grand, les hypothèses (H1) et (H3) sont satisfaites.Preuve. Prenons T > 2 tel que les onditions (2.5.10), (2.5.11), (2.5.24) et (2.5.25)soient satisfaites, et �xons ϕ1, ϕ2 ∈ C∞
0 (|x| 6 ρ+ 2 + 3T ) véri�ant

ϕi = 1 pour |x| 6 ρ+ 3T + 1, i = 1, 2.Soit χ ∈ C∞
0

(

|x| 6 ρ+ 1
4

) telle que χ = 1, sur |x| 6 ρ+ 1
5
. Considérons la représentationsuivante

ϕ1U(NT, 0)ϕ2 = ϕ1U(NT, 0)χϕ2 + ϕ1U(NT, 0)(1− χ)ϕ2. (2.5.31)Pour le premier terme de droite de l'égalité (2.5.31), en appliquant (2.5.26), on obtient
‖ϕ1U(NT, 0)χϕ2‖ 6

C ′

(N + 1) ln2(N + e)



2.5. Exemples de métriques a(t, x) 101ave C ′ > 0 indépendant de N . Soit v la fontion dé�nie par (v(t), vt(t)) = V(t)g. Enappliquant (2.5.7), on voit que w = (1− χ)v est solution de
{

∂2tw − divx(a∇xw)) = [∆x, χ]v,
(w,wt)(0) = (1− χ)g.On en déduit la représentation suivante

U(NT, 0)(1− χ) = (1− χ)V(NT )−
∫ NT

0

U(NT, s)QV(s)ds,où
Q =





0 0

[∆x, χ] 0



 .Comme β = 1 sur suppχ, on peut érire ette représentation de la façon suivante
U(NT, 0)(1 − χ) = (1− χ)V(NT )−

∫ NT

0

U(NT, s)βQβV(s)ds.On en déduit
‖ϕ1U(NT, 0)(1− χ)ϕ2‖ 6 ‖ϕ1(1− χ)V(NT )ϕ2‖L(Ḣ1(Rn))

+C
∫ NT

0
‖ϕ1U(NT, s)β‖L(Ḣ1(Rn))‖βV(s)ϕ2‖L(Ḣ1(Rn))ds.Les estimations (2.5.26), (2.5.27) et (2.5.5), entraînent

‖ϕ1U(NT, 0)ϕ2‖ 6
C

(N + 1) ln2(N + e)

+C ′

∫ NT

0

1

(NT − s+ 1) ln2(NT − s+ e)
· 1

(s+ 1) ln2(s+ e)
ds.(2.5.32)Notons qu'on a

∫ NT

NT
2

1

(NT − s+ 1) ln2(NT − s+ e)
· 1

(s+ 1) ln2(s+ e)
ds

6
1

(

NT
2

+ 1
)

ln2
(

NT
2

+ e
) ·
(
∫ +∞

0

1

(s+ 1) ln2(s+ e)
ds

)

6
C1

(

NT
2

+ 1
)

ln2
(

NT
2

+ e
)(2.5.33)et

∫ NT
2

0

1

(NT − s+ 1) ln2(NT − s + e)
· 1

(s+ 1) ln2(s+ e)
ds

6
1

(

NT
2

+ 1
)

ln2
(

NT
2

+ e
) ·
(
∫ +∞

0

1

(s+ 1) ln2(s+ e)
ds

)

6
C1

(

NT
2

+ 1
)

ln2
(

NT
2

+ e
) .(2.5.34)



1022. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpaireEn ombinant (2.5.32), (2.5.33) et (2.5.34), pour tout N ∈ N, on obtient
‖ϕ1U(NT, 0)ϕ2‖L(Ḣ1(Rn)) 6

C

(N + 1) ln2(N + 1 + e)
+

2C1
(

NT
2

+ 1
)

ln2
(

NT
2

+ e
) .Cela implique

+∞
∑

N=0

‖ϕ1U(NT, 0)ϕ2‖L(Ḣ1(Rn)) < +∞. (2.5.35)En appliquant (1.2.7), pour tout θ ∈ C véri�ant Im(θ) > AT , on obtient
Rϕ1,ϕ2(θ) = ϕ1(U(T, 0)− e−iθ)−1ϕ2 = −eiθ

∞
∑

N=0

ϕ1U(NT, 0)ϕ2e
iNθ. (2.5.36)Les onditions (2.5.35) et (2.5.36) impliquent que l'opérateur Rψ1,ψ2(θ) admet un pro-longement holomorphe de {θ ∈ C : Im(θ) > A} sur {θ ∈ C : Im(θ) > 0} et

Rψ1,ψ2(θ) admet un prolongement ontinu et borné de {θ ∈ C : Im(θ) > 0} sur
{θ ∈ C : Im(θ) > 0}. Cela ahève la preuve. �2.6 Preuve du Théorème 2.1.1En ombinant l'estimation (2.4.1), l'estimation (2.3.1) et les estimations loales(2.1.4), on déduit (2.1.5) (voir la Setion 1.4 et la Setion 1.5 du Chapitre 1, pourplus de détails).Remarque 2.6.1 Les Théorèmes 2.1.1 et 2.2.1 et les résultats du Chapitre 1 impliquentque, sous les hypothèses (H1) et (H3), pour n > 3 et pour 2 6 p, q < +∞ véri�ant lesonditions (2.1.1), la solution de (0.1.3), ave s = 0 et f ∈ Ḣ1(R

n), véri�e (2.1.5).2.7 Existene loale de solutions pour les équationsdes ondes semilinéairesConsidérons le problème de Cauhy
{

utt − divx(a(t, x)∇xu)− Fk(u) = 0, (t, x) ∈ Rn+1,
(u, ut)(0, x) = (g1(x), g2(x)) = g(x), x ∈ Rn,

(2.7.1)où pour un k > 1 donné, le terme non linéaire Fk est une fontion C1 sur R véri�ant
Fk(0) = 0, |F ′

k(u)| 6 C|u|k−1 et la métrique a(t, x) ∈ C∞(Rn+1) véri�e les onditions(1.1.1). Dans ette setion nous supposerons que n > 3. On dit que u ∈ C([0, T1], Ḣ1(Rn))est une solution faible de (2.7.1) si, pour tout t ∈ [0, T1], on a
u(t) =

(

U(t, 0)g +
∫ t

0
U(t, s)(0, Fk(u(s)))ds

)

1

= (U(t, 0)g)1 +
∫ t

0
V (t, s)(Fk(u(s))ds.

(2.7.2)Au Chapitre 1 nous avons établi le résultat suivant :



2.7. Existene loale de solutions pour les équations des ondes semilinéaires103Théorème 2.7.1 Supposons que n > 3 et que a(t, x) est une fontion C∞ sur Rn+1véri�ant les onditions (i) et (ii) de (1.1.1). Soit 2 6 p, q < +∞, véri�ant (2.1.3).Alors, il existe δ > 0 telle que, si u(t) est la solution de (0.1.3), ave s = 0 et
f = g ∈ Ḣ1(R

n), alors on a
‖u‖Lp

t ([0,δ],L
q
x(Rn)) + ‖u(t)‖C([0,δ],Ḣ1(Rn

x ))
+ ‖∂t(u)(t)‖C([0,δ],L2(Rn

x )) 6 C(p, q, ρ, n)‖g‖Ḣ1(Rn).(2.7.3)L'objetif de ette setion est d'appliquer les estimations (2.7.3) et (2.1.5) a�n dedémontrer l'existene loale de solutions faibles du problème (2.7.1), quand 0 6 t 6 T1.Nous verrons que pour k onvenable nous pourrons prouver l'existene des points �xesde la fontion
G(u) = (U(t, 0)g)1 +

∫ t

0

V (t, s)Fk(u(s))ds.dans C([0, T1], Ḣ1(Rn)). Les points �xes de G sont loalement les solutions faibles de(2.7.1). Dans un premier temps, nous appliquerons les estimations (2.7.3) pour prouverl'existene et l'uniité loale de solutions faibles de (2.7.1) lorsque a(t, x) véri�e unique-ment les onditions (i) et (ii) de (1.1.1). Ensuite, en supposant que a(t, x) véri�e (1.1.1)et que les hypothèses (H1) et (H3) sont satisfaites, nous appliquerons les estimations(2.1.5) pour établir l'existene en temps long de solutions faibles de (2.7.1), pour desdonnées initiales petites.2.7.1 Existene de solutions loalesLe but de ette sous-setion est d'appliquer les estimations (2.7.3) pour déterminerles nombres k > 1 pour lesquels il existe une solution loale du problème (2.7.1), lorsque
a(t, x) véri�e les onditions (i) et (ii) de (1.1.1). Pour ela, nous devons trouver desnombres k > 1 tels qu'il existe 2 6 p, q < +∞ véri�ant (2.1.3) pour lesquels

k =
q

2
,

k

p
< 1. (2.7.4)Soit k > 1 véri�ant (2.7.4) ave p, q véri�ant (2.1.3). Les inégalités (2.1.3) et (2.7.4)impliquent











































1

p
=
n(q − 2)

2q
− 1 =

n(k − 1)

2k
− 1,

1

p
6

(n− 1)(q − 2)

4q
=

(n− 1)(k − 1)

4k
,

k

p
=

(n− 2)k − n

2
.
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(n− 2)k − n

2
< 1,

0 <
n(k − 1)

2k
− 1 6

1

2
,

n(k − 1)

2k
− 1 6

(n− 1)(k − 1)

4k
.

(2.7.5)
Le système (2.7.5) est équivalent au système suivant















































k <
n + 2

n− 2
,

(n− 3)k 6 n,

k >
n

n− 2
,

(n− 3)k 6 n + 1.

(2.7.6)
Alors, pour n > 4, on a

n+ 2

n− 2
− n

n− 3
=

n− 6

(n− 2)(n− 3)
,tandis que pour n > 6, on trouve

n + 2

n− 2
>

n

n− 3
,et pour n = 4, 5, on obtient

n+ 2

n− 2
6

n

n− 3
.Ces inégalités impliquent que k véri�e (2.7.4) si les onditions suivantes sont satisfaites :

i) n = 3, 3 < k < 5,
ii) n = 4, 2 < k < 3,
iii) n = 5, 5

3
< k < 7

3
,

iv) n > 6, n
n−2

< k 6 n
n−3

.

(2.7.7)Nous allons utiliser le résultat suivant :Lemme 2.7.1 Soit a(t, x) véri�ant les onditions (i) et (ii) de (1.1.1). Soient T1 6 δ et
2 6 p, q < +∞ véri�ant les onditions (2.1.3). Alors, pour tout h ∈ L1([0, T1], L

2(Rn)),on a
∥

∥

∥

∥

∫ t

0

V (t, s)h(s)ds

∥

∥

∥

∥

Lp([0,T1],Lq(Rn))

6 C‖h‖L1([0,T1],L2(Rn)) (2.7.8)ave C > 0 indépendant de T1.



2.7. Existene loale de solutions pour les équations des ondes semilinéaires105Preuve. Soit t0 ∈ [0, T1]. On a
∥

∥

∥

∥

∫ t0

0

V (t, s)h(s)ds

∥

∥

∥

∥

Lp([t0,T1],Lq(Rn))

6

∫ t0

0

‖V (t, s)h(s)‖Lp([t0,T1],Lq(Rn))ds.La dé�nition de V (t, s) entraîne
‖V (t, s)h(s)‖Lp([t0,T1],Lq(Rn)) = ‖(U(t, s)(0, h(s)))1‖Lp([t0,T1],Lq(Rn))

6 ‖(U(t, 0)(U(0, s)(0, h(s)))1‖Lp([0,T1],Lq(Rn)) .Alors, les estimations (2.7.3) impliquent que, pour tout s ∈ [0, t0], on obtient
‖(U(t, 0)(U(0, s)(0, h(s)))1‖Lp([0,T1],Lq(Rn)) 6 Cδ ‖U(0, s)(0, h(s))‖Ḣ1(Rn)

6 C ′
δ‖h(s)‖L2(Rn),où C ′

δ = Cδ sup
s∈[0,T1]

‖U(0, s)‖ est indépendant de t0. Cela entraîne
∥

∥

∥

∫ t0

0
V (t, s)h(s)ds

∥

∥

∥

Lp([t0,T1],Lq(Rn))
6 C ′

δ

∫ t0

0
‖h(s)‖L2(Rn)ds

6 C ′
δ‖h‖L1([0,T1],L2(Rn)).Soient K(s, t) = 1[0,T1](t)1[0,T1](s)V (t, s), X = L2(Rn) et Y = Lq(Rn). Comme p > 1, lelemme de Christ-Kiselev (voir Chapitre 1, Setion 1.4) implique

∥

∥

∥

∥

∫ t

0

V (t, s)h(s)ds

∥

∥

∥

∥

Lp([0,T1],Lq(Rn))

6 C(δ, p)‖h‖L1([0,T1],L2(Rn)).

�En appliquant (2.7.8), nous montrerons que le problème (2.7.1) est loalement bienposé pour k et n véri�ant les onditions (2.7.7).Théorème 2.7.2 Supposons que a(t, x) est une fontion C∞ sur Rn+1 véri�ant lesonditions (i) et (ii) de (1.1.1). Soient k et n véri�ant (2.7.7). Alors, il existe T1 > 0 telque le problème (2.7.1) admet une solution faible u sur [0, T1]. De plus, u est l'uniquesolution faible de (2.7.1) sur [0, T1] véri�ant les propriétés suivantes :
(i) u ∈ C([0, T1], Ḣ1(Rn)), (ii) ut ∈ C([0, T1], L2(Rn)),

(iii) u ∈ Lp([0, T1], L
2k(Rn)) ave 1

p
= n(k−1)

k
− 1.Preuve. Soient k et n véri�ant (2.7.7). Nous avons prouvé qu'on peut trouver

2 6 p, q < ∞ véri�ant les onditions (2.1.3) tels que k
p
< 1 et k

q
= 1

2
. Considérons lanorme ‖.‖YT1 dé�nie par

‖u‖YT1
= ‖u‖C([0,T1],Ḣ1) + ‖u‖Lp([0,T1],Lq(Rn))et

YT1 = C([0, T1], Ḣ1)
⋂

Lp([0, T1], L
q(Rn))



1062. Estimations de Strihartz pour l'équation des ondes ave uneperturbation périodique en temps et non aptive en dimensionpaireave T1 une onstante à déterminer. Notons que (YT1, ‖.‖YT1 ) est un espae de Banah.supposons que f ∈ Ḣ1(R
n), M > 0 et soit BM = {u ∈ YT1 : ‖u‖YT1 6 M}, ave M àdéterminer. Trouver une solution faible u de (2.7.1) revient à trouver un point �xe dela fontion

G(u) = (U(t, 0)g)1 +
∫ t

0

V (t, s)Fk(u(s))ds.Soit u ∈ BM . On a
∥

∥

∥

∫ t

0
V (t, s)Fk(u(s))ds

∥

∥

∥

C([0,T1],Ḣ1)
6 supt∈[0,T1]

∫ T1

0
1[0,t](s)‖V (t, s)Fk(u(s))‖Ḣ1ds,

6 supt∈[0,T1]
∫ T1

0
‖V (t, s)Fk(u(s))‖Ḣ1ds.Les estimations (2.7.3) impliquent que, pour T1 6 δ, il existe C > 0 indépendant de T1tel que

∥

∥

∥

∥

∫ t

0

V (t, s)Fk(u(s))ds

∥

∥

∥

∥

C([0,T1],Ḣ1)

6 C

∫ T1

0

‖Fk(u(s))‖L2(Rn)ds 6 C1

∫ T1

0

∥

∥|u|k(s)
∥

∥

L2(Rn)
ds.(2.7.9)Alors, le Lemme 2.7.1 donne l'estimation

∥

∥

∥

∥

∫ t

0

V (t, s)Fk(u(s))ds

∥

∥

∥

∥

Lp([0,T1],Lq(Rn))

6 C2

∫ T1

0

∥

∥|u|k(s)
∥

∥

L2(Rn)
ds. (2.7.10)On déduit de (2.7.9) et (2.7.10) que

∥

∥

∥

∥

∫ t

0

V (t, s)Fk(u(s))ds

∥

∥

∥

∥

YT1

6 C3

∫ T1

0

∥

∥|u|k(s)
∥

∥

L2(Rn)
ds = C3

∫ T1

0

‖u(s)‖kLqds. (2.7.11)Comme k
p
< 1, une appliation de l'inégalité de Hölder entraîne

∥

∥

∥

∥

∫ t

0

V (t, s)Fk(u(s))ds

∥

∥

∥

∥

YT1

6 C3‖u‖kLp([0,T1],Lq(Rn))(T1)
1− k

p 6 C3M
k(T1)

1− k
p .Choisissons M telle que M

2
> 2C(‖g1‖Ḣ1 + ‖g2‖L2) et soit T1 su�samment petit tel que

C3M
k(T1)

1− k
p 6

M

2
.Alors, ‖G(u)‖YT1 6 M et G(u) ∈ YT1. On a G(BM) ⊂ BM et BM est un ensemble ferméde l'espae de Banah (YT1 , ‖.‖YT1 ). Nous allons maintenant montrer qu'on peut hoisir

T1 assez petit tel que G soit une fontion ontratante. Soient u, v ∈ BM . On a
G(u)− G(v) =

∫ t

0

V (t, s)(Fk(u(s))− Fk(v(s)))ds.De même que pour les inégalités (2.7.9), les estimations (2.7.3) et le Lemme 2.7.1 im-pliquent
‖G(u)− G(v)‖YT1 6 C4

∫ T1

0

‖Fk(u(s))− Fk(v(s))‖L2ds.
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|Fk(u)− Fk(v)| 6 C5|u− v|(|u|+ |v|)k−1.Par onséquent, on obtient

‖G(u)− G(v)‖YT1 6 C6

∫ T1

0

∥

∥|u(s)− v(s)|(|u(s)|+ |v(s)|)k−1
∥

∥

L2 ds.Comme k−1
q

+ 1
q
= k

q
= 1

2
, en appliquant l'inégalité de Hölder généralisée, on trouve

∥

∥|u(s)− v(s)|(|u(s)|+ |v(s)|)k−1
∥

∥

L2 6 ‖u− v‖Lq

∥

∥(|u(s)|+ |v(s)|)k−1
∥

∥

L
q

k−1

6 ‖u− v‖Lq(‖u‖Lq + ‖v‖Lq)k−1.Cela donne
‖G(u)− G(v)‖YT1 6 C7

∫ T1

0

‖u(s)− v(s)‖Lq(‖u(s)‖Lq + ‖v(s)‖Lq)k−1ds.En appliquant à nouveau l'inégalité de Hölder, on trouve
‖G(u)− G(v)‖YT1 6 C7(T1)

1− k
p 2k−1Mk−1‖u− v‖Lp([0,T1],Lq(Rn))

6 C7(T1)
1− k

p (2M)k−1‖u− v‖YT1 .Ainsi, si on hoisit T1 tel que
C7(2M)k−1(T1)

1− k
p < 1,

G sera une ontration de BM sur BM . Par onséquent, il existe un unique u ∈ YT1 telque
‖u‖YT1 6 M et G(u) = u.

�Comme nous utilisons les estimations (2.7.3) pour prouver le Théorème 2.7.1, lalongueur T1 de l'intervalle [0, T1] sur laquelle le résultat d'existene est valable, estmajorée par la longueur δ de l'intervalle sur lequel les estimations (2.7.3) ont été établies.A�n d'améliorer e résultat d'existene, en suivant le raisonnement de [KT℄, dans lasetion suivante nous allons appliquer les estimations (2.1.5).2.7.2 Existene de solutions en temps longDans ette sous-setion nous supposerons que n > 3, a(t, x) est T -périodique parrapport à t et (H1), (H3) sont satisfaites. Nous allons utiliser les estimations (2.1.5)pour trouver une solution de (2.7.1) dé�nie sur [0, T1], ave T1 dépendant uniquementde k, n et g. Pour ela, nous devons trouver k > 1 tel qu'il existe 2 6 p, q < +∞ véri�ant(2.1.1) pour lesquels on a
k =

q

2
,

k

p
< 1. (2.7.12)
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i) n = 3, 3 < k < 5,
ii) n = 4, 2 < k < 3,
iii) n = 5, 5

3
< k < 7

3
,

iv) n > 6, n
n−2

< k < n
n−3

.

(2.7.13)Lemme 2.7.2 Supposons que (H1) et (H3) sont satisfaites, a(t, x) véri�e (1.1.1) et
n > 3. Soient t > s > 0. Alors

‖U(t, s)‖L(Ḣ1(Rn)) 6 C0ave C0 > 0 indépendant de s et t.Preuve. Soit m ∈ N tel que 0 6 s−mT < T . On a
U(t, s) = U(t−mT, s−mT ) = U(t−mT, 0)U(0, s−mT ).Comme t−mT > s−mT > 0, (2.1.5) implique

‖U(t−mT, 0)‖L(Ḣ1(Rn)) 6 C ′ave C ′ > 0 indépendant de t. De même, on a
‖U(0, s−mT )‖L(Ḣ1(Rn)) 6 sup

s′∈[0,T ]

‖U(0, s′)‖L(Ḣ1(Rn)) = C ′′.Cela implique
‖U(t, s)‖L(Ḣ1(Rn)) 6 C ′C ′′ = C0et C0 est indépendant de t et s.

�Les estimations (2.1.5), le lemme de Christ-Kiselev (voir Chapitre 1, Setion 1.4) etle Lemme 2.7.2 impliquent le résultat suivant :Lemme 2.7.3 Supposons que n > 3, et supposons que a(t, x) véri�e (1.1.1) et que (H1),
(H3) sont satisfaites. Soient 2 6 p, q < ∞ véri�ant (2.1.1) et soit T1 > 0. Alors, pourtout h ∈ L1([0, T1], L

2(Rn)), on a
∥

∥

∥

∥

∫ t

0

V (t, s)h(s)ds

∥

∥

∥

∥

Lp([0,T1],Lq(Rn))

6 C‖h‖L1([0,T1],L2(Rn))ave C > 0 indépendant de h et T1.Preuve. Soient t0 > 0, s ∈ [0, t0] et t > t0. Considérons mT 6 t0 < (m+ 1)T . On a
V (t, s)h(s) = (U(t−mT, s−mT )(0, h(s)))1 ,

= (U(t−mT, 0)U(0, s−mT )(0, h(s)))1 ,
= (U(t−mT, 0)U(mT, s)(0, h(s)))1 .
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∥

∥

∥

∥

∫ t0

0

V (t, s)h(s)ds

∥

∥

∥

∥

Lp([t0,+∞[,Lq(Rn))

6 C

∫ t0

0

‖U(mT, s)(0, h(s))‖Ḣ1(Rn) ds.Le Lemme 2.7.2 entraîne
∫ mT

0

‖U(mT, s)(0, h(s))‖Ḣ1(Rn) ds 6 C0

∫ mT

0

‖h(s)‖L2(Rn)ds.De même, omme mT 6 t0 < (m+ 1)T , on a
∫ t0

mT

‖U(0, s−mT )(0, h(s))‖Ḣ1(Rn) ds 6 sup
s∈[0,T ]

‖U(0, s)‖
∫ t0

mT

‖h(s)‖L2(Rn)ds.Cela entraîne
∥

∥

∥

∥

∫ t0

0

V (t, s)h(s)ds

∥

∥

∥

∥

Lp([t0,+∞[,Lq(Rn))

6 C

∫ +∞

0

‖h(s)‖L2(Rn)dsave C > 0 indépendant de t0. Comme p > 1, le lemme de Christ-Kiselev implique
∥

∥

∥

∥

∫ t

0

V (t, s)h(s)ds

∥

∥

∥

∥

Lp(R+,Lq(Rn))

6 Cp‖h‖L1(R+,L2(Rn)).On en déduit
∥

∥

∥

∫ t

0
V (t, s)h(s)ds

∥

∥

∥

Lp([0,T1],Lq(Rn))
6

∥

∥

∥

∫ t

0
V (t, s)1[0,T1](s)h(s)ds

∥

∥

∥

Lp(R+,Lq(Rn))

6 C‖h‖L1([0,T1],L2(Rn))ave C > 0 indépendant de T1. �Théorème 2.7.3 Supposons que k et n véri�ent les onditions (2.7.13). Soit a(t, x)véri�ant (1.1.1) telle que (H1) et (H3) sont satisfaites. Alors, il existe C(k, Fk, T, ρ, n)telle que, pour tout g ∈ Ḣ1(R
n), il existe une solution faible u de (2.7.1) sur [0, T1] ave

T1 = C(k, Fk, T, n, ρ)
(

‖g‖Ḣ1(Rn)

)−d

, (2.7.14)où d =
2(k − 1)

(n+ 2)− (n− 2)k
. De plus, u est l'unique solution faible de (2.7.1) sur [0, T1]véri�ant les propriétés suivantes :

(i) u ∈ C([0, T1], Ḣ1(Rn)), (ii) ut ∈ C([0, T1], L2(Rn)),

(iii) u ∈ Lp([0, T1], L
2k(Rn)) ave 1

p
= n(k−1)

k
− 1.

(2.7.15)Preuve. Soit CF > 0 telle que
|Fk(u)| 6 CF |u|k et |Fk(u)− Fk(v)| 6 CF |u− v|(|u|k−1 + |v|k−1).
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Ak telle que pour tout T1 > 0 on a

∥

∥

∥

∥

∫ t

0

V (t, s)h(s)ds

∥

∥

∥

∥

Lp([0,T1],Lq(Rn))

6 Ak‖h‖L1([0,T1],L2(Rn))et
‖(U(t, 0)g)1‖Lp([0,T1],Lq(Rn)) 6 Ak‖g‖Ḣ1(Rn).D'après le Théorème 2.7.1, G(u) = (U(t, 0)g)1 +

∫ t

0
V (t, s)Fk(u(s))ds admet un point�xe dans l'ensemble

{u ∈ C([0, T1], Ḣ1) ∩ Lp([0, T1], Lq) : ‖u‖C([0,T1],Ḣ1) + ‖u‖Lp([0,T1],Lq) 6M},si on hoisit M,T1 > 0 telles que
{

Ak‖g‖Ḣ1(Rn) + C3M
k(T1)

1− k
p 6M,

C7(2M)k−1(T1)
1− k

p < 1.
(2.7.16)En partiulier, les onditions (2.7.16) seront satisfaites si

{

Ak‖g‖Ḣ1(Rn) + C3M
k(T1)

1− k
p =M,

C7(2M)k−1(T1)
1− k

p < 1.
(2.7.17)Prenons M , T1 véri�ant (2.7.17). Soit t1 = (T1)

1− k
p . On trouve que le système (2.7.17)est équivalent au système suivant























t1 =
M −Ak‖g‖Ḣ1(Rn)

C3Mk
,

0 <
M − Ak‖g‖Ḣ1(Rn)

M
<

1

C72k−1
.

(2.7.18)Comme M 7−→ M−Ak‖g‖Ḣ1(R
n)

M
est stritement roissante, on obtient que (t1,M) est unesolution de (2.7.18) si
M <

2k−1Ak‖g‖Ḣ1(Rn)

2k−1 − 1
.Prenons

M0 =
α2k−1Ak‖g‖Ḣ1(Rn)

2k−1 − 1
et t1 =

M0 − Ak‖g‖Ḣ1(Rn)

C3(M0)kave 1− 1

2k−1
< α < 1. Alors, (M0, t1) est une solution de (2.7.18) et on a

t1 =
α2k−1

2k−1−1
− 1

C8

(

2k−2Ak

2k−1−1

)k

‖g‖k−1

Ḣ1(Rn)

= C ′(k, Fk)‖g‖−(k−1).Par onséquent, pour M =M0 et
T1 = (t1)

1

1− k
p = C(k, Fk)

(

‖g‖Ḣ1(Rn)

)−

(

k−1

1− k
p

)

,



2.7. Existene loale de solutions pour les équations des ondes semilinéaires111
M et T1 véri�ent les onditions (2.7.17). De plus, on a

k

p
=

(n− 2)k − n

2
.Ainsi, on obtient

k − 1

1− k
p

=
2(k − 1)

(n + 2)− (n− 2)ket M , T1 véri�ent les onditions (2.7.16) si M =M0 et
T1 = C(k, Fk)

(

‖g‖Ḣ1(Rn)

)−( 2(k−1)
(n+2)−(n−2)k )

.Notons que, pour n > 6, on a n

n− 3
6
n+ 2

n− 2
et k < n

n− 3
implique que k < n+ 2

n− 2
. �
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Ḣγ(R

n), 2
∂
∂r
, 56
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