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Introduction générale

NE propriété remarquable des systéemes quantiques est leur énergie de point zéro.

Cette derniere est 1’énergie d’'un systeme lorsque celui-ci se trouve dans son état
fondamental, c’est-a-dire 1’énergie la plus basse qu’il peut atteindre. Le vide quantique
est I’état fondamental du champ électromagnétique en ’absence de source. Il possede une
énergie attribuée aux fluctuations irréductibles du champ électromagnétique. Comme on
ne peut envisager un espace sans ces fluctuations, nous appelerons alors simplement cet

état fondamental “le vide”.

Ces fluctuations ont des effets visibles au quotidien, par exemple 1’émission spon-
tanée qui représente 1’émission de lumiere pour toutes les sources que nous utilisons,
exceptés les lasers, ou encore une partie des forces de van der Waals dont I'impor-
tance est fondamentale en chimie et en biologie [1]. D’un point de vue macroscopique,
elles donnent lieu & l'effet Casimir [2]. Historiquement 'effet Casimir est la force at-
tractive entre deux plaques conductrices. On sait maintenant la déterminer pour tout
type de matériau ou de géométrie. Cette force est dominante a courte distance. Elle
présente un intérét technologique car elle doit étre prise en compte dans les nanosystemes
électromécaniques (NEMS). Elle présente en outre un intérét fondamental : il est impor-
tant de bien déterminer cette force pour effectuer des tests de gravité non Newtonienne
a léchelle micrométrique [3]. Baptisée de fagon imagée “a force from nothing” [4], leffet
Casimir désigne aujourd’hui tout phénomene lié a I’énergie du vide [5]. Cependant le cas
des fluctuations du vide pose un probleme & l'interface de la physique et de la gravi-
tation : la densité d’énergie qui leur est associée est infinie. Quelle que soit la coupure
physiquement acceptable du point de vue de ’électrodynamique quantique, cette énergie
ne produit pas les effets gravitationnels escomptés. C’est “la catastrophe du vide”, une
des principales énigmes de la physique contemporaine [6].

L’énergie et 'impulsion étant reliées par la relativité, il est naturel de se deman-
der g’il existe une contribution du vide a "impulsion d’un milieu. L’impulsion étant une
observable, a la différence de I’énergie, on peut se poser la question : qu’advient-il de
la divergence ? Dans le vide, I'impulsion associée au champ est nulle pour des raisons
évidentes de symétrie : il n’y a pas de direction privilégiée. En revanche il est entendu
aujourd’hui qu’une impulsion non nulle est possible dans les milieux bi-anisotropes, dans
lesquels un champ magnétique peut induire une polarisation [7, 8]. Une premiere estima-
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tion attribue une contribution infinie & 'impulsion du milieu [9]. Cet effet, la présence
d’une impulsion non nulle du champ, survit-il a la régularisation de cette divergence ?
D’autre part la question de la définition de l'impulsion du champ électromagnétique
dans un milieu matériel fait débat [10, 11]. Il est donc nécessaire de considérer un modele
microscopique pour étre tout a fait rigoureux [12].

Un milieu quelconque est bi-anisotrope simplement s’il est en mouvement. Dans ce cas
on s’attend a ce qu'une contribution du vide a I'impulsion soit proportionelle a la vitesse
du milieu, c’est-a-dire a une contribution a la masse. Autrement dit, ’énergie de Casimir
respecte-t-elle le principe d’équivalence masse-énergie d’Einstein 7 Cette question rejoint
le débat fondamental concernant les éventuels effets gravitationnels de 1’énergie du vide,
et a travers elle de I’énergie de Casimir.

Pour répondre a ces questions, nous détaillerons dans une premiere partie la no-
tion de vide quantique, les effets connus et les probléemes conceptuels inhérents a
I’électrodynamique quantique. Nous détaillerons le formalisme associé a la description
du vide quantique comme état fondamental du champ électromagnétique. Nous abor-
derons ensuite la question de I'impulsion du champ dans un milieu matériel, puis nous
présenterons les milieux bi-anisotropes, ou les propriétés de symétrie sont favorables a
I'observation d’un nouvel effet macroscopique du vide que nous avons appelé “moment
cinétique de Casimir”. Nous évoquerons l'origine de ce moment cinétique ainsi que la
nécessité d’une approche microscopique du probleme.

Nous développerons au second chapitre un modeéle microscopique mettant en évidence
cette interaction entre vide quantique et milieu bi-anisotrope. Le modele est constitué
d’un dipole et des champs électrique et magnétique croisés, en interaction avec le vide.
Cette approche, qui se veut la plus rigoureuse possible, nous permettra de valider I’exis-
tence du moment cinétique de Casimir et d’en évaluer ’ordre de grandeur.

Dans le troisieme chapitre nous appliquerons la méme approche microscopique au
cas ou la bi-anisotropie est due au déplacement du milieu, qui sera ici un atome d’Hy-
drogene. On s’attend dans ce cas a une correction de masse. Nous retrouverons le principe
d’équivalence masse-énergie d’Einstein. Nous considérerons ensuite 'interaction avec une
radiation thermique isotrope. Les effets de température non nulle respecterons aussi le
principe d’équivalence. Dans le cas de deux atomes, nous montrerons que l’énergie de
liaison, associée aux forces de Van der Waals, peut étre partie intégrante de la masse
inertielle de ’ensemble.

Nous nous intéresserons enfin au chapitre 4 a l’énergie de Casimir d’une boule
diélectrique. Le moment cinétique de Casimir d’une boule diélectrique a été considérée
par Van Tiggelen [8]. L’auteur a proposé une contribution proportionnelle & I’énergie de
Casimir contenue dans la boule, ce que nous retrouverons en étendant I’approche micro-
scopique au cas de N atomes. L’énergie de Casimir associée a une sphere ou une boule
diélectrique a été déterminée dans le cadre de la sonoluminescence. L’énergie de point
zéro du champ électromagnétique avait été proposée comme origine de ce phénomene.
Cette approche a depuis été abandonnée, mais ’énergie de Casimir associée a une sphere
est toujours controversée. Nous revisiterons cette question a I'aide d’un model numérique
s’appuyant sur une description discrete de la matiere.
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Introduction

Il est important de bien expliquer la notion de vide et les effets qui lui sont associés.
Nous verrons la quantification des champs et le formalisme que nous utiliserons, ainsi
que les principaux effets que sont le déplacement de Lamb et la force de Casimir. Nous
aborderons ensuite la propagation des photons dans la matiere et en particulier dans les
milieux bianisotropes. Associés aux fluctuations du vide, ces milieux pourraient acquérir
de la quantité de mouvement ce qui est le point de départ de notre étude. Nous aborderons
enfin le lien entre cette énergie de point zéro et la masse.

1.1 Le vide

Dans le sens commun “le vide”fait référence a un “espace qui n’est pas occupé par
quelque chose " [Larousse|, un “espace qui ne contient rien” [Robert]. Cet espace vide sert
de base a la physique classique. Il est ce qui reste lorsque 'on a enlevé toute la matiere.
Cette notion de vide est remise en cause a la fin du XIXeme siecle par I’avénement de
la physique statistique. L’espace a l'intérieur d’une cavité ne contient plus “rien”mais
au contraire est rempli de champs électromagnétiques appelés “rayonnement du corps
noir” exercant une pression sur les parois. Le spectre de ce rayonnement est mal compris et
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8 Introduction : énergie du vide et impulsion du champ électromagnétique  §1.1

conduit & une densité d’énergie infinie a I'intérieur de la cavité. Planck, en 1900, réussit a
trouver une loi de rayonnement en accord avec les mesures expérimentales. Considérant
que le modele utilisé pour calculer I’énergie totale a partir d’'un spectre continu était
erroné, Planck a supposé que ’énergie électromagnétique, au lieu d’étre continue comme
dans la théorie classique, ne peut prendre que des valeurs discretes hrv dépendant de la
fréquence v et de la constante de Planck h. Ces valeur discretes sont appelées quanta. Les
quanta du champ électromagnétique sont désormais appelés photons. Bien que Planck
n’ait pas introduit directement la quantification, cette approche est 'acte de naissance
de la mécanique quantique. A I’équilibre thermique, I’énergie moyenne (E) par mode de
fréquence v est I’énergie d’un photon multiplié par le nombre de photons moyen (n) dans
le mode :

(E) = (n)hv avec (n)= }W;

ekBT —1

ou kp est la constante de Boltzmann et T la température. Ce qui n’était alors qu'un
“artifice de calcul” permet de trouver une densité d’énergie qui correspond a ’expérience,
la loi de Planck :

— (1.1)
¢l ek}ll:iT -1

Cette densité, comme on peut s’y attendre, redonne la densité d’énergie obtenue
classiquement si on fait tendre h vers zéro, c’est-a-dire si l'on considere I’énergie
électromagnétique comme continue. En revanche si I'on fait tendre la température vers
zéro, le nombre de photons par mode tend lui aussi vers zéro et ’on retrouve dans cette
limite un espace vide qui ne contient rien, ni matiére ni rayonnement.

4

vers la
“catastrophe
ultravioletie”

Loi de Rayleigh-Jeans

Intensité

Loi de Planck

b

Fnéquencg

FIGURE 1.1 — Densité d’énergie par mode en fonction de la fréquence. En bleu la loi de Rayleigh-

Jeans p(v) o< 3, en rouge la loi de Planck (1.1)

Einstein reprend l'idée des quantas en 1905 afin d’expliquer l'effet photoélectrique
[13], puis en 1909 pour évaluer la force de friction subie par un miroir qui se déplace dans



81.1 Le vide 9

un champ thermique [14], en appliquant sa théorie du mouvement brownien [15]. Ces
effets liés au concept de photon s’appuient sur le caractere corpusculaire de la lumiere.

En 1912, insatisfait de sa premiére dérivation, la quantification ayant été & ce moment
la une simple astuce mathématique, “un acte désespéré” comme il I’a avoué lui-méme [16],
Planck corrige sa premiere loi et introduit la notion d’énergie de point zéro :

correspondant a l’énergie d’un demi-photon par mode. Bien que cette approche soit
controversée, Einstein et Stern remarquent en 1913 que cette deuxieme loi possede un
meilleur comportement dans la limite classique kg1 > hv,

hv 1 hv 1
ekBT — 1 + EgT + Q(kBT) -
kT 1 1 1 1
~ —— _— + _hv~ (kT — =h —hv~kgT+0| =
Tt (kT = ghw) & ghw = ke T + <T>

c’est-a-dire n’a pas de correction au premier ordre a kg7'. La méme année suite a leurs
travaux sur la chaleur spécifique des gaz dont les anomalies peuvent étre expliquées
par I'énergie de point zéro, ils concluent que “I’existence d’une énergie de point zéro
d’amplitude %hl/ est probable”[17]. Debye en 1914 suggere que les fluctuations de point
zéro du mouvement atomique doivent étre observables [18]. En 1916 Nernst remarque
que ces fluctuations doivent aussi exister pour le champ électromagnétique remplissant
Pespace libre [19]. La preuve expérimentale de 'existence de cette énergie de point zéro
est apportée en 1924 par Mulliken en mesurant les spectres de vibration de molécules
diatomiques [20]. Comme nous allons le voir au cours de ce chapitre, les fluctuations de
point zéro pour les champs électromagnétiques conduisent a des effets observables, tel le
déplacement de Lamb ou les forces de Van der Waals.

Le vide correspond donc désormais a un état bien défini dans lequel le champ
électromagnétique se trouve dans son état fondamental. Il faut alors prendre en compte
leffet de ces fluctuations de point zéro du champ et I’énergie qui y est associée.

1.1.1 Le champ électromagnétique dans le vide

Nous allons ici décrire de fagon élémentaire la quantification du champ
électromagnétique dans le vide. Les notions et le formalisme introduits ici seront utilisés
dans les chapitres suivants.
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1.1.1.a Variables normales

Le champ dit libre, c’est-a-dire dans une région de I’espace vide de sources, est décrit
par les équations de Maxwell pour les champs électrique E et magnétique B :

V-E=0 (1.2a)
V-B=0 (1.2b)
0B
VXE=——— 1.2
X T (1.2¢)
1 OE
VxB=—— 1.2d
% 2 ot (1.2d)
On introduit le potentiel vecteur A tel que B = V x A. D’apres I’équation (1.2c) le champ
électrique s’écrit alors E = —%%—? — V¢ avec ¢ un potentiel scalaire. Nous utiliserons

dans toute la suite la jauge de Coulomb. Ce choix sera justifié ultérieurement §1.1.1.d.
Dans cette jauge V- A = 0 et en 'absence de charge ¢ = 0. Sachant que V- (V x A) =0
les équations (1.2b) et (1.2a) sont de fait vérifiées.

Pour résoudre le systéme ((1.2¢),(1.2d)) on se place dans l’espace réciproque. On note
E(k) la transformée de Fourier spatiale de E. Les champs E(k) et E(r) sont reliés par :

E(k) = (27:)3/2 / d3rE(r)e kT (1.3a)
E(r) = (27:)3/2 / dErE(k)ekr (1.3b)

En prenant le rotationnel de (1.2c), on réécrit les équations (1.2¢) et (1.2d) dans l’espace
de Fourier :

ik’E(k) = k x a]zik) (1.4a)
IBk) _ ;o2 o B(k) (1.4b)
ot
On déduit de ce systeme (1.4) les équations suivantes :
Ja(k) .
5 = iwa(k) (1.5a)
a%(tk) — iwB(k) (1.5b)

pour lesquelles on a défini w = ck, k le vecteur unitaire pointant dans la direction de k
et les variables a(k) et B(k) telles que
(k) = 5

ak)=——F—

2N (k)

ﬂ(k) = _W(k)

(E(k) —ck % B(k)) (1.62)
(E(k) + ck x B(k)) (1.6b)

ot N (k) est un coefficient de normalisation qui sera choisi ultérieurement. Les champs
électrique et magnétique E et B étant réels, cela impose E*(k) = E(—k) et donc B(k) =
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—a’*(—k). en inversant le systeme (1.6) les champs dans ’espace réciproque se réécrivent :

E(k) = —iN (k) (a(k) — a*(—k)) (1.7a)
1 N .
B(k) = — i\ (k) <k x (k) + k x a*(—k)) (1.7b)
On a donc maintenant un systéme de deux équations indépendantes pour les variables
a(k) et a*(—k). Ces dernieres représentent les variables normales du systéme.
1.1.1.b Vecteurs polarisation

D’apres les équations (1.2a) et (1.2b), les champs dans le vide sont transverses, c¢’est-
a~dire qu’ils satisfont pour tout k : k- E(k) = 0 et k- B(k) = 0. Par conséquent a(k)
est lui aussi transverse et I'on peut pour chaque valeur de k le décomposer sur une base
de deux vecteurs unitaires € et €’ perpendiculaires a k. On peut alors décomposer o sur
cette base :

a(k) = eac(k) + €' aq (k)

=> eac(k)

ou ae (k) est la composante de a sur le vecteur €. L’ensemble {a.(k)} forme un ensem-
ble complet de variables indépendantes pour décrire le champ électromagnétique. Les
vecteurs € et &' représentent les deux polarisations possibles pour une onde de vecteur
d’onde k.

1.1.1.c Un mode du champ comme un oscillateur harmonique

Ecrivons I'énergie totale Hrp du champ électromagnétique. D’apres l'identité de
Parseval-Plancherel :

Hp = 620/d37” (E*(r) + ¢°B*(r))
= ;]/dSk (E*(k) - E(k) + ¢*B*(k) - B(k)) (1.8)

En insérant les relations (1.7) et en effectuant le changement de variable k en —k pour
une partie de l'intégrale il vient :

Hp = eg/dgkNQ(k) [ (k) - a(k) + a(k) - a* (k)]
Pour un mode k du champ, I’énergie associée est
hr(k) = N2 (k) [a (k) - a(k) + a(k) - o (k)] (1.9)
On définit les quantités réelles q et p telles que

q= 5/\/\/5 [a(k) — (k)] (1.10a)
p = NVe [a(k) + a*(k)] (1.10b)
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alors I’équation (1.9) devient

he() = 5 [p7 + ') (1.11)
la forme de cette équation suggere que le mode du champ électromagnétique de fréquence
w est mathématiquement équivalent a un oscillateur harmonique de fréquence w. Il reste
a prouver que ¢ et p sont bien deux variables position et impulsion conjuguées canon-
iquement. D’apres (1.10) et (1.5a) il vient dq/0t = p et Op/Ot = —w?q ce qui correspond
justement aux équations d’Hamilton obtenues a partir de I’Hamiltonien hp. Le champ
électromagnétique pourra donc étre considéré formellement comme un ensemble d’oscil-

lateurs harmoniques de fréquence w. L’énergie totale du champ Hp s’écrit alors :

Hp = eg/d3kZN(k)2 [0 (k)ae (k) + ae(k)ak(k)] (1.12)

1.1.1.d Quantification du champ

L’approche simpliste pour quantifier le champ consiste a remplacer simplement les
variables normales ae (k) et (k) par des opérateurs d’annihilation ac(k) et de création
at (k). On peut ensuite postuler 'Hamiltonien et les relations de commutation :

hw
S
€
[aksaak’s’} = [a:s’alt’e’] =0 (1.14)
[ake, al—:’e’} = 5kk’5ss’

ol la constante N (k) a été choisie de fagon & se ramener & un Hamiltonien d’oscillateurs
harmoniques, forme suggérée par (1.11), et & obtenir des relations de commutation (1.14)

o[

Il faut ensuite montrer que les équations de Heisenberg déduites de cet Hamiltonien et

simples :

de ces relations de commutations redonnent bien les équations de Maxwell.
Une approche plus rigoureuse consisterait a partir d’une description Lagrangienne des

7

équations de Maxwell et d’associer a chaque couple “coordonnée généralisée”-“moment
canoniquement conjugué”’deux opérateurs dont le commutateur vaut ¢h. Une telle ap-
proche permettrait d’obtenir directement ’Hamiltonien et de mieux comprendre I'influ-
ence du choix de jauge. La jauge de Coulomb permet d’éliminer les variables redondantes
et de simplifier le formalisme. On peut montrer que ce choix de jauge est satisfaisant dans
une limite non relativiste. On remarque aussi que deux Lagrangiens différant par une
dérivée totale sont physiquement équivalents, ce qui ouvre la voie & d’autres descriptions
équivalentes de ’électrodynamique quantique [21].

Le champ électromagnétique sera décrit dans la suite par le potentiel vecteur A, que
I'on peut écrire :

A(r) = /d3k Z Ay e [akeeikr + aﬁee*ikr} (1.15)
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avec A =,/ 250(2% ce qui donne pour les champs E et B :
E(r) = /d3k: Z 1AWk E {akeeikr - alfee_ikr}
€

B(r) = /d3k Z iAkk(f{ X €) [akeeikr + a;(ree—ikr:|

1.1.1.e Photons

A T'aide des relations de commutations on peut réécrire I’Hamiltonien :
Hp = | @k hw |a} = 1.16
F = ; Ay 0k,e + ) ( . )
Pour un mode (k, €) les valeurs propres de ai: <0k, sont les entiers positifs ou nuls ny ¢ :

ai:sak:é?‘nk,é?) = nk,e’nk,e> (1.17)

ol |nke) est le vecteur propre associé a la valeur propre ny . et vérifie :

ay[Mce) = /e + Lnie)
ake|Nke) = \/nk,s’nk,s> (1.18)

Ake ‘Ok,s> =0

A partir des relations précédentes, 1'état |nk ) peut étre construit & partir de I’état vide
d’excitation pour le mode (k,e€) :

(6 o)

i) =
nk,s-

Comme les modes du champ électromagnétique sont indépendants cf Eq.(1.14), les

|Ok.e) (1.19)

opérateurs création-annihilation de chaque mode commutent entre eux. Par conséquent
les états propres de 'Hamiltonien Hp, notés |nk) sont les produits tensoriels des états
propres de chaque mode : [nk) = |[nke) @ [Nk o) ® ... d'olt

i) = [ @Y b <nk,e " ;) ) (1.20)

L’état fondamental |0) du champ correspond a I’état ot chacun des modes est dans son
état vide |Ox ). Par rapport a cet état vide, I'état |ny) a une énergie [ dk > e Nk, hwy.
Cela revient a sommer 'énergie huwy de ng  photons dans le mode (k, €).

Remarque : on parle de photons “réels”lorsque ces derniers figurent dans un état |ng)
décrivant un état physique. On parle de photons “virtuels”lorsqu’ils interviennent dans
des états intermédiaires, dans lesquels le systéme ne se trouve pas.
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1.1.1.f Propriétés du vide et catastrophe UV

L’état vide ne contenant aucun photon, le champ électrique dans cet état est nul en
moyenne mais sa variance est non nulle. En effet d’apres (1.18) on a

(O[E(r)[0) =0

(0|E2(r)|0) = /d3k o

eo(2m)3

Cette derniere expression est divergente. L’énergie étant proportionnelle au carré des
champs (1.8), on retrouve cette divergence pour la densité d’énergie :

1 A3k he [hwm
= —(0|Hp|0) = | ——hwp = — k3dk 1.21

ou V est le volume d’espace considéré, Hr en (1.16). Cette divergence, qui apparait en
k:%/[ si la borne supérieure kj; tend vers 'infini, est appelée divergence “ultraviolette” ou
“catastrophe du vide” [6], par analogie avec la catastrophe ultraviolette résolue par Planck
en 1900 pour le rayonnement du corps noir. Cette divergence n’est pas seulement un
probleme formel. Quelle que soit la valeur choisie pour kjs en accord avec les résultats de
la mécanique quantique, la valeur obtenue est des ordres de grandeurs plus grande que
Iénergie moyenne du vide observée dans les phénomeénes gravitationnels [6]. Ce probléme
est aussi connu sous le nom de “probleme de la constante cosmologique” du fait de ses
connections avec le probleme de la constante cosmologique dans les équations d’Einstein
(voir §1.4). Malgré ce probleme, un certain nombre de phénomenes dus aux fluctuations
du vide sont observables et calculables en circonvenant la divergence par des méthodes de
renormalisation ou en comparant simplement entre eux deux états physiques divergeants.

L’impulsion associée aux champ est définie comme [21] :
P= 60/d3TE(I') x B(r)
1
3
- /d k;hk [a;’sakﬁ + 2] (1.22)
Par conséquent, dans le vide,
(P) = (0[P[0)

1
= 3 — =
- /d k EE Slik =0 (1.23)

I'impulsion totale est nulle car le vide est isotrope.

1.1.2 Le déplacement de Lamb

Cet effet et sa résolution ont marqué le début de I’électrodynamique quantique mod-
erne. Dirac a dit a cet égard “Il n’y a pas eu de progres pendant vingt ans, puis il y eu
un bond en avant suite a la découverte de Lamb et I'explication qui en a suivi changea
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FIGURE 1.2 — Une vision d’artiste du vide quantique [22].

fondamentalement le caractere de la physique théorique. Il s’agit de regles pour s’ac-
comoder...des infinis...”[23]. La mesure du déplacement de Lamb est désormais le test
principal de I’électrodynamique quantique, avec une précision obtenue de 1’ordre de 1076
[24]. Lamb a obtenu le prix Nobel en 1955 pour ses travaux sur les niveaux de 'atome
d’hydrogene.

Les niveaux d’énergie de I’atome d’hydrogene donnés par 1’équation de Schrodinger
ne dépendent que d’un seul nombre quantique n. Cette dégénérescence est partiellement
levée si ’on prend en compte le couplage spin-orbite. Les états avec le méme nombre quan-
tique n et le méme nombre quantique j caractérisant le moment cinétique total restent
cependant dégénérés, par exemple les niveaux 2, /5 et 2,1 /5. Des 1930 des expériences
montrent que ce pourrait ne pas étre le cas, et c’est en 1947 que Lamb et Retherford
parviennent a montrer que le niveau 2,y /5 a une énergie plus élevée d’environ 1000M Hz
par rapport au niveau 2, 5 (voir figure 1.1.2).

Pour expliquer cette levée de dégénérescence, il est nécessaire de prendre en compte le
couplage avec le champ électromagnétique du vide. Nous allons esquisser ici la résolution
proposée par Bethe en utilisant la théorie des perturbations. Une démarche similaire sera
suivie plus en détail pour expliquer le moment cinétique de Casimir . L’Hamiltonien d’un
électron lié couplé au champ électromagnétique est :

62 9

2mc?

H=Hy+Hpr— A p+ (1.24)
me
ouHy = %jLV(r) est 'Hamiltonien atomique tel que Hy|n) = Ey|n), Hrp P'Hamiltonien
décrivant le champ électromagnétique (1.13) et A le potentiel vecteur (1.15) évalué au
centre de masse c’est-a-dire pour lequel on néglige les variations spatiales a ’echelle
de 'atome : c’est I'approximation dipolaire. On considere le déplacement d’un niveau
atomique n dia au couplage avec le vide. Ce dernier sera supposé faible et 'ordre de
la perturbation est donné par la multiplicité du potentiel vecteur A. On se limitera a
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2F'§,2 _ 2F'?/f2
251/2
T Lamb shift
25% = 2‘|:’|/.z M ZF'?—z
15% _ 151/2
Théarie de Dirac Electrodynamique quantique

FIGURE 1.3 — Dans la théorie relativiste de Dirac les niveaux de méme nombres quantiques n
et j sont dégénérés. Il faut prendre en compte le couplage avec le vide électromagnétique pour
lever cette dégénérescence. Lamb et Retherford sont parvenus a montrer que le niveau 2, /2 a
une énergie plus élevée d’environ 1000M Hz par rapport au niveau 2, /2.

l'ordre deux qui est ’ordre le plus bas donnant une contribution non nulle. On remarque
que le terme proportionnel & A? dans 'Hamiltonien (1.24) ne contient aucun opérateur
atomique, donc la correction a ’énergie associée a ce terme est la méme pour tous les
niveaux atomiques et ne contribue pas a la levée de dégénérescence. La correction a
I’énergie du niveau n s’écrit alors :

OkelA - 1 I e|A - 0 2
AEn = Z/d3kz <n7 k,€| p|ga _k,EE?<WE hl:;j p‘na k,€> (i) (125)

ou l'on voit apparaitre un niveau intermédiaire |m, 1) d’énergie E,, + fuwwy pour lequel
Patome est dans un état m et il y a un photon dans le mode (k, €). En effet nous avons vu
(§1.1.1.e) que l’action du potentiel vecteur revient & créer ou annihiler un (seul) photon.
On peut alors interpréter ce terme comme un processus de création puis d’annihilation
d’un photon virtuel. Comme I’état du champ reste le vide, il faut annihiler tous les
photons créés dans les états intermédiaires. Par conséquent ’ordre deux est bien 1’ordre
le plus bas. D’apres I'expression (1.15) et en sommant sur I’ensemble des modes du champ
on peut réécrire :

2a *® hwdw
AE, = ———= |2 _ 1.2
sz 2wl | (1.26)

Wmn — W

ol o= %i est la constante de structure fine, py, = (m|p|n), iwm, = En — Ep, et w = ck.
Cette correction a I’énergie est manifestement divergente, or elle est censée correspondre
au déplacement de Lamb mesuré expérimentalement et dont la valeur n’est pas infinie
mais faible devant ’écart entre deux niveaux. Comment obtenir un résultat fini? C’est
la résolution de ce dilemme qui a “fondamentalement changé le caractere de la physique
théorique” (Dirac, [23]).

Renormalisation de masse de Bethe

La premiére idée pour résoudre ce dilemme fut proposée par Bethe [25]. Il est
nécessaire de considérer le couplage de I’électron avec le vide avant que celui-ci ne soit lié
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a ’atome. C’est une contribution inamovible puisqu’on ne peut pas se défaire des fluc-
tuations du champ électromagnétique qu’il faut alors soustraire a la correction (1.26).
L’énergie d’un électron libre couplé au vide peut étre obtenue a partir de (1.25) en
prenant la limite wy,, — 0 pour les fréquences de transition.

. 2 o0
AR libre — =0 > \pmn\%/o dw (1.27)

3mm?2c?

En effet la quantité de mouvement de I’électron libre est conservée et il se trouve donc
dans un état propre de p, qui couple deux états de méme énergie. On peut réécrire
ce terme en utilisant la relation de fermeture ) |m)(m| = 1, la moyenne quantique

) 2 o)
AR, libre — _ <p> da h/ dw (1.28)
0

2m / 3mmc?

portant sur I'état n :

L’énergie mesurée correspond alors a la différence entre la correction de I’énergie du
niveau atomique moins la correction a ’energie de 1’électron seul :

AEnmes — AEn . AEnlib're
2a0 *© dw

2
= — E hw SE— 1.29
3mm2c2 - [Pn|*ssmn 0 Wmn — W (1.29)

La divergence est maintenant “seulement logarithmique”. Bethe en 1947 lors de la
résolution a suggéré que, dans un cadre relativiste, les divergences de AE,, et AEn”b’"e
devraient étre elles-mémes logarithmiques et, dans ce cas, la correction mesurée AE,™**
est de valeur finie. Ce qui est le cas si on prend en compte 1’énergie de recul comme
nous le verrons par la suite. Bethe fit I’hypothese que le déplacement de Lamb était
principalement du aux modes non-relativistes du champ, ce qui justifie le développement
non-relativiste et légitime une coupure sur les fréquences wyqz telle que hwmae = mc?,

ce qui conduit a :

AEnmes = 2 Z ‘pmn‘ hwmnl()g

37rm2

Iﬁwmnl
~ 1040 MHz

Ce résultat non-relativiste donne une tres bonne estimation du déplacement mesuré
expérimentalement : 1057, 8MHz [26].
Il est possible de réécrire I’énergie totale F,!°" du niveau n, a partir de (1.28) et (1.29),

2
Bt = <p + V(r)> + AE - < v > om

2m 2m/ m

sous la forme :

2
p mes
<2m* + V(r)> + AR, (1.30)

ou

4o °
om = h d 1.31
L — /0 “ (131)
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peut étre interprété comme une correction de masse de ’électron due a la présence du vide
quantique. C’est la renormalisation de masse de Bethe. m* est alors la masse observée,
celle qui est mesurée dans toutes les expériences puisque l'on ne peut pas “couper”

I’interaction avec le vide.

1.1.3 L’effet Casimir

L’effet Casimir, du nom du physicien néerlandais qui I’a mis en évidence en 1948
[2], est la premiere manifestation macroscopique des fluctuations quantiques du champ
électromagnétique. Il traduit historiquement la force attractive que subissent deux miroirs
plans paralleles parfaitement réfléchissants FIG. 1.1.3. L’appellation effet Casimir a au-
jourd’hui un sens large et correspond a la force due aux fluctuations du vide entre tout
type de matériaux [27] et de géométries [28], et peut étre répulsive [29, 30].

Plaques
metalliques Fluctuations du vide

FIGURE 1.4 — Representation shématique de I'effet Casimir. Deux miroirs plans paralleles subis-
sent une force attractive, la densité de mode étant plus faible lorsque les miroirs sont plus proches.

1.1.3.a Densité de modes modifiée par les miroirs

Dans la configuration avec deux miroirs plans, seuls certains modes définis par les
conditions aux limites peuvent exister. Le champ électrique tangeant a la surface des
miroirs est nul, cela conduit aux modes (ky,ky, k. = mn/d) ou d est la distance entre
les miroirs. Leur surface S est telle que S > d? de sorte que I’on peut négliger les effets
de bord. On peut alors calculer la différence d’énergie Ecus(d) lorsque les miroirs sont
a la distance d et lorsqu’ils sont a I'infini I'un de 'autre a partir de la densité d’énergie
(1.21) :

he 22 d
Egas(d) = S— [Z // dkxdky\/k%Jrk; + - 7T/// dhpdleydloo\ [ 12 + K2 + 2

(1.32)
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A partir de cette expression, en appliquant la formule d’Euler-Maclaurin [31] on obtient
une énergie et une force égales a :

hen?S OFcqs  hem?S
= — F as d = — =
70 0 Lous(d) dd 240d4

Ecus(d) (1.33)
La force de Casimir est attractive et l’énergie correspond a une énergie de liaison.
Il est remarquable que dans ce cas cette force dépende uniquement des parametres
géométriques du systeme et de deux constantes fondamentales, la constante de Planck,
mettant en évidence le caractere quantique de l'effet et la vitesse de la lumiere c. Cette
universalité vient du modele de miroirs parfaits qui réfléchissent entierement toutes les
longueurs d’ondes. Cette force décroit trés rapidement avec la distance et vaut envi-
ron 0,016/d* dyn(um*)/cm? [32], qui correspond & environ 10Pa lorsque I'écart est de
100nm et & 1073 Pa lorsque 'écart est de 1um.

1.1.3.b Pression de radiation

Une autre fagon de décrire cet effet est de considérer la pression de radiation sur les
parois interne et externe des deux miroirs paralleles [33]. Cette formulation a avantage
de mettre en avant un transfert de quantité de mouvement entre le vide et un miroir,
et de faire apparaitre la possibilité d’'une composante répulsive de la force de Casimir
[29, 30]. La contribution moyenne d’un mode k orienté selon un angle § par rapport a la
surface, de normale Z est donnée par :

P = hickcos?6 (1.34)

Dans le cas d’un miroir unique la force exercée de chaque coté du miroir est la méme, il
n’y a donc pas de mise en mouvement. En revanche, lorsque deux miroirs sont en regard,
la densité de mode a l'intérieur de la cavité est modifiée. Dans ce cas, la pression exercée
par le mode k sur la face interne du miroir est :

P = hckcos®0g (1.35)

ou g = g(k,) est la fonction d’Airy de la cavité. La force par unité de surface totale
exercée par le mode k sur le miroir est donc

P = hckcos*0(1 — g) (1.36)
Intégré sur tous les modes on obtient la force nette que subit le miroir :
d3k
F = S/ —— hickcos?0(1 — g) (1.37)
273
Les pics de la fonction d’Airy fournissent une contribution répulsive a la force. Cependant

dans le cas de deux miroirs plans paralleles, lorsque 1’on somme sur tous les modes la
force est au final attractive.



20 Introduction : énergie du vide et impulsion du champ électromagnétique  §1.1

1.1.3.c L’effet Casimir au sens large

Cet effet se généralise a ’ensemble des matériaux quelles que soient leur conductivité
et leur géométrie. Le comportement de la force de Casimir varie en fonction de ces
parametres. Il est méme possible d’observer une force de Casimir répulsive [29, 30]. Des
modeles permettent de calculer cette force entre deux diélectriques, ou 'on tient compte
de la réponse optique a travers la constante diélectrique e(w) [34]. Une autre approche,
plus récente, basée sur la théorie quantique des réseaux optiques permet de déterminer
la fonction d’Airy ¢ de la cavité, qui donne la force entre les plaques et permet la prise en
compte de la dissipation [35]. De plus il est possible de donner la contribution des effets
de la température ou encore de 1'état de surface des deux objets considérés [36]. Cette
minuscule force est aujourd’hui mesurée avec une précision inférieure & 1% [32, 37, 38|.
Il devient possible de comparer les résulats expérimentaux et théoriques [39], ce qui est
important par exemple car les modeles d’unification des forces fondamentales prévoient
de nouvelles forces a des distances de I'ordre du nanometre au micrometre la ou la force
de Casimir est dominante [40]. Il est important aussi de connaitre cette force avec la plus
grande précision pour tester la gravité Newtonienne a courtes distances [41, 42].

“L’effet de Casimir” s’entend aujourd’hui au sens large. C’est un sujet pluridisci-
plinaire. Une définition de l’effet Casimir pourrait étre la modification de 1’énergie du
vide, ou énergie de point zéro, par des contraintes extérieures et ses conséquences. En
matiere condensée cela fait référence a la force induite par les fluctuations du vide ex-
ercées sur les atomes, molécules ou objets macroscopiques, avec un roéle important dans le
développement des nanotechnologies électromécaniques [43]. De fagon générale on peut

évoquer :

— L’effet Casimir électromagnétique : au niveau macroscopique, traduit la force en-
tre conducteurs ou diélectriques; au niveau microscopique, est lié aux forces de
dispersion, d’attraction moléculaires, ou entre un atome et une paroi.

— L’effet Casimir en théorie quantique des champs en général : modification de
I’énergie du vide en présence de source ou de contraintes géométriques.

— L’effet Casimir en physique des particules : le “bag model of hadron”en chromo-
dynamique quantique ou I’énergie Casimir des quarks et des gluons donne une
contribution significative a 1’énergie totale des nucléons.

— L’effet Casimir en gravitation et cosmologie : test des gravités Newtoniennes, mod-
ification de I’énergie Casimir dans des espaces de topologie non triviale comparés
a l'espace de Minkowski.

— L’effet Casimir critique : correspond aux forces entre objets macroscopiques dues
a l'ordre a grande échelle dans un milieu au point critique.

— L’effet Casimir dynamique : la force est générée par la variation temporelle des
conditions aux limites.

— L’effet Casimir en physique mathématique : a permis la mise au point de techniques
de régularisation des divergences comme les fonctions zeta, ou le “heat kernel ex-
pansion ”.

L’effet macroscopique du vide sur le moment cinétique de la matiere comprenant
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certaines conditions de symétries est étudié dans ce mémoire. Cet effet rentre dans ce
cadre large d’effet Casimir, d’oti 'appellation simple de moment cinétique de Casimir. Le
couplage étudié fait intervenir des propriétés de bi-anisotropie, que nous allons développer
dans la section suivante.

1.2 Quelques aspects de la propagation (classique) dans les
milieux

Nous allons aborder ici quelques notions particulieres de la propagation du champ
électromagnétique dans un milieu matériel. Nous discutons de I'impulsion du champ
dans le milieu, qui est 'objet de la “controverse Abraham-Minkowski”, et des milieux
bi-anisotropes dans lesquels il n’y a ni symétrie spatiale ni symétrie temporelle. Les effets
décrits dans cette section sont a ’origine de I’étude présentée dans ce mémoire.

1.2.1 Controverse Abraham-Minkowski

Lorsqu'une onde électromagnétique se propage dans un milieu matériel, il est
nécessaire de prendre en compte la polarisation et la magnétisation de ce milieu. Les
équations de Maxwell du champ électromagnétique (1.2) se réécrivent alors, ici en
présence de sources [44] :

V -D = 4mp, (1.38a)
V-B=0 (1.38b)
0B
E-_-2 1.
V x 5 (1.38¢)

47 10D
VxH=—J,+ 55— 1.38d
c 1 + c2 ot ( )
avec p et J les densités de charges et de courants. L’induction électrique D et I'excitation

magnétique H sont définies par les relations constitutives :

D =¢E+P =¢cE (1.39a)
B =poH+M = popH (1.39b)

ou P est le vecteur polarisation et M est le vecteur aimantation. Ces expressions
définissent la permittivité diélectrique réduite € et u la perméabilité réduite. P et M sont
les moyennes macroscopiques, sur un volume grand devant celui occupé par un atome ou
une molécule, du dipdle électrique et du diople magnétique. De méme p, et J, sont les
moyennes macroscopiques des densités de charges et de courants libres microscopiques
du milieu [45]. L’énergie du champ dans un milieu est alors

Hp = 620/d3r (E(r)-D(r) + ¢ H(r) - B(r))

€ 02
- 50 dPr <e E%(r) + MB%)) (1.40)
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La forme correcte pour le tenseur énergie-impulsion associé a une onde
électromagnétique, et en particulier la partie impulsion de 'onde, a été débattue depuis
un siecle. Pour une approche complete voir [10, 11, 46]. Le premier auteur qui a
présenté une expression pour le tenseur énergie-impulsion pour une onde dans un milieu
diélectrique est Minkowski [47, 48], en 1908. Cette expression correspond & une densité
d’impulsion gy :

gr = D(r) x B(r) (1.41)

ou D est l'induction électrique et B l'induction magnétique. En effet, partant des
équations de Maxwell (1.38) si 'on prend le produit vectoriel des équations (1.38¢) et
(1.38c) respectivement avec les vecteurs D et B, puis que ’on ajoute les deux expressions
on obtient :

%(DXB):(VXH)><B—|—(V><H)><D—J><B

En appliquant les relations constitutives (1.39) on peut réécrire cette équation sous la
forme d’une loi de conservation :

9 M
— =V- —f 1.42
58 =V T M (1.42)
ol gy est la densité d’impulsion de Minkowski. 7 est le tenseur des efforts de
Minkowski :
M 1 1

fir = £; + £, est la densité de force appliquée par le champ sur le milieu. f; = pPE+J x B
est la densité de force de Lorentz exercée par les champs sur les charges moyennées. f,.
est la densité de force de radiation créée par les inhomogénéités spatiales du milieu, dont
la i-ieme composante est

1
£) = —
() = 5

(E-Vie-E4+B-Viu'-B) (1.44)
D’apres la loi de conservation (1.42) gy est associé a la densité d’impulsion du champ
électromagnétique dans le milieu. En conséquence de cette définition, I'impulsion totale
G( d’une onde électromagnétique dans le vide augmente lorsque cette derniere pénetre
dans un milieu diélectrique, devenant nGg ot n est 'indice de réfraction du milieu. On
peut interpréter ce résultat d’une facon simple. On considere une onde de fréquence v et
de longueur d’onde Ay dans le vide. La longueur d’onde est plus courte dans un milieu
car la vitesse de propagation est réduite : A = .= = % D’apres la relation de Broglie
G = h/X =nGy.

Le tenseur énergie-impulsion obtenu par Minkowski n’est pas symétrique et fut ’objet
de critiques notammant concernant son incompatibilité avec la conservation du moment
angulaire [11]. Une alternative symétrique fut développée un an plus tard par Abraham
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[49, 50] par une approche statistique du systéme champ plus matiere. Le tenseur des
efforts s’écrit :

1 |1 1 1
= o |5 (PiEj + DiB:) + 5 (BiHl; + BjH;) — 50ij (D - E + BH) (1.45)

et la densité d’impulsion associée a I’onde dans un milieu prend alors la forme :
ga = E(r) x H(r) (1.46)

ou E est le champ électrique et H 'excitation magnétique. Dans ce cas I'impulsion totale
G d’une onde électromagnétique dans le vide diminue lorsque cette derniére pénetre
dans un milieu diélectrique, devenant Gg/n. Dans ce modele, un photon posseéde donc
une impulsion dans le milieu plus faible que celle proposée dans 'approche de Minkowski.
On peut retrouver ce résultat par un raisonnement simple [51] : on consideére un photon
d’énergie £ = hv, ou v est la fréquence, puis partant du principe d’équivalence masse-

2 ou m = E/c?, on multiplie cette “masse”par la vitesse de

énergie d’Einstein £ = mc
propagation du photon dans le milieu ¢/n. On obtient alors une impulsion Gg/n pour
I’onde électromagnétique, ce qui correspond & 'expression d’Abraham.

Dans 'approche d’Abraham, la densité de force appliquée par le champ sur le milieu
s’écrit :
en—10

— 5 (ExH) (1.47)

ou 'on a considéré un milieu isotrope et non-conducteur pour simplifier. fj; est la densité

fa=1fu+

de force dans le cas Minkowski. Le second terme du membre de droite est appelé “force

d’Abraham”. La loi de conservation est ici :
ep—120

)
5 8=Vt —fy — ———— (ExH) (1.48)

Si ’on peut mesurer la force d’Abraham exercée sur le milieu ce sera une preuve en faveur

de cette approche. En revanche, si 'on considére ce terme comme une partie du champ,
en le passant dans le membre de gauche, on retrouve Minkowski.

La controverse est due au fait que 'impulsion totale de ’'onde électromagnétique et du
milieu diélectrique dans lequel elle se propage comprend une partie associée a la matiere
et une partie associée au champ. L’attribution sans équivoque de leur part respective
semble arbitraire.

D’autres tenseurs énergie-impulsion ont été proposés depuis [10, 52, 53] et un cer-
tain nombre d’expériences peuvent s’interpréter avec I'une ou 'autre de ces expressions
[54-57]. Certaines approches semblent plus complétes ou plus générales : le tenseur
d’Helmoltz, pour n’en citer qu’'un, permet de prendre en compte les expériences de
magnétostriction ou d’électrostriction, non décrites par les autres approches [10]. Malgré
ces propositions la question resta ouverte pendant pres de cent ans [11].

Une résolution de ce dilemme a été proposée trés récemment par Barnett [46]. En
prenant en compte le couplage avec la matiere, ’auteur arrive a 1’égalité suivante :
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ou P et P, sont respectivement les moments canonique et cinétique de la matiere,
définis par :
. : OH

[RZ‘, Pj] = zhéij et Pcin = MR = 87P (1.50)
ou R est la coordonnée spatiale. Dans ce cas Gjs le moment de Minkowski et G4 le
moment d’Abraham sont interprétés respectivement comme les moments canonique et
cinétique du champ électromagnétique. Cette approche, bien qu’elle se doit d’étre con-
frontée aux expériences, est intéressante car elle fait le lien avec une possible description
microscopique [58]. Ce qui est précisement ce dont nous allons discuter dans les chapitres
suivants.

1.2.2 L’effet magnetoélectrique

Une définition générale de l'effet magnetoélectrique est le couplage des champs
électrique et magnétique dans la matiere. Il est possible de développer l'énergie libre
d’un matériau en puissance des champs [59] :

1 1
F(E,H) =Fy — Pszi — ]\41101‘1Z - 5606E¢E¢ - iuo,uHiHi
1 1
— XijEiHj — iﬁijkEiHij — i%ljkEiEij + ... (1.51)

ou PP et M désignent la polarisation et la magnétisation permanentes du matériau. Dans
le cas ou ces dernieres quantités sont nulles et en ne gardant que les termes linéaires, les
relations constitutives (1.39) du milieu se généralisent :

D=cE+xB

H="E+ 1y (1.52)

Hopt

Le tenseur y décrit ’apparition d’une polarisation du milieu suite a ’application d’'un
champ magnétique ou d’une magnétisation suite a 'application d’un champ électrique.
Il caractérise l'effet magnétoélectrique linéaire. Un tel milieu est appellé milieu bi-
anisotrope [60, 61].

Cette réponse magnétoélectrique du milieu aux champs est possible seulement
dans des milieux non-invariants par symétrie temporelle [44]. Cette non-invariance par
renversement du temps peut-étre créée artificiellement par application d’un champ
magnétique externe [62], ou bien dans tout milieu soumis simultanément & un champ
magnétique et un champ électrique externes [63], ce que nous appellerons dans la suite,
par abus de langage, 'effet magnétoelectrique ME. Dans ce cas le tenseur y s’écrit :
Xi; = EoiBoj — Fo;Boi ou Eg et Bg sont les champs électrique et magnétique externes.
On trouve encore ces conditions pour tout milieu en mouvement [64], ceci est du a 'effet
Fizeau, voir FIG. 1.6, pour lequel x;; = (€ — 1)€;;,vi/c. 1l est aussi possible de trouver
cette propriété de facon intrinseque dans des matériaux présentant un ordre magnétique
a longue portée [65, 66] ou une structure particuliere [8]. L’exemple le plus connu de bi-
anisotropie optique est le pouvoir rotatoire, qui peut-étre décrit par le tenseur symétrique
Xij(w) = iwgd;j ot g est un pseudo-scalaire induit par la chiralité du milieu, voir FIG.
1.5.
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FIGURE 1.5 — d gauche : Relation de dispersion pour un milieu isotrope, par exemple : le vide.
Les deux modes du champ électromagnétique correspondant aux deux polarisations, en rouge
et en bleu, ont la méme relation de dispersion. a droite : Relation de dispersion pour un milieu
chiral. Les deux modes du champ, ici les polarisations circulaires gauche et droite, ont une relation
de dispersion différente. Le milieu est isotrope. L’indice optique percu par chacun des modes est
différent, c’est un milieu biréfringeant.

1.2.3 L’effet ME dans le vide

L’effet magnétoélectrique obtenu par 'application de champs magnétique et
électrique externes dans un milieu quelconque transforme ce milieu en un milieu
biréfringent. Dans le cas ou les champs sont perpendiculaires I'un a l'autre, une
biréfringence linéaire par rapport aux champs, avec des axes optiques paralleles et per-
pendiculaires aux champs externes a été prédite [67-69] et observée [70] pour les lig-
uides moléculaires. Comme cet effet est valable pour tout milieu, il devrait aussi exister
dans le cas du vide. Une biréfringence magnétoélectrique a été prédite [71]. Les champs
électromagnétiques dans le vide peuvent étre décris par le Lagrangien d’Euler-Heisenberg
[72] :

Lo = 5 (B2 = B2) + 3 [v (B~ B)? 4 (B B) (1.53)

1
2 2

ol v et i sont deux scalaires. Ce Lagrangien prend en compte les corrections au premier
ordre par rapport a la constante de structure fine. Le premier terme correspond a une
description du vide identique a celle vue en section 1.1.1 et conduit a I’'Hamiltonien
(1.8). Les deux termes suivants correspondent aux deux invariants relativistes que 1'on
peut prendre en compte a I'ordre un et representent la premiere correction possible. Les
vecteurs induction électrique et excitation magnétique sont donnés par les relations :

_ OLgy

L
D_ _ OLgm

OE - 0B

(1.54)

On applique a présent les champs électrique et magnétique externes Eq et By croisés.
Pour décrire la dynamique des champs libres E,, et B,,, on linéarise (1.54) autour de ces
valeurs : E = Eqg+E, et B =Bg+B,, en supposant E,, < Eg et B, < By. Les relations
de Maxwell (1.38) appliquées a ces champs conduisent & une équation d’onde tensorielle
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FIGURE 1.6 — Relation de dispersion pour un milieu bi-anisotrope obtenu par effet Fizeau ou
par application de champs statiques externes (méme effet). On distingue en rouge et bleu les deux
modes liés a la polarisation du champ électromagnétique. La relation de dispersion est excentrée
selon 'axe correspondant a la vitesse v du milieu dans le cas de l'effet Fizeau, ou au vecteur
So = Eg x By dans le cas de l'effet ME, ou Eg et By correspondent aux champs électrique et
magnétique externes

pour les champs électrique et magnétique libres [71]. Avec le choix v = e*h/45mm?c7,
n = 7v Rizzo et Rikken trouvent une biréfringence

AnME = 3VE()B() (155)

Les axes optiques sont paralleles et perpendiculaires aux champs externes. Avec des
valeurs de champs accessibles en laboratoire (10%V/m,30T) cela représente An ~ 7 -
10723, Cette valeur est tres faible. Dans les cristaux la biréfringence est de I'ordre du
pourcent (Calcite Ancgieite = 0,17, Ruby Angyp, = 0.008). La mesure de la biréfringence
du vide represente un défi expérimental sur lequel travaillent plusieurs équipes [73]. La
mise en évidence de cette biréfringence serait la preuve d’une violation du principe de
superposition dans le vide [74].

Un point important de cette étude est que I'effet magnétoélectrique pour une onde se
propageant dans un sens ou dans le sens opposé est de signe opposé, By étant un pseudo-
scalaire. Par conséquent il n’y aura pas de compensation de I'impulsion pour deux ondes
se propageant en sens inverse. La relation de dispersion est décentrée FIG. 1.6. Les deux
centres de masse associés aux deux modes possibles ne se déplacent pas a priori de la
méme fagon et la somme sur ’ensemble des vecteurs d’ondes et des modes peut conduire
a une valeur non nulle de 'impulsion totale du champ électromagnétique libre.

Dans le but de déterminer I'impulsion totale du champ électromagnétique, nous avons
résolu I’équation d’onde obtenue apres application des champs externes. Nous obtenons
la relation de dispersion w(k) visible sur la figure 1.7. On distingue deux modes dont les
ellipses, caractéristiques d’une propagation anisotrope, sont non-centrées. Cela met en
evidence le caracteére bi-anisotrope du milieu et la possible valeur non-nulle de 'impulsion.
L’obtention de la relation de dispersion est un premier pas vers une quantification du
champ électromagnétique dans un milieu bi-anisotrope.
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FIGURE 1.7 — Relation de dispersion pour un vide bi-anisotrope pour les deux modes des
champs électromagnétiques. Ces derniers sont décrits par le Lagrangien d’Euler-Heisenberg. L’-
effet magnétoélectrique est obtenu par application de champs statiques externes Eqy et Boz. Ces
champs sont exagérément grands pour rendre 'effet visible a 1’oeil. Les unités sont arbitraires.

1.3 Une impulsion venant du vide ?

Une nouvelle manifestation macroscopique des fluctuations de point zéro du champ
électromagnétique a été mise en avant par Feigel en 2004 [9] qui a proposé que ces
fluctuations du vide participent a I'impulsion de la matiere, de la méme facon qu’elles
participent a I’énergie entre deux plaques donnant lieu a la force de Casimir. Cet effet est
controversé et son existence méme est discutée [7, 8, 12, 75-80]. Nous allons détailler ici
I’approche développée par Feigel ainsi que les principales critiques dont elle fait I’'objet.

1.3.1 Vers une résolution de la controverse Abraham-Minkowski ?

Le point de départ de Feigel est la controverse Abraham-Minkowski sur I'impulsion
d’un photon dans un milieu diélectrique (avant la récente résolution [46], voir §1.2.1).
En effet Minkowski a proposé 'impulsion G = 1/4me [ d*rD x B alors que Abraham
est arrivé & G4 = 1/4me [ d3rE x H. Nombre d’expériences concluent en faveur de
I'une ou l'autre de ces expressions. Feigel en conclut alors que le moment mesuré n’est
pas seulement électromagnétique et doit prendre en compte une contribution due a la
matiere. Pour cela il est nécessaire de considérer le couplage entre la matiere et le champ.
En conséquence, une modification des propriétés de la matiere doit influer sur I'impulsion
du champ électromagnétique, et en particulier sur 'impulsion du vide. Cette derniere est
en général nulle pour des raisons de symétrie. Dans des milieux bi-anisotropes pour
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lesquels il y a ni symétrie spatiale ni temporelle, on devrait donc retrouver une impulsion
non-nulle.
Le lagrangien équivalent aux relations de Maxwell (1.2) s’écrit :

1 1
Ly = /d37~47T (;E2 - 2uB2> (1.56)

En écrivant les champs a partir du potentiel vecteur A et et scalaire ¢ :

19A
E=—5; V¢ . B=Vxa (1.57)
D-cE , H='B (1.58)

!

On retrouve les équations de Maxwell avec les équations du mouvement :

o oL oL o OL _ OL

—— = —— = — 1.59)
04, - 0% (
at o o 04; ot 057 o
Pour résoudre le probleme de la quantité de mouvement d’un photon dans la matiere,
il est nécessaire de prendre en compte l'interaction lumiere-matiere. Le milieu peut étre
en mouvement et ainsi influer sur la propagation des champs. En prenant en compte le
déplacement du milieu a la vitesse v les champs dans ce milieu sont, au premier ordre
enwv/c:

1 1
E=E +-vxB , B=B +-E xv (1.60)
C C

1 1
D=D+-vxH , H=H +-DxV
C C

ou la notation ’ désigne le champ dans le référentiel au repos. Cela conduit & un Lagrang-
ien d’interaction :

1 1 (e 1 en—1
Lyr= | &r(zpv’+ — ( -E* - —B? B(E 1.61
ME / r<2pv +477 (2 2 * 4 pc (Bxv) (1.61)

ott le terme pv?/2 a été ajouté pour prendre en compte I’énergie cinétique du milieu, sup-
posé ici un fluide incompressible. Ce Lagrangien étant invariant par translation, d’apres
le théoreme de Noether, I'impulsion suivante est conservée :

OLyr  OLpyp 0A;
K. = 3 o J
N

1
soit K = /d3r <pv + -—E x H) (1.62)

4re

ol A est le potentiel vecteur. Le terme pv peut étre obtenu a partir des équations du
mouvement pour le fluide

0 0Lyrp _ OLmr
ot 0Ov; N or;
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d’apres lesquelles on obtient :

_ep—1
V= 4dmuc

E x B (1.63)

Si l'on remplace cette équation dans (1.62) on obtient K = D x B/4mc = Gy en
accord avec les mesures. Ce qui apporte, d’apres Feigel, une réponse a la controverse
Abraham-Minkowski : I'impulsion électromagnétique est donnée par I’expression d’Abra-
ham, alors que I'impulsion mesurée prend en compte le moment cinétique de la matiere
sans lequel il n’y a pas d’interaction. Cette impulsion mesurée correspond alors au mo-
ment de Minkowski.

Le premiére remarque que nous pouvons faire & cette étape est que le terme pv?/2
a été ajouté ici de facon heuristique. Un Lagrangien d’interaction entre le champ
électromagnétique et la matiere doit prendre en compte un terme de couplage [21, 81].
Nous allons revoir la dérivation du moment conservé au § 1.3.3 ainsi que les critiques
concernant ce Lagrangien. En conséquence le moment conservé K proposé ici Eq.(1.62)
est faux, et la conclusion ne tient plus.

1.3.2 Impulsion et fluctuations de champ

Les champs intervenant de fagon quadratique dans l’expression (1.63) il est donc
possible d’avoir une contribution non nulle due aux fluctuations quantiques des champs
électromagnétiques. Cependant pour un méme mode se propageant dans des directions
opposées la contribution sera nulle. Pour avoir une contribution non nulle il faut briser la
symétrie temporelle ainsi que la symétrie spatiale qui définira une direction privilégiée,
cf FIG. 1.3.2.

Matter
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.[\"latter .
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FIGURE 1.8 — Lorsque 'on applique des champs externes E, B on brise & la fois la symétrie
spatiale et la symétrie par renversement du temps (voir § 1.2.2). On se trouve alors dans un milieu
bi-anisotrope dans lequel les modes du champs électromagnétique se propageant dans des direc-
tions opposées ki et k_, ne se compensent plus. Par conséquent I’état vide du champs possede
une impulsion non nulle lorsque les champs externes sont appliqués. D’apres la conservation de la
quantité de mouvement cette impulsion est compensée par le déplacement de la matiere. Figure
issue de [9].

Ces conditions sont réunies dans les milieux bi-anisotropes, pour lesquels la relation de
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dispersion est :

D=cE+yH
B=uH+Y'E (1.64)

Feigel utilise ensuite l'effet magnéto-électrique : tout matériau devient bi-anisotrope
sous l'effet de champs extérieurs électrique Eg et magnétique By statiques. Dans ce
cas Xij = g(E0iBoj —Eg;Bo;) olt g est un parametre de couplage magnéto-électrique
dépendant des propriétés du matériau. Ce milieu se déplagant a la vitesse v, on applique
la transformation de type (1.60) aux champs et (1.63) devient :

1 -1 1 1
pv = — <e,u ExB+ —Ex (x\'E)+ —B x (XB)> (1.65)
4 ue ue ue

On remarque dans un premier temps, suite a ’application de champs externes, une
contribution non nulle a I'impulsion :

ep—1

Eo X Bo (166)

PVclassique = AT pic
Ce qui signifie que tout fluide soumis a des champs électrique et magnétique croisés
acquiert une impulsion non nulle dans la direction définie par le produit vectoriel des
deux champs.

En prenant la moyenne quantique de l’expression (1.65) dans I’état fondamental des
champs, ie le vide électromagnétique, et en intégrant sur tous les modes on obtient la
contribution du vide, pour la composante 7 :

1 eun+1 hw3
p(vvide)i = @ M/AC /dwc4€hjinh (1'67)

ou €yj; est le tenseur completement antisymétrique d’ordre trois de Levi-Civita.

A ce point nous pouvons remarquer que Feigel integre sur le spectre associé au vide
seul en prennant <E2> = %hw alors que la description est macroscopique et fait intervenir
les champs dans ce milieu. L’énergie, donnée par (1.40), dépend des propriétés € et u du
milieu. Il semble nécessaire d’obtenir la moyenne quantique du champ électrique dans le
milieu en appliquant par exemple le théoreme de fluctuation-dissipation.

En poursuivant ’approche de Feigel, on peut réécrire (1.67) d’apres la définition de
X :

3
PVide = E;ﬁ‘eu,tjc_ L /dwh;An e, (1.68)
ou An est relié au tenseur magnéto-électrique y et sera évalué de maniere
phénoménologique, et e, est le vecteur unitaire pointant dans la direction Egy x By.
Cette intégrale diverge comme la puissance quatrieme de la fréquence. La divergence
n’est pas étonnante pour un phénomeéne associé aux fluctuations du vide, elle apparait
de la méme fagon que la divergence de la densité d’énergie du vide entre les deux plaques
métalliques dans le calcul de la force de Casimir. Si dans ce dernier cas la divergence
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disparait dans le calcul de la force, il faut ici la régulariser. Feigel opte pour un cut-off
argumentant qu’au dela d’une certaine valeur w., phénoménologique, le milieu ne répond
plus. En supposant An indépendant de la fréquence, cela donne une vitesse non nulle
dirigée par les modes hautes fréquences :

1 ep+1hw?

Vyide = /3327'('3 e C4C An (169)

La valeur w, est choisie telle que la longueur d’onde associée A. soit typiquement de
lordre de la distance interatomique dans un cristal ~ 0.1nm. D’apres des mesures
expérimentales de la biréfrigence dans le vide [70], Feigel estime An ~ 10~!!. En prenant
p = 103kgm ™3 et € = 1.5 ainsi que des valeurs expérimentalement viables pour les champs
externes : Eg = 10° Vm ™! et By = 17T 'auteur estime :

_ -1
Velassique = 20nms

Voide = 50nms™! (1.70)

La contribution des fluctuations du vide a la vitesse du fluide est prépondérante et ces
vitesses semblent étre mesurables expérimentalement. La presse s’enthousiame sur ce
résultat. Nous pouvons citer ici les titres “Momentum from nothing” pour la section
“Focus”de Physical Review [82], ou “Movement from nothing” dans la section “news” de
Nature [83], qui évoquent une brillante idée, voire un pas en direction des machines a
mouvement perpétuel !

1.3.3 Critiques

La contribution des fluctuations du vide a I'impulsion est une considération nouvelle
et certains points de I’approche de Feigel semblent discutables. Plusieurs critiques ont été
émises, jusqu’a remettre en cause les résultats [12, 75, 78]. Nous développons ici certaines
de ces critiques, les réponses qui ont été proposées et les questions qui restent ouvertes.

1.3.3.a Invariance de Lorentz

La premiere remarque que l'on peut faire porte sur la non-invariance de Lorentz de
la quantité de mouvement pv,;qe :

1 ep+1hw!
e

PVuide = gEo x Bg (1.71)

32w puc
ol g est le parametre de couplage magnéto-électrique. On voit sur cette expression que les
vecteurs pvyqe €t Eg X By ainsi que le cut-off w, sont modifiés lors d’une transformation
de Lorentz. Or une loi physique se doit d’étre invariante par cette transformation, ce
qui n’est pas le cas pour (1.71). Par souci de simplicité nous considérerons ici le premier
ordre en v/c, on s’intéresse donc a l'invariance Galiléenne. Nous pouvons commencer par
nous occuper du terme wél. L’application d’une coupure enleve toute chance d’invariance,

la fréquence choisie dépendant du référentiel dans lequel on se trouve. Cependant le

4

¢ remplace simplement l'intégrale [ d3k wy qui elle est rigoureusement invariante

terme w
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(scalaire de Lorentz) bien que infinie s’il n’y a pas de coupure. Pour le reste, si 1'on
suppose les champs Eqg et By orthogonaux, ce qui est invariant par la transformée, la
vitesse est dans la troisieme direction.

Raisonnons par I’absurde : supposons 'invariance Galiléenne. Dans ce cas, dans un
référentiel R’ en mouvement de vitesse v dans cette direction, en transformant les champs
selon (1.60) on a :

E) xB)=E)xBy—2(Ej +B})v

d’ou

i,
Pv’:l,e‘qul/d?’k’ gE| x B}

83 puc
1 ep+1 hw
PVvide = PV = o3 Iu/u: &’k ck (Eo x Bo — 2 (E§ + Bj) v) (1.72)

en soustrayant (1.71) a (1.72) on obtient, pour v # 0 :

+1 (/ 3k:— 2> o (E§ + Bj) (1.73)

ou le membre de gauche ne contient que des constantes dépendant du matériau et est

donc indépendant des champs externes. Il n’y a donc pas invariance Galiléenne. Mais
I'impulsion seule n’est jamais invariante car elle fait partie d’'un tenseur qui obéit en sa
totalité a l'invariance de Lorentz. On peut donc se poser la question si le moment de
Casimir est interdit ou non par la relativité restreinte.

Un moyen pour retrouver l'invariance de Lorentz proposé par van Tiggelen, Rikken
et Krsti¢ [80, 84], est de construire une formulation invariante des le départ. Pour cela
on part des invariants de Lorentz scalaires E? — B? et E - B. Cette seconde expression
étant impaire lors d’une transformation de parité, seulement des puissances paires de ce
terme pourront étre considérées. Une densité de Lagrangien possible correspondant de
fagon invariante a Lj;p peut alors s’écrire :

L=—p 1—V2+%(6E2—B2)—(e—l)E-(vxB)+%(E2—B2)2+g(E.B)
(1.74)

ce qui amene a ’expression suivante pour la vitesse :
pv — pv(0) + o(A + 4v) (Eg x By — 2 (E§ + Bj) v) + o(e — 1)[v —v(0)] =0  (1.75)

oup=~h f @) Ak . Cette expression (1.75) est invariante par transformation de Lorentz.
Ensuite les auteurs [84] montrent que la régularisation dimensionnelle de g conduit &
0 = 0. IIs en concluent que, si 'on admet la régularisation dimensionnelle, I'effet Feigel/
le moment cinétique de Casimir n’existe pas pour un milieu infini. Si cette derniere conclu-
sion est discutable, cette approche montre au moins que ’on peut retrouver 'invariance
de Lorentz.
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On peut noter aussi que les transformations des champs lors du changement de
référentiel (1.60) ne sont pas en toute rigueur valables dans la limite Galiléenne [78].
A faible vitesse il faudrait choisir entre une limite “électrique”’ou “magnétique” :

1
E=E , B=B +-E xv
c
1
ou E=E+-vxB , B=B
c

Cependant cela ne change pas le raisonnement : d’une part on retrouve toujours le terme
B(E x v) de (1.61), méme si le facteur peut étre différent, d’autre part seule I'invariance
de Lorentz du résultat final est importante [79].

1.3.3.b Interaction champs-matiére

Le lien entre les champs et la matiere est donné par le Lagrangien d’interaction
Lyr (1.61). Le milieu, un fluide ici, intervient par son énergie cinétique pv?, terme qui
pourrait aussi bien décrire le mouvement d’un corps rigide. Schiitzhold et Plunien [12] ont
proposé une densité de Lagrangienne décrivant la dynamique d’un fluide irrotationnel,
sans viscosité :

Lftuide = —[pd + p(V)? + p(p)] (1.76)

avec ¢ le potentiel de vitesse tel que v = V¢ et u(p) I'enthalpie spécifique. La prise en
compte de cette description permettrait par exemple d’obtenir une accélération du fluide,
plutot qu'une vitesse “générée instantanément”. D’autre part cela souléve des questions
sur la validité de la description macroscopique du systeme : quel sont les degrés de liberté
du fluide, I’écoulement peut-il étre irrotationnel 7 Peut-on négliger la dépendance de la
permittivité € et de la perméabilité u avec la masse volumique p 7 Il semble donc nécessaire
d’adopter une description microscopique décrivant plus rigoureusement l’interaction.

Lors de l'interaction avec la matiere, il faut aussi prendre en compte la vitesse du
milieu, ce qui a été effectué par la transformation des champs (1.60) et représente une
étape clef du raisonnement [76]. Cependant une autre contribution possible est & prendre
en compte. Considérons un milieu bi-anisotrope de vitesse nulle décrit par le tenseur x
tel que xi; = K(ZY—2Y) ol ¥ est le vecteur unitaire dans la direction u, x est un scalaire.
Dans ce cas la densité Lagrangienne pour les champs s’écrit :

€ 1 1
»Cchamps = *EQ + 7B2 + *BXTE
24 7

2
€ 1 1

2 2

Ce qui correspond formellement a la densité Lagrangienne d’un milieu ordinaire se
déplacant a une vitesse v proportionelle a —xZz. Pour ce milieu le dernier terme de
(1.77) serait B - (E x v) = —v (ByE, — ByE,). Or dans un milieu ordinaire et en mou-
vement la moyenne quantique du terme E x B dans I’état vide de champs ne s’annule
pas, mais donne une contribution divergente proportionelle a v <E2 + B2>, contribution
qui n’a pas été décrite dans I'approche de Feigel. Ce terme est du a l'effet Fizeau, que
nous détaillerons au chapitre 3.
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1.3.3.c Une vitesse instantanée ?

Au premier abord on peut se demander si ce moment cinétique de Casimir ne
représente pas une génération instantanée de vitesse pour le milieu soumis aux champs
[12] ou bien s’il ne décrit pas seulement le fait que la vitesse est une constante du mou-
vement, auquel cas cette vitesse pourrait étre la méme avant ou apres l'interaction avec
le champ électromagnétique [75]. Le modele utilisé ici s’appuie sur la conservation de
la quantité de mouvement. Il faut faire la différence entre une situation initiale ou les
champs externes sont nuls, avec dans ce cas la vitesse constante et nulle, et un état final
pour lequel la vitesse est constante et non nulle, le gain de vitesse représentant alors
AV = Veassique + Voide (1.63),(1.69). Le régime transitoire n’est pas décrit, le tenseur
des efforts sur le milieu est inconnu puisque nul dans les deux situations a 1’équilibre
considérées.

1.3.3.d Moment conservé

Le terme pv?/2 a été ajouté de facon ad hoc par Feigel et nous avons vu que le La-
grangien d’interaction entre le champ électromagnétique et la matiere est discutable. Le
résultat obtenu d’apres le théoreme de Noether est donc probablement faux. Nous pou-
vons retrouver un moment conservé en appliquant la seconde loi de Newton a la matiere.
Suivant [84] on décrit la matiére comme une somme de ces constituants microscopiques,
de masses m, et de charges q. :

%pv(r,t} = % Zma5(r —ra(t))valt)

==V pvv + > qad(r — 1a(t))(Ea + va x Ba) (1.78)

D’apres [45] dans une description continue de la matiére les champs sont des champs
macroscopiques E(r), B(r). Ils varient lentement & ’échelle microscopique. Nous pouvons
alors remplacer les champs microscopiques E, et B, de (1.78) par ces derniers :

0
gpv + V- pvv = piot E+ Jior X B) (1.79)

ol pior €t Jior sont les densités de charge et de courant macroscopiques. Ces densités
macroscopiques prennent en compte les charges libres p,, J, (1.38) et les charges liées
[45] :

Ptot = Pq — V-P (180&)
opP
Jtot = Jq + E +V xM (180]3)

ou P et M sont définis Eq.(1.39). En utilisant les relations constitutives (1.39) et les
équations de Maxwell (1.38) il est possible de réécrire (1.79) sous la forme d’une loi de
conservation :

%(pV—PXB):—V-W—i—fZ—i-f,« (1.81)
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ou fj et f. sont les forces de Lorentz et de radiation vu § 1.2.1, f; + . = ), et

1 1
Wij = pUiv; — 5/)1)251‘]' + (PZE] - BZ'M]') — 5513 (P -E+B- M)
Le pseudo-moment [ dr(pv — P x B) est conservé seulement en I’absence de sources,
f; = 0 et d’inhomogénéités f, = 0. En ajoutant cette loi de conservation (1.81) & celle
obtenue a partir des équations de Maxwell (1.42) conduisant au moment de Minkowski

on obtient un moment qui, lui, est rigoureusement conservé :

0 1
pn <pv + EE X B) =V-(pvw+T) (1.82)

T = i(EiEj + B;B;) — %%’(E -E+B-B)
Cette impulsion définie par (1.82) modifie sans doute les conlusions de Feigel quant
a la controverse Abraham-Minkowski. En revanche elle est toujours quadratique en
champ et cela laisse la possibilité d’une contribution non-nulle des fluctuations du champ
électromagnétique. Nous pensons que cet effet, le moment cinétique de Casimir , est
indépendant de la controverse. Nous n’avons pas cherché a résoudre cette derniere.

1.3.3.e Le probleme de la divergence

Il reste le probleme de la divergence. Bien qu’une coupure ait été utilisée avec
succes dans la premiere estimation du déplacement de Lamb [85] & laquelle Feigel fait
référence, la divergence était dans ce cas logarithmique. Pour le moment cinétique de
Casimir la coupure intervient a la puissance quatrieme. Il est donc nécessaire d’envisager
une régularisation plus satisfaisante de la divergence [12, 77]. Nous allons développer
différentes approches dans la section suivante.

1.3.4 Comment régulariser la divergence ?

Nous avons vu que la quantité de mouvement transférée par les fluctuations du vide
a un matériau bi-anisotrope est divergente (1.67). Les problémes de divergence sont
courants en électrodynamique quantique et interviennent des que l'on fait appel aux
fluctuations de point zéro dont I’énergie est infinie. Il faut donc trouver un moyen accept-
able de parer a cette divergence et d’en extraire les observables physiques significatives.
Il y a plusieurs facons de traiter les divergences. Dans le calcul de la force de Casimir
nous avons vu section 1.1.3.a que la divergence s’annule puisque l'on s’intéresse a une
différence d’énergie. Dans le calcul du déplacement de Lamb [85] on renormalise la masse
de ’atome. D’autres approches plus mathématiques donnent aussi des résultats accepta-
bles dans la plupart des situations physiques considérées : régularisation dimensionnelle
[86] ou régularisation par fonction zeta [87]. Nous allons voir ici différentes approches
pour l'obtention d’un résultat fini.
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1.3.4.a Régularisation dimensionelle et géométrie de Casimir

Apres avoir développé une équation invariante par transformation de Lorentz pour
la quantité de mouvement (1.75), van Tiggelen, Rikken et Krsti¢ [80, 84] obtiennent
un effet des fluctuations du vide proportionnel & o = h [ d3k wy. Ils déterminent cette
intégrale divergente en admettant la régularisation dimensionnelle. Cela consiste a con-
sidérer l'intégration dans un espace de dimension d tel que l'intégrale soit convergente,
puis & prendre la limite d — 3. Pour évaluer ¢ on considere l'intégrale :

PN _ﬂr(%d)
[ G+ = = G

que ’on pousse au dela de son domaine de validité p > d, ce qui ameéne p  Iy(3,—1) = 0.

(1.83)

En conséquence cela signifie qu’il n’y a pas dans cette approche de transfert d’impulsion

entre les fluctuations du vide et un milieu homogene infini.

Un moyen de s’affranchir de ce terme divergent o est de considérer un cas particulier
pour lequel on sait que la divergence n’intervient pas, en utilisant la méme géométrie
que pour 'effet Casimir. On considere alors une tranche entre deux plaques métalliques
FIG. 1.3.4.a, puis on calcule g en fonction de la distance L entre les plaques. Les conditions

| |
EG
L1t d v

FIGURE 1.9 — La tranche est soumise & des champs externes Eq et By. Lorsque les plaques se
rapprochent, la tranche se met en mouvement jusqu’a atteindre une vitesse v qui dépend de L.
figure issue de [80].

aux limites a 'interface métallique imposent un champ électrique tangentiel et un champ

magnétique normal nuls. Cela change la distribution des modes et on peut montrer dans

ce cas que 'on obtient une valeur finie pour le terme initialement divergent o :
m  sin(rd/2L)
24dL3 cos(mwd/2L)3

Ce résultat est obtenu en appliquant de nouveau la régularisation dimensionelle pour les

o(L,d) ~ (1.84)

modes continus, et en utilisant la régularisation zeta, qui est le prolongement analytique
de la somme )7 ;n~% = ((s) pour des valeurs s < 1, pour les modes discrétisés suite &
I’application des conditions de bord. On peut décrire le moment cinétique de Casimir en
considérant la situation suivante : les champs externes sont constants, les plaques sont
initialement infiniment éloignées et la tranche magnéto-électrique est au repos. En ne
gardant que les termes dominants et pour 0 < d < L, 'impulsion par unité de surface
atteinte par la tranche lorsque les plaques sont amenées a la distance L est

m  sin(wrd/2L) 1
dv = —h —Eox B 1.
pav 24dL3 cos(md/2L) 4r” ° B0 (1.85)
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Pour un liquide moléculaire dont la biréfringence est indépendante de la fréquence, avec
p = 2000kgm =3, et L = 2d = 1um les auteurs estiment une vitesse v ~ 107 Tnms=1,
largement plus faible que la proposition initiale et qui écarte toute chance de mesurer
Ieffet.

1.3.4.b Spheére diélectrique et énergie de Casimir

On considere ici une sphére magnéto-électrique [8]. D’une part le moment cinétique
de Casimir semble nul pour un milieu infini, d’autre part 'impulsion d’un objet de
taille finie est une quantité mesurable et pourra donc se préter a ’expérience. Comme
précédemment les lois de conservation conduisent a un moment cinétique pour la sphere
de la forme :

1
mv+ —— /dgr(0|E x B|0) = constante
4eq

qu’il faut évaluer. Le théoreme de fluctuations-dissipation relie les fluctuations de champ
a la partie imaginaire de la fonction de Green :

(014 (1) 5 (x1)0) =~ I G5 (e )

Cette derniere peut étre développée en série de Born du potentiel d’interaction entre la
sphere matérielle et le champ [88]. La premiere approximation de Born donne un terme
volumique proportionnel a ’énergie pour un milieu infini qui, comme au paragraphe
précédent est nul d’apres régularisation dimensionelle. Le second terme du développement
donne une contribution proportionelle a 1’énergie Casimir de la sphere. Différentes ap-
proches [89-91] ont évalué cette énergie comme étant inversement proportionelle au rayon
L de la sphere, ce qui conduit pour le moment cinétique de la sphere magnéto-€électrique
a:

h
mo; =17 (€ = 1)eijrxe (1.86)
ou 7 est un coefficient numérique. Ceci donne, pour un milieu magnéto-électrique avec
Xjk = 9(EojBor — EorBoj) :

h
mu; = 2nz(5 —1)gEq x By (1.87)

Pour une sphere de diametre 1um composée de FeGaOs pour lequel gEyBy ~ 1074 et
d’une densité de 4, 5gcm ™3 la vitesse attendue est v ~ 10720ms—1.

Nous reviendrons au chapitre 4 sur la signification physique de cette contribution
Hl/L?’ .

1.3.4.c Milieu ME dans une géométrie de Casimir

Il peut étre intéressant de se ramener dans une situation identique a celle du cal-
cul de l'énergie de Casimir. Bikeland et Brevik adaptent le formalisme des fonctions
de Green au cas magnéto-électrique [7]. Le systéme considéré consiste en un matériau
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magnéto-électrique dont ’anisotropie est intrinseque [59] entre deux plaques metalliques.
Il n’y a donc pas ici de champs externes. La situation physique initiale est la méme que
précédemment : milieu au repos et plaques infiniment éloignées. On considere la quan-
tité de mouvement du milieu lorsque les plaques s’approchent a une distance L. Dans
cette approche et comme pour le calcul de I’énergie de Casimir, les termes divergents se
compensent et conduisant a un résultat fini pour la quantité de mouvement. En prenant
un milieu de permittivité e, perméabilité u et tenseur magnéto-électrique x;; tel que

0 0 0
Xig=1 0 0 Xy (1.88)
0 Xz O

on obtient pour la densité d’impulsion selon 'axe x :

h¢(3) [n
PV = 167 L3 \/ZXzy (1'89)

ou ( est la fonction zeta de Riemann, ((3) ~ 1,20. En prenant L = luym, p = ¢ =1

et un coefficient de couplage magnéto-électrique x., = 104, ce qu’on peut trouver
avec des cristaux comme FeAlO3 ou FeGaOs [84], on trouve une vitesse de l'ordre de
10~ %nms~!. Ce résultat, du méme ordre de grandeur que celui obtenu précédemment
(1.85), montre que effet attendu n’est pas un artéfact di a I'application de champs ex-
ternes. En outre une densité d’impulsion de valeur finie est obtenue sans renormalisation
de la divergence, a la maniere de ce que 'on peut trouver dans la détermination de la
force de Casimir.

Confirmé par différentes approches, l'effet Feigel ou moment cinétique de Casimir
semble donc exister, mais il semble bien trop faible pour étre mesuré. Cependant les tech-
niques de régularisation de la divergence sont discutables et ’approche macroscopique
montre ses limites. Une approche microscopique avec un traitement clair de la divergence
est nécessaire pour évaluer cet effet.

1.4 Energie de Casimir et masse

Nous avons vu que ’énergie du vide donne une contribution a la masse de I’électron
(§1.1.2). Nous discuterons au chapitre 3 la contribution de masse de I’énergie de Casimir.
Le caractere inertiel ou gravitationnel de 1’énergie de Casimir est lié & une question
fondamentale : “le probleme de la constante cosmologique”.

1.4.1 Lien avec la masse gravitationnelle

Le lien entre ’énergie de Casimir et la masse découle directement du probléeme de
la constante cosmologique. Cette constante a été introduite“a tort”par Einstein dans
les équations de la relativité générale comme une nouvelle constante fondamentale de
la théorie de la gravitation pour pouvoir construire un modeéle d’Univers statique. Or,
avec la découverte de ’expansion de 'univers dans les années 20, le modele statique est



§1.4 Energie de Casimir et masse 39

abandonné et la constante cosmologique perd sa raison d’étre originelle. Elle est rejetée
des 1931 par Einstein lui-méme. L’intérét pour ce terme est revenu que bien plus tard,
pour rendre compte d’observations cosmologiques robustes et variées [6]. Cette constante
cosmologique se comporte comme une densité d’energie universelle et est équivalente a
une contribution de ’énergie associée au vide [92, 93].

Comme nous avons pu le voir, dans les calculs d’électrodynamique quantique le terme
divergent associé a I’energie du vide est laissé de co6té, soit par une redéfinition de I’Hamil-
tonien du probleme, défini & une constante pres (ex : déplacement de Lamb 1.1.2), soit la
divergence s’annule entre deux états considérés (effet Casimir 1.1.3). Les effets mesurés
sont sensibles a une différence d’énergie mais pas a la valeur absolue de cette derniere,
excepté dans le cas de la gravité. La gravité couple la densité locale d’énergie. La densité
d’energie du vide p donne le terme source dans les équations d’Einstein [94], la constante
cosmologique. Or nous avons vu que la densité d’énergie du vide est divergente (1.21) :

iy

= o33 (1.90)

p

ol wys tend vers l'infini. Il est possible de donner une borne inférieure a cette énergie
wps : on obtient dans les accélérateurs de particules des énergies de 'ordre de 17eV et
des mesures indirectes de rayons cosmiques ont révélé la présence d’une énergie de ’ordre
de 10'GeV [6]. Dans ce cas p > 103'eV/m3. En théorie I’énergie maximum estimée pour
les photons est 1’énergie de Planck, qui vaut environ 10°GeV [95], ce qui donne

p~ 10% eV/m? (1.91)

Or les observations conduisent a une valeur bien plus faible de la constante cosmologique
et de la densité d’énergie moyenne dans 'univers [96, 97] :

p < 10%eV/m? (1.92)

Cela implique que 1’énergie du vide ne peut pas étre traitée comme les autres formes
d’énergies concernant la relativité générale, sans entrer en conflit avec les observations
cosmologiques et astrophysiques. Une premiere approche radicale pour répondre a ce
probleme a été de négliger 1’énergie du vide en lui attribuant une valeur nulle par
définition [98]. On a pu constater depuis les effets observables de cette énergie [99].
C’est a partir de ce paradoxe que vient 1’idée de renormalisation de la masse vue pour
le déplacement de Lamb, en supposant que, dans un futur modele plus complet, la cor-
rection de masse dm (1.31) diie aux champs électromagnétiques sera effectivement faible
devant la masse au repos [85]. On peut alors se demander si cette énergie gravite.

Il est alors important de déterminer ’existence et le role des fluctuations quantiques
des champs dans le domaine macroscopique ou les forces de gravitation ne peuvent plus
étre négligées. En cela l'effet Casimir est le lien le plus explicite et expérimentalement
accessible de l'effet de ces fluctuations dans le monde macroscopique. Une étude récente
des forces de gravitation exercées sur les plaques de Casimir [100, 101] a montré que
I’énergie d’interaction et 1’énergie propre dues aux champs gravitent, en accord avec le
principe d’équivalence d’Einstein.
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1.4.2 Liens avec la masse inertielle

Les effets mécaniques d’un environnement fluctuant sont connus depuis longtemps
[15]. Cet environnement est responsable d’une contribution aléatoire a la vitesse d'un
corps immergé, c’est le mouvement Brownien, ainsi que d’une force moyenne qui tend a
dissiper I’énergie de ce corps. Ces deux propriétés sont reliées par les relations générales
de fluctuations-dissipation. Ces relations sont aussi valables en mécanique quantique [102]
et par conséquent les mémes effets se retrouvent pour un miroir soumis a la pression de
radiation du vide [103, 104]. Lorsque ce dernier est en mouvement il subit une force de
freinage, conséquence du déséquilibre de la pression de radiation créé par son mouvement.
Cette force est proportionnelle & la dérivée cinquiéme de la position [105], de sorte qu’un
miroir en translation uniforme ne subit pas de force et on ne peut distinguer le mou-
vement inertiel du repos. On peut appliquer le méme raisonnement pour deux miroirs
formant une cavité Fabry-Perrot et déterminer la force de réaction lorsque les deux sont
en mouvement. On trouve alors une force induite par les fluctuations proportionnelle a
I’accélération, donc une contribution a la masse de la cavité, directement liée a I’énergie
de Casimir. Cette énergie de Casimir, elle-méme issue des fluctuations du vide, contribue
donc a la masse inertielle du Fabry-Perrot [106, 107].

L’énergie du vide apparait comme une source d’inertie et de gravitation. Ainsi le vide
quantique se comporte, a ’échelle macroscopique, comme une constante cosmologique.
Ces résultats suggerent que les lois de I'inertie et de la gravitation doivent étre modifiées
pour tenir compte des effets induits par le vide [105]. La constante cosmologique que
I’on mesure a donc a priori deux contributions, la constante cosmologique que 1'on peut
librement introduire dans les équations d’Einstein, Ag, et celle associée a l'effet gravita-
tionnel du vide quantique, Ag o< p. La valeur mesurée cosmologiquement est donc égale
a

Ames = Ag + AQ (193)

Cependant, comme les ordres de grandeur discutés précédemment nous 'ont montré,
Apes est trés petit comparé a Ag. Il faut donc que Ag compense Ag, de telle sorte
que A + Ag ~ 10_60AQ. Ap est associé a I’énergie noire, qui occuperait la majeure
partie de I'Univers. Un réglage si fin entre les valeurs de deux quantités qui a priori n’ont
pas une origine commune semble inexplicable. De plus, sans une telle quasi-annulation,
I’Univers serait tres différent de celui qu’on observe aujourd’hui. C’est ce que ’'on nomme
“le probléme de la constante cosmologique”[93, 108, 109].

1.5 Sonoluminescence

1.5.1 Effet observé

La sonoluminescence est I’émission de lumiere par des bulles de gaz dans un liquide,
dont on fait varier le diametre grace a une onde ultrasonore. Cela peut étre simplement
des bulles d’air dans de l’eau. L’observation de ce phénomene date des années 30 [110]
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o )

FIGURE 1.10 — Illustration du phénoméne de sonoluminescence. Le diametre de la bulle entre

lentement en expansion, puis il y a une contraction rapide suivie de I’émission de lumiere au
début de la détente (voir figure 1.5.1).

a la suite de travaux sur la cavitation dans ’eau pour étudier 1'usure des hélices de
bateaux. L’étude de la sonoluminescence en elle-méme est plus récente [111]. Sous de
bonnes conditions il est possible d’obtenir une bulle unique qui émet des flashs lumineux
de fagon périodique [112]. Ces flashs, d’une durée tres breve ~ 40ps, sont visibles &
I'oeil nu. Les températures ateintes dans cette microscopique bulle de rayon ~ 5um sont
faramineuses : de l'ordre de 15000k, aussi élevées qu’a la surface d’une étoile [113].
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FIGURE 1.11 — Evolution du rayon de la bulle et pression dans le liquide sur une période. Le
flash lumineux a lieu juste apres la compression maximum. La dynamique de la bulle est décrite
par les équations de Rayleigh-Plesset et bien vérifiée expérimentalement [114]

1.5.2 Lien avec I’énergie de Casimir

Un certain nombre de théories ont été proposées pour expliquer la sonoluminescence.
Si la dynamique de la bulle est aujourd’hui bien connue, I’émission de lumiere reste
plus discutée (revue assez complete : [115]). Le spectre émis est proche de celui du
corps noir, mais la durée du flash est nettement inférieure au temps caractéristique de
variation du volume de la bulle, ce n’est donc pas une situation a I’équilibre [116]. Parmi
ces tentatives, Schwinger a proposé que l'effet Casimir dynamique soit & l'origine de
Pémission de photons [117]. Un certain nombre de critiques, portant sur les parametres
utilisés [118] ou sur I’énergie Casimir d’une sphére/boule [89-91], ont depuis invalidé le
modele.

Cette approche a été entérinée, parmi d’autres, au profit de théories dites des “hot
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spot”ou ’énergie a l'origne des flashs lumineux provient de I’énergie thermique issue de
la compression adiabatique de la bulle [115], cependant I'explication de la concentration
de I'énergie précédant les flashs reste discutée [119].

Nous discuterons au chapitre 4 le cas de I’énergie Casimir d’une boule diélectrique.
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Introduction

Dans cette partie nous nous efforcons de répondre a la controverse “Feigel”. Nous
cherchons a savoir si le moment cinétique de Casimir existe et si sa valeur est suffisamment
grande pour qu’il soit mesurable. Les principales critiques portent sur la description
macroscopique du milieu bi-anisotrope et mettent en avant le besoin d’une description
microscopique de la matiere. Il s’agit donc d’utiliser un systéme bi-anisotrope le plus
simple possible, sans perdre 'effet. Une description quantique est donc pertinente. Nous
cherchons a exprimer le moment cinétique d’un systeme microscopique bi-anisotrope en
interaction avec les fluctuations quantiques du vide lorsque I’ensemble se trouve dans son
état fondamental.

2.1 Modele microscopique

2.1.1 Définition du systeme

Nous avons vu que 'effet magnéto-électrique s’applique & tous les systemes (cf 1.2.2).
Nous allons 'utiliser sur deux charges de signes opposés, couplées aux fluctuations du
vide quantique. Comme dans le premier chapitre, les champs électrique et magnétique
extérieurs sont imposés, on ne considere pas les sources qui les créent. Le systeme

43
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considéré est constitué d’'un volume d’espace soumis & ces champs statiques Eg, Bg et
aux fluctuations du vide quantique, dans lequel se trouvent deux particules de charges
élémentaires opposées :

do = te et qg = —e,

en interaction par un potentiel V' (r), o r est la distance entre les deux charges. Dans
ce chapitre ce potentiel sera choisi comme étant harmonique a trois dimensions. Cette
approximation, faite pour des raisons calculatoires, est justifiée par le fait que I'on reste
a basse énergie avec des charges qui restent liées, et que le résultat obtenu semble
indépendant du modele de force entre les charges. Ces deux charges ont pour masse
mq et mg, position r, et rg, et impulsion p, et pg.

2.1.2 Description Hamiltonienne

L’Hamiltonien du systeme dans le point de vue de Schrodinger, i.e. la dépendance
temporelle contenue dans la fonction d’onde, s’écrit

H=>Y" {Q:n (P — GaA4(ra))” - ano.ra] +V () + > hwy [aLeake + ;] (2.1)
a ! ke

pour lequel A; = Ay + A est le potentiel vecteur total comprenant la contribution du
champ magnétique statique extérieur, décrit par le potentiel vecteur classique Ay :

1
A()(I‘) = §B0 Xr, (22)

et celle de 'opérateur quantique A du champ électromagnétique. Ce dernier sera traité
dans la jauge de Coulomb pour laquelle V - A = 0. Cette jauge est habituellement
utilisée pour les calculs QED de basse énergie en raison de la facilité d’interprétation
des équations obtenues. Dans cette jauge A(ry) =, A€ [akeeikra + a;r( 66_““”@} pour
lequel € représente la polarisation et la somme porte sur les deux vecteurs possibles per-
pendiculaires a k, aL . et axe sont les opérateurs création et annihilation d'une excitation
élémentaire du champ électromagnétique, un photon, en seconde quantification.

Nous utiliserons par la suite les coordonnées réduites (ci-dessous) dans le référentiel
du centre de masse. R et r sont respectivement les coordonnées du centre de masse et
de la particule réduite, et leurs impulsions conjuguées sont P et p. M et u représentent
la masse totale et la masse réduite.

p p
Mo Mg
m
M = mg+mg po= (1/mg+1/mg)~"
Pour un oscillateur harmonique a trois dimensions le potentiel s’écrit V(r) = %uw%rQ

avec hwg la différence d’énergie entre deux niveaux de 'oscillateur.
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FIGURE 2.1 — a) Coordonnées des particules « et 3, représentées de fagon classique. b) particule
réduite dans le référentiel du centre de masse

Relations de commutations

Les variables dynamiques fondamentales de chaque particule «, la position r, et
I'impulsion p, satisfont les relations de commutations suivantes, Vi,j = z,y, 2 :

[rah?ﬂ/)’j] = [palvpﬂ]] =0
[Tais Pgj] = ihdapdij
Les coordonnées réduites satisfont les méme relations :
[ri,75] = [pi, pj] = [Ri, Rj] = [P, Pj] =0
(75, Rj] = [ri, Pj] = [pi, Pj] = [pi, Rj] =0
(15, p;] = [Ri, Pj] = ihdy;

Les opérateurs de création et annihilation aL . et axe des oscillateurs harmoniques fic-

tifs associés aux modes du champs électromagnétique commutent avec les opérateurs
atomiques. Ils satisfont
S S
[akea Gk'e/] = [akeyaklel] =0

[ake, aL,e,] = ihékk/ 566/

2.1.3 Constante du mouvement

Nous montrons, comme dans I'approche de Feigel [9], la conservation d'un pseudo-
moment K donné par :

e i 1
K=P+ §B0 Xr+ ; hk [akeake + 2] (2.4)
€

C’est un pseudo-moment car il est une constante du mouvement seulement si le champ
magnétique externe Bg est a la fois indépendant du temps et uniforme, ce que 1'on sup-
posera ici. Nous nous intéressons au moment cinétique total de I'oscillateur en présence
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du vide quantique, qui n’est pas égal a K, ni a P. Cependant comme K est constant
méme pour un champ électrique Ey dépendant du temps, il est donc intéressant de
calculer le moment cinétique total a partir de ce dernier, pour différentes valeurs du
champ électrique, par exemple nulle et non-nulle. Nous manipulons ici trois impulsions
différentes K, P et P, qu’il faudra veiller a ne pas confondre. En présence d’un champ
magnétique, le moment cinetique (1.50) ne correspond plus au moment conjugué, ils sont
reliés par la relation Pgn, = P — eAA; avec eAA; = eAy(ry) — eAy(rg). Avec (2.2) et
(2.4) nous pouvons donc réécrire :

K =P, , +eBg xr+eAA + Z hk [aieake + ;] (2.5)
ke

L’opérateur eAA = eA(r,) —eA(rp) représente la contribution invariante de jauge de la
partie “longitudinale”du champ du vide [21]. Nous devrons donc aller au-dela de ’approx-
imation dipolaire électrique usuelle -auquel cas AA serait négligé- pour pouvoir traiter
des grandes longueurs d’ondes des fluctuations du champ de point zéro. Le dernier terme

de I’équation (2.5) est di au champ électromagnétique “transverse”autour de I’atome.
L’évolution temporelle de la moyenne quantique de K est donnée par 1’équation [81] :

) _ ) + (5
ou I’Hamiltonien H peut dépendre du temps, ici a travers le champ électrique. Le pseudo-
moment ne dépendant pas explicitement du temps, le second terme de cette égalité est
nul. Il reste a déterminer le commutateur. Nous avons besoin des relations de commuta-

tions suivantes entre p;, aT, a et un opérateur quelconque O :

00
Pa)i, O] = —ih 2.6
e . 90
lake, O] = (%LE , lay., O] = Dare

Nous donnons ici les principales clefs pour la compréhension on se restreint donc au cas
sans champs extérieurs pour lequel

Hge = Z [27’11 (Pa — QaA(Fa))Q} +V(r)+ Z Ty, [aLeake + ﬂ (2.7)
a @ ke
Ksc =P+ Ik [aieake + ﬂ (2.8)

ke
Montrons que [Kgsc, Aj(r;)] = 0.

Y ppAjra)| = —ihVe, Aj(ra) = Y hkAg(e); [akeeikra - aLee_ikr“] (2.9)
B ke

O0A; OA;
hkaTae,A-ra = al S L (e 2.10
Sl v teo] = (o G - o) 10

= Z hk Ak (€); [aLee_ikr“ — akeeikra]
ke
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En sommant les deux expressions on retrouve [Kgc, Aj(ry)] = 0. Les opérateurs de
champs al et a, les opérateurs atomiques du centre de masse et ceux de la particule
réduite commutent entre eux. Par conséquent immédiatement [(Ksc)i, V(r)] = 0. Hge
est construit a partir des opérateurs (pq); et A; qui commutent I'un et 'autre avec Kgc,
donc il commute lui méme avec ce dernier.

Remarquons aussi que py - A(ry) = A(ry) - pa car la commutation des deux vecteurs
fait intervenir Ak qui est justement orthogonal & € car le potentiel vecteur est transverse
dans la jauge de Coulomb. En conséquence et fort des propriétés précédentes, lorsque
I’on développe 'Hamiltonien il n’est pas nécessaire de symétriser les produits car soit
leurs termes commutent, soit ce sont des produits simples.

Nous montrons de la méme maniere que

K,H] =0 (2.11)
avec la conclusion que (K) est conservé dans le temps, méme si le champ électrique Eg
est variable.

2.1.4 Impulsion transverse et longitudinale

Un champ vectoriel dit “longitudinal” V) (r) est caractérisé, dans l'espace réel et
réciproque par

V x V”(I') =0 (212&)
1k X V”(k) =0

Un champ vectoriel dit “transverse” V| (r) est caractérisé par
V-Vi(r)=0 (2.13a)
ik-Vi(k)=0

La dénomination transverse ou longitudinale a une signification géométrique claire dans
I’espace réciproque : pour tout k un champ longitudinal est parallele a k, un champ
transverse lui est perpendiculaire. On peut donc décomposer de fagon unique tout champ
en ses composantes longitudinale et transverse : V.= V|| +V

Les équations de Maxwell dans ’espace réciproque sont :

ik - E(k) = ;p(k) (2.14a)
ik-B(k) =0 (2.14b)
ik x B(k) — _8138(;‘) (2.14c)

OB 1 g (2.14d)

) 1

ou p est la densité de charge et j la densité de courant sont reliées par ’équation de

conservation de la charge :
_ Ip(k)
k-jlkyl+ ——=0
ik-jk)+ 9t
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La relation entre les champs et le potentiel vecteur, dans ’espace réciproque est :

B(k) = ik x A(k) (2.15)
E(k) = —a%ik) — kU (k)

L’équation (2.14b) montre que le champ magnétique est purement transverse :
B =0

L’équation (2.14a) relie le champ électrique longitudinal & la distribution de charges
p(k) :

1 k
E | k)=——pk)—= 2.16
109 =~ L5005 (2.16)
. ) : : , AL (K)
Des relations reliant le potentiel vecteur il en découle que E | (k) = —==5;

L’impulsion totale du champ G = ¢y [ d®rE(r) x B(r) = ¢ [ ¢*kE*(k) x B(k), ou *
désigne le complexe conjugué, peut-étre décomposée selon :

Giong = €0 / ’KE]j(k) x B(k) (2.17a)
Gt'rans = 50/d3kEj_(k> X B(k) (217b)

En utilisant la relation entre B(k) et A(k) (2.15), Pexpression de E(k) ci-dessus (2.16)
et I'identité a x (b x ¢) = (a-c)b — (a- b)c, on peut réécrire la partie longitudinale de
I'impulsion G :

Giong = eo/d3k;p*(k):2 x (ik x A(k))
— [ (1) (A0 ~ K (- A) (2.18)

ou le terme entre crochet n’est autre que la partie transverse du potentiel vecteur A.
Donc

Gilong = / d3kp* A (k) = / PrpAL(r) = gaAL(ra) (2.19)

0%
Girans s ramene a » , hk {al ke + %] et la constante du mouvement K (2.5) se lit :
K= Pcin + €B0 Xr -+ Glong + Gtrans (220)

avec Pein, Giong €t Girans définies dans les équations (2.5), (2.19) et (2.17b).

2.2 Effet classique des champs appliqués

2.2.1 Un systeme simple

Une contribution quantique au moment cinétique de Casimir a été proposée par Feigel
dans 'article [9]. Une contribution classique a aussi été abordée. A notre connaissance
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seul Jackson [45] mentionne qu’une charge se déplace dans la méme direction entre deux
champs croisés quel que soit son signe, ce qui est appelé “E x B drift”. Dans le cas
précédent de deux charges liées par un potentiel harmonique, en ’absence de couplage
avec le vide quantique nous devrions retrouver une quantité de mouvement classique due
aux champs extérieurs appliqués.

2.2.2 Equations du mouvement

Nous considérons ici seulement 'oscillateur harmonique constitué de deux charges
da = —qg = e et les champs Eg, By pour lesquels nous appliquons la seconde loi de
Newton. Les champs extérieurs Eg, By sont pris selon les axes y et z respectivement, le
systeme est au repos a t = 0.

mate = eEg + ery, x Bo + f(r) (2.21)
mﬁf,@ = eEo — 61"5 X Bo — f(r) '
ou la force de rappel est définie par f(r) = — ,uwgr. Dans le référentiel du centre de masse,
avec les mémes notations que précédemment on obtient
MR = ei x B
er > B0 (2.22)
/ﬂ‘—eEO—I—e my % By 4 eR x By + 2f(r)

On voit donc ici que le mouvement du centre de masse et le mouvement interne de
la particule sont couplés. Les champs externes modifient 'orbite de ’électron, et par
conséquent le mouvement global.

2.2.3 Vitesse de dérive : approche intuitive

Nous pouvons négliger le mouvement interne et ne prendre en compte que le dipole
induit par le mouvement du centre de masse, pour rechercher une solution particuliere
avec une vitesse de dérive R = v constante. La premitre ligne de I'Eq. (2.22) donne alors
la condition r = ]\]gQ vp X By, la composante parallele au champ magnétique est conservée
et est donc une constante dépendant des conditions initiales, que nous prendrons nulle.
En reportant dans la seconde ligne :

pur =0=¢eEg+evp x By — —5vp X Bg

cB2
ce qui donne

62B(2)
(e2B2 + M uwd)

Vp = Veb (2.23)

ol Vg = EogBO est la vitesse de dérive d’une seule charge, indépendamment de son signe,
dans les champs Eg, Byg.
2.2.4 Dynamique totale

La résolution exacte du systeme classique peut s’effectuer en résolvant le systéme
d’équations (2.22) par transformée de Laplace puis en effectuant une troncature sur les
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temps longs. En effet pour retrouver la vitesse de dérive seule la composante linéaire en
temps pour la coordonnée du centre de masse est nécessaire, les autres termes obtenus
étant des termes oscillants. Il suffit pour cela d’effectuer un développement perturbatif
dans ’espace de Laplace. Cela revient donc a prendre la moyenne temporelle sur I’échelle
de temps atomique. On retrouve le méme résultat qu’au paragraphe précédent que ’'on

peut réécrire :

WeaW, Eg x Bo
vp=—* f — =2 (2.24)
caWeps T Wy 0

avec Weg = % la pulsation cyclotron de la particule v dans le champ magnétique By.
Ce résultat est en accord avec 'approche intuitive précédente. Dans le cas d’un champ
faible ou la pulsation cyclotron est négligeable devant celle de l'oscillateur, c’est-a-dire
pour By < 10% Tesla ce que I’on prendra par la suite, le moment cinétique du centre de

masse est

MVD = Oé(O)EQ X Bo (2.25)

avec a(0) = €?/uw? la polarisabilité statique de 1'oscillateur.

2.3 Théorie des perturbations

Nous recherchons la valeur du moment cinétique lorsque ’ensemble du systeme est
dans son état fondamental. Pour cela nous allons développer la moyenne quantique
(K) = (¥y|K|¥() du pseudo-moment, ou |¥p) est 1’état fondamental de H Eq.(2.1),
en fonction des deux vecteurs pertinents du modele, a savoir le moment cinétique Mv
de Doscillateur et le vecteur magnéto-électrique Eg x Bg. Pour trouver ’état fondamen-
tal du systeme total nous allons considérer que le couplage entre le vide quantique et
la particule représente une énergie faible devant celle des deux systémes distincts. Nous
appliquerons alors la théorie des perturbations entre 1'oscillateur magnéto-électrique,
c’est-a-dire la particule et les champs externes, et le vide électromagnétique. Cela re-
vient a un développement en puissance de «, la constante de structure fine. A Dordre le
plus bas cela correspond a une correction a une boucle comprenant seulement I’émission-
réabsorption d’un photon virtuel. Etant donné que le couplage permet ’échange d’un ou
deux photons, nous devrons donc a priori pousser le développement perturbatif a ’or-
dre deux. Pour faciliter la discussion sur le développement perturbatif, nous réécrivons
I’'Hamiltonien (2.1) de fagon lisible :

H=Hy+Hpr+W

1 2 1 55
Hy = Za: [277% (pa - QaAo(ra)) — ano.ra} + i,uwor (2.26a)
1
Hr = ; ha [aﬂeake + 2} (2.26D)
2 ¢ 2
W= Z —mi;(pa — GaAo(ra))A(ra) + 277°;QA(ra)2 (2.26¢)

=1
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ou Hp est 'Hamiltonien de la particule dans les champs classiques (A, Eg), Hp est
I’Hamiltonien du champ électromagnétique du vide et W est le terme perturbatif.

2.3.1 Sous-systéme oscillateur magnéto-électrique

Notre oscillateur magnéto-électrique est constitué des deux charges soumises aux
champs extérieurs, dont ’'Hamiltonien est Hy (Eq. 2.26). Nous allons dans un premier
temps nous intéresser aux valeurs et fonctions propres de ce sous-systeme, suivant la
démarche de Dippel [120]. Comme nous voulons le mouvement du centre de masse de
Poscillateur 3D, le point clef est la séparation des coordonnées internes et celles du centre
de masse, que 'on va réaliser via le pseudo-moment. En 'absence du vide quantique le
pseudo-moment K se réduit a Q, tel que [Q, Hy] = 0, avec

Q=P+ gBO X T (2.27)

=Pin+eBg xr

2.3.1.a Hamiltonien effectif a une particule

On utilise ici la représentation “r”des fonctions d’ondes : ¢(r) = (r|¢). Le ket [)) est
fonction propre de Hy tel que

H0|¢> = Epart|¢> (228)

Epart est énergie de la particule sans couplage avec le vide. Pour un systeme neutre les
coordonnées du pseudo-moment Q commutent entre elles, ce dernier commutant avec
I’'Hamiltonien Hy on peut donc choisir une base commune de fonctions propres. Il est
donc possible de décomposer la fonction d’onde totale de ce systeme de la fagon suivante :

1/}(1" R) = U(I‘, R)g(r)

ou la dépendance en R la coordonnée du centre de masse est entierement contenue dans
la transformation unitaire U. Cette transformation est déterminée par la condition que
1 soit un vecteur propre de Q, i.e. Q|) = Qop|v)) ou Qg est une valeur propre associée
a Q. En utilisant I’Ansatz

i e

U = exp <;Q0 R (B xr) R> (2.29)

on transforme I'Hamiltonien Hy en un Hamiltonien effectif Hepp = U THU -

2
1
Hepy = % <p — 57 BoX 1‘) + W“‘QO —eBox1)’ +V(r) —eEg-r  (2.30)

avec Am = my — mg > 0. L’opérateur R étant absent, on obtient alors I’équation de
Schrodinger pour la fonction d’onde & une particule £(r) :

Heff‘€> = Epart’§>

qui dépend de la valeur propre Qp. Schmelcher et Cederbaum [121] ont montré, en
utilisant les équations de Newton, que le premier terme du membre de droite de I’équation
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(2.30) représente I'énergie cinétique du mouvement interne. En utilisant la charge ¢ =
eAm/M et le potentiel Ag(r) = 3B x r, identique au choix de jauge (2.2), I'opérateur
d’énergie cinétique interne peut donc étre écrit :

T=1 (p—qAor)? (2.31)

20
Le terme 1/2M(Qp — eBg x r)? dans (2.30) représente 1’énergie cinétique du cen-
tre de masse. Elle ne dépend que de la valeur propre Qg du pseudo-moment. On peut
montrer que cette énergie et les termes restants sont indépendants du choix de jauge. Ils
représentent un potentiel effectif pour la particule réduite :

1

577(Qo — B x1)* + V(r) — By - r (2.32)

Verr =

L’Hamiltonien peut s’écrit donc comme Hcpr = T + V¢, c’est-a-dire un Hamiltonien
effectif a une particule qui s’applique au mouvement interne d’un systeme de deux partic-
ules. Cet Hamiltonien dépend seulement des opérateurs de coordonnées réduites p et r.
Il est relié au mouvement du centre de masse via la valeur propre Qg du pseudo-moment
total. Par la suite nous prendrons les champs externes perpendiculaires 'un a 'autre.
Dans ce cas on peut éliminer le terme Eq - r du potentiel V. ;¢ en I'incluant dans le terme

au carré :
1
Verr = W(Qo — Mve, —eBg xr)? +V(r) — §Mvgb + Qo - Veb (2.33)
oll Vp = EOBXSBO.

2.3.1.b Elimination du pseudo-moment

On applique une seconde transformation unitaire dans le but d’éliminer les termes
dépendants de la valeur propre du pseudo-moment dans I’Hamiltonien effectif, en opérant
une translation des coordonnées. Pour pouvoir effectuer cette transformation de facon
analytique, le potentiel V(r) est pris harmonique, et pour simplifier I’écriture on choisit
un potentiel isotrope : V(r) = 1uwor?. Suivant une idée de Herold, Ruder et Wunner
[122] on introduit :

S(p, ) = exp (—;po . r> exp <—;p . r0> (2.34)

2\ —1
de sorte que £(r) = S(p,r)p(r), avec pg = ?—]&” (1 + “eé/‘,ngo) Qo1, ou Qg est perpen-

diculaire au champ magnétique : Qo1 = Qo — Qo - Bo/ By et
-1
rg = (1 M) (Qo — Mvey,) x Bg)/(eB?). La fonction d’onde ¢(r) est tel que

e2 B2

Hepralp) = Epart|e)
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On a utilisé les notations ¢ = eAm/M, w, = —qBo/p et wp = (e2BF /M u + w§)1/2. La
dépendance vis-a-vis du mouvement du centre de masse est désormais contenue dans la
constante C' :

2 2 2\ —2
O_%_%<1+uMwo> (2.36)

2M 2M e?B?
On retrouve ici 'Hamiltonien a une particule de charge ¢ dans un champ magnétique et

2\ 1/2
un potentiel harmonique anisotrope, de fréquences w, = wy, = (w% + Z—C) , Wy = Wp,

dont les valeurs propres sont connues. L’énergie est détaillée ci-dessous, les vecteurs
propres sont donnés ici : [120] mais nous n’aurons pas a les considérer.

2.3.1.c Energie de l’oscillateur magnéto-électrique

L’énergie Epqe (2.28) de Poscillateur magnéto-électrique, constitué des deux charges
soumises aux champs externes, est la somme de deux contributions : d’une part I’énergie
d’une charge q soumise a un champ magnétique dans un potentiel harmonique anisotrope
a trois dimensions et définie par trois nombres quantiques (nj,ng,n,), d’autre part
I’énergie liée au mouvement du centre de masse Qq, reléguée dans la constante C' de
I'Hamiltonien Hcspo en Eq.(2.35) que 'on peut réécrire en fonction de wp :

1 1 1
Epart = EnQO = hw (nl + 2) + hwo (nQ + 2) + hw, (nz + 2)

Q% le W% ?
5M " oM 1 w% (2.37)

1 1/2
wig = —— (wz + w2+ w?+ \/(wg + w2 +w?2)? — 4w2w2)

V2 i

Wy = WwWp

n={ny,ng,n,}

on remarque que ’énergie E,,+ est minimale pour Qo = 0, c’est-a-dire pour une valeur
finie du moment cinétique.

2.3.2 Ordres de grandeurs des approximations effectuées

Hormis la perturbation a une boucle correspondant a un échange de photons, et a
un facteur o = 1/137 a chaque échange, nous allons aussi effectuer plusieurs simplifi-
cations. Les deux particules sont considérées comme non relativistes. Nous négligerons
donc les termes d’ordres supérieurs en v/c et en hwp/uc ~ 1078, D’autre part nous
nous intéressons a la contribution linéaire des champs externes Eq et Bg. En particulier
le champ magnétique By est faible devant celui pergu par la particule réduite dans son
mouvement interne, donc w. < wp. By intervient aussi de fagon non triviale dans la fonc-
tion d’onde anisotrope du systeme de deux charges soumis aux champs vu précédemment.
L’anisotropie est caractérisée par le rapport entre I'impulsion de la particule réduite due
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au champs magnétique et celle du mouvement interne : eBor,/(h/rq) ~ 1075 By, ol 7
est le rayon atomique. Pour des champs accessibles de 'ordre de la dizaine de Tesla,
ce rapport est négligeable. L’anisotropie des fonctions d’ondes |¢) étant paire par rap-
port au champ magnétique, elle représente une correction non linéaire au résultat final
et pourra donc étre négligée. On se ramene a la fonction d’onde |¢y,) d’un oscillateur
harmonique isotrope de fréquence wy. Nous prendrons par la suite des champs Eg et By
perpendiculaires.

Les différents parametres que nous allons utiliser pour ’expansion sont donc :

o v/cx1

e 0=1/137T<1

o hwo/pc ~ 1078

° eBo/qu ~ 1074
eBora/(h/ry) ~ 1074

2.3.3 Développement perturbatif
2.3.3.a Base des états

La base de fonctions utilisée pour le développement est la base des fonctions propres
de 'Hamiltonien Hy + Hp. Ces deux Hamiltoniens agissant dans des espaces de Hilbert
différents, les fonctions propres de leur somme est le produit direct de leurs fonctions pro-
pres respectives. Dans le cas de 'oscillateur harmonique sous champs vu précédemment
avec les transformations (2.29) et (2.34), et en négligeant les termes proportionnels & BZ,
nous adoptons la notation :

In, Qo) = exp (;QO . R> exp [;;(Bo Xr)- R] exp <;p0 . r> exp (;Lp . r0> |pn)
(2.38)
ol n = (ng,ny,n;), n; =0,1,--- sont les indices des niveaux quantiques de I'oscillateur

harmonique. En négligeant ’anisotropie, les translations de 'opérateur S (2.34) peuvent
se réécrire, pour la position de la particule réduite et 'impulsion réduite respectivement :

rg = e_loz(O)Eg
po = (2M) ' (mg — mq)a(0)(Eo x Bo)

avec a(0) = €2/ pws.

Pour le champ électromagnétique nous utilisons la base des états de Fock
|-+ Nke, Nkrer, -+ ) OU Nie est le nombre de photons d’impulsion fk et de polarisation
€. Cet état sera noté de fagon synthétique |ni). En I'absence d’interaction entre 'oscil-
lateur et le vide quantique, les fonctions propres sont donc simplement générées par le
produit direct :

In, Qo, i) = |, Qo) ® [ny) (2.39)
dont I'énergie associée est EnQon, = EnQ,+2 ke hwk(nke—ké). En négligeant I’anisotropie
due aux termes en Bg on a wi = Wy = Wy, W = wp, d’oll

2 3
1 1
EnQony = QQT\Z + ) hwo (n + 2) + ) hwe (nke + 2) (2.40)
1=1 ke
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Ces fonctions d’ondes représentent une base orthonormale de ’espace des états :

<n7 Q07 nk|S, Q67 mk’) == 5n55Q0Q65nkmk6kk’ (241)

ol dps est le symbole de Kroneker et i la distribution de Dirac. Il est avantageux de
garder en téte ’expression :

0, Qo, i) = U(r,R)S(r,p)[¢n) @ |ny) (2.42)

Notons que nous disposons maintenant de quatre opérateurs impulsion différents, a
savoir Q, K, P et Pgy,.

2.3.3.b Sans interaction : Contribution classique

En l’absence d’interaction entre vide quantique et atome, I’état fondamental est
|0, Qo, Ox). La moyenne quantique de K = Q + eAA + 3, 1k {a};eake + %} dans cet
état est donnée par

<K> = <07Q070k’K‘07Q070k> (243)
= (0,Q0|Q|0, Q) (0x|0x) + (0, Qo|(Ok|ecAA + Z hk [aLeake + ;] |0k)|0, Qo)
ke
= Qo

Ceci correspond & l'ordre zéro du développement perturbatif. Les fonctions d’ondes
de la base sont normées donc (0,Qp|0,Qp) = 1 et (0x|Ox) = 1. Nous omettrons
systématiquement ces produits par la suite. Le terme eAA implique un échange de pho-
tons entre deux états vides, il est donc nul en raison des regles de sélection. Le second
terme de champ donne la contribution ), %hk qui est nulle car le vide sans interac-
tion est isotrope. L’impulsion du champ électromagnétique G est donc nulle en ’absence
d’interaction. En prenant la moyenne quantique de la seconde égalité de I’équation (2.27)
on a:

Qo = (Pcin) + eBg x (0,Qq|r|0, Qo) (2.44)

Développons la derniere moyenne quantique : (0, Qo|r|0, Qo) = (¢o|STUT r US|¢o).
L’opérateur r commute avec 'opérateur U (2.29) car ce dernier ne comporte que les
opérateurs associés au centre de masse. L’opérateur S (2.29) est quant & lui une transla-
tion de vecteur rg. Il reste donc

(¢olr + ro|Po) = ro

car I’état fondamental de I'oscillateur harmonique est pair et 'intégration de r donne 0.
D’out le moment cinétique

<Pcin> = Qy — By x a(O)(Eo 4+ Qo X Bo/M) (2.45)

qui dépend de la valeur Qp du moment conservé.
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L'énergie totale de l'état fondamental |0,Qo) est Eoqeo, = shwi + Q3/2M +
Y ke %hwk. Elle est minimale pour Qg = 0, c’est-a-dire pour une valeur finie du moment
cinétique : (P.in) = a(0)Eg x By qui correspond a la valeur trouvée avec les équations
de Newton au paragraphe 2.2.4. En effet lorsqu’il n’y a pas de champ électrique externe,
a t=0, I’état fondamental correspond & la particule avec son centre de masse au repos :
(Pein) = 0. Sachant que Qg est conservée méme si le champ électrique est dépendant
du temps (§2.1.3), lorsque l'on branche le champ électrique, l'oscillateur dans son état
fondamental possede alors un moment cinétique non nul.

2.3.3.c Etat fondamental au second ordre de la perturbation W

Nous voulons évaluer la moyenne quantique (K) = (¥o|K|¥(). L’état fondamental
de I'Hamiltonien total H (2.26) est calculé au second ordre de la perturbation W [123] :

Wign
[Wo) =10, Qo,0) Z Q001 q n)

EOQOO - ElQn
W1Qn,sQ'mWsq@'m,0Q00
+ ’ : 1,Q,n)
%,:1 Sg: (Eoqoo — ElQn)(EOQOO — EsQ'm)
[Wiqn,09,0/*
+ ’ LQ.n 2.46
%n:a (Foqqo — ElQn)2| > (2.46)

L’élément de matrice Wiqn,0q,0 st la moyenne quantique : (1, Q, n[I¥|0, Qq, 0). Le sym-
bole Zlin représente la somme sur tous les états |1, Q,n) excepté 1’état fondamental
|0, Qp, 0). Les dénominateurs sont donc non nuls. Il est facile de montrer que dans le
cadre des approximations effectuées ici (§ 2.3.2) cette fonction d’onde est normée, c’est-
a-dire (Uy|¥y) = 1. Dans la suite nous appellerons abusivement “second ordre”tout
développement au second ordre d’un des parametres présentés au paragraphe 2.3.2.

2.3.3.d Perturbation effective

Nous allons nous ramener au cas a une particule pour le mouvement interne pour
le terme de perturbation W, en tracant sur les degrés de liberté du centre de masse.
Nous commengons par effectuer les transformations U et S du paragraphe 2.3.1 sur le
terme perturbatif. En se ramenant aux coordonnées réduites nous pouvons réécrire la
perturbation :

2
e e e e q 9
W=>» Ara) [ —>Q+ —>¢(B - —(PE-:ByxR <A 2.47
ST (A e~ p - SBux ) ¢ gt A (247
Pour simplifier la lecture nous avons laissé r, dans 'argument du potentiel vecteur. On
rappelle :
m
ra:R—i—ﬁBr , r/B:R—%r

A Tlaide des régles de commutation (2.6) et du paragraphe 2.1.2, nous pouvons mon-
trer que [r,U] = [R,U] = [ro, U] =0, [p,U] = §B x R. Il vient :

2
€ €q e 2
Wepp =UTWU =3 Afra) - <_MQ0 + o e(By xx) - map> + QinaA(ra)Q (2.48)
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On remarque que cette expression ne dépend plus des opérateurs du centre de masse,
excepté (implicitement) dans 'argument du potentiel vecteur. Ensuite la transformation
avec 'opérateur S revient a une translation des coordonnées internes :

Wepra = STWessS

=S A, (—f\;Qo e (By x (x4 10))

(&

2
9o
(P p0)) + 5 A

(07

(2.49)

our! s=R= mj\’}" (r+rp). Cette perturbation effective est la perturbation pergue par la
particule “réduite”dans un potentiel harmonique de fréquence wy en présence d’un bain
de photons virtuels.

2.3.3.e Regles de sélection

Dans cette section on integre sur la coordonnée R du centre de masse, ce qui nous
mene aux regles de sélection en Qq, décrivant les effets de recul.
Des relations précédentes nous réécrivons 1'élément de matrice Wgrp, 10,n inter-
o,to
venant dans (2.46) en effectuant la moyenne quantique des coordonnées du centre de
masse. Pour cela nous utilisons la représentation position dans laquelle I'opérateur R est
remplacé par le vecteur R et I'opérateur P, qui n’apparait pas ici, par —thVg.

<S7 Qé)amk|W|l7 QDunk> = <¢S7mk|STUT 6UQOSW€ff2|¢)17nnk>

= /d3R exp (2(Qo — QB)R> (s, mp|Wepa|or, ny)

ol la premiere égalité vient du fait que le produit Ug,S commute avec W,y r2. La seconde
égalité vient du fait que le produit U, 0 Uq, = exp (i/M(Qo — Qp)R) ne dépend que de
R, donc commute avec S, suivi du dé\ofeloppement de la moyenne quantique. Nous ne
nous intéressons ici qu’a la partie de Weyro dépendante de R, c’est-a-dire le produit
UZ% Uq, et l'opérateur A. On distingue dans Wt les termes proportionnels & A de ceux
proportionnels & A2. Dans les termes proportionnels & A, ceux contentant l’opérateur
annihilation aye s’écrivent :

/ B R{¢s, m| Z ¢/MQo=Qu+hkIR (.Y |y, m)
ke

= (ds,m| Y axe () |61, n) /d3Rei/h(QoQ6+hk)R
ke
ke

ou le terme (- --) désigne le reste des opérateurs indépendants de R et aye et commutant
]

avec ces derniers. De méme pour la partie proportionnelle a a; _ on a :

(bs;m| D al (-++) 1, n)d(Qo — Q) — hk)
ke
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Les fonctions de Dirac signifient que lors de I’échange d’un photon, le pseudo-moment
accuse un recul ik correspondant a la quantité de mouvement du photon émis ou ab-
sorbé. C’est la conservation de la quantité de mouvement. Partant d’un état d’impulsion
Qo cela impose des regles sur 'impulsion totale Qf, que 'on va atteindre. Ces termes
correspondent aux diagrammes de la figure FIG.2.2.

Q Q

fik hk
Qo Qo

FIGURE 2.2 - 4 gauche : Diagramme de Feynman pour ’émission d’un photon par la particule
d’impulsion totale Qq. A droite : Diagramme de Feynman pour ’absorption d’un photon par la
particule d’impulsion totale Q.

Développons maintenant le terme A? dans Wespa. Ce terme est responsable de di-
vergences dans le calcul de I'energie associée a la perturbation. Il est donc important de
connaitre sa contribution a I'impulsion totale.

A2(ra) = Z Z akealt,e,ei(k_kl)r“ + eyt ETE T L p (2.51)
ke k'€

. PRI o . 1
ol h.c. est 'opérateur conjugué. Le premier terme de Wisqym,iQon contenant ayeay,
s’écrit de la méme facon :

(bs,m| DD axeatsy () |61,m)0(Qo — Qf + hk — k')

ke k'€’

On retrouve bien entendu le terme de recul associé a chaque photon. Dans le cadre
de nos approximations nous recherchons une correction a une boucle. Cela correspond
pour le vide a une émission-absorption d’un méme photon, les deux processus devant
alors correspondre a un photon de méme fréquence et méme polarisation. Dans ce cas
(Psy ;| D e akeaL€|¢1, ng,) = ds10nmd(k; —ky) ce qui signifie que le photon couple deux
états identiques, ce qui est exclu dans le développement (2.46). Ce terme, qui entre deux
états identiques donne une contribution divergente a 1’énergie, est donc exclu ici par
construction. Le terme proportionnel & ayear e quant a lui conduit a un échange de
deux photons, soit une correction en o exclue ici. Les régles de sélection pour I’état de
Fock |ng) donnent donc une contribution nulle pour le terme en A% & I'impulsion totale.

2.3.4 Moyenne quantique de I’'impulsion totale

Nous voulons la moyenne de I'impulsion totale (K) car on a démontré en section 2.1.3
que c’est une constante du mouvement qui nous donne directement le moment cinétique
de la particule. D’apres 'expression (2.5) de K, nous devons évaluer les termes eBg x r,
eAA et Y. hkke[ai;ake -+ %] En utilisant (2.46) pour ’état fondamental, (K) s’écrit
alors :



62.3 Théorie des perturbations 59

(K) = (Pcin) +eBg x (0,Qq,0[r|0,Qq,0)

/ W,
+3°7(0,Qp, 0]eAA|L, Q,n) 7 ZHI0__ o
o (Eoqoo — Eign)

’ ’ vVlQn sQ’mWsQ’m 0Qo0
+eB x 0,Q,,0r|LLQ,n : et + c.c.
lQZn < 0 | ’ >s§n (EOQOO - ElQn)(EOQOO - ESQ’m)

, , Wion,0000W0000,5Q'm
+eB x (s, Q’,m|r|1,Q,n) > 0 ’
%% s§n (FE0qe0 — Eion) (Eogoo — Esq'm)

’ ’ VVlQn 0Q OWOQ 0,sQ'm
+ (5, Q' m| Y hkieay axell, Q, n) YIPR
%v; sg;n ; ke (Eogoo — Eign) (EoQoo — Esqm)

(2.52)

ou c.c. désigne le complexe conjugué, car dans la moyenne (Vy|K|¥g) il y a la per-
turbation, “a droite "et “a gauche ”de fagon symétrique. Une correction a une boucle
correspond a partir du vide au processus de création-annihilation d’un seul photon (FIG.
2.3). Nous avons vu que le terme A2 de la perturbation W (2.26¢) donne une contribution
nulle due aux regles de sélection. La perturbation W correspond donc & un processus
d’émission ou d’absorption. L’opérateur atomique eBg X r se trouve donc forcément a
Pordre zéro de la perturbation W c’est-a-dire qu’il n’y a pas d’échange de photon, ou a
l'ordre deux par rapport a la perturbation W ou le processus de création-annihilation
est assuré par cette derniere. L’opérateur eAA quant a lui est non nul a I’ordre un de la
perturbation W uniquement.

2.3.4.a Trace sur les coordonnées du centre de masse Q,Q’

Nous nous limitons a la correction & une boucle, I’état du champ contient soit zéro soit
un photon. Le photon annihilé devant avoir la méme impulsion et la méme polarisation
que le photon créé, il n’y a plus qu’une seule somme sur k et sur €. Apres avoir effectué
les sommes sur la variable Q, c’est-a-dire apres intégration des fonctions de Dirac (2.50)
lorsque 'on revient dans la description continue ZQ -V f d3Q, la conservation de
I'impulsion pour le centre de masse revient a

Q=Q - 7k (2.53)

L’impulsion du champ électromagnétique Girans = D . Kke [aieake + %] est nulle &
l'ordre zéro. Ce terme correspond a 1’échange d’un photon mais n’est pas proportionnel
a «, il peut donc a priori avoir une contribution non nulle a I'ordre deux de la pertur-
bation W. En revanche comme nous utilisons une base d’ondes planes isotropes pour les
fonctions d’onde du champ, nous avons toujours » %hkk,E =0.

Nous pouvons alors réécrire la valeur moyenne de 'impulsion totale en fonction des
états internes et de champs :
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FIGURE 2.3 — 4 gauche : Diagramme de Feynman correspondant au terme A2 qui ne se couple
pas aux états atomiques. A droite : Diagramme de Feynman & une boucle correspondant dans le
vide a I’émission-absorption d’un photon par la particule d’impulsion totale Q.

(K) = (Pein) + €B X (¢g, O |r + 10| b0, O )
(é1, 1| Wess2| b0, 0)

+ > (b0, 0k|eAA(r + 7o) |¢1, 1) +ee.
z,zk; (Eoqoo — Eiqu,)
, Ok W, 1) (s, 1| W ,
+eB x Z (b0, Ok|r + role1, O) (91, 0 [Wes 2|6, Li) (D5, 1l Wey p2ldo >—|—c.c.
l,s,ke (EOQOO - ElQ’ﬂ>(E0Q00 - sQ/lk)
' (91, 1| Wepsaldo, O ) (Do, Ok Wes ol ds, 1k)
+eB x (¢s, Lg|r + 10| P, 11)
lszl;e ) (EOQOO - ElQlk)(EOQ()O EsQ’lk)

(D1, | We r2| b0, Ok) (D0, Ok | We £ 72|05, M)
+ s, Q,m fikkea” axe|l, Q, n
2 2 60 k|z keice e[ 1, Q. 11k) (E0Qoo — Eign, ) (Eogeo — Esqmy,)

(2.54)

l,s mnp,mg

ou seul subsistent les vecteurs Qg et Q = Qy — hk dans les expressions de ’énergie au
dénominateur ; eAA’(r 4 rq) désigne le terme e (A (57 (r + 1)) — A(=5(r +10)))

2.3.4.b Trace sur les degrés de liberté du champ électromagnétique n;, my

Nous pouvons maintenant effectuer les sommes sur les degrés de liberté du champ
électromagnétique. On remarque aussi dans la derniere ligne de I'équation (2.54) que les
regles de sélection imposent ny = my = 1j, la perturbation Weyro ne couplant que le
vide & des états & un photon, puisque 1’on a déja éliminé le terme A?. Il ne reste donc plus
maintenant que la somme sur les états atomiques et la somme sur les états du photon
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échangé : k et €. En développant les expressions on obtient :

(K)=Qo (2.55a)
. - . - Q
+€%2Re Y Aje (g0l (eR+T0) T _ o=ik(r+10) 5 )| ) LO (2.55b)
lke Eoq,o0 — Exqo—nk)1y,
+ Bg x 2Re Z e3 A2 (po|r + ro|d1) hsfs0 (2.55¢)
fe " (Eoqoo — F1q00)(Eoqeo — Es(Qq-k)1;)
070,
+Bo x Y Ai(ds|r + roldn) YT
lszk:e e (EOQOO o El(Qo—ﬁk)lk)(EOQOO - Es(Qo—ka)lk)
(2.55d)
70,
+) nk e (2.55¢)
lszk:e (EoQuo — Ei(Qo-nk)1,) (EoQuo — Es(Qo—rk)1,)

avec Q1 = (41| ps) le produit scalaire de I'opérateur atomique :

k(o) 57 p—ik(r4ro) G
Q2 = ee-[Bpx(r+rp)] _

Ma mg

@ e (eik(r—s—ro)]\—f _ e—ik(r—l—ro)%—?‘)
M

i m X ma

ezk(r-{—ro)T[ﬁ e—zk(r—i—ro)v

— (P—po)-€ ( + ) (2.56)

Ma mg

2.3.4.c Simplification de la somme sur les états atomiques

Nous ne détaillerons pas directement le calcul des éléments de matrice €2, nous utilis-
erons l'identité :

1 1
zz: \¢1>m(¢1| = ET iy (2.57)

La somme sur les fonctions d’ondes et énergies de l'oscillateur harmonique est rem-
placée par un opérateur dépendant de H,;, Hamiltonien d’un oscillateur harmonique de
fréquence wg. Nous allons regarder de prés le calcul des deux premiers termes de I'Eq.
(2.55b) :

, m , e Qr
(2.55b) 2622Re Aie <¢0|(ezk(r+ro)716 _ 6—zk(r+r0)fM )‘¢1> 1,0
Zlke Eoqqo — Ei(qq-k)1,

9 2 ik(r+ro) 52 1
=e“2Re » Aje(pole i ¢y)
% K Eoqeo — Ei(qq-k)1,

3 m
e—zk(r—&-ro)vﬁ

% (dnfee - [Bo x (r +10)] ——60) (2.58)

(e
_ o2 2 ik(r+ro) =2 1
e“2Re Y Aje(pole M |y)
%e: y Eoqoo — E1(qQo—rk)1,

6z'k(r—l—ro) e

x (¢1]e€e - [Bg x (r + ro)]T\qS@ (2.58b)
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Le terme (2.58a) conduit & une divergence, (2.58b) & une valeur finie. L’ensemble du
calcul se déroulant ensuite de la méme facon. A Daide de I'identité (2.57) développons le
premier terme (2.58a) :

. m 1
(2.58a) = ¢*2Re Y Ade (ol |gy)
Tke Eoq,0 — EyqQo—k)1,
e—ik(r—s—ro)%
x {dfee - [Bo x (r + 1o)]————]do)
3 2
_ ik(r4ro)e 1 —ik(r-i-l"o)%A B e’2A;
Re¥<¢0|e T HL 7 Ax[Bo x (x +o)]ldo) ==
avec
By = B Qotke 3
T 2M M Bl
2
p L 92
Hoyy =+ + -
oh 2% + T
Ap=1—kk

ot k est le vecteur unitaire dans la direction de k. Ay, est le projecteur sur le plan per-
pendiculaire & k. Ce tenseur vient de l'identité vectorielle Y e(e- A) = Ay - A. Le terme
Qo - hk dans ’énergie représente le freinage di & Peffet Doppler et représente donc une
correction d’ordre supérieur en v/c. Il sera donc négligé. Pour permuter I’exponentielle
et Popérateur 1/(F + H) on utilise l'identité :

6ikrf(p)efikr — f(p _ hk)
Le terme (2.58a) devient alors :

1

E'(k) + Hop, — B2

Q[Bo X (I’ + I'())]

me

(2.58a) = —Re » <¢0

k

¢0> 632Ai

avec E'(k) = E(k) + h;f (%)2. Le terme p - hk représente l’effet Doppler pour le
mouvement de la particule réduite. Pour connaitre son action sur les états |¢p), on

développe selon :

1 1 1 1 1 1 1
E+H+V E+H E+HVE+H + E+HVE+HVE+H

ou V représente ici le terme introduit par 'effet Doppler. 11 est facile de montrer que la

perturbation correspond & un développement en 2% que nous négligeons (voir paragraphe

pc?
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2.3.2). Par conséquent :

1
(k) + Hop 221B0 % (4 7o)

b0 > e? 2./4%

Ma

(2.58a) = —Rez <<;50
K

3 2
=X B (ol 0l

+ %W «
d*k 1 e32.A2
= - A;B k
/ @) EE ek =20 " g
4o b2 kdk
=a(0)EyxBy —— [ —gp— 2.59
OB B0 g | 4 ek (259

olt on a utilisé les définitions de rg, Ak et [ di(1 — kk) = % - 47, L’intégrale sur les
nombres d’onde du champ électromagnétique diverge ici logarithmiquement.
Appliquons le méme traitement au terme suivant (2.58b) :

1
Eoquo — Eyqo-nk)1,

(2.58D) = —¢*2Re Y AZe (g0l | gy)
lke
eik(r—&—ro)%
x (¢1]e€ - [Bo x (r + ro)]——|¢0)
mg

1 e32.A2
ApBo x (r+r k
E'(k) + Hyp, — Lk%:k[ 0 % (r +10)]|¢0)

— Re Z<¢0 |eik(r+ro)
k

m
1 .
— E —— A;Bj x eK(rtro) (p 4y

2 k2 1 hick kD0 <¢0| ( 0)|¢0>

k 2mg
(2.60)

Nous effectuons la moyenne quantique en représentation position :

(do|e™TH¥0) (x4 x0) | do) = / d*r ¢ ()<Y (x4 1) g (x)

avec les fonctions d’onde de l'oscillateur harmonique :

Pn(r) = (2.61)

( ! )3/4 Hono (3/70) Hon, (4/70) Hn. (5/70) 332, y2

— e
2 V2mitnztnsn InyIng!

ou 1, = /h/puwq est le rayon associé a l'oscillateur harmonique et H,, est le polynome
de Hermite de degré n [81]. On obtient alors :

(2.58b) = —a(0)Eq x By 11;‘/17? Z Tg 40 ((ZZ TZ)2> (2.62)

Le calcul des autres termes de (K) est identique a celui des termes (2.58a) et (2.58b)
ci-dessus. On obtient, en se rappelant que 1/mq +1/mg =1/p et mq +mpg =M :
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<K> = <Pcin> + OK(O)EO X BO

4o
0)Eq x By — k>
—i—a() 0% 037r

" 1/ kdk +1/ kdk _1/ kdk _1/ kdk
Mg gi]fj + hck mg % +hck M % +hck M gir’f; + hck

4o 1 kdk 1 kdk
+ (Pan) —h | — / =+t — | =
< ) % + hck M ;’if; + hck

3w M
Mg — Me da_, / kdk / kdk
0)Eg x By 18— a2ty -
ol x Bo =y gy ( PR 4 hekme ) EE 4 hekmg

+ a(0)Ey x Boa Z‘Zg X (15137? + 3\25 <A]\ZL>2 +0 (;})) (2.63)

ou la seconde occurrence de (P.iy) vient du terme Qg de Q (2.56).

2.3.5 Renormalisation de masse

La moyenne précédente (2.63) comporte un certain nombre de divergences du type
[ kdk/ (% + hck)~! dans lequel nous reconnaissons la renormalisation de masse dm
utilisée par Bethe dans le calcul non-relativiste du Lamb-shift [25] :

dov kdk
2Mma
h2k?

ou l'on a intégré les effets de recul, est I'énergie cinétique de la particule a apres

2mey
émission ou absorption d’un photon d’énergie hck. Nous pouvons donc réécrire la seconde

ligne de I’équation (2.63) :

<5ma N dmg  0mg - (5mﬁ> (2.65)

On utilise :

Comme la polarisabilité statique est proportionnelle & 1/, ces divergences ultra-violettes
peuvent donc servir a renormaliser la masse réduite présente dans le facteur «(0) de
l’équation classique (2.25), qui se définit donc maintenant en fonction de la masse réduite

observée p* :
2 2

1l.e e
Oé(O)E() X Bg + (5(*)*2]30 x Bg =
B Wy

" 2E0XB0
B Wy
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De méme pour le terme proportionnel au moment cinétique :

oM .
(Pein) + SR (Pein) = M™v
Ce point sera discuté plus en détail dans le chapitre suivant.

Il reste encore deux intégrales divergentes, dont les divergences se compensent :

mg — mq 4o, > kdk /°° kdk
EoxBy ————h —_— —_—
@(0)Eo x Bo 2M 3w </0 h22k2 + hckmg, 0 % + hckmg

mg —mq da . o k k
=a(0)E) x Bp———2%— x1 dk -
Oé( ) OX 0 2M 37T X 61\{61 5 (k2/2+ckmﬁ/h k2/2+h0kma/h>

4o me — mg Mgy
= —a(0)E By——— " log —
(0)Eo x 037T M Ogmg

(2.66)

L’impulsion totale se réécrit alors, avec les premiers termes classiques contenant les
masses observables renormalisées :

(K) = (P¢in) + a(0)Eg x By (2.67)
dame —mg Mg
—a(0)Eg x Bpo-————+—log —
a(O0)By x By ey og e

Fiwg 14 2 [(Am\? M
+ a(0)Eg x By« u02x<_15ﬁ+3ﬁ<M> +O(M)

On considere la variation de moment cinétique de ’atome entre le moment t = 0
ou le champ électrique est nul et I'atome au repos, dans son état fondamental, et un
instant ¢ > 0 ou le champ a la valeur E((¢). Le moment total (K) étant une constante
du mouvement (voir paragraphe 2.1.3) on peut écrire

(Pein) (t) = —a(0)Eo(t) x By (2.68a)
+ a(0)Eo(t) x BO%‘W log "ml; (2.68D)

2
— a(0)Eo(t) x Byary /’f;g % <—151\4/7? + 3\2/% ﬁ?) +0 (;})) (2.68¢)

Comme I'impulsion obtenue est indépendante du détail de la force entre les deux
particules, il est tentant d’appliquer ce résultat a 'atome d’hydrogéne. On prend m,, >
mg. Dans ce cas le terme (2.68c) est négligeable devant (2.68b) car \/% < 1< log %Z.
Avec hwg = 10 eV, mqy = my et mg = me, By = 10° V/m et By = 17 T, nous trouvons
pour la vitesse associée a la contribution classique (2.25) v &~ 0.1 pm/s et une correction
d’environ 2 % dans la méme direction pour la partie QED, dans ce cas le terme suivant
amene une correction négligeable de 'ordre de 0.01 %.
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2.4 Annexe : Tableau récapitulatif des impulsions

P Moment canonique, [R;, Pj| = ihd;;

P.n Moment cinétique, Pg, = M R=M g—g

K Moment total conservé, [K, H] =0
Q Moment conservé en 'absence du vide, [Q, Ho] =0
G Impulsion totale du champ G = ¢y [ d*rE(r) x B(r)

Giong | Impulsion longitudinale du champ Giong = Y, GaA 1 (ra)

Girans | Impulsion transverse du champ Girans = D ik [CLL ke + %}

2.5 Conclusion

Nous avons présenté un modele d’électrodynamique quantique non relativiste pour un
oscillateur harmonique soumis & des champs statiques externes et couplé aux fluctuations
quantiques du vide. La conclusion la plus importante de ce travail est ’existence du mo-
ment cinétique de Casimir dont les divergences ultra-violettes ont été renormalisées, de la
méme maniére dont Bethe a procédé avec succes pour le calcul du déplacement de Lamb.
La théorie nous montre que cette impulsion peut-étre calculée de fagon non-relativiste,
cependant des corrections relativistes pourraient participer de fagon significative a sa
valeur, a 'image du modeéle relativiste du déplacement de Lamb.

En prenant pour modeéle un atome d’hydrogene et des valeurs de champs électrique
et magnétique facilement accessibles en laboratoire, on estime la vitesse de 1’oscillateur
due aux champs classiques v et la vitesse due aux fluctuations de point zéro du champ
électromagnétique vg a :

Vo ~ 0.1 umsf1

v ~ 2 nms !

Un moyen de distinguer les deux contributions pourrait étre de se placer en cavité de
fagon a modifier le spectre des fluctuations du champ électromagnétique. La contribution
quantique serait donc modifiée en fonction de la longueur de la cavité. A notre connais-
sance, ni la contribution classique a 'impulsion magnéto-électrique, ni la correction QED
n’ont été observées jusqu’a présent.
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Introduction

Nous avons vu que les fluctuations quantiques du vide contribuent & 'impulsion d’un
milieu bi-anisotrope, obtenu en utilisant 'effet magnéto-électrique sur un atome. Les
mémes conditions macroscopiques sont également obtenues pour un milieu diélectrique
en mouvement, c’est leffet Fizeau, connu depuis 1848 [124]. Les fluctuations quantiques
doivent donc avoir une contribution a I'impulsion d’'un objet dés que ce dernier se
déplace. Pour connaitre cette contribution nous procédons comme au chapitre précédent.
Nous utilisons le modele le plus simple sans perdre ’effet. Nous prendrons ici un atome
d’hydrogeéne, et non pas un oscillateur harmonique, animé d’une vitesse v dans le vide
électromagnétique. Un atome avec interaction de Coulomb nous permettra de démontrer
que le “moment de Casimir”obéit a un principe fondamental de la relativité restreinte :
I’équivalence entre la masse inertielle et ’énergie.

Apres avoir calculé la contribution du vide au moment cinétique de ’atome, nous
considérons le cas ou la température est non nulle. En effet le systeme bi-anisotrope
plongé dans une radiation isotrope devrait voir son impulsion affectée par la radiation.
Nous nous intéresserons a une radiation thermique.

67
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3.1 Atome en mouvement dans le vide

3.1.1 Définition du systeme

Nous avons vu que l'effet Fizeau s’applique a tous les systémes, une analogie formelle
pouvant étre faite avec I’effet magnéto-électrique, la vitesse remplagant le vecteur Egx Bg.
D’apres les résultats obtenus pour l'effet magnéto-électrique, le vide devrait contribuer
a 'impulsion d’un milieu en mouvement. En conservant un formalisme microscopique
simple, nous allons nous intéresser a un atome d’hydrogéne en mouvement couplé aux
fluctuations du champ électromagnétique. Nous nous attendons & une correction propor-
tionnelle au parametre caractérisant la bi-anisotropie. Dans le chapitre précédent c’est le
terme Eg x By qui jouait ce role. Ici nous attendons donc une correction proportionnelle
a la vitesse de 'atome, c’est-a-dire une correction de masse inertielle. Les deux charges
de I'atome ont pour masses m, et mg, positions r, et rg, et impulsions p, et pg.

3.1.1.a Hamiltonien faiblement relativiste

La bi-anisotropie due a 'effet Fizeau a été négligée dans le chapitre précédent, ’effet
des champs externes étant dominant. Comme seule la vitesse entre en jeu ici, il faudra
un développement a un ordre supérieur en v/c. Nous considérons donc I’'Hamiltonien
suivant, dans le point de vue de Schrédinger :

H = Z Vm2ct + 2(pa — quA(ra))? + V(1) + Z hwy, [aLeake + ﬂ (3.1)
e’ ke

ou A est le potentiel vecteur du champ électromagnétique traité dans la jauge de
Coulomb : A(r) = 21{76 Axe [akeeik‘r + a;[{ee*ikr] Le vecteur € représente les deux po-
larisations de I'onde €; et €3 telles que €12 L k, €1 L €3 et e% = e% = 1. Le potentiel V(r)
vient du champ longitudinal, ’'Hamiltonien du champ libre vient des champs transverses :

V(rg —rg) = %0 /d?’rEﬁ(r)
%:hwk [aieake + ;] = 620/d3r [EiH(r) + 02B2(r)]

En conservant I’approximation v/c¢ < 1 mais contrairement & I’'Hamiltonien non
relativiste usuel, on développe ici jusqu’a 'ordre v2/c? [125] on obtient :

% 1 1 1
B Z 2, (P~ o (ra))Z - Z Q3 2 (Pa)! +V(r) + E hwy; |:a;f{€(lke + 2]
=1 =1 @ ke

(3.2)
Le terme p} est celui que I'on retrouve dans I'Hamiltonien de structure fine [81]. Nous
nous placerons par la suite dans le référentiel du centre de masse, les coordonnées étant
rappelées au paragraphe 2.1.2. Pour que la description soit complete il faudrait prendre
en compte ici le couplage spin-orbite :
1 1dV(r)

W= —o
T u2c e dr

L-S (3.3)
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ou L est 'opérateur moment cinétique et S est 'opérateur de spin de 1’électron. Nous
négligeons le moment magnétique du noyau qui induit un facteur p/M en plus. Nous
verrons que la contribution de ce terme est nulle & l'ordre considéré ici (voir 3.1.2.b).

Nous omettons donc le spin pour ne pas surcharger la lecture.

3.1.1.b Equations du mouvement

Nous souhaitons connaitre le moment cinétique (P.,) = (VU|P.n|P) du systeme
lorsque l’atome se trouve dans un état d’excitation quelconque et le champ
électromagnétique dans son état fondamental, c’est-a-dire vide de photons réels. Con-
trairement au cas magnéto-électrique nous ne disposons pas ici de champ externe que
I’on peut faire varier. Nous ne calculerons donc pas le moment total K mais directement
le moment cinétique. Ce dernier vient des équations de Hamilton pour ’atome :

. OH
=P —eAA
1 [4P2P 8 4 16 8 4
B ——— — Pp’+ —P(P- —_Pp? — pp?
2 | 2 +Mu( p)p+MM p°+ PP p)+ 55 P+ 37,PP
=P —eAA - f(P,p) (3.4)

ou f(P,p) représente la premiére correction relativiste.

3.1.2 Théorie des perturbations

Pour faciliter la discussion sur le développement perturbatif, nous réécrivons 'Hamil-
tonien sous la forme :

H=Hy+Hr+Wi+Ws (3.5)
P2 p2 f 1
Hy=—+-—+4V Hp =Y hw =
0 2M+2M+ (r) , Hr %: k [akeak +2]
Wi=——P AA— “p-(A(ra) + Ars)) + ¢ A(r )Q—I—iA(r )2
1 — M MP « B 2ma [’ 2m5 B
1 /P* 4 2 8 4 p*
Wy=——(-—=4+-—(P p?+-—Pp>+ —P}P- P -pp’+ =
2 ]¢2 <M3 + MQ,U«( p)”+ M2 P+ M3 (P-p)+ MQ,u( P)p” + e

ou Hj est 'Hamiltonien de la particule dans les champs classiques, Hr est ’Hamiltonien
du champ électromagnétique du vide et W7 et Wy sont les termes perturbatifs. On note
W =W+ Whs.

Nous considérons une perturbation a une boucle correspondant a 1’échange d’un seul
photon et & un facteur « = 1/137. Les deux particules sont considérées comme non
relativistes nous négligerons donc les termes d’ordres supérieurs en v/c et en hwg/pc ~
1078, Les différents parametres que nous allons utiliser pour justifier I'expansion sont
donc :

o v/cxk1

e 0=1/137T< 1

o hwo/pc ~ 1078
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3.1.2.a Base des états

La base de fonctions utilisée pour le développement est la base des fonctions propres
de 'Hamiltonien Hy @& Hp. Ces deux Hamiltoniens agissant dans des espaces de Hilbert
différents, les fonctions propres de leur somme est le produit direct de leurs fonctions
propres respectives. De méme pour I’Hamiltonien de ’atome dont on peut séparer ici le
mouvement du centre de masse P2/2M et le mouvement interne. Nous avons donc la
base :

|n7P07 nk> = |¢n> ® |PO> ® |nk> (3'6)

ou (R|Pgy) = exp (}%Pg . R) est 'onde plane décrivant le mouvement du centre de masse,
¢n est la fonction d’onde de Patome d’hydrogeéne avec n = (n,l) les deux nombres
quantiques caractérisant les niveaux de 'atome d’hydrogene, en ’absence de spin. Pour
le champ électromagnétique nous utilisons la base des états de Fock |- nye, ngrer, -« )
ol Nnke est le nombre de photons d’impulsion fik et de polarisation €. Cet état est noté
de fagon synthétique |ny).
Sans compter 'interaction W, I’énergie associée a cet état est
P2

1
EnPon, = En + m + Zhwk(nk +35) (3.7)

Nous avons vu dans le chapitre précédent que pour une correction de I’ordre de o2, le
premier ordre en W est suffisant. Nous nous limiterons donc ici au premier ordre. Dans

ce cas la fonction d’onde de I'ensemble du systeme s’écrit, pour I'atome dans un état
quelconque dans le vide électromagnétique :

WiPn,sPy0
U) = s, Py, 0) LQ,n 3.8
)= o P00+ 3 R LQu (5)

L’élément de matrice Wiqn,sp,0 est la moyenne quantique : (1, Q, n|W;+Wsls, Py, 0). Le
symbole ZlQn ' représente la somme sur tous les états |1, Q, n) excepté I’état fondamental

10, Qo, 0).

3.1.2.b Moyenne quantique de ’'impulsion

On prend la valeur moyenne de l'opérateur P;, dans I’état | V). La partie champ de
I'impulsion eAA implique un échange de photon, elle est donc nulle a I'ordre zéro. On a
alors :

<Pcm> = <P> + Preiat + Pcasi
WaipPn,sPy0

—F—— + c.c.
(Espyo — Erpn)

<P> = <57P0a0k|P|87P070k> + ZI<S,P0,O|P|1,P,TL>
[Pn

/ W l
Pretor = = (5, Po, Okl (P, p)ls, Po, ) = D (5, Po, 0| f(P,p)[L P, ) o2 s e
e (Espy0 — Eipn)

, W
Pasi=— Y (5,Po,0[eAA[L P, n) —— T o (3.9)
Pn (ESP[)O - Ean)
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Revenons ici sur la contribution du spin de I’électron. Le couplage spin-orbite Wy,
(3.3) est partie prenante de la perturbation W qui intervient ici a 'ordre un. Comme
Wso est le seul opérateur dépendant du spin, sa contribution est donc nulle en raison des
regles de sélection. Lorsque 1'on trace sur les coordonnées du centre de masse, tous les
opérateurs impulsion du centre de masse P prennent la valeur Py :

/ Waipyn,sPy0
P =P +E s, 0x|Po|l,n) ——22 02 _ 4 cec.
®) 0 (5, 0[Pl >(E5P00_E1Pn)

in

Preat = _<570k|f(P0,p)’5,0k>

/ W21Pyn,sPy0
— g s, 0k|f(Po, p)|l, n) —""2""— + c.c.

W1 1Pyn,sPy0
(Espyo — Eipyn)

in

PCasz' = - Z / <S, Ok’eAA“a nk:>

In

+ c.c. (3.10)

Comme nous recherchons une correction proportionnelle a la vitesse de déplacement de
I’atome, nous pouvons donc négliger tous les termes Py d’ordre de multiplicité supérieur
a un. Nous pouvons maintenant effectuer la trace sur les degrés de liberté du champ
électromagnétique. En se restreignant aux termes proportionnels a « il reste :

(P) =P+ Y (¢s|Pold)

lke

1 8 4 4
Prea = —\Ps|5 o5 —(Po - —P 2 T 2 s
tat = —(¢sl g <Mﬂ( 0 p)p+MM op +Mupp>!¢>

p4
11—= + c.c.
ESPOO o E1P070k <¢ ’,LLS |¢S>

4
! (61125160 + e

P
§ 2 A A )
- 125 p ]. + 2?)[) 2 (ZS

ke D8 ikr™e O 2 A2
P =Y €(¢sl(e € ohse™ A o
Espoo — Eypo—n1,

(3.11)
lke

ou () s représente I’élément de matrice de Wy pour lequel on a effectué la trace sur les
états du champ électromagnétique et sur la quantité de mouvement du centre de masse :

; mg ; ma
Pg omg L ma e_ZkrW eZkrW
Uo = (1l = g7 e (T =M ) —pe( s Sl
(e

Le terme Py — Ak au dénominateur décrit le recul qui vient de la conservation de I'impul-
sion lors du processus d’émission-absorption d’un photon par I’atome. p2pp représente le
tenseur p;p;. Nous pouvons remarquer aussi que le développement au premier ordre de
(P) et Prejat, Eq.(3.11) est nulle car (¢s|Pg|¢1) = 0 puisque par construction s # [.

En utilisant la relation de fermeture :

1 1
;|¢l><¢l|E(k) + B - E(k)+ Hy

ou Hg est 'Hamiltonien atomique, le premier produit de ’équation Pcys; (3.11), pro-
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portionnel a Py devient

L mg 1 ™ Po 2 42
. <¢ ‘EezkrM e Zkrhff‘e‘(ﬁ)efl
20 DR — Bolk by — By + Ha Mo

1 PO 047"12
_ bs| A o 3.12
Z Sgifj_P(J]\}lhk_l:ﬁik-i-hwk—Es—FHat S >M4 %3 12

Le terme p - hk vient des relations de commutation : e’ H,;(p)e ™" = H,(p — hk) et
correspond a l’effet Doppler ressentit par la particule réduite dans son mouvement. Nous
avons montré que cette correction était négligeable (§ 2.3.4.c), le dénominateur se réduit
alors & h k + hwy car |¢s)Hy — Egl¢s) = 0. Ce qui donne, en remplagant la somme sur
les Vecteurs d’onde par une intégrale dans I’équation (3.12) :

a g, kd3k P,
2mey

Le terme Py, Eq.(3.11), proportionnel a Py, donne des contributions contenant des
exponentielles oscillantes que nous pouvons simplifier. Prenons pour exemple le terme
avec la masse mg dans I'argument de l’exponentielle “a gauche’et la masse m, dans
I’argument de ’exponentielle “a droite”

ikr 28 1 —ikrma Po 2 42
g €™ e M — . € e A
ke <¢S| 22]\]}2 - P(])\?k + hwg — Es + Hyt M ’¢S> 8
, 1 Py ah?
kr 0
= N (el A )
” (sle Aok +hwk:k|¢ )3 17k
R 1 . P ah
_ 2 ikrq ro
mg

Le terme oscillant e’ dans Iintégrale revient & une coupure effective de vecteur d’onde
k ~ 1/rq ou ry est le rayon atomique. Sur cet intervalle d’intégration nous pouvons
négliger 'impulsion de recul et les termes Doppler par rapport a I’énergie hwi = hck du
photon et ainsi intégrer sur les vecteurs d’onde, ce terme (3.14) devient alors :

PO ah

(3'14) <¢s|7(1 +7ﬁ’f')|¢s>M 4e

(3.15)

Compte-tenu de ces hypotheses, nous obtenons le méme résultat lorsque 1’on inverse les
indices « et 8 et pour leur conjugué respectif.

Dans la seconde ligne de 1’équation Eq.(3.11), le terme (¢ <> EERm 4_pp?|¢s) est nul par
parité. Il reste alors

2
Prejat = <¢>s| (1 + 2pp )!¢s> (3.16)

o2
4mwegc??

En regroupant tous les termes, avec les expressions conjuguées et %ﬁ = on
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obtient :
<Pcin> - PO
_Pox4a2/ kdk _POX4a2/ kdk
M 37 PR+ hek M = 3w gnfﬁ + hek
2 62
s 2 1+ 77 s 1
- s (22 - f i) o (3.17)

3.1.3 Renormalisation de la masse inertielle

Tous les termes contribuant a la valeur du moment cinétique dans un état atom-
ique donné s sont proportionnels a Py, c’est-a-dire a la vitesse de déplacement de
I'atome. Cela correspond donc comme attendu a une contribution a la masse inertielle
de latome. Comme au chapitre 2 nous reconnaissons dans I’équation (3.13) la “masse
électromagnétique” dm utilisée par Bethe dans le calcul non-relativiste du Lamb-shift :

kdk
2Mme

On voit donc apparaitre dans 1’équation (3.17) la renormalisation de la masse totale,
5ma + 5mﬁ oM
M-

11 reste alors dans cette équation (3.17) une partie convergente, dans laquelle nous
2

avec

reconnaissons ’Hamiltonien de 1’atome d’hydrogene H, = Cette partie se

b _
21 47reor
réécrit :

2 82
~ 0 (2 = L)) 6

dmeor

- [<Hat>+ <<22p: (pp)> <4::0r(73f)>>} 1\%2
N [Es e) (2 <§u> - <4;60r>)] ]\522 (3.19)

ou FEjy est ’énergie interne de ’atome d’hydrogene lorsque ce dernier se trouve dans

un état s = (n,l) donné, Es = (¢s|Hu|ds). Cs est une constante dépendant de Iétat
s = (n,1) [126].

D’apres le théoreme du Viriel reliant la valeur moyenne de 1'énergie cinétique (T')
a celle du potentiel (V), avec un potentiel de la forme V(r) = A -r™ on a la relation
2(T) = n (V). Ici le potentiel est Coulombien : n = —1. Par conséquent, le terme entre
parenthese de 'équation (3.19) est nul.

Nous pouvons alors réécrire le moment cinétique total :

—P 2
P (3.20)

avec M la masse électromagnétique de Bethe et Eg I'énergie interne de ’atome dans

(R) = MPJSEQ (3.21)

I’état s. Soit encore
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avec M* = M + 0M. La masse au dénominateur de 'Eq.(3.21) représente la masse
inertielle de I'atome. D’une part on retrouve la masse électromagnétique dM vue au
paragraphe 2.3.5 qui renormalise la masse totale M des deux charges. D’autre part on
trouve I’énergie interne transportée par I’atome, en accord avec le principe d’équivalence

masse-énergie d’Einstein. A partir de (3.17) nous pouvons voir que la contribution due au
8 Es

terme Casimir seul (3.15) donne une contribution a la masse totale lorsque I’atome

3 Mc2
se trouve dans I’état fondamental. Le terme assurant la premiere correction relativiste
contribue quant a lui pour —% J\%;? Par conséquent ces deux corrections sont nécessaires

pour retrouver le principe d’équivalence.

3.2 Correction de masse a température finie

En poursuivant 1'idée qu’un milieu bi-anisotrope dans une radiation isotrope doit
acquérir une impulsion, nous allons étudier un atome en mouvement dans une radiation
thermique isotrope. Nous nous intéressons donc a la correction de masse d’un atome
lorsque ce dernier est soumis a un champ thermique. Ici les photons réels avec une
distribution donnée remplacent les photons virtuels du vide quantique. L’Hamiltonien
du systéme considéré est donc le méme que dans la section précédente, équation (3.2),
seul I’état du systeme est modifié.

3.2.1 Moyenne thermique d’une observable

La valeur a I’équilibre thermique d’un opérateur K a la temperature 7' est donnée
par

1
(K) = 17 <Ke’6H ) (3.22)
ou f = 1/kpT avec kp la constante de Boltzmann, et Z est la fonction de partition :

Z="Tr (e*f”f ) (3.23)

3.2.2 Moyenne thermique perturbée

Pour calculer la valeur du moment cinétique nous utiliserons comme précédemment
la théorie des perturbations. Hy + Hp est ’'Hamiltonien non perturbé, et W le terme
perturbatif. H = Hy + Hp + W est ’Hamiltonien total. Nous cherchons donc a évaluer
de fagon approchée la moyenne thermique pour un opérateur quelconque (3.22) et la
fonction de partition Z (3.23).

3.2.2.a Développement perturbatif au premier ordre

Sachant que Hyo+Hp et W ne commutent pas, le développement de e ?# au voisinage
de e PHOTHF) et pas immédiat car

¢~BH £ o~ B(HotHr) | (~FW



§3.2 Correction de masse a température finie 75

On note u(B) = e #H. Nous pouvons faire une analogie entre cet opérateur fonction de
B et Popérateur d’évolution U(t) = e wH qui vient de la résolution de I’équation de
Schrédinger lorsque ’'Hamiltonien H ne dépend pas du temps :

L d
ih= (1) = H|y(t)
L’évolution temporelle du ket |¢(t)) est donnée par

() = U(#)]4(0))

Un méthode commode pour obtenir la valeur approchée de 'opérateur d’évolution est de
I’écrire sous forme de solution d’une équation intégrale. Nous appliquons le méme raison-
nement ici, en remplacant % par (3 et en notant que u(3) satisfait I’équation différentielle :

d
i5(8) = ~Hu(®) (3.24)

avec la condition aux limites u(0) = 1

(Ho+Hr) On résout alors cette équation

Nous savons que u(/3) va étre “proche”de e B
(3.24) en multipliant par ePHotHE )u(ﬁ) a gauche. On obtient la solution sous forme

d’équation intégrale :

B

u(B) = o BHo+HF) _ / dﬁ’e—(ﬁ—ﬁ’)(HHHF)Wu(ﬁ’) (3.25)
0

La solution par itération de cette équation (3.25) fournit le développement par itération

de u(p). En changeant de notation on obtient u(3’) & partir de (3.25) elle-méme :

!

B
(') = e~ (Ho+H) _/ dp" e B =B HotHE) 70,8 (3.26)
0

si on reporte (3.26) dans (3.25) on obtient :

/B ’ !
u(B) = e~ B(Ho+HF) _/ dj e~ (B=B")(Ho+HF) yy7 =B (Ho+HF)
0

B B’
+/ dﬁ/e_(ﬁ—ﬁ/)(HO"rHF)W/ dﬁ//e_(ﬁl—ﬂu)(HO"rHF) Wu(ﬁ”) (3.27)
0 0

Les deux premiers termes du second membre de (3.27) ne font intervenir que Hy + Hp
et W qui sont connus. Le premier donne ’approximation d’ordre zéro en W, le second
est du premier ordre. L’inconnue u(S") est repoussée ici au second ordre. Pour obtenir
les ordres supérieurs il suffirait de poursuivre I'itération.

3.2.2.b Développement de la fonction de partition

La fonction de partition Z se calcule en prenant la trace de l'opérateur u(3). Il est
alors commode d’utiliser la base |I) = |n, Py, ng) des états propres de Hy + Hr (3.6).
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En utilisant (3.27) il vient :

Z = (Ilu(B)|l)
l
5 ! !
—Z-Y / 4B w |ye 8B 4 O (W) (3.28)
1 0

ol Ej est la valeur propre de Hy + Hp associée a l'état |1), et Zg = Tr (e*ﬁ(HﬁHF)), La
correction due a la perturbation étant faible, nous écrirons :

11 1 s : ,
[ —(B-B")E, -B'E 2
Z- 7 + 7 El /0 dp'e (W l)e + O (W?)

3.2.2.c Moyenne thermique de I'opérateur K au premier ordre en perturba-
tion

Nous pouvons appliquer les développements précédents (3.27) et (3.28) pour

l'opérateur moment cinétique. En ne gardant que le premier ordre en W cela conduit a :

(K) :%Tr (Ke’BH )

B
:lTr (Ke—ﬁ(HoJrHF)) _ lTr K/ dpe~F=F)Ho+Hr) s o—F'(Ho+ Hr)
Z Z 0

B
:iTr (KG*B(H0+HF)> _ iTr K/ dﬁ/e*(ﬁfﬁ/)(Ho+HF)We*ﬁ’(HoJrHF)
2 Zo 0

1 p : )
+ 5T (e ottt Z/O dBe BB 1w e B+ 0 (W2)  (3.29)
0 !

Nous pouvons alors utiliser la base des fonctions propres de Hy + Hp et la relation de
fermeture ) |m)(m| = 1 pour effectuer les intégrations. Le second terme du membre
de droite de ’équation (3.29) se développe :

LTT K /ﬁ dﬁ,e_(ﬁ_ﬁl)(Ho—’—HF)We_B’(Ho—i—HF)
Zy 0
1 8 / ,
N ZOZ<”KIm>/O 4 e~ B=B)Em (W |1} =5 Ex
Ilm

1 - ¢—BEm
=7 ﬁzl:<llKll><llWll>e BEl+22<llKlm>Em7_El<m\Wll>

lm

En faisant de méme pour les autres termes, nous obtenons la moyenne thermique de
l'opérateur K au premier ordre en perturbation :

—P L —pPLg B —PLm
S UK PE +;<Z|K|l>e /3E20§m:<m|W|m>e BE

l

1

(K) =

e~ PEL

mmwm +0 (W?) (3.30)

=B UKW e P 2 (1K |m)
l

Im

ou on utilise I'expression (3.4) pour le moment cinétique.
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3.2.3 Moyenne thermique dans le référentiel en translation uniforme

Intuitivement on s’attend & ce qu’un objet qui se mettrait en marche dans une ra-
diation thermique isotrope soit freiné a cause de la friction thermique [85] jusqu’a avoir
une vitesse nulle : a I’équilibre (R) = 0. L’effet Doppler conjugué a la non-invariance
de Lorentz de la radiation thermique produit un transfert d’impulsion non nul entre le
champ de photon et 1'objet qui freine son mouvement. Par conséquent, pour trouver
la variation de masse d’'un atome d’hydrogene due au couplage avec la radiation, que
I’on peut voir dans la variation de I'impulsion lorsque 'on “branche”l’interaction, nous
nous placerons dans le référentiel R’ en translation & la vitesse —v constante. Etant
donné que nous effectuons une simple translation, dans ce référentiel R’ la vitesse de
I’atome sera <R’ ) = v. De fagon a faire apparaitre 'effet du couplage avec le champ
électromagnétique, nous nous intéresserons a la moyenne thermique de I'impulsion totale
K, dans le référentiel R’ :

1
K =Pey +eAA + f(P,p)+ ) Ik [aLEake + 2} (3.31)
ke

P.in et f(P,p) sont donnés en (3.4).

3.2.3.a Fonctions de partition

L’énergie d’un état |I) = |n, Pg, ny) dans le référentiel R ou la radiation est isotrope
est
E E+P3+Zhw( +1) (3.32)
= — ng + - .
1 i : k(e T+ 5
Dans le référentiel R’ en mouvement & la vitesse | —v| < ¢ par rapport a R, en effectuant
le changement de variable pour la particule et en prenant en compte l'effet Doppler pour
la radiation thermique :

PP=P-M ' = '=w-v-k
, v ) p, p ) w , w v (3.33)
R=R+vt |, r=r k'=k—-%v
I’énergie est alors
Py — Mv)? 1

Par conséquent dans ce référentiel R’ la probabilité d’avoir un état |I) est e PEi

Nous avons vu qu’en l'absence de couplage entre l’atome et le champ
électromagnétique, le mouvement du centre de masse, la dynamique interne de I'atome
et le champ électromagnétique sont indépendants. Par conséquent la fonction de par-
tition Zy est le produit des fonctions de partition de chacun de ces sous-systemes :
Zy= Zp - Zy - Zr La fonction de partition dans le référentiel R’ s’écrit :

3
Zo = / (d ;326—6W N e T e vt 2)
2

n k ng
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3.2.3.b Moyenne thermique du moment cinétique dans le référentiel en
translation uniforme

On obtient alors la moyenne thermique de I'impulsion totale dans le référentiel en
translation uniforme, au premier ordre par rapport a la perturbation W :

<K>zzl0 > (UK]e 5El+Zl|K\l EBZm|W]m BEm

l

— B> (KD AW |DeE 42y " (1]K|m)
l

Ilym

1 /
3.2.4 Développement a basse température, basse vitesse, basse énergie

Nous nous restreignons a un mouvement non relativiste du centre de masse, nous ne
garderons donc ici que les termes proportionnels & v. Nous considérons aussi que I’atome

reste lié et que pour tout niveau s on
tout terme d’ordre supérieur a deux pour l'impulsion de la particule réduite p. Nous
négligerons aussi les termes d’ordres supérieurs en kT /Mc?, ce qui est raisonnable si
T << 10°K.

Nous réécrivons 1’équation (3.35) sous la forme :

<K> = <Pcin>+K1+K2+K3+K4
1
K —iz !
2—Z0 l

1
Kg_—ZO/;’El <z

2 Z
K4:70 <l

Im

1
eAA + f(P,p) + th [akeake }

z> —BE;

l> eﬁEllZﬂO Z(m|W!m>e*’3E;n

m

z> (W |lye=PE

Ly (3.36
m m<m\ 1) (3.36)

1
eAA + f(P,p)+ > Ik [aLeake + 2}
ke

1
eAA + f(P,p) + > Ik [a;r(eake + 2]
ke

1
eAA + f(P,p) + > hk [aLeake + 2}
ke

L’échange d’un photon avec le champ électromagnétique peut étre ici 1’émission-
absorption d’un photon virtuel du vide quantique, ou bien un échange d’un photon
réel du champ thermique pour lequel on peut avoir émission-absorption ou absorption-
émission. Nous utilisons ici la méme démarche qu’au paragraphe 2.3.3, ainsi que les regles
suivantes pour I’échange d’un photon :

<nk’e"akeaLe’nk’e’> = (ke + 1)0k k0 e

(e axe|nier) = Nicedi s de.e
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Le nombre moyen de photons de fréquence w et de vecteurs d’onde k est donné par

e — Hznk ¢~ BMw—vK)(kc+1/2)
k ,€ MNke
_ 1
S (3.37)

Dans ce cas, le terme K; de I’équation (3.36) donne :

FP.p)+ S ol + 5

1 1 )
K =—T (K —BHO) — —BE] I
! ZO " € Z Ze —
' 1 4P3 8 4
—BE] 8 p. 4 poa,

Ze < 52 (o T p)p+Mﬂ p?) >

1

> e BN k) (nket+2)
7 SZZﬁk”ke Ko=)

€
! d3P° P Po 1 5 (Po—Mv)?
7 —T 14260)) ) e P

Zp / (27)3/2 (2M2c2 * OIM pic2 Zgy r (p°(1+ 2pp)) 2M

1% 5 1
+Z€: oL / BB ERk (7ige + 5)
2

MV—I—MV<p
2

)

1 Aa2v h

S L A 3.38
T Mc? * 45 ¢ (Bhe)? (3:38)

e (1+260))

ou V est le volume d’espace considéré. On note (O)ry la moyenne thermique d’un
opérateur O en l'absence de perturbation dans le référentiel de repos de la particule :
(O)Yrp, = Z%TT (Oe*'B(H‘J*HF)). La vitesse —v est la vitesse du référentiel en translation.

Le terme Ky de (3.36) représente la correction au premier ordre en W pour 1/Z, qui
correspond simplement au résultat (3.38) multiplié par ZEOT r (We*BHO) :

. B —BH,
Ko— —T (Ke#10) - (We o)
2 = 7 T Z r({We
2

3 p A 1 Ar® vk
Mv+Mv{Z(14opp)) — 42T Y_ N
<26M MV V<2u( * pp)> e s c(ﬁhc)4v>
B _pEL 1 P4 4 2 o 9
s -— P. P2p? ) |1
“Z D e sz \ a5 ! p)*+ w2y P

_ (Ar*v h 3 1,p° 1
= (5 L) * (e 25,0+ 99 312 (3:39)

ou l'on a gardé 'ordre le plus bas dans les parametres de perturbation.

Ensuite, pour le terme K3 de (3.36), la correction au premier ordre a deux contri-
butions. La premiere couple deux états identiques. Avec les regles de sélection vues au
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§ 2.3.3.e, seule la partie Wy de la perturbation donne une contribution non nulle :

1
Z< eAA + f(P,p)+ ) Ik [akeake—l—Q] l> (1| Wa|l)ePEi
ke
B
1 [/P? 4 ) 2 5 s
< 2<+M2M<P‘p”m”)’l>”‘

_ (4m*v h 3 1,p° 1
- () * (~sarm ~ 3150+ 29 1) (340

ol ne sont conservés, encore une fois, que les termes du premier ordre. Cette contribution

Lf(P,p)+ Z hk [akeak€ =+ H

ke

s’annule avec celle de I'équation (3.39). La contribution K, de (3.36) vient de ’échange
d’un photon avec le champ électromagnétique.

K4:Z202<z

1
eAA + f(P,p) + Z hk [a;r{eake + 2]

I,m ke

2 / 1 P
- = —BE _ .
Ze § e z<z (eAA)El T ( 7 eAA>‘1>

Ze BE| 262A2<¢ ( nge + 1)(1 — ekr) N (e + 1) (1 — e~7r)
ZO n

e‘BEl/
m m<m|wl|l>

hkc + I hke + 5
k(1 - e’kr) k(1 — e_“‘r)> s > Py
hke — 122 ke — 52 " =M
A ce stade nous pouvons négliger le terme de recul au dénominateur pour les termes

+ikr

comprenant e qui seront convergents, et effectuer les moyennes thermiques sur le

mouvement du centre de masse et les photons :

—BE, 3 Oéh 1 1
Ze /d " ke + K " ket I 1on12y ¥

2mg

n? 4
g e [ jjr o7 e (Ol cos ko),

e [ ol
" Zat ¢ 212k o — 2K 2m56—h2k2 Sk

a7 ma 2mg

:5Mv—<](\)fci(1+ r)>Tth+O(<%)2> (3.41)

Nous retrouvons ici, comme en section 2.3.5, en négligeant ’énergie de recul, M v la

masse électromagnétique de Bethe (3.18) :

K2 1 1
SMv = E B (puldn / b a
Ve e (@nldn) 272k \ hke + K " ke b =Y

= (dmq + 0mg) v
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On note qu’il est possible d’avoir une contribution significative des photons tels que
hkc — oo méme si la température est non nulle, car ce terme correspond a la présence du
vide électromagnétique, donc aux photons virtuels qui eux ne suivent pas la statistique
de Maxwell-Boltzmann. Dans ce cas, le facteur exponentiel exp(—Shkc) se simplifie avec
le facteur de normalisation Zj.

3.2.5 Correction de masse a température finie

En sommant toutes les contributions K;_,4 nous obtenons 'impulsion totale quand
I’ensemble du systeme se trouve a la température T :

<K> :<Pcm> + K1+ Ky +Ks+ Ky

p? e? v
=(Py; oM —(1+ 2pp) — 1477 —
(Pein) + v+<2ﬂ( + 2pp) 47r60T( +rr)>Th 7
3kgT 4r%v R
———M _— 3.42
oMYt 15 ¢ (Bhop (342)
On note Eyj, l'energie interne a la température 7T :
B == e ol (L1 205) — ——(1479) ) 6. (349)
= e " o - T .
th Lot ~ "\ 2u pp dmegr "
1 p? e?
— E : —BEn g
Zat ~ e <¢n| <2/.L 47T€0T> |¢n>
1
Zat ; n€ ( )

ou les simplifications sont dues a ’application du théoreme du Viriel.
Le dernier terme de (3.42) est la quantité de mouvement moyenne d’un volume V d’un
gaz de photon dans le référentiel en translation, présent méme en ’absence de I'atome.
= g—;% est la constante de Stefan-Boltzmann. @

teur % est issue de l'intégration angulaire dont nous n’avons pas encore d’interprétation.

est la densité d’énergie. Un fac-

Sachant que P, = MR par définition et que 1'on se place dans le référentiel en trans-
lation & la vitesse v, on peut montrer la relation <R> =v. On a alors (P,) = Mv.

Si 'on retranche la contribution du champ seul, il reste 'impulsion

Ey, 3 kT
M 2EBL
Mc? V+2Mc2
By, 3kpT
— (g4 Ztho 2FBL
( e tTa )

(K)ot = Mv 4+ 0Mv + Mv

(3.45)

Nous retrouvons dans ce résultat le principe d’équivalence masse-énergie, Fyj est
I’énergie interne, les niveaux atomiques étant peuplés thermiquement. Le terme %ICBT
est I’énergie cinétique du centre de masse a I’équilibre thermique. La correction de masse
OM est due a l'interaction avec le champ du vide et ne fait pas intervenir la température.
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3.3 Annexe : Relation entre énergie des forces de disper-
sion et masse inertielle

Nous allons poursuivre la démarche précédente dans le cas de deux atomes. La ques-
tion se pose si I’on retrouve une participation a la masse inertielle de ’énergie de liaison
due aux forces de dispersion. D’un point de vue macroscopique il a été montré que
I’énergie de Casimir est contenue dans la masse inertielle d’une cavité Fabry-Perrot, en
calculant la force exercée par le vide sur la cavité lorsque cette derniére est en mouvement
accéléré [106]. On considére ici deux atomes neutres identiques en mouvement dont on
recherche la masse totale en considérant le moment cinétique de ’ensemble, de la méme
facon que dans la section 3.1. A Tordre le plus bas des perturbations la vitesse du centre
de masse R est proportionnelle & Pimpulsion P, qui est le moment cinétique & I'ordre zéro
par rapport aux perturbations considérées (voir § 3.1.2). Pour simplifier nous prendrons
les atomes séparés par une distance fixe, leur vitesse est donc identique.

Note : Cette section est encore en cours d’investigation. Nous présentons ici le modele
et les approximations effectuées, ainsi que les premieres grandes lignes du développement.

3.3.1 Hamiltonien

On considére deux atomes A et B identiques. L’atome A est constitué de deux charges
da, g3 de masses my, mg, la masse de cet atome est My, la masse réduite associé au
mouvement interne est pa telle que 1/p4 = 1/mq + 1/mg. Son impulsion est P4 et
I'impulsion lié au mouvement interne est p 4. Idem pour B avec les indices v et 6. Les
atomes étant identiques nous prendrons My = Mp = M et ps = up = p.

En présence de deux atomes A et B couplés au champ électromagnétique I’Hamil-
tonien s’écrit :

H =Hp + Hoa +Wia+Waa+ Hop+Wip +Wap +Q (3.46)
1
Hp = Zﬁwk [a;r{eake + 2:|
ke
P pA
H
04 = 2M+ +V(r)
W “Pa-AA - Sp-(Alra) + Alrg)) + 2A( )2+ ¢ A(rs)?
=——Py- ——p- r r r —A(r
1A M A ,Up a B e a 2ms B
1 /Py 4 8 5
Waa = _@<W+ MQM(PA'IDA) M ——P%p3 + M3PA(PA‘PA)
4 4

Pa
+ - (P4 pa)p> +—)
QM( ) A /.L?’

M
e2 rA-Trp 3(I'A'RAB)(I'B'RAB)
4dmeg RiB R‘ZB

Q:_

ou Hy est ’'Hamiltonien d’une particule dans les champs classiques, Hp est I’'Hamiltonien
du champ électromagnétique du vide et W7 et W5 sont les termes perturbatifs. On note
W = Wi 4+ Ws. Un indice B remplacant A correspond au second atome. @) vient du
développement perturbatif des interactions de Coulomb “croisées”entre A et B [127].
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On définit I'impulsion totale P et I'impulsion réduite entre les deux atomes Pap :

P=P,+Pp (3.47a)
Mg My

Pip=-2P,— 2P 3.47b

AB M A M B ( )

Ces transformations sont équivalentes a celles effectuées en (2.3) au paragraphe 2.1.2.
Il est donc facile de vérifier les relations de commutation pour ces nouveaux opérateurs
avec la coordonnée du centre de masse total et la coordonée réduite du mouvement des
deux particules. Le moment cinétique de ’ensemble est alors :

. OH

(3.48)

Nous nous plagons dans un état propre Py de P. Nous ne garderons que ’ordre le plus
bas en v/c, par conséquent seul les termes linéaires en P donnerons une contribution
significative. Dans le cadre de cette approche préliminaire nous allons discuter rapidement
des termes donnant une possible contribution. Nous nous placons dans le cas particulier
ou la distance Rp est fixe, par conséquent les contributions P 4p seront nulles.

M

Py= WAP +Pus (3.49a)
M

Py = WBP —Pup (3.49D)

Pour les deux atomes le moment cinétique total est alors :
Pin =P —eAAy—eAAp — f(P,pa,PB) (3.50)

ou f est une fonction qui vient des termes relativistes.

Nous considérons encore une fois une perturbation a une boucle correspondant a
Péchange d’un photon et a un facteur a = 1/137. Les deux particules sont considérées
comme non relativistes. Nous négligerons donc les termes d’ordres supérieurs en v/c et
en hwo/pc ~ 1078, Les différents parametres que nous allons utiliser pour 1’expansion
sont donc :

o v/ck1

e 0=1/137Tx 1

o hwo/pc ~ 1078

3.3.2 Développement perturbatif
3.3.2.a Base des états

La base de fonctions utilisée pour le développement est la base des fonctions propres
de 'Hamiltonien Hyg + Hop + Hp. On rappelle qu’il n’y a pas de couplage entre la
matiere et le champ a ce stade. La distance Rsp entre les atomes est fixe et donc
considérée comme un parametre extérieur du probleme. Le mouvement du centre de
masse de chaque atome est par conséquent identique et nous prendrons la valeur propre
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associée a P4 et Pp égale a %’Po. Pour simplifier I’écriture nous omettrons alors ces deux
valeurs dans la base de fonctions. Dans ce cas la base utilisée est :

L, m, ny) = |¢1) @ [Pm) @ 1) (3.51)

avec ¢n la fonction d’onde de l'atome d’hydrogene avec n = (n,j) les deux nombres
quantiques caractérisant les niveaux de I’atome d’hydrogene sans considérer le spin.

3.3.2.b Correction a I’énergie

Puisque nous ne considérons que les termes linéaires par rapport a I'impulsion totale,
nous pouvons identiquement considérer la contribution a I’énergie proportionnelle a ’P%
plutét que le moment cinétique. Simplement cette approche est plus facile a discuter ici.

Nous recherchons par conséquent les termes proportionnels a ’P% couplant les deux
atomes A et B. On remarque que le seul opérateur couplant ces deux atomes est
lopérateur @). Ne contenant pas d’opérateur P on consideére sa contribution a l'ordre
un. A Pordre deux il faut 'associer & ’P2p124 ou ’P2pQB venant de Ws, cette contribu-
tion est impaire dans les coordonnées de chaque particule et sera donc nulle lorsque 'on
moyenne sur 1’état fondamental. Il reste donc a considérer I'energie & 'ordre 3 donnée
par :

nWm ka: kW n Wl 12

ou ici n,m,k sont des indices génériques. Par ailleurs, a cet ordre ou aux ordres inférieurs
par rapport a ’ensemble des parametres perturbatifs vus au paragraphe 3.3.1, les autres
termes proportionnels a 'P% ne concernent que chacun des atomes individuellement et
ont donc déja été exprimés dans la section 1. En effet les opérateurs r 4 et p4 d’une part,
et rp et pp d’autre part commutent.

3.3.2.c Développement de 1’énergie cinétique a ’ordre 3

Compte tenu des hypotheses non relativistes, et en se restreignant a la recherche des
termes proportionnels a P% il reste & considérer les termes :

e e
W=—-P-AAy— =P -AAp+Q

Les termes proportionnels & A? conduisent soit & une contribution ne dépendant pas de
’P% soit a une contribution nulle en raison des regles de sélection. L’application de ces
méme regles nous donne seulement deux types de produits possibles, ici en notations
simplifiées :

EP o« (P-AAL) (P-AAR) (Q)

Il faut maintenant considérer les six possibilités d’agencement de ces termes dans
Iénergie (3.52), dans le premier membre de droite seulement, le second étant nul en-
core une fois d’apres regles de sélection. En effectuant les changements de variables dans
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les sommes nous pouvons factoriser ces six produits sous la forme :

Z Z 1 m, Ok|W|u \% Wk><u A\ Wk|W|S,t,qk><S t qk|W|1 m Ok>
Star UV, Wi (Eu,v,wk - El,m,Ok)(Es,t,qk - El,m,Ok)
:42 Z (IL,m,0x| — 5P -AAlu,v, 1) (u, v, 1| — 5P - AApls,t,0x)
(Eu,v + hw — El,m)(Es,t - El,m)

lmOk

s,t u,v

x (s, t, 0k|Q1, m, Oy)
+QZZ (Lm,Og| — 5P - AAplu, v, 1g)(u, v, 1 |Q]s, t, 1y)
Eu,v + hw — El,m)(Es,t + hw — El,m)

s,t u,v

x (s, t, 1| — %’P - AAp[1,m, 0y) (3.53)

On peut constater immédiatement que la seconde ligne sera négligeable devant le premier
terme : sachant que (E,, — Fy) << hw, on a au dénominateur (iw)? alors que le premier
terme a au dénominateur iw(FE,, — Ey), pour un méme numérateur. Il reste alors

E1(3 o 422 1 m 0k| 'P-AAA|11,V,1k><u,V,1k|—%'P-AAB|S,1Z,01<>
e s,t u,v <E“7V + hw — El,m)(ES,t - El,m)
(3.54)
X <Svt70k’Q|lv m, 0k>
€ 1
=4 1 — —_—P.AA 1 .
Szt:§< ,m, O M’P Alu, v, k>H0 o — Bim (3.55)
€ <S7tv0k|Q|1a m, 0k>
x| — =P -AA t
X (u, v, 1i| M’P Bls, t,0k) (Eor — Frm)

Si on considere la correction lorsque chacun des atomes est dans son état fondamental
et que I’énergie du photon échangé est tres supérieure a 1’écart des niveaux d’énergie de
I’atome alors :

2
0 0 Ok Z’y S#ZOO M2 2 471_607‘047 ( + TQ’YTOC’Y) ’S, > (Egt _ EOO) ( . )

ol ici la somme sur « et y représente la somme sur charges croisée entre A et B. Lorsque
Pon effectue cette somme, le premier terme de (3.56) correspond justement a 'opérateur
Q) et on obtient

=1y P 0.0/Q)s. 1 & U00) (3.57)

ce qui correspond justement au terme 1/R® du potentiel de London noté Egg, partie
non-retardée des forces de dispersion. En remplacant M = 2M on a :

Pt Ers
M Mec?

E = (3.58)
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3.3.3 Perspectives

Nous avons mis en évidence un terme proportionnel a 1’énergie de London, respons-
ables des forces de dispersion. Ce terme a une contribution identique a celle de 1’énergie
interne dans le cas d’'un atome seul (3.20). Il reste bien entendu a déterminer le terme
tensoriel apparaissant dans (3.56), que 'on pourra linéariser autour de R4p. Si l'on
considere cette distance fixe, il sera nécessaire de moyenner sur toutes les orientations
possibles. D’autre part il reste a regarder plus en détail une possible contribution venant
des termes relativistes f(P,pa,pp) et vérifier 'ensemble des hypotheéses que l'on a ef-
fectuées concernant les termes négligeables.

3.4 Conclusion

L’effet Fizeau confere des propriétés bi-anisotropes a toute matiére en mouvement.
Ces propriétés sont proportionnelles a la vitesse de 'objet. En appliquant le formalisme
du moment cinétique de Casimir & un atome se déplagant a vitesse constante dans le vide
on s’attend a une modification de sa masse, ce que 'on retrouve en total accord avec
principe d’équivalence masse-énergie d’Finstein. La contributions des deux corrections,
Casimir et relativiste sont nécessaires pour retrouver le principe d’équivalence.

A I’équilibre thermique la quantité de mouvement moyenne du centre de masse de
I’atome est nulle, en raison du freinage thermique. Pour pouvoir étudier la bi-anisotropie
due a l'effet Fizeau, nous nous sommes placé dans un référentiel en translation a vitesse
constante et faible devant la vitesse de la lumiere. Nous trouvons dans ce cas une im-
pulsion non nulle associée & une correction de masse en accord de méme avec le principe
d’équivalence d’Einstein. Le moment cinétique de Casimir intervient dans la renomali-
sation de la masse ainsi que dans une partie du second terme de (3.45) proportionnel &

I’énergie interne.
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4.1 Introduction

Des approches semi-classiques du moment cinétique de Casimir ont été faites en
utilisant une boule magnéto-électrique ou une boule diélectrique en mouvement [8]. Le
moment cinétique apparait alors proportionnel a I’énergie Casimir de la boule. Nous avons
vu dans le cas d’un atome que I’énergie interne intervient dans le moment cinétique de
Casimir et nous avons proposé une approche pour montrer que ’énergie de liaison des
forces de dispersion entre deux atomes apporte également une contribution. Il est donc
naturel d’envisager le cas de N atomes, l'identité entre I’énergie des forces de Van der
Waals (dispersion) et ’énergie de Casimir ayant été faite par ailleurs [90].

Le cas de I’énergie de Casimir d’une sphére est intéressant car cela a été proposé par
Schwinger [117] comme modele pour expliquer le phénomeéne de sonoluminescence. Dans
la littérature, plusieurs approches ont infirmé par la suite cette hypothese : régularisation
dimensionnelle [89], sommation du potentiel entre deux atomes [91]. Cependant aucune
n’est exempte d’approximations, parfois fortes, de sorte que le résultat proposé se préte
a interrogations.

Nous proposons ici de revenir sur ’énergie de Casimir d’une spheére constituée d’un
milieu diélectrique dilué a l'aide d’'un modele microscopique. Nous considérerons des
atomes sur un réseau de distance inter-atomique u formant une boule de rayon L.

87
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La détermination de ’énergie de Casimir d’une sphere a fait polémique. Différentes
valeurs ont été proposées et le signe méme a fait débat. Cependant plusieurs approches
pour le calcul de cette énergie E¢ semblent s’accorder sur un point : elle dépend du rayon
L de la sphere sous la forme :

Ec = (e— 1)2%710

ou € est la permittivité diélectrique relative et C une constante numérique. Il faut rappeler
ici que I'on a supposé le rayon de la sphere grand devant la longueur d’onde caractéristique
de la dispersion en deca de laquelle il n’y a pas d’interaction radiation-matiere, par
conséquent la limite L — 0 n’est pas a prendre en considération. C est une constante
numérique dont le signe et la valeur dépendent de la technique utilisée [128, 129]. Mil-
ton et Ng [89] ainsi que Barton [91] donnent C = 23/1536m ~ 0.004766, Brevik et al
[90] d’apres un calcul numérique trouvent C = 0.004767 ce qui est proche de la valeur
précédente.

En revanche le traitement des termes divergents attendus dans un calcul d’énergie de
point zéro est disparate. S’il est reconnu qu’il y a des divergences au moins pour les termes
de volume et de surface, elles sont soit mises hors de la discussion [89], soit considérées
comme déja intégrées dans les grandeurs phénoménologiques comme la chaleur latente
ou la tension de surface [91], soit considérées comme étant non physiques dans le cas
de la divergence volumique [90]. Nous sommes d’avis qu’il faut séparer ici deux types de
divergences : la divergence “physique” que I’on retrouve dans toute évaluation de I’énergie
de point zéro du champ électromagnétique, et les divergences introduites par I'utilisation
d’un modele macroscopique avec une description continue de la matiere. Dans ce dernier
cas les termes volumique et surfacique représentent alors une contribution aux grandeurs
thermodynamiques : chaleur latente et tension de surface, et il faut identifier les termes
restants. Le terme dominant est-il toujours le terme en 1/L?

4.2 Modéele discret

Il est admis que I'interaction de Casimir-Polder est une manifestation de ’énergie de
Casimir, qui remplace les forces de London lorsque la distance entre les atomes est élevée
devant les longueurs d’ondes correspondant aux niveaux interatomiques [90, 91]. Nous
allons étendre cette approche dans le cas de N atomes identiques et calculer 1’énergie
de Casimir d’une sphere de rayon L formée par ces atomes disposés selon un réseau
cubique, en sommant 1’énergie de chacune des paires. Une telle approche a déja été
effectuée dans [91], mais seulement dans la limite continue, ce qui souleve bien évidement
des problemes de divergence lorsque la distance inter-atomique tend vers zéro, d’ou la
nécessité d’introduire un cut-off ad hoc dans cette méthode. Nous nous proposons ici de
développer le méme modele : sommation par paire du potentiel dans le cas d’une sphere
solide de rayon L et de constante diélectrique €. Nous considérerons un milieu dilué, c’est
a dire pour lequel e—1 < 1. Le lien entre la description macroscopique et la polarisabilité
des atomes intervenant dans la force de dispersion est donné par €(0) — 1 = 47 Na(0)
[85].
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Le potentiel entre deux atomes neutres distants de r = r; — o est donné par [127] :
k‘lkms ds pe 2T
Vir °
th Z/ k2 + 52 )(QIQm) )

5 6 3
. (1 Tt e et <sr>4> 4.1

ou | et m sont les indices des niveaux d’énergie de chacun des atomes, k;,, = /\QZ—”, Qm
,m

est le moment dipolaire.
Dans le cas ou 7 > 1/k; on retrouve le potentiel de Casimir-Polder :

23hea(0)?

Ve(r) = - 4dr?

(4.2)

ou a(0) est la polarisabilité statique. Dans le cas ou r < 1/k1, mais toujours r > ag ou
ap est le rayon d'un atome (notons que kjag ~ a = 1/137) on retrouve le potentiel de
London :

(@1gm)*kikmdu
S 4,
Vilr) = r6 mhe Z / (k? + u?)(k2, + u?) (43)

ol q; est le moment dipolaire de la particule [. Cette interaction & courte portée vient
du fait que les molécules non polaires peuvent présenter a chaque instant un moment
dipolaire dii au mouvement relatif des électrons et des noyaux. Bien que nul en moyenne
ce dernier induit a son tour un moment dipolaire chez une particule voisine dont il
résulte une interaction attractive. Dans le cas ol une fréquence de transition particuliere
wo donne une contribution dominante & (4.3), ce que l'on supposera par la suite, on a
alors :

3hwoar(0)?

Vi(r) ~ — 16

(4.4)

ou «(0) est la polarisabilité statique dans le niveau de plus basse énergie de la transition
wo-

Ces forces de dispersion ne sont en général pas additives d’atome a atome. Le champ
porteur de l'interaction entre deux molécules se propage a travers le milieu formé par
toutes les autres molécules. Ce milieu affecte 'interaction par le biais de sa constante
diélectrique ce qui intervient donc de fagon macroscopique dans la non-additivité des
forces. Pour un milieu diélectrique dilué nous pouvons négliger I'influence du milieu sur
I'interaction entre deux atomes. La permittivité réduite du milieu étant proche de I'unité,
on peut effectuer un développement perturbatif de I’énergie A d’une boule solide de rayon
L en fonction du parametre (e — 1) [91] :

A=(e— 1A+ (e—1)%Ag + ...

ou € —1 <« 1. L’énergie (e — 1)A; est divergente [91] et correspond a ’énergie du champ
électromagnétique dans le milieu. C’est un terme volumique, cela revient donc a con-
sidérer une contribution électromagnétique a la masse de chaque atome, de la méme
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fagon que la renormalisation de masse de Bethe que nous avons vu dans les chapitres 2
et 3 précédents. Le second ordre correspond & l'interaction de Van der Waals entre les
atomes du milieu et fait intervenir la polarisabilité statique de chaque atome :

(c~ 18 = B(L) = 3 3 3" Viry) (45)

ri<Lr;<L

avec r;; = r; — r;. Le calcul intégral de cette énergie donne un résultat divergent di
au fait qu’on ne tient pas compte de la distance finie entre atomes. Cependant, pour
des distances grandes devant la distance inter-atomique u, cette intégrale doit étre une
bonne approximation. Nous allons donc effectuer numériquement cette somme (4.5) pour
les distances proches de quelques unités inter-atomiques u ou ’approximation continue
n’est manifestement pas valable.

a) b) ) d)

FIGURE 4.1 — Différentes contributions pour calculer ’énergie de la sphére (a). (b) : voisins
lointains dont le potentiel d’interaction est le potentiel retardé de Casimir-Polder, (c) voisins
proches qui correspondent donc a une contribution volumique dont la valeur dépend du potentiel
a courte distance mais qui ne tient pas compte du rayon L de la sphere, (d) : contributions hors
sphere a éliminer.

4.3 Approche numérique

Pour obtenir ’énergie Casimir E(L) de la boule, nous pouvons décomposer différentes
contributions selon

By =3 3 3 viry)

7"7;<LTJ'<L

1 1 1

S SRTARES S SR UAEED S SR
ri<L Tj<L,{RC<7‘ij} i<l rj,{rij<Rc} r; <L rj>L,{7"ij<RC}

(4.6)

Cette décomposition correspond a la figure FIG. 4.2. L’énergie (a) de la boule est la
somme pour chaque atome de l'interaction des voisins “a grande distance” (b) dont la
contribution peut étre évaluée par une intégrale et de 'interaction des voisins proches
(c) dont la contribution & ’énergie totale est volumique, somme & laquelle il faudra
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soustraire les atomes n’appartenant pas a la sphere (d). Ces dernieres contributions (c)
et (d) étant calculées numériquement. Le rayon R, définit la notion de voisin proches.
Pour une distance supérieure a ce rayon on considere valable ’approximation continue.
La valeur de R, est choisie en fonction de la précision que I'on veut obtenir.

Nous nous restreindrons aux atomes a deux niveaux, pour lesquels A\; = A, et nous
utilisons pour le calcul la valeur \; = 591nm correspondant au premier niveau excité de
I'hélium [130]. L’hélium liquide est un exemple de milieu dilué. La polarisabilité statique

o 27 P . .
d’un atome s’écrit a(0) =), %. On peut alors écrire I’énergie totale sous la forme :

h L\? L\? L
E=a(02 [ 0105781 (Z) +0.40034230 (=) —0.006 (=) +..|. (47
u’? U U U

On estime une erreur relative respectivement de 107> et 10~" pour les coefficients des
termes de volume et de surface. L’erreur est de I'ordre de 50% pour le dernier terme.
Avec le développement actuel de notre modele numérique il ne nous est pas possible
de distinguer les termes suivants, beaucoup plus petits en magnitude. Le point le plus
important est que nous pouvons affirmer que le terme proportionnel au rayon L de la
sphere existe et est non nul. Ce terme est issu des interactions entre proches voisins et
di aux effets de bords. Ces méme interactions sont négligées lors de I'utilisation d’une
coupure sur les longueurs d’ondes ou lors de renormalisation, ce qui peut expliquer que
ce terme n’apparait pas.

4.4 Discussions

4.4.1 Lien avec la sonoluminescence

L’équation (4.7) modifie-t-elle les conclusions sur ’application & la sonoluminescence ?
Il est tentant d’appliquer (4.7) dans le cas de 'eau et de comparer le résultat avec les
autres estimations au sujet de la sonoluminescence. La lumiere percgue lors de la sonolumi-
nescence est bleutée, nous prendrons donc une longueur d’onde de 'ordre de 500nm. Ce
sont les interactions a courtes distances qui prédominent dans cette expression. Sachant
que dans cette limite, pour un modele a deux niveaux, le potentiel est proportionnel
a Décart énergétique cela correspond a un facteur 591/500 entre l’eau et I’hélium. On
considere alors une bulle de gaz dans ’eau qui passe d’un rayon L = 45um a L = 3um,
a T = 280K de facon adiabatique [115]. C’est-a-dire que nous évaluons I'énergie de la
sphere a L/u constant. Les estimations concernant ’énergie de Casimir ne considerent
pas les termes volumiques et surfaciques, donnés phénoménologiquement. On trouve alors
pour le terme suivant, linéaire par rapport au rayon, une énergie de l'ordre de 0,1eV
qui est toujours bien plus petite que les 10 M eV mesurés par I'expérience. Cela ne remet
donc pas en cause les études précédentes [89-91] qui ont exclu I’énergie de Casimir comme
origine du phénomene. Nous pouvons remarquer que ’évaluation dans les mémes con-
ditions du terme volumique conduit & une énergie de 'ordre de 20 MeV, du bon ordre
de grandeur par rapport aux 10 MeV mesurés. Ce terme correspond a la chaleur latente
ou une contribution & cette derniere. Cette estimation abonde dans le sens des théories
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actuelles selon lesquelles I'énergie est issue de la compression du gaz a l'intérieur de
la bulle. Certaines approches prennent en compte les pertes dues a des échanges ther-
miques, ce qui pourrait expliquer que 1’évaluation proposée ici soit supérieure a la valeur
expérimentale.

T'Gl-"'[r}

| T

1/k

FIGURE 4.2 — Potentiel de Casimir-Polder total (en bleu) et retardé (en noir), en unités arbi-
traires, en fonction de la distance interatomique r, multiplié par r. Dans le cas d’un atome a
deux niveaux il y a un changement de régime pour r ~ 1/k; ou ki est le nombre d’onde de la
transition.
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FIGURE 4.3 — Contribution & l'énergie des termes de surface (d) de la figure 4.2 (en bleu) et
"fit” sous la forme az? + bz (en rouge)

4.4.2 Remarque sur une contribution 1/L & I’énergie de Casimir

Nous avons vu qu’il semblait exister un consensus sur une énergie de Casimir inverse-
ment proportionnelle au rayon de la sphere. Bien que nous ne puissions déterminer ce
terme dans notre approche numérique a cause de la limitation dans la précision, il est
possible de comprendre autrement ’origine de ce terme.

Une autre fagon de sommer le potentiel est représenté sur par figure 4.4.2. Les inter-
actions pour un atome appartenant a la sphere (a) sont les interactions de tout le milieu
(b) auxquelles on soustrait la contribution des atomes indépendante des effets de bord de
la sphere (c) ainsi que celle des interactions entre plus proches voisins (d). Cette derniere
contribution dépend fortement de la physique a petite échelle. La contribution (b) est
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aussi sensible mais cela reste un terme volumique et seul le coefficient numérique sera
affecté. La contribution la plus élevée pour la partie (d) est la participation des voisins
directs, ce qui conduira au terme de surface, les autres termes restant a déterminer.

_ ble
7 _

a) b) c) d)

FIGURE 4.4 — Différentes contributions pour calculer 1’énergie de la sphere (a). On a pris pour
cette figure la contribution d’un atome symbolisé par la croix rouge. (b) : contribution de tous les
atomes du milieu & laquelle il faut soustraire (c) les atomes “lointains”se trouvant & Uextérieur
d’une sphere de rayon 2L, cette contribution est de cette maniére la méme pour chacun des
atomes appartenant a la sphere (a). Il reste & soustraire (d) : contribution “proche”qui donnera
les effets de bord

Nous pouvons donc réécrire, d’apres le découpage de la figure 4.4.2 :

SEPIPILCH

m<L ri<L
Y Z ZV sz Z Z V(Tz] Z Z V(’r‘ij) (4.8)
r1<L rj n<L rj{ri; <L} n<L rj{L<ri; <2L}

Si ’on considere le rayon L de la sphere suffisamment grand devant la distance inter-
atomique, ce qui justifie 'approximation continue, et devant la longueur d’onde inter-
venant dans le potentiel V'(r) alors le terme (c) peut se calculer en intégrant le potentiel
retardé de Casimir-Polder (4.2) :

1 23hca’
P INND U
ri<L rj{L<r;j<2L} &4
_ 14xL? /°° 3T23hca2 23 he(e—1)?
2 3 Jor 4mr? 15367 L

(4.9)

ou dans I’hypotheése d’un milieu dilué le lien entre la polarisabilité des atomes et la
description macroscopique est 4t Na = € — 1 [85]. Nous retrouvons ici le terme inverse-
ment proportionnel au rayon associé a I’énergie de Casimir. Ce terme est indépendant de
la physique a petite échelle et par conséquent des traitements associés, coupure [91],
renormalisation. En revanche les termes de volume et de surface, ainsi que tous les
autres venant de la contribution (d) (terme linéaire en L, terme constant...) dépendent
de la coupure utilisée et apparaissent comme divergents ou bien se perdent dans une
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méthode de renormalisation. Donc la régularisation dimensionelle produit la soustrac-
tion des contributions “lointaines”. Ceci en particulier explique pourquoi E) > 0 alors
que Vyaw (1) < 0.

4.4.3 Chaleur latente et tension de surface de I’hélium liquide

Un exemple concret de milieu dilué est 'hélium liquide, pour lequel la constante
diélectrique vaut € ~ 1.057 [85]. Cela correspond donc au cadre de notre approche dont
on peut se proposer d’en vérifier la validité en comparant nos résultats avec des grandeurs
physiques mesurables comme la chaleur latente et la tension de surface.

A T = 0K la distance inter-atomique u correspondant au maximum de la distribution
est de Pordre de 3,16A [131], la densité est de p = 0,15gem™3 [85] et la polarisabilité
statique vaut a ~ 2.0/4m - 10~24cm?® [132]. Nous nous sommes limités ici a un modele
a deux niveaux, la longueur d’onde associée a la transition entre 1’état fondamental
et le premier niveau excité est A = 5914 [130]. Nous pouvons donc faire I’application
numérique a partir du terme volumique de (4.7) :

a(0)2he 3

0, 105(u)747rpu3 =13,5Jg ! (4.10)
Nous trouvons la chaleur latente de I’hélium liquide de l'ordre de 13,5Jg~!. La valeur
expérimental est de 15 Jg !, ’accord est donc tres bon. Pour comparaison, une estimation
rapide effectuée par Milonni et basée sur la méme approche d’interaction par paires
donne 50 Jg~! auxquels ont été enlevés 30 Jg~! correspondant & ’énergie de vibration
des atomes dans le réseau. London en 1930 a proposé que chaque atome d’hélium liquide
se trouve dans une cage formée par ses plus proches voisins et possede une énergie de
point zéro de la vibration associée de Pordre de 30 Jg~!. Ce qui conduit alors une chaleur
latente de I'ordre de 20 Jg~! [85].

Pour la tension de surface nous évaluons dans les méme conditions le terme surfacique
de (4.7) :

a(O)thi

0,400
’ u? T

= 0,808 Ergem ™2 (4.11)

& comparer & la valeur expérimentale 0, 37Ergem ™2 [133]. On retrouve donc ici un ordre
de grandeur correct de la tension de surface.
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4.5 Conclusion

Dans les modeles précédents [89, 91] utilisés pour calculer I’énergie propre de la boule,
des divergences étaient trouvées de facon artificielle a cause de la description continue
utilisée. Cependant des questions pertinentes concernant la dépendance de I’énergie avec
le rayon de la boule ont été soulevées. Dans le but de répondre correctement a ces
questions, il était important de prendre en compte la forme correcte du potentiel dont la
dépendance spatiale change a petite échelle, ce que nous avons réalisé numériquement.
Nous trouvons un terme volumique et un terme de surface qui sont parties prenantes
respectivement de la chaleur latente et de la tension de surface du milieu, et non une
renormalisation de ses grandeurs. En revanche nous avons mis en évidence, griace a une
approche microscopique du milieu, un terme linéaire par rapport au rayon de la sphere
qui n’est pas discuté dans la littérature. Ce dernier ne semble pas appartenir a une
quelconque grandeur thermodynamique. Si 'on considére que I'énergie de Casimir de la
boule correspond a I’énergie qui n’est pas déja décrite de fagon classique : chaleur latente,
tension de surface, alors ce terme linéaire représente I’énergie Casimir de la boule. Dans
tous les cas, il doit étre pris en compte lors de discussion concernant 1’énergie. A propos
de la sonoluminescence, I’énergie que nous avons calculée comprenant la contribution de
la chaleur latente nous permet de retrouver un ordre de grandeur correct de 1’énergie
libérée lors des flashs lumineux. L’unique divergence physique du probléme, associée a
I’énergie du vide, renormalise la masse de chaque atome en lui donnant une contribution
électromagnétique comme nous avons pu le voir aux chapitres 2 et 3.
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ANS ce manuscrit nous avons présenté une étude théorique de 'effet des fluctua-
tions quantiques du champ électromagnétique sur un milieu bi-anisotrope. L’ob-
jectif principal était de développer une approche microscopique du moment cinétique de
Casimir présenté par Feigel, pour proposer des réponses aux questions restées en suspens
dans les modeles macroscopiques précédents, développés par Van Tiggelen, Rikken et
Krstié, Birkeland et Brevik. En raison de problemes liés a la définition de I'impulsion
du champ électromagnétique dans un milieu matériel, ainsi qu’a la renormlisation des
divergences, 'ordre de grandeur de cet effet et son existence méme étaient débattus. Le
moment cinétique de Casimir existe-t-il pour un milieu infini ? Est-il mesurable ?

Aprés une premiere partie ot nous avons rappelé le formalisme et énoncé les princi-
paux problemes conceptuels liés au vide quantique, nous avons construit un modele mi-
croscopique exhibant un moment cinétique de Casimir. Etant donné que tout milieu est
bi-anisotrope lorsqu’il est soumis a des champs électriques et magnétiques externes, sta-
tiques et homogenes, nous avons considéré un oscillateur harmonique, constitué de deux
charges de signes opposés, exposé a ces champs. Le choix d’un potentiel harmonique était
purement calculatoire. Nous avons montré qu’il existe un effet classique de ces champs
sur I'impulsion de la particule ainsi constituée : dans son état fondamental son mo-
ment cinétique est non nul. L’ensemble est en interaction avec les fluctuations du champ
électromagnétique libre. Etant donné les ordres de grandeur mis en jeu, nous avons traité
cette interaction de fagon perturbative, de la méme maniere que le calcul du déplacement
de Lamb développé par Bethe, qui avait donné une excellente approximation du résultat

expérimental.

A I'image du développement historique de Bethe, ou du traitement de I'effet du spin
de I'électron sur le spectre de 'atome d’Hydrogene, nous avons effectué un traitement
faiblement relativiste du moment cinétique de Casimir, en considérant uniquement les
premieres corrections en v/c ou v est la vitesse de l'oscillateur et ¢ la célérité de la lumiere.
Nous avons justifié cette approximation a postériori en montrant que les vitesses mises
en jeu restent faibles et que les modes ayant une contribution significative sont non-
relativistes. Un calcul relativiste amenerait sans doute une description plus complete.

Les termes faisant uniquement intervenir le potentiel vecteur A conduisent a une
contribution divergente a 1’énergie du vide. Dans notre approche, ces contributions ont
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un effet nul sur 'impulsion en raison des regles de sélection. Les termes divergents restants
ont été renormalisés. Bethe dans le calcul du déplacement de Lamb a ajouté une masse
électromagnétique a 1’électron. Ici nous avons retrouvé cette méme contribution pour
la masse totale et la masse réduite de la particule. Nous avons pu alors dégager une
contribution finie et non nulle des fluctuations du vide a I'impulsion de l'oscillateur.
Pour I'exemple, considérons une particule ayant les propriétés d’un atome d’hydrogene :
les masses respectives des deux charges a et 3 sont telles que m, > mg. Le moment
cinétique de l'oscillateur dans son état fondamental en présence des champs externes Eg
et By est alors :

4o Ma

<Pcin> = —OZ(O)EO x Bg + CY(O)EQ X Bg— log —_—

37 mg
La conclusion principale est que le moment cinétique de Casimir existe et que les diver-
gences ont été renormalisées. Pour des champs accessibles en laboratoire et une particule
type Hydrogene, nous estimons :

va = 0.1pm/s , vy~ 2nm/s

respectivement pour les contributions classique et quantique a la vitesse de la particule.
A notre connaissance aucun de ces effets n’a été mesuré. Une expérience est en cours de
préparation au Laboratoire National des Champs Magnétiques Intenses a Toulouse, dans
le groupe de Geert Rikken.

Il était naturel ensuite de considérer le cas de deux charges en mouvement.
L’effet magnétoélectrique et l'effet Fizeau conduisant au méme formalisme (y;; o
eijk (Eo X Bo),, et xij o €,y ), nous avons revisité dans le cadre du moment cinétique de
Casimir le cas d’un atome en mouvement dans le vide. Nous avons utilisé le méme modele
microscopique avec un potentiel Coulombien entre les deux charges, pour décrire au plus
pres une situation réelle. Nous avons trouvé comme attendu une contribution au moment
cinétique proportionelle a la vitesse de ’atome, c’est-a-dire une correction de masse.
Cette correction de masse comprend la masse électromagnétique de Bethe, qui renor-
malise la masse totale comme nous 'avons montré dans le cas magnétoélectrique, ainsi
que ’énergie interne de I'atome. Ce résultat est en accord avec le principe d’équivalence
masse-énergie d’Einstein, 1’énergie interne participant a l'inertie de la particule. Nous
nous sommes ensuite intéressés au cas d’une radiation thermique en interaction avec un
atome d’Hydrogene. Dans une situation a ’équilibre, la vitesse de ’atome est nulle en
raison de la friction thermique. Pour déterminer la correction de masse nous nous sommes
donc placés dans un référentiel en translation uniforme. Dans ce cas nous avons trouvé
que ’énergie interne correspondant a un atome thermalisé et 1’énergie cinétique moyenne
associée a son centre de masse participent a l'inertie de ’atome.

Apres le cas a une particule, nous avons considéré le cas a deux particules. La par-
ticipation de I’énergie de Casimir a la masse a été débattue et montrée dans le cas d’une
cavité Fabry-Perrot, par Jaekel et Reynaud dans le cas de la masse inertielle, Fulling,
Milton et al dans le cas de la masse gravitationnelle. Nous avons utilisé notre approche
microscopique pour montrer que I’énergie associée aux forces de Van der Waals entre deux
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atomes d’hydrogene respecte elle aussi le principe d’équivalence. Ce calcul est encore en
cours de finalisation et les principales lignes ont été exposées.

En supposant que l'énergie de Van der Waals entre deux atomes participe a la
masse inertielle de I’ensemble et en considérant la description semi-classique d’une spheére
diélectrique en mouvement proposée par Van Tiggelen, nous avons ensuite généralisé ce
résultat au cas de N particules formant une boule diélectrique diluée. Par conséquent
nous nous sommes intéressés a 1’énergie de Casimir de cette boule. L’hypothese de milieu
dilué nous permet de calculer I’énergie de Casimir en effectuant la somme des énergies
de Van der Waals entre deux particules. L’équivalence énergie de Casimir - énergie de
Van der Walls ayant été montrée par ailleurs. La permittivité réduite du milieu étant
dans ce cas proche de 'unité, I’énergie A d’une boule de rayon L est donnée par le
développement :

A=(e—1)A1 + (e —1)2Ay + ...

Nous avons vu que Iénergie (¢ — 1)A; est divergente et correspond & ’énergie du champ
électromagnétique dans le milieu. C’est un terme volumique et cela revient a considérer
une contribution électromagnétique a la masse de chaque atome. Nous avons déterminé
le terme E(L) = (e — 1)2Ay correspondant & 1’énergie Casimir de la boule.

L’énergie d’une sphere ou d'une boule a été matiere a débat, en particulier apres
la tentative de Schwinger pour expliquer la sonoluminescence a partir de I’énergie de
Casimir. Dans la plupart des approches, les énergies volumique et surfacique de la boule
ne sont pas considérées car elles sont parties prenantes respectivement de la chaleur
latente et de la tension de surface. Le terme attribué a I’énergie de Casimir est alors
proportionnel & 1/L ou L est le rayon de la boule. Nous avons effectué un calcul numérique
en prenant en compte le potentiel total de Casimir-Polder dans le cas correspondant a
des atomes d’Hélium, représentant physiquement un milieu dilué, placés sur un réseau
cubique. Nous avons obtenu pour I'énergie de la boule :

3 2
E(L) = a(O)Qh—i (—0.105781 <L> + 0.40034230 <L> — 0.0061 (L> + O <1>> ,
u U U U L

ot a(0) est la polarisabilité statique et u la distance inter-atomique. Nous pouvons iden-
tifier le terme volumique comme une contribution voire dans ce cas précis la contribution
principale a la chaleur latente. Le terme surfacique est associé a la tension de surface. Le
terme suivant est linéaire par rapport au rayon de la boule. Il est le premier terme qui va
au dela de la description phénoménologique, il merite éventuellement pour cela le nom
“Casimir”, avant le terme 1/L. Il fait intervenir principalement les interactions & courtes
distances. Une telle contribution doit étre prise en compte lorsque ’on considere ’énergie
totale de la boule et nous remarquons qu’elle n’est pas prise en considération dans les
approches précédentes utilisant par exemple la renormalisation dimensionnelle ou une
coupure exponentielle des longueurs d’onde. Ces résultats suggerent que les techniques
de régularisation, si elles sont cohérentes entre elles, négligent dans cette situation des
termes qui sont physiquement présents. Une interprétation est proposée pour expliquer
le terme 1/L : on retrouve ce terme si 'on ne prend en compte que les interactions
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lointaines pour chaque atome de la boule, c’est-a-dire des distances supérieures a la plus
grande distance possible entre deux atomes de la boule : 2L. Dans ce probléeme d’énergie
de Casimir d’une boule matérielle, il y a la divergence due & celle de 1’énergie du vide,
et la divergence induite par la description continue du milieu ou la distance entre deux
atomes tend vers zéro. Il semblerait que 1'utilisation des techniques de renormalisation
ne permette pas de distinguer ces deux types de divergence, ce qui pourrait expliquer
cette différence de résultat.
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Résumé de la conclusion

e Le point principal de cette étude est I'existence du moment cinétique de Casimir
d’un point de vue microscopique, montrée a l'aide d’un modele comprenant un
oscillateur harmonique soumis a des champs électrique et magnétique externes,
croisés, homogenes de fagon a obtenir les propriétés d’un milieu bi-anisotrope, en
interaction avec les fluctuations quantiques du vide. Nous avons donné un ordre de
grandeur de la vitesse de 'oscillateur attendue pour des conditions expérimentales
raisonnables. Nous trouvons une contribution classique due aux champs externes
v ~ 0.1pm/s et une contribution quantique attribuée aux fluctuations du vide
Vg & 2nm/s.

e Dans le cas d’un atome d’hydrogene en mouvement, ou la bi-anisotropie est due a
Ieffet Fizeau, nous trouvons que l'effet du couplage avec le vide donne une correc-
tion de masse en accord avec le principe d’équivalence masse-énergie d’Einstein, a
température nulle ou non-nulle. Dans le cas de deux atomes en mouvement dans
le vide, nous donnons la marche a suivre dans le but de montrer que 1’énergie de
Casimir entre les deux atomes, textitie liée aux forces de Van der Waals, participe
de la méme facon a la masse inertielle de ’ensemble. Cette approche confirme que
le moment de Casimir n’est pas exclu voire méme réclamé par les principes de la
relativité restreinte.

e Nous nous sommes intéressés au cas de I’énergie Casimir d’une boule diélectrique
diluée. Un calcul numérique de ’énergie associée aux forces de Van der Waals, dont
I’équivalence avec ’énergie de Casimir a été montrée par ailleurs, nous a permis de
déterminer ’énergie totale de la boule en fonction de son rayon. Nous déterminons
les termes associés a la chaleur latente et a la tension de surface. Nous trouvons
ensuite un terme variant de facon linéaire avec le rayon, en désaccord avec les
méthodes de renormalisation utilisées avec une description continue. Ce désaccord
est expliqué par la description continue de la matiere ou les interactions a courte
distance sont surévaluées et conduisent a des termes divergents non considérés par
la renormalisation.
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5.0




Publications

Une partie de ce manuscrit correspondant au second chapitre a été publié dans la re-
vue EPL du mois de Janvier 2010. Le texte est fourni dans les pages suivantes. (Attention,

I'estimation de la vitesse est sur-estimée d'un facteur 472)

Un article est en cours de rédaction concernant les troisieme et quatrieme chapitres

et devrait étre soumis prochainement.
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Casimir energy refers to the electromagnetic (EM)
energy that shows up when dielectric or metallic objects
interact with the quantum vacuum. It is undoubtedly one
of the most fascinating phenomena in physics, with a
rich history in the 20th century. Casimir forces become
important on sub-micron scales and are thus believed to
play an important role in nano-optics [1]. Casimir energy
has been the subject of many speculations, such as its role
in sonoluminescence [2] or in the cosmological constant
problem [3].

The standard Casimir effect refers to the reduction
of the EM zero-point energy when two ideal metallic
plates approach [4]. Other well-known phenomena related
to Casimir energy are Van Der Waals and Casimir-
Polder forces between neutral atoms [5], the Lifshitz forces
between dielectric media, and arguably the most famous
among all, the Lamb shift of atomic levels. Shortly after
its observation by Lamb in 1947 [6], Bethe explained
the Lamb shift by the change in EM vacuum energy
caused by the interaction of the atom with the quantum
vacuum [7,8]. The Lamb shifts in light atoms are now
understood to be basically non-relativistic QED phenom-
ena, although full relativistic theory, including the contri-
bution of several percents due to vacuum polarization, is
necessary to come to the extraordinary agreement with

(3)E-mail: sebastien.kawka@grenoble.cnrs.fr

experiment, unprecedented in physics. For the two-photon
15-2S transition in atomic hydrogen, the shift is known
up to several cycles [9].

Energy and momentum are naturally related by relativ-
ity. The search for “Casimir momentum” seems therefore
obvious. In 2004 Feigel [10] proposed a quantum correc-
tion to the momentum of dielectric media exposed to static
electric and magnetic fields. In this case, classical electro-
dynamics provides the following expression for the linear
momentum of a neutral, polarizable object with mass M,

chass =Mv— a(O)EO X BO? (1)

which is conserved in time, even if the external electric
field Eg is varied slowly in time. Here «(0) is the static
polarizability, with the dimension of a volume. The semi-
classical theory of ref. [10] predicts a strongly diverging
contribution of the quantum vacuum to eq. (1), quite
similar to the one encountered for Casimir energy. Fortu-
nately, spatial gradients of Casimir energy —observable
as forces— are often found not to diverge. Momentum
however is an observable parameter and the divergence
does pose a problem. It has been suggested that UV diver-
gences are not physical and should disappear into the
values attributed to physical observables, such as iner-
tial mass, electric charge or cosmological constant [11].
If this is true it is not evident that the prediction of
“Casimir momentum” found in ref. [10] will survive or
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be measurable. An obvious next question is what physical
observable will then absorb the UV divergence of Casimir
momentum. In this work we provide first answers to these
questions. We use the method of mass renormalization first
employed by Bethe and Kramers that results in a finite
Casimir momentum of simple quantum objects.

It is now realized that Casimir momentum emerges quite
generally in so-called bi-anisotropic media, in which also
magnetic fields can induce an electric polarization [12,13].
Except in media exposed to external EM fields, bi-
anisotropy also occurs in moving dielectric media. This
follows from the relativistic transformations of EM fields,
and shall be discussed elsewhere [14]. In general, like
spin, bi-anisotropic behavior and Casimir momentum
can be viewed as “remnants” of special relativity [15]
in non-relativistic theory that often suffices to describe
phenomena quantitatively.

We consider here the following system: a 3D harmonic
oscillator —composed of two particles with opposite
charge ¢; =+e and g2 = —e and masses m;— exposed
to crossed, homogeneous static EM fields Eg, By which
constitute our bi-anisotropic object, coupled to the EM
vacuum. In the Schrédinger picture the Hamiltonian is
given by

H=3 [2; (pi — qiA(r:))” — giEo - ri] +V(r)
=1 K

+) by

ke

aleonet 3. @)
where A; = Ay + A is the total vector potential containing
a contribution from the external, static, classical magnetic
field, described by the classical vector potential Ag(r) =
%BO xr, and the quantum operator A of the EM field.
The EM bath will be treated in the Coulomb gauge.
We will use R = (myr;+morsy)/M and r=r; —ry for
the center-of-mass position and the inter-particle distance,
with conjugate momenta P and p, respectively; M =mq +
mo and p=(1/mq+1/mz)~! are the total and reduced

mass. For a harmonic oscillator we can then write V(r) =
2.2

1
5 HWHT.

As we are looking for momentum, we notice the exis-
tence of a conserved pseudo-momentum K that commutes
with H [16], even when the electric field is varied in
time. The electric field is a parameter that can be varied
experimentally. This momentum has contributions from
both atom and radiation,

1
K:P—i—eBOxr—s—th[aI{eake—&—]. (3)
ke

2 2

It is a pseudo-momentum as it is a constant of the motion
only if the external magnetic field By is time independent
and homogeneous, as we will assume here. Note that we
are interested in the change of the total kinetic momentum
Py, of the oscillator in the presence of vacuum, which is
not equal to K, neither to P. Yet, because K is conserved,

even for a slowly time-dependent electric field Eg, it is
the appropriate momentum to look at. In the presence
of magnetic fields the kinetic and conjugate momenta
operators are related by Py, =P —eAA; with eAA; =
eA;(r1) —eAy(ra), so that we can obtain

1
K =Py, +eBgxr+eAA+ Z hk [aLeake + 2] . (@)
ke

The operator eAA =eA(r;) —eA(ry) guarantees the
gauge-invariant contribution of the “longitudinal” vacuum
field to the pseudo-momentum, in terms of the vector
potential A(r) quantized as usual inside a quantization
volume V, A(r) =Y, _ Ax€[arce™ +al_e ™). We will
be obliged to go beyond the electric dipole approximation
—in which eAA would be neglected— to treat the
high wave numbers of zero-point fluctuations accurately.
The last term in eq. (4) stems from the “transverse”
electromagnetic field in the vicinity of the atom [16].

We wish to express the expectation value
K = (¥y|K|¥g), of the pseudo-momentum in the total
ground state |¥y) in terms of the two relevant vectors:
the kinetic momentum Mwv of the oscillator and the
magneto-electric vector Eg x Bg. We will use perturba-
tion theory in the coupling between the magnetoelectric
oscillator and the EM field, where the small parameter of
the expansion is the fine-structure constant a. To lowest
order, only the emission and subsequent re-absorption of
one virtual photon will contribute at this one-loop level of
the theory, which will thus be second order perturbation
theory. In order to facilitate perturbation theory, we split
up the Hamiltonian (2) as follows:

H = Hy+Hp+W, (5)
2
; [21% (pi — QiAO(ri))z —q:Eq- I‘i] + éuwér?

Hp :ka

ke

Hy =

1 1
Ay ke T 5 ;

; 2
o (Pi = aiAo(r)) A(ri) + 5 - A(ri)?.

The operator W represents the perturbation of the
quantum vacuum on the atom. The term A? can be
disregarded because it does not couple field and matter,
and at this order its contribution to K will vanish due
to basic selection rules. The photon field in free space
described by Hp is well known. Finally, the quantum-
mechanics of a 3D harmonic oscillator exposed to crossed,
homogeneous static EM fields, described by H,, was
discussed in detail and non-perturbationally by Dippel
et al. [17]. Hy and Hp act in different Hilbert-spaces and
the basis will be the direct product of their eigenvectors.
As we are interested in the center-of-mass motion of the
3D harmonic oscillator, one key point is the distinction
between the center-of-mass and the internal coordinates.

11002-p2



Quantum electrodynamics of Casimir momentum: Momentum of the quantum vacuum?

Without the quantum vacuum, the pseudo-momentum K
reduces to,

Q =Pyin +eBg X, (6)
which commutes with the atomic Hamiltonian. Q is the
quantum-mechanical operator corresponding to the clas-
sical pseudo-momentum Qass in eq. (1). For the purpose
of this work it is convenient to choose eigenfunctions that
simultaneously diagonalize the atomic Hamiltonian and
the pseudo-momentum Q, labeled by the eigenvalue Qq,
as Q appears directly in K as seen by inserting eq. (4) into
eq. (6). It will be sufficient to ignore all contributions other
than on those linear in either Eg and By, as indicated by
the sign <. In this approximation, the magneto-electric
oscillator is unitary equivalent to an isotropic harmonic
oscillator as expressed by

In, Qo) =< exp (;QO'R> exp [—;h(Bo X ) 'R]

X exp <—;po-r> exp (-;P'Ih) |én), (7)

where n = (n,,n,,n.), n; =0,1,... denotes the quantum
levels of the oscillator. The first two exponentials on the
right denote translational momentum of the center of
mass, and governed by the conjugate momentum P. The
last pair of exponentials eliminate the static electric field
from the picture, with the eigenfunctions of the oscil-
lator shifted out of the center of mass over a distance
ro=e ta(0)(Eo+ Qo x Bg/M), and the reduced momen-
tum shifted by po < (2M)~*(ma —m1)a(0)(Ey x Bo) with
a(0) = e?/uw? the static polarizability of the oscillator.
This last feature is reminiscent of bi-anisotropic activity,
and will generate a dominant contribution to K. Note that
it vanishes for m; = msy. Due to the static magnetic field,
the oscillator states |¢y,) are in principle still anisotropic
and even in By. The anisotropy is estimated by the small
parameter eBga/(h/a)~107°, with a the atomic size.
This anisotropy constitutes corrections non-linear in the
applied fields to the final result for the total momentum.
We can therefore neglect it.

Upon taking the quantum-expectation value of eq. (6)
for the atomic ground state, which still ignores the quan-
tum vacuum, reveals that the eigenvalue Qq is just equal
to the classical expression (1). The total energy of the
oscillator in the ground state Fpx %hwo +Q%/2M
is minimal when Qo =0, i.e. for a finite kinetic
momentum.

In the absence of the interaction with the quantum
vacuum, the eigenstates are just the direct products
In, Qo,nk) = n, Qo) ® |nk), with unperturbed energies
EnQoni = Enq, + )y hwi (i + %) Here ny is the occu-
pation of the EM Fock states with photon momentum
hk. The ground state |¥y) follows from second-order
perturbation in the coupling W to the quantum vacuum

’
(>~ avoids zeros in the denominator),

Wign
|\IIO> |0 QOa +Z EleOQOO

0Qo0 — £ign
Y Z

1Qn sQ’'m

I
2
1Qn

Only the emission and subsequent re-absorption of one
virtual photon is considered, which generates a temporary
recoil momentum Qg — Ak of the oscillator,

LQ,n)

WIQILSQ’IIIWSQII’ILOQ()O
E0qy0 — F1qn)(Foq,0 — Esq'm)

LQ,n)

[Wign,0Q00/*
(Eoquo — E1qn)

5 1,Q,m). (8)

K=Qo
eik(r+ro) 77 _ o—ik(r+ro) T Q
+622R62Ai€ <¢0|( )|¢1>
e Eoqy0 —Ey (o)1
B e 3 Aol o905

0 (Eoqoo — £1Q,0)(Foq,0 — Es(Qo—rk)1,)

3Ak<¢s|r+r0|¢1>91090 s
F0qoo —Fiqo—rk)1,) (Foqeo —Es(Qy—rk)1,)

(9)

The second term on the right-hand-side is due to eAA in
eq. (4), the two last stem from eBg x r. We introduced the
matrix element Q) s = (¢1|Q|¢s) of the operator

e—ik(r+ro) 5t
ma

% e ( ik(r+ro) 32 _ e—ik(r""rﬂ)%)

e—ik(r+ro) 5t
ma

and A2 =h/2e Vke familiar from quantum optics.
stems directly from the development of W applied to a
one photon transition.

Three kinds of contributions to K can be identified.
The first class is proportional to Qg (see the middle term
in Q1) that survives even in the absence of external
fields. This term can be seen to affect the inertial mass
of the atom, by typically 2 hcﬁo in accordance with the
equivalence principle of energy and inertia [14]. Its UV
divergence can be absorbed into the total mass M in
the same way as will be discussed below for the ME
divergences.

The second class, represented by the two last contri-
butions in eq. (9), are actually QED contributions to the
induced electrical dipole moment (¥gler|¥y) of the oscil-
lator, that find their way to the total momentum via the

+B0 XZ

lske

etk (r+ro) 77
Q =ee- By x(r+rp)] -

mi

eik(r—i—ro) oz

_(P—Po)'6< +

my
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classical expression (1). It is straightforward to calculate
these corrections —they actually do not diverge and they
are relatively small— but we note that if an experimental
value for a(0) is used to evaluate the “classical” contribu-
tion, these terms are automatically included. In this sense
they do not constitute a genuine “Casimir momentum”.

The term eAA in eq. (4) is a genuine contribution of
the vacuum radiation to the pseudo-momentum. It will be
seen to generate a momentum linear in Eg x By by means
of the second term in eq. (9) and the third term in €.
The following calculation will focus on this contribution.
It suffers from a UV divergence, that can be eliminated by
exactly the same mass regularization as applied by Bethe
in his calculation of the Lamb shift [7]. In particular, this
procedure establishes that the reduced mass featuring in
the static polarizability a/(0) = e?/uw3 will be replaced by
the “observed” reduced mass. It is straightforward to show
that the so-called transverse electromagnetic momentum,
represented by the last term of eq. (4), does not contribute
a net momentum. This follows from selection rules and
spatial symmetry.

We apply the closure relation Y, [¢n 1| (E(k) + Ey) ! =
(E(k)+ Hpo)~' in the second contribution to K. This
generates two terms involving exponentials with opposite
phases that cancel. The contribution from the first term
in Q to K is

da [ 12 ledk huwo
EoxBo o~ | — | o Mc2 '
a(0)Bo x Bo 3 [mi/zzmnckw(w)] o

with ¢=1,2. Here we neglect in the denominator the
Doppler terms Qq-hk and p-hk, generated by the
identity e™* Hj,(p)e” ™ = Hyo(p — hk). They provide

a finite correction of order I\Z“’C% ~1078. The leading
contribution diverges logarithmically. In the Bethe

theory for the Lamb shift [7] exactly the same kind of
divergency was encountered. The two diverging mass-like
terms dm; = g—:ff fkdk(% + hck)~! —here with recoil
effects included— stem from the QED coupling of the
free particles 1 and 2 with the quantum vacuum and
are therefore naturally interpreted to be part of their
intrinsic, observable masses [8]. Two other diverging
contributions are generated by the term «(0)Eq x By
contained in Qg, see (1), in the expression for  and
add up to —dmy /M — dmo/M = —6M /M. Adding up all
diverging terms we obtain

=t (0my fmy + dma/me — SM /M) = 25 = —6(1/p).

Since the static polarizability is proportional to 1/u, these
UV-divergent corrections all disappear into the factor a(0)
of eq. (1), which thus becomes defined in terms of the
observed reduced mass p*:

1\ e? e?
QO_(5<M> PEOXBOZMV—WEOXBO.
0 0

All other terms generated by eq. (9) are finite. In
particular, the term involving pg in {2 generates the
following contribution to K:

mo —my 4«

K1 == OZ(O)EO X BOW%

x lim

oodk: k B k
510 Js k2/2+4ckmo/h  k2/24 hekmy/h

4o my — mo
= —a(0)Eg x Bp— ———
(0)Bo x Bo =77

mi

log (11)

mao ’

The UV divergency cancels out, and the integral is
finite. Of course part of the k-integral enters the rela-
tivistic regime hk >m;c in which the present theory is
not valid. However, by subtracting and adding 2/k to
both integrands in eq. (11) reveals two terms whose range
of integration is typically m;c/h. This wave number was
used by Bethe to cut off his non-relativistic theory for
the Lamb shift [7]. We will thus adopt the final result in
eq. (11) as a “reasonable” non-relativistic estimate for the
Casimir momentum. It is nevertheless clear that a rela-
tivistic theory is required to get the complete picture for
Casimir momentum.

All other cross-terms in eq. (9) contain oscillating expo-
nential factors and converge rapidly for k > 1/a, i.e. stay
in the non-relativistic regime. They generate a Casimir

momentum that is typically a factor +/hwg/uc? ~a
smaller. We obtain,

K2 = a(O)EO X Bo « @S
\/ e
14 2 (Am\®

“\nvr T3 (M) "
When both masses are equal, K5 becomes the sole contri-
bution to Casimir momentum, with a relative correction
of order a2. For my > ms, K; dominates. Since it is inde-
pendent on details of the force between the two particles,
it is tempting to apply eq. (11) to the hydrogen atom.
With Awg =10eV, m; =m, and mo =me, Ey= 10° V/m
and By =17 T, we find for the velocity associated with the
classical contribution (1) vy &5 pm/s, and a QED correc-
tion of 2% in the same direction; Ko yields a negligible
correction of 0.01%.

In conclusion, we have presented a non-relativistic quan-
tum electrodynamic theory for the total of an harmonic
oscillator, subject to external classical fields, and coupled
to the electromagnetic quantum vacuum. The most impor-
tant conclusions of this work are that Casimir momentum
exists and that its UV divergences are renormalizable. The
theory shows it to be basically a non-relativistic quantity,
but that relativistic corrections are likely to be significant,
much like in the Lamb shift problem. To our knowledge

nor the classical contribution to magneto-electric momen-
tum, neither the QED correction have ever been observed.

8
3\/7?M>' (12)
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MOMENT DE CASIMIR : EFFET DU VIDE QUANTIQUE SUR L’IMPULSION
D’UN MILIEU BI-ANISOTROPE

E point principal de cette étude est I'existence du moment cinétique de Casimir d’un point
de vue microscopique, montrée a ’aide d’'un modele comprenant un oscillateur harmonique
soumis a des champs électrique et magnétique externes, croisés, homogenes de fagon & obtenir
les propriétés d’un milieu bi-anisotrope, en interaction avec les fluctuations quantiques du vide.
Nous avons donné un ordre de grandeur de la vitesse de 'oscillateur attendue pour des condi-
tions expérimentales raisonnables. Nous trouvons une contribution classique due aux champs
externes de 'ordre de 0,1 micrometre par seconde et une contribution quantique attribuée
aux fluctuations du vide de 'ordre de 2 nanometre par seconde. Dans le cas d'un atome d’hy-
drogene en mouvement, ou la bi-anisotropie est due a l’effet Fizeau, nous trouvons que 'effet du
couplage avec le vide donne une correction de masse en accord avec le principe d’équivalence
masse-énergie d’Einstein, a température nulle ou non-nulle. Dans le cas de deux atomes en
mouvement dans le vide, nous donnons la marche a suivre dans le but de montrer que 1’énergie
de Casimir entre les deux atomes, c’est-a-dire liée aux forces de Van der Waals, participe de
la méme facon a la masse inertielle de I’ensemble. Cette approche confirme que le moment
de Casimir n’est pas exclu voire méme réclamé par les principes de la relativité restreinte.
Nous nous sommes intéressés au cas de I’énergie Casimir d’une boule diélectrique diluée. Un
calcul numérique de énergie associée aux forces de Van der Waals, dont ’équivalence avec
I’énergie de Casimir a été montrée par ailleurs, nous a permis de déterminer I’énergie totale de
la boule en fonction de son rayon. Nous déterminons les termes associés a la chaleur latente
et a la tension de surface. Nous trouvons ensuite un terme variant de fagon linéaire avec le
rayon, en désaccord avec les méthodes de renormalisation utilisées avec une description con-
tinue. Ce désaccord est expliqué par la description continue de la matiére ou les interactions
a courte distance sont surévaluées et conduisent a des termes divergents non considérés par la
renormalisation.

CASIMIR MOMENTUM : QUANTUM VACUUM FLUCTUATION AND MOMENTUM
OF BI-ANISOTROPE MEDIA

E have presented a non-relativistic quantum electrodynamic theory for the total of an harmonic
oscillator, subject to external classical fields, and coupled to the electromagnetic quantum
vacuum. The most important conclusions of this work are that Casimir momentum exists and
that its UV divergences are renormalized. The theory shows it to be basically a non-relativistic
quantity, but that relativistic corrections are likely to be significant, much like in the Lamb
shift problem. Using reasonable experimental values, we estimate a classical contribution to
the momentum of approximately 5 micrometer per second and a quantum correction of 0.1
micrometer per second. To our knowledge nor the classical contribution to magneto-electric
momentum, neither the QED correction have ever been observed. We studied the case of
an hydrogen atom in movement. Here the bi-anisotropy is due to the Fizeau effect and is
characterize by the velocity. Thus we expect a correction proportional to the velocity, ie a mass
correction. We find indeed that this is in total agreement with the mass energy equivalence
principle, for temperature zero or non zero. We show the way to find the same result in the case
of the Casimir energy of two atoms. We calculate then the Casimir energy of a dilute dielectric
ball associated with the Van der Waals forces. We made a numerical model to compute the total
energy of the ball in function of his radius. We determined the latent heat and surface tension
parts. We found then a linear term that do not show up in a continuous and renormalized
description of the matter, due to the neglect of short distance interactions.




