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Introduction

Cette thése traite de 'ordonnancement dans les systémes distribués. Notre objectif est d’étu-
dier I'impact de l'incertitude sur les ordonnancements et de proposer des techniques pour en
réduire les effets sur les critéres a optimiser.

Dans cette introduction, nous présentons le contexte du calcul distribué, quelques concepts re-
latifs & I'incertitude et le domaine d’étude lié & I’ordonnancement. Nous poursuivons en présentant
le plan et les principaux axes autour desquelles s’articule cette thése, ainsi que les collaborations
que nous avons menées.

Contexte

Calcul distribué

Une plateforme de calcul distribué est composée d’un ensemble de processeurs (ou plus gé-
néralement de ressources calculatoires) interconnectés par un réseau de communication. Comme
ces systémes sont complexes, leur étude requiert des modéles puissants et utiles. Si les ressources
de calcul sont séquentielles, un modéle couramment utilisé est 'architecture de type SISD (Single
Instruction, Single Data) de la taxonomie de Flynn [67], ce qui correspond a 'architecture de
Von Neumann. Les modéles des réseaux de communication ont quant & eux considérablement
évolués depuis le modéle PRAM [110] avec par exemple le modéle un-port [22| ou encore les
modeles de communications point & point comme LogP [46].

Du coté logiciel, un modéle d’application spécifie ’ensemble des calculs & réaliser. Une ap-
plication peut se décomposer en plusieurs taches, le calcul de chaque tache produisant alors un
résultat. Le calcul d’une tache peut par ailleurs étre conditionné par I'accessibilité et la disponi-
bilité des données produites par d’autres taches. La structure de 'application définit ainsi dans
quel ordre les taches peuvent étre exécutées.

Nous nous intéressons a I’exécution efficace d’une application paralléle sur une plateforme de
calcul distribué. A cet égard, I'ensemble des modéles de calcul distribué mentionnés plus haut
sont déterministes. Or 'incertitude est une composante essentielle & toute science. En particulier,
I’échelle et la complexité importante (et grandissante) des systémes distribués sont des sources
d’indétermination. Par exemple, la disponibilité d’une ressource particuliére & un moment donné
ou bien encore la nature précise des calculs paralléles ne sont pas toujours caractérisées. Ainsi,
cette thése consiste en I'étude systématique de l'incertitude dans les systémes distribués.

Incertitude

Nous distinguons plusieurs aspects de l'incertitude en considérant successivement l'objet
qu’elle touche, sa nature, puis son origine.

Relativement au calcul distribué, l'incertitude touche le déroulement du calcul des téaches et
plus précisément les trois caractéristiques suivantes :
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Durée des calculs Une ressource ne garantie pas a quelle date un calcul sera finalisé. Exemple :
opération de maintenance automatique ayant lieu lors du calcul d’une tache et retardant
son exécution.

Succés des calculs Cette caractéristique est liée a la capacité d’une ressource calculatoire a
délivrer un résultat. Exemple : un individu décide d’interrompre un calcul.

Exactitude des résultats Une ressource renvoie un résultat potentiellement incorrect pour
une tache donnée. Exemple : perturbation sur le réseau lors de la transmission d’un résultat.

Nous proposons par ailleurs une taxonomie sur la nature des incertitudes inspirée de celle exposée
par Haimes [78] :

Meéthodologique L’incertitude de ce type est liée aux limites des méthodes employées. La sim-
plification des modéles est parfois une nécessité pour leur permettre d’étre manipulable en
pratique. Il arrive aussi que des hypothéses favorables soient utilisées en dehors des situa-
tions ou elles sont justifiées. Exemple : modéle de communication ou d’exécution imparfait.

Epistémique Celle-ci se rapporte & I'ignorance portée sur les mécanismes en jeu dans un systéme
donné. En d’autres termes, elle provient de notre inaptitude & connaitre les interactions
ayant lieu. Il peut s’agir d’une connaissance qui est incompléte et /ou inexacte. L’incertitude
de ce type peut toucher des aspects connus et délimités ou bien étre totale. Dans tous les
cas, cela signifie que la modélisation parfaite d’'un systéme est hors de portée. Exemple :
soumission de taches en ligne dans une machine paralléle.

Aléatoire L’incertitude de ce type concerne la variabilité aléatoire qui est inhérente aux phéno-
meénes physiques. Bien que I'ensemble des paramétres soit déterminé par des probabilités,
il est dans ce cas impossible de prédire précisément le résultat d’une expérience donnée.
Exemple : panne matérielle.

Enfin, nous classons les problématiques posées en fonction de l'origine de l'incertitude :

Matérielle Les caractéristiques de la plateforme ne lui permettent pas de garantir tous les
aspects de son mode de fonctionnement.

Logicielle La nature des applications complique la prédictibilité du systéme. Exemple : erreur
logicielle entrainant 1’échec d’un calcul donné.

Humaine Des individus malveillants, malhonnétes ou imprévisibles sont présents sur une pla-
teforme donnée. Exemple : utilisateur d’une grille de calcul.

Ordonnancement

Exécuter une application sur une plateforme de calcul distribué de maniére efficace léve un
probléme d’ordonnancement. En toute généralité, I'ordonnancement est ’étape qui réalise une
association ordonnée entre des requétes (dans notre cas, des taches) et des ressources (dans notre
cas, des processeurs). Le probléme posé posséde donc deux dimensions : 'allocation des taches
aux processeurs; et, ’agencement temporel de leurs calculs sur chaque processeur. L’objectif est
de réaliser cette association de maniére a optimiser des critéres d’efficacité tout en respectant les
contraintes définies.

Nous distinguons deux stratégies d’ordonnancement suivant le moment auquel chaque déci-
sion d’ordonnancement est prise. Un ordonnancement statique spécifie entiérement la facon dont
les calculs se déroulent. Cette approche postule que toutes les informations liées aux taches et
aux processeurs sont connues a priori. Un ordonnancement dynamique définit des régles qui sont
appliquées en cours d’exécution pour déterminer sur quel processeur calculer chaque tache. Dans
ce dernier cas, si une tache est préte a étre exécutée et qu’un processeur est libre a un instant
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donné, alors une décision d’ordonnancement peut est prise. Ces deux approches sont parfois
complémentaires, les régles dynamiques venant alors ajuster un ordonnancement statique en cas
d’imprévu.

La notation «|f3|y [76] offre une maniére concise d’exprimer les paramétres d’un probléme
d’ordonnancement. Le champ « dénote les caractéristiques de la plateforme de calcul comme le
nombre de processeurs et son hétérogénéité. Les contraintes sont spécifiées a la place du sym-
bole 8. Par exemple, les taches sont parfois soumises & des contraintes de dépendance, ¢’est-a-dire
que 'exécution d’une tache donnée ne peut commencer tant que les taches dont celle-ci dépend
n’ont pas fini les leurs. Enfin, le champ v indique le critére a optimiser. Un exemple commun est
la durée totale de 'ordonnancement, a savoir la période séparant le début de I’exécution de la
premiére tache et la fin de ’exécution de la derniére tache.

Organisation du document

L’objectif de cette thése est d’analyser un ensemble de problémes d’ordonnancement en pré-
sence d’incertitude. De I’étude de ces problémes, se dégagent deux problématiques qui sont in-
dépendantes d’un probléme d’ordonnancement spécifique et qui revétent un caractére générique.
Les deux problématiques générales font ’objet de la premiére partie. La seconde partie de la
thése concerne les problémes d’ordonnancement eux-mémes.

Méthodes génériques

La premiére partie présente des méthodes utiles pour la gestion de l'incertitude dans les
problémes d’ordonnancement. Nous postulons que I'incertitude enrichit 'ordonnancement d’une
dimension probabiliste et d’une dimension multicritére qui font chacune I’objet d’un chapitre.

Le chapitre 1 présente comment estimer la distribution d’une variable aléatoire qui posséde
une représentation issue d’un graphe stochastique. Pour simplifier, le probléme consiste a éva-
luer des opérations de maximum et de somme sur un ensemble de variables aléatoires. Deux
heuristiques sont proposées et se montrent favorables a 1'utilisation que nous visons.

Le chapitre 2 décrit ’état de ’art en terme d’optimisation multicritére. Quelques incréments
de recherche sont par ailleurs réalisés et détaillés.

Nous pensons que ces outils probabilistes et multicritéres sont pertinents et montrons la mise
en pratique des résultats de ces deux premiers chapitres dans le chapitre 3 en seconde partie.

Problémes d’ordonnancement

La seconde partie s’attaque a des problémes d’ordonnancement connus dans la littérature qui
sont revisités en y considérant l'incertitude.

Dans le chapitre 3, nous instancions un probléme d’ordonnancement classique qui consiste a
ordonnancer un graphe de taches sur une plateforme hétérogéne. Nous y spécifions que les durées
d’exécution sont des variables aléatoires. Cela se motive par la complexité des applications et des
plateformes. Les durées des calculs sont alors seulement estimées, ce qui induit une incertitude
de type méthodologique. Un nouveau critére lié a la stabilité de 'ordonnancement intervient
alors : la robustesse. La structure du probléme est analysée et des méthodes d’ordonnancement
multicritére sont proposées et empiriquement validées.

Le chapitre 4 se base aussi sur 'ordonnancement d’un graphe de téches sur une plateforme
hétérogéne. Alors que les durées sont fixes, chaque calcul peut échouer suite & une panne maté-
rielle. Bien qu’en pratique une telle panne ne survienne que trés rarement sur un seul processeur,
I’échelle croissante des systémes distribués rend cet événement plus critique. Nous considérons



INTRODUCTION

Incertitude Probléme d’ordonnancement
Objet Nature Origine Type Critére Notation «|S]y

durée des méthodo- mat'él."ielle, opti.misa— robustesse Rlprec|Conas
® calculs logique logicielle tion
= cs d . . évalua- el
& sueces des aléatoire | matérielle | o fiabilité Rprec|Cpax
= calculs tion
o exactitude | épistémi- | logicielle, | caractéri- . R|online —

5 , . . précision .
des résultats que humaine sation time—nclv| > C;

TABLE 1 — Résumé des modalités des chapitres de la seconde partie

que ces pannes sont par nature stochastiques et rentrent dans la catégorie de 'incertitude aléa-
toire. Déterminer la probabilité de succés de 'ordonnancement, autrement dit évaluer sa fiabilité,
accapare l’essentiel du chapitre.

Bien que le sujet du chapitre 5 différe de ceux des deux autres chapitres de cette partie, il
élargit I’étude a un autre type d’incertitude. Nous y considérons un probléme d’ordonnancement
d’un ensemble de taches indépendantes. L’exactitude de chaque résultat obtenu aprés exécution
n’est pas garantie car les utilisateurs peuvent tricher et le systéme n’a pas accés & un mécanisme
de vérification. Comme le systéme ignore quels processeurs sont susceptibles de retourner des
résultats erronés, il est soumis & un incertitude épistémique. Le probléme consiste donc & ca-
ractériser les propriétés de la plateforme. Cette caractérisation pourrait ultimement servir & un
mécanisme qui certifierait les résultats corrects.

La seconde partie s’articule donc autour de plusieurs modalités qui sont résumées dans le
tableau 1. D’abord, 'objet sur lequel s’applique 'incertitude différe dans chaque cas. Ces objets
déterminent directement les critéres qui se rajoutent aux problémes. Nous avons déja remarqué
que chaque type d’incertitude défini dans notre taxinomie est représenté. Plusieurs types de
problémes sont également considérés. Enfin, l'origine de l'incertitude varie dans une certaine
mesure. La seconde partie aborde donc un ensemble de problémes représentatifs d’un large spectre
de caractéristiques.

Notons que les ordonnancements proposés dans les chapitres 3 et 4 sont statiques. Nous
avangons trois principales raisons :

— Les méthodes d’ordonnancement dynamiques peuvent se baser sur un ordonnancement

statique en ’ajustant au besoin. Les deux approches sont donc complémentaires.

— L’approche statique offre plus de liberté quant aux méthodes d’optimisation utilisables :
elle ne se limite pas & des méthodes de construction gloutonne ou incrémentale.

— Les problémes levés par 'ordonnancement dynamique se recouvrent avec ceux posés par
I'ordonnancement statique. Comme 'analyse de stratégies dynamiques est souvent plus
complexe, I’étude de techniques d’ordonnancement statiques constitue une premiére étape.

Par ailleurs, les complexités des problémes que nous traitons sont défavorables. La majeure partie
des résultats proposés sont donc heuristiques, c’est-a-dire que la qualité des résultats générés n’est
pas garantie. C’est pourquoi, nous validons empiriquement nos approches par I'intermédiaire de
simulations.

Collaborations

Quelques unes des contributions présentées dans le chapitre 1 sont décrites dans [9, 12]. Les
résultats détaillés dans le chapitre 2 et le chapitre 3 sont présentés dans |2, 4, 5, 11]. Le chapitre 4
résulte d’une collaboration avec Anne BENOIT et Yves ROBERT dont les principaux éléments se
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retrouvent dans [10]. Enfin, le chapitre 5 est le fruit d’un travail commun avec Jon WIESSMAN
qui est publié¢ dans [7].
La liste des articles publiés dans le cadre de cette thése est donnée page 159.
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Notations

Nous nous somme efforcés de rendre les notations cohérentes a travers les chapitres afin d’évi-
ter les collisions. Cependant, le nombre d’objets mathématiques manipulés est large et certains
symboles sont parfois réutilisés si leur usage est naturel. Nous avons donc choisi un compromis
entre la facilité de lecture et le risque d’ambiguité. La plupart du temps toutefois, les symboles
ne sont redéfinis que dans le cadre d’une explication technique qui s’étend sur une section (voire
une sous-section).

Par convention, nous utilisons une capitale pour dénoter un ensemble ou une variable aléa-
toire. Si les éléments d’un ensemble sont déja représentés par une capitale, alors nous utilisons
une notation calligraphique. En toute généralité, les taches sont indicées par la lettre i et les
processeurs par la lettre j. Les notations les plus communément rencontrées sont données dans
le tableau 2.

Symbole | Définition
T ={t;:1 € [l.n]} | Ensemble des taches
n | Nombre de taches (n = |T)
Graphe orienté acyclique contenant les taches et les
G=(T,FE) . )
contraintes de dépendance
Pred(t;) | Ensemble des prédécesseurs de la tache t; (Pred(t;) C T')
P ={p; :j € [1.m]} | Ensemble des processeurs
m | Nombre de processeurs (m = |P|)
J

wi

Durée d’exécution de la tache ¢; sur le processeur p;

Durée de la communication (¢;,ty) € E entre les taches ¢;
d{f;l et t; exécutées respectivement sur les processeurs p;

et py
S; | Date du début d’exécution de la tache t;
C; | Date de fin d’exécution de la tache t;

CI’II ax

Durée totale de 'ordonnancement (maximum des dates

de fin ;)

TABLE 2 — Notations générales de la thése
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12 CHAPITRE 1. EVALUATION DE GRAPHES STOCHASTIQUES

1.1 Introduction

La gestion de l'incertitude dans les systémes distribués apporte une dimension probabiliste
aux problémes étudiés. Par exemple, les problématiques traitées dans le chapitre 3 et le chapitre 5
de cette thése induisent la manipulation arithmétique de variables aléatoires.

Dans ces deux chapitres, des opérations de maximum et de somme sont réalisées sur des
variables aléatoires. Dans le chapitre 3, le probléme est plus spécifique car ces opérations résultent
de la structure d’une application modélisée par un graphe de taches. En particulier, chaque durée
est une variable aléatoire. Ainsi, dans un ordonnancement, la date de début d’une tache est donnée
par le maximum des dates de fin de tous ses prédécesseurs, et la date de fin d’une tache est la
somme de sa durée et de sa date de début. Comme toutes ces dates sont des variables aléatoires,
le calcul d’'une mesure de performance pour un ordonnancement donné requiert d’évaluer le
résultat d’une expression comportant uniquement des opérations de maximum et de somme sur
des variables aléatoires.

L’évaluation de mesures relativement & un graphe orienté acyclique pondéré par des variables
aléatoires léve un probléme fondamental qui se retrouve dans plusieurs domaines tels que la
gestion de projet [113] et la conception de circuit digitaux [28].

En pratique, ce probléme est difficile car la plupart des approches pour le résoudre nécessitent
de prendre en compte des dépendances causées par la structure du graphe lors des calculs des
opérations de maximum et de somme sur des variables aléatoires.

De nombreuses méthodes ont été proposées pour résoudre ce probléme (de maniére exacte ou
approchée). Cependant, il existe peu de comparaison de leurs performances respectives. D’autre
part, dans un contexte d’ordonnancement, nous avons besoin d’une méthode précise et suffi-
samment rapide pour étre utilisable dans le cadre d’une heuristique de construction qui évalue
des solutions partielles itérativement. Devant le manque de solutions pour le compromis rapi-
dité/précision que nous recherchons, nous proposons de nouvelles méthodes que nous comparons
par ailleurs avec plusieurs approches existantes.

Nous formalisons le probléme dans la section 1.2 en restant général, c’est-a-dire indépendant
d’une problématique d’ordonnancement particuliére. Ce probléme a fait I'objet de nombreuses
contributions dont nous en présentons les éléments essentiels dans la section 1.3. La section 1.4
statue sur la complexité du probléme. Enfin, nous proposons de nouvelles méthodes dans la
section 1.5 que nous validons empiriquement dans la section 1.6.

1.2 Modéle

Nous définissons formellement le probléme dans cette section. Aprés avoir introduit la struc-
ture du probléme, nous montrons qu’un certain nombre de variantes sont possibles et qu’elles
sont pour la plupart équivalentes. Nous précisons le type de variables aléatoires que nous utilisons
et montrons enfin le lien avec I'ordonnancement. Les notations utilisées dans ce chapitre sont
résumées dans le tableau 1.1.

1.2.1 Graphe orienté acyclique et stochastique

Soit un graphe orienté acyclique G = (V, E, X'). Un poids est associé & chaque sommet et
a chaque arc. Le poids du sommet v; € V est noté X; € X et celui de l'arc (v;,vj) € E est
noté X;; € &X. Chaque poids est une variable aléatoire et le graphe est dit stochastique. Le
graphe G posséde n sommets et m arcs (i.e., |V|=n, |[E| =m et |X| =m+n).

La structure du graphe posséde une sémantique qui spécifie une expression arithmétique sur
les poids des sommets et des arrétes. A chaque sommet v; € V, nous définissons le résultat
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Symbole | Définition
G = (V,E,X) | Graphe orienté¢ acyclique stochastique
V ={v;:i € [l.n]} | Ensemble des sommets
n | Nombre de sommets (n = |V])
FE | Ensemble des arcs
m | Nombre d’arcs (m = |E)
Pred(v;) Ensemble des prédécesseurs du sommet v; € V
(Pred(v;) C V)
Suce(v;) Ensemble des successeurs du sommet v; € V'
(Succ(vi) C V)
X | Ensemble des variables aléatoires (|X| =n + m)
X; | Poids du sommet v; € V (X; € X)
Xi; | Poids de l'arc (v;,v;) € E (X5 € X)
Résultat intermédiaire du sommet v; € V
Yi
(Y; =X; + MaXy; ePred(v;) Y]Z)
Vi, Résultat intermédiaire de l'arc (v;,v;) € E
U (Y = X 4 Y))
Y,, | Résultat final
fn | Densité de probabilité d’une variable aléatoire n
r Fonction de répartition d’une variable aléatoire n
" | (Byx) = Prly < a)
iy | Espérance d’'une variable aléatoire 7
a% Variance d’une variable aléatoire n
N,, | Taille du domaine de définition d’une variable aléatoire 7
T Quantité de tirages réalisés par ’approche de Monte
Carlo
Une variable aléatoire n suit une loi normale
0~ N, o) d’espérance p, et d’écart type oy
Coefficient de corrélation linéaire entre les variables
Pne | aleatoires nete
G’ = (A, B) | Instance de CONNEXION
prof(v;) | Profondeur du sommet v; € V/

TABLE 1.1 — Notations du chapitre
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Y} le = XZ + MmMaXy,; ePred(v;) ijz

ji = Xji + Y MAX,; cPred(v;) ¥ ji

FIGURE 1.2.1 — Résultats intermédiaires dans un sous-graphe de deux sommets (v; et v;). Les
opérations arithmétiques réalisées sont : la somme pour calculer Yj; (a la fin de 'arc (v, v;)) et
le maximum pour Y; (maximum de tous les arcs entrants avant le sommet, puis somme avec le
poids du sommet X;).

intermédiaire de cette expression par la variable Y; = X; + max, epred(v;) Yji- De méme, pour
chaque arc (v;,vj) € E, le résultat intermédiaire est Y;; = X;; + Y;. Un maximum est réalisé
lorsque plusieurs arcs pointent vers le méme sommet. Parallélement, les poids rencontrés sur un
chemin sont additionnés. Ces deux opérations sont représentées sur la figure 1.2.1. Le résultat
intermédiaire Y,, du sommet puits v,, est le résultat final de I’expression arithmétique décrite par
le graphe stochastique.

Finalement, le graphe G encode une variable aléatoire qui suit une loi de probabilité que nous
cherchons & caractériser. Nous dirons que notre probléme consiste a évaluer la distribution d’un
graphe stochastique.

La figure 1.2.2 permet d’illustrer les opérations arithmétiques représentées dans un graphe sto-
chastique. Le résultat intermédiaire correspondant au sommet v est Yo = X9+4Y79. Comme Y15 =
Xi2+Y] et que Y] = X, alors Yo = X5+ X195+ X1. Un maximum est rencontré lors du calcul du
résultat intermédiaire du sommet v3. Nous avons Y3 = X3 + max(Ya3, Y13). On peut exprimer Y3
uniquement en fonction des poids de X. Nous obtenons alors Y3 = X3 + max(Xog + Xo + X12 +
X1, X134+ X1). L’expression encodée par ce graphe est donnée par le résultat final Yy (le résultat
intermédiaire du sommet puits s4). Il s’agit de Yy = X4 + max(Xog + Xo + X102, X34 + X3 +
max(Xos + X9 + Xi9, X13)) + X1. Nous avons factorisé le poids X; dans les maximums et la
formule ne se factorise pas davantage. Notre probléme consiste & caractériser Yy, les variables
aléatoires de I’ensemble X étant connues.

Remarquons que toutes les expressions arithmétiques permises par une algébre max-plus ne
sont pas représentables par un graphe stochastique. Par exemple, il n’est pas possible d’encoder
I’expression X + X ou X est une variable aléatoire quelconque. Nous sommes donc confrontés &
un ensemble d’expressions spécifiques.

1.2.2 Equivalence des représentations

Suivant le cadre applicatif dans lequel survient cette problématique, les poids des sommets
(ou des arcs) peuvent étre nuls. En revanche, le probléme ainsi obtenu est équivalent au notre.
En effet, nous pouvons réduire une instance de notre probléme en une instance ou les sommets
ont des poids nuls en temps polynomial. Pour ce faire, chaque sommet est remplacé par une paire
de sommets liés par un arc dont le poids est celui du sommet initial. Le premier (resp., second)
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FIGURE 1.2.2 — Graphe stochastique avec quatre sommets (v1,v2, v3 et v4) ainsi que les poids
associés a ces sommets et aux arcs qui les relient

sommet de cette paire devient un successeur (resp., prédécesseur) de tous les prédécesseurs (resp.,
successeurs) du sommet initial. On constate que le nombre de sommets augmente d’un facteur
deux par cette transformation. D’autre part, son cofit est linéaire en fonction du nombre d’arcs m.
La réduction réciproque est immédiate. De facon analogue, si tous les arcs ont des poids nuls,
alors un algorithme de réduction similaire existe.

Comme ces représentations sont équivalentes, nous préciserons au besoin si les poids des
sommets ou ceux des arcs sont nuls.

1.2.3 Variable aléatoire

Soit 7 une variable aléatoire quelconque. Sa densité de probabilité f, est définie sur R. Sa
fonction de répartition est Fy(z) = [*_ fy(x)dx. La fonction F, donne la probabilité que 7
prenne une valeur inférieure a un seuil donné, ie., F(z) = Pr[n < z]. Enfin, nous dénotons
I'espérance de 1 par p, et sa variance par a%.

Il n’existe pas de contrainte sur la nature des variables aléatoires associées aux sommets
et aux arcs & priori. En revanche, les variables aléatoires sont manipulées numériquement dans
certaines méthodes. Il existe principalement deux situations non-exclusives :

— Chaque variable aléatoire est définie par une fonction de masse dont le domaine de définition
est fini et dénombrable. Pour qu’une telle variable aléatoire soit représentable par une
machine de Turing, il faut que les probabilités et les valeurs des domaines de définition
soient toutes rationnelles. Cela implique immédiatement que ’espérance et la variance
sont des nombres rationnels. Nous parlerons alors de représentation discréte. Le domaine
de définition d’une variable aléatoire discréte est régulier si les valeurs de ce domaine sont
toutes espacées suivant la méme constante.

— Chaque variable aléatoire est définie par une loi de probabilité connue. Il s’agit alors d’une
représentation symbolique. En toute généralité, les valeurs du domaine de définition ne
sont pas encodables numériquement (le domaine pouvant méme étre infini). Dans ce cas,
la densité de probabilité est discrétisée aboutissant ainsi & une approximation. L’espérance
et la variance qui en résultent sont donc des nombres rationnels.

Lorsqu’une loi de probabilité est discrétisée, cela signifie que N valeurs de la densité de probabilité
sont stockées dans un vecteur avec les abscisses correspondantes. Si ces valeurs ou si les abscisses
ne sont pas rationnelles, alors elles sont arrondies.

Nous précisons par la suite si le probléme accepte des variables aléatoires discrétes ou des
variables aléatoires symboliques. Notons que dans les méthodes ne nécessitant pas une manipu-
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symbolique

w, o irrationnelles i, 0% rationnelles

N

non discréte discréte

FIGURE 1.2.3 — Classification des variables aléatoires considérées

lation numérique des lois de probabilité, il n’existe pas de contraintes sur les variables aléatoires.
Cependant, la majorité des méthodes requiérent que I'espérance et la variance soient rationnelles.
La figure 1.2.3 montre une classification des variables aléatoires.

1.2.4 Ordonnancement & durées aléatoires

Dans le cas de I'ordonnancement, les durées des taches ordonnancées peuvent étre aléatoires,
c’est-a-dire modélisées par des variables aléatoires. Nous considérons le cas général ou les taches
sont soumises a des contraintes de dépendance. La durée totale d’'un ordonnancement est alors
aussi une variable aléatoire et son évaluation se réduit au probléme que nous étudions dans ce
chapitre.

Cette réduction s’obtient en remarquant qu’une tache assignée a un processeur donné ne peut
pas commencer son exécution tant qu’un de ses prédécesseurs n’a pas terminé la sienne et tant que
le processeur en question n’a pas d’abord fini les taches qui lui sont antérieures. On a donc deux
types de dépendances, celles qui proviennent du graphe de taches et celles qui sont liées & I'ordre
dans lequel les taches sont exécutées sur chaque processeur (ces derniéres contraintes venant
enrichir le graphe de taches d’arcs supplémentaires sans le rendre cyclique). Ces derniers arcs qui
correspondent a des contraintes d’antériorité imposées par 'ordonnancement sont appelés arcs
disjonctifs dans [135].

D’une part, une date de début d’exécution d’une tache s’obtient en réalisant une opération
de maximum sur des dates de fin d’exécution. D’autre part, une date de fin d’exécution est le
résultat d’'une somme entre une durée aléatoire et une date de début d’exécution. Nous avons
donc le méme probléme que celui décrit dans cette section.

Une application composée de quatre taches est ordonnancée sur deux processeurs sur la
figure 1.2.4. La tache t; ne dépend d’aucune autre et est donc la premiére & commencer son
exécution. Les taches 9 et t3 dépendent toutes les deux de la tache t; et ne peuvent commencer
leur exécutions avant que ¢ n’ait fini la sienne. Enfin, la tache ¢4 dépend de ces deux précédentes
taches. Les taches t1 et t4 sont exécutées sur le processeur p; et les taches to et t3 le sont sur po.
Comme l'exécution de 9 est antérieure & celle de 3, un arc disjonctif est rajouté entre ces deux
taches dans le graphe stochastique réduit. Dans cet exemple, les durées des taches et les poids
ne sont pas représentés. La durée de chaque tache pondére le sommet du graphe stochastique
correspondant a la tache en question et les poids des arcs disjonctifs sont nuls.

1.2.5 Dépendance des résultats intermédiaires

Pour déterminer le résultat intermédiaire associé & un sommet v; € V, il faut évaluer 'ex-
pression Y; = X + max,, cpred(v;) Yji- Les opérandes du maximum sont toujours des résultats
intermédiaires. Le probléme majeur que révéle la plupart des travaux existants concerne la dé-
pendance entre ces résultats intermédiaires. S’ils étaient indépendants, évaluer la distribution
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FIGURE 1.2.4 — Quatre taches (1, to, t3 et t4) sont ordonnancées sur deux processeurs (p; et pa).
Le graphe stochastique obtenu aprés réduction contient un arc disjonctif (en gris) absent du
graphe de taches initial.

d’un graphe stochastique serait en effet facile.

La figure 1.2.2 montre ce phénoméne. Le résultat intermédiaire du sommet vs se formule X3+
max(Y23,Y73). Les opérandes du maximum sont Ya3 et Yi3 qui sont dépendantes car chacune
s’exprime en fonction de X;.

Suivant les domaines, le probléme posé par la dépendance entre les opérandes est aussi appelé
reconvergence des chemins ou dépendance topologique.

1.3 Etat de l’art

La détermination de la distribution d’un graphe stochastique est un probléme fondamental
qui a été traité dans plusieurs domaines scientifiques :

— Le probléme est défini pour la premiére fois par Malcolm et al. [113] dans le cadre de la
gestion de projets. Il a depuis fait 'objet de développements réguliers.

— L’ordonnancement de graphe de taches & durées stochastiques sur machines paralléles a été
introduit peu aprés [38, 150, 118]. De nombreuses références sont disponibles dans [119].

— Enfin, la problématique se retrouve lors de la conception des circuits digitaux. Le probléme
y est en revanche enrichi de contraintes supplémentaires qui se traduisent notamment par
I'existence de dépendances entre les variables aléatoires de ’ensemble X' (voir I’état de 1'art
proposé par Blaauw et al. [28] pour plus de détails sur ce domaine).

Nous commencons par présenter différents mécanismes pour évaluer le résultat d’une opération
arithmétique sur une paire de variables aléatoires. Sur la base de ces mécanismes, nous abordons
ensuite des méthodes qui estiment la distribution d’un graphe stochastique. Parmi les méthodes
existantes, nous distinguons d’abord les méthodes heuristiques qui offrent un résultat approché,
les méthodes produisant des bornes, les méthodes exactes (qui ne sont par abordées car elles sont
trop cotiteuses) et enfin 'approche de Monte Carlo.
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1.3.1 Evaluation des opérations arithmétiques

Dans I’évaluation de la distribution d’un graphe stochastique, deux opérations arithmétiques
sont rencontrées : le maximum et la somme. Ces opérations sont réalisées sur des variables
aléatoires que nous appelons opérandes. Nous présentons dans cette section des méthodes qui
permettent de caractériser le résultat de ces opérations. Les premiéres méthodes sont numériques
et travaillent sur les densités de probabilité des opérandes. Les secondes méthodes permettent
de déterminer ’espérance et la variance du résultat si les opérandes suivent une loi normale.

1.3.1.1 Evaluation numérique

Caractériser la densité de probabilité du maximum ou de la somme de deux variables aléa-
toires indépendantes ne présente pas de difficulté majeure. Nous donnons les développements
nécessaires pour obtenir les résultats correspondants provenant de la théorie des probabilités.
Nous adaptons au besoin ces résultats aux variables aléatoires discrétes et a celles dont nous
avons discrétisé la densité de probabilité.

Maximum de deux variables aléatoires indépendantes Soit 1 et € deux variables aléa-
toires indépendantes. Nous appelons w = max(n, e) le maximum de 7 et €. La valeur de w est
inférieure & une constante z si et seulement si les deux opérandes lui sont aussi inférieures. Ainsi :

Priw <z] =Pr[n < znNe < z| définition de w
= Pr[n < z] x Prle < 2| 7 et € sont indépendants
F,(z) = Fy)(z) x F:(2) définition de la fonction de répartition

La derniére ligne permet de déterminer la fonction de répartition de w. Ainsi, la fonction
de répartition du maximum de deux variables aléatoires est le produit de leurs fonctions de
répartition. Ce résultat est également valide avec des opérandes discrétes. Dans ce cas, le nombre
de valeurs du domaine de définition résultant est au pire la somme des tailles des domaines
de définition des opérandes moins un. Si les opérandes ont été discrétisées en revanche, nous
employons des méthodes d’analyse numérique pour estimer au mieux le résultat. Notons que pour
déterminer une densité de probabilité & partir d’une fonction de répartition, il faut procéder a une
dérivation. Or, cette opération est numériquement délicate et nous préférons obtenir directement
la densité de probabilité de w. Pour cela, nous dérivons analytiquement la derniére ligne : f,(z) =
F,(2) x fe(2) + fy(2) X Fe(2). Cette formule requiert les fonctions de répartition de 7 et de € qui
s’obtiennent par intégration numérique.

Somme de deux variables aléatoires indépendantes Considérons les mémes opérandes
dans la somme w = 7+ ¢. La densité de probabilité jointe de 7, € et w est notée f, .., : R3 — RY.

fu(z) = // frew(@,y, z)dzdy loi des probabilités totales
y

= // (@) fe(y) fu(2n = 2, = y)dxdy 71 et € sont indépendants
zy

= // (@) fo(y)d(2 — (z + y))dxdy f est une fonction § de Dirac
zy

= /fn(x)fs(z —x)dx substitution de y par z — x

fo = fn* fe définition de la convolution
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A la troisiéme ligne, nous utilisons le fait que f,(z|n = 2,6 = y) = 6(z — (z +y)) car la
fonction f,, prend une valeur nulle pour tous les antécédents différents de x + y. La densité de
probabilité de deux variables aléatoires est donc la convolution de leurs densités de probabilité. Si
les opérandes sont discrétes, la fonction de masse de la somme s’obtient grace a la formule Prjw =
z) = >, Pr[n = 2] x Prle = z — z]. Soit N,, la taille du domaine de définition de la variable
aléatoire w. Dans le pire des cas, N, = N, X N¢. Si les valeurs des domaines de définition de 7 et
de € sont espacées également (ce qui implique leurs régularités), alors N, = N, + N. — 1. Si les
opérandes sont des estimations numériques, alors nous avons recours & la convolution discréte.

Numériquement, la complexité du calcul d'une convolution est O(N?) ott N est le nombre
de valeurs représentant une densité de probabilité. L’usage de la transformée de Fourier accélére
ce calcul. En effet dans le domaine fréquentiel, la convolution est un produit dont le cofit est
linéaire. La transformation peut étre réalisée par l'algorithme de transformée de Fourier rapide
qui est en O(N log N).

1.3.1.2 Espérance et variance en cas de normalité

Lorsque qu’une opération est réalisée sur des variables aléatoires qui suivent chacune une
loi normale, alors il est possible de déterminer ’espérance et la variance de la variable aléatoire
résultante. Remarquons que les opérandes peuvent étre dépendantes. Quand les opérandes sont
normales, cette dépendance se réduit entiérement & leur coefficient de corrélation linéaire.

Maximum de lois normales corrélées Clark [42| propose un ensemble de formules pour
traiter de cas du maximum. Les quatre premiers moments du maximum de deux loi normales
sont ainsi caractérisés. Soit n et e, deux variables aléatoires suivant chacune une loi normale.
Leurs espérances et variances sont notés p,, p. 0727 et 02. Le coefficient de corrélation linéaire

(M

entre 7 et € est p, .. Nous définissons deux fonctions : p(z) = \/%e_% et ®(z) = [T o(t)dt.

Clark caractérise I'espérance et la variance de w = max(n, €), c’est-a-dire pu,, et o2 :

fe = pin®(b) + pe®(—b) + ap(b) (1.3.1)

05 = (Hy + o) @(b) + (42 + 02)D(=b) + (p + pe)agp(b) — 4 (1.3.2)

s _ Mgt
ol a = \/a% + 02 = 20,0.pye et b= FF=,

De plus, Clark fournit une formule pour déterminer le coefficient de corrélation linéaire entre
le résultat d’un maximum et une variable aléatoire quelconque 7 :

B __D(—b
p'r?w — Unp 571 ( )+U€p € ( ) (133)

Ow

Somme de lois normales corrélées Dans le cas d’une somme, ces formules possédent chacune
un équivalent. Soit la somme w = 1+ €. Les formules qui suivent sont des résultats probabilistes
généraux. Elles sont d’ailleurs valides quelque soit les lois de probabilité de 7 et €.

fo = i + fle (1.3.4)

02 = 0727 + 20,0 pp e + 02 (1.3.5)



20 CHAPITRE 1. EVALUATION DE GRAPHES STOCHASTIQUES

Pras = TnPrn + OePre (1.3.6)

Ow

1.3.2 Approches heuristiques

Nous classifions les heuristiques en plusieurs catégories : les approches basées sur les réduc-
tions séries-paralléles ; celles basées sur la supposition de la normalité; et, 'approche canonique.

1.3.2.1 Réductions séries-paralléles

Une méthode basée sur une succession de réductions est d’abord présentée par Martin [114],
puis par Dodin [53]. Si toutes les variables aléatoires sont discrétes sur des domaines de définition
réguliers (suivant la méme constante pour tous les poids), alors le cott de cette méthode est
polynomial.

Son fonctionnement repose sur deux types de réductions que nous décrivons en considérant
que les poids des sommets sont nuls :

Réduction séries Siun sommet posséde exactement un arc entrant et un arc sortant, alors une
réduction séries est réalisée. Celle-ci consiste & éliminer le sommet et & remplacer les deux
arcs par un seul ayant pour poids la somme des poids des deux arcs d’origine. Comme les
poids additionnés sont des variables aléatoires indépendantes, toutes les techniques décrites
dans section 1.3.1 sont applicables.

Réduction paralléle Une réduction paralléle est réalisée s’il existe deux arcs ayant la méme
source et la méme destination. Ils sont alors remplacés par un arc ayant pour poids le
maximum des poids des deux arcs d’origine. Dans ce cas la aussi, les opérandes sont indé-
pendantes et nous pouvons a nouveau utiliser les techniques décrites précédemment.

Pour un graphe stochastique donné, toutes les réductions possibles sont effectuées. Notons qu'une
réduction peut rendre possible une nouvelle réduction. Les réductions sont donc réalisées de fagon
itérative jusqu’a obtenir un graphe réduit ot toute réduction supplémentaire est impossible.
L’opération aboutit & un unique arc entre un sommet source et un sommet puits si et seulement
si le graphe d’origine est un graphe séries-paralléle. La distribution exacte du graphe stochastique
est alors donnée par le poids de D'arc final.

Si le graphe n’est pas séries-paralléle, alors les réductions aboutissent & un graphe irréductible
possédant plusieurs arcs. Dans ce graphe, un sommet est sélectionné aléatoirement parmi ceux qui
ne possédent qu'un seul arc entrant. Ce sommet et son arc entrant sont alors dupliqués autant de
fois que le sommet posséde d’arc sortants. Chacun de ces arcs sortants est connecté & un sommet
distinct parmi ceux générés. S’il n’existe pas de sommet ne possédant qu’un seul arc entrant,
un procédé analogue pour les sommets ne possédant qu’un seul arc sortant est utilisé. Apreés
ce mécanisme de duplication, toutes les réductions possibles sont de nouveau réalisées jusqu’a
I’obtention d’un graphe irréductible. Si celui-ci posséde encore plusieurs arcs, alors I’étape entiére
est répétée jusqu’a I'obtention d’un unique arc.

Comme des arcs sont dupliqués lorsque le graphe n’est pas séries-paralléle, les poids cor-
respondants sont aussi dupliqués. Cela signifie qu’a une étape donnée, le graphe contient des
poids qui ne sont pas indépendants. Les opérations de maximum et de somme sur des variables
aléatoires dépendantes posent probléme (sauf si les opérandes suivent une loi normale). En toute
généralité, le résultat est donc une estimation.

Kamburowski [24] améliore cette méthode en minimisant le nombre de sommets a dupliquer.
D’autre part, Ludwig et al. [112] perfectionne 'approche en diminuant le cott algorithmique
nécessaire pour trouver les réductions séries-paralléles possibles.
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1.3.2.2 Supposition de la normalité

Considérer que toutes les variables aléatoires d’un graphe stochastique suivent des lois nor-
males est une approximation largement répandue dans la littérature. La supposition de la nor-
malité concerne aussi les résultats intermédiaires et la distribution finale. Cela offre un cadre
applicatif idéal pour lapplication des formules de Clark [42] qui estiment les deux premiers
moments du maximum de deux normales (voir la section 1.3.1.2).

Cette supposition est supportée par le théoréme central de la limite qui établit que la somme
d’un grand nombre de variables aléatoires tend a étre distribuée normalement. Comme le graphe
stochastique encode une expression arithmétique contenant de nombreuses additions, le résultat
tend & se rapprocher d’une loi normale si les maximums n’ont pas d’impact significatif sur la
distribution du graphe stochastique.

La méthode proposée par Sculli [131]| est une application directe de I'approche de Clark.
Chaque variable aléatoire est réduite a son espérance et a sa variance. L’opération de maximum
est appliqué directement en considérant que les opérandes suivent des lois normales indépen-
dantes. Le résultat obtenu est de nouveau réduit en une loi normale dont les moments sont ceux
générés grace aux formules de Clark.

L’approche de Sculli posséde toutefois quelques limites. La premiére est liée au fait que le
coefficient de corrélation entre les opérandes est systématiquement considéré comme nul. Ceci est
faux lorsque les opérandes sont associées a des arcs qui possédent un ancétre commun. Ignorer
leffet induit par la reconvergence des chemins conduit & une accumulation des erreurs qui est
significative dés lors que le graphe est de grande taille. Nous proposons dans ce chapitre deux
méthodes basées sur le méme principe avec des techniques qui permettent d’estimer les coefficients
de corrélation.

La seconde limite concerne la supposition de la normalité. En toute généralité, il est na-
turellement erroné de considérer que les variables aléatoires initiales suivent des lois normales.
Quand bien méme ce serait le cas pour une instance spécifique, il reste que le résultat de chaque
opération de maximum est approximé par une loi normale, ce qui est encore invalide. Cela léve
une réflexion fondamentale sur la pertinence des modéles en terme d’efficacité et de précision.
Citons a ce propos George Box [32] : « tous les modéles sont faux ; certains sont utiles ».

La supposition de la normalité offre cependant plusieurs avantages : nous disposons de résul-
tats probabilistes formels ; I’erreur ainsi commise est faible, ce que nous validons empiriquement
dans la section 1.6; et, le cotit algorithmique des méthodes basées sur cette supposition est
favorable.

La qualité de cette supposition dépend de plusieurs critéres : la normalité des variables
aléatoires initiales ; la profondeur du graphe qui détermine le nombre de sommes réalisées; et, la
dépendance et la similarité entre les opérandes de chaque maximum qui déterminent la normalité
des résultats intermédiaires.

1.3.2.3 Approche canonique

L’évaluation de la distribution d’un graphe stochastique est un probléme qui apparait égale-
ment lors de la conception des circuits digitaux. Toutefois, les méthodes proposées sont congues
pour gérer les corrélations dites spatiales, c’est-a-dire les dépendances existantes entre les poids
du graphe stochastique. Par exemple, Chang et al. [128] décrivent comment appliquer 'analy-
se en composantes principales pour prendre en compte 'existence de corrélation spatiale. Nous
considérons au contraire que toutes les variables aléatoires de X sont indépendantes.

Cependant, c’est dans ce contexte qu’est apparue la représentation canonique [147] qui permet
de gérer efficacement a la fois les corrélations spatiales et les dépendances entre les opérandes
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des maximums. Une extension est proposée par Zhang et al. [157] notamment pour réduire le
cotit algorithmique de la méthode.

Dans 'approche canonique chaque variable aléatoire (poids et résultat intermédiaire) se for-
mule grace a une espérance et une somme pondérée et finie de lois normales centrées réduites :

U:M+ZaiTi
i

ou p est lespérance de n. Chaque Y; ~ A (0, 1) est une variable aléatoire suivant une loi normale
d’espérance nulle et de variance unitaire. Les paramétres o; déterminent ainsi I’écart type de 7.
Dans ce formalisme, toutes des normales Y; sont indépendantes. Nous adaptons cette représen-
tation a notre problématique, c’est-a-dire & l'indépendance des poids. Cela signifie que chaque
poids est associé & une variable aléatoire Y qui lui est spécifique. Nous utilisons la notation X;
car la représentation canonique est une estimation des véritables variables aléatoires X;. En
considérant que tous les arcs sont de poids nul, alors XI = pu; + ;7 et f{} = pj + > a5
Cette seconde équation signifie que tout résultat intermédiaire s’exprime comme une combinaison
linéaire des normales centrées réduites associées aux poids du graphe stochastique. Comme un
résultat intermédiaire Y; peut résulter d'un maximum (qui ne produit pas une forme linéaire), il
est clair que la seconde équation n’en fournit qu'une approximation.

L’évaluation des opérations arithmétiques sur des variables aléatoires sous formes canoniques
fait appel aux formules proposées par Clark. Soit n =, + >, oy Ti et € = pe + >, ;Y. La
somme w = 17 + ¢ s’évalue ainsi :

w = (g + pe) + Z(aw’ + aei) Yy

Le maximum est défini par w = max(n, ). Dans la section 1.3.1.2, nous définissons la fonc-
tion ®(z) = [*__ o(t)dt et les deux symboles a et b :

a = \/072] + 02 —20,0:pyc
b— Hn — He

a

La valeur ®(b) est en fait équivalente a la probabilité que n prenne une valeur supérieure a ¢,
i.e., Pr[n > ¢]. Le maximum est approximé par

& = d(b)n + B(—b)e
= (®(b)py + P(=b)pe) + Z((I)(b)an,i + @(—b)ae,;)Y;

Evaluer le maximum ainsi nécessite de calculer la corrélation entre les opérandes :

D OniQei

Pne =
\/Zz 0‘7271\/22 O‘?:,z’

L’approche canonique repose sur la supposition de la normalité avancée plus haut. Repré-
senter chaque variable aléatoire griace & un ensemble de lois normales centrées réduites offre une
méthode élégante et rapide pour spécifier la dépendance entre les résultats intermédiaires du
graphe stochastique. Cela se fait en revanche au détriment de 'opération de maximum qui perd
en précision par rapport & la méthode proposée par Clark.
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1.3.3 Bornes

De nombreuses méthodes permettent de borner la distribution d’un graphe stochastique.
Avant d’en présenter quelques unes, nous définissons la relation de dominance stochastique
d’ordre 1 [129, Section 2.1.4.4]. Nous l'utilisons pour déterminer si deux variables aléatoires
sont comparables et, le cas échéant, pour savoir laquelle est supérieure. Soit 7 et € deux variables
aléatoires. La variable aléatoire n domine stochastiquement e si Pr[n > z] > Pr[e > z| pour
tout .

Kleindorfer [97] prouve une borne inférieure et une borne supérieure. Cette derniére borne est
obtenue en parcourant le graphe stochastique dans un ordre topologique et en appliquant les mé-
canismes décrits dans la section 1.3.1.1. Les opérandes de chaque maximum sont ainsi supposées
indépendantes. Pour la borne inférieure, les opérations de maximum ne sont pas effectuées. A la
place, la distribution d’une des opérandes est sélectionnée comme étant le résultat du maximum.

L’approche par réductions séries-paralléles décrite dans la section 1.3.2.1 fournit une borne
supérieure en transformant un graphe quelconque en graphe séries-paralléle. Ce résultat améliore
la borne supérieure de Kleindorfer.

Yazici-Pekergin et Vincent [155] propose de remplacer chaque distribution NBUE (New Bet-
ter Than Used in Expectation) d’un graphe stochastique par une loi exponentielle de méme
espérance. Le résultat du graphe stochastique obtenu est une borne supérieure. Cette technique
présente un intérét lorsque l'on connait uniquement l'espérance de chacune des variables aléa-
toires et le fait qu’elles vérifient toutes la propriété NBUE.

Certaines méthodes bornent uniquement l’espérance du résultat. Fulkerson [68| proposent
I'une des premiéres bornes inférieures. Cette derniére est améliorée par Robillard et Trahan [123]
en utilisant l'inégalité de Jensen. Enfin, Kamburowski [93] propose de borner 'espérance et la
variance en supposant la normalité des variables aléatoires et en utilisant les formules de Clark.

Bien que de nombreuses bornes aient été proposées, nous y préférons des méthodes générant
rapidement une estimation qui se révéle précise en pratique méme si aucune garantie n’est fournie.

1.3.4 Meéthode de Monte Carlo

La méthode de Monte Carlo proposée pour ce probléme [146, 36| consiste a réduire itérati-
vement le graphe stochastique en un graphe déterministe.

Pour chaque variable aléatoire du graphe stochastique, une valeur est tirée aléatoirement sui-
vant sa loi. Aprés avoir tiré une valeur pour chaque poids, le résultat d’'un graphe stochastique
peut étre évalué en considérant une seule valeur par variable aléatoire. Nous obtenons alors une
valeur unique. L’opération peut étre répétée plusieurs fois, générant ainsi une nouvelle valeur &
chaque itération. L’ensemble des valeurs obtenues définissent une fonction de répartition empi-
rique qui approche la fonction de répartition de la distribution du graphe stochastique lorsque
le nombre de tirages augmente.

Nous devons donc définir la quantité de tirages a réaliser, que nous notons 7', pour obtenir une
précision acceptable. Si nous supposons que la distribution du graphe stochastique suit une loi
normale, le théoréme de Cochran stipule que I’estimation de la variance suit une loi de x? avec T —
1 degrés de liberté. Ainsi, le nombre de degrés nécessaire pour obtenir un intervalle de confiance
resserré donne directement le nombre de tirage a réaliser pour la méthode de Monte Carlo.
Avec 20000 tirages, 'erreur relative de ’écart type de la distribution du graphe stochastique est
inférieure & 5% avec un degré de confiance de 99%. Avec un million de tirages, on a moins de 1%
d’erreur.

La mesure de Kolmogorov caractérise l’erreur en mesurant la distance entre la fonction de
répartition empirique et la fonction de répartition réelle. D’aprés la distribution de Kolmogorov,
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Type de variables . L. N
yp ) V. Chaine Jointure Séries-paralléle
aléatoires
Discréte domaines réguliers toutes domaines réguliers
. normale, gamma exponentielle
Non-discréte & ’ pone ’ aucune
Erlang Weibull

TABLE 1.2 — Résumé des types de graphes stochastiques pour lesquelles une méthode exacte a
colit polynomial est connue

cette différence est inférieure a 1,629/v/T avec un degré de confiance de 99% si le nombre de
tirages dépasse 100. Pour 20000 tirages, la différence entre les deux fonctions de répartition est
inférieure a 1,2%. Pour un million de tirages, elle est inférieure a 1,629%o.

La méthode de Monte Carlo présente deux avantages. D’abord, la fonction de répartition
empirique converge vers la distribution du graphe aléatoire lorsque T' — oo d’aprés le théoréme
de Glivenko-Cantelli. Ensuite, cette méthode est insensible aux dépendances entre les opérandes
des opérations de maximum.

1.3.5 Classes d’instances particuliéres

Le tableau 1.2 résume les sous-problémes pour lesquels un algorithme & cofit polynomial
existe. Trois types de graphes sont retenus : les chaines qui sont constituées d’une succession
de sommets; les jointures ou chaque arc part d’un sommet distinct pour aboutir au sommet
puits (les poids des sommets étant nuls) ; et, les graphes séries-paralléles. Nous distinguons les
variables aléatoires discrétes pour lesquelles les méthodes de la section 1.3.1.1 produisent des
résultats exacts. Pour les chaines et les graphes séries-paralléles, tous les domaines de définition
doivent étre réguliers suivant la méme constante (comme cela est défini dans la section 1.2.3, un
domaine est régulier si toutes ses valeurs sont également espacées). Pour les variables aléatoires
non-discrétes, certaines classes de distributions sont closes sous les opérations de maximum ou de
somme. La distribution du graphe stochastique est alors caractérisée par une formule analytique.

1.4 Complexité du probléme général

Nous détaillons d’abord les classes de complexité qui présentent un intérét dans notre contexte,
ainsi que quelques problémes et résultats de références qui y sont relatifs. Nous prouvons ensuite
la classe de complexité du probléme étudié.

1.4.1 #P’-Complétude

Les classes de problémes #P et #P-Complet ont été introduites par Valiant [145]. Informel-
lement, il s’agit des problémes qui « comptent le nombre de solutions ». Compter le nombre de
solutions & un probléme est au moins aussi dur que de déterminer s’il en existe au moins une.
Les problémes #P sont donc au moins aussi difficiles que leurs problémes homologues NP. De la
méme maniére que pour prouver qu'un probléme est NP-Complet, une preuve de #P-Complétude
nécessite deux parties : la premiére prouve I’appartenance a la classe #P et la seconde se base sur
une réduction partant d’'un probléme connu #P-Complet. Il y a une complication technique pour
les problémes de fiabilité en ordonnancement ainsi que pour les problémes de graphe [120, 30| :
nous manipulons des probabilités qui sont des rationnels dans l'intervalle [0;1], par opposition
aux entiers manipulés dans [145]. Aussi, nous utilisons la classe proposée par Bodlaender et
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al. [30] et établissons la #P’-Complétude de notre probléme. La classe #P’ est une extension
naturelle de la classe #P qui prend en compte les nombres rationnels : elle permet d’appliquer
une fonction de cotlit polynomial sur la sortie entiére d’'un probléme #P, produisant dans notre
cas un nombre rationnel. Formellement, la classe #P’ se définit par

#P' = { hlh:¥* =X
df e #P, f : ¥* = N,
dg e FP,g:NxX* = ¥*
Ve e X : h(z) = g(f(z),z) }

Nous rappelons que la classe FP est la classe des fonctions qui s’évaluent en temps polynomial
par une machine de Turing. Par ailleurs, ¥* représente 1’ensemble des langages possibles (c’est-a-
dire la fermeture de Kleene de I’alphabet ). D’aprés cette définition, il apparait qu’un probléme h
dans #P’ consiste en un probléme f dans #P dont le résultat est transformé en temps polynomial
par g(f(z),x) ol z est une instance d’un probléme donné.

1.4.2 Problémes #P’-Complet

Dans [145, Probléme 11|, Valiant étudie le probléme de graphe deux-terminaux. Il prouve que
calculer le nombre de scénarios pour lesquels il existe un chemin entre deux sommets donnés est
#P-Complet.

Provan et Ball [120, Probléme 10 et section 3| étendent les résultats de Valiant dans le cas des
graphes orientés acycliques. En particulier, ils prouvent qu’évaluer la probabilité R qu’il existe
au moins un chemin d’arcs actifs entre deux sommets donnés est #P-Complet (il s’agit de #P’-
Complétude d’apreés la terminologie que nous utilisons). D’apreés leurs résultats, I’approximation
de R a une quantité arbitraire € prés, a savoir trouver une valeur r telle que r —e < R <r + ¢,
est également #P’-Complet. D’autre part, les résultats de Rosenthal [125] permettent d’affirmer
que 'approximation de R a un facteur arbitraire « prés, c’est-a-dire déterminer une valeur r telle
que »~ < R < ra, est aussi un probléme #P’-Complet.

Nous étudions un probléme similaire ot le chemin d’arcs actifs relie le sommet source au
sommet puits. Nous prouvons un résultat préliminaire sur ce probléme, & savoir que le probléme de
connezion, dénoté CONNEXION est #P’-Complet. Il s’agit d’'une conséquence directe des travaux
antérieurs dans ce domaine.

Définition 1.1 (CONNEXION). Soit un graphe orienté acyclique G' = (A, B) dont les arcs
deviennent inactifs avec des probabilités rationnelles arbitraires. Les sommets source et puits du
graphe G’ sont uniques. Le probléme de connexion consiste & calculer la probabilité de connexion,
c’est-a-dire la probabilité que le sommet source et le sommet puits soient liés par un chemin d’arcs
actifs.

Dans le cas ot un tel chemin existe, on dira que les sommets sources et puits sont connectés,
ou plus concisément, que le sommet puits est accessible (implicitement, & partir du sommet
source).

Théoréme 1.2. CONNEXION est #P’-Complet.

Démonstration. La réduction se base sur une variante du probléme qui est connu pour étre #P’-
Complet [120, Probléme 10 et section 3] : calculer la probabilité que deux sommets arbitraires
du graphe orienté acyclique G’ = (A, B), s et t, soient connectés. Nous réduisons une instance
quelconque de ce probléme a une instance de CONNEXION en insérant deux sommets dans le
graphe G’. Le premier sommet inséré est relié a tous les sommets de A devenant ainsi le sommet
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source. Chaque arc inséré est toujours inactif sauf celui & destination de s qui est quant a lui
toujours actif. Par symétrie, le second sommet inséré devient le sommet puits et seul le nou-
vel arc partant de t est actif. D’autre part, plutot que de considérer que toutes les probabilités
d’activité des arcs sont égales, notre probléme relache cette contrainte et accepte des probabi-
lités arbitraires. Ainsi, la probabilité que s et ¢ soit connectés est la méme que la probabilité
que le sommet puits soit accessible dans I'instance obtenue par cette réduction. L’appartenance
de CONNEXION & la classe #P’ ne présente pas de difficulté et repose sur le méme principe que
la preuve plus élaborée du théoréme 1.5. OJ

Corollaire 1.3. Approzimer le résultat de CONNEXION & une quantité € prés ou a un facteur «
pres est un probléme #P’-Complet.

Démonstration. D’aprés [120, Probléme 10 et section 3|, approximer la probabilité que deux
sommets arbitraires du graphe orienté acyclique soient connectés a une quantité ¢ prés ou a un
facteur a prés est un probléme #P’-Complet. La preuve du théoréme 1.2 montre que la réduction
est parcimonieuse car le résultat de ce probléme de départ est précisément le méme que celui de
I'instance de CONNEXION générée par ’algorithme de réduction. Le probléme CONNEXION est
donc lui aussi inapproximable & une quantité ou & un facteur prés. O

1.4.3 Preuve de complexité

L’évaluation de la distribution d’un graphe stochastique est un probléme trés général. Nous
en tirons un probléme plus spécifique que nous appelons REPARTITION-GRAPHE et pour lequel
nous précisons la nature des variables aléatoires. A savoir, nous considérons que les variables
aléatoires sont discrétes. Par conséquent, les variables aléatoires manipulées sont définies par
des fonctions de masse dont les domaines de définition sont finis et dénombrables. De plus, les
probabilités et les valeurs des domaines de définition sont toutes rationnelles.

Définition 1.4. Le probleme REPARTITION-GRAPHE consiste a calculer la probabilité qu’un
graphe stochastique G = (V, E, X) prenne une valeur supérieure ou égale & un rationnel arbi-
traire R sachant que l’ensemble X ne contient que des variables aléatoires discrétes.

La preuve de #P’-Complétude de REPARTITION-GRAPHE s’appuie sur une réduction partant
du probléme CONNEXION. Une preuve a déja été proposée par Hagstrom [77] en se basant sur une
réduction du méme type. Cependant, cette réduction ne fonctionne pas pour toutes les instances
de CONNEXION. Comme contre-exemple, nous proposons l'instance suivante : deux sommets
reliés par un arc actif avec une probabilité quelconque. Notre preuve confirme et généralise les
conclusions présentées dans |77].

Pour prouver que ce probléme appartient & #P’, nous devons caractériser le probléme de
décision NP sous-jacent et la transformation nécessaire pour générer la probabilité de sortie qui
est dans notre cas un nombre rationnel.

Proposition 1.5. REPARTITION-GRAPHE est dans #P’.

Démonstration. Sans perte de généralité, nous supposons que chaque variable aléatoire X; € X

1 . °1
du graphe stochastique est encodée sous la forme ((z},%),..., (z;', %)) ot X; peut prendre s;
| oo | o
valeurs rationnelles (z},..., ;") avec les probabilités rationnelles correspondantes (%, ..., %)

telles que Y ;' , of = d (ol les of et d sont des entiers). Pour chaque variable aléatoire X;, nous
définissons une valeur entiere 1 < A\; < d qui spécifie la valeur que prend X; lors d'un tirage
spécifique. Si Zi;ll of <\ < Zizl of , alors X; prend pour valeur ;. Le vecteur A = (\;)1<i<n



1.4. COMPLEXITE DU PROBLEME GENERAL 27

définie ’ensemble des valeurs que prennent les variables aléatoires du graphe stochastique lors
d’un tirage donné.

Le probléme NP inhérent & notre probléme consiste a décider s’il existe ou non un vecteur A
tel que I’évaluation du graphe stochastique aboutisse a une valeur supérieure ou égale & R. Ce
probléme appartient & NP car le certificat est le vecteur A de taille n x log(d). Le probléme #P
reposant sur ce probléme de décision compte le nombre de vecteurs distincts \ acceptés. Comme
chaque scénario encodé par ces vecteurs sont équiprobables, nous obtenons la probabilité que G
prenne une valeur supérieure ou égale & R en divisant le nombre de vecteurs A favorables par le
nombre total de scénarios possibles. O

Théoréme 1.6. REPARTITION-GRAPHE est #P’-Complet.

Démonstration. Soit une instance de CONNEXION composée d’un graphe orienté acyclique G’ =
(A, B) dont les arcs deviennent inactifs avec des probabilités rationnelles arbitraires. Nous pro-
posons un algorithme de réduction qui transforme cette instance en un graphe G = (V, E, X),
instance de REPARTITION-GRAPHE. Chaque sommet a; € A équivaut & un sommet v; € V' dont
le poids est nul. Nous ignorons donc dans le reste de cette preuve les poids associés aux sommets.
Pour chaque arc de B, un arc dans E est créé. Soit p la probabilité d’activité de ce premier arc.
La variable aléatoire associée a I’arc correspondant dans F prend la valeur 0 avec une proba-
bilité 1 — p et la valeur 1 avec une probabilité p. Enfin, nous transformons le graphe obtenu G
en rajoutant des arcs et des sommets de telle sorte que pour chaque sommet, la profondeur de
chacun de ses prédécesseurs est identique. Le poids de chacun des arcs ajoutés est une variable
aléatoire prenant le valeur 1 avec une probabilité 1. L’insertion de ces arcs peut étre réalisée en
parcourant G dans un ordre topologique : pour chaque sommet, autant de sommets et d’arcs que
nécessaires sont rajoutés entre ses prédécesseurs et lui.

La figure 1.4.1 montre un exemple d’une telle réduction sur une instance de CONNEXION
possédant trois sommets. L’instance de REPARTITION-GGRAPHE obtenue posséde un sommet vy
qui ne correspond a aucun sommet de l'instance de CONNEXION. Gréace a 'ajout de vy, les
prédécesseurs de v3 sont tous de profondeur 2.

Nous prouvons par induction sur les taches (dans un ordre topologique) qu’un sommet a; de
I'instance de CONNEXION est accessible si et seulement si la valeur du graphe stochastique en
son sommet équivalent est supérieure ou égale a sa profondeur moins un, i.e., ¥; > prof(v;) — 1.
L’initialisation est réalisée pour le sommet source qui est par définition toujours accessible.
Le poids du sommet correspondant est nul et sa profondeur moins un est également nulle. Les
événements sont donc équivalent pour le sommet source. Supposons que pour tous les sommets ay,
avec 1 < k < 1, ay, est accessible si et seulement si Y; > prof(v) — 1. Nous considérons deux cas :
le sommet a; est accessible ou bien il ne l'est pas.

Si a; est accessible, alors il posséde un prédécesseur ay qui est accessible et larc (ag, a;) est
actif. Dans le graphe stochastique, cela signifie que v; posséde un ancétre vg pour lequel Yz >
prof(vg) — 1 (d’aprés I'hypothése d’induction) et il existe un chemin de sommets entre vy, et v; tel
que le premier arc prend pour valeur 1 (car arc (ag, a;) est actif) et les autres prennent toujours
la valeur 1 (il s’agit de ceux rajoutés par construction). Nous avons alors Y; > Yy + ¢ o t est le
nombre d’arcs entre v et v;. Par construction, prof(v;) = prof(vg) + t. Ainsi, Y; > prof(v;) — 1.

Si a; n’est pas accessible, alors pour chaque prédécesseur ai € Pred(a;), soit aj est inacces-
sible, soit l’arc (ag, a;) est inactif. Nous montrons par ’absurde que Y; < prof(v;) — 1 dans ce cas.
Remarquons d’abord que le cas Y; > prof(v;) —1 est impossible par construction (le poids des arcs
est au plus unitaire). Si Y; = prof(v;) — 1, alors il existe un prédécesseur ay, € Pred(a;) dans CON-
NEXION dont le sommet correspondant dans le graphe stochastique vérifie soit Yy = prof(vg) — 1,
soit Y = prof(vy) suivant que le poids du premier arc entre vy et v; prend la valeur 1 ou 0,
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P1 P1 2
P3 D3 1

()

FIGURE 1.4.1 — Instance de CONNEXION (& gauche) avec trois sommets (a1, a2 et ag) et trois
arcs avec les probabilités d’activité p1, p2 et p3. Le graphe stochastique obtenu aprés réduction (&
droite) contient un sommet et un arc de poids unitaire (v4 en gris) absent dans le graphe initial.
Pour chaque sommet du graphe stochastique, tous les prédécesseurs ont la méme profondeur.

respectivement. Le premier cas contredit le fait que soit aj est inaccessible (ce qui implique
que Y}, < prof(vg) — 1 d’aprés 'hypothése d’induction), soit (a, a;) est inactif. Le second cas est
impossible par construction.

Nous avons montré que si a, est accessible, alors Y,, > prof(v,) — 1. D’autre part, si a,, est
inaccessible, alors Y,, < prof(v;) — 1. L’équivalence entre ces deux événements est donc établie et
le passage aux probabilités montre que le résultat de l'instance de CONNEXION est le méme que
celui de REPARTITION-GRAPHE pour R = prof(v,) — 1. O

Corollaire 1.7. Approzimer le résultat de REPARTITION-GRAPHE a4 une quantité € prés ou a
un facteur o pres est un probléme #P’-Complet.

Démonstration. D’aprés le corollaire 1.3, approximer le résultat de CONNEXION & une quantité €
prés ou & un facteur « prés est un probléme #P’-Complet. La preuve du théoréme 1.6 montre que
le résultat d’une instance de CONNEXION est le méme que celui de l'instance de REPARTITION-
GRAPHE générée par l'algorithme de réduction. La réduction est donc parcimonieuse. O

1.5 Méthodes

Nous proposons deux heuristiques qui se basent sur la supposition de la normalité présentée
dans la section 1.3.2.2 et sur les formules de Clark [42] décrites dans la section 1.3.1.2. A savoir,
nous supposons que chaque variable aléatoire suit une loi normale et le résultat de chaque ma-
ximum est converti en une loi normale. A ce titre, nos deux méthodes améliorent I’approche de
Sculli [131] car elles comprennent chacune un mécanisme pour estimer les corrélations entre les
opérandes lors des maximums.

1.5.1 CorLCA

La premiére heuristique que nous dérivons se nomme CorLCA (Correlation based on Lowest
Commun Ancestor). Cette méthode parcourt I’ensemble des sommets du graphe une seule fois.
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Algorithme 1.1 L’heuristique CorLCA basée sur la recherche d’un plus proche ancétre commun
pour estimer les corrélation entre deux opérandes

Entrée: G = (V,E,X) {Graphe stochastique}
Sortie: (u,0?) {Espérance et variance de la distribution de G}
1: pour chaque v; € V faire {Parcourt les sommets dans un ordre topologique}
2. ;=0 {Initialisation du parent de v; dans |'arbre de corrélation}
3:  pour chaque v; € Pred(v;) faire
4: Yii=X;i+Y; {Equations 1.3.4 et 1.3.5}
5: si 0; = 0 alors {Premiére itération de la boucle}
6: v; = Vj
T n=7Yj
8: sinon
9: vy = LCA(94, vj) {Détermine le plus proche ancétre commun de ¥; et v;}
2
10: PnY; = U:Z;ﬂ {Estime la corrélation entre 7 et Yj;}
11: si Prin <Yj] > 0,5 alors {Si le sommet v; est prépondérant dans la maximum}
12: 0; = v; {Change le prédécesseur de v; dans I'arbre de corrélation}
13: fin si
14: n = max(n, Yj;) {Equations 1.3.1 et 1.3.2, et ligne 10}
15: fin si
16:  fin pour
17: siv; =0 alors {Le sommet v; n'a pas de prédécesseur}
18: Y, =X,
19:  sinon
20: Y, =X;+n {Equations 1.3.4 et 1.3.5}
21:  fin si
22: fin pour

23: retourner (uy,,o0y, )

Pour chaque sommet, les corrélations entre les opérandes du maximum sont estimées en utilisant
une méthode peu cotiteuse. L’objectif de cette méthode est de fournir des résultats les plus
précis possibles sans augmenter significativement le cotit algorithmique par rapport & I’approche
de Sculli (voir la section 1.3.2.2). Pour cela, les corrélations sont estimées en déterminant le
plus proche ancétre commun d’un couple d’opérandes. L’algorithme 1.1 décrit les étapes que
suit CorLCA.

Nous décrivons d’abord le fonctionnement général de l'algorithme puis nous détaillons la
construction de ’arbre de corrélation qui permet la recherche efficace d’un plus proche ancétre
commun. Nous montrons ensuite comment calculer un coefficient de corrélation grace a cet an-
cétre. Enfin, nous analysons la complexité de CorLCA.

L’heuristique CorLCA repose sur une boucle principale qui parcourt les sommets d’un graphe
stochastique G(V, E, X') dans un ordre topologique, c’est-a-dire que les indices des sommets sont
ordonnés tels que V(v;,vj) € V2,i < j = (vj,v;) ¢ E.

A chaque itération, deux types d’opérations sont réalisées :

— DI’évaluation des résultats intermédiaires (lignes 4, 9, 10, 14 et 20)

— la construction incrémentale de I’arbre de corrélation (lignes 11 a 13)

Cet arbre est enraciné et sert uniquement au calcul des corrélations entre les opérandes de chaque
maximum. Il posséde les mémes sommets que le graphe G ainsi qu’un sous-ensemble des arcs E.
A savoir, chaque sommet de I’arbre de corrélation ne posséde qu’un seul arc entrant (définition
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FIGURE 1.5.1 — Arbre de corrélation possible associé au graphe stochastique de la figure 1.2.2

d’un arbre). A chaque itération de CorLCA, le prédécesseur ©; du sommet parcouru v; est retenu
comme ['unique sommet parent de v; dans 'arbre de corrélation.

1.5.1.1 Construction de ’arbre de corrélation

La sélection d’un unique parent pour un sommet donné dans l'arbre de corrélation se fait
en déterminant quel prédécesseur a la plus grande influence lors du maximum. Cela signifie que
lorsqu’un maximum est réalisé entre au moins deux opérandes, nous souhaitons conserver uni-
quement l'arc qui impacte le plus fortement le résultat intermédiaire du sommet donné. Ainsi,
I’arbre de corrélation représente une structure approximative des corrélations entre chaque ré-
sultat intermédiaire.

Lorsqu’un sommet posséde plusieurs arcs entrants, I’arc sélectionné est celui dont le résultat
intermédiaire est supérieur aux résultats intermédiaires des autres arcs entrants avec la plus
grande probabilité. Soit Yj; ~ N(uy;,,0v;,) et Yy ~ N (y,,s0v,,) deux variables aléatoires
suivant chacune une loi normale. Nous supposons que Yj; et Yj; représentent deux résultats
intermédiaires associés & deux arcs dirigés vers le méme sommet v;. Dans la section 1.3.1.2, nous
définissons la fonction ®(z) = [ @(t)dt et les deux symboles a et b :

— 2 2 _
a = \/UYW + O'lei 20'yji0'yjipyji,yj,i
. Hy;; — N’YJ/I
a

b

Nous mentionnons dans la section 1.3.2.3 que la probabilité que Yj; prenne une valeur su-
périeure a Yj; est Pr[Yj; > Y] = ®(b). C’est grace a ce mécanisme que nous sélectionnons le
prédécesseur (lignes 11 & 13). En pratique, il suffit de comparer uniquement les espérances de Yj;
et Yj,; pour prendre la décision.

Un arbre de corrélation complet pouvant correspondre au graphe stochastique de la fi-
gure 1.2.2 est représenté sur la figure 1.5.1. Pour chaque sommet ayant plusieurs arcs entrants,
un seul arc est sélectionné.

1.5.1.2 Estimation des coefficients de corrélation

Les équations 1.3.1 et 1.3.2 sont utilisées a la ligne 14 pour calculer le maximum de deux
variables aléatoires. Ces équations nécessitent de déterminer au préalable leur corrélation (ce qui
est fait a la ligne 10).
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L’arbre de corrélation rend possible ’estimation rapide des corrélations entre chaque paire
de résultats intermédiaires. En trouvant le plus proche ancétre commun de deux sommets, il est
possible de calculer directement la corrélation entre les résultats intermédiaires associés a ces
deux sommets. Soit Yj; et Yj/; deux résultats intermédiaires associés a deux arcs dirigés vers le
méme sommet v;. Soit vy le plus proche ancétre commun des sommets v; et vy dans 'arbre de
corrélation. Son résultat intermédiaire est dénoté Yi. Notre approximation consiste a considérer
que Yj; = n+ Yy et Yj; = e+ Y, ot n et € sont des variables aléatoires indépendantes de Y.
Les variables aléatoires n et € sont indépendantes car elles représentent les sommes des poids
entre le sommet vy et les sommets v; et v/, respectivement. Ainsi, la corrélation entre Yj; et Yy
s’exprime

2

PYjiYi =
g
0Y;,0Y,,
Il s’agit néanmoins d’une estimation car les sommets v; et v; peuvent avoir plusieurs plus
proches ancétres communs dans un graphe orienté acyclique.

1.5.1.3 Complexité

La complexité de CorLCA dépend du cofit de la méthode utilisée pour rechercher le plus
proche ancétre commun de deux sommets dans un arbre dans lequel les sommets sont ajoutés
incrémentalement. Soit A (resp., v) le colt en temps (resp., mémoire) requis pour insérer les
sommets et pour réaliser les recherches dans ’arbre. Alors, la complexité en temps de ’approche
est O(m) et la complexité en mémoire est O(n + v).

Cole et Hariharan [44] présentent une méthode qui réalise I'insertion des sommets et les re-
cherches des plus proches ancétres communs en temps constant si les insertions doublent au plus
la taille de I'arbre. Cette supposition ne tient pas dans notre cas et les structures de données
auraient besoin d’étre reconstruites périodiquement avec leur méthode. D’autre part, ils considé-
rent 'insertion de sommet & l'intérieur de I’arbre et la suppression des sommets, ce que CorLCA
ne nécessite pas. Gabow [69] décrivent un algorithme qui réalise 'insertion de feuilles en temps
amorti constant.

Le probléme consiste a alterner des recherches de plus proche ancétre commun dans un arbre
avec des insertions de feuille dans ce méme arbre. Il s’agit d’un probléme spécifique et la littérature
ne permet pas de statuer sur le coiit optimal nécessaire pour le résoudre. D’apreés les travaux
présentés dans le paragraphe précédent cependant, nous pouvons conjecturer que A = O(1)
et v = O(n), ce qui conduirait & un coiit temporel en O(m) et & un cout spatial en O(n)
pour CorLCA.

1.5.2 Cordyn

Cette seconde heuristique, nommée Cordyn (Correlation based on a dynamic programming
approach), prend également en compte les dépendances induites par la reconvergence des chemins.
Pour déterminer les coefficients de corrélation requis pour appliquer les formules de Clark, une
méthode de programmation dynamique est utilisée. Bien que le cotit de Cordyn soit plus élevé
que celui de CorLCA, la détermination des coefficients de corrélation est plus précise. En effet,
aucune autre approximation que la supposition de la normalité n’est faite. De ce point de vue,
les coefficients de corrélation entre les opérandes des maximums sont précisément déterminés.
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Algorithme 1.2 L’heuristique Cordyn basée sur une méthode de programmation dynamique
pour déterminer les corrélations entre deux opérandes

Entrée: G = (V,E,X) {Graphe stochastique}
Sortie: (u,0?) {Espérance et variance de la distribution de G}
1: pour chaque v; € V faire {Parcourt les sommets dans un ordre topologique}
2. pour chaque v; € Pred(v;) faire  {Parcourt les prédécesseurs de v; par indice croissant}
3 Yii=X;i+Y; {Equations 1.3.4 et 1.3.5}
4 caleuler (py;, v, )1<k<i {Equation 1.3.6 et matrice P}
5 calculer (pyjz.yj,i)Uj,epred(vi)yj/q {Equation 1.3.6, matrice P et ligne 4}
6: fin pour
T 1) = MAaXy,cPred(v;) (Vi) {Equations 1.3.1 et 1.3.2, et ligne 5}
88 Yi=X;+n {Equations 1.3.4 et 1.3.5}
9:  calculer (py v, )1<k<i {Equation 1.3.3 et ligne 4}
10:  calculer (py; v, )1<k<i €t compléter P {Equation 1.3.6 et ligne 9}
11: fin pour

12: retourner (uy,,o% )

1.5.2.1 Algorithme

Le principe de l'algorithme réside dans la caractérisation continue de l’ensemble des coefhi-
cients de corrélation qui pourraient étre requis lors de 1’évaluation d’une opération de maximum
avec les équations 1.3.1 et 1.3.2. Bien qu’il soit toujours possible de déterminer récursivement
un coefficient de corrélation quelconque (par une approche descendante avec 1’équation 1.3.3),
certains des coefficients calculés sont réutilisés et il est sous-optimal de devoir les recalculer.
Comme le probléme levé par la détermination de ces coeflicients exhibe des sous-problémes reliés
les uns aux autres, nous proposons une approche de programmation dynamique. Ainsi, & chaque
nouveau sommet v; considéré, tous les coefficients de corrélations py; y; sont calculés et conservés
dans une matrice carré symétrique P = (py; ,yj)lgigmlgjgn de dimension n.

L’algorithme 1.2 décrit la boucle principale de Cordyn qui parcourt les sommets dans un ordre
topologique par indice de sommet croissant. L’évaluation des résultats intermédiaires a lieu aux
lignes 3, 7 et 8 en utilisant les coefficients de corrélation stockés dans P. A chaque itération,
la matrice P est complétée avec les coefficients de corrélation nouvellement calculés (ligne 10).
Les lignes 4, 9 et 10 servent a calculer les coefficients de corrélation entre une variable aléatoire
donnée et chacun des résultats intermeédiaires associés aux sommets déja visités (i.e., toutes les
variables aléatoires de 'ensemble {Y}, : 1 < k < i} siv; est le sommet parcouru par la boucle). Les
coefficients calculés a la ligne 4 sont nécessaires uniquement pour les calculs aux lignes 5 et 9 qui
servent eux-mémes aux lignes 7 et 10, respectivement. En revanche, les corrélations déterminées
a la ligne 10 servent potentiellement lors des itérations suivantes & la ligne 4. C’est la raison pour
laquelle la matrice P est mise a jour avec les valeurs obtenues.

Nous terminons la description de Cordyn sur quelques remarques. Lorsque le nombre d’arcs
entrants de v; est supérieur & deux, les opérandes a la ligne 7 sont regroupées par paires et les
formules de Clark sont successivement utilisées jusqu’a I’obtention du résultat recherché (il faut
alors adapter le calcul des coefficients de corrélation a la ligne 9). La seconde remarque porte sur
le fait qu'un résultat intermédiaire peut étre ignoré lors du calcul des corrélations dés lors que
tous les successeurs du sommet correspondant ont été parcourus. En effet, aux lignes 4, 9 et 10,
nous pouvons réduire I’ensemble des résultats intermédiaires considérés & ceux correspondant aux
sommets ¢(v;), ol ¢(v;) est 'ensemble des sommets v; tel que j < i et tel que 3(v;,vx) € E, k > 1.
Ainsi, l'ordre topologique dans lequel les sommets sont parcourus a un impact sur efficacité en
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temps et en mémoire de la méthode sans pour autant que la qualité du résultat produit ne
change. Enfin, cette approche se généralise si les poids du graphe stochastique sont dépendants.
Dans ce cas, il faut étendre le calcul des corrélations aux coefficients de corrélation entre Y et
chaque poids X € X. La complexité de ’approche reste alors asymptotiquement la méme.

1.5.2.2 Complexité

Pour déterminer la complexité de 'heuristique Cordyn, nous introduisons et rappelons quel-
ques notations : soit deg™ (v) le nombre d’arcs entrants du sommet v, n = |V| le nombre de
sommets et m = |F| le nombre d’arcs. L’étape la plus cotiteuse consiste & caractériser les cor-
rélations entre les résultats des sommes et tous les résultats intermédiaires obtenues (ligne 4).
Rappelons que les sommets sont parcourus par indice croissant. A 1'étape i, déterminer les coef-
ficients de corrélation entre chaque résultat intermédiaire précédent (Yi)i<k<; et Yj; cotite O(4)
opérations et est répété deg™ (v;) fois pour chaque prédécesseur de v;. La complexité temporelle
de I'approche est donc en O(> I, (i x deg™ (v;))) = O(nm). De plus, il faut stocker O(m?)
éléments dans la matrice P.

1.5.3 Exemple défavorable

La figure 1.5.2 illustre toutes les étapes de I’évaluation de la distribution d’un graphe stocha-
stique composé de quatre sommets. Les poids des arcs sont nuls et ceux des sommets suivent des
lois exponentielles d’espérance unitaire. Comme les lois exponentielles différent significativement
des lois normales, il s’agit d’une situation défavorable pour les approches basées sur la suppo-
sition de la normalité. L’heuristique CorLCA améliore toutefois I’approche de Sculli qui ignore
la dépendance entre les résultats intermédiaires Ys et Y3. Ces deux variables aléatoires sont les
opérandes du maximum réalisé pour calculer le résultat final Y;. Pour ce graphe stochastique, les
méthodes CorLCA et Cordyn produisent le méme résultat car la structure du graphe est simple
et chaque paire de sommets ne posséde qu’'un seul plus proche ancétre commun.

Résultats Sculli [131] | CorLCA | Monte Carlo
intermédiaires | o2 7 o? 7 o?
Y1 1 1 1 1 1 1
Y, 2 2 2 2 2 2
Ys 2 2 2 2 2 2
Y, 3.80 | 2.36 | 3.56 | 2.68 | 3.50 | 3.25

FIGURE 1.5.2 — Résultats intermédiaires pour un graphe de quatre sommets dont les poids
suivent des lois exponentielles d’espérance 1. Les heuristiques CorLCA et Cordyn donnent le
méme résultat pour ce graphe stochastique.

1.6 Validation empirique

1.6.1 Implémentation

Afin d’évaluer la qualité des heuristiques CorLCA et Cordyn, nous avons développé une
plateforme logicielle, Emapse (Evaluation of MAx-Plus Stochastic Expression), pour I’évaluation
de graphes stochastiques. Cette plateforme implémente de fagon générique quelques méthodes
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de la littérature, ce qui permet de confronter empiriquement nos méthodes a celles existantes
sur des instances données. Elle représente environ 7400 lignes de code en langage Java et a été
développée en collaboration avec IThab EL ALAMI.

1.6.1.1 Entrées et sorties

Emapse gére plusieurs types de graphes orientés acycliques, & savoir ceux provenant de projets
(dans le cadre de la gestion de projets), ceux provenant de graphes de taches, ou encore ceux
issues de circuits digitaux. La structure d’un graphe stochastique peut donc provenir de multiples
sources.

Concernant ’aspect aléatoire, plusieurs lois sont disponibles pour définir les poids du graphe
stochastique : uniforme, normale, exponentielle, béta, gamma, Dirac, Weibull, triangulaire. A la
fois leur densité de probabilité et leur fonction de répartition sont implémentées (& I’exception
de la fonction de répartition de la loi béta).

Une fois qu'une méthode produit une variable aléatoire pour un graphe stochastique donné, il
est possible de caractériser plusieurs propriétés sur le résultat (espérance, écart type et asymétrie)
et de la comparer & une autre variable aléatoire par I'intermédiaire de I'une des quatre mesures
implémentées (il s’agit des mesures d’erreur de nature probabiliste ou statistique décrites dans
la section 1.6.3.1).

Il est aussi possible de représenter des expressions arithmétiques générales sur des variables
aléatoires. Certaines méthodes ne sont pas spécifiques aux graphes stochastiques (comme la
méthode de Monte Carlo et I'heuristique Cordyn qui se généralise pour traiter les expressions)
et il est alors possible de les utiliser.

1.6.1.2 Meéthodes

La figure 1.6.1 dresse un bilan des principales méthodes implémentées. Nous séparons la fagon
dont les dépendances sont gérées des méthodes utilisées pour évaluer les opérations arithmétiques.
En effet, il est possible de supposer la normalité (section 1.3.2.2) tout en procédant a des réduc-
tions séries-paralléles (section 1.3.2.1). Inversement, ’approche de Sculli (section 1.3.2.2) n’est
pas antagoniste avec les méthodes numeériques (section 1.3.1.1). Les combinaisons entre ces deux
types de méthodes ne sont cependant pas possibles pour I’approche canonique (section 1.3.2.3)
et la méthode de Monte Carlo (section 1.3.4).

1.6.1.3 Aspect numériques

Les calculs numériques induits par les méthodes décrites dans la section 1.3.1.1 présentent
quelques écueils. Rappelons qu’une somme implique une convolution dont nous évitons le cofit
quadratique en manipulant les densités de probabilité dans le domaine fréquentiel. Lorsque deux
fonctions sont définies sur des intervalles de tailles différentes, une interpolation doit précéder
la transformée de Fourier, ce qui peut conduire & une perte de précision conséquente ou une
augmentation du nombre de valeurs considérable (en fonction de la stratégie adoptée). Nous
utilisons donc la méthode OverLap-Add décrite dans [140] qui réalise efficacement la convolution
de facon fragmentée lorsque les densités de probabilité sont définies sur des intervalles de tailles
différentes.

Enfin, la génération reproductible de valeurs aléatoires est antinomique. Aussi, nous utilisons
le Mersenne Twister [115] comme générateur pseudo-aléatoire pour la méthode de Monte Carlo.
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Sculli \
Réductions Methgdes
ari numériques

séries-parallle >§g
Supposition
Cordyn / de la normalité
CorLCA

Approche canonique

Méthode de Monte Carlo

FIGURE 1.6.1 — Méthodes implémentées dans Emapse. Les différentes approches pour traiter
la dépendance entre les résultats intermédiaires sont positionnées a gauche. Les méthodes pour
évaluer les opérations arithmétiques sont & droite.

1.6.2 Instances

Pour valider empiriquement nos méthodes, nous utilisons un jeu d’instances basé sur des
instances existantes. Ces instances qui servent de base aux ndtres définissent la structure des
graphes et des poids déterministes. Chaque poids est donc remplacé par une variable aléatoire
dont l'espérance est la valeur du poids déterministe. Nous décrivons par la suite la méthode
utilisée pour déterminer 1’écart type et la loi de chaque variable aléatoire.

La structure des graphes provient des trois jeux d’instances suivant :

— Les instances RCPSP de la bibliothéeque PSPLIB [99] dans le cadre de la gestion de projet.
Les graphes sont classés suivant quatre tailles : 30, 40, 60, 90. Il y a 48 instances pour
chacune des trois premiéres classes et 60 pour la derniére.

— Le jeu STG [142] pour les graphes de taches. Nous en retenons 24 instances (celles numéro-
tées par un multiple de dix) par taille distincte : 50, 100, 300, 500, 750, 1000, 1250 et 1500.

— ISCAS-85 [81] et ISCAS’89 [34] pour les circuits digitaux (45 instances).

L’espérance de chaque poids est déterminée par ces instances (sauf pour les circuits digitaux ou
les poids ne sont pas définis, chaque espérance étant alors fixée a 1).

La structure du graphe et I'espérance de chaque poids étant spécifiées par ces instances
déterministes, nous les probabilisons en déterminant une loi et un écart type pour chaque poids.
Dans un graphe stochastique donné, tous les poids suivent le méme type de lois (8'il s’agit de
lois bétas, alors nous précisons que les paramétres sont o = 2 et 8 = 5).

Il reste donc a spécifier ’écart type de chaque poids pour aboutir a& une instance compléte
d’un graphe stochastique (sauf si la loi exponentielle est choisie, car elle ne posséde qu'un seul
paramétre déja déterminé par Uespérance). Plutdt que de manipuler des écarts types, nous uti-
lisons une mesure de dispersion relative, & savoir le coefficient de variation. Il s’agit du rapport
entre I’écart type et la moyenne d’un ensemble de valeurs (voir [129, Section 5.3.2.3]). Il faut
donc caractériser le coefficient de variation associé & chaque poids. Pour cela, nous utilisons une
loi gamma avec une espérance et un écart type donnés, et pour chaque poids d’un graphe, nous
tirons une valeur suivant cette loi pour fixer son coefficient de variation. L’écart type des coef-
ficients de variation d’un graphe vaut 10% de 'espérance de ces mémes coefficients de variation
(comme ce rapport reste constant, nous pouvons dire que nous fixons a 0,1 le coefficient de
variation des coefficients de variation d’un graphe).

Les 48 x 3 + 60 = 204 instances PSPLIB, les 24 x 8 = 192 instances STG et les 45 ins-
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tances ISCAS sont générées avec les valeurs par défaut données par le tableau 1.3. De plus, un
sous-ensemble de ces instances (48 instances PSPLIB, 24 instances STG et toutes les instances
ISCAS) sont utilisées avec les valeurs testées. Pour chaque valeur testée, 'autre paramétre prend
sa valeur par défaut. Nous aboutissons ainsi a un total de (204+192+45)4(48+24+45) x7 = 1260
graphes stochastiques.

Parameétre Valeur par défaut Valeurs testées

normale, exponentielle,

béta, Weibull
0,1 0,01, 0,03, 0,3

Loi uniforme

Espérance du
coefficient de variation

TABLE 1.3 — Parameétres et valeurs pour la génération d’un graphe stochastique

1.6.3 Mesures d’erreur

Pour toutes les instances décrites, douze méthodes sont exécutées parmi lesquelles la méthode
de Monte Carlo avec un million de tirages. Le résultat de cette méthode nous sert de résultat de
référence pour chaque instance (I’écart entre ce résultat et le vrai résultat du graphe stochastique
est analysé dans la section 1.3.4).

1.6.3.1 Description des mesures

Il existe plusieurs maniéres de quantifier I’erreur commise par chaque méthode en comparant
le résultat qu’elles produisent au résultat de référence. Nous étudions ainsi plusieurs mesures
d’erreur.

Il est possible de dériver trois types d’erreurs relatives : sur l'espérance, sur I’écart type et

sur 'asymétrie. Par exemple, 1'erreur relative commise sur l’espérance se note % ou p est la

moyenne des valeurs obtenues par la méthode de Monte Carlo et i I'estimation de ’espérance
produite par une méthode donnée.

Outre ces trois mesures directes, la théorie des probabilités et des statistiques fournit quatre
autres mesures. Soit F' la fonction de répartition empirique obtenu via la méthode de Monte
Carlo et F' la fonction de répartition estimée par une méthode donnée.

Statistique d’Anderson-Darling A? = —-T—S ou S = %z;{:l(Zk:—l) x (In(F(Xy))+1n(1—

F(Xr414%))), T est le nombre de tirages dans la méthode de Monte Carlo et Xj est le
kieme glément de la liste des valeurs ordonnées produites par cette méme méthode [139)].
Son ensemble image est [0; co[. Si les domaines de définition des deux variables aléatoires
a comparer sont différents, alors cette méthode peut induire de calculer le logarithme de

zéro, ce qui aboutit & un échec.

Statistique de Kolmogorov-Smirnov D = sup, |F(z) — F(z)| [129, Section 14.6.2.2]. Son
ensemble image est [0; 1].

2= 1 [(F(z)—F(x))2dF(z) [129, Section 14.6.2.3]. Son

S

Statistique de Cramér-von-Mises w
ensemble image est [0; 3.

Distance de Hellinger H = /(1 — BC) ou BC = [ 1/ f(z) X f(x)dz est le coefficient de

Bhattacharyya [27]. Cette mesure nécessite les densités de probabilité des variables aléa-
toires, ce qui requiert une estimation numérique pour la méthode de Monte Carlo. Son
ensemble image est [0;1].
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Pour chacune de ces quatre mesures, une valeur élevée signifie que les deux variables aléatoires
sont significativement différentes, tandis qu'une valeur proche de zéro indique qu’elles sont simi-
laires.

1.6.3.2 Comparaison empirique

La section précédente présente trois mesures d’erreur de type relative (erreur relative de
I'espérance, de I'écart type et de 'asymétrie) ainsi que quatre mesures de nature probabiliste ou
statistique (la distance de Hellinger et trois statistiques). Nous les comparons dans cette section.

La figure 1.6.2 montre les corrélations entre les mesures d’erreur lorsqu’on les utilise pour
quantifier la précision de onze méthodes sur toutes les instances générées. Sur cette figure, les
sept mesures décrites dans la section 1.6.3.1 sont comparées les unes aux autres. Nous obtenons
donc une matrice symétrique de 7 x 7 graphiques et seulement 21 d’entre eux sont représentés
dans la partie inférieure-gauche. Le nom de chaque mesure est donné sur la diagonale ainsi que
I’histogramme des valeurs pour chacune.

La partie supérieure-droite de la matrice contient les coefficients de corrélation de Spearman
des mesures spécifiées par la ligne et la colonne. Plus une corrélation est forte, plus la valeur
absolue du coefficient Spearman est proche de 1. Ce test de corrélation est plus robuste que le
coefficient de Pearson dans le cas ou les relations entre les mesures ne sont pas linéaires.

De fagon générale, toutes les mesures sont liées a ’exception de 'erreur relative de ’asymétrie.
Nous postulons donc que les six mesures concernées sont toutes pertinentes pour quantifier
Ierreur, mais chacune sur un aspect différent. Comme les erreurs relatives de ’espérance sont
fortement concentrées autour de zéro, il est difficile de distinguer la dépendance entre cette
mesure et les autres. Cependant, les fortes valeurs des coefficients de Spearman qui y sont relatifs
(entre 0,88 et 0,90, l'erreur relative de ’asymétrie mise a part) indiquent que lorsque les autres
mesures d’erreur sont élevées, alors celle-ci tend a ’étre aussi, et réciproquement.

Nous remarquons aussi que les quatre mesures de nature probabiliste ou statistique sont toutes
quasiment équivalentes. En effet, les coefficients de corrélation entre la statistique d’Anderson-
Darling, de Kolmogorov-Smirnov et de Cramér-von-Mises sont tous égaux & 1,00. Seule la dis-
tance de Hellinger se distingue légérement.

Comme ces quatre mesures prennent en compte ’entiéreté de la distribution dans leurs calculs,
nous les préférons aux deux premiéres mesures d’erreur relative. Parmi ces mesures, la statistique
de Kolmogorov-Smirnov et la distance de Hellinger présentent deux avantages : leurs ensembles
images sont mieux définis (i.e., il s’agit de [0;1] dans les deux cas) et les valeurs mesurées
sont mieux réparties dans cet intervalle. D’autre part, la statistique de Kolmogorov-Smirnov
s’applique directement sur les fonctions de répartition et la distribution de Kolmogorov nous
permet d’affirmer que le calcul de cette statistique est précis a 1, 16%o0 avec un million de tirages
(voir la section 1.3.4).

La mesure d’erreur que nous retenons par la suite est donc la statistique de Kolmogorov-
Smirnov.

1.6.4 Qualité des méthodes

Pour évaluer la qualité des heuristiques CorLCA et Cordyn, nous les comparons a trois autres
méthodes : 'approche de Sculli (section 1.3.2.2), 'approche par réductions séries-paralléles avec
les méthodes numériques (section 1.3.2.1) et 'approche canonique (section 1.3.2.3).
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Mesures d'erreur
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FIGURE 1.6.2 — Corrélations entre les mesures d’erreur appliquées sur onze méthodes pour 1260
graphes stochastiques. Partie inférieure-gauche : graphiques avec les 13 860 mesures (avec une
interpolation par spline cubique). Partie supérieure-droite : valeurs des coefficients de Spearman.
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1.6.4.1 Comparaison générale

La figure 1.6.3 présente un résumé des qualités respectives obtenues avec les cinq méthodes
comparées. Pour chacune des instances générées et pour chaque paire de méthodes (caractérisée
par une ligne et une colonne), nous calculons le rapport entre les statistiques de Kolmogorov-
Smirnov obtenues pour les deux méthodes (rapport de la ligne par la colonne). Si ce rapport est
égal & 1, alors les deux méthodes produisent chacune un résultat identique en terme de précision.
Si le rapport est inférieur a 1, alors le résultat de la méthode sur la ligne est meilleur que celui de
la méthode sur la colonne. Chaque graphique de la partie inférieure-gauche montre 'histogramme
et la fonction de répartition empirique de ces rapports. La partie supérieure-droite résume ces
données. Ainsi, nous constatons que les résultats produits par 'approche canonique sont moins
précis que ceux produits par CorLCA dans 75,08% des cas et qu’il y a égalité dans 7,78% des
cas. Le rapport médian est inférieur a 1 (0,761 en l'occurrence).

Nous pouvons en conclure que les méthodes que nous proposons se comportent favorablement
relativement aux trois autres méthodes. Nous constatons aussi que ’approche de Sculli est la plus
mauvaise, suivie de prés par 'approche par réductions séries-paralléles. L’heuristique Cordyn est
la meilleure talonnée de prés par CorLCA. L’approche canonique se situe au milieu : elle est &
la fois significativement meilleure que les deux premiéres approches et significativement moins
précise que nos deux heuristiques.

1.6.4.2 Effets des paramétres

Pour analyser 'effet des paramétres sur la qualité des méthodes, nous limitons les instances
aux graphes stochastiques construits a partir des jeux PSPLIB et STG. Cela permet de simplifier
la présentation des résultats.

Nous étudions trois paramétres sur les figures 1.6.4 & 1.6.7 : le nombre de poids dans un
graphe stochastique, la loi que suivent ces poids et I'espérance des coefficients de variation de ces
poids. La précision des cinq méthodes considérées s’obtient par I'intermédiaire de la statistique de
Kolmogorov-Smirnov. Toutes les mesures d’erreur d’une méthode pour des graphes stochastiques
vérifiant une modalité d’un paramétre donné sont représentées par une boite & moustaches. Une
boite & moustaches consiste en un résumé en cinq nombres d’un ensemble de valeurs : la médiane
est le trait horizontal gras, la boite s’étend du premier quartile jusqu’au troisiéme quartile, et la
longueur des moustaches vaut 1,5 fois I'intervalle interquartile.

Sur les figures 1.6.4 et 1.6.5, nous voyons comment évolue la précision de chaque méthode
lorsque le nombre de variables aléatoires varie dans les instances. La précision de ’approche
de Sculli et celle par réductions séries-paralléles tend a diminuer lorsque la taille des graphes
stochastiques augmente avec un changement localisé lorsque la taille prend pour valeur 300. En
effet, la médiane des statistiques de Kolmogorov-Smirnov dépasse systématiquement la valeur 0,2,
alors qu’elle en était inférieure pour les graphes de taille plus réduite. L’approche canonique affiche
un comportement similaire, méme si la précision de cette méthode est globalement meilleure. La
précision des heuristiques CorLCA et Cordyn est au contraire relativement stable quelque soit
la taille de I'instance.

Toutes les approches auxquelles nous confrontons nos heuristiques sont considérablement
imprécises pour les graphes stochastiques possédant mille variables aléatoires (les médianes des
statistiques de Kolmogorov-Smirnov sont proches du maximum pour les trois approches). Nous
faisons ’hypothése que la précision est impactée par la profondeur critique du graphe, c’est-a-
dire le nombre de sommets formant le chemin du sommet source au sommet puits et tel que
I’augmentation du poids de I'un des sommets sur ce chemin induit une augmentation du résultat
final. Dans le cas stochastique, il s’agit du nombre moyen de ces sommets et nous I'obtenons
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51.83 % (<) 75.56 % (<) 87.30 % (<) 89.60 % (<)
Scull 8.41 % (=) 5.24 % (=) 6.11 % (=) 5.71 % (=)
1.000 0.344 0.134 0.115
s 76.11 % (<) 88.41 % (<) 89.92 % (<)
Parallore 5.24 % (=) 6.27 % (=) 5.87 % (=)
0.358 0.150 0.129
75.08 % (<) 81.11 % (<)
Canonique 7.78 % (=) 7.86 % (=)
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FIGURE 1.6.3 — Comparaison des méthodes par paire sur 1260 graphes stochastiques en utili-
sant la statistique de Kolmogorov-Smirnov comme mesure d’erreur. Partie inférieure-gauche :
histogrammes et fonctions de répartition empiriques des rapports entre les mesures d’erreur de
chaque méthode. Partie supérieure-droite : proportions des rapports supérieurs et égales a 1 et
médianes des rapports.



41

1.6. VALIDATION EMPIRIQUE

Précision des méthodes en fonction de la taille du graphe
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FIGURE 1.6.4 — Précision de cinq méthodes en fonction du nombre de variables aléatoires dans

le graphe stochastique (de 30 a 120)
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Précision des méthodes en fonction du type de variables aléatoires
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FIGURE 1.6.6 — Précision de cinq méthodes en fonction de la loi que suivent les poids d’un graphe
stochastique

grace & la méthode de Monte Carlo. Le coefficient de corrélation de Pearson entre la profondeur
critique des graphes stochastiques et la précision de I’approche canonique vaut 0,77, ce qui est
élevé mais peu concluant. Ce phénoméne mérite de faire 'objet de travaux futur.

L’effet de la loi de probabilité choisie pour I'’ensemble de chaque graphe stochastique est
montré sur la figure 1.6.6. La loi exponentielle est celle qui pose le plus de difficultés pour
les méthodes (méme pour l'approche par réductions séries-paralléles qui utilise les méthodes
numeériques). C’est en effet la loi qui différe le plus de la loi normale parmi celles testées. De plus,
sa discrétisation réguliére est difficile & cause de sa forte décroissante & l'origine et de sa longue
queue, ce qui impose de faire un choix antagoniste entre un faible intervalle de discrétisation et un
domaine de définition large. Les lois normales et uniformes sont au contraire les plus favorables
pour nos deux heuristiques et approche canonique (les deux autres méthodes se comportant
similairement pour toutes les lois autres que la loi exponentielle).

Enfin, nous représentons sur la figure 1.6.7 'effet du coefficient de variation sur la précision.
Nous remarquons une tendance générale, partagée par toutes les méthodes, & perdre en précision
lorsque le coefficient de variation augmente. Nous ’expliquons par la simplicité avec laquelle
s’évalue une opération de maximum lorsque ses opérandes sont définies sur des intervalles qui ne
se recouvrent pas. Dans ce cas, I'opérande qui domine l'autre constitue directement le résultat de
Iopération. L’augmentation des coefficients de variation au sein d’'un graphe diminue le nombre
de situations ou la méthode directe précédemment décrite peut étre appliquée. Ainsi, augmenter
I'incertitude dans un graphe amplifie 'impact des erreurs dues aux maxima.
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Précision des méthodes en fonction du coefficient de variation
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Durées des méthodes
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FIGURE 1.6.8 — Temps de calcul de cinq méthodes

1.6.5 Temps de calcul

La figure 1.6.8 présente ’ensemble des temps de calcul groupés par méthode. L’approche de
Sculli et 'approche canonique sont les deux méthodes les plus rapides, la seconde étant 1égérement
moins rapide. L’approche canonique constitue ainsi un compromis rapidité/précision intéressant.
L’heuristique CorLCA est la troisiéme méthode en terme de vitesse. Cette figure ne permet pas
de comparer entre elles les deux derniéres méthodes (I’approche par réductions séries-paralléles
et Cordyn). Celles-ci sont toutefois les plus lentes.

Cette figure résume tous les temps de calcul indépendamment du nombre de poids dans les
graphes stochastiques. Bien qu’il existe une relation entre la vitesse et la taille du graphe, I’étude
de cette relation n’apporte pas de conclusions supplémentaires par rapport & celles que nous
tirons grace & cette figure.

Comme la complexité de CorLCA est supposée étre la méme que celle de 'approche de
Sculli, leurs vitesses devraient étre similaires. Cependant, ce n’est pas le cas car la méthode
implémentée pour rechercher un plus proche ancétre commun n’a pas un cotit constant. Cela
défavorise I’heuristique CorLCA en terme de temps de calcul (la plateforme Emapse n’a d’ailleurs
pas pour objectif principal d’étre optimale en terme de vitesse mais d’implémenter correctement
des méthodes représentatives de la littérature).

Dans tous les cas, 'approche par réductions séries-paralléles est dominée par ’approche
canonique & la fois en terme de vitesse et en terme de qualité. Cette dominance est suffisament
importante pour en conclure que ’approche par réductions séries-paralléles n’est pas une solution
efficace pour notre probléme. Les quatre autres approches représentent chacune un compromis
rapidité /précision différent.
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1.7 Conclusion

Nous proposons un formalisme général qui couvre le probléme fondamental tel qu’il apparait
dans plusieurs domaines. Plus précisément, I’évaluation de la distribution d’un graphe stochasti-
que est le probléme qui consiste a caractériser la loi que suit une variable aléatoire définie par
une succession de maximums et de sommes de variables aléatoires.

La complexité du probléme dans le cas particulier ot les variables aléatoires sont discrétes
est analysée. Ce probléme est #P’-Complet, c’est-a-dire au moins aussi dur que les problémes
NP-Complet. Il est en plus inapproximable & une quantité ou & un facteur preés.

En pratique, la difficulté provient des dépendances entre les résultats intermédiaires induites
par la reconvergence des chemins. En effet, lorsque les opérations de somme et de maximum
ne sont appliquées que sur des variables aléatoires indépendantes, I’évaluation du résultat est
numériquement directe.

Deux heuristiques, CorLCA et Cordyn, sont proposées. Elles apportent chacune un nouveau
compromis en terme de vitesse et de précision par rapport aux méthodes auxquelles nous les avons
confrontées. D’autre part, notre validation empirique compare des méthodes de la littérature
entre elles. Ainsi, ’approche par réductions séries-paralléles ne présente pas d’intérét significatif
pour les instances considérées car elle est souvent moins précise et moins rapide que ’approche
canonique.

La méthode CorLCA est I'heuristique la plus rapide parmi celles dont la précision reste
stable lorsque la taille du graphe stochastique augmente. Elle constitue donc une solution de
choix dans le cadre d’heuristiques d’ordonnancement faisant appel fréquemment & un mécanisme
d’évaluation.

Il est possible de poursuive ces travaux sur de nombreux aspects : I’étude analytique du
probléme ; la validation empirique des méthodes; et, le cotit algorithmique des heuristiques pro-
posées.

Concernant ce premier aspect, des méthodes exactes existent lorsque le graphe suit une
structure spécifique et que toutes les variables aléatoires suivent une loi particuliére. Utiliser une
loi close & la fois sous les opérations de maximum ou sous celle de somme permettrait d’obtenir
une méthode analytique exacte pour les graphes séries-paralléles.

L’étude empirique s’étendrait facilement pour comparer d’autres méthodes de la littérature.
Par ailleurs, les facteurs qui compliquent I'estimation par les différentes approches (notamment
I’approche canonique) pourrait étre étudiés plus en détail.

Enfin, le cotit algorithmique des deux heuristiques proposées mérite d’étre approfondi. D’une
part, préciser le cotit de CorLCA nécessite d’étudier la problématique liée & la recherche d’un
plus proche ancétre commun dans un arbre enraciné. D’autre part, la minimisation du coft
de Cordyn en utilisant un ordre topologique optimal est liée aux problémes de la séparation des
sommets et de la somme des coupures [52]. Les problémes ainsi levés ne dépendent toutefois pas
de I’évaluation d’un graphe stochastique.
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2.1 Introduction

Comme nous le verrons dans la seconde partie de cette thése (plus spécifiquement dans le
chapitre 3 et dans une moindre mesure dans le chapitre 4), la gestion de l'incertitude en ordon-
nancement multiplie le nombre d’objectifs et il est alors nécessaire de concevoir des techniques
d’optimisation multicritéres. Nous proposons des méthodes d’ordonnancement génériques qui
s’adaptent aux nouveaux critéres que ’on cherche & optimiser en lien avec l'incertitude.

Ce chapitre présente un état de ’art partial sur I'optimisation multicritére combinatoire en
se focalisant sur les spécificités liées a I'ordonnancement. Quelques contributions mineures sont
également proposées. Les sous-sections comportant des apports incrémentaux aux techniques
existantes pour notre problématique sont suivies d’une étoile x dans le titre.

La section 2.2 traite du probléme général et précise le modéle. La section 2.3 aborde les
opérateurs d’agrégation qui réduisent un ensemble de critéres en un seul. Ces opérateurs sont
utiles pour adapter directement des heuristiques de construction gloutonne au cas multicritére.
Enfin, un type de métaheuristiques, les algorithmes évolutionnaires en ’occurrence, est présenté
dans la section 2.4.

Nous terminons cette introduction sur quelques remarques terminologiques. Nous utilisons
sans distinction le terme « solution » et « ordonnancement » qui sont équivalents dans notre
formulation du probléme. En conséquence, les méthodes décrites sont spécifiques aux problémes
d’ordonnancement. Certains concepts sont toutefois également applicables dans le cadre de I'op-
timisation combinatoire. Par ailleurs, nous restreignons la dimension multicritére au cas bicritére
qui peuvent parfois se généraliser directement pour un nombre de critéres arbitraire. Enfin, il est
impératif de distinguer les décisions des solutions. Il est possible que ces deux concepts soient
interchangeables lorsqu’une décision aboutit & une solution. En revanche, avec des algorithmes
gloutons, une solution se définit par la succession des décisions prises pour la construire. Dans
tous les cas, les décisions et les solutions sont représentables dans 1’espace des valeurs objectives
que nous définissons par la suite.

2.2 Ordonnancement multicritére

Nous présentons dans cette section les définitions fondamentales de I'optimisation multicri-
tére. Le modéle d’ordonnancement considéré est ensuite décrit. Enfin, nous détaillons des mé-
thodes pour mesurer la qualité d’un ensemble de solutions non-dominées. Les notations utilisées
dans ce chapitre sont résumées dans le tableau 2.1.

2.2.1 Optimisation multicritére

Matthias Ehrgott [60] aborde un ensemble de concepts liés a I'optimisation multicritére conti-
nue ou combinatoire. Il détaille notamment plusieurs définitions de dominance qui enrichissent
dans le cas de I'optimisation continue celles que nous présentons.

L’ordonnancement multicritére consiste & générer un ou plusieurs ordonnancements possé-
dant des caractéristiques optimales relativement & plusieurs critéres. Formellement, nous no-
tons O I'ensemble des ordonnancements admissibles. La fonction objective est notée f : O — R
Soit fi(0) la valeur du 7™ objectif pour 'ordonnancement o. Alors, f(0) = (f1(0),..., fi(0)) est
le vecteur des valeurs objectives de 'ordonnancement o. Sans perte de généralité, nous cherchons
4 minimiser chacun des d objectifs. L’espace des valeurs objectives est 'ensemble des vecteurs de
valeurs objectives que peuvent prendre les solutions admissibles, i.e., {f(0) : Vo € O}.

D’apreés ces définitions, deux solutions peuvent étre incomparables. La dominance de Pareto
formalise le concept d’optimalité dans le cas multicritére. Nous dirons que ’ordonnancement o



2.2.

ORDONNANCEMENT MULTICRITERE

Symbole | Définition
T = {t;:i€[l.n]} | Ensemble des taches

n | Nombre de taches (n = |T)

Graphe orienté acyclique contenant les taches et les
G=(T,FE) . )
contraintes de dépendance
P = {pj:j€[l.m]} | Ensemble des processeurs
m | Nombre de processeurs (m = |P|)
wf- Durée d’exécution de la tache ¢; sur le processeur p;
| Durée de la communication (¢;,ty) € E entre les taches t;
dzf, et t; exécutées respectivement sur les processeurs p;
et py
rang(t;) | Rang de la tache ¢;

O | Ensemble des ordonnancements valides

1 | Nombre d’ordonnancements valides (n = |O])

O | Ensemble d’ordonnancements non-dominés (O C O)

f: O — R? | Fonction objective avec d valeurs objectives
=< | Dominance de Pareto faible
< | Dominance de Pareto stricte
L : P(O) x P(O) = R e-indicateur qui compare deux ensembles

d’ordonnancements non-dominés

Ic : P(O) x P(O)

Indicateur de couverture qui compare deux ensembles
d’ordonnancements non-dominés

1
| B

Paramétre de compromis entre deux critéres

TABLE 2.1 — Notations du chapitre
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FIGURE 2.2.1 — Exemple d’espace de valeurs objectives en deux dimensions et avec quatre or-

donnancements. Comme les valeurs objectives sont & minimiser, les ordonnancements oy et o4
sont dominés.

domine faiblement o, i.e., o = 0, si et seulement si Vi € [1..d], fi(0) < fi(o'). Par analogie,
I'ordonnancement o domine strictement o, i.e., 0 < o, si et seulement si 0 < o et o' £ o.
La dominance stricte implique donc la dominance faible. Un ordonnancement o est Pareto-
optimal s’il n’existe pas d’ordonnancement qui le domine strictement. Sauf mention contraire,
la relation de dominance faible est utilisée. Par exemple, sur la figure 2.2.1, nous avons les
relations 01 < 02, 03 < 02 et 03 < 04 relativement aux deux fonctions objectives fi; et fo.
Ces relations sont aussi valables avec la dominance faible car il n’y aucun cas d’égalité. Les
ordonnancements Pareto-optimaux sont donc o1, 03 et 05 méme si ce dernier ne domine aucun
autre ordonnancement.

Comme la relation de dominance de Pareto définit un ordre partiel sur les ordonnancements,
plusieurs ordonnancements peuvent étre Pareto-optimaux. Le front de Pareto contient toutes
les solutions Pareto-optimales. La dominance de Pareto s’applique aussi a ’espace des valeurs
objectives. Ainsi, nous pouvons dire que le vecteur de valeurs objectives d’une solution Pareto-
optimale est Pareto-optimale. Notons enfin qu’un ordonnancement o qui n’est dominé par aucun
ordonnancement d’un ensemble O C O est dit non-dominé relativement a ce méme ensemble.

Dans un probléme multicritére, nous cherchons donc a générer un front de Pareto ou une
approximation de cet ensemble.

Paralléelement a ’optimisation multicritére, il est également possible de réaliser une décision
multicritere. Dans ce cas, une décision ne débouche pas systématiquement sur la génération
d’une solution. C’est le cas pour une méthode de construction gloutonne qui consiste en une
succession de décisions multicritéres et qui aboutit & la génération d’une solution. Des valeurs
objectives sont associées a chacune de ces décisions. Nous utilisons alors la méme terminologie
pour caractériser les dominances entre les décisions que nous le faisons entre les solutions.
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2.2.2 Modéle d’ordonnancement

L’ordonnancement multicritére a été considérablement étudié. T kindt et al. [141] décrivent les
avancées générales de ce domaine de recherche. L’approche principale retenue dans leur ouvrage
consiste a reformuler les problémes de facon a ce qu'il ne reste qu’une seule valeur & optimiser. De
cette maniére, une fois le probléme et le compromis entre les critéres définis, une seule solution est
optimale. Cette solution est par ailleurs Pareto-optimale relativement a I’ensemble des critéres
du probléme initial. Si une autre solution est recherchée, alors le compromis est modifié et la
méme procédure algorithmique est de nouveau exécutée. A I'inverse, nous cherchons a générer
une approximation du front de Pareto, c’est-a-dire un ensemble de solutions dont les valeurs
objectives sont proches des solutions Pareto-optimales.

Le probléme d’ordonnancement multicritére considéré se note R|prec|#( f) suivant la notation
alB|y [76] et celle décrite dans [141]. Cela signifie qu'une application modélisée par un graphe
de taches orienté et acyclique G = (T, E) doit étre ordonnancée sur un ensemble de processeurs
hétérogénes P. Précisément, chacune des n téches contenues dans 1" doit étre assignée a I'un
des m processeurs de P. L’ordre dans lequel chaque processeur exécute les taches qui lui sont
assignées doit respecter les contraintes de dépendance définies dans E. D’autre part, 'exécution
de la tache ¢; sur le processeur p; prend w; unités de temps. Enfin, les taches sont toutes exécutées
au plus tét. Nous postulons que la fonction f permet de mesurer les critéres a partir d’'un tel
ordonnancement et nous présentons des techniques d’optimisation multicritére indépendamment
de ces critéres.

2.2.3 Quantification de la qualité d’un ensemble de solutions

Que nous considérions un probléme multicritére dont le nombre de solutions Pareto-optimales
est exponentiel ou une méthode qui génére une approximation du front de Pareto, il est nécessaire
de quantifier I'intérét d’un ensemble de solutions non-dominées pour évaluer la qualité du résultat
produit.

De nombreux indicateurs sont proposés et analysés dans la littérature [82, 98, 165|. Les indi-
cateurs unaires s’appliquent & un ensemble de solutions et lui attribuent une valeur numérique
correspondant & sa qualité. Les indicateurs binaires donnent une valeur pour une paire d’en-
sembles de solutions, ce qui permet de comparer deux & deux des ensembles de solutions.

Nous allons détailler trois de ces indicateurs : 1’e-indicateur binaire introduit par Zitzler et
al. [165]; 'hypervolume qui est utilisé dans le cadre des algorithmes évolutionnaires dans [164] ;
et l'indicateur de couverture également défini dans [164].

L’e-indicateur binaire, noté I, s’exprime

1.(0,0") = inﬂg{VOI €O0',30€0,Vie[l.d]: filo) <ex fi(d)}
€c

L’indicateur I, donne donc le facteur € minimal tel que chaque solution de I’ensemble O’ dont
les valeurs objectives sont multipliées par € est dominée par au moins une solution de O. Cet
indicateur binaire n’est pas symétrique, la valeur I.(O’, O) doit aussi étre considérée. Il est établi
que si I.(0,0") <1 et I.(O',0) > 1, alors 'ensemble O est meilleur que O'. Si les deux valeurs
sont soit inférieures a 1, soit supérieures a 1, alors les ensembles sont incomparables.
L’hypervolume est un indicateur unaire qui mesure le volume de ’espace des valeurs objectives
ol tout point est dominé par un front donné et qui domine un point de référence. Plus ce volume
est large, plus le front s’éloigne du point de référence. Si ce dernier est choisi convenablement,
alors ’objectif est de maximiser I’hypervolume. La figure 2.2.2 illustre I’hypervolume en grisé pour
un probléme bicritére. Chaque point correspond ici & une solution et chaque endroit situé dans
I’aire en cyan est dominé par une paire de valeurs objectives et domine le point de référence r.
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FIGURE 2.2.2 — Hypervolume (en gris) entre un point de référence r et un ensemble de solutions

Nous décrivons enfin I'indicateur de couverture que nous notons I¢ et qui se définit par

/ /: < /
I0(0,0") = 1 €0 3’006’ 0,02 o}

Cet indicateur évalue la proportion des solutions de I'ensemble O’ qui sont dominées par au
moins une solution de I’ensemble O. Si I(0,0") =1 et Ic(O',0) = 0, alors l'ensemble O est
meilleur que ensemble O.

2.3 Agrégation des critéres

Un probléme multicritére peut se résoudre en fusionnant un ensemble de valeurs pour se
réduire au cas monocritére. Dans certains cas, les solutions algorithmiques monocritéres peuvent
alors résoudre le probléme. Cette méthode agrége les critéres et est aussi appelée scalarisation
dans la littérature [60].

Dans le cas bicritére, I'agrégation repose sur un paramétre de compromis # prenant une
valeur dans l'intervalle [0;1]. A chacune des extrémités de cet intervalle, 'un des deux critéres
est ignoré. Lorsque 'on considére d critéres, il faut alors d — 1 paramétres de compromis. Nous
nous restreignons dans cette section au cas bicritére.

Un premiére méthode simple et largement répandue est d’abord présentée, suivie de dévelop-
pements provenant de la théorie de la prise de décision multicritére.

Pour discuter de 'intérét de ces méthodes, il est nécessaire de définir ce qu’est un probléme
convexe. Informellement, un probléme d’optimisation combinatoire est convexe si ’ensemble des
solutions ou des décisions qui sont Pareto-optimales sont sur le bord « sud-ouest » de 'enveloppe
convexe des valeurs objectives admissibles (nous considérons que le bord de I'enveloppe convexe
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des valeurs objectives des solutions admissibles se découpent en quatre régions, la région « sud-
ouest » contenant une partie du front de Pareto).

Nous proposons ensuite une méthode pour les problémes combinatoires. Le principe d’agré-
gation proposé s’inspire d’approches existantes basées sur une direction au sens géométrique.
Ce principe est utilisé conjointement avec un ensemble de techniques qui permettent d’éviter
certains cas pathologiques dans le but de réaliser un choix pertinent relativement au paramétre
de compromis 6.

Cette méthode d’agrégation peut étre utilisée au sein d’une heuristique consistant en une
succession de décisions multicritéres qui sont ainsi remplacées par des décisions monocritéres.
Dans ce cas, chaque valeur du paramétre 6 conduit & une solution potentiellement nouvelle.
Nous proposons une méthode de recherche dichotomique pour générer efficacement un ensemble
représentatif de ces solutions.

Remarquons que dans le cas d’une heuristique ot les décisions multicritéres se succédent pour
aboutir finalement & une solution donnée (une heuristique gloutonne par exemple), il est possible
de générer ainsi toutes les solutions Pareto-optimales d’'un probléme non-convexe quand bien
méme toutes les décisions prises sont sur ’enveloppe convexe des valeurs objectives admissibles.
C’est. d’ailleurs le cas des problémes non-convexes qui se divisent en une succession de sous-
problémes convexes. Nous pouvons en revanche postuler que ces problémes sont rares.

Enfin, ces méthodes sont greffées a une heuristique d’ordonnancement existante pour la rendre
multicriteére.

2.3.1 Techniques d’agrégation

Les méthodes présentées ci-dessous ne concernent que la prise de décision multicritére et non
pas la construction d’ordonnancements. Nous considérons donc un espace de valeurs objectives
dont les points correspondent a des décisions. Comme cela est décrit par la suite, c’est en prenant
une succession de décisions qu’'un ordonnancement entier peut étre généré.

2.3.1.1 Moyenne arithmétique pondérée

Réaliser une moyenne arithmétique pondérée (ou plus généralement, une somme pondé-
rée [60]) d'un ensemble de valeurs objectives est une technique simple, rapide et efficace pour des
problémes convexes.

Le principe consiste a trouver la décision qui minimise la quantité 6 f1(d)+(1—6) f2(d) ou f1(d)
et fa(d) sont les valeurs objectives d’une décision d pour le premier et second critére, respec-
tivement. En faisant varier le paramétre de compromis 6, la recherche aboutit a des décisions
distinctes mais toujours Pareto-optimales.

La figure 2.3.1 offre une interprétation géométrique de ce mécanisme d’agrégation. Pour une
valeur donnée 6, on cherche la décision qui, dans ’espace des valeurs objectives, est présente

sur la droite de pente 7= dont I'ordonnée a l'origine A est minimale. Il s’agit donc de tracer

une droite de pente 1%96 et de la translater en direction de 'origine. Le dernier point rencontré

correspond & la décision recherchée. En 'occurrence, la décision do est retenue.
Toutefois, cette méthode n’est efficace que pour les problémes convexes. L’exemple représenté

sur la figure 2.3.1 ne correspond pas & un probléme convexe. Bien que la décision d; soit Pareto-
optimale, la moyenne pondérée ne permet pas de la retenir quelque soit la valeur du paramétre 6.
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FIGURE 2.3.1 — Interprétation géométrique de la moyenne arithmétique pondérée. La droite de
pente 1%% est translatée vers l'origine. La derniére décision rencontré est do.

2.3.1.2 Opérateurs d’agrégation pour la décision multicritére

La théorie de la prise de décision multicritére propose des outils pour gérer un ensemble de
critéres. Nous en abordons briévement quelques uns dans cette section.

Un ordre lexicographique peut étre spécifié sur les critéres. Le probléme résultant consiste
& optimiser en priorité le premier critére, puis a considérer successivement chaque critére dans
I'ordre donné en conservant les meilleures valeurs possibles pour les critéres déja optimisés.
Les décisions prises dépendent de l'ordre lexicographique choisi. Cependant, aucune décision
représentant un compromis entre plusieurs critéres ne sera retenue par ce mécanisme.

L’approche e-contrainte est présentée pour la premiére fois par Haimes et al. [79]. Elle re-
formule le probléme multicritére en un probléme monocritére qui se focalise en la minimisation
d’une seule des valeurs objectives initiales. Chacune des autres valeurs objectives est contrainte
par une valeur maximale qu’elle ne doit pas dépasser. En alternant le critére & optimiser et en
variant les bornes supérieures pour les autres critéres, il est possible d’atteindre ’ensemble des
décisions Pareto-optimales.

Une autre maniére d’aborder le probléme est de considérer la norme de Tchebycheff pon-
dérée de chaque décision relativement a un point utopique dans l’espace des valeurs objectives
qui domine toutes les décisions admissibles. La norme de Tchebycheff non-pondérée correspond
exactement & la norme infini. Celle-ci mesure la distance suivant I'une des dimensions entre deux
points. La dimension sélectionnée pour calculer la différence entre les valeurs objectives des deux
points est celle qui maximise cette distance. La pondération de cette norme permet de modifier
I'importance accordée a chaque critére. En variant les poids, chaque décision Pareto-optimale
peut étre atteinte.

Citons enfin la méthode OWA (Ordered Weighted Averaging) [154| qui généralise le principe
de la moyenne pondérée et qui est elle-méme généralisée par U'intégrale de Choquet [41]. Le
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domaine de ’agrégation des données et les problématiques associées sont présentés par Torra et
al. [144].

2.3.1.3 Approche basée sur une direction x

Des approches spécifiant un point et une direction de recherche pour obtenir une décision
Pareto-optimale ont été proposées dans le cadre de 'optimisation continue. Citons ’approche de
Pascoletti et Serafini [117]| qui reformule un probléme multicritére en probléme monocritére ou
la solution recherchée est la décision Pareto-optimale qui se situe sur une droite définie par un
point et une direction de recherche. Une présentation synthétique de ce type de méthodes est
disponible dans [61]. Notons que ces méthodes ne souffrent pas de I'inconvénient de la moyenne
pondérée pour les problémes non-convexes.

Cependant, I'espace des valeurs objectives est discret pour I'optimisation combinatoire. Nous
cherchons donc la décision Pareto-optimale la plus proche d’une droite donnée. Dans notre mé-
thode, le compromis a réaliser est représenté par une direction & prendre dans ’espace des valeurs
objectives a partir de 1’origine.

Algorithmiquement, nous réduisons ’ensemble des décisions possibles a celles qui sont Pareto-
optimales. Ensuite, étant donnée une valeur du paramétre de compromis 6, chaque décision est
soumise au calcul suivant :

V2 + y?sin 07 _ arccos ——m——
2 /IL’Z +y2

ou, par concision, z = fi(d) et fa(d). La décision qui minimise cette expression est celle qui est
la plus proche de la droite affine faisant un angle de 67 avec I’axe des abscisses.

La distance entre une décision et une droite s’obtient par de simples développements trigono-
métriques dont nous détaillons les étapes principales dans I’exemple illustré sur la figure 2.3.2. Le

2‘”+ = correspond a l'angle formé par I'axe des abscisses et la droite qui passe par
Y

la décision d; et l'origine. Considérons le triangle rectangle délimité par la décision dy, l'origine
et la projection de la décision d; sur la droite définie par le parameétre de compromis (i.e., la
direction choisie). La longueur de son hypoténuse est \/22 + y2. Dans cet exemple, la décision dy
est retenue bien qu’elle ne soit pas sur le bord de ’enveloppe convexe.

terme arccos

2.3.2 Normalisation et changement de repére

Supposons que nous souhaitons obtenir une décision avec un compromis équitable entre les
deux critéres. Dans ce cas, la valeur du paramétre de compromis & choisir est # = 0,5. Dans
I’exemple pathologique de la figure 2.3.3, la décision d; est retenue car 'amplitude des valeurs
produites par la fonction f; est importante relativement & fs. La décision dj est d’autre part la
meilleure pour la fonction objective fo. Ce n’est manifestement pas le résultat attendu. Intui-
tivement, nous souhaitons obtenir une décision qui soit située au milieu de I’espace des valeurs
objectives pour 6 = 0, 5.

Nous procédons donc par une normalisation des valeurs objectives. Pour chaque critére, les
valeurs objectives sont divisées par la valeur maximale atteinte. Ainsi, I’espace des valeurs ob-
jectives se cantonne au maximum & [0; 1]? dans le cas bicritére. Cette normalisation permet par
ailleurs de manipuler des valeurs comparables, c’est-a-dire des valeurs sans dimension (au sens
physique du terme).

Un autre cas pathologique, bien que normalisé, est représenté sur la figure 2.3.4. Dans cette
exemple, la moitié des valeurs de 6 (celles dans I'intervalle[0; 0, 25] U [0, 75;1]) conduit & seule-
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FIGURE 2.3.2 — Approche basée sur une direction a partir de l'origine. La décision la plus proche
de la droite définie par la direction est sélectionnée, & savoir dj.
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FIGURE 2.3.3 — Espace de valeurs objectives non-normalisé. La fonction f; fournit en générale
des valeurs plus grandes que fs.
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FIGURE 2.3.4 — Exemple de concentration des décisions dans ’espace des valeurs objectives

ment deux décisions. Or, si nous varions le parameétre 6, c’est dans I'idée d’obtenir des décisions
présentant des compromis différents.

Notre solution consiste a changer 1’origine de ’espace des valeurs objectives de telle sorte que
les points de coordonnées (0;1) et (1;0) correspondent aux décisions les plus favorables pour le
second critére et le premier critére, respectivement. Finalement, 1’espace des valeurs objectives
est [0;1)2.

Bien que ces méthodes ne préviennent pas toutes les situations pathologiques, elles rendent
deux fonctions objectives comparables grace a des transformations simples et génériques.

2.3.3 Recherche dichotomique *

Notre contexte d’étude est celui ol une succession de décisions multicritéres nécessitent d’étre
prises pour aboutir & un ordonnancement. Nous postulons que le compromis entre les valeurs
objectives d'une solution donnée dépend du parameétre de compromis. Nous pouvons donc générer
un ensemble de solutions en incrémentant itérativement le paramétre 6 d’une faible valeur.

Une faible variation de # ne conduit pas systématiquement a un nouvel ordonnancement. Pour
éviter la redondance des solutions, nous proposons une méthode de recherche dichotomique. Nous
faisons I’hypothése que si la méme solution est obtenue en utilisant deux valeurs 6 et 6’ distinctes,
alors toutes les valeurs de I'intervalle [f, '] conduiront a la méme solution. Cette hypotheése justifie
Palgorithme 2.1 qui génére efficacement un ensemble de solutions avec des compromis différents.
La génération des solutions commence avec les valeurs extrémes 0 et 1. Chaque étape consiste
a choisir une valeur intermédiaire entre une paire de valeurs (en l'occurrence, leur moyenne) et
a comparer la solution générée avec celles obtenues avec la paire de valeurs. Si une comparaison
révéle une égalité, alors I'intervalle concerné pour le paramétre de compromis n’est pas exploré.
Sinon, deux nouvelles paires de valeurs définissent deux nouveaux intervalles & explorer. Pour
mettre fin & la recherche, une taille minimale € pour les intervalles est spécifiée.
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Algorithme 2.1 Recherche dichotomique
1: Générer les ordonnancements oy et 01 avec les valeurs de compromis 0 et 1
2: Empiler I'intervalle [0;1]

3: tant que il reste au moins un intervalle dans la pile faire

4:  Dépiler un intervalle [, 6]

5. Générer un ordonnancement 04,4 avec la valeur de compromis 9459'
2

/ 1 ~
=0 > ¢ alors {Assure I'arrét de la recherche}

Si 0y # 0¢4e alors
2

6: si

: Empiler l'intervalle [6; 9+T9l]
9: fin si
10: si ogr # 041¢ alors
2
11: Empiler l'intervalle [9%9,; 0]
12: fin si
13:  fin si

14: fin tant que

2.3.4 Application a ’ordonnancement

Nous étendons une heuristique d’ordonnancement, HEFT [143], au cas multicritére en utili-
sant les méthodes précédemment décrites dans les sections 2.3.1.3, 2.3.2 et 2.3.3.

La section 2.2.2 décrit le modéle d’ordonnancement de fagon générale : il s’agit d’ordonnancer
une application modélisée par un graphe de taches sur une plateforme de calcul hétérogéne. Le
résultat de I'opération donne pour chaque processeur ’ensemble de tiches que ce dernier doit
exécuter et dans quel ordre (les taches étant ordonnancées au plus tot).

La description de I’heuristique HEFT nécessite I'introduction des notations suivantes. Soit
le graphe de taches G = (T, E). L’ensemble Succ(t;) désigne les successeurs de la tache ¢;, c’est-
a-dire les taches dont I'exécution ne peut démarrer tant que la tache ¢; n’a pas commencé. La
tache ¢; € T sur le processeur p; € P prend w] unités de temps et la communication (¢;,t) € E

entre les taches ¢; et t; exécutées respectivement sur les processeurs p; et p;» nécessite dﬁ,/ unités
de temps.

L’algorithme 2.2 détaille le fonctionnement de I'heuristique. On distingue deux étapes. D’a-
bord, toutes les taches sont triées en fonction de leurs rangs. Intuitivement, le rang d’une tache
est lié a la durée que prendrait 'ordonnancement pour finir son exécution s’il ne restait que
cette tache et ses descendants & exécuter sur un nombre infini de ressources. Le calcul des rangs
utilise des coflits moyens. Cette quantité est donc heuristique et sert & ordonner les taches en
commencant par celles qui impactent potentiellement la durée totale de I'ordonnancement de
facon critique. Chaque tache, parcourue par rang décroissant, est ensuite ordonnancée au plus
tot, c’est-a-dire sur le processeur sur lequel son exécution finit le plus t6t.

Dans le cas bicritére, le calcul des rangs inclut le second critére s’il peut se mesurer pour
chaque tache. Chaque tache posséde alors deux rangs, un pour chaque critére. Les taches sont
ensuite triées en utilisant un mécanisme d’agrégation. Suivant la valeur du paramétre de com-
promis €, I'un des critéres est favorisé. L’étape d’ordonnancement proprement dite consiste &
minimiser la date de fin d’exécution de chaque tache. Le second critére est mesuré & chaque
étape et nous cherchons aussi & minimiser la valeur obtenue. Le compromis entre chaque critére
dépend une fois encore du paramétre de compromis. Un exemple d’utilisation ot le second cri-
tére est considéré est décrit dans la section 3.6.2.2. Il s’agit en 'occurrence de la robustesse des
ordonnancements.
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Algorithme 2.2 Algorithme HEFT

1: pour chaque t; € T faire {Parcourt les taches dans un ordre topologique inverse}

. . — 1 J ida oy a 1 .
20w ijGP w]  {Consideére le cotit moyen de chaque tache sur I'ensemble des machines}

m
3 dy = # Z(pjmj/)epz dgl.j;/ {Considére le colit moyen de chaque communication entre chaque
paire de machines}
4 rang(t;) = w; + maxy, esuce(t;) (i + rang(ty)) {Calcule le rang de chaque tache}
5. fin pour
6: Trier les taches suivant leurs rangs dans un ordre décroissant
7: tant que il reste au moins une tache non-ordonnancée faire
8 Soit t la premiére tache non-ordonnancée
9 pour chaque p € P faire
10: Calculer la date de fin d’exécution de t si elle est ordonnancée au plus tot sur p
11:  fin pour
12:  Assigner ¢ sur la machine qui minimise sa date de fin d’exécution
13: fin tant que

2.4 Algorithmes évolutionnaires multicritéres

Les algorithmes génétiques sont une classe d’heuristiques introduite par Golderg |75] et qui
se sont révélés efficaces en pratique. Plusieurs variantes ont été proposées et nous retiendrons les
algorithmes évolutionnaires qui ont pour principe de faire évoluer une population de solutions.
Cette évolution se décompose en une succession de génération. A chaque génération, de nouvelles
solutions sont générées & partir des solutions de la génération précédente. Il existe deux méca-
nismes permettant de produire une solution : les mutations et les croisements. L’application d’un
opérateur de mutation sur une solution engendre une nouvelle solution qui différe légérement
de la solution initiale. D’autre part, deux solutions peuvent étre croisées de maniére & aboutir
& deux nouvelles solutions. L’hypothése des algorithmes évolutionnaires est que de meilleures
solutions peuvent ainsi étre produites. Enfin, les meilleures solutions parmi toutes celles générées
a une génération donnée sont sélectionnées. Pour obtenir un algorithme évolutionnaire pour un
probléme spécifique, il faut définir la facon dont sont représentées les solutions, la fonction objec-
tive, 'opérateur de croisement et I'opérateur mutation. Comme les algorithmes évolutionnaires
définissent des régles d’optimisation génériques, ils font parties des métaheuristiques. Les algo-
rithmes évolutionnaires constituent une méthode efficace pour les problémes dont la combinatoire
est exponentielle.

Gréace aux indicateurs présentés dans la section 2.2.3, nous pouvons détailler quelques tech-
niques évolutionnaires récentes qui spécifient les méthodes de sélection utilisées a chaque géné-
ration. Les quelques algorithmes évolutionnaires multicritéres présentés sont implémentés dans
deux plateformes que nous évoquons.

Nous illustrerons ensuite les mécanismes de mutation et de croisement pour le probléme de
lordonnancement de graphes de taches sur une plateforme hétérogéne. Enfin, un algorithme
évolutionnaire utilisant ces mécanismes est proposé et nous prouvons sa convergence pour le
probléme d’ordonnancement multicritére décrit dans la section 2.2.2.

Les notations introduites dans cette section sont résumées dans le tableau 2.2.

2.4.1 Meéthodes récentes

De nombreux algorithmes évolutionnaires ont été proposés pour 'optimisation multicritére.
Ces algorithmes définissent les procédures de sélection intervenant sur la population lorsque sa



60 CHAPITRE 2. ORDONNANCEMENT BICRITERE

Symbole | Définition
S5(t)

Population archive de ’algorithme évolutionnaire a
I’étape t

O* | Ensemble des solutions Pareto-optimales

Nombre de solutions de ’ensemble O’ qui ne sont pas

/
%0(0") présentes dans ’ensemble O
N Nombre maximal de solutions dans chaque population
d’un algorithme évolutionnaire (N = |S(¢)])
Y Matrice stochastique homogéne décrivant les transitions
de I'algorithme évolutionnaire
led(E) Diamétre de I'extension linéaire de ’ordre partiel

obtenu a partir d’'un graphe de tache

Pm | Probabilité de mutation

Ensemble des états possibles d’un processus markovien
H | correspondant toutes populations possibles, c¢’est-a-dire
tous les ensembles O tel que |O| = N

Ensemble d’états possibles d’un processus markovien
(H C H)

Etat d’un processus markovien correspondant a une
population, c¢’est-a-dire un ensemble O tel que |O| = N
Noyau markovien donnant la probabilité que 'état soit
dans H a I’étape t + 1 lorsque son état est x a ’étape t

H

X

K(z,H)

TABLE 2.2 — Liste des notations utilisées dans la section 2.4

taille s’accroit. En revanche, les opérateurs de mutation et de croisement doivent étre spécifiés
pour chaque probléme.

Deb et al. [50] proposent NSGA-II, un algorithme qui se base sur le tri non-dominé et sur
la distance de promiscuité (que nous décrivons plus bas) pour sélectionner un sous-ensemble
de solutions parmi un ensemble de solutions donné. La procédure de tri non-dominé consiste &
trier les solutions en les séparant en plusieurs fronts de solutions non-dominées. Les solutions
non-dominées sont dans le premier front. D’autre part, le k™ front contient les solutions qui ne
sont dominées que par les solutions du k — 1'*™¢ front. Lors d’une sélection, les solutions qui sont
dans les premiers fronts sont d’abord conservées. Dans le cas ot les solutions d’'un méme front
ne peuvent pas toutes étre sélectionnées, la distance de promiscuité est utilisée pour favoriser
les solutions dont les valeurs objectives se trouvent dans une partie de I’espace relativement peu
explorée. Cette distance se calcule pour chaque solution en considérant ses deux solutions voisines
les plus proches dans l'espace des valeurs objectives. La valeur de la distance est le périmétre
du pavé formé par ses deux solutions voisines. Plus cette valeur est faible, plus les voisins en
question sont rapprochés, auquel cas la solution considérée n’apporte sans doute pas beaucoup
de diversité a la population. Un exemple du calcul de la distance de promiscuité est donné sur
la figure 2.4.1.

Zitzler et al. [162] décrivent SPEA2 qui utilise une méthode de sélection similaire a celle
de NSGA-II. Cette fois, chaque solution est sélectionnée suivant le nombre de solutions qu’elle
domine. En cas d’égalité entre deux solutions, la densité de chacune des deux solutions est estimée
par un mécanisme basé sur le voisinage dans I’espace des valeurs objectives. La solution présente
dans la zone la moins dense est sélectionnée.

L’algorithme PESA-II [45] spécifie une méthode de sélection des solutions. L’espace des va-
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FIGURE 2.4.1 — La distance de promiscuité de I’ordonnancement oo est donnée par le périmétre

du rectangle formé par les ordonnancements 01 et o3 qui sont les plus proches (dans chacune des
directions) de oy dans espace des valeurs objectives

leurs objectives est divisé en plusieurs zones. Ensuite, plusieurs de ces zones, parmi celles non-
vides, sont choisies. Dans chacune d’elles, une solution arbitraire est conservée. Le but de cette
méthode est de favoriser une répartition uniforme des solutions dans ’espace des valeurs objec-
tives.

L’algorithme IBEA est présenté dans [161]. Les auteurs constatent que la majeure partie des
méthodes de recherche multicritére se focalisent sur deux aspects :

— la distance des solutions générées au front de Pareto, et

— T'uniformité de la répartition des solutions dans ’espace des valeurs objectives.
Cependant, il n’existe pas de justification théorique & cette démarche. L’algorithme IBEA permet
d’incorporer des préférences définies par le preneur de décision sous la forme d’indicateurs, de
fonctions d’utilité, de logique floue ou encore grace a la programmation par contrat (voir [43]
pour un inventaire des méthodes existantes pour spécifier des préférences). Les auteurs illustrent
leur méthode en utilisant deux indicateurs : I'e-indicateur binaire et I'hypervolume.

Deb et al. [51] introduisent OMNI comme approche s’appliquant & la fois pour les proble-
mes monocritéres et ceux multicritéres. Leur solution améliore NSGA-II sur différent points. Par
exemple, le tri des solutions par front utilise la notion d’e-domination (basée sur un principe
similaire a le-indicateur). D’autre part, des solutions distinctes partageant les mémes valeurs
objectives sont toutes conservées. Bien que les modifications proposées améliorent les perfor-
mances pour quelques problémes spécifiques, il n’est pas certain qu’elles aient un impact pour
les problémes d’ordonnancement de par leur nature combinatoire.

Une description des développements récents dans ce domaine est disponible dans [43]. D’autre
part, Wagner et al. [148] comparent empiriquement les performances d’algorithmes évolution-
naires (dont NSGA-II, SPEA2 et IBEA) sur des problémes comportant de trois a six critéres.
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2.4.2 Implémentations

La plateforme ParadisEO [37] permet d’utiliser de facon simplifice & la fois des métaheu-
ristiques basées sur l'optimisation d’une solution et des métaheuristiques travaillant sur une
population de solutions. Le cas monocritére et le cas multicritére sont traités. Il est aussi pos-
sible de concevoir des méthodes paralléles et distribuées. Parmi les métaheuristiques que nous
avons présentées, NSGA-II, SPEA2 et IBEA sont implémentées.

La plateforme PISA [29] se focalise sur les méthodes de recherche multicritére et les problémes
associés. La plateforme facilite la validation d’une nouvelle méthode sur ’ensemble des problémes
fournis. Inversement, le comportement des métaheuristiques implémentées pour un nouveau pro-
bléme s’observe aisément. Notons I'implémentation des mémes méthodes principales : NSGA-II,
SPEA2 et IBEA. Du coté des problémes d’optimisation, notons la disponibilité d’'un probléme
de sac-a-dos et d’un probléme d’ordonnancement.

2.4.3 Mutation et croisement pour ’ordonnancement

Pour tout probléme spécifique, comme celui de 'ordonnancement, il est nécessaire de définir
la représentation des solutions au sein de l'algorithme évolutionnaire, la fonction d’évaluation et
les opérateurs de mutation et de croisement.

Nous rappelons que le probléme considéré consiste a ordonnancer un graphe de tache G =
(T, E) sur une plateforme hétérogéne. Précisément, nous souhaitons déterminer sur quel proces-
seur chaque tache doit étre exécutée et quel est I'ordre d’exécution des taches sur chaque pro-
cesseur. Dans ce probléme, les taches sont exécutés au plus tot tout en respectant les contraintes
de dépendance et I'ordre d’exécution des taches. Nous notons n = |T'| le nombre de téaches.

De nombreuses méthodes ont été proposées pour l'ordonnancement sur un systéme paralléle
dans le cas monocritére [86, 166, 151]. Nous retiendrons l'approche de Wang et al. [149] qui
est adaptée a 'ordonnancement de taches dépendantes sur une plateforme hétérogéne. Nous
détaillons désormais leur approche.

Un ordonnancement est représenté par deux tableaux de n valeurs qui sont appelés chaine
de correspondance et chaine d’ordonnancement. La ™€ tache est assignée au processeur désigné
par la ™€ valeur de la chaine de correspondance. Cette chaine définit donc sur quel processeur
doit étre exécutée chaque tache. La chaine d’ordonnancement est un tri topologique des téches,
c’est-a-dire que si la tache ¢ est positionnée avant la tache ¢’ dans cette chaine, alors la tache #’
n’est pas un ancétre de la tache t. Cette chaine est utilisée pour déterminer 'ordre d’exécution
des taches sur chaque processeur. En considérant que les taches ¢ et ¢’ mentionnées plus haut sont
assignées au méme processeur, alors la tache t est exécutée avant . Ces deux chaines déterminent
entiérement une solution pour notre probléme d’ordonnancement.

L’opérateur de mutation génére une solution aléatoire a partir d’une solution donnée. L’opé-
ration modifie & la fois la chaine de correspondance et la chaine d’ordonnancement. Une tache
est d’abord sélectionnée aléatoirement et son processeur correspondant dans la chaine de corres-
pondance est remplacé par un processeur choisi aléatoirement. La chaine d’ordonnancement est
altérée relativement a cette méme tache. Cependant, un nouveau tri topologique doit étre obtenu
lorsqu’une mutation est réalisée. Cela signifie que cette tache ne peut étre repositionnée dans le
tri topologique que si son nouvel emplacement ne contredit pas la définition d’un tri topologique.

L’opérateur de croisement génére deux solutions a partir d’une paire de solutions. Pour cela
les deux chaines d’une des solutions de départ sont séparées en deux parties. Une nouvelle chaine
de correspondance est obtenue en prenant la partie gauche de la chaine de correspondance d’une
des solutions de départ et en la complétant avec la partie droite de 'autre solution de départ.
Une nouvelle chaine d’ordonnancement est obtenue grace a la partie gauche d’'une des chaines
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d’ordonnancement de départ et en complétant le tri topologique en respectant ’ordre défini
par 'autre chaine d’ordonnancement de départ. En réalisant ces opérations réciproquement,
nous obtenons deux chaines de correspondance et deux chaines d’ordonnancement qui sont alors
assemblées en deux solutions finales.

Les fonctions objectives dépendent du probléme multicritére traité. La méthode décrite
dans [149] s’applique & l'ordonnancement multicritére de graphes de taches quelque soient les
critéres. Les critéres spécifiques que nous avons utilisés sont décrits dans la section 3.6.2.3.

2.4.4 Extension de I’algorithme NSGA-IT «

L’algorithme NSGA-II (détaillé dans la section 2.4.1) est une métaheuristique multicritére
faisant référence et générant des résultats comparables a IBEA pour les problémes combina-
toires [161]. Nous décrivons dans cette section un algorithme évolutionnaire multicritére qui dif-
fere de NSGA-II par quelques ajustements afin de le rendre convergeant sous certaines conditions
détaillées par la suite.

L’algorithme 2.3 décrit la boucle principale de ’algorithme de recherche que nous propo-
sons. Cette boucle est répétée pour chaque étape t. La population parente P(t) est combinée
a la population générée Q(t) a la ligne 1 pour obtenir la population R(t). A la ligne 2, cette
population est alors partitionnée en ensembles de solutions non-dominées de la méme maniére
qu’avec NSGA-II. Ainsi, chaque solution du front O; 41 est dominée par au moins une solution de
front O;. L’ensemble S est mis & jour de la ligne 3 a la ligne 11. Cet ensemble contient les solutions
non-dominées rencontrées au cours de la recherche et constitue un ajout vis-a-vis de ’algorithme
initial. A la premiére itération, I'ensemble S est vide. Cette étape assure que toute solution
insérée dans S y reste jusqu’a ce qu’elle soit dominée par une nouvelle solution. Il s’agit d’un
mécanisme d’élitisme qui n’interagit pas avec la recherche de nouvelles solutions. Les lignes 12
a 16 probabilisent la sélection des solutions de R(t) qui feront partie de la nouvelle population
parente P(t + 1) et qui seront utilisées pour générer la population Q(t + 1). Cette sélection est
nécessaire car la taille des populations a chaque étape est fixe. Le parameétre [ dénote 'impor-
tance accordée aux premiers fronts. Lorsque la valeur de ce paramétre augmente, la probabilité
qu’une solution parmi les premiers ensembles soit retenue dans P(t 4 1) augmente. Inversement,
lorsque [ = 0, chaque front posséde la méme importance. La distance de promiscuité est utilisée
pour comparer deux solutions appartenant au méme front O;. Elle permet de déterminer quelle
solution est positionnée dans la zone de I’espace des valeurs objectives la moins dense et donc la
solution qu’il faut conserver pour favoriser la diversité. Sur un front donné, la priorité est donnée
aux solutions possédant la distance de promiscuité la plus large. Ces solutions sont d’ailleurs
sélectionnées avec une probabilité plus importante (ligne 16). Au final, la solution s; du front O;
est sélectionnée avec la probabilité p;; > 0. Comme cette probabilité est non-nulle, chaque solu-
tion peut étre sélectionnée pour faire partie de la génération suivante. La sélection des solutions
se fait suivant les probabilités p;; a la ligne 19. Enfin, la nouvelle population Q(t+ 1) est générée
a la ligne 20. Dans la fonction générer-population, la sélection est non-déterministe et la proba-
bilité de croisement est strictement inférieure & un. Ainsi, toute solution peut potentiellement se
retrouver inchangée a ’étape suivante.

2.4.5 Conditions de convergence *

Nous prouvons qu’il y a convergence vers un ensemble de solutions Pareto-optimales lorsque
I’algorithme décrit dans la section 2.4.4 est utilisé conjointement avec les techniques évoquées
dans la section 2.4.3 pour le probléme d’ordonnancement.
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Algorithme 2.3 Version modifiée de la boucle principale de NSGA-II

1

— s =
W 29

R(t) = P(t) UQ(t) {Combine la population parente et celle générée}

O = tri-non-dominé(R(t)) {O = (01,0, ...) sont les fronts non-dominés de R(t)}

pour chaque o € O; faire {Pour chaque solution non-dominée o}
D,={se S(t): flo) < f(s)} {D, : ensemble de solutions dans S dominées par o}
No={se€ S(t): f(s) < f(o)} {N, : ensemble de solutions de S dominant o}
S(t)=5S(t)\ D, {Enléve les solutions dominées de S}
si N, =0 et |[S(t)| < N alors

S(t) = S(t) U{o} {Ajoute 0 a S en garantissant que |S| < N)}

fin si

fin pour

:S(t+1)=5()

14:

15:
16:

17:
18:
19:

20:

21:

: pour chaque O; € O faire
1

pi = {Calcule la probabilité de sélection du front O;}

xS0
distance-promiscuité(O;) {Calcule les distances de promiscuité ¢;; de chaque solution s; du
front O;}

pour chaque o; € O; faire {Pour chaque solution 0; du front O; triée par c;; décroissant}

Pij = Di X ﬁ {Calcule la probabilité de sélection de la solution o; du front O;}
X2t
fin pour
fin pour
P(t+ 1) = séléction(N, R(t), {pi;}) {Sélectionne N éléments distincts de R(t) tirés

aléatoirement selon les probabilités p;;}

Q(t + 1) = générer-population(P(t + 1)) {Utilise les opérateurs de mutation et de croisement
pour créer une nouvelle population}

t=t+1 {Incrémente le compteur de génération}
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Rudolph [126, définition 3| définit la condition pour qu'un algorithme évolutionnaire multicri-
tére converge. Soit O* I'ensemble des solutions Pareto-optimales. Nous notons S(t) la population
générée par algorithme évolutionnaire a 1’étape ¢. Enfin, do(O’) est le nombre de solutions
de 'ensemble O’ qui ne sont pas présentes dans ’ensemble O. Un algorithme évolutionnaire
converge presque sirement vers un ensemble de solutions Pareto-optimales si dp«(S(t)) — 0
lorsque t — oo. Il est évident que la population S(t) n’est jamais vide sauf s’il n’existe aucune
solution admissible. Nous en déduisons que lorsque ¢ — oo, |S(t)| = min(|O*|, N).

Nous donnons des conditions suffisantes pour assurer la convergence de notre algorithme en
considérant la définition précédente de la convergence. Pour cela, nous étendons les résultats
existants pour prendre en compte les opérateurs de mutations locales.

Pour prouver la convergence, il est nécessaire de prouver la proposition suivante qui énonce
que toutes les solutions de ’ensemble S tendent a étre Pareto-optimales tandis que ¢t augmente.

Proposition 2.1. Soit P(t) la population parente de taille N a l’étape t et k > 0 un entier.
Soit M la matrice stochastique homogéne'® décrivant les transitions entre 'étape t et I’étape t +
k—1 (de P(t) a Q(t+ k —1)). Soit S l’ensemble des solutions résultant de l’algorithme 2.5.
Si la matrice M est positive, alors 0p+(S(t)) — 0 et |S(t)| — min{N, |O*|} presque sirement
lorsque t — oc.

Démonstration. La preuve s’inspire de [126, Proposition 4]. Si a I'étape ¢, S(t) contient une
solution non-optimale s, alors l'algorithme évolutionnaire génére presque slirement et en temps
fini une solution o qui domine s. En effet, la matrice M est positive et cela implique que toute
solution admissible peut étre obtenue & partir de n’importe quelle autre solution. Les lignes 3
a 11 garantissent que l'algorithme évolutionnaire remplace s par o dans S. De plus, ces mémes
lignes assurent qu’une solution Pareto-optimale présente dans S y reste indéfiniment. O

Cela signifie que 'algorithme 2.3 converge si la matrice de transition M est positive (i.e.,
tous ses éléments sont strictement positifs). Plus précisément, il converge si 'ensemble S tend a
n’étre composé que de solutions Pareto-optimales lorsque ¢ — oo.

Nous montrons qu’il existe un entier positif x tel que la matrice de transition entre I’étape ¢ et
I’étape t + k — 1 est positive. Nous utilisons 'opérateur de mutation décrit dans la section 2.4.3.
Cette mutation est locale, c’est-a-dire qu’elle ne permet que de générer un sous-ensemble des
solutions admissibles & partir d’une solution donnée. Cet ensemble de solutions est d’ailleurs
appelé voisinage. Le lemme 2.2 affirme cependant qu’appliquer x fois cet opérateur aboutit a un
opérateur de mutation globale.

Proposition 2.2. L’opérateur de mutation locale proposé par Wang et al. [149] est équivalent

a un opérateur de mutation globale s’il est appliqué k = max(n, led(F)) < max(n, w) fois
successiwement, avec n le nombre de taches et led(E) le diamétre de l’extension linéaire [66] du

graphe de taches.

Démonstration. Chaque ordonnancement est représenté par I'intermédiaire de deux chaines : la
chaine de correspondance qui spécifie le processeur auquel est assignée chaque tache; et la chaine
d’ordonnancement qui précise ’ordre d’exécution des taches.

Le nombre de mutations successives requises pour passer d’une chaine de correspondance
quelconque a une autre s’obtient en considérant chaque élément de la chaine. Chaque fois qu'une
tache est sélectionnée, elle est assignée & un processeur choisi aléatoirement sans contrainte
additionnelle. La probabilité d’obtenir une chaine de correspondance donnée a partir d’une chaine

1. La dimension de M est C}, ou 7 est le nombre de solutions admissibles.
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quelconque aprés n mutations est bornée par d,,, = (%)n n! > 0 ot n est le nombre de taches, m

le nombre de processeurs et p,, > 0 la probabilité qu'une mutation se produise.

La chaine d’ordonnancement est une extension linéaire d’un ordre partiel £ obtenu a partir
du graphe de taches G (en 'occurrence 'ordre partiel correspond effectivement aux contraintes de
dépendance définies dans I'ensemble E). Toute mutation doit modifier cette chaine en respectant
l'ordre partiel (i.e., les contraintes de dépendance). Le nombre maximal de permutations requises
pour obtenir une extension linéaire donnée & partir d’une autre est appelé le diamétre de 'ex-
tension linéaire led(E). Felsner et al. [66] ont montré qu'une borne supérieure de ce diamétre est
donnée par Inc(E), le nombre de paires d’éléments incomparable dans E. Ainsi, led(F) < @

La probabilité d’obtenir une chaine d’ordonnancement donnée a partir d’une chaine quelconque
led(E)
> 0.

Aprés k = max(n,led(E)) < max(n, mutations, la probabilité d’obtenir un ordonnan-
cement donné & partir d’un ordonnancement quelconque est bornée par d,, = dm,0m, > 0. Nous
obtenons donc un opérateur de mutation globale en appliquant successivement des mutations
locales. O

apreés led(E) mutations est bornée par 6, = (2% )
n(n—1) )
2

Le lemme précédant suppose que les mutations sont appliquées successivement. Cependant,
une mutation se produit entre les opérations de croisement et de sélection. Le lemme 2.3 montre
que K étapes successives (croisement, mutation et sélection) n’impactent pas la convergence de
I’algorithme évolutionnaire si I'on suppose que toute solution d’une population parente peut
survivre aux croisements et aux sélections pour se retrouver dans la population générée.

Nous introduisons quelques notations et définitions avant d’énoncer le lemme 2.3. Soit H
I’ensemble des états possibles d’un processus stochastique. L’état du processus a ’étape t est
noté X;. Un noyau markovien K se définit par K(x, H) = Pr[Xiy; € H | X; = z], c’est-a-dire la
probabilité que I’état du processus stochastique soit dans H C H a I'étape t 4+ 1 lorsque son état
est z a I'étape t. Chaque état = correspond a une configuration de la population P(t) donnée. Le
produit des noyaux (K., K,,, K;) est le noyau markovien représentant une étape de I’algorithme
évolutionnaire. L’opérateur de croisement correspond a K., celui de mutation est K, et celui de
sélection K. Enfin, le noyau K itéré s fois se note K (%)

Lemme 2.3. Soit K (x,{x}) > 6. et K(z,{z}) > d5 pour tout x € H. Alors, pour tout H CH
(Ko K Ko™ (2, H) > (5:0,)" KW (x, H)

Démonstration. (Par induction) Nous notons 1z (x) la fonction indicateur pour un ensemble H

(1g(z) = 1 si ® € H, 0 sinon). D’aprés les hypothéses du lemmes, K.(x,H) > d.1p(x)

et Ks(x,H) > 0s1p(x) pour tout x € H et pour tout H C H. Nous initialisons l'induction
pour k = 1 en développant (K. K, Ks) (z, H)

(Ko o K (2 11) = [ ( / Kc<x,dz>Km(z,dy>) Ky, H)

> [ ( / acldm)ffm(z,dy)) 5.1 ()

> 6.6, /H ( /H 1dz(x)Km<z,dy>>

> 6.0, / Ko, dy)
H

> 605K (z, H) (2.4.1)
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Nous montrons désormais que I’hypothése est correcte pour k > 1. L’équation 2.4.1 induit
que

(Ko Ky Ko)WY (2, H) = / (Ko Ky K)"™ (y, H) (K, K K) (, dy)
H

> 5655/ (Kc Ky, KS)(H) (va)Km(xvdy)
H

Par hypothése d’induction,

/ (K, Ko ) (y, H) K (. dy) > / (5.6, KUy, H)E (i, dy)
H H

et par définition, K7(7f+1)(x, H)= [}, KW (y, H) Ky, (x,dy). Ainsi, 'hypothése est vraie pour x >
1. O

Nous énoncons le résultat principal de cette section.

Théoréme 2.4. L’algorithme 2.8 converge presque sirement vers un ensemble de solutions
Pareto-optimales en temps fini.

Démonstration. Soit M = (m;;) la matrice des probabilités de transition entre une population
(correspondant & un état i) a 'étape ¢ et une autre (correspondant a un état j) a 'étape t+x —1
avec k > 0. D’aprés la proposition 2.1, il faut prouver que M est positive. Le lemme 2.2 montre
que si k > max(n,led(E)), alors Kf:)(i, {7}) > 0 pour tous les états ¢ et j. Soit m;; la probabilité
de transition entre 1'état ¢ et ’état j quand le processus stochastique est appliqué k fois. Par
définition, m;; = (K. K, K™ (i,{j}). Le lemme 2.3 montre que mij > (0005)" K (1,{j}) >0
si 0. et 05 sont strictement positifs. Comme ’algorithme spécifie que la probabilité de croisement
est strictement inférieure a 1 et que la phase de sélection est stochastique, alors 6. > 0 et 5 >
0. O

Pour résumer, la version modifiée de NSGA-II converge vers un ensemble de solutions opti-
males, mémes avec des mutations locales.

2.5 Conclusion

Nous présentons dans ce chapitre un ensemble de concepts liés & 'ordonnancement bicritére en
nous abstrayant des critéres considérés. Deux techniques d’optimisation génériques sont proposées
a ce titre et sont évaluées dans le chapitre 3.

La premiére est une heuristique gloutonne qui étend une méthode de la littérature en rem-
placant chaque décision monocritére par une décision bicritére. La technique finale fait appel
& cette heuristique plusieurs fois en utilisant un principe de dichotomie. Quelques mécanismes
pratiques sont utilisés pour éviter de gérer des espaces de valeurs objectives indésirables. En
revanche, toutes les situations pathologiques ne sont pas prises en compte. Nous pensons qu’il
serait intéressant de formaliser les décisions multicritéres successives que I’on rencontre dans les
stratégies de construction gloutonnes.

Dans la derniére section, une métaheuristique est introduite et sa convergence est prouvée.
Bien que cette propriété soit intéressante, elle ne dénote pas la qualité de ’approche en terme
d’efficacité. Estimer la rapidité de convergence aurait un impact plus fort en pratique. L’étude
des marches aléatoires (random walks) dans les graphes a permis d’obtenir certains résultats a ce
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regard (un algorithme évolutionnaire est considéré comme une marche aléatoire dans [83]). Plus
précisément, nous pourrions étendre nos résultats en nous intéressant au temps moyen nécessaire
pour couvrir I’ensemble des états possibles d’un processus stochastique (voir [111, 108] pour un
aper¢u du domaine et des concepts de temps de couverture, de frappe et de mixage).
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3.1 Introduction

L’ordonnancement de taches & durée aléatoire s’inscrit dans le contexte des environnements
de calcul distribué que nous abordons dans un premier temps. Nous caractérisons ’'incertitude
considérée et donnons enfin un apercu du plan de ce chapitre.

3.1.1 Description du contexte

Les environnements de calcul distribué évoluent vers des systémes toujours plus complexes.
Les environnements actuels sont dynamiques, larges et reposent sur des architectures matérielles
sophistiquées. Cette tendance multiplie les sources possibles d’incertitude. Cela rend imprévisibles
la charge de calcul et la disponibilité des ressources calculatoires par exemple.

Cette complexité grandissante complique ’estimation des durées d’exécution & cause de la
difficulté a prédire le comportement des ressources calculatoires ou des applications. La sensibilité
des applications aux données en entrée amplifie le probléme. En conséquence, I'estimation des
durées d’exécution nécessite de simplifier les modéles de cofits ce qui a pour effet d’aboutir sur
des prédictions s’éloignant de la réalité dans une proportion indéterminée.

Ceci nous améne naturellement & nous intéresser a la robustesse du systéme, c’est-a-dire sa
capacité & maintenir ses performances en présence d’aléas. En 'occurrence, ce concept est lié &
la stabilité du systéme lorsque les durées d’exécution ne sont pas déterministes. La robustesse
n’est pas une mesure mais un critére qui s’applique sur une mesure de performance comme la
durée totale d’'un ordonnancement, la répartition de la charge d’une application, ou encore le
temps d’attente moyen dans une file d’attente.

Notre étude se focalise sur 'ordonnancement statique de taches dont les durées d’exécution
sont incertaines. Cela signifie que la ressource sur laquelle sera exécutée chaque tache est fixée
avant que l'exécution ne commence. En présence d’incertitude, une approche dynamique posséde
I’avantage de prendre des décisions adaptées aux durées effectives des exécutions. Dans certains
cas, cette approche est complémentaire. Elle peut par exemple enrichir un ordonnancement sta-
tique déja calculé en I'adaptant aux circonstances. Cependant, ’approche dynamique se limite
aux techniques gloutonnes et interdit les stratégies d’optimisation globale qu’ils seraient trop
cotliteux d’utiliser dynamiquement. Nous limitons notre étude & des ordonnancements statiques
que viendrait enrichir complémentairement une approche dynamique.

3.1.2 Typologie

Etant donné un graphe de taches et une plateforme hétérogéne, nous voulons assigner de
fagon ordonnée chaque tache & une ressource calculatoire de maniére 4 minimiser la durée totale
de 'ordonnancement, c’est-a-dire la durée que prend l’ensemble des taches & étre exécutées. Ce
probléme se note QR|prec|Cpax suivant la notation «|S|y [76]. Ce probléme qui se focalise sur
Defficacité (la durée totale) a déja été étudié [62, 107] et de nombreuses heuristiques comme HEFT
ou CPOP [143] ont été proposées.

L’incertitude liée aux durées des calculs est modélisée en remplacant chaque durée par une
variable aléatoire. Cette modélisation est notamment proposée dans [119]. Dans notre étude,
cette incertitude est de nature méthodologique car elle est due aux méthodes utilisées pour esti-
mer les durées d’exécution. En effet, la complexité des architectures et des applications motive
I'utilisation de méthodes heuristiques plutot que de méthodes exactes. D’autre part, la source de
I'incertitude est matérielle ou/et logicielle. Les variables aléatoires associées aux durées modéli-
sent aussi une incertitude de type aléatoire dans le cas d’applications probabilistes (comme un
algorithme de tri probabiliste) dont le déroulement de ’exécution dépend d’un tirage aléatoire.



3.2. MODELES ET DEFINITIONS
Symbole | Définition
T = {t;:i € [l..n]} | Ensemble des taches
n | Nombre de taches (n = |T)
Graphe orienté acyclique contenant les taches et les
G=(T,FE) . )
contraintes de dépendance
Pred(t;) | Ensemble des prédécesseurs de la tache t; (Pred(t;) C T')
P = {pj:j€[l.m]} | Ensemble des processeurs
m | Nombre de processeurs (m = |P|)
w] | Durée d’exécution de la tache ¢; sur le processeur p;
| Durée de la communication (¢;,ty) € E entre les taches t;
d{zj, et ty exécutées respectivement sur les processeurs p;
et py
S; | Date du début d’exécution de la tache t;
C; | Date de fin d’exécution de la tache t;
Durée totale de 'ordonnancement (maximum des dates
Cmax

de fin C;)
O | Ensemble des ordonnancements valides
O | Ensemble d’ordonnancements non-dominés

I. : P(O) x P(O) — R

e-indicateur qui compare deux ensembles
d’ordonnancements non-dominés

Indicateur de couverture qui compare deux ensembles
d’ordonnancements non-dominés

Io: P(O) X P(O) — R

0 | Paramétre de compromis entre l'efficacité et la robustesse

TABLE 3.1 — Notations du chapitre

3.1.3 Description de I’étude

Nous organisons notre étude en deux parties principales : la caractérisation d’une mesure de
robustesse pertinente et la recherche d’ordonnancements efficaces et robustes.

Une mesure de robustesse est une fonction qui associe & un ordonnancement une valeur
numeérique représentative de sa robustesse. Nous parlerons donc de la mesure (de robustesse) d’un
ordonnancement pour désigner la valeur résultante. Il est important de distinguer le principe de
robustesse (qui est un critére) de la valeur produite par une mesure (qui est une valeur objective).
Comme il n’existe pas de consensus sur une mesure de robustesse définitive, nous comparons
empiriquement dans la section 3.5 les mesures de robustesse décrites dans la section 3.3. La
section 3.4 présente le plan d’expérience mis au point pour cette étude empirique.

Le probleme d’optimisation est quant & lui difficile. Nous verrons que ’évaluation des me-
sures d’efficacité et de robustesse de chaque solution est un probléme #P’-Complet. L’étape
d’ordonnancement est par ailleurs NP-Complet en mono-critére [107|. Nous proposons dans la
section 3.6 plusieurs méthodes d’ordonnancement bicritére (efficacité et robustesse) regroupant
des heuristiques et une métaheuristique. La section 3.7 montre empiriquement que chacune de
ces méthodes posséde un compromis unique en terme de temps et de qualité.

3.2 Modéles et définitions

Les notations utilisées dans ce chapitre sont résumées dans le tableau 3.1.
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3.2.1 Application et plateforme

Nous considérons une application modélisée par un graphe de taches G = (T, F). Le graphe G
est orienté acyclique. L’ensemble T contient les tiches et E est 'ensemble des contraintes de
dépendance entre ces taches. Chaque arc est une communication entre deux téches : la commu-
nication peut commencer lorsque la tache source est calculée et doit se terminer avant que la
tache destination ne commence.

Nous cherchons & exécuter 'application sur une plateforme composée d’un ensemble P de
ressources calculatoires (ou processeurs). Chaque machine peut communiquer avec toutes les
autres pour transmettre des données. Nous supposons qu’il n’y a pas de contention. Plusieurs
transferts simultanés n’entrent donc pas en conflit. Les ressources de calcul et de communica-
tion sont hétérogénes en terme d’efficacité. En toute généralité, exécuter la tache t; € T sur le
processeur p; € P prend w{ unités de temps. D’autre part, la communication (¢;,t;) € E entre

2,
les taches t; et ¢; exécutées respectivement sur les processeurs p; et p;; nécessite dilj, unités de
temps.

Dans le cas d’une plateforme uniforme [76], les machines sont soumises a des vitesses et nous

! = ¢; X 7j ol ¢; est le cott de la tache ¢; et 7; est le temps de cycle du processeur p;.

avons w
Par ailleurs, nous pouvons procéder de méme pour les communications : dgg;/ = ljjr + cir X by
ou [;;: est la latence entre les processeurs p; et pj, c; est la quantité de données a transmettre
entre les taches t; et t;, et bj;» est le temps nécessaire pour envoyer un élément entre les deux
processeurs.

L’étape d’ordonnancement consiste a assigner chaque tache & un processeur tout en respectant
les contraintes de dépendance spécifiées par le graphe de taches et les contraintes liées aux
ressources (un seul calcul peut étre réalisé a un instant donné sur un processeur et les exécutions
ne s’interrompent pas). Nous définissons dans la section suivante la facon dont les téches sont

exécutées sur chaque processeur.

3.2.2 Modéle d’exécution

Nous modélisons les variations possibles dans les durées d’exécution a l'aide de variables
aléatoires. Chaque variable aléatoire donne ainsi la probabilité qu'une exécution ou qu'une com-
munication finisse avant une date donnée. Nous ne contraignons pas le type des variables aléa-
toires. En revanche, nous supposons que chaque espérance et que chaque variance est définie.
Pour caractériser une variable aléatoire, nous nous référons a sa distribution ou & sa densité de
probabilité, ou encore & la loi de probabilité qu’elle suit.

: -,
Par convention, nous notons les variables aléatoires avec des capitales. Les durées w; et d7;,

sont donc issues des variables aléatoires W/ et fo,/ associées. Dans le cas d’une plateforme
uniforme, nous pouvons considérer que les cofits ¢; et ¢;; sont aléatoires.

Comme toutes les durées sont aléatoires, les dates de début et de fin d’exécution des taches
sont aussi aléatoires. Lors d’'une exécution, toutes ces dates prennent des valeurs déterministes.
En répétant ’exécution d’un ordonnancement, de nouvelles valeurs peuvent étre obtenues. C’est
pourquoi nous considérons une classe d’ordonnancements spécifique : seul 'ordre d’exécution
des téaches sur chaque processeur est donné. Dans ce cas, chaque tadche commence dans I'ordre
spécifié au plus tot (dés que ses contraintes de dépendance sont satisfaites). De cette maniére,
aucune date de début ou de fin d’exécution ne requiert d’étre définie dans I’ordonnancement. En
revanche, nous n’autorisons pas 'insertion de temps libre dans I’ordonnancement. De nombreuses
heuristiques produisent de tels ordonnancements (HEFT et CPOP [143] par exemple). Notons
également que les heuristiques de listes ne rajoutent pas de temps libre non plus.
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3.2.3 Evaluation de la durée totale d’un ordonnancement

Soit Chax la durée totale d’un ordonnancement. Dans le cas ol les durées sont aléatoires, Cihax
est une variable aléatoire. Nous avons donc besoin d’une méthode pour caractériser la distribu-
tion de Cihax. Cette caractérisation est un probléme #P’-Complet (cela découle du résultat de
complexité énoncé dans la section 1.4 du chapitre 1). Les méthodes exactes connues sont donc
cotiteuses. Nous utilisons les heuristiques proposées dans la section 1.5 en suivant la démarche
décrite dans la section 1.2.4 pour réduire notre probléme a I’évaluation d’un graphe stochastique.

Nous détaillons désormais quelques notations liées & la durée totale d’'un ordonnancement.
Nous dénotons la densité de probabilité de Cyax par la fonction fe, . définie sur RT. Grace a
cette fonction, nous sommes en mesure de calculer la probabilité que Ciax soit compris dans
un intervalle [C1; Ca] avec fgf feua (x)dz. La fonction de répartition de Crax est notée Fe .. .
Cette fonction est la primitive de la fonction de densité fo,.. telle que Fjs(0) = 0. Ainsi, la

probabilité que la durée totale de I'ordonnancement soit inférieure a une valeur C' est Pr[Cpax <
C] = FCmax(C)'

3.2.4 Ordonnancement robuste

Notre objectif est de proposer des méthodes qui optimisent a la fois I'efficacité et la robustesse
d’un ordonnancement en nous focalisant sur la durée totale. Nous devons pour cela définir la fagon
dont ces deux critéres sont quantifiés a partir de la distribution de Chhax pour un ordonnancement
donné :

— Pour lefficacité d’un ordonnancement, nous minimisons l'espérance de Ciax, notée E(Chax)-

Cela permet de minimiser la durée totale de 'ordonnancement dans le cas moyen.

— Il existe de nombreuses méthodes dans la littérature pour évaluer la robustesse. Nous
préciserons donc le concept de robustesse dans le cas de 'ordonnancement de graphes de
taches a durée aléatoire. Cependant, dans tous les cas, la mesure s’exprimera en fonction
de la distribution de Cpax.

En définitive, le probléme consiste & ordonnancer un graphe de téche sur une plateforme hété-
rogéne avec des durées aléatoires. Les critéres a optimiser concernent la distribution de Ciax.
Comme 'optimisation de lefficacité dans le cas déterministe est un probléme NP-Difficile [107]
et que le calcul de la distribution de Ciayx est #P’-Complet, ce probléme est donc dans la classe !
NP-Complet#F-Complet

Enfin, en toute généralité, les deux critéres ne sont pas équivalents. Plusieurs solutions Pareto-
optimales peuvent donc exister, ce qui nécessite des méthodes bicritéres.

3.3 Mesures de robustesse

Quantifier la robustesse est un probléme qui n’a pas abouti & ’adhésion de la communauté
scientifique sur une mesure spécifique. Pour commencer, nous présentons les travaux antérieurs
relatifs aux mesures de robustesse. L’absence de consensus dans ce domaine nous motive & com-
parer empiriquement plusieurs approches que nous détaillons dans un second temps.

3.3.1 Etat de l’art

Les travaux de Wu et al. [152]| constituent un point de repére dans 1’étude des mesures de
robustesse et présentent un intérét méthodologique pour notre probléme. Ils traitent de I’ordon-

1. un probléme dans la classe AP se résout par un algorithme dans la classe A avec un oracle qui résout un
probléme de la classe B [25].
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nancement d’atelier lorsque les ressources peuvent devenir indisponibles aléatoirement pour une
durée indéterminée. Bien que les durées des taches soient connues, la durée totale de l'ordon-
nancement est une variable aléatoire. Les auteurs organisent leur étude en proposant plusieurs
mesures qui correspondent a leur définition de la robustesse. Ils les comparent ensuite empiri-
quement similairement & ’approche que nous appliquons dans la section 3.5. Ils définissent la
robustesse d’un systéme par sa capacité a conserver des performances élevées lors d’indisponibili-
tés ponctuelles des ressources. Ils commencent donc par définir la mesure de performance qui est
dans leur cas la méme que la noétre, i.e., la durée totale. L’objectif est de minimiser le retard par
rapport a une valeur nominale, c¢’est-a-dire la durée totale en ’absence d’indisponibilité. Parmi
les trois mesures de robustesse proposées, I'une se base sur ’hypothése que chaque ressource
ne devient indisponible qu'une seule fois. Dans ce cas, I'espérance du retard peut étre évaluée
analytiquement de facon efficace et cette valeur doit étre minimisée. Dans notre cas, les durées
sont aléatoires et considérer ’absence de perturbation n’est pas pertinent. Cette mesure n’est
donc pas directement applicable car nos ordonnancements n’ont pas de durées totales nominales.
Les autres mesures proposées par Wu et al. s’appuient sur ce méme principe. En revanche, la
facon dont nous abordons la caractérisation de la robustesse d’un ordonnancement et celle dont
nous comparons un ensemble de mesures concordent avec I’étude qu’ils proposent.

Ali et al. décrivent dans [14] une méthode pour mesurer la robustesse qui consiste en une
succession de quatre étapes :

1. définir quel type de performances nécessite d’étre robuste,

2. identifier les paramétres impactant la robustesse,

3. identifier comment la variation de ces paramétres influence les performances,

4. identifier le plus petit ensemble de variations qui aboutit & des performances inacceptables.

Avec cette méthode, les auteurs définissent le rayon de la robustesse qui est la plus petite variation
des parameétres telle que les valeurs de performances excédent les limites tolérables. Dans notre cas
(Pordonnancement de taches sur plateformes hétérogeénes), la durée totale d’'un ordonnancement
généré caractérise la performance de nos solutions. Les paramétres qui impactent Cpax sont
les durées de chaque téache et de chaque communication. Ainsi, un ordonnancement est plus
robuste qu’un autre s’il requiert des changements dans les durées d’exécution de ses téaches
plus importants pour excéder une limite donnée. Cette définition ne prend pas en compte les
probabilités avec lesquelles les variations se produisent. De plus, le calcul du rayon de la robustesse
est coliteux.

Pour simplifier I’évaluation de la robustesse, England et al. [63] proposent d’utiliser la distance
de Kolmogorov-Smirnov entre la fonction de répartition de la mesure de performance dans des
conditions normales de fonctionnement et la fonction de répartition de la mesure de performance
lorsque des perturbations se produisent. Si la distance de Kolmogorov-Smirnov est large (proche
de 1), alors les deux distributions sont suffisamment différentes et 'on peut affirmer que les
perturbations ont un impact significatif sur le systéme étudié. Cependant, le systéme que nous
avons modélisé ne posséde pas de valeur nominale. Considérer ’absence d’incertitude revient
a rendre déterministe chaque durée. La mesure de performance dans ces conditions ne prend
qu’une seule valeur. La fonction de densité est alors une fonction § de Dirac et la fonction de
répartition est une fonction échelon. De plus, si la valeur de Cihax sans perturbation est obtenue
en considérant la valeur minimale de chaque durée, alors la distance de Kolmogorov-Smirnov est
toujours égale & 1 quelque soit 'ordonnancement. Cela signifie que cette mesure de robustesse
n’est pas adaptée lorsque la mesure de performance ne prend qu’une seule valeur possible dans des
conditions normales. En plus de cela, l'incertitude est liée a I'estimation des durées d’exécution
et non pas a des perturbations dans notre probléme.
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Shestak et al. [134]| définissent la métrique de robustesse stochastique, que nous appelons
métrique stochastique. Il s’agit de la probabilité qu’une valeur de performance soit comprise dans
un intervalle donné. Ils comparent cette mesure au rayon de robustesse (dénotée métrique de
robustesse déterministe dans leur article) et montrent que la métrique stochastique est préférable
dans le cas de 'ordonnancement de taches indépendantes.

D’autres définitions de la robustesse existent dans la littérature. Boloni et Marinescu [31]
proposent d’utiliser la marge comme mesure de robustesse. La marge d’une tache représente le
délai dont son exécution peut étre retardée sans allonger la durée totale de I’ordonnancement.
Ces auteurs suggeérent aussi d’utiliser 'entropie de la distribution de Ciax pour comparer deux
ordonnancements. Ils avancent que celui possédant la plus petite entropie est le plus robuste.
Une autre définition de la marge, équivalente a celle de [31], est donnée dans [135]. Dans ce
dernier article, deux nouvelles mesures sont d’ailleurs proposées pour le probléme de 'ordonnan-
cement. L’une se base sur I'espérance de la différence entre ’espérance de Cax et les valeurs que
prend Cpax. L’autre est la proportion de scénarios qui sont en retard par rapport a I’espérance
de Chhax. De plus, les auteurs montrent que minimiser la durée totale d’'un ordonnancement est
un objectif antagoniste avec I'optimisation de la robustesse.

3.3.2 Description des mesures

Nous détaillons dans cette section les mesures de robustesse qui seront comparées entre elles.
Certaines mesures, comme le rayon de robustesse [14], ne sont toutefois pas adaptées a notre
probléme.

Rappelons que la robustesse se définit par la stabilité des performances du systéme quelque
soient les aléas qu’il subit. Dans notre probléme, il s’agit de la stabilité de la durée totale Ciax
de 'ordonnancement quelque soient les durées prises par les taches.

Nous nous proposons d’étudier les mesures de robustesse suivantes :

Ecart type de la durée totale L’écart-type de la distribution de la durée totale représente sa
dispersion statistique. Plus cette valeur est faible, plus les valeurs possibles pour la durée
totale sont proches les unes des autres. Cette mesure caractérise donc la robustesse. Sa
formulation mathématique est

Ucmax = \/E(anax) - E(Cmax)z

Entropie différentielle de la durée totale Mesurer ’entropie d’une distribution pour appré-
cier l'incertitude liée & une distribution est proposé dans [31]. Moins il existe d’incertitude,
plus les valeurs que prend la variable Cihax sont rapprochées, impliquant ainsi que ’ordon-
nancement est robuste.

+oo
B(Cona) = — / fema (@) 10g fona (x)da

—00

Espérance de la marge Utiliser la marge (slack en anglais) est également proposé dans [31].
La marge d’une tache est le délai qu’elle peut subir sans pour autant augmenter la durée
totale. Le calcul de la marge d’une tache nécessite de déterminer la marge libre associée a
chaque communication (t;,t;y) € E, c’est-a-dire la quantité de temps additionnelle qu’aurait
pu prendre une communication sans que la tache destinataire ne prenne de retard

Tmarge(tia ti’) =Sy —Ciy — Dy

ou Sy est la date de début d’exécution de la téache t;, C; est la date de fin d’exécution
de t; et Dy est la durée de la communication entre les taches ¢; et t;;. A partir d’une tache
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donnée, nous considérons tous les chemins possibles qui vont jusqu’a la tache finale et sur
chaque chemin nous sommons les marges libres des communications rencontrées. La marge
d’une tache est le minimum de toutes ces sommes. La marge d’un ordonnancement est la
somme des marges de toutes les taches. Intuitivement, plus la marge d’un ordonnancement
est grande, plus celui-ci est en mesure d’absorber l'incertitude et donc de conserver les
mémes performances. Comme les durées sont toutes aléatoires, la marge est aussi une
variable aléatoire et nous ne retenons que son espérance en tant que mesure de robustesse.

Meétrique stochastique La mesure de robustesse définie dans [134] est la probabilité que Cpax
soit dans un intervalle donné. Plus cette probabilité est élevée, plus 'ordonnancement
est robuste. Nous proposons deux versions de cette mesure qui différent par la fagon
de caractériser l'intervalle en question. La métrique stochastique absolue considére 1'in-
tervalle [E(Cmax) — 6, E(Cmax) + 0] ol § est une constante positive donnée par 1'utilisateur.
La métrique stochastique relative utilise I'intervalle [E(Cpax) X %, E(Ciax) X ] ot la valeur
de 7y est supérieure a 1. Formellement, la métrique stochastique absolue se définit par

A(0) = Pr[E(Cmax) — 0 < Cmax < E(Crax) + ]
et la métrique stochastique relative par

E(Cmax)

R(y) = Pr S

< Chpax < v X E(Cmax)

Probabilité de retard Nous disons qu’'un ordonnancement est en retard si sa durée totale
exceéde une valeur donnée (I'espérance de Cax par exemple). La probabilité de retard [135]
est une valeur que 'on cherche & minimiser. Elle se définit par

L= Pr[crnax > E(Cmax)]

99i¢me centile de la durée totale Etant donné un ordonnancement, cette mesure, suggérée
par [96], est la pire durée totale qu'’il est possible d’obtenir dans 99% des cas les plus
favorables. Il s’agit d’'une mesure qui dénote a la fois 'efficacité d’'un ordonnancement et
sa robustesse.

3.4 Plan d’expérience

Notre étude empirique nécessite de caractériser I’ensemble des paramétres intervenant dans
la génération du graphe de taches, la génération de la plateforme et ceux inhérent a la simulation.

Les paramétres qui concernent le graphe de taches et la plateforme sont donnés dans les
tableaux 3.2 et 3.3 avec les valeurs qu’ils prennent. Chaque valeur testée correspond & une simu-
lation tandis que toutes les combinaisons de valeurs par défaut sont utilisées. Plus précisément,
nous réalisons le produit cartésien des valeurs par défaut, ce qui aboutit a trois scénarios de
base (un pour chaque type de graphes). Pour chacun de ces scénarios, nous sélectionnons un
paramétre et lui affectons I'une des valeurs testées.

3.4.1 Parameétres du graphe de taches

Deux types de graphes sont générés aléatoirement et un type de graphes correspond & une
application réelle, a savoir I’algorithme de Strassen qui réalise le produit de deux matrices. Tobita
et al. [142] présentent deux maniéres de générer des graphes aléatoires : samepred avec laquelle
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Parameétre Valeurs par défaut Valeurs testées
Type de graphes samepred, layrpred, strassen
Nombre de taches (n) 1000 10, 100, 1000
Racine du 0 1,2,3,4,5,6,7,8, 9

générateur aléatoire
Espérance du nombre

d’arcs par sommet 3 L5
Espérance des cotits
d’exécution (FLOP) 100M 10M, 1G
Esperanc'e df}s cotlits de 100ko 10ko, 1M
communication (octet)
Coefficient deAvarlatlon des 0.5 0,001, 0.1, 0.3, 1, 2
colits
Distribution béta exponentielle, normale
Espérance des niveaux 1,1 1,0001, 1,2, 1,5, 2, 3, 5
d’incertitude
Coeflicient de variation des 0.3 0.001, 0.1, 0.5, 1, 2

niveaux d’incertitude

TABLE 3.2 — Parameétres et valeurs pour la génération d’un graphe de taches

il peut exister une communication entre n’importe quelles taches; et, layrpred ot les taches sont
organisées par niveau.

Pour chaque type de graphes, nous varions les cotits des taches et des communications.
Comme les graphes sont hétérogénes, il s’agit de colits moyens sur ’ensemble des taches et des
communications d’'un méme graphe. Pour modéliser la disparité de ces cofits, nous utilisons le
coefficient de variation qui définit le rapport entre I’écart-type et la moyenne d’un ensemble de
valeurs (voir [129, Section 5.3.2.3] pour plus de détail sur cette mesure de dispersion relative).
Dans notre cas, nous utilisons une distribution gamma avec une espérance et un coefficient de
variation donnés pour générer les cotits d’un graphe spécifique. Par exemple, nous voyons dans
le tableau 3.2 que 'espérance du cotlit des communications est par défaut 100 ko. Le coefficient
de variation associé est 0,5. Les cotlits de communication sont donc issus d’une loi gamma d’es-
pérance 10° et d’écart-type 5 x 10%.

Le cotit de chaque téache et de chaque communication est modélisé par une variable aléatoire
dont nous fixons l'espérance, la distribution et le niveau d’incertitude, i.e., le rapport entre
sa valeur maximale et celle minimale. Si ces valeurs ne sont pas finies, nous les remplagons
respectivement par le 99,9°™¢ centile et le 0,11™¢ centile. Ce niveau d’incertitude caractérise la
dispersion statistique d’un coftit aléatoire. Plus le niveau est élevé, moins on aura de certitude sur
la valeur d’un cofit lors de I’exécution de l'ordonnancement. Les niveaux d’incertitude ne sont
pas identiques pour toutes les taches, et c’est pourquoi nous spécifions le coeflicient de variation
de ces niveaux.

La distribution d’un cofit suit soit une loi béta, soit une loi exponentielle, soit une loi normale.
Les paramétres « et 8 de la loi béta sont choisis de fagcon a ce que les valeurs faibles soient
plus fréquentes que les valeurs élevées. Cela signifie que la distribution doit avoir une asymétrie
positive pour la queue de la distribution s’étale a droite et donc v < 3. Pour avoir un mode non
nul, il faut que o > 1. Nous choisissons donc o« =2 et 5 = 5.

Enfin, nous faisons varier des parameétres plus classiques comme le nombre de téaches, I'es-
pérance du nombre d’arcs par sommet et la racine du générateur pseudo-aléatoire. Quelques
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parameétres sont ignorés pour les graphes de type Strassen car la structure de ces graphes impose
certaines propriétés. Les cotits des communications sont par exemple déja induis par le nombre
de taches et les cotits d’exécutions. Le coefficient de variation de ces deux cotits est alors nul et
I’espérance du nombre d’arcs par sommet est ignorée. Finalement, les nombres de taches sont
remplacés par 23, 163 et 1143. Ces nombres sont obtenus en faisant varier le niveau de récursion
de 1 & 3 (le nombre de taches dans le graphe de taches de I'algorithme de Strassen est %
oll 7 est le niveau de récursion).

3.4.2 Paramétres de la plateforme

Les paramétres pour la plateforme sont représentés dans le tableau 3.3. La plateforme est
hétérogéne et uniforme, c’est-d-dire que chaque machine posséde une vitesse propre et que la
durée d’exécution d’une tache sur une machine est obtenue en divisant le cotit de la tache par
la vitesse de la machine. Les espérances des vitesses, des latences et des bandes passantes ne
prennent qu'une seule valeur. Nous agissons sur leurs coefficients de variation pour controler
I’hétérogénéité de la plateforme. Un coefficient différent est utilisé pour les bandes passantes
avec une valeur par défaut plus élevée de maniére a représenter des vitesses de communication
plus disparates.

Parameétre Valeur par défaut Valeurs testées
Nombre de processeur (n) 50 25, 100
Racine 0 1,2
Espérance de la vitesse des 925G
processeurs (FLOPS) ’
Espérance des latences (ms) 0.1
Coeflicient de variation des 05 0,001, 0.1, 0.3, 1, 2
performances
Esnd
spérance des bandes 50M
passantes (0/s)
Coefficient de variation des 1 0,001, 0.1, 0.3, 0.5, 2

bandes passantes

TABLE 3.3 — Parameétres et valeurs pour la génération d’une plateforme hétérogéne

En prenant en compte les paramétres du graphe de taches et de la plateforme, il y a cinquante
valeurs a tester. Comme il y a trois types de graphes de taches a considérer par défaut, cela fait
un total de 50 x 3 = 150 simulations.

3.4.3 Paramétres de la simulation

L’évaluation de la distribution de la durée totale Cp,.x est requise pour appliquer la majorité
des mesures présentées dans la section 3.3.2. Nous utilisons une méthode de Monte Carlo. Pour
chaque variable aléatoire, une valeur est tirée suivant sa loi grace au Mersenne Twister, un
générateur pseudo-aléatoire [115]. Nous devons donc définir la quantité de tirages a réaliser pour
obtenir une précision acceptable. La section 1.3.4 du chapitre 1 nous permet de définir ce nombre
si 'on suppose que Cpax suit une loi normale. Avec 20 000 tirages, 'erreur relative de I’écart-type
de la durée totale est inférieure a 5% avec un degré de confiance de 99%. Avec ces 20 000 tirages,
nous pouvons construire une fonction de répartition empirique de Cpax qui sert de base aux
calculs de la plupart des mesures de robustesse définies dans la section 3.3.2.
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L’évaluation de ’entropie différentielle présente en revanche quelques écueils. Nous présentons
deux approches qui consistent soit & borner la mesure, soit & l’estimer. Une borne inférieure
triviale est —oo. Cette borne s’obtient en considérant que I’ensemble des tirages provient d’une
loi discréte pour laquelle I'entropie différentielle est —oo. Une borne supérieure est proposée par
DeStefano et al. [106]. Cette méthode considére les intervalles de confiance de chaque valeur de la
fonction de répartition empirique et utilise une technique basée sur la mise en tension d’une corde
imaginaire qui passerait a l'intérieur de chaque intervalle de confiance. Cette technique permet de
produire la distribution ayant l’entropie différentielle la plus élevée et qui respecte les intervalles
de confiance de la fonction de répartition empirique. Bien que cette technique fournisse une borne
formelle, elle se révéle trop cotiteuse en pratique. Nous lui préférons une méthode plus rapide
qui suppose que chaque point de la fonction de répartition empirique correspond parfaitement a
la réalité. Pour un nombre de simulation important, cette approximation est proche de la borne
supérieure décrite dans [106].

Pour la métrique stochastique, nous avons choisi § = 0,1 et v = 1,005 de fagon & avoir des
mesures d’ordonnancements correctement dispersées dans l'intervalle [0; 1]. Ces valeurs dépendent
fortement des cofits et des niveaux d’incertitude considérés.

3.4.4 Mesures supplémentaires

Pour étudier la structure du probléme, nous mesurons des informations supplémentaires pour
chaque ordonnancement.

Ecart type de la marge La marge est similaire & la durée totale dans le sens ot la marge est
aussi une variable aléatoire. Nous calculons donc également son écart-type.

Statistique Anderson-Darling Ce test est I’'un des meilleurs pour tester la normalité d’un
ensemble de valeurs. Nous I'appliquons sur la durée totale Cpax. Plus sa valeur est élevée,
moins Clax est distribuée normalement.

3.4.5 Ordonnancement

Dans I’ensemble, nous avons 150 scénarios avec différents graphes et différentes plateformes.
Dans chaque cas, nous construisons 5000 ordonnancements aléatoires. Chaque ordonnancement
est généré en répétant les trois étapes suivantes :

1. choisir aléatoirement une tache parmi celles qui sont prétes,
2. Dassigner & un processeur choisi aléatoirement et I'ordonnancer a la suite,
3. mettre a jour la liste des taches prétes.

Toutes les mesures sont estimées pour chaque ordonnancement. Pour un scénario donné, les
mesures des ordonnancements sont d’abord comparées visuellement, puis nous appliquons le test
de corrélation de Spearman.

3.5 Comparaison des mesures de robustesse

Dans cette section, nous étudions empiriquement les mesures présentées dans la section 3.3.2
ainsi que les liens entre celles-ci. En particulier, nous souhaitons déterminer la corrélation entre
deux mesures, c’est-a-dire la corrélation entre deux séries de valeurs produites par deux mesures
données en utilisant les mémes ordonnancements.
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3.5.1 Reésultats empiriques

Les figures 3.5.1 & 3.5.3 montrent les corrélations entre les mesures. Chaque figure correspond
au scénario de simulation avec les valeurs par défaut pour un type de graphe donné. Sur ces
figures, neuf mesures sont comparées les unes aux autres. Pour chaque scénario, nous obtenons
donc une matrice de 81 graphiques. Plutot que de confronter chaque mesure a elle-méme, le nom
de chaque mesure est donné sur la diagonale. Les 36 graphiques de la partie inférieure-gauche
contiennent toutes les informations car la matrice est symétrique.

Les valeurs produites par 'application de chaque mesure sur les ordonnancements aléatoires
sont donc tracées sur la partie inférieure-gauche. Par exemple, 'espérance de la durée totale
de chaque ordonnancement aléatoire est représentée en fonction de I'entropie différentielle de la
durée totale sur le graphique de la premiére colonne a la troisiéme ligne (I’espérance en abscisse
et l'entropie en ordonnée).

Pour faciliter la lecture de ces graphiques, les valeurs de trois mesures sont inversées pour
que l'optimisation consiste toujours en une minimisation de ces valeurs (les mesures des meilleurs
ordonnancements se positionnent donc dans le coin inférieur-gauche de chaque graphique). Ces
trois mesures sont les deux métriques stochastiques et ’espérance de la marge car nous faisons
I’hypothése qu'un ordonnancement robuste posséde une marge importante. L’inversion est réa-
lisée en multipliant par —1 ’espérance de la marge d’un ordonnancement et en soustrayant la
mesure de I'ordonnancement & 1 pour les métriques stochastiques. D’autre part, le 99¢™¢ centile
de la durée totale est omis car cette mesure est quasiment équivalente a ’espérance de la durée
totale.

Par ailleurs, un spline cubique qui approche les valeurs est tracé sur chaque graphique de la
matrice. Cette courbe souligne la corrélation entre deux mesures lorsqu’elle existe. Finalement,
nous avons ajouté 'ordonnancement produit par l'algorithme HEFT & ’ensemble des ordonnan-
cements aléatoires (les mesures de cet ordonnancement sont caractérisées par un carré rouge).
Cela permet de tester si les comportements observés avec des ordonnancements aléatoires sont
cohérents avec un ordonnancement proche de ’optimal.

La partie supérieure-droite de la matrice contient les coefficients de Spearman des mesures
spécifiées par la ligne et la colonne. Plus une corrélation est forte, plus la valeur absolue du
coefficient de Spearman est proche de 1. Un coefficient négatif signifie que les mesures sont
négativement corrélées : si une mesure d’un ordonnancement est élevée, alors l'autre mesure
de ce méme ordonnancement est faible (et inversement). Par exemple, I'espérance de la durée
totale et l'espérance de la marge sont négativement corrélées avec une valeur de —0,92 sur la
figure 3.5.1.

Comme ces coeflicients de Spearman caractérisent numériquement les corrélations entre les
mesures, NOUS NOUS en servons pour agréger nos résultats. La figure 3.5.4 résume ’ensemble des
coefficients de Spearman sur les 150 scénarios en suivant la méme structure que les figures 3.5.1
a 3.5.3. Les moyennes de chaque coefficient de corrélation entre deux mesures sont représentées
dans la partie supérieure-droite de la matrice tandis que les écart-types sont dans la partie
inférieure-gauche. Nous voyons par exemple que ’écart-type de la marge et I’entropie différentielle
de la durée totale sont fortement corrélés (la moyenne des coefficients de Spearman vaut 1,00)
avec un écart-type négligeable (0,01).

3.5.2 Interprétation

3.5.2.1 Supposition de la normalité

Nous remarquons sur la figure 3.5.4 la forte corrélation entre I'écart-type de la durée totale,
I’entropie différentielle de la durée totale et la métrique stochastique absolue. Les faibles écart-
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FI1GURE 3.5.1 — Corrélations entre les mesures de robustesse pour les graphes de type samepred

avec les valeurs par défaut. Partie inférieure-gauche :

aléatoires. Partie supérieure-droite : valeurs des coeflicients de Spearman.

graphiques avec 5000 ordonnancements
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FIGURE 3.5.2 — Corrélations entre les mesures de robustesse pour les graphes de type layrpred
avec les valeurs par défaut. Partie inférieure-gauche : graphiques avec 5000 ordonnancements
aléatoires. Partie supérieure-droite : valeurs des coeflicients de Spearman.
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Résumé des corrélations
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FIGURE 3.5.4 — Moyennes (partie supérieure-droite) et écart-types (partie inférieure-gauche) des
coefficients de Spearman sur les 150 scénarios de simulation
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types des coefficients de corrélation indiquent que ces relations sont présentes dans I’ensemble des
graphes générés quelque soient leurs tailles, leurs types et les niveaux d’incertitude considérés.

Le lien entre ’écart-type, ’entropie et la métrique stochastique absolue suggére que les durées
totales de tous les ordonnancements partagent des caractéristiques similaires en terme de densité
de probabilité. Par exemple, leurs distributions peuvent suivre les mémes lois mais avec des
paramétres différents. Nous expliquons cette corrélation en nous basant sur le théoréme central
de la limite. Celui-ci établit que la somme de variables aléatoires d’espérances et d’écart-types
finis converge vers une loi normale. Notons que la durée totale s’obtient en réalisant une succession
de maximums et de sommes. En supposant que les maximums aient un impact négligeable et
que suffisamment de sommes soient réalisées, alors la durée totale suit approximativement une
loi normale.

Nous nous proposons de vérifier cette hypothése en caractérisant la normalité de chaque durée
totale avec le test d’Anderson-Darling. L’histogramme des statistiques ainsi obtenues pour les
ordonnancements aléatoires est tracé sur la figure 3.5.5. La moitié des distributions possédent une
valeur inférieure & 12,0. Une loi de Student avec 11,5 degrés de liberté obtient la méme valeur
pour ce test et est visuellement trés proche d’une loi normale comme l'atteste la figure 3.5.6.
D’autre part, 90% des statistiques Anderson-Darling relatives aux durées totales sont inférieures
a4 79,5 et sont donc plus proches d’une loi normale que d’une loi de Weibull de paramétres A = 1
et k = 2,17. En pratique, une loi de Weibull de paramétre k > 3,4 peut étre considérée comme
une loi normale. Bien que les durées totales ne soient pas rigoureusement des lois normales, elles
en sont suffisamment proches pour que 'on puisse raisonnablement baser l'interprétation des
résultats obtenus dans la section 3.5.1 en supposant que chaque durée totale suit une loi normale.
Cependant, 'exactitude de cette supposition dépend fortement de la normalité des durées des
taches. Par exemple, elle est contestable lorsque les durées suivent des lois exponentielles. Dans
ce cas, la médiane des statistiques obtenues est 97,6, ce qui est méme supérieur a la statistique
de la loi de Weibull mentionnée plus haut.
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Frequence
30000 40000
1 1

20000
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10000
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Statistique Anderson—Darling

F1GURE 3.5.5 — Histogramme des statistiques Anderson-Darling des distributions des durées
totales sur les 150 scénarios
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FIGURE 3.5.6 — Trois fonctions de densité de probabilité de lois possédant la méme espérance et
le méme écart-type

Bien qu’il existe quelques cas ou la distribution de la durée totale s’écarte significativement
d’une loi normale, la corrélation entre ’écart-type, ’entropie et la métrique stochastique absolue
s’explique aisément en supposant la normalité de la durée totale. L’entropie différentielle d’une
loi normale s’écrit log(ov/2me) et dépend donc directement de 1'écart-type o. Il est également
possible de formuler la métrique stochastique absolue en fonction de I’écart-type pour une loi
normale.

Nous analysons la métrique stochastique relative en supposant la normalité de la durée totale.
Cette mesure est liée aux trois précédentes, particuliérement dans le cas des graphes aléatoires
(voir les figures 3.5.1 et 3.5.2). Bien que significatifs, les coefficients de corrélation entre cette
mesure et I’écart-type sont en moyenne faibles et dispersés. La figure 3.5.4 donne une moyenne
valant 0,53 et un écart-type valant 0,29. Les plus faibles coefficients de corrélation sont ob-
tenus pour les graphes de type Strassen. L’exploitation des résultats a permis de montrer que
cette mesure est équivalente au coefficient de variation de la durée totale, a savoir, le rapport
entre 'écart-type et 'espérance de la durée totale. Les coefficients de Spearman obtenus entre
la métrique stochastique relative et le coefficient de variation ont pour moyenne 1,00 et pour
écart-type 0,01. Comme pour la métrique stochastique absolue, cette mesure peut s’exprimer
en fonction de l'espérance et ’écart-type dans le cas d’une loi normale, ce qui explique cette
corrélation quasiment parfaite.

Finalement, la statistique Anderson-Darling, utilisée pour valider la supposition de la norma-
lité, est corrélée a la probabilité de retard. Cette derniére mesure est en effet liée a la différence
entre 'espérance d’une loi et sa valeur médiane, c’est-a-dire son asymétrie. Or ces deux valeurs
sont identiques pour une loi normale. Ainsi, plus la probabilité de retard diverge de 0,5, plus
la durée totale se distingue d’une normale et plus la statistique d’Anderson-Darling prend une
valeur élevée.
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3.5.2.2 Espérance et écart-type de la durée totale

La corrélation que I'on constate sur la figure 3.5.4 entre ’espérance et I'écart-type de la durée
totale révele une propriété importante. Cette corrélation varie en fonction du type de graphes
mais reste manifeste. Le tableau 3.4 résume les coefficients de corrélation obtenus sur ’ensemble
des simulations entre ces deux mesures pour des ordonnancements aléatoires. Pour un ensemble
de valeurs, un résumé en cing nombres donne les valeurs extrémes et tous les quartiles (celui du
milieu étant aussi la valeur médiane). Nous constatons que 25% des coefficients sont inférieurs
a 0, 78 pour les graphes de type Strassen. Pour ces graphes, I’espérance et ’écart-type de la durée
totale sont donc fortement corrélés.

Type de graphes | Minimum | 25% | Médiane | 75% | Maximum
layrpred 0,27 0,65 0,70 0,79 0,94
samepred 0,29 0,66 0,70 0,78 0,95
strassen 0,30 0,78 0,79 0,79 0,97

TABLE 3.4 — Résumé en cinq nombres des coefficients de corrélation par type de graphes

Pour expliquer cette corrélation, nous décrivons un phénoméne qui intervient lorsque nous
évaluons la densité de probabilité de la durée totale. La variance d’une variable aléatoire qui
résulte d’une somme de deux variables aléatoires indépendantes est la somme des variances de
ces variables. Si nous ignorons l'influence des opérations de maximum, cela a pour conséquence
directe que I'écart-type de la durée totale dépend des variances des durées des taches présentes
sur le chemin le plus critique. Dans un graphe donné, chacune de ces variances est générée par
I'intermédiaire du niveau de certitude et est donc plus ou moins proportionnelle a ’espérance
du cotit de la tache considérée. Un ordonnancement avec une durée totale courte est susceptible
d’avoir peu de taches et/ou des taches courtes sur son chemin le plus critique et donc un faible
écart-type de la durée totale. L'imperfection de cette corrélation peut provenir de la présence
des maximums et aussi de I’hétérogénéité des niveaux d’incertitude.

Les critéres évalués par 'espérance et ’écart-type de la durée totale ne sont donc pas anta-
gonistes sans pour autant étre équivalents.

3.5.2.3 Espérance de la marge

Nous discutons dans cette section des corrélations entre I’espérance de la marge et deux autres
mesures. La premiére est ’espérance de la durée totale. Un ordonnancement efficace, c’est-a-dire
dont la durée totale est courte, aura tendance a avoir une petite marge. Intuitivement, dans un
tel ordonnancement, les processeurs ne sont pas souvent inactifs et donc la marge de chaque tache
est réduite au maximum. Inversement, un ordonnancement avec beaucoup de marge n’exploite
pas totalement les ressources et posséde donc une durée totale sous-optimale. La figure 3.5.4
donne un coefficient de corrélation moyen négatif car chaque espérance de la marge est inversée.

La corrélation entre ’espérance de la marge et ’écart-type de la durée totale est surprenante.
Nous avions fait I'hypothése qu'un ordonnancement avec une marge élevée était robuste (plusieurs
taches pouvant étre retardées sans incidence sur l'efficacité globale). Or, il apparait que plus un
ordonnancement posséde de marge, plus son écart-type est important. Maximiser la marge entre
donc en conflit avec la minimisation de I’écart-type (et donc de l’entropie et de la métrique
stochastique absolue). Par conséquent, la marge et I’écart-type ne peuvent pas étre toutes les
deux des mesures de robustesse appropriées. Nous nous proposons ainsi d’analyser la pertinence
de la marge en tant que mesure de robustesse.
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FIGURE 3.5.7 — Quatre ordonnancements plus ou moins robustes et avec différentes marges. Un
total de n — 1 taches dont dépend une derniére tache n sont ordonnancées sur un ensemble de
processeurs P en considérant que les durées d’exécution sont des variables aléatoires i.i.d.

Nous présentons une étude de cas sur la figure 3.5.7 qui caractérise différentes situations pos-
sibles relativement & la marge et la robustesse d’un ordonnancement. Quatre ordonnancements
sont proposés, chacun pour le méme graphe de taches, a savoir n — 1 taches indépendantes dont
dépend une derniére tache n. Les durées de toutes ces taches sont identiquement et indépen-
damment distribuées (i.i.d.). Les ordonnancements ¢ et d sont peu robustes aux aléas dans les
durées des taches car tout retard (a l'exception de celui touchant la tache 2 pour 'ordonnan-
cement d) se répercute sur la durée totale. L’ordonnancement b est robuste car seulement trois
taches sont sur le chemin critique et ont un impact sur la durée totale en cas de retard d’une de
ces taches. L’interprétation de I’'ordonnancement a s’appuie sur les caractéristiques du maximum
de plusieurs variables aléatoires similaires. Dans le cas du maximum de deux variables aléatoires
i.i.d., 'espérance résultante de I'opération est supérieure a celles des variables initiales, et surtout
I’écart-type résultant est inférieur a celui des variables initiales. Plus généralement, le maximum
d’un nombre infini de variables aléatoires i.i.d. définies sur un support compact ou semi-infini
(avec une borne supérieure finie) converge vers une fonction § de Dirac (ce qui est parfaitement
robuste) dont la valeur est la borne supérieure du support des variables initiales. Ainsi, plus il
existe de taches dont il faut attendre la finalisation, plus nous pouvons étre sirs qu’au moins
une d’entre elles sera en retard. Et donc, 'ordonnancement a est robuste car nous avons plus de
certitude sur la valeur de la durée totale.

Avec ces quatre exemples, nous constatons que la marge n’est pas nécessairement liée a la
robustesse. La description de ces cas justifie notre rejet de la marge comme mesure de robustesse.
De plus, nous avons précédemment remarqué que les espérances de la marge et de la durée
totale sont négativement corrélées et que l'espérance de la durée totale et son écart-type sont
positivement corrélés. Ces résultats sont donc cohérents.

Mesurer ’écart-type de la marge sert a obtenir une information plus compléte sur la densité
de probabilité de la marge. Sur la figure 3.5.4, la corrélation entre l'espérance et 1’écart-type
de la marge n’est pas négligeable, sans pour autant étre importante. La raison en est la méme
que pour la durée totale. Une corrélation élevée existe entre les écart-types de la marge et de la
durée totale, 'entropie et la métrique stochastique absolue. Cela est di au calcul de la marge
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qui consiste a agréger des intervalles de temps entre des dates de début et de fin d’exécution,
I’écart-type de la marge dépendant principalement des écart-types de ces dates.

3.5.2.4 Remarques finales

L’équivalence entre le 99'™¢ centile et 'espérance de la durée totale vient du fait que les
écart-types des durées des taches sont faibles et donc I'écart-type de la durée totale aussi. Pour
un ordonnancement donné, ces deux mesures ne différent donc pas significativement.

Les mesures des ordonnancements produits par I’heuristique HEFT (carrés rouges sur les
figures 3.5.1 & 3.5.3) corroborent nos observations. Lorsqu’il y a corrélation, les valeurs relatives
a I’heuristique HEFT se situent dans le prolongement du spline cubique qui approche les points.
C’est le cas notamment du graphique qui confronte I’entropie et la métrique stochastique absolue
dans la figure 3.5.3.

3.5.3 Sélection de la mesure de robustesse

En nous basant sur les observations précédentes, nous tirons les conclusions suivantes. D’a-
bord, I'écart-type de la durée totale, I’entropie différentielle de la durée totale et la métrique
stochastique absolue ont un lien de dépendance fort. Ensuite, ’espérance de la marge n’est pas
une mesure qui dénote la robustesse telle que définie dans la section 3.2.4.

Par ailleurs, ’écart-type de la durée totale est une mesure facile & évaluer lorsque la distri-
bution de la durée totale est estimée par une loi normale. Les tests de normalité réalisés dans
la section 3.5.2.1 justifie cette estimation, toute proportion gardée. Ainsi, parmi I’ensemble des
mesures de robustesse considérées, I’écart-type est représentatif et s’obtient directement & partir
d’une loi normale.

L’idée de la métrique stochastique relative est de tolérer une incertitude plus forte pour les
ordonnancements longs que pour ceux qui sont courts. Si cette définition de la robustesse est
considérée, alors calculer ’espérance et 1’écart-type de la durée totale est suffisant car la métrique
stochastique relative peut étre remplacée par le coefficient de variation de la durée totale (rapport
de I'écart-type sur 'espérance).

3.6 Meéthodes d’ordonnancement

Nous présentons quelques travaux traitant de I'optimisation proprement dite, c’est-a-dire de
I’ordonnancement efficace et robuste de taches dans des conditions incertaines.

3.6.1 Etat de ’art

Plusieurs types d’approches ont été caractérisés et nous présentons des méthodes qui en sont
représentatives. Quelques travaux [48, 84, 85| inventorient de fagon plus exhaustive les méthodes
d’ordonnancement congues pour gérer I'incertitude.

Il existe de nombreuses méthodes d’ordonnancement statique qui se basent sur I'insertion de
marges dans la solution finale [70, 49, 116]. Ce type de techniques procéde en augmentant la durée
des taches avant I’étape d’ordonnancement. Les marges ajoutées jouent ainsi le role de protection
temporelle : chaque tiche peut accuser un retard sans conséquence si celui-ci est inférieur a la
marge de la tache. Obtenir un ordonnancement dont ’exécution entiére, y compris chaque date
d’exécution, est robuste ne fait pas partie de nos objectifs car notre critére de performance est
la durée totale. Ainsi, I'insertion de marge a I'intérieur de ’ordonnancement ne nous apporterait
pas de stabilité supplémentaire vis-a-vis de ce critére. Nous estimons d’autre part qu’ajouter une
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marge & ’ensemble de 'ordonnancement est une technique qui sacrifie exagérément 'efficacité
au profit de la robustesse.

Plusieurs contributions mettant en avant des politiques d’ordonnancement dynamique ont été
proposées dans [87, 153, 137]. Les décisions d’ordonnancement (le choix du processeur qui exécute
une tache donnée) sont alors prises pendant ’exécution de 'application. Les décisions sont donc
adaptées aux durées d’exécution constatées. On évite ainsi d’handicaper toute une exécution &
cause d’une décision statique qui n’est pas pertinente dans certaines situations extrémes. Certains
travaux proposent de se baser sur un ou plusieurs ordonnancements statiques et de composer
avec en cours d’exécution. Il s’agit d’une approche complémentaire & la notre.

L’analyse de sensibilité consiste & étudier la réaction d’un systéme a une variation des para-
meétres d’entrée. Hall et al. [80] appliquent cette démarche dans le cadre de 'ordonnancement et
décrivent une méthode pour augmenter la robustesse d’'un ordonnancement optimal en utilisant
un ensemble d’ordonnancements optimaux. L’analyse de sensibilité de techniques d’ordonnance-
ment & base de partitionnement convexe est réalisée dans [127, Chapitre 4|. Ce type d’analyse
est en revanche moins général que 'usage de variables aléatoires car les probabilités associées &
chaque durée possible ne sont pas prises en compte.

D’autres travaux [39, 65] considérent 'utilisation de la logique possibiliste [59] qui permet de
modéliser I'imprécision grace & des distributions possibilistes. Un degré de possibilité peut étre
vu comme la borne supérieure d’une probabilité. Une distribution possibiliste encode donc une
famille de distributions de probabilité. Fargier et al. [65] applique la logique floue a I'ordonnan-
cement de réseaux de projet car I’évaluation de la distribution possibiliste de la durée totale est
plus facile que celle de sa distribution de probabilité. Ils proposent d’utiliser des régles de décision
pessimistes pour obtenir un ordonnancement robuste. Nous pensons toutefois que cette approche
ne peut pas fournir le méme niveau de détail que 1'usage de distributions de probabilité.

Pour clore cette description des travaux existants, nous abordons des approches plus spé-
cifiques. Kim et al. [96] proposent un algorithme pour I'ordonnancement de réseaux de projet.
Avec leur approche, chaque durée aléatoire est réduite a une valeur déterministe et le probléme
est ensuite résolu. L’aspect stochastique est pris en compte car la valeur déterministe est générée
a partir de Pespérance et de la variance de la durée aléatoire. Gerasoulis et al. [71] étudient la
stabilité de I’algorithme DSC (Dominant Sequence Clustering [72]) lorsque les durées des taches
et des communications sont sujettes & des incertitudes bornées. Leur étude est spécifique & une
application irréguliére unique. Enfin, la robustesse est au centre de 1'étude réalisée dans [47]
mais cette derniére se focalise sur 'ordonnancement de taches indépendantes sur un processeur
unique.

3.6.2 Description des heuristiques

Les fonctions objectives sont d’abord explicitées, puis une heuristique gloutonne et un algo-
rithme évolutionnaire sont présentés.

3.6.2.1 Fonctions objectives

L’heuristique CorLCA décrite dans la section 1.5.1 du chapitre 1 permet d’obtenir une esti-
mation précise de la distribution de la durée totale Chhax. Cette heuristique étant peu cotiteuse,
elle se préte bien aux heuristiques décrites dans cette section car celles-ci invoquent un grand
nombre de fois le mécanisme d’évaluation.

La premiére fonction objective correspond au critére d’efficacité et sa mesure est directement
obtenue par l'espérance de Ci,ax. La mesure de robustesse retenue dans la section 3.5.3 est
I’écart-type de Chax. La représentativité de cette mesure et la facilité de son calcul motivent ce
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choix. Le probléme d’optimisation que nous posons consiste & minimiser & la fois I’espérance et
I’écart-type de la durée totale d'un ordonnancement.

3.6.2.2 Heuristiques gloutonnes

La section 2.3.4 du chapitre 2 décrit une heuristique multicritére basée sur HEFT qui ordon-
nance un graphe de taches sur une plateforme hétérogéne. Le premier objectif concorde avec la
mesure de Defficacité donnée dans ce chapitre. Nous spécifions que le second objectif & optimiser
est 'écart-type de la durée totale d'un ordonnancement.

Cette heuristique est nommée Rob-HEFT lorsque I'heuristique CorLCA est utilisée pour
estimer la distribution de la durée totale. Une autre version de cette heuristique, appelée Rob-
HEFT-MC, réalise des simulations de Monte Carlo (voir section 1.3.4) pour ’évaluation de la
distribution de la durée totale.

3.6.2.3 Meétaheuristique multicritére

Nous utilisons l'algorithme évolutionnaire convergeant décrit dans la section 2.4.4. Comme
I’encodage des solutions et les opérateurs de mutation et de croisement sont spécifiés, il ne reste
que les fonctions objectives & définir. Nous utilisons ’espérance et 1’écart-type obtenus grace a
CorLCA comme cela est évoqué plus haut.

Rappelons que CorLCA ne fournit pas un résultat exact. Il existe des méthodes qui prennent
en compte les incertitudes auxquelles sont soumises les valeurs objectives dans les algorithmes
évolutionnaires. Cela permet d’en améliorer lefficacité (voir [89] pour un état de lart sur ce
sujet). Nous gérons 'inexactitude du mécanisme d’évaluation en conservant dans une archive
les trois meilleurs ensembles d’ordonnancements non-dominés (au lieu d’un seul). Ainsi, nous
conservons davantage d’ordonnancements et augmentons la probabilité que certains d’entre eux
soient véritablement optimaux.

Une autre fagon d’aborder ce probléme est de remarquer que la métaheuristique va orienter sa
recherche vers les ordonnancements pour lesquels le mécanisme d’évaluation fournit des valeurs
objectives favorables. Potentiellement, il est possible que ces ordonnancements soient ceux pour
lesquels I’évaluation est la moins précise et non pas ceux qui sont les meilleurs vis-a-vis des deux
objectifs. En conservant des ordonnancements qui semblent dominés (du point de vue de leurs
valeurs objectives estimées), nous avons plus de chance d’aboutir & de bons ordonnancements
une fois qu’ils seront évalués plus précisément par des simulations de Monte Carlo.

3.7 Comparaison des méthodes d’ordonnancement

Nous utilisons le méme plan d’expérience que celui décrit dans la section 3.4. Pour chacun
des 150 scénarios, toutes les heuristiques et la métaheuristique sont utilisées.

3.7.1 Paramétres des méthodes

Pour la métaheuristique, la population se compose de 200 chromosomes et évolue sur 1000
générations (2500 générations lorsque 'objectif est d’approcher le front de Pareto). Les probabi-
lités de croisement et de mutation sont 0,25 et 0,35, respectivement. Nos travaux se basent sur
une version de I'implémentation de NSGA-II dans la plateforme ParadisEO [37]. Le paramétre [
de la métaheuristique vaut 1.
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Pour les heuristiques Rob-HEFT et Rob-HEFT-MC, le paramétre de compromis 6 varie de 0
a 1 en utilisant le mécanisme de recherche dichotomique décrit dans la section 2.3.3 du chapitre 2.
La différence minimale entre deux valeurs du paramétre 6 est 0,01.

3.7.2 Espace des valeurs objectives

Notre premiére approche pour étudier la structure du probléme consiste & analyser I'espace
des valeurs objectives en caractérisant les frontiéres au dela desquelles les valeurs objectives ne
sont atteignables par aucun ordonnancement. On obtient une estimation de ces frontiéres avec
la métaheuristique et elles sont dénotées SO, NO, NE et SE d’apreés les points inter-cardinaux.
Comme nous minimisons les deux critéres, la frontiére SO correspond & 'estimation du front
de Pareto. La figure 3.7.1 illustre ’espace des valeurs objectives pour un scénario de simulation
donné. Les mesures des ordonnancements aléatoires décrits dans la section 3.5.1 sont également
représentées. La frontiére NE n’est pas représentée car elle se situe dans une région trop éloignée.

Espace des valeurs objectives
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FIGURE 3.7.1 — Espérances et écart-types de la durée totale d’ordonnancements proches des
frontiéres et d’ordonnancements aléatoires pour un graphe de 1000 taches de type layrpred avec
un coefficient de variation du niveau d’incertitude valant 2

Nous notons que 'extension de la frontiére SO est faible par rapport aux autres frontiéres.
Nous en déduisons que les solutions Pareto-optimales sont proches les unes des autres relati-
vement aux dimensions de ’espace des valeurs objectives. En considérant les autres scénarios
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de simulation, nous constatons que la frontiére SO est d’autant plus large que le coefficient de
variation du niveau d’incertitude est important. Cela signifie que I’hétérogénéité des incertitudes
liées aux durées influence l'extension du front de Pareto.

Remarquons enfin que la figure 3.7.1 confirme les conclusions réalisées en ne considérant que
des ordonnancements aléatoires, a savoir que l'espérance et I'écart-type de la durée totale sont
corrélés de facon non-négligeable. Bien que I’échelle logarithmique permette de mieux visualiser
la répartition des faibles valeurs objectives, elle peut paraitre trompeuse sur ce point. En re-
vanche, on distingue clairement que les frontiéres NO et SE restreignent davantage ’espace que
la frontiére SO. Par exemple, il n’existe sans doute aucun ordonnancement avec une espérance
élevée et un faible écart-type.

3.7.3 Qualité moyenne

Nous souhaitons désormais évaluer la qualité des ordonnancements générés avec les méthodes
présentées dans la section 3.6.2 en terme d’efficacité et de robustesse. La figure 3.7.2 montre un
exemple représentatif des valeurs objectives des solutions produites par chaque méthode. Les
barres d’erreurs dénotent les intervalles de confiance des mesures faites sur chaque ordonnan-
cement. Les relations de dominance prennent en compte ces intervalles. Ainsi, une solution est
dominée pour un critére si sa valeur dans le meilleur des cas est supérieure & la valeur dans le
pire des cas d’une autre solution. C’est pourquoi les lignes ont parfois une pente positive.

Pour quantifier la qualité d’un ensemble de solutions non-dominées, nous utilisons deux in-
dicateurs décrits dans la section 2.2.3 du chapitre 2. Nous rappelons briévement 1’e-indicateur
binaire introduit par Zitzler et al. [165]. Soient O et O’ deux ensembles de solutions non-dominées,
alors la valeur I.(O,O’) correspond a un rapport entre une solution de O et une solution de O’
pour 'un des critéres. Plus précisément, I.(O, O’) est le facteur € minimal tel que chaque solution
de O’ dont les valeurs objectives sont multipliées par € est dominée par au moins une solution
de O. Cet indicateur peut étre vu comme une distance relative entre deux ensembles de solutions
non-dominées. Si nous avons I.(0,0") < 1 et I.(0’,0) > 1, alors 'ensemble O est meilleur
que O’. Sinon, les ensembles sont incomparables.

Le tableau 3.5 compare les ensembles de solutions non-dominées représentées sur la figure 3.7.2
en fournissant les valeurs de I'e-indicateur binaire entre chaque paire de méthodes. Par exemple,
nous avons I.(Métaheuristique, Rob-HEFT) < 1 et I.(Rob-HEFT, Métaheuristique) > 1, ce qui
signifie que la métaheuristique est meilleure que ’heuristique Rob-HEFT.

o\0O' HEFT | Rob-HEFT | Rob-HEFT-MC | Métaheuristique
HEFT 1 1,147 1,187 1,173
Rob-HEFT 0,998 1 1,035 1,024
Rob-HEFT-MC | 0,994 0,999 1 1,019
Métaheuristique | 0,986 0,991 1,012 1

TABLE 3.5 — Valeurs de l'e-indicateur binaire I.(O,O’) pour chaque paire d’ensembles

Le fait que I.(Métaheuristique, Rob-HEFT-MC) > I.(Rob-HEFT-MC, Métaheuristique) ne
signifie pas que ’heuristique Rob-HEFT-MC est meilleure que la métaheuristique. L’e-indicateur
est un rapport entre deux espérances ou entre deux écart-types. Comme cette derniére mesure
subit une variation relative plus importante que celle subite par I'espérance, ’existence d’un
ordonnancement robuste aura plus d’impact sur ’e-indicateur que celle d’'un ordonnancement
efficace. Les valeurs quantitatives de cet indicateur ne sont donc pas systématiquement interpré-
tables.
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FIGURE 3.7.2 — Espérances et écart-types de la durée totale d’ordonnancements proches du front
de Pareto pour un graphe de 1000 taches de type layrpred. Chaque ligne connecte les valeurs
objectives des solutions générées par la méme méthode.

Cependant, comme ’e-indicateur est un rapport, donc une mesure relative, nous pouvons
agréger ’ensemble des valeurs obtenues pour ’ensemble des scénarios. La figure 3.7.3 représente
les indicateurs I, sous forme de boites & moustaches (les ensembles O sont sur les lignes et les en-
sembles O’ sont sur les colonnes). Une boite & moustaches consiste en un résumé en cing nombres
d’un ensemble de valeurs : la médiane est le trait vertical gras, la boite s’étend du premier quartile
jusqu’au troisiéme quartile, et la longueur des moustaches vaut 1,5 fois 'intervalle interquartile.
Enfin, les valeurs hors normes qui se situent en dehors des moustaches sont représentées par un
point. Par exemple, sur la ligne de I’heuristique Rob-HEFT et la colonne de la métaheuristique,
ces cing valeurs sont 1,00, 1,01, 1,04, 1,12 et 1,28. L’heuristique HEFT est omise car elle est
systématiquement moins performante que les autres méthodes.

Ces résultats montrent que la métaheuristique et les heuristiques Rob-HEFT et ROB-HEFT-
MC sont généralement incomparables. Les valeurs de I’e-indicateur proches de 1 entre les heuris-
tiques Rob-HEFT et Rob-HEFT-MC indiquent que les deux ensembles de solutions sont souvent
trés proches.

Comme il est difficile de conclure sur la qualité des méthodes en utilisant 1’e-indicateur, nous
utilisons l'indicateur de couverture [163] que nous notons I¢. La valeur Io(O,O’) correspond
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FIGURE 3.7.3 — Boites & moustaches des valeurs de I’e-indicateur sur les 150 scénarios

a la proportion des solutions de I’ensemble O’ qui sont dominées par au moins une solution
de I'ensemble O. Pour une valeur de cet indicateur proche de 1, 'ensemble O est meilleur que
I’ensemble O'.

La figure 3.7.4 montre les boites & moustaches pour l'indicateur Io obtenues de la méme
maniére que pour la figure 3.7.3. La métaheuristique se comporte mieux que les autres méthodes
relativement & cet indicateur. Dans la moitié des cas, au moins 68% des solutions trouvées par
Rob-HEFT-MC sont dominées par au moins une solution trouvée par la métaheuristique. Par
ailleurs, dans 75% des cas, moins de 16% des solutions trouvées pas la métaheuristique sont
dominées par au moins une solution trouvée par Rob-HEFT-MC. Méme avec cet indicateur, les
différences générales entre Rob-HEFT et Rob-HEFT-MC ne sont pas significatives.
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FIGURE 3.7.4 — Boites a moustaches des valeurs de I'indicateur de couverture sur les 150 scénarios

3.7.4 Temps de calcul

Nous mesurons le temps nécessaire pour que chaque méthode se termine. Les temps sont des
moyennes sur six exécutions sur des graphes de type layrpred. Le tableau 3.6 donne les temps
moyens obtenus en faisant varier la taille des graphes. Ces temps concernent la construction des
ordonnancements et n’incluent pas I’évaluation de la distribution de la durée totale.
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Nombre de taches 10 100 1000
HEFT 0.2” 27 23"
Rob-HEFT 0.3” 127 4447
Rob-HEFT-MC 307 30°37” | 6h00
Métaheuristique | 17’347 | 43’57 | 7h39

TABLE 3.6 — Temps d’exécution de chaque méthode

3.8 Conclusion

L’ordonnancement efficace et robuste de taches a durée aléatoire sur plateforme hétérogéne
leve des problémes difficiles (I'un est NP-Complet tandis que 'autre est #P’-Complet). Nous
avons présenté dans ce chapitre une approche empirique pour valider nos méthodes.

Face & l’absence de consensus sur une mesure de robustesse unique, nous avons exploré
les liens entre un ensemble de mesures représentatives. Ce comparatif empirique est réalisé en
utilisant différents types de graphes. Plusieurs mesures se sont révélées équivalentes, ce que nous
avons expliqué par l'intermédiaire du théoréme central de la limite. L’écart-type s’est distingué
en tant que mesure facile & estimer, intuitive et représentative. Enfin, nous avons invalidé la
marge comme mesure de robustesse.

Bien que les mesures de performance et de robustesse soient corrélés, le probléme reste bicri-
tére car il existe quasiment toujours un ensemble de solutions non-dominées de taille strictement
supérieure a 1. Nous avons étudié le comportement de différentes méthodes (heuristique et méta-
heuristique) dont le fonctionnement général est décrit dans le chapitre 2. Nous pouvons conclure
que la métaheuristique est plus performante que les deux heuristiques qui sont elles-mémes équi-
valentes. Nous avons donc principalement deux méthodes possédant chacune un compromis en
terme de qualité et de temps unique.

Ces travaux peuvent se poursuivre en étudiant I'impact de décisions d’ordonnancement dy-
namique sur des ordonnancements produits statiquement. Nous reviendrons sur ce point dans la
conclusion générale.
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4.1 Introduction

Le contexte général de I’étude, a savoir la fiabilité dans le cadre du calcul paralléle, est d’abord
présenté, suivi d’'une description introductive de la terminologie utilisée et du type d’incertitude
considéré. Cette section finit sur le plan de ce chapitre.

4.1.1 Description du contexte

L’ordonnancement de taches sur systémes distribués en présence de pannes fait 'objet de
nombreuses études depuis les travaux majeurs dans ce domaine [19, 133, 95]. Lorsque des pannes
affectent isolément les machines, il est naturel de répliquer les taches sur des processeurs distincts.
Ainsi, il suffit qu’une seule copie d’une tache donnée réussisse son exécution pour que la tache en
question soit correctement exécutée. De cette facon, la probabilité que 'ordonnancement réussisse
augmente.

Cela nous ameéne a considérer ce concept de fiabilité dans le cadre d’un ordonnancement
qui spécifie la fagon dont les taches sont exécutées sur les processeurs. Chaque machine est
susceptible de tomber en panne pendant ’exécution d’une tache, auquel cas elle ne réussit pas
a calculer le résultat de la tache. La fiabilité d’un systéme se définit par sa capacité a conserver
son fonctionnement pendant une période donnée. Dans le cas d’'un ordonnancement, il s’agit de
son aptitude & réussir malgré les pannes.

Nous limitons notre étude aux ordonnancements statiques. Ces ordonnancements définissent
les dates de début et de fin d’exécution des copies de chaque téche ainsi que les processeurs
sur lesquels elles sont assignées. Comme les pannes surviennent durant 1’exécution, une straté-
gie d’ordonnancement dynamique est pertinente. Toutefois, elle interdit de mettre en place des
stratégies d’ordonnancements globales et se limite donc aux stratégies gloutonnes.

4.1.2 Typologie

Le probléme que nous posons consiste a optimiser la durée totale d'un ordonnancement d’un
graphe de téaches sur une plateforme de calcul hétérogéne. Ce probléme se note R|prec|Cpax
suivant la notation «|S|y [76].

Nous raffinons ce probléme pour tenir compte de l'incertitude se portant sur le succés du
calcul d’une tache. Cette incertitude est principalement d’origine matérielle et se manifeste par
les pannes que subissent les processeurs. Cependant, il est envisageable que le succés d’un calcul
soit tributaire d’événements humains ou logiciels. Dans tous les cas, I’échec d’un calcul est causé
par une panne dont 'origine ne modifie par le formalisme du probléme. Nous concluons cette
discussion sur 'incertitude en analysant sa nature. Nous estimons que les mécanismes & ’ceuvre
lors d’une panne, surtout si elle est d’origine matérielle, sont de nature purement aléatoire et que
nous sommes confrontés & un véritable phénoméne stochastique.

Les pannes sont soit franches, les processeurs les subissant restant alors indisponibles jusqu’a
la fin de 'ordonnancement, soit transitoires, les processeurs redevenant disponibles dés que la
tache en cours est terminée (et échouée).

Nous pouvons également choisir entre deux types d’ordonnancements. Aucune contrainte n’est
soumise aux ordonnancements générauz. Cependant, dans un ordonnancement strict, aucune
tache ne peut commencer tant que toutes les copies de tous ses prédécesseurs n’ont pas fini leurs
exécutions.
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4.1.3 Description de I’étude

Le probléme levé dans cette introduction est multicritére. Minimiser la durée totale et maxi-
miser la fiabilité d’un ordonnancement en sont les objectifs. Tandis que 1’évaluation de la durée
totale ne pose pas de difficulté, il n’en est pas de méme pour le calcul de la fiabilité & cause de
la réplication des taches sur plusieurs processeurs.

Nous nous focalisons donc sur I’évaluation de la fiabilité dans ce chapitre. Dans la section 4.4,
nous montrons que le probléme en toute généralité est difficile. Il s’agit d’'un probléme #P’-
Complet en l'occurrence. Nous renvoyons le lecteur & la section 1.4 du chapitre 1 pour une
description de cette classe de complexité. Pour une classe restreinte d’ordonnancements (les
ordonnancements stricts), nous proposons une méthode approchée dont la complexité est para-
métrable (section 4.5). Enfin, nous considérons une catégorie de graphes de taches spécifiques
dans la section 4.6 et proposons un algorithme d’évaluation a cotit polynomial pour certains
ordonnancements caractéristiques.

4.2 Etat de Dart

Bien que I’évaluation de la fiabilité d’ordonnancements dans le cas le plus général soit re-
connu comme un probléme difficile [73], ce sujet n’a pas re¢u une attention importante dans la
littérature. Distinguons néanmoins les cas avec et sans réplication. Lorsque les tadches ne sont
pas répliquées, alors ’évaluation de la fiabilité est triviale.

Nous présentons d’abord quelques travaux qui se concentrent sur ’ordonnancement de graphes
de taches avec pour objectif de maximiser la fiabilité et de minimiser la durée totale. La spécifi-
cité des modeéles proposés permet une évaluation de la fiabilité facile. Enfin, nous décrirons une
méthode pour représenter la fiabilité d’un ordonnancement.

4.2.1 Ordonnancement bicritére

Ordonnancer des graphes de taches avec I'objectif de maximiser la fiabilité et de minimiser
la durée totale d’exécution, sans réplication des taches, a été étudié dans [55, 88]. Le cas avec
réplication est étudié dans |74]. Toutefois, les auteurs se concentrent sur des ordonnancements
stricts avec pannes transitoires et peuvent donc utiliser des algorithmes polynomiaux pour évaluer
la fiabilité. Ces méthodes sont décrites avec les notations adéquates dans la section 4.5.1.

4.2.2 Diagramme de fiabilité

Evaluer la fiabilité d’un systéme est souvent réalisé par I'intermédiaire de diagrammes de
fiabilite (RBD pour Reliability Block Diagram) [33]. De nombreux travaux comme [74] supposent
que évaluation de RBD a un coiit exponentiel. A notre connaissance, il n’en existe aucune
preuve formelle. Nous pouvons aisément dériver nos résultats pour prouver que I’évaluation
de RBD est aussi #P’-Complet. Cependant, les travaux de Provan et Ball [120] permettent
sans difficulté majeure d’aboutir & la méme conclusion. Remarquons enfin que certains RBDs
possédent une structure particuliére et qu’il existe un algorithme polynomial pour les résoudre
(e.g., les ordonnancements stricts avec pannes transitoires).

4.3 Modéles et définitions

Cette section détaille d’abord le modeéle de I'application et celui de la plateforme. Le modéle
de pannes est ensuite décrit. Nous introduisons ensuite le mécanisme de réplication au sein de
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Symbole | Définition
T = {t;:i €[l..n]} | Ensemble des taches
n | Nombre de taches (n = |T)
Graphe orienté acyclique contenant les taches et les
G=(T,FE) . )
contraintes de dépendance
Pred(t;) | Ensemble des prédécesseurs de la tache t; (Pred(t;) C T')
P ={pj:je[l.m]} | Ensemble des processeurs
m | Nombre de processeurs (m = |P|)

Ordonnancement définissant les processeurs, les dates
7 T s 2PXNX[0] | Pexécution et les probabilités de faute associées a chaque

tache
T Ensemble des taches ¢; assignées au processeur p;
(T ET)
P Ensemble des processeurs p; auxquels est assignée la
i

tache tl’ (Pl g P)
t] | Copie de la tache t; assignée au processeur p,

Date du début d’exécution de la copie ¢ (indéfinie si ¢]

S
n’existe pas)
w] | Durée d’exécution de la copie ¢/
¢ | Date de fin d’exécution de la copie ¢ (indéfinie si ¢!

n’existe pas)

Durée totale de I'ordonnancement 7 (maximum des dates
de fin C}, qui sont définies)

fiab(m) | Fiabilité de I'ordonnancement 7

Crnax(T) = max, cp, cl

TABLE 4.1 — Notations du chapitre

I'ordonnancement et fournissons les formules exprimant la fiabilité de tels ordonnancements.
Nous concluons sur un exemple qui montre la nature combinatoire du calcul de la fiabilité. Les
notations utilisées dans ce chapitre sont résumées dans le tableau 4.1.

4.3.1 Application et plateforme

Les mode¢les d’application et de plateforme sont tirés de la littérature [35]. L’application est
représentée par un graphe orienté acyclique (aussi appelé graphe de taches) G = (T, E), ou T
est I’ensemble des taches & exécuter et E est ’ensemble des arcs de dépendance entre ces taches.
Soit n = |T'| le nombre de taches. Nous numérotons les taches t; € T, 1 < i < n selon un
ordre topologique arbitraire (ce qui signifie que si (t;,t;) € E, alors ¢ < j). Par commodité, nous
supposons 'existence d’une tache source unique ¢; et d’une tache puits unique t,. La plateforme
visée consiste en un ensemble P de m processeurs hétérogeénes p;, 1 < j < m. L’exécution de la
tache t; sur le processeur p; nécessite wg unités de temps. Sans perte de généralité, nous postulons
que tous les temps d’exécution wzj sont entiers et que chaque date considérée est entiére (nous

pouvons au besoin changer d’échelle afin que tous les rationnels deviennent entiers).

4.3.2 Modéle de pannes

Les processeurs sont soumis & des pannes lors de I'exécution des taches qui leur sont assignées.
Il existe deux catégories de pannes qui peuvent se produire lorsque la tache ¢ est exécutée sur le
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processeur p :

Transitoire Lors d’une panne transitoire du processeur p, la tache ¢ échoue. En revanche, le
processeur p sera disponible pour exécuter d’autres taches (les suivantes qui lui sont assi-
gnées par l'ordonnanceur, s’il y en a). En d’autres termes, p pourra contribuer au reste de
I’exécution & l’issue d’une panne transitoire.

Franche Une panne franche n’est pas récupérable. Dans ce cas, le processeur p restera indispo-
nible jusqu’a la fin de 'exécution de 'application. Toutes les taches suivantes qui lui sont
assignées ne seront alors pas exécutées.

Chacune des catégories regroupe des scénarios bien identifiés. Les pannes transitoires corres-
pondent a des erreurs arithmétiques ou sont d’origines logicielles. Il peut aussi s’agir de dé-
faillances matérielles récupérables (coupure de courant par exemple [132, 160]). Les pannes
franches correspondent a des défaillances matérielles plus graves (surchauffe de I’alimentation,
destruction physique d’un composant quelconque) ou a la récupération d’une machine par son
propriétaire dans le cas d’un épisode de vol de cycle [18, 26, 124].

Nous considérons différentes distributions de probabilité pour modéliser les pannes. Selon
une distribution générale, le processeur p; tombe en panne a la date ¢ (i.e., durant I'intervalle
de temps [t;t + 1[) avec une probabilité d;(t), ott 0 < d;(¢) < 1 est un rationnel arbitraire. La
probabilité que le processeur p; tombe en panne entre I'instant ¢ et 'instant t' est donc 1 —

Izjl(l — d;(k)). Nous n’imposons pas que 1 — [[[255(1 — d;(t)) = 1, bien que ce soit souvent
le cas pour les pannes franches car tout processeur est condamné a tomber en panne. Pour les
pannes transitoires, les probabilités de panne sont souvent supposées dépendre de la durée de la
tache a exécuter. Nos résultats s’appliquent au cas le plus général ou les probabilités de panne
sont des rationnels arbitraires.

Sans perte de généralité, nous postulons que les pannes surviennent uniquement lors de I'exé-
cution des taches, et non pas lors des périodes d’inactivité des processeurs. Ce postulat n’a
d’incidence qu’avec les pannes de type franche. Dans ces cas, la probabilité de panne durant une
période d’inactivité sur un processeur peut étre rajoutée a la probabilité de panne de la prochaine
tache a étre exécutée sur le processeur en question sans que cela modifie la fiabilité de 1’ordon-
nancement. Finalement, les pannes (transitoires ou franches) sont supposées étre indépendantes,
quelles que soient les lois de probabilité qu’elles suivent.

4.3.3 Reéplication des taches

L’objectif est d’exécuter 'application sur la plateforme définie ci-dessus. L’ordonnancement
assigne les taches sur les processeurs. Sans réplication, chaque tache est assignée & un seul proces-
seur. Dans ce cas, I'ordonnancement spécifie les dates de début et de fin d’exécution de chaque
tache sur le processeur qui lui est assigné. Cependant, pour remédier au probléme posé par
les pannes, I'ordonnanceur peut décider de répliquer I'exécution des taches sur différents pro-
cesseurs : si une tache échoue sur un processeur donné, il lui reste une chance d’étre exécutée
avec succés sur un autre processeur, permettant ainsi au reste de 'application d’étre exécutée
entiérement malgré la panne.

Un ordonnancement est donc défini comme une fonction qui associe chaque tache & un sous-
ensemble de processeurs, chacun d’eux exécutant une copie de la tache. Pour chaque copie, nous
enregistrons un triplet de valeurs : I'indice du processeur, la date de début et la probabilité de
panne. Formellement, 7 : T+ 2P*Nx(0:1] 5550cie chaque tache a un ensemble de tels triplets.
Nous dénoterons P; I'ensemble des processeurs qui calculent tous la tache ¢;, et T 'ensemble des
taches assignées au processeur p;.
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P1 to |

P2
P3

D4 | 51

>

temps

FIGURE 4.3.1 — Exécution possible d’une chaine de deux taches (G = ({t1,t2}, {(t1,t2)})) avec
un ordonnancement général. Les fleches correspondent aux paires de copies valides.

Soit tg la copie de la tache t; sur le processeur p; (si cette copie existe). Sa date de début
d’exécution est Sz-j et sa date de fin est Cij = S{ + wg . Par convention, si la tache ¢; n’est pas
assignée au processeur p;, alors nous laissons Cij et Sij indéfinies. Pour simplifier les notations,
nous supposerons que la tache t; est ordonnancée sur le processeur p; chaque fois que nous
utiliserons les notations C;;j et Sg . D’autre part, ordonnancer la méme tache plusieurs fois sur
le méme processeur n’est pas autorisé, ce qui garantit 'unicité de chaque date C’ij et Slj . Cette
derniére contrainte ne limite cependant pas la généralité de nos résultats.

L’ordonnancement doit respecter les contraintes de dépendance. Sans réplication, il n’y a pas
d’ambiguité possible : s’il existe une contrainte de dépendance entre la tache ¢; et la tache ¢
(i.e., si (t;,ty) € E), alors 'ordonnancement doit spécifier que 1'exécution de ¢y ne commence
pas avant que t; ne soit finie : C’ij < Sij,/ (en considérant que t; soit assignée a p; et que t; soit
assignée a pjr). Quand plusieurs copies d’une méme tache sont exécutées, deux régles possibles
peuvent régir les ordonnancements :

Ordonnancement strict L’exécution d’une tache ne commence que si toutes les copies de
chacun de ses prédécesseurs ont terminé leurs exécutions.

Ordonnancement général L’exécution d’une tache peut commencer dés qu’au moins une co-
pie de chacun de ses prédécesseurs a terminé son exécution.

Les ordonnancements stricts sont un cas particulier des ordonnancements généraux. Bien qu’ils
soient moins génériques, ils sont plus simples & analyser dans le cas des pannes transitoires.

Il est important de préciser que ces définitions s’appliquent dans un contexte idéal, i.e.,
sans panne. Les dates de début et de fin d’exécution de toutes les copies sont déterministes et
connues a I’avance grace aux spécifications données par I’ordonnancement, avant que 1’exécution
ne démarre. Les pannes peuvent intervenir aléatoirement lors de l’exécution. La figure 4.3.1
présente une exécution possible avec un ordonnancement général : t%, la copie de to sur pq, peut
démarrer dés que t2, la copie de ¢; sur pg, est terminée. Il n’y a en effet pas besoin que t3 attende
la terminaison de ’autre copie t‘ll de t1 sur py. Cependant, si 'exécution de t% échoue, alors la
copie ti devient inutile car sa contrainte de dépendance ne pourra étre vérifiée ni grace a t?
(panne), ni grace a t} (date de fin postérieure a la date de début de t3).

Nous définissons désormais la notion de paire de copies. Pour chaque arc de dépendance (t;,t;/) €

E et pour chaque paire de processeurs (pj,pjr) € P?. il existe deux cas : la date de fin CY de la
copie tg de t; est antérieure ou égale & la date de début Sg,/ de la copie tz,l de t;s, auquel cas nous
dirons que la paire de copies (tf ) tz,/ ) est valide ; dans le cas contraire, nous dirons que (tf , tg,,) est
inwvalide. Les fléches sur la figure 4.3.1 correspondent aux paires de copies valides.

Pour un ordonnancement strict, toutes les paires de copies doivent étre valides pour chaque
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arc de dépendance dans le graphe de taches G = (T, E'). Pour un ordonnancement général, cette
contrainte n’est pas nécessaire. Cependant, pour chaque chemin dans le graphe de téches, il
doit y avoir une liste de copies qui correspondent aux taches sur ce chemin et telle que chaque
copie forme une paire de copies valide avec sa voisine dans la liste : si ce n’est pas le cas, 'or-
donnancement ne finira jamais son exécution, méme en ’absence de panne. Intuitivement, les
ordonnancements stricts sont plus fiables que les ordonnancements généraux : pour un ordonnan-
cement strict, 'exécution d’une tache débutera si et seulement si au moins une copie de chacun
de ses prédécesseurs a été exécutée avec succés; pour un ordonnancement général, I’ensemble
des copies des prédécesseurs est restreint & celles dont les dates de fin ne dépassent pas la date
de début de la tache considérée. Cependant, la durée totale de 'ordonnancement sera vraisem-
blablement plus réduite avec un ordonnancement général qu’avec un ordonnancement strict. En
effet, il y a moins de paires de copies & considérer, et donc moins de prédécesseurs & attendre.

4.3.4 Fiabilité

Similairement a Barlow et Proschan [20], nous considérons ’exécution d’un ordonnancement
jusqu’a sa premiére panne. Comme on réplique les taches, une panne lors de 'exécution d’une
tache n’implique pas forcément une panne générale de ’ordonnancement.

La fiabilité fiab(7) d’un ordonnancement 7 se définit comme la probabilité qu’il réussisse, i.e.,
qu’il soit exécuté avec succés. Un ordonnancement strict réussit si et seulement si au moins une
copie de chaque tache termine correctement son exécution. Déterminer si un ordonnancement
général réussit est plus compliqué : le graphe de tache est traversé de maniére & vérifier si chaque
copie est exécutée correctement ou non. Plus précisément, une copie tf,/ de la tache t;, est exécutée
correctement si et seulement si : ‘

— pj» ne subit pas de panne pendant I’exécution de tg,/ , et

— pour chaque prédécesseur t; € Pred(t;) (s’il y en a), il existe au moins une paire de copies
valide (tg , tz,l ) telle que tg est exécutée correctement.

Finalement, un ordonnancement général réussit si au moins une copie de la tache puit ¢,, est
exécutée correctement. En effet, cela induit forcément que chaque tache a été calculée au moins
une fois.

Formellement, nous avons les définitions suivantes. Soit m un ordonnancement. '

— Soit R;; I'événement « le processeur p; ne tombe pas en panne lors de 'exécution de tg ».
Avec des pannes transitoires, cela signifie que p; n’échoue pas entre la date de début et celle
de fin de t], alors qu’avec des pannes franches, cela signifie que p; n’échoue pas entre le
début de I'ordonnancement et la date de fin de tz . Notons que cet événement est nécessaire
mais pas suffisant pour que la copie tg soit exécutée correctement : une paire de copies
valide pour chaque prédécesseur de t; doit pour cela étre réussie. Soit Pr[R;;] = 0 si la
tache t; n’est pas assignée au processeur p;.

— Soit U;j I'événement « la copie tg de la tache t; est exécutée correctement ». Soit Pr[U;;] = 0
si la tache t; n’est pas assignée au processeur p;.

— La fiabilité d’un ordonnancement général 7 se définit par fiab(w) = Pr [U ; Unj], ou Uy =
Ryj et Uj; se définit récursivement pour 7 > 1 par

Uij = ﬂ U Uilj/ N Rij (4.3.1)
t;r€Pred(t;) PjIGPi/,C.j,/gS?

(ensemble des copies des prédécesseurs est restreint aux paires de copies valides, i.e., &
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p |t || ta | Flabilité
P1 P3
P2 | to | | ty | D1, P2 P11 P3y + Py (P + P32) + Psy
P11(P1aPs33 + Pog(Pa3 + P33) + Ps2) +
p3 | t l | b2 l P1, P2, ps Po1 (P12 P33 + Py + Pso) + Psy
" | t | | t | Pi1(Pro(P13Ps3s + Po3(Poy + Psy) + P33) +
P1,P2, 03,04 | Poo(P13P3s+ Poz+ Ps33) + P32) + Po1 (Pra((P13 +
temp; Pa3)(Poy + P34) + P33) + Poo + Ps2) + P3y

FIGURE 4.3.2 — Ordonnancement de deux taches indépendantes sur quatre processeurs

toutes les copies tg,l telles que C’ij,l < Sg ).
— La fiabilité fiab(7) d’un ordonnancement strict 7 se définit par

fiab(m) = Pr [ J Ry (4.3.2)

(les événements U;; = (ﬂti/ Pred(t;) Uj, R,-/j/) N R;; ne sont pas nécessaires pour calculer

la fiabilité d’un ordonnancement strict).

4.3.5 Communications

Précisons que les pannes survenant sur les liens de dépendance ou pendant les communications
peuvent étre incluses facilement lors du calcul de la fiabilité d’un ordonnancement : il faut pour
cela remplacer chaque lien de dépendance ¢! — t}, par deux arcs (t/,d}} ) et (dZ, ,t],), ou d7;,
est une nouvelle tache dont le temps d’exécution est le temps pris par la communication entre
les deux copies concernées et dont la probabilité de panne (transitoire ou franche) peut étre

fixée arbitrairement. Dans le cas des pannes franches, chaque tache d{f;/ doit étre ordonnancée
sur un processeur spécifique. La probabilité de panne de ’arc peut dépendre du cotit de la
communication ou/et du taux de panne du lien physique. Si j = j/, nous modélisons une panne
survenant lors d’un transfert en mémoire ; sinon, nous modélisons une panne survenant sur des
liens d’interconnexion physiques.

4.3.6 Exemple

Dans cette section, nous étudions un exemple simple pour montrer la difficulté liée au calcul
de la fiabilité dans le cas des pannes franches, méme avec des taches indépendantes. Dans le
cas des taches indépendantes, tout ordonnancement est & la fois strict et général car il n'y a
pas de contrainte de dépendance. La figure 4.3.2 illustre un ordonnancement avec deux taches et
quatre processeurs qui exécutent chacun les deux taches (mais dans des ordres différents). Chaque
tache est donc répliquée quatre fois. Pour chaque processeur p; : Pi; dénote la probabilité que p;
tombe en panne durant I'exécution de la premiére tache qui lui est assignée ; P; est la probabilité
que p; tombe en panne durant I'exécution de sa seconde téache; et Ps; est la probabilité que p; ne
subisse pas de panne avant le terme des deux téches. L’approche analytique directe pour évaluer
la fiabilité de cet ordonnancement consiste a former chaque produit du type P,1 Py P.3P44 avec
a,b,c,d € {1,2,3}*. Chaque produit est la probabilité qu'un scénario d’exécution spécifique se
réalise et tous ces scénarios sont distincts. Pour calculer la fiabilité de 'ordonnancement, nous
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pouvons donc ajouter tous les termes correspondants & un scénario conduisant & une réussite. Par
exemple, P11 Py Po3Pyy est la probabilité que p; et po tombent en panne alors qu’ils calculaient
leurs copies de t; et que p3 et py tombent en panne en calculant leurs copies de to. Ce scénario
conduit & une réussite car ¢y est calculé par ps et t1 par ps. Le tableau sur la figure 4.3.2 montre les
formules obtenues avec cette approche. Chaque formule définit la fiabilité de I'ordonnancement
lorsque seul le sous-ensemble de processeurs défini par la premiére colonne est pris en compte.
Nous remarquons que le nombre de termes (méme factorisés) augmente exponentiellement avec
le nombre de processeurs.

4.4 Evaluation de la fiabilité d’un ordonnancement général

Dans cette section, nous montrons que calculer la fiabilité d’un ordonnancement général est
un probléme #P’-Complet (voir la section 1.4 du chapitre 1). Ce résultat ne dépend pas du type
de pannes considéré et est donc applicable dans les deux cas (pannes transitoires et franches).

Théoréme 4.1. Calculer la fiabilité d’un ordonnancement général est #P’-Complet.
Nous précisons d’abord le probléme d’évaluation.

Définition 4.2. Le probléme dénoté FIABILITE-GENERAL consiste 4 calculer la fiabilité fiab(m)
d’un ordonnancement général w telle que défini dans la section 4.3, avec des probabilités Pr[R;;]
rationnelles arbitraires.

Pour prouver que ce probléme est #P’-Complet, nous montrons d’abord ’appartenance de
ce probleme a la classe #P’ dans la section 4.4.1. La complétude est établie au travers d’une
réduction partant du probléme CONNEXION qui est prouvé #P-Complet dans la section 1.4.2
du chapitre 1. La réduction de CONNEXION vers FIABILITE-GENERAL est expliquée dans la
section 4.4.2. Finalement, la complétude est prouvée dans la section 4.4.3.

4.4.1 Appartenance a la classe #P’

Pour prouver que ce probléme appartient & #P’, nous caractérisons le probléme de décision
NP sous-jacent et la transformation nécessaire pour générer la probabilité de sortie qui est dans
notre cas un nombre rationnel.

Proposition 4.3. FIABILITE-GENERAL est dans #P’.

Démonstration. Les probabilités de succeés de chaque processeur p; lors de l'exécution de la
tache t; sont toutes encodées suivant une fraction d” Un vecteur x; = (z5)1<j<m spécifie le

succes de chaque processeur p; lorsqu’il exécute la tache t;. Si 1 < x;; < n;j;, alors pj ne tombe
pas en panne en calculant ¢;. Si n;; < z;; < d;;, alors p; tombe en panne en calculant ¢;. Sinon,
t; n'est pas assignée a p; et x;; =0 (d;; = 1 et n;; n’est pas défini dans ce cas).

Le probléme de décision NP est le suivant : étant donné un ordonnancement, existe t-il un
vecteur x; tel que 'ordonnancement réussisse son exécution ? Ce probléme appartient & NP car
le certificat est le vecteur x = (x;)1<i<n qui est de taille O(nm). Nous testons si un vecteur x
encode une exécution réussie en construisant l’ordonnancement ne contenant que les taches qui
sont exécutées correctement. Si 'ordonnancement obtenu est valide, c¢’est-a-dire si toutes les
contraintes de dépendance sont respectées et si toutes les taches sont correctement exécutées
(voir la section 4.3 pour plus de détails sur cette procédure de vérification), alors x encode une
exécution réussie d’'un ordonnancement.
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FIGURE 4.4.1 — Une instance du probléme connezion et sa pré-transformation

Le probléme #P sous-jacent & FIABILITE-GENERAL consiste & calculer combien de vecteurs
distincts  aboutissent & des exécutions réussies. En d’autres mots, il existe [[;-; HTzl d;; vec-
teurs distincts et chacun définit une exécution possible de l'ordonnancement. Comme toutes
ces exécutions sont équiprobables, nous obtenons la fiabilité de ’'ordonnancement en divisant le
nombre d’exécutions favorables par le nombre total d’exécutions possibles. O

4.4.2 Reéduction

Nous utilisons une réduction partant du probléeme de connexion, dénoté CONNEXION. Ce
probléme est défini et prouvé #P’-Complet dans la section 1.4.2. Pour rappel, il s’agit de calculer
la probabilité que le sommet source et le sommet puits soient liés par un chemin d’arcs actifs dans
un graphe orienté acyclique G = (A, B) dont les arcs deviennent inactifs avec des probabilités
rationnelles arbitraires. La probabilité que nous évaluons est appelée probabilité de connexion.
S’il existe un chemin d’arcs actifs entre le sommet source et un sommet quelconque, alors ce
dernier sommet est dit accessible.

4.4.2.1 Pré-transformation des instances

Pour faciliter la réduction, nous transformons légérement les instances de CONNEXION et
fournissons quelques notations formelles. Sans perte de généralité, nous supposons qu’il existe un
unique sommet source et un unique sommet puits dans le graphe G. D’abord, nous transférons
les probabilités sur les sommets. On obtient donc un ensemble de sommets & ajouter qui seront
actifs avec une certaine probabilité. Ces sommets correspondront & des taches dans la réduction
décrite plus bas. Chaque arc (i,j) du somment ¢ vers le sommet j est remplacé par un nouveau
sommet k et par deux arcs : (i,k) de i vers k, et (k,j) de k vers j. La figure 4.4.1 illustre ce
mécanisme : l'instance du probléme de connexion initial posséde quatre sommets et 'instance
transformée en posséde huit. La probabilité que I'arc (i, j) soit inactif est ensuite transférée au
sommet introduit k. Tous les arcs sont toujours actifs. La probabilité que le sommet puits soit
accessible dans le nouveau graphe est donc identique dans les deux instances (celle de départ et
celle aprés transformation). Le calcul de la probabilité de connexion dans ce probléme est donc
encore #P’-Complet.

Formellement, soit N; ’événement « le sommet ¢ est actif » et V; 'événement « le sommet ¢
est accessible ». La probabilité de connexion est alors Pr[V,], ou Vi = Nj et V; se définit récur-
sivement pour ¢ > 1 par

Vi= | iniy (4.4.1)
t,r€Pred(t;)

Nous considérons par la suite que les instances de CONNEXION ont subi cette transformation
et utilisons directement les notations précédentes.
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Algorithme 4.1 Réduction d’une instance du probléme de connexion en une instance du pro-
bléme du calcul de la fiabilité d’'un ordonnancement général.

1: partitionner les sommets en niveaux par un parcours en largeur L = (L1, Lo, .. .)
2: temps = 0
3: pour chaque [ € L faire

4:  pour chaque t; € [ faire

5: sit; # t; alors {t; n'est pas la tache source}
6: 7(ti) = {(Pprop, temps, 0) }

7: temps = temps + 1

8: sinon

9: ﬂ(ti) =0

10: fin si

11:  fin pour
12:  pour chaque t; € [ faire

13: pour chaque t; € Pred(t;) faire

14: sity ¢ Ty alors {t; n’est pas ordonnancée sur peat }
15: m(tir) = m(ty) U {(psat, temps, 0) }

16: temps = temps + 1

17: fin si

18: fin pour

19:  fin pour

20:  pour chaque t; € [ faire

21: m(t;) = m(t;) U {(pi, temps, 1 — Pr[V;]) }
22:  fin pour

23:  temps = temps + 1

24: fin pour

4.4.2.2 Algorithme de réduction

L’algorithme 4.1 décrit la fagon dont une instance de CONNEXION est réduite en une instance
de FIABILITE-GENERAL. Une tache est créée pour chaque sommet de l'instance de CONNEXION.
Chaque tache est ordonnancée sur un processeur dont la probabilité de succés est égale a la
probabilité que le sommet correspondant dans I'instance de CONNEXION soit inactif. Nous mon-
trerons que la probabilité de connexion de I'instance de CONNEXION est égale a la probabilité que
I’'ordonnancement créé par l'algorithme de réduction échoue. En fait, 'ordonnancement réussit
(le sommet puits est inaccessible) si certaines taches sont exécutées sur leurs processeurs spé-
cifiques (certains sommets sont inactifs). Si 'ordonnancement est exécuté avec succés, alors il
n’existe aucun chemin de sommets actifs.

[’algorithme de réduction commence par partitionner les sommets en niveaux par un parcours
en largeur. Tous les sommets de profondeur i sont mis dans le ®™¢ niveau. Rappelons que
la structure du graphe est particuliére car il résulte d’une pré-transformation. Aussi, tous les
successeurs des prédécesseurs des sommets du niveau [ sont aussi dans /. Une tache est ensuite
créée pour chaque sommet de Uinstance de base et est ordonnancée trois fois (sauf pour les
sommets source et puits qui n’ont que deux copies). Le temps d’exécution de chaque téche sur
chaque processeur est égal a 1.

Les deux processeurs pprop €t psar jouent des roles spéciaux et exécutent toutes les taches (a
I'exception des taches source et puits). Ces processeurs ne tombent jamais en panne. Chaque tache
est aussi ordonnancée sur un processeur dont I’indice est le méme que celui de la tache en question



110 CHAPITRE 4. EVALUER LA FIABILITE DES ORDONNANCEMENTS

Ly Lo Ls Ly Ls
Pprop U1 V2 Vy Ve V3 U4 Vq
Dsat Va v V2 Vp Ve U3 V4
Pa Vg
Y41 U1
D2 U2
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b3 v3
y2 V4
Dd Uq

temps

FIGURE 4.4.2 — Ordonnancement construit par l'algorithme de réduction pour l'instance de la
figure 4.4.1.

(i.e., chaque tache t; est assignée au processeur p;). Intuitivement, le réle du processeur pprop
est de « propager » le succés d’'une tache a ses successeurs. Cette notion de « propagation » se
comprend mieux en considérant le probléme de connexion : un sommet peut étre valide sans
pour autant étre accessible, auquel cas 'inaccessibilité de ses ancétres doit lui étre « propagée ».
Garder trace de ces inaccessibilités (équivalent a des succés dans 'ordonnancement) est la clé de
la réduction. Initialement, les contraintes de dépendance des taches ordonnancées sur pprop ne
peuvent étre satisfaites par les taches assignées aux processeurs pprop OU psat- Mais si la copie
d’une tache t réussit sur son processeur spécifique, les contraintes de dépendance entre t et ses
successeurs ordonnancés sur pprop sont satisfaites. Si toutes les contraintes de dépendance de ces
successeurs sont satisfaites, alors ces successeurs sont exécutés avec succes sur pprop. Le succes
d’une tache est donc « propagé » & ses successeurs qui peuvent alors étre exécutés correctement
méme si leurs copies assignées a leurs processeurs spécifiques échouent. L’idée réside dans le fait
que chaque tache ordonnancée sur son processeur spécifique finit avant que ses successeurs ne
débutent sur pprop.

De plus, les contraintes de dépendance de chaque tache ordonnancée sur son processeur
spécifique sont satisfaites grice & pg.t. En effet, nous voulons que les taches assignées a leurs
processeurs spécifiques soient exécutées correctement indépendamment de leurs contraintes de
dépendance. Ainsi, tous les ancétres de la tache ¢; doivent avoir réussi avant la date S7. Le
processeur pg, joue donc ce role en calculant avec succeés toutes les taches (a lexception de
la tache puits) dans un ordre topologique. Remarquons que nous utilisons deux processeurs
identiques et d'une fiabilité parfaite, pprop €t psat, car le modele interdit d’ordonnancer deux fois
une tache donnée sur le méme processeur.

Dans l'exemple de la figure 4.4.2; le parcours en largeur génére cing niveaux : {v,}, {v1, v2},
{vp,vc}, {vs,v4} et {vg}. Tous les successeurs des prédécesseurs d’un niveau sont dans le méme
niveau. Pour le niveau Ly, les trois étapes de la boucle principale de 'algorithme de réduction
consiste a :

1. ordonnancer les taches du niveau en question, vs et v4, sSur pprop ;
2. ordonnancer les prédécesseurs de ces taches, vy et v., sur pgat ; et,
3. ordonnancer les taches dans L4 sur leurs processeurs spécifiques, p3 et py.

Si vy est calculée correctement sur pq, alors vz réussit sur pprop ce qui illustre le principe de
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Symbole | Définition

R Evénement « le processeur p; n’échoue pas avant la fin de
]

'exécution de la copie t] »

U;; | Evénement « la copie tg est exécutée correctement »

N; | Evénement « le sommet i est actif » (probléme de connexion)

V; | Evénement « le sommet 7 est accessible » (probléme de connexion)

Processeur spécial qui « propage » le succés d’une tache a ses

Pprop | o1 ccesseurs

Processeur spécial qui satisfait les contraintes de dépendance de

t R . L.
Psa chaque tache ordonnancée sur son processeur spécifique

TABLE 4.2 — Liste des notations utilisées par les lemmes 4.4 et 4.5

« propagation » des succés des taches (qui correspondent & des inaccessibilités dans l'instance
de CONNEXION). Dans le cas contraire, v peut encore étre calculée sur ps. Dans les deux cas,
I’ordonnancement est exécuté avec succés si vg réussit, c’est-a-dire, si les taches vy et vy sont
toutes les deux exécutées correctement. Dans I'instance de CONNEXION, cela équivaut a énoncer
que vy est inaccessible, si vg et v4 sont inaccessibles.

4.4.3 Complétude du probléme

Pour prouver la complétude de FIABILITE-GENERAL, nous proposons d’abord une simplifi-
cation de I’équation 4.3.1 (lemme 4.4) qui définit récursivement la fiabilité d’un ordonnancement
général. Cette simplification s’obtient en remarquant que le succés d’une tache sur pprop dépend
du succeés des copies de tous ses prédécesseurs, soit parce qu’ils ont été exécutés correctement sur
leurs processeurs spécifiques, soit parce que ces copies sur pprop réussissent. Cela signifie que le
succes de la tache (ce qui correspond a I'inaccessibilité du sommet correspondant) est « propagé »
a4 ses successeurs. Nous introduisons ensuite la correspondance entre les événements de ’instance
de CONNEXION et ceux de l'instance réduite (lemme 4.5) : nous montrons en particulier que
toutes les contraintes de dépendance d’une tache ordonnancée sur son processeur spécifique sont
satisfaites par les copies assignées & pgat.

Les notations utilisées dans les lemmes énoncés dans cette section sont résumées dans le
tableau 4.2.

4.4.3.1 Simplification de la formulation de la fiabilité

Nous rappelons I’équation 4.3.1 que nous simplifions dans le cas des ordonnancements pro-
duits par I'algorithme de réduction :

Uij = m U Ui/j/ N Ryj

t,s €Pred(t;) pjr EPi/,Cf/l Ssg

Lemme 4.4. Soit un ordonnancement résultant d’une réduction d’une instance du probléme de
connexion grdce a l’algorithme 4.1. Le succés d’une tdche quelconque t; € T' sur le processeur pprop
se formule
Uiprop = ﬂ (Ui’prop U Ui’i’)‘
t,1€Pred(t;)
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Démonstration. En utilisant I’équation 4.3.1 et en considérant le processeur pprop, nous obtenons

Uiprop = m U Ui’ Vi N Riprop-
. -/
t,s€Pred(t;) Py ep, 705/ Sszprop

Par construction, les processeurs pprop €t psat ne tombent jamais en panne. Ainsi, Riprop s
produit avec une probabilité 1 et nous éliminons donc ce terme. Nous simplifions davantage en
développant I'union interne. Chaque prédécesseur t; d’une téache t; est ordonnancé trois fois :
sur le processeur pprop (sauf pour la tache source) ; sur le processeur pgyt ; et sur son processeur
spécifique. Nous caractérisons désormais quelles copies tf, du prédécesseur t; se terminent avant
que t; ne commence Sur pprop, i.€., quels sont les processeurs p; tels que Cij, < SPTOP,

Chaque tache ¢t € T (sauf la tache source) du k'™ niveau est ordonnancée sur ppyop et sur
son processeur spécifique lors de la k'°™€ itération. Ainsi, lorsqu’un successeur de ¢ dans le k/ime
niveau (avec k' > k) est ordonnancé sur pprop lors de la kM€ jtération, t a déja été terminée
SUr Pprop €t sur son processeur spécifique. Formellement, si ¢ est un prédécesseur de t;, alors
CHYP < SPOP ot () < SPTOP

Nous montrons désormais par 'absurde que chaque prédécesseur d’une tache t finit son exé-
cution sur peat aprés que t ne démarre sur pprop, i.e., Cf,at > Slp P Cela permet de développer
I’union interne sans devoir considérer le succés des prédécesseurs ordonnancés sur pgat.

Dans I’algorithme 4.1, nous considérons une tache ¢ € T' de profondeur k. Si t n’est pas la tache
source, alors ¢ est ordonnancée sur pprop (ligne 6) a la k'®me jtération car le parcours en largeur
insére ¢ dans le k'®™° niveau. Par ailleurs, ¢ est ordonnancée sur pg,y (ligne 15) aprés la kime
itération car tous les successeurs de ¢ sont dans les niveaux suivants. Supposons maintenant que ¢
finisse sur pe¢ avant qu’au moins un de ses successeurs t' dans le k°™° niveau (avec k' > k)
ne commence son exécution sur pprop. Dans ce cas, ¢ est ordonnancée sur psy avant que ¢’ ne
soit ordonnancé sur pprep car les cofits et les incréments de temps sont tous unitaires. A la Efieme
itération, ¢’ est ordonnancé sur pprop avant qu'une quelconque tache ne soit ordonnancée sur pgat.
La tache ¢ a donc forcément un autre successeur dont la profondeur est plus faible que k" (¢ ne
serait pas ordonnancée sur pgy avant la k/°™€ itération dans le cas contraire). Ce qui implique
que k' > k+1, i.e., il existe un niveau qui contient cet autre successeur entre le k™€ et le /ieme
niveau. Le successeur t' a donc un prédécesseur dans le (k' — 1)™¢ niveau car la profondeur
de t' est k/. Ce prédécesseur ne peut par étre t car t est dans le k™ niveau et k < &/ — 1.
Nous constatons donc que ¢ posséde deux successeurs parmi lesquels ¢’ qui a lui-méme aussi deux
prédécesseurs. Il y a donc au final deux possibilités : soit ¢ correspond & un sommet dans le graphe
initial de CONNEXION (avant pré-transformation), ou bien ¢ correspond & un arc transformé en
sommet. Dans le premier cas, cela implique que ¢’ correspond a un arc. Cependant, un sommet
résultant d’un arc n’a qu’un seul prédécesseur, ce qui est antagoniste avec le fait que ¢’ en a au
moins deux. Dans le second cas, c’est la tache ¢ qui provient d’un arc. Mais dans ce cas, elle ne
devrait avoir qu’un seul successeur et non pas deux comme c’est le cas. Donc, il n’existe aucune
tache finissant sur psar avant que I'un de ses successeurs ne démarre sur pprop. O

4.4.3.2 Correspondance des événements

Nous supposons que le processeur spécifique de chaque tache t; € T tombe en panne (i.e.,
'événement R;; se produit) si et seulement si son sommet correspondant dans le probléme de
connexion est actif (i.e., ’événement N; se produit). Cette hypothése est vérifiée par construction :
tous les événements IV; sont indépendants, tous les événements R;; sont aussi indépendants, et
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les probabilités sont identiques, i.e., Pr[R;;] = 1 — Pr[N;] pour chaque tache ¢; € T. Nous avons
donc que R;; = N;.

Lemme 4.5. Soit un ordonnancement résultant d’une réduction d’une instance du probléme
de connexion grice a l'algorithme 4.1. Chaque tdche t; € T est exécutée correctement sur son
processeur spécifique si et seulement si son sommet correspondant est inactif, i.e., Uy = Nj.

Démonstration. Nous prouvons d’abord que tous les ancétres de la tache ¢; sont ordonnancés
sur le processeur pga¢ dans un ordre topologique. Plus précisément, nous montrons par induction
sur les niveaux que chaque tache présente dans les k premiers niveaux commence son exécution
sur son processeur spécifique une fois que tous ses ancétres sont ordonnancés dans un ordre
topologique sur pgat.

L’initialisation s’effectue pour & = 1. La tache source n’a pas d’ancétre, I’hypothése est donc
vérifiée. Supposons désormais que ’hypothése est vérifiée pour un k£ donné. Soit ¢ une tache
du (k + 1)*me niveau. A la (k + 1)®™€ itération, ¢ est ordonnancée sur son processeur spéci-
fique (ligne 21) une fois que ses prédécesseurs sont ordonnancés sur ps, s’ils ne I'étaient pas
déja (ligne 15). Ces prédécesseurs appartiennent aux k premiers niveaux. Ainsi, leurs ancétres
sont ordonnancés dans un ordre topologique sur psat lors des k premiéres itérations (par hypo-
thése d’induction). Comme les coiits et les incréments de temps sont tous unitaires, les taches
ordonnancées a la (k + 1)1m€ itération commencent une fois que toutes les taches précédemment
ordonnancées sont terminées. Les ancétres des prédécesseurs de ¢ sont donc ordonnancés dans un
ordre topologique sur psat et les prédécesseurs de ¢ qui n’ont pas été ordonnancés sur psay le sont
dans un ordre arbitraire lors de la (k + 1)*™¢ itération. Comme ces prédécesseurs de ¢ appar-
tiennent au méme niveau, ils ont la méme profondeur et ne nécessitent pas d’étre ordonnancés
dans un ordre spécial pour que leurs contraintes de dépendance soient satisfaites. Ainsi, ¢t débute
son exécution sur son processeur spécifique alors que tous ses ancétres ont fini leurs exécutions
Sur Psat-

Conséquemment, tous les ancétres de la tache ¢; sont ordonnancés sur pg.t et finissent avant
que t; ne commence son exécution sur son processeur spécifique p;. De plus, les ancétres de t;
réussissent avec une probabilité 1 car les tiches assignées a pgay n’échouent jamais (ligne 15).
Ainsi, lorsque ¢; débute son exécution sur p;, toutes ses contraintes de dépendance sont satisfaites.
Par ailleurs, il n’y a aucune autre tache ordonnancée sur p;. Le succés de la tache t; dépend donc
uniquement de son exécution, i.e., U;; = Ry; et donc Uy = Nj. O

4.4.3.3 Preuve de la complétude

Les deux lemmes précédents facilitent la démonstration de la proposition qui suit.
Proposition 4.6. FIABILITE-GENERAL est #P’-Difficile.

Démonstration. Nous souhaitons montrer que la probabilité qu’il existe un chemin de sommets
actifs dans une instance du probléme de connexion est égale a la probabilité que I'ordonnan-
cement obtenu par l'algorithme de réduction échoue. Formellement, il s’agit de prouver que
Vi =U ; Unj = Unprop (rappelons que la tache t,, échoue avec une probabilité 1 sur son proces-
seur spécifique et que ¢, n’est pas ordonnancée sur le processeur pg,t). Cela induira directement
que la probabilité de connexion d’une instance CONNEXION est égale & la probabilité que 'or-
donnancement créé par ’algorithme de réduction échoue.

La relation entre les définitions de V; et de U;; (données dans la section 4.3) est obtenu en
utilisant la loi de Morgan X UY = X NY et grace aux lemmes 4.4 et 4.5.
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Sans perte de généralité, supposons que les taches sont triées dans un ordre topologique. Nous
procédons par induction et montrons que pour chaque tache t;, I'inaccessibilité du sommet ¢
équivaut au succes de t; sur le processeur pprop, i.e., Vi, Vi = Ujprop-

Pour i = 1, la tache source n’est pas assignée au processeur pprop car elle ne posseéde pas
de prédécesseur. Aussi, Ujprop e se produit jamais. Par contre, le sommet source est présent
dans l'instance de CONNEXION et est toujours actif, ce qui implique que V; se produit toujours.
L’initialisation de 'induction est donc vérifiée, i.e., Vi = Ulprop.

Pour une tache ¢;, nous supposons que Vi = Ugprop est vrai pour 1 < k < 4. Nous montrons
que dans ce cas, V; = Ujprop est également vrai.

Vi= U Vir OV Ny équation4.4.1
t,s €Pred(t;)
= U Uirprop N Ny hypothése d’induction
t,s €Pred(t;)
= U Ui’prop N Uy lemme4.5
t,s €Pred(t;)
= ﬂ Uirprop U Uyrir loi de Morgan
t,s €Pred(t;)
= Uiprop lemme 4.4

Dans la seconde ligne, nous avons utilisé le fait que i’ < i car les taches sont parcourues dans
un ordre topologique.

Nous avons montré que l'algorithme de réduction est correct. Pour mesurer sa complexité
spatiale, nous comptons le nombre de processeurs utilisés, le nombre de copies ordonnancées
et l’espace nécessaire pour stoker les probabilités. L’algorithme ordonnance chacune des n =
|A|+ | B| taches au plus trois fois sur n+ 2 processeurs. Les probabilités sont calculées et stockées
en utilisant des opérations arithmétiques basiques (y <— 1 — x). Pour la complexité temporelle,
le nombre d’appels aux lignes 6 et 21 est linéaire en n. Finalement, en utilisant une structure de
données adéquate, la condition ligne 14 peut étre vérifiée en temps constant, et la ligne 15 est
appelée un nombre de fois linéaire en n. Cela conclut I’ensemble de la preuve. O

Le théoréme 4.1 découle directement des propositions 4.3 et 4.6. Ce théoréme ne dépend pas
du type de pannes utilisées (transitoires ou franches) et est valide pour n’importe quel ordon-
nancement général. D’autre part, chaque probabilité de panne peut étre un rationnel arbitraire.
Enfin, ce résultat est aussi valide pour les ordonnancements ne possédant pas de temps libre
avant I'exécution de chaque copie. Ainsi, ce résultat de complexité s’applique & une large classe
de problémes d’ordonnancement de graphes de taches avec réplication.

Corollaire 4.7. Approximer le résultat de FIABILITE-GENERAL 4 une quantité € prés ou & un
facteur o prés est un probléme #P’-Complet.

Démonstration. D’aprés le corollaire 1.3, approximer le résultat de CONNEXION & une quantité €
prés ou a un facteur « prés est un probléme #P’-Complet. La preuve du théoréme 1.6 montre
que le résultat d’une instance de CONNEXION est le méme que celui de 'instance de FIABILITE-
GENERAL générée par l'algorithme de réduction (a une opération de complémentarité pres, ce
qui n’invalide pas le principe de parcimonie). O
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Symbole | Définition
0 Evénement « toutes les taches possédant un indice inférieur & 7 ont
i

au moins une copie correctement exécutée »
& | Intersection arbitraire d’événements R;;

&' | Intersection d’événements R;; et d’un événement &

TABLE 4.3 — Liste des notations utilisées dans la section 4.5.2

4.5 FEvaluation de la fiabilité d’un ordonnancement strict

Dans cette section, nous rappelons que le calcul de la fiabilité d’un ordonnancement strict a
une complexité polynomiale avec des pannes transitoires [74]. Dans le cas des pannes franches, la
complexité est ouverte. Comme nous conjecturons que le probléme est aussi #P’-Complet, nous
proposons un schéma d’évaluation exponentiel dont la complexité peut étre réduite autant que
nécessaire si une estimation de la fiabilité est suffisante.

4.5.1 Pannes transitoires

Pour les pannes transitoires, une formule close est fournie dans [74] pour calculer la fiabilité.
Cette formule peut étre évaluée en temps polynomial.

L’événement R;j, tel que défini dans la section 4.3.4, est « le processeur p; ne tombe pas
en panne lors de 'exécution de la copie tg de la téche t; ». L’équation 4.3.2 définit la fiabilité
d’un ordonnancement strict m comme la probabilité qu’au moins une copie de chaque tache soit

exécutée correctement : fiab(w) = Pr [ﬂz U ; Rij}.

Pour simplifier fiab(7), nous appliquons la loi de Morgan, X UY = X NY, et obtenons :

fiab(m) = Pr [ﬂl N; RilJ] . Les événements R;; sont indépendants : ils correspondent a des pannes

survenant sur des processeurs distincts. De plus, les événements ﬂj R;; sont indépendants car
les pannes sont transitoires et le succés d’'une copie pour une tiche n’impacte pas le reste de
I’exécution. Aprés dérivation, nous obtenons

( J

fiab(m) = Pr ﬂﬂRﬁ =[I1-J]@-Pr[Rry]) (4.5.1)

Cette équation est un résultat connu de la littérature [74].

4.5.2 Pannes franches

Nous traitons désormais du cas des pannes franches. Sans réplication, ’évaluation est poly-
nomiale. Dans le cas contraire, le probléme est ouvert. A notre connaissance, il n’existe pas de
procédure polynomiale pour évaluer la fiabilité d’un ordonnancement strict (méme en restrei-
gnant les graphes de taches a des chaines ou des taches indépendantes). Nous conjecturons que
I’évaluation de tels ordonnancements posséde la méme complexité que celle des ordonnancements
généraux. Nous proposons donc un schéma d’évaluation exponentiel dont la complexité peut étre
réduite autant que nécessaire si une estimation de la fiabilité est suffisante.

Les notations introduites dans cette section sont résumées dans le tableau 4.3.

L’équation définissant la fiabilité d’un ordonnancement strict (voir section 4.3.4) ne se dévelop-
pe pas directement lorsqu’il s’agit de pannes franches car les événements R;; ne sont alors plus
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indépendants. C’est pourquoi nous proposons une formulation alternative de fiab(m) qui utilise
les événements (); « toutes les taches possédant un indice inférieur & ¢ ont au moins une co-
pie correctement exécutée ». L’événement )y se produit toujours et (); se définit récursivement

pour ¢ > 0 par Q; = ﬂ]Riw N Q;—1 : Q; se produit si et seulement si au moins un proces-
seur p; € P ne tombe pas en panne pendant I'exécution de la copie t? et si chacune des 7 — 1
premiéres taches a été correctement exécutée. Comme les taches sont numérotées dans un ordre
topologique, toutes les contraintes de dépendance de t; sont satisfaites si ();—1 se produit. Cette
derniére formulation nous permet d’obtenir une expression récursive pour évaluer la fiabilité.

Comme la complexité de la méthode proposée est exponentielle dans le nombre de pro-
cesseurs m, nous proposons un moyen de controler cette complexité en limitant la portée des
évaluations récursives. En contrepartie, nous avons une estimation de la fiabilité & la place de la
valeur exacte.

4.5.2.1 Méthode d’évaluation

La fiabilité d’un ordonnancement est donnée par fiab(mw) = Pr[@,]. Pour obtenir des dé-
rivations utiles, nous introduisons un événement £ qui est une intersection arbitraire d’évé-
nements R;;. Soit & = QJE N €. Alors, le calcul de Pr[Q; | &] dépend de Pr[Q;—;1 | &],
Pr[Q;—1 | £'] et de quelques autres probabilités élémentaires, i.e., Pr [Rizj | 8] :

PI“[QZ' | 8] =Pr mRiijifl |5

=Pr mRij|Qi71ﬂg XPT[Q171|5]
J

= |1-Pr|[(Rij | Qi-an€| | xPr[Qi1 €]

Pr ﬂjRiijﬂQi_l | €

B R I I R
Pr{Qi | N, Ry N €] B
B R T3 7R ORM‘S x Pr(Qi-1| €]
_ Pr[Ql 1|5 .
' mooaat ﬂRwlé’ X Pr(Qi1 | €]
Per 1|8

=(1- PrQ”’gHPr@\g X Pr(Qi_1 | &]

La derniére ligne est obtenue en observant que tous les événements de I'intersection [ ; Rilj
concernent des processeurs distincts et sont donc indépendants. Notons également que Pr[Qg |
E] = 1 quel que soit € car Qg se produit toujours. Ainsi, Pr[Q,] peut étre calculée récursivement.

Avant d’analyser la complexité de cette méthode d’évaluation, un mécanisme pour simplifier
les intersections d’événements RfU est introduit. En effet, tout événement £ = R;; N Ry;N. .. qui
est une intersection d’au moins deux événements Rij qui concernent le méme processeur p; peut
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étre réduit en une définition plus concise. Seul un événement par processeur est requis : avec les
pannes franches, dés qu'un processeur est tombé en panne, il reste dans le méme état jusqu’a
la fin de 'ordonnancement. Il est donc suffisant de considérer ’événement Rij qui concerne la
premiére tache ordonnancée sur p; pour chaque processeur p; € P. Conséquemment, nous ne
calculons aucune probabilité Pr[Q; | £] ou & est une intersection de plus de m événements.

La complexité de ce mécanisme d’évaluation récursif est O(n™*1). En effet, il y a n événe-
ments @;, et pour chacun il y a O(n"™) intersections distinctes £ (une intersection contenant au
plus m éléments, chacun d’eux pouvant concerner I'une des n taches). Nous proposons de contro-
ler I'exposant dans le cotit de la complexité en faisant certaines estimations. Nous limitons la taille
de chaque intersection £ & k événements. Ceci est réalisé en enlevant des événements Rilj de £
lorsque la taille de I'intersection dépasse le seuil k. Formellement, nous estimons que chaque in-
tersection & est équivalente & une intersection d’au plus k& événements parmi () ; EOS . Plusieurs
choix sont possibles. Soit nous sélectionnons arbitrairement les k£ événements & conserver, ou nous
appliquons une procédure heuristique. Par exemple, nous pourrions favoriser le sous-ensemble de
taille k£ qui donne la plus faible probabilité pour Pr[Q; | £']. Cette heuristique est motivée par
la borne Pr [Q; | € N R;j] < Pr(Q; | €] et aurait pour objectif de minimiser localement I'erreur
réalisée par cette estimation. La complexité résultante est alors O(n*+1) ou k € [0..m] (O(nF)
intersections distinctes £ pour chacun des n événements Q).

Cette reformulation de la fiabilité et les dérivations proposées aboutissent invariablement &
une complexité exponentielle pour notre mécanisme d’évaluation. Une autre approche, également
exponentielle, consiste a considérer tous les scénarios possibles (voir la preuve de la proposition 4.3
pour plus de détails sur cette approche).

4.5.2.2 Validation empirique

Des simulations furent conduites pour valider cette méthode. Pour chaque simulation, un
graphe de taches aléatoire est généré avec 20 taches aux cofits unitaires et 30 arcs de dépen-
dance (plus un nombre arbitraire d’arcs qui assurent que les taches source et puits sont chacune
unique). La plateforme est composée de cinq processeurs homogénes avec des modéles de pannes
Poissonnien et des taux de pannes tirés uniformément dans Uintervalle [0;0,05]. Chaque tache
est ordonnancée deux fois sur des processeurs choisis aléatoirement. Au total, 300 ordonnance-
ments sont obtenus et leurs fiabilités exactes se repartissent dans l'intervalle [0,2;1] en suivant
approximativement une loi normale de moyenne 0,6 et d’écart type 0, 14.

A cause de sa complexité, tester 'approche avec chaque valeur de k demanderait trop de
ressources calculatoires si 'on augmentait le nombre de taches ou le nombre de processeurs.

La figure 4.5.1 montre les temps pris par notre méthode pour chaque valeur de k. Comme
attendu, ces durées augmentent exponentiellement avec k. Pour chaque valeur de k, les différences
absolues entre les vraies fiabilités et celles estimées sont représentées par I'intermédiaire d’une
boite & moustaches. Dans une telle boite, le ligne épaisse est la valeur médiane, la boite représente
les quartiles, les barres s’étendent jusqu’aux moustaches (1,5 fois l'intervalle interquartile) et les
points additionnels sont des valeurs non-représentatives. Nous constatons que 1'augmentation
de k s’accompagne d’une amélioration de la précision de notre méthode (sauf pour k = 2).
Pour k = 3, la précision médiane est de 0, 86%.

La méthode proposée dans cette section permet donc de fournir une estimation de la fiabilité
d’un ordonnancement strict lorsque les pannes sont franches. Cette estimation tend & s’améliorer
lorsque le paramétre k augmente. Pour une valeur suffissamment grande, celle-ci devient alors
précise.



118 CHAPITRE 4. EVALUER LA FIABILITE DES ORDONNANCEMENTS

Performance du schéma d'évaluation récursif
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FIGURE 4.5.1 — Résultats des simulations avec 20 taches sur cinq processeurs
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Symbole | Définition

Evénement « la tache t; est exécutée correctement sur au moins
I'un des j premiers processeurs »

Ensemble des processeurs sur lesquels le prédécesseur de la tache ¢;
IY | est ordonnancé et se termine avant que ¢; ne commence sur le
processeur p; (vide si i =1)

Ensemble des taches ordonnancées sur le processeur p; tel que ¢;_1
n’est pas ordonnancées sur p; (contient ¢1 si la copie ¢] existe)
p(i,j) | Indice du plus proche ancétre de t; qui soit dans o(p;)

TABLE 4.4 — Liste des notations utilisées dans la section 4.6

4.6 Evaluation de la fiabilité d’un ordonnancement d’une chaine
de taches avec des pannes franches

Dans cette section, nous restreignons les graphes de taches aux chaines et considérons que
les pannes sont franches. Les ordonnancements de chaines de taches présentent parfois des par-
ticularités qui permettent d’en évaluer la fiabilité en temps polynomial. Nous décrivons d’abord
une propriété présente dans certains ordonnancements (stricts ou généraux) ainsi qu’un algo-
rithme qui permet de vérifier si un ordonnancement donné la posséde. Nous proposons ensuite
une méthode récursive & cofit polynomial pour évaluer la fiabilité des ordonnancements possé-
dant cette propriété. Enfin, nous verrons qu’il est possible d’obtenir des ordonnancements stricts
optimaux qui suivent une structure spécifique que nous détaillerons. Par ailleurs, ces ordonnan-
cements optimaux respectent la propriété proposée précédemment et sont donc évaluables en
temps polynomial.

Les notations introduites dans cette section sont résumées dans le tableau 4.4.

4.6.1 Propriété de monotonie

La propriété définie dans cette section caractérise un sous-ensemble d’ordonnancements. Pour
de tels ordonnancements et avec un indigage des processeurs adéquat, le succés de la copie d'une
tache sur un processeur ne dépend que du succés de ce processeur et des précédents dans 1'ordre
donné. Intuitivement, le succés d’une copie sur le processeur p; n’est alors conditionné que par
les j premiers processeurs.

Sans perte de généralité, nous supposons que les taches sont indicées suivant leurs profondeurs.
Ainsi, la tache t; est la tache source et t, la tache puits. Soit Fj I’ensemble des processeurs
qui calculent le prédécesseur de la tache t; et le terminent avant que ¢; ne commence sur le
processeur p;, i.e., I'Y = {py € Pi_ : CZJ 1 < S]} Cela signifie que p; € FJ si et seulement si la
paire de copies (tg_l, tf) est valide (voir la section 4.3.3 pour la définition d’une paire de copies
valide). Pour la tache t1, les ensembles F{ sont vides pour tous les processeurs p; € P;. Si le
processeur p; n’exécute pas t;, alors Fg n’est pas définie. Par exemple, sur la figure 4.6.2b, I'2 =
{p1} et T3 = {p1,p3}. Nous nous intéressons a chaque tache ¢; ordonnancée sur le processeur pj tel
que son prédécesseur t;_1 n’est pas ordonnancé sur pj, i.e., les taches t; € T} pour lesquelles p; ¢
FJ Soit o(p;) I'ensemble de ces taches pour le processeur pj, ie., o(p;) = {t; € T} : p; ¢ FJ}
Par exemple, sur la figure 4.6.4a, o(p2) = {t1,t3} et o(p1) = U(p3) =o(ps) ={t1}.

Définition 4.8. L’ordonnancement d’une chaine de tdches est dit monotone si et seulement si
les processeurs sont indicés tels que :
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P1 P1
D2 D2

> >

temps temps
(a) Condition violée par t3 et (b) Condition respectée
I'existence de p2 qui finit #;

trop tot

FIGURE 4.6.1 — Illustration de la condition 1 de la monotonicité

— pour chaque processeur p; et pour chaque tdche t; dont le prédécesseur n’est pas ordonnancé
sur p; (Vpj € P,Vt; € o(pj) \{t1}) :
1. il w'existe pas de processeur pj avec un indice j' > j qui termine le prédécesseur de t;
avant ou en méme temps que la date de début de la copie t, i.e., ﬂpj/ e P_1,5 >
7, Cl-jil < Sg (ce qui implique aussi que si une paire de copies (t{Ll,tg) est valide,
alors 7' < j)

2. il n'existe pas de processeur pjr avec un indice j' < j qui termine le prédécesseur de t;
apres la date de début de la copie t] (ou, ﬂpj/ eP_1,j<jC,>5)

— pour chaque processeur p; et pour chaque tache t; ordonnancée sur p; a l'exception de t,
ty et des taches o(p;) (Vpj € P,Vt; € T\ {t1,t2} Uo(pj)) :

3. il n'existe pas de processeur qui termine la tdche t;_o aprés la date de début de t{fl
mais avant ou en méme temps que la date de début d’une copie tgl_l ot j' > j et

o pjr finit la tdche t;_1 avant ou en méme temps que la date de début de t{, i.€.,
ﬂpj’ € Pi*laj/ > j7 Cijfl < Sljvrj 1 ,@ Fgfl'

11—

Lorsque les processeurs sont indicés de telle maniére a ce que l'ordonnancement soit monotone,
nous dirons qu’ils suivent un ordre monotone.

La définition 4.8 impose trois types de contraintes sur l'indigage des processeurs. Nous les
illustrons par des exemples minimalistes sur les figures 4.6.1, 4.6.2 et 4.6.3. Sur ces figures,
les fléches représentent les paires de copies valides. A chaque fois, nous présentons d’abord un
ordonnancement ol 'ordre des processeurs viole I'une des conditions, puis 'ordre monotone. La
condition 1 n’est pas respectée sur la figure 4.6.1a car le processeur po termine le prédécesseur t;
de t5 avant le début de 3. L’indigage des deux processeurs est inversée sur la figure 4.6.1b. Nous
constatons alors que I'ordre permet de satisfaire toutes les conditions et que l'ordonnancement
est monotone. Sur la figure 4.6.2a, le probléme vient du processeur ps qui termine l’exécution
de t; aprés le début de to sur ps (violation de la condition 2). Sur la figure 4.6.3a, la copie ¢}
dépend des copies t% et t%. Cette derniére copie, t%, dépend de davantage de copies que t%, ce qui
contredit la condition 3.

Notons que la condition 2 de la définition 4.8 implique que les taches sont ordonnancées dans
un ordre topologique sur chaque processeur.

Ainsi que cela sera montré dans la section 4.6.3, certains ordonnancements stricts optimaux
sont monotones. La portée de cette propriété est cependant plus large et permet au mécanisme
d’évaluation polynomial présenté dans la section 4.6.2 d’étre appliqué & un plus grand nombre
d’ordonnancements (c’est-a-dire, aux ordonnancements généraux monotones).
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p2| 5] P’|t2|
ps

to
temps temps

(a) Condition violée par ¢3 et 'existence (b) Condition respectée

de p2 qui finit ¢; trop tard

FIGURE 4.6.2 — Illustration de la condition 2 de la monotonicité

P1 | 51 'Ql lo i3 | P1 | 31 l7| to i3 |
D2 | 51 P)| to i3 | P2 | 51 |4| to t3 |

temps temps
(a) Condition violée par 3 et I'existence de ps qui finit t1 (b) Condition respectée
trop tard

FIGURE 4.6.3 — Illustration de la condition 3 de la monotonicité

Nous proposons désormais un algorithme & cotit polynomial pour trier les processeurs dans
un ordre monotone. L’idée est d’exprimer chaque condition sous forme d’arc dans un graphe
orienté oul les sommets correspondent aux processeurs. Dans ce graphe, un arc signifie que le
processeur source doit étre positionné avant le processeur destination.

L’algorithme 4.2 construit le graphe de la figure 4.6.4b lorsqu’il traite l'ordonnancement
de la figure 4.6.4a. Les quatre sommets correspondent aux quatre processeurs et les arcs aux
contraintes liées a la définition 4.8. L’arc a est ajouté ligne 7 lorsque Sf = S’g et C’Z-jll = Cl,
c’est-a-dire lorsque 'on considére la paire de copies valide (t%, tg) Les arcs b et ¢ sont rajoutés
ligne 9 lorsque les paires de copies invalides sont respectivement (t3,t3) et (t3,t3). Enfin, I'arc d
est inséré ligne 13 en considérant les deux derniers processeurs (de la méme maniére que sur la
figure 4.6.3).

La justesse de l'algorithme 4.2 est énoncée dans la proposition qui suit.

Proposition 4.9. Un ordonnancement est monotone si et seulement l’algorithme 4.2 n’échoue
pas. De plus, lordre des processeurs produit par l’algorithme est monotone.

Démonstration. Supposons qu’il existe un arc v; — vj dans le graphe construit par I'algo-
rithme 4.2. 1] est inséré soit a la ligne 7, 9 ou 13 qui correspondent respectivement aux contraintes
imposées par les conditions 1, 2 et 3 de la définition 4.8. Il existe donc un arc v; — vjr si et
seulement si I'indice de p; ne peut pas étre inférieur a celui de p; dans I’ordre monotone.

La démonstration s’appuie sur ce fait pour prouver par I’absurde les deux affirmations sui-
vantes : si le graphe est cyclique alors I'ordonnancement n’est pas monotone; sinon, le graphe
admet un tri topologique qui est un ordre monotone d’aprés la définition 4.8.

Nous considérons un ordonnancement pour lequel le graphe construit contient le cycle v; —
... — vy — v;. Supposons qu'il existe un ordre des processeurs monotone. Sans perte de géné-
ralité, nous considérons que le premier processeur (par rapport a cet ordre monotone) qui soit
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Algorithme 4.2 Algorithme de tri des processeurs
1: créer un sommet v; pour chaque processeur p;
2: pour chaque p; € P faire

3:  pour chaque t; € T; \ {t;} faire {t; est assignée a p;}
4: pour chaque pj € P,_; faire {ti—1 est assignée a pj}
5: sit; € o(p;) alors

6: si C’Z-jil < Sf alors

7: créer I'arc vy — v

8: sinon

9: créer I'arc vj — vy

10: fin si

11: sinon _

12: si C’Z-j/_1 < Sf et ng_l ¢ Fg_l alors

13: créer arc vy — v

14: fin si

15: fin si

16: fin pour

17:  fin pour

18: fin pour

19: si le graphe est acyclique alors

20: retourner un tri topologique

21: sinon

22:  afficher échec de la procédure de tri
23: fin si

a
p p
P1 | tq to | i3 | @ ’

P2 | tl tg

I AN |
D3 | /751 tZE l3 |
ps |t % ) ts | Q d Q
> D3 D4
temps

(a) Ordonnancement monotone (b) Graphe obtenu pour l'ordre des pro-
cesseurs

FIGURE 4.6.4 — Ilustration du mécanisme de tri des processeurs
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présent dans le cycle est p;. Alors, p; précede p;s ce qui contredit la sémantique de I'arc vy — vj,
a savoir, I'indice de p; ne peut étre inférieur a celui de pj.

Nous considérons désormais que le graphe est acyclique. Supposons qu’il n’existe pas d’ordre
de processeurs monotone. Comme le graphe est acyclique, nous en générons un tri topologique.
Sans perte de généralité, nous considérons que p; est positionné avant p; dans ce tri et que cet
agencement entre en conflit avec la définition de la monotonicité. Dans ce cas, il doit y avoir
un arc entre vjr et v;, ce qui contredit le fait que le tri permettant de placer p; avant p; soit
topologique. O

4.6.2 Evaluation d’ordonnancements monotones

Avant d’introduire la formule récursive permettant d’évaluer la fiabilité d’un ordonnancement
monotone en temps polynomial, nous proposons trois lemmes nécessaires a la démonstration de
notre résultat.

Soit J;; I'événement « la tache ¢; est exécutée correctement sur au moins 1'un des j premiers
processeurs ». Pour simplifier les formulations des conditions initiales dans les lemmes suivants,
nous supposerons que les événements Jy; et Jio se produisent toujours.

Lemme 4.10. Soit un ordonnancement monotone d’une chaine de tdaches. Le succes de chaque
copie tf ne dépend que du succés des copies de son prédécesseur sur les j premiers processeurs et
du succés de pj, i.e., Ujj = Ji_1j N R;j.

Démonstration. D’aprés I’équation de la fiabilité 4.3.1, nous obtenons directement 1'égalité U;; =

(Up-/erff U'_lj/) N R;j. Nous montrons d’abord que I'inclusion
J i

U Ui—1j C U Ui—1j

Py €LY §'>] py€l] §'<j

est vérifiée pour toute copie tg .
Supposons que I'un des m — j derniers processeurs p; calcule correctement la tache #;_i.
Nous considérons deux cas :

1. soit t; € o(p;), auquel cas pj ¢ Fg par la condition 2 de la définition 4.8.

2. sinon, t; ¢ o(p;). Comme l'ordonnancement est monotone, il vérifie la condition 3 de la
définition 4.8. Cela signifie que les contraintes de dépendance satisfaites pour la copie t?l_l
le sont aussi pour ¢/_;.

Enfin, la condition 1 de la définition 4.8 assure que I’ensemble des processeurs {p; € Fg 17 <4}
est identique & l'ensemble {p;; € Pi_; : j/ < j}. La définition J;_;; = Upj/EPFLj/gj Ui—1j

termine la preuve. O

Lemme 4.11. Soit un ordonnancement monotone d’une chaine de tdaches. La tdche t; est exécutée
correctement sur au moins l’'un des j premiers processeurs si au moins l’'un des descendants de t;
est exécuté correctement sur ces mémes processeurs, i.e., Vi’ > i, Jirj € Jij.

Démonstration. Nous montrons ce résultat par induction sur les indices des taches. L’initialisa-
tion est obtenue pour i’ = i. Dans ce cas, Jy; = J;j et le lemme 4.11 est vérifié.
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Nous supposons désormais que Jy; C J;; est vrai (hypothése d’induction) et montrons
que Jir415 € Jij Uest aussi.

Jiry15 = U Uirg définition de Jyry ;
J'<i

= U (Ji/j’ N R’i’Jrl j/) lemme 4.10
J'<i

C U Jirj élimination des intersections
J'<i

C Jy; définition de Jy;

C Jij hypothése d’induction

Dans la premiére ligne, nous avons utilisé la définition de I'’événement J;; : & chaque fois que

I'événement .J;; se produit, il existe un processeur p;s parmi les j premiers processeurs qui exécute
. . 7 , S L

correctement la tache t;, i.e., J;; = |J i< Uij. Dans I'avant-derniére ligne, nous considérons que

pour tout processeur p;; avec pour indice j' < j, I'inclusion J;;» C J;; découle naturellement.

Cela conclut la démonstration. O

Nous notons p(%, j) I'indice du plus proche ancétre de t; qui soit dans o(p;), i.e., p(i,j) =
max{i' <i:ty € o(pj)}.

Lemme 4.12. Soit un ordonnancement monotone d’une chaine de tdches sur des processeurs
subissant des pannes franches. Chaque copie t! est exécutée correctement si et seulement si p;
ne tombe pas en panne avant la fin de l'exécution de t; et si au moins 'un des j — 1 premiers
processeurs exécute correctement la tdche t,i; ;y—1, i.e., Ui = Jy j)—1-1 N Rij-

Démonstration. Nous prouvons d’abord que pour chaque tache t; € o(p;), Ui; = Joiij)—15-1N
R;;.

Uij = Jiflj N Ri]’ lemme 4.10
= dJi—1j-1N Ri]’ t; € U(pj) implique t;_1 ¢ T]
= Jy@ij)—1j-1 N Rij ti € o(p;) implique p(i,j) =1

Nous procédons par induction pour chaque tache ¢;;1 assignée a p; telle que t;i11 ¢ o(p;).
Supposons que Uj; = J,; j)—1 -1 Rij soit vrai. Nous allons montrer que I'égalité est aussi valide

-
pour la copie #;_ ;.

Uit1j = Jij N Rij lemme4.10
= (Ui U Jij—1) N Rij1; définition de J;;
= (Jp(m)_lj_l NR; U Jij_l) NRiy1j hypothése d’induction
= (Jp(ig)-1j-1 Y Jij-1) N Riga; Rit15 © I
= Jp(i,j)fl j—1 N Rit1j lemme4.11
= Jp(i+1,)-1j-1 N Riy1j tit1 & o(pj) implique p(i + 1, j) = p(i, )

Dans la quatriéme ligne, nous utilisons le fait que les pannes sont franches, ainsi R;11; C R;;.
Il reste a montrer que les inductions multiples qui sont réalisées sur chaque processeur p;

couvrent I’ensemble des taches t; € T;. Nous observons pour cela que chaque copie t{ ¢ o(p;) est
précédée par au moins une copie t), € o(p;). O]
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Nous sommes désormais préts & énoncer le résultat principal qui permet d’évaluer la fiabilité
d’un ordonnancement monotone d’une chaine de taches en temps polynomial.

Théoréme 4.13. Soit R;; ’événement « le processeur p; n’échoue pas avant la fin de l’exécution
de la copie t} » et J;; « la tdche t; est exécutée correctement sur au moins l'un des j premiers
pe t; J Jp
processeurs ». Soit m un ordonnancement monotone d’une chaine de tdches sur des processeurs

subissant des pannes franches.
La fiabilité de m se définit par fiab(w) = Pr|J, ot
nm

PI‘[Jil] = PI‘[RH] (4.6.1)
Pr[Jlj] = PI‘[Jlj_l] + (1 — Pr[Jlj_l]) PI‘[le] (462)
PrJij] = Pr[Jij—1] + (Pr[Jpg -1 -1] = PrlJij—1]) Pr[Ry] (4.6.3)

Démonstration. L'un des j premiers processeurs calcule correctement la téache ¢; si et seulement
si I'un des j — 1 premiers processeurs calcule correctement ¢; ou si le processeur p; calcule
correctement t;, i.e., J;; = J;j—1 U U;;. En utilisant le lemme 4.12, nous obtenons

Jij = Jij—1 U dpi)—1-1 0 Rij
PrJij] = Pr[Jij—1] + Pr[Jpq5)-1-1 0 Rij] = Pr[Jij—1 0 Jpgi j)—1,-1 N Rij

L’événement R;; concerne le processeur p; et est indépendant des événements J;;_1 et
Tp(i.)-15-1-
PrlJi;] = PrlJija] + Pr[Jp -1 j1] PrRij] = PrlJij 1] Pr[Jpe 5 -1 -1 | Jij1] PrlRij]

Supposons que t; soit assignée au processeur p; (sinon, Pr[R;;] = 0 et I’équation se simplifie
considérablement). Dans ce cas, le lemme 4.11 permet d’obtenir I'égalité Pr[J,¢; jy—1j—1 | Jij—1] =
1, ce qui prouve le théoréme. O

Intuitivement, ’équation 4.6.3 signifie que la tache ¢; est exécutée correctement sur au moins
I'un des j — 1 premiers processeurs (ce qui correspond a I’événement J; ;1) ou si elle est exécutée
sur le processeur p; (c’est-a-dire si les événements J,(; jy_1 ;1 et R;; se produisent). Comme ces
deux possibilités sont dépendantes, il faut retrancher leur intersection.

Les équations 4.6.1, 4.6.2 et 4.6.3 du théoréme 4.13 définissent un schéma d’évaluation récursif
pour déterminer la fiabilité d’'un ordonnancement monotone d’une chaine de taches. L’évalua-
tion utilise uniquement les probabilités des événements R;; qui font partie de la définition du
probléme. Pour vérifier que la récursion est polynomial, nous considérons le nombre maximal
d’événements J;; dont les probabilités nécessitent d’étre évaluées. Comme chaque processeur
peut exécuter chaque tache au plus une fois, la complexité est en O(nm).

Notons que le type de pannes considéré est essentiel pour prouver le lemme 4.12. Dans le cas
des pannes transitoires, le schéma d’évaluation récursif défini n’est pas applicable.

Remarquons enfin que la propriété de monotonie est suffisante mais pas nécessaire pour
utiliser les équations du théoréme 4.13.

4.6.3 Ordonnancement strict sur machines uniformes

Nous décrivons un probléme qui illustre la portée du schéma d’évaluation proposée dans la
section 4.6.2. Le probléme consiste & optimiser la fiabilité et la durée totale d’un ordonnancement
strict d’une chaine de taches. Comme le probléme est multicritére, nous recherchons un ensemble
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FIGURE 4.6.5 — Exemple d’ordonnancement triangulaire sur trois processeurs et avec cinq taches

d’ordonnancements optimaux qui fournissent chacun un compromis différent pour les deux ob-
jectifs. Le probléme consiste donc & générer des solutions Pareto-optimales (voir le chapitre 2
pour des détails sur la notion de Pareto-optimalité).

Nous continuons a considérer que les pannes sont franches. Comme les ordonnancements sont
stricts, ’évaluation de la fiabilité avec des pannes transitoires posséde une solution déja décrite
dans la section 4.5.1. . ‘

Nous postulons que les machines sont uniformes [76]. Rappelons que la copie ¢} nécessite w!
unités de temps. Dans le cas d’une plateforme uniforme, nous avons wf = ¢; X Tj, o ¢; est le
coiit de la tache ¢; et 7; est le temps de cycle du processeur p;. Cela signifie que 1'on peut trier
les processeurs suivant leurs vitesses. Par la suite, nous indigons les processeurs par temps de
cycle croissant. Le processeur p; est donc la machine la plus rapide et p,, la plus lente.

Grace a cette hypothése, nous sommes en mesure de caractériser un sous-ensemble d’ordon-
nancements stricts qu’il nous suffit de considérer dans notre contexte d’optimisation bicritére.

Définition 4.14. L’ordonnancement d’une chaine de tdches est dit triangulaire si et seulement
51

1. chaque processeur qui exécute au moins une tdche exécute également tous ses descendants
dans un ordre topologique

2. et si un processeur exécute une tdche, alors tous les processeurs plus rapides l’exécutent
aUSSt.

Dans un ordonnancement de chaine de taches triangulaire, la premiére tache exécutée sur le
processeur p; est alors dénotée p(n, j) selon la condition 1. Nous avons d’autre part que Vp; €
P,,Ypjy € P,j' < j = p(n,j') < p(n,j) d’aprés la condition 2. Ce qui équivaut a dire que
I’indice de la premiére tache ordonnancée sur chaque processeur est croissant monotone lorsque
les processeurs sont triés par vitesse croissante. Un exemple d’un ordonnancement strict de chaine
de taches vérifiant cette propriété est représenté sur figure 4.6.5.

Proposition 4.15. Considérons un probléme d’ordonnancement strict d’une chaine de tdches
sur des machines uniformes subissant des pannes franches. Pour chaque solution, il existe un
ordonnancement triangulaire qui posséde des valeurs objectives meilleures ou égales.

Démonstration. Soit un ordonnancement 7 donné. Nous montrons que nous pouvons construire
un ordonnancement triangulaire qui posséde des valeurs objectives meilleures ou égales a celles
de 7.

Supposons que 7 ne vérifie pas la condition 2 de la définition 4.14. Alors, pour chaque tache ¢;,
nous pouvons compléter 'ordonnancement en assignant des copies de t; aux processeurs plus
rapides que le processeur le plus lent qui exécute t;. Comme 'ordonnancement est strict, cette
opération n’ajoute pas de temps a la durée totale de 7 car I'intervalle de temps consacré a t; est
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déterminé par le processeur le plus lent qui I'exécute. D’autre part, la fiabilité ne diminue pas
car le succés de chaque copie déja ordonnancée ne dépend que de ses dates de début et de fin
d’exécution (voir section 4.3.2).

Nous pouvons donc considérer que l'ordonnancement 7w est complété de maniére a respecter
la condition 2. Supposons que 7 ne vérifie pas la condition 1. Alors, il existe une tache t; qui est
assignée au processeur p; sans que la tache ¢;11 ne lui soit assignée, i.e.,Ip; € P, 3t; € Tj, t;41 ¢
Tj;. Soit p;: le processeur le plus lent sur lequel est ordonnancée la tache ¢;;1. Comme 7 vérifie la
condition 2 et que ¢;11 n’est pas assignée a pj, ce processeur est plus rapide que p;. La tache ¢;
est donc également ordonnancée sur tous les processeurs plus rapide que p;;. Comme les pannes
sont franches, le succés de la copie tf n’a pas d’incidence sur le succés des copies de la tache ¢;11
assignée a p; et aux processeurs plus rapides que p;. La copie t‘g est donc inutile et peut étre
supprimée pour diminuer la durée totale de 7. En réalisant de méme pour chaque tache t; assignée
au processeur p; sans que la tache ¢; 1 ne lui soit assigné, nous obtenons un ordonnancement
vérifiant la condition 1. O

Nous présentons un corollaire direct de la proposition 4.15 : & partir d’'un ordonnancement
Pareto-optimal, nous pouvons obtenir un ordonnancement triangulaire qui posséde les mémes
valeurs objectives. Cette propriété permet de restreindre la classe des ordonnancements considérés
a celle des ordonnancements triangulaires.

Proposition 4.16. Soit m un ordonnancement triangulaire strict d’une chaine de tdaches sur des
machines uniformes subissant des pannes franches. Alors, l'ordonnancement w est monotone.

Démonstration. Pour chaque processeur p; qui exécute au moins une tache, nous avons o(p;) =
{tp(n,j)}- D’autre part, il n’existe pas de processeur parmi les m — j derniers auquel est assigné
la tache t,(;,)—1 (implication de la condition 2 de la définition 4.14). L’unique tache de o(p;) ne
dépend donc que des j — 1 premiers processeurs. Un ordonnancement triangulaire strict vérifie
donc la condition 1 de la définition 4.8.

Par ailleurs, dans un ordonnancement strict, une tache débute son exécution lorsque toutes
les copies de son prédécesseur sont terminées. Ainsi, les conditions 2 et 3 de la définition 4.8 sont
toujours vérifiées. O

Par conséquent, nous pouvons évaluer en temps polynomial la fiabilité d’un ordonnancement
Pareto-optimal pour le probléme considéré dans cette section, & savoir I'optimisation bicritére
de la fiabilité et de la durée totale d’ordonnancements stricts de chaines de taches sur machines
uniformes subissant des pannes franches. Notons que si un ordonnancement Pareto-optimal n’est
pas triangulaire, nous pouvons le compléter de maniére & ce qu’il le devienne.

4.7 Conclusion

La figure 4.7.1 dresse un bilan de la complexité des problémes traités dans ce chapitre. Les
fleches représentent les réductions polynomiales possibles entre les problémes. Un ordonnance-
ment sur une plateforme avec des pannes transitoires peut étre transformé en temps polynomial
en un ordonnancement sur une plateforme avec des pannes franches. Il faut pour cela position-
ner chaque copie sur un processeur séparé (s’il n’y a qu’une seule tache par processeur, alors les
pannes transitoires et franches sont équivalentes). Le nombre de processeurs requis dans le nouvel
ordonnancement est plus important (nous passons de m processeurs a O(nm) processeurs).

La preuve démontrant la #P’-Complétude de I’évaluation de la fiabilité dans le cas général
constitue la contribution majeure de ce chapitre. Dans le cas ol la complexité est inconnue,
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FIGURE 4.7.1 — Bilan de la complexité des problémes d’évaluation (gris clair pour les problémes
polynomiaux, blanc pour le probléme ouvert, gris foncé pour les problémes #P’-Complet). Les
lettres caractérisent les différentes problématiques : G pour les ordonnancements généraux; S
pour les ordonnancements stricts; T pour les pannes transitoires; F' pour les pannes franches;
m pour les ordonnancements monotones ; ¢ pour les ordonnancements triangulaires; () pour les
ordonnancements sans réplication.

des développements analytiques aboutissent sur une méthode heuristique. La section présentant
I’étude d’un cas particulier de graphe de taches souligne la difficulté que présente 1’évaluation de
la fiabilité méme dans un cas spécifique. Cela conforte notre conjecture selon laquelle le probléme
ouvert est aussi #P’-Complet.
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FIGURE 5.1.1 — Une plateforme de calcul distribué

5.1 Introduction

Nous introduisons d’abord le contexte des plateformes de calcul distribué et le risque pré-
senté par le manque de controle dans ces plateformes, surtout les plateformes volontaires. Nous
évoquons le lien entre la nature de l'incertitude considérée et notre approche au probléme, et
terminons sur le plan de ce chapitre.

5.1.1 Description du contexte

Les plateformes de calcul distribué telles que BOINC [16] (voir la figure 5.1.1) offrent une
capacité de calcul importante mais sont sujettes & de nombreuses incertitudes.

Ces plateformes sont composées d’un ensemble de ressources calculatoires. Dans le cas des
plateformes volontaires, celles-ci sont mises & disposition par des participants bénévolement.
Dans ce cas, chaque participant, ou entité, offre une partie de la capacité de calcul de sa ou ses
machines & une plateforme de calcul distribué en utilisant une identité virtuelle qui permet de
I’authentifier.

Ce type d’infrastructures rend possible le déroulement de simulations scientifiques inten-
sives [17, 15, 105]. De nombreuses applications & objectif académique ou médical sont dévelop-
pées afin de profiter de la puissance de calcul ainsi disponible. Dans ces projets, la charge de
travail est divisée en un ensemble de taches qui sont distribuées aux ressources aprés une étape
d’ordonnancement.

Les avantages des plateformes de calcul distribué sont multiples. Reposant souvent sur le
volontariat, le colit économique est fortement réduit pour une grande puissance de calcul. Par
exemple, le déploiement, la gestion et la maintenance des ressources calculatoires devient un
probléme négligeable par rapport a la complexité de ces opérations dans des environnements de
calcul centralisés.

En contrepartie, la quantité, la dispersion et le manque de contréle des ressources posent
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problémes. Dans ces plateformes, les temps de calcul sont incertains, la disponibilité d’une res-
source a un instant donné n’est pas garantie et tout résultat obtenu a l’issu d’un calcul peut étre
incorrect. Cela rend la plateforme imprévisible et potentiellement instable.

Il en découle que la fiabilité affichée par le systéme est & prendre en considération. La triche
est un cas de figure illustratif des risques existants. Lorsqu’un participant malveillant produit des
résultats incorrects, il est nécessaire d’avoir un mécanisme de certification pour valider les résul-
tats corrects et invalider ceux qui ne le sont pas. A cette fin, il existe plusieurs approches. Citons
par exemple les quizzes pré-calculés [159] ou encore les systémes de vote utilisés conjointement
avec un systéme de réputation [138].

Procéder a un vote est efficace si chaque résultat incorrect est unique (en considérant que
les collisions sont improbables). Cependant, ce n’est plus le cas si les participants décide de
tricher de facon organisée en faisant preuve de collusion ou s’il existe une erreur matérielle ou
logicielle reproductible sur certaines ressources spécifiques. Citons aussi le cas d’une infection par
un virus ou le cas de l'attaque Sybil [56]. Toutes ces situations rendent les plateformes de calcul
distribué vulnérables aux fautes collectives, c’est-a~dire la production du méme résultat incorrect
par plusieurs ressources distinctes.

5.1.2 Typologie

D’aprés la taxonomie proposée dans [40], notre étude se positionne dans le contexte des
plateformes de calcul distribué centralisées, & savoir les plateformes ou chaque décision est prise
par un serveur unique.

Le probléme de I'ordonnancement sur plateforme de calcul distribué consiste a distribuer des
taches dont les durées sont inconnues sur des machines hétérogénes dont les disponibilités sont
inconnues. Ce probléme se note R|online — time — nclv| ) C; suivant la notation «|B|y [76] et
celle décrite dans [121]. L’objectif est alors de minimiser la latence moyenne, c¢’est-a-dire la durée
moyenne pendant laquelle chaque tache reste dans le systéme.

L’incertitude concerne la justesse des résultats et nous enrichissons cette problématique d’un
second critére relatif & la validité de I’ensemble des résultats générés. Comme évoqué plus haut,
il existe plusieurs causes a ces incertitudes. Elles peuvent étre la conséquence de comportements
humains ce qui est le cas lorsque les participants trichent. Nous n’écartons toutefois pas les
erreurs matérielles ou logicielles. Remarquons finalement que le probléme existe & cause de l'in-
capacité & déterminer si une ressource donnée est fautive ou non. Cette ignorance de la part
de lordonnanceur illustre le caractére épistémique de 'incertitude traitée (tel que défini dans
I'introduction de ce manuscrit). Pour mettre cette remarque en perspective, notons que le doute
porté sur la validité d’un résultat n’est pas lié a l'insuffisance des méthodes mises en place pour
certifier le résultat (incertitude méthodologique). C’est en revanche l'ignorance qui est en jeu
et notre solution consistera & la limiter. Le modéle défini plus bas introduit des probabilités de
faute insérant ainsi une variabilité aléatoire aux comportements des ressources.

5.1.3 Description de I’étude

Le probleme évoqué dans cette introduction se focalise sur deux critéres : I'efficacité et la
précision. L’incertitude sur la validité des résultats rend ce dernier critére difficile & optimiser.
Pour gérer cette incertitude, nous proposons de réduire l'ignorance et pour cela, nous nous
intéressons a la caractérisation des ressources fautives (d’un point de vue qualitatif et quantitatif).
Notre contribution consiste en un mécanisme de caractérisation qui se greffe sur un algorithme
d’ordonnancement existant. A chaque fois que le résultat d’une tache est recu par le serveur,
le mécanisme proposé considére le résultat comme une nouvelle observation pour améliorer les
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estimations qu’il produit sur les propriétés fautives des ressources. Le probléme traité n’est donc
pas celui de 'ordonnancement, mais celui de la caractérisation des ressources.

Nous décrivons dans la section 5.4 notre méthode pour représenter, détecter et caractériser
les fautes collectives. Comme nous manipulons deux structures de données, nous aboutissons
sur deux mécanismes de caractérisation. Ils sont par ailleurs comparés empiriquement dans la
section 5.5 en utilisant des traces d’exécution réelles.

5.2 Etat de ’art

Bien que les plateformes de calcul distribués aient été amplement étudiées, il existe peu de
travaux sur la caractérisation de la fiabilité des ressources en présence de fautes collectives.

Nous allons donc articuler ’état de I'art autour des travaux principaux en lien avec la problé-
matique générale de la production de résultat fiable sur ces plateformes. Dans un premier temps,
nous décrirons une attaque compromettante et postulerons qu’un mécanisme est utilisé pour la
limiter. Ensuite, nous aborderons des solutions algorithmiques complétes pour I'ordonnancement
et la certification des résultats. Aprés avoir remarqué que ces systémes nécessitent souvent un
systéme de réputation, nous présenterons différentes solutions. Bien que ces systémes de réputa-
tion caractérisent la fiabilité des ressources, ils ignorent les fautes collectives. Nous finirons sur
un domaine transversal dont la problématique se rapproche de la nétre.

5.2.1 Attaque Sybil

La mise en place d’une attaque Sybil par un participant malveillant constitue une source
dangereuse de collusion. Dans [56], Douceur distingue le concept d’entité (qui correspond & un
individu physique) et d’identité (qui correspond a un compte virtuel). L’attaque qu’il présente,
nommeée attaque Sybil, consiste & multiplier démesurément les identités possédées par une unique
entité. Cette attaque menace particuliérement les systémes dans lesquels la création d’un compte
(une identité) est facile. Une fois réalisée, 'attaquant dispose alors d’une quantité d’identités qui
lui permettent d’obtenir la majorité lors d’'un vote par exemple. Dans ce cas, la certification des
résultats devient impossible si aucune référence n’est disponible. Dans notre cas, les participants
prétent de la puissance de calcul et il est alors possible de limiter partiellement une attaque
Sybil a I'aide de puzzles calculatoires [109] ou par 'intermédiaire d’un systéme d’invitation et de
récompense comme proposé dans [54].

Nous supposons désormais qu’un mécanisme quelconque est mis en place et permet de limiter
I'impact de toute attaque Sybil.

5.2.2 Ordonnancement et certification

Différentes solutions existent pour ’ordonnancement de taches sur des ressources calculatoires
et la certification des résultats dans les plateformes de calcul distribué. Ces solutions peuvent se
classifier en considérant les propriétés suivantes :

Redondance De nombreuses solutions se basent sur la duplication des taches sur les ressources
calculatoires, i.e., exécuter plusieurs fois la méme tache pour accroitre les chances d’obtenir
un résultat correct.

Tache vérifiable ou quiz. Des taches dont les résultats sont connus sont insérées dans la liste
de taches a traiter. Assurer que les taches vérifiables ne se distinguent pas des autres taches
est un probléme difficile.
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Ressource calculatoire stire Cette ressource exécute certaines taches et les résultats générés
ne comportent aucune erreur. Cela peut étre utilisé avantageusement en comparant ces
résultats corrects a ceux obtenus par d’autres ressources dont la fiabilité est inconnue.

Liste noire Le principe consiste & marquer les ressources qui ont produit un résultat incorrect
et & les ignorer. En revanche, cela ne protége pas le systéme des participants qui se re-
connectent avec une nouvelle identité en abandonnant I’ancienne. D’autre part, Kondo et
al. montrent dans [100] que cette solution est inefficace & cause de la faible proportion de
ressources parfaitement fiables.

Vérification intermédiaire ou checkpoint. 11 est possible de réaliser des vérifications pendant
I’exécution d’une tache pour accélérer la détection des fautes.

Spécificité Le mécanisme peut étre spécifique & une application donnée. En effet, les taches de
certaines applications présentent des particularités exploitables lors de la certification de
résultats.

Centralisation Bien que les ressources calculatoires soient reparties, les décisions d’ordonnance-
ment et de certification sont soit centralisées, soit entiérement distribuées. Dans ce dernier
cas, le systéme est alors plus robuste & une attaque ciblée.

5.2.2.1 Faute individuelle

La plateforme de calcul distribué BOINC [16] contient le mécanisme d’ordonnancement et de
certification le plus utilisé en pratique. Sur cette plateforme, les taches sont distribuées de fagon
redondante aux ressources calculatoires dans 1'optique d’atteindre un quorum de résultat. Ainsi,
chaque tache est d’abord distribuée & o ressources. Si un quorum de ¢ résultats est obtenu (a
savoir, ¢ ressources retournent le méme résultat), la tache est terminée. Sinon, elle est assignée
a une nouvelle ressource et cette étape est répétée jusqu’a obtention du quorum recherché. Ce-
pendant, la tache ne peut pas étre envoyée & plus de [ ressources. Si le quorum n’est toujours
pas atteint avec [ résultats, alors le résultat qui remporte le plus d’adhésions est certifié.

Un algorithme d’ordonnancement avec redondance des taches est proposé dans [138]. Il se
base sur un systéme de réputation qui estime la probabilité qu'une ressource retourne un résultat
incorrect, ce qui est utilisé pour déterminer quelles ressources doivent calculer une tache donnée.

Sarmenta présente un mécanisme basé sur la redondance, les taches vérifiables et la liste
noire dans [130]. Le résultat certifié est celui qui est majoritaire. Il décrit aussi un systéme de
réputation basé sur la crédibilité pour rendre compte de la fiabilité des ressources.

5.2.2.2 Gestion de la collusion

Ces précédents travaux ne gérent que les fautes individuelles. Les travaux décrits dans cette
section sont congus pour résister a la collusion des ressources.

Zhao et al. [159] présentent deux solutions basées sur le principe de redondance et de tache
vérifiable et les analysent de fagon probabiliste. De plus, un systéme basé sur la confiance est
décrit et étend les deux approches proposées.

Domingues et al. [54] proposent une méthode pour s’assurer du déroulement correct de 'exé-
cution des taches. Il s’agit de réaliser des vérifications intermédiaires en comparant 1’état d’un
calcul & une étape donnée & celui des autres calculs comparables. Ces vérifications se basent
donc sur la redondance des calculs pour pouvoir les comparer et détecter le plus tét possible les
divergences.

Silaghi et al. [136] décrivent une technique pour lutter contre la collusion. Leur mécanisme
est basé sur le principe de redondance et sur un systéme de réputation utilisant 1’algorithme
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EigenTrust. Les participants détectés comme fautifs sont mis sur une liste noire et les taches pour
lesquelles ils avaient retourné un résultat sont resoumises. Cependant, ce travail posséde quelques
désavantages : il suppose que l'algorithme de détection n’est pas connu par le participant et
I’algorithme nécessite d’attendre que toutes les taches soient finies avant de certifier les résultats.

Similairement, Yurkewych et al. [156] proposent une solution pour estimer le cotit d'un mé-
canisme de redondance en présence de collusion grice a la théorie des jeux. Leur travail vise une
plateforme commerciale et se base sur la redondance et les taches vérifiables.

Krings et al. [103, 104] étudient le probléme de la certification des résultats lorsque les taches
sont soumises & des contraintes de dépendance. Leurs travaux permettent de détecter si une
attaque massive a eu lieu et requiert des ressources stres.

Certains de ces travaux se basent sur la possibilité de vérifier le résultat d’une tache. Comme ce
n’est pas toujours possible, nous ne considérons pas cette possibilité. Toutefois, ces approches sont
complémentaires & nos travaux. D’autre part, la possibilité de faire des vérifications intermédiaires
et tout mécanisme spécifique a une application précise sont écartés afin de rester générique dans
notre approche du probléme.

5.2.3 Systéme de réputation

Nous pouvons remarquer que de nombreuses solutions d’ordonnancement et de certification
(voir section 5.2.2) reposent sur une caractérisation de la fiabilité des ressources calculatoires. Il
s’agit alors d’estimer la probabilité qu’une ressource se compote de fagon satisfaisante. Les sys-
témes de réputation rentrent dans ce cadre car leur objectif est d’associer un indice de réputation
a chaque identité présente sur une plateforme donnée.

Dans [92], Josang et al. inventorient un ensemble de solutions existantes et donnent quelque
critéres pour évaluer la qualité d’un systéme de réputation (comme la précision et la robustesse).

L’algorithme EigenTrust [94] est sans doute I'un des systémes les plus représentatifs de la
littérature. Il associe a chaque identité une valeur qui agrége I’ensemble des valeurs de confiance
qu’ont les autres identités envers celle-ci. Comme il fonctionne de fagon itérative, a la deuxiéme
itération, il prend aussi en compte la confiance qu’ont les identités envers les identités qui font
confiance a 'identité en question. Ainsi, I’algorithme converge et produit une valeur pour chaque
identité qui représente la confiance globale de I’ensemble du systéme pour cette identité. Il peut
étre appliqué dans tout systéme ot des identités interagissent (pour le calcul, le partage de fichiers
ou le transfert de données). Il présente enfin I'avantage de fonctionner de fagon décentralisée.

Josang introduit dans [90] une logique subjective pour exprimer la confiance dans les réseaux.
Chaque score est modélisé par une opinion : un triplet de croyance, d’incroyance et d’incertitude.
Cette logique manipule les opinions pour produire des recommandations ou des consensus. Ce
systéme peut donc aussi étre utilisé pour 'ordonnancement et la certification des résultats.

Le systéme de réputation H-trust [158] agrége partiellement les confiances présentes dans un
réseau. Il s’appuie sur un protocole que les participants doivent respecter et ne s’applique donc
pas directement dans le contexte des plateformes de calcul distribué.

Les systémes de réputation en général ne visent pas la détection des fautes collectives. Notre
objectif n’est pas de produire une estimation de la fiabilité, mais de caractériser les propriétés
fautives des participants (quantité et composition des groupes de ressources commettant des
fautes collectives).

5.2.4 Diagnostic des fautes

La caractérisation des fautes collectives est liée & un dernier domaine : le diagnostic des
fautes 23, 58, 102, 122| dont I'objectif est de trouver des processeurs fautifs en réalisant une série
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Symbole | Définition
P | Ensemble des ressources calculatoires
n | Nombre de ressources (n = |P|)
G | Ensemble des groupes réels
G | Ensemble des groupes observés
[ | Nombre de groupes réels (I = |G|)
I | Nombre de groupes observés (I = |G|)
C' | Matrice de faute réelle (de taille 1)
C' | Matrice de faute estimée (de taille 1)
A | Matrice d’affinité réelle (de taille [)
A | Matrice d’affinité estimée (de taille [)
cij | Probabilité de faute collective entre les groupes ¢ et j
b Probabilité estimée de faute collective entre les groupes observés i
Yolet g
a;j | Probabilité d’affinité entre les groupes 7 et j
a;; | Probabilité estimée d’affinité entre les groupes observés i et j
g(p) | Groupe contenant la ressource p (g(p) € G)
g(p) | Groupe observé contenant la ressource p (§(p) € G)
L | Sous-ensemble de ressources (L C P)
Ensemble des groupes couvrant chaque ressource appartenant a L
Ky,
(KL = Uerl9®)})
- Ensemble des groupes observés couvrant chaque ressource
Ky, . 3 .
appartenant a L (K = UPGL{g(p)})
B Evénement « toutes les ressources appartenant a L échouent
collectivement pour une tache donnée »
P Ensemble des ressources ayant renvoyées le résultat r pour la
"t | tache ¢
#¢;; | Nombre d’interactions prises en compte par 'estimation ¢&;;
I(¢;5) | Intervalle de confiance associé a l'estimation ¢;

TABLE 5.1 — Notations du chapitre

de requétes entre les processeurs. Ces techniques tolérent les fautes collectives et ne requiérent
qu’une majorité de processeurs corrects. Dans notre cas, nous n’avons pas de controle sur les
requétes (i.e., la fagon dont les taches sont distribuées aux participants). Par ailleurs, ces travaux
présupposent que les processeurs ne sont pas hostiles et n’essaient pas de tromper le mécanisme
de détection.

5.3 Modéles et définitions

Les notations utilisées dans ce chapitre sont résumées dans le tableau 5.1.

5.3.1

Application et plateforme

Nous proposons le modéle suivant pour une plateforme de calcul distribué, modéle inspiré
directement de BOINC [16] :
— Un ensemble de taches est donné et chacune doit étre exécutée sur la plateforme.
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— Nous avons n ressources calculatoires. Chaque ressource p € P est capable de calculer le
résultat de chaque tache. Cependant, comme les participants peuvent se connecter et se
déconnecter, celles-ci ne sont pas toujours disponibles. Cette disponibilité est définie par un
ensemble d’intervalles. Si une ressource quitte le systéme lors d’un calcul, alors elle reprend
le calcul 1a ot elle I'avait laissé a son retour.

— Le serveur assigne une tache & un ensemble de ressources et récupére ensuite les résultats.
Pour chaque tache, nous supposons qu’il n’y a qu’un seul résultat correct. D’autre part,
I’espace des résultats est supposé suffisamment large pour que la probabilité que deux
ressources renvoient le méme résultat incorrect soit insignifiante (on supposera alors qu’il
s’agit d’un type de fautes spécifique que nous détaillons dans la section 5.3.2).

5.3.2 Modéle de menace

Une ressource calculatoire commet une faute individuelle si elle renvoie un résultat incorrect
indépendamment des autres ressources. Nous dirons alors que la ressource échoue individuelle-
ment. Cela peut se produire dans le cas d'une erreur d’entrée/sortie, d'une interférence cosmique
ou encore d’une corruption mémoire.

Nous désignons par faute collective la génération du méme résultat incorrect par deux ressour-
ces calculatoires distinctes suite aux calculs de la méme tache. Cette faute concerne alors les
ressources ayant envoyé les résultats incorrects en question. Nous dirons aussi que les ressources
échouent collectivement. On distingue deux types de fautes collectives :

— Il s’agit du premier lorsque des saboteurs coopérent volontairement pour envoyer un méme
résultat incorrect pour une tache donnée dans 'objectif de battre un algorithme par quo-
rum. Dans ce cas, il y a collusion en les participants.

— Le second type de faute concerne des participants qui ne trichent pas délibérément comme
dans le cas d’une infection par un virus ou lorsqu’il existe une erreur dans le code exécuté
qui ne se révéle que sur certaines ressources.

Les ressources sont regroupées suivant leurs comportement de telle sorte que les ressources d’un
méme groupe renvoient le méme résultat lorsqu’elles exécutent la méme téche (sauf s’il y a une
faute individuelle). Il existe deux types de groupes :

Groupe non-fautif. Les ressources de cet unique groupe n’interviennent dans aucune faute
collective mais peuvent échouer individuellement. Ce groupe est donc non-fautif en terme
de faute collective.

Groupe fautif. Dans le cas de la collusion, les participants peuvent décider de renvoyer le
résultat correct de temps a autre afin de réduire le risque d’étre détectés. Les ressources
d’un méme groupe échouent donc collectivement avec une probabilité donnée.

Par soucis de concision, nous dirons qu’un groupe fautif échoue pour une tache spécifique lorsque
les ressources de ce groupe échouent collectivement. Si un autre groupe fautif échoue pour la méme
tache, alors il y a deux cas :

— Les ressources des deux groupes renvoient le méme résultat incorrect, auquel cas les deux
groupes fautifs échouent collectivement. Ce comportement se produit si certaines ressources
sont infectées par plusieurs virus qui agissent chacun différemment.

— Les deux résultats incorrects des deux groupes sont différents et nous dirons que deux
groupes échouent individuellement. C’est la seule situation envisageable s’il n'y a qu’un
seul groupe fautif. La probabilité qu’un groupe échoue collectivement avec un autre est
inférieure a celle qu’il échoue individuellement.

Une ressource d'un groupe donné peut également échouer individuellement (une faute individuelle
est prédominante sur une faute collective) et renvoyer un résultat incorrect qu’elle aura été la
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seule a générer.

Soulignons que le modéle de menace proposé est fort : les groupes fautifs peuvent échouer
collectivement (coopération entre les groupes par exemple), les groupes fautifs n’échouent pas
systématiquement (ce qui peut permettre aux participants faisant preuve de collusion d’éviter
d’étre détectés), les ressources ne requiérent pas de synchronisation pour échouer collectivement
et aucune de ces informations n’est connue par le systéme & priori.

Nous postulons en revanche que le groupe non-fautif est le groupe le plus large. Cela implique
qu’il existe une majorité relative de ressources non-fautives.

5.3.3 Données du probléme

Le probléme que nous étudions porte sur la caractérisation des propriétés liées aux fautes col-
lectives de chaque ressource calculatoire. Précisément, nous estimons le groupe auquel appartient
chaque ressource, ainsi que les probabilités que chaque paire de groupes échoue collectivement.
Aucune supposition n’est réalisée & propos de la fagon dont sont assignées les taches aux res-
sources sinon qu’elles sont dupliquées. Bien que la fagon dont les taches sont ordonnancées peut
certainement aider & la détection et la caractérisation des fautes collectives, nous faisons des
suppositions minimales sur ’étape d’ordonnancement. En effet, nous proposons une solution
générique indépendamment de lordonnanceur utilisé. De nombreux systémes (comme BOINC)
reposent sur un mécanisme de redondance pour mieux résister aux pannes. L’hypothése de du-
plication des taches n’est donc pas une hypothése forte. L’entrée de notre probléme est une
succession d’événements de deux types possibles :

— <d,p,t,r >a l'instant d, la ressource p envoie le résultat r pour la tache t.

— < d,t > al'instant d, toutes les ressources assignées a la tache t ont terminé leurs calculs

et la tache t est alors terminée.
Nous supposons que ces événements arrivent dans un ordre déterminé par la vitesse des partici-
pants.

5.3.4 Critéres

Il existe un lien entre la caractérisation de la fiabilité des ressources et les systémes de ré-
putation. Jgsang et al. [92] ont proposé certains critéres génériques pour évaluer un systéme
de réputation qui peuvent se traduire ainsi dans notre contexte de caractérisation des fautes
collectives :

Précis Capacité du systéme a donner une estimation des probabilités de faute collective proche
de la réalité.

Robuste Capacité du systéme & observer une attaque tout en soutenant ses performances.

Introspectif Le systéme doit étre en mesure de donner une indication sur la confiance que ’on
peut accorder aux estimations produites.

Adaptatif Capacité a détecter (a la fois quantitativement et qualitativement) les changements
subis par la plateforme.

Régulier Les changements entre les états successifs du systéme ne doivent pas étre radicaux.

Nous ne donnerons pas la méme importance & tous ces critéres. Nous jugeons la précision comme
le plus important et il sera par la suite le centre de notre attention. L’idée principale de notre
mécanisme est de résister a des attaques et nous considérons donc que la robustesse de notre
solution est implicitement assurée. Bien que 'introspection soit difficilement évaluable, nous don-
nerons un apergu des performances obtenues a cet égard. Un systéme adaptatif peut facilement
étre obtenu & partir d’un systéme cong¢u pour caractériser une plateforme statique en insérant
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un mécanisme d’amnésie. Il existe de nombreux cas d’étude ou ce critére est important (comme
la propagation de virus), mais nous limiterons notre étude au cas statique. Finalement, nous
pensons que la régularité n’est pas une qualité importante pour un systéme de caractérisation et
nous ignorons cet aspect par la suite.

5.3.5 Groupes observés et mesures

Pour modéliser la réalité, nous groupons les ressources qui partagent le méme comportement.
La sortie de notre systéme de caractérisation est un ensemble de groupes de ressources qui
possédent les méme caractéristiques de faute collective. Ces groupes sont dits observés (i.e.,
lorsqu’une tache est assignée a un sous-ensemble de ressources dans ce méme groupe, le systéme
a observé que les ressources échouaient de la méme fagon). Pour mesurer la précision de notre
solution, nous comparons 'estimation avec les probabilités de faute collective réelles.

Soit G 'ensemble réel des groupes et G lestimation de ensemble G par notre systéme. Nous
supposons que ces deux ensembles sont complets (chaque ressource est dans exactement un
groupe). Soit g(p) € G l'ensemble des ressources qui sont dans le méme groupe observé que la
ressource p. Nous voulons que les groupes observés G = Upeptd(p)} concordent avec les groupes
réels et que les probabilités de faute collective observées soient proches des véritables probabilités.
Combiner ces critéres qualitatif et quantitatif en une seule mesure précise est délicat. Soit g € G
et ¢’ € G deux groupes réels de ressources. Soit eg s la différence absolue entre la probabilité
réelle et celle estimée que les groupes g et g’ échouent collectivement. Nous agrégeons toutes les
erreurs associées a chaque estimation en utilisant le RMSD (Root Mean Square Deviation).

1
@l > ey (5.3.1)

(9,9')€G?

Une faible valeur de RMSD indique une bonne estimation des groupes. La fagon de calculer
equg dépend de la représentation interne des interactions entre les groupes observés. Nous pro-
posons deux représentations possibles et montrons comment borner ey, dans la section 5.4.1.4.
Nous considérons par la suite ces deux aspects de la précision :

Temps de convergence Temps nécessaire pour obtenir une précision acceptable (définie par
un seuil sur le RMSD).

Précision stabilisée Précision atteinte aprés un large nombre d’événements (médiane du RMSD
pendant les 100 derniers événements d’une simulation).

5.4 Caractérisation des fautes collectives

La caractérisation et la représentation des fautes collectives nécessitent plusieurs éléments.
Nous présentons d’abord une fagon de considérer les interactions entre groupes de ressources.
L’objectif est d’identifier efficacement et de mettre a jour des groupes observés. Nous présentons
ensuite les algorithmes de groupement qui se basent sur deux représentations (faute et affinité)
qui ont chacune des propriétés intéressantes. Ces algorithmes dynamiques fournissent de nouvelles
estimations a chaque nouvel événement.

Les algorithmes présentés groupent les ressources qui partagent les mémes caractéristiques
en terme de faute collective. Les événements ne sont pas traités comme des observations sur les
interactions entre des ressources mais entre des groupes de ressources. Cela permet de réduire la
complexité de 'approche : au lieu de considérer chaque paire de ressources, on ne considére que
chaque paire de groupes, factorisant ainsi la représentation interne. Comme nous travaillons au
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niveau des groupes, certaines observations sont alors redondantes. Dans ces cas, les algorithmes
ne mettront & jour leurs représentations internes qu’une seule fois. Par exemple, si toutes les
ressources d’'un méme groupe envoient le méme résultat pour une tache donnée, une seule entrée
sera mise & jour entre le groupe concerné et les autres. La premiére fois qu’une interaction entre
des groupes est observée, nous la qualifierons de nouvelle.

L’objectif des algorithmes proposés en section 5.4.2 est de maintenir une structure de données
qui représente les interactions entre les groupes de ressources calculatoires. Initialement, chaque
structure de données ne correspond pas & la réalité et nous proposons des opérations qui visent &
modifier ces structures jusqu’a une stabilisation autour d’un état donné. On dira qu’un algorithme
converge si la structure de données utilisée se stabilise, indépendamment de la précision obtenue.

Avant de présenter les algorithmes en détail, nous décrivons la facon dont nous représentons
les interactions entre les groupes de ressources calculatoires.

5.4.1 Modéle d’interaction

Dans cette section, nous proposons deux représentations possibles pour caractériser les inter-
actions entre les groupes de ressources. La premiére est basée sur les fautes collectives constatées
entre les ressources, la seconde se concentre sur leurs affinités compte tenu des résultats produits
par les ressources.

5.4.1.1 Représentation par faute

La premiére représentation possible pour modéliser les interactions entre groupes de res-
sources consiste a se baser sur la probabilités que deux ressources réalisent des fautes collectives.
Une matrice carrée C' contient les estimations des probabilités de faute collective. La probabilité
estimée que les ressources des groupes observés ¢ and j échouent collectivement est notée ¢&;.
Cette représentation posséde un désavantage : quand deux ressources renvoient le méme résultat,
un mécanisme de certification est nécessaire pour déterminer si le résultat est incorrect, et donc
s’il s’agit d’une faute collective. Puisque ce mécanisme se base sur les précédentes estimations du
mécanisme de caractérisation, il y a un risque que le systéme amplifie les erreurs d’estimation et
ne converge pas. Nous proposons une technique d’adaptation dans la section 5.4.2.1 qui permet
de remédier & ce probléme.

Soit L un sous-ensemble de ressources calculatoires (L C P). Soit £y, I’événement « toutes les
ressources appartenant & L échouent collectivement pour une tache donnée ». Les deux lemmes
suivant sont utilisés pour produire des estimations sur les fautes collectives entre n’importe quel
sous-ensemble de ressources L.

Lemme 5.1. Soit Ky, l’ensemble des groupes contenant toutes les ressources appartenant a un
ensemble L (i.e., K, =,c{9(p)}), alors :

0<Pr[Er] < min (c¢)
(i.5)EKT

Démonstration. Ces bornes sont obtenues directement & partir des définitions : une probabilité est
positive ou nulle ; la probabilité que toutes les ressources appartenant a L échouent collectivement
ne peut pas excéder les probabilités de faute collective de chaque paire de groupes de ressources.

O

Lemme 5.2. Soit ’ensemble L =i U j Uk tel que (i,5,k) € G3. Alors :

4 1
max <O, Cig F Cik T Gk ) < Pr[Ep)]

2
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Démonstration. Par définition, les groupes i et j échouent collectivement avec k, ou bien ils
échouent collectivement sans k : ¢;; = Pr[EL] + Pr[E;y; N Er]. Par analogie, ¢;;, = Pr[Er] +
Pr[E;ux N EL] et ¢jp = Pr[Ep] + Pr[E;ur N EL]. Nous avons également Pr[E;; N EL] + Pr[E;y, N

EL] 4+ Pr[Ejur N EL) + Pr[EL] <1 car les événements sont disjoints. Ainsi :

Cij + Cip +cjp — 1
2

< Pr[Ey)]
O

Le scénario qui éloigne le plus les bornes du lemme 5.2 est obtenu lorsque ¢;; = ¢;r, = cjx = %
Dans ce cas, l'intervalle entre les deux bornes est %

5.4.1.2 Représentation par affinité

La seconde représentation est basée sur des observations absolues, i.e., les affinités entre les
ressources de différents groupes relativement aux résultats renvoyés. La matrice carré A contient
les estimations de probabilités que les groupes observés retournent un résultat similaire. La
probabilité que les ressources du groupe i calculent le méme résultat (correct ou non) que les
ressources du groupe j est notée a;;. Avec cette représentation neutre, il n’y a pas besoin d’un
mécanisme de certification externe pour déterminer si les résultats sont corrects ou non. Le
systéme a donc plus de chance de converger.

Les deux lemmes suivant fournissent des bornes pour estimer la probabilité que les ressources
appartenant & L échouent collectivement et retournent le méme résultat incorrect (i.e., Pr[EL]).

Le groupe contenant le plus grand nombre de ressources est indicé & 1 et nous supposons
qu’il s’agit du groupe non-fautif.

Lemme 5.3. Soit L =i U j tel que (i,5) € G2. Alors :
max (0, aij — 14, aij — alj) S PI"[EL]

L+ agj —au’—&lj)

2

Démonstration. Nous séparons 'univers des possibles en plusieurs événements disjoints :

Pr[Er] < min <a¢j,

8

aucun des groupes 7 et j n’échoue

il E
E,NE; seul le groupe j échoue
E;N E seul le groupe 7 échoue
ELNE;N L les groupes ¢ et j échouent individuellement
Er les groupes ¢ et j échouent collectivement

Par construction, ai; = Pr[E; N E;] + Pr[E; N Ej], a1;j = Pr[E; N E;] + Pr[E; N E;] et
a;j = Pr[E; N E;] 4+ Pr[EL]. Comme I'ensemble de l'univers est couvert par ces événements, la
somme de leurs probabilités est égale & un. Ainsi :

1+ ajj — a1 — 015 PI‘[EH E; N Ej]
2 2
On a aussi Pr[EﬂEiﬂEj] < 1—ay; car le groupe ¢ échoue moins souvent qu’il s’accorde avec le

groupe le plus large (supposé étre le groupe non-fautif). Par analogie, Pr[E;, N E; N E;] < 1—ay;
et la borne inférieure peut en étre déduite. La borne supérieure s’obtient en notant qu’une
probabilité est positive ou nulle et que les probabilités de faute collective entre les groupes 7 et j

ne peut excéder leurs probabilités d’affinité. O

PI‘[EL] =
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L’intervalle le plus large pour les bornes données dans le lemme 5.3 est % lorsque a;; = a1; =

1
alj = 3

Lemme 5.4. Soit Ky, ’ensemble des groupes contenant toutes les ressources appartenant a un
ensemble L, alors :

1 gt e
0 <Pr[Er] < min (aij, +ai; —ay a1]>

Démonstration. 11 s’agit d’une généralisation directe du lemme 5.3. O

5.4.1.3 Relations entre les deux représentations

Nous présentons désormais quelques relations mathématiques entre ces deux représentations.
Théoréme 5.5. Soit C = (ci;) et A = (a;5) les matrices exactes de faute et d’affinité. Le groupe
le plus large a pour indice 1 et est supposé non-fautif. Il est possible de borner A & partir de C

et C' a partir de A avec les équations suivantes :

aij§1+2XCij—Cii—ij

L+ aij — a1 —ayy
cij <
i > 9

Démonstration. Les groupes ¢ et j renvoient des résultats similaires en cas de succés ou s’ils
échouent collectivement. Ainsi :

G5 = PI‘[EZ'U]‘ UE; U Ej]
Q5 = PI‘[EZ'U]'] +1-— PI‘[El U EJ]

Qi = Cij + 1-— PI’[Ez] — PI‘[E]] + PI‘[EZ N EJ]

Qi = Cjj + 1—cy— cjj + PI‘[EZ‘U]'] + PI‘[EZ‘U]' NE;N E]]

Comme il faut considérer le cas ou les groupes i et j échouent individuellement, nous obtenons
la borne suivante :

Qjj SQXCZ'j—i-l—Cii—ij
Borner la matrice C' & partir de la matrice A est une application du lemme 5.4 :

1+ aj; —ay; — ayy
cij <
i > 9
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5.4.1.4 Evaluation des erreurs dans le RMSD

A partir de ces résultats, nous pouvons désormais développer 1’équation 5.3.1 qui définit le

RMSD :

1
2
ﬁ Z €qug’

(9,9")€G?

Nous utilisons la borne supérieure pour estimer la probabilité de faute collective entre le
groupe g et le groupe ¢', et donc pour calculer egy,. Nous avons ainsi

egug = |Cgg — min (&)
(i’j)eKsug/

avec la premiére représentation et

. . L+ay —ay —ayy
Cgg’ — min Qg

& /=
9Yg S
(’Lv])ngUgl

avec la seconde.

5.4.1.5 Lois de probabilité bétas

Suivant la représentation choisie (faute ou affinité), chaque interaction donne lieu a une ob-
servation. Il s’agit d’une observation soit positive (faute collective ou affinité), soit négative (pas
de faute collective ou différence entre les résultats générés). Nous cherchons donc & estimer une
valeur de la matrice C' (probabilité de faute) ou de la matrice A (probabilité d’affinité) a partir
d’'une succession d’observations. L'estimation correspond a un élément de la matrice C (¢ij) ou
de la matrice A (@5). Quelque soit la représentation, on désigne par X le nombre d’observations
positives sur une succession de n observations. Comme nous supposons que le systéme est sta-
tionnaire, les probabilités de faute et d’affinité sont constantes. La variable aléatoire X suit donc
une loi binomiale B(n;p). Le probléme consiste a déterminer la probabilité p de cette loi a partir
d’une réalisation de X.

L’inférence bayésienne permet d’utiliser les observations pour inférer la probabilité d’'une
hypothése. Le paramétre p est alors considérée comme la réalisation d’'une variable aléatoire 7.
Nous définissons deux distributions de probabilités liées & 7 :

— La loi de probabilité que suit m a priori est caractérisée par la fonction fr(p).

— La loi que suit 7 a posteriori est conditionnée par le nombre d’observations positives et est

défini par la fonction fr(p|X = x).
Si toutes les valeurs de 'intervalle [0; 1] sont équiprobables, alors 7 suit & priori une loi uniforme
dans l'intervalle [0; 1] et 7 suit a posteriori une loi béta de paramétre a =z +1let f=n—z+1
ou z est une réalisation de X. Nous rappelons ce résultat connu par Bayes [21] (voir [129, Section
13.7.3] pour une description moderne). La formule de Bayes donne la fonction de densité fr(p|X =
x) de la variable aléatoire m sachant que X prend pour valeur z :

oy PrlX =alr=pl x fulp) _ PrlX =alm = p] x f(p)
FrlplX =) Pr[X = af JEPr[X =zl = y) x fo(y)dy

Pour une valeur donnée de p, la probabilité d’une distribution binomiale est Pr[X = z|r = p| =
CIp®(1 — p)"~*. D’autre part, nous supposons que 7 suit @ priori une loi uniforme. On obtient
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donc la fonction de densité suivante :

Cip*(1 —p)"=* ['(n+2)

fr(plX =) = = pr(—p"*
T =5 F(z+1I(n—x+1)
Ce qui est la densité d’une loi béta de paramétre « = x + 1 et § =n — x 4+ 1 dont 'espérance
est L
n+2

Ce résultat signifie qu'au départ, c’est-a-dire avant toute observation, & = 8 = 1. A chaque
nouvelle observation positive (resp., négative), le paramétre o (resp., ) est incrémenté. L’esti-
mation de p est fournie par I’espérance de 7, & savoir ﬁ—ié Considérer que 7 suit & posteriori une
loi béta (c’est-a-dire sachant X = x) permet de produire un intervalle de confiance sur les va-
leurs probables de p et donc d’avoir une idée de la précision de I'estimation. Il s’agit d’ailleurs de
I'intérét premier de 'inférence bayésienne. Notons que plus le nombre d’observations augmente,
plus a+ 8 augmente et I'intervalle de confiance diminue (la loi a posteriori de 7 est alors de plus
en plus concentrée).

Nous considérons par la suite que chaque valeur ¢;; et a;; est associée a une loi béta qui est
mise & jour a chaque nouvelle observation. Cette approche est similaire a celle présentée dans [91]
ol des lois bétas sont utilisées dans un systéme de réputation.

Des opérations arithmétiques (additions et maximums) sont réalisées sur les éléments des
matrices C' et A. C’est donc sur les lois bétas internes que se réalisent ces opérations. Quelque
soit 'opération arithmétique, le probléme se réduit a trouver les paramétres a et [ tels que la
loi béta résultante posséde une moyenne 1 et une variance o2 données (voir chapitre 1). Comme
les résultats existants se montrent insuffisants & cet égard, nous proposons des développements
arithmétiques spécifiques & notre probléme.

Rappelons que les couples (1, %) € [0; 1] xR™ ne sont pas tous admissibles pour une loi définie
sur le support [0;1]. Pour une loi béta, 'inégalité 02 < p(1 — p) est forcément vérifice. Cette
contrainte s’applique d’ailleurs & toute loi définie sur le support [0; 1]. Dans notre cas, cependant,
nous souhaitons que a > 1 et 5 > 1 pour des raisons de cohérence (une valeur inférieure a 1
pour l'un de ces deux parameétres signifierait un nombre d’observations négatif). Dans ce cas, les

contraintes d’admissibilité sont plus fortes : 02 < u(1 — u)ﬁ et 02 < p(1 — ,u)é:—z
Si les valeurs u et o2 respectent ces deux conditions, alors la loi béta recherchée a pour
paramétres a = (% — 1) et = (1—p) (% — 1). Ces égalités résultent de dérivations

triviales a partir de la définition de la loi béta.

Sinon, il n’est pas possible de produire de loi béta respectant toutes les contraintes. Nous
donnons la priorité & la variance et ajustons la moyenne sur sa valeur admissible la plus proche.
Cela minimise la perte de précision en terme d’introspection. Dans le cas ol I'espérance est
trop grande (i.e., proche de 1), nous fixons le paramétre S a sa plus petite valeur, (i.e., a 1) et
cherchons la valeur de « telle que la variance soit o2 et telle que I'espérance soit maximale. A
I’aide d’un logiciel de calcul formel, nous aboutissons a

_g4_ 2
arctan< 3 8(1=0 110))

2 0243 . (02+418) o2
—A/——5— sin + =

3 o2 3 6| 3

o=

Dans le cas ot 'espérance est trop petite, on obtient des équations analogues en inversant les
valeurs des deux paramétres. Ces formules assurent d’obtenir une loi béta dont la variance est
égale a celle recherchée avec des valeurs de paramétres supérieures a 1.

Enfin, il se peut que la variance soit trop grande (il est impossible que la variance d’une loi
béta soit supérieure & 1—12) auquel cas la loi béta est réinitialisée, i.e., « = 8 = 1.
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5.4.2 Algorithme dynamique

Dans la section 5.4.1, nous avons décrit deux structures de données. Chacune donne lieu &
un algorithme différent. Nous décrivons désormais la fagon dont les groupes sont construits et
mis & jour. Deux opérations sont pour cela nécessaires : la fusion des groupes de ressources et
la séparation des ressources. Initialement, chaque ressource est mise dans un groupe singleton.
Aprés quelques événements, les observations peuvent étre suffisantes pour déterminer si deux
groupes observés se comportent pareillement. Le cas échéant, les deux groupes sont fusionnés.
Comme les conditions pour fusionner les groupes de ressources sont de nature statistique, des
fusions inappropriées peuvent avoir lieu. Dans ce cas, une ressource sera séparée d'un groupe
observé donné s’il s’avére qu’elle agit différemment du groupe en question. L’objectif est de créer
une correspondance entre les groupes observés et les groupes réels. Les conditions de fusion et de
séparation sont différentes pour chaque représentation (faute ou affinité). Notons que ces opéra-
tions modifient la taille de la matrice considérée (C’ ou fl) et influent donc le cotit algorithmique
de chaque manipulation des structures de données.

5.4.2.1 Groupement par faute

Nous proposons un algorithme reposant sur deux procédures et qui utilise la représenta-
tion par faute présentée dans la section 5.4.1.1. Tous les événements sont considérés de fagon
chronologique et le type d’événement détermine la procédure a utiliser : & chaque événement
correspondant a la réception d’'un résultat (< d,p,t,r >), l'algorithme 5.1 est utilisé; lorsque
I’événement correspond & la terminaison d’une téche (< d,t >), c’est l'algorithme 5.2 qui est
utilisé. Dans ces deux procédures, nous notons F,; 'ensemble des ressources calculatoires qui
ont renvoyé le résultat r pour la tache t.

Nous décrivons désormais le déroulement de I’algorithme 5.1. A chaque fois qu'un résultat r
est calculé par une ressource p pour la tache ¢, nous considérons d’abord toutes les ressources qui
ont obtenu un résultat 1 différent de celui-ci pour la méme tache (ligne 1). Si le résultat 7’ n’a été
généré que par une seule ressource, alors il est ignoré (on considére qu’on ne peut pas déterminer
s’il s’agit d’une faute individuelle, collective, ou bien méme s’il s’agit du résultat correct). Dans
le cas contraire, on peut considérer l'interaction entre le groupe observé contenant p’, §(p'), et
celui contenant p, §(p) (sauf si cette interaction n’est pas nouvelle, c’est-a-dire si elle a déja été
prise en compte). Ces deux conditions sont regroupées a la ligne 2. Si l'interaction est considérée,
il existe deux possibilités : soit les ressources p’ et p font partie du méme groupe observé, auquel
cas elles sont toutes les deux séparées de ce groupe (ligne 4) car elles ont produit des résultats
différents ; sinon, l’estimation de la probabilité de faute collective entre g(p') et g(p) doit étre
diminuée (incrémentation de la valeur 8 de la distribution béta correspondante), ce qui a lieu a
la ligne 6.

Le deuxiéme type d’événement (< d,t >) correspond & la terminaison d’une tache ¢. La
premiére action consiste & invoquer un mécanisme de certification externe pour estimer lequel
des résultats obtenus pour la tache ¢ est correct (ligne 1). Lorsque I'un des résultat est certifié, il
est alors considéré comme correct. Notre algorithme ne dépend pas d’'un mécanisme spécifique.
Il est cependant nécessaire qu’il soit suffisamment pertinent pour assurer une convergence de
notre structure de donnée. Tous les résultats sont ensuite considérés (ligne 2). Si un résultat est
orphelin (une seule ressource 'a généré), alors on 'ignore comme dans 1’algorithme 5.1. Sinon,
toutes les paires de ressources ayant produit ce résultat sont considérées (ligne 6). Si I'interaction
entre les groupes observés g(p’) et g(p) n’a pas encore été prise en compte (ligne 7), alors nous
augmentons ou diminuons I'estimation de la probabilité de faute collective entre ces deux groupes
selon que le résultat r est certifié ou non (ligne 9 et 11). Enfin, si les deux groupes observés g(p’)
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Algorithme 5.1 Mise a jour de la structure par faute lors de la réception d’un résultat (événe-
ment de type < d,p,t,r >)

1: pour chaque p’ € P, 1’ # r faire

2 si|Pvy| # 1 et linteraction entre §(p’) et §(p) est nouvelle pour t alors
3 si g(p) = §(p) alors

4: séparer p et p’ de g(p')

5 sinon

6 incrémenter le parameétre 5 correspondant a 'estimation ¢y
probabilité de faute collective entre §(p') et g(p)}

p)i(p) {diminue la

7 fin si
8: fin si
9: fin pour

et g(p) sont distincts mais présentent des affinités, alors ils sont fusionnés (ligne 13 et 14). A
chaque fois qu’'une estimation d’une probabilité de faute collective est modifiée (ligne 9 et 11),
I’algorithme utilise une distribution béta comme cela est décrit dans la section 5.4.1.

Nous postulons que le groupe le plus large est non-fautif et donc la probabilité que ce groupe
échoue est nulle. Cependant, lors d’une fusion ou d’une séparation, il se peut que le groupe observé
le plus large change et la probabilité de faute collective du nouveau groupe observé dominant
n’est alors pas nécessairement nulle. Nous avons cong¢u une technique d’adaptation qui ajuste les
estimations de facon & les rendre cohérentes. L’adaptation modifie la matrice C en procédant en
deux étapes : la matrice est d’abord convertie en une matrice d’affinité ; la nouvelle matrice C est
alors obtenue a partir de cette matrice d’affinité. Les conversions se font en utilisant les bornes
fournies par le théoréme 5.5. L’égalité suivante est finalement utilisée pour obtenir une nouvelle
matrice de faute ¢’ = (¢;;) a partir de la matrice C = (¢i5) (ot 1 est I'indice du nouveau groupe
observé le plus large) :

Gij = Cij — €13 — C15 + ¢n

Les opérations arithmétiques (additions et soustractions) sont en fait réalisées sur les dis-
tributions bétas correspondant aux estimations des probabilités de faute collective. Comme les
additions sur les variables aléatoires propagent les écart-types, les distributions produites sont
plus dispersées et I’on perd en précision. Il est donc préférable que le systéme n’aboutisse pas
en une configuration ou 'adaptation devient nécessaire. Cela peut étre obtenu par exemple en
évitant de faire des fusions inappropriées qui pourraient changer le groupe le plus large. Cepen-
dant, il est aussi souhaitable que les fusions se produisent facilement (surtout a linitialisation)
afin de favoriser la convergence du systéme. Au final, nous avons & réaliser un compromis entre
le risque d’adapter le systéme et la facilité avec laquelle les fusions se produisent (chaque aspect
ayant une influence sur la vitesse de convergence).

Les conditions de fusion sont donc critiques pour le succés de l'algorithme. L’idée principale
est de favoriser les fusions au début au risque d’avoir quelques groupes observés qui ne corres-
pondent pas a la réalité. Cela réduit ainsi rapidement la complexité algorithmique de ’approche
en réduisant le nombre de groupes observés & considérer. Par la suite, les opérations sur la
structure doivent nécessiter plus de certitude. Deux groupes doivent étre fusionnés s’ils échouent
collectivement avec la méme probabilité que celle avec laquelle ils échouent individuellement.
Avant de décrire la condition précise de fusion entre les groupes i et j, certaines notations sont
nécessaires. Soit ¢;;, ¢;; et ¢;; les estimations des probabilités de faute collective. #¢;; est le
nombre d’observations qui a permis d’aboutir & 'estimation ¢&; et I(¢é;;) est son intervalle de
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Algorithme 5.2 Mise a jour de la structure par faute lors de la terminaison d’une tache (évé-
nement de type < d,t >)

1: invoque un mécanisme de certification pour les résultats de la tache ¢

2: pour chaque résultat r renvoyé pour la tache t faire

3:  si|P.;| =1 alors

4: I’observation est ignorée
5. sinon
6: pour chaque (p/,p) € Pr%t faire
7: si l'interaction entre g(p’) et g(p) est nouvelle pour t alors
8: si r est le résultat certifié alors
9: incrémenter le parametre § correspondant a l'estimation C4(,)4(p) {diminue la
probabilité de faute collective entre §(p') et G(p)}
10: sinon
11: incrémenter le parametre o correspondant a I'estimation Cz,4(p) {augmente la
probabilité de faute collective entre g(p') et §(p)}
12: fin si
13: si g(p') # g(p) et g(p') est similaire & §(p) alors
14: fusionner g(p’) et g(p)
15: fin si
16: fin si
17: fin pour
18:  fin si
19: fin pour

confiance avec un degré de confiance de 95%. Soit [ le nombre de groupes observés. Les groupes
observés i et j sont fusionnés si :

I(¢;; I(¢C;s I(¢C:s I(¢C.:: I(¢C;s I(¢C.:
s — é4;] < W Aléss — é45] < (C“)"g(cﬂ) Aés; — &3] < W (5.4.1)
et si:
5 x max(|i U jl, 2)
min(#¢;i, #¢ij, #¢55) > L (5.4.2)

(1= ez — i )1 — |z — ¢551) (1 — |éig — ¢j51)

R 2,5 si le groupe observé le plus large change par cette fusion

o= 1 sinon

La condition spécifiée dans I'équation 5.4.1 vérifie que les estimations ¢;;, ¢;; et ¢j; sont
cohérentes. La seconde condition (équation 5.4.2) impose un nombre minimal d’observations qui
est gouverné par quatre principes. Le paramétre ~, dont les valeurs sont fixées empiriquement,
rend la fusion plus exigeante si le groupe observé le plus large est sur le point de changer (cela
induirait alors une adaptation qui introduirait de l'incertitude dans les estimations). La taille |iUj|
spécifie que fusionner des groupes doit nécessiter d’autant plus d’observations que le groupe
résultant est large. Ainsi, des groupes observés de tailles modérées apparaitront rapidement.
Toutefois, il n’est pas utile de fusionner des petits groupes facilement s’il existe déja des groupes
larges (c’est le sens du paramétre %) Enfin, le dénominateur prend en considération les écarts
numériques entre les estimations.

La valeur 2,5 du paramétre ~ est empirique. Elle doit étre supérieure & 2 pour réduire le risque

d’adapter la matrice. Toutefois, des valeurs supérieures a 3 handicapent le systéme et retardent
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Algorithme 5.3 Mise a jour de la structure par affinité lors de la réception d’un résultat
(événement de type < d,p,t,r >)
1: si|P, | # 1 alors
2. pour chaque p’ € P, faire
3: si l'interaction entre g(p’) et g(p) est nouvelle pour ¢t alors
4: incrémenter le paramétre o correspondant a ’estimation a
probabilité d'affinité entre g(p') et g(p)}

9()a(p) {augmente la

5 si g(p') # g(p) et g(p') est similaire & g(p) alors
6: fusionner g(p’) et g(p)

7 fin si

8 fin si

9:  fin pour

10: fin si

11: pour chaque p’ € P, 1’ # r faire
12:  si [P 4| # 1 et U'interaction entre g(p’) et g(p) est nouvelle pour ¢ alors
13: si g(p') = g(p) alors

14: séparer p’ et p de §(p)

15: sinon

16: incrémenter le parameétre 8 correspondant a l'estimation ag,)4(p) {diminue la
probabilité d'affinité entre g(p') et g(p)}

17: fin si

18:  fin si

19: fin pour

la convergence de systéme. La valeur choisie a été expérimentalement validée et présente un bon
compromis entre la précision et la vitesse de convergence.

Un mécanisme de séparation additionnel peut avoir lieu lors de la mise & jour d’une estima-
tion. Si 'estimation de la probabilité de faute collective du groupe observés le plus large doit
augmenter, alors la ressource responsable de cette augmentation est séparée du groupe observé.

5.4.2.2 Groupement par affinité

En utilisant la représentation par affinité, ’algorithme est plus simple (voir I’algorithme 5.3).
D’abord, les affinités entre les groupes sont obtenues directement. De plus, les terminaisons des
taches ne sont pas utilisées. Enfin, il n’y a pas besoin d’un mécanisme de certification externe.

Les fusions et séparations sont plus simples. Les groupes observés ¢ et j sont fusionnés seule-
ment si aucun désaccord n’a été observé entre ces groupes (i.e., a;; = 1) et si le nombre d’observa-
tions est supérieur & [iUj|. Une séparation intervient si deux ressources calculatoires appartenant
au méme groupe observé renvoient des résultats distincts (faute individuelle mise & part) pour
la méme tache.

5.5 Validation empirique

Les deux approches présentées dans la section 5.4 sont comparées empiriquement en utilisant
des entrées de grande taille (de l'ordre du million d’événements < d,p,t,7 > ou < d,t > pour
une simulation donnée). Comme nous n’avons pas accés a des traces adaptées pour notre étude,
nous avons agrégé différentes traces de plusieurs plateformes de calcul distribué en y adaptant
notre modéle de menace. Les deux approches ont ensuite été étudiées avec chaque trace générée.
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5.5.1 Description des données

La premiére source principale de traces est le projet Failure Trace Archive (FTA [101]) qui
met & disposition des traces de disponibilité de systémes paralléles et distribués. En particulier,
nous utilisons les informations de disponibilité et de performance des ressources calculatoires du
projet SETI@Qhome [17]. D’autres traces sont aussi accessibles grace au projet FTA : Overnet,
un réseau pair-a-pair ; et Microsoft, un réseau d’entreprise.

Tandis que ces traces nous permettent d’assigner des taches & des ressources dont les dispo-
nibilités et les performances sont connues, le cofit des taches doit étre connu pour réaliser un
véritable ordonnancement. Michela Taufer et al. [64] ont proposé une modélisation du temps
de calcul nécessaire pour exécuter une tache sur plusieurs plateformes de calcul distribué. Les
durées des taches obtenues ainsi dépassent rarement la centaine de secondes. Les durées se re-
partissent principalement en deux modalités, I'une centrée autour de 10 secondes, ’autre autour
d’une minute. De plus, Michela Taufer nous a fourni des traces provenant du projet volontaire
docking@home contenant la durée d’exécution d’un ensemble de taches. Ces taches durent plus
longtemps (plus de 3 heures dans le cas médian).

Les taches sont distribuées aux ressources calculatoires en utilisant un mécanisme par quorum
(comme cela est fait par la plateforme BOINC). Chaque tache est initialement distribuée a o
ressources. Puis, la tache est assignée & une nouvelle ressource jusqu’a 'obtention d’un quorum
de q résultats ou jusqu’a l'utilisation de plus de [ ressources.

L’hétérogénéité des performances est obtenue en normalisant la durée des taches pour chaque
ressource. Par exemple, nous considérons qu’'une ressource deux fois plus rapide que la vitesse
moyenne prendra deux fois moins de temps qu’une ressource moyenne pour calculer une tache
donnée. A chaque fois qu’une ressource devient indisponible, son calcul en cours est interrompu
et repoussé jusqu’a ce qu’elle revienne sur le réseau. Enfin, une échéance est associée a chaque
tache (14 jours) et a chaque calcul (4 jours). Si une tache n’est toujours pas finie 14 jours aprés
le début de sa premiére exécution sur une ressource, alors elle est terminée et toutes ses instances
en cours d’exécution sont annulées.

La fagon dont les résultats sont générés dépend de notre modéle de menace. Une ressource
renvoie par défaut un résultat correct. Nous considérons en plus les fautes individuelles et les
fautes collectives. Ces premiéres fautes sont modélisées en séparant les ressources en deux sous-
ensembles : une partie est fiable (fautes collectives mises a part) ; les autres échouent individuelle-
ment avec la méme probabilité. Les groupes de faute collective sont basés sur le méme principe :
une ou plusieurs fractions sont spécifiées, définissant ainsi la quantité de ressources dans chaque
groupe ; pour chaque groupe, une probabilité de faute collective est enfin précisée.

Le tableau 5.2 détaille les paramétres et les valeurs utilisés dans les simulations. Pour chaque
parameétre, chaque valeur testée est utilisée (en considérant les valeurs par défaut pour tous les
autres paramétres) pour générer une trace (i.e., une succession d’événements). On aboutit a
quatre scénarios pour les fautes individuelles (en considérant toutes les combinaisons possibles
de fractions et de probabilités). Pour les fautes collectives, il y a neuf scénarios. La valeur Paire
signifie que 40% des ressources appartiennent a I'un des deux groupes de faute collective (chacun
étant de taille égale). Dans le premier groupe, les fautes surviennent avec une probabilité égale
a 0,2, alors que c’est toujours le cas dans le second. Cing périodes espacées ont été considérées
pour les traces provenant du projet SETI@home. En tout, nous avons 27 scénarios différents sans
compter celui par défaut. Pour chacun, 20 racines différentes ont été utilisées (nécessaire pour le
modéle de menace notamment), aboutissant & 560 traces sur lesquelles les deux approches ont
été étudiées.

Enfin, I'algorithme 5.2 requiert un mécanisme de certification externe. Comme évoqué dans
la section 5.4.2.1, ce mécanisme doit étre suffisamment pertinent pour assurer une convergence
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Parameétre Valeur par défaut Valeurs testées
Trace de disponibilité des Seti@home Overnet, Microsoft, ...
ressources
Trace ou modéle des taches charmm mfold, docking@home
Quorum (o, q,1) (4;3;10) (2;1;2), (19;15;19)
Nombre de ressources (n) 100 30, 50, 70, 80, 200
Faute individuelle (fraction, (0,7:0,7) (0,7;0,99) x (0,7;0,99) \
probabilité) A (0,7;0,7)
Faute CollectiYe' (}fraction, 0,2:0,5) (0, (()(1): 8’2;’1)2’\0(’3792)’ ;’ 5),
probabilité) Paire

TABLE 5.2 — Paramétres expérimentaux

de notre structure de données. Nous avons retenu une solution qui certifie le résultat correct s’il
est présent parmi ceux générés et celui qui obtient la majorité dans le cas contraire.

5.5.2 Analyse des résultats

Le premier graphique (figure 5.5.1) illustre une exécution représentative et montre ’évolution
de la précision de nos deux algorithmes en fonction du temps. En moins de 10 heures de temps
simulé, le RMSD subit une baisse importante et se stabilise jusqu’a la fin de la simulation. A
la fin de cette simulation, ’algorithme par affinité contient 3 groupes observés de tailles 79, 20
et un, ce qui correspond aux groupes réels si ’on ignore le groupe singleton. En plus, le RMSD est
fortement impacté par une seule erreur qui concerne la probabilité d’affinité entre les deux groupes
principaux (P’algorithme Iestime & 0,8 alors qu’elle est en réalité 0,5). Les autres erreurs agrégées
dans le RMSD ne sont pas significatives. L’algorithme par faute produit les mémes groupes
observés de taille 79 et 1. En revanche, le groupe fautif de taille 20 n’est pas observé correctement :
I’algorithme détecte trois groupes de tailles 10, 7 et 3. Leur probabilité d’échouer collectivement
est estimée & 0,28 (0,5 en réalité) et c’est la principale source d’erreur qui influence le RMSD. Dans
les deux cas, ’estimation de la structure des groupes de ressources ne posséde pas de faux positif
ni de faux négatif (ressource non-fautive mise dans un groupe fautif a tord, et réciproquement).
Nous avons donc une estimation structurelle raisonnable bien que quantitativement inexacte.

Bien que les deux structures de données se soient stabilisées sur la figure 5.5.1, les estimations
ne convergent pas de fagon quantitative vers la réalité. Ces erreurs peuvent s’expliquer par
I’ensemble des facteurs suivants : la probabilité de faute collective est différente de 1; la valeur
de quorum est faible; et, la fraction des ressources causant des fautes collectives est faible.
Avec ces paramétres, il y a de nombreuses occurrences ot une ressource peut étre en situation
de faute collective pour une tache donnée sans qu’aucune autre ressource ne renvoie le méme
résultat incorrect. Cela arrive si la ressource est la seule de son groupe fautif a devoir calculer
la tache en question. Les algorithmes proposés considérent alors ce comportement comme une
faute individuelle (ligne 2 de lalgorithme 5.1). Cette incapacité a déterminer la cause de 'ine-
xactitude d’un résultat orphelin implique que méme si nos algorithmes convergent, ils produisent
des estimations inexactes.

Les figures suivantes montrent les résultats obtenus sur des sous-ensembles de simulations.
La majeure partie de nos simulations couvre environ trois jours de temps simulé. Le temps de
convergence doit donc étre inférieur a cette limite pour pouvoir statuer sur la rapidité de nos
algorithmes. Nous avons observé empiriquement que lorsque le RMSD a une valeur inférieure
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FIGURE 5.5.1 — Analyse d’une exécution avec des paramétres par défaut.

a 0,2, la structure des groupes de ressources estimées est proche de la réalité.

Les figures 5.5.2 & 5.5.6 représentent les temps de convergence et les précisions stabilisées
mesurés pour les deux algorithmes. Chaque figure correspond & la variation d’un paramétre, les
autres étant fixés a leur valeur par défaut. Les résultats sont représentés par 'intermédiaire de
diagrammes en violon. Ces graphiques sont une combinaison de boite & moustaches et de noyau
de densité. Une boite & moustache est constituée d’un segment et d’un rectangle (dans la partie
colorée). Le rectangle s’éloigne de la médiane (la marque blanche) de chaque coté jusqu’au premier
et troisiéme quartile. Le segment s’écarte de la médiane jusqu’a 1,5 fois 'intervalle interquartile.
Intuitivement, la majeure partie des mesures se concentre dans la zone couverte par le segment
et la moitié de ces mesures est dans le rectangle. Le noyau de densité est une estimation de la
densité de probabilité des points mesurés. Il s’agit plus ou moins d’un histogramme lissé. Plus
une zone est large, plus elle contient de points. Les diagrammes en violon sont particuliérement
pratiques lorsque les mesures sont concentrées sur plusieurs modalités.

L’efficacité des algorithmes proposés est d’abord étudiée en utilisant plusieurs traces de dis-
ponibilité sur la figure 5.5.2. Nous constatons que les simulations se comportent similairement
quelque soit les traces SETI@home. A savoir, les deux algorithmes convergent en moins d’une
demi-journée dans la plupart des cas. De plus, la précision stabilisée est meilleure avec la repré-
sentation par faute. Avec les traces microsoft, le temps de convergence est plus faible. En effet,
les ressources sont plus souvent présentes dans un réseau d’entreprise et les interactions sont
donc plus fréquentes. Bien que les traces overnet révélent des précisions stabilisées comparables,
les temps de convergence sont étrangement distribués. Ce comportement reste inexpliqué.

L’effet du type de taches utilisé est représenté sur la figure 5.5.3a. Nous pouvons tirer les
mémes conclusions en terme de précision stabilisée, c’est-a-dire que la représentation par faute est
meilleure et que ces résultats ne dépendent pas de la charge de calcul. Les temps de convergence
pour le projet docking@home dépassent la limite supérieure de ’axe des ordonnées car les taches
prennent plus de temps en comparaison des modeéles charmm et mfold. Pour ces deux derniers
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FIGURE 5.5.2 — Traces de disponibilité

modéles de tache, les temps de convergence sont en revanche similaires.

Différentes valeurs de quorum ont été testées et les résultats sont présentés sur la figure 5.5.3b.
Un quorum égal a 1 ne permet pas & nos algorithmes de fonctionner correctement. Cela s’explique
par I'absence d’interaction entre les groupes de ressources (pour obtenir une observation compléte,
il faut au moins quatre ressources assignées a la méme tache et dont les résultats se divisent
en deux groupes de méme taille). Bien que les temps de convergence soient similaires lorsque le
quorum vaut 15, la représentation par affinité permet d’obtenir une excellente précision stabilisée.
Intuitivement, cela s’explique par I’augmentation du nombre d’observations réalisées.

La figure 5.5.4 montre I’évolution de lefficacité de nos algorithmes lorsque le nombre de
ressources calculatoires dans le systéme augmente. Outre une légére augmentation du temps de
convergence, les résultats sont stables jusqu’a ce que ce nombre dépasse 100. Avec 200 ressources,
la moitié des simulations ne converge pas, ce qui explique la dégradation observée en terme de
précision stabilisée. D’autre part, on remarque que le temps de convergence maximal décroit. En
effet, le temps simulé avance plus lentement lorsque davantage de ressources sont présentes. Avec
un nombre fixé d’événements (un million), le temps simulé est donc plus court.

Sur les figures 5.5.5 et 5.5.6, nous varions la fraction des ressources échouant collectivement
et leurs probabilités de faute collective. Par exemple, sur la premiére colonne de la figure 5.5.6, la
probabilité de faute est 0,01, mais la fraction de ressources fautives est soit 0,02, 0,2 ou 0,49. Le
scénario ol la probabilité de faute est 0,5 et la fraction 0,02 apparait comme le scénario le plus
difficile. Aucune de nos approches ne détecte cette situation et la modalité supérieure présente
sur les deux figures correspond & cette situation. Dans tous les cas, spécifier une probabilité
égale a 0,01 aboutit & une bonne précision avec une convergence rapide. Cependant, pour une
probabilité aussi faible, le RMSD n’est pas une mesure pertinente car il agrége des erreurs
absolues et non pas relatives. Dans les faits, nos algorithmes convergent vers des estimations
égales a 0 (a la place de 0,01), pour lesquelles la valeur du RMSD est faible. En fait, le groupe
fautif est difficile & détecter avec ces paramétres et le faible temps de convergence indique que
nos approches ne détectent pas de fautes collectives. Ces faibles valeurs expliquent la modalité
inférieure présente sur la figure 5.5.5. Au contraire, une probabilité de faute collective égale a 1
rend la détection plus facile qu’avec une probabilité valant 0,5. Nous observons d’ailleurs que les
algorithmes proposés ont une bonne précision dans de tels cas. Une autre raison pour l'expliquer
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FIGURE 5.5.5 — Fraction de ressources fautives

est liée aux statistiques : estimer avec le méme degré de confiance une probabilité égale & 1 ou
a 0 requiert moins d’observations que lorsque la probabilité a estimer différe de ces deux valeurs.
Une quasi-majorité de ressources fautives (49%) semblait a priori plus difficile & détecter qu’un
groupe fautif plus réduit. Bien qu’il existe certains cas ol nos algorithmes ne convergent pas avec
une fraction valant 0,49, la différence est faible par rapport & une fraction valant 0,2. Finalement,
la présence de deux groupes fautifs ne représente pas une difficulté majeure pour nos algorithmes.

5.6 Conclusion

Les fautes collectives menacent les plateformes de calcul distribué qui ne sont pas munies de
techniques adéquates pour y faire face. Notre modéle de menace est fort : il permet le recouvre-
ment des groupes fautifs; les fautes collectives surviennent aléatoirement ; aucune synchronisa-
tion entre les ressources n’est nécessaire ; et aucune information sur les ressources n’est connue
a priori.

Nous proposons deux algorithmes, chacun basé sur une représentation des fautes collectives
différente. Ils sont tous les deux efficaces et identifient correctement les groupes fautifs. L’algo-
rithme par faute est meilleur en terme de précision numérique. En revanche, ’algorithme par
affinité est plus simple et ne dépend pas d’un mécanisme de certification externe.

Il reste de nombreux aspects & développer concernant le probléme traité. Le premier axe de
recherche se concentre sur la gestion de la non-stationnarité des comportements fautifs. Dans le
cas d’une infection par un virus ou d’une erreur logicielle qui est finalement corrigée, il convient
de détecter les changements que subissent les ressources. Proposer un systéme adaptatif présente
cependant des écueils. Il est notamment nécessaire de faire un compromis entre la précision du
systéme et la rapidité avec laquelle il détecte les changements intervenus. Elaborer une stratégie
d’ordonnancement se basant sur le mécanisme de caractérisation proposé dans ce chapitre cons-
titue une seconde perspective de recherche. Cela implique de faire cohabiter optimalement les
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nécessités du mécanisme de caractérisation (pour qu’il puisse produire des estimations précises)
et les critéres d’efficacité et de précision de 'algorithme d’ordonnancement.



Conclusion

Nous revenons synthétiquement sur ’étude et les contributions apportées dans chaque partie
de cette thése et développons des conclusions générales sur I’ordonnancement en présence d’in-
certitude. Nous terminons sur les perspectives découlant de nos travaux et se rapportant a la
thése.

Résultats

Méthodes génériques

Examiner l'effet de 'incertitude sur les ordonnancements nous ameéne a considérer les aspects
probabilistes et multicritéres qui sont traités dans la premiére partie.

Dans le chapitre 1, le probléme consiste & déterminer la distribution d’un graphe stochasti-
que. Nous rappelons qu’il s’agit d’appliquer les opérations de somme et de maximum sur des
variables aléatoires. Deux heuristiques sont proposées et présentent chacune un compromis en
terme de précision et de temps qui se révéele avantageux. Les techniques proposées sont utilisées
dans le chapitre 3 et pourraient étre adaptées au probléme du chapitre 4. Enfin, des opérations
arithmétiques sont réalisées sur des lois bétas indépendantes dans le chapitre 5, ce qui est un cas
particulier du probléme. L’évaluation d’un graphe stochastique est donc un probléme fondamen-
tal.

Le chapitre 2 aborde 'optimisation multicritére et plus spécifiquement I’ordonnancement bi-
critére. Il s’agit principalement d’un état de I’art accompagné de quelques contributions concer-
nant la conception d’heuristiques gloutonnes multicritéres et la convergence d’un algorithme
évolutionnaire. Les outils présentés ont une application directe dans le chapitre 3 (dans lequel
elles sont d’ailleurs évaluées) et le chapitre 4. La dimension multicritére est également présente
dans le chapitre 5. Dans ce dernier cas, cependant, les techniques multicritéres en question ne sont
pas adaptées puisque le probléme d’ordonnancement sous-jacent est dynamique. Cela invalide
par exemple 'usage d’une métaheuristique.

Problémes d’ordonnancement

La seconde partie repose sur ’analyse de problémes représentatifs de différentes modalités en
terme d’ordonnancement et d’incertitude.

L’application a ordonnancer est un graphe de taches dans le chapitre 3 et le chapitre 4, alors
qu’il s’agit de taches indépendantes dans le chapitre 5. De plus, nous nous positionnons dans
un contexte statique dans ces deux premiers chapitres et dans un contexte dynamique dans le
dernier chapitre. Rappelons enfin que I'incertitude se porte sur un élément différent dans chacun
de ces chapitres : la durées des calculs dans le chapitre 3 ; le succés des calculs dans le chapitre 4 ;
et, I'exactitude des résultats dans le chapitre 5.
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Le chapitre 3 et le chapitre 4 s’appuient sur des résultats de complexité pour justifier I’'emploi
d’heuristiques que nous avons par ailleurs empiriquement validées. La complexité du probléme
traité dans le chapitre 5 n’est pas caractérisée car il se base sur des observations statistiques qui
ne permettent pas de construire systématiquement une solution optimale. Nous proposons en
revanche des représentations que nous avons analysées formellement et validées empiriquement.

L’analyse des trois problémes étudiés dans la seconde partie permet d’affirmer que les pro-
blémes d’ordonnancement en présence d’incertitude sont invariablement plus difficiles. Nous en
déclinons trois conclusions méthodologiques. D’abord, de nouveaux critéres en lien avec 'incer-
titude viennent s’ajouter aux critéres d’efficacité rendant les problémes multicritéres. Ensuite,
nous remarquons le passage d’une situation déterministe & une situation stochastique ce qui né-
cessite 'usage d’outils probabilistes. Enfin, il en découle que tout nouveau critére fait appel a des
concepts probabilistes. Par exemple, il peut nécessiter I’évaluation d’une ou de plusieurs proba-
bilités, son évaluation se retrouvant ainsi dans la classe #P’. Au vu des résultats de cette thése,
il est naturel d’en soupconner la complétude dés lors qu’un graphe intervient dans ’évaluation
du critére.

Perspectives

De nombreuses directions de recherche spécifiques a chaque problématique sont proposées
dans les chapitres correspondants. Ainsi, la vitesse de convergence de I'algorithme génétique pro-
posé dans la section 2.4 pourrait faire I’objet de recherche future. Notons aussi que la complexité
d’un probléme d’évaluation décrit dans le chapitre 4 reste ouvert. Enfin, I’étape d’ordonnance-
ment dans le chapitre 4 et le chapitre 5 n’a pas été traitée.

Outre ces axes de recherche directs, trois perspectives générales émergent de nos travaux.

Ordonnancement statique et dynamique

Dans plusieurs chapitres, I’étude se focalise sur I'ordonnancement statique. Trois arguments
sont avancés : une approche dynamique peut se baser sur un ordonnancement statique ; davantage
de techniques d’optimisation sont disponibles en statique ; ’analyse d’ordonnancements statiques
prépare ’étude des stratégies dynamiques. Plusieurs directions de recherche en découlent.

D’abord, il serait intéressant de proposer des techniques dynamiques pour adapter I’exécution
d’un ordonnancement aux imprévus (durées dépassant un seuil spécifique ou pannes). Ce type
de techniques s’appuie sur des prédictions & court ou moyen terme pour réaliser des décisions
pertinentes. Bien qu’estimer le déroulement de I'exécution & court terme ne pose sans doute pas
de difficultés, il n’est pas souhaitable d’étre confronté & un probléme d’évaluation #P’-Complet
comme ceux rencontrés dans le chapitre 3 et le chapitre 4. C’est sur cet aspect notamment
que I’étude d’ordonnancements statiques met en valeur les écueils possibles en ordonnancement
dynamique. L’efficacité d’une telle stratégie dynamique pour une instance donnée semble d’autre
part difficile & évaluer et nous conjecturons que cet aspect est au moins aussi dur qu’en statique.

Parmi les méthodes proposées, la métaheuristique décrite dans le chapitre 2 est la seule
technique d’optimisation qui n’est pas gloutonne. Des méthodes sophistiquées et spécifiques a
I'ordonnancement statique mériteraient de faire I'objet de recherches futures.

Techniques de décision multicritére

La littérature est trés riche en terme de techniques d’optimisation multicritére. L’objectif
principalement considéré dans cette thése consiste & énumérer I’ensemble des ordonnancements
Pareto-optimaux. En toute généralité, le nombre de tels ordonnancements peut dépasser une
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quantité raisonnable. Il existe deux types d’approches pour formaliser les problémes de maniére
a limiter le nombre de solutions qu’il faut générer :
— inclure un des indicateurs présentés dans la section 2.2.3 dans la formulation du probléme ;
— préciser le lien entre les critéres par un opérateur d’agrégation comme cela est décrit dans
la section 2.3.1.
Une méthode classique consiste a fixer un seuil pour I'un des critéres et a optimiser 'autre (il
s’agit de la méthode e-contrainte). Aborder I'aspect multicritére dans une telle optique faciliterait
le développement d’approches garanties.

Modéles d’incertitude

Méme en réduisant la taille du résultat recherché grace aux approches multicritéres mention-
nées dans le paragraphe précédant, les problémes d’ordonnancements décrits dans le chapitre 3 et
le chapitre 4 resteraient tout autant difficiles. Ce qui rend 1’étude de ces problémes si compliquée
tient notamment au cotit de I’évaluation de chaque ordonnancement : I’évaluation de la robustesse
ou de la fiabilité d’un ordonnancement est méme inapproximable. Il serait ainsi étonnant qu’'un
algorithme d’approximation existe. Parallélement & l'intégration des techniques d’optimisation
multicritére dans les problématiques, utiliser des modéles d’incertitude plus simples permettant
une évaluation en temps polynomial offrirait plus de chances d’aboutir & des algorithmes garantis.

Par exemple, nous pourrions considérer qu'une seule panne peut survenir pendant I’exécution
d’un ordonnancement donné. Cela limiterait le nombre de cas possibles & une quantité polyno-
miale. Il s’agirait en plus d’un modéle réaliste lorsque les probabilités de pannes multiples sont
faibles. D’autre part, I'insertion d’une ressource calculatoire siire dans les plateformes volontaires
permettrait d’offrir des garanties partielles. Cette ressource servirait alors & vérifier 'exactitude
de certains résultats pour déterminer plus rapidement et plus stirement quels sont les groupes
fautifs.
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Résumé

Cette thése traite de 'ordonnancement dans les systémes distribués. L’objectif est d’étudier
I'impact de 'incertitude sur les ordonnancements et de proposer des techniques pour en réduire
les effets sur les critéres a optimiser.

Nous distinguons plusieurs aspects de 'incertitude en considérant celle liée aux limites des
méthodes employées (e.g., modéle imparfait) et celle concernant la variabilité aléatoire qui est
inhérente aux phénomeénes physiques (e.g., panne matérielle). Nous considérons aussi les incer-
titudes qui se rapportent & I'ignorance portée sur les mécanismes en jeu dans un systéme donné
(e.g., soumission de taches en ligne dans une machine paralléle).

En toute généralité, I'ordonnancement est I’étape qui réalise une association ordonnée entre
des requétes (dans notre cas, des tiches) et des ressources (dans notre cas, des processeurs).
L’objectif est de réaliser cette association de maniére a optimiser des critéres d’efficacité (e.g.,
temps total consacré a I'exécution d’un application) tout en respectant les contraintes définies.

Examiner D'effet de I'incertitude sur les ordonnancements nous améne a considérer les aspects
probabilistes et multicritéres qui sont traités dans la premiére partie. La seconde partie repose
sur I’analyse de problémes représentatifs de différentes modalités en terme d’ordonnancement et
d’incertitude (comme ’étude de la robustesse ou de la fiabilité des ordonnancements).

Mots-clés : systéme distribué; incertitude; ordonnancement ; stochastique; probabilité;
multicritére ; optimisation ; heuristique ; robustesse ; fiabilité ; collusion.

Abstract

This thesis consists in revisiting traditional scheduling problematics in computational envi-
ronments, and considering the adjunction of uncertainty in the models.

We adopt here a wide definition of uncertainty that encompasses the intrinsic stochastic
nature of some phenomena (e.g., processor failures that follow a Poissonian distribution) and
the imperfection of model characteristics (e.g., inaccuracy of the costs in a model due to a bias
in measurements). We also consider uncertainties that stem from indeterminations such as the
user behaviors that are uncontrolled although being deterministic.

Scheduling, in its general form, is the operation that assigns requests to resources in some
specific way. In distributed environments, we are concerned by a workload (i.e., a set of tasks)
that needs to be executed onto a computational platform (i.e., a set of processors). Therefore,
our objective is to specify how tasks are mapped onto processors. Produced schedules can be
evaluated through many different metrics (e.g., processing time of the workload, resource usage,
etc) and finding an optimal schedule relatively to some metric constitutes a challenging issue.

Probabilistic tools and multi-objectives optimization techniques are first proposed for tackling
new metrics that arise from the uncertainty. In a second part, we study several uncertainty-
related criteria such as the robustness (stability in presence of input variations) or the reliability
(probability of success) of a schedule.

Keywords: distributed system; uncertainty; scheduling; stochastic; probability; multicrite-
ria; optimization; heuristic; robustness; reliability; collusion.
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