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Résumé

Cette thése porte sur I'approximation des équations aux dérivées partielles, en parti-
culier I'équation de diffusion en tomographie optique. Elle peut se présenter en deux
parties essentielles. Dans la premiére partie on discute le probleme direct alors que le
probléme inverse est abordé dans la seconde partie.

Pour le probléme direct, on suppose que les paramétres optiques et les fonctions
sources sont donnés. On résout alors le probleme de diffusion dans un domaine ou
la densité du flux lumineux est considérée comme une fonction inconnue a appro-
cher numériquement. Le plus souvent, pour reconstruire le signal numérique dans ce
genre de probléme, une discrétisation dans le temps est nécessaire. Nous avons pro-
posé d'utiliser la transformée de Fourier et son inverse afin d’éviter une telle discréti-
sation. Les techniques que nous avons utilisées sont la quadrature de Gauss-Hermite
ainsi que la méthode de Galerkin basée sur les B-splines ou les B-splines tensorielles
ainsi que sur les fonctions radiales. Les B-splines sont utilisées en dimension un alors
que les B-splines tensorielles sont utilisées lorsque le domaine est rectangulaire avec
un maillage uniforme. Lorsque le domaine n’est plus rectangulaire, nous avons pro-
posé de remplacer la base des B-splines tensorielles par les fonctions a base radiale
construites a partir d'un nuage de points dispersés dans le domaine. Du point de vue
théorique, nous avons étudié I'existence, I'unicité et la régularité de la solution puis
nous avons proposé quelques résultats sur l'estimation de l'erreur dans les espaces
de type Sobolev ainsi que sur la convergence de la méthode.

Dans la seconde partie de notre travail, nous nous sommes intéressés au probléme
inverse. Il s’agit d'un probléme inverse non-linéaire dont la non-linéarité est liée aux
parametres optiques. On suppose qu'on dispose des mesures du flux lumineux aux
bords du domaine étudié et des fonctions sources. On veut alors résoudre le probléme
inverse de facon a simuler numériquement l'indice de réfraction ainsi que les coef-
ficients de diffusion et d’absorption. Du point de vue théorique, nous avons discuté
certains résultats tels que la continuité et la dérivabilité, au sens de Fréchet, de I'opé-
rateur mesurant le flux lumineux recu aux bords. Nous avons établi les propriétés
lipschitzienne de la dérivée de Fréchet en fonction des parameétres optiques. Du point
de vue numeérique nous nous somme intéressés au probleme discret dans la base des
B-splines et la base des fonctions radiales. En suite, nous avons abordé la résolution
du probléme inverse non-linéaire par la méthode de Newton-Gauss.

Mots clés : Equations de transport, approximation de diffusion, transformée de
Fourier, B-splines, fonctions a base radiale, reconstruction d’'un signal,
quadrature de Gauss-Hermite, estimation de 'erreur et probléme inverse.
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Abstract

The purpose of this thesis is to develop and to study numerical methods for the so-
lution of some Partial Differential Equations (PDE) such as the diffusion transport
problem in optical tomography. The presented work can be partitioned into two parts:
In the first part, we consider the direct problem and in the second part, we treat the
inverse problem.

For the direct problem, we assume that the optical parameters and the source func-
tions are given. Here, the density of the luminous flow is considered as an unknown
function to be approached numerically. Generally, to reconstruct the numerical sig-
nal, a mesh-technique (in the time variable) is necessary. To avoid such a discretisa-
tion, we will use a technique based on the Fourier transform and its inverse. These
methods use the Gauss-Hermite quadrature as well as Galerkin method based on B-
splines, B-splines tensorial and radial basis functions (RBF). The B-splines are used
in the one-dimension case while the tensorial B-splines are used when the domain
is rectangular with a uniform mesh. When the domain is not rectangular any more,
we use the radial basis functions. From the theoretical point of view, we will study
the existence, the uniqueness and the regularity of the solution and then we propose
some results on the estimation of the error in Sobolev-type spaces.

In the second part of this work, we are interested in the diffusion inverse problem: a
non-linear inverse problem. We suppose that the measures of the luminous flow in the
edges of the domain and the source functions are given. We will give some theoretical
results such as the continuity and the differentiability, in the Fréchet sense of the
operator defined to measure the luminous flow detected on the edges of the domain.

From the numerical point of view adds, we will be interested in the discreet case
using B-splines and radial basis functions. We will use the Newton method to solve
the non-linear inverse diffusion problem.

Keywords: PDE transport equations, Diffusion approximation, Fourier transform,
B-splines, Radial basis functions, Signal reconstruction, Gauss-Hermite
quadrature, Error estimate, Inverse diffusion problem.
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Notations

Nous présentons d’abord la terminologie et les notations employées. Les notations et
les abréviations utilisées sont, en général, expliquées au moment ou elle apparaissent
dans le corps du texte. Néanmoins, nous donnons ci-dessous une liste de notations,
symboles ou abréviations requis.

a) Soit d € N* la dimension du domaine
i) En dimension d = 1 : le domaine est un intervalle ]a,b] ouvert de R. Un
élément générique de [a, b] est noté x.
ii) En dimension_ d = 2 : le domaine Q C R? est un ouvert borné. Un élément
générique de () est noté x = (z,y).
iii) En dimension d_ > 2 : le domaine Q) C R est un ouvert borné, de frontiére 02
et d’adhérence (). Un élément générique de () est noté x = (x1,x2,...,2q).

iv) Pour x et y dans R? on a (x|y)2 = xTy est le produit sclaire dans R<.
v) St ={seR?: |s|]2 =1} est la sphére unité de R?.
vi) Supp(f) est le support de f.

vii) i = /-1 est 'unité imaginaire.

viii) L'intervalle du temps est [to,to + T] C R et ¢ € [to,to + T| est la variable du

temps.
xiv) La variable de fréquence est w € R et R est I'ensemble des fréquences.
b) Soit 1 < p < o0, les espaces usuels classiques sont illustrés ainsi

i) L>°(Q) est I'espace vectoriel des fonctions mesurables bornées a valeurs réelles,
muni de la norme || . ||c.

ii) L>°(Q2) est I'espace vectoriel des fonctions mesurables bornées a valeurs com-
plexes, muni de la norme || . |-

iii) LP(Q) est I'espace vectoriel des fonctions f a valeurs réelles telles que |f|P
soit intégrable sur Q. Cet espace est muni de la norme || . ||r».

iv) LP(Q) est I'espace vectoriel des fonctions f a valeurs complexes telles que |f|P
soit intégrable sur . Cet espace est muni de la norme || . [|,.

v) LP(Q x V) est I'espace vectoriel des fonctions f telles que |f|P soit intégrable
sur 2 x V, muni de la topologie associ€e a la norme || . ||r(oxv) donnée par

1/p
1l ey = ( [ st V)I”dxdu(V)> NfELP@xV).  (0.0.1
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vi) Soit D(f2) I'espace des fonctions indéfiniment différentiables a support com-
pact inclus dans Q.

vii) L’espace des distributions D’(Q2) est le dual topologique de D(f2), c’est I'espace
vectoriel topologique des formes linéaires continues de D(Q?) dans R.

viii) Pour &; et & deux espace de Banach, on note £(&1,&:) 'espace de Banach
des applications lin€aires et continues de £, dans &;.

c) Dans lecas ou p=2

i) L2(Q) := L2(Q,R) est 'espace vectoriel des fonctions a valeurs réelles d’éner-
gie finie, muni de la topologie associée au produit scalaire et a la norme
I - ||z suivants.

(ulv)s = / u(z)v(z)de, |ulle =/ (ulu)s, Yu,veL?(Q). (0.0.2)
Q
ii) L2(Q) := L%(Q,C) est l'espace vectoriel des fonctions a valeurs complexes

d’énergie finie, muni de la topologie associée au produit scalaire et a la norme
| . llz. suivants.

(ufv)s = /Qu(a;)@da;, lulls = /@[)s, Vu,v € D2(Q). 0.0.3)

d) Les espaces usuels de Sobolev, pour tout k € N,

i) H*(Q) := WF2(Q,R) est I'espace de Sobolev des fonctions a valeurs réelles,
muni de la norme classique | . ||+, donnée par

2
[l = | D 0%l | » YueHQ), (0.0.4)
[¢]<k
oul du = 9% ... 9ty ?st la dérivée au sens des distributions de u d’ordre
on
=2 biet 0% = 5.

i) H(Q) := Wy (%, R) est I'espace de Sobolev des fonctions a valeurs réelles et
nulle sur 092, muni de la semi-norme classique |.|; o donnée par

d 2 o\ 2
_ u 1
lulro = <Z;/Q (8%) dx> . VueHV(Q), (0.0.5)

iii) Le dual topologique H~1(Q) de I'espace H}(12), est I'espace vectoriel des formes
linéaires et continues sur Hj(Q2).

iv) H*(Q) := W*2(Q,C) est I'espace de Sobolev des fonctions a valeurs com-
plexes, muni de la norme classique || . ||ﬁk(Q) donnée par
2 ~
lullg ) = Sty | . vue HY9Q). (0.0.6)

[€|<k
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e) Pour 1 < p < oo, les espaces LP(R; ﬁ’“(ﬂ)) et LP(R; H*(Q2)) munis respectivement
des normes

1 1
+oo P +oo P
oo = ([ ol @) ol = ([ 0G0l @) ©0.7

— 0o

sont des espaces de Banach.

f) On consideére I'espace de Schwartz S(R;L?(2)) des fonctions ¢ : t € R — ¢(.,t) €
L%(Q) satisfaisant les conditions :

i) 6(.,t) € CX(R;L2(Q)), VteR,

k
9 Qs(l;’t) < oo, f£,meN.
ot L2(0)

L'espace S(R;L?(12)) est muni de la topologie définie par la famille de semi-normes
(Ne.m)e.m- Le dual topologique S'(R; L%(Q)) de I'espace S(R;L%(Q)) est I'espace vec-
toriel des distributions tempérées. Autrement dit, S'(R;L?(f2)) est 'espace des
formes linéaires et continues de S(R;L?(Q2)) dans R .

if) Ny () := supsup ((1 + %)™ ‘

k<t teR

g) Les espaces de Sobolev non homogeénes
i) Pour tout s € R, I'espace H*(R; R) défini par

H*(R;R) := {¢ € S'(R;R) : ¢ € L2 _(R;C) et

+oo R
/ (14?13, w)[2dw < o0}, (0.0.8)

— 00
muni de la norme
1
2

+o0 =N
Hs(M)Z(/ (1+w2)5|¢(-,w)|2dw>, (0.0.9)

— 00

1]

est un espace de Hilbert.
ii) Pour tout s € R, I'espace de Sobolev non homogene H*(R; L?(Q)) défini par

HS(R; L2(Q)) == {¢ € S'(R;L2(Q)) : ¢ € L2 (R;L(Q)) et

loc

+oo N
/ (14 &) 9 w) [ e < o0}, (0.0.10)

— 0o

muni de la norme

1]

—+oo R 2
He (R;L2(Q)) — </Oo (1 +w2)s|¢('aw)|%2(g)dw) ; (0.0.11)

est un espace de Hilbert.
iii) Pour tout s,r € R, I'espace de Sobolev non homogene H*(R; L2(12)) défini par

HS(R; H'(Q)) := {¢ € S'(R;H'(Q)) : ¢ € L (R;H'(Q)) et (0.0.12)

+o0 N
| a8l g < oo,

— 00
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muni de la norme

1
2

¢l %r(mdw) : (0.0.183)

+oo N
He (R;H () = </ (1+w?)*[l¢(.,w)|

est un espace de Hilbert.

iv) L'espace H*(R;L%(992)) est défini comme l'espace H*(R;L?(Q2)) en remplacant
l'espace L%(Q) par L?(0Q) dans la définition ([0.0.10). Sa norme est donnée
comme dans (0.0.17)).

h) Les espaces de trace (voir I'annexe :
i) L'espace de trace HY/2(9Q) := {v = v(u) = u|,, : u € H(Q)}, ou v est
l'opérateur de trace au bord défini de H' () a valeurs dans H'/2(99) vérifiant
Yo (HY(Q)) = H/2(09) C L2(09).
ii) L'opérateur de trace normale est défini par v, : H*(Q) — H'Y/2(09Q), avec
71 (1) = 2% so=n(£)T - Vu ot n := n(¢) est la normale au bord au point £ € 9.
On a v (H2()) = HY/2(99) C L2(09) et vo(H2(2)) = H¥2(9Q) c H'/2(09).

i) On désigne par vec l'opération qui transforme une matrice W = [wq,...,w,] €
R™*" de taille m x n et de colonnes w; € R™ en un vecteur w = [w},wa,...,wi|T €
R™”. On écrit vec(W) = w. La matrice identée de taille N x N est notée Iy et le
produit de Kronecker ® est défini par C® B = [C; ;B] ou B et C sont deux matrices
quelconques.

j) L'espace produit L (Q2) x L>°(Q) x L*°(2) muni de la norme donnée par

10w, v, W)l oo = llullo + IVl + Il (0.0.14)

oo

est un espace de Banach.
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Introduction

Selon le dictionnaire le Petit Robert, la tomographie est un procédé d’exploration ra-
diographique permettant d’obtenir la radiographie d'une mince couche d’organe a une
profondeur voulue. la tomographie selon le dictionnaire Larousse, est un procédé de
radiographie qui permet de faire des clichés sur un seul plan du volume observé, avec
effacement des autres plans.

Les limitations de la radiographie planaire commencent réellement a apparaitre
vers les années vingt. Le dermatologue francais André Bocage, pére de la tomogra-
phie [25], imagine alors les mouvements d'une source de faisceaux lumineux mono-
chromatique (rayon X) et d'un film radiographique dans les directions opposées. En
gardant un plan focal fixe sur 'objet imagé, il apparait claire alors que les structures
avoisinantes deviennent floues. Ce principe de visualisation en coupe par projection
constitue la premiére expérience de I'imagerie tomographique. Bocage protege, par un
brevet, son invention qui permet d’isoler dans les tissus la région intéressante. D’autre
chercheurs contribuent également a la tomographie tel Vallebona [156] qui présente
vers 1930 une découverte similaire a celle de Bocage. Vallebona proposa alors la stra-
tigraphie en ajoutant un mouvement de rotation par rapport au systéme de Bocage
[259]. Grossman [73] et Ziedses Des Plantes [165] ménent par la suite des recherches
similaires et ajoutent de nouvelles techniques. Ceci donne naissance a la tomographie.

Simultanément aux développements de Bocage, vers 1917, le mathématicien au-
trichien, Johan Karl August Radon [126, [127], pose les premiers fondements de base
de ce qui deviendra un peu plus tard la transformée de Radon. Sa théorie permet la
reconstitution tomographique a partir de réponses partielles de faisceaux recus a la
sortie et provenant de plusieurs projections de faisceaux émis a I'entrée. La premiére
utilisation de la transformée de Radon apparaitra vers la fin des années cinquante.
Afin d’identifier les régions solaires émettant des radiations micro-ondes, l'ingénieur
australien, Ronald N. Bracewell, exploite la théorie de Radon pour la reconstruction
des images a partir de signaux a travers l'espace [17, [18]. Par la suite, de nombreux
travaux de recherches porteront sur les méthodes de reconstruction en tomographie
[53, 196].

En 1961, le neurologue américain, W. H. Oldendorf [120, [121] fait un premier pas
vers un scanner moderne. Il réalise les premiéres applications médicales en utilisant
une source ~. Oldendorf proposa une solution pour acquérir, par rétroprojection et
reconstruction, des images a partir de lumiéres traversant des objets composés de
tissus mous. Mais ses travaux sont restés trés confidentiels a cause des contrats
industriels. Cependant, A. M. Cormack [51] meéne ses recherches indépendamment de

1
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Oldendorf et publie les premiers résultas portant sur des méthodes mathématiques
de la tomographie. Dans son article [120], Oldendorf décrit le concept de base utilisé
plus tard par Cormack [51, [52] pour développer les méthodes mathématiques de la
tomographie.

La tomographie par rayons X assistée par ordinateur (encore appelée tomodensi-
tométrie ou scanographie) fut développée par G.M. Hounsfield [83, [84]. La premiere
machine (scanner) utilisable sur site clinique fut installée a Londres en 1971. Elle ne
permettait d’examiner que la téte. L'exploration du corps entier fut possible a partir de
1974. La mise au point de la scanographie a €té saluée comme la découverte la plus
importante en radiologie depuis celle des rayons X par W. C. Roentgen en 1895.

Le développement technique des scanners s’est effectué autour de deux composantes
principales :

i) Un dispositif d’émission et de détection de rayons lumineux (rayon X, rayon
v,...), capable de tourner autour du patient pour effectuer I'acquisition des don-
nées de base encore appelées projections,

ii) Un ensemble pour la reconstruction des images de coupes axiales a partir des
projections.

A ces deux ensembles, il convient d’associer les fonctions de visualisation, de trai-
tement, de transfert et d’archivage de signaux et d’images. Bien que complémentaire
de la finalité premiére d’'un scanner, ces fonctions ont connu ces derniéres années
un développement considérable. L'aspect technique du scanner a connu des progres
considérables, son principe de base est resté le méme depuis 1971.

Les équations de transport jouent un réle essentiel en tomographie. Elles per-
mettent d’étudier le comportement de la lumiére au contact d'un matériau. Dans
ce manuscrit, nous nous sommes intéressés a un cadre particulier concernant la
propagation de I'énergie lumineuse, qui peut étre traitée dans le cadre de la théorie
des équations de transports. Les conditions physiques et mathématiques d’approxi-
mation nous permettent de procéder par une approche qui débouche sur des équa-
tions aux dérivées partielles EDP dites aussi équations d’advection-diffusion. Des tra-
vaux dans ce sens ont été réalisés par plusieurs auteurs, nous citons entre autres
[47, 186,15, /115, 153, 152, [19, [79].

La reconstruction d'un signal se fait par différentes méthodes, méthodes stochas-
tiques et méthodes déterministes. Chacune de ces deux méthodes est basée sur des
outils mathématiques convenables et des théories adaptées.

La premiére partie de notre travail s'inscrit dans un cadre déterministe dans le-
quel nous nous intéresserons a la construction de signaux par résolution numérique
des équations aux dérivées partielles (EDP), en particulier les équations de diffusion en
milieux optiques moyennement épais. Il s’agit d'un probléme direct concernant la réso-
lution numérique de 'EDP de diffusion pour reconstruire la densité de I'hétérogénéité.
Dans ce cas, nous supposons que les parametres optiques et les fonctions sources
sont connus. Nous résolvons ensuite 'EDP de diffusion ot la densité lumineuse est
considérée comme une fonction (ou un signal) inconnue & approcher numériquement.
La méthode d’approximation que nous avons utilisée est basée sur 'approche de Ga-
lerkin par des fonctions qui figurent parmi les plus populaires :

a) Approximation avec maillage : Il s’agit ici de la méthode d’approximation de
Galerkin basée sur les B-splines cubiques en dimension un et sur les B-splines
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tensorielles en dimension deux. La régularité et la compacité des B-splines leurs
donnent des avantages algorithmiques non négligeables. Depuis leur introduc-
tion par C. de Boor [57], les fonctions B-splines ont été étudiées et utilisées par
plusieurs auteurs, citons entre autres [117, (143, 20, 21, |1, [122, 1105, |107, (11,
10,171,112, 1144, |56, 82, (145, 19, 197, 1146, |64].... Dans son article [58], C. de Boor
introduit les fonctions B-splines tensorielles en dimension 2 ou supérieure a 2.
Les B-splines figurent parmi les fonctions les plus populaires en mathématiques
appliquées. Elles sont largement utilis€es en modélisation et conception assis-
tée par ordinateur (CAO). Ces fonctions ont été utilisées dans d’autres domaines
comme l'analyse multirésolution et la théorie des ondelettes. Dans [101, [102],
P. G. Lemarié a donné une construction des ondelettes par des B-splines. Les B-
splines tensorielles possédent des avantages algorithmiques fondamentales puis-
qu'elles sont a support compact et séparables. Leur caractére multiéchelle a été
exploité par M. Unser dans [155].

b) Approximation sans maillage : Il s’agit de la méthode d’approximation de Galer-
kin sans maillage construite a partir des fonctions a base radiale ou des splines
bi-harmoniques de type plaque mince [7, [8]. Les fonctions a base radiale définies
positives les plus utilisées sont celles a support compact qui sont les fonctions
de Wendland [158], les fonctions de Wu [163] et les fonctions de Buhmann [38].
Les autres fonctions a base radiale sont les gaussiennes (Gs), les fonctions mul-
tiquatratiques (MQs) et multiquadriques inverses (IMQs) [76, [77, [78], les splines
de type plaque mince (TPS) (dites en anglais Thin Plate Spline) [75, |61, |62] et les
fonctions radiales sous tension (RFT) [31, 130, 28]. L'un des sujets de notre travail
de thése est 'approximation par la méthode de Galerkin sans maillage. Elle fait
aussi l'objet de travaux remarquables en pleine expansion par plusieurs auteurs,
citons [61,159,1110, 65,66, 63,12,1139,1137,/138,1136, 135,134, 1133, 1132, 70].....

L’approximation par les méthodes variationnelles de Galerkin reste un outil efficace
pour les approches numériques. Nous avons utilisé de telles techniques en s’appuyant
sur les fonctions B-splines et les fonctions a base radiale. Pour éviter une discrétisa-
tion en temps, nous avons proposé l'utilisation de la transformée de Fourier et son
inverse.

Nous rappelons que la méthode variationnelle de Galerkin, pour la résolution nu-
mérique des EDP, consiste & trouver une solution w;, du probléme variationnel a(up,v) =
{(v), pour toute fonction test choisie v. Cette formulation variationnelle est souvent
traitée dans le cadre de I'analyse réelle o1 a et ¢ sont respectivement les formes bili-
néaire et linéaire associées a 'EDP [35]. L'existence et I'unicité de la solution du pro-
bléme variationnel sont assurées par le cadre classique de la théorie de Lax-Milgram
[35]. Dans notre travail, nous traitons le probléme variationnel dans un cadre com-
plexe ou a et ¢ sont respectivement des formes sesquilinéaire et semi-linéaire. Une
théorie de Lax-Milgram dans le cas complexe et similaire au cas réel, a été développée
dans [34].

La méthode variationnelle nous conduit a résoudre un probléme discret complexe
de type a(up,v) = £(v), pour toute fonction test choisie v. La solution approchée u,, est
une fonction a valeurs complexes, dépendant de la variable fréquence w. Pour trouver
une solution dépendant de la variable du temps, nous avons utilisé la transformée
de Fourier inverse. Les techniques d’'intégration numérique basées sur la quadrature
de Gauss-Hermite, nous ont permis d’obtenir la solution approchée en fonction du
temps.
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Nous avons démontré des résultats intéressants concernant I'estimation de 'erreur
dans des espaces de type Sobolev non homogénes. En utilisant les conditions inf-sup
liées a la coercivité de a et la continuité de ¢ ainsi que le lemme de Céa [125], nous
avons majoré la différence entre la solution approchée u;, et les valeurs théoriques de
la solution exacte u.

La deuxiéme partie de ce travail porte sur le probléeme de diffusion inverse. Il s’agit
d'un probléme inverse non-linéaire dont la non linéarité est liée aux parameétres op-
tiques (I'indice de réfraction, les coefficients de diffusion et de I'absorption). On donne
les fonctions sources et les mesures du flux lumineux recues au bord du domaine
pour reconstruire ces parametres optiques a l'intérieur du domaine étudié. L'indice de
réfraction et les coefficients de diffusion et de I'absorption sont considérés comme des
fonctions inconnues a approcher numériquement en utilisant les fonctions B-splines,
les splines tensorielles et les fonctions a base radiale. Du point de vue théorique, nous
avons discuté certains résultats tels que la continuité et la dérivabilité, au sens de Fré-
chet, de l'opérateur mesurant le flux lumineux recues aux bords. Nous avons établi la
proprié€té lipschitzienne de la dérivée de Fréchet en fonction des parametres optiques.
Du point de vue numérique nous nous somme intéressés au probléme discret dans
la base des B-splines et dans la base des fonctions radiales. Nous avons abordé la
résolution du probléme inverse non-linéaire par la méthode de Gauss-Newton.

Le manuscrit de cette thése s’organise de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, nous présentons le cadre général du probléme de trans-
port. Particulierement, nous donnerons un apercu sur les équations de transports
stationnaire et non-stationnaire dites aussi équations de transfert radiatifs ETR ou
intégro-différentielles ou encore équations de Boltzmann. Avant d’aborder le sujet fon-
damental de ce chapitre, nous allons donner un bref historique sur le probléme de
Cauchy pour les équations de transport. L'objectif de ce chapitre est d’expliquer com-
ment les équations de transfert radiatif apparaissent en tomographie, pour décrire la
loi de la dynamique a laquelle obéit la densité d'un photon lumineux [47, |86]. Les
équations intégro-différentielles sont difficiles & résoudre analytiquement et numéri-
quement. Pour simplifier cette équation, nous avons ajouté des hypothéses de dif-
fusion. La régularisation au bord du domaine, de telles équations, a été obtenue en
imposant des conditions non homogeénes de Robin modifié aux bords. Ce qui nous a
permis, tout en gardant la continuité du flux entrant a travers l'interface, de rendre
l'approximation numérique de ces équations de diffusion possible.

Dans le deuxiéme chapitre, nous allons donner en détail toutes les procédures
d’approximation numériques que nous avant déja citer auparavant. En particulier, la
méthode variationnelle de Galerkin basée sur les fonctions B-splines dans le cas d'une
seule variable de I'espace et sur les fonctions B-splines tensorielles dans le cas de deux
variables de l'espace.

Nous aborderons dans le troisieme chapitre, la méthode variationnelle de Galerkin
sans maillage basée sur les fonctions & base radiale. Les fonctions radiales définies
positives (DP) a support compact et les fonctions radiales conditionnellement définies
positives (CDP) a support non compact seront utilisées comme noyaux d’interpola-
tion pour construire les bases de fonctions radiales pour I'approximation. Nous avons
utilisé les formules de cubature liée aux polynémes orthogonaux pour calculer numé-
riquement les intégrales de nos formes matricielles dans la base de fonctions radiales.
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Dans le quatriéme chapitre de ce travail, nous nous sommes intéressés au pro-
bléme inverse. Il s’agit d'un probléme inverse non-linéaire dont la non-linéarité est liée
aux parametres optiques. On suppose qu’on dispose des mesures du flux lumineux
aux bords du domaine étudié et des fonctions sources. On veut alors résoudre le pro-
bléme inverse de facon a simuler numériquement I'indice de réfraction ainsi que les
coefficients de diffusion et d’absorption. Du point de vue théorique, nous avons dis-
cuté certains résultats tels que la continuité et la dérivabilité, au sens de Fréchet, de
I'opérateur mesurant le flux lumineux recu aux bords. Nous avons établi la propriété
lipschitzienne de la dérivée de Fréchet en fonction des parameétres optiques. Du point
de vue numérique nous nous somme intéressés au probléme discret dans la base des
B-splines et la base des fonctions radiales. En suite, nous avons abordé la résolution
du probléme inverse non-linéaire par la méthode de Newton-Gauss.

Une conclusion ainsi que quelques perspectives a notre travail sont données dans
le dernier chapitre.
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Chapitre 1

Probleme de Cauchy et
équations de transport

1.1 Introduction

Avant d’aborder le sujet fondamental de cette thése, nous allons donner un bref his-
torique concernant le probléme de cauchy de l'équation linéaire de transport et de
I'équation de transfert radiatif ainsi que quelques résultats théoriques. Nous présen-
tons le cadre général du probléme de transport et celui de l'approximation de dif-
fusion que nous traiterons dans les chapitres suivants. Les équations de transport
stationnaire et non-stationnaire dites aussi équations de transfert radiatif ETR ou
les équations intégro-différentielles ou encore équations de Boltzmann, décrivent la
loi de la dynamique a laquelle obéit la densité d'un photon lumineux [47, [86]. Les
équations intégro-différentielles sont difficiles a résoudre analytiquement a cause du
membre intégral de ces équations. Pour cette raison nous utiliserons des hypotheses
de diffusion pour simplifier 'équation intégro-différentielle en une équation de diffu-
sion équivalente, obtenue comme une approximation de I'équation de transport ETR.
Ce travail s’'inscrit dans un cadre d’approche numeérique et 'utilisation de différentes
méthodes d’approximation reste I'objectif principal de notre these.

Pour simplifier les données, dans les chapitres suivants de ce manuscrit, on sup-
pose que les coefficients d’absorption p,, de dispersion p,. et de diffusion D donnés
en annexe respectivement par les relations (C.3.1), et ne dépendent que
de la variable x de I'espace dans un domaine () et que ces coefficients sont des fonc-
tions positives bornées dans I'espace L*°(Q2) (c.f. Annexe[C). Le coefficient d’anisotropie
¥ € [0,1] donné par la relation est supposé constant. Nous supposons aussi que
le régime optique est moyennement épais a savoir que les équations de transport non-
stationnaires que nous traitons sont de méme type que les équations stationnaires
traitées par Edward W. Larsen et ol dans [100].

7



8 CHAPITRE 1. PROBLEME DE CAUCHY ET EQUATIONS DE TRANSPORT
1.2 Historique

Dans cette section, nous donnons un bref historique du probléme de Cauchy pour les
équations de transport.

1.2.1 Equation cinétique de Boltzmann

L’équation cinétique introduite par Boltzmann est une équation de transport gouver-
née par un opérateur de collision linéaire dit opérateur de Boltzmann [26]. Soit (x, v, )
un élément de Q x R¥x]ty,to + T|, le probléeme consiste a trouver la densité ®(z,v,t)
solution de I'équation de transport suivante

aa—cf(x,v,t) +v - Vi®(x,v,t) + 7a(x) - Vi O(x,v,t) = Q(P, P)(x, v, ) (1.2.1)
avec
o(P,d)(x,v,t) = / (®(x, vy, H)®(x, V', t) — ®(x,v1, 1) P(x,v,t)) B(vy — v,8)dsdvy,
Sd—1xRd

vi =vi+sT(vi —v)set v/ = v+sT(vy — v)s, pour tout (s,vy,v) € Q x R? x R4,

La fonction v,(x) représente l'accélération exercée par les forces extérieures a la po-
sition x et v présente la vitesse. L'opérateur quadratique de Boltzmann QO s’étend par
polarisation en un opérateur bilinéaire et symétrique [26, |42].

La condition initiale donnée a l'instant ¢ = ¢, est

®(x,v,ty) = Py (x,v) >0 dans Q x R% (1.2.2)

Par exemple, pour ¢, = 0 la condition initiale est donnée par

By (x,v) = Bpe 1z 3mIMPHU) o Ny = emaolvIP+h0 b b (x,v) € @ x RY, (1.2.3)

avec ag > 0, by € R, Ey est une constante, m est la masse, kg est la constante de
Boltzmann, T, est la température absolue, U(x) est le potentiel des forces extérieures

1
et §m|\v||2 est I'énergie cinétique [42]. Le noyau de Boltzmann B est une fonction loca-

lement intégrable, positive et définie sur S—! x R? .
Le principe de la dynamique d’'invariance des collisions physiques implique que le
noyau de Boltzmann a 'expression donnée par

T(vi—v)

S
B(vi —v,s) = |v1 — V|’8a (lvi = v|, &), ¢ = (1.2.4)

[vi —v|

ou 0 < 8 <1 est une constante et o est une fonction bornée. Il est possible de voir qu’il
existe une constante 0 < C < oo indépendante de s telle que le noyau de Boltzmann B
satisfait la condition [69]

0<B(vi—v,s) <CA+|vi—Vv]*) p.p. (1.2.5)

Ce probléme a été largement étudié au cours de ces derniéres années. Par exemple,
Gamba et al [67], ont utilisé un noyau B satisfaisant les hypothéses suivantes :
P sT(vi —v)
B(vi —v,s) = |vi1 — v|”H(cos(9)), cos(¥) = ——= (1.2.6)

lvi—v| ~
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ou H est une fonction positive sur [—1, 1] telle que z — H(z) + H(—z) est croissante sur
[0,1] et

0 < H(cos(9)) sin®(9) < C, 9 € (0, 7). (1.2.7)

Gamba et al ont démontré que pour Q = R?/Z? et & € C([0, T}; L} (2 x R?)) une solu-
tion positive de I'équation de Boltzmann (L2.I) ot v,(x) = 0, avec la condition ini-
tiale (I.2.3), et sous des hypothéses supplémentaires sur la solution ®(x,v,¢) données
par

i) [pa ®(x,v,0)dv > po, (x,t) € Qx [0,T],

ii) sup H(I)(Xa * t)||L°°(dv) < COv
(x,t)eQ2x[0,T]

i)  sup / O(x, v, t)e IMF-bgy < ¢y,
(x,t)€Qx[0,T] JRE

ou 0 < a; < ag, b1, po, Co et C; sont constantes. Alors pour tout 0 < a < a1, pour tout

te0,TJona

d(x,v,t) < e~alvi+b, p.p sur  xR% (1.2.8)

La constante b dépend seulement de a, ag, bg, a1, b1, po, Co et C;.

L’équation de Boltzmann a été étudiée par plusieurs auteurs [41, |42, [55, |67, |69,
111/, 124, |157].... De I'équation de Boltzmann dérive d’autres équations comme les
équations cinétiques de la dynamique des fluides, les équations de Navier-Stokes, les
équations de Stokes et les équations d’Euler [36, 137, 169, [72].

1.2.2 Probléeme de Cauchy pour I’équation de transport

Dans ce paragraphe, nous donnons une petite introduction historique du probléme de
Cauchy pour I'’équation de transport, dite aussi équation linéaire de transport. Nous
citons comme références générales, le livre de R. Dautray et J. L. Lions [55] ainsi que
la note de J. Hejtmanek [8Q]. Pour I'existence, I'unicité ainsi que la régularité d'une
éventuelle solution de ce type d’équations, nous référons a [55, 180, |93]. Il est a noter
que le théoréme du point fixe, donne lieu a la représentation intégrale de I'équation de
transport et joue un roéle essentiel pour l'existence et I'unicité de la solution (c.f. [42]).
On considére les ensembles I'y, I'_ et I'y définis par

Iy =4(6v,t) €90 XV x[to,to+T] : nE) v>0!,
I_ ={(&v,0) €0V x [to,to+T] : n(€) ' v<o}, (1.2.9)
Ly =4(&v,t) €0 xV x[to,to+T] : n(€)'v=0

Soient do 1'élément de mesure de surface sur 99, n(¢) la normale extérieure a oS}
au point ¢ et (x,v/,v) — n(x,v’,v) le noyau de collision. On définit par T l'opérateur
suivant

T® = v.VO(x,v,t) + 04(x,v)P(x,v,t) — / O (x, v, t)n(x, v/, v)dv',
v

ou (x,v,t) — ®(x,v,t) est la densité de particules.
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Nous comprenons par le probleme de Cauchy pour I'équation de transport linéaire,
le probléme suivant : trouver la densité ¢ solution de U'équation de 'évolution

%—f(x,v,t} + Td(x,v,t) =q(x,v,t), dans Q x Vx]|tg,to+ TJ, (1.2.10)

avec la condition initiale donnée pour ¢ = ¢, par
O(x,v,t0) = Py (x,v) dans QxV, (1.2.11)
et la condition au bord
O(x,v,t) = Ps(x,v,t) sur I'_| (1.2.12)

ou (x,v,t) — q(x,v,t) est une fonction source et ®; est une fonction donnée sur I'_.
Dans la pratique, le choix le plus considéré est celui du noyau 7(x,v’,v) pour lequel
il existe une fonction 7 représentative de la fonction n par

n(x,v',v) = n(x, V'TV)7

ott v/'v = ||v||2 cos(6) avec (v’/-,?) = 0 [27] est 'angle entre v et v'.
Il est évident que si la vitesse v de norme ||v| est une constante alors 'ensemble V est
la sphére de centre l'origine O et de rayon R = ||v||, notée encore

St = {veR: |v| =R}

Dans la pratique, les exemples les plus importants sont ceux ou 'ensemble V est
la boule fermée V = B(0, R) o1 encore la couronne V = C, g := {v e R r < |v| < R}.
Dans la littérature, nous référons en particulier a deux cas spéciaux de problémes de
Cauchy d’équation linéaire de transport (c.f., par exemple, Hejtmanek [80] ou Hejtma-
nek [92]).

Remarque 1.2.1. On suppose que le domaine ) est un convexe dans R?, un exemple
de probléme de Cauchy important est celui de U'équation avec un terme source
q(x,v,t) = 0, une donnée ®;5(x, v,t) = 0 pour tout (x,v,t) € Q x Vx|to, to + T[ et une donnée
initiale ®;, supposée connue.

11 est possible d’aller plus loin pour un traitement général du probléme de Cauchy
pour I'équation linéaire de transport (I1.2.10)-(I.2.12). Par exemple, on peut remplacer
I'espace (V,dv) ot dv est la mesure de Lebesgue sur V par l'espace (V,du(v)) ou I'élé-
ment du(v) est une mesure de Radon sur R%(d > 2) a support compact, I'ensemble V
est un compact de R? telle que Supp(u) = V et dodudt(T'y) = 0. On peut alors étudier le
probléme de transport homogeéne si &5 = 0 et non homogéne si &5 # 0. Nous
renvoyons, par exemple, a Boulanoua [32, [33], Cessenat [43, |44] ou a Dautray et Lions
[55] pour une description générale de ces thémes de travaux.

Pour p € [1,00[, I'espace LP(Q2 x V) des fonctions @ telles que :

1/p
|@hmuw=(/ |ﬂxwwwwwﬁ < 0,
QxV
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est un espace de Banach. De la méme facon, on note LP(2 X V X [t, to + T]) 'espace des
fonctions @ telles que

to+T 1/p
| @[|Lr (@xV x[to,to+T]) = / / |D(x, v, t)|Pdxdu(v)dt < 00.
to QxV

Nous pouvons admettre l'existence d'une solution de (1.2.10)-(L.2.11)-(1.2.12]) dans
I'espace LP(Q x V X [to,to + TY).

Du point de vue physique, le choix naturel de l'espace L'(Q x V x [tg,to + T]) comme
espace de solution est du a I'interprétation physique du nombre (c.f. [115])

MO = [ (oG dsda(s),

comme étant le nombre de particules a l'instant ¢ € [tg, to + T].

On considére l'opérateur £ défini par :

0
£ = & +V.v,

dont le domaine DP? donné par

DPY = {® € LP(Q x V X [to, to + T]), L& € LP(Q x V X [to, to + T]), ®s, € LP(Q x V),
s € LP(T_, |vn|dodudt)}- (1.2.13)
Pour I'é¢tude de l'existence, I'unicité et la régularité LP d’'une solution ¢ du probléme

(L.2.10)-(I2.11)-(I.2-12)), nous référons a M. Boulanouar [33], R. Dautray et J.L.Lions
[55] et M. Cessenat [43, 144].

Pour une donnée ®; telle que
s € LP(T'_, |[vn|dodpudt),

il a été prouvé qu’il existe une solution au probléme (L.2.10)-(L.2.11)-(I.2.12]) dans le
cas homogéne (®; = 0) mais aussi dans le cas non homogeéne (®; # 0) (c.f. R. Dautray

et J.L.Lions [59]) :
On suppose que l'on dispose des hypothéses suivantes :

i) Le coefficient o,(x,v) > 0 représente le profil des mesures d’absorption des parti-
cules au point (x,v), lié au changement de la vitesse v et o, € L>°(2 x V).

ii) Le noyau de collision n(x,v’,v) > 0 lié au nombre de particules qui change de
vitesse (de v/ vers v) a du(v) prés, au point x vérifiant :

n(x,v',.) € LY(V,du) et n(x,.,v) € LY(V,du).

1. Pour des données g, ¢;, et ®; vérifiant les conditions suivantes
i) q e LP(Q x V x [tg,to + T]), Py, € LP(Q X V), pour p €l +o0],
ii) ®5(x,v,t) =0, V(x,v,t)eTl_.

Alors, le probleme (I.2.10)-(L.2.11)-(I.2.12) posséde une unique solution ® au
sens des distributions dans l'espace DP*. 1l s’agit, en fait, d'une solution ¢ dans

I'espace C ([to, to + T],LP(Q2 x V)).
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2. Pour des données o,, et ¢; vérifiant
i) v -VO,, e LP(Q X V), &y (x,v)=0, V(x,v)eQxV, pour pé€]l,+o0],
i) ®5(x,v,t) =0, V(x,v) €9NxV,
si le terme source q(x,v,t) > 0, pour tout (x,v,t) € Q x V X [tg,to + T] et que
q € C' ([to,to + T], LP(2 x V),
alors, il existe une solution ® du probléme (I.2.10)-(L.2.11)-(L.2.12]) vérifiant les
propriétés suivantes :
a) ® € C! ([to, to + T],LP(Q x V)),
b) v .-V eC ([to,to + T],LP(Q X V)),
c) Vt € [to,to+T], ®(,.,t)=0 sur 90 x V.
De plus, si &5, ®;, et q sont positives, alors la solution ® du probleme (L.2.10)-

(C2.11)-([@2.12)), est positive.
1.3 Equation de transfert radiative ETR

1.3.1 Equation de transport non-stationnaire

L’'intensité spécifique ou la radiance, notée par ®(x,s,t), est le nombre de photon par
unité de volume au point (x,s,t) € Q x S¥=! x [tg, o + T]. La fonction source (x,s,t) —
q(x, s,t) est une fonction intégrable sur Q xS?~! x [t, to+T]. Dans la pratique, la fonction
q est supposée comme une distribution de Dirac, donnée par

q(x,s,t) = E 0(t — t5)0(s)d(x — xs), (1.3.1)
ou E est I'amplitude de la source lumineuse et § est la distribution de Dirac en O.

La propagation de la lumiére a travers le tissu suit une loi dynamique décrite par
I'équation de transport intégro-différentielle de Boltzmann appelée aussi I'équation de
transfert radiative ETR [15, 147, 55, 186, 115, [153], donnée pour tout (x,s,t) € 2 x S¥1 x
[to, to + T] par

%x) %—f (x,8,1) +5.VO(x,8,t) + p: (x)P(x, 8, 1) = jg;()a /Sdil O (x,8,t)n(s,s")ds +q(x,s,t).
(1.3.2)
La donnée initiale est donnée par
®(x,s,t0) = Py, (x,8) dans QxS (1.3.3)
La condition au bord est donnée par
D(x,s,t) = Ds(x,8,t) sur TI'_, (1.3.4)

ou l'ensemble T'_ est tel que V = S%! dans (I.2.9).
Le coefficient de transport u,, qui regroupe les pertes d’énergie li€ées a I'absorption et
a la diffusion, donné par la relation (voir I'annexe

Mtr(x) = Na(x) + Nsc(x)a (1.3.5)
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et le coefficient de dispersion ;. sont des fonctions réelles, positives et bornées.

La vitesse de la lumiére dans le domaine est exprimée par c¢(x) = ¢y/v(x), ot v(x)
est l'indice de réfraction du milieu [118] et ¢y est la vitesse de la lumiére dans le
vide. Pour traiter le probléme de facon académique, on peut prendre ¢, €]0,+oo| et
v(x) un potentiel d’évolution quelconque. On suppose que 7 satisfait la propriété de
normalisation suivante :

@ - n(s,s')ds = 1. (1.3.6)
La fonction de phase (s,s’) — (s, s’) liée a la dispersion de la lumiére est une fonction
réelle décrivant la densité de probabilité pour qu'un photon se disperse d'une direction
s vers une autre direction s’ a ds’ prés. La quantité 7(s,s’)ds’ représente la proportion
d’énergie liée a la diffusion de la lumiére se propageant dans la direction s’ & ds’ prés
[47, 186]. La fonction 7 satisfait la propriété de normalisation qui exprime la
conservation de particules dans des événements de dispersion purs. Si le domaine est
isotrope, alors il existe une fonction 77 : [-1;1] — R telle que la fonction de phase
satisfait la condition suivante

n(s,s’) = n(s"s). (1.3.7)

Par la suite, on suppose qu'on travaille dans un domaine isotrope. Dans ce cas, la
fonction de phase n est bien définie et satisfait les conditions (L.3.6) et (I.3.7). La

fonction (s,s’) — 7i(sTs') est donc une densité de probabilité a valeurs réelles.

1
|S41]

Définition 1.3.1. Le couple (i, itsc), formé par les parametres p, et ., est dit ad-
missible s’il satisfait les conditions suivantes :

(ttrs phse) € L(Q2) x L=(Q)  avec  pr(x) > pse(x) >0, Vx € Q. (1.3.8)

La différence u, := sy — pse €st le coefficient d’absorption qui représente le potentiel de
I'énergie perdue au moment de l'interaction entre la lumiére et le domaine étudié.

Si le couple (ut,, 1tsc) st admissible alors p, est une fonction a valeurs réelles, positive
et bornée, on a alors p, € L*(1).

Dans le cadre de la théorie des équations de transport, on cite le théoréme d’exis-
tence suivant (c.f. [53, 98] ).

Théoréme 1.3.1. Pourq € L'(Q2 x S~ x to,to + T]), s € LYT.) et Dy, € LY(Q x s171),
alors il existe une solution ® du probléme (1 (.3 4)-
De plus, lintensité spécifique ® est dans lespac LY(Q x S9! x [tg, to + T]).

:

Remarque 1.3.1. Dans le cas oit u,(x) = pq(x) = 0 et q(x,8,t) = 0 pour (x,s,t) € Q X
St x [to, to + T], Uéquation de transport devient

a—(f(x,s,t) +v.VO(x,8,t) =0, v=cs. (1.3.9)
0 0P Ox
g (®(x(t),s,t)) = 5t (x,8,t) + e Vo(x,s,t) =0, (1.3.10)
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0
ot 2 = v = cs. lest facile de vérifier que sil'on considére la condition initiale ®(x, s, ty) =

®,, (x,s), alors la solution de 'équation est analytiquement exprimée sous la_forme
suivante
D(x,8,t) = Py (x — (t —to)c s, s).

Le probléme de transport est similaire au probléme rencontré dans le cas d'un
flot optique qui est un probléme mal posé sans condition initiale imposée, et la vitesse
de la luminosité est donnée par v = cs.

Le théoréme prouve l'existence de la solution de I'équation ETR. La proposi-
tion suivante nous donne des informations supplémentaires concernant l'unicité et la
positivité de la solution .

Proposition 1.3.1. On suppose que
i) La fonction source q € L}(Q x S4! x [tg, to + T]) est positive et bornée.
ii) La fonction de phase n est positive et satisfait la condition (1.3.6).
iii) Le couple (uy, p1s.) est admissible.

Alors, il existe une unique solution positive du probleme (1.3.2)-(1.3.3)-(1.3.4)-(1.3.6).
De plus, pourt > ty, la solution ® satisfait l'inégalité suivante

/s /Q D (x5, £)dxcls < [l @i g ey NN (1.3.11)

Démonstration. L'unicité de la solution est une conséquence immédiate de construc-
tion récursive basée sur la série de Neumann du probléme de transport (1.3.2)-(1.3.3)-
(L3.4)-(1.3.6), voir [42] pour plus détails. On suppose que les fonctions q, p, et us. se
prolongent par des fonctions nulles a l'extérieur de I'ensemble Q x S x [to,to + T).
Pour toute fonction g € L}(Q x S~ x [tg, o + T]), on définit I'opérateur K par

(Ke)(x, 5, ) = @ /tt /S e (— /t,t e+ (7 — t)s)dT) oo+ (¢ — 1))

x n(s,sNeg(x + (t' —t)s,s',t')ds'dt’.

La série de Neumann est définie par le schéma suivant

Do(x,s,1) :/ q(x+ (¢ —1t)s,s,() exp <—/ i (x + (7 —t)s)d7> dg,
¢ (1.3.12)

to

@j(X,S,t) = (K@j,l)(x,s,t), ] Z 1.

to+T
0 < Bo(x,5,1) < / A+ (¢ — 18,5, C)d¢ < M < oc.

to
ou M est une constante ne dépendant pas du temps.
Pour j=1,0n a

1 t t
o<t = g [ [ ew (= [l (09t (09
0
x (s, 8 )Po(x + (' — t)s,s',t")ds'dt’ < M||pselloo(t — to)-
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On continue les itérations pour j > 2, alors on obtient

(t —to)’

0< (I)j(X,S,t) < M”:LLSCHZ];O ]'

La série de terme générale 5, = || MSCHQ;O(FJ%)J converge et on a
0o .
C(t—tg)d
3 Ntaellis L1000t € (1, 1+ T).
i=0 I
Donc, la série de Neumann converge simplement. Par construction

O(x,5,t) = > 0;(x,5,1). (1.3.13)
j=0

est la solution du probleme (1.3.2)-(1.3.3)-(1.3.4)-(1.3.6).

Comme q(x,s,t) > 0, pour tout (x,s,t) € Q x S4=1 x [tg,to + T], alors ®g(x,s,t) > 0. Par
récurrence, pour tout j € Non a ®;(x,s,t) > 0, pour tout (x,s,t) € Q x ST x [tg, o + TJ.
Dot ®(x,s) > 0 pour tout (x,s,t) € Q x ST x [tg,to + TJ.

En intégrant la condition initiale ®, sur I'ensemble ) x S%~! et en utilisant le fait que
la fonction q € L' (Q x S%71 x [tg,to + T]). on obtient I'estimation suivante :

ogf /cbo(x,s,t)dxdsg T —
si-1 Jo

Par une méthode d'intégration similaire du terme général ®; de la série de Neumann
et d’'apres la condition (I.3.6) et le fait que q € L' (2 x S~ x [to, o + T]), on a

(t— to)jHMscH&
4!

)

0< /Sd—l /QCPJ»(X,S,L‘)dXdS < llallir@xsa-1x(to,t0+T7)

pour chaque itération j > 0. _ _
(£ = o)’ [l pasellA

Comme la série de terme général a; = ,'
4!

converge alors on a la conver-

gence de la série

Z/ /ij(x,s,t)dxds. (1.3.14)
im0 Jsi1 Ja

Drapres (I.3.13) et (I.3.14), alors on peut intervertir les signes [ et Y, donc on a

D(x, s, t)dxds = D (x,s, t)dxds < Sxgi- (t=t0)llssclloe
/S(H/Q (x,8,t)dxds ;/Sdlfﬂ 3 (%8, )dxds < ||qll 11 @xsi-1 x[to,t04+T)) € ,

puisque e(t*to)”NscHoo — Z % O

§=0 J!
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1.3.2 Equation de transport stationnaire

Lintensité spécifique ou la radiance, notée par ®(x,s), est le nombre de photon par
unité de volume au point (x,s) € Q x S¢~1. La fonction source q(x,s) est supposée
positive et intégrable sur Q x S?~!. La propagation de la lumiére a travers les tissus
suit I'équation intégro-différentielle de Boltzmann dite aussi 'équation de transport
stationnaire (ETR) [15, (115, [153], pour tout (x,s) € 2 x S¢"! ,on a

s.V®(x,8) + puee (x)P(x,8) = rgjg)' / D(x,s")n(s,s')ds’ + q(x,s), (1.3.15)
§d—1
la condition aux bords
B(x,s) = Ds(x,s) sur I_. (1.3.16)

Remarque 1.3.2. Il existe plusieurs modalités pour construire un signal & partir de
I'équation de transport ETR stationnaire (I.3.15)-(1.3.16). Ceci est relative au choix du
modeéle utilisé. Par exemple, si le domaine est transparent, ce qui est équivalent au fait
que p, # 0, use = 0 et q = 0, alors U'équation devient une équation de Beer-
Lambert

8.VO(x,s) + pe(x)P(x,s) = 0.

On a, dans ce cas, une solution de type

B(x,5) = B(x0,5) exp (— / (o + 7(x —XO»dT) ,

oil (xo,s) est lintensité de saisie & xo. Ce systéme a été étudié dans (42, 16Q)].

D’une facon similaire, si u, = ps. = 0 et la fonction source q # 0 est isotrope, ce qui
signifie Uinvariance de la source en fonction de la direction de propagation du rayon
lumineux, alors l'équation stationnaire s’écrit sous la _forme

s.VO(x,8) =q(x,8), |Vx[s:=Vx.

La solution de cette équation s’écrit ainsi

1
D(x,8) = /0 q(xo + 7(x — x0), 8)dT.

Proposition 1.3.2. On suppose que
i) La fonction source q € L*(Q x S%~1) est positive et bornée.
ii) La fonction de phase n est positive et satisfait la condition (I.3.6)).
ii) Le couple (uut,, 1sc) est admissible.

Alors il existe une unique solution positive du probléme (1.3.6)-(1.3.15)-(1.3.16) satis-
Sfaisant Uinégalité suivante

/ /<I>(x, s)dxds < ||l qga- el ool (1.3.17)
si-1JQ
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Démonstration. D'une facon similaire a la démonstration de la proposition on
construit une solution (I.3.6)-(I.3.15)-(1.3.16) en utilisant la suite récursive de Neu-
mann comme dans [42]. On suppose que les fonctions q, u, et us. se prolongent par
des fonctions nulles a I'extérieur du domaine Q x S%1.

Soit ¢ € [0, 1], pour toute fonction g € L*(Q x S?~!), on définit I'opérateur K par

1 € T
(Ke)6c5) = gy [ el s (= [t + - xoc)
x g(xo + 7(x — x0),8")n(s, s")ds'dr.

On définit la série de Neumann donnée par le schéma suivant

Dp(x,8) = / q(xo + 7(x — X0), s) exp <—/ ey (x0 + C(x — xo))d§> dr
0 0 (1.3.18)

(I)j(X, S) = (bej,l)(x,s), ] > 1.

1
0 < Pp(x,8) < / q(xo + 7(x — x¢),s)dT <M < oc.
0

ou M est une constante.
Pour j=1,0n a

05 @) =i [ e (= [ et + 6= x0)dc ) et + - x0)

0
x 1(s,8" ) Po(x0 + 7(x — X0), 8" )ds’ dT < M| prse || oot

0 < P1(x,8) < M||psel|oo < 00.

On continue les itérations pour j > 2, alors on obtient
”NSCHoo
0<Pi(x,8) < MHMsc”oo 7S M=—==, Ve €[0,1].
j!

HNSC”oo

La série de terme générale §5; = converge et on a

00
Z HMSCHJ _ eHMSC“m'
7=0

D’ou la série de Neumann converge simplement. Par construction

= Zq)j(xas)a (1.3.19)

Jj=0

est la solution unique du probléme (I.3.6)-(1L.3.15)-(1.3.16).

Comme q(x,s) > 0 alors ®y(x,s) > 0, pour tout (x,s) € Q x S¢~1. Par récurrence, pour
tout j € Non a ®;(x,s) > 0, pour tout (x,s) € Q x S-1.
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Dot ®(x,s) > 0 pour tout (x,s) € Q x S471.
Par intégration sur  x S%~!, on trouve les estimations

/sdfl/ﬂq)o(x’s)d}(ds: /Sdlfgfos q(xo + 7(x — x¢), 8)

X exp (— /T e (x0 + C(x — xo))dC) drdxds
0

S/ /Q(Xas)dXdSZ ”q”Ll(ﬁde*l)’
si-1Ja

1 !
/ /@1(X,s)dxds = ?// fse(x0 + 7(x — Xo) exp (-/ Htr(X0+<(X_X0))d<>
si-1 Jq |§ | §d—1 0

X n(s,8)Po(xg + 7(x — x0), 8" )ds'drdxds

HMscHoo/ / Do (x0 + 7(x — x0),8) |§d1 7 (/Sd_l n(s,s’)ds ) dxds’

IN

< HQHLl(ﬁxsdfl)HNscnoo-

=1

En utilisant la procédure d'intégration par récurrence et d’apres (1.3.6]) et (1.3 , on

obtient

||:LL5CHJ(;O
/ / P (x,s)dxds < ||Q||L1(§Xsd—1)%,,
sd-1.JQ 7!

HMSC”oo

La série de terme générale o; = converge et on a

||/’L5CHJ(;O _ eH#scHoo
.' :
=

Alors on a la convergence de la série

Z/ /cbj(x,s)dxds.
=0 /st /e

Vj e N.

(1.3.20)

D’apres (1.3.19) et (1.3.20), alors on peut intervertir les signes [ et >, donc on a

/ /@(x@)dxds:Z/ /@j(x,s)dxdsg||q||L1(§X§d71)eHMscllm'
Sd=1.JQ =0 si—1.JQ

O

En général, pour une dimension supérieure de I'espace, on ne connait pas la so-
lution exacte de I'équation ETR. C’est pour cette raison que I'équation de transport
intégro-différentielle de Boltzmann est souvent réduite a une équation de diffusion en
faisant appel a la théorie de I'approximation de diffusion. Cette théorie est basée sur
des hypothéses supplémentaires concernant la fonction (x,s,t) — ®(x,s, t).
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1.4 Théorie de I'approximation de diffusion

Soit v : 9Q — [0, +o0o[ une fonction positive bornée liée a I'indice de réfraction a proxi-
mité du bord 99. La fonction v € L*>°(09) s’appelle la longueur d’extrapolation au bord
[54]. Soit 7 : © — [0, +o0] I'extension de la fonction v sur la fermeture Q de  telle que

7(x) # 0 pour tout x € . Soit 3 : Q@ — R la fonction définie comme suit

_ 0 si (x)=0
. (1.4.1)

La restriction 8 au bord 9 de la fonction 3 regroupe les conditions aux bords de
Dirichlet (5 = 0) et celles de Robin (8 # 0) simultanément. Cette fonction sera traitée
dans les sections suivantes de ce travail.

Le moment de l'intensité spécifique ® d’ordre m € N est une fonction, notée ¢!, définie
par la formule suivante

m

oM (x, 1) = / <I>(X,s,t)s®mds, avec s¥ =s®...®s. (1.4.2)
Sd—1 —

m fois

ou ® est le produit de Kronecker.

Les moments les plus intéressants pour I'approximation de diffusion de I'équation de
transport ETR (c.f. [15,115,[152]) sont le premier moment ¢ := qb[o], dit aussi la densité
du photon, donné par

o(x,t) = / D(x,s,t) ds, (1.4.3)
Sd—l
et le second moment gbm, dit aussi le flux lumineux ou le courant, donné par
oM (x,t) = / ®(x,s,1) s ds. (1.4.4)
Sd—l

Pour l'approximation de diffusion, on suppose que 'on dispose des conditions supplé-
mentaires
ol
ot

(x,t)=0 et /d q(x,s,t) sds =0, (1.4.5)
S —1

ainsi que de l'approximation de la radiance suivante

B(x51) = @mx, 0+ iy S (DEOVO(.1) + O(1), (1.4.6
pour tout (x,s,t) € Q x S4=1 x [tg, o + T].

Proposition 1.4.1. On suppose que
i) &, € LY(Q xS¥7Y), qe LY QxS x [to, to +T]) et &5 LYT).
ii) ® satisfait les conditions -IL4.9-01.45)- (1.4.6.
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Alors ¢l!l(x,t) satisfait la loi du_flux
oM (x,t) = —D(x)Vo(x,t), pour tout (x,t) € Q x [to,to+ T]. (1.4.7)
De plus, la densité du photon (x,t) — ¢(x,t) satisfait U'équation de diffusion suivante,

1 9¢(x,t)
c(x) ot

= V- (DE)VE(x, 1)) + pa(x)9(x, 1) = f(x,1), (1.4.8)
et la condition initiale est donnée par

d(x,t0) = /Sd_l Dy, (x,8)ds. (1.4.9)

Démonstration. Multipliant 'équation ETR par le vecteur s et intégrant sur S9!
par rapport a la variable s, on obtient

1
Lo / D(x,s,t)sds | +V D(x,s,t) s®sds+utr(x)/ D(x,s,t) s ds
C(X) 8t §d—1 §d—1 gd—1

1
= ILLSC(X)/ (x5, 1) | =77 n(s,s’) sTs'ds | s’ ds’ +/ q(x,s,t) s ds.
gd—1 |S 71| gd—1 gd—1

=v

D’apres la relation (C.6.1), on obtient

1 0
——gbm (x,t)+V D(x,s,t) s@sds + utr(x)qﬁm (x,1)
C(X) 8t §d—1
— () (x, 1) + / a(x, s, 1)s ds.
gd—1
D’ou
1 ol

oo o OV Sd_l‘P(xas,t)s@sdsﬂmr(x)—ﬁusc<x>>¢m<x,t>=/Sd_1q<XvS’f>SdS~

L’approximation de diffusion résulte des hypothéses

(1
8:;5 (x,t)=0 et / q(x,s,t) s ds =0,
§d—1
alors
Y B(x,5,1) s @8 ds = (g (x) + (1 — ) pse (x)) o (x, 1). (1.4.10)

§d—1

Il est facile de voir qu'on peut obtenir

S T
s®sds = — vec(ly) et (s®s)s" ds=0,
gd—1

§d—1

ou l'opérateur vec est celui qui transforme une matrice en un vecteur obtenu en met-
tant les colonnes de la matrice I'une en dessous de 'autre et I; est la matrice identité
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de taille d x d.
En multipliant la formule (I.4.6) par s ® s et en intégrant sur S?~! par rapport a la
variable s on obtient

1
/ D(x,8,t) s@s ds = Egb(x,t) vec(Iz) + O(1). (1.4.11)
gd—1
Par injection de (LZ.11) dans (I.Z.10), on obtient I'approximation suivante

— V00, 0) = (1a(x) + (1 = D)6 (5,),

ce qui montre la loi du flux (L4.7).
Par intégration directe de sur S¢~! par rapport a la variable s, on obtient

1 9
— 2 O(x,s,1) ds + V. B(x,5,1) 5 ds + fui O(x,s,t)d
o) 3t/gd_1 (x,s8,t) ds+V s (x,8,t) s ds+ p (x)/gd_1 (x,s,t)ds
1
:usc(x)/ O(x,s',t) <T n(s,s’) ds) ds’+/ q(x,s,t) ds, (1.4.12)
Sd—1 |§ | gd—1 Sd—1

=1
pour tout (x,t) € Q x [to,to + T]. On injecte les identités (I.3.6), (I.4.3) et (I.4.4) dans
I'expression on obtient I'équation suivante
1 99(x,1)
c(x) Ot
Comme la source q est isotrope alors la source isotropique interne f pour 'équation
de diffusion est donnée par

+ V.o (o, ) 4 (per (%) = pse()) 0 (x, ) =/ q(x; s, t)ds.

gd—1

f(x,t) = /Sd_1 q(x,s, t) ds, V(x,t) € Qx [to,to+ TJ.

A partir de la loi (I.4.7), on trouve I'’équation de diffusion (I.4.8).

En intégrant (I.3.3) sur S¢~! par rapport a la variable s, on trouve la condition
initiale suivante :

d(x,t0) = dpy(x) = /Sd_1 ¢1,(x,8)ds, pour tout x e Q.

O
Corollaire 1.4.1. On suppose que
) qell(Q xSl et ®;cLYT).
ii) ® satisfait les conditions -IL4.9-01.45)- (1.4.6).
Alors ¢! (x) satisfait la loi suivante
oM (x) = -D(x)Vo(x), VxeQ. (1.4.13)

De plus, la densité lumineuse du photon ¢(x) satisfait l'équation de diffusion stationnaire
suivante

= V- (Dx)Vo(x)) + pa(x)d(x) = f(x), Vxe Q. (1.4.14)

Démonstration. Pour la démonstration, on utilise des démarches similaires a celles de
(I 4.7) sauf qu’ici la variable du temps est négligée. O
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1.5 Les conditions globales de Robin aux bords

Soit (¢,t) un élément de dQx [to, to+T]. On note par S%* et S~ les deux sous ensembles
de S?! donnés par

S {begdl:n(f)Ts>O} et sil= {bESdl:n(f)Ts<0},

ot n(¢) est le vecteur normal a S%~! au point ¢ orienté vers I'extérieur.

L’équation de diffusion n’est pas réalisable a proximité de I'interface 92 du domaine
2. Nous pouvons toujours régulariser cette situation en imposant des conditions aux
bords qui nous permettent d’obtenir des résultats satisfaisants de I'approximation de
diffusion, tout en gardant la continuité du flux entrant ¢, a travers l'interface.

Soit R une fonction réelle liée a la réflexion diffuse dépendant de s € S¥~!. Au voisinage
de l'interface, le flux g, est donné par

g+(&t) = [ REEs, 1) 0() ds, V(€ t) € 0Q x [tosto + T].
sit
On note par g_ le flux sortant a travers l'interface du domaine ). La fonction g_
s’exprime par

g-(&,t) = /d_1 (s, 1)(sTn(€)) ds, V(& t) € 9N x [to;to + T).

Nous admettons que la radiance réalise la condition

g+ (&) =g_(&,t), V(&) € 0 X [to;to + T, (1.5.1)

a travers l'interface 092 du domaine.

Pour trouver une condition aux bords englobant les conditions de Dirichlet et les
conditions de Robin aux bords, on utilise la fonction g restriction de la fonction 5
donnée en (IL4.1). La fonction 3 est définie, pour tout £ € 99, par

0 si v =0
B = %5) si 4(6) > 0. (1.5.2)

Proposition 1.5.1. On suppose que ® satisfait les conditions (L.4.3)-(1.Z.9)-(1.4.5)-
et que les fonctions du flux g, et g_ sont bornées sur 99 x [to, to + T| et vérifient
la condition [(I.5.1), alors la densité du photon ¢ satisfait la condition non homogéne de
Robin aux bords,

99

PO %2 e.1) = gle.t) , (e, 1) € 09 x o, o+ T], (153

P(&,t) + TD(@

Oug(fvt) = _2g+(§at) et

¢
%(f,t): ( V¢£t an

avec n := n(¢) = (n1(¢),...,nq4(€))T est le vecteur normal a 99 au point ¢ orienté vers
Uextérieur.
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Démonstration. En utilisant 'approximation (1.4.6), donnée par

B(E.5.) = 50l D) + B g STDIOTOLE ) + O(1), (1.5.4)

pour tout (¢,s,t) dans 9Q x S9! x [tg,to + T]. On a
g-(E1) = |§d o) [, | 6T0) ds+ 0©) gy [ S DEOVole )6 ai6)) s

= D) [ 6T ds 1 8O g DOV 1) [ i) s

Dans un espace de dimension d > 2, I'élément de surface ds est la mesure de Lebesgue
donnée par
ds = (sin Gl)d_z - (sin 0d—3)2 sinfg_odfy ...d0g_3dBg_odby_1,

avec 0 <@, <mpourl<i<d-—2et0<6;_1 <2r. On peut vérifier que

|§d_1| =27 </ (sin Hl)d‘zdal) </ (sin 9d3)2d6‘d3> </ sin gdgdedg) ,
0 0 0

ou pour d =2, on a [S!| = 27 et pour d = 3, on a |S?| = 4.
Comme cos ;2 = s™n(¢), on trouve que

d—1
[t ds= B e a2

et

%) b)) vele. ).

Pour simplifier, on note g(&,t) = —2¢4(£,t) pour tout (§,t) dans 09 X [to; to + T]. Ce qui
achéve la démonstration. O

—2g4(§,1) = 0(&, 1) +

Corollaire 1.5.1. On suppose que ® satisfait les conditions (1.4.3)-(I.4.4)-(1.4.5)-
et que les fonctions g, et g_ sont bornées sur 0N et vérifient la condition (1.5.1). Alors la
densité ¢ satisfait la condition non homogéne de Robin aux bords,

BE) . 09

5€)+ 2o 26 = g(6) , ve € o0 (155
o g€)=—20:(6) et 20 _n(e)Tvse) an 2

Démonstration. La démonstration se fait d'une facon analogue a celle de la proposi-
tion O

Dans ce manuscrit, nous utiliserons les conditions aux bords données par

o0y + X 22

- (€,1) = g(&,1), V(E,t) € O x [to, to + T. (1.5.6)
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1.6 Equation de diffusion dans le domaine fréquentiel

On définit la transformée de Fourier g d'une fonction g dans I'espace L' (R, R) par

~ 1 e -
g(w) = E[ g(t)e “iat. (1.6.1)

On suppose que la fonction ¢ — ¢(x,t) et la fonction gradient ¢ — V¢(x,t) possedent

des extensions a R appartenant respectivement aux espaces L'(R,R) et (L'(R, R))d
presque partout dans 2. On suppose également que les fonctions sources f et g pos-
sedent des extensions telles que f € L ({; L' (R,R)) et g € L (0Q; L (R, R)).

D’apres le théoréme de dérivation sous le signe intégrale de Lebesgue, on obtient
%(x,w) = Vg/b\(x,w), V(x,w) € Q x R. (1.6.2)

On applique la transformée de Fourier a I'équation (I.4.1) ainsi qu'aux conditions non
homogenes de Robin aux bords (1.4.8). On utilise la relation classique

@ = iwg
ar %
et (L5.3) pour obtenir une équation de diffusion elliptique que satisfait la densité du
photon dans un domaine fréquentiel

~ o~ ~

-V -DE)Vo(x,w)) + <,ua(x) + i;u—ol/(x)> o(x,w) = f(x,w), VY(x,w)eQxR (1.6.3)

avec les conditions de Robin aux bords

b€, w) + @D(g)%(@@ =3(¢,w), sur 090 xR. (1.6.4)

On note respectivement par u(.,w) = ngS(.,w), F(.,w) = f(.,w), et G(.,w) = ¢(.,w), la trans-
formée de Fourier des fonctions ¢(x,.), f(x,.) et g(&,.).

La fonction v s’appelle la densité lumineuse en fonction de la fréquence w et F et G
sont les fonctions de sources intermédiaires en fonction de la fréquence w. On note
également par q, la fonction a valeurs complexes donnée par

Qo (%) = pta(x) + ipﬂy(x), Vx € Q. (1.6.5)
20

1.7 Les sources Gaussiennes

Du point de vue théorique, une lumieére monochromatique est une source de Dirac.
Une source de Dirac est une distribution f placée a la position x, a I'instant ¢;, donnée
par l'expression

fx,t) =E d(x — x5)0(t — ts),
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pour tout ¢t € R et x € {2 ou E est 'amplitude de la luminosité.

Soit ¢ = (01,...,04) un élément de )0, +oc[?, et x, = (xgl), e ,xgd)) un élément de Q. Il

existe une suite de fonctions gaussiennes

N\ 2
1 d (l‘z — xgl))
ho(x) = ————Fmexp | - 2T 957

d (2
<27T H U?)
i=1

hy(x) — 6(x —x5), lorsque o — 0, dans D(Q).

1

dans L!(9, dx) telle que

En utilisant la transformée de Fourier, appliquée a f, on obtient

f(x,w) = \/%e*iw“é(x — Xg).

Soit fg(, w) la suite de fonctions données par

~

fo(x,w) = e lwtspy (x).

1
V2
Ona fg(, w) — f(.,w), lorsque ¢ — 0, au sens de distribution.

Dans la pratique, une source lumineuse est vue comme une fonction gaussienne
puisque (h, (x))a>od est une unité approchée de fonctions positives de L!(R?, dx) vé-
rifiant
i) fRd hy(x)dx =1, Vo > 0.
ii) Pour tout voisinage V de 0 dans R? : [, h,(x)dx — 0, lorsque o — 0,
ou CVY est le complémentaire de V dans R?.

De plus, si Ry est la rotation d’angle 6, alors
exp(—|[Rex|[3) = exp(~||x]3), Vx€R

elle est invariante par rotation, on dit qu’elle est isotrope.
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Chapitre 2

Reconstruction d’un signal par
les B-splines

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous procédons a la résolution du probléeme de diffusion (I.4.8)-
(I.5.3). Le probleme de diffusion est déterminé de facon a regrouper un ensemble
d’informations concernant le flux optique a partir de la densité de la lumiére ¢. Cette
fonction caractérise I'hétérogénéité du milieu étudié. Ceci permet dans la pratique
d’analyser le milieu a partir de la lumiére qui le traverse. Du point de vue théorique,
nous discutons l'existence, 'unicité et la régularité de la solution du probléme de
diffusion.

Pour reconstruire le signal numérique dans ce genre de probléme, le plus souvent
on utilise une discrétisation dans le temps. Dans ce travail, nous proposons d'utiliser
la transformée de Fourier et son inverse afin d’éviter une telle discrétisation. On ob-
tient ainsi une équation elliptique équivalente a coefficients complexes. Pour trouver la
solution de I'équation parabolique (I.4.8)-(I.5.3), on calcule la transformée de Fourier
inverse en utilisant la formule de quadrature de Gauss-Hermite.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous nous intéressons au probléme de dif-
fusion en une dimension de I'espace. La technique de la transformée de Fourier nous
permet d’obtenir une équation elliptique de type Sturm-Liouville que nous résolvons
en utilisant la méthode d’approximation de Galerkin basée sur les fonctions B-splines
cubiques [57]. Nous donnons ensuite des tests numériques.

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous procédons a la résolution de 'équation
de diffusion en dimension supérieure de I'espace. Nous proposons des tests numé-
riques sur un domaine rectangulaire en dimension deux. Pour cela, nous utiliserons
la méthode d’approximation de Galerkin basée sur le produit tensoriel des B-splines
cubiques.

Nous donnons une estimation de l'erreur en se basant sur le lemme de Céa et sur
un opérateur d’interpolation de type B-spline cubique en dimension un de I'espace ou

27
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sur de type spline tensorielle en dimension deux de I'espace.

2.2 Probeme de diffusion en une dimension

2.2.1 Equation de diffusion en 1D

On consideére la version du probléme de diffusion (I.4.8)-(1.5.3) en une dimension de
I'espace pour la reconstruction d'un signal dans un domaine optique moyennement
épais. L'équation de diffusion en une dimension de I'espace ne présente aucune si-
tuation réelle en physique, mais permet de tester numériquement les techniques que
nous proposons. Soit (z,t) — ¢(z,t) la densité lumineuse a la position = €]a,b[C R
et a l'instant ¢ € [to,to + T], ol ty est I'instant zéros et T est le temps maximum (la
période). Les parametres p,, us €t v sont des fonctions réelles positives et bornées sur
I'intervalle [a, b].

Pour (z,t) dans ]a,b[x[to, to + T], la densité ¢(z,t) satisfait I'équation aux dérivées
partielles parabolique suivante,

1 9¢(x,t) O 0¢(x,t)
o(z) ot _%<D(x) Oz

> + po(2)o(2,t) = f(z,1), (2.2.1)

au sens des distributions, voir la proposition [L4.11

Soient {, > 0 et ¢, > 0 deux nombres liés a I'indice de réfraction en « et b respective-
ment. Pour donner une représentation des conditions aux bords qui regroupe simul-
tanément les conditions de Dirichlet aux bords et les conditions de Robin aux bords,
on utilise la fonction § donnée par 'expression en introduisant les constantes

Ba = B(a) et B, = B(b) (c.f. [6]) par

0 si (=0 0 si =0
Ba = gi si >0 St A= Cl si (> 0.
a b

D’apres les résultats de la proposition les conditions non homogénes aux bords
sont données par

oa.t) — 22D(0)22 (a,) = gal),

3 9 (2.2.2)

(b, t) + 7D(b)%(b, t) = gu(t).

On suppose que, La fonction ¢t — ¢(z,t) et la fonction dérivée ¢ — %(x,t) se
x

prolongent sur R en des fonctions dans I'espace L! (R, R), presque par tout = dans [a, b].
On suppose également que les fonctions sources f, g, et g, admettent des extensions,
notées f € L>(Ja,b;L'(R,R)) et gq,95 € L'(R,R). La transformée de Fourier g d’'une
fonction g € L'(R,R) est donnée par

+oo
B(w) = %Q_ﬂ / e
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D’apres le théoréeme de dérivation sous le signe intégrale de Lebesgue, on obtient

06, . _ 00

%(x,w) = %(x,w), V(z,w) €]a,b[xR.
On applique la transformée de Fourier a I'équation (2.2.7) ainsi qu'aux conditions non
homogénes de Robin aux bords (2.2.2) et on utilise la relation classique % = iwg,

on obtient I'équation de Sturm-Liouville que satisfait la densité lumineuse dans un
domaine fréquentiel

0 ou(z,w) iw _
o (D(@T) + (,ua(x) + au(a:)) u(z,w) = F(z,w), (2.2.3)
avec les conditions non homogénes de Robin aux bords
Ba ou
) - _D a_ ) = Ga 9
u(a,w) 3 (a) :Z(a ) (w) 2.2.4)
u(b,w) + 5DO) - (hw) = Ch(w),

oll u(.,w) = QAS(.,w), F(.,w) = f(.,w), Go(w) = ga(w) et Gp(w) = gp(w), sont respectivement
les transformée de Fourier temps-fréquence de ¢(z,.), f(z,.), go and g,. Dans la litté-
rature, la fonction u s’appelle la densité lumineuse dans le domaine fréquentiel et F',
G, et G, sont les fonctions sources dans le domaine fréquentiel. On note par q, le
nouveau parametre regroupant le potentiel d’absorption p, et le potentiel d’évolution
v selon 'expression suivante
iw
Q) = pu(e) + v(@), Ve € fa.b].

2.2.2 Reconstruction d’'un signal en fonction de la fréquence

Dans les sections suivantes de cette partie, on suppose que les paramétres optiques
D, u, et v sont des fonctions a valeurs réelles bornées. On écrit que les fonctions D,
e €t v sont dans l'espace L>(]a, b[,R) et que D et u, possédent une borne inférieure «
strictement positive,

D(z) >a >0, pe(x)>a>0, p.p. sur la,b| (2.2.5)

La formulation variationnelle faible

Soit u.(.,w) une fonction suffisamment réguliére satisfaisant le probleme de (2.2.3)-
Z24). on suppose que u,(.,w) € H;. En multipliant I'équation par une fonction
test arbitraire 7 € Hy, en intégrant sur [a,b] et en utilisant les conditions non homo-
génes de Robin aux bords (2.2.4), on trouve la formulation variationnelle faible :

Ay (us(,w),v) = Lo, (v), Vo€ Hy, (2.2.6)
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ou A, : ﬁl X ﬁl — C est la forme sesquilinéaire définie pour tout u,v € ﬁl par

b U v, b — YRy (h)
Ao w0) = [ DS @ S @de + [ aueu(@iuids + 2 (Gou(e)ola) + (b))

et £, : ﬁl — C est la forme semi-linéaire définies pour tout v € ﬁl par

b

Lo () = 2 (CGa(@)o(@) + GG(w)20)) + / F(z,w)o(z)d.

a

Inversement, soit u.(.,w) € H, une fonction satisfaisant la formulation variationnelle
faible (2.2.6). 1l est évident de voir que par une intégration par partie, on a

Oz Ox
= <2CaGa(w) — 2ux(a,w) + D(a) %1;* (a, w)) v(a) (2.2.7)

/ab[ 0 (D(x) Oy (x,w)) + Qoo () us (7, w) — F(x,w)}v z)dx

. (2<bi<w> 96 (byw) — D) 2 <b,w>) o),

pour tout v € ﬁl.
En particulier, pour une fonction ¢ de classe C* a support compact dans ]a,b[, on a

/ab [_%(D(m) aaz;* (x,w)) + Qo ()t (2, W) — F(a:,w)} o(z)dx = 0.

Par conséquent,

0 O

——(D(.
8x( (- Ox

au sens des distributions. Comme la fonction f est supposée dans L>°(Ja,b[; L!(R,R)),

alors F(.,w) est une fonction dans I'espace L>°(]a,b[,C). Donc I'égalité précédente est
valide presque partout dans |a, b

(.,w)) + qu()us(,w) = F(,w), dans Ja,b],

__ Pour retrouver les conditions aux bords, on considére v; et v, deux fonctions dans
H; telles que vy (a) = v2(b) = 1 et v1(b) = va(a) = 0. En prenant v = v; dans 2.2.7) pour
trouver la condition

Ba Ou B
efa,0) — D) 5 (0,0) = Galw),
d’'une part et d’autre en prenant v = ve dans (2.2.7) pour trouver la condition
O
0o (b,0) + D) 5 (b,) = Gaf).

En conclusion, le probleme de diffusion (2.2.3)-2.2.4) est équivalent a la formulation
variationnelle faible (2.2.6).

D’apres le théoréme d’injection de Sobolev (c.f. [3]), il existe une constante C > 0
(dépendant seulement de a et b) telle que

sup |u(z)] < C lfullg, , Vu € H. (2.2.8)
z€[a,b]
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D’apres l'inégalité de Schwarz et le théoréme d’injection de Sobolev, on prouve qu’il
existe une constante Cy > 0 (dépendant seulement de «a et b) telle que

Lo (o) M) [lollg, , Vo eH, (2.2.9)

ot M(w) = Co (IF(,w)lg, + |Ga(w)] + [Go(w)]).

De plus, l'opérateur L, : ﬁl — C est continu et semi-linéaire sur ﬁl. Comme les
fonctions D, p, et v satisfont les conditions alors d’apres le théoréeme d’injection
de Sobolev, on vérifie facilement qu’il existe une constante C; > 0 indépendante de la
fréquence w telle que

Ay (u,0) | < C1V1+w?ullg, vllg,,  Yu,v € Hy. (2.2.10)

D’une facon analogue, on montre que la forme sesquilinéaire .4, est coercive :
9 ~
Re(Ay (u,u)) > oz||u||ﬁl, Yu € Hy, (2.2.11)

ou « est la constante positive donnée dans (2.2.5).
Finalement, d’apres (2.2.10) et 2.2.11), la forme sesquilinéaire A, : H; x H; — C est
continue et coercive.

Nous pouvons formuler le théoréme suivant

Théoréme 2.2.1. Pour une fréquence fixée w dans R.

1. Le probléme [2.2.3)-(2.2.4) admet une unique solution u.(.,w) dans H, satisfaisant
Uinégalité suivante
M(w)

s )llg, = = (2.2.12)

ol les constantes « et M(w) sont respectivement données dans [2.2.5) et 2.2.9).

2. De plus, siD € CY([a,b]), pa, v et F(.,w) sont C([a,b]), alors u.(.,w) € C*([a,b]) est
l'unique solution du probléeme (2.2.3)-(2.2.4) au sens usuel.

Démonstration. Soit w une fréquence fixée dans R,

1. Les fonctions D, p, et v satisfont les hypothéses (2.2.5), ce qui garantit la conti-
nuité de la forme semi—linéaiAre Ly : ﬁl — C, la continuité et la coercivité de
la forme sesquilinéaire A4, : H; x H; — C. En utilisant la version complexe du
théoréme de Lax-Milgram [34, [103], il existe une unique solution u,(.,w) de la

formulation variationnelle faible dans l'espace H;. Comme le probléme
(2.2.3)-2.2.9) est équivalent a la formulation variationnelle faible (2.2.6), alors
u«(.,w) est 'unique solution faible du probleme (2.2.3)-(2.2.4).

D’aprés la continuité de I'opérateur £, et la coercivité de I'opérateur A,,, on a

allus (- w)lIF, < Re(Aw (us(,w), ui(-,w))) < M()[lus(.,w)llg,

Ce qui prouve (2.2.12).
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On a D € L>(Ja,b[,R) et u.(.,w) € Hy, alors Dw
z

F(.,w) € L,. donc

€ Ly. Or q, € L(Ja,b[,C) et

0 Ous(,w)\ -~
. Oy (- w) . o ~ . 1
On montre aussi que D()T appartient a l'espace H;. La fonction D—()
est dans l'espace L>°(]a,b[,R), alors Ou.(w) _ 1 D()Ous(,w) est dans H;. En

Ox D(.) Ox
conclusion, la fonction u.(.,w) appartient a H,.

2. Si D € C¥([a,b]) alors d’aprés le résultat (2.2.13) et la formule de Leibniz, on a
I'équation

Oy (x,z,u))7

9 (2, w) ! (F(a:,w) — qu(®)us(z,w) — D'(z) o

o 5 (2.2.14)

au sens des distributions, pour tout z € [a,b]. D’aprés le théoréme d’injection

Ou (., w)

de Sobolev, les fonctions wu.(.,w) et appartiennent a C([a,b]). Mais f,,

v et F(.,w) sont des fonctions dans C([a,b]), alors d’apres la formule 2.2.14), la
solution faible u.(.,w) du probleme (2.2.3)-(2.2.4) appartient a C?([a, b]) et elle est
l'unique solution du probléme (2.2.3)-(2.2.4) au sens usuel (c.f. [35, [103]).

O

2.2.3 Les B-splines normalisées uniformes

La mot "spline" désigne une tige flexible qui sert a tracer des courbes lisses passant
par des points donnés. En 1946, dans son article [140], Schoenberg a posé les pre-
miers fondements de la théorie des fonctions splines. Un peu plus tard, C. de Boor
présenta les fonctions B-splines trés utiles notamment pour faire de I'interpolation. La
compacité de leur support et la régularité de ces fonctions jouent un réle essentiel en
approximation. Nous en donnons ci-dessous une breve description.

On fixe une fois pour toutes une suite strictement croissante z;, j € Z, de points
appelés nceuds. On note ces nceuds zp < 1 < ... < z, < Tp41. Une spline polynoémiale
de degré m est alors une fonction B : R — R satisfaisant les propriétés suivantes :

i) BestC™" !surR;
ii) pour tout i = 0,...,k, il existe un polynéme B; de degré inférieur ou égal a m qui
coincide avec B sur [z;,z;4+1] (sur [z;, 2;,11[ quand m = 0).

Dans l'espace des splines de degré m, il existe une suite de splines particulierement
intéressantes, appel€ée base de B-splines, que nous noterons (N7');cz. Ces B-splines
sont définies par récurrence a partir de la base de B-splines de degré zéro, (N?)jez :
pour tout j € Z on a

N9(z):=1 pourz € [z;,z;11[, Nj(z):=0 sinon.
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Ensuite, pour tout entier ¢ > 1, et pour tout j € Z, on pose

Ni(x) = Agi(@)NT (@) + (1= Aj,i(2)) NI (2),

Aji(x) = % pour tout j € Z et pour tout ¢ > 1.
g+i Ly

Ces fonctions vérifient alors les propriétés suivantes qui, d'une part justifient I'ap-
pellation “base de B-splines” introduite ci-dessus et qui, d’autre part, expliquent leur
grand intérét :

a) pour tout j € Z, la B-spline N}" est une spline de degré m;
b) pour tout j € Z, le support de N7* est 'intervalle [z, jm+1];

¢) pour tout j € Z, la B-spline N7" est positive sur I'intérieur de son support, ie
N7*(z) > 0 pour tout = €]z, Tj1m+1[;

d) toute spline B de degré m se décompose dans la base de B-splines au sens ou il
existe une suite de réels (a;),cz, tels que

B(z) = Z a;N7"(z), pour tout z € R;
jez

e) la base de B-spline de degré m est normalisée, au sens :

ZN;—TL(.T) =1, pour tout z € R;
JEL

L’avantage de remplacer les polynéomes par des splines, par exemple pour résoudre
des problémes d’interpolation, est manifeste. D'une part elles évitent les degrés élevés,
d’autre part, grace a leur support, l'utilisation des bases de B-splines conduit a des
matrices bandes trés intéressantes pour la résolution pratique des systémes d’équa-
tions auxquels ces problémes conduisent.

En pratique, les splines les plus courantes sont les splines cubiques correspondant a
m = 3.

Lorsque les noeuds ne sont pas imposés, on a tout intérét a aller vers la facilité et
pour cela, a les choisir équidistants, i.e

zj41 —x; = h pour tout j € Z,

ce que nous supposerons pour la suite de cette présentation. On parle alors de B-
splines uniformes de pas h. 1l est évident que dans ce cas, toutes les B-splines s’ob-
tiennent par translation de n'importe laquelle d’entre elles, par exemple, de la B-spline
N§" de support [zg, zm+1], ce qui donne :

N7 (xz) = Ng'(z — x;), pour tout z € R et pour tout j € Z.

Dans le cas particulier ou les nocuds sont les entiers (z; = j pour tout j € Z), on
parle de splines cardinales. Nous noterons (B7");cz, la base de B-splines cardinales.
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De facon évidente, toute B-spline uniforme de pas h se construit simplement a partir
des B-splines cardinales sous la forme :

r—xy

W : ) , pour tout x € R et pour tout j € Z. (2.2.15)

N"'(x) = BY' (

Dans notre travail nous utiliserons exclusivement des B-splines cubiques uni-
formes. La B-spline cardinale Bj, de support [0, 4], y jouera donc un role important.
C’est pourquoi nous utiliserons désormais la notation B; := Bj et nous présentons
les valeurs de B3 dans le tableau ci-dessous. Toute B-spline uniforme s’en déduira
aisément grace a la formule (2.2.15).

La fonction B-spline cubique a support [0,4]

La fonction B-spline de degré m = 3 est la B-spline cubique notée B3 : x — Bs(z) a
support [0, 4] et ses dérivées sont données dans le tableau 2.1] suivant

| [ Bs(=) | 5 () | 87@) | B () ]
0<z<1][ 2%/6 P T 1
1<z<2]| (-32°+122% — 120 +4)/6 | (-32> +82—4)/2 | -3z +4 | -3
2<z<3 | (32° — 242" + 602 — 44)/6 | (3v* —162+20)/2 | 3v—8 | 3
3<a<4| 4—-2)7°/6 —(4—2)*/2 4—ux -1

r<0,z>41 O 0 0 0

TABLE 2.1 — La fonction B-spline cubique B3 a support dans l'intervalle [0, 4].

On vérifie qu'on a bien la normalisation de la B-spline = — Bs(z) au sens ol

/RBg(x)dx = /04 Bs(z)dr = 1.
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Spline cubique La dérivée de la spline cubique
07 0.8

0.6

05

0.4

¥=B()
809

y=i

03

0.2

01

La dérivée seconde de la spline cubique La dérivée troisiéme de la spline cubique

—g(2), —R3);
—— =82 —— =899

y=BY(x)
)
o
y=8Y09

FIGURE 2.1 — La courbe de la B-spline x — B3(x) et ses dérivées x — Bgl)(x), x B§2)(x)
etz — Bég)(x) ou Bék) est la dérivée de Bs d’'ordre k£ =0,1,2, 3.

2.2.4 Approximation de Galerkin par la B-spline cubique

On cherche une solution approchée réguliére de I'équation de diffusion (2.2.3)-(2.2.4)
dans un domaine fréquentiel. On utilise une base formée par les fonctions B-splines
cubiques. Un intervalle [a,b] étant fixé, a < b, nous en prenons une subdivision régu-
liére de pas h = (b —a)/n, ot n > 1 est un entier donné. Ceci donne les points

ri:=a+th, i=0,...,n,
avec donc en particulier zy = a,z, = b. En introduisant plus généralement les nceuds
x;:=a+ih, i€Z, (2.2.16)

on peut considérer 'espace des splines cubiques uniformes de pas h comme précé-
demment et sa base de B-splines explicitée en (2.2.15) :

Tr —X;

N(z) = B3 < W Z) , pour tout z € R et pour tout i € Z. (2.2.17)

On désigne par V), le sous espace vectoriel de H,, de dimension finie N = n + 3 ,
donné par

Vh:{uhEng Up

[zi,251] € P35 pour 0 <i<n—1}, (2.2.18)

ou P est I'espace des fonctions polynoémiales de degré < 3.
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On en obtient une base du sous espace Vs, au sens algébrique du terme, en pre-
nant les restrictions a [a,b] des B-splines uniformes qui ne sont pas identiquement
nulles sur [a,b], & savoir les (n + 3) B-splines (2.2.17) correspondant aux entiers
i = —3,...,n — 1. Nous noterons cette base Bj,...,By. La famille des fonctions B-
splines (B;)1<;<n est générée par la partition telle que

Bi(z) = Bs (w) Li=1,...,N, (2.2.19)

Pour 1 < i < N, Le support des splines de la base ci-dessus, restreintes a l'intervalle
[a, b], est alors donné par l'intervalle

Supp(B;) = [a,b] N [zi—a, 2], 1<i<N.

Pour plus de détails sur les fonctions B-splines, nous renvoyons le lecteur a [57].
Pour une fréquence fixée w dans R, la méthode d’approximation de Galerkin consiste
a trouver une fonction u.;(.,w), dans Vi, qui approche la solution exacte u.(.,w). La
solution approchée u.(.,w) est un élément dans 'espace V), satisfaisant la formulation
variationnelle discréte suivante :

Ao (un (., w), o) = Lo(vn) , Yop € V. (2.2.20)

La solution u.(.,w) du probléme (2.2.20) s’écrit dans la base de fonctions B-splines
sous la forme suivante

N
an (T, w) =Yz 0(w)Be(x), (2.2.21)
=1

ol w — zj, ¢(w) sont des fonctions a valeurs complexes dépendants de la fréquence w.
On remplace la fonction test v, = B; dans la formulation variationnelle faible (2.2.20)),
on obtient

N
> zni(w) Ay (Bi,By) = Lo(B)), j=1,...,N, (2.2.22)
=1
avec
1 b b
As(BiBy) = o [ D@B@B()ds + / 0 (2)B: (2)B; ()
+  2(¢uBi(a)Bj(a )+CbB( B; (b))
et

b
L,(B;j) = 2(CaGa(w)Bj(a) + GGi(w)B; (b)) +/ F(z,w)B;(z)dz,

pour tout (i,5) € {1,...,N}?. Soient A(w) = [a;j(w)] la matrice de taille N x N dont
les coefficients sont donnés par a;;(w) = A, (Bi,B;), bp(w) = (bp1(w),...,bax(w))T le
vecteur source de taille N x 1 dont les coefficients sont b, j(w) = L, (B;) et z,(w) =
(zh1(w),...,znn(w))T est le vecteur de parameétres inconnus qui figurent dans la for-

mule (2.2.22).
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Pour (i,5) € {1,...,N}?, il est facile de voir que l'on a
1 n
a;j(w) = 5 / D(a+ sh)Bj(s — i+ 4)Bi(s — j + 4)ds
0

h/n qu(a+ sh)Bs(s —i+4)Bs(s — j+4)ds
0
2(<a63 (—i+4)63 (—j+4)+<ng (n—i—|—4)33(n—j+4)),

et
bpj(w) =2(CGa(w)Bs(—j +4) + Gop(w)Bs(n —j+4)) + h /0” F(a + sh,w)Bs(s — j + 4)ds.

Les relations (2.2.22) nous permettent d’aboutir au systéme linéaire de taille N x N :
A(w)zp(w) = bp(w). (2.2.23)

Pour des valeurs de la fréquence w dans R, les coefficients z,,(w) de la solution ap-
prochée u,, s'obtiennent par la résolution du systéme linéaire (2.2.23). Pour calculer
numériquement les intégrales constituants la matrice A(w) et le vecteur by(w) don-
nés en (2.2.23), nous avons utilisé la formule composite de la quadrature de Simpson
donnée dans I'annexe

2.2.5 Reconstruction d’'un signal dans le temps

Dans ce sous-paragraphe, une solution approchée ¢,; de la solution exacte ¢, s’ob-
tient par la transformée de Fourier inverse de la fonction u.,. De plus, nous utiliserons
la formule de quadrature de Gauss-Hermite pour calculer numériquement cette trans-
formée de Fourier inverse de u,;. On a bien le résultat suivant,

Théoréme 2.2.2. Pour tout t fixé dans [ty,to + T|, le probleme 2.2.1)-(2.2.2) admet
une unique solution ¢.(.,t), obtenue par la transformée de Fourier inverse de l'unique
solution u,(.,w) du probleme (2.2.3)-(2.2.4). Nous avons

I "
(1) = — Uy (z, w)e"dw, 2.2.24
o) =—= [ ww) 22.24)
pour tout z € [a, b].
Démonstration. Ce résultat est une conséquence immédiate du théoréme [2.2.7]. O

Une solution approchée ¢.,(z,t) du probleme (2.2.1)-(2.2.2) est obtenue par la
transformée de Fourier inverse

+oo
Gun(z,t) = \/%_w/ u*h(a:,w)eitwdw. (2.2.25)

On considére le sous espace V;, de dimension N donné par

Vh={¢h€H2: (bh

[z0,0i1] € P3; pour 0<i<n-—1} (2.2.26)
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La solution approchée ¢.,(.,t) est un élément de l'espace V). Elle s’exprime dans la
base de fonctions B-splines par la formule paramétrique suivante

N
Gun(z,t) = vne(t)Be(x), (2.2.27)
=1

pour tout z € [q,b], ou les fonctions

1t :
Vh,g(t) = E/ zh7g(w)e‘t“dw,

sont les transformées de Fourier inverse des fonctions z;, données dans (2.2.21). Soit

1 2.
Ye(w,t) = \/Ezhv‘f(w)e(“ itw)
alors
+oo 5
Vhe(t) = Ye(w, t)e™ dw. (2.2.28)

Pour calculer numériquement l'intégrale (2.2.28), on utilise l'intégration numérique
basée sur la formule de quadrature de Gauss-Hermite.

+oo 5 m
be(w, t)e™ dw =Y aithe(wi, t) + Bm (4 ( ., 1)), (2.2.29)
1=0

— 00

ou les nceuds (w;)o<i<m sont les racines de la fonction polynémiale d’'Hermite H,,,; de
degré m + 1 et les poids de la formule d’intégration numeérique (o;)o<i<m sont calculés
par la formule de Christoffel-Darboux (c.f. [2]),

+o0 . |
= 1(w)/ M1 (@) 2, 20ty (2.2.30)
m+1\*1

La famille de polynémes d’'Hermite (Hj ), est orthogonale et est donnée par la relation
de récurrence suivante (voir I'annexe [A.1)

a; =

e w—w T M ) Ha@)

Hjt1(w) = 2wHg(w) — 2kHg_1(w), k> 1, (2.2.31)

out Hy(w) = 1 et H;(w) = 2w, pour tout w € R. Les fonctions dérivées des polynémes Hy,
sont données par Hj (w) = 2kHy_1(w), pour tout w € R et tout k& > 1.

L’erreur E,, relative a 'approximation numérique par la quadrature de Gauss-Hermite
est exprimée par la formule

En(l) = o oo 2(6),

pour toute fonction ¢ de la classe C?™2(] — oo, +-o0[), out £ €] — 00, +00].

La forme analytique des nocuds est bien connue seulement pour des valeurs petites
du degré m du polynéme d’'Hermite. Pour avoir plus de précisions, on choisit m rela-
tivement grand. Par la formule (2.2.31), on calcule les coefficients du polynéme H,, 1
de degré m + 1 pour un m donné. Puis, on calcule les valeurs propres de la matrice
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"compagnon" associée a ces coefficients. On rappelle que la matrice compagnon d’'un
polynoéme
Hup1(w) = 0™ 4 amw™ + am—10™ ' + ... + a1w + ao,

de degré m + 1 est la matrice

0 0 —ag

1 0 : —ai
M=1 o

: . .0 :

0o ... 0 1 —amt

Les valeurs propres de cette matrice sont les racines de H,, ;. Par la formule 2.2.30),
on calcule les poids «; correspondants.

D’ou, les coefficients v, ¢(t) donnés en (2.2.28) sont calculés de fagon approximative
selon la formule suivante

Vhe(t) = aite(wi, t). (2.2.32)

Finalement, d’aprés I'expression (2.2.27), on a

bun (1) i(iam (wir)) Be(a Em:a(z (wis DB () ) (2.2.33)

=1 i=0 =0 /=1

2.2.6 Estimation de I'erreur

Dans cette partie, nous nous intéressons a quelques résultats concernant l'estima-
tion de l'erreur liée a I'approximation numérique de notre méthodes. On considére les
noeuds (z;)o<i<, de la subdivision de I'intervalle [a,b] donnée par (2.2.16), ou z( = a,
x, =bet h=(b— a)/n est le pas uniforme de la subdivision.

Soit gh([a, b)) le sous espace vectoriel des cubique splines de V5. donné par

Su(la,b]) = {un € C*([a,]) : Unljz, 00sy) € P33 pour 0<i<n—1}. (2.2.34)
Soit 7, : Hy —» gh([a, b]) Topérateur d’interpolation tel que pour tout u € H,, la fonction
Tru est 'unique spline cubique dans Sy,([a, b]) satisfaisant
i) les conditions d'interpolations : Zpu(z;) = u(z;), i=0,...,n
ii) les conditions aux bords : (Z,u) (a) = v/(a), (Zpu)'(b) = v/ (D).

Le probléme d’interpolation par les fonctions splines est étudié par plusieurs auteurs
(voir par exemple [20, |30, 1104, 1106, [122] ). La spline cubique Z,u est de la forme

N
Thu(x) = ZpiBi(x), Vz € [a,b],

i=1
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ou pour tout 1 < i < N, p; sont les poids relatifs a l'interpolateur Z,, que nous pou-
vons obtenir en utilisant les conditions d’interpolations i) et ii). Ces conditions nous
conduisent a la résolution du systéme linéaire suivant

Bi(zo) ... ... Bi(zo) p1 u'(z0)
Bl(x()) . e BN(JJQ) P2 u(xo)
: .o : : = : (2.2.35)
Bi(z,) ... ... Bx(zn) PN—-1 u(xy,)
Bi(zn) ... ... B\(zn) PN u'(z5,)

Les splines cubiques sont compactes alors la matrice du systéme linéaire est
une bande tridiagonale.

Proposition 2.2.1. Soit u une fonction quelconque de H,. Alors
a) |[u” = (Znw)"llz, < llu”llg,
2h
b) ||’U,/ — (Ihu)/Hfg S ?||u//||i2’

2h2
c) ||u _Ihu”ig < ?Hunniz.

Démonstration. Ces résultats sont prouvés dans [141, 1142] pour les fonctions u €
C?([a, b]), mais ces arguments sont encore valables pour des fonctions u € Hs. O

Lemme 2.2.1. Pour une fréquence fixée w dans R. Siu(.,w) (resp. un(.,w)) est une solu-
tion du probléme variationnel [2.2.6) (resp. [2.2.20)), alors

[u(.w) = un(, W) < %vlﬂﬂ inf [Ju(.,w) — v, W)

vp €V

out C; et a sont respectivement les constantes de continuité et de coercivité de la forme
sesquilinéaire A,,.

Démonstration. Ce résultat découle directement du lemme de Céa (c.f. [125]). O

Les résultats de la proposition [2.2. Tl nous permettent de prouver le théoréme suivant

Théoréme 2.2.3. Soit h le pas de la subdivision donnée par [2.2.16). On suppose que
Uon a les hypothéses suivantes :

i) La fonction D € C!([a,b]) et les fonctions p,,v € C([a,b)).
ii) La fonction f € H?(R;L,) et les fonctions g,, g, € H?(R,R).

Alors on a les résultats suivants :

9%
Tz € H'(R; Ly).

2. Il existe une constante C, > 0 telle que

1. La fonction

(2.2.36)

e

2y 1
H'UJ* - u*h”LQ(R;ﬁl) <G, h(l +h )2 02

H'(R;Lo)
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3. On a l'estimation d’erreur
¢+ — @snllLzgm,) = O(RV1 + h?)- (2.2.37)

Démonstration. Pour une fréquence fixée w dans R.
1. On a u, = .. Les fonctions F(.,w) € Ly, u.(.,w) € H; et la fonction D € C*([a,b]),

2
En utilisant les hypothéses D > a > 0, la continuité des fonctions p,, v et D’ sur
[a,b] et d’apres l'inégalité (|a| + |b] + |c[)? < 9(|al® + |b|? + |c[?), on montre qu'il existe
une constante Cy > 0 telle que

2)
pour tout z € [a, b].

Le théoréme de dérivation sous le signe intégrale de Lebesgue nous permet d’écrire

2 ~
alors on en déduit de la relation (2.2.14) que 81;7(@) appartient a I'espace L.
z

020,
0x?

Co(1 4+ w?)
o2

(wmwﬁﬂmmwﬁﬂ%yam

(x,w)’ <

27 24
%;;* (w)= 88;52* (.,w). En intégrant I'inégalité précédente sur ]a, b, on obtient
9. Co(1+w?) 2 2
r () < I (IFG @I, + a0l ).
L2

D’apres le théoréeme [2.2.1] on a

el < 2,

out M(w) est donnée en (2.2.9). On vérifie facilement qu’il existe une constante
Cs > 0 telle que
Cg (1 + w2)

= (I, + [Galw) P + [3(w) ).

En multipliant cette inégalité par la fonction poids w — (1 + w?) et en intégrant
sur R par rapport a la variable w, alors d’aprés I'hypothése ii), on obtient

0%,
Ox2

_— 2
02¢,
0x?

w2
SEL) (I, +1Ga)? +1Gu(w)P)

(w)

IN

2

Cs
< J(Hf”%p(u&;m) + ||ga||%{2(]R;]R) + ||gb||12{2(]R;]R)) < 0.

H'(R;L2)
2. L'estimation de l'erreur est obtenue par application du lemme [2.2.7] On a

C :
flus (-, w) = wan (-, )z, < El\/ I+ w? inf [ju(,w) —on(,w)lg, (2.2.38)

vp €V

ou C; et o sont les constantes qui sont li€es respectivement a la continuité

(2.2.10) et a la coercivité (2.2.11).

Linterpolant 7, u.(.,w) est dans le sous espace gh([a, b)) C Vy, alors on a

inf [Jus(,w) —on(w)llg, < llue(sw) — Thue( w)llg, - (2.2.39)
vp EVp
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La solution u,(.,w) est dans H,, alors d’aprés la proposition [Z.2.1] on obtient les
majorations suivantes

2h2 || 02%u,
HU*(,W) _Ihu*(,W)||£2 ? W(,W) iQ y (2.2.40)
et
Ouy O(Znux) 2h || 9%u.
‘ 5 @) o (+w) LS T (.,w) 5 (2.2.41)
Par addition des deux inégalités (2.2.40) et (2.2.41), on obtient
2h h2\ ? || 9%u,
W) — T (o w)|la. < 22 )=, 2.
s (- w) = Znua (., w)|lg, - <1+ 7r2> 92 (,w) - (2.2.42)

D’apres les relations (2.2.38), 2.2.39), 2.2.41) et (2.2.42) ainsi que lidentité
0%u. 926,

522 (w)= 522 (.,w), on obtient I'estimation de I'erreur
C\’ 926,
|‘u*(.7W)—U*h(.;OJ)HIth < (;) R2(1+ h?) (14 w?) 8$2*(,,w) )

En intégrant sur R par rapport a la variable de la fréquence w, on obtient

0?9,
||U* - u*hHL2(R§ﬁ1) S C* h\/H—hQH ({9;2

Cy
avec C, = —-
«

H' (R;Ls)’

. Les inégalités suivantes sont obtenues en utilisant I'identité de Parseval,

+o0 +oo
/ (60 (2, 1) — dun (1) 2t = % / 1o (2, ) — than (2, @) 2o (2.2.43)
et
+o0 _ 2 +oo | 57~ Y
/ }W(x,ﬂ dt = % %(x,w) - 8g;h (z,w)| dw. (2.2.44)

Le théoréme de dérivation sous le signe intégrale de Lebesgue, nous permet
d’écrire

+o0 — 2 oo o 0
/ ‘W(%ﬂ dt = 2i %(x,w) - 8;: (z,w)| dw,
71'
. oo (2.2.45)
B i +oo 5u*( )_Bu*h( )2d
= ) B T,w o T,w w.

En intégrant les relations 2.2.43) et (2.2.45) sur |[a, b] par rapport a la variable z
et en utilisant le théoréme de Fubini, on obtient

+o0 1 +oo
[t =l = o [ o) = wn (ol do

2 J_ o
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On vérifie que 'on a

1
H(b* - ¢*h||L2(]R;H1) = \/—2_7T||u* — u*h”Lz(R;ﬁl)' (2246)
D’apres le résultat 2), on obtient la majoration suivante
ST
¢+ — unlle@my) < —h 1+h 522 .
T lH (R;Lo)

2.2.7 Les tests numériques

Dans cette partie, nous proposons des exemples numériques qui illustrent la validité
de notre méthode numérique établie précédemment. On subdivise I'intervalle du temps

T
[to, to + T] en utilisant les noeuds ¢, = tg + kAt, pour 0 < k < p, o At = — est le pas de
p

la subdivision en temps. Nos calculs numériques sont faits en utilisant Matlab.

Premier exemple

Dans ce premier exemple, on consideére le probleme de diffusion parabolique (2.2.1)-
(2.2.2), avec les parametres optiques v = vy, D = Dy et p, = pq0 sont constants. Il
est toujours possible d’étendre ce résultat pour des propriétés optiques continues par
morceaux. On consideére la fonction ¢ définie par

3 2 3 2 1 2 1 2
— 2o 92=2)?/4 | P —(92+1)*/49 4 — —(9x=T)/4 _ Z —(9z—4)*
o(z) 1€ +¢ +3e £€
Pour cet exemple, les fonctions sources considérées sont données par
1 (t —t4)? 2ug(t — t)
flz,t) = exp <— ) (— —DoA + a0 | (),
/o~ 9,2 2
0 = L (Y (e 22,
Ga - \/ﬂp p 2[)2 4 2 0 O )
1 (t - ts)Q Bb 899
= — SRRV P2 po=2(b) ) .
a) = i ew (-2 (w0« oogEe
Les fonctions sources intermédiaires dans le domaine fréquentiel sont données par
1 . VW
Flx,w) = exp (itsw — (pw)?/2 —1——DA—|—,1) x),
) = e (o f2) (25 Dus ) 40
_ it — (pw)? _ Pap ¥
Golw) = Ner: exp (—itsw — (pw)?/2) ( ¢(a) 5 Do o (a)) ,
. 1 . 2 B, Op
Gp(w) = N exp (—itsw — (pw)?/2) ( (b) + ?DO%(()) .

La solution exacte ¢ de I'équation de diffusion (2.2.1) avec les conditions de Robin aux

bords (2.2.2) est

(t_ts)Q 3—91—224 3—9z+1249 L (9w—7)2/4 1—91—42
eXp(‘sz Semtoroia g Bmornipyin y Lomoomtis L moema?)

1
QS* (33, t) = \/ﬂp
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Solution exacte Solution numérique

0.6

0551

0.5F

0.45F

0.41

0.35F

@.(x1)

031

0.251

0.2

0151

0.1
0

L L L L L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1 "o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

, Erreur relative E, (t
©10° (0
3.0167 T T T T 15

x10°% La partie imaginaire de la solution approchée
T T T T

3.0167 9 1r

3.0167 9 051

3.0167 K/_/\/\/\/J\/\/\\/\ ] 3 of
Z
g
1 E

E0

3.0167

3.0167 1 -1

3.0167 1 -15F

3.0167 L L L L 2 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 [} 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t X

FIGURE 2.2 — Exemple avec les paramétres : a =0, b=1, 1/, = =7, 1/B = =1,
to=0 T=1t, =0, co=310% vy = 1.45, g, = 20, ptq, = 0.025, 9 = 0.95, p = 1, m = 25,
p = 50 et n = 50.

La solution exacte x — ¢.(z,t) est tracée en haut a gauche de la figure La
partie réelle et la partie imaginaire de la solution numérique = — ¢.,(z,t) sont res-
pectivement tracées en haut a droite et bas a droite de la figure pour la variable
t =1etz € [0,1]. On observe que la courbe correspondante a la partie réelle de la
fonction x — ¢, (x,t) est similaire (en haut a droite) a la courbe de la solution exacte
(en haut a gauche). On observe que la partie imaginaire est trés proche de zéro avec
des valeurs d’ordre prés de 10732, En bas a gauche de la figure on trace la courbe
représentative de l'erreur relative Ej, : ¢ € [to, to + T] — Ej(¢) en fonction de la variable
du temps, ou

n 1/2
Z |¢*(xla t) - (b*h(xia t)|2
En(t) = | =2 . (2.2.47)

S 16n (@i, t)?
=0

Dans la figure on présente la solution exacte (a gauche) et la solution approchée
(& droite) dans le domaine [a,b] X [to,to + T|. L'erreur relative globale est exprimée par
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Solution exacte Solution numérique

0.55 0.55
05 05
07 07
045 045
06 : 06 :
: 0.4 : 0.4
05 05
0.35 0.35
0.4 A 0.4 A
777 lll 777 lll
771 lllllllillll 03 711 [lllllllllll 03
v g G | g
Y
o2 2 m\\\\\\\\\\\\\\ \Q\ 0.25 o2 ’ m\\\\\\\\\\\\\\ A 0.25
B B \
0.2 0.2
0.1 e 0.1
0 0.15 0 0.15
0 : 0 :
s 05 0.1 s 05 0.1
10 . 10 .
t t
1 1
09F ——
_9AQ9TAT
- 0.24362
0.8F ‘///
0.7t \\
06l T
05} -
04 —/,,,J———"”””Jﬁx//x 0.24362 04 —/,,,J———"”””JJJ(’)EZZ;éZ
03} L — 03} 033138 e
0.2t ' q 0.2t ' ( q
\\—,,
0.1 T 3 0.1 T
0 — o l
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 2.3 — Exemple avec les paramétres : a =0, b=1,1/8, = =7, 1/ = =1,
to=0,T=1,t; =0, cog = 3.10%, vy = 1.45, ps, = 20, pg, = 0.025, ¥ = 0.95, p = 1, m = 25,
p = 50 et n = 50.

la formule suivante

n 1/2

p
||@ o || ZZ|¢*(xu ) ¢*h(xz7t )|2
* — Ixh||F j=01i=0
&, = 1l . , (2.2.48)

sz (w3,
Jj=

i=

ou O, et O,, sont des matrices de taille (n + 1) x (p + 1) données respectivement par
O, = (P« (ml,tj))o<1<n et O., = (Pun(wi,t; ))o<,<n. Ici, trace(ATA) est la norme

classique de Frobemus Dans le tableau IZj[on donne une liste de valeurs de l'erreur
&y, pour différentes valeurs du pas h.

h | 1/5 1/10 1/15 1/20 1/25 1/30
Erreur€h|4.566-6 7.12e-7 2.98e-7 1.8le-7 1.37e-7 1.19e-7

TABLE 2.2 — Avecp =35 m=25eth=(b—a)/n.
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Deuxiéme exemple

Dans cet exemple, on considére I'équation de diffusion (2.2.1) avec les conditions de
Robin aux bords (2.2.2). Dans ce second exemple les parameétres optiques v, D et u,
sont donnés respectivement sous forme de fonctions dépendantes de la variable de
l'espace z € [a,b] par v(z) = (1l + 3e7%), po(x) = pa,e”® et D(z) = Doz?. Dans cet
exemple, on considére les fonctions sources suivantes

fwt) = 271'1;)0 (_ (tc; ) (a) + pala) + ;fs) ‘?9_5 L= (:4— a:s)2D(x))
(t —t,)? (v — x4)?
R (‘T ,

Les fonctions sources intermédiaires dans le domaine fréquentiel sont données par

w Xr — g o — (z — Ts 2
Fow) = 5o (i2000) +palo) + 202 - e
x exp (—itsw — (pw)?/2) exp —% )
Ga(w) = zia <1+ B“m@) exp (—itsw — (pw)?/2) exp —%>
2 —Ts . — Ts 2
Gp(w) = % ( = %Dow) exp (—itsw — (pw)?/2) exp &%) :

La solution exacte ¢, de I'équation parabolique (2.2.1) avec les conditions de Robin
aux bords (2.2.2) est

42 2
¢« (x,t) = ﬁexp (— (t 2:;) _ 2;8) > , V(x,t) € [a,b] X [to,to + T).

Pour t = 2 et z € [-5,5], la courbe de la solution exacte x — ¢.(z,t) est en haut a
gauche de la figure[2.4], la partie réelle et la partie imaginaire de la solution numérique
x — ¢un(z,t) sont tracées respectivement en haut a droite et en bas a droite de la
figure[2.4]l On observe que la courbe de la partie réelle de x — ¢.p,(z,t) est similaire a
la courbe de la solution exacte et ceci coincide parfaitement puisque la solution exacte
est a valeurs réelles. Tandis que la partie imaginaire est a valeurs presque nulles d'un
ordre de 10~2°. En bas a gauche de la figure 2.4 on donne le graphique de la fonction
Ep : t € [to,to+T] — Ep(¢) de 'erreur relative en fonction du temps, avec E;, est 'erreur
donnée par l'expression analytique (2.2.47). Les valeurs de &, en fonction de valeurs
différentes du pas h sont regroupées dans le tableau [2.3] suivant

Pour tout (z,t) €]a, b[x]to, to + T[, la solution exacte (z,t) — ¢.(z,t) est représentée
sur le coté gauche de la figure et la partie réelle de la solution numérique (z,t) —
d«n(z,t) est tracée sur le coté droit de la figure
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Solution exacte Solution numérique
0.16 0.16
0.14f 1 0.14f
0.12f 1 0.12F
01f 1 01f
— §
Q ES
X 0.08F £ 0.08F
% s
¢ ¥
14
0.06 q 0.06
0.04 1 0.04
0.02f E 002
0 - 0 .
-5 0 5 -5 0 5
X X
5 Erreur relative E_(t) 20 L " P " “
X 10 h! X 10 a partie imaginaire de la solution approchée
9.0535 T T T 10 T
9.0535
9.0535
9.0535( 3
= X
w® s
9.0535 E
9.0535
9.0535
9.0535 . . . 2 .
0 05 1 1.5 2 -5 0 5
t X
FIGURE 2.4 — Exemple avec les parameétres : a = =5, 0 =5, 1/, = (. =7, 1/8p = =

127, tg =0, T =2,t, =0, 25 = 0 ¢y = 3.10%, vy = 1.45, Dy = 0.3252, pa0 = 0.025, p = 1,
oc=1,m=50,p=35etn=>50.

h | 1/5 1/10 1/15 1/20 1/25 1/30
Erreur &, | 2.47e-4 6.14e-5 2.67e-5 1.58e-5 1.38e-5 1.15e-5

TABLE 2.3 - Avecp=35, m=25¢et h=(b—a)/n.

Exemple avec la présence d’un saut dans la fonction D

Dans cet exemple, on considére le probleme de diffusion parabolique (2.2.1)-(2.2.2),
avec les parametres optiques v, D et u, sont des fonctions non constantes données
respectivement par

T i 0 s rcio s
Ma(lv)_{ 0, si SUE]a;b,b]. ) //fsc(iv)_ Mso(1+eiw)7 si .TE]aT_'_b,b].

1
, sl z€]a, “TH’], 1
D(z) = 1'“"(3:) et v(z)=wp (1 + —e_z> .
— si oz €]4lp) 2
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Solution exacte Solution numérique

FIGURE 2.5 — Exemple avec les parameétres : a = =5, b =5, 1/, = (. =7, 1/8p = =
127, t0=0,T=2,t;, =0, x5 = 0 cg = 3.10%, vy = 1.45, Dg = 0.3252, pao = 0.025, p = 1,
oc=1,m=50, p=35etn=0>50.

On consideére les fonctions sources suivantes

1 vz r—1x5) 0D 0% — (x — x4)?
fat) = = <<t3 - 3t) £0> +(1-1%) <Ma(x) + (072)% + %D(x)))
t2 (x — 4)?
X eXp _5 eXp _T‘.Q ,
B 1 9 t2 Ba .. a*(a—xy) (a —z5)?
B 1 9 2 By b?(b— ) (b—x4)?
g(t) = \/%0(1 —17) exp (_5) (1 - 7DOT exp TTog2 )
Les fonctions sources intermédiaires dans le domaine fréquentiel sont données par
1 w? 2 LW T — x5) 0D Uz—g;—xsz
Flz,w) = \/—2776 w2 <15V(33) + Ha(z) + e o2 )%(33) +— (04 )_D(l’)>
(r —x4)?
X exp By
_ 1w —w?/2 Ba (a — ) (a —zy)*
Gu(w) = ﬁze <1 + 7D(G)T exp _Tz ,
_ LWt w2 Ber,, (b ) C(b—w)
Gp(w) = T o e <1 5 D(b) = oxp | — =55 ).

La solution exacte ¢, de I'’équation parabolique (2.2.1) avec les conditions de Robin

aux bords (2.2.2) est
1 12 (v — x4)?
1—¢? - —_— .
- tew (=g o (-0

Pour tout (z,t) € [-5,5] x [0, 3], la solution exacte (z,t) — ¢.(x,t) est représentée
en haut a gauche de la figure la partie réelle et la partie imaginaire de la solution
approchée (z,t) — ¢.n(z,t) sont tracées respectivement en haut a droite et en bas
a droite de la figure On observe que la surface de la partie réelle de la solution
approchée est similaire a la surface de la solution exacte et ceci coincide parfaitement

P (33, t) =
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Solution exacte Solution numérique

Erreur La partie imaginaire de la solution approchée

FIGURE 2.6 - Exemple avec les paramétres:a = —5,b=5,1/8, =C. =, 1/6p = = 1/4,
to=0,T=3,2,=0co =1, vg =1.45, uso = 20, ¥ = 0.95, pgo = 0.025, c =1, m = 50, p = 35
et n = 50.

puisque la solution exacte est a valeurs réelles. Tandis que la partie imaginaire est a
valeurs presque nulles avec un ordre de 10717 et en bas a gauche de la figure le
graphique représente la surface de l'erreur relative en temps et en espace.
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2.3 Probleme de diffusion multidimensionnel

2.3.1 Equation de diffusion multidimensionnelle

On consideére le probléeme de diffusion (I.4.8)-(I1.5.3) pour la reconstruction d'un signal
dans un domaine  x [to, o + T]. La fonction (x,t) — ¢(x,t) est la densité lumineuse a
la position x € 2 C R? (d = 2 ou 3) et a l'instant t € [tg,to + T], ou ¢, est le temps initial
et T est la période. La fonction p, est le potentiel d’absorption introduit en (C.3), la
fonction us. est le potentiel de dispersion lié a la diffusion introduit en et v est
Iindice de réfraction du milieu introduit en (C.8). Le coefficient de dispersion réduit
est exprimé selon la formule

ﬁSC(X) = (1 - ﬂ)USC(X)v
ou ¥ € [0, 1] est le coefficient d’anisotropie qui figure en (C.6). Le coefficient de diffusion

D est relativement lié a u, et a g par la relation (C.7.1). On suppose toujours que les
coefficients p,, s €t v sont des fonctions dans 'espace L ().

On considére le probléme de diffusion donné par I'équation (I.4.8) et les conditions
de Robin aux bords (I.5.3). Alors, la densité lumineuse ¢(x,t) satisfait 'équation aux
dérivées partielles suivante,

1 0¢(x,1)
c(x) ot

—div (D(x)Ve(x,t)) + pa(x)p(x,t) = f(x,1), V(x,t) € Q X [to, to + T]. (2.3.1)

On suppose que la fonction v : 92 — [0,+oc0[ définie en (I.5.2), est dans l'espace
L>°(0Q). On considére les conditions aux bords

o0+ X2

X (6:6) = 9(6.1) , VIED) € DR X [to,to + T, 2.3.2)

On suppose que, la fonction ¢t — ¢(x,t) et la fonction gradient ¢ — V¢(x,t) pos-
sédent des prolongements a R, appartenant respectivement aux espaces L!(R,R) et

(Ll(R,R))d, presque partout sur 2. On suppose également que les fonctions sources
données f et g possédent des prolongements appartenant respectivement aux espaces
Lo (Q; LY(R,R)) et L (9Q; LY(R, R)).

D’apreés le théoreme de dérivation sous le signe intégrale de Lebesgue, on a
Vé(z,w) = Vo(z,w), V(x,w)eQxR. (2.3.3)

On applique la transformée de Fourier a I'équation (2.3.1) ainsi qu'aux conditions non

—

0 N
homogénes de Robin aux bords (2.3.2), et on utilise la relation classique 8_§ = iwg

et la relation ([2.3.3) on obtient I'équation de diffusion elliptique dans un domaine
fréquentiel

— div(D(x) Vo (x,w)) + qu(x)d(x,w) = f(x,w), V(x,w)€ QxR, (2.3.4)
avec les conditions non homogeénes de Robin aux bords

3.+ X2 € ) = e w). sur o0 xR 2.3.5)
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ou la fonction q,, est donnée par l'expression (1.6.5).

Par la suite, on note respectivement par u(.,w) = (E(.,w), F(,w) = A(.,w), et G(,,w) =
J(.,w), la transformée de Fourier des fonctions ¢(x,.), f(x,.) et g(§,.). La fonction u
s’appelle la densité lumineuse dans le domaine fréquentiel et F' et G sont les fonctions
de sources intermédiaires dans le domaine fréquentiel.

2.3.2 Reconstruction d’'un signal en fonction de la fréquence

On suppose toujours que les fonctions D, p, et v sont dans I'espace L>°(2,R). On sup-
pose également que D, u, sont strictement positives et possédent une borne inférieure
o, on €crit

inf(D(x), e (x)) > @ >0, p.p. sur Q. (2.3.6)

La formulation variationnelle faible

Soit u.(.,w) une fonction suffisamment réguliére satisfaisant le probleme (2.3.4)-(2.3.5).
On suppose que u.(.,w) € H;. En multipliant I'équation de diffusion (2.3.4) par une
fonction test arbitraire 7 € H;, et en intégrant sur 2 par rapport a la variable x et en

utilisant la formule de Green-Gauss ainsi que les conditions non homogénes de Robin
aux bords (2.3.5), on obtient la formulation variationnelle faible :

Ay (us(,w),v) = Lo, (v), Vo€ Hy, (2.3.7)

ou A, : ﬁl X ﬁl — C est la forme sesquilinéaire définie pour tout u,v € ﬁl par
A, (u,v) = / D(x)Vu(x)Vo(x)dx + / Ao (X)u(x)v(x)dx + 2 / Y(E)u(€)v(€)da(E), (2.3.8)
Q Q 990

et L, : ﬁl — C est la forme semi-linéaire définie pour tout v € ﬁl par

Lo(v) =2 /8 O Edo(€) + /Q F(x, w) o) dx, 2.3.9)

avec do est la mesure de Lebesgue sur 0f.
Inversement, si la fonction u.(.,w) € H; satisfait la formulation variationnelle faible
(2.3.7), alors d’apres la formule de Green-Gauss, on montre que

/Q[—div (D(X)VU* (X,w)) + Qo (X)us(x,w) — F(x,w) | v(x)dx

= [ (21060 - na(e.w) - DOGE () ) (), (2:3.10)
o n

pour tout v € ﬁl.
En particulier, pour toute fonction ¢ de classe C* a support compact dans 2, on a

/Q [—div (D(X)Vu*(x,w)) + Qo (%) (x, w) — F(x,w)} o(x)dx = 0.

Par suite, on a
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—div(D(x)Vu*(x,w)) + qu(®)us(x,w) = F(x,w), dans 0,

au sens des distributions.

Par hypothese la fonction f est dans I'espace L>=(Q; L} (R, R)), alors F(.,w) appartient a
I'espace L>°(Q2, C). Par conséquent, I'égalité précédente est valide presque partout dans
Q. Pour toute fonction ¢ de classe C* a support compact dans 952, on a

(20016160 — ne(ew) - DO G ) ) wiEaote) = .
o2

Soit K C 92 un ensemble compact, d’aprées le lemme d'Urysohn [148], il existe O un
voisinage ouvert de K tel que K € O N 9df et il existe une fonction ¢, de classe C* a
support compact dans R? tels que ¢, = 1 sur O et ¢, = 0 a I'extérieur de O.

On remplace ¢ par ¢. dans I'équation précédente, alors on a

/ (27(5)(G(£,w) —u,(&,w)) — D(&) ag; (f,w)) do(€) =0. (2.3.11)
K

Ainsi, l'intégrale (2.3.11) est nulle pour tout compact K C 92, donc

29()(G(.,w) —us(.,w)) —D(.)%Q;*(.,w) =0, p.p.sur 0.

En utilisant les propriétés de la fonction g donnée en (1.5.2), on obtient

B(.) du,
Ui (., w) + 5 D(.)an
En conclusion, le probleme (2.3.4)-(2.3.5) est équivalent a la formulation variationnelle

faible (2.3.7).

D’apres le théoréme de trace (voir 'annexe [B), il existe une constante C > 0 (dépen-
dant seulement de () telle que

(.,w)=G(.,w), p.p.sur ON.

lullzo.0) < C llullg, , Yu € Hy. (2.3.12)

En utilisant I'inégalité de Schwarz et le théoréme d’injection par continuité de Sobolev,
on montre qu’il existe une constante Cy > 0 (dépendant seulement de 052 et v) telle que

|Lu(0)] <M(w) [v]lg, , Vo€ Hi, (2.3.13)

ott M(w) = Co (IF(w)lig, + G w)lzn.0)):

Ceci prouve que l'opérateur L, : H, — C est une forme semi-linéaire continue sur Hj.
Les fonctions D et p, possédent la propriété et alors d’apres le théoréeme d'in-
jection par continuité de Sobolev, on prouve qu’il existe une constante positive C; > 0
ne dépendant pas de la fréquence w telle que

[ Au (u,0) | < Civ/1+w?fullg, llvllg,,  Vu,v € Hy. (2.3.14)
Il est facile de voir qu’'on peut obtenir la coercivité de A,,,

Re (A, (w,u)) > allulf , Vue Hy, (2.3.15)
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ou « est la constante positive donnée dans (2.3.6).

En conclusion, d’aprés (2.3.14) et (2.3.15), la forme sesquilinéaire A,, : H; xH; — Cest
continue et coercive. D’ou1 on a le résultat suivant

Théoréme 2.3.1. Pour une fréquence fixée w dans R.

1. Le probleme [2.3.4)-(2.3.5) posséde une unique solution u.(.,w) dans H, satisfai-
sant la majoration suivante
M(w)

s (s )llg, = == (2.3.16)

oll « et M(w) sont des constantes positives liées respectivement a la coercivité et a
la continuité de A,,.

2. Deplus, siD € CY(Q) et, juq, v et F(.,w) sont des fonctions C(Q), alors u.(.,w) € C*(Q)
est U'unique solution du probléme [2.3.4)-2.3.5) au sens usuel.

Démonstration. Pour une fréquence fixée w dans R.

1. Les fonctions D et y, satisfont 'hypothése d’'une part et d’autre la forme
semi-linéaire £, : H; — C est continue et la forme sesquilinéaire A, : Hy xH; — C
est coercive et contlnue Alors, d'apres la version complexe du théoréme de Lax-
Milgram [34, [103], il existe une unique solution u.(.,w) dans H; du probleme
variationnel (2.3.7). Comme le probléeme (2.3.4)-(2.3.5) est équivalent au probléme
variationnel (2.3.7), alors u.(.,w) est I'unique solution faible du probléme (2.3.4)-
(2.3.5). En utilisant la continuité de 'opérateur L, et la coercivité de I'opérateur
A,,, on obtient

aflu(w)lF, < Mo (us(w), w(w)) | < M(w)Jus(w) g,

D’ou, la majoration (2.3.16).
Comme D € L*(Q,R) et u.(.,w) € Hy, alors D(.)Vu.(.,w) € (L)% Ona q, € L*(Q,C)
et F(.,w) € Ly, de plus

—div(D()Vus (., w)) = F(.,w) — qu()us(.,w) € Lo. (2.3.17)

1l est évident que D(.)Vu,(.,w) appartient a (H;)?. La fonction % est dans

ﬁD(.)Vu*(.,w) appartient (ﬁl)d. En conclusion, la
fonction u, (.,w) appartient a 'espace H.

2. Si D € CY(Q), alors d’apres (2.3.17) ainsi que la formule de Leibniz, on obtient

L*>*(Q,R), donc Vu,(.,w) =

d X) Ou (X, w))

Aug(x,w) = — (2.3.18)

1
] (F(x,w) — Qo (X)ux(x,w) oz,

D(x)

au sens des distributions, pour tout x = (1,...,24) € Q.
Pour tout 1 < i < d, d’apres le théoréme d’injection par continuité de Sobolev, les
) et Ouy(.,w)

3 sont dans 'espace C(9). En utilisant les hypothéses
s

fonctions u,(.,w
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sur p,, v et F(.,w) qui sont des fonctions dans C(Q) ainsi la formule (2.3.18),
alors la solution faible u.(.,w) du probleme (2.3.4)-(2.3.5) appartient C?(Q2). Elle
est 'unique solution du probléeme (2.3.4)-(2.3.5) au sens usuel (c.f. [5, [103]).

O

2.3.3 Approximation de Galerkin par la spline tensorielle

Pour simplifier, on se limite & une dimension d = 2 et le domaine (2 est rectangulaire
Q =la, b[x]c,d[. On subdivise I'intervalle [a,b] en utilisant les points noeuds z; = a + ihy
pouri=0,1,2...,n; avec un pas uniforme h; = (b—a)/n;, o = a et z,, = b et I'intervalle
[c,d] en utilisant les points noeuds y; = ¢ + jhe pour ;7 = 0,1,2...,n, avec un pas
uniforme hy = (d — ¢)/n2, yo = ¢ et y,, = d. En introduisant généralement la grille de
point (z;,y;),j)ez> tels que :

Ty = a+z’h1, iEZ,
Yy = C+ih2, Jj e 7. (2.3.19)
On définit V, le sous espace vectoriel de dimension finie de H, par
Vi, = {up € Ha s up|i,, € P3(Q); pour0<i<nj—1, 0<j<ny—1}, (2.3.20)
ou pour tout 0 < i < my —let0 < j <mng—1, Kyj = [z5,%i11] X [yj,y;+1] est une

maille rectangulaire de Q. Le couple h = (h1,h2) désigne les dimensions de K;; et P;
est I'espace des polynomes sur R? de degré < 3. Il est clair que la dimension du sous
espace \A/h est N=N;Ny ou Ny =n; + 3 et Ny =ns 4 3.

On utilise la fonction B-spline cubique lisse Bj (voir le tableau 2.1) pour construire
une base (B;;) du sous espace V4. Les fonctions (Bij)1<i<n, forment la base de splines

155N,
tensorielles (c.f. figure [2.7) associée a la grille du domaine €.
Pour toutt=1,...,N;etj=1,...,Ny,ona
B;;(x) = B;(z)B;(y), pour x = (z,y). (2.3.21)
ou
Bi(z) = Bs (=24 ) et Bj(y) =B (L2 (2.3.22)
hl h2

et B; est la B-spline cubique dont le support est inclus [0,4] (c.f. tableau 2.1).
La B-spline tensorielle ainsi que ses dérivées sont représentées graphiquement sur la
figure [2.7] suivante :
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B(x.y)=B,0 B4(x.y) BXBVB(x,y):(ast Q yB:i)(X’Y)

-2 -2 -2 =2

9, B(xy)=(0,B,0 B))(x.y) ayB(x,y):(Ba\ ] 6yBB)(x,y)

0.5

) ‘“\

-2 -2 -2 =2

FIGURE 2.7 — Les surfaces de la spline tensorielle (z,y) — Bs(z) ® Bs(y) et ses dérivées
(2, y) = By(x) @ By(y), (2,y) = By(x) ® Bs(y) et (x,y) = Bs(x) @ By(y)-

Pour une fréquence fixée w dans R, la méthode d’approximation de Galerkin consiste
a trouver une fonction w.( .,w), dans V;, qui approche la solution exacte u.(.,w). Cette
fonction est vue comme solution dans l'espace V;, du probléme variationnel discret :

Ao (up (. w), o) = Lo(vn) , Yo, € V. (2.3.23)
La solution u(.,w) du probleme (2.3.23) est une combinaison linéaire dans la base
de fonctions B-splines tensorielles donnée par

N; N
un(x,w) = N Znij(w)Bii(x), Vxi=(z,y) € Q, (2.3.24)
i=1 j=1
ou pour tout 1 <i <Nj et 1 < j <Ny, Z;,;(w) sont des coefficients complexes.

On injecte la fonction test v, (z,y) = Bre(x,y) dans la formulation variationnelle
faible (2.3.7), on obtient une famille d’équations données par

Nl Ng
3N Znij(w)Aijre(w) = Lo(Bre), pour 1<k <N; et 1<£<Ny, (2.3.25)
i=1 j=1



56 CHAPITRE 2. RECONSTRUCTION D’UN SIGNAL PAR LES B-SPLINES

ou

d b
Agre(w) = / / D, ) (VByj) (2, ) (VBae) (&, y)dedy
d b
+ / / 4w (,9)By; (2, y)Be (z, y)dedy
+2/ v(z,y)Bij (2, y)Bre(z,y)do(x,y), (2.3.26)
o0

et

L,(Bre) = 2/897(%y)G(x,y;oJ)Bu(x,y)dU(x,y) + LF(x,y;W)Bke(w7y)dxdy7 (2.3.27)

pour (i, k) € {1,...,N1}? et (j,¢) € {1,...,Na}>.

Soient A(w) = [A;jre(w)] la matrice de taille N; Ny xN; Ny a coefficients complexes donnés
par Ajjre(w) = Ao (Bij, Bre), Bn(w) = B ke(w)] la matrice de taille (N; x Ny) a coefficients
complexes By, jo(w) = L, (Bye) et Zp(w) = [Zp,i;(w)] 1a matrice de taille (N; x Ny) a coeffi-
cients complexes inconnus.

On introduit le vecteur by, (w) = vec(By(w)) € RN1Nz2 et le vecteur z,(w) = vec(Zy(w)) €
RN1N2 | comme vectorisation respectivement des deux matrices [By, j¢(w)] et [Z, ;5 (w)].
Les relations nous permettent de formuler le systéme linéaire suivant

A(w)zp(w) = bp(w), (2.3.28)
de taille N;N3 xN;Ns. Les coefficients Zj, ;;(w) qui apparaissent dans l'expression (2.3.24)
de la solution approchée u.;, sont des fonctions dépendants de la variable w. Ces co-

efficients s’obtiennent par la résolution du systéme linéaire (2.3.28).
Les coefficients de la matrice A(w) s’expriment sous la forme suivante

Aijre(w) = Dijre + Uijre + 2Qijke, (2.3.29)
ou les coefficients D;jie, Usjie €t Qi ke sont donnés respectivement par,
d b
Dijre = / / D(x,y) (VBij) (z,y) (VBke) (v, y)dzdy,
1 ¢ b ! !
=2 D(z,y)B;(2)B; (y)Bj(z)Be(y)dzdy

d b
3z [ DB @B BBy ),

d b d b
Usjhe = / / (. 1)Bi; (2, 9) By (i, y)dardy = / / (2, ) B (2)B; () B (2)By () ddy,
et

Qijké:/ “/(90,y)Bz‘j(%y)Bm(%y)dU(%y)=/ v(z,y)Bi (z) B (y) Bi (x) By (y) do(z, y).
09 o0
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Les expressions de B; et B; données dans (2.3.22) avec le changement de variables
s € 10,n1] et 7 € [0,n9] tels que = a + shy et y = ¢+ The, nous permettent de calculer
explicitement les coefficients A,z (w) :

Dijke = %/ / D(a+shy,c+7h2)Bs (1 —j+4)Bs(t — £+ 4)B5(s —i+4)Bs(s — k+4)dsdr
1Jo Jo

—|—%/ / D(a + shy,c+ The)By(T — j + 4)B5(T — £+ 4)Bs(s — i + 4)Bs(s — k + 4)dsdr
2Jo Jo

no ni
Uijie = hlhg/ / qu(a + shi,c+ Tho)Bs(T — j +4)
o Jo
83(’7' — 0+ 4)83(8 — 14 4)83(8 —k+ 4)d8d’7’,
et

Qijke = hoBs(—i+4)Bs(—k+4) / Y(a,c+Tho)Bs (1 —j+4)Bs(r— 0+ 4)dr
0

+ h283(n1 —i+4)83(n1 —k+4)/ "/(b,C+Th2)B3 (T—j+4)83 (T—é+4)d7’
0

+ h133(—j+4)33(—€+4)/ v(a+ shi,c)Bs (s —i+4)Bs (s —k+4)ds
0
+ hlBg(ng—j+4)Bg(n2—€+4)/ (a+ shi,d)Bs (s — i+ 4) By (s — k + 4) ds
0
+ v(a,e)Bs(—i+4)Bs (—k+4) B3 (—j +4) B3 (—(+4)
+ ’y(a,d)Bg(—i+4)83(—k+4)83(n2—j+4)83(n2—€+4)
+ (b, 0)Bs (n1 —i+4) By (n1 —k+4) B3 (—j +4) By (—£ +4)
+ b, d)Bs(n1 —i+4)Bs(n1 —k+4)Bs(na—j+4)Bs(ng —£+4).

La matrice de régidité A(w) est donnée par
A(w) = Mp + M, +iwM, +29,,. (2.3.30)

Pour simplifier les calculs, on se limite au cas ol les parameétres optiques sont sé-
parables D(z,y) = Di(z)D2(y). pa(z,y) = pa1(®)pa2(y), v(z,y) = ni(z)ra(y) et v(z,y) =
~1(z)7v2(y). La produit de Kronecker ® est un moyen par lequel nous pouvons décom-
poser respectivement la matrice du terme de diffusion, la matrice du terme d’absorp-
tion, la matrice du terme d’ évolution et la matrice du terme de bord selon le schéma
suivant

h h
Mp = 2D @Di" +1Di @Dy,
h1 ho
M,, = hihUs @ U7,
hih
Ml/ _ 1 2E2T ®E1T,
Co
T T
Q, =M (yg(c)r@ﬂ) + wg(d)r@v”) ® AT +hoA] @ (Wl(a)l“(l’o) + Wl(b)l“(l’l))

T T
+ T g (3@ PO+, T )+ TEOT @ (y(a, O 44 (b,r )
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ou, pour ¢ € {0,1}, les coefficients de la matrice Mp sont
" ¢ ¢
D{(i, k) = / Di(a+ sh)BS (s — i+ 4)BY) (s — k + 4)ds
0
et

no
DL, 1) :/ Da(c+ 7ha)BE (7 — j + B (r — 1 + 4)dr,
0

avec By) est la fonction dérivée de la fonction B-spline d’ordre ¢ € {0;1}.
Les coefficients de la matrice M, sont

Uy (i, k) = /On e (@ + sh1)Bs(s — i + 4)Bs(s — k + 4)ds
et

Us(j1) = /On Har(c + Tha)Bs (7 — j + 4)Bs(r — L + 4)dr.
Les coefficients de la matrice M, sont

By (i, ) /O" vi(a+ shi)Bs(s — i + 4)Bs(s — k + 4)ds,
et

E2(4,1) = /Onz va(c+ The)Bs(T — j +4)Bs(t — I+ 4)dr,
et les coefficients de la matrice Q. sont

MG k) = / 1 (a+ shy)Bs(s — i+ 4)By(s — k + 4)ds,
0

Ao 1) = / vo(c+ Tha)Bs (7 — j + 1)Bs(r — | + 4)dr,
0

F(l’o) (i, k‘) = Bg(—i + 4)63(—]6‘ + 4), F(Ll)(i, k‘) = Bg(m —1 + 4)63(711 — k‘ + 4),

T30 (j,1) = Bs(—j + 4)Bs(—1 +4), et TV (1) = Bs(ng — j +4)Bs(ny — 1 +4),

Les coefficients de la matrice B (w) sont donnés par

d b
Bh7kg(w):2/ ’y(x,y)G(x,y)Bkg(x,y)dU(x,y)—|—/ / F(z,y)Bre(z, y)dzdy,

[219]

Par une technique algorithmique similaire a celle qui précede, on obtient

d b
N / / F(z, y)Bue (x, y)dedy,

no ni
hihs / / F(a+ sh1,c+ The)Bs(s — k+ 4)Bs(t — £ + 4)dsdr,
o Jo
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et
Ghpe(w) = /6Q Y(x,y)G(z, y)Bre(x,y)do (2, y),
= hoBs(—k+4) /0“2 Y(a,c+ hot)G(a, ¢+ hoT)Bs (T — £ + 4)dT
+ hoBs(ni — k +4) /O byt ha)Glb, ¢+ hor)Bo(r — € + 4)dr
+ hBy(—l+4) /O" (@ + his,)G(a+ his,c)Bs(s — k + 4)ds

+ hiBs(ng —£+4) / v(a+ h1s,d)G(a + his,d)Bs(s — k +4)ds
0

+ Bs(—¢+4)(y(a,c)G(a,c)Bs(—k 4+ 4) + v(b, c)G(b, c)Bs(n1 — k + 4))
+ Bz(ne —0+4) (v(a,d)G(a,d)Bs(—k +4) + v(b,d)G(b,d)B3(n1 — k +4)).

Par conséquent, pour 1 <k < Nj et 1 < /¢ <Ny, les coefficients By, /(w) s’écrivent sous
la forme suivante

Bh7kg(w) = 2Gh7kg(w) + Fh,w(w). (2.3.31)

Pour calculer numériquement les intégrales constituants la matrice A(w) donnée en
(2.3.30) et le vecteur by (w) donné en (2.3.31), nous avons utilisé la formule composite
de la quadrature de Simpson donnée dans 'annexe

2.3.4 Reconstruction d’un signal dans le temps

Dans ce paragraphe, une solution approchée ¢.;, de la solution exacte ¢, est obte-
nue par la transformée Fourier inverse de la solution approchée u,, obtenue dans
(2.3.24). Par une intégration numérique en utilisant la formule de quadrature de
Gauss-Hermite, on calcule numériquement la transformée de Fourier inverse de wu.y,.
On peut dans un premier temps formuler le résultat du théoréme suivant.

Théoréme 2.3.2. Pour tout t fixé dans [tg,to + T|, le probleme 2.31)-2.3.2) admet
une unique solution ¢.(.,t), obtenue par la transformée de Fourier inverse de l'unique
solution u,(.,w) du probleme (2.3.4)-2.3.5). On écrit

1 Foo .
T,y t) = — s (2, Yy, w)e™dw, 2.3.32
ouwont) = o= [ e 2.3.32)
pour tout (x,y) € [a,b] X [¢,d].

Démonstration. La preuve est une conséquence immeédiate du théoréme [2.3.11 O

De maniére analogue au théoréme [2.3.32] 'unique solution approchée ¢.p(z,y,t)
du probleme (2.3.1)-(2.3.2), est obtenue par l'utilisation de la transformée de Fourier
inverse

Y :
Gun(x,y,t) = \/—2_7r/ Usp (7, y, w)e ™ dw. (2.3.33)
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On définit le sous espace vectoriel V;, de dimension N = N;N, par

Vi ={én €Ha: én

K,; €EP3; pour0<i<mn; —1,0<j<ny—1}. (2.3.34)

La solution approchée ¢.4(.,.,t) est un élément de I'espace V. Elle est la combinaison
linéaire dans la base de fonctions B-splines tensorielles

N; Na

(b*h x,y,t) = szh 7,] zg {E y) (2335)

i=1 j=1

pour tout (z,y) € Q. Les fonctions ¢ — Vj, ;;(¢) données par

“+oo
Vh 1] \/E/ Zh ” ) ltwdw

sont les transformées de Fourier inverse des fonctions w +— Z;;;(w) données dans
(2.3.24). On note (w,t) — 9;;(w, t), la fonction définie par

1 2,
i (W, 1) = —=—=Zpij (w)e@ Fit)
wj( ) \/ﬂ h,J( )

alors
+o00

Viij (t) = bij(w, t)e™ duw. (2.3.36)
On utilise une intégration numérique basée sur la formule de quadrature de Gauss-
Hermite, pour calculer les intégrales (2.3.36), on a

+oo
_ Yilwit)e ~ Zaewu (we, t), (2.3.37)

ou les noeuds (wy¢)o<e<m sont les racines de la fonction polynémiale d’Hermite Hy,1; de
degré m+1, et les coefficients poids (av)o<s<m sont donnés par la formule de Christoffel-
Darboux [2]. Pour trouver les racines (w¢)o<¢<m €t les coefficients poids (a)o<s<m, On
utilise les mémes techniques que le paragraphe2.2.5] en utilisant les formules

et 2.2.31).

Les coefficients V} ;;(t) donnés en (2.3.36) sont calculés selon la formule suivante
Vh 7,] Z a@wlj wy, t (2338)

Pour conclure, en combinant les deux formules (2.3.35) et (2.3.38), on obtient

N1 N2 m

Gun(,y,t) = Y N (Z agdij(wr, t))Bij(l’a y)

i=1 j=1 £=0
m N1 N2

Z Qe (Z wa o‘)@? z] {E y)) (2339)

=1 j=1
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2.3.5 Estimation de I'erreur

Dans ce paragraphe, on donne des résultats concernant I'estimation de I'erreur. Soient
(wi)o<i<n, €t (y;j)o<j<n, les noeuds des subdivisions de [a,b] et de [c,d] données en
(2.3.19). Soient h; = (b — a)/n1 et ha = (d — ¢)/n2 les pas des subdivisions relatives
a chacun des deux intervalles. h = (h1, h2) est le couple qui désigne les deux dimen-
sions de la maille rectangulaire K;;. On considére le sous espace vectoriel des splines

tensorielles §h(Q) de V,,, donné par
/S\h(Q) = {uh € C2(§) : uh|KU eP3(Q); 0<i<n—1,0<j<ng— 1}, (2.3.40)

ou Kij = [xi,xi_,_l] X [yjayj+1] pour tout 0 S 7 S ny — 1, 0 S] S Nnog — 1.
Le probleme d’interpolation par les fonctions splines dans le cas de plusieurs variables,
est étudié par plusieurs auteurs (voir par exemple [20, |30, [12, (104, 1105, [122] ).

On consideére les espaces des B-splines cubiques §h1 ([a,b]) et §h2 ([e,d]) définis de la
meéme facon que dans le paragraphe Pour h = (hy, h2), on définit par 7, : Hy —
gh(Q) I'opérateur d’interpolation tel que pour tout u € H,, la fonction Z,u est I'unique
spline tensorielle dans §h(Q) donné de la facon suivante :

1) Pour z € [a,b], Thu(z,.) est I'unique élément de Sy, ([c, d]) défini par

N2
Thu(w,y) = Y a;(2)Bi(y), Yy € [e,d],
Jj=1

vérifiant les conditions d’interpolations :
1.1) Zpu(z,y;) = u(z,y;) pour j =0,...,n9,
Z Z
1.ii) 8(8ZU) (z,c) = g—Z(x,c) et a(azu) (z,d) = Z—Z(m,d).

1.iii) Pour tout j =1,...,Ny, les fonctions «; € §h1 ([a, b]) sont telles que

N1
aj(z) = aiyBi(z)
i=1
2) Pour y € [¢,d], Tu(.,y) est I'unique élément de Sy, ([a,b]) défini par

Ny
Ihu(xvy) = Zﬁl(y)Bl(x)v Vr € [av b]v

vérifiant les conditions d’interpolations :
2.1) Thu(z;,y) = u(z;,y) pour i =0,...,nq,

.o O(Zhu) _ Ou 0(Znu) _Ou
2.4) —5—(a,y) = 5-(a,y) et == (b,y) = 5= (b,y).
2.iii) Pour tout i = 1,...,Ny, les fonctions 8; € Sy, ([c,d]) sont telles que

N2
Bily) =Y BiB;(v)-
j=1
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3) De plus pour z € [a,b] et pour y € [¢,d], Zpu(z,.) et Zyu(.,y) vérifient les conditions
aux bords des intervalles [a, b] et [c,d], ce qui donne

0(Znu) _ Ou ‘ oZpu), . Ou,
O (gayj)_ %(gayj) et 82/ (ﬁlag)_ 8y(xl7<-)

pour i =0,...,n1, 5=0,...,ny et pour ¢ € {a,b} et € {c,d},
0*(Thu) 0%u

3.i)

3.ii ,0) = , our (§,¢) € {a,b} x {c,d}
) G €.0) = 55 (6:0) pour (€.0) € (a.b) x {e.a)
Une condition de type Zpu(xz;,y;) = u(x;,y;) est valide pour tout ¢ = 0,...,n; et tout
j=0,...,n9 si et seulement si «;; = 3;;, pour tout i =0,...,n; et tout j =0,...,ns.
On pose alors p;; = ;5 = f;; pour tout ¢ = 0,...,ny et j = 0,...,n.. En définitive, La

spline tensorielle 7, u est I'unique élément de S, (Q) = Sy, ([a, b]) @ Sh, (¢, d]) donné par

N2 N;

Thu(z,y) = Z ZpijBij (z,y), Y(z,y)€Q, (2.3.41)
j=1i=1

et vérifiant les conditions d’interpolations suivantes :
a) Zpu(zs,y;) = u(z,y;), pour i=0,...,n1, etj=0,...,n9,
0(Znu) ou O(Znu) ou

b) o (fayj):$(§,yj) et 3y (ﬂfi,C):a—y(ﬂfi,C)
pour i=0,...,n1, j=0,...,n2 &€{a,b} et (e{cd}

(2.3.42)

02 (Zpu) 0?u

C) 920y (65() = 920y (f?C)v pour (f?C) € {avb} X {Cv d}

Les conditions (2.3.42)-a) donnent (n; + 1)(ny + 1) équations, les conditions (2.3.42)-b)
donnent 2(n;+1)+2(ny+1) équations et les conditions (2.3.42)-c) donnent 4 équations.
Au total nous avons

(n1+1)(n2 +1) +2(ny +1) +2(n2 + 1) + 4 = (n1 + 3)(n2 + 3) = N1 Ny,
équations qui est égal au nombre de coefficients p;; donnés dans (2.3.41). Les coef-

ficients p;; sont obtenus en respectant les conditions d’interpolation a), b) et c) de
(2.3.42). On pose M, = (p;;)1<i<n, €t on note p = vec(M,), alors les conditions a), b) et

155N,
c) de (2.3.42) nous conduisent a la résolution du systéme linéaire suivant

(P2®@P1)p=o0, (2.3.43)

ou
Bi(zo) Bi(wo) ... Bi(zn,) Bi(wa,)

Py

Bi\h(ifo) BNl(xO) BNl(an Bi\Il(xnl)
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et
Bi(yo) Bi(wo) ... Bi(yn,) Bil(yn,)

Py = : : .. : : ;
Bi\b (yO) BN2 (yO) s BNz (yn2) Bi\b (yn2)

et si la fonction u est séparable, c'est a dire u(z,y) = ui(z)uz(y), alors o = vec(n; @ n3 )
avec

uy(zo) u5(Yo)

w1 (20) u2(yo)
m = et 1=

Ul(xnl) U2 (yn2)

u (Tn, ) uy(Yn,)

Proposition 2.3.1. Soit v une fonction quelconque de H,. Alors
a) |[Auw—ATwu)llg, < llullg,
2[|Allo

b || v u— (@), <
2]l 2

o) llu—Tnullg, < =5 llullg, ,

[ullg,

ol HhHOO = max(hl, hg)

Démonstration. D’apreés les résultats donnés dans la proposition [2.2.1] pour le cas
d'une dimension de I'espace, il est évident de voir que pour tout u € C?(Q2), on a

|G - S| <[ g
i) ‘%(-,y)— a(gzu)(-,y> . 2 %(-,w .
) Jul) =T, < 2 | ]
et d’'une facon similaire, on a
0 |Gt - T | < |G
ii") ‘ Z—Z(x,) — %Zu)(x,) . < 27112 giyg(x,) i;
) e ) = T g, < 52 | Gto )|

Les résultats a), b) et ¢) de la proposition sont une conséquence de l'inégalité
triangulaire. O
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Lemme 2.3.1. Pour une fréquence fixée w dans R. Siu(.,w) (resp. up(.,w)) est une solu-
tion du probléme variationnel[2.3.7] (resp.[2.3.23), alors

C .
s w) = un( @) € =V1+w? inf [lu(,w) = va(,w)]
o VR EVR
olL C; et a sont respectivement les constantes liées a la continuité et a la coercivité de la
forme sesquilinéaire A,,.

Démonstration. Ce résultat découle directement du lemme de Céa (c. f. [123]). O

On peut maintenant formuler les résultats du théoréme suivant :

Théoréme 2.3.3. Soient h; et hsy les pas des subdivisions données dans (2.3.19). On
suppose que D, u,, v, | et g réalisent les hypothéses suivantes :

i) La fonction D € C*(Q) et les fonctions ., v € C(Q)

ii) La fonction f € H%(R; Ly) et la fonction g € H*(R,L2(9Q)).
Alors on a les résultats suivants :

1. La fonction A¢, € H'(R;Ly).

2. Il existe une constante C, > 0 telle que
1
s — wanllpz iy < Cs [Rlloo(+ 1A1%) 11w i1 (rotr- (2.3.44)
3. On a lestimation de Uerreur suivante

62 = denlle@any = O (1IAlloo/T+ TRIZ) (2.3.45)

Démonstration. Pour une fréquence fixée w dans R, on a

1. Par définition u, = ¢,. On aF(,w) € Ly, u.(.,w) € Hy et D € C1(Q2), alors en utilisant
la relation (2.3.18) on déduit que Au.(.,w) est dans I'espace L. Par hypothéses,

oD _
onaD > a >0, et les fonctions y,, v, o et e sont continues sur {2, alors en
T Y
utilisant I'inégalité (|a|+ |b]+|c|)? < 9(|al*+]b]*+]|c|?), il existe une constante Cy > 0

telle que

- 2
‘Am(x,w)r < %QF(X,@P (x5, )2 + |Vu*(x,w)|2), (2.3.46)

pour tout x = (z,y) € Q. En utilisant le théoréme de dérivation sous le signe
intégrale de Lebesgue, alors on écrit A, (.,w) = Ad.(.,w).
En intégrant l'inégalité (2.3.46) sur 2 par rapport a la variable x, on obtient

|5l < EEED (i, + el )

D’apreés le théoreme on a

sl < M)

1 «
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ol w — M(w) est donnée par I'expression (2.3.13). Il est évident de voir qu’il
existe une constante Cz > 0 telle que

> 2 Cs(1 +w?) 2 2
|adew)|. < T (IF @2, + 16w o)
L. 03(1a+ ) (2.3.47)

) (172, + 1809 )

En multipliant l'inégalité (2.3.47) par la fonction poids w — (1 + w?) et en inté-
grant sur R par rapport a la variable w, on obtient

Cs

2
A0 [[f1 (R;1,) < J(Hf”%{z(ﬂx;m) + |l9llfzR.r200))) < 00

2. L’estimation de l'erreur est basée fondamentalement sur le lemme [2.3.1] on a

C .
flus (- w) — wan (o w)llg, < j\/l +w? inf [lu(,w) —on(,w)lg, (2.3.48)

vREV)

ou C; et o sont des constantes relatives a la continuité et la coercivité données
respectivement par (2.3.14) et (Z.3.15). Par sa construction, Z,u.(.,w) est une
spline tensorielle dans S, () C Vy, alors

in£7 s (s w) —on (s w)llg, < [lus(,w) = Thua( w)llg, - (2.3.49)
vhEVR

La solution u.(.,w) est dans I'espace H, alors d'aprés la proposition 2.3.1 on a

2
() = Tnwa (), < Slllo el w) g, (2.3.50)

et

2
190, () = V@) (g, < Al o), - 2.3.51)

Par addition des inégalités (2.3.50) et (2.3.51) on obtient I'inégalité suivante

2 1812\ 2
s, w) = Tpus (- w)lg, < ;HhHoo 1+ — (@)l - (2.3.52)
En utilisant ﬂm 2.3.49), ﬂm:ﬂlgt (2.3.52) avec les relations de dérivation
0%u, 029, 0%u, 029,

92 (Lw)= W(.,w) et 8—242(.@) = 8—242(.@), on obtient la majoration

2

Cr\? —~
i) = wanosll, < (S) WG+ W2 40 G0
En intégrant sur R par rapport a la variable w, on obtient
C1
e = el e iy < o lhllao/ THTRIE 00, o avee Co= 2
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3. Maintenant, en utilisant I'identité de Parseval, on obtient

+oo +oo
/ |u (X, 1) — Pun (x, 1) |2dt = %/ | (%, W) = Uy (x, W) [P dw, (2.3.53)

— 00

et

o0 5 1 oo P 2
/ V(60 — o)1) dt = 5 / V6. (0.0) - Vomlew)| do. (2350
T J -

—00

D’apres le théoréeme de dérivation sous le signe intégrale de Lebesgue, on a

400 ) 1 +oo R —~ 2
/ V6, o) dt = o [ |V8.00w0) - Vonlow)| de,
o | o (2.3.55)

_ 1 _ 2
= ) [V, (x,w) — Vg (x, w)|” dw.

En intégrant les relations (2.3.53) et (2.3.55) sur 2 par rapport a la variable
x = (z,y) et d’aprés le théoréme de Fubini, on obtient

oo 2 1 oo 2
[t =ttt = o [ o) = w0l do

2 J_ o

Par conséquent, on vérifie facilement que l'on a

1
[ s — ¢*h”L2(R;H1) = \/—2—7T||U* - U*hHLz(R;ﬁl)- (2.3.56)

Or, d’apres le résultat 2) du théoréme, on a I'estimation de I'erreur suivante

Cy
6+ = dunllL2 s < N 1Plloo v/ 1+ [1Al13 N ll it espry ) -

2.3.6 Les tests numériques

Dans cette partie, nous proposons des exemples numériques qui illustrent la validité
de notre méthode numérique établie précédemment. Les parameétres optiques v, D et
e seront déclarés pour chaque exemple. On discrétise l'intervalle du temps [tg, to + T]

T
en utilisant les noeuds ¢, = tg + kAt, pour 0 < k < p, ou At = — est le pas du temps.

On choisit le temps initial ¢, et le temps final ¢, + T. Tous nos calculs sont faits en
utilisant Matlab.

Premier exemple

Dans ce premier exemple, on considére le probleme de diffusion (2.3.1). On utilise les
conditions (2.3.2) avec g = 0, on a alors les conditions non homogénes de Dirichlet aux
bords 012,

o€, t) =g(&,t), pour (& t) € 9N X [to,to+ T). (2.3.57)
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On suppose que les parameétres v, D et u, sont des fonctions réelles données respecti-
vement par v(z,y) = v cosh(z) sinh(y), ua(z,y) = pa,y’e”* et D(z,y) = Do(1 4 mz?) cos(ry)
ou vy, e, €t Dy sont des constantes de saisies.

Pour cet exemple, on consideére les fonctions sources suivantes

(tg —31) 42 —t2/2
f(mayvt) - o V(Q},y) + (1 t ),ua(x,y) € (p(l’,y)
2 dD 0y 0D 0y
_ _ 42 t*/2 i ST
(1—1te <D(x,y)A<p(x,y) + 97 Dx + 3y 39)’ dans 9,
gz, y,t) = (L=t} " Pyp(x,y), sur 0.

pour tout ¢ € [to, to + T]. La fonction ¢ est donnée par 'expression

p(z,y) = exp <— (w - %)2 —(y— 1)2> :
oD

et O et 88_D sont des dérivées de la fonction D au sens des distributions.
x Yy

Il est facile de voir que la solution exacte ¢, de I'équation de diffusion (2.3.1) avec
les conditions de Dirichlet aux bords est

Ou(,y,t) = (1—t2)e_t2/2 exp <— (a: - %) —(y— 1)2> . VY(z,y,t) € [a,b] x[e,d] x [to, to+T].

Les fonctions sources intermédiaires F(.,w) et G(.,w) sont données par

LW _w?
Foww) = (i) + il | oo 2p(a)
o D&y  OD
_ 2 ,—w/2 D A ooy or oy d O
we 2 (z,y)Ap(z,y) + 2 o T 9y ay)’ ans (,
Gz, y,w) = w?e @ /2p(z,y), sur 099,

pour toute fréquence réelle w dans R.

Le graphe de la solution exacte (z,y) — ¢.(z,y,to + T) est sur le coté gauche de la
figure Le graphe de la partie réelle de la solution numérique (z,y) — ¢.n(x,y,to +
T) est sur le coté droit de la figure[2.8] a l'instant ¢ = ¢+ T et pour (z,y) €]a, b[x]c,d[. On
observe que le graphe de la partie réelle de la solution numérique (z,y) — ¢.n(z,y,t)
colle parfaitement a celui de la solution exacte qui est une fonction a valeurs réelles
pour 'exemple considéré. Tandis que la partie imaginaire, tracée sur le coté gauche de
la figure est trés proche de zéro avec un ordre de 10~2%. Ceci coincide parfaitement
puisque la solution exacte est purement réelle. Sur le c6té droit de la figure on
donne le graphique de I'erreur relative considérée comme fonction Ej, : ¢ € [to, to+T] —
E(t), donnée par l'expression suivante

1
nz ni 2

SN Iul@iyst) = denl@i,ys, b))
7=0 i=0

En(t) = . (2.3.58)

n2 ni

Do (i g P

j=0 i=0
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Solution exacte Solution numérique

s

TR
777507 RRIRN
7755
755
R

0.9 > 0.9 '0:’ %)

LRI 08 SRR 08
0.8 00200 0 % % 0.8 \
0.7 0.7 0.7 0.7
0.6 0.6

05 0.5

;5,’511 LA Y ity
04~ 1171777 9090 9% % 05 04+ 17177 L > 05
1 7 77717715
{ {7

o R 1 g R { B

05 08 0.3 05 05 0.3

1 0 1 0
X 4 X Y
Solution exacte Solution numérique
1 r T T 1 r T T
0.9+ / ) — 0.9 , / ) J—
0.8 // | 0.8} / /’// 1
0.7 4 0.7 4
l B s § 4 § ] oer x S g 4 /
o v R 0 @ S 0 s Q9 0 =3 <
05f &} 5 ¢ 8 9 g 05f 3 s = 8 8 8
5 5 | S = s s 9
041 \ q 04F
0.3 ‘ \\ 1 0.3
0.2F g 4 0.2 \
oaf \\ ‘ B 01 \\\ I
| . \ |

FIGURE 2.8 — Exemple avec les parametres : a =0, b=1,¢=0,d=1,t =0, T =1,
co =6, vg = 1.45, ps, = 20, pgo = 0.025, ¥ = 0.95, m = 25, p = 10, n; = 20 et ny = 15 pour
t=1to+T.

Deuxiéme exemple

Dans le second exemple, on considére le probléme parabolique de diffusion (2.3.1) ou
les conditions (2.3.2) sont les conditions non homogeénes de Robin sur chacun des
cotés du domaine combiné par les conditions de Dirichlet & chacun des sommets du
rectangle 2 et sont données comme suit

0
o6+ 2 P e ) = gle.), pour (€neo\T, 2.5.59

¢(§at):g(€vt)a pour (fvt)er-

Le sous ensemble I' est formé par les quatre sommets du domaine rectangulaire 2 =
|a, b[x]c,d]|. Ici, la fonction § est donnée par

ﬁ(a, y) = 1/C1a pour y & [C, d[?
Blx,d) = 1/(, pour zx € [a,b],
B(ba Z/) = 1/<3a pour y E]C, d]a
B(xz,c) = 1/{, pour z €la,b].
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La partie imaginaire de la solution numérique X107 Erreur relative E, ()

. . n N
10 "o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y t

FIGURE 2.9 - Exemple avec les parametres : a =0, b=1,¢=0,d=1,t =0, T =1,
co =6, vp = 145, pg, = 20, g, = 0.025, 9 =0.95, m =25, p=10,n; =20etny =152
l'instant t =t + T.

Pour ce test numérique les fonctions sources sont données par

flx,y,t) = %eXp( (t_t)2>< VO(;gzotS)Jruao—DoA> ¢(z,y),

dase,t) = exp( (1) ) o),

gbd,t) = exp( )w

gadt) = exp( t_t )w

o T
" . Diéif ).

g(b,y,t) = eXP( ,5 t 2) <<pby +B(b )gg—z(b,y)),
met) = oo _ Bz, ) =2 (z,¢) |,

g(zyc 1) _ e (-5 H ><<P )ig )

g dt) = exp( )( (,d) + Bz, d) ay(x,d)),

pour tout z €]a, b[ et tout y €]c, d[ ot la fonction ¢ est donnée par 'expression suivante

3 3
o(z,y) = 16—1/4((9r—2)2+(9y—2)2) + 16—1/49(%—2)2—1/10(9y—2)2

4 Lovaee-mr oy _ L —0e-0?—(0y-7)7,
P 5

Il est facile de vérifier que la solution exacte ¢, de I'équation de diffusion
munie des conditions non homogeénes de Robin aux bords (2.3.59) est

QS*(xvyvt) = \/21_7'(',0 €Xp <_%) @(xvy)'
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Le graphe de la solution exacte (z,y) — ¢.(z,y,to + T) est sur le coté gauche de la

Solution exacte Solution numérique

‘\\&%\‘

osf N\

— \\
0.9
\
0.8 g ) 08f o \
SRR $ !
g & S » &
07 S & 07 A
& 7§ &
N / &S S &
0.6 6F S
/ P 90192
osf

FIGURE 2.10 - Exemple avec les parametres : a =0, b=1,c=0,d =1, =0, T = 2,
= T/2, p = 1, Cop — 1, vy = 145, Cl = 05, CQ = 7T/2, Cg = 13, <4 = 1/3, Hsy = 20,
Lao = 0.025, m = 50, p =5, n; = 20 et ny = 20.

figure La partie réelle de la solution numérique (z,y) — ¢.n(z,y,to + T) est sur
le coté droit de la figure 2,10l pour l'instant t = ¢, + T et pour tout (z,y) €]a, b[x]c, d|.
On observe que le graphique de la partie réelle de la fonction (x,y) — ¢un(z,y,t)
coincide parfaitement avec la solution exacte de notre exemple. Puisque la solution
exacte est a valeurs réelles alors la partie imaginaire, tracée sur le coté gauche de
la figure 2.11] est numériquement nulle avec des valeurs d'ordre 10~!4. L'erreur re-
lative ¢t — E;(t) donnée par I'expression (2.3.58)), est tracée sur le coté droit de la
figure 2.11] Les valeurs de l'erreur relative d'ordre 10~° confirme la validité de nos
programmes numeériques.

Le tableau 2.4] illustre plusieurs résultats de E;(to + T) pour différentes valeurs de
ni et de no,
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Erreur relative X107 Erreur relative Eh(!)

7.778

777751

777

P~

s LT F A K

LG RIRN

LN N XZZ
=KX

7776

777551

0.8 7.775 . . L
10 0 05 1 15 2
y t

FIGURE 2.11 - Exemple avec les parametres : a =0, b=1,c=0,d=1,% =0, T = 2,
ts = T/2, p = 1, Cop = 1, vy = 1.45, Cl = 0.5, CQ = 7T/2, §3 = 1.3, C4 = 1/3, Hsy = 20,
Lao = 0.025, m = 50, p = 5, n; = 20 et ny = 20.

(n1,n2) | (10,15) (15,15) (20,15) (20,20) (25,25)
B | 0.1202 0.0943 0.0833 0.0707 0.0566
Error Ey(fo + T) | 3.46602e-3 4.1069e-4 9.5684e-5 7.7755e-5 3.17875e-5

TABLE 2.4 -Aveca=0,b=1,¢=0,d=1,p=5,m =50, hy = (b—a)/ny et ha = (d—c)/nos.

Exemple avec la présence d’un saut dans la fonction D

Dans cet exemple, on consideére le probléme parabolique (2.3.1)-(2.3.2), avec les para-
meétres optiques v = 1y, pu, et us sont des fonctions constantes par morceaux.

_ :ullov Si (xvy)e I
““(“”’y)—{ 0, si €] b xc,d).

_ 0, si (z,9)€ [a, %5 x [c,d],
Hsel@,y) = { lsy, Si (x,y) €

le coefficient de diffusion s’écrit sous la forme explicite suivante

1
, stz €fa, 2] x [c,d],
D(z,y) = | 2o b
T si oz b x[ed].
2(1-19)#50 ] 2 ] [ ]

avec la condition p,, # (1 — ¥)us, €t ¥ € [0,1]. On considere la fonction ¢ donnée par

I'expression
2 )2
SECL A

<p(x, y) = 20% 20%

2mo1 09

oD 0D
avec o; et oo sont des nombres réels positifs. On désigne par o et M les dérivées de
x

la fonction de diffusion D au sens des distributions. Dans cet exemple les fonctions
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sources sont données par

f(z,y,1)

g(a,c,t)
g(b,d,t)
g(a,d,t)
g(b,c,t)
9(a,y,1)
9(b,y,1)
g(z,c,t)

g(z,d,t)

ﬁ exp (— (¢ ;pt;):) (_2(tc—0 ), ) + pra(a y)) ¢z, y)

\/TL exp (— tt) ) (D(x,y)Ago(x,y) 2% 9 ‘Z‘p> :

%mexp (_ (t ;pts)Z) a0 y dy
27p /. T

@ exp (— z %pzj;) (b, d),

7 (_ (,5 3{)2) o(a, ),

e (— = 2) (b ),

\/21_7rp exp ( U ;pt;) ) (go(a,y) — D(a, y)B(C;’ ) %(a,yo ;

\/ﬂp exp ( U ;pis)2) (go(b y) + D(b,y)ﬂ(b2 v) g—i(b,y)) ,

\/ﬂp exp( U ;p’;s)g) (go(x,c) - D(x,c)ﬁ(a;’ J g—z(x,c)) ,

\/ﬂp exp( U ;p’;s)g) (go(x,d) +D(e.a) d)‘;—‘;(x,d)) ,

dans £,

pour tout t € [tg,t9 + T]. Les fonctions sources intermédiaires F(.,w) et G(.,w) sont
données par

F(z,y,w)

G(a, c,w)
G (b, d,w)
G(a,d,w)
G(b, c,w)
G(a,y,w)
G(b,y,w)
G(z, ¢, w)

G(z,d,w)

\/127 exp (—itsw — (pw)?/2) %V(x,y) + fta(a, y)) o(x,y)

? exp E—itsw - EW;Z; ?(w;y)Aw(x,y) + g—g% + g—gg—z
—— exp (—itsw — (pw)?/2) p(a, c),

\/\/12:: exp (—itsw — (pw)?/2) (b, d),

o= exp (it = (pw)?/2) olad).

= exp (it — (p)*/2) (b o),

\/12—7re><p (—itsw — (pw)?/2) ( ¢(a,y) — D(a,y) (2 )3—¢ a,y)>

= b (it = (p)%/2) (0,9) + D) PG 2 1,y

— exp (it = (9012) (1l ) — Dl )2 f)ﬁ )

% exp (—ituo — (p)?/2) (ol d) + D, )24 ‘Z—‘f’ x,d))

pour toute fréquence réelle w.

), dans €,

Il est facile de vérifier que la solution exacte ¢, de I'équation de diffusion
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avec les conditions non homogeénes de Robin aux bords (2.3.57) est
(t—

Solution exacte Solution numérique

1
* ’ at = 5 N3/2 - -
¢ (ZE Y ) (27T)3/2p0102 €xXp <

0.04 0.04

0.035 0.035
0.03 0.03
0.025 0.025
0.02 0.02

0.015 0.015

0.01 0.01 1
-1 -1
Solution exacte Solution numérique
1 < 0.036 1 < 0.036
e ~ .| e ~ .
yd 0, yd 0 0,
o8r 002741, K 0.034 08 o205 0% 0.034
g\ 0.02965 g\
061 0:031827 \ 0.032 061/ 0.031827 \ 0.032
0034034 0034035 .
0.4 / \ 0.4 / \
0362 \ 0.03 , 0362 \ 0.03
02 0.028 02 0.028
or | | 0.026 0 | || 0.026

-0.2x \ / 0.024 ~02 \ / 0.024
-04f 0.022 -04 0.022
06 ,\ — 0.02 0.6 \ . 0.02
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FIGURE 2.12 — Exemple avec les parameétres: a = —-1,b=1,c=-1,d=1,t1 =0, T =2,

Cop = 1, vy = 1.45, Cl = 0.5, CQ = 7T/2, Cg = 1.3, <4 = 1/3, Hso = 20, Ha0 = 0.25, Y = 0.95,
m = 25, p = 30, n; = 10 et ny = 10.

Le graphe de la solution exacte (z,y) — ¢.(z,y,to + T) est tracé sur le coté gauche
de la figure La partie réelle de la solution numérique (z,y) — ¢.n(z,y,to +T) est
tracé sur le coté droit de la figure[2.12] pour l'instant ¢ = ¢,+T et pour (z,y) €]a, b[x]c, d].
On observe que le graphique de la partie réelle de la fonction (x,y) — ¢.n(z,y,t)
coincide parfaitement avec la solution exacte de notre exemple. L'erreur relative ¢t —
En(t) donnée par I'expression (2.3.58), est tracée sur le coté droit de la figure 2,13l On
remarque aussi que l'erreur relative représentée par la surface sur le coté gauche de
la figure 2.13| prend des valeurs d’ordre 1075.
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Erreur relative x10° Erreur relative Eh(t)
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FIGURE 2.13 — Exemple avec les paramétres: a = —-1,b=1,c=-1,d=1,t =0, T =2,
Co = 1, vy = 145, Cl = 05, CQ = 7T/2, <3 = 13, <4 = 1/3, Hsqg = 20, Hay = 025, Y = 095,
m = 25, p =30, n; = 10 et ny = 10.



Chapitre 3

Méthode de Galerkin sans
maillage

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous décrivons les grandes lignes pour la résolution du probléme de
diffusion non stationnaire (I.4.8)-(1.5.3) par la méthode d’approximation de Galerkin
sans maillage. Les fonctions & base radiale a support compact o1 non seront rappelées
avec détails dans ce manuscrit. Ces fonctions radiales permettent d’écrire les noyaux
reproduisant des espaces de Hilbert d'interpolation. Alors que les méthodes classiques
d’éléments finis sont basées sur un maillage du domaine, les méthodes sans maillages,
comme leur nom l'indique, ne nécessitent aucun maillage du domaine. Dans ce cha-
pitre, nous proposons de construire une approximation de la solution de 'EDP de
diffusion a partir d'un nuage de points dispersés dans le domaine étudié. Le choix des
points est basé sur des algorithmes qui donnent une dispersion réguliére (points de
Halton et points concentriques) o1 bien une dispersion aléatoire irréguliere. Pour la
variable du temps, nous utiliserons les mémes techniques que dans le chapitre préceé-
dent, a savoir la transformée de Fourier et son inverse. Quant aux conditions au bord,
on considérera encore les conditions non homogénes de Robin (I.5.3).

3.2 Fonctions radiales

Dans plusieurs applications, il est désirable d’avoir une invariance sous certaines
transformations géométriques. Les fonctions radiales sont invariantes par rotation et
réflexion. Une fonction ¥ : R? — R, avec d > 2, est dite Jonction radiale si pour toute
rotation Ry, d’angle 6, sur R%, on a

U(Rox) = ¥(x), VxR

Nous avons aussi la définition suivante,

75
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Définition 3.2.1. Une fonction ¥ : R? —; R est dite radiale s'il existe une fonction
d’une seule variable ¢ : [0, +oo[— R telle que

U(x) = p(x]2), VxeR?
et || - ||2 est la norme euclidienne usuelle sur R?.

Lorsque ¢ est deux fois dérivable, on a la formule du Laplacien suivante

d—1 1 d _1dp
o i _ d—1
AP (x) =" (1) + m_— (r) = g (r _dr) . (3.2.1)
Pour tout sous ensemble de points distincts A = {ai,az,...,an} C RY, appelés

centres, on note
Ui(x) = o([x —ail2), i=1,...,N,

la fonction radiale associée au centre q;

La famille de fonctions radiales (¢(]| - —a;||2))1<i<n joue un réle important et efficace
en théorie d’interpolation sans maillage. Dans ce travail, on étudie plusieurs choix
concernant la fonction ¢ a une seule variable. L'aire de la sphére unité S?~! de R? est

2mrd/2 °°
wg=—=—— avec I'(s)= / ts e tdt.
I'(d/2) 0

alors si ¥ € LP(R?%) on a
101 = [ Pt
0

Le sous ensemble de fonctions radiales appartenant a I'espace de Sobolev H'(R?) est
noteé
H!, 4 (RY) = {¥ € HY(RY) : U(Rex) = ¥(x) sur R}
Le sous ensemble H! ,(R?) est un sous espace vectoriel fermé de H!'(R?) pour la
norme naturelle | - |;;: de I'espace H!. Pour une fonction ¥ € H! ,(R?) avec ¥(x) =
©(]|x||l2), on peut vérifier facilement que 'on a

19[2% = wa / (o@P + [ ()]?) 4~ dkr.

L'espace des fonctions radiales & support compact dans R?, noté Cgf’md(Rd), est
dense dans H!_,(R?) pour la norme || - ||i:. Soient d > 2 et ¥ une fonction de H!_,(R%),
on a

) ()] <@g 2 lx) =% @], p. p. sur R?

i) lim |¥(x)]=0.

[Ix[| =00
iii) Il existe une fonction ®, dans la classe d’équivalence p.p de ¥, Hoélderienne sur
R4\ {0}.
La démonstration des propriétés i), ii) et iii) est donnée dans [94]. Le théoréme suivant
est une conséquence immédiate des propriétés i), ii) et iii).
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Théoréme 3.2.1. (W. Strauss) Soientd > 2, p > 1 et (d — 2)p < d + 2. Alors Uinjection de

H! ,(R?) dans LP*!(R?) est compacte.

Une autre conséquence des propriétés i), ii) et iii) est que pour un domaine borné
ne contenant pas l'origine

Q= {xeR% Ry < x| < Ra},

rad(Q) C 0071/2(5)'
De plus pour 1 < p < +o0, les injections de I'espace H! ,(Q2) dans I'espace LP(2) et dans
I'espace C(Q) sont compactes [94].

avec 0 < R; < Ry, on a H!

3.3 Noyau reproduisant

Nous donnons ici un apercu sur la notion du noyau reproduisant. Cette notion est
fortement liée aux problemes d’'interpolations. Le noyau attaché a un espace hilbertien
a été introduit pour la premiére fois par Bergman [23, [24], pour le cas de I'espace des
fonctions holomorphes sur un ouvert de C9. De son coté, Aronszajn [14] a établi qu’il
s’agit d'une situation particuliere d'un cas général : a tout sous-espace hilbertien de
I'espace des fonctions sur un domaine {2 on peut associer un noyau reproduisant. L.
Schwartz [148] a étendu encore ce formalisme. Pour plus de détails, on peut consulter
les articles de Bergman, Aronszajn, Schwartz, ainsi que le livre de Attéia [16] et la
theése de A. Bouhamidi [27].

Dans l'objectif de parvenir aux fonctions définies conditionnellement positives, nous
devons spécialiser nos résultats sur le rétablissement optimal au cas de rétablis-
sement optimal de fonctions. Soit % un espace de Hilbert de fonctions définies sur
Q c R%. On suppose que H s'injecte continument dans I'espace C(92,R) des fonctions
continues sur {2 a valeurs dans R. L'idée de reproduire 'espace de Hilbert # par un
noyau parvient de I'action classique de la forme linéaire spécifique

6x:f'_>5x(f)::f(x)a fEeEH, z€Q,

qui est appelée la mesure de Dirac au point x. La fonctionnelle J, est supposée dans
‘H*, alors il existe une constante positive M = M telle que

|0 f e = [F )] < M f[34

On peut invoquer le théoréme de représentation Riesz pour affirmer I'existence d'une
fonction K(x,-) € H pour tout x € Q telle que

f(x) = 0x(f) = (FIK(x, ) n

est valide pour tout f € H et x € ). Nous définissons maintenant une fonction

K:QxQ— Rv K(XaY) = <K(Xa )|K(Y7 )>Ha VX,Y €.

La définition suivante donne la présentation de reproduire d'un noyau sur un es-
pace de Hilbert
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Définition 3.3.1. Soit / un espace de Hilbert réel des fonctions f : @ — R. Une
fonction K : 2 x 2 — R est dite un noyau de reproduction pour I'espace H si

1) K(x,.) € H, pour tout x € Q,
i) f(x) = (fIK(.,,x))%, pour tout f € H et toutx € Q.

Dans un espace de Hilbert, on peut affirmer, d’apres le théoréme de représentation
de Riesz, qu’il existe un unique noyau de reproduction qui reproduit tout I'espace. Les
deux propriétés de la définition permettent de prouver le théoréme suivant

Théoréme 3.3.1. Soit H un espace de Hilbert réel de fonctions f :  — R avec un
noyau de reproduction K et H* = L (H,R) son dual topologique. Alors on a

1. K(x,y) = (K(x,.)|K(.,y))n., pourtoutx,y €,
2. K(x,y) = K(y,x), pourtoutx,y € Q.

3. La convergence forte (en norme de Uespace de Hilbert ‘H) implique la convergence
simple, c’est a dire, siona||f — fu|lx — 0 pour n — +o00 alors |f(x) — fn(x)| — 0 pour
tout x € Q.

Démonstration. 11 est évident de voir que le 1) et 2) se font directement a partir la
symétrie du produit scalaire. Pour le 3), on utilise la propriété de reproduction et
I'inégalité de Cauchy-Schwarz

[f(x) = Fu)| = 1 = fs KCx))ae] < = Sl 1K %) 20

ce qui démontre le 3). O

Draprés la définition [3.3.1] I'espace de Hilbert # contient toutes les fonctions qui
sont de la forme

N
f(x) = ZCiK(ai,X), vx € Q
i=1

ou A={as,...,an} C Q. En utilisant le théoreme [3.3.1] on a

N N
1718 = (= (3 e(as )l Y eKCsag)n

N N
= Z Z CiCj <K(6Li, )|K(7 aj)>3"l

i=1 j=1
N N

= E E cich(ai,aj).
i=1 j=1

Donc, on définit I'espace généré par le noyau K par H = span{K(.,y): y € Q}

3.4 Fonctions radiales conditionnellement définies Po-
sitives (CDP)

En 1930, Bochner et Schoenberg établissent des caractérisations intégrales qui vont
étre des ingrédients essentiels pour I'analyse théorique des fonctions radiales. Soit J,
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la fonction classique de Bessel d’ordre n définie par la formulation récurrente suivante

d

PR (rJpt1(r)) =1Jn(r) = nJpt1(r), n>0.

La fonction de Bessel satisfait la propriété J_,, = (—1)"J,.

On rappelle que la transformée de Fourier d'une fonction ¥ dans L*(R?) est donnée
par
(&) = ;/ U(x)e %dx, Ve e RY
(2m)4/2 Jga 7 ’

et que la transformée de Fourier inverse est donnée par

1

U(x) = e

/ (&)™ éde, vx e R
]Rd

Pour V¥ : RY — R une fonction radiale de L (R%) avec ¥(x) = o(||x||2), la transformée

de Fourier ¥ de la fonction ¥ est une fonction radiale.
De plus, on a

~ 1 +oo
V() = W/O 112 0(t)J (a—2) 2 (]1€|2) .
2

Pour y une mesure a support compact sur R¢ , on rappelle que

10®) = [ ®(dn(e). Vo e Cm.
De méme le produit de convolution x * ® est donné par
P = [ D= du(e). V@ e CRY.
On note par P¢,_ | T'espace des polynomes sur R? de degré inférieure ou égale a m — 1.

Définition 3.4.1. Une fonction continue ¥ : R? — C est dite conditionnellement définie
positive d’ordre m (CDP,, 4) si et seulement si pour toute mesure p a support compact
sur R? et orthogonale a P4, |, c’est a dire

m—1°
(t,Py =0, VYPeP? |,
on a

(p, W) > 0.

La fonction ¥ est dite strictement définie positive (SPD,) si en plus l'inégalité précé-
dente est stricte, c’est a dire

(,px W) > 0.

ou 1 est le mesure conjuguée de la mesure .
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N
Un cas particulier est obtenu pour p = E ¢idq, une mesure (combinaison linéaire
i=1
finie de mesures de Dirac) supportée par les points distincts a; € R? , on a

N
(1, @) = c;®(a;), VP € C'(RY).
i=1
On a la définition classique suivante

Définition 3.4.2. Une fonction a valeurs complexes ¥ : R¢ — C est dite conditionnel-
lement définie positive (CDP,, 4) d’'ordre m si et seulement si pour tout N € N*, pour
tout ensemble de centres distincts A = {ay,...,an} C RY, et tout vecteur ¢ € CN\{0},
c=(c1,...,cxn)7T satisfaisant

N
> eP(ai) =0, VPeP: |,
=1

on a

N N
ZZcic_j\P(ai - aj) > 0.

i=1 j=1

La fonction ¥ est dite strictement définie positive (SPD,) si en plus l'inégalité précé-
dente est stricte, c’est a dire.

N N
Z chﬁll'(al — Clj) > 0.
i=1 j—=1

Une fonction ¢ : RT — R est dite conditionnellement définie positive sur R? d’ordre
m, si la fonction ¥ donnée par ¥(x) = ¢(||x||2), appartient a (CDP,, 4). On écrit alors
p e CDPm,d(RjL).

La notion de la définition (3.4.1) est encore valide pour les distributions, nous pouvons
consulté pour cela I'ouvrage de L. Schwartz [147].

Schoenberg dans [140], Micchelli dans [110] et Guo et al. dans [74], ont donné la
caractérisation de fonctions radiales conditionnellement définies positives a partir de
la notion de la monotonie. Si on considére la fonction d'une seule variable ¢ : [0, +co[—
R et la fonction radiale ¥ : R — R telles que

U(x) = p(lxll,), VxeR?
alors, cette caractérisation est fortement liée a la monotonie de la fonction ¢. On a la
définition suivante
Définition 3.4.3. Une fonction ¢ :]0, +oo[— R est dite complétement monotone sur
10, +00[ si ¢ € C>(0,00) et
(-1’0 (@) >0, VLeN*, Vr>0.

Une fonction ¢ : [0, +oo[— R est dite complétement monotone sur [0, +oo| si elle est
complétement monotone sur |0, +oo[ et continue en O.
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En 1938, la question de caractérisation a été posée par Schoenberg [140] concer-
nant les fonctions définies positives en termes de fonctions complétement monotones.
Schoenberg a donné la caractérisation suivante,

Théoréme 3.4.1. (Schoenberg [140]) Soit ¢ : [0, +00c[— R une fonction non constante et
U : R? — R une fonction telle que ¥(-) = o(|| - ||). La fonction ¥ est définie positive sur
R? si et seulement si la_fonction 7 — (1/T) est complétement monotone sur [0, +oo].

Micchelli [110] a généralisé le résultat donné par Schoenberg au cas des fonc-
tions conditionnellement définies positives. Une caractérisation des fonctions radiales
conditionnellement définies positives sur R? est donnée par Micchelli dans son article
[11Q]. La réciproque de la caractérisation de Micchelli a été prouvée par Guo et al.
dans [74]. Le théoréme suivant précise cette caractérisation

Théoréme 3.4.2. (Micchelli [110],Guo et al. [74])
Soit ¢ une fonction de C([0, +o0[) N C>(]0, +o0[). La fonction & = ¢(|| - ||2) est conditionnel-
lement définie positive d’ordre m sur R? pour tout entier d > 1 si et seulement si

(=1)"Hrpm+R) (1) > 0. pour toutr >0, k=0,1,2,....

Une autre caractérisation des fonctions conditionnellement semi-définies positives
est prouvée par Micchelli [110] dans le théoréme suivant,

Théoréme 3.4.3. (Micchelli [110])

On considere la fonction ¢ € C([0,+oc[) N C*>(]0, +o0|), définie par ¢ = ¢(y/-). S’il existe
un entier m € N\{0} tel que (—1)"(™) est bien définie et complétement monotone sur
10, +oc[, alors ¢ est conditionnellement semi-définie positive d’ordre m sur R% pour tout
d > 1. De plus, si 1) est une fonction non polynémiale de degré m, alors ¢ est condition-
nellement définie positive.

3.4.1 Fonctions radiales définies positives DP a support compact

Schaback et Wu [163] ont défini un opérateur intégrale et son opérateur différentiel
inverse qui permettent de construire des fonctions a base radiale a support compact.
Soit H 'opérateur défini pour toute fonction ¢ et tout r € [0; +-00[ par,

(Hyp)(r) = r9(r).
Définition 3.4.4. (Schaback et Wu [163])

i) Soit ¢ une fonction telle que Hy € L!([0, +o0o]). L'opérateur intégrale 1 est défini
par

—+oo
(I)(r) :/ (Hy)(t)dt, Vr € [0;+o0[. (3.4.1)
ii) Pour tout ¢ € C?(R), I'opérateur différentiel inverse D de I est défini par

(D) (r) = —%w ‘(r), Vr €]0; +o0l. (3.4.2)

Dans le paragraphe suivant on donne une liste de fonctions radiales usuelles a
support compact.
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Les fonctions radiales de Wendland

Théoréme 3.4.4. (Wendland [159]) Soit g € L1([0,+o0o[) une fonction positive et stricte-
ment positive sur un ensemble U. On suppose que la mesure Lebesgue de U est stricte-
ment positive. Etant donné K : [0, +o0o[x [0, +-00[— R un noyau satisfaisant les conditions
suivantes

i) K(r,.) est une fonction mesurable pour toutr > 0,
i) || K|loo < o0,

iti) K(.,t) est semi-définie positive sur R? pour toutt > 0 et définie positive sur R? pour
teU.

Alors

o) = [ K tg(oyi
0
est définie positive sur R?.

Démonstration. Comme la fonction noyau K(.,¢) est semi-définie positive pour tout
t > 0, il est en particulier continu. Alors, la fonction ¢ est continue. Finalement, pour
les points centres aj,...,ax € R? et ¢ € R4\{0} donnés, on a

o N N

N N
SN ciciellla; — aj]l2) = / D> eieiK(llai — a2, t)g(t)dt > 0.
i=1j=1

i=1 j=1

On a aussi

Z Z ciciK(|lai — ajl2,t) > 0,

i=1 j=1
car sinon

N N
Z Z CiCjK(HCli - aj”Qvt) =0,

i=1 j=1

ce qui implique

N N
| 3 el = sl it =0,

i=1 j=1
D’oul la mesure de Lebesgue de U est nulle. Ceci est impossible. O
La famille des fonctions de Wendland est donnée par
paek(r) =171 =)L (r), (3.4.3)
ou (1 —r) est la fonction de troncation radiale sur R? strictement définie positive

vy J@=r)f s 0<r<1,
O R

avec I =T et I* = IoI*~! pour k > 1. Les fonctions radiales & support compacts de
Wendland sont strictement définies positives sur R?,

@d,f,k(r) _ { Pf,k(r)ﬂ pour 0 <r< ]-7 (345)

(3.4.4)

)

0, sir>1,
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ou P, est une fonction polynémiale a une seule variable.

Pour tout k dans N, il est bien prouvé par Wendland dans [158] que pour un espace
donné de dimension d possédant la propriété de régularité de classe C?*(R), il existe
une unique fonction ¢ de la forme (3.4.5]) qui est définie positive sur R et a une partie
polynomiale de degré minimum ¢ = |d/2|+k+1, ou |z] est la fonction partie entiere du
nombre z. Notons que, pour une dimension paire d, la propriété ¢y 1, := @40,k = Pd+1,0,k
est valable grace la fonction partie entiére.

On rappelle que la fonction ¢, est strictement définie positive sur un espace de
dimension finie de dimension d. Ces fonctions sont strictement définie positive sur R?
ainsi elles sont définies positives sur R% avec dy < d. Il est possible de construire des
fonctions désirées dont la régularité est C?*.

Pour ¢ = |d/2] + k + 1 et pour tout k£ € N, d’aprés les relations (3.4.1) — (3.4.2) —
B4.3) — (3.4.4)), les fonctions radiales a supports compact de Wendland ¢, sont
obtenues par l'intégration par partie selon les formules explicites suivantes,

peo(r) = (1-1),

pea(r) = coa(l—1) [(0+Dr+1],

wea(r) = cea(l— r)ﬁ_Jr2 [(82 + 40+ 3)1% + (30 +6)r + 3} ,

we3(r) = cp3(l— r)ffrg [(43 +90% + 230 + 15)r3 + (62 + 36( + 45)r? + (15¢ + 45)r + 15] )

Ces fonctions ont une régularité respectivement dans C° NSPD(R?), C2NSPD(R3), C*N
SPD(R?) et C® N SPD(R?). Les coefficients cy1, cs2 €t ¢, 3 sont donnés respectivement
par

1
N VA U
1
T WA D)4
Ce3 = 1 .

C+DE+2)+3)L+4)(l+5)(£+6)

Les fonctions normalisées de Wendland ¢, sont données dans le tableau suivant
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| Dimension | Fonction radiale r — ¢y (r) | Classe |

d=1| ¢10)=01—-1)4 C%NSPD
d=1] ¢3:(r)=(1—1)3 Br+1) C?NSPD
Z =1 ws,ggrgi(l( —r %2(81"2 +5r+1) gé N gPD

<3 | w20(r)=(1-1)5 N SPD
d<3 | ¢s:1(r)=(1—1)% (4r+1) C?2NSPD
d<3] @aa()=(1-1)% (Zr+6r+1) C*NSPD
d<3] ¢s53@)=(1—-r)% (32r° +25r’ + 8r+ 1) [ C°NSPD
d<5] ¢30()=(1—-1)3 C°NSPD
d<5| ps1(r)=(1—-1)% (5r+1) C2NSPD
d<5 | p52(r)=(1—1)7 (16r7+ 7r+1) C*NSPD

TABLE 3.1 — Exemple de fonctions radiales normalisées de Wendland calculées pour
¢=1d/2] +k+1 et pour k € N.

Les fonctions radiales de Wu

On présente ici une autre méthode utilisée par Wu pour construire une famille de
fonctions radiales strictement positives a support compact. Les fonctions radiales de
Wu [163] sont

p(r)=(1-1")%, LeN. (3.4.6)

La fonction ¢ est strictement définie positive et radiale. A partir de cette fonction Wu
construit une autre fonction radiale ¢, sur R par convolution avec la fonction ¢ donnée
en (3.4.6),

pe(r) = @xp(2r)
_ / (1— )5 (1 (20— 1)) dt

— 00

1
= / (1 =31 — (2r — t)?)"dt,
~1
pour tout ¢ € N. La fonction ¢, est strictement définie positive puisque sa transformée
de Fourier est essentiellement le carré de la transformée de Fourier de ¢ :

me =[5 (5)] =0

Les fonctions ¢, sont polynémiales sur leurs supports. En fait, le degré de la fonction
polynomiale est 4¢ + 1, et ¢, € C*(R).

De nouveau, une famille de fonctions radiales strictement définies positives est
k

d
construite en utilisant I'opérateur différentiel DF := ok comme suit
T

0rk(r) = DFoy(r).

Les fonctions ¢, ;, sont strictement définies positives et radiales dans R? pour d < 2k+1,
et sont polynomiales de degré 4¢ — 2k + 1 sur leurs supports et elles sont dans C2(‘~*)
a l'intérieur du support. La régularité sur le bord est de classe C*~*.
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Dans la pratique, on choisit ¢ petit de telle sorte a avoir des polynémes avec des
expressions simples dans la formule suivante

ek (r) = D* ( / - <2r—7>2>‘fd7) C0<r<l

-1

Le tableau [3.2] suivante illustre les polynémes normalisés de Wu

| ¢ | Fonction radiale r — ¢y (1) | Classe |
=01 poor)=(1—1)4 C°NSPD(R)
(=1]¢o@)=1-1)3 (*+3r+1) C?2NSPD(R)
(=11 p11(0)=1-1)7 (3r+1) C% N SPD(R?)
(=21 poo(r)=1—1)%(?+5r°+9r? + 5r+ 1) C*NSPD(R)
(=21 1= -1 (G’ +3rP +4r+1) C? N SPD(R?)
(=21 @oo(m)=(1—-1)3 Er* + Ir+1) C% N SPD(R?)
(=31 p30()=(1—0)7 (1470 + 8B8r? + 73 4 T4 4 705 +45) | CONSPD(R)
(=31 p3.()=01-1)50 -0} (1 +6r+Fr?+12r° + 5" + 2r°) | C*'NSPD(R?)
(=3 @3,2@)%(1 -1} (1+ 35 + 6r52 + %;3 + 217 C?2 N SPD(R®)
(=31 p33()=(1—1)7 (14 Zr+ 2r? + 21°) C°NSPD(R")

TABLE 3.2 — Exemple de fonctions radiales normalisées de Wu calculées pour une
dimension d < 2k + 1 et pour k € N (c.f. [163]).

Les fonctions radiales de Buhmann

Nous présentons ici une troisieme famille de fonctions radiales strictement définies
positives a support compact introduite par Buhmann [38]. L'idée de Buhmann est
basée sur les fonctions de Wendland et Wu. Comme dans Wendland [158], on pro-
céde a l'intégration d'une fonction positive g € L*([0, +oo[) avec le poids d'un noyau K
strictement défini positif. La fonction prend alors la forme générale suivante (voir le

théoreme [3.4.4)
go(r):/o K(r, t)g(t)dt.

Elle est strictement définie positive. La construction Buhmann correspond au choix
2

d'une fonction g(t) = t?(1—t7)% et d'un noyau K(r, t) = <1 - r—) . On obtient la fonction
t)y

de Buhmann strictement définie positive a support compact

) 2\ @
Pa0(r) = / (1 — %) t9(1 — 1) dt,
0

+

avec 0 < v < % p > 0. Pour obtenir des fonctions strictement définies positives et

radiales sur R? pour d < 3. Les contraintes sur les parameétres sont a > 0 et —1 < 3 <
2-1. Les fonctions de Buhmann contiennent un terme logarithmique additionnel a la

partie polynoémiale comme le montre les exemples suivants
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i) Poura=1,6=0,y= % et p = 1, par une intégration par partie on obtient

¢1(r) = = (6r°log(r) —4r® +3r* +1), 0<r<1.

Wl =

Cette fonction est de classe C° N SPD(R?). La fonction ¢; est normalisée comme
suit
@1(r)=6r%log(r) —4r® +3r* +1, 0<r<1
avec une extension par continuité donnée pour r = 0 par ¢;(0) = 1.
ii) Pour a=2,y=6= % et p =1, est donné dans [39] :
(12r'log(r) — 21r* +32r® — 121 +1), 0<r< 1.

palr) = 5

Cette fonction est de classe C? N SPD(R?). La fonction ¢, est normalisée de la
maniére suivante

@a(r)=12r*log(r) — 21r* + 3213 —12r 41, 0<r<1,

avec une extension par continuité donnée pour r = 0 par ¢2(0) = 1.

iii) Pour a =3, =1,y = % et p = 2, par une intégration par partie on obtient

1
p3(r) = 0 (60r® log(r) — 180r* log(r) — 145r° + 384r° — 225r* — 15r2 +1), 0<r<1.

Cette fonction est de classe C* N SPD(R?). La fonction ¢3; est normalisée de la
facon suivante

©3(r)=60r%log(r) — 180r* log(r) — 1451° + 384r° — 2251* — 1512 +1, 0<r<1,

avec une extension par continuité donnée pour r = 0 par ¢3(0) = 1.

La figure montre les graphiques de différentes fonctions radiales a support
compact :
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FIGURE 3.1 - Les fonctions de Wendland y=y i (E) (En haut a gauche), Les fonctions
ag

de Wu y=yy ¢ ( ) (En haut a droite) et Les fonctions de Buhmann y=¢ (r) (En bas)

T
g

avec —o <r < ¢ avec o = 3 ou ¢ est un parametre d’échelle.

g

3.4.2 Fonctions radiales CDP a support non compact

On considére parmi les plus populaires des fonctions radiales a support non compact :

I) Fonctions radiales Gaussiennes (G) : Relativement au théoréeme [3.4.1lde carac-
térisation de Schoenberg-Micchelli ou le théoréme (Micchelli [110], Guo et
al. [74]), les fonctions Gaussiennes (G)

o= -

r2

V2o

)

sont strictement définies positives puisque la fonction ¥ (r) = ¢, (1/r) est compleé-

tement monotone car

v = o () e (5 ) = (o4)

pour £=0,1,2,....

II) Fonctions radiales de Sobolev :

4

I
exp (———) >0,
p( \/§0>

Soit ¢ > 0 une constante réelle. D’aprés le
théoréme [3.4.1] de caractérisation ou le théoréme (Micchelli [110],Guo et al.
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[74]), la fonction de Sobolev donnée par
pr)=e " (I+r+1?)

est strictement définie positive puisque la fonction ¢ (r) = ¢(r) est complétement
monotone car

pour £=0,1,2,....
Fonctions MultiQuadratiques (MQ@s) et MultiQuadratics inverse (IMQ@s) : Dans
les années 1970, R. Hardy [76, [77, [78] présente une autre approche d’'utilisation
de fonctions radiales. Ses travaux portent dans un premier temps sur des appli-
cations de manipulation en géologie. Pour la modélisation en géologie seismique,
Hardy a introduit dans son article [76], les fonctions multiquadratiques (MQs) et
les fonctions multiquadratiques inverses (IMQs) données par

i) MQ : ¢.(r) = (c +1?)?,

ii) IMQ : o (r) = (c +12)77,
pour ¢ > 0 et 5 > 0 des constantes données. D’apres le théoreme [3.4.1]| de carac-
térisation de Schoenberg-Micchelli ou le théoréme (Micchelli [110],Guo et
al. [74]), les fonctions multiquadratiques inverses (IMQ) sont strictement définies
positives (SPD) puisque la fonction v (r) = ¢.(1/r) est complétement monotone car

(- O a) = (=D)*B(B-1)...(B+L—-1)(r+c) P F>0, £=01,2,....

D’aprés le théoréme de caractérisation de Micchelli (Micchelli [11Q]), les
fonctions multiquadratiques (MQ) sont conditionnellement définies positives (CPD)
puisque la fonction v (r) = (—1)#ly.(y/r) est complétement monotone car

()P () = (1P BB = 1) (5 - [B] + D+ )" 2 0,

ou || est la partie entiére de S.

La spline de type plaque mince (TPS) et fonctions (m, s)-Splines : Soit s un
nombre réel tel que s < d/2, on définit par H* est I'espace des distributions tem-
pérées u dont les transformées de Fourier u sont des fonctions mesurables loca-
lement intégrables a valeurs complexes sur R? telles que

[ Temel @) < oc.
R4
L'espace H* muni de la topologie associée au produit scalaire défini par

(wlo)s = [ lmelPai@e,

est un sous espace de Hilbert de distributions tempérées et la norme associée est
donnée par |u|s = <u|u>§/2 (voir T'article [3Q]).

Soient A? I'opérateur bilaplacien et § la mesure de Dirac a l'origine. La spline de
type plaque mince (en anglais Thin Plate Spline (TPS)) ¢ introduite par Duchon
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est générée par la solution €lémentaire de I'équation de Euler-Lagrange A%V =
8md au sens des distributions. La spline de type plaque mince (TPS) est une
fonction radiale donnée par

U(z,y) = (2° + y*)log(Va? + y?),
pour tout (z,y) € R% On a bien la formule du Laplacien
A?[r?logr] = 4Alogr 4 1] = 876.

La fonction d'une seule variable ¢ : [0,+00o[— R™ associée a la spline de type
plaque mince (TPS) est une fonction ¢(|| - ||) := ¥ qui minimise la fonction cotut

u\’ u \° 2u\ >
J(u) = — 2| =— — dzdy.
() /R2 l(@:@) * (6w8y) N <8y2> i
Soit m un nombre naturel strictement positif tel que —m+% <s < %. On considére

I'espace de Beppo-Levi D*m(ITIS) des fonctions continues sur R? pour lesquelles
toute dérivée d’ordre m au sens des distributions est dans H® , c’est a dire

X™s =D "(H*) = {ve D'(RY): VaeN |a|=m, 0 ecH*},

ou 0% = 9™ ...0% est I'opérateur de dérivation au sens des distributions avec

a;
9 =

pT pour touti=1,...,d et @ = (a,...,aq). Pour s = 0, on a H* = L2(R?) et
x; "

Xm0 = {v e D'(RY): VaecN|a|=m, 0% €L*R%)}

L’'espace X""* muni de la topologie associée au semi produit scalaire suivant

| — —_—
(W = 2 %5 [ l2ne0mu(e)50(E e

la]=m

est un espace semi Hilbertien. La semi-norme associée est donnée par |u|, s =
(u|u) % (c.f. [61, [62)).

Les fonctions v de X™* telles que A™**y = 0, sont des polynomes dans P,,_1(R?)
qui est I'espace nul de (X%, - |,,.¢), Cest a dire que Ker(A™+%) =P, _;(R%).

La solution fondamentale de I'’équation d’Euler-Lagrange A™" %y = § est la fonc-
tions (m, s)-Spline donnée dans [62, [147] par

w(ey = [ eI log(ell)  si2m + 25— d € 2N,
||€||2m+287d sinon.

Soit A = {ay,...,ax} 'ensemble de points distincts dispersées dans R¢. On a
span{¥(. —a;):i=1,...,N} @ P,,_;(RY) c X™*.

En particulier, pour d = 2 et m = 2, alors s = 0 et on obtient la fonction de type
plaque mince(TPS) de Duchon ¢(||£]|) = [|€]]? log(||¢]]) sur R*\{(0,0)} et »(0) = 0 (c.f.
[62]).
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Les fonctions (m, s)-splines sont radiales conditionnellement définies positives

puisque pour toute famille de points distincts a4, ..., ax dans R? et tous nombres
N
scalaires cy,...,cN tels que la mesure p = Z cidq; €est orthogonale a I'espace nul

=1

N
P,,—1(R?), c'est a dire Z ciay =0, VYo, |al <1, on alaforme quadratique posi-
i=1
tive,
N N

) cicillai — a;]|* log(l|ai — ajll) > 0,
i=1 j=1
ceci satisfait la définition
a) Si 2m + 2s — d € 2N, d’aprés le théoréme de caractérisation de Mic-
chelli (Micchelli [110]), la fonction de type plaque mince (TPS) est condition-
nellement définie positive CPD puisque la fonction #(r) = (—1)**1p(\/1), k =
m + s — d/2 est complétement monotone car

(_1)k+1
VO (r) = 5kl =1)... (k= £+ 1)log(r) + Py(r), 1<C<k,
ou P, est une fonction polynoémiale de degré k — ¢. En particulier, si ¢ = k
alors on a
& (_ )k+1
P (r) = ——FK!log(r) +

ou c est une constante. Alors (—1)"1yp*+1 (1) = Ey=1 > 0,

b) Si 8 = 2m + 2s — d ¢ 2N, d’aprés le théoréme [3.4.3] de caractérisation de
Micchelli (Micchelli [110]), la fonction de type plaque mince (TPS) est condi-

tionnellement définie positive CPD puisque la fonction ¢ (r) = (—l)LgJ@(\/f),
est compleétement monotone car

O (1) = (—1)L§J§ (g - 1) <§ — 0+ 1) s,

En particulier, pour ¢ = ng on a

(—1) 2l ED ) = g (g _ 1) (g _ ng N 1) LIS

V) La spline X, ,; et fonctions radiales sous tension :
i) Soit d € N*. Pour tout m € N* et tout s € R tels que

+d< <d
CmA4 - <g< 2
2 2’

et pour tout / € N, on définit I'espace X™** par
Xmbs .= Dy™(HY) = {v e D'(RY)/ VYaeN!, m<l|a|<m+{, 8% eH},

ot I'espace H* est défini comme dans le paragraphe [3.4.2]
Bouhamidi dans [27] a défini un semi-produit scalaire sur I'espace X™* par

¢ | P
Vu, v € XM (ufv) s = Z Z (m + 1) / |27€ | % 0u Oovdé.
Rd

a!
r=0 |a|=m+r
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L'espace X™%* muni de la semi-norme

1/2
[lm,t,s = (ulv) 2,

est un espace semi-Hilbertien [27]. Si 2 est un ouvert de R? alors I'espace
Xmbs .= D, ™(H*(2)) muni de la norme

1/2
|wmm=(4mmWM+mm“),

est un espace de Hilbert dont la topologie est indépendante de 2.
Pour / = 0, alors X"™%¢ = X™* est exactement I'espace introduit par Duchon
|61, I62]. Pour —m + % <s< %, on a les inclusions continues suivantes (c.f.
(271

S(RY) = X505 — S'(RY).

L'opérateur différentiel A, , ; est défini par
Am,f,su = eiﬂ—sAS (Am,ﬁu) 5 Yu € Sl(Rd),

avec
JANSITES Z (—1)llg2ay,

m<|a|<m+

L'espace X% = ng(ﬁs) est le domaine de définition de l'opérateur diffé-
rentiel A, 5. On a le résultat suivant,

Proposition 3.4.1. (c.f. Bouhamidi (27])

i) Pour tout élément u de X™"* et pour toute fonction ¢ de S(R?), on a

<u|90>m7€7s = (Am,f,S’uﬂ@) = (uaAm,f,sSD)a

au sens des distributions.

i) Siu est un élément de X™%5 et si on a Ao st = 0 au sens des distribu-
tions, alors u est un polynome dans P, _1(R%).
On dit que ker(Ap, 0,s) = Pr—1(RY) est Uespace nul de (X™5%, |- |.0.5).

Démonstration. Pour la démonstration, on réféere a Bouhamidi [27]. O

Une solution élémentaire de I'équation
A7’n7€7su = 57

au sens des distributions est la (m, ¢, s)-spline, notée K,, ,,. Pour ¢ = 0, la
(m,0, s)-spline est exactement la (m, s)-spline de Duchan [61, 162].

Le noyau K,, ¢ s est une fonction conditionnellement définie positive [27]. On
a

N N
Z Z Cichm,E,s(ai - CLj) > Oa Ve e RN-
i=1 j=1

Cette fonction ouvre une fenétre de grande importance dans le domaine d’in-
terpolation.
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ii) Soient 7 > 0 un nombre réel positif et H le sous espace vectoriel de D'(R)

défini par
H={ueD(R):u etu” € L*R)}-

L’'espace H muni de la topologie associée au semi-produit scalaire

(ulv)n = /}R W (EW ()de + 7 / W' (€) v/ (€)de,

R
est un espace semi-Hilbert dont la famille de semi-normes associées est don-
ulg = <“|u>[1m/ ?. Le paramétre réel T appelé le coefficient de tension.

née par
Soit D, l'opérateur différentiel linéaire défini sur D'(R) par
ot 02
Dy =—— +7 -
Ozt T 0x?

Les fonctions v de D' (R) telles que

sont polynomiales dans Py(R) qui est I'espace nul de D,, ou1 Py(R) est I'es-
pace des polynémes constants c’est a dire que Py(R) est isométriquement
isomorphe a I'ensemble des nombres réels R.

Pour tout v € H, on a

(ul)u = (Druly) = (ulD-y), V¢ € D(R).
La solution fondamentale ¥, de I'équation
Dyu =4, (3.4.7)

au sens des distributions, est une distribution tempérée sur R.

L’espace H est le domaine de définition de l'opérateur D, et Ker(D,) = Py(R).
Il est facile de vérifier que I'une des solutions élémentaires de I'équation (3.4.7)
est

U, (z) = —% (e 4+ rlal) (3.4.8)

Cette fonction minimise la fonction cotut
9% | ou
J(u) = —1| d 2 —
w=[ |5 =+ [ |5

Dans le cas multidimensionnelle, Bouhamidi et al. [22] introduisent la fonc-
tion radiale sous tension (RFT)

2
dx.

() = 55 (e TIEN 1 7el), v e R,

La fonction d’'une seule variable ¢, : [0, +0o[— RT :

0 () = L (e‘T\/Z + Tﬁ) , (>0, (3.4.9)

273

assocée a ¥, donnée par V. (&) = ¢, (||€||?) est complétement monotone. La
fonction V¥, est conditionnellement strictement définie positive d’ordre m = 1
sur R pour tout entier d > 1 (c.f. [22]).
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3.4.3 Interpolation par les fonctions a base radiale

Soient ¥ une fonction radiale, A = {ay,...,ax} C Q C R? un ensemble de points et

" el
la distance de densité de A dans le domaine (). La distance h dépend de A et de (2.
La paramétrisation d'une fonction u par des noyaux revient a choisir un ensemble de
points de controle A et a définir une fonction approchée u;, a la fonction u. La fonction
up, est une combinaison linéaire dans une base formée par les noyaux (- — a;) centrés
en des points a; € A,

N
un(x) =Y P (x — a;)- (3.4.10)
i=1
Parfois cette approche est additionnée par une fonction polynomiale P, on écrit
N
un(x) = Y ¢;U(x —a;) + P(x)- (3.4.11)
i=1

Nous pouvons faire une description pour cette interpolation selon les propriétés du
noyaux choisi pour former la base de fonctions radiales

a) Si la fonction radiale ¥ est strictement définie positive SDP, alors 'espace d’ap-
proximation est définie de la facon suivante

Haw =span{¥(-—a;): i=1,...,N}. (3.4.12)

Dans ce cas, la fonction radiale ¥ est d’ordre zéro donc la partie polynomiale dans
I'expression (3.4.11) est nulle. La reconstruction par interpolation sur .4 consiste
a trouver une fonction de la forme dans l'espace d’approximation donné
par (3.4.12). La fonction u,, est dite une fonction a base radiale. Le probléme est

de déterminer les parameétres c = (ci,...,cen)T € RN tels que

N

> aV(a;—ai) =u(ay), j=1,...,N. (3.4.13)

i=1
La reconstruction par interpolation sur A conduit a la résolution du systéme
linéaire

Kawc=ba (3.4.14)

ou Ay = (¥(a; — ai)), ., jon est une matrice creuse et ba = (u(a1), ... ,u(an))T est

le vecteur du second membre. Comme la fonction ¥ est définie positive, alors la
matrice K 4 v est définie positive et inversible. Le systéme linéaire (3.4.14) admet
deonc une unique solution.

b) Si la fonction radiale ¥ est conditionnellement définie positive CDP d’ordre m
dans R?, alors l'espace d’approximation est défini de la facon suivante

Haw =span{¥(-—a;):i=1,..., N} P4 (3.4.15)

m—1"
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ou P¢ | est I'espace des polynomes dans R? de degré < m — 1.

La fonction a base radiale d’'interpolation ou d’approximation est donnée sous la
forme

N d’lil
un(x) =Y ¥(x—a;) + > &Pi(x), (3.4.16)
i=1 i=1
-1
ou d,, = % est la dimension de I'espace P4, | et {Py,...,Py, } est une
m — 1)ld!
base de P4,_,.

Pour déterminer la fonction a base radiale v de (3.4.16), il faut calculer N + d,,
coefficients. Pour gérer cette situation, on impose la condition d’interpolation

u(a;) =uj, j=1,....dm,

de d,, données. Afin d’assurer I'existence et I'unicité de la solution u, on doit tenir
compte des conditions d’orthogonalités suivantes

N
Zcin(ai)z(), jZl,...,dm.
i=1

On obtient un systéme linéaire de dimension (N + d,;,) x (N + d.,)
N N
ZCi\I’(CLj—CLi)—FZEiPi(Xj) = uj, j=1,...,N
i=1 i=1
N
Zcin(ai) = O, jZl,...,dm.
i=1

L’ensemble A doit contenir un sous ensemble ayant la propriété de P4 _ | -unisolvant
suivante

Définition 3.4.5. Un ensemble E est dit P¢_,-unisolvant si le polynome nul
est I'unique polynome de P?

¢ _1 qui s’annule sur E, c’est a dire que E vérifie la
propri€té suivante

[PeP!_, et P(x)=0, VxeE]=P=0.
On désigne ¢ = (cy,...,cn)T et ¢ = (¢1,...,¢q,,)T, ba = (u(ar),...,u(ax))”, et

AA7‘I’ = (\Ij(aj - ai))1gm‘§Na Q= (Pi(aj))15i$dm )

alors le systéme linéaire s’écrit

(g 0)(5) (o)
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3.5 Reconstruction sans maillage d’un signal en fré-
quence

On considére la formulation variationnelle faible donnée dans la Section [2.3.2] du
chapitre 2l par
Ay (ua(,w),v) =L, (v), VveH;, (3.5.1)

ou la forme sesquilinéaire A, : H; x H; — C et la forme semi-linéaire £, : H; — C, sont
données respectivement par

A, (,v) = /Q D (x) V() Vv () dx + /Q Qo ()R dx + 2 /d AEOVE(E) (852

et

Lo(v)=2 /a O Ed() + / F(x, w)v(x)dx, (3.5.3)

pour tout u,v € H,, avec do est la mesure d'aire sur 'ensemble 9.

3.5.1 Approximation de Galerkin sans maillage

La méthode des €léments finis dépend d'un maillage du domaine {2 et prend l'espace
de dimension finie V; comme un espace induit par la triangulation du domaine pour
I'interpolation. Dans cette partie, nous voulons reconstruire un signal pour 'équation
de diffusion non-stationnaire en utilisant une base de fonctions radiales a support
compact [158, 139, [163] ou une base de fonctions radiales a support non-compact
[22, 161, 76]. On sélectionne une fonction radiale ¥ : R¢ — R continument différentiable
et un sous ensemble de points centres A = {ay,...,ax} C Q dispersés dans le domaine
Q. Soit 6 un nombre réel strictement positif, on définit une fonction radiale ¥; a échelle
0 par

wé(x—ai):gp(@), i=1,...,N. (3.5.4)

On note par {Py,...,Py, } une base de l'espace P¢ _, et par la famille (B;(.,5))1<i<N+d,.
une base de parametre § donnée par

Us(x—a;) pouri=1,...,N,

Bi(x,5)={ P;_n(x) pouri=N+1,....N+dy. "’ x €12

Par défaut, si la fonction radiale V(- — a;) est strictement définie positive alors on
prend tout simplement

Bi(x,0) = ¥5(x —a;), pour toutxeQ et touti=1,...,N.
On définit le sous espace d’interpolation V;, de ﬁl dont la dimension est N + d,,, par

Vi, =span{B;(.,d) : 1 <i<N+dy,} (3.5.5)
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Pour tout x dans (, la solution approchée u,(.,w) € V; est une combinaison linéaire
dans la base (B;(.,9)) :

N+dm
up(x,w) = Y zni(w)Bi(x, 8) (3.5.6)

i=1

satisfaisant les conditions d’orthogonalités

ZZhvi(w)Pj(ai) =0, j=1,...,dn,

=1

ou pour tout 1 < i < N+ d,,, les fonctions w — z;,;(w), de variable est la fréquence
w € R, sont a valeurs complexes.

En utilisant v = B,(.,4) comme fonction test dans la formulation variationnelle faible
(8.5.1)),0n obtient I'approximation de Galerkin donnée par

N+dpm,
> mniW)Aij (@) =bnj(w), j=1,....N+dpn, (3.5.7)

i=1
ou A;;(w) sont les coefficients de la matrice A(w) donnés par
Ajj(w) = Dy + Uy +2Qq;, (3.5.8)

pour tout1 <i,5 <N, ona

Dij = A D(X)V‘I’g(x — ai)V\I'(;(X — CLj)dX,
Uy = /Q u(x)Us(x — a;)Us(x — a;)dx,
Q= [ AOFs(E — a)ale — a,)ao(c).

pourtout 1 + N<i<N+d,etl<j<N,ona
Dij = / D(X)VPi,N(X)V\I&;(X - CLj)dX,
Q

Uij

/ Qu(®)Pi—n(x)¥s5(x — a;)dx,
Q
Q= [ AOPNOs(e ~ a)io(o)
a0
pourtoutl <i<NetN+1<j<N+d,,ona
D(x)V¥s(x — a;) VP, _n(x)dx,

A (x)Vs(x — a;)Pj_n(x)dx,

S— 55—

Y(E)Ws(€ — ai)Pj_n(§)do(§),

o
[
—

[219]
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etpourtout N+1<¢i<N+d,etN+1<j<N+d,,ona

Dij = / D(X)VPi,N(X)VPJ‘,N(X)dX,
Q

&
I

/QQw(X)PFN(X)Pj,N(X)dX,
Qy = /8 HEP (O, (o),

et by, j(w) sont les coefficients du vecteur by, (w) donné par
bnj(w) = 2Gj(w) + Fj(w), (3.5.9)

ou G;(w), Fj(w) sont donnés par

Gj(w) = / HECE W)€ — ay)do(€), Fy(w) = / F(x,0)Us(x — aj)dx, j=1,...,N,
o0 Q

Gj(w) = /asz Y(&)G(&, w)Pj_n(&)do(§), Fj(w) = /QF(x,w)Pj,N(x)dx, j=N+1,...,N+d,.
Le calcul des coefficients de la matrice (3.5.8) et le calcul des coefficients du vec-
teur (3.5.9) se font respectivement par les formules de cubature que nous expliquons
bréivement ci-apres.

3.5.2 Formules de cubature et calculs numériques

Nous nous sommes emmenés a calculer les intégrales qui figurent dans les expres-

sions de (3.5.8) et (3.5.9). Pour cette raison, nous procédons par la formule de cuba-
ture dont nous allons parler briévement de son procédé.

Formules de cubature
Il s’agit d'une formule d’'intégration numérique, dite formule de cubature permettant
de calculer l'intégrale d'une fonction sur un domaine de R?. Soit 2 un domaine borné

de R?, alors il existe un rectangle R = [a,b] x [c,d] tel que 2 C R. Soit ¢ une fonction
intégrable sur 2. La primitive de la fonction ¢ dans la direction = est

Fw) - | " (e y)de,

pour un abscisse xg € [a, b] fixé.
D’aprés la formule intégrale de Green-Gauss on a

/Q (e, y)dudy = ﬁ Py

Il s’agit d’'une intégration numérique dune intégrale de type (c.f.[149, [150Q])

¢
/Qqﬁ(x,y)da:dy > (i, yi)-
i=1
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Si ¢ est un polynéme de degré 2¢ — 1 alors on a une formule de cubature exacte, c’est
a dire

L/wxyMW—E:%w%wJ

i=1

Les calculs numériques

Soit ¥ une fonction radiale satisfaisant la définition associée a la fonction ¢
comme dans (354), et soit 2 C R? un domaine borné. Les coefficients A;;(w) de la
matrice de rigidité A(w) sont calculés comme suit :

pour tout 1 <i,5 <N, on a

o () ()
[ (o 2200 (Ll (=)
Q= [ e (B o (B ) de),

pourtout 1 +N<:<d, +Netl1<j;<d,,ona

D, = %/QD(X)QPI (||X —5aj||2) VPi“h)I((?i)Zﬁ':— a;) 5o
/ qw<x>PiN<x>so(%) dx

[ @pn©e (15212 ) aote

pourtout 1 <i<Netl1+N<j<d,+N,ona

Dy = L[ o (Bsels) T

llx — aill2

/Q (ua(x) + i—OV(X)) @ (@) Pj_n(x)dx,
Qi = /697(5) ('5 6al|2)Pj_N(€)dO’(§),

etpourtout 1+ N<i<N+d, et1+N<j<N+d,, ona

&
[

S
I

o
[

S
I

Dij = ‘/QD(X)VPi,N(X)VPj,N(X)dX,
Uy = ‘/QqUJ(X)PifN(X)Pj*N(X)dX7

Qy = / H(EP; N (E)P; n(€)do(©).
o0

Les termes de la source sont calculés pour j =1,...,N par

£y = [ Fesade (P58 ) i, 6500 = [ a@cewe (540 aste)



3.6. RECONSTRUCTION D’UN SIGNAL DANS LE TEMPS 99
etpour j=1+N,...,N+d,,,
Fj(w) = / Fx,w)Pj_x(x)dx, Cj(w) = /a OGP N (o)

On note par z;(w) = (zp1(w), ..., 2p,(N+d,,)(w))" le vecteur de parametres inconnus qui
apparaissent dans l'expression (3.5.6) de la solution approchées u,(.,w) et byp(w) =
(br1(w), ., bp,(N+d,,)(w))? le vecteur source. Alors on obtient le systéme linéaire sui-
vant

A(w)zp(w) = bp(w). (3.5.10)

Comme dans le chapitre précédent, pour une fréquence w donnée, on résout le sys-
téme (3.5.10). On obtient ainsi I'approximation u;(x,w) donnée par I'expression (3.5.6).

3.6 Reconstruction d’'un signal dans le temps

Dans cette section, une solution approchée ¢; de la solution exacte ¢. est obtenue en
utilisant la transformée de Fourier inverse de ;. De plus, on veut utiliser la formula-
tion de quadrature de Gauss-Hermite pour calculer numériquement la transformeée de
Fourier inverse de u;. En utilisant le théoréeme [2.3.2] pour un temps fixé ¢ de [to, to+T],
le probléeme (2.3.1)-(2.3.2) admet une solution unique ¢.(.,¢) comme la transformée de
Fourier inverse de I'unique solution u.(.,w) du probléme de diffusion (2.3.4)-2.3.5).
On a

+oo
6. (x,1) = \/%/ U (%, @) dus, (3.6.1)
pour tout x € Q.

Une solution approchée ¢.(x,t) du probleme de diffusion (2.3.1)-(2.3.2), en utili-
sant la méthode sans maillage, est obtenue par la transformée de Fourier inverse selon
I'expression suivante

IR ;
x,t) = — U (x, w) e dw. 3.6.2
on(x,t) oz [ N n(x,w) ( )
La solution approchée ¢(.,t) est un élément de I'espace V,, et est donnée par
N+dom,
Gn(x.t) = Y Viit)Bi(x,8), VxeQ, (3.6.3)
=1

ou pour tout 1 <4 <N + d,,, la fonction

1 [t :
Vh,i(t) - E/ Zh,i(w)eltwdw,

est la transformée de Fourier inverse de la fonction z;; donnée dans (3.5.6).
Soit )
¢i(w7t) — Zh7i(OJ)€(w2+itw),

Ver
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alors
—+oo

Vii(t) = Vi(w, t)e " dw- (3.6.4)
Pour tout 1 < i < N + d,,, la fonction ¢ — Vy,(¢) est définie sur [tg,tg + T] & valeurs
dans R. Pour calculer l'intégrale donnée par l'expression (3.6.4), on utilise la formule
de quadrature de Gauss-Hermite

+o0 m
i (w, t)e*“’2 dw ~ Z aph;(we, t), (3.6.5)
=0

— 0o

ou les nceuds (w¢)o<r<m sont les racines du polynéme d’Hermite H,,, ., de degré m+1, et
les coefficients poids (a¢)o<¢<m Sont obtenus comme dans le chapitre précédent. D’oti,
les coefficients V), ;(¢) donnés par sont approchés selon la formule suivante

Vi(t) ~ Z@e¢i(we,t)' (3.6.6)
=0

Finalement, d’aprés (3.6.3), on obtient

N+do, m
Gun(x,t) = Y ( Ofﬂ/%‘(wéat)> Bi(x, 0)- (3.6.7)
=0

i=1

3.7 Choix de points pour I’approximation sans maillage

Les points de Halton

La construction des points de Halton est obtenue a partir de la suite de Van der
Corput. Soit p un nombre premier, tout entier naturel n s’écrit d'une fagcon unique
dans la base de p sous la forme
¢
n=3y np,
i=0

ou les entiers naturels positifs n; sont tels que 0 < n; < p, pour 0 <i < /¢, et £ € N.
On considére la fonction A, : N — [0, 1) définie par

Y4

n;

=0

La suite de Van der Corput est (hp(n))nen. Pour définir N points de Halton dans
un espace de dimension d, on choisit d nombres entiers naturels premiers distincts

p1 < ... < pq et on utilise la suite de Van der Corput correspondante a chacun des
nombres premiers pi,...,pq, et X,, = (hp, (n),..., hp,(n)) pour n = 1,...,N. Si on note
p = (p1,...,pq) €t 'ensemble Hy , n C R? donné par

Hipn={X, = (hp,(n),..., hp,(n)): m=1,...,N},

alors on a Hy , v C Hyp N1, les ensembles de points de Halton sont emboités.
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points de Halton dans Q ‘

‘ +  points de Halton dans un disque‘

FIGURE 3.2 — La représentation de la distribution de points A = {a,...,ax} dans des
domaines rectangulaires selon la sélection de Halton.

Les points concentriques dans un disque

On suppose que le domaine (2 est une boule de R¢. Soient ) et Q deux sous ensembles
de R?, et soit
x:Q—0

une application surjective et (S,), une suite de sous ensembles discrets de Q. Les
points admissibles de 2 sont dans A,, = x(S,) ou A,, est une suite de sous ensembles.
Pour d = 2, on considére Q = [0,R] x [0,27] et @ = {x € R? : |x]2 < R} = D(O,R)
out D(O,R) est le disque de centre O et de rayon R. Une géométrie admissible de la
dispersion de points dans le disque est immédiatement obtenue par un travail avec
les coordonnées polaires, c’est a dire par considération de I'application

x:[0,R] x [0,2n] — Q={xeR?:|x|]s <R}
(r,0) — x(r,0) = (rcos(0),rsin(0)).

L’ensemble de points de A = {a1,...,ax} sont représentés dans un domaine étoilé par
la suite de coordonnées polaires (r;,6;) JLsign+y définie par les deux propriétés suivantes
i r; = E+Ecos (E>, i=1,...,n4+1,
2 2 n
i) 0, = L
2n+1

La figure suivante illustre un exemple de points A distribués de facon concentrique
dans un domaine 2
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«  points concentriques +  points concentriques

FIGURE 3.3 — Pour un rayon R = 3, la distribution concentrique de points dispersifs de
A ={ay,...,an} C D(O,3) se fait respectivement en haut a gauche et en haut a droite
avec des rotations d’angles 0, = Z—’{ et Oy = g—’{. N € N représente le nombre de points a
I'intérieur du disque.

Nuage de points distribués de facon aléatoire

Dans ce sous paragraphe, nous traitons le probléeme de reconstruction d’'un signal
dans un domaine 2 a partir d'une distribution aléatoire d'un nuage de points A =
{a1,...,an} C Q. La figure suivante illustre un exemple d'un domaine (2 et le nuage de
points A distribués de facon aléatoire.

N = 1000 N = 1000

‘ +  points aléatoire dans un polygone‘ ‘ +  points de Halton dans un polygone‘

FIGURE 3.4 — Dans un polygone régulier de six cotés : a gauche on a une distribution de
points de A = {a4,...,an} selon une sélection aléatoire et a droite, on a la distribution
de points de A selon la sélection de Halton. N € N est le nombre de points a l'intérieur
du polygone €.
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N =1570 N =1570

points aléatoire dans Q +  points de Halton dans Q

FIGURE 3.5 — A gauche on a une distribution aléatoire de points dispersifs de
A = {a1,...,ax} par contre a droite, on a une distribution des méme points selon
I'algorithme de Halton. N € N est le nombre de points a l'intérieur d'un polygone 2 non

régulier.

N = 606

N =601

FIGURE 3.6 — A gauche, on a une distribution de points de A = {a4,...,ax} selon une

sélection aléatoire et a droite, on représente la distribution de points de 4 selon la
sélection de Halton. N € N est le nombre de points a l'intérieur du domaine (2.
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Chapitre 4

Probléme inverse pour
I’équation de diffusion

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la description d'un probléme inverse issu
du probléme de diffusion. L'objectif du probléme est de reconstruire les parameétres
optiques : le coefficient d’absorption p,, le coefficient de diffusion D et l'indice de ré-
fraction v, a partir des mesures du flux optique recu aux bords du domaine. Les
quantités du signal sont mesurées aux bords en utilisant la densité solution exacte
(solution dans le milieu sain) et la densité solution approchée (solution dans le milieu
contaminé) du probléeme de diffusion direct et les conditions non homogeénes de Ro-
bin aux bords. La méthode variationnelle prouve que le probléme de diffusion direct
posséde une unique solution pour des propriétés optiques et des fonctions sources
donneées. Ici, on s’intéresse a la reconstruction numérique des propriétés optiques du
domaine en utilisant des méthodes numériques basées sur la discrétisation dans la
base des B-splines et dans la base de fonctions radiales. Le probleme inverse est un
probléme de moindre carrées mal-posé ce qui nécessite une régularisation par 'addi-
tion d’'un terme quadratique de Tikhonov. On suppose que les mesures de la densité
du flux optique sortant aux bords sont disponibles. Nous commenc¢ons par une dis-
cussion générale du probléme inverse, qui implique des cartographies entre "le modéle
en espace" et "I'espace de données". La stratégie usuelle doit commencer par une so-
lution évaluée et a résoudre le probléme direct pour obtenir les données prévues.

Soient (&1, | .|le,) et (&2, || -|le,) deux espaces de Banach abstraits et U et V sont res-
pectivement des sous ensembles ouverts de £ et &. On note par (L£(&1,&2), || .|| z(e,,.))
I'espace de Banach des opérateurs linéaires de &£; dans &;.

a) Différentielle de Fréchet : Soient A : U — &, un opérateur et x € U. On dit que
A est différentiable au point x au sens de Fréchet s’il existe A € £(&, &) telle que

[AG+h) = A(x) — Ahblle,

im =0.
Ihfle, —0 l|A]le,

105
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L’application linéaire A est déterminée de facon unique et elle est dite la différen-
tielle de Fréchet de A au point x, on la note par dA(x). Si A est différentiable en
tout point x € U, on dit que A est différentiable sur U.

Exemple. Pour & = R%, & = C et A € CY(U,&), x = (21,...,24), b = (h1,...,hq)
avecz;,h; €eR,i=1,...,d, et

hi = o||h[|*),

d
Ax+h) — A(x) — Z 82)\95?)

alors A est différentiable sur U et
dA(x)h = VA(x) - h.

b) La dérivée de Fréchet : Soit A : U — &, une application différentiable sur U au
sens de Fréchet. L’application A’ : U — £(&7, &), définie par A'(x) = dA(x), est la
dérivée de Fréchet de A. La différentielle A’(x) = dA(x) de A en x est la dérivée de
Fréchet de A en x.

4.2 Problémes inverses de transport

Le probléme inverse pour les équations de transports de type (1.2.10)-(L2.11)-(T.2.12])
a €été étudié ces derniéres années par de nombreux auteurs, citons entre autre, M.
Choulli et P. Stefanov [48], P. Stefanov [151], M. Mokhtar-Kharroubi et A. Zeghal [112],
E.W. Larsen [98, [99], N.J. McCormick [108, [109], A.I. Prilepko et N.P. Volkov [123] et
V. Isakov [85]. On rappelle que l'opérateur T est défini dans le chapitre [1] par

T® = v.VO(x,v,t) + 0a(x,v)P(x,v, 1) — / O (x, v/, t)n(x, v, v)dv',
\%

On consideére o, le taux de production définit sur R? x V par
op(x,v) = / n(x, v, v)dv', V(x,v) € R x V.
\%

Dans [131], M. Reed et B. Simon ont donné la définition d'un couple admissible. Le
couple de fonctions (o,,n) est dit admissible si on a les conditions suivantes (c.f. [131])

i) 0, cL°(RYx V) et o,(x,v)>0, V(x,v)eR?xYV,
ii) 0 <n(x,v/,.) €LY(V) pour p.p. (x,v)eRIxV et o, € L®RIxV).

iii) 0 < n(x,.,v) € LY(V) pour p.p. (x,v)eRIxV et o, € L®R?x V), et que les
fonctions o, et n se prolongent par des fonctions nulles pour x € R\ Q.

Soit @ C R4, d > 2 un ouvert borné avec 0f) est de classe C'. On consideére les
ensembles I'; et I'_ définis respectivement par

r, = {(5,v) caNxV : u6)v > 0},

Fo={Evemxv :ng'v<o}:
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On munit les deux ensembles I'_ et I', par la mesure de Lebesgue d¢ = |n(x)Tv|do(x)dv,
ou do est la mesure de surface sur 0f2. Le probléme de Cauchy pour les équations
linéaires de transport est de trouver la densité des particules (x, v,t) — ®(x, v, t) solu-
tion de I'équation de I'évolution

®
%—t(x,v,t) —To(x,v,t) =0 dans Q2xV xR 4.2.1)

avec la condition initiale suivante

O(x,v,t) =0 dans € x Vx]—o0,0], (4.2.2)
et la donnée aux bords

D(x,v,t) = Ds(x,v,t) sur I_ xR, (4.2.3)

avec ®5 € LL(R; L} (I'_, d¢)) ou LL(R; LY(I'_, d¢)) est I'espace de fonctions a support com-
pact dans R et a valeurs dans L'(I'_,d¢). Le probleme direct @.2.1)-@2.2)-@2.3)
admet une unique solution ® € C(R,L*(I'_,d¢)). Dans ce cas, on peut définir un opé-
rateur A dit I'opérateur d’Albedo donné par

ALY R LY T, d€)) — Ll (R;L (T4, d¢))
O A = Dfp g 4.2.4)

L’opérateur d’Albedo A représente un observateur mesurant le flux lumineux aux
bords du domaine. Le probléme inverse est de déterminer le couple (o,,7) & partir
des mesures recueillies par l'opérateur d’Albedo A. Il est naturel que l'opérateur A
dépende de q = (0,,7) et on écrit A := Aq.

Pour notre travail, on procéde par I'approximation de diffusion faite dans le cha-
pitre Il Le probléme inverse que nous allons résoudre dans ce chapitre est déterminé
par un opérateur de mesures de flux aux bords dépendant d'une fagcon non linéaire
des coefficients de la diffusion, de I'absorption et I'indice de réfraction.

4.3 L’opérateur de mesures au bord

On introduit I'espace U des fonctions ® de L'(Q x S=1 x [tg,to + T]) satisfaisant les
conditions (I1.3.3)-(1.3.4]) tels que

10®
o +8.V® e LY x ST x [tg, to + T)).

On note par || - ||; la norme de I'espace L' (92 x S~ x [tg, o + T]). L'espace des fonctions
U muni de la norme

@l = |@llL + || =57 +s. V| ,

c Ot 1
est un espace de Banach. On définit opérateur de mesures M,

M:U — LY x [to, to + T])
d — U= MO,

‘1(“)@
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donné par

(M) (&, 1) = / () s B(E, s, 1)ds, (4.3.1)

gd—1

pour tout (§,t) € Q X [tg,to + T|. L'opérateur M est l'application linéaire qui permet
de regrouper les mesures de signaux lumineux recus aux bords du domaine. L’appli-
cation linéaire M décrit des mesures typiquement utilisées en tomographie optique,
nous référons a [90] pour plus de détails concernant cet opérateur de mesures.

Proposition 4.3.1. Pour tout élément (,t) de 0N x [to,to + T], ona

a) M est un opérateur linéaire continu.

b) (M®)(&,t) =n(€) ol (&, 1).

o Lapproximation M®(&,t) = ~D(€)n(&) ' V6(&,t) = ~D(©) 52 (€.).
d) Si %(5, .) € LY(R), alors /\//I\CD(S,W) = M®(¢,w), pour toute fréquence w € R.
e) ull(x,w) = —D(x)Vu(x,w) pour toute fréquence w € R, oit ulll = ¢l et u = .

Démonstration. a) Pour une démonstration similaire nous référons a [115].
b) En utilisant la loi du flux courant (I.4.4), on a

s ®(&,s,t)ds = / n(&)"s ®(¢,s,t)ds = MP(E,t),

§d—1

n()T (€, 1) = n(6)" /

§d—1

puisque le vecteur normal n(¢) ne dépend pas de s.

c) En utilisant le résultat de la proposition (ILZ.1I), on a ¢!Y(¢,t) = —D(6)Ve(&,t) et
d’aprés la question b) on obtient

M(E,t) = ~D(E)n()TVo(E, ).

d) Immédiate, en utilisant la transformée de Fourier.

e) Immédiate, en utilisant la transformée de Fourier au moment d’ordre 1 obtenu
en (LL4.7).
O

4.4 Probleme de diffusion direct

Dans un premier temps, on présente le probléme de diffusion direct. Ce probléme de
diffusion en une dimension de I'espace a été I'objet d’étude dans notre article [6, |5, 4]
qui a fait les résultats du chapitre 2l

-2 (022D 1 (o) + o)) wt) = Pl (@.4.1)
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avec les conditions non homogeénes de Robin aux bords

Ba
Syl
ul(e ) = % %u * (4.4.2)
u(b,w) + ;D :

On suppose que les fonctions D, u, et v sont dans I'espace L*°([a,b],R) et que les
fonctions D et p, possédent une borne inférieure « strictement positive :

D(z) >a>0, pelx)>a>0, v(z)>0 p.p.sur a,b. (4.4.3)

4.5 Probleme inverse en dimension un

On veut étudier un probléme inverse issu de I'équation de diffusion. Celui-ci consiste
a déterminer 'approximation des parameétres optiques a partir des mesures aux bords
du domaine de la solution exacte (solution dans un milieu sain) et de la solution nu-
mérique (solution dans un milieu contaminé) du probléme de diffusion direct (Z.4.1)-
(4.4.2). Pour des fonctions sources données f(.,t), ga(t) et g,(¢), on note par ¢[s] la so-
lution du probleme 2.2.7)-(2.2.2) corresponde aux parameétres optiques s = (v, D, i),
ou v est lindice de réfraction, D est le coefficient de diffusion et u, est le coefficient
d’absorption. On veut procéder par une méthode d’approximation numeérique pour
calculer les parameétres s = (v, D, i, ) en utilisant les valeurs du signal recu aux bords
du domaine.

Soit B le sous espace des fonctions Y = (¢,r.,15) de H; x R x R satisfaisant les
conditions suivantes

P )92 () = 1,
¢(a) @72 ( )%%p( ) ; 45.1)
e(b) + gD(b)%(b) =T}.

Le sous espace B est équipé du produit scalaire et d'une norme associée, induite par
I'espace de Hilbert H; x R x R. Pour Y = (¢, 1,,15) dans B, la norme de Y dans 'espace
B est donnée par
1/2
Yl = (lellf, + vl + lre]?)
Soit B le sous espace vectoriel des fonctions Y = (V,2q,2p) dans B satisfaisant les

conditions suivantes
8V
) = Zq,

%b (4.5.2)
3x( ) =7

Le sous espace B est équipé du produit scalaire et d'une norme associée, induite par
I'espace de Hilbert H; x C x C. Pour Y = (v, z,,7,) dans B, la norme de Y dans 'espace
B est donnée par

~ 1/2
1905 = (IvI3, + 1zl +1202)
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Il est clair que les sous espaces B et B sont fermes respectivement dans H; x R x R
et Hy x C x C. Alors, les sous-espaces (B, || .1s) et ( .»|I- ) sont des espaces de Hilbert.
On définit 'opérateur non-linéaire A par

A:L%®([a,b])®) — L(Lz xR x R;B),
s — A (4.5.3)

Pour un temps ¢ € [to,to + T] fixé, on définit l'application linéaire de Dirichlet-to-
Neumann correspondante a s = (v, D, u,) par

As ¢ LoxRxR—B,

(F( ), galt), gu (1)) —> D(@—(aat) : 4.5.4)

Alors, d’apres les conditions aux bords (2.2.2), et la relation du flux (IL4.7) on trouve

0
As(f('vt)vga(t)vgb(t)) = ( 2Ca (¢[S]( ) ga(t)) ) : (4.5.5)
2G (¢[s] (b, 1) — gs(t))

4.5.1 Continuité de I'application Dirichlet-to-Neumann (DtN)

On définit 'opérateur non-linéaire A par
A:L>([a,b])) — L(Ly x C x C;B),
s — A, (4.5.6)

Pour w € R une fréquence fixé€e, on définit une application linéaire de Dirichlet-to-
Neumann (DtN) Ag correspondante a s = (v, D, ) par

/A\S : igx(Cx(C—Hﬁ%,

(F(.,w), Ga(w), Gp(w)) — | Pla) (a,w) (4.5.7)

SLICT

ou uls] est la solution du probléeme (4.4.1)-(4.4.2) liée a s. Alors, d’aprés la proposition
et les conditions aux bords on obtient

0
As(F(.,w), Go(w), Go(w)) = ( 2, (u[s](a,w) — Ga(w)) ) . (4.5.8)
2Gp (uls](b,w) — Gy (w))

L’application linéaire Ag est un opérateur défini de facon analogue a I'opérateur linéaire
As donné par l'expression (4.5.4). Cet opérateur exprime la loi du flux courant dans le
domaine fréquentiel (voir I'Item e) de la proposition [£.3.1).
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Proposition 4.5.1. Pour une fréquence donnée w € R, Uapplication linéaire As est ca-
ractérisée par

~ b b ufs v, |
(Ra (F(,w), Ga(w), Co(@)) , (v, 20, ) :/ F(z,w)v( )da:—/ D) 2 ) 2 (1)
b .
-/ (ua<x>+ ﬂum) uls] (o, )@+ D(a) (Ca(w) — uls] (@ ) 9 (a)
a Co T
ov

+D(®) (uls(b,w) = Go(w)) 5-(b), (4.5.9)

pour tout (v,z,,2) € B et toutes fonctions sources F(.,w), Gq(w) et Gy(w), ot u[s](.,w) € Hy
est la solution du probléme (4.4.1]) — relativement aux fonctions sources F(.,w),
Gq(w) et Gp(w).

Démonstration. On note par I', le terme suivant

= (/A\S (F(,,w),Ga(w), Gp(w)) , (V, 2a,2p)) = D(a)ag—:[:](a,w)% — D(b)ag—:[:](b,w)z_b.
Les conditions aux bords nous donnent I'égalité suivante
r =% 0w (v - Fp@3 @ ) - D %5 k) (V0 + Fomg (b))
= (@) 228 (0, 00)77a] ~ D)2 0,00)908) — D) 2 4, 22 ﬁ“ D(a @(a)
o2, >Bb D)2 (). (@.5.10)

D’aprés la formulation variationnelle (2.2.6) on a

(@) 2% o, @) - D) %

- b S b uls v, |
H(b,w)v( ):/ F(x,w)v(x)dx—/ D(x)aa—:[v](x,w)%(x)dx

X

_ /ab (ua(l’) N lcﬂy(x)) uls)(x,w)v(z)de. (4.5.11)

0

En utilisant les conditions aux bords correspondantes a la solution u[s](.,w), on trouve
I'expression

6u[s] Ba ov
D(a) %5 (a,0) 2 (@(a) — D(a) (uls](a.) ~ Gu(w)) 2 (a)
8U[S] /Gb av (4.5. 12)

D) 22 (,) 2 D0) T () = D) (Gule) — uls)(6.0)) 5 (o).

Par substitution des identités et dans on obtient le résultat
(4.5.9). O

Dans le théoréme suivant, on veut €tablir la continuité des opérateurs linéaires Ag
et A,. Nous utiliserons les espaces suivants :
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i) L’espace des opérateurs linéaires et continus de
H?*(R;Ly) x H*(R;R) x H*(R;R) dans H?(R;L,) x H*(R;R) x H*(R;R),
défini par
Ly = L (H*(R;Ly) x H*(R;R) x H*(R; R), H*(R; Lo) x H*(R;R) x H*(R; R)) .
L’espace £, muni de la norme notée par | . ||z, est un espace de Banach.
ii) L’espace de opérateurs linéaires et continus de
H2(R;L,) x H*(R;C) x H(R;C) dans HZ?(R;L,) x H3(R;C) x H?(R; C),
défini par

Ly=1C (HQ(R; L) x H2(R; C) x H2(R; C), H2(R; L) x H2(R; C) x H2(R; (C)) .

L'espace £, muni de la norme notée par | . ||z, est un espace de Banach.

On introduit les notations suivantes. Soit X = (f, g4, g») un élément de I'espace produit
H%(R, Ly) x H?(R,R) x H2(R,R). Pour tout t € [to, to+T], on écrit X(t) = (f(.,1), ga(t), g5(t)).
la norme de X dans H?(R, L) x H?(R,R) x H?(R,R) est donnée par

1/2
X[ = (Hf”lz{Q(]KLg) + HgaH%I?(R,R) + Hng%I?(R,R)) :

Soit X = (F, G,, G;) un élément de l'espace produit L2(R, L) x L2(R, C) x L%(R, C). Pour
toute fréquence w dans R, on écrit X(w) = (F(.,w), G4(w), Gp(w)). La norme de X dans
l'espace L%(R, Ly) x L(R,C) x L?(R, C) est donnée par

~ 1/2
1K1 = (P12 1) + 1GalBemc) + G amy) -

Théoréme 4.5.1. Soient f € H?(R,Ly) et gq,9» € H?(R,R) les fonctions sources don-
nées. Soient s; = (v1, D1, piq1) €t sy = (va, Do, j142) deux fonctions dans (L*°([a, b], R))? dont
les composantes satisfaisants la condition (4.4.3). Alors, il existe une constante C > 0,
indépendante de s, et s,, telle que

2 2 2 /2
@ fluz = i lyag iy < C (1130 e + 19030 ) + 1900 sy ) sz = sl

1/2
B) 162 = 61l oty < C (I Breqna) + 190 Bm ey + IblFiemy) NSz =51l -
(o) HASI - ASQHﬁQ < HASI - AS2||22 < CHsl - S2||OO'

Démonstration. Soit w une fréquence dans R,

a) On consideére respectivement deux solutions us(.,w) et u;i(.,w) dans H; du pro-
bleme de diffusion (£.4.1]) — (£.4.2)) relatives aux parametres s; = (v1,D1, uq1) et
s2 = (v2,Da, la2). La différence w(.,w) := ua(.,w) — u1(.,w) est la solution du pro-
bléme suivant

2 (02D ) s (o) + o) st = 2 (03 Dy ) 250)

Co ox

- ((uag — pa1)(x) + iﬂ(ug — ul)(a:)> ui(z,w), (4.5.13)
co
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avec les conditions non homogénes aux bords données par

n B o
(CL W) %D2 gw 6}()]:)2( ) Dl( )) auf ) )7 (4‘5‘14)
w(b,w) + — 5 —Da(b ,w) = —?(D2(b)—D1(b))%(baw)-

En multipliant I'équation ﬂm par w(.,w), en intégrant sur [a, b] par rapport a
la variable z, et en utilisant les conditions (4.5.14]), on obtient

b 2 b
By(w,w) = /Dg(x) g—:(x,w) d:c+/ faz () |w(z,w)|* d
. b
2| vaa) Iw(, @) da + 2 (G wia, @) + G [w(b,w) )
Co Ja

b U W
= [y GE w) S i

b .
1w
-/ (waz ~ pa)(e) + s - m)(x)) w0y w(m @)de,
d’ou1 la majoration :

5’11,1

Ot )| |G

|B1(w, w)] /|D2—D1 ()]
iw

T ) e

En utilisant I'inégalité ¢1t2 +t3t4 < (t1 +t3)(t2 +t4) pour les nombres réels positives
t;(i=1,...,4), on prouve qu’il existe une constante C; > 0 indépendante de w telle

que

|ug (2, w)| |w(x,w)| dz.

|Bi(w,w)| < Ci(||D2 = Dilloc + [[v2 = v1]loc + [[Ha2 = a1 lleo) V1 + w?
b
x / ( Ous Ow + |W(x,w)|> da.

%(x,w)‘ + Iul(%w)I) (‘%(%w)

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

|B1(w, w)| <2C1V1+w? (D2 — D1l + l[v2 — illco + | 1ta2 — fatlloo)
X ||w(.,(,u)||ﬁ1 Hul(.,w)Hﬁl . (4.5.15)

On a la minoration :

(z,w)

b
s dz+ / ez (@) W (z, )| d

+2 (Calw(a,w) + G [w(b,w) ) > aljw(z,w)|%, , 4.5.16)

b
Biw.w)| > [ Dafa) Ow

ou o est la constante liée a la coercivité de la formulation variationnelle donnée

en (2.2.6) et en 2.2.17).
D’apreés les deux inégalités (4.5.15) et (4.5.16), on vérifie facilement que

allw(,w)llg, <2Ci1vV1+w? (D2 —Dilloc + [[v2 — villoo + Ha2 — fa1lloo)
xJlui(,w)lg, - (4.5.17)
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Par combinaison de I'inégalité (2.2.12)) du théoreme 2.2 T]et de I'inégalité (£.5.17),
on obtient le résultat suivant :

2C,C
Iwtw)lg, < = vVI+e? (IFCw)E, +1Ga@) +[Gs@)]) x s = sl

(4.5.18)

ou Cy est la constante positive qui apparait dans 'expression de M(w) donnée par

(2.2.9) et (2.2.12).
D’ou, en utilisant I'inégalité (¢, + t2 + t3)* < 3(¢? + 3 + %) pour des nombres réels
t; (1=1,2,3), on obtient

) = iy, <3 (290 ) 140 (IFCIR, + 16 @) + [Go(w)P)

X |lsa — 1], . (4.5.19)

En intégrant I'inéquation (4.5.19) sur R par rapport a la variable w et en utilisant
les définitions des normes (0.0.9), (0.0.11) et (0.0.13), on obtient le résultat de
I'Iltem a).

b) En multipliant I'inégalité précédente par la fonction poids w + (1+w?) et
en intégrant sur R par rapport a la variable w, on obtient

2/3CoCy 1/2
162 = é1llip 11, < (a—> (1 1z gy + Nl iy + 9 zqezy) s = 1o

ce qui prouve I'ltem b).
¢) Comme dans I'ltem a), on considére respectivement les deux solutions us(.,w) et
ui(.,w), dans H;, du probléme de diffusion (£.4.1) — (4.4.2) relatives aux para-

metres s; et sy. Soit Y = (v,%a,2p) O v est une fonction dans ﬁl satisfaisant les
conditions de trace aux bords (4.5.2). D’apreés la proposition on a

o A v

~ b u
(R, = Re)R(). D) = = [ (02 = D)) F2 00 5 (2)ds

b . b
= [ a2 = o) s v~ 2 [ (v = 1) s ¥

b —u v b -
- / Dl(x)%(aw)g—x(x)dw— / fra1 () (u2 — u1) (2, w)v(z)de
iw [P — v v
= (0 12 —103) )T+ (8) (o1 —3) (b, ) S (5) D () o ), ) o o)

+ (D1(b) — D2(b)) (uz(b;w) — Gb(w))%(b) + (D1(a) — D2(a)) (Ga(w) — uz(a, w))%(a)-

En utilisant le théoréme de trace (c. f. annexe [B) et d’apres lI'inégalité (2.2.8), il
existe une constante C; > 0 telle que

D101~ )b g0 < CulDr ez = ), Il
Da(a)(ur — u2)(a, ) (@) < CullDallol2 — ) ()l Il
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ov
ox

(D1(0) = Da(0) (G(0) - wafa ) 3 a)

](Dla)) ~ Da(B)) (ua(b.) — Go(w)) 2 (0)

< 1Dz = il (lfwalow)llg, + 1Go()]) Ivllg, -

< C1lIDz = Dilas (Jlua ), + [Ga@)]) I¥llg, -

En utilisant les techniques de majoration, on obtient

b b
~ o~ ~ ou ov
(R R K0 T < 102Dt || G200 | G20 il [t vt
b b
O(ug — 0
VTF R =l [ el + 1D [ 2220 00 2 o) do

b b
+||ua1||oo/ |<u2—u1><x,w>||v<x)|dx+¢1+w2|\vlnoo/ (2 — wr) (&, w)| [v(2)] de
204Dy ol (2 ). ), ¥, +Co D2 =D oo (2luatco o), + 1Gal)] + Gole)]) ¥l -

Comme v, D et p, sont dans L*°([a, b], R), alors il existe ¢ > 0 tel que ¢ > max (||V||oo, || Dllccs || 4l oo)
et d'apres les propriétés de la norme (0.0.14) on a

871/2 ov
o))

=)
2

AR ) < VTPl [ b (
+g¢1+—w2/ (| x,mH%m s = ) @) V(o) ) do

+2C10[[(u2 — u1)(,,w)lg, [Ivllg, +2C2l|D2 — Dilfoclluz(.s w)llg, [IVlg,
+ Cills2 — s1lo0 V1 + w2 (||F(.,w)|\i2 +|Ga(w)] + |Gb(w)|) Ivllg, -

n |u2<x,w>||v<x>|) s

En utilisant de nouveau I'inégalité ¢,t; + t3ts < (t1 +13)(t2 + t4) pour tous nombres

réels positifs ¢;(i = 1,...,4), on obtient
(e Ae) K6 D < VTF sl [ (|20, o) (| 3260] + o ) o
+g¢1+—w2/ (|22 | + 102w ) (50| + o) o

+2C10V 1+ w?|[(uz —u1) (-, w)llg, [IVllg, +2C1V1+w?(s2 —sifleflua(., w)lg, Vg,
+ Cillsa — s1lo0 V1 + w2 (||F(.,w)|\i2 +|Ga(w)] + |Gb(w)|) Ivllg, -

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

[(Asy — As))X(w), )| < 2(1 + C1)V1 + w?[|s2 — s1]lsc iz (-, w) I, [IVIlg,
+0(1+2C1) V1 +w?||(uz —u1) (., w)lg, [Ivllg, +
Cillsa = s1]looV/1 + w? (||F(.,w)|\i2 +|Ga(w)] + |Gb(w)|) Ivllg, -
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Si on pose Cs = max{2(1+ C1), (1 +2C;)}, on a

o~

(R =Re)X(), 0} < Cov/T+ @Il [l182 = sillscllualow)llg, + 1wz — u) ()l
+ o1+ 2 |v]lg, [||S2 — 5100 (||F(.,w)|\i2 +[Ga(w)] + |Gb(w)|)] .

En utilisant (2.2.9), 2.2.12) et (£.5.18) de I'ltem a), il existe une constante C3 > 0
telle que

~ ~

[(Asy — As))X (), Y)]|

IN

Ca(1+w))lIVllg, sz = s1lloe (IFCw)lIg, +1Ga(w)] + [Go(w)])

< Cs(1+w?) (IIFGw)lig, + Ga()] + Gy@)]) lls2 = sl 5

Comme

alors on obtient I'inégalité suivante :

~

|G - R @)

£, < Callsz = s1lla(1 + %) (IFC)llg, + 1Ca()] +1Gu(@)])

En utilisant de nouveau l'inégalité (¢; +t2 +t3)% < 3(t3 +t3 +t2) pour tous nombres
réels t; (1 =1,2,3), on obtient

~

~ ~ 2
|Bas = Ba)R (@), < 301422 (IFC@)IZ, + 1Ga@)? + Go(w) ) l1s2 — sill%
(4.5.20)

En intégrant I'inégalité (4.7.22) sur R par rapport a la variable w, on a

~

~ —~ 1/2
| - AR < CoVB (Ifemn + 9@z + bl femm )~ lIs2 = sill.-

f2><(C><(C

Enfin, l'identité Parseval donne

~ ‘

3
X|.. < Csy/ o= X[ Is2 = s1ll -
LaxCxC 21

1 ~ ~
(s = AsiXmn = = | (R = R)

(4.5.21)
. ] s /3
Ce qui prouve qu'il existe une constante C = Cs or telle que
m
HASI - A52||£2 = Hsup ||(A52 - ASl)XHL2><]R><]R <C HS2 - Sl“oo : (4.5.22)

Ceci acheve la démonstration de I'ltem c).
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4.5.2 Dérivée de Fréchet et probléme adjoint en 1D

On considére les parametres s = (v, D, u,), h = (h1, ho,hs) €t § = (1o, Do, ao) tels que
s = 8+ h. Soient u et ug respectivement les solutions exactes de (4.4.1)-(4.4.2) rela-
tives aux parametres s et §, pour des fonctions sources X(w) = (F(.,w), G4(w), Gp(w)).
On pose w = u — up, alors w € ﬁg C ﬁl. Soient ¢ et ¢y respectivement les solutions
exactes de (2.2.1)-(2.2.2) relatives aux parametres s et §, pour les fonctions sources
X(t) = (f(1),9a(t), g5(t)). On pose ¢ = ¢ — o, alors ¢ € Hy C H;.

Soient Y = (p,14,13) €t Y = (v, Za,2p) deux elements respectivement dans B et B.
On considere les applications linéaires Ys : L>([a,b],R)? — L£(Ls x R x R,B) et Ty
L>([a,b],R)? — L(L, x C x C,B) données respectivement par

(Tsh)X(1),Y) = (D(a) 3?3[?] (a,t) + ha(a) a%;[s] (a, t)) Iy
- (D(b) 5;9[;] (b, 1) + ha(b) 5“2(;[@] (b, t)) r, (4.5.23)
et
<(Tsh) X(w),Y) = (D(a) 8;[:] (a,w) + ha(a) &gf] (a,w)) 7
- <D( )8;[: S| (b, ) + ha(b) 513(;[@] (b,w)) 7. (4.5.24)
On a
oS b W T, W b 1w —_—
<(r h) X(w),Y) = / D)2 ( ) Ovlz )dx—/ <ua(x)+au(x)> w(z,w)v(@)de
b
/ hs(x)uo(z, w)v dx——/ hi(x)ug(z, w)v(z )da:—/ hg(m)auoéi’w) 82(;)dx
ov(b) av(a).

On note que la fonction w = u — ug € H, est la solution de I’équation non homogéne

_ % (M@W) + (ua(x) + i—ju(@) w(z,w) =

Ouo(z,w)

— —hy(2)up(z,w) + % (hg(x)Tx’) — hs(z)uo(z,w), (4.5.25)

Pa a 8—Z(a,w) :& ha(a )88—( w),
0

w(b,w) + FDO) - (bw) = —&hg(b)a—(b w):

(4.5.26)
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Théoréme 4.5.2. Soit w une fréquence dans R. On suppose que X = (f, ga,gs) est un
élement dans H?(R, Ly) x H3(R,R) x H3(R,R), avec les notations et les hypothéses de la
proposition[4.5. Tl et du théoréeme[4.5.1l Alors, il existe une constante C > 0 indépendante
de w telle que

@ H (Ks iy Tgh) X(w)‘ )

Lo xCxC
1

b) [[As = As = Tabll, = —= As - As rnhn?

De plus , Tg = /A\’é est la dérivée de Frechet, au point § = (v, Do, ttao), de As par
rapport a la variable (v, D, u,).

¢) Les dérivées A, et A, sont Lipschitziennes,

2 .
1AL = Adll, < €= s —8llee et |

Démonstration. Soit w une fréquence dans R,

< Cfhlloo V1 +w?[[(u = uo) (-, w)llg, -

N N
As - Aé

- <2C|s — 8[|
Lo

a) On a

(R B — Tah) R(). (v.20,)) = - / ’ (hg(x) + icﬂhl(x)) (1 — o) (z, w) V(@) dz

a

/ ha(a u—u;)(ﬂC ,w) 82( )dx—|—h2( )(uo—u—&Doa—l;o> (a’w)a_"(a)

Soit v(&,w) = 625 Do(&)— Ouo (f ,w) pour £ = a ou b, on utilise des arguments similaires

comme dans la demonstratlon du théoréme On trouve

(R - Re— Teb) R(@). ¥ \<Hh|\oo¢1+—w2/ (‘w +|<u—uo><x,w>|)

(|52 vt o+ il o = w0 =) ()l | 500
+ lhalle (0 — w7 (0,)] | 55 (@)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et d’apres la condition (2.2.8), il existe
une constante C; > 0 telle que

(B = R = Tsh) Rw), 1| < 2hlloc VT2 (1 = u0) (), ¥,
+2C1[[Afloo [|(uo —w =) (s w)lg, Ivlg, -
D’aprés l'inégalité ([4.5.17), il existe une constante C, > 0 telle que
all(uo —u—=7)(,w)llg, < CoovV1+w?||(u—uo)(.,w)lg, - (4.5.27)

Y

Il s’ensuit

[((Rs = R = Tah) K@), V)| < Callhlloo VI F | (u = o) (),

)

&)
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C1Ca0

ou C3 = 2max | 1, ) est indépendante de w, s et s .

Enfin, pour H?

=1,ona
B

H (KS ~ A - Tsh) }A((w)‘ LaxCxC

< Cl[hlloo V1 4+ w? [|(u — uo) (-, w)llg, -
En utilisant l'inégalité (4.5.19), on obtient la majoration suivante

H (KS —As - ?éh) X(w) ;xchcc

< R+ ) (JFC @), + [Ga(@)? +1Gy(@) )

R 2CoCy
ou C? = 3C% ( 2

En intégrant sur R par rapport a la variable w et en utilisant I'identité de Parseval,
on obtient

2
) est indépendante de w, s et S.

[(As — As — Tsh) Xl = 5

(7\5 —As - Téh) X

1
V27 H

C 2 2 2 2 1/2
< o=l (1 ey + o o) + Ilhoemy)

1 1~ ~ = C
As — Ay —Ysh = — AS—Ag—TghA<—hzo, 4.5.28
H le. = 7= | = o (4.5.28)
ce qui prouve I'ltem b).
On écrit s — § = h, en utilisant I'ltem b), on a
[Ah = Aghlle, = [|As — As = Tshllz, +[[As — As — Tshll
1 1~ ~ = 1 1~ ~ =
= — ||[As —As—Ysh|| -+ —||As — As — Yshl||__
\/271" Lo \/27‘(‘ 2
C C 2
< —|hl|A + —=||h|]? :C\/jhz.
< i+ bl = Oy Al
Enfin, on obtient
/ / 2 A
[As — Adll ., gC\/;|s—s|oo. (4.5.29)

En utilisant une démonstration similaire a celle (4.7.31), on prouve que

N N
As - Aé

.. < 2Clls = 8e. (4.5.30)

Ce qui conclut la preuve. O

Corollaire 4.5.1. Pour une fréquence fixée w dans R. Soient § = (vp, Do, fta0) €t s =
§ + h deux parameétres optiques, ott h = (hq, ha, h3). On suppose qu’on a les conditions
suivantes

D(a) =Do(a) et D(b) = Dy(b). (4.5.31)
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Soit (K;h) : Ly x C x C — B la dérivée de Fréchet de l'opérateur A, alors l'opérateur
adjoint (A h)* de ALh est donné par

(X(w), (K;h)*y*(w» - /: (iﬁhl(x) - h3(x)> w* (z, w)uo (@, w)d

co
b ou* (z,w) ugp(x,w
_/ ha () 8(3: ) o(;x )

dz, (4.5.32)

pour tout h = (hq, he, hs). La fonction u* est la solution unique de l'équation adjointe :

0 ou* iw N B
o <D(x) o (x,w)) + (ua(x) - ay(x)) u(z,w) =0 dans ]a,b], (4.5.33)
au sens des distributions, avec les conditions non homogénes de Robin aux bords
u(a,0) — 2200 28 _ e,

2 Qx (4.5.34)
* Bb 8U*(b,LU) _
u* (b,w) + D) =

~

o Y*(w) = (u*(,,w), z5(w),z (w)) € B.

’“a

Démonstration. En utilisant les hypothéses (A.5.31), on a ha(a) = he(b) = 0. Alors
I'équation (4.5.24) s’écrit sous la forme

<(th) X(@), ¥(w)) = D(a) 5;\7:[:] (a,w)zk(w) — D(b) agg[:]

Une conséquence immeédiate du théoréme [4.5.2] nous donne la formule

(b,w)zp(w). (4.5.35)

—~ ~ iw [° —_ b uo (2, w) Ou*(z,w)
(Ba) R, " @) =~ [ @i ids - [ ha(o) ) 2 g,
b [

—/ hs(x)ug(z, w)u*(z,w)dx = <}/i(w), (ALR)*Y*(w)),

a

d’ou

b (iﬂhl(x) - h3(x)) u* (2, w)uo (7, w)dx

co
b
O (2, w) Duo(x,
- / ha () “éﬁ ) uogﬁ %) 4o,

ce qui achéve la démonstration de (4.5.32). O

(X(w), (AGh)"Y*(w)) = /

a

4.6 Méthode d’approximation pour le probléme inverse

4.6.1 Discrétisation dans la base B-spline

Soit § = (vp, Do, tte0) un vecteur nominal formé par les valeurs observées des pa-
rametres optiques vy, Dy et pq. Pour tout 1 < j < N,, on désigne par X;(.,w) =



4.6. METHODE D’APPROXIMATION POUR LE PROBLEME INVERSE 121

(F;(,,w), Gaj(w), Gpj(w)), la j°™° source. On considére la fonction cotat s — J(s) dé-
finie par

J :L>=([a,0],R)® — [0, 4o0]

S:(VvDa,LLa) — J(S):Z

Jj=1

Pour tout1 < j <N;,on a

~ -~

As(Xj(w)) = As(Xj (-, w)) = (0,T2;-1(s), T2 (s)) ",

ou I'y;_i(s) et I'yj(s) sont données respectivement par

Tay1(8) = D(@) 29 4, 0) — Do () 258 (0, 0) = 26, o 5], ) — s3]0, ),
025(8) = DO 2 0,0) Do) 2553, 0) = 26,5105, 0) s8], ),

avec u;[s] et u;[8] sont respectivement les solutions exactes du probleme (@.4.1)-(4.4.2)
relatives aux fonctions sources X;(.,w) et aux parametres s et §. Alors on a

N

T() =3 (o1 () +[T2(s) ) -

Jj=1

Le probléme inverse que nous traitons consiste a trouver le vecteur de parametres
s* = (v*,D*, u¥) autour des parameétres optiques observés §. On cherche s* = (v*,D*, u*)
qui minimise la fonction cott 7. On considére le probléme de minimisation suivant,

* = i . 4.6.2
o= (i, 7)) (.62

On discrétise l'intervalle [a,b] par les points z; = a + ih,, pour ¢ = 0,1,2...,n, ou
To = a, Ty, = b et hy = (b—a)/n,. On désigne les noeuds (z;)icz tels que :
x; = a+ihy, 1€Z. (4.6.3)
On considére I'espace ghp( [a,b]) des splines cubiques donné par
Shy ([a,0]) = {sn, € C*([a,b]) : Shljzsessa) € P3 ; pour 0<i<n,—1}. (4.6.4)

On rappelle que P; est I'espace des polynomes de degré < 3. Il est bien clair que la
dimension du sous espace Sy, ([a,b]) est m = n,, + 3.
On utilise la B-spline cubique comme une base {By,...,B,} du sous espace §hp([a, b)).

La famille (B;)i<i<m est formée par les fonctions B-splines associées a la nouvelle
subdivision. On a

B,(z) = Bs (%) i=1,...,m, (4.6.5)
p
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ou B3 est la spline cubique a support dans [0, 4] (voir la section du chapitre 2).
On utilise les approximations par morceaux de s = (v, D, i, ) dans la base des B-splines
cubiques B, comme suit

v(z) =Y wBi(z), D)= dB(z) et pa(x)=) paBe(x). (4.6.6)
(=1 (=1 =1

Les fonctions v, D et u, sont considérées dans l'espace ghp([a, b)) [4]. On introduit la
notation s™ pour noter le vecteur s™ = (v1,...,Um,d1, ..., dm, fays -, fay, ) € R3™ formé
par les coefficients donnés dans (4.6.6). On obtient ceci par le schéma suivant qui fait
la liaison entre le probléme inverse continu et le probléme inverse discret

0 : L>([a,b],R)® — Sy, ([a,b]) x Sh, ([a,b]) x Sp, ([a,b]) —> R3™

S — Shp — @(S) = g™, (4-6.7)

Pour tout j = 1,...,N; et ¢ = 1,2, on désigne par Yg] la mesure du flux lumineux
recu au point & du bord pour la j¢™¢ fonction source donnée )A(j(.,w). La fonction
u%] [s™] est la solution approchée du probléme de diffusion direct relativement aux

fonctions sources X;(.,w) et au parameétres s™. On considére la fonction cott discréte
s™ — J(s™) donnée par l'expression suivante

J:R™ — [0, +o0]

2N,
s J(s™) = [R(s™)[I3 =D [Ri(s™))?, (4.6.8)
=1

ot R(s™) = (Ry(s™), Ra(s™),...,Ron, (s™))T € C?Ns avec

Risao1)(5™) = Risago1) (©(9) = 2, (ufl[s™)(&,w) — YE), (4.6.9)

pour tout j =1,...,Nyeti=1,200 & =aet & =0, et © est défini dans (4.6.7).
La norme |R(s™)||2 est le résidu au point s™. Le probléme de minimisation discret
associé au probléme (4.6.2) est le suivant

sy =arg min J(s™). (4.6.10)

smeR3m

Les probléemes et sont des problémes mal-posés. Dans l'objectif de
diminuer les effets du bruit dans les données, on remplace le probléme original
par une meilleure condition. Une des méthodes de régularisation les plus populaires
est la méthode de régularisation de Tikhonov [154]. La méthode remplace le probléme
par le probléme d’optimisation sans contrainte donné par

sy =arg min Jy(s™), (4.6.11)

SmeRSm
ou la fonction cotit J, est donnée par I'expression
s™ e R —— Jy(s™) := |R(s™)[|3 + A [|s™ — émH; (4.6.12)

Le coefficient A > 0 est le paramétre de régularisation a choisir et §™ sont les coeffi-
cients dans la base B-spline des parametres nominaux observeés §.
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Comme la fonction J, est différentiable au sens de Gateaux et convexe alors on peut
affirmer que s est la solution du probléme d’optimisation sans contrainte si
et seulement si

VIA(s™) = 0. (4.6.13)

La matrice Hessienne V?2J,(s™) est semi-définie positive pour tout s™ € R3™. La mé-
thode classique de Newton reste une méthode efficace pour la résolution de ce type de
probléme (4.6.13). Les itérations classique de Newton consistent a générer une suite de
vecteurs (s}'); a partir des parameétres observés s au voisinage de s}" et ces itérations
sont calculées par le schéma itératif suivant

sP =P — [V2A(s)] T VIAGsP), k=0,1,2...
Soit dy, 1a direction décente convenable, solution du systéme suivant
[V2I5(s2)] di = VI (s), (4.6.14)
alors on obtient le schéma itératif équivalent

siy =sp—di, k=0,1,2...

4.6.2 Le calcul de la jacobienne et de la hessienne

Nous discrétisons de nouveau l'intervalle [a, b] en utilisant une nouvelle génération de
neoeuds espacés. Pour simplifier, on utilise une discrétisation similaire a celle donnée
dans la section[4.6.1] Alors, pour w une fréquence fixée dans R, on note par ¥, le sous
espace de dimension finie de Hy, donné par

Vh:{uhEng Up

[zi,251] € P35 pour 0 <i<n—1} (4.6.15)

La méthode d’approximation classique de Galerkin consiste a trouver une fonction
approchée u.;(.,w) de la solution exacte wu.(.,w) comme étant une solution dans V,, du
probléme variationnel discret suivant :

Aw(uh(.,w),vh) = ﬁw(Vh) s Vvh S i\’h. (4.6.16)

La solution u.(.,w) du probléme (4.6.16) est sous la forme suivante (voir le chapitre
(6. 4],

N
Uan (2, w) =z 0(w)Be(x), (4.6.17)
=1

ol zp¢(w) sont les coefficients complexes inconnus dépendant de la fréquence w. En
utilisant la fonction test v, = B; dans la formule variationnelle discréte (4.6.16)), on
obtient

Zzh,i(W)Aw (Bi,Bj) = L,(Bj), j=1,...,N, (4.6.18)

i=1
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ou N =n+3et A, et £, sont respectivement les formes sesquilinéaire et semi-linéaire
données par

b b .
A, (Bi,B,) = ,112 / D(2)B!(2)B) (x)dz + / (ua(a:)—i-gy(x)) B, ()B, (z)dx
+ 2 (CaBi(a)Bj(a) + GBi(b)B;(b)) ,

et
b
L,(Bj) =2(CGa(w)Bj(a) + GGy(w)B; () + / F(z,w)B;(z)dz,

pour tout (i,5) € {1,...,N}2. Soit A(w) = [a;j(w)] la matrice de taille N x N dont les
coefficients a;j(w) = A, (B;,B;) sont complexes. Soit by(w) = (bp1(w),...,bpn(w))T
le vecteur dont les coordonnées sont les nombres complexes by, ;(w) = L, (B;). Soit
zn(w) = (zp1 (W), ..., znn(w))T e vecteur formé par les coefficients complexes inconnus
qui apparaissent dans l'expression de la solution approchée u,;,. Les relations
conduisent au systéme linéaire de taille N x N suivant

A(w)zp(w) = bp(w). (4.6.19)

Soient (i,j) € {1,...,N}?2, en utilisant les expressions (4.6.6), alors les coefficients a;;(w)
de la matrice A(w) s’écrivent sous la forme suivante

1 m m
2 (w) = EZd DY + 5 pa, U i Zu Ul
=1 -1
+ 2(,Bs (—i + 4) Bs (—] + 4) + 2, B3 (Tl — 14+ 4) Bs (n -7+ 4) , (4.6.20)

Q)

ou D;;” et Uz(f) sont données respectivement par
DY = JyBs (£ — 0+ 4) By(r — i+ )By(r — j + 4)dr,
(4.6.21)
UY = JoBs ({5 — £+ ) Ba(r — i+ )Ba(r — j + 4)dr.

On note par D, et Uy les matrices de tailles N x N dont les coefficients sont Dfﬁ) et Ul(f)
respectivement. Alors, on a

b‘l>—‘

=Y d Dp+hZua/U/+1—ZwU/—|—2Q, (4.6.22)
(=1 (=1 (=1

ou () est la matrice dont les coefficients sont données par

Qij = §a83(—i+4)83(—j+4)+Cb83(n—i+4)83 (n—j+4).
Soit s™ = (s1,...,...,53m)  un vecteur générique dans R*™. Pour tout 1 < ¢ < 3m, les
dérivées premiéeres de par rapport s, sont données par

Oz, (w) n 0A(w) Ibp(w)

A( ) 88[ 38@ Zh(w): 88@
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Les dérivées secondes sont données par

OA(w) Ozp(w) L AW) 0?7y (w) N OA(w) Oz (w) = 9?A(w) (@ 32bh( )
58@/ 58@ 58@/58@ 58@ 58@/ 58@/88@ 58@/58@
2
Comme by (w) est indépendant de s™, alors on a Obn(w) =0et Ibn(w) = 0. Ce qui
0sy 0s¢0s¢
implique que
Oz (w) _1, JOA(w)
=-A 4.6.2
Dsy (Ld) Dsy Zh((d), (4.6.23)
et
0?7y (w) 0A(w) 0A(w)  O0A(w) OA(w)
=—A"" ATt ATt . (4.6.24
(98@/58@ (W) &ng (w) 85¢ + 85¢ (w) 58@/ Zh(w) ( 6 )
En utilisant le formule matricielle (4.6.22) pour calculer les dérivées g(w , on obtient
S0
les expressions suivantes,
IAW) 1w—hU/,1<€<m
w €o
dse hDé m, m+1</¢<2m, (4.6.29)

hUp_om ,2m+ 1 < ¢ < 3m,
pour tout 1 < ¢ < 3m. Par injection de la relation (4.6.25) dans (4.6.23) on obtient,

—ih—wAfl(w)ngh(w) , 1</4<m,
Ozp(w) o

= 1
Osp ——A Yw)Dgemzp(w) , m+1<¢<2m,
—hA ( VWr—omzp(w) , 2m+1</¢ < 3m.

(4.6.26)

En utilisant la dérivée de Fréchet, on calcule la matrice Jacobienne K(s™) du vecteur
R(s™) de la facon suivante

8Rl i— s™
K(m(j_l))g(sm):”g—s;w, j=1,....Ny,i=12 et £=1,..,3m. (4.6.27)

On introduit le vecteur o(x) donné par

o(x) = (B1(z),Ba(z),...,Bx(2)", Vz € [a,b].
En utilisant les relations (£.5.7) et (4.5.8) on obtient

Rivagon(s™) = 2, (uf 571(60) = YE), j=1,... N, i=12, (4.6.28)
N

Comme u (&, w Zz w)Bk(&;) est la solution du probléme de diffusion pour
k=1

la j<™¢ source, alors on a

8Rl o m [4] N a [4]
+2<8J—1>(S) = 2, 5“’1 [ ](&, ) = 2, 2’57’“(‘”)]3,@(&), j=1,...,N,, i =1;2,
Sy P Sy
(4.6.29)
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ou &1 = a, & = b. En tenant compte de I'expression explicite de ugf] [s™](&,w)
dans I'équation (4.6.29) on obtient

ORita(j—1)(s™) Oz ()
s

D5 = 2(¢,0(&) 93 j=1,...,Ns, =12 (4.6.30)
8Z[j] (w)

En remplacant I'expression de g dans I'équation (4.8.30), on obtient les
S

¢
coefficients de la matrice jacobienne K(s™) sous la forme

2t i™ o)A WU W), 1<f<m,
ORiya(5-1)(s™) “

Dsy - —26@%a(ﬁi)Afl(w)mezEZ] (w), m+1<¢<2m, (4.6.31)
~2(e,ho(E)A™ (W) Upmomzy (), 2m+1 < £ < 3m,
pour j=1,...,N,, i=1,2,0u¢& =aet& =b (voir [4]).
m T m T
Pour tout s™, les gradients VJ(s™) = (aJ(S )> et VI (s™) = (8‘])‘(5 )>
9s¢ ) 1<0<3m Is1 1<¢<3m

des fonctions cotuits J et J,, sont donnés respectivement par

VI(s™) =2K*(s™)R(s™) et VJ,(s™) =2K*(s™)R(s™) + 2A(s™ — §™). (4.6.32)

Soit H(s™) = K*(s™)K(s™) + E(s™) ou E(s™) = ZRi(sm)w, 1<4,0 <3m.

; 05008/

i=1 ] -
Il est évident qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout s™ € R3™ et pour tout
h € R3™ tel que

[ 4+ 7) = Va(s™) — 2 (1) + Ay B < [ ’

R3m

9275 (s™)

Alors, la matrice hessienne V2J,(s™) = < 95,0 )
Se0Se J1<p0'<3m

est donnée par

V2IA(s™) = 2(H(s™) + May)
2K* (s™)K(s™) 4 2E(s™) + 2 gy, (4.6.33)

pour tout s™ € R3™,

Pour k assez grand on a I'approximation E(s}') ~ 0. Ce qui montre qu’'a chaque itération
de Newton k (assez grand) dans le systéme linéaire (4.6.14), la matrice Hessienne
V2J,(sP") est approchée selon l'expression

V2I5(s) =~ 2K* (sP)K(SP) + 2 I3

Ainsi, a chaque itération de Newton £, le systéme linéaire (4.6.14), s’écrit sous la forme
suivante

(H(S}") + Algm) di = K*(sJ)R(s]?) + (s} — 8™).
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4.7 Le probléme inverse multidimensionnel

4.7.1 Le probléeme de diffusion direct

Nous avons étudié le probleme de diffusion direct dans les chapitres [2] et [3] Le pro-
bléeme direct occupe une place intéressante dans la suite de cette section, nous le
rappelons brievement. On s’intéresse au probléme de diffusion en dimension supé-
rieure.
Soit ¢(x, t) la densité lumineuse a la position x € 2 C R? et a l'instant ¢ € [ty, to+T], ot to
est le temps initial et T est la période du temps. La densité lumineuse u(x,w) = qAS(x, w)
dans le domaine fréquentiel est la solution de I'équation de diffusion suivante
—div(D(x)Vu(x,w)) + (ua(x) + i%u(x)) u(x,w) =F(x,w), V(x,w)e xR, (4.7.1)
0

avec les conditions non homogenes de Robin aux bords

u(ew)+ 2 pie)

au

o (§,w) = G(§w), sur 9N xR. (4.7.2)

On suppose que les fonctions D, yu, et v sont dans 'espace L>°(Q2, R) et que les fonctions
D et u, possédent une borne inférieure o strictement positive et une borne supérieure
0. Cest a dire

inf (D(x), pla(x), v(x)) > a > 0, sup (D(x), pa(x), v(x)) < p, p.p sur €. (4.7.3)

4.7.2 Le probléme inverse pour I’équation de diffusion

On veut étudier un probléme inverse lié a I'équation de diffusion en dimension su-
périeure. La résolution de ce probléeme consiste a déterminer les valeurs approchées
des parameétres optiques D, pu, et v, a partir des mesures du flux lumineux recu par
un détecteur aux bords du domaine. La solution exacte et la solution numérique du
probléme de diffusion direct en dimension supérieure (£.7.1)-(£.7.2) sont des densités
de I'hétérogénéité du milieu caractérisant le flux. Pour des fonctions sources données
f(.,t) et g(.,t), on note par ¢[s] la solution du probléme (L.4.8)-(I.5.3) relativement
aux parameétres optiques s = (v, D, 11,). On veut décrire une méthode d’approximation
numeérique pour obtenir les paramétres s = (v,D, u,) en utilisant les valeurs du flux
recu aux bords du domaine.

Soit B le sous espace des fonctions Y = (¢,r) dans H; x H-'/2(9Q) ayant la propriété

suivante
B() ¢

o) + TD(f)%

Le sous espace B est muni du produit scalaire et d'une norme associée, induite par
I'espace de Hilbert H; x H~1/2(9Q). La norme de Y = (¢,r) € B dans l'espace B est
donnée par

() =1(§), Ve (4.7.4)

1/2
11l = (160, + s /omy)
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Soit B le sous espace des fonctions Y = (v,z) dans Hy xHV 2(0Q,C) ayant la propriété
suivante
BE) 1y ey OV

v(§) + SEDEO)F- () = 2(), Ve € 0. (4.7.5)

Le sous espace B est muni du produit scalaire et d'une norme associée, induite par
l'espace de Hilbert H; x H™'/2(99,C). La norme de Y = (v,z) € B dans I'espace B est
donnée par

~ 1/2
1915 = (IVIZ, + 12032 200,0)) -
Il est clair que les sous espaces B et B sont respectivement fermés dans H; x H~1/2(9Q)
et H; xH=1/2(9Q, C). Les sous espaces (B, | . [|z) et (B, ]| . ||5) sont des espaces de Hilbert.
On définit 'opérateur non-linéaire A par
A:L®(Q)P —  L(Ly x HY2(0Q);B),
s — A (4.7.6)

Pour tout t € [tg,to + T], on définit I'application linéaire Dirichlet-to-Neumann (DtN)
relative a s = (v, D, u,) par

As i Ly x HY2(0Q) — H; x HY2(09),

0
(f(,1),9(, 1) — ( D(.)agsr[ls](.’mm ) 4.7.7)

En utilisant les conditions non homogénes de Robin aux bords (I.5.6), la relation du

flux (4.7 et (4.Z.7), on obtient

0
701000 = (L3000 ol 0l ) @78

4.7.3 Continuité de I'application Dirichlet-to-Neumann (DtN)

On définit I'opérateur non-linéaire A par
A:L®(Q)? — L£(Ly x H/2(60,C); B),
s > A 4.7.9)

Pour w € R une fréquence fixé€e, on définit I'application lin€aire de Dirichlet-to-Neumann
(DtN) dans le domaine fréquentiel Ag relative a s = (v, D, p,) par

As: Ly x H/2(0Q,C) —

]Ea
0
(F(,w),G(,w)) +— ( ]:)(.)8(1;1[15](.’WﬂaQ ), (4.7.10)

ou1 ufs| est la solution du probleme (£.7.1)-(£.7.2).
Alors, en utilisant les conditions aux bords (@.7.2), (4.7.10) et I'ltem e€) de la proposi-
tion on obtient

- B 0
RF1 000 = (3600 il ) 4.7.11)
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L’application linéaire As est un opérateur DtN analogue a I'opérateur linéaire As donné
dans (A7.7). 11 décrit la loi du flux courant de la propriété e) de la proposition
dans le domaine fréquentiel.

Proposition 4.7.1. Pour une fréquence fixée w € R, Uapplication linéaire A est caracte-
risée par

<Ks (F(,w),G(,,w)), (v,2)) = / D(x)Vu(x,w)Vv(x)dx—i—/Q (ua(x) + iciu(x)> u(x, w)v(x)de

Q 0

~ [ P+ [ DE) (Glew) - ule.w)) G ©)dole). @.7.12
Q o0

pour tout (v,z) € B et pour des fonctions sources F(.,w) et G(.,w) et pour tout z €
H~1/2(09,C), oit u(.,w) € Hy est la solution du probléme direct (ZZ.1) — (£.Z7.2) relati-
vement aux fonctions sources F(.,w) et G(.,w).

Démonstration. Pour une fréquence fixée w, on a

R (), G (92) = [ DT )@ c).

o0

Les conditions aux bords (4.7.5) implique I'égalité suivante

D) i) (V@ + 2003 (©) ) oo

- [ DG Ew@an©+ [ DO e DO @ @713
o2 o2

(As (F(.,w), G(.,w)), (v,2)) :/

[219]

D’aprés la formulation variationnelle (3.5.1) on a

Ju — = —
/a DO (€ Ed(€) = /Q D(x)Vu(x, w) Vv () dx — /Q P, w)v(x)dx
-I—/(z(ua(x)—l—i—y(x)) u(x,w)v(x)dx. (4.7.14)

Co

En utilisant les conditions aux bords correspondantes a la solution u(.,w), on trouve

ou B(€) ov B ov
| PO EZIDOF (€)= [ DO (Gl6w) — ultw) G Odo(e). (@719
Par substitition des identitées (4.7.14) et dans (4.7.13), on obtient les résultats
du @.712). O

Le probléme inverse non-linéaire est donné en utilisant la loi du flux courant et la
caractérisation de l'application non-linéaire (DtN) correspondante aux v, pu, et D par
I'opérateur de mesures A;. L’application A est I'opérateur de mesures du flux sortant
qui est donné par la dérivation dans la direction de la normale sortante aux points
£ € Q. Nous utiliserons les notations suivantes :
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i) L'espace des opérateurs linéaires et continus de H? (R, L,) x H? (R, H/2(9<2)) dans
H? (R, Lo) x H? (R,H~Y/2(09)) , défini par

Ly="L (H2 (R,Ly) x H? (R, HW(aQ)) JH2 (R, L) x H2 (R, H*1/2(agz))) .

L’espace £, muni de la norme notée par | . ||z, est un espace de Banach.
ii) L'espace des opérateurs linéaires et continus de H? (R, fg) x H? (R,H'/2(69, C))
dans H? (]R,ﬁg) x H? (R,H~1/2(99,C)) défini par

Lo=1L (H2 (]R, Ez) x H2 (]R, H1/2(8Q,<C)) H? (R, iQ) x H2 (R, H—l/Q(aQ,C))) .

L’espace £, muni de la norme notée par || . est un espace de Banach.

Iz,
Soit X = (f,g) un élément de H%(R,Ly) x H2(R, H'/2(99)). Pour tout ¢ € [to, %o + T] on a
X(t) = (f(.,1),9(.,t)). La norme de X dans H?(R,L,) x H?(R, H/2(0Q,R)) est

1/2
1X = (1 e ) + 19317200y ) -

De méme, soit X = (F, G) un élément dans I'espace produit L2(R, L) x L2(R, H/2(99, C)).
Pour w dans R, on a X(w) = (F(.,w),G(.,w)). La norme de X dans l'espace Ly x H/2(99, C)
est donnée par

. 1/2
1K = (IFI2. 1) + 1G22 00cy))
Soit Y = (v,z) un élément de L2 x H/2(9Q,C), la norme de Y dans l'espace L, x

H~1/2(09, C) est donnée par

~ 1/2
190 = (IVI2, + 12032 200c))

Théoréme 4.7.1. Soient f € H%(R,Ly) etg € H*(R,H'/2(00)) deux fonctions données. On
suppose que s; = (v1,D1, f1a1) et se = (12, D2, pia2) sont deux fonctions dans (L>(,R))? et
que les composantes de s, et de s, satisfassent les conditions (4.7.3). Alors, il existe une
constante C > 0, indépendante de s; et s, telle que

@ s~ g iy < © (1 en + 19120 g rpzomy) 52 = il
) ) 1/2
b) |[¢2 — ¢1||H1(]R,H1) <C (||f||H2(R7L2) + Hg||H2(]R7H1/2(8Q))) l[s2 — s1l|oo-

0 A, — A, < \ A, — A,

_ < Clls2 = S1|co-
Z

2

Démonstration. Soit w une fréquence dans R,

a) On considére us(.,w) et ui(.,w) deux solutions dans H; du probleme de diffusion
(@7Z0) — (EZ.2) respectivement relatives aux parameétres s; = (v1, D1, j1q1) €t 52 =
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(v2, Da, tiq2). La différence w(.,w) = us(.,w) — u1(.,w) est la solution du probléme
suivant

—div (D2(x)Vw(x,w)) + (uag(x) + ij—oljg(x)> w(x,w) = div (D2 — D1)(x)Vui (x,w))

- ((Mag ) (%) + 12"—0@2 - Vl)(x)> wi(x,w), (4.7.16)

avec les conditions non homogeénes aux bords

B(£) ow B(£)
w(§,w) + TD2(§)$(57¢U) = —T(Dz —D1)(§)

our

On
En multipliant 'équation (£.7.16) par w(.,w), en intégrant sur {2 par rapport a la
variable x et en utilisant les conditions (4.7.17), on obtient la forme

(&, w), sur 9 x R.(4.7.17)

Bl(w,W)Z/QDQ(X)IVW(X,W)deJr/Q (uaz(X)Jrif—OVz(X)) [wix,w)|*dx

+ 2/89 Y(E)w(E,w)*do(€) = - /Q(Dz — D) (x) Vg (x, w) Vw(x, w)dx

-/ <(Ma2 — Ha1) + ic—o;(yg - 1/1)> (x)u1 (%, w)w(x, w)dx.

On a la majoration
[Bi(w, w)| < [|Ds —Dllloo/ [V (x, )| [Vw(x, w)|dz
Q

+ (lpa2 = prarlloo + [[2 = v1lloc) V1 +w2/ Ju (x, w)|[w(x, w)|da.
Q

En utilisant I'inégalité ¢;t5+tst4 < (t1+1t3)(t2+14) pour des nombres réels positives
t;(t=1,...,4), on prouve qu’il existe une constante C; > 0 indépendante de w telle
que

[Bi(w, w)| < Cif[sa=s1llc V1 +w2/ (IVur (€, )| + [ua (x5, w)]) ([Vw(x, w)| + [w(x, w)]) dx.
Q
D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

1B1(w, w)| < 2C1[s2 — s1llec V1 + w?([ur (-, w)lg, [[W(., w)llg, - (4.7.18)

On a aussi
|B1(w,w)| > Re(B1(w,w)),
avec

Re(Bs (w, w)) = /Q D (3) [V (x, ) el + /Q o ()W, ) P+ 2 /6 O w)Pdo(6),

On a la minoration

1By (w, w)| > / D ()| V' (x, )| 2dx + / a2 () [ (, ) [P + 2 / () [w(&, ) do(€)

o0

za||w(.,w)|\§h, (4.7.19)
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ou « est la constante liée a la condition (4.7.3).
D’apres ([4.7.18) et (£.7.19), on montre que

oz||vv(.,o.))|\12§1 < 2C4[Is2 = s1fleo V1 + w?{lui (- w) g, IW( w)llg, - (4.7.20)

En combinant les inégalités (2.3.16) du théoreme 2.3.1] et (4.7.20) pour prouver
I'inégalité suivante
2CoCy
(ol < 2o 52 — 1o/ T+ WPM(w),

ou Cy est la constante positive qui apparait dans l'expression de M(w) donnée
en (2.3.13) et (2.3.16). D'ou, en utilisant I'inégalité (¢; + t2)? < 2(¢? + ¢3) pour des
nombres réels ¢;(i = 1,2), on obtient

2CoC;\”
) = iy, <2 (20 ) sa = sl + )

% (IF G2, + 16wz ) - @.7:21)

Pour achever la démonstration de I'ltem a), on intégre l'inégalité (47.21)) sur
R par rapport a la variable w en tenant compte des normes (0.0.9), (0.0.11) et
(0.0.13).

En multipliant I'inégalité (£.7.21)) par la fonction poids w — 1+w? et en intégrant
sur R par rapport a la variable w, on obtient

1/2
62 = 81 ls o) < Co (I Ieen) + 1903 manzomy) 152 = Sille.

Ce qui prouve I'ltem b).

Comme dans I'Ttem a), on consideére us(.,w) et u;(.,w) deux solutions dans H; du
probléme de diffusion (L7.1) — (£7.2) relatives respectivement aux parameétres
s; et sy. On a

(Aey — Aa)R (@), T) = /

(D2 — D1)(x) Vuz (x,w) Vv(x, w)dx + / (a2 — tha1)(X)uz(x,w)
Q Q

v(x,w)dx + i (va — v1)(X)uz(x, w)v(x,w)dx —|—/ D1 (x)V(ug — u1)(x,w)Vv(x, w)dx
€ Ja Q

+ /Q a1 (x)(ug — ur) (X, w)v(x,w)dx + ia /Q v1(x)(ug — u1) (%, w)v(x, w)dx

+ / Dy (6) (12 — ) (€, )¥(E @) dor(€) + / (D2(£) — D1 (6))(G — un)(€, w)¥(E @) dor(€).
o0 15}

Q

D’apres le théoréeme de trace et I'inégalité (2.3.13), il existe une constante C; > 0
ne dépendant pas de w telle que

/aQ D1 (&) (u2 — m)(&W)V(&W)dU(é)‘ < CilDalloolll(ug — w)(, w)llg, [V, »

JICECE SR w)(&w)v@,mdo(s)\ < CyIDs ~ Dy o

x (2ol +1GC @) linvaoae ) IV, -
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On obtient la majoration suivante
(Ras =) X)) < D2 o [ Vs )] [V it ezl | fuatoo)| vl
+ V14 62||vs — v /Q Juz (%, w)|[v(x) dx + | D1 ]| /Q |V (g — 1) (x,w)| [VV(x)] dx
+ [lttaloc /Q (w2 — wr) (x, )| [v(x)  dx + /1 +w2|\u1|\oo/9|<u2 — 1) (x,w)| [v(x)| dx

+C1[Daflooll(u2—u1) (-, w)llg, [IVllg, +CalD2=D1llo (IIUQ(-,W)HI:I1 + ||G(-vw)||H1/2(8Q,C)) v, -

Comme v, D et y, sont dans L*°(Q, R), alors il existe une constante p > 0 telle que
0 > max{||| oo, |D|loc, || £allc } - Alors, en utilisant la norme (0.0.14) on obtient

[(Asy — As) )X (w), V) < V1 + w252 — 51l /Q (IVua(x, w)| [V (x)] + |ua(x, w)|[v(x)]) dx
+o0V1+w? /Q (IV (2 — u) (x, )| [VV(x)| + | (w2 — ur)(x,0)] [v(x)]) dx

+ Crall(uz = u) (), IV, + CulD2 = Dalua(s )i, I¥ll,
+ Cullsz = s1lloo V1 + w2 (IFC @I, +1GC @) vz ) Vg, -

En utilisant I'inégalité ¢ty + ts3ts < (t1 +t3)(t2 +t4) pour des nombres réels positifs
ti(t=1,...,4),ona

|(As,—As))X(w), V) < \/1+w2||52—51||oo/ﬂ(IVUQ(X,W)I + [ua(x,w)|) (IVVv(x)] + [v(x)]) dx
+ov1 +w2/Q (IV (ug = u1) (x, )| + [ (w2 — u1) (x, w)[) (IVV(x)| + [v(x)]) dx

+ Crov/T+ 0 (uz = un) (@) I, I¥llg, + Cov/T+ sz = sl ua( ) g, vl
+ Cillsz = s1lloo V1 + 02 (IFC@)llg, +1GC @) /2.0 ) Vg, -
D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
[Res = Re)R(@), 1) £ 2+ COVI+ 6252 = s1 oo U, )5, IV,
+ 02+ COVI 0 (w2 = w) () I, vl +
Cullsz = s1lloo V1 + w2 (IFCw)lIg, + G @) 2.0 ) IV, -
On pose C; = 2 + C;, on obtient
R, = Be)R (@), D)1 < Cov/T+ |l lls2 = silloelluz( ), + w2 = ) ()l
+ Co/1T+ vl sz = sule (IFC @), + IGCw)llmzonc) ) -

En utilisant les inégalités (2.3.13) et (2.3.16) et I'inégalité (Z.7.21) de I'ltem a),
alors il existe une constante C3; > 0 indépendante de w telle que

o~

[(Res = o)X (), 0] < C(1 + ) Vllg, sz = st loe (IFC @), + 1GC, )iz 00,0 )

< (1 +w?) (IF(,w)lg, + I1G(w)ln2o0.0)) sz = stllocl V5.
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Comme

= sup |(Rs, — A)X(). V)],
IYllg=1

alors,

~

| B, = Ra)Z @) < Callsz = salloo(1 + %) (IFC ), +IGC @) linaonc )

En utilisant I'inégalité (t; + t2)? < 2(¢? + t3) pour des nombres réels ¢;(i = 1,2), on
obtient

o <2031+ (IFC I, + 166 @) ) ) Ise = sl
(4.7.22)

En intégrant l'inégalité (4.7.22) sur R par rapport a la variable w, alors on a

(A52 - ASI)X

HA ~ ~

1/2
< CoV2 (I M) + N9lemmrsony ) lIs2 = sill

Loy xH/2(09,C)
Drapres l'identité de Parseval, on obtient

1 ~ ~
(s = Ast X trioony = 5= [[(Res = R )X

Lo xH/2(09,C)

/| 2
<Cs o IX]| [|s2 —s1llo - (4.7.23)
s

Enfin, il existe une constante C = & telle que

VT
HASI - AS2||»C2 = HSlllpl ||(A52 - Asl)XHLQXRXR < C HS2 - Sl”oo ' (4724)
Ce qui acheéve la démonstration de I'ltem c). O

4.7.4 Dérivées de Fréchet et probléeme adjoint

On considére les parametres § = (vy, Do, fta0), b = (h1, ho, hs) et s = (v,D, u,) tels que
s = 8 + h. Soient u et ug respectivement les solutions exactes du probléme de diffusion
direct [@.7.1)-(@.7.2) relatives aux parametres s et 8, pour des fonctions sources X(w) =
(F(.,w), G(.,w)). On pose w = u — ug alors w € H, C H;. Soient ¢ et ¢, respectivement les
solutions exactes de (2.3.1)-(2.3.2) relatives aux paramétres s et §, pour des fonctions
sources X(t) = (f(.,t),9(.,t)). On pose 1) = ¢ — ¢o, alors ¢ € Hy C H;.

Soient Y = (¢,1) et Y = (v,z) respectivement deux éléments dans B et B. On considére
les applications linéaires Y : L>®(Q,R)® — £(Ly x HY/2(9Q),B) et Ts : L(Q,R)3
L(Ly x HY/2(9Q, C), B) données respectivement par

((Ysh)X(1),Y) = /m< (Oaw[]

(6.1) + ha() 22008

(&, t)) r(§)do(§). (4.7.25)
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et

()% 0 = [ (0% ) + a0 6.0 ) daote). 87.26)

On a l'expression équivalente

(Tu0) X0 9) = [ DO ) oG+ [ ( (>+iiu<x>) W, w) VG da

Co

+— | h(z)uo(z,w)v(z )dx—i—/ ho(z)Vug(z,w)Vv(z)ds
€0 Ja Q

V(&)
+ [ m@uewi@s - [ DEwic.w) T,

On note que w = u —ug € H, est la solution de I'équation de diffusion non homogéne

Co

—div (D(x)Vw(x,w)) + (Ma(x) + ﬂy(x)> wix, w) =
_ ic_ihl(x)uo(x, W)+ div (ha () Vo (x,0)) — ha()uo(x, @), (4.7.27)

avec les conditions non homogeénes aux bords

wiew) + e 2 6wy = L0020 ), veeon (4.7.28)

Théoréme 4.7.2. Soitw une fréquence dans R. On suppose que X = (f, g) est un élément
de H*(R,Ly) x H2(R, L%(092)), avec les notations et les hypothéses de la proposition[4.7.1]
et du théoremel4. 71l Alors, il existe une constante C > 0 indépendante de w telle que

N _AA_AA 3% 2 _ —~
a) H(A As Tsh)X(w) mxcxcgcnhnmﬂw (= o) (-, w)llg, -

As — Ag —

I 2
NG \/—Ilhll

De plus, T := /A\’§ est la dérivée de Frechet, au point § = (v, Do, ttao), de As par
rapport a la variable s = (v, D, u,).

b) [[As — As — Tshl|,, =

¢) Les dérivées A, et A, sont Lipschitziennes,

2 .
1AL~ Adll, < c\/; Is =8l et |

Démonstration. Soit w une fréquence dans R.

N N
As - Aé

<205 8.
Lo

a) On a

<(KS V. Tgh) (W), (v,2)) = — / (h3(x) + ic—ihl(x)) (1 — o) (x, w)v(x)dx

Q

—/QhQ(X)V('U/—UO)(X w)Vv( )dx — ha(§) (u— ug — ED%) (&, w)wda(ﬁ)-

a0 on on
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Soit ¥(¢,w) = @D(@%

similaires a ceux de la démonstration du théoréme [4.7.1] on trouve l'inégalité

(¢,w) pour tout £ € 90. En utilisant des arguments

(R = R = Yuh) K. D] < VT [ (V0= wo)x.)] + I = wo) . 0))

ov(&,w)

><(IVV(X)I+|V(X)|)dX+IIthoo/aQI(u—uO—V)(&w)l . 'da(ﬁ)-

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et en tenant compte de l'inégalité de
trace (c.f. annexe [B] le théoréme de trace), il existe une constante C; > 0
indépendante de w telle que
(B = Re = Tah) K@), 1| < 20 hllo /T2 (1 = u0) (), IVl
+ Col|plloo [ (uo —u=v) (-, w)llg, Ivilg, -

En utilisant I'inégalité de Sobolev, alors il existe une constante C, > 0 indépen-
dante de w, s et § telle que

allug —u—v(,w)g, <2C20vV1+w?|[[(u—uo)(,wlg,; (4.7.29)

ol ||h]|s < 0. On a alors

)

[((Be = B = Teh) K@), D)| < CallbllooV/T+ 02 (= w0) (),

C1Cap

ou C3 = 2max (1, > est indépendante de w, s et 8.

Comme

H (7\5 v ?éh) X(w)

—~ = Sup
Lo xH1/2(99,C) ||§?||A:1
B

alors on obtient

< Cal[hlloo V14 w? [[(u —uo) (-, ) g,

H (KS — Kg — th) )A((w)’ . <
L2 xH/2(89,C)

Ce qui conclut la démonstration de I'ltem a).
b) En utilisant I'inégalité (4.7.21), on obtient

| (.~ & - Tan) R

2 4 2\2 2 2
o veone S CHIAIS 4D (IFCIE, +1GCo) a0

2C,C1
ouc2:3c§( o)
a
En intégrant sur R par rapport a la variable w et en utilisant I'identité de Parseval

on obtient

1(As — As — Tsh) Xl = (KS W —Tgh) XH@

1
7=
C 2 2 2 /2
< o= Il (11 gy + lolemasony) -
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Comme
[As = As — Yshll,, = sup [[(As — As — Tsh) X]| .
IX[=1
alors
IAs — Ag — Tehl|, = —— B~ Re Tt _ < BN (4.7.30)
s S sltllz, \/ﬂ s S s 2\2 >~ \/ﬂ jo%s)
c) Soit s — § = h, en utilisant le résultat b), on a
[AGh = Ashlly, = [1As = As = Tshll,, + [1As — As = s,
L g~ +~ = 1 |~ ~ =
= — |[As —As —Tsh|| .+ —||As — As — Tsh||__
V2T ‘ Lo V2T ‘ Lo
C C 2
< —h§o+—hzo:0\/jh§o.
< i+l =L
Donc
! li 2 A
[As — Adll ., <C\/;|s—s|oo. (4.7.31)
D’une facon similaire, on prouve que
‘/A\;—Ké L. S 2Cls =8l (4.7.32)
Ce qui achéve la démonstration. O

Corollaire 4.7.1. Pour w une fréquence fixée dans R. Soient § = (v, Do, pta0) et s =8+ h
deux paramétres optiques, ot h = (h, ho, hg). On suppose qu’on a la condition suivante

D(§) =Do(§), V¢ € 09, (4.7.33)
est satisfaite. Soit (ALh) : Ly x HY/2(8Q, C) — Ly x H-Y/2(8Q, C) la dérivée de Fréchet de
lopérateur Ag, alors Uopérateur adjoint (A h)* est exprimé par

<)A((w), (ALR)” Y*> = —lcﬂ/ hi(x)up(x, w)u*(x,w)dx —/ ha (x)Vuo (x, w)Vu* (x,w)dx
0 Ja Q

—/hg(x)uo(x,w)u*(x,w)dx, (4.7.34)
Q

pour tout h = (hy, he, h3). La fonction v* est la solution unique du probleme de diffusion
adjoint,

—div(D(x)Vu* (x,w)) + <ua(x) — ?V(X)) v (x,w) =0 dans £, (4.7.35)
0
avec les conditions non homogénes de Robin aux bords
wew) + M2 _ e vy suron (4.7.36)

o Y*(&,w) = (u*(€,w),z*(€,w)).
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Démonstration. En utilisant 'hypothese (4.7.33), on a D(§) = Dy(¢) pour tout £ € 952
alors ha|gn = 0. Lexpression (4.7.26]) devient

(RRE), @) = [ D©ZE € witgiote) @.7.37)

o0

Ce qui implique que

(AR (W), T (w) :-ici: /Q i ()1t (3, )0 (x, @ — /Q s () Vo (3, )V (x, @) e

—/hg(x)uo(x,w)u*(x,w)dx
Q

. / (Jﬁhl(x)uo(x,w) + div (ha(x) Vg (x, w)) — hB(X)UO(X,WO o)
Q Co

= (X(w), (ALh)*Y*(w)).

Finalement, on a

(X (w), (Rh)Y* (w)) :ic—‘: /Q o (x) 0 (e ) (3, ) — /Q o () Vg (3, @) V™ (x, w)dx

—/hg(x)uo(x,w)u*(x,w)dx.
Q

O

4.8 Méthode d’approximation pour le probléme inverse

Soient § = (v, Do, ao) un vecteur nominal formé par les valeurs observées des para-
metres optiques vy, Dg et uqo. Soit h = (hi, he, h3) le vecteur désignant la perturbation
et s = 8 + h le vecteur de parameétres perturbés. Pour tout 1 < j < N, on note par
X;(,w) = (F;(,w),G,;(.,,w)) la j9"¢ source ou N, est le nombre de sources placées sur le
domaine. On considére la fonction cott s — J(s) donnée par

J LR — [0, +00]
N
(4.8.1)

ou
ry(8) = DO 225 w)lgg ~ Do) 2L (L w)lgg = 2101 ©) w8l wDlan

et u;[s] et u;[8] sont respectivement les solutions exactes du probléeme (2.3.4)-(2.3.5)
liées aux parameétres s et § et aux fonctions sources X;(.,w). Alors on a

N
J(s) = Z ||Fj(s)||?{—1/2(ag7<c) '
j=1
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Le probléme inverse traité ici consiste & trouver le vecteur de parametres s* = (v*, D*, u¥)
autour des parameétres optiques observés § qui minimise la fonction cott 7.
On considére le probléme de minimisation suivant

S, = arg ( min j(s)) . (4.8.2)

s€L> (Q,R)3

4.8.1 Discrétisation dans la base spline tensorielle

Soient hy = (b —a)/n, et hy = (d — c)/n, respectivement les nouveaux pas des subdi-
visions de [a,b] et de [c,d]. On pose K/ = (K}, h}) et on considére le sous espace Sy ()
donné par

Sw () = {sn € C*(Q) : sk, €P3(Q*: 0<i<n,—1,0<j<n—1}, (4.8.3)
ou Kyj = @i, zit1[X[y;,yj41[, pour 0 <i<mn, —let0<j<n, — 1
On note m = n, + 3 et m" = n;, + 3. Soit g@g/(x) = B3 <x_h7?4) B (%%;’4) pour
£=1,....met ¢ =1,...,m' la base des splines tensorielles associée a la nouvelle

subdivision. On utilise une décomposition par morceaux de s = (v, D, u,), dans la base
des splines tensorielles, donnée comme suit

et Hah' (X) = Z Z ,LLaM/EM/ (X) (484)

Les fonctions v/, Dy €t p14,, sont dans I'espace des splines tensorielles gh,(ﬂ). On note
M .
par sV :

M . . . . . .
s = (Vlla---aVrn17V12a-"7Vm27-"7V1m’7"'aymm/adlla-"admlad12a-"adm25

. . . . . T M
-~wdlm’an-7dmm’7//fa11a~-~7Mam17/14a127'~'7Mam27'~wMalm’wna,U/amm’) eR )

le vecteur des parameétres optiques dans ou M = 3mm’ et s;y = (v, Dpr, pia,,) le
vecteur de parameétres dans la base B-spline tensorielle.

On obtient le schéma suivant faisant le passage d'un probléme inverse continu vers
un probléme inverse discret

O : L®(Q,R)3 — Sp/(Q) x Spr () x Sp(Q) — RM

s +— s — O(s) :=sM. (4.8.5)

On consideére la fonction cout discrete sM — J(sM) donnée par la formule suivante

J:RM  — [0, +o0]

Nt
Mo JEY) = IREWE =Y [Ris™)] (4.8.6)
=1



140 CHAPITRE 4. PROBLEME INVERSE POUR L’EQUATION DE DIFFUSION
oua R(sM) = (R (sM),Ra(sM), ..., Rn, (sM))T € CM avec Nt = NyN,. On a

Rit(-1ng (™) = Rign, -1y (©(s)) = 27(&)) (Uﬁf] [sM] (&, w) — YE]) ;
pour j=1,....N; et i=1,...,Ny, (4.8.7)

ou O est la fonction définie dans (4.8.5) et ugf] [sM] est la solution approchée du pro-
bléme de diffusion direct et Yg I est la donnée mesurée au bord au point &;, pour des
fonctions sources données X;(.,w). La norme ||R(sM)|, est le résidu au point sM.
Le probléeme de minimisation discret associé au probléme est

sM = arg min J(sM). (4.8.8)

sMeRM

Les problémes et sont des problémes mal-posés. Dans l'objectif de di-
minuer les effets du bruit dans les données, on remplace le probléme original
par une meilleure condition. Une des méthodes de régularisation les plus populaires,

est la méthode de régularisation de Tikhonov [154]. La méthode remplace le probléme
(4.8.8) par le probleme d’optimisation sans contrainte donné par

M — arg min J)\(SM), (4.8.9)

S, =
sMeRM

ou la fonction cotit J, est donnée par
M2
sM e RM — Jy(s™M) := |IR(s™)|12 + A ||SM - SMH2 . (4.8.10)

Le coefficient A > 0 est le parametre de régularisation a choisir afin d’assurer une
meilleure convergence et M est le vecteur des coefficients dans la base spline tenso-
rielle des parameétres nominaux observés s.

Comme la fonction J, est différentiable au sens de Gateaux et convexe alors, sM est
la solution du probléme d’optimisation sans contrainte (4.8.9) si et seulement si

VIa(sM) =o. (4.8.11)

La matrice hessienne V2J,(sM) est semi-définie positive pour tout s™ € RM. La mé-
thode classique de Newton reste une méthode efficace pour la résolution de ce type de

probléme ([@.8.17). Les itérations classiques de Newton consistent a générer une suite

de vecteur (s}M);, a partir de parametres observés sj! au voisinage de s et les itérations

sont calculées selon le schéma suivant
s =sM = [V, ()] T VL), k=0,1,2...
Soit élvk la direction décente convenable, solution du systéme itératif suivant
(V235 (sM)] di. = VIA(s)), (4.8.12)
alors on obtient le schéma itératif suivant

si=si —dy, k=0,12...
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4.8.2 La jacobienne et la hessienne dans la base spline tensorielle

Le domaine considéré est Q = [a,b] x [¢,d]. On subdivise l'intervalle [a,b] en utilisant
les nocuds de points espacés x; = a + ihy pour ¢ = 0,1,2...,n1 avec hy = (b —a)/n;, et
l'intervalle [c, d] en utilisant les noeuds de points espacés y; = c+jhy avec hy = (d—c)/no.
On considere la grille formée par les points (z;,;),)ez> tels que :

r; = a+1ihi, 1 €Z,

Yy = C+ih2, ] € 7. (4813)

Pour une fréquence fixée w dans R, soit u,(.,w) la solution approchée du probléme de
diffusion (@.7.1)-(4.7.2) calculée dans la base spline tensorielle. On note V; le sous
espace de dimension finie de Hy, donné par

Vh = {uh S H2 D Up

K, €P3(Q); pour0<i<n; —1, 0<j<ng—1}, (4.8.14)

avecpour 0 <i<n; —1let0<j<ng—1, K =[zs,zi11] X [yj,y;+1] est une maille rec-
tangulaire dans 2, et h = (hy, ho) est le vecteur de taille de la grille uniforme et P3(2)
est I'espace des polynomes sur (2 de degré < 3. Il est bien connu que la dimension du
sous espace WA/h est N=N;Ny ouN; =ny +3 et Ny =ny + 3.

On utilise la base des splines tensorielles (B;;) du sous espace V5. La méthode d’ap-
proximation Galerkin consiste a trouver une solution approchée u.( .,w) de la solution
exacte u.(.,w) comme solution dans V, du probléme variationnel suivant [5] :

Ao (up(.,w),vn) = Lo(vn),  Vou € Vi (4.8.15)

La solution u(.,w) du probléeme s’écrit sous la forme suivante

N1 Ns

un(x,w) =3 Y Znij(w)Bij(x),  Vx = (x,y) € Q (4.8.16)

i=1 j=1
ot pour 1 <i < Njetl<j <Ny, les coefficients Z; ;;(w) sont complexes.

On prend la fonction test v, (z,y) = Br(z,y) dans la formulation variationnelle
(@.8.15)), alors on obtient

N1 N2
DD Znij()Aiju(w) = Lo(Br), pour 1<k<N; et 1<(<N,, (4.8.17)

i=1 j=1

ou
d b
M) = [ [ Dlesy) (VBy) (@.9) (VBu) (z. )dady
d b
—|—/c /a (ua—l—ij—OV) (x,y)Bij(z,y)Br(z, y)drdy
+2/ ~v(z,y)Bij (2, y)Br(z, y)do(z,y), (4.8.18)
o0

et

(@, y) Gz, ;) Bia a, y)do (z, y) + /Q F(z, y;w)Bu (e, y)dady, (4.8.19)

B ki(w) = 2/

o0
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pour (i, k) € {1,...,N1}? et (j,1) € {1,...,Na}>.

Soient A(w) = [Asjxi(w)] la matrice de taille N; N, x N;N, dont les coefficients complexes
Ajjr(w) = Ay, (Bij, Bii), Br(w) = [Bpki(w)] la matrice de taille (N; x Ny) dont les coeffi-
cients complexes By, x;(w) = L,(Br) et Zp(w) = [Zp,i;(w)] la matrice de taille (N; x Ng)
des coefficients complexes inconnus.

On introduit les vecteurs by, (w) = vec(Bj,(w)) € RN1N2 et z;, (w) = vec(Zy(w)) € RN1N2, Les
relations donnent le systéme linéaire de taille N; Ny x N;Nj suivant

A(w)zp(w) = bp(w). (4.8.20)

ou les coefficients Z; ;j(w) sont ceux apparaissent dans I'expression de la so-
lution approchée u,;. La résolution du systéme linéaire (4.8.20) nous permet d’obtenir
ces coefficients. Les coefficients de la matrice A(w) sont donnés par

Ak (w) = Dijrr + Uijrr + 2Qujki (4.8.21)

avec les coefficients Dj;;, Ujjn et Qi sont donnés respectivement par

d b
Dyt = / / D(z,y) (VBy;) (z.9) (VBi) (z, y)dady

d b
=1 [ [ DB B @B sy
d rb
3z [ DB @B BB (5) o,

Uijrt = /cd /ab <ua + icioy> (2,9)Bij(z,y)Br(z, y)dedy
-/ ' / b (1o 120 ) 0B B 0B o)),
et

Qs = /8 ) By ) B . 9)dr () = / (£, 9)B: () By () By (2) By (3) do(z, ),

[219]

pour tout (i, k) € {1,...,N1}? et (j,1) € {1,...,Na}2.
Les coefficients A, (w) de la matrice A(w)

m m’ h
zgkl = Z Z déé’ ( 2 EQU + h U([)D(/ )>
(=1¢=1

+ hihy Z Z <Maw + I—Vuf) U +2Qun,  (4.8.22)
(=1¢0'=1
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ou Dl(.i), Ul(.ﬁ), D;fl) et Ugf,) sont les coefficients donnés respectivement par

n1 _ 4
DY) — / Bg<M>Bg(s—i+4)6g(s—k+4)ds,
0

h/
1
m (hy(s— 044
Uy = / 83<%>83(s—i+4)83(5—k+4)d&
0 1
, no _p 4
Dl = / Bs <7h2(7 h,é+ )>Bé(7—j+4)3§(7—l—|—4)d7,
0 2
: "z Cho(r — 0 44
Ul = /O 33(%)@(T—jﬂ)&u—wzx)dr (4.8.23)

Les matrices Dge) et Uge) ont pour coefficients Dl(.i) et Ul(.ﬁ) respectivement. Elles sont de
tailles (N; x Nj). Les matrices Dge) et Uge) ont pour coefficients Dgf ), Ugf ). Elles sont
de tailles (N3 x N3). On considére le systéme linéaire suivant

A(w)zp(w) = bp(w) (4.8.24)

avec A(w) est donné par
Aw) = zm: i dogr @U(w) ® D(If) + ED(W) ® U(e)
hl 2 1 hQ 2 1

+hahy Y Y (MW + iciuw) U o Ul +2Q, (4.8.25)
=1¢0=1 0

ou Q, est une matrice de taille N;Ny x N{No.
Les coefficients du vecteur b, (w) sont donnés par

B ki(w) = 2/

(2, 9) G s 5 0) B (2 y) dor (s ) + / F (2, ys ) Bu (1, y)dady,
o0

Q
k=1,....N;;l=1,...,No. (4.8.26)

Alors, le vecteur source by, (w) dont les coefficients By, x;(w) donnés en se calcule
en fonction de F(.,w) et G(.,w).
Les dérivées premiéres de (4.8.24) par rapport aux coefficients s, sont données

" Oz, (w) . OA(w) o (w by, (w)

58@@/ 58@@/ aSu/
Les dérivées secondes sont données par

0A(w) Ozp(w) 0?7z (w) +8A(w) 8zh(w)+ 0?A(w) o (w0) — 0?bp, (w) .

A =
0Sp,0, OSper +AW 0S0,0,05000 Oseer O0Spye,  O0Su,0,080 " 05,0, 05000
2
Comme by, (w) est indépendant de s, alors on a Obn(w) =0et 9bn(w) = 0. Ce qui
88@@/ 38@1@38@@/
implique que
O2nw) _ _ p-1()2A) ), (4.8.27)

88@@/ 8588’
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et
02z (w) 0A(w) 0A(w)  O0A(w) OA(w)
— ) A At At . (4.8.28
584142 58(@/ (W) 584142 w 58[@/ 58[@/ w 6%@ Zh (w) ( )
8A(w) . i .
En utilisant les relations (4 , on calcule 55, par les identités suivantes
Seer
white g oyt 1<f<m,1<¢<m,
0A(w) €0
8855/ = ZQ U@/ ® DZ m + Zl Dg/ ® Uz mo m+ 1 S ;€ S 2m, 1 S él S m/, (4.8.29)
h1h2U€’®U€ om > 2m+1</<3m,1</¢ Sm’,
avec A(w) est donnée dans ([4.8.25) et, Uy, Dy et Uy, D, sont les matrices élémentaires
de A(w).
Par injection de la relation (4.8.29) dans (4.8.27), on obtient
Wh1h2A*1(w)U;f, 2 UTzp(w) | 1<0<m,
Ozp(w) h hy
8522, - _A_l( ) (h2 U@/ (024 DZ m + h DZ’ ®U£ m) (CLJ) y m + 1 S ;€ S 2m, [4‘8‘30)
—hi1hoA™ ( )U & UZ—QmZh( ) 2m + 1 </ < 3m.

pour tout 1 < ¢ < m’. En utilisant la dérivée de Fréchet, on calcule la matrice jaco-
bienne K(sM) du vecteur R(sM) par

aRHNd G-1\s ( )
O0sppr

(@) M L P
K(i+Nd(j_1))E( )= j=1,...,Ng,i=1,...,Nyg

=1,...,3m et 1</ <m’. (4.8.31)
On introduit le vecteur o(x) donné par
o(x) = (B11(x),...,BN;1(x); B12(x), .. ., BNy2(X); - - - ; Bin, (%), - - -, BNy N, (X))T , ¥xeqQ.
En utilisant les relations et (A711), on obtient

Riin, (-1 (sM) = 2v(&) (UE{] [sM] (&, w) — ng]) . j=1,...,Ny,i=1,...,Ns. (4.8.32)

N2 Ni
Comme u Mg, w ZZ i kl w)Bri(&), V& €9, 1<i< Ny, alorsona
I=1 k=1
No [J
RN, (j—1)(s™) B 3uh [sM] 9Zj 1 (
Dserr = 2"/(&) Dsee (§z7 =2y & Z Z 88@@/ &)’

=1 k=1
V& €eQ, j=1,...,N,,i=1,...,N;. (4.8.33)

En utilisant 'expression explicite (4.8.16) de ug] [sM](&;,w) dans I'équation (£.8.33) on
obtient

RN, (-1)(8™M)
Oseer

825] (w)
Osppr

. j=1,....N,s, i=1,... Ny (4.8.34)

=2v(&)o (&)
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(7]
De plus, en injectant I'expression (4.8.30) de 828,17(@‘1) dans (4.8.34), on obtient la ma-
Ser
trice jacobienne K(sM). Pour j=1,....Nyeti=1,...,Ny, ona
wh h2 —1 T T [,]]
(&)o' (E)AT (W) Up ® Uz (w),1 < £ < m,
OR; i 1)(sM h h
@) _ ) yegtieinsie (P20 enr, + Mog e ur,) i)
38@@/ h h

m+1</¢<2m,
—2h1hoy(€)0 T (€A (W)UF © UF_pz “J< ),2m 41 < ¢ < 3m.

My\ T My\ T
Les gradients VJ(sM) = <8;(s ) > et VI (sM) = (%) des fonctions couts J et
Sew Sowr

Jx, sont donnés respectivement par
VI(sM) = 2K*(sM)R(sM) et VI,(sM) = 2K*(sMR(sM) 4+ 2A(sM — sM),  wsM e RM.

" My (M) 4 oM 3 R RN
Soit H(sM) = K*(sMK(sM) + E(s™) ot E(sM ZR m

1 <V, l <m'. On peut montrer quil existe une constante C > 0 telle que pour tout
M ¢ RM et pour tout # € RM, on a

, 1 <40 <3met

HVJA(SM + ) — VIA(M) — 2 (H(sM) + Aly) %H <C H%H;M

2 M
La matrice hessienne V2J,(sM) = L(S) est donnée pour tout sM par
58@@/58@152
V2T = 2 (H(sM) + Mu)
= 2K*(sMK(sM) + 2E(sM) 4 2A\Ip, (4.8.35)

Pour tout sM € RM,

Pour k assez grand on a 'approximation E(s}) ~ 0. Ce qui montre qu'a chaque itération
de Newton k (k assez grand), dans le systéme linéaire (4.6.14), la matrice Hessienne
V2] (sM) est approchée par I'expression

V2Ia(sM) ~ 2K* (sMK(sM) + 2.

Ainsi, a chaque itération de Newton % , le systéme linéaire (4.6.14), s'écrit sous la
forme suivante _
(H(sy") + Alm) di, = K*(sph)R(s)') + A(sp! — sM).

On résout le probléeme donné par le schéma itératif suivant

sihi=sM—dy, k=0,1,2...

4.8.3 Discrétisation dans une base de fonctions radiales

Les démarches utilisées dans ce paragraphe sont similaires a celles utilisées dans
la section On considére A’ le sous ensemble de points A" = {a},...,a} } C O
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dispersés dans le domaine 2 C R?. Soit &’ = sup /inil |x — a;|| 1a distance de densité de
xeQ a; €A’
A’ dans Q. La famille (B;(.,¢))1<i<n, +d,, €st une base de parameétre d’échelle ¢’, donnée
par
U (x — al) pour i=1,...,Np,

= N ;
B’L(X75)_{ Pipr(X) pour i:Np+1,~..,Np+dm, s Vx € (.

Soit V), le sous espace d’interpolation de H,, dont la dimension est N, +d,,, donné par
Vi = span{B;(.,8") : 1 <i <Np +dm}, (4.8.36)

m(m + 1)
2 A~

duisant de I'espace V.

La solution approchée uy(.,w) € V- est une combinaison linéaire dans la base (B;(., J)),

oud, = et m est l'ordre de la fonction radiale utilisée comme noyau repro-

Np+dm
w(x,w) = Y zni(w)Bi(x,0). (4.8.37)
i=1

On note m" = N}, + d,,,. On utilise une décomposition par morceaux de s = (v, D, ui4)
dans la base de fonctions radiales, donnée par

v (x) = Y vBe(x,0'), Dp(x) = diBe(x,0") et pan(x) = pacBe(x,8), (4.8.38)
=1 =1 =1

alors les fonctions v/, Dy et pq, sont dans I'espace %A’h/. On pose M = 3m’ et on note
sM le vecteur de parameétres optiques dans (£.8.38) donné par

M . . T 3m’
s :(Vlv"'7Vm’ad17"'7dm’7uala"'7,u“am’) ceR

et s,y = (vn, Di, tans). On obtient le schéma suivant faisant le passage d'un probléme
inverse continue et un probléme inverse discret dans la base de fonctions radiales

O : LOO(Q,]R)B — i}hl X i\’h/ X i}hl — RM

S —> Sp — @(S) = SM. (4.8.39)

De la méme facon que précédemment, on consideére la fonction cout discréte sM — J(sM)
donnée par

J:RM — [0, +o0]

NgNg
Mo JsM) = [REMIZ= Y Ras™)|, (4.8.40)
=1
oua R(sM) = (R;(sM),Ra(sM), ..., Rn,n, (sM))T € CM avec
Rit -0ms (M) = Riany -1 (0(8) = 20(6) (w6 ) - YET) . (@.8.41)

pourtoutj=1,...,Nyeti=1,...,Ng, et © est la fonction définie dans (4.8.39) et ug] [sM]
est la solution approchée du probléme de diffusion direct relativement aux fonctions
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sources )A(j (,w) et Y,Ef } est la donnée du flux mesuré aux bords du domaine au le point

& pour la j¢*¢ fonctions sources )A(j(.,w). La norme ||R(sM)]|, est le résidu au point sM.
Le probléeme de minimisation discret associé au probléme (4.8.2) est

sM = arg min J(sM). (4.8.42)

sMecRM

4.8.4 La jacobienne et la hessienne dans une base radiale
On considere le systéme linéaire suivant
A(w)zp(w) = bp(w), (4.8.43)
avec A(w) est la matrice dont les coefficients
Aij(w) =Dij + Uij +2Qq5, 1 <4, < Np+ dn. (4.8.44)
Pour tout 1 <4,5 <N, ona

1 0 ~ X — a; X — a; x—a;)T(x — a;
D = ﬁZde/Be(x,él)@l (7” 5 ”2>90/<” 5 J”2> ( )" ) dx
=1

Q % — a;|2][x — a;]l2

— w0 N [ 5 s (=il lx = alle
Uz] - Z(Maf"i_lCOVZ)/QB@(Xv&)(p( 5 ® 5 dX7

(=1

@ = [ o () (167000 i

pour tout N, +1 <i <N, +d,, etl1<j<d,, ona

' — VP,_ Ti(x —
Diy = EZ /BﬁX(S (”X CLJ|2) N, ()" (x aj)dx

5 2 5 I —a,1l2

’

Uy = Z(Mam—w) [ Bate P, e (B0 )

G e ]

pour tout 1 <i< N, etN,+1<j<N,+d,,ona

Dij = %Zd//QBﬁ(x &) ('X_éa”b) VPioN () e~ ar) )

o [x — aill2
o =~ [x — aill2
U'L] = ; <,LLa/ + 15”@) ABZ(X d ) < 5 PJ N ( )dX,
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pour tout N, +1<¢ <N, +d,, et N, +1< 75 <N, +d,,ona

Dij - Zd// Bp X 5 VPl N, ( )VPj_Np(X)dX,

/
m

5 (s #1220 ) [ Buls60Ps, (0P, (.
Co Q

(=1

s
[

Qs = [ AP (©OPsn, (©r(©)
Les termes de la source sont calculés de la maniére suivante,

i) = [ oo (P58 ax, 6,00 = [ s@cme (B4 )o@, =1,

et
Fy(w) = / F(x, )P x, ()dx, Gj(w) = /8 HOGE Py, (Odr(€). 5 =Ny LNy

Le vecteur source by, (w) dont les coefficients

s = [ Forae (P52 Y axa [ s (B2 ) ao, =1,

et

bp,; = / F(x,w)P;_n, (x)dx + 2/ Y(&)G(& w)Pjn, (€)do(§), j=Np+1,...,Ny +dp,.
Q o0

Pour le calcul de la jacobienne et de la hessienne, nous utiliserons les mémes tech-
niques que le probléme inverse discret dans le cas d'une dimension de I'espace.

4.9 Meéthode de résolution par les lignes de niveau
On peut vérifier qu’a chaque itération de Newton &, on a
~ ~ o~ ~ 112 ~ 12
Vs () = 2((H6) + et o) = =2 (G620 + 0 ) <0

On note par ¢ 'angle entre —VJ,, (si) et dy. alors on a

—VJy, (sM)Tdy 1

cos(by) = ||VJ>\k g H HdkH > K(V2I 5, (st))

>0, 0¢€ [0,%[

ou £(V2J,,(sM)) est le conditionnement de la matrice hessienne V2J,, (s}). D'apres le
developpement de Taylor, on a

Ine SN+ midi) = In, (¥ + e VI, (st T dy, + O ().
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La stratégie d’Armijo-Goldstein-Wolfe [13, 68,161, 162] donne des conditions de conver -
gence suivantes

T (M 4+ medi) < In (s + em VI, s\ Tde, € €]0,1], (4.9.1)
et la condition de courbure de Wolfe
Va8 ) dy > 79Iy, (M) T di, 7 €le, 1] (4.9.2)

Comme VJ,, (skM)Tglvk < 0, alors il existe un nombre réel trés petit 7 tel que la condition
(4.9.1) implique (c.f.[4Q])

Ine (SM 4 1dy) < Tn (sM) + eV, (sh) di,

et la seconde condition (4.9.2) est souvent appelée la condition de Wolfe unilatérale
pour la distinguer de la condition forte suivante

|92t + ado|, < 7 wan &, el
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

5.1 Conclusion

Dans cette thése nous avons étudié les problemes de transport, en particulier I'équa-
tion de transfert radiatif ETR dans des milieux optiques moyennement épais. Il s’agit
des équations stationnaire et non stationnaire. Dans le premier chapitre de ce travail,
nous avons traité le probleme ETR du point de vue théorique, a savoir I'existence,
I'unicité et la régularité de la solution. En suite, nous sommes intéressés au probléme
de diffusion qui est un probléme équivalent a ETR sous des hypothese de diffusion
ajoutées.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons proposé la résolution du probléme de dif-
fusion avec les conditions non homogénes de Robin aux bords du domaine. La trans-
formée de Fourier était un moyen technique pour gérer la variable du temps. Son
utilité a été efficace puisqu’elle nous a permis de réduire I’équation en une équation
elliptique et de gérer ensuite le probleme de résolution avec la variable de l'espace
seulement. Une étude théorique du probléme constitue une part essentielle de ce cha-
pitre dans lequel nous avons établi 'existence, 'unicité et la régularité de la solution.
Nous avons démontré I'équivalence entre 'équation de diffusion dans le domaine fré-
quentiel avec les conditions de Robin aux bords et une formulation variationnelle. En
suite, Nous avons proposé la résolution du probléme par la méthode d’approxima-
tion variationnelle de Galerkin basée sur les fonctions B-splines en dimension un, les
splines tensorielles en dimension deux.

Dans le troisieme chapitre, nous nous sommes intéressés a la résolution du pro-
bléme de diffusion en utilisant les fonctions a base radiale. La méthode d’approxi-
mation de Galerkin sans maillage est basée sur le choix d'une fonction radiale et un
ensemble de point (nuage de point) du domaine qui générent une base d’approxima-
tion. La sélection des points du domaine est basée sur des algorithmes (les points de
Halton et les points concentriques) qui sont des points réguliers ot sur un choix aléa-
toire irrégulier. Nous avons utilisé la méme technique de la transformée de Fourier
et son inverse pour trouver un signal en fonction du temps. Dans ce troisiéme cha-
pitre de ce manuscrit, nous avons donné€ les grandes lignes de notre travail. Ces idées
seront affinées lors de nos prochains travaux.

151
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Dans le quatriéme chapitre, nous nous sommes intéressés au probléme inverse de
diffusion. Il s’agit de trouver les propriétés optiques en utilisant le flux optique ou le
courant recu aux bords du domaine avec les fonctions sources utilisées. Nous avons
étudié la stabilité de I'opérateur Dirichlet-to-Neumann (DtN) mesurant le flux optique,
en fonction des paramétres optiques. Puis, nous avons étudié la dérivée de Fréchet de
cet opérateur et nous avons établi la propriété lipschitzienne de cette dérivée. Dans le
cadre d’approximation du probléme inverse, nous avons utilisé les fonctions B-splines
cubiques en dimension un de l'espace, les fonctions splines tensorielles et les fonc-
tions a base radiale en dimension supérieure de 'espace. Enfin, nous avons proposé
l'algorithme de Gauss-Newton pour résoudre le probleme inverse par un schéma ité-
ratif discret. Une autre méthode de grande importance est celle de la résolution du
probléme inverse par les lignes de niveaux (line search method). Cette derniere idée
reste une perspective pour un travail ultérieur.

5.2 Perspectives

Nous nous intéresserons dans la suite de nos travaux aux thémes que nous avons
introduits dans ce manuscrit. Les grandes lignes de sujets que nous traiterons sont
les suivants :

i) Le probléme inverse qui a comme finalité la résolution numériques et ses appli-
cations a la restauration d'images (Image restoration) et a la vision.

ii) L’approximation de Galerkin sans maillage en utilisant les fonctions a base ra-
diale.

iii) L’application de nos méthodes numériques a d’autres équations linéaires (équa-
tions des ondes et équations d’advection-diffusion) comme le montre les exemples
suivants.

iv) Application des méthodes d’extrapolations pour la résolution des EDP de type
Stokes, Navier-Stokes, probléme de Darcy et au probléme inverse de diffusion
[29, 188, 189, 91]...

Les techniques utilisées dans les chapitres précédents de ce manuscrit peuvent étre
appliquées a d’autres équations. Nous donnons ci-aprés quelques équations pour les-
quelles il est possible d’appliquer les méthodes proposées.

5.2.1 Equation des ondes et équation d’advection-diffusion

Nous étudions I'équation hyperbolique des ondes en une dimension de I'espace

1 o2 )
e 8—15(5 +ux) -V (8_f> — V- (k(x)V¢) = f(x,t) dans QX [tg,to+ T], (5.2.1)

avec c¢(x) = ¢p/n(x) est la vitesse d'ondes, pu(x) est la vitesse d’advection et « est le
coefficient de diffusion. Les fonctions ¢(x), u(x) et x(x) sont bornées dans l'espace
L>(Q). Les hypothéses de validité de I'équation (5.2.1) sont

i) divp =0,
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i) [jp)leo << 1,
iii) La densité du milieu est constante

L’équation est bien posée a proximité de la frontiére de notre domaine en ajoutant les
conditions de Robin aux bords données pour tout (&,¢) € 9Q x [to, to + T] par

9P(&,t)
on

avec (3 : 092 — [0, +o0[ est une fonction de régulation aux bords.

Le probléme de l'acoustique consiste a déterminer la densité ¢ d'une onde en mou-
vement. La méthode basée sur la transformée de Fourier temps-fréquence nous évite
une discrétisation de la variable du temps et elle facilite le passage d’'une équation
hyperbolique en une équation elliptique équivalente. Ceci nous permet par la suite de
résoudre facilement une équation elliptique en utilisant la méthode d’approximation
de Galerkin a base les B-splines cubiques (c.f. le chapitre 2).

P& 1) + B(E)k(8)

=g(&1), (5.2.2)

Nous étudions I'’équation d’advection-diffusion multidimensionnelle de la variable
de I'espace avec une dépendance d'un terme dynamique dans le temps

a(x)% Fv(x)-Vé— V- (k(x)Ve) = f(x,t) dans Qx[to,to+T],  (5.2.3)

avec v(x) est la vitesse d’advection, « est le coefficient de diffusion et «(x) est le po-
tentiel de I'évolution. Les fonctions «, v et x sont dans I'espace L>(f2). L'hypothése de
validité de I'équation (5.2.3) est que |v|| soit de valeurs trés petites ou ||v|| < |4/ co-
Pour que I'équation soit bien posée a proximité du bord de notre domaine, on impose
les conditions de Robin données pour tout (&,t) € 9Q X [to, to + T| par

9P(&,t)
on

Le probléme d’advection-diffusion consiste a déterminer la densité de la chaleur ¢
d’'un objet en mouvement de vitesse v. La méthode basée sur la transformée de Fou-
rier temps-fréquence nous évite une discrétisation de la variable du temps ainsi nous
facilite le passage d'une équation parabolique & une équation elliptique équivalente.
Elle nous permet ensuite de résoudre facilement une équation elliptique en utilisant la
méthode d’approximation de Galerkin a base la spline cubique (voir le chapitre[2). Une
fois la solution en espace-fréquence trouvée, nous utiliserons la transformée de Fou-
rier inverse avec comme technique d’intégration numérique, la quadrature de Gauss-
Hermite (c.f. Annexe [A), pour trouver la solution ¢ en espace-temps.

P& 1) + B(§)k(E) =g(& 1) (5.2.4)

5.2.2 Probléme des ondes acoustiques

Dans cette section, on considére 'équation déterministe des ondes acoustiques en une
dimension de l'espace (1D). Cette équation surgit dans plusieurs domaines d’applica-
tions scientifiques comme la propagation des ondes. Ce type de probléme a été traité
aussi comme un modéle mathématique par plusieurs auteurs lors de ces derniéres
années [115, 49].

L’équation hyperbolique de 'acoustique ou I'équation hyperbolique des ondes reste
un modele standard pour décrire le transport ou la propagation des ondes dans des
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domaines dispersifs (c.f. [115, 113, [114]). On propose des méthodes d’approxima-
tions numeériques pour la reconstruction d'un signal, nommé la densité des ondes,
vue comme solution de I'équation dynamiques des ondes en une dimension de l'es-
pace. Plusieurs techniques numeériques sont employées pour résoudre ce probléme.
On utilise la transformée de Fourier pour trouver une équation aux dérivées partielles
elliptique intermédiaire dans un domaine fréquentiel.

Dans un domaine dont le mouvement moyen se fait avec une vitesse u(x), confor-
mément aux hypotheéses dont certains seront mentionnés ci-dessous, I'équation dé-
terministe des ondes acoustiques est donnée par

1 07 a (0 0 0
Wa—tf +u(x)% (a—(f) ~ % </<a(x)a—j> = f(x,t) dans [a,b] X [to,to + T](5.2.5)

ou c(x) = ¢o/n(x) est la vitesse de I'onde dans un domaine d’indice de réfraction n(z),
la fonction ¢(z,t) est la densité de la pression acoustique et f(z,¢) la fonction source.

Dans le cas ou u(z) = 0 alors on a I'équation des ondes usuelle.
Les hypotheéses de validité de I'équation sont

ou

L

1 Ox

1) [lplleo < 1.

Les suppositions précédentes sont presque satisfaites dans un domaine pyrométrique
acoustique. C’est une technique de mesure de température pour la combustion de gaz
[115]. On consideére I'équation en une dimension de I'espace avec les conditions
non homogeénes de Robin aux bords

8(0.6) ~ fur(@) 2 = g0,
060, 1) (5.2.6)
(b(bv t) + ﬁb“(b)T = gb(t)v

et les conditions initiales ¢(z,ty) = ¢¢, (2), %(x,to) = h(z,to), V(z,t) € [a,b] x [to, to + TJ.

En utilisant la transformée Fourier comme dans les chapitres précédents, on obtient
le probléme des ondes dans le domaine fréquentiel

w? ) ou 0 ou
_Wu—klwu(a:)% ~ (/ﬁ(az)%) = F(z,w),
u(a,w)—ﬁan(a)au(zw) — Ga(w), (5.2.7)
u(b,w)+ﬁw(b)a”al;”) = Gy(w),

ott u := u(z,w) = ¢(x,t), pour tout (z,w) € [a,b] x R.

Si u =0 et k=0, alors I'équation est I'équation non homogéne particuliére de
Helmbholtz [50]. Comme dans la section la formulation variationnelle équivalente
a I'équation des ondes (5.2.7) dans un domaine en mouvement, est donnée pour toute
fonction test v € H; par
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b b u(z, w)——
Alu(.,w),v) = —wg/ C(;)Qu(x,w)@dx—i—iw/ u(x)%v(x)dm

b ulxr,w v\ _ —_—
[ ) 22U gy, o] + (O

b
et L(v) = A/aGa(w)v(a)—l—’ybi(w)v(b)—i—/ F(z,w)v(z)dz.

Exemple. Dans cet exemple, on suppose que c, u et k sont constants, et les fonctions
sources F(.,w), G,(w) et Gy(w) sont données comme suit

F(z,w) = ﬁe*w2/4 (_%;ﬁ + (%;71' + 2iu0w) T — %; —iperw — 2&0) ,
0 0 0
Go(w) = ﬁe*‘ﬁ/‘l (a? — (2Bak0 + m)a + Bakorm + 1),
Gylw) = Ve /4 (b2 + (280 — )b — Bykiom + 1) ,

alors la solution exacte du probleme [5.2.2) est u(z,w) = /7(z® — 7z + 1)e~+"/4 et par
la transformée de Fourier inverse on obtient la solution exacte dans le domaine espace-
temps ¢, (z,t) = (2% — 7z + e .

Pour un temps t =1 et x € [-5, 5], le graphe de la solution exacte x — ¢.(z,t) est donné
sur le coté haut a gauche de la figure[5.1l La partie réelle et la partie imaginaire de la
solution numérique x — ¢.p,(z,t) sont données respectivement en haut a droite et en bas
a droite de la figure[5.1l. On observe que le graphe de la partie réelle de x — ¢.(x,t) est
parfaitement similaire a celui de la solution exacte puisqu’elle est une fonction a valeurs
réelles. Tandis que la partie imaginaire est presque nulle avec des valeurs numériques
d’ordre 10~'°, En bas a gauche de la figure[5.1], on donne le graphe de la fonction de
Uerreur relative E, : t € [to,to + T] — Ep(t), avec E; est donnée explicitement par
U'expression 2.2.47).

Pour (z,t) €]a, b[x]to, to + T[, on donne respectivement, le graphe de la solution exacte
(x,t) — éu(z,t) sur le coté gauche de la figure[5.2) et le graphe de la part réelle de la
solution numérique (z,t) — ¢, (z,t) sur le coté droit de la figure[5.2
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Solution exacte Solution numérique

@(xT)

X107 La partie imaginaire de la solution numérique
T

05
251

E,0

15

0.5F

0 L L L L 15 L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 -5 0 5
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FIGURE 5.1 — Exemple avec les paramétres : a = —-5,0=5,1/8,=¢(=1,1/8 = =1,
to=0,T=0.5,c=0.5, kg =1/5, po = 1074, m = 50, p = 50 et n = 100.

5.2.3 Probleme d’advection-diffusion

Dans cette section, on considére 'équation d’advection-diffusion en une dimension de
I'espace. Cette équation surgit dans plusieurs domaines d’applications scientifiques
comme la dynamique des fluides. Le probléme de la dynamique incompressible a été
étudié aussi comme un modele mathématique par plusieurs auteurs le long de ces
derniéres années [72, 136, |37].

L’équation d’advection-diffusion parabolique reste un modeéle standard pour la des-
cription du transport de I'énergie (c.f. [72, |36, 137]). On propose une méthode d’ap-
proximation numeérique pour la reconstruction de la densité ¢ dans une situation
dynamique incompressible, dite densité d’énergie. Elle est la solution du probléme
advection-diffusion en une dimension de 'espace. Plusieurs techniques sont employées
pour résoudre numériquement I’équation d’advection-diffusion. Ici, on utilise la trans-
formée de Fourier, pour trouver une équation aux dérivées partielles intermédiaire
dans le domaine fréquentiel.

L’équation déterministe d’advection-diffusion est donnée par la principe de la dy-

namique suivant
00 28 _ 2 (2
R\T Oz

a(x) 5t —|—v(x)% ~ ) = f(z,t) dans [a,b] X [to,to +T], (5.2.8)
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Solution exacte Solution numérique
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FIGURE 5.2 — Exemple avec les paramétres : a = —5,0=5,1/8,=¢(=1,1/8, = =1,
to=0,T=0.5,¢=0.5,kg=1/5, o = 1074, m = 50, p =50 et n = 100.

ou v(z) est le coefficient d’advection, x(z) est le coefficient de diffusion, «(z) est le po-
tentiel d’évolution et ¢(z, t) est la fonction satisfaisant I'équation de Navier-Stokes[5.2.8]
avec une fonction source f(z,t). Les fonctions «a, v et x sont bornées a valeurs réelles
dans I'espace L*°([a,b]). L’équation (5.2.8) est dite une équation d’advection-diffusion
parabolique. L'hypothése de validité de (5.2.8) est telle que ||v|| soit trés petit. On
considere I'équation avec les conditions non homogeénes de Robin aux bords

8(a.t) - Bur(@) 22 (a,1)

9a(t),
H(0.1) + D)5 0r1) = (o)

En utilisant la transformée de Fourier comme dans les chapitres précédents, on ob-
tient un systéme d’équation advection-diffusion dans le domaine fréquentiel

(5.2.9)

iwa(@)u +v(m) 2L — 2 <n(x)@> = F(z,w),

or Oz ox
u(a,0) ~ Burl@) 2(a,w) = Gale), (5.2.10
u(b,w) + Bir(b) 7o (b.w) = Cilw).

o~

(z,w), F(z,w) = f(z,w), Ge(w) = ga(w) et Gp(w) = g(w), pour tout

o
=
S

I
£

&

£

|

)
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Comme dans la section [2.2.2] la formulation variationnelle équivalente dans un
domaine a4 mouvement est donnée pour toute fonction test v € H; par

Au(.,w),v) = L(v),

ou

b b
Au(l,w),v) = iw/ a(a:)u(x,w)mda:—l—/ v(az)M@dx

ox

, -
/ K(JJ)% 82—(;)@: + voula, w)m + yu(b, w)ﬁ,

b
et Lv) = ’yaGa(w)m—F'ybi(w)@—l—/ F(x,w)v(z)d.

Exemple. Dans cet exemple, on suppose que les fonctions «, v et x sont constantes, et
que les fonctions sources F(.,w), G4(w) et Gy(w) sont données par

Flz,w) = mw2e—w’/2 (iwaox2 + 2voxr — iwag — 2,%0) ,
CGolw) = V2rw2e w"/2 (a? — 2Bakoa — 1),

P
s
&

|

\/27Tw26_“’2/2 (b2 + 2B4Kk0a — 1) .

Alors la solution exacte dans domaine fréquentiel est u(z,w) = /27 (z2 — 1)w2e~+"/2 et en
utilisant la transformée de Fourier inverse on obtient la solution exacte dans un domaine
temps-espace ¢(z,t) = (z2 — 1)(1 — t2)e~ /2,

Pour un temps fixé t = 0.5 et une variable x € [-5, 5], on a le graphe de la solution exacte
x — ¢«(z,t) est donné en haut a gauche de la figure la partie réelle et la partie
imaginaire de la solution numérique x — ¢.,(z,t) sont données respectivement en haut
a droite et en bas a droite de la figure[5.3. On observe que le graphe de la partie réelle
de la solution numérique ¢.,(x,t) est parfaitement similaire a celui de la solution exacte
qui est une fonction a valeurs réelles. Tandis que la partie imaginaire de la solution
numérique est quasiment nulle avec des valeurs d’ordre 10716, En bas a gauche de la
Sfigure on donne le graphe de la fonction de Uerreur relative E, : t € [to,to + T] —
E(t), avec Ey, est la fonction donnée explicitement par U'expression 2.2.47).

Pour (z,t) €]a,b[x]to, to + T[, le graphe de la solution exacte (z,t) — ¢.(x,t) est donné
a droite de la figure[5.4 et la partie réelle de la solution approchée (x,t) — ¢.p(x,t) est
donnée a droite de la figure[5.4.
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Solution exacte

Q.(x.T)

5 Erreur relative Eh(!)

E,0
o

45F

35

Solution numérique

25

Re(@,,(xT)

La partie imaginaire de la solution numérique

Im(g,, ()

FIGURE 5.3 — Exemple avec les parameétres : a =
to=0, T=0.5, ap =1, kg = 0.5, vo = 10~%, m = 50, p = 50, n = 100.

=5,b=5,1/fa=C=1,1/p =G =1/2,
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FIGURE 5.4 — Exemple avec les paramétres:a = —5,b=5,1/8, = =1,1/8, = { = 1/2,
to=0,T=0.5 ay=1, ko= 0.5, vo = 107%, m = 50, p = 50 et n = 100.




Annexe A

Intégration numérique

A.1 La formule de quadrature de Gauss-Hermite

Les polynémes d’ Hermite sont des fonctions polynéomiales orthogonales définies sur
R relativement a la fonction poids w(z) = e

polynéomes d’Hermite est donnée par

. La formule générale de la suite des

n x? d" —z2
Hy,(z) = (—1)"e da:—"(e ), n > 0. (A.1.1)

Cette méme suite de polynoémes (H,(z)), peut étre construite par un processus de
récurrence donné par la formulation suivante

{ Hpp1(2)

=2zH,(z) — 2nH,—1(z) , n>1,
H 1 (x) (A.1.2)

:0, HQ(.T) = 1.

On consideére la fonction f dans la classe C*™*2(R), on note ¢ la fonction donnée par
o(z) = f(a:)e””z, alors on a

+oo +oo
Z(f) 2/ f(z)dx z/ @(x)e_rzdx. (A.1.3)

— 0o — 00

Pour calculer l'intégrale donnée en (A 1.3), on utilise la formule de quadrature de
Gauss-Hermite suivante,

+o0 5 m
/ o(z)e ™ do = Zaigo(wi) + En(p), (A.1.4)
—oo i=0

ou les neeuds (w;)o<i<m sont les racines de la fonction polynémiale d'Hermite H,,,; de
degré m+1 et les coefficients poids («;)o<i<m sont calculés par la formule de Christoffel-
Darboux (c.f. [2]),

1 T Hp(w) e 2" m! /7
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Pour tout k£ > 1, la fonction dérivée du polynome H; est donnée par la formule
Hj. () = 2kH_1(z),Vz € R.

L'erreur E, liée aux calculs numériques par la formule de quadrature de Gauss-
Hermite (A.1.4) est donnée par la formule générale suivante

Enm( >=W(+Hi(+2—m @m+2(), veeR,

pour toute fonction ¢ de classe C?™+2(R).

La forme analytique des nocuds est bien connue seulement pour des valeurs petites
du degré m du polyndome d’Hermite. Pour avoir plus de précisions, on choisit m rela-
tivement grand. Par la formule (A 1.2), on calcule les coefficients du polynéome H, 1
de degré m + 1 pour un m donné. Puis, on calcule les valeurs propres de la matrice
"compagnon" associée a ces coefficients. On rappelle que la matrice compagnon d'un
polynoéme

Hup1(2) = 2™ + ama™ + am—12™ 7 + ...+ a12 + aq,

de degré m + 1 est la matrice

0 . . 0 —ag

1 0 —aq
M=1 g

: . .0 :

0 ... 0 1 —amp

Les valeurs propres de cette matrice sont les racines de H,,;,. Par la formule (2.2.30),
on calcule les poids «; corresponds.

Pour une fonction f de la forme f(z) = @(x)e‘”z ol ¢ € Py, alors la formule de
quadrature de Gauss-Hermite est exacte

— 00

+oo 2 m
/ p(x)e™ dx = Zaicp(wi)
=0

Par exemple, si ¢ est la fonction donnée par ¢(x) = cos(z), alors la formule de quadra-
ture de Gauss-Hermite

oo -
\/Ee_l/4 — / Cos(x)e_rzdx = Z (673 Cos(wi)v

-0 i=0

ol (w;)i<i<m sont les racines du polynéme d’Hermite de degré m qui sont aussi les
valeurs propres de la matrice compagnon M et (o;)i<;<m sont les coefficients poids
donnés comme dans la formule (A.1.5).
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A.2 La formule de la quadrature de Simpson

La formule d’intégration numérique de Simpson consiste a approcher une intégrale
abstraite de type
b
| f@a.

par une formule facile pour la programmation. Il s’agit ici d'une approche de I'intégrale
réalisée avec une faible erreur. La formule de Simpson peut étre obtenue en rempla-
cant une fonction f sur un intervalle [a, b] par son polynéme d’interpolation de degré 2
aux noeuds zp = a, 1 = (a+b)/2 et x2 = b. Les poids sont donnés par oy = a2 = (b—a)/6
et oy = 4(b — a)/6, alors la formule s’écrit

I (f) = =1 [f(a) +4f (b;a> +f(b)} : (A.2.1)
Si f € C%([a,b]), l'erreur de quadrature est
_ h5 (4) o b—a
&21(f) = =55 /() h=——,

ou ¢ €a, b[. On en déduit que la formule[A.2.1la un degré d’exactitude égal a 3.

En remplacant f par son polynéme composite de degré 2 sur [a, b], on obtient la formule
composite correspondante a (A2.1I). On introduit les nocuds de quadrature =, = a +
kH/2, pour k=0,...,2m et on pose H = (b — a)/m, avec m > 1. On a alors

m—1 m—1
Iy (f) = b(;na F@)+2) ) flwar) +4 ) f(waep1) + F()] - (A.2.2)
=1 =0

Si f € C%([a,b]), I'erreur de quadrature associée a la formule de Simpson est

b—a (H\"
- _ = )
Eanll) = "5 () 1006
ou ¢ €la, b[; le degré d’exactitude de la formule (A.2.2) est 3. On a

(b—a)

5
sagot IV llse:

b
/ f(w)dw—lz,m(f)’ <

(b—a)®

Le terme
2880m4

que le choix de la subdivision de l'intervalle [a,b] joue un réle primordial et détermi-
niste.

| £« est de valeurs tres petites lorsque m est grand, ce qui montre
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Annexe B

La trace et la trace normale :
théoréemes de trace

Nous faisons un rappel sur les théorémes de trace. Ces notions de trace sont utilisées
plusieurs fois dans le corps de ce manuscrit. Il s’agit de la trace et de la trace normale.
On désigne par  un domaine inclus dans R<.

B.1 L’opérateur de trace

Définition B.1.1. Soit ¢ une fonction dans H'(Q2), on note par ¢|sq la restriction de la
Jonction ¢ aux bords 092 du domaine ). La fonction ¢|sq est dite la trace aux bords, de
la fonction ¢. On note encore ¢|oa = Yo(¢).

Théoréme B.1.1. L'ensemble {~o(¢) / ¢ € H(Q)} des traces aux bords des fonctions
de H'(Q), est un sous espace vectoriel de L2(09Q) et il est noté par

H'2(09) := {v(¢) / ¢ € H(Q)},

et on note vo(H'(R2)) = H/2(9Q) c L2(99).

Démonstration. Pour plus de détails concernant la preuve, on réfere a J.N. Reddy [130,
129] ou bien a Raviart-Thomas [128]. O

Théoréme B.1.2. (Théoréme de trace) Soit 2 C R? un domaine ouvert régulier de classe
Clouf= Ri. On définit U'application de trace ~y :

v s H(Q)NCE) — L209) N CO0)
¢ — Y(¢) = dlaq,

165
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alors, il existe une extension par continuité de Uapplication v, en une application conti-
nue, notée encore vy, : H(Q) — L2(09).
De plus, il existe une constante C; > 0 telle que, pour tout ¢ € H'(Q) on a

Démonstration. Soit Q = R% = {z = (2/,24) € RY, x4 >0} ot &’ = (z1,...,24-1). Soit v
une fonction dans H'(R%). On définit I'opérateur P par

B vz’ zq) si x4 >0
Pu(z) = { vz, —xq) si zq <O.

On a la fonction dérivée

ov , , .
3(PU) x) _ 8(9—.%1 (x ,xd) si x4 >0
94 —a—;d(x’, —zq) si xg<O0.

Soit (v,) la suite de fonctions a support compact C¥ (@) telle que,

[lvn — o[l = 0 lorsque n — 400,

alors on a

+oo o
v (2, 0)|% = —2/ vn(x',xd)a—:;;(x',xd)dxd,
0

en utilisant I'inégalité 2ab < a? + b* valable pour tout (a,b) € R?, on obtient

2
) dx'dzg.

+o0
/ o (27, 0)|%d2’ < / <|vn(x’,xd)|2 + ‘gvn (2, 24q)
Rd—1 0 Tq

D’ou

an”m(Rdfl) < ”UHHHI(Ri)'

B.2 L’opérateur de trace normale ~;

Définition B.2.1. Soit ¢ € H?(2), on note par % laq la restriction de la dérivée normale
n

? aux bords 02 du domaine (). La fonction % est dite la trace normale aux bords de
n n

la fonction ¢. On la note encore v (¢) := I V¢.n.
n
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Théoréme B.2.1. L'ensemble {vy(¢) / ¢ € H*(Q)} des traces aux bords de fonctions de
H?(Q), est un sous espace vectoriel de L*(952), noté encore par

H*/2(09) := {~(8) / ¢ € H2(Q)} -

On a(H?(Q)) = H2(0Q) c HY/?(09) C L2(99).
De plus, Uensemble {v:(¢) / ¢ € H*(Q)} des traces normales aux bords de fonctions de
H2() est un sous espace vectoriel de L?(0Q) et on a v, (H?(Q)) = HY/2(9Q) c L2(9Q).

Théoréme B.2.2. (Théoréme de trace normale) Soit ) C R¢ un ouvert borné de classe
C! ot bien Q = Ri. On définit Uopérateur de trace normale v, par

o HXQ)NCQ) — L20Q) N COQ)

99

¢ — 71(¢): %|8Qa

alors, il existe un prolongement par continuité de v, en une application linéaire continue,
notée encore par v; : H2(Q) — L2(09).
De plus, il existe une constante C; > 0 telle que, pour tout ¢ € H2(Q2) on a

71(®) L2 (00) < Cill@ll2(0)-

Théoréme B.2.3. Soit Q C R? un ouvert borné de classe C'. Si g; € H*?(99) et g5 €
H'/2(09), alors il existe une fonction ¢,, ,, € H*(2) telle que :

9¢
70(¢91g2) = ¢g1gz\an =g et 71(92557192) = %bfl = g2.
De plus, il existe une constante Cy > 0 telle que, pour tout ¢ € H?(Q2) on a

70(®)|IL280) + [171(D)llL2(00) = ll91llL2(00) + llg2llL2(80) < Call@llEz2(0)-
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Annexe C

Parametres et coefficients
physiques et biologiques

Nous nous intéresserons a la propagation de I'énergie lumineuse. Ce sujet peut étre
traitée dans le cadre de la théorie des équations de transports. Les conditions phy-
siques et mathématiques d’approximation nous permettent de procéder par une ap-
proche qui débouche sur des équations aux dérivées partielles EDP dites aussi équa-
tions d’advection-diffusion.

Dans un premier temps, nous allons rappeler brievement les divers parameétres
intervenant comme facteurs dans la description des EDP étudiées.

Le comportement de la lumiére au contact d'un matériau dépend des propriétés
des surfaces de ce matériau par rapport a la lumiére, ainsi que les longueurs d’onde
de cette lumiere. Les rayons lumineux se propagent depuis les sources lumineuses et
arrivent sur des surfaces. Ils sont alors soit réfléchis (diffusés), absorbés ou rétractés.

C.1 Coefficient d’atténuation

Dans le cadre de la tomographie par rayon X, les faisceaux lumineux sont supposés
purement monochromatiques (sources de Dirac). Ainsi, chaque photon représente un
niveau d’énergie E se propageant a une fréquence constante. Si N (x) désigne le nombre
de photons par second passant par une position x alors l'intensité du faisceaux en
x est donnée par Z(x) = E.N(x). Chaque substance par laquelle passe le faisceaux
lumineux, possede la propriété suivante : chaque millimétre de substance absorbe une
certaine proportion de photons passant par elle. Cette proportion x — A(x) est une
fonction réelle positive, appelée le coefficient d’atténuation du matériel. Pour comparer
latténuation d'un matériau par rapport a l'atténuation de I'eau, les radiologues ont
introduit I'unité Hounsfield (H), du nom de G.M. Hounsfield, le fondateur du premier
scanner. L’atténuation d'un matériau par rapport a l'atténuation de 'eau est donnée
par la relation suivante

_ A - Aeau

H:
AG(I’U.
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Nous donnons quelques valeurs du coefficients d’atténuation de certaines substances
par rapport a 'atténuation de l'eau :

Substance Unité en Hounsfield | Substance Unité en Hounsfield
Os 1000 Rein 30
Foie 40 a 60 Liquide cérébro-spinal 15
Matiére blanche 20 a 30 Eau 0
Matiere grise 37 a45 Graisse -100 a -50
Sang 40 Air -1000
Muscle 10 a 40

TABLE C.1 - Les mesures de quelques matiéres a I'unité Hounsfield (H).

Pour une lumiére localisée dans un intervalle [x,x + dx] avec un coefficient d’atté-
nuation A(x), la proportion de photons absorbés dans cet intervalle est p(x) = A(x)dx.
Le nombre par second de photons qu’absorbe le matériau dans l'intervalle [x,x + dx]
est

p(x)N(x) = A(x).N(x).dx,

en multipliant par E pour obtenir I'écart d’intensité correspondant a I'écart de lon-
gueur dx selon I'équation
dT = —A(x).Z(x).dx.

On obtient I'équation différentielle connue sous le nom de loi de Beer-Lambert

T

i —A(x).Z(x).

La solution 7 de 'équation de Beer-Lambert est
1
Z(x) = Z(x0) exp <—/ A(xo +7(x — XQ))dT> .
0

Exemple. On donne v un nombre réel positif fixé. On considére la fonction d’atténuation
donnée par

1—|z? si 0<|z|< T
A(x)z{ 0 1 sinonf| =7 (C.1.1)
On calcule la solution 7 et on trouve
1 .., ®=-T
—x—3r —T+3T
RS IR €.1.2)
6727'4»%7'4 <z,
et
1r legt—r41rt rEoT
I i —
N@ =58 Cogeiriirt gerer €.1.3)
e~2mtaT T <z



C.2. LA TRANSFORMEE DE RADON R 171

C.2 La transformée de Radon R

Pour ¢t > 0 et 0 € [0,2n[, on désigne par ¢, ¢ la droite définie par
lig={(tcosf — ssinf,tsinf + scosf): —oo<s<+4oo}-

Pour tout fonction f € L!(4; 4, ds), la transformée de Radon de f, notée Rf est définie
par

(RF)(t,0) := , f(s)ds,

La fonction f représente le faisceau émis a 'entrée et (Rf) est la réponse recue a la
sortie. L'objectif est de reconstruire I'information a l'intérieur du domaine a partir des
réponses (Rf) obtenues d’'une maniére successive.

Pour tout (z,y) € ¢, 9, ona z =tcos — ssinf, y =tsinf + scosf :

\/(%)2 + (Z—i)zds = \/(—sine)2 + (cos0)*ds = ds,

a:2+y2:t2—|—52.

et

Pour une fonction donnée A : R? — R définie sur R?, on a

(RA)(t,0) := A(tcosf — ssinf, tsinf + s cos)ds.

(2%}

Exemple. On consideére la fonction d’atténuation donnée par

_ ) R—vaZ+y? si a? +y* <R?,
Ale,y) = { 0 si z*+y? > R?, (€.2.1)

En calculant la fonction A en fonction de s, t et 6, on trouve

_ 2 2 i _ 2 _ 42 2 _ 42
A(x,y)z{R Vit St —VR*-#<sssVRT-1, (C.2.2)
0 sinon,
ot [t| < R. Alors
SR
(RAYL0) = [ Atcosd — ssinf, tsin0 + 5 cos 0)ds :/ R— VP +2)ds (C.2.3)
Zhg —+vR2—t2

1 R+ VR?Z —¢t2
JR2 42 242 i
(RA)(t,0) = RVR® -2 — ot m(R_ Rz_t2> st —R<t<R, (C.2.4)

0 sinon,



172 ANNEXE C. PARAMETRES ET COEFFICIENTS PHYSIQUES ET BIOLOGIQUES
C.3 Coefficient d’absorption

L’absorption est un phénomeéne de transformation de I'énergie lumineuse absorbée
en une autre type d’énergie. Les chromophores se présentent généralement sous la
forme de particules microscopiques, telles que les hématies qui transportent 'hémo-
globine. Chaque chromophore est caractérisé par une section efficace d’absorption o,
dépendant de la longueur d’'onde A ou ¢ est I'indice du chromophore considéré. De fa-
con globale, dans le cadre de la théorie du transfert radiatif, on introduit le coefficient
d’absorption p, est considéré comme une fonction réelle dépendant du domaine étudié

Zpai x)7a, (A (C.3.1)

ol p,,(x) est la densité volumique du chromophore d’indice i.

Le coefficient d’absorption représente I'énergie absorbée par unité de longueur traver-
sée dans le milieu, il dépend beaucoup de la longueur d’onde, ce qui ouvre une issue
a l'analyse spectroscopique du milieu étudié [45, 146, |60, [164]. C’est par la mesure de
ce coefficient que 'on pourra remonter aux concentrations d’hémoglobines oxygénée
et réduite, et par la a I'oxygénation du domaine.

C.4 Coefficient de dispersion

La réflexion est le changement que subit un rayon lumineux incident. Ce rayon est
renvoyé par la surface réfléchissante dans une direction symétrique a la direction
d’incidence par rapport a la normale. Il se trouve qu’il existe deux types de surfaces :
brillante et mate (non brillante), alors selon les propriétés caractéristiques des maté-
riaux, il existe principalement deux types de réflexion : réflexion spéculaire et réflexion
diffuse, correspondant respectivement aux surfaces brillantes et non brillantes.

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons a la réflexion diffuse. Le phénomeéne de
diffusion intervient sur les interfaces non brillantes. Le rayon lumineux incident est
absorbé et réémis de maniére non cohérente ou aléatoire, dans plusieurs directions
indépendantes. L'énergie du rayon incident est redistribuée dans une multitude de
rayon réfléchis. La réflexion diffuse peut étre parfaitement diffuse quand I'intensité de
la lumiére diffusée est la méme d’'une direction a I'autre. On introduit le coefficient de
dispersion de maniére analogue a I'absorption ; on associe a chaque centre diffuseur
une section efficace de dispersion o,., dépendant de la longueur d’onde )\, et on définit
le coefficient de dispersion u. qui est considéré comme une fonction réelle dépendant
du domaine étudié et de la longueur d’onde,

fsc(x, ) = Zpsm X)0sc, (A (C.4.1)

ou p,., est la densité volumique du diffuseur d’indice i.

Le coefficient de dispersion représente le profil de I'énergie diffusée par unité de lon-
gueur traversée dans le milieu. Son inverse est le libre parcourt moyen de dispersion,
a savoir la longueur moyenne parcourue par un photon entre deux évenements de
diffusion. A partir des coefficients de 'absorption s, et de la dispersion ji,., on définit
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le coefficient d’extinction ou de transport ., qui regroupe les pertes d’énergie liées a
I'absorption et a la dispersion,

Mot (Xa /\) = Ma(xa /\) + Wsec (X7 )\) (C.4.2)

Ce coefficient est une fonction réelle dépendant de la variable x représentant le do-
maine étudié et de la variable A représentant la longueur d’'onde de la lumiére utilisée.

C.5 Fonction de phase

Les lois géométriques de réflexion et de réfraction ne s’appliquent que sur des surfaces
parfaitement lisses. Cependant, dans la pratique, les surfaces des objets ont générale-
ment des irrégularités, des impuretés et donc leur interaction avec la lumiére est plus
complexe. Un photon se disperse d’'une direction s vers une direction s’ dépendant

1
d’'une densité de probabilité (s,s’) — Wﬁ(s, s'). Cette fonction décrit la facon de la

diffusion de la lumiére a travers une surface qui peut étre rugueuse.

Lors d'un événement de diffusion, I'énergie lumineuse est redistribuée dans toutes
les directions de I'espace, cette distribution bidirectionnelle est décrite par la fonction
de phase 7(s,s’) > 0. Ainsi, pour une lumiére incidente provenant de la direction s,

la quantité (s,s')ds’ représente la proportion de I'énergie diffusée se propageant

Tea—11 1
(Sl
dans la direction s’ a ds’ prés [47, 186, |87]. La mesure ds représente I'élément de surface
sur l'ensemble S¢~! s’écrivant sous la forme suivante

ds = (sin Gl)d_Q S (sin Gd_3)2 sinfy_odfy...d0g_3d0g_o2dbg_1, (C.5.1)
avec 0 <@, <mpourl<i<d—2et0<6y_1<2m.
On suppose que n satisfait la propriété de normalisation suivante

1

W L n(s,s')ds = 1, (C.5.2)
ceci exprime la conservation de particules le long d'un événement de dispersion pur
de s vers s’. Toutefois, cette distribution de la lumiére représente le regroupement
de la distribution de réflectance liée aux composantes de la lumieére réfléchie et la
distribution de transmission liée aux composantes de la lumiére transmises, ce qui
permet de caractériser des matériaux semi-transparents. La distribution caractérisant
la réflectance doit satisfaire le principe de réciprocité de Helmoltz, c’est-a-dire que la
fonction de phase n est symétrique : 7(s,s’) = n(s',s), ce qui signifie que la fonction
(s,8') — n(s,s’) est indépendante de la direction du flux lumineux. Cette symétrie
rend possible le suivi inverse des rayons lumineux depuis 'observateur vers la source
lumineuse. A savoir que s’il s’agit d'un matériaux isotrope, alors il existe une fonction
7 : [-1;1] — R telle que la fonction de phase est exprimée sous la forme suivante

[15,1115]
n(s,s’) = n(sTs"). (C.5.3)

Dans la pratique, le domaine est supposé isotrope, alors la fonction de phase est
bien définie et satisfait et (C5.3). Les tissus biologiques sont anisotropique-
ment dispersifs, avec une fonction de phase trés piquée vers I'avant. Pour les tissus
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optique, la fonction de phase communément appliquée est La fonction de phase intro-
duite par les astro-physiciens Henyey-Greenstein en 1941 donnée par (c.f.[81])

1—p?

: C.5.4
1+ p% — 2psTs)d/2 ( )

U(Sas)z (

o 0 < p < 1 est un parametre. Soit (L,),>0 la suite récursive des polynémes de
Legendre donnés par

2n+1 n

Ly(r) — ——
n—l—lT (™) n+1

Lyyi(7) = Looi(r) n=1,2,....

et Lo(r) =1, Li(r)=r.

En réalité, la fonction de phase est simulée numériquement en utilisant une base
générée par les polynomes de Legendre

o0

ﬁ(STS/) = Z(2n + 1)ann(STS/)a

n=0

Exemple. Pour d = 2;3, on as’s' = cosf et d’apres [C.5.1), Uangle 6 représente l'angle
de diffusion d’'un photon de la direction s vers la direction s'.
Les gens ont Uhabitude d’utiliser cette fonction puisqu’elle est exacte, dépendant d’'un
seul parameétre d’ajustement p qui peut étre lié au domaine. La fonction de phase pos-
sede la formule d’expansion de Legendre suivante (c.f. [95])

o0

7(cos ) = 2(271 +1)p"L,,(cosb), (C.5.5)

n=0

Pour d = 2, |S'| = 27 est le périmétre du cercle unité S'. On considére P la fonction de
phase normalisée définie par

1
P(pa 0) = @W(Sa S/)'

P:0,1] x [-7,7[ — [0,+00]

1 1—p?
(p,0) — P(p,0):= 3 (L5 92 = 2pcosd) (C.5.6)

Pour d = 3, |S?| = 47 est la circonférence de la sphére unité S2. Soit P la fonction de
dispersion définie par
1
P(p,0) := @n(s,s’).

P:0,1] X [-m,7[ — [0,+00]

1 1—p?
(p,0) — P(p,0):= P

4m (1 + p? — 2pcos(6))3/2 (€.5.7)
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FIGURE C.1 - Cet exemple montre les différents graphes de la fonction de phase de
Henyey-Greenstein

C.6 Coefficient d’anisotropie

Il est toutefois primordiale de définir le coefficient d’anisortopie puisque ce dernier
varie selon les composantes caractéristiques de chaque matériau. Cependant, le mo-

ment d’ordre un de la fonction de phase ;7 définie en (C.5.3) joue un role déterministe

qui nous permet d’introduire le coefficient d’anisotropie comme le cosinus moyen de
I'angle de diffusion [15]

1 ~
Y= BT Js n(sTs") sTs' ds € [0,1]. (C.6.1)

Le coefficient ¥ est supposé constant dans un domaine de mémes caractéristiques.
Pour d = 3 on a |S?| = 47 et par un changement de variable T = cos(f;), on obtient

21 T
Y = i/ / 7(cos(601)) cosby sinb1db1dOs
47T 0 0

1 [t 1— p? I
2/1 (1+p2—2p7')3/2T 4 2/,17-77(7-) T’
etonad=0sip=0;1, et =psipe]0,l].

C.7 Coefficient de diffusion

Etant donnée d la dimension de l'espace, le coefficient de dispersion réduit ji,. est
définie par I'expression

Psc(x,A) = (1 — Npse(x,A), avec o€ [0,1].

Le coefficient de diffusion D(x, \) est li€é au coefficient d’absorption u,(x,\) et au coef-
ficient de dispersion réduit p..(x, \) par la relation suivante

1
PO = G N T o) (€71
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Alors, le coefficient de diffusion est une fonction réelle, positive et bornée.

1
i) Les milieu a diffusion isotrope correspond a ¢ = 0, dans ce cas D(x, \) = m
Mtr X,

ii) Dans les tissus biologiques, la diffusion est trés anisotrope correspondant a 9 ~

1, dans ce cas D(x,\) ® ——-
dprg (%, N)

C.8 L’indice de réfraction et vitesse de la lumiére

La réfraction est le changement de direction que subit un rayon lumineux incident en
passant a travers une interface qui sépare deux milieux. Chaque milieu homogéne est
caractérisé par sa capacité a ralentir la lumiére. Dans des domaines complexes tels
que le cas des milieux biologiques, se sont observées des fluctuations aléatoires dont
la capacité est modélisée par l'indice de réfraction v. Ce dernier est considéré comme
une fonction réelle bornée dépendant du domaine étudi€, on a v(x) = ¢p/c(x) o1 ¢y est
La vitesse de la lumiére dans le vide et ¢(x) est la vitesse de la lumiére dans le milieu
étudié [119]. En optique géométrique, la réfraction est généralement décrite par les
lois de Descartes les plus populaires :

Soient 0, I'angle d’'incidence et 6; 'angle orienté entre la normale au point d’inci-
dence et le rayon réfracté (angle de réfraction), alors la loi de la réfraction de Descartes
s’énonce

i) Le rayon réfracté est dans le plan d’incidence.

ii) Les indices de réfraction 14 et v, de chacun des milieux et les angles incident 6,
et réfracté 0, sont liés par la relation : v; sin(6;) = v, sin(6s).

C.9 Sources de lumiéres monochromatiques

Pour des longueurs d’ondes situées dans l'infrarouge proche, les tissus biologiques
présentent une fenétre de transmission qui permet a la lumiére d'y pénétrer trés pro-
fondément. Il est ainsi possible de sonder les tissus en profondeur, et 'on peut méme
détecter un signal lumineux a travers une partie du tissu. La tomographie par cohé-
rence optique utilise une partie du spectre optique, la lumiere infrarouge, pour laquelle
les photons peuvent traverser le corps et en ressortir en nombre suffisant pour étre
exploités. Cette lumiére, lorsqu’elle est a l'intérieur du corps, est diffusée par les mi-
crostructures du tissu puis ressort en fournissant des informations sur la profondeur
et la qualité de ces diffusions. C’est une méthode d’'imagerie non destructive, non inva-
sive et sans contact qui permet de visualiser la structure des tissus biologiques sous la
peau. Le LASER (Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation) désigne une
amplification lumineuse puissante obtenue a partir d'une manipulation du photon.
Une source LASER (x,s,t) — q(x,s,t) placée & une position x; & un instant ¢, dans
une direction s;, est représentée par une distribution de Dirac dans le temps et dans
I'espace. Pour un temps ¢, une position x de 'espace et une direction s de 'espace, la
distribution q est donnée par

q(x,s,t) = E 6(t — t5)0(s — s5)0(x — xg),
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ou E est le niveau d’énergie de la source lumineuse.

Une nouvelle technique issue d'un mariage entre l'optique et 'acoustique, a réussi a
allier les avantages des ultrasons et de la tomographie optique. Elle utilise I'exploration
des tissus en profondeur que permettent les ultrasons, et le contraste élevé de la
tomographie optique [114, 116]. Une lumiére monochromatique (LASER, rayon X,. . .),
qui émet de courtes impulsions lumineuses, fournit de I'énergie qui est absorbée par
les tissus dans la zone exposée et y produit une onde de pression acoustique. Celle-ci
se propage dans le corps. A son arrivée a la surface de la peau, elle est enregistrée par
un détecteur de sons. L’évolution du signal ainsi enregistré fournit des informations
sur I'absorption de la lumiére laser dans le tissus, ce qui permet ensuite d’en localiser
les structures et en partie aussi de les identifier.
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