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Chapitre 1

Introduction

Un probleme sans solution est un probleme

mal posé.

Albert Einstein

1.1 Problématique

Les activités industrielles et humaines font régulierement les grands titres des ac-
tualités en générant bon nombre d’incidents, d’accidents ou d’événements critiques ou
catastrophiques, a cause de défaillances humaines, matérielles ou d’agressions liées a I’en-
vironnement du site étudié (risque naturel, effet domino, ...). Pour tenter de réduire au
mieux le niveau de risque et le rendre acceptable au niveau réglementaire et par I’opinion
publique, des méthodes ont été développées pour évaluer les risques potentiels, prévoir
I'occurrence des problemes et minimiser les impacts lorsqu’ils arrivent. L’ensemble de
ces méthodes répondant a ’'objectif de la maitrise des risques définit la discipline de la
sureté de fonctionnement.

Lorsqu’un systeme physique est en fonctionnement, un des objectifs d’une analyse de
stureté est d’étre str que les variables caractérisant I’état du systeme suivent une certaine
trajectoire ou restent dans une zone donnée compte tenu de toutes les perturbations
et les incertitudes sur les parametres et les mesures du systeme. Cette notion est vaste
puisqu’elle peut s’appliquer a la trajectoire physique d’un bras mobile de robot devant
éviter tous les obstacles pouvant se présenter devant lui (mur, opérateur ) ou au domaine
de stabilité d’un systeme asservi que les ingénieurs se doivent de respecter.

Une solution originale pour ce probleme est proposée dans ce document a ’aide d'une
approche ensembliste qui consiste a calculer I’ensemble des trajectoires possibles générées
en présence des perturbations dues a I’environnement du systeme et a la méconnaissance
des modeles du systeme se traduisant par des incertitudes sur la valeur de certains de
ses parametres. Dans le cas de notre probleme, les incertitudes peuvent porter sur les
valeurs des parametres, I’état initial ou les mesures du systeme. Pour garantir le résultat
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de I'analyse de sureté, toutes les trajectoires doivent étre envisagées, pour toutes les
perturbations et les incertitudes considérées.

Si le systeme est simple, cet ensemble de trajectoires, appelé enveloppe par la suite,
peut étre déterminé de fagon analytique. Cependant, pour les systemes plus complexes,
des approches numériques doivent étre envisagées et pour cela, les incertitudes doivent
étre caractérisées numériquement.

Dans une approche ensembliste, les valeurs candidates pour une variable incertaine
peuvent étre caractérisées de deux facons différentes :

— La premiere consiste a encadrer toutes les valeurs possibles de la variable par un
domaine de forme déterminée, possédant des propriétés particulieres, comme par
exemple les boites, les ellipsoides ou les polytopes.

— La seconde consiste a encadrer, de facon extérieure ou intérieure, le domaine de la
variable par une union de domaines simples, généralement des boites.

Apres avoir caractérisé les incertitudes sur les parametres, ’état initial et les variables
observées par l'une de ces deux méthodes - forme déterminée ou union de domaines
simples-, on évalue les domaines des variables d’état par rapport a la dynamique du sys-
teme. A chaque étape de ’évaluation, les images de ces domaines sont ensuite englobées
par la forme initiale choisie pour les domaines. L’ensemble des domaines calculés nous
donne 'enveloppe des trajectoires possibles des variables d’état du systeme au cours de
temps.

Pour mieux l'illustrer, on utilise comme exemple un systeme pédagogique de type
bacs présenté sur la figure [l

ke
d

%}

Fic. 1.1 — Exemple de deux bacs en série.

Le systeme est composé de deux bacs d’eau en série. Le bac du haut est alimenté en
eau et le débit qui correspond a l'entrée du systeme, est commandé par une vanne. Le
bac du bas est alimenté directement par la sortie du bac du haut. Les variables d’état x;
et x5 du systeme sont les hauteurs d’eau dans les deux bacs et I'objectif est d’étre str
que 'eau ne déborde jamais des bacs. Pour analyser ce systeme, on envisage plusieurs

2
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types d’incertitudes.

Le premier type d’incertitude concerne les mesures. Pour déterminer 1’état initial du
systeme, on a besoin de mesurer les valeurs initiales de x; et x5. Cette mesure peut ne
pas éetre précise et donc, les valeurs mesurées de x; et x5 sont des valeurs approximatives.
C’est aussi le cas pour le débit d’eau d’entrée qui est mesuré par un débitmetre.

Le deuxieme type d’incertitude concerne la dynamique du systeme. Ce systeme est
généralement représenté par un modele du deuxieme ordre. Les parametres de ce modele
sont souvent choisis comme des constantes réelles invariantes dans le temps. Pourtant,
ces valeurs sont des approximations des valeurs réelles des parametres. Par exemple, dans
un tel modele, on considere généralement que la section de chaque bac est constante, ce
qui n’est pas le cas dans un systeme réel. Un autre exemple concerne le débit d’eau qui
sort de chaque bac. On suppose souvent par simplification, lorsqu’on linéarise une non-
linéarité autour d’un point de fonctionnement, que ce débit est une fonction linéaire de
la hauteur d’eau dans le bac et on ignore certains phénomenes physiques qui affectent ce
débit (formation de bulles au niveau de la restriction, ...).

Dans le cas ou on représente les parametres ou les observations mal connus par des va-
riables incertaines caractérisées non pas par des valeurs constantes, mais par des supports
intervalle de valeurs admissibles, on obtient un modele ensembliste ou intervalle calculant
I’enveloppe des trajectoires du systeme, c’est-a-dire ’ensemble des valeurs possibles des
variables caractérisant I’état du Systéme{g.

1.2 Modele intervalle

Pour évaluer un systeme et analyser son comportement, on a besoin d’un modele du
systémeﬁ. Le modele du systeme définit les liens entre les variables physiques du systeme.
Si les liens sont définis par des équations mathématiques, le modele est un modele ma-
thématique. Ce modele peut étre un modele dans lequel les parametres sont parfaitement
connus ou un modele dans lequel les valeurs des parametres sont mal connues.

On reprend I'exemple de la figure [l On suppose que la dynamique du systéme est
parfaitement connue et donc, on connait les valeurs exactes des parametres. Le compor-
tement du systeme est représenté par le modele d’état discret suivant :

Tpo1 = A Xz + B xuy, x, € R, uwe R™
0,8187 0 1,8127

A= B= (1.2.1)
0,1722 0,9048 0,1811

On veut calculer 'enveloppe de chaque variable d’état du systeme lorsque 1’état

'Une autre approche possible pour prendre en compte des incertitudes est d’utiliser un modele
probabiliste. Des inconvénients de ce type de modele sont donnés dans la section

2 On donnera les définitions d’un systeme, d’un modele et de différents types de modeles plus préci-
sément dans le chapitre suivant.
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initial est mal connu et appartient a un domaine donné. Ce domaine est caractérisé
par le vecteur d’intervalle [zo] = [[0 1][0 1]]”. Pour une commande TORH sur la vanne
d’entrée telle que :

u, =1, k<9

on calcule I'enveloppe des variables d’état du systeme. Sur la figure [L2 les enveloppes
des variables x1 et x5 ont été calculées et sur la figure [[3], une zone de fonctionnement
du systeme a été représentée. Sur cette seconde figure, on voit également pour comparai-
son, les trajectoires d’un certain nombre de points pris aléatoirement qui appartiennent
initialement au domaine de ’état initial du systeme. Les trajectoires de ces points ont
toujours été contenues dans ’enveloppe des variables d’état du systeme. Sur cette figure,
la zone interdite est une zone ou les variables d’état du systeme ne doivent pas entrer.
Dans l'exemple des deux bacs ou 7 et x9 représentent les hauteurs physiques de 'eau
dans chaque bac, leurs valeurs ne doivent pas dépasser la hauteur physique de chaque
bac. Dans I'exemple précédent, I'incertitude sur les parametres du modele n’est pas prise
en compte.

Enveloppe des valeurs possibles de X Enveloppe des valeurs possibles de X,

. . . . ) . . . . )
o 5 10 15 20 25 o 5 10 15 20 25
itération itération

Fic. 1.2 — Enveloppes des variables d’état du systeme.

Pour une analyse de streté, les incertitudes sur les parametres du modele doivent
aussi etre prises en compte. Dans ’approche ensembliste par intervalle, on caractérise
chacun des parametres du modele par un intervalle. Par exemple, si on ajoute 0, 5%
d’incertitude sur tous les parametres du modele précédent, le comportement du modele
sera représenté par le modele intervalle ci-dessous :

[]k1 = [A] X [z]i + [B] x uy,

3Tout-Ou-Rien
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Zone de fonctionnement de systeme

T zone interdite

I :
I
S i E.
e
a: -
.
F1elE

~
T

-

)
6 7 8 9

F1G. 1.3 — Zone de fonctionnement du systeme.

A = [0,8146 0, 8228 [0 0] o | (18036 1,8217)
[0,1713 0,1730] [0, 9003 0,9093)] [0, 1802 0, 1820]

Si on évalue I'image de la boite de 1’état initial du systeme par le modele d’état
incertain en utilisant ’outil intervalleE, on obtient des enveloppes des variables d’état qui
sont plus larges que les précédentes. Cela est du a 'imprécision plus grande du modele.
Sur la figure [C4] les enveloppes de 1 et x5 ont été représentées et sur la figure [L3 une
zone de fonctionnement de ce systeme a été représentée. Sur cette seconde figure, un
point aléatoire a été choisi dans le domaine de I’état initial du systeme. Apres le premier
pas de calcul, I'image du point par rapport a la dynamique incertaine du systeme a été
caractérisée par une boite et ensuite, cette boite a été évaluée. A chaque étape de calcul,
I'image de la boite est bien comme attendu dans I’enveloppe des trajectoires des variables
d’état du systeme.

Les enveloppes calculées par un modele intervalle surestiment tres souvent le domaine
réel des variables d’état du systeme. Représenter une forme quelconque par une boite
et utiliser 'outil intervalle pour calculer I'image de cette boite sont deux sources de
surestimations sur les enveloppes calculées. De maniere générale, I'image d’un ensemble
de points par rapport a une fonction réelle n’est pas une boite. Si on représente cette
image par une boite (un vecteur d’intervalles), on introduit par approximation extérieure
des valeurs supplémentaires dans le domaine calculé. De plus, si on utilise I’outil intervalle
pour calculer I'image d’'un ensemble de points, cet outil ne garantit pas que la boite
calculée soit la boite la plus petite qui englobe I'image des points. Ceci est la deuxieme
source de surestimation sur les enveloppes calculées. Dans le cas de l'utilisation des
modeles récursifs, comme un modele d’état, ce pessimisme peut s’accumuler au cours
des itérations et peut conduire a I'explosion des domaines calculés. Cet effet s’appelle
leffet d’enveloppement qui sera expliqué plus en détail dans la section B2Z4]

Dans les exemples précédents, apres chaque itération, le domaine des variables d’état

40n développera I’outil intervalle dans la section
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Enveloppe des valeurs possibles de X Enveloppe des valeurs possibles de X,

JHHH”H

<
—t
<

. . . . ) . . . . )
o 5 10 15 20 25 o 5 10 15 20 25
itération itération

F1G. 1.4 — Enveloppes des variables d’état du systeme lorsque 1’état initial et le compor-
tement du systeme sont mal connus.

est ramené a sa forme initiale (une boite). Autrement dit, apres chaque itération, on
a ajouté des domaines supplémentaires aux domaines des variables d’état. L’effet d’en-
veloppement n’était cependant pas suffisamment important ici pour que les enveloppes
calculées explosent.

1.3 Contribution de ce travail de these

Dans les sections précédentes, on a expliqué brievement le contexte de ce travail de
these. On a aussi vu comment un modele intervalle peut étre utilisé pour trouver I’en-
veloppe englobante des trajectoires possibles des variables d’état du systeme et vérifier
si elles restent a l'intérieur d’une zone donnée. Pour cela, on avait supposé que le mo-
dele du systeme est donné et que l'incertitude sur I’état initial des variables d’état, les
parametres et les variables observées du systeme est connue.

Pourtant, le probleme d’identification de systeémes incertains reste toujours ouvert.
Ce probleme qui est 'objet de cette these consiste a répondre a quatre questions.

La premiere question concerne la structure du modele. Cette structure peut étre
choisie parmi les structures qui existent dans la littérature comme les modeles ARX,
ARMAX, etc.

La deuxieme question concerne les parametres du modele et 'approche numérique
utilisée pour calculer les valeurs des parametres. Généralement, l'identification de pa-
rametres d’un modele déterministe revient a une estimation optimale des valeurs des
parametres du modele au sens d’un critere choisi. Cependant, I'identification d’un mo-
dele intervalle consiste a calculer un ensemble des valeurs possibles pour chacun des
parametres du modele tel qu’il explique le comportement du systeme a tous les instants.
Cet ensemble est ensuite caractérisé par un intervalle.

6



Chapitre 1. Introduction

Zone de fonctionnement de systeme

A zone intrdie
| AfEEE [
L

af :

bo0-

)
0 1 5 6 7 8 9

X

F1G. 1.5 — Zone de fonctionnement du systeme.

La troisieme question concerne le domaine de variation (le support) de chacun des
parametres du modele. Les bornes des supports des parametres doivent étre optimisées
compte tenu de l'objectif d’appréhender toutes les trajectoires possibles du systeme, de
fagon a ce que I'enveloppe des trajectoires des variables d’état du systeme soit I’enveloppe
la plus petite possible au sens d’'un critere a définir. Cela nous amenera a résoudre un
probleme d’optimisation sous contraintes.

On peut toujours utiliser un modele linéaire intervalle avec une structure simple pour
expliquer les comportements complexes et non-linéaires d’un systeme. La conséquence est
d’avoir un modele moins précid] par rapport a un modele non-linéaire avec une structure
plus complexe. Pour bénéficier des avantages d’'une structure simple pour le modele ainsi
que pour améliorer la précision du modele (diminuer la taille de I'enveloppe), la partie
non-linéaire peut étre divisée en plusieurs morceaux, chacun expliqué par un modele
local. L’ensemble des modeles locaux détermine le modele multi-mode du systeme.

La derniere question a laquelle répondre est de trouver et de proposer une méthode
pour diviser la partie non-linéaire en plusieurs morceaux telle que chaque morceau puisse
étre expliqué par un modele linéaire. Sur la figure[[L8l, une courbe non-linéaire par rapport
al’entrée uy a été représentée tout d’abord par un modele mono-mode intervalle et ensuite
par un modele multi-mode intervalle. On peut voir que dans le deuxieme cas, la taille de
I’enveloppe englobante est plus petite que pour le premier cas.

On essaie dans ce travail de these d’apporter une solution au probleme d’identification
de systemes incertains dans un objectif d’analyse de stireté de systeme. Ce document est
constitué de quatre chapitres :

L’état de ’art. Dans ce chapitre, on présentera la définition et les différents types de
modeles. Ensuite, on se concentrera sur les modeles mathématiques et on étudiera
les travaux liés au probleme d’identification. On étudiera également les travaux

5La précision d’'un modele ensembliste est une fonction de la taille de I’enveloppe calculée par le
modele et sera définie dans le chapitre trois.
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Englober un ensemble des points Englober un ensemble des points

¥y ty
enveloppe ([env]) enveloppe {[env])

ya
/

F1G. 1.6 — Modélisation mono-mode et multi-mode.

effectués dans le contexte des modeles hybrides et multi-mode.

Identification et simulation ensembliste. Dans ce chapitre, on proposera une mé-
thode d’identification de systemes incertains par I'approche ensembliste dans le but
de déterminer les supports de variation des parametres du modele.

Identification et simulation multi-mode. Un modéele linéaire intervalle est, en géné-
ral, capable d’expliquer le comportement linéaire ainsi que non-linéaire du systeme.
Cependant, dans ce chapitre, pour améliorer la précision du modele intervalle, un
modele multi-mode sera utilisé et une approche méthodologique sera proposée pour
identifier ce modele.

Conclusion et Perspectives. Dans ce dernier chapitre, une conclusion sera apportée
sur ’ensemble de ce travail de these. On va également présenter quelques perspec-
tives de ce travail.




Chapitre 2

Etat de Dart

St j’ai vu plus loin, c¢’est que j’étais assis sur

des épaules de géants.

Isaac Newton

2.1 Introduction

Ce chapitre propose un état de I'art des travaux sur 'identification et la simulation de
systemes via différentes approches. Dans la deuxieme section, on présentera les concepts
d’un systeme et d’un modele et en troisieme section, les modeles mathématiques seront
étudiés. Le modele mathématique d’'un systeme représente le comportement du systeme.
Cependant, a cause de I'erreur de modele, la sortie évaluée par le modele est une estima-
tion de la sortie du systeme a expliquer. Dans cette section, les différentes approches qui
existent pour prendre en compte 'incertitude dans un modele mathématique seront aussi
analysées. Pour évaluer un modele, on a besoin d’un simulateur ; en section quatre, ces si-
mulateurs seront présentés. La section cing étudie I'identification des systemes complexes
et non-linéaires et en derniere section, on étudiera les modeles multi-mode incertains.

2.2 Systemes et Modeles

Brievement, un systéme est un ensemble d’entités/objets, réels ou abstraits, fonc-
tionnant de maniere unitaire et en interaction ou liaison permanente avec au moins un
autre composant/élément. En ingénierie, le terme systéme est utilisé pour un ensemble
complexe et structuré de composants mécaniques, électroniques et informatiques en in-
teraction permanente et assurant une fonction d’usage. Dans un systeme physique, un
certain nombre de variables peuvent étre observées. Les signaux observables qui nous
intéressent s’appellent des sorties. Le systeme est affecté par des stimuli externes. Les si-
gnaux externes qui peuvent étre manipulés s’appellent des entrées. Les autres s’appellent
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des perturbations. Quand on modélise un systeme, on a besoin de définir les interactions
entre les variables physiques du systeme. Les relations mathématiques entre les variables
définissent alors un modeéle du systeme. Par cette définition et pour un systeme donné,
plusieurs types des modeles avec différents degrés de formalisme mathématique peuvent
étre définis. L’application visée détermine le degré raisonnable de complexité du modele.
L. Ljung dans [Ljung, 1999] a classé les modeles en quatre catégories.

— Les modéles mentauzr sont des modeles dans lesquels aucun formalisme mathéma-
tique n’est utilisé. Ces modeles sont employés largement dans la vie quotidienne.
Un exemple de ce type de modeles est I'évolution de la température a 'intérieur
d’une maison. Pendant les grosses chaleurs de 1’été, si on allume la climatisation,
la température baisse et si on I’éteint, la température monte.

— Certains systemes peuvent étre décrits par des tables et des graphes et conduisent
a des modéles graphiques. Par exemple, le comportement non-linéaire d’un
composant électronique peut étre facilement modélisé par un modele graphique.
Ces modeles s’utilisent plutot dans la conception de produits en ingénierie.

— Une modélisation plus fine nécessite que les relations entre les variables physiques
soient décrites par des équations mathématiques comme des équations aux
différences ou différentielles. Ces modeles sont des modéles mathématiques ou
analytiques. Les modeles mathématiques peuvent étre a temps-continu ou a
temps-discret, a parametres localisés ou distribués, linéaires ou non-linéaires,
etc ... signifiant le type des équations utilisées dans le modele. Les modeles
mathématiques sont utilisés dans presque tous les domaines de la science et
surtout en ingénierie et en physique. La nature et la complexité des modeles
utilisés dépendent des objectifs visés. Par exemple, les modeles mathématiques
peuvent servir a effectuer des simulations et prédire le comportement du systeme
étudié a des fins de commande, de diagnostic, de streté de fonctionnement etc.
Pour étudier l'aspect philosophique des modeles mathématiques, on propose
I'ouvrage "The logic of Scientific Discovery” de Popper [Popper, 1934].

— Le modele d’un systeme utilisé dans une simulation sur ordinateur est un
logiciel. Pour un systeme complexe, ce logiciel peut étre constitué de plusieurs
sous-programmes interconnectés et de tables de conversions qu’il n’est pas possible
de représenter analytiquement. Le terme modele informatique est utilisé pour une
telle description informatisée. Les modeles informatiques sont de plus en plus
utilisés. Ils sont proposés surtout dans le domaine de la prise de décision pour les
systemes complexes.

Il faut indiquer que cette classification n’est pas une classification stricte. On peut
naturellement avoir un modele qui se situe a la fois dans plusieurs catégories. Par exemple,
les modeéles flous sont des modeles a la fois mathématiques et mentaux. Dans la prochaine
section, on étudiera plus précisément les modeles mathématiques que I'on va utiliser dans
la suite de ce travail.
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2.3 Modeles Mathématiques

Si dans le modele d’un systeme, les relations entre les variables physiques sont décrites
par des équations mathématiques, celui-ci appartient a la catégorie des modeles mathé-
matiques. Il existe généralement une différence entre le comportement réel du systeme
et le comportement représenté par le modele, ou plus exactement un écart entre la sortie
du systeme et son estimation obtenue a partir du modele utilisé. Cet écart s’appelle par
la suite, [’erreur de modélisation.

Les modeles mathématiques peuvent étre classifiés en plusieurs catégories par rapport
a la nature des équations mathématiques qui lient les variables du modele. Les quatre
grandes caractéristiques des modeles mathématiques sont la dynamique du modele, la
linéarité par rapport aux parametres du modele, la distribution des parametres et la
notion du temps dans les équations du modele. Une autre catégorie pour les modeles
mathématiques se fait par rapport a la fagcon dont 'erreur de modélisation est prise
en compte. J. Armengol Liobet dans sa these [Armengol, 1999] a classé les modeles
mathématiques en cinq catégories :

— Statique ou Dynamique

Linéaire ou Non-Linéaire

— a Parametres Localisés ou a Parametres Distribués

a Temps Continu ou Discret

— Déterministe ou Probabiliste

La cinquieme catégorie classifie les modeles mathématiques par rapport a la fagon de
prendre en compte l'erreur de modélisation. Cependant, il convient d’ajouter les modéles
ensemblistes a cette catégorie, puisque dans ceux-ci, I’erreur de modélisation est traitée
différemment en comparaison des modeles déterministes et probabilistes.

Par exemple, un modele dynamique peut représenter le comportement d’un systeme
par des équations aux différences ou différentielles. Les équations différentielles ordinaires
peuvent étre utilisées pour un modele a parametres localisés et les équations aux déri-
vées partielles pour un modele a parametres distribués. Egalement, on peut représenter
le comportement d’un systeme par un modele statique non-linéaire en temps continu.
Les parametres de ce modele peuvent étre choisis localisés et l'incertitude peut étre
caractérisée par des intervalles.

L’imprécision d’'un modele peut étre due a différentes raisonnes : mauvaise connais-
sance ou connaissance partielle du systeme physique, hypotheses simplificatrices, phé-
nomenes négligés, ... Ceci génere des erreurs de modélisation qui peuvent s’interprétées
comme des erreurs sur les valeurs des parametres du modele ou sur le choix de sa struc-
ture. Ces erreurs peuvent étre prises en compte et représentées en les modélisant sous la
forme d’incertitudes :

11
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— Incertitude paramétrique du modele. Dans le cas ou les parametres du
modele sont mal connus, le modele ne calcule pas la valeur juste de la sortie du
systeme. C’est aussi le cas quand on utilise un modele temps-invariant par rapport
aux parametres de modele lorsque la dynamique du systeme varie dans le temps.

— Incertitude non-paramétrique du modele. C’est le cas ou la structure du
modele n’est pas cohérente avec le comportement du systeme. Un exemple pour ce
cas correspond au fait de modéliser un systeme du deuxieme ordre par un modele

du premier ordre.
Mental Mathématique Graphique Informatique

s N e N

Statique Dynamique
\ J N\ J
s N e N

Linéaire Non Linéaire
\ J N\ J
) )

Paramétres Paramétres

localisés Distribués
—
s N e N

Continu Discret
g J \_ )
s N e N

Déterministe Probabiliste Ensembliste

\ J N\ J

FiG. 2.1 — Classification des modeles mathématiques.

Pour une analyse de stireté, les incertitudes paramétrique et non-paramétrique doivent
étre prises en compte. Dans la suite, on étudiera les modeles mathématiques par rapport
a la facon dont l'erreur de modélisation est prise en compte dans le modele.

2.3.1 Modele Déterministe

Un modeéle déterministe est un modele dans lequel les parametres sont des constantes
réelles en temps-invariant. A chaque instant, la sortie d’'un modele déterministe dans
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I’espace de sortie est un point; on la qualifie donc de préciseﬁ. Cependant, tres souvent
a cause de l'erreur de modélisation, la sortie estimée n’est pas juste; autrement dit,
il existe une différence entre la sortie du systeme et celle du modele. Dans un modele
déterministe, les parametres du modele sont optimisés de telle facon qu'une fonction
dépendant de l'erreur de modélisation, comme 1’énergie de ’erreur, soit minimale.

Les travaux sur le probleme d’identification des modeles déterministes sont vastes.
Parmi les ouvrages sur ce sujet, on peut citer [Davis, 1985] et [Soderstrom & Stoica, 1987]
qui ont traité le probleme d’un point de vue théorique, tandis que [Box & Jenkins, 1970] et
[Spriet & Vansteenkiste, 1982] 'ont fait avec une approche plutot orientée "applications”.
L’ouvrage de [Kashyap & Rao, 1976] s’est focalisé sur la sélection et la validation des mo-
deles alors que [Ljung & Soderstrom, 1983] et [Young, 1984] ont proposé des techniques
d’identification recursive. On peut aussi citer plusieurs travaux dans les disciplines di-
verses comme [Malinvaud, 1980] en économie, [Godfrey, 1983] en biologie, [Dudley, 1983]
en électromagnétique et [Markel & Gray, 1976] en traitement du signal. Une bibliogra-
phie plus détaillée en identification de systemes se trouve dans [Ljung, 1999]. Pourtant,
la question ” Comment l'incertitude paramétrique et non-paramétrique peut étre prise
en compte dans les modeles mathématiques ?” reste ouverte dans ce cadre.

2.3.2 Modéle Probabiliste

Dans un modele probabiliste, I’erreur de modélisation est caractérisée par une loi
de distribution sur la sortie du modele. Par conséquent et contrairement a un modele
déterministe dans lequel pendant la simulation, I’erreur de modélisation est inconnue, on
peut ici déterminer une enveloppe pour la sortie du systeme par rapport a la probabilité
d’existence de la sortie du systeme dans cette enveloppe.

Actuellement, les modeles probabilistes sont les modeles les plus utilisés dans presque
tous les domaines de la science. Une des raisons importantes de ce fait est 'ancienneté des
modeles probabilistes par rapport aux autres types de modeles. Les modeles probabilistes
sont considérés généralement comme une extension des modeles déterministes.

Sur le sujet d’identification des modeles probabilistes, les ouvrages de [Anderson,
1994], [Hannan, 1970] et [Brillinger, 1981] peuvent étre cités. Une grande partie des
ouvrages cités précédemment sur l'identification des modeles déterministes traitent aussi
le probleme d’identification des modeles probabilistes.

Cependant, les modeles probabilistes souffrent de trois inconvénients :
— Dans certains cas, il n’est pas possible de déterminer une loi de distribution sur

I'erreur de modélisation.

— Bien qu'on arrive a définir une telle loi, il est souvent difficile de respecter les
propriétés de cette distribution lorsque les variables du modele évoluent.

— Méme si on arrive a définir une loi de distribution sur 'erreur de modélisation ainsi

'La sortie d’un modele est précise quand & chaque instant, la valeur de la sortie du modele est une
valeur bien connue a I'opposé des variables probabilistes ou ensemblistes.

13
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que respecter les propriétés de cette distribution pendant 1’évolution des variables
du modele, il n’y a aucune garantie que la sortie du systeme soit dans I’enveloppe
calculée.

2.3.3 Modéle Ensembliste

L’approche ensembliste permet d’intégrer l'incertitude paramétrique dans un modele
mathématique. Dans cette approche, une variable incertaindd est définie par un ensemble
des valeurs possibles et cet ensemble peut prendre deux formes différentes :

— La premiere consiste a encadrer 'ensemble des valeurs possibles des variables
par un domaine ayant une forme déterminée, comme par exemple des boites, des
ellipsoides ou des parallélotopes.

— La seconde consiste a encadrer, de facon extérieure ou intérieure, le domaine réel
de ces variables par une union de domaines simples.

Le domaine qui caractérise les valeurs possibles d’une variable incertaine s’appelle le
support de la variable. Dans un modele mathématique, une variable incertaine peut étre
un parametre du modele, I’état initial du systeme ou des entrées et des sorties.

Approche ensembliste et analyse par intervalle

Dans l'analyse par intervalle, les valeurs possibles d’une variable incertaine sont ca-
ractérisées par une borne supérieure et une borne inférieurdd.

Historiquement, Archimede était une des premieres personnes qui a utilisé des bornes
bilateres dans son travail notamment pour calculer la valeur de 7. La méthode utilisée
par Archimede a été expliquée dans "The works of Archimedes” [Heath, 1897]. Depuis,
on voit plusieurs fois les traces de 'utilisation des variables bornées en science.

Au 20eme siecle, le concept d’une fonction a variables bornées a été introduit par W.
H. Young dans [Young, 1908] et ensuite, des opérations arithmétiques sur les variables
multi-valeurs sont développées par [Young, 1931]. L’aspect des intervalles fermés a été
proposé par P. S. Dwyer dans [Dwyer, 1951] et finalement, ’analyse par intervalle dans la
forme qu’on connait aujourd’hui a été systématisée et développée dans [Warmus, 1956],
[Warmus, 1961], [Moore, 1962] et [Moore, 1966].

L’analyse par intervalle a été originalement utilisée par R. E. Moore [Moore, 1962,
[Moore, 1966] dans le domaine de I'informatique pour gérer les erreurs de calcul et d’ar-
rondis. Dans ce domaine et suite aux travaux de R. E. Moore, [Alefeld & Herzber-
ger, 1983], [Neumaier, 1990], [Herzberger, 1994], [Figueiredo & Stolfi, 1997], [Kreinovich
et al., 1998], [Kraemer & Gudenberg, 2001], et [Neumaier, 2001] ont continué de déve-
lopper cet outil.

2Une variable incertaine est une variable dont la valeur est mal connue.
30n va présenter I'outil & intervalle et 'analyse par intervalle dans le chapitre suivant.
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En dehors du domaine de l'informatique dans lequel I'analyse par intervalle a été
originalement utilisé, celui-ci a trouvé sa place dans d’autres domaines scientifiques. Un
de ces domaines avec une importance majeure en science est ’optimisation globale. Les
méthodes d’optimisation classiques souffrent de deux inconvénients majeurs :

— en utilisant les algorithmes d’optimisation classiques, il est toujours possible qu’au
lieu de I'optimum global, on trouve un optimum local.

— dans le cas ou il existe plusieurs optimums, les méthodes classiques ne sont capables
de trouver qu'un seul optimum a la fois.

Néanmoins, les algorithmes basés sur 1’analyse par intervalle sont capable de trouver
I’ensemble des optimums globaux. Une condition nécessaire est que 'extension intervalle
de la fonction a optimiser soit monotone par inclusionfl. Dans ce domaine, les ouvrages
de [Ratschek & Rokne, 1988], [Kearfott, 1996], [Ratz, 1998], [Hansen & Walster, 2004] et
[Fiedler et al., 2006] sont des travaux remarquables. Le probleme d’optimisation globale
en grande échelle est un probleme interdisciplinaire sur lequel I'analyse par intervalle
peut avoir un impact majeur. Dans ce cadre, le projet COCONUT [Bliek et al., 2001] a
été développé.

En dehors des domaines indiqués ci-dessus, ’analyse par intervalle est potentiellement
capable d’avoir une influence positive dans les autres domaines. A. Neumaier a présenté
les challenges les plus importants pour lesquels I'analyse par intervalle peut apporter un
plus [Neumaier, 2002].

Approche ensembliste en ingénierie et en automatique

L’ouvrage de [Kolev, 1993] peut étre cité comme un des premiers ouvrages qui a utilisé
I’analyse par l'intervalle pour étudier des problemes en ingénierie. En automatique, les
travaux sont classifiés en plusieurs catégories correspondant a des problemes classiques
étudiés en automatique. Une sélection des travaux effectués dans chaque catégorie est
présentée dans ce qui suit :

— En identification et estimation des parametres, on peut citer les ouvrages de
[Milanese et al., 1996], [Walter & Pronzato, 1997] et [Jaulin et al., 2001aq].

— [Hadj-Sadok & Gouze, 1998], [Valdes-Gonzalez, 2002], [Combastel, 2003],
[Valdes-Gonzalez et al., 2003|, [Flaus & Adrot, 2003|, [Hanebeck et al., 2003], ,
[Combastel, 2005], [Raissi et al., 2006] sont des travaux sur 'estimation d’état
pour les systemes incertains.

— Le probleme de diagnostic et de détection de défauts est étudié dans [Ploix, 1998],
[Armengol, 1999], [Adrot, 2000], [Armengol et al., 2003], [Armengol et al., 2004,
[Adrot & Flaus, 2004].

4 Dans le chapitre suivant, on définira la propriété de monotonie par inclusion de I’extension intervalle
d’une fonction réelle.
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— Une propriété importante d'un modele est la stabilité de celui-ci. Dans
[Henrion, 2001], [Petras, Chen, Vinagre & Podlubny, 2003] et [Petras, Chen
& Vinagre, 2003], ce probleme a été étudié pour des modeles incertains avec des
parametres bornés.

— Une autre branche en automatique est la commande robuste. Les travaux de [Jaulin

et al., 2001a], [Rauh et al., 2005], [Rauh et al., 2005], [Rauh & Hofer, 2005] et
[Hanebeck et al., 2003] et [Henrion, 2001] sont sur ce sujet.

Identification de modeéles intervalle

Pour obtenir un modele mathématique a partir d’un systeme existant, on peut utiliser
deux méthodes dépendant de nos connaissances sur le systeme.

— Approche modéle de connaissance ou boite blanche.

— Approche modele de comportement ou boite noire.

Dans 'approche modéle de connaissance, la premiere étape est d’étudier la structure
du systeme, de trouver les variables caractéristiques du systeme et de déterminer les lois
physiques qui lient les variables. Les relations entre les variables caractéristiques sont
généralement des équations différentielles ou des équations aux différences obtenues en
procédant a des bilans. Cela détermine la structure du modele. Dans 1’étape suivante, les
parametres du modele sont calculés a partir de la connaissance a priori des parametres
ou a partir des observations sur 'entrée et la sortie du systeme et en appliquant des
techniques d’identification. La derniere étape de cette approche est de valider le modele
pour application visée. Parmi les ouvrages sur cette approche, on peut citer [Wellstead,
1979] et [Nicholson, 1981]. Dans [Close et al., 2001}, ce probleme a été traité pour des
applications en ingénierie.

Dans la seconde approche, on ne cherche pas a déterminer tres précisément les phé-
nomenes physiques qui se passent a l'intérieur du systeme. De ce fait, il faut choisir une
structure mathématique liant les entrées et les sorties du systeme. Cette structure peut
étre dynamique ou statique, linéaire ou non linéaire, continue ou discrete et elle est sé-
lectionnée parmi un ensemble de structures candidates. Apres avoir choisi la structure
convenable, les parametres du modele sont calculés a partir des entrées et des sorties
observées en optimisant un critere d’optimisation et en derniere étape, le modele est
validé pour 'application visée.

Sur la figure 22 les étapes d’identification de systémes par I'approche modele de
connaissance et ’approche modele de comportement ont été illustrées. La boucle de
l'identification de systeéme proposée dans [Ljung, 1999] a été illustrée sur la figure

Dans ce document, on utilisera I’approche modele de comportement pour identifier
le systeme. On utilisera également les intervalles pour caractériser 'incertitude et par
conséquent, le modele sera un modele ensembliste par intervalle ou plus brievement,
un modele intervalle. On suppose aussi que le jeu de données a déja été obtenu par
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Obtenir un modéle mathématique a partir d'un systéme
existant

[ Modéle de connaissance ] [

Modele de comportement ]

Ve

expérience sur le systeme

Obtenir un jeu de données empiriques a partir d'une ]

G

Déterminer les variables physiques du systéme
Trouver les lois physiques qui décrivent le comportement
du systeme

J

Estimer les parametres du modéle

J

Valider le modele

J

Fi1G. 2.2 — Approche modeéle de connaissance et approche modele de comportement.

Obtenir un jeu de données empiriques a partir d'une
expérience sur le systéme

J

Choisir la structure du modele

~

Estimer les parametres du modéle

Valider le modele

expérience sur le systeme. Donc, par rapport au schéma de la figure 223, il faut choisir
la structure du modele (identification de structure), identifier les parametres du modele
(identification de parametres) et valider le modele pour I'application visée.

Choix de la structure. Peu de travaux ont déja été effectués sur le choix de la struc-
ture des modeles intervalles. Souvent, la structure du modele a été pré-définie sur
les mémes criteres qu'un modele déterministe. La structure d’un modele intervalle
peut étre choisie parmi I’ensemble des modeles classiques ARX, ARMAX, OF etc.

Identification des parametres. Dans un modele intervalle, avant de calculer les pa-
rametres du modele, il faut définir la sémantique d’identification qui détermine les
propriétés des supports des parametres du modele ; ¢’est-a-dire ce que représentent
ces intervalles. L’identification d’un modele intervalle consiste a :

Définir la sémantique d’identification. La sémantique d’identification est
définie par un formalisme mathématique qui détermine ce que représentent les
supports des parametres du modele. Dans le cas d’'un modele intervalle, il est
composé des quantificateurs V, 3, — avec les parametres et les variables du
systeme. Cette sémantique est définie par rapport a ’objectif d’identification

et 'application visée pour le modele.

Calculer les supports des parametres du modele.

Pour cela, on a besoin

d’une approche numérique. Il existe plusieurs approches numériques pour ca-
ractériser les bornes des parametres d'un modele intervalle. [Armengol, 1999]
a proposé d’utiliser des intervalles modaux. Dans le travail de O. Adrot [Adrot
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Connaissance
a priori

Concevoir une V
expérience
_

;\

Jeu de données

empiriques
Choisir la structure du L
modéle J‘

Choisir la sémantique
d'identification )

Choisir le critere
d'optimisation

[ Calculer le modéle }

Valider le modéle

Non :
Réviser le modéle

Oui : Utiliser le modeéle !

Fi1G. 2.3 — Boucle de l'identification de systeme.

et al., 2004] et le travail de S. Ploix [Ploix et al., 1999], ce probleme a été trans-
formé comme un probleme d’optimisation sous un ensemble des contraintes a
respecter. Parallelement, certains travaux ont utilisé la méthode de I'inversion
ensembliste [Milanese et al., 1996]. Le choix de 'approche numérique dépend
de la sémantique d’identification.

Un exemple simple de différentes sémantiques d’identification d'un modele intervalle
est donné dans ce qui suit. Soit {zy, [y] k}ﬁ un ensemble d’observations sur I'entrée scalaire
xy et la sortie intervalle scalaire [y]; obtenues a partir d’une expérience sur le systeéme.
On veut expliquer ces observations par un modele linéaire a variables bornées (modele
intervalle) ayant la forme suivante :

yp =a Xz, +b pour a € |al, be [b

®Dans ce document, z est un scalaire avec une valeur certaine (respect. un vecteur avec des valeurs
certaines) et [z] est un intervalle (respect. un vecteur intervalle).
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On peut calculer les supports [a] et [b] tels que :

Vk, Yy, € lyg), Ja€lal, b |yp =a x x4+ b

Par cette sémantique, on obtient un modele intervalle pour lequel a tous les instants,
la sortie observée est expliquée par au moins une valeur contenue dans [a] et dans [b].
La sortie observée et la sortie calculée par le modele sont montrées sur la figure 2241
L’interprétation géométrique de ce domaine est détaillée dans I'annexe [Bl. On peut aussi
les calculer tels que :

Vk, Y ac€lal, Voe b, yr € [ur],| yp =a Xz + b

Cette sémantique détermine toutes les valeurs faisables de a et de b qui expliquent au
moins un point dans 'intervalle de la sortie observée [y],. Autrement dit, la trajectoire du
modele, pour toutes les valeurs contenues dans [a] et dans [b] passe toujours a 'intérieur
du support de la sortie observée. Cette sémantique est ainsi appelée le F' P9 La sortie
observée et la sortie calculée par le modele sont montrées sur la figure 23 Par ces
deux sémantiques, on obtient deux modeles intervalle différents. Dans [Calm et al., 2006]
une méthode systématique a été proposée pour caractériser les parametres d'un modele
intervalle en utilisant différents choix de quantificateurs.

YA T y A

L
T
' — sortie observée T — sortie observée
J'_ — — sortie du modeéle 1 — — sortie du modeéle
k k
F1c. 2.4 — Premiere sémantique. F1G. 2.5 — Deuxieme sémantique.

2.3.4 Conclusion

Dans cette section, on a étudié brievement les modeles déterministes, probabilistes
et ensemblistes et on a vu comment 'erreur de modélisation est gérée dans ceux-ci.

6Feasible Parameter Set
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On a expliqué que dans un modele déterministe, la sortie du modele est une valeur
certaine et elle n’apporte aucune information sur I'erreur de modélisation. En revanche,
dans un modele probabiliste, 'erreur de modélisation est caractérisée par une loi de
distribution. Cependant, il est souvent difficile de trouver une loi pour cette distribution
et de respecter cette loi pendant 1’évaluation du modele.

L’approche ensembliste permet de prendre en compte I'incertitude paramétrique d’un
modele mathématique. L’approche ensembliste nous permet aussi d’analyser le compor-
tement du systeme pour un ensemble de valeurs de 1’état initial ou de ’entrée du systeme.
Dans un modele intervalle, qui est un cas particulier des modeles ensemblistes, les va-
riables incertaines sont caractérisées par des intervalles et si les supports de ces variables
sont bien choisis, on garantit que la sortie du systeme est incluse dans I’enveloppe de
la sortie. Par conséquent, ’approche ensembliste apparait étre une approche adaptée
pour une analyse de streté. Bien entendu, avant d’utiliser ce modele, il est nécessaire
de le construire, et nous verrons donc comment en identifier les parametres (ou plus
exactement, leurs supports) dans le chapitre suivant.

2.4 Simulation des Modeles

Par le terme simulation d’un systéme, on veut dire calculer les séquences futures des
états du systeme [Berleant & Kuipers, 1992|, [Bonarini & Bontempi, 1994]. Pour cela,
en plus du modele qui représente le systeme, il nous faut un simulateur. Le simulateur
évalue le modele et produit une estimation du comportement du systeme. Il existe trois
types de simulateurs par rapport a la nature des modeles qui vont étre détaillés dans ce

qui suit.
[ Simulateur ]

[ Simulateur Quantitatif ] [ Simulateur Semi-Quantitatif ] [ Simulateur Qualitatif ]

F1a. 2.6 — Différents types de simulateurs

2.4.1 Simulateur Quantitatif

C’est un simulateur qui est utilisé surtout pour les modeles mathématiques. Si le
modele est un modele déterministe ou probabiliste dans lequel les parametres ou/et les
entrées sont certains, la sortie du modele est calculée directement en fonction de ses
parametres et de ses entrées. Ce calcul est purement numérique et cette classe des si-
mulateurs s’appelle les simulateurs quantitatifs. L’ouvrage de [Cellier & Kofman, 2006]
explique comment les modeles des systemes dynamiques décrits généralement par des
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équations différentielles ordinaires ou partielles sont simulés sur une plateforme informa-
tique.

2.4.2 Simulateur Qualitatif

Dans la littérature, il existe un autre type de simulateurs s’appelant les simulateurs
qualitatifs. Ils sont utilisés pour simuler les modeles qualitatifs. Ce type de modeles est
basé sur le raisonnement logique et ne sera pas traité dans ce document. Pour plus
d’informations, il est possible de consulter [Kay, 1996].

2.4.3 Simulateur Semi-Quantitatif

Les simulateurs semi-quantitatifs se situent a la frontiere entre les simulateurs quan-
titatifs qui sont utilisés pour simuler les modeles mathématiques et les simulateurs qua-
litatifs qui sont utilisés pour simuler les modeles qualitatifs.

Le simulateur d’un modele intervalle est semi-quantitatif, puisque pour simuler ce
modele, on a besoin d'une part d’'un modele mathématique, mais aussi d’une sémantique
de simulation qui est un formalisme mathématique composé des quantificateurs sur des
parametres et des variables du systeme.

2.4.4 Simulateur d’un modéle intervalle

Dans les parties précédentes, on a présenté brievement une classification des simu-
lateurs par rapport au type de modele utilisé. Dans cette partie, on se concentre sur
les simulateurs des modeles ensemblistes et plus précisément des modeles intervalle. Un
modele intervalle est un modele incertain et on utilise un simulateur semi-quantitatif
pour évaluer ce type de modeles.

Dans un modele intervalle, la sortie incertaine du modele est généralement caractéri-
sée par une enveloppe.

Définition 2.4.1. Au sens de la géométrie, une enveloppe est définie comme une courbe
ou une surface qui est tangente a tous les membres d’un systeme ou des courbes ou des
surfaces.

Les courbes dans ce cas, sont des trajectoires possibles du systeme qui ont été re-
produites par le modele. L’ensemble des trajectoires du systeme varie en fonction de la
fagon dont l'incertitude de modele est prise en compte. La fagon dont I'incertitude du
modele est prise en compte, est définie par un formalisme mathématique qui s’appelle
la sémantique de simulation. Par conséquent, ’enveloppe de ’ensemble de trajectoires
du systeme dépende de la sémantique de simulation. La sémantique de simulation est
déterminée par l'objectif de simulation. Pour calculer I'enveloppe qui est définie par la
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sémantique de simulation, on choisit une méthode numérique. L’ensemble de la séman-
tique de simulation ainsi que la méthode numérique pour calculer I’enveloppe sont deux
éléments qui définissent le simulateur semi-quantitatif. Sur la figure BX7, la structure d’un
simulateur pour un modele intervalle a été illustrée.

Objectif de Simulation Identification de ~ Systeme

Sen_1ant|ql_1e de [ Modéle Intervalle
Simulation  |egmme—mmmm-
[ Méthode ~ Numérique ]

Sortie de  Simulateur

F1G. 2.7 — Structure d’un simulateur semi-quantitatif pour un modele a intervalle.

Sémantique de simulation

La sémantique de simulation dépend de ’objectif de simulation et est une composition
des quantificateurs V, 3, — sur les parametres et les variables du modele. Elle détermine
ce que représente le modele en terme de comportement compte tenu des incertitudes
considérées. Pour mieux montrer les différentes sémantiques de simulation, on utilise
I’exemple suivant. Soit f, un modele a intervalle de la forme suivante :

f: @k:axxkjtb, &E[b], be[b]

ou xj, est la variable physique et a et b sont les parametres bornés du modele caractérisés
respectivement par les intervalles [a] et [b]. Différentes sémantiques de simulation peuvent
étre définies pour ce modele et chaque sémantique détermine un ensemble d’enveloppes.
On donne quelques exemples. Soit [env]y, le domaine qui définit par la sémantique de
simulation a I'instant k. Ce domaine est également caractérisé par un intervalle et donc,
on aura :

—lenvly = {yp = axx, +b | Va € [a, Vb € [b}. Lenveloppe
{lenv]} = {[env];, [env]y, ...} correspond aux trajectoires du systeme pour
toutes les valeurs possibles de a et b.

— lenv)y ={ypr = a X x5 + b |V a, b=0}. L’enveloppe {[env]} = {[env];, [env]s, ...}
correspond aux trajectoires du systéeme pour toutes les valeurs possibles de la
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variable a en éliminant 'effet de la variable b sur la sortie estimée. Le choix b = 0
peut étre interprété comme négliger le terme additif du modele dans le calcul de
la sortie du systeme.

Pour une étude plus approfondie sur la sémantique de simulation des modeles en-
semblistes, on vous renvoie aux travaux de [Armengol et al., 2001], [Armengol, 1999] et
[Calm et al., 2006].

Approche numérique pour calculer I’enveloppe

La deuxieme étape pour évaluer un modele intervalle est de trouver une approche
numérique pour calculer {[env]}, 'enveloppe des trajectoires du systeme qui est définie
par la sémantique de simulation. Avant de présenter les méthodes numériques existantes,
on définit les notions d’approximations extérieure et intérieure de {[env]}.

Définition 2.4.2. Une approzimation extérieure {[env]} est une enveloppe qui contient
Uenveloppe {[env]}. C’est a dire : {[env]} C {[env]}

Définition 2.4.3. Une approzimation intérieure {[env]|} est une enveloppe qui est conte-

nue dans ’enveloppe {[env]}. C’est a dire : {[env]} C {[env]}

Par cette définition, on constate que les approximations intérieure et extérieure de
I'enveloppe {[env]|} ne sont pas uniques. Par la suite, on présentera les méthodes exis-
tantes pour calculer I'enveloppe {[env]}.

Calcul exact de ’enveloppe. Parfois, il est facile de déterminer Ienveloppe {[env]}
par les expressions mathématiques des bornes supérieure et inférieure de 'enve-
loppe. C’est le cas de I'exemple au dessus et plus généralement, dans ce travail
puisqu’on utilise des modeles ensemblistes linéaires par rapport aux parametres.

Ensemble de modeles précis. S’il n’est pas possible de déterminer les bornes de
I’enveloppe par des expressions mathématiques, les approches numériques sont
envisagées. L'une d’entre elles est d’étudier un grand nombre de modeles détermi-
nistes dont les parametres appartiennent aux supports des parametres du modele
intervalle. La stratégie pour le choix des modeles dépend de la sémantique de
simulation. Ils peuvent étre choisis systématiquement par le maillage de 1’espace
des parametres ou aléatoirement. La méthode de Monte-Carlo est bien connue
dans ce contexte. L’enveloppe calculée par cette approche est tres souvent une
approximation intérieure de l’enveloppe qui est définie par la sémantique de
simulation, puisqu’il peut exister une trajectoire telle que ce soit une trajectoire
possible du systeme et, qu’elle ne soit pas dans ’ensemble de trajectoires des
modeles déterministes. Plus le nombre des modeles déterministes est élevé,
meilleure est 'enveloppe {[env]}.
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Probléeme d’optimisation Si les bornes de I'enveloppe {[env]|} ne peuvent pas étre
déterminées facilement par une expression mathématique, on utilise la deuxieme
méthode pour approcher 'enveloppe par une approximation. Dans certains cas,
cette solution ne nous convient pas dans la mesure ou on ne peut plus garantir
nos résultats. Ceci est critique dans le cas de 'analyse de streté. Dans le cas de
I'exemple des bacs sur la figure [Tl en introduction de ce travail, on ne pourra
certifier qu’il n’y aura pas un débordement du liquide dans I'un des bacs puisque
toutes les valeurs possibles de la sortie du systeme ne sont pas calculées. C’est le cas
surtout dans les contextes comme le contexte de la streté de fonctionnement. De
ce fait, 'enveloppe {[env]} est approchée par une approximation intérieure et une
approximation extérieure. Il faut se méfier et savoir qu’il existe un nombre infini
d’approximations intérieures et extérieures pour ’enveloppe ; ¢’est-a-dire n’importe
quelle enveloppe qui contient (respect. qui est contenue dans) l'enveloppe {[env]}
est une approximation extérieure (respect. intérieure) de celle-ci. Dans plupart des
travaux, le critere d’optimisation est la différence entre ces deux approximations et
le probleme de calculer 'enveloppe {[env]} revient a un probleme d’optimisation ot
il faut réduire ’espace frontiere entre les deux approximations. Dans ce contexte,
[Armengol, 1999] a utilisé des intervalles modaux et [Kletting et al., 2005] a utilisé
I'inversion ensembliste pour calculer ces deux approximations.

2.4.5 Conclusion

Dans cette section, on a présenté trois catégories de simulateurs pour différents types
de modeles en fonction de leurs natures. Les simulateurs qualitatifs pour les modeles
qualitatifs, les simulateurs quantitatifs pour les modeles déterministes et probabilistes et
les simulateurs semi-quantitatifs qui peuvent étre utilisés pour les modeles incertains.

Les modeles ensemblistes se situent parmi les modeles mathématiques incertains. De
ce fait, on a proposé d’utiliser un simulateur semi-quantitatif pour simuler un systeme
qui est représenté par un modele ensembliste. On a aussi vu qu’un simulateur semi-
quantitatif consiste en deux parties. Une partie est la sémantique de simulation qui est
définie par I'objectif de simulation et la deuxieme partie est la méthode numérique pour
calculer 'enveloppe qui est définie par la sémantique de simulation. Trois approches
numériques ont été aussi rappelées pour calculer cette enveloppe.

2.5 Modélisation Non-Linéaire

Pour reproduire I’évolution d'un systeme dans le temps et analyser son comportement,
on a besoin d’'un modele mathématique du systeme. Ce modele définit les liens entre les
variables d’état, les entrées et les sorties du systeme. Ces liens sont représentés par
des équations mathématiques et s’ils sont linéaires, le systeme est représenté par un
modele linéaire. Cependant pour un systeme non-linéaire, ces liens ne sont plus linéaires
et les variables du systeme sont reliées par des équations non-linéaires. Dans ce cas et
pour représenter le comportement non-linéaire du systeme, les modeles non-linéaires sont
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utilisés. Pour cela, on peut également utiliser des approches alternatives comme le réseau
de neurones, le modele multi-expert, le modele flou et le modele multi-mode.

2.5.1 Modeles Non-Linéaires

Dans les méthodes d’identification classiques, on passe par trois étapes. A la premiere
étape, on essaie de trouver une structure convenable pour le modele -identification de
structure- et a la deuxieme étape, on optimise les parametres du modele -identification
de parametres-. Le modele est ensuite validé pour 'application visée.

Il existe un nombre important de modeles non-linéaires dont le modele Volterra-
Wiener, qui est I'un des plus anciens. Cependant, a cause du nombre important de
parametres, ce modele ne présente pas beaucoup d’intérét en pratique. Les modeles
Hammerstein et Wiener sont deux autres structures possibles pour des systemes non-
linéaires. Ils sont constitués de deux blocs distincts en parallele, un bloc non-linéaire
statique (respect. linéaire dynamique) auquel on ajoute un autre bloc linéaire dynamique
(respect. non linéaire statique). Cependant, il existe peu de techniques d’identification
pour ces modeles. Une autre possibilité est le modele NARMAX qui est une extension
du modele linéaire ARM AX [Johansen & Foss, 1993].

Les modeles non-linéaires ne sont pas limités aux modeles présentés ci-dessus. Pour-
tant, 'identification de ceux-ci souffre de problemes communs. Pour un systeme avec
un comportement complexe, trouver une structure mathématique qui détermine les liens
entre les variables et qui représente le comportement du systeme est parfois difficile a
réaliser. Plus le systeme est complexe, plus ce choix est difficile. En plus, pour une struc-
ture complexe, I'identification paramétrique conduit tres souvent a résoudre un probleme
d’optimisation difficile a résoudre. Ces deux problemes deviennent encore plus difficiles
a résoudre pour les modeles incertains.

De ce fait, pour modéliser un systeme avec un comportement complexe et non-linéaire,
au lieu d’utiliser un modele non-linéaire, on préfere utiliser des approches alternatives
développées dans les sections suivantes.

2.5.2 Réseaux de Neurones

Les réseaux de neurones étaient utilisés initialement pour modéliser le fonctionnement
des neurones biologiques. L utilisation de ces modeles pour représenter les systemes com-
plexes et non-linéaires a connu un grand succes avec de nombreuses applications dans
des domaines divers.

La structure des réseaux de neurones est une structure simple et générale qui peut
étre utilisée pour des comportements non-linéaires indépendamment du type de non-
linéarité. Un réseau de neurones consiste en plusieurs couches ; chaque couche contenant
un certain nombre de neurones. L’entrée d’un neurone est la somme pondérée des sorties
des neurones de la couche précédente et sa sortie est calculée par la fonction d’activation
du neurone. L’identification de la structure d'un réseau consiste a déterminer le nombre
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de couches, le nombre de neurones dans chaque couche et la fonction de combinaison
de neurones. Pour identifier les parametres du réseau, la méthode la plus courante est
la méthode de rétropropagation qui est une extension de la méthode des moindres car-
rés. Pour une étude plus approfondie sur 'identification de systemes par les réseaux de
neurones, on vous renvoie a 'ouvrage [Norgaard et al., 2006].

2.5.3 Modeles Multi-Experts

Une autre approche pour modéliser un systeme non-linéaire est d’utiliser un modele
multi-expert. Cette approche est basée sur 'idée que les données sont générées par un
ensemble d’experts. Un expert est une fonction avec un vecteur de parametres et un
vecteur d’entrées. Le vecteur d’entrées est traité simultanément par tous les modules
experts et chaque expert fournit une sortie. Le champ d’action d’un expert est déterminé
par une fonction d’activation et cette fonction d’activation pondere la contribution de
chaque expert dans la sortie de modele. Cette approche est une interprétation probabi-
liste, puisque la fonction d’activation s’interprete comme la probabilité que la sortie du
modele releve de I'expert associé [Jacobs & Jordan, 1991].

2.5.4 Modeles Flous

La logique floue a été originalement utilisée pour caractériser I'incertitude linguistique
et cela se faisait a l’aide de fonctions d’appartenance. Ensuite et dans le contexte de
modélisation, la logique floue a été utilisée pour intégrer les savoir faires des experts dans
les modeles mathématiques par des regles "si prémisse alors conséquence”. De méme, elle
peut etre utilisée pour modéliser le comportement complexe et non-linéaire d'un systeme.
Un exemple de ce type de modeles est le modele Takagi-Sugeno [Takagi & Sugeno, 1985].

2.5.5 Modeles Hybrides : Approche Multi-Mode

Le terme hybride signifie le mélange de deux types de méthodes ou de deux ob-
jets fondamentalement différents. Les réseaux de neurones hybrides correspondent au
cas ou des réseaux de neurones artificiels et la logique floue sont combinés. La com-
mande numérique d’un systeme continu peut aussi étre considérée comme un systeme
hybride puisqu’il combine les systemes a temps continu avec des systemes a temps discret
[Lemmon et al., 1999]. Les modeles hybrides sont utilisés dans trois disciplines majeures
en science appliquées : la théorie de la commande des systemes Continusﬁ, la théorie
des systemes a événements discretd] et l’informatiqueﬁ. Une étude sur ce theme a été
faite dans [Flaus, 1998]. Les modeles multi-modes sont un sous-ensemble des modeles
hybrides. Ils sont une alternative pour représenter un systéeme avec un comportement
complexe et non-linéaire.

"Continuous Control Systems Theory
8Discrete-Event System Theory
9Computer Science
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L’approche multi-mode apparait intéressante a exploiter puisque par cette approche,
on représente le comportement complexe d'un systeme par un modele multi-mode qui
consiste en un ensemble de modeles locaux plus simples ot chaque modele local explique
le comportement du systeme dans une zone donnée. Cela nous permet d’évaluer ce modele
plus facilement en généralisant les techniques d’identification et d’analyse qui existent
pour les modeles linéaires. L’approche multi-mode sera utilisée dans la suite dans ce
document au chapitre quatre pour prendre en compte I'incertitude structurelle du modele
et améliorer la précision de la modélisation.

Ensemble des travaux effectués

Dans cette partie, on va présenter une sélection des travaux sur les modeles multi-
mode en automatique. Il faut mentionner que le nombre tres important des travaux dans
ce contexte nous a obligé a faire une sélection.

Le travail de [Takagi & Sugeno, 1985] est I'un des premiers travaux sur 'identification
d’un systeme multi-mode. Ce travail se situe dans le contexte de la commande. L’espace
d’entrée est partitionné en ensembles flous et chaque ensemble est modélisé par un modele
linéaire ou non-linéaire. Le modele multi-mode est l'interpolation des modeles locaux.
Cette interpolation est faite par un ensemble de regles "si prémisse alors conséquence”.
Ce modele s’appelle le modele Tagaki-Sugeno (TS). Dans ce contexte, on peut aussi
mentionner les modeles Tagaki-Sugeno-Kang (TSK) [Sugeno & Kang, 1988], les modeles
flous quasi linéaires (QLFME [Yager & Filev, 1993] et les modeles flous quasi non-
linéaires (QNFM)H [Filev, 1991].

Le travail de [Johansen & Foss, 1992] se situe dans le contexte de la commande
adaptive. Dans ce travail, un algorithme pour estimer et optimiser les parametres des
modeles locaux a partir des observations a été présenté. La structure des modeles locaux
est pré-définie. Cette structure peut étre une série de Taylor, une représentation d’état
ou une structure non-linéaire. Les zones de fonctionnement ainsi que les fonctions de
validité des modeles locaux sont aussi pré-définies. La sortie du modele multi-mode est
la somme pondérée des sorties des modeles locaux.

Dans la continuité du travail précédent, le travail de [Johansen & Foss, 1995] se situe
dans le contexte de l'identification. Il a présenté un algorithme heuristique ou le décou-
page du régime opératoire du systeme, l'identification de la structure et 'identification
des parametres se font en parallele. L’espace de fonctionnement est un sous-ensemble de
I’espace d’entrée. La sortie du modele est la somme pondérée des sorties des modeles
locaux. Dans [Johansen & Foss, 1997], le méme probleme a été traité. Néanmoins, les
auteurs ont utilisé des informations a priori pour déterminer les variables caractéristiques
et les zones de fonctionnement des modeles locaux.

Le travail de [Boukhris et al., 2001] se situe dans le contexte de la détection de défauts.
Le systeme étudié est un systeme non-linéaire et variant dans le temps. Un modele multi-
mode TdT a été utilisé pour modéliser le systeme. Les modeles locaux sont des relations

1Quasi Linear Fuzzy Model
1 Quasi Non-Linear Fuzzy Model
12Tagaki-Sugeno
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entrée-sortie. Puisque le systéme est un systéme mono-entrée/mono-sortie, le probleme
du choix des variables caractéristiques ne s’est pas posé.

Dans leur travail, A. N. Venkat et al. ont proposé une approche méthodologique pour
décomposer le comportement non-linéaire du systeme étudié [Venkat et al., 2003]. Cette
décomposition a été faite dans 'espace de fonctionnement en régime permanent. L’es-
pace d’entrée est devisé en zones locales. Le nombre optimal et nécessaire des partitions
est déterminé par une méthode basée sur la validation du modele par des mesures. La
structure des modeles locaux peut étre linéaire comme les structures ARX et ARMAX
ou non-linéaire comme N ARX . Pour calculer la sortie du modele multi-mode, les modeles
locaux sont interpolés par une agrégation floue. La méthodologie proposée est appliquée
a la commande d’un procédé chimique non-linéaire.

Dans sa these, K. Gasso a traité le probleme de la modélisation multi-mode
[Gasso, 2000]. 11 a proposé une méthodologie pour choisir le degré de liberté du mo-
dele, le regrésseur, la structure du modele et 'optimisation des parametres du modele.
Il a aussi présenté une méthode pour décomposer 'espace d’état du systeme en zones
de fonctionnement local. Un compromis entre le nombre des modeles et la précision de
la modélisation doit étre fait. Apres avoir décomposé 'espace d’état, il a étudié la pos-
sibilité d’agréger des modeles locaux. Cette approche a été appliquée sur le probleme
d’estimation des variations de la concentration d’ozone dans I'air.

Dans le contexte de la commande des systemes non-linéaires, une comparaison a été
faite entre trois différents type de controleur PID a séquence de gains I [Ling & Ed-
gar, 1997]. Un controleur PID a séquence de gains contient un ensemble de controleurs
linéaires ayant une structure identique. Au moment de la commutation entre les contro-
leurs, les valeurs de parametres du controleur PID a séquence de gains conventionneld
changent. Ce changement est brusque et il n’est pas désirable. Dans le controleur PID
a séquence de gains ﬂou@, ce changement se fait a ’aide de la fonction d’appartenance.
Pour mieux approcher la dynamique du systeme, le controleur PID a séquence de gains
flou basé sur le modeld] a été proposé. Ce travail ne traite pas de I'identification multi-
mode et il s’est concentré plutot sur 'application d’un controleur multi-mode.

Un certain nombre de phénomenes physiques ont des comportements hybrides. Par
exemple, I'évolution de la température pendant la fonte de la glace consiste en trois
phases : la phase solide ou la température évolue (augmente) jusqu'a ce qu’elle arrive
au point de fusion, la phase de fusion (mélange de glace et d’eau) ou la température
reste constante et égale au point de fusion et la phase liquide ou la température évolue a
nouveau. Dans le travail de [Boillereaux et al., 2002], ce phénomene a été représenté par
un modele multi-mode dans le contexte de la modélisation et de ’analyse de procédés
de décongélation. Dans ce travail, la pression est considérée variante et par conséquent,
le point de fusion varie en fonction de la pression. Une étude d’observabilité et de com-
mandabilité a été aussi réalisée.

13Steady State Space

14Gain Scheduling PID Controllers
15Conventional PID Gain Scheduling Controller
16Standard PID Fuzzy Gain Scheduling
1"Model-Based PID Fuzzy Gain Scheduling
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Dans le travail de [Balluchi et al., 2001], les auteurs proposent une méthodologie pour
concevoir un observateur hybride. Cet observateur consiste en deux parties : une premiere
partie qui détermine le mode actif du systeme a chaque instant et une deuxieme partie
qui utilise 'information provenant de la partie précédente, I'entrée et la sortie du systeme
pour estimer 1’état du systeme. Cette méthodologie est ensuite appliquée a la synthese
d’un modele de transmission de puissance dans un véhicule. Cette problématique a été
plus détaillée dans [Balluchi et al., 2002]. Ils proposent aussi une solution pour déterminer
le mode actif dans un modele multi-mode. Dans ce contexte, on peut aussi citer [Ragot
et al., 2003], [Babaali & Egerstedt, 2005].

Dans le contexte de diagnostic des systemes multi-mode, [Domlan, 2006] a traité
deux problemes. Le premier probleme est de déterminer le mode de fonctionnement actif
du systeme a un instant donné a partir des observations sur le systeme. Cela se fait a
I’aide des outils de diagnostic a base de modeles. Apres avoir déterminé le mode actif, il
propose une approche pour identifier le mécanisme de gestion des transitions d’un mode
de fonctionnement a un autre, ce qui consiste dans notre cas a déterminer le domaine
de validité des modeéles locaux, a 'aide de méthodes de reconnaissance de forme et de
classification. Pour cela, il s’intéresse a une classe particuliere de structure dans laquelle
la loi de commutation du systeme est obtenue en partitionnant un espace associé a des
grandeurs connues du systeme. Contrairement a la plupart des travaux dans la littérature
dans lesquels la loi de commutation dépend a I’état du systeme, dans le travail de E.A.
Domlan, les grandeurs sont restreintes a l'entrée et a la sortie du systeme.

Identification d’un Modeéle Multi-Mode

L’identification d’'un modele multi-mode se décompose en six points :

Les variables caractéristiques sont des variables du modele qui vont permettre
de modéliser le comportement non-linéaire du systeme. Autrement dit, ce sont
des variables qui interviennent dans les équations non-linéaires du modele et qui
vont représenter le comportement du systeme. Connaitre ces variables nous aide a
choisir une structure convenable pour les modeles locaux, déterminer 1'espace de
validité des modeles locaux et décomposer cet espace en plusieurs zones locales de
fonctionnement.

La structure des modeles locaux est choisie parmi des structures candidates. Pour
que l'identification des parametres soit plus simple, on préfere utiliser une structure
linéaire comme le modele entrée-sortie, le modele réponse impulsionnelle et le
modele réponse indicielle. Il est plus simple de choisir une structure identique pour
tous les modeles locaux. Néanmoins, il est aussi possible d’identifier la structure
de chaque modele local individuellement.

L’espace de validité est 'espace dans lequel les domaines de validité des modeles
locaux sont déterminés. Cet espace est généralement l'espace des variables
caractéristiques du modele.
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La stratégie pour partitionner le régime opératoire du systeme ou partition-
ner l’espace de validité. Le domaine de validité d’un modele local est un sous-espace
de I'espace de validité. L’espace de validité doit étre décomposé en plusieurs zones
tels que dans chaque zone, le systeme puisse étre représenté par un modele local.
Il existe deux méthodes pour partitionner cet espace :

— Le partitionnement se fait en utilisant la connaissance a priori sur le systeme.

— Dans le cas ou la connaissance sur le systeme est limitée, le partitionnement se
fait en parallele avec 'identification des parametres des modeles locaux.

L’espace de validité peut étre décomposé en sous-espaces disjoints ou en sous-
espaces avec des zones en commun. Le domaine de validité de chaque modele local
peut avoir différentes formes comme le triangle, le trapézoide, la gaussienne ou le
sigmoide. Il peut aussi étre déterminé par une forme comme une enveloppe convexe
autour d’un certain nombre de points, ou un partitionnement flou de I’espace de
validité.

La fonction de validité est une fonction de I'espace de validité dans R qui détermine,
a un instant donné, la validité de chaque modele local. Cette fonction est générale-
ment utilisée pour pondérer les sorties des modeles locaux et calculer la sortie du
modele multi-mode.

La fonction d’interpolation est une fonction par laquelle la sortie d'un modele multi-
mode est calculée a partir des sorties des modeles locaux. La sortie du modele
multi-mode est généralement une somme des sorties normalisées des modeles locaux
pondérée par les fonctions de validité. Bien que cette fonction soit la fonction la
plus utilisée, elle n’est pas la seule possibilité et on peut définir d’autres fonctions
linéaires ou non-linéaires pour calculer la sortie du modele multi-mode.

Dans I'ouvrage [Murray-Smith & Johansen, 1997q], le probleme d’identification multi-
mode a été traité.

2.5.6 Conclusion

Dans cette section, différentes approches pour représenter le comportement complexe
et non-linéaire d’un systeme ont été présentées. On a vu que l'identification de structure
et de parametres d'un systéme complexe et non-linéaire n’est pas facile a réaliser par
les méthodes d’identification classiques. Pour cette raison, d’autres approches ont été
envisagées comme le réseau de neurone, le modele multi-expert, le modele flou et le
modele multi-mode. Dans un modele multi-mode, le régime opératoire du systeme est
partitionné et est représenté par un ensemble de modeles simples.
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2.6 Modeles Multi-Modes Intervalle

Un modele intervalle explique les observations d’un systeme en générant un tube
de trajectoires devant les contenir. Cependant, si on utilise un modele linéaire intervalle
pour représenter un systeme non-linéaire, I’enveloppe englobante peut étre une enveloppe
largelg. L’imprécision de I’enveloppe englobante dans un modele intervalle est le pendant
de l'erreur de modélisation pour les modeles déterministes et probabiliste.

On a déja vu dans la section que pour un systeme non-linéaire, on peut utili-
ser plusieurs approches; parmi celles-ci on a proposé d’utiliser I’approche multi-mode.
Néanmoins, tres peu de travaux ont déja été faits sur l'identification et la simulation des
modeles multi-mode intervalle.

Pour un modele d’état déterministe multi-mode, [Shahriari et al., 2004] ont calculé
I’ensemble des trajectoires possibles du systeme dont ’état initial était incertain et ca-
ractérisé par un vecteur d’intervalle. Dans ce travail, les zones de fonctionnement étaient
des polytopes convexes dans 'espace d’état.

Dans [Dang, 2000], le probleme de vérification a été traité pour un modele multi-
mode. Dans ce travail, le modele du systeme était un modele d’état déterministe. A
cause de l'incertitude sur I’état initial et les frontieres de commutations, ce modele est
considéré comme un modele incertain.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, un état de I’art des méthodes d’identification et de simulation des
systemes a été présenté. Dans les trois premieres sections, on a vu que I’approche ensem-
bliste est une facon de traiter 'incertitude paramétrique du modele. De plus, I'existence
de la sortie du systeme dans I’enveloppe du modele intervalle est garantie et ceci montre
I'intéréet d’exploiter cet outil pour modéliser les systemes dans le contexte de la streté de
fonctionnement. Les méthodes de simulation d'un modele ont été étudiées dans la section
quatre et différentes méthodes pour simuler un modele intervalle ont été présentées.

Dans les sections ZH et L8 les méthodes d’identification et de simulation des systemes
complexes avec des dynamiques non-linéaires ont été étudiées. On a vu qu’a cause de la
complexité des méthodes d’identification classiques pour ce type de systemes, les cher-
cheurs envisagent d’autres approches dont I'approche multi-mode. Par cette approche,
on représente une dynamique complexe par un ensemble de modeles simples. Cela facilite
I'identification de structure et des parametres du modele.

Cependant et malgré un nombre important des travaux qui ont déja été réalisés
sur l'identification et la simulation des modeles ensemblistes (pour prendre en compte
'incertitude paramétrique) ainsi que les modeles multi-mode (pour prendre en compte
'incertitude non-paramétrique), tres peu de travaux ont été faits sur l'identification et
la simulation multi-mode ensembliste.

18Plus une enveloppe est large, plus elle est imprécise. La définition de la précision d'une enveloppe
est donnée dans le chapitre trois.
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Dans ce travail, on essaie d’apporter une solution au probléeme d’identification d’un
modele multi-mode intervalle dans un objectif d’analyse de streté de fonctionnement.
Dans le chapitre trois, on verra la démarche pour identifier un modele intervalle en utili-
sant les observations prélevées sur le systeme. Ce modele sera ensuite utilisé pour prédire
I’enveloppe englobante de la sortie du systeme. Dans le chapitre quatre, pour améliorer la
qualité de prédiction, ’approche multi-mode sera envisagée. Dans ce chapitre, le probleme
de l'identification et de la simulation d’'un modele multi-mode intervalle sera étudié.
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Modele Intervalle

Les hommes construisent trop de murs et pas

assez de ponts.

Isaac Newton

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons justifié les raisons qui nous ont conduit a
utiliser I’approche ensembliste pour atteindre nos objectifs de recherche. Dans ce docu-
ment, nous présenterons cette approche puisqu’elle nous permet de prendre en compte
I'incertitude paramétrique dans un modele mathématique. De plus, elle est capable de
simuler le comportement du systeme en calculant ’enveloppe englobante des variables
d’état et de la sortie du systeme pour un ensemble de valeurs d’entrées et de 1’état initial.
La forme choisie pour caractériser le support d’'une variable incertaine est un intervalle
et donc dans la deuxieme section, on présentera la définition précise d’un intervalle ainsi
que l'outil intervalle.

Dans la troisieme section, on traitera le probleme d’identification de modeles inter-
valle et on présentera les méthodes de calcul de parametres des modeles intervalle. On
présentera ensuite 1'effet de mémoire et le probleme du manque d’information dans un
modele dynamique. On proposera une solution pour ce probleme en identification ainsi
qu’en simulation.

Dans la section quatre, le probleme de simulation d’un modele intervalle sera étudié.
Comme on I'a déja vu dans le chapitre précedent, pour simuler un modele, on a besoin
d’un simulateur. Puisque le modele est un modele intervalle, le simulateur sera un simu-
lateur semi-quantitatif. Par rapport a ’objectif de simulation et a ’aide du modele déja
identifié, ce simulateur sera développé.

Les méthodes d’identification et de simulation seront ensuite appliquées sur un
exemple académique.
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3.2 Outil Intervalle

Dans cette section, on étudiera brievement, l'outil intervalle qui est l'outil fonda-
mental sur lequel repose le calcul ensembliste [Moore, 1966], [Neumaier, 1990], [Jaulin
et al., 2001q].

3.2.1 Pourquoi un intervalle ?

La représentation précise d’'un nombre réel est en général impossible. Par exemple,
écrire /2 = 1,414 est inexact, puisque 1,414 élevé au carré vaut exactement 1, 999396 et
non 2. Dans un calculateur, les nombres flottants ne sont souvent que des approximations
des nombres réels, et les opérations arithmétiques ne sont en général que des approxima-
tions inexactes des opérations arithmétiques associées. Par exemple, si on calcule avec
un processeur a la norme IEEE 754 Sin(Cos™'(—1,0)) , on obtient 1.22461e — 16 et non
0. Plus grave, I'évaluation de Sin(Cos™'(—1,0)) == 0 renvoie fauz! L’outil intervalle
nous permet de réaliser des opérations dont il est garanti que le résultat soit vrai. Par
exemple, on pourra écrire 2 € [2 2], puis calculer la formule vraie v/2 € [1,414 1,415].

Qu’est ce qu’un intervalle ?

Initialement on appelle intervalle réel un ensemble convexe de nombres délimité par
deux nombres réels constituant une borne inférieure et une borne supérieure. Un intervalle
contient tous les nombres réels compris entre ses deux bornes.

Représentation d’un intervalle

Dans l'arithmétique des intervalles, un nombre réel x est représenté par une paire
de nombres flottants x et Z. Dire que x est représenté par cette paire signifie que x
appartient a U'intervalle [z 7] , autrement dit :

=
IN
8
IN
8

Différents types d’intervalles

La définition précédente d’un intervalle regroupe les intervalles de types suivants :

{reR|a<x<b}=]ab
{reR|a<z<b}=][al
{reR|a<z<b}=|al]
{reR|a<z<bl=]ab|
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Les intervalles du premier type sont appelés des intervalles ouverts ; les seconds des
intervalles fermés, et les deux derniers des intervalles semi ouverts. A ces intervalles
sont ajoutés les ensembles de réels inférieurs a une valeur, ou supérieurs a une valeur.
On ajoute donc les intervalles de ce type :

{reR|z<a}=]—00dq|
{reR|z<a}=]—00d]
{r e R|z>a}=]a 0]
{reR|x>a}=][a 0]

Dans ce document, puisqu’on utilise seulement des intervalles fermés, on les appelle
pour plus de simplicité des intervalles.

Définition 3.2.1. Le centre z. de l'intervalle [x] = [x T| est défini comme la valeur
moyenne de sa borne supérieure et inférieure :

T+
2

centre([z]) =
Définition 3.2.2. Le rayon A, de lintervalle [x] = [x T| est défini comme la moitié de
la différence entre sa borne supérieure et inférieure :

r—2x
2

rayon([x]) =

Opérations mathématiques sur les intervalles

L’outil intervalle permet de réaliser des opérations arithmétique dont le résultat est
toujours juste. Il est garanti que la solution réelle d'une opération arithmétique est incluse
dans le domaine calculé par cet outil. On définit I'image d’une paire d’intervalles par
rapport aux opérations arithmétiques comme suit :

Pl =lelop y] ={z opy |z [z] Ay elyl}, opei{t,— % +} (3.2.1)

Le formalisme mathématique de I'équation B2l qui détermine I'image d’une paire
d’intervalles par rapport aux opérations arithmétiques s’appelle la sémantique des opé-
rations. Ce formalisme garantit que 'image de [z] et [y] par rapport a une opération
arithmétique est I'image de x et y par rapport a l'opération pour toutes les valeurs de
x € [z] et y € [y].

Opérations arithmétiques Considérant la sémantique des opérations mathématiques,
les opérations arithmétiques sont définies comme suit :

—[z] = —[z7]=[-T -2
[Z]+[y] = [z+yT+7]
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[zl =1yl = [+ (W) =lz-7T -y
[2] x [yl = [min(zy, 2y, Ty, 7Y) max(zy, 27, Ty, 7Y)]
]? [min(2?,7%) max(z? 7%)] si2T >0
€T =
[0 max(z?,7?)] si 2T <0
(3.2.2)
Un cas particulier est la multiplication d’un scalaire par I'intervalle [—1 1] :
ax[-11] = [min(—a,a) max(—a,a)]
[—lal lal] (3.2.3)

Opérations sur des ensembles Une intersection d’intervalles de R est un intervalle
si l'intersection est non vide. Une union d’intervalles de R n’est pas toujours un
intervalle. Ce sera un intervalle si les deux intervalles de départ ne sont pas disjoints.
L’intervalle qui découle d’une union d’intervalles est composé des éléments (les
nombres) allant de la borne inférieure du premier intervalle a la borne supérieure du
deuxieme intervalle. L’intersection et I'union d’une paire d’intervalles sont définies
comme suit :

2] = kInl={>eR|zelrzely]}

_ { max(z,y) min(Z,y)] si max(z,y) < min(T,7)

0] stnon

2] = lull={eR|zeldVzely}

_ { (min(z, y) max(z,7)] si [2] N [y] # ¢
[z] U [y] sinon
(3.2.4)

Par exemple :

AN

[
==
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Tests sur des intervalles Un intervalle est un ensemble de valeurs réelles délimitées
par deux bornes. Donc, un test inégalité est vrai si et seulement si il est vrai pour
toutes les valeurs de 'intervalle :

] <c¢ si T<c

] <e¢ si T<c

] >¢c si z>c¢

[z] >¢ si xz>c

celz] si z<c<T

@] Clyl si 2>y NT<Y
] Cly] si 2>y NT<F

(3.2.5)

Définition 3.2.3. Le vecteur intervalle est ['extension d’un vecteur des variables réelles
dont les scalaires sont remplacés par des intervalles.

Un vecteur intervalle définit alors dans I'espace un orthotope aligné avec les axes du
repere (appelé aussi boite ou pavé) de dimension adéquate.

3.2.2 Extension intervalle d’une fonction réelle

Soit f une fonction réelle de n scalaires {xy, xs, ..., z,,}. Nous définissons la fonction
intervalle [f] de n intervalles {[z1], [z2], ..., [#,]} comme une extension de f telle que :

[f](wl,mz,...,mn) == f(ml,xg,...,wn)a vxl € [xz]

Ceci signifie qu'une fonction intervalle contient par définition ’ensemble image de la
fonction réelle dont elle est I’extension. En revanche, elle peut aussi contenir des valeurs
supplémentaires, on parle alors de pessimisme ou de surestimation ou d’approximation
extérieure. De maniere générale, on a :

e waen) | Ti € [T} C [Fl(@a)ea),len))

L’extension d’une fonction réelle n’étant pas unique, son choix est important pour
limiter ce pessimisme. Par exemple, pour les fonctions polynomiales, on a :

ap + [z](ay + [z](as + [z](as + ...))) C ag + a1[z] + az[z]?* + as[z]® + ...
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Définition 3.2.4. Soit f une fonction réelle de R" dans R définie a l’aide des opérateurs
arithmétiques +, —, +~ et X ainsi que des fonctions élémentaires. On notera |frarureie]
I’extension naturelle de la fonction en remplacant chaque occurrence de x; dans f par
Uintervalle [x;] et chaque opérateur ou fonction arithmétique réel par l'opérateur ou la
fonction intervalle associé.

Pourquoi I’extension intervalle d’une fonction réelle 7

Généralement, on utilise des méthodes numériques pour déterminer 'image d’en-
sembles de points lorsque cette image ne peut pas étre calculée analytiquement. Pour
cela, on emploie traditionnellement les méthodes qui utilisent des procédés de tirage
aléatoire comme la méthode de Monte-Carlo. Cependant, le calcul de I'image par ces
méthodes est tres souvent laborieux. De plus, le domaine calculé par ces méthodes est
une approximation intérieure de I'image complete de I'ensemble des points.

Dans I'approche par intervalle, I’ensemble des points est caractérisé par un vecteur
d’intervalles (une boite) et ensuite, I'image de cette boite est calculée par 'extension
intervalle de la fonction réelle. Ce calcul est beaucoup moins cotiteux en temps de calcul
par rapport aux méthodes précédentes et de plus, le résultat est une approximation
extérieure de I'image des points qui peut étre calculée en un coup. Cette derniere est une
propriété qui est primordiale pour des analyses de sureté de fonctionnement puisqu’un
modele mathématique est une fonction mathématique de I'espace d’entrée dans I'espace
de sortie. Donc, pour garantir que la sortie du modele englobe la sortie du systeme, on
peut utiliser I'extension intervalle de la fonction du modele.

Exemple 3.2.1
L’ensemble image de [x] = [—1 1] par rapport a la fonction réelle f,) =
22+ 22+ 1 est :

{f [z e[-11]} =[04]
Cette image peut étre estimée par rapport a une extension intervalle de cette
fonction qui n’est pas forcement l'extension naturelle de celle-ci. On écrit
I’extension de la fonction de différentes facons :

il = P +2R]+1=[01]+[-22]+1=[-14]2[04]
ol = [a] x[a] + []+1—[]JJ [—22]+1=1[-24]2104]
foly = (@] +1)*=[02"=[04]2[04]

ou la premiere expression définit ’extension naturelle de la fonction f. Dans
tous les cas, I’ensemble image de [z] par la fonction est incluse dans les inter-
valles images des extensions intervalles de la fonction réelle.

Exemple 3.2.2

L’objectif de cet exemple est de calculer ’ensemble image d'un vecteur in-
tervalle par rapport a une transformation non-linéaire. Sur la figure Bl I’en-
semble des valeurs possibles des variables {z;, 25} a été caractérisé par le
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vecteur d’intervalle [x] = [[z1] [22]] = [[-1 1] [-1 1]]. On veut déterminer
I'image de cet ensemble par rapport a une transformation qui est définie
comme suit :

2
o I (3.2.6)

2
Y2 Ty +.T1.CL’2

L’ensemble image des points par rapport a cette transformation est diffi-
cile a déterminer. Pour avoir une idée de la forme de cette image dans ’espace
{y1, 92}, la méthode de Monte-Carlo a été utilisée. On a choisi plusieurs va-
leurs de points contenus dans [z] et on a calculé les images de ces points
par rapport a la transformation. L’approximation extérieure de I'image est
ensuite calculée par I'outil intervalle comme suit :

1
X [xo) = [-1 1] +[-11] =[-22]

Ensemble des valeurs possibles pour les variables x, etx, Image des points par la méthode de Monte—-Calro et 'outil intervalle
: : 3

T T T
. Image de points
Domaine calculé par outil intervalle

L L L L L L L L L L L L L L
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

F1G. 3.1 — Valeurs possibles pour le vec- F1G. 3.2 — Images par la méthode Monte-
teur . Carlo et 'outil intervalle.

Ces deux images ont été dessinées sur la figure B2 On constate que les
images des points sont bien inclues dans la boite calculée par 'outil intervalle.

Définition 3.2.5. Une extension intervalle d’une fonction est monotone par inclusion
8% :
[21] € [2o] = [fle)) € [f(tea))

C’est une propriété essentielle qu’on utilisera par la suite. Les fonctions réelles de
R™ dans R définies a l'aide des opérateurs +, —, =+ et X sont toujours des fonctions
monotones par inclusion. La structure du modele qui sera proposée dans la section
et qui sera utilisée dans ce document repose sur des fonctions de ce type. Sans cette
propriété, l'inclusion de la solution dans le domaine calculé par l'outil intervalle n’est
plus garantie.
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3.2.3 Forme alternative pour représenter un intervalle

Un intervalle est originalement déterminé par ses bornes supérieure et inférieure. Dans
le but de simplifier les opérations mathématiques sur les intervalles, on va utiliser une
forme alternative pour représenter un intervalle. Cette nouvelle forme s’appelle la forme
normalisée d'un intervalle.

Forme normalisée d’un intervalle

Un intervalle peut étre déterminé par son centre et son rayon; c’est-a-dire :

[x]:[gf]:xcjt)\fx[—ll] -
x. = centre([z]) = x;—g, A = rayon([z]) = L >0 (3.2.7)

Cette nouvelle forme peut étre aussi utilisée pour un vecteur d’intervalles. Soit

(@1 = [[21] [22] [ws] .. 2]l

un vecteur d’intervalle dont les éléments sont des intervalles [z;]. La forme normalisée de
cet intervalle est comme suit :

T >\x1 0 oo 0
xc72 O >\ZB2 e O
[2] = e+ Ay X U] = ) + . X [U]nx1
Len )\xn
L 7o d nxl L 4 nxn
e = centre(z]), s, = rayon(z]) >0, [v]=[[-11] .. [-11]]" (3.2.8)

Opérations arithmétiques en utilisant la forme normalisée

En utilisant la forme normalisée, I'image d’une paire d’intervalles par rapport aux
opérations arithmétiques est déterminée par les centres et les rayons des intervalles. Soit
[z] et [y] une paire d’intervalles. En considérant I’équation et en remplacant les
intervalles [z] et [y] par leurs formes normalisées, on aura :

@] = med A x [—11]
= [xc - )\:c T+ )\x]
—lx] = —x.— A x[-11]
= [_xc - >\x — Xe+ )\m]
[#] +[y] = (@e+ X X [-11]) + (e + Ay x [-11])
- [xc + Ye — ()\:c + )‘y) Te+ Ye + ()\:c + )‘y)]
2] =] = (et A X [-11]) = (e + Ay x [=1 1])
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[Te = Ae Te + Aa) + [—Ye — Ny — Yo+ A
[Te = Ye = (Aa +Ay) Te = Yo + (Ao + A)] (3.2.9)

Le résultat de 'addition et de la soustraction d’une paire d’intervalles est un intervalle.
Pour multiplier un scalaire par un intervalle, on aura :

axz] = ax(v.+ A x[—11])
ax. + aX, x [—1 1]
= Jaz. — |a|A; az. + |a]\]

La multiplication d’une paire d’intervalles sera comme suit :

[z] X [y] = (zc+ Ao X [-11]) X (y. + Ay x [-11])
= Ty + T Ay X [—1 1] +yAy X [—1 1] + A\, x [—1 1]
= TcYe + [_(|$C|>‘y + |Ye| As + )‘:c)‘y) + (|x0|)‘y + |Ye| Ae + Ax}‘y)]
= [Teye — (|2 Ay + [Yel A + AxAy) Teye + (|2 Ay + [ye[Ae + AcAy)]

Par contre, le résultat du produit scalaire de deux vecteurs d’intervalles [x],.; et
[Y]nx1 est Uintervalle [z]1x1 :

2] =[2]" x [y] = (e+ X X [2,])T X (ye + Ay X [0n,])
= (2l + [oa " X AD) X (g + Ay X [0a,))
= 2Ty + 270 Jon, ] + o) A g + [oa)TATA [oa] - (3.2.10)

ou [z] = [z,Z]. En considérant Pexpression de 1’équation B2ZI0, les bornes supérieure et
inférieure de cet intervalle sont comme suit :

= aly.+ (Sum(|zX|\,) + Sum(AL|y.|) + Sum(Diag(AI),))
ly. — (Sum(|zL|\,) + Sum(A|y.|) + Sum(Diag(A\I\,)))  (3.2.11)

~—

ESINESY
|

La fonction Sum/(z) calcule la somme des éléments du vecteur z et le vecteur Diag(\)
est composé des éléments situés sur la diagonale de la matrice carrée X. Par exemple,
dans I'équation BZR on a :
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Diag(\s) = Dy Aoy o Au]”

La forme normalisée permet de simplifier le calcul par intervalle. C’est le cas de
la multiplication d’une paire d’intervalles et surtout le produit scalaire d’une paire de
vecteurs d’intervalles dont les expressions des bornes supérieure et inférieure sont données
dans I'équation BZZTT] et qui seront utilisées tres souvent par la suite. Ce formalisme
permettra, puisque le probleme d’identification des parametres d’un modele intervalle
sera posé, d’établir sans difficulté les expressions analytiques des contraintes a satisfaire
et du critere de précision a minimiser.

3.2.4 Effet d’enveloppement dans le calcul par intervalle

L’image d'un vecteur d’intervalles par rapport a une fonction n’est pas en général
une boite. Donc, englober cette image par un vecteur d’intervalle conduit a une source
de surestimation. Dans le cas de I'utilisation d’algorithmes itératifs, ce pessimisme risque
de s’accumuler au cours des itérations et peut conduire a ’explosion des domaines cal-
culés. L’effet d’accumulation de ce pessimisme au cours des itérations s’appelle [’effet
d’enveloppement.

On reprend 'exemple de la transformation non-linéaire de 'équation BEZ8. L’image
de [z] = [[~1 1],[~1 1]]* par rapport & cette transformation est une forme non-linéaire.
On a une approximation de cette forme sur la figure B3 qui a été obtenue par la méthode
de Monté-Carlo. Si on englobe cette forme par un vecteur d’intervalles, c’est-a-dire une
boite, on introduit les points supplémentaires dans le domaine calculé. Sur la figure B3,
cette image a été représentée par la boite suivante :

] = [=)?=01]
= (@] +[n] x 2] = [0 1]+ [-1 1] = [-12]

.—.

<

S

i
|

Cette boite est le domaine calculé par I'arithmétique par intervalle. Cependant, ré-
duire 'image a chaque étape de calcul a une simple boite n’est pas la seule source de
surestimation. Une autre source de pessimisme est la surestimation dues aux opérations
intervalles elles-mémes. Par exemple, I'image de [z] peut aussi étre calculé comme suit :

=
=
|
B3
=
X
38

v2] = [ﬁz]x[x]jr[xl]x[ ]:[_1 +[-11]=[-22]

Cette boite a été aussi représentée sur la figure B3

L’accumulation de la surestimation et I’explosion du domaine de calcul sont des phé-
nomenes rencontrés assez souvent dans les modeles itératifs intervalle. Par exemple, si
on considere £10% d’incertitude sur les parametres du modele de 1'équation [C2T], on
obtient :

[Tr41] = [A] X [2] + [B] x uy,
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Représenter une forme non-linéaire par des intervalles
T T

+ Image de points
Domaine caculé par outil intervalle : 1er calcul
— — — Domaine caculé par outil intervalle : 2éme calcul

F1G. 3.3 — Deux sources de 'effet d’enveloppement di a la surestimation de I'image réelle
par un vecteur d’intervalle et utilisation de différentes extensions intervalle de la fonction

réelle.
Al [0, 7368 0, 9006] [0 0] L | 11,6314 1,9080
[0,1549 0,1894] [0,8143 0,9953] [0,1630 0, 1992]
et si on évalue I'état initial [zo] = [[0 1],[0 1]]7 par rapport & cette dynamique, & cause

de l'effet d’enveloppement, le domaine calculé va exploser. Ce phénomene est montré sur
la figure B4l

Effet d’enveloppement et explosion du domaine calculé
14

12+

101

F1c. 3.4 — Explosion du domaine de calcul a cause de l'effet d’enveloppement.

L’effet d’enveloppement n’apparailt pas seulement pendant I’évaluation des modeles
incertains. Il est présent aussi dans le cas des modeles déterministes ou I’état initial est
incertain. Par exemple, pour le modele déterministe de ’équation B2ZT2 si 1’état initial
est caractérisé par [zo] = [[0 0,5], [0 0,5]]%, la taille d’enveloppe englobante des variables
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d’état augmente apres chaque itération. L’évaluation de cette boite a été illustrée sur la
figure B3

Ty = Axy + Buy,

0.98 —0.05 -8
A - B =
0.9 0.55 [ 1 ]
u,=0,1 0< k<8
u, =0 k>8 (3.2.12)

Effet d’enveloppement pour un modéle déterministe

]
1 O
[ ]

<A |:|

F1G. 3.5 — Evaluation de I’enveloppe des variables d’état.

3.3 Identification d’un Modele Intervalle

Dans cette section, on proposera une solution au probleme d’identification d’un sys-
teme par un modele intervalle. La structure du modele est une structure linéaire de type
réponse impulsionnelle a horizon fini ou relation entrée-sortie. Les parametres du mo-
dele sont des variables incertaines bornées variantes dans le temps caractérisées par des
intervalles. Ces parametres doivent étre calculés tels que le modele explique tous les com-
portements du systeme. Autrement dit, ’enveloppe calculée par le modele doit encadrer
toutes les observations sur la sortie du systeme :

Vk y Yk
Yk

IV IA
<
ko
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ol y;, est la sortie du systéme est ou 7, est la sortie estimée par le modele. De plus, cette
enveloppe doit étre la plus petite possible. L’exemple d’un modele linéaire intervalle est
montré pour un ensemble des points dans I'espace de sortie sur la figure B8l Ce probleme
sera traité au fur et a mesure par la suite.

Englober un ensemble des points

T

y
enveloppe {[env]}|

Y
o

Fi1G. 3.6 — Modele linéaire intervalle.

Lors de la discussion sur l'identification de modeles intervalle dans le chapitre précé-
dant, on a vu que pour déterminer les parametres d’un modele intervalle a partir d’un jeu
de données, de la structure du modele et d’un critere d’optimisation, il faut aussi définir
la sémantique d’identification a partir de I'objectif de modélisation. Par conséquent, nous
modifions la boucle classique de I'identification de la figure La nouvelle boucle sur
la figure B détermine la démarche d’identification d’'un modele intervalle. Par la suite,
on suivra cette nouvelle boucle étape par étape.

3.3.1 Jeu de données expérimental

Pour identifier les parametres du modele, comme pour toutes les autres méthodes
d’identification, la premiere étape est de préparer un jeu de données expérimental. Ce
jeu de données doit étre suffisamment riche pour représenter tous les comportements
du systeme. Pour l'obtenir, il faut faire une expérience sur le systeme. Pendant cette
expérience, on excite le systeme par différentes valeurs d’entrée et on mesure la sortie.
Des mesures sur l'entrée et la sortie du systeme produisent ’ensemble des paires
DS = {(ug,yr)} qui sera utilisé par la suite pour identifier les parametres du modele.
Différentes méthodes existent pour concevoir une telle expérience et choisir un signal
convenable pour exciter le systeme dans la littérature. Ce choix est un probleme
classique en automatique [Ljung, 1999].

Bien souvent, on n’a pas la possibilité d’effectuer une expérience en excitant librement
le systeme. Donc, on est obligé d’utiliser les données acquises pendant le fonctionnement
normal du systeme. Cela nous empéche d’identifier les parametres dans certaines zones de
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Connaissance
a priori

Concevoir une
expérience

Jeu de données
empiriques
—

[ Choisir la structure du L

modele J

Choisir la sémantique
d'identification

Choisir le critére
d'optimisation

[ Calculer le modéle ]

Non:

Réviser le modéle
Valider le modéle

Oui : Utiliser le modéle !

F1G. 3.7 — Boucle d’identification de modele intervalle.

fonctionnement. Dans ce travail, on suppose que DS est donné et qu’il est suffisamment
riche pour représenter tous les comportements du systeme a modéliser.

3.3.2 Structure de modéle

La deuxieme étape dans la procédure d’identification proposée sur la figure B
est de choisir la structure de modele. Dans cette section, on présentera différentes
structures pour les modeles mathématiques. On commencera par étudier le modele
réponse impulsionnelle qui permet une caractérisation complete du systeme, et ensuite,
une famille de modeles boite noire sera présentée. Considérant les structures présentées
et l'objectif de ce travail, on choisira ensuite une structure pour le modele qui sera
utilisé dans tout ce qui suit.
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Réponse impulsionnelle

En considérant un systeme avec une entrée scalaire u(t) et une sortie scalaire y(t),
il est bien connu que si le systeme est linéaire, temps-invariant et causal, il peut étre
représenté par sa réponse impulsionnelle continue g(7) comme suit [Ljung, 1999]@ :

y(t) = /:g(T)u(t —T7)dT (3.3.1)

En connaissant {g(7)}2%, et u(s) pour s < ¢, on peut théoriquement calculer la sortie
correspondante y(s) pour toutes les valeurs d’entrée. Donc, la réponse impulsionnelle
permet une caractérisation complete du systeme.

Fia. 3.8 — Systeme.

On travaille tres souvent avec les entrées et les sorties échantillonnées puisque c’est
le mode courant d’acquisition de données. Par conséquent, on suppose qu’on observe la
sortie aux instants d’échantillonnage t, = kT, k = 1,2,. T s’appelle la période d’échan-
tillonnage. Bien souvent, dans les applications basées sur les plateformes informatiques,
I'entrée u(t) est gardée constante pendant la période T'; c’est-a-dire :

u(t) =uy, kT <t<(k+1)T (3.3.2)

Cette hypothese simplifie I'analyse des systemes. En substituant 1’équation dans
B3 on obtient :

y(kT) = /OO g(T)u(kT — 1)dr = Z/Z g(T)u(kT — 1)dr

=0 i=1 :(Z—l)T
= CL e yrare (333)
i=1 =>0—-1)T i—1
ou
T
g7 (i) = / o(7)dr (3.3.4)
T7=>—-1)T

'Pour présenter la réponse impulsionnelle et les modeles de boite noire les plus connus, on emploiera
les notations qui ont utilisées dans 'ouvrage [Ljung, 1999].

47



Chapitre 3. Modéele Intervalle

L’équation détermine la sortie aux instants d’échantillonnages et la séquence
{g7r(7)}52, s’appelle la réponse impulsionnelle discréte du systeme.

Dans le cas général, on doit utiliser les équations B:3.2, et B34 pour calculer la
sortie y(kT'). Cependant, pour simplifier les notations, on effectuera un changement de
variable et on suppose que k «— kT H. On obtient donc,

ye= gith—i k=1.2,.. (3.3.5)
i=1

ou

gi = gr(1)

Bien souvent et a cause des perturbations, I’équation B:3H n’est pas juste. Les per-
turbations sont des signaux externes qui ne peuvent pas étre manipulés. On prend une
approche pragmatique et on suppose que l'effet des perturbations peut étre intégré dans
un terme d’erreur additif €, sur la sortie de systeme :

Yk = Zgiuk—i + €k (3.3.6)

i=1

uk
+—>

F1a. 3.9 — Systeme avec l'erreur.

Dans I'approche stochastique, les perturbations sont représentées comme la réalisa-
tion de systemes stochastiques. On peut parfois mesurer les perturbations séparément.
Cependant, elles sont souvent perceptibles uniquement par leurs effets sur la sortie.
L’étude de tels systemes et le calcul de ¢ a I'instant k£ en utilisant une densité de pro-
babilité conditionnelle a plusieurs dimensiond] est dans le plupart des cas tres laborieux.
Par conséquent, on préfere utiliser une approche plus simple. Supposons que l'erreur
additive soit donnée comme suit :

2Dans ce document, pour un modele dynamique, k représente le temps et I'instant d’échantillonnage.
Cependant, pour un modele statique, il est seulement utilisé pour énumérer I'indice de données
3Conditional joint probability density function
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ou {e(k)} est une séquence de variables aléatoires et indépendantes avec une loi de
distributionl donnée. L’équation B3 fonctionne pour un certain nombre de lois de
distributions de €. Pourtant, elle est assez souple pour étre utilisée pour la plupart des
applications pratiques.

Dans la littérature, les sommes B30 et B3 sont souvent décrites par les opérateurs
avancdl et retardd. On définit Iopérateur avance ¢ :

qui = Uk
et I'opérateur retard ¢—!

-1
q U = Uk—1

et donc, on peut re-écrire I'équation B.3.5 comme suit :

Y = Zgiuk—i = Zgi(q_iuk)
i=1 i=1
= [Z gz'q_i] uy, = G(q)uy (3.3.8)
i=1

G(q) s’appelle la fonction de transfert du systeme linéaire représentée par 1’équation
B3 8 On peut aussi déterminer la fonction de transfert de I'erreur € comme suit :

H(q) = Z hiq™
i=0

Donc, la description basique pour un systeme linéaire en considérant 1’effet des per-
turbations sur la sortie comme un terme additif sera :

yr = G(q)ur + H(q)ex (3.3.9)

Spécifier un modele probabiliste consiste donc a déterminer la fonction G, la fonction
H et la loi de distribution f. de 'erreur :

yr = G(q)ur + H(q)ex
fe(.); la FDP de e (3.3.10)

4Probability density function
Sforward shift operator
Sbackward shift operator
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Dans I'approche ensembliste, 'effet des perturbations sur la sortie est caractérisé par
une variable incertaine et bornée e. Dans cette approche, au lieu de déterminer f.(.),
on doit identifier le support de cette variable.

Pour finir, utiliser des séquences infinies {g;} et {h;} n’est pas utilisable en pratique
et on préfere déterminer les fonctions de transfert G' et H sous la forme d’un nombre
fini de valeurs réelles. Dans la suite, on présentera une famille de modeles basés sur la
fonction de transfert. De telles structures s’appellent des modéles boite noire.

Modeéles basés sur la fonction de transfert

La facon la plus immédiate pour déterminer G et H est de les représenter comme
des fonctions rationnelles en ¢ de facon a ce que les parametres du modele soient les
coefficients du numérateur et du dénominateur. Pour étudier les différentes facons de
réaliser une telle paramétrisation, il est possible de consulter I'annexe [Al On expliquera

par la suite le modele ARXM qui sera utilisé comme structure du modele dans ce
document.

Modele ARX

Probablement, la relation la plus simple entre 'entrée et la sortie observées peut étre
décrite par une équation aux différences comme suit :

Yk + G1Yk—1 + oo + Uy Yhn, = brtl—1 + ... + by U, + €1 (3.3.11)

Puisque l'erreur e;, se présente sous la forme d’un unique terme additif, ce modele
s’appelle tres souvent un modele a erreur d’équation. Les parametres du modele sont :

0 = [a1 az ... Ay, bl bnb]

Si on introduit les notations suivantes :

AlQ)=1+aq ' + ... +an,qg ™

et

B(g)=big " + ... + by g™

on voit que :

"AutoRegression eXtra input
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Dans le cas ou n, = 0, ce modele devient un modele réponse impulsionnelle a horizon
finil.

Si a l'instant k, U'erreur e, est indéterminée, on utilisera la forme déterministe du
modele. Dans ce cas, on peut montrer que si y, et u, pour s < k sont connus, la prédiction
a un pas de la sortie de systeme par le modele de 1’équation est calculée par
'expression suivante [Ljung, 1999 :

y(k,0) = H ' (q)G(q)ur, + [1 — H ' (q)]yi (3.3.12)

On utilise 6 dans I'expression y(k, @) puisque la valeur prédite de la sortie dépend au
vecteur de parametres de modele 6. Pour un modele ARX, I'équation B3 T2 devient :

y(k,0) = Bq)ux + 1 — A(q)]yk (3.3.13)

On introduit la notation

Ok = [~Yk-1 - = Yk—ng Uk—1 - uk—nb]T

En utilisant le vecteur ¢y, ’équation B3 13 peut étre re-écrite :

y(k,0) = 0"y (3.3.14)

Donc, la prédiction peut se faire par un produit scalaire entre le vecteur des données py,
qui est connu et le vecteur des parametres 6. En statistique, un tel modele s’appelle une
régression linéaire et le vecteur yy s’appelle le vecteur de régression. La simplicité de ce
modele pour prédire la sortie du systeme en fait le premier choix pour de nombreuses
applications. En considérant 1’équation B:3T4], la sortie observée est égale a :

Y = @\(kv 0) + ek

Aspect statique de la structure ARX

Le modele ARX qui a été présenté est reconnu dans la littérature comme un modele
dynamique. Dans ce modele, la sortie, qui est scalaire, est calculée en fonction des pa-
rametres du modele (qui doivent étre identifiés) ainsi que d’un certain nombre d’entrées

8Finite Impulse Response (FIR).
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et/ou de sorties ordonnées du systéeme décalées dans le temps (qui sont données). Au-
trement dit, le modele est une fonction de 1’espace d’entrée et/ou de 'espace de sortie
du systeme dans lesquels l'ordre des points est important. Chacun de ces espaces a une
seule dimension (figure BI0).

i
k :
- l'espace d'entrée - ! "
SRk — Modele yk

- I'espace de sortie

F1G. 3.10 — Représentation dynamique de la structure ARX.

Pourtant, un modele ARX peut aussi étre interprété comme un modele statique
multi-entrée mono-sortie. Dans ce cas, ’espace d’entrée du modele statique est ’espace
du vecteur de régression du modele ARX. Dans cet espace, la séquence des entrées et
des sorties décalées dans le temps est projetée sur les dimensions de l’espace et par
conséquent, la sortie du modele peut étre calculée pour chaque point dans cet espace in-
dépendamment des autres points. L’indice k pour les points dans cet espace ne représente
plus la notion du temps et il est seulement utilisé pour les énumérer (figure BIT]).

* ¢ k . S‘/
+ + Modele k

~ l'espace du vecteur de régression-

Fi1G. 3.11 — Représentation statique de la structure ARX.

De cette remarque, on justifiera dans la section du chapitre suivant le fait de
déterminer le domaine de validité de chaque modele local dans ’espace du vecteur de
régression. Pourtant, on gardera dans ce qui suit la terminologie de modele dynamique
pour la structure ARX puisque c’est le terme qui est utilisé dans la littérature.
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Structure proposée

Le modele qu’on va utiliser dans ce document est un modele de type ARX avec une
entrée scalaire uy et une sortie scalaire y;, et qui s’écrit sous la forme suivante (dans un
contexte d’identification) :

A(q)yr = B(q)ur + ey,

On propose deux structures pour les polynomes A et B :

—n,=0,n=HG

- ng=HG,n,=HG

Le premier cas spécifie un modele réponse impulsionnelle & horizon fini et le deuxieme
cas est un modele relation entrée-sortie. HG s’appellera dans la suite [’horizon glz’ssantﬁ
du modele et pour déterminer A et B, les valeurs des parametres {ay, ..., an,, b1, ..., by, }
doivent étre déterminées. Dans un systeme physique et a cause de I'incertitude paramé-
trique, les parametres du modele peuvent étre considérés comme variant dans le temps.
Pour prendre en compte l'incertitude paramétrique, les parametres du modele sont consi-
dérées comme des variables incertaines bornées et donc, a linstant k, le vecteur des
parametres du modele est représenté par :

9k = [am vor Ak omyg bk71 bk,nb]T

Les valeurs que ay; et by,; prennent aux différents instants sont supposées indépen-
dantes. Dans 'approche probabiliste, 1'effet des perturbations est intégrée dans le terme
additif ex. Dans cette approche, {e;} est une série de valeurs aléatoires et indépendantes
caractérisée par une loi de distribution. Dans I'approche proposée dans ce document, I’er-

reur a l'instant k est représentée par une variable incertaine et bornée e;. Cette variable
s’appellera [’erreur additive.

Pour ramener le modele sur une forme vectorielle, on définit le vecteur de régression
@k qui contient HG entrées et/ou HG sorties du systeme décalées dans le temps comme
suit :

sing =0, ny = HG alors o = [up_1 ... up_pq)"
9k = [bk,l b]ﬁHg]T
St ng = HG, ny = HG alors Pr = [_yk—l oo = Yk—HG Uk—1 --- uk_Hg]T

9k = [ak,l . g, HG bk71 bhHg]T

En considérant I"équation [AZ0.4] la prédiction a un pas de la sortie du systeéme se fait
par :

9Moving Horizon
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Uk = 0F X oy, (3.3.15)

et la sortie observée a 'instant k est égale a :

Yk = Uk + €k (3.3.16)

Le vecteur 6, représente les valeurs des parametres du modele a l'instant k. On
caractérisera les parametres incertains par des supports intervalles :

= [e, e

[9} = [laa] - [an,] [ba] - [ba]]"

Le vecteur des variables incertaines #, et la variable e, sont variants dans le temps
tandis que leurs supports [6] et [e] sont invariants dans le temps. On verra dans la section
que ces supports doivent étre déterminés tels que :

Yk, ye € lenv]jone) = [Ulk + [e] (3.3.17)

oil]

[G1k = 6] n

lenv] o) 1)) englobe I'ensemble des valeurs possibles de la sortie du systeme a l'instant k.
Puisque ce domaine est une fonction du modele ainsi que de I'erreur additive, il comporte
les arguments ([6], [e]).

Si y, et ug sont connus pour s < k, 'équation B3 T prédit ’enveloppe englobante de
la sortie a l'instant k. L’enveloppe englobante de la sortie de systeme par le prédicteur
B3T7 est déterminée par :

{lenv]ofen} = {lenvlmarjo e, [envle o), [envle e, - (3.3.18)
Dans ce document, pour gérer 'effet de mémoird] de la structure proposée, on aura

aussi besoin d’'un modele statique intervalle. Ce modele est un modele linéaire avec une
entrée scalaire u; et une sortie scalaire y de la forme suivante :

107" indice k dans [§]; précise que le support de la variable incertaine 3 varie dans le temps et dépend
de k.

110n étudiera 'effet de mémoire dans la section B30l

12Comme on en a déja parlé, dans un modele statique, l'indice k est seulement utilisé pour énumérer
les données.
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Yr = brug + ep

ou by, le parametre de modele a 'instant k, est aussi un scalaire. Le support de cette
variable est I'intervalle [b]. Pour rester homogene, on introduit :

Pr = Uk
0, = by

et donc, la prédiction de la sortie pour 'entrée uy est calculée pa :

Uk = 91?%

et la sortie observée est égale a :

Yr = Uk + €x (3.3.19)

L’extension de I'intervalle de 1’équation BZ3T9 doit garantir que :

VE, ye € [env]u o) = Y]k + €]

qui est homogene avec la structure ARX proposée.

Dans ce document, identifier les parametres du modele intervalle ou brievement,
identifier le modele intervalle

[env]geoey = (6] x ox + [e] (3.3.20)

consiste a déterminer le support [f] des parametres ainsi que le support [e| de 'erreur
additive en considérant deux aspects :

— Le modele doit représenter le comportement du systeme dans nos objectifs de
sureté de fonctionnement. Cela signifie qu’il doit étre capable d’expliquer les
différents comportements observés du systeme.

— De plus, il doit étre le plus précis possible au sens d’un critere a préciser.

Ces deux points vont étre détaillés dans ce qui suit. Cette définition est comparable
avec la définition d’un modele probabiliste B3.10.

Remarque. L’équation B3.20 détermine aussi le prédicteur a un pas de 'enveloppe
englobante pour le modele ARX et le modele statique proposés. Ce prédicteur peut étre
utiliser dans une analyse pour laquelle on a acces aux sorties du systeme. &

13Puisque 6, est un scalaire, on a 6, = 7
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On a déja vu dans les sections précédentes qu’'un intervalle ou un vecteur intervalle
peut s’écrire sous la forme normalisée B22Z8 C’est aussi le cas pour le vecteur d’intervalles
0] et Dintervalle [e] qui peuvent étre déterminés par 6, € R™ Ny € R™" e. € R et
X € R On verra dans la section que le probleme d’identification du modele se
traduira par un probleme d’optimisation des parametres ., Ag, e. et A, sous contraintes.

Remarque. On a déja expliqué que le domaine [env],jg),[¢)) est une fonction du modele
et de l'erreur additive; c’est pour cette raison qu'il porte les indices ([6], [e]). Pourtant,
pour simplifier les notations, on éliminera dans la suite ces indices en se rappelant que
lenv];, dépend toujours de [0] et [e].

3.3.3 Sémantique d’identification

Compte tenu de l'objectif d’identification qui a été présenté dans la section Problé-
matique du chapitre un, le support des parametres [f] du modele ainsi que le support [e]
de P'erreur additive doivent étre identifiés tels que :

Yk, yp € [env]r = [0] x i + €] (3.3.21)

autrement dit :

Vk, 30, € [9], de, € [6] | Y = 9;5 X QY + ek (3.3.22)

De plus, I'enveloppe englobante de la sortie calculée par le modele en utilisant [0] et [e]
comme parametres doit étre I’enveloppe la plus précise au sens du critere d’optimisation
qui sera défini dans la section B34

Puisque les parametres du modele sont considérés indépendants, le domaine déterminé
par le vecteur intervalle [0] est une boite dans l'espace des parametres. On a déja vu dans
I’équation qu’'un vecteur intervalle peut étre décrit sous la forme normalisée. On a
donc :

(0] = 0c + Ao X [v]

ou le vecteur 6. détermine le centre de la boite et la matrice diagonale Ay définit la
largeur de cette boite sur chaque axe. Cette boite est montrée sur la figure pour
un modele réponse impulsionnelle avec 'horizon glissant égale & HG = A4. L’équation

“Pour le modele ARX, n = ng + ny et pour le modele statique, n = 1.
15Cet horizon glissant a été choisi pour faciliter la représentation graphique. De maniére plus général,
[0] est une boite dans 'espace des parametres en plusieurs dimensions.
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entre l'entrée et la sortie de ce modele dans le cas ou 'erreur additive est négligée est
comme suit :
Y = by pug—1 + Do pup—o

Les valeurs g, ur_1 et ux_o sont des observations sur le systeme et sont donc connues.
Si on résout ’équation du modele par rapport a ses parametres by et boy qui doivent
étre identifiés, on obtient I’expression suivante :

Uk—1

1
big + —Yg

lk . bg7k = —
Uk —2 Uk —2

qui détermine une droite [, dans I'espace des parametres. Dans le cas ou

Up—9 = 0
on obtient :
1
lp o by =——Uyi
Uk—1

Toutes les valeurs sur la droite {;, sont des solutions des parametres by i, et by, pour le tri-
plet {yg, ug_1, ur_o}. Pour différentes valeurs de k, les triplets {yx, ug_1, ux_o} conduisent
a un ensemble de droites dans I'espace {by, bs} et chaque droite détermine les solutions
possibles de by, et by pour le triplet respectif. La sémantique d’identification dit que
les bornes des intervalles [b;] et [bo] doivent étre identifiés telles que :

Vk, 3bii € [b1], Tbay € [bo] | Yk = b pttr—1 + boptig—o

Autrement dit, la boite [0] = [[b1] [b2]]* doit contenir au moins un point de toutes les
droites [, pour différentes valeurs de k.

Dans le cas ou l'erreur additive est présente, on a :

Y = b1 pUp—1 + by pur—2 + e
La solution de cette équation par rapport aux parametres by j et by est :

Up— 1 1
k 1b17k + — Y — — € (3323)
Uk—2 Uk—2 Uk—2

lkl b2,k: —
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bz A | bk,z = - Y bk,l +i

b

F1G. 3.12 — Espace des parametres et boite [0].

et si up_o=0,0n a:

ly bl,k = Y — €L
En écrivant le support de 'erreur additive sous la forme normalisée :

le] = e+ Ae X [—1 1]

et en substituant cette forme dans I’équation B.3.23, pour chaque k, on obtient une bande
qui est encadrée par les deux bornes suivantes :

= Uk —1 1 1 )\e
Iy @ byp=— ik + Yr — e +
Ug—2 Ug—2 U —2 ‘Uk—2‘
Up—1 1 1 )\e
L+ bop=———b)+ Yr — €c —
Uk—2 Uk—2 Uk—2 |Uk—2|
qui seront sous la forme
- 1 1 Ae
lp © b= Yp — —€c+
Uk —1 Uk —1 |Uk—1|
1 1 A,
Lot by = —ph— ——eo—
Uk—1 Uk—1 |Uk—1|

pour ug_o = 0. En considérant I’équation B3.2 la sémantique d’identification pour ce
modele est décrit :
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Vk‘, Hbl7k € [bl], Hbg,k € [bg] de;, € [6] | Y = bLkuk_l + ngguk_g + e

Autrement dit, les supports [0] et [e] doivent étre déterminés tels que la boite [6]
a au moins un point en commun avec toutes les bandes pour différentes valeurs de k.
L’interprétation géométrique de ce domaine est détaillé dans I’annexe [Bl

3.3.4 Critere d’optimisation

Dans ce document, le critere d’optimisation des supports [0] et [e] des parametres du
modele intervalle B.3.20 & minimiser est défini comme la taille de I’enveloppe englobante :

Définition 3.3.1. La taille de l’enveloppe englobante est définie par le rayon moyen de
Uintervalle [env]y, pendant un intervalle de temps de k = Ty a k = Ty. Puisque [env]y, est
un intervalle, on aura :

T>
1
J = BT Z rayon([env]y)
k=T,
1 &
- Tl Z rayon([ylx + [e])
k=T
1 &
= — U+e—7 — 3.3.24
o D NCELERE (3:3.20)

Une autre définition qui sera utilisée pendant ce travail est la précision d'une enve-
loppe englobante.

Définition 3.3.2. La précision d’une enveloppe englobante est la valeur de la fonction
exponentiel de (—J) ot J est le critére d’optimisation :

P = exp(—J) (3.3.25)

Le choix de la fonction exponentiel de —.J est pour borner la variation de J (qui est
entre 0 et 0o) dans l'intervalle [0 1]. Pour une largeur nulle de I'enveloppe englobante, la
précision est égale a I'unité ; c’est-a-dire :

J=0 = P=1

Dans ce cas, les bornes supérieures et inférieures de ’enveloppe englobante sont iden-
tiques et puisque la sortie du systeme doit étre incluse dans cette enveloppe, on peut
conclure que la sortie du systeme et la sortie du modele sont identiques. Un tel modele
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est un modele déterministe avec une erreur additive nulle qui prédit la sortie précisément.
L’autre extreme P = 0 aura lieu quand J — oc.

La sensibilité plus élevée de exp(—J) (c’est-a-dire Ae%f]_‘])) pour les petites valeurs de

J nous permet d’avoir un indicateur de précision sensible a la variation du rayon de
I’enveloppe dans la zone ou .J se trouve plus souvent. Cela nous permet de partitionner
le régime opératoire du systeme plus précisément en zones locales. Ce partitionnement
sera détaillée dans la section EE5.2

Le rayon moyen et la précision de I’enveloppe sont deux quantités qui seront utilisées
pour mesurer la qualité de I'enveloppe englobante.

3.3.5 Calcul des parametres d’un modele intervalle

Compte tenu de la sémantique d’identification qui a été déterminée dans les équations
B32T et B2322 I'enveloppe englobante doit encadrer la sortie pour tous les instants k :

Yk, yi € [env]r = [0] x i + [¢] (3.3.26)
De plus, on cherche I'enveloppe la plus petite possible pour la structure de modele
choisie. Cette condition a été formalisée par 1'équation B:3241

Par la suite, on va expliquer comment les supports des parametres du modele et de
lerreur additive peuvent étre identifiés. On appellera brievement cette procédure, par
la suite, ['identification des paramétres. Dans un premier temps, on traite le probleme
quand les observations sont connues avec exactitude. Ensuite, on étudiera le cas plus
général ou les observations sont connues avec incertitude ; autrement dit lorsqu’elles sont
incertaines.

Observations certaines

Dans ce cas, les valeurs de I'entrée et de la sortie observées sont bien connues :
vk, up € R
yr € R

Dong, le vecteur de régression est certain :

©y € Rnxl

En substituant la forme intervalle normalisée du vecteur des parametres [0] et de
Ierreur additive [e] dans 'équation BZ326, on obtient :
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[env]r, = [0]" x or + [€]
= (90+>\0 X [U])T X ‘Pk‘l’(ec_l')‘e[_l 1])
= (0 x gr+ec) + ([]" x A X+ Ao x [~11])

De I'équation B2ZTT], la borne supérieure énvy et la borne inférieure env, de I'intervalle
lenv]), sont déduites :

ety = (07 x o +e.) + (Diag(No)T | x| + Ae)
env, = (0 x ¢p +e.) — (Diag(Ne)" |x| + Ac) (3.3.27)

La condition B:326 impose que :

VEk, yr € [env]p = +y —envg <0

En substituant les bornes supérieure et inférieure de I'intervalle [env]; dans I’équation
-la condition d’inclusion de la sortie dans I’enveloppe englobante- et I’équation
3327 -le critere d’optimisation- on aura :

Vk, X <0
-2 <0
+yr — (07 x @1 + ec) — (Diag(Xg)" |k + Ae) <0
—yk + (00 X op + ec) — (Diag(Xe)" x| + Ae) <0

M M
1 L ) . .
T= 00 ;(em’k —envy) = — > (Diag(h) |pel +Ae)  (3.3.29)

Les deux premieres inégalités viennent du fait que le rayon d’un intervalle ne peut
pas étre une valeur négative. Le systéeme détermine un probleme d’optimisation
linéaire du critere J par rapport aux parametres sous un ensemble de contraintes
linéaires par rapport a ces parametres. Donc, l'identification des supports des pa-
rametres du modele de 1'équation se traduit par un probleme d’optimisation
sous contraintes. Puisque le critere a minimiser et les contraintes sont linéaires par
rapport aux parametres du modele, 'optimum calculé par les méthodes numériques
d’optimisation tel le Simplex conduira a un optimum global.
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Jusqu’a maintenant, on considérait que les mesures étaient précises, ce qui n’est pas
le cas en général en pratique. Dans cette partie, on traite le cas ou des éléments du
jeu de données sont incertains. La cause de cette incertitude peut étre 'imprécision des
instruments de mesures, les perturbations de I’environnement sur les instruments, etc. In-
dépendamment des raisons pour lesquelles les mesures sont incertaines, cette incertitude
sera aussi caractérisée par des variables bornées avec un support intervalle.

ur mieux suivr ‘mar 1 1 1 rametr u ele interv.
Pour mieux s e la démarche de 'identification des parametres du modele intervalle
en présence d’incertitudes sur les observations, on considere deux cas :

— Incertitude sur la sortie observée

— Incertitude sur I'entrée et la sortie observée

I1 faut noter que les travaux qui ont été déja réalisés pour identifier un modele intervalle
considérant la sémantique d’identification B3.21] et B3 22 ont toujours traité le cas ou
les observations sont certaines.

Sortie observée incertaine

Dans ce cas, pendant I'expérience sur le systeme, la sortie du systeme a été observée
avec a une certaine imprécision. On modélise cette imprécision en définissant un support
[y]r suffisamment grand autour de la valeur observée de maniere a ce qu’il contienne la
valeur réelle de la sortie du systeme y,. En clair, la valeur exacte et inconnue g, de la
sortie se trouve quelque part dans l'intervalle connu [y].

\V/k‘, Yk € [y]k
Par conséquent, le jeu de données devient DS = {ug, [y]x}-

Modele statique et réponse impulsionnelle. Dans le modele statique et le modele
réponse impulsionnelle, le vecteur de régression ;, contient les entrées du systeme.
Puisque dans ce cas, les entrées observées sont certaines, le vecteur de régression
est aussi certain :

oy € Rnxl

Par conséquent, 1’équation est toujours valide pour les bornes supérieure et
inférieure de l'intervalle [env]y. La valeur réelle de la sortie du systéme a I'instant
k peut étre quelconque dans l'intervalle [y, = [gk,yk]. Pour garantir que la sor-
tie du systeme sera expliquée par le modele, c’est-a-dire incluse dans ’enveloppe
englobante, il faut que :

VEk, yx € [yl C [env]s

Autrement dit :

vk, +yy, —envg <0
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—y, +env, <0 (3.3.30)

En substituant les bornes supérieure et inférieure de I'intervalle [env]; qui ont été
exprimées par 1’équation B3 dans 1'équation B:330 -1a condition d’inclusion de la
sortie dans ’enveloppe englobante- et 1’équation -le critere d’optimisation-,
le probleme d’identification s’écrit :

VEk, A <0
X <0
+75, — (07 X @r + ec) — (Diag(Xg) k] + Ae) <0
—y, + (07 X ¢x + ec) — (Diag(Mg)" x| + Ae) <0

M
2 , .
J = M kE:1 (Dmg()\g) ‘(pk‘ + )\e) (3331)

Dans ce probleme, les parametres 6., \g, e. et A\, doivent étre calculés tels qu’ils
minimisent J. Le systeme B.331] est toujours un probleme d’optimisation linéaire
par rapport aux parametres sous un ensemble de contraintes linéaires.

Modele relation entrée-sortie. Dans le modele relation entré-sortie, le vecteur de
régression @y, contient les entrées et les sorties de systeme. Puisque dans ce cas, les
sorties observées sont incertaines, le vecteur de régression est un vecteur intervalle.
Ce vecteur peut étre écrit sous la forme normalisée :

[So]k = Pk + >\<pk X [U]

De I'équation BZZT0 qui détermine le résultat de la multiplication de deux vecteurs
intervalles et I’équation BZ2ZTTl qui exprime les bornes supérieure et inférieure de
I'intervalle solution, on obtient une nouvelle expression pour les bornes de [env]y :

ety = (07 pue +ec) +(Sum(|07 [Ag,) + Sum(Ng|onl)
+Sum(Diag(M A\,,)) + )

env, = (0 pre +ec)  —(Sum(|6;|Ap,) + Sum(Ag o)
+Sum(Diag(M\ A\y,)) + Ae) (3.3.32)

Comme l'on a déja expliqué, la valeur réelle de la sortie du systeme a l'instant k
peut étre quelconque dans l'intervalle [y], = [gk, U,). Pour garantir que la sortie du
systeme soit incluse dans I’enveloppe englobante, il faut que :

Yk,  +, —env, <0
—y, +env, <0 (3.3.33)

En substituant les bornes supérieure et inférieure de I'intervalle [env]; qui ont été
calculées dans I'équation B.3.32 dans I'équation B.3.33 -1a condition d’inclusion de la
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sortie dans ’enveloppe englobante- et 1’équation B.3.24] -le critere d’optimisation-,
le probleme d’identification se traduit par :

vk, =X <0
X <0
+y, —envg <0
Y. +env, <0

M
2
Jo= 17 D _(Sum(672,) + Sum(A |ik.c|)
k=1
+Sum(Diag(Mg A\s,)) + Ae) (3.3.34)
Comme avant, les parametres a optimiser sont 6., A\g, e. et A\.. Le probleme de

I’équation B2334 est un probleme d’optimisation non-linéaire sous un ensemble de
contraintes non-linéaires par rapport aux parametres.

Entrée et sortie observées incertaines

Pendant I'expérience sur le systeme, il arrive que I’entrée et la sortie du systeme soient
connues avec imprécision. Sur le méme principe que précédemment, ces observations sont
encadrées par des supports adéquats :

Vk‘, U € [u]k
Yk € [Ylk

Dong, le jeu de données devient DS = {[u], [y]x}-

Puisque toutes les entrées et les sorties dans le jeu de données sont des intervalles,
pour toutes les configurations (modele statique, réponse impulsionnelle & horizon fini ou
relation entrée-sortie), le vecteur de régression est un vecteur intervalle. Par conséquent,
le probleme d’identification du modele est identique a I’équation B23:34 et se traduit par
un probleme d’optimisation non-linéaire sous un ensemble de contraintes non-linéaires
par rapport aux parametres 0., \g, €. et \..

Le tableau Bl montre la nature du critéere d’optimisation en fonction du modele et
des grandeurs incertaines.

Méthodes d’optimisation du critére de précision

Dans ce travail, pour résoudre les problémes d’optimisation B:329, B331 et B3341
par rapport aux parametres 0., \g, €. et A, on utilise la fonction fmincon(.) du logiciel
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Structure Modele statique | Modele réponse impulsionnelle | Modele entrée-sortie
Observation ne=20, n,=HG n,=HG, n, = HG
entrée et sortie linéaire linéaire linéaire
certaine
entrée certaine et linéaire linéaire non-linéaire

sortie incertaine

entrée et sortie non-linéaire non-linéaire non-linéaire
incertaines

TAB. 3.1 — Caractéristiques du critere d’optimisation en fonction de la structure du
modele et de la présence des incertitudes sur les observations

Matlab. Cette fonction trouve le minimum d'une fonction F'(X) a plusieurs variables.
Elle résout un probléeme posé sous la forme suivante :

min F(x) soumise a A x X < B, A, x X = B,, contraintes linéaires
C(X) <0, Cey(X) =0 contraintes non-linéaires
BI < X <BS bornes des parametres

Dans ce travail, X = [0. \g e. A.] et la fonction F' est le critere d’optimisation B:3.24

La fonction fmincon(.) utilise une des deux méthodes suivantes en fonction du pro-
bleme d’optimisation sous contraintes a traiter :

— La méthode ”"Subspace Trust Region” qui est basée sur la méthode de Newton.
Cette méthode est expliquée dans [Coleman & Li, 1996] et [Coleman & Li, 1994].

— La méthode SQP@. Cette méthode est expliquée dans les travaux de [Fletcher &
Powell, 1963] et [Goldfarb, 1970].

La fonction fmincon(.) utilise la premiere méthode si 'utilisateur fournit le gradient
de la fonction a optimiser et si seulement les bornes supérieures et inférieures des pa-
rametres sont définis ou sil existe seulement des contraintes égalité. fmincon(.) choisit
cette méthode par défaut et si les conditions ci-dessus ne sont pas satisfaites, elle utilise
la deuxieme méthode. Dans le cas ou le critere d’optimisation et les contraintes sont
linéaires, cette méthode garantit que la solution est globalement optimale. Le tableau
3.2 montre la complexité du probleme d’optimisation pour les différentes structures du
modele. Dans ce tableau, k représente le nombre des éléments dans le jeu de données
d’identification.

16Sequential Quadratic Programming
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Modele Nombre de parametres | Nombre de contraintes
a optimiser a respecter
Statique 4 2x (k—HG)
Réponse Impulsionnelle 2x HG+2 2x (k— HG)

na:O,nb:HG

Relation entrée-sortie
n, =HG, n, = HG 4x HG+2 2x (k—HG)

TaB. 3.2 — La complexité du probleme d’optimisation.

3.3.6 Effet de Mémoire

Une des propriétés des modeles dynamiques est [’effet de mémoire qui vient du fait
que le vecteur de régression du modele contient des entrées et des sorties décalées dans
le temps sur un horizon fini. En considérant ce vecteur dans les deux configurations
suivantes :

St Ng = 0, ny = HG, VE = [uk_l uk_Hg]
sing=HG, ny=HG, @ = [Yr-1 - Yh—HG Uk—1 - Uk—HG]

on constate que pendant la procédure d’identification des parametres d’un modele dy-
namique, les parametres ne peuvent pas étre identifiés avant l'instant k& < HG puisque
avant cet instant, les données disponibles ne sont pas assez nombreuses pour construire
le vecteur de régression du modele et lier I'entrée et la sortie du systeme. Ce probleme
apparait aussi pendant la simulation d’'un modele dynamique. Au début de la simulation,
la sortie de systeme ne peut pas étre prédite avant 'instant &k < HG — 1 par la structure
de modele choisie. Autrement dit, le modele n’est pas valide dans I'intervalle de temps :

k=1ak=HG en identification
k=1ak=HG—-1 en simulation

Pour diminuer ce probleme di a leffet de mémoire, une solution est de réduire
I’horizon glissant du modele. Néanmoins, cette solution n’est pas convenable en général
puisqu’en réduisant cet horizon, la qualité du modele diminue et I’enveloppe englobante
sera une enveloppe plus large. Inversement, pour obtenir une enveloppe précise, on
doit choisir ’horizon glissant en fonction du comportement du systeme et plus long est
I’horizon glissant, plus le nombre des données nécessaires est important. Il faut aussi
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se rappeler que méme pour un modele dynamique avec un horizon minimal HG = 1,
Ieffet de mémoire est toujours présent. Néanmoins, pour un modele statique, puisqu’il
n’utilise pas des entrées et des sorties décalées dans le vecteur de régression, il est valide
pour tous les instants.

Pour avoir un modele qui soit valide partout, on propose dans ce document d’utiliser
un banc de modeles constitué d’'un modele statique et d'un ensemble de modeles dyna-
miques dont les horizons glissants varient de HG = 1 a HG = N. Le modele statique
et les modeles dynamiques s’appellent des modéles auxiliaires, le modele qui contient
les modeles auxiliaires s’appelle le modele F'. N représente ’horizon glissant nécessaire
pour représenter le comportement du systeme et il est choisi en fonction de la dynamique
du systeme. Il s’agit de I'ordre du modele que 'on aurait choisi classiquement si on tra-
vaillait sur un unique modele a la place d'un banc de modeles. Si les modeles dynamiques
auxiliaires sont des modeles de types réponse impulsionnelle a horizon fini, on appellera
cette structure modeéle FFIR et si ce sont des modeles de type relation entrée-sortie, on
I’appellera modele F10. La structure d’'un modele F' est montrée sur la figure

u
‘ —{ Systeme J Yi

[e Statique ]
( T\

Modéle statique |[—®

S g r [eMH :1]

(Mode ique ) env],, . - Tenv
Modéle dynamique _l_M» | f[ I
L MH=1 |

r[eMH 2]
+

[env](k [statique )

(Modele dynamique ) (enV] i -

MH=2

- J

[env](k,MH =N)

5 r[emmm]
+

Modele dynamique
| MH=N

Fi1aG. 3.13 — Structure d’'un modele F'.

Les supports des parametres de tous les modeles auxiliaires et de leurs erreurs addi-
tives respectives seront identifiés individuellement en utilisant la méthode d’identification
présentée précédemment. Dans ce cas et pour tous les modeles auxiliaires, on aura :

vk > HG, Yr € [env](k,H(;) = [/y\](k,HG) + [eH(;], HG € {0, 1,2, ,N} (3335)

La condition k£ > HG détermine le domaine de validité d’un modele auxiliaire HG
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en identification, dans le sens ot un modele auxiliaire est valide qu’a partir du moment
ou on dispose de suffisamment de données. Puisque I’énumération dans le temps discret
commence par k£ = 1, 'inégalité est stricte. Par exemple, le modele dynamique avec
HG =1 est valide qu’a partir de £ > 1. Par contre, pour un modele statique, 1'horizon
glissant est nul et peut étre représenté par HG = 0. Ce modele est valide pour toutes les
valeurs de k£ > 0.

De I'équation BE333, on peut conclure qu’a 'instant &, la sortie du systeme est aussi
englobée par l'intersection des domaines [env] n¢) calculés. Si k < N, on aura :

k
VE < N,y € [env] = ﬂ lenv] e me), HG €{0,1,2,...,N} (3.3.36)
HG=0

A partir de 'instant £ > N, tous les modeles auxiliaires sont valides. Donc :

N
Vk >N, yi € [env]y = () lenvlwne), HG€{0,1,2,..,N} (3.3.37)
HG=0

L’intérét de procéder a I'intersection des enveloppes est d’utiliser le modele auxiliaire
valide de plus grand ordre pour gagner en précision.

Dans un modele mono-mode, l'effet de mémoire n’est pas génant puisqu’'une fois
I’horizon glissant du modele passé, les données sont assez nombreuses pour identifier ou
simuler le modele. Cependant, dans un modele multi-mode qui commute fréquemment
d’un mode a un autre, cet effet nous empéche de calculer I'enveloppe de la sortie HG
instants apres chaque commutation. Le modele F' est plutot utilisé dans le contexte
multi-mode. Le modele F' proposé dans ce document nous aide au moins a englober la
sortie de systeme par une enveloppe pendant le passage de I'horizon glissant du modele
meéme si cette enveloppe n’est pas optimale. Le probleme de non-validité des modeles
dynamiques pendant le passage de 1'horizon glissant du modele a été aussi traité dans
[Shahriari et al., 2006] et la solution proposée ci-dessus a été utilisée pour un systeme
multi-mode dans le cas ou la commutation est déterminée.

Définition 3.3.3. L’horizon glissant d’un modéle F' est défini comme ordre le plus
grand des modeles auziliaires ; ¢’est-a dire N.

Remarque. Sile jeu de données qui est utilisé pour identifier les parametres des modeles
auxiliaires n’est pas assez riche au niveau des informations sur le comportement du
systeme, les parametres ne seront pas calculés correctement. La conséquence de ce fait
est que pendant la simulatio, il peut arriver des instants pour lesquels 'intersection des
domaines [envyg|r des modeles auxiliaires soit vide et donc, on n’arrive plus a calculer
I’enveloppe englobante de la sortie du systeme a ces instants. Ce phénomene sera illustré
dans 'exemple &

170n étudiera la simulation d’un modele pour prédire 'enveloppe englobante de la sortie du systéme
dans la section B4
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3.3.7 Exemple Numérique

On illustre cette partie par deux exemples numériques. L’objectif du premier exemple
est de représenter la dynamique d'un systeme par un modele relation entrée-sortie a
intervalle. Le deuxieme exemple traite le probleme de non-validité du modele dynamique

en début d’identification et de simulation pour le méme systeme en utilisant un modele
FFIR.

Exemple 3.3.1

L’objectif de cet exemple est de représenter le comportement d’un systeme
par un modele intervalle. Le systeme a modéliser est un systeme du deuxieme
ordre. On suit les étapes d’identification en considérant la boucle d’identifi-
cation de la figure B

Systéme ”physique” a modéliser. Les observations sur le systeme sont
recueillies en utilisant le modele déterministe suivant :

Tpp1 = Az, + Buy
ye = Cuy
ou
—0,1275 0,3165 1,1275
A= ],B:[ ],02[10] (3.3.38)

—1,2662 —0,3807 1,2662

Jeu de données. Pour obtenir le jeu de données, on congoit une expérience
sur le systeme pour laquelle 'entrée varie et on observe les sorties du
systeme. Le signal d’entrée est un signal SBPAH. En pratique, la sortie
Yk est inconnue et on observe y 4 €5 ou €, représente ’erreur de mesure.
Dans cet exemple, l'erreur €, est une variable aléatoire bornée et on
suppose qu’on connait a priori son domaine de variation qui est entre
-0,1 et 0,1. Donc, on encadre la valeur observée y; + €, par I'intervalle
[—0,1 0, 1] pour garantir que la sortie réelle y;, est prise en compte dans
les calculs. Cet intervalle est ensuite utilisé comme la sortie du systeme
dans le jeu de données d’identification DS :

On fait de méme pour simuler I'erreur de mesure et la perturbation sur
I’entrée et on obtient :

[u]r, = ug + €, + [—0,01 0,01]

Donc, le jeu de données d’identification obtenu est de la forme
DS = {[ulg, [ylx} qui est le cas le plus général traité dans la section
précédente.

18Gignal Binaire Pseudo Aléatoire
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Structure de modeéle. La structure choisie est une structure ARX de la

forme [A-01] :

Yp = 0F X or + ey

Pour prendre en compte 'incertitude paramétrique, on utilise le modele
ARX intervalle avec le vecteur de parametres [f] et lerreur additive
le]. En considérant l'information a priori sur le systeme, on sait que
le comportement du systeme peut étre représenté par un modele rela-
tion entrée-sortie du deuxieme ordre. Donc, on choisit 'ordre du modele

comme suit :

Ng =2, Ny = 2

Sémantique d’identification. On utilise la sémantique d’identification dé-
finie dans B23:2T et B:3:22. Les supports du modele intervalle doivent étre

identifiés tels que :

YV k, yr € [env]g

Puisque la sortie observée est incertaine, 1’égalité doit étre satisfaite pour

toutes les valeurs de y;, € [y]i :

YV k, [ylk C [env]

Calcul des parametres du modele intervalle. Les entrées et les sorties
observées sont incertaines. Donc, le probleme d’identification se tra-

duit par le probleme d’optimisation B334. A T'aide de la fonction

fmincon(.), 0., A, e. et A, sont calculés tels qu’ils optimisent le critere
d’optimisation. Apres les avoir calculés, on obtient les valeurs suivantes

pour les supports :

(] = [-0.0421,0.0903], e. = 0,0241 A, = 0, 0663

[—0,4670 — 0, 4670]
[—0,4481 — 0,4481]
[1,0928 1, 1109]
[0,8022 0, 8022

Les rayons d’incertitudes sur Ay et A\, s’adaptent au mieux pour expli-
quer les observations en minimisant le critere d’optimisation. Dans cet
exemple, 'incertitude sur 6 est presque nulle et 'incertitude paramé-

trique est expliquée par le terme e.

—0,4670
—0, 4482
1,1019
0,8023

a)\9:

0,0000
0,0000
0,0090

0, 0000
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Enveloppe englobante de la sortie du systeme

sortie
N

F1G. 3.14 — Sortie observée et enveloppe englobante pour un modele relation entrée-sortie
du deuxieme ordre.

Pour calculer le domaine [env], & linstant k par le prédicteur a un
pas B320, le jeu de données DS est utilisé. La sortie du systeme ainsi
que lenveloppe englobante {[env]} sont montrées sur la figure BI4l
Puisqu’on a utilisé un modele du deuxieme ordre et a cause de l'effet
de mémoire, I’enveloppe ne peut pas étre calculée avant I'instant £ < 2.

Pour mesurer la qualité de I’enveloppe, on avait définit deux indicateurs;
le rayon moyen de l'enveloppe qui est aussi le critere d’optimisation

(équation BZ324)) et la précision de 'enveloppe (équation B232H). Ces
deux indicateurs pour ’enveloppe de cet exemple valent :

J = 0,2292
P = 0,7952
Pour montrer Ueffet d’un mauvais choix de la structure de modele sur

I'incertitude paramétrique du modele intervalle, on identifie le méme
systeme par un modele ARX du premiere ordre -n, = 1 et n, = 1-. On

a
[6] = [—O, 8892 0, 3659], e. = —0,2617, A\, = 0,6276
[—0, 2859 — 0, 2859] —0, 2859 0, 0000
[9] = , 0= ; Ag =
[1, 5404 1, 5404] 1, 5404 0, 0000

On constate une augmentation de 'incertitude sur 'erreur additive par
rapport au modele du deuxieme ordre. On utilise le prédicteur a un pas
de 1’équation et le jeu de données DS pour calculer I'enveloppe
{[env]}. Cette enveloppe est montrée sur la figure BEITH Les indicateurs
de la qualité de I'enveloppe valent :
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J = 1,2403
P = 0,2893

L’imprécision de ’enveloppe englobante sur la figure B T3 par rapport a
celle de la figure B T4 est due a une structure de modele volontairement
mal adaptée. Cela montre 'effet de ce mauvais choix de la structure
de modele sur l'incertitude des parametres et que la premiere structure
est plus adaptée pour représenter le comportement du systeme que la
seconde structure.

Enveloppe englobante de la sortie du systeme

1o enveloppe {[yly
enveloppe {[env]}|

sortie

F1G. 3.15 — Sortie observée et enveloppe englobante pour un modele relation entrée-sortie
du premiere ordre.

Exemple 3.3.2

L’objectif de cet exemple est de valider la méthode pour surmonter le pro-
bleme lié a l'effet de mémoire proposée dans la section B:38 On utilise le
meéme systeme et le méme jeu de données que pour 'exemple B3l La struc-
ture choisie est une structure ARX. Concernant 'information a priori sur le

systeme, le comportement du systeme peut étre représentée par un modele
FIR d’ordre 10; c’est a dire :

ng =0, ny =10

Donc, le modele F' consistera en 11 modeles auxiliaires : un modele sta-
tique et 10 modeles F'IR dont les horizons glissants varient de HG = 1 a
HG = 10. Puisque les entrées et les sorties observées sont incertaines, le pro-
bleme d’identification du modele F' se traduit par le probleme d’optimisation
B334 appliqué sur chaque modele auxiliaire. Apres avoir identifié les modeles
auxiliaires individuellement, les enveloppes englobantes de tous les modeles
auxiliaires sont calculées par le prédicteur a un pas de 1’équation en

72



Chapitre 3. Modéele Intervalle

Modéle statique Modeéle dynamique MH=2

-1 : . : . -1 : . . -
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
temps temps

Modeéle dynamique MH=6 Modeéle dynamique MH=10

F1G. 3.16 — Sortie observée et enveloppes englobantes des modeles auxiliaires pour une
structure F'F'IR d’ordre 10

utilisant le jeu de données DS. Certaines d’entre elles ont été sélectionnées
pour étre montrées sur la figure BTG

L’intersection de ces enveloppes détermine I’enveloppe de la sortie du mo-
dele FFIR qui est montrée sur la figure BT4 Sur cette figure, on voit que
le rayon de ’enveloppe du modele F'F'IR se réduit dans le temps pendant
le passage de I’horizon glissant. Plus particulierement, on constate une enve-
loppe tres large a l'instant k£ = 1, car on est dans le pire de cas; celui d'un
régime transitoire expliqué par un modele statique.

Les supports des parametres du modele dynamique avec 1’horizon glis-
sant HG = 10 sont donnés ci-dessous. Les incertitudes sur les parametres
et erreur additive sont faibles et elles sont comparables avec celles sur les
parametres du modele relation entrée-sortie d’ordre deux.

(] = [-0,0596 0,0980], e. =0,0192, A, =0,0788
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Enveloppe englobante de la sortie du systeme

+ enveloppe {[y}}
—— enveloppe {[env]}]

sortie

F1G. 3.17 — Sortie observée et enveloppe englobante du modele FFIR.

[1,1165 1,1267] | 1,1216 0,0051 |
[0, 2520 0, 2520] 0,2521 0, 0000
[—0,6337 — 0,6337] —0,6338 0, 0000
[0, 1996 0, 2126] 0,2062 0, 0065
o - [0,1660 0, 1660] o 0, 1661 e 0, 0000
[—0,1765 — 0, 1754] —0,1760 0, 0005
[0,0285 0, 0285] 0, 0286 0, 0000
[0,0402 0, 0402] 0,0402 0, 0000
[—0,0188 — 0,0188] —0,0188 0, 0000
| [<0,0016 — 0,0016] | | —0,0016 | | 0,0000 |

Les indicateurs de la qualité de I'enveloppe calculée sont comme suit :

J = 0,3174

P = 10,7280
Ces indicateurs montrent une enveloppe moins bonne que I'exemple pré-
cedent. Cela est dii au démarrage difficile. Si on ignore les 10 premiers instants

et si on re-calcule les indicateurs de la qualité de I'enveloppe pour les restants,
on obtient les valeurs suivantes :

J = 0,2205
P = 0,8021
ce qui correspond a une qualité presque identique a celle de I'enveloppe de

I'exemple B3l Cela montre que la structure du modele est bien choisie et le
modele représente correctement le comportement du systeme.
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3.3.8 Modele intervalle et paire d’inégalités

Au premier regard, calculer ’enveloppe de la sortie du systeme par un modele inter-
valle parait similaire au fait d’encadrer la sortie du systéme par deux bornes 7; et g, (en
statique, deux droites) ou la premiere détermine la borne supérieure de la sortie et la
deuxieme détermine la borne inférieure; c¢’est-a-dire :

Yo < Yr <

L’idée était d’encadrer au mieux le jeu de données a traiter, il faut optimiser les 4
parametres de ces 2 droites afin que les distances entre les points et les droites frontieres
soient les plus faibles possibles. Cependant, ce sont deux approches différentes. En utili-
sant un modele intervalle, les bornes supérieure et inférieure de I’enveloppe englobante ne
sont pas deux droites indépendantes. On le constate dans les équations et
qui déterminent ces deux bornes. Pour ¢ = 0, la distance entre les droites est minimale
et est égale a 2 x rayon([e]). Dans cette approche, 'espace de sortie est divisé en trois
sous-espaces : au-dessus de la borne supérieure, au-dessous de la borne inférieure et le
sous-espace entre ces deux bornes qui détermine, dans notre cas, ’enveloppe de la sortie
du systeme. Cette enveloppe est montrée sur la figure pour un ensemble des points.

Contrairement a l'approche ensembliste, si on encadre les sorties du systeme par une
paire de droites, celles-ci peuvent s’intersecter en un point. Dans cette approche, I’espace
de sortie est divisé en quatre sous-espaces Py, P, Py et P, :

Pi={p|[p<y AN p<ip}
Po={p|p<iyr N p>ip}
Ps={p|p>y N p<ip}
Py={p|p>y N p>ip}

ou la sortie du systeme doit se trouver dans le sous-espace P,. Le résultat pour I'enca-
drement du méme ensemble de points que la figure par la deuxieme approche est
montré sur la figure B.T9. En utilisant cette approche, les bornes peuvent s’intersecter et
le domaine de solution se limite a seul sous-espace de I’espace de sortie. Par ’approche
ensembliste, ’enveloppe calculée est un véritable tube qui correspond mieux a I'objectif
de ce travail.

3.4 Simulation de Modéeles Intervalle

Apres avoir calculé les parameétres d’un modele intervalle, ce modele peut étre utilisé
dans diverses applications; par exemple le diagnostic ou la détection de défauts. Ces
deux applications se situent dans le cas ol pendant la simulation, on a acces aux sorties
du systeme et on peut utiliser le prédicteur a un pas de 1’équation pour calculer
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Modéle intervalle Paire d'inégalités

Fi1a. 3.18 — Modele intervalle. Fia. 3.19 — Paire de droites.

I’enveloppe englobante de la sortie du systeme puis tester par exemple si la sortie mesurée
appartient bien a la sortie intervalle estimée.

Une autre application pour un modele intervalle est ’analyse de streté. L’objectif
de cette analyse est de prédire I'enveloppe englobante des variables caractérisant 1'état
du systeme sur un horizon de prédiction pour une séquence des entrées qui est donnée
par U = {[u]y [u]2 ... [u]pn}. ph s’appellera dans la suite l’horizon de prédiction. Dans
ce document, la variable qu’on cherche a englober est la sortie du systeme. L’analyse de
stureté est une analyse pour laquelle on n’a pas acces aux sorties du systeme pendant
la simulation. Dans ce cas, pour calculer I’enveloppe englobante de la sortie, on propose
d’utiliser un simulateur de modeles intervalle. Ce simulateur doit calculer I'enveloppe
englobante de la sortie sur I’horizon ph et il sera congu par la suite. En considérant la
figure B0 ce simulateur consiste en trois parties :

Modele intervalle. On a déja expliqué dans la section précédente comment on peut
identifier un modele F' intervalle & partir des observations de 'entrée et de la sortie
du systeme. Le modele intervalle est utilisé pour prendre en compte l'incertitude
paramétrique du modele et la structure I’ est utilisée pour surmonter le probleme
lié a l'effet de mémoire.

Sémantique de simulation. La sémantique de simulation détermine les propriétés de
I’enveloppe englobante. Comme la sémantique d’identification, elle est composée
des quantificateurs V, d, et — sur les parametres et les variables du modele. Elle
est définie en fonction de 'objectif de simulation.

Méthode numérique pour calculer I’enveloppe. Apres avoir défini la sémantique
de simulation, I’enveloppe englobante doit étre calculée en fonction de cette séman-
tique par une méthode convenable. Cette enveloppe peut étre parfois déterminée
analytiquement en précisant ses bornes supérieure et inférieure -ce qui est le cas
de ce travail- ou par des méthodes numériques comme le pavage ou la méthode de
Monte-Carlo.

Dans la suite, on va définir la sémantique de simulation concernant l'objectif de
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I’analyse de stireté ainsi que la méthode pour calculer I'enveloppe englobante de la sortie
du systeme sur I'horizon de prédiction ph.

3.4.1 Sémantique de Simulation

Puisque dans l'objectif de 'analyse de sureté, on souhaite que l’enveloppe englo-
bante inclut toutes les valeurs possibles de la sortie du systeme (englobe tous les
comportements possibles du systeme), pour le modele auxiliaire avec I’horizon glissant
HG €10, 1, ..., N}, la sémantique de simulation est définie comme suit :

[P.env),ncy = {Yi,uc) + e uc) | Yuna) € 0], Yewne) € lenc]}  (3.4.1)

ou

g(kaG) = H(Tk,HG) X Pk, HG)

On utilise la notation [P.env], pour faire la distinction entre 'enveloppe englobante
lenv]), a l'instant k correspondant & une analyse pour laquelle on a acces aux sorties
du systeme et I'enveloppe englobante [P.env]; a I'instant k correspondant a une analyse
pour laquelle on n’a pas acces aux sorties observées.

Dans le cas ou les éléments du vecteur de régression sont des intervalles ([¢pyclk
au lieu de ¢y pe), enveloppe doit étre calculée pour toutes les valeurs possibles de ce
vecteur :

[P.envlwne) = {Yuwne) +ewna) | Vowne) € [ouclr,
VO, uc) € [Oucl, Veu,na) € lenal} (3.4.2)

ou

g(kaG) = egl;,HG) X P(k,HG)

Les expressions BA Tl et BZ A déterminent la sémantique de simulation dans le contexte
d’une analyse de la stureté.

3.4.2 Méthode numérique pour calculer ’enveloppe
En considérant 1’équation B2l qui définit 'image d’une paire d’intervalles par rap-

port aux opérations mathématiques et les expressions des équations B.ZT] et qui
déterminent l'intervalle [P.env|x mq) & l'instant k, on constate que la sémantique des
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opérations mathématiques sur des intervalles est identique avec la sémantique de simu-
lation. Donc, le domaine [P.env] me) peut étre calculé directement par :

[P.env)nc) = [0uc]” * [prclk + [end]

En substituant les formes normalisées des vecteurs [0ng|, [onclk et [eng], on obtient :

[P.env](kﬂg) = (9(HG,C) + )\gHG X [U])T X (Sp(k,HG,c) + >‘50(k,HG) X [U])
+  (ecye + Aepe X [—1 1)) (3.4.3)
ou
[Wgax: = [[-11] ... [-1 1]]F

et les bornes supérieure et inférieure de [P.env] ue) sont :

Penvg,ne) = (Q(TH OP(kHGe) T €HG.)) T (Sum(‘e(HGc Aorey)
+Sum(Ag,, ok aG.0)) + Sum(Diag(M, Api ne)) + dene)

P.env poy = (@%Q@¢mﬂ0@-FQHGC) (Swnﬂﬂﬂccuwkm;)
+Sum(g, e c.0l) + Sum(Diag(Aj, A erncy)) T Aenc)

(3.4.4)

L’équation BZ4 détermine analytiquement l'intervalle [P.env](k, ma) en fonction des
parametres du modele 0(gg.c), Nyes €(HG) €6 Aeyqs € le vecteur de régression o, ma,e)
et )\So(k 1o+ Lenveloppe englobante finale du modele F' a l'instant k est déterminée par

les équations issues de B:330 et B:331 :

k
Vk < N, [P.env], = m [P.env|wney HG € {0,1,2,...,N}
HG=0

N
Vk > N, [P.env], = ﬂ [P.env)eney HG € {0,1,2,...,N}
HG=0

Pour une étude plus approfondie, deux configurations F'IO et FFIR de modele F
seront analysées séparément. Mais avant, on présente le théoreme suivant pour un modele
relation entrée-sortie :
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Théoréme 3.4.1. On suppose que les supports [0] et [e] d’un modéle relation entrée-
sortie intervalle sont identifiés en considérant la sémantique d’identification des équa-

tions [Z.3. 20 et [T.3 2. Le modéle est un modele d’ordre HG ; ¢’est-a-dire :

n,=HG, n,=HG

A linstant k, le vecteur de régression est de la forme suivante :

el = [=[ylk—1 - = [Wlk-na [ulk—1 - [U]k—n,]

Dans Uobjectif d’une prédiction de l’enveloppe englobante, on substitue, a une ou plu-
sieurs sorties observées [y|x_; auzquelles on n’a pas acces, les domaines prédits [P.env]i_;
respectifs et on obtient un nouveau vecteur de régression [¢l,. Si

Vi <k, [ylri C[P.env]p

dans ce cas :

Vk, [y]k Q [P.emj]k

!

[Penvle = [0]" x [¢]; + [e]

Autrement dit, la sortie du systéme reste incluse dans le domaine [P.env]y en remplacant
les sorties mesurées du régresseur par les sorties intervalle estimées.

Démonstration. A l'instant k, les intervalles [P.env];_; sont déterminés tels que :

Vi <k, [ylr-i C [P.env]p_;

Par conséquent, si une ou plusieurs sorties observées [y];_; du vecteur de régression [p]y

sont remplacées par les domaines prédits [P.env]y_; respectifs, [¢]) sera un sous-ensemble
’ . /

du nouveau vecteur de régression [¢], :

[olk C [k

La fonction [env];, = [0]T x [p]x + [e] est une fonction monotone par inclusion. A partir
de la définition B2, on a :
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[l C @l = [env]y C [Penvly

De plus, les parametres [] et [e] sont identifiés tels que :

Vk, [y]k Q [671,’0]k

Des équations BZZH et BZZd, on conclut que :

[ylx € [P.env]g

3.4.3 Prédiction de I’enveloppe englobante

(3.4.5)

(3.4.6)

(3.4.7)

: Modeéle FFIR

On suppose que le modele FFFIR est déja identifié. La séquence des entrées dont
on souhaite calculer I'enveloppe englobante est donnée par U = {[u]; [u]a ... [u]n} et

sont différente de celle utilisée pour identifier les parametres

du modele. La prédiction

commence a l'instant £ = 1. A cet instant, seul le modele auxiliaire statique est valide.

Donc, la prédiction se base sur la sortie du modele statique :

[P.env](10) = [B0]" X [p0]1 + le]
[P.env]y = [P.env](1,0)

0] = [brg=o], [wol1 = [u]x

A Tinstant k = 2, puisque le vecteur de régression [p1]o = [u]; est disponible, le
premier modele dynamique HG = 1 est aussi valide. Par conséquent :

[P.envl(a,0) = [60]" x [0]2 + [eo]
[P.env](a,1y = [6:1]7 x [p1]2 + [e4]

[P.envl]y = [P.env]e,) m[P.emJ] @,

ou

et & l'instant &k = 3 :

1)
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[P.env)(s) = [6o]" x [i2o]3 + [eo]
[P.env]syy = [61]" X [¢1]s + [e1]
[P.env]s2) = [62]" X [@a]s + [e2]
[P.env]s = [P.env](s) ﬂ[P.env](g,l) ﬂ[P.emJ] (3,2)

ou

[00] = [brg=0] o]z = [uls
[01] = [brg=1] [p1]s = [u]2
[02] = [[b1,5G=2] [b2,rG=2]] [pals = [[ulz [ul1]"

A chaque instant, un nouveau modele auxiliaire est validé et il intervient dans le
calcul de la sortie du modele FFFIR. A l'instant kK = N + 1, tous les modeles auxiliaires
sont valides et a partir de cet instant jusqu’a l'instant £ = ph, on aura :

[P.emi](kﬁg) = [QH(;]T X [SDHG]k + [6Hg], HG e {1, ey N}
N

[P.env]y = ﬂ [P.env) i, uc)
HG=0

L’enveloppe englobante de la sortie du systeme sur I’horizon de prédiction ph sera :

{[P.env]} = {[P.env]y, ...,[P.env]y}

Dans un modele FFFI R, en considérant la méthode proposée pour prédire ’enveloppe
englobante n’ayant pas acces aux sorties du systeme, on constate que :

Vk, [env]p = [P.env]y = {lenv]} = {[P.env]}

%

L’erreur de prédiction dans la procédure de prédiction de 'enveloppe englobante de
la sortie du systéeme par un modele intervalle est définie comme suit :

Définition 3.4.1. L’erreur de prédiction est définie comme le pourcentage des instants
échantillonnés ou la sortie réelle du systeme se trouve en dehors de I’enveloppe englobante
prédite sur I’horizon de prédiction.

Exemple 3.4.1
Pour illustrer la méthode de prédiction sur un exemple, on choisit le modele
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FFIR qui a été identifié dans 'exemple Une séquence des entrées
U = {uy uy ... ugs} autre que celle utilisée en identification est appliquée au
modele F'F'IR et I'enveloppe englobante de la sortie du systeme est prédite.
La prédiction se fait sur un horizon ph = 93. Pour valider la prédiction, la
méme séquence des entrées est appliquée au systeme qui correspond
au modele ayant généré le jeu de données pour I'identification et représente le
systeme physique. La sortie du systeme avec une incertitude de mesure telle
que

ainsi que l'enveloppe de la sortie sont montrées sur la figure € est une
variable aléatoire bornée et on sait a priori qu’elle prend des valeurs entre
-0,1 et 0,1. Aux instants 3, 8, 20 et 27, la sortie du systeme se trouve en
dehors de I'enveloppe englobante. Cela, par la définition BZAZT], montre une
erreur de prédiction égale a 4, 3%. Les indicateurs de la qualité de I'enveloppe
englobante -le rayon moyen et la précision de I’enveloppe- sont comme suit :

J = 0,1278
P = 10,8800

Enveloppe prédite de la sortie de systeme

+++ enveloppe {[y]}
enveloppe {[P.env]}
7o e

sortie
-

L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
temps

Test d'inclusion
1 rHHH A A A

0.8

o
=)
T

I
IS

résultat de test

o
o

o
o

L | L | | | | | | )
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
temps

F1G. 3.20 — Prédiction de I'enveloppe englobante de la sortie du systeme par le modele

FFIR.

3.4.4 Prédiction de I’enveloppe englobante : Modele F'10

Comme dans le cas précédent, on suppose que le modele FIO est déja identifié. La
séquence des entrées dont on souhaite calculer 'enveloppe englobante est donnée par
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U ={[u]i [u]z ... [u]p,n} et est différente de celle utilisée pour identifier les parametres du
modele. La prédiction commence a 'instant £ = 1. A cet instant, seul le modele auxiliaire
statique est valide. Donc, la prédiction se base sur la sortie du modele statique :

[P.env]1,0) = [0o]" x [wo]1 + [€o]
[P.env]y = [P.env],)
ou
[00] = [brc=0]; [wol1 = [u)y
A Tlinstant k = 2, pour construire le vecteur de régression [p1]o = [[y]1 [u]1]T, I'entrée
[u]; est disponible. Cependant, puisqu’on effectue une analyse de streté, on’a pas acces a
la sortie [y];. On substitue [y]; par sa prédiction [P.env]; qui a été calculée dans I'étape

précédente et on obtient [p;], = [[P.env]; [u];]”. En considérant le théoreme Bl on
peut conclure que :

[yl2 C [Penv]a)
[P.env) g1y = [1]7 X [p1]s + [ea] (3.4.8)

Par conséquent, I’enveloppe de la sortie du systéme [P.env]s a l'instant k = 2 se trouve
aussi dans l'intersection de [P.env]pg) et [P.env]q) :

[P.envlz0) = [6o]" X [i20]2 + [eo]
[P.env]1) = [01]7 x [p1 ’
[P.env]y = [P.env|(,0) m[P.emJ] (2,1)

e
+
i)
P

ou

0] = [brg=0] [spo]
01] = [l[anc=1] [bre=1]]"  [@i]

et pour l'instant £ = 3 :

[P.env)30) = [60]" x [¢o]s + [eo]
[P.env)z1y = [04]7 x [¢1] + [ed]
[P.env)z2) = [02)7 x [p2]3 + [e2]
[P.env]s = [P.env] ) ﬂ[Pﬁ”U](B,l) ﬂ[P.emJ] (3,2)

ou
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[00] = [brg=0] (0]

01] = [lanc=1] [buc=1]]" [p1]5 = [—[P.env]y [u]s]”
[02] = [[a1,50=2] [a2,nG=2] [brrG=2] [b2,ma=2]]"  [@als = [—[P.env]y — [Penv)y [uls [uls]”

A Tinstant £ = N + 1, tous les modeles auxiliaires sont valides et a partir de cet
instant jusqu’a l'instant k& = ph, on aura :

[P.emi](kﬂg) = [QH(;]T X [SDHG];c + [6Hg], HG e {1, ey N}
N

[P.env], = m [P.env) i, me)
HG=0

L’enveloppe englobante de la sortie du systeme sera :

{[P.env]|} = {[P.env]y ... [P.env],,}

Pour un modele FIO, 'enveloppe {[P.env]} qui est obtenue en utilisant les sorties
estimées du systeme (on n’a pas acces aux sorties du systeme) englobe 'enveloppe {[env]}
qui serait obtenue en utilisant les sorties observées.

VE, [env]y C [P.env]y = {lenv]} C {[P.env]}

Remarque. Remplacer les sorties observées [y] par les domaine prédits [P.env]; dans le
vecteur de régression est une source de surestimation. Dans cette méthode itérative pro-
posée et a cause de 'effet d’enveloppement, cette substitution peut conduire a ’explosion
du domaine de I’enveloppe englobante. &

Exemple 3.4.2

Pour illustrer cette méthode sur un exemple, on identifie un modele F 10
d’ordre deux en utilisant le jeu de données des exemples B3 et B3 Apres
avoir identifié le modele, la séquence des entrées de 'exemple BTl qui est
différente de celle utilisée en identification, est appliquée au modele F'10 et
I’enveloppe englobante est prédite sur ’horizon de prédiction ph = 93. La
sortie du systeme qui a été calculée dans 'exemple B2l ainsi que I'enveloppe
prédite de la sortie du systeme par le modele F'1O sont montrées sur la figure
B21 A Tlinstant 3, la sortie du systeme se trouve en dehors de I'enveloppe
englobante. Cela, par la définition B-ZT], correspond a une erreur de prédiction
égale a 1,07%. Dans cet exemple, le rayon moyen et la précision de I'enveloppe
englobante sont égaux a :

J = 0,5815
0, 5590

s
|
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Enveloppe prédite de la sortie de systeme

----- enveloppe {[y]}
enve]oppe {[P.env]}]

I N 1 I ! 1 I I I )
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

temps
Test d'inclusion
1
0.8F
@
e
o 06
k=l
Il
£ 04r
o
@
0.2
0 4 L L L L L L L L L J
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

temps

Fi1G. 3.21 — Prédiction de ’enveloppe englobante de la sortie de systeme par le modele

FI0.

Exemple 3.4.3
L’objectif de cet exemple est de montrer I'effet de la qualité du jeu de don-
nées DS sur la prédiction obtenue par le modele. Pour cela, on identifie un
modele FFIR pour le systeme de I'exemple B3] avec un horizon N = 10,
comme il a été expliqué dans I’exemple sauf qu’ici, on utilise un jeu de
données d’identification moins riche par rapport a I’exemple L’enve-
loppe englobante est ensuite prédite pour la méme séquence des entrées que
I'exemple BTl Le résultat de la prédiction est montrée sur la figure B2
On constate qu’a plusieurs instants, l'intersection des domaines
[P.env] ne) est vide; c’est-a-dire [P.env], = ¢. Autrement dit, les modeles
auxiliaires du modele FFIR, a certains instants, ne prédirent pas correc-
tement l’enveloppe englobante de la sortie du systeme et ils calculent des
intervalles pour la sortie du systéme qui ne sont pas cohérents. Cela sont
du fait que les parametres des modeles auxiliaires ne sont pas correctement
identifiés. Cela est aussi en accord avec la remarque de la section

3.4.5 Reésultats et Discussions

Dans les exemples B30, B32, BAT et BZ2 le systeme décrit par des équations
est modélisé par plusieurs modeles. Les résultats obtenus pour les indicateurs de
la qualité de 'enveloppe englobante de ces exemples sont résumés dans le tableau B3
Considérons les résultats des exemples B3] et :

— Pour une analyse pour laquelle les sorties du systeme sont disponibles, les modeles
FFIR et FIO englobent la sortie du systeme par des enveloppes de qualité

pratiquement identiques.
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Enveloppe prédite de la sortie du systeme

pas d'enveloppe

"""" enveloppe {[y]}
enveloppe {[P.env]}

VAS SRV

sortie

temps

Test d'inclusion
L FH R

0.8

o
o
T

o
IS

résultat de test

o
N

o

I R o e s 0
temps

o

Fia. 3.22 — Prédiction de 'enveloppe englobante par le modele F'FIR.

— Le rayon de I'enveloppe englobante du modele F'F' IR diminue plus lentement par
rapport a celui du modele F'10. C’est du a I'horizon glissant plus long du modele
FFIR par rapport de celui du modele FIO. On verra dans le chapitre suivant
que pour un modele multi-mode, la vitesse de la réduction du rayon de I’enveloppe
englobante est importante puisqu’une commutation rapide ne laisse que peu de
temps pour avoir une enveloppe précise et cela dégrade la précision de la prédiction.

Compte tenu des méthodes proposées dans les sections et B2 et les résultats
des exemples BT et B2, on illustre que :

— Dans une analyse pour laquelle on n’a pas acces aux sorties du systeme, puisque
dans un modele FIO on remplace les sorties observées par celles estimées,
I’enveloppe englobante prédite par ce modele est moins précise que celle du modele
FFIR.

— Dans le modele FFIR, puisque le vecteur de régression contient seulement les
entrées, l'effet d’accumulation de l'incertitude n’apparait pas. De ce fait, les
enveloppes calculées par un modele F'F'IR dans le cas ou on a acces aux sorties
du systeme et dans le cas ou elles ne sont pas disponibles sont identiques.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les procédures d’identification et de simulation des modeles inter-
valle ont été étudiées. Les modeles intervalle ont été utilisés dans ce travail pour gérer
I'incertitude paramétrique du modele. Apres avoir défini l'objectif de I'identification et
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Sortie mesurée du systeme | Sortie mesurée du systeme
disponible indisponible
Modele 10O J =1,2403 X
premiere ordre P =0,2893 X
Modele 10 J =10,2292 X
deuxieme ordre P =0,7952 X
Modele FFIR J=0,3174 J =0,1278
HG =10 P =0,7280 P =0,8800
Modele F'I0O J = 10,2886 J = 10,5815
HG =2 P =0,7493 P =0,5590

TaB. 3.3 — La qualité de la prédiction de I’enveloppe englobante de la sortie du systeme
pour une prédiction a un pas compte tenue que l'on ait acces ou non aux sorties du
systeme.

la structure de modele, une approche numérique a été proposée pour identifier les para-
metres du modele intervalle. Dans cette approche, un jeu de données expérimental est
indispensable.

Une des propriétés des modeles dynamiques est l'effet de mémoire. Cet effet est le
résultat direct de I'horizon glissant des modeles dynamiques choisis. Pour avoir un modele
qui soit toujours valide, le modele F' a été proposé. Il consiste en un modele statique et
N modeles dynamiques avec des horizons glissants qui varient entre HG =1a HG = N.
Ces derniers s’appellent des modeles auxiliaires. La sortie du modele F' a chaque instant
est l'intersection des sorties des modeles auxiliaires valides a cet instant.

Pour simuler un modele intervalle, on a besoin de deux autres informations : la
sémantique de simulation qui est définie en fonction de l'objectif de simulation et la
méthode de calcul de I'enveloppe englobante déterminée par la sémantique de simulation.
Apres avoir déterminé la sémantique dans le contexte d’une analyse de sureté, deux
méthodes ont été proposées pour calculer cette enveloppe -une méthode pour le modele
FFIR et une méthode pour le modele F'1O- sur un horizon de prédiction donnée. Dans
le cas ou les observations de la sortie du systeme sont disponibles pendant la simulation,
la qualité de I’enveloppe englobante calculée par un modele F'F'I R ou un modele F'10 est
presque identique. Par contre, dans le cas ou les observations de la sortie du systeme ne
sont pas disponibles, I’enveloppe englobante calculée par un modele F'1O n’est pas autant
précise que celle d'un modele F'FIR. C’est a cause de I'accumulation de 'imprécision qui
se produit en cours de calcul et en remplacgant les sorties observées par celles estimées dans
le vecteur de régression du modele F'/O. Dans un modele FF'IR, puisque les éléments
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de son vecteur de régression sont des entrées, cette accumulation de I'imprécision ne se
produit jamais. Les procédures d’identification et de simulation ont été ensuite illustrées
sur des exemples et les résultats obtenus ont été analysés.

Sur le tableau Bl on constate qu’en fonction de la structure de modele et dans cer-
tains cas, le critere d’optimisation est non-linéaire par rapport aux parametres du modele.
La méthode d’optimisation utilisée dans ce travail garantit seulement une solution opti-
male pour un critere d’optimisation linéaire. Pour résoudre un probleme d’optimisation
non-linéaire, les méthodes d’optimisation globale doivent étre envisagées. Ces méthodes
sont souvent tres lentes par rapport a la méthode utilisée. Pour un modele mono-mode,
cette lenteur peut etre tolérée. Néanmoins, pour la modélisation multi-mode et pendant
le partitionnement du régime opératoire du systeme, le temps de calcul augmente avec
le nombre des points du jeu de données (voir section EER.2). Pour éviter un temps de
calcul considérable, pendant ce travail, les méthodes d’optimisation globales ne sont pas
appliquées au probleme d’optimisation des parametres de modele.

Dans le chapitre suivant, les problemes de I'identification et de la simulation multi-
mode seront étudiés.
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Chapitre 4

Modele Multi-Mode

Je sais pourquoi tant de gens aiment couper
du bois. C’est une activité ou l’on voit tout

de suite le résultat.

Albert Einstein

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, qui consiste en sept sections, le probleme d’identification et de si-
mulation d’'un modele multi-mode intervalle sera traité. Apres avoir expliqué les objectifs
de l'identification d’'un modele multi-mode et les raisons pour lesquelles cette approche
est choisie, dans la section trois, 'identification multi-mode sera étudiée dans le cas ou le
systéme est un systeme multi-mode dans lequel le mode opératoire est déterminé (com-
mutation déterminée). Le modele sera ensuite utilisé, dans la section quatre, pour prédire
I’enveloppe englobante de la sortie du systeme.

L’identification d’'un modele multi-mode est plus difficile a réaliser quand le mode
opératoire est indéterminé (commutation indéterminée). Dans ce cas, trois problemes
supplémentaires doivent étre résolus : partitionner le régime opératoire du systeme en
plusieurs zones locales et représenter le comportement du systeme dans ces zones par
des modeles locaux, déterminer les domaines de validité des modeles locaux et étudier
la possibilité d’agréger des modeles de comportement similaires. Ces problemes seront
étudiés dans la section cing. Dans la section six, on expliquera comment le modele iden-
tifié dans la section précédente peut étre utilisé pour prédire ’enveloppe englobante de
la sortie du systeme. On illustrera les méthodes d’identification et de simulation par un
exemple numérique dans la section sept. Ce chapitre se terminera par une conclusion.
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4.2 Objectif

En ingénierie, une approche standard pour résoudre les problemes complexes est la
stratégie de diviser—pour-régnerﬁ. Un probleme complexe d’une maniere ou d'une autre
est alors divisé en un nombre fini de sous-problemes plus simples qui peuvent étre résolus
individuellement tels que leurs solutions individuelles conduisent a la solution du pro-
bleme original. La clé du succes de cette approche est de trouver les bons axes pour faire
le découpage (partitionnement dans notre cas). Considérons le probleme consistant a dé-
velopper un modele pour représenter le comportement d’un systeme complexe. Au lieu
de chercher a modéliser en un coup I’ensemble du systeme, celui-ci peut étre décomposé
de différentes manieres [Murray-Smith & Johansen, 19970) :

— Décomposition en composants physiques
— Décomposition basée sur les phénomenes

— Décomposition du régime opératoire

Dans ce document, la complexité du systéme est au niveau de son comportement et
on souhaite traiter le probleme de 'identification et de la simulation des systemes multi-
mode ou non-linéaires dans le contexte de I'analyse de streté. Ce probleme a été traité
pour un systeme linéaire mono-mode (un systeme simple) dans le chapitre précédent.
Dans le contexte de la stuireté, le fait d’englober le comportement d’un systeme multi-mode
ou non-linéaire par un modele linéaire intervalle peut introduire beaucoup de pessimisme
sur les supports des parametres du modele et par conséquent, I’enveloppe englobante
prédite pour la sortie du systeme ne sera pas précise. Dans ce chapitre, on proposera
des méthodes pour diviser le régime opératoire du systeme en plusieurs zones locales et
déterminer les modeles individuels pour chaque zone.

Tres souvent, un modele linéaire mono-mode intervalle n’est pas capable de prédire
I’enveloppe englobante de la sortie d’un systeme non-linéaire ou multi-mode avec une
précision demandée. Un systeme statique et non-linéaire par rapport a 'entrée qui a été
représentée par un modele linéaire mono-mode intervalle est montrée sur la figure E11

Pour obtenir un modele plus précis et atteindre la précision désirée, le régime opé-
ratoire du systeme sera divisé en plusieurs zones telles que les zones peuvent étre re-
présentées par des modeles linéaires intervalle avec la précision désirée. Cette solution
est tres proche de celle consistant a linéariser le systeme autour de plusieurs points de
fonctionnement. La méme courbe que la figure 1] est représentée par un modele linéaire
multi-mode intervalle sur la figure 2]

L’application des modeles multi-mode n’est pas limitée aux systemes non-linéaires.
Cette approche peut aussi étre utilisée pour représenter des systémes commutés. Un
exemple de tels systemes est une voiture dans laquelle la position de 'accélérateur est
I'entrée et la vitesse de la voiture est la sortie du systeme. Chaque mode opératoire est
déterminé par la position du levier de vitesse et la commutation aura lieu quand celle-ci

!Divide-and-Conquer strategy
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Modeéle Multi-Mode

Englober un ensemble des points

oy
enveloppe {[env]}|

Fi1G. 4.1 — Modele linéaire mono-mode intervalle

Englober un ensemble des points

oy
enveloppe {[env]}|

15F

1 +
4
05 \§

F1aG. 4.2 — Modele linéaire multi-mode intervalle

est changée. Dans un systeme commuté, la commutation est déterminée soit par un signal
externe soit par un certain nombre de conditions sur I’état du systeme. Dans ’exemple de
la boite de vitesse, si elle est manuelle, ¢’est le conducteur qui détermine la commutation
en changeant la position du levier -le signal externe- et si elle est automatique, c¢’est un
certain nombre de conditions qui la déterminera. Pendant la procédure d’identification,
dans le premier cas, la commutation se produit quand le signal externe change d’état.
Cependant dans le deuxieme cas, I'instant et les conditions de la commutation doivent
étre détectés et déterminés.
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4.3 Identification Multi-Modes : commutation dé-

terminée

Dans cette section, on étudiera le probleme d’identification d’un systeme multi-mode
dans lequel la commutation est déterminée par un signal externe. Le systeme consiste en
plusieurs modes opératoires et il se comporte différemment dans chaque mode. Le mode
actif est déterminé par un signal qui s’appelle le signal de commutation. La sortie du
systeme a chaque instant est déterminée par le mode opératoire actif. Le schéma de ce
systeme est donné sur la figure

Signal de
commutation

Mode opératoire 1

Entrée du
systeme

O_,— Mode opératoire 2 —— _ .
Sortie du systéeme

O—\— Mode opératoire m

F1G. 4.3 — Structure d’'un systeme multi-mode en présence du signal de commutation

En présence du signal de commutation, le probleme d’identification d’'un modele
multi-mode se traduit par plusieurs problemes d’identification de modeles mono-mode
le comportement pour chaque mode opératoire est représenté individuellement. Le mo-
dele qui représente le comportement d’un mode opératoire s’appelle le modele local et
I’ensemble des modeles locaux constitue le modele multi-mode.

4.3.1 Jeu de données

Pour commencer la procédure d’identification, on a besoin de données expérimentales
pour chacun des modes opératoires. On suppose que des observations sur le systeme
DS = {([u]x, [y]x)} sont disponibles.

Pour identifier les parametres du modele local FE, on doit extraire les données qui
correspondent a ce mode opératoire du jeu de données DS. En prenant en compte le
signal de commutation, le jeu de donnée DS peut étre divisé en sous-ensembles DS;. Le
sous-ensemble D.S; contient des observations sur le systeme qui correspondent au mode
opératoire 7. Il doit étre suffisamment riche pour représenter le comportement de ce mode

2Comme on I'a déja vu dans la section BZ30, un modele F' est un banc de modeles auxiliaires constitué
d’un modele statique et d’un certain nombre de modeles dynamiques dont les horizons glissants varient
de HG=1a HG = N.
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opératoire. Ceci est une condition nécessaire pour garantir la qualité de I'identification
des parametres du modele local F;.

En pratique, un systeme multi-mode change alternativement de modes opératoires
et peut se retrouver plusieurs fois dans le méme mode. Dans ce cas, les échantillons qui
correspondent au mode 7 et qui sont dispersés sur I'axe du temps seront rassemblés dans
le sous-ensemble DS; qui sera ensuite utilisé pour I'identification des parametres.

Pour le modele local F;, I'horizon glissant du modele statique est nul. De ce fait, le
modele statique 7 est toujours valide pendant que le systeme se trouve dans ce mode. Soit
IW, ; s une fenétre temporelle sur laquelle les parametres du modele statique du mode i
peuvent étre identifiés, on a :

[Wi’j7s — {k |k;lebut,i S k S k{ln,l}

)

Wi = |JIWis (4.3.1)
J

< 7.debut,i . . N .
ou kje “5" représente I'instant ou le systéme entre d’un mode quelconque dans le mode

1 et k{ "l représente le dernier instant ol le systéme se trouve dans le mode ¢ avant la
prochaine commutation. j est un indice pour énumérer les fenétres temporelles IW; ; 5 et
IW, ¢ représente I’ensemble de celles-ci. Par définition de IW; ; dans EE31] on a :

DS; = {(uk,yx) | k€ IW, 4}

Cependant, les modeles auxiliaires dynamiques ne peuvent pas étre identifiés pour
tous les échantillons de DS;. L’identification des parametres du modele auxiliaire avec un
horizon glissant HG ne commence qu’a partir de HG échantillons apres chaque commu-
tation. Autrement dit, apres chaque commutation, il faut attendre d’avoir plus de HG
échantillons pour pouvoir identifier les parametres du modele auxiliaire HG du mode
actif ¢. Soit IW; ; g¢, une fenétre sur laquelle les parametres du modele auxiliaire HG
de mode ¢ peuvent étre identifiés; on a :

[Wi,jﬂg = {(Uk,yk) ‘k?EbUt’i—l—HG <k< kjfm,z}

Wine = |JIWijne

J

Ces fenétres sont montrées sur la figure B4l

Par exemple, si le systeme passe m fois dans le mode opératoire ¢, les parametres
du modele statique peuvent étre identifiés sur IW,; 3 = {IW; 14, ..., IW; s}, les para-
metres du modele dynamique avec HG = 1 sur IW; gg=1 = {IW;11, ... IWim1}, les
parametres du modele dynamique avec HG = 2 sur IW, yg—o = {I{W; 19, ..., IW; 2}
etc.
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Fi1G. 4.4 — Fenétres temporelles pour I'identification des modeles auxiliaires.

4.3.2 Structure de modele

La structure de chaque modele local est choisi comme le préconise la section B3
Pour surmonter l'effet de mémoire et sur le méme principe qui a été expliqué dans
la section B30 le comportement de chaque mode opératoire sera représenté par un
modele F' (FI10 ou FFIR) et I'horizon glissant du modele F; est choisi en fonction de
sa connaissance a priori sur le comportement du systeme dans ce mode. Les horizons
glissants des modeles locaux F; peuvent varier d'un mode a un autre. Cependant, pour
simplifier la présentation, ils seront supposés identiques par la suite. Pour prendre en
compte les incertitudes paramétriques, les modeles auxiliaires sont des modeles intervalle.

4.3.3 Sémantique d’identification

Pour tous les i, la sémantique d’identification définie par les équations B3 21 et B-3.22
sera utilisée pour identifier le modele F; qui représentera le comportement du mode
opératoire 1.

4.3.4 Critere d’optimisation

A partir de I'équation BZ3 24 et pour tous les i, le modele local F; est identifié indé-
pendamment des autres modeles locaux tel que I'enveloppe de ce modele soit I'enveloppe
la plus précise permettant d’expliquer les données D.S;.

Définition 4.3.1. La précision de [’enveloppe englobante d’un modéle multi-mode est
définie comme la précision la plus mauvaise des enveloppes de modéles locaux ; c¢’est-a-
dire :

ot
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4.3.5 Calcul des parametres du modele

La méthode d’identification d’un modele F' a été expliquée dans les sections et
B34 du chapitre précédent. Dans un modele multi-mode avec une commutation déter-
minée, la procédure d’identification doit étre répétée pour tous les modes opératoires i. A
la fin de la phase de I'identification, pour tous les modes opératoires i, on aura un modele
F; qui représente le comportement du systeme dans ce mode. Dans la prochaine section,
on expliquera comment ce modele multi-mode peut étre utilisé pour prédire I'enveloppe
englobante de la sortie du systeme.

4.4 Simulation Multi-Modes : commutation déter-

minée

Apres avoir identifié le modele multi-mode, ce modele peut étre utilisé dans diverses
applications pour analyser le systeme quand la sortie du systeme est disponible ou non-
disponible. Un exemple pour le premier cas est la détection de défauts ot on mesure par
exemple la sortie du systeme et ot on 1'utilise pour la comparer avec la sortie prédite par
le modele. Un exemple pour le deuxieme cas est ’analyse de stireté ou on veut prédire
la sortie du systéme sur un horizon de prédiction pour verifier que la trajectoire (ou
I'ensemble des trajectoires dans le cas ensembliste) satisfait des propriétés données. Le
schéma du modele multi-mode est montré sur la figure EE3.

Dans cette section, comme pour la section B4l 'objectif est de prédire 'enveloppe
englobante de la sortie de systeme pour une séquence des entrées qui est donnée par
U = {[u]y [u]2 [u]s ... [u]pn}. ph s’appelle, comme précédemment, I’horizon de prédiction.
Avec la séquence des entrées U, la séquence

AM = {amy, amy, ams, ..., amy,}, am; =1, 2, ..., m

détermine le mode actif a chaque instant.

Ensuite, on rappellera brievement, la sémantique de simulation et puis, on expliquera
comment ’enveloppe englobante de la sortie du systéeme peut étre obtenue par ce modele
multi-mode.

4.4.1 Sémantique de simulation

Comme on 'a déja expliqué, pour I'analyse de streté, on souhaite englober toutes
les valeurs possibles de la sortie du systeme par une enveloppe. Pour un modele mono-
mode, la sémantique de simulation est donnée par les équations B4l et B2 Pour le
mode opératoire actif ¢, la méme sémantique de simulation sera utilisée pour calculer
I’enveloppe englobante de la sortie du systeme.
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Signal de
commutation

Sortie

Modeéle statique i —‘
Modeéle dynamique i
MH=1 (;

Modeéle dynamique i
MH=2

N N e
|

—| Modele dynamique i
N T MH=N

7777777777777777777777 — Mode opératoirei -——

Fi1G. 4.5 — Schéma du modele multi-mode quand la commutation est déterminée.

4.4.2 Meéthode numérique pour calculer ’enveloppe

Dans le cas ou la sortie du systeme est également disponible pour la séquence des
entrées U et pour le mode opératoire actif 7, on utilise le prédicteur a un pas de I’équation
et I'enveloppe englobante de la sortie a I'instant k est déterminée par les équations
et B331

Le calcul de I'enveloppe englobante de la sortie a été expliqué pour un modele mono-
mode F'F'IR dans la section et un modele mono-mode F'10O dans la section B44]
dans le cas ot la sortie du systeme n’est pas disponible pour la séquence des entrées U. La
différence entre la prédiction de ’enveloppe englobante par un modele mono-
mode et par un modele multi-mode quant la commutation est déterminée est
que pour le deuxieéme, en fonction du signal de commutation, le modele commute a des
instants précis d’'un mode a un autre donné. Apres chaque commutation, le modele F;
actif est choisi.

A cause du manque d’information sur les entrées et les sorties précédentes du sys-
teme dans ce nouveau mode et juste apres la commutation, les modeles auxiliaires du
modele F; du mode récemment actif avec les horizons glissants élevés ne sont pas valides.
Par conséquent, on commence la prédiction par le modele statique et puis, les modeles
dynamiques interviennent au fur et a mesure aux instants suivants. Grace au modele Fj,
on est toujours capable de calculer ’enveloppe englobante méme si cette enveloppe n’est
pas précise pendant les premiers instants apres les commutations.
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Dans le cas ou la mesure de la sortie du systeme n’est pas disponible, il est suggéré
d’utiliser la structure F'F'IR pour les modeles locaux. Comme expliqué dans la section
B4 pour calculer 'enveloppe englobante par un modele F'1O, les sorties observées sont
remplacées par des sorties estimées dans les vecteurs de régression des modeles auxiliaires.
Surestimer la sortie observée par le domaine estimé sera une source d’accumulation de
I'imprécision des modeles apres chaque itération. On obtient donc une enveloppe moins
précise. Dans certains cas, ’accumulation de I'imprécision peut aussi faire exploser le do-
maine de calcul. Contrairement a un modele F'10, ’enveloppe calculée par une structure
FFIR dépend seulement des entrées. De ce fait, aucune accumulation d’imprécision ne
se produira.

Dans le travail de [Shahriari et al., 2006], I'identification et la simulation d’un systeme
multi-mode en présence du signal de commutation a été étudié.

Exemple 4.4.1

L’objectif de cet exemple est de prédire I'enveloppe englobante de la sortie
d’un systeme multi-mode dont la commutation est déterminée par un signal
de commutation. Le schéma du systéme est donné sur la figure EEG.

signalde ;e |
commutation ‘

Mode opératoire 1

O_|—¢ Mode opératoire 2

T — Systeme

entrée ' sortie

F1c. 4.6 — Systeme

Systéme. Le systeme consiste en deux modes opératoires. Le comportement
de chaque mode est décrit par les équations suivantes :

Tppr = Ay X ap+ By xug, yp=C; Xy, 1€ {1,2}

0.4315  0.3158 0.5685

Al == 5 Bl - 5 Cl = [1 0]
—0.7105 —0.1369 0.7105
—0.1275 0.3165 1.1275

A2 = ) BQ = ) C12 = [1 O]
—1.2662 —0.3807 1.2662

(4.4.1)

Les poles du premier systeme sont

p1 = —0.9000 + 1.2000z, py = —0.9000 — 1.2000%
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et les poles du deuxieme systeme sont
p1 = —0.4000 + 1.95967, py = —0.4000 — 1.95961

Jeu de données. On concoit une expérience sur le systeme et on obtient
le jeu de données DS. En pratique, la valeur de y; est connue avec
imprécision et la sortie du systeme est mesurée avec une erreur €; ou €
est une variable aléatoire et on sait a priori qu’elle varie entre —0, 1 et
0,1. Pour qu’on soit str que la sortie y; est prise en compte dans les
calculs, la sortie mesurée yy, + €, est encadrée par U'intervalle [—0,1 0, 1]
qui sera ensuite utilisé dans le jeu de données DS :

Yk < e +[—0,10,1]

L’entrée reste certaine. Donc, le jeu de données d’identification est de
la forme DS = [(ug, [y]k)]-

Identification des modeles locaux. La structure F'F' IR est choisie pour
les modeles locaux. Considérant 'information a priori sur le systeme,
I’horizon glissant des modeles F; et Iy est fixé a 10. Ensuite, les
parametres des modeles locaux sont identifiés en appliquant la méthode
proposée dans la section B3

Prédiction de I’enveloppe englobante de la sortie. L’objectif est de
prédire I'enveloppe englobante de la sortie {[P.env]} sur un horizon de
prédiction ph pour une séquence des entrées données. Les entrées sont
certaines. Le systeme reste dans le premier mode de k =1 a k = 93 et
il commute ensuite dans le deuxieme mode dans lequel il reste jusqu’a
la fin de I'horizon de prédiction. L’enveloppe {[P.env|} est calculée, en
considérant le mode actif, en appliquant la méthode proposée dans la
section La méme séquence des entrées est appliquée sur le systeme
EZ T et la sortie observée est construite. L’enveloppe englobante prédite
et la sortie observée du systeme sont montrées sur la figure B
Aux instants 65, 102, 112 et 115, la sortie observée en dehors de 1'enve-
loppe prédite, ce qui correspond a une erreur de prédiction égale a 2, 1%
d’apres la définition BZZTl On voit aussi l'effet du manque d’information
qui conduit a une enveloppe moins précise au début de la prédiction ainsi
qu’apres la commutation. Puisque la structure choisie est le F'/F'IR, 'ef-
fet d’enveloppement n’existe pas et la largeur de I'enveloppe prédite se
réduit pas a pas.

4.5 Identification Multi-Modes : commutation indé-
terminée

Dans la section précédente, on a traité le probleme de l'identification et de la simu-
lation d’un systeme multi-mode dans lequel le mode actif est déterminé par un signal
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Enveloppe prédite de la sortie du systéme multi-mode
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F1G. 4.7 — Prédiction de I’enveloppe englobante de la sortie ; commutation déterminée.

de commutation. Dans cette section, on étudiera ce probleme en ’absence de ce signal.

Pour cela, 5 problemes supplémentaires doivent étre résolus :

Déterminer les variables caractéristiques. Les variables caractéristiques sont des
variables qui représentent le comportement du systeme et qui sont un sous-
ensemble des variables du modele.

Partitionner le régime opératoire du systeme en zones locales. Le

régime

opératoire du systéme (un systéme commuté ou un systeme non-linéaire) doit étre
partitionné en zones locales telles que le comportement du systeme dans chaque
zone puisse étre représenté par un modele linéaire local F;. Les modeles locaux

sont identifiés individuellement en utilisant les données des zones locales.

Déterminer les domaines de validité des modeles locaux. Le domaine de va-
lidité d'un modele local est le domaine dans lequel le modele explique ce
comportement du systeme. Ce domaine sera déterminé dans [’espace du domaine

de validité.

Agréger les modeles correspondant a des comportements similaires
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Développer un simulateur pour ce modele ayant pour but de prédire I'enveloppe
englobante de la sortie du systeme dans le contexte d'une analyse de streté.

Dans les prochaines sections, on expliquera en détail les 5 démarches ci-dessus.

4.5.1 Variables caractéristiques

Dans ce document, puisqu’on traite le probleme de l'identification par I'approche
boite-noire et que les variables qui représentent le comportement du systeme sont incon-
nues a priori, on suppose que toutes les variables du modele (les éléments du vecteur
de régression) sont les variables caractéristiques. Selon cette définition, partitionner le
régime opératoire du systeme peut aussi étre interprété comme partitionner ’espace du
vecteur de régression du modele en plusieurs zones locales telle que chaque zone puisse
étre représentée par un modele linéaire avec une précision désirée.

4.5.2 Partitionnement du régime opératoire

Dans cette section, deux méthodes seront proposées pour partitionner le régime opé-
ratoire du systeme. La premiere méthode est basée sur la précision de l'enveloppe en-
globante de la sortie et la deuxieme sur la cohérence entre la prédiction par le modele et
la sortie observée du systeme.

Dans les deux méthodes, le découpage des données et I'identification des parametres
des modeles locaux se font en méme temps. Au préalable, la structure des modeles locaux
doit étre déterminée. Le modele F' a intervalle est notre choix dans ce document pour
représenter le comportement du systeme dans les zones locales de fonctionnement. Les
horizons glissants des modeles locaux sont choisis en fonction de la connaissance a priori
sur le comportement du systeme dans chaque zone. Pour simplifier I’étude, les horizons
glissants des modeles locaux seront pris identiques.

Partitionner en utilisant la précision de ’enveloppe englobante

Dans le cas des systemes non-linéaires, 'objectif est de partitionner le régime opéra-
toire du systeme en plusieurs zones et de représenter le systeme dans chaque zone par
un modele linéaire tel que chaque modele local produit une enveloppe englobante pour
la sortie du systeme avec une précision désirée. De ce fait, la précision de I'enveloppe

englobante est le critere permettant de diviser le jeu de donnée DS en sous-ensembles
DSZ'S.

Remarque. Apres chaque commutation, durant le passage de 1'horizon glissant du
modele F', 'enveloppe englobante de la sortie a une largeur importante. On ne considere
pas cette partie de ’enveloppe dans le calcul du rayon moyen de ’enveloppe. Le calcul
de la précision du modele local par le partitionnement ne prend donc en compte que
la partie de 'enveloppe située apres un nombre de points égal a I'horizon glissant du
modele local. Donc, aucune commutation ne sera détectée pendant les N instants apres
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chaque commutation. Dans le cas d'un systeme commuté, le systeme doit rester au
moins N instants dans un mode opératoire avant de le quitter pour que les modes
opératoires puissent étre détectés correctement. &

On suppose que la précision désirée est une valeur pré-définie égale a pre. On suppose
aussi que la derniere commutation a eu lieu a l'instant noté début et qu’on reprend
la procédure de découpage a partir de cet instant. Avant 'instant début, i — 1 modes
opératoires ont été trouvés et donc, a l'instant d’échantillonnage début, on entre dans le
mode opératoire numéro .

Dans un premier temps, les parametres du modele F; sont identifiés en utilisant les
données

DGdebutdebutt N — £yl [yli) | debut < k < debut + N'}

A cet instant, ’enveloppe de la sortie du systeme a une précision P = 1. Ensuite, le point
suivant est ajouté au jeu de données et les parametres du modele F; sont re-identifiés
en utilisant les données D Sdebut:debut+N+1 Gj 15 précision de 1'enveloppe de ce nouveau
modele satisfait la précision désirée, le point ([u]geput+n-+1, [Y]pebut+n+1) Peut étre intégré
dans le mode courant. On continue cette procédure jusqu’a l'instant debut 4+ q ou g > N
pour lequel si on ajoute le point ([debut+qs [Y]debut+q) dans le jeu de données du mode
courant, la précision de I’enveloppe ne satisfait plus la précision désirée. Cela signifie que
ce point ne peut pas étre intégré dans le mode 7. Donc,

DSZ — Dsdebut,debut—i-q—l

détermine le jeu de données du mode opératoire i. Les parametres du modele F; sont
les parametres identifiés en utilisant I’ensemble DSdebut-debut+a=1 ot yn nouveau mode
commence a l'instant k = debut + q. Cette procédure doit étre répétée jusqu’a ce qu’on
arrive a la fin du jeu de données initial D.S. L’algorithme 1 résume cette méthode en
quelques lignes. Cette méthode est aussi illustrée sur la figure L3

Détection de commutation

début début+N début+ g-
‘ T T T T T

Y

N points { I N points

Mode d'opératoirei

Fi1G. 4.8 — Partitionner le régime opératoire; méthode précision de I'enveloppe englo-
bante.

Algorithme 1
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Pre : la précision désirée pour 'enveloppe de la sortie
DS : le jeu de données expérimental
N : I'horizon glissant du modele F;

1. Commencer
2. debut — 1, fin<— N, i +— 1
3. Tant que fin <(le nombre d’éléments de DS)

(a) Identifier les parametres du modele Fj en utilisant D Sdebut/in

(b) Si (la précision de 'enveloppe du modele F; ) < pre
i. Prendre DSdbtutfin=1 les observations du iéme mode opératoire. Uti-
liser les parametres identifiés en utilisant DS94/ "=1 pour le modele
E;.
. 1«—1+1
iii. debut «— fin
iv. fin < debut + N
v. Aller a la ligne 3
(¢) Sinon
i. fin«— fin+1
ii. Aller a la ligne 3
4. Fin

Partitionner en utilisant la cohérence de la sortie observée avec la sortie
prédite

Une autre méthode pour partitionner le régime opératoire du systeme est d’utiliser le
test de cohérence entre I'enveloppe prédite par le modele et la sortie du systeme. Avant
d’expliquer cette méthode, on a besoin de donner la définition de ce qu’on appellera par
la suite la cohérence de la sortie observée avec la sortie prédite qui sont dans notre cas
a un instant donné toutes les deux des intervalles.

Définition 4.5.1. Un intervalle [a] est cohérent avec 'intervalle [b] si et seulement si
pour un 6 > 0 donné, on a :

§>0, [a]=[b] < [a] C[b—050b+d]

d s’appelle la tolérance sur la cohérence de l'intervalle [a] avec I'intervalle [b]. Dans le cas
général, si [a] est cohérent avec [b], il n’en est pas de méme de [b] avec [a]. La cohérence
d’un point avec un intervalle est un cas particulier pour lequel le rayon de l'intervalle [a]
est nul; autrement dit [a] = a et on aura :

§>0, a~b] ©ach—-0b+/]
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Définition 4.5.2. La tolérance sur la cohérence de l'intervalle [a] avec l'intervalle [b]
est définie comme la valeur minimale de ¢ telle que :

[a] S[b—0b+0]

Le point commun entre la premiere méthode et cette méthode est que les points sont
ajoutés un par un au jeu de données du mode actif. Pourtant, un autre test est utilisé
pour diviser DS ; ce test est le test de cohérence de la sortie du systeme avec la sortie
prédite.

On suppose, comme avant, que la derniere commutation a eu lieu a 'instant d’échan-
tillonnage début et on commence la procédure a partir de cet instant. On suppose aussi
qu’avant I'instant début, i« — 1 modes opératoire ont été trouvés et donc, a cet instant,
on rentre dans le mode opératoire 1.

Pour commencer la procédure, les parametres du nouveau modele F; sont identi-
fiés sur un horizon d’identification initial /7/H en utilisant le jeu de donnés DS; =
D Gdebutdebut+ITH — (et horizon doit étre assez long pour permettre au modele F; d’étre
représentatif du comportement du systeme. La longueur de cet horizon est pré-
déterminée par 'utilisateur en fonction de sa connaissance sur le jeu de données ainsi
que sur le comportement du systeme et la structure de modele choisie.

Apres avoir identifié les parametres du modele Fj, on fait une prédiction a un pas
et on calcule [env]gepurrrrmr1- La cohérence entre la sortie observée [ylaepurrrrmr1 et
la prédiction [env]gepus+rr+1 montre si le modele est capable de bien prédire la sor-
tie du systeme ou non. Si la sortie observée [ylieput+rrm+1 est cohérente avec la sor-
tie estimée[env]geputsrrms1, 1e point ([w]awtrrrm+1, [Y]aurrrms1) est ajouté dans le jeu
de données du mode i et les parametres du modele F; sont re-identifiés en utilisant
D Sdebut+ITHFL - Cette procédure est poursuivie jusqu’a l'instant debut + ¢, ¢ > I1H pour
lequel la sortie observée n’est plus cohérente avec 'enveloppe prédite. Cette incohérence
montre que le modele n’est plus capable de prédire le comportement du systeme. Dans
ces conditions, on définit le jeu de données du mode i par DS; = DS%Pu+a=1 o un nou-
veau mode commence a l'instant k& = debut + q. Cette procédure est poursuivie jusqu’a
ce qu’on arrive a la fin du jeu de donnée DS. La méthode proposée est illustrée sur la
figure £ et I'algorithme 2 I'explicite pas a pas.

Algorithme 2

ITH : I'Horizon d’Identification Initial

0 : la tolérance sur la cohérence de la sortie observée avec la sortie prédite
DS : le jeu de données expérimental

N : I'horizon glissant du modele F

1. Commencer
2. debut — 1, fin<— N, i+ 1
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Détection de commutation

début début+ I11H début+ q—¢
‘ T T T T 1

Y

—Horizon d'ldentification InitiatH —Horizon d'ldentification InitiatH

Mode d'opératoirei

Fia. 4.9 — Partitionner le régime opératoire ; méthode cohérence entre la sortie observée
et la sortie prédite.

3. Tant que fin <(le nombre des éléments de D.S)

(a) Identifier les parametres du modele Fj en utilisant D Sdebut./in

(b) Si [y]fint1 7 [env] fins1
i. Prendre DSdbut./in=1 leg observations du iéme mode opératoire. Uti-
liser les parametres identifiés en utilisant DS9ut/m=1 pour le modele
F;.
. 1+—i+1
iii. debut < fin
iv. fin < debut + ITH
v. Aller a la ligne 3
(¢) Sinon
i. fin— fin+1
ii. Aller a la ligne 3
4. Fin

Dans cette méthode, pour les systemes commutés et pendant I'expérience sur le systeme,
le temps entre deux commutations consécutives doit comprendre au moins /1 H instances
puisqu’aucune commutation ne peut étre détectée pendant I’horizon d’identification ini-
tial T1TH.

Pour utiliser cette méthode, deux parametres supplémentaires doivent étre choisis par
rapport a la premiere approche :

L’horizon d’identification initial //H. Il doit étre choisi tel qu’en utilisant les
observations des entrées et des sorties du systeme sur cet horizon, le modele local
représente presque bien le comportement du systeme dans cette zone spécifique.
Déterminer la longueur de cet horizon est un probleme classique en automatique
et on a besoin des informations sur le comportement du systeme ainsi que le jeu
de données expérimental pour déterminer cet horizon.
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La valeur de la tolérance 6. En pratique, malgré les précautions d’usage, le modele
local qui est identifié sur I’horizon I1H ne représente pas tous les comportements
du systeme dans la zone spécifiée. La valeur § sert a donner une tolérance au
modele local afin de lui permettre de s’adapter dans une certaine mesure aux
points suivants qui sont dans le méme mode opératoire et qui ne peuvent pas étre
expliqués par le modele déja identifié. Cependant, elle doit étre assez petite pour
que la méthode puisse détecter la commutation au bon moment et au bon endroit.
Une approximation sur la valeur adéquate de ¢ peut étre obtenue a partir d’'une
analyse préliminaire sur le jeu de données DS. Cependant, aucune solution n’est
présentée pour trouver la valeur précise de ce parametre.

Apres chaque itération, la tolérance 0 peut permettre une augmentation graduelle
de l'incertitude sur les parametres du modele. Cela vient du fait qu’a instant k, si la
sortie observée [y|r n’est pas incluse dans l'intervalle prédit par le modele, on essaiera
d’expliquer [y]; avec la tolérance § et si ¢a se produit, on ajoutera un point dans le jeu
de données du mode courant qui n’était pas expliqué par le modele individuellement.
Pour l'expliquer, il faut ajouter de l'incertitude sur les parametres du modele. Cette
augmentation graduelle de l'incertitude sur les parametres du modele peut entrainer
I’explosion progressive et incontrolable du rayon de l’enveloppe englobante. Les deux
parametres supplémentaires a choisir ainsi que 'augmentation progressive de l'incer-
titude sur les parametres du modele conduisent a préférer la premiere méthode pour
partitionner le régime opératoire du systeme en zones locales.

Par ces deux méthodes de partitionnement, on ne peut pas déterminer si le systeme
entre dans un nouveau mode opératoire ou s’il rentre dans un mode déja identifié. De
ce fait, on peut avoir plusieurs modeles pour un comportement identique. Ce probleme
sera traité dans la section L0l en agrégeant les modeles de comportements similaires.

Exemple 4.5.1

Par exemple, on applique les méthodes de découpage de jeu de données
sur un systeme mono-entrée mono-sortie.

Systéme. Le systeme a modéliser est décrit sous la forme suivante :

Yr = sin(ug) (4.5.1)

pour

up = —4, upp1 =up+0,1<4

Jeu de données. Dans cet exemple, I'entrée du systeme est certaine et la
sortie est incertaine. Pour simuler ’erreur de mesure et pour étre sur
que la sortie du systeme y; est prise en compte dans les calculs, on
ajoute 'intervalle [—0,1 0,1] sur la sortie observée € + y ou € est
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une variable aléatoire bornée entre -0,1 et 0,1 représentant l'erreur de
mesure. L’intervalle [—0,1 0, 1] nous permet de définir un support ou se
trouve la valeur réelle (mais inconnue en pratique) de y, :

L’entrée reste certaine. Donc, le jeu de donnée est de la forme

DS = {(u, [yle)}-

Structure de modele. L’horizon glissant des modeles locaux est fixé a

N = 0; c’est-a-dire que le modele local F; contient seulement un modele
statique.

Analyse des données. On fait une analyse préliminaire des données DS

pour avoir une idée de la précision de I'enveloppe englobante a chaque
instant ainsi que la tolérance sur la cohérence de la sortie observée avec
la sortie prédite si aucune commutation ne se produit.

Dans un premier temps, on calcule la précision de I’enveloppe. A 'ins-
tant k, elle est égale a la précision de 'enveloppe englobante pour le
jeu de données DS'*. Ensuite, la méme procédure est répétée pour cal-
culer la tolérance 0. A linstant k, la tolérance 0, sur la cohérence de
la sortie observée [y avec la sortie prédite [env]; est égale a la valeur
minimale de & telle que [y]x =~ [env];. Les courbes de ces deux analyses
sont montrées sur la figure LI0. Cette analyse préliminaire des données
permet de choisir la valeur de la précision de I'enveloppe et/ou la va-
leur de la tolérance ¢ si elle ne peuvent pas étre déterminées a partir de
I'information a priori sur le systeme.

Précision de I'enveloppe englobante

0.8

0.6

exp(-3,)

041

0.2 . . . . . . . )
0 10 20 30 40 50 60 70 80
k
Tolérance sur la cohérence de la sortie observée avec la sortie prédite
0.2
0.151
w? 0.1r
005 \/\
0 A/\ L L L L L J
0 10 20 30 40 50 60 70 80

F1c. 4.10 — Analyse préliminaire des observations.
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Méthode 1 : précision de I’enveloppe englobante. On fixe la préci-

sion désirée (le rayon moyen maximal de l’enveloppe englobante) a
pre = 0,8 et on applique la méthode sur le jeu de données DS. Les
trois zones détectées sont montrées sur la figure EETIl Les précisions
des modeles locaux et les rayons moyens des enveloppes {[env]|} des
modeles locaux sont comme suit :

zone 1: J; =0,1979 P, =0,8204
zone 2 :  Jy=0,2006 P, =0,8182
zone 3 : J3=0,1903 P;=0,8267

Méthode 2 :

La précision de tous les modeles locaux est supérieure a 0,8. En consi-
dérant la définition EE3T] la précision du modele multi-mode est égale
a:

P = min(P) =0, 8182

2

entrée

I I I I I I I )
0 10 20 30 40 50 60 70 80
k

sortie

enveloppe {[env]}

F1G. 4.11 — Partitionnement de régime opératoire du systeme (premiere méthode).

cohérence de la sortie observée avec la sortie prédite.
Sur la figure ET2 le méme systeme est découpé en appliquant la
deuxieme méthode. ITH est égal a 2 et la valeur de la tolérance 0 est
fixée a 0,12. Par la deuxieme méthode, on détecte aussi trois zones
opératoires. Les mesures de qualité de ’enveloppe sont :
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zone 1 : J; =0,2251 P, =0,7984
zone 2 : Jy=0,1887 P, =0,8280
zone 3 : J3=0,1965 P53 =0,8216

et donc, la précision du modele multi-mode est égale a :

P = min(P) = 0,7984

entrée

I I I I I I I )
0 10 20 30 40 50 60 70 80
k

sortie

enveloppe {[env]}

F1G. 4.12 — partitionnement de régime opératoire du systéme (deuxieme méthode).

4.5.3 Détermination des domaines de validité des modeles lo-
caux

On a vu que le domaine de validité d'un modele local est le domaine dans lequel le
modele explique le comportement du systeme. Pour déterminer ces domaines, dans un
premier temps, on définira I'espace dans lequel ces domaines peuvent étre déterminés
et ensuite, on présentera une technique pour calculer les frontieres de ces domaines. On
étudiera également la possibilité de diminuer les dimensions de I'espace de validité pour
simplifier les calculs pendant la simulation.

Espace de validité d’un modele

L’espace Xdimension €St un espace dans lequel le domaine de validité d’'un modele donné
peut étre déterminé. L’indice dimension explicite les dimensions de cet espace. Un point
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dans I'espace Xgimension €5t n0oté par le symbole £. On précise que pour un modele donné,
cet espace n’est pas unique.

Dans ce document, on a supposé que toutes les variables du modele sont les variables
caractéristiques et donc, si les variables du modele expliquent le comportement du sys-
teme, alors le domaine de validité du modele peut étre déterminé dans 'espace de ces
variables; c’est-a-dire dans l'espace du vecteur de régression du modele. De ce fait et
dans un premier temps, Xgimension €St défini comme 'espace du vecteur de régression du
modele :

Xdimension = X

On verra par la suite que la dimension de cet espace peut étre réduite si le domaine de
validité du modele est une enveloppe convexe linéaire dans ’espace d’état observable.

Domaine de validité d’un modeéle local

Apres avoir divisé le jeu de données en sous-ensembles DS;, I'espace x,, sera par-
titionné en domaines H/, tels que le domaine H, détermine le domaine de validité du
modele local i. Pour cela, on utilise DS;.

L’ensemble des sorties du systeme dans le sous-ensemble DS; détermine une zone
locale du régime opératoire du systeme. On a vu pendant la procédure de partitionne-
ment que le comportement du systeme (la sortie du systéme) dans cette zone peut étre
représentée assez précisément par le modele local 7.

Chaque point y € DS; de cette zone est une estimation "précise” de I'image de ¢y, par
rapport a la fonction du modele ol le vecteur ¢ contient des éléments du sous-ensemble
D§S;. Les éléments de DS; conduisent donc a un certain nombre de points ¢y dans 1'espace
X, qui définissent une région dans cet espace. Donc, la région H, fo constituée par ces points
peut étre considérée comme une estimation du domaine de validité du modele 7. Cela est
montré sur la figure LT3

Définition 4.5.3. Le domaine de validité H’ du modeéle local © est défini par [’enveloppe
conveze autour des points ¢y ou des boites | kE dans l’espace x,. Le vecteur de régression
pr contient des éléments de DS;.

Dans le cas ou les observations sont certaines, les ¢, sont des points dans 'espace x,,
et H ; est ’enveloppe convexe définie par ces points. Cependant, si les observations sont
incertaines, le vecteur de régression est un vecteur intervalle qui représente une boite
dans 'espace x,. Puisque la valeur exacte de ce vecteur est un point inconnu dans la
boite [¢]x, pour garantir que ce point est pris on compte, H, fo sera 1’enveloppe convexe
autour des boites [p].

3Cela arrive dans le cas ot les observations sont incertaines.
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Espace du vecteur de régression Espace de la sortie

Fic. 4.13 — Espace de vecteur de régression et les domaines de validité des modeles
locaux.

Tout d’abord, on commence par le cas le plus simple, le modele statique, et on dé-
terminera son domaine de validité. Ensuite, on déterminera le domaine de validité des
modeles dynamiques relation entrée-sortie et réponse impulsionnelle a horizon fini. Dans
la derniere partie, cette définition sera généralisée pour les modeles F 1O et FFIR.

Modele statique. Dans un modele statique, le vecteur de régression ne contient que
Ientrée du modele a I'instant courant. Ce vecteur a un seul élément et par consé-
quent, l'espace X, a une seule dimension. Le domaine de validité du modele i
est I’enveloppe convexe Hfo des entrées wu; qui sont dans I’ensemble D.S;. Ce do-
maine peut étre déterminé par un ensemble d’inégalités. Dans 'exemple EERT] les
domaines de validité des modeles locaux détectés par la premiere méthode de dé-
coupage (figure LTT]) sont déterminés par :

Mode 1: H), = {u]—4<u<-1,6}
Mode 2 : H, = {u|—1,6<u<1,7}
Mode 3: H) = {u|1,7<u <4}

et les domaines de validité des modeles locaux détectés par la deuxieme méthode
de découpage (figure EET2) sont déterminés par :

Mode 1: H), = {u|—4<u<—1,3}
Mode 2 : H, = {u|—1,3<u<1,6}
Mode?):H;’ = {ull,6 <u<4}

Modele relation entrée-sortie. On a vu dans la section qu'un modele dyna-
mique ARX peut étre interprété comme un modele statique si on considere ’espace
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du vecteur de régression du modele comme I’espace d’entrée de celui-ci. Par consé-
quent, le domaine de validité d’un modele dynamique relation entrée-sortie est aussi
défini comme le domaine de validité d’un modele statique sauf que dans ce cas, le
vecteur de régression contient des entrées et des sorties décalées dans le temps. Par
exemple, pour un modele du premier ordre, 'espace X, = X{y, ,, u,_,} & deux di-
mensions, pour un modele du deuxieme ordre, I'espace Xo = X{y, 1, ye_o, us_1, up_s}
a quatre dimensions etc. Dans le cas ou 'ordre du systeme est élevé, le calcul de
I’enveloppe convexe est tres souvent lourd a réaliser. Pour cette raison, on étudiera
par la suite la possibilité de réduire la dimension de ’espace .

La notion de commutation d’un modele multi-mode est classique dans le cas d'un
modele d’état. Dans le cas d’'un modele a horizon fini, a cause de l'effet de mé-
moire, des précautions sont a prendre, ce qui s’est traduit dans ce document par
I'utilisation d’un banc de modeles a horizons glissants croissants. Nous avons donc
cherché a étudier le lien qui peut exister entre les domaines de validité d’un modele
d’état et d'un modele relation entrée-sortie et un modele réponse impulsionnelle.
Selon I'hypothese ol le domaine de validité d’'un modele relation entrée-sortie se
traduit par une enveloppe convexe linéaire dans ’espace d’état observable (figure
EET4), on arrive alors a réduire la dimension de 'espace x. On commence par un
systeme du premier ordre ou l'entrée uy et la sortie y, du systeme sont des sca-
laires. A priori, 'espace de validité du modele est 1'espace du vecteur de régression
{Yr—1,ux_1}. Si on décrit le comportement du systeme sous la forme d’une repré-
sentation d’état observable, on aura :

Tht1 = CLXLUk+bXUk
Y = Tg (4.5.2)

ou a,b € R sont les parametres et x € R représente 1’état du systeme. Selon
I'hypothese ci-dessus, le domaine de validité du modele i dans I'espace X, est
I’enveloppe convexe Hiz . Ce domaine peut étre déterminé par un ensemble de
contraintes inégalité linéaires; c’est-a-dire :

ou le j est 'indice de la contrainte. Le domaine de validité HEI} est défini par les
coefficients ay; j), V4,5 € R. Par exemple, si

—H<e <7

est le domaine de validité du modele local 7, ce domaine peut étre déterminé par
I’ensemble de contraintes inégalité comme suit :

—xr+5<0
rz—7<0

ou

gy =—1, 61 =95
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i) =1, Vi) = =7
De I’équation B2, on a :
Ty = Yk

et en le substituant dans EER.3 on peut calculer 'image du domaine de validité
fo} dans l'espace Xy, :

Hiy,y = {ye | V5, @iy X ye + 6, < 0} (4.5.4)

Les équations et EE54 montrent que 'enveloppe H® peut étre déterminée a
la fois dans I'espace Xy, ,, v, ,} (I'espace de régression), x(,} ('espace d’état) et
X{y.} (I'espace entrée-sortie réduit).

Pour continuer, on suppose que le systeme est un systeme de deuxieme ordre. A
priori, 'espace de validité du modele est 1'espace du vecteur de régression ; c’est-
a-dire Xo = X{yr_ s, ve_1, up_o, up_1}- o1 on décrit le comportement du systeme sur la
forme d’une représentation d’état observable, on aura :

T(@2,k+1) 1 a T(2.k) by
xr
g = [01]x [ (1”“)] (4.5.5)

Domaine de validité
251

20

’ )
I

10r -

F1G. 4.14 — Domaines de validité dans I'espace d’état.

Selon I'hypothese ci-dessus, le domaine de validité du modele 7 dans 'espace X {4, 2.}
est 'enveloppe convexe Hlem}. Ce domaine de validité peut étre déterminée par
un ensemble de contraintes inégalité linéaires dont chaque contrainte détermine
une droite, qui est une frontiere de fol’xz}, dans 'espace X{z,z,} ; ¢est-a-dire :
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a1
+ Vg < 0} (4.5.6)

Hthxz} = {(21,72) | Vj, [a(z’,j) /5(2',]')] X [
T2

ou j est lindice de la contrainte. La droite j est définie par les coefficients
{i), By 76} et Vensemble des droites détermine Hy, . dans'espace d’état.
En substituant 1’équation dans Iéquation EE5.B, on peut calculer I'image du

domaine de validité folm} dans 'espace X{y,, yi 1, up_1} :

Hiyovuny = LWk ye—1,uno1) | V9, [y By

0 ay b o
2 01
X + 75 < 0} (4.5.7)
[1 ] Yk—1 (i.9)

Uk—1

et si dans I’équation EEX7, on substitue la valeur de ¥, en fonction des entrées
et des sorties décalées, on arrive a calculer 'image de Hle 22} dans 1’espace

X{ykflv Yk—25 Uk—1, Uk—2} :

szk,l,yk,Q,uk,l,uk,Q} = {(yk—layk—Qauk—lauk—Q) | vja [a(l,j) /G(z,])] X

Yk—1
[ a9 0 bl 0 ] Yr—2
X

a; as bg bl

Uk—1

Uk—2

(4.5.8)

Les équations EE5.6, LR M et montrent que le domaine de validité H' peut étre
déterminé a la fois dans I'espace X iy, . ye s, up 1, ue_»} (I'espace du vecteur de ré-
gression), X{z,, =} (I'espace d’état) et X1y, v, 1, up_,} (I'espace entrée-sortie réduit).

De maniere générale, si on sait a priori que le domaine de validité d'un modele
relation entrée-sortie d’ordre N est une enveloppe convexe linéaire de la forme
suivante :

T
Hiyooay = @1, s 2n) [ V9 gy o anapnl X |5 |+ 765 <0}

TN

dans 'espace d’état observable, ce domaine peut aussi étre déterminé dans 1’espace
réduit
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X{yIm s Yb—N—1, Uk—1, -, Uk—N—1}

au lieu de l'espace du vecteur de régression

X{Yk—1s r Yh—N» Uk—1, - Up—N}

Modele réponse impulsionnelle a horizon fini. Un modele réponse impulsionnelle
a horizon fini est un cas particulier d'un modele ARX. Donc, en considérant les
arguments donnés au début de cette section, le domaine de validité de ce modele
peut aussi étre déterminé a priori dans 'espace du vecteur de régression du modele ;
c’est-a-dire :

X{“k*lv Uk —25--+ uk*HG}

ou HG est 'horizon glissant du modele. On définit donc le domaine de validité
H, du modele local @ par I'enveloppe convexe autour des points ¢x ou des boites
(|, dans 'espace x,. Le vecteur ¢ contient des éléments de D.S;.

Dans un modele réponse impulsionnelle & horizon fini, par rapport a un modele
relation entrée-sortie, I'ordre de I'horizon glissant est plus élevé et par conséquent,
le calcul de domaines de validité pr est plus complexe et nécessite un temps de
calcul plus élevé. Ceci est un des principaux inconvénients d’un modele réponse
impulsionnelle & horizon fini par rapport a un modele relation entrée-sortie dans
le contexte de l'identification multi-mode. Pourtant, cet inconvénient peut étre
éliminé si on connait l'ordre de la dynamique du systeme. Dans ce cas, au lieu de
déterminer les domaines de validité des modeles locaux dans 1’espace du vecteur
de régression

X{“k*lv Uk —25 -y uk*HG}

ces domaines peuvent étre déterminés dans l'espace entrée-sortie

X{Yk—15 -y Yb—N» Uk—1, - Uk—N}

ou l'espace entrée-sortie réduit

X{Wk, -y Yh—N—1, Uk—1, - Uk—N—1}

ou N est l'ordre de la dynamique du systeme. Cela permet d’utiliser un modele
réponse impulsionnelle a horizon fini avec ses avantageﬂ dans le contexte de

40n a déja parlé des avantages d'un modele FFIR par rapport d'un modele FIO pour prédire
Ienveloppe englobante de la sortie du systeme dans le chapitre précédent.
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Iidentification et de la simulation multi-mode en méme temps que d’éviter
I'inconvénient de déterminer le domaine de validité de ses modeles locaux dans un

espace avec un grand nombre de dimensions.

Modele FIO et FFIR. Un modele FIO (respect. FF'IR) consiste en un modele
statique et N modeles dynamiques relation entrée-sortie (respect. réponse im-
pulsionnelle horizon fini) avec des horizons glissants qui varient entre HG =1 et

HG = N. Chacun des modeles auxiliaires a son propre domaine de validité.

Définition 4.5.4. On définit le domaine de wvalidité d’un modéle FIO (resp.
FFIR) par le domaine de validité de son modéle relation entrée-sortie (respect.
réponse impulsionnelle a horizon fini) avec l'horizon glissant le plus long; c’est a

dire : HG = N.

On choisit cette définition puisque le modele auxiliaire avec I’horizon glissant HG =
N est le modele le plus précis et qui a un poids plus important par rapport aux

autres modeles auxiliaires.

Remarque. Il arrive parfois que les domaines de validité Hj( s’intersectent. Cela peut
étre dii aux deux raisons suivantes :

Incertitude sur les observations. Si les éléments du jeu de données sont
incertains, dans I'espace Yy, on calcule ’enveloppe convexe de boites au lieu de
points. Le fait de mal connaitre les points a expliquer génere de I'incertitude
sur les domaines de validité. Cette prise en compte de 'incertitude génere une
surestimation de ces domaines pouvant causer 'intersection des domaines H )’(
Ce phénomene est montré sur un exemple de la figure EETH. On voit sur cette
figure que les enveloppes pour les observations exactes ne s’intersectent pas.
Cependant, les enveloppes pour les mémes observations dans le cas ou elles
sont imprécises conduit a l'intersection non-vide des domaines de validité.

Domaine de validité
20 14r

Domaine de validité
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F1G. 4.15 — Intersection des domaines de validité a cause de I'imprecision des observa-

tions.
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Détection de la commutation d’un systéme multi-mode a un mau-
vais endroit ou a un instant erroné. Pendant le partitionnement du
régime opératoire du systeme (section EE0Z), un mauvais choix ou des va-
leurs inadaptées de la précision désirée et de la tolérance sur la cohérence
de la sortie observée avec la sortie prédite peuvent conduire a un mauvais
partitionnement de DS. C’est surtout le cas pour un systeme multi-mode
pour lequel un point appartient a un mode opératoire précis. Pendant le par-
titionnement, si le systeme entre dans un nouveau mode, les premiers points
du nouveau mode, a cause de ce mauvais choix, peuvent étre expliqués par
le modele du mode précédent et par conséquent, ils seront classés dans le jeu
de données du mode précédent. Ce phénomene cause l'inclusion de régions
supplémentaires dans les domaines de validité des modeles locaux qui ne cor-
respondent pas a ce modele (figure LZ3). Pour I'éviter, apres avoir divisé DS
en sous-ensembles DS;, les N premiers et les N derniers points de tous les
sous-ensembles D.S; sont extraits et les sous-ensembles écourtés seront utili-
sés pour identifier les parametres des modeles F; ainsi que déterminer leurs
domaines de validité (la figure EE24)). Puisque le nombre de points dans les
sous-ensembles DS; est assez important, I’élimination de 2N points ne pose
pas de probleme. Cela est montré sur la figure EET0

lDétection de commutation lDétection de commutation lDétection de commutation l
! | | | | | | | | | 1
<-2N—» k
DS., <+—2N—»
} | DS <-—2N—
DS, écourté ’ ! DS ..,
f 1 DS, écourté f 1
’ DS ,, écourté

i+l

F1G. 4.16 — Eliminer les points autour des commutations détectées.

4.5.4 Agrégation des modeles

Comme 'on a déja expliqué dans la section L5.2] pendant I’expérience sur un systeme,
celui-ci peut passer plusieurs fois dans le méme mode opératoire 7. Si la commutation est
déterminée, toutes les mesures qui correspondent a ce mode sont agrégées et sont utilisées
pour identifier les parametres du modele local F;. Cependant, si la commutation est
indéterminée, rassembler et agréger les mesures du mode opératoire ¢ qui sont dispersées
dans le tempsﬁ est difficile a réaliser puisque pendant la procédure de partitionnement
de I'ensemble DS et apres avoir détecté un nouveau mode, on ne sait pas, a priori, si on
va entrer dans un nouveau mode ou dans un mode qui a été déja détecté. En principe,
avoir plusieurs modeles pour un mode opératoire ne pose pas de probleme. Pourtant

SVoir la figure B4
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pour réduire le nombre des modeles locaux dans le modele multi-mode, on étudiera la
possibilité d’agréger des modeles similaires.

La méthode d’agrégation proposée dans ce document est basée sur le domaine de
validité des modeles locaux. Apres avoir identifié les modeles F; et calculé leur domaines
de validité, les deux domaines OH!' et JH}? qui représentent les domaines de validité du
modele Fj; et du modele Fj, peuvent prendre trois positions différentes I'une par rapport
a l'autre :

— DHf(1 et DH;? sont deux domaines de validité disjoints. Dans ce cas, Fj; et Fj
sont deux modeles différents car ils correspondent a deux modes différents.

— OH est un sous ensemble de OJH!?. Dans ce cas, si le modele Fj; est valide, le
modele Fjs est aussi valide. Donc, les modeles Fj; et Fjy représentent un mode
opératoire identique. On élimine le modele F}; et on agrege le jeu de donnée DS;;
avec celui du deuxieme modele DS;y. Les parametres du modele Fjy sont ensuite
re-identifiés en utilisant DS;; U DSj,. OH}? déterminera le domaine de validité
du nouveau modele.

— sinon, DHS et DH;? s’intersectent. Cependant, aucun n’est un sous-ensemble de
I’autre. Dans ce cas, on considere qu’il s’agit de deux modeles qui représentent
deux modes opératoires différents.

En utilisant ces trois regles, on est généralement capable d’agréger des modeles
similaires et de diminuer le nombre de modeles locaux dans le modele multi-mode.

o

L’agrégation des modeles similaires est 1’étape finale de la procédure d’identification
multi-mode. On résume cette procédure comme suit :

1. On choisit, tout d’abord, la structure et 'ordre des modeles locaux F; a partir de
la connaissance a priori sur le systeme et les résultats des analyses préliminaires
sur les observations.

2. On partitionne le régime opératoire du systeme en appliquant le premier ou le
deuxieme algorithme de découpage sur les données d’identification DS. Dans cette
étape, les parametres des modeles locaux F; sont identifiés en parallele avec la
procédure de partitionnement.

3. En fonction de la dynamique du systeme, on détermine la dimension de I'espace x
et on calcule les domaines de validité des modeles locaux dans cet espace.

4. On étudie la possibilité d’agréger des modeles similaires en considérant les
domaines de validité des modeles locaux.
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Dans les exemples qui suivent, pour simplifier :

— On suppose qu’on connait l'ordre de la dynamique du systeme. Par consé-
quent, on détermine les domaines de validité des modeles dans 1’espace
X{Yts s Yhoma—1s UW1s s upmy 1 iNdépendamment de la structure qu’on choi-
sit pour les modeles locaux (le modele F7O ou le modele FFIR).

— Apres avoir déterminé les domaines de validité des modeles locaux, on surestime
les domaines de validité H par leurs boites englobantes LJH .

4.6 Simulation Multi-Modes : commutation indéter-
minée

Apres avoir identifié le modele multi-mode, ce modele peut étre utilisé dans diverses
applications pour analyser le systeme comme le diagnostic et 'analyse de stireté. Dans
ce document, comme il a été expliqué dans les sections B4 et 4] I'objectif est de prédire
I’enveloppe englobante de la sortie du systeme pour une séquence des entrées qui est
donnée par U = {[u]y [u]2 [u]3 ... [u],n} oi ph définit 'horizon de prédiction.

4.6.1 Sémantique de simulation

Comme 'on a déja expliqué, dans le cadre de I’analyse de stireté, on souhaite englober
toutes les valeurs possibles de la sortie de systéeme par une enveloppe “englobante”. Pour
un modele mono-mode, la sémantique de simulation est donnée par les équations B.ZT]
et En ce qui concerne le modele multi-mode et le modele courant valide ¢, la méme
sémantique de simulation sera utilisée pour calculer I'enveloppe englobante de la sortie
du systeme.

4.6.2 Calcul de I’enveloppe englobante

Dans le cas ou la commutation est indéterminée, la structure du modele multi-mode
est similaire a celle de la figure a ’exception de I’absence du signal de commutation.
Dans le cas ou le signal de commutation existe, celui-ci détermine quel mode est actif et a
chaque instant, le modele qui correspond au mode actif détermine ’enveloppe englobante.
Dans le cas ou ce signal de commutation n’existe pas, la validité d’'un modele local est
déterminée a l’aide des entrées et des sorties du modele local ainsi que son domaine
de validité. On définira tout d’abord la condition de validité d’un modele local et on
expliquera en suite, comment cette condition peut étre vérifiée.

Dans la littérature, le probleme de détection de mode actif est plus souvent traité
dans le contexte de I'estimation d’état de systeme par des observateurs hybrides. Dans ce
contexte, les travaux de [Balluchi et al., 2002], [Ragot et al., 2003], [Babaali & Egerstedst,
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2005] et [Domlan, 2006] peuvent étre cités. Dans ces travaux, le mode actif est déterminé
en utilisant les mesures sur le systeme et a 'aide des outils de diagnostic. Pourtant, dans
le contexte de la prédiction de comportement de systéeme, les mesures sur le systeme (la
sortie du systéme) ne sont pas disponibles et par conséquent, les méthodes proposées dans
le cadre de 'estimation d’état ne peuvent pas étre appliquées sans un certain nombre de
modifications. De plus, les modeles utilisés dans ces travaux sont toujours des modeles
déterministes, alors qu’on utilise un modele intervalle pour représenter le comportement
du systeme. Ces sont les raisons pour lesquelles on développe par la suite une méthode
spécifique particuliere pour déterminer le mode actif d’'un modele multi-mode intervalle.

Condition de validité d’un modeéle local

On suppose que le domaine de validité du modele local i est déterminé dans ’espace
Xdimension PaTr H)"(. A Tinstant k, &, qui est un point de I'espace Xgimension, contient des
entrées et des sorties du systeme :

Xuwe) — &k = [ui]
X{ug_1, wp_2, o up_nt Sk = [Uk—h Uk—2, -y Uk—N]
XAYk—1, ooy Yho N> Ul1s i N} 7 & = [yk—h cooy Yk—N; Ug—1, ---,Uk—N]
XUk s YboN—1> Uk—1,s cosb—N—1} S = [ykv vy Yp—N-1, Ug—1, "'7uk—N—1] (4'6'1>

Dans le cas ou les sorties y; du systeme ne sont pas disponibles, les sorties prédites
lenv]i ou [P.envli par le modele local i les remplacent en fonction de ses disponibilités
et on obtient &.. A T'instant k, le modele 7 est valide si et seulement si le vecteur & se
trouve dans le domaine de validité Hf(, c’est-a-dire :

& € Hy, (4.6.2)
Si le vecteur & contient les supports des variables bornées, c¢’est alors un vecteur inter-
valle [£]},. Puisque la valeur exacte du vecteur & est une valeur inconnue dans le vecteur

intervalle [¢]}, pour garantir que le modele i est potentiellement actif, on surestime la
validité du modele et on conclut qu’il est valide si :

€l N Hy # ¢ (4.6.3)

Autrement dit, le modele ¢ est valide a 'instant k s’il existe au moins un point commun
entre [£]} et M.

Définition 4.6.1. Un modeéle FIO (respect. FFIR) est valide si son modéle auxiliaire
IO (respect. FIR) avec HG=N est valide.

Il faut noter que :
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— Le test d’intersection entre le vecteur [£]} et le domaine de validité H} est souvent
difficile a réaliser. Pour cette raison, on remplace par la suite le domaine de validité
Hj( par la plus petite boite la contenant DH;. Cette approximation extérieure
introduit des régions qui ne sont pas dans le domaine de validité H;'( et par
conséquent, le modele i sera considéré actif a des endroits supplémentaires. Ceci
est une source de surestimation de ’enveloppe englobante de la sortie du modele
multi-mode mais permet de réduire le temps de calcul pendant la simulation.

— Les vecteurs [¢]% obtenus par la prédiction des modéles locaux peuvent faire valider
plusieurs modeles locaux a l'instant k. Autrement dit, plusieurs modeles locaux
peuvent éetre valides a chaque instant.

— On garantit que si le systeme est dans un mode opératoire, le modele qui
correspond a ce mode est valide. En revanche, si le modele d'un mode est valide,
on ne peut pas garantir que le systeme fonctionne réellement dans ce mode.

Déterminer les modeles actifs par les blocs ACK

Pour déterminer les modeles actifs a 'instant £ = 1, on suppose que tous les modeles
locaux sont potentiellement actifs. On réalise une prédiction sur I'horizon glissant des
modeles locaux F; comme il a été expliqué dans les sections et B2l et on construit
les vecteurs [€]},, y pour chacun de ces modeles. Le résultat de I'intersection du vecteur
[€]is v et du domaine de validité OJH} détermine si le modele local F; est valide ou
non. Pour le modele valide Fj, tant que cette intersection n’est pas vide, on continue
du faire la prédiction aux instants suivants £ = 2,3, .... Pour les modeles non-valides,
on répete la prédiction par le modele a chaque instant k (recommencer la prédiction
par le modele statique a I'instant k suivit par les modeles dynamiques du banc) et des
que lintersection (€]}, y et OH. est non-vide, le modele F; devient actif. Pour réaliser
cette vérification systématiquement, et pour déterminer si un mode est actif ou non, on
propose une stratégie pour représenter le modele valide par un automate a deux états.
Le bloc pour le mode opératoire i s’appelle ACK;.

Initialisation

F1G. 4.17 — Automate a deux états ACK;.

Chacun des blocs ACK; est indépendant des autres et son état se met a jour a tous
les instants d’échantillonnage en fonction des conditions sur les transitions. De ce fait
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et a un instant donné, aucun, un ou plusieurs modes peuvent étre déterminés actifs.
Ci-apres, les états et les transitions de cet automate sont expliqués.

Initialisation : Tous les blocs ACK; entrent dans 1’état transitoire au début de la
simulation.

Etat actif : A linstant k, si ACK; est dans I’état actif, le modele F; est valide et il
continue a prédire I’enveloppe englobante de la sortie du systeme.

Etat transitoire : A linstant k, si ACK; est dans I’état transitoire, le modele F; est
inactif et la sortie prédite par le modele F; n’est pas prise en compte.

Transition transitoire-a-actif : A l'instant k, pour vérifier si le modele F; passe de
I’état transitoire a ’état actif, on effectue une prédiction par le modele F; jusqu’a
I'instant & + N en supposant qu’on vient d’entrer dans le mode ¢ et on construit
le vecteur &, v (équation EET). Cette procédure a été expliquée dans la section
pour un modele F'F'IR et dans la section BZ4 pour un modele F'10. Si 'in-
tersection entre le vecteur &, v et H n’est pas vide, a I'instant k+1 le bloc ACK;
passe a ’état actif. A cet instant, le modele F; commence a calculer I'enveloppe
par son modele statique qui sera poursuivit aux instants suivants par les modeles
dynamiques du banc des modeles auxiliaires.

Une intersection non-vide entre le vecteur & y et le domaine de validité H}
montre qu’avec la séquence des entrées donnée, il existe au moins une trajectoire
pour la sortie du systéeme qui peut activer le modele auxiliaire HG' = N du modele
local 7 a I'instant k + IV ; ceci est en accord avec la définition EEG.Il Autrement dit,
il existe une cohérence entre la prédiction de la sortie par le modele local F; de
Iinstant £ + 1 a I'instant £ + N et son domaine de validité. Cette cohérence nous
permet de conclure que ce mode peut étre potentiellement actif. Cependant, on ne
garantit pas qu’il est réellement actif.

Transition transitoire-a-transitoire : Si la condition de la transition transitoire-a-
actif n’est pas satisfaite, le bloc AC'K; reste dans ’état transitoire.

Transition actif-a-transitoire : Si a instant k, l'intersection entre le vecteur &, et
le domaine de validité de modele F; est vide, a l'instant k + 1 le bloc ACK; passe
a l’état transitoire.

Transition actif-a-actif : Si la condition de la transition actif-a-transitoire n’est pas
satisfaite, le bloc ACK; reste dans ’état actif.

Simulateur de modele multi-mode

Le simulateur de modele multi-mode contient deux types d’éléments :
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— Les modeles locaux F;.

— Les blocs ACK; qui déterminent si un mode opératoire est actif ou non.

Le schéma de ce simulateur est donné sur la figure LTS8

[Penv];
modele local F, %

\
S [ Y o! Qi

1

fu

[Pen? ~— [Penv],
modéle local F, 1— E

‘ 1l
el ACK, |

[Peny
modele local F, 1-

‘ 1
s o [ =

>

F1G. 4.18 — Simulateur du modele multi-mode.

A Tinstant &, tous les modeles locaux calculent [P.env]}. Les blocs AC'K; déterminent
les modes actifs et la sortie du simulateur est I'union des sorties des modes actifs; c’est
a dire :

[P.env], = U [P.env]i}

i actif

L’enveloppe englobante de la sortie est :

{[P.env]} = {[P.env];, [P.env]s, ...}

4.7 Exemple : Systeme multi-mode

Dans cette section, les méthodes d’identification et de simulation d’un systeme multi-
mode sont appliquées a un exemple.
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Systéme

Le systeme a étudier est identique au systeme de I'exemple EEZT] sauf qu’ici, la com-
mutation est déterminée par une condition sur la sortie du systeme; c’est-a-dire, si la
sortie du systeme est inférieure a 3, 7, le systeme fonctionne dans le premier mode opéra-
toire et si la sortie est supérieure a 3,7, il fonctionne dans le deuxieme mode. Le schéma
du systeme est donné sur la figure Le comportement du systeme dans le premier et
le deuxieme modes opératoires est décrit par les équations EEZT]

| | Sortie

Mode opératoire 2

\
i
i
|
—— Systeme——

Fi1G. 4.19 — Systeme.

Jeu de données

Comme pour 'exemple LTl on congoit une expérience sur le systéme et on obtient
le jeu de données d’identification D.S. Celui-ci doit étre riche au niveau de I'information
sur le comportement du systeme dans les modes opératoire 1 et 2. Pour simuler I'erreur
de mesure et comme on 'a déja expliqué, a l'instant k, la sortie du systeme est remplacée
par l'intervalle

ou ¢, comme avant, est une variable aléatoire et on sait a priori qu’elle est bornée entre
-0.1 et 0.1. L’entrée reste certaine. Donc, le jeu de données d’identification est de la forme

DS = {(u, [ylx) }-

Structure de modeéle

Dans cet exemple, on utilise un modele F'F'I R intervalle avec N = 10 pour représenter
le comportement du systeme. La structure F' est utilisée pour surmonter le manque
d’information dans les modeles dynamiques pour prédire I’enveloppe englobante au début
de la prédiction et les modeles auxiliaires sont des modeles intervalles pour prendre en
compte l'incertitude paramétrique du modele.
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Partitionner le régime opératoire du systeme

Dans la procédure d’identification multi-mode, apres avoir obtenu le jeu de données
d’identification et déterminé la structure du modele, le régime opératoire du systeme est
découpé en zones locales. Avant de commencer la procédure de découpage, on effectue
une analyse préliminaire sur le jeu de données DS. Le résultat de cette analyse est
montré sur la figure 20

Pour découper le jeu de données, on utilise la premiere approche basée sur la précision
de I'enveloppe englobante et comme 'exemple E5], la précision désirée est fixée a pre =
0,8. En appliquant cette méthode sur le jeu de données DS, on obtient deux sous-
ensemble DS, qui contient les observations de £k =1 a k = 131 et DS, qui contient les
observations de k = 132 a k = 253. Le résultat du découpage est montré sur la figure
E2T1 11 faut se rappeler que les parameétres des modeles locaux FFIR; et F'F'IRy sont
identifiés pendant le partitionnement.

Précision de I'enveloppe englobante Entrée du systéme pendant I'expérience

TUnO AW R
MMM AREL

50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
temps temps

Tolérance sur la cohérence de la sortie observée avec la sortie prédite Sortie du systéme pendant I'expérience

05
i mode 1 mode 2
0 . . L ‘ ‘ , ‘ ;

temps temps

F1c. 4.20 — Analyse préliminaire sur les F1G. 4.21 — Entrée et sortie du systeme.
observations

Détermination des domaines de validité des modeles locaux

Dans 'étape précédente, le jeu de donnée DS a été divisé en deux sous-ensembles
DS, et DS;. On sait que le systeme est un systeme du deuxieme ordre. Donc,
les domaines de validité des modeles locaux peuvent étre déterminés dans 1'espace
Xy 1, 2, un_1up_o}- Cependant, cet espace peut étre réduit a I'espace Xy, yi 1, up_1}
puisque :

— la commutation est une condition sur une variable d’état du systeme, et

— les domaines de validité des modes opératoires sont des polytopes convexes dans
I’espace d’état.
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Le systeme passe du mode 1 (respect. mode 2) au mode 2 (respect. mode 1) quand la
sortie est plus grande que 3,7 (respect. plus petite que 3,7). En considérant 1’équation
EEZTl la sortie du systeme est égale a

L1,k
yr = 1[0 1] x (L)
L(2,k)
Par conséquent, la condition de commutation peut étre déterminée comme suit :

o < 3,7 mode 1
T9 > 3,7 mode 2

Les domaines de validité des modes opératoires du systeme dans l'espace d’état sont
montrés sur la figure 22

X, &

F1G. 4.22 — Systeme.

On calcule les enveloppes convexes pour les triplets (yx, yr_1, ug—1) de DSy et de DSy
dans I'espace Xy, y,_,, uw,_,} €t on obtient H} et HZ. Ces domaines de validité et leurs
images dans I'espace {yy, yr_1} sont montrées sur la figure 223

Domaines de validité des modeles locaux Image des domaines de validité des modeles en 2D

modéle 1 6

Y1

F1G. 4.23 — Domaines de validité avant d’éliminer les N points.
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A la fin de la section E53, on a vu que pendant la procédure de découpage et a
cause d'une valeur inadaptée de la précision désirée ou de la tolérance o, un certain
nombre des points d’'un mode peuvent étre classés dans le jeu de données d’un autre
mode opératoire. C’est aussi le cas dans cet exemple. En regardant plus précisément la
figure E21], on constate que la commutation n’est pas détectée au bon endroit et les
points aux instants £ = 128, 129, 130 du premier mode sont classés dans DSs. Pour
éliminer ces points, on extrait les 10 points avant et apres la commutation détectée des
sous-ensembles DS et DS,. Les domaines de validité H; et H? sont ensuite re-calculés.
Ces domaines et leurs images dans U'espace {yx, yr_1} sont montrées sur la figure EE27)
Sur les images des domaines H}( et H§ dans V'espace {yx, yr_1}, certains points qui
sont éliminés, sont montrés. Pour éviter la surestimation des supports de parametres
des modeles locaux, les parametres des modeles FF'I R, et FFIR, sont re-identifiés en
utilisant les sous-ensembles DS, et DS, réduits. Pour simplifier le test de validité d’un
modele local, les domaines H) et H? sont ensuite remplacés par les boites JH et CIH?.
Ces boites sont montrées sur la figure 20 Dans cet exemple, 'agrégation des modes ne
peut pas avoir lieu puisque DH}( et DH% sont deux domaines disjoints.

Domaines de validité des modeles locaux Image des domaines de validité des modeéles en 2D

modéle 2

F1G. 4.24 — Domaines de validité apres avoir éliminé les N points.

Domaines de validité orthogonaux des modéles locaux
modéle 2

modéle 1

Fia. 4.25 — Approximations orthogonales des domaines de validité.
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Remarque. On constate deux points sur les images en deux dimensions des domaines de
validité des figures et qui sont ni proches de I’ensemble des points du mode 1 ni
de 'ensemble des points du mode 2. Ceci est le résultat d’une erreur lors de la simulation
des données du systeme LAl Au dernier instant ou le systeme se trouve dans le mode
1, il recoit une entrée le conduisant a se retrouver dans le mode 2 a l'instant suivant.
Puisqu’on effectue la simulation en temps discret, on utilise la seule dynamique du mode
1 pour calculer la sortie a 'instant suivant alors que le systeme passe effectivement du
mode 1 au mode 2 entre ces deux instants. Par conséquent, le premier point qui se trouve
dans le mode 2 est un point qui est calculé par le mode 1 : il n’est ni proche de I’ensemble
des points du mode 1 (puisqu’il n’est pas un point de mode 1) et ni de ’ensemble des
points du mode 2 (puisqu’il a été calculé par rapport a la dynamique du mode 1). La
distance du deuxieme point du mode 2 des domaines de validité des modeles 1 et 2 est
aussi la conséquence de cette erreur. &

Prédiction de I’enveloppe englobante

Apres avoir identifié les modeles locaux et déterminé leurs domaines de validité, on
utilise ce modele multi-mode pour prédire I’enveloppe englobante de la sortie du systeme
pour une séquence des entrées donnée. Pour cela, on utilise le simulateur de la section
qui est montré sur la figure et I'enveloppe englobante est calculée pour une
séquence des entrées U = {[ul1, ..., [u]ph}ﬁ par la méthode expliquée dans la section
La séquence U est ensuite appliquée au systeme EEZT] Sur la figure I'enveloppe
prédite est comparée avec la sortie du systeme. Les mesures de la qualité de prédiction
sont comme suit :

Erreur de la prédiction E =8%
Largeur moyenne de l’enveloppe englobante J = 0,4258
Précision de ’enveloppe englobante P =0,6533

Si on modifie la séquence des entrées telle que le systeme passe une seule fois du mode
1 & mode 2, on obtient les résultat suivants :

Erreur de la prédiction E =8%
Largeur moyenne de 1’enveloppe englobante J = 0,1554
Précision de ’enveloppe englobante P =0,8561

ce qui montre 'effet des commutations successives sur la précision de I'enveloppe prédite
par le modele multi-mode.

Dans I'exemple BZ43 on a vu qu'un jeu de données insuffisamment riche peut faire
que, dans certains cas, l'intersection des sorties des modeles auxiliaires soit vide et par
conséquent, I'enveloppe prédite sera vide. Dans un modele multi-mode, un autre phéno-
mene qui peut aussi arriver est qu’a certains instants, aucun modele n’est valide. Autre-
ment dit, tous les blocs ACK; sont dans I'état transitoire. Dans ce cas, I'enveloppe ne

6Cette séquence est différente de la séquence des entrées du jeu de données d’identification.
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Enveloppe prédite de la sortie de systeme

L : enveloppe {[y]}

z L R envelqppe {[P.env]}
. MWL |
0

LAY

sortie

J modele 1  _ modéle2_ _ modéle 1 modéle 2
4= I i ) = 1 I
0 50 100 150 200 250
temps

Test d'inclusion
L A

0.8+
7]
o]
o 061
°
I
5 041
0
0
0.2+
0 ——H— - L HHH——— L
0 50 100 150 200 250

temps

F1G. 4.26 — Prédiction de I'enveloppe de la sortie du systeme.

peut pas étre calculée et on dit qu’elle est indéterminable. Pour illustrer ce phénomene,
le systeme est re-identifié pour un jeu de donnée moins riche puis on prédit I'enveloppe
englobante pour la séquence des entrées U. Le résultat de la prédiction est montrée sur
la figure Cela montre encore une autre fois 'importance de la qualité du jeu de don-
nées d’identification sur la qualité de la prédiction de I'enveloppe englobante du modele
multi-mode.

4.8 Conclusion

L’objectif de ce chapitre était de trouver et de proposer une solution pour identifier et
simuler des systemes multi-mode ou non-linéaires par des modeles linéaires multi-modes.
Pour cela, on a étudié deux cas : celui ou la commutation est déterminée par un signal
externe et celui ot la commutation est indéterminée. Dans la section trois, le probleme
d’identification d’'un modele multi-mode a été traité dans le cas ou la commutation est
déterminée. On a vu que ce probleme s’est traduit par plusieurs probléemes d’identification
de modeles mono-modes et dans la section quatre, ce modele a été utilisé pour prédire
I’enveloppe englobante de la sortie du systeme.

Si la commutation est indéterminée, par rapport au cas ou la commutation est dé-
terminée, trois problemes supplémentaires doivent étre résolus : partitionner le régime
opératoire du systeme en zones locales et représenter chaque zone par un modele local,
déterminer le domaine de validité des modeles locaux et agréger les modeles similaires.
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Enveloppe prédite de la sortie de systeme
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Fic. 4.27 — Effet d’'un mauvais jeu de données de 'identification sur la prédiction.

Ces problemes ont été traités dans la section cing. Dans la section six, un simulateur a été
proposé pour le modele multi-mode identifié dans la section précédente. Dans la section
sept, les méthodes d’identification et de simulation ont été appliquées sur un exemple

d’un systeme multi-mode.

Dans le chapitre suivant, la conclusion de ce travail de these est donnée.
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Chapitre 5
Conclusion et Perspectives

L imagination est plus importante que le sa-

VOIT.

Albert Einstein

Conclusion

Dans ce document, on a proposé une méthode pour identifier un modele multi-mode
ensembliste dans lequel les parametres sont des variables incertaines caractérisées par
des intervalles. Ce modele a été ensuite utilisé pour calculer I'enveloppe englobante de
la sortie du systeme dans le cadre d’une analyse de streté pour vérifier si I’ensemble des
trajectoires de la sortie du systeme reste dans une zone donnée. On a apporté dans ce
travail des réponses aux quatre questions posées dans le chapitre d’introduction de ce
document.

La premiere question concerne la structure du modele. Les structures comme le mo-
dele d’état ou le modele relation entrée-sortie sont des modeles dits récursifs puisque
I’état suivant et la sortie du systeme sont calculés en utilisant son état et sa sortie
aux instants précédents. Dans une approche ensembliste, un calcul itératif est souvent
évité puisqu’a cause de l'effet d’enveloppement et I’accumulation de I'imprécision apres
chaque itération, on peut étre confronté a une prédiction imprécise (une enveloppe large)
ou méme a l'explosion du domaine de calcul. Pour résoudre ce probleme, le modele ré-
ponse impulsionnelle a horizon fini a été proposé dans ce travail. Dans ce modele, la
sortie du systeme est calculée directement a partir des entrées précédentes du systeme et
par conséquent, I’accumulation de I'imprécision ne se produit pas. Un autre avantage de
ce modele par rapport aux modeles récursifs est que dans les modeles récursifs, connaitre
I’état initial du systeéme est essentiel pour faire le calcul des trajectoires. Cependant,
dans un modele réponse impulsionnelle, le calcul se fait indépendamment de 1’état ini-
tial du systeme et la sortie est calculée qu’a partir des entrées décalées dans le temps.
C’est un avantage surtout dans un modele multi-mode, ou apres chaque commutation,
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I’état initial est inconnu par rapport au nouveau mode opératoire. Un modele relation
entrée-sortie a été aussi étudié dans ce document.

La deuxieme question concerne les valeurs des parametres du modele. Généralement,,
par identification de parametres d'un modele déterministe, on veut dire une estimation
optimale des valeurs des parametres du modele. Dans ce cas, les parametres sont des
scalaires et ils sont supposés tres souvent invariants dans le temps. Cependant, dans un
modele ensembliste et dans notre cas, un modele intervalle, on cherche les supports des
parametres du modele. Les valeurs réelles des parametres bougent dans leurs supports,
mais elles n’en sortent jamais. L’objectif est de prendre en compte l'incertitude paramé-
trique du modele et de donner au modele la capacité d’expliquer tous les comportements
possibles du systeme. De ce fait et a un instant donné, la valeur exacte d’'un parametre
est un élément de ’ensemble des valeurs possibles de celui-ci. Cet ensemble est carac-
térisé par un support. La valeur de la variable est en général variant dans le temps,
bornée et elle reste toujours dans son support. Les supports de parametres dans un mo-
dele intervalle sont des intervalles. L’objectif de trouver les supports des parametres du
modele a été formalisé comme la sémantique d’identification des parametres du modele
intervalle. Cette sémantique est un formalisme mathématique composé des parametres
du modele a identifiés, des variables du systéme ('entrée et la sortie du systeme) ainsi
que des quantificateurs V, 94 et —.

La troisieme question concerne le domaine optimal des supports de chacun des pa-
rametres du modele. L’ensemble des valeurs possibles pour chacun des parametres peut
étre englobé par différents intervalles; des intervalles avec les bornes proches ou des in-
tervalles avec des bornes plus éloignées. Toutefois, les bornes supérieures et inférieures
des supports des parametres doivent étre optimisées telles que ’enveloppe prédite par le
modele soit 'enveloppe la plus petite possible. Cette condition a conduit a la définition
du critere d’optimisation des bornes supérieures et inférieures de supports des parametres
du modele. Le probleme d’identification d’un modele intervalle a donc été traduit comme
un probleme d’optimisation sous un ensemble de contraintes. Ce probleme a été ensuite
résolu a l'aide d’un algorithme d’optimisation.

La derniere question posée dans l'objectif de ce travail était le probleme de I'iden-
tification et de la simulation d’'un modele multi mode. Un modele linéaire intervalle
peut étre toujours utilisé pour représenter le comportement d'un systeme non-linéaire.
La conséquence est d’avoir une prédiction moins précise par rapport a un modele non-
linéaire avec une structure plus complexe. Pour bénéficier des avantages d’une structure
simple pour le modele ainsi qu’améliorer la précision de prédiction du modele, la partie
non-linéaire du régime opératoire du systeme a été partitionnée en plusieurs morceaux
tels que chaque morceau puisse étre expliqué par un modele linéaire local en satisfaisant
la précision de prédiction désirée. C’est aussi le cas pour un systeme multi-mode. Pen-
dant ce travail, deux méthodes de partitionnement ont été proposées; une basée sur la
précision de I’enveloppe englobante et I’autre basée sur la cohérence de la sortie observée
avec la sortie prédite par le modele. Une technique a été ensuite proposée pour déter-
miner les domaines de validité des modeles locaux dans 'espace de validé de modeles.
Puis pour arriver a la derniere étape qui consistait en la prédiction de I’enveloppe de la
sortie du systeme par le modele multi-mode, un simulateur pour le modele multi-mode
intervalle a été développé et a I'aide de ce simulateur, on est arrivé a prédire I’ensemble
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des trajectoires du systeme sur un horizon de prédiction.

Pour arriver a répondre a ces quatre questions posées dans 'objectif de ce travail, on a
di aussi résoudre plusieurs problemes supplémentaires qui nous empéchaient d’atteindre
notre objectif. Un bref bilan sur les travaux effectués dans les chapitres de ce document
est présenté par la suite.

Chapitre un. Dans le chapitre un, l'objectif de ce travail a été présenté. Le but
est de trouver un modele mathématique du systeme qui peut prédire tous les
comportements du systeme en prenant en compte l'incertitude paramétrique et
non-paramétrique du modele. Ce modele sera ensuite utilisé pour effectuer une
analyse de streté.

Chapitre deux. Dans ce chapitre, ’état de I’art de l'identification et de la simulation
d’'un modele et lidentification et la simulation d’un modele ensembliste et
multi-mode a été étudié brievement.

Chapitre trois. Dans le chapitre trois, on a traité le probleme de l'identification et
de la simulation d’un modele intervalle. Dans un premier temps, 1'outil intervalle
a été présenté. Cet outil nous permet de gérer l'incertitude paramétrique du
modele. Identifier un modele intervalle consiste a choisir la structure du modele,
déterminer la sémantique d’identification, définir le critere d’optimisation et
calculer les supports des parametres du modele. Ces derniers ont été traités dans la
section trois. Dans cette section, le probleme d’invalidité d'un modele dynamique
au début de la procédure d’identification (respect. au début de la simulation) a été
étudiée et la structure I’ a été proposée pour résoudre cet inconvénient. Dans la
section quatre, le modele a été utilisé pour calculer une enveloppe englobante qui
inclut toutes les valeurs possibles de la sortie du systeme. Pour cela, la sémantique
de la simulation a été définie et deux méthodes numériques (une méthode pour
le modele FEFIR et une méthode pour le modele FI0) ont été proposées pour
calculer cette enveloppe englobante. Une conclusion a été donnée dans la section
cing. Les contributions principales de ce chapitre peuvent étre résumées comme
suit :

— Généraliser les méthodes d’identification des supports de parametres dun
modele intervalle dans le cas ou les entrées du systeme dans le jeu de données
d’identification sont imprécises.

— Proposer la structure F' qui est un banc de modeles constitué d’un modele sta-
tique et d'un ensemble de modeles dynamiques dont les horizons glissants varient
de HG =1 a HG = N. Cette structure est utilisée pour résoudre le probleme
du manque d’informations pour un modele dynamique au début des procédures
d’identification et de simulation. Ce probleme n’est pas génant pour un modele
mono-mode. Cependant, il devient critique pour simuler un modele multi-mode
car, dans le cas d’'un modele réponse impulsionnelle, si le systeme commute fré-
quemment d’un mode a un autre avant le passage de I’horizon glissant du modele,
on n’arrive pas a calculer ’enveloppe de la sortie. Sans 1'utiliser la structure F', le
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calcul de I'enveloppe englobante est impossible pour un modele relation entrée-
sortie puisqu’apres la commutation, on n’aura pas acces a I’état actuel du systeme
dans le nouveau mode et la prédiction ne peut pas étre réalisée.

— Proposer d’utiliser un modele réponse impulsionnelle & horizon fini au lieu
d'un modele réponse entrée-sortie ou d'un modele d’état pour éviter 'effet
d’enveloppement pendant les calculs de 'enveloppe englobante de la sortie du
systeme.

Chapitre quatre. Dans le chapitre quatre, le probleme de lidentification et de la

simulation d’'un modele multi-mode a été étudié. Ce modele multi-mode a été
utilisé pour améliorer la précision de la modélisation et de la prédiction de
I’enveloppe englobante de la sortie du systeme. Apres l'introduction et 1'objectif
de ce chapitre qui ont été présentés dans les sections un et deux, le probleme
de lidentification et de la simulation multi-mode a été considéré dans deux
cas : le cas ou la commutation est déterminée et le cas ou la commutation est
indéterminée. L’identification multi-mode dans le premier cas s’est traduite par
plusieurs problemes d’identification de modeles mono-modes. Celui-ci a été traité
dans la section trois et dans la section quatre, ce modele multi-mode a été utilisé
pour calculer 'enveloppe englobante de la sortie du systeme. L’identification
multi-mode dans le cas ou la commutation est indéterminée consiste en trois pro-
blemes supplémentaires : partitionner le régime opératoire du systeme, déterminer
les domaines de validité de modeles locaux et agréger les modeles similaires qui ont
été étudiés dans la section cing. Pour prédire I'enveloppe englobante de la sortie du
systeme par ce modele multi-mode, un simulateur multi-mode a été proposé dans
la section six. Ce simulateur contient deux types d’éléments : les modeles locaux
qui ont été identifiés précédemment et les blocs ACK;. Ces blocs nous permettent
de déterminer les modes opératoires actifs. Ce chapitre se termine par un exemple
pour illustrer les méthodes de l'identification et de la simulation multi-mode. On
peut rappeler brievement les contributions principales de ce chapitre comme suit :

— Proposer deux méthodes pour partitionner le régime opératoire du systeme en
zones locales de fonctionnement.

— Déterminer les domaines de validité des modeles locaux dans l'espace des
variables caractéristiques et étudier la possibilité de diminuer le nombre de
dimensions de cet espace.

— Développer le simulateur du modele multi-mode intervalle. Ce simulateur
contient les modeles locaux ainsi que les blocs AC'K; qui déterminent la vali-
dité des modeles locaux pendant la prédiction.

Perspective

Ce travail de these peut étre poursuivi selon les axes suivants :
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Optimiser les parametres du modele dans le cas d’un critére non-linéaire.
Dans la section B2 et sur le tableau B, la nature du critere d’optimisation en
fonction du modele et des grandeurs incertaines est montrée. Dans le cas ou le
critere est linéaire, la méthode proposée pour optimiser les parametres trouve une
solution qui est globalement optimale. Cependant, dans le cas ou le critere est
non-linéaire, il y a un risque de trouver un optimum seulement local. Ce probleme
peut étre résolu en utilisant les méthodes d’optimisation globale dont on peut citer
les méthodes d’optimisation intervalle [Jaulin et al., 2001b]. Cependant, ce type
de méthodes sont souvent tres lent lorsque le nombre de parametres a optimiser
est important et il faut étudier la faisabilité de les utiliser dans notre approche.

Identification d’un modele intervalle pour d’autres applications. Dans ce
travail et dans le cadre d’une analyse de sureté, les parametres du modele
intervalle ont été identifiés tels que le modele puisse expliquer toutes les va-
leurs possibles de la sortie du systeme et l’englober par une enveloppe. La
sémantique de l’identification peut étre modifiée en fonction de 1l'objectif de
la modélisation et pour que le modele puisse étre utilisé dans d’autres applica-
tions comme le diagnostic, la détection défauts ou la commande [Calm et al., 2006].

Optimiser le critere de partitionnement du régime opératoire. Dans la section
ER2 on a vu que pour partitionner le régime opératoire du systéme, la condition
pour déterminer le passage d'un mode a un autre (la précision de la modélisation
ou la tolérance sur la cohérence de la sortie observée avec la sortie prédite) est pré-
déterminée. Le probleme consistant a optimiser cette valeur n’est pas encore traité.

Trouver la dimension optimale pour la matrice de découplage. Dans la section
B33 la structure du modele est définie selon I’hypothese que les parametres sont
indépendants. En ajoutant la matrice de couplage, la dépendance des parametres
du modele peut étre prise en compte et par conséquent, un modele plus précis peut
étre obtenu. Une partie de ce probleme a été déja traité dans [Adrot et al., 2004]
pour un modele entrée-sortie dans le cas ou la dimension de la matrice de couplage
est déterminée. Pourtant, le probleme d’optimisation de la dimension de cette
matrice n’est pas encore étudié.

Simuler le modele intervalle. Dans ce document, le modele intervalle a été utilisé
dans le cadre d’une analyse de streté pour trouver l’enveloppe englobante de la
sortie du systeme. Par conséquent, la structure et la sémantique du simulateur
utilisées ont été adaptées a cet objectif. Pour que ce simulateur puisse étre
utilisé dans d’autres applications comme le diagnostic, la détection défauts ou la
commande, on a besoin de re-définir la sémantique de la simulation en fonction de
I'objectif visé et de développer d’autres méthodes pour calculer cette enveloppe.
Pour la sémantique de ce travail, I’enveloppe a été calculée directement par 1’outil
intervalle. Cependant, pour des autres sémantiques, on aura potentiellement
besoin d’autres outils comme les intervalles modaux [Armengol, 1999].

Recouvrement des domaines de validité et agrégation de ces domaines.
Dans la section EE5.4], on a déterminé trois regles pour agréger les modeles locaux
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qui représentent un comportement similaire du systeme. Ces regles sont basées
sur les domaines de validité des modeles locaux et on agrege le modele ¢ dans le
modele j seulement si JH* C [OH?. Cependant, un recouvrement important de
ces domaines peut aussi étre interprété comme des modeles i et j qui représentent
un comportement similaire du systeme. Modifier ces regles pour une agrégation
plus efficace des modeles reste toujours un probleme ouvert a étudier.
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Annexe A

Modeles Mathématiques

Les fonctions de transfert G et H peuvent étre déterminées de différentes fagons
comme des fonctions rationnelles en 'opérateur retard ¢. Par la suite, on présentera un
certain nombre de telles configurations.

Modéele ARX. [l Probablement, la relation la plus simple entre 'entrée et la sortie
observées peut étre décrite par une équation aux différences comme suit :
Yk + @1Yk—1 + oo+ UngYhn, = b1Ug—1 + oo+ by Up g, + g (A.0.1)

Puisque l'erreur e;, se présente sous la forme d’un unique terme additif, ce modele
s’appelle tres souvent un modéle erreur a d’équation. Les parametres du modele
sont :

0 = [a1 Ao ... Ap bl bnb]

a

Si on introduit

Alg) =1+ alq_1 + o Fan, g™
et

B(q) = bigt+ ..+ bn,q~ "

on voit que :

_ Bl _ L
D=2 T A

Dans le cas ou n, = 0, ce modele devient un modele réponse impulsionnelle a
horizon finil.

L AutoRegression eXtra input
2Finite Impulse Response (FIR).
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Si a l'instant k, l'erreur e est indéterminée, on utilisera la forme déterministe du
modele. Dans ce cas, on peut montrer que si y, et us pour s < k sont connus, la
prédiction & un pas de la sortie de systéme par le modele de I'équation B3 est
calculée par I'expression suivante [Ljung, 1999] :

y(k,0) = H ' (q)G(q)ur, + [1 — H ' (q)]yi (A.0.2)

On utilise 6 dans l'expression y(k, 6) puisque la valeur prédite de la sortie dépend
au vecteur de parametres de modele #. Pour un modele ARX, I'équation [A.0.2
devient :

y(k,0) = B(q)u, + [1 — A(q)|ys (A.0.3)
On introduit la notation

Ok = [=Yk—1 - = Yh—ng Uk—1 - uk—nb]T

En utilisant le vecteur ¢y, ’équation [A.0.3l peut étre re-écrite :

y(k,0) = 0" py, (A.0.4)

Donc, la prédiction peut se faire par un produit scalaire entre le vecteur des données
Y qui est connu et le vecteur des parametres #. En statistique, un tel modele
s’appelle régression linéaire et le vecteur ¢, s’appelle le vecteur de régression.
La simplicité de ce modele pour prédire la sortie de systéme en fait le premier
choix pour des nombreuses applications. En considérant I’équation [AZ0.4, la sortie
observée est égale a :

Yk = :/y\(kv ‘9) + ek

Modéle ARMAX. . L'inconvénient du modele A est le manque de liberté pour
décrire les propriétés de l'erreur e. On ajoute cette flexibilité en décrivant I'erreur
comme une moyenne sur un horizon glissantE :

Y + Q1Yk—1 + o + QnYk—n, =
biug—_1 + ... + by, Ug—n, + € + Cr€p-1 + ... + Cp €hon, (A.0.5)

Par

C(q) =1 —+ Clq_l —+ ...+ Cncq_nc

On aura donc :

A(Q)yr = B(q)ux + C(q)ex (A.0.6)

3 AutoRegressive Moving Average eXtra input
4Moving Average
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ou

et les parametres du modele sont :

0 = [CLl az ... Qp, bl bnb Cc1 ... Cnc]

Cette structure est devenue standard en automatique.

Considérant ’équation [AL0.2 la prédiction a un pas de la sortie du systeme par le

modele ARMAX est :

B Ala)
00) = g+ 1= o

ou

C(q)y(k,0) = B(q)ur + [C(q) — A(q)]yx

et on obtient

y(k,0) = B(q)ur + [1 — A(q)lyx + [C(q) — Ulyx — y(k, 0)]

On introduit 'erreur

€ko = Yk — @(ka 9)

et le vecteur

T
Pro = [_yk—l coo T Yk—ng Uk—1 -+ Uk—pn, Ck—1,0 --- €k—nc,9]

Donc, la sortie de systeme a l'instant k& peur étre prédite par :

Gk, 0) = 0" ore

Puisque le vecteur de régression dépend du vecteur de parametres 6, la prédiction
dans un modele ARM AX se fait par une régression non-linéaire. La sortie observée

est égale a :

yr =Yk, 0) + ex

Remarque. Par la suite et pour simplifier les notations, on éliminera le terme
0 dans l'expression y(k,0) et on le notera yj. Pourtant, il faut se rappeler que

dépend toujours du vecteur de parametres 6.

¢
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Modéles ARARX et ARARMAX. HH Au lieu décrire erreur dans I’équation [AL0.T
comme une moyenne sur un horizon glissant, elle peut étre décrite par une autoré-
gression. Cela nous donne la structure suivante :

1

jizgjek (f\1l7)

AlQ)ye = B(q)ur +

avec

D(q) =1 + dlq_l + ...+ dndq_nd

Ce modele s’appelle ARARX . Plus généralement, on peut utiliser une description
ARM A pour lerreur et on obtient le modele ARARMAX

Clq
A(qQ)yr = B(q)ug + ( )ek (A.0.8)

D(q)
qui regroupe les modeles [AL0T] [AZ0.0 et [AZ0.71 comme cas particuliers. La descrip-
tion ci-dessus forme une famille des modeles a erreur d’équation qui est montrée

sur la figure [AJ]

Fi1G. A.1 — Famille des modeles a erreur d’équation.

Modele erreur de sortie. Dans les modeles a erreur d’équation présentés précédem-
ment, les fonctions de transfert G et H ont un facteur en commun au dénominateur.
D’un point de vue physique, il apparait plus naturel que ces deux fonctions soient
indépendantes. Si on suppose que la relation entre l'entrée et la sortie estimée y
peut étre décrite par une équation linéaire aux différences, on obtient la description
suivante :

Ue + [iYk—1 + oo+ [ Yhon, = Ditip—1 + o+ by Up i,

Avec

Flg) =1+ fig ' + ..+ fu,qa™

® AutoRegressive AutoRegressive eXtra input
6 AutoRegressive AutoRegressive Moving Average eXtra input

140



Annexe A. Modeles Mathématiques

on peut écrire le modele comme suit :

Yk = Bla) + ex (A.0.9)

F(q)
Le vecteur de parametres du modele est :

0= [bl b2 bnb .fl .f2 fnf]

Modele Box-Jenkins. Un développement naturel du modele [AL0.9 se fait en décrivant
les propriétés de I'erreur comme un modele ARM A. Donc, on obtient :

Blg) ., Cla)
Flg) " " D)
On peut considérer ’équation [A.Q. 10 comme 'extension la plus naturelle de 1’équa-
tion puisque les fonctions G et H sont paramétrisées comme des fonctions

indépendantes et rationnelles en ¢. Le modele de 1’équation [A.Q. 10l représente une
famille de modeles a erreur de sortie.

Yr = e (A.0.10)

Fic. A.2 — Modele Box-Jenkins.

Fonctions Polynomiales Utilisées Nom de Modele
B FIR (Réponse Impulsionnelle Finie)
AB ARX
ABC ARMAX
AC ARMA
ABD ARARX
ABCD ARARMAX
BF OE (Erreur de Sortie)
BFCD BJ (Box-Jenkins)

TaB. A.1 — Modeles boite noire classiques.

Les structures qu’on a présenté dans cette section peut produire 32 modeles différents
en fonction de quelles fonctions polynomiales A, B, C, D et F sont utilisées. Le tableau
[Al résume un certain nombre de cas particuliers des modeles [AZ0.8 et [A0.T0)
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Annexe B

Représentation géométrique de la
sémantique d’identification

On considere, sans perte de généralité, que le modele est un modele réponse impulsion-
nelle d’ordre deux. Dans un premier temps et pour faciliter la représentation graphique,
on suppose que 'erreur additive est nulle. Donc, I’équation entre I'entrée et la sortie est
comme suit :

Yk = by g1 + bopug—o (B.0.1)

Les parametres by j, et by j, sont supposés indépendants et par conséquent, le domaine
déterminé par [0] = [[b;1] [b2]]T dans I'espace de parameétres est une boite. Cette boite est
dessinée sur la figure Bl On a déja vu dans 1’équation qu'un vecteur intervalle
peut étre décrit sous la forme normalisée. On a donc :

[0] = 0. + Ag x [V]
ezlme@m] M:[mwm@p 0

(B.0.2)
centre([by]) 0 rayon([bs])

ou le vecteur 6. détermine le centre de la boite et la matrice diagonale Ay définit la
largeur de cette boite sur chaque axe.

Les valeurs y;, ur_1 et ui_o sont des observations sur le systeme et sont donc connues.
Si on résout I'équation [B.0L ] par rapport aux parametres du modele by j et by ;. qui doivent
étre identifiés, on obtient I’expression suivante :

B 1
Lyt —— (B.0.3)
Uk —2 Uk —2

lki bg’k: —
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Pour ug_s = 0, I'expression de la droite [, est sous la forme suivante :

Yk
lk . bl,k = —

Uk—1

Cette expression détermine une droite [, dans I'espace des parametres qui est en deux
dimensiondl. Toutes les valeurs sur la droite [;, sont des solutions des parametres by 4 et

by, pour le triplet {yg, up—_1, ug_2}.

Pour différentes valeurs de k, les triplets {yx, ug_1, ur—2} conduisent a un ensemble
de droites dans l'espace {b1,by} et chaque droite détermine les solutions possibles de
by i et by pour le triplet respectif. La sémantique d’identification dit que les bornes des
intervalles [by] et [bs] doivent étre identifiés telles que :

Vk, 3bii € [b1], Tba € [bo] | Yk = b g1 + boptig—o

Autrement dit, la boite [0] = [[b1] [b2]]T doit contenir au moins un point de toutes les
droites [, pour différentes valeurs de k. Si les droites se croisent en un point, ce point
est la solution du probleme d’identification et le modele sera un modele parfait sans
incertitude paramétrique. Sinon, aucune solution identique existe pour tous les instants
k. Dans ce cas, on définit la boite par un centre . et un espace autour de ce centre ou
a chaque instant, au moins une valeur 6, soit solution. Une condition complémentaire
sur [f] est que l'image de [f] dans l'espace de sortie -enveloppe englobante- doit étre
I'enveloppe la plus petite possible. Cette condition est décrite sous la forme du critere
d’optimisation qui est défini dans la section B34B3.24.

Dans le cas ol I'erreur additive est présente, au lieu de I’équation [BX01 on aura :

Yk = b1 pup—1 + bapur_2 + e (B.0.4)
Si on résout 1'équation B4 par rapport aux parametres by ;. et by, on obtient :

Up—1 1 1

lk . b2,k = — bl,k -+ Yk — €L (B05)
Uk—2 Uk—2 Uk —2
Pour uyp_ =0, 0n a :
1 1
Iy by = Y — e
Uk—1 Uk—1

Le domaine de variation de l'erreur additive est caractérisé par I'intervalle [e]. On écrit
cet intervalle sous la forme normalisée :

'De maniere plus général, cela sera un hyperplan dans l'espace des parametres en plusieurs
dimensions.
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bz A |

U, 1
1 I, bk,2:_ klbk,1+_yk

uk—2 k-2

. —boite®

Fic. B.1 — Espace des parametres et domaine de solution pour les parametres du modele.

le] = e+ Ae X [—1 1]

Si on substitue la forme normalisée de I’erreur dans ’équation [B20L6] pour chaque &, on
obtient une bande qui est encadrée par les deux bornes suivantes :

- Up—1 1 1 )\e
lk : bg’k = — bl,k + Y — €.+

Uk—2 Uk—2 Uk—2 ‘Uk—2‘

Uk—1 1 1 )\e
b, @ by =— bik + Y — ec —

UL—2 UL—2 Uk—2 |Uk—2|

Ces deux bornes sont déterminées par

_ 1 1 Ae
lp © hhp=—yp— —e.+
Uk—1 Uk—1 |Uk—1|
1 1 Ae
Iy @ b= Y — ——€c —
Uk—1 Uk—1 |Uk—1|

dans le cas ou uy_o = 0. Cette bande est représentée pour k = 4 (I4) sur la figure Bl
En considérant 1’équation B:322, la sémantique d’identification décrient :

Vk‘, Hbl7k € [bl], Hbg,k € [bg] dey, € [6] | Y = bLkuk_l + szguk_g + ey

Cette expression peut étre interprétée comme suit :
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La boite [f] et I'intervalle [e] doivent étre déterminés tels que la boite a au
moins un point en commun avec toutes les bandes pour différentes valeurs de

k.

Remarque. Pour un intervalle [e] de taille suffisante, la boite [f] peut se réduire a un
vecteur intervalle de taille nulle (un point dans 'espace de parametres). Cela signifie que
I'incertitude sur le terme additif e, est suffisamment grande pour expliquer toutes les
observations. Il est donc inutile d’en ajouter sur les parametres qui seront alors certains.
Pourtant, cette solution n’en est qu'une parmi d’autres et elle est tres souvent non-
optimale. &

En considérant la représentation graphique du domaine 6 sur la figure [Bl, on constate
que dans [f], plusieurs points n’expliquent aucun triplet {yg, ug_1,up_o} -l'espace vide
dans I'enveloppe englobante- et pour un triplet {yy, ux_1, ux_2}, il peut exister plusieurs
solutions -un segment de la ligne [, est incluse dans [#]-. Prendre [f] sous la forme
d’une boite n’est donc pas optimal, et son image dans I’espace de sortie ne produira pas
I’enveloppe la plus petite possible. En déformant la boite, il est parfois possible de trouver
les domaines alternatifs pour 6, tels que I'image de ce domaine produise une enveloppe
englobante plus petite. Une approche consiste a prendre en compte le couplage potentiel
a un instant k£ entre les parametres du modele par 'intermédiaire d’'une matrice 1.

- = u 1 1 A

lv: beo=- = h(,1+ Y ~ €+ <
U, Up—s U, |uk—2|

b, A y 1 1 A
2 Lt b, == k_ltl<,1+_yk__ec__e
Uy - Ug-2 Uy->2 |Uk—2|

— ~zonotope® +T A, " [u]

Fic. B.2 — Espace des parametres et domaine de solution pour les parametres couplés
par une matrice de couplage.

Le nouveau domaine S(6) obtenu s’écrit alors de maniere analogique sous la forme
suivante :

S(0) =0.+T x \g x [V]

Le domaine S(#) s’appelle un zonotope [Ziegler, 1998] et [Kaibel et al., 2003]. Une
maniere pour déterminer un zonotope est de le représenter par son centre 6., sa matrice
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de couplage T et la matrice diagonale A\g qui déterminent respectivement la forme et les
largeurs des bandes du zonotope. Ce domaine est dessiné sur la figure pour une ma-
trice de couplage T5«5. Un zonotope peut également étre représenté par ’ensemble de ses
sommets (puisque c’est un domaine convexe) ou par un ensemble des contraintes inéga-
lités (on parle alors des bandes de contraintes). Dans ce contexte, plusieurs travaux ont
été déja effectués. Par exemple, [Adrot et al., 2004] a traité le probleme d’identification
des parametres d'un modele dynamique MIMOH intervalle en considérant le couplage
entre les parametres du modele a I'intermédiaire d’une matrice 7. Dans ce document, on
supposera que 1" est la matrice unité et donc, le domaine de 6 est une boite.

2Multi-Input Multi-Output
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Résumé

Lorsqu’un systeme physique est en fonctionnement, un des objectifs d'une
analyse de stireté est d’étre stir que les variables caractérisant 1’état du sys-
teme suivent une certaine trajectoire ou restent dans une zone donnée compte
tenu de toutes les perturbations et les incertitudes sur les parametres et les
mesures du systeme. Une solution originale pour ce probleme est proposée
dans ce document a 'aide d’une approche ensembliste qui consiste a calculer
I’ensemble des trajectoires possibles générées en présence des perturbations
dues a 'environnement du systeme et a la méconnaissance des modeles du
systeme se traduisant par des incertitudes sur la valeur de certains de ses
parametres. Dans le cas de notre probleme, les incertitudes peuvent porter
sur les valeurs des parametres, I'état initial ou les mesures du systeme. Pour
garantir le résultat de 'analyse de stireté, toutes les trajectoires doivent étre
envisagées, pour toutes les perturbations et les incertitudes considérées. Pour
représenter le comportement d’un systéme complexe (un systéme multi mode
ou un systéme non-linéaire), au lieu d’utiliser un modele avec une structure
complexe, une approche standard est de diviser le régime opératoire du sys-
teme en zones locales est de représenter chaque zone par un modele linéaire
avec une structure simple. On essaie dans ce travail de these d’apporter une
solution au probleme d’identification de systemes incertains dans un premier
temps par un modele mono-mode et ensuite par un modele multi-mode pour
un objectif d’analyse de streté de systeme. Ce document est constitué de cinq
chapitres. Dans le premier chapitre, la problématique du travail est détaillée.
Dans le deuxieme chapitre, un état de l'arc sur la problématique étudiée
est donné. On traite ensuite du probleme d’identification et de simulation
d’'un modele ensembliste (intervalle) dans le chapitre trois. Pour améliorer
la qualité de la modélisation et augmenter la précision de la prédiction, une
approche méthodologique est proposée dans le chapitre quatre pour identifier
et pour simuler ce modele intervalle. Dans le dernier chapitre, une conclusion
est apportée sur I’ensemble de ce travail de these.

Mots Clés : Identification des Systemes Dynamiques Incertains, Simulation des Sys-
temes Dynamiques Incertains, Analyse par Intervalle, Analyse de Sureté, Modele Multi-
Mode






Abstract

While a system is in operation, one of the aims of the process safety analy-
sis is to guaranty that the physical variables of the system follow a certain
trajectory and stay in a given zone considering all the perturbations and the
uncertainty on the real values of the parameters of the model and the mea-
surements. An original solution for this problem which has been proposed in
this document is to consider the environmental perturbations and the igno-
rance of the exact values of the parameters of the model as uncertainty on
the parameters of the model, characterize the support of the parameters of
the model by intervals and then to use the interval arithmetic to calculate
all the possible trajectories of the system. In the other hand, to represent
the behaviour of a complex system (a multi-mode system or a non-linear sys-
tem), instead of using a complex single-mode model, a classical approach is
to split the operating regime of the system into local zones and to represent
every zone by a linear model which has a simple structure. In this work, we
try to propose a solution to the identification problem of uncertain dynamic
systems in the first time by a single-mode model and then by a multi-mode
model in the process safety analysis context. This document consists of five
chapters. In the first chapter, the objective of this work and the problem to
be solved is explained. In the second chapter, the study of the literature of
the problem is given. We then deal with the problem of the identification
and the simulation of interval model in chapter three. To improve modelling
quality and to increase the prediction precision, a methodological approach
is proposed in chapter four to identify and to simulate multi-mode interval
models. In the last chapter, the conclusion of this work is given.

Keyword : Uncertained Dynamic System Identification, Uncertained Dynamic System
Simulation, Interval Analysis, Process Safety Analysis, Multi-Mode Model
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